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 ��� �
 ���� 


�
	������#
 ( �� ��������
�



� �� ������ �	 
��	���

������� ����� 	
 ����
 
 	�������
 	
 ����
����


�� PFZ �� �� FFZ ���� �	
��	�� 
�� ��� �������� ����� l(t)� ��	������ �� �� ��������

�������� 
�� �� ���� �� ������ ������ ��� �� ���� ���������� ���
�� �

dl(t)

dt
=

Fd − F (l(t))

ρ0Seff (1− fp(l−, t))
��������

F (l(t)) ��
�	����� �� �	�� ������� ���� �� ���� ���������� ���
�� �� Fd ��� �� �	�� ��

����� �� ������ �� ����� ρ0Seff (1− fp(l
−, t)) ������ ��� ��	������� �� �� �������� �	
���

�� ���
������ �� ������ ��� ����
	 
�� �� ������ �� ������ ��
������  ��� ��

�����

��� �� ������ ����� ������� ��� 
��� fp(l−) < 1�

����� �����	���
 ����	���
 �	 �����	���
 ���	����


��� �������� ����� �� x = 0 �� �� x = L ���� 	������ ���� ��!"
��!��� �� �� �������	

�� �	�� �� ������# �� �� ���
	������ �� �� $�% �� ������	 �� ����������

������� �������
 
� x = 0

�� �	��# �� ���
	������ �� �� ���% ��!����	 ���� ��

��	� ������� �

� �� �	�� ��� 	��� �� �	�� ������������ �� ������ Fin(t)#

� �� ���
	������ Tp(0, t) �� �� ���% ��!����	 Mp(0, t) ���� 	���% & ���% �� �� ������

��� ���� �� ����� ������������ ��� Tin(t) �� Min(t) �

fp(0, t) =
Fin(t)

ρ0NVeff
������'�

Tp(0, t) = Tin(t) ������(�

Mp(0, t) = Min(t) ������)�

������� ���	����� ������
�

* t = 0 ���� ��

����� ���%������ ��� ���% ����� ���+ ��� �������� ������ �������� �

� 
��� �� PFZ �

fp(x, 0) = fp0 ������,�

Mp(x, 0) = Mp0 ������-�

Tp(x, 0) = Tp0 ������.�

� 
��� �� FFZ �

Mf (x, 0) = Mf0 �����/0�

Tf (x, 0) = Tf0 �����/��



���� ����� �� �	
���� �� ������ ���
��� �� �
��� �� �����	������ �

��� ����� �� 	
����� �� ������ ������� �� ����� �� ����
������

�� ������	� 
��������� 
� ������� ���� ��� 	�
���� 
� �����	� � ��������� 	����� ���

�����	��� ���
� 
��� �� ��� 
� 	�
���� ����������� ����� �� 
�� 	�
���� ������������

�� �� ! �"#� �$ 
�� %&'� ���� 
�(��� ��� �� ���	��� )��� �������* ��� %&+ ��� ����������

�� �� 	�
��� ��������� ��� �� �����
� )��� �������, �� 	�
��� 
������
���� ����
��� �

�� 
������ ��� �� ��� ���� ��� ��	���� 
� 
��� �����	�� 
��������� 
��-������ 
� ����

����������� ������� ��� ��� �������� 	����, .��� ��������� 
����
�� �� 	�
��� ������

�� �����
� 
��������� ��� �� �������� 	
 ���� ��� 	� �����, &��� �� ���	�� ��	�� ����

������������ �� �����	� 
��� �� 
�	��� (0, 1) �� ������� ��� ������	���� 
� ����
������

��������� ���� ������ )���, ������	��� 
� ���� (�� ���	�� ������ 
� 
�(�� ��� ���
����


��������� 
� ������� ���� �� ������	�,

����� �����	 
���	���	� � ���
�	 ��	 (0, 1)

&��� ����� ������ ���� ���������� 
��� ������	��� 
� -������� �� ���	������ 
������

��� �������� 
��-������ ��� �� 
�	��� (�� (0, 1), �� 
�	��� ����� (0, L) ��� ��������	� ��

������-���� (0, 1) �� �� ������ 
� ���������� 	���� ��� ��	���� � �� -����� (�� �, /� ���	�


� ���-����� (��-� ������� 
� l(t) ������0� ����� 
��� ��� �������� 
��-������,

�� 	�
��� ���	���� ��� ��������1

� 
���� ������� ��� 
��-��� ��
����� 
���-��� �� 
���	��� 

� ����������⎧⎨⎩l̇(t) = F (l(t), N(t), fp(t, 1)) , t ∈ (0, T )

l(0) = l0,
2�, ,�3

� 
���� ������� 
� ��������� 
� 	����1⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂tfp(t, x) + αp(t, x)∂xfp(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

fp(0, x) = f0
p (x), x ∈ (0, 1)

fp(t, 0) =
Fin(t)

θ(N(t))
, t ∈ (0, T )

2�, , 3

� 
� 
��� �������� 
� ��������� 
� ���� 
���	
��1⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tMp(t, x) + αp(t, x)∂xMp(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

∂tMf (t, x) + αf (t, x)∂xMf (t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

Mp(0, x) = M0
p (x), Mf (0, x) = M0

f (x), x ∈ (0, 1)

Mp(t, 0) = Min(t), Mf (t, 0) = Mp(t, 1), t ∈ (0, T )

2�, ,#3



�� �� ������ �	 
��	���

� �� �� ���� �����	
�� �� �����
� �� �� ���������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tTp(t, x) + αp(t, x)∂xTp(t, x) = Ωp, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

∂tTf (t, x) + αf (t, x)∂xTf (t, x) = Ωf , (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

Tp(0, x) = T 0
p (x), Tf (0, x) = T 0

f (x), x ∈ (0, 1)

Tp(t, 0) = Tin(t), Tf (t, 0) = Tp(t, 1), t ∈ (0, T )

�������

����� ������	
�� �����
��

�
�� �����
�� ���� ����	
� ����� �� ����	�	
� �� �� �
���	
� ��	 �� �� �
 �!�� �� "���#$%

����&��������

��������� 	
 � ���� T > 0� ��	 
������� ����	 �� �������	 �	 ����� ��������������� 	
� ��

�	��	�� (l, fp,Mp,Mf , Tp, Tf ) ∈ W 1,∞(0, T )×W 1,∞(Q)× (C0([0, T ];L2(0, 1)))4� �	� ��	 ����

���� τ ∈ [0, T ]� ����	 �������� �	
� ϕ1� ϕ2 = (ϕ21, ϕ22)� ϕ3 = (ϕ31, ϕ32) ∈ C1([0, T ] × [0, 1])

�	� ��	

ϕi(τ, x) = 0, ∀x ∈ [0, 1], i = 1, 2, 3, �����'�

ϕi(t, 1) = 0, ∀t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 3, �����(�

���
 ���


l(t) = l0 +

� t

0
F (l(s), N(s), fp(s, 1)) ds, t ∈ (0, τ), �����)�

� τ

0

� 1

0
fp(∂tϕ1 + ∂x(αpϕ1)) dx dt+

� 1

0
f0
p (x)ϕ1(0, x) dx

+

� τ

0

Fin(t)

θ(N(t))
αp(t, 0)ϕ1(t, 0) dt = 0, �����*�

� τ

0

� 1

0
Mp(∂tϕ21 + ∂x(αpϕ21)) dx dt+

� τ

0

� 1

0
Mf (∂tϕ22 + ∂x(αfϕ22)) dx dt

+

� τ

0
αp(t, 0)Min(t)ϕ21(t, 0) dt+

� τ

0
αf (t, 0)Mp(t, 1)ϕ22(t, 0) dt

+

� 1

0
M0

p (x)ϕ21(0, x) dx+

� 1

0
M0

f (x)ϕ22(0, x) dx = 0, �����+�

� τ

0

� 1

0
Tp(∂tϕ31 + ∂x(αpϕ31)) dx dt+

� τ

0

� 1

0
Tf (∂tϕ32 + ∂x(αfϕ32)) dx dt

+

� τ

0

� 1

0
Ωpϕ31 dx dt+

� τ

0

� 1

0
Ωfϕ32 dx dt

+

� τ

0
αp(t, 0)Tin(t)ϕ31(t, 0) dt+

� τ

0
αf (t, 0)Tp(t, 1)ϕ32(t, 0) dt

+

� 1

0
T 0
p (x)ϕ31(0, x) dx+

� 1

0
T 0
f (x)ϕ32(0, x) dx = 0. ��������



���� ����� �� �	
���� �� ������ ���
��� �� �
��� �� �����	������ ��

���� ��������� �	� 
	�� ������	��

�������� �	 ������ T > 0 �� (le, Ne, fpe) �� �	��
���� ��������

F (le, Ne, fpe) = 0 ��������

��� 0 < fpe < 1� 0 < le < L� ���� 
���������� �� ��������
��� �� (0, 0)

Fin(0)

θ(N(0))
= f0

p (0). ��������

�� ������ ε0 ��	
������ �� T  ��� ��� 
��� ���� ε ∈ (0, ε0]� ��

‖f0
p (·)−fpe‖W 1,∞+‖ Fin(·)

θ(N(·))−fpe‖W 1,∞+‖N(·)−Ne‖W 1,∞+|l0−le|�ε. ��������

�� 
������� �� ������ ��������������� ����� ��� �������� ������ (l, fp,Mp,Mf , Tp, Tf ) ∈
W 1,∞(0, T )×W 1,∞(Q)× (C0([0, T ];L2(0, 1)))4� �����

‖fp − fpe‖W 1,∞ + ‖l − le‖W 1,∞ � Cε0 · ε, ��������

‖Mp‖C0([0,T ];L2(0,1)) � Cε0 ·
(‖M0

p ‖L2 + ‖Min‖L2

)
, ��������

‖Tp‖C0([0,T ];L2(0,1)) � Cε0 ·
(‖T 0

p ‖L2 + ‖Tin‖L2

)
, ������	�

‖Mf‖C0([0,T ];L2(0,1)) � Cε0 ·
(‖M0

p ‖L2 + ‖Min‖L2 + ‖M0
f ‖L2

)
, ������
�

‖Tf‖C0([0,T ];L2(0,1)) � Cε0 ·
(‖T 0

p ‖L2 + ‖Tin‖L2 + ‖T 0
f ‖L2

)
, ��������

�� Cε0 ��� ��� ��������� �	
������ �� ε0 ���� ���	
������ �� ε�

�������� �	 ���� ��� ��
������� ��  �	����� !� ��

����� ��� f0
p (·) ∈ H2(0, 1)�

Fin(·)
θ(N(·)) ∈

H2(0, T )� �� �� ��������� �� ���
��������	 �������� �� (0, 0) �	��"	��

f0
px(0) +

l(0)

ζN(0)
· F

′
in(0)θ(N(0))− Fin(0)θ

′(N(0))N ′(0)
θ2(N(0))

= 0. ��������

����� �� ������ ε0 ��	
������ �� T  ��� ��� 
��� ���� ε ∈ (0, ε0]� ��

‖f0
p (·)−fpe‖H2(0,1)+‖ Fin(·)

θ(N(·))−fpe‖H2(0,T )+‖N(·)−Ne‖W 1,∞+|l0−le|�ε, �������

�� 
������� �� ������ ��������������� ����� ��� �������� ������ (l, fp,Mp,Mf , Tp, Tf ) ∈
W 1,∞(0, T )× C0([0, T ];H2(0, 1)) ×(C0([0, T ];L2(0, 1)))4 ���� �

‖fp − fpe‖C0([0,T ];H2(0,1)) � Cε0 · ε, ��������

�� Cε0 ��� ��� ��������� �	
������ �� ε0 ���� ���	
������ �� ε�
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����� � 	���������� ��� ��� �������� � �������

���������

����� ������ ������ �� 	� 
����	�
���� �� 	� ��
���� �� 	��������� ��� �� ����	���� ��

����� ���	�������� � ������� ��
 �� ��������
�� �� ����� ����� ���� 
�� 	�������� ��

���
���� �� ���� �� ����	�

��� ��
 	� ��� ������		���� ����	�� ����� 
�� � ������

������	� ��
 	� ����
� �	 �������� ��
 �� ������� � ������ �� �� ����
 �� ���������� ��

	������ �� �� ������ �
� ������ �� ���� �� ����	�

��� � 	��������� fp(l(t), t)� �� ����	���

�� ������� �
� �����
��� ��� 	� 
����	�
���� � 
 
���� � ������ 
�� 	������� ��
 
 
����


� ������ 
�� 	������ � 
�� ��
 ���������� ���	�
�
 ���� 	�
 ����	���
 �� ����!	� � ����

��
 �������
 �"�� 
� 	�
 ����	�
 � ������
 �� ��#����
 �������
 	��

�� ���������� ��
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 �� ���������� 
���������
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����
 ��������� �� ���
���� 
� ������ � ��
 ����	���
 �� 
����	�
����

�� 
 
����
 � ������
� - �#��' �� ��
�	���� �� ��
 �������
 ��� �������
 ������		�
 ���

	� ���.��� ��
 ���������
�����
 ������ �� ���
������ 	�
 -/0
 � ��
 
 
����
 ���������


��� �������
 ��������
 ��������� � ������ $1*' ()*' 2' %+� /�
 ����� 
����� ��
 ���	�
�


����� ���.��� ��
 ���������
�����
 ���� ���
������ 	� 
 
���� ������	 � � 
 
���� � ������


�� 	������ ������	���

����� ��� ��	
���� �� ������
��� �� �
��� �
�� 	�� ����	��	��

�� ����	�
���� �� 	���������
� ���� ���������� ���� ���
 �����������
 ��
 	�
���		�
 	�

������� �
� ���
������ � ��
 ����

� ��#�����
� ��
 ���� ���
 
�� 
������
 ��� �� ��������

����	� ��� 	� � ������ �
� ������ ��� �� ������� ��� �������
 ��������
 ������ ��� �

��	� �� ��

� ��
 	� ��� ��������� ����	��� ���' ��
 �����	�
 	�
 �������
 �

��
 ��

��	� �� ��

� ��
 	�
 ���
 ������		���� �� ��������� ����	��
� �� ��� ������		����

����	�� �
� ����� ��
 	� ������ 
�����	 [0, l(t)[ �� 	� ��� ��������� ����	�� ��
 ]l(t), L]

3� �����
��� 	� 	������ �� 	���������
� �� l(t) 	� ��
���� �� 	���������4�

� - �����
���� 	� �������� �� 	� ��

� ��
 	� ��� ������		���� ����	�� ��� 	� ����

�� ����	�

��� fp(x, t)' 	� ��	� �� ��

� �
� �����
��� ��� �� ������� �� ���
����

��� 	� ��	����� �
� ��������� ��� 	� ����

� �� ������� N(t) �� 	� ��
 ξ �� 	� ��
� 5��


	�. ���.�
� ���� �������� �� ����� � 	������ {x = 0}' 	� ������� �������� �

�����

�� ���� �� ����	�

��� 
� ������ �� 	� ����

� �� ��������' �� ��	��� ��
����	� Veff '

�� 	� ��

� ��	������ ρ0' �� �� ����� ���	�������� Fin(t) 6⎧⎨⎩
∂fp
∂t
(x, t) = −ξN(t)∂fp

∂x
(x, t) x ∈ [0, l(t)[

fp(0, t) = f in
p (t) = Fin(t)

ρ0ξN(t)Veff

�������

� /�
 	� ��� ��������� ����	�� 	� ����

� �� �������� �
� ����������		� �� �����

�� 
����� �� �	���� Fd(t)� �� ��	� �� ��

� ��
 ����� ��� ������ �������� 	��������



���� �����	�����
� � 	�������� ��� �� ����
�� � �
����� ��������� ��

��������	�
 �� �� ��	�	�
 �� �� 	
������� l(t) �⎧⎨⎩
dl(t)
dt

=
Fd(t)−ρ0N(t)Vefffp(l(t),t))

ρ0Seff (1−fp(l(t),t))

l(0) = l0 0 < l0 < L,
�������

�� ���	� Fd(t) ��� �
� ��
��	�
 ��� ��������	��	���� �������	���� �� �� ��	��� Kd� �� ��

�	����	�� η �� �� �� ����	�
 �
 L� P (L, t)�⎧⎨⎩Fd(t) =
Kd
η ΔP (t)

ΔP (t) = (P (L, t)− P0),
�������

P0 ��� �� ����	�
 ����� ��	����

!�
� ����� ���	� 
��� ��
�	����
� ��� �� �����	�
 �� ������� ��� ���
	� �� �
� ��
�	
�	��

�� �� ����	�
 " ��	
�������� #�����

ΔP (t) =
ηVeffN(t)ρ0(L− l(t))

(Bρ0 +Kd(L− l(t)))
�����$�

����� ����	
��� �� 	���
���� �� ��������

%�
�	����
� �������	�
 �� ���
���� ������� ���� �� ��
�	�	�
 ���
�	��� �����	�� fp(0, t)� ��

���	��� ������ �� �� ���	���� fp �����	��

dfp(x(τ), t)

dτ
=

dt

dτ

∂fp(x(τ), t)

∂t
+

dx(τ)

dτ

∂fp(x(τ), t)

∂x

��� �����	�
� �� �������	�
 �������� �� ��
� ��� ��������	��	���� ��
� ��

��� ���⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
dt
dτ = 1

dx(τ)
dτ = ξN(t)

dfp(x(τ),t)
dτ = 0

�����&�

%���� N(t) ��� �
� ��
��	�
 �� t� �� �'����� �����&� 
� ��� (��� ������ �)�	�	����
��

*
 	
�����
� ��� �����	�
� ��������	��	�����(
x1 x2 x3

)
=
(
t x fp

)
∈ R

3


��� ����
�
��

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1(τ, s) = τ + s

x2(τ, s) = ξ
� τ+s
s N(τ ′)dτ ′

x3(s) = fp(s)

, �����+�



�� �� ������ �	 
��	���

� ����� �� ��������	 
������������ ���� N̄(t) �� �������� ��������	 
	 N(t)� ���� 	� 
��


������ �

N̄(s) = N̄(τ + s)− x2
ξ

�������

�����	�	���

s = N̄−1
(
N̄(t)− x

ξ

)
�������

 ���	 �������� ��������	 �	 ��� 
	� ������������!�	� ��	"����	 
	 �� ����#�	 �������	�

fp(x, t) = fp

(
N̄−1

(
N̄(t)− x

ξ

))
�����$�

%� �������� ������������ �� ���
����� ������#�	 �������	 & ���!������ 
	 ��������� ������� 	��


����	 ����

fp(x, t) = f in
p

(
N̄−1

(
N̄(t)− x

ξ

))
������'�

(	��	 �������� �	�� )��	 	"�����	 	� �������� 
� 
�*�� 
�����	������� 	� ����#�	�

f in
p

(
N̄−1

(
N̄(t)− x

ξ

))
=

Fin

(
N̄−1

(
N̄(t)− x

ξ

))
ρ0N(t)Veff

, ��������

����� �����	
 � �
��� ��� ��
����
 ���
���� �
 �����

+��� �� ����	 ���� �����
����� !�	 �� ���	��	 
	 �������� 
	 �� ��� 	�� ��������	 N(t) =

N0� %	 ���*�#�	 
	 ������
	 �������	 & ���*����	� �����	����	 	� ������� ��� �	 
�*��


�����	������� 	� ����#�	��������� +��� �	 ��� 
	 ,��	� �� �������� 
	 ���!������ 
	 ���������

������� � ⎧⎨⎩fp(x, t) = f in
p (t− x

N0ξ
)

fp(l(t), t) = f in
p (t− l(t)

N0ξ
),

��������

	� ���!������ 
	 �� 
-����!�	 
����	����	 
	��	�� �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
dl(t)
dt

=
Fd(t)−ρ0N0Vefff

in
p

(
t− l(t)

N0ξ

)
ρ0Seff

[
1−f in

p

(
t− l(t)

N0ξ

)]
Fd(t) =

Kd

η
ΔP (t)

��������

%��!������ �������� 
�,��� �� �-��#�	 & �	���
 ��� ��	����	 
��	�
��� 
	 ������ 	� �	��

�������	 ���� �� ����	 �*������	�⎧⎨⎩
dl(t)
dt = f(l(t), U(t−D(l(t)))

U(t) = f in
p (t)

������.�

�/ f 	�� ��	 �������� �����������	 	� D(l(t)) �� �������� �	���
 
��	�
��� 
	 ������ 	�

������� ��� ��	����	 U(t)� %	 ���*�#�	 
	 ���*��������� 	�� ������ 	� ��������� �	 �����0�	��

���
����� ������� ��� 1�$� 2'3�
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�������	�� � ����� ������ ��� ��	 ���	����	 ����	 ��

��� �����	
� ��	����
�� � ����� ������� ��� ��
 ��
����
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�� �������	 
�
���
 ���
����
 ������
 ��� ��
 ��������
 ��	 �������
 ���������
 ������

���� ��� ����������� ������������� � ����
 �
� 
��� ������
 
�
���
 �����������
 � ����


�������� ���� !" !#$% &�
 
�
���
 ��� ��� ������
 
��
 ��'�����
 �
����
 �������� �(�	�
�����

�� 
������� �� �� �������� ���
 �� ��
 �������� �!� ") �*� �++ �*# )� ��� !*$%

,�� ���
 �	������
 �� ������-� �� ���	 
�
���
 �����������
 � ����
 � ������
 ��� ���

������� ������% &���� ���

� �� 
�
���
 ������.� ���
 ��'����� �����	�� ���� ��	 �������


���������� ��
 ����-�����
 �� ���
� ��
 �������� �(����������� ���% ���
 ����� �����

���
 ���
������
 �(�	����� �� ���	 -�/ 
�����
 ��� �� ��
��� �� ��

� �����% 0(��������

�����
�� �
� ��
�� 
�� ��
 ������	 �� ��� �1 �1 #"$ ���������� ��
 
�
���
 ������������


������
 ��� ��� ��������� 2	�% 0�
 ������
 �����
��� �(��-������ �� 
�
��� ��� ��� ��������

������� ��� �
� ��2��� ����� ����� �� �������� ���������
����� �� �������%

����� �����	�
� ��� ���	��� �����	
���� � �
�	� �
� ��� �
�� �� �
��

�����	�
�

���
 �� ������� ����
 ���
 ��������
 �� ��2������ �(�� 
�
��� ����������� � ����


�������� �� ���
������� �� 
�
��� �� ���	 ���
 �� ���
�������� ��2�� ��� 3

∂tx+ ∂zN (x) = 0 4�%*%�5

6��
 ��������
 ��� �� 
�
��� �� ���	 ���
 �� ���
�������� 4�%*%�5 ���� 7��� �	����� 
��


�� �����3

∂tx(z, t) = J δxH 4�%*%#5

89 δxH �
� �� ������� �������������� �(��� �������� ������������� �����
������� � �(����-��

������ �� 
�
���% :� �'�� �� ;�	 N (x) �
� ����� ��� �� �������� 
������� 3

N (x) =

(
0 −1

−1 0

)(
δx1H
δx2H,

)
4�%*%�5

�� �(��������� ��������� ����������� ��� �(�-����� �����

��
 3

J =

(
0 −∂z

∂∗
z 0

)
4�%*%*5

0(�������� 4�%*%�5 ��-������ ��
 ��������
 �� ����
(
f∂

e∂

)
=

(
δx2H
δx1H

)∣∣∣
a,b

=

(
0 1

1 0

)(
δx1H
δx2H

)∣∣∣
a,b

4�%*%+5

��2��� �� 
�
��� ����������� � ����
 ��������%



�� �� ������ �	 
��	���

����� ����	
������� �� ���� �������� ���������� � ��	�� � �	���	� ���

���	��
� ���

���� ������	
��� ��� ������� ����������� � ��
� �� ���� ���� �� �����
������ �	����

��
 ��� �������� ������� [a , 0[ � ]0 , b] �	��	� ��
 ��� �������� {− ; +} �

∂zx
i + ∂zN i

(
xi
)

�������

���� �	�������� ���  ������� ������
� !�� ��� ���  ������� ��
��	
���!��� �� �������

��
�

c0(z, t) =

{
1 z ∈ [a, 0[

0 z ∈ [0, b]
��� c̄0(z, t) =

{
1 z ∈ ]0, b]

0 z ∈ [a, 0]
�����"�

#$��%������� �� ������ ���������� ��
 ��� ��
������ ������
� ���� ����� ��� ���� ��

�����
�����

∂tc = ∂tc̄ = 0 �����&�

���� ��� ��������� �������� c0 ��� c̄0 � ��� ��������� ��� ��
�� ���������� ��
�� ��

�	���
 �� ������ ���������� ��
 �� ������� ��� [a , b]� ���� �	�������� �� �����
 �$	�

	���� �

x̃ =
(
xT , c, c̄

)T
�����'�

� ��  ������ ������������ H (x, c, c̄) =
� b
a H (x, c, c̄) dz ���� ��� �����	 �$	��
%��

H (x, c, c̄) = cH−(x) + c̄ H+(x). ������(�

#� �	
��	� ��
���������� �$	�
� �

δx̃H (x̃) =

⎛⎜⎜⎝
δxH (x, c, c̄)

δcH (x, c, c̄)

δc̄H (x, c, c̄)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
c δxH− (x) + c̄ δxH+ (x)

H−(x)

H+(x)

⎞⎟⎟⎠ ��������

)�����	
��� �� ������ ������*� �

∂tx̃ = Jaδx̃H (x̃) + IeI ������*�

���� ��� ���������� �$��
	� �	���� ��
�

IT =
(

0 −1 0 0
)

������+�

� �$��	
���
 ��%���	�

Ja =

⎛⎜⎜⎝
0 d

−d∗ 0
02

02 02

⎞⎟⎟⎠ ��������

#$��	
���
 d �� �� ��	
���
 ��,	
����� ���-���	��
� . �����	 ��
 c(z, t) ��� c̄(z, t) � �	���

��
�

d = − [∂z c.+ ∂ c̄.] ������/�



���� ������	� 
�������	�� � ����� ������ ��� ��	 ���	����	 ����	 ��

��� ���� ��	
�� ���

d∗ = −d+ [(∂z c)− (∂z c̄)] ��������

����������� 	
 ���������� 	�� 
������� DI �������� �� ������� 	� 	��� ��� 	� �����
�����

	���� ��
 ��� ��
�����

(
x1

x2

)
��
 �� 	����� ������ [a, b] � z ���� ��� ���
���� �� ����

z = 0 �� ��
���� �� �������� 	� �� ��
���� 	����
� e2 �� �� 	��������� 	� �� ��
����

	����
� e2 ��� 	��� ��


DI =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

f̃

fI

f∂

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
ẽ

eI

e∂

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠ ∈ F × E /

(
f̃

fI

)
=

(
Ja I

−IT 0

)(
ẽ

eI

)

and

(
f∂

e∂

)
=

(
0 1

(c+ c̄) 0

)(
e1

e2

)∣∣
a,b

}
��������

���� ��� ��
����� 	� ��� f̃ = (f1, f2, fc, fc̄)
T �� ��� ��
����� 	����
�

ẽ = (e1, e2, ec, ec̄)
T �������� �� ������
 	����� ����	� ��� �!"# �� $ �����
����
 	��
��%

��� �������� Ja 	��� ��
 ��� �� "# ��� ���
����
� d# 
���� d∗ 	���� ��
 ��� ��&"# 
����

��� ��'"# �� ������
 ������� I 	��� ��
 ��� ��("# �� �������� �
�	�� B = F × E ���� F =

L2 ((a, b) ,R)5 ×R
2 �� E = 	��d∗ × 	��d×L2 ((a, b) ,R)3 ×R

2 ��� 	� �
�	�� �%����
�

〈⎛⎜⎜⎝
f̃

fI

f∂

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
ẽ

eI

e∂

⎞⎟⎟⎠
〉

=
� b
a ẽT f̃ dz + eT∂Σf∂ +

� b
a eI

T fI dz ��������

���� eT∂Σf∂ = e∂(a)f∂(a)− e∂(b)f∂(b)# 	���� ��� ��
����
� 	� )
���

����� ����	
������� �� ���� �������� ���������� � ��	�� � �	���	� ���

���	��
� �����

���	 ��� ���	���� ��� �� ������� ��	�� �� ������� �� �
�� ���� ���������� ��� ��������

������	 ���������

cl(t)(z, t) =

{
1 z ∈ [a, l (t) [

0 z ∈ [l (t) , b]
��������

�

c̄l(t)(z, t) =

{
1 z ∈]l (t) , b]
0 z ∈ [a, l (t)]

������ �



�� �� ������ �	 
��	���

��� �����	��� ��
��
�� ��	����� � ��� ��
��	��� �� ��������� ���� �� �����	�� ��� ������

��� �� �	����� �� ��	�������� l̇ (t) �

∂tc(z, t) = −l̇ (t) ∂zc(z, t) ��� ∂tc̄(z, t) = −l̇ (t) ∂z c̄(z, t) ��������

���� ��� ����	�	��� 	�	�	�����

c(z, 0) = cl(0)(z, t) ��� c̄(z, 0) = c̄l(0)(z, t) ��������

�� ����� � !� 	����	�� �����	� �
" ��
" ����� �� �� ��	� �� ���������	�� ��
���� ��� 
��

	��������  �	�� ��
� �� ��#�	� �� ����	������ 
� ����� � �����
 �� �
$ ���� ��� �����	���

��
��
���

∂t

⎛⎜⎜⎝
x

c

c̄

⎞⎟⎟⎠ = Ja

⎛⎜⎜⎝
δxH (x, c, c̄)

δcH (x, c, c̄)

δc̄H (x, c, c̄)

⎞⎟⎟⎠+ IeI + l̇ (t)

⎛⎜⎜⎝
c x c̄ x

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎠ ∂z

(
c

c̄

)
������%�

������	���	�� �������� � ��	�������� I ��� ��#�	� ��� ������%��

������	���	�� �������� �����	� � �� ���� 	�
� �� ��	�������� ��� ��#�	� ��� ��������

G (x, c, c̄) =

⎛⎜⎜⎝
c x c̄ x

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎠ ∂z

(
c

c̄

)
��������

�� �� ����	� ���&
$
�� el ��� ��#�	� ��� �� �����	���

el =

� b

a
δx̃H (x̃)T G (x, c, c̄) dz

�'�

el =
〈
G
(
Tx, c, c̄

)∣∣ , δx̃H (x̃)
〉
=

� b

a
δx̃H (x̃)T G (x, c, c̄) dz ������(�

����������� 	
 ���������� 	�� 
������� DM �������� �� ������� 	� 	��� ��� 	� �����
�

����� 	���� ��
 ��� ��
�����

(
x1

x2

)
��
 �� 	����� ������ [a, b] � z ���� ��� ���
����

����� 	� ������ l̇ �� ��
���� �� �������� 	� �� ��
���� 	����
� e2 �� �� 	��������� 	� ��

��
���� 	����
� e2 ��� 	��� ��
�



���� ������	� 
�������	�� � ����� ������ ��� ��	 ���	����	 ����	 ��

DM =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f̃

fI

el

f∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ẽ

eI

l̇

e∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ F × E /

⎛⎜⎜⎝
f̃

fI

−el

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
Ja I G (x, c, c̄)

−IT 0 0

− 〈GT (x, c, c̄)
∣∣ 0 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

ẽ

eI

l̇

⎞⎟⎟⎠

and

(
f∂

e∂

)
=

(
0 1

(c+ c̄) 0

)(
e1

e2

)
a,b

⎫⎬⎭

��������

���� ��� �����	��� 
� �� f̃ = (f1, f2, fc, fc̄)
T �� ��� �����	��� 
������

ẽ = (e1, e2, ec, ec̄)
T ��������� �� ������� 
����� ����
� �������� ����������� 
���������� Ja


���� ��� ��������� 
�� ���������� d � ����� d∗ 
����� ��� ��������� ����� ��������� �� �������

������� I 
���� ��� ����� ��� ������������� �� ������ G 
����� ��� ��� ��!� �� ��� �
"����〈
GT
∣∣ ��� ��� ���� �� �������� ���
��� B = F × E ���� F = L2 ((a, b) ,R)5 × R × R

9 ��

E = 
�#d∗ × 
�#d× L2 ((a, b) ,R)3 × R× R
9 #��� 
� ���
��� 	�$��������

〈⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f̃

fI

el

f∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ẽ

eI

l̇

e∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
〉

=
� b
a ẽT f̃ dz +

� b
a eI

T fI dz + eT∂Σf∂ − el l̇ ��������

���� eT∂Σf∂ = e∂(a)f∂(a)− e∂(b)f∂(b)� 
����� ��� ��������� 
� %�����



�� �� ������ �	 
��	���



������� �

���������	��

��� �����	���
 	
� ������� ���

������� ����	
��� ���
�� 	�� ������	
�� ��� ���� �� 	�� ���
��������� ������
�� 
�

��
� �����
��� ���� ��� ���� 	�� �	��	
�� �
�	 ��� ������
�� ����
	�	
�� ������	���
�� ��

�����������
��� �������	
��� 
� ��
� ������
��� ���	 	�������� ���� 	�������� ��� ����	
��

���
����
��� �����
�
�� ���
��� �������� ��
�� ���
����� 	��	 
������� 	���� �����
�� 
�

	�� ��
� 
���� �� ������
�� ��� � ����� ����� �� ���
��� ���	��� ��� ������	��
��� �� � ��	
��

	������ �����
��� ����
��� ���	��� ���� 	� ���
��� ���� � ����
�� ��������	
�� �� ���	�
�

����	
	
�� !����� �����	��� ������" ��� ��� �� �������	�� �� ��	
�� �
#����	
�� ����	
����

����� 
�$�
	� �
����
���� ���	��� ��
�� ��� ��������� ������� ���� 	�� ��������	
�� ����

���� 
� ������
�� �� 	������	 ��� �
#��
�� ��������� %� 	�
� ���	� 	� 	�� ������
�

�� ������ ��&� 	������ �� 
�	������ 
� ��	 ������	 
� 	�� �
	���	��� ��
�� ������� 	� 	��

�	��� �� 	���� 
�$�
	� �
����
���� ���	���� ��� ���' �� ���
��� ����� ��
�� � ���� �������

	�� 
�	������ �	���	��� ��� 	�� ����
�� ����
	
��� ��� �� ����
����� �� 	�� ���� ���������


� ������
�� �
�	 �� �
��� %	 
� ����� 	��	� 
� ���
	
�� 	� 	�� ��$�
	
�� �� ���� ����� ��

��������	
�� ����� �� 
�	�����
�� ����� ���	 �� ����	���	�� 
� ����� 	� ���
�� 	�� ��	��� ��

	�� 
������	
��� 	��	 ��� � ������� �	 	�� ����
�� ���
��� ��
� 
�	�����
�� ����� ��� ��

�������	�� ��� 
��	����� ���� 
���
�� 	�� ���	
��
	� �� � �
��� ��	 �� ���
����� �� � �
���

�
���� �� ����
���� ����	
�� �� ���
����� ��
�� ������
�� ���
����� � �������	 �����
	
��

�� ��������� %� 	�
� ����	� ��	 �� �	��
�� ��
�� ��� ����	�� 	� ������ �������
� ���	���

�� ��������	
�� ���� 	������ �� $ �� 
�	������ � 
�	 
� 	�� �
	���	���� %� ()*+� 	�� ����
��

������ 
� ����
����� 
� 	�� ���� ����
� R ��
�� 
� �����	�� �� � 	�
� 
�	������ I ����	��

�	 {0}� ��� ���	�� 
� �����
��� �� ���� �
�� �� 	�� 
�	������ �� ,� �������
� ���	��� ��

��������	
�� ��� �
	� �
#����	 ����	
��� �� �	�	��

-�� ��� ����
��� 	�� ����� �� ����
�� �������	
��.

� ��� $��	 ��� ��
�� 
� ��������	
��� 
� ������ � ��� ������	
 ������ 
� 	�� �����

	��	 	�� ����	
�� ������� ���	
����� ��� �	 	�� 
�	������� ��
� ������ 
� ����
�����

��



�� �� ������	
����

���� ��� �����	
����� ��� �	� ����	���� �� ������������� ���������� �� ��� �������

R
−,∗ ��� R

+,∗ ���� ��� ��� ��� ����

� ��� ������ ���	���� �� 	����� �� ����� ����	
�� ������ ����� ������� �� ������ ���

���������� � ��� ����� 
�	����� �� ��� ����	 ���� ����� ��� 	������ ������� ��� �	����

� ��� ������� �� ���� ����� � ��� ����	 ��� ��� �� ����	�	���� �� ��	�� � ��� ���� � 

������	� ����������� ��� � � �	��� � ��� !	�� �����	
����� ��� ����� �	� ��!��� ��

R
−,∗ ��	
�� �� ������	� ���������  �	 ��� ������ ���� "��� 	�#�� �	��� � ��� ������

�����	
����� ��� ����� �	� ��!��� �� R
+,∗ ����� �� � ������	� ���������  �	 ��� !	��

��� ��� $� ��� ��� �%��

&�	 ������� �	����� ��� 	�'��	����� � ���������� � � ��� ��(����� 
�	����� � ��� ������

�� '���� ���������� &�	 �)����� �������	��# � *�� �� ����� � ��+�	��� ��������� � �	����	�

�	�� �� ����	
�� �� ��� ��������������� � ��� ������ ���� "� ���	����
� ���� ��##����� ��

���� ����	
����� �� ��� ����� ����	
�� ������, ��� ����	 ��� 	�'��	�� ���������� � � ��� � 


�	����� ����� �	� �������	 �	��� �	������ � ��� ����� 
�	������ ������� ����	���# �� ���

������� �����	������

��� ����������� ��� ����	��� ������� � ���� ���� � ������� ���  �	 ����	�����# '���-

����� �� ��� ��� �������� .��� !)�� ����	 ��� �	����� ������� �����	 �� �����	 	�����	

��� ����� #���	���	� �� ��� ����� ����#�� ���� ��� �����	� ��� *��� ������� ������# ��

��	��� ��� ���-��	��� ������ ��� �	� 
�	�  	�'���� �� �����	(� �	��� *�� ������# /�����

������ ���������# ��
�	� ������	�� � 
�	���� ������ ���� ��� ��	�0���� �����1 ���%��

2���
�	� ����	� ������'��� ����� �	� ��������� �� ������ ��!���� ���������� �������

�� � !)�� ����	 ��� �� 
�	� ������ �� ��������� 3����	(� � *�� �	�����	������ �� ��� ��4�	

�)���� ����� �� �)��	�� �� ����	� ����	� �����	���# ����� �������� &�	 �� �		�#����� ����

����� �� ��������� �� �������	� ����� ��� 	���	
��	�� ��� ����	� �� ������ �� ��� ����	 ����

����� ����	������� ��+�	��� ���-�������� ��� ��4����
�� � ���� ����	� ��	���#��� �� �����

��� 	�#������ � ����	 �
�� ���� �� � #�
�� 	� �	���� ���-����� ���� 5� ���� $5�� ���� �����


���� ����# ������0��� �	 ����#�� �� ������ ����# ������0�� ���� �6��� ��� ������ �	� ��	�

�����# �� ��� ����	 ��� ����� �� � #��� ������# ��� �	����	� ������������� �� ��+�	��� 	�#���

� ��� �����	(� .� ��� 	�#������ �� ��	 �	��� �� ������# #���� �� ����� ������ ����# ����

�	������
� ����	��	��  ������( �	  ��� �	��	� ����	��	�� 7����� ��� �� ��� �����)���

��� ��0� � ����	 �����	(�� ����	� � ���� ������� �� ��� ��	 �	��� �� � ����	��0�� ����

8���	������ ����	� �������� �� ��� ����	��	� ����� �	� ����#��� �� ���� ��� ���� ����

��(� ���� ������� ��� �+���� � ��� ������� �� ��� �
�	� ������ ��	 �	����� �	� ��
������

����� ����	� ��	���#� �� ����� �� � �������� �����	������ ��#�������� ��� �������������

������� ���� ����	��	� �� �� � �	�����	������ �����	(� ������� ��%���

���� ������ �� ��
���� �� ��� ������� � 98:� ����� �	� ������ ��	��#� � ��
��# ����	-

 ��� �� �)�	����� �	����� ������#� ��� ����	 ��� ������� �� #�
�� �� �� �	����	� ��+�	�����

�'������ ��� ��� 98:� �	� ��!��� �� ��� ����������	� ����-
�	���# �������� .��� ���-



���� �����	���
 	
� ������� ��� ��

���� ������ �� ���	 �

�������� ���� ������
���� ��� ��	���� ������ ������ ��	��� 
�����

�������� ���� ��� ��� ���� �� � !�� "#$� ��%��� �	����� &���� � ���� ������ ��������� �

�������%�� ��� ��� � �����
�� ���'� (����� )%������ *����	�� ����$+ ,� �-��� ���������


�.����� �� ����� ��� ��/�� ��� ����������� �������� �� ��� ���������0 ��� ��
����

��
��� �� ��������� ����� � ��������	 �������� �� �� ���� .� ���� �� ������� �+ 1� ��

/%�� ���������� ����� �%���� ��/���� ������ �� �������� ��� ������������� .������ ��� ��

��.��	����� � �����-���� ���� .���� � �����-���� � � 
�	����� 2������	+ 3�� ����

��4������ .������ /%�� ��� �-��� ��������� 
�.��� �

���� �� ��� ����	��� � �����������

�
������ ������� ����� ��� ��������� .	 ��� ��������� ����+ 5� ��� ���� � �%������


�������� ��� �	���� ����� ���� ��� ������ ������� ��� ������� �4��� �� ���� �� ����

������ ����� ����-� ��� �������� ��
���+ 3�� ��
��� �	���� ��	 .� ��� �%
��� �

���������� �� ��� �-��� 6������ ����� ��� �������� ��������� �����.����	 �� ��
�������+

)-�� ��� ���� �� �������� ����� ��� .��� �� ����� 2���� �� ��� ��
�������� ������ �

��-� ������
���� ��� ��� �

�������� ������� ��� ����	 � ���������� ��� ��-���� 
����

������ 
�������+ 3��� ������ ��� .��� ���-���� �� 
��� .	 ��� �����	 �������	 .������

���� 
������� ���� ����� � ���� ��� ������� ����� ������ � ���� �����	+ 3�� ����

���������� �� � ������ ��������� ��������� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��������� ������

���� .� ���������� �� 
��� � ��� 
����� ������ ��� �������������� �� ��������� 
�
������

����� ��� ��������� ���� .� 
�����-��+ 3�� /��� �����
� �� ��-����� ��������� ����������

����� ���� ��� ��������� � � �� ���������� ���� /�� .����� ����� �-��� ���������� �����

��"#$+ 3�� ����� �

������ �� ���� �������� �"�� ���$ ���� � ����� �%
������	 ��� ������

���� .	 � �-��� ���� � � /%�� ����+ 1��� ���������� ��� ������� �� ����� � ��-�� ���

�

���� ���"$ �� ���� �� -���� � ���� �

���� �#�$��"�$+ 3���� ��������� ������ ����

.� ��������� ���������	 �� ������� 	 ����� �� ��������� � ��� �������� ��� ��� ���������

��
������ � ��� �%������ 
����� ����+ 7�� ���� ��� ��-������ � ��� ��-�� ��� �����

�� ���� �
������ ������� ��� ������� ��������	 ������ �
����� ����������+

8����������� ����	��� � ���� �	����� �� ��������	 
������� ����� ��������� ������

����� ����� � ����� ��� 
�.��� �� � /%�� �����+ 5� ������� 
 �� 
�
�� ���� ���� �

������������� �� ���� � ���� ���� ��� �����	 
�.��� � ��� �%������ 
����� ����+

)-�� ��� ���� ��� 	����� ��� 
�.��� � ��������� ��
��� 9(:� ���� �����-��	��� ��

����� ��� .���� ��.6��� � -��	 ����� ��������+ 5� ����$ � .�����	 ����� 
�.��� ��

��������� �� ��� ����� ���
������� ����� �� (����� )%������ *����	�� 
�����+ 1� �� ��

������.�� �� ����$ ��� ������.���� ������-� ������ �	���� ����� ��� ������ � �-��� ���������

���� ����� ��
������ ��� �
������ ������-� ��� ��� ��� ��������� �����
�� ���+ 3��

����� � ����$ 
���� �� ���� ��� �.��� ��������� �	����� �� ���� 
����� ����� �� � �������

� �������� ������.����� ��� ��� ����� -����.��+ 1��� ��� ����� 
�.��� �� ������� �����

;�
���� ������������ � .���� � �������� ������� �� � ���/�� <����� ������� ����� ���

.� ���������� �� ��� ���� �����+ 3���� ��� ��
��=��
�� ������� .�	� � ��������������


����
 ����� ���0 ��-�� �������� �� ��� ��
�� ���
�������� �� ��� ���
�	 ���������



�� �� ������	
����

��� ��������	
�	� �	�� ����������� ���������� ��� 	�	�	��� �����	 ������ ��	��� ��������

����
 �	 ��� ��������	 �� ��� �	����� ������ �� �������
 �	 ������ �	 ��	� ����� ��	���	�	�

��	��� �� �������	��� �������� � !� "��� ����	� �	�������# ���	
��
 $���%�	&� �����
 ��

���
 �� 
����� �	 �����'����� (	��� 
���	���	� �	�# ��� �����	� ������� ��	��� ��������

�� ���
���% �)*# �+# �,�� �	 ������� � "� ������� �� ����� ����	� �	������� ������ ���	�


��� ������ �����"��%�

��� ������	�
��� ��� ��
����
��� �� 
�� 
�����

-�� ������ �� 
���
�
 �	�� ���� ��������.

� ������� 	 �� 
�����
 �� ��� ��
��	� �� �	 �'������	 ������� �� �����
 ���	�����

�������	� ������ ����	� �	�������� -�� ��
� 
������ ���� ���� �	
 �	���� ���	��

�	 �	 �'������	 ������� �	
 �� ��������
 �� �"� 	�	�����	����� ������� �� ���	�����

�������	� �����
 �� � ����	� �	������� "���� �� 
�������
 �� �	 ��
�	��� 
�/���	���

�������	� -"� �����	� ������	� ��� �������
 ��� ���� ���	�� �������	� -�� (��� �	�

������ ��� ��	��	���� �� �������� �	
 ��� ����	
 �	� �� ����
 �	 ����	��� 0�' ��	���

	���� �� ��� ����� �	�������� -�� �	����� �� ����� �"� �����	� ������	� �� ��������


�	 ������� �

� ������� 
 �� 
�
�����
 �� � ����������� �	����� �� ���	����� �������	� "���� ���


�(	�
 �	 �������	���� ����������	� 
����	�� 1� �������� ��" ('�
 ���	� ������	�

�	
 ��	�������	 �����	� ���	���� ��	 �� ���
 �	 ��
�� �� ����� ��� "������
	���

�� ���� �����
 ��������� 2����� ������ ���	� ��� �'������	 ������� ��
�� 3��

�������� �� ����
 �	 � ���	�� �� ����
�	���� "���� ��"� �� �'����� ��� ������ �	 �

('�
 
����	� -��� 	�����4����	 ��	������ (������ ��	������	 ����� 
���	
�	� �	 ���

�	������� 
�	���� �	 ��� ���	����� �������	�� 1� �����	 ��� �'����	��# �	����	��� �	


��������� �� ��� "��% ������	 ��� 2����� �������

� �	 ������� �# �	 �	����� �� � ��������� ������ 
�/���	��� �������	 "��� ����	�

�	������� �� � 
��� ������ �� �������
� -�� ��
� 
������ ���� ��� ���� ���	�� ��

�	 �'������	 ������� ���� 
�������� ��� ���� ���	����� �� ��������� ������ 
�/���	�

��� �������	 �����
 "��� �	 ��
�	��� 
�/���	��� �������	� -�� ��
�	��� 
�/���	���

�������	 �������	�� ��� �	������� �����	� ����	� ��� ���	����� �������	 �� ��� �����


�� ���������������# "� �����	 � ������
���	
�	���	����
��� ��	��� ������� -�� ������

�4����	 �� ��� ������ ����	
 �	 ���������� �� �����	�
 ���	� � ����� ���
������

� ������� � �� �	 �'��	���	 �� ��� �	����� �	 ����	� �	������� ������ �� � ���������

���� �� ��	��������	� �"�� 1� ��	��
�� ��� �����5�����	��	 ���������	 �� �������

�� �"� ��	��������	 �"� 
�(	�
 �	 �"� �������	���� �	������ �� ���� �	����� �� ���

��� �	� �	
 �����
 �� � ����	� �	�������� 1� ���� (��� ��" �"� ���� 5�����	��	



���� �����	
���� ��

������� ���	
�� �� � �������� �� �� ��	������ �  	��� ���
����� ������� ���

������ ���� ��� ����
�� ����� ��� ������������ ��������� �� ��� ��� �	��
 �������

����� �� �������� ��� ��� ��  ������ �������� �� ���� ��� �� �� �� ��	������ �

��� 	������� 	��� ���
����� ������ �������� ���� � ��	��� ����� ��� ��
����� ��

��� �������� �� �����  ��������� ���	�� ����
�� �� ���� ���� ��������� �� ���

�������� ��
����� ������� ��� ������� �� ��� ���	
������ �� ��� �������� �� ����

��� ���	
� ���	
� �� ��� ���� ���	
�� ��  ������ 	����� �� ������� ��� 	�������

	��	�����

��� ������ ����
���� ���� ���� ��
 ������ �� 	���	������� �� ������ ���� �� ������� ��

��� �����	
����

 � !���������
 "����
 		���

#!$%&' (�� #)* *$&�)* ($+�!&* ,�� -).'&&' /�� ($*-�0' 1�� "$22.�

-�� ��������	��
 ���
 ������ ����	�����
 �� ���� ���	���� ������	��
� �������	��
 ����

��� �� �
� �
	������ ������� (3������ ���3��4��� �� 		
������� ��� ����5��� 6

	��5���� �3	����� "'*$� ,)2 789:� ; <;  � 		�==8�=> �

#!$%&' (�� 1� ($*-�0'� ���	 �����	�
��
 �������	��
 �� � ���	�� �� 	�� ��
����

��	��
 ���� ��	� � ����
� �
	������� /������ <; ? @���	��� �� '���	�� "����
 ��

-�����
A�

<� !���������
 ���������� 		���

#!$%&' (�� #)* *$&�)* ($+�!&* ,�� -).'&&' /�� ($*-�0' 1��  ����

����
��� �� 	�� ����� �� �
 ��	����� �
 �
!
�	� ����
���
� 8;�� !''' -���������

�� #������� �� -�����
 �� '���	��� -�����
 -���������� )�
���� /2� .*$ �� #��

������  <� 8 <;  � @���  ><=A�

#)* *$&�)* ($+�!&* ,�� #!$%&' (�� -).'&&' /�� ($*-�0' 1�� "	�����

�	� ���
 ������ ����	�����
 �� ���� ���	���� ������	��
� �������	��
 ������ �� �
�

�
	������ ������� -���3����� !���������
� /����	���� �B$������4�� @-!/$ <; <A�

-���3����� !'''� %�����
�� /����� �� "�
� 7�= <; <� @���  :7A �

#!$%&' (�� ($*-�0' 1�� #��
���� ���	 �����	�
��
 "��	��� �� $�
�����	��


%��� $����� �� � ����
� &
	������� 7�� !/$- �������	 �� 2������ �� ���
�

����� (������ ��� &�� 2���� -�����
� 2�(&2-� 1��������� .��������� �� 1�
����



�� �� ������	
����

������ �� 	
�
�� ����� ���

��	��� ��� ������� ��� �	�����  �� ���� ��������	 
���	�� �	� �����

��	������ ��� �	� ���	��� �� �� ����	 ����� ���	�� ��� ����� ���	���� ���! "�#$�

�!�% �� &'()��)��� ����)(� &'() �)��� ����)(�� *��
() ��� +�#� �� �),#
�#� �-��.�

�#)��,�)� �#��/)� ����

�� ���'���� /��0)#)�/) %�%)#�

��	��� ��� ������� ��� �	�����  �� �������� ����� �� �� � 	����� ��� 	�

���	��� �� �� ���	 ����� ���	��� 12/)��� +#��#3� )� �2�') 4)� +#�/242�� �
(2#� ��-

� ����5 �667���78 9 �� �5 �6:��������6:�6� �4� ���+� +�#'�� �#��/) ����



������� �

��������	 
�������� ������	� ���

��	����

��� �����	
�����

��������� 	�� ���
���� � ������ �
���� �
���� �	���
	��� ���� 	�� �	
��� ���� 
� ���

����
�	� 
������
�� �� ������ ������
�� 	� ���� 	� 
� ��� �� 
������
��� �� �������� 
�

�	�� � 	 �	����� ��� ������	���� � ��
�� 
� �����	���� ��� � �� ����
����	� ������

	�� ��	�
�� 
��
�� ��� �	����� ��� �������� 
� ���
���� �
�� 	 �
� ����� ��� �	���
	� ����

�� � ��� ������ ��
��  �!�!"� ��� �������� 
� � �	��
���	� 
������� ��� � 
�� ����	�

������� 	���
�� ��� ����� � �	�	�
�
�� � �
�
�� 	��� ��� �	��
��� ������ 
�������
��

������� � ��� �������� 
� ��	� ��� #�� �	�
 	��� ��� 	�
	� �
����
� � ��� ������ �	� �� ����

��	� �� 
� ��� �	�� � ��� ������ 	����
�� � ��� ����� ��#���	�
� 	�� ��� ���	�
��

���
�
��� �� �����
�� �������� ��� �	
� �������� 
� ��
���� ��� $�
� $� ��
��

�	� �� ���
����� 	� �
���� �
���� %����
	� � ��&%����
	� $�
� $�� 
����	��
�� �
��

��	� ��	����� 	�� ���
��� ����
�	� ��	��
��� ����� �������� ���� �
��
� 	 ������ ��&

��	�
�	�� ����� ���
�
��� �� ��� �	���� 	�� ��� ��	�
�� ������ ������ �
�� 
� ��	� ���

$�
� �
���
�� �	� �
��
#�	���� ��	��� ��� � ����
�
� 	�� ������	���� ��	�����

��� ��� 
����	�� �	�� � ��� �������� 
� ��� ����� ��#���	�
� ��
�� ����	���

������
���� ��� ����	�
�	� ������� '
���� �
��� ������ ����� ��� ��	����� �� �	�
��

�����
�� �(��� 	�� ������� �
��� ������ ��
�� �����
�� ��� ������
� �������	 	�� ������

�� ����
�� �(����

� )
����&����� ��������� 	�� �
�
��� 
� ���
� 	�
�
�� � ��	����� �
�� �
���� �	���
	� 	��

�	�� �� �
�
�� �	�	�
�
��� � 
����� ��� �
�
�� �(��� �
���
���
�� �
�
�� ��������

�	���� �
���� ���*� 	�� ���� 
�����	��� 
� ��� ����� ���
��� +����	��� ��� �
�
��

����
� 
� 	 �����
��
�� ���
� ����� ��� �	���
	� 
� ���,����� � �
�� �������� ��	� �� 	

���� �
��� � ���
�	� �
����&����� �������� ���
��� � ����� -���. ����
�� -�� ��
��


� ������
	��� 	 ��	����� -��� �
�
�� -�� 	�� #�
��
�� -�� ��*
�� -�� �� ��

��



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

���������	
�

� �������� ��������� ������� � ��	� ��	��� �� ���� �������� ���	� �����
� ���� ���� ��

��������� ��� �� ��������� �� ��� ����� �� ��������� �� ���� �������� �� ���������������	

��� ����������	 �������� ����������  ��������������	 ����� !��� �� �������	 ���

�������� ��� ����������	 ����� !��� �� ��� ��!� ����������  ��������������	 �����

��� ��� ����� ���� �� ���� �������� ������	� ���� ��� ��������� ���������� ���� ���

	��� �� ���������	 ���������� ��� ������� !�������� ��"�����	 �� ����� ��� ���	 ��������

��!�� ��� !��� �������	�� �� � ����������	 ����	������� ���� ��� ��!!���� ���� ��

��� ����# ���� �������� ��� ��� �������������	 ��������$ ��� ��������� !����	 "������ ���

��� ���� ��	� ��	�����	 �����

%��� �������� ��� ����������	 ����� ��� �� ������ �����!�����	 �� ���������!�����	� &�

�� �����!�����	 ����	������� ��� ���� ���������� ��� ������� �� ��� ������ ����$ �������

��	 � �������� ��!���	 ������$ �'����� !����	 ��� ������������	 ��������� (��������!�����	

����� �� ��� ��	�	� �� ��������� ��� ���� ����� ��� ������ �� �������� �� ���	������� ���

�������� ���� ��� ��� ����	��� ��� !����	 ��� ��� ��!���� �� ���	������� ���������$ ���� ��

���� ���� ��	��� �����������

&� ��� ���������� ����� ������ �� ������ ����� ��� ������� �� �� ������� ��!�������� !����

�� �� ��������� &� ���� �������$ ��� �������� !���� �)��� ��� ����������� �� ������� �������

!������ ��� ����� ��������� ����	 ����!�� �������� !������

��� ������� ������!�� �� ��� ����!���� ������� �� ��������� ��� ����� �� ������!�����

���� ���! ����������� ����� �� ������� �������� ��������� ��� ���������� ����	�� ��� ����!���

������� �����!� �������� !����������� �� ���� �����$ ���� ����$ ����� ������� ��������$ ���

������ ��!��������� ��� !����� ��� ��������� �� ������� !���� ���"��$ ������� �������$

������� ��!��������$ ������� !��������� ����	�$ ���������$ ��������� ��!� ��� ��� *�$ ����

+� �� ���!���$ ��� ���� ����� ��� ��!�������� �� ��� !����	 ,��� �����!��� ��� �!����

�� ���#��	$ !�������$ ������ �� !����	$ ��� ������	 ��!�������� �� ��� ���� �������� ���

��������� �����!��� ��������	 �� ��� �������� ���� �� ��)����� !����� ��#��	 ���� �������

��� ����� ������������	 �� ��� ��!� ���� �������� ������ �� ��� ������ ������� ���������� ��!�
�

���� ��		���� ���� ��� ��������� �����!��� ��������	 �� ��� �������� ��� �� �������� �� �

������� ����� �����! ���!���# ���� �)��� !��� ������� ������	��� �� ����� �� ������ �������

���������� �� �������� !�������� + ��!��� �� ������� !��������	��� ���� ���� �������� ��

��	����� ��� ������� "������ ��� ����� ���������� + ��!��� !��������	� ��� �� � ���	��������

���	��������� �-&-.
 �������# ������� ���#��	 ��� ������ �� ��� ��� �� ��� ����� ����!����

���� �� ��� ���� ������ &� /01$ 23$ 01$ 33$ 14$ �51$ ��6$ ���7 ������������ ����	��� ����������

PID �������# ����������� ��� ������!�� �����	� ��)����� !����� ���� ��� ������� ���!

������!����� ���� ����� ������� ��������	 ���������� ��� ���� ��� ����!�� ���������� &�

������� �� ���� ��������� � !�������������� ���������� ������� ���� ����� �� ����# ����

����� ��� ������ ��� � 	���� ��� ����� �� �������� �� /�417 �� � 8��� ���	�� 9���������



���� �����	
����� ��

���������� (DTPC)� 	
� �������� ��������� �� (DTPC) ��� ������� �� �� ������ ������

����������� �������� ����������� ��� ���� ���������� ��� ���� ���������� �� � �����

���� ��� � !�

"� ��� �� �������# ��$�� ��� ���������� ��� ��� ��� ���� ������ ������� �� ������������

�������# ��� ���#� �$������ ���%!� �$� &��'� ������� �� ������ �������# �� �(��$���� ���

���� ������� ���� ���  )�  �� � !� *�� ������� �$������� ��� ��� ����� ���� �
� �����&�#

&��'�+

� �� ! �������� � ���� ��������� ����� ����� �� � ,�& ������������� ���� �� � �����

�� �����$�$� -����� 	��' .������� /�-	.0 &�
 ������� ���'�,�&�� 	
� �������


����&� ��$����# �
� ����# ������� �� �
� ���
�� �� &��� �� ��� �
� ��
�� ���������������

	
� ����� 
�� ���� �������� � �
� ���� �� �
� �������1���� �� ε��������������

� "� ����� ��������� ����� 
�� ���� ��������� � ���� �%� ��! &�
� �
� �����(� ��

���� ��������#� 2� �
� ����� �
� ����� ��� ��	
����� ������ ���� ��� ������ � ��������

	
��� �&� 1���� ��� �������� �� ��������� �3$����� &�
 �4����� ��������� " ����#

�������� �����# �� ������� �4������� �3$���� ������������ �
� �&� ����� �����

����� �������� 	
��� ������ ������� $���������� ��� ������� ����$�� �
� �$�
��� ��

��� �(������ �(����� ��� ����������� �����$����� �� �
� ��������� 	
� ���� ���
���

��� $��� � ��� ! �� ������� �
� �(������� �� ������� � � ��#������ ������� 	
� �$�
���

��������� �
� �3$� ���$�$����� � ����$� ������� 	
�� ������� ��
��&��� ���������

���	
����� ������� ��� ������# ������ ������� ���� &�
�$� ���$���# �
� �����������

��� �
��$#
 �
� �������� &
�
 �������� �
� �&� 1����� 	�������� �3$����� ��� ����

$��� � ����! ��� �������# �
� ���� �$��� �� �(��$��� $���� ��������� ���������

2� �
� �
������ � ��������� ����� ��������� �5 ����� �� �� �(��$��� � ���������� 	
�

����� � ������ �� ���� �%� ��! ��� � ���$��� �� �
� ������� �� �������� �������� �� ������

����� ��������� 	
� ������� ����� � ��$����� $��# ���� ���$�� ���
�� ������� �� �

����# �������� ������ �� �(�����# �
� �������� &�
 � ����� �$������ 	
� ����� �$�����

� ��������� �� �
� ��� �����# ������ �� � �
���������� �$����� &
�
 ���� ���� �� �

��������� �3$����� 	
� ������� �� ��������� � 
��� #��� �� �
� ����� �������� ������

����� �����	
��	�� � ��� �������

	
� ��#��1���� �� �
� �
����� � �� �����&�+ ���� � -����� 6�6� &� ������� � #�������

����������� �� �
� �(��$��� �� �����# � ��	
����� ��� � ����� ������ ���� 	
��� &�

����� � ��1��� ����� �� �
� ������� �� �����# �&� 1���� &
�
 ��� ��$���� �� � ����#

��������� 2� -����� 6��� &� ������� � ����� �� �
� ��	
����� ������ ��� �� ��������#

�(��$��� �� 
���#����$� ������� ��� -����� 6�7 � �������� �� �
� �������# �� �����

������ ���� 2� ������ 6�) &� ������� �
� ������� �� �
� ����# �������� ��� �&� �������



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

������ �	
	
� ������� ���������� �� �� ��������

������ �	
	�� ��������� �������� ������ ����� �� � ���� ���� �������� !�"

�� �������	 
�������� ������ ��� �� ������ � �� ���������� �� ����
���� ��������� ���

�� ��������� �� �� ���
���� ��������� �����	 
��� ��� ����
��
� ��
�������

����� ����	
���
��

��� ���� ���
������ �� ��� �����
 �� �� ��
������� �� � ������� ��������� ��

����� �� �� ��
����� �
������ ��� ��������	 �� ����� �� � �����!� �������� �� ����
��
��

��� �
����
� ��� �����	 
��� ����
 ���� ���
���	 ���������� ��� ����� �� ����� �� �
��"

�
�� ������������ �� �� ��
���
 �� #� !����� ����� !���� #���� �
� ��������� ��� �	���

����
� �
��� �
�� �� 	����
�� �
���
� �� �� �������� $��
�����	 �����
����� �� ���� ���

���
	� �� ���� #� !����� ��� ������ � ����� �� #� ���"��������� 
�����
 �%������

#���� �
� ���
�������� �� �� �
����
� ��&�
����� �%����� �� �� �����	 ���
����� ���

��������� �� �� ���
���� 
������� �� ��������� ����	 �������� �� �
����
� ��� ��������

�� ������� '��� (���
���� ����� #���� �� �����
�� �
�� �� ���	� ������� ����� ��

��
��
��� ����	 ����
 �������� ��� ����
 ������� #���� ���� �� ���
���
���� ������� ��

�� ����������
� ���"��
���	 ������� ����#� � ����� �� �������� �� ��
������ �� ��

��� ������� ���������� �
� �
������ � �����
�� �� ����
���� �� ��� �������� �����


�����	 ��� ��� ���� 
�����
 �� �������	������ ������



���� �����	
 ���
 �� �	 
�����
� ��

��� �����	
 ���
 �� �	 
�����
�

����� ����	 
����
 � ��� ���		��� ���
����

��� ������	
�� � ����� ���������
�� 
� �� �	������ ����� �
����� ��� ���
�� � ����


��������� ��� ����� �����  � ��!�" �� ������
� � ��� ��� 
� ��� ������� � ��������
��

��
�������� �
�� ��� ���� ����� 
� ��#������ ��� ��� ������� ���� ��� � �������$�� ���

������
� ��� $� ���� $� ��
�
�� � �
���� ����� �	����
�� ������� �� �� �%�
#����� ������

 � �� �	������" ��� ��� ��� �� ��� �
� �	
� 
� ��
��� ��� �� ��� ��� � �����
�� 
� ���

����
���
��� �
����
�� 
 ��� �������� ��� ��������� $������ ��� ����� ��� ��� $����� ���

��� #
$���
���� ��������" ��� ��� �����
� ��
�� 
� ���
����� $� ��� ���#���
�� �&��� 
�

��� �
����
�� � ����� �	
� 
� ����
��� �� ��������� ��� �����
�� ���� ��
� ����� ���� ���

�����#���� ��� ����������
�� �� � ���
������
�� � ��� �����
�� 
� ��� ����� �������
�����

�� ��� ����� ������� 
� ���������� '��� � ���������
� ��
�� � #
��" � () ����� �����
$��

������� ��� �����
�� ��������� 
� �� �	������� *�" ��� �����
�� 
� ��
#�� ��� ��� ��� �� ���

�
� $� ��� ����
�� �&��� � ��� ����� �����
���  � $������ ����� ���� ��� �������
� ���������

� ��� �
� 
�������� ��� �����
�� ��������� ����� ��� �	������� ��������" ��� �����
�� 
�

����������� $��
�� ��� �
� ��� ���� ���������� ��� �#�
��$�� #����� 
� ��
� ���
��� ��
�

����
�� ����
� ����� ��� �	������ 
� ���������� ����� 
� ������ ��� ����� ������ �	
� +'',-�

��� ��� 
� ��
� ����� ������ �	
� ������� �� ��� ����
�� �����
�� � ��� ����� ��� ����

�� ��� �������� ���� ��� �������� ����
��� ��
�� ������� ��� �� ��� �
� �����
��
�� 
� �
#��

$� .�#
���*����� �%���
�� ��
�� ���#
��� � ��������
��� ����� � ��� ��
� ���
��� ���

�	������ ��
�� 
� 
�
�
���� �����" ��� ���� �����
�� � ����
�� ����
� ���� 
� ��� ����������

����� $� ��� �����
��� ��
� ���
�� ��
�� ����������� �� � ���#��
�� ���
�� 
� ������ ��������

������ �	
� +/',-�  � ��
� ����
�" ����� 
� �� �������� $�
������ ��
� ����� ���� ��� ��������

����
��� 
� 0��� ��� ��� �������� 
��
�� ��� $����� 
� �����	
���
#��� �%��� �� ��� ���������
�

��������� ��� ��������� #����
�� � ��� �����
�� ��� $� ���������� $� ��� ����� ����� ���

��� ��� �����  � �� �	����
�� ������� �
�� � ������	 �������� � ��� ������" ����� �	
��

��������
�� �������� ��� ����� ������ �	
���  � ��� ����
���� � ��� ����
�" �� ����� ������

���� ��� �������� � ��� �%�
#����� ����� 
� ��
��� ��� ���� ����� �	
�� ���� ��� ��������

������ �	
� ��� ��� ����� ������ �	
�� ����� ��� 0���� ��� ������� $� �� 
������� ��
��

���������
0�� ��� ����
�� ����
�� ����� ��� �������� ����
��� 
� ���� �� ��� +��� ������
����

����� ��� �	������ 
� �������� 	 ����� ������-� ��� ��#
�� 
������� 
� ������� �� $� ��
�"


��� ������� �� � ��
���  � ��� ��%��� ��� ����
�� ����
� � ��� �	������ �
�� $� ����� �� $� ���

���� 
����#�� [0, L] ����� L > 0 
� ��� ������ � ��� �	������� )����
�� $� l(t) ∈ [0, L]" ���

���
�
�� � ��� ��
� 
�������" ��� ����
� � ��� �������� ������ �	
� 
� [0, l(t)[ ��� ��� �����

������ �	
� 
� ������ 
� 
����#�� ]l(t), L]� ��� 
������� 
� ��#
�� ������
�� �� ��� #�����

� �����
�� ��
�� 
� ����������� 
� ��� ����� ������ ���
���  � 
� �����" ���� ��� 
�������

��
�� ��������� ����� ��� 0���� 
� � ����
�� � ��� �
&������ $������ ��� ��� �
� ������  �



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

���������� �	 �
��� ������	 �
		 ���	�	�	��	�� �������� �
��
 �	����	� �
	 	�������� ��

�
	 ���	��� �� �
	 ��������� ��	 
���� 
����	 ���� ���� ��� ���� ��� �
	 	�������� �� �
	

���	���	 ���������

������ �	�	
� ������ ����� �� �� ��������

����� ������	
� �����	�
 �
� ���
	�	�
 �� ��� ���	����

������� ����		
�� ������
���

�� ����� ������ 	��	 	�� �
	����� ���	 � �������� �� ���� ������ ������� �	� ��	��

��� 	��	 	 ����� �� ������������ ����������� �
	���� ��� �
������ � ���� �
	�����

��������� 	�� ��	�� ���	��	 � �� ����	��	 ���	�� ���� ������	����� 	�� ����	� �� �
	�����

��	����� �� ���� ���� 	�� �������� ������	����

� 	�� 	�������� �������� � �����
��	�� �� � ����� ����� ��� 	�� ����	�� ��	�� ��

	�� ������ � ��	 	���� �	� ������	�

� 	��  �� � ������������� ��� �	��	�� ������	�� � 	�� ���� ������ ����	���

� 	�� ���	 �����	� Cp ��� 	�� ����	� ρ0 ��� ������� 	� �� ����	��	�

� 	�� ����� �	�� ξ � ������ ����� 	�� �
	������

� 	���� � �� ����	�� ���� ������ ����� 	�� ��������

� 	�� �
	����� � ����� � 	��������� ���	�� ����� ����� 	�� ��	���� !��� ������	���

�� ��	 	�� �"��	�� ������ Veff #$%� $&'�

� 	���� �
�	� �� �	������ l(t) ��	���� 	�� ��������� ����	
 ��	 ��� 	�� ����� ����	
 ��	

������������ 	� �����	��	� �� 	�� !���� ������ (�� !���� ������ ����	�� ���� ������

!���� ��	�)*

� 	�� ��������� ����	
 ��	 � ����		�� 	� �	�������� �������� P0�



���� �����	
 ���
 �� �	 
�����
� ��

������� �����	�
� 
� 	�� ��������

��� �� ����	
 ���� �������	 ��������� ��� ���
 ��� ��� ���
�����	 �� ������� ���
���� �����

��� ���� �	 ����� �������� ����������� ����������	 �	
 ��	����	�� ����������� ����	
�	�

�	 ��� 
�����
 �������� �	
 ��� 
�����
 ���������� �� ��� ���
���� ��� �������	 �������

��	 �����	� 
�����	� ��	����	�� ���	����� �� ��������� ���	�� ����������	� ������ ��������

�������	�� �����	�� �����	�� �����	�� 
���	� �	
 ��������	�� ���� �� ����� ��	����	� ��	 ��

�������
 �� ������� 
������ �� ��� ����������� ������ �� ��� ��	���� ���������� �	
 ��� 
����	

�� ��� �����	�� ��� � ���
 �������	 �������� ��� ���	���������	 �����	���� ���� ����� ���


�� ��	��
�� ��� �������	� ����������

�� ��� ������ ��	�
�  ��� ���� �� 
�!	�
 �� ��� ����� ������	 ��� ������ �������
 �� ���

�������� "Vo# �	
 ��� ���� ������ �� �������� ������ ������	 ��� ������ �	
 ��� ������

�������� ������ "Veff # �� ��� ����� ������ ���� ��	 �� �������
 �� ���������

"$�%��#

f(x, t) =
Vo(x, t)

Veff
(x, t) ∈ (R+ × R

+)

������ �� &	 ��� ��������� ����	
 ��	� ��� ������� !���	� �������������� ������� ����

��� ������ �������
 �� �������� �� ���� ���	 ��� ����� ��������� �������

0 < fp(x, t) < 1.

 �� ��' ��� �	 �������
 ������ �(��� �� ��� ���� ������ �	
 ff (x, t) = 1 �

%� ��� �
��	��� �
�	��	 �� ��� �������	 �� ����� �����
 �	 ��� �������� ����� �� ��	����
�

 ��� ���� �� 
�!	�
 �� ��� ����� ������	 ��� ������ �� ����� Ve �	
 ��� �������� ������

Veff �

"$�%�%#

M(x, t) =
Ve(x, t)

Veff
∀(x, t) ∈ (R+ × R

+)

������ ��  �� �������� ��	��	� �� ������ ���� ���	 � ��� ���� ��� )�	�� �	
 ���

��������	 ������ ��� ��������� η(x, t) ���	� ��� ����
���  ��� ���� 
������	�� ��� (������

�� ��� ���
��� ��� ��� *+,-� ����� ��� ������ ��	��
��� ��� �������� ��	��	� �� ��������

������ ���	���	 
���	� �����	� ������	 ��������

$� ��� 	������	���� T (x, t) 
���	
� �	 ����	��� �� ���� ������	 ��� ������ �	
 ���

����
�
 �������� �	
 ���� �	 ��� ������� 
���������	 ���	���	� 
�� �� ��� ���	����.

�����	 �� �����	���� �	���� �	�� �����



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

�� ��� ��������� �� ��� ��������� ����	
 ��	 ��� 	
����
� �� ��		��� � �� ����� �

��
 	
����
� P0 ���
��� �� ��� ��	������ ����� ���� P (x, t) ��	���� � ��� 
���� ��

��� � �����
�� ���
����
������ � ��� ����

�� ��� �	�
��	� η(x, t) ������ �� � ������� � ���	�
���
� ��� �����
� ��	������ �

��� ������
�� ����

�
 ��� ��	��� ������ ��� ������ 
��� fp� ��� ���	�
���
�  Tp ��� Tf !� ��� �����
�  Mp

��� Mf !� "�������  ηp ��� ηf !� ��� 	
����
� P �
� ��� "�
������� #�� ��
�� �	��� N(t)�

��

�� ���	�
���
� Tb ��� ���� 
��� Fin(t) �
� ��� ��	�� "�
�������

��� ����� �� 	
� ��	����� ������ ����

����� ���� ����	
� �	 �� �������� ������ ��	�

#�� ���� ������� �������� �� ��� $�%� �� �
����� � ��� �	����� ����� [0, l(t)[� �� ��
��

� ��� ������ 
��� fp(x, t)  ��� ����� "���� �
����� ����� ��� �� 
������ � ��� ���� ����

�������! &'() ���
� l(t) �� ��� 	����� � ��� ���� ����
���� ����� ��	�
���� ��� $�% ��� ��%

����� * ���� �������� � ��� �� �� �� ��	���� � ��� ��
�� �� 	�
�
��� � ����� ���

�� �������� �� ��� ��������� ����	
 ��	�

+� ��"� ������� ���� ��� ���
���� ����
��� �� ��	��� �� � �������� �����
�

��� � �������� �
����
����� �� 	�
����� �� ��� 	
����� ,� � �	����� �
� 	
����� 


����
��� ��� ��� "�
����� � ��� ����� � ����
��� �� ���� �� ��
�"�� �� ��� ������ �

���� ��� ���� ��
��� ��� �
�� ������ Seff ������� �� ��������
� "���� �� ���� �
���

#��� �
�� ������ �� ��� �-����"� ������ ������� ��� ��
�� ��� ��� ��

��� #�� "�
����� ��

��� ��������
� "���� ������� x2 ��� x1 ���� (0 < x1 < x2 < l(t)) �� ��
������ �
�������(
x, y, z

)
 ���� .�.�/!�

������ �	�	
� ������� ������������� �� ��� �������� ������ Veff
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� ��	����� ������ ���� ��

d

dt

� x2

x1

� zmaxfp(x,t)

0
ρ0ymaxdzdx = F (x1, t)− F (x2, t) �������

F (x1) ��� F (x2) �	
 ��
 ���� ��� ������ �� x1 ��� x2 	
��
���
��� ��
 	��� �
	� ��
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� � �� ��
�	�� ��	� ���� ��
 ��
	�
��
 ��
	���	 �� ��
 ��

���
 � 	
���
� �� ��
 ��
	
���� ��
	���	 ∂x� 

F (x1, t)− F (x2, t) =

� x2

x1

∂xF (x, t)dx �����!�

�
�
����� 
������ ������� ��� ���� "
��# ��	���� �
 ����� ��
 �������� 
������ 

� x2

x1

[
ρ0ymaxzmax∂tfp(x, t) +

� zmaxf(x,t)

0

d

dt
(ρ0ymaxzmax)dz

]
dx = −

� x2

x1

∂xF (x, t)dx

ρ0$ ymax$ ��� zmax �	
 �������� ��� ��
 �	����� ymaxzmax ��		
������ �� ��
 
�
���
 �
����

Seff �%�� ������� ����$ 
������ ������� ���
� ���� 

ρ0Seff∂tfp(x, t) = −∂xF (x, t) �������
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Veff = ξSeff �����)�
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� F (x, t) �� ��� �������	 
�� �� ��� �����	 ����������� x ��� � ����� ���� t� �� ���	� ��

�������� �� � �������� �� ��� �		��� ����� fp(x, t) ��� ��� ����� ���� N(t)�

F (x, t) = N(t)ρ0Vefffp(x, t) �������

����� ��� ��������� �� ��� � ������ ��	��� �����!� ��� ��� 
�� �� ������ ������� �� ����

���������" �� ������ ��� ��		����� �������� �#������ ����� ��������� ��� �������� �� ���

����������� �������	 �� ��� ���� �����	 ���������� $�� �������� ��	����% ����� ������ ��

��� ����� ���� ξ �� ��� ����������	 �������� �� ��� ���������	 ��	����% N(t)�

∂tfp(x, t) = −ξN(t)∂xfp(x, t) (t, x) ∈ (R+, [0, l(t)[) �����&�

�����'�

� fp(x, t) �		��� ����� �� ��������� ����	
 ��	(

� N(t) ����� ���� (

� ξ ������� ���� �� ��� ������

����� �����	
� ����� �� ��� �
����� ������ ����

$�� �������� ������� �� ��� ��������� ����	
 ��	 Mp(x, t) �� ��� �������� �� ����� �� ���

���������� ����������� �������� �� ��������� ��� ������ �� ����� ������ �� ��� ���������

�������	 ��� ��� �� ������	���� �� ��� �������� �� ����� �� ��� � ������ ��	���� $�� ��������

������� ��� ��� ���� �������� �� ��� ����������� ������� ������� ��� ���� ������% ��

������ �� �� ��������� $��������" ��� ���	����� �� �	�� ��������� �% � �������� �#������ ��

�������	% �����)��

∂tMp(x, t) = −ξN(t)∂xMp(x, t) (t, x) ∈ (R+, [0, l(t)[) �����*�

�����)�

����� ���
�� ����� �� ��� �
����� ������ ����

$�� �����% ��	���� �		��� �� �������� ��� ���	����� �� ��� ���������� �	��� ��� ���������

$���� ��� ��� ��+�� � ���� ����� � ��� ���������� �������� �� ��� ��	��

,� ��� ���������	 ���
�� ������� �% ��� �������� �� ��� �����" ����� ����	�� �� ��-

���������� �� ��� �������� �������	� ����		%" � ����� ���� ���� ������	� ���� ������

�������� �� ��� ������ $��� ���������	 ���� ��������� ���� ����� ��� �������� � ����

�� �� ��� ���� ��������� �% ������� ����������� .� ���	� 	�/� �� ������� ���� ����

������� �% ��� �������	 �������� �� ������ � ���� ��� ��������% η(x, t) ��� �����#����	%

������� ��� �������� �� ������� $�� �������� � ��� �� ������	��	% �������� �� ���

������	 ��� �� �� ����� ��������� ���� �� ����� �������� 0�����		%" ��� ���� �������



���� ����� �� 	
� ��	����� ������ ���� ��

��� ��� �� ��	�
� ��	��� �� ��� ��	 ��	���� �� ��� ��		��� ��� ���	��� ��
�	 Qc ���

�	���� �� ������� ���������� ��	 ��� �������� ������ Vo �� � ������ �� ��� ���������

η(x, t)� � ������	���� ������ C �������� � ����	 � ����	�� �	��� �� ��	�
 ��	������

��� ��	�
 ����� N(t) �
���� �� 	������ �� ��������� ��	��� �� ������� ����������

�����	 γ� �� � �� ! ��� γ ��	�����	 �� ���	�"������ �� � ����	 ������ � ��� #����

	���� �ϑ �� � ���� �������$⎧⎨⎩Qc =
γ(x,t)Cη(x,t)N2(t)

f(x,t)Veff

γ(x, t) = ϑ+ (1− ϑ)fp(x, t)
��������

% ��� ��������� ����	
 ��	 ��� ��������� ηp(x, t) ��	 � ���������&�� ����	��� �� ���� ��

�'����� �(�(�))� �� � ��*!� ��� ��������� ������ 
�� ��� ������	� ����� ��	������

+��� ��� ������ ��������� η0p� ��� ��
�	 ��
 �� ���� �� ��� �����
�� �'����� �βp �� �

������ ������� � 	���������� �	���	���� �� ��� �"�	���� ����	����$

ηp(x, t) = η0pe
−βpMp(x,t) �(�(�))�

,� ��� ���� ��� �� �������� �� ��� �����	���	� �� ��� ��		�� ��		����� ��� ��	�
�

���� ��		�� �� �'������ 
��� � ������ ������ �������� �� �����	�� ��	������ �����

��� ��	������� �� � ���	��� -��� ���� 
���	� ������ ��� �	 -���� �������� � ������

�� � ������ �� ������ �� ��	������� �� -��� ���	� 
���	 �	 ���� �-���� ��� ��		��

�����	���	� Tb(x, t)� � ���� -�
 φe �� �"������ ���
�� ��� ��		�� �� ��� ��"��	�

��	���� � .��/�� ��	���� Se � ����	���� 
��� � ���0���� ������� � ��� �	���	����

�� ��� �"�	���� ����	����

φe =
αSe(Tb(x, t)− Tp(x, t))

Veff
�(�(�),�

� Tb �� ��� ��		�� �����	���	�1

� Tp �� ��� �����	���	� � ��� 2341

� α ���0���� �� �"�����1

� Se ��	���� �� �"������

��� #	�� ��
� �� ���	��������� ��
 ������ ���� ��� ��	����� �� ��	�� ��	 ��� �� ���� ��	

� ������ ������ �� �'��� �� ��� ��
�	 �� ��� �"��	�� ��	��� ���� ��� �"��	�� ���� �"������

���
�� ��� ������ �� ��� ���	����� 5�#�� u(x, t) �� ��� ���	�� ��	�� ��	 ��� ��

������ �� h(x, t) �� ��� �������� 
� ����� ��� �����
�� 	������$

u(x, t) = h(x, t)− P (x, t) �(�(�)(�

P (x, t) �� ��� �	����	� 
���� �� �������� �� �� ����	�� ��� ��	����� �� ���	�� ��	��

u(x, t) ��	 ��� �� ������ ������ � ��� ������� �-�
 �� ���-�
 F (x, t) �� ���	���
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����� ���� 	� 
������ �����	���� Qc(x, t) 	� ���
����
� ��	� ���� ��� �	���� �� ��� �	�� φe�

��� ���������� �� ��
�� �� ��� ��������� ���	�����

ρ0Seff∂t (ufp) dx = [Fh]xx+dx − ρ0SeffP0∂xfpdx+ (Qc + φe)Sefffpdx ��������

����� �������� 	� � ���� ��� !�� F (x, t) 	� ��� ����	��� !�� ����� ������� ��� ������� Seff

�� ��� ��������� ����	
 ��	 ���� ��	������ 
������� ξN(t)" �������� �� ��������� 	��

ρ0∂t [(h− P )fp] = −ρ0ξN(t)∂x (hfp)− ρ0P0∂tfp +Qcfp + φefp ������#�

$���� ��� �������� �� ��� ��������� ����	
 ��	 �� �%��
	���� �� ��� 	�� �������� P0" ������#�

��������

∂th = −ξN(t)∂xh+
Qc

ρ0
+

φe

ρ0
������&�

'�� ���	���� ������� ��� ����	��� 	� ��� ������	���� Tp �� ��� ����������� ������� ����

�����	�� �	�� ������ �� ��
�� �� �

∂h = Cp∂Tp ������(�

Cp �� 	 ��� ����� � ��	� �	�	����� )�������� ������*�" ��������" ������+�" ������&� 	� ������(�"

��� ���	��� ��� ��������� �������	� ���� 
	����� ��	������ �%�	���� ���� ������ ������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂tTp(x, t) = −ξN(t)∂xTp(x, t) +

ληp(x,t)N2(t)

φfp(x,t)
+ θ

φ
(Tb − Tp(x, t))

θ = αSe λ = γC φ = ρ0CpVeff

ηp(x, t) = η0pe
−βpMp(x,t) (t, x) ∈ (R+, [0, l(t)[)

��������

γ 	� C 	�� ������� �� �� �����	���

��� ����� �	 
�� ���� ������ ����

����� ��� �	��
��� ���
�� 	� ��� ����� ������ �	
�

�� ���� �������" ��� ��	�	���������� �� ��� !�� �� ��� ����� ����	
 ��	 	�� 	�	��,�� '��

�	�� 	����� �� ��	� ��� ���� �� ��	������	���� �� �������	��� �������� �� ��� ������ !��

�	�� ������� �� ��� �������� 	� ��� ��� �� ��� ����� ����	
 ��	 ��� �������� �� �����	��

�� �
������ �� ������� �-����� !�� ����������� 	� ��� ���	���� �� ��� ��	. �������� ��������

���� ��� ��������� �� ��� ������������ '�� ������ �� ��� ����� ����	
 ��	 �� 	 �������� �� ���

�������� ���� ��� ��� ���� �� !�� 	����� ��� ��� �� ���� ,��� ��� !�� �	� ��� �����������

� ���  ��� ��������� �� �����	�� �� ��� ������� �-��� �� ��� ������ �� ���� �	���" ����

�� 	 ����	� !��" ��� �� ���� �� 	 �	�.�	� !�� �� 	 ��
���� ����� ������� �� ����



���� ����� �	 
�� 	��� 	����� ���� ��

� ��� ������ ��	
����� �� ��� 
������ ���� ����� ���� �� � �������� ��� �������

������� �������� �� ����� �� � ������� 
������ �����
� �� ���� ���� �� � �������

��� �� ����� �� � ������� 
������ ���
�

��� ����� ������ �	
� �� ������ �� ��� �
����� ��	��� ]l(t), L]� ����� L �� ��� ������ �� ���

�������� �� ��������� ��� 	��� ������� ������ ���� 	��� ���	����� �� ��� ����� ������ �	
�

�� ��� �� ������ ������� ��� ����� ��� ��� ����� 	��� �� 
��!������ ���� �� � �����"����

�� �������� �������� ��� �� 	���� ���� ��� ��� ������� 	��� Fd(t) �� �������� ������ ���� #����

��� �!������� !��	� �� ��	
������ ����� ��� ��� ������ ����� ��!� �� ����	��$ ff = 1�

��� 	�	���	 ������� �"����� �� ��� ����� ������ �	
� �� ��
������ �� ���	 �� 
������

�������� ��� ������ ��� ��������� �"����� ��� ��� 
������$

∂xP (x, t) = ηf (x, t)
ρ0VeffN(t)− Fd(t)

Bρ0
; (t, x) ∈ (R+, ]l(t), L] �%�&�'�

B �� � ���(����� �� 
������ ��� ��� ηf (x, t) �� ��� 	��� !�������� �� ��� FFZ )*+,�

ηf (x, t) �� � ���������� ��
�������� ������� ��
������ �� ��� 	������ ������� Mf (x, t) ���

��� ��	
������ Tf (x, t)� δ ��� βf ��� 	������ ������� ��� ��	
������ ��������� �� !��������

���
����!����

ηf (x, t) = η0fe
−βfMf (x,t)e−δTf (x,t) �%�&�-�

������ �� ��� 
������ �������� ������ �� ��� �"����� �%�&�'� �

���� �� ��� ����� ������

�	
�� ��� ������������ �� ��� 
������ ���� �������� ������ �	
� �� ��	����� �� ��	��
�����


������ P0� �����	���� ��� 
������� �� ��� ��������� ����� ��
������ ��� ��� #����� ���� ���

��������� l(t) ������ ���	 � ������ �� �������� ������� ��� ������ ����� ��� ��� 
������ ���	

��� �������� ������ �	
� �� ��� ����� ������ �	
�� .����� ���� ��� ������ ����� �� ������� �� ���

�������� �� !��	� ����� �� ���
��� �� ��� ������� 	������� ��� ��� 
������ ������
����

�� ��� ���/���� !��������

0���������� ��� �"����� �%�&�'�� �� ��� ����!� ��� !��� �� ��� 
������ �� ��� ��� ����

P (L, t)�

P (L, t)− P ((l(t), t) =

� L

l(t)
ηf (x, t)

ρ0VeffN(t)− Fd(t)

Bρ0
dx �%�&�%�

������ 	� 0� ����	�� ����� ���� ��� ��
���� ��������� �� ��� ��������� ��
��� �� ��� 
�������

�������� �� �"����� �%�&�%�� ���� �"����� ������������� ��� ��� #���� ��� ��� 
������ ��

��� ��������� 
������� P (l(t), t) ����� �� ��
������ �� ������ ���� ������ ��� ������� ��

��� �������� ������ �	
�� ���� ��
��� ���� �� �����#�� ���� � ��	
����� ���	
���� ��

��� ������� %�1�- ��������� �� ��� ��������� ���������� 0� ��� ������ ��� ���	������ �� ��

���������� ������� �� ��� �������� �%�&�%� ���� ���
��� �� ��� ���������� !�������� ηf (x, t) �� �

��(��� 
���� ��� ��� ����������� �� ��
����� ��
���� �������� �� �%�&�%��



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

��� ��� ���	
�� ��	 � ��������� �� ��� �� �������
��� Kd 
�� ������� ηd �� ���

�����	�� ���
��� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Fd(t) =

Kd

ηd
ΔP (t)

ΔP (t) = (P (L, t)− P0)

ηd = ηf (L, t)

�������

ηd � ���
� �� ηf (x, t) 
� ��� �� ������

������ �� ��� 
 ��	���
� ��� 	��� ��	� � 
 ���� �� ������ L 
�� �
��� R ���� ������

Kd � ���� �� ��� �����	�� ���
��� 

Kd =
π

8

R4

L
�����!�

������ 	
�
�� ��������� ��� �� � ���� �	��

����� ����	
�� ������ �� 	�� �
��� ������ ����

��� ������� ������� Mf (x, t) � 
��� ��"��� 
� ��� ��
���� �� 	
��� � ��� �#������

�
���
�$ ��� ��� ��������� ����	
 ��	� ��� �
�
��� ����� 
 ���
� ��
��%��� ���
���

�����&� 	�� 
 �'����� �������� ��� ��	 � ��� (��� � ��� ��� ���	
�� ��	 
�� ��� 
�

������ ����	 ��� ������� v(t) �� ��� ��������� � %��%�����
� �� Fd(t) 

v(t) =
1

Seff

Fd(t)

ρ0
=

ξFd

ρ0Veff
�����)�

���� ��� ������� ������� �
�
��� ���
��� ��
��� 
� 

∂tMf (x, t) = − ξFd(t)

ρ0Veff
∂xMf (x, t) (t, x) ∈ (R+, ]l(t), L] �����*�



���� �����	
�	� �� ��� 	������� ��

����� �����	 
����� �� ��� ����	 ������ ����

�� ���� ��� ����� ������ �	
�� ��� ���	
�� ����
��� �	� ��������� �� ����� ����� ����	 ��

��� �������� ������ �	
�� �� ��	 
�����	� ������� �������� �������� ��� ���� �	����	� ��������

�� ����� �� �������� ����� �� !������ ���������� ��� ���� �"������ ���� �� �� �������	��

�� ���	�� ��	
�� #�� ������� ���� ����	����� �� 
��� �
�	���� �� ���� $��� ��� �� ���


�"��� �%���� &�� ������ ���� ��� ���� ��� �	
����� ������� ������� ��� 
��� ��� ���

��		�� ���	����� ��� ���� �"������ ���� ��� 
�"��	�� '�	�� ��� ��������� ������ �� ����

��
�	���	� ��� 
�����	� ���������� �� �� �� ����� �� �������� �����(�� )��������� ��������

�����*������� fp = 1�� ��� ��� 
��� ��������� �����(� ��� ��������� ��������� �	� �������� ��

����	��� ��� ��
�	���	� ��������� Tf (x, t)+⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂tTf (x, t) = − ξFd(t)

ρ0Veff
∂xTf (x, t) +

ληf (x,t)N
2(t)

φ + θ
φ(Tb − Tf (x, t))

θ = αSe λ = γC φ = ρ0CfVeff

ηf (x, t) = η0fe
−βfMf (x,t)e−δTf (x,t) (t, x) ∈ (R+, ]l(t), L])

�����,�

�� ��	 ��� �������� ������ �	
�� ��� ���-������ γ ��� . �	� ������ �� �� ���������

��� �����	
�	� �� ��� 	�������

����� �	����� �� ��� ������ ��������

#�� ����	���� ���� ���	���� ��� �������� ������ �	
� �� ��� ����� ������ �	
� �� ������� ��

��� ������� l (t) ���	� ��� 	����	� ������� �	�
 ��	 	����	� �� �	����	 ���� ��	 	����	� ���

��� 	����	� �	������ ������� �	�
 $�	� �� ������� ����� ���� ��� /����� 	���� ������� �	�


������ ��	����� ���� ���� one �� one� � #�� ������� �� ��� ����	���� ����� �� ����	��� ������

��� �� ��� ��%�	���� ������� ��� ����
��� ��� �����
��� 
��� 0�� 	����� 1�	 � ��������	


��	�� 	�/��� ����	����� �	� ����	
���� �	�
 ��� ��	�� ���
��	� �� ��� ��� ���� �� ���

	���	������ �������� 2,,3� '�����	� ��� �������� �� ��� ����	����� �� �� ����	��� ��4���� ���


��� �� ���������� ����� ���� ��� �������� �� ��� 
���� ���������� �� ���� ������� �� ���������

��� �������� ���������� ���� ��� ����	���� l(t) ��	 � �����	
 ��	�� 	�/��� #�� ��	������ �� ���

������� �� ��� ����	���� �� ��	���� �	�
 ��� ����� 
��� ������� �� ��� ����	����� 5� �������	

� /"�� ��
��� [l−, l+] ��	����� ���������� ��� ������� �� ��� ����	���� ���� �� l− < l (t) < l+

��	 ��
� ��
� ����	��� ��� ��/�� ��� ��������� fp(x, t) ��� F (x, t) �� ���� �����������

#���� ��� 
��� ������� �� �	����� �� �������+

d

dt

� l+

l−

� zmaxf(x,t)

0
ρ0ymaxdzdx = F (l−)− F (l+) = ΔF ���6�*�

)�
��� ���� ��� /����� 	���� f(x, t) �� +

� fp(x, t) �� ��� �������� ������ �	
� �x ∈ [l−, l(t)[��



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

� ff (x, t) = 1 �� ����� ������ �	
� �x ∈]l(t), l+]��

���	 
������ ������� �	 �
���
� �	�

� zmaxfp(x,t)

0

[
d

dt

� l(t)

l−
ρ0ymaxdxdz +

d

dt

� l+

l(t)
ρ0ymax

]
dxdz = ΔF �������

�
�
������ ��	 ��
���� ������� ��� �	��� f(l+, t) = ff = 1� �
 �
���
 �
 ��������� �
������

dl(t)

dt
(ρ0Seff

(
fp(l

−, t)− 1)
)
+

� l+

l−

d

dt

� zmaxfp(x,t)

0
ρ0ymaxdzdx︸ ︷︷ ︸

�

= ΔF �������

� =

� l+

l−
ρ0ymaxzmax∂tf(x, t)dx �������

� =

� l(t)

l−
ρ0ymaxzmax

∂fp(x, t)

∂t
dx+

� l+

l(t)
ρ0ymaxzmax

∂ff (x, t)

∂t
dx �������

�
 �	 �
 ��� �� �
 !����� ���� �	 �
!�
� "# fp(x, t) �� �
 PFZ ��� �	 
���� � � �� �


FFZ� �
� ������� �	 �
���
� �	�

dl(t)

dt
ρ0Seff

(
fp(l

−, t)− 1
)
+

� l(t)

l−
ρ0Seff

∂f(x, t)

∂t
dx = ΔF

$	��� �
 ���	��� 
������ �� �
 !����� ���� �����%�� ��
 �"���	 
������ �����&��

dl(t)

dt
ρ0Seff

(
fp(l

−, t)− 1
)
+

� l(t)

l−
ξN(t)ρ0Seff

∂fp(x, t)

∂x
dx = ΔF �����&�

'���� ��� "
 �
���
� �	�

dl(t)

dt
ρ0Seff

(
fp(l

−, t)− 1
)
+ ξN(t)ρ0Seff

(
fp(l(t))− fp(l

−, t)
)
= ΔF �����%�

(# ���	��
���� �
 !�	 ���
� �����)� ���� �� �
 !����� ���� fp(l
−, t) ��� �
 *�� ��


F (l−, t) �� �����%� �
 !�� �����+��

dl(t)

dt

(
fp(l(t), t) +

(
l(t)− l−

) ∂fp(l(t), t)
∂x

− 1

)
+ ξN(t)

((
l(t)− l−

) ∂fp(l(t), t)
∂x

)
=

1

ρ0Seff

[
F (l(t), t)− (l(t)− l−

) ∂F (l(t), t)

∂x
− F (l+, t)

]
�����+�

'�
� l− → l (t)� �
 
������ �����+� "
�� 
	�

dl(t)

dt
=

F (l+)− F (l(t), t)

ρ0Seff (1− fp(l(t), t)
�����,�



���� �����	
�	� �� ��� 	������� ��

�� ��� ����� ������ �	
� ��� ��� ��� 	
�� �� ����	� 
�� ��
� �� ��� ��� ��� 
� ��� ���

Fd(t) ����� �� 
 ������� �� ��� �	���	� �	
����� �������� ��� ��� 	
�� F (l(t), t) �� ������

�� ��� �
���� ������ �
�
���� �� ��� ��	�� ����� �� 	����� �� ��� � ����!� �	
����� ��

���!����� �
��	�
� 
� ��� ���� ����� �� ��� ����	�
���

F (l(t), t) = ρ0ξN(t)Vefffp(l(t), t) ���"�#$�

%��
��� ��� �	���
	� �� �	����
� ��
���� �� ��� ��!��� ����	�
�� ��&

dl(t)

dt
=

Fd(t)− ρ0ξN(t)Vefffp(l(t), t)

ρ0Seff (1− fp(l(t), t))
���"�##�

������ �� ��� ��	� (1 − fp(l(t), t)) ����� ��
� ��� ���	��� �
��	�
� �
� ���� ��� ���

�	
����� �� !���� ����� �� ���������

'�������( ��� ��������� 0 < fp(l(t), t) < 1 �� ������
	� �� �
!� 
 ����)����� �� �	����
�

��
�����

����� ����	
��� 	�������

��	����� ���� ��
���	 �� ���� 
 ��������� ����� �� ��� ���	���� �	����� �
��� ��

��� �����	!
���� �� �
��( ���	�� 
�� �������� ��� ����� �� ����	���� �� �������	��� ���

*���� ����� 
	� ���+�� �� 
 ��!��� ����	�
��� �� ����� ��
� ��� ������ 	
��� �� �����������

�	�� ��� ,%- �� ��� %%-&

� 0 < fp(x, t) < 1 �� ��� �������� ������ �	
� �PFZ�

� ff = 1 �� ��� �������� ������ �	
��FFZ�

�� ��� ������� ������
	� �� ����	��� ��� ������� ������� ��� ��� *���� �� ������
� �������

	��
����� ���	��� ����������� �� ��� ������ .� ��
��� �� ��� ���	�������( ����� 	��
����� 
	�

���
������� ���	 ���� ��������� 
��������� �� ��
�� �	 �� !
	�
���� �	 ���� �������� ��

��
�� !
	�
����� �� ���� ������� �� ������ ������� 	��
����� �
��� �� ��� ��������� �� ���

��
�� !
	�
���� �	 ������� ��� ��� ����	���������� �� ��	��	��� ���	 ��� 
�������� ��

�����
�� !�������� η 
���� ��� ���	��	� ���� ���������� 
����� �� ���!� ���������� ��� ��
����

��	 ��� �	���	� �	
����� ����� �� 
 ������� �� ��� ����	����� !�������� �����#� 
�� �������

��� /��
	+ �� ����( ��� ���
���� �� �����	
�	� 
�� �����	� 
	� ��� �������� ��� ���

���� ��� ������ �� ��� 0��������0 ���
�� ��� ����	�
�� ���
���� ���"�##� ������� �� ���

������ 	
��� 
� ��� ����	�
�� fp(l(t), t)�

	�
���� ������� ��������� ��� �������� ������� ��� ����������� ����������

��� �����	
�	� 
�� ��� �����	� ������� 
	� ������� �� �� �������� 
� ��� ����	�
���

���� 
�������� �� ������
��� ����	��� ���	 
 �����
�� !��������� �� �	 ��	������!�( ���

��	��� 
�������� �����	���� ��� !�������� �� �������	�� ���
�� �� ���� �	 
�
����� ��



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

��� ������	
�� ���	��	�� � ��� ������ ���������� � ��������� ��	������ ��
���� �� � ������

��������� ⎧⎨⎩Tp(l
−, t) = Tf (l

+, t)

Mp(l
−, t) = Mf (l

+, t)
��������

������� ����	
�� �	��
��� �� ����	 ���� ��	���� �����
��

��� ��	�
��� ��
����� �� ��� ���������	� ����	�� ���� ��
���� ��� �����
����� �������

����� � � �
�����������

��������� ����
��
�� �� ������ �� ��� 
������� ��� ���	������ � ��� ������	���

� �����	�� �� ��� �������� �� � ����� ����	
�� �	��
��� !�� ��� ���� ��� �����	�� �� ���

���
�		� �
		�� ���� �� ��	�
 �� ����������� �����	�� P0  � "�� ��� ��	�
���# P (l+, t) = P0�

$� ����������� ��� ��	����� � ��� �����	�� �������� ���%���&  � ������� ��� ��� �����	�� P (L, t)

�� ��� ��� '� ���� Fd(t) �� � 	������  ���� �� ������
� ���������� �� ��� ���� ����� N(t)

��� ��� �������� � ��� �������� l(t)� (���

 ���� ��� ��
	� � ��� "

��� ����� ���������� ���

�������� �������� l(t) ���������⎧⎨⎩P (L, t) = P0 +
ηVeffN(t)ρ0(L−l(t))
(Bρ0+Kd(L−l(t)))

Fd(t) =
KdVeffN(t)ρ0(L−l(t))
(Bρ0+Kd(L−l(t)))

��������

����

 B ��� Kd ��� ���� ��������� ���������� � ��� ���� ��� ��� ��� ����������
��

��������� ����
��
�� �� ��� ��� �� �������� ��� ��� ������ ���	������ �� �����

�� ��� ������	��� � ������	� '	�  ���� �� ����� �� ��� �

� ��� ��
�����#

F (l−, t)v(l−, t) + P0fp(l
−, t)Seff = Fd(t)v(l

+, t) + P (l+, t)Seff , ������%�

 ���� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
F (l−, t) = ρ0N(t)Vefff(l

−, t)

v(l−, t) = ξN(t)

v(l+, t) = ξFd(t)
ρ0Veff

.

��������

)��	���� P (l+, t) ��� ����������� ���%��� ��� ����	���� ��	����� ������%�&  � "��#

ΔP (L, t) = ν

[
−[1 +

Kd

Bρ0
(L− l(t))] +

√
Δ(l(t), N(t), fp(l(t), t))

]
, ������*�

 ���� ν =
η2fρ0S

2
eff

2K2
d

��� ΔP (L, t) = P (L, t)− P0&

Δ(l(t), N(t), fp(l(t), t)) = [1 +
Kd

Bρ0
(L− l(t))]2 +Ω

(
fp(l(t), t), N(t), l+

)
������+�



���� ������	 
���	� ���������� �� ��� ��������� 
������ ���	 ��

��� Ω =

(
2ρ0
ν

)(
ηfVeffN(t)

Bρ0
(L− l(t))

+ξ2N2(t)fp(l(t), t)− (1− fp(l(t), t))
P0

ρ0

)
��� ����	
�� ������� ���	�
�	� 	�� ����	
�� �� 	�� ���	�� ������� 
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�
	�

����	��
�	� ������� 	�� �
� �� ��	�  �
�� ������� �� 	�� �������� P (L, t) ������ �� ���
	
��

��� 	�
� ����
	
�� 
� ��	
�!�� 
� P (L, t) > P0� ����� 
	 ������� ��������� 	� ��!�� � ��
	
���

����� �� 	�� !��
�" ��	
� fpc(l(t), t) ��#

fpc(l(t), t)) >
P0 − ηVeffN(t)

B (L− l(t))

ρ0ξ2N2(t) + P0
�����$�

��� ������	 
���	� ���������� �� ��� ��������� 
������ ���	

%���  � ������ 	�� ����	
���  �
�� ��!�� 	�� ����� �� ��	� ��������� ��	 
���� 
����	

���� 
� 	�� �&	������ '� ������
� �� 	�� "����� ���	�� ����� 	� � ���	��� ������� ��� 	��

���
"� �� �&	����� ��	��
��� ��� ���	��� ���
����� �����
�	�� 	� 	�
� �&	���
�� ������� �����

���#

� 	�� �������� ����
	
��� �	 x = 0 ��� !��
�" ��	
�� ��
�	��� ���	��	 ��� 	������	���

 �
�� ��� ��!��� ��#

f in
p (t) = fp(0, t) =

Fin(t)

ρ0N(t)Veff
, Mp(0, t) = Min(t), Tp(0, t) = Tin(t), ������

������	
����� Fin(t) 
� 	�� ���� ��	��

� Tb(x, t)� 	�� ������ 	������	���

� ��� N(t) 	�� ���� ������

(���� 	�� ������	
�� �� ����	��	 �
����
	� η� 	�� ���	��� ��)��	
�� 
� 	� ���
"� 	�� 	�����*

�	��� Tf (L, t) ��� 	�� �
� �������� P (L, t)� (���� 	�� ����	���
� �� ����	��	 �
����
	�� 	��

��
�	��� ���	��	 �����
�� ��� �� ��"���	�� 
� 	�� ���	��� ��
�	 �� �
� ������� 
	� �����	
��


�������� �����	
���� 	�� �
����
	� ���
"� �� 
	 
� ��� � �� ����	
��� ������ ��� ��+�,��

�� 	�� ��	� ����� 
�" ����	
��� ����,� ��� ����+�� ξ� θ� φ ��� λ ��� ������	��� ������
�"

�� 	�� ���� "����	��� 	�� ������ ������	��
�	
�� ��� 	�� ��	��
�� ������	
�� ���� -��	
��

���� .� ���	
�� 	��	 �	 	�� 
�
	
�� 	
�� t = 0�  � ������ 	�� �&
�	���� �� ��	� ���������

��	 
���� 
����	 ���� 
� 	�� ���	
�� ����
�� [0, l0) ��� (l0, L] ������	
����� L 
� 	�� ���"	� ��

	�� �&	������ l0 ��
�" 	�� 
�
	
�� ���
	
�� �� 	�� ���
�" 
�	������� ����� 	�� ���	�� ��!���


� 	�� ������� ����
�� [0, l(t)) ��� (l(t), L] 
� "
��� �� 	�� ����� 
�" ����	
���#



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

�� ��� ��� ��������� ����	
 ��		 
���� �����	 �������� ����� �� ����������� �������

��� ���� �� �������� �������	 ������� �� �������� ������������ � ��� ������� �����

[0, l(t)) 

∂t

⎛⎜⎜⎝
fp

Mp

Tp

⎞⎟⎟⎠ (x, t) = −ξN(t)∂x

⎛⎜⎜⎝
fp

Mp

Tp

⎞⎟⎟⎠ (x, t) +

⎛⎜⎜⎝
0

0

Ωp(fp, N, Tp, Tb)

⎞⎟⎟⎠ ���!�"�

#���� ��� ������ ���� �������� �� ���� �� ��� �������  

Ωp(fp, N, Tp, Tb) =
ληN2(t)

φfp(x, t)
+

θ

φ
(Tb(x, t)− Tp(x, t)). ���!���

"� ��� ��� ����� ����	
 ��		 ��� �������� ����� �� ��� ����������� ��� ���� �� ����$

���� ���%��� �� ���%��� ������������	 � ��� ������� ����� (l(t), L] 

∂t

(
Mf

Tf

)
(x, t) = − ξFd(t)

ρ0Veff
∂x

(
Mf

Tf

)
(x, t) +

(
0

Ωf (N,Tf , Tb)

)
���!�%�

Ωf (N,Tf , Tb) �� ��� ������ ���� #���� �� ���� �� ��� &����#�� �������� 

Ωf (N,Tf , Tb) =
ληN2(t)

φ
+

θ

φ
(Tb(x, t)− Tf (x, t)) ���!�'�

(����� ���� ��� ��� �� )�# Fd(t) �� � &����� �& ��� �������� �� ��� ��� �*�� ���%�%� 

Fd(t) =
Kd

η
ΔP (t) ΔP (t) = (P (L, t)− P0) ���!�!�

�� ��� ����&��� ������� �������� ��� ����������� �� ��� �������� ����� ��� ��������

�� �� �������� �� ��� ����&���� +� ������� �#� ������� �������� ������� ���

�������� ��� ��� 
���� ������ #���� �� � ����������� �������� 

� ��� 
��� �� ������� &��� ��� �������� �& ������� )�* �� ��� ����&��� l(t) �&��

��� ��������� ��� �������� ���'���� �� ���'����� 

ΔP (L, t) = ν

[
−[1 +

Kd

Bρ0
(L− l(t))] +

√
Δ(l(t), N(t), fp(l(t), t))

]
,���!���

#���� Δ �� ��� ��,����� ���#�� ��� �������� �� L �� ��� ����������� ��������	

L ���� ��� �*������ ����� (P (L, t) − P0)� -��� ������� ������� �������� �

�������� � ��� 
���� ����� �ΔP (t) ������ �� �������� �� ���� ���� ��� ������

����� ���� � Δ ������ �� ���������� -���  

fpc(l(t), t)) >
P0 − ηVeffN(t)

B (L− l(t))

ρ0ξ2N2(t) + P0
, ���!���

+���� fpc(l(t), t)) ��������� ��� ������ ����� �& ��� 
���� ����� &�� � �������

�������� ������



���� ���� ���� 	
����
��	 �� �		 �� ������ ����� ����
��	 ��

� ��� ������ ��� 	� �����
����� ����
 ��� �������	� �� ��� ����	��	�� �� 
����
� ��

	���
���� l(t)� ����� ⎧⎨⎩ΔP (t) =
ηVeffN(t)ρ0(L−l(t))

(Bρ0+Kd(L−l(t)))

Fd(t) =
KdVeffN(t)ρ0(L−l(t))

(Bρ0+Kd(L−l(t)))
.

�������

�� ��� �����	�� �� ��� ���	�� 	���
���� l(t) 	� ������� �
�� � ����� ���� ������� ��� 	�

������� � ⎧⎨⎩
dl(t)
dt

=
Fd(t)−ρ0VeffN(t)(1−fp(t,l(t)))

ρ0Seff (1−fp(l(t),t))

l(0) = l0
��������

��� ���� �		� 
������	�
 	� ��

 ��� ������ ������� ����

��	�


����� ����	
��
� � ��� �
������� ���	��
� �	���� ����

�� ��	� �
�� �� �
��
� �	�����	��� ��
 ��� ���� ��� ���
�� ������� �� ��� ���
��	��


����� ������ �� 	���� �������� ��
�� ���� N0� ���� 
��� Fin� 	���� ����
���
� Tin ���

��

�� ����
���
� Tb� �� �	�� ��� ���� Fin ��� Tin �
� ��� ������
� ����	�	��� �����	����

�� ��� ���	�� 
��	� ��� ��� ����
���
� �
����
� �����	����

 �
�� ���� N0 = 325/60rpm.s−1

!��� 
��� Fin = 135/3600kg.s−1

!	��	�� 
��	� f in
p = Fin

ρ0VeffN0
= 0.3148

"�

�� ����
���
� Tb = 330K

����� ����
���
� Tin = 293K

#��
���
 ������ L = 2m

����� ��	
 ���� ������ N0� f
in
p � Tin� Tb

��� ������� 	
�����
�� �� ������ �
 ��� ������ ���
� ��� ������	� �
����
� ��� ��� ����

������ ��
�� ��� ������ �� f0
p � l

0� T 0
p ��� T 0

f ����	�������

������� ������ ���
 f0
p = 0.3

������� ������	� �
����
� l0 = 1m

������� ��������� ��
�� ��� ������ T 0 = T 0
p = T 0

f = 293K

����� ��	
 ����� �������� f0
p � l

0� T 0

�
�� 	
�������� ��� ������� ��� �
����� ���� ���	� �� ������ �� ����� �� ! ��� �����

��"!� �� ����� ��� �
��
���� ��� ��������� ������ 	
��
��� ��#



�� �� ������	
� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

�� ��� ����	
 ���� �	� �� ��������� ��	����� �	 �� ��������� ����	
 ��	 x ∈ [0, l(t))�

∂t

(
fp

Tp

)
(x, t) = −ξN0∂x

(
fp

Tp

)
(x, t) +

(
0

Ωp(fp, Tp)

)
, �������

����� �� ������ ��� Ωp(fp, Tp) �� 
���	 �� �� ������	�

Ωp(fp, Tp) =
ληN2

0

φfp(x, t)
+

θ

φ
(Tb − Tp(x, t)). �������

�� ��� ��������� ��	����� �	 �� ����� ����	
 ��	 x ∈ (l(t), L]�

∂tTf (x, t) = − ξFd(t)

ρ0Veff
∂xTf (x, t) + Ωf (Tf ), �������

�����

Ωf (Tf ) =
ληN2

0 (t)

φ
+

θ

φ
(Tb − Tf (x, t)). ����� �

�� !	��"��� ������	� ����� ��	��� �" ��	�	��� �" ��������� (Tp(l
−, t) = Tf (l

+, t)) �	�

�������� � �� ������	
 ���	 l(t)� #� "�� �����$�% �� �	��⎧⎨⎩P (L, t) = P0 +
ηVeffN0ρ0(L−l(t))

(Bρ0+Kd(L−l(t)))

Fd(t) =
KdVeffN0ρ0(L−l(t))

(Bρ0+Kd(L−l(t)))
.

�������

 � ��� ����	
 �	��"��� ����� ��	����� �� 
���	 �� �� "������	
 ������	�

dl(t)

dt
=

Fd(t)− ρ0ξN0Vefffp(l(t), t)

ρ0Seff (1− fp(l(t), t))
�����&�

������ �� !	 �� ���� �" ��	�	��� �" ����	�� '�( � �� �	��"���% �� �	���� ��	����	

��� �� �����	 ��� ������ � �� ��	���� ����� �" �� ����	
 ���� fpc ���&�)��

����� ����	
�� ��������
�� �� ��
�� ����� ������

����� �� � "����� �(�	���� �������� �	 	�������� �	������ �" ������ ��*���	��� ������	�

��� ���+�����	
 �����	�� ,�� �" �� 	�������� ���-� ���� ���	 "������ �	 ����+�����

'�� �������� �	�����	
 �� �	��+����� ������	
 ���� ����� ������� ������� �����	 ��

	�������� ��
������� # ���� ������	 "����� �" ����+����� '�� ��������	� �� �� �	��"���

�����	 �������� �	� ������% �	� � �� �"�	 ������� � ���- ���� �	��"���� � ���� ��� �"

�� ��������	� ����� �(�� �� ������� �" 	�������� �������	���	� ����� ����� � ���"���

	�������� �(������	� �	 ����	
 �	��"��� ���������

� .�� /�
��	
��	 �������	���	% �� ���� ��"���� ��� �� ������� �	� �����������

���	��	 �	��"����� ����� �������	���	� "��� �" �� ���� �� �(��������� ��"����� ��

�����
���� ���	
�� ������� �� ���� ����	�����	 "�� ���� ��� �� ���	
�� ����� �	

�� �	��"��� "����



���� ���� ���� 	
����
��	 �� �		 �� ������ ����� ����
��	 ��

� ��� ������	
 �������
	��
� �� �	���	� ����� ������ 	 �	��
	�� ���� 	
� ��������

�����	� ���������� � �	�� ��������� �� �
���	��� ������
 �
 �� ����

�
 ���� ��
	����� �������� ��� �	��	
��	
 	
� ������	
 ������
	�� �	�� ���
 ���� ���

��
�����	��� �������� ���	��� �	�� ������
	�� �������
	��
 �	� 	��	
	��� 	
� ���	��	
 

	���� �� ������ �� ����� �������
	��
 � ��� ����
�� �
 �� ��	�	�������� �� �� �������

� �� ������� !�� �� �������
	��
� ��"��� �������� �
 �� �	

�� �
 ����� �� ���� ��� 

��
� 	�� ����� � ���� 
�# ������
� 	��� ���� 
�� ��������� �	�� ���
 �������� �


�� �	��	
��	
 �	�� �� ���� ������ ����� ��� �� ������� �����
 ���������� ����� �
 	


������	
 �	����	��
 � �� 
�����	�� � ������ �� ��� �� ���� ������ �� �����

�� ��$
���
 �� �
���	�� �� 	 ���
�	�� ����� ���	�	�� �� ��"���
 ������	� �����
��

�
 �	
� �	���� �� 
������	� 	
	����� �� �	��� �
 �� ��� �� �	���� ������ ������ �� ������

����� ��
���
� �� ����� %� ������ ����� 	���� � �����
� �	�� �� �� �
���	�� ������


&'(� )*� )+� ,--.� /���� ���� �#�� �	
� 	�������� ����� 	�� ��������� � ������� �� �
���	��

	��
� �� 
������	� �	����	��
 �����	��� ��� ������ �� ���� ������ �
� �	
 ��
��
 �����

�� &,,,� ,,*� ,0).� 1��� �� �����
 	 ����� ���������
 �� �� ����� ��
���
 ������ !��

���	 ����
� �� ����� ��
���
 ����� �� � ��$
� �� �
���	�� ���	
�� ���� 	 ������
��

��
� 	� 	 ��
���
 �� ������
 	��
� �� ������
�� ��
�� ��� �#	����� �
 	 ���	
���	� ���� ��

����� �� ���� δx 	
� ����� δy �
� ���� ��$
� �� �����	� ����� 2h3 �� �� �
���	�� 	����

�� ���� �� �� ���� �
 �	�� �����
 �� ������ !��� ����� 	����#��	� 	 ����� h = f(x, t)

�� 	����
�
� �	���� �� h � ������� �	���� �� x� !��� �������
	��
 �� �#������ �4���
�

�������
� �
�� 	 �
� ����
���
	� ���	�� 	��	� � ������ �� ����	�� ����� �	����� ���������

�� �������
 �� �� ����	�� �
�� �������� �� ���	�
� �� �� �
� ����
���
	� 	��	�� !��
�

�� ��� �������
 �� �� ����� ��
���
 �� �����
�� �� 	 ��
��	�� ���	��
 �#������
� ��

�	� �	 �� ����	�� ��� ���� ��� �� ����5

∂th+ u∂xh = v 2-�'�'3

����� (u, v) 	�� �� ���� ������� �����
�
� �
 �� (x, y) ������
	�� �������
�

6������	� 	
	����� �� �� �#����� ����� ����� �� ��������� �� ������� ���������� ������

�
 ��������
	�� ��� �	���
� ���	�
� ������ 	
 �
���	�� �� ���� �����	� � ���� �������

������
� ��������� !��� �� ����� ��
���
 ������ �����
�� ���������� �	� �� �����	


�
 ��� �	��� �
����� �� ��
����� 	 $#�� ���� �
 ����� 	 ����� ��
���
 ����� �	��� 	�� , ��

( 	������
� � �� ��������� ����	
 ��	 	
� �� ����� ����	
 ��	� � �� �����	
 � 
��

�	 �� ������
 �� �� �
���	�� �	
 �� �	����	�� �#������� �� �
���	�
� �� ����� ��
���


���� �� ����� ���	�
 [0, L] �� 	�������	�� �
��	� ��
����
� 	�� �����
� 1��� �� ��$
� ��

����� ��
���
 	� �� ��	�	������� ��
���
 �� �� ���	�
5

c(x, t) =

{
1 x ∈ [0, l (t) [

0 x ∈ [l (t) , L]
2-�'�73
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� ��
����� �
����	�� �
� 
���
�

�� ������� ��	� ��� 
�	�	
�������
 ��
���� ������� �� ��� �������� � ��� ��	������ ���	����

����� ����
��� 
���������� �� ��� ���	��
� � ��� �����	
��

∂

∂t
c(x, t) = −l̇ (t)

∂

∂x
c(x, t) �������

���� ��� �������� �����	� 
����������

c(x, 0) =

{
1 x ∈ [0, l0[

0 x ∈ [l0, L]
������ �

l0 !���� ��� �������� � ��� �����	
� 	� ���� t = 0�

"�� ��� ��	��� 	�� #�$ �	��	!��� ���
� ���
��!� ��� �$������ ����� �� %&' 	�� &&' 	��

�$������ ���� ��� ����� ���	�� [0, L]( ����� 
���� ��
���� ������� 	�� ��� 
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t ∈ [0, T ]� ��� 	
��
� x ∈ (l(t), L] ����� L � ��� ������ 
� ��� �������� ��������

����� �� ��� �
����� �
����� � ��� �����
� 
� ����� ���� ��!�� ������ � ]0, 1]�

∂t

(
Mf

Tf

)
= −αf (N, l, fp) ∂x

(
Mf

Tf

)
+

(
0

Ωf (N,Tf , Tb)

)
���"�#�

�����

αf (N, l, fp) =
ζFd(t)

ρ0Veff
���"���

��� �
���� ���� � ���� �$ ��� �����
�%

Ωf (N,Tf , Tb) = C1(Tf − Tb) + g2(N), ���"� �

���

g2 :=
ληN2(t)

ρ0Veffcp

��� �����
� 
� ��� �������� ��
�� ���"� � ��� �� �
��� � ����
� ������ &������

��� �
�����$ 
� �
������ '�� �� ��� �������� l(t)� ��� ��� '
� Fd(t) � � �����
�


� l(t)� fp(t, l(t)) ��� N(t) ��� ����� �$	
����� 
� �
������ ���
��$ η� �� ���%

ΔP (L, t) = ν

[
−[1 +

Kd

Bρ0
(L− l(t))] +

√
Δ(l(t), N(t), fp(l(t), t))

]
,���"�(�

����� ν =
η2fρ0S

2
eff

2K2
d

��� ΔP (L, t) = P (L, t)− P0�

Δ(l(t), N(t), fp(l(t), t)) = [1 +
Kd

Bρ0
(L− l(t))]2 +Ω

(
fp(l(t), t), N(t), l+

)
���"�")�

��� Ω =

(
2ρ0
ν

)(
ηfVeffN(t)

Bρ0
(L− l(t))

+ζ2N2(t)fp(l(t), t)− (1− fp(l(t), t))
P0

ρ0

)

Fd(t) =
Kd

η
(P (L, t)− P0), ���"�""�

�� ��� �
��� �������� l(t) �$���� � ������� ��
� � �
��� ���� ������� ��� �%⎧⎨⎩l̇(t) = F (l(t), N(t), fp(t, l(t))) , 0 < t < T,

l(0) = l0,
���"�"*�

�����

F (l(t), N(t), fp(t, l(t)) =
Fd(t)− ρ0VeffN(t)(1− fp(t, l(t)))

ρ0Seff (1− fp(t, l(t)))
. ���"�"��
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��

������ ���� ��� ��������� ��	 
���� 
����	 ���� ��	
� 	� ��� �
	�	�	�� ��
���	�� 	



��	
����

=⇒ fpc(t, l(t)) >
1

ζ2N2(t) + P0
ρ0

(
P0

ρ0
−K2(L− l(t))

)
��������

�� ��� 
�
��� ������ �� �������� ������� ������� ��� ������ � � !� ������

� ��� 	�	�	�� ���	�	�
 �
�

(fp(0, x), Mp(0, x), Tp(0, x))
T = (f0

p (x), M
0
p (x), T

0
p (x))

T , 0 � x � l0, ������"�

(Mf (0, x), Tf (0, x))
T = (M0

f (x), T
0
f (x))

T , l0 � x � L. ��������

#��� !� �

$�� ���� f0
p 
��	
����

0 < γ0 � ‖f0
p ‖L∞ � γ1 < 1. ������%�

� ��� �$����� ���	�	�
 �
�(
fp(t, 0), Mp(t, 0), Tp(t, 0)

)T
=
( Fin(t)

θ(N(t))
, Min(t), Tin(t)

)T
, t ∈ (0, T ), ������&�

!����

θ(N(t)) = ρ0VeffN(t).

Fin(t) 	
 ��� ���� ����� Fin(t) ��� N(t) ��� '�!� �$���	�
 � �	�� t�

� ��� ��� 	�������� �$��	�( �����	� �� ��������$�� ��� �	
�$�� �
�(
Mp(t, l(t)), Tp(t, l(t))

)T
=
(
Mf (t, l(t)), Tf (t, l(t))

)T
. ��������

)�� �	� � ��	
 ���� 	
 � �����*� ��� !���+�
����

 � ��� 
�
��� !�	�� 	
 ������ ��

�,$��	�
 ������� ������� ��� ������ � !	�� �

�	���� 	�	�	�� ��� �$����� ���� ������"��

�������� ��� �����&� ��
����	����� )�� 	�������� �����	�
 ��� ��
��	��� �� �������� ���

��� �����$� -$� ���	�$	�� �,$��	�
 �������� ������.� ��� ���������

����� �����	
��	�� � ��� �������

)�� �(��	*��	� � ��	
 ������� 	
 �
 ���!
/ �	�
� 	� 0���	� 1� � $
	�( � ����(� �

���	����
� !� ����
��� ��� �	��+����	�( 
���	�� ���	� ������ 	�� � ���� ���	� �������

2� 0���	� 1�1 !� ���
��� ��� ��	� ��
$��
 � ��� ��	
����� ��� $�	,$���

 � 
�$�	�
 	�W 1,∞

�������� 1� ��� H2 �������� �� 
����
� 2� 0���	� 1�� !� (	�� ��� ��� � ������� 1 ���

������ 	� 0���	� 1�" !� (	�� �� 	��� � ��� ��� � ������� ��

����� �����	���	���

2� ��	
 �������� !� ���� ��� ��	
������ $�	,$���

 ��� ��($���	�� � ��� !��' 
�$�	�

� ��� ���� �$����� 3�$��� ������ �������� �������� ������ �� ������"�� ��������� ������&��

��������� ) ���'�� ��	
 ���� �$����� ������� !� ��'� � ����(� � ���	����
 � ��� 
���	��

���	����
 ��� ����
��� ��� �	��+����	�( 
���	�� ���	� 	�� � ���� ���	�� #���� !� $
�

������ ���	 ����� ������� � ���� ��� ��	
����� � !��' 
�$�	�
 	� W 1,∞ ��� H2�



���� ����� �	
������ � �	�� �
���� ����� ��

��� ����� �	
������ � �	�� �
���� �����

��� ���� ��	
��� �� �� �������������� ���� ������ ���� �� ������ ������� [0, l(t)[

��� ]l(t), L]� l(t) ����� �� ������
� ������
�� �� ����� � ���� ��� ��� ����� �� �����
�

�������� �� ���� �������� � 
�����
�� 
����� �� ������ ��������� �� ��������� ��� �� ��

����� ������� � �� ������ �� 
���������� ���� ��� ������� �
����� 
����
��� ����

�� �� ������� ����
�����  �� �� ��������� ��	 
���� 
����	 ��� �������� ��� ������ ��

Q := (0, T )× (0, 1)�

!� "�� ��������� 
����	 ��� #PFZ$� ���� �� 
����� �� ��������� ���� (0, l(t)) � ��

������� (0, 1)� ��� %&'(� ���

y(t, x) :=
x

l(t)
,

�� ��������� �� ����� #&�!�!$ � � ��� ����� ������ �� Q := (0, T )× (0, 1)� "�� ��

��)� �� ������
��� �� ���� ����� �� ���
� �������� y �� x ��� ��)���� �� ���
����

�� (fp,Mp, Tp)� �� ����
�� ��� �� αp ��� �� ����
� ��� �� Ωp� *� ����

∂t

⎛⎜⎜⎝
fp(t, x)

Mp(t, x)

Tp(t, x)

⎞⎟⎟⎠+ αp(t, x)∂x

⎛⎜⎜⎝
fp(t, x)

Mp(t, x)

Tp(t, x)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
0

0

Ωp(fp, N, Tp, Tb)

⎞⎟⎟⎠ #&�+�!$

���

αp(t, x) =
1

l(t)

(
ζN(t)− xl̇(t)

)
=

1

l(t)

(
ζN(l(t))− xF (l(t), N(t), fp(t, 1))

)
. #&�+�+$

��� ����
� ��� �� ����� �� �� ���� ������� #&�!�,$-

Ωp(fp, N, Tp, Tb) = C1(Tp − Tb) + g1(N, fp), #&�+�,$

+� "�� �� 
���� 
����	 ��� #FFZ$� ���� �� 
����� �� ��������� ���� (l(t), L) ��� ��

������� (0, 1)

y(t, x) :=
x− l(t)

L− l(t)
,

����� #&�!�.$ 
�� �� ���������� � � ��� ����� ������ �� Q := (0, T ) × (0, 1)� "��

�� ��)� �� ������
��� �� ���� ����� �� ���
� �������� y �� x ��� ��)���� ���
����

�� (Mf , Tf )� �� ����
�� ��� �� αf ��� �� ����
� ��� �� Ωf �

∂t

(
Mf (t, x)

Tf (t, x)

)
+ αf (t, x)∂x

(
Mf (t, x)

Tf (t, x)

)
=

(
0

Ωf (N,Tf , Tb)

)
, #&�+�&$

���



�� �� �������	�
��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

αf (t, x) =
1

L− l(t)

( ζFd(t)

ρ0Veff
+ (x− 1)l̇(t)

)
,

=
1

L− l(t)

( ζFd(t)

ρ0Veff
+ (x− 1)F (l(t), N(t), fp(t, 1))

)
, �������

��	
	

Fd(t) := Fd(l(t), N(t), fp(t, 1))

�� 	��	 �� ��������� ��	 ���
�	 �	
� �� ���� ���	� �� ��	 ���	 
	������ ��������

Ωf (N,Tf , Tb) = C1(Tf − Tb) + g2(N), �������

�
�� �������� �� ������ �! �	 
	�
��	 ��	 ���	
"��	 
	������� �� ��	 �����
� ���������

��������	 �� ��	 ���#�	 	$������� �� �%	 ������&(
fp(t, 0), Mp(t, 0), Tp(t, 0)

)T
=
( Fin(t)

θ(N(t))
, Min(t), Tin(t)

)T
, t ∈ (0, T ) �����'�(

Mf (t, 0), Tf (t, 0)
)T

=
(
Mp(t, 1), Tp(t, 1)

)T
, t ∈ (0, T ). �������

������ �� (��! ��	 ����	����� �	������	� αp(x, t) �"�
 PFZ )��	� �� αf (x, t) �"�
 �FFZ

)��	� 	#	� �� ��	 �#����� ���
����	 x �� �
	 "�������� �" ��	 ���	
"��	 #������� ��

�	������� *	���� ���� ��	 ���	
"��	 ������� �� � ������	�
 "������� �" Fd(t) �� fp(l(t), t)

����� �
	 ��	 �	 �	� +�� 
��	 �� ��	 ������ 
���� �� ��	 ���	
"��	! 
	�#	����	���

,���	$�	����! �� ���� ��������� ��	 
���� 
����	 ���� ��	 �	� +�� 
��	 Fd(t)! ������ 
����

�� ��	 ���	
"��	 fp(l(t), t) �� ��	 ��
	� �#		 N(t) ���� �	 �����	
	 �� ��	 ����	�����

�	
��& ��	 ���	
"��	 ������ �� � ������	�
 "������� �" ��	�	 "���������

-� �����
�! �	 �����	
 � ���#�	 ����	� ���#��	 �" �� ��	����� ����������� ��������

�ODE� "�
 ������ ���	
"��	⎧⎨⎩l̇(t) = F (l(t), N(t), fp(t, 1)) , t ∈ (0, T )

l(0) = l0,
����� �

� �
���#�
� 	$������ "�
 ������ 
����⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂tfp(t, x) + αp(t, x)∂xfp(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

fp(0, x) = f0
p (x), x ∈ (0, 1)

fp(t, 0) =
Fin(t)

θ(N(t))
, t ∈ (0, T )

������.�

��� �
���#�
� 	$������� "�
 ��	 ������
	 ��������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tMp(t, x) + αp(t, x)∂xMp(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

∂tMf (t, x) + αf (t, x)∂xMf (t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

Mp(0, x) = M0
p (x), Mf (0, x) = M0

f (x), x ∈ (0, 1)

Mp(t, 0) = Min(t), Mf (t, 0) = Mp(t, 1), t ∈ (0, T )

��������



���� ���� �	
��
 ��

��� ��� �����	��� 
������� ��� ��
 �
�	
�����
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tTp(t, x) + αp(t, x)∂xTp(t, x) = Ωp, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

∂tTf (t, x) + αf (t, x)∂xTf (t, x) = Ωf , (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

Tp(0, x) = T 0
p (x), Tf (0, x) = T 0

f (x), x ∈ (0, 1)

Tp(t, 0) = Tin(t), Tf (t, 0) = Tp(t, 1), t ∈ (0, T )

��������

�� ��
 ����
 ���	�
�� ���
�� ���
���
 �	
��
�� �
 ������ �����
 ���� l0 ∈ (0, L)� f0
p ∈

W 1,∞(0, 1)� M0
p , T

0
p ,M

0
f , T

0
f ∈ L2(0, 1)� Min, Tin ∈ L2(0, T )� Fin, N ∈ W 1,∞(0, T ) ��� Tb ∈

L∞(Q)� ��� ��
 ���
 �� ��	����� �
 �
���
 ���� ��� �� ‖f‖L∞ �‖f‖W 1,∞ � ‖f‖L2 � �
�	�� ��

��
 L∞ �W 1,∞� L2��
�	�� ���� �� ��
 ������� f ��� �
�	
�� �� �� ���������

‖F‖W 1,∞ : =
∑
|α|�1

ess sup
le−ε1<x1<le+ε1

Ne−ε1<x2<Ne+ε1
fpe−ε1<x3<fpe+ε1

|DαF (x1, x2, x3)|.

��� ���� �	
��


�
 �
���� ����  �!� "
���� ���#� ��
 ����� �
����� �� � �
�� ������� �� $����� 	��%�
�

�����&�'���������

��������� �	 (
� T > 0 %
 )*
�� + �
�� ������� �� $����� 	��%�
� �����&�'�������� �

� *
���� ������� (l, fp,Mp,Mf , Tp, Tf ) ∈ W 1,∞(0, T ) × W 1,∞(Q) × (C0([0, T ];L2(0, 1)))4�

���� ���� ��� 
*
�� τ ∈ [0, T ]� 
*
�� �
�� ������� ϕ1� ϕ2 = (ϕ21, ϕ22)� ϕ3 = (ϕ31, ϕ32) ∈
C1([0, T ]× [0, 1]) ���� ����

ϕi(τ, x) = 0, ∀x ∈ [0, 1], i = 1, 2, 3, ���,���

ϕi(t, 1) = 0, ∀t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 3, ���,���

��
 ���

l(t) = l0 +

� t

0
F (l(s), N(s), fp(s, 1)) ds, t ∈ (0, τ), ���,�,�

� τ

0

� 1

0
fp(∂tϕ1 + ∂x(αpϕ1)) dx dt+

� 1

0
f0
p (x)ϕ1(0, x) dx

+

� τ

0

Fin(t)

θ(N(t))
αp(t, 0)ϕ1(t, 0) dt = 0, ���,���

� τ

0

� 1

0
Mp(∂tϕ21 + ∂x(αpϕ21)) dx dt+

� τ

0

� 1

0
Mf (∂tϕ22 + ∂x(αfϕ22)) dx dt

+

� τ

0
αp(t, 0)Min(t)ϕ21(t, 0) dt+

� τ

0
αf (t, 0)Mp(t, 1)ϕ22(t, 0) dt

+

� 1

0
M0

p (x)ϕ21(0, x) dx+

� 1

0
M0

f (x)ϕ22(0, x) dx = 0, ���,�-�



�� �� �������	�
��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

� τ

0

� 1

0
Tp(∂tϕ31 + ∂x(αpϕ31)) dx dt+

� τ

0

� 1

0
Tf (∂tϕ32 + ∂x(αfϕ32)) dx dt

+

� τ

0

� 1

0
Ωpϕ31 dx dt+

� τ

0

� 1

0
Ωfϕ32 dx dt

+

� τ

0
αp(t, 0)Tin(t)ϕ31(t, 0) dt+

� τ

0
αf (t, 0)Tp(t, 1)ϕ32(t, 0) dt

+

� 1

0
T 0
p (x)ϕ31(0, x) dx+

� 1

0
T 0
f (x)ϕ32(0, x) dx = 0. �������

�� 	
�� �	� �������� ��� �	������

������� �� ��� T > 0� ��� (le, Ne, fpe) �� � ��	
��	� ���������

F (le, Ne, fpe) = 0 �������

��� 0 < fpe < 1� 0 < le < L� �

��� ���� ��� ���������� ��	���	 �� (0, 0) ����


Fin(0)

θ(N(0))
= f0

p (0). �������

���	� ����� ��
�
 ε0 �����	�	� �	 T � 
��� ���� ��� �	� ε ∈ (0, ε0]� �

‖f0
p (·)−fpe‖W 1,∞+‖ Fin(·)

θ(N(·))−fpe‖W 1,∞+‖N(·)−Ne‖W 1,∞+|l0−le|�ε. �������

������ ������� ���������������� ����
 � �	��� 
�����	 (l, fp,Mp,Mf , Tp, Tf ) ∈ W 1,∞(0, T )×
W 1,∞(Q)× (C0([0, T ];L2(0, 1)))4� �	� ��� ������	� �
�����
 ����

‖fp − fpe‖W 1,∞ + ‖l − le‖W 1,∞ � Cε0 · ε, ��������

‖Mp‖C0([0,T ];L2(0,1)) � Cε0 ·
(‖M0

p ‖L2 + ‖Min‖L2

)
, ��������

‖Tp‖C0([0,T ];L2(0,1)) � Cε0 ·
(‖T 0

p ‖L2 + ‖Tin‖L2

)
, ��������

‖Mf‖C0([0,T ];L2(0,1)) � Cε0 ·
(‖M0

p ‖L2 + ‖Min‖L2 + ‖M0
f ‖L2

)
, ��������

‖Tf‖C0([0,T ];L2(0,1)) � Cε0 ·
(‖T 0

p ‖L2 + ‖Tin‖L2 + ‖T 0
f ‖L2

)
, ��������

����� Cε0 
 � ��	
��	� ����	�	� �	 ε0� ��� 	����	��	� �� ε�

������� 	�  	��� ��� �

�����	
 �� ������� !� �� �

��� ������� ���� f0
p (·) ∈ H2(0, 1)�

Fin(·)
θ(N(·)) ∈ H2(0, T )� �	� ��� ���������� ��	���	 �� (0, 0) ����


f0
px(0) +

l(0)

ζN(0)
· F

′
in(0)θ(N(0))− Fin(0)θ

′(N(0))N ′(0)
θ2(N(0))

= 0. ��������

���	� ����� ��
�
 ε0 �����	�	� �	 T � 
��� ���� ��� �	� ε ∈ (0, ε0]� �

‖f0
p (·)−fpe‖H2(0,1)+‖ Fin(·)

θ(N(·))−fpe‖H2(0,T )+‖N(·)−Ne‖W 1,∞+|l0−le|�ε, ��������

������ ������� ���������������� ��
 � �	��� 
�����	 (l, fp,Mp,Mf , Tp, Tf ) ∈ W 1,∞(0, T )×
C0([0, T ];H2(0, 1)) ×(C0([0, T ];L2(0, 1)))4 ��� ��� �����	�� �
�����

‖fp − fpe‖C0([0,T ];H2(0,1)) � Cε0 · ε, ��������

����� Cε0 
 � ��	
��	� ����	�	� �	 ε0� ��� 	����	��	� �� ε�



���� ����� �� ��	��	
 � ��

������ ��	 ��� �����	�
 �� ���	
�� 	
 ������� � �� 	
 ������� � 	� ����� ���	������

�����	�
 �	
�� 	� ��	��� �
 
� �����	�
�� �	�� 	
����� [0, T ] 	� (l, fp) �� ���� �	
� ��

����
��� �����
�	
� �
 T �� ��� � !� "�#$% &
 ��� ����� �
�� �� �� 
�� ��'�	�� 
� ����
���

�
 Mp� Mf � Tp 
� Tf �	
�� ���	� �'��	�
� �� �	
��%

������ ��	 (� ��� ��� �	���
 ������	�� ��� (Mp,Mf , Tp, Tf ) ∈ (C0([0, 1];L2(0, T )))4

���� 	
 ������� � 
� 	
 ������� �% )	�	����� �� ��� ��� fp ∈ C0([0, 1];H2(0, T )) 	


������� �%

*�� ��� ����� �� +���� ""� �
� �
 ����� �� ��"� ",#$%

��� ����� �� ��	��	
 �

)����� �� ��� ����� �� ������� �-

"% .
 )���	�
 �%�%" �� ���� ����������� ��		��
 	�����	�� �� ����� ��� ��	���
�� 
�

�
	'��
��� �� l(t) 
� fp(t, 1) ��� t ����% (	�� ��� ��	���
�� �� l(t) 
� fp(t, 1) ��

��
������ ��� ���� �����	�
 �� /���� ������� ��%,% ����%,%"!� ��	
� ��� ��0
	�	�
 "

��!� )���	�
 ,%"$%

,% .
 ����	�
 �%�%,� �� ����
� ��� ���� �����	�
 �� ��%,% � �� ��� ���	������ �
�%

�% (	�� ��� ��	���
�� �� l(t) 
� fp(t, x)� �� 
��� ����� ��� ��	����� �'��	�
 ��%,%""� 	


)���	�
 �%�%�

�% *	
��� �� ����� ��� ���������� �'��	�
 ��%,%",� 	
 )���	�
 �%�%�%

����� ����� 	��
��� �� ��
��� ������� ����������������


���� �	�	�	 ∃ ε1 > 0 ��	���� ����� ∃ δ1 = δ1(ε1, ‖f0
p − fpe‖W 1,∞ , |l0 − le|)� ∀ε ∈ (0, ε1]�

∀f0
p ∈ W 1,∞(0, 1)� ∀Fin, N ∈ W 1,∞(0, T )� ∀l0 ∈ (0, L) �	��

‖f0
p (·)−fpe‖W 1,∞+‖ Fin(·)

θ(N(·))−fpe‖W 1,∞+‖N(·)−Ne‖W 1,∞+|l0−le|�ε, ��%�%"�

/���� ������� ��%,% ����%,%"!� ��	��  �
	'�� ���� �����	�
 �
 [0, δ1]� ��	�� ��	�0�� ���

���	����-

‖fp(t, ·)− fpe‖W 1,∞ � Cε1 · ε, ∀t ∈ [0, δ1], ��%�%,�

|l(t)− le| � Cε1 · ε, ∀t ∈ [0, δ1]. ��%�%��

����� Cε1 	�  ��
��
� ����
�	
� �
 ε1� ��� 	
����
��
� �� ε%

��� � 
���� �	�	�� (� 0��� ���� ��
����	�
 ���	
� ��	
�	��� �� ����� ��� ��	���
��


� �
	'��
��� �� l(t) 
� fp(t, 1) ��� t ����% (	�� ��� ��	���
�� �� l(t) 
� fp(t, 1)� �� ���




�� �� �������	�
��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

��������� � 	���	 ��	��
�� �� ����� ����	�� ����������������� ����� �� ����� ��� ��	��
�� ��

���������� 
� 
� �� ��� ��
!�� ���" ��	��
�� �� ����� ����	�� ����������������� #
��		�

��  ��
�� ��� ���
����� �������������$� �% ��� 	���	 ��	��
���

���� �� ��	�
 ����� ������� &� ������ ε1 ���� ����

0 < ε1 < min{le, L− le}. �������

&�  �����

‖F‖W 1,∞ : =
∑
|α|�1

ess sup
le−ε1<x1<le+ε1

Ne−ε1<x2<Ne+ε1
fpe−ε1<x3<fpe+ε1

|DαF (x1, x2, x3)|, �����'�

Ψ(t) : = (l(t), fp(t, 1)), t ∈ [0, T ].

#�� �� (
��� δ > 0 ���		 ����(� ���
�� �
		 ��  �)�� 	������ 	�� ��  �)�� �  ���
�

��� 
 ��� �� � �	��� ������ �% C0([0, δ]) �
�� ������� �� C0 �����

Ωδ :=
{
Ψ ∈ C0([0, δ]) : ‖Ψ‖C0([0,δ]) : = max{‖l‖C0([0,δ]), ‖fp(·, 1)‖C0([0,δ])} � L+ 1}

}
,

�����*�

+�� ��  �)�� � ��� F := (F1,F2)� ����� F : Ωδ → C0([0, δ])� Ψ 
→ F(Ψ) ��

F1(l)(t) = l0 +

� t

0
F
(
l(s), N(s), fp(s, 1)

)
ds, �����,�

F2(fp)(t, 1) = f0
p (ξ2(0)), �����-�

����� ξ2 ���� #
( ������ ���������� ��� ���������
��
� ����� ����
�( �����(� (t, 1)⎧⎪⎨⎪⎩
dξ2(s)

ds
= αp

(
N(s), ξ2(s), l(s), fp(s, 1)

)
, 0 � s � t

ξ2(t) = 1.
�������

#��� �������� �� ��	�� ��� 	
���� ./0 �������

ξ2(s) = e
� t
s

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t

s

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� s
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ, 0 � s � t. ��������

1� 
� ���
��� ���� F ���� 
��� Ωδ 
���	% 
%

0 < δ < min{T1, T}, ��������

����� T1 ���
�)��

ξ(T1) = 1. ��������

2��� ξ ���������� ��� ���������
��
� ����� ����
�( �����(� (0, 0) ���� #
( ������⎧⎨⎩
dξ

ds
= αp

(
N(s), ξ(s), l(s), fp(s, 1)

)
, 0 � s � t,

ξ(0) = 0.
������$�



���� ����� �� ��	��	
 � ��

�� ����� ��� �	
��� �� ��������

ξ(s) = −
� 0

s

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� s
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ, 0 � s � t. ��������

��� �� ����� ����� 	� δ 	� ����� �
����� F 	� � ��
�����	�
 ����	
� �
 Ωδ �	�� ������� ��

��� C0 
���� ��� Ψ = (l, fp), Ψ̄ = (l̄, f̄p) ∈ Ωδ� ��� �
 !"�# t ∈ [0, δ]� �� ����

|F1(l̄)(t)− F1(l)(t)| =
∣∣∣ � t

0
F
(
l̄(s), N(s), f̄p(s, 1)) ds−

� t

0
F
(
l(s), N(s), fp(s, 1)) ds

∣∣∣
�δ‖F‖W 1,∞

(‖l̄ − l‖C0([0,δ]) + ‖f̄p(·, 1)− fp(·, 1)‖C0([0,δ])

)
. ������$�

��!
� ��� ���������	��	� ����� ξ̄2

ξ̄2(s) = e
� t
s

F (l̄(σ),N(σ),f̄p(σ,1))

l̄(σ)
dσ −

� t

s

ζN(σ)

l̄(σ)
· e−

� s
σ

F (l̄(s),N(s),f̄p(s,1))

l̄(s)
ds
dσ, 0 � s � t, ������%�

���
 ��� �
 t ∈ [0, δ]

|F2(f̄p)(t, 1)− F2(fp)(t, 1)|

=
∣∣∣f0

p

(
e
� t
0

F (l̄(σ),N(σ),f̄p(σ,1))

l̄(σ)
dσ −

� t

0

ζN(σ)

l̄(σ)
· e−

� 0
σ

F (l̄(s),N(s),f̄p(s,1))

l̄(s)
ds
dσ
)

− f0
p

(
e
� t
0

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t

0

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� 0
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ
)∣∣∣

�‖f0
p ‖W 1,∞

{∣∣∣e� t
0

F (l̄(σ),N(σ),f̄p(σ,1))

l̄(σ)
dσ − e

� t
0

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ
∣∣∣

+

� t

0

∣∣∣ζN(σ)

l̄(σ)
· e−

� 0
σ

F (l̄(s),N(s),f̄p(s,1))

l̄(s)
ds − ζN(σ)

l(σ)
· e−

� 0
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
∣∣∣ dσ}

�‖f0
p ‖W 1,∞

{
e

δ‖F‖
W1,∞

le−ε1

� t

0

∣∣∣F (l̄, N, f̄p)l − F (N, l, fp)l̄(σ)

l̄l

∣∣∣ dσ
+

� t

0

∣∣∣ζN(σ)(l(σ)− l̄(σ))

l̄(σ)l(σ)
e
� σ
0

F (l̄(s),N(s),f̄p(s,1))

l̄(s)
ds
∣∣∣ dσ

+

� t

0

ζN(σ)

l(σ)
e

δ‖F‖
W1,∞

le−ε1

( � σ

0

∣∣∣F (l̄, N, f̄p)l − F (N, l, fp)l̄

l̄l

∣∣∣ ds) dσ}
�‖f0

p ‖W 1,∞
{
e

δ‖F‖
W1,∞

le−ε1

� t

0

∣∣∣F (l̄, N, f̄p)
(
l − l̄

)
− l̄
(
F (l̄, N, f̄p)− F (N, l, fp)

)
l̄l

∣∣∣ dσ
+

� t

0

∣∣∣ζN(σ)(l(σ)− l̄(σ))

l̄(σ)l(σ)
e
� σ
0

F (l̄(s),N(s),f̄p(s,1))

l̄(s)
ds
∣∣∣ dσ

+

� t

0

ζN(σ)

l(σ)
e

δ‖F‖
W1,∞

le−ε1

( � σ

0

∣∣∣F (l̄, N, f̄p)
(
l − l̄

)
− l̄
(
F (l̄, N, f̄p)− F (N, l, fp)

)
l̄l

∣∣∣ ds) dσ}.
������&�



�� �� �������	�
��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

����� t ∈ [0, δ]� l < le − ε1� l̄ < le − ε1 ��� �	
��� ������ ��	� ������� �� 	�
���

|F2(f̄p)(t, 1)− F2(fp)(t, 1)|

�‖f0
p ‖W 1,∞

{
δe

δ‖F‖
W1,∞

le−ε1

(‖F‖W 1,∞

le − ε1
(‖l̄ − l‖C0([0,δ]) + ‖f̄p − fp‖C0([0,δ])) +

‖F‖W 1,∞

(le − ε1)2
‖l̄ − l‖C0([0,δ])

)
+

δ2ζ‖N‖L∞

le − ε1
e

δ‖F‖
W1,∞

le−ε1

(‖F‖W 1,∞

le − ε1
(‖l̄ − l‖C0([0,δ]) + ‖f̄p − fp‖C0([0,δ])) +

‖F‖W 1,∞

(le − ε1)2
‖l̄ − l‖C0([0,δ])

)
+

δζ‖N‖L∞

(le − ε1)2
e

δ‖F‖
W1,∞

le−ε1 ‖l̄ − l‖C0([0,δ])

}
. ������

������ ��	� ������ ��� ������� �� ����

‖F(Ψ̄)− F(Ψ)‖C0([0,δ])

=max
{
‖F1(l̄)(·)− F1(l)(·)‖C0([0,δ]), ‖F2(f̄p)(·, 1)− F2(fp)(·, 1)‖C0([0,δ])

}
�δmax{‖l̄ − l‖C0([0,δ]), ‖f̄p − fp‖C0([0,δ])}

·
{
2‖F‖W 1,∞ + ‖f0

p ‖W 1,∞ · e
δ‖F‖

W1,∞
le−ε1 ·

((
2
‖F‖W 1,∞

le − ε1
+

‖F‖W 1,∞

(le − ε1)2

)(
1 +

δζ‖N‖L∞

le − ε1

)
+

ζ‖N‖L∞

(le − ε1)2

)}
�δCε1 ·max

{
‖l̄ − l‖C0([0,δ]), ‖f̄p − fp‖C0([0,δ])

}
. ������

�� ��		�� δ1 ���������� 	� ε1� ‖f0
p ‖W 1,∞ � ‖F‖W 1,∞ , ‖N‖L∞� �� ���  ��	!�� �!�� 
��


‖F(Ψ̄)− F(Ψ)‖C0([0,δ1]) �
1

2
‖Ψ̄−Ψ‖C0([0,δ1]). ���"#�

$% ����� 	� 
�� �	�
���
�	� ������� ������� �� 
���� �&��
� � !��'!� (&�� �	��
 Ψ = F(Ψ)

�� Ωδ1 �

t x 1 s
x s

x 2 s

x

t

t

1x0

x 3 s

������ ����	
 ��� ������������ ξ� ξ1� ξ2 ��� ξ3�

���� �� ��	
������	 �� � ���� 
������	 $% (&�� �	��
 ���!���
� �� ��
 
�� �&��
����

��� !��'!����� 	�  	�� �	 !
�	� l(t) ��� fp(t, 1)� )�&
� �� �	��
�!�
  	�� �	 !
�	� 
	 ��"��#�

�% ������
����
�� ��
�	��



���� ����� �� ��	��	
 � ��

��� ��� ��	
 t ∈ [0, δ1]� �	� 0 � x � ξ(t)� �	 
	��	 �	 ������	������ ����	 ξ1(s) ��

��		 ��� ������

ξ1(s) = xe
� t
s

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t

s

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� s
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ. ��������

�� 	�
�� t̂ � ��� ��� ������

ξ1(t̂) = 0. ��������

��� ��� ����� l ∈ Ωδ1,M � ���� ξ(t) � x � 1� �� 	�
�� ��� ������������� ����� ξ3(s) � ���

��� ������

ξ3(s) = xe
� t
s

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t

s

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� s
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ. ��������

�� 	�
�� x̂ � ��� ��� �������

x̂ = ξ3(0). ��������

�� ����

∂t̂

∂t
=

−αp(t, x)l(t̂)

ζN(t̂)
· e

� t
t̂

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ
, ��������

∂t̂

∂x
=

−l(t̂)

ζN(t̂)
· e

� t
t̂

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ
. ��������

∂x̂

∂t
= −αp(t, x) · e

� t
0

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ
, ��������

∂x̂

∂x
= e

� t
0

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ
. ��������

 ��� �� �������� � �!����� "�� ��� 
!!��� ����� fp "�� #�$ %��� �

fp(t, x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Fin(t̂)

θ(N(t̂))
, 0 � x � ξ(t),

f0
p (x̂), ξ(t) � x � 1,

������&�

����� t̂ ��	 x̂ ��� 	�
�� '� �������� ��	 ���������

 �(�� �� )���� ��� �!����� 	�
��	 '� ������&� � ��	��	 � ���* �!����� �� +�����

)��'!�, ������-�� .��� � �� )���� ���� �!����� 	�
��	 �'��� ���"� ��������

/�� τ ∈ [0, δ1] ��	 ��� ϕ1 ∈ C1([0, τ ]× [0, 1]) ���� ϕ1(τ, x) ≡ 0 ��	 ϕ1(t, 1) ≡ 0 '� ������

�� ����

A :=

� τ

0

� 1

0
fp(t, x)(ϕ1t(t, x) + (αpϕ1(t, x))x) dx dt

=

� τ

0

� ξ(t)

0

Fin(t̂)

θ(N(t̂))
(ϕ1t(t, x) + (αpϕ1(t, x))x) dx dt

+

� τ

0

� 1

ξ(t)
f0
p (x̂)(ϕ1t(t, x) + (αpϕ1(t, x))x) dx dt.



�� �� �������	�
��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

�� �������� 	
� �������� �� ���	�


A =

� τ

0

� t

0

Fin(t̂)

θ(N(t̂))
· ζN(t̂)

l(t̂)
e
− � t

t̂
F (s)
l(s)

ds
(ϕ1t(t, ξ1(t)) + (αp(t, ξ1(t))ϕ1(t, ξ1(t)))x) dt̂ dt

+

� τ

0

� 1−� t
0 αp(s,ξ2(s)) ds

0
f0
p (x̂) · e−

� t
0

F (s)
l(s)

ds
(ϕ1t(t, ξ3(t)) + (αp(t, ξ3(t))ϕ1(t, ξ3(t)))x) dx̂ dt

=

� τ

0

� t

0

Fin(t̂)

θ(N(t̂))
· ζN(t̂)

l(t̂)
e
− � t

t̂
F (s)
l(s)

ds
(
dϕ1(t, ξ1(t))

dt
− F (t)

l(t)
ϕ1(t, ξ1(t))) dt̂ dt

+

� τ

0

� 1−� t
0 αp(s,ξ2(s)) ds

0
f0
p (x̂) · e−

� t
0

F (s)
l(s)

ds
(
dϕ1(t, ξ3(t))

dt
− F (t)

l(t)
ϕ1(t, ξ3(t))) dx̂ dt

=

� τ

0

� t

0

Fin(t̂)

θ(N(t̂))
· ζN(t̂)

l(t̂)
· d
(
ϕ1(t, ξ1(t))e

− � t
t̂

F (s)
l(s)

ds)
dt

dt̂ dt

+

� τ

0

� 1−� t
0 αp(s,ξ2(s)) ds

0
f0
p (x̂) ·

d
(
ϕ1(t, ξ3(t))e

− � t
0

F (s)
l(s)

ds)
dt

dx̂ dt

�� ��	
��
� ��� ����� �� �
����	� �� �	��

A =

� τ

0

� τ

t̂

Fin(t̂)

θ(N(t̂))
· ζN(t̂)

l(t̂)
· d
(
ϕ1(t, ξ1(t))e

− � t
t̂

F (s)
l(s)

ds)
dt

dt dt̂

+
( � f(τ)

0

� τ

0
+

� 1

f(τ)

� f−1(x̂)

0

)
f0
p (x̂) ·

d
(
ϕ1(t, ξ3(t))e

− � t
0

F (s)
l(s)

ds)
dt

dt dx̂,

�����

f(t) = 1−
� t

0
αp(s, ξ2(s)) ds

�������
�� ��� ������
	�� ��	� ��� ��	�	��������� ����� ξ2 �
�������� ���� x�	��� 	
� f−1(x̂)

�������
�� ��� �� � ���
 ��� ��	�	��������� ����� ��	���
� ��� (0, x̂) 	������ 	� ��� ���
�	��

x = 1� !�
��"��
��� ��� 	
� β ∈ [f(τ), 1] ξ2 	
� ξ3 	�� ���
���	� �� �	�� ����� ��
�� ����

�	�� ������� ��� �	 � ���
� (0, β) �� �� ���

ξ3(f
−1(x̂)) = ξ2(f

−1(x̂)) = 1.

#�
	��� �� ���

A =−
� τ

0

Fin(t̂)

θ(N(t̂))
· ζN(t̂)

l(t̂)
ϕ1(t̂, 0) dt̂−

� f(τ)

0
f0
p (x̂)ϕ1(0, x̂) dx̂−

� 1

f(τ)
f0
p (x̂)ϕ1(0, x̂) dx̂

=−
� τ

0

Fin(t̂)

θ(N(t̂))
· ζN(t̂)

l(t̂)
ϕ1(t̂, 0) dt̂−

� 1

0
f0
p (x̂)ϕ1(0, x̂) dx̂.

$��� ������ ��	� fp ����
 �� ������%� �	���&�� ���'��� ��� ����� τ ∈ [0, δ1]�

(��� '� )
�"��
��� �� �������
� (�
�� ��� &��� ���
� ����	���
 ������ ��� �
�"��
��� �� ���

&��� ���
� (l(t), fp(t, 1)) ��	� ����� �
�� ��� ��	�	��������� ������ ξ1 	
� ξ3� $��
 �����*+�

���� �� 	 ��
�	� ����	�� !	���� ������  �� ������� �	���� ��� �
�"��
��� �� fp(t, x)�

���� �� ��	
�	 ���	���



���� ����� �� ��	��	
 � ��

���� ������	 
�� �� ���������� �� �� ������� ��� �� ������ �
�� �������	� � �� �
�� �

����� �
� ��� 
�� t ∈ [0, δ1]

‖fp(t, ·)− fpe‖L∞ � ε. ������ 	

���� ��! ��� !� ����� "� Cε1 #
����� ����
�� �
 �
� ������ �� ε1�

|l̇(t)| = |l̇(t)− l̇e| =|F (l(t), N(t), fp(t, 1))− F (le, Ne, fpe) |
�‖F‖W 1,∞ |l(t)− le|+ ‖F‖W 1,∞ |N(t)−Ne|

+ ‖F‖W 1,∞ |fp(t, 1)− fpe|. �������	

$��"����� ������	� ������ 	 
�� �������	� !� ��

|l̇(t)| � Cε1 |l(t)− le|+ Cε1ε. �������	

%� ������	 
�� ����� &��!�!
��'� ���(�
���� !� �� ������	� �����������

∥∥∥∂fp(t, x)
∂x

∥∥∥
L∞

�
∥∥∥∂
(

Fin(t̂)

θ(N(t̂))

)
∂x

∥∥∥
L∞

+
∥∥∥∂f0

p (x̂)

∂x

∥∥∥
L∞

�
∥∥∥ Fin(·)
θ(N(·)) − fpe

∥∥∥
W 1,∞

·
∥∥∥ ∂t̂
∂x

∥∥∥
L∞

+ ‖f0
p (·)− fpe‖W 1,∞ · ‖∂x̂

∂x
‖L∞ . �������	

%� ������)	� ������*	 
�� ����� ������	� !� �"
�� ������	�

t 2

x s

x

t

t 1

t 2

t 1

x 10

������ �	�	
� x ∈ [0, ξ(t1)]	

t 2
x s

x

t

x

t 1

t 2

x1 10

������ �	�	�� x ∈ [ξ(t1), ξ(t2)]	

x s

x

t

x

t 2

t 1

x1x2 10

������ �	�	�� x ∈ [ξ(t2), 1]	

����� �����	
��
 ��
����� �� ����� ����
�� ����������������

%� ������	 
�� ������	 �� +���
 ������ !� 
�� ε2 � ε1 ���� �
 Cε1 · ε2 � ε1� ,��� ���


�� ε ∈ (0, ε2] 
�� 
�� ����
�-"����
�� �

 ���� �
 ������	 ������ ����� �������	� $
����

���"��� ������	-������ 	 
���� 
 ������� �� [0, δ1]� �����������

‖fp(δ1, ·)− fpe‖W 1,∞(0,1) � Cε1 · ε � ε1, �������	

|l(δ1)− le| � Cε1 · ε � ε1. ������.	



�� �� �������	�
��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

���� (l(δ1), fp(δ1, 1)) �� ��� ���	��
 ����	���� ��	��� �������� �� ��������� ��	�� �����	���

	�� ������� �� 	�� ����� �� ����� ������ �� ���
 ��
�� ����� ���!
�� ���"�#� 	� ���"��$�

�� [δ1, 2δ1]� %�� &'� T > 0� ! �	 ���	 [
T

δ1
] + 1 �	���� �� ����� 	�� ��
�� �� ε 	� ε0 ��

���
 ����� ����� ����������
 � 	��� �� �'	�� 
���
 ��
�	��� 	� 
���� 	��� ��	����
� &��

 

	� [0, T ]�

����� �����	
 �� ������� ������	 �������� ��� ��� ��	 �	� ��� ��	

(�	� 	�� �'��	���� �� 	�� ��	������ l(t) �� fp(t, 1)� t ∈ [0, T ]� ����� ������	����	�� ��	���

�� ����	���	 � ��
�	��� Mp ��

Mp(t, x) =

⎧⎨⎩M0
p (x̂), ξ(t) � x � 1, t ∈ [0, T ],

Min(t̂), �
��,
������)�

��	� t̂ �� x̂ �&�� ! �����""� �� �����"���

*�'	 �� ����� 	��	 Mp ∈ C0([0, T ];L2(0, 1))� %�� �� ����� 0 � t1 < t2 � δ� �� �����

	��	

‖Mp(t2, x)−Mp(t1, x)‖L2(0,1) → 0, �� |t2 − t1| → 0. ������+�

(� ��	���	�
� ξ(t1)
0 |Mp(t2, x)−Mp(t1, x)|2 dx�

� ξ(t2)
ξ(t1)

|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)|2 dx�
� 1
ξ(t2)

|Mp(t2, x)−
Mp(t1, x)|2 dx ������	�
 � %�� �
���	 ���� x ∈ [0, ξ(t1)]� ! ������)�� �� ���� ���� %�� ����"�

|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)| = |Min(t̂2)−Min(t̂1)|, ������,�

����� t̂1 �� t̂2 ��� �&�� ! 

0 = xe
� t1
t̂1

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t1

t̂1

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂1
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ, ������#�

0 = xe
� t2
t̂2

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t2

t̂2

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂2
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ. ������$�

%�� 	�� ����� Min ∈ L2(0, T )� �� 
�	 Mn
in ∈ C1([0, T ]) !� ���� 	��	 Mn

in → Min �� L2(0, T )�

(� ���� 	��	 ��� �
���	 ���� x ∈ [0, ξ(t1)]

|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)| �|Min(t̂1)−Mn
in(t̂1)|+ |Mn

in(t̂1)−Mn
in(t̂2)|

+ |Mn
in(t̂2)−Min(t̂2)|. ��������

-%��� ������#� �� ������$�� �� ��	

� t1

t̂1

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂1
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ

=e
(
� t1
t̂1

− � t2
t̂2

)
F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ ·

� t2

t̂2

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂2
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ. ������"�



���� ����� �� ��	��	
 � ��

������ �� ��	�

|t̂2 − t̂1| � 1

D

� t̂2

t̂1

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂1
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ

=e
(
� t̂2
t̂1

− � t2
t1

)
F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ
� t1

t̂2

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂2
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ

−
� t1

t̂2

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂1
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ

+ e
(
� t̂2
t̂1

− � t2
t1

)
F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ
� t2

t1

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂2
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ

=(e
(
� t̂2
t̂1

− � t2
t1

)
F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ − 1)

� t1

t̂2

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂2
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ

+

� t1

t̂2

ζN(σ)

l(σ)
· (e−

� t̂2
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds − e

− � t̂1
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
) dσ

+ e
(
� t̂2
t̂1

− � t2
t1

)
F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ
� t2

t1

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� t̂2
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ, 
������

�����

D :=
ζ(Ne − ε1)

le + ε1
. 
�������

�� ���

|t̂2 − t̂1| � C|t2 − t1|. 
�������

������ ���� 
������� 
������� ��� 
�������� �� ���
� ξ(t1)

0
|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)|2 dx � C‖Mn

in −Min‖2L2(0,T ) + Cn|t2 − t1|2. 
�������

���� ��� ���������� �� ������ �� C �������� ��������� ����� �� ��� �� ��� �� x� t1� t2 ���

n� �� ������ �� Cn 	����!� ��������� ����� �� ��� �� ��� �� x� t1 ��� t2� �!� ��� �� ���

�� n�

"�� �#���� �	��� x ∈ [ξ(t1), ξ(t2)]� �� ��$������ 
������ �� Mp� �� ��	� 
��� "�� �����

|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)| = |Min(t̂2)−M0
p (x̂1)|, 
�����%�

����� t̂2 �� ��$��� �� 
�����&� ��� x̂1 ��� ��$��� ��

x̂1 = xe
� t1
0

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t1

0

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� 0
σ

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ. 
�������

'����� 
����(�� ��� 
����(��� �� ��	�
� ξ(t2)

ξ(t1)
|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)|2 dx

� 2

� ξ(t2)

ξ(t1)
|Mp(t2, x)|2 dx+ 2

� ξ(t2)

ξ(t1)
|Mp(t1, x)|2 dx

= 2

� Γ−1
2 (0)

0
|Min(t)|2 · l(t)

ζN(t)
· e

� t2
t

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ

dt

+ 2

� Γ1(0)

0
|M0

p (x)|2 · e
� t2
0

F (l(σ),N(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ

dx, 
�����)�



�� �� �������	�
��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

����� Γ1 ��� Γ2 ��� ������ 	


Γ1(s) = ξ(t2)e
� t1
s

F (N(σ),l(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t1

s

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� s
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ, ������

Γ2(s) = ξ(t1)e
� t2
s

F (N(σ),l(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t2

s

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� s
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ. ������

���� ������ ��� ������� �� ���

|Γ1(0)| =
∣∣∣ � t2

0

ζN(σ)

l(σ)
· e
(

� t1
0 − � t2

σ

)
F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ

−
� t1

0

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� 0
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ
∣∣∣

�
� t2

0

ζN(σ)

l(σ)

∣∣∣e
(

� t1
0 − � t2

σ

)
F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds − e

− � 0
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds
∣∣∣ dσ

+

� t2

t1

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� 0
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ

� C

� t2

0

( � t1

0
−
� t2

σ
−
� σ

0

)F (N(s), l(s), fp(s, 1))

l(s)
ds dσ + C|t2 − t1|

� C|t2 − t1|. ������

���� ������� �� ���

0 = ξ(t1)e

� t2

Γ−1
2 (0)

F (N(σ), l(σ), fp(σ, 1))

l(σ)
dσ

−
� t2

Γ−1
2 (0)

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� Γ−1
2 (0)

σ
F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ.

������

������ � ξ(t2)

ξ(t1)
|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)|2 dx � C|t2 − t1|. ������

��� ������ ����
 x ∈ [ξ(t2), 1]� 	
 ��������� ���� � �! Mp� �� ���� ���� ��� ����

|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)| = |M0
p (x̂2)−M0

p (x̂1)|, ������

����� x̂1 �� ������ 	
 ����"� ��� x̂2 �� ������ 	


x̂2 = xe
� t2
0

F (N(σ),l(σ),fp(σ,1))

l(σ)
dσ −

� t2

0

ζN(σ)

l(σ)
· e−

� 0
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

l(s)
ds
dσ. ���� �

#� �� ���
 �� ���

|x̂2 − x̂1| � C|t2 − t1|. ����$�

��� ��� ����� M0
p ∈ L2(0, 1)� �� ��� M0n

p ∈ C1([0, 1]) 	� �%�� ���� M0n
p → M0

p �� L2(0, 1)

���� ������� �� ���

|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)| �|M0
p (x̂2)−M0n

p (x̂2)|+ |M0n
p (x̂2)−M0n

p (x̂1)|
+ |M0n

p (x̂1)−M0
p (x̂1)|. ����"�



���� ����� �� ��	��	
 � ��

������ ��	�	
�� �� ����

� 1

ξ(t2)
|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)|2 dx � C‖M0n

p −M0
p ‖2L2(0,1) + Cn|t2 − t1|2. ��	�	
��

��������� ��	�	��� ��	�	
�� ��� ��	�	
�� �� ���

� 1

0
|Mp(t2, x)−Mp(t1, x)|2 dx � C‖Mn

in −Min‖2L2(0,T ) + C‖M0n
p −M0

p ‖2L2(0,1)

+ Cn|t2 − t1|2 + C|t2 − t1|2. ��	�	���

��������� �� ����� !� ��������� "��������"� ������� #������ n #���� ���!�� ��� ����

|t2 − t1| ���## ���!�� ��� ����� ���� ���� �� ��	�	��� "�� �� ���������#� ���##	 ��!� �� ���

��	�	$��	 ���� %����� ���� ��� �!�"���� Mp ��&��� �� ��	�	$�� ��#���� �� C0([0, T ];L2(0, 1))	

'��� ��� �(�����"� �� ��� ��#!���� Mp��(� ��� �����!�� � !����� ��� )*+ ,��� �� !�� ���

�������"� ��#����� �� ��	-	..� �� ��#�� ��� **+ ,���	

*�� ��� s ∈ [0, T ] �� ��&�� ��� "����"�������" "!��� ξ̃(s) ���� *�� �	�	
�

ξ̃(s) = −
� 0

s

1

L− l(σ)

(ζFd(σ)

ρ0Veff
− F (N(σ), l(σ), fp(σ, 1))

)
· e

� s
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

L−l(s)
ds
dσ.��	�	�.�

*�� ��� &(�� (t, x) ���� 0 � x � ξ̃(t) �� ��&�� ��� "����"�������" "!��� ξ̃1(s) ���� *�� �	�	
�

ξ̃1(s) = xe
− � t

s

F (N(σ),l(σ),fp(σ,1))

L−l(σ)
dσ

−
� t

s

1

L− l(σ)

(ζFd(σ)

ρ0Veff
− F (N(σ), l(σ), fp(σ, 1))

)
· e

� s
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

L−l(s)
ds
dσ.

'� ��&�� t̃ ��

ξ̃1(t̃) = 0. ��	�	�-�

'��� ξ̃(t) � x � 1 �� ��&�� ��� "����"�������" "!��� ξ̃3(t) ���� *�� �	�	
�

ξ̃3(s) = xe
− � t

s

F (N(σ),l(σ),fp(σ,1))

L−l(σ)
dσ

−
� t

s

1

L− l(σ)

(ζFd(σ)

ρ0Veff
− F (N(σ), l(σ), fp(σ, 1))

)
· e

� s
σ

F (N(s),l(s),fp(s,1))

L−l(s)
ds
dσ.

'� ��&�� x̃ ��

x̃ := ξ̃3(0). ��	�	�$�

��� �� "�����!"� � ��#!����

Mf (t, x) =

⎧⎨⎩M0
f (x̃), ξ̃(t) � x � 1, t ∈ [0, T ],

Mp(t̃, 1), �#��,
��	�	���

����� t̃ ��� x̃ ��� ��&��� �� ��	�	�-� ��� ��	�	�$�	

/� �(%������� ��	�	��� �� ��#!���� Mf  �� �� ���� �� "��"0 ���� Mf ∈ C0([0, T ];L2(0, 1))	



�� �� �������	�
��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

���� ������	
� � �� ���� ��� ��� ��� t ∈ [0, T ]
� 1

0
M2

p (t, x)dx �
� 1

0
(M0

p (x̂))
2 dx+

� 1

0
(Min(t̂))

2 dx

=

� 1

0
(M0

p (x̂))
2
∣∣∣∂x
∂x̂

∣∣∣ dx̂+

� T

0
(Min(t̂))

2
∣∣∣∂x
∂t̂

∣∣∣ dt̂. �����	�


�� ������	
 ��� �������
� � ���∣∣∣∂x
∂x̂

∣∣∣ < 1,
∣∣∣∂x
∂t̂

∣∣∣ < ζ(Ne + ε0)

le − ε0
. �����		


��������� �����	�
 ��� �����		
� � ������ �����  
� !���"��"�� � #�� ������ ����� �
�

�� �� $��%$�&& �� (l(t), fp(t, 1)) ���#� ������& �� #����#���&��# #$��& ξ1� ξ3� ξ̃1

��� ξ̃3� � #��#"$� �� $��%$�&& �� Mp ��� Mf �

t x 1 s
x s

x 2 s

t

x 10

x 3 s

������ ����	
 ��� ������������ ξ̃� ξ̃1� ξ̃2 ��� ξ̃3�

����� ������	 
�� 
�����
��� ����
��� �������� ��� ��� ���� ��� ��� ����

'��� �� ��&��# �� �� ������# l(t) ��� fp(t, 1)� t ∈ [0, δ1]� $&��� #����#���&��# ������

� #��&��$#� � &�"$���� Tp �&

Tp(t, x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
T 0
p (x̂)e

C1t +

� t

0
eC1(t−s)

(
g1(N(s), fp(s, ξ2(s)))− C1Tb(x, ξ2(s))

)
ds, ξ(t) � x � 1,

Tin(t̂)e
C1t +

� t

t̂
eC1(t−s)

(
g1(N(s), fp(s, ξ1(s)))− C1Tb(x, ξ1(s))

)
ds, "&,

�����	(


���� t̂ ��� x̂ ���� �� �������
 ��� �������
�

'��� �� ��&��# �� �� &�"$���� ��� ��)���$� %$����� ��� *�+ ,��� � $& ��

������# �"����� �� ����� �
 �� &�"� �� ��+ ,��� ' #��&��$#� � &�"$���� Tf �&

Tf (t, x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
T 0
f (x̃)e

C1t +
� t
0 e

C1(t−s)
(
g2(N(s))− C1Tb(s, ξ̃2(s))

)
ds, ξ̃(t) � x � 1,

Tp(t̃, 1)e
C1t +

� t
t̃ e

C1(t−s)
(
g2(N(s))− C1Tb(s, ξ̃1(s))

)
ds, "&,

�����	�




���� ����� �� �	
��
� � ��

����� t̃ ��� x̃ ��� ������ 	
 ������ ��� ������

��������
 �� �� ��� ��� Mp ��� Mf � ��� ��� �����
 �������� ���� ������ ��� ������ �� �

��� ���!�� �������� �� ���"��� �������� ���� ��� ��������� ���"�� ��� ���"��

��� ����� �� �	
��
� �

#� ����� �� �������� $������ �� �� �� ��%����� �� &�� � ���� fpxx ∈ C0([0, T ];L2(0, 1))

'��� � ��� �
���� �� fpxx ��� �&&�
 L2 ����(&�������� ��� ������ �
����

)��� ���"*� ��� ��+� ���� ��� � ���� ���&��� �� x �� ���"*�� �� �� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂tfpx(t, x) + αp(t, x)∂xfpx(t, x) = −αpxfpx(t, x), (t, x) ∈ Q

fpx(0, x) = f0
px(x), x ∈ (0, 1)

fpx(t, 0) =
−l(t)

ζN(t)
· F

′
in(t)θ(N(t))− Fin(t)θ

′(N(t))N ′(t)
θ2(N(t))

, t ∈ (0, T )

��,"�

��������
 �� ��� &���� �� $������ �� ���� t ∈ [0, δ]� ���� δ ������ 	
 ���""�� �� �� �

fpx(t, x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−l(t̂)

ζN(t̂)
· F

′
in(t̂)θ(N(t̂))− Fin(t̂)θ

′(N(t̂))N ′(t̂)
θ2(N(t̂))

· e
� t
t̂

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
, 0 � x � ξ(t),

f0
px(x̂) · e

� t
0

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
, ξ(t) � x � 1,

��,��

����� t̂ ��� x̂ ��� ������ 	
 �,�"�� ��� ������

����� H2 ��� 	� ��	����� �� W 1,∞� �� ����� �� &�� � $������ �� �� ���
 �� � �� &�� �

fpxx(t, ·) ∈ L2(0, 1) ��� ��
 �� �� t ∈ [0, δ] -)��� ��,��� �� �� �

� 1

0
|fpxx(t, x)|2 dx

�2

� 1

0

∣∣∣ d
dt̂

( l(t̂)

ζN(t̂)
· d

dt̂

( Fin(t̂)

θ(N(t̂))

) · e� t
t̂

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
) ∂t̂
∂x

∣∣∣2 dx ��,��

+ 2

� 1

0

∣∣∣ d
dx̂

(
f0
px(x̂) · e

� t
0

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
)∂x̂
∂x

∣∣∣2 dx. ��,��

.��������� ��,��� 	
 ������� �� �� �

2

� 1

0

∣∣∣ d
dx̂

(
f0
px(x̂) · e

� t
0

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
)∂x̂
∂x

∣∣∣2 dx
=2e

4
� t
0

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
� 1

0
|f0

pxx(x̂)|2 dx

=2e
3
� t
0

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
� 1

0
|f0

pxx(x̂)|2 dx̂

�2e
3δ‖F‖

W1,∞
le−ε ‖f0

p (t, ·)‖2H2(0,1). ��,,�
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��		 �� �� ����	��� �����		 ��
��

���������� 	
����� �� 	
�
����� �� ���

2

� 1

0

∣∣∣ d
dt̂

( l(t̂)

ζN(t̂)
· d

dt̂

( Fin(t̂)

θ(N(t̂))

) · e� t
t̂

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
) ∂t̂
∂x

∣∣∣2 dx
� 2(le + ε)

ζ(Ne − ε)

� δ

0

∣∣∣ d
dt̂

( l(t̂)

ζN(t̂)
· d

dt̂

( Fin(t̂)

θ(N(t̂))

) · e� t
t̂

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
)∣∣∣2 dt̂

=
6(le + ε)

ζ(Ne − ε)

{ � δ

0

∣∣∣ d
dt̂

( l(t̂)

ζN(t̂)

)
· d

dt̂

( Fin(t̂)

θ(N(t̂))

) · e� t
t̂

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
∣∣∣2 dt̂

+

� δ

0

∣∣∣ l(t̂)

ζN(t̂)
· d2

dt̂2

( Fin(t̂)

θ(N(t̂))

) · e� t
t̂

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds
∣∣∣2 dt̂

+

� δ

0

∣∣∣ l(t̂)

ζN(t̂)
· d

dt̂

( Fin(t̂)

θ(N(t̂))

) · e� t
t̂

F (l(s),N(s),fp(s,1))

l(s)
ds · F (l(t̂), N(t̂), fp(t̂, 1))

l(t̂)

∣∣∣2 dt̂}
� 6(le + ε)

ζ(Ne − ε)

{2(‖l‖2W 1,∞N2
1 + (le + ε)2‖N‖2W 1,∞

)
ζ2N4

0

· e
2δ‖F‖

W1,∞
le−ε · ‖ Fin(·)

θ(N(·))‖
2
H2(0,T )

+
(le + ε)2

ζ2N2
0

· e
2δ‖F‖

W1,∞
le−ε · ‖ Fin(·)

θ(N(·))‖
2
H2(0,T )

+
(le + ε)2

ζ2N2
0

· ‖F‖2W 1,∞

(le − ε)2
· e

2δ‖F‖
W1,∞

le−ε · ‖ Fin(·)
θ(N(·))‖

2
H2(0,T )

}
=
6(le + ε)

ζ3N3
0

· e
2δ‖F‖

W1,∞
le−ε · ‖ Fin(·)

θ(N(·))‖
2
H2(0,T )

{2(‖l‖2W 1,∞N2
1 + (le + ε)2‖N‖2W 1,∞

)
N2

0

+ (le + ε)2
(
1 +

‖F‖2W 1,∞

(le − ε)2

)}
. 	
�����

��������� 	
����� 	
���
�� 	
����� ��� 	
������ �� ��� fpxx(t, ·) ∈ L2(0, 1) ��� ��� ����� t ∈
[0, δ]� ��� ����� �� ���������

��� �����	
���

 � ���� ������� �� ������� �� ������������ �������� �� ��!���� ��������� �"!������ �����

��� ��#��� �� ������������� ���� ������� �������� ��� ���� �� ��� �������� �� �� ����� ���

����$��������� �� ���� ����� �� ������� ��� ��������� ����	
 ��	 �"!������ ��� ����������%��

�� � ����$������� �������� ����� �� � �!������ �� ��� ����� ����� N(t)�  � ��� ����� ����	
 ��	

��� ���������� �������� �� �������� ������� �� ��� ��������� ���������� �� ��� ���������� �� ���

��� &�� ���� Fd(t)� '� �������� ���� ������� �� ���������� � ������ �� ����������� �����

�������� �� �(����� ��� ������ �� � #(�� ������ (0, 1)� ���� �������������� ��������� #�����

���������� ����� �� ��� ��������� ��������� )� ����������� ������� ��������� 	)����� #(��

����� ��������� �� ����� ��� �(������� ��� !��"!����� �� l(t) ��� fp(t; 1) ��� t ������ '���

��� �(������� �� l(t) ��� fp(t; 1)� �� ���� ������!�� � ����� ���!���� �� ��!��� �������� )�

�� ��������� ������ �� �(���� ��� ���!��� �� ��� �(������� ��� ��� !��"!����� �� ����$������

���!����� ��� ���!���� �� �������� �� ��	��	�  ��� ��	��	� 
 �� ������ ����$������ ���!����

����� �� �(���� �� ��� ����������� ���� �������� [0;T ] �� ��� ������� ��� ��!����� ���� ��� ����

*��� �� ��������� 	��������� �� ��� '� ����� �!� ���� ��� ���!������ �� �������� ���������
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���� ������� �	��	

��
 �� ������� �
����
��
���� ���� �	� ���� ��
���� ��
���� �� � �
����
 �� �	� ������
��

�� ������� ΔP (t) �
� �� ������� �
����
��
��� ���� �	� �
���� �
� ������� ����
���� ���

���� ����� �
 �	� ��
���� �� ���� �����
��� �
� ����
� �
������� �������� ���� ���� ���	

�	�� �������
 ������� ����� ���	 ���������� ��������� �
� ������� ��
��
��� �������
 �� �	�

�
��������

��� �����	
��������

�	�� ���� �� ��
� �
 ������������
 ���	!

� "����� #�$%&� '�������
� �� (��	�������� ��
�)� *
��������� #	�
�	�� +,,,-+� .	�
��

� /	����
� 0$%&� #�	��� �� (��	�������� #���
���� 1��
 *
��������� #	�
�	�� +,,233�

.	�
��

�	� ��	��� ���� ���� �� �	�
� "�������� 4��
 (��	�� .���
 56���������� 4����� 6���
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� *
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��� �����	
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�� ���� ��	� 
� ���	��� ��� �	���� � ��� ������������ � ��� ������ � ��� �����

����	���� ����� �� ��� ������� ������� ������ � ��� ����� �
 	��� ������ � ��� �����	�

� ��� �	����	� ������� � ��� ��������� ����	
 ��	 ��� �!!�� "�� ���	� ����� ��� ��

�����	� ��	����� �� ������� ��� �� �����	� 
��� � ����� ��������� � ��� ������ � ��� �����

����	���� ��	��� ��� #����� 	��� fp(l(t), t)� $ 
� �	��� � ������ ��� �	���� �� � ����

����� ����� ������ ���	� �	�����

$ ��	 ��� ���	� 	������ ����� � �%�	���	� �	� ������ �	� ��� ����� �% �����	 ����

������#����� �	��� ��� ��	����� ��������� &��
��� ��� �'������� � ��� ���	� ���

��� ����� � ��� ����������� ��	������ ����� ����� ��� �� ���� ����� �����	 (�() 	

$�$) ����� *!+ , !+-, !. , !!-,  -/� "���� ���� ������ �	� ��� � ���� ������ ���������


��� ��� 0 ���� �����	������ � ��� �	���� �	��	����, �� �������� ���� ������ ��� �

���	%������ � �������	 �������� ��� �� ��� ���� ��� � ��� �	����	� � ��� �����	 ��

��� �%�	���	 *!+ /� "���� ���� ������ �	� ��
��� ������� � �� �������� �� ��� ����� ���
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∂x
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ρ0ξN(t)Veff
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 �� �


���	� ���
�% ����� �	� �� ���

�� �� 
�� 	��
�	�
 ���%�⎧⎨⎩
dl(t)
dt = f(l(t), U(t−D(l(t)))

U(t) = f in
p (t)

�����1�

)���� f �� 
�� �������	� ����
��� 	�� D(l(t)) 
�� ���	� ����
��� �� ������ �� 
�� �
	
�

�	��	��� 	�� 	�
��� �� 
�� �� �
 ����
��� U(t)� �� �
 ���� ��  �����
�� �� ���
��� �!�!$
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�� 	� �� ���� ��� ����
�� ��	��� �� � ��
������ ��

������� �	� ���

 ������	�� 	� �� �����
 �	����	�� 	� �� ��� ��� �� ���� ���� �� ��
��

�� 
����� ��� ����	� !�" �� �������� 	 �� ������
 ������ 	� ������	�#����� �	��	

��� ��

�� ����� 	� �	���� ���� ��
��� ������� ���� ��
�� ��� $��

� ��� �������� ���� ��
���

��� ������	
�� � ����
��������� ����		���

����� ����	
�������� 
���������� ��� 
������� 	���� ����� �������

%� �
����� ����	��� �� ������	�#����� �	��	

��� ���� $�� ���	����� �	� 
����� ���#

�� �� &��� ���'� �� �� ��� ����� �	���� ��� 
��� �� �� ��� ����� ����������	� ��

��(� �!�� ����� 
��� ���������� ��� �� ���� $��� ������� ��������� )*&%+ ��� �	��


������	� ���������
� 	 �������� �� �	��$�� &��� ������	�� ����� �,����	�� 	-�� �	��

�	�����
���� 	� ����
�� ������ ����� ��� �	�. �	� �����
� ������ �	����� 	 �� &���

������	��

/� ������ $�� �� ���
	�	��� 	� ���� �	��$�� &��� ������	���

/� �	������ � 
����� ����� ��� �	���� ���� ���#��
�� D �� )!�"��+0

Ẋ(t) = AX(t) +BU(t−D) X ∈ R
n U ∈ R

m )!�"��+

��� ���	��� �	�� ���� �� �� �� .�	�
���� 	� �� �����
 ��� �� X(t0) ��� �� �����

����� U �� �	 ��1���� 	 �	���� �� ����� �������� 	� �� ��� X(t)� 2�� ��	�
�

�	��
�� �� ����� �� ��$���� �� ���� U(t) 	��� �� ���	�� ����	� [t0−D, t0]� &���	����

�� ��� ����� )!�"��+ �� �	��	

��
� ��� ���	������ K ∈ R
m×n �� ���	� ���� �����

����
���� �� ����#��
�� ����� Ẋ(t) = AX(t) + BU(t) )�� ���� ��� �������.+� 	�� ���

���
� �� ������	� ����� ��������� �� ����
�� 	� �� ��
���� ������ % �	��$���	� 	� ��

�
������
 &��� ������	� ������ �

	�� 	 �	������� �� ��
�� D �� ���	������ �	��	
 
��

����� ��.�� �� ����� ���� 	� ��
��� ���� �	��	
 
�� �� ��$��� �� �� �	

	���� � ���	�0

U(t) = KX(t+D) X ∈ R
n X ∈ R

m )!�"��+

���� �
������� �������. �

	�� 	 �����	�� �� ��
���� ����� )!�"��+ 	 �� ����#��
��

����� ���� � ����#��� D �� � �� ���������� ����0

Ẋ(t) = (A+BK)X(t) )!�"�"+

���� � ����
���� �� �������� �� 	�� ��� ������ �� ��
�� 	� �� ��� � ��� (t + D)� ����

�������	� �� 	������ �� ��������� )!�"��+ ��	� �� �����
 �	����	� ����� �� �� ������

��� ���	� X(t)0



�� �� ������� �	 
��� �������� �� �� ���� ����� �����


X(t+D) = eADX(t)−
� t

t−D
eA(t−τ)BU(τ)dτ ∀ t > t0 �������

�� 	
��
� ���� ��� �
����
����� 	������� ��� � ����� �� ��� ������
� ������

U(t) = K

[
eADX(t)−

� t

t−D
eA(t−τ)BU(τ)

]
dτ ∀ t > t0 �������

��
���� ��� ����� ��
�� ��� ����� �������� [t − D; t]� �� ���
 � ��� �
 �
 ���� ���

�������� ��� 
� t
t−D eA(t−τ)BU(τ)dτ ��� �
 ����� ��� ��!���� �� ���
��� 	������� ��� ��������
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	 ��� �������� ��� �
��� �� �
�� ����	���� �
 ���������

��� �������� ���� ��� �
���
���� � � ��� ����� $%&�'�

(
 ��� 	������� ��� ������� 	
� ��� ��� �����%� ����� ��� ��� 
 ������ )(*  ���
�

���� ��� ������ 
	 ��� ��
�� �

� ��� �
������ ���� ��� ������ 
	 ���  ����#

A+BK�

+
�������� ��� ��������� ���� ����� ���� �� �,����
� ��������

P(t) = X(t+D) �����-�

.�� ����� ������ ��� �������
� ���� 
��� �
 �� 	���/����� ��� ���� �� �
������ 	���/

���� �� ⎧⎨⎩Ṗ(t) = AP(t) +BU(t)

U(t) = KP (t)
�����0�
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�  
��� ����
����

"�� �������
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������� ��� � 1� ������ ���� ��� ����� �
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�
�� �� $23� 2�'� 1� �
����� ���  
	 ��� 	
� �

Ẋ(t) = f(X(t), U(t−D)) �����2�

�� $2�' ��� ����
� ��!��� ��� �������
� 	
� �
������� 	
�����/�
 ����� ��� � �� ����

���  ��� ���� ���� �
����� 
����
� ��� � ������� �
�����
� ���� 	�����
� 	
� ���

�
����� ����� 	�����
� U(t)�

"�� �
�������
� 
	 ��� 	������� �������
�/���� �
���
� ��� 	
� �
������� ��� ����

�
����� ����� ����� 	
��
� ��� � �  ���
� � �����
���� "�� �
���
���� 	���/����� �
�/

������ ��� �����4� � ���
�� �
 �� ��
����� �� ��
������� ����� �� � 	������� ��� �����

�� �,����
� �����%&��

Ẋ(t) = f(X(t), U(t)) �����4�

U(t) = κ(X(t)) �����%&�



���� ������	
�� � ����
��������� ����		��� ��

��� ����� �	
������	� � ���� ���������� �� ��� �������	������ �	���	� ����⎧⎨⎩U(t) = κ(P(t))

P(t) = X(t) +
� t
t−D f(P(τ), U(τ))dτ

��������

��� �	���	� ��� � �
������ ��� �� � �	
��������

����� ����	
��� ��	�� ��� �	�������	�� �����

��� ���� 	� ��
��������� ����� ���
 � ����	�
�� �	� ���� ��������� ����� ��� ���

����� ��� ��	�	�� �	� ��� ����� ����� ��� �� !� �� "! ��	�	� � ����
�������������

����� �� ���� ���������� ��� 	� ����� ���
 ����� � #�	�� ��
� ������� ����� ������ $�

��� !% � ������� ����� ���� 	� �� �&������ ������������# �	���	� ��� �	� ������ ��
�����������

�'�$� ����� ���� ��
��������� ����� ����� �� ��������� (�� �	 ������ 	� �������� 	�

���������� 	� �	���	���� ��� ����	�
��� $� ��� �	���&� 	� )���	�# *	���	���� +���
 (NCS)%

��� % �,"% �,-! ��	�	� ��� �	���	� ����� 	� � ���������� ��� 	� ������ ���
 ���� ��
� �������

����� ������ ��� ����	� �	����� �� �������� ����� ����
�� ����������� ��� ����
��	�

������� 
	��� ��� �
���
��� � �������	������ �	���	�����

����� �&�� ��� ����� ���� ���� ���� ��� �	
������	� 	� ��
��������� ����� ����� ��

�	������� ���
 �..% -�% �"!� $� ��"!% ��� �	���	� ����� ����	��� � ���� 	� ���� ��������	�

�	
������	� ��� ��� 	������ 
���	� � ���������� 	� �� �&�
��� 	� ����� /	� �	���	� �� 	����

������� ���
�

��� #�� ���� �� ��� ��� � ���� ��� ���� ��������	� � ���������� 	��� � ��
��������� ����	�

������� ���� ��� ������� ���� � �� ������� �	�����	� ��� ��#��� ���	 ���	��� ��� ������ �����

	� ��� ������

0 �� ��� % -�! �� �	����� ��� �	��	���� ������ ���
�

Ẋ(t) = AX(t) +BU(φ(t)) X ∈ R
n ������1�

U � ��� ����� ��� φ(t) � �	�����	� ������	� ����� �	����� ��� ������ ��� �������	�

���� �	���	���� � ����� ����� ��� �	��	���� ��
���	��

� φ(t) � � ��2���������� ������	� ���� ���3� φ̇(t) � ������� �������	������

���� ���� ��
���	� ���� ��������� ��� �������� 	� ��� ���
 ������1� ��� ��� �������������

	� φ(t)% ��� �������	������ �	���	���� � ��������� �� ����	������ ��� ��	�� �		� ���
 �⎧⎨⎩Ẋ(t) = AX(t) +BU(φ(t))

U(φ(t)) = KX(t) ∀φ(t) ≥ 0
��������

*	��4������% ��� ���
 ������1� � ��������� ��

Ẋ(t) = (A+BK)X(t) ∀φ(t) ≥ 0 ������,�



�� �� ������� �	 
��� �������� �� �� ���� ����� �����


����� ��� ���	 
����� K � ����	 �� �	��� ��� ��	
����	�� �� ��� ����� ���� ����� ���

��	���� ��� ��	 �� ������	 ��	� ��� �	
��� �� φ(t) ��

U(t) = KX(φ−1(t)) ∀t ≥ 0 ��������

��	� �	��������	 ������� �	 �������	 ������ � �� �����	 ��� φ(t) ≤ θ ≤ t�

X(φ−1(t)) = eA(φ−1(t)−t)X(t) +

� φ−1(t)

t
eA(φ−1(t)−τ)BU(φ(τ))dτ ������!�

�� ����
���	��� �� �	�������	� ��� ���	�� �� ������	��� μ = φ(τ)�

X(φ−1(t)) = eA(φ−1(t)−t)X(t) +

� t

φ(t)
eA(φ−1(t)−φ−1(μ))B

U(μ)

φ̇ [φ−1(μ)]
dμ ������"�

#������	� ������"� �	 ��� ��	���� ��� ��������$ �� ������ ���� �

U(t) = K

[
eA(φ−1(t)−t)X(t) +

� t

φ(t)
eA(φ−1(t)−φ−1(μ))B

U(μ)

φ̇ [φ−1(μ)]
dμ

]
������%�

&������	 ������%� � ��� ��������� �������' �� ��� ����(
����	� �	��� ����� ������ � ���� ���

��������� ���� ��
�	 �� �������	 ������"�� P (t) = X(φ−1(t))�

������ ��	 )	 ��	 �� 	���� ���� ��� �*��	�	���� �������� �� ��� �������' ���� ���� ���

��������� ��	������� ������� �	 +��,- � ���
�	 �	 +%�-� ��� ����� ��� �	 ��� ��	�������	 ��

� .����	�
 ��	����	�� ��	� � ���'�����	� ���	��������	 ���� ���� 
����	� '��	��$ �	�

���	�����	� ��� �������� ���� �	�� � ���	���� ������� ��/���	���� �������	 ���� � ��	
�����	

���� ���0���	� ���� 
���� ���� ���� ���� �	� �����

1��������	 �� ��� ���� �� � ���� 
����	� ����� ���� � 
��� ������������ )� 	����(

���� ������ 
���� �� ��� ����� ��� ��� ����2�	 [t, φ−1(t)] ���� ��� �� 	�� �
�������� 3���

����������� �� ������� ��� ����2�	 � ������� �	 +�%- ���	 ��� ����� �
������	 � '	��	�

����� �����	
�� ����� ��� �
�
����������
 ����
 ����� ���
��

��� 4�� ����� �	 ��� ������2����	 �� � ����(����	��	� �	��� ����� ��	��� �	� 	�	��	���

���� ��� ������� �	 +�5$  ,-� ���� ����� ��� �	 �*��	��	 �� ��� ���' �	 ���� 
����	�

����� ���� ��� �����	 ���� ��

��� ���������(���� �����	���� � ����	�� ��� � ���������� ��� �� 	�	��	��� ����

����� ���$ �	 ��� ���	�� �� ��� �	��� �����$ ������ ������� �������� �	� �������� �� �������

������2���� ��� � ������ ����(
����	� ��	���� ����� 6���	 ��� ��	������� �� ���������	

�� ������ 
���� �� ��� ���� �	 ����������� ���������	 ����2�	 ���� ����	� �	 ��� �����	�


���� �� ��� ����� 7	�� � �����	�� �������� �����$ � �����	�� �
�	 ��� ��� ��� �� �������(

�������� ����� 6��$ �	 ������� �� ��� �����	 �� ���������	 ��� � ��	���� ����� ���� �	

��� ��	�������	 �� � �����$ ����(
����	� .����	�
 ��	����	�� � �������	���
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�
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 ����	 � 	�
�	���� ���������

��� �������� ���� ��
 �� �� ��	���� ��
 ���
���� ������� Fc ������ !� 
 ���� ��� �����

	��� ��
� �� ������� �� ���� 		�
������ �� ��� �����
 �� ��� 
���� ��� ����� ��
 �������

��		�
����
 �� ��� ����	 ������� ������� �
����
��� ��	 ��� ��	��� ���� ����� 
�
����

"� ��
 �����#�� ��� ����	�� 
���� ����	 	�����
 ��� ����� � ��� ����� 	��� 
 ��	��	 ���� ����

$� �	�
��� ��� �	�����	 ��	 ��� 
���� ��������� ���� ����� �������	 
�
��� % &� '()�

*��
��	 ��� 
�
��� ���� 
 ����	��� �� ��� �������� �������	 �+�����,

Ẋ(t) = f(X(t), U(t−D(X(t))) ��� f(0, 0) = 0 ����� &!

���	� X ∈ R
n- U : [t0 −D(X(t0)),∞[→ R

n- t > t0 > 0 D ∈ C1(Rn;R+)�

f : (Rn;R+) → R
n 
 �

���� �� �� ������� ��
���. ��� ��� �������� ����
,

|f(X(t), ω)| ≤ α1(|X|+ |ω|) �����'(!

$��	� α1 
 � ���

 K∞ �������∗�

��� 
���� �	�����	 
 ���� ��,

P(t) = X(t+D(P(t))) �����' !

"����� ��� �	�����	 P(t) 
 �

������ �� ��� ����� �� ��� 
���� �� ��� ��� ���� ���

������ ����	�� 	�����
 ��� 
�
���� ��
 ��� 
 �
��� �������� �� ��� 
���� �� ��
 ���� 
�

P(t)� ��� �#
����� �� ��
 ����� 	������ ����
 ��� �	����� ���������� �/�	��� �	�� ���

��
� �� 
�
��� ��� ���������� ��� ��	��� ����� ������� �
 � 
 �#��
�� �	����
���

��� ��� �� ��� 	�
������ � % &� '()� 
 ��
�� �� ��� �	��
��	�����
 �� ��� ��� ��	����

t → t+D(P(t)) ��� t → t−D(X(t))� ��� �	�����	���
�� ����	����	 
 ���� �� ��� ��������

	������,

U(t) = κ(σ(t),P(t)) �����''!

���	� ��	 ��� t−D(X(t)) < τ < t ��� t > t0,

P(τ) = X(t) +

� τ

t−D(X(t))

f(P(μ), U(μ))

1−∇D(P(μ))f(P(μ), U(μ))
dμ �����'�!

��� ��� �	������ ���

σ(μ) = μ+D(P(μ)) �����'0!

��� ���� �	�����	 P (τ) 
 ���� �� �����'�! ��	 t = t0 ��� τ ∈ [t0 − D(X(t0)); t0]�

1����.�� ��� ���� �	�����	 ��	 τ = t0 −D(X(t0)� ��� ������ ����,

P(t0 −D(X(t0)) = X(t0) �����'�!

∗� ���������� �������� α� [0, a) → [0,∞) �� ���� �� � !��" �� �!��� K∞ �� a = ∞ ��� α(r) → ∞ �� r → ∞



�� �� ������� �	 
��� �������� �� �� ���� ����� �����


���� �����	��� 
���� 	��	 �	 	�� ���	�� 	�
� 	�� ������	�� �	� ������	� ��	� 	�� ���	�� �	�	�

����
��	�

��� ���	 	��	 P(t) �� ����� �� �������� �� 	�� σ(t)−t = D(P(t)) 	�
� ���	� ����� ������	��

�� X(t) ��� �� ���� ������
��� 	�� ������� ��������	�� �������⎧⎨⎩φ(t) = t−D(X(t))

φ−1(τ) = σ(τ) ∀τ ∈ [t−D(X(t)), t]
��������

 !��	��� �������� �� �����		�� ���

P(φ(t0)) = X(t0) ������"�

#������ φ−1 	� 	�� �!��	��� ����� ��� ��	�����

P(t0) = X(σ(t0)) ������$�

���� ��� t > t0% 	�� ������� �!���	� �����

P(t) = X(σ(t)) ������&�

'���������� 	�� ������ �� ��������	�� ��������% �	 �� ������� 	��	 σ(t) = t+D(X(σ(t))) ���

��(����	��	��� 	��� �!���	� �	 ����� 	��	�

σ̇(τ) =
1

1−∇D(P(τ))f(P(τ), U(τ))
∀τ ∈ [t−D(X(t)), t] ������)�

*	 �� ��� ���� 	��	 	�� �������	+��+���� 	��
 �� 	�� ����
���	�� �� �������� �� 	�� ����	 ��

� ������ �� 	�� 	�
� �������% ����� ���� 	�� ������	�� 	� �� ������ ����� �� ��	���� ���


	�� ,���� ������ 	�
� φ(t) = t−D(X(t)) ��	� ������	 	�
� % ��	��� 	��� �� ��	���� ���


	�� ������	 	�
� ��	� 	�� ��,���� ������	��� 	�
� σ(t) = t + D(P(t)) �� �	 �� 
��	�����

����������

��� ����
���	�� �� 	�� ������	�� �!��	��� �������� ����� �� ����	��� ��� 	��� �����	���

�	���� �� 	�� ��������	� �����	����

Fc : ∇D(P(τ))f(P(τ), U(τ))) < c c ∈ (0, 1] ������-�

.������ �� 	��� ��������	� �����	��� 	�� �	����/��� ����	� ��� ��	 ���� �� �������

� *� 0-&% �)1% 	�� ��� �	����	� �� 	�� �������� �	�	� ��������	+����	 ���� ���	�


�����-&� �� ������	��� ����� ����
�	���� �� ���� �	����/����	� ��� ������� ��
��	�+

���� �� 	�� ����+���� ���	�
 Ẋ = f(X,ω)�

2��� 	��	 	�� ������� ��
��	����� ����
�	��� 
���� 	��	 ��� ����� ���	�� �����	���

��� ����� ���� ������� ����	 �����% 	�� ���	��� �� 	�� ���	�
 Ẋ = f(X,ω) ��

������ ��� � t ≥ t0� 3�	��
�	����% 	��� 
���� 	��	 	���� �4��	� � �
��	� ����	���

����� ����	��� R(X) ��� K∞ ����	���� α2%α3 ��� α4 ���� 	��	�

α2(|X|) < R(X) < α3(|X|) ��������

∂R(X)

∂X
f(X,ω) < R(X) + α4(|ω|) ��������
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����� � ��� �������� � ��� �������� ��

� ��� ��������� 	
�
� ��������
����
 ����� 	�	
��	 �������� ����� ��� ���� ��	
���
���

�� 
�� 	��	� 
��
 
�� ��������� 	�	
�� �	 ���� ������� 	
����� 
�� ������� �	 ���� ���

�����
�� ����  !"�

#�� ��$����� 	
�����
� �� 
�� ����� 	�	
�� �������� �	 �������� �� 
�� ���
��� ������	 
��

	�	
�� ����� 
�� 	
�
� �	 ��
��� 
�� ��$��� �� �

���
��� �� 
�� ��������� ���	������

	�	
�� ��� 
�� 	���
��� ������	 �
 ��� 
��� ��
��� 
�� ���
������%	 ���	�����
� ��$����

	� 
��
 
�� ���
��� 	�$��� �	 ����� ��
����� 
� ������� �����	� ��� 
�� ����� ������	

������	�
�� ��� ��� 	��	�&���
 
���	� #��	 ��&�������
 �����	����	 
� 	�
 �� ���
���

�����
���	 ���� ����� ��� �� 
�� 	���
���	 �����$ 
� 
��	 
�� ��$��� �� �

���
����

'
 �	 �����
��
 
� ��
� 
��
 �� ��
� ��	�	 
�� ���	�����
� �����
��� �������� ��	
 �� ����(���

������ ��	 ��� 
�� ������ 	
�
� ��������
 ����
 ����� 	�	
�� 
�� 	��� �����	�	 ��� ��

���������� )�
 �	 ���	���� 
�� ����
*

Ẋ(t) = AX(t) +BU(t−D(X(t)) X ∈ R
n ������+�

,	 	��� �	 
�� ���� (A,B) �	 	
�����-���� 
�� ���� ����� 	�	
�� Ẋ(t) = AX(t)+BU(t) 	�
�	.�	

��� 
�� ��&����� �����
��� 
� 	��
��	�-� 
�� ���
������ ��� 
�� ������ 	
�
� ��������
 ����
 �����

	�	
��� #�� ���
������ ��� 
�� 
��� ����� 	�	
�� �	 $���� ��

U(t) = KP(t) ��������

P(τ) = X(t) +

� τ

t−D(X(t))

AP(μ) +BU(μ)

1−∇D(P(μ))(AP(μ) +BU(μ))
dμ

��� ��� t−D(X(t)) < τ < t*

#�� �����	�� ������
����	�� ���
������ �	 ������
�� ����
�� 
� ������ 	�	
��	� 
���
��$


��� �	 � 	������ ��	� �� 
�� ��	�$� ��� ��������� 	�	
��	� ��� ����� 
�� �/�����
��� 	
�����
�

�	 �������

��� �����	�
����� � ��� �������� � ��� ��������

'� 
��	 	��
��� �� 	���� 	��� 
��
 � ������ �������( 	
�����-�	 ������ 
�� �������	 �� 
��

��
������ ��	�
��� ���	������ �	 
�� ��������� ���
��� 	�	
�� ��� ��0� ��
� 	
�
���������


����� �� 
�� ����
� #�� ���� ���
��� �� ��� ������� �� 
��	 ���
�/
 ���	�	 ���� 
�� ���	����

���	
����
*

� 
�� ����
 ����
��� �����	����	 
� � .����$ ��
�� ����� 
�(�	 ����� �� [0, 1[ 1

� 
�� ��������
�� 
��� �� ��� ��0� ��	 �� 	��$�����
� �� 
�� 
���[
1− f in

p

(
t− l(t)

N0ξ

)]
�



�� �� ������� �	 
��� �������� �� �� ���� ����� �����


���� ����	
� �� ����	����� �� �� �����
�
� � ���� ���� �� �� �	
�� ���� ��
 ��

��
	��

����
� ����� �� �
	��
� �� 
 ����� !"����#$ �� �	� 	���		� ����	
� %�� ��
 �����	��� ����


�
 ����	� �����
 ���
��		� ��
 �����	 ������� �� ������

 ���� ��
 �
	�� ����
� ����� �

��
 ��������� �
��� ��
 ��
 �����	 �
���
� ��
 ����
�� ���� ���� �� ��������� ���� �


�
&
� ��
���
	� ��� � �����	�'���� ����	
� ����� � 
 ��	������� ��
 
� (�� �� ��
 ��
 ��

� ������ �� ��
 �����
� �� ��
����
 ΔP (L, t) �� ��
 ��
����
 ������� �
�
�� �����	�

� ���� �����
�
�� )��
 �
�	�� ��
 ��
����
 ������� *���
� �������� �� ��
 ����	��

�
	���� ���� �� �����
� �� ��
 ��
����
� ��
� ��
 ����� �� ��
 �
�����	
 
 ��	����� ���
���

�� � �������� ���
�� �� ��
 �����	��� ��	�����

� ���
� �� �����	��
 ��
 �����	 ����	
�� �
 ����� �� � ��	���� �� ��
 ������ ���
	� ���

������
� �� ��
 ��� ��
����
 �
	����� �������� �� ���
��� (�+ �������� �� ��
����


���������

����� �����	 
���� ����	���� ���� �� ������	 ��������

��
 ������ ���
	 �� ��
 ������� �� ��
 ��
����
 �����	� �
�
�� � ��
 �����
�
� ��
��

���
 �
	����� ����� ��
 ��
�
�
� �
	���

�� %����	�� ������� ��
 ��
����
 �
	����� !"���,$ ������ ��
 �������� �� ���
��� (�+

�� ��
 ��
����
� ��
 
 ��	������ (fpe, le) �� �
&
� ��⎧⎨⎩Fde − ρ0N0Vefffpe = 0

le = L− B P0

(η Seff ξ Ne)
+ B ρ0

Kd

fpe
(1−fpe)

− B ρ ξ N0 fpe

(η Seff)

�������

� ���
� �� ������� ��
 ������*��� �� ��
 ��
 
� (�� Fde� �� ��
 ������� ��
 �������	

*�	�
 �� &		�� ����� �� ��
 
 ��	������ ���� �������-

fpce >
1

(ξ2N2
e + P0

ρ0
)

(
P0

ρ0
− ηVeffNe

Bρ0
(L− le)

)
!"�,��$

��
 ����� �� 
 ��	����� (fpe, le) �� ��
 ���� � ��
 &���
 !%��� "�,��$�

.��� ���� ��
����
 �
	���� ��
 �������		� �
�����	
 ��
����
 ������� 	�
� � ��
 ��
�*�	

[0, 1.2] �
�
�� ��� � 
+����
� 	
��� �� L = 2m�

� �� l = 0m- ���� ���
 ����
����� �� � ��		 �� ����
� 
+����
�� ��
 �	
� &		��

����� �� fpe = 0.68� /��*
 ���� �������	 �	
� (�� ���
 ��
 
+����
� ��� �	� ��


%%0 '�
�

� �� l = 1.2m ��
 �	
� (�� ���
 �� �	��
 �� '
���

�� 1
���	�� ������� ��
 ��
����
 �
	���� !"���2$ ������ ��
 �������� �� ��
����
 ��

��
 ��
����
� ��
 
 ��	������ (fpe, le) �� �
&
� �� -⎧⎨⎩Fde − ρ0N0Vefffpe = 0

le = L− Bρ0fpe
Kd(1−fpe)

�������



���� �����	�
����� � ��� �������� � ��� �������� ��

������ �	
	�� ����� ����� ���� ���������� �� �������� ��� �� ��� ���������

��� ��� ��	
�
�
�� ��	���
�� �� ��� �
� ��� ��� Fde 
���
�	�

L > le �������

��� ����� �� ���
�
��
� (fpe, le) 
	 ���� 	���� �� ���  ���� ����!�

������ �	
	�� ����� ����� ���� ���������� �� �������� �� ��� ���������

"�����
�� ���  ����	 �#
�� ����$� ��� �#
�� ����!�% 
� ��� �� ��	����� ���� �
�� ��� �		���&

�
�� �� ���
��
�� �� ���		��� % ��� 	���
 ����� ����	 � ������ ����
� (fpe, le) ∈ [0, 0.78]×[0, L]

���� ����� ������ �� ��� �'������ 
	 ! �����	� ���� �
�� ��� �		����
�� �� ���
��
�� �� ���

�������� ��'� (� ��
	 	���� �	�% ��� ���
�
�� �� ��� ���
�
��
�� ����� 
	 ��	��
��� ��

(fpe, le) ∈ [0, 0.67] × [0, 1.2] � ��
	 ����	
�� ��	 ����
����� ����	� ��� ��	���
�� �������

�� ��� ���		��� ���
��
�� �����
�� 	����	 ���� ��� 
������� ��	
�
�� 
	 ������ 
� ��� 
����&

��� ]0, L[� ��
	 �	��� ���������	 ��� �'
	���� �� ��������� ��	 
���� 
����	 ���� ��� 
	

��	
����� �	 � ������
�� �		����
���



�� �� ������� �	 
��� �������� �� �� ���� ����� �����


����� �����	
� �	�����	��� �� �� ������� �� �� �����	
�

��� �� ��� ��	� ���� ��� 
������� 	������� ������� 	���� � ������ ����� ��� �������

��� 	��
��� 	������� �� ������	� ��� ����� �� ��� 	��� ���� ��� �����
��� �� 	�������

�� 
�������� ���� � ��� �������� ��������� �������� ��� ������� �� 
������� �� ���� ��

������� ����� !�

������� ����	
�� �
	����
���� �� ��� �������
� ������� ���
�

"� � #$%� �&'� �� ����� ��� �������(���� �� ��� ����)����� ������ �� ������� �����$*!

����� ��� ������������ �� �����+�� ��� 
��
���� ���	� 	������ �� ��+� ��� �������(����


������ �� ��� ����� �F (0, 0) = 0! �� ������� ��� ������ �� �	����� ��� ����������� 
���

�� �������,

dl(t)

dt
=

Fd(t)− Fde − ρ0N0Veff

(
f in
p (t)− fpe

)
ρ0Seff

(
1− f in

p (t)
) ���-��!

���� � ����� ������	� 	����� � ��� �	������� ������ , δf in
p = −K δl�

.� ����� ���� ��� 	����� �� ��
��������� �� ��� ���� �
�� �� ���
�� ��������� ���

	�������� � "� �� ������ 
��������� ��� 	����� �� ����	��� ����	�� ���� ��� ���� ���� Fin(t)

�� ��� ����� �������,

f in
p (t) =

Fin(t)

ρ0N0Veff
. ���-� !

/�	����� ����� �� � ��
���	� ������ δl �� δP (L, t) ���	� 	� �� ������� �� � 
�������

0����� ��� ������� ������ δl(t) �� δP (L, t) ����� ���� ��� ������(�� ����� �� 
�������

������� ������� ������� ��� 
������� 	������� �� ��� ������	�,

⎧⎨⎩ΔP (t) = PL, t)− P0

P (L, t) = P0 +
ηVeffN0ρ0(L−l(t))
(Bρ0+Kd(L−l(t)))

���-�*!

��,

δP (L, t) = Cδl, ���-�1!

.���� C �� � 	����� ��
���� � 
����	�� 
��������� �� ��� �������

��� ������(�� ����� �� ��� ������ ���-��! ����� ��� ����������� �� ��� �
� ���
 ������

������� ����� ���-��! �� ���� ��,

d(δl)

dt
= αlδl + αfδf

in
p ���-�%!

����,

αl = − (ξN0KdBρ0)

(Bρ0 +Kd(L− le))
2 (1− fpe)

���-�$&!



���� �����	�
����� � ��� �������� � ��� �������� ��

����

αf = − ξN0

(1− fpe)
�����		


�� � ����� ���� ��� ������� �� ��� �������� ������ � ������� ��⎧⎨⎩K < Kmax

Kmax = αl
αf

= KdBρ0
(Bρ0+Kd(L−le))

2

�����	�


�� ���������� ��� ��� K �� ��� �������� ������� ��� � !���� ������
 ��������⎧⎨⎩
dδl(t)
dt

= −ϕk(δl(t))

−ϕk(δl(t)) =
Fd(δl(t))−Fde+ρ0N0VeffKδl(t)

ρ0Seff (1−fpe+Kδl(t))

��������

"�� ������� ������� �� ��� ��� �� ϕk(δl(t))� "�� ������� ��������� �� ��� ������� �����!��

� ��������� �� ��� ���������� �� � !���� �����	#
�⎧⎨⎩0 < (1− fpe +Kδl(t)) < 1

−1−fpe
K < δl(t) <

fpe
K

�����	�


$!� �� ��� ������� �� ��� ���������� �� � !���� �����	#
� ��� ������� �� ϕk(δl(t))

� ������� � ∀δl(t) �= 0�

δl(t) (Fd (δl(t))− Fde + ρ0N0VeffKδl(t)) < 0 �����	�


"�� ����� �%������� &�� ���� �������� �� ��� �������� ��������� �� ��'�� ��� ��������

��!���� �������� �� ��� ���� ������� � ��� ������� &� ����� ��� �����&�� ���!����⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ϕk(δl(t)) > 0

⇔ K2
d
η +K

(
Ce − Kd

η δl(t)
)
Ce < 0

Ce =
(
Bρ0 +

Kd
η (L− le)

) �����	(


)��� � � !������ ���

δl(t) >
Kd

KCe
− ηCe

Kd
�����	*


+����� ������� � !����� �����	�
 ��� �����	*
� &� ��� �������� ��� ���� �� ���������

!���� ��� ���!����� �� �����!�!� �����!�� �� ��� ��������� "�� ������� ������� ������

���� ��� ������� ����� � ���!����� �� ��� �������, ��� -�

sup

{
−1− fpe

K
;
Kd

KC2
e

− ηCe

Kd

}
< δl(t) <

fpe
K

�����	.
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� ����� �	�� �
��
 ����	� 	
� �������� �� 	
� PDE ��� 	
� ��������

����	����

dl(t)

dt
=

Fd(t)− Fde − ρ0N0Veff

(
f in
p

(
t− l(t)

N0ξ

)
− fpe

)
ρ0Seff

(
1− f in

p

(
t− l(t)

N0ξ

)) ��������

�� ����� � ������	�� ���	������ �
��
 � ��������� �� ��	��� �� � ��� �
����� ������	��

��� �
��� 	� �	��� ��	
 ����	��� � ������� ������	��� ��� 	
� ����� ����	��� D(l(t))

� ��� C1� !
� ��������	� �����	��� Fc �
��
 � ��"��� �� ��� � �� � ��� ����"��� !
� ���	���

��� � 	
� ������ �������# ����� �� 	
� ����� ��	��� �� 	
� ���� $%⎧⎨⎩U(t) = δfp(l(t), t) = −Kδl(t) = −K(P(t)− le)

D(l(t)) = l(t)
ξN0

��������

�
��� ��� ��� t−D(l(t)) ≤ τ ≤ t

P(τ) = l(t) +

� τ

t−D(l(t))

F (P(μ), U(μ)) dμ

1−∇D(P(μ))F (P(μ), U(μ))
�����&��

!
� ���	��� ������	�� P(μ) ��	
 μ ∈ [−D(l0), 0] � ����� �� �����&�� �	 t = 0� '������� 	
�

���	������ 	� 	
� �	�� ����� 	
� 	�����(�	��� �� 	
� ������ ����������� ���	��� le�

��� ������	�
� ����	�
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� ������	�� �����&�� � ��������� �� �����)���	���
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��� ��� ��� �� ��	
 � ������� �� ���	���*��� �� 	
� ����%

P(t) = l(t) +
N∑
i=1

h(t)
F (Pi−1, Ui−1)

1−∇D(Pi−1)F (Pi−1, Ui−1)

h(t) =
D(l(t))

N
�������

,�� 	
 ��������� ��	����	��� - 	
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	*
��� ��� �� ������� ������� �������
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���� ����	 �� ��� ����� ������ �����	 ��� ��� ����������

�� ��� ��������� �������� ������� ���� ��� 
���������� ���� ���� ������ �� ��������	 ����

!"#$� ������� �� %&�'&(� ��� � ��� �)� � ������ ����� ��� 
����� ��
� �� ��� ����� 

�������
� ���� �� ������� �������� (l0 = 1m) �� ��� ����������� (le = 1.742m)� *� ������� ����

�����
 ����� ���� 
�� �� 
����
��	 �+ ���� ���� ���� ����� �l(t1) = 1.760m, t1 = 450s�� !��
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Kmax = 0.8383�
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�� ������ ����� ��������� ��  �

������ ��	 !� ���������� ������ ���������� ��� ����������� � ��� ������� ������ ��

��� ����������� "����� ���� ��� ����� � ���� �� ��� ����� �������� �� ������� �������

����� � ���� ���������� �� ��������� �����#�� $� ��� ��� � ������������ �� ��� ����� ����

��� �� ����������� � � ��������� �� ��� ������� �� �� ��� ����� ������� ��������� ���

���� �� �#������ ���� ����� �� ������� ���� �������� �#������ ����� ���� ����������� ��

�������� %� ����� �� ������ ��� ������ ���& �� '
 ( �� ������ ��� ���� �� ��������

��� �����	
���

��� ���� ���� �� ��� �������� ����� �� ��� ����������� �� � ��)*��� ����� ��������

�� � ������ ��������� l(t)� ��� ����� ������� ��� �� ������� �� ��� ��������� ��	 
����


����	 ���� �� �� �#������ � � �������� �+������ ������� ���� �� �������� �����������

�+������� ��� ��� ���� �� ��� ���� ��� �������� ��������� ��� ���� ��������� ����

���� ��������� ��� ��������� �� �� �+���������� %� ���������� ��� ����� �� ���������� ���

�������� ��������, ��� ��� ��� � ������� ���� ��� ���������� �� ������ ��� ��� ����� ���

���� ��� ���������� �� �������� -�#�

��� ������� �� �������� ��� ��������� �+������ ��� ������ �� � ����)��������� �����

����� ���� ���� ��� �#������ ������� ����� ��� �������� �� ��� ������ �� ��������������
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��� ������� ������� � �+�������� �� ��� ���������� �� ��� -�� �� ��� ��� Fd(t) �� ��� ����������
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%������	����� 	� (Tb − Tp,f )(� $
� 	������	��� Tp(x, t) �������� 	
� 	������	��� ���*�� ��

	
� ��������� ����	
 ��	 ��� Tf (x, t) �� ����	�� 	� 	
� ����� ����	
 ��	� $
� ��)��� ��	��!

��� �	�����	� �����	� �� 	
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� )����	� ������	�� 	� 	
� 	�������	 ����	���

�� 	
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� 	
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

��� x ∈ [0; l(t)[

∂
∂t
Tp(x, t) = −ξN0

∂
∂x
Tp(x, t) + Ωp(Tp, Tb)

��� x ∈]l(t);L]
∂
∂t
Tf (x, t) = − Fd(t)ξ

ρ0Veff

∂
∂x
Tf (x, t) + Ωf (Tf , Tb)

������	

Ωp,f =

⎧⎨⎩
γηN2

0
f(x,t)ρ0VeffC

+ Seα
ρ0VeffC

(Tb − Tp)

γηN2
0

f(x,t)ρ0VeffC
+ Seα

ρ0VeffC
(Tb − Tf )

%&�'��(

$
� ������	���� ������	�� �� ,����� %,��� &�'��( ��� %,��� &�'��( ��� ��������� �������� 	
�

��	����	� �� 	������	��� �	 	
� ��	����� l(t)-

Tp(l
−, t) = Tf (l

+, t)
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��� �	������� ��� ��������� 	� �	����	��� ����� 
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∂tx+ ∂zN (x) = 0 �*�-�(�

��!��� 
� ��� ������ �
	��� Z = [a, b]# ���� ��	� t ∈ R
+ ��� ���� ��� - ��	���
���

���� ����
� x (z, t) =

(
x1 (z, t)

x2 (z, t)

)
� ��� &�� �������� � ��!��� ��

N (x) =

(
0 −1

−1 0

)(
δx1H
δx2H

)
�*�-�-�

���� ������ �
 ��� ��	���
���� ������
��� H (x) =
� b
a H (x) dz ���� ��	���
���� ������

������
� H (x) ������ δxH ���
�� ��� �������
��� ���������� 
� H ���� ������ �
 x �� ����

��� ���	 
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�������
� ��� 	�� �� ��������� � ��� ��	���
���� ���	

∂tx = J δxH �*�-�)�
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J =

(
0 −∂z

∂∗
z 0

)
�������

�
��� ∂∗
z � �
� ������ ������ �� �
� �������� ∂z� ������ � �
�  �! "������� ������� �����	

�
� �������	 �������� �"�� �	 δx1H (a) = δx1H (b) = δx2H (a) = δx2H (b) = 0# �
��

∂∗
z = −∂z ��� �
� �$����� �����%� � �������	 �����&� �������� '���� �
� ���� ��������# �
�

�������� J � �(��)�	������� *���
������ �� � � ����! ��������� �������� ��
 ��������

���+�����# � ������� �
� ,���� ������� ��� � � ��������� ��������# ������ � -�����

����(�� �� �
� ���������� �� �
� ����� "������� .&&�/�

����"�� ��� ������� ��������# � �
���� �� ������� �
�� �
� � ��� ������� � ����� ��

����� ��� �����	 �!�
���� �� �
� �	���� ��
 �� ��"�������� 0
������� �
� ���������

�	���� � ��������� ��
 �
� �������	 ���� "�������(
f∂

e∂

)
=

(
δx2H
δx1H

)∣∣∣
a,b

=

(
0 1

1 0

)(
δx1H
δx2H

)∣∣∣
a,b

�����1�

��� � �
����	 �!������ �� � �������	 ����)��������� �	���� .&%�# 23# 2�/� 0
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��������� �	 .��/ 6������ ��� ���� "����� ������# F �
� ����� �� ��	 
������� ��� E �
�

����� �� ����� 
�������# �����
�� ��
 � �����# �
�� �# � ������ ��������

F × E : → R

(f, e) 
→ 〈e, f〉
�������

�
�
 ������ �
� �	������ ������ ���� �,� �� �
� ���� ����� B = F × E ������ ��

� (f1, e1), (f2, e2) �:=< e1, f2 > + < e2, f1 >, (fi, ei) ∈ F × E �����7�

8 ����� ��������� � � ����� �������� D ⊂ F × E �
�
 � ������� ��� ��)������� �
�� �

������� D = D⊥# ��
 ⊥ ������� �
� ���
������ ���������� ��
 ������� �� �
� ������

���� �,��

-�������� 4��� ����������# ������ 9��(��)4��� ����������# ��� ��������� ��
 ������)

��� ��������� ��������� .&%�# 2�# 37/: 
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� ��������� ���� �� �
� 9��(��)4���
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���� ��� ���� 	
������
� ������� ������ �� 
� ������
�� ���

����������� 	
 ��� ������ 	
�	��� �� ��� ���� 	��� B = F ×E � ����
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�� ��� ��������	 F ��� ����� ��������	 E ����� F = E = L2
(
(a, b) ,R2

)× R
2 ������ ��

D =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

f1

f2

f∂

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
e1

e2

e∂

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠ ∈ F × E |

(
e1

e2

)
∈ H1

(
(a, b) ,R2

)2
,

(
f1

f2

)
= J

(
e1

e2

)

and

(
f∂

e∂

)
=

(
0 1

1 0

) (
e1

e2

)∣∣∣∣∣
a,b

⎫⎬⎭

�������

�	 � ���� 	��
�
�� ��� �	 ����� ��	
������� ���������� ���� ��	��� �� ��� �������

〈⎛⎜⎜⎝
f1

f2

f∂

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
e1

e2

e∂

⎞⎟⎟⎠
〉

=

� b

a
(f1 e1 + f2 e2) dz + e�∂ Σ f∂

����

Σ = ���� (−1, 1) . �������

�� ��� ���� ��� �� ������	���� ������� ��� ������ ���� ������� �	  	���	� !���
���"

�	��������	���� ������� ��� ������ ���� ������� �	 ����� ���������� #$%&" $%'(� )*��� ��

��+�� ���� #$%�" ��" �'( +	� ��� *������ �������	� 	+ !	������ �	��������	���� ������ �������

�	 � ��	
������� ��������� ��� ���� 	��� ������ ��� �������	� +	� ��� ���� 	+ � ������ 	+ ��	

�	����,���	� �����

����������� �
 ��� 	�	��� ��	�	���� �� ��� ��	�������� ���	 ����� ! �
������� ���� ���

���� ��������	 �����"! �	 �#
������� ��⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

∂tx1

∂tx2

f∂

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
δx1H
δx2H
e∂

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠ ∈ D �����$-�

��� �����	 � ��
����� ����$%���������� 	�	����

)� � �	���.����� 	+ ��� ��	������� 	+ ��� ��	
������� ��������� #$%�(" ��� ������	����

+�����	� 	!��� ��� +	��	���* !������ �.����	�

d

dt
H = −e�∂ Σ f∂

����� �����	
���	��
� 
� 
�� ������
���� ������� ���
��� �� �������	�

�� ���� �����	� �� �	������ ��	 ������� 	+ �	����,���	� ���� ����� ��� ������ �� ��� �������

�	����� [a, 0[ ��� ]0, b] ��������,���� /� ���	�� ����� ����� ,����!��� ��� ������	���� ����

�0�	���� − ��� + ��������* 	� ����� ���+ ���� ���� ���� ��� ������� 1�� ��	 �������
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 ����� �� 
��  �� ��	 �)��
 ������ ��

���� 	����+ F = E = L2
(
(a, 0) ,R2

)×R
2 ×L2

(
(0, b) ,R2

)×R
2 ��	 
�� ,��� �
���
��� �

	�*��	 �
� ������
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�� ���	��
 �����
�� �� &����-'(
J 02

02 J

)

����	���� ��� ��
���� 
�� �
������ ����
��� ���� 
�� ������� �.��
�� δx+
1
H+ +

δx−
1
H− = 0 ��	 
�� ���
��
� �.��
�� δx+

2
H+ = δx−

2
H− � ��	 ��
�� 
��� � ���
��

��
�
��� ��� ��
��� 
�� ����� ����
�� ��
���� 
�� ���/���
�	 ����� ��������⎛⎝δx+
1
H+

δx+
2
H+

⎞⎠∣∣∣ (0+) = ( 0 1

−1 0

)⎛⎝δx−
1
H−

δx−
2
H−

⎞⎠∣∣∣ (0−) &������'
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�

����	��� ���
 �������� ���� δx−H− (a) ��	 δx+H+ (b)� �����	�� 
� &����#' ��1���

(� 
�� ��.��� �� 
�� ������ �� ����� ����	�� 
�� �������� �
������ ����
��� ����� 
��

��� �� �
������ ���
 �������� (fI , eI) � �
��	���	

fI = δx+
2
H+ = δx−

2
H− &������'

0 = δx+
1
H+ + δx−

1
H− + eI &�����1'

0�� �.��
�� &������' � ���� � ���
��
� �.��
�� ��	 
�� �.��
�� &�����1' � � �������

�.��
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� �� �!
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��� eI � 0�� ��� �������� ����	���	 �
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���  �! ������� ��"�� ,���
�� e+i = δx+
i
H+ ��	 e−i = δx−

i
H− �
� i = 1, 2 � 
�� �
������

����
��� &������' &�����1' 	�*�� 
�� ����� ����
��� ��
���� 
�� ���/���
�	 ����� ��������⎛⎜⎜⎝
e−2
e+1

fI

⎞⎟⎟⎠∣∣∣ (0+) =
⎛⎜⎜⎝

0 1 0

−1 0 −1

0 1 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
e−1
e+2

eI

⎞⎟⎟⎠∣∣∣ (0−) &�����-'
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� ��� ������ �� ��� ��� ������
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�

��� ����'������� ������ �
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� ��	� ����������

����� ����	
��
� �	 ���� �������
��
 ����	�� ��� ����� ��
����
�

������� ���	�
����
 �� �� ������	�� �
 �� �����
 [a, b]

����� �� �� ���������� ����
�	� �(#� )*� #+" ����� ������� 
� 	
��������� ��� ��
��	�

���	�� 
� ��� �������� ������ �� ��� ��,����� ������ �
������ ��� ����� �������� 
� ���

	
���� ������� ��� ������ 
� ��� 	
��
��� ������ �
����� ��� ������� [a, b]� ��� �������	�

�� z = 0 ��	
��� ���� �� ������
� �
��� 
� ��� ������ �
����� �
����� �
�� ������� ��������

��� ��� �� ���
	����� ���� ��� �������	�� -

���� �#� )$� (" �� ��� ����
��	� ������
��

����� �������� 	��� 	
�
� ��	��
� ���	� ��� �	���� ��� 	����	�������	 ���	��
�� 
� ���

�
����� 
� ��� ��
 �������

c0(z, t) =

{
1 z ∈ [a, 0[

0 z ∈ [0, b]
��� c̄0(z, t) =

{
1 z ∈ ]0, b]

0 z ∈ [a, 0]
.(�)�#/0

���	� ��� ����� �������� 
� ��� 	
���� ������ ��� �� ��������� �� ��� ��� 
� ��

�'

����
�� 
� ��� �������� 
� ��	� ��������� �
 ��� �
�� ������ �
���� Z = [a, b] ��

x(z, t) = x−(z, t) + x+(z, t) .(�)�#(0

x−(z, t) = c0(z, t)x(z, t) x+(z, t) = c̄0(z, t)x(z, t) .(�)�#10

��� ��� ������� 
� ��� ��
 	
��������
� ���� ��	
���

N (x, c0, c̄0) = c0N−(x) + c̄0N+(x) .(�)�#*0

��� �
�� ��� 	�� �� ������� ��

c0N (x, c0, c̄0) = c0N−(x) .(�)�#$0

c̄0N (x, c0, c̄0) = c̄0N+(x), .(�)�)+0
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����� �� ���	
� �� ������ ���� N−(x) �� N+(x) � ��������� ��������� ��������� ��� �������

�	� �	������ ��� ��� ����� �� !�"� �� ��� �����"���� 
��� ��#�� � ��� ����
 �$����


�� ��

������� ����	
����� ���� ��� ��	
���	 
	������ �� � �����	 ���	� �� ������	

	�������

%� ���

 �� ������� ��� ��� ����� � �� &� �
���� �����"���� 
��� ��	$
�� �� ���

�������� ��
����� ��#�� � �������� �� ������'�� (� � ����)	��� �� ����� ��
������ ��*

������! ��� ��#���� �� ��� �	� "�����
�� �������� �� �$$���� ���� ��� �	� "�����
� N1 �����#��

� ����	��� �)	���� �� ��� �������� ������� ��� �	� "�����
� N2 �����#�� � ��
��� �)	����

�� ��� ���������

�� �	 �
� ������	� �	 �� ������	
 �	 ����	
����� ��� �� �	 ��	 ��
����	

x1 �����  �� �� ������ �� ��� ���
� �� �� [a, b]�

∂tx1 = −∂z
(
c0N−

1 (x) + c̄0N+
1 (x)

)
= −∂z (c0N1(x, c0, c̄0) + c̄N1(x, c0, c̄0))

= − [∂z c0.+ ∂z c̄0.]︸ ︷︷ ︸
d0

N1(x, c0, c̄0)
��������

����� ��� �$������

d0 = − [∂z c0.+ ∂z c̄0.] ��������

���� �� ��� ���������
 �$������ −∂z � ���� �	�*�� �� ��������! �� ��� ����� �����'�

�����+���

,���� �������� ������$��� �� ��� 
���
 ��� 	
���� �� ��� �����"���� 
��� � ���������

�� �� [a′, b′] ���� ������ � � ����"�
 [a′, b′] � ��� �!���"� ���
 
�� �a ≤ a′ ≤ b′ < 0 �

d

dt

� b′

a′
x1(z, t) = −N−

1 (a′, t) +N−
1 (b′, t)

�� � � ����"�
 [a′, b′] � ��� $�����"� ���
 
�� � 0 < a′ < b′ ≤ b �

d

dt

� b′

a′
x1(z, t) = −N+

1 (a′, t) +N+
1 (b′, t)

��� 
�� 	� ������� ��� ��� 	
���� �� ��� �����"���� 
�� �� x1 � � ��������� ����"�


[a′, b′] ������! ��� �������� ����� a ≤ a′ < 0 < b′ ≤ b�� -�� ���	 $��� ��� ����	���

�� ��� �	� "�����
� N1 � � $
��� ��� ��

���! ����)	��� � ��� �����"���� 
�� �� ���
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� ������� ������ �� 
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�� ���

�������� x1

d
dt

� b′
a′ x1(z, t) dz = d

dt

� 0
a′ x1(z, t) dz +

d
dt

� b′
0 x1(z, t) dz

=
� b′
a′ d0N1(x, c0, c̄0) dz

=
� b′
a′ − [∂z c0.+ ∂z c̄0.]N1(x, c0, c̄0) dz

= −N−
1 (a′, t) +N−

1 (0−, t)−N+
1 (0−, t) +N+

1 (b′, t)

= −N−
1 (a′, t) +N+

1 (b′, t)

= −N1(a
′, t) +N1(b

′, t)

= −e2(a
′, t) + e2(b

′, t)

�	
�
��

�� ��� �����	 
�������� �� �� ����
	�� ��� ���������
�� �� �� ��� ����� ���
���

x2 ��� ������ ���� � �� ��� ���������� ��� ���������� ��� �������� N2 �� �������� �� �������

��� ������� �������� �	
�
�� ���� ��� ������ ���� eIδ (z) ��  ���� ������������� ������!��

�� ��� ���������
 "�� #����� �� ���� �� ��������� ��� ���� ��������� ������� �� d∗
0� �� ���

�������� d0 ��#��� �� �	
�
��� �� ����� �� �� ���� �� ������� ��� ����� ������$
 %��������

�������� ��� �&��� ��������� e1 ��� e2 ��� �������

� b
a e1 (d0 e2) dz = − � b

a (e1 [∂z c0.+ ∂z c̄0.] e2) dz

= − � b
a (e1 [∂z (c0e2) + ∂z (c̄0e2)]) dz

= − [(c0 + c̄0)e1e2]
b
a +

� b
a (c0e2 + c̄0e2) (∂ze1) dz

= − [(c0 + c̄0)e1e2]
b
a

+
� b
a e2 [∂z c0.+ ∂z c̄0.] e1 dz −

� b
a e2 [(∂z c0) + (∂z c̄0)] e1 dz

'���� ��� ���� �������� �� ��#��� ��

d∗
0 = [∂z c0.+ ∂z c̄0.]− [(∂z c0) + (∂z c̄0)]

= −d0 + [(∂z c0) + (∂z c̄0)]
�	
�
�(

)���$ ���� ���� �������� ��� ������������ ��� �� ��� �������� x2 �������

∂tx2 = −d∗
0N2 − eIδ (z) �	
�
�*

����� δ (z) ������ ���  ���� ����
 +������ ����$ ������� ����������� �� �� ��� ��������$

����$����� ��� ����� ���� �	
�
�* ����������� �� ��� ����� ����������� �� ��� ������������

���� �� ��������� �������� [a′, b′] �� ��� ��$����� ���� ���� �a ≤ a′ ≤ b′ < 0  �� �� ��� ��������

���� ���� � 0 < a′ < b′ ≤ b 
 ,� ����� ��������� ��� �������� −d∗
0 ���� �� ��� ��&��������

�������� −∂∗
z ��������$ �� ��� '���������� ������ �	
�
� �	
�
(


,� �� ��������� �������� [a′, b′] ���������$ ��� ��������� ����� a ≤ a′ < 0 < b′ ≤ b� ���



��� �� ���� ��	
����
�� ��	����
�������� 	��
�� 
�������

������� ����	
�� �� 	�� ��
���� x2 
�

d
dt

� b′
a′ x2(z, t) =

� b′
a′ {−d∗

0N2(x, c0, c̄0)− eI (t) δ (z)} dz

=
� b′
a′ {(d0 − [(∂z c0)− (∂z c̄0)]) N2(x, c0, c̄0)− eI (t) δ (z)} dz

=
� b′
a′ d0N2(x, c0, c̄0) dz

+
� b′
a′ {([(∂z c0)− (∂z c̄0)]) N2(x, c0, c̄0)− eI (t) δ (z)} dz

= −N−
2 (a′, t) +N−

2 (0−, t)−N+
2 (0−, t) +N+

2 (b′, t)

−N−
2 (0−, t) +N+

2 (0−, t)− � b′
a′ eI (t) δ (z) dz

= −N−
2 (a′, t) +N+

2 (b′, t) + eI (t)

= −e1(a
′, t) + e1(b

′, t)− eI (t)

��������

�� 	�
� ������� ����	
��� 
	 ������� ������� 	��	 	�� ��� ��
����� �	 	�� 
�	������

N−
2 (0−, t) ��� N+

2 (0−, t) ��� ��
�
��	�� ������
�� 	� 	�� ������� ����	
�� ������ ��

������� ����	
����� �
�� ��
����� ��
� ��	�� ����
���
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�� �� 
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�� 	����	 �� ��� ���������
��
� �����
��� �� ���

�� 	���
�� ��������	 �� ��� 
��������� "����
�� #��$#�%$#�&$� � ����� 
����	��� �'��
�
���

����� �����
��� �� ���
����� �� ��� ������( ���� ��� ���� �����	 ����� �����	��
 ��	 
�� ��

	�����	 �� c(z, t) ��	 c̄(z, t)� )��
�
�� ���� ��� ����
�� 	���
�� ��������	 �� ��� ��� 
����*

���� ��� ���
����� ����� ���� ���
� ���������
��
� �����
��� c0 ��	 c̄0 	�+��	 
� ��������� 
� 
�

����� ���� ���� ���
��� ��� ��
�
�� ���������
�� ���

∂tc = ∂tc̄ = 0 ������,�


�� 
�
�
�� ���	
�
��� ��
�� ����
���� c0 ��	 c̄0 ��	 ������
��� ����	��� ���	
�
����

�� ��� ������ � ����� 	�+�� �� �'���	�	 -��
����
�� ������ �������	 �� ��� �� �������

�����
��� �������� ��	 �������� 
�� ������� �����
��� ������� 
�	�'�	 �� + ��	 − ��� ����

����
�� ���	���
� ��	 ��������	 
�� ��� ��
�
�� ���������
�� ��� ������,�� .�������� 	�+��

��� -��
����
�� �����
���� H (x, c, c̄) =
� b
a H (x, c, c̄) dz 
�� 	���
��

H (x, c, c̄) = cH−(x) + c̄ H+(x) ������%�

/����
�� ��� ����� 
��� ���	��� ��

x̃ =
(
xT , c, c̄

)T
������0�

��� �������� ��� ���
��
���� 	��
���
���

δx̃H (x̃) =

⎛⎜⎜⎝
δxH (x, c, c̄)

δcH (x, c, c̄)

δc̄H (x, c, c̄)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
c δxH− (x) + c̄ δxH+ (x)

H−(x)

H+(x)

⎞⎟⎟⎠ �����1&�
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���� ���� ��� ��	� ��
 �����	���	 �����	��� �� ��� ������� �� ��� ��� �������� �������� ���

��� ���������� 	������ c0 �� c̄0

δxH (x, c, c̄) = c δxH− (x) + c̄ δxH+ (x) = cN−(x) + c̄N+(x) = N (x, c, c̄)

���	 ����
	 �� �� !�� ��� "�!������ 	�	��! �����#� 
��� ��� ������� ��	������� ��
	

�� ��� ����� ������	 ������$� ������ ��� "�!������ 	�	��!%

∂tx̃ = Jaδx̃H (x̃) + IeI �����#��

IT =
(

0 −1 0 0
)

�����#��


��� ��	���� �� ��� ��������

Ja =

⎛⎜⎜⎝
0 d

−d∗ 0
02

02 02

⎞⎟⎟⎠ �����##�


���� �������� d �	 ��� ������ ��&������� ��������' !�������� �� c(z, t) �� c̄(z, t) �����

��

d = − [∂z c.+ ∂ c̄.] �����#(�

�� ��	 ���!�� ����

d∗ = −d+ [(∂z c)− (∂z c̄)] �����#)�

*������!��� ��� �
� ��������	 	���	��	' ��� �� �
� �&��� ��������	 e1 �� e2 
���� ��

�� ���	� �� ��� �������

� b

a
e1 (d e2) dz =

� b

a
e2 (d∗ e1) dz − [(c+ c̄)e1e2]

b
a �����#��

������� ���	
��
 � � ��
���� ��� ������
��
 ����	� �����
� ��� � ��	��

����
� �	����

+ ����� �� ��,� ������ �� ��� ��� � ����� � �� ��� ������� {a, b} �� ���� �

��-� ���� ��
 �������� fI �� ��� �������� 	����� ���! eI �� ��� ��������' ��� "�!������

	�	��! �����#�� 
��� �
 �� ������� �� � ���� "�!������ 	�	��!	 
��� ������� ��

��	�������� ����	� + ��� �� �' ��� �������� Ja ����� � �����##� �� ��� ���� !�� �� ���

�������� ����� �� �����#�� ��� ������� �� � .��,�	/0���� 	�������� �	� � 	�!���� ���������

�	 � 1�#�2�

�������
 �� ��� ��� �� ��	
����� DI 
����
��� ���� 
 ������ �� ��� ������
���� 	
��

������ �� ��� �
��
�	��

(
x1

x2

)
������ �� 
 ��
��
	 ���
�� [a, b] � z ���� 
� ������
�



��� �� ���� ��	
����
�� ��	����
�������� 	��
�� 
�������

�� ��� ����� z = 0 	��
� ������� ��� 
�������� �� ��� ����� �������� e2 ��� ����	� ��� ���

���
�������� �� ��� ����� �������� e1 �� ������ ��

DI =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

f̃

fI

f∂

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
ẽ

eI

e∂

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠ ∈ F × E /

(
f̃

fI

)
=

(
Ja I

−IT 0

)(
ẽ

eI

)

and

(
f∂

e∂

)
=

(
0 1

(c+ c̄) 0

)(
e1

e2

)∣∣
a,b

}
��������

	��� ��� ��	 �������� f̃ = (f1, f2, fc, fc̄)
T ��� ��� ����� ��������

ẽ = (e1, e2, ec, ec̄)
T ����
����� 	��� ��� �������� ����� ��������� ��� ����������� �������� Ja

������ �� �����  �� ��� ��������� d� ����� d∗ ������ �� ����� !�� ����� ����� "�� ��� 
����

��
��� I ������ �� ����� ��� ��� ���� ���
� B = F × E 	��� F = L2 ((a, b) ,R)5 × R
2 ���

E = ���d∗ × ���d× L2 ((a, b) ,R)3 × R
2 ����	�� 	��� ��� ������#

〈⎛⎜⎜⎝
f̃

fI

f∂

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
ẽ

eI

e∂

⎞⎟⎟⎠
〉

=
� b
a ẽT f̃ dz + eT∂Σf∂ +

� b
a eI

T fI dz ��������

	��� eT∂Σf∂ = e∂(a)f∂(a)− e∂(b)f∂(b)� ������ � $���
 ���
����

	
� �� 
����� ���������� ��� ��� ��� �� ���� ������� (eI , fI) � ��� �
������ ��

���������� �������� ��� �� ����� ��� ��� ��� �������� �� �
����  ���� ����������  ��� ���

!� ���� ��� ��� �����!�
" 
�����


f̄ =

⎛⎜⎜⎝
f̃

fI

f∂

⎞⎟⎟⎠ ; ē =

⎛⎜⎜⎝
ẽ

eI

e∂

⎞⎟⎟⎠ ������#�

%����� ��� �� ���� ��	
 ��� ��	��	� �	�����	� DI ⊂ D⊥
I $

〈〈(f̄1, ē1), (f̄2, ē2)〉〉 = 0 ∀(f̄1, ē1), (f̄2, ē2) ⊂ DI �����%&�

!��� ������� �� ��� ����
�� ������� �������� !��� ��� ����
" �������� 
� ��
���� �
 ���



���� ��� ���� 	
������
� ������� ������ �� 
� ������
�� ���

������ �� P

P = 〈〈(f̄1, ē1), (f̄2, ē2)〉〉

= 〈f̄1, ē2〉+ 〈f̄2, ē1〉

=
� b
a ẽ2T f̃1dz +

� b
a ẽ1T f̃2dz +

� b
a e1I

T f2
I dz +

� b
a e2I

T f1
I dz

+e1∂
TΣf2

∂ + e2∂
TΣf1

∂

�	
�
��

����� ��� ������������ ��������� �� ��� ��� DI � ��� ����� ������� �������

P =
� b
a

(
e21de

1
2 + e22

[
(−d∗) e11 − e1I

])
dz

+
� b
a

(
e11de

2
2 + e12

[
(−d∗) e21 − e2I

])
dz

+
� b
a e1Ie

2
2dz +

� b
a e2Ie

1
2dz +

[
(c+ c̄)e11e

2
2

]b
a
+
[
(c+ c̄)e21e

1
2

]b
a

��� ����� �������� ���� ��� ����� �� ��� ��������� ��������� e1I ��� e2I ������� ��� �� �������� ��

�� �������

P =
� b
a

(
e21de

1
2 + e12 (−d∗) e21

)
dz +

[
(c+ c̄)e21e

1
2

]b
a

+
� b
a

(
e22 (−d∗) e11 + e11de

2
2

)
dz +

[
(c+ c̄)e11e

2
2

]b
a

=
� b
a

(
e21de

1
2 + e12 (−d∗) e21

)
dz +

� b
a

(
e22 (−d∗) e11 + e11de

2
2

)
dz

��� ����� ��� �������� �	
�
!	�� ��� ������� ���� P = 0 ����� ������ ��� �������� ���������


��� �� ��� 	
��� ��� ������
�	� �������� D⊥
I ⊂ DI 
 "��� ������� �� ����� ����

�� (f̄2, ē2) ∈ B �����#�� ∀(f̄1, ē1) ∈ DI ; 〈〈(f̄1, ē1), (f̄2, ē2)〉〉 = 0 ���� (f̄2, ē2) ∈ DI 
 "��������

��� �� ������� ��� �������� ������� �	
�
��� �������� ���� (f̄1, ē1) ∈ DI 
 $�� ��������

P =

� b

a

(
ẽ2T (Jaẽ

1) + ẽ1T f̃2
)
dz +

� b

a
e1If

2
I dz +

� b

a
e2Ie

1
2dz

+
(
(c+ c̄) e11

)∣∣
a,b

TΣf2
∂ + e2∂

TΣ
(
e12
)∣∣

a,b
�	
�
���

%����� ����� ���� ��� ��#������ �� DI � ��� ��������� ẽ1 ��� e1I ��� �� ������ ������


�������� ��� �� ������ e11 = 0� e12 = 0� e1I = 0 ��� e1c̄ = 0
 "�� ��� �������� ������� �������

��& P =
� b
a e1cf

2
c dz ��� ��� ��������� ���� �� �������� ��� ��� e1c � ������� ��� ��������& f2

c = 0.

'� �������� ��� ������� f2
c̄ = 0.

�	
����� ��� �� ������ e12 = 0 � e1I = 0 ��� e11(a) = e12(b) = 0� ����� ����� ��� ��#������ ��

f2 �� ��� ������������ ��������� �� DI ��� �	
�
!	� ����  ��� �������� ����������� ��� ��������



��� �� ���� ��	
����
�� ��	����
�������� 	��
�� 
�������

������� �	��
	�

P =

� b

a

(
e22
(−d∗e11

)
+ e11f

2
1

)
dz

=

� b

a
e11
(−de22 + f2

1

)
dz �������

��	 ��������� ���� P ������	� ��� ��� e11 �	��	 �
���	� ���� � f
2
1 = de22 �

�������� �	� �� �����	 e11 = 0 � e1I = 0 ��� e11(a) = e12(b) = 0� ��	�� ����� ��	 �	������� ��

f1 �� ��	 �����������	 �	������� �� DI ��� ������  ��� !	�� �������� ����������� ��	 �����	��

������� �	��
	�

P =

� b

a

(
e21
(
de12
)
+ e12f

2
2 + e12e

2
I

)
dz

=

� b

a
e12
(
d∗e21 + f2

2 + e2I
)
dz �������

��	 ��������� ���� P ������	� ��� ��� e12 �	��	 �
���	� ���� � f
2
2 = −d∗e21 − e2I �

�	
������ �	� �� �����	 ẽ11 = 0 � ẽ12 = 0� ��	�� ����� ��	 �	������� �� fI �� ��	 �����������	

�	������� �� DI � ��	 �����	�� ������� �	��
	�

P =

� b

a

(−e1Ie
2
2 + f2

I e
1
I

)
dz

=

� b

a
e1I
(−e22 + f2

I

)
dz �����"�

��	 ��������� ���� P ������	� ��� ��� e1I �	��	 �
���	� ���� � f
2
I = e22�

������ �	� �� �����	 e1I = 0� ��	�� ����� ��	 �����������	 �	������� �� DI � ��	 ��	�������

	��������	� �	������� �� f2
1 � f

2
2 ��� f2

I � ��	 �	������ ������� ��	 �����	�� ������� �	��
	�

P =
� b
a

(
e21de

1
2 + e22 (−d∗) e11

)
dz +

� b
a

(
e11de

2
2 + e12 (−d∗) e21

)
dz

+
(
(c+ c̄) e11

)∣∣
a,b

TΣf2
∂ + e2∂

TΣ
(
e12
)∣∣

a,b

= − [(c+ c̄)e11e
2
2

]b
a
− [(c+ c̄)e21e

1
2

]b
a

(
(c+ c̄) e11

)∣∣
a,b

TΣf2
∂ + e2∂

TΣ
(
e12
)∣∣

a,b

��	 ��������� ���� P ������	� ��� ��� e11(a) ��� e12(b) �	��	 �
���	� ��	 �������� ����

�������	� ���

(
f2
∂

e2∂

)
=

(
0 1

(c+ c̄) 0

)(
e21

e22

)∣∣
a,b

#�
������ ��	 �����������	 �	������� �� ��	 $���� ��������	 DI �	��	� �� ����%��  ���

��	 ���
	��	� &�
�������� ����	
 �����%�� ��	 
�� 	����� �		 ���� �� 
�� �	 	��� 	�  ���

� ���� &�
�������� ��������	�



���� ���� �	
�����	 �����
� ������� ������� 	 
���� �����	�� ���

��������� �� ��� ������	�
 ����	����� ���	��� �������� ��	� 	�� �������	�
 ��� �����

��� fI = e2 ��� �� 
� ��
 �� � ����
��� !��	�����	����� ���	�� ��	� ���!��	 	� 	�� "����

�	���	��� DI �� #

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

∂tx̃

fI

f∂

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
δx̃H (x̃)

eI

e∂

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠ ∈ DI $

����� ��� ����� ��	�
� x̃� ����� �� ��������� �� ��� ��	�
� 
� 	
������� ���������� 
� ��� 	
��

�������
� ���� ��������� �� ��� 	
�
� ���	��
�� 
� ��	� ������� ����
����� ���  �����
����

H (x̃)� ����� �� ������!�� �� ��� ��� 
� ���  �����
���� 
� ��	� ������� ����
����� ��� ���� 
�

�
�� ��������� (fI , eI) ��� �������	�
 ��	� 	�� ��	��%��� ��
 	�� !��� �% !��	 �������� (f∂ , e∂)

��� �������	�
 ��	� 	�� ����
��� �% 	�� �!�	�� 
����� [a, b]�

"� � 	
�������	� 
� ��� �
��� �����
���� ����	����� ��� ���������  �����
���� ������

�����#$� ���� ��� 	
�%������ &
� �������� fI = e2� ������� ��� �
��
���� �
��� �����	�

������
�'

d
dtH(x) = eT∂ Σ f∂ +

� b
a eTI fI dz �����(��

)�������
��� �� ���  �����
����� H+ (x) ��� H+ (x) ��� �
����� ��
� ���
����� ���������

������ ��� ��������� ��
�������� *������ ����
��� ���  �����
���� 
� ��� ��������� ������

�����#$� �� ������ �� ��� ��
 	
�
� ���	��
��� ���� ��� ���������� 
� ��� ������ ���	�� ������	���

�
 ��� ��������� ��������
�� 
� ��������	�� �� �� ������ �
����� ��
� ���
��

+������ ����� �� �� 	
������ ������� 	
�
� ���	��
�� ���	� ��� �
�  �������� ���	��
��� 	��

��	��%��� �� ��� ��� 
� ��
 �� 	�� ���	����	� ��
 
�����	����	� �����!	��� �� 	�� 	�� �&��	

��������� ,�� �
�� ��������� (fI , eI) ��� 
��	����	�
 ��������� 
� ��� 	
������ �
���� (a, b)

��� ���	� ��� �
� ��� ������	��
� �� ��� �
��� �������	� 
� ��� �-
�� ��������� �� �
� ������	�

�� �����$$�� *� ��� 	
�
� ���	��
�� ��� ������	��� �
  �������� ���	��
�� ���� ��� �
��� ��&
�

�� ��� �������	� ��������� �� ��� �
��� �����	� ������
� �����(�� ������� 
��� 
� ��� ������


� ��� �-
�� ��������� �� ��� �������	�
� b

a
eTI fI dz = −e1

(
0−
)
e2
(
0+
)
+ e1

(
0−
)
e2
(
0+
)

���
����� ��� ���� ��������� �� �� �����$(��

��� ���� �	
�����	 �����
� ������� ������� 	 
���� �����

�	��

*� ���� ��	��
� �� ����� 	
������ ��� ��
���� 
� ��
 ������� 
� ��
 	
��������
� ���� ���	�

��� 	
����� ���
��� � ������ �������	�� .� ����� ���
�� �� l (t) ��� ������������ �
����
�


� ��� �������	� �� ��� �������� ]a, b[ ��� ��� ���
	��� �� l̇ (t) = dl
dt � *� ��� ������	� �� �����

��
� �
� ��� �
�������
� �� � �
��� �����
���� ������� 
� 	
�
����� � ��� �� �/������

�
 � �
���� �������	�� ,
 ���� ��� �� ����� 	
������ ��� ���
	��� l̇ (t) 
� ������	����� 
�

��� �������	� �� �� ������ "���� �
��������� ��� 	
��������
� ���� �� ��� 	��� 
� � �
����



��� �� ���� ��	
����
�� ��	����
�������� 	��
�� 
�������

���������	 
� ��
 ���� ���� ���� � � ��� ���������� ������ ������� �� ��������� ���

������ � ������� � 
��� �� ����� ������� ��� � ��������� ��� �������� � l̇ (t)� �������	


� ����� ����� � ����� � ����� ��������� 
��� ��������� ��������� �� ������� 
��� ���

������ ������� � �
 ����� �� ���������� ������ � ������

����� �����	
 
������� ��� ������ ��
���	


 � � ����!������� ������ l (t) � ��� ��������� ��� ������� ������ � ��� �
 ����������

��� ��� ��������� [a, l(t)[ ��� ]l(t), b]� "�� �
 ��� ��������	 ��� �������������� �������� �

��� ������	 ������ �
 � ��� ������ � ��� ��������� #

cl(t)(z, t) =

{
1 z ∈ [a, l (t) [

0 z ∈ [l (t) , b]
$%�&�'(

���

c̄l(t)(z, t) =

{
1 z ∈]l (t) , b]
0 z ∈ [a, l (t)]

$%�&�)(

*� ��� �� ���� ����������� ���� ����� ��� ��������	 ��������� � ��� ������ � ���

��������� l (t)	 ��� ��� ��� ������� � ��� ���������� ��
�	 ������ ��� �������� �+������

��������� � ��� ������� l̇ (t) � ��� ���������

∂tc(z, t) = −l̇ (t) ∂zc(z, t) ��� ∂tc̄(z, t) = −l̇ (t) ∂z c̄(z, t) $%�&�&(


��� ������� ��������

c(z, 0) = cl(0)(z, t) ��� c̄(z, 0) = c̄l(0)(z, t) $%�&�,(

��� ��������� ������� ���������

"�� ����� ���������	 ��� -�� ��������� ��� ��� ������ ������� ��� �� ������ ��������

� ��� ��������� $%�)�'%(	 $%�)�'.( ��� $%�)�).(� /
 ��� � ��� ����� ���������	 ��� �������

�+������ � �������� [a′, b′] 
��� a ≤ a′ < l (t) < b′ ≤ b ��������� ��� ���������	 
��� �������

�� ��������� ����	 ��������� � ��� ������� l̇ (t) � ��� ����������

�������� ����� 	
� ��	����	� � 	
� ���	 e2 �� ��� ��������� �� l(t) $� �+���������� �

��� -�� �������� N1 (	 ��� ���������� ��
 ��������� � ��� �������� x1 ������

d
dt

� b′
a′ x1(z, t) dz = d

dt

� l(t)
a′ x1(z, t) dz +

d
dt

� b′
l(t) x1(z, t) dz

=
� l(t)
a′ ∂t x1(z, t) dz +

� b′
l(t) ∂t x1(z, t) dz

+l̇ (t) [x−1 (l(t), t)− x+1 (l(t), t)]

=
� b′
a′ d0N1(x, cl, c̄l) dz + l̇ (t) [x−1 (l(t), t)− x+1 (l(t), t)]

= −N1(a
′, t) +N1(b

′, t) + l̇ (t) [x−1 (l(t), t)− x+1 (l(t), t)]

= −e2(a
′, t) + e2(b

′, t) + l̇ (t) [x−1 (l(t), t)− x+1 (l(t), t)]

$%�&�0(

��� ��� ���� ��������� ������

∂t x1 = d0N1(x, cl, c̄l) + l̇ (t) [c x1∂zc+ c̄ x1∂z c̄] $%�&�%(



���� ���� �	
�����	 �����
� ������� ������� 	 
���� �����	�� ���

�������� ����� � 	�
��������� �� ��� ����� �������� e1 ��� �����	
���
 �� ��� ��� �	��	�
�

N2�� ��� �������	���� 
	� 	�����	��� �� ��� �	��	�
� x2 �������� �� 	 ����
	� �	 	� 	����

d
dt

� b′
a′ x2(z, t) =

� b′
a′ {−d∗

0N2(x, cl, c̄l)− eI} dz + l̇ (t) [x−2 (l(t), t)− x+2 (l(t), t)]

=
� b′
a′ {(d0 − [(∂z cl)− (∂z c̄l)]) N2(x, cl, c̄l)− eI} dz

+l̇ (t) [x−2 (l(t), t)− x+2 (l(t), t)]

= −N−
2 (a′, t) +N+

2 (b′, t) + eI (l(t)) + l̇ (t) [x−2 (l(t), t)− x+2 (l(t), t)]

= −e2(a
′, t) + e2(b

′, t)− eI (l(t)) + l̇ (t) [x−2 (l(t), t)− x+2 (l(t), t)]

�������
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∂t x2 = −d∗
0N2(x, cl, c̄l)− eI + l̇ (t) [c x2∂zc+ c̄ x2∂z c̄] �������
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 �� ��� ��
����� ��� �	 �� �������

�� ��	�� �&	�� ����

∂t

⎛⎜⎜⎝
x

c

c̄

⎞⎟⎟⎠ = Ja

⎛⎜⎜⎝
δxH (x, c, c̄)

δcH (x, c, c̄)

δc̄H (x, c, c̄)

⎞⎟⎟⎠+ IeI + l̇ (t)

⎛⎜⎜⎝
c x c̄ x

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎠ ∂z

(
c

c̄

)
�����'�

���� I ��%��� �� ���#��#��

���� ��%��� 	� ��&�� �	& 	�����	��� ���� ��� ��&�� l̇ (t)� ��
���� �� ��� ������	��� 	�

��

���

G (x, c, c̄) =

⎛⎜⎜⎝
c x c̄ x

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎠ ∂z

(
c

c̄

)
�����$(�

)�� �	 ��%�� ���� ��� ��������	 ���� el �

el =

� b

a
δx̃H (x̃)T G (x, c, c̄) dz

����� �	 	
�� �� ��%��� 	� ��� &	���� 

el =
〈
G
(
Tx, c, c̄

)∣∣ , δx̃H (x̃)
〉
=

� b

a
δx̃H (x̃)T G (x, c, c̄) dz �����$$�
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(
x1

x2

)
�� ��� 
������ 	����� [a, b] � z ��	 �� ��������� ����

��� ���� �������� l̇ ����� ����
�
 ��� ��������� �� ��� ����� �������� e2 ��	 �����
 ��� ���
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DM =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f̃

fI

el

f∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ẽ

eI

l̇

e∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ F × E /

⎛⎜⎜⎝
f̃

fI

−el

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
Ja I G (x, c, c̄)

−IT 0 0

− 〈GT (x, c, c̄)
∣∣ 0 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

ẽ

eI

l̇

⎞⎟⎟⎠

and

(
f∂

e∂

)
=

(
0 1

(c+ c̄) 0

)(
e1

e2

)
a,b

⎫⎬⎭

��������

���� ��� ��� �	
�	��� f̃ = (f1, f2, fc, fc̄)
T 	� ��� ���
� �	
�	���

ẽ = (e1, e2, ec, ec̄)
T 	�����	��� ���� ��� ������� ��	�� ��������� ��� ����
���	� ���
	��
 Ja

����� � ��������� ��� ���
	��
� d � 
���� d∗ ����� � ��������� 
���� ��������� ��� ���� 

�����
 I ����� � ��������� ��� ����  	� G ����� � �����!"� 	� ��� 	�#���
〈
GT
∣∣ �

�����!!� 	� ��� ��	�� B = F × E ���� F = L2 ((a, b) ,R)5 × R × R
9 	� E = �� d∗ ×

�� d× L2 ((a, b) ,R)3 × R× R
9 ������ ���� ��� �	�
�$

〈⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f̃

fI

el

f∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ẽ

eI

l̇

e∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
〉

=
� b
a ẽT f̃ dz +

� b
a eI

T fI dz + eT∂Σf∂ − el l̇ ��������

���� eT∂Σf∂ = e∂(a)f∂(a)− e∂(b)f∂(b)� ����� 	 %�
	� ��
����
��

&
��'� ��� �� ���� ��	
 ��� ��	��	� �	�����	� DM ⊂ D⊥
M �

�	
��	

f̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f̃

fI

el

f∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� ��	 ����
� �������� ��

〈
ê, f̂
〉
� ��	
 ��	 �������� ��
�����
 �� �����	


〈〈(f̂1, ê1), (f̂2, ê2)〉〉 =
〈
ê1, f̂2

〉
+
〈
ê2, f̂1

〉
= 0 ∀((f̂1, ê1), (f̂2, ê2) ⊂ DM

���� �	��	�� �� ��	 ����
	� ������� ������	� ���� ��	 ����
� �������� �� �
 
 	�����	
�

�� 〈
ê, f̂
〉
= 0 ∀(f̂ , ê) ∈ DM
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��� �� ����� �	
���� ��� �����〈
ê, f̂
〉

=
� b
a ẽT f̃ dz +

� b
a eI

T fI dz + eT∂Σf∂ − el l̇

=
� b
a ẽT (Jaẽ+ I eI +G l̇) dz +

� b
a eI

T
(−IT ẽ

)
dz + e∂

TΣf∂

−
(� b

a ẽT Gdz
)
l̇

=
(� b

a eI
T IT ẽdz +

� b
a eI

T
(−IT ẽ

)
dz
)
+
(� b

a ẽTJaẽ dz + e∂
TΣf∂

)
+
� b
a ẽTG l̇ dz −

(� b
a ẽT Gdz

)
l̇

= 0

��������

���� ��� �����	� 	� ��� �	������ �	����������� f∂ ��� e∂ �

��� �� ��� 	
��� ��� ������
�	� �������� D⊥
M ⊂ DM � ��� �
	���� �	 ��	���

���� � (f̂2, ê2) ∈ B ������� ∀(f̂1, ê1) ∈ DM ; 〈〈(f̂1, ê1), (f̂2, ê2)〉〉 = 0 ���� (f̂2, ê2) ∈ DM �

������	�� ��� �� �	
���� ��� ������ ��	���� �������� ����
�� ���� (f̂1, ê1) ∈ DM �

Pe =

� b

a

(
ẽ2T (Jaẽ

1 + I e1I +G l̇1) + ẽ1T f̃2
)
dz

+

� b

a
e1If

2
I dz +

� b

a
e2Ie

1
2dz ������!�

+
(
(c+ c̄) e11

)∣∣
a,b

TΣf2
∂ + e2∂

TΣ
(
e12
)∣∣

a,b
��������

+

� b

a

[
(∂z c) e

1
c + (∂z c̄) e

1
c̄

]
f2
c dz +

� b

a
e2c

(
−l̇1
)
dz ������"�

−
(� b

a
GT (x, c, c̄) ẽ1 dz

)
l̇2 − e2l l̇

1 ������#�

$�
�� ���� ��	
 ��� �����	� 	� DM  ��� �������� ẽ1  e1I ��� l̇1 
�� �� ��	��� �������

�� � ���� ������	
� ����� l̇1 = 0� ���� ��� �	%�� ��	���� ���	
��

Pe =

� b

a

(
ẽ2T (Jaẽ

1 + I e1I) + ẽ1T f̃2
)
dz

+

� b

a
e1If

2
I dz +

� b

a
e2Ie

1
2dz ������&�

+
(
(c+ c̄) e11

)∣∣
a,b

TΣf2
∂ + e2∂

TΣ
(
e12
)∣∣

a,b
�����'(�

+

� b

a

[
(∂z c) e

1
c + (∂z c̄) e

1
c̄

]
f2
c dz �����'��

−
(� b

a
GT (x, c, c̄) ẽ1 dz

)
l̇2 �����''�
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����� ���	
�� ��� �� ��		�� e11 = 0� e12 = 0� e1I = 0 
�� e1c̄ = 0 ����� ��� ������
� ��	����

������� �	�

Pe =

� b

a
e1cf

2
c dz −

(� b

a
−∂zc e

1
c dz

)
l̇2 =

� b

a

(
f2
c + l̇2∂zc

)
e1c dz


�� ��� �	�����	� ��
� �� �
������ �	� 
�� e1c � ������� ��� ���
��	��

f2
c + l̇2∂zc = 0.

�� �������� 	�� 	��
��� f2
c̄ + l̇2∂z c̄ = 0.

�����
�� ��� �� ��		�� e12 = 0 � e1I = 0 
�� e11(a) = e12(b) = 0� ����� ����� ��� ���������

���
������� ��� �������	� 	� f2 	� ��� �	���������� ���
��	�� 	� DM 
�� ����� !��� "��	

�	���
�� �	�����	��� ��� ������
� ��	���� ���	���

Pe =

� b

a

(
e22
(−d∗e11

)
+ e11f

2
1

)
dz −

(� b

a
(cx1∂zc+ c̄x1∂z c̄) e

1
1 dz

)
l̇2

=

� b

a
e11
(−de22 + f2

1 − (cx1∂zc+ c̄x1∂z c̄)
)
dz ����� 

��� �	�����	� ��
� Pe �
������ �	� 
�� e11 ����� ������� ��
� �

f2
1 = de22 + (cx1∂zc+ c̄x1∂z c̄)

�����
�� ��� �� ��		�� e11 = 0� e1I = 0 
�� e11(a) = e12(b) = 0� ����� ����� ��� ���������

������� ���
������ 
�� ��� �������	� 	� f1 	� ��� �	���������� ���
��	�� 	� DM 
�� ����� 

!��� "��	 �	���
�� �	�����	��� ��� ������
� ��	���� ���	���

Pe =

� b

a

(
e21
(
de12
)
+ e12f

2
2 + e12e

2
I

)
dz −

(� b

a
(cx2∂zc+ c̄x2∂z c̄) e

1
2 dz

)
l̇2

=

� b

a
e12

(
d∗e21 + f2

2 + e2I − (cx2∂zc+ c̄x2∂z c̄) l̇
2
)
dz ����# 

��� �	�����	� ��
� Pe �
������ �	� 
�� e12 ����� ������� ��
� �

f2
2 = −d∗e21 − e2I + (cx2∂zc+ c̄x2∂z c̄) l̇

2

����	�
�� ��� �� ��		�� ẽ11 = 0� ẽ12 = 0� ����� ����� ��� �������	� 	� fI 	� ��� �	����������

���
��	�� 	� DM � ��� ������
� ��	���� ���	���

Pe =

� b

a

(−e1Ie
2
2 + f2

I e
1
I

)
dz

=

� b

a
e1I
(−e22 + f2

I

)
dz ����$ 

��� �	�����	� ��
� Pe �
������ �	� 
�� e1I ����� ������� ��
�� f2
I = e22

���	�� ��� �� ��		�� e1I = 0� ����� ����� ��� �	���������� ���
��	�� 	� DI � ��� �����	����

���
������� ���
��	�� 	� f2
1 � f

2
2 
�� f2

I � ��� ���
��	� ����� � ��� ������
� ��	���� ���	���

P =
� b
a

(
e21de

1
2 + e22 (−d∗) e11

)
dz +

� b
a

(
e11de

2
2 + e12 (−d∗) e21

)
dz

+
(
(c+ c̄) e11

)∣∣
a,b

TΣf2
∂ + e2∂

TΣ
(
e12
)∣∣

a,b

= − [(c+ c̄)e11e
2
2

]b
a
− [(c+ c̄)e21e

1
2

]b
a(

(c+ c̄) e11
)∣∣

a,b
TΣf2

∂ + e2∂
TΣ
(
e12
)∣∣

a,b
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	 Pe �
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(
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∂

e2∂

)
=

(
0 1

(c+ c̄) 0

)(
e21

e22

)
a,b
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Pe =

� b

a

(
ẽ2TG l̇1

)
dz +

(
−e2l l̇

1
)

=

(� b

a
ẽ2TGdz − e2l

)
l̇1 ��������
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	 Pe �
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��	��
�� ��	� ������	� l̇ �
� �� �����
	�� 
� 
 ���	"#
���	���
� ���	���

����		
�� �� ��� ������	�
 ����	����� ���	��� ������� ��	� 	�� �������	�
 ��	������ ���

������� fI = e2 ��
 �������	�
 ������� el 	� 	�� ��	������ �����	�� 
� ��
 �� �����!!�� ���

�� 
� ��
 �� � ����
��� "��	#����	����� ���	�� ��	� ���"��	 	� 	�� $���� �	���	��� DM ��⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂tx̃

fI

el

f∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
δx̃H
eI

l̇

e∂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ DM ������$�

����� 	�� �	�	� ���	�� x̃� 
� ��
 �� ���%�%��� �� 	�� ���	�� �� ��������
 &���	�	��� �� 	��

��������	��� ��� ������	�
 �� 	�� ���� ����	���� �� ���� �"�	�� ���
������ 	�� ����	�����

H (x̃)� 
� ��
 �� ���%�%'�� �� 	�� ��� �� 	�� ����	����� �� ���� �"�	�� ���
������ 	�� "���

�� "��	 �������� (fI , eI) ��� �������	�
 ��	� 	�� ��( �������� �	 	�� ��	������� 	�� "��� ��

"��	 �������� (l, el) ��� �������	�
 ��	� 	�� 
��"������	 �� 	�� ��	������ ��
 	�� "��� �� "��	

�������� (f∂ , e∂) ��� �������	�
 ��	� 	�� ����
��� �� 	�� �"�	�� 
����� [a, b]� ��� "���� ��

"��	 �������� (f c
∂ , e

c
∂) ������ 	�� "���� "��
��	 �������	�
 ��	� 	�� 	����"��	 �&��	���� �� 	��

���� ����	�����
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�
��� ���
	��� �� 	�� #
���	���
� �� &��

d
dtH(x) = e∂ Σ f∂ +

� b
a eTI fI dz + l̇ el ������'�
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dH
dt = e∂ Σ f∂

+e1 (l
−) e2 (l+)− e1 (l

−) e2 (l+)− l̇ el
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