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Chapitre 1

Introduction

Les automates cellulaires sont le fruit d’une collaboration entre J. von Neu-
mann et S. Ulam dans le milieu des années 50 [vN66|. Initialement congus dans le
but d’étudier les mécanismes d’auto-reproduction, ils sont constitués d’une infinité
d’éléments simples, appelés cellules, disposés réguliérement dans un espace qui peut
étre a une ou plusieurs dimensions. Les cellules ne disposent que d’une mémoire finie
représentée par un état et évoluent de maniére synchrone en fonction des états de
leurs voisines selon une régle commune.

La simplicité mathématique des automates cellulaires, pourtant capables de pro-
duire des comportements complexes et difficiles a prévoir, en fait rapidement un
modele privilégié pour I'é¢tude de nombreux phénoménes dans des disciplines aussi
diverses que la physique [Den88, Tof84], la biologie |[EE93|, 'urbanisme [RNSL96]
ou I’épidémiologie [Whi07].

C’est a la fin des années 60 que ce modéele commence a étre plus formellement
étudié grace notamment a deux résultats majeurs. Le premier est di & G. Hedlund
[Hed69] qui donne une caractérisation purement topologique des automates cellu-
laires en tant que fonctions agissant sur ’espace des configurations, ouvrant ainsi
la voie & une analyse mathématique des automates cellulaires en tant que systémes
dynamiques discrets. Le second résultat est di a A. R. Smith III qui montre que les
automates cellulaires en une dimension (les cellules étant disposées sur une ligne)
sont capables de simuler le fonctionnement d’une machine de Turing [Smi71]. Ce
résultat permet de démarrer une étude de la puissance de calcul des automates cel-
lulaires, en les comparant notamment aux modéles existants (machines de Turing,
machines RAM, circuits, etc.) dans le but de comprendre le gain apporté par le
parallélisme massif.

C’est dans ce deuxiéme axe de recherche, qui s’intéresse aux automates cellulaires
en tant que modeles de calcul paralléle, que s’inscrivent les travaux de cette these.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Résultats antérieurs

La plupart des travaux dans ce domaine s’intéressent aux automates cellulaires
unidimensionnels d'une part parce que l’espace des cellules peut ainsi étre immé-
diatement assimilé aux rubans des machines de Turing ce qui permet de comparer
les deux modeéles sur des entrées et sorties identiques et d’autre part parce que la
théorie de la calculabilité passe en général par des codages a 1’aide de mots finis
unidimensionnels.

Les travaux de A. R. Smith III montrent que tout calcul effectué par une machine
de Turing a un ou plusieurs rubans peut étre réalisé par un automate cellulaire
unidimensionnel en un temps identique et en utilisant le méme espace de calcul.
A linverse, on peut remarquer quun calcul effectué par un automate cellulaire
en temps f et espace g peut étre réalisé par une machine de Turing & un ruban en
temps fg et espace g, par « balayages » de I’espace de calcul. Bien que ces remarques
laissent penser qu’il existe de nombreux problémes sur lesquels le parallélisme des
automates cellulaires apporte un gain de temps important (d'un facteur égal a la
taille de l'espace utilisé), il est trés difficile d’obtenir de tels résultats qui reviennent
a prouver des bornes inférieures de complexité. Une exception notable concerne les
classes de langages reconnus en temps réel, c¢’est-a-dire le temps le plus court tel
que le résultat du calcul ait pu dépendre de toutes les lettres du mot en entrée.
F. Hennie a en effet montré que dans le cas des machines de Turing & un ruban les
langages reconnus en temps réel sont les mémes que ceux reconnus en temps linéaire
et qu'ils sont rationnels [Hen65|, tandis que A. Rosenberg a montré 'existence d’'un
langage reconnu en temps linéaire par une machine de Turing & plusieurs rubans qui
n’était pas reconnu en temps réel sur ce méme modeéle [Ros67]. Ces deux résultats
permettent de déterminer que les automates cellulaires reconnaissent strictement
plus de langages que les machines de Turing en temps réel.

En dehors des comparaisons avec les autres modéles de calcul, plusieurs tra-
vaux s’intéressent aux relations entre les différentes classes de complexité purement
cellulaires. Ici encore les classes correspondant au temps réel et au temps linéaire
sont particulierement étudiées, souvent dans le but d’avancer sur la résolution d’une
question ouverte depuis 1972 consistant & déterminer si ces deux classes sont égales
pour les automates cellulaires unidimensionnels [Smi72|. Un des résultats les plus
significatifs dans cette direction, dit & O. Ibarra et T. Jiang, montre que ces classes
sont égales si et seulement si la classe des langages reconnus en temps réel est close
par retournement de U'entrée (miroir) [IJ88].

Toujours en une dimension, deux voisinages ont été particulierement considé-
rés : le voisinage bidirectionnel « usuel » permettant aux cellules de 'automate de
tenir compte des états de leurs voisines dans chacune des deux directions lors des
transitions, et le voisinage unidirectionnel selon lequel les cellules n’ont accés qu’a
I’état de leur voisine dans une seule direction. O. Ibarra et T. Jiang ont par exemple
montré que tout langage reconnu en temps linéaire par un automate cellulaire bidi-
rectionnel était également reconnu par un automate cellulaire unidirectionnel [IJ8§]



tandis que C. Choffrut et K. Culik ont montré que tout langage reconnu en temps
réel par un automate cellulaire bidimensionnel était reconnu en temps linéaire par
un automate unidirectionnel mais que les automates unidirectionnels étaient stricte-
ment plus faibles que les automates bidirectionnels en temps réel [CC84]. V. Poupet
a toutefois montré que la diversité des voisinages en une dimension se réduisait a
ces seules deux classes [Pou05|, tout voisinage étant équivalent au voisinage usuel
s’il s’étend dans les deux directions et au voisinage unidirectionnel sinon.

Enfin, pour compléter ’étude des classes de complexité sur les automates cellu-
laires unidimensionnels, quelques techniques de nature algorithmique ont été déve-
loppées. En particulier, comme pour les machines de Turing, des théorémes d’accé-
lération linéaire et constante ont été établis en reprenant les idées des constructions
utilisées sur les autres modeéles de calcul [MR92|, mais également des techniques
purement paralléles n’ayant pas d’équivalent sur les modeéles séquentiels comme la
synchronisation de cellules (ligne de fusiliers) [Maz86, Maz96].

En paralléle de ces travaux en une dimension, certaines études ont également
été menées sur les automates cellulaires en deux dimensions ou plus. Si les auto-
mates cellulaires en deux dimensions pouvaient sembler irréalisables en pratique il y
a quelques décennies, la miniaturisation et la baisse des coftits de production des pro-
cesseurs ont permis le développement rapide du calcul paralléle. Bien qu’imaginés un
demi-siécle plus tot, les automates cellulaires bidimensionnels sont aujourd’hui un
excellent modele théorique pour I'analyse des possibilités d’objets tels que les Field-
programmable gate array (FPGA) [PG99, KMHO1| ou les applications de calcul
générique sur processeurs graphiques (GPGPU) [BCO7, FNI17, PA08| qui disposent
de milliers d’éléments de calcul disposés réguliéerement sur une grille plane.

En deux dimensions la situation est toutefois sensiblement plus complexe. Au
cours d’un calcul les informations peuvent se déplacer dans toutes les directions et
il peut étre difficile d’assurer que deux informations se rencontrent. Le choix du
voisinage utilisé, qui définit directement le graphe de communication des cellules,
influe donc fortement sur les possibilités algorithmiques de 'automate en ce qui
concerne les classes de faible complexité ot les déplacements d’information doivent
étre faits de maniére optimale.

La plupart des travaux sur les automates cellulaires en deux dimensions concernent
les automates fonctionnant sur les voisinages de von Neumann (quatre plus proches
voisines) ou de Moore (huit plus proches voisines). Ces voisinages représentent tous
les deux des extensions naturelles en deux dimensions du voisinage usuel unidimen-
sionnel. Une grande partie des constructions employées en une dimension se généra-
lise donc assez facilement aux automates fonctionnant sur ces voisinages, comme par
exemple 'accélération constante et I'accélération linéaire |Ter04]. Il faut noter tou-
tefois que l'accélération constante est obtenue de maniére trés différente sur ces deux
voisinages, chaque technique pouvant étre vue comme une extension de la technique
utilisée en une dimension.

Il existe cependant aussi des résultats en deux dimensions qui dépassent ceux
disponibles en une dimension. En effet V. Terrier est parvenue & montrer que les
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classes du temps linéaire et du temps réel sont différentes lorsqu’on considére les
automates fonctionnant avec le voisinage de Moore |Ter99|. Elle a ensuite étendu
ce résultat a une classe plus large de voisinages, mais sans toutefois réussir a in-
clure le voisinage de von Neumann [Ter04]. L’étude des autres voisinages reste trés
incompléte mais on peut néanmoins noter des résultats encourageants comme un
théoreme de M. Delacourt et V. Poupet [DP07| qui apporte une premiére notion
d’équivalence entre certains voisinages en deux dimensions. Les théorémes d’accélé-
ration constante et linéaire ont aussi été étendus a des familles de voisinages sans
toutefois parvenir a une généralisation compléte [Ter04].

Organisation du mémoire

Mes travaux s’inscrivent directement a la suite de ces résultats et sont organisés
en six chapitres. Le chapitre 2 pose les définitions formelles liées aux automates
cellulaires et a la reconnaissance de langages. Le chapitre 3 présente des construc-
tions classiques ainsi que deux résultats inspirés de constructions existantes mais
néanmoins propres a cette thése. Ces constructions sont essentielles pour permettre
au lecteur de se familiariser avec l'algorithmique des automates cellulaires et pour
simplifier de nombreuses démonstrations dans le reste du mémoire.

Le quatrieme chapitre concerne les théoremes d’accélération. La premiére partie
comporte la preuve du théoréme d’accélération constante pour une classe restreinte
de voisinages qui ressemblent a celui de von Neumann. La deuxiéme partie est dédiée
a la preuve du théoréme d’accélération linéaire en deux dimension. Ce théoréme est
valable pour tous les voisinages et sa preuve nécessite I’emploi de nombreuses tech-
niques propres aux automates cellulaires. Comme pour les voisinages usuels, le but
est de compresser I’entrée de I'automate pour pouvoir ensuite calculer plus rapide-
ment. Avec un voisinage quelconque il est trés difficile de procéder & la compression
en temps optimal. C’est une méthode nouvelle d’approximation d’un voisinage qui
permet d’effectuer cette compression en perdant suffisamment peu de temps pour
aboutir au résultat escompté.

La suite du mémoire présente mes travaux sur les liens entre les différentes classes
de complexité usuelles en fonction des diverses variables du modéle, a savoir le
voisinage et la dimension. Nous présentons tout d’abord une version généralisée
d’un résultat de V. Terrier séparant les classes du temps réel et du temps linéaire
pour les automates bidimensionnels avec certains voisinages. Nous nous intéressons
ensuite a 'apport en terme de puissance de calcul, d'une dimension supplémentaire.
Notamment nous essayons de comparer la puissance des automates de dimension d
et (d+ 1) en terme de reconnaissance de langages de dimension d. Nous arrivons
d’ailleurs a conclure que cette différence de dimension apporte une différence de
puissance pour les dimensions supérieures a deux.

Je me suis ensuite concentré sur le temps réel en deux dimensions. Les résultats
suivants portent donc sur les différences apportées par le choix du voisinage sur
cette classe particuliere. J’exhibe dans un premier temps une classe de voisinages qui
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définissent chacun des classes de temps réel incomparables deux & deux. Je présente
ensuite une démonstration qu’une généralisation du voisinage de von Neumann était
possible, en gardant exactement la méme puissance de calcul. C’est enfin grace a
ce résultat que nous avons pu démontrer la supériorité stricte de ce voisinage par
rapport a une classe assez vaste de voisinages.

Enfin, quelques discussions sont proposées a propos de la légitimité de l'intérét
porté au temps réel. En effet, il est connu en dimension un que les langages recon-
naissables en moins de temps que le temps réel sont triviaux. Ce n’est cependant pas
le cas en dimension deux. Nous survolerons alors rapidement quelques propriétés de
ces classes tres restreintes.
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Chapitre 2

Définitions

2.1 Automate cellulaire

Un automate cellulaire est composé d’une infinité de cellules identiques, disposées
sur un graphe régulier qui dans ce manuscrit sera toujours la grille Z¢. Chacune
de ces cellules ne prendre qu'un nombre fini d’états, c’est-a-dire qu’elle ne dispose
que d’'une mémoire finie. De plus, chacune de ces cellules évolue en méme temps de
maniére discréte. A chaque étape du caleul, chaque cellule passe dans un nouvel état
déterminé par une unique fonction de transition qui s’applique a toutes les cellules.
Cette fonction est locale, c’est-a-dire que le nouvel état d’une cellule donnée ne
dépend que des états d’'un nombre fini de cellules voisines.

Définition 2.1. Un automate cellulaire est un quadruplet A = (d, Q,V,d) ot
— d est la dimension de [’automate ;
— @ est un ensemble fini d’états que les cellules de ’automate peuvent prendre ;
— YV est un sous-ensemble fini de Z¢ qu’on appelle voisinage ;
— 0: QY — Q est la fonction de transition locale de l'automate.

On appelle configuration d’'un automate A toute application € de Z? dans Q.
Cette application associe a chaque cellule ¢ € Z<¢ 1'état €(c) dans lequel elle se trouve.
Lors d'une étape de calcul de I'automate A cette cellule va passer dans un nouvel
¢tat en fonction des états des cellules dans son voisinage, noté V(c) et définit comme
suit :

Vie)=c+V={c+vlveV}

Le voisinage de la cellule ¢ constitue donc I'ensemble des cellules qu’elle peut
« voir », ce sont les cellules qui peuvent influer sur le prochain état de ¢. Concréte-
ment la cellule voit une restriction de la configuration € qu’on note comme suit :

Yy = Q
V¢(c):{ v o= Cletw)

13



14 CHAPITRE 2. DEFINITIONS

Cette cellule va donc passer dans I'état §(Ve(c)) lors de la prochaine étape de
temps. Ainsi on peut définir une fonction de transition globale de I'automate :

7zt — Q
A“):{ ¢ o (Veld))

Dans la suite du manuscrit, nous associerons souvent I’automate A et sa fonction
de transition globale A et, par abus de notation, nous noterons A cette fonction de
transition. On confondra aussi étape de calcul et étape de temps. Ainsi, la configu-
ration A4(¢) sera appelée successeur de la configuration € et, si cette derniére était
la configuration initiale de 'automate, on dira que A était dans la configuration €
au temps 0, A(€) au temps 1 et A*(€) au temps i.

2.2 Voisinages

En dimension d et étant donné un voisinage V, on utilisera les notations sui-
vantes :

Vee 74, VOe) {c}

VeeZd, Vi) = V(c) = {c+vjveV}
VECZ* V(E) = U.pVe) = {e+tvlec E,veV}
Vee Z3 k e N, VFl(c) = V(V¥e)

VEEN, VE o=  Vk0)

VkeZ, kY = {kfoeV)
V= = Uken v
X X
X X

FIGURE 2.1 — Le voisinage triangle Vr (a gauche), —Vr (a droite), Vr? (en bas a
gauche) et 2Vr.

L utilisation de la notation V¥ peut paraitre abusive puisqu’elle correspond &
ce qui est usuellement considéré comme la somme d’ensembles ( V¥ = Y + V).
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F1GURE 2.2 — Un voisinage en deux dimensions et l’enveloppe convexe associée. Le
point (0,0) est représenté par une croix, il est appelé origine et sera noté 0.

Ce choix est fait pour éviter toute ambiguité avec la notation k. qui correspond
exactement & une multiplication par un entier, mais pas & une somme de k termes.
La distinction entre ces deux notions est illustrée sur un exemple dans la figure 2.1.
De plus, le voisinage étant utilisé comme une fonction de Z¢ dans les parties de Z¢
il n’est pas choquant d’utiliser ce genre de notation pour designer les applications
successives de V.

Définition 2.2 (Proportion d’un point du voisinage). On appelle proportion d’un
vecteur (a,b) de Z* le rapport %.

2.2.1 Enveloppes convexes

Lors de I’'étude de I'impact du choix du voisinage sur la puissance de calcul
associée aux automates cellulaire, il est intéressant, et souvent plus pratique aussi,
de s’intéresser a la forme générale d’un voisinage plus qu’a sa composition exacte.
Pour cela nous allons introduire la notion d’enveloppe convexe :

Définition 2.3. L’enveloppe convexe d’un voisinage V = {vy, ..., v, }, notée CH(V)
(pour Convex Hull), est définie par :

=1

i=1

Cet ensemble correspond a toutes les combinaisons linéaires rationnelles des som-
mets de V. De ce fait il correspond a I’ensemble des vecteurs de déplacements pos-
sibles des informations au sein de l'automate. Bien que cette notion ne soit pas
encore trés claire, elle sera expliquée plus en détail prochainement et est au centre
de nombreux algorithmes proposés dans ce manuscrit. En particulier, on peut re-
marquer que cette enveloppe constitue un polyédre dont les sommets ont tous des
coordonnées entiéres. De plus, ces sommets sont des éléments du voisinages et par
abus de notation nous les appellerons les sommets du voisinage. Il est important de
noter que les autres points de ’enveloppe convexe, méme s’ils ont des coordonnées
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entiéres, ne sont pas nécessairement des éléments du voisinage. Les voisinages qui
contiennent tous ces points seront appelés convexes :

Définition 2.4. Un voisinage V est dit convexe si ¥V = CH(V) N Z<.

2.2.2 Complétude et symétries

Le voisinage correspondant aux moyens de communication dans l’automate, une
propriété importante est la possibilité pour toutes les cellules de communiquer entre
elles. En effet, si ’état d’une cellule ¢ a I'étape suivante dépend des états actuels
des cellules de V(c), une étape plus tard il dépendra des états des cellules de V?(c)
et ainsi de suite. Il est donc possible de définir une pseudo distance entre deux
cellule en fonction du voisinage. Il est important de remarquer qu’avec un voisinage
qui n’est pas symétrique, la « distance » entre deux cellules n’est pas forcément la
méme dans les deux sens. On peut aussi se demander s’il existe des cellules qui ne
sont pas a une distance finie 'une de 'autre, c’est-a-dire des cellules qui ne peuvent
pas communiquer entre elles. Lorsque l'on s’intéresse a l'algorithmique réalisable
avec des automates cellulaires, il est plus pratique de considérer des voisinages qui
permettent a chaque cellule d’agir sur toutes les autres. Ces voisinages sont appelés
complets :

Définition 2.5. Un voisinage V est dit complet si V> = Z4.

Parmi ces voisinages qui permettent a toutes les cellules de communiquer avec
toutes les autres, on peut naturellement s’intéresser a ceux qui permettent une com-
munication aussi efficace dans un sens que dans 'autre.

Définition 2.6. Un voisinage V est dit symétrique si —V =V, c’est-a-dire s’il est
symétrique par rapport a l’origine. De plus on dit que V' est fortement symétrique si
V = {((=1)Przy, (=1)P2a9, ..., (=1)Pixy) | (x1,...,24) € V,(p1,...,pa) € {0,1}},
avec d la dimension du voisinage. Cette définition signifie que la donnée des points
de coordonnées positives suffit a définir tout le voisinage.

Dans ce manuscrit nous considérerons qu'une cellule est toujours capable de se
voir elle-méme et donc que tous les voisinages contiennent le point (0,0). De plus
la plupart des résultats que nous démontrerons concernent les voisinages complets.
En deux dimensions, deux voisinages bénéficient d’une attention toute particuliére
et ont été longuement étudiés dans la littérature :

Définition 2.7. Le voisinage de von Neumann est le voisinage V,n des quatre plus
proches voisins (en plus de la cellule elle méme) :

Von = {(070)7 <_170)7 (07 _1)a (17 O)? (07 1)}

Le voisinage de Moore est le voisinage Vy; des huit plus proches voisins :
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VM = {(07())7 (_17())7 (07 _1)7 (170)7 (07 1)? (17 1)7 (_17 1)7 (17 _1)7 <_17 _1>}

Ces deux voisinages sont illustrés sur la figure 2.3.

FIGURE 2.3 — Le voisinage de von Neumann & gauche et celui de Moore a droite

On peut remarquer d’ailleurs que ces deux voisinages sont complets, fortement
symétriques et convexes.

2.3 Reconnaissance de langages

Afin d’étudier les automates cellulaire en tant que modeéle de calcul, ce manuscrit
traite principalement de la reconnaissance de langage avec ces automates. Puisque les
automates cellulaires permettent de travailler en plusieurs dimensions, les langages
considérés dans ce manuscrit seront eux aussi multidimensionnels. Le premier choix
nécessaire pour définir la reconnaissance est celui de la maniére dont on donne un
mot en entrée a un automate cellulaire. Une solution communément utilisée est
celle d’écrire le mot avec les états de 'automate cellulaire, dans une partie finie
de l'automate, en complétant la configuration avec un état particulier qu’on note
habituellement # et qu’on considére quiescent, c’est-a-dire qu’une cellule dans cet

état ne changera pas d’état si toutes les cellules de son voisinage sont aussi dans
Iétat #.

Définition 2.8 (Ensemble des mots de dimension d). On note ©* lensemble des
mots finis de dimension d sur l’alphabet 3.

Définition 2.9 (Proportion d’un mot). On appelle proportion d’un mot w € 3? de
taille (n x m) le rapport -

Définition 2.10 (Ecriture d’un mot). Etant donné un mot w € X' de taille
(ny,n9,...,nq), on définit €, la configuration associée a w comme suit :

w(ry, To,...,T stxy € |0,ng —1),..., 24 € |0,ng — 1
Cw(:vl,:cg,...,xd)—{ (1, 22 a) 1 € [0,ny — 1] d € [0,n4 — 1]

B # S1Non.
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Comme pour les automates finis, le mot sera considéré comme accepté si 'au-
tomate entre dans un état d’acceptation. Cependant, le caractére massivement pa-
rallele des automates cellulaires se préte mal a cette notion d’acceptation. Aussi il
est généralement choisi de considérer une cellule particuliere qui décidera de 1'ac-
ceptation du mot. Avec ces considérations, il est possible de définir deux notions de
reconnaissance :

Définition 2.11 (Reconnaissance forte). On dit qu’un automate cellulaire A =
(d, QU {qa,q,},V,0) reconnait le langage L C $** si

—Tuf#cQ

— we L= 3t: A(€,)(0) = ¢,

— w¢ L= 3t: A(€,)(0) =g,

— (q est un état persistant, c’est-a-dire qu’une cellule qui rentre dans cet état

n’en change plus jamais.
— @, est un état persistant.

Cette premiére notion de reconnaissance force I’automate a arréter son calcul de
lui-méme. En effet, une fois qu’un état de refus ou d’acceptation a été atteint il ne
peut plus étre changé, le résultat est donc définitif. Cela permet de définir aisément
le temps nécessaire a la reconnaissance d’un langage.

Définition 2.12 (Temps de reconnaissance). On dit qu’un langage d-dimensionnel
L est reconnu en temps f : N® — N par un automate A si pour tout mot w de taille
(n1,...,nq), la cellule origine rentre dans un état d’acceptation ou de refus avant
Uétape f(ny,...,ng).

La deuxiéme définition possible de la reconnaissance est directement liée au
temps de reconnaissance et s’exprime comme suit :

Définition 2.13 (Reconnaissance faible). On dit qu’un automate cellulaire A =
(d,Q = Q, U Q,,V,0), avec Q, et Q, disjoints, reconnait le langage L C v en
temps f si SU{#} C Q et que pour tout mot w de taille (ni, . .., ng), A/Mna(€,)(0) €
Q. weL.

Cette notion de reconnaissance est moins contraignante, mais permet des abus
via le choix de la fonction de temps. En effet, en utilisant des fonctions de temps
non récursives on pourrait reconnaitre des langages non récursifs. Dans ce manuscrit,
cette définition ne sera utilisée que pour une fonction de temps particuliere qui est
le temps réel pour éviter tout probléme de ce genre.

2.4 Temps réel et linéaire

Définition 2.14 (Temps réel). Le temps réel pour un voisinage V, noté TRy, est
la fonction suivante :

TR, - N¢ — N
VOl (... na) — min(t | [0,ny — 1] x -+ x [0,nq — 1] € V)
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Il s’agit en fait du nombre minimal d’étapes nécessaire & un automate cellulaire
avec le voisinage ) pour que l'origine aie vu tout le mot d’entrée w. En effet, avant
le temps réel, I’état de 'origine ne dépend que d’une portion du mot d’entrée. Par
exemple les temps réels pour les voisinages en deux dimensions de von Neumann et
de Moore, notés TR,n et TR); correspondent aux fonction suivantes :

TRyn(n,m) = n+m—2
TRy (n,m) = max(n,m)—1

On peut remarquer que le temps réel pour le voisinage de Moore est bien plus
petit que le temps réel pour le voisinage de von Neumann, cela est di au fait que
le voisinage de Moore est plus grand. En d’autres termes le voisinage de Moore
permet plus de communications entre les cellules et donc aux informations de se
déplacer plus vite. Le choix du temps réel comme temps de reconnaissance permet
de compenser cette différence en accordant un temps plus petit aux voisinages plus
gros.

L’inconvénient de cette définition est que, pour reconnaitre un langage en temps
réel, il faut décider de 'acceptation au moment ot la totalité de 'entrée est lue mais
potentiellement sans avoir d’information sur les bords de 'entrée. C’est-a-dire que
I'origine n’a aucun moyen de savoir si la totalité du mot est lue ou pas. C’est pour
cela que nous utiliserons la notion de reconnaissance faible pour définir la classe des
langages reconnus en temps réel.

Définition 2.15 (Classe du temps réel). On note CAy(TR) l'ensemble des langages
qui peuvent étre reconnus en temps réel (pour la définition faible de la reconnais-
sance) par un automate cellulaire dont le voisinage est le voisinage V. On dira alors
qu’un langage L € CAy(TR) peut étre reconnu en temps réel par un automate avec
le voisinage V ou encore plus simplement qu’il peut étre reconnu en temps réel avec
le voisinage V.

Plus généralement, on définit une classe pour chaque fonction de temps mais
cette fois-ci avec la définition forte de la reconnaissance. Le but étant de parler
de fonctions de temps plus grandes que le temps réel ou il devient raisonnable de
demander & un automate de reconnaitre la fin de son calcul.

Définition 2.16. On note CAy,(f) l’ensemble des langages qui peuvent étre reconnus
en temps f (pour la définition forte de la reconnaissance) par un automate cellulaire
avec le voisinage V.

Plus particulierement, la classe des langages reconnaissables en temps linéaire
est étudiée dans cette these :

Définition 2.17 (Temps lin¢aire). On note CAy(TL) la classe des langages recon-
nus en temps linéaire par un automate avec le voisinage V :

CAy(TL) = | J CAp(k TRy).

keN
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Chapitre 3

Outils

Ce troisieme chapitre présente des constructions classiques qui ont pour but
principal de simplifier les constructions dans le reste du mémoire. Les quatre pre-
miéres sections rappellent des résultats bien connus et largement utilisés dans la
littérature. Les deux autres sections comportent des résultats qui sont propres a
nos travaux, mais s’appuient sur des outils usuels. L’avant derniére section porte
sur une construction unidimensionnelle inspirée d’une construction de O. Ibarra et
T. Jiang [IJ88]. Enfin le dernier résultat de ce chapitre ameéne une méthode générale
pour intégrer un précalcul sans perte de temps. Cette méthode a été notamment
utiliste par W. Beyer [Bey69| puis par beaucoup d’autres, mais a chaque fois en
I’adaptant au cas précis dans lequel elle était utilisée.

3.1 Outils de base

3.1.1 Groupement et simulation

Pour comparer les voisinages entre eux, il est souvent utile de simuler le com-
portement d'un automate avec un autre qui n’utilise pas le méme voisinage. Il est
tout d’abord important de préciser que, dans ce mémoire, le mot « simulation »
aura un sens assez flou. En effet, il existe plusieurs moyens de définir formellement
une simulation(|O1102, Rap98]). Ici simuler signifie qu’il est possible de retrouver le
comportement de 'automate simulé au sein de 'automate simulant. Ceci peut étre
fait en considérant seulement certaines étapes de calcul ou en faisant une projection
des états du simulant vers ceux du simulé par exemple. La simulation présentée ici
est assez simple et se base sur un groupement préalable.

Etant donné un automate A = (d, Q, V, d), on définit un automate A’ = (d, @', V', ')
qui en simule le comportement. Supposons que V C V¥, c’est a dire que chaque cel-
lule dans V est a « distance » au plus k avec le voisinage VV’'. L’automate A" utilise
alors I'ensemble d’états suivant : Q" = (Q U D)Vk. On voit alors un état g de A’
comme un ensemble de sous états (des états de A), chacun pouvant étre associé
a un vecteur de V'*, on dira qu’il s’agit de la position du sous-état dans 1'état q.

21
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FIGURE 3.1 — Simulation du voisinage de Moore avec celui de von Neumann : a I’état
initial tous les emplacements sont vides sauf les centraux. Au temps suivant, chaque
emplacement vide a été rempli avec I’état du centre voisin. Avec ces informations il
est possible de simuler une étape d'un automate avec le voisinage de Moore.

L’état [J représente un emplacement vide dans une cellule de A’. De plus, une cel-
lule ne contient jamais d’état [J en position 0. Etant donné un état ¢ de 'automate
A’ on note alors g(v) I'état de A en position v dans ¢. L’idée est que les cellules
vont d’abord regrouper les informations de leurs voisines (créant de la redondance)
pendant k£ étapes, afin de pouvoir ensuite calculer I’état suivant en position 0 avec
la fonction de transition ¢ de 'automate A appliquée a ces sous états.

Soit € une configuration dans laquelle aucune cellule n’a d’emplacement vide a
des position dans V". Chaque cellule va grace a ses voisines remplir les emplacements
qui sont & des positions de V" comme suit :

A(E)(c) (v + vn) = €(c +v)(vn).

Il pourrait exister plusieurs décompositions possibles (v + v,) avec v € V et
v, € V" pour un emplacement donné. Cependant, si au départ toutes les cellules
n’ont que 'emplacement 0 qui n’est pas vide, les diverses décompositions possibles
correspondent & chaque fois aux mémes sous états, la méme information étant du-
pliquée dans de nombreux états.

Lorsque les cellules n'ont plus d’emplacement vide, la transition de 'automate
A’ se fait de la manicre suivante :

OJ siv#0
A€ = .
(@()) { 5(€()(0),&(c)(v1), .., €(c) (o)) sinon
Chaque cellule effectue donc I'équivalent d’une étape de calcul dans 'automate

A, ce qui est rendu possible grace aux informations collectées pendant les k étapes
précédentes. Ainsi, on considére que 'automate A’ effectue une étape de 'automate
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Aen k+1 étapes, en identifiant 1’état dont tous les emplacements sont vides sauf un
et I’état correspondant dans I'automate A. En fait, il est possible de faire la derniére
étape de groupement et I'étape de simulation en une seule étape de calcul, on peut
alors simuler une étape de A en k étapes de A’. En particulier, si on rajoute qu'une
cellule de A" dont I’état en position 0 est un état acceptant passe immédiatement
dans un état acceptant et n’en sort plus, tout langage fortement reconnu par A 'est
aussi par A’. De plus, si ce langage était reconnu en temps f par A, il 'est en temps
kf par A'. Cette construction nous permet alors de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. Etant donné deuz voisinages complets V et V' de méme dimension,
on a CAy(TL) = CAy/(TL).

En effet, le fait de considérer des voisinages complets assure I’existence de constantes
ket k' telles que V C V'* et V' C V¥. Puisque tous les voisinages que nous considé-
rons sont complets, la classe du temps linéaire ne dépend plus que de la dimension.

Définition 3.2 (Temps linéaire). On note CA4(TL) la classe des langages recon-
naissables en temps linéaire en dimension d par n’importe quel voisinage complet.

3.1.2 Signaux

Comme tous les calculs se font localement dans un automate cellulaire, il est
naturel de vouloir faire transiter les informations utiles qui sont contenues dans une
configuration donnée. Pour cela, on fait transiter I'information sous forme de signal.
Une fois de plus cette notion est assez informelle et sert & décrire une grande variété
de comportements [Fis65, Ric08]. Concrétement, un signal est une succession dans
le temps de cellules qui prennent une a une un état particulier. On dit alors que
cet état se déplace le long de ces cellules. Lorsque ces cellules sont régulierement
espacées on parlera de signal. L’espacement entre ces cellules sera appelé vecteur de
déplacement du signal.

Les signaux les plus faciles a construire sont ceux qui se déplacent selon un
vecteur du voisinage. En effet, si v est un vecteur du voisinage, la cellule (¢ —v) peut
prendre I’état de la cellule ¢ dans la configuration précédente. Ainsi les informations
se déplacent en fait selon les vecteurs opposés a ceux qui sont dans le voisinage.

Il est aussi possible d’envoyer des informations & des vitesses plus faibles que la
vitesse maximale. En effet, dans certains cas on veut construire des signaux qui se
déplacent de moins dune case par tour. Bien que cela ne soit pas possible a cause du
caractére discret des automates cellulaires, il est possible de se déplacer d’une case
(ou selon un vecteur du voisinage quelconque v) seulement une étape de calcul sur
deux. Pour cela on considére deux états ¢ et ¢’ qui représentent la méme information
mais se déplacent difféeremment. Un état ¢ dans la cellule ¢ engendrera le passage
dans 'état ¢’ de la cellule (¢ —v) dans la configuration suivante de 'automate et un
état ¢’ engendra le passage de la cellule ¢ elle-méme dans I'état g.

Au cours de nombreuses constructions, il est important d’envoyer des signaux
dans des directions qui ne correspondent a aucun vecteur du voisinage. Dans ce cas,
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FIGURE 3.2 — Exemple de trois signaux. Le premier se déplace a vitesse maximale
dans la direction (1, 1) avec le voisinage de Moore. Le second se déplace dans cette
méme direction mais a vitesse 3. Le troisieme se déplace dans la direction (2,1) a
vitesse maximale avec le voisinage de von Neumann.

il est impossible d’avoir un signal «parfait» mais il est possible d’en construire un
dont la direction asymptotique est celle voulue. En fait, il est possible d’envoyer un
signal dans n’importe quelle direction qui correspond & un vecteur rationnel de 1’en-
veloppe convexe du voisinage. Considérons un vecteur v rationnel de CH(V), alors,
par définition de I’enveloppe rationnelle, ce vecteur est une combinaison linéaire ra-
tionnelle de vecteurs de V : v = X \;v;. On peut donc trouver un multiple kv de v qui
est une combinaison entiére de ces vecteurs. On crée alors un signal qui se déplace
kA, fois selon le vecteur vy, puis ks selon le vecteur vy et ainsi de suite. Ainsi toutes
les k étapes le signal sera exactement au méme endroit que s’il s’était réellement
déplacé selon le vecteur v. Le reste du temps le signal n’est qu’a une distance bornée
de l'endroit ou il devrait se trouver, qui ne dépend pas de la distance parcourue,
ce qui est important pour la suite de ce mémoire. Pour faire cela, le signal doit se
«souvenir» du nombre d’étapes qui se sont écoulées depuis la derniére fois qu’il est
passé sur le bon axe, ce qui nécessite k états différents.

3.1.3 Couches

Outre le parallélisme inhérent au modéle, certaines constructions nécessitent d’ef-
fectuer plusieurs taches en paralléle et en un méme endroit de I'espace, par exemple
des envois de signaux ou des groupements. Lorsque ces taches sont indépendantes
sauf dans des cas trés particuliers (par exemple la rencontre de deux signaux), il
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est plus facile de définir un automate différent pour chacune de ces taches, puis de
déterminer ce qui se passe lors de ces cas particuliers. Pour effectuer plusieurs taches
en paralléle nous allons considérer tout simplement I'automate produit suivant :

Définition 3.3. Etant donnés deur automates A = (d, Q,V,6) et A' = (d, 2", V, '),
on appelle automate produit l'automate B = (d, Qp, V,05) ou :

— Q=0 x Q.

— 08((q1,01): (a2 @3) - - - (qv1, dlv)) = (6(aq1, @2, - - -, ), 0 (45 43, sy ))-

On dit alors que 'automate B fonctionne avec deux couches en paralléle. 11 est
possible ensuite de faire interagir ces couches en redéfinissant la fonction de transition
dans des cas particuliers. Cette méthode de construction est largement utilisée dans
ce mémoire.

3.1.4 Espace de calcul

Au cours des constructions proposées dans ce mémoire, il est important de pou-
voir faire certaines hypothéses quand a 'espace de calcul utilisé par les automates
cellulaires considérés. Le but de cette section est de montrer que gréace a une construc-
tion astucieuse il est possible de restreindre fortement I'espace utilisé. Cette construc-
tion est assez classique et existe dans de nombreux modéles de calculs tels que les
machines de Turing.

Proposition 3.4. Etant donné un langage L reconnu par un automate A = (d,Q,V,6),
si V est fortement symétrique et convexe, il est possible de reconnaitre le langage L
avec un automate A’ dans lequel toutes les cellules avec une coordonnée négative
restent dans [’état .

Pour plus de clarté cette construction est présentée ici en deux dimensions mais
peut étre généralisée en toute dimension. L’idée de cette construction est de replier
I’espace de calcul sur lui méme selon I'axe des ordonnées puis selon celui des abs-
cisses. Comme ces deux constructions sont similaires, nous n’allons expliciter que la
premiére. La figure 3.3 illustre cette notion de repliage du plan sur lui méme.

Un repliage selon 'axe des ordonnées consiste a replier le demi plan d’abscisse
négative par dessus le demi plan d’abscisse positive. Chaque cellule d’abscisse posi-
tive va donc recevoir deux états au lieu d’'un seul. L’ensemble d’état passe alors de
Q a Q x Q créant ainsi deux couches. La premiére couche va se comporter exacte-
ment comme 'automate A. La deuxiéme couche correspond a la couche repliée et
est donc a ’envers, une cellule initialement d’abscisse x se retrouvant sur la méme
ligne mais avec I’abscisse (—z—1). La colonne d’abscisse —1 se retrouve au dessus de
la colonne d’abscisse 0 et ainsi de suite. Les états de cette couche vont donc évoluer
selon une régle symétrique a d, ce qui est possible aisément puisque le voisinage est
lui méme symétrique selon 'axe considéré. Le seule difficulté repose sur les cellules
¢ dont le voisinage contient des cellules d’abscisse négative. Dans ce cas, il faut lors
de l'application de la fonction de transition ¢ ne pas prendre en compte ces cellules
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FIGURE 3.3 — Repliage du plan sur lui méme, avec une pliure au niveau de I'axe des
ordonnées.

(dont I’état restera toujours #) mais celles qui leur correspondent sur I’autre couche.
En effet, la premiére couche joue aussi le role de couche retournée pour la deuxiéme.
Ainsi aucune des deux couches n’a besoin d’informations situées dans une cellule
d’abscisse négative. Il faut aussi vérifier que la cellule sur laquelle I'information a
été repliée est bien elle aussi dans le voisinage de la cellule c. Ceci est toujours le cas
grace a la symétrie et a la convexité du voisinage. En effet, si une cellule ¢ = (., y.)
a besoin de I'information d'une cellule d = (x,y) dont I’abscisse y est négative, I'in-
formation se trouve en fait dans la cellule d' = (z, —y — 1). Comme le voisinage est
symétrique par rapport a l’axe des abscisses, la cellule (z,y. + (y. — y)) est dans le
voisinage de la cellule ¢ et donc par convexité la cellule (x, —y — 1) I'est aussi. Gréace
a cette construction, les états de la premiére couche des cellules d’abscisse positive
sont exactement ceux des cellules correspondantes dans 'automate A. Ainsi les états
pris par l'origine dans A sont ceux de la premiére couche de l'origine dans A’, c’est
cette seule couche qui décidera de 'acceptation ou du refus du mot d’entrée. On a
donc un automate A’ qui reconnait exactement le méme langage que A, en le méme
temps, mais sans utiliser de cellule d’abscisse négative.

En effectuant un deuxiéme repliage similaire selon 1'axe des ordonnées on a le
résultat voulu.



3.2. SYNCHRONISATION PASSIVE 27

3.2 Synchronisation passive

Le lemme décrit dans cette section est celui qui sera le plus utilisé dans ce
mémoire. Il décrit une construction qui peut déja étre retrouvée dans de nombreux
articles dans des cas particuliers. Le but de ce lemme technique est de fournir une
méthode générale pour effectuer deux calculs a la suite sans avoir recours a une
synchronisation des cellules entre les deux. Avec une machine séquentielle, il est trés
facile d’effectuer deux programmes a la suite en commencant le deuxiéme dés que
I’exécution du premier est terminée. Avec un modéle fortement parallele tel que les
automates cellulaires un nouveau probléme se pose. Lors de la plupart des précalculs
que nous effectuons, toutes les cellules ne terminent pas leur calcul & la méme étape.
Or le choix d’une entrée synchrone présente en entier initialement nous pousse a
écrire des algorithmes qui nécessitent cette synchronisation initiale des cellules.

La difficulté dans ce genre de construction est donc de reconnaitre le moment
ot les cellules sont toutes prétes pour pouvoir lancer le calcul & proprement parler.
Puisque la classe de complexité qui nous intéresse principalement est celle du temps
réel, ces précalculs sont souvent réalisés en un temps sensiblement inférieur au temps
réel. L’utilisation d’algorithmes de synchronisation pour déterminer le moment ou
il est possible de démarrer le second calcul est alors impossible. Le probléme de
synchronisation des cellules d’'un automate cellulaire a en effet été beaucoup étudié et
particuliérement pour les automates en une dimension [Maz96|. Il existe des bornes
minimales sur le temps d’exécution d’un algorithme de synchronisation avec un
automate cellulaire qui interdisent d’espérer une synchronisation assez rapide pour
étre utilisée dans des algorithmes en temps réel.

L’algorithme que nous allons présenter ici permet de simuler un calcul avec une
entrée donnée de maniere synchrone sans avoir recours & une synchronisation ex-
térieure. Cette technique a déja été utilisée dans de nombreux résultats de la lit-
térature, a chaque fois en 'adaptant au cas particulier étudié. L’idée est de faire
commencer le calcul a chaque cellule dées lors qu’elle et ses voisines sont prétes et
contiennent les informations nécessaires. L’algorithme n’est alors plus effectué de
maniére complétement synchrone ce qui risque de mener a des erreurs d’exécution.
Ce probléme est généralement réglé en regardant précisément les constructions effec-
tuées, et en exploitant la régularité du précalcul, et notamment 'ordre dans lequel
les cellules terminent ce précalcul. Le résultat décrit ici utilise la méme technique
mais en s’intéressant a un cadre bien plus général. Ce lemme fait partie d'un article

publi¢ & ICALP 2016 [GP16] avec V. Poupet.

Lemme 3.5. Etant donné un automate A, avec un voisinage V complet, il existe
un automate A" avec le méme voisinage qui simule le comportement de ’automate
A méme si l’entrée est donnée de maniére asynchrone, de telle sorte que toutes les
cellules de A’ contiennent [’état de 'automate simulé au moins aussi vite que si le
calcul avait démarré de maniére synchrone au moment ou la derniére cellule avait
recu son entrée.
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Démonstration. Dans cette preuve nous allons présenter un algorithme de simula-
tion. Il est important de bien noter que nous allons parler différemment d’étapes
de calcul et de temps. Une étape de temps correspond a une étape dans l’automate
A’, tandis qu’une étape de calcul correspond & une étape dans 'automate A. Ainsi
une cellule de A’ qui sera préte au temps n aura terminé son précalcul et effectué 0
étapes de calcul. Ensuite, cette cellule effectuera une étape si toutes ses voisines sont
aussi prétes. D’une maniére générale une cellule ¢ qui a effectué i étapes de calcul en
effectuera une de plus lors de la prochaine étape de temps si chacune de ses voisines
a effectué au moins ¢ étapes de calcul. En effet, si ses voisines ont effectué moins
d’étapes, elle est obligée de les attendre pour continuer la simulation. Si ses voisines
sont en avance, nous allons faire en sorte que celles-ci se souviennent de leur état
a ’étape ¢ pour que la cellule ¢ puisse effectuer son calcul. Cependant, le nombre
d’états étant fini, il est impossible pour une cellule donnée de se souvenir de tous ses
états antérieurs. Nous nous heurtons donc a la premiére difficulté : comment étre
stirs qu'une cellule se souvient de suffisamment de ses états antérieurs pour que ses
voisines en retard ne soient pas bloquées ?

La réponse a cette question réside dans la complétude du voisinage qui permet
de borner le nombre d’étape dont une cellule doit se souvenir. En effet, comme
le voisinage V est complet, ACV lest aussi. Donc il existe un entier k tel que
V € (=V)*. Cela signifie qu’étant donné une cellule ¢, toutes ses voisines la voient
en au plus k étapes. Pour notre simulation cela signifie que si la cellule ¢ a effectué ¢
étapes de calcul seulement, alors aucune de ses voisines ne peut en avoir effectué plus
de (i+k). C’est la notre borne sur le retard que peut prendre une cellule par rapport
a ses voisines. Il va alors étre nécessaire et suffisant pour chaque cellule de se souvenir
de ses k états antérieurs dans la simulation de A. Maintenant que nous avons montré
qu’il était possible de garder les informations nécessaires a tout moment, il nous
faut trouver un moyen de les exploiter. En plus de ces informations, chaque cellule
va disposer d’un compteur qui correspond au nombre d’étapes de calcul qu’elle
a effectué modulo (2k 4 1). Puisque ce compteur est borné indépendamment du
temps ou de la taille de I'entrée, il est facile de I'implémenter au sein des états de
notre automate A’. Grace a ce compteur une cellule va pouvoir déterminer quelles
informations utiliser chez les cellules voisines. En effet, comme I’écart entre deux
voisines ne peut excéder k étapes de calcul, la donnée de ce compteur modulo (2k+1)
permet de déterminer avec exactitude 1’écart de calcul entre les deux cellules.

Désormais, nous allons nous intéresser plus précisément a la vitesse a laquelle cet
automate va simuler A. Considérons ¢y le temps auquel la derniére cellule devient
préte. A cette étape de temps, toutes les cellules sont prétes, done toutes les cellules
qui n’avaient pas encore effectué d’étape de calcul peuvent en simuler une. Ainsi
au temps (top + 1) toutes les cellules ont au moins simulé une étape du calcul. Au
temps suivant chaque cellule qui n’en a effectué qu’une seule ne peut étre en avance
sur aucune de ses voisines, et peut donc a nouveau effectuer une étape de calcul.
Une rapide récurrence montre alors le résultat annoncé : au temps (tg + t) chaque
cellule de A" a effectué au moins t étapes de calcul de A ce qui correspond au temps
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qu’aurait mis 'automate A si son entrée avait été donnée de maniére synchrone au
temps tg.
O

3.3 Marqueurs flous

Le premier résultat prouvé ici traite de langages dit « & marqueurs ». Il s’agit
la de montrer qu’il est possible de préparer ’espace de calcul via un pré calcul
pour simplifier ensuite la reconnaissance de certains langages. De plus, on parvient
a montrer que sous certaines hypothéses ce pré calcul peut étre effectué sans perdre
de temps grace a une compression. Cette construction s’inspire fortement de celle
proposée par O. Ibarra et T. Jiang [IJ88]. Elle a été publiée a STACS 2015 [GP15b|
dans un article écrit en collaboration avec V. Poupet.

Le résultat concerne les automates en une dimension bien qu’il soit possible
de le généraliser en dimension supérieure. Dans ce manuscrit seul le résultat en
une dimension sera utilisé. C’est pourquoi, par souci de clarté aussi, ce résultat est
présenté dans ce cadre particulier. De plus, on utilisera le voisinage complet usuel
puisqu’il est équivalent a tous les autres.

On considére ici une certaine forme de reconnaissance de langage en temps réel.
L’idée est d’aider 'automate dans son calcul en lui fournissant une information
supplémentaire au début du calcul. Etant donné deux rationnels « et § inférieurs
a 1, on dira qu'un langage L est reconnu avec un a — f—marqueur s’il existe un
automate qui reconnait le langage L en temps réel, a condition qu’au début du calcul
une cellule soit marquée et que cette cellule soit comprise entre [an| et |Sn| ou n est
la taille du mot. Formellement, si L est composé de mots sur l'alphabet X, on peut
définir un langage LI*? sur I'alphabet 2 x {0, 1} qui contient tous les mots dont la
premiére composante est un mot de L, et qui n'ont qu’un seul 1 sur la deuxiéme,
situé sur une cellule comprise entre |an] et [Sn| ou n est la taille du mot.

Théoréme 3.6. Soit o et B deux rationnels avec 0 < o < f < 1, alors LI*P est
reconnaissable en temps réel si et seulement si L est reconnaissable en temps réel.

Démonstration. Un des sens de I'équivalence est plutot facile & montrer. En effet,
supposons que L soit reconnaissable en temps réel avec un automate cellulaire 1D.
Pour reconnaitre L, s il suffit de reconnaitre L sans se préoccuper de la deuxiéme
composante de l'entrée et, en paralléle, de vérifier qu’une seule case était marquée
et qu’elle était au bon endroit dans le mot. Pour cela I'idée principale est d’envoyer
deux signaux vers la gauche depuis chaque cellule marquée. Le premier signal se
déplacera a vitesse [ et le second a vitesse . Comme « et 3 sont rationnels et plus
petits que 1, il est possible de construire de tels signaux. En méme temps, la cellule
la plus & droite envoie vers la gauche un signal a vitesse maximale pour reconnaitre
le temps réel. Puisque S est plus grand que «, le premier signal devrait arriver a
I'origine en premier. De plus, si ce signal arrive avant le temps réel n, cela signifie
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qu’il s’est déplacé d’au plus |Sn] cellules, et donc que la cellule qui I'a envoyé est
située a gauche de celle de coordonnée |5n|. De méme, l'arrivée du deuxiéme signal
avant le temps réel signifie que la cellule qui a envoyé le signal se situe & gauche
de la cellule de coordonnée |an]. Ainsi si origine voit arriver un signal a vitesse
[ et aucun & vitesse o avant le temps réel, le mot peut étre accepté en fonction de
I’acceptation du mot sur la premiére couche. Si aucun signal n’arrive, ou si plusieurs
signaux arrivent, alors le mot est refusé quoi qu’il se passe sur 'autre couche.

La deuxiéme partie de la preuve consiste a construire un automate capable de
reconnaitre L & partir d’un automate capable de reconnaitre L[*#l. Pour cela nous
allons dans un premier temps construire un automate capable de reconnaitre L avec
I’aide de marqueurs sur un ensemble de cellules indépendant de la taille de I'entrée.
Ensuite nous montrerons qu’il est possible de modifier cet automate pour construire
ces marqueurs pendant le calcul grace & une compression.

Soit ng le plus petit entier tel que 1 + 27{0 < g Considérons alors I’ensemble M
des entiers dont la représentation binaire est telle que tous les 1 sont sur les (ng+ 1)
bits de poids fort (voir figure 3.4) :

M = {zxx2" |z € [0,2°™ 1],k € N} = [0, 2" —1]u{zx2" |z € [2", 2™ ~1], k € N}

Cet ensemble contient tous les entiers jusqu’a (2! — 1), ainsi que n’importe
quel produit d’un entier dans [2"0, 2" et d’une puissance de 2.

1 1 1
1 1 1 1 (0] (0] 1
1 1 1 1 0 0 1 1 (0] 1 (0]
11110 0 1 1 0 1 0 1
1100110 1 0 1
1010101
o000 00OC0OCOO [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ) [ )
0123|4567”8 10 12 14 |1|6 20 24 28 I?I)Q 40 48
x 20 x 21 x 22 x 23

FIGURE 3.4 — L’ensemble M pour ny = 2.

Nous allons maintenant nous intéresser au rapport entre deux éléments consé-
cutifs de M. On note (m;);en les éléments de M dans l'ordre croissant. Nous avons
alors, pour tout m; > 2ng :

1 Mit1

1
It S Sl gm (3.1)

La borne inférieure correspond au rapport entre le dernier élément d’un bloc (voir
figure 3.4) et le premier élément du bloc suivant. La borne supérieure correspond
quand a elle au rapport entre les deux premiers éléments d’un bloc. Par définition
de ng, nous avons que

Mit1 B

Vm,; > om0, il
my; (0]
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Ainsi les intervalles [, 7] et [%, ] se chevauchent et on peut vérifier que

wote Y [55]

meM

De ces équations nous pouvons déduire que
Ve > 2" Im e M, |ax| <m < |Sz].

Comme M contient aussi tous les entiers inférieurs a 2™, nous avons le résultat
suivant :

Lemme 3.7. Vn e N;3m € M, |an] <m < |fn]

Cet ensemble M est donc construit de telle sorte que si toutes les cellules de
M sont marquées au temps initial, alors quelle que soit la taille du mot d’entrée,
une des cellules marquées constituera un marqueur valide pour reconnaitre L.
L’idée est alors de construire un automate qui va tester, en paralléle, pour chaque
cellule de M si I'entrée avec ce marqueur constitue un mot de LI“#. Le probléme
qui se pose ici est que le nombre d’éléments de M inférieurs & un n donné n’est pas
borné indépendamment de n. Pour résoudre ce probléme nous allons nous intéresser
au nombre d’éléments de M qui sont pertinents & un temps donné. Effectivement,
lorsqu'une cellule apprend que le mot est suffisamment grand, elle est capable de
déterminer que certains éléments de M étaient inférieurs & an sans méme connaitre
la taille finale du mot. Ainsi chaque cellule n’aura a chaque instant qu’un nombre
borné de simulations a effectuer en paralléle.

De I'équation 3.1 nous pouvons déduire que : Vi, k € N,

1 k
my; (]. + m) S Mtk (32)

Définissons alors kg comme étant le plus petit entier tel que :

1 1 ko
a S (1 + m) (33)

Ces équations signifient que quel que soit 7, si m; g1 < n alors m;; < [an]
et donc que m; < [an]. Alors, pour un mot suffisamment long pour avoir une lettre
en position m;yx,+1, le marqueur situé a la position m; n’est pas pertinent en tant
que candidat pour étre un marqueur de LIl Ainsi, il n’est jamais nécessaire pour
une cellule donnée d’effectuer plus que kg + 1 simulation en méme temps.

Nous allons maintenant pouvoir décrire le fonctionnement de notre automate.
Supposons qu’on donne & notre automate un mot w en entrée et que toutes les
cellules dont les indices sont dans M sont marquées. Notre automate va commencer
une simulation de 'automate A qui reconnait LI*# comme si aucune cellule n’était
marquée. En méme temps chaque cellule marquée va commencer une simulation
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comme si elle était la seule cellule marquée. Chaque cellule qui «voit» une simulation
marquée en m; se met a calculer cette simulation a son tour, en paralléle de toutes
les autres qu’elle était déja en train d’effectuer. Pour cela elle utilise la simulation
«vierge» qu’elle était en train d’effectuer. En effet, puisqu’elle n’est pas encore entrée
en contact avec la simulation m; c¢’est que le marqueur n’a pas encore eu d’influence
sur son état dans la simulation, et donc que son état dans la simulation vierge et
dans la simulation m; en question sont les mémes.

FIGURE 3.5 — Diagramme espace-temps de la simulation. Chaque cone représente
une simulation différente, et chaque cellule qui débute un céne était marquée comme
appartenant a M.

De cette maniére chaque simulation est commencée dés le début et se propage
dans 'automate dans les deux sens a vitesse maximale comme illustré sur la fi-
gure 3.5. Cependant, chaque cellule ne va effectuer en parallele que ky + 1 simu-
lations. Une cellule qui rentre en contact avec une (ko + 2)-éme simulation venant
de la droite va continuer celle ci, et abandonner la derniére simulation qu’elle a vu
venant de la gauche. En effet il s’agit de la simulation qui lui vient de gauche la
plus lointaine. Notons l'indice de la cellule ayant commencé cette simulation m;,
alors I'indice de la cellule ayant commencé la (ko + 2)-éme simulation est au moins
Mjtk,+1 Puisqu’il s’agit de la simulation qui vient du plus loin a droite. Ainsi, I'exis-
tence méme de cette simulation atteste que m; 5,41 < n et donc que le marqueur
en position m; n’était pas pertinent. C’est pour cette méme raison que si une cellule
voit une (ko + 2)-éme simulation arriver de la gauche, elle ne continue pas cette
simulation.

La figure 3.5 illustre un tel comportement. Chaque cone de couleur correspond
a une simulation différente dont le marqueur est situé a l’origine du cone. Les zones
hachurées en plusieurs couleurs représentent les zones ou plusieurs simulations ont
lieu en méme temps. Pour plus de clarté, la simulation vierge commune a toutes
les cellules n’est pas représentée. Ici kg = 2 donc chaque cellule ne va pouvoir
effectuer que 3 simulations en paralléle. Les points du diagramme indiqués par des
® sont les points ot un conflit apparait, c¢’est-a-dire qu’une cellule rencontre une
4-éeme simulation. Dans chaque cas, la cellule arréte la simulation qui correspond
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: 1 1
computation counter '\ I 1 1 1 g 0
* 1 1 0 1
1 1 0 1
11 0 1 0
1 0 0 0 0
* 1.0 1 0 1 O
1 01 1 0 O
1 01 1 1 0
1 01 0 0 O
* 1 0 0 0 1 0
1 0 01 0 O
0O 0 1 1 0
* 1. 0 0 0 O
1 1 0 1 0
* 1.1 1 0 0
1 1 1 1 0
* 1.1 0 0 0
AN 10010
* 1 01 0 O
N1 0110
x * 0 0 0 O
*x 1 0 1 0

FIGURE 3.6 — Diagramme espace-temps FIGURE 3.7 — Détail du compteur bi-
de la compression en vert, et du comp- naire en diagonale sur le diagramme es-
teur en jaune. pace temps.

au cone commencant le plus a gauche, et donc au plus petit m; correspondant. Par
construction de M, on sait qu’au moins un marqueur sera situé¢ dans l'intervalle
lan, fn], ce qui nous assure que, si le mot d’entrée est un mot de L, alors une des
simulation le reconnaitra comme un mot de LI*#!. Notre automate va donc accepter
tous les mots pour lesquels au moins une simulation donne une réponse positive.

Maintenant nous allons expliquer comment construire ces marqueurs, sans pour
autant ralentir le calcul. Nous allons procéder a I’aide d’une compression pour ga-
gner du temps au début du calcul. On s’intéresse tres fortement au diagramme
espace temps produit par une telle compression. Celui-ci est illustré en figure 3.6.
En paralléle de cette compression, I'automate génére un compteur en binaire qui va
numéroter les diagonales du diagramme espace temps. Chaque diagonale correspond
a une cellule contenant de I'information compressée. Sur chaque diagonale numéro-
tée va se déplacer un signal dont le role est de tester si le numéro est un entier de
M, ce qui est facile a faire avec un automate fini et donc faisable par un signal qui se
déplace a vitesse maximale. Ensuite ce signal va transmettre cette information vers
la gauche jusqu’a la premiére cellule compressée de cette diagonale (voir figure 3.6
et 3.7). Ainsi, chaque cellule de M sera marquée au moment ou les informations
qu’elle contient sont compressées et donc avant que le calcul commence pour elle. Le
calcul effectué une fois les informations compressées peut donc s’effectuer comme si
les cellules voulues avaient été marquées dés le départ.

A partir d'un automate A reconnaissant LI*?! nous avons donc construit un
nouvel automate qui commence par compresser son entrée, en marquant certaines
cellules, puis qui va simuler le calcul de A sur plusieurs entrées comme décrit pré-
cédemment via les cones présentés ici. Cet automate va alors reconnaitre le langage
L sans aucun marqueur.
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Chapitre 4

Accélérations

Dans ce chapitre nous allons démontrer deux théorémes d’accélération, c’est-
a-dire des théorémes qui permettent, étant donné un automate reconnaissant un
langage, d’en construire un autre qui reconnait le méme langage en moins de temps.
Ces résultats démontrent la stabilité de la classe du temps réel et de la classe du
temps linéaire. On montrera tout d’abord que ’ajout d’un temps constant de calcul
n’aide pas a la reconnaissance de langages avec les voisinages losanges, une classe de
voisinage dont fait partie le voisinage de von Neumann. On montrera ensuite que,
quel que soit le voisinage, tous les langages reconnaissables en temps linéaire sont en
fait reconnaissable en temps (1+¢) TR pour n’importe quel € strictement positif. Ce
résultat est le plus important de cette thése et fait intervenir plusieurs techniques
significatives du travail avec des automates cellulaires en dimension supérieure a un.

4.1 Accélération Constante

Le premier résultat de ce chapitre traite de la stabilité de la classe des lan-
gages reconnus en temps réel. En effet, telle que nous 'avons définie cette classe ne
contient que les langages qui peuvent étre reconnus en exactement le temps réel.
Cette contrainte semble beaucoup plus stricte que celle imposée pour étre reconnu
en temps linéaire. La premiére question qui se pose est de savoir si 'ajout d’un
nombre constant d’étapes de calcul permet de reconnaitre des langages qui ne sont
pas reconnaissable en temps réel. Cela n’est généralement pas le cas pour les mo-
deéles de calcul étudiés dans la littérature [Wag86|. Plus récemment il a été montré
par V. Poupet dans [Pou06| que ce n’était pas non plus le cas pour certains auto-
mates cellulaires en deux dimensions, a savoir, ceux dont le voisinage a la forme d’un
rectangle. Il est aussi connu que ce résultat est vrai pour les automates cellulaires
utilisant le voisinage de von Neumann.

Dans cette section, dont le contenu a été rédigé sous forme d’un article présenté
a AUTOMATA 2016 [Gral6|, nous allons montrer que cette propriété est vraie pour
une autre classe de voisinages, ceux dont ’enveloppe convexe a la forme d’un losange.
Ces voisinages sont en fait une généralisation du voisinage de von Neumann et sont

35
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FIGURE 4.1 — Trois voisinages losanges et leur enveloppes convexes

définis comme suit :

Définition 4.1 (Voisinages losanges). Le voisinage losange de largeur a et de hau-
teur b, noté V,, est le plus petit voisinage conveze contenant les points (a,0), (—a,0),
(0,b), (0,=b). On peut alors remarquer que le voisinage de von Neumann est exac-
tement Vi ;.

Le théoréme est alors le suivant :

Théoréme 4.2. Etant donnés un voisinage losange V' et un entier positif k, CAy(TR +k) =
CAy(TR).

Comme dans tous les autres modeéles, 'idée de la preuve est de construire un
automate dans lequel chaque cellule essaye de «deviner» son propre état avec un
temps d’avance. Certaines cellules vont réussir a deviner correctement leur état futur
et, par effet de bord, leurs voisines vont réussir a leur tour. Ainsi, si I'information se
propage assez vite, la cellule origine sera capable de deviner son futur état une ou
plusieurs étapes en avance.

Afin de simplifier la construction nous allons montrer qu’il est possible de deviner
une étape en avance. Pour en deviner plusieurs, il suffira alors d’utiliser plusieurs
fois la construction que nous allons présenter.

Démonstration. Fixons un voisinage losange )V de largeur a et de hauteur b, un
langage L et un automate A, avec le voisinage V qui reconnait L en une étape de
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plus que le temps réel. Nous allons construire un automate A’ qui va simuler le
comportement de A, tout en essayant de deviner des informations supplémentaires.
En fait, aucune cellule ne va étre capable de deviner correctement son état au temps
2 dés le temps 1. A la place les cellules de A’ vont essayer de deviner au temps n les
états au temps (n — 1) des voisines de leurs voisines. On remarque aisément qu’une
cellule qui a deviné correctement tous ces états pourra calculer I'état au temps n
de toutes ses voisines et donc son propre état au temps (n + 1). De plus, seule la
cellule origine a réellement besoin de deviner son état une étape en avance. Un des
avantages de cette cellule est de connaitre les états de toutes les cellules en dessous
d’elle et a sa gauche. En effet, ces cellules sont en dehors de ’espace de calcul et leur
état sera toujours #. Ainsi, nous avons juste besoin de deviner les états des cellules
qui se trouvent dans le quart nord-est. Pour les mémes raisons, les cellules qui sont
au bord du mot (en haut et a droite) vont réussir a anticiper correctement les états
de toutes les cellules dans ce quart de plan qui seront toujours #.

FIGURE 4.2 — Une partition d’'un quart de V>

Nous allons maintenant découper le quart nord-est de V? en trois parties : Gy, G,
et Gp. Comme illustré sur la figure 4.2, G, est Pensemble des cellules de V? qui ne
sont pas dans V, qui sont dans le quart nord-est, et dont un voisin se situe en dehors
de V? et dans le quart nord-ouest. C’est justement ce voisin qui géne les cellules qui
veulent deviner des états dans G,. Encore pour des raisons d’espace de calcul, ce
probléme est automatiquement résolu pour les cellules de la colonne de gauche. La
définition de GGy, est similaire mais en considérant les cellules dont un voisin est dans
le quart sud-est. G pour finir est 'ensemble des cellules du quart nord-est de V?
qui ne sont ni dans V ni dans G} ni dans G,. Plus formellement on peut définir ces
trois ensembles ainsi :
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Gt:{(xa,yb)eZQ|1<x+y§2;0Sx;OSy;xSy—i—l;ny—i—l}

Gy={(za,yh) € Z* |1 <24+y<2,0<z;0<yz<y+1lyy>az+1}

Gb:{(xa,yb)€Z2|1<m—l—ySZ;OSx;O§y;x2y+1;y§x—l—1}

Toutes les cellules ¢ de A’ vont essayer de deviner les états des cellules de Gy(c),
seules celles de la colonne la plus & gauche vont s’intéresser aux cellules de Gy(c) et
celles de la ligne du bas aux cellules de Gy(c).

Chaque cellule ¢ de A’ va donc, au temps n, contenir :

— l'état de la cellule ¢ au temps n dans A.

— P’état de chaque cellule de son voisinage au temps (n — 1) dans A.

— une estimation de 'état de chaque cellule de G;(c) (et pour certaines G(c)

et Gy(c) ) au temps (n — 1) dans A.

Maintenir une simulation de A et se souvenir des états de ses voisines a chaque
étape ne pose pas de probléme. Maintenir 'estimation, de sorte qu’elle devienne
juste au bout d’un certain moment est plus compliqué. Lors de la premiére étape de
calcul toutes les estimations de toutes les cellules seront #. Ensuite, a chaque étape
de calcul n, chaque cellule ¢ mettra a jour ses estimations en fonction de la régle
de transition de I'automate A. Pour mettre & jour l'estimation de la cellule 4, nous
avons donc besoin des états des cellules de V(i) au temps (n — 2). Puisque chaque
cellule contient 1’état de ses voisines au temps précédent, les états des cellules de
V?(c) au temps (n — 2) sont connus de c. Les états des cellules de V(i) qui ne sont
pas dans V?(c) ne sont donc pas connus de ¢. Cependant certaines estimations pour
ces états sont accessibles. La cellule ¢ ne va se servir que des estimations des cellules
¢+ (a,0) et ¢+ (0,b) qui suffisent pour chaque cellule de G¢(c). Formellement, on
peut définir V(i) comme suit :

V(i) = {i + (za,yb) € Z | |z + llyll < 1}

On note i = ¢ + (iya, i,b) une cellule de G;(c). Par conséquent, les rationnels i,
et 4, vérifient les inégalités décrites lors de la définition de G.

Soit une cellule u dans V(7). On va montrer que u € V*(c) U Gi(c + (a,0)) U
Gi(c+(0,0)). On a alors u = ¢ + ((iy + uy)a, (i, + uy)b), avec :

Iy +1y <2
i, > 0
iy > 0
iy < iyt 1
iy < ip+1
ol + | < 1
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Supposons i, + u, < 0, c’est-a-dire que la cellule u est a gauche de la cellule c.
On a alors :

Juy || —ue <1
by — 1y <1
iz + ug || + Hly + uy” < =l — Uy + 0y + Huy”
<ty — i+ ||uy|| — Ug
<2

Et donc que u € V*(c).

Le cas i, +u, < 0 est similaire.

Dans le cas ou la cellule u est en haut & droite de la cellule ¢ et en dehors de
V?(¢) on peut supposer sans perdre de généralité que i, + u, > i, + u,. Dans ce cas
on montre que u € Gy(c + (a,0)), de maniére équivalente, que u — (a,0) € Gy(c).
Nous avons donc 5 propriétés a vérifier :

by + Uy >0

ly + Uy + 1y + Uy > 2
ip Uy —1 >0

Iy + Uy — 1L+ 0y +uy <ip + 0y +up +uy — 1
<2

in <iy+1

wp <1y

Uy <1+,
o+ Uy — 1 <y +uy + 1

by + Uy < iy + Uy
<itp+u,—1+1
Les cellules de la colonne de gauche doivent aussi mettre a jour les estimations

des états des cellules de G, ce qui est faisable de la méme facon car ¢+ (0, b) contient
aussi des estimations pour les cellules de G, et car les états des cellules a gauche de
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FIGURE 4.3 — Les informations nécessaire a chaque étape

¢ seront toujours #. Les mémes arguments fonctionnent pour les cellules de la ligne
du bas et pour 'origine (qui est sur les deux a la fois).

Ainsi, si les estimations de ¢ + (a,0) et ¢ + (0,b) sont justes au temps n, les
estimations de ¢ sont justes au temps (n + 1). Aprés la premiére étape de calcul,
toutes les cellules & l'extérieur du mot ont des estimations correctes. De plus, les
cellules de la ligne du haut et celles de la colonne de droite ont aussi des estimations
correctes. En effet, on peut remarquer que toutes les cellules de G; ont une ordonnée
et une abscisse strictement positives. Enfin, les cellules qui ont dans leur voisinage la
cellule la plus en haut & droite font aussi des estimations correctes. Appelons cette
cellule w.

Toutes les cellules de V" (w) ont leur voisine la plus haute et leur voisine la plus &
droite, soit dans V"~ !(w) soit sur la derniére ligne ou la derniére colonne de I'image,
soit au-dela. On voit donc qu’au temps n, les estimations des cellules de V"(w) sont
correctes. Or, par définition du temps réel, l'origine est dans VTR(w) et donc, au
temps réel, les estimations de l'origine sont correctes ce qui lui permet de prévoir
son état un temps de calcul a ’avance.

O

4.2 Accélération linéaire

Cette section est dédiée a la preuve du théoréme le plus significatif du mémoire,
le théoréme d’accélération linéaire pour tous les voisinages complets. Ces travaux
ont été présentées a ICALP 2016 [GP16]. Le théoréme présenté ici s’intéresse a la
puissance gagnée en multipliant le nombre d’étapes de calcul par un facteur constant.
Ce théoréme tres important permet, entre autre, de justifier 'étude de cette classe de
complexité et non pas des classes correspondant a deux fois, trois fois ou quatre fois le
temps réel par exemple. Ce résultat est, encore une fois, connu depuis longtemps dans
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le cadre des automates en une dimension [[IKM85, MR92| et en deux dimensions pour
les automates qui utilisent un voisinage dont la forme est un rectangle ou qui utilisent
le voisinage de von Neumann |[Ter04|. Le théoréme démontré dans ce mémoire étend
ces résultats a tous les voisinages complets. Cependant cette généralisation a un prix
et le théoréme annoncé n’est pas tout a fait celui présenté dans la littérature :

Théoréme 4.3 (V. Terrier [Ter04]). Etant donné un voisinage avec un seul sommet
dans le quart positif V, un réel € > 0 et un langage L. Si L est reconnu par un
automate cellulaire en 2D avec le voisinage V en temps

(n,m) — TRy(n,m) + f(n,m)

pour une certaine fonction f : N> — N, alors le langage L peut étre reconnu en
temps
(n,m) — TRy(n,m) + [ef(n,m)]

par un automate cellulaire avec le voisinage V.

Théoréme 4.4. Etant donné un voisinage complet V, un réel € > 0 et un langage
L. Si L est reconnu par un automate cellulaire en 2D avec le voisinage V en temps

(n,m) — TRy(n,m) + f(n,m)

pour une certaine fonction f : N* — N, alors le langage L peut étre reconnu en
temps

(n,m) — [(1+ €) TRy(n,m) + ef(n,m)]
par un automate cellulaire avec le voisinage V.

Ces deux versions sont trés similaires mais différent néanmoins en un point. Avec
le théoréme général, il n’est pas possible d’accélérer un calcul dont le temps d’exé-
cution est de la forme TR +f si f est négligeable devant le temps réel. Cependant,
une autre version plus faible mais assez répandue du théoréme original ne portant
que sur les langages reconnus en temps linéaire existe. L’énoncé est alors le méme
pour la version généralisée de ce résultat :

Corollaire 4.5. Etant donné un voisinage complet V, un réel € > 0 et un langage
L. Si L est reconnu par un automate cellulaire en 2D avec le voisinage )V en temps

(n,m) — kTRy(n,m)
pour un certain entier k, alors le langage L peut étre reconnu en temps
(n,m) — [(14¢€) TRy(n,m)]
par un automate cellulaire avec le voisinage V.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme 4.4 nous allons, & partir d’'un automate
A, construire un automate A’ qui va simuler le comportement de A de telle sorte
qu’il reconnaisse le méme langage en un temps linéairement plus court grace a un
précalcul qui permet d’accélérer la simulation.
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4.2.1 Remarques préliminaires

Pour simplifier la démonstration du théoréme nous mettons en avant les re-
marques suivantes :

Lemme 4.6. Il est suffisant de montrer le théoréeme a une constante additive preés,
c’est a dire que le langage L est reconnaissable en temps

(n,m) = [(14€) TRy(n,m) + ef (n,m)] + O(1)

Démonstration. S’il est possible de montrer ce résultat & une constante additive
prés, il est assez facile de s’en débarrasser. Pour cela, il suffit de choisir un nouveau
¢’ plus petit que le € voulu de telle sorte que pour (n,m) assez grand, nous avons

(1+¢e)TRy(n,m)+ef(n,m) > (1+€)TRy(n,m)+ € f(n,m)+C

Toutes les entrées trop petites pour faire marcher I'inégalité peuvent étre gérées
en temps réel par 'automate puisque leur nombre est fini. O

Lemme 4.7. [] est suffisant de démontrer le théoréme pour les voisinages convexes.

Démonstration. Etant donné un voisinage V complet, on considére V' le voisinage
convexe qui a la méme enveloppe que V. Les fonctions de temps réel pour ces deux
voisinages différent d’au plus une constante. De plus, un automate avec le voisinage
V peut en simuler un avec le voisinage V' avec un retard constant (voir [DP07| pour
plus de détails). Ainsi le résultat du théoréme se transfére d’un voisinage a l’autre en
perdant au plus un temps constant ce qui peut ensuite étre arrangé comme expliqué
dans le lemme précédent. O

Dans le reste de la démonstration nous supposerons que )V est un voisinage
convexe.

La premiére étape effectuée par 'automate que nous présentons est la compres-
sion de 'entrée. Cette étape a pour but de rassembler les états de la configuration
initiale en direction de I'origine, de sorte que chaque cellule en contienne un groupe
(k x k) avec un k > 1. Le déroulé de cette compression est illustré sur la figure 4.5.

Il est assez facile d’effectuer une compression avec les voisinage usuels de von
Neumann et de Moore en envoyant toutes les informations vers 'origine le plus vite
possible et en les stockant dés qu’elles arrivent au bon endroit. Cependant, avec un
voisinage plus général, il n’est pas possible de savoir a priori quelle direction les
informations doivent suivre pour se déplacer vers l'origine & vitesse maximale. En
toute généralite, cette direction dépend de la proportion - de 'entrée. Nous allons
d’abord travailler en considérant que la proportion de I’entrée est fixée et montrer
que, dans ce cas, il est possible de compresser en temps optimal avec n’importe quel
voisinage complet. En accomplissant en paralléle un nombre fini de telles compres-
sions, il sera ensuite possible de compresser en temps presque optimal. En effet,
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chaque compression correspond & une proportion donnée et chaque entrée aura une
proportion suffisamment proche d’une de ces proportions pour que le temps perdu
soit faible. C’est 1a 'origine du facteur ¢ TR dans le théoréme.

4.2.2 Compression d’une entrée de proportion fixée

Tout d’abord, remarquons qu’il est possible d’effectuer une compression d’un
facteur k£ avec un voisinage tel que celui illustré dans la figure 4.4. Avec ce voisinage,
compresser ’entrée consiste simplement a déplacer les états depuis le coin en haut
a droite vers l'origine en bas a gauche. Ce faisant I'automate groupe les états par
paquets de (1 xk),(kx 1) ou (k x k) lorsque les informations arrivent au bout de leur
chemin, c’est a dire qu’elles ne peuvent plus avancer car les cellules dans lesquelles
elles devraient aller sont déja remplies (voir figures 4.4 et 4.5).
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FIGURE 4.4 — Régles pour la compression par un facteur 3, avec le voisinage repré-
senté en haut a gauche. L’information que la cellule conserve comme son nouvel état
est représentée en gris. Les informations se déplacent vers le coin en bas a gauche.
En regardant en bas a gauche, une cellule détermine quelles informations elle doit
laisser passer et lesquelles elle doit conserver. Les regles de la colonne de gauche
correspondent a des cas simplifiés lorsque la cellule en question a déja groupé toute
I'information nécessaire dans une direction et, par conséquent, que seules les cellules
qu’elle voit dans la direction restante sont significatives.

Nous pouvons remarquer que, pour pouvoir compresser d’'un facteur &, une cellule
a besoin de voir ﬁ fois aussi loin en bas a gauche qu’elle est capable de voir en
haut & droite. En effet, cette information est nécessaire pour savoir quand faire
passer les informations et quand il est nécessaire d’en conserver et de commencer
a les grouper. Comme l'enveloppe convexe d'un voisinage complet V' contient une
boule autour de l'origine (sans quoi (V?),en ne s’agrandirait pas dans toutes les

directions), elle contient son image homothétique de ratio —% pour un certain kg et
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tous les entiers supérieurs a ce kg (voir figure 4.6). Ainsi, avec un tel voisinage une
compression par n’importe quel facteur k > kg est possible.

Pour compresser des entrées de proportion > = « avec un voisinage complet
quelconque V, nous nous intéressons au plus grand rectangle [0, z| x [0, y] avec z,y €
Q et % = « qui est inclus dans l'enveloppe convexe de V (voir figure 4.7). En
reprenant le kg défini précédemment, le rectangle [—;%5,0] x [—+%5,0] est aussi
inclus dans ’enveloppe convexe de V pour n’importe quel & > kq. Les rectangles
ainsi définis ont des tailles rationnelles mais pas forcément entiéres. Lorsque nous
nous intéressons au voisinage VP, toutes ces tailles sont multipliées par un facteur
p. Ainsi, avec un p suffisamment grand et bien choisi, le rectangle considéré est
de taille entiére dans le voisinage VP. Notons de plus que le temps réel, pour des
entrées de proportion « est exactement le méme sur le voisinage VP que sur le
voisinage composé uniquement des deux rectangles (ceux aux coordonnées entiéres).
L’algorithme de compression présenté dans les figures 4.4 et 4.5 s’effectue donc en
temps % TRy» +O(1) avec le voisinage V?. Un automate avec le voisinage )V peut
simuler une étape de calcul de 'automate avec VP en p étapes de temps. Puisque
TRy» = [% TRy |, la compression peut s’effectuer en temps % TRy +0(1) avec le
voisinage V.
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FIGURE 4.5 — Compression d'une entrée de taille (14 x 7) avec le voisinage et les
régles de la Figure 4.4.

4.2.3 Compression d’une entrée quelconque

Nous allons maintenant nous intéresser a des entrées de proportions quelconques.
Comme nous 'avons expliqué précédemment, dans le cas ou l'entrée est de propor-
tion «, la direction optimale dans laquelle nous pouvons envoyer I'information pour
la compresser est définie par la diagonale du plus grand rectangle [0, z] x [0, y] qui est



4.2. ACCELERATION LINEAIRE 45

o N
© origin

: DCH(N)

o 1
:__JleCH(N)

FIGURE 4.6 — Un exemple de voisinage  FIGURE 4.7 — Le sous ensemble du voisi-

pour lequel un compression par un fac- nage qui est utilisé pour la compression

teur k = 4 est possible. des entrées de proportion 7= = 2 par un
facteur k£ = 4.

inclus dans I'enveloppe de V et qui vérifie 5 = «a. Remarquons ensuite que, comme
V est un voisinage complet, il existe un n > 0 tel que [0,7] x [0,7] € CH(V). Ceci
implique le fait que chaque rectangle maximal selon une proportion a au moins une
dimension supérieure a 7). Les coins (z,y) de ces rectangles maximaux sont disposés
sur une ligne brisée a 'intérieur de I’enveloppe convexe qui part d'un axe et rejoint
I’autre. On peut donc aisément en sélectionner un ensemble fini S de points de cette
ligne qui contient les extrémités et tel que deux points de S soient espacés d’au plus
en (voir figure 4.8).

Pour chaque proportion a = % avec (z,y) € S, l'automate A’ effectue une

compression de 'entrée en simulant le voisinage composé des rectangles maximaux
comme décrit dans la section précédente. Toutes les compressions s’effectuent en pa-
ralléle. Il est important de remarquer que méme les compressions dont la proportion
ne correspond pas a l'entrée s’effectuent correctement. Cependant, dans ce cas le
temps de compression est plus élevé et non-optimal vis-a-vis du voisinage V. Nous
allons donc vérifier qu’au moins une de ces compression s’effectue avec suffisamment
peu de retard pour avoir le résultat escompté : (% +¢€) TR. Une compression selon
le vecteur qui correspond exactement a la proportion de I'entrée prendrait un temps
% TR. Une compression par un des vecteurs les plus proches de I'optimal dans S
(et donc qui différe d’au plus en du vecteur optimal) envoie chaque état de I'entrée a
au plus en TR de leur destination en temps % TR +0(1). Le temps supplémentaire
nécessaire a la compression est un temps de « correction » pendant lequel les in-
formations se déplacent dans une seule direction, verticalement ou horizontalement,
dépendant de la position du vecteur utilisé par rapport a 'optimal. En choisissant
le bon, il est possible d’effectuer cette derniére étape en temps au plus ¢ TR +O(1)
puisque l'information peut se déplacer a vitesse au moins 7. Ce comportement est
illustré en figure 4.9. Ainsi, quelle que soit ’entrée, au moins une des compressions
sera effectuée intégralement avant le temps (5 + €) TR+0(1).
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FIGURE 4.8 — Un exemple d’ensemble
S qui peut étre utilisé pour définir les
compressions effectuées par A’. La ligne
noire est l'ensemble des coins des rec-
tangles maximaux quelle que soit la pro-
portion d’entrée. Le long de cette ligne
nous avons choisi des points a distance
au plus en les uns des autres.
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FIGURE 4.9 — Illustration d'une com-
pression d’une entrée de proportion quel-
conque. La direction optimale est repré-
sentée en trait plein. La direction la plus
proche dans S est représentée en poin-
tille. Apres TR, étapes de calcul, I'in-
formation est a une distance de au plus
en TRy de 'endroit ou elle devrait étre si
elle s’était déplacée selon le vecteur opti-
mal. Le segment & parcourir pour corri-
ger cette erreur est donc parcourable en
au plus € TRy, étapes.
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4.2.4 Simulation sur une entrée compressée

On note p la fonction qui associe a chaque cellule de A’ I'ensemble des cellules
de A dont elle recoit les états initiaux aprés la compression par un facteur k :

Vee Z?,  p(c) = {ke+ (x,y) | z,y € [0,k — 1]}

Par soucis de simplification nous étendons cette notation aux ensemble de cellules

ainsi : p(S) = U p(c).
ceS

Les états de A contenus dans le voisinage d’une cellule ¢ de A’ sont ceux qui
correspondent aux cellules de p(c + V). Pour étre capable de simuler k étapes de
l'automate original A, la cellule ¢ de A’ doit étre capable de voir les états qui cor-
respondent aux cellules de (p(c) +V*) de A. Bien que cette contrainte soit respectée
pour certains voisinages, comme les rectangulaires, ce n’est pas le cas en toute gé-
néralité (voir Figure 4.10).
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FIGURE 4.10 — Compression par un fac-
teur £ = 2 avec le voisinage de von
Neumann. La ligne épaisse représente
p(c+ V), les états visibles en une étape
par la cellule centrale c. Les cellules de
p(c) + V¥ sont entourées individuelle-
ment, elles contiennent les états néces-
saire pour effectuer deux étapes de cal-
cul de 'automate original A pour chaque
cellule de p(c).

FIGURE 4.11 — La ligne épaisse repré-
sente l'ensemble p(c + V). Les cellules
entourées correspondent a celles de (¢ +
kV), pour ¢ la cellule en haut a gauche
(entourée aussi) de p(c).

Cependant, quel que soit le voisinage, on peut vérifier que p(c) +kV C p(c+ V).
En effet, pour tout vecteur v € V), si I’état de la cellule ¢ de A est contenu dans
la cellule ¢ de A" aprés la compression, la cellule (¢ + v) de A’ contient I'état de la

cellule (¢ + kv) de A (voir Figure 4.11).
La solution a ce probléme de régularité peut étre résolu grace au lemme suivant :

Lemme 4.8. Yk € N,Ja € N, V¥ + kY =V 4+ Vk

Démonstration. L’inclusion V*+kV C V4 VF est évidente pour tout ae. Pour I'autre
inclusion, il faut choisir un « suffisamment grand pour que o + k > [V|(k — 1). En
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effet, n’importe quel élément z € VYV + V¥ peut s’écrire comme la somme de (o + k)
éléments de V. Par conséquent, au moins un de ces éléments doit apparaitre au
moins k fois ce qui prouve que = € V* + kY. m

Grace a ce lemme, nous pouvons choisir 3 tel que V2 + kV = V# + V*. Nous
allons donc modifier le comportement de 'automate A’ de sorte que, pendant les /3
premiéres étapes de calcul, chaque cellule stocke les états de ses voisines. Ainsi au
temps /3 chaque cellule contient tous les états initiaux des cellules de VP. A partir de
cette étape, chaque cellule effectue le calcul décrit dans cette section en méme temps
pour chacun de ces états. A U'étape B + t, la cellule ¢ contient les états des cellules
de ¢ + VP au temps t dans 'automate A’ avant la modification. En effet, au temps
B+t les cellules de ¢+ contiennent tous les états qui aurait été ceux des cellules de
c+VP*1 au temps ¢ et donc I'information nécessaire pour mettre & jour tous les états
en une étape. Au final, cette modification rajoute un temps de calcul g a ’automate,
temps nécessaire au départ pour grouper les états puisqu’ensuite aucun temps n’est
perdu par rapport & I'automate précédemment décrit. Ainsi, aprés la compression
de l'entrée, chaque cellule ¢ de A’ contient les états initiaux dans 'automate A des
cellules de (p(c) +V?). A partir de cette étape, chaque cellule peut simuler le calcul
dans I'automate A k fois plus vite. En effet, supposons que toutes les cellules de
A’ a temps tg + ¢ contiennent les états a temps t des cellules de A qui sont dans
(p(c)+VP). Alors, les cellules voisines de ¢ dans A’ contiennent les états des cellules
de p(c+ V) + VP au temps t dans Pautomate A. Grace au lemme 4.8, nous avons :

ple+V)+ VP D ple)+kV+VP D ple) + VPHF

Avec toutes ces informations, la cellule ¢ peut donc calculer les états dans A des
cellules de p(c) + V? au temps (t + k).

4.2.5 Temps total

Nous avons maintenant presque terminé la description de 'automate A’. Le seul
point restant est la transition entre la phase de compression et la phase de calcul
accéléré. Celle-ci se fait a l'aide du lemme 3.5 du chapitre 3. Ce lemme nous permet
d’affirmer qu’on peut construire 'automate A" de telle sorte que la reconnaissance
du mot d’entrée se fasse en un temps borné par la somme des temps nécessaire a
chaque étape pour s’effectuer. La premiére étape de «rassemblement» des informa-
tions prend un temps de calcul constant 3. La deuxiéme étape, celle de compression
par un facteur k, prend un temps (k—;l +¢) TRy, +0O(1). Enfin, la simulation, une fois
toutes les informations compressées, se fait en temps 1 (TRy +f) + O(1). Le temps
total de calcul de I'automate A’ est donc

(% +¢) TRy +%(TRV +f)+0(1) < (1+¢)TRy+ef +0(1)
Le terme en O(1) peut étre éliminé grace au lemme 4.6, ce qui permet de conclure
la preuve du théoréme 4.4.
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Chapitre 5

Relations entre classes de langages

Il est assez facile de voir que le modele des automates cellulaires est équivalent
a celui des machines de Turing en terme de puissance de calcul. Cependant ce n’est
pas vrai, comme 1’on pouvait s’en douter, pour ce qui est de la vitesse de calcul. En
effet, le parallélisme massif permet un gain de temps important pour la résolution de
certains problémes qui I'est d’autant plus dans I’étude de classes de faible complexité
comme celles du temps réel ou du temps linéaire. Une question naturelle est alors
d’expliciter les relations entre ces deux classes. En particulier, la question de 1’égalité
entre le temps linéaire et le temps réel en une dimension est une question ouverte
depuis longtemps mais qui résiste toujours aux chercheurs. Cette question s’exprime
assez clairement en dimension un grace a un résultat de V. Poupet [Pou05| qui
prouve que la classe des langages temps réel ne dépend pas du voisinage utilisé
en une dimension et donc, comme pour le temps linéaire, que tous les voisinages
complets permettent de définir la méme classe de langages. Ce n’est, par contre,
pas le cas en deux dimensions comme l'atteste un résultat de V. Terrier [Ter99.
La premiére section de ce chapitre est une adaptation de ce résultat dans un cadre
légérement plus général mais qui servira dans la suite du manuscrit.

5.1 Sommets limitants

Dans cette section nous allons montrer le premier résultat négatif de ce manuscrit.
En nous basant sur une construction de V. Terrier [Ter04], nous allons montrer que
pour certains voisinages il existe des langages qui sont reconnaissables en temps
linéaire mais pas en temps réel.

Pour certains voisinages, on dit qu'un sommet de l'enveloppe convexe est li-
mitant s’il existe des entrées dans lesquelles une cellule est obligée de se déplacer
selon ce vecteur a chaque étape de temps pour atteindre l'origine en temps réel. On
peut caractériser ces sommets en fonction de ’enveloppe convexe du voisinage de la
maniere suivante.

Définition 5.1 (Sommet limitant). Un sommet v = (a,b) d’un voisinage V est dit

ol
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k=l k=l fen] [en) fen] fanl kel I3 Fan]
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FIGURE 5.1 — Deux mots de taille 12 x 12, celui de gauche est dans L, pas celui de
droite. Les lettres colorées en jaunes sont celles des codes binaires des coordonnées
de la lettre a vérifier. Cette lettre est encadrée en rouge.

limitant si
— v est un sommet de [’enveloppe convexe de V.
— Le rectangle [0,a] x [0,b] est inclus dans V.

Dans tout ce chapitre, on va s'intéresser a un langage défini par V. Terrier [Ter99].

Définition 5.2. Etant donné un mot W de taille (n x m) sur l’alphabet {0,1}, on
peut considérer une ligne ou une colonne comme la notation binaire d’un nombre.
Formellement on note :

—
I3
J—

2'W(n —1,m — i)

8

I
— =
vls |l M
—_—1 N

Y= 201W (n —i,m — 1)

j=

[\

On définit alors le langage Ly des mots binaires bidimensionnels tels que W (n —
r,m—y)=1.

Théoréme 5.3 (V. Terrier |Ter04|). Le langage Lt ne peut pas étre reconnu en
temps réel par un automate avec un voisinage qui contient un sommet limitant.

Démonstration. La raison fondamentale de cette impossibilité réside dans le par-
cours des informations dans 'automate au cours du calcul. Lorsque le mot d’entrée
est de méme proportion a que le sommet limitant v = (v,,v,), les informations
contenues dans les cellules les plus éloignées de 1'origine doivent se déplacer selon ce
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FIGURE 5.2 — Un mot bidimensionnel carré (en vert), ’ensemble des cellules de U en
rouge, K (2) en orange, K(3) en jaune et 7'(2) en bleu (avec le voisinage de Moore).

vecteur v a vitesse maximale pour pouvoir impacter I’état de I'origine au temps réel.
Au cours de ce transit, ces informations vont croiser un nombre restreint de cellules,
trop petit pour contenir des informations complétes sur le reste de I'entrée. Ainsi
certaines entrées seront indiscernables du point de vue de ces cellules alors que les
codes binaires peuvent désigner n’importe quelle cellule de I'entrée. Cela va amener
une erreur dans la reconnaissance de L. Plus formellement, pour une entrée w de
taille n x m nous allons définir les notations suivantes :

T est le temps réel avec le voisinage V sur 'entrée w

U=A{(z,m) |z e n—Tlog(n)] —1,n]} U{(ny) |y e [m—[log(m)] —1,m]}.
K(t) =V HU)nV0).
T(t) = V(K (t + 1)\K(1).

Un exemple avec le voisinage de Moore peut étre trouvé dans la figure 5.2
L’ensemble U contient toutes les informations utiles des codes binaires situés sur
la derniére colonne et sur la derniére ligne. K(t) est ’ensemble des cellules qui, au
temps t, dépendent de I’état initial de U et ont un impact sur la cellule origine a la fin
du calcul. T'(t) est 'ensemble des cellules qui, au temps ¢, ne dépendent pas de I’état
initial de U et sont nécessaire au calcul de I'état de K (t+1) au temps ¢+ 1. En effet,
comme les cellules de T'(t) ont un impact sur I'état de celles de K (t+1), elles ont un
impact sur le résultat du calcul et donc seraient dans K (t) si elles dépendaient de
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FIGURE 5.3 — Un voisinage avec un sommet limitant et le cone correspondant a ce
sommet.

I'état initial de U. On remarque que K (7) = {0} et, par conséquent, que connaitre
les états respectifs des cellules de K (t) au temps ¢ suffit & déterminer le résultat du
calcul. Par définition de T'(t), la connaissance de 1'état des cellules de T'(t) et de
K(t) au temps ¢ suffit a calculer 'état de celles de K (¢ + 1) au temps ¢t + 1. Or,
K(0) = U, et donc la donnée de I'état initial de U, ainsi que des états des cellules
de T'(t) au temps ¢ suffit & déterminer les états de tous les K (t) au temps ¢, donc
I'état de l'origine au temps 7, et ainsi le résultat du calcul. On note 7),(t) les états
des cellules dans T'(t) au temps t sur U'entrée w. On peut aussi remarquer que T, (t)
ne dépend pas de I’état initial des cellules de U, mais uniquement du reste de w. On
dit que deux mots w; et wy sont équivalents si pour tout ¢, T, (t) = T\, (t). Pour
borner le nombre de classes d’équivalence de ces mots, nous allons nous intéresser a
la taille de chaque ensemble T'(t) et donc a la taille des ensembles K ().

Comme v est un sommet de l'enveloppe convexe de V), celui ci correspond a
un angle dans I'enveloppe. Cela nous permet de définir un céne qui contient toute
I’enveloppe convexe de V (voir figure 5.3). Etant donné une cellule ¢, on note C(c) le
cone de méme angle et de méme orientation ancré a la cellule ¢ (ce cone contient la
cellule ¢, comme illustré dans la figure 5.4). De méme on note C'~'(c) le cone orienté
dans 'autre sens par rapport a ¢, et contenant toujours ¢ (un exemple est aussi dans
la figure 5.4).

Comme lentrée est de proportion «;, il existe un rationnel ¢ tel que (n,m) = qu.
On peut alors remarquer que 7 = [¢]. En effet, le point le plus éloigné de l'origine
dans la direction « et dans V?(0) est le point (qv). Or, toute I'entrée est inclue dans
V7, et donc en particulier le point (n, m). De plus, comme v est un sommet limitant,
toute puissance du voisinage qui contient (n,m) contient tout le mot d’entrée. Cette
propriété va nous aider a borner la taille des K (t), en commengant par une approxi-
mation de K(0). On note u la cellule (n —log(n), m —log(m)). On peut vérifier que
C~!(u) contient K(0) = U. De méme C~'(u — tv) contient V!(U), et C((7 — t)v)
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FIGURE 5.4 — Les deux cones d’approximation, au temps 0 et au temps 1.

contient V7(0), donc K(t) est inclus dans C~'(u — tv) N C((7 — t)v). Ces deux
cones sont symétriques et leurs origines sont espacées d’une distance qui ne dépend
pas de t. Cette distance est de 'ordre de |v| + log(n) + log(m), et donc la taille de
K (t) est de l'ordre de log(n) + log(m), quel que soit ¢, et T'(t) est au plus de taille
lv| x |K(t+1)].

Notre remarque précédente sur le temps réel nous permet aussi de montrer que
7 < [;+]. Ainsi le nombre de couple (cellule, temps) dont I'état est donné dans une
suite (7 (t))ten est de 'ordre de nlog(n) (comme le rapport = est fixé on peut se
passer de la variable m a l'intérieur des O). Donc, le nombre de classes d’équivalence
est au maximum [A|© (),

Ily a2 sous-ensembles différents de [0, 2] x [0, 2]. Chaque mot w défini un de
ces sous ensembles en regardant les bits dans les cellules de [0, 5] x [0, %] Ainsi, pour
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des mots de taille n x m assez grands, il existe deux mots w et w’ qui définissent
deux ensembles différents mais qui sont dans la méme classe d’équivalence. Ces
deux mots différent sur une case d = (x,y) € [0, 5] x [0, 7] sinon ils définiraient les
mémes ensembles. Le mot w dans lequel on modifie U pour y mettre les codes de
(n—x,m—y) est aussi dans la méme classe d’équivalence et de méme si on modifie
pareillement w’. Ces deux mots sont soit tous les deux acceptés soit tous les deux
refusés, alors qu’un des deux devrait étre accepté, celui qui a un 1 dans la cellule d,
et 'autre devrait étre refusé. Ce qui ameéne a la contradiction voulue, ’automate A
ne reconnait pas le langage L. O

La démonstration présentée ici différe légérement de celle présentée par V. Terrier
qui était plus précise dans le comptage du nombre de cellule dans 7'(¢). En fait
la démonstration telle qu’écrite dans ce mémoire permet de prouver un résultat
légérement plus fort que celui annoncé. En effet, il n’est pas nécessaire que le code
soit situé exactement sur la derniére ligne et la derniére colonne de 'entrée. Il suffit,
pour que la preuve fonctionne, que les codes des deux coordonnées soient compris
dans un rectangle de taille O(log(n) log(m)) dans le coin en haut a droite de I’entrée.
De plus, il n’est pas nécessaire non plus que ce code puisse désigner n’importe quelle
cellule de ’entrée. L’argument de comptage nécessite simplement que I’ensemble des
cellules codables soit de taille O(nm). Enfin, on remarque que I'on peut restreindre
un tel langage aux mots de la proportion adéquate (la proportion du sommet limitant
considéré). Plus tard dans ce mémoire, nous nous servirons de ce résultat pour
prouver I'impossibilité de reconnaitre des langages qui correspondent a ces critéres.

5.2 Séparation utilisant les sommets limitants

Considérons maintenant le voisinage de von Neumann, qui n’a pas de sommet
limitant. On peut alors prouver le résultat suivant :

Proposition 5.4 (V. Terrier [Ter04]). Le langage Ly peut étre reconnu en temps
réel par un automate avec le voisinage de von Neumann.

La preuve de ce théoréme est due a V. Terrier et peut étre trouvée dans [Ter99).
Nous en rappellerons ici les grandes lignes, afin de pouvoir plus facilement en pro-
poser une version modifiée dans le chapitre suivant. L’automate va effectuer trois
taches en paralléle. Tout d’abord, il faut numéroter les lignes et les colonnes en
partant de la fin. Pour cela, en commengant par la cellule du coin en haut & droite,
chaque colonne va incrémenter le numéro de la colonne précédente. Le i-éme bit de
la colonne [ se calcule aisément en fonction du i-éme de la colonne (I — 1) et du
(1 — 1)-éme de la colonne [. Ainsi le i-éme bit de la colonne [ est écrit au temps
(I+1). Pendant ce temps, 'automate recopie sur chaque ligne et sur chaque colonne
une copie de la derniére ligne ou colonne. Ainsi la [-éme colonne obtient sa copie au
temps [. Dés que ce recopiage est effectué, un signal de comparaison est lancé du
bord comparant le numéro et la copie. Avec la méthode de comptage précédente,
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ce signal dispose effectivement de toutes les informations nécessaires au moment
d’effectuer la comparaison bit & bit. Enfin, sur chaque ligne et chaque colonne deux
signaux vont partir des extrémités pour trouver et marquer le milieu de ladite co-
lonne ou ligne. Lorsque le signal de comparaison atteint ce milieu il a terminé sa
tache et, si la comparaison était juste, il continue son chemin en attendant de croiser
un autre signal similaire. Ainsi, le signal qui correspond a la colonne (n — x) sera
parti au temps x de la cellule (n — z,m) et celui qui correspond a la ligne (m — y)
sera parti au temps y de la cellule (n,m — y). Ces deux signaux se rencontreront
donc au temps (x + y) a la case (n — z,m — y). Si cette cellule a pour état 1, ces
signaux se transforment en un signal d’acceptation qui se propage jusqu’a l'origine.

Théoréme 5.5 (V.Terrier [Ter04]). Etant donné un voisinage V complet avec un
sommet limitant, il existe un langage reconnaissable en temps linéaire avec V mais
pas en temps réel.

Démonstration. Le langage Ly étant reconnaissable en temps réel avec le voisinage
de von Neumann, il est reconnaissable en temps linéaire avec tout voisinage complet
). Comme nous avons montré qu’il n’était pas reconnaissable en temps réel avec un
voisinage avec un sommet limitant, il constitue un témoin du théoréme. O

Les deux sections suivantes portent sur un probléme similaire mais légérement
différent : comment se comportent des automates qui disposent d’une dimension
de calcul plus grande que la dimension de 'entrée? En effet on peut tout a fait
considérer un langage en dimension d comme un langage de dimension d’ > d dont
tous les mots sont de taille 1 dans les dimensions rajoutées.

5.3 Entre la dimension un et la dimension deux

Dans cette section nous allons nous intéresser a de la reconnaissance de langages
en une dimension (1D) avec des automates cellulaires en deux dimensions (2D) et
qui utilisent le voisinage de Moore. Certaines études ont déja été menées dans la
littérature sur la reconnaissance de mots 1D lorsqu’ils sont transformés en image 2D
selon différentes représentations (ligne a ligne, fil de Hilbert, ...[DM02]). Ces études
s'intéressent aussi a la puissance qu’apporte la deuxiéme dimension mais dans ces
travaux 'entrée est transformée pour couvrir une surface en deux dimensions. Dans
le cadre de nos travaux, les deux automates de dimensions différentes vont travailler
sur la méme entrée, disposée exactement de la méme maniére. De cette fagon on peut
notamment remarquer que le temps réel est le méme quelle que soit la dimension
considérée. Les résultats de cette section ont fait 'objet d'un article cosigné avec
V. Poupet et présenté a STACS 2015 [GP15b].

Meéme en ne considérant que des calculs en temps réel, il est possible pour un
automate avec le voisinage de Moore d’utiliser un nombre de cellules quadratique
en la taille de I'entrée en méme temps, en comptant uniquement celles qui ont
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une influence sur le résultat du calcul. Cela n’est pas le cas pour un automate en
une dimension, et & priori pas le cas non plus si 'on considére une entrée en deux
dimensions. Le but de ces travaux est donc de réussir a déterminer quelle puissance
on peut gagner grace a cet espace. On revient sur la notion de langage marqué
présentée dans la section 3.3. Etant donné un langage marqué on défini le langage
sans marque suivant :

Définition 5.6. Etant donné un langage marqué L C (X x {0,1})*, on définit
L C ¥* comme le langage obtenu en enlevant les marques des mots de L (on peut
donc le voir comme une projection de L sur la premiére composante).

Ce qui nous permet de formuler les théorémes suivants :

Théoréme 5.7. Etant donné un langage L C (X x {0,1})* de mots marqués a au
plus une position, L € CA1(TL) = L € CAy(TL).

Démonstration. Soit L C (X x {0,1})* un langage de mots avec au plus une po-
sition marquée et soit .4 un automate unidimensionnel qui reconnait L en temps
n — 2n. Nous allons construire un automate A’, en deux dimensions, qui reconnait
L en temps linéaire. L’idée pour cela est de simuler 'automate A pour chaque po-
sition possible de la marque comme illustré sur la figure 5.5. En effet, si une de ces
simulations aboutit & une acceptation, c’est qu’il existe une position pour laquelle
le mot marqué appartient & L et donc que le mot appartient a L. L’entrée de notre
automate A’ est donc un mot w € X* de longueur n. Nous allons nous servir de la
deuxiéme dimension de A’ pour effectuer n simulations de 'automate A en méme
temps.

OO UT=WN—O

[

FIGURE 5.5 — Exécution de n simulations d’'un automate unidimensionnel avec un
automate bidimensionnel.

Au temps t = 0, 'automate A’ va commencer une simulation de ’automate
A sur la premiére ligne comme si la cellule la plus & gauche portait une marque.
Cette opération va se faire sur une nouvelle couche de calcul de maniére a ne pas
effacer 'entrée. A chaque étape suivante I’entrée originale va étre recopiée sur la ligne
au dessus, en déplacant la marque d’une cellule vers la droite, comme illustré sur
la figure 5.5. Aprés ce recopiage, une nouvelle simulation commence sur la ligne en
question, toujours sur une couche différente de celle qui sert a recopier ’entrée. Ainsi,
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au temps t = n, la premiére ligne a effectué n étapes de simulation de ’automate A
et la n-éme ligne commence une nouvelle simulation avec une marque sur la derniére
cellule.

Lorsqu’une simulation est terminée sur une ligne, le résultat est envoyé le long
de la premiére colonne en direction de l'origine. Au temps ¢ = 3n, la simulation se
termine sur la n-éme ligne. L’information met ensuite n étapes de calcul a arriver
a lorigine de A’. Ainsi au temps t = 4n, l'origine a regu le résultat de chaque
simulation et peut donc accepter le mot d’entrée si au moins une des simulations
a mené a une acceptation. Le langage L est donc reconnu en temps n +— 4n, ce
qui, grace au théoreme d’accélération linéaire présenté précédemment, nous donne
L € CAy(TL).

O

Théoréme 5.8. Etant donné un langage L C (X x {0,1})* de mots marqués a au
plus une position, L € CA1(TR) = L € CAy(TR).

Démonstration. Le principe général de cette preuve est le méme que pour le théo-
réeme précédent. Cependant, la contrainte de temps réel nous oblige a utiliser une
construction plus astucieuse pour ne pas perdre de temps. En effet, 'algorithme pré-
cédent a besoin de temps supplémentaire pour recopier ’entrée, marquer les diverses
positions possibles et ensuite ramener le résultat du calcul a I'origine sur la ligne la
plus basse. Pour effectuer ces opérations sans perdre de temps, nous allons encore
une fois utiliser une compression. Le temps passé & compresser sera regagné par la
suite, le calcul pouvant étre simulé plus efficacement. L’entrée va étre recopiée et les
marques distribuées pendant cette compression. Pour ne pas perdre de temps a faire
redescendre le résultat vers la premiére ligne, nous allons effectuer une compression
au milieu plutot qu'une compression a gauche comme toutes celles qui ont été pré-
sentées jusqu’a présent. En effet, compresser de la sorte se fait un peu plus vite : les
informations venant du bord droit ont moins de distance a parcourir, celle venant
de la gauche en ont désormais autant a parcourir ce qui permet de mieux utiliser
tout le parallélisme dont nous disposons. Ce temps gagné lors de la compression
est en général perdu puisqu’il faut ensuite ramener le résultat du calcul a l'origine
mais, dans ce cas particulier, ce déplacement vers la gauche peut étre couplé avec
un déplacement vers le bas sans perdre de temps.

Comme la compression va avoir lieu ligne par ligne, nous allons la décrire pour un
automate 1D. De plus, pour pouvoir compresser au centre, nous allons avoir besoin de
I’aide d’'une marque située approximativement au milieu qui, grace au théoréeme 3.6,
pourra ensuite étre enlevée. L’automate que nous présentons va compresser par un
facteur 3 autour de cette marque comme illustré sur la figure 5.7. Comme les cellules
ne savent pas a ’avance si elles sont a gauche ou a droite de la marque, ’automate va
utiliser deux couches, une sur laquelle les informations se déplacent vers la gauche
et une sur laquelle les informations se déplacent vers la droite. Les informations
vont se compresser autour de la cellule marquée lorsqu’elles se déplacent dans la
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FIGURE 5.6 — Simulations en paralléle et en temps réel d’'un automate cellulaire
1D. Chaque ligne comprend 6 copies de 'entrée, chacune avec une cellule marquée
différente.

bonne direction. Celles qui partent dans la mauvaise direction ne vont jamais étre
compressées et n'interagiront pas avec le reste du calcul.

Supposons que la cellule marquée soit la cellule |an], le temps nécessaire a cette
compression est max(2an, 3(1—a)n). Une fois le calcul effectué, le résultat doit étre
envoyé vers l'origine a gauche de 'entrée. Ceci prend a nouveau un temps %an. Le
temps de calcul, une fois 'entrée compressée, pour simuler un automate qui donne

n

son résultat en temps réel n est donc 7. Le temps total de calcul pour faire la

compression, la simulation, puis ramener le résultat est donc

2 2 1 2 n
max(?)om, 3( a)n) + ZOm + 5
Si « est plus grand que %, ce temps est plus grand que le temps réel n. Sinon, c’est
I’autre terme qui 'emporte lors de la compression et le temps total est alors toujours
égal a n.

La durée de la compression va servir a recopier ’entrée sur la deuxiéme dimension
de 'automate. Comme cette compression ne dure pas n étapes, il est impossible
de recopier les lignes une par une comme dans 1’algorithme précédent. A la place,
chaque ligne de I'automate 2D va contenir six lignes de 'automate 1D, compressées
d’un facteur 3. De cette maniére chaque cellule va, au final, contenir 18 états de
I'automate A. De plus, chaque recopiage va copier la version déja compressée de
la ligne précédente. Ainsi toutes les lignes seront compressées exactement en méme
temps, et & la fin de cette compression n copies de ’entrée seront présentes sur les
& premiceres lignes de 'automate 2D.

En méme temps, on veut apposer une marque différente sur chaque copie de
I’entrée. Contrairement a la construction précédente, nous allons commencer par
marquer la cellule autour de laquelle se fait la compression. Lorsque cette cellule
termine son groupement, c¢’est-a-dire qu’elle contient 18 états de A, elle marque trois
des six copies de I'entrée, chacune sur une cellule différente qu’elle contient. Ensuite,
c’est le tour de ses voisines gauche et droite de la ligne du dessus. Lorsqu’elles seront
compressées elles marqueront chacune trois des six copies présentent sur cette ligne.
De cette maniére on peut éviter qu'une copie soit marquée deux fois. C’est ensuite au



5.3. ENTRE LA DIMENSION UN ET LA DIMENSION DEUX 61

tour de la ligne encore au dessus d’effectuer la méme manipulation, comme illustré
sur la figure 5.6. Chaque copie est donc marquée avant la fin de la compression,
moment ot commence réellement le calcul.

Apreés cette compression, 'automate va effectuer une simulation accélérée de
'automate A sur chaque ligne, ce qui prend un temps 7. La transition entre la
compression et la simulation est une fois de plus assurée par le lemme de synchro-

nisation 3.5.

]
« 1

FIGURE 5.7 — Diagramme espace-temps représentant la compression autour d’une
cellule marquée a la position |an]. Les fléches illustrent les points du diagramme
ou les informations de l'entrée sont compressées pour la premiére fois. Le point
d’exclamation représente le site ou le résultat du calcul apparait.

Enfin, I'automate doit ramener les résultats de chaque simulation a 1’origine.
Pour cela, une fois la simulation terminée, chaque ligne va envoyer son résultat en
direction de la cellule origine vers le bas et vers la gauche en méme temps. Le temps
nécessaire a ramener l'information sur la colonne de gauche est déja décompté dans
les n étapes de I'algorithme. Il faut donc que chaque résultat ait moins de distance
verticale & parcourir que de distance horizontale. La simulation qui s’effectue le
plus loin de l'origine s’effectue sur la 7-éme ligne. Ainsi il faut s’assurer qu’apres
la compression, I'entrée soit intégralement a droite de la cellule 7. Cette contrainte
donne une borne sur la valeur minimale de «. Ainsi, prendre « entre % et % est
suffisant pour que I’algorithme s’effectue correctement sans perdre de temps.

L’automate A’ que nous avons décrit est donc capable de compresser une entrée
en 1D, tout en la recopiant n fois, d’attribuer & chacune de ces copies une marque
sur une cellule différente, puis de simuler 'automate A sur chacune de ces copies.
Enfin, le mot est accepté si au moins une des simulations accepte le mot. Ce calcul
est terminé a ’étape n puisque l'automate A reconnait L en temps réel et donc
termine son calcul en temps n. Ainsi, nous avons montré un automate A’ capable
de reconnaitre LI3+2) en temps réel. En effet nous avons supposé la présence d’'un
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marqueur situé entre le tiers et la moitié du mot d’entrée. Le théoréme 3.6 assure
alors qu’il est possible de construire un automate A” qui reconnait L en temps réel.
m

5.3.1 Conséquences

Le théoréme que nous avons prouvé peut paraitre assez spécifique puisque cette
notion de marqueurs a été trés peu étudiée dans la littérature. Il est en fait possible
de déduire de nombreux résultats de cette formalisation. Cette section est dédiée
a quelques exemples des langages qu’il est possible de reconnaitre grace a ces mar-
queurs.

Corollaire 5.9. La concaténation L1Lo de deux langages reconnaissables en temps
réel en une dimension est reconnaissable en temps réel en deux dimensions avec le
voisinage de Moore. Formellement :

L, € CA1 (TR) N Lo € CA1 (TR) = L1, € CAM(TR)

Démonstration. Etant donné un mot w = uv avec une marque entre u et v, il est
facile de vérifier en temps réel et en une dimension si u € L; et v € Ly puisque
ces langages sont reconnaissables en temps réel. La cellule marquée joue le role
d’un # dans la premiére reconnaissance et de 'origine dans la deuxiéme. Grace au
théoréme 5.8, ce langage sans la marque est reconnaissable en temps réel avec un
automate en deux dimensions. O

Corollaire 5.10. Si CA;(TR) = CAp(TR) alors CA1(TR) est clos par concaténa-

tion.

Sans I’hypothése CA;(TR) = CA ), (TR), la stabilité par concaténation de CA;(TR)
n’est toujours pas connue. En fait, il n’existe méme aucun résultat qui assure que la
concaténation de deux langages reconnaissables en temps réel est reconnaissable en
temps linéaire. En effet ’algorithme naif qui teste toutes les possibilités est quadra-
tique.

Corollaire 5.11. Si CA{(TR) = CAy(TR) alors pour tout langage L et tout o €
QnN[0,1], si Ll*°l € CA{(TR) alors L € CA;(TR).

Démonstration. Par le théoréme 5.8 nous avons LI*) € CA;(TR) = L € CA(TR).
L’hypothése d’égalité nous donne le résultat annoncé. O]

Ce corollaire signifie que si ces deux classe sont égales, alors les automates cellu-
laires en une dimension ne profitent pas de I'aide que peut leur apporter une marque
a un endroit précis en temps réel. Ce genre de marque peut permettre de connaitre
a ’avance le milieu de 'entrée par exemple. Bien que nous n’ayons pas trouvé de
contradiction avec ce fait, nous avons espoir de réussir & prouver que ces marques
ajoutent de la puissance de calcul aux automates en temps réel.

Cette hypothése CA{(TR) = CAp(TR) peut en fait étre utilisée pour renforcer
le théoréme précédent de la maniére suivante :
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Corollaire 5.12. Si CA;(TR) = CA;(TR) alors pour tout entier k € N et tout lan-
gage L C (X x{0,1})* de mots ayant au plus k positions marquées, L € CA;(TR) =
L € CAy(TR).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur l'entier k. Le cas k = 1 est
une conséquence directe du théoréme 5.8, et de 'hypothése CA;(TR) = CAp(TR).
Supposons que ce corollaire soit vrai pour les langages de mots avec au plus k
marques. Soit L un langage de mots avec (k + 1) marques. On définit le langage
L' C (2 x{0,1}*)* a partir du langage L comme suit. Soit un mot w € L, on change
la premiére lettre marquée (uq, 1) par la méme lettre marquée sur la deuxiéme couche
de marqueurs (uq,0,1). Toutes les autres lettres marquées restent marquées sur la
premiére couche mais pas sur la deuxiéme. Les lettres qui ne sont pas marquées
restent ainsi. De cette maniére, nous avons construit un mot w’ dont la premiére
marque est particuliére. Puisque L € CA;(TR) on a L' € CA{(TR). En effet il suffit
d’utiliser le méme automate en considérant les deux couches de marquages comme
une seule. L' peut donc étre vu comme un langage de mots contenant une seule
marque en considérant que ces mots sont écrits sur l'alphabet 3 x {0,1}. Par une
application du théoréme 5.8, on prouve que L' € CA/(TR) et donc L' e CA,(TR).
Ce langage est par construction le langage L dans lequel la premiére marque a été
enlevée. Il ne contient donc que des mots qui contiennent au plus k£ marques. Par
hypothése d’induction, ce langage sans ses marques est donc aussi reconnaissable en
temps réel. O

5.4 Entre la dimension deux et la dimension trois

Dans cette section, et cela sera la seule fois dans ce mémoire, nous allons nous
intéresser a des automates cellulaires tridimensionnels. Nous avons étudié précé-
demment les relations entre les langages unidimensionnels reconnaissables avec un
automate 1D et avec un automate 2D. Nous avons notamment discuté des consé-
quences d’'une éventuelle égalité de ces deux classes de langages. Nous allons ici
montrer que dans le cas des langages bidimensionnels, 'utilisation d’une troisiéme
dimension permet d’accroitre strictement la puissance de calcul. La clef de ce résul-
tat est la connaissance de certains langages qui ne sont pas reconnaissables en temps
réel avec certains voisinages en deux dimensions. Nous allons modifier le langage Ly
présenté dans la section 5.1 de sorte qu’il soit reconnaissable en temps réel par un
automate cellulaire en trois dimensions, avec le voisinage de Moore.

Pour cela, nous allons disposer différemment les lettres des mots de Ly. Tout
d’abord on se restreint aux mots carrés. Considérons alors un mot de taille (n x n)
et I’ensemble I des cellules de coordonnées paires :

I={(2z,2y) | 22 € [0,n—1],2y € [0,n — 1]}

L’ensemble I définit un sous mot que I'on peut aisément associer a un mot
bidimensionnel en identifiant la cellule (2z,2y) a la cellule (z,y). On définit alors
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le langage L3 constitué des mots carrés bidimensionnels sur {0, 1}? qui vérifient les

contraintes suivantes. Le sous-mot constitué par les cellules de I est un mot de Ly

sur la premiére couche. La deuxiéme couche est intégralement constituée de 0 sauf
m n

sur la ligne d’ordonnée % | et sur la colonne d’abscisse |7 |.

Lemme 5.13. Le langage L3 n’est pas reconnaissable en temps réel avec le voisinage
de Moore en deux dimensions.

Démonstration. La démonstration de ce résultat est exactement la méme que celle
proposée pour le langage Ly dans la section 5.1. Tout d’abord, la restriction aux
mots carrés ne pose aucun probléme puisque la preuve ne considére que le cas des
mots dont la proportion est la méme que celle du sommet limitant. Pour le voisinage
de Moore il s’agit donc des mots carrés. On remarque ensuite que ’ensemble des
cellules dans lesquelles sont codées les coordonnées de la cellule & vérifier n’est plus
le méme que pour Lp, les cellules de I étant espacées les unes des autres. Cependant
cet ensemble est lui aussi inclus dans un rectangle de taille O(log(n)?), ce qui permet
d’effectuer exactement le méme dénombrement que dans la preuve précédente. Enfin,
le nombre de cellules que les codes peuvent désigner est plus faible par rapport a la
taille du mot que dans le cas de Ly. En effet, seules les cellules de I peuvent étre
désignées par ces codes. Encore une fois il est facile de vérifier que, méme avec cette
restriction, les codes peuvent désigner un ensemble de cellules de taille O(n?), ce
qui permet d’utiliser exactement le méme argument de comptage pour conclure a
I'impossibilité de reconnaitre L3 avec le voisinage de Moore en 2D.

]

On va maintenant montrer que ce langage est reconnaissable avec un automate
en trois dimensions.

Théoréme 5.14. Le langage L3 est reconnaissable en temps réel par un automate
tridimensionnel avec le voisinage de Moore.

Démonstration. En deux dimensions il est impossible de reconnaitre L3 en temps
réel car il n’est pas possible de stocker assez de données le long de la diagonale qui
sépare l'origine du coin du mot. En trois dimensions il va étre possible de résoudre
ce probléme en empilant les données sur cette diagonale. On définit alors le plan P
des cellules au-dessus et en-dessous de cette diagonale :

P={(z,2,2) e €[0,n—1] = € Z}

L’objectif de notre construction est alors de stocker toutes les données du mot
d’entrée dans ce plan, pour qu’elles soient plus facilement mises en relation avec les
données des codes situés dans le coin du mot. Pour cela & chaque étape de calcul,
chaque cellule (x,y, z) va dupliquer son état dans la cellule (z + 1,y — 1,2+ 1) et
dans la cellule (z — 1,y + 1, z—1). De cette maniére les informations contenues dans
I’entrée vont petit a petit se propager dans l'espace, sans toutefois se superposer
les unes les autres. Ainsi, chaque information contenue dans une cellule de I au



5.4. ENTRE LA DIMENSION DEUX ET LA DIMENSION TROIS 65

FIGURE 5.8 — A gauche un mot en deux dimensions de taille (11 x 11). En bleu
foncé les cellules de I. A droite une vue du plan P, la ot se passe la majeure partie
du calcul.

départ sera a une certaine étape inscrite dans une cellule du plan P. On a illustré
sur la figure 5.8 les emplacements ot les informations se retrouvent au cours de
ce déplacement. Les numérotations correspondent aux coordonnées initiales dans le
sous mot des cellules de I. Ainsi une cellule numérotée (z,y) contient 1’état initial
de la cellule (2z,2y,0) dans 'automate 3D.

En paralléle, 'automate va agir dans le plan P pour vérifier que le sous mot donné
en entrée est un mot de Ly. Via le déplacement décrit plus haut, les informations
des cellules de I vont toutes finir dans un carré situé sur le plan P. On peut alors
identifier ce carré & un mot bidimensionnel constitué de lignes et de colonnes (on
peut s’aider des numérotations sur la figure 5.8). On peut aussi remarquer que les
cellules numérotées (z,y) et (z+1,y) dans le plan P sont adjacentes dans I’automate
3D. C’est aussi le cas des cellules (z,y) et (z,y + 1). L’automate que nous allons
construire va alors utiliser le méme algorithme que celui qui a été présenté pour le
voisinage de von Neumann en deux dimensions. Tout d’abord I'automate va générer
des compteurs a partir de la cellule la plus éloignée pour numéroter les diagonales
de P qui correspondent & des lignes et a des colonnes dans le sous mot initial /. En
méme temps 'automate va recopier les codes sur chacune de ces lignes et colonnes.
Au début du calcul les codes ne sont pas dans le plan P et ils y arrivent bit par bit.
[’automate va alors recopier ces codes dés qu’il en aura la possibilité, bit par bit.
Comme en 2D, dés lors que le code commence & étre recopié sur la ligne [, un signal
est envoyé depuis le bord de cette ligne pour comparer le code au numéro de la ligne
en question. Une fois arrivé au milieu de la ligne, le signal sait que la comparaison
est terminée, et si elle était concluante, il se transforme en un signal de vérification.
Il se passe exactement la méme chose pour les colonnes. Enfin lorsque deux signaux
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de vérifications se rencontrent ils se transforment en un signal d’acceptation ou de
refus en fonction de la valeur de la cellule dans laquelle ils se sont rencontrés.

La derniére cellule de la ligne [ regoit I'information de I'entrée 2D dés le temps
(n—1), qui correspond exactement au moment ou le signal de comparaison va partir.
De méme, le j-éme bit des codes va arriver sur le plan P au temps (j + 1), et sera
donc recopié sur la ligne [ au temps j + [ + 1, ce qui encore une fois correspond
exactement au moment ou il devra étre comparé avec le numéro de la ligne. Cet
algorithme s’effectue donc au plus en temps n, temps qu’il faut pour parcourir 3
lignes et 4 colonnes.

Enfin il faut aussi vérifier en paralléle que les marques sur la deuxiéme couche
soient bien mises sur la ligne du milieu et la colonne du milieu du mot. Pour cela
chaque cellule vérifie localement qu’elle est au coeur d'une ligne ou dune colonne
marquée, si ce n’est pas le cas elle se met a propager un signal de refus. En méme
temps on envoie un signal depuis l'origine vers le coin opposé du mot, et un signal
depuis ce coin vers l'origine pour trouver le milieu du mot. Ce deux signaux doivent
croiser pour la premiére fois une cellule marquée au moment ou ils se rencontrent.
Si ce n’est pas le cas ils propagent un signal de refus.

[’automate ainsi construit reconnait le langage L3 en temps réel.

m

Le langage L3 est donc un langage reconnaissable par un automate cellulaire
en 3D avec le voisinages de Moore mais pas reconnaissable en 2D avec le méme
voisinage.

L’étude des relations entre ces classes, comme souvent lors de I’étude de classes
de complexité, reste assez incompléte bien que nous ayons obtenu des résultats en-
courageants. La relation entre le temps réel et le temps linéaire reste cependant
inconnue pour de nombreux voisinages en deux dimensions notamment pour le voi-
sinage usuel de von Neumann. La méthode présentée ici pour prouver qu’un langage
n’est pas reconnaissable en temps réel ne semble pas pouvoir fonctionner avec tous
les voisinages. Cependant, cette preuve est loin d’exploiter toutes les contraintes
lices aux automates cellulaires. Par exemple cette preuve serait valable pour des
automates non homogeénes, c’est-a-dire qu’on n’a nulle part utilisé le fait que chaque
cellule effectuait le méme calcul. Les seules contraintes exploitées sont la localité des
informations ainsi que le fait que le nombre d’états est fini et donc qu'une quantité
finie d’information peut étre stockée localement. .’homogénéité est probablement la
clé de résultats plus généraux mais jusqu’a présent tres peu de preuves ont été ca-
pables d’exploiter cette caractéristique des automates cellulaires. Les relations entre
dimensions ont été assez peu étudiées dans la littérature, du moins avec le point
de vu adopté au cours de cette thése. C’est pourquoi les résultats présentés restent
dans un cadre assez spécifique. Le résultat de différence entre les dimensions deux
et trois étant facilement généralisable aux dimensions supérieures, la question est
presque entiérement fermée pour le voisinage de Moore. Il est en effet assez facile
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de se convaincre que cette preuve peut se généraliser aux voisinages avec un som-
met limitant. En fait le résultat est fortement lié¢ a la connaissance d’un exemple
de langage simple mais non reconnaissable en temps réel. C’est cette lacune dans
la compréhension des limites du temps réel en une dimension qui nous empéche de
conclure & propos de la relation entre les dimensions un et deux. Bien qu’imparfaits,
les résultats de ce chapitre poussent a croire a la différence entre ces deux classes, la
stabilité amenée par leur égalité semblant trop forte pour une classe aussi restreinte
que le temps réel.
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Chapitre 6

Relations entre voisinages

Aprés avoir étudié les relations entre le temps réel et le temps linéaire, il est
naturel d’étudier les relations entre les différentes classes de temps réel. Comme le
suggére le titre de cette thése, cette étude a été menée en deux dimensions. On
peut néanmoins remarquer que certains résultats, notamment ceux de différences
entre voisinages, sont adaptables & des dimensions supérieures. En une dimension,
il a déja été montré que tous les voisinages complets étaient équivalent vis-a-vis
du temps réel [Pou05|. En deux dimensions, il est possible de montrer que les lan-
gages reconnaissables avec un voisinage complet dépendent fortement de I’enveloppe
convexe du voisinage. On cherche donc & classifier les voisinages en fonction de leur
enveloppe convexe.

6.1 Différence en temps réel des voisinages avec un
sommet limitant

La premiére section de ce chapitre porte encore une fois sur une adaptation d’une
construction de V. Terrier qui montre qu’aucun voisinage ayant un sommet limitant
ne définit la méme classe de temps réel que le voisinage de von Neumann |Ter04]. La
clé de ce résultat est le langage Ly, déja exposé dans le chapitre 5, reconnaissable
avec le voisinage de von Neumann mais avec aucun voisinage présentant un som-
met limitant. La construction présentée dans ce mémoire permet de construire des
langages qui sont reconnaissables avec un voisinage sans sommet dans une certaine
direction mais pas avec un voisinage qui posséde un tel sommet. Formellement, on
prouve le théoréme suivant :

Théoréme 6.1. Etant donnés deux voisinages V et V', si V admet un sommet
limitant (x,y) de proportion .=« et que V' n’a aucun sommet (a,b) de proportion
7 = «, alors il existe un langage L que l'on peut reconnaitre en temps réel avec un
automate avec le voisinage V' mais avec aucun automate avec le voisinage V.

Démonstration. Comme le laisse supposer la condition de « sommet limitant », le

langage que nous allons proposer est fortement inspiré du langage Ly présenté dans le
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chapitre précédent. Les modifications que nous allons apporter permettent de rendre
ce langage reconnaissable avec V'. Le point principal est de se restreindre aux mots
de proportion «. Ce sont les mots de cette proportion qui sont considérés dans la
preuve du théoréme 5.3 et uniquement ceux-la. Puisque le voisinage )’ n’a aucun
sommet de proportion «, il va étre impossible d’adapter la preuve a ce voisinage.
On peut alors vérifier que les modifications du langage Ly n’affectent pas le principe
du raisonnement de la preuve du théoréeme 5.3 pour le voisinage V. En effet, bien
que déformé le code sera toujours situé dans un rectangle en haut a droite de taille
logarithmique. De plus la quantité de coordonnées encodables sera aussi réduite,
mais restera linéaire en la taille de I'entrée. Le méme argument de dénombrement
est alors utilisable pour démontrer qu’aucun automate avec le voisinage V ne peut
reconnaitre ce langage en temps réel.

On définit v; comme étant le sommet de V' de plus petite proportion supérieure
a « dans le quart de plan positif. Si aucun tel sommet n’existe, v; est le point le
plus haut de V' sur 'axe des ordonnées. De méme, on définit vy le sommet de V' de
plus grande proportion inférieure a «, si aucun tel sommet n’existe v, est le point
le plus & droite de V' sur 'axe des abscisses.

(%

FIGURE 6.1 — Les sommets v; et vy pour un voisinage quelconque avec o = 1.

Considérons maintenant D = {av,+bvy | a,b € N} le cone induit par les vecteurs
v1 et vy. Etant donnée une cellule ¢, on note D, = {c — av; — bvy | a,b € N} le sous
ensemble de Z? induit par les vecteurs —v; et —v, avec une origine en c¢. D, N D
est 'ensemble de toutes les cellules qui se trouvent sur un chemin optimal entre
lorigine et ¢ en utilisant seulement les vecteurs vy et vo. C'est cette nouvelle grille
que nous allons utiliser comme espace de travail. Cet espace avantage le voisinage
V' qui peut aisément faire transiter les informations d’une cellule & 'autre. En fait,
le comportement de V' vis-a-vis de cette grille va ressembler fortement a celui du
voisinage de von Neumann vis-a-vis de Z2. Sur cette grille, nous allons inscrire des
coordonnées, en binaire, dans le coin en haut a droite. Le langage L que nous allons
construire est donc écrit sur 'alphabet {0,1}* et contient les mots de taille (n,m)
qui vérifient les contraintes suivantes :

— Une seule cellule ¢ a un 1 dans sa premiére composante ;
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— La cellule ¢ appartient a D ;

— Les cellules ayant un 1 dans leur deuxiéme composante sont exactement les
cellules de D, ;

— Les cellules qui ont un 1 dans la troisiéme composante forment deux segments
qui partent de ¢ et qui sont le long des bords de D.. Les extrémités de ces
segments ont un 1 dans leur quatriéme composante ;

— L= q;

— La quatriéme composante de la cellule ¢ — xv; — yvy ol et y sont les coor-

données encodées par les deux segments précédents est un 1;

| ]

L] L] L]

FIGURE 6.2 — Exemple d'un mot de L. En vert clair les cellules du mot, en foncé
les cellules de la grille de calcul, et en bleu les cellules qui constituent le code des
coordonnées.

L’automate que nous allons construire va vérifier ces divers points en paralléle
via plusieurs couches de calcul.

Vérifier le premier point est assez facile. Chaque cellule ayant un 1 dans sa
premiére composante va envoyer un signal a vitesse maximale vers l'origine avec
une pente «. Si ce signal atteint un bord, il se déplace ensuite le long de ce bord &
vitesse maximale jusqu’a l'origine. Si deux signaux de cette nature se rencontrent,
ils envoient un signal de refus vers I'origine. Si I'origine regoit un signal venant d’une
telle cellule et aucun signal de refus, la premiére condition est validée. Comme on
ne s’intéresse ici qu’a des entrées de proportion «, on peut vérifier que ces signaux
arrivent forcément avant le temps réel. Pour cela deux cas se présentent a nous. On
note (ap, a,) le vecteur maximal de pente o dans V. On utilise a nouveau (vp,, 0) pour
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noter le vecteur horizontal maximal de V' et (0,v,) le plus grand vecteur vertical.
Sans perdre de généralité, on va supposer que la cellule ¢ = (z,y) qui envoie le signal
est située au dessus de la droite de pente a qui part de l'origine. Ceci signifie que
le signal va arriver sur le bord gauche de I'image. Si v, > «,, alors le signal arrive a
lorigine avant le temps (aiv} et donc avant (%1 qui est le temps minimal pour que
la cellule (n, m) puisse communiquer avec 1’origine, et donc inférieur au temps réel.
Sinon, on peut vérifier de la méme maniére que le signal arrive avant 'information
venant de la cellule (0, m).

Le deuxiéme point est aussi trés facile a vérifier. La cellule marquée va, sur une
deuxiéme couche de calcul, envoyer un signal qui va se dupliquer a chaque étape
de calcul se propageant selon vy et vy. Ainsi le signal va se propager sur toutes les
cellules de la grille engendrée par —v; et —vy ancrée en c. Si c est dans ’ensemble D,
alors ce signal va arriver a l’origine. Sinon, l’origine et ¢ ne sont pas sur les mémes
grilles et le signal ne va jamais 'atteindre.

Pour vérifier le troisieme point, chaque cellule £k marquée sur la troisiéme couche
va vérifier que les cellules (k+wvy) et (k+wvy) sont aussi marquées. Si l'une d’elles n’est
pas marquée, la cellule £ se marque elle méme sur une troisiéme couche de calcul
comme étant sur un bord (haut ou droit, dépendant de la cellule non marquée
détectée). Si aucune n’est marquée et que la cellule k& n’est pas marquée sur la
premiére composante, elle envoie dans toutes les directions un signal de refus. A
I’étape suivante, chaque cellule sur un bord vérifie que la suivante est sur le bord
aussi. Chaque cellule k£ qui n’est pas sur le bord haut vérifie que la cellule (k + vy)
n’est pas non plus sur un bord haut. De méme pour les bords droits mais avec la
cellule (k+wy). Si ces conditions ne sont pas respectées, la cellule envoie dans toutes
les directions un signal de refus. Enfin chaque cellule k£ qui n’est pas marquée vérifie
que les cellules (k 4 v1) et (k + v2) ne le sont pas non plus. Si 'origine ne regoit
aucun signal de refus sur cette couche de calcul, la grille était correcte.

Une fois que les cellules du bord se sont reconnues, il est facile de tester la
quatriéme condition. Chaque cellule marquée doit étre sur un bord et la cellule qui
la précede dans le code doit aussi étre marquée.

Le cinquiéme point se vérifie a I'aide d’un signal qui part de la cellule (n,m)
vers l'origine avec une pente a. Ce signal va arriver sur lorigine (ou a une distance
bornée due a I'approximation de la pente a avec le voisinage V'). Si ce n’est pas le
cas il se transforme lui aussi en signal de refus. Si aucun signal de ce type n’arrive
a l'origine avant le temps réel, le mot est aussi refusé.

Enfin, il faut reconnaitre le langage & proprement parler. Pour cela, nous allons
utiliser la méme construction que dans la section précédente avec le voisinage de
von Neumann. En effet, 'algorithme proposé est tout a fait réalisable en utilisant
seulement les vecteurs (1,0) et (0,1) du voisinage. A la place de ces vecteurs nous
allons utiliser les vecteurs v; et vy et ignorer simplement le reste du voisinage. Comme
pour le cas du voisinage de von Neumann, chaque cellule est capable de détecter en
une étape qu’elle est sur le bord. Il est donc facile de démarrer le compteur binaire
et de recopier les codes qui sont eux aussi marqués dés le début. Il reste maintenant
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a vérifier que cet algorithme nécessite moins de temps de calcul que le temps réel
pour le voisinage V. Tout d’abord, on remarque que cet algorithme s’effectue en
temps réel pour n’importe quel voisinage convexe N qui contient uniquement vy
et v9 comme sommets dans le quart nord est. Comme il n’y a aucun sommet de
Ienveloppe convexe de V' entre vy et v, la forme de V' dans le cone en question est
exactement la méme que celle de N. Par conséquent, la cellule (n,m) qui est dans ce
cone de direction est & méme distance dans V' et dans N, or c’est la cellule la plus
éloigné pour un N bien choisi. Ainsi le temps réel de V' est supérieur a celui de ce N,
et donc supérieur au temps que nécessite I’algorithme pour s’exécuter correctement.

Nous avons donc prouvé qu’il est possible de reconnaitre L en temps réel avec
un automate cellulaire avec le voisinage V.

Le deuxiéme partie de cette preuve consiste & montrer que ce langage vérifie les
conditions nécessaire a ce que la preuve de la section 5.1 fonctionne, c’est & dire
que le code est bien dans un rectangle suffisamment petit en haut a droite, et que
le nombre de coordonnées encodables est suffisamment grand. On ne va s’intéresser
qu’aux cas ot la cellule ¢ (en rouge sur la figure 6.2) est proche du coin nord est du
mot. En effet, dans les mots de proportion «, il existe toujours un point de Dy a
moins de ||vq|| + ||va|| cases de la cellule (n,m). La taille des codes est de l'ordre de
log(n) pour les deux codes. Donc I'ensemble des cellules qui codent les coordonnées
est inclus dans un carré ||vq||(log(n) 4+ 2) x [|v2]|((log(m) + 2). Enfin, il faut vérifier
que les codes peuvent désigner assez de cellules différentes. Puisque vy et vy ne sont
pas colinéaires, le nombre de cellules sur la grille de calcul est proportionnel a la
taille du mot et donc est de 'ordre de nm. Nous pouvons donc appliquer le théoréme
pour justifier qu’il est impossible de reconnaitre L avec le voisinage V. O

Corollaire 6.2. Les classes de temps réel de deux voisinages rectangles de forme
différente sont incomparables.

6.2 Equivalence des losanges

Le théoréme 5.3 donne un statut particulier aux voisinages qui n’ont pas de
sommet limitant. En effet ces sommets qui, & la base, expriment la possibilité pour
I'information de se déplacer efficacement dans une direction donnée sont en fait des
faiblesses. C’est leur présence au sein de ces voisinages qui nous permet de prou-
ver que certains langages reconnaissables en temps linéaire ne le sont pas en temps
réel. L’étape suivante est sans surprise de s’intéresser aux voisinages sans sommet
limitant. La premiére étape de cette étude concerne les voisinages qui n’ont aucun
sommet de leur enveloppe convexe de coordonnées strictement positives. Ces voisi-
nages ont déja été présentés dans ce manuscrit et sont appelés voisinages losanges
a cause de la forme de leur enveloppe convexe. Tout comme les rectangles sont une
généralisation du voisinage usuel de Moore, ces voisinages sont une généralisation du
voisinage de von Neumann. Contrairement aux rectangles, dont on peut démontrer
que les classes de temps réel sont deux a deux incomparables, on démontre ici que
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les losanges définissent tous la méme classe de complexité. Ce résultat a été présenté
a Automata 2016 [Gral6].

Théoréme 6.3. Etant donnés deuz voisinages losanges V et V', si L est reconnu
en temps réel par un automate A avec le voisinage V, alors il existe un automate A’
avec le voisinage V' reconnaissant L en temps réel.

Démonstration. Soient deux voisinages losanges V, 5 et V. 4 avec les notations de la
définition 4.1. Soit L un langage reconnu en temps réel par un automate A avec le
voisinage V, ;. Nous allons construire un automate avec le voisinage V, 4 qui reconnait
L en temps réel. Cette construction va se faire en trois étapes, décrites par les lemmes
suivants :

Lemme 6.4. Ftant donnés trois entiers a,b et k, si L est reconnu en temps réel
par un automate A avec le voisinage Ve, alors il existe un automate A’ avec le
vo1sInage fo’b = Via,kp TECONNGISSANE L en temps réel.

Lemme 6.5. Etant donnés trois entiers a,b et k, si L est reconnu en temps réel
par un automate A avec le voisinage Viqyp, alors il existe un automate A’ avec le
votsinage V,, reconnaissant L en temps réel.

Lemme 6.6. Etant donnés trois entiers a,b et k, si L est reconnu en temps réel
par un automate A avec le voisinage V, i, alors il existe un automate A’ avec le
voisinage V,, reconnaissant L en temps réel.

Le lemme 6.4 nous donne un automate avec le voisinage V;j‘é = Veda,cap qui
reconnait L en temps réel. Grace ensuite au lemme 6.5 nous en obtenons un qui
utilise le voisinage V.., et enfin grace au lemme 6.6 nous avons l'automate A’
voulu, qui utilise le voisinage V, 4 et qui reconnait L en temps réel.

<>~©~<>~<>

V127g V4.8
FIGURE 6.3 — Les différentes é¢tapes pour passer du voisinage Vs 9 au voisinage Vy ;.

Pour aider la compréhension tout au long de la preuve, nous utiliserons la nota-
tion TR, pour désigner la fonction de temps réel qui correspond au voisinage V,,
quel que soit a et quel que soit b.

Nous pouvons maintenant prouver le premier lemme. Il suffit de remarquer que

TR . .
TRiars = { k“’b—‘. De plus, un automate A, avec le voisinage Vj, 1 peut aisément
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simuler k étapes d'un automate A avec le voisinage V, ;, a chaque étape de son calcul.
Ainsi 'automate Ay, aura effectué plus de TR, étapes simulées de 'automate A en
temps TR k-

Les deux autres lemmes sont trés similaires, aussi nous ne prouverons dans ce
manuscrit que le lemme 6.5, la preuve du lemme 6.6 étant symétrique. Soient trois
entiers a,b, k, et un langage L reconnu en temps réel par l'automate A avec le
voisinage Vi, . Nous allons construire un automate A" avec le voisinage V,; qui va
simuler A en temps réel grace a une compression de 'entrée. Cette fois ci, nous
n’allons compresser les entrées que dans une dimension ce qui va artificiellement
« étirer » le voisinage dans la dimension voulue.

FIGURE 6.4 — En rouge le voisinage V d’une cellule dans A’, en vert foncé une cellule
c de A, et en vert clair le voisinage V' de cette cellule dans A. En noir une cellule
voisine de ¢ dans .4 mais inaccessible dans A’.

Sur une entrée de taille n x m, chaque ligne va indépendamment compresser
son entrée d'un facteur k. Cette compression nécessite ["(lzgl)} ¢tapes de calcul de
lautomate. Aprés cette compression chaque cellule dispose de plus d’informations
qu’au départ pour faire évoluer les k états de 'automate A qu’elle contient. En effet,
pour chaque « cellule » de A comprise dans une cellule de A’, cette derniére voit les
ka cellules a sa gauche et a sa droite ainsi que les b cellules au dessus et en dessous
(voir figure 6.4). Cependant, comme illustré sur la figure 6.4, la cellule ne dispose
pas d’assez d’informations pour simuler directement le comportement de I'automate
A. Notons N le voisinage constitué des cellules de Vi, dont une des coordonnées
est nulle. Alors N a la méme enveloppe convexe que Vj,p. De plus N est complet

donc, grace a un théoréeme de M. Delacourt et V. Poupet dans [DP07|, on sait que
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N peut reconnaitre L en TRy, +t. Une fois la compression effectuée, 'automate A’
peut donc reconnaitre L en temps TRy, +¢. Il nous faut maintenant nous intéresser
de plus pres a 'expression de ces temps réels. Nous avons :

TR.p(n,m) = [ﬁ + @-‘ > g + %

el <2
ka bl = ka b

Par notre lemme 3.5, nous savons que le calcul de 'automate A’ sera terminé au
plus en temps [%—‘ + TRiap +t < 24+ 5 +14+2 < TRpap(n,m) +t + 2.

Gréace maintenant au théoréme 4.2 d’accélération constante, nous savons qu’il

existe un automate A” avec le voisinage Vj,; qui reconnait L en temps réel.

TRiap(n,m) = [ n m“

]

6.3 La supériorité du voisinage de von Neumann

Dans ce manuscrit nous avons mis en évidence le fait que de nombreux voisinages
ne disposaient pas de la méme puissance de calcul en temps réel et en temps linéaire.
Nous avons aussi montré qu’en temps réel ces voisinages offraient une puissance de
calcul incomparable avec celle d’autres voisinages similaires. Cependant, le voisinage
de von Neumann semble toujours résister a nos constructions. En effet, nous ne
savons toujours pas si la puissance de calcul qu’il offre différe en temps réel et
en temps linéaire. S’il semble ne pas avoir de faiblesse, nous n’avons pas non plus
réussi a montrer qu’il était supérieur aux autres voisinages. Le théoréme précédent,
concernant les voisinages losanges, ressemblant a celui de von Neumann, va nous
permettre de montrer cette supériorité vis-a-vis d’'une certaine classe de voisinages
encore une fois définie & partir de la forme de I’enveloppe convexe :

Définition 6.7. On dit qu’un voisinage V est rond s’il est complet, symétrique,
qu’il posséde un sommet sur chaque axe et que toute paire de sommets du quart nord
est de l'enveloppe conveze (a,b) et (c,d) vérifie c > a < b > d.

Moins formellement, il s’agit des voisinages symétriques dont le quart nord est
de I'enveloppe convexe est composé uniquement de segments de pentes négatives
sans segment horizontaux ni verticaux. C’est la premiére fois dans ce manuscrit que
de tels voisinages sont présentés. En effet, ils ne correspondent & aucun voisinage
usuel, ni méme & une déformation simple de ceux-ci. En fait, ce sont les voisinages
dont I'enveloppe convexe est comprise entre un losange et un rectangle, une fois une
mise a 1’échelle adéquate effectuée. Le voisinage de von Neumann correspond au cas
particulier sans sommet positif et le voisinage de Moore est une limite inatteignable
mais dont on peut se rapprocher arbitrairement avec des pentes de plus en plus
proches de I'horizontale et de la verticale. Cette idée est illustrée sur la figure 6.5.
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FIGURE 6.5 — Représentation de plusieurs enveloppes convexes de voisinages ronds,
mises a 1’échelle entre les voisinages losanges et rectangles correspondant.

Théoréme 6.8. Le voisinage de von Neumann permet de reconnaitre strictement
plus de langages en temps réel que n’importe quel voisinage rond.

Démonstration. L’idée de cette preuve est de réussir a simuler n’importe quel voisi-
nage rond )V avec celui de von Neumann sans perdre de temps. Pour cela, nous allons
utiliser le théoréeme 6.3 et simuler plusieurs voisinages qui sont équivalents a celui de
von Neumann. En effet, on peut remarquer qu’a chaque segment du quart nord est
de CH(V), on peut faire correspondre un losange qui coincide avec ce segment et qui
contient entierement V. Ce losange ne correspond pas parfaitement & une enveloppe
convexe de voisinage car ses sommets ne sont pas forcément a coordonnées entiéres.
Ces coordonnées sont, par contre, rationnelles. Il est donc possible, en considérant
une puissance de V, de s’assurer que tous ces losanges correspondent effectivement
a des voisinages.

Considérons un voisinage rond V. On note les sommets du quart nord est de son
enveloppe convexe S, So, ..., S en partant du plus a gauche vers le plus a droite.
Deux sommets consécutifs s; = (x;,y;) et s;11 = (241, yi41) définissent une en-
veloppe convexe symétrique dont les deux sommets dans le quart nord est sont
0,y; — xlﬂ%) et (x; — v ziig ,0). Puisque ces deux sommets ont des coordon-
nées rationnelles, et qu’il y a un nombre fixe (k — 1) de telles enveloppes, il est
possible de considérer une puissance du voisinage V pour laquelle tous ces sommets
ont des coordonnées entiéres. En effet, la méme construction sur le voisinage VP nous
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FIGURE 6.6 — Un voisinage rond et les voisinages losanges associés a chacun de ses
segments (seules les enveloppes convexes sont représentées)

donne les mémes enveloppes mises a la puissance p elles aussi.

De plus, on peut reconnaitre tout langage reconnaissable avec V en temps réel,
en temps réel avec VP. Simuler les automates utilisant le voisinage VP suffit donc
a conclure la preuve. Pour simplifier les notations, nous noterons désormais V le
voisinage VP. On note aussi V; le voisinage induit par les sommets s; et s;.1 de V.

Il ne reste maintenant plus que deux remarques a faire pour conclure la preuve.
Tout d’abord on remarque aisément que tout voisinage V; ainsi défini contient le
voisinage V. Par conséquent un automate avec le voisinage V; peut simuler un auto-
mate avec ) sans perdre de temps. Ensuite, un rapide calcul montre que lorsque la
proportion de I'entrée est comprise entre les proportions de s; et s;11, le temps réel
est le méme pour les voisinages V et V;. Cela est dii au fait que dans les voisinages
rond, chaque point de I’enveloppe convexe est « limitant ». Etant donné un langage
L, reconnu en temps réel avec le voisinage V, il peut étre reconnu en temps réel par
un automate avec le voisinage V; par simple simulation en se restreignant aux entrées
de bonne proportion. Grace au théoréme d’équivalence précédemment démontré, il
existe un automate A; avec le voisinage de von Neumann qui est capable de recon-
naitre en temps réel ce méme langage avec cette méme restriction. Par définition
d’un voisinage rond, on sait que s; est sur ’axe des ordonnées et que s, est sur l'axe
des abscisses. Par conséquent, tout mot d’entrée a une proportion comprise entre
celles de deux s; consécutifs. Le langage L est donc exactement ['union des langages
restreints reconnus par les automates A;. En définissant A comme 'automate qui
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FIGURE 6.7 — Un voisinage pour lequel V; n’est en fait pas un voisinage, le sommet
sur ’axe des abscisses n’est pas un point de coordonnées entiéres. En passant au
voisinage V? on résout le probléme.

simule en paralléle tous les automates A; et qui accepte ou refuse le mot en fonction
du premier résultat qu’il obtient, on obtient alors un automate avec le voisinage de
von Neumann qui reconnait le langage L en temps réel. O]

Un des objectifs & long terme des recherches effectuées au cours cette thése
était la classification des voisinages bidimensionnels en fonction des langages qu’ils
permettent de reconnaitre en temps réel. Si cette classification n’est toujours pas
compléte, la compréhension que nous en avons a grandement avancé. En effet, nous
sommes aujourd’hui en mesure d’exhiber un ensemble infini de voisinages dont les
classes de temps réel sont incomparables deux a deux, ainsi qu’un ensemble infini de
voisinages définissant la méme classe. De plus, nous sommes en mesure de prouver
la supériorité d’'une classe de voisinage par rapport a une autre uniquement en
fonction de la forme de leur enveloppe convexe, et notamment dans le quart de plan
positif. Ces résultats permettent une classification déja assez compléte des voisinages
symétriques. Les voisinages qui restent bloquants sont ceux dont I’enveloppe convexe
a un sommet positif mais non limitant. On pense notamment au plus petit voisinage
complet présenté au début de ce mémoire dont le seul sommet positif n’est pas
limitant. Il serait aussi trés intéressant d’étre capable d’exhiber un voisinage qui
serait capable de reconnaitre un langage non reconnaissable avec le voisinage de
von Neumann. En effet; tous les résultats démontrés dans ce manuscrit tendent a
faire penser que ce voisinage est plus puissant que tous les autres. Trouver un tel
voisinage nécessite ’exhibition d'un langage reconnaissable en temps linéaire mais
pas en temps réel avec le voisinage de von Neumann, ce qui nous rameéne a la question
posée dans le chapitre précédent, qui est sans aucun doute la question principale &
résoudre pour parfaire cette compréhension du temps réel en deux dimensions.
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Chapitre 7

Temps sous réel

La plus grosse partie de ce mémoire est dédiée a I’étude du temps réel, comme
I'indique le titre de cette thése. Outre les intéréts déja discutés de cette notion, un
résultat connu motive aussi I'utilisation d’une telle mesure de temps : un langage en
une dimension reconnu en moins de temps que le temps réel (pour au moins une taille
n) est en fait reconnaissable en temps constant. En effet, un automate qui s’arréte
avant d’avoir lu toute I’entrée sur tout mot de taille n va s’arréter en exactement le
méme temps pour toutes les entrées de taille supérieure a n. Ce résultat n’est plus
vrai en deux dimensions, mais nous allons présenter d’autres quantités de temps, plus
petites que le temps réel, pour lesquelles un théoréeme similaire va tenir. Cependant,
ces classes de temps sont trés restreintes et par conséquent trés instables. C’est cette
instabilité qui nous motive a utiliser quand méme le temps réel comme notion phare
pour mesurer la complexité d’un langage.

Définition 7.1 (Temps sous réel). Etant donné un voisinage V, on définit la fonc-
tion de temps sous-réel associé a V comme le temps minimal pour que l’origine voit
un des bords opposés du mot. Formellement :

TSRy(n,m) =min{ ¢t | I(z,y):z >n ouy >m et (v,y) € V'}

On note SRy la classe des langages reconnaissables en temps sous réel avec un
automate utilisant le voisinage V.

Le premier résultat que nous allons prouver est le suivant :

Proposition 7.2. Etant donné un langage L reconnaissable avec un voisinage V en
temps f # TSRy, si pour tout couple (n,m), f(n,m) < TSRy(n,m), alors L est
reconnaissable en temps constant.

Démonstration. Considérons L un langage qui correspond aux hypotheses du théo-
réme et A l'automate capable de le reconnaitre en temps f. Comme f est bornée
par le temps sous réel, mais différente, il existe une taille d’entrée (ng, mg) telle que
f(no, mo) < TSRy (ng, mo). Cela signifie que pour toute entrée w de taille (ng, mg),
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lautomate A accepte ou refuse le mot avant que l'origine ne voit un bord du mot.
L’évolution jusqu’a ce temps est donc exactement la méme pour tout mot plus grand
qui coincide avec w sur le rectangle ng x mg. Ainsi, chaque mot w’ de taille (n, m)
avec n > ng et m > my est en fait accepté ou refusé en temps f(ng, mg). De plus,
tous les mots de taille (n,m) avec n > ng et m < mg sont reconnus en temps
f(n,m), fonction bornée par le temps sous réel. Or, ce temps sous réel est lui méme
borné par le temps nécessaire pour que l'origine « voit » une cellule dans I’état diése
au dessus de l'entrée. Formellement, en notant v, = (x,,y,) le vecteur de V le plus
haut dans le quart nord est, le temps sous réel sur une entrée de taille (n,m) est

borné par [7*] et donc ici par [7¢]. De méme, en notant v, = (x4, ys) le vecteur le

plus a droite, le temps sous réel est borné par % Ainsi, tout mot de taille (n,m)

est accepté ou refusé par 'automate A en temps max( {%—‘ , M—ﬂ , f(ng,mp)) ce qui

est indépendant de n et m.
O

Ce théoréme justifie en quelque sorte que le temps sous réel est le temps minimal
pour reconnaitre des langages non triviaux. De ce fait, on pourrait vouloir I’étudier
au méme titre que le temps réel I’a été. Cependant, les prochains résultats montrent
que ce temps sous réel ne dispose pas de certaines propriétés de stabilité qui justifient
elles aussi I’étude de certaines classes de complexité. Tout d’abord cette classe n’est
pas stable par ajout d’un temps constant de calcul :

Proposition 7.3. Etant donné un voisinage V et deux entiers k et k' avec k' > k,
il existe un langage L reconnaissable avec V' en temps TSRy, +k' mais pas en temps

TSRy +k.

Démonstration. On note xy, ’abscisse du point le plus a droite dans le quart nord est
du voisinage V et yy 'ordonnée du point le plus haut. Ainsi, on remarque aisément

que TSRy(n,m) = mln({%—‘ : [%—‘ ). On note aussi z;, 'abscisse du point le plus
a droite sur ’axe des abscisses de ’enveloppe convexe de V. Cette valeur est donc
potentiellement un rationnel et non pas un nombre entier. On définit le langage L
comme 'ensemble des mots w de taille (n, m) sur 'alphabet {0, 1} qui vérifient :

— &[> 2]

— w(0, | (TSRy +£)xp]) =1

Ce langage est aisément reconnaissable en temps TSRy, +£’, il suffit de vérifier
que le premier # vu par l'origine vient du haut, de garder en mémoire 1’état de la
case la plus a gauche que 'origine a vu sur sa propre ligne et de répondre k' étapes
apres le temps sous réel. La cellule la plus éloignée sur cette ligne de I'origine visible
en temps TSRy +k a donc pour abscisse |(TSRy +k)zy]. Or, x;, est un rationnel,
il est donc possible de trouver t tel que (¢ 4+ k')z), soit entier. Dans ce cas, comme
E' >k, |(TSRy +k")xp| > [(TSRy +k)xp . Ainsi, lorsque l'entrée est de taille (2(¢+
Exy, tyy — 1), le temps sous réel est ¢ et aucun automate ne peut en (TSRy +k)
lire la cellule voulue. Par conséquent, un tel automate doit répondre pareillement



83

quelle que soit la valeur de cette cellule dans le mot d’entrée et donc ne peut pas
reconnaitre le langage L. m

On peut aussi montrer que cette classe de complexité n’est pas stable par mul-
tiplication par une constante du temps de calcul :

Proposition 7.4. Etant donné un voisinage V et deux rationnels q et ¢ avec ¢’ > q,
il existe un langage L reconnaissable avec V en temps (1 + ¢') TSRy mais pas en
temps (14 q) TSRy.

Démonstration. La preuve se fait comme précédemment, le temps supplémentaire
(¢ — q) TSRy, permettant de voir une plus grande proportion du mot d’entrée dés
que le temps sous réel est assez grand. O

En plus de ces résultats qui ne dépendent pas du voisinage utilisé, nous pouvons
montrer que le choix du voisinage influe drastiquement sur les capacités de recon-
naissance en temps sous réel. En effet, les deux prochains théorémes illustrent des
différences entre des voisinages qui paraissent pourtant assez similaires.

Proposition 7.5. Etant donnés un voisinage V et deuz entiers k' > k, il existe un
langage reconnu en temps sous réel par un automate avec le voisinage V¥ mais pas
reconnaissable avec le voisinage V*. De plus, si k' n’est pas un multiple de k, il existe
aussi un langage reconnu en temps sous réel par un automate avec le voisinage V*
mais pas reconnaissable avec le voisinage V¥ .

Démonstration. On note comme dans la preuve précédente xy et 1, I'abscisse et
I'ordonnée respectivement de la cellule la plus en haut et de la cellule la plus a
droite de V. Ainsi on peut remarquer que :

n

TSRy (n, m) — min( [—W , [ - b

kxy kyy

TSRvk,(n,m):mmJ " W[ m W).

k‘ll’y k,yv

De plus, la cellule la plus au nord qui influence 1’état de 'origine au temps ¢ a
pour ordonnée tkyy si on utilise V¥ et tk'yy si 'on utilise V*'. Considérons alors le
langage composé des mots de 1'alphabet {0, 1} qui contiennent au moins un 1 dans
PTSRyw k/(O). Ce langage est tres facilement reconnaissable en temps sous réel avec le
voisinage V¥'. 11 suffit de propager les états 1 dans toutes les directions et d’accepter
le mot si l'origine est dans I’état 1 au moment de terminer le calcul. Considérons
maintenant un mot w de taille (kk'zy + 1, kk'yy + k'yy + 1). Dans ce cas le temps
sous réel avec le voisinage V* est k' + 1 et avec le voisinage V¥, k+ 1. Ainsi la cellule
la plus au nord accessible lors d’un calcul en temps sous réel avec le voisinage V*
a pour ordonnée kk'yy + kyy < kk'yy + k'yy. Par conséquent, un automate avec le
voisinage V* ne dispose pas d’assez d’informations au temps sous réel pour décider
de I'appartenance de w a L.
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Supposons maintenant que k&’ n’est pas un multiple de k. En remplacant V par
ypecd(kk) - op peut supposer sans perdre de généralités que k et k' sont premiers
entre eux et plus grands que 1. On considére le méme langage que précédemment
mais en s’intéressant désormais aux cellules qui sont visibles avec le voisinage V* au
lieu de V*'. Comme k et k' sont premiers entre eux, il existe deux entiers p et ¢ tels
que pk’ = gk+1. Lorsque que le mot w en entrée est de taille (pk'zy, pk'yy +kyy+1)
le temps sous réel avec le voisinage V¥ est ¢ + 1 alors que le temps sous réel avec
le voisinage V¥ est p. La cellule la plus au nord accessible avec le voisinage V¥ en
temps sous réel a donc pour ordonnée pk'vyy, < qkyy + kyy,ce qui conclut a nouveau
avec le méme argument que dans la preuve précédente. O

Proposition 7.6. Etant donnés deux voisinages V et V' ayant la méme enveloppe
convexe mais qui different dans le quart nord est. Alors V C V' < SRy C SRyr.

Démonstration. Puisque V et V' ont tous les deux la méme enveloppe convexe, leurs
fonctions de temps sous réel associées sont aussi les mémes. Dans cette preuve par
souci de clarté nous noterons donc cette fonction de temps 7T'.

Supposons que V C V. Alors, il est possible d’effectuer une simulation d’un
automate avec le voisinage V avec un automate dont le voisinage est )’ sans perdre
de temps. Comme ces deux voisinages disposent d’exactement autant de temps, tout
ce qui est reconnaissable avec le voisinage ) l'est aussi avec le voisinage V'.

Supposons maintenant que V ne soit pas inclus dans V'. Comme dans la preuve
de la proposition précédente, on définit 1), le langage des mots qui ont au moins
un 1 dans V7(0). Alors, comme ces deux voisinages différent dans le quart nord
est, il existe une cellule de coordonnées positives (x,y) qui est dans V(0) mais pas
dans V'(0). De plus, cette cellule n’est pas un sommet de I’enveloppe convexe de V.
Ceci signifie, toujours avec les notations des preuves précédentes, que = < xy ou
y < yy. Sans perdre de généralités nous pouvons supposer z < zy. Dans ce cas,
lorsque 'entrée est de taille (xy,yy + 1), le temps sous réel est de 1 et la cellule
(x,y) qui correspond & une lettre du mot w peut contenir un 1 ou un 0. Comme
cette cellule n’est pas dans le voisinage direct de 'origine pour V', aucun automate
avec ce voisinage de peut reconnaitre 1y, et donc SRy, n’est pas inclus dans SRy. [

Proposition 7.7. Etant donné un voisinage V, alors le voisinage M = VW{(z,y)[0 <
r < xy;0 <y < yp} permet de reconnaitre strictement plus de langages que le voi-
sinage V, sauf si ces deux voisinages sont identiques.

Démonstration. 1l suffit de se rendre compte que ces deux voisinages ont le méme
temps sous réel. Ainsi, s’il manque a V une cellule autre que (zy,yy), le méme
argument que dans la preuve précédente donne le résultat escompté. Dans le cas ou
V contient toutes les cellules de M sauf la cellule (zy,, 7)), en prenant un mot de
taille (3xy, 3yy), on peut vérifier qu’au moins une cellule de I'entrée ne sera pas dans

V3(0). O



Chapitre 8

Conclusion

Les résultats décrits dans ce mémoire permettent un approfondissement de la
compréhension des capacités algorithmiques des automates cellulaire en temps réel
et en temps linéaire. Plus particuliérement mes travaux précisent I'impact du choix
du voisinage sur ces capacités algorithmiques. De toutes les classes étudiées au cours
de ma thése, la plus restreinte est celle du temps sous réel. Cette notion nouvelle de
complexité en temps méne en fait a la définition de tout un ensemble de classes, dé-
pendant du voisinage utilisé. Ces classes présentent une trés forte instabilité comme
expliqué dans le chapitre 7. En effet, deux voisinages différents définissent des classes
différentes, et méme incomparables dés lors que les deux voisinages ont des formes
différentes. De plus ces classes ne sont pas stables, ni par multiplication du temps
disponible, ni méme par ajout d’un temps constant de calcul.

L’é¢tude du temps réel méne a des résultats plus intéressants et constitue une
partie bien plus importante du mémoire. Une fois de plus, cette notion de com-
plexité en temps permet de définir de nombreuses classes de langages, dépendant du
voisinage. Contrairement au temps sous réel, les travaux présentés ici permettent
d’exhiber des voisinages qui permettent de reconnaitre exactement les mémes lan-
gages en temps réel. On prouve en section 6.2 que les voisinages dont I'enveloppe
convexe est un losange sont un tel exemple de voisinages qui permettent tous de
reconnaitre les mémes langages en temps réel. De plus, la classe de langages définie
par ces voisinages présente plus de stabilité que celles associées au temps sous réel.
En effet on montre dans la section 4.1 que I'ajout d’'un temps constant de calcul
ne change pas l’ensemble des langages reconnus. Ces voisinages se démarquent des
autres par ’absence de sommet de leur enveloppe convexe de coordonnées stricte-
ment positives. La classification des voisinages avec de tels sommets apparait plus
complexe. Certains sommets de ’enveloppe convexe peuvent étre limitants, c’est &
dire qu’il peuvent correspondre a une voie de communication optimale entre I’ori-
gine et la cellule la plus éloignée de celle ci dans le mot d’entrée. On montre dans
la section 6.1 que deux voisinages ayant des sommets limitants différents définissent
des classes de langages incomparables. De plus, aucun de ces voisinage ne définit une
classe plus grande que celle définie par les voisinages losanges. Un cas particulier de
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ces voisinages, les voisinages ronds sont quand a eux strictement moins puissants,
en temps réel, que les voisinages losanges. Ce résultat se base sur une décomposition
d’un voisinage rond en un nombre fini de voisinages losanges qu’il est possible de
simuler en paralléle. Le détail de cette preuve est présenté en section 6.3.

Tous ces voisinages offrent la méme puissance de calcul en temps linéaire, la vi-
tesse de calcul offert par chacun différant au plus d’une constante multiplicative. Un
des résultats majeurs de cette thése est le théoréme d’accélération linéaire présenté
en section 4.2. Ce théoréme stipule que la constante multiplicative en question peut
étre ramenée a (1 + €) pour tout e positif. Plus précisément la classe des langages
reconnus en temps linéaire en deux dimension est la méme que celle des langages
reconnus en temps (1 4 €) TR avec n’importe quel voisinage. La difficulté principale
était de trouver un moyen efficace d’effectuer une compression avec n’importe quel
voisinage et quelle que soit le rapport entre la longueur et la largeur de ’entrée.
La clé de la construction que je propose est une approximation de n’importe quel
voisinage par un ensemble fini de voisinages de forme rectangulaires. La compression
a I'aide de ces voisinages étant plus simple & effectuer, cette approximation permet
une compression en temps quasi-optimal, ce qui est suffisant pour I'expression du
théoréme.

Une petite partie des résultats présentés dans ce mémoire porte sur la puissance
de calcul offerte par un automate cellulaire unidimensionnel et par un automate tri-
dimensionnel. Plus précisément je me suis intéressé aux capacités de reconnaissance
d’un automate de dimension d en terme de langages de dimension (d — 1). Dans la
section 5.4 on prouve qu’il est possible de reconnaitre strictement plus de langages
2D avec un automate 3D utilisant le voisinage de Moore qu’avec un automate 2D
utilisant ce méme voisinage. Ce résultat repose essentiellement sur la connaissance
d’un langage peu complexe (reconnaissable en temps réel avec le voisinage de von
Neumann) qui n’est pas reconnaissable en temps réel avec le voisinage de Moore
en dimension deux. Il est possible de généraliser la construction de ce langage aux
dimensions supérieures, ainsi que la construction qui permet de le reconnaitre avec
une dimension supplémentaire. On peut donc généraliser ce résultat et annoncer que
les automates de dimension (d+ 1) avec le voisinage de Moore reconnaissent plus de
langages en dimension d que les automates en dimension d avec ce voisinage, lorsque
d vaut au moins 2. Les limites du temps réel en une dimension sont moins bien com-
prises et I'absence d’exemple de langage simple mais non reconnaissable en temps
réel rend compliquée la preuve de la différence entre reconnaissance en une dimen-
sion et en deux dimension. Les résultats de la section 5.3 permettent néanmoins de
montrer que 1’égalité des capacités de reconnaissance des deux modéles impliquerait
une stabilité par concaténation de la classe du temps réel en une dimension.

Enfin parmi les multiples constructions présentées dans ce mémoire, certaines
ont un intérét indépendamment du théoréme qu’elles servent & démontrer ici. La
plus significative est sans aucun doute la construction de synchronisation passive
présentée en section 3.2. Cette construction permet de construire un automate fonc-
tionnant avec une entrée asynchrone qui simule le comportement d’un automate
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avec une entrée synchrone sans perdre de temps. C’est-a-dire que l'on peut donner
en entrée a un automate cellulaire des cellules qui s’activent une a une avec chacune
une partie des informations de I'entrée. Ce lemme est principalement utilisé lors de
transformations de ’entrée telles que des compressions, pour assurer ensuite que
le calcul effectuée sur I'entrée compressée s’effectue correctement, comme s’il avait
démarré exactement au moment ol la compression était terminée. La construction
présentée dans la section 3.3 concerne les automates cellulaires en dimension un.
Elle permet de montrer que la donnée d’un marqueur sur une cellule située dans une
certaine portion de ’entrée n’augmente pas la puissance de calcul des automates cel-
lulaires en temps réel. Ce lemme peut étre utilisé pour reconnaitre des langages en
supposant que 1’on dispose d'un indice du type « cette cellule est dans le deuxiéme
quart du mot ».

Les travaux de cette thése permettent de répondre a quelques questions pré-
cédemment ouvertes, mais de nombreuses interrogations demeurent. Aussi, nous
terminons notre conclusion par un exposé de problémes ouverts qui constituent des
pistes pour des réflexions ultérieures.

Tout d’abord, afin de compléter la classification des voisinages en deux dimen-
sions, il serait intéressant de montrer la conjecture suivante :

Conjecture 8.1. Les voisinages sans sommets limitants offrent plus de puissance
de calcul en temps réel que ceux avec au moins un sommet limitant.

La relation entre la reconnaissance en temps réel et la reconnaissance en temps
linéaire est connue pour un certain ensemble de voisinages, mais reste inconnue en
général, et notamment pour le voisinage de von Neumann. La conjecture suivante
est & mon avis la premiére étape de la généralisation a tous les voisinages, méme si
elle reste sensiblement plus difficile & prouver que la conjecture précédente.

Conjecture 8.2. [] existe un langage reconnaissable en temps linéaire mais pas en
temps réel avec le voisinage de von Neumann en dimension deuz.

Cette question a I’air fortement reliée a son équivalent en dimension un, ouverte
de longue date et probablement la question la plus compliquée posée dans cette
conclusion.

Question ouverte 8.3. Fuxiste-t-il un langage reconnaissable en temps linéaire mais
pas en temps réel en dimension un ¢

Des pistes plus prometteuses pour des résultats a court terme concerne les deux
résultats d’accélération de ce manuscrit. Bien que la généralisation compléte du
théoréme d’accélération constante semble assez complexe, ’étendre a de nouvelles
classes de voisinages bien choisies semble accessible.

Conjecture 8.4. On peut étendre le résultat d’accélération constante a d’autres
classes de voisinages en dimension deux.
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Le théoréme d’accélération linéaire est déja complet mais comporte une tres 1é-
gére perte de temps lors de la compression qui empéche d’établir exactement le méme
théoréme qu’en dimension un. Je pense que l'on peut montrer que la compression
ne peut pas étre faite en temps optimal sans connaitre a I’avance le rapport entre la
longueur et la largeur de I'entrée.

Conjecture 8.5. [l n’est pas possible avec un voisinage quelconque V de compres-
. (k—=1) TRy . _—

ser une entrée par un facteur k en temps *———% sans connaitre a [’avance de

restriction sur le rapport entre la longueur et la largeur de [’entrée.

La classification des voisinages en fonction des langages qu’ils permettent de re-
connaitre en temps réel est 'objectif & long terme de mes travaux. On peut aussi
penser a une version duale de cet objectif, a savoir la classification des langages en
fonction des voisinages qui permettent de les reconnaitre en temps réel. On peut
en effet assez facilement trouver des langages reconnaissables avec n’importe quel
voisinage ou avec aucun. On a aussi vu des exemples de langages qui étaient recon-
naissables en temps réel mais pas avec n’importe quel voisinage. Cette distinction
permet un raffinement de la notion de complexité d’un langage. En effet parmi tous
les langages qu’il est possible de reconnaitre en utilisant seulement le temps de lec-
ture de I'entrée il en existe qui nécessite quand méme des calculs d'une complexité
trop importante pour pouvoir étre effectués avec certains voisinages. Ces langages
sont donc plus complexes que certains autres bien qu’ils soient aussi reconnaissable
en temps réel. Inversement, parmi les langages reconnaissable seulement en temps
linéaire avec certains voisinages, il en existe qui sont aussi reconnaissable en temps
réel pour peu que lon choisisse un voisinage adéquat. Etudier les relations entre
les voisinages permet de mieux comprendre les possibilités de raffinement que peut
offrir une telle classification.
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Abstract

Cellular automata were introduced in the 50s by J. von Neumann and S. Ulam
and are now studied as a model of parallel computation. My studies focus on the
impact of the definition of neighborhood on the algorithmic abilities of the whole
automata, that is the way cells are linked together. This impact is well understood
for one dimensionnal cellular automata, therefore this manuscript mainly discuss
two dimensional properties. In order to witness some differences we are interested
in small complexity classes like real time and linear time. We first expend some
well known properties of those classes to automata with more general definitions of
neighborhood. We are then able to show that some neighborhoods are equivalent
whereas some define incomparable language classes.

Keywords : Cellular Automata, Langage Recognition, Real Time, Complexity
Résumé

Les automates cellulaires sont un modéle de calcul massivement paralléle apparu
dans les années 50. Il existe plusieurs maniéres de définir des automates cellulaires,
en faisant varier la dimension par exemple ou en faisant varier les possibilité de
communication entre les différentes cellules de calcul. En effet, chaque cellule ne peut
communiquer instantanément qu’avec un nombre fini d’autres cellules appelées ses
voisines. Mes travaux s’intéressent principalement & I'impact du choix des voisines
sur les capacités algorithmiques de ce modéle. Cet impact étant bien compris en
une dimension, mes travaux portent majoritairement sur les automates cellulaires
bidimensionnels. J’ai tout d’abord généralisé des propriétés classiques de certaines
classes de complexité au plus de voisinages possibles. On arrive notamment & un
théoréeme d’accélération linéaire valable pour tous les voisinages. J’ai ensuite étudié
les différences entre ces classes de complexités en fonction du voisinage choisi. Ces
travaux ont permis d’exhiber des voisinages définissant des classes incomparables,
ainsi que des ensembles de voisinages définissant exactement les mémes classes de
complexité. Enfin, je présente aussi des travaux sur les différence de puissance de
calcul entre les automates de dimensions différentes.

Mots clefs : Automate cellulaire, Reconnaissance de langages, Temps réel, Com-
plexité



