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��) 1� �0�����
 �
� 	�����
� 
� &���� �� / ��
 1�2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

!��������� "������	 ##$

% &������ 
���"���	 �������	 ##�

' (����� "���������	� 
	� ������	� �������	� 	� ��� �������	� #)*

6�� 7��� � &��	����%�
� �
� �0���	
�  ������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

6�� 7��� � &��	����%�
� �
� �0���	
� ���  ������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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�+��	���	��	 #**

��� ���	! "
�����
 
� ���	! �
 ��"
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ����&
	
�� �
 ���������
� ����  �
�!��
 ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������-������ 
� ��������-������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

'�����"�����	 #�#



����� ��� �	
���

��� ������	
� 
��� �� �����
� ����
�	
 �	 ���
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��� �����
��	 ��� �
�
� x1 �
 x2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �����
��	 ��� �
�
� x3� x4 �
 x5 ���� ����� ��
���
��	� � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �����
��	 ��� �
�
� x1 �
 x3� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  !

��� �" �����
��	 ��� ���# �������� �����$��� �� γ(t)� � � � � � � � � � � � � � � � �  !

��� $" �����
��	 ��� ���# ���	����� �����$��� �� γ(t)� � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

��� %����� �� &�
�� ���
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!�

��� %����� �� ���'	��
��� �(�����
��	 �
 �(��
���
��	 �� �����
� �	 �
���
��� )*% � �!�

��� +����
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��� �� ��	
�,�� �� �������� �(�	�������	
 � � � � � � � � � � � � � � � �! 

��� �����
��	 ��� �����
��� ρj � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!-

��� �	 �(�$��	�� �� �����
 . �" /�� ���
��� �� ���
��� $" /�� �	
���� �� ���
��� � � �!0

�� 1���� �� ���
��� �������� �	 �(�$��	�� �� �����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!

��2 %��
��� �� ���
��� �	 ����	�� �� �����
 �
 ��	 ��
���
��	 � � � � � � � � � � � � ��!

��- �����
 ��
��� T1 3 1���� �� ���
��� �������� �	 ����	�� �� �����
 ��� ��

��
��� T1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��0 �" /� �����
 ��
��� �
 ��	 ��
���
��	 �� �� &�
�� ���
����� /45 $" 6���

��
��� R ≈ �!! �� 3 �����
 ��
��� T1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���! �����
 ��
��� S2 3 1���� �� ���
��� �������� �	 ����	�� �� �����
 ��� �� ���
��

T1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� �����
 ��
��� S2 3 1���� �� ���
��� �������� �	 ����	�� �� �����
 ��� �� ���
��

S2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� �" /� �����
 ��
��� �
 ��	 ��
���
��	 �� �� &�
�� ���
����� /45 $" 6���

��
��� R ≈ 100 �� 3 �����
 ��
��� S2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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���� ���� ����������� ���� �� ������� * ����� �������� ����� ��� ��� ������������ �������

��� �������� * '������ ��� ������� ��� ���� �������� �� +������ �� ��,������ ����� ��� �������

������� �� �-����� �� ������ �������� ��� ������������� "��� �������� �� �������� ���� ��+���� ��

������������ �� �-����� ��� ������� * ����� �� ������ ������������ �� ���� ����� ��'��.����+

�����'�� ��� ����.������ �� ������������ �������������� ���������� ��� �� �������� ����

��+��� /.� �������� ��� ��+����� �� ������ ��� ������� ��������� �� ������� * 0��� ��������

���������� * �� '����� �� ��+����

#���� ������� ������� ���� �1���� ���� �� ��������� �� ����������� ��� ��+���� 2� �,��� ����

� ����� �� ���'��� ������������ ���� �� ��� ��� �-������ ��������� &�� �������� ���� ���+��3

������ ���������� ��4�������� ����������� ��� ��4����+� ����� ��������� �� ����� ��������� ��

��+���� ����� ������� �1���� �� ������ #��������� ����������� �� ��� ��� �������� �������

���������������� ��1���� �� �������� ��� �� �������� '�������� ����������� ���� ���� �-�����

��� �������� &� ����� �� �-������ ������������� �.� ���,������ �� ���'������ ��� �������� ����

�������� ��� ���� �� ��� �� �� ��������� ���� �� ������ �5 ��� ���������� �� ���������3

���� 4����� �� �6�� ����� ��� �� ������� ���� ��� ��+���� ���� �,����� ��� ������� #�� ��������

������� 0��� '������ ����� ������� ������� �� ������ ����� ��� +������ ������� ������� ��� ���

������������� �� ��� ������

#� ������� �� ������ ������� �� ������ ���������� ��� ��'����� �� �� +�7�� �������� 8

#������� 1 8 #� �������� �������� �� ������ �� �������� ��� �������� �� ���'������ ��

�������� ��������� ������'��������� ��� �� ����� �� �� ��������� �� ��+���� ���� ��������� ���

��,������� ��������� �� ��������� �� ��������� ��� ��+���� ���� �� ��� ��� �-������ ���������

���� ������� �'������� �������� ������� ����� * ������� �� ��������������� �� * �� �-������

������������� ������ ��� �-������ ��������� �� ��� ���������

#������� 2 8 #� �������� ��� ������ * �� �-������ ���� ����������� * ������� ��������� �9�%3

��:� ����� ;�������� 9�;� ���� ��� �-������ �1��� �� ������ ���� ��� ��4������ �� ������ 2�

�� ������ ��� ��� �������� '����������� ���� ������� ��� ��������� ��1����� ��� �����������

���� ����������� * ������� ��������� ��� ���� ������ ��������� ��� ������ �� ������ �������3

������� �� �� ������������ �� ��������� ������� <��1������ �� �� ������� ���������� ���

��������� ��� ���� �������� ����������

#������� 3 8 #� �������� �������� ��� ������� ���������� �� �����+����� �� �-����� ���

�������� ��� �� ����'����� �� ����������� �� ��� ������ ������������ �� �-������ �� ������� 8

����� ��� �-������ �1��� �� ������ ���� ��� ��4������ �� ������ 2� �� ������ ��� �������� �������

�� '�������� ��,����������� ���� ������� ��� ���������� ����������� �� ��1������ ��� �����������
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��� ��������� ����� "��+�
�� ��� �����
����� �� �,��-"� ������ .{
ẋ = Ax+Bu

y = Cx
�����

�/ x ∈ R
n 
������ �'���� 
 �,��-"�� u ∈ R

p ��� ������ �� y ∈ R
m �� ������� A� B �� C ���� 
��

"������� ���������� �� 
� 
�"������� ������������ 0� ��"�����"��� ������1������ 
 �,��-"�

��� 
����� ��� �� �������� ������� .

Y (p) = G(p)U(p) �����

�/ G(p) ��� �� "������ 
� �����)��� 
 �,��-"�� 2� �������� 
� �����!������� 
'��������
�� 
�

����"-����� 
� !�������� �� �,��-"� ����� ��� �� "����� ��� �� )��"� .{
ẋ(t) = (A+ΔA(t))(x(t) + Δx(t)) + (B +ΔB(t))(u(t) + Δu(t))

y(t) = (C +ΔC(t))(x(t) + Δx(t))
���#�

�/ ΔA(t)� ΔB(t) �� ΔC(t) ������������ 
�� ���������� �� �� ����"-���� �� �������� 
�)���

"����������)��Δx(t) �� Δu(t) ������������ 
�� 
�)��� �

���)� � 
�� �����!������� %� 
������

�,��-"� ��� �� "����� ��� �� )��"� ������� �%+�� ��
 ������ ����� .{
ẋ = Ax+Bu+ Ed+Kf

y = Cx
���3�

���� .

4 f ∈ R
pf � pf ≥ 1 ���������� � ������ 
��� ��� ���"���� ���� 
�� �����5 �������
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� � 
� ������� �6����"��� �� ��� ������

4 d ∈ R
pd� pd ≥ 1 ��� � ������ 
��� ��� ���"���� ������������ 
�� �����!������ �������

���3��

6���������� ��� ������ �������� ��� 
�*������� "������� 
� �����)��� ��� �� �,��-"� ��&
�����

��� ����� .

Y (p) = G(p)U(p) +Hf (p)f(p) +Hd(p)d(p) ���7�

�/ Hf(p) �� Hd(p) ������������ ��� "������� 
� �����)��� ����� f �� y 
'�� ���� �� d �� y 
'����

����� Y (p)� f(p) �� d(p) ���� ��� �����)��"��� 
� 0������ 
� y� f �� d� 0� �������� ���7� ���

������ �'������ .

D(p)Y (p) = N(p)U(p) +D(p)Hf(p)f(p) +D(p)Hd(p)d(p) ���8�

�/

D(p)G(p) = N(p) ���9�

:�� �;����� 
� ������ ��� �� �������� ;� ��� ����� �'�� 
�� 
�5 )��"�� �������� ��������

��
 <����� ������ �������� ���9� .

Q1(p) = Y (p)−G(p)U(p)

= Hf(p)f(p) +Hd(p)d(p)
�����
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Q2(p) = D(p)Y (p)−N(p)U(p)

= D(p)Hf(p)f(p) +D(p)Hd(p)d(p)
�����
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����	������ ��	��
���� ��� �! �������	 �� ����� ����� ��

����� #

r1(p) = V (p)Q1(p) ����$�

r2(p) = W (p)Q2(p) ������

%� 	�	�� � �����& ����$� ��� ��
��� �����& ������� �	� ����� '�������� �� ��	���	�

���	 �� �����	 ��� r1 ���	�� r2� �	� ��� �� �	��
� �� ��(��	 �� �� �����������	� )� ��	�� *

����� ���� V (p) ��W (p) ��� ����� �� ������ �� ��	��� 	��	���� * �� 	��� ���� �� ��(��	� +���


��& 
��	������	 �� '�������� �� ��	��� ����&���$� �� 	����	��	 ��� ���	 �������	 ����
��� ��

�	���� � i��� 
� ��	��� �� f ����� fi �� ���	��
� �� d� +��� 
� (���& ��	 
��������	 	������	

������� ,��� ����-��	 #

V (p)Hd(p) = 0 ����.�

(V (p)Hf(p))j = 0, j �= i ����/�

(V (p)Hf(p))i �= 0, j = i ����0�

�1 (V (p)Hf (p))i �	� � i
��� 
������ �� �  ���
� V (p)Hf(p)� 2�	 ��		�� �� �� ��� �����&

��	 �����	 ���  ����� ����� �!�	�� ��� 	������� * 
� ������ � 	� Hf �	� �����	���� * '�
3��

�� 
��	������ ��������� ����� ���0�& ���	 ����	 �
���� ��	 �������	 �� ����� ��	 ���	�
�

������ ���	 �������	 ��������� 	������ #

Y −G1U = Ox+G2d+G3f ����4�

��
 #

Y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
y
���

y(n−p
′

−1)

y(n−p
′

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
u
���

u(n−p
′

−1)

u(n−p
′

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; O =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
C

CA
���

CA(n−p
′

−1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

G1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

CB 0
���

� � �

CA(n−p
′

−2) . . . CB 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; G2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

CE 0

CAE
� � �

���
� � �

CA(n−p
′

−2)E . . . CE 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

d =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
d
���

d(n−p
′

−1)

d(n−p
′

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; G3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

CK 0

CAK
� � �

���
� � �

CA(n−p
′

−2)K . . . CK 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
f
���

f (n−p
′

−1)

f (n−p
′

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
�1 v(i) �	� � i��� ������� �� 	�'�� v�
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′
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P =
{
V/ V TO = 0

}
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ΘT = [a1 . . . an b1 . . . bp] ���-6�

ΨT = [−y(1) . . .− y(n) u(1) . . . u(p)] ���-��
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� ��� �����	�� ��� ��� ��	���� 	�
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� 	

	��(
���� ��� ��	!���� +�'���
�� ����������� �
� ��� �������� , ���������� 	� )�
���(���

���������� " �
����� �
 �

�� ��� 	� ����(�� ���������� -�� ���������� " ��	�� (�����
���

���������� �	������#� ���������� H∞ � ���������� ��� �����
�����(� �������# �� ���������

	��� � 	� ������ �+��� � .��� �����������

�������� �	
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)���/� ��# 	�  ���� ����� �� ��� 	�������� 	�� #�
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�%��!��� ���0� 	�
� 
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 �%��!�� 	%
���&� 	� �� #���� ,{
ż = Lz +My +Nu

r = F1z + F2y
����1�

�� �� ����� � T ����� &� ,

L ���� 2�3��4 ����0�

TA− LT = MC ����5�

N = TB ����6�

F1T + F2C = 0 ������

TE = 0 ����7�

8� �� �����!�� ����!	� 
� ������
� ����� �� ����	 r 	 �%��!�� ����1� ������ 	� 	��� ���

�� 	�#�� f �� TK �= 0� 8� ���  �
	����
�  �9	���� ��
� ����*���� 
�� ����
� ����*�� &�

	�
� ��  �� �: f = 0 � z ������ 
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�� ��� ������ �������� ��� �������� �� ���������� �� ��� ������

���������� ����� �� ��������
� 	��������� ��� �� ���������� �� ����� �� ��������� ��

����� ���� ��� ���� ��� ���������! "�� ����� 	���������� ������� ��� ��� ��������� ���� ��

��#�� �� �$��
�� �����! "� ������ ��� ���%������� (C,A)%��#������� �#��� &���'� (� � ���

������� ��� ������� �� ���)� �� �� �� ������� ��� ��	��� �� ������ �� �������� �� �����%

)����� �(����� ��� ����� �����! *�� ���������� ����� ������ � ��� ������ ��� ������� ��

���)� �� �� �� ��������� �� ����������� ��� ������ ��� ��� ���� ��� ��������� + ����� ��#�%

����� ��� ���������� �� ��� ������ ���������� �����! *�� ��������� ����� ������
�� ���

����������� �� ���� �� ������������ ��#��� ,{
ẋ = Ax+Bu+ L1v1 + L2v2
y = Cx

��!-��

�. v1 �� v2 ���� ��� ��	��' �������! /� �)����� �� ������ �� �� ���� ��� ��� �#��� v1 = 0

�� v2 = 0� �� ��#������� ��� ��� ���� �� ��� ���������! 0
��� ��	��� ���������� � �����

�� � ���! "� ���)� �� �� �� ��������� �� ����������� ��� ������ ��� �� ���� �� �������� +

�����#��� � ���� �� �������� �� �� ����� ,{
ż = Az +Bu+ Ey

r = F1z + F2y
��!12�

�. z ∈ R
n
′

��� �� #����� ������ ��� �� n
′

≤ n �� r ∈ R
m

′

��� �� m
′

≤ m! 0� ���� �� ����

�#��� ��� ���������� ��#����� ,

�! "����� v1 = 0� �� ����� r ���� ��������������� #��� 3��� ∀u �� ∀x0� z0 ��� ����������

��������� ��� ���� ��� ��!-�� �� ��!12� 4

��! r ����� ��� �5���� ��� �� ��	��� v2 4

���! r ��� �5���� �������� ��� v1!

"������ ��� ���� �� �'����� �� ��� ������ 	�������� �� ����� �� �� ������ ��� ������� �����! 0�

���)� �� ��� ���� ��� �� ��� �� ������
� �����
����� �� �� �	�	������ �� �	����

������ ������� + v1! 0���������� �� ���� �� �	����� ��#��� ,⎧⎪⎨⎪⎩ ẋa = Aaxa +Baua +

[
L1

0

]
v1

r = Caxa

��!1��

�. ,

Aa =

[
A 0

EC A

]
, Ba =

[
B L2

B 0

]
, Ca = [F2C F1]

�� xa = (x, z)T ��� ������ �	�����! /� �	������� �� ���� �� ��!-�� ��� ��� �������� �

���� �� ��!12�� ���������� �� ��� ����� ��� ������ �� ��� ���������� ��%����� ��#��� �����

6��� ���������� ����� ��� ,

�! "� ������� �� ��������� �� u �� v2 #��� r ��� ������������ ����!

��! "� ������� �� ��������� �� v1 #��� r ����� ��� ������������ ����!

���! "����� v1 = 0� lim
t→∞

r = 0 ∀u� ∀x0� z0!
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���� v1�
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� ��� #$���	����� �� ��� %&'&( �	�� ��� ��
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 ��	������� �� Rn �
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� L2 �� L1 �
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�� L1� ���� S∗ �� �	� ���� ��	������� (C,A)��
���������� ��
��
�
� L2 ����� �

��� �����

������ �� ���� �	� �� � ��!"� ������� # v1 � 	
� ���	���
 �� �� ��	��"�
� �� $

S∗ ∩ L1 = 0 #%�-.(
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�
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������ ����� ���������� #/�,����� %&'-( �� #0	��� �� ��� %&&.(� 1��� �� ��������2�� �	�� ���	��

�	����
��� �� ������� ��������� ���
���� ������� 3{
ẋ = Ax+Bu

y = Cx
#%�--(

	4 x ∈ R
n ����
����� �� ������� ��
���� u ∈ R

p ��� �� ������� ������
� �� y ∈ R
m ��� �� �������

�� �	����� ��� �������� 5� 0 �� 6 	�� ��� �������	�� ����	���
���

�� ��	���
�
 ��	�����������
 �� ������� ���
���� #%�--( ���� 7��� �	������
� �� �� ��8	� �������� 3


������ � (� � ��!"� ���))� ��� ��"�!��"�
� ���������� ��� *	��*	� ���� T > 0� �� "��	��

�� u �� y �	� �+�
�������� [0, T ] ��"�� �� ����
����	�� �+���� $ �� y(x(0), u, t) �����
� �� ������

�������� # �� ��
�����
 �
������ x(0) �� # �+�
���� u(.)� ����� $ y(x(0), u, t) = y′(x(0), u, t)� ∀t ∈

[0, T ] �"��*	� x(0) = x′(0)�

�������� � (� � ��!"� ���))� ��� ��"�!��"�
� ���������� �� �� ��	��"�
� ��� �
 ����"�

�	��
�"� (u ≡ 0)� �� ������ 
	��� �"��*	� �+���� 
	��

6� �2
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 ��� �������� ���
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�������� 	 
������ �� ������� ���� �� �����	
 ����
�������� �����
 ��� �

MO =

⎛⎜⎜⎜⎝
C

CA
���

CAn−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ������

�
 ������
 ������ 
�� ��
����
 �� 
� �
��
�
�� ��� �� �����	
 ����
�������� MO 
�� �
 ����

n�

rang(MO) = n ������

����� ����	
�� ������������� �� ����
��� ���������

�	 
�������� �� ������� ��	� � ��� ������� ������ 
� �	 �
	���
	 ��	���� � ������ ����

�� �� �
��� ���	 ������� ������	 �� !�" �#�	��$� �� ��" �%�&���� ��'��� # (��	��( �

�
	�������
	 ���	 
�������� �
	���� ) �
���$� ������ ���������
	 	�� �� �
��� ���� �

�� �
��� ��
	������� �	 �
����
	 ���(� � 
(����� �� (�
���� � ���������
	 � ������ ��

������� ��	����� � ��� (�
(
�� (�� #�	��$� ��	� � ���� ������	���" � (�� �����	

��	� � ���� ��
�*�������

+
	�����
	� � �
��� ��	����� �� ������ ��	���� ��,	� (�� -{
ẋ = Ax+Bu+ w

y = Cx+ v
���� �

��� x ∈ R
n" u ∈ R

p � y ∈ R
m� w �� � ����� ��	��� � ���	��
	 p � v �� � ����� �

���� � ���	��
	 m�

#
���� � ������ 	��� (�� 
�������" �� 	��� (�� (
����� � �
	������ �	 
�������� �
	�

	
�� �*
�����
	� �� ��	������� +(	��	�" �� � ������ �� �������� �� ��� (
����� �

���	��
		� �	 
���������

�������� � � �!
���� �"#�� �
 ������
 ����$� 
�� ���
	���
 �� 
� �
��
�
�� �� �
� ����� ���

��
����
� ���� ����
��

.,	 � ���	��
		� ��
��������" �� ���� ������	� �	 ������ K ��� �� �� ������

(�
(�� � (A−KC) �
�	� �
��� ) (����� ����� �������	� 	�$������

�� ���������� �� ���������� 
���������� ����� �

#� �*�
�� � ��
�������
	 � #�	��$� �(
� ��	�����	� ��� �� ��*	���� �

(����	� � (/��� 0�	� � ��� ������	���" 
1 �� ������ w � v �
	� 	���" ��
��������

� #�	��$� (
�� � ������ ���� � �� ��,	� �
�� �� �
�� �����	� -{
˙̂x = Ax̂+Bu+K(y − ŷ)

ŷ = Cx̂
����2�

#� ��	����� � ������ ���������
	 e(t) = x(t)− x̂(t) � (
�� 3(����
	 -

ė = (A−KC)e ����'�

4	 �������	� �	 ��*	��� � (����	� � (/��" � $��	 K �� �*
��� ��� �� �� ������

(�
(�� � �� ������ (A−KC) �
�	� ��	� � ���5(��	 �
�(�3 $���*�
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���� ���� ��� ������� ���
������ ��

�� ������ �� �	�
	� ��	�
	� 	�� ��� ����� �

������	
���	 �� ������ ��� ������ ������ ��	 	����	� �� �	������ ������������ ��

������ ��� �������� ������	�� �� ���� ��	����	���� ��	 ��� �	��� w �� v �� ������� ����

�� �� ���	��� �� ��
�	����� Q �� R 	�������
������

�� ��	��	� ������	
���	 �� ������ ��� �� ��
���� �{
˙̂x = Ax̂+Bu+K(y − Cx̂) ������

� �� !��� K ��� ����� ��	 �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ṡ = −ATS − SA+ CTQC − SRS

S(0) = S0 > 0

Q = QT > 0

K = S−1CTQ

���"#�

$����� 	������� �� ���
�	!���� ��	 ������	
���	 �� ������ ���� ������ ���� ��

�	�
��� �� �%������ ��� &�	���' �###��

�� ������	���� � ������� ��������� �

(�� �������	��� �� ������� ������	� ��
��� �{
ẋ = Ax+Bu+ Ed

y = Cx
���"��

� d ∈ R
q ��� �����	�� ������� �� �� ���	��� E ��� ������� )�	� �� 	��! ����� �� ��������*

����� + ��	� �

Rang(E) = q ���"��

(�� ������	��� �� �� ���	��� C � �� ��	��	� ��
���� �

C = [Im 0 . . . 0] ���"��

�� ��� ����	��� �

E =

(
E1

E2

)
���""�

� E1 ∈ R
m×q E2 ∈ R

(n−m)×q� ,��	�* ��� ��
��� 	���	��	 �� �

E1 = CE ���"-�

.�	 �� �������* � ����	
���	 + ���	��� �������� �/���� �� �� �������� �� ��� ��/

���������� ���� �����0����� ��1��! ��� 2���� ��33�* �4�� ��� 5��0 �����* �&�	���' ��

��� ���"�� �

Rang(CE) = Rang(E) = q ���"6�

Rang

(
sIn − A E

C 0

)
= n+ q, Re(s) ≥ 0 ���"7�
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�� ��������� 	� ��� 
���������� ��� 	� � �
��� �������� �{
ż = Fz + Tu+Ky

x̂ = z −Hy
������


� z ∈ R
n ��� ����� 	� �
����������� x̂ ∈ R

n ��� ����� ������ 	� ������� x� ��� �������� F �

T � K �� H �
�� 	�� �������� ���� ���� � 
���� 	� �
��� ��� ������� 	�
��������
� e = x̂ − x

�
����!� ����"�
��������� ���� 0�

#
�� "
�
�� �

M = In + EC ����$�

�������� 	�
��������
� ��� 	
���� "�� �

e = x̂− x

= z −Hy − x

= z − (In +HC)x

= z −Mx

���%&�

�
�� �
ė = ż −Mẋ

= Fz + Ty +Ku−MAx −MBu −MEd

= F (e+Mx) + TCx−MAx − (MB −K)u−MEd

= Fe+ (FM −MA + TC)x− (MB −K)u−MEd

���%��

'� �� �������� F � T � K �� H �
�� � 
����� 	� �
��� ��� �� �
�	���
�� ��������� �
�� ����������� �

F ��� ��� ������� 	� (��)��* ���%+�

ME = (In +HC)E = 0 ���%,�

K = MB = (In +HC)B ���%��

TC −MA = −FM ���%%�

�
�� ������
� ���%�� 	������ �

ė = Fe ���%-�

�� ������� 	�
��������
� �
����!� ����"�
��������� ���� 0�

����� �����	
����� ��� ������� ��� ����
����

�����	� 	� �
����������� �
������ . ������ 	�� �
�	���
�� �
�� ������� ����� 	� �������

"��� /��� 	�������� . "����� 	�� ������� �� 	�� �
����� �������� ��� �� �������� 	� ���"�

"����� 0� ���""����� ��� � ������ 	� �(������ ��	 1����� �$22� �� �3
����	 ��	 #
����	4

5��
� �$$,�� �
�� 	�6����
�� � �
��
� 	�
����������� . "����� 	� � �
��
� 	� 	�����!��������

7��� �� "���!��" �� �
�� �
�� "�
"
��� ������� 	�6����
�� �
�������� �
����������� 	��

�������� �
� �������� 	������ "�� � {
ẋ = f(x, u)

y = h(x)
���%2�


� x ∈ W �� 
����� 	� R
n� u ∈ U �� 	
����� 	� R

p ��� � �
����	� �� y ∈ R
m ��� � �
����

�������� ��� �
����
�� f �� h �
�� ��""
���� /��� 	� ����� C∞ "�� ��""
�� . ���� ��!�������
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��������� �	 
�������������� � ����������������� ���� ����� 	
	�	��� x0, x1 ∈ W ��� ���

x0 �= x1 �
� �	�� �	��	
������� ��
� W �	 ∃ t0 ∈ [0, T ] �� ∃ u : [0, T ] → U �
� �
���� ���	��	���

����� ��� ��� �������	��� ��� ���	�� 	����� �������	����
� �� x0 �� x1 �����
� ��
� W ��
��
�

�� ����� [0, T ] �� ���	��
� y(t0, x0, u(t0)) �= y(t0, x1, u(t0))� ��� �	�
� ���� ��� u �	��	
��� x0

�� x1 ��
� W �

���	�������
�� ���� ����� 	
	�	��� x0, x1 ∈ W ���� ��� x0 �= x1 �
� �	�� 	
�	��	
������� �	

∀ t0 ∈ [0, T ] �� ∀ u : [0, T ] → U ��� �������� ��� �������	��� 	����� �� x0� x1 �����
� ��
� W �


�� ��
� � y(t0, x0, u(t0)) = y(t0, x1, u(t0))�

��������� �� 
�������������� �
 ������� ��� ��������� �
 x0 ∈ W �	 ��� ����� ���� x1 �=

x0 ��� �	��	
������ �� x0 ��
� W � �
 ������� ��� ��������� � 	� ��� ��������� �
 ��� �	
�

x0 ∈ W �

��������� �� 
������������� ������� !� ������� "#�$%& ��� �������
� ��������� �
 x0 �	

��� ��� �	�	
��� ����� Vx0
�� x0� �������	�� ��� 
���� ��� ��� ����������	��� �� x0 ����

Vx0
��� ��� ���������� ���� Vx0

�� �� 
��� x0 ���������

��������	 ��
��� � ��������� x0 � ��� �������� ���� ������� 
�
��	�� 	
 ������ �������
��	���

	��
	��

��������� �	 
������������ ������ ������� �� ������ ����� �� ��������� !��	�����

�	�����	�� �� x0 ���� �"��� �� ��������� ����� Vx0
�� x0� �� ��� 
��� �� ��������� �����

V
′

x0
⊂ Vx0

� �������	�� ��� 
���� ��� ��� ����������	��� �� x0 ���� V
′

x0
��� ��� ���������� ����

V
′

x0
�� �� 
��� x0 ���������

�
 �
�
������
���� �����		� � 	
 ��������� �������
��	��� 	��
	� �
��	� ��
����� ��� 	
 ������

����
�� �������
�����

��������� �� 
����� ��������������� ����
��� ���	�����	���# �� ������ ����� �� ��


��� 
�� ��
��� �������� ONL ������� h1, . . . , hm � �� ��� 
��� ��� ���#� u ∈ U � 
���

�� τ ∈ ONL� ���� ����� Lfu(τ) ∈ ONL ���� fu(x) = f(u, x)�

���� ������ �
� dONL 	����
�� �� ���������		�� �� �	������ � ONL�

��������� �� 
������������ �� �� �� ����� �� ������ ����� �� �	�����	�� �� ����

�� ���� �� x0 ∈ W ⊂ R
n �� �� ��������� �� ����
��� �������� �������# dONL|x0 = {dτ |x0, τ ∈

ONL} �� #���� $ n�

����� �������� � �
�� ��� �
�
������� 	�������
��	��� �� �������� 	���
����� �����	���� ��

	�������
��	��� 	��
	�� �� 	������
���	��� 	��
	� �
��	� 
�� 	� �
� �� �������� ��� 	���
���� ��

�����
	�

����� !� � 
"��!��� ��� #����� �$%%� %� �� ������ ����� ����!�� �� x0 �� ��������

���	�����	���# �� ���� �� ����� ����� �� ������ ����� �� �	�����	�� �� x0�

���� ����	���� ���� ������ � ���� ��� �����
������� 
�� �������� 	���
����� 	�������
��	���

�� �������� ��� 	���
���� ���� �� ��������  	 �
�� ����� 
���� ��� 	�������
��	��� ����

������� � 	�������� �
��� ��� ����
���� ������� �� ���������� �
� � ��������� ���� ����	�
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�� �����
�� ���������
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��������� �	 
����� ��������� ��� ������ u : [0, T ] → U ��	
��
�� ��� �
�� ��
������

���� � �����	� ������ ��� [0, T ] �
� ���� ���� ����� ������� 
�
�
��� �
��
���� x0 �� x1� 
 ��
���

�� 	�
�� �� ��	�� t ∈ [0, T ] �� ��� y(t, x0, u(t)) �= y(t, x1, u(t))� ��� ������ ��� ��
������

��� �
�� �
���
����

��������	 
������ ��� ���
���� ��
��	����� ����� 	��
����	� ��� �
��� ��������	�� U � �	��� ��

����	� ����� �
����� ��
 ����
����	��� ��� �������� �� ����	�� 	� U��
������ ����������

	���

��������� �� 
U�������� ������������� �� �����	� ���� ������ �� ������� ��	
��
���

 ������ ���� U ���� ��
������� ��� �
� U!��
"��	�	��� ����������

���
������ ���������	�� ��� �
 ������ W ����� �� ����������� �
 �
����	� ���
���� U �	

��� ���� ��� �
��� u(t) ∈ U � 	� ������ �� ��������	� ��� W � ��
��� 	�� ������� 	�
������

��������	�� ��
 �
��������
 ��������	���

����� ����	
�� ������������� �� ����
��� ��� ���������
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�������
 �� ����	��� �� ��
���� ������������� ���� ��� ������� 	�
������ ��� �

�� �
������
 ����	�� 	� ��� ��� ������� 
�
 	�
������ �� �	�� �� ��	� � �������� ���
�

����������� ���� 	� �����
 ���� 	����		�� �� 
������� ������ �
 ������ �� ����	����

�
 �� ����
 ��� ��� �	����� �����!���� �� ������� 
�
 	�
������ "#���
$�
 �
� %�������

&''(� #���
$�
 &'''� )������ �� �� &''*� %������� �� �� &'''+� ��� ����������� ���� ���

������� 
�
 	�
������ 	�� �	�� ����
��� ��
� 	� 	������� ��
 	�� �����
� ,

&� ��������� � ������� ����� �

������������ �� ���
������ ��
�� "-��. &'/0+ �
�����
� ��� �� 
����� �� ������

�����
�	 ���� �
 ���
 ��
��
� ��� ��� 	��
���������� ���
 ���
����
 �� ������

���

���� �
 ���
 ����
��
 �� 	��� 1 ������� 2�
� 	� ������� ���� �
 ����	� 	�
������ ��


��������� � 	� ���
 �� 	����������� �� ��	��	� ��� 	� ������ �� �	�����
 �� �3	���

���� 	� ��
����
 ��� 	��� ���� ��4���� �� �����
��� �� 	��� ������	����� ��
������
�

	� ������ 
�
 	�
����� �����
 , ⎧⎨⎩
ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)

x(0) = x0

"&�5/+

������������ �� ���
������ ��
�� ��������
��
 �� ��

� ��� ,⎧⎪⎨⎪⎩
˙̂x = f(x̂, u) + L(x̂, u)(y − ŷ)

ŷ = h(x̂, u)

x̂(0) = x̂0

"&�5'+

�6 L(x̂, u) �� 	� ���
 �� 	����������� ��	��	� �� �		� ���� ��� ���� 	�� ��	���� �������

�� (
∂f(x, u)

∂x
|x=x̂−L(x̂, u)

∂h(x, u)

∂x
|x=x̂) ����
 ���	���
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 ��
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 �� ��
���
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����
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	��� �����������
� ���� ��	����� ��������
�	 ��� �������	 ���������	 �
�

��������	� � ��� �������� �� ������� �� �� ���� �� 
�	�����
� �� ��
�	��������� �
��

���� ���	
�� ��
�	�������� ��  ��������� �	� �������� �����	� ���	 �� �������� �� �� !���� ��

"����� ������ 
�	����� ������
�� �� ���	 
���� �� �� ���	 ��������� ���	 �� ����������

��	 	�	����	 �
� ��������	�

#� ������ �� �	�
	� ����� �

 � !���� �� "����� ������ $%�&'��	(� )*+,- �	� 	�������� . ��
�	�������� ��  ���������

������ �� �� �	� ����� ��	 ��������	 ���	������
� ��	 ���	 ��������	 ���	 �� �
�����

���	������
� ������ ��	 	�	����	 ���������	 �
� ��������	� /���� ����
�� ������ ��

���������� �� �	 ��	 �����	 �0�� 	� �� ������� 
������ �	� ����� ��� �� �������	���
��

1� 
�����
� �	� ��	�� 	�� ��� �������	���
� �
��� �� �
���� �� 	�	���� ���
�� �� ��

���2��
��� �	����� ��� �� !����� 1
�� �� 	�	���� �
� �������� 	������ 3⎧⎨⎩
ẋ = f(x, u) + w

y = h(x, u) + v

x(0) = x0

$)�4,-


5 w �� v� 
��� ���	 �� �	 �� 	�	���� $)�64-� 	
�� ��	���������� �� ����� �������� ��

�� ����� �� ��	���� �� �
����� ����� �� �� ������ �� 
������� Q �� R ��	�����������

�
�� � 	�	���� $)�4,-� �� !���� �	� ���	���� ��� 3{
˙̂x = f(x̂, u) + SHT (x̂, u)R−1(y − h(x̂, u))

Ṡ = F (x̂, u)S + SF T (x̂, u) +Q− SHT (x̂, u)R−1H(x̂, u)S
$)�4)-

��� F (x̂, u) =
∂f(x, u)

∂x
�� H(x̂, u) =

∂h(x, u)

∂x
	
�� �����	 �� x = x̂�

 � !���� �� "����� ������ �	� �
� ��� �����	�
� �� !���� �� "����� �������� �� �	 
5

�� 	�	���� �	� ����� ���	 ���	��� ������ ��� ��� ������
� ������������� �
� ��������� 1��7

����� 	��
8� �� ���� �	� 
�	���� ��� ����
�� �� !���� �� "����� ��		����� �� �����


���� ��	 
������
�	 �
� ��������	 ����
�����	 ���	 ��	 ������
�	 ������	� �� 7��� ��������

. ����� ����� ��	 %�
������	 �� �	 ������
�	� /���� ����
�� ��	�� 7
���� 	�� ��

�������	���
� ��� ���	� �����	� ��� ���	 �� �	��� ������ ���
�� �� �� ���2��
��� �
������

�� �
�	 �� �
��
�	 ��	 �������� ��� �
��	��		� 
���� ��	 ������	 �� �
����	���
��

6� ������	���� � ��	�� �	�� �

/�	 
�	��������	 
������� ��	 	�	����	 ���7
������� 
�	�������	 $��	 	�	����	 �������

��	 ��	 ������	 	���������	-� /
�	����
�	 �� 	�	���� �
�
9	
���� 	������ 3⎧⎪⎨⎪⎩ ẋ = f0(x) +

p∑
i=1

uifi(x)

y = h(x)

$)�4#-

��� x ∈ R
n� u ∈ R

p �� y ∈ R�



�� �������� 	 
 ������ ��������������� �� ������������

���� �������	� 
� ���	���	� �� ������
� z = Ψ(x)� ��	� 
�� �������	��� ��	� ��		���

��� �

z1 = h(x)

z2 = Lf0(h)(x)
���

zn = Ln−1
f0

(h)(x)

������

�� Lf ����	� 
� ������� �� ��� ��� ������� �� ����� �� ������� f �����  		�!� "��� �

Lf0(h)(x) =

n∑
i=1

f0i(x)
∂h

∂xi

(x) ����#�

���� f0i(x)� i = 1, . . . , n ��	� 
�� �
���	�� �� f0(x)�

 
���� 	��� ���	� 
� �����$�� �����	� �

�������� 	 ��������	 �
� �	
�	� ����� �� �� ������� ������ ��� �
��	����
� ��

��	����� ��	� �� �	�
��	����
 z = Ψ(x) !�	��� �� ����	� �� ������� ��� �� �	�� "⎧⎪⎨⎪⎩ ż = Az + F0(z) +

p∑
i=1

uiFi(z)

y = Cz

����%�

# "

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0

0 0 1
���

���
� � � 0

0 1

0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , C = [1 0 . . . 0] ������

F0(z) =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
���

0

F0n(z)

⎞⎟⎟⎟⎠ ����&�

{
Fj(z) = (Fj1(z) . . . Fjn(z))

Fji(z) = Fji(z1, . . . , zi), !�	 1 ≤ i ≤ n �� 1 ≤ j ≤ p
����'�

"�� ������! �	� ��� ���	��� �� ��� ��
��(������� ��	� �)��	��� �	� *������� �++���

 
���� 
,����������� - ��	� ��	 �� �.��$�� ��/	� ��� ����%� ��� ������ ��� 
,�0�����	

�����	�� �

˙̂z = Aẑ + F0(ẑ) +

p∑
i=1

uiFi(ẑ)− S−1
θ CT (Cẑ − y) ����+�

�� Sθ ��� �	� ������� �.�����0�� ��/	�� �������� ��
����	 �� 
,�0�����	 �
����0�� �

θSθ + ATSθ + SθA = CTC ���&1�

�� θ ��� �	 �����$��� ������2 �� 
�� �������� A �� C ��	� �!������� ��	� �������



��� ��� ��� �	�
���� ���� �� ���
�
 ��

���� ����	�
���� �� ��� 
����� ��� ��������� Fi� i = 1, . . . , p ���
 ����������
 ��	����
�

�������� ∃ α0, . . . , αp > 0� ∀x, x
′

� ���� ����� �

‖ Fi(u, x)− Fi(u, x
′

) ‖≤ αi ‖ x− x
′

‖ ��� �!

"�

� ��	�
���� ��
 
��#���� ���������� ������ ���
�
 ��
 ������

�������� 	 ��������	 �
 ��� 
��� �� ������� �
��� ��� �� ����	�����	 �����������

���	 �� ������� �
���� �� ���� �	���������� ���	 ��� ���	�� u ��	���� ���� �����

‖ ẑ(t) − z(t) ‖≤ λe−μt ‖ ẑ(0) − z(0) ‖ � μ �� λ ���� !��� ���������� !����!����� !�

��	����	� !� 	�"��"� θ�

�� ����������� $� ���������
��� ��
 �����
�� 	��� $�� θ ����$� �� �� #��
�%� �� $������

��
��� � �
�������� � ���� ����

���������
��� & ����$ ���� �� 	����
 $���
���� �� �������� x $� ���
��� ���'(! ��
 �����

$���� 	�� �

˙̂x = f0(x̂) +

p∑
i=1

uifi(x̂)− (
∂Ψ

∂x
|x̂)

−1S−1
θ CT (Cx̂− y) ��� (!

)������ �*
������� $� ���������
��� & ����$ ���� ��
 �
� �+��
���� 	��� $���
��� �������

$� ���
���� ��� ��������� �,��
���� ��$ -�	.� �//0!� �1��� �� ��� �//(! �
 �2�������

��$ 3������$ (444!�

��� ��� ��� �	�
���� ���� �� ���
�


5� ���
��� �6�� �� ���
�
 ��
 $� �� 7���� ������
� �{
ẋ = A(u)x+B(u)

y = Cx
��� 8!

�9 x ∈ R
n ��
 ���
�
 $� ���
���� u ∈ U ��
 �� ���
��� $���
���� �		��
����
 & �� ��������

������� �
 y ∈ R
m ���
 ��� ������* $� ���
���� ��� ��
����� A(u) �
 B(u) ���
 ���������� �� u

���	��
������
 $� $�������� n×n �
 n×1� �� ��
���� C ��
 ����
��
� �
 $� $�������� m×n�

:��� �		����� ��
���� $� 
�����
��� $� ���
��� ��� 8!� �� ��
���� n×n ���������� ����
��� $� �⎧⎨⎩
dΦu(t, t0)

dt
= A(u)Φu(t, t0)

Φu(t0, t0) = Id

��� 0!

�9 Id ��
 �� ��
���� �$��
�
�� �
 �� ����
��� $� ��� 8! �� x0 & t = t0 ��
 $����� 	�� �

x(t) = Φu(t, t0)x0 +

∫ t

t0

Φu(t, τ)B(u(τ)) dτ ��� ;!

:��� ��������� $�����$ �� 
��
� ��
��� u ∈ U �����$�� �� ���
��� �������� $��
 ��� 	����

��
��� ������
 $��� �� 
��	� �
 ����� ���� ��������� ��� [t0, t0+T ] �� �������� $�����������
� �

��������� �� �������� ���
����
�������#������ 
��$ %��� u ��� ���	�� [t0, t0+T ] →

U � �� "	������ !&����	�������� ������� �� ������� �
�'( ��� �� ���	��� �����	�)�� ��������

�������� *

G(u, t0, t0 + T ) =

∫ t0+T

t0

ΦT
u (t, t0)C

TCΦu(t, t0) dt ��� '!



�� �������� 	 
 ������ ��������������� �� ������������

���� ������ �	�
��������� �	�
� �
���� �� ������� ������� 
��� �������
� � ����������
 ����
�� �

����������� 	 �������� �� �� �		
� �� ���� u ∈ U �� �������� ��� [t0, t1] ���� �

������ ����
� �� � ������ �� �

G(u, t0, t1) > 0 ������

� ����������
 ����
�� ������ �	
����� � ��������� �	������������ �

����������� 
 �������� �� �� �		
� �� ���� u ∈ U ��� � ������ ����
� �������� ���

�� �������� � ���� [t0, t0 + T ]� �� ���� �� ���������� ���������� �������� �� ����� ��� �

�� !� CΦu(t, t0)x = 0, ∀ t ∈ [t0, t0 + T ]� ����� x = 0�

��� λmin(G(u, t0, t0 + T )) ≥ 0 ��" λmin ����#� �� ���� ���� ����� ������

����� 
��� ��
� �� �� ������� �	������������ �	�
 ������� ��� ���� ! � 
����
 �� �����
"��� 

���� �� 
��� ��
� ��#
� ��� �
����� �
���������� $�� ��������
� �� �����
"��� ���� ������ �	����

�
����% x0 �= x1 ��� �
 �
������� [t0, t1]� &�� 
��� �����
� ����$��� $�� �� �	�
���� u(t) ���

�
��������� ��� [t0, t1]� ���� �	�
���� u(t+ δ) 
	��� �� '������
� �
��������� ���� δ > 0�

(��� ���
� �
�������� ���� ��� 
����
� �	�
���� �������
�� �� �	�
���� ��"��������
� ������ 

�
���

�������� 	� ������� ������������ �$�� �� �� �	%	� �� ���� u ∈ U �� ��� ���������

���� � ������ ����
� ���� &��� T > 0 �� �� �

lim
t→+∞

λmin(G(u, t, t+ T )) ����)�

�� ����"���� ������� �� ��&��� ����

�������� 
� ������� ������������� ������������ �$���� �		'� �� ���� u ∈ U ��

��� ���#������� ��������� ���� � ������ ����
� ���� &��� T > 0 � α > 0 ��� ��

∀t, G(u, t, t+ T ) ≥ αId ����*�

�� ���� �	�
���� ���� +��� ��#
� ���� �� � �
���� ����
�� �

�������� 
	 �� ���� u ∈ U �� ��� ���#������� ��������� �� ∃ α1 > 0, α2 > 0; ∃ t0 ≥

0; ∀t ≥ t0� ���� ����� � {
λmin(G(u, t0, t0 + T )) ≥ α1

λmax(G(u, t0, t0 + T )) ≤ α2
���),�

�( λmin� λmax ����#��� ���"������ �� ���� ���� ����� ����� � �� ���� #���� �����

����� �� )�������

����������� � �������� �� �� �		
� !� �� ���� u ∈ U �� ��#�������� ��������� ����

� ������ �*� � ������ ����
� ����� �� �� "��������� ��� ������� ���������

-
� �
���� u(t) ��"��������
� �������
�� ��� �
���������� (�
 �������
� � ��
���� u(t + λ)

����� �
��������� ���� λ ����������
� "�
� ��������
���� ��� ���� �� ����� ��� �
� .$� 

����. "�
��� ���"�������� � �������
�� ��"������ �	�
� �
���� ��� �
� ��������� ��$���� ����

��
������� �
 �����������

���� ����� ����� �� �������� ������� ���% ����� �	����������� �����
� +��� ��
������� �



��� �����	
��� ��

�� ������	
���	 �� ���� ������ ����� ��	 �{
˙̂x = A(u)x̂+B(u) + PCTR−1(y − Cx̂)

Ṗ = A(u)P + PAT (u)− PCTR−1CP +Q
������

�� x̂(0) ∈ R
n ��� �� ��������� �������� ��������� Q �� P (0) ���� ��� ���	���� ���� 

�	���� ��!���� ������
�� �� ���� n× n �� R ��� �� ���	��� �����	��� ��!��� ������
�

�� ���� m×m�

"��� �� ��� ����#������� ��� ���	���� Q �� R 	��	�������� 	�������
����� ��� ���	���� ��

��
�	����� � �	�� �	 ������ �� �	 �� ��	���� �� ���� ������� ��$�	� ������ �� %��������

"��� �� ��� ����	�������� Q �� R ���� ����������

&� �� ����'�� ���� ������	
���	 ��� ����� ��	 �� ������������ ��� �	��'	� ���	�����

�
�� (����	 ������ ������������ )� �	��'	� ��� * #�	�+�� %������� �� %���	����� �� ���#���

��� �����	�� ��		��� �
�� (����	 �������

��� �������� �� ������	
���	 ���� ������� ��	 �{
˙̂x = A(u)x̂+B(u) + S−1CT (y − Cx̂)

Ṡ = −θS − AT (u)S − SA(u) + CTC
����&�

�������� 	 �� u ��� ���	
������� ����������� �
��� ������ �� ������ ������ ��� ���������	��

��������
� ��	� 
� ������� �������

�� �	�
� � �#��	'�� ��� �	������� ���� �,����	� ��� "�+� �--��� �)���� �� �
� �-�-� ��

�.�	��	� �� �
� �-�-��

��� �����	
���

"��� �� �#����	�� ��� �
��� �	������ ���� ����'	� %���	��� � 	���� �� ������ �� ���	�

�	 ��� �	������� �� ���� � ���%������ �� ��(����

/� �0��� ��� �
��� 	������ ������ ��!������� �� ��� �
��� ������ ��0�	����� ���	��#��

�	������� ��	 �� ��������� �� ��������� �� ��(���� 1�� �
��� ��
���%� ��� ���	��#�� �� ��� 

�#'�� �� %���	���	� �� 	����� � �� ���	��#� �������� � ����� ��%��	��� �� �� ��	� �����

�	 ��� �������	������ %�����	����� "��� ��� ��� �#����	�� ��
����� ��� ��� ����	������ *

����� ��	��'	� ���	��#� �� ��� ��
��� �������	� �� ����'��� ��� ������	�� �� �������� ���

������� �� �������%� %�����	����

/%�������� ��� �
��� �	������ � ���� ���	� �	 ��� ����	
���	� ��� ������	�� �� �	������� ��

���#�����%�� �� ����#'�� �� ������ � �����	� ��� 2�� �����	�� ��� �
��� �������� ��	

	������	 ������ ��!������� 	�����
�� * ������	
������� ��� ����'��� ���������� )���� ��	��'	�

���
'	� ��3���� * 
�	�!�	 ��	��� �� ���%�� ��� ����'��� ��� ������	��� 4��� ��� �
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�	� ��� ����	� ��	���	�� ���������� #� � ��� �
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� �� �	
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� �� �������� .��� �� ��� ������	�� ��� �
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���� �� ��� ��� �	�
�	��� ���	���� �����	���	��� ��� 
�
 ����
��� �� �
����	�� �� ��	�����	��

�� �
����� ��� ��� �������� ��� �	�
�	��� ��� 
�
 	������	��� �� ����	��� ��� ����� ���� �

!�� ��� ����"
�	�
 �� �����#����� ��� �	�
�	�� �� �
����	�� �� �
����� $�	 ��� ������� ��%

��������	��� �	��	 $����% 	�����	����� �� ������� &���	��� ��� ����	�	�� �
�����	�� ��

��'����� ��� �
������ �� ������� ����������� �� �� �
�
���	�� ��� �
�	��� ( ���#��� ���

����"� �
��
��	$�� �	)
����	���� � 
�
 ����
� �� �*������	 �� ��� +,,, ���� �� ���

��� �������� �'��� �� ��
��� �� �� �*������	 �� ��� +,,� ���� �� ��� ��� �������� �	�	�
�	����

�� ������	�� ��� �����#������ ( ����
�� 	�������� � 
�
 ����	�
�
� $�� ��� ��� ����-�������

��� �������� ��� �	�
�	��� #�	� �� �%���� ��	� �� ��� +,,. �� �/����� ��� ���"�	� +,,0 

$�	 ��� ����
 ��� �
�"������	� ��� ��	�� ��� ������� ������� �� �������#��	�	�
 �� ��

�
������	�	�
 ��� �������� �� �
���	��� �#�� ��� �
������	�� ���	���	��� �� �� ������	��

�������#������ �������� �� ��� ����
 ��� ����	�	��� ��'������ ��� �������	�� �� �����#�����

������� ��� ��� �������� �'��� �� ��
��� �#�� 	�1���	�� �� ����	��

2��� ��� �������� �	�
�	��� ( ���� #��	���� �� �����#����� ( ����
�� 	�������� ��� ������ 3

���� �� ���	�� ����� �� ������
�	���� �� ��� ����� ����-������� �
�������� $�	 ����� ��

�)���
 �� ��� ����
�� 	��������� �� ���� �� ���%	��� ����� �� #
�	4��� ��� ����	�	��

�
��
��	$�� ����
� �� �5"�����"����� ��60 � 7����� ��� ���������	��� ���� ���
�� ��� ���

���"�	$��� ���
��	$��� �	�
�	���� ���� �� �����%�� �'�� �� ��
���� ��� ���	��� �������#��	�	�
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�
�������� �
������ ��� �	����% ������
� $�	 �%�	���� �� �������� 2��

����
$����� ��� ���"�	$��� ��������� �� ���� �� ��'������ ��� ������
�	��� �� �
������	�	�


��� �������� �'��� �� ��
���� 8���� ��� ��� �������� �	�
�	��� ( ���� 	�#��	���� �� �����-

�	�� ���� �����#����� ( ����
�� 	�������� ��� ��� �������� �'��� �� ��
��� �#�� 	�1���	�� ��

����	�� ���� ���
� ��� ���%	������ ���� ����-������� ��%	��� �
�������� $�	 ����� �� �)���
 ��

��� ����
�� 	��������� 8� ����-������� ��� ��	$�� �� �
��� �� �� ������ ��� ����
�� ����	�
�
���

8� �
������ ��� ��	�	�
 �4� �������	� ��� ����	�	�� ��'����� ��� ���%	������ ���� �����#����� (

����
�� 	�������� ������ ��� ��� �������� �'��� �� ��
��� �#�� 	�1���	�� �� ����	�� �� �"
��	�

����	��� ����� 
#����	�� ��� 	��	�
� ��� �
������� �
����� �*������	 ��� 7��� +,�, ���� ���-

$���� ��� ����	�	�� �
�����	�� �� ��'����� ��� ���%	������ ���� �����#����� ( ����
�� 	��������

��� ��� �������� �'��� �� ��
��� � 
�
 ����	�
�
��

��� ������	� 
��	� 	� ���
� 
�	� ���	����� �	 �����	

����� �����	
��� �� ����	���

8���	������ �� ������� �'�� �� ��
��� �#�� 	�1���	�� �� ����	� 9{
ẋ(t) = A(u(t), y(t))x(t) +B(u(t), y(t)) +K(x(t))v(t)

y(t) = Cx(t)
�+�� 

�: x(t) ∈ R
n ��� �� #������ ��
���� u(t) ∈ R

p ��� ������
� ������� v(t) ∈ R
l ��� ������
� 	��������

y(t) ∈ R
m ���
����� �� #������ ��� ����	�� �����
�� �� K(x(t)) ��� �� ����	�� $�	 �
���



��� ������	� 
��	� 	� ���
� 
�	� ���	����� �	 �����	 ��

�� x� A(u, y) �� B(u, y) ���� ��� �	�
���� ����� ��� ��������� �� (u, y)� �� C ��� ��� �	�
���

�����	��� �� 
	�� m�

���� U ⊂ L∞(R+,Rp) 	 �	��� ��� ���
��� ������� u(.)� V ⊂ L∞(R+,Rl) 	 �	��� ��� ���
���

��������� v(.) �� Γ ��� 	����	���� ���	�
� �� R
n �	�� R

r� ���
� �������� ��� ��������
 ���

���������� ����	���� ��
����	�� ��������
 Γx(t) ��������	����� ��� ���
��� ��������� v(.)

�� �����	�� �� ��
� ���	������ �� �� ��
� ��� 	���� �� ����
�	���
 � ���
��� ����������

 �� �
���������� 	 ��
��	���� �	�!��	����� �� �����
�	���
 ������� ��� ���� �������
���

	�� ��������
 Γx(t) ��� 	 ����	��� "

��������� �� 	
�������� � ����� ��������� ���� Ω �� ����	� 
� R
n� ���� Γ �� P


��� ���������� �����	�� 
� R
n 
�� R

r �� Rq 	��������������

�� U� ����	����	 � ���	��� ��������� ����� � (Γ, P ) ��� �� ������� 
������� 
� � ��	�� �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ż(t) = Â(u(t), y(t))z(t) + E1(u(t), y(t))y(t)

+B̂(u(t), y(t)) + E2(h(t))y(t) + E3(h(t))z(t)

ḣ(t) = H(h(t), u(t), y(t))

γ(t) = F1z(t) + F2y(t)

#$�$%

�� z(t) ∈ R
q �� � �������� h(t) ∈ S ��� S �� ����	� 
� R

N � F1 �� F2 ���� 
�� ��	����

���������� Â(u, y), B̂(u, y), E1(u, y), E2(h), E3(h) �� H(h, u, y) ���� ���������� �� ��� ��� ���	

���� u(.) ∈ U ���� ���� ��� �	��	����� �������� �

� ∀x(0) ∈ Ω; Px(0) = z(0) �������� ��� Px(t) = z(t) �� Γx(t) = γ(t) ∀t ≥ 0�

�� !��	 ���� x(0) ∈ Ω �� z(0) ∈ R
q� ���� ���� limt→∞ ‖Px(t)− z(t)‖ = 0�

������ � �

� "#�	�� ��� �	��	����� � �� �� 
� � 
�$������ %%� ���� �� 
�
������ ��� limt→∞ ‖Γx(t)−

γ(t)‖ = 0�

� &� �������� �� ��� ��� γ(t) = F1z(t) + F2y(t)� z(t) = Px(t) �� � ���
����� � 
� �


�$����� %%� ���� �� 
�
������ ��� F1P + F2C = Γ�

&	�� � �	
	�
	�!� ����	��� ���� 	��� �����
 ������� ����� �	�!��	������ ��� ��
��� ���'

���� �	�� 	 ���������� ���� U' ����
�	���
 � ���
��� ����������

����� ������	�� 
������	����

(�� �������� ��
��	�� �� 	 ������
�� ��)�
������ ���
 �����
�	���� ��� ����*��� ���

���	�
�� ��� �	�� ������ �� ����
����� 
��!�
�!�� �	�� 	 ����
	��
� #+����
� ,--.% #���
 /���0�

1%� /�� �� �����
 ���
� 
����	� �
�����	� ���� 	�
��� ������ ��� ������� ����	�����

&	�� 	 ������ 	 �	�
��� A(u(t), y(t)) ��� 
���	��� �	
 A(w(t)) �2 w(t) ∈ R
m+p ��� �� ����	

��� �� ������ �	� �� y(.)� 3������
��� 	�
� � ����*�� 	��� �� ���	� ����	�� "{
ẋ(t) = A(w(t))x(t)

Y (t) = Cx(t)
#$�4%

���� 	��� ��������
 �	
 �
������
 ��� ������ �����	
�	��� �	
�����*
� ��� ���� �� 
5�

����
�	�� �	�� 	 �!��
�� �� 	 ����	��� ������
���� ��� ����*��� "
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 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

��������� �	 
��������� ���������� �� ��������	
� V �� R
n ��� �� ��������	
�

(C,A(w))���	�	��� � ����� �� 
�� 
������� ����	������ ���	���� ��� ������ �

�� �� ����� ��� �	��
� ���� E(.) ��� ��� ∀w� ���� 	���� (A(w) + E(w)C)V ⊂ V �

�� ∀w� ���� 	���� A(w)(Ker(C) ∩ V ) ⊂ V �

�������� � � ���������� �� ��������	
� W � ���������� �� ���� ��� ��������	
�� (C,A(w))�

��	�	��� 
�����	�� W 	���� �� ����� ����� 	� ���� �� ���
������ �� ����� ����

W ∗ ��� �	 ���� �� �	 ���� 
����	��� ���	��� �{
V0 = W

Vi+1 = Vi +
∑k

j=1Aj(Vi ∩Ker(C))
�����

� {A1, . . . , Ak} ��� �� �!��"�� #����	���� �� �����	
� ��
����� ��#����� �	� {A(w); w ∈

R
m+p}�

�� �	 
����� �� �� ������ �����������	� ��� ������ ������ �� ������ �	 ����	����	 ���
�	��

��
�	� ���� E(w) �	 (n× p) ������	 ����	 	� N �	 (l× p) ������	 ��������	 	� ����������� �	

������	 ������ � {
ẋ(t) = (A(w(t)) + E(w(t))C)x(t)

s(t) = NCx(t)
��� �

!����� ��� O(NC,E(w)) ��	����	 ���
�	���
�	 � ������	 ��� � " ��	���#����	 ��	����	 ����	�

���� ��� �	� x �	� $	 NCx = 0 	� ��� �%�$	 w1, . . . , wk� ��� ����� NC(A(w1) +

E(w1)C) . . . (A(wk) + E(wk)C)x = 0�

��������� �� 
��������� ����������������� �� ��������	
� V ��� �� �� ��������	
�

���������	���� ��� ����� ��� �	��
�� N �� E(.) ��� ��� V = O(NC,E(w))�

���������� � $��������� �� ���� ��� ��������	
�� (C,A(w)) ���������	���� 
�����	�� ��

��������	
� W 	���� �� ����� ���� �	� W ∗∗ 	� ���� �� ���
������ %� ������ �� �����

���	
� W ∗∗ ��� �	 ���� �� �	 ���� ��
����	��� ���	��� �{
W0 = Ker(C) +W ∗

Wi+1 = W ∗ +Ker(C) ∩ [
⋂k

j=1(Aj)
−1Wi]

���&�

� (A1, . . . , Ak) ��� ��� �	�� �� ���� ���� ���	
� ��
����� 
�����	�� {A(w); w ∈ R
m+p}� &	�


���������� � ����� ��� �	��
� N∗∗ �� ��� �	��
� 	�	�!���� E∗∗(w) �� ����� ����� ��� W ∗∗ =

O(N∗∗C,E∗∗(w))� ������'����� W ∗∗ ��� �����	
� �������	��� �� �{
ẋ(t) = (A(w(t)) + E∗∗(w(t))C)x(t)

y∗∗(t) = N∗∗Cx(t)
���'�

(	� ��)����%�	 � ��� ���	����� ���� �*������ �� 	�� �+++� ��� �	� ������	� �,�	� 	� ������

	� ���� �-	���� ��� .������ �+++� ��� �	� ������	� ��� �������	� )�����/�



��� �����	
��� �� ��������
��� � ��
���� ��������� ��

������ W ∗∗ ��� 	
 ��	������� (C,A(w))��
���
� ��� �	� (A(w) + E∗∗(w)C)W ∗∗ ⊂ W ∗∗� ��

��
� �� ������� �	����
� �	��
� ��� ���
 ���
� ����� �

��� ���� �⎧⎪⎨⎪⎩
ε̇(t) = (A(w(t)) + E∗∗(w(t))C)

W ∗∗

ε(t)

y∗∗(t) = N∗∗Cε(t)

ε ∈ R
n/W ∗∗

� �!�

"� ������� �	����
� �������
�� �� ��	� #�
� ������� ��������� �	� � $��� 	������ �� � �	���

�
� � ��
���	����
 �� �%��������	��

�������� � � ��� ����	�
�	���� � ���	��� ����� ��	 ��������� �
 ���� �
 ����� �	 ���� �

��	 ��������� ���� � ���� �
�� ����	 
�� ��	��� �
� ���	���
� 	�
	 ��
�� ���	�	� ���	���	��

��� ������
��	� �������� ��� ��	���� �
� ���� � ���	��� ����� �����	����	 
����������	

��������� ����	 ��� �����  �	 ������� ���� ��	� ���� � �
�	� ��� UW �

&�	� ��
���	��� ��'( 	
 ��������	�� 
�	� 
%��
� �� �����
 �%	������� 	
 ������� �	� ���

���������� �� �	)� �	%�� ���� ���������� *� 
�	� +���
� �� �	����
� �	 ������� � �,� �� 	


��	������� ��	� ����� �	� W ∗∗� 
�	� ���
� ���� �
� �� �� 	
 ������� �	� ��� ��	� #�
��

��������� �� �	� �� ��������� �%	
� ����� ��������� �� ���
����
 �� ������������ �� 	
�

����� �	� ��� ������ -� �%��� �
� �� ��
����� �	� 
�	� ���
� �
����	��� �
� � ������
 �	��
��

� 
����
 �� ������������ �����
��

��� �����	
��� �� ��������
��� � ��
���� ���������

����� ����	
	�� �����
� ��� ����	�
���� �� ���������
���

.� �	� �� 
���� ����� ��
����� �
 �%����
���
 �� ��
�����
� #��������	�� �������
� ��

���������� �%��������	� � � �� &�	� ��	��� ( �� ���	���� 
�	� �
����	���
� �
� �� �	� �	��

� 
����
 �	��
�� �

	
����� �� �	
��������
 �������� !��	 V 
� ��
�"������ �� R
n� V ��	 U"

�#	����
�����	 ��	��	���� ��� �#��	� ��
# ��	����� ����� E1(w) �	 E2(h) 	��� �
� �� �����	����

�
����	�� ���	 ����$��� �

�� (A(w) + E1(w)C)V ⊂ V, ∀w ∈ R
m+p�

�� E2(h)CV = {0}, ∀h ∈ S�

�� %� ���	��� �
�	���	 �
����	 �

Σ :

{
ξ̇(t) = (A(w(t)) + E1(w(t))C + E2(h(t))C)

V
ξ(t)

ḣ(t) = H(h(t), w(t)), (ξ, h) ∈ (Rn/V )× S.
� �/�

��	 	� �
� � ��
�"������� {0} × S �� Rn/V × S �		��� �&��
� 	��'��	���� �
 ���	��� ���(��

"���� 
����
 
�	� ������ �� ��
���	��� �� ��	� #�
� ��	��������� ��������� 
�
 0���� �� ���

�
����� �
��

	�� v(t)� *���Dext(UW ,W ) �%�
������ �� ��	� ��� ��	�������� UW ��������	����
�

��������� ��
��

� 	
 ��	������� W �� �����
� 	
 ��	� ����� �����
� Ŵ 	 ��
� �� ⊂�

���� 
�	� ��
� �
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�������� 	 
 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

����� � ����� ����� �� 	��	
�	��� W �� R
n� ����	����� Dext(UW ,W ) �	� ��� �����

�� ������	
�	��� �� � ����� ��	 ������ ��
�� ������� �� 
����	�	 �
������ ������	 �

����	
�� � �������� ��� �������� �����

���� Γ : Rn → R
r ��� ���������� �������� �� K(x) �� ������ �		���� �� ������	 �������	

�� 	!	�"�� ������ ���� W �� 	��	
�	��� �������� �� Rn ��#����� ��� �� $������ {Kj(x); 1 ≤ j ≤

l; x ∈ R
n}� �% Kj(x) �	� �� &��� ������ �� K(x)� ���� Ŵ �� ���	 ����� ������� �� Dext(UW ,W )

�� P ��� ���&����� �������� �� R
n ���	 R

q ��� '�� Ker(P ) = Ŵ �

���� Ω �� ������ �� R
n �� 	����	��	 '�� U = {u(.)/(u(.), y(.)) ∈ UW ; ∀x(0) ∈ Ω} �	� ��� �����

�% y(.) �	� �� 	����� �� 	!	�"�� ����� �		���� ( (x(0), u(.))� ����	 )

�� )

Ŵ ∩Ker(C) ⊂ Ker(Γ) ������

����	 �� 	!	�"�� ����� ����� �� U
��	�������� ( ������	 �������	 �� �� $���� ����� '�� �	����

� �������������� Γx(t) ���� ���� x(0) ∈ Ω�

������ �� ����� 	 


�� ���	 �� ���	
�
 ��� �� ���������� ��������
������	� W ∗∗ ∈ Dext(UW ,W )�  ���� ����

������� �� �
��������	! (A(w) +E∗∗(w)C)W ∗∗ ⊂ W ∗∗� "����! �� �	������	 �� ������ #��$��

���	 �� ��
�������! ���� ������� 	
���%�
��
 �� �&�	��� �{
ẋ(t) = (A(w(t)) + E∗∗(w(t))C)x(t)

y∗∗(t) = N∗∗Cx(t)
������

���� �� %�
�� ������	� � ⎧⎨⎩
ẋ1(t) = A11(w(t))x1(t) + A12(w(t))x2(t)

ẋ2(t) = A22(w(t))x2(t)

y∗∗(t) = C2x2(t), (x1, x2) ∈ R
n1 × R

n2

������

"��
�! �� �&�	��� ���'� ������	 ���������	 ( �{
ẋ2(t) = A22(w(t))x2(t)

y∗∗(t) = C2x2(t)
����)�

" ��
	�
 �� �� 
���
��� )! UW ��	 ���
� ���������� ��� ��	
��� ��� 
��� �� �&�	��� ����)�

�����	����	 ���%�
�����	 ����
������ *���	����	! �� �	������	 ������
��	��
 ������� ����

�+�
��
� �� ��� �,',�! �-�����
� ��� *�
���� �,,��! ���� ��������� ��� �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂x2(t) = A22(w(t))x̂2(t)− S−1(t)CT
2 R(C2x̂2(t)− y∗∗(t))

Ṡ(t) = −θS(t)− AT
22(w(t))S(t)− S(t)A22(w(t))

+CT
2 RC2

S(0), R ���	 ��� ��	
��� �&��	
����� ��.���� ����	����

θ > 0 ��	 �� ��
���	
� �����
�

����/�

%�
�� �� ����
��	��
 �0�����	��� ��� ����
$� ���
 	��	� ��	
�� ��� 
��� �� �&�	��� ����)�

�����	����	 ���%�
�����	 ����
������  ���	�(���
�! ���
 	��	 w ∈ UW ! �� �&�	��� ������	 �⎧⎪⎨⎪⎩
ė(t) = (A22(w(t))− S−1(t)CT

2 RC2)e(t)

Ṡ(t) = −θS(t)− AT
22(w(t))S(t)− S(t)A22(w(t))

+CT
2 RC2

����1�



��� �����	
��� �� ��������
��� � ��
���� ��������� ��

��� ��� ��� {0} × R
n2 ����	� 
����� �	���
��	� �� ������� ������� ��	 
���	�
���� �� �������

������ ���� ��	� 
�����	� 
��� �� ����
� ������� �� �� �	�� ������ �

����� �����	
��
�� �� �������� �

 �� �	������� ���� 
� ��� ���� ��� �	������ ��� ��� �� 	!�� ���	���� ���� �� 
���	�
"

��� �� �#$��	%����	 & ���	��� ��
����� �� ���	� �� 	������ ���	� �� ���� �#$��	%����	 &

���	��� ��
����� �� �� ����
��$����� �'��	���  �� ���� ��	 UV �#�����$�� ��� ���	��� ���

	��� �� ������� 
���������� ����	������ $��	%�$���

����������� 	 ������ P �� Γ ���	 
����
����� ����
���� �� Rn �
�� Rq �� Rr ��������������

��������� ����� �	���� ���	 �
����� ����
���� F1 �� F2 ������ ��� Γ = F1P + F2C� �� ���

∀x ∈ R
n, PK(x) = 0� �� K(x) ��� �
 �
���� 
������ 
�	 ������� �������� �� ������� ������

��������� ��� V = Ker(P ) ��� UV ��	������������ �����
��� �� ��� U = {u(.)/(u(.), y(.)) ∈

UV , ∀x(0) ∈ Ω} ��� ��� �����  ���� �� ������� ����� 
���� �� U� ������
���� ! ������� �����

���� �� �
 "���� ������

������ �

(�� V = Ker(P ) ��� U"�'��	���	����� ����
��$��� )�	�� �#��	�� �� ��*����� ��� �� �'����

E1(w), E2(h) �� H(h, w) ������������ ��� 
������� ���%����� +

�� (A(w) + E1(w)C)V ⊂ V � ∀w ∈ R
m+p

$� E2(h)CV = {0}� ∀h ∈ S


� ,� ������� ������� ���%��� +

Σ :

{
ξ̇(t) = (A(w(t)) + E1(w(t))C + E2(h(t))C)

V
ξ(t)

ḣ(t) = H(h(t), w(t)), (ξ, h) ∈ (Rn/V )× S.

��� ��� ��� �� ���"�����$�� {0} × S ����	� 
����� �	���
��	� �� ������� ������

-#��	�� �� 
������ (a.) ����� 
�"������� ��� ��%�� ��� V ��� �� ���"����
� ��%�	���� ��

��� �%�� ���& PK(x(t)) = 0� )����� ��	�� �� ������ 
���.����� �� 
	������ ������	�� ��

������� ����� �	��� �� �	�� ���%���� +⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1(t) = A11(u, y)x1(t) + A12(u, y)x2(t) +B1(u, y)

+k1(x(t))v

ẋ2(t) = A22(u, y)x2(t) +B2(u, y)

y(t) = y1(t) + y2(t)

y1(t) = C1x1(t); y2(t) = C2x2(t)

����/�

0 (x1, x2) ∈ R
n−q×R

q �� P ���� ��	� 
�����	� 
��� �� �	��
��� P (x1, x2) = x2� 1� ��	��

�� ���	�
� A(u, y) + E1(u, y)C + E2(h)C �	��� �� �	�� ���%���� +(
A11(u, y) + E1

1(u, y)C1 A12(u, y) + E1
1(u, y)C2 + E1

2(h)C2

0 A22(u, y) + E2
1(u, y)C2 + E2

2(h)C2

)
-�
� ���� �� ������� �� 
	������ (x1, x2)� �� ������� ����/� ���� ������ w ��� 	�����
�

��	 (u, y) ���� ��	� 	��	������ ��	 �� ������� ���%��� +

Σ :

{
ė(t) = (A22(u, y) + E2

1(u, y)C2 + E2
2(h)C2)e(t)

ḣ(t) = H(h, u, y)
����2�
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 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

�� U� ������	
��� � �
���� ������ �����	
 ��� ��
��� Γx(t) ���� �	 ����� ����	
� �

Σ :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ż(t) = (A22(u, y) + E2

1(u, y)C2 + E2
2(h)C2)z(t)

+B2(u, y)− E2
1(u, y)y2 −E2

2(h)y2
ḣ(t) = H(h, u, y)

γ(t) = F1z(t) + F2y(t)

������

� ���
 e(t) = z(t) − Px(t) = z(t) − x2(t) �� �!� ���
 ��� e(t) �	
���	�
 ��� ���	
��� ����"� 

�
 ����� ��� �!	��� �� ����������
 e(t) �����#� ���� 0 ���� 
��
 (u, y) ∈ UV � �$ �

�
����	
 �!�%������� Γ = F1P + F2C ��� �������� ��� Γx(t)− γ(t) �����#� ���� 0� �

������ �� ��	
����  �

&��
 Ŵ �� ���� ��
�
 �����
 �� Dext(UW ,W ) Γ �
 P ���% ���'��
��� ���	���� �� R
n �	�

R
r �
 R

q ������
�����
 
�� ��� Ker(P ) = Ŵ �

&������� ��� Ŵ ∩Ker(C) ⊂ Ker(Γ) �
 ��
��� ��� �� �(�
)�� ����� 	���
 � U� ������	�


��� � �
���� �������

*�	�����
 Ŵ ∩Ker(C) ⊂ Ker(Γ) �������� �!�%��
��� ��� �	
����� ���
	
�� F1 �
 F2 
��

��� Γ = F1P + F2C�

&������� �	�
�	
 ��� U = {u(.)/(u(.), y(.)) ∈ UW ; ∀x(0) ∈ Ω} ��
 � ����� � �
����	
 ��

�	�
 ��� Ŵ ��
 � ��������	�� UW ��%
���������
 ��
��
	��� ��
�	
 W �
 ��� PK(x) = 0 

∀x �������� Ker(P ) = Ŵ �
 W ⊂ Ŵ � 	���� �!	��)� �	 �������
�� + �� �(�
)�� ���,� 	���


� U� ������	
��� � �
���� ������� �

��� �����	
�� 	� ���
 	� Ŵ

��� -��� �	������ W ∗ � �
����	
 �!	�#���
.�� ���/� �� �	 ���	���� � ����	
 �{
V0 = W

Vi+1 = Vi +
∑k

j=1Aj(Vi ∩ ker(C))

�0 (A1, . . . , Ak) ��
 � �(�
)�� #���	
��� �� �!���	�� ���
����� �#���� �	� {A(w), w ∈

R
m+p}� �
	
 ��� W ∗ ��� �	������ E∗(.) � �
����	
 (A(w) + E∗(w)C)W ∗ ⊂ W ∗�

*�

� ������� ���
 1
�� �������� ����� ���
 �

[W ∗⊥]TE∗(w)C[W ∗] = −[W ∗⊥]TA(w)[W ∗], ∀w. ����2�

��� -��� �	������ W ∗∗ � �
����	
 �!	�#���
.�� ���3� �� �	 �������
�� / �{
W0 = Ker(C) +W ∗

Wi+1 = W ∗ +Ker(C) ∩ [
⋂k

j=0(Aj)
−1Wi]

4� �	 �1�� �	5� ��� �	� (1) �	 �	
���� E∗∗(.) ��
 �	������ � ������	
 �!�%�������

����	
� �

[W ∗∗⊥]TE∗∗(w)C[W ∗∗] = −[W ∗∗⊥]TA(w)[W ∗∗], ∀w. ����6�



��� �����	�
 ��

��� ���� �	 
��
�� �	 �� ����
	 N∗∗� ���� ��������� �	 ���� ��	 W ∗∗ ⊂ Ker(N∗∗C)� �����


��
��� W ∗∗� ���� 
���������� �	 �����	���
	 �	
����	� �	� �	
�	��� ����	� �	 R
n �	� ��	

N = {N ∈ R
n; NC[W ∗∗] = 0}� N∗∗ 	�� ����� ��	 ����
	 ���� �	� ����	� ���	�� ��	

���	 �	 N �

��� Ŵ 	�� �	 ���� �	��� �����	���
	 �	 R
n �	� ��	 �{

(A(w) + E∗(w)C)Ŵ ⊂ Ŵ

W ⊂ Ŵ
���� �

	� �	� ��	 �	 �!��"	 �

ζ̇ = (A(w) + E∗(w)C)
Ŵ
ζ ������

	�� 	#���	���	��		�� ��!�������		�� �����	 ∀w ∈ UW � $	 
��
�� �	 Ŵ 	�� ����� ���

�	� ����	� �������	� �

����� ��(W ∗∗/W ∗) = r� ���� ��	���%��� W ∗∗/W ∗ ��	
 R
r 	� ��������� ��	 ���&	
���� ����

����	� '(��	 ���"�	 �������	� (A(w) + E∗(w)C)|W ∗∗

W ∗

�	���� ��	���%�� ��	
 �� ������

�	�� �������	 A(w) ���� Rr� �) (A(w)+E∗(w)C)|W ∗∗ 	�� �� �	����
���� �	 (A(w)+E∗(w)C)

* W ∗∗�

����� +� A(w)|W ∗∗

W ∗

�	 ���	�� ��� �	 w ����� �� ��������� ��!�������	 	#���	���	��	 �	 ������

�	�� ,��	 ���	��	 * ������ �	 �(�����
-	 ��	
����	�

+����� �� A(w)|W ∗∗

W ∗

���	�� �	 w ����� �

���
� .��� 
��
����� ���� �	� �����	���
	� A(w)����������� �	 R
r�

����� .��� ���	������ �	 ���� �	��� �����	���
	 ���� ��� W �	� ��	 ż(t) = A(w)
W

z(t)

�	��	�� 	#���	���	��		�� ��!�������		�� �����	�

��� �����	�


������� � �

/���������� �	 �!��"	 ������� �{
ẋ(t) = A(u(t), y(t))x(t) +B(u(t), y(t)) +Kx(t)v(t)

y(t) = Cx(t)
������

�) �

A(u, y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
uy1 uy1 0 −1 uy1
0 0 −1 uy1 0

uy1 0 0 uy1 0

−uy1 0 0 0 0

0 0 1 uy1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ������

B(u, y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−(1 + y41)y1

0

−(1 + y42)y2 + uy1
u

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ����0�
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 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

C =

(
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

)
������

��

K =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . ������

u �� v 	
�� ��	���������� ��	 ������	 �
����	 �� ���
����	�

����
�	 Γ(x) = (x1, x3, x4, x5)� ���	 �� 	����� �
�	 ���
�	 �
����� ��� Γx(t) ��� ���� �	�����

�
�� ����
��� �
�	 ���
�	 �
����� ��� ��� 
��!	� �� ���
�!�� " �	� 	���	#����� $�	����� �
�	

�
��
�	 �� %���� ��� �
�	 ����� ���	����� Γx(t)�

&
��W �� 	
�	'�	��� ����
���� �� R5 ��(����� �� ��	 �
�
���	 ��K �� ������
�	 Ŵ �� �����	���

�� �
������ ��	����� ���	 �� 	����
� ��)�

�*� +����� �� W ∗ �� E∗(u, y) ,

-����
�	 2) �� �� ��%����
� �.� ���	� #����� �� �
�� ��� W ∗ = W � �
�� �������� E∗(u, y)

��� ��� (A(u, y) + E∗(u, y)C)W ∗ ⊂ W ∗� �� 	�/� �� ��	
���� ���0��		�
� �
��� ���	

���*"�� 1� 	���� ������ �
�	 �
��� ,

E∗(u, y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
e∗11 e∗12
e∗21 e∗22

−uy1 e∗32
uy1 e∗42
0 e∗52

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ����2�

��� +����� �� W ∗∗ �� E∗∗(u, y) ,

$� �������� ����(
������ ������ �
�	 
����
�	 ,

[W ∗∗] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ����"�

+
��� ��'��		�	� E∗∗(u, y) ��� ���� 
����� �� ��	
����� ���0��		�
� �
��� ���	 ����3� ,

E∗∗(u, y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
e∗∗11 e∗∗12
e∗∗21 e∗∗22

−uy1 e∗∗32
uy1 e∗∗42
e∗∗51 e∗∗52

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ���.3�

-��	�� �
�	 
��
�	 ��
�	�� �� �0���� ,

E∗(u, y) = E∗∗(u, y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0

0 0

−uy1 0

uy1 0

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ���.*�



��� �����	�
 ��

��� ������ 	
 N∗∗ �

��� ������� ��
���
���� N∗∗C[W ∗∗] = 0� �
 ��� ��� 	��
 N∗∗
1 = 0� ������ ���

����� ��
�	�
 N∗∗ = (0 1)� 	�� �

N∗∗C = (0 0 1 0 0) ������

������ �� ������
 (A(u, y) + E∗(u, y)C) ��
�	 �� ���
 �������
 �⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
uy1 uy1 0 −1 uy1
0 0 −1 uy1 0

0 0 0 uy1 0

0 0 0 0 0

0 0 1 uy1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ������

 ��� ���
 ���� ��� ���� E∗∗ = E∗� ��
�� �����
 	
 ��� ��
 �
 �!��"�
 ����
�� ������� �⎧⎪⎨⎪⎩
ε̇ = (A(u, y) + E∗∗(u, y)C)

W ∗∗

ε

Y = N∗∗Cε

ε ∈ R
5/W ∗∗ ≡ R

2

����#�

�
�� $��
 �
����
��� ��� � ⎧⎪⎨⎪⎩ ε̇ =

(
0 uy1
0 0

)
ε

Y = [1 0]ε

����%�

&�� U ��
��
�'�
 	
� 
����
� '���
� u(.) �
� ��
 u(t)y1(t) �
�	 �
 �!��"�
 ����%� ����"(

�
�
�� ��������
�� '�
���'�
� )�
��� A(u, y) =

(
0 uy1
0 0

)
� C = (1 0) 
� ����	����

�
 �!��"�
 ������� � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ε̇ =

(
0 uy1
0 0

)
ε− S−1CTCε

Ṡ = −θS − AT (u, y)S

−SA(u, y) + CTC

����*�

� S(0) 
�� ��
 ������
 �!�������
 	�+��
 ������
 
� θ 
�� �� �����"��
 ��������

 ����"� �,����	 �� ��� -./.�� �0������ ��	 1���
� -..2� ���� �!��"�
 ���-#��� ��

u(.) ∈ U ���� ε(t) ���
�3
 
���
���
��
�
�� �
�� 0�

�#��� ��� ���� 	��(W ∗∗/W ∗) = 1� 4� ��������� ��
���
���� ������� ��� ������ ��
 �


�!��"�
 ε̇ = (A(u, y) + E∗(u, y)C)|W ∗∗

W ∗

ε 
�� �������
�� 5 �

ε̇(t) = A(u, y)ε(t) ����6�

� A(u, y) = −1�

�#�'� 7� ������
 A(u, y) �
 	��
�	 ��� 	
 (u, y)�

������ Ŵ 
�� �
 ���(
����
 �
����
� 	��� R2 
�3
�	�� ��� �
� ����
� 	
 W ∗� ����� �


�!��"�
 ������� � {
ζ̇ = (A(u, y) + E∗∗(u, y)C)

Ŵ
ζ

Y = N∗∗Cζ
����/�



��

�������� 	 
 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

������� ��	��
���� �  ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ζ̇ =

⎛⎝0 uy1 0

0 0 0

1 uy1 −1

⎞⎠ ζ

Y = ζ1

������

�
�� �� �	� �	��� ��	� 
����� ������� �	� Ŵ ��� �� ��	� ����� ��	�����
�� U��������	������

������
��� ������
�� W � ��	� ���
� ��	� 
����� �
��	��� E1(w)� E2(h) �� H(h, w) �
��� 
��
��


	� ���������� �� �
 ��!������ �" 


� #�	� 
���� E1(w) = E∗∗(w)� ���� w = (u, y)��

�� ������� h = S �� E2(h) =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

−[S−1CTN∗∗]

0

⎞⎟⎟⎟⎠�

�� H(h, w) = −θS −AT (w)S − SA(w) +CTC� �� ��	�� �� S(0) ��� 	�� �
����� �$������	�

��!��� ��������� 
���� �
 ���	���� S(t) ����� �$������	� ��!��� �������� ��	� ��	� t� �
��

�
 �	���� ��	� ������� S �%�������� ��� (2 × 2) �
������ �$������	�� ��!���� ���������

��� ��	���������� ��� 	� �	���� �� �%���
�� ��������� ��� �
������ �$������	����

&�
�������� �� �$��'�� �	������ �	��
�� 

Σ :

{
ξ̇ = (A(w) + E1(w)C + E2(h)C)

Ŵ
ξ

ḣ = H(h, w), (ξ, h) ∈ (R5/Ŵ )× S.
���()�

��	� *��� �������� ����� �	�� 

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ζ̇ =

⎛⎝0 uy1 0

0 0 0

1 uy1 −1

⎞⎠ ζ +

(
−S−1CT ζ1

0

)
Ṡ = −θS −AT (w)S − SA(w) + CTC

���(+�

�%	�� �
��� ��� ��	� �����'��� ��	
����� �� ���(+� ���� ��� �*��� �	� ������ �� ����,�� �
�

������	���� (ζ1(t), ζ2(t)) ������-� ���� 0� �%
	��� �
��� u(.)y1(.) ��� ����� �� �
 ������'��

��	
���� �� ���(+� ��� ��
��� �
� �
����� � ζ3� .����� limt→∞ ζ(t) = 0�

/� ������	����� Ŵ = W ∗ = W ��� �� ��	� ����� ��	�����
�� U��������	������ ������
���

������
�� W �

�
� 
����	��� �� ��� ������� �� ���
��	�� �	� Ŵ∩Ker(C) ⊂ Ker(Γ)� /�!�� ������� �
 ���0������

P ��� �	� P (x) = (x3, x4, x5)� ���� ��	� 
���� Ŵ = Ker(P ) �� �%1$���1'�� �	 �1���'�� � ���


���� ����!���



��� �����	�
 ��

����� �� U��	
������� � ������
 ��������
 ��� �
���� Γx(t) ����� � ����� 
������ �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż =

⎛⎝0 uy1 0

0 0 0

1 uy1 −1

⎞⎠ z +

⎛⎝−(1 + y42)y2 + uy1
u

0

⎞⎠
−

(
S−1 0

0 0

)
C̃T (C̃z − y2)

Ṡ = −θS −AT (w)S − SA(w) + CTC

γ(t) = F1z(t) + F2y(t) =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1(t)

z1(t)

z2(t)

z3(t)

⎞⎟⎟⎟⎠

������

��� F1 =

(
0

I3

)
� F2 =

(
[1 0]

0

)
�� C̃ = [1 0 0] �� 0 ��
� �� � ������ ����� �� �����
���

������� �� I3 � ������ ���������

!������
 ��� P (x) = (x3, x4, x5)� �� � ���
�������� �����

�
� �� �
� ���� ��� ��
 ���������


i) �� ii) �� � ��"������ �� 
��� ����"��
�

#�
 ����������
 �� ���	
������� ��� ��� ��
���
 �� ��� 
�������� 
��
 $��	� %��
 ���


���
����� �� 
� �� 
���
�&�� ����� ������
 ��������
 v(t) = sin(t) 
�� ��
 ���' �������


���
 �� 
(
�)�� ����*� �� ���
 ���
 �
���� ��
 ���
 x3� x4 �� x5� #�
 ������
 ������
 ��� ���

���
�
 � ��
 � t/2�

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−2

−1

0

1

2

3
x1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

Temps (s)

x2

������ ���� ����	
��� �� �
�
� x1 �
 x2



��

�������� 	 
 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−10

0

10

20
x3
x3 estimé

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

5

10

15

20
x4
x4 estimé

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−20

0

20

40

Temps (s)

x5
x5 estimé

������ ���� �����	
�� �� �	�	� x3� x4 	 x5 ��� ���� �	
��	
���

�� ���� ��� ���	� �������	
�� �� �	�	� x1 	 x2 ��
 ���	 ���	�� ��� �� �	��� 
��������

�� �����	�	� � ��������	�� ���	 ������	�� ��� �� ���� ���� ���� ��������� �� �� �	�	�

�	
��� x̂3� x̂4 	 x̂5 �������	 ����	
���	 ��� �� �	�	� ���� x3� x4 	 x5 � ��
 ���	�

�� 	� ������	�� �����
	 �� �	
��	�� ���	�	 �������
� � ���
	 � �� ������ �� �	���


��������

������� � �

 ���
������ � �!�	"� ��
���	 �{
ẋ(t) = A(u(t), y(t))x(t) +Kx(t)v(t)

y(t) = Cx(t)
#��$%&

�'

A(u) = A0 + uy1A1 #��$$&

A0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −1 0 0 0 2

0 −1 0 0 0 0

−1 0 −1 0 0 1

0 0 0 −1 0 0

−1 0 0 0 −1 1

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, A1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0

1 1 0 0 0 −1

0 0 0 0 1 0

−1 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
#��$(&

C =

(
1 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 1 0

)
#��$)&

K =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0

0 0

0 1

0 0

0 0

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. #��$*&



��� �����	�
 ��

u �� v ���� �������	
����� ��� ������ ������� �� 	���������

������� Γ(x) = (x1, x4, x5, x6)� ���� �� ��	��� ���� ������ ������� ��� Γx(t) ���� ���� ���

�	�� ���� �������� ���� �������� ��� ����������� �� ������� � ��� ���	���	���  ���	��� ����

������� �� ��������� �� !���� ��	 ������ �����	��� Γx(t)�

"�	� W �� ����������� 
�����	�� ���� R
6 ��#���� ��� ��� �������� �� K �� ��������� Ŵ ��

��	�	���� �� �������� ��� ���� �
��� ������ ���������� $

%&' (����� �� W ∗ �� E∗(.) $

 � ����	����� �� ����	�	�� )' �� �� �!�	�	�� )*� ����� ���	�� �� ��������� ��� W ∗ = W �

��	���� �� ������� ��� �	�	��	��� ����� E∗(u, y) ����� �� ����� ��	
���� E∗
0 + uy1E

∗
1 �

+	��	� (A(u, y) + E∗(u, y)C)W ∗ ⊂ W ∗ ��
	��� ��	
����� , (A0 + E∗
0C)W ∗ ⊂ W ∗ ��

(A1 + E∗
1C)W ∗ ⊂ W ∗�

(Ai+E∗
i C)W ∗ ⊂ W ∗ ��� ��	
����� , [W ∗⊥]TE∗

i C[W ∗] = −[W ∗⊥]TAi[W
∗], ���� i = 0, 1.

�����

E∗
0 = E∗

1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e0∗11 e0∗12
0 e0∗22
e0∗31 e0∗32
0 e0∗42
1 e0∗52
0 e0∗62

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
%)�-.'

%)' (����� �� W ∗∗ �� E∗∗(.) $

 � ����	����� ����#��	���� %)�/'� ���� ����
��� $

[W ∗∗] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. %)�-�'

(���� �	�������� E∗∗(u, y) ���� ���� ������ �� ����
��� ���0�����	�� ��	
����

[W ∗∗⊥]TE∗∗
i C[W ∗∗] = −[W ∗∗⊥]TAi[W

∗∗], ���� i = 0, 1. +�����

E∗∗
0 = E∗∗

1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e0∗∗11 e0∗∗12

e0∗∗21 e0∗∗22

e0∗∗31 e0∗∗32

e0∗∗41 e0∗∗42

1 e0∗∗52

0 e0∗∗62

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
%)�12'

+	��	� ���� ���
��� ���	�	� $

E∗
0 = E∗∗

0 = E∗
1 = E∗∗

1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
%)�1&'



��

�������� 	 
 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

��� ������ 	
 N∗∗ �

��� ������� ��������� N∗∗C[W ∗∗] = 0 ��� ��� 	��
 N∗∗
1 = 0� ������ ��� ��
���

N∗∗ = (0 1)� 	�� �

N∗∗C = (0 0 0 0 1 0) ������

�����
����� ����	���� �
 ���� 
!
�� 	
 ��	���
� ������� ξ = T−1x� � T =

[[W ∗∗] [W ∗∗⊥]] 
�� �� !�����
 ���
���"�
 ��������
 ��� �
� ����
� 	
 [W ∗∗] 
� [W ∗∗⊥]�

� �

[W ∗∗⊥] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. ������

��� "�
��� �

T−1(A0 + E∗
0C)T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 −1 0 0 2

−1 −1 0 0 0 1

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
����#�


�

T−1(A1 + E∗
1C)T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 1 0

1 0 1 0 0 −1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. ������

������ �� !�����
 T−1(A(u, y) + E∗(u, y)C)T ��
�	 �� $�!
 �������
 �⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 −1 0 uy1 2

uy1 − 1 −1 uy1 0 0 1− uy1
0 0 −1 uy1 0 0

0 0 0 −1 uy1 0

0 0 0 0 −1 uy1
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
����%�

&
!������ ��
 E∗(u, y) = E∗∗(u, y) 
� ��
 �
� �����
 ��
!�'�
� ����
� 	
 �� !�����


T−1(A(u, y)+E∗(u, y)C)T ���
���	
�� ( ��
 "��
 	
 (A(u, y)+E∗∗(u, y)C)W ∗∗� ��
��

$����
 	
 �
!����
� ��
 �
 �)��'!
 ����
�� ������� �⎧⎪⎨⎪⎩
ε̇ = (A(u, y) + E∗∗(u, y)C)

W ∗∗

ε

Y = N∗∗Cε

ε ∈ R
6/W ∗∗ ≡ R

2

����*�



��� �����	�
 ��

���� ���� �������	�� �
� � ⎧⎪⎨⎪⎩ ε̇ =

(
−1 uy1
0 0

)
ε

Y = [1 0]ε

�����

���� U ���	������ ��� �	����� ���	��� u(.) ��� ��� u(t)y1(t) ��	� �� ������� ����� �������

����	� �	��������	� ����� 
���� !��	�	� A(u) =

(
−1 uy1
0 0

)
" C = [1 0] �� ��	������	�

�� ������� ��� 
	� � ⎧⎪⎨⎪⎩ ε̇ =

(
−1 uy1
0 0

)
ε− S−1CTCε

Ṡ = −θS − AT (u)S − SA(u) + CTC

���#�

�$ S(0) ��� �	� �
����� ���������� ��%	�� ������ � �� θ ��� �	 �
�
����� ��	��
	��

&�
���� �'��	
�� �� ��� (#�#�" �)
������ 
	� *��
��� (##+� � ��� �� ������� ��(,��" ��

u(.) ∈ U 
���� ε(t) ��	 ��-� �.��	�	��������	�  ��� 0�

�,�
� /��� 
 �	� ���(W ∗∗/W ∗) = 2� 0	 ������
	� ���.�������	 ���1� �� T−1(A(u, y) +

E∗(u, y)C)T " �� ������� ε̇ = (A(u, y) + E∗(u, y)C)|W ∗∗

W ∗

ε �� ��	� ���� 
��	� 2 �

ε̇(t) = A(u, y)ε(t) ��1+�

�$ A(u, y) =

(
−1 uy1
0 −1

)
�

�,��� 3
 �
����� A(u, y) ����	� �� (u, y)�

�,��� 3��	���� ��������
�� A(u, y)��	 
��
	� 	���� �
� W �
	� R2 ��� �� ��������
�� �	-�	���

�
�

(
1

0

)
�

�,��� A(u, y)
W

= −1� 4�	��" Ŵ ��� �� ��������
��  �������� �� R3 �	-�	��� �
� ��� ����		�� ��

W ∗ �� �
 ���.���� ����		� �� A(u, y) � ��� ���1��� &�	�" �� ������� �{
ζ̇ = (A(u, y) + E∗∗(u, y)C)

Ŵ
ζ

Y = N∗∗Cζ
��1(�

�� ��	� ���� 
��	� 2 � ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ζ̇ =

⎛⎝−1 uy1 0

0 −1 uy1
0 0 0

⎞⎠ ζ

Y = ζ2

��1�

*�	���	� ��� Ŵ ��� �� ���� ����� ��������
�� U��.����������	� ������
��� ��	��	
	� W � !���

���
" 	��� 
���	� �
������ E1(u)" E2(h)" H(h, w) �
����
��
	� ��� ��	�����	� �� �
 ��%	����	 � �


� /��� 
 �	� E1(w) = E∗(w)" ���� w = (u, y)��

�� ���� h = S �� E2(h) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

0

0

−[S−1CTN∗∗]

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠�
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 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

�� H(h, w) = −θS −AT (w)S − SA(w) +CTC� �� ����	 �
 S(0) ��� ��� ���
�� �����
���

����
� ���
�
��	 ����� S(t) ����� �����
��� ����
� ���
�
�� ���� ���� t� ���� �� ��
��	

���� ������ ��� S ��������� ��� (2 × 2) ���
��� �����
���� ����
�� ���
�
��� ������

�� ������������ ������ �� �������� ������
�� ��� ���
��� �����
������

�����	 �� ������ ����
��� ��
���� �

Σ :

{
ξ̇ = (A(w) + E1(w)C + E2(h)C)

Ŵ
ξ

ḣ = H(h, w), (ξ, h) ∈ (R6/Ŵ )× S.
��� !�

���� "��� ���������� ��� ��
� �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ζ̇ =

⎛⎝−1 uy1 0

0 −1 uy1
0 0 0

⎞⎠ ζ +

(
0

−S−1CT ζ2

)
Ṡ = −θS −AT (u, y)S − SA(u, y) + CTC

��� #�

$�� ���� ����������� �� ������ ��� #� ���� ��������
��� ��� ��� ���
����� ζ2 �� ζ3� $����

����
���� ���� ���
�������� ��% ������ �� ������ ���&'�� �
��
	 (ζ2(t), ζ3(t)) ������(���

���� 0� $� ��� 
����������� ��� ����� ��� ζ1� )� ����
��� ��� �%������
������� ������

�u(.)y1(.) ��� ������� �����	 limt→∞ ζ(t) = 0�

*�� ����������	 Ŵ ��� �� ���� ���
� ����������� U−�%���
������� ���������� ���������

W �

+� �����	 
� ��� ��
���� ��� Ŵ ∩Ker(C) ⊂ Ker(Γ)� ,
�������	 ������� P (x) = (x4, x5, x6)	

�
��
 ���� ����� Ŵ = Ker(P ) �� ��-����-�� �� �-����� ' ��� ���
�.�
���

$� �
���
�� �� �������� ��
 ���� "��� ������� 
����������� ��� ������� 
�������� v(.) ���

�� �
���
�� 4 ���� 3 ���
����� ������� "��� ���
��� �� ��
�
���� ������������� ��� #� �� ��

#��� ���
���� ����
��� �� �� ����
� ������ �� ������ ���#!�� ���/	 �� U������������ 0 �������


�������� ��
 ���
� Γx(t) ����� �� .��� ��
����� �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż =

⎛⎝−1 uy1 0

0 −1 uy1
0 0 0

⎞⎠ z −

(
0 0

0 S−1

)
C̃T (C̃z − y2)

Ṡ = −θS − AT (u, y)S − SA(u, y) + CTC

γ(t) = F1z(t) + F2y(t) =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1(t)

z1(t)

z2(t)

z3(t)

⎞⎟⎟⎟⎠
��� &�

�/ F1 =

(
0

I3

)
	 F2 =

(
[1 0]

0

)
�� C̃ = [0 1 0] ���� 0 ��� �� ���
�� ����� �� �
���
�� ��������

�� I3 ��� �� ���
�� 
����
���

1�������� ��� P (x) = (x4, x5, x6)	 ����� 
� ��� ���
� ��� ��� ����
�
��� i) �� ii) �� �� ����
�
��

�� ���� ���
����� $�� ���.������� �� ������������� ������� ���� �������� ��� ��� �
����
��

���� 2������ 3��� ����� ����
���� �� �
(��� �
����4��� ��� ������� 
�������� ��� �� ���
��
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��� �����	
�� � x4(t) ��� ��� �	
��	
��

γ2(t)

������ ���� �� ����	
��� �� �	� ��������� ��������� � γ(t)�

�
 �� 
�������� �
�
� 	 ���
���  ����� �
 ��	� ����� ��
��� ��� �
�
� x4! x5 �� x6� "�� ��
����

����	�� ��
 �
� ������ ������ # t/2 ����� ��� �$������� 1�

"� %�	�� ��� ��	� ���
�� �$����	
��� 	 ������� �
 
�������� �
�
� &	� ���
 �'��
�� ��� ���

��
���� ������	���

"�� %�	��� ��� �
 ��( ���
���
 &	� �$�������
�	�  ��)(� ��	���
 	�� ��
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��� $�
�
 �����������



��

�������� 	 
 ��� ���������� �������������� � ������� ��������� ���� �� �������� ����� �� �����

���� ��������� �� ������

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1

0

1

2

3

4

5

Temps (s)

x5
γ3

��� �����	
�� � x5(t) ��� ��� �	
��	
��

γ3(t)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

Temps (s)

x6
γ4

��� �����	
�� � x6(t) ��� ��� �	
��	
��

γ4(t)

������ ���� �� ���	���� ��� ���� ��������� ������	�� �� γ(t)�

��� �����	
���

�� 
��
����� ���� ���������� � ��� �� ��
������ ���� 	�� �!����� �"��� �� 	� � ���


��#�
��� �� ����� �   ������� � ���� 
� 
$������ �� ����	��� 
������ � ������ ��� �����

�� 	� � ��
���� ��� ��������� �� 	� 
���������
� ��� ��� �� ��
������� �� 
�����
���

�� 	����������� � ��� �� ��
������ �� ��� � ��� 	�������
� ���� �!���� ������	 � �
%

��	� ��	������� � ��� 	���� 
	���� ��� ��� �� � &�� �� ��������	� ��� ��� �� ��
�������

���� � ������ 
� ����	���' ���� ����� ��	�� 	� ����� �� � �
���	� ������ � (��� ����

)*������� ��� +��� �,-,� &�� ����� �� 
�������� 	� �	�� ����� ����%�!���� � �
��	�

&�� ���� ��� �.�
 ��� 	�� ��� �� ��
������� ������������ ������ �� ���	�' 
�������� �

������ ���� 	� ���� &�� 	�� ��������� �� 	� ����
� K(x) ����� &�� 	�� ��� �� ����
� �� v(t)

��� ������ � /�� ��
������ � ���	���� 	� ����%����
� ��
����	 ������� ��� 	�� 
�	����� ��

K(x) �� � 
������� ���� 	� 
�����
��� �� 	����������� � ��� �� ��
�������
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�� ������	� �	���� 
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� �	����	��	 � ������� �

�����	� � � ������� � �����
� ���	 ������ � ����	�����	 ���� ��	� ����� ����� ������ 
�

�������� � �����
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�� �������� ���� � ������ ���� �� ������� 
� ��	����

���� 
����	
� ��� 
��� 
�� ��
����� �������	�� �� �������� ����	����� ��� 	��	������

�� � ����� 
�� 	�������� � ������� !������ ��� 
��� � ��"�	����� ����	����� ���

��	��� 
� �������	 ��� 
�#����	������� ��� �	����	��� �� ������� 
��	�"�� ���� �� ��	��

�����
� 
���	��� !$� ��� ��	����	���� ��������� 
� ���� ��� 
�#����	��������

��� �����	
�����

%�����	���� 
�� ����	�����	� �����	�� �� � �����	�� �� ���	 ����������� 
�� ��

�������� 
�� �������� 
� ���	&��� �� 
������� 
� 
������� 
�� ������������ ����	����� ��


���	� ���	�� 
������ � ��� ��� �������

'� ���	����� ���	����� �� ��� 
���������� �$ 
� �������	 � ����	�����	 ���	 ���

�������� � �����	��� (�	�� �� � ��� �	����� ��� ���	����� "�����	����� ��� ��������

) ��	����	���	 ��� �������� � �����	�� ������ ��	� �	����	��� ��	 � ���"���� 
�

���	
���� � �� ������ ��	�������	� 
� �������� ���	 �������� � ������ ����	�����	 ���		�

��	� ����� %� �	������ 
� ����	������ 
� ���		��	 
�����	����� ������� ) �	����	��	 �

������� � �����	� � � ������� �����	� ���� � ��	�� � �����	� � 
���
�� ���
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�������� 
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�
 ,��
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���� � ���� ����� ��� ���� � ������� �� ������������ �� �������� �� �������

���� ��������� ��� ���� ��� !"##� �������� ��� ���� ��� !"#"� �������� ���

���� ��� !""�� �������� ��� $������� !""%
 ��� ����������� �� �&������ ��� �������� ���

���'��� ���� �����(����� ��� �� � ��)����� �� ����������� ���� � (���� ��� �&������ �(*

+��� �'�� ��� ��,������ �� ������� -��� ��� �&������� �� �����'����� �� $���� ���� ���� ���.��

/���������� � ����� ���'���� ��� �&������ �� ������� 0⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ż = A(u)z + ψ(u, y)
˙̃z = Ã(u)z̃ + ψ̃(u, z, ỹ)

Y =

(
Cz

C̃z̃

)
=

(
y

ỹ

) �	�!


-��� ��� �&������� � ���������� �������'������ ���� ���� ������� 1� �2��� ��� ��������� ����*

���'������ ���� �� �&������ �	�!
 ���� ������� � (���� ���'���� 0⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
˙̂z = A(u)ẑ + ψ(u, y)− S−1CTR(Cẑ − y)
˙̂
z̃ = Ã(u)̂̃z + ψ̃(u, ẑ, ỹ)− S̃−1C̃T R̃(C̃̂̃z − ỹ)

Ṡ = −θS −AT (u)S − SA(u) + CTRC
˙̃
S = −θ̃S̃ − ÃT (u)S̃ − S̃Ã(u) + C̃T R̃C̃

�	��


�3 S(0)� S̃(0)� R �� R̃ ���� ��� �������� �&��������� ��+���� ������'��� θ > 0 �� θ̃ > 0 ���� ���

����������� 4� ����'� �� � ���'��)���� �� ��� �����'����� � ��� ��������� ���� �5����.�� ��

��� !""%
�

6���'� ��� � �&�� ��� �������'����� ��������� ��*������� ���� ���&���� ���� �� � ������ ��

�&������ ��� �������� ��� ���'��� ���� �����(����� ��� �� � ��)����� �� ����������� 7 ���

����� ��� �&������ �� �������� 1������� ���� ������ ��� ���� ������ 7 ��� ���������� �����*

������ �� ��8������ ��� �������� ���� ��������� ���� ��������� ��� ���� ��� !"##� ���*

����� ��� ���� ��� !"#"
� ���� ����� 7 ��'������ �� �)���� �� ���������� �� ������ ��

�&����� �� ����������� �������� 4��)���� �� ��� ���� ���� ��������� ����� ��� ��� �����

�9������� �� ���9 �������� ��� ��������� ��� ���� ��� !"##� �������� ��� $������� !""%
�

���� ��������� ��� ��� ������ �)�������� �� )����������� ������������ 1�+�� ���� ���� ���*

��� ��� ��������������� ������� �� � ����� ��� ��2������ ����� ���������� �� �����(�����

� �&����� �����)��� ���� � (���� �� ������� ��������

��� �����	
	� ������
���

:��� ����������� �� ���9 ������ ���'����� �� �&������ ��� �������� 0⎧⎪⎨⎪⎩
ẋ = f(u, x)

y = h(x)

ỹ = h̃(x)

�	�	




��� �����	
	� ������
��� ��

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ż = A(u)z + ψ(u, y)
˙̃z = Ã(u)z̃ + ψ̃(u, z, ỹ)

y = Cz

ỹ = C̃z̃

�����

�� x ∈ R
n� (z, z̃) ∈ R

q × R
n−q 	�
� �	������
� �	 ����	 �	 	�	���	 ����� � ����� �

u(t) ∈ R
m 	� ��
��� ��

�� y(t) � ỹ(t) ����	
�
� �	 	����	 ��

�	 ��� �������


�

�	������
� � R
p � R

p̃� ��
	 ��� � ��
�������� �	  �
����
	 f � h 	�
� 	����	�	 !��

� ���		 C∞ ��� ������� � x � ��
��
�	 ��� ������� � u�

• " 	�	��� ����� 	� �#	���#�� 	� ���� ��$ ����	 �
�����$ ��	��
��	 x(0) � x′(0)� ��

$�	� �
 
��� u(.) � ��� 	��� �� (h(x(.)), h̃(x(.))) � (h(x′(.)), h̃(x′(.))) 
 	�
�

��	 ��
�����
� ����$ 	�� �
 �
������ [0, T ] �� x(.) � x′(.) 	�
� #�
 ��%
�	�

• ���� ONL ��	��� ���#	���#����� �� 	�	��� ����� & � ���	 ���� 	��� ������� ���

��
�
�
� �	 �����	�
�	 � h� h̃ �  ��� 	��	 �	 ������	 � "� � ��
� �	 �'���	 �

�����	 fu� �� fu(x) = f(u, x)�

���� dONL �� ����	���#����
 
�
��� ��� {dϕ; ϕ ∈ ONL} ��� ����	���#����
 ���#	���(

#����� � ������� " 	�	��� ����� 	� ��� �#	���#� ��
	 � 	
	 �� ��
� ���� �
 �����


x0 ∈ R
n� 	� dim(dONL(x

0)) = n�

��������� �	 �� ������� �	
�� ��� �� �� ������ ����������� �� �� ������� �	
�� ���� ���

������� ����� ������� �� (z, y) ���� �����������


)�
	�����
	 �	 	�	���	 	����
�	 &{
ż(t) = A(u(t))z(t)

y(t) = Cz(t)
���*�

{
˙̃z(t) = Ã(u(t))z̃(t)

ỹ(t) = C̃z̃(t)
���+�

,���
	 ��� O ��	������
� Õ� ��	��� ������� ���#	���#����� � ���*� ��	������
�

� ���+��� ,��	 �����
	 ����%� �� O ��	������
� Õ� 	� $����
� ��	��� �������


�
��� ��� �	  ���	 ��
����	 ��%
�	 ��� �	 ���
	 � C � ���	 � CA(u1) . . .A(uk)

��	������
� �	 ���
	 � C̃ � C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)�� �� u1, . . . , uk ������
� R
m � k ≥ 1� -��

��
	���
�� O ��	������
� Õ� ��� !�� ��
��%� ��� �� ����	���#����
 ���#	���#����� ��

	�	��� ���*� ��	������
� ���+��� .
	���� 
��	 ���
	 &


������� � ��� ���������� ��������� ���� ������������ �

�� �� ������� �	
�� ��� �� ������ ���������� 


�� ��� �������� �	
�� �� �	
 � ���� ���� ��� ��! �����������




�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

�� dim(O) = q �� dim(Õ) = n− q

���� �� ��	 ��	
�� ���� ���� ������� ������� ��
	��� �����
�	�����

�������� ��		��� 


• ������ ���������

��	
X = (X1, . . . , Xl) �� l����
 �� ������ �� ���
����� ���� l ≤ k �
 ��	
 ω =
∑n

i=1 aidxi

��� ����� �	�����
	��� ����� iX(ω) ��
 � (k − l)������ �	�����
	�� ����	� ��� �

iX(ω)(Y1, . . . , Yk−l) = ω(X1, . . . , Xl, Y1, . . . , Yk−l) ��� !

"� ���
	��	��� �	 k = l� ���� iX(ω) ��
 ��� ����
	�� ���� 0������ �	�����
	��!�

• ������� � ���

��	
 X =
∑n

i=1 αi

∂

∂xi

�� ����� �� ���
����� ���� � ���	��� �� #	� LX(ω) ��
 ����	�

��� �

LX(ω) =
n∑

i=1

αiLX(ai)dxi +
n∑

i=1

aidαi ���$!

• ������ ���

��	��
 X �
 ω 
�� ��%	� ���
 ����	� �	�������� � �����	
 ��� ��
 ����� ��� �

ω(X) =

n∑
i=1

αiai ���&!

#� �����	
 ��� ���&! ���
 '
�� �
���� ( k������� �	�����
	��� ����� ��	
 �

�	 ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n a(i1,...,ik)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ��
 �� k������� �	�����
	��� �
 X =

(X1, . . . , Xk) ��
 �� k����
 �� ������ �� ���
����� ���� Xi =
∑n

l=1 αil
∂
∂xl

� ���� �

ω(X) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

a(i1,...,ik)

∣∣∣∣∣∣
α1i1 . . . αki1

. . . . . . . . .

α1ik . . . αkik

∣∣∣∣∣∣ . ���)*!

��	
 V �� ������ ���
��	� �
 F �� ����������+� �� V � ���� SpanF ��������
� � �����������

���
��	� �� V ��	 ��
 �������� ��� F �

��	
 fu � ����� ���
��	� ����	 ��� fu(x) = f(u, x) , h(x) = (h1(x), . . . , hp(x)) �


h̃(x) = (h̃1(x), . . . , h̃p(x)) ��������
��
 �� ���
	�� �� �-�
.�� ����! �
 ��	
 X = (X1 . . . , Xp) ��

p����
 �� ������ �� ���
���� ���� R
n� /��� ����	����� � ���	� �%������� ���
��	�� ����

ΩX
k �� (p+ 1)������� �	�����
	��� ����� ��	
 �

• ΩX
0 = 0 �
 ΩX

1 = Span{dLfu(hi)∧dh1∧ . . .∧dhp; 1 ≤ i ≤ p, u ∈ R
m}� /��� ����������

��� ��� ���0 ������� �� ��������
 ��� �� X �

• 1��� k ≥ 1� ���� ������� ΩX
k+1 = Span{Lfu(iX(ω)) ∧ dh1 ∧ . . . ∧ dhp; u ∈ R

m; ω ∈

ΩX
k }+ ΩX

k �



��� ������	
 ��
���
��
 ��

������� π = dϕ1 ∧ . . .∧ dϕq� �� ϕk ���	 
�� ����	��� 
� ������ C∞ �	 ��	 X̃ = (X̃1, . . . , X̃p̃+q)

�� (p̃+ q)�����	 
� ������ 
� ���	����� ����� ���� ������� �� ��
������ ���� 
�������� ���

������� ���	����� ΩX̃
k,π 
� (q + p̃+ 1)������� 
�����	����� ����� ��	 �

• ΩX̃
0,π = 0 �	 ΩX̃

1,π = Span{dLfu(h̃i) ∧ dh̃1 ∧ . . . ∧ dh̃p̃ ∧ π; 1 ≤ i ≤ p̃, u ∈ R
m}�

• ���� k ≥ 1, ΩX̃
k+1,π = Span{Lfu(iX̃(ω̃)) ∧ dh̃1 ∧ . . .∧ dh̃p̃ ∧ π; u ∈ R

m; ω̃ ∈ ΩX̃
k,π}+ΩX̃

k,π�

������ ���� ����� �� ����� 	������� �����	 �

����� � ���� x = (x1, . . . , xn) �� ����	
� �� ���������� ���� �� ϕ ��� ������� �� �����

C1� ����������� �� k������ �� ��
�� �� ������� X = (X1, . . . , Xk) ������������ LXi
(xj) = δij�

����� � �� ����� ��	�� ���� ����� �

iX(dϕ ∧ dx1 . . . ∧ dxk) = dϕ− LX1
(ϕ)dx1 − . . .− LXk

(ϕ)dxk � �!!"

���� ������
���� ���� ����� �

iX(dϕ ∧ dx1 . . . ∧ dxk) = (−1)k+1[dϕ− LX1
(ϕ)dx1 − . . .− LXk

(ϕ)dxk] � �!#"

$� ������ 
� ����� # ���	 %	�� ��������	 �&	���� �� �	����	 ��� 
���	��� �	 ��� ��	�	���


������ ��
������

��� ������	
 ��
���
��


'��� �(������ ��
 )��	��� !*++"� ���� ���� �(������ ��
 )��	��� !*+*" ���� ��

��� ���	����	��"� ��� ��	���� ��	 
���� 
�� ���
	��� ���������� �	 ��,���	�� 
��� ����������

�� �-�	.�� � {
ẋ = f(u, x)

y = h(x); y ∈ R
p

� �! "

���	 %	�� 	��������� �� �� �-�	.�� �,�� �� ���	�	 ���� ��� �/��	�� 
� ���	� �{
ż = A(u)z + ψ(u, y)

y = Cz
� �!0"

$� �����	�	 �����	 ������	� �� 	����.�� 
��1�	���� �� �	��
 ��� �����	�	� ������	�� 
���

�(������ ��
 )��	��� !*++� (������ ��
 )��	��� !*+*"�

����� �����	���
 ���

���
 	 
��
��	


����	
�� �� �������� ��� ��

����  !"#$

%� ����	
� �&�&$ ���� '��� ��������
� ��� �� �����
��� �� ���������� ���� ������ �(��

������ x0 ∈ R
n �� �� ����	
� �� ����� �)�����)�� �&�#$ �* C �� C̃ ���� ���������
��� ��

���� p �� p̃� �� �� �����
��� ��� ��� ��������� ��������� ���� ����������� �� ��������� �� x0 �

�"$ +� �,���� �� p������ �� ��
�� �� ������� X = (X1, . . . , Xp) ������������ ��� ���������

��������� �



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

����� LXi
(hj) = δij� �� δij = 1 	� i = j 
� 0 	����

������ �� 	���
 ���������
 ΩX =
∑

k≥1Ω
X
k 
	� �� 
	���
 �
�����
� ��
� �
 ���
�	��� q− p

������� ���� ���� ω ∈ ΩX � d(iX(ω)) = 0

������ �� ���
�	��� �
 [
∧q−p(iX(Ω

X)) ∧ dh1 ∧ . . . ∧ dhp]|x0 
	� ����
 � 1� ��

[
∧q−p(iX(Ω

X)) ∧ dh1 ∧ . . . ∧ dhp]|x0

= {iX(ω1) ∧ . . . ∧ iX(ωq−p) ∧ dh1 ∧ . . . ∧ dhp(x
0); ωi ∈ ΩX , 1 ≤ i ≤ q − p}.

������

��� ���	������	 �
	  �������	 ϕ1, . . . , ϕq+p̃ ��!��
	 ��� "

���� 1 ≤ i ≤ p, ϕi = hi

���� 1 ≤ i ≤ p̃, ϕq+i = h̃i

(dϕ1, . . . , dϕq)  ���
 ��
 ��	
 �
 iX(Ω
X) + Rdh1 + . . .+ Rdhp

������

#��� π = dϕ1 ∧ . . . ∧ dϕq� ����	 �� 
$�	�
 �� (p̃ + q)����
� �
 �%���	 �
 �
��
��	 X̃ =

(X̃1, . . . , X̃p̃+q) 	���	 ��	��� �
	 ���������	 	������
	 �� ���	����
 �
 x0 "

����� L
X̃i
(ϕj) = δij

������ �� 	���
 ���������
 ΩX̃
π =
∑

k≥1Ω
X̃
k,π 
	� �� 
	���
 �
�����
� ��
� �
 ���
�	��� n −

q − p̃

������� ���� ���� ω̃ ∈ ΩX̃
π � d(i

X̃
(ω̃)) = 0

������ �� ���
�	��� [
∧n−q−p̃(i

X̃
(ΩX̃

π )) ∧ dϕ1 ∧ . . . ∧ dϕq+p̃]|x0 
	� ����
 � 1

�	
� �����
	�� �
 �
���� �� �	�����	� ��� �
 ���	��� �� �� �������� � �
�����

��� � ������	��� � ������ ������ � 
� ������ 	��� ��� ����!�� "��� � ��� �� ������

�	�	#�	���$ �� %�
  �� %������ ���� �&���	
�� ��� '�
���� �())�$ � %	
� �� �������

�
���#�	���� 
� *����� � �� %�
  �� �	��� ���� �&���	
�� ��� '�
���� �()(��

+� %�
  �
 ���	��� �� ��� �������� %	
� �
* ����	�� , �� %����� �� �
 ���� � ���

�
���#�	���� �&���	
�� ��� '�
���� �()(�$ �� %�
  �-�� %�� �������� � ������� %����.�

���� �� ���	�������	� � �	�� %�� ������� /� �� �
*��� ����	� �� �
 �� ����� �� �������

���!� � � ��� ��� �� %�
� .������ �
 �� ����� �� ������� ����!� ��
��� ���� �&���	
��

��� '�
���� �()(�� 0�� �	����
��$ �� ���	�������	� �
 ���	��� �� ������� � �	
 �
*

�� �	%%�����

�	
� ���	�� ����	�
�� �
��
� �	����	�� �
 �	
� 
�����	�� %	
� �� �
���

1	��� X $ X̃ ��%��� ��� 
� p#
%�� � 
� (q + p̃)#
%�� � ����%� �  ��
�� ������������

��%��� ��� �� �	�����	�� ��� � �2� �
 ���	��� ���

• ωi
u1

= dLfu1
(hi)∧dh1∧. . .∧dhp � %	
� k ≥ 2$ ωi

u1...uk
= Lfuk

(iX(ω
i
u1...uk−1

))∧dh1∧. . .∧dhp�

• ϕ1, . . . , ϕq+p̃ �	�� �� �	����	�� ������ ���� �� �	�����	� �2� �
 ���	��� ��� �	
� %��	��

ω̃i
u1

= dLfu1
(h̃i) ∧ dϕ1 ∧ . . . ∧ dϕq+p̃ � %	
� k ≥ 2$ ω̃i

u1...uk
= Lfuk

(iX̃(ω̃
i
u1...uk−1

)) ∧ dϕ1 ∧

. . . ∧ dϕq+p̃�



��� ������	
 ��
���
��
 ��

• ���� ξ = (ξ1, . . . , ξk) �� k��	��
�� � ����������� �� �������� C∞{ξ} ���������� ��������

�� ��������� � ������ C∞ � (ξ1, . . . , ξk)�

• ���� (z, z̃) = (z1, . . . , zq, z̃1, . . . , z̃n−q) �� �	��
�� � ���������� � �	��

�
�� ����� ������ ��� ��� ������� y = Cz = (z1, . . . , zp) = (C1z, . . . , Cpz) ��

ỹ = C̃z̃ = (z̃1, . . . , z̃p̃) = (C̃1z̃, . . . , C̃p̃z̃)�

• ���� H0 = C∞{z1, . . . , zp} �� H̃0 = C∞{z1, . . . , zq, z̃1, . . . , z̃p̃}� ���� k ≥ 1� Hk �� H̃k ����

����� ����� ���� �

Hk ��������� ����� H̃k� ��� �� ���� ����� ����������� � C∞{z} ��������� �����

� C∞{z, z̃}� ��������� Hk−1 ∪ {CiA(u1) . . . A(uk)z; 1 ≤ i ≤ p, u1, . . . , uk ∈ R
m}

��������� ����� H̃k−1 ∪ {C̃iÃ(u1) . . . Ã(uk)z̃; 1 ≤ i ≤ p̃, u1, . . . , uk ∈ R
m}��

• ���� V �� ������  �������� �� W �� ����������� � V � ����� ���� ξ, ξ′ ∈ V � �� ��������

ξ = ξ′ ����� (W ) ��!���� ��� ξ = ξ′ + w� ���� �������� w ∈ W �

���� �������� �� �"���
�� #$� ���� � ��� %����� � ����� ��� ��� �

����� � ��������� ��� 	� �
���� ����� ����� 	� ���� �� ������� ������ ������������ �

fu =

q∑
i=1

(Ai(u)z + ψi(u, y))
∂

∂zi
+

n−q∑
i=1

(Ãi(u)z̃ + ψ̃i(u, z, ỹ))
∂

∂z̃i
, ���#&�

�� Ai(u) �������������� Ãi(u)� ���� ����� 	� ���� 	�!�� �� A(u) �������������� �� Ã(u)��

��������� ��� X = (X1, . . . , Xp) �� X̃ = (X̃1, . . . , X̃q+p̃) ��������� 	�� ���������� �"� �� �#� ��

�$ ���� "%� &	���� ���� ���� k ≥ 1� 	�� ������ � � ��������� ���� � ��' �� �

�� iX(ω
i
u1...uk

) = dCiA(u1) . . .A(uk)z ���	� �dHk−1�

(� iX̃(ω̃
i
u1...uk

) = dC̃iÃ(u1) . . . Ã(uk)z̃ ���	� �dH̃k−1�

������ �

�� ��� ��������� ωi
u = d(CiA(u)z) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp� �� �� ��������� ���'�������� ���##� �

����� (� �� ���� ���� ��� �

iX(ω
i
u) = dCiA(u)z −

p∑
j=1

LXj
(CiA(u)z)dzj . ���#)�

*� ������ + ������ � �� �������� �#����� � �"���
�� #$� ���� � ��� �

d(iX(ω
i
u)) = −d[

p∑
j=1

LXj
(CiA(u)z)dzj ] = 0. ���#,�

-�����

p∑
j=1

LXj
(CiA(u)z)dzj = da(z1, . . . , zp) ���� ��� �������� a(.) � ������ C∞� .��/�

iX(ω
i
u) = dCiA(u)z ����� (dH0). ���($�



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

����� �� �	��	
��� � �� ����� � ��� ��	
��� ���	 k = 1�

���	 ����	� �� � �� �	���� �� �� �	��	
��� �� ���� �	������� ��	 	���		�����

��������� ��� �� �	��	
��� � ��� �	�
� ���	 k − 1 �

iX(ω
i
u1...uk−1

) = dCiA(u1) . . . A(uk−1)z + dρk−2 ���	 ρk−2 ∈ Hk−2 �����

�� ��	
���� �� ���	 k�

�� ��
�
���� � �!�	���
�� �� fu ����"� ���� ����
���� ��� �

ωi
u1...uk

= d(CiA(u1) . . .A(uk)z) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp
+d[CiA(u1) . . . A(uk−1)ψ(u, z1, . . . , zp) + Lfuk

(ρk−2)] ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp.
�����

#���� ���� � ����� �� �
$������� �� ��
�
���� � �!�	���
�� ����� �� ����� � �� �� %�
�

��� Lfuk
(Hk−2) ⊂ Hk−1� ���� ����
���� ��� �

iX(ω
i
u1...uk

) = dCiA(u1) . . .A(uk)z + dρk−1 ���	 ρk−1 ∈ Hk−2. �����

& '� �	��	
��� & �� ����� � ���� (�	� �&����� �� �� �(�� ���
)	� ��� ���	 �� �	��	
���

��

�

����� �����	
��
�� �� �������� ����	
����

������� ����	
	�� �����
�

��
��� p �� p̃ ��� �
����
��� ��� ������� �� ��	�
� �� �*��)�� ����� �� �� ����
�
�� ��$

 ��

�+��	)�� �,� 
� � �� ��
� ��� iX(Ω
X) +Rdh1 + . . .+Rdhp ��� �� ������ �����	
�� �� �
����
��

q �� �� ��$


� d(iX(Ω
X)) = 0� -
��
� ��� &��� �� iX(Ω

X) +Rdh1 + . . .+Rdhp ���� (�	� �+�
�
�

�� �� %�	�� (dz1, . . . , dzq)� ���� dzi = dhi� ���	 1 ≤ i ≤ p�

.�
�������� �	����� π = dz1∧. . .∧dzq� -��� �� �	/����� �
�
��
	� �� �� ��
�
���� ��� ����
�
���

��$

 �� ��$


� ��� &��� �� iX̃(Ω
X̃
π ) ���� (�	� �+�
�
� �� �� %�	�� (dz̃1, . . . , dz̃n−q) ����� ���

dz̃i = dh̃i� ���	 i = 1, . . . , p̃� �� ���	�� �� �� ����
�
�� ��$
� �� �+��	)�� �,� ���� �����

(dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1 ∧ . . . ∧ dz̃n−q) ��
 �� �
���	�0� ��� �� x0� � �1� (z1, . . . , zq, z̃1, . . . , z̃n−q)

���
��� �� �*��)�� �� ���	������� ������

'� �	���� �� �� ����
�
�� ��2����� ��	� �	/��
��� �� ���! ������ �

• �
��� � � 3��� ����	��� ��� �� �*��)�� ���� �	��� �� %�	�� �� ������� ���4 ���� ��

�*��)�� �� ���	������� (z, z̃)� ���	 ����� 
� ��2� �� ����	�	 �� ��
 ��
� �

���� 1 ≤ i ≤ q, Lfu(zi) =

q∑
k=p+1

aik(u)zk + ψi(u, z1, . . . , zp),

���� 1 ≤ i ≤ n− q, Lfu(z̃i) =

n−q∑
k=p̃+1

aik(u)z̃k + ψi(u, z1, . . . , zq, z̃1, . . . , z̃p̃)

�� y = (z1, . . . , zp); ỹ = (z̃1, . . . , z̃p̃)

����4



��� ������	
 ��
���
��
 ��

�� ���� ���	� ωi
u = dLfu(zi)∧dz1∧ . . .∧dzp ∈ ΩX 
 �	 �����	� �� ��� ��� (dz1, . . . , dzq)

����� �	� ���� �� iX(Ω
X)� � ���	 ��� ��� �

iX(ω
i
u) =

q∑
k=1

aik(u)dzi ��
���

������� ��� ������	 ��
��� �� ����� �� 	��� ���	� �

iX(ω
i
u) = dLfu(zi)− LX1

(Lfu(z1))dz1 − . . .− LXp
(Lfu(zp))dzp, ��
�!�

�� �� �� "�	���	 ��#� �� �$%����� �&� 	��� ����	� ��� d(iX(ω
i
u)) = 0
 '	��

d[LX1
(Lfu(z1))dz1 + . . .+ LXp

(Lfu(zp))dzp] = 0, ��
�(�

"� �� ������ ��� �

iX(ω
i
u) = dLfu(zi) + αi(u, z1, . . . , zp) ��
�)�

�	*	� �� ������� � ������	 �� ��
�+� �%����� ��� %�����	� ��
��� �� ��
�)�


�� ,� ��� ��� � ������	 �� ��
�+� ���� -��� ����	�� �	 ����	� �� �-�� �%���"$�

��� ���� �� �������


.�� "�	�%���	�� ��	� �� 	������ �/����� �� "�����		%�� (z, z̃)� �� �/����� ��
�� ���	�

�� ����� �	 "��"��� ��
+�


• ����� � � ���� �%�*�	� ��� �� �/����� ����	� ��
+� ��� ���������� �	 "��"���


0�� O ������"�����	� Õ� ������"� ��"����� �	1�	��% ��� {Ci; 1 ≤ i ≤

p} ∪ {CiA(u1) . . . A(uk); 1 ≤ i ≤ p, k ≥ 1, u1, . . . , uk ∈ R
m} ������"�����	�

{C̃i; 1 ≤ i ≤ p} ∪ {C̃iÃ(u1) . . . Ã(uk); 1 ≤ i ≤ p, k ≥ 1, u1, . . . , uk ∈ R
m}�
 �������

���������	 �� � ��2� �� ��	���� ��� dim(O) = q �� dim(Õ) = n− q


3���� � � %�% ��	��		% ��%"%�����	�� 	��� ����	� �������� ��� yi = Ciz = zi ��

ỹi = C̃iz̃ = z̃i


�� ����	� ��� C∞ ⊗R ΩX
k �� ������ C∞ �	1�	��% ��� ΩX

k 
 �	 �����	� �� �%*	��	 ��

ΩX
k �� �� �����%�% a) �� ����� �� 	��� �����	� �%���� ��� C∞ ⊗R ΩX

k ��� �	1�	��%

��� {d(CiA(u1) . . . A(uk)z) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp; 1 ≤ i ≤ p, k ≥ 1, u1, . . . , uk ∈ R
m}


�	*	� ������� �� "�	���	 ��#�� �� �$%����� �&� 	��� �����	� "$��� ��� ������

�	%���� �

L1z, . . . , Lq−pz ∈ {CiA(u1) . . . A(uk)z; 1 ≤ i ≤ p, k ≥ 1, u1, . . . , uk ∈ R
m} ��
�4�

������ ��� dL1z ∧ . . . ∧ dLq−pz ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp �= 0
 ���5� ������"� ��"����� O ��� ��

���	��	 q


�� �� �� �-�� ��6�	� �	 �����	� �� �%*	��	 �� ΩX̃
k,π� �� �� �����%�% b) �� ����� �� �

���	 ��� ��� C∞ ⊗R ΩX̃
k,π ��� �	1�	��% ��� {d(C̃iÃ(u1) . . . Ã(uk)z) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧

dz̃1 ∧ . . .∧ z̃p̃; 1 ≤ i ≤ p̃, k ≥ 1, u1, . . . , uk ∈ R
m}
 �	 �����	� �� "�	���	 ��#�� ��

�$%����� �&� 	��� �����	� "$��� ��� ������ �	%���� "���� � � %�% ��%��	�% ��	�

�� "#������� "� �� ������ ��� ������"� ��"����� Õ ��� �� ���	��	 n− q




�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

������� �����	��� �
������

��������� ��� 	� �
���� ����� ���� ���� ��������� ��� �� ��������� �� �����������

	���	 �� �� �
���� �� ������� ��������	� ����� ���� 	����	 rang(C) = p �� rang(C̃) = p̃�

��� ���������� � � �� �!� ������� ���� 	� �������  " ���� ������������ ��		�� �� ��������� ���

�� �
���� �� ������������# ���� �	 ��$� �� 	�� ����%�� ��� ���� 	� �
���� ������

&�� �� ���	� ��������� �� ����������� 	�������# ���� ��������� ��� yi = Ciz = zi#

ỹi = C̃iz̃ = z̃i# �� fu =

q∑
i=1

(Ai(u)z + ψi(u, y))
∂

∂zi
+

n−q∑
i=1

(Ãi(u)z̃ + ψ̃i(u, z, ỹ))
∂

∂z̃i
# �' Ai(u) ��

Ãi(u) ������������ ������������� 	� i��� 	���� �� A(u) �� Ã(u)�

 � (�������� � � �� �������  " )

&��� 1 ≤ i ≤ p# ���� Xi =
∂

∂zi
���� X = (X1, . . . , Xp) �� ����%��� 	�� ���������� �� � *��

+ � *��� �� �������  "�

� *�� (���� ��������� ��� ���	�� ,� �-��# ��� ������������# ���� �������� ��� LXi
(hj) =

δij�

� *��� .	 ��$� �� ������ ��� 	/������ ��������	 ���	 ΩX ��� �� �������� q − p�

0��� ����� 	� �
���� ����� ��� ��������	� �� �������� 1/����� 	/���������  # 	/������

��������	 O �������� ��� 	� ���		� �� 	����� {Ci; 1 ≤ i ≤ p}∪{CiA(u1) . . .A(uk); k ≥

1, u1 . . . , uk ∈ R
m} ��� �� �������� q� 2%� �� ������ ��� dim(ΩX) = q−p# �	 ��$�

�� ����%�� �� ��� ���� )

ΩX = Span{dCiA(u1) . . . A(uk)z∧dz1∧. . .∧dzp; 1 ≤ i ≤ p, k ≥ 1, uj ∈ R
m} ����"�

(�� ΩX =
∑

k≥1Ω
X
k # ���� ΩX

0 = 0 �� ΩX
k = {Lfu(iX(ω)) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp;ω ∈

ΩX
k−1, u ∈ R

m}+ ΩX
k−1# �	 ��$� �� ������ 	� ��������� �������� )

(P(k)) ΩX
k = Span{dCiA(u1) . . . A(uk)z∧dz1∧. . .∧dzp; 1 ≤ i ≤ p, uj ∈ R

m}+ΩX
k−1

���� �

• &�� ��%������# ΩX
1 ��� 	/������ ��������	 �������� ��� ��� ����

ωi
u = d(Lfu(Ciz)) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp = d(CiA(u)z) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp. ����!�

2����# (P(1)) ��� ������

• ���� k ≥ 2# ��������� ��� (P(k − 1)) ��� ����� �� ������� (P(k))�

&��� ��	�# �	 ��$� �� ������ ��� ��

αu1...uk−1
= dCiA(u1) . . . A(uk−1)z ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp ������

�	���#
Lfuk

(iX(αu1...uk−1
) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp =

dCiA(u1) . . .A(uk)z ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp ���	� (ΩX
k−1).

������

,� ���	����� 	/�3�������� ���  �# ���� �������� )

iX(αu1...uk−1
) = dCiA(u1) . . .A(uk)z − LX1

(CiA(u1) . . . A(uk)z)dz1
− . . .− LXp

(CiA(u1) . . .A(uk)z)dzp
= dCiA(u1) . . .A(uk)z + a1dz1 − . . .+ apdzpdzp

����4�



��� ������	
 ��
���
��
 ��

�� ��� ai ���� ��� 	����
����� �
 	����������

Lfuk
(iX(αu1...uk−1

)) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp =

dCiA(u1) . . .A(uk)z ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp ������ (ΩX
1 ).

������

������� � �
�� ��� 
������� ���������� �
�� �
 	�������� ������ �� ������� � � ����

������� ������ ��� !

iX(Ω
X) + Rdz1 + . . .+ Rdzp =

Span{dCiA(u1) . . .A(uk)z; 1 ≤ i ≤ p, k ≥ 1, u1, . . . , uk ∈ R
m}+ Rdz1 + . . .+ Rdzp

����"�

�
 	���������� d(iX(Ω
X
k )) = 0�

������ #� ������
�� �$�%���
%����� �� 	
�	
�� �� �&����� ��' �� �$�(������� ����"�� �� �$��

���� ��� !

iX(Ω
X) + Rdz1 + . . .+ Rdzp = Rdz1 + . . .+ Rdzq ����)�

������ �$���
	� ��	�����
∧q−p(iX(Ω

X)) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzp ��� �� ��������� 1� �� �� ���

������� �
 dz1 ∧ . . . ∧ dzq�

*� +�������� �*� �� ������� � !

+��������� �� (p̃+ q)������ �� 	�
��� �� ��	���� !

X̃ = (
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zq
,
∂

∂z̃1
, . . . ,

∂

∂z̃p̃
) ����,�

-�� q�.���� ��/���������� ������ �
 π �� ������� � ������� 0�� 	������� ���� �


.��� ����
��� !

π = dz1 ∧ . . . ∧ dzq ���' �

1
�� �
 ������ ���� 
����� ����� ��� X̃ �
���.
�� ��� 	��������� �� �*��� 2 �*���� ��

������� � �

�*��� +���� 	�������� ��� �������� ��� �
 �0�� .
3�� ��� ��� �
 	�������� �������

*���� 4� ��5� �� ����� ��� dim(ΩX̃
π ) = n− q − p̃�

+���� �� 
 ��� ����� �
�� ������� ���� ������� ����� ��� !

ΩX̃
π = Span {dC̃iÃ(u1) . . . Ã(uk)z̃ ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1 ∧ . . . ∧ dz̃p̃,

u1, . . . , uk ∈ R
m, k ≥ 1, 1 ≤ i ≤ p̃}

���'��

+���� �� �&����� ���'� ��� �%���
%�� �� 	
�	
��� 
��� �$���
	� ��	����� Õ =

Span{C̃i; 1 ≤ i ≤ p̃} ∪ {C̃iÃ(u1) . . . Ã(uk); 1 ≤ i ≤ p̃, k ≥ 1, u1, . . . , uk ∈ R
m}

��� �� ��������� n− q� 1$��� dim(ΩX̃
π ) = n− q − p̃�

�*����� +���� 	�������� 	������� 2 ����� ��� ��� ���� ω̃ ∈ ΩX̃
π � ���� 
���� di

X̃
(ω̃) = 0�

+���� ������ �(������� ������ �� �
 ������� ����
��� !

i
X̃
(ΩX̃

π ) + Rdz̃1 + . . .+ Rdz̃p̃ =

Span{d(C̃iÃ(u1) . . . Ã(uk)z); 1 ≤ i ≤ p̃, k ≥ 1, ui ∈ R
m}+ Rdz̃1 + . . .+ Rdz̃p̃

���'*�



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

������ �� 	
�����
 ������������
� �� ����� �	 ���
��� ����� �
 ������������ ������� �� ����

�	�
 �	�  

iX̃(Ω
X̃
π ) + Rdz̃1 + . . .+ Rdz̃p̃ = Rdz̃1 + . . .+ Rdz̃n−q ������

!��"� ������� ���
�����
∧n−q−p̃(i

X̃
(ΩX̃

π )) ∧ π ∧ dz̃1 ∧ . . . ∧ dz̃p̃ ��
 ��#����� �� dz1 ∧

. . . ∧ dzq ∧ dz̃1 ∧ . . . ∧ dz̃n−q�

��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃

	��� � ��� �� p = p̃ = 1

$��#���
%�� �	� �����
 �� ���	��� ��� �%��� �� ���
�	�� X = (X1, . . . , Xp) �
 X̃ =

(X̃1, . . . , X̃q+p̃) �
��&���
 ��� �����
���� �	 
%������ '( ��
 	�� 
)�%� ��*���� �
 ��	� ��

������ �� �� ���	�� �� �� ������
�� ��� � &���� #������� !�� ��

� ���
���� ��	� ���������

	� �#���
%�� �����

�
 �� ���	��� ��� �%��� �� ���
�	�� X �
 X̃ � ��� �� �� �" p = p̃ = 1�

����
�+����� ��� &���
���� �� ���
�� h �
 h̃ ���
 ��� ��������

����� ����	��
 ����
 �������	��


!�� �� ��#��%�� ��	� ������ ��
������� �� �� ���
��� ����� ��	� ���	�� ��	� �������

p = p̃ = 1 �
 ��	� ����� ������
�� ��� ��

���� �	� �����
 	
������� ��� � �	�
��

,����
 D �
 D′ ��	� �����
���	
���� ��� D′ ⊂ D� ���� �� �	�
���
 D/D′ ����#�� ����������

�� � ����� ��	�����
� ��� &����� ��-����
������ [ω] = ω+D′ = {ω+ω′; ω′ ∈ D′}� �" ω ∈ D�

!� �.��� �� Δ �
 Δ′ ���
 ��	� ���
���	
���� ��� Δ ⊂ Δ′ � ��� ������
� �	 �	�
���
 Δ′/Δ

�����
 ��
�� �� [X] = X +Δ �" X ∈ Δ′ ����� /����� 0����

,� [ω] ∈ D/D′ �
 χ ∈ D 
�� �	� [ω] = [χ]� ���� ω = χ ���	�� �D′��

��1�� �� X �
 Z ���
 ��	� �%��� �� ���
�	��� ���� [X,Z] ����#�� �� ����%�
 �� $�� �� ���

�%��� �� ���
�	�� ����� /����� 0�'��

0���������� �� ����	 �� �����
���	
���� �
 �� ���
���	
���� �	���
  

D0 ⊂ . . . ⊂ Dk ⊂ . . .

Δ0 ⊃ . . . ⊃ Δk ⊃ . . .

D̃0 ⊂ . . . ⊂ D̃k ⊂ . . .

Δ̃0 ⊃ . . . ⊃ Δ̃k ⊃ . . .

������

�"  

• D0 = 0 ��
 � �����
���	
��� �	��� �
 D1 = Span({dh})� �� �������
 �� �
��
���� ��	�

����  

Dk+1 = Dk + Span({dLfuk
. . . Lfu1

(h); u1, . . . , uk ∈ R
m}) ����2�

�
 D� =
∑

k≥1Dk�

• D̃0 = D� �
 D̃1 = D̃0 + Span({dh̃})� 3�	� k ≥ 1� ��	� ����  

D̃k+1 = D̃k + Span({dLfuk
. . . Lfu1

(h̃); u1, . . . , uk ∈ R
m}) ����4�



��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃ 	��� � ��� �� p = p̃ = 1 ��

�� D̃� =
∑

k≥1 D̃k�

• Δk = Ker(Dk) �� Δ� = Ker(D�)�

• Δ̃k = Ker(D̃k) �� Δ̃� = Ker(D̃�)�

• �� ������	� 
�� ��
���������	� Dk/Dk−1 ������������	� D̃k/D̃k−1� ��� �� 
��� 
� ����

���	� 
�� 
���������	� Δk−1/Δk ������������	� Δ̃k−1/Δ̃k�� �� ��
��� 
��� [ω]([X]) =

ω(X) ��� ���	 
��	��

��	� ��� 
��� �������	� �����	���� 	��� ����	� ��	��
�� ����������	 
� fu 
�		�� �	 ������

�� ��� ������ h �� h̃ ��� ��	� �����������	� y = Cz = z1 �� ỹ = C̃z̃ = z̃1�

 ���� �� � ��� ����	�� ����
����	�� 	��� ��	��
��	� ��� �		���� Hk �� H̃k 
�	� �� ��� �!

p = p̃ = 1 "

• H0 = C∞{z1} ������������	� H̃0 = C∞{z1, . . . , zq, z̃1}� �����	�� ���		��� 
�� #�	����	�

ϕ(z1) ������������	� ϕ(z1, . . . , zq, z̃1)� 
� ������ C∞�

• C∞{z} ������������	� C∞{z, z̃}� �����	�� ���		��� 
�� #�	����	� ϕ(z1, . . . , zq) �����

ϕ(z1, . . . , zq, z̃1, . . . , z̃n−q)� 
� ������ C
∞�

$���� ��� k ≥ 1� Hk ������������	� H̃k� ��� �� ���� ����� ������		��� 
� C∞{z}

������������	� 
� C∞{z, z̃}� ��	��	�	� Hk−1 ∪ {CA(u1) . . . A(uk)z; u1, . . . , uk ∈ R
m}

������������	� H̃k−1 ∪ {C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃; u1, . . . , uk ∈ R
m}��

$���� 	��� ���	� "

��������� 	

�� Lfuk
. . . Lfu1

(Cz) = CA(u1) . . . A(uk)z ������ Hk−1�

��� Lfuk
. . . Lfu1

(C̃z̃)) = C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃ ������ H̃k−1�

������ �

�� ����� 
� ����� �������	 ��� ����	�� �� �	� ������ �������	 "

�� %������ �� 
� ���������	 & "

'��� ���	� Lfu(Cz) = CA(u)z + Cψ(u, y)� 
��! �� ������� �� ��� ���� ��� k = 1�

(������	� ��� "

Lfuk−1
. . . Lfu1

(Cz) = CA(u1) . . . A(uk−1)z + ρk−1, ���� ρk−1 ∈ Hk−2 ���)��

$���� 	��� ������	� ��� Lfu(Hk−2) ⊂ Hk−1� %� ��	�����	��

Lfuk
. . . Lfu1

(Cz) = CA(u1) . . . A(uk)z + ρk �! ρk ∈ Hk−1. ���)*�

��� '��� ���	� Lfu(C̃z̃) = C̃Ã(u)z̃ + C̃ψ̃(u, z, ỹ)� ���� �� ������� ��� ��� ���� ��� k = 1�

'��� �����	� ��	�� �� ������� ��� 
� �� �+�� #�,�	 ��� ��� �� ������� ��� -	

�������	� �� #��� ��� Lfu(H̃k−2) ⊂ H̃k−1� �� ����� ���� +�� ������� �� �������	�



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

�

���������	
 �����
�� ��� ���� ������� �� ���������	
 � �� �� �� ���
���	
 ��� �	����������	
� Dk

�� D̃k �

��������� 	

• �� ������� ��� 	
���������
�� �

D0 ⊂ . . . ⊂ Dk ⊂ . . . ,

D̃0/D� ⊂ . . . ⊂ D̃k/D� ⊂ . . .
������

������ ��� ��� �������
�� �� D0, . . . , Dk, . . . , �� D̃0/D�, . . . , D̃k/D�, . . . , �
�� 	
�������� ��� �����

	
��� ���� �

�� D1 = Span(dCz)� �� �
�� k ≥ 2� Dk ��� �������� ��� ��������� ��� �
���� ��������

������� �� ����� � {dCz} ∪ {dCA(u1) . . . A(ul)z; 1 ≤ l ≤ k − 1, uj ∈ R
m}�

� �� ����� D̃1/D� ���� ���� �������� � �	 �� 	
���������
� Span(dC̃z̃)� �� �
�� k ≥ 2�

D̃k/D� ��� ��
�
��!� " �� 	
���������
� ��������� ��� ��������� ��� �
���� ��������

������� �� ����� � {dC̃z̃} ∪ {dC̃Ã(u1) . . . Ã(ul)z̃; 1 ≤ l ≤ k − 1, uj ∈ R
m}�

• �� �#��$�� %&�'� ��� �� 	��	��� 
��� ��� �� �� ��������� �� � dim(D�) = q ��

dim(D̃�/D�) = n − q� 
( q �� n − q ������������ �����	�� ����� �� �������
� �� ������	� �� z

�� 	���� �� z̃�

���� �� ������ �
�� ����
�� ν %�����	�� ����� ν̃� �� ���� ����� ������ ����� ��� �� 	
���������
�

Dν = D� %�����	�� ����� D̃ν̃/D� = D̃�/D�� �

D0 ⊂ . . . ⊂ Dν = Dν+1

D̃0/D� ⊂ . . . ⊂ D̃ν̃/D� = D̃ν̃+1/D�

������

�	�� ��� �
	
� �� ���!��"� �� �� ��  � �����
� �


���� � )� dϕ ∈ Dk−1 %�����	�� ����� dϕ̃ ∈ D̃k−1� �� X ∈ Δk−1 %�����	�� ����� X̃ ∈ Δ̃k−1��

��
��

dϕ([fu, X ]) = −d(Lfu(ϕ))(X) = −LX(Lfu(ϕ)) ����#�

%�����	�� ����� dϕ([fu, X̃]) = −d(Lfu(ϕ̃))(X̃) = −L
X̃
(Lfu(ϕ̃))��

������ �

$	��
� dϕ ∈ Dk−1 �� X ∈ Δk−1% ���!����� dϕ([fu, X ]) = −d(Lfu(ϕ))(X) ���	��� ��� ���������

�����
�� �

• dϕ([fu, X ]) = Lfu(LX(ϕ))− LX(Lfu(ϕ)) = d(LX(ϕ))(fu)− d(Lfu(ϕ))(X)%

• X ∈ Δk ⊂ Δk−1 = Ker(Dk−1)%

• LX(ϕ) = dϕ(X) = 0

&� ��  � �  ��"	��% 
	�� 	��	
� �	���� '�� dϕ([fu, X̃]) = −d(Lfu(ϕ̃))(X̃)� �



��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃ 	��� � ��� �� p = p̃ = 1 ��

����� ����	
���

���� �� ����	���
�� ��� ������ ��������� � ��	����
�� ���������� �� ������� ��� �
����

�� ������� X, X̃1, . . . , X̃q+1 �� �������� ��� ���������� � �
������ �� ���� �� ��� �� p = p̃ = 1�

��� ��	����
�� ��� ����� �� ����� ������ �

��  � �������� ����� �������� ! ������� �� �
��� �� ������� X �� �������� �������� ���

"�������� f(u, x) �� h(x)�

#�  � ������������ �� f(u, x)� h� h̃(x) �� X ������ �� ������� �� �
��� �� ������� X̃q+1�

$� %���� ��� �
���� �� ������� X̃1, . . . , X̃q ������ &��� ������� �� �� ������ �� f(u, x)�

h� h̃(x)� X �� X̃q+1�

'������� �� �� ������ ��� �������������� �������� �

0 = D0 ⊂ . . . ⊂ Dν = Dν+1

0 = D̃0/Dν ⊂ . . . ⊂ D̃ν̃/Dν = D̃ν̃+1/Dν

($�)#�

��� ������ �� ��� ���������� ��� �������������� ��*����� ���� ���������� �� �� dim(Dν) = q

�� dim(D̃ν̃/Dν) = n− q�

���� �� �� ���� �� �+����� � ����
�� [(.)] ���������� �� ������ �,���������� �� (.)�

-�� k ≥ 1� ������ Bk �� B̃k �������������� ��� ����� �� Dk/Dk−1 �� D̃k/D̃k−1 ������� �����

��� �
B1 = {[dh]}, B̃1 = {[dh̃]}

��� k ≥ 2 :

Bk = {[d(Lfuk−1
. . . Lfu1

(h))]; (u1, . . . , uk−1) ∈ Uk−1}

B̃k = {[d(Lfũk−1
. . . Lfũ1

(h̃))]; (ũ1, . . . , ũk−1) ∈ Ũk−1}

($�)$�

��� �������� ���*��������� Uk−1 �� Ũk−1 �� (R
m)k−1�

'����� B∗
ν �� B̃

∗
ν̃ �������������� ��� ����� ����� �� Bν �� B̃ν̃ (B

∗
ν � B̃

∗
ν̃ ���� ��� ����� �� Δν−1/Δν

�� Δ̃ν̃−1/Δ̃ν̃��  �� �
���� �� ������� ������� ������ ����� ���� �� �
������ �� ��*������ �

•  �� �
���� �� ������� [Zu1...uν−1
]� [Z̃ũ1...ũν̃−1

] �

'��� (u1 . . . uν−1) (�������������� (ũ1 . . . ũν̃−1)� ��� �������� �.�� �� Uν−1 (��������������

�� Ũν̃−1�� ����� [Y ] = [Zu1...uν−1
] (�������������� [Ỹ ] = [Z̃ũ1...ũν̃−1

]� ��� �,������� �� B∗
ν (������*

�������� �� B̃∗
ν̃� ����� ��� �

��� (v1, . . . , vν−1) ∈ Uν−1, d(Lfvν−1
. . . Lfv1

(h))(Y ) = 1, si (u1, . . . , uν−1) = (v1, . . . , vν−1),

et 0 sinon.

��� (ṽ1, . . . , ṽν̃−1) ∈ Ũν̃−1, d(Lfṽν̃−1
. . . Lfṽ1

(h̃))(Ỹ ) = 1, si (ũ1, . . . , ũν̃−1) = (ṽ1, . . . , ṽν̃−1),

et 0 sinon.
($�)/�

•  �� �
���� �� ������� [Y u1...uν−1 ]� [Ỹ ũ1...ũν̃−1] �



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

������ [Y ] = [Zu1...uν−1
] �� [Ỹ ] = [Z̃ũ1...ũν̃−1

] ���	
 �

Y u1...uν−1 = [fuν−1
, [. . . , [fu1

, Y ] . . .]]]

Ỹ ũ1...ũν̃−1 = [fũν̃−1
, [. . . , [fũ1

, Y ] . . .]]]
�����

��� ��������	 �� ����� � �����

��
� ���
 �����
 ���	����	� ��
 ��������
 
�������
 �

• ���� (dϕ1, . . . , dϕq) ��� ��
� �� Dν �� dϕq+1 = dh̃�

• �����
 π̃ = dϕ1 ∧ . . . ∧ dϕq+1�

• ���� X̃ = (X̃1, . . . , X̃q+1) �� (q+1)������ �� � ���
 �� ������	
 
���
!��
��� LX̃i
(ϕj) = δij �

• "��	 ũ1 ∈ Ũ1� ���
 �	����
 ω̃ũ1
= dLfũ1

(h̃) ∧ π̃�

• "��	 k ≥ 2 �� (ũ1, . . . , ũk) ∈ Ũk� ���
 �	����
 ω̃ũ1...ũk
= Lfũk

(i
X̃
(ω̃ũ1...ũk−1

)) ∧ π̃�

���
�� ���
 ����
 �

����� � ���� 1 ≤ k ≤ ν̃ − 1 � ���� ���� (ũ1, . . . , ũk) ∈ Ũk� 	
� �������� �������
� ����

����
� �

ω̃ũ1...ũk
= dLfũk

. . . Lfũ1
(h̃) ∧ π̃ +

k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)dLfũl

. . . Lfũ1
(h̃) ∧ π̃ ���#�

i
X̃
(ω̃ũ1...ũk

) = dLfũk
. . . Lfũ1

(h̃)−

q∑
j=1

L
X̃j
Lfũk

. . . Lfũ1
(h̃)dϕj +Θk

Θk = Θ̃k −

q∑
j=1

k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)L

X̃j
Lfũl

. . . Lfũ1
(h̃)dϕj

Θ̃k =

k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)dLfũl

. . . Lfũ1
(h̃) + gk(x)dϕq+1

���$�

��
� gũ1...ũl
(.) 
� gk(.) ���� �
� ��������� C∞ ��� �
 ��
��
�� ��� �
 (X̃1, . . . , X̃q)�

������ �

%� �	���� 
�	� ������� ��	 	���		�����

• "��	 k = 1 �

���� u1 ∈ U1� ��	 ��������� ���
 ����
 ω̃ũ1
= dLfũ1

(h̃) ∧ π̃ �� ����	&
 �� ����� '� ���



����
 (�� �

iX̃(ω̃ũ1
) = dLfũ1

(h̃)−

q+1∑
j=1

LX̃j
Lfũ1

(h̃)dϕj

= dLfũ1
(h̃)−

q∑
j=1

L
X̃j
Lfũ1

(h̃)dϕj +Θ1

���)�

�����

Θ1 = LX̃q+1
Lfũ1

(h̃)dϕq+1. ���*�

���
�� ��
 !�	����
 ���#� �� ���$� 
��� �	���
 ���	 k = 1�



��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃ 	��� � ��� �� p = p̃ = 1 ��

• ��������� ��� 	
���� 	
���� ���� ������ ���� 1 ≤ l ≤ k − 1� �� �������� ����� ��� ��

��� ���� k� �� ��������� �� ��������� �� ω̃ũ1...ũk
�� �� ���������� 	
���� ���� k − 1� ����

�������� �

ω̃ũ1...ũk
= dLfũk

. . . Lfũ1
(h̃) ∧ π̃ − Lfũk

[

q∑
j=1

LX̃j
Lfũk−1

. . . Lfũ1
(h̃)dϕj] ∧ π̃ + Lfũk

(Θk−1) ∧ π̃

	
� �

Θk−1 = Θ̃k−1 −

q∑
j=1

k−2∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)LX̃j

Lfũl
. . . Lfũ1

(h̃)dϕj

Θ̃k−1 =
k−2∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)dLfũl

. . . Lfũ1
(h̃) + g̃k−1(x)dϕq+1

	
�!�

���� gũ1...ũl
�� g̃k−1 �� ��������� ��� �� (X̃1, . . . , X̃q)� �� ��������� �� "��� ��� dϕi ∈ Dν �

���� 1 ≤ i ≤ q� �� ��� Lfu(Dν) ⊂ Dν � ����� ���#����� �������� ��� ������� ���� ������ ���

"�������� ������ a1(x), . . . , aq(x) �

Lfu(

q∑
j=1

aj(x)dϕj) ∧ π̃ = 0 	
�$�

�� ��������� 	
�$� ���� 	
�!�� ���� �������� �

ω̃ũ1...ũk
= dLfũk

. . . Lfũ1
(h̃) ∧ π̃

+

k−2∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

Lfũk
[gũ1...ũl

(x)dLfũl
. . . Lfũ1

(h̃) + g̃k−1(x)dϕq+1] ∧ π̃
	
�
�

%�� ������������� Lfũk
[g̃ũ1...ũl

(x)dLfũl
. . . Lfũ1

(h̃)] �� Lfũk
(g̃k−1(x)dϕq+1)∧ π̃ �� ���������

��� �� X̃1, . . . , X̃q �� {dϕ1, . . . , dϕq+1} ∪ {dLfũl
. . . Lfũ1

(h̃); (ũ1, . . . , ũl) ∈ Ũl, 1 ≤ l ≤

k−1} "���� ��� ���� �� D̃k� &���� �� ������� ����� �� ���'�������� 	
�
� ����� �� "����

�������� �
k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)dLfũl

. . . Lfũ1
(h̃) ∧ π̃ 	
�(�

�) ��� gũ1...ũl
(x)�� ���� ��� "�������� �� ������ C∞ ��� �� ��������� ��� �� (X̃1, . . . , X̃q)�

%�� ������������ ���'�������� 	
��� ��� ��������

%��� ������ �� * �� ������ �� ����� �� �� �� ����� ���* ������� 	
�����

�� ���������� �� ����� $ * ���'�������� 	
���� ���� �������� �

iX̃(ω̃ũ1...ũk
) = dLfũk

. . . Lfũ1
(h̃) +

k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)dLfũl

. . . Lfũ1
(h̃)

−

q+1∑
j=1

LX̃j
Lfũk

. . . Lfũ1
(h̃)dϕj −

q+1∑
j=1

k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)LX̃j

Lfũl
. . . Lfũ1

(h̃)dϕj

	
���



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

����������	 �
��������� ������ ������� ���������� �� ������ ���� �������� ���� �����

������� �

Θ̃k =

k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)dLfũl

. . . Lfũ1
(h̃) + gk(x)dϕq+1

�� gk(x) = −LX̃q+1
Lfũk

. . . Lfũ1
(h̃)−

k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)LX̃q+1

Lfũl
. . . Lfũ1

(h̃)

Θk = Θ̃k −

q∑
j=1

k−1∑
l=1

∑
(ũ1,...,ũl)∈Ũl

gũ1...ũl
(x)L

X̃j
Lfũl

. . . Lfũ1
(h̃)dϕj

������

�� ����	 �� �����������	 gũ1...ũl
(x) �� gk �� ��������� ��� ��� � ���� �� !������

(X̃1, . . . , X̃q)�

"��� ������ ���������� ����� �
��#��� �� ��� ����� �� ������� ��� � ���� �� !������

X 	 X̃1, . . . , X̃q, X̃q+1 �����$������ ��� ���������� �%� �� �&� �� � ��'�� %(�

�������� 		 ��������	
�� ��	���� ��� ��

���� �����

�� �����
� ����� ���� ���� ��������
 ��� �� !	����
��� �� !������� �� ��!�� ������ �"��

!������ x0 �� �� �����
� �� !��!��� �#���$�#�� ����� �� �� �����
��� �� ��� !��������� ���$�����

���� $ ��% �� &

�� �� ������� ��� !�������#������ D0 ⊂ . . . ⊂ Dν = Dν+1' D̃0/Dν ⊂ . . . ⊂ D̃ν̃/Dν =

D̃ν̃+1/Dν ��� ������ (�� ��� ��
������� �� !�� ��������� ���� !��������� ��� �� $��������

�� x0 �� (�� dim(Dν) = q' dim(D̃ν̃/Dν) = n− q�

#� ����� Bν �� B̃ν̃ ���) #���� %)�� (���!��(��� �� Dν/Dν−1 �� D̃ν̃/D̃ν̃−1 �$��� �� !������!*

���� �� !�� #���� ���� ���+���� ����� Y �� Ỹ ���) !	�
�� �� $�!����� %)�� �� �� ���
�

[Y ] = [Zu0
1
...u0

ν−1
] ∈ B∗

ν �� [Ỹ ] = [Z̃ũ0
1
...ũ0

ν̃−1
] ∈ B̃∗

ν̃ ' ����� ��� ������ � � ���$����� ����

$ ��% �� &

�� �� $�!���� X = (−1)ν−1Y u0
1...u

0
ν−1 ��������� �� !�������� ��� �� �	 ���
� �� ���� p = 1�

�� ,�)��� X̃q+1 = (−1)ν̃−1Ỹ ũ0
1
...ũ0

ν̃−1 �� !����� ���� ��� ���!����� ϕ1, . . . , ϕq+1 �� !�����

C∞ ������ (�� &⎧⎪⎨⎪⎩
ϕ1 = h

ϕq+1 = h̃

(dϕ1, . . . , dϕq) forme une base de iX(Ω
X) + Rdh.

������

����� X̃1, . . . , X̃q ��� !	�
�� �� $�!����� ������������ L
X̃j
(ϕi) = δij' 1 ≤ j ≤ q'

1 ≤ i ≤ q + 1 �� ��� (��' ���� !	�(�� (ũ1, . . . , ũk) ∈ Ũk' 1 ≤ k ≤ ν̃ − 1' ���� �$��� &

q∑
j=1

d(LX̃j
Lfũk

. . . Lfũ1
(h̃)) ∧ dϕj = dΘũ1...ũk ����)�

�- Θũ1...ũk
��� �� 1*���
� ��. ��������� ����(� � ���� ���+/�� �����' ��� !	�
�� ��

$�!����� X̃1, . . . , X̃q+1 ��������� �� !�������� ��� �� �	 ���
� ���


������ � & ���� �"�)�������� ���+/� �� ��

� +' �"�)�������� ���01� ��� �����  (��$������

2 d(i
X̃
(ω̃ũ1...ũk

)) = 0�



��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃ 	��� � ��� �� p = p̃ = 1 ��

����� ������ 	
� ����� 	
 �
��
���

���� �� ����	���
�� ��� ������ ������ ������ ������������ �� �� �������� �� �����

��� �
���� �� ������� X � X̃1, . . . , X̃q, X̃q+1 �

�� ������� �� ��������� ���� � �
������ ��� �� ����� � �
��� �� ������� X ���	� �����

���� �� ������������ ��� ����������� ��� ��������� fu �� h�

 � ������� �� ��������� �� � � �
������ ��� �� �
��� �� ������� X̃q+1 ����� �� ��� ���������

ϕi !1 ≤ i ≤ q + 1� ������ "��� �������� ����������� # ������ �� X � fu� h �� h̃�

$� %�&�� �� ����� ��� �
���� �� ������ X̃1, . . . , X̃q ��� ����� ��� ����	����
�� ������ �

������ �� (X̃1, . . . , X̃q) �

'��� �� �� ����������� �� B̃k �� ��� ��������� ϕ1, . . . , ϕq+1� ���������� {ϕ1, . . . , ϕq+1} ∪

{Lfũk
. . . Lfũ1

(h̃); 1 ≤ k ≤ ν̃ − 1, (ũ1, . . . , ũk) ∈ Ũk} ����� � �(����� �� ����������� ������

�� ��� �� ������ ��� (ξ, ξ̃) �)�

ξ = (ϕ1, . . . , ϕq+1) = (ξ1, . . . , ξq+1)

ξ̃ = (ξ̃1, . . . , ξ̃ν̃−1), ξ̃k = (ξ̃k1, . . . , ξ̃k,d̃k)
!$�*+�

{dξ̃k1, . . . , dξ̃k,d̃k} = {dLfũk
. . . Lfũ1

(h̃); (ũ1, . . . , ũk) ∈ Ũk}

{[dLfũk
. . . Lfũ1

(h̃)]; (ũ1, . . . , ũk) ∈ Ũk} = B̃k+1

!$�,-�

.�� ���������� ��� �������� ��� ��������� �������� �

{ω̃ũ1...ũk
; (ũ1, . . . , ũk) ∈ Ũk} = {ω̃k1, . . . , ω̃kd̃k

} !$�,��

LX̃j
(ξ̃ki) = LX̃j

Lfũk
. . . Lfũ1

(h̃) = X̃j
ki !$�, �

%� �������� �� ���� �� LX̃j
(ϕj) = LX̃j

(ξj) = δij � ��� �������� �

X̃j =
∂

∂ξj
+

ν̃−1∑
k=1

d̃k∑
i=1

X̃j
ki

∂

∂ξ̃ki
. !$�,$�

/����� ��������� !$�0,� ��� "��� �������� ��� ����� ����� �

iX̃(ω̃ki) = dξ̃ki −

q∑
j=1

X̃j
kidξj +Θki !$�,1�

�) ��� Θki ���� ��� ������ ��2����������� �� ��������� ���	����� �� X̃j
li� 1 ≤ l ≤ k − 1�

1 ≤ j ≤ q + 1�

3� ����� ��� X̃j
ki ������ �� �� �������� �� ��������� ������� �

• 4�� ������5��� ��� ������� X̃j
1i� 1 ≤ j ≤ q� 1 ≤ i ≤ d̃1 �

.�� k = 1� ��������� !$�,1� ������� �

iX̃(ω̃1i) = dξ̃1i −

q∑
j=1

X̃j
1idξj +Θ1i !$�,0�



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

�� Θ1i ��� ��� 1�	�
�� ���
������� ������ �� �� ������ ��� �� X̃1, . . . , X̃q� ��� ����

������
� �� ����� �� ������
� ����� X̃q+1�

�� ������� ������ �� ����
���   ���� ����� �!������� ������� "

q∑
j=1

d(X̃j
1i) ∧ dξj = dΘ1i, ���
 1 ≤ i ≤ d̃1 ���#��

$��
�� ��� ������ �� ������
� X̃j
1i ��������� �� �%����� �!�������� ��& ��
���� ��
������

�'()� ����� "

���
 1 ≤ j, l ≤ q, 1 ≤ i ≤ d̃1,

∂X̃j
1i

∂ξl
−

∂X̃ l
1i

∂ξj
= θjl1i

���
 1 ≤ j ≤ q, 1 ≤ i ≤ d̃1, 1 ≤ t ≤ ν̃ − 1, 1 ≤ s ≤ d̃t,

∂X̃j
1i

∂ξ̃ts
= θ̃jt1si

���##�

�� θjl1i �� θ̃
jt
1si ���� ��� 	������� ������� �� ��������� ��������� �� ����� �� ������
�

X̃q+1�

• *�������� ��� ���
 1 ≤ j ≤ q� 1 ≤ l ≤ k− 1� 1 ≤ i ≤ d̃l� ��� 	������� X̃
j
li ���� ���������

�� ���
����� ��� ������ �� ������
� X̃j
ki ���
 1 ≤ i ≤ d̃k�

+���� ���
 �� �
���
� ������ �� ������� ��� �������� ������ �� ���#,� � �!�� ��� ��� "

q∑
j=1

d(X̃j
ki) ∧ dξj = dΘki ���#��

�� �� ���� ����� �� �%����� '() ������ "

���
 1 ≤ j, l ≤ q, 1 ≤ i ≤ d̃k,

∂X̃j
ki

∂ξl
−

∂X̃ l
ki

∂ξj
= θjlki

���
 1 ≤ j ≤ q, 1 ≤ i ≤ d̃k, 1 ≤ t ≤ ν̃ − 1, 1 ≤ s ≤ d̃t,

∂X̃j
ki

∂ξ̃ts
= θ̃jtksi

���#-�

�� θjlki �� θ̃jtksi ���� ��� 	������� ������� �� ��������� ��� 	������� ��������� X̃j
li� 1 ≤

l ≤ k − 1�

����� �����	
��
�� �� �������� �� � �����
���

�� �
���� �� ����
���   ��� .���� ��
 �� �
������� ������� "

����������� 	 ��������� ��� 	� �
���� ����� ����� 	����	 y = Cz = z1� ỹ = C̃z̃ = z̃1� ���

�� ������� ��������	�� �	��� 	�� ����������� ��������� ���� �������� �



��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃ 	��� � ��� �� p = p̃ = 1 ��

�� ������ [Y ] = [Zu1...uν−1
] ∈ B∗

ν �� X = (−1)ν−1Y u1...uν−1	 
���

X =
∂

∂z1
+

q∑
i=2

ai
∂

∂zi
+

n−q∑
i=1

bi(z, z̃)
∂

∂z̃i
������

�� �� ai ��� �� ����
���� �� �����	 ��� 
��� �

iX(Ω
X) = i ∂

∂z1

(Ω
∂

∂z1 ) ������ (Rdz1) ������

�� ���� [Ỹ ] = [Z̃ũ1...ũν̃−1
] �� ������� �� B̃∗

ν̃ �� X̃q+1 = (−1)ν̃−1Ỹ ũ1...ũν̃−1� ����� ϕi = zi	 ����

1 ≤ i ≤ q �� ϕq+1 = z̃1� ������ X̃1, . . . , X̃q ��� ������� �� ��
�� �� ������� �� �����

���� ��� LX̃j
(ϕi) = δij ���� 1 ≤ j ≤ q	 1 ≤ i ≤ q + 1 �� ��� ������ �
 ��������� � �!"�

�� �����#�� �� 
��� �

X̃q+1 =
∂

∂z̃1
+

n−q∑
i=2

ãi
∂

∂z̃i
������

�� �� ãi ��� �� ����
��� �� ���� j = 1, . . . , q �

X̃j =
∂

∂zj
+

n−q∑
i=2

βij(z, z̃)
∂

∂z̃i
������

�� �����	 � π = dz1 ∧ . . . ∧ dzq	 X̃
0
j =

∂

∂zj
	 ���� 1 ≤ j ≤ q	 X̃0

q+1 =
∂

∂z̃1
�� X̃0 =

(X̃0
1 , . . . , . . . , X̃

0
q+1)	 
���

i
X̃
(ΩX̃

π ) = i
X̃0(Ω

X̃0

π ) ������ (dAq + Rdz̃1) ����	�

�� Aq = C∞{z1, . . . , zq} ��������� �$
���
� �� %������� �� ��
� C∞ �� (z1, . . . , zq)�

������ �


������� � ������ � ������ �������� ����� � ���	� �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ż = A(u)z + ψ(u, y)
˙̃z = Ã(u)z̃ + ψ̃(u, z, ỹ)

y = Cz = z1; z ∈ R
q

ỹ = C̃z̃ = z̃1; z̃ ∈ R
n−q

�� � �!�����" ����# ��� #  �� ���������� �� � �� � �� ����������� $ ���� ���������� ���

������� � �%��&��� � ���������� ������� # � ������ �� ���������� z1" z̃1�

'��� �� � �!����� � ����������" Ai(u) � Ãi(u) ��������� ���������� �� ����

��&�� � A(u) � Ã(u)� ψi(u, y) � ψ̃i(u, z, ỹ) ��������� ���������� �� ���� ����������

� ψ � ψ̃(u, z, ỹ)� (��� � ������ � ���������� (z, z̃)" �� )������� fu ���� �� )��� � ����� �

fu =

q∑
i=1

(Ai(u)z + ψi(u, z1))
∂

∂zi
+

n−q∑
j=1

(Ãj(u)z̃ + ψ̃j(u, z, z̃1))
∂

∂z̃j

*� � ����� Bk+1 = {[dLfuk
. . . Lfu1

(z1)]; (u1, . . . , uk) ∈ Uk} � B̃k+1 =

{[dLfũk
. . . Lfũ1

(z̃1)]; (ũ1, . . . , ũk) ∈ Ũk} �� � + ���� �������� � Dk+1/Dk � D̃k+1/D̃k�

(!����� �!�������� �" �� � ������ #  �

[d(Lfuk
. . . Lfu1

(z1))] = [dCA(u1) . . . A(ul)z] ����,�



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

[d(Lfũk
. . . Lfũ1

(z̃1))] = [dC̃Ã(ũ1) . . . Ã(ũl)z̃] ������

��	 �
���	�� ��� ���
��	
��
��� � �	���� ����
 �	���������� �� ������ ���� �� �
����
���

���������� ���
	 ������	�
�� ��� ��
��� nk = dim(Dk) �� ñk = dim(D̃k/Dν) ������ ��  

n0 = 0 < n1 = 1 < . . . < nν = q

ñ0 = 0 < ñ1 = 1 < . . . < ñν̃ = n− q
����!�

"��	�� ��	#� � �$��%����� �� ���	������� �
���
	� (z, z̃)� ��� ������ ������	 ��  {
Bk = ([dz1+nk−1

], . . . , [dznk
])

B̃k = ([dz̃1+ñk−1
], . . . , [dz̃ñk

])
������

�� �� ���� �� ����� �&��#�� �� ���	�������� A(u) �� Ã(u) �	������ �� ��	��	� �	
��%��
	�

�
�����  {
��	 1 ≤ k ≤ ν − 1, ��	 nk−1 + 1 ≤ i ≤ nk,

Ai(u)z = ai1(u)z1 + ai2(u)z2 + . . .+ ai,nk+1
(u)znk+1

����'�

{
��	 1 ≤ k ≤ ν̃ − 1, ��	 ñk−1 + 1 ≤ i ≤ ñk,

Ãi(u)z̃ = ãi1(u)z̃1 + ãi2(u)z̃2 + . . .+ ãi,ñk+1
(u)z̃ñk+1

���'(�

��������� �	 
� � ����������� �

�	��� �� ���)�	���
�� ����(�  

��
� Y = Zu1...uν−1
� ������� �)� �� B∗

ν ��� ���� ���� �� Bν�� "�	#� �� 	��	%��
���
�� �� ��

���� Bν � ��� ������ ������	 �� [dLfuν−1
. . . Lfu1

(z1)] = dzq� "��	�  

dznν−1+i(Y ) = LY (znν−1+i) = δqi, 1 ≤ i ≤ nν − nν−1 ���'*�

+�������� �� B∗
ν ��� �� ���� �� Δν−1/Δν ���� Δν ⊂ Δν−1 ⊂ . . . �� �� Δk = Ker(Dk)� ,�

����
���� �� ��	�
�	 ���� ���'*�� 
� ���� �
�  

Y =
∂

∂zq
+

n−q∑
i=1

β∗
j (z, z̃)

∂

∂z̃j
���'��

��
� X = (−1)ν−1Y u1...uν−1 �� 	�������� �� Y u1...uν−1 = [fuν−1
, [. . . , [fu1

, Y ] . . .]] ����	#� �������

���	� ��� ����
��� ���*!�� ����'� �� ���'��� ��� �������  

Y u1...uν−1 =

q∑
i=1

ai
∂

∂zi
+

n−q∑
i=1

bi(z, z̃)
∂

∂z̃i
���'��

�- ��� ai ���� ��� �����������

.
��������� ����	#� �� ����� /� ��� �����  

dz1(Y
u1...uν−1) = −dLfuν−1

(z1)(Y
u1...uν−2)

= . . .

= (−1)ν−1d(Lfuν−1
. . . Lfu1

(z1))(Y )

= (−1)ν−1dzq(Y )

= (−1)ν−1

���'/�



��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃ 	��� � ��� �� p = p̃ = 1 ��

���� �
X = (−1)ν−1Y u1...uν−1

=
∂

∂z1
+
∑q

i=2 ai
∂

∂zi
+
∑n−q

i=1 bi(z, z̃)
∂

∂z̃i

���	
�

����� �� ����������� ������ �

������ �������� � ����� ��� iX(Ω
X) = i ∂

∂z1

(Ω
∂

∂z1 ) ������ (Rdz1)�

 !������� ��� ΩX ��� �����!�� �������� ��� ��"���� �! ��� 2#$���� ��%���������� �

ωu1...uk
= Lfuk

(iX(ωu1...uk−1
)) ∧ dz1 ���	&�

�� ωu = dLfu(z1) ∧ dz1 = d(CA(u))z ∧ dz1�

'� ������!�� ����������� �� X ������ �!�� ���	
� �� �� ����� ( �iX(dϕ∧dz1) = dϕ−LX(ϕ)dz1�)

�� ������ �!���� !�"�*���� ���� ����� �

iX(Ω
X) + Rdz1 = Span{dCA(u1) . . . CA(uk)z; k ≥ 1, ui ∈ R

m}+ Rdz1 ���	+�

'� �!�������) ����������� ���	+� ��� �!�� ��� X =
∂

∂z1
) ���� �

iX(Ω
X) = i ∂

∂z1

(Ω
∂

∂z1 ) modulo(Rdz1).

��������� �	 
� � ����������� �

����� �� ����������� ����(� �

,��� !����� ����� ��� �� [Ỹ ] = [Z̃ũ1...ũν̃−1
] ��� �� ������� �� B̃∗

ν̃ ) �� B̃∗
ν̃ ��� �! *!�� ��!�� ��

B̃ν̃ ) �� X̃q+1 = (−1)ν̃−1Ỹ ũ1...ũν̃−1 ) �� Ỹ ũ1...ũν̃−1 = [fũν̃−1
, [. . . , [fũ1

, Ỹ ] . . .]]) !���

X̃q+1 =
∂

∂z̃1
+

n−q∑
i=2

ãi
∂

∂z̃i

������� ����� ��������� ��� ���!�!��� ��! !���� ��� �����!���� ãi� �! �� �-!�"����� ��

���������� ����!�� ��� ������ ��� ������!��� z1) z̃1) !���� ���� ������� ��"!���� �! *!��

B̃ν̃ ���� ������� ����� ��� dLfũν̃−1
. . . Lfũ1

(z̃1) = dz̃n−q� .!�����!��) �� ������!�� �� $!�� ���

D1 ⊂ . . . ⊂ Dν ⊂ D̃1 ⊂ . . . ⊂ D̃ν̃ �� ��� Ỹ ∈ Δ̃ν̃−1 !��� Δ̃ν̃−1 = Ker(D̃ν̃−1)) ���� �*������ �

Ỹ =
∂

∂z̃n−q

���	��

/�!�0� ����������� �� fu ���� ����+�� �� �� $!�� ��� Ỹ
ũ1...ũν̃−1 = [fũν̃−1

, [. . . , [fũ1
, Ỹ ] . . .]]) �� ����

���� �

X̃q+1 = Ỹ ũ1...ũν̃−1 = [fũν̃−1
, [. . . , [fũ1

, Ỹ ] . . .]] =

n−q∑
i=1

ãi
∂

∂z̃i
���		�

�� ��� ãi ���� ��� �����!����� 1��!������) �� ������!�� �� ����� 2) ���� ������� !��� �

dz̃1(Ỹ
ũ1...ũν̃−1) = −dLfũν̃−1

(z̃1)(Ỹ
ũ1...ũν̃−2)

= . . .

= (−1)ν̃−1d(Lfũν̃−1
. . . Lfũ1

(z̃1))(Ỹ )

= (−1)ν̃−1dz̃n−q(Ỹ )

= (−1)ν̃−1.

����33�
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 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

������

X̃q+1 = (−1)ν̃−1Ỹ ũ1...ũν̃−1 =
∂

∂z̃1
+

n−q∑
i=2

ãi
∂

∂z̃i
���	
	�

��� ����������� ������ ��� ��������

������ �� ����������� ������ �

��  !�� "������ #�� ���� j = 1, . . . , q,� ���� !���� �

X̃j =
∂

∂zj
+

n−q∑
i=2

βij(z, z̃)
∂

∂z̃i

�!� $%���$&��� ���� !���� LX̃j
(zi) = δij � ���� 1 ≤ j ≤ q� 1 ≤ i ≤ q + 1� ��� ������ ���

�����!��"��� ��!���

������ �� �! ��������� ����'� �

(��� !���� π = dϕ1 ∧ . . . ∧ dϕq = dz1 ∧ . . . ∧ dzq� !���� ����� )������� * ������� ��#�!����

����!��� �

i
X̃
(ΩX̃

k,π) = i
X̃0(Ω

X̃0

k,π) modulo(dAq + Rdz̃1) ���	
��

�� Aq = C∞{z1, . . . , zq} = C∞{z}� X̃ = (X̃1, . . . , X̃q+1) ��� (q + 1)+������ �� )$!"�� ��

��)����� ������ �!�� ���	
	� �� ������� X̃0 = (X̃0
1 , . . . , X̃

0
q+1)� �� X̃0

j =
∂

∂zj
� ���� 1 ≤ j ≤ q ��

X̃0
q+1 =

∂

∂z̃1
�

�!��&� ����������� ���'��� ���� �!���� #�� �

i
X̃0(Ω

X̃0

k,π) + Rdz̃1 = Span{d(C̃Ã(u1) . . . Ã(ul)z̃); 1 ≤ l ≤ k, u1, . . . ul ∈ R
m}+ Rdz̃1 ���	
��

�!� )����#����� ���� ������� ���	
��� �� ��,� �� "������ ��� ���������� ����!���� �

�P̃(k)�
iX̃(ω̃u1...uk

) = d(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃) + wk−1 + dgk

wk−1 ∈ iX̃0(ΩX̃0

k−1,π) + Rdz̃1, dgk ∈ dAq

���	
'�

�!� $%���$&�� ����� ����������� -�� X̃ �!��� !�� �! )�������� ���-�� �� �$���&"� 		� ������ �!��&�

�! ��"!�#�� '� )���� )�������� ��� �#���!����� * �

d(i
X̃
(ω̃)) = 0, ∀ω̃ ∈ ΩX̃

π ���	
.�

�!� �! ������ ���� !����� "������ ��� ���������� �P̃(k)� �!� ��)�����)��

• /������� �P̃(1)� �

�!� ���������� ���� !���� �

ω̃u = dLfu(z̃1) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1

= d(C̃Ã(u)z) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1
���	
-�



��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃ 	��� � ��� �� p = p̃ = 1 ��

�� ������	 
� 
���� � ���	 �����	��	 ��� �

i
X̃
(ω̃u) = d(C̃Ã(u)z̃)− L

X̃1
(C̃Ã(u)z̃)dz1 − . . .− L

X̃q
(C̃Ã(u)z̃)dzq − L

X̃q+1
(C̃Ã(u)z̃)dz̃1

= d(C̃Ã(u)z̃)− LX̃1
(C̃Ã(u)z̃)dz1 − . . .− LX̃q

(C̃Ã(u)z̃)dzq + a(u)dz̃1
�������

�� a(u) = −LX̃q+1
(C̃Ã(u)z̃) �	� ��� ���	������ ���������� ���	 �

��	 ������� �� ������


��������� ������� ���	 � �����	 �
��	 �

d(LX̃1
(C̃Ã(u)z̃)dz1 + . . .+ LX̃q

(C̃Ã(u)z̃)dzq) = 0 �����!�

"��	�

L
X̃1
(C̃Ã(u)z̃)dz1 + . . .+ L

X̃q
(C̃Ã(u)z̃)dzq ∈ dAq �����#�

$���

iX̃(ω̃u) = d(C̃Ã(u)z̃) + w0 + dg1 �������

�� w0 = a(u)dz̃1 �� dg1 = LX̃1
(C̃Ã(u)z̃)dz1 + . . . + LX̃q

(C̃Ã(u)z̃)dzq ∈ dAq �� ��� ���
����

(P̃(1))�

• �������	 �P̃(k)� �

%����	��	 ��� �P̃(l)� �	� &�
� 
� ���� 1 ≤ l ≤ k − 1 �� �������
��� �

iX̃(ω̃u1...uk−1
) = d(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk−1)z̃) + wk−2 + dgk−1

wk−2 ∈ iX̃0(ΩX̃0

k−2,π) + Rdz̃1, dgk−1 ∈ dAq

�������

'���� ����� ��� dLfu(Aq) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1 = 0 �Aq = C∞{z1, . . . , zq}� ����� ()���(�	�

�� ���������� ���
���� ��� ���� 1 ≤ l ≤ k ���	 �&��	 �

ΩX̃
l,π = ΩX̃0

l,π
�������

'� ���
�	��� 
�	 ���������	 ������	 �� ������� ���	 � �����	 �

ω̃u1...uk
= Lfuk

(i
X̃
(ω̃u1...uk−1

) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1

= Lfuk
[d(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk−1)z̃) + wk−2 + dgk−1] ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1.

�������

'�	���� �� ���
�	��� 
� *��� ��� dLfu(Aq) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1 = 0 �� ��� dgk−1 ∈ dAq �
 	���

	��� �
ω̃u1...uk

= d(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1
+Lfuk

(wk−2) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1
�����+�

,��	 �

��	 ���������� ������� ��� iX̃(ω̃u1...uk
) 	���	*��� P̃(k)�

$���� ���� ���	 �&��	 wk−2 ∈ i
X̃0(ΩX̃0

π,k−2) �� ��� ���	 ������ ���&��� Lfuk
(wk−2) ∧ dz1 ∧

. . . ∧ dzq ∧ dz̃1 ∈ ΩX̃0

π,k−1� '� ���
�	��� 
�()���(�	� �� ���������� �� 
� *��� ��� ΩX̃0

π,k−1 = ΩX̃
π,k−1

�&��� �������� ���	 �� �����	��	 ��� �

iX̃(Lfuk
(wk−2) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1) = w′

k−2 + dg′(z) �������



�� �������� 	 
 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

���� �����	
� w′
k−2 ∈ i

X̃0(ΩX0

π,k−1) + Rdz̃1 �� �
� ��
��	�
 g′ ∈ Aq

��� ��
�����
�� ��	���� d(iX̃0(ΩX̃0

π,l )) = 0� 
��� ����
�
� �

d(iX̃(Lfuk
(wk−2) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1) = 0 ������

���
� ����� ����� ���������	�
 ����� �� ����� � 
��� ��

� �

i
X̃
(d(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1) = d(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)

−L
X̃1
(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)dz1 − . . .− L

X̃q+1
(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)dz̃1

���� �

!
 ��	�	��
� �� ��	� ��� X̃q+1 =
∂

∂z̃1
+
∑n−q

i=2 ãi
∂

∂z̃i
�"�	� ���������	�
 ���#���� 
��� ����
�
� �

L
X̃q+1

(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃) = a(u1, . . . , uk) ����$�

�% a(u1, . . . , uk) ��� �
� ��
���
�� �� �

d[iX̃(d(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1)] =

−d[LX̃1
(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)dz1 + . . .+ LX̃q

(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)dzq]
����&�

'���� 
��� ���"�
� "� ����������
� �"�	� �������� 
��� �"�
� �

d(iX̃(ω̃u1...uk
)) = 0 ����#�

!
 ��	�	��
� ��� �������	�
� ����(�� ������� ����&� �� ����#�� 
��� ����	��
� ��� �

d[L
X̃1
(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)dz1 + . . .+ L

X̃q
(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)dzq] = 0 ������

)	
�	�

LX̃1
(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)dz1 + . . .+ LX̃q

(C̃Ã(u1) . . . Ã(uk)z̃)dzq = g′′(z) ������

���� �
� ��
��	�
 �
��*�	��� g′′(z)

+	
�����
�� �
 ����	
�
� ��� �������	�
� ����(�� ����,�� ���� � �� ������� 
��� ����	��
�

�� �����	��� �P̃(k)�

������ �� ��	
����  �

-� ��
�	�	�
 ��.��
�� �� �/���0�� �� � ��� ��12 �"����� ��
� �� �/���0�� �# 3��� ����
�

��	
��
�
� ����	�	��� �� ��
�	�	�
 
������	��

-�� ��
�	�	�
� �� �� �� �� �/���0�� �� ��
� 	
��	
�0���� ������ 
� ����
��
� ��� �� �*��0�� ��

������

����� 	� ��.� �� ��� "��	4�� ���� �� �*��0�� �����"���� �
 ������� ��(�

�� -� ��
�	�	�
 �� �� �/���0�� �� ��� �
� ��
�����
�� �	����� �� ��������	�
 �

��� 5�	� X = (−1)ν−1Y u0
1
...u0

ν−1 �� �/��� �� "������� ��4
	 ��
� ��� �� �/���0�� �� �����0�

��$#�6��$�� �� �� ������	�	�
 �� 
��� �"�
� �

X =
∂

∂z1
+

q∑
i=2

ai
∂

∂zi
+

n−q∑
i=1

bi(z, z̃)
∂

∂z̃i

iX(Ω
X) = i ∂

∂z1

(Ω
∂

∂z1 ) ������ (Rdz1)



��� �����	
�� 	� ���
 	�� ������ 	� �����
�� X �� X̃ 	��� � ��� �� p = p̃ = 1 ��

�� ��������	 �
� �
���
� �����	�� �� �
 ���	 ��

∂

∂z1
��	�����	 �� �����	��� ��� ��

	�����
 �� ���� �� �
��
 �
 �� �����	��� ���
����
 �� 	�����
 �� ���� �
 ��� ��

p = 1�� �� �
�	 �	
 �����
�
�	 ����� ��
 X ��	�����	 ��� �����	���� �
 �� �� ! �� ��� ��

	�����
 ��" #����� �� �����	��� �"�� �� 	�����
 �� 
�	 �����
"

�"$� %��	 X̃q+1 = ±Ỹ ũ0
1...ũ

0
ν̃−1 " &��������� �
� ����	���� ������
� ϕ1, . . . , ϕq+1 ��	��������	 ϕ1 =

h = z1� ϕq+1 = h̃ = z̃1 �
 	
��
 ��	
 ��
 (dϕ1, . . . , dϕq) ���
 ��
 ���
 �
 iX(Ω
X)+Rdz1"

#��� �� ����'
�
�	 �
 ��������
� ������
� ���� ��������� ��
 (

(dϕ1, . . . , dϕq) = (dz1, . . . , dzq) �)"�$)�

&��������� ����	
���	 �
� ������ �
 �
�	
�� X̃1, . . . , X̃q 	
��
 ��
 LX̃j
(ϕi) = δij� 1 ≤

j ≤ q� 1 ≤ i ≤ q + 1 
	 ��� ����
�	 �� �����	��� �)"*+� �� 	�����
 ��" ,-���� ��

�����	� $� �
 �� ������	��� *� ���� ����� (

X̃q+1 =
∂

∂z̃1
+

n−q∑
i=2

ãi
∂

∂z̃i

�� �
� ãi ���	 �
� ����	��	
� 
	 ��
 ��� j = 1, . . . , q :

X̃j =
∂

∂zj
+

n−q∑
i=2

βij(z, z̃)
∂

∂z̃i

�� ��	
� �� ���� ����� π = dz1 ∧ . . . ∧ dzq� X̃
0
j =

∂

∂zj
� ��� 1 ≤ j ≤ q� X̃0

q+1 =
∂

∂z̃1
� 
	

X̃0 = (X̃0
1 , . . . , . . . , X̃

0
q+1) ���� (

i
X̃
(ΩX̃

π ) = i
X̃0(Ω

X̃0

π ) ������(dAq + Rdz̃1)

�� Aq = C∞{z1, . . . , zq}"

#����� ���� ����� (

• .� ����	��	���� LX̃i
(ϕj) = δij� �-�� �� �����	��� �$ �� �� 	�����
 �� 
�	 �����
"

• ,
 �� �
�	��� )")"$ ���� �� �
��
 �
 �� �����	��� ���
����
 �� 	�����
 ���� ��

�-
� ���	 ��
 �
� (q + 1) ���
	 �
 ������ �
 �
�	
�� (X̃0
1 , . . . , . . . , X̃

0
q+1) ��	�����	 ��

�����	��� �$ ��� �� 	�����
 ��� �-
�	 ! ��
 (

dim(ΩX̃0

π ) = n− q − 1 �)"�$/�

#�� �
 ���	
 ��
 dim(ΩX̃
π ) = n− q − 1� �� ��0	 �
 ����
 ��
 (

ΩX̃
π = ΩX̃0

π �)"�$1�

.� �����	����

ΩX̃
π =

∑
u∈Rm

Lfu(iX̃(Ω
X̃
π )) ∧ dz1 . . . ∧ dzq ∧ dz̃1, �)"�$*�

�� fu 
�	 �� ����	��� �����
 
� �)"�2�"
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 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

�� ����� �� ��	 
����� � ��������� ��� �

Lfu(dAq) ∧ dz1 . . . ∧ dzq ∧ dz̃1 = 0 �������

�	 ����

Lfu(dAq+Rdz̃1)∧dz1 . . .∧dzq∧dz̃1 ⊂ Rd(C̃Ã(u)z̃)∧dz1 . . .∧dzq∧dz̃1 ⊂ ΩX̃0

π . �������

�� ����������� � �� ������ ���� ������ ���� ���� ����� ��

• �� ����	��� ��!���� � 	"#��$�� �% ������	� & �#��'�� ��� dω̃ = 0� ���� 	��	 ω̃ ∈

iX̃(Ω
X̃
π )� (�		� ������#	# �#���	� � �)�*�������� ������ �	 � 
��	 ��� d(iX̃0(ΩX̃0

π )) = 0

�	 d(dAq + Rdz̃1)) = 0�

• +��� ������ �#��'�� ��� �)������ ���	����� �#��
∧n−q−1(iX̃(Ω

X̃
π )) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1

��	 � �������� ��

,���� ��� �*��������� ������� �	 ������� ���� ��	����� �

n−q−1∧
(i

X̃
(ΩX̃

π )) ∧ dϕ1 ∧ . . . ∧ dϕq+1 =

n−q−1∧
(i

X̃0(Ω
X̃0

π )) ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzq ∧ dz̃1 �����-�

. ���	�� � �� ������ � ��!��� � 	"#��$�� �% ����� �� '� � �� ���	��� ����� ���� �����

dz1∧ . . .∧dzq∧dz̃1∧ . . .∧dz̃n−q ��/����
∧n−q−1(i

X̃0(ΩX̃0

π ))∧dz1∧ . . .∧dzq∧dz̃1� 0��

����#����	� �� ����	��� ��!��� � 	"#��$�� �% ��	 ����� ���� X̃ = (X̃1, . . . , X̃q+1)�

�

��� ������	�
���
� �������� ��� ������ �� �������� X� X̃

��� �� ��� �� p = p̃ = 1

0��� �� ������� � ��������	#� ���� ����������� ��� ��� �1#�����"����� �����* ���

	����
�����	 �� �2�	$�� ����� �� �� �2�	$�� � �� 
���� ����� ��#������	 �)���/���� ,��	 Dif0
�� /����� �� /����� � �1#�����"����� ��#������	 �)���/����

���� ��		� ���	���� ���� ������ �����	#����� �)�������� Σ � 	��� ��� �1#�����"����� σ ∈ Dif0
��� 	����
���� �� �2�	$�� ����� �� �� �2�	$�� � �� 
���� ������ 0��� ��#���#���	� ���� ������

���	��� ��)�� �*��	� �� ����!�������� G � Dif0� ��� ��	 #����# )��� �	���	��� � /�����

���	�����$�� �	 ��� �/�	 ��� Dif0 ��� �� �������	��� � 
���	����� �	 	���� ��� Σ = Gσ0
� �3 Gσ0

��	 �)����	� )�� #�#���	 '*� σ0 ��� 	����
���� �� �2�	$�� ����� �� ������

0��� �� ������� � ��������	#� ���� ������� �������� ��� ��� ���	��� y� ỹ � �2�	$�� ����� ���	

	����� ��� y = Cz = z1 �	 ỹ = C̃z̃ = z̃1� 4	 �� ������ �� 	����� � �)��5��	��� � ���	�� ψ(u, y)

�	 ψ̃(u, z, ỹ)� ��� �����$��� �������� �� ��	����� A(u) �	 Ã(u) � �2�	$�� ����� ������	 6	��

������#�� #/���� & %�

,��	 R
n = R

q × R
n−q� �3 R

q �������	������	 R
n−q� ��	 �)������ )#	�	 �� z �������	������	

�)������ )#	�	 �� z̃� � �2�	$�� ������ ,��	 Δ �� /����� ��	�
 �� /����� & �)���/��� ��


���	���� δ � ������ C∞ � R
q ��� Rn−q−1 ��� ��#������	 �)���/����

���� �� ���	�� ���� ������ ������ �

z =

(
z1
z1

)
, z̃ =

(
z̃1
z̃1

)
�����%�



��� ������	�
���
� �������� ��� ������ �� �������� X � X̃ ��� �� ��� �� p = p̃ = 1 ��

���� ��� ��	
���� 	���
��
� ����� �

a =

⎛⎜⎝ a1
���

aq−1

⎞⎟⎠ , b =

⎛⎜⎝ b1
���

bn−q−1

⎞⎟⎠ �������

�
 ��� ���	
��� δ ∈ Δ� ���� ������� �

â =

(
0

a

)
, b̂ =

(
0

b

)
�
 δ̂(z) =

(
0

δ(z)

)
. �������

���� �� ��
��� ���� d ≥ 2� ���� ��
��� ��� Gd �� ����������� ���
����	�
�� �� ������ �����

������� GL(d, R) ���� ��� T ∈ Gd �� �
 ��������
 ��

T =

[
1 0

0 Td−1

]
, �������

�� Td−1 ∈ GL(d− 1, R)�

�����
 La �
 Lb ��� �����	�
���� �������� ������ �����	
������
 ��� �

La(z) = z1â, Lb(z̃) = z̃1b̂. ����� �

���
 G �!�����"�� �� 
��� ��� 
���������
����

T =

(
T + La

T̃ + Lb + δ̂

)
�����#�

�� T ∈ Gq �
 T̃ ∈ Gn−q�

T ��
 ��� �����	�
��� �� R
q × R

n−q ���� �����$�� ����� ��� �

(
z

z̃

)
→

(
Tz + La(z)

T̃ z̃ + Lb(z̃) + δ̂(z)

)
=

⎛⎜⎜⎜⎝
z1

Tq−1z1 + z1a

z̃1

T̃n−q−1z̃1 + z̃1b+ δ(z)

⎞⎟⎟⎟⎠ �����%�

�� Tq−1 ∈ GL(q − 1,R) �
 T̃ ∈ GL(n− q − 1,R) �
 δ ∈ Δ�

&� ������'
 	��������
 (�� G ��
 �� ����������"�� �� Dif0� �� �
��	
��� �� ������ ��
 �����

��� �� ��� ������
� �

(T ′+La′ , T̃
′+Lb′+δ̂′)�(T+La, T̃+Lb+δ̂) = (T ′◦(T+La)+La′ , T̃

′◦(T̃+Lb+δ̂)+δ̂′◦T ). �����)�

*� ��
��� �!�����"�� G ���
 ��� Dif0 ��� �� 	������
��� �� ���	
����� +!��"�
� �� 	��
����

σ ∈ Dif0 ��
 �!�����"�� Gσ = {T ◦ σ; T ∈ G}�

,���
����
� ���� ������� ���	�� �� ����
�
 ����	���� �� 	�

� ��	
��� �

�������� 	
 ���� σ0 ∈ Dif0 �� ���	�
�����
� ��� ��� ��������
� �� �����
� ����� ����

�� ���
� �� ������� ���������� ����� ���� �������� �� ���
���� ������� �� A(u) �����������
���

�� Ã(u)� ��� ����� �� ��� Cz = z1 �� C̃z̃ = z̃1�  ����! �"����
��� ��� ���	�
�����
�� ���

��������
��� �� �����
� ����� �� ����� ��� ��	���	
��� Gσ0
�
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 ���������� ��� �������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ����������� �� �����

������ �

��������� ��� 	� �
���� ����� ���� ���� ��������� ��� �� ��������� �� �����������

�� �� �
���� �� ������� ��������	� ������ ������� 	� �������   ! ���� ������ ��� 	��

���"���"���"��� ��#�"�� �� ���$%� ���� �� �"���"��� ���������� �� ��� dim(Dν) = q ��

dim(D̃ν̃/Dν) = n− q�

&�� ���� 	������ �� ���� 	� ����"�� ����%! Bk �� B̃k ���� 	�� ����� �������"��� �� Dk/Dk−1 ��

D̃k/D̃k−1 �� ���� ��#�"�� �� ���$��� '���"! ���� ����� B∗
ν �� B̃∗

ν̃ ��" ������������ �������"�����

	�� ����� ���	�� �� Bν �� B̃ν̃ �

(� ��"	���� ��� ����"���� �����! ���� ����� �������� ���� 	� ����"�� ����% �� �	���"��� ��"

���� ����� �� �������"�� ��� ����� �� �������� X ! X̃1, . . . X̃q+1 ���"���"���� 	�� ����"�"���

�� �������  ) ���"� 	� �����"��� �� �� �������   ��

��"� (dξ1, . . . , dξq) ��� ���� �� 	������� ������"�	 ���	 iX(Ω
X)+Rdh ���� dξ1 = dh �� ����"������

π = dξ1∧. . .∧dξq �� dξ̃i ∈ i
X̃
ΩX̃

π ! 1 ≤ i ≤ n−q ��		� ��� dξ̃1 = dh̃ �� ��� π∧dξ̃1∧. . .∧dξ̃n−q �= 0�

'"��"! (ξ, ξ̃) = (ξ1, . . . , ξq, ξ̃1, . . . , ξ̃n−q) ���� �� �
���� �� ������������ (� ��"	"���� 	�� ���

�������� ��� ���� 	� ������ �� 	� ����"�"�� ��*����� �� �������  )! "	 ���� ��"� ��� 	�

�
���� ����� ����� 	� ���� �� ������� ��������	� ��"����� +⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ξ̇ = A(u)ξ + ψ(u, y)
˙̃
ξ = Ã(u)ξ̃ + ψ̃(u, ξ, ỹ)

y = Cξ = ξ1

ỹ = C̃ξ̃ = ξ̃1

��� �,�

���� 	� ��"��! σ ∈ Dif0 ���"��� 	� �"-������"�� ��" ��������� 	� �
���� ����� �� ��

�
���� �� 	� ���� ��� �,��

��"� σ0 ∈ Dif0 	� �"-������"�� ��" ��������� 	� �
���� ����� ���� ��� ����� ���� ��

������� ��������	� + ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ż = A0(u)z + ψ0(u, y)
˙̃z = Ã0(u)z̃ + ψ̃0(u, z, ỹ)

y = Cz = z1

ỹ = C̃z̃ = z̃1

��� �.�

'#� �� ������� 	� �������  %! "	 ��*� �� ������ ��� σ ◦ σ−1
0 ������"��� �� ������ G�

/"0��� π = dz1 ∧ . . . ∧ dzq �� X̃0
j =

∂

∂zj
! ���� 1 ≤ j ≤ q! X̃0

q+1 =
∂

∂z̃1
1 X̃0 = (X̃0

1 , . . . , X̃
0
q+1)!

�	��� �� 	� ������"�"�� 2! ���� ������ ��� +

iX(Ω
X) = i ∂

∂z1

(Ω
∂

∂z1 ) ���	�(Rdz1)

iX̃(Ω
X̃
π ) = iX̃0(Ω

X̃0

π ) ���	�(dAq + Rdz̃1)

�3 Aq = C∞{z1, . . . , zq} ��� 	������� ��� �����"��� �� �	���� C∞�

4� ������ �� �������  % ���� ���	"��� �� ���0 ������ +



��� �����	
��� ��

• ����� � � ���� ����� ���	�
 ���� ���� ������� ��� �

ξ = Tz + z1â �������

�� T ∈ Gq �� â =

(
0

a

)
��� �� ������� ������ �������� ���� Rq�

��� ������������
 (dξ1, . . . , dξq) ��� ��� ���� �� iX(Ω
X)+Rdξ1� ���	� � ��!	������� ����"�


���� ������ ��� (dz1, . . . , dzq) ��� ��� ���� �� i ∂
∂z1

(Ω
∂

∂z1 ) + Rdz1� #�$�
 �� ���������

��!	������� ���"�� ���� � %��� ��� ξ1 = z1
 � ���� ���� ���� �!���� T ∈ Gq �� �� �������

�������� â =

(
0

a

)
∈ R

q ��� ���

dξ = Tdz + âdz1 �������

�� dξ �� dz ���� �� q&�������� ������� ���� �� ���	������� ���� ���	���������� dξi ��

dzi� ������� �� ��'�����	(����� σ0 �� σ 	��������� ����)���
 � ���� ���� ��� ξ = Tz+z1â�

• ����� � � ���� ���	���� � 	����� �� �(��� �� �*
 ���� ����� ���	�
 ���� ���� �������

��� �

ξ̃ = T̃ z̃ + z̃1b̂+ δ̂(z) �����*�

�� b̂ =

(
0

b

)
��� �� ������� ������ �������� ���� Rn−q
 T̃ ∈ Gn−q �� δ̂(z) =

(
0

δ(z)

)
��� ��� %������� �� ����� C∞ �� R

q ���� Rn−q
 ���� δ(0) = 0�

�� ��!	������� ������
 ���� ����� �

iX̃0(Ω
X̃0

π ) + Rdz̃1 + . . .+ Rdz̃p̃ = Rdz̃1 + . . . = Rdz̃n−q �������

#� ��������� � ����� �� �������� ���� ��� ������ �� ���"��
 ���� �� ��������� ��� �

	��� 2 ≤ i ≤ n− q, dξi =

n−q∑
j=2

T̃ijdz̃j + biz1 + δi(z) �������

�� T̃ij �� bi ���� ��� ���������� �� δi(z) ��� ��� %������� C∞�

+��� ����� dh̃ = dξ̃1 = dz̃1 �� dξ̃1, . . . , dξ̃n−q ���� ��� %����� ��'��������� ����	���������

���	� � ��!	������� �������
 ���� 	������ ������� ��� dξ̃ = T̃ dz̃ + b̂dz̃1 + δ̂(z)
 ��

T̃ ∈ Gn−q� �� 	��
 ���� ����� δ(0) = 0 	������ σ0 �� σ 	��������� ����)���� ,����


��!	������� �����*� ��� ����$���

�

��� �����	
���

-� 	����������� �� ��!������� ����� �����	���� �������������� 	��� ��� ����� ��� �.�&

� ��� �� ������� ���������� � ��� �����		�� ���� �� �(�	����� +��� ����� ��������� � �����
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	�
 � ��� �	��� �� ������ ����� �����	����	�  ������ ��� �	�����	�� ���������� �� ����

������ ��� ����������� 
� �
��
 ���� ����	�	������� ���	����� ��� 
�	������ �� �
��
 

��� �������� ��� 
� �� �� ���� �	������  	� �������	� ��� 
� �� ��
����	����� ��� ��� �!���

��"��
� �� ��������� 
 ���	
���	� ��� �����	�� �� �������� �����

�� �	��
����� #	�� �	��

���� ��������� 
������$
� �� �	�� 
�� ����	�	�	������ �� �	����� ��� �� ������� ��� ���

	�$��� ����� ���	� ���� ��	��� ������
��� ��� 
������$
� ��� �	�� 
�� ����	�	���������
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������ ���� ����� �� ��������� ��

��������� �� ������� ������� ���� ���

������� ������������ ��� � �����������

� �� ��������� �� ������

�� ������	� � �
�	 
������ �� �����
���	 ��� ����
�� �� �����
���� �� ������� �
�	 ���

������ ��	�������	� �� �������� �
� ������	�� ���	��� �
�� ��� �
	�� �
���
����� ������	� �

��	����	�� ��	����� �� �� ����������	 �� ���	� �� �������
�� ��
����
� �� ��������
� �� �������

������	 �
�� �� ����	��� ��� �
�����
�� �� ��������� 

��� �����	
�����

��� �������� ������	���� ���
������� �
�� �����	����� ��! ������� �"����	��������
� �
���

��� ������	� 
� ��� ����
����	� �� ���������� ���� �
����	� � ��� �������
� �����	����

�
�	 �� 
��	����	 ������ #$��	���� ��� %���� &''()�#*
�	����� �� ��� +,,() �� �������
� ��

�"��
����
� �� ������� �� 	����� � �������	 �"����	���
� �� ������� ���� �� �	
������ #-�		�� ��

��� &''') �� �� �	
���	 ���	� ������ ���� ��.�	����� ��	������� ������ ��	 ��� �
����� ������/

������ #���0������	������� �� ��� +,,1�) �� ��� �
����� ����������� #���0������	������� ��

��� +,,1�) ��� ���������� �� �����
���� ����� ��	 ��� �
����� �
�� ��������� �
�	 �
��	2��	

�� �	
������ #3������ �� ��� +,,1) �� ��	����	 �� ����	��� ���� �"������	�� �������	� ���	�� �
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�
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 ������� ��� ����� �� �������� �� �������� �� ������� ������� ���� ��� ��������

������������ ��� 
 ���������� � � �������� �� �����

���������	 
������		��� � ���������� ��	������ �� ��	�������� �� ������ ���� �� �		����� �	

���������	 �� 	�������� ��� �� ��
� ��
� �� ��������������� ���	� �������	 �� �����
� ������

��� ���������� � ���
��	��� 	�� ��	 	�	����	 ��� �������	� ��	 �������	 �����	��	 ���

������ ���	  !��		��"#�		� �� ��� $%%&' ��� ��� ��	��	 	�� ������ ��	 	�	����	 �������	 (

���������	 )������	  *!#'� *� ���
��	��� ���� �	 	�	����	 *!# � ��� ������ ���	  +�,�� ���

+��	 $%%-�� .�
����� �� ��� $%%&� ������ �� ��� $%%/' ��� �� �����)��� ��	 ����	 ����	��	

���� � ��������� �� ��	������ �� ������	  0��� 1�������� ��� 2	������� 012' ���� �	

	�	����	 ���������	 *!# �� ���� ���� �	 	�	����	 	��
����	 *!# ���	  3���� �� ��� $%4$'�

*�	 	�	����	 ������������ �� �����	 	��� ��	 �����		�	 ��� �������	 ��� ���	������� ���


����� ��
� �� ��������������� 1��	 � ������ ��  5��� �� ��� $%44'� �	 ������	 ��� ��)�����

��� 	�����
�� ���� � ���
��	��� �� ������	  0��� 1��
��	�	� 01' �� � �������� ��������

��� ������	  0��� 6������ 7������ 067' ���� �� 	�	���� ������������� 7��������� ���

������� �	� ��)������ ���� �	 	�	����	 *�������	 ( 6���	 2�)������  *62' �� �	 �� ���)���

���	������ ����� 	�� ����� �� ���������������

1��	  7�)��� �� ��� $%%&� 8��� �� ��� $%4$'� �	 ������	 ��� 	�������	� �� ������� ��

��
������ *62 �)�� �� ��
������ *!#� 2	 ������� �� �)������ ��� � ��
������ *62 ����

9��� ��)�	�
� ���� �� 	�� ����� �� �������������� �� ��� ��	 ���� ���� ���	���� ��	 �����	�

1��	  :�		���� ��� 8����� $%44'� �	 ������	 ��� ���	����� �� 	�	���� ������������ ���

� ��� �����	� 	��	 � ����� *!#� �� �	 ��� 	�������	� �� ��
������ *!# ���� �� 	�	����

������������� ���	 �)�� �� 	�� ��	��)����� *62 ���� �	����� �� ��������� �� 	�	���� 	��	

��������	 �������	�	� 1��	  +��������� �� ��� $%%&'� �	 ������	 ��� ��)����� ��	 ��
������	

���������	�	 �� ��	 ��
������	 ������������	 ����
���� ��� ������ ������ ���� �	 	�	����	 (


����� ����� ����� ��� ������� ������������� *� ������� ���	�	�� �� � ���������� �����

�������� ��� ������ ������ �� ����	��� ��� �������� ��	�� 	�� �	 ���
����	 ���������	

���������	  +������ ;����� 2���������	� +;2'�

<� ������ ������ �� � �����	����� ���� 	�	���� ������������ 	��	 � ����� *!# �����

���	  :�		���� ��� 8����� $%44'� �	 ������	 ���	  6����� �� ��� $%%&' ��� ��)����� ���

��������� �� ���
��	��� �� ������	 �� ������� ( 
������ ��	 ��	���	 ��	��	���	 ��� ������	

��� ��	 �������	 	��������	 �� �������
�� 7�	 ������	 ��� ����� ��� ������� �� ���
��	���

�� ������	 ������� ���� ��	 	�	����	 ��� �������	 �� ��� ��)����� ��	 ���������	 �� 	�������

���� �	 ��	��)�����	 ( ������	 ��������	  =2>' ��� ��������� � ��������� �� ��	������ ��

������	� 7��������� ������ �	�������� �� ������ ��� ��� ������ ��		��� �)�� ����� ����������

1��	  !��	��� �� ��� $%4%'� ��� ����� ������� � ��� ��)������ �)�� �� ���� ������ ( � ���	

���	��� �� ���	����� �	 ������	� 6�������	� �	 ���������	 �� 	������� ����� ��	 ��� �������	 ��

� ���� �� ���� ��	 9��� ����	� 	��	 ��� ���� ����� �� 	�������� 1��	  ?����
��	 �� ��� $%%&'�

�	 ���������	 �� 	������� ���� ���� ���������� *!# ��� ������ � ���������� ��	������ ��

��	�������� �� ������	 ���������� ���	 � ����� ����"�����	 ��� ��� ���	�����	�

<� 	� ��	��� 	�� �	 ������	 ��  6����� �� ��� $%%&� !��	��� �� ��� $%4%� ?����
��	 ��

��� $%%&'� �� �������� ��������� ( ������� �� ( ��)������ �� 	����� �� ���
��	��� ������

�)�� @ � ���������� ��	������ �� ��	�������� ���	 ���� ��	 ������	 ������� 	�� ��	 	�	����	



��� �����	
����� ��

��� ��������	 
�	�	 	�� �� ����� ��� � ����	 �	����� ��	 �
������	 � ����� ���� 	��� �

��������� �� 	����� ���
�� � �����	��� ���������� ��	����� ���������� � ����� �������

	�� �� ��	��
�� ����� � �������������� ��������� � ��� ������� �������������

���	�� 
�	� 	�� ��� �����	�������� ��� ������� ���� �� �������� �
��� ��� ������
�����

��������� ��� ������ ��� 	�������� � �������� �	���� �� �	����� � ��������	 �����	 �������	�

���	 ��		� ������ ��� ����������� ����������� 	������������� � ���!������ � "����� #��

��������� �	� �"�� ����� �� ������� � ������� $ ������ � %��� 	� �� "���� ������� ��	

�����	 ���������	 �� �&����� � %��� ����������

��	 ��������	 � 	��
����� � �� "���� ��� ������� ��� 	��� ������	 � ������	 �� 	��
�����

��� '����������� ��	 �����������	 � "���� ��� ������� ��� 	��� ��	���	 	�� �� ������
��

�����		�	 $ �� ��������� � 
���	�

(��	 �� ������� ����	� ���	 �����	��	 � ���	����� �� ���
���� � �������� �� ��	������� �

�����	 ���� �� 	 	���� ��� ������� ��� �"� � ��������� ��	 �� 	���� ����	 �� �����

� �����	��� ���� ��	 �����	 ������� 	��	 ��� �����	�������� ���� #� ����� � �����	���

��� ��������� � �������� �	���� �� �	����� ��	 �����	 ���� �� ���	������ ��	 ��������	 �

	��
������

��� �����	
�����

#��	�����	 �� ���		� � 	 	����	 ��� �!��	 �� ����	 �	���� ���� �	 �����	 ������� ${
xk+1 = Ã(θk)xk + B̃(θk)uk

yk = Cxk + Ffk
)*�+,

xk ∈ R
n �	� �� ������� ������ uk ∈ R

p �	� �� ������� �� yk ∈ R
m �����	���� �� �������

� �� 	����� ��	����� F ∈ R
m×q �����	���� �� ������� � �	���
����� � �����	 ������� ��

fk ∈ R
q �	� �� ������� �	 �����	 ��� ��� q < m )����� � �����	� � ��� ���	����� ��	

)��-� �� .-��	 /0+1,,� �� ���	���� � ���	 �����	 ������� ������� � ��� ��������� �	

�����������	� ��� ��	��
����� � 	 	���� �� � �� ����� � �����		�	�

�� ������� F � ��� �����	���� �� ������� � �	���
����� � �����	 �������� �	� 	������ )���	

��	 �������	, �"��� ����� ��� ������� �2 ������� � 	�	 �������	 �	� �� ������� �������� $

Fi = [0 . . . 1 . . . 0]T )*�/,

��� �����	���� �� ���� ����� �������� #��	� ��� ��������	����� � �� �����	�������� � �����

��������

Ã(·), B̃(·) 	��� �	 ��������	 ��� ������� � ������� �!�� � ������� � ���������	 �������	

��	 �� ����	 θk ∈ R
l� 3� �	� ��������� 	����	� ��� �� ������� θjk �	� 	��	 ������ 
����� ��

	� ������ ��	 �� � �����
� )��	���� �� ��� /004,� )5��%����	 /00*, � ����� 	���� ��� ∀j ∈

[1, . . . , l] $

θk ∈ Γ = {θk | θ
j
k ≤ θjk ≤ θ

j

k}, ∀k ≥ 0 )*�1,
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 ������� ��� ����� �� �������� �� �������� �� ������� ������� ���� ��� ��������

������������ ��� 
 ���������� � � �������� �� �����

��� �����	�� Ã(θk), B̃(θk) 
� ������ ��� ����� ���	 ��� 
����
��	� ���� 
� �������� θk
����� ���� ������������ 
� ����� ����� ��� �

Ã(θk) = Ã0 +
l∑

j=1

θjkÃj, B̃(θk) = B̃0 +
l∑

j=1

θjkB̃j ∀θk ∈ Γ �����

���� ��� ����� �� ������ ����� ���� !��� �����"���� ���� ��� "���� 
#������������� 	����$�


�� ������� 
� Γ �% ��� ������� 
� �������� ���� 
�&��� 
� ����� ����� ��� �'�
��(��� ��

��� )**+� � Sj =
[
Aj , Bj , C, F

]
, ∀j ∈ [1, . . . , N ] �% N = 2l� ��� 	���
������ ������������

���� 	��	����� ��� �� "��	���� ρ(θ(k)) �� ������� 
��� �#�����,�� 	����$� Λ �

Λ =
{
ρ(θk) ∈ R

N , ρ(θk) = [ρ1(θk), . . . , ρN(θk)]
T , ρj(θk) ≥ 0,

N∑
j=1

ρj(θk) = 1
}

��� 	��������� �� �� 	����
����� ��� 
�"���� 	������ �� ������ ����� ���� �� ����������� ����

�� "���� ����������� ��� �������� �⎧⎪⎨⎪⎩ xk+1 =
N∑
j=1

ρj(θk)(Ajxk +Bjuk)

yk = Cxk + Ffk

���-�

�% Aj ∈ R
n×n Bj ∈ R

n×p C ∈ R
m×n �� F ∈ R

m×q ���� 
�� �����	�� ����������� 
�&���� ����

�� j��� ��
��� .��� �'�
��(��� �� ��� )**/� ��� ������� ��� 	����
��� ��� 
�"���� �	��������

�� 
��� 	� 	0������ ��� 
�"���� 	������ ���� !��� 	����
����� 1� ������� ������������ 	�������

2 ���	���� �� ������ ���-�� ���� ��� ����3 �� ��� �44�� �� ������	� 
� 
�"���� 	������ ��

������ ���-� ���� !��� ���	��� 	���� �� ������ �5�	�� ��� 
�� ����
�� 
�"���� �	���������

6�������� ��� �� 
�������� 
� 
�"��� 	������ ��� 
�	��� 
� �� "�7�� �������� �

fk+1 = δfk + f̄k ���8�

�% δ ∈ R
q×q ��� 
�&�� ��� δ = diag(δ1, ..., δq) �� f̄k ��� �� ����
�9
�"���� δ ���������� �� 
�9

(�� 
� ��,���� �������������� 
��� �� 	��	������ 
� �#���������� ����3 �� ��� �44�� �� ����

!��� &$� ����� ]0, . . . , 1]� :� 	����
����� ���-� �� ���8� ��� �������� �������������� 
� ������

����������� ��� ���	 
�"��� 	������ ��� 
����� ��� �⎧⎪⎨⎪⎩ x̄k+1 =
N∑
j=1

ρj(θk)(Āj x̄k + B̄juk + F̄ f̄k)

ȳk = C̄x̄k

���+�

���	 x̄k =

[
xk

fk

]
 Āj =

[
Aj 0

0 δ

]
 B̄j =

[
Bj

0

]
 F̄ =

[
0

I

]
, C̄ = [C F ] �0 
���(�� �� �����	�

����� �� I �� �����	� �
������ 
� 
��������� �������������

�#�,;�	��" ����	���� 
� �� 
���	���� �� �#��������� 
� 
�"���� ��� 
� 	��	����� �� &���� ��� ���

�� ������ 
� 
��������� �� �� 
�"��� �#��� ���
��� �� ��� 
��� �� ������� ���� 	���� ������

�������� �� ��� ,��� 	���� ��� �� ����0�� 
#�� ����
� ��� ��� �� 
�5����	� ����� ��� �������


� ������ �� ��� ������� �������� 
� &���� ���� 
����� ��� ������� 2 	���� ��������� .��	 2



��� �����	
����� ��

����� ��� ��� �	���
����� 
����� ����������� �� ����� 
	���	
���� ��� �� ���������� ������

�	�� ����
	����� ��������� ��� ��� 
����� (C̄, Āj) �	���� 	��������� ����� ��� ����	� ���� !⎧⎪⎨⎪⎩ ˆ̄xk+1 =
N∑
j=1

ρj(θk)(Āj ˆ̄xk + B̄juk + K̄j(yk − C̄ ˆ̄xk))

ŷk = C̄ ˆ̄xk

�"#$ 

	� �����%��� ��� �� �	����	� (·)(ρk) =
N∑
j=1

ρj(θk)(·j) �	%%� !

{
ˆ̄xk+1 = Ā(ρk)ˆ̄xk + B̄(ρk)uk + K̄(ρk)(yk − C̄ ˆ̄xk))

ŷk = C̄ ˆ̄xk

�"#� 

&� �	��������� �"#' �� �"#� � ���	����	� ����%���� �� �������� ������%���	� ek = x̄k − ˆ̄xk ��

�� ������ rk = ȳk − ˆ̄yk �	�� �	���� 
�� ��� ������	�� �������� !{
ek+1 = (Ā(ρk)− K̄(ρk)C̄)ek + F̄ f̄k
rk = C̄ek

�"#�( 

)�������%���� �� �� 
	���� ��	�*����+ �	������ , ���������� �� %������ (Ā(ρk)− K̄(ρk)C̄) ��-�� ,

�� ��	�. �� ���� K̄(ρk) ��� ��� �� %������ (Ā(ρk)− K̄(ρk)C̄) �	�� /��0��1� �����2,2���� ��� ���

������ 
�	
��� ������� �������# 3����� ���� �� ��� ���� ��+��� �f̄k = 0 � �������� ������%���	�

ek �� �� ������ rk ������� ��� 1��	# ���� ������� �������� ��+��� �� ����� 
�	���� ���� ��

�����%� # &� 	����� �� �� ��+��� �� 
�	���� �f̄k �= 0 ��	�� �������� ������%���	� ek �� �� ������

rk ��������� ��4������ �� 1��	 �� ��������� ����� ��+��� ����� 
�	����#

5	���+	��� �� ����� ��� �� ���������� �� 
��� 
�� 6��� ������� �� ������ ���� � � 
��� ���� ��+���

�7 �� +��� ��� �� ������ rk ������ �	��	%
� 
�� ��� ��+	�%���	�� ��4������� , ������ �� ������

�� ��+��� f̄k� �����2,2���� ��� �� ����� ������ �������� , �	�� ��� ��+���� ��
���� ! ����	����	� ��

��+��� ����� 
�� 
	������ �� ���� ����%%��� ������%���	� �� ��+��� ��
���� �	� 
���# �	��

�� %����
��� ��+���� ��
����� ��� ��������� ��������� �	������ , �	���	�� �� ����� ��� ��

���������� ����� ��� ����	� ���� 
	�� �� ���� ��
���� �� �����
����� ��� ��4������ �������

����� ��� �� ���� �� ������ ������# ����� %���	�� 
��%�� �� �������� �� ����	��� �� ��+���#

��
������� �� ����� 
�� 
	������ ��� �� ��� ����� ������%�� ���%
������ �� %����
��� ��+����

��
����#

8	�� 
�	
	�	�� �	�� �� ����������� �� ����� ��
���� �� ��������� ��	��� �� ����%�� �� %����
���

��+���� ��
���� �	�� �� �������� �� ���������# �����2�� ���� 
������� ���� �� �����	� �������

�	�� ��� ��
	������ �������� 
	�� ���.������� �� ����� 
	���	
���� ��� !

9 ��� 
����� (C̄, Āj) �	�� 	���������� ∀j ∈ [1, . . . , N ]#

9 �� �	%��� �� %������ ��� ��
������ �� �	%��� �� ��+����� ����� , ���� q < m �, ��� ���

����	����	� ��� ��+���� #

9 �� %������ �� ����������	� �� ��+��� ��� �� 
���� ���� �	�	���� ����� , ���� ����� , q#

:� ��

	�� �����%��� ��� �� ����� %�.�%��� ��� ������� �� ��+��� �� ������������� ��� �����

, �� �;����� ���� # <� �	����� �� �	��� ��� �� �������� ���� ���� ����� 
	�� �	�� ��� ��+����

��
���� ����� 
�� 
	������ 
	�� �������� ��� �-��� �� �������	�� ����	����	� �� ������%���	� ��

��+���# ��� �	��������� ����� ��� 
�������� ���� �� �����	� �������� �� ���� �� ������ ����

�����%��� �	�=�#



��

�������� 	 
 ������� ��� ����� �� �������� �� �������� �� ������� ������� ���� ��� ��������

������������ ��� 
 ���������� � � �������� �� �����

��� ������	
�� 	
���	
� �� ��	���	
� �� ������ �������

���� �� ������� �� ����	��

����� ����	
���� � ����	 
�����
���	 ���

�� ������	
�� �����	������ �� ��	�	��� �� �����	� ��
�� ��� ��		�� ����� ��	 ������ ��

��	�	�� �� �����	 �� ����������	 �� ������� ��	� rk� �����������	 ����� ���� �� �������� ��

���	�� ��	�� �� � �	!�� �	 �� ���!��" #�� �� ��	������� ��������	 �$��	���	��� �� �$�����	��� ��

�����	 �	 �$��	���� �� ��	��� �� �$����� �$�	�	� ��� ��	���� �%�������� �� ��� &''(� ��	 �������

�� ������� �� ��	�� 	�� ��� �� ��	��� �������� rk ���	 ������ �� ���) ����*��	���� ���	��	� +

�� ����*��	��� �� ������ ����� �������� ��) �����	� �	 �$��	�� ����*��	���  ��	 ����������" ,� �

�	� ���	�� ���� �-����� ����� ����� �� ���� ./,�� ��� ���� ��	������� �$�����	� �0"��� ���������

�� ��������� ��� �����	� ���� ��	���� ��� ���	�� �$�� ������� ������ ���������� ��) �����	� +

(Ā(ρk)− K̄(ρk)C̄)F̄ = 0, �0"���

�� ��������� �� ���� ������	 1	�� ��� ����	��� �� �$����	��� �0"��� ��	 ��	�����	� �	 �� �� ������

�� �����	� ��	 �	��	����	 ��������� ��) ������� �� ���	��� 2 ��� ��� �$�����	��� �� �����	�� $��	

2 ���� rang(C̄F̄ ) = q < m� ��� ����	��� �� �0"��� � �	� �������� ��� �-����� ����� ���� ���

� �	!��� ./, ���	 �� ���� K̄(ρk) �	��	 ������	�� �� 	���� ���	� ��� +

K̄(ρk) = KA(ρk) +KC(ρk) �0"�&�

�3 +

4 KA(ρk) �� ����� ��� +

KA(ρk) = ω(ρk)Π �0"�5�

��� ω(ρk) = Ā(ρk)F̄ �	 Π = (C̄F̄ )+ �3 (·)+ ��������	� �� ������*������� �� �� ��	���

(·)"

4 KC(ρk) ��	 ����� ��� +

KC(ρk) = K(ρk)Ψ �0"�0�

��� Ψ = β(Im−(C̄F̄ )(C̄F̄ )+)� β ∈ R
(m−q)×m ��	 ��� ��	��� ���	��	� ����	����� ������

�� 	���� ���	� ��� �� ��	��� Ψ ���	 �� ����� ���� ����� �	 K(ρk) ��	 �� ���� 2 � �	
�	����"

6��� ��� �0"�&�� �0"�5� �	 �0"�0�� �� ��	�� ����� ���� �0"�� ���	 1	�� �����	 ���� �� ��	��

��� 	������ .�7 ����� ���� �� ����� ������	� +{
ˆ̄xk+1 = (A(ρk)−K(ρk)C)ˆ̄xk + B̄(ρk)uk +KA(ρk)yk +K(ρk)Ψyk
ŷk = C̄ ˆ̄xk

�0"�8�

��� A(ρk) = Ā(ρk)(Im − F̄ΠC̄) �	 C = ΨC̄"

9���� �0":� �	 �0"�8�� �$������ �$��	���	��� ek = x̄k − ˆ̄xk �	 �� ������ rk ���	 ������ ��� ���

����	���� ������	�� + {
ek+1 = (A(ρk)−K(ρk)C)ek + F̄ f̄k
rk = C̄ek

�0"�;�

�3 K(ρk) ���	 1	�� � �	
�	��� ��� �� �����	�� �� �	�����	� �� ��	�� ��� 	������ .�7 �	 �		������

��� ��	���� ���������� �� ������ �� �� ��������� �� �$������" <��� �� �� ���� �����	 �$��	



��� ������	
�� 	
���	
� �� ��	���	
� �� ������ ������� ���� �� ������� �� ����	�� ��

� ���� � f̄k = 0�� 	�
 ��	����
 ����������
 
�� ��������
 ��		�
 ��� �{
ēk+1 = (A(ρk)−K(ρk)C)ēk
r̄k = C̄ēk

������

� ēk �� r̄k ��
������ ��
����������� 	������� ���
������� �� 	� ��
��� ���
 	� ��
 
��
 �������

���
 ��� 	� ��
��� rk ���
 ���� � �
� !���� �� ��	���	���� 	������� ���
������� ek ��� 	�

������� C̄ �� ���� "��� ����� ���� 
��� �

rk+1 = C̄ek+1 = C̄(A(ρk)−K(ρk)C)ek + C̄F̄ f̄k ����#�

$��
�� !�
� 
�� 	�������� ������� �	 ���� "��� ������� �

rk = r̄k + C̄F̄ f̄k−1 ����%�

$ ������ �� 	�������� ����%�� 	� &	��� �	'������ ()* �
� ����!	� �� ����� ���+ ���������


��,������
 �� ���	�
��� ��� ������� 
����&���

[
Ψ

Π

]
�� ��		� 
��� ����� ��
��� ��-���� pk �
�

��&�� ���� 
��� �

pk =

[
Ψ

Π

]
rk =

[
Ψ

Π

]
(r̄k + C̄F̄ f̄k−1) =

[
Ψr̄k +ΨC̄F̄ f̄k−1

Πr̄k +ΠC̄F̄ f̄k−1

]
���./�

0� ��
������� 	�
 ��������
 
�������
 ���� ���	������ 	� �����
���� �� ���� ����.�� �

ΠC̄F̄ = I �� ΨC̄F̄ = 0 ���.��

	� ��������� ���� ������ ��
��� pk �� 	�������� ���./�� ���� "��� ��&�� ���� 
��� �

pk =

[
Ψ

Π

]
rk =

[
Ψr̄k
Πr̄k + f̄k−1

]
=

[
γk
Ωk

]
���..�

(� ��
��� pk �
� ����
� �� ���+ 
�
1�������
 � �� ������� ��� γk ��
��
�!	� ��+ ������
 f̄k ��

�� ������� ��� Ωk 
��
�!	� �����+ ������
 f̄k� (� ������� ��
��
�!	� ��+ ������
 f̄k �γk ∈ R
m−q�

�
� ���2� �� 3�� ���
 	� ��
 
��
 ������ � �� ��
 �� ������
 	�
��� 	� ������ f̄k 
� ������

���
 	� 
'
�4��� 5��������� 	� ������� γk �
� ��,����� �� 3�� 
����&��� 	� ���
���� ��
 ������


�� ���	�
���� � �������
 ������
 ��� �� 
�� ��
 ��
�����
 ���
 	� 
'��24
� �� &	���� 5�

������� γk �
� �� ���������� ��� ���	�&�� 	��6������ �� &	��� �	'������ ()*� 7� �� ������ f̄k

������� ���
 	� 
'
�4��� ��� ���2����� �����	����� �� ��
���
 ��� "��� ���	�
�� �&� ����������

	��+�������� �� ������ ��
��� pk �� �	�
 �����
������ 	��+�������� �� 	� �����4�� ���
����

Ωk = Πr̄k + f̄k−1� 0� �� ��� ������� ����� ���
���� Ωk ∈ R
q ��� �����
���� 	� �������

��
����	 
��
�!	� ��+ ������
� ��		�1�� ���� "��� ���	�
�� ��� ��� �
������� �� ������ f̄k ����

�� ����
 �� ������ ���� 
��	 ��2����		� ���� ��..�� 5��� �������� ���
 	� )��
���� �

���
 �8������
 �� ��� .//#�� ��� �
������� f̂k �� ������ ������� f̄k ������� "��� ���	�
�� ��9��

� ��� ������� �� :��1)���
� �

f̂k = (F̄ )+F̄Ωk ���.;�
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 ������� ��� ����� �� �������� �� �������� �� ������� ������� ���� ��� ��������

������������ ��� 
 ���������� � � �������� �� �����

����� ����	
	�� � �
��� ��
����	�� ���

�� ��������� 	
 ���� �� ��	
�� � ���
�� 	� ����� Kj, ∀j ∈ [1, . . . , N ] 	 ���� �
 �������

�������� 	 ���� K(ρk) ���
� �� �������� ����������
 	 ����
� 	���������� ������ ���

�������� � ������� 	 	� �
�� !�
� ������ 	� ���	������ 	 ����"#� ����� ����������$ ��

������ 	 �� ��������� ������
�	�����
 ��� 
�  ������� 	 ����
��� �
�	�����
 	���	���

	�
� �����#�� �� �
 �������� 	��� �%����� �� ��� &''(� �� 
�������

����������� 	 ������	� 
���������� ������ ��� ������	�
�����	���� ������ ���� ������ 
��

������� �������	�� 
������ ��������� Pj� 
�� ������� Rj �� G 
� 
�������� �����������

∀j ∈ [1, . . . , N ] ������ �	�  (
−Pj AT

j G− CTRT
j

GAj −RjC Pi − (G+GT )

)
< 0, ∀i, j ∈ [1, . . . , N ] ���&��

�� !��� Kj ��� ����� 
���� ��� Kj = G−1Rj� �

������ �

)��� ��  ������� 	 ����
��� 	���� ��� V (ēk, ρk) = ēTkP (ρk)ēk > 0� !�
� ���
�� �� ���������$

�� 	�*���� L = V (ēk+1, ρk+1) − V (ēk, ρk) � �����	����� ����
����� ������ 	��� +�� 	����

������� 	���������� ��� �
 ,

(A(ρk)−K(ρk)C)
TP (ρk+1)(A(ρk)−K(ρk)C)− P (ρk) < 0 ���&-�

��� A(ρk) =

N∑
j=1

ρj(θk)Aj � �� ������ 	 ����
��� P (ρk) =

N∑
j=1

ρj(θk)Pj �
� 
� �����

����. Λ�

/�
� �
������� �
 ���&�� ���� ����� 0� 
�������� �� �������� Rj = GKj$ � �
��������� �����

������� ���&�� ��� ρj(θk) � � �� �		���������$ ����� ���&�� 	���� ∀j ∈ [1, . . . , N ] ,⎛⎜⎜⎜⎝
−

N∑
j=1

ρj(θk)Pj

N∑
j=1

ρj(θk)(Aj −KjC)
TGT

G

N∑
j=1

ρj(θk)(Aj −KjC) Pi − (G+GT )

⎞⎟⎟⎟⎠ < 0, ������

�� 	
�� �� ������������ 
�� �����
���� ������ 	�� ��		��� � i 
������
��� ������ ������� �(
−P (ρk) (AT (ρk)−K(ρk)C)TGT

G(A(ρk)−K(ρk)C) P+(ρk)− (G+GT )

)
< 0 ������

���� 
�� ��������� ��������� �

P (ρk) =

N∑
j=1

ρj(θk)Pj

P+(ρk) = P (ρk+1) =

N∑
j=1

ρj(θk+1)Pj =

N∑
i=1

ρi(θk)Pi

������

�� ��
��	
���� � ���� � �� ������ 	�� [I (A(ρk) − K(ρk)C)T ] �� � ������ 	�� [I (A(ρk) −

K(ρk)C)
T ]T  
������
��� �������� ��� �!����� �

(A(ρk)−K(ρk)C)
TP+(ρk)(A(ρk)−K(ρk)C)− P (ρk) < 0 ����"�



��� ������	
�� 	
���	
� �� ��	���	
� �� ������ ������� ���� �� ������� �� ����	�� ���

�� ������	
 �	��	
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���� � ��������� ������ 	� ����	��� ��	 P+(ρk) =

P (ρk+1)� ��� ���
���	��� �	��	�� ��	
�������� ������ 
���
 ��� � � ��������� �	 � 
��!���� ��"#

����������	� �
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��� �	
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�

$���	 ���
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 � '���	 ������ 	 '��	 ��"������	 (�) ��	 ���
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�	 ���	��	�� �
�	� 	� 	
���	� �	
 �� ���
 ����	�� � �&���	 ��&������ k !�
� 
�� 	
 ����	
 �	


+	��	��
 γk 	� Ωk� $	�	������ � 
"��&*
	 ���� 
	� '��	 ���� ���	��	� ���
 	
 �� ���
 ����	��

��	
� ��
 ��

�!	 	� ���
�� �	 � ��������� �� ���� (rang(C̄F̄ ) = q < m) ��� �	 �	�� ��
 ,��	

�	���	� .���� ���
 �	 ��
� � ���&��	 ���
�
�	 � ����	+��� �� !��� �	 m '��	
 ��"������	


(�) �/ �&���� ��	���	 	�% 	
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"��&���
� ���� 	
���	� �	�����
 �� ���
� (����	 ���
	���	 ��� 	
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	�!�!	 � �������&	 !�	� �����	 �	 � 
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�	� 3	�� 	 '��	 ��+	����� � ����� ��

�!	 �	 �	���	 	� ���	 ��+	�
 !���
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	�+	� 3�&	�	� .43� ����!	 ���
�	� �	
 �� ���
 
�������
 ����	 �����
� ��� �7���8 ���

.��� ������ ���� 	
 543� �&���	 ��
��� γi, i ∈ [1, . . . , m] �� i��� '��	 ��"������	 	
� ��
	�#


�!	 �� i��� �� ��� ����	�� ���
 
	�
�!	 � ���
 	
 ����	
 �� ���
 ��	
� � ���	 γk ∈ R
m−1 	�



���

�������� 	 
 ������� ��� ����� �� �������� �� �������� �� ������� ������� ���� ��� ��������

������������ ��� 
 ���������� � � �������� �� �����

Ωk ∈ R
1� ���������	 �
�� �� ���	 ������ ������ γi, i ∈ [1, . . . , m] �� i��� ���� �
��
�����

��� ��������� � �
�� �� ������� ������� ���� � i��� ������� ����� � ���� γk ∈ R
1 �� Ωk ∈ R

m−1�

�� ����� � �!" ����#� �� ��$������ ��%���& �� ����#� �� �����
���� �� ����
���
� �� �������

�
�� � ��������� '���

������  �!( ����#� �� �����
����	 ����
���
� �� ������#���
� �� ������� �� ��������� '��

)�� #������ ����������� �*�����&  �+ ��  �!" ���� ,��� ������ 
- ‖γk‖ ��� �
�������� ���� �
′0′ 
����� � ������ ��� ��
��� �� .��
 �� ���� � ′1′ �����#���� ������ �

��� �� � #������

����������� ��� ������ � %������ �� �
������� ���
��� � ������ ��������� �� ������� / ������ ���

*�����&  �+ ��  �!	 ��� ����� �� ������
� ������
��� ���� ���#� �� �������� ��� ���������&�

)�� �

��� ������� ����� ����� ��� ��� � .��
 ������ ��� �� ������ �
�� ����& � �� ( � %����
′0′ ������� � 
�������
� �� ������ ������� �%�� � ���� �
��
����� �01 ������

�� ����� �� ������
� ��� ������� ������� ��
� � 
����� ��#������� ���
������ ��� /�
���

+223"	 ��� ���� ,��� ������� �
##� ���� ( �� ����������� �� ������� ��� ��� � �� �� � %������

������� Υ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
‖γk‖1

. . .

‖γk‖
i

. . .

‖γk‖m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ������ ��� � ����	 ��� ��� � ��� �

��� �� � #������ �����������	

�� � .��
 �����#���� ����#��� ���
��� � ����������� ����� ��� � �� ��� ������� ������ ,��� ���

��������

�������� � � �� �����	
 	��������� 	
 	����� 
� ���
 �� �
 ���� ����� 
�� 	����� �
�� ���
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��� ������	
�	� �� ����� ���

������� �	�
	�� ��������	 �� ����� ����	 	�����	��	� ���� ��� 	����	�	�� �� ���	 ��������

�� �����	��� ������� ���������	�� �� ���	 ���	�� ����� �����	 ������������� ����� ����������� �	�

������� ��	�� ��� �������	� ���� �� ���	����� �	� ������� �	��	 
���	�

����� ���� ����	
� �	�
	���
� � ��� ��� ������ ������� �� ���� 
������� �	�	��� ����

����
������

���	�� ���� ������ f̄ 1 . . . f̄ i . . . f̄m �

‖γk‖1  � � � � � �
���

��� �
� � �

���
���

��� �

‖γk‖i  �
��� �

��� � �
���

���
���

���
���

� � �
��� �

‖γk‖m  � . . . � . . . � �

����� ��!� ����	
� �	�
	���
� � "�� ��� ������ ������� �� ���� #�� 
������� ���� ����
������

���	�� ���� ������ f̄ 1 . . . f̄ i . . . f̄m �

‖γ‖1  �     �
���

���  
� � �

���
���

��� �

‖γ‖i   
��� �

���  �
���

���
���

���
���

� � �
��� �

‖γ‖m   . . .  . . . � �

$� ���%��� �� ����
�	�� �� �	��#��	�� �� ������� ��&�#����� ���
�������� ��� 	##������ ���

�� �����#��� �� '����� ���� #� ��
�	�� ��	&�����

��� ������	
�	� �� �����

����� �����	
�	� �� �������

$� ���
����� ������#����� ��� 
������ ���� '���� �#���	(�� �� �� ���	� '�'	��� ����#���

�����
�	&����� '�'	��� �� �����#�����) ��	��#��	�� �� �� �������#����� �&�
 �� ��*�� ���

������'#� �	��
������ �&�	� 
%��	��� 3 �� �+���� 	� ��� !  ,��� -%�(�� '�'	�� ��� 
���#�� .

�� ������ . 
������ 
���	�� ��� #	�������	�	�� ��� ����
���� �� &	������

$� &	����� ��/�#�	�� ��� ���� ����	0��� '�'	��� (S1, S2) �� #�� ����	��� (T1, T3) ����� #�� '�'	���)

���� �������� ��� ��� ��
%*�0���� �� ��� &�#��0����� $�� ���	� ������� �� 
������� U1, U2 �� U3

���� #� ����	�� ������� ��� ���	� ������� 
���� 	##����� ���� #� 1/��� ��2� -%�(�� ������ ���


������� ��� �� ��/�#����� #�
�# 
������ ��� �� ���� ��/�#������ 34 �3������ 	� ��� ! � ��

$� ����	0�� '��
#� �� 
����5#� �6���� #� 
������ �� ������ (I1, I2, I3)) �� �� 
�������� ��

����� �	���/���	�� ��� ���&	��� 40 ��) ����	� (�� #� ����	0�� '��
#� 
����5#� #� &	�����

��/�#�	�� �&�
 ��� 
�������� �� ����� �	���/���	�� �/�#� . 200 ��� $�� ��	��� �� ��/#�/� ��


�� ��/�#������ ���� 
�#
�#�� ��� �� ��/�#����� #�/	(�� ���/�����'#� �3$-� �1� �� 
����5#��

. #� ��	� #�� ����	��� �� #� &	����� #	���	�� �� #� '���� �300 � �� #��/����) 5 
� �� #��/�



���

�������� 	 
 ������� ��� ����� �� �������� �� �������� �� ������� ������� ���� ��� ��������

������������ ��� 
 ���������� � � �������� �� �����

�� 0.2 �� �����	

���� ������� �����	������� ���� 40 �	�� �� ����� �� ������������� �� ��

���	�� ���	� �� 210 � 70 ��� �� ���	��������� �� ������������� �� ����
 ���� ��	���	��

������	��  ���
!��"��#$%& ��
� 
�� �� ���	������ �
� ��	�	
� � �� ���'� �� #�% ����

����	���� �� '����(��� ��
 ������
 �� ��
 
���	�
 �� 
�
�)�� 
��� ������
 ���
 ��	��������� [0 100%]

'����
������� � [−10V ; 10V ] �� � [−1 ; +1] ���' ��
 ���	����
 *������

������ +�,- $�'!	��'���� �� '����(�� �� ���'�

�
 �������������

����� �� ���	
������ �� ������ ���� ��� �	���� ������

.�
� 
�� �#��
��� �� ��� /010� �2 ���

���	�� �� �� �����	
��	�� �� ��	����	3'��	�� �
� ���������

�� ���
���� �� ����	�
� ����������� �� �����
 ���� 4��� �����
���� ���' �� �����
�����	�� 
�	����� -{
xk+1 = A(Rk)xk +B(Rk)uk

yk = Cxk + Ffk
�+�,0

�2 xk = x(kTe)� ���' �� ���	��� ���'!���	������5� Te = 0.1s� yk = xk = [T1 S2 T3]
T �� uk =

[U1 U2 U3]
T � �� ����	'� �� 
�
�)�� A �� �� ����	'� �� '����(�� B 
��� ��
 ����	'�
 �	���	��


�������	���
 ��������� ���� �����)��� ��
	�	6 ����� �� ���	��� �� '���
 �� ����
 ���� Rk �2

0 < Rmin < Rk < Rmax �� ���	3��� -

G(R) = G0R
0 +G1R

1 +G2R
2 + . . .+GαR

α �+�,1

�2 G �����
���� A �� B �� α ��3�	� �� ��5�� �� �����(�� 7�	 �
� �5�� � 6 ��!�	��	�� �� ���

/008� 9��
 '� 7�	 
�	�� ���
 �����
 '��
	����� �� ��'!�	7�� ���������� ��� �:���� �� ��� /00;�

%���� ���!��� 
���	5�� ���7�	�����'� ���'�� ����� �� ���)�� �� �� �����
�����	�� �������	���

�������	7��� $	�
	� '!�7�� ����	'� �������	��� �
� ��3�	� ��� �� �������� '������ ���' (α+1)



��� ������	
�	� �� ����� ���

������� ΔG
j ����	�
 ����� �	�� �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ΔG
1 = GαR

α
min + ... +G2R

2
min +G1R

1
min +G0R

0
max

ΔG
2 = GαR

α
min + ... +G2R

2
min +G1R

1
max +G0R

0
max

ΔG
3 = GαR

α
min + ... +G2R

2
max +G1R

1
max +G0R

0
max

 =


ΔG
α+1 = GαR

α
max + ...+G2R

2
max +G1R

1
max +G0R

0
max

�����

�� ����	������ �	 �������� ������� ��� �����	� ��� �� ����	� ��� ��������� ρj(R) (∀j ∈

[0, . . . , α]) �� 	�������� ������������ �
�	���� �	����� ���� τ = 2, . . . , α :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ1(R) = 1−
R −Rmin

Rmax − Rmin

ρα+1(R) =
Rα −Rα

min

Rα
max −Rα

min

ρτ (R) =
Rτ−1 −Rτ−1

min

Rτ−1
max −Rτ−1

min

−
α+1∑

j=τ+1

ρj(R)

�����

 ���! ��� ��������� ρj(R) �
������ ���� 	� �������� ������� Λ �

Λ = {ρ(R) ∈ R
α+1, ρ = [ρ1...ρα+1]

T ��

α+1∑
j=1

ρj(R) = 1 ρj ≥ 0}

∀j ∈ [1, . . . , α+ 1]! �" ΔG
j �
#��� ��� ������� �	 �������� ������� ��� $	� �

G(R) =

α+1∑
j=1

ρj(R)ΔG
j �����

%� �� ������ �	� ��� 
$	������ ��
�
������ ��&� �� �����! �� ����
��������� ���'� ��	� ��

������� ( 	� ����)�� ��������$	� �*+ �	�����
 �⎧⎪⎨⎪⎩ x̄k+1 =

α+1∑
j=1

ρj(Rk)(Ājx̄k + B̄juk + F̄ f̄k)

yk = C̄x̄k

���,�

�" Āj ∈ R
n×n �� B̄j ∈ R

n×p ���� ��� �������� ���������� �� ∀j ∈ [1, . . . , α + 1] : ρj ≥

0,

α+1∑
j=1

ρj(Rk) = 1 �� 0 < Rmin < Rk < Rmax.

�� ������� ������	������ �� ����� ��	� -��� ����
����
� ���� α = 6 �
������� �	 �����

�� �
����	������ �� ������� Rk ����� ���� ��
$	����� ���,� ���� 0 < Rmin < Rk < Rmax!

Rmin = 70�� �� Rmax = 210mm *�	� ��� ������� ������$	��! �� ����� ��� �����
 ��� ��
$	�����

�	������ �

Rk = Rk−1 +
h

2π
S1,k ���&�
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 ������� ��� ����� �� �������� �� �������� �� ������� ������� ���� ��� ��������

������������ ��� 
 ���������� � � �������� �� �����
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������ ���� ���	���� ��� ��������� ρj

�� h �� 	���������� �� 	� ����� � S1,k �� 	� ��������
� �� ���� �� 	� ������ ����	���� ��

	� ������ S1 � �		� �� ������� ���� ������

��� ������ �������� ��� yk = xk = [T1 S2 T3]
T �

�� ����� ���� ������� 	����	���� ��� 7 ���
���� �� ���������� ��� 7 ����	�� ������ �����

	��!������������ ����� ���	����� �"����#��� $������ �	������� 	���	������ ���� ����	�

�� "�� ��% �� 	�� ��������� ������ ��������� � �� ������� ��� 	�������� ��� ��&������

����
�� Aj � Bj ��� ��������� ���� 	� ��
��� ��'�

(��� ����� #����� 	�� �� 
������� �� 	����������� ��� ������)������* ����� ��� 	� ����	�

��	"�����	* � �� ���	������ �
���� ���� �(���� �� ��� +,,-  �� ��	���� 	� ����	�������

.����#�� ��� 	������� �� �/������ ��� (������)0"�� 1--' � �2������ 1--' � 
�
� �� �������	

��� ����� #�� 
� �"���� �� �����	� �� ���
	� ������� 2	 ��� 3�� ������ ��� 	� 
�	
�	 ���

��	���� ������� ��� ��&������ ����
�� Aj ��������� ���� 	� ��
��� ��'�

���� ��
��� �����
��� ��� 	� ��.��� ����	�����* ���� 
���������� ���� 
� #�� ��� #����

���	 ����� ��� �� �������� ���� 	� �"����� 4�� �����	��� 	� ��.���* �� ���
 �� �	���

��	"���#��� ��% � �� ����	���� ��� �� ���
��* ���	�� � ������ �� �� ���
�� �� �"����

�� ������
� �� ������� 0.�
�� �� 
�� �	��� �� ����� 5 �� ���	 � ���#�� ����� 
����� ��

������ 	� ����
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����� ��� ������� �rank(C̄F̄ ) = q = 2 < 3�� ���� �� ���� 	� ����� ������ ��� ���

�� ����� ��� 	� �
���� 
�� ���
��
�� ��� �γk ∈ R
2 �� Ωk ∈ R
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��� 	
����� ������� ���� F = I3 �� ���� ��� ���� �����
���
 ����� �� ���	����� 	� 	
��������

rank(C̄F̄ ) = q = 3 < m �� ������ ��� ��������
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���������	 �� 
�� ���������� �� 
� �	����� �� ���������� �	��
���	� ��� ���
���	� ��

�� �������� 	�
� �� �������� ��� ����� Kj �� �
�� ���� �	����	� ���� 
� ������� �� � � 	�	

��
��
	� �� ���
����� 
� !��
"�# ��� $�	��
��	� %������

�� ���	���� �� !��
"�# �� ����&
�

�"���� ��� ��� ��� ����� �� 
������������� %��
�"�

������� �� ��	
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����� ��� ������ �� "���
� ���	� ���� 
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� ��� �'

�
 ��� � ��� �� �	����� (���� �#�	����� � 	�	 	�
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���� �� ������� ��

� * ��
� ������� ����
 ��� � �� �	���� �� ���� �� ���	
��������

������� �� ������� �� ���	��

∗  ������� ���
����������� ! �� �	���� �� 
� ������� T1 ��� ������� �� ������.� / ��0	����

������� �� 1�� ������		� 2��� 
�	������� 3��45,� �� ������ F = F1 = [1 0 0]T � 
�� ����������

�� ��� ���� �
�� �	��	���

2��� 
� ���� ��6� �
 ��� ����
� �� ��� ��� 
� ����� T1 ��� ��0	���� �� 	���� ������
 �7 /


� �	����� �� �	������ �� ����� 	�

�� �� �	����� �� �	���� �� T1� ��� ��0	���� �� 
����	�
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&��������

%�� 
����������� �� ����� 
����� ��� T1� '� �	 ������ � �� ���&���� �� ����"�� ( )��

���	���� ������	� �� ����� ��� 	� ����� T1� *��� 	� ����� �� � �	 �� 
	��� %�� 	� ��
��� ��
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����� ��� 	� ����� ��, � �		���� 	� ���������
� �� �	�� �� ��
���	����

�������� � � ���������	�
 � � ��� �	 ������	 ���	�����	� �	� �	���	� �	 ���
�	 ���




��� ������	
�	� �� ����� ���

60 80 100 120 140 160 180 200 220
0

0.02

0.04

0.06

60 80 100 120 140 160 180 200 220
0

0.02

0.04

0.06

Rayon (mm)

‖γk‖

‖Ωk‖

������ ���� ����� 
����� T1 � ����� �� ��
��� �������	 �� ������
� �� ����� ��� 	� 
�����

T1�

60 80 100 120 140 160 180 200 220
−0.02

0

0.02

0.04

0.06

Rayon (mm)

85 90 95 100 105 110
0.04

0.045

0.05

0.055

0.06

Défaut réel
Défaut estimé

a)

b)

������ ���� �� �� ����� 
����� � ��� �������� ��� 	� �	�� ��	 ���!�� ��" #� $���

����� R ≈ %&& �� � ����� 
����� T1�

�������� ��	 
�� ��	������ ��	 ��� ���	��� ��	 ���������� ��	����� ′����′ ������� ��	� ���	���

��	 �� ���	� ��� �� ��	 
����	�� ���	���
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������

��� �� ���	
��� �� ��	����� �	 ����� � ��	�� ���

�������� Aj

A1 =

⎛⎝ 0.7175 −0.8396 −0.2270

0.0122 0.5370 −0.0650

−0.0074 0.1675 0.1563

⎞⎠ , A2 =

⎛⎝ 29.7488 −88.2373 −29.5144

−0.1112 6.9024 −2.0532

15.9178 126.3875 −106.7138

⎞⎠

A3 =

⎛⎝ −120.5489 485.6371 164.0216

−0.6368 −32.7339 8.5105

−85.5748 −665.5708 544.8643

⎞⎠ , A4 =

⎛⎝ 0.1947 −1.0040 −0.3470

0.0037 0.0681 −0.0156

0.1841 1.3995 −1.1048

⎞⎠× 103

A5 =

⎛⎝ −0.1444 0.9396 0.3338

−0.0057 −0.0625 0.0138

−0.1848 −1.3627 1.0353

⎞⎠× 103, A6 =

⎛⎝ 43.2658 −335.2822 −121.1661

3.1253 22.9693 −4.9550

72.3623 511.4675 −369.7696

⎞⎠

A7 =

⎛⎝ 0.4412 −0.0026 −0.0254

0.0354 0.5204 −0.0087

−0.0471 0.3558 0.5210

⎞⎠
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�������� Bj

B1 =

⎛⎝ −1.1003 0.7929 0.3777

0.0617 0.5755 0.1169

−0.0470 −0.2363 1.5299

⎞⎠ , B2 =

⎛⎝ 44.0344 122.2789 −14.1984

7.0243 −11.0918 14.4880

50.8487 −128.2938 320.7654

⎞⎠

B3 =

⎛⎝ −0.1944 −0.6379 0.0433

−0.0328 0.0600 −0.0715

−0.2587 0.6670 −1.6587

⎞⎠× 103, B4 =

⎛⎝ 0.2430 1.2760 −0.0462

0.0644 −0.1180 0.1445

0.5287 −1.3791 3.4280

⎞⎠× 103

B5 =

⎛⎝ −0.0885 −1.1601 0.0115

−0.0592 0.1092 −0.1358

−0.5074 1.3148 −3.2489

⎞⎠× 103, B6 =

⎛⎝ −0.0128 0.4023 0.0033

0.0215 −0.0374 0.0496

0.1914 −0.4814 1.1763

⎞⎠× 103

B7 =

⎛⎝ −1.1713 0.0450 0.2243

0.0799 0.5809 0.0942

−0.2549 −0.5926 3.0868

⎞⎠

�������� Kj 	
�� �� ������ �� ������ F = [1 0 0]T

K1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0.6663 0 −0.3041

0.0150 0 −0.0572

−0.0172 0 0.2560

8.9932× 10−7 0 −7.1218× 10−7

⎞⎟⎟⎟⎠ , K2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
35.5841 0 −36.2347

0.1270 0 −2.4444

21.7830 0 −130.0642

8.3810× 10−7 0 −6.6695× 10−7

⎞⎟⎟⎟⎠

K3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−143.8215 0 200.2627

−2.1831 0 10.1451

−116.5421 0 661.2573

9.3783× 10−7 0 −6.9896× 10−7

⎞⎟⎟⎟⎠ , K4 =

⎛⎜⎜⎜⎝
243.6176 0 −446.0330

7.8905 0 −19.4836

263.4774 0 −1.4117× 103

8.4298× 10−7 0 −6.6690× 10−7

⎞⎟⎟⎟⎠

K5 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−193.4364 0 463.0827

−11.1942 0 18.5535

−284.7824 0 1.4271× 103

8.5434× 10−7 0 −6.9896× 10−7

⎞⎟⎟⎟⎠ , K6 =

⎛⎜⎜⎜⎝
62.1699 0 −184.2103

6.1130 0 −7.2484

121.6514 0 −558.0424

6.7022× 10−7 0 −5.5183× 10−7

⎞⎟⎟⎟⎠

K7 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0.3383 0 0.1074

2.3482× 10−3 0 21.2326× 10−3

−0.3684 0 1.1766

8.9820× 10−7 0 −7.1121× 10−7

⎞⎟⎟⎟⎠



�������� Kj 	
�� �� ������ �� ������ F = [0 1 0]T

K1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0.6954 −0.7069 0

−1.1278× 10−3 0.2990 0

−11.3542× 10−3 0.1764 0

−3.1547× 10−5 −4.9406× 10−4 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , K2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
38.9388 −58.1434 0

−0.1276 4.4628 0

17.0758 82.6757 0

6.9342× 10−5 1.0204× 10−3 0

⎞⎟⎟⎟⎠

K3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−162.0358 319.5950 0

−0.9691 −21.4814 0

−91.9862 −435.4859 0

1.9191× 10−5 2.9529× 10−4 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , K4 =

⎛⎜⎜⎜⎝
283.0694 −697.8027 0

5.2561 46.9645 0

209.3752 966.2187 0

3.5039× 10−5 5.2213× 10−4 0

⎞⎟⎟⎟⎠

K5 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−233.2794 704.4033 0

−8.5758 −46.6604 0

−227.9262 −1.0137× 103 0

1.1388× 10−4 1.6783× 10−3 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , K6 =

⎛⎜⎜⎜⎝
77.7121 −275.0765 0

5.0731 18.5601 0

98.3034 416.5143 0

9.8984× 10−5 1.4689× 10−3 0

⎞⎟⎟⎟⎠

K7 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0.3161 0.3329 0

−12.5148× 10−3 0.2681 0

−0.3404 −0.4086 0

3.1325× 10−5 4.6642× 10−4 0

⎞⎟⎟⎟⎠
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��� ��������� �������� �� ��������� �� ������ ������� ���� �� ������� �� �������� '�� �� 
��

������ �� ��&����� �� �� ����� ��� ������ � ��� ������� �� �������� �� �"( ��� �� ����&��

�����)�� �$�*������ �� �� ����������� �� ����� ����������� ��� ��� ��� ��������� �� ��

������ ���� + �� ��������� �� &�����
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�� ������� 	� �
��� ����� 	��� �� ������� ������� ��� ������������ 	��� �� 	������ 	��

������������ ������� ����������� ��� 	�� �������� ��� ���������� �����	� ��� ���� ����� ����

�� ����� 	� ����� �
��� � ����� ��� �� 	������������ �� ������������� 	�� ���
������ 	�������

������ 	����� ���� 	�� ������� 	� �������� ��� ���������� �� ���� ����������� � �� 	�������� ��

����������� 	�� 	������� �� ���������� 	������������� ���� ��� �������� ��� ��������� ��� ���

���
� ����� 	� ����� !��� �� ��	��� ���� ����� �������� ��� ������������ ����������� �� ������

	� �� 	�"������ 	�� ���	������ 	��������� �� 	� ����
��� 	������������ 	����� ���� ��� ��������

� ��� �� ������ ���� ��#������ 	� �������

$��� ������� ����� ���	�� ���� ����� �������� ��� 	��������� ��� ���	����� �� ����� ����

�� ����
��� 	��� ����������� � ������� ���������� %� �������� 	���� � ��� ���� ��� ����������

	��� ���� &���	 ������������ 	���������� ������ �� ��� �'���� ��� ��� ������� ���������� %����

������
� � ��� ��������� ��� 	�� ������� �� 	�� ����������� ���������������

(��������� �� ����� � ����	�� �� �������� ���� ������� ��� ���	����� ���������� �� �� ������

!��� �� 	������ ������ ���� ����� ������ �� �������� 	� �������������� 	��� ������� ���

�������� �� �� ����� ������� �� �����	� ���� ������ �� ����������� ���� )��� ���*�� (��� �����

���� 	�����	 ����	� �� �������� 	� +,������� ��	 -���
��� ./001 �� �������� � ��� �� ������

���� ��#������ 	� ������ ��� 	�� ���	������ ����������� �� �� ������� (��� ����� ����� 	��������

�� ��&����
�� ���� �������� �� ������� 	� ����	����� ���������� 	��� �� ��� 	� 	�� ��������

���������� 	� �������� �� �������������� 	� ������� 	����&��� �� ������� 	������

%����	���� �� ����� � ��������� ����� ������
� ��� �� ������ ��������� �� � 	����� ���

�������� 	� ����&����
�� 	� ������� ������ ���� ������� �� �������������� 	��� ������� ���

�������� �� �� ������� �� �����	�� ���� 	��� �� ��� ��������������

�� 	������ �
������ � ��� �������� � ��� ����������� �������� �� 	��&������ 	� 	������� (���

����� �������� �� �������� 	� 	�������� �� ��������� 	� 	������ ���� �� ������� �����������

�$2 �� ���� ����� 	�������� �� ��	��� 	� 	��&������ ���� ��� 	������ ������� ���� ���

�������������� �$2� %���� ���
�	� � ��� 	��������� �� ����
������� �� "���� �����������

�$2 ���������� ��� ��������� 	� 	�������� ������ �� ������� �� 	����� ���� ����� 	������ ���
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������ �

������	 
������� �������

������ F �� G ���	 
��
��
���
 �� X �

�� �� ���
 ����� 
��
��
��� �� X �������� � � ���
 F �� G �
� �

F + G = {f + g : f ∈ F , g ∈ G}

�� �� ���
 ���� 
��
��
��� �� X ������� � � ���
 ��
 F �� G �
� �

F ∩ G = {x : x ∈ F et x ∈ G}

�� ���� ����������� C : X −→ Y

• X �
� �� ������ �� C

• Y �
� �� ��������� �� C

�� �� 
��
��
��� ��� �� C �
� �

kerC = {x : x ∈ X et Cx = 0} ⊆ X

�� �� 
��
��
��� ���� �� C �
� �

ImC = {y : y ∈ Y et ∃x ∈ X , y = Cx} ⊆ Y

�� ����������� C �
� ����

• ������� � 
� kerC = 0

• 
������� � 
� ImC = Y

!� "��� ���� 
��
��
��� F ⊆ X 
��
 ��� ���������

CF = {y : y ∈ Y et ∃x ∈ F , y = Cx} ⊆ Y

#� "��� �� ��
� ���� 
��
��
��� G ⊆ Y 
��
 ��� ���������

C−1G = {x : x ∈ X et Cx ∈ G} ⊆ X

$� %��������� ����
������ ���� 
��
��
��� V ⊆ X ��
 X

V : V −→ X

ker V = 0& ��
 ���������
 ����
������ 
��� ������� �
�



��� ������ � � ���	��
 �������� �	��	��

��� �����	
�	�� ���� ����	
��	�� C ��� �� ���������
� V � ���	�� X � �V ⊆ X �

C : X −→ Y

V : V −→ X

(C : V) : V −→ Y

�� ����	
� ��	 
�������� � (C : V) ��� CV �

��� �����	
�	�� ���� ����	
��	�� C ��� �� ���������
� W � 
�����	�� Y � �W ⊆ Y�

C : X −→ Y

W : X −→ W

(W : C) : X −→ W

�� ����	
� ��	 
�������� � (W : C) ��� W−1C�

��� ������
� ��� � X ��� X ′�

��� ������	
��	�� ���� � C : X −→ Y ��� C ′ : X ′ −→ Y ′�

��� ������
� ���������� ����	�	������� ��� ���������
� G ⊆ X

G⊥ = {x′ : x′G = 0, x′ ∈ X ′} ⊆ X ′

• 0⊥ = X ′

• X⊥ = 0

•  	 F ⊆ X �� G ⊆ X � �����

(F + G)⊥ = F⊥ ∩ G⊥

(F ∩ G)⊥ = F⊥ + G⊥

(F⊥)⊥ = F

F ⊆ G si et seulement si F⊥ ⊇ G⊥

•  �	� C : X −→ Y � F ⊆ X �� G ⊆ Y � �����

(ImC)⊥ = kerC ′

(kerC)⊥ = ImC ′

(CF)⊥ = (C ′)−1F⊥

(C−1G)⊥ = C ′G⊥

C(C−1G) = G ∩ ImC

C−1(CF) = F + kerC

�!�  �	��� ��� ����	
��	��� �	�����	�� "

F : F −→ X

G : G −→ X

F⊥ ��� ��� �����	�� � ���� ��#	��� � F⊥F = 0

G⊥ ��� ��� �����	�� � ���� ��#	��� � G⊥G = 0



���

�����

F + G = Im(F G)

F ∩ G = ker

(
F⊥

G⊥

)
A−1F = ker(F⊥ A)

��� 	
������� ����������� �

BX = C

����� �� ������� ��� X �� �� �������� �� ImC ⊆ ImB ����� �� B ��� �����������

��� 	
������� ����������� �

XB = C

����� �� ������� ��� X �� �� �������� �� kerB ⊆ kerC ����� �� B ��� �����������
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��� �����	 
���������	 ��	 	�	���	 ��������	
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�
� ���� �

 �
���� ��
���
� ����
�� �
 �� �����
 ���������
 �
�

�		�������� ���� 
�	��
 ���� �������
 �
������	����
��� 	��� 	��� �
 ������ ���� 	�������

�
 �
	��
� ��� ����
� �
 ������� ��� � 
 �
 �!����
 ��� "���� ���#�$

%�� �
 �&�'�
 �������
 �������� ���� �
 
�	� �
 �� (���
 ){
ẋ = Ax+Bu

y = Cx
�!$��

�* ���� x ∈ R
n� ��
���
 u ∈ R

m 
 �� ����
 y ∈ R
p$

��������� �	 
����� ������������� ������� �	
�� ��� �� ����������� V ⊆ R
n� ����

�������� x, x′ ∈ R
n ���� ���� ����������� ������ V � �� x − x′ ∈ V �  ��� x ������ �� ������

�!����������� �� x ����� x ��� �������� " �!�����#�� {y/y ∈ R
n; y − x ∈ V }�

��������� �� 
����� ��������� ������� �	
�� $!�����#�� �� ������ ��� ������� �!�����

������� ���� ��� ���� ���������� % �������� �� �������������� ��� �� ��������� &������ �� ������

��������� �������� ������ ������ �������� �� ���� (Rn/V )�

+

 ����� ��
�	��
 ����
� 	
��
 �
 ����
� ��
 ,��
 ������
��
 	��� �����
 �
 �
 ��� �


	���
 
� -�
����- �
 V $ .��� 	���
� �
 ��
�	��
 ������ / ��
�	��
 ����
�� ���� ��0������� ��

	��1
���� ��������
 �
 �� ����'�
 ������
 )

��������� �� 
���������� ��������� ������� �	
�� V ����� �� ���� ������ ��������� ��

R
n� �!����������� %

P : Rn −→ (Rn/V )

x �−→ x

��� ������� ���'������ ��������� �� R
n ���� (Rn/V )�



��� ������ � � ��	
�� ����	�
���� ��� ���	���� �
���
��� �	 ��� �
���
���

��� �����	�
�� � �
��� � �� ��
��	�
� P �
����
�� �� �
������� V �

kerP = V �����

	 �� ������
� � ������ ��
	��	 
�	�� ��� �������	�
� � �		 ��
��	�
� �	 ����� ��� �

dim(Rn/V ) = n− dim(V ) �����

 
�� ��	�
����
�� ���� �� ���	 �� �
	�
� ����!������� "		 �
	�
� �
� �� �#� ����
�����

���� �� 	$�
�� � �� �
����� %�
��	���� �� ���	&�� 	 � ���	������ ���� � ��	 �

��	����	�
��

��������� �	 
�������� ���������� ������� �	
�� ��� A ��� ����������� �������� A :

R
n → R

n� �� ����������� V ⊆ R
n ��� ��� A���������� �� AV ⊂ V �

"		 �����	�
� � �� ��	����	�	�
� 	�&� ������ "
������
�� � ���	&� �������� �

ẋ = Ax ���'�

�
�� 	�� ���	&��� �� �	 ����� �� �� x(0) ∈ V � ��
�� x(t) ∈ V, ∀t ≥ 0� (�	���	 ��	� 	
�	

	����	
�� ���	�	 ���	��	 ���� ���� A���!�����	 ��� �	�&���	 �
�	�� ���� �	 �����

)
�	 �� �������	�
� A : Rn −→ R
n� V �� �
������� A���!�����	 �AV ⊆ V � 	 P �� ��
��	�
�

���
���� � Rn ���� �Rn/V �� (�
��� �� *��	 �� �������	�
� ����� �

A : (Rn/V ) −→ (Rn/V )

	�� �� �

AP = PA ���+�

 
�� ���
�� �� A �	 ���������	�
� �����	 ��� A ��� �Rn/V ��

A

R
n −→ R

n

P ↓ ↓ P

(Rn/V ) −→ (Rn/V )

A

,� �	 ����� � !
�� �� PAV = APV = AP kerP = 0�

���������� � ����� ����� E �� ����������� �� R
n� �� ������ �� ���� ����� ���������������

�� ���� ������ ����������� A���������� ������� ���� E ��������������� ��������� E��

-��� �	 ��
���� � ���� �	�	 �
������� A���!�����	 �
�	���	 E ��%��� �� 	
�	 ��	�

A���!�����	 �
�	���	 E �
�	��	 � �������	� .� � �����	 ��� �� �
	�
� ����!������� �
��

�
�!
�� ������ ��* �
�������� ���
�	��	� ���� �� 	$�
�� � �� �
����� %�
��	���� ��

���	&�� �

��������� �� 
��������� ������������ ������� �	
��  � ���� ����� ����������� A�

��������� ������� ���� K = kerC ��!�� ��� "

K ∩A−1K ∩ · · · ∩ A−n+1K ���/�

A−iK = {x/Aix ∈ K}� ��� �� ����������� ���#�����#�� �� �� ����� (C,A) �� �$��%�� �&����



��� �����	 
���������	 ��	 	�	���	 ��������	 ���

��������� �	 
��������� ������������ ������� �	
�� � ���� ����� ����������� A�

��������� ��������� B = ImB� �� ������� �������� ���� �

B + AB + · · ·+ An−1B �����

�� (A,B) ��� ������ ��� �� ���� �� �!����

���	 
�����	 �		� ������ ��� �������� 
���������� �

��������� �� 
��������� 
��������������� ������� �	
�� "� ����������� V ��� ���

(C,A)���������� �� �#��� ��� ���������� �$���������� ��������� ��� ����%�� �

�� &� �'���� ��� ����������� D : Rp → R
n ����� $�� (A+DC)V ⊂ V

(� A(V ∩ kerC) ⊂ V

���	 
�����	 ������� �		� �� 	��	��	
�� (A,B)��������� ��� ��
��	���� �� ��� �� 	��	�

�	
�� (C,A)�������� �� � ���� � �� �!� ��	 �� �	� ���	 	����	 ���� " ������� ���



������� F ��� 		��� �#�������� (A+BF )V ⊂ V �� AV ⊆ V + B�

$� �����	�� � 
������� ��������� �� � ��������� %%� ���	 	����	 ���� " ������� ��� ��&������

�� 	����� D ����� ��� �� 	��	��	
�� V 	��� (A+DC)��������� '� ��� 	�(���� ��� V �	� �������

	��	 � �)������ �� 	)	���� 	����� �{
ẋ = (A+DC)x = Ax+Dy

y = Cx
���*�

������ " 
���� �� 	)	���� ���+� 
� ��� ��&������ �� � 	����� Dy�

,�������	��	 �������� � ������ ��	 	��	��	
��	 (C,A)�����	�����	� '��	������	 ���� ���



������� �� 	�����

L : Rp −→ R
p′, p′ ≤ p

�� ��� ��&������ �� 	�����

D : Rp −→ R
n

��������� �� 
��������� 
����������������� ������� �	
�� �� ������������

(C,A)����)�����)��� ���� �� �� *���� �

kerLC ∩ (A+DC)−1 kerLC ∩ · · · ∩ (A+DC)−n+1 kerLC ���-�

�� A−i kerLC = {x/Aix ∈ kerLC}�

��������  +� W ��� �� ����������� (C,A)����)�����)��, ����� �� ��� ����� �#������ �#���)�

�����)����� �� � {
ẋ = (A+DC)x

y = LCx
���+.�



��� ������ � � ��	
�� ����	�
���� ��� ���	���� �
���
��� �	 ��� �
���
���

��������	
 �
 ����� �� ���� �
��� �����
���
 �������������

������ ��� I(C,A, E) 	
�����	� �� ���� 	�� ������������ (C,A)����������� ��������� ��

����������� E = ImE ������ I(C,A, E) �
��� ��� ���� � �	 �������� Rn �� 	� 	����� �� 	� �����

�������� � {
W0 = E

Wi+1 = Wi + A(Wi ∩ kerC); i ≥ 0
������

�	 ������ �� ������ i∗ ≥ 0 ��	 ��� ���� ���� i ≥ i∗ � Wi+1 = Wi = W ∗� ���� �������� ��������

������� ��� W∗ = W∗ + A(W∗ ∩ kerC)�  � ��� ��!���� ��� W∗ = ImW ∗ ��� (C,A)�����������

"�� ������������# �	 �������� E �

I(C,A, E) ��� $���� ���� ������������ �

∀ W1,W2 ∈ I(C,A, E), E ⊂ W1 ∩W2

A(W1 ∩W2 ∩ kerC) ⊂ W1 ∩W2

�	 ����� �	��� �� ������� ���� W∗ ����� ��� 	
�	!����%�� ������ ����� W∗ ∈ I(C,A, E) ��

∀ W ∈ I(C,A, E),W ⊃ W∗��

��������	
 �
 ����� �� ���� �
��� �� �����
���
 �����������
����


&���W∗ 	� �	�� ����� ����������� (C,A)���������� ��������� �� ����������� E ����� �� ������

S(C,A, E) 	
�����	� �� ���� 	�� ������������ (C,A)���������	�� ��������� �� ����������� E

������  ���������� 	
�	!����%�� �{
S0 = W∗ + kerC

Si+1 = W∗ + (A−1Si ∩ kerC)
����'�

 ���� ����� ��� ������������ �S0 ⊃ S1 ⊃ · · · ⊃ Si ⊃ Si+1 ⊃ W∗�� �	 ������ k ��	 ��� ���	���

���� l ≥ k# Sl = Sk� "����� k
∗ 	� �	�� ����� ������ ��	 ��� Sk = Sk∗# ���	��� ���� k ≥ k∗# �	���

S∗ = Sk∗ � ���� �������� ��������� ��� S∗ ∈ S(C,A, E)� �	 ��(� ���� ��	� �� �%����� L ��		�

��� W∗ + kerC = kerLC �� D ��		� ��� (A+DC)S∗ ⊂ S∗ ������� S∗ ��� �� (C,A)�����������

�	 �
�� ���� ��� S(C,A, E) �
��� ��� ����� )� �*��# S∗ ��� 	� �	�� ����� �	����� �� S(C,A, E)#

�
��� + ���� 	� �	�� ����� ����������� (C,A)���������	� ��������� �� ����������� E ����� ����

������������� ���	����� 	� ������ ���	� ��� ��������� ���� �,��%�� �-./���

�������� � S(C,A, E) ⊂ I(C,A, E)�

	�
�
��
� � �� �������	
�� W ��� (C,A)���
�
�� � �� ��������� ��� ����� ��� �
�����

E �� F ������ ��� �����
��� ẇ(t) = Fw(t) + Ey(t) 
��� w(0) = Px(0) �	���� w(t) = Px(t)

	��� ���� t ≥ 0� P ��
�� �
 	�������� �
������ �� R
n → R

n/W �

���� ���������� 	�� �������� F �� E ��		�� ��� E = −PD �� F ��� 	� ������� ������� ���

(A+DC) ��� Rn/W �



��� �����	 
���������	 ��	 	�	���	 ��� ��������	 ���

��� �����	 
���������	 ��	 	�	���	 ��� ��������	

��� ������ 	
��
������ ���������� ���� �� ��� ��� �������� ���
����� ������� ���� ������
�

��� �������� ��� ���
����� �� ������ ������ ��� ������ ��� ���
����� ��
����� ���� ��
������

��
���� �������� ���	�� �� ������� ������������� �� �������� ��� ���
����� ���� �� ��� ��������

�����
����� �� ���� 	
�
�������� ��� �������� ����� �� ��
���� ���� �������� ��� ������

	
��
������ ���� ������� �� ���� ��� �������� ���
������ ���� ��� �������� ��� ���
�����

����������� � ��� ������� ���� 	
�
������ ���� �������  ���� ������� ��� �
������� ����
� ����

!������ ��� "������ #$$$%� !������ ��� "������ #$$&% �� !'������� �� ��� &(()%� !'������� ��

��� #$$&% �� ��������� ��� ������� �� 	
��
���� ��*
����������

+� ���� ��� �������� ���
������ ���������� 	
��
����� ���������� �� ���������� ��� �������,

����� � ����
�� ��������� ������� �� ������� �� ������������ �� ���� ������� ����������� ���� ���

�������� ��� ���
������ �� ������� ���� �������
 ��� ��� ������� �� ������������� �����������

�� ���� ������������ ��,��������

+��� V �� ������ �� R
n� �� ����� �� ������� ��� V ��� ��� ����������� �� ������ C∞ �� V

���� R
n� +� X, Y ���� ���� ������ �� �������� ��� V � ���� ������� �� ��� ��� �� ����� ���

V � ���� �� ���� ���������� ��� ����
� ���
∑n

j=1(Xj
∂Yj

∂xi
− Yj

∂Xj

∂xi
) �- Xi �� Yi ���� ��� �����

����������� �� X �� Y �

+��� F . X i; i ∈ I ���  ������ �� ������ �� ��������� ��� ������������ Δ ������
� � F ��� ��

 ������ (Δx){x∈V } �- Δx ��� �������� ��������� ��	����
 ��� ���������� X i(x); X i ∈ F �

+� X ��� �� ����� �� ��������� ���� �������� [X,Δ] �� ������������ ������
� ��� ������ [X,X i]�

Δ 
���� ��� ������������ ����� ��,������� ���� ��� ���� ���������� �� ���� ���� X i� ���� �����

[X i,Δ] ⊂ Δ�

��������� �	 ��� �	
��	��	�� Δ �
� �	�� 	����	���� ��� ������� � � ����� X 
	 �

[X,Δ] ⊂ Δ

/�����
���� �� ������� ��� ���
���� ������� 0{
ẋ = f(x) +

∑m
i=1 uigi(x)

y = h(x)
!1�&2%

��
��� x(t) ∈ V ⊂ R
n� �� ������ y ∈ R

p �� ������
� u = (u1, . . . , um)
T ∈ U �� ��������

��������� �� R
m� f, g1, . . . , gm ���� ��� ������������ �� ������ Cinfty �� V ���� R

n�

3�� ������������ Δ ��� ���������� ��� ������� � �� �������� �� ������� !1�&2%� �� ���� �����

��� ������� ��� ������ f, g1, . . . , gm�

4��� �� ��� ���
����� f(x) = Ax ��
∑m

i=1 uigi(x) = Bu� ���� �
��5��� ���
���� �� ����� ������

���������� � ����� ��� ����,������� A,�����������

3�� ������
 �� ����� ������ ��� ����
� ��� �� ����������� ���������


��������� �� ��
	���	 ������ ��	���	��� ��� ���� � ���!� ��	� �� �	
��	��	�� 	�����	��

�� �"#�	$�� Δ �� �	���
	�� k 
� � ����� O� ����
��
 %� Δ �
� 	����	���� ��� ������� �



��� ������ � � ��	
�� ����	�
���� ��� ���	���� �
���
��� �	 ��� �
���
���

f, g1, . . . , gm� ������ ��	� 
�	
 x ∈ O� �� ���
� 	� ��������� �	���
 Ox �� x� �
 	� ���
��� ��

����������� z = φ(x) ����� �	� Ox� 
��� �	� �� ���
��� ������ �� ��
 ��	� �� �����  ⎧⎪⎨⎪⎩
ż1 = f

1
(z) +

∑m
i=1 uig

1
i (z)

ż2 = f
2
(z2) +

∑m

i=1 uig
2
i (z

2)

y = h(z) = h ◦ φ−1(z)

������

�! z1 = (z1, . . . , zk)
T � z2 = (zk+1, . . . , zn)

T �
 z = (z1T , z2T )T �

��	
 ���
���
 �	� �� 
�
��� ������ ���
��� 	�� ����� ����	���� � �� �������	� �� z2 �


����������� �� z1� ��� �������� �
 	���
�� ��	� �� ���� �� ���	������ ���
����� �  !���

"�� ������ 	�� ��
���	��� Δ0# 
�� D((f, g1, . . . , gm),Δ0) �� ������� ��
 ��
���	���
 ��$�%

�����
 ��� ������ & f, g1, . . . , gm# � ������� Δ0� '� Δ1 � Δ2 
�� ��	( ��
���	���
 ��

D((f, g1, . . . , gm),Δ0)# ����
 Δ1 ∩ Δ2 �
 ������ 	�� ��
���	��� �� D((f, g1, . . . , gm),Δ0)� )�

��	
# ��� ������� �*�
 ��
 $���� "��� ���� ���� 	� ��	
 ��� ������ �	� ��	
 ������


〈f, g1, . . . , gm | Δ0〉�

���
������
 �� 
	�� 
	�$��� �{
D0 = Δ0

Dk+1 = Dk +
∑m

i=1[gi, Dk] + [f,Dk]
����!�


� ��
 ��
���	���
 
�� ��+	�����
 ����
 �� �(�
� 	� ����� ��	��� k∗ �� �	� Dk∗ = Dk∗+1 � ��

��	
 �

Dk∗ = 〈f, g1, . . . , gm | Δ0〉

�� ��+���,�� ����� ���� �� ��	$�� �� ��	
 ��� ������� )��
 �� ��
 ��������# 
� ��	


������
 Δ0 = ImB# �*�
���� 〈f, g1, . . . , gm | Δ0〉 �
 �

〈A,B〉 = Im(B AB . . . An−1B)

�*�
%&%���� �� 
�	
%�
���� �� ������������� �	 
�
��� �������� �����
�������

��������
��
 �������� ��
 ��
���	���
 ��$������
 ��� ������ & �� �������	� �	 
�
���

����-� �	� ��
�� ��$������
 ����
 	� ���	� �*���

��������� �	 
����������� 
���������������� "�� ���
��#	
��� Δ ��
 ��
� (f, g)$��������
�

�� ��	� �����  
∀X ∈ Δ, [f,X ] ∈ Δ+ G

[gi, X ] ∈ Δ+ G i = 1, . . .m

�! G = span{g1, . . . , gm}�

��� ��.����� �
 ��	�$����� & �

∃u : R
n → R

m �� �	� Δ 
�� ��$������ ��� ������ �	( �,���
 {f(x) +∑m
i=1 uigi(x), g1, . . . , gm} �	 ������ Δ �
 ��$������ ��� ������ & �� �������	� �	 
�
��� ��

��	��� �������

)��
 �� ��
 ��������# f(x) = Ax �
∑m

i=1 uigi(x) = Bu# ��� ����� �����
���� & ����� �*	�


�	
%�
���� (A,B)%��$����� V �

AV ⊂ V + B

/� ����� �	��� ��
 (A,B)%��$�����
 �
 ����� �� 
�	
%�
����
 (C,A)%��$�����
 ������ ���
 ��

��.����� --� 0�	� ������ ��� ����� �	( 
�
���
 ��� ��������
# ��	
 �����	�
��
 �� �����

�� (h, f)%��$������� ������ �	��� �� (f, g)%��$���������



��� �����	 
���������	 ��	 	�	���	 ��� ��������	 ���

��������� �	 
����������� 
��
����������������� ��� ������	
���� D ��� ���� (h, (f, g))�

��������� �
� 
� �
��� O �� �

[f(x), D(x) ∩ kerdh(x)] ⊂ D(x), ∀x ∈ O ������

[gi(x), D(x) ∩ dh(x)] ⊂ D(x), ∀x ∈ O ������

�� ker dh = {X,LXh = 0} �� LXh =

⎛⎜⎝ LXh1

���

LXhp

⎞⎟⎠� �� h1, . . . , hp ���� ��� ����������� �� h ��

LXhi ��� �� ������ �� ��� �� hi ������ ��� LXhi = X1
∂hi

∂x1
+ . . .+Xn

∂hi

∂xn
�

�	
� � �	� ��
�	��� 
��� ���
�
� [f(x), D(x)∩ker dh(x)] = [Ax,D∩kerC] = A(D∩kerC) ⊂

D� � ��� �������
� � �	 ���
����
 ���
 �������	� (C,A)��
�	��	
��

���� �� �
� ��� �	���� 
���
� �	� I(h, (f, g), E) ��
� �� �� �����������
� (h, (f, g))�

�
�	��	
�� ��
�
	
� �
 �����������
E ��

�� !� �� "	��� � ������ �� ���
�������
D1∩D2

� ��# �����������
� D1 � D2 � �� 
� �� �� 
��� �
 �����������
 (h, (fg))��
�	��	
�

��
�
	
� E� � ����� �� 
� �� 
��� �	� ��� �	� �� ��
��
� Rn� !� 	� � �
 ���� ����

��� 
� D∗ �� 
��� ��
�������
� � �	���� � �	 ���� ${
D0 = E

Dk+1 = Dk +
∑m

i=1[gi, Dk ∩ ker dh] + [f,Dk ∩ ker dh]
����%�

�& Dk �� �	 ���� ���� �����������
 �
������� ��
�
	
� Dk ����������� �	 "� ��� �
�����

����� '	 �� �� �
������� � ��� ���� �� ��

� �	� $

D∗ =
∑
k≥0

Dk

D∗ �� �	 ���� ���� �����������
 �
������� (h, f)��
�	��	
� ��
�
	
� E�

�	
� �	 ����� 
��� 	���
� #������� �� 
����
� ���
�	��	
� � � ��� 
 ������ ��   ������	��

���� �� �(��) � 	*
 
 ����	�� +� �(��) � ��
� � �	 "��  ${
ẋ(t) = A(u(t))x(t) +B(u(t))

y(t) = C(u(t))x(t)
����,�

!��� A(u) �� �
  	���� n × n ��
��
� 
 u ∈ R
m� y(t) ∈ R

p � B(u) �� �
 n������

��
��
� 
 u�

���� �� �	���
� ��� ��
� ������ 
��� ��
������
� �� �� �����������
� ��	��� ���� � ���

���� �� Δx = V � �& V �� �
 ���� ��	� ������� � Rn� -��� ��������
� �	
� �	 ���� �	

�� �
���.� � �������	� �
�	��	
� 	� ��� � �����������
 �
�	��	
��

��������� �� ��
� ������ �
�
� ������ V ��� (C,A(u))��������� �� ��
�� ��� ���������� ��
��

������� �
������ ��� ������ �

�� ∀u ∈ Rm� A(u)(V
⋂

kerC)) ⊂ V

��� �� ������ 
�� ������� n× p ������
� �� u ����� �
� (A(u) +D(u)C)V ⊂ V



��� ������ � � ��	
�� ����	�
���� ��� ���	���� �
���
��� �	 ��� �
���
���

����� ��������� 	���	��� 
��	 	���� �� ����������� (h, (f, g))����
��
��� �
� �� 	
 �� ��

���� 
��� �� ����
��

����� �
� I(C,A(u);W) ��������� �� ��� �� �����
	� (C,A(u))����
��
�� 	�����
�� ��

�����
	� ����� W ⊂ R
n� ��� 
��� 
��� �

����������� 		 
���������� (C,A(u))���������� ��������� �� 
�� 	

�� ���������

��� ���� 	
�
�

�� �� V1 �� V2 ���� ���� ������������ (C,A(u))����������� ����� V1 ∩ V2 ��� ����� �� �����

������ (C,A(u))�����������

	� �� I(C,A(u);W) ����� �� ������� ������ ��� ���� �� ������������ ���� W∗�

��� ���� {A1, . . . , AN} �� �������� �� �������� n × n ��� �� ����� �������� ���������

�� ����� ��� {A(u), u ∈ R
m} ����� W∗ ��� �� ������ �� �� �������� ������������

�������� ! ⎧⎪⎨⎪⎩
V0 = W

Vi+1 = Vi +
N∑
j=0

Aj(Vi ∩ kerC)
���� !

"��� D(u) ��� �
���	� n× p 	������� �
� �
����� # u �� 	�������� �� ����� ���
�� �{
ẋ =

(
A(u) +D(u)C

)
x

y = LCx
����$!

��� ����� �
� ONL

(
LC,A(u) +D(u)C

)
����
	� �������
������ �� ����� ����$!� ���� #

���� �� ��� ����� �� ��
	� ��	������ 	�����
�� �� 
����	
���� ����
��� Cix ��% Ci �� �
 ����

��&�� �� C! �� ��� '�� � τ(x) �� ��� (��	���� �� ONL

(
LC,A(u) + D(u)C

)
� 
��� 
 �������

�� )�� �
� �
����� 
� 	*
�� A(u)x ���� �
� ONL

(
LC,A(u) +D(u)C

)
� ��� ��
	� 	���	���


��	 ����
	� ��	������ ��&����� �
� �� (��	���� ����
��� CiA(u1) . . . A(uk)x� �% u1, . . . , uk ���

'���	��'�� �
� Rm �� 1 ≤ i ≤ p� ��� ���&��� �
� dONL

(
LC,A(u) +D(u)C

)
�
 	�������

������ �������
������ �� ����� ����$!� +
� ����� 	
 	�����	� 	���	��� 
��	 ����
	� ��	������

��&����� �
�� 	����#����� �
 	������������ ��&������ �
� �� ��	���� ��&�� CiA(u1) . . .A(uk)�

1 ≤ i ≤ p�

��������� �� 
���������� (C,A(u))������������� "� ����������� (C,A(u))�

������������ ��� ��� �������������� �� �� #���� !

ker dONL

(
LC,A(u) +D(u)C

)
=
{
X / LX(ϕ) = 0, ∀ ϕ ∈ ONL

(
LC,A(u) +D(u)C

)}
�

$���� �������������� ���� %��� ������&�� ���� �� ����������� ��������� �� R
n �����

���
{
x ∈ R

n/LCx = 0, LC
(
A(u1) +D(u1)C

)
. . .
(
A(uk) +D(uk)C

)
x = 0

}
; u1, . . . uk ∈

R
m et k ≥ 1�

�������� 	� ���� ����������� (C,A(u))������������� ��� �� ����������� (C,A(u))�

���������� '�������� �� V = ker dONL

(
LC,A(u) +D(u)C

)
 �����

(
A(u) +D(u)C

)
V ⊂ V�



��� �����	 
���������	 ��	 	�	���	 ��� ��������	 ���

���� W �� �����	�
��	 	 R
n 	� S(C,A(u);W) ��	��	���	 	 ���� �	� �����	�
��	� (C,A(u))�

�����	�����	� ����	���� W� ���� ����� ����� �

����� � ��������� 	� ��� 	

�� ��������� ��� ���� 	
�
� S(C,A(u);W) ����� ��

������� ������ W∗∗ ��� ��� �� ������ �� �� �������� �������� �⎧⎨⎩
W0 = kerLC

Wj+1 = Wj ∩

[
N⋂
i=0

(Ai +DiC)−1Wj

]
������

�� A1, . . . AN ���� ��� �������� ������� � �� ����������� �����������

�� ���������	 	 ������ ��� 
	��	� ����	��� W∗∗ ���
	����	�� 	� ������	� L 	� Di, i =

1, . . . , N 	�� � �� 
�� �⎧⎨⎩
W0 = W∗ + kerC

Wj+1 = W∗ +

[
N⋂
i=0

A−1
i Wj

]
∩ kerC

����!�



��� ������ � � ��	
�� ����	�
���� ��� ���	���� �
���
��� �	 ��� �
���
���



������ �

���	��
 �� �����	� �	�����	����

��� ����� �	
���	� 	� 
���� �	 
��	
�	��

���� �� ����	
� ��� ������� 
���������� ��

���� ��� m ������� u1, . . . , um �� � p �������

y1, . . . , yp ������ �� � {
ẋ = f(x) +

∑m

i=1 gi(x)ui

yi = hi(x) 1 ≤ i ≤ p.

�� ����� x = (x1, . . . , xn) ��� ������� ������� �� ���� ���� ����
��� ������ U �� R
n�

��� ���������� f, g1, . . . , gm � ������ ��� R
n ���� ������� ��� �� ����
��� ������ U �

f(x), g1(x), . . . , gm(x) �������� ��� ������ �������� ���� ��������� ���� �� �� ����� ���������

x �� U �

f(x) =

⎛⎜⎜⎜⎝
f1(x1, . . . , xn)

f2(x1, . . . , xn)
���

fn(x1, . . . , xn)

⎞⎟⎟⎟⎠ ; gi(x) =

⎛⎜⎜⎜⎝
g1i(x1, . . . , xn)

g2i(x1, . . . , xn)
���

gni(x1, . . . , xn)

⎞⎟⎟⎟⎠
��� ��������� ������� ���� ��� U � h1(x), . . . , hp(x) � ������ �������� �������� ��� ������ ������

�� �� ����� ��������� x�  ��� ������� ��� ����������� �� hi(x) = hi(x1, . . . , xn)�

!�� � ������ ���� ��������� ��� ��� ���������� f, g1, . . . , gm �� ��� ��������� h1, . . . , hp ����

������ �� ������ � ����� ���
����� ����� � ���� ��� ������ ��� ������� �� ��� ��������� ����

��� ��������� � ������ ������� �� x1, . . . , xn ��� ��� �������� ��������� ��������� � ���
�����

���� ������ "�����������
��� ����� #����#	�� ���� $��� ��
����� �� ��#����#	�� ���� �����

������ ��� ��������� ��������� ��� ���� ��
��� �� ����������

��� ���������� f, g1, . . . , gm ���� ��� ���������� ������ �������� � �#��� ����� x �� U ��

������� �� Rn� � ����� f(x), g1(x), . . . , gm(x)� %���� ���� ��� ������ ��� ���� ������ ������
&


��� ������� � ��� �#
�� ���������� ������ ������ ��� U � !�� �� 
� �� ������������� ��

�������� �� 
������� & ��� �� �#
� ��������� & ���� ��� ��'��� ���( ������ � �#
� ��

����������� ��� ���� ��� ���������� ������ �������� � �#��� ����� x )���� ����&����
��� U*

�� ���
��� �� ������� ��� (Rn)∗� ����
��� �� �������� ����� �� ��
������ n�

 ����� ��� �� v =

⎛⎜⎜⎜⎝
v1
v2
���

vn

⎞⎟⎟⎟⎠ ��� �� ������� ������� ����������� �� ���
��� �� V ⊆ R
n� ��



��� ������ � � ��	
��� �� ����	�
� �
�����	
����

w∗ = (w1 w2 · · · wn) ��� �� ������� 	
��� ����������� �� 	���� �� V ∗ ⊆ (Rn)∗� 	� ���	����

�� w∗ �� v ��� ����� ��� 	� �����
� �

w∗v =
m∑
i=1

wivi

�� �	����� �� ������ ����� 
	 �� �����
� ������� ���� 	� 	
��������� 	� ��	��� �� w∗ �� v ����

��������� ���� 	� ����� ���� �����
� 
���
���� ��
� 〈w∗, v〉 �� 	
�� �� w∗v �
��	������

�� ����� �� ���������� ����� ��� 
��������� ���
�	� ��� ��	�
 ���� � �
�����
�	 �� ����

�
���� ����� �����
�� � ��	���� ��		�� λ ���
� ��� �� ����� 	� ������ U �� R
n� !� ����� ��

����������� ���� dλ� ��� ���
 ����� �� ������� 	
��� �� �
����
�� n �" 	� ieme 	���� ���

	� ��
�� ����
�		� �� λ ��� ������� � xi� #� ��	��� �� �� ��
�� x ��� ��� ����$����

dλ(x) =

(
∂λ

∂x1

∂λ

∂x2
· · ·

∂λ

∂xn

)
����� � �
�� 	� %��� 
�� �� λ ���

dλ(x) =
∂λ

∂x

����� ����� �
�����
� 	� �� 	� �����
�� � ��	���� ��		�� λ� ��� ����	� � �
������		� �&�����

!���
����� ��
������� ���
� ����� �������
��� �
�����
�		��� 
��	
$���� 	�� ������ ����

���
�	� �� 	�� ������ �� ����������� ��
	
��� ��$������� � 	����	��� ��� ����'��� ��� 	
��
����

�� ������� ���� 	
��������� 	������������� �

!� ���� 
��	
$�� ��� �����
�� � ��	���� ��		�� λ �� �� ����� ������
�	 f � 	�� ���& ���� ���
�

��� �� ���� ����� 	� U �� R
n� ( ����
� �� ���&��
� ��� �����		� �����
�� � ��	���� ��		�� ���

���
�� ���� 	� ��	���� �� ���$�� ��
�� x �� U � ��� ��	� �� �����
� 
���
���

〈dλ(x), f(x)〉 =
∂λ

∂x
f(x) =

n∑
i=1

∂λ

∂xi

fi(x)

!���� �����
�� ��� �����
� ����	� � 	� ��
�� �� λ ��� ������� � f �� �		� ��� ������� ����

Lfλ� )� �������� ������� ��� ���
�
�� �

Lfλ(x) =

n∑
i=1

∂λ

∂xi

fi(x)

�� ���$�� ��
�� x �� U �

�� ���
�� �� ����� �����
�� ���  
�� �*� ����
 	�� +�� ����$����� ��� �&���	�� 	� ��
�� ��

λ ��� ��� ��� ������� �� ����� ������
�	 f �� ����
�� ��� ������� �� ����� ������
�	 g ���
�

��� �����		� �����
�� �

LgLfλ(x) =
∂(Lfλ)

∂x
g(x)

#
 λ ��� �
�����
� 	� k ��
� ��� ������� � f � �	��� 	� �����
�� Lk
fλ ��� ��
	
�� �

Lk
fλ(x) =

∂(Lk−1
f λ)

∂x
f(x)



��� ����� �	
���	� 	� 
���� �	 
��	
�	�� ���

���� L0
fλ(x) = λ(x)�

�� ������ �	
� ���
������� ������������� �

�� ��	� 
��� �������� ���� ����	� ��������� f �� g� ��� ���� ������ �� �� �������� ����� U

�� Rn� � 	��� �� �������� �� ������� ����	 �������� ����� ��� ��������� ���� [f, g] �� �����

����� ���� �

[f, g](x) =
∂g

∂x
f(x)−

∂f

∂x
g(x)

�� ������ x ���� U � ���� ����� ��	������ �

∂g

∂x
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

· · · ∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

· · · ∂g2
∂xn

���
���

� � �
���

∂gn
∂x1

∂gn
∂x2

· · · ∂gn
∂xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;
∂f

∂x
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

���
���

� � �
���

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

· · · ∂fn
∂xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
�������� ��� ������� ����������� ��� �		��������� g �� f � ��	�����������

 � ����	 �������� ����� ��� ��� �		��� � 	����� ��  �� �� ������ ��  �� �� f �� g� !� 	�������

�� �	��� �� ������ �"�� ����	 �������� g ���� �� �#�� ����	 �������� f �  ����� ����

����� ������ �� ����� �� 	�� ����� ��� �������� �� �� 
��� [f, [f, . . . , [f, g]]]� ��� 	��� $����

��� ���
������� �� ��� 	�
����� �� ����� ����� �	������ ������� �� �� ����%� �������� �

adkfg(x) = [f, adk−1
f g](x)

	�� ���� k ≥ 1� ���� ad0fg(x) = g(x)�

��
������� �� �� ������� �� �	� ��
 ����
 ������	��
 ����� ��
 ���	���
 
�	�����
 �

�	� �� �
� �	�	���	�� 
�� R� ���
� � �	�� 
	 f1, f2, g1, g2 
��� ��
 ����
 ������	��
� �� r1, r2 ��


������
 ����
� ����
 �

[r1f1 + r2f2, g1] = r1[f1, g1] + r2[f2, g1]

[f1, r1g1 + r2g2] = r1[f1, g1] + r2[f1, g2]

�		� �� �
� 	����
����� ��������	�� ���
� � �	�� �

[f, g] = −[g, f ]

�			� �� 
��	
��	� ��	����	�� �� �����	� ���
� � �	��� 
	 f, g, p 
��� ��
 ����
 ������	��
� ����
 �

[f, [g, p]] + [g, [p, f ]] + [p, [f, g]] = 0

�� �������� �	
� ���
������� ������������� �

�� ��	� & ����������� 
������� ��	����� �� ����	 �� �������� ω �� �� ����	 �������� f � ���

���� ���� ������ �� �� �������� ����� U �� Rn� ����� �	������ 	����� �� ������� ����	

�� ���������� ���� Lfω �� ����� 	� �

Lfω(x) = fT (x)

(
∂ωT

∂x

)T

+ ω(x)
∂f

∂x

�� ������ 	���� x �� U � �� ����	 �� ��������� ��� �		��� � �� ������ �� ω 	� �		�� & f �



��� ������ � � ��	
��� �� ����	�
� �
�����	
����

����������� 	
 ��� ����� ��	�� 
��	������� 
������������� �����
����� 	��� ��� ���� ������

��� �

��� �� α ��� ��� �������� � ������ �������� f ��� �� ���	 ��������� �� λ ��� �������� �

������ �������� ���� �

Lαfλ(x) = (Lfλ(x))α(x)

���� �� α, β ���� 
�� ��������� � ������ ������� �� f, g 
�� ���	� ���������� �� λ ��� ��������

� ������ �������� ���� �

[αf, βg](x) = α(x)β(x)[f, g](x) + (Lfβ(x))α(x)g(x)− (Lgα(x))β(x)f(x)

����� �� f, g ���� 
�� ���	� ���������� �� λ ��� �������� � ������ �������� ���� �

L[f,g]λ(x) = LfLgλ(x)− LgLfλ(x)

���� �� α, β ���� 
�� ��������� � ������ �������� f ��� �� ���	 ��������� �� ω ��� �� ���	


� ����������� ���� �

Lαfβω(x) = α(x)β(x)(Lfω(x)) + β(x)〈ω(x), f(x)〉dα(x) + (Lfβ(x))α(x)ω(x)

��� �� f ��� �� ���	 ��������� �� λ ��� �������� � ������ �������� ���� �

Lfdλ(x) = dLfλ(x)

���� �� f, g ���� 
�� ���	� ���������� �� ω ��� �� ���	 
� ����������� ���� �

Lf 〈ω, g〉(x) = 〈Lfω(x), g(x)〉+ 〈ω(x), [f, g](x)〉.

��� ������	��
 �� �������� ���� �������� ���
�


�� ��������	��
�� ��� ���������� ���� ������� ������ ��� ������� ���� ��
�
��� ���� �� ���

�� 	����� �� ��
���� �������� �����
���� ������ ��� ����������
�
��� �� ���� 	������ �		���

���� ������� �������� ��� ������	�� �� ����
�
���
�� �� �� ����������

���� �� �� ��� �����	�� �
���
���� ���� �� �����	��� �� ���������� �
���
�� ��� ���
�������

	��� ���
����� �
 �� �����	� ��� ��� �
���
��� 
� ��� ���� 
	������� �� ���
����� �� �����	���

�� ���������� ��� �
���
��� �� �����	��� �� ���������� ��� �
���
�� ����  ��� ���
� ��� !

z = Ψ(x)

�" Ψ(x) ��� ��� ����
�� �� n ���
����� # ������� ���� Rn� ���� # �
�� !

Ψ(x) =

⎛⎜⎜⎜⎝
ψ1(x)

ψ2(x)
���

ψn(x)

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
ψ1(x1, . . . , xn)

ψn(x2, . . . , xn)
���

ψn(x1, . . . , xn)

⎞⎟⎟⎟⎠
����� ��� �����
���� ��
������ !



��� ������	
����� � ��������	
����� ���

��� Ψ(x) ��� ����	��
��� ���� � ��	� ����� ������ ��� ������� Ψ−1(x) ����� ��� �

Ψ−1(Ψ(x)) = x

���	 ���� x ���� Rn�

���� Ψ(x) �� Ψ−1(z) ���� ��� ����������� ������� ���� � ��	� �������� ��������� ��� ��	�����

��	������� �������� � ������	�� ���� �	�	��

�� ��	���� ��	 	����	� �� ����� �� z ����� �

ż(t) =
dz

dt
=

∂Ψ

∂x

dx

dt
=

∂Ψ

∂x
[f(x(t)) + g(x(t))u(t)]

���	�� ���	���	 x(t) ��	 x(t) = Ψ−1(z(t)) ���� ����� �{
ż(t) = f̄(z(t)) + ḡ(z(t))u(t)

y(t) = h̄(z(t))

��

f̄(z) =

[
∂Ψ

∂x
f(x)

]
x=Ψ−1(z)

; ḡ(z) =

[
∂Ψ

∂x
g(x)

]
x=Ψ−1(z)

; h̄(z) = [h(x)]x=Ψ−1(z).

��� ��	���	� ���� ��� ���	������� 	������ �� �������� ���	������ �� � ��!�� � �� ���	������

�	�"������

��� ������	
����� � ��������	
�����

��������� �	 ��� ������	
���� ��� ����� ��� 
� �����	�� �� ����� ���������� ���� �

Δ = span{f1, . . . , fd}

�� Δ(x) ���������� �� �����
�� �� Δ �
 ����� x�

#����� ���� ����	�
������ Δ1 �� Δ2� ���	� �� ����� ��� �

(Δ1 +Δ2)(x) = Δ1(x) + Δ2(x)

�� ������	������ ��� ��$��� ��	 �

(Δ1 ∩Δ2)(x) = Δ1(x) ∩Δ2(x)

�� ��������� ����� ����	�
����� �� �� ����� x �� U ��� �� ��������� �� ����%����� Δ(x)�

&���� ���	�� F � ��� n �����	� ��"�� ���� ��� �������� ���� ��� �������� ������ �� x� ��$���

��� ����	�
����� ��"���	�� ��	 ��� �������� �� �����	 ����� ����� ����	�
����� �� '���� �����

x ��� �"��� � �����"� �� �� ���	�� F (x) �� � ����� �

Δ(x) = Im(F (x))

�� ��������� �� Δ �� �� ����� x◦ ��� �"��� �� 	��" �� F (x◦)�

�� ������� ��� ����	�
������ ������ �������� ���� Δ ����� �� ������� ������� ������ ��	

	����	� � ������	�������
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��������� �	 
����������� ��� ������	
���� Δ� ����� �
� 
� �����	�� �
���� U � ��� ���

����
����� ���� ������ 
� ������ d ��� �
� �

dim(Δ(x)) = d

��
� ��
� x ���� U � ��� ������	
���� ����
������ ����� � ���� 
�� ������	
���� ��
� ���
���� ��

��������� �������� ����� ��� ����������� ��� ������� ������ � ������	
���� � ��������� �����	���

�� ����� x◦ �� U ��� ��� � ����� ��
���� �� �� ������	
���� Δ� ���� ������ 
� ��������� U◦ ��

x◦ ����� �� ������� ������� Δ ��� ����
����� �
� U◦� ��
� ����� �� U �
� ����� ��� 
� �����

��
���� ��� ��� � ����� �� ����
������

����� �  ��� Δ 
�� ������	
���� ����� �� x◦ 
� ����� ��
���� �� Δ� !�
� �
������� �
�

dim(Δ(x◦)) = d� "����� �� ������ 
� ��������� �
���� U◦ �� x◦ �� 
� �����	�� {f1, . . . , fd} ��

�#���� ���������� ������ ���� �
� U◦ ���� �� ������� ������� �

$�% ��� �����
�� f1(x), . . . , fd(x) ���� ����������� ����������� �� ��
� x ���� U◦�

$��% Δ(x) = span{f1(x), . . . , fd(x)} ��
� �#��
� x ���� U◦�

&� ��
�� ��
� �#��� ��������� ����� τ ����������� � Δ ��
� '��� ������ �
� U◦ ��� �

τ(x) =

d∑
i=1

ci(x)fi(x)

�( c1(x), . . . , cd(x) ���� ��� ��������� ������ � ����
�� ������ �� x� ������ �
� U◦�

��������� �� 
����������� ���������� ��� ������	
���� Δ ��� �����
���� �� �� ����#�� ��

)�� [τ1, τ2] �� ��
�� ����� �� �#���� ���������� τ1 �� τ2 ����������� � Δ ��� �
��� 
� �#���

��������� �
� ���������� � Δ� ����� � ���� �� �

τ1 ∈ Δ, τ2 ∈ Δ =⇒ [τ1, τ2] ∈ Δ.

����� ����	�
����� �� ��������� 1 ��� ���������

������	������� �� ���� ����	�
������ ��������� ��� ����� ��� ����	�
����� ���������

�� ����� �� ���� ����	�
������ ��������� ��� �� ����	�� ��� ����	�
����� ��� ���������

�� ������� �� ������ ��� ����	�
������ ��������� ��������� Δ ����� �� ������ ������� ���	

	����	� � ������	��������� � ����	 � ������	������� �� ���� ��� �������� �� �� ��������

���� ��� ��� �� ���� ��� ������� ���� ���� ������� ��� �� ���� ��� ����	�
������� ���� �������	���

���	� ������ ������� ������	�
������� ��� ���� �� ���� �� �� ����!	� ������� �

D = span{w1, . . . , wd}

�" �� ����	 �� D �� ����� x �� U ��� D(x)� #����� ��� ������	�
������ ���� ��� ����$������� ��

(Rn)∗�

���	�%������ ����� ����	�
����� Δ� ���� Δ⊥� ��� ��� ������	�
������ �� ���� ���� �

Δ⊥(x) = {w∗ ∈ (Rn)∗ : 〈w∗, v〉 = 0 pour tout v ∈ Δ(x)}

&��	������� �� �� ������� ��� ������	�
����� D� ���� ������ �����	��	� ��� ����	�
������

����� D⊥ �� ������� �	�%������ �� D� �" ���	 �%���� x ���� U � ���� ���� �

D⊥(x) = {v ∈ R
n : 〈w∗, v〉 = 0 pour tout w∗ ∈ D(x)}
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� ��������� ω �		������� � D 	��� ��� ��	���� �� U � 	� �

ω(x) =
d∑

i=1

ci(x)ωi(x)

�� c1(x), . . . , cd(x) ���� 
�� ��������� ������ � ������ ������ 
� x� 
������ �� U◦�

����� � ���� x◦ �� ����� �	
����� ���� ����������� ����� Δ� ������ x◦ ��� �� ����� �	
��

���� ���� Δ⊥ �� �� ������ �� �������
� U◦ � x◦ ��� ��� �� ����������� � Δ⊥ ��� U◦ ��� ���

������������� ������

������������	 �	
����	��

����	
	�� � ��� ����������� Δ ��� ��� ���������� ���� �� ����� ��������� f �� �� �������

� ��� [f, τ ] � f ���� ���� ����� ��������� τ � Δ ��� ����� �� ����� ��������� � Δ� ����� �

��� �� �

τ ∈ Δ =⇒ [f, τ ] ∈ Δ.

���� �� ��� 
� �	������ ����� ���
����� 
���� ����� 	��� ���	����� �� �������� 
�������� ��

�������� [f,Δ] 	�� �	������ �� 
���������� �� ��
�� 	� ��� ���� ��� ����	� ��������� 
�

�� ���� [f, τ ]� ���� τ ∈ Δ� ����� � 
�� �

[f,Δ] = span{[f, τ ], τ ∈ Δ}

���� ����� ��������� �� ��� 	������� 
� 
�� !�� �� 
���������� Δ ��� ��������� ���� �� ����	

�������� f �� �

[f,Δ] ⊂ Δ

"�		����� !�� �� 
���������� Δ ��� ��� ��� ���#� $
� 
�������� d%� &� ��� ���� 	������� 
���'

	��� ���� ����	 �������� τ 
� Δ ���� �� ���� �

τ(x) =
d∑

i=1

ci(x)τi(x)

(��� 	������ ���� ����� !�� ���� ����� �

[f,Δ] ⊃ span{[f, τ1], . . . , [f, τd]}

Δ+ [f,Δ] = span{τ1, . . . , τd, [f, τ1], . . . , [f, τd]}

�	��������	 �� ��	���� ��� �����������	� �	
����	���

(��� ������ 	� �

〈τ1, . . . , τq|Δ〉

�� 	��� 	����� 
���������� !�� �������� Δ !�� ��� ��������� ���� ��� ����	� ��������� τ1, . . . , τq�

)��� ������ !�� 	���� 
� �������� ��� ����� 
���������� �������� ��� ���� �� ���
�� 
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 Δ �	� 
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 ��	� ��
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���	���
� 	
� ���	�
�� �� ������	���
� Δi

Δ0 = Δ ��� ������	���
 �� �������

Δk = Δk−1 +
∑q

i=1[τi,Δk−1]

��	� 
�	� ������
� �����	� �

Δk∗ = Δk∗+1

�� 	
 ��� k∗ ������� ����� �

Δk∗ = 〈τ1, . . . , τq|Δ〉.

��	� Δi ��
 	��!���

〈τ1, . . . , τq|Δ〉 = Δn−1(x)

���������	�� 
� �	�	��� 
�� ��
	���	��	��� 	����	�����

"
 	������
� 	
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 �	 ��
��	� ��� ���$

���	���
� �
�����
���� 
�	� ���
� 	
 �� ������� �	� ��
���	�� 	
� ���	�
�� �� ��������	���
�

Di �

D0 = D ��� ��������	���
 �� �������

Dk = Dk−1 +
∑q

i=1 LτiDk−1

��	� 
�	� ������
� �����	� �

Dk∗ = Dk∗+1

�� 	
 ��� k∗ ������� ����� �

Dk∗ = 〈τ1, . . . , τq|D〉.

��	� Di ��
 	��!���

〈τ1, . . . , τq|D〉 = Dn−1(x)
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