
HAL Id: tel-01816979
https://theses.hal.science/tel-01816979

Submitted on 15 Jun 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Approximability, parameterized complexity and solving
strategies of some multidimensional assignment

problems
Guillerme Duvillié

To cite this version:
Guillerme Duvillié. Approximability, parameterized complexity and solving strategies of some mul-
tidimensional assignment problems. Other [cs.OH]. Université Montpellier, 2016. English. �NNT :
2016MONTT321�. �tel-01816979�

https://theses.hal.science/tel-01816979
https://hal.archives-ouvertes.fr


∗





❈♦♥#❡♥#%

■ !"♦❧❡❣♦♠❡♥❛ ✶✺

✶ ●"❛♣❤& ❛♥❞ ❍②♣❡"❣"❛♣❤& ✶✼

✶✳✶ ●#❛♣❤' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷ ❍②♣❡#❣#❛♣❤' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷ ❈♦♠♣✉3❛3✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐3② ✷✶

✷✳✶ /#♦❜❧❡♠'✱ ❘❡❞✉❝9✐♦♥' ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐9② ❈❧❛''❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✶✳✶ ❉❡❝✐'✐♦♥ /#♦❜❧❡♠' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✶✳✷ ❚❤❡ NP ❝♦♠♣❧❡①✐9② ❝❧❛'' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✶✳✸ ❖♣9✐♠✐③❛9✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✷ ❆♣♣#♦①✐♠❛9✐♦♥ ❆❧❣♦#✐9❤♠' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸ ❆♣♣#♦①✐♠❛9✐♦♥ /#❡'❡#✈✐♥❣ ❘❡❞✉❝9✐♦♥' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✹ ●❛♣✲#❡❞✉❝9✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✺ ❖9❤❡# ❝♦♠♣❧❡①✐9② ❤②♣♦9❤❡'❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✺✳✶ ❚❤❡ ❯♥✐K✉❡ ●❛♠❡ ❈♦♥❥❡❝9✉#❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✺✳✷ NP * QP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✺✳✸ ❊①♣♦♥❡♥9✐❛❧ ❚✐♠❡ ❍②♣♦9❤❡'✐' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸ 8❛"❛♠❡3❡"✐③❡❞ ❈♦♠♣❧❡①✐3② ✹✶

✸✳✶ ■♥9✉✐9✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐9✐♦♥' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✷ ❑❡#♥❡❧✐③❛9✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

■■ ❚❤❡♦"❡.✐❝❛❧ ❛1♣❡❝.1 ✺✸

✹ 8"❡❧✐♠✐♥❛"✐❡& ✺✺

✹✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✷ ❖❜'❡#✈❛9✐♦♥' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✺ ❘❡❧❛3❡❞ ❲♦"❦ ✻✸

✺✳✶ ▼✉❧#✐✲❉✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ❆**✐❣♥♠❡♥# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✷ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ 9❤❡ ❞✐❡ ②✐❡❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✸ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ 9❤❡ ❢❛✉❧9' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸



✹ ❈❖◆❚❊◆❚❙

✻ ■♥#❡%♠❡❞✐❛#❡ ♣%♦❜❧❡♠. ✼✶

✻✳✶ ◆❡❣❛(✐✈❡ ❘❡,✉❧(, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✻✳✶✳✶ O
(

m
log(m)

)

✲✐♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ❢♦4 max 6=0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻✳✶✳✷ f(n), p1−ε
❛♥❞ m1−ε

✲✐♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ❢♦4 maxmax 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✻✳✶✳✸ ■♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ❡①(❡♥,✐♦♥ (♦ (maxmax 1)#0≤1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✶✳✹ (n− 1− ε)✲✐♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ❢♦4 (minmin 0)#0≤1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✻✳✶✳✺ (1− ε) log(m)✲✐♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ❢♦4 minmin 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✻✳✷ @♦,✐(✐✈❡ ❘❡,✉❧(, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉,✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ C✉❡,(✐♦♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✼ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ #❤❡ ♦✈❡%❛❧❧ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ♦♥❡. ✽✼

✼✳✶ ◆❡❣❛(✐✈❡ ❘❡,✉❧(, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✼✳✶✳✶ O( m
log(m))✲✐♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✼✳✶✳✷ f(n), p1−ε, m1−ε
✲✐♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✼✳✷ ❈♦♥,✐❞❡4✐♥❣ (❤❡ ✈❡❝(♦4, ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✼✳✷✳✶

p/r✲❛♣♣4♦①✐♠❛(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✼✳✷✳✷ ❋❛,(❡4 ❛❧❣♦4✐(❤♠ ❢♦4 ✜①❡❞ p ❢♦4 max
∑

1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✼✳✷✳✸ ◆♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ,✐③❡ ❦❡4♥❡❧ ✇✐(❤ ♣❛4❛♠❡(❡4 p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✼✳✸ ❘❡,♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ,♣❛4,❡ ✐♥,(❛♥❝❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✼✳✸✳✶ EPTAS ❢♦4 (max
∑

1)#0≤r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✼✳✸✳✷ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲(✐♠❡ ❛❧❣♦4✐(❤♠ ❢♦4 (max
∑

1)#0≤1 ✇❤❡♥ m ✐, ✜①❡❞ ✶✵✸

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉,✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ C✉❡,(✐♦♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✽ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ #❤❡ ♦✈❡%❛❧❧ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ③❡%♦. ✶✵✾

✽✳✶ ❆♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ♦❢ min
∑

0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✽✳✶✳✶ (n− ε)✲✐♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✽✳✶✳✷ ■♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐(② ✇✐(❤♦✉( ❯●❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✽✳✶✳✸ ❆♣♣4♦①✐♠❛(✐♦♥ ❛❧❣♦4✐(❤♠ ❢♦4 min
∑

0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✽✳✷ @❛4❛♠❡(❡4✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐(② ♦❢ min
∑

0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✽✳✷✳✶ O(k2m) ❦❡4♥❡❧ ❢♦4 (min
∑

0, k) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✽✳✷✳✷ @♦,✐(✐✈❡ 4❡,✉❧(, ❛❝❝♦4❞✐♥❣ (♦ ζβ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✽✳✷✳✸ ◆❡❣❛(✐✈❡ 4❡,✉❧(, ❛❝❝♦4❞✐♥❣ (♦ ζβ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✽✳✷✳✹ @♦,✐(✐✈❡ 4❡,✉❧(, ❛❝❝♦4❞✐♥❣ (♦ ζp ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✽✳✷✳✺ ◆❡❣❛(✐✈❡ 4❡,✉❧(, ❛❝❝♦4❞✐♥❣ (♦ ζp ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉,✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ C✉❡,(✐♦♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

■■■ !"❛❝%✐❝❛❧ ❆)♣❡❝%) ✶✷✾

✾ <%❡❧✐♠✐♥❛%✐❡. ✶✸✶

✾✳✶ ❘❡❧❛(❡❞ ✇♦4❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✾✳✷ ■♥,(❛♥❝❡ ❣❡♥❡4❛(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✾✳✷✳✶ ❈♦♥,✐❞❡4❡❞ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✾✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ 4❡,(4✐❝(✐♦♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✺

✾✳✷✳✸ ❆❧'❡)♥❛'✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✾✳✸ ❊①♣❡)✐♠❡♥' ❝❤❛)❛❝'❡)✐8'✐❝8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✶✵ ■▲$ ❢♦'♠✉❧❛,✐♦♥/ ✶✸✼

✶✵✳✶ ▼♦❞❡❧ ❞❡8❝)✐♣'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✵✳✶✳✶ ▼❉❆ ✐♥8♣✐)❡❞ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✵✳✶✳✷ ❍✉❜ 8❡' ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✶✵✳✷ ■▲B ❝♦♠♣❛)✐8♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✶✵✳✷✳✶ ▲B )❡❧❛①❛'✐♦♥8 ❝♦♠♣❛)✐8♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✶✵✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❘❡8✉❧'8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✶✵✳✸ ■▲B ❜❛8❡❞ ❤❡✉)✐8'✐❝8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✶✵✳✸✳✶ B)✐♥❝✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✶✵✳✸✳✷ ❈♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❘❡8✉❧'8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✶✵✳✹ ❙❡'8 ❛❣❣)❡❣❛'✐♦♥ '❡❝❤♥✐H✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✶✵✳✹✳✶ ▼♦❞✉8 ❖♣❡)❛♥❞✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✶✵✳✹✳✷ ❈♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ )❡8✉❧'8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✶✵✳✺ ❈♦♥❝❧✉8✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✶✶ ▼❛,❝❤✐♥❣ ❜❛/❡❞ ❤❡✉'✐/,✐❝/ ✶✻✾

✶✶✳✶ ❙❡' 8❡❧❡❝'✐♦♥ 8')❛'❡❣✐❡8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✶✶✳✶✳✶ ■'❡)❛'✐✈❡ ▼❛'❝❤✐♥❣8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✶✶✳✶✳✷ ▲♦' B❛)'✐'✐♦♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✶✶✳✶✳✸ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❇✐♥❛)② ❚)❡❡ ❙')❛'❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✶✶✳✷ ❈♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ )❡8✉❧'8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✶✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉8✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✶✷ $❡'/♣❡❝,✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥ ✶✼✼

❆ ❈♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ '❡/✉❧,/ ✶✽✺

❆✳✶ ■▲B ❝♦♠♣❛)✐8♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺



✻ ❈❖◆❚❊◆❚❙



❘❡♠❡#❝✐❡♠❡♥'(

❙✬✐❧ ❡%& ✉♥ ❡①❡*❝✐❝❡ ,✉✐ *❡✈.& / ♠❡% ②❡✉① ✉♥❡ ✐♠♣♦*&❛♥❝❡ %✐♥❣✉❧✐6*❡ ❛✉ ❝♦✉*% ❞❡ ❧❛

*8❞❛❝&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛♥✉%❝*✐& ❞❡ &❤6%❡✱ ❝✬❡%& ❜✐❡♥ ❝❡❧✉✐ ❞❡% *❡♠❡*❝✐❡♠❡♥&%✳ ❈❡% ,✉❡❧,✉❡%

♣❛*❛❣*❛♣❤❡% %♦♥&✱ ❡♥ ❡✛❡&✱ ❧✬♦❝❝❛%✐♦♥ ❞❡ *8♣❛*❡*✱ ❛♣*6% &*♦✐% ❛♥% ❞❡ ❧❛❜❡✉*✱ ✉♥❡ ❝❡*✲

&❛✐♥❡ ❢♦*♠❡ ❞✬✐♥❣*❛&✐&✉❞❡ ♣*♦♣*❡ ❛✉ ❞♦❝&♦*❛♥&✳ ❈♦♠♠❡ ❛❜%♦*❜8 ♣❛* ✉♥❡ &A❝❤❡ ❞♦♥&

❧✬❛♠♣❧❡✉* ❧✉✐ 8❝❤❛♣♣❡ ❥✉%,✉✬/ %♦♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐%%❡♠❡♥&✱ ✐❧ ❡♥ ♦✉❜❧✐❡ %♦✉✈❡♥& ❧✬❛❜♥8❣❛&✐♦♥

❞♦♥& ♣❡✉✈❡♥& ❢❛✐*❡ ♣*❡✉✈❡ ❧❡% ♣❡*%♦♥♥❡% ❞❡ %♦♥ ❡♥&♦✉*❛❣❡✳ ❆✐♥%✐✱ ✐❧ ♠❡ %❡♠❜❧❡ ♥❛&✉*❡❧

❞✬❡♥✈✐%❛❣❡* ❝❡ ♠❛♥✉%❝*✐&✱ ♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ D✉✈*❡ ♣❡*%♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠❛✐% ❝♦♠♠❡ ❧❛ *8%✉❧&❛♥&❡

❞❡% %❛❝*✐✜❝❡% ❡& ❞❡% ❡✛♦*&% ❞❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♣❡*%♦♥♥❡% ,✉✐ ♠✬♦♥& ❝F&♦②8✱ ❞❡ ❧❡✉* ♣❧❡✐♥

❣*8 ♦✉ ♥♦♥✱ ❞✉*❛♥& ❝❡% &*♦✐% ❛♥♥8❡%✳

❉❛♥% ✉♥ ♣*❡♠✐❡* &❡♠♣%✱ ❥❡ &✐❡♥% / *❡♠❡*❝✐❡* ♠❡% ❡♥❝❛❞*❛♥&%✱ ❘♦❞♦❧♣❤❡ ●✐*♦✉❞❡❛✉

❡& ▼❛*✐♥ ❇♦✉❣❡*❡&✳ ▼❡*❝✐ ❘♦❞♦❧♣❤❡ ♣♦✉* ❛✈♦✐* ❝*✉ ❡♥ ♠♦✐ ❡& ❝❡✱ %✉✣%❛♠♠❡♥& ♣♦✉*

♠❡ ♣*♦♣♦%❡* ✉♥ %✉❥❡&✳ ▼❡*❝✐ ❞✬❛✈♦✐* ✈✉ ❡♥ ♠♦✐ ❛✉&*❡ ❝❤♦%❡ ,✉✬✉♥ 8&✉❞✐❛♥& ❞8%✐♥✈♦❧&❡

❡& ❞✬❛✈♦✐* %✉ *8✈❡✐❧❧❡* ✉♥❡ ❝✉*✐♦%✐&8 ❡♥❞♦*♠✐❡ ❞❡♣✉✐% ❜✐❡♥ ❧♦♥❣&❡♠♣%✳ ▼❛✐% %✉*&♦✉& ✉♥

❣*❛♥❞ ♠❡*❝✐ ♣♦✉* ❛✈♦✐* %✉ &*♦✉✈❡* ❧✬❡♥❝❛❞*❡♠❡♥& ✐❞8❛❧ ♠✬❛②❛♥& ♣❡*♠✐% ❞❡ ♠✬8♣❛♥♦✉✐*✱

♣♦✉* &♦✉&❡ ❝❡&&❡ 8♥❡*❣✐❡ ❞8♣❡♥%8❡✱ ♣♦✉* &♦✉&❡% ❝❡% ❤❡✉*❡% ♣❛%%8❡% / *❡❧✐*❡ ♣❛*❢♦✐% ❞✐①

❢♦✐% ❧❡% ♠.♠❡% 8❝*✐&%✱ ♣♦✉* ❛✈♦✐* %✉ &*♦✉✈❡* ❧✬8,✉✐❧✐❜*❡ ✐❞8❛❧ ❡♥&*❡ ❛✉&♦♥♦♠✐❡ ❡& ❛✉&♦*✐&8✱

♦✉ ❡♥❝♦*❡ ♣♦✉* ❧❡ %♦✉&✐❡♥ ❤✉♠❛✐♥ ❞♦♥& ❥✬❛✐ ❡✉ ❜❡%♦✐♥ ❧♦*%,✉✬✐❧ ♠✬❛ ❢❛❧❧✉ ❝♦♥❝✐❧✐❡* ♠❛

✈✐❡ ❞❡ ❥❡✉♥❡ ♣❛♣❛ ❡& ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦❝&♦*❛♥&✳

▼❡*❝✐ ▼❛*✐♥ ♣♦✉* ♥♦% 8❝❤❛♥❣❡% %♣♦♥&❛♥8% ❡& ✭♣*❡%,✉❡✮ &♦✉❥♦✉*% ♣*♦❞✉❝&✐❢% ❡& ❝❡

/ ♥✬✐♠♣♦*&❡ ,✉❡❧❧❡ ❤❡✉*❡ ❞✉ ❥♦✉* ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♥✉✐&✳ ▼❡*❝✐ ❞❡ ♥❡ ❥❛♠❛✐% ♠✬❛✈♦✐* ❧❛✐%%8

&♦♠❜❡* ❞❛♥% ❧❛ ❢❛❝✐❧✐&8✱ ♣♦✉* &♦✉&❡% ♥♦% %❡%%✐♦♥% &❡❝❤♥✐,✉❡%✱ / ❧❛ ✜♥ ❞❡%,✉❡❧❧❡% ❥✬❛✈❛✐%

❧✬✐♠♣*❡%%✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐* ❝♦✉*✉ ✉♥ ♠❛*❛&❤♦♥ ❡& ❛✉①,✉❡❧❧❡% ✉♥ ❣*❛♥❞ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ *8%✉❧&❛&%

❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉%❝*✐& ❞♦✐✈❡♥& ❧❡✉* ❡①✐%&❡♥❝❡✱ ♣♦✉* ❝❡&&❡ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣*❡♥❞*❡ ,✉✐ &✬❡%& %✐

♣❛*&✐❝✉❧✐6*❡ ❡& ,✉✐ ♠✬❛ ♦❜❧✐❣8 / 8❝❧❛✐*❝✐* ❝❤❛,✉❡ ③♦♥❡ ❞✬♦♠❜*❡ ❞❡% &❤8♦*✐❡% %✉* ❧❡%,✉❡❧❧❡%

♥♦✉% ❛✈♦♥% &*❛✈❛✐❧❧8✳ ▼❡*❝✐ 8❣❛❧❡♠❡♥& ❞✬❛✈♦✐* %✉ ♠❡ ❢♦*❝❡* / &♦✉& *❡❝♦♠♠❡♥❝❡* ❧♦*%,✉❡

❝✬8&❛✐& ♥8❝❡%%❛✐*❡✱ ❛✐♥%✐ ,✉❡ ❞✬❛✈♦✐* 8&8 ♣*8%❡♥& ❞❛♥% ♠❡% ♠♦♠❡♥&% ❞❡ ❞♦✉&❡ ❡& ❞❡

❧❛%%✐&✉❞❡ ❡& ❡♥✜♥ ♣♦✉* ❝❡&&❡ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ♣❛*&❛❣❡* ❝❡ ,✉✐ &✬❡%& ❝❤❡* ✭② ❝♦♠♣*✐% ❧❡% ❧✐❜❡*&8%

♣❛*❢♦✐% ♦✉&*❛♥❝✐6*❡% ,✉❡ ♣*❡♥♥❡♥& ❧❡% ♣✐❛♥✐%&❡% *♦♠❛♥&✐,✉❡% ❛✈❡❝ ❧❛ ♣✉❧%❛&✐♦♥✮✳

❈❡ ❢✉& ✉♥ ✈8*✐&❛❜❧❡ ♣❧❛✐%✐* ❞✬❛✈♦✐* 8✈♦❧✉8 / ✈♦% ❝F&8% &♦✉& ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡% ❛♥♥8❡% ❡&

❥✬❡%♣6*❡ ,✉❡ ✈♦✉% ✈❡**❡③ ❡♥ ❝❡% ❧✐❣♥❡% ❧✬❛✈❡✉ ❞✬✉♥❡ ♠8❧❛♥❝♦❧✐❡ %✐♥❝6*❡ / ❧✬✐❞8❡ ❞❡ ♥❡ ♣❧✉%

&*❛✈❛✐❧❧❡* ❡♥%❡♠❜❧❡✳

❏❡ %♦✉❤❛✐&❡*❛✐% *❡♠❡*❝✐❡* ❈*✐%&✐♥❛ ❇❛③❣❛♥ ❡& ❈❤*✐%&♦♣❤❡ Q✐❝♦✉❧❡❛✉ ♣♦✉* ❛✈♦✐* ❛❝✲

❝❡♣&8 ❞❡ ♣*❡♥❞*❡ ❞❡ ❧❡✉* &❡♠♣% ♣♦✉* ❧✐*❡ ❡& ❝♦**✐❣❡* ❝❡ ♠❛♥✉%❝*✐& ❛✐♥%✐ ,✉❡ ♣♦✉* ❧❡✉*%

❡♥❝♦✉*❛❣❡♠❡♥&% ❡& ❧❡% 8❝❤❛♥❣❡% ,✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣✉ ❛✈♦✐* ❡♥ ❝♦♥❢8*❡♥❝❡ ♥♦&❛♠♠❡♥&✳

❯♥ ❣*❛♥❞ ♠❡*❝✐ 8❣❛❧❡♠❡♥& / ❉✐♠✐&*✐♦% ❚❤✐❧✐❦♦% ❡& ❋*8❞8*✐❝ ❍❛✈❡& ♣♦✉* ❛✈♦✐* ❛❝❝❡♣&8

❞❡ %✐8❣❡* ❞❛♥% ♠♦♥ ❥✉*②✳

❏❡ &✐❡♥% 8❣❛❧❡♠❡♥& / *❡♠❡*❝✐❡* ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♠❡♠❜*❡% ❞❡ ❧✬8,✉✐♣❡ ▼❆❖❘❊ ♣♦✉*

❧❡✉* ❛❝❝✉❡✐❧ ❡& ❧❡✉* %♦❧❧✐❝✐&✉❞❡ ♣❡♥❞❛♥& ♠♦♥ %8❥♦✉* ♣❛*♠✐ ❡✉①✳ ▼❡*❝✐ ❞✬❛✈♦✐* %✉♣♣♦*&8

✼



✽ ❈❖◆❚❊◆❚❙

❧❡# ✐♥♥♦♠❜)❛❜❧❡# ♣),#❡♥-❛-✐♦♥# ❞❡ ♠♦♥ #✉❥❡-✱ ❡- ❞✬❛✈♦✐) ❡✉ ❧❛ ❣❡♥-✐❧❧❡##❡ ❞❡ ♥❡ ❥❛♠❛✐#

♣♦✐♥-❡) ❞✉ ❞♦✐❣- ♥✐ ❧❡ )❡❝②❝❧❛❣❡ ✐♠♠♦❞,), ❞❡ ♠❡# -)❛♥#♣❛)❡♥-#✱ ♥✐ ♠❡# ❧✉❜✐❡# ♣❛#✲

#❛❣8)❡# ❡♥ -❡)♠❡ ❞❡ #-②❧❡ ❜❡❛♠❡)✳ ❏❡ )❡♠❡)❝✐❡ ♣❛)-✐❝✉❧✐8)❡♠❡♥- ❆♥♥❡✲➱❧✐#❛❜❡-❤ >✉✐

♠✬❛ ❢❛✐- ♣❧❡✐♥❡♠❡♥- ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♠❡ ❧❛✐##❛♥- ♦)❣❛♥✐#❡) ❝❡)-❛✐♥# ❝♦✉)# ❡- -)❛✈❛✉① ❞✐)✐❣,#

❞❡ ),#❡❛✉✱ ➱)✐❝ ♣♦✉) ♠✬❛✈♦✐) ♣❡)♠✐# ❞❡ ♠✬❛❞)❡##❡) B ✉♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡①♣,)✐♠❡♥-, ❡♥ ♠❡

❧❛✐##❛♥- ✐♥-❡)✈❡♥✐) ❛✉ #❡✐♥ ❞❡ #♦♥ ❝♦✉)# ❞✬♦♣-✐♠✐#❛-✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛-♦✐)❡ ❡- ❡♥✜♥ ▼✐❝❤❛D❧

❛✈❡❝ >✉✐ ❥❡ )❡❣)❡--❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛# ❛✈♦✐) ❡✉ ❧✬♦❝❝❛#✐♦♥ ❞❡ -)❛✈❛✐❧❧❡) ♣❧✉# ❧♦♥❣✉❡♠❡♥-✱ >✉✐ ❛

#✉ ♠✬❛♣♣♦)-❡) ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ❧❛ ❢)❛E❝❤❡✉) ❝❛)❛❝-,)✐#-✐>✉❡ ❞❡ ❧❛ ❇❡❧❣✐>✉❡ ❡- B >✉✐ ❥❡ ❞♦✐#

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉❥♦✉)❞✬❤✉✐✳

▼❡)❝✐ B ◆✐❝♦❧❛# ❙❡))✉)✐❡) ❡- ▲❛✉)✐❡ ▲❛✈❡)♥❡ #❛♥# >✉✐ ❧❡# ❧♦✉)❞❡✉)# ❞❡ ❧✬❛❞♠✐♥✐#-)❛-✐♦♥

❛✉)❛✐❡♥- ❡✉ )❛✐#♦♥ ❞❡ ♠❛ ♠♦-✐✈❛-✐♦♥✳ ▼❡)❝✐ ♣♦✉) ✈♦-)❡ ❣❡♥-✐❧❧❡##❡✱ ✈♦-)❡ ♣❛-✐❡♥❝❡ ❡-

♣♦✉) ❝❡ ❞♦♥ >✉❡ ✈♦✉# ❛✈❡③ ❞❡ )❡♥❞)❡ ❢❛❝✐❧❡ ❡- ❞✐❣❡#-❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❞,♠❛)❝❤❡# ❛❞♠✐♥✲

✐#-)❛-✐✈❡# ❛✉①>✉❡❧❧❡# ✉♥ ❞♦❝-♦)❛♥- ♣❡✉- K-)❡ ❝♦♥❢)♦♥-,✳

❏❡ ✈♦✉❞)❛✐# )❡♠❡)❝✐❡) ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❞♦❝-♦)❛♥-# >✉✬✐❧ ♠✬❛ ,-, ❞♦♥♥, ❞❡ ❝L-♦②❡)

♣❡♥❞❛♥- ❝❡# >✉❡❧>✉❡# ❛♥♥,❡#✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡♥-✐♦♥ #♣,❝✐❛❧❡ ♣♦✉) ❘,♠✐ >✉✐ ❛ ❞✐)❡❝-❡♠❡♥-

♣❛)-✐❝✐♣, B ♠♦♥ ,♣❛♥♦✉✐##❡♠❡♥- ♣❡)#♦♥♥❡❧ ❡♥ ♠✬♦✉✈)❛♥- ❧❡# ♣♦)-❡# ❞✉ ❝♦♥#❡✐❧ ❞❡#

❞♦❝-♦)❛♥-#✱ ♣♦✉) ❙❛❜)✐♥❛ ♣♦✉) #❛ ❣❡♥-✐❧❧❡##❡ ❡- #❛ ❝❛♥❞❡✉)✱ ♣♦✉) ◆❛♠)❛-❛ ♣♦✉) #♦♥

❡♥-❤♦✉#✐❛#♠❡✱ ♣♦✉) ❙✇❛♥ ♣♦✉) ❧❛ #✐♠♣❧✐❝✐-, ❞❡ #❡# ♣♦✐♥-# ❞❡ ✈✉❡ ❡- ❧❛ ❢♦)❝❡ ❞❡ #❡#

❝♦♥✈✐❝-✐♦♥#✱ ♣♦✉) ❈❤❧♦, ♣♦✉) #❛ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡ ✐♥❡#-✐♠❛❜❧❡ ❞❡# ♠,❛♥❞)❡# ❛❞♠✐♥✐#-)❛-✐❢#

❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡)#✐-, ♠❛✐# #✉)-♦✉- ♣♦✉) #❛ ♣❡)#,✈,)❛♥❝❡ ❡- #❛ ❞,-❡)♠✐♥❛-✐♦♥ B ♠❡ -✐)❡) ✈❡)# ❧❡

❤❛✉- ❡♥ ♠❛#-❡) ❡- ❡♥✜♥ ♣♦✉) ❊♠♠❛♥✉❡❧✱ ❏✉❧✐❡♥ ❡- ❆❞❡❧ ♣♦✉) ❝❡# ✐♥♥♦♠❜)❛❜❧❡# ❢♦✉✲)✐)❡✱

❝❡# ❧♦♥❣# ❞,❜❛-# ♣♦❧✐-✐>✉❡# ❡-✴♦✉ ❧✐♥❣✉✐#-✐>✉❡# #✉) ❧✬✐♠♣♦)-❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝❡♥- ❝✐)❝♦♥✢❡①❡

❞❛♥# ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ❢)❛♥S❛✐#❡ ❛✐♥#✐ >✉❡ ♣♦✉) -♦✉-❡ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ >✉❡ ✈♦✉# ❛✈❡③ ❡✉ B ♠♦♥

,❣❛)❞✳

❏❡ ❝♦♥-✐♥✉❡)❛✐ ❡♥ )❡♠❡)❝✐❛♥- ❋)✐-# ❙♣✐❡❦#♠❛ >✉✐ ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❧✬❡#♣❛❝❡ ❞❡ >✉❡❧>✉❡#

#❡♠❛✐♥❡# ❛✉ #❡✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦)❛-♦✐)❡ ❖❘❙❚❆❚ B ▲❡✉✈❡♥✱ >✉✐ ❛ ❛❝❝❡♣-, ❞❡ ✈❡♥✐) ❛##✐#-❡)

B ♠❛ #♦✉-❡♥❛♥❝❡ ♠❛❧❣), ❧❛ ❧♦♥❣✉❡ ❞✐#-❛♥❝❡ #,♣❛)❛♥- ▼❛❛#-)✐❝❤- ❞❡ ▼♦♥-♣❡❧❧✐❡)✱ ♠❛✐#

#✉)-♦✉- ♣♦✉) ❛✈♦✐) #♦✉❧❡✈, ✉♥ ❣)❛♥❞ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ >✉❡#-✐♦♥# ♣❡)-✐♥❡♥-❡# #✉) ❧❡ ♣)♦❜❧8♠❡

❝♦♥#✐❞,), >✉✐ ♠✬♦♥- -❡♥✉ ❡♥ ❤❛❧❡✐♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣# ♠♦✐# ❞✉)❛♥-✳

❏❡ ✜♥✐)❛✐ ❝❡--❡ ♣❛)-✐❡  ❡♠❡ ❝✐❡♠❡♥&'  ❡❝❤❡ ❝❤❡ ❡♥ ❝✐-❛♥- ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❉❡)♦♠❜✐#❡✱

❏,),♠✐❡ ❉❡-)❡②✱ ▼❛)✐♦ ▼❛)❝❤❡--✐ ❡- ❉❡♥✐# ❚)②#-)❛♠ #❛♥# >✉✐ ❥❡ ♥✬❛✉)❛✐# ❥❛♠❛✐# ♣✉

❞,✈❡❧♦♣♣❡) ❛✉-❛♥- ❧❡ ❣♦Z- ❞❡ ❧❛ )❡❝❤❡)❝❤❡ ❡- ❞✉ ♣❛)-❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡#✳

■❧ ♠❡ -✐❡♥- B ♣),#❡♥- B ❝\✉) ❞❡ )❡♠❡)❝✐❡) ♠❡# ♣)♦❝❤❡# >✉✐ ♠✬♦♥- ❢♦)❝, B #♦)-✐) ❞❡

♠❛ ❝❛✈❡)♥❡ ♣♦✉) ♥❡ ♣❛# ♦✉❜❧✐❡) >✉✬✐❧ ❡①✐#-❡ ✉♥❡ ✈✐❡ ❡♥ ❞❡❤♦)# ❞✉ ❧❛❜♦)❛-♦✐)❡ ❡- >✉✐✱

♣❛) ❧❡✉) #♦✉-✐❡♥ ✐♥❞,❢❡❝-✐❜❧❡✱ ♦♥- ,-, ❧❛ ❜❛#❡ #-❛❜❧❡ ❡- #♦❧✐❞❡ ♠✬❛②❛♥- ♣❡)♠✐# ❞✬❛✛)♦♥-❡)

#❡)❡✐♥❡♠❡♥- ❧❡# ❞✐✣❝✉❧-,# ❡- ❧❛ )✉❞❡##❡ ❞✬✉♥❡ -❡❧❧❡ ❛✈❡♥-✉)❡✳

❯♥ ♠❡)❝✐ -♦✉- ♥❛-✉)❡❧ B ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡# ❢)8)❡# ❡- #\✉)#✱ ♠♦♥ ♦♥❝❧❡✱ ♠❛ -❛♥-❡ ❡-

♠❛ ❣)❛♥❞✲♠8)❡✱ >✉✐ ❞❡ ♣❛) ❧❡✉) ♣❧✉)❛❧✐-, ❡- ♣❛) ❧❡✉)# ❡♥❝♦✉)❛❣❡♠❡♥-#✱ ♠✬♦♥- ♣♦✉##, B

♠❡ #✉)♣❛##❡) ❢❛❝❡ ❛✉① ,♣)❡✉✈❡# ❡- ♠✬♦♥- )❛##,),♥, ❡♥ ♣,)✐♦❞❡ ❞❡ #-)❡##✳ ▼❡)❝✐ ♣♦✉)

❝❡# ♣❛)❡♥-❤8#❡# ),❣✉❧✐8)❡# ❡- -♦✉❥♦✉)# ✉♥ ♣❡✉ ❞,❥❛♥-,❡# >✉✐ ♠✬♦♥- #❡)✈✐❡# ❞❡ #♦✉♣❛♣❡

❞❡ #,❝✉)✐-,✳

❯♥ ♠❡)❝✐ B ♠❛ ❜❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉) -♦✉- ❝❡ >✉✬✐❧# ♦♥- ❢❛✐- ♣♦✉) ♠♦✐✱ ♣♦✉) ❧❡✉)# ❡♥❝♦✉)✲

❛❣❡♠❡♥-#✱ ♣♦✉) ♠✬❛✈♦✐) ✐♥-,❣)❡) B ❧❡✉) ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧# ❧✬♦♥- ❢❛✐-✳ ❯♥ ❣)❛♥❞ ♠❡)❝✐ ❞❡

♠✬❛✈♦✐) ♦✉✈❡)- ❧❡# ♣♦)-❡# ❞❡ ✈♦-)❡ ❤❛✈)❡ ❞❡ ♣❛✐① ❛✉##✐ #♦✉✈❡♥- >✉✬✐❧ ❛ ,-, ♥,❝❡##❛✐)❡✱



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✾

♠❡#❝✐ ❞✬❛✈♦✐# +✉♣♣♦#./ ♠❡+ ❧♦♥❣✉❡+ ❥♦✉#♥/❡+ ❞✬❡#♠✐.❡ #❡❝❧✉+ +✉# ♠♦♥ ♦#❞✐♥❛.❡✉# ❡. ❝❡

♠❛❧❣#/ ♠❡+ ♠❛♥4✉❡♠❡♥.+ /✈✐❞❡♥.+ ❛✉① #6❣❧❡+ ❞❡ ❧✬❤♦+♣✐.❛❧✐./ ❡. ❞✉ +❛✈♦✐#✲✈✐✈#❡ ❡. ❡♥✜♥

✉♥ ♠❡#❝✐ ♣♦✉# ✈♦.#❡ ❣❡♥.✐❧❧❡++❡ ❡. ✈♦.#❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ; ♠♦♥ /❣❛#❞✳

❯♥ ♠❡#❝✐ .♦✉. ♣❛#.✐❝✉❧✐❡# ; ♠❡+ ❛♠✐+ ❞✉ ◆♦#❞ ✭❱✐❝.♦#✱ ❆❧❡①✐+✱ ❏/#/♠✐❡ ❍✳✱ E❛✉❧✲

❘♦❜❡#.✱ ■+❛❜❡❧❧❡✱ ❊❧+❛ ❡. ◆✐❝♦❧❛+✮ ♣♦✉# ❛✈♦✐# /./ ♣#/+❡♥. ❡. ❛✈♦✐# ♣#✐+ ❧❡ .❡♠♣+ ❞❡ ♠❡

#❡♥❞#❡ ✈✐+✐.❡ ♠❛❧❣#/ ❞❡+ ❡♠♣❧♦✐+ ❞✉ .❡♠♣+ ❛✉ ♠♦✐♥+ ❛✉++✐ ❝❤❛#❣/+ 4✉❡ ❧❡ ♠✐❡♥✳ ❏❡

#❡❣#❡..❡ ❥✉+.❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛+ ❛✈♦✐# ♣✉ ✈♦✉+ #❡♥❞#❡ ❧❛ ♣❛#❡✐❧❧❡✳

❏❡ .✐❡♥+ /❣❛❧❡♠❡♥. ; #❡♠❡#❝✐❡# +✐♥❣✉❧✐6#❡♠❡♥. ❏/#/♠✐❡ ❋✳ ❡. ❈❧/♠❡♥. ♣♦✉# ❧❡+ ✐♥✲

♥♦♠❜#❛❜❧❡+ +❡#✈✐❝❡+ 4✉❡ ✈♦✉+ ❛✈❡③ ♣✉ ♠❡ #❡♥❞#❡ ❡. +✉#.♦✉. ♣♦✉# ❛✈♦✐# +✉ ❞♦♥♥❡# ; ❝❡+

.❡##❡+ ♠♦♥.♣❡❧❧✐/#❛✐♥❡+✱ +✐ ❤♦+.✐❧❡+ ; ♠♦♥ ❛##✐✈/❡✱ ✉♥❡ +❛✈❡✉# ❞♦✉❝❡ ❡. +✐♥❝6#❡ 4✉✐ ♠❡

♠❛♥4✉❡ ; ♣#/+❡♥.✳

▼❡+ ❞❡#♥✐❡#+ #❡♠❡#❝✐❡♠❡♥.+✱ ❡. ♥♦♥ ❧❡+ ♠♦✐♥❞#❡+✱ +♦♥. ❞❡+.✐♥/+ ; ❙❛❧♦♠/ 4✉✐ ♠✬❛

❛❝❝♦♠♣❛❣♥/ ❛✉ 4✉♦.✐❞✐❡♥ ❞❛♥+ ❝❡..❡ ❛✈❡♥.✉#❡✳ ❈✬❡+. ❡♥ ❡✛❡. ❡❧❧❡ 4✉✐ ❛ ❞P +❛✈♦✐# ❣/#❡#

♠❡+ ❥♦✉#♥/❡+ +❛♥+ ✜♥✱ ♠❡+ ♥✉✐.+ ❞❡ .#❛✈❛✐❧✱ ♠❛ ❢❛.✐❣✉❡✱ ♠❡+ +❛✉.❡+ ❞✬❤✉♠❡✉# ❡. ♠♦♥

✐##✐.❛❜✐❧✐./✳ ❈✬❡+. ❡❧❧❡ 4✉✐ ❛ /./ ❧✬♦#❡✐❧❧❡ ❛..❡♥.✐✈❡ ❡. ❧✬/♣❛✉❧❡ #/❝♦♥❢♦#.❛♥.❡ ❞♦♥. ❥✬❛✈❛✐+

❜❡+♦✐♥ ❛♣#6+ ❞❡+ ❥♦✉#♥/❡+ ♣❛#.✐❝✉❧✐6#❡♠❡♥. ❞✐✣❝✐❧❡+✳ ▼❡#❝✐ ♣♦✉# .❛ +♦❧❧✐❝✐.✉❞❡✱ .♦♥

+♦✉.✐❡♥ ✐♥❝♦♥❞✐.✐♦♥♥❡❧ ❡. #/❝♦♥❢♦#.❛♥.✱ ♠❡#❝✐ ❞✬❛✈♦✐# .❡♥✉ ♥♦.#❡ ♣❡.✐.❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ; ❜♦✉.

❞❡ ❜#❛+ ♣❡♥❞❛♥. ❧❛ ♣/#✐♦❞❡ ❞❡ #/❞❛❝.✐♦♥✱ ❞✬❛✈♦✐# .♦❧/#/ ❝❡+ ❧♦♥❣✉❡+ ❥♦✉#♥/❡+ ♦S✱ ♦❜♥✉❜✐❧/

♣❛# ✉♥ ♣#♦❜❧6♠❡✱ ❥✬/.❛✐+ ♣#/+❡♥. ♣❤②+✐4✉❡♠❡♥. ♠❛✐+ ❛❜+❡♥. ♠❡♥.❛❧❡♠❡♥.✱ ❞✬❛✈♦✐# +✉

♣#❡♥❞#❡ +♦✐♥ ❞❡ ♥♦.#❡ ♠❛❣♥✐✜4✉❡ ♣❡.✐.❡ ✜❧❧❡ .♦✉. ❡♥ ♣#❡♥❛♥. +♦✐♥ ❞❡ ♠♦✐ ❡. +✉#.♦✉.

❞✬❛✈♦✐# +✉♣♣♦#./ ♣❡♥❞❛♥. .#♦✐+ ❛♥+ ❧❡+ ❛♣♣❡❧+ ❞❡ ▼❛#✐♥ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♥♦+ #❛#❡+ #❡♣❛+ ❡♥

❢❛♠✐❧❧❡✳ ❙❛♥+ .♦✐ #✐❡♥ ❞❡ .♦✉. ❝❡❧❛ ♥✬❛✉#❛✐. /./ ♣♦++✐❜❧❡ ❡. ❥✬❡+♣6#❡ ❛✈♦✐# ❧✬♦❝❝❛+✐♦♥✱ ✉♥

❥♦✉#✱ ❞❡ .❡ #❡♥❞#❡ ❧❛ ♣❛#❡✐❧❧❡✳ ❊♥ ❛..❡♥❞❛♥.✱ +❛❝❤❡ 4✉❡ ❥❡ +✉✐+ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉. ♣❧✉+ ❝♦♠❜❧/

❞✬❡①♣❧♦#❡# ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❤♦#✐③♦♥+ ; .❡+ ❝U./+✳



✶✵ ❈❖◆❚❊◆❚❙



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥* ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡❣.❛*❡❞ ❝✐.❝✉✐* ✭■❈✮ ♠❛♥✉❢❛❝*✉.✐♥❣ 6✐♥❝❡ ✐*6 ✜.6* ♣.♦*♦*②♣❡

♦♥ ✶✷ ❙❡♣*❡♠❜❡. ✶✾✺✽ ❜✉✐❧* ❜② ❏❛❝❦ ❑✐❧❜②✱ ❧❡❞ ●♦.❞♦♥ ▼♦♦.❡ *♦ ❢♦.♠✉❧❛*❡✱ ✐♥ ✶✾✻✺✱ ❛

♣.❡❞✐❝*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ❢✉*✉.❡ ♦❢ 6❡♠✐❝♦♥❞✉❝*♦. ✐♥❞✉6*.②✿

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ❢♦. ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥* ❝♦6*6 ❤❛6 ✐♥❝.❡❛6❡❞ ❛* ❛ .❛*❡ ♦❢

.♦✉❣❤❧② ❛ ❢❛❝*♦. ♦❢ *✇♦ ♣❡. ②❡❛.✳ ❈❡.*❛✐♥❧② ♦✈❡. *❤❡ 6❤♦.* *❡.♠ *❤✐6 .❛*❡ ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❡❝*❡❞ *♦ ❝♦♥*✐♥✉❡✱ ✐❢ ♥♦* *♦ ✐♥❝.❡❛6❡✳ ❖✈❡. *❤❡ ❧♦♥❣❡. *❡.♠✱ *❤❡ .❛*❡

♦❢ ✐♥❝.❡❛6❡ ✐6 ❛ ❜✐* ♠♦.❡ ✉♥❝❡.*❛✐♥✱ ❛❧*❤♦✉❣❤ *❤❡.❡ ✐6 ♥♦ .❡❛6♦♥ *♦ ❜❡❧✐❡✈❡

✐* ✇✐❧❧ ♥♦* .❡♠❛✐♥ ♥❡❛.❧② ❝♦♥6*❛♥* ❢♦. ❛* ❧❡❛6* ✶✵ ②❡❛.6✳

■♥ ✶✾✼✺✱ ▼♦♦.❡ .❡✈✐6❡❞ ✐*6 ♣.❡❞✐❝*✐♦♥ ❞✉.✐♥❣ *❤❡ ■❊❊❊ ■♥*❡.♥❛*✐♦♥❛❧ ❊❧❡❝*.♦♥ ❉❡✲

✈✐❝❡6 ▼❡❡*✐♥❣✳ ❍❡ 6*❛*❡❞ *❤❛* ❢.♦♠ ✶✾✽✵✱ ✏*❤❡ .❛*❡ ♦❢ ✐♥❝.❡❛6❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ❝❛♥ ❜❡

❡①♣❡❝*❡❞ *♦ ❝❤❛♥❣❡ 6❧♦♣❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ❚❤❡ ♥❡✇ 6❧♦♣❡ ♠✐❣❤* ❛♣♣.♦①✐♠❛*❡ ❛ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❡✈❡.②

*✇♦ ②❡❛.6✱ .❛*❤❡. *❤❛♥ ❡✈❡.② ②❡❛.❬✳ ✳ ✳ ❪✳✑

❚❤✐6 ❝♦♥❥❡❝*✉.❡ ❤❛6 ❜❡❡♥ ❧❛*❡. ♣♦♣✉❧❛.✐③❡❞ ❛6  ❤❡ #❡❝♦♥❞ ▼♦♦)❡✬# ▲❛✇✱ ❛♥❞ ❜②

❡①*❡♥6✐♦♥ *❤❡ ✶✾✻✺ ❝♦♥❥❡❝*✉.❡ ♣♦♣✉❧❛.✐③❡❞ ❛6  ❤❡ ✜)# ▼♦♦)❡✬# ▲❛✇✳ ❚❤✐6 ❝♦♥❥❡❝*✉.❡

♣.♦✈❡❞ ❛❝❝✉.❛*❡ ❢♦. 6❡✈❡.❛❧ ❞❡❝❛❞❡6✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ▼♦♦.❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ✐♥❞✉6*.② ❢♦.❡❝❛6*✲

❡.6 ❡①♣❡❝* ▼♦♦.❡✬6 ▲❛✇ ✇✐❧❧ ❡♥❞ ♦♥ ✷✵✷✺✳

◆♦✇❛❞❛②6✱ *❤❡ ✐♥❝.❡❛6❡ ♦❢ *❤❡ ♠✐❝.♦♣.♦❝❡66♦.6 ♣♦✇❡. ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥ ✐6 ♣❛.*❧② ❡♥6✉.❡❞

❜② ❛♥ ✐♥❝.❡❛6❡ ♦❢ *❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❝♦.❡6✳ ❚❤✐6 ✐♥❝.❡❛6❡ ✐6 6✉❝❤ *❤❛* 6♦♠❡ ❡✈❡♥ ♣.❡❞✐❝* ✐* *♦

❢♦❧❧♦✇ ▼♦♦.❡✬6 ▲❛✇ ❬❑✉♠✰✵✺❪✳ ◆❡✈❡.*❤❡❧❡66✱ *❤❡ ✐♥❝.❡❛6❡ ♦❢ *❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❝♦.❡6 ❧❡❛❞6

*♦ ❛♥ ✐♥❝.❡❛6❡ ♦❢ ❞✐6*❛♥❝❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡♠ ❛♥❞ *❤✉6 ❛♥ ✐♥❝.❡❛6❡ ♦❢ *❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥

*✐♠❡6✳ ❚❤✐6 ❧✐♠✐*6 *❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ 6✉❝❤ 6♦❧✉*✐♦♥✳ ❆ ❧❡❛❞ *♦ ♦✈❡.❝♦♠❡ 6✉❝❤ ✐66✉❡6 ✐6 *♦

♣.♦❞✉❝❡ *❤.❡❡✲❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ♠✐❝.♦♣.♦❝❡66♦.6✳

■♥6*❡❛❞ ♦❢ ❡♥❝❧♦6✐♥❣ 6❡✈❡.❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥* ❝♦.❡6✱ ❛ *❤.❡❡✲❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ♠✐❝.♦♣.♦❝❡66♦. ❛✐♠6

❛* 6✉♣❡.✐♠♣♦6✐♥❣ *❤❡ ❧❛**❡.✳ ❚❤❡ ❞✐6*❛♥❝❡ ❜❡*✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❞✐❡ ✐6 *❤❡♥ ❣.❡❛*❧② .❡❞✉❝❡❞ *♦

.♦✉❣❤❧② *❤❡ *❤✐❝❦♥❡66 ♦❢ *❤❡ ❞✐❡✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝*✉.✐♥❣ ♣.♦❝❡66 .❡♠❛✐♥6 ^✉✐*❡ ✐❞❡♥*✐❝❛❧

❛6 *❤❡ ♦♥❡ ❢♦. ❝❧❛##✐❝❛❧ ♠✐❝.♦♣.♦❝❡66♦.6✳ ■♥ ❛ ✜.6* *✐♠❡✱ *❤❡ ❞✐❡6 ❛.❡ ❡♥❣.❛✈❡❞ ♦♥ ❛

❝✐.❝✉❧❛. 6❧✐❝❡ ♦❢ 6✐❧✐❝♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ✇❛❢❡)✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ♦❢ *❤❡ ❡♥❣.❛✈❡❞ ❞✐❡

❛♥❞ ♦♥ *❤❡ 6✐③❡ ♦❢ *❤❡ ✇❛❢❡.✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♥❣.❛✈❡❞ ✉♣ *♦ 6❡✈❡.❛❧ *❤♦✉6❛♥❞6 ♦❢ ❞✐❡6 ♦♥ ❛

6✐♥❣❧❡ 6❧✐❝❡✳ ❖♥❝❡ *❤✐6 6*❡♣ ✐6 ♣❡.❢♦.♠❡❞✱ ❞✐❡6 ❛.❡ *❡6*❡❞ *♦ 6♣♦* ❢❛✉❧*② ♦♥❡6 ❛♥❞ *❤❡♥

❝✉* ♦✉*✳ ❱✐❛❜❧❡ ❞✐❡6 ❛.❡ *❤❡♥ ❡♥❝❛♣6✉❧❛*❡❞ ✐♥*♦ ❝❤✐♣6 *♦ ❣❡* ♠✐❝.♦♣.♦❝❡66♦.6 ❛6 ✇❡

✉6✉❛❧❧② ❦♥♦✇ *❤❡♠✳

❆♥ ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ 6*❡♣ ✐6 .❡^✉✐.❡❞ *♦ ♠❛♥✉❢❛❝*✉.❡ *❤.❡❡✲❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ♠✐❝.♦♣.♦❝❡66♦.6✿

*❤❡ ✐♥*❡❣.❛*✐♦♥✳ ❉✐❡6 ♥❡❡❞ ✐♥❞❡❡❞ *♦ ❜❡ 6✉♣❡.✐♠♣♦6❡❞✳ ❚❤✐6 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✈❛.✐♦✉6

♣.♦❝❡66❡6✿

❞✐❡✲$♦✲❞✐❡ *❤❡ ❞✐❡6 ❛.❡ 6✉♣❡.✐♠♣♦6❡❞ ❛♠♦♥❣ *❤❡♠ ♦♥❝❡ *❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝✉* ♦✉*✳

✶✶
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✭❛✮ ❇❛❞ ❛%%✐❣♥♠❡♥+ ✭❜✮ ●♦♦❞ ❛%%✐❣♥♠❡♥+

❋✐❣✉&❡ ✶✿ ■❧❧✉+,&❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ❛++✐❣♥♠❡♥, ♦♥ ,❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❡ ②✐❡❧❞✳

❞✐❡✲$♦✲✇❛❢❡) ❛ ♣❛&, ♦❢ ❡♥❣&❛✈❡❞ ✇❛❢❡&+ ❛&❡ ✉+❡❞ ❛+ +✉♣♣♦&, ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝✉, ♦✉, ❞✐❡+ ❛&❡

+✉♣❡&✐♠♣♦+❡❞✳

✇❛❢❡)✲$♦✲✇❛❢❡) ,❤❡ ✇❛❢❡&+ ❛&❡ +✉♣❡&✐♠♣♦+❡❞ ❜❡❢♦&❡ ❜❡✐♥❣ ❝✉, ♦✉,✳

■♥ ❛ ♥✉,+❤❡❧❧✱ ❞✐❡✲$♦✲❞✐❡ ❛♥❞ ❞✐❡✲$♦✲✇❛❢❡) ♣&♦❝❡++❡+ ♦✛❡& ❛ ❣♦♦❞ ②✐❡❧❞ ❜✉, ❣&❡❛,❧②

✐♥❝&❡❛+❡ ♠❛♥✉❢❛❝,✉&✐♥❣ ❝♦+,✳ ❖♥ ,❤❡ ♦,❤❡& ❤❛♥❞✱ ,❤❡ ✇❛❢❡)✲$♦✲✇❛❢❡) ♣&❡+❡♥, +❡✈❡&❛❧

❛❞✈❛♥,❛❣❡+ ✭,❤❡ ✐♥,❡❣&❛,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ❛, &❡❛+♦♥❛❜❧❡ ❝♦+, ✇✐,❤ ♠♦&❡ ❛❝❝✉&❛❝②

❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ,❤❡ ,❤✐❝❦♥❡++ ♦❢ ,❤❡ ✇❛❢❡&+ ❝❛♥ ❜❡ &❡❞✉❝❡❞✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❜✉, ❝❛♥ ❧❡❛❞ ,♦ ✈❡&②

♣♦♦& ②✐❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ +,❛❝❦ ♦❢ ❞✐❡+ ✐+ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ ,♦ ❜❡ ✈✐❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ,❤❡

❞✐❡+ ❝♦♠♣♦+✐♥❣ ,❤❡ +,❛❝❦ ❛&❡ ✈✐❛❜❧❡ ♦♥❡+✳ ❋✐❣✉&❡ ✶ ❣✐✈❡+ ❝❧✉❡+ ♦♥ ,❤❡ ♣♦++✐❜❧❡ ②✐❡❧❞

❞❡❣&❛❞❛,✐♦♥ ✇❤❡♥ +✉♣❡&✐♠♣♦+✐♥❣ ✇❛❢❡&+✳

❚❤✐+ ,❤❡+✐+ ❢♦❝✉+ ♦♥ ,❤❡ ✇❛② ,♦ ❤❛♥❞❧❡ +✉❝❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛,♦&✐❝+ ✐♥ ,❤❡+❡ ♣&♦❜❧❡♠+✳ ❚❤❡

♠❛♥✉+❝&✐♣, ✐+ +♣❧✐, ✐♥,♦ ,❤&❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛&,+✳ ❚❤❡ ✜&+, ♣❛&, ✐+ ❞❡✈♦,❡❞ ,♦ ,❤❡ ✐♥,&♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢

,❤❡ ,❤❡♦&❡,✐❝❛❧ ❢&❛♠❡✇♦&❦+ ,❤❛, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉+❡❞ ,♦ ❛♣♣&♦❛❝❤ ,❤❡ ♣&♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❛ ✜&+, ,✐♠❡

✇❡ ♣&❡+❡♥, ❛ +❧✐❣❤, ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦♥ ❣&❛♣❤+ ❛♥❞ ❤②♣❡&❣&❛♣❤+ ❛♥+ ,❤❡♥ ✇❡ ❜&✐❡✢② ✐♥,&♦❞✉❝❡

,❤❡ ❆❇❈ ♦❢ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣❛&❛♠❡,❡& ❝♦♠♣❧❡①✐,② ,❤❡♦&②✳

■♥ ,❤❡ +❡❝♦♥❞ ♣❛&,✱ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡& ,❤❡ ,❤❡♦&❡,✐❝❛❧ ❛+♣❡❝,+ ♦❢ ,❤❡ ♣&♦❜❧❡♠✳ ❚♦ ❞♦

+♦✱ ,❤❡ ✜&+, ❝❤❛♣,❡& ♦❢ ,❤✐+ ♣❛&, ✐+ ❞❡✈♦,❡❞ ,♦ ,❤❡ ♠♦❞❡❧✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❧❛,,❡& ❛♥❞ ,♦

,❤❡ ✐♥,&♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ +❡✈❡&❛❧ ♦❢ ✐,+ ✈❛&✐❛♥,+✱ ❞✐✛❡&✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ♦♥ ,❤❡ ✇❛② ,♦ ❡✈❛❧✉❛,❡ ,❤❡

J✉❛❧✐,② ♦❢ ❛♥ ❛++✐❣♥♠❡♥,✳ ❆ ❝❤❛♣,❡& ✐+ ,❤❡♥ ❞❡✈♦,❡❞ ,♦ ✇❤❛, ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ✐♥$❡)♠❡❞✐❛$❡

♣)♦❜❧❡♠/✱ ✐✳❡✳ ♣&♦❜❧❡♠+ ♣&❡+❡♥,✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ,❤❡♦&❡,✐❝❛❧ ✐♥,❡&❡+, ❛+ ,❤❡② ♣&♦✈✐❞❡ ✉+❡❢✉❧

,♦♦❧+ ,♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ,❤❡ ♠❛✐♥ ♣&♦❜❧❡♠+✳ ▲❛+,✱ ✇❡ ❝♦♥+❡❝&❛,❡ ♦♥❡ ❝❤❛♣,❡& ❢♦&

❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡ ❜♦,❤ ♠❛✐♥ ♣&♦❜❧❡♠+ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡&✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣,❡&✱ ✇❡ ,&② ,♦ &❡♥❞❡& ❛+

♣&❡❝✐+❡❧② ❛+ ♣♦++✐❜❧❡ ,❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ ✈❛&✐❛♥,✳

❚❤❡ ,❤✐&❞ ♣❛&, ♣&❡+❡♥, &❡+✉❧,+ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ +❡✈❡&❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥+ ♦❢ ❡①♣❡&✐♠❡♥,❛,✐♦♥✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝,✐✈❡ ♦❢ ,❤✐+ ♣❛&, ✐+ ,♦ ❧❛② ,❤❡ ❜❛+✐+ ♦❢ ,❤❡ ♣&❛❝,✐❝❛❧ &❡+♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣&♦❜❧❡♠

❜② ❡①♣❧♦&✐♥❣ ❞✐✛❡&❡♥, +♦❧✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞+ +✉❝❤ ❛+ ■♥,❡❣❡& ▲✐♥❡❛& M&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ✭■▲M✮

❢♦&♠✉❧❛,✐♦♥+✱ ❈♦♥+,&❛✐♥,+ M&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ✭❈M✮ ❢♦&♠✉❧❛,✐♦♥+ ♦& ❛❞ ❤♦❝ ❤❡✉&✐+,✐❝+✳

❚❤✐+ ✇♦&❦ ❧❡❞ ,♦ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛,✐♦♥+✿
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♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛+♦!✐❛❧ ❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥✱ ■❙❈❖ ✷✵✶✻✱ ❱✐❡+!✐✲❙✉❧✲▼❛!❡✱ ■+❛❧②✱ ▼❛②

✶✼✲✶✾✱ ✷✵✶✻✳ ✷✵✶✻✱ 1♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐D❤❡❞✳

❬❇♦✉✰✶✺❪ ▼❛*✐♥ ❇♦✉❣❡*❡1 ❡1 ❛❧✳ ✏▼✉❧1✐❞✐♠❡♥D✐♦♥❛❧ ❇✐♥❛*② ❱❡❝1♦* ❆DD✐❣♥♠❡♥1 F*♦❜✲

❧❡♠✿ ❙1❛♥❞❛*❞✱ ❙1*✉❝1✉*❛❧ ❛♥❞ ❆❜♦✈❡ ●✉❛*❛♥1❡❡ F❛*❛♠❡1❡*✐③❛1✐♦♥D✑✳ ■♥✿

 !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✷✵+❤ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦)✉♠ ♦♥ ❋✉♥❞❛♠❡♥+❛❧) ♦❢ ❈♦♠✲

♣✉+❛+✐♦♥ ❚❤❡♦!②✱ ❋❈❚ ✷✵✶✺✱ ●❞❛➠)❦✱  ♦❧❛♥❞✱ ❆✉❣✉)+ ✶✼✲✶✾✱ ✷✵✶✺✳ ✷✵✶✺✱

♣♣✳ ✶✽✾✕✷✵✶✳
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❬❉✉✈✰✶✺❪ ●✉✐❧❧❡*♠❡ ❉✉✈✐❧❧✐6 ❡1 ❛❧✳ ✏❖♥ 1❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐1② ♦❢ ❲❛❢❡*✲1♦✲❲❛❢❡* ■♥1❡✲

❣*❛1✐♦♥✑✳ ■♥✿ ❆❧❣♦!✐+❤♠) ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐+② ✲ ✾+❤ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡✱

❈■❆❈ ✷✵✶✺✱  ❛!✐)✱ ❋!❛♥❝❡✱ ▼❛② ✷✵✲✷✷✱ ✷✵✶✺✳  !♦❝❡❡❞✐♥❣)✳ ✷✵✶✺✱ ♣♣✳ ✷✵✽✕

✷✷✵✳



✶✹ ❈❖◆❚❊◆❚❙



 !♦❧❡❣♦♠❡♥❛

 ❛"# ■

✶✺





✶ ●"❛♣❤& ❛♥❞ ❍②♣❡"❣"❛♣❤&

❈♦♥#❡♥#%

✶✳✶ ●#❛♣❤' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷ ❍②♣❡#❣#❛♣❤' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

❚❤✐# #❤♦%& ❝❤❛♣&❡% ✐# ❞❡✈♦&❡❞ &♦ &❤❡ ✐♥&%♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣♦%&❛♥& ❞❛&❛ #&%✉❝&✉%❡✱

&❤❡ ❣%❛♣❤#✳ ❚❤❡ ❤②♣❡%❣%❛♣❤#✱ ❛ ❣❡♥❡%❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ❣%❛♣❤#✱ ❛%❡ ❛❧#♦ ✐♥&%♦❞✉❝❡❞ ❛# &❤❡②

%❡♣%❡#❡♥& ❛ ❦❡② ♥♦&✐♦♥ ✐♥ ♦✉% ✇♦%❦✳ ▲❡& ✉# %❡♠❛%❦ &❤❛& &❤✐# ❝❤❛♣&❡% ♦♥❧② ♣%❡#❡♥&#

&%✐✈✐❛ ♦♥ ●%❛♣❤ ❚❤❡♦%②✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ✇❡ ✐♥✈✐&❡ ✇❡❧❧✲✈❡%#❡❞ %❡❛❞❡% ✐♥ ●%❛♣❤ ❚❤❡♦%② &♦

#&❛%& &❤❡ %❡❛❞✐♥❣ ♦❢ &❤✐# ♠❛♥✉#❝%✐♣& ❛& ❈❤❛♣&❡% ✷✳

✶✳✶ ●#❛♣❤'

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶ ✭●%❛♣❤✮✳ ❆ ❣"❛♣❤ G ✐' ❛ ♣❛✐" (U,E) ✇❤❡"❡ U ✐' ❛ ♥♦♥ ❡♠♣-② '❡- ♦❢

✈❡%&✐❝❡# ❛♥❞ E ✐' ❛ '❡- ♦❢ ❡❞❣❡#✱ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣❛✐" ♦❢ ✈❡"-✐❝❡' ♦❢ U ✳

■♥&✉✐&✐✈❡❧②✱ ❛ ❣%❛♣❤ ✐# ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥& ✇❛② ♦❢ %❡♣%❡#❡♥&✐♥❣ ❜✐♥❛%② %❡❧❛&✐♦♥#❤✐♣# ❛♠♦♥❣

❛ #❡& ♦❢ ❡♥&✐&✐❡#✳ ❆# #✉❝❤ ❣%❛♣❤# ❛%❡ ✇✐❞❡❧② ✉#❡❞ ✐♥ ❧♦&# ♦❢ ❛%❡❛#✳ ❋♦% ✐♥#&❛♥❝❡✱ &❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ✉#❡❞ &♦ %❡♣%❡#❡♥& ♥❡&✇♦%❦#✿

)♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦.❦✿ ♦♥❡ ❝❛♥ &❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ♣❡%#♦♥ ❛# ❛ ✈❡%&❡①✳ ❚✇♦ ✈❡%&✐❝❡# ❛%❡ ❝♦♥♥❡❝&❡❞

❜② ❛♥ ❡❞❣❡ ✐❢ &❤❡ ♣❡%#♦♥ &❤❡② %❡♣%❡#❡♥& ❛%❡ ✐♥ ❝♦♥&❛❝&✳

♣❤②)✐❝❛❧ ♥❡%✇♦.❦✿ ❛ ✈❡%&❡① %❡♣%❡#❡♥&# ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦%❦ ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ❛ ♣❤②#✲

✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡&✇❡❡♥ &✇♦ ♠❛❝❤✐♥❡#✳

✶✼
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 ❛✐❧✇❛② ♥❡(✇♦ ❦✿ ❞✉$✐♥❣ (❤❡ ❈♦❧❞ ❲❛$✱ ❯❙ ❆$♠② ✉6❡❞ ❣$❛♣❤6 (♦ $❡♣$❡6❡♥( (❤❡ ❙♦✈✐❡(

$❛✐❧✇❛② ♥❡(✇♦$❦ ✐♥ ♦$❞❡$ (♦ ✈✐6✉❛❧✐③❡ ✇❡❛❦♥❡66❡6 ✐♥ (❤❡ ❙♦✈✐❡( $❛✐❧✇❛② ($❛✣❝ ✢♦✇✳

✳ ✳ ✳

◆❛(✉$❛❧❧②✱ ❣$❛♣❤6 ❛$❡ ♥♦( $❡6($✐❝(❡❞ (♦ (❤❡ ♠♦❞❡❧✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ♥❡(✇♦$❦6✱ (❤❡② ♦✛❡$ ❛

♣♦✇❡$❢✉❧ (❤❡♦$❡(✐❝❛❧ ❢$❛♠❡✇♦$❦ (♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ ♣$♦❜❧❡♠6 ♦❢ ❛❧❧ 6♦$(6✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ 6♦♠❡ ✐♥(❡$❡6(✐♥❣ ❛♥❞ ✉6❡❢✉❧ ♥♦(✐♦♥6 ♦♥ ❛ ❣$❛♣❤✳ ❚❤✐6 6❡❝(✐♦♥ ✐6 (❤✉6

❞❡✈♦(❡❞ (♦ (❤❡ ✐♥($♦❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ 6♦♠❡ ♦❢ (❡$♠6 ❛♥❞ ♥♦(✐♦♥6 (❤❛( ✇✐❧❧ ❜❡ ✉6❡❞ (❤$♦✉❣❤♦✉(

(❤✐6 ♠❛♥✉6❝$✐♣(✳ ❖❜✈✐♦✉6❧②✱ ✐( ❞♦❡6 ♥♦( ❛✐♠ ❛( ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉6(✐✈❡ ♦✈❡$✈✐❡✇ ♦❢ (❤❡

❣$❛♣❤ ❜❛6✐❝6✳ ❲❡ $❡❢❡$ (❤❡ $❡❛❞❡$ (♦ (❤❡ ✇♦$❦6 ❣✐✈❡♥ ❜② ❘❡✐♥❤❛$❞( ❉✐❡6(❡❧ ❬❉✐❡✶✷❪ ❛♥❞

❜② ❆❞$✐❛♥ ❇♦♥❞② ❛♥❞ ❯♣♣❛❧✉$✐ ▼✉$(② ❬❇▼✶✶❪✳

■♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣$❡6❡♥( (❤❡ ❣$❛♣❤ ♥♦(✐♦♥6 (❤❛( ✇✐❧❧ ❜❡ ✉6❡❞ (❤$♦✉❣❤♦✉( (❤✐6

♠❛♥✉6❝$✐♣(✳

❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✶✳✷ ✭❈♦♠♣❧❡(❡ ❣$❛♣❤✮✳ ❆ ❣"❛♣❤ G = (U,E) ✐' '❛✐❞ ❝♦♠♣❧❡.❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
∀u, v ∈ U, u 6= v, {u, v} ∈ E✳

❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✶✳✸ ✭■♥❞✉❝❡❞ 6✉❜❣$❛♣❤ ❬❉✐❡✶✷❪✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣"❛♣❤ G = (U,E) ❛♥❞ ❛ '✉❜'❡.
♦❢ ✈❡".✐❝❡' S ⊆ U ✱ .❤❡ '✉❜❣"❛♣❤ G[S] ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② S ✐' .❤❡ ❣"❛♣❤ ✇❤♦'❡ ✈❡".❡① '❡. ✐' S
❛♥❞ ✇❤♦'❡ ❡❞❣❡ '❡. ❝♦♥'✐'.' ♦❢ ❛❧❧ .❤❡ ❡❞❣❡' ✐♥ E .❤❛. ❤❛✈❡ ❜♦.❤ ❡♥❞♣♦✐♥.' ✐♥ S✳

▼♦"❡ ❢♦"♠❛❧❧② G[S] = (S, {{u, v} ∈ E : u, v ∈ S})✳

❲❡ ❝❛♥ ✉6❡ (❤❡6❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ (♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧✐;✉❡ ✐♥ ❛ ❣$❛♣❤✳

❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✶✳✹ ✭❈❧✐R✉❡✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣"❛♣❤ G = (U,E)✱ ❛ ❝❧✐;✉❡ ♦❢ G ✐' ❛ '✉❜'❡. ♦❢

✈❡".✐❝❡' C ⊆ U '✉❝❤ .❤❛. G[C] ✐' ❝♦♠♣❧❡.❡✳

❆♥♦(❤❡$ ✐♥(❡$❡6(✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣♦$(❛♥( ♥♦(✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣$❛♣❤ ✐6 (❤❡ ♥♦(✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥.

'❡.✳

❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✶✳✺ ✭■♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ❙❡(✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣"❛♣❤ G = (U,E)✱ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. '❡. ♦❢
G ✐' ❛ '✉❜'❡. ♦❢ ✈❡".✐❝❡' IS ⊆ U '✉❝❤ .❤❛. G[IS] = (IS,E′) '❛.✐'✜❡' E′ = ∅✳

■♥ ♦.❤❡" ✇♦"❞'✱ .❤❡"❡ ❞♦❡' ♥♦. ❡①✐'. u, v ∈ IS '✉❝❤ .❤❛. {u, v} ∈ E✳

❙✉❝❤ ❛ 6✉❜6❡( ♦❢ ✈❡$(✐❝❡6 ✐6 ❛❧6♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ '.❛❜❧❡ '❡.✳ ❆ 6($♦♥❣❧② $❡❧❛(❡❞ ♥♦(✐♦♥ ✐6 (❤❡

✈❡".❡① ❝♦✈❡"✳

❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✶✳✻ ✭❱❡$(❡① ❈♦✈❡$✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣"❛♣❤ G = (U,E)✱ ❛ ✈❡".❡① ❝♦✈❡" ♦❢ G ✐' ❛

'✉❜'❡. ♦❢ ✈❡".✐❝❡' V C ⊆ U '✉❝❤ .❤❛. ❢♦" ❛❧❧ {u, v} ∈ E, u ∈ V C ♦" v ∈ V C✳
■♥ ♦.❤❡" ✇♦"❞'✱ V C ❝♦♥.❛✐♥' ❛. ❧❡❛'. ♦♥❡ ❡♥❞♣♦✐♥. ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡✳

5 ♦♣❡ (② ✶✳✶✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣"❛♣❤ G = (U,E) ❛♥❞ V C ❛ ✈❡".❡① ❝♦✈❡" ♦❢ ●✱ .❤❡ '❡. IS =
U\V C ✐' ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. '❡.✳

❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✶✳✼ ✭●$❛♣❤ ❝♦❧♦$✐♥❣✮✳ ❆ k✲✈❡".❡① ❝♦❧♦"✐♥❣ ✭❛ k✲❝♦❧♦"✐♥❣ ❢♦" '❤♦".✮ ♦❢ ❛
❣"❛♣❤ G = (U,E) ✐' ♠❛♣ c : U → [k]✳

❆ k✲❝♦❧♦"✐♥❣ c ✐' '❛✐❞ .♦ ❜❡ ♣"♦♣❡" ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀{u, v} ∈ E, c(u) 6= c(v)✳
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✶✳✷ ❍②♣❡'❣'❛♣❤+

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✽ ✭❍②♣❡'❣'❛♣❤✮✳ ❆ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ H ✐) ❛ ❝♦✉♣❧❡ (U,E) ✇❤❡%❡ U ✐) ❛ ♥♦♥

❡♠♣1② )❡1 ♦❢ ✈❡%1✐❝❡) ❛♥❞ E ❛ )❡1 ♦❢ ❤②♣❡%❡❞❣❡)✱ ❛♥ ❤②♣❡%❡❞❣❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ❡♠♣1② )✉❜)❡1

♦❢ U ✳

❲❡ ❛❧.♦ ❞❡✜♥❡ .❡✈❡'❛❧ ♥♦4✐♦♥. ♦♥ 4❤❡.❡ ❤②♣❡'❣'❛♣❤.✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✾ ✭k✲✉♥✐❢♦'♠✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥1❡❣❡% k✱ ❛ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ H = (U,E) ✐) )❛✐❞ 1♦
❜❡ k✲✉♥✐❢♦%♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ E ⊆

(
U
k

)
✱

(
U
k

)
❞❡♥♦1✐♥❣ 1❤❡ )✉❜)❡1) ♦❢ U ♦❢ )✐③❡ k✳

■♥ ♦4❤❡' ✇♦'❞.✱ ❛ ❤②♣❡'❣'❛♣❤ ✐. .❛✐❞ k✲✉♥✐❢♦'♠ ✐❢ ❡✈❡'② ❤②♣❡'❡❞❣❡ ❝♦♥4❛✐♥. ❡①❛❝4❧②

k ✈❡'4✐❝❡.✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✵ ✭k✲♣❛'4✐4❡✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥1❡❣❡% k✱ ❛ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ H = (U,E) ✐) )❛✐❞
1♦ ❜❡ k✲♣❛%1✐1❡ ✐❢ ✐1) ✈❡%1❡① )❡1 ❝❛♥ ❜❡ ♣❛%1✐1✐♦♥❡❞ ✐♥1♦ k ❞✐)❥♦✐♥1 )✉❜)❡1) U1, . . . , Uk

)✉❝❤ 1❤❛1 ❢♦% ❛❧❧ i ∈ [k] ❛♥❞ ❢♦% ❛❧❧ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❡%1✐❝❡) u, v ∈ Ui✱ ♥♦ ❤②♣❡%❡❞❣❡ e ∈ E
❝♦♥1❛✐♥✐♥❣ ❜♦1❤ u ❛♥❞ v ❡①✐)1)✳

■♥ ♦1❤❡% ✇♦%❞)✱ 1✇♦ ✈❡%1✐❝❡) ♦❢ ❛ )❛♠❡ )✉❜)❡1 ❝❛♥♥♦1 ❜❡ ❡❧❡♠❡♥1) ♦❢ ❛ )❛♠❡ ❤②♣❡%✲

❡❞❣❡✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧.♦ ♥❛4✉'❛❧❧② ❡①4❡♥❞ .♦♠❡ ❣'❛♣❤ ♥♦4✐♦♥. 4♦ 4❤❡ ❤②♣❡'❣'❛♣❤.✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✶ ✭■♥❞✉❝❡❞ .✉❜❤②♣❡'❣'❛♣❤✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ H = (U,E) ❛♥❞ ❛
)✉❜)❡1 ♦❢ ✈❡%1✐❝❡) S ⊆ U ✱ 1❤❡ )✉❜❤②♣❡%❣%❛♣❤ H[S] ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② S ✐) 1❤❡ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ ✇❤♦)❡
✈❡%1❡① )❡1 ✐) S ❛♥❞ ✇❤♦)❡ ❤②♣❡%❡❞❣❡ )❡1 ❝♦♥)✐)1) ♦❢ ❛❧❧ 1❤❡ ❤②♣❡%❡❞❣❡) ✐♥ E 1❤❛1 ❤❛✈❡

❛❧❧ ❡♥❞♣♦✐♥1) ✐♥ S✳
▼♦%❡ ❢♦%♠❛❧❧② H[S] = (S, {e ∈ E : e ∩ S = e})✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✷ ✭■♥❞❡♣❡♥❞❡♥4 ❙❡4✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ H = (U,E)✱ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1
)❡1 ♦❢ H ✐) ❛ )✉❜)❡1 ♦❢ ✈❡%1✐❝❡) IS ⊆ U )✉❝❤ 1❤❛1 H[IS] = (IS,E′) )❛1✐)✜❡) E′ = ∅✳

■♥ ♦1❤❡% ✇♦%❞)✱ 1❤❡%❡ ❞♦❡) ♥♦1 ❡①✐)1 e ⊂ IS )✉❝❤ 1❤❛1 e ∈ E✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✸ ✭❱❡'4❡① ❈♦✈❡'✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ H = (U,E)✱ ❛ ✈❡%1❡① ❝♦✈❡% ♦❢
H ✐) ❛ )✉❜)❡1 ♦❢ ✈❡%1✐❝❡) V C ⊆ U )✉❝❤ 1❤❛1 ∀e ∈ E, e ∩ V C 6= ∅✳

■♥ ♦1❤❡% ✇♦%❞)✱ V C ❝♦♥1❛✐♥) ❛1 ❧❡❛)1 ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥1 ♦❢ ❡❛❝❤ ❤②♣❡%❡❞❣❡✳

❆. ❢♦' ❣'❛♣❤.✱ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣'♦♣❡'4② ❤♦❧❞. ❢♦' ❤②♣❡'❣'❛♣❤.✳

./♦♣❡/%② ✶✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ H = (U,E) ❛♥❞ V C ❛ ✈❡%1❡① ❝♦✈❡% ♦❢ ❍✱ 1❤❡ )❡1

IS = U\V C ✐) ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1 )❡1✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✹ ✭❍②♣❡'❣'❛♣❤ ♣'♦♣❡' ❝♦❧♦'✐♥❣✮✳ ❆ k✲❝♦❧♦%✐♥❣ ♦❢ 1❤❡ ✈❡%1✐❝❡) ♦❢ ❛ ❤②✲
♣❡%❣%❛♣❤ H = (U,E) ✐) ♠❛♣ c : U → [k]✳

❆ k✲❝♦❧♦%✐♥❣ ✐) )❛✐❞ 1♦ ❜❡ ♣%♦♣❡% ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀e ∈ E, ∃u, v ∈ e )✉❝❤ 1❤❛1 c(u) 6=
c(v)✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✺ ✭❍②♣❡'❣'❛♣❤ '❛✐♥❜♦✇ ❝♦❧♦'✐♥❣✮✳ ❆ k✲❝♦❧♦%✐♥❣ ✐) )❛✐❞ 1♦ ❜❡ ❛ %❛✐♥❜♦✇
❝♦❧♦%✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀e ∈ E, ∀u, v ∈ e, c(u) 6= c(v)✳
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✷✳✶✳✷ ❚❤❡ NP ❝♦♠♣❧❡①✐3② ❝❧❛'' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
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✷✳✷ ❆♣♣$♦①✐♠❛0✐♦♥ ❆❧❣♦$✐0❤♠* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸ ❆♣♣$♦①✐♠❛0✐♦♥ #$❡*❡$✈✐♥❣ ❘❡❞✉❝0✐♦♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✹ ●❛♣✲$❡❞✉❝0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
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■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ✐♥"*♦❞✉❝❡ "❤❡ *✉❞✐♠❡♥"% ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐"② "❤❡♦*② *❡4✉✐*❡❞ ❢♦* ❛ ❝♦♥✲

✈❡♥✐❡♥" *❡❛❞✐♥❣ ♦❢ "❤✐% ♠❛♥✉%❝*✐♣"✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ❛♥❞ *❡%✉❧"% ✐♥"*♦❞✉❝❡❞ ❤❡*❡ ❛*❡

❝♦♥%✐❞❡*❡❞ "♦ ❜❡ %"❛♥❞❛*❞ ❛♥❞ "❤❡*❡❢♦*❡ ❛*❡ %✉❝❝✐♥❝"❧② ♣*❡%❡♥"❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛"

♣*♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❜✉♥❝❤ ♦❢ *❡❢❡*❡♥❝❡% ✐♥ ✇❤✐❝❤ "❤❡%❡ *❡%✉❧"% ❛*❡ ♠♦*❡ ❞❡❡♣❧② %"✉❞✐❡❞✳ ❋✉*✲

"❤❡*♠♦*❡✱ "❤✐% %❡❝"✐♦♥ ❛❧❧♦✇% ✉% "♦ ✐♥"*♦❞✉❝❡ ♥♦"❛"✐♦♥% "❤❛" ✇✐❧❧ ❜❡ ✉%❡❞ "❤*♦✉❣❤♦✉"

"❤✐% ♠❛♥✉%❝*✐♣"✳

■♥ ❛ ✜*%" "✐♠❡ ✇❡ ♣*❡%❡♥" "❤❡ ♥♦"✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐$✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ❛♥ ✐♠♣♦*"❛♥"

♥♦"✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐"② "❤❡♦*②✳ ❲❡ "❤❡♥ %❤♦✇ ❤♦✇ ❛❧❣♦*✐"❤♠% ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ "♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤"

*❡❧❛"✐♦♥%❤✐♣% ❜❡"✇❡❡♥ ♣*♦❜❧❡♠%✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ (❡❞✉❝-✐♦♥$✳ ❚❤❡ ❧❛""❡* ❧❛② "❤❡ ❢♦✉♥❞❛"✐♦♥%

❢♦* ❛ ❝❧❛%%✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐%✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠% ✐♥ "❡*♠% ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐"②✳ ❲❡ ✐♥"*♦❞✉❝❡ "❤❡♥ "✇♦

❝♦♠♣❧❡①✐-② ❝❧❛$$❡$ P ❛♥❞ NP✳

✷✶
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■♥ ❛ $❡❝♦♥❞ )✐♠❡✱ ✇❡ )❛❦❡ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠, ✐♥)♦ ❝♦♥$✐❞❡/❛)✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐)②

❝❧❛$$ NPO ✐$ )❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✐$$✉❡ ♦❢ ♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠ $♦❧✈✐♥❣ ✐$ )❤❡♥ ❞✐$❝✉$$❡❞

)♦ ✐♥)/♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❣♦/✐)❤♠$✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛"✐♦♥ ❛❧❣♦(✐"❤♠,✳ ❲❡ $❤♦✇

❤♦✇ )❤❡$❡ ❛❧❣♦/✐)❤♠$ ❛/❡ ✉$❡❞ )♦ ❞❡$✐❣♥ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡①✐)② ❝❧❛$$❡$ $✉❝❤ ❛$ APX✱ PTAS

♦/ FPTAS✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ♣/❡$❡♥) ❤♦✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ /❡❞✉❝)✐♦♥$ ❝❛♥ ❜❡ )✉♥❡❞ )♦ ❞❡$✐❣♥

❛♣♣(♦①✐♠❛"✐♦♥ ♣(❡,❡(✈✐♥❣ (❡❞✉❝"✐♦♥,✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤)✐♥❣ ❛) )❤❡ $❛♠❡ )✐♠❡✱ $♦♠❡ /❡❧❛)✐♦♥$❤✐♣$

❜❡)✇❡❡♥ ♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠$✱ ✐♥ )❡/♠$ ♦❢ ❛♣♣/♦①✐♠❛❜✐❧✐)②✳
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❚❤❡ ❞❡❝✐,✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠, /❡♣/❡$❡♥) )❤❡ ♠♦$) ♥❛)✉/❛❧ ♣/♦❜❧❡♠$ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦$❡❞ )♦✳ ■)

$✐♠♣❧② ❝♦♥$✐$)$ ✐♥ ❛ ②❡$✲♦/✲♥♦ A✉❡$)✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣/♦❜❧❡♠ Π ❛♥❞ ❛♥ ✐♥♣✉) I ∈ {0, 1}∗✱
)❤❡ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ✐$ )♦ ❞❡)❡/♠✐♥❡ ✇❤❡)❤❡/ I ✐$ ❛ ♣♦$✐)✐✈❡ ✐♥$)❛♥❝❡ ✭)❤❡ ❛♥$✇❡/ )♦ )❤❡ A✉❡$)✐♦♥
✐$ ②❡,✮ ♦/ ❛ ♥❡❣❛)✐✈❡ ✐♥$)❛♥❝❡ ✭)❤❡ ❛♥$✇❡/ )♦ )❤❡ A✉❡$)✐♦♥ ✐$ ♥♦✮✳ ❆$ $✉❝❤✱ ❛ ❞❡❝✐$✐♦♥

♣/♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ $✐♠♣❧② )❛❦❡♥ ❢♦/ ✐)$ $❡) ♦❢ ♣♦$✐)✐✈❡ ✐♥$)❛♥❝❡✳ ❚❤✐$ ♥♦)✐♦♥ ✐$ ❢♦/♠❛❧❧②

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐)✐♦♥ ✷✳✶✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶ ✭❉❡❝✐$✐♦♥ H/♦❜❧❡♠ ❬H❛♣✾✹❪✮✳ ❆ ❞❡❝✐$✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠ Π ✐, ❛ ,✉❜,❡" D+
Π ⊆

{0, 1}∗ ♦❢ ♣♦,✐"✐✈❡ ✐♥,"❛♥❝❡,✳ ❚❤✉, "❤❡ ,❡" ♦❢ ♥❡❣❛"✐✈❡ ✐♥,"❛♥❝❡, ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❛, D−
Π =

{0, 1}∗\D+
Π ✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥$✐❞❡/ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣/♦❜❧❡♠✿

❉❡❝✐+✐♦♥ ,-♦❜❧❡♠ ✶ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ❈②❝❧❡

■♥♣✉% ❆ ❣/❛♣❤ G = (U,E)✳

◗✉❡+%✐♦♥ ❉♦❡$ G ❛❞♠✐) ❛♥ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ❈②❝❧❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝②❝❧❡ )❤❛) ✐♥❝❧✉❞❡$

❡✈❡/② ✈❡/)❡① ♦❢ U ❡①❛❝)❧② ♦♥❝❡❄

❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ❈②❝❧❡ ✐$ ❛ ❝❧❛$$✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡❝✐$✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡$ ♦❢

♣♦$✐)✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛)✐✈❡ ✐♥$)❛♥❝❡$ ❛/❡ ❞❡♣✐❝)❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✷✳✶

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❧❣♦/✐)❤♠ A✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ $❡✈❡/❛❧ ♠❡)/✐❝$ ✐♥ ♦/❞❡/ )♦ ❞❡)❡/♠✐♥❡ ✐)$

❝♦♠♣❧❡①✐"②✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❦✐♥❞$ ♦❢ ♠❡)/✐❝$ ❛/❡ ✇✐❞❡❧② ✉$❡❞✱ )❤❡ "✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐"② )❤❛) ❛✐♠$

❛) ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ )✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② A )♦ /❡❛❝❤ ✐)$ ❡♥❞ ❝♦♥❞✐)✐♦♥$✱

❛♥❞ )❤❡ ,♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ❣✐✈✐♥❣ $♦♠❡ ❝❧✉❡$ ♦♥ )❤❡ ❛♠♦✉♥) ♦❢ ♠❡♠♦/② /❡A✉✐/❡❞ ❜② A✳
❚❤❡$❡ ♠❡)/✐❝$ ❛/❡ ♦❢)❡♥ ❡①♣/❡$$❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ,✐③❡ ♦❢ "❤❡ ✐♥,"❛♥❝❡✳

◆♦%❛%✐♦♥ ✷✳✶✳ ●✐✈❡♥ Π ❛ ♣(♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ Π✲✐♥,"❛♥❝❡ I ∈ {0, 1}∗✱ |I| ❞❡♥♦"❡, "❤❡ ,✐③❡

♦❢ "❤❡ ✐♥,"❛♥❝❡✳ ■" (❡♣(❡,❡♥", "❤❡ ❧❡♥❣"❤ ♦❢ "❤❡ ✇♦(❞ ♦♥ "❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡" {0, 1} "❤❛" ❡♥❝♦❞❡,
"❤❡ ✐♥,"❛♥❝❡✳
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1

2

3 4

5

1

2

3 4
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✿ ❖♥ -❤❡ ❧❡❢- ❛ ❣&❛♣❤ ❛❞♠✐--✐♥❣ ❛♥ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ❈②❝❧❡ ✭♣♦;✐-✐✈❡ ✐♥;-❛♥❝❡✮✱

♦♥ -❤❡ &✐❣❤- ❛ ❣&❛♣❤ ✇✐-❤♦✉- ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ❈②❝❧❡ ✭♥❡❣❛-✐✈❡ ✐♥;-❛♥❝❡✮✳

❚❤&♦✉❣❤♦✉- -❤✐; ♠❛♥✉;❝&✐♣-✱ ✇❡ ❢♦❝✉; ♦♥ -❤❡ -✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐-② ❛♥❞ ♠♦&❡ ♣&❡❝✐;❡❧②

♦♥ -❤❡ ✇♦"#$ ❝❛#❡ $✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐$②✳ ■♥-✉✐-✐✈❡❧②✱ -❤✐; ❝♦♠♣❧❡①✐-② ❣✐✈❡; ❛♥ ♦&❞❡& ♦❢ ♠❛❣♥✐✲

-✉❞❡ ♦❢ -❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❛-♦♠✐❝ ♦♣❡&❛-✐♦♥; -❤❛- ❛♥ ❛❧❣♦&✐-❤♠ ♣❡&❢♦&♠; ❜❡❢♦&❡

&❡❛❝❤✐♥❣ ✐-; ❡♥❞ ❝♦♥❞✐-✐♦♥;✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞❡❝✐#✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠ Π ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦"✐$❤♠ A✱ ✇❡ #❛② $❤❛$ A
❞❡❝✐❞❡# ♦" #♦❧✈❡# Π ✐♥ $✐♠❡ f(n) ✐❢ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ✐♥#$❛♥❝❡ I ∈ {0, 1}∗✱ A ❞❡$❡"♠✐♥❡#

✇❤❡$❤❡" I ∈ D+
Π ♦" ♥♦$ ✐♥ ❛$ ♠♦#$ f(n) ♦♣❡"❛$✐♦♥#✱ ✇✐$❤ n = |I|✳

❚❤✐; ♦&❞❡& ♦❢ ♠❛❣♥✐-✉❞❡ ✐; ❝♦♠♠♦♥❧② ❡①♣&❡;;❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ;✐③❡ ♦❢ -❤❡ ❛❧❣♦✲

&✐-❤♠ ✐♥♣✉- ❛♥❞ ✉;✐♥❣ -❤❡ ❇✐❣✲❖✲◆♦-❛-✐♦♥✳

✷✳✶✳✷ ❚❤❡ NP ❝♦♠♣❧❡①✐-② ❝❧❛00

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸ ✭P✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛## P ✐# $❤❡ #❡$ ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❝✐#✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠# $❤❛$ ❝❛♥ ❜❡ #♦❧✈❡❞

✇✐$❤ ❛ ❞❡$❡"♠✐♥✐#$✐❝ ❛❧❣♦"✐$❤♠ "✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ $✐♠❡✳

■♥ -❤❡ ❧✐❣❤- ♦❢ -❤❡ ❛❜♦✈❡✱ P ❝♦♥-❛✐♥; -❤❡ ❡❛#② ♣&♦❜❧❡♠;✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ P ✐; ❛ &❡;-&✐❝-✐✈❡

❝❧❛;; ;✐♥❝❡✱ ❢♦& ❛ ❣&❡❛- ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♥❛-✉&❛❧ ♣&♦❜❧❡♠; ♥♦ ❡✣❝✐❡♥- ❛❧❣♦&✐-❤♠ ✐; ❦♥♦✇♥✳ ❋♦&

✐♥;-❛♥❝❡✱ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ❈②❝❧❡ ♣&❡✈✐♦✉;❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐; ♥♦- ❦♥♦✇♥ -♦ ❜❡ ✐♥ P✳ ◆❡✈❡&-❤❡✲

❧❡;;✱ ❣✐✈❡♥ G = (U,E)✱ ❛♥ ✐♥;-❛♥❝❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ❈②❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ;❡- ♦❢ ❡❞❣❡; T ⊆ E✱

❞❡-❡&♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡-❤❡& T ❞❡✜♥❡; ❛♥ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ -✐♠❡✳

❚❤✐; ♠♦-✐✈❛-❡; -❤❡ ✐♥-&♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝❧❛;; NP✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✹ ✭NP ❬❲✐❧✵✷❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛## NP ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# $❤❡ #❡$ ♦❢ ❞❡❝✐#✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠#

Π $❤❛$ ❛❞♠✐$ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❡"✐✜❡" A✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❛❧❣♦"✐$❤♠ ✇✐$❤ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣"♦♣❡"$✐❡#✿

✶✳ A "✉♥# ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ $✐♠❡✱

✷✳ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦#✐$✐✈❡ ✐♥#$❛♥❝❡ I ∈ {0, 1}∗ ♦❢ Π✱ $❤❡"❡ ❡①✐#$# y ∈ {0, 1}∗ #✉❝❤ $❤❛$
|y| = O(poly(|I|)) ❛♥❞ A ✇✐$❤ ✐♥♣✉$ (I, y) "❡$✉"♥# $"✉❡✱

✸✳ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛$✐✈❡ ✐♥#$❛♥❝❡ I ∈ {0, 1}∗ ♦❢ Π✱ ❢♦" ❡✈❡"② y ∈ {0, 1}∗ #✉❝❤ $❤❛$ |y| =
O(poly(|I|))✱ A ✇✐$❤ ✐♥♣✉$ (I, y) "❡$✉"♥# ❢❛❧#❡✳

❈♦♥#✐❞❡"✐♥❣ ❛ ♣♦#✐$✐✈❡ ✐♥#$❛♥❝❡ I ♦❢ Π✱ y ✐# ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❡&-✐✜❝❛-❡✳
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■♥ ♦%❤❡( ✇♦(❞+✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦+✐%✐✈❡ ✐♥+%❛♥❝❡ I ♦❢ ❞❡❝✐+✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ Π ∈ NP✱ ❛ ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧ ❝❡(%✐✜❝❛%❡ ✐+ ❛ +♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤✐+ ♣(♦❜❧❡♠ ❡♥+✉(✐♥❣ %❤❛% I ✐+ ❛ ♣♦+✐%✐✈❡ ✐♥+%❛♥❝❡✳ ❖♥

%❤❡ ❋✐❣✉(❡ ✷✳✶✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❡(%✐✜❝❛%❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣✐❝%❡❞ ❜② %❤❡ ♦(❞❡( ♦❢ %❤❡ ✈❡(%✐❝❡+ ✐♥

%❤❡ ❝②❝❧❡ ✐✳❡✳ 1, 3, 5, 2, 4✳ ◆♦%❡ %❤❛% %❤✐+ ❝❡(%✐✜❝❛%❡ ✐+ ♥♦% ♥❡❝❡++❛(✐❧② ✉♥✐@✉❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱

1, 2, 4, 5, 3 ❛❧+♦ ❡♥+✉(❡+ %❤❡ ❡①✐+%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ +♦❧✉%✐♦♥ ❛♥❞ ✐+ ❤❡♥❝❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❡(%✐✜❝❛%❡✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✶✳ ❊✈❡%② ♣%♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ .♦ P ❛❧0♦ ❜❡❧♦♥❣0 .♦ NP ❛♥❞ .❤✉0 P ⊆ NP✳

◆♦%❡ %❤❛% %❤❡ +%(✐❝%♥❡++ ♦❢ %❤❡ ✐♥❝❧✉+✐♦♥ ✐+ +%✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣(♦❜❧❡♠✱ ❜✉% %❤❡ ❝♦((❡❝%♥❡++

♦❢ %❤❡ ❝♦♥❥❡❝%✉(❡ +%❛%✐♥❣ %❤❛% P 6= NP ✭❛♥❞ %❤✉+ %❤❛% P ⊂ NP)✮ ✐+ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣%❡❞✳

❈♦♥+✐❞❡(✐♥❣ %❤❡ ♣(❡✈✐♦✉+ ❤②♣♦%❤❡+✐+ ❛+ %(✉❡✱ ♥❛%✉(❛❧ @✉❡+%✐♦♥+ ❛(✐+❡✿ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡

✐❞❡♥%✐❢② ♣(♦❜❧❡♠+ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ %♦ NP ❜✉% ❢♦( ✇❤✐❝❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲%✐♠❡ ❛❧❣♦(✐%❤♠ ✐+ ♥♦%

❦♥♦✇♥❄ ❈❛♥ ✇❡ ❝❤❛(❛❝%❡(✐③❡ %❤❡♠❄ ■+ %❤❡(❡ (❡❧❛%✐♦♥+❤✐♣+ ❜❡%✇❡❡♥ ♣(♦❜❧❡♠+ ✐♥ P✱

♣(♦❜❧❡♠+ ✐♥ NP❄

❆ ✜(+% ♣❛(% ♦❢ %❤❡ ❛♥+✇❡( ❤❛+ ❜❡❡♥ ♣(♦✈✐❞❡❞ ❜② ❑❛(♣ ✇❤❡♥ ❤❡ +♣❡❝✐✜❡❞ ✇❤❛% ✇✐❧❧

❜❡ ❝❛❧❧❡❞ %❤❡ ❑❛(♣ (❡❞✉❝%✐♦♥ ❬❑❛(✼✷❪✳

❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✷✳✺ ✭❑❛(♣ (❡❞✉❝%✐♦♥ ❬❑❛(✼✷❪✮✳ ●✐✈❡♥ .✇♦ ❞❡❝✐0✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠0 Π1 ❛♥❞ Π2✱ ❛

❑❛%♣ %❡❞✉❝.✐♦♥ ✐0 ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ 0✉❝❤ .❤❛.✿

• f ✐0 ❝♦♠♣✉.❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ .✐♠❡✱

• ❢♦% ❡✈❡%② I ∈ {0, 1}∗✱ I ∈ D+
Π1

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f(I) ∈ D+
Π2

✳

❲❡ ♥♦.❡ .❤❡♥ Π1≤KΠ2✳

❚❤✐+ (❡❞✉❝%✐♦♥ ✐+ ✉+❡❞ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡♦(❡♠✳

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✶ ✭❑❛(♣ (❡❞✉❝✐❜✐❧✐%② ❬❑❛(✼✷❪✮✳ ●✐✈❡♥ .✇♦ ❞❡❝✐0✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠0 Π1 ❛♥❞ Π2✱ ✐❢

Π2 ∈ P ❛♥❞ Π1≤KΠ2✱ .❤✉0 Π1 ∈ P✳ ❲❡ 0❛② .❤❛. ❑❛%♣ %❡❞✉❝.✐♦♥ ♣%❡0❡%✈❡0 ♠❡♠❜❡%0❤✐♣

✐♥ P✳

❚❤❡ ✐♥%✉✐%✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ %❤✐+ %❤❡♦(❡♠ ✐+ @✉✐%❡ +✐♠♣❧❡✿ ❣✐✈❡♥ %✇♦ ♣(♦❜❧❡♠+ Π1 ❛♥❞ Π2✱

%❤❡ ❡①✐+%❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦%❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% ❛❧❣♦(✐%❤♠ +♦❧✈✐♥❣ Π2 ❛♥❞ ❛♥♦%❤❡( ❡✣❝✐❡♥% ❛❧❣♦(✐%❤♠

%❤❛% ✏%(❛♥+❢♦(♠+ Π1 ✐♥%♦ Π2✑✱ ✐♠♣❧✐❡+ %❤❡ ❡①✐+%❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% ❛❧❣♦(✐%❤♠ ❢♦( Π1✳

■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥ I ❛ Π1✲✐♥+%❛♥❝❡✱ %❤❡ ❛❧❣♦(✐%❤♠ %❤❛% ❡①❡❝✉%❡+ %❤❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ f ♦♥ I ❛♥❞

+♦❧✈❡+ %❤❡ Π2✲✐♥+%❛♥❝❡ f(I)✱ +♦❧✈❡+ I ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %✐♠❡✳

❈♦$♦❧❧❛$② ✷✳✶✳ ●✐✈❡♥ .✇♦ ❞❡❝✐0✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠0 Π1 ❛♥❞ Π2 0✉❝❤ .❤❛. Π2 ∈ P ❛♥❞

Π1≤KΠ2✱ .❤✉0 Π1 ∈ P✳

■♥ +❝✐❡♥%✐✜❝ ❧✐%❡(❛%✉(❡✱ ❛ ❣❡♥❡(❛❧✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❑❛(♣ (❡❞✉❝%✐♦♥ ✐+ ♦❢%❡♥ ✉+❡❞✳ ■% ✐+

❝❛❧❧❡❞ %❤❡ ❚✉(✐♥❣ (❡❞✉❝%✐♦♥✳

❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✷✳✻ ✭❚✉(✐♥❣ (❡❞✉❝%✐♦♥ ❬T❛+✵✹❪✮✳ ●✐✈❡♥ ♣%♦❜❧❡♠0 Π1 ❛♥❞ Π2✱ Π1 ❚✉(✐♥❣✲

(❡❞✉❝❡+ .♦ Π2✱ ♥♦.❡❞ Π1≤TΠ2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ .❤❡%❡ ❡①✐0.0 ❛♥ ❛❧❣♦%✐.❤♠ A1 0♦❧✈✐♥❣ Π1

❜② ❝❛❧❧✐♥❣✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡% ♦❢ .✐♠❡0✱ ❛♥ ❛❧❣♦%✐.❤♠ A2 ❢♦% Π2✱ 0✉❝❤ .❤❛. ✐❢ A2 %✉♥0

✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ .✐♠❡✱ .❤✉0 A1 %✉♥0 ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ .✐♠❡✳
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❚❤❡ ❚✉&✐♥❣ &❡❞✉❝,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡&0,♦♦❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✳ ●✐✈❡♥ ,✇♦ ❞❡❝✐0✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠0

Π1 ❛♥❞ Π2✱ ❛ ❚✉&✐♥❣ &❡❞✉❝,✐♦♥ ✐0 ❛♥ ❛❧❣♦&✐,❤♠ ,❤❛, ❝❛♥ 0♦❧✈❡ ❡✣❝✐❡♥,❧② ❛♥② Π1✲✐♥0,❛♥❝❡

✐❢ ,❤❡&❡ ❡①✐0,0 ❛♥ ❡✣❝✐❡♥, 0✉❜&♦✉,✐♥❡ ,❤❛, 0♦❧✈❡0 ❛♥② Π2✲✐♥0,❛♥❝❡0✳ ❆ ❑❛&♣✲&❡❞✉❝,✐♦♥

✐0 ❝❧❡❛&❧② ❛ ❚✉&✐♥❣✲&❡❞✉❝,✐♦♥ 0♦❧✈✐♥❣ ❛ 0✐♥❣❧❡ Π2✲✐♥0,❛♥❝❡✳

◆♦"❛"✐♦♥ ✷✳✷ ✭A♦❧②♥♦♠✐❛❧ &❡❞✉❝,✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ %✇♦ ♣)♦❜❧❡♠- Π1 ❛♥❞ Π2✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

)❡❞✉❝%✐♦♥ ✭❑❛)♣ ♦) ❚✉)✐♥❣ )❡❞✉❝%✐♦♥✮ ❢)♦♠ Π1 %♦ Π2 ✐- ❞❡♥♦%❡❞ ❜② Π1≤Π2✳

❈♦♥0✐❞❡& ,✇♦ ♣&♦❜❧❡♠0 Π1,Π2 0✉❝❤ ,❤❛, Π1≤Π2✱ ,❤✉0 ,❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ Π2 ✐0 0❛✐❞

❤❛)❞❡) ,❤❛♥ Π1 0✐♥❝❡ ❡✈❡&② ✐♥0,❛♥❝❡ ♦❢ Π1 ❝❛♥ ❜❡ 0♦❧✈❡❞ ❜② 0♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥0,❛♥❝❡ ♦❢ Π2✳

◆♦,❡ ,❤❛, ,❤✐0 &❡❞✉❝,✐♦♥ ✐0 ,&❛♥0✐,✐✈❡✿

❘❡♠❛+❦ ✷✳✷✳ ●✐✈❡♥ %❤)❡❡ ♣)♦❜❧❡♠- Π1,Π2 ❛♥❞ Π3✱ ✐❢ Π1≤Π2 ❛♥❞ Π2≤Π3 %❤✉-

Π1≤Π3✳

A♦❧②♥♦♠✐❛❧ &❡❞✉❝,✐♦♥0 ❛&❡ ✉0❡❢✉❧ ,♦♦❧0✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ ✉0 ,♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤, ❝♦♠♣❧❡①✐,②

&❡❧❛,✐♦♥0❤✐♣0 ❜❡,✇❡❡♥ ♣&♦❜❧❡♠0✳ ❆ ♥❛,✉&❛❧ F✉❡0,✐♦♥ ❛, ,❤✐0 ♣♦✐♥, ✐0 ,♦ ❞❡,❡&♠✐♥❡

✇❤❡,❤❡& ,❤❡&❡ ❡①✐0,0 ❛ ♣&♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐0 ❤❛&❞❡& ,❤❛♥ ❡✈❡&② ♦,❤❡& ♣&♦❜❧❡♠❄ ❆♥❞✱ ,♦ ❛

❧❡00❡& ❡①,❡♥,✱ ,♦ ❞❡,❡&♠✐♥❡ ✇❤❡,❤❡& ,❤❡&❡ ❡①✐0,0 ❛ ♣&♦❜❧❡♠ ✐♥ NP ✇❤✐❝❤ ✐0 ❤❛&❞❡& ,❤❛♥

❡✈❡&② ♦,❤❡& ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ NP❄ ❚❤❡0❡ F✉❡0,✐♦♥0 ♠♦,✐✈❛,❡ ,❤❡ ✐♥,&♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♥♦,✐♦♥

♦❢ ❤❛)❞♥❡-- ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡%❡♥❡--✳

❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✷✳✼ ✭NP✲❤❛&❞♥❡00 ❬▲❡❡✾✵❪✮✳ ❆ ♣)♦❜❧❡♠ Π1 ✐- -❛✐❞ NP✲❤❛)❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

❢♦) ❡✈❡)② ♣)♦❜❧❡♠ Π2 ∈ NP, Π2≤Π1✳

❚❤✉0 ❛♥ NP✲❤❛&❞ ♣&♦❜❧❡♠ ✐0 ❛ ♣&♦❜❧❡♠ ,❤❛, ✐0 ❤❛&❞❡& ,❤❛♥ ❡✈❡&② ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢

NP✳ ❚❤✉0✱ ❜❛0❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❤②♣♦,❤❡0✐0 ,❤❛, P 6= NP✱ ,❤❡0❡ ♣&♦❜❧❡♠0 ❞♦ ♥♦, ❛❞♠✐, ❛

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲,✐♠❡ ❛❧❣♦&✐,❤♠✳ ■♥❞❡❡❞ 0✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦&✐,❤♠✱ ❝♦♠♣♦0❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

&❡❞✉❝,✐♦♥ ❛❧❣♦&✐,❤♠✱ ✇♦✉❧❞ ♣&♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲,✐♠❡ ❛❧❣♦&✐,❤♠ ❢♦& ❡✈❡&② ♣&♦❜❧❡♠ ✐♥

NP✳ ❚❤✐0 ❝♦♥,&❛❞✐❝,0 ,❤❡ ❤②♣♦,❤❡0✐0 P 6= NP✳

◆♦,❡ ,❤❛, ❛♥ NP✲❤❛&❞ ♣&♦❜❧❡♠ ❞♦❡0 ♥♦, ♥❡❝❡00❛&✐❧② ❜❡❧♦♥❣0 ,♦ NP✳ ❲❡ ✇✐❧❧ 0❡❡

✐♥ ♥❡①, 0❡❝,✐♦♥ ,❤❛, NP✲❤❛&❞ ❝❛♥ ❞❡0❝&✐❜❡ ♣&♦❜❧❡♠ ,❤❛, ❛&❡ ♥♦, ✐♥ NP✱ 0✉❝❤ ❛0 0♦♠❡

♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠0✳ ❆❝,✉❛❧❧②✱ ❛♥ NP✲❤❛&❞ ♣&♦❜❧❡♠ ,❤❛, ❜❡❧♦♥❣0 ,♦ NP ✐0 0❛✐❞

NP✲❝♦♠♣❧❡,❡✿

❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✷✳✽ ✭NP✲❝♦♠♣❧❡,❡♥❡00✮✳ ❆ ❞❡❝✐-✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠ Π1 ✐- NP✲❝♦♠♣❧❡%❡ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢✿

✶✳ Π1 ✐- NP✲❤❛)❞✱

✷✳ Π1 ∈ NP✳

❇❛0❡❞ ♦♥ ,❤❡0❡ ❞❡✜♥✐,✐♦♥0✱ ,❤❡ NP✲❝♦♠♣❧❡,❡♥❡00 ♦❢ ❛ ♣&♦❜❧❡♠ Π ❝❛♥ ❜❡ ♣&♦✈❡❞

❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ Π ∈ NP ❛♥❞ ,❤❡♥ ❜② ♣&♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ &❡❞✉❝,✐♦♥ ❢&♦♠ ❛♥♦,❤❡&

NP✲❝♦♠♣❧❡,❡ ♣&♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ,❤✐♥❣ ❧❡❢,✱ ✐0 ,♦ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥✐%✐❛❧ NP✲❝♦♠♣❧❡,❡ ♣&♦❜❧❡♠✳

❲❡ ❡❛0✐❧② &❡♠❛&❦ ,❤❛, ,❤❡ ♣&❡✈✐♦✉0 ♠❡❝❤❛♥✐0♠ ♦❢ ♣&♦♦❢ &❡❧✐❡0 ♦♥ ,❤❡ ❡①✐0,❡♥❝❡ ♦❢ ❛

♣&♦❜❧❡♠ ❛❧&❡❛❞② ♣&♦✈❡❞ NP✲❝♦♠♣❧❡,❡✱ ❛♥❞ ,❤✉0 ✐0 ♦❢ ♥♦ ✉0❡ ,♦ ✐♥✐,✐❛,❡ ✐,✳
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■♥♣✉0 ❆ #❡% U ♦❢ ❜✐♥❛,② ✈❛,✐❛❜❧❡# x1, x2, . . . , xn✱ %♦ ✇❤♦♠ ❛,❡ ❛##♦❝✐❛%❡❞

%✇♦ ❧✐%%❡,❛❧# x1, x1, . . . , xn, xn✱ ❛ #❡% C ♦❢ ❝❧❛✉#❡# C1, C2, . . . , Cm✱ ❡❛❝❤

❝❧❛✉#❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ❞✐#❥✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ ❧✐%❡,❛❧#✱ ❛♥❞ ❛ ❜✐♥❛,② ❢♦,♠✉❧❛ Φ = C1 ∧
· · · ∧ Cm✳

◗✉❡$0✐♦♥ ❉♦❡# ❛♥ ❛✛❡❝%❛%✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡# 0 ♦, 1 %♦ %❤❡ ✈❛,✐❛❜❧❡# ❡①✐#% #✉❝❤ %❤❛%

Φ = 1❄

■♥ ❢❛❝%✱ %❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ♣,♦✈❡❞ NP✲❝♦♠♣❧❡%❡ ✐# ❝❛❧❧❡❞ ❙❆❚ ❛♥❞ ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛#

❢♦❧❧♦✇#✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡♦,❡♠ ❤❛# ❜❡❡♥ #❤♦✇♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%❧② ❜② ❈♦♦❦ ❬❈♦♦✼✶❪ ✐♥ %❤❡

❯♥✐%❡❞ ❙%❛%❡ ✐♥ ✶✾✼✶ ❛♥❞ ❜② ▲❡✈✐♥ ❬▲❡✈✼✸❪ ✐♥ ❯❙❙❘ ✐♥ ✶✾✼✸✳

❚❤❡♦(❡♠ ✷✳✷ ✭❈♦♦❦✲▲❡✈✐♥ ❚❤❡♦,❡♠ ❬❈♦♦✼✶❀ ▲❡✈✼✸❪✮✳ ❙❆❚ ✐! NP✲❝♦♠♣❧❡)❡✳

❈♦♦❦ ♣,♦✈❡❞ %❤❡ NP✲❝♦♠♣❧❡%❡♥❡## ♦❢ ❙❆❚ ❜② ✉#✐♥❣ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ NP ❜❛#❡❞

♦♥ ♥♦♥✲❞❡%❡,♠✐♥✐#%✐❝ ❚✉,✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡#✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♣,♦❜❧❡♠ ✐# #❛✐❞ ✐♥ NP ✐❢ ✐% ❝❛♥ ❜❡

#♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %✐♠❡ ❜② ❛ ♥♦♥ ❞❡%❡,♠✐♥✐#%✐❝ ❚✉,✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡

✶

✳ ❈♦♦❦ ♣,♦✈❡❞ %❤❛%

❛♥② ♣,♦❜❧❡♠ %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ #♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %✐♠❡ ✇✐%❤ #✉❝❤ ❛ ❚✉,✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥

❜❡ ,❡❞✉❝❡❞ %♦ ❛♥ ✐♥#%❛♥❝❡ ♦❢ ❙❆❚✳

❚❤✐# ❝❧♦#❡# %❤❡ ✐♥%,♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ %♦♦❧# ♠❛✐♥❧② ✉#❡❞ %♦ ❝❧❛##✐❢② ❞❡❝✐#✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠#✳

❍♦✇❡✈❡,✱ %❤❡,❡ ❡①✐#% ♦%❤❡, ❦✐♥❞# ♦❢ ♣,♦❜❧❡♠#✱ ❛♥❞ %❤✐# ♠❛♥✉#❝,✐♣% ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉# ♦♥ %❤❡

%❤❡♦,❡%✐❝❛❧ ❛#♣❡❝%# ♦❢ ❛ ♣,♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ♣❛,%✐❝✉❧❛, ❦✐♥❞✿ %❤❡ ♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠!✳

✷✳✶✳✸ ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠1

❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠ ❞✐✛❡, ❢,♦♠ ❞❡❝✐#✐♦♥ ♦♥❡#✳ ■♥ %❤❡#❡ ♣,♦❜❧❡♠# ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡, %❤❡

❜❡#% #♦❧✉%✐♦♥✳ ■♥ ♦%❤❡, ✇♦,❞#✱ ✇❡ ❛,❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦#% ✭♦, ♣,♦✜%✮ ❢✉♥❝%✐♦♥ %❤❛% ❛❧❧♦✇# ✉#

%♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ V✉❛❧✐%② ♦❢ ❛ #♦❧✉%✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ✐# %❤❡♥ %♦ ✜♥❞ %❤❡ #♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

♣,♦❜❧❡♠ %❤❛% ♠✐♥✐♠✐③❡# ✭,❡#♣✳ ♠❛①✐♠✐③❡#✮ %❤❡ ❝♦#% ✭,❡#♣✳ %❤❡ ♣,♦✜%✮ ❢✉♥❝%✐♦♥✳ ◆♦%❡

%❤❛% %❤✐# #♦❧✉%✐♦♥ ✐# ♥♦% ♥❡❝❡##❛,✐❧② ✉♥✐V✉❡✳

❉❡✜♥✐0✐♦♥ ✷✳✾ ✭❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ X,♦❜❧❡♠ ❬❈,❡✾✼❪✮✳ ❆♥ ♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠ Π ✐! ❛

❢♦✉.✲)✉♣❧❡ (I,  ♦❧,m, type) ✇❤❡.❡✿

• I ✐! )❤❡ !❡) ♦❢ ✐♥!)❛♥❝❡! ♦❢ Π

• ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥!)❛♥❝❡ I ∈ I✱  ♦❧(I) ❞❡♥♦)❡! )❤❡ !❡) ♦❢ !♦❧✉)✐♦♥! ♦❢ I✱

✶

❋♦" ♠♦"❡ ✐♥❢♦"♠❛)✐♦♥* ❛❜♦✉) ♥♦♥ ❞❡)❡"♠✐♥✐*)✐❝ ❚✉"✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡* ❛♥❞ )❤❡✐" "❡❧❛)✐♦♥ ✇✐)❤ NP✱ ✇❡

"❡❢❡" )❤❡ "❡❛❞❡" )♦ )✇♦ ❡①❝❡❧❧❡♥) ❜♦♦❦* ✇"✐))❡♥ "❡*♣❡❝)✐✈❡❧② ❜② :❛♣❛❞✐♠✐)"✐♦✉ ❬:❛♣✾✹❪ ❛♥❞ ●❛"❡② ❛♥❞

❏♦❤♥*♦♥ ❬●❏✼✾❪✳



✷✳✶✳ #❘❖❇▲❊▼❙✱ ❘❊❉❯❈❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨ ❈▲❆❙❙❊❙ ✷✼

• ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ I ∈ I ❛♥❞ x ∈  ♦❧(I) ❛ ❢❡❛&✐❜❧❡ &♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ I✱ m(I, x) ❞❡♥♦'❡&

'❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ &♦❧✉'✐♦♥ x ♦❢ I✱ m ✐& ❝❛❧❧❡❞ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✳

• type ∈ {min,max} ❞❡'❡3♠✐♥❡❞ ✇❤❡'❤❡3 Π ✐& 3❡&♣❡❝'✐✈❡❧② ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠

✭✐♥ '❤✐& ❝❛&❡✱ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ &♦❧✉'✐♦♥ ✐& ❝❛❧❧❡❞ '❤❡ ❝♦$%✱ ❛♥❞ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ✐& '♦

♠✐♥✐♠✐③❡ '❤❡ ❝♦&' ♦❢ ❛ &♦❧✉'✐♦♥✮ ♦3 ❛ ♠❛①✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ ✭✐♥ '❤✐& ❝❛&❡✱ '❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ &♦❧✉'✐♦♥ ✐& ❝❛❧❧❡❞ '❤❡ ♣'♦✜% ♦❢ ❛ &♦❧✉'✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛✐♠ ❛' ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐'✮✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ NPO ♣3♦❜❧❡♠ Π = (I,  ♦❧,m, type)✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ I ∈
I✱ ❛ &♦❧✉'✐♦♥ S &❛'✐&❢②✐♥❣ m(I, S) = type {m(I, x) : x ∈  ♦❧(I)} ✐& ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ♦♣'✐♠❛❧

&♦❧✉'✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦'❡ &✉❝❤ ❛ &♦❧✉'✐♦♥ ❛& ♦♣$(I)✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ Π ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦3✐'❤♠ A ✇❡ &❛② '❤❛'

A &♦❧✈❡& Π ✐♥ '✐♠❡ f(n) ✐❢✱ ❢♦3 ❛♥② Π✲✐♥&'❛♥❝❡ I✱ A 3❡'✉3♥& ❛♥ ♦♣'✐♠❛❧ &♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ I
✐♥ ❛' ♠♦&' f(n) ♦♣❡3❛'✐♦♥&✱ ✇❤❡3❡ n = |I|✳

❘❡♠❛'❦ %❤❛% ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ Π✱ ✇❡ ❛❧✇❛②$ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❡❝✐$✐♦♥

♣'♦❜❧❡♠✱ ❛$❦✐♥❣ ✇❤❡%❤❡'✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥%❡❣❡' k✱ ❛ $♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ♣'♦✜% ❣'❡❛%❡' %❤❛♥ k ♦' ♦❢

❝♦$% ❧❡$$❡' %❤❛♥ k ❞♦❡$ ❡①✐$%❄

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✷ ✭❆$$♦❝✐❛%❡❞ ❞❡❝✐$✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ Π =
(I,  ♦❧,m, type)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Πd '❤❡ ❛&&♦❝✐❛'❡❞ ❞❡❝✐&✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿

• ❛ Πd✲✐♥&'❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛& ❛ ❝♦✉♣❧❡ (I, k) ❝♦♠♣♦&❡❞ ✇✐'❤ ❛ Π✲✐♥&'❛♥❝❡ I ∈ I
❛♥❞ ❛ &'3✐❝'❧② ♣♦&✐'✐✈❡ ✐♥'❡❣❡3 k✱

• ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ (I, k) ✐& ♣♦&✐'✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ '❤❡3❡ ❡①✐&'& ❛ &♦❧✉'✐♦♥ x ∈  ♦❧(I) &✉❝❤

'❤❛' m(I, x) ≥ k ✐❢ type = max ♦3 m(I, x) ≤ k ♦'❤❡3✇✐&❡✳

❲❡ ❝❛♥ '❡♠❛'❦ %❤❛% $♦♠❡ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠$ ❤❛✈❡ NP✲❝♦♠♣❧❡%❡ ❛$$♦❝✐❛%❡❞

❞❡❝✐$✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ✇❤✐❧❡ $♦♠❡ ♦%❤❡'$ ❤❛✈❡ %❤❡✐' ❛$$♦❝✐❛%❡❞ ❞❡❝✐$✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣

%♦ P✳ ❉♦❡$ %❤✐$ ✐♠♣❧② %❤❛% $♦♠❡ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠$ ❛'❡ ❤❛'❞❡' %❤❛♥ ♦%❤❡'$❄

❚❤✐$ ♥❛%✉'❛❧ F✉❡$%✐♦♥ ♠♦%✐✈❛%❡$ %❤❡ ✐♥%'♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ NPO ❛♥❞ PO ❝♦♠♣❧❡①✐%②

❝❧❛$$❡$✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✸ ✭NPO ❬H❛$✵✹❪✮✳ NPO ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛& '❤❡ &❡' ♦❢ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠&

Π = (I,  ♦❧,m, type) ✈❡3✐❢②✐♥❣ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣3♦♣❡3'✐❡&✿

✶✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ I✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ '✐♠❡ ✐♥ '❤❡ &✐③❡ ♦❢ |I| ✇❤❡'❤❡3
I ∈ I ♦3 ♥♦'✳ ❲❡ &❛② '❤❛' I ✐& 3❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ ✐& ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ '✐♠❡✳

✷✳ ❚❤❡ ❡①✐&'& ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p &✉❝❤ '❤❛' ❢♦3 ❡✈❡3② ✐♥&'❛♥❝❡ I ∈ I ❛♥❞ ❢♦3 ❡✈❡3② ❢❡❛&✐❜❧❡

&♦❧✉'✐♦♥ x ∈  ♦❧(I)✱ x ∈ {0, 1}p(|I|)✳ ■♥ ♦'❤❡3 ✇♦3❞&✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ I ∈ I✱
❡✈❡3② ❢❡❛&✐❜❧❡ &♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ I ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ✇♦3❞ ♦❢ &✐③❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |I|✳

✸✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ I ∈ I ❛♥❞ ❛ &♦❧✉'✐♦♥ x✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ '✐♠❡

✇❤❡'❤❡3 x ❜❡❧♦♥❣& '♦  ♦❧(I) ♦3 ♥♦'✳
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✹✳ ❋♦$ ❡✈❡$② ✐♥*+❛♥❝❡ I ∈ I✱ ❛ ❢❡❛*✐❜❧❡ *♦❧✉+✐♦♥ x ∈  ♦❧(I) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧ +✐♠❡ ✐♥ |I|✳

✺✳ ❋♦$ ❡✈❡$② ✐♥*+❛♥❝❡ I ∈ I ❛♥❞ ❢♦$ ❡✈❡$② *♦❧✉+✐♦♥ x ∈  ♦❧(I)✱m(I, x) ✐* ❝♦♠♣✉+❛❜❧❡

✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ +✐♠❡ ✐♥ |I|✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐*✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ Πd ❛**♦❝✐❛+❡❞ +♦ ❛♥ NPO ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣$♦❜✲

❧❡♠ Π ❜❡❧♦♥❣* +♦ NP✳

■♥❞❡❡❞✱ '❤❡ ❡①✐+'❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❡5✐✜❡5 ❢♦5 Πd ✐+ ❡♥+✉5❡❞ ❜② 95♦♣❡5'✐❡+ ✸

❛♥❞ ✺✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐'✐♦♥ ✷✳✶✸ ♦❢ Π✳

❆+ ❢♦5 '❤❡ ❝❧❛++ P ♦♥ ❞❡❝✐+✐♦♥ ♣5♦❜❧❡♠+✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ❝❧❛++ PO ♦♥ '❤❡ ♦♣'✐✲

♠✐③❛'✐♦♥ ♣5♦❜❧❡♠+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ✷✳✶✶✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✶✹ ✭PO✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛** PO ✐* +❤❡ *❡+ ♦❢ ❛❧❧ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠* +❤❛+ ❝❛♥

❜❡ *♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ +✐♠❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐*✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ Πd ❛**♦❝✐❛+❡❞ +♦ ❛ PO ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠

Π ❜❡❧♦♥❣* +♦ P✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ '❤❡5❡ ❡①✐+'+ ❛♥ ❛❧❣♦5✐'❤♠ ♣5♦✈✐❞✐♥❣ '❤❡ ❜❡+' +♦❧✉'✐♦♥ ❢♦5 Π ✐' ✐+ ❡❛+② '♦

❞❡'❡5♠✐♥❡ ✇❤❡'❤❡5 '❤❡5❡ ❡①✐+'+ ❛ +♦❧✉'✐♦♥ ❜❡''❡5 '❤❛♥ ❛♥ ✐♥'❡❣❡5 k✳ ❚❤✐+ ♣5♦♣♦+✐'✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ 5❡♣❤5❛+❡❞ ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✸✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ Π ❛♥❞ ✐+* ❛**♦❝✐❛+❡❞ ♣$♦❜❧❡♠ Πd

*✉❝❤ +❤❛+ Πd ✐* NP✲❝♦♠♣❧❡+❡✱ +❤✉* Π /∈ PO ✉♥❧❡** P = NP✳

❲❡ ❝❧♦+❡ '❤✐+ +❡❝'✐♦♥ ♦♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥'❡5❡+'✐♥❣ 5❡♠❛5❦ ♦♥ '❤❡ ❝❧❛++✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢

♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣5♦❜❧❡♠+✿

❘❡♠❛!❦ ✷✳✸✳ ❆♥ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ✇✐+❤ ❛**♦❝✐❛+❡❞ NP✲❝♦♠♣❧❡+❡ ❞❡❝✐*✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠

✐* NP✲❤❛$❞✳

✷✳✷ ❆♣♣$♦①✐♠❛*✐♦♥ ❆❧❣♦$✐*❤♠/

❆! ❢♦$ ❞❡❝✐!✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠! ❜❡✐♥❣ NP✲❝♦♠♣❧❡0❡✱ 0❤❡ ♠♦!0 ✐♥0❡$❡!0✐♥❣ ❛♥❞ ♥❛0✉$❛❧ ♦♣0✐✲

♠✐③❛0✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠! ❞♦ ♥♦0 ❜❡❧♦♥❣ 0♦ PO✳ ❍❡♥❝❡ ✐0 ✐! ✈❡$② ✉♥❧✐❦❡❧② 0♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲

0✐♠❡ ❛❧❣♦$✐0❤♠ 0❤❛0 !♦❧✈❡! ♦♣0✐♠❛❧❧② ❛0 ❧❡❛!0 ♦♥❡ ♦❢ 0❤❡♠✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ 0❤❡♥ ❤❛♥❞❧❡

!✉❝❤ ♣$♦❜❧❡♠!❄ ❆ ♣❛$0 ♦❢ 0❤❡ ❛♥!✇❡$ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡0❡$♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

!❡♥0❡♥❝❡✿ ✏■0 ✐! ✈❡$② ✉♥❧✐❦❡❧② 0♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲0✐♠❡ ❛❧❣♦$✐0❤♠ 0❤❛0 !♦❧✈❡! ♦♣0✐♠❛❧❧②

❛♥ NP✲❤❛$❞ ♦♣0✐♠✐③❛0✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠✑✳ ■♥❞❡❡❞✱ 0❤✐! !❡♥0❡♥❝❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤0 0❤❡ ❢❛❝0 0❤❛0✱ ✐❢

P 6= NP✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦0 ❡♥!✉$❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡①❛❝0♥❡!! ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦$✐0❤♠✱ ❜✉0 ✇❡ ❝❛♥ 0$② 0♦

♠❛❦❡ ❝♦♥❝❡!!✐♦♥! ♦♥ 0❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦$ ♦♥ 0❤❡ ❡①❛❝0♥❡!! ♦❢ ✐0✳ ❇❛!❡❞ ♦♥ 0❤✐! ♦❜!❡$✈❛0✐♦♥✱

0♦♦❧! ❤❛✈❡ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡✐0❤❡$ 0♦ ♦❜0❛✐♥✱ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲0✐♠❡✱ ❛ !♦❧✉0✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐! ♥♦♥

♦♣0✐♠❛❧✱ ♦$ 0♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣0✐♠❛❧ !♦❧✉0✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲0✐♠❡ ❛❧❣♦$✐0❤♠!✳

■♥ 0❤❡ ✜$!0 ❝❛!❡✱ 0❤❡ ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ✐! 0♦ ❞❡!✐❣♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲0✐♠❡ ❛❧❣♦$✐0❤♠ ♣$♦✈✐❞✐♥❣

!♦❧✉0✐♦♥! ✇✐0❤♦✉0 ❣✉❛$❛♥0❡❡ ♦♥ 0❤❡ ♦♣0✐♠❛❧✐0② ♦❢ !✉❝❤ !♦❧✉0✐♦♥!✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐♥ 0❤✐!
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♠❛♥✉&❝(✐♣+ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉& ♦♥ ❛ (❡♠❛(❦❛❜❧❡ ❦✐♥❞ ♦❢ &✉❝❤ ❛❧❣♦(✐+❤♠&✱ ❝❛❧❧❡❞ +❤❡ ❛♣♣"♦①✐✲

♠❛(✐♦♥ ❛❧❣♦"✐(❤♠-✳ ❚❤❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥ ❛❧❣♦(✐+❤♠& (✉♥ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲+✐♠❡ ❜✉+ ❣✐✈❡ ✉&

❛ ❣✉❛(❛♥+❡❡ ♦♥ +❤❡ ❣❛♣ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉+❡❞ &♦❧✉+✐♦♥ ❛♥❞ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥

♦♣+✐♠❛❧ ♦♥❡✳

❲❡ ❝❛♥ +❤❡♥ ❞❡✜♥❡ +❤❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ (❛+✐♦ ♦❢ ❛ &♦❧✉+✐♦♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✺ ✭@❡(❢♦(♠❛♥❝❡ (❛+✐♦ ❬❈(❡✾✼❪✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ NPO ♣"♦❜❧❡♠ Π = (I,  ♦❧,
m, type)✱ ❛♥ ✐♥-(❛♥❝❡ I ∈ I ❛♥❞ ❛ -♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤✐- ✐♥-(❛♥❝❡ x ∈  ♦❧(I)✱ (❤❡ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡

"❛(✐♦ ♦❢ x ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❛-✿

R(I, x) = max

{
m(I, ♦♣$(I))

m(I, x)
,

m(I, x)

m(I, ♦♣$(I))

}

❇② ❞❡✜♥✐(✐♦♥✱ (❤❡ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡ "❛(✐♦ ♦❢ ❛♥② -♦❧✉(✐♦♥ x ✈❡"✐✜❡- R(I, x) ≥ 1✳

■+ ❝❛♥ ❜❡ &❡❡♥ ❛& ❛♥ ✐♥+✉✐+✐✈❡ ♠❡❛&✉(❡ ♦❢ +❤❡ ❣❛♣ ❜❡(✇❡❡♥ ❛ -♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥-(❛♥❝❡

❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ✐(- ♦♣(✐♠❛✿ ❜❡++❡( ✐& +❤❡ &♦❧✉+✐♦♥✱ ❝❧♦&❡( ❢(♦♠ ♦♥❡ ✐& +❤❡ (❛+✐♦✳ ❇② ❞❡✜♥✐+✐♦♥✱

❛ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ (❛+✐♦ ✐& ❣(❡❛+❡( +❤❛♥ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❛ &♦❧✉+✐♦♥ ✇✐+❤ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ (❛+✐♦ ❡I✉❛❧

+♦ ♦♥❡ ✐& ❛♥ ♦♣+✐♠❛❧ &♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥&✐❞❡(❡❞ ✐♥&+❛♥❝❡✳

▲❡+ ✉& (❡♠❛(❦ +❤❛+ +❤✐& ♠❡❛&✉(❡ ♦❢ &♦❧✉+✐♦♥ I✉❛❧✐+② ✐& ♥♦+ +❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱

✐♥ ♦♣♣♦&✐+✐♦♥ +♦ +❤✐& ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐✈❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ (❛+✐♦ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❞❞✐+✐✈❡ ♦♥❡✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&+❛♥❝❡ I ♦❢ ❛♥ NPO ♣(♦❜❧❡♠ Π ❛♥❞ ❛ &♦❧✉+✐♦♥ x ∈  ♦❧(I)✱ +❤❡ ❛❞❞✐+✐✈❡

♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ R+(I, x) ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

R+(I, x) = max {m(I, ♦♣$(I))−m(I, x),m(I, x)−m(I, ♦♣$(I)); }

❲❡ ❝❛♥✱ ❛❧&♦ ❝✐+❡ +❤❡ ❞✐✛❡"❡♥(✐❛❧ "❛(✐♦✱ ❜❛&❡❞ ♦♥ +❤❡ ♦❜&❡(✈❛+✐♦♥ +❤❛+ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛

&♦❧✉+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ &❡❡♥ ❛& ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣+✐♠❛❧ &♦❧✉+✐♦♥✱ ❛♥❞

+❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✇♦(&+ &♦❧✉+✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&+❛♥❝❡ I ♦❢ ❛♥ NPO ♣(♦❜❧❡♠ Π ❛♥❞

❛ &♦❧✉+✐♦♥ x ∈  ♦❧(I)✱ ✐❢ ✇❡ ♥♦+❡ worst(I) ❛ ✇♦(&+ &♦❧✉+✐♦♥✱ +❤❡ (❛+✐♦ ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

δ(I, x) =
|m(I, worst(I))−m(I, x)|

|m(I, worst(I))−m(I, ♦♣$(I)|

❚❤✐& (❛+✐♦ +❛❦❡& ✈❛❧✉❡& ✐♥ [0, 1]✱ ❜✉+ ❛& ❢♦( ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ (❛+✐♦✱ ❛♥ ♦♣+✐♠❛❧ &♦❧✉+✐♦♥

❤❛& ❛ (❛+✐♦ ❡I✉❛❧ +♦ 1✳ ❋♦( ♠♦(❡ ✐♥❢♦(♠❛+✐♦♥& ♦♥ ❞✐✛❡(❡♥+✐❛❧ (❛+✐♦ ❛♥❞ +❤❡ ❛&&♦❝✐❛+❡❞

❝♦♠♣❧❡①✐+② ❝❧❛&&❡& ✇❡ (❡❢❡( +❤❡ (❡❛❞❡( +♦ +❤❡ @❤❉ ❚❤❡&✐& ♦❢ ❇(✉♥♦ ❊&❝♦✣❡( ❬❊&❝✵✺❪

✷

✳

❋(♦♠ ♥♦✇ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉& ♦♥ +❤❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ (❛+✐♦ ❛& &♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✷✳✶✺✳

❚❤❡ ♥♦+✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣"♦①✐♠❛(✐♦♥ ❛❧❣♦"✐(❤♠- ✐& ❞❡❡♣❧② (❡❧❛+❡❞ +♦ +❤❡ ♥♦+✐♦♥ ♦❢ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡

(❛+✐♦✳ ■♥❢♦(♠❛❧❧②✱ ❛♥ ❛♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥ ❛❧❣♦(✐+❤♠ ✐& ❛♥ ❛❧❣♦(✐+❤♠ +❤❛+ (❡+✉(♥&✱ ❢♦( ❡✈❡(②

✐♥&+❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣(♦❜❧❡♠✱ ❛ &♦❧✉+✐♦♥ ✇❤♦&❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ (❛+✐♦ ✐& ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥✳

❚❤✉&✱ ✐+ ♦✛❡(& +❤❡ ❣✉❛(❛♥+❡❡ +❤❛+ +❤❡ (❡+✉(♥❡❞ &♦❧✉+✐♦♥ ❝❛♥♥♦+ ❜❡ ❛(❜✐+(❛(✐❧② ❜❛❞✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✻ ✭❆♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥ ❛❧❣♦(✐+❤♠ ❬❈(❡✾✼❪✮✳ ●✐✈❡♥ Π = (I,  ♦❧,m, type)
❛♥ NPO ♣"♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❛❧❣♦"✐(❤♠ A ❢♦" Π ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ρ : I → [1,+∞[✱ A ✐- ❛

ρ−❛♣♣"♦①✐♠❛(✐♦♥ ❛❧❣♦"✐(❤♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐( ✈❡"✐✜❡- (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣"♦♣❡"(✐❡-✿

✷

❚❤✐# ♠❛♥✉#❝)✐♣+ ✐# ✇)✐++❡♥ ✐♥ ❋)❡♥❝❤✳



✸✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❈❖▼#❯❚❆❚■❖◆❆▲ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨

✶✳ ∀I ∈ I "❤❡ %♦❧✉"✐♦♥ +❡"✉+♥❡❞ ❜② A ❢♦+ ✐♥%"❛♥❝❡ I✱ ❞❡♥♦"❡❞ A(I)✱ ❜❡❧♦♥❣% "♦  ♦❧(I)✱

✷✳ ∀I ∈ I, R(I,A(I)) ≤ ρ(I)✳

ρ ✐% ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ +❛"✐♦ ♦❢ "❤❡ ❛❧❣♦+✐"❤♠✳

■♥ ♦%❤❡( ✇♦(❞+✱ ❣✐✈❡♥ Π = (I,  ♦❧,m,min) ✭(❡+♣✳ Π = (I,  ♦❧,m,max)✮ ❛♥ NPO

♣(♦❜❧❡♠✱ ❛ ρ✲❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐%❤♠ ❢♦( Π ✐+ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲%✐♠❡ ❛❧❣♦(✐%❤♠ %❤❛% ❝♦♠✲

♣✉%❡+✱ ❢♦( ❡✈❡(② Π✲✐♥+%❛♥❝❡ I✱ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡ +♦❧✉%✐♦♥ A(I) ∈  ♦❧(I) ✇✐%❤ ❝♦+% m(I,A(I))
+❛%✐+❢②✐♥❣ m(I, ♦♣$(I)) ≤ m(I,A(I)) ≤ ρ×m(I, ♦♣$(I)) ✭(❡+♣✳ ✇✐%❤ ♣(♦✜% m(I,A(I))

+❛%✐+❢②✐♥❣

m(I,♦♣"(I))
ρ ≤ m(I,A(I)) ≤ m(I, ♦♣$(I))✮✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✼ ✭❆♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐%②✮✳ ■❢ ❛♥ NPO ♣+♦❜❧❡♠ Π ❛❞♠✐"% ❛ ρ✲❛♣♣+♦①✐♠❛"✐♦♥

❛❧❣♦+✐"❤♠ +✉♥♥✐♥❣ ✐♥ "✐♠❡ f(n)✱ ✐" ✐% %❛✐❞ ρ✲❛♣♣+♦①✐♠❛❜❧❡ ✐♥ "✐♠❡ f(n)✳

❇❛+❡❞ ♦♥ %❤❡ ♣(❡✈✐♦✉+ ❞❡✜♥✐%✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ (❡♠❛(❦ ♦♥ ❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛

♣(♦❜❧❡♠✳

❘❡♠❛.❦ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❛♥ NPO ♣+♦❜❧❡♠ Π ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐"% ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲

"✐♠❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛"✐♦♥ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ✇✐"❤ "❤❡ ❜❡%" +❛"✐♦✳

❲❡ ❝❛♥ %❤❡♥ ✉+❡ %❤✐+ (❡♠❛(❦ %♦ ❞❡✜♥❡ +❡✈❡(❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐%② ❝❧❛++❡+✳ ❖♥❡ ♦❢ %❤❡ ♠♦+%

♥❛%✉(❛❧ ✐+ %❤❡ ❝❧❛++ ♦❢ NPO ♣(♦❜❧❡♠+ %❤❛% ❛❞♠✐%+ ❛♥ ❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐%❤♠ ✇✐%❤

❝♦♥+%❛♥% (❛%✐♦✳ ■% ✐+ ❝❛❧❧❡❞ APX✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✽ ✭APX ❬❆✉+✰✾✾❪✮✳ ❆♥ NPO ♣+♦❜❧❡♠ Π ❜❡❧♦♥❣% "♦ APX ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ "❤❡+❡ ❡①✐%"% ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥%"❛♥" r ≥ 1 %✉❝❤ "❤❛" Π ✐% r−❛♣♣+♦①✐♠❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛++✱ ❝❛❧❧❡❞ PTAS✱ ❝♦♥%❛✐♥+ ❡✈❡(② ♣(♦❜❧❡♠ %❤❛% ❛❞♠✐%+ ❛♥ ❛♣♣(♦①✲

✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐%❤♠ ✇❤♦+❡ (❛%✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛+ ❝❧♦+❡ %♦ 1 ❛+ ❞❡+✐(❡❞✳ ❚❤✐+ ❛❧❣♦(✐%❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡+

%❤✐+ (❛%✐♦ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♥❝❡++✐♦♥+ ♦♥ ❡①❡❝✉%✐♦♥ %✐♠❡ +✐♥❝❡ ✐%+ (✉♥♥✐♥❣ %✐♠❡ +%(♦♥❣❧②

❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ %❤❡ ❞❡+✐(❡❞ ♣(❡❝✐+✐♦♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✾ ✭PTAS ❬❆✉+✰✾✾❪✮✳ ❆♥ NPO ♣+♦❜❧❡♠ Π ❜❡❧♦♥❣% "♦ PTAS ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢✱ ❢♦+ ❡✈❡+② ✜①❡❞ ε > 0✱ ✐" ✐% (1 + ε)✲❛♣♣+♦①✐♠❛❜❧❡✳

■♥ ❢❛❝%✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ +❧✐❣❤% ❛❜✉+❡ ❜② %❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉% ✏❛♥ ❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐%❤♠

✇❤♦+❡ (❛%✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛+ ❝❧♦+❡ %♦ 1 ❛+ ❞❡+✐(❡❞✑✳ ■♥❞❡❡❞ ❡❛❝❤ NPO ♣(♦❜❧❡♠ Π ❜❡❧♦♥❣✐♥❣

%♦PTAS ❛❞♠✐%+ ❛♥ ❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐%❤♠ ❢♦( ❡✈❡(② ✜①❡❞ ε✱ ✐♥ ♦%❤❡( ✇♦(❞+ Π ❛❞♠✐%+

❛♥ ✐♥✜♥✐%② ♦❢ ❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐%❤♠+✱ ❛♥❞ %❤❡ (❛%✐♦ ♦❢ %❤❡+❡ ❛❧❣♦(✐%❤♠+ ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥

ε✳ ❚❤✐+ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❣♦(✐%❤♠+ ✐+ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛♣♣+♦①✐♠❛"✐♦♥ %❝❤❡♠❡✳

◆♦%❡ %❤❛% %❤❡(❡ ❡①✐+% +❡✈❡(❛❧ ❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ +❝❤❡♠❡+ ❞❡✜♥❡❞ ❜② %❤❡✐( ❝♦♠♣❧❡①✐%②

❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ ε✳ ■♥❞❡❡❞ %❤❡ %✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐%② ✐+ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥♣✉% +✐③❡ ❜✉%

❛❧+♦ ✐♥ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ ε✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ +✐♥❝❡ ε ✐+ ✜①❡❞ ❢♦( ❡✈❡(② ❛❧❣♦(✐%❤♠ ♦❢ %❤❡ +❝❤❡♠❡✱ ❡✈❡♥

❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ +❝❤❡♠❡ (✉♥♥✐♥❣ ✐♥ O(n1/ε) ❛(❡ ❝♦♥+✐❞❡(❡❞ %♦ ❜❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱

✇✐%❤ ε ✜①❡❞✱ 1/ε ✐+ ❝♦♥+✐❞❡(❡❞ ❛+ ❛ ❝♦♥+%❛♥%✳ ❆♥ ❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ +❝❤❡♠❡ ✇✐%❤ ❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧

❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥

1/ε✱ ✐+ ❝❛❧❧❡❞ ?♦❧②♥♦♠✐❛❧✲❚✐♠❡ ❆♣♣+♦①✐♠❛"✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡ ✭❛❧+♦ ❦♥♦✇♥ ❛+

N❚❆❙✮✳

❍❡♥❝❡ %❤❡ ❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✾ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐%② ❝❧❛++ PTAS ❝❛♥ ❜❡ (❡♣❤(❛+❡❞ ✉+✐♥❣

%❤❡ ♥♦%✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ +❝❤❡♠❡✳
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PO

FPTAS

EPTAS

PTAS

APX

NPO

❋✐❣✉&❡ ✷✳✷✿ ❘❡♣&❡-❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛&/ ♦❢ /❤❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛/✐♦♥ ❝❧❛--❡- ❤✐❡&❛&❝❤② ✐❢ P 6= NP✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✵ ✭PTAS✮✳ ❆♥ NPO ♣#♦❜❧❡♠ Π ❜❡❧♦♥❣* +♦ PTAS ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐+

❛❞♠✐+* ❛ 1❚❆❙✳

❙✐♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥/✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ ε ❛&❡ ❛✉/❤♦&✐③❡❞✱ ❛ ?❚❆❙ ❝❛♥ B✉✐❝❦❧② ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥/

✐♥ ♣&❛❝/✐❝❡✳ ❚❤✐- ♠♦/✐✈❛/❡- /❤❡ ✐♥/&♦❞✉❝/✐♦♥ ♦❢ ♠♦&❡ &❡-/&✐❝/✐✈❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛/✐♦♥ -❝❤❡♠❡-✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✶ ✭EPTAS ❬❈❚✾✼❪✮✳ ❆♥ NPO ♣#♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣* +♦ EPTAS ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ ✐+ ❛❞♠✐+* ❛♥ ❊✣❝✐❡♥/ ?♦❧②♥♦♠✐❛❧✲❚✐♠❡ ❆♣♣&♦①✐♠❛/✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❛♣♣#♦①✐♠❛✲

+✐♦♥ *❝❤❡♠❡ #✉♥♥✐♥❣✱ ❢♦# ❡✈❡#② ✜①❡❞ ǫ✱ ✐♥ +✐♠❡ O(nc) ✇✐+❤ c ❛ ❝♦♥*+❛♥+ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦❢
ε✳

■♥ /❤✐- ❝❧❛-- ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛♣♣&♦①✐♠❛/✐♦♥ &✉♥♥✐♥❣ ✐♥ /✐♠❡ O(f(1ε )poly(n)) ✇✐/❤ f
❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ /❤❛/ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥/✐❛❧ ✐♥

1
ε ✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ /❤❡ ❡①♣♦♥❡♥/✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥

1
ε ❝❛♥ ❧❡❛❞ /♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥/ ❛❧❣♦&✐/❤♠ ❢♦&

-♠❛❧❧ ε✳ ❲❡ ✐♥/&♦❞✉❝❡ /❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦&❡ &❡-/&✐❝/✐✈❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛/✐♦♥ -❝❤❡♠❡✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✷ ✭FPTAS ❬❆✉-✰✾✾❪✮✳ ❆♥ NPO ♣#♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣* +♦ FPTAS ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ✐+ ❛❞♠✐+* ❛ ❋✉❧❧② 1♦❧②♥♦♠✐❛❧✲❚✐♠❡ ❆♣♣#♦①✐♠❛+✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❛♣♣#♦①✐♠❛✲

+✐♦♥ *❝❤❡♠❡ #✉♥♥✐♥❣ ✐♥ +✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ❜♦+❤ +❤❡ *✐③❡ ♦❢ +❤❡ ✐♥♣✉+ ❛♥❞

1
ε ✳

❘❡♠❛.❦ ✷✳✺✳ ■+ ✐* ❝❧❡❛# +❤❛+ PO ⊆ FPTAS ⊆ EPTAS ⊆ PTAS ⊆ APX ⊆ NPO✳

❚❤❡ *+#✐❝+♥❡** ♦❢ +❤❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ #❡♠❛✐♥* ❛♥ ♦♣❡♥ ♣#♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞ PO = FPTAS =
EPTAS = PTAS = APX = NPO ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P = NP✳

❆ ❣&❛♣❤✐❝❛❧ &❡♣&❡-❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤✐- &❡♠❛&❦ ✐- ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉&❡ ✷✳✷✳ ❲❡ ♣♦✐♥/ ❛//❡♥✲

/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ &❡❛❞❡& ♦♥ /❤❡ ❢❛❝/ /❤❛/ /❤❡ ✐♥/&♦❞✉❝❡❞ ❤✐❡&❛&❝❤② ✐- ♥♦/ ❝♦♠♣❧❡/❡✳ ❙♦♠❡



✸✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❈❖▼#❯❚❆❚■❖◆❆▲ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨

❝♦♠♣❧❡①✐*② ❝❧❛--❡- -✉❝❤ ❛- poly −APX ♦0 Log −APX✱ ✜♥❞✐♥❣ *❤❡✐0 ♣❧❛❝❡ ✐♥ *❤❡

❤✐❡0❛0❝❤② ❜❡*✇❡❡♥ APX ❛♥❞ NPO✱ ❤❛✈❡ ♥♦* ❜❡❡♥ ♣0❡-❡♥*❡❞✳ ❋♦0 ❛ ♠♦0❡ ❝♦♠♣❧❡*❡

❞❡-❝0✐♣*✐♦♥ ♦❢ *❤✐- ❤✐❡0❛0❝❤② ✇❡ 0❡❝♦♠♠❡♥❞ *❤❡ ♠❛♥✉-❝0✐♣* ♦❢ ❇0✉♥♦ ❊-❝♦✣❡0 ❬❊-❝✵✺❪

❛♥❞ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥* ❜♦♦❦ ✇0✐**❡♥ ❜② ●✐♦0❣✐♦ ❆✉-✐❡❧❧♦ ❡* ❛❧✳ ❬❆✉-✰✾✾❪✳

❆- ❢♦0 ❞❡❝✐-✐♦♥ ♣0♦❜❧❡♠- ❛♥❞ 0❡❧❛*❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ❝❧❛--❡-✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥

♣0♦❜❧❡♠ Π✱ *❤❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ *♦ ✜♥❞ ❝❧✉❡- ♦♥ ✐*- ❝♦♠♣❧❡①✐*② ❜② ✜♥❞✐♥❣ *❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐*② ❝❧❛--❡- ✐* ❜❡❧♦♥❣- *♦✳ ❚❤✐- ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❤❡0❡♥* ♣0♦♣❡0*✐❡-✱ ❡✳❣✳ *❤❡ ❡①✐-*❡♥❝❡

♦❢ ❛ L❚❆❙ *♦ ♣0♦✈❡ *❤❡ ♠❡♠❜❡0-❤✐♣ ✐♥ PTAS✱ ♦0 ❜② ❤✐❣❤❧✐❣❤*✐♥❣ 0❡❧❛*✐♦♥- ❛♠♦♥❣ ❝♦♥✲

-✐❞❡0❡❞ ♣0♦❜❧❡♠-✳ ❚❤✐- ♠♦*✐✈❛*❡- *❤❡ ✐♥*0♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦*❤❡0 ❦✐♥❞ ♦❢ 0❡❞✉❝*✐♦♥-✿ *❤❡

❛♣♣%♦①✐♠❛*✐♦♥ ♣%❡,❡%✈✐♥❣ %❡❞✉❝*✐♦♥,✳

✷✳✸ ❆♣♣%♦①✐♠❛+✐♦♥ -%❡/❡%✈✐♥❣ ❘❡❞✉❝+✐♦♥/

❚❤✐- -❡❝*✐♦♥ ❛✐♠- ❛* ♣0❡-❡♥*✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡0- ♦❢ ❛♣♣%♦①✐♠❛*✐♦♥ ♣%❡,❡%✈✐♥❣ %❡❞✉❝*✐♦♥,✳

▲❡* ✉- ✜0-* 0❡♠❛0❦ *❤❛*✱ ❣✐✈❡♥ *✇♦ NPO ♣0♦❜❧❡♠- Π1 ❛♥❞ Π2✱ *❤❡ ❛❧0❡❛❞② -❡❡♥

0❡❞✉❝*✐♦♥- ✭❑❛0♣ ❛♥❞ ❚✉0✐♥❣ 0❡❞✉❝*✐♦♥-✮ ❛0❡ ♥♦* ❛♣♣0♦♣0✐❛*❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ 0❡❞✉❝*✐♦♥

*❤❛* ❣✐✈❡♥ *✇♦ ♣0♦❜❧❡♠- Π1 ❛♥❞ Π2✱ ♠❛♣- ❛♥② ②❡-✲✐♥-*❛♥❝❡ ♦❢ Π1 *♦ ❛ ②❡-✲✐♥-*❛♥❝❡

♦❢ Π2 ✐- ♥♦* -✉✣❝✐❡♥*❧② ❡①♣0❡--✐✈❡ *♦ ❤❛♥❞❧❡ *❤❡ ♣♦✇❡0 ♦❢ ❡①♣0❡--✐♦♥ ♦❢ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥

♣0♦❜❧❡♠-✳ ❋✉0*❤❡0♠♦0❡✱ *♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤* ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ *✇♦ ♣0♦❜❧❡♠-✱ ✇❡ ♥❡❡❞

♥♦* ♦♥❧② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡ ❛❧❣♦0✐*❤♠ *0❛♥-❢♦0♠✐♥❣ ❛♥② Π1✲✐♥-*❛♥❝❡ ✐♥*♦ ❛ Π2✲✐♥-*❛♥❝❡✱

❜✉* ❛❧-♦ ❛♥♦*❤❡0 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡ ❛❧❣♦0✐*❤♠ *❤❛* ❛--♦❝✐❛*❡- ✐♥ 0❡*✉0♥ *❤❡ -♦❧✉*✐♦♥- ♦❢

*❤❡ Π2✲✐♥-*❛♥❝❡ *♦ *❤❡ -♦❧✉*✐♦♥- ♦❢ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ Π1✲✐♥-*❛♥❝❡✳

❚❤✐- ♠♦*✐✈❛*❡- *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡ 0❡❞✉❝*✐♦♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✸ ✭L♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡ 0❡❞✉❝*✐♦♥ ❬❈0❡✾✼❪✮✳ ●✐✈❡♥ *✇♦ NPO ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥

♣%♦❜❧❡♠, Π1 = (I1,  ♦❧1,m1, type1) ❛♥❞ Π2 = (I2,  ♦❧2,m2, type2)✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡

%❡❞✉❝*✐♦♥ ❢%♦♠ Π1 *♦ Π2 ✐, ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡ ❝♦♠♣✉*❛❜❧❡ ❢✉♥❝*✐♦♥, (f, g)✿

f :

{
I1 → I2
I 7→ f(I) g :

{
I1 ×  ♦❧2(f(I1)) →  ♦❧1(I1)

(I, x) 7→ g(I, x)

f ✐, ,✉❝❤ *❤❛* *♦ ❛♥② ✐♥,*❛♥❝❡ ♦❢ I ∈ I1 ♦❢ Π1✱ ✐* ❛,,♦❝✐❛*❡, ❛♥ ✐♥,*❛♥❝❡ f(I) ♦❢ Π2✳

❆♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥,*❛♥❝❡ I ∈ I1✱ *♦ ❛♥② ,♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥,*%✉❝*❡❞ ✐♥,*❛♥❝❡ x ∈  ♦❧2(f(I))✱
g ❛,,♦❝✐❛*❡ ❛ ,♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐*✐❛❧ ✐♥,*❛♥❝❡ g(I, x) ∈  ♦❧1(I)✳

❚❤❡ -❝❤❡♠❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② *❤✐- ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣✐❝*❡❞ ❜② ❋✐❣✉0❡ ✷✳✸✳

◆♦%❛%✐♦♥ ✷✳✸✳ ■♥ ❛ ❣❡♥❡%❛❧ ✇❛②✱ ❣✐✈❡♥ *✇♦ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠, Π1 ❛♥❞ Π2✱ *❤❡

❡①✐,*❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %❡❞✉❝*✐♦♥ (f, g) ❢%♦♠ Π1 *♦ Π2 ✐, ♥♦*❡❞ Π1≤Π2✳

■♥ ❛ ✜0-* *✐♠❡ ✇❡ ❡①*❡♥❞ *❤❡ ♥♦*✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜❡%,❤✐♣ ♣%❡,❡%✈❛*✐♦♥✱ ✐♥*0♦❞✉❝❡❞ ✇✐*❤

*❤❡ ❑❛0♣ 0❡❞✉❝*✐♦♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✹ ✭▼❡♠❜❡0-❤✐♣ ♣0❡-❡0✈❛*✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ *✇♦ NPO ♣%♦❜❧❡♠, Π1,Π2✱ ❛

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡ %❡❞✉❝*✐♦♥ (f, g) ,✉❝❤ *❤❛* Π1≤Π2 ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ❝❧❛,, ❈✱ (f, g)
♣%❡,❡%✈❡, ♠❡♠❜❡%,❤✐♣ ✐♥ ❈ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Π2 ∈ ❈⇒ Π1 ∈ ❈✳
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g(I, x) ∈  ♦❧1(I) x ∈  ♦❧2(f(I))

I ∈ I1 f(I) ∈ I2

Π1 Π2

❋✐❣✉%❡ ✷✳✸✿ ●❡♥❡%❛❧ %❡❞✉❝0✐♦♥ 2❝❤❡♠❡✳

❚❤✐2 ♥♦0✐♦♥ ❛❧❧♦✇2 ✉2 0♦ ❡①0❡♥❞ 0❤❡ ♥♦0✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡0❡♥❡22 0♦ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡①✐0② ❝❧❛22✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✺ ✭❈♦♠♣❧❡0❡♥❡22 ❬>❛2✵✹❀ ▲❡❡✾✵❪✮✳ ●✐✈❡♥ %✇♦ ❝❧❛++❡+ ♦❢ NPO✱ ❈ ❛♥❞

❈✬✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲%✐♠❡ 3❡❞✉❝%✐♦♥ R %❤❛% ♣3❡+❡3✈❡+ %❤❡ ♠❡♠❜❡3+❤✐♣ ✐♥ ❈✬✱ ❛ ♣3♦❜❧❡♠
Π1 ✐+ +❛✐❞ ❈−❝♦♠♣❧❡%❡ ✐♥ 3❡❣❛3❞ ♦❢ (❈✬, R) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Π1 ∈ ❈ ❛♥❞ ❢♦3 ❡✈❡3② ♣3♦❜❧❡♠
Π2 ♦❢ ❈✱ Π2 ≤R Π1✳

◆♦0❡ 0❤❛0 0❤✐2 ❞❡✜♥✐0✐♦♥ ❣❡♥❡%❛❧✐③❡2 0❤❡ ❞❡✜♥✐0✐♦♥ ♦❢ NP−❝♦♠♣❧❡0❡♥❡22 ♣%❡✈✐♦✉2❧②

❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ ❢❛❝0✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ 0❤❡ NP−❝♦♠♣❧❡0❡♥❡22 ✐♥ %❡❣❛%❞ 0♦ (P,≤T)✳ ■♥ 0❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐♥ ♦%❞❡% 0♦ ❛✈♦✐❞ ❤❡❛✈② ♥♦0❛0✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉2❡ 0❤❡ 0❡%♠✐♥♦❧♦❣② ❈−❝♦♠♣❧❡0❡

✐♥20❡❛❞ ♦❢ ❈−❝♦♠♣❧❡0❡ ✐♥ %❡❣❛%❞ 0♦ (❈✬, R) ✇❤❡♥ ❈✬ ✐2 ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❈✳ ❋♦% ✐♥20❛♥❝❡✱

❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲0✐♠❡ %❡❞✉❝0✐♦♥ R 0❤❛0 ♣%❡2❡%✈❡2 ♠❡♠❜❡%2❤✐♣ ✐♥ PTAS✱ ❛ ♣%♦❜❧❡♠

Π1 ∈ APX 2✉❝❤ 0❤❛0 ∀Π2 ∈ APX,Π2 ≤R Π1 ✇✐❧❧ ❜❡ 2❛✐❞ APX✲❝♦♠♣❧❡0❡ ✐♥20❡❛❞ ♦❢

APX✲❝♦♠♣❧❡0❡ ✐♥ %❡❣❛%❞ 0♦ (PTAS, R)✳
❲❡ ✜%20 ✐♥0%♦❞✉❝❡ 0❤❡ ❡❛2✐❡20✱ ❜✉0 ❛❧2♦ 0❤❡ ♠♦20 20%✐❝0✱ ❛♣♣%♦①✐♠❛0✐♦♥ ♣%❡2❡%✈✐♥❣

%❡❞✉❝0✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ 0✇♦ NPO ♣%♦❜❧❡♠2 Π1 ❛♥❞ Π2✱ 0❤✐2 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲0✐♠❡ %❡❞✉❝0✐♦♥

♠❛♣2✱ 0♦ ❛♥② 2♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ❛ Π1✲✐♥20❛♥❝❡✱ ❛ 2♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❝♦%%❡2♣♦♥❞✐♥❣ Π2✲✐♥20❛♥❝❡

♦❢ 2❛♠❡ ❝♦20✳ ■0 ❢♦❧❧♦✇2 0❤❛0 0❤✐2 %❡❞✉❝0✐♦♥ ❝❛♥ ❡①✐20 ♦♥❧② ❜❡0✇❡❡♥ NPO ♣%♦❜❧❡♠2

2❤❛%✐♥❣ 0❤❡ 2❛♠❡ 0②♣❡✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✻ ✭❙✲%❡❞✉❝0✐♦♥ ❬❈%❡✾✼❪✮✳ ●✐✈❡♥ %✇♦ NPO ♣3♦❜❧❡♠+ Π1✱ Π2 ❛♥❞ ❛ 3❡✲

❞✉❝%✐♦♥ (f, g) ❢3♦♠ Π1 %♦ Π2✱ ✐❢✿

✶✳ ❢♦3 ❛♥② I ∈ I1✱ m2(f(I), ♦♣"2(f(I))) = m1(I, ♦♣"1(I))✱

✷✳ ❢♦3 ❛♥② I ∈ I1 ❛♥❞ ❛♥② +♦❧✉%✐♦♥ x ∈ #♦❧2(f(I))✱ m1(I, g(I, x)) = m2(f(I), x)✳

%❤❡♥ (f, g) ✐+ ❛♥ S✲3❡❞✉❝%✐♦♥✳

◆♦%❛%✐♦♥ ✷✳✹✳ ●✐✈❡♥ %✇♦ NPO ♣3♦❜❧❡♠+ Π1 ❛♥❞ Π2✱ Π1 S✲3❡❞✉❝❡+ %♦ Π2 ✐+ ❞❡♥♦%❡❞

Π1≤sΠ2✳

❙❡✈❡%❛❧ S✲%❡❞✉❝0✐♦♥2 ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ 0❤✐2 ♠❛♥✉2❝%✐♣0✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝✲

0✐♦♥2 ✻✳✶✳✶✱ ✻✳✶✳✷✱ ✻✳✶✳✹ ❛♥❞ ✻✳✶✳✺✳

01♦♣❡1%② ✷✳✶✳ ❆♥ S✲3❡❞✉❝%✐♦♥ ♣3❡+❡3✈❡+ %❤❡ ♠❡♠❜❡3+❤✐♣ ✐♥ FPTAS ❛♥❞ APX✳

■♥ ❢❛❝0✱ ❛♥ ❙✲%❡❞✉❝0✐♦♥ ♣%❡2❡%✈❡2 0❤❡ ♠❡♠❜❡%2❤✐♣ ✐♥ FPTAS✱ EPTAS✱ PTAS

❛♥❞ APX✸

✳ ❚❤✐2 ♠♦0✐✈❛0❡2 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡♠❛%❦✿

✸

❚❤✐# ❧✐#% ✐# ♥♦% ❡①❤❛✉#%✐✈❡✱ ❜✉% ✇❡ 0❡#%0✐❝% ✐% %♦ %❤❡ ❝❧❛##❡# ✇❡ ❛0❡ ✐♥%❡0❡#%❡❞ ✐♥✳



✸✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❈❖▼#❯❚❆❚■❖◆❆▲ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨

 !♦♣❡!%② ✷✳✷✳ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡ ,❡❞✉❝*✐♦♥ ✭✇❤♦3❡ ❡①❡❝✉*✐♦♥ *✐♠❡ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞3 ♦♥

*❤❡ 3✐③❡ ♦❢ *❤❡ ✐♥3*❛♥❝❡✮ ♣,❡3❡,✈✐♥❣ ♠❡♠❜❡,3❤✐♣ ✐♥ FPTAS ❛❧3♦ ♣,❡3❡,✈❡3 ♠❡♠❜❡,3❤✐♣

✐♥ EPTAS ❛♥❞ PTAS ❜✉* ❞♦❡3 ♥♦* ♥❡❝❡33❛,✐❧② ♣,❡3❡,✈❡3 ♠❡♠❜❡,3❤✐♣ ✐♥ APX✳

■♥❞❡❡❞✱ '❤❡ ❞✐*'✐♥❝'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ FPTAS✱ EPTAS ❛♥❞ PTAS ✐* ♠❛❞❡ ♦♥ '❤❡

1✉♥♥✐♥❣ '✐♠❡ ♦❢ '❤❡ ❛❧❣♦1✐'❤♠ ❛♥❞ ♥♦' ♦♥ '❤❡ ❛♣♣1♦①✐♠❛'✐♦♥ 1❛'✐♦✳ ❚❤✉* ❛ 1❡❞✉❝'✐♦♥

'❤❛' ❞♦❡* ♥♦' ❞❡'❡1✐♦1❛'❡ '❤❡ ❛♣♣1♦①✐♠❛'✐♦♥ 1❛'✐♦ ❛♥❞ 1✉♥♥✐♥❣ '✐♠❡ 1❡:✉✐1❡❞ '♦ ❞❡✜♥❡

❛♥ ❋=❚❆❙✱ ✇✐❧❧ ♥♦' ♥❡✐'❤❡1 ❞❡'❡1✐♦1❛'❡ ❛♣♣1♦①✐♠❛'✐♦♥ 1❛'✐♦ ❛♥❞ 1✉♥♥✐♥❣ '✐♠❡ 1❡:✉✐1❡❞

'♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❊=❚❆❙ ♦1 ❛ =❚❆❙✳ ❚❤✉*✱ ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♦♥❧② *♣❡❝✐❢② '❤❡ ♣1❡*❡1✈❛'✐♦♥

♦❢ '❤❡ ♠❡♠❜❡1*❤✐♣ ✐♥ PTAS ❛♥❞✴♦1 APX✳

❆* ✇❡ ✇✐❧❧ *❡❡ ❤❡1❡❛❢'❡1✱ '❤❡ L✲1❡❞✉❝'✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥*✐❞❡1❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣1♦❜✲

❧❡♠* ✐* ❛♥ ✐❧❧✉*'1❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲'✐♠❡ 1❡❞✉❝'✐♦♥ '❤❛' ♣1❡*❡1✈❡* ♠❡♠❜❡1*❤✐♣ ✐♥

FPTAS✱ EPTAS ❛♥❞ PTAS ❜✉' ♥♦' ✐♥ APX✳

❆♥♦'❤❡1 ♣❡1'✐♥❡♥' ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲'✐♠❡ 1❡❞✉❝'✐♦♥ ✐* '❤❡ *'1✐❝'✲1❡❞✉❝'✐♦♥✳ ❚❤✐* 1❡❞✉❝✲

'✐♦♥ ❡♥*✉1❡* '❤❛' ❛♥② *♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ❛ Π2✲✐♥*'❛♥❝❡ ✐* '✉1♥❡❞ ✐♥'♦ ❛ *♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦11❡✲

*♣♦♥❞✐♥❣ Π1✲✐♥*'❛♥❝❡ ✇✐'❤ ❛ ❜❡''❡1 ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡ 1❛'✐♦✳ ❚❤✐* 1❡❞✉❝'✐♦♥ ✐* ❛ ❧✐''❧❡ ❜✐'

❧❡** 1❡*'1✐❝'✐✈❡ '❤❛♥ '❤❡ ❙✲1❡❞✉❝'✐♦♥ *✐♥❝❡ ✐' ❛❧❧♦✇* '❤❡ ❝♦*' ♦❢ '❤❡ *♦❧✉'✐♦♥ '♦ ❜❡ ❞✐✛❡1✲

❡♥' ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ '✇♦ ♣1♦❜❧❡♠*✳ ❆* *✉❝❤✱ ✐' ❛❧❧♦✇* '❤❡ 1❡❞✉❝'✐♦♥ ❢1♦♠ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛'✐♦♥

♣1♦❜❧❡♠ '♦ ❛ ♠❛①✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦♥❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡1*❛✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✼ ✭❙'1✐❝'✲1❡❞✉❝'✐♦♥ ❬❈1❡✾✼❪✮✳ ●✐✈❡♥ *✇♦ NPO ♣,♦❜❧❡♠3 Π1✱ Π2 ❛♥❞ ❛

,❡❞✉❝*✐♦♥ (f, g) ❢,♦♠ Π1 *♦ Π2✱ ✐❢ ❢♦, ❛♥② ✐♥3*❛♥❝❡ ♦❢ Π1 I ∈ I1 ❛♥❞ ❢♦, ❛♥② 3♦❧✉*✐♦♥
✐♥ *❤❡ ❝♦♥3*,✉❝*❡❞ ✐♥3*❛♥❝❡ ♦❢ Π2 x ∈  ♦❧2(f(I))✿

R1(I, g(I, x)) ≤ R2(f(I), x)

❊✈❡♥ '❤♦✉❣❤ '❤✐* 1❡❞✉❝'✐♦♥ ✐* ♠♦1❡ ♣❡1♠✐**✐✈❡ ✐♥ '❡1♠* ♦❢ *♦❧✉'✐♦♥ ❝♦*'✱ '❤❡ *'1✐❝'✲

1❡❞✉❝'✐♦♥ ♣1❡*❡1✈❡* ♠❡♠❜❡1*❤✐♣ ✐♥ '❤❡ *❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ❝❧❛**❡* ❛* '❤❡ S✲1❡❞✉❝'✐♦♥✳

 !♦♣❡!%② ✷✳✸✳ ❆ 3*,✐❝*✲,❡❞✉❝*✐♦♥ ♣,❡3❡,✈❡3 *❤❡ ♠❡♠❜❡,3❤✐♣ ✐♥ PTAS ❛♥❞ APX✳

◆♦%❛%✐♦♥ ✷✳✺✳ ●✐✈❡♥ *✇♦ NPO ♣,♦❜❧❡♠3 Π1 ❛♥❞ Π2✱ Π1 3*,✐❝*✲,❡❞✉❝❡3 *♦ Π2 ✐3 ❞❡✲

♥♦*❡❞ Π1≤strictΠ2✳

❙❡✈❡1❛❧ *'1✐❝'✲1❡❞✉❝'✐♦♥* ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ '❤✐* ♠❛♥✉*❝1✐♣' ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥* ✻✳✶✳✸✱ ✻✳✷✱

✼✳✶✳✶ ❛♥❞ ✼✳✶✳✷✳

❚❤❡ ❧❛*' ❛♣♣1♦①✐♠❛'✐♦♥ ♣1❡*❡1✈✐♥❣ 1❡❞✉❝'✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉*❡ ✐♥ '❤✐* ♠❛♥✉*❝1✐♣' ✐* '❤❡

❧✐♥❡❛1✲1❡❞✉❝'✐♦♥✳ ❚❤✐* 1❡❞✉❝'✐♦♥ ✐* ❛ ❧✐''❧❡ ❜✐' ♠♦1❡ ♣❡❝✉❧✐❛1 '❤❛♥ '❤❡ ♣1❡✈✐♦✉* ♦♥❡*✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ '❤❡ S ❛♥❞ '❤❡ *'1✐❝'✲1❡❞✉❝'✐♦♥* ❜♦✉♥❞ 1❡*♣❡❝'✐✈❡❧② '❤❡ ❝♦*' ❛♥❞ '❤❡

♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡ 1❛'✐♦ ♦❢ '❤❡ *♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝1❡❛'❡❞ ✐♥*'❛♥❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ '♦ ✐♥'✉✐'✐✈❡ 1❡*✉❧'*

✐♥ '❡1♠* ♦❢ ❛♣♣1♦①✐♠❛'✐♦♥ ❝❧❛**❡* ♠❡♠❜❡1*❤✐♣ ♣1❡*❡1✈❛'✐♦♥✱ '❤✐* 1❡❞✉❝'✐♦♥ ❜♦✉♥❞* '❤❡

♦♣'✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❝1❡❛'❡❞ ✐♥*'❛♥❝❡ ❛♥❞ '❤❡ ❝♦*' ❞✐✛❡1❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ ❛♥② *♦❧✉'✐♦♥ ❛♥❞

'❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ♦♥❡✳
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❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✽ ✭L ♦$ ❧✐♥❡❛$✲$❡❞✉❝.✐♦♥ ❬0❨✾✶❪✮✳ ●✐✈❡♥ %✇♦ NPO ♣)♦❜❧❡♠- Π1✱ Π2

❛♥❞ ❛ )❡❞✉❝%✐♦♥ (f, g) ❢)♦♠ Π1 %♦ Π2✱ ✐❢ %❤❡)❡ ❡①✐-% α, β ∈ R+,∗
-✉❝❤ %❤❛%✱ ❢♦) ❛♥②

Π1✲✐♥-%❛♥❝❡ ♦❢ I ∈ I1 ❛♥❞ ❢♦) ❛♥② -♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ Π2✲✐♥-%❛♥❝❡ x ∈  ♦❧2(f(I))✱ %❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞-✿

m2(f(I), ♦♣$2(f(I))) ≤ αm1(I, ♦♣$1(I)) ✭✷✳✶✮

|m1(I, ♦♣$1(I))−m1(I, g(I, x))| ≤ β|m2(f(I), ♦♣$2(f(I)))−m2(f(I), x)| ✭✷✳✷✮

◆♦%❛%✐♦♥ ✷✳✻✳ ●✐✈❡♥ %✇♦ NPO ♣)♦❜❧❡♠- Π1 ❛♥❞ Π2✱ Π1 L✲)❡❞✉❝❡- %♦ Π2 ✐- ❞❡♥♦%❡❞

Π1≤LΠ2✳

❆♥♦.❤❡$ ♣❛$.✐❝✉❧❛$✐.② ♦❢ .❤✐= $❡❞✉❝.✐♦♥ ✐= .❤❛. .❤❡ ❝♦♥❝❧✉=✐♦♥= .❤❛. ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡

❢$♦♠ .❤❡ ❡①✐=.❡♥❝❡ ♦❢ =✉❝❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲.✐♠❡ $❡❞✉❝.✐♦♥ ❞✐✛❡$ ✐♥ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ .②♣❡

♦❢ .❤❡ ✐♥✐.✐❛❧ ♣$♦❜❧❡♠✱ ❛= ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ 0$♦♣❡$.② ✷✳✹✳

-.♦♣❡.%② ✷✳✹✳ ❆ ❧✐♥❡❛)✲)❡❞✉❝%✐♦♥ ❢)♦♠ ❛♥NPO ♣)♦❜❧❡♠ Π1 %♦ ❛♥♦%❤❡)NPO ♣)♦❜❧❡♠

Π2 ♣)❡-❡)✈❡- ♠❡♠❜❡)-❤✐♣ ✐♥✿

✶✳ FPTAS ✐❢ Π1 ✐- ❛ ♠❛①✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠✱

✷✳ FPTAS ❛♥❞ APX ✐❢ Π1 ✐- ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠✳

0$♦♣❡$.② ✷✳✹ ✐= ♥♦. ❛= =.$❛✐❣❤.❢♦$✇❛$❞ ❛= ♣$❡✈✐♦✉= ♦♥❡=✳ ▲❡. ✉= ❡①♣❧❛✐♥ .❤❡ ♣$❡✈✐♦✉=

♣$♦♣❡$.②✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥.✐❢② ❢♦✉$ ❝❛=❡=✱ ❜✉. ✇❡ ♣$♦✈✐❞❡ ❞❡.❛✐❧= ❢♦$ ♦♥❧② .✇♦ ♦❢ .❤❡♠✿

?)♦♦❢✳ ▼✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥ → ▼✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥

■♥ .❤✐= ❝❛=❡ ❊L✉❛.✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇$✐..❡♥ ❛= ❢♦❧❧♦✇=✿

m1(I, g(I, x))−m1(I, ♦♣"1(I)) ≤ β (m2(f(I), x)−m2(f(I), ♦♣"2(f(I))))

❯=✐♥❣ ❊L✉❛.✐♦♥ ✭✷✳✶✮

⇒
m1(I, g(I, x))−m1(I, ♦♣"1(I))

m1(I, ♦♣"1(I))
≤

αβ (m2(f(I), x)−m2(f(I), ♦♣"2(f(I))))

m2(f(I), ♦♣"2(f(I)))

⇒ R1(I, g(I, x))− 1 ≤ αβ (R2(f(I), x)− 1)

⇒ R1(I, g(I, x)) ≤ αβ (R2(f(I), x)− 1) + 1

■. ✐= ❝❧❡❛$ .❤❛. ✐❢ Π2 ❛❞♠✐.= ❛ 0❚❆❙✱ Π1 ❛❞♠✐.= ❛❧=♦ ❛ 0❚❆❙✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦$ ❛♥②

=♦❧✉.✐♦♥ x $❡.✉$♥❡❞ ❜② .❤❡ ❛❧❣♦$✐.❤♠ R2(f(I), x) ≤ 1 + ε ✇✐.❤ ❛ =♠❛❧❧ ε✱ .❤✉=
R1(I, g(I, x)) ≤ 1 + αβε = 1 + ε′ ✇✐.❤ ❛ =♠❛❧❧ ε′✳ ■. ✐= ❛❧=♦ ❡❛=② .♦ =❡❡ .❤❛. ✐❢

Π2 ❛❞♠✐.= ❛♥ ❛♣♣$♦①✐♠❛.✐♦♥ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✇✐.❤ ❛ ❝♦♥=.❛♥. $❛.✐♦✱ Π1 ❛❞♠✐.= ❛♥ ❛♣✲

♣$♦①✐♠❛.✐♦♥ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✇✐.❤ ❝♦♥=.❛♥. $❛.✐♦✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ .❤✐= ❝❛=❡✱ .❤❡ ♠❡♠❜❡$=❤✐♣

✐♥ PTAS ❛♥❞ APX ✐= ♣$❡=❡$✈❡❞✳

❆ =✐♠✐❧❛$ ♣$♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦$ ❛ ❧✐♥❡❛$✲$❡❞✉❝.✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛.✐♦♥ ♣$♦❜✲

❧❡♠ .♦ ❛ ♠❛①✐♠✐③❛.✐♦♥ ♦♥❡✳
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▼❛①✐♠✐③❛&✐♦♥ → ▼❛①✐♠✐③❛&✐♦♥
■♥ $❤✐' ❝❛'❡ ❊,✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇5✐$$❡♥ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✿

m1(I, ♦♣"1(I))−m1(I, g(I, x)) ≤ β (m2(f(I), ♦♣"2(f(I)))−m2(f(I), x))

⇒ 1−
1

R1(I, g(I, x))
≤ αβ

(

1−
1

R2(f(I), x)

)

⇒
1

R1(I, g(I, x))
≥ 1− αβ

(

1−
1

R2(f(I), x)

)

❙✉♣♣♦'❡ ♥♦✇ $❤❛$ Π2 ❛❞♠✐$' ❛ =❚❆❙✳ ❇② ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ❢♦5 ❛ '♠❛❧❧ ✜①❡❞ ε ❛♥❞ ❢♦5

❛♥② '♦❧✉$✐♦♥ x 5❡$✉5♥❡❞ ❜② $❤❡ ❛♣♣5♦①✐♠❛$✐♦♥ '❝❤❡♠❡✿

R2(f(I), x) ≤ 1 + ε

⇒ 1− αβ

(

1−
1

R2(f(I), x)

)

≥
1 + ε (1− αβ)

1 + ε

❙✐♥❝❡ αβ ≥ 1, 1− αβ ≤ 0✳ ■❢ ✇❡ ♥♦$❡ c = |1− αβ|✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇5✐$❡✿

⇒
1

R1(I, g(I, x))
≥

1− cε

1 + ε

⇒ R1(I, g(I, x)) ≤
1 + ε

1− cε

⇒ R1(I, g(I, x)) ≤ 1 + ε′ ✇✐$❤ ε′ =
(c+ 1)ε

1− cε

❍❡♥❝❡ Π1 ❛❞♠✐$' ❛ =❚❆❙✳

▲❡$ ✉' ♥♦✇ '❡❡ ✇❤❛$ ❤❛♣♣❡♥' ✐❢ Π2 ❛❞♠✐$' ❛♥ ❛♣♣5♦①✐♠❛$✐♦♥ ❛❧❣♦5✐$❤♠ ✇✐$❤

❝♦♥'$❛♥$ 5❛$✐♦✳ ■♥ $❤✐' ❝❛'❡✿

1− αβ

(

1−
1

R2(f(I), x)

)

≤ 0

❇② ❞❡✜♥✐$✐♦♥✿

R1(I, g(I, x)) ≥ 1 > 1− αβ

(

1−
1

R2(f(I), x)

)

❚❤✉' R1(I, g(I, x)) ✐' ♥♦$ ❝♦♥'$5❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ 5❡❞✉❝$✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ $❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡✳

❙✐♠✐❧❛5 ❝❛❧❝✉❧✉' ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦5 ❛ ❧✐♥❡❛5✲5❡❞✉❝$✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥

♣5♦❜❧❡♠ $♦ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛$✐♦♥ ♦♥❡✱ '❤♦✇✐♥❣ $❤❛$ ✐♥ ❝❛'❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐$✐❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥

♣5♦❜❧❡♠✱ ❛ ❧✐♥❡❛5✲5❡❞✉❝$✐♦♥ ❣✐✈❡' ♥♦ ❝❧✉❡ ♦♥ $❤❡ ♣5❡'❡5✈❛$✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜❡5'❤✐♣

✐♥ APX✳ ■♥ ❢❛❝$✱ ❈5❡'❝❡♥③✐ ❡$ ❛❧✳ ❬❈5❡✰✾✾❪ ❤✐❣❤❧✐❣❤$ '$5♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ $❤❛$ ✐♥

❣❡♥❡5❛❧ $❤❡ ❧✐♥❡❛5✲5❡❞✉❝$✐♦♥ ❝❛♥♥♦$ ❜❡ ✉'❡❞ $♦ ♣5♦✈❡ APX ♠❡♠❜❡5'❤✐♣ ♦❢ ❛

♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥ NPO ♣5♦❜❧❡♠✳
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Πd ②❡$ ✐♥$'❛♥❝❡$

♥♦ ✐♥$'❛♥❝❡$

Πo

a(I) r(I).a(I)
∅

∅

m(f(I), ♦♣"(f(I))) ≤ a(I) m(f(I), ♦♣"(f(I))) ≥ r(I)a(I)

❋✐❣✉.❡ ✷✳✹✿ ■❧❧✉$'.❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣.✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ●❛♣✲.❡❞✉❝'✐♦♥

✷✳✹ ●❛♣✲'❡❞✉❝,✐♦♥

❚❤❡ ♥❡①' ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲'✐♠❡ .❡❞✉❝'✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ✐$ ♥♦' ❛♥ ❛♣♣.♦①✐♠❛'✐♦♥ ♣.❡$❡.✈✐♥❣

.❡❞✉❝'✐♦♥ ❜✉' ✐$ ♠❛✐♥❧② ✉$❡❞ '♦ ♣.♦✈❡ ♥❡❣❛'✐✈❡ .❡$✉❧'$✳ ❚❤✐$ .❡❞✉❝'✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ●❛♣

❘❡❞✉❝(✐♦♥ ♠❛♣$ ❛ ♣,♦♠✐.❡ ♣,♦❜❧❡♠ '♦ ❛♥ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦♥❡✳

▲❡' ✉$ ✜.$' ✐♥'.♦❞✉❝❡ ♣,♦♠✐.❡ ♣,♦❜❧❡♠. '❤❛' ❛.❡ ❛ ❣❡♥❡.❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐$✐♦♥ ♣.♦❜✲

❧❡♠$✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✾ ✭F.♦♠✐$❡ F.♦❜❧❡♠ ❬❙❱✾✼❪✮✳ ❆ ♣.♦♠✐$❡ ♣.♦❜❧❡♠ Π ✐. ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢

❞✐.❥♦✐♥( .✉❜.❡(. D+
Π ⊆ {0, 1}

∗
❛♥❞ D−

Π ⊆ {0, 1}
∗
♦❢ ,❡.♣❡❝(✐✈❡❧② ♣♦.✐(✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛(✐✈❡

✐♥.(❛♥❝❡.✳

❘❡♠❛-❦ ✷✳✻✳ ◆♦(❡ (❤❛( (❤❡ ❞❡❝✐.✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛. (❤❡ .❡( ♦❢ ❛❧❧ ♣,♦♠✐.❡

♣,♦❜❧❡♠. Π .✉❝❤ (❤❛( D+
Π ∪D−

Π = {0, 1}∗✳

❚❤❡ ♥♦'✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐$✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠ $♦❧✈✐♥❣ ❝❛♥ ♥❛'✉.❛❧❧② ❜❡ ❡①'❡♥❞❡❞ '♦ ♣.♦♠✐$❡ ♣.♦❜✲

❧❡♠$ ❛$ ❢♦❧❧♦✇$✿

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✵✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣,♦♠✐.❡ ♣,♦❜❧❡♠ Π ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦,✐(❤♠ A✱ ✇❡ .❛② (❤❛( A
❞❡❝✐❞❡. ♦, .♦❧✈❡. Π ✐♥ (✐♠❡ f(n) ✐❢ ❣✐✈❡♥ ❛♥② Π✲✐♥.(❛♥❝❡ I ∈ D+

Π ∪D−
Π ✱ A ❞❡(❡,♠✐♥❡.

✇❤❡(❤❡, I ∈ D+
Π ♦, I ∈ D−

Π ✐♥ ❛( ♠♦.( f(n) ♦♣❡,❛(✐♦♥. ✇❤❡,❡ n = |I|✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✶ ✭●❛♣ .❡❞✉❝'✐♦♥ ❬❱❛③✵✶❪✮✳ ▲❡( Πd ❜❡ ❛ ♣,♦♠✐.❡ ♣,♦❜❧❡♠ ❛♥❞ Πo ❛♥

NPO ♠✐♥✐♠✐③❛(✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠✳ ❆ ,❡❞✉❝(✐♦♥ (f, g) ❢,♦♠ Πd (♦ Πo ✐. .❛✐❞ (♦ ❜❡ ❛ r✲
●❛♣✲,❡❞✉❝(✐♦♥ ✐❢ (❤❡,❡ ❡①✐.( (✇♦ ❢✉♥❝(✐♦♥. a ❛♥❞ r .✉❝❤ (❤❛(✱ ❢♦, ❡✈❡,② ✐♥.(❛♥❝❡ ♦❢
Πd, I ∈ DΠ✱ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞.✿

✶✳ I ✐. ❛ ②❡.✲✐♥.(❛♥❝❡ ⇒ m(f(I), ♦♣"o(f(I))) ≤ a(I)

✷✳ I ✐. ❛ ♥♦✲✐♥.(❛♥❝❡ ⇒ m(f(I), ♦♣"o(f(I))) ≥ r(I).a(I)

❆ ❣.❛♣❤✐❝❛❧ .❡♣.❡$❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤✐$ .❡❞✉❝'✐♦♥ ✐$ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉.❡ ✷✳✹✳ ❲❡ ❝❛♥ $❡❡ '❤❛'

②❡$✲✐♥$'❛♥❝❡$ ❛.❡ ♠❛♣♣❡❞ '♦ Πo ✐♥$'❛♥❝❡$ ✇✐'❤ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜❡✐♥❣ ❧❡$$ '❤❛' a(I)✳
❖♥ '❤❡ ♦'❤❡. ❤❛♥❞✱ ♥♦✲✐♥$'❛♥❝❡$ ♦❢Πd ❛.❡ ♠❛♣♣❡❞ '♦ ✐♥$'❛♥❝❡$ ♦❢Πo ✇✐'❤ ♦♣'✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡

❧❛.❣❡. '❤❛♥ r(I)a(I)✳ ■' ❢♦❧❧♦✇$ '❤❛'✱ ❢♦. ❛♥② ε > 0✱ ❛ (r− ε)✲❛♣♣.♦①✐♠❛'✐♦♥ ❛❧❣♦.✐'❤♠
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❢♦$ Πo ✇♦✉❧❞ )♦❧✈❡ Πd ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 2✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥ I ❛ ②❡)✲✐♥)2❛♥❝❡ ❢♦$ Πd✱ 2❤❡

❝♦)2 ♦❢ 2❤❡ ♦♣2✐♠❛❧ )♦❧✉2✐♦♥ ✐♥ f(I) ✈❡$✐❢②✿ m(♦♣"(I)) ≤ a(I) ❛♥❞ 2❤✉) 2❤❡ )♦❧✉2✐♦♥ S
❝♦♠♣✉2❡❞ ❜② ❛♣♣$♦①✐♠❛2✐♦♥ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✈❡$✐❢②✿ m(S) ≤ (r(I)− ε)a(I) < r(I)a(I)✳ ❖♥

2❤❡ ♦2❤❡$ ❤❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ I ❛♥ ♥♦✲✐♥)2❛♥❝❡ ♦❢ Πd✱ f(I) ≥ r(I)a(I) ❜② ❝♦♥)2$✉❝2✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱

)✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✐♠♣❧✐❡) 2❤❡ ❡①✐)2❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲2✐♠❡ ❛❧❣♦$✐2❤♠ 2❤❛2 )♦❧✈❡) Πd✳

❋$♦♠ 2❤✐)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳ ■❢ "❤❡%❡ ❡①✐("( ❛ r✲●❛♣✲%❡❞✉❝"✐♦♥ ❢%♦♠ ❛♥ NP✲❤❛%❞ ♣%♦♠✐(❡ ♣%♦❜❧❡♠ Πd

"♦ ❛♥ NPO ♣%♦❜❧❡♠ Πo✱ "❤✉(✱ ❢♦% ❛♥② ε > 0✱ Πo ❞♦❡( ♥♦" ❛❞♠✐" ❛ (r−ε)✲❛♣♣%♦①✐♠❛"✐♦♥

❛❧❣♦%✐"❤♠ ✉♥❧❡(( P = NP✳

✷✳✺ ❖$❤❡' ❝♦♠♣❧❡①✐$② ❤②♣♦$❤❡0❡0

✷✳✺✳✶ ❚❤❡ ❯♥✐*✉❡ ●❛♠❡ ❈♦♥❥❡❝3✉4❡

@$❡✈✐♦✉)❧②✱ ✐♥ ❙✉❜)❡❝2✐♦♥ ✷✳✶✳✷✱ ✇❡ ✐♥2$♦❞✉❝❡❞ ❛ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣2❡❞ ❝♦♥❥❡❝2✉$❡ )2❛2✐♥❣

2❤❛2 P ❛♥❞ NP ❛$❡ ❞✐)2✐♥❝2 ❝♦♠♣❧❡①✐2② ❝❧❛))❡)✳ ◆❛2✉$❛❧❧②✱ ♦2❤❡$ ❤②♣♦2❤❡)❡) ❛$❡ ✉)❡❞

✐♥ ❝♦♠♣✉2❡$ )❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐) )❡❝2✐♦♥ ❛✐♠) ❛2 ✐♥2$♦❞✉❝✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ 2❤❡♠ 2❤❛2 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉)❡❞

✐♥ 2❤✐) ♠❛♥✉)❝$✐♣2✳

❚❤✐) ❝♦♥❥❡❝2✉$❡ ❤❛) ❜❡❡♥ ✐♥2$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✷✵✵✷✱ ❜② ❙✉❜❤❛)❤ ❑❤♦2 ✐♥ ❬❑❤♦✵✷❪ ❛♥❞

❢♦$♠✉❧❛2❡❞ ✐♥ 2❡$♠) ♦❢ )♦♠❡ ♣❛$2✐❝✉❧❛$ "✇♦✲♣%♦✈❡%( ♦♥❡✲%♦✉♥❞ ❣❛♠❡( ❝❛❧❧❡❞ ❯♥✐<✉❡

❣❛♠❡(✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ 2❤✐) ❢♦$♠✉❧❛2✐♦♥ $❡K✉✐$❡) 2❤❡ ✐♥2$♦❞✉❝2✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡$2❛✐♥ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

♥♦2✐♦♥) 2❤❛2 ✇✐❧❧ ♥♦2 ❜❡ ✉)❡❢✉❧ ✐♥ 2❤✐) ♠❛♥✉)❝$✐♣2✳ ❚❤✐) ♠♦2✐✈❛2❡) 2❤❡ ❢♦$♠✉❧❛2✐♦♥ ♦❢

2❤✐) ❝♦♥❥❡❝2✉$❡ ✉♥❞❡$ ❛♥ ❡K✉✐✈❛❧❡♥2 ❜✉2 ♣✉$❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛2♦$✐❛❧ ✇❛②✳

▲❡2 ✉) ✜$)2 ✐♥2$♦❞✉❝❡ ❯♥✐#✉❡ ▲❛❜❡❧ ❈♦✈❡- ♣$♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐) ♣$♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡

❞❡)❝$✐❜❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✳ ❲❡ ❛$❡ ❣✐✈❡♥ k ❝♦❧♦$) ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡2❡ ❜✐♣❛$2✐2❡ ❣$❛♣❤ G =
(V,W,E)✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ❤❛) ❛ ✇❡✐❣❤2 pe✱ )✉❝❤ 2❤❛2 2❤❡ )✉♠ ♦❢ 2❤❡ ✇❡✐❣❤2) ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡)

✐) ❡K✉❛❧ 2♦ ♦♥❡✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ e ❝♦♠❡) ✇✐2❤ ❛ ❧❛❜❡❧✱ ✇❤❡$❡ ❛ ❧❛❜❡❧ ✐) ❛ ♣❡$♠✉2❛2✐♦♥

πe : [k]→ [k]✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝2✐✈❡ ✐) 2♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦❧♦$✐♥❣ c : V ∪W → [k] ♦❢ 2❤❡ ✈❡$2✐❝❡) ♦❢ 2❤❡ ❣$❛♣❤

2❤❛2 ♠❛①✐♠✐③❡) 2❤❡ ✇❡✐❣❤2 ♦❢ )❛2✐)✜❡❞ ❡❞❣❡)✱ ❛♥ ❡❞❣❡ e = {u1, u2} ❜❡✐♥❣ )❛✐❞ )❛2✐)✜❡❞

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ c(u2) = πe(c(u1))✳

❚❤✐) ♣$♦❜❧❡♠ ✐) ❢♦$♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ @$♦❜❧❡♠ ✶✳

❊①❛♠♣❧❡) ♦❢ ✐♥)2❛♥❝❡) ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡) ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻✳ ❖♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✱ 2❤❡ ❜♦❧❞

❡❞❣❡ ✐) ✉♥)❛2✐)✜❡❞✱ 2❤❡ ♣❛✐$ ❜❡✐♥❣ ♥♦2 ♣❛$2 ♦❢ ✐2) ❧❛❜❡❧✳

❚❤❡ ❯♥✐K✉❡ ●❛♠❡ ❈♦♥❥❡❝2✉$❡ ❝❛♥ ❜❡ )2❛2❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✳

❈♦♥❥❡❝,✉.❡ ✷✳✶✳ ❯♥✐#✉❡ ▲❛❜❡❧ ❈♦✈❡- ✐( NP✲❤❛%❞✳

❘❡♠❛.❦ ✷✳✼✳ ■♥("❛♥❝❡( ♦❢ ❯♥✐#✉❡ ▲❛❜❡❧ ❈♦✈❡- ❛❞♠✐""✐♥❣ ❛♥ ❛((✐❣♥♠❡♥" A (✉❝❤

"❤❛" c(A) = 1 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡"❡❝"❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ "✐♠❡✳

❆ ♣♦))✐❜❧❡ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ❝♦♥)✐)2) ✐♥ )❡❧❡❝2✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ 2❤❡ ❣$❛♣❤ ❛♥❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♦❢ 2❤❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦❧♦$ ♣%♦♣❛❣❛"✐♥❣ 2❤❡ ❝♦❧♦$❛2✐♦♥ ✇✐2❤ $❡)♣❡❝2 2♦ 2❤❡ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧)✳ ❙✐♥❝❡ 2❤❡
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❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✶ ❯♥✐#✉❡ ▲❛❜❡❧ ❈♦✈❡-

■♥♣✉" ❆ ❝♦♠♣❧❡)❡ ❜✐♣❛-)✐)❡ ❣-❛♣❤ G = (V,W,E)✱ ❛♥ ✐♥)❡❣❡- k✱ ❢♦- ❡❛❝❤ e ∈
E ❛ ✇❡✐❣❤) pe 4✉❝❤ )❤❛)

∑

e∈E pe = 1 ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝)✐♦♥ ♦❢ ♣❡-♠✉)❛)✐♦♥4

πe : [k]→ [k]✱ ❝❛❧❧❡❞ ❧❛❜❡❧4✳

❖✉"♣✉" ❆♥ ❛44✐❣♥♠❡♥) A ♦❢ )❤❡ ❧❛❜❡❧4 )♦ )❤❡ ✈❡-)✐❝❡4 ♦❢ V,W ✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼❛①✐♠✐③❡ c(A)✱ )❤❡ )♦)❛❧ ✇❡✐❣❤) ♦❢ 4❛)✐4✜❡❞ ❡❞❣❡4✳

❋✐❣✉-❡ ✷✳✺✿ ❖♥ )❤❡ ❧❡❢)✱ ❛♥ ✐♥4)❛♥❝❡ ♦❢ ❯♥✐#✉❡ ▲❛❜❡❧ ❈♦✈❡- ✇✐)❤ ❡B✉❛❧ ✇❡✐❣❤)4

pe = 1/e, ∀e ∈ E ❛♥❞✱ ♦♥ )❤❡ -✐❣❤)✱ ❛♥ ❛44✐❣♥♠❡♥) A ♦❢ )❤❡ ❧❛❜❡❧4 )♦ )❤❡ ✈❡-)✐❝❡4 4✉❝❤

)❤❛) c(A) = 1✳

✐♥4)❛♥❝❡ ✐4 4✉❝❤ )❤❛) ❡✈❡-② ❡❞❣❡ ♦❢ )❤❡ ❣-❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ 4❛)✐4✜❡❞✱ )❤❡-❡ ❡①✐4)4 ❛ ❝♦❧♦-✐♥❣

♦❢ )❤❡ 4❡❧❡❝)❡❞ ✈❡-)❡① 4✉❝❤ )❤❛) )❤❡ ♣-♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❞♦❡4 ♥♦) ❧❡❛❞ )♦ ❛ ❝♦♥✢✐❝)✳

❚❤✐4 ❤②♣♦)❤❡4✐4 ✐4 ✉4❡❞ ✐♥ ❙❡❝)✐♦♥4 ✻✳✶✳✹ ❛♥❞ ✽✳✶✳✶✳

✷✳✺✳✷ NP * QP

❲❡ ❜-✐❡✢② ✐♥)-♦❞✉❝❡ )❤❡ ❝❧❛44 ♦❢ ❞❡❝✐4✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠4 ❝❛❧❧❡❞ QP✳

❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✷✳✸✷ ✭QP✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛&& QP ❝♦♥)❛✐♥& ❡✈❡,② ❞❡❝✐&✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠ )❤❛) ❛❞♠✐)& ❛

B✉❛4✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ )✐♠❡ ❛❧❣♦,✐)❤♠✱ ✐✳❡✳ ❛❧❣♦,✐)❤♠& ,✉♥♥✐♥❣ ✐♥ )✐♠❡ 2O(logn)c
❢♦, &♦♠❡

✜①❡❞ c ❛♥❞ ✇❤❡,❡ n ✐& )❤❡ &✐③❡ ♦❢ )❤❡ ✐♥♣✉) ✐♥&)❛♥❝❡✳

◆♦)❡ )❤❛) )❤❡ -❡❧❛)✐♦♥4❤✐♣ ❜❡)✇❡❡♥ P ❛♥❞ QP ✐4 ♦❜✈✐♦✉4✳ ■♥❞❡❡❞✱ )❤❡ ❡①✐4)❡♥❝❡

♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲)✐♠❡ ❛❧❣♦-✐)❤♠ ❢♦- ❛ ♣-♦❜❧❡♠ ♥❛)✉-❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡4 )❤❡ ❡①✐4)❡♥❝❡ ♦❢ ❛

B✉❛4✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲)✐♠❡ ❛❧❣♦-✐)❤♠ ❢♦- )❤❡ ❧❛))❡-✳ ■) ❢♦❧❧♦✇4 )❤❛) P ⊆ QP✳ ❍♦✇❡✈❡- ✐)4

-❡❧❛)✐♦♥4❤✐♣ ✇✐)❤ NP ✐4 ♥♦) ❛4 ❝❧❡❛-✳ ◆♦)❡ )❤❛) QP ♠❛❦❡ ♥♦ ♠❡♥)✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❝❡-)✐✜❝❛)❡ ✐♥ ✐)4 ❞❡✜♥✐)✐♦♥✱ )❤✐4 ✐♠♣❧✐❡4 )❤❛) )❤❡-❡ ♠❛② ❡①✐4) ♣-♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥)4

♦❢ QP ✇❤✐❧❡ ♥♦) ❜❡✐♥❣ ♣❛-) ♦❢ NP✳ ❖♥ )❤❡ ♦)❤❡- 4✐❞❡✱ )❤❡ ✐♥❝❧✉4✐♦♥ ♦❢ NP ✐♥ QP ✐4

✉♥❧✐❦❡❧② ❛4 )❤✐4 ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② )❤❛) ❡✈❡-② ♣-♦❜❧❡♠ ♦❢ NP ❛❞♠✐) ❛ B✉❛4✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲)✐♠❡

❛❧❣♦-✐)❤♠✳
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✻✿ ❖♥ .❤❡ ❧❡❢.✱ ❛♥ ✐♥4.❛♥❝❡ ♦❢ ❯♥✐#✉❡ ▲❛❜❡❧ ❈♦✈❡- ✇✐.❤ ❡8✉❛❧ ✇❡✐❣❤.4

pe = 1/e, ∀e ∈ E ❛♥❞✱ ♦♥ .❤❡ &✐❣❤.✱ ❛♥ ❛44✐❣♥♠❡♥. A ♦❢ .❤❡ ❧❛❜❡❧4 .♦ .❤❡ ✈❡&.✐❝❡4 4✉❝❤

.❤❛. c(A) = 8/9✳

❚❤✐4 ❧❡❛❞4 ✉4 .♦ ✐♥.&♦❞✉❝❡ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝.✉&❡✳

❈♦♥❥❡❝&✉(❡ ✷✳✷✳ NP * QP

◆♦.❡ .❤❛. .❤✐4 4.❛.❡♠❡♥. ✐4 4.&♦♥❣❡& .❤❛♥ P 6= NP✳ ■♥❞❡❡❞✱ .❤❡ ❝♦&&❡❝.♥❡44 ♦❢ .❤✐4

❝♦♥❥❡❝.✉&❡ ✐♠♣❧✐❡4 .❤❡ ❝♦&&❡❝.♥❡44 ♦❢ .❤❡ P 6= NP ❝♦♥❥❡❝.✉&❡✱ 4✐♥❝❡ P ⊆ QP✳ ❖♥ .❤❡

♦.❤❡& ❤❛♥❞✱ ♣&♦✈✐♥❣ .❤❛. P ✐4 ♥♦. ❡8✉❛❧ .♦ NP ❣✐✈❡4 ♥♦ ❝❧✉❡ ♦♥ .❤❡ ❝♦&&❡❝.♥❡44 ♦❢ .❤✐4

4.❛.❡♠❡♥.✳

❚❤✐4 ❤②♣♦.❤❡4✐4 ✐4 ✉4❡❞ ✐♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✻✳✶✳✺✳

✷✳✺✳✸ ❊①♣♦♥❡♥*✐❛❧ ❚✐♠❡ ❍②♣♦*❤❡3✐3

❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉4❧② ✐♥.&♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐.② ❝♦♥❥❡❝.✉&❡ 4.❛.❡4 .❤❛. .❤❡&❡ ❡①✐4. ♣&♦❜❧❡♠4 ♦❢

NP .❤❛. ❝❛♥♥♦. ❜❡ 4♦❧✈❡❞ ✐♥ 8✉❛4✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ .✐♠❡✳ ■♠♣❛❣❧✐❛③③♦ ❡. ❛❧✳ ❬■J✵✶❪ ✐♥✲

.&♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❡✈❡♥ 4.&♦♥❣❡& ❝♦♥❥❡❝.✉&❡ ❝❛❧❧❡❞ .❤❡ ❊①♣♦♥❡♥&✐❛❧ ❚✐♠❡ ❍②♣♦&❤❡/✐/ ✭❊❚❍✮✳

❚❤✐4 ❝♦♥❥❡❝.✉&❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇&✐..❡♥ ❛4 ❢♦❧❧♦✇4✳

❈♦♥❥❡❝&✉(❡ ✷✳✸ ✭❬■J✵✶❪✮✳ ∀k ≥ 3✱ k✲❙❛0 ❞♦❡/ ♥♦& ❤❛✈❡ ❛ /✉❜❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧ ❛❧❣♦8✐&❤♠✱
✐✳❡✳ ❛♥ ❛❧❣♦8✐&❤♠ 8✉♥♥✐♥❣ ✐♥ &✐♠❡ 2o(n) ✇❤❡8❡ n ✐/ &❤❡ /✐③❡ ♦❢ &❤❡ ✐♥♣✉& ✐♥/&❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❝♦&&❡❝.♥❡44 ♦❢ .❤✐4 ❝♦♥❥❡❝.✉&❡ ✇♦✉❧❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤. ❛ ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ NP .❤❛. ❞♦❡4

♥♦. ❤❛✈❡ 4✉❜❡①♣♦♥❡♥.✐❛❧ ❛❧❣♦&✐.❤♠ ❛♥❞ .❤✉4 ❞♦❡4 ♥♦. ❤❛✈❡ ❛ 8✉❛4✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ .✐♠❡

❛❧❣♦&✐.❤♠✱ ♣&♦✈✐♥❣ ❛. .❤❡ 4❛♠❡ .✐♠❡ .❤❡ ❝♦&&❡❝.♥❡44 ♦❢ ❈♦♥❥❡❝.✉&❡ ✷✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡& ❊❚❍

❝❛♥ ❜❡ ♣&♦✈❡❞ .♦ ❜❡ ❢❛❧4❡ ✇✐.❤♦✉. ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛♥②.❤✐♥❣ ❢♦& ❈♦♥❥❡❝.✉&❡ ✷✳✷✳ ■♥❞❡❡❞ ❛♥

❛❧❣♦&✐.❤♠ &✉♥♥✐♥❣ ✐♥ .✐♠❡ 2n
c
✇✐.❤ c < 1 ✐4 ❛ 4✉❜❡①♣♦♥❡♥.✐❛❧ ❛❧❣♦&✐.❤♠ ❜✉. ✐4 ♥♦. ❛

8✉❛4✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ .✐♠❡ ❛❧❣♦&✐.❤♠✳

❲❡ ❝❛♥ .❤❡♥ ♦&❞❡& .❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐.② ❤②♣♦.❤❡4✐4 ✉4❡❞ ✐♥ .❤✐4 ♠❛♥✉4❝&✐♣. ❜❛4❡❞ ♦♥

.❤❡✐& 4.&❡♥❣.❤✿

P 6= NP ≤ NP * QP ≤ ❊❚❍

❚❤✐4 ❤②♣♦.❤❡4✐4 ✐4 ✉4❡❞ ✐♥ ❙❡❝.✐♦♥4 ✻✳✶✳✺ ❛♥❞ ✽✳✷✳✸✳
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❚❤✐# #❡❝&✐♦♥ ✐# ❛ ❧✐❣❤& ✐♥&,♦❞✉❝&✐♦♥ &♦ ❋✐①❡❞ 1❛,❛♠❡&❡, ❈♦♠♣❧❡①✐&② ❚❤❡♦,② ❛♥❞ #♦♠❡

♦❢ ✐&# ❝♦♠♠♦♥ &♦♦❧# &❤❛& ✇✐❧❧ ❜❡ ✉#❡❞ ✐♥ &❤✐# ♠❛♥✉#❝,✐♣&✳ ❋♦, ❛ ❝♦♠♣❧❡&❡ ♦✈❡,✈✐❡✇ ♦❢

&❤✐# ❞✐#❝✐♣❧✐♥❡✱ ✇❡ ,❡❢❡, &❤❡ ✉#❡, &♦ &❤❡ ,❡❢❡,❡♥❝❡ ✇♦,❦# ♦❢ ❉♦✇♥❡② ❛♥❞ ❋❡❧❧♦✇# ❬❉❋✾✾❪

❛♥❞ ❋❧✉♠ ❛♥❞ ●,♦❤❡ ❬❋●✵✻❪✳

✸✳✶ ■♥%✉✐%✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐%✐♦♥-

❇❡❢♦,❡ ❣❡&&✐♥❣ ✐♥&♦ &❤❡ ❤❡❛,& ♦❢ &❤❡ ♠❛&&❡,✱ ❧❡& ✉# ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ♦♥ &❤❡ #❡♥&❡♥❝❡ ✇❡ ✐♥✲

&,♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✷✳✷✿ ✏■& ✐# ✈❡,② ✉♥❧✐❦❡❧② &♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦,✐&❤♠ &❤❛& #♦❧✈❡#

♦♣&✐♠❛❧❧② ❛♥ NP✲❤❛,❞ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠✑✳ ❲❡ #❛✇ &❤❛& ❛ ✜,#& #♦❧✉&✐♦♥ &♦ ❤❛♥❞❧❡

&❤❡#❡ NP✲❤❛,❞ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠# ✐# &♦ ❞❡#✐❣♥ ❛♣♣,♦①✐♠❛&✐♦♥ ❛❧❣♦,✐&❤♠#✳ ❚❤❡

❧❛&&❡, ❛❧❧♦✇ ✉# &♦ ✜♥❞ #♦❧✉&✐♦♥# &♦ &❤❡#❡ ♣,♦❜❧❡♠# ❛& &❤❡ ❝♦#& ♦❢ ♦♣&✐♠❛❧✐&② ♦❢ &❤❡#❡

#♦❧✉&✐♦♥#✳ ❆♥♦&❤❡, ♣♦##✐❜✐❧✐&② ✐# &♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥❝❡##✐♦♥ ♦♥ &❤❡ #♣❡❡❞ ♦❢ ,❡#♦❧✉&✐♦♥✳ ❖❢

❝♦✉,#❡✱ ✐& ❞♦❡# ♥♦& #✐♠♣❧② ❝♦♥#✐#& ✐♥ ❞❡#✐❣♥✐♥❣ ❜,✉&❡ ❢♦,❝❡ ❛❧❣♦,✐&❤♠# ❜✉& &♦ ✉#❡ #&,✉❝✲

&✉,❛❧ ♣,♦♣❡,&✐❡# ♦❢ &❤❡ ♣,♦❜❧❡♠# &♦ ❞❡#✐❣♥ ❛❧❣♦,✐&❤♠# ✇❤♦#❡ ❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐&②

♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ ❛ ♣❛,❛♠❡&❡, ♦❢ &❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ &❤❛& &✉,♥# ♦✉& &♦ ❜❡ #♠❛❧❧✳

❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ &❤✐# ✐❞❡❛ ✐# &❤❡ ❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ♣,♦❜❧❡♠✱ ❢♦,♠❛❧✐③❡❞ ✐♥

1,♦❜❧❡♠ ✷✳ ❚❤✐# ♣,♦❜❧❡♠ ✐# ❦♥♦✇♥ &♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ #✐① NP✲❤❛,❞ ♣,♦❜❧❡♠# ✐♥&,♦❞✉❝❡❞

❜② ●❛,❡② ❛♥❞ ❏♦❤♥#♦♥ ❬●❏✼✾❪✳ ❆# #✉❝❤✱ ✐& #❡❡♠# ❤♦♣❡❧❡## &♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲&✐♠❡

❛❧❣♦,✐&❤♠ #♦❧✈✐♥❣ ✐& ♦♣&✐♠❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣,❛♣❤ G = (U,E)✱ ✐❢ ✇❡ ♥♦&❡ k &❤❡

✹✶
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❞❡$✐&❡❞ $✐③❡ ♦❢ *❤❡ ✈❡&*❡① ❝♦✈❡& ♦❢ G✱ ❈❤❡♥ ❡* ❛❧✳ ❬❲▲❈✶✵❪ ♣&♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦&✐*❤♠

$♦❧✈✐♥❣ ❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ✐♥ *✐♠❡ O(1.2738knO(1))✱ ✇✐*❤ n = |U |✳

❘❡♠❛&❦ *❤❛* *❤❡ ♥❛✐✈❡ ❡♥✉♠❡&❛*✐♦♥ ❛❧❣♦&✐*❤♠ $♦❧✈❡$ *❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✐♥ O(nk)✳ ❍♦✇✲

❡✈❡&✱ ❡✈❡♥ *❤♦✉❣❤ ❜♦*❤ ♦❢ *❤❡ ♣&❡✈✐♦✉$ ❛❧❣♦&✐*❤♠$ &✉♥ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ *✐♠❡ ✇❤❡♥ k ✐$

✜①❡❞✱ *❤❡ ❛❧❣♦&✐*❤♠ ♦❢ ❈❤❡♥ ❡* ❛❧✳ ❬❲▲❈✶✵❪ ✐$ ♦❢ ♠♦&❡ ✐♥*❡&❡$*✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐*$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

✐♥ k ✐$ $❡♣❛&❛*❡❞ ❢&♦♠ ✐*$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ n✳

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✷ ❱❡"#❡① ❈♦✈❡"

■♥♣✉" ❆ ❣&❛♣❤ G = (U,E)✳

❖✉"♣✉" ❆ $✉❜$❡* ♦❢ ✈❡&*✐❝❡$ V C ⊂ U $✳*✳ ∀{u, v} ∈ E, u ∈ V C ♦& v ∈ V C✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ |V C|✳

❆♥♦*❤❡& ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ✜①❡❞ ♣❛&❛♠❡*❡&✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐*② *❤❡♦&② ✐$ *♦ ✐❞❡♥*✐❢② ✇❤✐❝❤

♣❛&❛♠❡*❡&$✱ ✐♥ *❤✐$ ❝❛$❡ k✱ ♠❛❦❡ *❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ❤❛&❞ *♦ $♦❧✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ *❤❡ ❡①✐$*❡♥❝❡ ♦❢

❛♥ ❛❧❣♦&✐*❤♠ ❛❞♠✐**✐♥❣ ❛ *✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② $✉❝❤ ❛$ *❤❡ *✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ♦❢ *❤❡ ❈❤❡♥ ❡*

❛❧✳ ❛❧❣♦&✐*❤♠ $❤♦✇$ *❤❛* ❛ $❧✐❣❤* ✐♥❝&❡❛$❡ ♦❢ *❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ❞&❛$*✐❝❛❧❧② ✐♥❝&❡❛$❡$ *❤❡

❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥ *✐♠❡ ♦❢ *❤❡ ❛❧❣♦&✐*❤♠ ❛♥❞ *❤✉$ ♦❢ *❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ &❡$♦❧✉*✐♦♥✳

❘❡♠❛&❦ *❤❛*✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ NPO ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ✇✐❞❡ &❛♥❣❡

♦❢ ♣❛&❛♠❡*❡&$ ♠♦&❡ ♦& ❧❡$$ $✉✐*❛❜❧❡ *♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐*✳

❲❡ ❝❛♥ *❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛&❛♠❡*❡&✐③❡❞ ♣&♦❜❧❡♠✳

❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✸✳✶ ✭K❛&❛♠❡*❡&✐③❡❞ ♣&♦❜❧❡♠ ❬❉❋✶✸❪✮✳ ❆ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ ♣#♦❜❧❡♠ ✐- ❛ ❧❛♥✲

❣✉❛❣❡ Q ⊆ {0, 1}∗ × N✳ ❚❤❡ ✐♥&❡❣❡# ✐- ❝❛❧❧❡❞ &❤❡ ♣❛#❛♠❡&❡#✳

◆♦"❛"✐♦♥ ✸✳✶✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ ♣#♦❜❧❡♠ Q ❛♥❞ ❛ Q✲✐♥-&❛♥❝❡ 〈I, k〉✱ |〈I, k〉|
❞❡♥♦&❡- &❤❡ -✐③❡ ♦❢ &❤❡ ✐♥-&❛♥❝❡✳

❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ♣❛&❛♠❡*❡&✐③❡❞ ❜② *❤❡ $✐③❡ ♦❢ *❤❡ $♦❧✉*✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇&✐**❡♥ ❛$ ❢♦❧❧♦✇$✿

)❛*❛♠❡"❡*✐③❡❞ )*♦❜❧❡♠ ✶ ❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ♣❛&❛♠❡*❡&✐③❡❞ ❜② $*❛♥❞❛&❞ ♣❛&❛♠❡*❡&

■♥♣✉" ❆ ❣&❛♣❤ G = (U,E)✳

)❛*❛♠❡"❡* ❆ ♣♦$✐*✐✈❡ ✐♥*❡❣❡& k

◗✉❡<"✐♦♥ ❉♦❡$ G ❛❞♠✐*$ ❛ ✈❡&*❡① ❝♦✈❡& V C ♦❢ $✐③❡ |V C| ≤ k❄

◆♦*❡ *❤❛*✱ ✐♥ *❤❡ ❧❛**❡&✱ *❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ❞❡$✐&❡❞ $♦❧✉*✐♦♥ ✐$ ❝❛❧❧❡❞ *❤❡ -&❛♥❞❛#❞

♣❛#❛♠❡&❡#✳
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❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛'❛♠❡)❡'✐③❡❞ ♣'♦❜❧❡♠ Q ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦'✐)❤♠ A✱ ✇❡ 3❛② )❤❛) A
❞❡❝✐❞❡3 Q ✐♥ )✐♠❡ f(n) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦' ❛♥② ✐♥3)❛♥❝❡ 〈I, k〉 ∈ {0, 1}∗×N✱ A ❞❡)❡'♠✐♥❡3
✐♥ )✐♠❡ f(n) ✇❤❡)❤❡' 〈I, k〉 ∈ Q ♦' ♥♦)✳

■♥ ♣❛&❛♠❡)❡&✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐)② )❤❡♦&②✱ )❤❡ ❡♠♣❤❛4✐4 ✐4 ♦♥ )❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐)② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

✇✐)❤ &❡❣❛&❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛&❛♠❡)❡&✳ ❚❤✐4 ❥✉4)✐✜❡4 )❤❡ ✉4❡ ♦❢ O∗
)♦ ❡①♣&❡44 )❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐)②

♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦&✐)❤♠✳ ■♥)✉✐)✐✈❡❧②✱ )❤✐4 ♥♦)❛)✐♦♥ ✐4 4✐♠✐❧❛& )♦ )❤❡ O ♥♦)❛)✐♦♥ ❡①❝❡♣) )❤❛) )❤❡

)❡&♠4 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ )❤❡ 4✐③❡ ♦❢ )❤❡ ✐♥♣✉) ❛&❡ ❛❧4♦ ❤✐❞❞❡♥✳

◆♦✇ )❤❛) ♣❛&❛♠❡)❡&✐③❡❞ ♣&♦❜❧❡♠4 ❛&❡ ✐♥)&♦❞✉❝❡❞✱ ❧❡) ✉4 ♣&❡4❡♥) ❛ ✜&4) ✐♥)❡&❡4)✐♥❣

❝♦♠♣❧❡①✐)② ❝❧❛44 ❝❛❧❧❡❞ XP ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛4 ❢♦❧❧♦✇4✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✸ ✭XP ❝❧❛44 ❬❋●✵✻❪✮✳ ❆ ♣❛'❛♠❡)❡'✐③❡❞ ♣'♦❜❧❡♠ Q ⊆ {0, 1}∗×N ❜❡❧♦♥❣3
)♦ XP ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ )❤❡'❡ ❡①✐3)3 ❛♥ ❳;✲❛❧❣♦'✐)❤♠ )❤❛) ❞❡❝✐❞❡3 Q✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❛❧❣♦'✐)❤♠
❞❡❝✐❞✐♥❣ Q ✐♥ )✐♠❡ O(f(k)|〈I, k〉|g(k))✱ ✇❤❡'❡ f ❛♥❞ g ❛'❡ )✇♦ ❢✉♥❝)✐♦♥3 ❝♦♠♣✉)❛❜❧❡ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ )✐♠❡✳

■♥)✉✐)✐✈❡❧②✱ 4✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦&✐)❤♠ &✉♥4 ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ )✐♠❡ ❢♦& ❡✈❡&② ✜①❡❞ k✳ ■♥❞❡❡❞✱

♦♥❝❡ k ✐4 ✜①❡❞✱ f(k) ❛♥❞ g(k) )✉&♥ ♦✉) )♦ ❜❡ ❝♦♥4)❛♥)4✱ ❧❡❛❞✐♥❣ )♦ ❛♥ ❛❧❣♦&✐)❤♠ &✉♥♥✐♥❣

✐♥ )✐♠❡ O(poly(|〈I, k〉|))✳ ❆♥ ✐♥)❡&❡4)✐♥❣ ❝♦♥4❡I✉❡♥❝❡ ♦❢ 4✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦&✐)❤♠ ✐4 )❤❛)✱ ❢♦&

❡✈❡&② ✜①❡❞ k✱ )❤❡ ✐♥❝&❡❛4❡ ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ )✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ )❤❡ ✐♥4)❛♥❝❡ 4✐③❡

✐4 4✐♠✐❧❛& )♦ )❤❡ ✐♥❝&❡❛4❡ ♦❜4❡&✈❡❞ ❢♦& ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲)✐♠❡ ❛❧❣♦&✐)❤♠✳ ◆❛)✉&❛❧❧②✱ )❤❡4❡

❛❧❣♦&✐)❤♠4 ♣&♦✈❡ )♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥) ✐♥ ♣&❛❝)✐❝❡ ♦♥❧② ❢♦& ✭✈❡&②✮ 4♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡4 ♦❢ k✳
❚❤✐4 ♠♦)✐✈❛)❡4 )❤❡ ✐♥)&♦❞✉❝)✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦)❤❡& ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❧❣♦&✐)❤♠4✿ )❤❡ ❋N❚✲❛❧❣♦&✐)❤♠4✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✹ ✭❋✐①❡❞ N❛&❛♠❡)❡& ❚&❛❝)❛❜❧❡ ❬❋●✵✻❪✮✳ ❆ ♣❛'❛♠❡)❡'✐③❡❞ ♣'♦❜❧❡♠ Q ⊆
{0, 1}∗×N ✐3 ✜①❡❞ ♣❛&❛♠❡)❡& )&❛❝)❛❜❧❡ ✭❋;❚✮ ✐❢ )❤❡'❡ ❡①✐3)3 ❛♥ ❛❧❣♦'✐)❤♠ )❤❛) ❞❡❝✐❞❡3

Q ✐♥ )✐♠❡ O(f(k)poly(|〈I, k〉|)) ✇❤❡'❡ f ✐3 ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ❝♦♠♣✉)❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ )✐♠❡✳
❙✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦'✐)❤♠ ✐3 ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❋;❚ ❛❧❣♦'✐)❤♠ ❛♥❞ ✐3 3❛✐❞ )♦ '✉♥ ✐♥ )✐♠❡ ❋;❚ ✇✐)❤

'❡3♣❡❝) )♦ k✳

❈♦♥)&❛&② )♦ ❳N✲❛❧❣♦&✐)❤♠4 )❤❛) ❛❧❧♦✇ )❤❡ ❡①♣♦♥❡♥) ♦❢ |〈I, k〉| )♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥) ♦❢ k✱
❋N❚✲❛❧❣♦&✐)❤♠4 ❝♦♥4)&❛✐♥ )❤❡ ❡①♣♦♥❡♥)✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ k ✇✐)❤✐♥ )❤❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ f ✳ ❚❤✐4
✐♠♣❧✐❡4 ❛♥ ❡✣❝✐❡♥) &❡4♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ ♣&♦❜❧❡♠4 ❛❞♠✐))✐♥❣ )❤✐4 ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❧❣♦&✐)❤♠ ❢♦& ❣&❡❛)❡&

✈❛❧✉❡4 ♦❢ k✳ ❖❜✈✐♦✉4❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❡①❛♠♣❧❡4 ♦❢ ❢✉♥❝)✐♦♥ f ❧❡❛❞✐♥❣ )♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥)

❛❧❣♦&✐)❤♠ ❡✈❡♥ ❢♦& 4♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛&❛♠❡)❡&✐③❡❞ ♣&♦❜❧❡♠ Q✱ )❤❡

❡①✐4)❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❋N❚✲❛❧❣♦&✐)❤♠ ❢♦& Q ✐4 ♦❢ ❣&❡❛) ✐♥)❡&❡4)✳ ■♥❞❡❡❞✿

• ✐❢ f ❤❛4 4♠❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ )♦ k✱ )❤❡♥ )❤❡ ❋N❚✲❛❧❣♦&✐)❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥

❡✣❝✐❡♥) ❛❧❣♦&✐)❤♠✱ ❡✈❡♥ )❤♦✉❣❤ k ✐4 I✉✐)❡ ❧❛&❣❡✱

• ♥♦ ♠❛))❡& )❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉& ♦❢ f ✐♥ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ k✱ ❛♥ ❋N❚✲❛❧❣♦&✐)❤♠ ❣✐✈❡4 4)&♦♥❣

❝❧✉❡4 ♦♥ )❤❡ ♣❛&❛♠❡)❡&4 )❤❛) ❛&❡ '❡3♣♦♥3✐❜❧❡ ♦♥ )❤❡ ❞✐✣❝✉❧)② ♦❢ )❤❡ ❝♦♥4✐❞❡&❡❞

♣&♦❜❧❡♠✳

▲❡) ✉4 ♠❛❦❡ ❢❡✇ &❡♠❛&❦4 ♦♥ )❤❡ ♥♦)❛)✐♦♥4 )❤❛) ✇✐❧❧ ❜❡ ✉4❡❞ )❤&♦✉❣❤♦✉) )❤✐4 ♣❛♣❡&✳

❘❡♠❛.❦ ✸✳✶✳ ❆ ❞❡❝✐3✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ Πd ✐3 3❛✐❞ ✜①❡❞ ♣❛&❛♠❡)❡& )&❛❝)❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♣❛&❛♠✲

❡)❡&✐③❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ κ : {0, 1}∗ → N ✭♥♦)❡❞ FPT/κ✮ ✐❢ ✐)3 ♣❛'❛♠❡)❡'✐③❡❞ ✈❡'3✐♦♥
(Πd, κ) ✐3 ❋;❚✳



✹✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ #❆❘❆▼❊❚❊❘■❩❊❉ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨

❘❡♠❛$❦ ✸✳✷✳ ❇② ❛❜✉%✐♥❣ )❤❡ ♥♦)❛)✐♦♥ ❛♥❞ )♦ ❛✈♦✐❞ ♠✉❧)✐♣❧✐❝✐)② ♦❢ ❢♦4♠❛❧✐%♠%✱ ✇❡ ✇✐❧❧

%❛② )❤❛) ❛ ❞❡❝✐%✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ Π ✐% FPT/k ✐♥%)❡❛❞ ♦❢ FPT/κ ✇✐)❤ k = κ(I) ❢♦4 ❛♥②
Π✲✐♥%)❛♥❝❡ I✳

❘❡♠❛$❦ ✸✳✸✳ ❇② ♠✐%✉%❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥ ♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ Π = (I,  ♦❧,m, type)
✐% %❛✐❞ ❋;❚ ✇❤❡♥ ♣❛4❛♠❡)❡4✐③❡❞ ❜② k ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐)% ❞❡❝✐%✐♦♥ ✈❡4%✐♦♥ ✐% ❋;❚ ✇❤❡♥

♣❛4❛♠❡)❡4✐③❡❞ ❜② k✳

❋"❚ ❛❧❣♦(✐*❤♠- ❤❡❧♣ ✉- *♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ❝❧❛--✱ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ FPT✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✺ ✭FPT ❝❧❛%%✮✳ ❆ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ ♣#♦❜❧❡♠ Q ⊆ {0, 1}∗ × N ❜❡❧♦♥❣/ &♦

FPT ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐& ❛❞♠✐&/ ❛♥ ❋3❚ ❛❧❣♦#✐&❤♠✳

❋♦) ✐♥%,❛♥❝❡✱ ❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ✇❤❡♥ ♣❛)❛♠❡,❡)✐③❡❞ ❜② ,❤❡ %,❛♥❞❛)❞ ♣❛)❛♠❡,❡) ✐% ✐♥

FPT✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ %❡❡ ✐♥ ♥❡①, %❡❝,✐♦♥ ,❤❛, ❛♥② ✐♥%,❛♥❝❡ 〈G = (U,E), k〉 ♦❢ ❱❡"#❡①

❈♦✈❡" ❝❛♥ ❜❡ )❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ,✐♠❡ ,♦ ❛♥ ✐♥%,❛♥❝❡ ♦❢ %✐③❡ ✉♣♣❡) ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② k2✳
❚❤✉% ,❤❡ ❛❧❣♦)✐,❤♠ ❝♦♥%✐%,✐♥❣ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ,❤✐% ♣)❡♣)♦❝❡%%✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥✉♠❡)❛,✐♥❣ ❡✈❡)②

%✉❜%❡, ♦❢ ,❤❡ ♥❡✇❧② ❝)❡❛,❡❞ ✐♥%,❛♥❝❡ )✉♥% ✐♥ ,✐♠❡ O(2k
2
poly(|G|))✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛)❧② ✐% ❛♥

❋>❚✲❛❧❣♦)✐,❤♠✳ ❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ♣❛)❛♠❡,❡)✐③❡❞ ❜② ,❤❡ %,❛♥❞❛)❞ ♣❛)❛♠❡,❡) ❜❡❧♦♥❣%

,♦ FPT✳

❋)♦♠ ,❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐,✐♦♥%✱ ✇❡ ❢♦)♠✉❧❛,❡ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❡♠❛)❦✳

❘❡♠❛-❦ ✸✳✹✳ FPT ⊆ XP✳

■♥ ❢❛❝,✱ FPT 6= XP ✉♥❧❡%% P = NP✳ ■♥ ,❤❡ ❧✐❣❤, ♦❢ %❡❝,✐♦♥ ✷✳✶✱ ♥❛,✉)❛❧ D✉❡%,✐♦♥%

❛)✐%❡✿

✶✳ ❆)❡ ,❤❡)❡ ♠❡❝❤❛♥✐%♠%✱ %✐♠✐❧❛) ,♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲,✐♠❡ )❡❞✉❝,✐♦♥%✱ ,❤❛, ♣)❡%❡)✈❡

♠❡♠❜❡)%❤✐♣ ✐♥ FPT❄

✷✳ ❆)❡ ,❤❡)❡ ♣)♦❜❧❡♠% ,❤❛, ❛)❡ ❦♥♦✇♥ ,♦ ❜❡ ✜①❡❞ ♣❛)❛♠❡,❡) ✐♥,)❛❝,❛❜❧❡❄ ▼♦)❡

❜)♦❛❞❧②✱ ❝❛♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤✐❡)❛)❝❤② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ❝❧❛%%❡% %✉❝❤ ❛% ,❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❤✐❡)❛)❝❤② ❢♦)♠❡)❧② %✉♣❡)✜❝✐❛❧❧② ✐♥,)♦❞✉❝❡❞❄

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ❛♥%✇❡)% ♣♦%✐,✐✈❡❧② ,♦ ,❤❡ ✜)%, ♦♥❡✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✻ ✭>❛)❛♠❡,❡)✐③❡❞ )❡❞✉❝,✐♦♥ ❬❋●✵✻❪✮✳ ●✐✈❡♥ &✇♦ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ ♣#♦❜❧❡♠/

Q1, Q2 ⊆ {0, 1}
∗×N✱ ❛ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ #❡❞✉❝&✐♦♥ ✐/ ❛ ♣❛✐# ♦❢ ❢✉♥❝&✐♦♥/ (f : {0, 1}∗×N→

{0, 1}∗ × N, g : N→ N)✱ /✉❝❤ &❤❛&✿

✶✳ f ♠❛♣/ ❛♥② Q1✲✐♥/&❛♥❝❡ 〈I, k〉 &♦ ❛ Q2✲✐♥/&❛♥❝❡ f(〈I, k〉) = 〈I ′, k′〉 ❛♥❞ ✐/ ❝♦♠✲
♣✉&❛❜❧❡ ✐♥ ❋3❚ &✐♠❡ ✇✐&❤ #❡/♣❡❝& &♦ k✱

✷✳ ❢♦# ❡✈❡#② Q1✲✐♥/&❛♥❝❡ 〈I, k〉✱ 〈I, k〉 ✐/ ❛ ②❡/ ✐♥/&❛♥❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f(〈I, k〉) ✐/ ❛
②❡/✲✐♥/&❛♥❝❡✳

✸✳ g ✐/ ❝♦♠♣✉&❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐/ /✉❝❤ &❤❛& ❢♦# ❛♥② Q1✲✐♥/&❛♥❝❡ 〈I, k〉✱ k ≤ g(k′)✳

❆♥ ❋3❚ #❡❞✉❝&✐♦♥ ❢#♦♠ Q1 &♦ Q2 ✐/ ♥♦&❡❞ Q1≤FPTQ2✳
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❚❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡❤✐♥❞ -❤✐. &❡❞✉❝-✐♦♥ ✐. -❤❡ .❛♠❡ ❛. -❤❡ ♦♥❡ ❜❡❤✐♥❞ ❚✉&✐♥❣ ♦&

❑❛&♣ &❡❞✉❝-✐♦♥.✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥ -✇♦ ♣❛&❛♠❡-❡&✐③❡❞ ♣&♦❜❧❡♠. Q1 ❛♥❞ Q2✱ .✉❝❤ -❤❛-

Q1≤FPTQ2✱ -❤❡ ❡①✐.-❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❋>❚ ❛❧❣♦&✐-❤♠ ❢♦& Q2 ✐♠♣❧✐❡. ❛♥ ❋>❚ ❛❧❣♦&✐-❤♠ ❢♦&

Q1✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥- -♦ ❦❡❡♣ ❛♥ ♦✈❡&❛❧❧ ❛❧❣♦&✐-❤♠ &✉♥♥✐♥❣ ✐♥ -✐♠❡ FPT/k✱ -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥

f ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉-❡❞ ✐♥ -✐♠❡ FPT/k✳ ❋✉&-❤❡&♠♦&❡ -❤❡ .❡❝♦♥❞ ❝♦♥.-&❛✐♥-✱ ❡♥.✉&✐♥❣ -❤❛-

k ✐. ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ k′✱ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❧♦.✐♦♥ ♦❢ k -❤&♦✉❣❤ -❤❡ -&❛♥.❢♦&♠❛-✐♦♥✳

❚❤✐. ❧❡❛❞. -♦ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦♣❡&-②✳

 !♦♣❡!%② ✸✳✶ ✭❬❋●✵✻❪✮✳ ❚❤❡ ♣❛%❛♠❡'❡%✐③❡❞ %❡❞✉❝'✐♦♥ ♣%❡/❡%✈❡/ '❤❡ ♠❡♠❜❡%/❤✐♣ ✐♥

FPT✳

▲❡- ✉. ❢♦❝✉. ♦♥ -❤❡ .❡❝♦♥❞ .-❛-❡❞ J✉❡.-✐♦♥✳ ❆. ❢♦& NP ♥❡①- -♦ P✱ -❤❡&❡ ✐♥❞❡❡❞

❡①✐.- ♣&♦❜❧❡♠. ❢♦& ✇❤✐❝❤ -❤❡ ❡①✐.-❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❋>❚ ❛❧❣♦&✐-❤♠ ✐. ✈❡&② ✉♥❧✐❦❡❧②✳ ▲❡- ✉.

✐♥-&♦❞✉❝❡ -❤❡ ♥♦-✐♦♥. -❤❛- ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡..❛&② ❢♦& -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ .✉❝❤ ❛ ♣&♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞

❛- -❤❡ .❛♠❡ -✐♠❡ -❤❡ ♣&❡&❡J✉✐.✐-❡ -♦ ✐♥-&♦❞✉❝❡ -❤❡ W✲❤✐❡&❛&❝❤②✳

■♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ✐♥-&♦❞✉❝❡❞ -❤❡ .❛-✐.✜❛❜✐❧✐-② ♣&♦❜❧❡♠✱ ❙❆❚✳ ❚❤✐. ♣&♦❜❧❡♠ ❣❡♥✲

❡&❛❧✐③❡. ❛ ❝❡&-❛✐♥ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♠♦&❡ ♣❛&-✐❝✉❧❛& .❛-✐.✜❛❜✐❧✐-② ♣&♦❜❧❡♠.✳ ❚❤❡.❡ ♣&♦❜❧❡♠.

❛&❡ ♦❢-❡♥ ❞❡✜♥❡❞ -❤❛♥❦. -♦ ❛ ❞❡-❡&♠✐♥❡❞ ❢♦&♠ ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ ❝❧❛✉.❡.✳ ❚❤❡ ♠♦.- ❢❛♠♦✉. ♦❢

-❤✐. ❢♦&♠ ✐. ♣&♦❜❛❜❧② -❤❡ ❈♦♥❥✉♥❝-✐✈❡ ◆♦&♠❛❧ ❋♦&♠ ✭❈◆❋✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛. ❢♦❧❧♦✇.✿

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✼ ✭❈♦♥❥✉♥❝-✐✈❡ ◆♦&♠❛❧ ❋♦&♠✮✳ ❆ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦%♠✉❧❛ ✐/ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝'✐✈❡

♥♦%♠❛❧ ❢♦%♠ ✐❢ ✐' ❝♦♥'❛✐♥/ ♦♥❧② ❝♦♥❥✉♥❝'✐♦♥/ ♦❢ ❞✐/❥✉♥❝'✐♦♥/✳

■♥ ♦-❤❡& ✇♦&❞.✱ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦&♠✉❧❛ ✐. ✐♥ ❈◆❋ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐- ❝♦♥-❛✐♥. ♦♥❧② ❧♦❣✐❝❛❧

❛♥❞ ∧✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦& ∨ ❛♥❞ ✉♥❛&② ♥❡❣❛-✐♦♥ ¬ ✭-❤❡ ♥❡❣❛-✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉.❡❞ ♦♥ ❛ .✐♥❣❧❡

❧✐-❡&❛❧✮✳ ❋♦& ✐♥.-❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥.✐❞❡&✐♥❣ -❤&❡❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛&✐❛❜❧❡. x, y, z✱ -❤❡ ❢♦&♠✉❧❛

(x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬y ∨ z) ✐. ✐♥ ❈◆❋ ✇❤✐❧❡ -❤❡ ❢♦&♠✉❧❛ (x ∨ y) ∧ ¬(x ∨ y ∨ z) ✐. ♥♦-✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✐♥-&♦❞✉❝❡ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠✳

 ❛!❛♠❡%❡!✐③❡❞  !♦❜❧❡♠ ✷ ❲❡✐❣❤(❡❞ ✷✲❈◆❋✲❙❛(✐0❢✐❛❜✐❧✐(② ✭❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛(✮

■♥♣✉% ❆ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦&♠✉❧❛ Φ ✐♥ ❈♦♥❥✉♥❝-✐✈❡ ◆♦&♠❛❧ ❋♦&♠ ❡❛❝❤ ❝❧❛✉.❡ ❝♦♥✲

-❛✐♥✐♥❣ ❛- ♠♦.- 2 ❧✐--❡&❛❧.✳

 ❛!❛♠❡%❡! ❆ ♣♦.✐-✐✈❡ ✐♥-❡❣❡& k✳

◗✉❡9%✐♦♥ ❉♦❡. ❛♥ ❛✛❡❝-❛-✐♦♥ ♦❢ 0 ❛♥❞ 1 -♦ -❤❡ ✈❛&✐❛❜❧❡. ♦❢ Φ ❡①✐.-. .✉❝❤ -❤❛-

Φ = 1 ❛♥❞ .✉❝❤ -❤❛- -❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✈❛&✐❛❜❧❡. .❡- -♦ 1 ✐. ❛- ♠♦.- ❡J✉❛❧

-♦ k❄

❘❡♠❛&❦ -❤❛-✱ ✇❤❡♥ -❤❡&❡ ✐. ♥♦ ❜♦✉♥❞ ♦♥ -❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✈❛&✐❛❜❧❡. -❤❛- ❝❛♥ ❜❡

.❡- -♦ 1✱ -❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ .♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ -✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ -❤✐. ✈❡&.✐♦♥ -✉&♥.

♦✉- -♦ ❜❡ NP✲❝♦♠♣❧❡-❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ -❤❡&❡ ❡①✐.-. ❛ &❡❞✉❝-✐♦♥ ❢&♦♠ ❱❡6(❡① ❈♦✈❡6 -♦

❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛(✳



✹✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ #❆❘❆▼❊❚❊❘■❩❊❉ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨

 !♦♦❢✳ ❈♦♥%✐❞❡) ❛♥ ✐♥%+❛♥❝❡ ♦❢ ✈❡)+❡① ❝♦✈❡) ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❣)❛♣❤ G = (U,E)✳ ❚♦ ❡❛❝❤

✈❡)+❡① v ∈ U ✱ ✇❡ ❛%%♦❝✐❛+❡ +❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛)✐❛❜❧❡ xv +❤❛+ ✇✐❧❧ ❜❡ %❡+ +♦ 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

v ∈ V C✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ (uv) ∈ E✱ ✇❡ ❛%%♦❝✐❛+❡ +❤❡ ❝❧❛✉%❡ xu ∨ xv✳ ❚❤❡ ❢♦)♠✉❧❛ Φ ✐%

❞❡✜♥❡❞ ❛%✿

Φ =
∧

(uv)∈E

xu ∨ xv

❈❧❡❛)❧② Φ ✐% ✇)✐++❡♥ ✐♥ ❈◆❋✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧❛✉%❡ ❝♦♥+❛✐♥% ❡①❛❝+❧② +✇♦ ❧✐+❡)❛❧%✳ ❚❤❡

❝♦♥%+)✉❝+❡❞ ✐♥%+❛♥❝❡ ✐% +❤❡♥ ❛♥ ✐♥%+❛♥❝❡ ♦❢❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛(✳ ❋✉)+❤❡)♠♦)❡✱ Φ ✐% %❛+✐%✜❡❞

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦) ❡❛❝❤ ❝❧❛✉%❡ ❛+ ❧❡❛%+ ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ✈❛)✐❛❜❧❡% ✐♥ +❤❡ ❝❧❛✉%❡ ✐% %❡+ +♦ ♦♥❡

✭%✐♥❝❡ Φ ❞♦❡% ♥♦+ ❝♦♥+❛✐♥ ♥❡❣❛+✐♦♥✮✱ +❤✐% ✐♠♣❧✐❡% +❤❛+ ❢♦) ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❛+ ❧❡❛%+ ♦♥❡ ♦❢

✐+% ❡♥❞ ✈❡)+✐❝❡% ❤❛% ❜❡❡♥ %❡❧❡❝+❡❞✳ ❇② ❞❡✜♥✐+✐♦♥✱ %✉❝❤ ❛ %❡+ ♦❢ ✈❡)+✐❝❡% ✐% ❛ ✈❡)+❡①

❝♦✈❡)✳ ◆♦+❡ ❛❧%♦ +❤❛+ ✐❢ Φ ✐% %❛+✐%✜❡❞ ✇✐+❤ ❛+ ♠♦%+ k ✈❛)✐❛❜❧❡% %❡+ +♦ ♦♥❡✱ V C ❤❛% %✐③❡

|V C| ≤ k✳ ▲❛%+❧②✱ ❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛( ✐% ✐♥ NP✱ +❤✉%✱ ✐+ ✐% NP✲❝♦♠♣❧❡+❡✳

❚❤✐% NP✲❝♦♠♣❧❡+❡ ♣)♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉%❡❞ +♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❝❧❛%% ♦❢ ❧✐❦❡❧② ✐♥+)❛❝+❛❜❧❡

♣)♦❜❧❡♠%✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✽ ✭W❬✶❪ ❬❉❋✶✸❪✮✳ ❆ ♣❛!❛♠❡*❡!✐③❡❞ ♣!♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣2 *♦ W❬✶❪ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ ✐* ❋ ❚✲!❡❞✉❝❡2 *♦ ❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛(✳

◆♦+❡ +❤❛+ +❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♦❢ +❤✐% ❝❧❛%% ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ +❤❡ %+)✉❝+✉)❡ ♦❢ +❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧

❝✐)❝✉✐+ ✉%❡❞ +♦ %♦❧✈❡ +❤❡ ♣)♦❜❧❡♠% ♦❢ +❤❡ ❝❧❛%%✳ ❍♦✇❡✈❡) %✉❝❤ ❛ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ )❡M✉✐)❡% +❤❡

✐♥+)♦❞✉❝+✐♦♥ ♦❢ ♥♦+✐♦♥% +❤❛+ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ♥♦ ✐♥+❡)❡%+ ✐♥ +❤✐% ♠❛♥✉%❝)✐♣+✳

❋)♦♠ ❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✸✳✽✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣)♦♣❡)+②✳

*+♦♣❡+%② ✸✳✷✳ ❊✈❡!② ♣❛!❛♠❡*❡!✐③❡❞ ♣!♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ *♦ FPT ❜❡❧♦♥❣2 *♦ W❬✶❪✳

❚❤❡ ♣)♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ %+❛+❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ❚❤❡ ❋O❚✲)❡❞✉❝+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉+❡❞ ✐♥ +✐♠❡

❋O❚ ✐♥ +❤❡ ❝♦♥%✐❞❡)❡❞ ♣❛)❛♠❡+❡)✳ ❚❤✉%✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛)❛♠❡+❡)✐③❡❞ ♣)♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ✐♥

FPT✱ +❤❡ ❛❧❣♦)✐+❤♠ ❝♦♥%✐%+✐♥❣ ✐♥ %♦❧✈✐♥❣ +❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ❛♥❞ )❡+✉)♥✐♥❣ ❛ +)✐✈✐❛❧❧② ②❡% ♦)

♥♦ ✐♥%+❛♥❝❡ ♦❢ ❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛( ✐♥ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ )❡%✉❧+ ♦❢ +❤❡ ❋O❚ ❛❧❣♦)✐+❤♠✱ ✐% ❛♥

❋O❚✲)❡❞✉❝+✐♦♥✳

❆% ❢♦) ❙❆❚ ❜❡✐♥❣ +❤❡ ✜)%+ ♣)♦❜❧❡♠ ♣)♦✈❡❞ NP✲❝♦♠♣❧❡+❡✱ ❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛( ✐% +❤❡

✜)%+ ♣)♦❜❧❡♠ +♦ ❜❡ ♣)♦✈❡❞ W❬✶❪✲❝♦♠♣❧❡+❡✳

❚❤❡♦+❡♠ ✸✳✶ ✭❆♥❛❧♦❣ ♦❢ ❈♦♦❦ ❚❤❡♦)❡♠ ❬❉❋✾✾❪✮✳ ❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛( ✐2 ❝♦♠♣❧❡*❡ ❢♦!

W❬✶❪✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ +❤❡ ♥♦+✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡+❡♥❡%% ♣)❡✈✐♦✉%❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ +❤❡ ❋O❚✲)❡❞✉❝+✐♦♥

+❤❛+ ♣)❡%❡)✈❡% ♠❡♠❜❡)%❤✐♣ ✐♥ FPT✱ ❛ ♣❛)❛♠❡+❡)✐③❡❞ ♣)♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣)♦✈❡❞ W❬✶❪✲

❝♦♠♣❧❡+❡ ❜② ✉%✐♥❣ %❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐%♠% ❛% +❤♦%❡ ✉%❡❞ +♦ ♣)♦✈❡ NP✲❝♦♠♣❧❡+❡♥❡%% ✐♥ ♣)❡✲

✈✐♦✉% ❝❤❛♣+❡)✳ ■♥❞❡❡❞✱ +♦ ♣)♦✈❡ W❬✶❪✲❝♦♠♣❧❡+❡♥❡%% ♦❢ ❛ ♣❛)❛♠❡+❡)✐③❡❞ ♣)♦❜❧❡♠✱ +✇♦

+❤✐♥❣% ❛)❡ ♥❡❝❡%%❛)②✿ +❤❡ ♠❡♠❜❡)%❤✐♣ ♦❢ +❤✐% ♣)♦❜❧❡♠ ✐♥ W❬✶❪ ❛♥❞ ❛♥ ❋O❚ )❡❞✉❝+✐♦♥

❢)♦♠ ❛ W❬✶❪✲❝♦♠♣❧❡+❡ ♣)♦❜❧❡♠✳
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❈♦"♦❧❧❛"② ✸✳✶✳ ❆ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ ♣#♦❜❧❡♠ Q ⊆ {0, 1}∗ × N ✐- W❬✶❪✲❝♦♠♣❧❡&❡ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ &❤❡#❡ ❡①✐-&- ❛ ❋9❚✲#❡❞✉❝&✐♦♥ ❢#♦♠ ❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛( &♦ Q✳

❚❤❡ %❡❛'♦♥✐♥❣ ✉'❡❞ .♦ ❞❡✜♥❡ W❬✶❪ ❝❛♥ ❛❧'♦ ❜❡ ✉'❡❞ .♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦%❡ ❣❡♥❡%❛❧

❝♦♠♣❧❡①✐.② ❝❧❛'' ❝❛❧❧❡❞ W❬✷❪ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐.❤ ✉'❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡%❛❧✐③❛.✐♦♥ ♦❢ ❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛(✳

■♥ ❢❛❝.✱ ✐. ✐' ♣♦''✐❜❧❡ .♦ ❞❡✜♥❡ .❤❡ ✇❤♦❧❡ W✲❤✐❡%❛%❝❤② ✇✐.❤ ✉'❡ ♦❢ '♦♠❡ ♣❛%.✐❝✉❧❛%

❝❛'❡' ♦❢ .❤❡ ♣❛%❛♠❡.❡%✐③❡❞ ✈❡%'✐♦♥ ♦❢ ❙❆❚✳ ◆❡✈❡%.❤❡❧❡''✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡.❡ ❞❡'❝%✐♣.✐♦♥ ♦❢ .❤❡

✇❤♦❧❡ W✲❤✐❡%❛%❝❤② ✐' ♦❢ ♥♦ ✐♥.❡%❡'. ✇✐.❤✐♥ .❤❡ ❢%❛♠❡✇♦%❦ ♦❢ .❤✐' .❤❡'✐'✳ ❋♦% '✉❝❤ ❛

❝❤❛%❛❝.❡%✐③❛.✐♦♥ ♦❢ .❤✐' ❤✐❡%❛%❝❤② ✇❡ %❡❢❡% .❤❡ %❡❛❞❡% .♦ .❤❡ %❡❢❡%❡♥❝❡ ✇♦%❦ ♦❢ ❋❧✉♠

❛♥❞ ●%♦❤❡ ❬❋●✵✻❪✳

▲❡. ✉' ❝❤❛%❛❝.❡%✐③❡ W❬✷❪✳

)❛"❛♠❡,❡"✐③❡❞ )"♦❜❧❡♠ ✸ ❲❡✐❣❤(❡❞ ❈◆❋✲❙❛(✐0❢✐❛❜✐❧✐(② ✭❲✲❈◆❋✲❙❛(✮

■♥♣✉, ❆ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦%♠✉❧❛ Φ ✐♥ ❈♦♥❥✉♥❝.✐✈❡ ◆♦%♠❛❧ ❋♦%♠✳

)❛"❛♠❡,❡" ❆ ♣♦'✐.✐✈❡ ✐♥.❡❣❡% k✳

◗✉❡6,✐♦♥ ❉♦❡' ❛♥ ❛✛❡❝.❛.✐♦♥ ♦❢ 0 ❛♥❞ 1 .♦ .❤❡ ✈❛%✐❛❜❧❡' ♦❢ Φ ❡①✐'.' '✉❝❤ .❤❛.

Φ = 1 ❛♥❞ '✉❝❤ .❤❛. .❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✈❛%✐❛❜❧❡' '❡. .♦ 1 ✐' ❛. ♠♦'. ❡Q✉❛❧

.♦ k❄

❉❡✜♥✐,✐♦♥ ✸✳✾ ✭W❬✷❪ ❬❉❋✶✸❪✮✳ ❆ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ ♣#♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣- &♦ W❬✷❪ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ ✐& ❋9❚✲#❡❞✉❝❡- &♦ ❲✲❈◆❋✲❙❛(✳

❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛( ❜❡✐♥❣ ❛ ♣❛%.✐❝✉❧❛% ❝❛'❡ ♦❢❲✲❈◆❋✲❙❛(✱ ❡✈❡%② ♣❛%❛♠❡.❡%✐③❡❞ ♣%♦❜✲

❧❡♠ .❤❛. ❋T❚✲%❡❞✉❝❡' .♦ ❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛(✱ ❛❧'♦ ❋T❚✲%❡❞✉❝❡' .♦ ❲✲❈◆❋✲❙❛(✳ ■. ❢♦❧✲

❧♦✇' .❤❛.✿

FPT ⊆W[1] ⊆W[2]

❚❤✐' ✐♥❝❧✉'✐♦♥ ❛%❡ '✉♣♣♦'❡❞ .♦ ❜❡ '.%✐❝. ✉♥❧❡'' P = NP✳ ❆' ❢♦% ♦.❤❡% ❝♦♠♣❧❡①✐.②

❝❧❛''❡'✱ ❛ ♣❛%❛♠❡.❡%✐③❡❞ ♣%♦❜❧❡♠ Q = (Π, k) ✐' '❛✐❞ W❬✷❪✲❤❛%❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡%②

♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ W❬✷❪ ❋T❚✲%❡❞✉❝❡' .♦ Q✱ ❛♥❞ W❬✷❪✲❝♦♠♣❧❡.❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐. ✐' W❬✷❪✲❤❛%❞

❛♥❞ ✐. ❜❡❧♦♥❣' .♦ W❬✷❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ '✉♣❡%✜❝✐❛❧❧② ✐♥.%♦❞✉❝❡ .❤❡ .♦♣✲❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐.② ❝❧❛'' ♦❢ .❤❡W✲❤✐❡%❛%❝❤②✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉' .♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❧❛%❣❡ ♦✈❡%✈✐❡✇ ♦❢ .❤✐' ❤✐❡%❛%❝❤② ✇✐.❤♦✉. ❞❡'❝%✐❜✐♥❣ ✐♥.❡%♠❡❞✐❛.❡

❝❧❛''❡'✳ ❚❤✐' ❝❧❛'' %❡❧✐❡' ♦♥ .❤❡ ♣❛%❛♠❡.❡%✐③❡❞ ✈❡%'✐♦♥ ♦❢ ❙❆❚✳
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 ❛"❛♠❡%❡"✐③❡❞  "♦❜❧❡♠ ✹ ❲❡✐❣❤%❡❞ ❙❛%✐)❢✐❛❜✐❧✐%② ✭❲✲❙❛%✮

■♥♣✉% ❆ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦,♠✉❧❛ Φ✳

 ❛"❛♠❡%❡" ❆ ♣♦1✐3✐✈❡ ✐♥3❡❣❡, k✳

◗✉❡2%✐♦♥ ❉♦❡1 ❛♥ ❛✛❡❝3❛3✐♦♥ ♦❢ 0 ❛♥❞ 1 3♦ 3❤❡ ✈❛,✐❛❜❧❡1 ♦❢ Φ ❡①✐131 1✉❝❤ 3❤❛3

Φ = 1 ❛♥❞ 1✉❝❤ 3❤❛3 3❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✈❛,✐❛❜❧❡1 1❡3 3♦ 1 ✐1 ❛3 ♠♦13 ❡<✉❛❧

3♦ k❄

❲✲❙❛% ❞❡✜♥❡1 3❤❡ ❝❧❛11 W❬❙❆❚❪ ❛♥❞ ❛1 ❛ ❣❡♥❡,❛❧✐③❛3✐♦♥ ♦❢ ❲✲❈◆❋✲❙❛% ❛♥❞ 3❤✉1

❲✲✷✲❈◆❋✲❙❛% ✇❡ ❝❛♥ ✇,✐3❡✿

FPT ⊆W[1] ⊆W[2] ⊆ · · · ⊆W[SAT ]

❆1 ♣,❡✈✐♦✉1❧②✱ 3❤❡ ✐♥❝❧✉1✐♦♥ ✐1 1✉♣♣♦1❡❞ 3♦ ❜❡ 13,✐❝3✳ ❋✉,3❤❡,♠♦,❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥13❛♥❝❡

♦❢ ❲✲❙❛% ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❢♦,♠✉❧❛ Φ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥3❡❣❡, k✱ ✐3 ✐1 ♣♦11✐❜❧❡ 3♦ ❞❡3❡,♠✐♥❡ ✇❤❡3❤❡,

Φ ❝❛♥ ❜❡ 1❛3✐1✜❡❞ ✇✐3❤ ❛3 ♠♦13 k ✈❛,✐❛❜❧❡1 1❡3 3♦ 1 ✐♥ 3✐♠❡ O(nk) ✇❤❡,❡ n ✐1 3❤❡

♥✉♠❜❡, ♦❢ ✈❛,✐❛❜❧❡1✳ ❚❤✐1 ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❡♥✉♠❡,❛3✐♥❣ ❡✈❡,② k✲3✉♣❧❡1 ♦❢ ✈❛,✐❛❜❧❡1 ❛♥❞
✈❡,✐❢②✐♥❣ ✇❤❡3❤❡, Φ ✐1 1❛3✐1✜❡❞✳ ❚❤✐1 ✐♠♣❧✐❡1 3❤❛3 ❲✲❙❛% ✐1 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤❡♥ k ✐1

✜①❡❞✱ ❛♥❞ 3❤✉1✿

FPT ⊂W[1] ⊂W[2] ⊂ · · · ⊂W[SAT ] ⊂ XP

✸✳✷ ❑❡%♥❡❧✐③❛+✐♦♥

◆♦✇ 3❤❛3 ❜❛1✐❝1 ♦❢ ✜①❡❞ ♣❛,❛♠❡3❡,✐③❡❞ 3❤❡♦,② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥3,♦❞✉❝❡❞✱ ✇❡ ♣,❡1❡♥3 ❢❡✇

3❡❝❤♥✐<✉❡1 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❢♦,♠❛❧✐③❡❞ 3❤❛3 ❜❡❝❛♠❡ ❢♦❧❦❧♦,❡ ♦❢ 3❤❡ ❋L❚ ❝♦♠♠✉♥✐3②✳

❚❤❡ ✜,13 ♣,❡1❡♥3❡❞ 3❡❝❤♥✐<✉❡ ✐1 <✉✐3❡ ✐♥3✉✐3✐✈❡ ❜✉3 ♥❡✈❡,3❤❡❧❡11 ♣♦✇❡,❢✉❧✳ ■3 ✐1 ❝❛❧❧❡❞

❦❡"♥❡❧✐③❛(✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦,♠❛❧✐③❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✵ ✭❑❡,♥❡❧✐③❛3✐♦♥ ❬❋●✵✻❪✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛"❛♠❡(❡"✐③❡❞ ♣"♦❜❧❡♠ Q ⊆ {0, 1}∗×
N✱ ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ K : {0, 1}∗×N→ {0, 1}∗×N ✐4 ❛ ❦❡"♥❡❧✐③❛(✐♦♥ ✐❢ (❤❡"❡ ❡①✐4(4 ❛ ❝♦♠♣✉(❛❜❧❡

❢✉♥❝(✐♦♥ h : N → N 4✉❝❤ (❤❛( ❢♦" ❛♥② ✐♥4(❛♥❝❡ 〈I, k〉 ♦❢ Q✱ 〈I, k〉 ✐4 ❛ ②❡4✲✐♥4(❛♥❝❡ ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ K(〈I, k〉) ✐4 ❛ ②❡4✲✐♥4(❛♥❝❡ ❛♥❞ 4✉❝❤ (❤❛( |K(〈I, k〉)| ≤ h(k)✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ K(〈I, k〉) ♦❢ ❛♥ ✐♥4(❛♥❝❡ 〈I, k〉 ✐4 ❝❛❧❧❡❞ (❤❡ ❦❡,♥❡❧ ❛♥❞ h ✐4 ❝❛❧❧❡❞ (❤❡

1✐③❡ ♦❢ 3❤❡ ❦❡,♥❡❧✳

❆ ❦❡,♥❡❧✐③❛3✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ 1❡❡♥ ❛1 ❛ ♣,❡♣,♦❝❡11✐♥❣ ❛❧❣♦,✐3❤♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥ ✐♥♣✉3 ✐♥13❛♥❝❡

❛ ❝❡,3❛✐♥ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ,✉❧❡1✳ ■♥ ❣❡♥❡,❛❧ 3❤❡1❡ ,✉❧❡1 ,❡❞✉❝❡ 3❤❡ ✐♥♣✉3 ✐♥13❛♥❝❡ ❜② ✐❞❡♥3✐❢②✐♥❣

13,✉❝3✉,❡1 3❤❛3 ❝❛♥ ❜❡ ♣,♦✈❡❞ 3♦ ❜❡ ♣❛,3 ♦❢ 3❤❡ 1♦❧✉3✐♦♥✱ ♦, ❜② ❞❡❧❡3✐♥❣ ♦3❤❡,1 3❤❛♥

❝❛♥ ❜❡ ♣,♦✈❡❞ 3♦ ♥♦3 ❜❡❧♦♥❣ 3♦ 3❤❡ 1♦❧✉3✐♦♥✳

■♥ ♣,❡✈✐♦✉1 1❡❝3✐♦♥✱ ✇❡ ♠❡♥3✐♦♥ ❛ 3,❛♥1❢♦,♠❛3✐♦♥ 3❤❛3 ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥② ✐♥✲

13❛♥❝❡ ♦❢ ❱❡4%❡① ❈♦✈❡4 ♣❛,❛♠❡3❡,✐③❡❞ ❜② 3❤❡ 13❛♥❞❛,❞ ♣❛,❛♠❡3❡, k ❜♦✉♥❞✐♥❣ 3❤❡
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"✐③❡ ♦❢ (❤❡ ♥❡✇ ✐♥"(❛♥❝❡ ❜② O(k2)✳ ❙✉❝❤ ❛ 3❡❞✉❝(✐♦♥ ✐"✱ ✐♥ ❢❛❝(✱ ❛ ❦❡3♥❡❧✐③❛(✐♦♥✳ ▲❡( ✉"

❡①♣❧✐❝✐( ✐(✳

❈♦♥"✐❞❡3 ❛♥ ✐♥"(❛♥❝❡ 〈G = (U,E), l〉 ♦❢ ❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ♣❛3❛♠❡(❡3✐③❡❞ ❜② "(❛♥❞❛3❞

♣❛3❛♠❡(❡3✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 3✉❧❡"✿

✶✳ ■❢ k ≥ 0 ❛♥❞ (❤❡3❡ ❡①✐"(" ❛ ✈❡3(❡① v ∈ U ♦❢ ❞❡❣3❡❡ ❣3❡❛(❡3 (❤❛♥ k✱ (❤✉" v ✐" ♣❛3(

♦❢ (❤❡ "♦❧✉(✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ "✐♥❝❡ ❡✈❡3② ❡❞❣❡ ❤❛" (♦ ❜❡ ❝♦✈❡3❡❞ ❜② (❤❡ ✈❡3(❡① ❝♦✈❡3

V C✱ ✐❢ v 6∈ V C✱ (❤✉" V C ❝♦♥(❛✐♥" ❡✈❡3② ♥❡✐❣❤❜♦✉3" ♦❢ v ❛♥❞ ❤❛" "✐③❡ ❣3❡❛(❡3

(❤❛♥ k✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛❞❞ v (♦ V C ❛♥❞ ❞❡❝3❡❛"❡ k ❜② ♦♥❡✳

✷✳ ■❢ v ✐" ❛♥ ✐"♦❧❛(❡❞ ✈❡3(❡①✱ v ❝❛♥ ❜❡ 3❡♠♦✈❡❞ "✐♥❝❡ ✐( ❤❛" ♥♦ ❛❞❥❛❝❡♥( ❡❞❣❡"✳

✸✳ ■❢ (❤❡3❡ ❡①✐"(" ❛♥ ❡❞❣❡ {u, v} ∈ E "✉❝❤ (❤❛( ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥("✱ ❧❡( ✉" "❛② u
✇✳❧✳♦✳❣✳✱ ❤❛" ❞❡❣3❡❡ ❡H✉❛❧ (♦ ♦♥❡ (❤✉" ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ v (♦ V C✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ u ✐" ♣❛3(

♦❢ (❤❡ "♦❧✉(✐♦♥✱ (❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ "❡❧❡❝( v ✐♥"(❡❛❞ ✇✐(❤♦✉( ✐♥❝3❡❛"✐♥❣ (❤❡ "✐③❡ ♦❢ V C✳

❙✐♥❝❡ u ✐" ♦♥❧② ❛❞❥❛❝❡♥( (♦ {u, v}✱ (❤✉" V C ✐" "(✐❧❧ ❛ ✈❡3(❡① ❝♦✈❡3✳ ❲❡ ❝❛♥ (❤❡♥

❛❞❞ v (♦ V C 3❡♠♦✈❡ ❡✈❡3② ❛❞❥❛❝❡♥( ❡❞❣❡" ❛♥❞ ❞❡❝3❡❛"❡ k ❜② ♦♥❡✳

❖♥❝❡ (❤✐" 3✉❧❡" ❝❛♥ ♥♦( ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥②♠♦3❡✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ (❤❛( ✐❢ 〈G = (U,E), k〉 ✐"
❛ ②❡"✲✐♥"(❛♥❝❡ (❤✉" (❤❡ ❝♦♥"(3✉❝(❡❞ ✐♥"(❛♥❝❡ 〈G′ = (U ′, E′), k′〉 ❤❛" ❛( ♠♦"( k′2 ❡❞❣❡"

❛♥❞ 2k′2 ✈❡3(✐❝❡"✳ ■❢ ❝♦♠♣✉(❡❞ ✐♥"(❛♥❝❡ ❝♦♥(❛✐♥" ♠♦3❡ (❤❛♥ k2 ❡❞❣❡"✱ 〈G′, k′〉 ✭❛♥❞ (❤✉"

〈G, k〉✮ ✐" ❛ ♥♦ ✐♥"(❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ✈❡3(❡① ✐♥ U ′
❤❛" ❛( ♠♦"( k′ ♥❡✐❣❤❜♦✉3" ❛♥❞ ❝❛♥

(❤❡♥ ❝♦✈❡3 ❛( ♠♦"( k′ ❡❞❣❡"✱ ✐( ❢♦❧❧♦✇" (❤❛( ♥♦ ♠♦3❡ (❤❛♥ k′2 ❡❞❣❡" ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✈❡3❡❞ ❜②

❛ "❡( ♦❢ k′ ✈❡3(✐❝❡"✳ ❙✐♥❝❡ k′ ≤ k✱ (❤✐" ❛❧❣♦3✐(❤♠ ✐" ❛ ❦❡3♥❡❧✐③❛(✐♦♥✳

◆♦(❡ (❤❛( ❡✈❡3② ✜①❡❞ ♣❛3❛♠❡(❡3 (3❛❝(❛❜❧❡ ♣❛3❛♠❡(❡3✐③❡❞ ♣3♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐(" ❛ ❦❡3♥❡❧✲

✐③❛(✐♦♥ ❞❡♣✐❝(❡❞ ♦♥ ❆❧❣♦3✐(❤♠ ✶✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶✿ ❑❡3♥❡❧✐③❛(✐♦♥ ❢3♦♠ ❋Q❚✲❛❧❣♦3✐(❤♠

❉❛&❛✿ ❆♥ ✐♥"(❛♥❝❡ 〈I, k〉 ♦❢ ❛ ♣❛3❛♠❡(❡3✐③❡❞ ♣3♦❜❧❡♠ Q✱ ❛♥ ❋Q❚✲❛❧❣♦3✐(❤♠ A
❢♦3 Q 3✉♥♥✐♥❣ ✐♥ (✐♠❡ O(f(k).|I|c)

❘❡/✉❧&✿ ❆ ❦❡3♥❡❧ ♦❢ 〈I, k〉

✐❢ |I| ≤ f(k) &❤❡♥
$❡&✉$♥ 〈I, k〉❀

❙♦❧✈❡ 〈I, k〉 ✇✐(❤ ❛❧❣♦3✐(❤♠ A❀
✐❢ 〈I, k〉 ✐& ❛ ②❡&✲✐♥&,❛♥❝❡ &❤❡♥
$❡&✉$♥ T ❛ (3✐✈✐❛❧ ②❡" ✐♥"(❛♥❝❡ ♦❢ "✐③❡ |T | ≤ f(k)❀

❡❧/❡

$❡&✉$♥ F ❛ (3✐✈✐❛❧ ♥♦ ✐♥"(❛♥❝❡ ♦❢ "✐③❡ |F | ≤ f(k)❀

▲❡♠♠❛ ✸✳✶ ✭❬❋●✵✻❪✮✳ ❚❤❡ ❆❧❣♦1✐,❤♠ ✶ ✐& ❛ ❦❡1♥❡❧✐③❛,✐♦♥ ❢♦1 ❡✈❡1② ♣❛1❛♠❡,❡1✐③❡❞

♣1♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ,♦ FPT✳

;1♦♦❢✳ ❈♦♥"✐❞❡3 ❛ ♣❛3❛♠❡(❡3✐③❡❞ ♣3♦❜❧❡♠Q ⊆ {0, 1}∗×N ❛❞♠✐((✐♥❣ ❛♥ ❋Q❚✲❛❧❣♦3✐(❤♠

A✳ ▲❡( ✉" ✜3"( 3❡♠❛3❦ (❤❛( ❜② ❝♦♥"(3✉❝(✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥"(❛♥❝❡ 〈I, k〉✱ (❤❡ ✐♥"(❛♥❝❡

❝♦♠♣✉(❡❞ ❜② ❆❧❣♦3✐(❤♠ ✶ ✐" ❛ ❦❡3♥❡❧✿



✺✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ #❆❘❆▼❊❚❊❘■❩❊❉ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨

✶✳ $❤❡ ✐♥)$❛♥❝❡ ✐) ❛ ②❡) ✐♥)$❛♥❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 〈I, k〉 ✐) ❛ ②❡) ✐♥)$❛♥❝❡✱

✷✳ ✐$) )✐③❡ ✐) ✉♣♣❡6 ❜♦✉♥❞ ❜② f(k)✳

❋✉6$❤❡6♠♦6❡✱ ❆❧❣♦6✐$❤♠ ✶ 6✉♥) ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ $✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ |〈I, k〉| > f(k)✱ A
6✉♥) ✐♥ $✐♠❡ O(f(k).|〈I, k〉|c) = O(|〈I, k〉|c+1)✱ ✇✐$❤ c ❜❡✐♥❣ ❛ ♣♦)✐$✐✈❡ ❝♦♥)$❛♥$✳

❚❤✉) ❆❧❣♦6✐$❤♠ ✶ ✐) ❛ ❦❡6♥❡❧✐③❛$✐♦♥✳

❲❡ ✉)❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶ $♦ ♣6♦✈❡ ❚❤❡♦6❡♠ ✸✳✷✳

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷ ✭❬❋●✵✻❪✮✳ ❆ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ ♣#♦❜❧❡♠ Q ⊆ {0, 1}∗×N ✐- ❋/❚ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ ✐& ❛❞♠✐&- ❛ ❦❡#♥❡❧✐③❛&✐♦♥✳

/#♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①✐)$❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❦❡6♥❡❧✐③❛$✐♦♥ ❢♦6 ❛♥ ❋K❚ ♣❛6❛♠❡$❡6✐③❡❞ ♣6♦❜❧❡♠ ✐) ❡♥)✉6❡❞

❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳

▲❡$ ✉) $❤❡ ❝♦♥)✐❞❡6 ❛ ♣❛6❛♠❡$❡6✐③❡❞ ♣6♦❜❧❡♠ Q ❛♥❞ ❛ ❦❡6♥❡❧✐③❛$✐♦♥ K✳ ❇② ❦❡6♥❡❧✲

✐③❛$✐♦♥ ❞❡✜♥✐$✐♦♥✱ ❢♦6 ❡✈❡6② ✐♥)$❛♥❝❡ 〈I, k〉 ♦❢ Q✱ |K(〈I, k〉)| ≤ h(k) ❛♥❞ K(〈I, k〉) ✐) ❛
②❡) ✐♥)$❛♥❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 〈I, k〉 ✐) ❛ ②❡) ✐♥)$❛♥❝❡✳ ❚❤✉) ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥$✐❛❧ ❡①❛❝$ ❛❧❣♦6✐$❤♠

♦♥ K(〈I, k〉) 6✉♥) ✐♥ $✐♠❡ O(f(K(〈I, k〉))) ≤ O(f(h(k))) ❛♥❞ $❤✉) ❛♥② ❡①❛❝$ ❛❧❣♦6✐$❤♠

✐) ❛♥ ❋K❚✲❛❧❣♦6✐$❤♠ ❢♦6 Q✳

❘❡♠❛6❦ $❤❛$ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐)$✐♥❣✉✐)❤ $✇♦ ❦✐♥❞) ♦❢ ❦❡6♥❡❧)✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥ ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧ ♦♥❡)✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛6❛♠❡$❡6✐③❡❞ ♣6♦❜❧❡♠ Q ⊆ {0, 1}∗ × N✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡6♥❡❧

❢♦6 Q ✐) ❛ ❦❡6♥❡❧ ✇✐$❤ )✐③❡ ✐♥ O(poly(k))✳ ❚❤❡♦6❡♠ ✸✳✷ ♣6♦✈❡) $❤❛$✱ Q ✐) ✜①❡❞ ♣❛6❛♠✲

❡$❡6 $6❛❝$❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐$ ❛❞♠✐$) ❛ ❦❡6♥❡❧✳ ◆♦ ✐♥❞✐❝❛$✐♦♥ ✐) ❣✐✈❡♥ ♦♥ $❤❡ )✐③❡ ♦❢

)✉❝❤ ❛ ❦❡6♥❡❧✳ ■$ )❡❡♠) ♥❛$✉6❛❧ $♦ ❛)❦ ✇❤❡$❤❡6 ❡✈❡6② ❋K❚ ♣6♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐$) ❛ ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧ ❦❡6♥❡❧✳ ❚❤❡ ❢6❛♠❡✇♦6❦ ✐♥$6♦❞✉❝❡❞ ❤❡6❡❛❢$❡6 ❛✐♠) ❛$ ❛♥)✇❡6✐♥❣ ♥❡❣❛$✐✈❡❧② ❛$ $❤✐)

R✉❡)$✐♦♥✳

❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭K♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡R✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 6❡❧❛$✐♦♥ ❛❝❝♦6❞✐♥❣ $♦ ❬❇❏❑✶✹❪✮✳ ❆♥ ❡6✉✐✈✲

❛❧❡♥❝❡ #❡❧❛&✐♦♥ R ♦♥ {0, 1}∗ ✐- ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #❡❧❛&✐♦♥ ✐❢ &❤❡ &✇♦ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐&✐♦♥- ❤♦❧❞✿

• ❚❤❡#❡ ❡①✐-&- ❛♥ ❛❧❣♦#✐&❤♠ &❤❛& ❣✐✈❡♥ &✇♦ -&#✐♥❣- I1, I2 ∈ {0, 1}
∗
✱ ❞❡❝✐❞❡- ✇❤❡&❤❡#

I1 ❛♥❞ I2 ❜❡❧♦♥❣ &♦ &❤❡ -❛♠❡ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛-- ✐♥ (|I1|+ |I2|)
O(1)

&✐♠❡✳

• ❋♦# ❛♥② ✜♥✐&❡ -❡& S ⊆ {0, 1}∗✱ &❤❡ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #❡❧❛&✐♦♥ R ♣❛#&✐&✐♦♥- &❤❡ ❡❧❡♠❡♥&-

♦❢ S ✐♥&♦ ❛& ♠♦-& (maxI1∈S |I1|)
O(1)

❝❧❛--❡-✳

❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✸✳✶✷ ✭❖❘✲❝6♦))✲❝♦♠♣♦)✐$✐♦♥ ❛❝❝♦6❞✐♥❣ $♦ ❬❇❏❑✶✹❪✮✳ ▲❡& Π1 ⊆ {0, 1}
∗
❜❡ ❛

❞❡❝✐-✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧❡& Q ⊆ {0, 1}∗ ×N ❜❡ ❛ ♣❛#❛♠❡&❡#✐③❡❞ ♣#♦❜❧❡♠✳ ❲❡ -❛② &❤❛& Π1

❖❘✲❝#♦--✲❝♦♠♣♦-❡- ✐♥&♦ Q ✐❢ &❤❡#❡ ❡①✐-&- ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #❡❧❛&✐♦♥ R ❛♥❞ ❛♥

❛❧❣♦#✐&❤♠ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ t -&#✐♥❣- ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ &♦ &❤❡ -❛♠❡ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛-- ♦❢ R✱ ❝♦♠♣✉&❡-
❛♥ ✐♥-&❛♥❝❡ 〈I∗, k∗〉 ∈ {0, 1}∗ × N ✐♥ &✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥

∑t
i=1 |Ii| -✉❝❤ &❤❛&✿

• 〈I∗, k∗〉 ✐- ❛ ②❡- ✐♥-&❛♥❝❡ ⇔ Ii ∈ D+
Π1
❢♦# -♦♠❡ i ∈ {1, · · · , t}

• k∗ ✐- ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ maxti=1|Ii|+ log t



✸✳✷✳ ❑❊❘◆❊▲■❩❆❚■❖◆ ✺✶

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✸ ✭❬❇❏❑✶✹❪✮✳ ■❢ "♦♠❡ ❞❡❝✐"✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠ Π1 ⊆ {0, 1}
∗

✐" NP✲❤❛+❞ ❛♥❞ Π1

❖❘✲❝+♦""✲❝♦♠♣♦"❡" ✐♥3♦ ❛ ♣❛+❛♠❡3❡+✐③❡❞ ♣+♦❜❧❡♠ Q ⊆ {0, 1}∗ × N✱ 3❤❡♥ 3❤❡+❡ ✐" ♥♦

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡+♥❡❧ ❢♦+ Q ✉♥❧❡"" NP ⊆ coNP/poly✳

❆ +✐♠✐❧❛0 ❝0♦++✲❝♦♠♣♦+✐5✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ 5❤❡ ❆◆❉✲❝0♦++✲❝♦♠♣♦+✐5✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

5❤❡ +❛♠❡ ✇❛② ❛+ 5❤❡ ❖❘✲❝0♦++✲❝♦♠♣♦+✐5✐♦♥ ❡①❝❡♣5 5❤❛5 ❛♥ ✐♥+5❛♥❝❡ 〈I∗, k∗〉 ✐+ ❛ ②❡+

✐♥+5❛♥❝❡⇔ Ii ∈ D+
Π1

❢♦0 ❡✈❡0② i ∈ {1, · · · , t}✳ ❚❤❡ ❚❤❡♦0❡♠ ✸✳✸ ❤❛+ ❜❡❡♥ ❧❛5❡0 ❡①5❡♥❞❡❞

5♦ ❆◆❉✲❝0♦++✲❝♦♠♣♦+✐5✐♦♥ ❜② ❉0✉❝❦❡0 ❡5 ❛❧✳ ✐♥ ❬❉0✉✶✺❪✳
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❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✳

❆❧❧ +❤❡ ✇❛❢❡$) ♦❢ +❤❡ ✐♥)+❛♥❝❡ ❝♦♥+❛✐♥ ❡①❛❝+❧② +❤❡ )❛♠❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❞✐❡)✳ ❲❡ ❝❛♥

❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦$❞❡$ ♦♥ +❤❡ ❧❛++❡$✳ ❆ ✇❛❢❡$ ❝❛♥ +❤✉) ❜❡ $❡♣$❡)❡♥+❡❞ ❜② ❛ p✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧
❜✐♥❛$② ✈❡❝+♦$ )✉❝❤ +❤❛+ +❤❡ lth ❝♦♦$❞✐♥❛+❡ ✐) )❡+ +♦ ③❡$♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ +❤❡ lth ❞✐❡ ✐♥
+❤❡ ♣$❡❞❡✜♥❡❞ ♦$❞❡$ ✐) ❛ ❢❛✉❧+② ♦♥❡✳ ❚❤❡ lth ❝♦♦$❞✐♥❛+❡ ✐) )❡+ +♦ ♦♥❡ ♦+❤❡$✇✐)❡✳ ❚❤❡

✺✺
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V 1 V 2 V 3 V 4

❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉5 ♦❢ ❛ ✇❛❢❡&✲5♦✲✇❛❢❡& ✐♥5❡❣&❛5✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠9✱ ✇✐5❤ m =
4, n = 7 ❛♥❞ p = 12✳ ❚❤❡ ❢❛✉❧5② ❞✐❡9 ❛&❡ &❡♣&❡9❡♥5❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ 9A✉❛&❡9 ✇❤✐❧❡ ✈✐❛❜❧❡

♦♥❡9 ❛&❡ &❡♣&❡9❡♥5❡❞ ❜② ✇❤✐5❡ 9A✉❛&❡9✳
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1

2

3 4

5

6

78

9

10 11

12

❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦&❞❡& ♦♥ 6❤❡ ❞✐❡8 ❜❡✐♥❣ ✉8❡❞ ✐♥ 6♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ ✇❛❢❡&8 ✐♥ 6❤❡

♣&❛❝6✐❝❛❧ 86✉❞② ♦❢ ✇❛❢❡&✲6♦✲✇❛❢❡& ✐♥6❡❣&❛6✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠8✳

110111101110

010001011001

010001011001

111010011001

111001000110

101101101101

101010101011

100101101001

110011001010

000101111011

010100110011

111011001001

100110011100

110010001110

101010011100

101111100111

110111011010

101011101111

111110110101

000111001011

111111101011

011011111011

011111011010

110001001111

111111110001

110100010000

011001101001

111010001111

V 1 V 2 V 3 V 4

❋✐❣✉&❡ ✹✳✸✿ ❲❛❢❡&✲6♦✲✇❛❢❡& ✐♥6❡❣&❛6✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ ✐♥♣✉6 ♦❢ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✶ &❡♣&❡8❡♥6❡❞ ✇✐6❤

❜✐♥❛&② ✈❡❝6♦&8✳

❋✐❣✉&❡ ✹✳✷ ♣&❡8❡♥68 ❛ ♣♦88✐❜❧❡ ♦&❞❡& ♦♥ 6❤❡ ❞✐❡8✳ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✸ ❞❡♣✐❝68 6❤❡ &❡♣&❡8❡♥6❛6✐♦♥

✇✐6❤ ❜✐♥❛&② ✈❡❝6♦&8 ♦❢ ✐♥♣✉6 &❡♣&❡8❡♥6❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✳

■6 ❢♦❧❧♦✇8 6❤❛6 ❛♥ ✐♥♣✉6 ♦❢ ✇❛❢❡&✲6♦✲✇❛❢❡& ✐♥6❡❣&❛6✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠8 ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞

❜② m ♠✉❧6✐8❡68 V 1, . . . , V m
✳ ❊❛❝❤ ♠✉❧6✐8❡6 V i

❝♦♥6❛✐♥8 n ✈❡❝6♦&8 vi1, . . . , v
i
n ❜❡✐♥❣ p✲

❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧✳ ❊✈❡&② ✈❡❝6♦& vij ✐8 8✉❝❤ 6❤❛6 ✐68 ❝♦♠♣♦♥❡♥6 vij [l] = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 6❤❡ lth

❞✐❡ ♦♥ ✐68 ❝♦&&❡8♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛❢❡& ✐8 ❛ ❢❛✉❧6② ♦♥❡✳

◆♦6❡ 6❤❛6 ✇❡ ✉8❡ ♠✉❧6✐8❡68 ♠♦❞❡❧✐③❡ 6❤❡ 8❡68 ♦❢ ✇❛❢❡&8 8✐♥❝❡ 6✇♦ ❞✐✛❡&❡♥6 ✇❛❢❡&8 ♦❢

❛ 8❛♠❡ 8❡6 ❝❛♥ 8❤❛&❡ 6❤❡ 8❛♠❡ &❡♣&❡8❡♥6❛6✐✈❡ ✈❡❝6♦& ❛8 ❞❡♣✐❝6❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉&❡8 ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✸

✭✜❢6❤ ❛♥❞ 8✐①6❤ ✈❡❝6♦& ♦❢ V 1
✮✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝6✐✈❡ ♦❢ 6❤❡8❡ ♣&♦❜❧❡♠8 ✐8 6♦ ❝&❡❛6❡ n 86❛❝❦8 ❝♦♥6❛✐♥✐♥❣ ❡①❛❝6❧② ♦♥❡ ✇❛❢❡&

♦❢ ❡❛❝❤ 8❡6✳ ❆ 8♦❧✉6✐♦♥ S ✐8 6❤❡&❡❢♦&❡ ❛ 8❡6 ♦❢ n 86❛❝❦8 S = {s1, s2, . . . , sn} 8✉❝❤ 6❤❛6

❡✈❡&② ✇❛❢❡& ♦❢ 6❤❡ ✐♥♣✉6 ❛♣♣❡❛&8 ✐♥ ❡①❛❝6❧② ♦♥❡ ❝&❡❛6❡❞ 86❛❝❦✳ ❘❡♠❡♠❜❡& 6❤❛6✱ ❣✐✈❡♥

❛ 86❛❝❦✱ ❛ ❞✐❡ ❛6 ♣♦8✐6✐♦♥ l ✐8 ❝♦♥8✐❞❡&❡❞ ❛8 ♥♦♥ ❢❛✉❧6② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ 6❤❡ ❞✐❡8 ❛6

♣♦8✐6✐♦♥ l ❛&❡ ♥♦♥ ❢❛✉❧6② ✐♥ ❡✈❡&② ✇❛❢❡& ❝♦♠♣♦8✐♥❣ 6❤❡ 86❛❝❦✳
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101101101101

110010001110 111111101011 111010001111 100000001000101010101011

100110011100 000111001011 011001101001 000000001000

111010011001

110011001010

110111011010

110100010000 110000000000111001000110 111011001001 111110110101

111111110001 111000000000

010001011001

000101111011

101111100111

110001001111 000001000001010001011001

010100110011 101011101111

011111011010 000000000000

110111101110 100101101001 101010011100 011011111011 000000001000

V 1 V 2 V 3 V 4 S

❋✐❣✉&❡ ✹✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ 3♦❧✉4✐♦♥ S ❢♦& 4❤❡ ✐♥34❛♥❝❡ ♦❢ ✇❛❢❡&✲4♦✲✇❛❢❡& ✐♥4❡❣&❛4✐♦♥ ♣&♦❜✲

❧❡♠ ❞❡♣✐❝4❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✸✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡& ❛ 34❛❝❦ s ❛3 ❛♥m✲4✉♣❧❡ ♦❢ ✈❡❝4♦&3 (vs1, . . . , v
s
m) 3✉❝❤ 4❤❛4 vsi ∈ V i

✳

❆ 34❛❝❦ s ❝❛♥ 4❤❡♥ ❜❡ &❡♣&❡3❡♥4❡❞ ❜② ❛ p✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛&② ✈❡❝4♦& vs ❝♦♠♣✉4❡❞ ❜②

♣❡&❢♦&♠✐♥❣ 4❤❡ ❜✐4✇✐3❡ ❆◆❉ ❜❡4✇❡❡♥ ❡✈❡&② ✈❡❝4♦& ❝♦♠♣♦3✐♥❣ 4❤❡ 34❛❝❦✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ 3✉❝❤ ❛♥ ♦✉4♣✉4 ✐3 ❞❡♣✐❝4❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✹✳ ■4 ❢♦❧❧♦✇3 4❤❛4✿

vs[l] =

m∧

i=1

vsi [l]

❚❤❡3❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✐♥♣✉4 ❛♥❞ ♦✉4♣✉4 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥ 4♦ ❡✈❡&② ✇❛❢❡&✲4♦✲✇❛❢❡& ✐♥4❡❣&❛✲

4✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ 4❤❛4 ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥3✐❞❡& ✐♥ 4❤✐3 4❤❡3✐3✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❣❡♥❡&✐❝ ♣&♦❜❧❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ❇✐♥❛$② ▼✉❧)✐❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❱❡❝)♦$ ❆--✐❣♥♠❡♥)✳

 !♦❜❧❡♠ ✶ ❇✐♥❛$② ▼✉❧)✐❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❱❡❝)♦$ ❆--✐❣♥♠❡♥) ✭❜▼❱❆✮

■♥♣✉, m ♠✉❧4✐3❡43 ♦❢ n p✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛&② ✈❡❝4♦&3✳

❖✉,♣✉, ❆ 3❡4 S ♦❢ n ❞✐3❥♦✐♥4 34❛❝❦3✳

❲❡ ♥♦✇ ✐♥4&♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡&❡♥4 ✇❛②3 4♦ ❡✈❛❧✉❛4❡ ❛ 3♦❧✉4✐♦♥ S✳ ❊❛❝❤ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ❢✉♥❝4✐♦♥

❞❡✜♥❡3 ❛ ❞✐34✐♥❝4 ♣&♦❜❧❡♠✳ ▲❡4 ✉3 ✜&34 ✐♥4&♦❞✉❝❡ ❜♦4❤ ♣&♦❜❧❡♠3 ♣&❡3❡♥4❡❞ ✐♥ ✐♥4&♦❞✉❝✲

4✐♦♥✳ ■♥ 4❤❡ ✜&34 ♦❢ 4❤❡♠✱ 4❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ✐3 4♦ ♠❛①✐♠✐③❡ 4❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♥♦♥ ❢❛✉❧4②

❞✐❡3✳ ■♥ ♦4❤❡& ✇♦&❞3✱ 4❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ✐3 4♦ ♠❛①✐♠✐③❡ 4❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♦♥❡3 ✐♥ 4❤❡ ✈❡❝4♦&3 &❡♣✲

&❡3❡♥4✐♥❣ 4❤❡ 34❛❝❦3✳ ❚❤❡ ♣&♦✜4 ♦❢ ❛ 3♦❧✉4✐♦♥ S ✐3 ❣✐✈❡♥ ❜② cmax
∑

1 (S) =
∑

s∈S c (vs)
✇❤❡&❡ c (vs) =

∑p
l=1 vs[l]✱ ❧❡❛❞✐♥❣ 4♦ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐4✐♦♥ ♦❢ max

∑
1✲❜▼❱❆✿

❚❤❡ ❈❤❛♣4❡& ✼ ✐3 ❡♥4✐&❡❧② ❞❡❞✐❝❛4❡❞ 4♦ ✐43 4❤❡♦&❡4✐❝❛❧ 34✉❞②✳
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❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✸ max
∑

1✲❜▼❱❆ ✭max
∑

1✮

■♥♣✉" ❜▼❱❆ ✐♥♣✉)✳

❖✉"♣✉" ❜▼❱❆ ♦✉)♣✉)✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼❛①✐♠✐③❡ cmax
∑

1 (S) =
∑

s∈S c (vs)✱ )❤❡ ♦✈❡5❛❧❧ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ♦♥❡9✳

❚❤❡ 9❡❝♦♥❞ ♣5♦❜❧❡♠ ❝♦♥9✐❞❡5❡❞ ❛✐♠9 ❛) ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ )❤❡ ♦✈❡5❛❧❧ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ③❡5♦9✳ ❲❡

5❡❢❡5 ❛) ✐) ❛9 min
∑

0✲❜▼❱❆✳ ❚❤❡ ❛99♦❝✐❛)❡❞ ❝♦9) ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ ❛ 9♦❧✉)✐♦♥ S ✐9 ❞❡9❝5✐❜❡❞

❜②✿ cmin
∑

0 (S) =
∑

s∈S p − c (vs)✳ ❚❤✐9 ♣5♦❜❧❡♠ ✐9 )❤❡ ❞✉❛❧ ✈❡59✐♦♥ ♦❢ max
∑

1 ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ❢♦5♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛9 ❢♦❧❧♦✇9✿

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✹ min
∑

0✲❜▼❱❆ ✭min
∑

0✮

■♥♣✉" ❜▼❱❆ ✐♥♣✉)✳

❖✉"♣✉" ❜▼❱❆ ♦✉)♣✉)✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ cmin
∑

0 (S) =
∑

s∈S(p − c (vs)) = np − cmax
∑

1 (S)✱ )❤❡

♦✈❡5❛❧❧ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ③❡5♦9✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐)② 9)✉❞② ♦❢ )❤✐9 ♣5♦❜❧❡♠ ✐9 ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣)❡5 ✽✳

❇♦)❤ ♦❢ )❤❡9❡ ♣5♦❜❧❡♠9 ♣5❡9❡♥) ♦❜✈✐♦✉9 ♣5❛❝)✐❝❛❧ ✐♥)❡5❡9) ❛9 ❜❡✐♥❣ ♣♦99✐❜❧❡ ♠♦❞✲

❡❧✐③❛)✐♦♥9 ♦❢ ■❈ ♠❛♥✉❢❛❝)✉5✐♥❣ ✐99✉❡9 ❛♥❞ ❛5❡ )❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥9✐❞❡5❡❞ ♣5♦❜❧❡♠ ✐♥ )❤✐9

♠❛♥✉9❝5✐♣)✳ ❖)❤❡5 ♣5♦❜❧❡♠9 ♣5❡9❡♥) ❛ ♠♦5❡ )❤❡♦5❡)✐❝❛❧ ✐♥)❡5❡9) 9✐♥❝❡ )❤❡② ❞♦ ♥♦) ❤❛✈❡

9)5❛✐❣❤)❢♦5✇❛5❞ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥9 ❜✉) )❤❡ 9)✉❞② ♦❢ )❤❡✐5 ❝♦♠♣❧❡①✐)② ❣✐✈❡9 9❡✈❡5❛❧ ❝❧✉❡9 ♦♥

)❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐)② ♦❢ max
∑

1 ❛♥❞ min
∑

0 ❛9 ✇❡ ✇✐❧❧ 9❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣)❡59 ✼ ❛♥❞ ✽✳

❚❤❡ ✜59) ♦♥❡✱ ❞❡♥♦)❡❞ ❛9 max 6=0✲❜▼❱❆✱ ❛✐♠9 ❛) ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ )❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ 9)❛❝❦9

5❡♣5❡9❡♥)❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝)♦5 ✇✐)❤ ❛) ❧❡❛9) ♦♥❡ ❝♦♦5❞✐♥❛)❡ 9❡) )♦ ♦♥❡✳

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✺ max 6=0✲❜▼❱❆ ✭max 6=0✮

■♥♣✉" ❜▼❱❆ ✐♥♣✉)✳

❖✉"♣✉" ❜▼❱❆ ♦✉)♣✉)✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼❛①✐♠✐③❡ cmax 6=0
(S) = |{s ∈ S : c (vs) > 0}|✱ )❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ♥♦♥ ③❡5♦

9)❛❝❦9✳
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❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ✐% ❞❡♥♦+❡❞ maxmax 1✲❜▼❱❆ ✳ ■♥ +❤✐% ♣0♦❜❧❡♠✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉+ ♦❢ ✇❛❢❡0✲

+♦✲✇❛❢❡0 ✐♥+❡❣0❛+✐♦♥ ♣0♦❜❧❡♠% ❛♥❞ ❛ %♦❧✉+✐♦♥ S✱ +❤❡ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ✐% +♦ ♠❛①✐♠✐③❡ +❤❡ ♣0♦✜+

♦❢ +❤❡ ❜❡%+ %+❛❝❦ ✐♥ S✿

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✻ maxmax 1✲❜▼❱❆ ✭maxmax 1✮

■♥♣✉" ❜▼❱❆ ✐♥♣✉+✳

❖✉"♣✉" ❜▼❱❆ ♦✉+♣✉+✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼❛①✐♠✐③❡ cmaxmax 1 (S) = maxs∈S c (vs)✱ +❤❡ ♣0♦✜+ ♦❢ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

%+❛❝❦✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ❝♦♥%✐❞❡0 ✐+% ❞✉❛❧ ✈❡0%✐♦♥✱ minmin 0✲❜▼❱❆ ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ✐%

+♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ +❤❡ ❝♦%+ ♦❢ +❤❡ %+❛❝❦ ❝♦♥+❛✐♥✐♥❣ +❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ③❡0♦%✳

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✼ minmin 0✲❜▼❱❆ ✭minmin 0✮

■♥♣✉" ❜▼❱❆ ✐♥♣✉+✳

❖✉"♣✉" ❜▼❱❆ ♦✉+♣✉+✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ cminmin 0 (S) = mins∈S p− c (vs)✱ +❤❡ ❝♦%+ ♦❢ +❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

%+❛❝❦✳

❆❧❧ ♦❢ +❤❡%❡ +❤0❡❡ ♣0♦❜❧❡♠% ❛0❡ +❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣+❡0 ✻✳

■♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ %❤❛❧❧ %+✉❞② +❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ③❡0♦% ♦♥ +❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐+② ♦❢ +❤❡ ♣0♦❜❧❡♠%✳ ❲❡ ✇✐❧❧ +❤❡♥ +❛❦❡ ✐♥+♦ ❝♦♥%✐❞❡0❛+✐♦♥ %♣❡❝✐❛❧ ❝❛%❡% ♦❢ +❤❡

♣0❡✈✐♦✉%❧② ♣0❡%❡♥+❡❞ ♣0♦❜❧❡♠% ✇❤❡0❡ +❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❝♦♦0❞✐♥❛+❡% %❡+ +♦ ③❡0♦ ✐♥ ❛♥②

✈❡❝+♦0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥%+❛♥+ c✳ ❚❤❡%❡ ♣0♦❜❧❡♠% ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦+❡❞ (.)#0≤c✱ +❤✉%

min
∑

0 0❡%+0✐❝+❡❞ +♦ ✐♥%+❛♥❝❡% ✇❤❡0❡ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉+ ✈❡❝+♦0 ❤❛% ❛+ ♠♦%+ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥+

%❡+ +♦ ③❡0♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦+❡❞ ❛% (min
∑

0)#0≤1✳

❋♦0 ❡❛%❡ ♦❢ 0❡❛❞✐♥❣✱ ✇❤❡♥❡✈❡0 +❤❡ ❝♦♥+❡①+ ✐% ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉%✱ +❤❡ ♥♦+❛+✐♦♥ c (S) ✇✐❧❧
❜❡ ✉%❡❞ ✐♥%+❡❛❞ ♦❢ cmax

∑
1 (S)✱ cmin

∑
0 (S)✱ cmax 6=0

(S)✱ cmaxmax 1 (S) ♦0 cminmin 0 (S)✳
❋✉0+❤❡0♠♦0❡✱ ✐♥%+❛♥❝❡% ♦❢ max

∑
1✱ min

∑
0✱ maxmax 1✱ minmin 0 ❛♥❞ max 6=0 ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡♥♦+❡❞ ❜② I[m,n, p]✳
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✹✳✷ ❖❜%❡'✈❛*✐♦♥%

❚❤✐% %❡❝(✐♦♥ ❛✐♠% ❛( ❧✐%(✐♥❣ (❤❡ ♦❜%❡0✈❛(✐♦♥% ❛♥❞ ❛%%✉♠♣(✐♦♥% ♠❛❞❡ ♦♥ ✐♥♣✉( ✐♥%(❛♥❝❡%

♦❢ (❤❡ ❝♦♥%✐❞❡0❡❞ ♣0♦❜❧❡♠%✳ ❚❤❡%❡ ♦❜%❡0✈❛(✐♦♥% ❛♥❞ ❛%%✉♠♣(✐♦♥% ❛0❡ ❝♦♥%✐❞❡0❡❞ (♦ ❜❡

(0✉❡ (❤0♦✉❣❤♦✉( (❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛♥✉%❝0✐♣( ✉♥❧❡%% ❡①♣❧✐❝✐(❧② %♣❡❝✐✜❡❞✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✹✳✶✳ ❲❡ "✉♣♣♦"❡ &❤❛& ❢♦* ❛❧❧ "❡& V i
✱ &❤❡*❡ ❛❧✇❛②" ❡①✐"& j ∈ [n], l ∈ [p]

"✉❝❤ &❤❛& vij [l] = 0✳

■♥ ♦(❤❡0 ✇♦0❞%✱ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡0 ✐♥%(❛♥❝❡% (❤❛( ❞♦ ♥♦( ❝♦♥(❛✐♥ ❛ %❡( ❝♦♥%✐%(✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥

♣❡*❢❡❝& ✈❡❝&♦*"✱ ✐✳❡✳ ✈❡❝(♦0% ✇✐(❤ ♥♦ ❝♦♦0❞✐♥❛(❡ %❡( (♦ ③❡0♦✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❜▼❱❆✲✐♥%(❛♥❝❡✱ ✐❢

✐( ❝♦♥(❛✐♥% ❛( ❧❡❛%( ♦♥❡ ♦❢ (❤♦%❡ ♣❡*❢❡❝& %❡(%✱ (❤❡ ❧❛((❡0 ❝❛♥ ❜❡ 0❡♠♦✈❡❞ ✇✐(❤♦✉( ❛❧(❡0✐♥❣

(❤❡ ❝♦%( ♦❢ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ %♦❧✉(✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❡0❢❡❝( ✈❡❝(♦0% ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% ♥❡✉(0❛❧ ❡❧❡♠❡♥(

❢♦0 (❤❡ ❜✐(✇✐%❡ ❆◆❉ ♦♣❡0❛(✐♦♥✳

❚❤❡ %❛♠❡ ❤②♣♦(❤❡%✐% ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦0 (❤❡ ③❡*♦ "❡&"✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✹✳✷✳ ❲❡ "✉♣♣♦"❡ &❤❛& ❢♦* ❛❧❧ "❡& V i
✱ &❤❡*❡ ❛❧✇❛②" ❡①✐"& j ∈ [n], l ∈ [p]

"✉❝❤ &❤❛& vij [l] = 1✳

■♥ ♦(❤❡0 ✇♦0❞%✱ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡0 ✐♥%(❛♥❝❡% ✇✐(❤ ♥♦ %❡( ❝♦♥(❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ③❡*♦ ✈❡❝&♦*"✱

✐✳❡✳ ✈❡❝(♦0% ✇✐(❤ ❛❧❧ ✐(% ❝♦♦0❞✐♥❛(❡% %❡( (♦ ③❡0♦✳ ❙✉❝❤ ❛ %❡( ✐♥ ❛♥ ❜▼❱❆✲✐♥%(❛♥❝❡

✇♦✉❧❞ ♥✉❧❧✐❢② ❡✈❡0② %(❛❝❦ 0❡♣0❡%❡♥(❛(✐✈❡ ✈❡❝(♦0✱ %✐♥❝❡ ❛ ③❡0♦ ✈❡❝(♦0 ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% ❛♥

❛❜%♦0❜✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥( ❢♦0 (❤❡ ❜✐(✇✐%❡ ❆◆❉ ♦♣❡0❛(✐♦♥✳ ■( ❢♦❧❧♦✇% (❤❛( ❛♥② ❛%%✐❣♥♠❡♥( ✐%

❛♥ ♦♣(✐♠❛❧ %♦❧✉(✐♦♥ ❛♥❞ (❤✉% (❤❛( %✉❝❤ ❜▼❱❆✲✐♥%(❛♥❝❡% ❝❛♥ ❜❡ %♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

(✐♠❡✳

❇❛%❡❞ ♦♥ (❤❡ %❛♠❡ 0❡♠❛0❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ %✐♠✐❧❛0 ❤②♣♦(❤❡%✐% ❛( (❤❡ ❝♦♦0❞✐♥❛(❡

❧❡✈❡❧✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✹✳✸✳ ❲❡ "✉♣♣♦"❡ &❤❛& ❢♦* ❛❧❧ "❡& V i
❛♥❞ ❢♦* ❡✈❡*② ❝♦♦*❞✐♥❛&❡ l ∈ [p]✱ &❤❡*❡

❛❧✇❛②" ❡①✐"&" j ∈ [n] "✉❝❤ &❤❛& vij [l] = 1✳

▲❡( ✉% ❝♦♥%✐❞❡0 ❛♥ ✐♥%(❛♥❝❡ (❤❛( ✈✐♦❧❛(❡% ❍②♣♦(❤❡%✐% ✹✳✸ ❛♥❞ (❤✉% %✉❝❤ (❤❛( ❣✐✈❡♥ ❛

%❡( V i
❛♥❞ ❛ ❝♦♦0❞✐♥❛(❡ l ∈ [p]✱ vij [l] = 0, ∀j ∈ [n]✳ ■♥ %✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉0❛(✐♦♥✱ ❛♥② %♦❧✉(✐♦♥

S %❛(✐%✜❡% vs[l] = 0 ❢♦0 ❡✈❡0② %(❛❝❦ s ∈ S✳ ❚❤❡ ❝♦♦0❞✐♥❛(❡ l ❝❛♥ (❤✉% ❜❡ 0❡♠♦✈❡❞

❢0♦♠ ❡✈❡0② ✈❡❝(♦0 ♦❢ (❤❡ ✐♥%(❛♥❝❡✳ ◆♦(❡ (❤❛( (❤✐% ❝❛♥ ❧❡❛❞ (♦ ❛♥ ❛❧(❡0❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡

%♦❧✉(✐♦♥ ❝♦%( ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ (❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥✱ ❛♥❞ (❤✉% ❧❡❣✐(✐♠❛(❡% K✉❡%(✐♦♥% ❛❜♦✉(

❛♣♣0♦①✐♠❛❜✐❧✐(② 0❡%✉❧(% ❢♦0 (❤❡%❡ ♣0♦❜❧❡♠%

✶

✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ (❤❡%❡ ♣0♦❜❧❡♠% ❛0❡ ♠✐♥✐♠✐③❛(✐♦♥

♣0♦❜❧❡♠%✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥② ❛♣♣0♦①✐♠❛(✐♦♥ ❛❧❣♦0✐(❤♠ ❢♦0 ❜▼❱❆✲✐♥%(❛♥❝❡% %❛(✐%❢②✐♥❣ ✹✳✸

✇♦✉❧❞ ♣0♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♣♣0♦①✐♠❛(✐♦♥ ❛❧❣♦0✐(❤♠ ✇✐(❤ ❛( ❧❡❛%( (❤❡ %❛♠❡ 0❛(✐♦ ❢♦0 ❜▼❱❆✲

✐♥%(❛♥❝❡% ❝♦♥(❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦0 ♠♦0❡ ③❡0♦ ❝♦♦0❞✐♥❛(❡%✳ ■( ✐% %✉✣❝✐❡♥( (♦ ❞❡❧❡(❡ (❤❡ ③❡0♦✲

❝♦♦0❞✐♥❛(❡%✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ (❤❡ ❛❧❣♦0✐(❤♠ ♦♥ (❤❡ ❝0❡❛(❡❞ ✐♥%(❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❜❛❝❦ (❤❡

❞❡❧❡(❡❞ ❝♦♦0❞✐♥❛(❡%✳ ❲❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❜❛❝❦ (❤❡ ③❡0♦✲❝♦♦0❞✐♥❛(❡%✱ (❤❡ ❝♦%( ♦❢ (❤❡ 0❡(✉0♥❡❞

%♦❧✉(✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ♦♥❡ ❛0❡ ✐♥❝0❡❛%❡❞ ❜② (❤❡ %❛♠❡ ❛♠♦✉♥( ❛♥❞ (❤❡ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡

0❛(✐♦ ♦❢ (❤❡ 0❡(✉0♥❡❞ %♦❧✉(✐♦♥ ✐% ✐♠♣0♦✈❡❞✳

❆ ❧❛%( ❤②♣♦(❤❡%✐% ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛( (❤❡ ❝♦♦0❞✐♥❛(❡ ❧❡✈❡❧✳

✶

■♥❝#✐♠✐♥❛'❡❞ ♣#♦❜❧❡♠. ❛#❡ minmin 0 ❛♥❞ min
∑

0✳



✻✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ #❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙

❍②♣♦$❤❡'✐' ✹✳✹✳ ❲❡ "✉♣♣♦"❡ &❤❛& ❢♦* ❡✈❡*② ❝♦♦*❞✐♥❛&❡ l ∈ [p]✱ &❤❡*❡ ❛❧✇❛②" ❡①✐"&
i ∈ [m] ❛♥❞ j ∈ [n] "✉❝❤ &❤❛& vij [l] = 0✳

❘♦✉❣❤❧② )♣❡❛❦✐♥❣✱ ❢♦2 ❛♥② ❝♦♦2❞✐♥❛5❡ l ∈ [p]✱ 5❤❡2❡ ❡①✐)5) ❛5 ❧❡❛)5 ♦♥❡ ✈❡❝5♦2 ✐♥

5❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥)5❛♥❝❡ 5❤❛5 ❤❛) 5❤❡ lth ❝♦♦2❞✐♥❛5❡ )❡5 5♦ ③❡2♦✳ ❖5❤❡2✇✐)❡✱ ❛♥② )♦❧✉5✐♦♥ S
✇♦✉❧❞ )❛5✐)❢② vs[l] = 1 ❢♦2 ❡✈❡2② )5❛❝❦ s ∈ S✳ ❙✉❝❤ ❝♦♦2❞✐♥❛5❡) ❝❛♥ 5❤❡♥ ❜❡ 2❡♠♦✈❡❞

❢2♦♠ 5❤❡ ✐♥)5❛♥❝❡✳ ❲❡ ✉)❡ )❛♠❡ ❛2❣✉♠❡♥5✱ ❜✉5 ❢♦2 ♠❛①✐♠✐③❛5✐♦♥ ♣2♦❜❧❡♠)✱ 5♦ )❤♦✇

5❤❛5 )✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡2❛5✐♦♥ ✐) )❛❢❡ ❢2♦♠ 5❤❡ ❛♣♣2♦①✐♠❛❜✐❧✐5② ♣♦✐♥5 ♦❢ ✈✐❡✇✳



✺

❘❡❧❛%❡❞ ❲♦)❦

❈♦♥#❡♥#%

✺✳✶ ▼✉❧#✐✲❉✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ❆**✐❣♥♠❡♥# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✷ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ .❤❡ ❞✐❡ ②✐❡❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✸ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ .❤❡ ❢❛✉❧.7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

❆! ♣♦✐♥&❡❞ ♦✉& ❜② &❤❡✐- ♥❛♠❡!✱ &❤❡!❡ ♣-♦❜❧❡♠! ❤❛✈❡ !&-♦♥❣ -❡❧❛&✐♦♥!❤✐♣! ✇✐&❤ ❛!✲

!✐❣♥♠❡♥& ♣-♦❜❧❡♠!✳ ■♥ ❢❛❝&✱ &❤❡!❡ ❛-❡ ♣❛-&✐❝✉❧❛- ❝❛!❡! ♦❢ &❤❡ ❛①✐❛❧ ▼✉❧&✐✲■♥❞❡①

❆--✐❣♥♠❡♥& ✭❛①✐❛❧ ▼■❆ ❢♦- !❤♦-&✮ ❛❧!♦ ❦♥♦✇♥ ❛! ▼✉❧&✐✲❉✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❆--✐❣♥✲

♠❡♥& ✭♦- !❤♦-&❧② ▼❉❆✮✳ ■♥ &❤✐! ♣-♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛-❡ ❣✐✈❡♥ m !❡&! A1, A2, . . . , Am ♦❢ n
❡❧❡♠❡♥&! ❡❛❝❤✳ ❋♦- ❡❛❝❤ m✲&✉♣❧❡ t ∈ A1 × . . . Am✱ ❛ ❝♦!& ct ✐! ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣-♦❜❧❡♠ ✐!

♥♦✇ &♦ ✜♥❞ ❡①❛❝&❧② n m✲&✉♣❧❡! !✉❝❤ &❤❛& ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥& ♦❢
⋃

i∈[m]Ai ✐! ✐♥ ❡①❛❝&❧② ♦♥❡

m✲&✉♣❧❡✳ ❚❤✐! ♣-♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦-♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛! ❢♦❧❧♦✇!✿

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✽ ▼✉❧&✐✲❉✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❆--✐❣♥♠❡♥& ✭▼❉❆✮

■♥♣✉" m !❡&! A1, . . . , Am !✉❝❤ &❤❛& |A1| = · · · = |Am| = n ❛♥❞ ❛ ❝♦!& ✭♦- ❛
♣-♦✜&✮ ❢✉♥❝&✐♦♥ c : A1 × · · · ×Am → N✳

❖✉"♣✉" n ❞✐!❥♦✐♥& m✲&✉♣❧❡!✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ &❤❡ &♦&❛❧ ❝♦!& ✭♦- ♠❛①✐♠✐③❡ &❤❡ &♦&❛❧ ♣-♦✜&✮ ♦❢ &❤❡m✲&✉♣❧❡!✳

✻✸



✻✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑

✺✳✶ ▼✉❧#✐✲❉✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ❆**✐❣♥♠❡♥#

"#♦❜❧❡♠ ✽ ❤❛, ❜❡❡♥ ✜#,/ ✐♥/#♦❞✉❝❡❞ ❜② "✐❡#,❦❛❧❧❛ ❬"✐❡✻✽❪ ✐♥ ✶✾✻✽ ❛, ❛♥ ❡①/❡♥,✐♦♥ ♦❢

/❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧✐♥❡❛# ❛,,✐❣♥♠❡♥/ ♣#♦❜❧❡♠,✳ ❚❤✐, ♣❛♣❡# ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉, ♦♥ /❤❡ ❚❤"❡❡✲

❉✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❆))✐❣♥♠❡♥/ ✭❞❡♥♦/❡❞ ❛, ✸❉❆✮ ❜❡✐♥❣ /❤❡ ♣❛#/✐❝✉❧❛# ❝❛,❡ ♦❢ ▼❉❆

✇✐/❤ m = 3✳ ❚❤❡ ❛✉/❤♦# ♣#♦✈✐❞❡, ❛♥ ✐♥/❡❣❡# ❧✐♥❡❛# ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣ ❢♦#♠✉❧❛/✐♦♥ ❞❡♣✐❝/❡❞

❤❡#❡❛❢/❡#✳ ◆♦/❡ /❤❛/ ✐/ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛,✐❧② ❣❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ❢♦# ❣#❡❛/❡# ✈❛❧✉❡, ♦❢ m✳

■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ■ ●❡♥❡#✐❝ ❢♦#♠✉❧❛/✐♦♥ ❢♦# ✸❉❆

▼✐♥✐♠✐③❡

∑

i∈[n]

∑

j∈[n]

∑

l∈[n]

cijlxijl ✭■✳✶✮

❙✉❜❥❡❝+ ❚♦

∑

i∈[n]

∑

j∈[n]

xijl = 1 ∀l = 1, . . . , n ✭■✳✷✮

∑

i∈[n]

∑

l∈[n]

xijl = 1 ∀j = 1, . . . , n ✭■✳✸✮

∑

j∈[n]

∑

l∈[n]

xijl = 1 ∀i = 1, . . . , n ✭■✳✹✮

xijl ∈ {0, 1} ∀i, j, l ✭■✳✺✮

❯♥❧✐❦❡ +❤❡ ❝❧❛99✐❝❛❧ +✇♦ ❞✐♠❡♥9✐♦♥❛❧ ❛99✐❣♥♠❡♥+ ♣?♦❜❧❡♠9✱ ▼❉❆ +✉?♥9 ♦✉+ +♦ ❜❡

♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ✷✶ NP✲❤❛?❞ ♣?♦❜❧❡♠9 ✐♥+?♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑❛?♣ ❬❑❛?✼✷❪ ❡✈❡♥ ❢♦? m = 3✳ ■♥ ❢❛❝+✱

❈?❛♠❛ ❡+ ❛❧✳ ♣?♦✈❡❞ ✐♥ ❬❈❙✾✷❪ +❤❛+ ✸❉❆ ❝❛♥♥♦+ ❜❡ ❛♣♣?♦①✐♠❛+❡❞ ✇✐+❤✐♥ ❛ ❝♦♥9+❛♥+

?❛+✐♦ ✉♥❧❡99 P = NP✳

❖♥ +❤❡ ♦+❤❡? ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ?❡9+?✐❝+❡❞ +♦ 9♦♠❡ ♣❛?+✐❝✉❧❛? ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥9✱ +❤❡

♣?♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐+9 ❛♣♣?♦①✐♠❛+✐♦♥ ❛❧❣♦?✐+❤♠9 ✇✐+❤ ❝♦♥9+❛♥+ ?❛+✐♦✳ ■♥ ❬❈❙✾✷❪✱ ❈?❛♠❛ ❡+

❛❧✳ ✐♥✈❡9+✐❣❛+❡❞ ✸❉❆ ✇✐+❤ +?✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡M✉❛❧✐+✐❡9✳ ❚❤✐9 ♣?♦❜❧❡♠ ✐9 ❜❛9❡❞ ♦♥ +❤❡ ❣?❛♣❤

+❤❡♦?❡+✐❝ ✈❡?9✐♦♥ ♦❢ ✸❉❆✱ ❢♦?♠❛❧✐③❡❞ ❤❡?❡❛❢+❡?✳

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✾ ▼✉❧&✐✲❉✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ❆,,✐❣♥♠❡♥& ✭❣?❛♣❤ ✈❡?9✐♦♥✮

■♥♣✉" ❆ +?✐♣❛?+✐+❡ ❝♦♠♣❧❡+❡ ❣?❛♣❤ G = (I, J, L) 9✉❝❤ +❤❛+ |I| = |J | =
|L| = n ❛♥❞ ❛ ❝♦9+ ✭♦? ♣?♦✜+✮ ❢✉♥❝+✐♦♥ c +❤❛+ ♠❛♣9 +♦ ❛♥② +?✐❛♥❣❧❡

(i ∈ I, j ∈ J, l ∈ L) ❛ ❝♦9+ c(i, j, l)✳

❖✉"♣✉" n ❞✐9❥♦✐♥+ +?✐❛♥❣❧❡9✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ +❤❡ +♦+❛❧ ❝♦9+ ✭♦? ♠❛①✐♠✐③❡ +❤❡ +♦+❛❧ ♣?♦✜+✮ ♦❢ +❤❡ +?✐❛♥❣❧❡9✳
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■♥$%❡❛❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛.❜✐%.❛.② ❝♦$%$ ❢♦. ❡❛❝❤ %.✐❛♥❣❧❡✱ %❤❡ ❛✉%❤♦.$ ❝♦♥$✐❞❡. ❛ ❞✐$%❛♥❝❡

d(i, j) ✭.❡$♣✳ d(j, l), d(i, l)✮ ❢♦. ❡✈❡.② ❡❞❣❡ {i, j} ✭.❡$♣✳ {j, l}✱ {i, l}✮ ❛♥❞ %❤❡② ❛$$✉♠❡

%❤❛% ❛♥② %.✐❛♥❣❧❡ (i, j, l) ✐$ $✉❝❤ %❤❛% %❤❡ %.✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡<✉❛❧✐%② ✐$ $❛%✐$✜❡❞✳ ❇❛$❡❞ ♦♥ %❤✐$

♠♦❞❡❧✱ %❤❡② ❞❡✜♥❡ %✇♦ ❝♦$% ❢✉♥❝%✐♦♥$✳ ❚❤❡ ✜.$% ❝♦$% ❢✉♥❝%✐♦♥ c1 ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❛$ %❤❡ $✉♠

♦❢ %❤❡ ❞✐$%❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦%❤❡. ✇♦.❞$✿

c1(i, j, l) = d(i, j) + d(i, l) + d(j, l)

❚❤❡ $❡❝♦♥❞ ❝♦$% ❢✉♥❝%✐♦♥ c2 ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❛$✿

c2(i, j, l) = d(i, j) + d(i, l) + d(j, l)−max {d(i, j), d(i, l), d(j, l)}

❘♦✉❣❤❧② $♣❡❛❦✐♥❣ c2 ✐$ %❤❡ $✉♠ ♦❢ %❤❡ %✇♦ $❤♦.%❡$% ❞✐$%❛♥❝❡$ ✐♥ %❤❡ ❝♦♥$✐❞❡.❡❞ %.✐❛♥❣❧❡✳

❊✈❡♥ %❤♦✉❣❤ %❤✐$ ♠♦❞❡❧ ✐$ NP✲❤❛.❞✱ ❛✉%❤♦.$ ♦❢ ❬❈❙✾✷❪ ♣.♦✈✐❞❡$ ❛

3/2✲❛♣♣.♦①✐♠❛%✐♦♥

❛❧❣♦.✐%❤♠ ✭.❡$♣✳

4/3✲❛♣♣.♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦.✐%❤♠✮ ❢♦. %❤❡ ✜.$% ✭.❡$♣✳ %❤❡ $❡❝♦♥❞✮ ♠♦❞❡❧✳

❚❤✐$ ❛.%✐❝❧❡ ♣❛✈❡❞ %❤❡ ✇❛② %♦✇❛.❞ $✐♠✐❧❛. ❝♦$%$ ♠♦❞❡❧$✿ ❞❡❝♦♠♣♦&❛❜❧❡ ❝♦&*& ❜❛$❡❞

♠♦❞❡❧$✳ ❲❡ $❛② %❤❛% ❛ ❝♦$% ♠♦❞❡❧ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦$❛❜❧❡ ❝♦$%$ ✐❢✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦$%

❢✉♥❝%✐♦♥ c ❛♥❞ ✈❛❧✉❡$ du,v ❛$$♦❝✐❛%❡❞ %♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ {u, v}✱ c ✐$ $✉❝❤ %❤❛% %❤❡ ❝♦$% ♦❢

❛ %.✐❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡ d✬$ ❛$$♦❝✐❛%❡❞ %♦ %❤❡ ❡❞❣❡$ ♦❢ %❤❡ %.✐❛♥❣❧❡$✳ ❚❤❡ ♥♦%✐♦♥ ♦❢

❞❡❝♦♠♣♦$❛❜❧❡ ❝♦$%$ ❝❛♥ ❜❡ ❡①%❡♥❞❡❞ %♦ ❝♦$% ♠♦❞❡❧ ❜❛$❡❞ ♦♥ ✐♥%❡❣❡.$ ❛$$♦❝✐❛%❡❞ %♦

✈❡.%✐❝❡$ ✐♥$%❡❛❞ ♦❢ ❡❞❣❡$✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❢♦. ✐♥$%❛♥❝❡ ❝✐%❡ %❤❡ ✇♦.❦ ♦❢ ❇✉.❦❛.❞ ❡% ❛❧✳ ❬❇❘❲✾✻❪ ✇❤❡.❡ ✐♥%❡❣❡.$ ❛.❡

❛$$♦❝✐❛%❡❞ %♦ ✈❡.%✐❝❡$ ❛♥❞ ✇❤❡.❡ ci,j,l = di× dj × dl✳ ❚❤❡ ❛✉%❤♦.$ ♣.♦✈❡ %❤❛%✱ ✇✐%❤ %❤❡

d ✈❛❧✉❡$ ❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❛%✐✈❡ .❡❛❧ ♥✉♠❜❡.$✱ %❤❡ ♣.♦❜❧❡♠ ✐$ NP✲❤❛.❞ ❢♦. ♠✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥

❜✉% ✐$ ✐♥ P ✇❤❡♥ ❝♦♥$✐❞❡.✐♥❣ %❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛%✐♦♥ ✈❡.$✐♦♥✳

❲❤❡♥ ❝♦♥$✐❞❡.✐♥❣ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ m > 3✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐%❡ %❤❡ ✇♦.❦ ♦❢ ❇❛♥❞❡❧% ❡% ❛❧✳ ❬❇❈❙✾✹❪✳

■♥ %❤✐$ ❛.%✐❝❧❡✱ ❛✉%❤♦.$ ❢♦❝✉$ ♦♥ ▼❉❆ ✇✐%❤ ❞❡❝♦♠♣♦$❛❜❧❡ ❝♦$%$✳ ●✐✈❡♥ ❛ m✲♣❛.%✐%❡

❝♦♠♣❧❡%❡ ❣.❛♣❤✱ %❤❡ ♥♦%✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦$❛❜❧❡ ❝♦$%$ ✐$ ❡①%❡♥❞❡❞ ✐♥ %❤❡ ✐♥%✉✐%✐✈❡ ✇❛②✿ %❤❡

❝♦$% ❢✉♥❝%✐♦♥ c ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦$❛❜❧❡ ❝♦$%$ ✐❢ %❤❡ ❝♦$% ♦❢ ❛ ❝❧✐<✉❡ ❞❡♣❡♥❞$ ♦♥ %❤❡

❡❞❣❡ .❡❧❛%❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥%$✳ ❚❤❡② ❝♦♥$✐❞❡. $❡✈❡.❛❧ ❝♦$% ❢✉♥❝%✐♦♥$✿

• %❤❡ $✉♠ ♦❢ %❤❡ ❧❡♥❣%❤$ ♦❢ %❤❡ ❡❞❣❡$✱

• %❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣%❤ ♦❢ ❛ $♣❛♥♥✐♥❣ $%❛.✱

• %❤❡ %.❛✈❡❧✐♥❣ $❛❧❡$♠❛♥ %♦✉.✱

• %❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣%❤ ♦❢ ❛ $♣❛♥♥✐♥❣ %.❡❡✳

❋♦. ❡❛❝❤ ♦❢ %❤❡$❡ ❝♦$% ❢✉♥❝%✐♦♥$✱ %❤❡② ♣.♦✈✐❞❡ ❤❡✉.✐$%✐❝$ ❛♥❞ $❤♦✇ %❤❛% ❛❝❝♦.❞✐♥❣ %♦

$♦♠❡ ♣❛.❛♠❡%❡.$

✶

✱ %❤❡$❡ ❤❡✉.✐$%✐❝$ ❛.❡ ❛♣♣.♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦.✐%❤♠$✳

❲❡ ❝❛♥ .❡♠❛.❦ %❤❛% %❤❡ ♣.♦❜❧❡♠$ ✇❡ ❝♦♥$✐❞❡. ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦$%$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ❞❡❝♦♠✲

♣♦$❛❜❧❡ ❝♦$%$✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❡❝%♦. v ✐♥ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡%❡ m✲♣❛.%✐%❡ ❣.❛♣❤ .❡♣.❡$❡♥%✐♥❣

❛♥ ✐♥$%❛♥❝❡ ♦❢ max
∑

1 ✭.❡$♣✳ min
∑

0✮✱ v ❝❛♥ ❜❡ $❡❡♥ ❛$ %❤❡ ❜✐♥❛.② .❡♣.❡$❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢

✶

■♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇❤❛+ +❤❡ ❝❛❧❧ +❤❡ ❞✐-+❛♥❝❡ +♦ +/✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡0✉❛❧✐+② ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❧✐0✉❡✱ ❣✐✈❡- ❛ ♠❡❛-✉/❡

♦❢ ❤♦✇ ❢❛/ ✐- +❤✐- ❝❧✐0✉❡ ❢/♦♠ -❛+✐-❢②✐♥❣ +/✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡0✉❛❧✐+②✳



✻✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑

❛♥ ✐♥$❡❣❡' ✭'❡)♣✳ ❛) $❤❡ ♦♥❡✬) ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ❜✐♥❛'② '❡♣'❡)❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥$❡❣❡'✮

$❤❛$ ✇❡ ❝❛❧❧ dv✳ ❚❤❡ ♣'♦✜$ ✭'❡)♣✳ $❤❡ ❝♦)$✮ ♦❢ ❛♥ m✲$✉♣❧❡ ✐) ❞❡✜♥❡❞ ❛) $❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣

✇❡✐❣❤$ ♦❢ $❤❡ ✈❡❝$♦' '❡)✉❧$✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ❜✐$✇✐)❡ ❆◆❉ ♦❢ $❤❡ ❜✐♥❛'② '❡♣'❡)❡♥$❛$✐♦♥) ♦❢

✈❡❝$♦') ✐♥ $❤❡ m✲$✉♣❧❡✳

❖$❤❡' ✇♦'❦) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ♦♥ ✸❉❆ ❛♥❞ ♠♦'❡ ❣❡♥❡'❛❧❧② ♦♥ ▼❉❆ ❜✉$ $❤❡✐'

)❝♦♣❡ $❡♥❞) $♦ ❜❡ ❢❛' ❢'♦♠ ✇❤❛$ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥)✐❞❡' ✐♥ $❤✐) ♠❛♥✉)❝'✐♣$✳ ❋♦' ✐♥)$❛♥❝❡✱

✇♦'❦) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ $❤❡ ♣♦❧②❤❡❞'❛❧ ❛)♣❡❝$) ♦' ❛❜♦✉$ $❤❡ ❛)②♠♣$♦$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉'

♦❢ $❤❡ ♣'♦❜❧❡♠✳ ❲❡ '❡❢❡' $❤❡ ❦❡❡♥ '❡❛❞❡' $♦ )✉'✈❡②) ♦❢ ❇✉'❦❛'❞ ❡$ ❛❧✳ ❬❇➬✾✾❪ ❛♥❞ ♦❢

❙♣✐❡❦)♠❛ ❬❙♣✐✵✵❪ ❛♥❞ $♦ $❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥$ ❜♦♦❦ ♦❢ ❇✉'❦❛'❞ ❡$ ❛❧✳ ❬❇❉▼✵✾❪✳

✺✳✷ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ +❤❡ ❞✐❡ ②✐❡❧❞

❖♥❡ ♦❢ $❤❡ ♣'♦❜❧❡♠) ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡'✱ max
∑

1✲❜▼❱❆✱ ❤❛) ❜❡❡♥ ✜')$ ✐♥$'♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘❡❞❛

❡$ ❛❧✳ ✐♥ ❬❘❙❙✵✾❪ ❛) $❤❡ ❋✉♥❝*✐♦♥❛❧ ❨✐❡❧❞ ▼❛①✐♠✐③❛*✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠✳ ❆✉$❤♦') ♦❢ $❤✐)

♣❛♣❡' ♣♦✐♥$ ♦✉$ $❤❛$ $❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ✐) NP✲❤❛'❞✳ ❚❤❡② ✐♥❞❡❡❞ ♠❡♥$✐♦♥ $❤❛$ $❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧

NP✲❤❛'❞ ♣'♦❜❧❡♠ ✸✲❉▼ '❡❞✉❝❡) $♦ $❤❡ ❋✉♥❝*✐♦♥❛❧ ❨✐❡❧❞ ▼❛①✐♠✐③❛*✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠✳

❚❤❡② ❛❧)♦ ♣'♦✈✐❞❡ $✇♦ ❤❡✉'✐)$✐❝) ❜❛)❡❞ '❡)♣❡❝$✐✈❡❧② ♦♥ ❣'❡❡❞② ❛♥❞ ✐$❡'❛$✐✈❡ ♠❛$❝❤✐♥❣)

)$'❛$❡❣✐❡)✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥)$❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❋✉♥❝*✐♦♥❛❧ ❨✐❡❧❞ ▼❛①✐♠✐③❛*✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ✇✐$❤ m
)❡$) ♦❢ n ✇❛❢❡')✳ ❚❤❡ ❣'❡❡❞② ❤❡✉'✐)$✐❝ ❝♦♥)✐)$) ✐♥ ❝♦♠♣✉$✐♥❣ ❡✈❡'② nm

♣♦))✐❜❧❡ )$❛❝❦)

❛♥❞ ❝♦♥)$'✉❝$✐♥❣ ❛ ❢❡❛)✐❜❧❡ )♦❧✉$✐♦♥ ❜② )❡❧❡❝$✐♥❣ ✜')$ $❤❡ )$❛❝❦) ✇✐$❤ $❤❡ ❜❡)$ ②✐❡❧❞✳

◆♦$❡ $❤❛$ $❤✐) ❤❡✉'✐)$✐❝ '✉♥) ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ $✐♠❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ m ✐) ✜①❡❞✳

❚❤❡ ✐$❡'❛$✐✈❡ ♠❛$❝❤✐♥❣ ❜❛)❡❞ ❤❡✉'✐)$✐❝ ♣'♦❝❡❡❞) ❛) ❢♦❧❧♦✇)✿ ✐$ ♠❛✐♥$❛✐♥) ❛ )❡$ ♦❢

♣❛'$✐❛❧ )$❛❝❦)✱ $❤❛$ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ $❤❡ ❤✉❜ #❡%✳ ❆$ ❡❛❝❤ ✐$❡'❛$✐♦♥✱ $❤❡ ♦♣$✐♠❛❧ ♠❛$❝❤✐♥❣

❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❤✉❜ )❡$ ❛♥❞ ❡✈❡'② ✉♥♣'♦❝❡))❡❞ )❡$ ✐) ❝♦♠♣✉$❡❞✳ ❚❤❡ ❤❡✉'✐)$✐❝ )❡❧❡❝$)

$❤❡ ✉♥♣'♦❝❡))❡❞ )❡$ $❤❛$ ♣'♦✈✐❞❡) $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣'♦✜$ ♠❛$❝❤✐♥❣✱ ♠❛'❦) $❤✐) )❡$ ❛)

♣'♦❝❡))❡❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛$❡ $❤❡ ✇❛❢❡') ♦❢ $❤❡ ❤✉❜ )❡$ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♦♣$✐♠❛❧ ♠❛$❝❤✐♥❣✳

❆✉$❤♦') ♦❢ ❬❘❙❙✵✾❪ ❛❧)♦ ❝♦♥)✐❞❡' $❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧ ■▲T ❢♦'♠✉❧❛$✐♦♥ ❞❡♣✐❝$❡❞ ✐♥ ■▲T ✭■✮✳

❚❤❡② ♣'♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ '❡)✉❧$) ❜❛)❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝♦♠♣❛'✐)♦♥ ♦❢ $❤❡✐' ♣'♦♣♦)❡❞ '❡)♦❧✉✲

$✐♦♥ $❡❝❤♥✐U✉❡) ✇✐$❤ ❛ '❛♥❞♦♠ ❛))✐❣♥♠❡♥$ )$'❛$❡❣②✳ ❚❤❡)❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ '❡)✉❧$) ✇✐❧❧

❜❡ ❞✐)❝✉))❡❞ ✐♥ $❤❡ ❈❤❛♣$❡' ✾✳✶ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣'❡)❡♥$ ❛ )$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛'$ ♦❢ $❤❡ ♣'❛❝$✐❝❛❧

❛)♣❡❝$) ♦❢ $❤❡ ♣'♦❜❧❡♠✳

❚♦ ♦✉' ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② ❡①❛❝$ '❡)♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❤❛) ❜❡❡♥ )$✉❞✐❡❞✳ ■$ ❤❛)

❜❡❡♥ ❜'♦❛❝❤❡❞ ✐♥ $✇♦ ❛'$✐❝❧❡) ♦❢ ❉♦❦❦❛ ❡$ ❛❧✳ ❬❉♦❦✰✶✷❀ ❉❈❙✶✹❪✱ ❜♦$❤ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐$❤

✐$) ❞✉❛❧ ✈❡')✐♦♥ min
∑

0✲❜▼❱❆✳ ■♥ $❤❡)❡ ❛'$✐❝❧❡)✱ $❤❡ ❛✉$❤♦') ♣'♦✈✐❞❡ $✇♦ ❛❧$❡'♥❛$✐✈❡

■▲T ❢♦'♠✉❧❛$✐♦♥) ❞❡♣✐❝$❡❞ ✐♥ ❋♦'♠✉❧❛$✐♦♥) ✭■■✮ ❛♥❞ ✭■■■✮✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ $❤❡ ❋♦'♠✉❧❛$✐♦♥ ✭■■✮ ✐) $♦ ❝♦♥)✐❞❡' $❤❡ )❡$ V 1
❛) ❛ ❤✉❜ )❡$ ♦♥ ✇❤✐❝❤

✈❡❝$♦') ♦❢ $❤❡ ♦$❤❡' )❡$ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧✉❣❣❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦'♠✉❧❛$✐♦♥ ✐) ❜❛)❡❞ ♦♥ zu,v ✈❛'✐❛❜❧❡) ✇✐$❤

u ∈ V 1
❛♥❞ v ∈

⋃m
i=2✳ ❆ ✈❛'✐❛❜❧❡ zu,v ✐) )❡$ $♦ ♦♥❡✱ ✐❢ ✈❡❝$♦' v ✐) ❛))✐❣♥❡❞ $♦ ✈❡❝$♦'

u✳ ❖$❤❡' ✈❛'✐❛❜❧❡) ❛'❡ ✐♥$'♦❞✉❝❡❞ $♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ♣'♦✜$ ♦❢ ❛♥ ❛))✐❣♥♠❡♥$✳ ❚❤❡)❡ ❛'❡

$❤❡ yu,l ✈❛'✐❛❜❧❡) ✇✐$❤ u ∈ V 1
❛♥❞ l ∈ [p]✳ ❆ yu,l ✈❛'✐❛❜❧❡ ✐) )❡$ $♦ ♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

$❤❡ lth ❝♦♦'❞✐♥❛$❡ ♦❢ $❤❡ ✈❡❝$♦' '❡♣'❡)❡♥$✐♥❣ $❤❡ )$❛❝❦ ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ u ✐) )❡$ $♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡

♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✐) $❤❡♥ $♦ ♠❛①✐♠✐③❡ $❤❡ )✉♠ ♦✈❡' $❤❡ yu,l ✈❛'✐❛❜❧❡)✳



✺✳✷✳ ▼❆❳■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❉■❊ ❨■❊▲❉ ✻✼

■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ■■ ❆❧$❡&♥❛$✐✈❡ ■▲- ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❢♦& max
∑

1

▼❛①✐♠✐③❡

∑

u∈V 1

∑

l∈[p]

yu,l ✭■■✳✶✮

❙✉❜❥❡❝$ ❚♦

∑

u∈V 1

zu,v = 1 ∀v ∈
m⋃

i=2

V i
✭■■✳✷✮

∑

v∈
⋃m

i=2 V
i

zu,v = 1 ∀u ∈ V 1
✭■■✳✸✮

yu,l ≤ min(u[l], v[l]).zu,v ∀l ∈ [p], u ∈ V 1, v ∈
m⋃

i=2

V i
✭■■✳✹✮

zu,v ∈ {0, 1} ∀u ∈ V 1, v ∈
m⋃

i=2

V i
✭■■✳✺✮

❚❤❡ ❋♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✭■■■✮ ❤❛D ❜❡❡♥ ✐♥$&♦❞✉❝❡❞ $♦ ♣&♦✈❡ $❤❛$min
∑

0 ✭❛♥❞ $❤✉Dmax
∑

1✮
❝❛♥ ❜❡ D♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ $✐♠❡ ✇❤❡♥ p ✐D ✜①❡❞✳ ■♥ $❤✐D ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✱ $❤❡② ❝♦♥D✐❞❡&

$❤❡ $②♣❡ ♦❢ ❛♥ m✲$✉♣❧❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛D ❢♦❧❧♦✇D✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ m✲$✉♣❧❡ s ❛♥❞ ✐$D &❡♣&❡D❡♥$❛$✐✈❡

✈❡❝$♦& vs✱ $❤❡ $②♣❡ t ♦❢ s ✐D $❤❡ ✐♥$❡❣❡& ❜✐♥❛&② &❡♣&❡D❡♥$❛$✐♦♥ bt ❡N✉❛❧ $♦ vs✳ ❚❤✉D ❣✐✈❡♥
❛♥ ✐♥D$❛♥❝❡ ✇✐$❤ ✈❡❝$♦&D ♦❢ D✐③❡ p ✇❡ ❝❛♥ ❝♦✉♥$ 2p ❞✐✛❡&❡♥$ $②♣❡D ❡❛❝❤ $②♣❡ t ❤❛✈✐♥❣ ❛

❝♦D$ c(bt)✳

❚❤❡ ■▲- ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❛✐♠D ❛$ ❞❡$❡&♠✐♥✐♥❣ $❤❡ ♥✉♠❜❡& xt ♦❢ m✲$✉♣❧❡D ♦❢ $②♣❡ t✳
❚❤❡② ❛❧D♦ ✐♥$&♦❞✉❝❡ zijt ✈❛&✐❛❜❧❡D ❡N✉❛❧ $♦ ✶ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ $❤❡ ✈❡❝$♦& vij ✐D ❛DD✐❣♥❡❞ $♦

❛♥ m✲$✉♣❧❡ ♦❢ $②♣❡ t✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛&② &❡♣&❡D❡♥$❛$✐♦♥ bt ♦❢ ❛♥ ✐♥$❡❣❡& t ❜❡✐♥❣ D❛✐❞ ❣&❡❛$❡&

$❤❛♥ ❛ ✈❡❝$♦& v ✐❢ ❡✈❡&② ❝♦♦&❞✐♥❛$❡ D❡$ $♦ ③❡&♦ ✐♥ v ✐D ❛ ③❡&♦ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡ ✐♥ bt✱ $❤❡

❊N✉❛$✐♦♥D ■■■✳✷ ❡♥D✉&❡ $❤❛$ ❡✈❡&② ✈❡❝$♦& ✐D ❛DD✐❣♥❡❞ $♦ ❛ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ m✲$✉♣❧❡ ✇❤✐❧❡ $❤❡

❊N✉❛$✐♦♥D ■■■✳✸ ❡♥D✉&❡ $❤❛$ ❡✈❡&② ✈❡❝$♦& ✐D ❛DD✐❣♥❡❞ $♦ ❡①❛❝$❧② ♦♥❡ m✲$✉♣❧❡✳ ❚❤✐D ❧❡❛❞D

$♦ ❛ ❝♦&&❡❝$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✳

❋✉&$❤❡&♠♦&❡✱ &❡♠❛&❦ $❤❛$ ♦♥❧② xt ✈❛&✐❛❜❧❡D ❛&❡ ✐♥$❡❣❡& ✈❛&✐❛❜❧❡D ✭$❤❡ ✐♥$❡❣&❛❧✐$② ♦❢

zijt ✈❛&✐❛❜❧❡D ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥D❡N✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡❣&❛❧✐$② ♦❢ xt ✈❛&✐❛❜❧❡D✮ ❛♥❞ $❤❛$ $❤❡&❡ ❛&❡

❡①❛❝$❧② 2p ♦❢ $❤❡♠✳ ❊❛❝❤ ♦❢ $❤❡ xt ✈❛&✐❛❜❧❡D ❝❛♥ $❛❦❡ ❛$ ♠♦D$ n + 1 ❞✐D$✐♥❝$ ✈❛❧✉❡D✳

❚❤❡ ❛✉$❤♦&D ♣&♦✈❡ $❤❛$ $♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣$✐♠❛❧ D♦❧✉$✐♦♥✱ ✐$ ✐D ❡♥♦✉❣❤ $♦ ❝❤❡❝❦ $❤❡ ❢❡❛D✐❜✐❧✐$②

♦❢ ■▲- ❝♦♥D$&❛✐♥$D ❢♦& $❤❡ O(n2p) ♣♦DD✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡D ❢♦& $❤❡ xt ✈❛&✐❛❜❧❡D✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛♥

XP ✲❛❧❣♦&✐$❤♠ ❢♦& max
∑

1 ✇❤❡♥ ♣❛&❛♠❡$❡&✐③❡❞ ❜② p✳

❚❤✐D ❡♥❞D $❤❡ ♣&❡D❡♥$❛$✐♦♥ ♦& ❡①✐D$✐♥❣ ✇♦&❦D ❢♦& max
∑

1✳ ■♥ $❤✐D ♠❛♥✉D❝&✐♣$✱ ✇❡

❢♦❝✉D ♦♥ $❤❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✇✐$❤ &❡❣❛&❞ $♦ ✐$D $❤&❡❡ ♥❛$✉&❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&D

m✱ n ❛♥❞ p✳ ❙❡✈❡&❛❧ ❛♣♣&♦①✐♠❛$✐♦♥ ♣&❡D❡&✈✐♥❣ &❡❞✉❝$✐♦♥D ❛&❡ ♣&♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✼✳✶

❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ✐♥❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐$② &❡D✉❧$D ❢♦& max
∑

1✳ ❆ ❝❛&$♦❣&❛♣❤② ♦❢ $❤❡D❡ &❡❞✉❝$✐♦♥D

✐D ❞❡♣✐❝$❡❞ ♦♥ $❤❡ ❋✐❣✉&❡ ✺✳✶✳

❲❡ ❢✉&$❤❡& $❤❡ D$✉❞② ♦❢ $❤❡ ❡①❛❝$ &❡D♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✇✐$❤ &❡❣❛&❞ $♦ ♣❛✲



✻✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑

■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ■■■ ❳# ■▲# ❢♦(♠✉❧❛-✐♦♥ ❢♦( max
∑

1

▼❛①✐♠✐③❡

2p−1∑

t=0

c(bt)xt ✭■■■✳✶✮

❙✉❜❥❡❝- ❚♦

∑

t:bt≥vij

zijt = xt ∀t ∈ 0, . . . , 2p−1, i ∈ [m] ✭■■■✳✷✮

∑

j:bt≥vij

zijt = 1 ∀j ∈ [n], i ∈ [m] ✭■■■✳✸✮

xt ✐♥-❡❣❡( ∀t = 0, . . . , 2p − 1 ✭■■■✳✹✮

zijt ≤ 0 ∀t = 0, . . . , 2p − 1, j ∈ [n], i ∈ [m] ✭■■■✳✺✮

max
∑

1

maxmax 1

(maxmax 1)#0≤1▼❛① ❈❧✐&✉❡

max 6=0

k✲❉✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ▼❛.❝❤✐♥❣

S✲(❡❞✉❝-✐♦♥
♣❛(-✐❝✉❧❛( ❝❛E❡

E-(✐❝-✲(❡❞✉❝-✐♦♥

❋✐❣✉(❡ ✺✳✶✿ ❈❛(-♦❣(❛♣❤② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ (❡❞✉❝-✐♦♥E ❢♦( max
∑

1

(❛♠❡-❡( p✳ ❇❛E❡❞ ♦♥ ❛ E✐♠✐❧❛( ❛♣♣(♦❛❝❤✱ ✇❡ ✐♠♣(♦✈❡✱ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✼✳✷✳✷ -❤❡ (❡E✉❧- ♦❢

❉♦❦❦❛ ❡- ❛❧✳ ❬❉❈❙✶✹❪ ❜② ♣(♦✈✐♥❣ -❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ♠❡♠❜❡(E❤✐♣ ✐♥ FPT ✇❤❡♥ ♣❛(❛♠❡-❡(✲

✐③❡❞ ❜② p✳ ❍♦✇❡✈❡( ✇❡ ❣✐✈❡✱ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✼✳✷✳✸✱ E-(♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡E ♦♥ -❤❡ ♥♦♥ ❡①✐E-❡♥❝❡ ♦❢ ❛

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲E✐③❡ ❦❡(♥❡❧ ❢♦( -❤❡ ❧❛--❡(✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✼✳✸✱ ✇❡ ❢♦❝✉E ♦♥ E♣❛(E❡ ✐♥E-❛♥❝❡E✱

✐✳❡✳ ✐♥E-❛♥❝❡E ✇✐-❤ ✈❡❝-♦(E ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❝♦♦(❞✐♥❛-❡E E❡- -♦ ③❡(♦✳ ❲❡

❣✐✈❡ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✼✳✸✳✶ ❛♥ ❊#❚❆❙ ❢♦( (max
∑

1)#0≤r✱ ✇✐-❤ r ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥E-❛♥-✱ ❜❛E❡❞ ♦♥

❋#❚ (❡E♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ max
∑

1 ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲-✐♠❡ ❛❧❣♦(✐-❤♠ ❢♦( (max
∑

1)#0≤1 ✇❤❡♥

m ✐E ✜①❡❞ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✼✳✸✳✷✳



✺✳✸✳ ▼■◆■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❋❆❯▲❚❙ ✻✾

✺✳✸ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ )❤❡ ❢❛✉❧)0

❚❤❡ ❞✉❛❧ ✈❡*+✐♦♥ ♦❢ max
∑

1✱ min
∑

0✲❜▼❱❆✱ ❤❛+ ❜❡❡♥ ✜*+4 ✐♥4*♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉♦❦❦❛ ❡4

❛❧✳ ❬❉♦❦✰✶✷❪ ❛+ ❛ ♥❛4✉*❛❧ ✇❛② 4♦ 4❛❝❦❧❡ 4❤❡ max
∑

1 ♣*♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ *❡❧❛4❡❞ ✇♦*❦ ✐+

❧✐♠✐4❡❞ 4♦ 4❤❡ 4✇♦ ♣*❡✈✐♦✉+❧② ❝✐4❡❞ ❛*4✐❝❧❡+ ❬❉♦❦✰✶✷❪ ❛♥❞ ❬❉❈❙✶✹❪✳ ■♥ ❜♦4❤ ♦❢ 4❤❡♠✱

❛✉4❤♦*+ ❢♦❝✉+ ♦♥ ❛♣♣*♦①✐♠❛❜✐❧✐4② ❛♥❞ ❡①❛❝4 *❡+♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♣*♦❜❧❡♠✳

❆+ ♠❡♥4✐♦♥❡❞ ❡❛*❧✐❡*✱ ❛✉4❤♦*+ ♦❢ ❬❉♦❦✰✶✷❪ ✜*+4 ♣*♦✈✐❞❡ 4✇♦ ■▲I ❢♦*♠✉❧❛4✐♦♥+✱ 4❤❡

✜*+4 ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ 4❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❝❧❛++✐❝❛❧ ▼✉❧&✐✲❉✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❆--✐❣♥♠❡♥&

♣*♦❜❧❡♠ ❢♦*♠✉❧❛4✐♦♥ ❞❡♣✐❝4❡❞ ❜② 4❤❡ ❋♦*♠✉❧❛4✐♦♥ ✭■✮ ✇❤❡♥ m = 3 ❛♥❞ 4❤❡ +❡❝♦♥❞ ❜❡✲

✐♥❣ ❞❡+❝*✐❜❡❞ ❜② ❋♦*♠✉❧❛4✐♦♥ ✭■■✮✳ ❍♦✇❡✈❡* 4❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥4*✐❜✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♣❛♣❡* ✐+ 4❤❡

❞❡+✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣*♦①✐♠❛4✐♦♥ ❛❧❣♦*✐4❤♠ ❢♦* min
∑

0 ✇❤❡♥ m = 3✳ ❚❤❡ ❛✉4❤♦*+ ♣*♦♣♦+❡

❛ ❤❡✉*✐+4✐❝ ❜❛+❡❞ ♦♥ ♠❛4❝❤✐♥❣+ 4❤❛4 ♣*♦❝❡++❡+ ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥+4❛♥❝❡ ♦❢ min
∑

0
✇✐4❤ m = 3✱ 4❤❡ ♦♣4✐♠❛❧ ❛++✐❣♥♠❡♥4 ❜❡4✇❡❡♥ ✈❡❝4♦*+ ♦❢ V 1

❛♥❞ ✈❡❝4♦*+ ♦❢ V 2
✐+ ❝♦♠✲

♣✉4❡❞✳ ❚❤❡ *❡+✉❧4✐♥❣ ♠❛4❝❤✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ M ✱ 4❤❡ ❛❧❣♦*✐4❤♠ +♦❧✈❡+ ♦♣4✐♠❛❧❧② ❛♥♦4❤❡*

❛++✐❣♥♠❡♥4 ♣*♦❜❧❡♠ ❜❡4✇❡❡♥ *❡+✉❧4✐♥❣ ✈❡❝4♦*+ ♦❢ M ❛♥❞ ✈❡❝4♦*+ ♦❢ V 3
✳ ❚❤❡② ♣*♦✈❡

4❤❛4 4❤✐+ ❤❡✉*✐+4✐❝✱ ❝❛❧❧❡❞ 4❤❡  ❡"✉❡♥%✐❛❧ ❤❡✉*✐+4✐❝✱ ✐+ ❛

3/2✲❛♣♣*♦①✐♠❛4✐♦♥ ❛❧❣♦*✐4❤♠

4❤❛4 ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣*♦✈❡❞ 4♦ ❛ *❛4✐♦

4/3 ✐❢ 4❤❡ +❡4+ ❛*❡ +♦*4❡❞ ❜② ❞❡❝*❡❛+✐♥❣ ❝♦+4+✱ ✐✳❡✳ ❜②

❞❡❝*❡❛+✐♥❣ ♦✈❡*❛❧❧ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ③❡*♦+ ✐♥ 4❤❡ ✈❡❝4♦*+ ♦❢ 4❤❡ +❡4✳ ❚❤❡ ❤❡✉*✐+4✐❝ ♣❡*❢♦*♠✐♥❣

4❤❡ +♦*4 ♦❢ 4❤❡ +❡4+ ❛♥❞ 4❤❡ +❡Q✉❡♥4✐❛❧ ❤❡✉*✐+4✐❝ ♦♥ +♦*4❡❞ +❡4 ✐+ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡❛✈✐❡ % ✜- %

❤❡✉*✐+4✐❝✳

❚❤❡+❡ ❤❡✉*✐+4✐❝+ ❛*❡ ❣❡♥❡*❛❧✐③❡❞ 4♦ ❛*❜✐4*❛*② m ✷

✐♥ ❬❉❈❙✶✹❪✳ ❚❤❡② ♣*♦✈❡ 4❤❛4✱

✐❢ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡* ♦4❤❡* ❝♦+4+ ❢✉♥❝4✐♦♥+ c✱ 4❤❡♥ +✉❜❛❞❞✐4✐✈✐4② ❛♥❞ ♠♦♥♦4♦♥✐❝✐4② ♦❢ 4❤❡

❝♦+4 ❢✉♥❝4✐♦♥ c ✐+ ❛ ♥❡❝❡++❛*② ❝♦♥❞✐4✐♦♥ ❢♦* 4❤❡ ❤❡❛✈✐❡ %  ❡% ❛♥❞  ❡"✉❡♥%✐❛❧ ❤❡✉*✐+4✐❝+

4♦ ❜❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛4✐♦♥ ❛❧❣♦*✐4❤♠✳ ❖♥ 4❤❡ ♦4❤❡* ❤❛♥❞✱ ✐❢ c 4✉*♥+ ♦✉4 4♦ ❜❡ ♠♦♥♦4♦♥❡

❛♥❞ +✉❜❛❞❞✐4✐✈❡ 4❤❡♥ ❡✈❡*② ❤❡✉*✐+4✐❝ ✐+ ❛♥ m✲❛♣♣*♦①✐♠❛4✐♦♥ ❛❧❣♦*✐4❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢

c ❛♣♣❡❛*+ 4♦ ❜❡ +✉❜♠♦❞✉❧❛*✱ ❤❡♥❝❡ 4❤❡  ❡"✉❡♥%✐❛❧ ❤❡✉*✐+4✐❝ ✐+ ❛

m/2✲❛♣♣*♦①✐♠❛4✐♦♥

❛❧❣♦*✐4❤♠ ✇❤✐❧❡ 4❤❡ ❤❡❛✈✐❡ % ✜- % ❤❡✉*✐+4✐❝ ✐+ ❛ (12(m+1)− 1
4 ln(m−1))✲❛♣♣*♦①✐♠❛4✐♦♥

❛❧❣♦*✐4❤♠✳

❈♦♥❝❡*♥✐♥❣ 4❤❡ ♥❡❣❛4✐✈❡ *❡+✉❧4+✱ 4❤❡② ♣*♦✈✐❞❡ ❛ *❡❞✉❝4✐♦♥ ❢*♦♠ ❛ ♣❛*4✐❝✉❧❛* ❝❛+❡ ♦❢

✸✲❉✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ▼❛&❝❤✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ✸✲❇♦✉♥❞❡❞ ▼❛①✐♠✉♠ ❉✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ▼❛&❝❤✲

✐♥❣ ✇❤❡*❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥4 ❛♣♣❡❛*+ ✐♥ ❛4 ♠♦+4 4❤*❡❡ 4*✐♣❧❡+✳ ❚❤❡② +❤♦✇ 4❤❛4 4❤❡ ❡①✐+4❡♥❝❡

♦❢ ❛ PTAS ❢♦* (min
∑

0)#0≤2 ✇❤❡*❡ m = 3✱ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② 4❤❡ ❡①✐+4❡♥❝❡ ♦❢ ❛ PTAS ❢♦*

▼❆❳✲✸❉▼✲✸ ❝♦♥4*❛❞✐❝4✐♥❣ ❛ *❡+✉❧4 ♦❢ ❑❛♥♥ ❬❑❛♥✾✶❪✳

■♥ 4❤✐+ ♠❛♥✉+❝*✐♣4 ✇❡ ❢✉*4❤❡* 4❤❡ ✐♥✈❡+4✐❣❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛❜✐❧✐4② ♦❢ 4❤❡ ♣*♦❜✲

❧❡♠ ❜② ♣*♦✈✐❞✐♥❣ (n − ε)✲✐♥❛♣♣*♦①✐♠❛❜✐❧✐4② *❡+✉❧4 ❢♦* (min
∑

0)#0≤1 ✉♥❞❡* ❯●❈ ✐♥

❙❡❝4✐♦♥ ✽✳✶✳✶✳ ❲❡ ❛❧+♦ ❝♦♠♣❧❡4❡ 4❤❡ *❡+✉❧4 ♦❢ ❉♦❦❦❛ ❡4 ❛❧✳ ❬❉❈❙✶✹❪ ❜② ♣*♦✈✐♥❣✱ ✐♥

❙❡❝4✐♦♥ ✽✳✶✳✷✱ 4❤❛4 (min
∑

0)#0≤1 ✐+ APX✲❤❛*❞ ❡✈❡♥ ❢♦* n = 2 ✉♥❧❡++ P = NP✳ ❆

❝❛*4♦❣*❛♣❤② ♦❢ ✉+❡❞ *❡❞✉❝4✐♦♥+ ✐+ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✺✳✷

❲❡ ✐♥✐4✐❛4❡ 4❤❡ ♣❛*❛♠❡4❡*✐③❡❞ ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ min
∑

0 ❛+ ✇❡❧❧✳ ❋✐*+4✱ ❙❡❝4✐♦♥ ✽✳✷✳✶ 4❤❡

+4❛♥❞❛*❞ ♣❛*❛♠❡4❡* ✐+ ❝♦♥+✐❞❡*❡❞✳ ❲❡ ♣*♦✈❡ 4❤❛4 4❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ✐+ ✐♥ FPT ❜② ♣*♦✈✐❞✐♥❣

❛ O(k2m) ❦❡*♥❡❧✳ ❲❡ ❛❧+♦ ❝♦♥+✐❞❡* 4✇♦ ❛❜♦✈❡ ❣✉❛-❛♥%❡❡ ♣❛-❛♠❡%❡- ✳ ❘♦✉❣❤❧② +♣❡❛❦✐♥❣✱

✷

■♥ ❢❛❝% %❤❡② ❣❡♥❡*❛❧✐③❡ %❤❡.❡ ❤❡✉*✐.%✐❝. %♦ ❛ ♠♦*❡ ❣❡♥❡*❛❧ ♣*♦❜❧❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ▼✉❧#✐❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧

❱❡❝#♦. ❆))✐❣♥♠❡♥# ♣*♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ✈❡❝%♦*. ❛*❡ ♥♦% *❡7✉✐*❡❞ %♦ ❜❡ ❜✐♥❛*② ✈❡❝%♦*.✳



✼✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑

min
∑

0

minmin 0

(minmin 0)#0≤1

Ek ❱❡"#❡① ❈♦✈❡"

▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐##✐♥❣ ❙❡#

k✲❈♦❧♦"✐♥❣❖❈❚❆❧♠♦5# Ek ❱❈

S✲#❡❞✉❝(✐♦♥
♣❛#(✐❝✉❧❛# ❝❛/❡

❧✐♥❡❛#✲#❡❞✉❝(✐♦♥

❣❛♣✲#❡❞✉❝(✐♦♥

♣❛#❛♠❡(❡#✐③❡❞ #❡❞✉❝(✐♦♥

❋✐❣✉#❡ ✺✳✷✿ ❈❛#(♦❣#❛♣❤② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ #❡❞✉❝(✐♦♥/ ❢♦# min
∑

0

(❤❡/❡ ❛#❡ ❡<✉❛❧ (♦ (❤❡ ❣❛♣ ❜❡(✇❡❡♥ ❛ ❦♥♦✇♥ ❧♦✇❡# ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ /(❛♥❞❛#❞

♣❛#❛♠❡(❡#✳ ❚❤❡ ✜#/( ❜♦✉♥❞ ✇❡ ❝♦♥/✐❞❡# ✐/ (❤❡ ♦✈❡#❛❧❧ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❝♦♦#❞✐♥❛(❡/ /❡( (♦

③❡#♦ ✐♥ (❤❡ ✈❡❝(♦#/ ♦❢ (❤❡ ❤❡❛✈✐❡/( /❡(✱ ❞❡♥♦(❡❞ β✳ ■( ❧❡❛❞/ (♦ (❤❡ ✐♥(#♦❞✉❝(✐♦♥ ♦❢

(❤❡ ♣❛#❛♠❡(❡# ζβ = k − β✳ ❲❡ /❤♦✇ (❤❛( min
∑

0 ✐/ ✐♥ FPT ✇❤❡♥ ♣❛#❛♠❡(❡#✐③❡❞

❜② ζβ ❛♥❞ n ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳ ❖♥ (❤❡ ♦(❤❡# ❤❛♥❞ ✇❡ /❤♦✇✱ ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✽✳✷✳✸✱ (❤❛(

✇❤❡♥ ♣❛#❛♠❡(❡#✐③❡❞ ♦♥❧② ❜② ζβ ✱ (❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ✐/ W❬✷❪✲❤❛#❞✱ ❛♥❞ (❤❛( (❤❡ ❡①✐/(❡♥❝❡ ♦❢

❛ /✉❜❡①♣♦♥❡♥(✐❛❧ ❛❧❣♦#✐(❤♠ ✇✐(❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥❧② ✐♥ ζβ ❛♥❞ n ❝♦♥(#❛❞✐❝(/ ❊❚❍✳

❚❤❡ /❡❝♦♥❞ ❝♦♥/✐❞❡#❡❞ ❜♦✉♥❞ ✐/ p✱ ❧❡❛❞✐♥❣ (♦ (❤❡ ✐♥(#♦❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ ζp = k − p✳ ■♥

❙❡❝(✐♦♥ ✽✳✷✳✹✱ ✇❡ /❤♦✇ (❤❛( min
∑

0 ✇❤❡#❡ n = 2 ✐/ FPT ✇❤❡♥ ♣❛#❛♠❡(❡#✐③❡❞ ❜② ζp✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✽✳✷✳✺✱ ✇❡ /❤♦✇ (❤❛( ❢♦# ❛♥② ✜①❡❞ n ≥ 3✱ min

∑
0 ✇✐(❤ ✜①❡❞ n ✐/ ♥♦(

❡✈❡♥ ✐♥ XP✳



✻ ■♥#❡%♠❡❞✐❛#❡ ♣%♦❜❧❡♠.

❈♦♥#❡♥#%

✻✳✶ ◆❡❣❛'✐✈❡ ❘❡+✉❧'+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✻✳✶✳✶ O
(

m
log(m)

)

✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ❢♦( max 6=0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻✳✶✳✷ f(n), p1−ε
❛♥❞ m1−ε

✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ❢♦( maxmax 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✻✳✶✳✸ ■♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ❡①.❡♥8✐♦♥ .♦ (maxmax 1)#0≤1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✶✳✹ (n− 1− ε)✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ❢♦( (minmin 0)#0≤1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✻✳✶✳✺ (1− ε) log(m)✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ❢♦( minmin 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✻✳✷ 0♦+✐'✐✈❡ ❘❡+✉❧'+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ :✉❡+'✐♦♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

❆! ♠❡♥%✐♦♥❡❞ ❡❛*❧✐❡*✱ %❤❡ !%✉❞② ♦❢ %❤❡ ✇❛❢❡$✲&♦✲✇❛❢❡$ ✐♥%❡❣*❛%✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠! ✐! ♣❡*❢♦*♠❡❞

✐♥ %✇♦ !%❡♣!✳ ■♥ ❛ ✜*!% %✐♠❡✱ %❤❡ ❢♦❝✉! ✐! ♠❛❞❡ ♦♥ !♦♠❡ ✐♥%❡*♠❡❞✐❛%❡ ♣*♦❜❧❡♠! ♣*♦✈✐❞✐♥❣

❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥% ❢*❛♠❡✇♦*❦ %♦ ❡♥❝♦❞❡ !❡✈❡*❛❧ ❣*❛♣❤! ♣*♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐! ❝❤❛♣%❡* ✐! ❞❡✈♦%❡❞

%♦ ♣*❡!❡♥% %❤❡ *❡!✉❧%! ❝♦♥❝❡*♥✐♥❣ %❤❡ ❧❛%%❡*✿ max 6=0✱ maxmax 1 ❛♥❞ ✐%! ❞✉❛❧ ✈❡*!✐♦♥
minmin 0✳ ❆❧❧ ♦❢ %❤❡!❡ ♣*♦❜❧❡♠! ♣*❡!❡♥% %❤❡♦*❡%✐❝❛❧ ✐♥%❡*❡!%✳ ■♥❞❡❡❞✱ %❤❡*❡ ❡①✐!% !❡✈❡*❛❧
*❡❞✉❝%✐♦♥! ❣✐✈✐♥❣ !%*♦♥❣ ♥❡❣❛%✐✈❡ *❡!✉❧%! ❢♦* %❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ %❤❡✐* ♠❛✐♥ ♣✉*♣♦!❡ ✐♥ %❤✐!

%❤❡!✐! ✐! %♦ ♣*♦✈✐❞❡ ♥❡❣❛%✐✈❡ *❡!✉❧%! ❢♦*max
∑

1 ✐♥ ❈❤❛♣%❡* ✼ ❛♥❞min
∑

0 ✐♥ ❈❤❛♣%❡* ✽✳

■♥ ❛ ✜*!% %✐♠❡ ✇❡ ♣*♦✈❡ ♥❡❣❛%✐✈❡ *❡!✉❧%! ♦♥ %❤❡!❡ ♣*♦❜❧❡♠! ❛♥❞ ✐♥ ❛ !❡❝♦♥❞ %✐♠❡

✇❡ !❤♦✇ %❤❛% ✉!✐♥❣ ❛ *❡❞✉❝%✐♦♥ %♦ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❙❡%✱ maxmax 1 ❛♥❞ minmin 0 ❝❛♥
❜❡ !♦❧✈❡❞ B✉✐%❡ ❡✣❝✐❡♥%❧② ✇❤❡♥ n = 2 ❛♥❞ ✇❤❡♥ p ✐! !♠❛❧❧✳

✼✶



✼✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ■◆❚❊❘▼❊❉■❆❚❊ #❘❖❇▲❊▼❙

✉♥❧❡&& P = NP

♣♦&✐*✐✈❡

maxmax 1

m

#0 ≤ 1

(m/p−1)1−ε
✲

✐♥❛♣♣.♦①

m1−ε
✲

✐♥❛♣♣.♦①

n

#0 ≤ 1

f(n)✲
✐♥❛♣♣.♦①

n = 2

O∗(1.2738p)
❛❧❣♦.✐*❤♠

p

#0 ≤ 1

p1−ε
✲

✐♥❛♣♣.♦①

k

#0 ≤ 1

W❬✶❪✲❤❛.❞

❋✐❣✉.❡ ✻✳✶✿ ❖✈❡.✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡ .❡&✉❧*& ❢♦. maxmax 1

✻✳✶ ◆❡❣❛'✐✈❡ ❘❡+✉❧'+

❚❤✐& &❡❝*✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥*♦ *❤.❡❡ ♠❛✐♥ ✇♦.❦ ❧❡❛❞&✳ ■♥ ❛ ✜.&* *✐♠❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉& ♦♥ *❤❡

max 6=0 ♣.♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ .❡❞✉❝*✐♦♥ ♣.❡&❡♥*❡❞ ✐♥ *❤❡ ✜.&* &❡❝*✐♦♥ ✐& ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐* .❡❞✉❝*✐♦♥

❢.♦♠ k✲❉✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ▼❛*❝❤✐♥❣ ✜.&* ♠❡♥*✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬❘❙❙✵✾❪✳ ❲❡ ♠❛❦❡ *❤✐& .❡❞✉❝*✐♦♥

❡①♣❧✐❝✐* ❛♥❞ ♣.♦✈❡✱ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ *❤❛* ✐* ❤❛♣♣❡♥& *♦ ❜❡ ❛♥ S✲.❡❞✉❝*✐♦♥ ♣.♦✈✐♥❣

O
(

m
log(m)

)

✲✐♥❛♣♣.♦①✐♠❛❜✐❧✐*② ❢♦. max 6=0✳

■♥ ❛ &❡❝♦♥❞ *✐♠❡ ✇❡ ❢♦❝✉& ♦♥ *❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ♦❢ maxmax 1✳ ❆ ✜.&* S✲.❡❞✉❝*✐♦♥
❢.♦♠ ▼❛① ❈❧✐0✉❡ ✐& ❞❡♣✐❝*❡❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ✇❤✐❝❤ ♣.♦✈❡& p1−ε

✱ m1−ε
❛♥❞ f(n)✲

✐♥❛♣♣.♦①✐♠❛❜✐❧✐*② ❢♦. ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲*✐♠❡ ❝♦♠♣✉*❛❜❧❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ f ✉♥❞❡. *❤❡ ❝❧❛&&✐❝❛❧

❝♦♠♣❧❡①✐*② ❤②♣♦*❤❡&✐& P 6= NP✳ ❚❤✐& .❡❞✉❝*✐♦♥ ❛❧&♦ ♣.♦✈❡& *❤❡ W[1]✲❤❛.❞♥❡&& ♦❢

maxmax 1 ✇❤❡♥ ♣❛.❛♠❡*❡.✐③❡❞ ❜② *❤❡ &*❛♥❞❛.❞ ♣❛.❛♠❡*❡. k✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✻✳✶✳✸✱

✇❡ ❡①*❡♥❞ *❤❡&❡ ♥❡❣❛*✐✈❡ .❡&✉❧*& *♦ (maxmax 1)#0≤1 ❜② ♣.♦✈✐❞✐♥❣ ❛ &*.✐❝* .❡❞✉❝*✐♦♥

❢.♦♠ maxmax 1 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐♥&*❛♥❝❡& ✇✐*❤ ✜①❡❞ n *♦ (maxmax 1)#0≤1✳ ❆ ❣.❛♣❤✐❝❛❧

♦✈❡.✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡&❡ .❡&✉❧*& ✐& ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉.❡ ✻✳✶

■♥ ❛ *❤✐.❞ ❛♥❞ ❧❛&* *✐♠❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉& ♦♥ minmin 0✳ ❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤* ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ❛♥ S✲
.❡❞✉❝*✐♦♥ ❢.♦♠ Ek ❱❡3*❡① ❈♦✈❡3 *♦ minmin 0 ♣.♦✈✐♥❣ (n−1−ε)✲✐♥❛♣♣.♦①✐♠❛❜✐❧✐*②

✉♥❧❡&& P = NP ❜✉* ❛❧&♦ (n−ε)✲✐♥❛♣♣.♦①✐♠❛❜✐❧✐*② ✉♥❞❡. ❯●❈✳ ❆* ❧❛&*✱ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✻✳✶✳✺

✇❡ ♣.♦✈✐❞❡ ❛♥♦*❤❡. S✲.❡❞✉❝*✐♦♥ ❢.♦♠ ▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐**✐♥❣ ❙❡* ♣.♦✈✐♥❣ *❤❡ W❬✷❪ ✲

❤❛.❞♥❡&& ♦❢ minmin 0 ✇❤❡♥ ♣❛.❛♠❡*❡.✐③❡❞ ❜② k✱ ❜✉* ❛❧&♦ ♣.♦✈✐♥❣ *❤❛* *❤❡ ❧❛**❡. ❞♦❡&

♥♦* ❛❞♠✐* ❛❧❣♦.✐*❤♠ ✇✐*❤ &✉❜❡①♣♦♥❡♥*✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ k ✉♥❧❡&& ❊❚❍ ❢❛✐❧&✳ ❆ ❣.❛♣❤✲

✐❝❛❧ ♦✈❡.✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡&❡ .❡&✉❧*& ✐& ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉.❡ ✻✳✷✳



✻✳✶✳ ◆❊●❆❚■❱❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ✼✸

✉♥❧❡&& P = NP

✉♥❧❡&& ❯●❈ ❢❛✐❧&

✉♥❧❡&& NP ⊆ QP

✉♥❧❡&& ❊❚❍ ❢❛✐❧&

♣♦&✐2✐✈❡

minmin 0

m

n = 2

O∗(1.2738p)
❛❧❣♦5✐2❤♠

(1− ε) logm✲

✐♥❛♣♣5♦①

n

#0 ≤ 1

(n−1−ε)✲
✐♥❛♣♣5♦①

(n− ε)✲
✐♥❛♣♣5♦①

k

W❬✷❪✲❤❛5❞

♥♦

2o(k) log(m)

❛❧❣♦5✐2❤♠

♥♦

2ko(log(m))

❛❧❣♦5✐2❤♠

❋✐❣✉5❡ ✻✳✷✿ ❖✈❡5✈✐❡✇ ♦❢ 2❤❡ 5❡&✉❧2& ❢♦5 minmin 0

✻✳✶✳✶ O
(

m
log(m)

)

✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ❢♦( max 6=0

❆& &2❛2❡❞ ✐♥ ✐♥25♦❞✉❝2✐♦♥✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛2 ♠❛❦✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐2 ❛ 5❡❞✉❝2✐♦♥ ✜5&2 ♠❡♥2✐♦♥❡❞

✐♥ ❬❉♦❦✰✶✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡5✱ ✇❡ ❛❧&♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤2 2❤❛2 2❤✐& 5❡❞✉❝2✐♦♥ ✐♥ ❛♥ S✲5❡❞✉❝2✐♦♥✳ ■2

♣5♦✈✐❞❡& 2❤❡5❡❢♦5❡ ♥❡❣❛2✐✈❡ 5❡&✉❧2& ❢♦5 max 6=0✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✶ ✭■♠♣❧✐❝✐2 ✐♥ ❬❉♦❦✰✶✷❪✮✳ k✲❉✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ▼❛*❝❤✐♥❣ S✲!❡❞✉❝❡& '♦ max 6=0✳

*!♦♦❢✳ ▲❡2 ✉& ❤✐❣❤❧✐❣❤2 ❢✉♥❝2✐♦♥ f ❛♥❞ g ❛& ❞❡♣✐❝2❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐2✐♦♥ ✷✳✷✻✳ ❲❡ ❝♦♥&✐❞❡5 ❛♥

✐♥&2❛♥❝❡ I ♦❢ k✲❉✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ▼❛*❝❤✐♥❣ ❞❡&❝5✐❜❡❞ ❜② k ♣❛✐5✇✐&❡ ❞✐&❥♦✐♥2 &❡2& Xi, i ∈
[k] &✉❝❤ 2❤❛2 |Xi| = n✱ ❛♥❞ ❛ &❡2 T ♦❢ x ❞✐&2✐♥❝2 k✲2✉♣❧❡& tl ∈ X1 × · · · ×Xk, l ∈ [x]✳
❲❡ ❞❡♥♦2❡ ❜② aij , j ∈ [n] 2❤❡ ❡❧❡♠❡♥2& ♦❢ &❡2 Xi✳

❋5♦♠ 2❤✐& ✐♥&2❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥&25✉❝2 ❛♥ ✐♥&2❛♥❝❡ f(I) ♦❢ max 6=0✳ ❚♦ ❡❛❝❤ &❡2 Xi✱ ✇❡

❛&&♦❝✐❛2❡ ❛ &❡2 V i
❝♦♥2❛✐♥✐♥❣ n ✈❡❝2♦5&✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥2 aij ∈ Xi ♦❢ Xi ✇❡ ❛&&♦❝✐❛2❡

❛♥ x✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ✈❡❝2♦5 vij &✉❝❤ 2❤❛2 vij [l] = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ aij ∈ tl✳
▲❡2 ✉& 5❡♠❛5❦ 2❤❛2 ❣✐✈❡♥ ❛ &♦❧✉2✐♦♥ S ♦❢ f(I)✱ ❛ &2❛❝❦ s ∈ S ❤❛& ❝♦&2 c (s) = 1 ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐2 5❡♣5❡&❡♥2& ❛ 2✉♣❧❡ ✐♥ T ✳ ■♥❞❡❡❞✱ vs[l] = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ vsi [l] = 1, ∀vsi ∈ s✳
❚❤✉& s ❝♦♥2❛✐♥& ♦♥❧② ✈❡❝2♦5& 5❡♣5❡&❡♥2✐♥❣ ❛ ✈❡52❡① ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ tl ❜② ❝♦♥&25✉❝2✐♦♥✳

❘❡♠❛5❦ ❛❧&♦ 2❤❛2 2❤❡5❡ ❞♦❡& ♥♦2 ❡①✐&2 &2❛❝❦ ✇✐2❤ ❝♦&2 ❛2 ❧❡❛&2 2 ❛& ✐2 ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧②

2❤❛2 2✇♦ ❝♦♦5❞✐♥❛2❡& 5❡♣5❡&❡♥2& ❛ &❛♠❡ &❡2✳

❇❛&❡❞ ♦♥ 2❤❡&❡ 5❡♠❛5❦&✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 2❤❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ g ❛& 2❤❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ 2❤❛2✱ ❣✐✈❡♥ ❛

&♦❧✉2✐♦♥ S ♦❢ f(I)✱ &❡❧❡❝2& 2❤❡ 2✉♣❧❡& t ∈ T 5❡♣5❡&❡♥2❡❞ ❜② ♥♦♥ ③❡5♦ &2❛❝❦& ✐♥ S✳
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a11

a12

a13

a21

a22

a23

a31

a32

a33

1100

0010

0001

1000

0110

0001

0100

1010

0001

0000

0010

0001

V 1 V 2 V 3 S

❋✐❣✉&❡ ✻✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ &❡❞✉❝6✐♦♥ ❢&♦♠ ❛♥ ✐♥86❛♥❝❡ I ♦❢ k✲❉✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ▼❛*❝❤✲
✐♥❣ ✇✐6❤ k = 3✱ X1 =

{
a11, a

1
2, a

1
3

}
✱ X2 =

{
a21, a

2
2, a

2
3

}
✱ X3 =

{
a31, a

3
2, a

3
3

}
✱ T =

{
(a11, a

2
1, a

3
2), (a

1
1, a

2
2, a

3
1), (a

1
2, a

2
2, a

3
3), (a

1
3, a

2
3, a

3
3)
}

❛♥❞ ❛ 8♦❧✉6✐♦♥ ♦❢ ♣&♦✜6 2 6♦ ❛♥ ✐♥✲

86❛♥❝❡ ♦❢ max 6=0✱ m = k = 3✱ n = |X1| = 4✱ p = |T | = 4 ❛♥❞ ❛ 8♦❧✉6✐♦♥ S ♦❢ ♣&♦✜6

2✳

◆♦6❡ 6❤❛6 6❤❡8❡ 6✉♣❧❡8 ❛&❡ ❞✐8❥♦✐♥6✱ 8✐♥❝❡ 86❛❝❦8 ❛&❡ ❞✐8❥♦✐♥6✳ ■6 ❢♦❧❧♦✇8 6❤❛6 ❢♦& ❛♥②

8♦❧✉6✐♦♥ S ♦❢ f(I) ♦❢ ❝♦86 c (S) ❝❛♥ ❜❡ 6✉&♥❡❞ ✐♥6♦ ❛ 8♦❧✉6✐♦♥ g(I, S) ♦❢ k✲❉✐♠❡♥%✐♦♥❛❧
▼❛*❝❤✐♥❣ ♦❢ 8✐③❡ c (S)✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ 6❤❡ &❡❞✉❝6✐♦♥ ✐8 ❞❡♣✐❝6❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉&❡ ✻✳✸✳

❆8 ✐6 ✐8 NP✲❤❛&❞ 6♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛6❡ k✲❉✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ▼❛*❝❤✐♥❣ ✇✐6❤✐♥ ❛ ❢❛❝6♦&

O( k
log(k)) ❬❍❙❙✵✸❪✱ ❛♥❞ ❛8 6❤❡ ♣&❡✈✐♦✉8 &❡❞✉❝6✐♦♥ 8❛6✐8✜❡8 k = m✱ ✇❡ ❣❡6 6❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦&♦❧❧❛&②✿

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✶✳ ■! ✐# NP✲❤❛'❞ !♦ ❛♣♣'♦①✐♠❛!❡ max 6=0 ✇✐!❤✐♥ ❛ ❢❛❝!♦' O( m
log(m))✳

✻✳✶✳✷ f(n), p1−ε
❛♥❞ m1−ε

✲✐♥❛♣♣*♦①✐♠❛❜✐❧✐0② ❢♦* maxmax 1

❲❡ ❝♦♥8✐❞❡& 6❤❡ ▼❛① ❈❧✐1✉❡ ♣&♦❜❧❡♠✳ ■♥ 6❤✐8 ♣&♦❜❧❡♠✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣&❛♣❤ G = (U,E)✱
6❤❡ ♦❜❥❡❝6✐✈❡ ✐8 6♦ ✜♥❞ 6❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❧✐M✉❡

✶

♦❢ G✳

❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ 0$♦❜❧❡♠ ✶✵ ▼❛① ❈❧✐1✉❡

■♥♣✉+ ❆ ❣&❛♣❤ G = (U,E)✳

❖✉+♣✉+ ❆ ❝❧✐M✉❡ C ⊆ U ✳

❖❜❥❡❝+✐✈❡ ▼❛①✐♠✐③❡ |C|✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✷✳ ▼❛① ❈❧✐1✉❡ S✲'❡❞✉❝❡# !♦ maxmax 1 ✇✐!❤ n = 2✳

✶

❲❡ "❡❢❡" $❤❡ "❡❛❞❡" $♦ $❤❡ ❈❤❛♣$❡" ✶ ❢♦" ❛♥ ♦✈❡"✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❣"❛♣❤ ♥♦$✐♦♥1 ✉1❡❞ ✐♥ $❤✐1 ♠❛♥✉1❝"✐♣$✳
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 !♦♦❢✳ ▲❡$ ✉& ❝♦♥&$*✉❝$ (f, g) ❛& ✐♥ ❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✷✳✷✻✳ ▲❡$ ✉& ❝♦♥&✐❞❡* ❛♥ ✐♥&$❛♥❝❡ G =
(U,E) ♦❢ ▼❛① ❈❧✐&✉❡✳ ❚❤❡ ❝♦**❡&♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥&$❛♥❝❡ ♦❢ maxmax 1 ✐& ❝♦♥&$*✉❝$❡❞ ❛&

❢♦❧❧♦✇&✳ ❲❡ ❝♦♥&✐❞❡* m = |U | &❡$&✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ $✇♦ ✈❡❝$♦*&✳ ❆❧❧ $❤❡ ✈❡❝$♦*& ❤❛✈❡

p = |U | ❝♦♦*❞✐♥❛$❡&✳ ❋♦* ❡❛❝❤ ✈❡*$❡① i ♦❢ U ✱ ✇❡ ❝*❡❛$❡ $❤❡ &❡$ V i = (vi1, v
i
2)✳ ❋♦* ❛♥②

i✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ vi1 ❛& ❢♦❧❧♦✇&✳ ❚❤❡ lth ❝♦♦*❞✐♥❛$❡ vi1[l] ✐& &❡$ $♦ ♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ {i, l} ∈ E
♦* l = i✳ ❖$❤❡*✇✐&❡ vi1[l] ✐& &❡$ $♦ ③❡*♦✳ ❖♥ $❤❡ ♦$❤❡* &✐❞❡✱ vi2[l] ✐& &❡$ $♦ ③❡*♦ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ l = i✳ ❊✈❡*② ♦$❤❡* ❝♦♦*❞✐♥❛$❡ ✐& &❡$ $♦ ♦♥❡✳ ■♥ ♦$❤❡* ✇♦*❞&✱ vi1 ❝♦**❡&♣♦♥❞& $♦

$❤❡ ith *♦✇ ♦❢ $❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛$*✐① ♦❢ G✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ &❡❧❢ ❧♦♦♣✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐& $❤❛$ &❡❧❡❝$✐♥❣ vi1 ❝♦**❡&♣♦♥❞& $♦ &❡❧❡❝$✐♥❣ ✈❡*$❡① i ✐♥ ❣*❛♣❤✱ ❛♥❞ &❡❧❡❝$✐♥❣

vi2 ✇✐❧❧ $✉*♥ $❤❡ ith ❝♦♦*❞✐♥❛$❡ $♦ ③❡*♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦**❡&♣♦♥❞& $♦ ❛ ♣❡♥❛❧$② ❢♦* ♥♦$ ❝❤♦♦&✐♥❣

✈❡*$❡① i✳

❲❡ ✜*&$ ♥❡❡❞ $♦ &$❛$❡ ❛♥ ✐♥$❡*♠❡❞✐❛$❡ ❧❡♠♠❛✳ ❋♦* ❛♥② &$❛❝❦ s = {vs1, . . . , v
s
m}✱

❧❡$ Xs = {i|vsi = vi1} ❜❡ $❤❡ ❛&&♦❝✐❛$❡❞ &❡$ ♦❢ ✈❡*$✐❝❡& ✐♥ G✳ ❘❡❝❛❧❧ $❤❛$ vs ✐& $❤❡ p
❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ✈❡❝$♦* *❡♣*❡&❡♥$✐♥❣ s✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳ ∀i ∈ [p], vs[i] = 1⇔ ((i ∈ Xs) ❛♥❞ (∀x ∈ Xs \ i, {x, i} ∈ E))✳

△ ▲❡$ ✉& ✜*&$ ♣*♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳ ❙✉♣♣♦&❡ $❤❛$ $❤❡ ith ❝♦♦*❞✐♥❛$❡ ♦❢ vs ✐& ❡L✉❛❧ $♦

♦♥❡✳ ❚❤✐& ✐♠♣❧✐❡& $❤❛$ vi1 ∈ s✱ ❛♥❞ $❤✉& i ∈ Xs✳ ◆♦✇✱ &✉♣♣♦&❡ ❜② ❝♦♥$*❛❞✐❝$✐♦♥ $❤❛$

∃x ∈ Xs \ i &✉❝❤ $❤❛$ {x, i} /∈ E✳ x ∈ Xs ✐♠♣❧✐❡& $❤❛$ vx1 ∈ s✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ vs[i] = 1
✐♠♣❧✐❡& $❤❛$ vx1 [i] = 1✱ ❛♥❞ $❤✉& {x, i} ∈ E✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞& $♦ ❛ ❝♦♥$*❛❞✐❝$✐♦♥✳

❙✉♣♣♦&❡ ♥♦✇ $❤❛$ i ∈ Xs✱ ❛♥❞ ∀x ∈ Xs \ i, {x, i} ∈ E✳ ▲❡$ ✉& ♣*♦✈❡ $❤❛$ ∀i′✱
vsi′ [i] = 1✳ ◆♦$✐❝❡ ✜*&$ $❤❛$ ❢♦* i′ = i ✇❡ ❤❛✈❡ vsi [i] = vi1[i] = 1✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ ∀i′ 6= i &✉❝❤
$❤❛$ i′ /∈ Xs ✇❡ ❤❛✈❡ vsi′ [i] = vi

′

2 [i] = 1✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ∀i′ 6= i &✉❝❤ $❤❛$ i′ ∈ Xs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ vsi′ [i] = vi
′

1 [i] = 1 ❛& {i′, i} ∈ E✳ △

■$ ✐& ♥♦✇ &$*❛✐❣❤$❢♦*✇❛*❞ $♦ ♣*♦✈❡ $❤❛$ ∀x ∈ N✱ ✏∃ &♦❧✉$✐♦♥ S ❢♦* maxmax 1 ♦❢

✈❛❧✉❡ c (S) = x ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛ ❝❧✐L✉❡ X ♦❢ &✐③❡ x ❡①✐&$& ✐♥ G ✑✳ ■♥❞❡❡❞✱ &✉♣♣♦&❡ ✜*&$

$❤❛$ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ &♦❧✉$✐♦♥ S &✉❝❤ $❤❛$ c (S) = x✳ ▲❡$ s = {vs1, . . . , v
s
m} ❜❡ $❤❡ &$❛❝❦ ✐♥

S ♦❢ ✈❛❧✉❡ x✱ ❛♥❞ ❧❡$ Gs = {l|vs[l] = 1} ❜❡ $❤❡ &❡$ ♦❢ ❝♦♦*❞✐♥❛$❡& &❡$ $♦ ♦♥❡ ✐♥ s✳ ❲❡

✐♠♠❡❞✐❛$❡❧② ❣❡$ $❤❛$ $❤❡ ✈❡*$✐❝❡& ❝♦**❡&♣♦♥❞✐♥❣ $♦ Gs ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧✐L✉❡ ✐♥ G✱ ❛& ∀i ❛♥❞
j ∈ Gs $❤❡ ♣*❡✈✐♦✉& ♣*♦♣❡*$② ✐♠♣❧✐❡& $❤❛$ i ∈ Xs✱ j ∈ Xs✱ ❛♥❞ $❤✉& {i, j} ∈ E✳

❙✉♣♣♦&❡ ♥♦✇ $❤❛$ $❤❡*❡ ✐& ❛ ❝❧✐L✉❡X∗
✐♥ G✱ ❛♥❞ ❧❡$ s ❜❡ ❛ &$❛❝❦ &✉❝❤ $❤❛$ Xs = X∗

✳

❚❤❡ ♣*❡✈✐♦✉& ♣*♦♣❡*$② ✐♠♣❧✐❡& $❤❛$ ∀i ∈ Xs✱ vs[i] = 1✳

❚❤✉&✱ $❤❡ ♣*♦✜$ ♦❢ ♦♣"maxmax 1(f(I)) ✐& ❡L✉❛❧ $♦ $❤❡ &✐③❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❧✐L✉❡

✐♥ G✳ ❆& $❤❡ ♣*❡✈✐♦✉& *❡❞✉❝$✐♦♥ ✐& ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛& ❛♥② &♦❧✉$✐♦♥ S ♦❢ f(I) ❝❛♥ ❜❡

$*❛♥&❧❛$❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ $✐♠❡ ✐♥$♦ ❛ ❝♦**❡&♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✐L✉❡ ♦❢ &✐③❡ c (S) ✐♥ G✱ ✇❡

❣❡$ $❤❡ ❞❡&✐*❡❞ *❡&✉❧$✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ $❤✐& *❡❞✉❝$✐♦♥ ✐& ❞❡♣✐❝$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉*❡ ✻✳✹

❚❤❡ ▼❛① ❈❧✐&✉❡ ♣*♦❜❧❡♠ ✐& ❦♥♦✇♥ $♦ ❜❡ ❤❛*❞ $♦ ❛♣♣*♦①✐♠❛$❡✳

❚❤❡♦*❡♠ ✻✳✷ ✭❩✉❝❦❡*♠❛♥ ❬❩✉❝✵✼❪✮✳ ▼❛① ❈❧✐&✉❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❣!❛♣❤ G = (U,E) ✐.
❤❛!❞ /♦ ❛♣♣!♦①✐♠❛/❡ ✇✐/❤✐♥ ❛ !❛/✐♦ |U |1−ε

✉♥❧❡.. P = NP✳



✼✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ■◆❚❊❘▼❊❉■❆❚❊ #❘❖❇▲❊▼❙

1

2 3

4 5

11100

01111

11110

10111

11111

11011

01111

11101

00111

11110

V 1 V 2 V 3 V 4 V 5

00011

11100

❋✐❣✉&❡ ✻✳✹✿ ■❧❧✉-.&❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ &❡❞✉❝.✐♦♥ ❢&♦♠ ❛♥ ✐♥-.❛♥❝❡ ♦❢ ▼❛① ❈❧✐&✉❡ ❞❡✜♥❡❞

❜② ❣&❛♣❤ G = ({1, 2, 3, 4, 5} , {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (3, 4), (3, 5), (4, 5)}) ❛❞♠✐..✐♥❣

❛ -♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ ♣&♦✜. 3 .♦ ❛♥ ✐♥-.❛♥❝❡ ♦❢ maxmax 1 ✇✐.❤ m = p = |V | = 5✱ n = 2
❛❞♠✐..✐♥❣ ❛ -♦❧✉.✐♦♥ S ♦❢ ❝♦-. c (S) = 3✳

■. ❢♦❧❧♦✇- .❤❛. maxmax 1✱ ✐- ❛❧-♦ ❤❛&❞ .♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛.❡✱ -✐♥❝❡ ✐♥ .❤❡ &❡❞✉❝.✐♦♥

m = p = |U |✳

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✸✳ ❊✈❡♥ ❢♦& n = 2✱ ❢♦& ❛♥② ǫ > 0✱ *❤❡&❡ ✐- ♥♦ ρ(m, p)✲❛♣♣&♦①✐♠❛*✐♦♥ -✉❝❤
*❤❛* ρ(x, x) = x1−ǫ

❢♦& maxmax 1✳

◆♦.✐❝❡ .❤❛. ✐♥ ♣❛&.✐❝✉❧❛&✱ p1−ǫ
❛♥❞ m1−ǫ

❛&❡ ♥♦. ♣♦--✐❜❧❡✱ ❜✉. ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ (pm)
1
2

✐- ♥♦. ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❋✉&.❤❡&♠♦&❡✱ .❤✐- &❡❞✉❝.✐♦♥ ♠❛♣- ❛♥② ✐♥-.❛♥❝❡ ♦❢ ▼❛① ❈❧✐&✉❡ .♦ ❛♥

✐♥-.❛♥❝❡ ♦❢ maxmax 1 ✇❤❡&❡ n = 2✳ ■. ❢♦❧❧♦✇- .❤❛. ❛♥② f(n)✲❛♣♣&♦①✐♠❛.✐♦♥ ❛❧❣♦&✐.❤♠

❢♦& maxmax 1 ✇♦✉❧❞ ♣&♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧❣♦&✐.❤♠ ✇✐.❤ &❛.✐♦ ❜❡..❡& .❤❛. |U |1−ε
❢♦& -✉✣❝✐❡♥.❧②

❧❛&❣❡ ✐♥-.❛♥❝❡- ♦❢ ▼❛① ❈❧✐&✉❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❛❧-♦ ❞❡❞✉❝❡ ✐♥❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ♦❢ .❤❡

♣&♦❜❧❡♠ ✇✐.❤ &❡❣❛&❞ .♦ n✳

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✹✳ ❚❤❡&❡ ✐- ♥♦ f(n)✲❛♣♣&♦①✐♠❛*✐♦♥ ❛❧❣♦&✐*❤♠ ❢♦& maxmax 1✱ ✉♥❧❡-- P =
NP✳

◆♦.❡ .❤❛. .❤❡ ❝♦-. ♦❢ ♦♣.✐♠❛❧ -♦❧✉.✐♦♥- ✐- ♣&❡-❡&✈❡❞ ✈✐❛ .❤❡ S✲&❡❞✉❝.✐♦♥✱ ✐. ❢♦❧❧♦✇-
.❤❛. .❤✐- &❡❞✉❝.✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ -❡❡♥ ❛- ❛♥ ❋C❚✲&❡❞✉❝.✐♦♥ ❢&♦♠▼❛① ❈❧✐&✉❡ ✇❤❡♥ ♣❛&❛♠✲

❡.❡&✐③❡❞ ❜② .❤❡ -.❛♥❞❛&❞ ♣❛&❛♠❡.❡& .♦ maxmax 1 ✇❤❡♥ ♣❛&❛♠❡.❡&✐③❡❞ ❜② .❤❡ -.❛♥❞❛&❞

♣❛&❛♠❡.❡&✳

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✺ ✭❉♦✇♥❡② ❛♥❞ ❋❡❧❧♦✇- ❬❉❋✾✺❪✮✳ ▼❛① ❈❧✐&✉❡ ♣❛&❛♠❡*❡&✐③❡❞ ❜② *❤❡

-*❛♥❞❛&❞ ♣❛&❛♠❡*❡& ✐- W❬✶❪ ✲❤❛&❞✳

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✻✳ maxmax 1 ♣❛&❛♠❡*❡&✐③❡❞ ❜② *❤❡ -*❛♥❞❛&❞ ♣❛&❛♠❡*❡& ✐- W❬✶❪ ✲❤❛&❞✳

✻✳✶✳✸ ■♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐/② ❡①/❡♥2✐♦♥ /♦ (maxmax 1)#0≤1

❲❡ ❝❛♥ ❡①.❡♥❞ .❤❡ ♣&❡✈✐♦✉- &❡-✉❧.- .♦ (maxmax 1)#0≤1✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞❡-✐❣♥ ✐♥ .❤✐-

-❡❝.✐♦♥ ❛ -.&✐❝.✲&❡❞✉❝.✐♦♥ ❢&♦♠ maxmax 1 ✇❤❡♥ n ✐- ✜①❡❞ .♦ (maxmax 1)#0≤1✳ ❙✐♥❝❡

.❤❡ ♣&❡✈✐♦✉- &❡❞✉❝.✐♦♥ ♣&♦✈❡- ✐♥❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ❢♦& maxmax 1 ✇✐.❤ n = 2✱ .❤❡-❡

&❡-✉❧.- ❝❛♥ .❤❡♥ ❜❡ ❡①.❡♥❞❡❞ .♦ (maxmax 1)#0≤1✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳ maxmax 1 ♦♥ ✐♥-*❛♥❝❡- ✇✐*❤ ✜①❡❞ n -*&✐❝*✲&❡❞✉❝❡- *♦ (maxmax 1)#0≤1✳



✻✳✶✳ ◆❊●❆❚■❱❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ✼✼

 !♦♦❢✳ ▲❡# ✉% ❝♦♥%#)✉❝# (f, g) ❛% ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐#✐♦♥ ✷✳✷✼✳ ❲❡ ❝♦♥%✐❞❡) ❛♥ ✐♥%#❛♥❝❡

I ♦❢ maxmax 1 ✇✐#❤ ✜①❡❞ n✳ ◆♦#❡ #❤❛# ❛♥② ✈❡❝#♦) v ♦❢ #❤❡ ✐♥%#❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛%

❛ %❡# ♦❢ ♣♦%✐#✐✈❡ ✐♥#❡❣❡)% )❡♣)❡%❡♥#✐♥❣ #❤❡ ❝♦♦)❞✐♥❛#❡% %❡# #♦ ③❡)♦ ✐♥ v✳ ❋♦) ✐♥%#❛♥❝❡

#❤❡ ✈❡❝#♦) 01101 ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% #❤❡ %❡# {1, 4}✳ ❇❛%❡❞ ♦♥ #❤✐% )❡♣)❡%❡♥#❛#✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥

#❤❡♥ ❞❡✜♥❡ #❤❡ ❈❛)#❡%✐❛♥ ♣)♦❞✉❝# ♦❢ #✇♦ ✈❡❝#♦)% ❛% #❤❡ ❈❛)#❡%✐❛♥ ♣)♦❞✉❝# ♦❢ #❤❡✐)

)❡♣)❡%❡♥#❛#✐✈❡ %❡#%✳ ❋✉)#❤❡)♠♦)❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ %❡# V i =
{
vi1, . . . , v

i
n

}
✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ #❤❡

n✲❛)② ❈❛)#❡%✐❛♥ ♣)♦❞✉❝# ♦❢ #❤❡ ✈❡❝#♦)% ♦❢ V i
❛% ΠV i = vi1 × · · · × vin✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ f

❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ❋♦) ❡✈❡)② %❡# V i
♦❢ I✱ ✇❡ ✜)%# ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ❈❛)#❡%✐❛♥ ♣)♦❞✉❝# ♦❢ #❤❡ ✈❡❝#♦)%

♦❢ V i
✳ ❚♦ ❡❛❝❤ n✲#✉♣❧❡ τi = (t1, . . . , tn) ♦❢ ΠV i ✇❡ ❝♦♥%#)✉❝# ❛ %❡# V τi

✐♥ f(I)✳ ❚♦

❡❛❝❤ ✐♥#❡❣❡) tj ♦❢ τi ✇❡ ❛%%♦❝✐❛#❡ ❛ ✈❡❝#♦) vτij ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♦)❞✐♥❛#❡ tj %❡# #♦ ③❡)♦✳ ■♥ ♦#❤❡)

✇♦)❞% vτij [l] = 0 ✐❢ l = tj ✱ v
τi
j [l] = 1 ♦#❤❡)✇✐%❡✳ ■♥#✉✐#✐✈❡❧②✱ #❤❡ #)❛♥%❢♦)♠❛#✐♦♥ %♣❧✐#%

❡✈❡)② ✈❡❝#♦) ✐♥#♦ ✈❡❝#♦)% ❝♦♥#❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ③❡)♦✳ ❚❤❡ ❈❛)#❡%✐❛♥ ♣)♦❞✉❝# ❛✐♠% ❛#

♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ❡✈❡)② %#❛❝❦% ✐♥ f(I) #❤❛# ✇♦✉❧❞ ♠✐①❡) ✈❡❝#♦)% ❝♦♠✐♥❣ ❢)♦♠ ❞✐✛❡)❡♥# ✈❡❝#♦)%

♦❢ I✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉)❡ ✻✳✺ ❣✐✈❡% ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ #❤✐% #)❛♥%❢♦)♠❛#✐♦♥✳

❇❡❢♦)❡ ❞❡✜♥✐♥❣ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ g✱ ✇❡ ❢♦)♠✉❧❛#❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✻✳✺✳ ●✐✈❡♥ ❛ )♦❧✉0✐♦♥ S ♦❢ f(I)✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛❧❧ smax 0❤❡ )0❛❝❦ )✉❝❤ 0❤❛0 c (vsmax) =
c (S)✱ 0❤✉) ❢♦! ❡✈❡!② )❡0 V i

♦❢ I 0❤❡!❡ ❡①✐)0) ❛ ✈❡❝0♦! vij )✉❝❤ 0❤❛0 ∀l ∈ [p], vij [l] = 0⇒
vsmax

[l] = 0✳

△ ▲❡# ✉% )❡❛%♦♥ ❜② ❝♦♥#)❛❞✐❝#✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦%❡ #❤❛# #❤❡)❡ ❡①✐%#% ❛ %❡# V i
♦❢ I %✉❝❤

#❤❛# ∀vij , ∃lj %✉❝❤ #❤❛# vij [lj ] = 0 ❛♥❞ vsmax
[lj ] = 1✳ ❇② ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❈❛)#❡%✐❛♥

♣)♦❞✉❝# ♦❢ #❤❡ ✈❡❝#♦)% ♦❢ #❤❡ %❡# V i
✱ ΠV i ❝♦♥#❛✐♥% #❤❡ #✉♣❧❡ (l1, . . . , lm)✱ #❤❡ #✉♣❧❡ ♦❢

❡❛❝❤ ♣♦%✐#✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❝#♦) ♥♦# ❝♦✈❡)❡❞ ❜② vsmax ✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❝♦♥%#)✉❝#✐♦♥✱ #❤❡)❡ ❡①✐%#%

❛ %❡# V (l1,...,ln)i
✳ ■# ❢♦❧❧♦✇% #❤❛# smax ❝♦♥#❛✐♥% ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ ✈❡❝#♦)% ♦❢ V (l1,...,ln)i

❛♥❞ #❤✉%

#❤❛# ✐#% )❡♣)❡%❡♥#❛#✐✈❡ ✈❡❝#♦) ❤❛% ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ ❢♦!❜✐❞❞❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥# %❡# #♦ ③❡)♦✳ ❚❤✐%

❧❡❛❞% #♦ ❛ ❝♦♥#)❛❞✐❝#✐♦♥✳ △

❲❡ ❞❡✜♥❡ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ g ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ●✐✈❡♥ ❛ %♦❧✉#✐♦♥ S ♦❢ f(I) ❛♥❞ smax #❤❡ %#❛❝❦

%✉❝❤ #❤❛# c (vsmax) = c (S)✱ ❢♦) ❡✈❡)② %❡# V i
♦❢ I ✇❡ ❛❞❞ #♦ ❛ %#❛❝❦ ❛ ✈❡❝#♦) vij ♦❢ V i

#❤❛# %❛#✐%✜❡% #❤❡ ▲❡♠♠❛ ✻✳✺✳ ❚❤❡ )❡♠❛✐♥✐♥❣ %#❛❝❦% ♦❢ g(I, S) ❛)❡ ❣)❡❡❞✐❧② ❝)❡❛#❡❞✳

■# ✐% %#)❛✐❣❤#❢♦)✇❛)❞ #♦ %❡❡ #❤❛# ❣✐✈❡♥ ❛ %♦❧✉#✐♦♥ S ♦❢ f(I) ♦❢ ❝♦%# c (S)✱ g(I, S)
❝♦♥#❛✐♥% ❛ %#❛❝❦ s ♦❢ ❝♦%# c (s) ≤ c (vsmax) ❛♥❞ #❤✉% c (g(I, S)) ≤ c (S)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦❢

#❤❡ %❡❧❡❝#❡❞ ✈❡❝#♦)% ❤❛✈❡ #❤❡✐) ③❡)♦% ❛# #❤❡ %❛♠❡ ❝♦♦)❞✐♥❛#❡% ❛% vsmax ✳

❖♥ #❤❡ ♦#❤❡) ❤❛♥❞✱ ✐❢ I ❛❞♠✐#% ❛ %♦❧✉#✐♦♥ S ♦❢ ❝♦%# c (S)✱ #❤✉% %❡❧❡❝#✐♥❣ #❤❡ ✈❡❝#♦)%

✐♥ f(I) ❝♦))❡%♣♦♥❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ✈❡❝#♦)% ❝♦♥#❛✐♥❡❞ ✐♥ #❤❡ ❜❡%# %#❛❝❦ ✐♥ S ❧❡❛❞% #♦ ❛ %#❛❝❦

s✱ ❛♥❞ #❤✉% ❛ %♦❧✉#✐♦♥ ❢♦) f(I)✱ #❤❛# ❤❛% #❤❡ %❛♠❡ ❝♦%# ❛% S✳
❚❤❡ )❡❞✉❝#✐♦♥ ✐% #❤✉% ❛ %#)✐❝# )❡❞✉❝#✐♦♥✳

❚❤❡♦*❡♠ ✻✳✼✳ ❋♦! ❡✈❡!② ε > 0✱ (maxmax 1)#0≤1 ✐) ❤❛!❞ 0♦ ❛♣♣!♦①✐♠❛0❡ ✇✐0❤✐♥ ❛

❢❛❝0♦! f(n)✱ p1−ε
♦! (m/p−1)1−ε

✉♥❧❡)) P = NP✳

 !♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥%#❛♥❝❡ I ♦❢ maxmax 1 ✇✐#❤ ✜①❡❞ n✱ #❤❡ ❞❡%✐❣♥❡❞ )❡❞✉❝#✐♦♥ ❧❡❛✈❡%

♣❛)❛♠❡#❡)% n ❛♥❞ p ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ f(I)✱ ✐♥❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐#② ✇✐#❤ )❡❣❛)❞ #♦ #❤❡%❡ ♣❛)❛♠✲

❡#❡)% ✐% #❤✉% %#)❛✐❣❤#❢♦)✇❛)❞✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ #❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ %❡#% ✐♥ f(I) ✐% ❛# ♠♦%# ❡O✉❛❧ #♦
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00011

11101

11001

01111

11101

11001

11110

01011

11010

V 1 V 2 V 3

{1, 2, 3}

{4}

{3, 4}

{1}

{4}

{3, 4}

{5}

{1, 3}

{3, 5}

V 1 V 2 V 3

V (1,4,3)1

01111

11101

11011

V (1,4,4)1

01111

11101

11101

V (2,4,3)1

10111

11101

11011

V (2,4,4)1

10111

11101

11101

V (3,4,3)1

11011

11101

11011

V (3,4,4)1

11011

11101

11101

V (1,4,3)2

01111

11101

11011

V (1,4,4)2

01111

11101

11101

V (5,1,3)3

11110

01111

11011

V (5,1,5)3

11110

01111

11110

V (5,3,3)3

11110

11011

11011

V (5,3,5)3

11110

11011

11110

I ⇔

f(I)

❋✐❣✉&❡ ✻✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ &❡❞✉❝6✐♦♥ ❢&♦♠ ❛♥ ✐♥86❛♥❝❡ I ♦❢ maxmax 1 ✇✐6❤ m = 3✱ p = 5
❛♥❞ ✜①❡❞ n = 3 6♦ ❛♥ ✐♥86❛♥❝❡ f(I) ♦❢ (maxmax 1)#0≤1 ✇✐6❤ m′ = 12✱ n′ = 3 ❛♥❞

p′ = 5✳

mpn ❞✉❡ 6♦ 6❤❡ ❈❛&6❡8✐❛♥ ♣&♦❞✉❝6✳ ■❢ ✇❡ &❡86&✐❝6 6❤❡ ✐♥✐6✐❛❧ ♣&♦❜❧❡♠ 6♦ 6❤❡ ✐♥86❛♥❝❡

❝♦♥86&✉❝6❡❞ ❜② 6❤❡ &❡❞✉❝6✐♦♥ ❢&♦♠▼❛① ❈❧✐&✉❡✱ ❞❡♣✐❝6❡❞ ✐♥ ❙❡❝6✐♦♥ ✻✳✶✳✷✱ 6❤❡ ♥✉♠❜❡&

♦❢ 8❡68 ✐♥ f(I) ✐8 ❡✈❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② mp✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❡❛❝❤ 8❡6 6❤❡&❡ ❡①✐868 ♦♥❡ ✈❡❝6♦& 6❤❛6

❤❛8 ❡①❛❝6❧② ♦♥❡ ❝♦♦&❞✐♥❛6❡ 8❡6 6♦ ③❡&♦ ❜② ❝♦♥86&✉❝6✐♦♥✳ ❚❤✉8 6❤❡ ❈❛&6❡8✐❛♥ ♣&♦❞✉❝6

❣❡♥❡&❛6❡8 ❛6 ♠♦86 p− 1 8❡68 ✐♥ f(I) ❢♦& ❡❛❝❤ 8❡6 ✐♥ I✳

❙✐♥❝❡ maxmax 1 ❝❛♥♥♦6 ❜❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛6❡❞ ✇✐6❤✐♥ ❛ &❛6✐♦♥ m1−ε
✱ (maxmax 1)#0≤1

❝❛♥♥♦6 ❜❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛6❡❞ ✇✐6❤✐♥ ❛ &❛6✐♦ (m/p−1)1−ε
✳

✻✳✶✳✹ (n− 1− ε)✲✐♥❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐/② ❢♦) (minmin 0)#0≤1

❚❤❡ &❡❞✉❝6✐♦♥ ♣&♦✈✐❞❡❞ ✐♥ 6❤❡ ♣&❡✈✐♦✉8 8❡❝6✐♦♥ ❣✐✈❡8 86&♦♥❣ ✐♥❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐6② &❡8✉❧68

✇✐6❤ &❡❣❛&❞ 6♦ 6❤❡ ♥❛6✉&❛❧ ♣❛&❛♠❡6❡&8 m✱ n ❛♥❞ p ❢♦& (maxmax 1)#0≤1✳ ■6 8❡❡♠8

♥❛6✉&❛❧ 6♦ ❛8❦ ❛❜♦✉6 6❤❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐6② ♦❢ ✐68 ❞✉❛❧ ✈❡&8✐♦♥✿ minmin 0✳

■♥ ❛ ✜&86 6✐♠❡ ✇❡ ♣&♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡&✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲6✐♠❡ ❝♦♠♣✉6❛❜❧❡ ❢✉♥❝6✐♦♥✱ 6❤❛6

❡♥❝♦❞❡8✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥6❡❣❡& k✱ ❛ k✲✉♥✐❢♦&♠ ❤②♣❡&❣&❛♣❤ ✇✐6❤ ❛♥ ✐♥♣✉6 ♦❢ ❛ ❜▼❱❆ ♣&♦❜❧❡♠

✇❤❡&❡ ❡✈❡&② ✈❡❝6♦& ❤❛8 ❛6 ♠♦86 ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 8❡6 6♦ ③❡&♦✳ ■♥ ❛ 8❡❝♦♥❞ 6✐♠❡✱ ✇❡ 8❤♦✇

❤♦✇ 6❤✐8 ❢✉♥❝6✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉8❡❞ 6♦ ❞❡8✐❣♥ ❛♥ S✲&❡❞✉❝6✐♦♥ ❢&♦♠ Ek ❱❡,-❡① ❈♦✈❡, 6♦

(minmin 0)#0≤1✳

❈♦♥#$%✉❝$ ❜▼❱❆ ✐♥#$❛♥❝❡ ❢%♦♠ k✲✉♥✐❢♦%♠ ❤②♣❡%❣%❛♣❤

■♥ 6❤✐8 8❡❝6✐♦♥✱ ✇❡ ♣&❡8❡♥6 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲6✐♠❡ ❝♦♠♣✉6❛❜❧❡ ❢✉♥❝6✐♦♥ f 6❤❛6✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥

✐♥6❡❣❡& k✱ ❡♥❝♦❞❡8 ❛ k✲✉♥✐❢♦&♠ ❤②♣❡&❣&❛♣❤ ✇✐6❤ ❛♥ ✐♥♣✉6 ♦❢ ✇❛❢❡&✲6♦✲✇❛❢❡& ✐♥6❡❣&❛6✐♦♥

♣&♦❜❧❡♠8 ✇❤❡&❡ ❡✈❡&② ✈❡❝6♦& ❤❛8 ❡①❛❝6❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 8❡6 6♦ ③❡&♦✳ ❚❤❡ &❡❞✉❝6✐♦♥ ♦❢

❙✉❜8❡❝6✐♦♥ ✻✳✶✳✺✱ 6&❛♥8❢♦&♠✐♥❣ ❛ ❤②♣❡&❣&❛♣❤✱ ♥♦6 ♥❡❝❡88❛&✐❧② ✉♥✐❢♦&♠✱ 6♦ ❛♥ ✐♥86❛♥❝❡

♦❢ ❜▼❱❆ ✇✐6❤ ✈❡❝6♦&8 ❝♦♥6❛✐♥✐♥❣ ♠♦&❡ 6❤❛♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♦&❞✐♥❛6❡ 8❡6 6♦ ③❡&♦ ✐8 ❜❛8❡❞
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a

b

c

d

V a V b

V c V d1

2

3

4 5

6

7

0111111

1011111

1111110

0111111

1101111

1110111

1011111

1110111

1111011

1111011

1111101

1111110

❋✐❣✉$❡ ✻✳✻✿ ■❧❧✉+,$❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥+,$✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❛ (❜▼❱❆)#0≤1 ✐♥+,❛♥❝❡ ❢$♦♠ ❛ 3✲✉♥✐❢♦$♠
❤②♣❡$❣$❛♣❤ H = (U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}✱ E = {{1, 2, 7} , {1, 3, 4} , {2, 4, 5} , {5, 6, 7}})✳

♦♥ ,❤❡ +❛♠❡ ♣$✐♥❝✐♣❧❡✳

▲❡, ✉+ ❝♦♥+✐❞❡$ ❛ k✲✉♥✐❢♦$♠ ❤②♣❡$❣$❛♣❤ H = (U,E)✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲,✐♠❡ ❝♦♠✲
♣✉,❛❜❧❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ f ,❤❛, ❝$❡❛,❡+ ❛♥ ✐♥+,❛♥❝❡ ♦❢ (❜▼❱❆)#0≤1 ❢$♦♠ H ❝❛♥ ❜❡ ❞❡+❝$✐❜❡❞

❛+ ❢♦❧❧♦✇+✳

✶✳ ❲❡ +❡, m = |E|✱ n = k ❛♥❞ p = |U |✳

✷✳ ❋♦$ ❡❛❝❤ ❤②♣❡$❡❞❣❡ e = {u1, u2, . . . , uk} ∈ E✱ ✇❡ ❝$❡❛,❡ ,❤❡ +❡, V e
❝♦♥,❛✐♥✐♥❣ k

✈❡❝,♦$+ {vej , j ∈ [k]}✱ ✇❤❡$❡ ❢♦$ ❛❧❧ j ∈ [k]✱ vej [uj ] = 0 ❛♥❞ vej [l] = 1 ❢♦$ l 6= uj ✳
❲❡ +❛② ,❤❛, ❛ ✈❡❝,♦$ v $❡♣$❡+❡♥,+ u ∈ U ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ v[u] = 0 ❛♥❞ v[l 6= u] = 1
✭❛♥❞ ,❤✉+ ✈❡❝,♦$ vej $❡♣$❡+❡♥,+ uj✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ,❤✐+ ❝♦♥+,$✉❝,✐♦♥ ✐+ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✻✳✻✳

S✲!❡❞✉❝&✐♦♥ ❢!♦♠ Ek ❱❡"#❡① ❈♦✈❡" &♦ (minmin 0)#0≤1

❲❡ ❝♦♥+✐❞❡$ Ek ❱❡%&❡① ❈♦✈❡%✱ ,❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐③❛,✐♦♥ ,♦ ❤②♣❡$❣$❛♣❤+ ♦❢ ,❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥

❱❡%&❡① ❈♦✈❡% ♣$♦❜❧❡♠✳ ❘❡♠❡♠❜❡$ ,❤❛,✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❤②♣❡$❣$❛♣❤✱ ❛ +✉❜+❡, ♦❢ ✈❡$,✐❝❡+

V C ✐+ ❝♦♥+✐❞❡$❡❞ ,♦ ❜❡ ❛ ✈❡$,❡① ❝♦✈❡$ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ V C ❝♦♥,❛✐♥+ ❛, ❧❡❛+, ♦♥❡ ✈❡$,❡①

♦❢ ❡❛❝❤ ❤②♣❡$❡❞❣❡✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✻✳ Ek ❱❡%&❡① ❈♦✈❡% S✲!❡❞✉❝❡& '♦ (minmin 0)#0≤1✳

*!♦♦❢✳ ❲❡ ✉+❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ f ♣$❡✈✐♦✉+❧② ✐♥,$♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✉+ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥+,❛♥❝❡ I ♦❢ Ek
❱❡%&❡① ❈♦✈❡% ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ k✲✉♥✐❢♦$♠ ❤②♣❡$❣$❛♣❤ H = (U,E)✱ ✇❡ ❛$❡ ❛❜❧❡ ,♦
❝♦♥+,$✉❝, ❛♥ ✐♥+,❛♥❝❡ f(I) ♦❢ (minmin 0)#0≤1 ✇✐,❤ m = |E|✱ n = k ❛♥❞ p = |U |✳

▲❡, ✉+ +❤♦✇ ,❤❛, H ❛❞♠✐,+ ❛ ✈❡$,❡① ❝♦✈❡$ V C ⊆ U ♦❢ +✐③❡ |V C| ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f(I)
❛❞♠✐,+ ❛ +♦❧✉,✐♦♥ S ♦❢ ❝♦+, c (S) ≤ |V C|✳



✽✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ■◆❚❊❘▼❊❉■❆❚❊ #❘❖❇▲❊▼❙

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✶✶ Ek ❱❡"#❡① ❈♦✈❡"

■♥♣✉" ❆ k✲✉♥✐❢♦)♠ ❤②♣❡)❣)❛♣❤ H = (U,E) ❛♥❞ ❛♥ ✐♥2❡❣❡) k ≥ 2✳

❖✉"♣✉" ❆ ✈❡)2❡① ❝♦✈❡) V C ⊆ U ✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ |V C|✳

⇒ ●✐✈❡♥ ❛ ✈❡)2❡① ❝♦✈❡) V C ⊆ U ✱ ✇❡ <❤♦✇ ❤♦✇ 2♦ ❝♦♥<2)✉❝2 ❛ <2❛❝❦ s ✐♥ f(I) ♦❢

❝♦<2 c (s) ≤ |V C| ♣)♦✈✐♥❣ ❛2 2❤❡ <❛♠❡ 2✐♠❡ 2❤❡ ❡①✐<2❡♥❝❡ ♦❢ ❛ <♦❧✉2✐♦♥ S ♦❢ f(I)
♦❢ ❝♦<2 c (S) ≤ c (s) ≤ |V C|✳

❇② ❞❡✜♥✐2✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡)2❡① ❝♦✈❡)✱ ❢♦) ❡✈❡)② ❤②♣❡)❡❞❣❡ e ∈ E, e ∩ V C 6= ∅✳ ❲❡

❝♦♥<2)✉❝2 s ❛< ❢♦❧❧♦✇<✳ ❋♦) ❡❛❝❤ ❤②♣❡)❡❞❣❡ e ∈ E✱ ✇❡ ❛❞❞ 2♦ s ❛ ✈❡❝2♦) ♦❢ V e

)❡♣)❡<❡♥2✐♥❣ ❛ ✈❡)2❡① ♦❢ V C✳ ■❢ ♠♦)❡ 2❤❛♥ ♦♥❡ ✈❡)2❡① ♦❢ e ❜❡❧♦♥❣< 2♦ V C✱ ✇❡

❝❤♦<❡ 2❤❡ ✈❡❝2♦) ❛)❜✐2)❛)✐❧② ❛♠♦♥❣ 2❤❡♠✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ 2❤❛2 2❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ③❡)♦< ✐♥ 2❤✐< <2❛❝❦ ✐< ❛2 ♠♦<2 2❤❡ <✐③❡ ♦❢ V C✳ ■♥❞❡❡❞✱

❢♦) ❡✈❡)② <❡2✱ ♦♥❧② ✈❡❝2♦)< )❡♣)❡<❡♥2✐♥❣ ✈❡)2✐❝❡< ♦❢ V C ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ <❡❧❡❝2❡❞✳ ❚❤✉<

vs ❤❛< ❛2 ♠♦<2 |V C| ❝♦♠♣♦♥❡♥2 <❡2 2♦ ③❡)♦<✳

⇐ ●✐✈❡♥ ❛ <♦❧✉2✐♦♥ S ❢♦) f(I)✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤2 2❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲2✐♠❡ ❝♦♠♣✉2❛❜❧❡ ❢✉♥❝✲

2✐♦♥ g ❝♦♠♣✉2✐♥❣ ❛ <♦❧✉2✐♦♥ g(I, S) ❢♦) I✳ ❲❡ 2❤❡♥ ♣)♦✈❡ 2❤❛2 2❤❡ ❝♦♠♣✉2❡❞

<♦❧✉2✐♦♥ ✐< ❛ ✈❡)2❡① ❝♦✈❡) ♦❢ <✐③❡ c (S)✳

❲❡ ❝♦♥<✐❞❡) smax ∈ S ❛ <2❛❝❦ ♦❢ S ♦❢ ♣)♦✜2 c (smax) = c (S)✳ ❋♦) ❡✈❡)② ❝♦♦)❞✐♥❛2❡

❡F✉❛❧ 2♦ ③❡)♦ ✐♥ vsmax ✱ ✇❡ ❛❞❞ 2❤❡ ❝♦))❡<♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡)2❡① ✐♥ g(I, S)✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ 2❤❛2 g(I, S) ✐< ❛ ✈❡)2❡① ❝♦✈❡)✳ ❇② ❝♦♥<2)✉❝2✐♦♥✱ ❢♦) ❡✈❡)② <❡2 V e
✱ smax

✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥2❛✐♥< ❛ ✈❡❝2♦) )❡♣)❡<❡♥2✐♥❣ ❛ ✈❡)2❡① u ∈ e✱ ✐✳❡✳ ❛ ✈❡❝2♦) v ∈ V e
<✉❝❤

2❤❛2 v[u] = 0✳ ❚❤✐< ✐♠♣❧✐❡< 2❤❛2 vsmax
[u] = 0 ❛♥❞ 2❤❛2 ❛ ✈❡)2❡① ❤❛< ❜❡❡♥ <❡❧❡❝2❡❞

❢♦) ❡❛❝❤ ❤②♣❡)❡❞❣❡✳

❋✉)2❤❡)♠♦)❡✱ g(I, S) ✐< <✉❝❤ 2❤❛2 |g(I, S)| = c (smax) = c (S)✳ ❚❤✐< )❡❞✉❝2✐♦♥

(f, g) ✐< 2❤✉< ❛♥ S✲)❡❞✉❝2✐♦♥✳

❚❤❡♦*❡♠ ✻✳✽ ✭❉✐♥✉) ❡2 ❛❧✳ ❬❉✐♥✰✵✺❪✮✳ Ek ❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ✐# ❤❛&❞ (♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛(❡

✇✐(❤✐♥ ❛ &❛(✐♦ (k − 1− ε) ❢♦& ❛&❜✐(&❛&② ❝♦♥#(❛♥( k ≥ 3 ❛♥❞ ε > 0 ✉♥❧❡## P = NP✳

❚❤❡♦*❡♠ ✻✳✾✳ ∀n ≥ 3, ∀ε > 0✱ (minmin 0)#0≤1 ✐# ❤❛&❞ (♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛(❡ ✇✐(❤✐♥ &❛(✐♦#

(n− 1− ε) ✉♥❧❡## P = NP✳

❚❤✐< ✐♥❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐2② 2❤)❡<❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ <2)❡♥❣2❤❡♥❡❞ ❜② ❛<<✉♠✐♥❣ ❯●❈✳

❚❤❡♦*❡♠ ✻✳✶✵ ✭❇❛♥<❛❧ ❡2 ❛❧✳ ❬❇❑✶✵❪✮✳ ❆##✉♠✐♥❣ ❯●❈✱ ❢♦& ❡✈❡&② k ≥ 2✱ ∀ε > 0✱ Ek
❱❡"#❡① ❈♦✈❡" ✐# ❤❛&❞ (♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛(❡ ✇✐(❤✐♥ ❛ &❛(✐♦ k − ε✳



✻✳✶✳ ◆❊●❆❚■❱❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ✽✶

❈♦"♦❧❧❛"② ✻✳✶✳ ❆!!✉♠✐♥❣ ❯●❈✱ ❢♦- ❡✈❡-② n ≥ 2✱ ∀ε > 0✱ minmin 0 ✐! ❤❛-❞ 4♦ ❛♣✲
♣-♦①✐♠❛4❡ ✇✐4❤✐♥ ❛ -❛4✐♦ n− ε✳

✻✳✶✳✺ (1− ε) log(m)✲✐♥❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐/② ❢♦) minmin 0

❚❤❡ %&'♦♥❣ ✐♥❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐&② '❡%✉❧& ♦❢ (minmin 0)#0≤1 ❧❡❣✐&✐♠❛&❡% &❤❡ 5✉❡%&✐♦♥ ♦❢ ❛♣✲

♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐&② ✇✐&❤ '❡❣❛'❞ &♦m ❛♥❞ p✳ ❚❤✐% %❡❝&✐♦♥ ❛✐♠% ❛& ♣'♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐&②

'❡%✉❧& ❢♦' minmin 0 ✇✐&❤ '❡❣❛'❞ &♦ m ✇✐&❤ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥ S✲'❡❞✉❝&✐♦♥ ❢'♦♠▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐&✲

&✐♥❣ ❙❡& ✭▼✐♥✲❍❙✮ &♦ minmin 0✳ ❚❤✐% '❡❞✉❝&✐♦♥ ❛❧%♦ ♣'♦✈✐❞❡% ✜①❡❞ ♣❛'❛♠❡&❡'✐③❡❞

✐♥&'❛❝&❛❜✐❧✐&② ♦❢ minmin 0 ✇❤❡♥ ♣❛'❛♠❡&❡'✐③❡❞ ❜② k✳ ❲❡ ✜'%& ♣'❡%❡♥& &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢

▼✐♥✲❍❙✳

❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ 0"♦❜❧❡♠ ✶✷ ▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐&&✐♥❣ ❙❡&

■♥♣✉+ m %✉❜%❡&% R1, R2, . . . , Rm ♦❢ [n]✳

❖✉+♣✉+ ❆ %❡& HS ⊆ [n] %✉❝❤ &❤❛& HS ∩Ri 6= ∅, ∀i ∈ [m]✳

❖❜❥❡❝+✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ |HS|✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✼✳ ▼✐♥✲❍❙ S✲-❡❞✉❝❡! 4♦ minmin 0✳

;-♦♦❢✳ ▲❡& ✉% ✜'%& '❡♠❛'❦ &❤❛& ▼✐♥✲❍❙ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦'♠✉❧❛&❡❞ ✐♥ &❡'♠ ♦❢ ❤②♣❡'❣'❛♣❤ ❜②

❛%%♦❝✐❛&✐♥❣ &♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥& ♦❢ [n] ❛ ✈❡'&❡① ❛♥❞ &♦ ❡❛❝❤ %❡& Ri ❛♥ ❤②♣❡'❡❞❣❡✳ ❇❛%❡❞

♦♥ &❤✐% ♦❜%❡'✈❛&✐♦♥✱ &❤❡ '❡❞✉❝&✐♦♥ ✐% ❡%%❡♥&✐❛❧❧② &❤❡ %❛♠❡ ❛% &❤❡ ♦♥❡ ♣'❡%❡♥&❡❞ ✐♥

❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✶✳✹✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ✐% ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ▼✐♥✲❍❙ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ♦♥

❣❡♥❡'❛❧ ❤②♣❡'❣'❛♣❤% ✐♥%&❡❛❞ ♦❢ k✲'❡❣✉❧❛' ♦♥❡%✳
❲❡ ❞❡%❝'✐❜❡❞ ❢✉♥❝&✐♦♥ f ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ●✐✈❡♥ ❛ ▼✐♥✲❍❙ ✐♥%&❛♥❝❡ I✱ ❢♦' ❡❛❝❤ %❡& Ri✱

✇❡ ❝'❡❛&❡ ❛ %❡& V i
✳ ❊❛❝❤ %❡& ❝♦♥&❛✐♥% n ❜✐♥❛'② ✈❡❝&♦'% ♦❢ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ n✳

●✐✈❡♥ ❛ %❡& Ri✱ &❤❡ %❡& V i
✐% ❝♦♥%&'✉❝&❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ❋♦' ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥& j ∈ Ri✱ ✇❡

❝'❡❛&❡ ❛ ✈❡❝&♦' &❤❛& '❡♣'❡%❡♥&% j✱ ✐✳❡✳ ❛ ✈❡❝&♦' vij %✉❝❤ &❤❛& vij [j] = 0 ❛♥❞ ∀l 6= j, vij [l] =

1✳ ❚❤❡ n− |Ri| ♦&❤❡'% ✈❡❝&♦'% ♦❢ V
i
❛'❡ ③❡'♦ ✈❡❝&♦'%✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ %✉❝❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲&✐♠❡ ❝♦♠♣✉&❛❜❧❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ f ✐% ❞❡♣✐❝&❡❞ ♦♥ ❋✐❣✲

✉'❡ ✻✳✼✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&❡❣❡' k✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❝&✉❛❧❧② %❤♦✇ &❤❛&minmin 0 ✐♥%&❛♥❝❡ f(I) ❤❛% ❛ %♦❧✉&✐♦♥
S ♦❢ ❝♦%& c (S) = k ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ R1, ..., Rm ❤❛% ❛ ❤✐&&✐♥❣ %❡& ♦❢ %✐③❡ k✳ ❇② &❤❡ ❢♦'❡❣♦✐♥❣✱

✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ &♦ ❢♦❝✉% ♦♥ &❤❡ ♦♥❧② ✈❡❝&♦' ♦❢ ❡❛❝❤ %❡& ✇❤✐❝❤ ✐% ❛%%✐❣♥❡❞ &♦ smin✱ &❤❡

%&❛❝❦ ✇✐&❤ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝♦♦'❞✐♥❛&❡% %❡& &♦ ③❡'♦✳

⇒ ▲❡& HS ⊆ [n] ❜❡ ❛ ❍✐&&✐♥❣ ❙❡& ♦❢ %✐③❡ k✳ ❇② &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐&&✐♥❣ %❡&✱ ❢♦' ❛❧❧

i ∈ [m]✱ &❤❡'❡ ❡①✐%&% ji ∈ HS ∩Ri✳ ❚❤✉%✱ ❢♦' ❛❧❧ i ∈ [m]✱ ✇❡ %❡❧❡❝& &❤❡ ✈❡❝&♦' viji
❢'♦♠ &❤❡ %❡& V i

&♦ ❜❡ ❛%%✐❣♥❡❞ &♦ smin✳ ❇② ❝♦♥%&'✉❝&✐♦♥✱ &❤✐% ✈❡❝&♦' ❤❛% ♦♥❧② ♦♥❡

③❡'♦ ❛& &❤❡ jthi ❝♦♦'❞✐♥❛&❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡% &❤❛& &❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ %✉❝❤ ✈❡❝&♦'%
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R1

R2

R3

R41

2

3

4 5

6

7

0111111

1011111

0000000

0000000

0000000

0000000

1111110

0111111

0000000

1101111

1110111

1111011

0000000

0000000

0000000

1011111

0000000

1110111

1111011

0000000

0000000

0000000

0000000

0000000

0000000

1111011

1111101

1111110

0111011

V 1 V 2 V 3 V 4

❋✐❣✉&❡ ✻✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ &❡❞✉❝6✐♦♥ ❢&♦♠ ❛♥ ✐♥86❛♥❝❡ ♦❢ ▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐&&✐♥❣ ❙❡& ❝♦♥✲

8✐86✐♥❣ ♦❢ ❢♦✉& 8✉❜8❡68 ♦❢ [n = 7] : R1 = {1, 2, 7} , R2 = {1, 3, 4, 5} , R3 = {2, 4, 5} , R4 =
{5, 6, 7}✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥6❡❣❡& k = 2✱ 6♦ ❛♥ ✐♥86❛♥❝❡ ♦❢ minmin 0 ✇✐6❤ m′ = 5, n′ = n, p = n✳

∧m
i=1 v

i
ji
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ 1 ❡✈❡&②✇❤❡&❡ ❡①❝❡♣6 ❛6 6❤❡ ❝♦♦&❞✐♥❛6❡8 ❝♦&&❡8♣♦♥❞✐♥❣ 6♦ HS✳

❲❡ 6❤✉8 ❤❛✈❡ 6❤❡ ❞❡8✐&❡❞ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ③❡&♦8 ✐♥ ♦✉& 8♦❧✉6✐♦♥✳

⇐ ❈♦♥✈❡&8❡❧②✱ ❢♦& ❡❛❝❤ i ∈ [m]✱ ❧❡6 ji ∈ [n] ❜❡ 6❤❡ ✈❡❝6♦& ❢&♦♠ V i
✇❤✐❝❤ ✐8 ❛88✐❣♥❡❞

6♦ smin✳ ❙✐♥❝❡ 6❤❡ &❡8✉❧6✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ 6❤❡8❡ ✈❡❝6♦&8 ❤❛8 ♦♥❧② k ③❡&♦8✱ viji
❝❛♥♥♦6 ❜❡ ❛ 0✲✈❡❝6♦&✱ ❛♥❞ ✇❡ 6❤✉8 ❤❛✈❡ ji ∈ Ri✳ ❯8✐♥❣ 6❤❡ 8❛♠❡ ❛&❣✉♠❡♥68 ❛8

♣&❡✈✐♦✉8❧②✱ {uji}i∈[m] ❝♦&&❡8♣♦♥❞8 6♦ ❛ ❤✐66✐♥❣ 8❡6 ♦❢ R1, ..., Rm ♦❢ 8✐③❡ k✳

❲❡ ♠❛❦❡ 6❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜8❡&✈❛6✐♦♥ 6❤❛6 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉8❡❢✉❧ ✐♥ ❙❡❝6✐♦♥ ✽✳✷✳✸✳

❖❜"❡$✈❛'✐♦♥ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ♦✈❡%❛❧❧ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ③❡%♦. ✐♥ ❡❛❝❤ .❡1 ✐. ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p(n− 2)+2✳
■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ .❡1 ❡♥❝♦❞❡. ❛♥ ❤②♣❡%❡❞❣❡ 1❤❛1 ❤❛. ❛1 ❧❡❛.1 1✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥1.✳

■♥❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐6② &❡8✉❧68 ❛&❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦& ▼✐♥✲❍❙ ✐♥ ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ 8❡68

m✳

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✶✶ ✭❚&❡✈✐8❛♥ ❬❚&❡✵✶❪✮✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐&&✐♥❣ ❙❡& ❞♦❡. ♥♦1 ❛❞♠✐1 ❛♥② (1−
ε) log(m) ❛♣♣%♦①✐♠❛1✐♦♥ ❛❧❣♦%✐1❤♠ ✇✐1❤ ε > 0✱ ✉♥❧❡.. NP ⊆ QP✳

❙✐♥❝❡ 6❤❡ &❡❞✉❝6✐♦♥ ♣&❡8❡&✈❡8 6❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 6❤❡ ♣❛&❛♠❡6❡& m✱ ✐6 ❢♦❧❧♦✇8 6❤❛6✿

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✶✷✳ minmin 0 ❞♦❡. ♥♦1 ❛❞♠✐1 ❛♥② (1−ε) log(m) ❛♣♣%♦①✐♠❛1✐♦♥ ❛❧❣♦%✐1❤♠
✇✐1❤ ε > 0✱ ✉♥❧❡.. NP ⊆ QP✳

❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉8 &❡❞✉❝6✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛♥ S✲&❡❞✉❝6✐♦♥✱ ✐6 ❝❛♥ ❛❧8♦ ❜❡ 8❡❡♥ ❛8 ❛♥ FPT ✲
&❡❞✉❝6✐♦♥ ❢&♦♠ ▼✐♥✲❍❙ ♣❛&❛♠❡6❡&✐③❡❞ ❜② 6❤❡ 86❛♥❞❛&❞ ♣❛&❛♠❡6❡& 6♦ minmin 0 ♣❛✲

&❛♠❡6❡& ❜② 6❤❡ 86❛♥❞❛&❞ ♣❛&❛♠❡6❡&✳

❈♦$♦❧❧❛$② ✻✳✷✳ ❚❤❡%❡ ❡①✐.1. ❛♥ ❋<❚✲%❡❞✉❝1✐♦♥ ❢%♦♠ ▼✐♥✲❍❙ ♣❛%❛♠❡1❡%✐③❡❞ ❜② 1❤❡

.1❛♥❞❛%❞ ♣❛%❛♠❡1❡% (▼✐♥✲❍❙, k) 1♦ minmin 0 ♣❛%❛♠❡1❡%✐③❡❞ ❜② 1❤❡ .1❛♥❞❛%❞ ♣❛%❛♠❡1❡%
(minmin 0, k)✳



✻✳✶✳ ◆❊●❆❚■❱❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ✽✸

❲❡❧❧✱ ♥❡❣❛)✐✈❡ ,❡-✉❧)- ❛,❡ ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉) ▼✐♥✲❍❙ ✇❤❡♥ ♣❛,❛♠❡)❡,✐③❡❞ ❜② )❤❡ -)❛♥✲

❞❛,❞ ♣❛,❛♠❡)❡,✳

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✶✸ ✭❉♦✇♥❡② ❛♥❞ ❋❡❧❧♦✇- ❬❉❋✶✸❪✮✳ (▼✐♥✲❍❙, k) ✐! W❬✷❪✲❤❛(❞✳

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✶✹✳ (minmin 0, k) ✐! W❬✷❪✲❤❛(❞✳

❲❡ ❝❛♥ ✉-❡ )❤✐- ,❡❞✉❝)✐♦♥ )♦ -❤♦✇ ❢✉,)❤❡, ♥❡❣❛)✐✈❡ ,❡-✉❧)-✳ ▲❡) ✉- ❝♦♥-✐❞❡, ❛

❝♦♥-),❛✐♥❡❞ ✈❡,-✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐((✐♥❣ ❙❡( ♣,♦❜❧❡♠ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜② ❬▲▼❙✶✶❪✱

✇❤❡,❡ )❤❡ ❡❧❡♠❡♥) -❡) ✐- [d] × [d] ❛♥❞ ❝❛♥ )❤✉- ❜❡ -❡❡♥ ❛- ❛ )❛❜❧❡ ✇✐)❤ d ,♦✇- ❛♥❞ d
❝♦❧✉♠♥-✿

❉❡❝✐.✐♦♥ 0$♦❜❧❡♠ ✸ d× d✲❍✐((✐♥❣ ❙❡(

■♥♣✉6 ❆♥ ✐♥)❡❣❡, d ❛♥❞ R1, R2, . . . , Rt ⊆ [d]× [d]

◗✉❡.6✐♦♥ ■- )❤❡,❡ ❛ -❡) R ❝♦♥)❛✐♥✐♥❣ ❡①❛❝)❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥) ❢,♦♠ ❡❛❝❤ ,♦✇ -✉❝❤

)❤❛) R ∩Ri 6= ∅ ❢♦, ❛♥② i ∈ [t]❄

❬▲▼❙✶✶❪ -❤♦✇ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡♦,❡♠✿

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✶✺ ✭❬▲▼❙✶✶❪✮✳ d×d✲❍✐((✐♥❣ ❙❡( ❝❛♥♥♦. ❜❡ !♦❧✈❡❞ ✐♥ .✐♠❡ 2o(d log(d))nO(1)

✉♥❧❡!! ❊❚❍ ❢❛✐❧!✳

❲❡ ❝❛♥ )❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢,♦♠ ▲❡♠♠❛ ✻✳✼ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡♦,❡♠✳

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✶✻✳ (minmin 0, k) ❝❛♥♥♦. ❜❡ !♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(2o(k) log(n)) ♥♦( O∗(2ko(log(n)))✱
✉♥❧❡!! ❊❚❍ ❢❛✐❧!✳

:(♦♦❢✳ ◆♦)✐❝❡ )❤❛) ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② )❤❡ O✉❡-)✐♦♥ ♦❢ )❤✐- ♣,♦❜❧❡♠ ❜② ❞,♦♣♣✐♥❣ )❤❡ ❝♦♥✲

-),❛✐♥) )❤❛) S ❝♦♥)❛✐♥- ❛) ❧❡❛-) ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥) ❢,♦♠ ❡❛❝❤ ,♦✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡) ✉- ❛❞❞ )♦

)❤❡ ✐♥-)❛♥❝❡ ❛ -❡) ♦❢ d -❡)- {R′
1, . . . , R

′
d}✱ ✇❤❡,❡ R′

i ❝♦♥)❛✐♥- ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥)- ♦❢ ,♦✇ i ❢♦,
i ∈ [d]✳ ◆♦✇✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✭❝❧❛--✐❝❛❧✮ ❤✐))✐♥❣ -❡) ♦❢ -✐③❡ d ♦♥ )❤✐- ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥-)❛♥❝❡ ✐-

❡O✉✐✈❛❧❡♥) )♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ -♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ -✐③❡ d ❢♦, )❤❡ ♦,✐❣✐♥❛❧ ✐♥-)❛♥❝❡ ♦❢ d × d✲❍✐((✐♥❣
❙❡(✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ ✐) ✐- ❡❛-② )♦ ❝❤❡❝❦ )❤❛) ❛ 2o(d log(d))nO(1)

❛❧❣♦,✐)❤♠ ❢♦, )❤✐- ,❡❧❛①❡❞

♣,♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❛❧-♦ ❝♦♥),❛❞✐❝) ETH✳ ❚♦ -✉♠♠❛,✐③❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ )❤❛) ✉♥❧❡-- ETH ❢❛✐❧-✱

)❤❡,❡ ✐- ♥♦ 2o(d log(d))nO(1)
❛❧❣♦,✐)❤♠ ❢♦, )❤❡ ❝❧❛--✐❝❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐((✐♥❣ ❙❡( ♣,♦❜✲

❧❡♠✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ )❤❡ ❣,♦✉♥❞ -❡) ❤❛- -✐③❡ d2✳ ❚❤✐- ❛❧❧♦✇- ✉- )♦ ♣❡,❢♦,♠ )❤❡ ,❡❞✉❝)✐♦♥

♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳✼ ♦♥ )❤❡-❡ -♣❡❝✐❛❧ ✐♥-)❛♥❝❡-✱ ❧❡❛❞✐♥❣ )♦ ❛♥ ✐♥-)❛♥❝❡ f(I)[m′, n′, p′] ✇✐)❤
❛--♦❝✐❛)❡❞ -)❛♥❞❛,❞ ♣❛,❛♠❡)❡, k -✉❝❤ )❤❛) k = d ❛♥❞ n′ = d2✳ ❙✉♣♣♦-❡ ♥♦✇ )❤❛)

)❤❡,❡ ❡①✐-)- ❛♥ ❛❧❣♦,✐)❤♠ ❢♦, min
∑

0 ,✉♥♥✐♥❣ ✐♥ 2o(k) log(n)(k+m+ n+ p)O(1)
✳ ❯-✐♥❣

)❤❡ ,❡❞✉❝)✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ )♦ -♦❧✈❡ )❤❡ ✐♥-)❛♥❝❡ ♦❢ d × d✲❍✐((✐♥❣ ❙❡(
✐♥ 2o(d) log(d

2)nO(1)
✱ ❛♥❞ )❤✉- ✐♥ 2o(d log(d))nO(1)

✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛)❡ ETH✳ ❆ -✐♠✐❧❛,

✐❞❡❛ ❛❧-♦ ,✉❧❡- ♦✉) ❛♥② ❛❧❣♦,✐)❤♠ ,✉♥♥✐♥❣ ✐♥ 2ko(log(n)) ✉♥❞❡, ETH✳
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✻✳✷ #♦%✐'✐✈❡ ❘❡%✉❧'%

❇❡❢♦&❡ ❣❡((✐♥❣ ❢✉&(❤❡&✱ ✇❡ ♥❡❡❞ (♦ ✐♥(&♦❞✉❝❡ 1♦♠❡ ✉1❡❢✉❧ ♥♦(✐♦♥1✳ ❋✐&1(✱ ✇❡ ❡①(❡♥❞ (❤❡

❝❧❛11✐❝❛❧ [n] ♥♦(❛(✐♦♥ 1(❛♥❞✐♥❣ ❢♦& (❤❡ 1❡( {1, 2, . . . , n}✱ (♦ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦(❛(✐♦♥✳

◆♦"❛"✐♦♥ ✻✳✶✳ ●✐✈❡♥ %✇♦ ✐♥%❡❣❡)* k ❛♥❞ n *✉❝❤ %❤❛% k ≤ n✱ [n]k *%❛♥❞* ❢♦) %❤❡ *❡%
{k, k + 1, . . . , n}✳

❆* *✉❝❤ [n] ❛♥❞ [n]1 ❛)❡ ❡4✉✐✈❛❧❡♥%✳

❲❡ (❤❡♥ ✐♥(&♦❞✉❝❡ (❤❡ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝(♦& ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿

❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✻✳✶✳ ❋♦) ❛♥② t ∈ [2p − 1]0✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥✜❣✉)❛%✐♦♥ t ❛* Bt✿ %❤❡ p✲
❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛)② ✈❡❝%♦) %❤❛% )❡♣)❡*❡♥%* t ✐♥ ❜✐♥❛)②✳ ❲❡ *❛② %❤❛% ❛ p✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧
✈❡❝%♦) v ✐* ✐♥ ❝♦♥✜❣✉)❛%✐♦♥ t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ v = Bt✳

■♥ ❧✐❣❤( ♦❢ (❤❡1❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥1✱ ✇❡ &❡♠❛&❦ (❤❛( maxmax 1 ❝❛♥ ❜❡ (&✐✈✐❛❧❧② 1♦❧✈❡❞ ✐♥

O∗(2p)✳ ❚❤✐1 ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② (❡1(✐♥❣✱ ❢♦& ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ t✱ ✐❢ (❤❡&❡ ❡①✐1(1 ❛ ❢❡❛1✐❜❧❡

1(❛❝❦ s ✇✐(❤ &❡♣&❡1❡♥(❛(✐✈❡ ✈❡❝(♦& ✐♥ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ ts 1✉❝❤ (❤❛( ts ❞♦♠✐♥❛%❡* t ❛♥❞ ❜②

❦❡❡♣✐♥❣ (❤❡ ❜❡1( ❝&❡❛(❡❞ 1(❛❝❦✳ ■♥❢♦&♠❛❧❧②✱ ✇❡ 1❛② (❤❛( ❛ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ t1 ❞♦♠✐♥❛(❡1

❛♥♦(❤❡& ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ t2 ✐❢ (❤❡ 1❡( ♦❢ ❝♦♦&❞✐♥❛(❡1 1❡( (♦ ③❡&♦ ✐♥ Bt2 ✐1 ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ (❤❡

1❡( ♦❢ ❝♦♦&❞✐♥❛(❡1 1❡( (♦ ③❡&♦1 ✐♥ Bt1 ✳

❆ ♥❛(✉&❛❧ D✉❡1(✐♦♥ ❛&✐1✐♥❣ ✐1 (♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡(❤❡& ✐♠♣&♦✈✐♥❣ (❤❡ &✉♥♥✐♥❣ (✐♠❡ ♦❢ (❤❡

❛❧❣♦&✐(❤♠ (♦ O∗(rp) ✇✐(❤ r < 2 ✐1 ♣♦11✐❜❧❡✳ ❲❡ 1❤♦✇ ♥♦✇ (❤❛(✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥1✐❞❡&✐♥❣ (❤❡

1♣❡❝✐❛❧ ❝❛1❡ ✇❤❡&❡ n = 2✱ ❛ 1✐♠♣❧❡ &❡❞✉❝(✐♦♥ ❢&♦♠ maxmax 1 (♦ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❙❡%

♣&♦✈✐❞❡1 ❛♥ ❛❧❣♦&✐(❤♠ ✇✐(❤ ✐♠♣&♦✈❡❞ &✉♥♥✐♥❣ (✐♠❡✳

❚❤❡♦.❡♠ ✻✳✶✼✳ ❋♦) n = 2✱ maxmax 1 ❝❛♥ ❜❡ *♦❧✈❡❞ ✐♥ φ(r, p) ✉*✐♥❣ ❛♥② ❛❧❣♦)✐%❤♠
❢♦) ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❙❡% )✉♥♥✐♥❣ ✐♥ φ(r, n)✳

?)♦♦❢✳ ❚♦ ♣&♦✈❡ (❤❡ ♣&❡✈✐♦✉1 (❤❡♦&❡♠✱ ✇❡ 1❤♦✇ (❤❛( (❤❡&❡ ❡①✐1(1 ❛♥ S✲&❡❞✉❝(✐♦♥ (f, g)
❢&♦♠ maxmax 1✱ ✇❤❡♥ n = 2✱ (♦ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❙❡%✳

▲❡( ✉1 ❝♦♥1✐❞❡& ❛ maxmax 1 ✐♥1(❛♥❝❡ I ✇✐(❤ n = 2✱ ✇❡ 1❤♦✇ ❤♦✇ (♦ ❝♦♥1(&✉❝( ❛♥

✐♥1(❛♥❝❡ f(I) ♦❢ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❙❡% ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❣&❛♣❤ G = (U,E)✳
❘❡♠❡♠❜❡& (❤❛( ❛❝❝♦&❞✐♥❣✱ (♦ ❍②♣♦(❤❡1✐1 ✹✳✸✱ (✇♦ ✈❡❝(♦&1 ♦❢ ❛ 1❛♠❡ 1❡( vi1, v

i
2 ❝❛♥♥♦(

❤❛✈❡ ❜♦(❤ (❤❡ 1❛♠❡ ❝♦♦&❞✐♥❛(❡ l 1❡( (♦ ③❡&♦✳

❲❡ ❝♦♥1(&✉❝( (❤❡ ❣&❛♣❤ G ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿

• ✇❡ 1❡( U = p✱

• ❢♦& ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ (l1, l2) ∈ [p]2✱ ✇❡ ❝&❡❛(❡ ❛♥ ❡❞❣❡ (l1, l2) ∈ E ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (❤❡&❡

❡①✐1(1 ❛ 1❡( V i
1✉❝❤ (❤❛( vi1[l1] = 0 ❛♥❞ vi2[l2] = 0✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ ♥♦✇ (❤❛( ✜♥❞✐♥❣ ❛ 1♦❧✉(✐♦♥ S ❢♦& I ♦❢ ♣&♦✜( c (S) = k ✐1 ❡D✉✐✈❛❧❡♥( (♦

✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( 1❡( IS ✐♥ G = (U,E) ♦❢ ♣&♦✜( |IS| = k✳

⇐ ❲❡ ❝♦♥1✐❞❡& ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( 1❡( IS ✐♥ G = (U,E)✱ ✇❡ 1❤♦✇ ❤♦✇ (♦ ❝♦♥1(&✉❝(

❛ 1♦❧✉(✐♦♥ g(I, IS) = s1, s2 ❢♦& maxmax 1✳ ❋♦& ❡❛❝❤ l ∈ IS✱ ✇❡ ❛11✐❣♥ (♦ (❤❡
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1

2 3

4 5

10011

01101

11001

10111

11101

11010

11001

10110

V 1 V 2 V 3 V 4

10010

01001

❋✐❣✉&❡ ✻✳✽✿ ■❧❧✉-.&❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ &❡❞✉❝.✐♦♥ ❢&♦♠ ❛ maxmax 1 ✐♥-.❛♥❝❡ I ✇✐.❤ m =
4✱ n = 2✱ p = 5 ❛❞♠✐..✐♥❣ ❛ -♦❧✉.✐♦♥ S ♦❢ ♣&♦✜. c (S) = 2 .♦ ❛♥ ✐♥-.❛♥❝❡

G = ({1, 2, 3, 4, 5} , {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (3, 4), (3, 5), (4, 5)}) ♦❢ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥%

❙❡% ❛❞♠✐..✐♥❣ ❛ -♦❧✉.✐♦♥ IS = {1, 4} ♦❢ ♣&♦✜. .✇♦✳

-.❛❝❦ s1✱ ❡✈❡&② ✈❡❝.♦& ♦❢ ❛♥② -❡. V i
.❤❛. ✈❡&✐✜❡- vij [l] = 0✱ ✐❢ s1 ✐-♥✬. ❝♦♠♣❧❡.❡✱

✇❡ ❛--✐❣♥ ❣&❡❡❞✐❧② ✈❡❝.♦&- ♦❢ &❡♠❛✐♥✐♥❣ -❡.- .♦ s1✳

◆♦.❡ .❤❛. .✇♦ ✈❡❝.♦&- ♦❢ ❛ -❛♠❡ -❡. ❝❛♥♥♦. ❜❡ ❛--✐❣♥❡❞ .♦ s1✳ ▲❡. ✉- ✐♥❞❡❡❞

-✉♣♣♦-❡ .❤❛. .❤❡&❡ ❡①✐-.- ❛ -❡. V i
-✉❝❤ .❤❛. vi1 ❛♥❞ vi2 ❛&❡ ❛--✐❣♥❡❞ .♦ s1✳ ❇②

❝♦♥-.&✉❝.✐♦♥✱ .❤❡&❡ ❡①✐-.- l1 ∈ vi1 ❛♥❞ l2 6= l1 ∈ vi2 -✉❝❤ .❤❛. l1, l2 ∈ IS✳ ❇②

❝♦♥-.&✉❝.✐♦♥✱ -✉❝❤ ❛ ♣❛✐& ♦❢ ❝♦♦&❞✐♥❛.❡- ✐♠♣❧✐❡- ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ G✱ .❤✉- IS ✐- ♥♦. ❛♥

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. -❡.✳

❇② ❝♦♥-.&✉❝.✐♦♥✱ .❤❡ -❡❝♦♥❞ -.❛❝❦ s2 ∈ g(I, IS) ✐- -✉❝❤ .❤❛. ∀l ∈ IS, vs2[l] = 1✳
❚❤✉- c (g(I, IS) = {s1, s2}) ≥ |IS|✳

⇒ ❲❡ ❝♦♥-✐❞❡& ❛ -♦❧✉.✐♦♥ S ❢♦& I ♦❢ ♣&♦✜. c (S)✳ ❚❤❡&❡ ❡①✐-.- ❛ -.❛❝❦✱ ❧❡. ✉- -❛②

s1✱ -✉❝❤ .❤❛. vs1 ❝♦♥.❛✐♥- c (S) ❝♦♠♣♦♥❡♥.- ❡F✉❛❧ .♦ ♦♥❡✳ ❲❡ ❝♦♥-.&✉❝. ❛♥

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. -❡. IS ❛- ❢♦❧❧♦✇-✱ ∀l/vs1 [l] = 1, k ∈ IS✳

■❢ ✇❡ ❝❛❧❧ Z = {l/vs1 [l] = 1}✱ ✇❡ &❡♠❛&❦ .❤❛. ∀(l1, l2) ∈ Z2
✱ .❤❡&❡ ❞♦❡-♥✬. ❡①✐-.

❛ -❡. V i
-✉❝❤ .❤❛. vi1[l1] = 0 ❛♥❞ vi2[l2] = 0✳ ❙✉❝❤ ❛ -❡. ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② .❤❛. ❡✐.❤❡&

vs1 [l1] = 0 ❛♥❞ vs1 [l2] = 1 ♦& .❤❛. vs1 [l1] = 1 ❛♥❞ vs1[l2] = 0✳

❍❡♥❝❡✱ ❜② ❝♦♥-.&✉❝.✐♦♥✱ ∀(l1, l2) ∈ Z2, (l1, l2) 6∈ E ❛♥❞ Z ✐- ❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. -❡. ♦❢

-✐③❡ |IS| = c (S)✳

❆♥ ✐❧❧✉-.&❛.✐♦♥ ♦❢ .❤✐- &❡❞✉❝.✐♦♥ ✐- ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉&❡ ✻✳✽✳

❙✐♥❝❡ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❙❡% ❝❛♥ ❜❡✱ ❢♦& ✐♥-.❛♥❝❡✱ -♦❧✈❡ ✐♥ .✐♠❡ O∗(1.2738p) ❬❈❑❳✶✵❪✱

✇❡ ❝❛♥ ✇&✐.❡ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦&♦❧❧❛&②✳

❈♦"♦❧❧❛"② ✻✳✸✳ ❋♦" n = 2✱ maxmax 1 ❝❛♥ ❜❡ )♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(1.2738p)✳

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ /✉❡)0✐♦♥)

❚❤✐- ♣♦-✐.✐✈❡ &❡-✉❧. ❜&✐♥❣- .♦ ❛ ❝❧♦-❡ ♦✉& -.✉❞② ♦❢ .❤❡-❡ ✐♥.❡&♠❡❞✐❛.❡ ♣&♦❜❧❡♠-✳ ❲❡ ❝❛♥

-❡❡ .❤❛. ❡✈❡♥ .❤♦✉❣❤ .❤❡ ♣♦✇❡& ♦❢ ❡①♣&❡--✐♦♥ ♦❢ .❤❡-❡ ♣&♦❜❧❡♠- ✐- ✐♥ ❛ ✇❛② &❡❞✉❝❡❞ ❞✉❡

.♦ .❤❡ -✐♠♣❧✐❝✐.② ♦❢ .❤❡ ❝♦-. ❢✉♥❝.✐♦♥

✷

✱ .❤❡-❡ ♣&♦❜❧❡♠- ❡♥❝♦❞❡ ❛ ❧❛&❣❡ ✈❛&✐❡.② ♦❢ ❣&❛♣❤

✷

❑❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ '❤❛' ♦♥❧② ♦♥❡ m✲'✉♣❧❡ ✐/ '❛❦❡♥ ✐♥'♦ ❝♦♥/✐❞❡2❛'✐♦♥ ✐♥ maxmax 1 ❛♥❞ minmin 0✱ ❛♥❞
♦♥❧② ♥♦♥ ③❡2♦ m✲'✉♣❧❡ ❛2❡ ❝♦✉♥'❡❞ ✐♥ max 6=0✳
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❛♥❞ ❤②♣❡)❣)❛♣❤ ♣)♦❜❧❡♠/✳ ❚❤✐/ ❡①♣)❡//✐✈❡♥❡// ✐♠♣❧✐❡/ ❛ /5)♦♥❣ ✐♥❤❡)❡♥5 ❤❛)❞♥❡// ❢♦)

5❤❡ ❧❛55❡) ❜✉5 ♣)♦✈✐❞❡/ ♦♥ 5❤❡ ♦5❤❡) ❤❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥5 ❛♥❞ ✐♥5✉✐5✐✈❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦ 5♦

5❛❝❦❧❡ ♠❛♥② ❣)❛♣❤ ♣)♦❜❧❡♠/✳ ❆/ /✉❝❤✱ ❢✉)5❤❡)✐♥❣ 5❤❡ /5✉❞② ♦❢ ♣♦/✐5✐✈❡ )❡/✉❧5/ ❡✈❡♥ ✐♥

❝♦♥/5)❛✐♥❡❞ ✐♥/5❛♥❝❡/ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐♥5❡)❡/5✐♥❣ ❛)❡❛ ♦❢ )❡/❡❛)❝❤✳

❋✉)5❤❡)♠♦)❡ ❛/ ✇❡ ✇✐❧❧ /❡❡ ✐♥ 5❤❡ ❜♦5❤ ♥❡①5 ❝❤❛♣5❡)/✱ 5❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐5② ♦❢ 5❤❡ ♠❛/5❡)/

♣)♦❜❧❡♠/ ✇❡ ❝♦♥/✐❞❡) ✭max
∑

1 ❛♥❞ min
∑

0✮ ✐/ ✐♥5)✐♥/✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ 5♦ 5❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐5②

♦❢ 5❤❡/❡ ✐♥5❡)♠❡❞✐❛5❡/ ♣)♦❜❧❡♠/✳ ■5 ❢♦❧❧♦✇/ 5❤❛5 ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♥❡❣❛5✐✈❡ )❡/✉❧5/ ❢♦)

5❤❡ ✐♥5❡)♠❡❞✐❛5❡ ♣)♦❜❧❡♠/ ❝❛♥ ♣)♦❜❛❜❧② ❜❡ ❡①5❡♥❞❡❞ 5♦ 5❤❡ ♠❛/5❡)/ ♣)♦❜❧❡♠/ ❛♥❞ ♦♥

❛♥♦5❤❡) ❤❛♥❞✱ ♣♦/✐5✐✈❡ )❡/✉❧5/ ❢♦) 5❤❡ ✐♥5❡)♠❡❞✐❛5❡ ♣)♦❜❧❡♠/ ❣✐✈❡ ✐♥5✉✐5✐♦♥ ♦♥ 5❤❡ ✇❛②

5♦ 5❛❝❦❧❡ 5❤❡ ♠❛/5❡)/ ♦♥❡✳ ■♥ 5❤✐/ )❡/♣❡❝5✱ 5❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣❡♥ A✉❡/5✐♦♥ 5♦ ♦✉) ♦♣✐♥✐♦♥ ✐/

❛❜♦✉5 5❤❡ ❡①✐/5❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ f(m)✲❛♣♣)♦①✐♠❛5✐♦♥ ❛❧❣♦)✐5❤♠ ❢♦) maxmax 1✳ ■5 /❡❡♠/ 5♦

❜❡ ❛ )❡❛❧❧② ❤❛)❞ ❜✉5 ✐♥5❡)❡/5✐♥❣ A✉❡/5✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛/✐❧② /❡❡ 5❤❛5 ♥♦ ❣)❡❡❞②

/5)❛5❡❣② ❝❛♥ ❧❡❛❞ 5♦ ❛♥ ❛♣♣)♦①✐♠❛5✐♦♥ ❛❧❣♦)✐5❤♠✳ ❙✉❝❤ /5)❛5❡❣✐❡/ ❝❛♥ ✐♥ ❛ ✇❛② ❜❡ /❡❡♥

❛/ ♦♥❧✐♥❡ /5)❛5❡❣✐❡/✳ ❖♥❝❡ 5❤✐/ )❡♠❛)❦ ❢♦)♠✉❧❛5❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ /❡❡ 5❤❛5✱ ♥♦ ♠❛55❡) 5❤❡

❝❤♦✐❝❡/ 5❤❛5 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ 5❤❡ m− 1 ✜)/5 /❡5/✱ ✐5 ✐/ ❛❧✇❛②/ ♣♦//✐❜❧❡ 5♦ ❞❡/✐❣♥ ❛♥

❛❞✈❡)/❛)② ❢♦)❝✐♥❣ 5❤✐/ ♣❛)5✐❛❧ /♦❧✉5✐♦♥ 5♦ ❜❡ ❛)❜✐5)❛)✐❧② ❜❛❞✳

❆/ ✇❡ ✇✐❧❧ /❡❡ ✐♥ ♥❡①5 ❝❤❛♣5❡)✱ 5❤✐/ A✉❡/5✐♦♥ ♥❛5✉)❛❧❧② ❤♦❧❞/ ❢♦) max
∑

1✳



✼

▼❛①✐♠✐③✐♥❣ )❤❡ ♦✈❡.❛❧❧

♥✉♠❜❡. ♦❢ ♦♥❡3

❈♦♥#❡♥#%

✼✳✶ ◆❡❣❛'✐✈❡ ❘❡+✉❧'+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✼✳✶✳✶ O( m
log(m) )✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✼✳✶✳✷ f(n), p1−ε, m1−ε
✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✼✳✷ ❈♦♥+✐❞❡4✐♥❣ '❤❡ ✈❡❝'♦4+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✼✳✷✳✶

p/r✲❛♣♣(♦①✐♠❛.✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✼✳✷✳✷ ❋❛5.❡( ❛❧❣♦(✐.❤♠ ❢♦( ✜①❡❞ p ❢♦( max
∑

1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✼✳✷✳✸ ◆♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 5✐③❡ ❦❡(♥❡❧ ✇✐.❤ ♣❛(❛♠❡.❡( p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✼✳✸ ❘❡+♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ +♣❛4+❡ ✐♥+'❛♥❝❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✼✳✸✳✶ EPTAS ❢♦( (max
∑

1)#0≤r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✼✳✸✳✷ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲.✐♠❡ ❛❧❣♦(✐.❤♠ ❢♦( (max
∑

1)#0≤1 ✇❤❡♥ m ✐5

✜①❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ >✉❡+'✐♦♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ✐# ❞❡✈♦'❡❞ '♦ '❤❡ #'✉❞② ♦❢ '❤❡ max
∑

1✲❜▼❱❆ ✭max
∑

1✮ ♣)♦❜❧❡♠✱ ♣)❡✲
#❡♥'❡❞ ✐♥ ■♥')♦❞✉❝'✐♦♥✳ ■' ✐#✱ ✇✐'❤ min

∑
0✲❜▼❱❆✱ ♦♥❡ ♦❢ '❤❡ '✇♦ ❝♦♥#✐❞❡)❡❞ ♣)♦❜❧❡♠#

'❤❛' ❤❛# ❞✐)❡❝' ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ '♦ ■❈ ♠❛♥✉❢❛❝'✉)✐♥❣✳ ■'# ♣)❛❝'✐❝❛❧ )❡#♦❧✉'✐♦♥✱ ❜❛#❡❞ ♦♥ ■♥✲

'❡❣❡) ▲✐♥❡❛) >)♦❣)❛♠♠✐♥❣ ♦) ❈♦♥#')❛✐♥'# >)♦❣)❛♠♠✐♥❣ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥# ✐# ❞✐#❝✉##❡❞ ✐♥

'❤❡ ♥❡①' ♣❛)' ♦❢ '❤✐# ♠❛♥✉#❝)✐♣'✳ ❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ♣)❡#❡♥'# '❤❡♦)❡'✐❝❛❧ )❡#✉❧'# ♦♥ '❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐'② ♦❢ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠#✳

■♥ ❛ ✜)#' '✐♠❡ ✇❡ ♣)❡#❡♥' ♥❡❣❛'✐✈❡ )❡#✉❧'#✱ ♠❛✐♥❧② ❜❛#❡❞ ♦♥ )❡❞✉❝'✐♦♥ ❢)♦♠ ✐♥'❡)✲

♠❡❞✐❛'❡ ♣)♦❜❧❡♠# ♣)❡✈✐♦✉#❧② ♣)❡#❡♥'❡❞✳ ❲❡ ✜)#' ♣)♦✈❡✱ ✐♥ #❡❝'✐♦♥ ✼✳✶✳✶✱ O(m/logm)✲
✐♥❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐'② ❢♦) m ≥ 3 ❜❛#❡❞ ♦♥ ❛ )❡❞✉❝'✐♦♥ ❢)♦♠ max 6=0✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡❝'✐♦♥✱

✽✼



✽✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✼✳ ▼❆❳■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❖❱❊❘❆▲▲ ◆❯▼❇❊❘ ❖❋ ❖◆❊❙

❙❡❝$✐♦♥ ✼✳✶✳✷✱ ❛✐♠/ ❛$ ❡①$❡♥❞✐♥❣ $❤❡ ✐♥❛♣♣5♦①✐♠❛❜✐❧✐$② 5❡/✉❧$/ ♦❢maxmax 1 $♦max
∑

1
✇✐$❤ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥ S✲5❡❞✉❝$✐♦♥✳ ■♥ ❛ /❡❝♦♥❞ $✐♠❡ ✇❡ ❢♦❝✉/ ♦♥ $❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐$② ✐♥ p✳ ❲❡ ❡/$❛❜❧✐/❤✱ ✐♥ /❡❝$✐♦♥ ✼✳✷✳✶✱ $❤❛$ max
∑

1 ❛❞♠✐$/ ❛

p
✴r✲❛♣♣5♦①✐♠❛$✐♦♥

❛❧❣♦5✐$❤♠ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ 5♦✉$✐♥❡ $❤❛$ /♦❧✈❡/ ♦♣$✐♠❛❧❧② /♠❛❧❧❡/$ ✐♥/$❛♥❝❡/ ♦❢ max
∑

1 ✇✐$❤

r✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ ✈❡❝$♦5/✳ ❲❡ $❤❡♥ ❞❡♠♦♥/$5❛$❡✱ ✐♥ $❤❡ ❙❡❝$✐♦♥ ✼✳✷✳✷✱ $❤❛$ (max
∑

1, p)
✐/ ❋B❚ ✐♠♣❧②✐♥❣ $❤❛$ ♣5❡✈✐♦✉/ ❛❧❣♦5✐$❤♠ 5✉♥/ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ $✐♠❡ ✇❤❡♥ r ✐/ ✜①❡❞✳

❍♦✇❡✈❡5 $❤❡ ❙❡❝$✐♦♥ ✼✳✷✳✸ ♣5♦✈✐❞❡/ ❆◆❉✲❝5♦//✲❝♦♠♣♦/✐$✐♦♥ ♣5♦✈✐♥❣ $❤❛$ $❤❡ ♣5♦❜❧❡♠

❞♦❡/ ♥♦$ ❛❞♠✐$ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡5♥❡❧ ✇✐$❤ /✐③❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥ p✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❢♦❝✉/ ♦♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ❝♦♦5❞✐♥❛$❡/ /❡$ $♦ ③❡5♦/ ♣❡5 ✈❡❝$♦5

♦♥ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ $❤❡ ♣5♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥$5❛5② $♦ ✐$/ ❣❡♥❡5❛❧ ✈❡5/✐♦♥ (max
∑

1,m)✱ ✇❡
/❤♦✇ $❤❛$ ((max

∑
1)#0≤1 ,m) ✐/ ✐♥ XP✳

❆♥ ♦✈❡5✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❦♥♦✇♥ 5❡/✉❧$/ ♦♥ max
∑

1 ✐/ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉5❡ ✼✳✶✳

❊①❝❧✉❞✐♥❣ $❤❡ ❆◆❉✲❝5♦//✲❝♦♠♣♦/✐$✐♦♥✱ $❤❡/❡ 5❡/✉❧$/ ❛5❡ ♣✉❜❧✐/❤❡❞ ✐♥ ❬❇♦✉✰✶✻❪

❛♥❞ ❬❇❉●✶✻❪✳

✼✳✶ ◆❡❣❛'✐✈❡ ❘❡+✉❧'+

✼✳✶✳✶ O( m
log(m)

)✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.②

■♥ $❤✐/ /❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ♣5♦✈✐❞❡ ❛ /$5✐❝$✲5❡❞✉❝$✐♦♥ ❢5♦♠ $❤❡ max 6=0 ✐♥$❡5♠❡❞✐❛$❡ ♣5♦❜❧❡♠✱

♣5♦✈✐♥❣ ✐♥❛♣♣5♦①✐♠❛❜✐❧✐$② 5❡/✉❧$/ ❢♦5 max
∑

1✳

▲❡♠♠❛ ✼✳✶✳ max 6=0  !"✐❝!✲"❡❞✉❝❡ !♦ max
∑

1✳

+"♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥/✐❞❡5 ❛ max 6=0 ✐♥/$❛♥❝❡ I[m,n, p] ✳ ❲❡ ✐♥$5♦❞✉❝❡ f $❤❛$ ♠❛♣/ I $♦ ❛

max
∑

1 ✐♥/$❛♥❝❡ f(I)[m′ = m+ 1, n′ = np, p′ = p]✳ ❋♦5 ❡✈❡5② /❡$ V i
✇❡ ❝5❡❛$❡ ❛ /❡$

V ′i
✳ ❚❤❡/❡ /❡$/ ❛5❡ ❝♦♥/$5✉❝$❡❞ ❛/ ❢♦❧❧♦✇/✳ ❋♦5 ❡✈❡5② ✈❡❝$♦5 vij ∈ V i

✱ ✇❡ ❝5❡❛$❡ ❛ ❝♦♣②

v′ij ∈ V ′i
✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ V ′i

✇✐$❤ n′ − n ③❡5♦ ✈❡❝$♦5/❀

❚❤❡ /❡$ V ′m+1
❝♦♥$❛✐♥/ n ♦❝❝✉55❡♥❝❡/ ♦❢ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❡$ ♦❢ ✈❡❝$♦5/✿

{1000 . . . 000
︸ ︷︷ ︸

p=p′

, 0100 . . . 000, 0010 . . . 000, . . . , 0000 . . . 010, 0000 . . . 001}

❆/ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥/$❛♥❝❡ I ♦❢ max 6=0

v11 = 1010 v21 = 0001 v31 = 1111

v12 = 1001
︸ ︷︷ ︸

v22 = 0100
︸ ︷︷ ︸

v32 = 1000
︸ ︷︷ ︸

V 1 V 2 V 3
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✉♥❧❡&& P = NP

✉♥❧❡&& NP ⊆ coNP/poly

♣♦&✐*✐✈❡ ,❡&✉❧*

max
∑

1

k

W❬✶❪✲❤❛,❞

m

✜①❡❞ m

#0 ≤ r

#0 ≤ 1

∈ P

∈ EPTAS

m ≥ 3

NP✲❤❛,❞

❬❘❙❙✵✾❪

O(m/logm)✲
✐♥❛♣♣,♦①

n = 2

m1−ε
✲

✐♥❛♣♣,♦①

max
∑

1

n

f(n)✲
✐♥❛♣♣,♦①

/∈ XP

p

∈ FPT ∀m ≥ 3

♥♦ ♣♦❧②

❦❡,♥❡❧

n = 2

p1−ε
✲

✐♥❛♣♣,♦①

p/r✲❛♣♣,♦①

❋✐❣✉,❡ ✼✳✶✿ ❖✈❡,✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡ ,❡&✉❧*& ❢♦, max
∑

1
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✐# $✉&♥❡❞ ✐♥$♦ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ I ♦❢ max
∑

1✿

v′11 = 1010 v′21 = 0001 v′31 = 1111 v′41 = 1000
v′12 = 1001 v′22 = 0100 v′32 = 1000 v′42 = 0100
v′13 = 0000 v′23 = 0000 v′33 = 0000 v′43 = 0010
v′14 = 0000 v′24 = 0000 v′34 = 0000 v′44 = 0001
v′15 = 0000 v′25 = 0000 v′35 = 0000 v′45 = 1000
v′16 = 0000 v′26 = 0000 v′36 = 0000 v′46 = 0100
v′17 = 0000 v′27 = 0000 v′37 = 0000 v′47 = 0010

v′18 = 0000
︸ ︷︷ ︸

v′28 = 0000
︸ ︷︷ ︸

v′38 = 0000
︸ ︷︷ ︸

v′48 = 0001
︸ ︷︷ ︸

V ′1 V ′2 V ′3 V ′4

■♥❢♦&♠❛❧❧②✱ $❤❡ ❧❛#$ #❡$ ✐♥ f(I) ❛❝$# ❧✐❦❡ ❛ ♠❛#❦ $&❛♥#❢♦&♠✐♥❣ ❛♥② ♥♦♥ ③❡&♦ #$❛❝❦

✐♥$♦ ❛ #$❛❝❦ ♦❢ ♣&♦✜$ ❡;✉❛❧ $♦ ♦♥❡✳

▲❡$ ✉# ♥♦✇ ♣&♦✈❡ $❤❛$ $❤✐# $&❛♥#❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐# ❛♥ #$&✐❝$✲&❡❞✉❝$✐♦♥✳

⇒ ❙✉♣♣♦#❡ $❤❛$ I ❛❞♠✐$# ❛ #♦❧✉$✐♦♥ S ♦❢ ♣&♦✜$ cmax 6=0
(S)✳ ❲❡ ❝♦♥#$&✉❝$ ❛ #♦❧✉$✐♦♥

S′
♦❢ f(I) ❛# ❢♦❧❧♦✇#✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ♥♦♥ ③❡&♦ #$❛❝❦ s ∈ S✱ ✇❡ ❝♦♥#$&✉❝$ ❛ #$❛❝❦ s′

❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ $❤❡ ❝&❡❛$❡❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❝$♦&# ✐♥ s ❛♥❞ ❛##♦❝✐❛$❡ ❛ ✈❡❝$♦& ♦❢ V ′m+1
$❤❛$

❞♦❡# ♥♦$ ♥✉❧❧✐❢② s′✳ ❙✉❝❤ ❛ ✈❡❝$♦& ❛❧✇❛②# ❡①✐#$# #✐♥❝❡ S ❝♦♥$❛✐♥# ❛$ ♠♦#$ n ♥♦♥

③❡&♦ #$❛❝❦# ❛♥❞ V ′m+1
❝♦♥$❛✐♥# n ✈❡❝$♦&# ✇✐$❤ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡ l #❡$ $♦ ♦♥❡ ∀l ∈ [p]✳

❚❤❡ ♦$❤❡& #$❛❝❦ ❛&❡ ❣&❡❡❞✐❧② ❝♦♥#$&✉❝$❡❞✳

■$ ❢♦❧❧♦✇# $❤❛$ cmax
∑

1 (S
′) ≥ cmax 6=0

(S)✳

⇐ ❈♦♥#✐❞❡& ❛ #♦❧✉$✐♦♥ S ♦❢ f(I)✱ ✇❡ ❝♦♥#$&✉❝$ ❛ #♦❧✉$✐♦♥ g(I, S) ♦❢ I ❛# ❢♦❧❧♦✇#✳

❋♦& ❡✈❡&② ♥♦♥ ③❡&♦ #$❛❝❦ s ♦❢ S ✇❡ ❛❞❞ $♦ g(I, S) ❛ #$❛❝❦ s′ ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ $❤❡ ❝♦♣②

♦❢ $❤❡ ✈❡❝$♦&# ✐♥ s #❡❧❡❝$❡❞ ✐♥ #❡$# V ′1
$♦ V ′m

✳ ◆♦$❡ $❤❛$ $❤❡#❡ ✈❡❝$♦&# ❡①✐#$ #✐♥❝❡

s ❝❛♥♥♦$ ❝♦♥$❛✐♥# ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ❝&❡❛$❡❞ ③❡&♦ ✈❡❝$♦&#✳ s ❜❡✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ③❡&♦ #$❛❝❦✱ s′ ✐#
❛❧#♦ ❛ ♥♦♥ ③❡&♦ #$❛❝❦✳

❚❤❡ ♦$❤❡& #$❛❝❦# ♦❢ g(I, S) ❛&❡ ❣&❡❡❞✐❧② ❝♦♥#$&✉❝$❡❞✳ ■$ ❢♦❧❧♦✇# $❤❛$ ❢♦& ❛♥②

#♦❧✉$✐♦♥ S ♦❢ f(I) cmax 6=0
(g(I, S)) ≥ cmax

∑
1 (S)✳

❚❤❡&❡❢♦&❡✱ $❤❡ &❡❞✉❝$✐♦♥ (f, g) ✐# ❛ #$&✐❝$✲&❡❞✉❝$✐♦♥✳

❯#✐♥❣ ❚❤❡♦&❡♠ ✻✳✶✱ ✇❡ ❣❡$ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❡#✉❧$✿

❚❤❡♦$❡♠ ✼✳✶✳ max
∑

1 ✐! ❤❛$❞ &♦ ❛♣♣$♦①✐♠❛&❡ ✇✐&❤✐♥ ❛ ❢❛❝&♦$ O( m
log(m)) ✉♥❧❡!! P =

NP✳

✼✳✶✳✷ f(n), p1−ε, m1−ε
✲✐♥❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐/②

❲❡ ❝❛♥ ❛❧#♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤$ ❛ #$&✐❝$✲&❡❞✉❝$✐♦♥ ❢&♦♠ max
∑

1✳ ❚❤✐# &❡❞✉❝$✐♦♥ ♣&♦✈✐❞❡# ♥❡❣❛✲

$✐✈❡ &❡#✉❧$# ✇✐$❤ &❡❣❛&❞ $♦ ♣❛&❛♠❡$❡&# n ❛♥❞ p✳ ❇✉$ ✐$ ❛❧#♦ ♣&♦✈✐❞❡# ✐♥❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐$②

✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ m✳ ❆❧$❤♦✉❣❤ $❤❡ m1−ε
✲✐♥❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐$② &❡#✉❧$ ✐# ✇❡❛❦❡& $❤❛♥ $❤❡

♣&❡✈✐♦✉#

m/log(m)✲✐♥❛♣♣&♦①✐♠❛❜✐❧✐$②✱ $❤✐# ♦♥❡ ❤♦❧❞# ❡✈❡♥ ❢♦& m = 2✳
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▲❡♠♠❛ ✼✳✷✳ maxmax 1  !"✐❝!✲"❡❞✉❝❡ !♦ max
∑

1✳

+"♦♦❢✳ ▲❡$ ✉& ❝♦♥&$*✉❝$ (f, g) ❛& ✐♥ ❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✷✳✷✼✳ ❈♦♥&✐❞❡* ❛♥ ✐♥&$❛♥❝❡ I ♦❢maxmax 1✳
❲❡ ❝♦♥&$*✉❝$ ❛♥ ✐♥&$❛♥❝❡ f(I) ♦❢max

∑
1 ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿ ✇❡ &❡$ p′ = p✱ n′ = n✱ m′ = m+1✳

❚❤❡ m &❡$& ♦❢ I *❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ f(I)✿ ∀i ∈ [m]1, V
′i = V i

❛♥❞ $❤❡ ❧❛&$ &❡$ V ′m+1

❝♦♥$❛✐♥& (n− 1) ③❡*♦ ✈❡❝$♦*& ❛♥❞ ❛ ✉♥✐@✉❡ ♦♥❡ ✈❡❝$♦*✳

■♥❢♦*♠❛❧❧②✱ $❤❡ &❡$ V ′m+1
♦❢ f(I) ❜❡❤❛✈❡& ❧✐❦❡ ❛ &❡❧❡❝$✐♥❣ ♠❛&❦✿ &✐♥❝❡ ❛❧❧ &$❛❝❦&

❡①❝❡♣$ ♦♥❡ ❛*❡ $✉*♥❡❞ ✐♥$♦ ③❡*♦ &$❛❝❦& ✇❤❡♥ ❛&&✐❣♥✐♥❣ $❤❡ ✈❡❝$♦*& ♦❢ ❧❛&$ &❡$✱ $❤❡ ✉♥✐@✉❡

♦♥❡ ✈❡❝$♦* ♦❢ &❡$ V m+1
♠✉&$ ❜❡ ❛&&✐❣♥❡❞ $♦ $❤❡ ❜❡&$ &$❛❝❦✱ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ $❤❡ &✉♠

♦❢ $❤❡ &$❛❝❦& ✐& ❡@✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ $❤❡ ❜❡&$ &$❛❝❦✳

▼♦*❡ ♣*❡❝✐&❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ &♦❧✉$✐♦♥ S ♦❢ f(I)✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ g(I, S) ❛& $❤❡ &♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ I
❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ ❛ &$❛❝❦ s ❝*❡❛$❡❞ ✇✐$❤ ❝♦♣✐❡& ♦❢ ✈❡❝$♦*& ♦❢ &❡$& V ′1, V ′2, . . . , V ′m

❝♦♠♣♦&✐♥❣

$❤❡ ♥♦♥ ③❡*♦ &$❛❝❦ s′ ✐♥ S✱ ✐$ ✐& &$*❛✐❣❤$❢♦*✇❛*❞ $♦ &❡❡ $❤❛$ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &$❛$❡♠❡♥$

✐& $*✉❡✿ ∀x✱ ∃  ♦❧✉!✐♦♥ g(I, S) ♦❢ maxmax 1 ♦❢ ✈❛❧✉❡ cmaxmax 1 (g(I, S)) = x ⇔ ∃
 ♦❧✉!✐♦♥ S ♦❢ max

∑
1 ♦❢ ✈❛❧✉❡ cmax

∑
1 (S) = x✳ ❚❤✉&✱ ✇❡ ❣❡$ c (♦♣"maxmax 1(I)) =

c
(

♦♣"max
∑

1(f(I))
)

✳ ❆& f, g ❛*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲$✐♠❡ ❝♦♠♣✉$❛❜❧❡ ❢✉♥❝$✐♦♥&✱ ✇❡ ❣❡$ $❤❡

❞❡&✐*❡❞ *❡&✉❧$✳

❯&✐♥❣ ❚❤❡♦*❡♠& ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹✱ ✇❡ ❣❡$ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❡&✉❧$&✳

❚❤❡♦*❡♠ ✼✳✷✳ max
∑

1 ✐ ❤❛"❞ !♦ ❛♣♣"♦①✐♠❛!❡ ✇✐!❤✐♥ ❛ ❢❛❝!♦" f(n) ❢♦" ❛♥② ❝♦♠✲

♣✉!❛❜❧❡ ❢✉♥❝!✐♦♥ f ✱ ✉♥❧❡  P = NP✳

❚❤❡♦*❡♠ ✼✳✸✳ ❊✈❡♥ ❢♦" n = 2✱ ❢♦" ❛♥② ε > 0✱ max
∑

1 ✐ ❤❛"❞ !♦ ❛♣♣"♦①✐♠❛!❡ ✇✐!❤✐♥

❢❛❝!♦" O(m1−ε) ❛♥❞ O(p1−ε)✱ ✉♥❧❡  P = NP✳

✼✳✷ ❈♦♥&✐❞❡*✐♥❣ ,❤❡ ✈❡❝,♦*& ❞✐♠❡♥&✐♦♥

❚❤❡ &$*✐❝$✲*❡❞✉❝$✐♦♥& ❢*♦♠ max 6=0 ❛♥❞ maxmax 1 ♣*♦✈❡ &$*♦♥❣ ✐♥❛♣♣*♦①✐♠❛❜✐❧✐$② *❡✲

&✉❧$& ❢♦* max
∑

1 ✇✐$❤ *❡❣❛*❞ $♦ $❤❡ $❤*❡❡ ♥❛$✉*❛❧ ♣❛*❛♠❡$❡*& m✱ n ❛♥❞ p✳ ❚❤❡&❡

*❡&✉❧$& ♠♦$✐✈❛$❡ ❛ ❢✉*$❤❡* &$✉❞② ♦❢ $❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ max
∑

1 ❝♦♠♣❧❡①✐$② ✐♥

❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ ✐$& ♣❛*❛♠❡$❡*&✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ $❤❡ *❡❞✉❝$✐♦♥ ❢*♦♠ ▼❛① ❈❧✐&✉❡ ✇✐$❤ n = 2
&❤♦✇& $❤❛$ maxmax 1 ✭❛♥❞ $❤✉& max

∑
1✮ ✐& ♥♦$ ❡✈❡♥ ✐♥ XP ✇❤❡♥ ♣❛*❛♠❡$❡*✐③❡❞

❜② n✳ ❋✉*$❤❡*♠♦*❡ $❤❡ *❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ ❉♦❦❦❛ ❡$ ❛❧✳ ❬❉❈❙✶✹❪ ❢*♦♠ ❛ ♣❛*$✐❝✉❧❛* ❝❛&❡ ♦❢

✸✲❉✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ▼❛0❝❤✐♥❣ &❤♦✇& $❤❛$ min
∑

0 ✭❛♥❞ $❤✉& max
∑

1✮ ✐& ♥❡✐$❤❡* ✐♥ XP

✇❤❡♥ ♣❛*❛♠❡$❡*✐③❡❞ ❜② m✳ ❚❤✐& ❧❡❣✐$✐♠❛$❡& $❤❡ &$✉❞② ♦❢ max
∑

1 ✇✐$❤ *❡❣❛*❞ $♦ p✳

■♥ $❤✐& &❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ✜*&$ ❢♦❝✉& ♦♥ ❛♣♣*♦①✐♠❛❜✐❧✐$② ♦❢ max
∑

1 ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ p✳ ❆

$*✐✈✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲$✐♠❡ ❛❧❣♦*✐$❤♠ ✇✐$❤ ❛♣♣*♦①✐♠❛$✐♦♥ *❛$✐♦ ♦❢ p ✐& ❣✐✈❡♥ *❛✐&✐♥❣ $❤❡

@✉❡&$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡①✐&$❡♥❝❡ ♦❢ ❛

p/r✲❛♣♣*♦①✐♠❛$✐♦♥❛❧❣♦*✐$❤♠✳ ❲❡ ♣*♦✈✐❞❡ $❤❡♥ ❛

p/r✲
❛♣♣*♦①✐♠❛$✐♦♥ ❛❧❣♦*✐$❤♠ *❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ *♦✉$✐♥❡ &♦❧✈✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥$❧② ✐♥&$❛♥❝❡& ♦❢ max

∑
1

✇❤❡♥ p ✐& &♠❛❧❧✳

◆❛$✉*❛❧❧② $❤❡ ♣❛*❛♠❡$❡*✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ max
∑

1 ✇❤❡♥ ♣❛*❛♠❡$❡*✐③❡❞ ❜② p ✐&

$❛❦❡♥ ✐♥$♦ ❝♦♥&✐❞❡*❛$✐♦♥✳ ❲❡ &❤♦✇ $❤❛$ (max
∑

1, p) ✐& ❋W❚ ❛♥❞ ✉&❡ $❤✐& *❡&✉❧$ $♦
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❥✉$%✐❢② %❤❛% %❤❡ ♣-❡✈✐♦✉$ p/r✲❛♣♣-♦①✐♠❛❜✐❧✐%② ❛❧❣♦-✐%❤♠ -✉♥$ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %✐♠❡ ✇❤❡♥

r ✐$ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡-$❤✐♣ ♦❢ max
∑

1/p ✐♥ FPT ♥❛%✉-❛❧❧② ❧❡❛❞$ ✉$ %♦ ❛$❦ ❛❜♦✉%

%❤❡ $✐③❡ ♦❢ ✐%$ ❦❡-♥❡❧✳ ❲❡ ♣-♦✈❡ %❤❛% %❤❡ ❡①✐$%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ $✐③❡ ❦❡-♥❡❧ ✐$ ✈❡-②

✉♥❧✐❦❡❧②✳

✼✳✷✳✶

p/r✲❛♣♣'♦①✐♠❛,✐♦♥

❲❤❡♥ ❝♦♥$✐❞❡-✐♥❣ ❚❤❡♦-❡♠ ✼✳✸✱ ✐% $❡❡♠$ ♥❛%✉-❛❧ %♦ ❧♦♦❦ ❢♦- -❛%✐♦

p/r✱ ✇❤❡-❡ r ✐$ ❛

❝♦♥$%❛♥%✳ ▲❡% ✉$ ✜-$% $❡❡ ❤♦✇ %♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ -❛%✐♦ p ✇✐%❤ ❆❧❣♦-✐%❤♠ ✷✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✷✿ p✲❛♣♣-♦①✐♠❛%✐♦♥ ❢♦- max
∑

1

x = 0❀
✇❤✐❧❡ ∃l  ✉❝❤ $❤❛$ ✐$ ✐ ♣♦  ✐❜❧❡ $♦ ❝,❡❛$❡ ❛  $❛❝❦ s ✇✐$❤ vs[l] = 1 ❞♦

❆❞❞ s %♦ %❤❡ $♦❧✉%✐♦♥❀

x = x+ 1❀
✐❢ x < n &❤❡♥

❆❞❞ n− x ❛-❜✐%-❛-② ✭♥✉❧❧✮ $%❛❝❦$ %♦ %❤❡ $♦❧✉%✐♦♥❀

0$♦♣❡$&② ✼✳✶✳ ❆❧❣♦,✐$❤♠ ✷ ✐ ❛ p✲❛♣♣,♦①✐♠❛$✐♦♥ ❛❧❣♦,✐$❤♠ ❢♦, max
∑

1✳

8,♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥$%❛♥❝❡ i✱ ❧❡% S = S 6=0∪S0 ❜❡ %❤❡ $♦❧✉%✐♦♥ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❜② %❤❡ ❛❧❣♦-✐%❤♠✱

✇❤❡-❡ S 6=0 ✐$ %❤❡ $❡% ♦❢ ♥♦♥ ③❡-♦ $%❛❝❦$✱ ❛♥❞ S0 ✐$ %❤❡ $❡% ♦❢ %❤❡ -❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✉❧❧ $%❛❝❦$✳

❙✐♥❝❡ S 6=0 ❛♥❞ S0 ❛-❡ ❞✐$❥♦✐♥%✱ ✇❡ ❤❛✈❡ S0 = S \ S 6=0✳ ▲❡% n1 = |S 6=0|✱ ❛♥❞ ∀i✱ ❧❡%
V ′i = V i

⋂
S0✳ ▲❡% n2 = |S0| = |V ′i| ✭❛❧❧ %❤❡ V ′i

❤❛✈❡ %❤❡ $❛♠❡ $✐③❡✮✳ ◆♦%✐❝❡ %❤❛%

n = n1 + n2✳

❆$ %❤❡ ❛❧❣♦-✐%❤♠ ❝❛♥♥♦% ❝-❡❛%❡ ❛♥② ♥♦♥ ♥✉❧❧ $%❛❝❦ ❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ ❧♦♦♣✱ ✇❡ ❦♥♦✇

%❤❛% ❢♦- ❛♥② ♣♦$✐%✐♦♥ l ∈ [p]✱ %❤❡-❡ ✐$ ❛ $❡% il $✉❝❤ ❢♦- ❛♥② ✈❡❝%♦- v ∈ V ′il
✱ v[l] = 0✳ ■♥

♦%❤❡- ✇♦-❞$✱ ✇❡ ❝❛♥ $❛② %❤❛% %❤❡-❡ ✐$ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ n2 ③❡-♦$ ✐♥ $❡% V ′il
✳ ◆♦%✐❝❡ %❤❡-❡

♠❛② ❜❡ $❡✈❡-❛❧ ❝♦❧✉♠♥$ ♦❢ ③❡-♦$ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ $❡%✳ ❚❤✉$✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ %❤❛% %❤❡-❡ ❛-❡ ❛% ❧❡❛$%

p ❝♦❧✉♠♥$ ✭♦❢ n2 ③❡-♦$✮ ✐♥ %❤❡ ✈❡❝%♦-$ ♦❢ V ′il
✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱ ❛$ ♥♦♥❡ ♦❢ %❤❡$❡ ③❡-♦$ ❝❛♥ ❜❡

♠❛%❝❤❡❞ ✐♥ ❛ $♦❧✉%✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇ %❤❛% %❤❡$❡ n2l ③❡-♦$ ❛♣♣❡❛- ✐♥ ❛♥② $♦❧✉%✐♦♥✳

❚❤✉$✱ ❣✐✈❡♥ ♦♣"(i) ❛♥ ♦♣%✐♠❛❧ $♦❧✉%✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ c (♦♣"(i)) ≤ np − n2p = n1p✳ ❆$

c (S) ≥ n1✱ ✇❡ ❣❡% %❤❡ ❞❡$✐-❡❞ -❡$✉❧%✳

●✐✈❡♥ ❛ ✜①❡❞ ✐♥%❡❣❡- r ✭❛♥❞ %❛-❣❡%✐♥❣ ❛ -❛%✐♦

p/r✮✱ ❛ ♥❛%✉-❛❧ ✇❛② %♦ ❡①%❡♥❞ ❆❧❣♦✲

-✐%❤♠ ✷ ✐$ %♦ ✜-$% %-② %♦ ❝-❡❛%❡ $%❛❝❦$ ♦❢ ♣-♦✜% ❡①❛❝%❧② r✱ ✐✳❡✳ ✜♥❞ (l1, . . . , lr) $✉❝❤ %❤❛%

✐% ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡ %♦ ❝-❡❛%❡ s $✉❝❤ %❤❛% vs[l1] = · · · = vs[lr] = 1✱ %❤❡♥ $%❛❝❦$ ♦❢ ♣-♦✜% ❡①❛❝%❧②

(r − 1)✱ ❛♥❞ $♦ ♦♥ ✉♥%✐❧ ♦♥❧② ♥✉❧❧ $%❛❝❦$ ❝❛♥ ❜❡ ❝-❡❛%❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ❡✈❡♥ ❢♦- r = 2 %❤✐$

❛❧❣♦-✐%❤♠ ✐$ ♥♦% $✉✣❝✐❡♥% %♦ ❣❡% ❛ -❛%✐♦

p/2✳ ■♥%✉✐%✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ ♥♦ $%❛❝❦ ♦❢ ♣-♦✜% 2 ❝❛♥

❜❡ ❝-❡❛%❡❞ ✐♥ %❤❡ ✐♥$%❛♥❝❡✱ %❤✐$ ❛❧❣♦-✐%❤♠ -✉♥$ ✐♥ %❤❡ ❡①❛❝% $❛♠❡ ✇❛② ❛$ ❆❧❣♦-✐%❤♠ ✷✳

❚❤❡ ❧❛%%❡- ❜❡✐♥❣ %✐❣❤%✱ ❛$ $❤♦✇♥ ❜② %❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♣✐❝%❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✼✳✷✱ %❤✐$ ❛❧❣♦-✐%❤♠

❝❛♥♥♦% ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡%%❡- -❛%✐♦✳

■♥ %❤✐$ ❡①❛♠♣❧❡ ✐% ✐$ ♥♦% ♣♦$$✐❜❧❡ %♦ ❝-❡❛%❡ ❛♥② $%❛❝❦ ♦❢ ✈❛❧✉❡ $%-✐❝%❧② ❣-❡❛%❡- %❤❛♥

♦♥❡ $✐♥❝❡ $❡% V 1
❦✐❧❧ ♣♦$✐%✐♦♥$ {1, 2} ✭✇❡ $❛② %❤❛% ❛ $❡% ❦✐❧❧$ ♣♦$✐%✐♦♥$ {l1, l2} ✐❢ ❛♥❞
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V 1 V 2 V 3 V 4 V 5 V 6 S

011 011 101 111 111 111 001

101 110 110 011 101 110 010

011 011 101 011 101 110 100

❋✐❣✉&❡ ✼✳✷✿ ❈♦✉♥/❡&✲❡①❛♠♣❧❡ 6❤♦✇✐♥❣ /❤❛/ ❆❧❣♦&✐/❤♠ ✷ ❢♦& r = 2 &❡♠❛✐♥6 ❛ p✲
❛♣♣&♦①✐♠❛/✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♣✐❝/❡❞ 6/❛❝❦6 ❝♦&&❡6♣♦♥❞ /♦ ❛♥ ♦♣/✐♠❛❧ 6♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ ♣&♦✜/ 3
✇❤❡&❡❛6 /❤❡ ❛❧❣♦&✐/❤♠ ♦✉/♣✉/6 ❛ 6♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ ♣&♦✜/ 1✳

♦♥❧② ✐❢ /❤❡&❡ ✐6 ♥♦ ✈❡❝/♦& ✐♥ /❤❡ 6❡/ 6✉❝❤ /❤❛/ v[l1] = v[l2] = 1✮✱ 6❡/ V 2
❦✐❧❧6 ♣♦6✐/✐♦♥6

{1, 3}✱ ❛♥❞ 6❡/ V 3
❦✐❧❧6 ♣♦6✐/✐♦♥6 {2, 3}✳

❚❤✉6✱ ❛6 ♣&❡✈✐♦✉6❧② ♠❡♥/✐♦♥❡❞✱ ✐♥ /❤✐6 ❝❛6❡ ✭❛♥❞ ♠♦&❡ ❣❡♥❡&❛❧❧② ✇❤❡♥ ♥♦ 6/❛❝❦

♦❢ ✈❛❧✉❡ ❣&❡❛/❡& /❤❛♥ 1 ❝❛♥ ❜❡ ❝&❡❛/❡❞✮✱ /❤❡ 6♦❧✉/✐♦♥ ❝♦♠♣✉/❡❞ ❜② /❤❡ ❛❧❣♦&✐/❤♠ ❢♦&

r = 2 ✐6 /❤❡ 6❛♠❡ ❛6 ♦♥❡ ❝♦♠♣✉/❡❞ ❜② ❆❧❣♦&✐/❤♠ ✷✳ ■♥ /❤❡ ✇♦&6/ ❝❛6❡✱ /❤❡ ❛❧❣♦&✐/❤♠

❝&❡❛/❡6 ♦♥❧② ♦♥❡ 6/❛❝❦ ♦❢ ✈❛❧✉❡ 1 ✭❜② ❝❤♦♦6✐♥❣ /❤❡ ✜&6/ ✈❡❝/♦& ♦❢ ❡❛❝❤ 6❡/✮✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛6

❞❡♣✐❝/❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✼✳✷✱ /❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐6 3✱ ❛♥❞ /❤✉6 /❤❡ &❛/✐♦

p/2 ✐6 ♥♦/ ✈❡&✐✜❡❞✳ ■♥
♦/❤❡& ✇♦&❞6✱ ❦♥♦✇✐♥❣ /❤❛/ ♥♦ 6/❛❝❦ ♦❢ ♣&♦✜/ 2 ❝❛♥ ❜❡ ❝&❡❛/❡❞ ❞♦❡6 ♥♦/ ♣&♦✈✐❞❡ ❜❡//❡&

&❡6✉❧/6 ❢♦& ❆❧❣♦&✐/❤♠ ✷✳ ❚❤✐6 ♠♦/✐✈❛/❡6 /❤❡ ❞✐✛❡&❡♥/ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❤❡&❡❛❢/❡&✳

 !♦♣❡!%② ✼✳✷✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& &❤❡)❡ ❡①✐$&$ ❛♥ ❡①❛❝& ❛❧❣♦)✐&❤♠ ❢♦) max
∑

1 )✉♥♥✐♥❣ ✐♥

f(n,m, p)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦) ❛♥② r ∈ [p] ✇❡ ❤❛✈❡ ❛

p/r✲❛♣♣)♦①✐♠❛&✐♦♥ )✉♥♥✐♥❣ ✐♥ O(p ×
f(n,m, r))✳

9)♦♦❢✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐6 /♦ ✉6❡ ❛ ❝❧❛66✐❝❛❧ $❤✐❢&✐♥❣ &❡❝❤♥✐:✉❡ ❜② ❣✉❡66✐♥❣ /❤❡ 6✉❜6❡/ ♦❢ /❤❡

r ♠♦6/ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♥6❡❝✉/✐✈❡ ♣♦6✐/✐♦♥6 ✐♥ /❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ 6♦❧✉/✐♦♥✱ ❛♥❞ &✉♥♥✐♥❣ /❤❡ ❡①❛❝/

❛❧❣♦&✐/❤♠ ♦♥ /❤❡6❡ r ♣♦6✐/✐♦♥6✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥6/❛♥❝❡ I[m,n, p] ♦❢ max
∑

1✱ ✇❡ ❝♦♥6✐❞❡& ❛♥ ♦♣/✐♠❛❧ 6♦❧✉/✐♦♥ ♦♣"(I)✳
❚❤❡ ❝♦6/ ♦❢ ♦♣"(I) ❝❛♥ ❜❡ ✇&✐//❡♥ ❛6 ❢♦❧❧♦✇6✿ c (♦♣"(I)) =

∑p
l=1 al✱ ✇❤❡&❡ al = |{s ∈

♦♣"(I) : vs[l] = 1}| ✐6 /❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ 6/❛❝❦6 ✐♥ ♦♣"(I) /❤❛/ 6❛✈❡ ♣♦6✐/✐♦♥ l✳ ∀l ∈ [p]✱
❧❡/ Xl = {l, . . . , 1 + ((l + r − 1) mod p)}✱ ❛♥❞ σl =

∑

t∈Xl
at✳ ◆♦/✐❝❡ /❤❛/ ✇❡ ❤❛✈❡

∑p
l=1 σl = r

∑p
l=1 al = rc (♦♣"(I))✱ ❛6 ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ al ❛♣♣❡❛&6 ❡①❛❝/❧② r /✐♠❡6 ✐♥

∑p
l=1 σl✳

❚❤✐6 ✐♠♣❧✐❡6 maxl∈[p] σl ≥
r
pc (♦♣"(I))✳

❋♦& ❛♥② l✱ ❧❡/ Il ❜❡ /❤❡ &❡6/&✐❝/❡❞ ✐♥6/❛♥❝❡ ✇❤❡&❡ ❛❧❧ /❤❡ ✈❡❝/♦&6 ❛&❡ /&✉♥❝❛/❡❞ /♦

♦♥❧② ❦❡❡♣ ♣♦6✐/✐♦♥6 ✐♥ Xl ✭/❤❡&❡ ❛&❡ 6/✐❧❧ nm ✈❡❝/♦&6 ✐♥ Il✱ ❜✉/ ❡❛❝❤ ✈❡❝/♦& ✐6 ♥♦✇ ❛

r ❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ✈❡❝/♦&✮✳ ❇② &✉♥♥✐♥❣ /❤❡ ❡①❛❝/ ❛❧❣♦&✐/❤♠ ♦♥ ❛❧❧ /❤❡ Il ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ /❤❡

❜❡6/ 6♦❧✉/✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡/ ❛

p/r✲❛♣♣&♦①✐♠❛/✐♦♥ &✉♥♥✐♥❣ ✐♥ O(pf(n,m, r))✳

❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉6 ❧❡♠♠❛ ♠♦/✐✈❛/❡6 /❤❡ ❡①❛❝/ &❡6♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ max
∑

1 ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲/✐♠❡

❢♦& ✜①❡❞ p✳
❚❤❡ ♥❡①/ 6❡❝/✐♦♥ ✐6 ❞❡✈♦/❡❞ /♦ /❤❡ ❞❡6✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❋L❚✲❛❧❣♦&✐/❤♠ ❢♦& max

∑
1 ✭❛♥❞

/❤✉6 min
∑

0✮ ✇❤❡♥ ♣❛&❛♠❡/❡&✐③❡❞ ❜② p✳ ◆♦/❡ /❤❛/ /❤❡6❡ ♣❛&❛♠❡/❡&✐③❡❞ ♣&♦❜❧❡♠6

❤❛✈❡ ❛❧&❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣&♦✈❡♥ ✐♥ XP ❜② ❉♦❦❦❛ ❡/ ❛❧✳ ❬❉❈❙✶✹❪✳ ❚❤❡② ✐♥❞❡❡❞ ♣&♦✈❡ /❤❛/

min
∑

0 ❝❛♥ ❜❡ 6♦❧✈❡❞ ✐♥ O(m(n2p))✳ ❆6 /❤✐6 &❡6✉❧/ ❛❧6♦ ❛♣♣❧② /♦ max
∑

1✱ ✇❡ ❣❡/ ❛

p/r✲❛♣♣&♦①✐♠❛/✐♦♥ &✉♥♥✐♥❣ ✐♥ O(pm(n2r))✱ ❢♦& ❛♥② r ∈ [p]✳
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❲❡ ♥♦✇ '❤♦✇ )❤❛) )❤✐' ,✉♥♥✐♥❣ )✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣,♦✈❡❞ ❜② '❤♦✇✐♥❣ )❤❛) min
∑

0
❛♥❞ max

∑
1 ❛,❡ ❋7❚ ✇❤❡♥ ♣❛,❛♠❡)❡,✐③❡❞ ❜② p✳

✼✳✷✳✷ ❋❛%&❡( ❛❧❣♦(✐&❤♠ ❢♦( ✜①❡❞ p ❢♦( max
∑

1

❋✐"#$ ✐❞❡❛# $♦ ❣❡$ ❛♥ FPT ❛❧❣♦"✐$❤♠

■♥ ❛ ✜,') )✐♠❡✱ ✇❡ ♣,❡'❡♥) )❤❡ ❛❧,❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦,✐)❤♠ ♣,❡'❡♥)❡❞ ✐♥ ❬❉❈❙✶✹❪ ❢♦,

✜①❡❞ p✳ ❚❤✐' ,❡'✉❧) ✐' ♦❜)❛✐♥❡❞ ✉'✐♥❣ ❛♥ ✐♥)❡❣❡, ❧✐♥❡❛, ♣,♦❣,❛♠♠✐♥❣ ❢♦,♠✉❧❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦,♠✳ ■♥ )❤✐' ♣❛♣❡,✱ )❤❡② ❝♦♥'✐❞❡, min
∑

0✱ ❛' '✉❝❤ )❤❡ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥

✐' min
∑2p−1

t=0 xtc̄t ✇❤❡,❡ xt ∈ [n]0 ✐' ❛♥ ✐♥)❡❣❡, ✈❛,✐❛❜❧❡ ,❡♣,❡'❡♥)✐♥❣ )❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢

')❛❝❦' ✐♥ ❝♦♥✜❣✉,❛)✐♦♥

✶ t✱ ❛♥❞ c̄t ∈ [p]0 ✐' )❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ 0 ✐♥ ❝♦♥✜❣✉,❛)✐♦♥ t✳
❚❤✐' ✐' ❛ ❣♦♦❞ ')❛,)✐♥❣ ♣♦✐♥) )♦ ❣❡) ❛♥ FPT ❛❧❣♦,✐)❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ♥♦)❡ nvar

✭,❡'♣✳ mctr✮ )❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✈❛,✐❛❜❧❡' ✭,❡'♣✳ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❝♦♥'),❛✐♥)'✮ ♦❢ ❛♥ ■▲7✱ ❢♦,

❛♥② A ∈ Qnvar×mctr , b ∈ Qmctr
✱ )❤❡ ❢❛♠♦✉' ❛❧❣♦,✐)❤♠ ♦❢ ❑❛♥♥❛♥ ❬❑❛♥✽✸❪ ❛❧❧♦✇' ✉'

)♦ ❞❡❝✐❞❡ )❤❡ ❢❡❛'✐❜✐❧✐)② ♦❢ ❛♥ ■▲7✱ ✉♥❞❡, )❤❡ ❢♦,♠ ∃?x ∈ Znvar |Ax ≤ b✱ ✐♥ )✐♠❡

O(n9nvar
var mctr lnmctr)✳ ❚❤✉'✱ )♦ ❣❡) ❛♥ FPT ❛❧❣♦,✐)❤♠ ♣❛,❛♠❡)❡,✐③❡❞ ❜② p✱ ✐) ✐' '✉✣✲

❝✐❡♥) )♦ ✇,✐)❡ min
∑

0 ✭❛♥❞ max
∑

1✮ ❛' ❛♥ ■▲7 ✉'✐♥❣ f(p) ✈❛,✐❛❜❧❡'✳
❍♦✇❡✈❡,✱ ✐) ,❡♠❛✐♥' ♥♦✇ )♦ ❛❞❞ ❝♦♥'),❛✐♥)' )❤❛) ,❡♣,❡'❡♥) )❤❡ min

∑
0 ♣,♦❜❧❡♠✳

■♥ ❬❉❈❙✶✹❪✱ )❤❡'❡ ❝♦♥'),❛✐♥)' ❛,❡ ❛❞❞❡❞ ✉'✐♥❣ zijt ✈❛,✐❛❜❧❡' ✭❢♦, i ∈ [m], j ∈ [n], t ∈

[2p−1]0)✮✱ ✇❤❡,❡ z
i
jt = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ vij ✐' ❛''✐❣♥❡❞ )♦ ❛ ')❛❝❦ ♦❢ )②♣❡ t✱ ❛ ')❛❝❦ s ❜❡✐♥❣

♦❢ )②♣❡ t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐)' ,❡♣,❡'❡♥)❛)✐✈❡ ✈❡❝)♦, vs ✐' ✐♥ ❝♦♥✜❣✉,❛)✐♦♥ t✳ ◆❡✈❡,)❤❡❧❡''

)❤❡'❡ ♥❡✇ O(mn2p) ✈❛,✐❛❜❧❡' ♣,❡✈❡♥) ✉' )♦ ✉'❡ ❬❑❛♥✽✸❪✳ ❚❤✉'✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ )♦

)❤❡ max
∑

1 ♣,♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ♦✉, ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ✐' )♦ ❡①♣,❡'' )❤❡ ❝♦♥'),❛✐♥)' ✉'✐♥❣ ♦♥❧② )❤❡

{xt} ✈❛,✐❛❜❧❡'✳

."❡#❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥❡✇ ■▲. ❢♦" max
∑

1
❋♦, ❛♥② t ∈ [2p−1]0✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥)❡❣❡, ✈❛,✐❛❜❧❡ xt ∈ [n]0 ,❡♣,❡'❡♥)✐♥❣ )❤❡ ♥✉♠❜❡,

♦❢ ')❛❝❦' ✐♥ ❝♦♥✜❣✉,❛)✐♦♥ t✳ ▲❡) ❛❧'♦ ct ∈ [p]0 = c(Bt) ❜❡ )❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❝♦♦,❞✐♥❛)❡'

'❡) )♦ ♦♥❡ ✐♥ ❛ ✈❡❝)♦, ✐♥ ❝♦♥✜❣✉,❛)✐♦♥ t✱ Bt ❜❡✐♥❣ ,♦✉❣❤❧② )❤❡ ❜✐♥❛,② ,❡♣,❡'❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢

)❤❡ ✐♥)❡❣❡, t✱ ❝❢ ❉❡✜♥✐)✐♦♥ ✻✳✶✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✼✳✶✳ ❆ ♣$♦✜❧❡ ✐* ❛ ,✉♣❧❡ P = {x0, . . . , x2p−1} *✉❝❤ ,❤❛,

∑2p−1
t=0 xt = n✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✼✳✷✳ ❚❤❡ ♣$♦✜❧❡ Pr(S) = {x0, . . . , x2p−1} ♦❢ ❛ *♦❧✉,✐♦♥ S = {s1, . . . , sn}
✐* ❞❡✜♥❡❞ ❜② xt = |{i : vsi ✐* ✐♥ ❝♦♥✜❣✉$❛,✐♦♥ ,}|✱ ❢♦$ t ∈ [2p − 1]0✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✼✳✸✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣$♦✜❧❡ P ✱ ❛♥ ❛**♦❝✐❛,❡❞ *♦❧✉,✐♦♥ S ✐* ❛ *♦❧✉,✐♦♥ *✉❝❤ ,❤❛,

Pr(S) = P ✳ ❲❡ *❛② ,❤❛, ❛ ♣$♦✜❧❡ P ✐* ❢❡❛*✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ,❤❡$❡ ❡①✐*,* ❛♥ ❛**♦❝✐❛,❡❞

*♦❧✉,✐♦♥ S ,❤❛, ✐* ❢❡❛*✐❜❧❡✳

◆♦)✐❝❡ )❤❛) )❤❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ ❛''♦❝✐❛)❡❞ '♦❧✉)✐♦♥' ❛❧'♦ ❛♣♣❧✐❡' )♦ ❛ ♥♦♥ ❢❡❛'✐❜❧❡

♣,♦✜❧❡✳ ■♥ )❤✐' ❝❛'❡✱ ❛♥② ❛''♦❝✐❛)❡❞ '♦❧✉)✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧'♦ ❜❡ ♥♦♥ ❢❡❛'✐❜❧❡✳

❖❜✈✐♦✉'❧②✱ )❤❡ max
∑

1 ♣,♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦,♠✉❧❛)❡❞ ✉'✐♥❣ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■▲7✳

✶

❘❡❝❛❧❧ %❤❛%✱ ✐♥%✉✐%✐✈❡❧②✱ ❛ ✈❡❝%♦. v ✐/ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉.❛%✐♦♥ t ✐❢ v ✐/ %❤❡ ❜✐♥❛.② .❡♣.❡/❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ t✱ ❝❢

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✻✳✶ ❢♦. ❢♦.♠❛❧ ❞❡✜♥✐%✐♦♥✳
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■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ■❱ ❋#❚✲❢♦(♠✉❧❛-✐♦♥ 0❦❡-❝❤

▼❛①✐♠✐③❡

2p−1∑

t=0

xtct ✭■❱✳✶✮

0✉❜❥❡❝- -♦

2p−1∑

t=0

xt = n ✭■❱✳✷✮

xt ∈ N ∀0 ≤ t < 2p ✭■❱✳✸✮

P = {xt} ✐0 ❢❡❛0✐❜❧❡ ✭■❱✳✹✮

10 •

01 •

11 •

11 •

V 1 P

01•

10•

10•

11•

❋✐❣✉(❡ ✼✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ 0❤♦✇✐♥❣ -❤❛- 0❛-✐0❢②✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞0 ♦❢ ♣(♦✜❧❡ P ✇✐-❤ 0❡- V 1
(❡L✉✐(❡0

-♦ ✜♥❞ ❛ ♣❡(❢❡❝- ♠❛-❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡0 (❡♣(❡0❡♥- -❤❡ ❞♦♠✐♥❛-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥0✳

❖✉( ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✐0 ♥♦✇ -♦ ❡①♣(❡00 -❤❡ ❢❡❛0✐❜✐❧✐-② ♦❢ ❛ ♣(♦✜❧❡ ❜② ✉0✐♥❣ ♦♥❧② -❤❡0❡ 2p

✈❛(✐❛❜❧❡0✳ ❘♦✉❣❤❧② 0♣❡❛❦✐♥❣✱ -❤❡ ✐❞❡❛ -♦ ❡♥0✉(❡ -❤❡ ❢❡❛0✐❜✐❧✐-② ✐0 -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡-

✉0 0✉♣♣♦0❡ ✭✇✐-❤ p = 2 ❛♥❞ n = 4 ❢♦( ❡①❛♠♣❧❡✮ -❤❛- -❤❡(❡ ❡①✐0-0 ❛ ❢❡❛0✐❜❧❡ 0♦❧✉-✐♦♥

♦❢ ✜①❡❞ ♣(♦✜❧❡ x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2, x3 = 1✳ ❙✉♣♣♦0❡ ❛❧0♦ -❤❛- -❤❡ ✜(0- 0❡- ✐0

❛0 ❞❡♣✐❝-❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✼✳✸✳ ❚♦ ❝(❡❛-❡ ❛ ❢❡❛0✐❜❧❡ 0♦❧✉-✐♦♥ ✇✐-❤ -❤✐0 ♣(♦✜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ -♦

✏0❛-✐0❢②✑ ✭❢♦( ❡❛❝❤ 0❡- V i
✮ -❤❡ ❞❡♠❛♥❞0 xt ❢♦( ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥0 t✳ ❋♦( ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ 0❡- ✶✱

-❤❡ ❞❡♠❛♥❞ x2 ❝❛♥ ❜❡ 0❛-✐0✜❡❞ ❜② ✉0✐♥❣ ♦♥❡ ✈❡❝-♦( ✐♥ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ 2 ❛♥❞ ♦♥❡ ✈❡❝-♦( ♦❢

❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ 3✱ ❛♥❞ -❤❡ ❞❡♠❛♥❞ 3 ❝❛♥ ❜❡ 0❛-✐0✜❡❞ ✉0✐♥❣ -❤❡ (❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❡❝-♦( ♦❢ 3 ✭-❤❡

❞❡♠❛♥❞ x0 ✐0 ❝❧❡❛(❧② 0❛-✐0✜❡❞✮✳ ◆♦-✐❝❡ -❤❛- ❛ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ ✭❡✳❣✳

❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ 2 ❤❡(❡✮ ❝❛♥ ❜❡ 0❛-✐0✜❡❞ ✉0✐♥❣ ❛ ✈❡❝-♦( -❤❛- ✏❞♦♠✐♥❛-❡0✑ -❤✐0 ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥

✭❡✳❣✳ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ 3 ❤❡(❡✮✳ ❚❤❡ ♥♦-✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠✐♥❛-✐♦♥ ✐0 ✐♥-(♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✼✳✹✳

❚❤✉0✱ ❛ ❢❡❛0✐❜❧❡ ♣(♦✜❧❡ ✐♠♣❧✐❡0 -❤❛- ❢♦( ❛♥② 0❡- i -❤❡(❡ ❡①✐0-0 ❛ ♣❡(❢❡❝- ♠❛-❝❤✐♥❣ ❜❡-✇❡❡♥

-❤❡ ✈❡❝-♦(0 ♦❢ V i
❛♥❞ -❤❡ ♣(♦✜❧❡ {xt}✳

▲❡- ✉0 ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ♠♦(❡ ❢♦(♠❛❧❧② -❤❡ ♣(❡✈✐♦✉0 ✐❞❡❛0✳

❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✼✳✹ ✭❉♦♠✐♥❛-✐♦♥✮✳ ❆ p✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ✈❡❝/♦0 v1 ❞♦♠✐♥❛/❡) ❛ p✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧

✈❡❝/♦0 v2 ✭❞❡♥♦/❡❞ ❜② v1 ≫ v2✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀l ∈ [p], v2[l] = 1⇒ v1[l] = 1✳
❆ ❝♦♥✜❣✉0❛/✐♦♥ t1 ∈ [2p − 1]0 ❞♦♠✐♥❛/❡) ❛ ❝♦♥✜❣✉0❛/✐♦♥ t2 ∈ [2p − 1]0 ✭❞❡♥♦/❡❞

❜② t1 ≫ t2✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Bt1 ≫ Bt2 ✭0❡❝❛❧❧ /❤❛/ Bt ✐) /❤❡ p✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛0②

0❡♣0❡)❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ t✮✳
❆ )♦❧✉/✐♦♥ S′

❞♦♠✐♥❛/❡) ❛ )♦❧✉/✐♦♥ S ✭❞❡♥♦/❡❞ ❜② S′ ≫ S✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∃ ❛

❜✐❥❡❝/✐♦♥ φ : [n]→ [n] )✉❝❤ /❤❛/ ❢♦0 ❛♥② i ∈ [n]✱ vs′i ≫ vsφ(i) ✭✐♥ ♦/❤❡0 ✇♦0❞✱ /❤❡0❡ ✐) ❛
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♦♥❡ #♦ ♦♥❡ ❞♦♠✐♥❛#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ *#❛❝❦* ♦❢ S′
❛♥❞ *#❛❝❦* ♦❢ S✮✳

❆ ♣2♦✜❧❡ P ′
❞♦♠✐♥❛#❡* ❛ ♣2♦✜❧❡ P ✭❞❡♥♦#❡❞ ❜② P ′ ≫ P ✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ #❤❡2❡ ❡①✐*#*

*♦❧✉#✐♦♥* S′
❛♥❞ S *✉❝❤ #❤❛# Pr(S′) = P ′, P r(S) = P ❛♥❞ S′ ≫ S✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✼✳✺✳ ❋♦2 ❛♥② i ∈ [m] ❛♥❞ ❛♥② t ∈ [2p − 1]0✱ ❧❡# b
i
t ❜❡ #❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ✈❡❝#♦2*

♦❢ *❡# V i
✐♥ ❝♦♥✜❣✉2❛#✐♦♥ t✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✼✳✻ ✭●$❛♣❤ Gi
P ✮✳ ▲❡# P ❜❡ ❛ ♣2♦✜❧❡ ♥♦# ♥❡❝❡**❛2✐❧② ❢❡❛*✐❜❧❡✳ ▲❡# ✉*

❞❡♥♦#❡ ❛* Gi
P = ((∆P ,Λ

i), E≫)✱ #❤❡ ❜✐♣❛2#✐#❡ ❣2❛♣❤ ❝♦♠♣♦*❡❞ ✇✐#❤ *❡# ♦❢ ✈❡2#✐❝❡*

Λi = {λi,l
t , 0 ≤ t ≤ 2p − 1, 1 ≤ l ≤ bit}✱ ❜❡✐♥❣ #❤❡ *❡# ❝♦♥#❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ✈❡2#❡① ♣❡2 ✈❡❝#♦2

✐♥ V i
❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❝❝♦2❞✐♥❣ #♦ #❤❡✐2 ❝♦♥✜❣✉2❛#✐♦♥✱ ❛♥❞ *❡# ♦❢ ✈❡2#✐❝❡* ∆P = {δlt, 0 ≤

t ≤ 2p − 1, 1 ≤ l ≤ xt}✱ ❝♦♥#❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ✈❡2#❡① ♣❡2 ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ♣2♦✜❧❡ P ❛❧*♦ ❧❛❜❡❧❡❞

❛❝❝♦2❞✐♥❣ #♦ #❤❡✐2 ❝♦♥✜❣✉2❛#✐♦♥✳

▲❡# ✉* ✜① ❛ ❜✐❥❡❝#✐♦♥ f : ∆p ∪Λi 7→ [2p− 1]0✱ #❤❛# ❛**♦❝✐❛#❡* #♦ ❡❛❝❤ ✈❡2#❡① λi,l
t ❛♥❞

#♦ ❡❛❝❤ ✈❡2#❡① δlt #❤❡ ✈❡❝#♦2 ✐♥ ❝♦♥✜❣✉2❛#✐♦♥ t✳ ◆♦#✐❝❡ #❤❛# |Λi| = |∆P | = n✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✇❡ *❡# E≫ = {{a, b}|a ∈ ∆P , b ∈ Λi, f(a)≪ f(b)}✳
■♥#✉✐#✐✈❡❧②✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ #❤❡ ✈❡2#✐❝❡* ♦❢ Λi

2❡♣2❡*❡♥# #❤❡ ✈❡❝#♦2* ♦❢ V i
✱ ♦♥ #❤❡ ♦#❤❡2

❤❛♥❞ #❤❡ ✈❡2#✐❝❡* ♦❢ ∆P 2❡♣2❡*❡♥# #❤❡ ❞❡♠❛♥❞* ♦❢ ♣2♦✜❧❡ P ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ❡①✐*#* ❜❡#✇❡❡♥

❛ ✈❡2#❡① ♦❢ Λi
❛♥❞ ❛ ✈❡2#❡① ♦❢ ∆P ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ #❤❡ ❝♦22❡*♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝#♦2 *❛#✐*✜❡*

#❤❡ ❝♦22❡*♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤✉* #❤❡ ❣2❛♣❤ Gi
P ❛✐♠* ❛# ❛♥♦♥②♠✐③✐♥❣ #❤❡ ✈❡❝#♦2* ♦❢

V i
✳ ■♥❞❡❡❞ ✈❡❝#♦2* ♦❢ ❛ *❛♠❡ *❡# *❤❛2✐♥❣ #❤❡ *❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉2❛#✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ 2❡♣2❡*❡♥#❡❞

✐♥ Gi
P ❜② #✇♦ ✈❡2#✐❝❡* *❤❛2✐♥❣ #❤❡ *❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦2❤♦♦❞✳ ❚❤✉* #❤❡*❡ ✈❡2#✐❝❡* ❝❛♥ ❜❡ ✉*❡❞

✐♥❞✐*#✐♥❝#❧② ✐♥ #❤❡ ♣❡2❢❡❝# ♠❛#❝❤✐♥❣ ✇❡ ❛2❡ #2②✐♥❣ #♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤#✳

❲❡ ❛$❡ ♥♦✇ $❡❛❞② 4♦ 5❤♦✇ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣$♦♣♦5✐4✐♦♥✳

+,♦♣♦.✐%✐♦♥ ✼✳✶✳ ❋♦2 ❛♥② ♣2♦✜❧❡ P = {x0, . . . , x2p−1}✱

(∃P ′
❢❡❛*✐❜❧❡✱ ✇✐#❤ P ′ ≫ P )⇔ ∀i ∈ [m], ∃❛ ♠❛#❝❤✐♥❣ ♦❢ *✐③❡ n ✐♥ Gi

P

❇❡❢♦$❡ 54❛$4✐♥❣ 4❤❡ ♣$♦♦❢✱ ♥♦4✐❝❡ 4❤❛4 4❤❡ 5✐♠♣❧❡$ ♣$♦♣♦5✐4✐♦♥ ✏❢♦$ ❛♥② P ✱ P ❢❡❛5✐❜❧❡

⇔ ∀i ∈ [m], 4❤❡$❡ ✐5 ❛ ♠❛4❝❤✐♥❣ ♦❢ 5✐③❡ n ✐♥ Gi
P ✑ ❞♦❡5 ♥♦4 ❤♦❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ⇒ ✐5 ❝♦$$❡❝4✱

❜✉4 ⇐ ✐5 ♥♦4✿ ❝♦♥5✐❞❡$ P ✇✐4❤ x0 = n ✭$❡❝❛❧❧ 4❤❛4 ❝♦♥✜❣✉$❛4✐♦♥ 0 ✐5 4❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝4♦$✮✱

❛♥❞ ❛♥ ✐♥54❛♥❝❡ ✇✐4❤ nm ✧1 ✈❡❝4♦$5✧ ✭❝♦♥4❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② 1✮✳ ■♥ 4❤✐5 ❝❛5❡✱ 4❤❡$❡ ✐5 ❛

♠❛4❝❤✐♥❣ ♦❢ 5✐③❡ n ✐♥ ❛❧❧ 4❤❡ Gi
P ✱ ❜✉4 P ✐5 ♥♦4 ❢❡❛5✐❜❧❡✳ ❚❤✐5 ❡①♣❧❛✐♥5 4❤❡ ❢♦$♠✉❧❛4✐♦♥

♦❢ G$♦♣♦5✐4✐♦♥ ✼✳✶✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ 4❤❡ ❝♦$$❡❝4 ❢♦$♠✉❧❛4✐♦♥ ✐5 ❞❡♣✐❝4❡❞ ❋✐❣✉$❡ ✼✳✹✳

D2♦♦❢✳ ▲❡4 P ❜❡ ❛ ♣$♦✜❧❡✳

✭⇒✮ ▲❡4 P ′
❜❡ ❛ ❢❡❛5✐❜❧❡ ♣$♦✜❧❡ 4❤❛4 ❞♦♠✐♥❛4❡5 P ✳ ▲❡4 S = {s1, . . . , sn} ❛♥❞

S′ = {s′1, . . . , s
′
n} 4✇♦ 5♦❧✉4✐♦♥5 5✉❝❤ 4❤❛4 S′

✐5 ❢❡❛5✐❜❧❡✱ Pr(S) = P ✱ Pr(S′) = P ′

✭♥♦4✐❝❡ 4❤❛4 S ❛♥❞ P ❛$❡ ♥♦4 ♥❡❝❡55❛$✐❧② ❢❡❛5✐❜❧❡✮✱ ❛♥❞ S′ ≫ S✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳✱ ❧❡4 ✉5 ❛55✉♠❡

4❤❛4 ∀j✱ s′j ≫ sj ✭✐✳❡✳ 4❤❡ ❜✐❥❡❝4✐♦♥ φ ♦❢ ❉❡✜♥✐4✐♦♥ ✼✳✹ ✐5 4❤❡ ✐❞❡♥4✐4②✮✱ ❛♥❞ ❧❡4 ✉5

❛55✉♠❡ 4❤❛4 ❢♦$ ❛♥② j✱ sj = (v1j , . . . , v
m
j )✳ ❙✐♥❝❡ vij ∈ s′j ✱ 4❤❡♥ ❢♦$ ❛♥② i✱ ✇❡ ❦♥♦✇ 4❤❛4

vij ≫ s′j ≫ sj ✱ ∀j ∈ [n]✳ ❚❤✐5 ✐♠♣❧✐❡5 ❛ ♠❛4❝❤✐♥❣ ♦❢ 5✐③❡ n ✐♥ ❛❧❧ 4❤❡ ❣$❛♣❤5 Gi
P ✳
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1101 •λ1,1
13

0110 •λ1,1
6

1110 •λ1,1
14

V 1 Λ1

0101• λ3,1
5

1110• λ3,1
13

0110• λ3,1
6

V 3Λ3

0111

•
λ2,1
7

1111

•
λ2,1
15

1110

•
λ2,1
14

V 2

Λ2

1010

•
δ110

0110

•
δ16

0101

•
δ15

P

∆P

1101

0110

1110

V 1

0101

1110

0110

V 2

0111

1111

1110

V 3

0110

0101

1110

Pr(S′)

1010≫

0110≫

0101≫

P

❋✐❣✉&❡ ✼✳✹✿ ■❧❧✉-.&❛.✐♦♥ ♦❢ 3&♦♣♦-✐.✐♦♥ ✼✳✶ ✇✐.❤ m = n = 3 ❛♥❞ p = 4✳ ❆❜♦✈❡✿ ❚❤❡

,❤-❡❡ Gi
p ❣-❛♣❤0 ✭❡❞❣❡0 ❛-❡ ❞❡♣✐❝,❡❞ ❜② 0♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞♦,,❡❞ ❧✐♥❡0✮✱ ❛♥❞ ,❤-❡❡ ♠❛,❝❤✐♥❣0

✭✐♥ 0♦❧✐❞ ❧✐♥❡0✮ ❝♦--❡0♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ S′
✳ ❇❡❧♦✇✿ ❙♦❧✉,✐♦♥ S′

0✳,✳ Pr(S′)≫ P ✳

✭⇐✮ ▲❡, ✉0 0✉♣♣♦0❡ ,❤❛, ∀i ∈ [m]✱ ,❤❡-❡ ✐0 ❛ ♠❛,❝❤✐♥❣ Mi
♦❢ 0✐③❡ n ✐♥ Gi

P ✳

❲✳❧✳♦✳❣✳ ❧❡, ✉0 -❡♥❛♠❡ {δ1, . . . , δn} ,❤❡ ✈❡-,✐❝❡0 ♦❢ ∆P ✱ ❛♥❞ {λ
i
1, . . . , λ

i
n} ,❤❡ ✈❡-✲

,✐❝❡0 ♦❢ Λi
0✉❝❤ ,❤❛, ❢♦- ❛♥② i✱ Mi = {{λi

1, δ1}, . . . , {λ
i
n, δn}}✳ ❚❤✐0 ✐♠♣❧✐❡0 f(λi

1) ≫
f(δ1)✱ . . . ✱ f(λi

n) ≫ f(δn)✳ ▲❡, ✉0 ❞❡✜♥❡ S = {s1, . . . , sn}✱ ✇❤❡-❡ ∀j ∈ [n]✱ sj =
(f(λ1

j ), . . . , f(λ
m
j ))✳ ◆♦,✐❝❡ ,❤❛, ❢♦- ❛♥② j✱ sj ≫ f(δj)✱ ❛0 ❛❧❧ ,❤❡ f(λi

j) ≫ f(δj)✱ ❛♥❞

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ,✇♦ ✈❡❝,♦-0 f(λi1
j )≫ f(δj) ❛♥❞ f(λi2

j )≫ f(δj) ❝-❡❛,❡0 ❛♥♦,❤❡- ✈❡❝,♦- ,❤❛,
❞♦♠✐♥❛,❡0 f(δj)✳ ❚❤✉0✱ S ✐0 ❢❡❛0✐❜❧❡✱ ❛♥❞ Pr(S)≫ P ✱ ❛♥❞ ✇❡ 0❡, P ′ = Pr(S)✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉0❡ ,❤❡ ❢❛♠♦✉0 ❍❛❧❧✬0 ❚❤❡♦-❡♠ ,♦ ❡①♣-❡00 ,❤❡ ❡①✐0,❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛,❝❤✐♥❣

✐♥ ❡✈❡-② 0❡,✳

❚❤❡♦$❡♠ ✼✳✹ ✭❍❛❧❧✬0 ❚❤❡♦-❡♠✮✳ ▲❡' G = ((V 1, V 2), E) ❜❡ ❛ ❜✐♣❛,'✐'❡ ❣,❛♣❤ ✇✐'❤
|V 1| = |V 2| = n✳ ❚❤❡,❡ ✐0 ❛ ♠❛'❝❤✐♥❣ ♦❢ 0✐③❡ n ✐♥ G ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀σ ⊆ V 1

✱

|σ| ≤ |Γ(σ)|✱ ✇❤❡,❡ Γ(σ) = {v2 ∈ V 2 : ∃v1 ∈ σ 0✉❝❤ '❤❛' {v1, v2} ∈ E}✳

❘❡♠❛$❦ ✼✳✶✳ ◆♦'✐❝❡ '❤❛' ✇❡ ❝❛♥♥♦' ✉0❡ ❍❛❧❧✬0 ❚❤❡♦,❡♠ ❞✐,❡❝'❧② ♦♥ ❣,❛♣❤0 Gi
P ✱ ❛0 ✇❡

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ '♦ ❛❞❞ '❤❡ 2n ❝♦♥0',❛✐♥'0 ♦❢ '❤❡ ❢♦,♠ ∀S ⊆ V i
✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ,❡❞✉❝❡

'❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❝♦♥0',❛✐♥'0 '♦ ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ f(p) ❜② ❡①♣❧♦✐'✐♥❣ '❤❡ ♣❛,'✐❝✉❧❛, 0',✉❝'✉,❡ ♦❢
Gi

P ✳

-$♦♣♦/✐1✐♦♥ ✼✳✷ ✭▼❛,❝❤✐♥❣ ✐♥ Gi
P ✮✳ ∀i ∈ [m]✱ ∀P = {x0, . . . , x2p−1}✿

(∀σ ⊆ ∆P ✱ |σ| ≤ |Γ(σ)|) ⇔ (∀σcfg ⊆ [2p − 1]0,
∑

t∈σcfg
xt ≤

∑

t∈dom(σcfg)
bit) ✇❤❡,❡

dom(σcfg) = {t
′ : ∃t ∈ σcfg 0✉❝❤ '❤❛' t

′ ≫ t} ✐0 '❤❡ 0❡' ♦❢ ❝♦♥✜❣✉,❛'✐♦♥0 '❤❛' ❞♦♠✐♥❛'❡
σcfg✳
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 !♦♦❢✳ ✭⇒✮ ▲❡& σcfg = {t1, . . . , tα}✳ ▲❡& σ = {δlti , 1 ≤ i ≤ α, 1 ≤ l ≤ xti} ❜❡ &❤❡

✈❡+&✐❝❡. ♦❢ ∆P ❝♦++❡.♣♦♥❞✐♥❣ &♦ &❤❡ ❞❡♠❛♥❞. ✐♥ σcfg✳ ❖❜.❡+✈❡ &❤❛&

∑

t∈σcfg
xt = |σ|✳

◆♦&✐❝❡ ❛❧.♦ &❤❛& Γ(σ) = {λi,l
t , t ∈ dom(σ), 1 ≤ l ≤ bit} ❜② ❝♦♥.&+✉❝&✐♦♥✳ ❚❤✉.✱ |σ| ≤

|Γ(σ)| ✐♠♣❧✐❡.

∑

t∈σcfg
xt ≤

∑

t∈dom(σcfg)
bit✳

✭⇐✮ ▲❡& σ ⊆ ∆P ✳ ∀t ∈ [2p − 1]0✱ ❧❡& Xt = {δlt, 1 ≤ l ≤ xt}✱ ❧❡& σt = σ
⋂

Xt✳ ▲❡&

σcfg = {t1, . . . , tα} = {t : σt 6= ∅}✳ ▲❡& X =
⋃

t∈σcfg
{Xt}✳ ◆♦&✐❝❡ &❤❛& |σ| ≤ |X| =

∑

t∈σcfg
xt✳

▲❡& ✉. ✜+.& ♣+♦✈❡ &❤❛& Γ(σ) = Γ(X)✳ Γ(σ) ⊆ Γ(X) ✐. ♦❜✈✐♦✉.✳ ◆♦✇✱ ✐❢ &❤❡+❡ ✐. ❛

λi,l′

t′ ∈ Γ(X)✱ ✐& ♠❡❛♥. &❤❛& &❤❡+❡ ✐. ❛ t ∈ σcfg .✉❝❤ &❤❛& λi,l′

t′ ∈ Γ(Xt)✱ ❛♥❞ &❤✉. &❤❡+❡

❡①✐.&. l .✉❝❤ &❤❛& {δlt, λ
i,l′

t′ } ∈ E ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡. &❤❛& t′ ≫ t✮✳ ❆. σt 6= ∅✱ &❤❡+❡ ❡①✐.&. l′

.✉❝❤ &❤❛& δl
′

t ∈ σt✱ ❛♥❞ {δ
l′
t , λ

i,l′

t′ } ∈ E ❛. t′ ≫ t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ &❤❡ ❤②♣♦&❤❡.✐. ✇✐&❤ ♦✉+ .❡& σcfg ❧❡❛❞. &♦

|σ| ≤ |X| =
∑

t∈σcfg
xt ≤

∑

t∈dom(σcfg)
bit = |Γ(X)| = |Γ(σ)|

C+♦♣♦.✐&✐♦♥. ✼✳✶ ❛♥❞ ✼✳✷ ✐♠♣❧② &❤❛& ❢♦+ ❛♥② ♣+♦✜❧❡ P = {x0, . . . , x2p−1}✿

∃p′ ❢❡❛.✐❜❧❡✱ ✇✐&❤ P ′ ≫ P ⇔ ∀i, ∀σcfg ⊆ [2p − 1]0,
∑

t∈σcfg

xt ≤
∑

t∈dom(σcfg)

bit.

❚❤✉.✱ ✇❡ ✉.❡ ♥♦✇ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■▲C &♦ ❞❡.❝+✐❜❡ &❤❡ max
∑

1 ♣+♦❜❧❡♠✿

■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ❱ ❋C❚✲❢♦+♠✉❧❛&✐♦♥ ✇✐&❤ ❍❛❧❧ ❝♦♥.&+❛✐♥&.

▼❛①✐♠✐③❡

2p−1∑

t=0

xtct ✭❱✳✶✮

.✉❜❥❡❝& &♦

2p−1∑

t=0

xt = n ✭❱✳✷✮

xt ∈ N ∀0 ≤ t < 2p ✭❱✳✸✮

∑

t∈σcfg

xt ≤
∑

t∈dom(σcfg)

bit ∀i ∈ [m], ∀σcfg ⊆ [2p − 1]0 ✭❱✳✹✮

❚❤✐. ❧✐♥❡❛+ ♣+♦❣+❛♠ ❤❛. 2p ✈❛+✐❛❜❧❡. ❛♥❞ (m22
p
+ 2p) ❝♦♥.&+❛✐♥&.✳ ❚❤✉.✱ ✇❡ ❝❛♥

.♦❧✈❡ ✐& ✉.✐♥❣ ❬❑❛♥✽✸❪ ✐♥ &✐♠❡ f(p)poly(m)✱ ✇❡ ❣❡& &❤❛& max
∑

1 ❛♥❞ min
∑

0 ❛+❡

FPT ♣❛+❛♠❡&❡+✐③❡❞ ❜② p✳ ❯.✐♥❣ C+♦♣❡+&② ✼✳✷ &❤✐. ■▲C ❧❡❛❞. &♦ ❛

p
r ✲❛♣♣+♦①✐♠❛&✐♦♥

❛❧❣♦+✐&❤♠ ❢♦+ max
∑

1 +✉♥♥✐♥❣ ✐♥ &✐♠❡ f(r)poly(n+m+ p)✳
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✼✳✷✳✸ ◆♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ -✐③❡ ❦❡1♥❡❧ ✇✐3❤ ♣❛1❛♠❡3❡1 p

❲❡ ❢✉%&❤❡% &❤❡ (&✉❞② ♦❢ max
∑

1 ✇❤❡♥ ♣❛%❛♠❡&❡%✐③❡❞ ❜② p✳ ■♥ &❤✐( (❡❝&✐♦♥ ✇❡ (❤♦✇

&❤❛& ❡✈❡♥ &❤♦✉❣❤ &❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ✐( ✐♥ FPT ✇❤❡♥ ♣❛%❛♠❡&❡%✐③❡❞ ❜② p✱ ✐& ❞♦❡( ♥♦& ❛❞♠✐&

❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲(✐③❡ ❦❡%♥❡❧ ❡✈❡♥ ✐❢ m = 3✳ ❙✉❝❤ ❛ %❡(✉❧& ✐( ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉(✐♥❣ ❛♥ ❆◆❉✲

❝%♦((✲❝♦♠♣♦(✐&✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✸✳✷✳

❚❤❡♦$❡♠ ✼✳✺✳ ❊✈❡♥ ❢♦& m = 3✱ max
∑

1 ✇❤❡♥ ♣❛&❛♠❡-❡&✐③❡❞ ❜② p ❞♦❡3 ♥♦- ❛❞♠✐- ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡&♥❡❧ ✉♥❧❡33 NP ⊆ coNP/poly✳

8&♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣%♦♦❢ ✐( ❛♥ ❆◆❉✲❝%♦((✲❝♦♠♣♦(✐&✐♦♥ ✐♥(♣✐%❡❞ ❜② &❤❡ NP✲❤❛%❞♥❡(( %❡❞✉❝&✐♦♥

❢♦% max
∑

1 ♣%♦✈✐❞❡❞ ❜② ❬❉♦❦✰✶✷❪ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝&❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ▼♦%❡ ♣%❡❝✐(❡❧②✱ ✇❡

❝%♦((✲❝♦♠♣♦(❡ ❢%♦♠ ❛ (❡K✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥(&❛♥❝❡( ♦❢ ✸✲❉✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ +❡,❢❡❝/ ▼❛/❝❤✐♥❣✳

❆❝❝♦%❞✐♥❣ &♦ ❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✸✳✶✷ ❛♥❞ ❚❤❡♦%❡♠ ✸✳✸✱ &❤✐( ✇✐❧❧ ✐♠♣❧② &❤❡ ❞❡(✐%❡❞ %❡(✉❧&✳ ✸✲

❉✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ +❡,❢❡❝/ ▼❛/❝❤✐♥❣ ✐( ❢♦%♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✿

❉❡❝✐,✐♦♥ .$♦❜❧❡♠ ✹ ✸✲❉✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ +❡,❢❡❝/ ▼❛/❝❤✐♥❣ ✭✸✲❉+▼✮

■♥♣✉5 ❚❤%❡❡ (❡&( X✱ Y ❛♥❞ Z ♦❢ (✐③❡ n✱ ❛ (❡& ♦❢ ❤②♣❡%❡❞❣❡( S ⊆ X×Y ×Z

◗✉❡,5✐♦♥ ❉♦❡( &❤❡%❡ ❡①✐(& ❛ (✉❜(❡& S′ ⊆ S (✉❝❤ &❤❛&✿

• ❢♦% ❛❧❧ e, e′ ∈ S′
✇✐&❤ e = (x, y, z) ❛♥❞ e′ = (x′, y′, z′)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

x 6= x′✱ y 6= y′ ❛♥❞ z 6= z′ ✭&❤❛& ✐(✱ S′
✐( ❛ ♠❛&❝❤✐♥❣✮

• |S′| = n ✭&❤❛& ✐(✱ S′
✐( ♣❡%❢❡❝&✮

▲❡& (X1, Y1, Z1, S1), · · · , (Xt, Yt, Zt, St) ❜❡ ❛ (❡K✉❡♥❝❡ ♦❢ t ❡K✉✐✈❛❧❡♥& ✐♥(&❛♥❝❡( ♦❢ ✸✲
❉+▼✱ ✇✐&❤ %❡(♣❡❝& &♦ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡K✉✐✈❛❧❡♥❝❡ %❡❧❛&✐♦♥✿ (X,Y, Z, S) ❛♥❞
(X ′, Y ′, Z ′, S′) ❛%❡ ❡K✉✐✈❛❧❡♥& ✐❢ |X| = |X ′| ✭❛♥❞ &❤✉( |Y | = |Y ′| = |Z| = |Z ′| = |X|✮✱
❛♥❞ |S| = |S′|✳ ■♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡♥♦&❡ ❜② n &❤❡ ❝❛%❞✐♥❛❧✐&② ♦❢ &❤❡ (❡&( Xi ✭❛♥❞

❡K✉✐✈❛❧❡♥&❧② &❤❡ (❡&( Yi ❛♥❞ Zi✮✱ ❛♥❞ ❜② m &❤❡ ❝❛%❞✐♥❛❧✐&② ♦❢ &❤❡ (❡&( Si✳ ▼♦%❡✲

♦✈❡%✱ ❢♦% ❛❧❧ i ∈ {1, · · · , t} ✇❡ ❞❡✜♥❡ Xi = {xi,1, · · · , xi,n}, Yi = {yi,1, · · · , yi,n}, Zi =
{zi,1, · · · , zi,n}✱ ❛♥❞ Si = {si,1, · · · , si,m}✳ ❲❡ ❛❧(♦ ❛((✉♠❡ &❤❛& t = 2q ❢♦% (♦♠❡ q ∈ N
✭✐❢ ✐& ✐( ♥♦& &❤❡ ❝❛(❡✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛ (✉✣❝✐❡♥&❧② ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❞✉♠♠② ②❡(✲✐♥(&❛♥❝❡(✮✳

■♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥(&%✉❝& &❤%❡❡ (❡&( (X∗, Y ∗, Z∗) ♦❢ nt ✈❡❝&♦%( ❡❛❝❤✿ X∗ =
{x∗i,j : i ∈ [t], j ∈ [n]}✱ Y ∗ = {y∗i,j : i ∈ [t], j ∈ [n]} ❛♥❞ Z∗ = {z∗i,j : i ∈ [t], j ∈ [n]}✱
✇❤❡%❡ ❡❛❝❤ ✈❡❝&♦% ✐( ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ p∗ = m+2mq ❝♦♠♣♦♥❡♥&(✳ ▲❡& ✉( ✜%(& ❞❡(❝%✐❜❡ &❤❡

✜%(& m ❝♦♠♣♦♥❡♥&( ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❝&♦%✳ ❋♦% ❛❧❧ i ∈ [t]✱ j ∈ [n] ❛♥❞ k ∈ [m] ✇❡ (❡&✿

x∗i,j [k] =

{

1 ✐❢ &❤❡ ❤②♣❡%❡❞❣❡ si,k ❝♦♥&❛✐♥( xi,j

0 ♦&❤❡%✇✐(❡
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y∗i,j [k] =

{

1 ✐❢ $❤❡ ❤②♣❡)❡❞❣❡ si,k ❝♦♥$❛✐♥0 yi,j

0 ♦$❤❡)✇✐0❡

z∗i,j [k] =

{

1 ✐❢ $❤❡ ❤②♣❡)❡❞❣❡ si,k ❝♦♥$❛✐♥0 zi,j

0 ♦$❤❡)✇✐0❡

■♥$✉✐$✐✈❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ )❡0$)✐❝$ $❤❡ $)❛♥0❢♦)♠❛$✐♦♥ $♦ $❤❡ ✜)0$m ❝♦♦)❞✐♥❛$❡0✱ $❤❡ )❡❞✉❝$✐♦♥

✐0 ❡①❛❝$❧② $❤❡ 0❛♠❡ ❛0 $❤❡ ♦♥❡ ♣)♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬❉♦❦✰✶✷❪ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝$❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳

❍♦✇❡✈❡) $❤✐0 ♦♥❧② $)❛♥0❢♦)♠❛$✐♦♥ ❞♦❡0 ♥♦$ ❡♥0✉)❡ $❤❛$ $❤❡ ❝♦♥0$)✉❝$❡❞ ✐♥0$❛♥❝❡ ♦❢

max
∑

1 ✐0 ♣♦0✐$✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡)② ✐♥0$❛♥❝❡ ♦❢ ✸✲❉#▼ ✐0 ♣♦0✐$✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛0 0✉❝❤

✈❡❝$♦)0 ♦❢ max
∑

1 ✐♥0$❛♥❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❞✐✛❡)❡♥$ ✸✲❉#▼ ✐♥0$❛♥❝❡0 ❝❛♥ ❜❡ ♠❛$❝❤❡❞ $♦

❣❡$ ❛ ❜❡$$❡) 0♦❧✉$✐♦♥✳ ❚❤✉0✱ ❢♦) ❛❧❧ i ∈ [t]✱ ❛♥❞ ❢♦) ❛❧❧ j ∈ [j]✱ ✇❡ ❛♣♣❡♥❞ $✇♦ ✈❡❝$♦)0 bi
❛♥❞ b̄i $♦ ❛❧❧ ✈❡❝$♦)0 x∗i,j ✱ y

∗
i,j} ❛♥❞ z∗i,j ✳ ❚❤❡ ✈❡❝$♦) bi ✐0 ❝♦♠♣♦0❡❞ ♦❢ mq ❝♦♦)❞✐♥❛$❡0✱

❛♥❞ ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ❛0 $❤❡ ❜✐♥❛)② )❡♣)❡0❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡❣❡) i✱ ✇❤❡)❡ ❡❛❝❤ ❜✐$ ✐0 ❞✉♣❧✐❝❛$❡❞

m $✐♠❡0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ b̄i ✐0 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② $❛❦✐♥❣ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$ ♦❢ bi ✭✐✳❡✳ )❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ ③❡)♦0

❜② ♦♥❡0✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡)0❡❧②✮ ❛0 ❞❡♣✐❝$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✼✳✺✳ ❚❤❡0❡ 0✉✣①❡0 ❛)$✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥❝)❡❛0❡ ♦❢

m log(t) = mq ✉♥✐$0 $❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ♦♥❡0 ✐♥ )❡♣)❡0❡♥$❛$✐✈❡ ✈❡❝$♦)0 ♦❢ 0$❛❝❦0 ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣

♦♥❧② ✈❡❝$♦)0 ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ 0❛♠❡ ✸✲❉#▼ ✐♥0$❛♥❝❡✱ ♣)❡✈❡♥$✐♥❣ $❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ✐♥$♦ 0$❛❝❦0

♦❢ ✈❡❝$♦)0 ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❞✐✛❡)❡♥$ ✸✲❉#▼ ✐♥0$❛♥❝❡0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ 0❡❡ $❤❛$ $❤❡ ❝♦0$ ♦❢

$❤❡ 0$❛❝❦0✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ③❡)♦0 ✐♥ ✐$0 )❡♣)❡0❡♥$❛$✐✈❡ ✈❡❝$♦)✱ ❣)❡❛$❧② ✐♥❝)❡❛0❡

✇❤❡♥ ♠✐①✐♥❣ $❤❡ ✈❡❝$♦)0✳

■$ ✐0 ♥♦✇ ❝❧❡❛) $❤❛$ ❡❛❝❤ ✈❡❝$♦) x∗i,j ✭)❡0♣✳ y∗i,j ✱ z
∗
i,j✮ ✐0 ❝♦♠♣♦0❡❞ ♦❢ p∗ = m+ 2mq

❝♦♦)❞✐♥❛$❡0✳ ❚❤✉0✱ $❤❡ ♣❛)❛♠❡$❡) ♦❢ $❤❡ ✐♥♣✉$ ✐♥0$❛♥❝❡ ✐0 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ n,m ❛♥❞

log t ✇❤❡)❡❛0 $❤❡ $♦$❛❧ 0✐③❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥0$❛♥❝❡ ✐0 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ $❤❡ 0✐③❡ ♦❢ $❤❡ 0❡N✉❡♥❝❡ ♦❢

✐♥♣✉$0✱ ❛0 )❡N✉✐)❡❞ ✐♥ ❝)♦00✲❝♦♠♣♦0✐$✐♦♥0✳ ■$ ♥♦✇ )❡♠❛✐♥0 $♦ ♣)♦✈❡ $❤❛$ (X∗, Y ∗, Z∗)
❝♦♥$❛✐♥0 ❛♥ ❛00✐❣♥♠❡♥$ ♦❢ ❝♦0$ k∗ = nt(mq+m−1) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦) ❛❧❧ i ∈ {1, · · · , t}✱
Si ❝♦♥$❛✐♥0 ❛ ♣❡)❢❡❝$ ♠❛$❝❤✐♥❣ S′

i✳

⇐ ❙✉♣♣♦0❡ $❤❛$ ❢♦) ❛❧❧ i ∈ [t] ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡)❢❡❝$ ♠❛$❝❤✐♥❣ S′
i ⊆ Si✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳ 0✉♣♣♦0❡

$❤❛$ S′
i = {si,1, · · · , si,n}✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦) ❡❛❝❤ j ∈ [n]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ si,j = (xi,j1 , yi,j2 , zi,j3)

❢♦) 0♦♠❡ j1, j2, j3 ∈ [n]✳ ❲❡ ❛00✐❣♥ x∗i,j1 ✇✐$❤ y∗i,j2 ❛♥❞ z∗i,j3 ✳ ■$ ✐0 ❡❛0② $♦ 0❡❡

$❤❛$ $❤❡ ❝♦0$ ♦❢ $❤✐0 $)✐♣❧❡ ✐0 m− 1 +mq✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡② ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♦♥❡ ❛$ $❤❡ jth

❝♦♦)❞✐♥❛$❡✱ ❝♦))❡0♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ jth ❤②♣❡)❡❞❣❡ ♦❢ Si ✭❛♥❞ $❤✐0 ✐0 $❤❡ ♦♥❧② 0❤❛)❡❞

♦♥❡✱ 0✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ 0✉♣♣♦0❡ $❤❛$ ❛❧❧ ❤②♣❡)❡❞❣❡0 ❛)❡ ♣❛✐)✇✐0❡ ❞✐0$✐♥❝$✮✱ ❛♥❞ $❤❡②

❛❧❧ ❝♦♥$❛✐♥ $❤❡ 0❛♠❡ ✈❡❝$♦)0 bi ❛♥❞ b̄i✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ❢♦) ❛❧❧ ✐♥0$❛♥❝❡0✱ ✇❡ ❣❡$ $❤❡

❞❡0✐)❡❞ 0♦❧✉$✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳

⇒ ❈♦♥✈❡)0❡❧②✱ ✜)0$ )❡♠❛)❦ $❤❛$ ✐♥ ❛♥② ❛00✐❣♥♠❡♥$✱ $❤❡ ❝♦0$ ♦❢ ❡✈❡)② $)✐♣❧❡ (x∗i1,j1 ,
y∗i2,j2 , z

∗
i3,j3

) ✐0 ❛$ ❧❡❛0$ m − 1 + mq✱ ❛♥❞ ❧❡$ ✉0 ♣)♦✈❡ $❤❛$ $❤✐0 ❜♦✉♥❞ ✐0 $✐❣❤$

✇❤❡♥ ✭✶✮ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥$0 ❛)❡ ❝❤♦0❡♥ ✇✐$❤✐♥ $❤❡ 0❛♠❡ ✐♥0$❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ i1 = i2 = i3 = i✱
❛♥❞ ✭✷✮ $❤✐0 $)✐♣❧❡ ❝♦))❡0♣♦♥❞0 $♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$ ♦❢ Si✱ ✐✳❡✳ (xi,j1 , yi,j2 , zi,j3) ∈ Si✳

■♥❞❡❡❞✱ 0✉♣♣♦0❡ ✜)0$ $❤❛$ i1 6= i2✳ ❚❤❡♥✱ 0✐♥❝❡ $❤❡ ❜✐♥❛)② )❡♣)❡0❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ i1
❛♥❞ i2 ❞✐✛❡)0 ♦♥ ❛$ ❧❡❛0$ ♦♥❡ ❜✐$✱ ✐$ ✐0 ❝❧❡❛) $❤❛$ $❤❡ )❡0✉❧$✐♥❣ ✈❡❝$♦) ✐0 ♦❢ ❝♦0$
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❛# ❧❡❛&# m(q + 1) > mq + m − 1✳ ◆♦✇ ✐❢ i1 = i2 = i3 = i✱ #❤❡♥ #❤❡ 0❡&✉❧# ✐&

&#0❛✐❣❤#❢♦0✇❛0❞✱ &✐♥❝❡ ❛# ♠♦&# ♦♥❡ ❤②♣❡0❡❞❣❡ ♦❢ Si ❝❛♥ ❝♦♥#❛✐♥ x∗i1,j1 ✱ y
∗
i2,j2

❛♥❞

z∗i3,j3 ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉&✐♥❣ #❤❡ &❛♠❡ ❛0❣✉♠❡♥#& ❛& ♣0❡✈✐♦✉&❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛&✐❧② ❞❡❞✉❝❡ ❛

♣❡0❢❡❝# ♠❛#❝❤✐♥❣ S′
i ⊆ Si ❢♦0 ❡❛❝❤ i ∈ [t]✱ ❛♥❞ #❤❡ 0❡&✉❧# ❢♦❧❧♦✇&✳

❚❤✐& 0❡&✉❧# ❝❧♦&❡& ♦✉0 &#✉❞② ♦❢ #❤❡ ♣0♦❜❧❡♠ ♣❛0❛♠❡#❡0✐③❡❞ ❜② p✳ ■# ❛❧&♦ ❡♥❞& #❤❡

&#✉❞② ♦❢ #❤❡ ♣0♦❜❧❡♠ ✇✐#❤ 0❡❣❛0❞ #♦ #❤❡ #❤0❡❡ ♥❛#✉0❛❧ ♣❛0❛♠❡#❡0& m, n ❛♥❞ p✳ ■♥ ♦✉0

♦♣✐♥✐♦♥✱ #❤❡ ♦♥❧② ✐♠♣♦0#❛♥# >✉❡&#✐♦♥ ❧❡❢# ♦♣❡♥❡❞ ❜② #❤✐& &#✉❞② ✐& ❛❜♦✉# #❤❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐#②

#♦ ❡✣❝✐❡♥#❧② ❛♣♣0♦①✐♠❛#❡max
∑

1 ✇✐#❤✐♥ ❛ 0❛#✐♦ f(m) ✇✐#❤ f ❜❡✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲#✐♠❡

❝♦♠♣✉#❛❜❧❡ ❢✉♥❝#✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ &✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦0✐#❤♠ ❡①✐&#& ❢♦0 min
∑

0 ❬❉♦❦✰✶✷❀ ❉❈❙✶✹❪✱

❤♦✇❡✈❡0 #❤❡ ❧❛##❡0 ✐& ✉♥❦♥♦✇♥ ❡✈❡♥ ❢♦0 maxmax 1✳

■# &❡❡♠& #❤❡♥ ♥❛#✉0❛❧ #♦ ❧♦♦❦ ❢♦0 ♦#❤❡0 &#0✉❝#✉0❛❧ ♣❛0❛♠❡#❡0& #❤❛# ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ #♦

❡✣❝✐❡♥# ❛❧❣♦0✐#❤♠&✳ ❚❤✐& ✐& #❤❡ ❛✐♠ ♦❢ #❤❡ ♥❡①# &❡❝#✐♦♥✳

✼✳✸ ❘❡%♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ %♣❛/%❡ ✐♥%)❛♥❝❡%

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ #❤❡ ♣0❡✈✐♦✉& &#✉❞②✱ #❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ max
∑

1 ✇✐#❤ 0❡❣❛0❞ #♦ ✐#& #❤0❡❡

♥❛#✉0❛❧ ♣❛0❛♠❡#❡0& #❡♥❞& #♦ ❜❡ ❝❧❛0✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡0&❤✐♣ ♦❢ (max
∑

1, p) ✐♥ FPT

❣✐✈❡& ✉& #❤❡ ✐♥#✉✐#✐♦♥ ❛❜♦✉# #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ♣❛0❛♠❡#❡0 p ♦♥ #❤❡ ♣0♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐#②✳

❚❤✐& ✐♥#✉✐#✐♦♥ ✐& &#0❡♥❣#❤❡♥ ❜② #❤❡ NP✲❤❛0❞♥❡&& ♦❢ #❤❡ ♣0♦❜❧❡♠ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ n = 2 ♦0

m = 3✳ ■# &❡❡♠& #❤✉& ✐♥#❡0❡&#✐♥❣ #♦ ❢♦❝✉& ♦♥ &#0✉❝#✉0❛❧ ♣❛0❛♠❡#❡0& ❧✐♥❦❡❞ #♦ #❤❡

♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❞✐❡&✳ ❲❡ #❤✉& ❢♦❝✉& ♦♥ #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❝♦♦0❞✐♥❛#❡& &❡# #♦ ③❡0♦& ✐♥

❛ ✈❡❝#♦0✳

✼✳✸✳✶ EPTAS ❢♦& (max
∑

1)#0≤r

❲❡ #❛❦❡ ✐♥#♦ ❝♦♥&✐❞❡0❛#✐♦♥ ✐♥&#❛♥❝❡& ♦❢ max
∑

1 ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐#❡❞ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❝♦♦0❞✐✲

♥❛#❡& &❡# #♦ ③❡0♦ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡❝#♦0✳ ❚❤❡ ✐♥&#❛♥❝❡& ❛0❡ ❝❛❧❧❡❞  ♣❛# ❡✳ ❖♥ #❤❡&❡ &♣❛0&❡

✐♥&#❛♥❝❡&✱ ✇❡ ❣❡# #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❡&✉❧#&✿

❈♦"♦❧❧❛"② ✼✳✶✳ ❋♦# ❛♥② ✜①❡❞ m✱ (max
∑

1)#0≤r ❛❞♠✐/ ❛♥ EPTAS✳

1#♦♦❢✳ ▲❡# ✉& ❝♦♥&✐❞❡0 I[m,n, p] ❛♥ ✐♥&#❛♥❝❡ ♦❢ (max
∑

1)#0≤r✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥&#❛♥# l > 1✳
❲❡ ♠❛❦❡ ♦✉# #✇♦ ♣♦&&✐❜✐❧✐#✐❡&✿

• p ≤ lrm✳ ■♥ #❤✐& ❝❛&❡✱ #❤❡ ♣0♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣#✐♠❛❧❧② &♦❧✈❡❞ ✐♥ #✐♠❡ f(l)poly(n+
m) ❜② ✉&✐♥❣ ■▲R ✭❱✮✳

• p > lrm✳ ■♥ #❤✐& ❝❛&❡✱ #❤❡ ♣0♦✜# ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦&&✐❜❧❡ &#❛❝❦ s ✐& ❧♦✇❡0 ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

c (s) ≥ p − rm > 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ #❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❝♦♦0❞✐♥❛#❡& &❡# #♦ ③❡0♦ ✐& ✉♣♣❡0

❜♦✉♥❞❡❞ ❜② r✳ ■# ❢♦❧❧♦✇& #❤❛# #❤❡ ♣0♦✜# ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❝#♦0 v ✈❡0✐✜❡& c (v) ≥ p − r✳
❙✐♥❝❡ ❡✈❡0② &#❛❝❦ s ✐& ❛♥ m✲#✉♣❧❡ ♦❢ ✈❡❝#♦0&✱ ✇❡ ❣❡# #❤❛# c (s) ≥ p−mr✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡
❛♥② ❣0❡❡❞② ❛❧❣♦0✐#❤♠ A 0❡#✉0♥& ❛ &♦❧✉#✐♦♥ S ✈❡0✐❢②✐♥❣ c (S) ≥ m (p−mr)✳
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x1,1

x1,2

x1,3

y1,1

y1,2

y1,3

z1,1

z1,2

z1,3

X1 Y1 Z1

x2,1

x2,2

x2,3

y2,1

y2,2

y2,3

z2,1

z2,2

z2,3

X2 Y2 Z2

x3,1

x3,2

x3,3

y3,1

y3,2

y3,3

z3,1

z3,2

z3,3

X3 Y3 Z3

x4,1

x4,2

x4,3

y4,1

y4,2

y4,3

z4,1

z4,2

z4,3

X4 Y4 Z4

1100 00000000 11111111

0010 00000000 11111111

0001 00000000 11111111

1000 00000000 11111111

0100 00000000 11111111

0011 00000000 11111111

0010 00000000 11111111

0100 00000000 11111111

1001 00000000 11111111

1000 01010101 10101010

0100 01010101 10101010

0011 01010101 10101010

1000 01010101 10101010

0101 01010101 10101010

0010 01010101 10101010

1001 01010101 10101010

0100 01010101 10101010

0010 01010101 10101010

1000 10101010 01010101

0100 10101010 01010101

0011 10101010 01010101

1100 10101010 01010101

0010 10101010 01010101

0001 10101010 01010101

1100 10101010 01010101

0010 10101010 01010101

0001 10101010 01010101

1000 11111111 00000000

0110 11111111 00000000

0001 11111111 00000000

0100 11111111 00000000

1010 11111111 00000000

0001 11111111 00000000

0100 11111111 00000000

1010 11111111 00000000

0001 11111111 00000000

X∗ Y ∗ Z∗

bi bi bi bi bi bi

❋✐❣✉'❡ ✼✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥78'✉❝8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ❆◆❉✲❝'♦77 ❝♦♠♣♦7✐8✐♦♥ ❢'♦♠ ❢♦✉' ❡>✉✐✈❛❧❡♥8

✐♥78❛♥❝❡7 ♦❢ ✸✲❉#▼✿ I1 = (X1, Y1, Z1, {(x1,1, y1,1, z1,3), (x1,1, y1,2, z1,2), (x1,2, y1,3, z1,3),
(x1,3, y1,3, z1,3)})✱ I2 = (X2, Y2, Z2, {(x2,1, y2,1, z2,1), (x2,2, y2,2, z2,2), (x2,3, y2,3, z2,3),
(x2,3, y2,2, z2,1)})✱ I3 = (X3, Y3, Z3, {(x3,1, y3,1, z3,1), (x3,2, y3,1, z3,1), (x3,3, y3,2, z3,2),
(x3,3, y3,3, z3,3)})✱ I4 = (X4, Y4, Z4, {(x4,1, y4,2, z4,2), (x4,2, y4,1, z4,1), (x4,2, y4,2, z4,2),
(x4,3, y4,3, z4,3)}) ✐♥8♦ ❛♥ ✐♥78❛♥❝❡ ♦❢ ❜▼❱❆ ✇✐8❤ m = 3, n = 12 ❛♥❞ p = 20✳
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❖♥ %❤❡ ♦%❤❡) ❤❛♥❞✱ %❤❡ ♣)♦✜% ♦❢ ❡✈❡)② ♦♣%✐♠❛❧ 5♦❧✉%✐♦♥ S∗
✐5 ✉♣♣❡) ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

np✳ (max
∑

1)#0≤r ❜❡✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠ %❤❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ )❛%✐♦ ρ ♦❢ ❛

5♦❧✉%✐♦♥ S ✐5 ❞❡✜♥❡❞ ❛5 ✿

ρ =
c (S∗)

c (S)
≤

p

p− rm
= 1 +

rm

p− rm
< 1 +

rm

(l − 1)rm
= 1 +

1

l − 1

■♥ %❤✐5 ❝♦♥✜❣✉)❛%✐♦♥✱ ❡✈❡)② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %✐♠❡ ❛❧❣♦)✐%❤♠ ✐5 ❛ 1+ 1
l−1 ✲❛♣♣)♦①✐♠❛%✐♦♥

❛❧❣♦)✐%❤♠✳

✼✳✸✳✷ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲.✐♠❡ ❛❧❣♦1✐.❤♠ ❢♦1 (max
∑

1)#0≤1 ✇❤❡♥ m ✐5 ✜①❡❞

@)❡✈✐♦✉5 5❡❝%✐♦♥ 5❤♦✇5 %❤❛% %❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❝♦♦)❞✐♥❛%❡5 5❡% %♦ ③❡)♦ ❤❛5 ❛ )❡❛❧ ✐♠♣❛❝%

♦♥ %❤❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♣)♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ❛5 ✇❡ ✇✐❧❧ 5❡❡ ✐♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✽✳✶✳✷✱

(min
∑

0)#0≤1 ✭❛♥❞ %❤✉5 (max
∑

1)#0≤1✮ )❡♠❛✐♥5 NP✲❤❛)❞ ✭❡✈❡♥ ❢♦) n = 2✮✳ ■% ✐5

%❤✉5 ♥❛%✉)❛❧ %♦ ❛5❦ ✐❢ (max
∑

1)#0≤1 ✐5 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲%✐♠❡ 5♦❧✈❛❜❧❡ ❢♦) ✜①❡❞ m ❜✉% ❢♦)

❣❡♥❡)❛❧ n✳ ❚❤✐5 5❡❝%✐♦♥ ✐5 ❞❡✈♦%❡❞ %♦ ❛♥5✇❡) ♣♦5✐%✐✈❡❧② %♦ %❤✐5 J✉❡5%✐♦♥✳ ◆♦%✐❝❡ %❤❛%

✇❡ ❝❛♥♥♦% ❡①%❡♥❞ %❤✐5 )❡5✉❧% %♦ ❛ ♠♦)❡ ❣❡♥❡)❛❧ ♥♦%✐♦♥ ♦❢ 5♣❛)5✐%② ❛5 (min
∑

0)#0≤2 ✐5

APX✲❝♦♠♣❧❡%❡ ❢♦) m = 3 ❬❉❈❙✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ %❤❡ J✉❡5%✐♦♥ ✐❢ (max
∑

1)#0≤1 ✐5 ✜①❡❞

♣❛)❛♠❡%❡) %)❛❝%❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♣❛)❛♠❡%❡)✐③❡❞ ❜② m ✐5 ❧❡❢% ♦♣❡♥✳

❲❡ ✜)5% ♥❡❡❞ 5♦♠❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥5✱ ❛♥❞ )❡❢❡) %❤❡ )❡❛❞❡) %♦ ❋✐❣✉)❡ ✼✳✻ ✇❤❡)❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

✐5 ❞❡♣✐❝%❡❞✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✼✳✼✳

• ❋♦" ❛♥② l ∈ [p], i ∈ [m]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ B(l,i) = {vij : v
i
j [l] = 0} +♦ ❜❡ +❤❡ .❡+ ♦❢ ✈❡❝+♦".

♦❢ .❡+ i +❤❛+ ❤❛✈❡ +❤❡✐" ✭✉♥✐5✉❡✮ ③❡"♦ ❛+ ♣♦.✐+✐♦♥ l✳ ❋♦" +❤❡ .❛❦❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉.
♥♦+❛+✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ B(p+1,i) = {vij : v

i
j ✐. ❛ 1 ✈❡❝+♦"}✳ ◆♦+✐❝❡ +❤❛+ +❤❡ B(l,i)

❢♦"♠

❛ ♣❛"+✐+✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ +❤❡ ✈❡❝+♦". ♦❢ +❤❡ ✐♥♣✉+✱ ❛♥❞ +❤✉. ❛♥ ✐♥♣✉+ ♦❢ (max
∑

1)#0≤1 ✐.

❝♦♠♣❧❡+❡❧② ❝❤❛"❛❝+❡"✐③❡❞ ❜② +❤❡ B(l,i)
✳

• ❋♦" ❛♥② l ∈ [p+ 1]✱ +❤❡ ❜❧♦❝❦ Bl =
⋃

i∈[m]B
(l,i)

✳

■♥❢♦)♠❛❧❧②✱ %❤❡ ✐❞❡❛ %♦ 5♦❧✈❡ (max
∑

1)#0≤1 ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %✐♠❡ ❢♦) ✜①❡❞ m ✐5 %♦

♣❛)5❡ %❤❡ ✐♥♣✉% ❜❧♦❝❦ ❛❢%❡) ❜❧♦❝❦ ✉5✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣)♦❣)❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦)✐%❤♠✳ ❲❤❡♥

❛))✐✈✐♥❣ ❛% ❜❧♦❝❦ Bl
✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ %♦ )❡♠❡♠❜❡) ❢♦) ❡❛❝❤ c ⊆ [m] %❤❡ ♥✉♠❜❡) xc ♦❢

✏♣❛)%✐❛❧ 5%❛❝❦5✑ %❤❛% ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❡❝%♦) ❢♦) ❡❛❝❤ V i, i ∈ c✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦% ♥❡❡❞

%♦ )❡♠❡♠❜❡) ✇❤❛% ✐5 ✏✐♥5✐❞❡✑ %❤❡5❡ ♣❛)%✐❛❧ 5%❛❝❦5 ❛5 ❛❧❧ %❤❡ )❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❡❝%♦)5 ❢)♦♠

Bl′ , l′ ≥ l ❝❛♥♥♦% ✏♠❛%❝❤✑ ✭✐✳❡✳ ❤❛✈❡ %❤❡✐) ③❡)♦ ✐♥ %❤❡ 5❛♠❡ ♣♦5✐%✐♦♥✮ %❤❡ ✈❡❝%♦)5 ✐♥

%❤❡5❡ ♣❛)%✐❛❧ 5%❛❝❦5✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✼✳✽✳
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110

110

110

B3,1

110

110

110

110

B3,2

110

110

110

B3,3

101

101

101

B2,1 101

101

101

B2,2

101

101
B2,3

011

011

011

B1,1 011

011
B1,2

011

011

011

011

B1,3

B3

B2

B1

110

110

110

110

110

110

110

110

110

110

101

101

101

101

101

101

101

101

011

011

011

011

011

011

011

011

011

s1

s2

s3

s4

s5

s6

s7

❋✐❣✉'❡ ✼✳✻✿ ▲❡❢/✿ ❆♥ ✐♥2/❛♥❝❡ I ♦❢ (max
∑

1)#0≤1 ♣❛'/✐/✐♦♥❡❞ ✐♥/♦ ❜❧♦❝❦2✳ ❘✐❣❤/✿ ❆

2❤❛♣❡ Sh = {x{∅} = 2, x{1} = 1, x{2} = 1, x{3} = 1, x{1,2} = 1, x{1,3} = 1, x{2,3} = 1,
x{1,2,3} = 1} ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ 2❡/ S ♦❢ ♣❛'/✐❛❧ 2/❛❝❦2 ♦❢ I ❝♦♥/❛✐♥✐♥❣ /✇♦ ❡♠♣/② 2/❛❝❦2✳ ❚❤❡

2✉♣♣♦'/ ♦❢ s7 ✐2 sup(s7) = {1, 3} ❛♥❞ ❤❛2 ❝♦2/ c (s7) = 1✳

• ❆ ♣❛"#✐❛❧ &#❛❝❦ s = {vsi1 , . . . , v
s
ik
} ♦❢ I ✐$ $✉❝❤ (❤❛( {ix ∈ [m], x ∈ [k]} ❛*❡

♣❛✐*✇✐$❡ ❞✐$❥♦✐♥($✱ ❛♥❞ ❢♦* ❛♥② x ∈ [k]✱ vsix ∈ V ix
✳ ❚❤❡ &✉♣♣♦"# ♦❢ ❛ ♣❛*(✐❛❧

$(❛❝❦ s ✐$ sup(s) = {ix, x ∈ [k]}✳ ◆♦(✐❝❡ (❤❛( ❛ $(❛❝❦ s ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ ♣❛*(✐❛❧✮ ❤❛$
sup(s) = [m]✳

• ❚❤❡ ❝♦$( ✐$ ❡①(❡♥❞❡❞ ✐♥ (❤❡ ♥❛(✉*❛❧ ✇❛②✿ (❤❡ ❝♦$( ♦❢ ❛ ♣❛*(✐❛❧ $(❛❝❦ c (s) =

c
(
∧

x∈[k] v
s
ix

)

✐$ (❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ③❡*♦$ ♦❢ (❤❡ ❜✐(✇✐$❡ ❆◆❉ ♦❢ (❤❡ ✈❡❝(♦*$ ♦❢ s✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ /❤❡ ♥♦/✐♦♥ ♦❢ 2❤❛♣❡ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2✿

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✼✳✾✳ ❆ &❤❛♣❡ Sh = {xc, c ⊆ [m]} ✐$ ❛ $❡( ♦❢ 2m ♣♦$✐(✐✈❡ ✐♥(❡❣❡*$ $✉❝❤ (❤❛(

∑

c⊆[m] xc = n✳

■♥ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ 2❤❛♣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉2❡❞ /♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ 2❡/ S ♦❢ n ♣❛'/✐❛❧ 2/❛❝❦2 ❜②

❦❡❡♣✐♥❣ ❛ '❡❝♦'❞ ♦❢ /❤❡✐' 2✉♣♣♦'/✳ ■♥ ♦/❤❡' ✇♦'❞2✱ xc, c ⊆ [m] ✇✐❧❧ ❞❡♥♦/❡ /❤❡ ♥✉♠❜❡'

♦❢ ♣❛'/✐❛❧ 2/❛❝❦2 ✐♥ S ♦❢ 2✉♣♣♦'/ c✳ ❚❤✐2 ❧❡❛❞2 ✉2 /♦ ✐♥/'♦❞✉❝❡ /❤❡ ♥♦/✐♦♥ ♦❢ '❡❛❝❤❛❜❧❡

2❤❛♣❡ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2✿

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✼✳✶✵✳ ●✐✈❡♥ (✇♦ $❤❛♣❡$ Sh = {xc : c ⊆ [m]} ❛♥❞ Sh′ =
{
x′c′ : c

′ ⊆ [m]
}

❛♥❞ ❛ $❡( S = {s1, . . . , sn} ♦❢ n ♣❛*(✐❛❧ $(❛❝❦$✱ Sh
′
✐$ $❛✐❞ *❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢*♦♠ Sh (❤*♦✉❣❤

S ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (❤❡*❡ ❡①✐$( n ❝♦✉♣❧❡$ (s1, c1), (s2, c2), . . . , (sn, cn) $✉❝❤ (❤❛(✿

• ❋♦* ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ (s, c)✱ sup(s) ∩ c = ∅✳

• ❋♦* ❡❛❝❤ c ⊆ [m], | {(sj , cj) : cj = c, j = 1, . . . , n} | = xc✳ ■♥(✉✐(✐✈❡❧②✱ (❤❡ ❝♦♥✜❣✉✲
*❛(✐♦♥ c ❛♣♣❡❛*$ ✐♥ ❡①❛❝(❧② xc ❝♦✉♣❧❡$✳
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c5 = {1}

c4 = {1}

c3 = {3, 4}

c2 = {2, 4}

c1 = {∅}

s5 : sup(s5) = {2, 4}

s4 : sup(s4) = {2}

s3 : sup(s3) = {1, 2}

s2 : sup(s2) = {∅}

s1 : sup(s1) = {1, 2, 4}

c′5 = {1, 2, 3, 4}

c′4 = {1, 2, 4}

c′3 = {1, 2, 4}

c′2 = {2, 4}

c′1 = {1, 2}

Sh

x{∅} = 1

x{2,4} = 1

x{3,4} = 1

x{1} = 2

Sh′

x{1,2} = 1

x{2,4} = 1

x{1,2,4} = 2

x{1,2,3,4} = 1

(c1, s1)

(c2, s2)

(c3, s3)

(c4, s4)

(c5, s5)

❋✐❣✉'❡ ✼✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ 4❤❛♣❡ Sh′ = {x{1,2} = 1, x{2,4} = 1, x{1,2,4} = 2, x{1,2,3,4} =
1} ❜❡✐♥❣ '❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢'♦♠ Sh = {x{∅} = 1, x1 = 2, x{2,4} = 1, x{3,4} = 1} 9❤'♦✉❣❤

S = {s1 : sup(s1) = {1, 2, 4} , s2 : sup(s2) = {∅} , s3 : sup(s3) = {1, 2} , s4 :
sup(s4) = {2} , s5 : sup(s5) = {2, 4}}✳

• ❋♦" ❡❛❝❤ c′ ⊆ [m], | {(sj , cj) : sup(sj) ∪ cj = c′, j = 1, . . . , n} | = x′c′ ✳ ■♥*✉✐*✐✈❡❧②✱
*❤❡"❡ ❡①✐2* ❡①❛❝*❧② x′c′ ❝♦✉♣❧❡2 *❤❛*✱ ✇❤❡♥ ❛22♦❝✐❛*❡❞✱ ❝"❡❛*❡ ❛ ♣❛"*✐❛❧ ♦❢ 2❤❛♣❡ c′✳

●✐✈❡♥ *✇♦ 2❤❛♣❡2 Sh ❛♥❞ Sh′✱ Sh′ ✐2 2❛✐❞ "❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢"♦♠ Sh✱ ✐❢ *❤❡"❡ ❡①✐2*2 ❛ 2❡*
S ♦❢ n ♣❛"*✐❛❧ 2*❛❝❦2 2✉❝❤ *❤❛* Sh′ ✐2 "❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢"♦♠ Sh *❤"♦✉❣❤ S✳

■♥9✉✐9✐✈❡❧②✱ ❛ 4❤❛♣❡ Sh′ ✐4 '❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢'♦♠ Sh 9❤'♦✉❣❤ S ✐❢ ❡✈❡'② ♣❛'9✐❛❧ 49❛❝❦ ♦❢

9❤❡ 4❡9 ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② Sh ❝❛♥ ❜❡ ❛44✐❣♥❡❞ 9♦ ❛ ✉♥✐@✉❡ ♣❛'9✐❛❧ 49❛❝❦ ❢'♦♠ S 9♦ ♦❜9❛✐♥ ❛

4❡9 ♦❢ ♥❡✇ ♣❛'9✐❛❧ 49❛❝❦4 ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② Sh′✳
❘❡♠❛'❦ 9❤❛9✱ ❣✐✈❡♥ ❛ 4❡9 ♦❢ ♣❛'9✐❛❧ 49❛❝❦4 S ♦♥❧② 9❤❡✐' 4❤❛♣❡ ✐4 ✉4❡❞ 9♦ ❞❡9❡'♠✐♥❡

✇❤❡9❤❡' ❛ 4❤❛♣❡ ✐4 '❡❛❝❤❛❜❧❡ ♦' ♥♦9✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ '❡❛❝❤❛❜❧❡ 4❤❛♣❡ ✐4 ❣✐✈❡♥ ♦♥

❋✐❣✉'❡ ✼✳✼✳

❲❡ ✐♥9'♦❞✉❝❡ ♥♦✇ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣'♦❜❧❡♠ Π✳ ❲❡ 9❤❡♥ 4❤♦✇ 9❤❛9 9❤✐4 ♣'♦❜❧❡♠ ❝❛♥

❜❡ ✉4❡❞ 9♦ 4♦❧✈❡ (max
∑

1)#0≤1 ♣'♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣'❡4❡♥9 ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣'♦❣'❛♠♠✐♥❣

❛❧❣♦'✐9❤♠ 9❤❛9 4♦❧✈❡4 Π ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 9✐♠❡ ✇❤❡♥ m ✐4 ✜①❡❞✳

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✶✸ Π

■♥♣✉" (l, Sh) ✇✐9❤ l ∈ [p+ 1]✱ Sh ❛ 4❤❛♣❡✳

❖✉"♣✉" ❆ 4❡9 ♦❢ n ♣❛'9✐❛❧ 49❛❝❦4 S = {s1, s2, . . . , sn} 4✉❝❤ 9❤❛9 S ✐4 ❛ ♣❛'9✐9✐♦♥

♦❢ B =
⋃

l′≥l B
l′
❛♥❞ ❢♦' ❡✈❡'② c ⊆ [m]✱ |{s ∈ S|sup(s) = [m]\c}| = xc✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ c (S) =
∑n

j=1 c (sj)✳

❘❡♠❛'❦ 9❤❛9 ❛♥ ✐♥49❛♥❝❡ I ♦❢ (max
∑

1)#0≤1 ❝❛♥ ❜❡ 4♦❧✈❡❞ ♦♣9✐♠❛❧❧② ❜② 4♦❧✈✐♥❣

♦♣9✐♠❛❧❧② 9❤❡ ✐♥49❛♥❝❡ I ′ = (1, Sh = {x∅ = n, xc = 0, ∀c 6= ∅}) ♦❢ Π✳ ❚❤❡ ♦♣9✐♠❛❧

4♦❧✉9✐♦♥ ♦❢ I ′ ✐4 ✐♥❞❡❡❞ ❛ 4❡9 ♦❢ n ♣❛'9✐❛❧ ❞✐4❥♦✐♥9 49❛❝❦4 ♦❢ 4✉♣♣♦'9 [m] ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠

❝♦49✳
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❲❡ ❛&❡ ♥♦✇ &❡❛❞② ,♦ ❞❡✜♥❡ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦&✐,❤♠ ,❤❛,

6♦❧✈❡6 ❛♥② ✐♥6,❛♥❝❡ (l, Sh) ♦❢ Π ❜② ♣❛&6✐♥❣ ,❤❡ ✐♥6,❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦ ❛❢,❡& ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❜&❛♥❝❤✐♥❣

❢♦& ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡6❡ ❜❧♦❝❦6 ♦♥ ❡✈❡&② &❡❛❝❤❛❜❧❡ 6❤❛♣❡✳

❋✉♥❝$✐♦♥ ▼✐♥❙✉♠❩❡&♦❉@✭l, Sh✮

✐❢ l == p+ 1 $❤❡♥
*❡$✉*♥ ✵❀

*❡$✉*♥ min(c
(
S′
)
+▼✐♥❙✉♠❩❡&♦❉@(l + 1, Sh′))✱ ✇✐,❤ Sh′ &❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢&♦♠ Sh

,❤&♦✉❣❤ S′
✱ ✇❤❡&❡ S′

♣❛&,✐,✐♦♥ ♦❢ Bl
❀

◆♦,❡ ,❤❛, ,❤✐6 ❞②♥❛♠✐❝ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛66✉♠❡6 ,❤❡ ❡①✐6,❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ,❤❛,

❡♥✉♠❡&❛,❡6 ❡✣❝✐❡♥%❧② ❛❧❧ ,❤❡ 6❤❛♣❡6 Sh′ ,❤❛, ❛&❡ &❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢&♦♠ Sh✳ ❚❤❡ ❡①✐6,❡♥❝❡ ♦❢
6✉❝❤ ❛ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✇✐❧❧ ❜❡ 6❤♦✇♥ ,❤❡&❡❛❢,❡&✳

▲❡♠♠❛ ✼✳✸✳ ❋♦* ❛♥② ✐♥,%❛♥❝❡ ♦❢ Π (l, Sh)✱ ▼✐♥❙✉♠❩❡*♦❉5(l, Sh) = Opt(l, Sh)✳

5*♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✼✳✸ ✐6 ,&✉❡ ❛6 ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❧♦❝❦ l✱ ,❤❡ ❛❧❣♦&✐,❤♠ ,&✐❡6 ❡✈❡&② &❡❛❝❤❛❜❧❡

6❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ,❤❡ ③❡&♦6 ♦❢ ✈❡❝,♦&6 ✐♥ ❜❧♦❝❦6 B =
⋃

l′<l B
l′
❝❛♥♥♦, ❜❡ ♠❛,❝❤❡❞ ✇✐,❤ ,❤♦6❡

♦❢ ✈❡❝,♦&6 ✐♥ ❜❧♦❝❦ B′ =
⋃

l′≥l B
l′
✳ ❚❤✐6 ✐6 ,❤❡ &❡❛6♦♥ ✇❤② ,❤❡ 6✉♣♣♦&, ♦❢ ,❤❡ ❛❧&❡❛❞②

❝&❡❛,❡❞ ♣❛&,✐❛❧ 6,❛❝❦6 ✭6,♦&❡❞ ✐♥ 6❤❛♣❡ Sh✮ ✐6 6✉✣❝✐❡♥, ,♦ ❦❡❡♣ ❛ &❡❝♦&❞ ♦❢ ✇❤❛, ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✭,❤❡ ♣♦6✐,✐♦♥6 ♦❢ ,❤❡ ③❡&♦6 ✐♥ ,❤❡ ♣❛&,✐❛❧ 6,❛❝❦6 ❝♦&&❡6♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ P ✐6 ♥♦,

&❡❧❡✈❛♥,✮✳

▲❡, ✉6 ❢♦❝✉6 ♥♦✇ ♦♥ ,❤❡ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✐♥ ❝❤❛&❣❡ ♦❢ ,❤❡ ❡♥✉♠❡&❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ &❡❛❝❤❛❜❧❡

6❤❛♣❡✳ ❆ ✜&6, ❛♥❞ ✐♥,✉✐,✐✈❡ ✇❛② ,♦ ♣❡&❢♦&♠ ,❤✐6 ♦♣❡&❛,✐♦♥ ✐6 ❜② ❣✉❡66✐♥❣✱ ❢♦& ❛❧❧

c, c′ ⊆ [m], yc,c′ ,❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♣❛&,✐❛❧ 6,❛❝❦6 ✐♥ ❝♦♥✜❣✉&❛,✐♦♥ c ,❤❛, ✇✐❧❧ ❜❡ ,✉&♥❡❞ ✐♥,♦

❝♦♥✜❣✉&❛,✐♦♥ c′ ✇✐,❤ ✈❡❝,♦&6 ♦❢ ❝✉&&❡♥, ❜❧♦❝❦ Bl
✳ ❋♦& ❡❛❝❤ 6✉❝❤ ❣✉❡66 ✐, ✐6 ♣♦66✐❜❧❡ ,♦

❣&❡❡❞✐❧② ✈❡&✐❢② ,❤❛, ❡❛❝❤ yc,c′ ❝❛♥ ❜❡ 6❛,✐6✜❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ✈❡❝,♦&6 ♦❢ ,❤❡ ❝✉&&❡♥, ❜❧♦❝❦✳ ❆6

❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡ yc,c′ ❝❛♥ ,❛❦❡ ✈❛❧✉❡6 ❢&♦♠ 0 ,♦ n ❛♥❞ c ❛♥❞ c′ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦,❤ ❡♥✉♠❡&❛,❡❞ ✐♥

O∗(n2m)✱ ,❤❡ ♣&❡✈✐♦✉6 ❛❧❣♦&✐,❤♠ &✉♥6 ✐♥ O∗(n22m)✳
❚❤✐6 ❝♦♠♣❧❡①✐,② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣&♦✈❡❞ ❛6 ❢♦❧❧♦✇6✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐6 ,♦ ❡♥✉♠❡&❛,❡ ❡✈❡&② ♣♦66✐❜❧❡

6❤❛♣❡ Sh′ ❛♥❞ ,♦ ✈❡&✐❢② ✉6✐♥❣ ❛♥♦,❤❡& ❞②♥❛♠✐❝ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦&✐,❤♠ ✐❢ 6✉❝❤ ❛ Sh′ ✐6
&❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢&♦♠ Sh✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ AuxSh′(Sh,X)✱ ,❤❛, ✈❡&✐✜❡6 ✐❢ Sh′ ✐6 &❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢&♦♠ Sh
❜② ✉6✐♥❣ ❛❧❧ ✈❡❝,♦&6 ♦❢ X✳ ■❢ X = ∅✱ ,❤❡♥ ,❤❡ ❛❧❣♦&✐,❤♠ &❡,✉&♥6 ✇❤❡,❤❡& Sh ✐6 ❡P✉❛❧ ,♦

Sh′ ♦& ♥♦,✳ ❖,❤❡&✇✐6❡✱ ✇❡ ❝♦♥6✐❞❡& ,❤❡ ✜&6, ✈❡❝,♦& v ♦❢ X ✭✇❡ ✜① ❛♥② ❛&❜✐,&❛&② ♦&❞❡&✮

❢♦& ✇❤✐❝❤ ❛ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ✐6 ❞♦♥❡ ♦♥ ❡✈❡&② ♣♦66✐❜❧❡ ❛66✐❣♥♠❡♥, ♦❢ v✳ ▼♦&❡ ❢♦&♠❛❧❧②✱ ,❤❡

❛❧❣♦&✐,❤♠ &❡,✉&♥6

∨

c⊆[m],xc>0,c∩sup(v)=∅AuxSh′(Sh2 = {x
′
l}, X\{v})✱ ✇❤❡&❡ x

′
l = xl−1

✐❢ l = c✱ x′l = xl + 1 ✐❢ l = c ∪ sup(v)✱ ❛♥❞ x′l = xl ♦,❤❡&✇✐6❡✳
❯6✐♥❣ Aux ✐♥ ▼✐♥❙✉♠❩❡&♦❉@✱ ✇❡ ❣❡, ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡♦&❡♠✳

❚❤❡♦*❡♠ ✼✳✻✳ (max
∑

1)#0≤1 ❝❛♥ ❜❡ ,♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(n2m+2
)✳

❲❡ ❝♦♠♣✉,❡ ,❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ❛6 ❢♦❧❧♦✇6✿ ❢♦& ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡ pn2m
♣♦66✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡6

♦❢ ,❤❡ ♣❛&❛♠❡,❡&6 ♦❢ ▼✐♥❙✉♠❩❡&♦❉@✱ ,❤❡ ❛❧❣♦&✐,❤♠ ,&✐❡6 ,❤❡ n2m
6❤❛♣❡6 Sh′✱ ❛♥❞ &✉♥

❢♦& ❡❛❝❤ ♦♥❡ AuxSh′
✐♥ O∗(n2mnm) ✭,❤❡ ✜&6, ♣❛&❛♠❡,❡& ♦❢ Aux ❝❛♥ ,❛❦❡ n2m

✈❛❧✉❡6✱

❛♥❞ ,❤❡ 6❡❝♦♥❞ nm ❛6 ✇❡ ❥✉6, ❡♥❝♦❞❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ✈❡❝,♦&6 ❧❡❢, ✐♥ X✮✳



✼✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❖,❊◆ ◗❯❊❙❚■❖◆❙ ✶✵✼

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ /✉❡)0✐♦♥)

❚❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❤❛- ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② -1✉❞✐❡❞ ✐♥ '❡❣❛'❞ 1♦ ❢♦✉' ✐♠♣♦'1❛♥1 ♣❛'❛♠❡1❡'-✿ m✱ n✱ p
❛♥❞#0✳ ❋'♦♠ 1❤❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐1② ♣♦✐♥1 ♦❢ ✈✐❡✇✱ 1❤❡ -1✉❞② ♦❢max

∑
1 ✐- ❛❧♠♦-1 ❝❧♦-❡❞✳

■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥❝❡'♥✐♥❣ n✱ ✇❡ ♣'♦✈❡ f(n)✲✐♥❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐1②✳ ❈♦♥❝❡'♥✐♥❣ p✱ ✇❡ ♣'♦✈❡ p1−ε
✲

✐♥❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐1② ❜❡✐♥❣ -♦♠❡❤♦✇ 1❤❡ ❜❡-1 ✐♥❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐1② ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ ❢♦' -✐♥❝❡

✇❡ ♣'♦✈✐❞❡ p✲❛♣♣'♦①✐♠❛1✐♦♥ ❛❧❣♦'✐1❤♠ ❛♥❞

p/r✲❛♣♣'♦①✐♠❛1✐♦♥ ❛❧❣♦'✐1❤♠ 1❤❛1 '✉♥- ✐♥

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 1✐♠❡ ✇❤❡♥ r ✐- ✜①❡❞✳ ❈♦♥❝❡'♥✐♥❣ m✱ ✇❡ ♣'♦✈❡ m1−ε
✲✐♥❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐1②✳

❍♦✇❡✈❡'✱ 1❤❡ ❡①✐-1❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ m ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛♥ f(m)✮ ❛♣♣'♦①✐♠❛1✐♦♥ ❛❧❣♦'✐1❤♠ ✐- ❧❡❢1

♦♣❡♥✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥-✐❞❡' 1❤❡ ❡①❛❝1 '❡-♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ♣'♦❜❧❡♠✱ ✇❡ -❤♦✇ 1❤❛1 1❤❡ ❤❛'❞♥❡-- ♦❢

1❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ✇❛- ❝❧♦-❡❧② ❧✐♥❦❡❞ 1♦ 1❤❡ ♣❛'❛♠❡1❡' p -✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡-✐❣♥ ❛♥ FPT ✲❛❧❣♦'✐1❤♠
❢♦' max

∑
1 ✇❤❡♥ ♣❛'❛♠❡1❡'✐③❡❞ ❜② p✳ ❚♦ ❛ ❧❡--❡' ❡①1❡♥1✱ ✇❡ -❤♦✇ 1❤❛1 #0 ❤❛- ❛❧-♦

❛ ❝❡'1❛✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ 1❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐1② ♦❢ max
∑

1 -✐♥❝❡ ✇❤❡♥ ✜①❡❞✱ 1❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❝❛♥

❜❡ ❡✣❝✐❡♥1❧② ❛♣♣'♦①✐♠❛1❡❞ ❛♥❞ ✇✐1❤ #0 ✜①❡❞ 1♦ 1✱ max
∑

1 ❜❡❧♦♥❣- 1♦ XP ✇❤❡♥

♣❛'❛♠❡1❡'✐③❡❞ ❜② m✳ ▲❡❛❞✐♥❣ 1♦ ❛♥♦1❤❡' ♦♣❡♥ J✉❡-1✐♦♥✿ ❞♦❡- 1❤✐- ♣'♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦♥❣- 1♦

FPT❄

■♥ ♣'❛❝1✐❝❡✱ 1❤❡ ♣♦-✐1✐✈❡ '❡-✉❧1- ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤1 ❢♦' max
∑

1 -❡❡♠- 1♦ ❜❡ ❤❛'❞❧②

1'❛❝1❛❜❧❡✳ ❘❡❛❧ ❧✐❢❡ ✐♥-1❛♥❝❡- ❛'❡ ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢ ✇❛❢❡'- ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✉♣ 1♦ ✼✵✵✵ ❞✐❡- ❛'❡

❡♥❣'❛✈❡❞✳ ❚❤✐- ❧❡❛❞- 1♦ ❛ ♣❛'❛♠❡1❡'- p ❜❡✐♥❣ ❛1 ♠♦-1 ❡J✉❛❧ 1♦ ✼✵✵✵✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞

1♦ ❡①♣❧♦'❡ ♦1❤❡' 1'❛✐❧- 1♦ 1❛❝❦❧❡ 1❤❡-❡ '❡❛❧ ✐♥-1❛♥❝❡-✳

■♥ 1❤❡ ♥❡①1 ❝❤❛♣1❡'✱ ✇❡ ❡①♣❧♦'❡ ♦♥❡ ♦❢ 1❤✐- 1'❛✐❧ ❜② -1✉❞②✐♥❣ 1❤❡ ❞✉❛❧ ✈❡'-✐♦♥ ♦❢

max
∑

1✿ min
∑

0✳
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✽

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ♦✈❡,❛❧❧

♥✉♠❜❡, ♦❢ ③❡,♦2

❈♦♥#❡♥#%

✽✳✶ ❆♣♣%♦①✐♠❛❜✐❧✐-② ♦❢ min
∑

0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✽✳✶✳✶ (n− ε)✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✽✳✶✳✷ ■♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ✇✐.❤♦✉. ❯●❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✽✳✶✳✸ ❆♣♣(♦①✐♠❛.✐♦♥ ❛❧❣♦(✐.❤♠ ❢♦( min
∑

0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✽✳✷ 2❛%❛♠❡-❡%✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐-② ♦❢ min
∑

0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✽✳✷✳✶ O(k2m) ❦❡(♥❡❧ ❢♦( (min
∑

0, k) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✽✳✷✳✷ @♦A✐.✐✈❡ (❡A✉❧.A ❛❝❝♦(❞✐♥❣ .♦ ζβ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✽✳✷✳✸ ◆❡❣❛.✐✈❡ (❡A✉❧.A ❛❝❝♦(❞✐♥❣ .♦ ζβ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✽✳✷✳✹ @♦A✐.✐✈❡ (❡A✉❧.A ❛❝❝♦(❞✐♥❣ .♦ ζp ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✽✳✷✳✺ ◆❡❣❛.✐✈❡ (❡A✉❧.A ❛❝❝♦(❞✐♥❣ .♦ ζp ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉;✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ <✉❡;-✐♦♥; ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ✐# ❞❡✈♦'❡❞ '♦ '❤❡ #'✉❞② ♦❢ min
∑

0✱ '❤❡ ❞✉❛❧ ✈❡)#✐♦♥ ♦❢ max
∑

1✳ ❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ❛♥❛❧②#✐# ✐# 6✉✐'❡ #✐♠✐❧❛) '♦ ✇❤❛' ❤❛# ❜❡❡♥ ♣)❡✈✐♦✉#❧② ❞♦♥❡

❢♦) max
∑

1✳ ■♥ ❛ ✜)#' '✐♠❡ ✇❡ ❢♦❝✉# ♦♥ '❤❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐'② ♦❢ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠✳
❲❡ ✜)#' ❤✐❣❤❧✐❣❤' ❛ ●❛♣✲)❡❞✉❝'✐♦♥ ❝♦♥#')✉❝'✐♥❣ ❢)♦♠ ❛♥② ✐♥#'❛♥❝❡ ♦❢ ❆❧♠♦$% Ek

❱❡(%❡① ❈♦✈❡( ❛♥ ✐♥#'❛♥❝❡ ♦❢ (min
∑

0)#0≤1 ♣)♦✈✐♥❣ '❤❛'✱ (min
∑

0)#0≤1 ✐# NP✲

❤❛)❞ '♦ ❛♣♣)♦①✐♠❛'❡ ✇✐'❤✐♥ ❛ )❛'✐♦ (n − ε) ✉♥❧❡## ❯●❈ ❢❛✐❧#✳ ❲❡ '❤❡♥ ♣)♦✈✐❞❡ ❛

▲✐♥❡❛) )❡❞✉❝'✐♦♥ ❢)♦♠ ❛ ♣❛)'✐❝✉❧❛) ❝❛#❡ ♦❢ ❖❞❞ ❈②❝❧❡ ❚(❛♥$✈❡($❛❧ ♣)♦✈✐♥❣ '❤❛'

'❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ✐# APX✲❤❛)❞ ❡✈❡♥ ✐❢ n = 2 ❛♥❞ #0 ≤ 1 ✉♥❧❡## P = NP✳

❊✈❡♥'✉❛❧❧② ✇❡ ❢♦❝✉# ♦♥ '❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ♦❢ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥')❛)② '♦ max
∑

1 '❤❡)❡
✐# ♥♦ )❡❞✉❝'✐♦♥✱ ❧✐❦❡ '❤❡ ♦♥❡ ❢)♦♠ ▼❛① ❈❧✐5✉❡✱ ♣)♦✈✐♥❣ '❤❛' min

∑
0 ✇❤❡♥ ♣❛)❛♠✲

✶✵✾
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❡#❡$✐③❡❞ ❜② #❤❡ +#❛♥❞❛$❞ ♣❛$❛♠❡#❡$ ✐+ W❬✶❪✲❤❛$❞✳ ❲❡ ✐♥❞❡❡❞ +❤♦✇ #❤❛# ✐# ❛❞♠✐#+ ❛

❦❡$♥❡❧ ♦❢ +✐③❡ O(k2m)✱ ❛♥❞ #❤✉+ #❤❛# ✐# ✐+ ✐♥ FPT✳ ❇❛+❡❞ ♦♥ #❤✐+ $❡+✉❧#✱ ✐# ✐+ ♣♦++✐❜❧❡

#♦ ♦❜#❛✐♥ ✐♥#❡$❡+#✐♥❣ $❡+✉❧#+ ❜② +✉❜#$❛❝#✐♥❣ #♦ #❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ ❛ ❦♥♦✇♥ ❧♦✇❡$

❜♦✉♥❞ ♦❢ ✐#✳ ❋♦$ ✐♥+#❛♥❝❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣$♦✈❡ #❤❛# ❛♥② +♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐♥✐♠✐③❛#✐♦♥

♣$♦❜❧❡♠ ✐+ ♦❢ ❝♦+# ❛# ❧❡❛+# β✱ #❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛+❦ ❢♦$ ❛ +♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ ❝♦+# β + c ❛♥❞ ♣❛✲

$❛♠❡#❡$✐③❡ ❜② c✳ ❚❤✐+ ✐❞❡❛✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❜♦✈❡ ❣✉❛'❛♥)❡❡ ♣❛'❛♠❡)❡'✐③❛)✐♦♥ ✇❛+ ✐♥#$♦❞✉❝❡❞

❜② ❬▼❘✾✾❪ ❛♥❞ ✜$+# ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ ▼❛① ❙❛$ ❛♥❞ ▼❛① ❈✉$ ♣$♦❜❧❡♠+✳ ■# #❤❡♥ ❜❡❝❛♠❡ ❛

❢$✉✐#❢✉❧ ❧✐♥❡ ♦❢ $❡+❡❛$❝❤ ✇✐#❤ +✐♠✐❧❛$ $❡+✉❧#+ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢♦$ ♠❛♥② ♦#❤❡$ ♣$♦❜❧❡♠+ ✭❛♠♦♥❣

♦#❤❡$+✱ +❡❡ ❬●✉#✰✶✸❀ ▼❘❙✵✾❀ ❈②❣✰✶✸❀ ●❨✶✷❪✮✳

❚❤❡ ♣❛$❛♠❡#❡$✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ min
∑

0 ✐+ ❤❡♥❝❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ #✇♦ ♣❛$#+ ✐♥ ❢✉♥❝#✐♦♥

♦❢ #❤❡ #②♣❡ ♦❢ ❝♦♥+✐❞❡$❡❞ ♣❛$❛♠❡#❡$+✿

✶✳ #❤❡ +#❛♥❞❛$❞ ♣❛$❛♠❡#❡$ k✱

✷✳ #✇♦ ❛❜♦✈❡ ❣✉❛$❛♥#❡❡ ♣❛$❛♠❡#❡$+✳

❆+ +❤♦✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✼✳✷✳✷✱ min
∑

0 ✐+ FPT ♣❛$❛♠❡#❡$✐③❡❞ ❜② p✳ ❆+ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦#✐❝❡

✐♥ ▲❡♠♠❛ ✽✳✹ #❤❛# ✇❡ ❝❛♥ ♦❜#❛✐♥ p ≤ k ❛❢#❡$ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣$❡✲♣$♦❝❡++✐♥❣ +#❡♣✱ #❤✐+

✐♠♣❧✐❡+ #❤❛# min
∑

0 ✐+ ❛❧+♦ FPT ✇✐#❤ ✐#+ +#❛♥❞❛$❞ ♣❛$❛♠❡#❡$✳ ❖✉$ ✐❞❡❛ ❤❡$❡ ✐+ #♦

✉+❡ #❤✐+ ♣$❡✈✐♦✉+ ✐♥❡Z✉❛❧✐#② ✐♥ ♦$❞❡$ #♦ ♦❜#❛✐♥ +♠❛❧❧❡$ ♣❛$❛♠❡#❡$+✳ ❚❤✉+✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

♦✉$ ✜$+# ❛❜♦✈❡ ❣✉❛$❛♥#❡❡ ♣❛$❛♠❡#❡$ ζp = k − p✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦$❞❡$ #♦ ❞❡✜♥❡ ♦✉$ ❧❛+# ♣❛$❛♠❡#❡$✱ ✇❡ ✜$+# ♥❡❡❞ #♦ ❞❡+❝$✐❜❡ #❤❡ ❝♦$$❡✲

+♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡$ ❜♦✉♥❞ β✱ #❤❛# ✇✐❧❧ $❡♣$❡+❡♥# #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♦✈❡$ ❛❧❧ +❡#+ ♦❢ ✈❡❝#♦$+✱ ♦❢

#❤❡ #♦#❛❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ③❡$♦+ ❢♦$ ❡❛❝❤ +❡#✳ ▼♦$❡ ❢♦$♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ β = maxi∈[m] c(V
i)

✇❤❡$❡ c(V i) =
∑m

j=1 c(v
i
j)✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠ ❛ ❜✐#✲✇✐+❡ ❆◆❉ ♦✈❡$ ❡❛❝❤ m✲#✉♣❧❡✱ ✐#

✐+ ❡❛+✐❧② +❡❡♥ #❤❛# ❛♥② +♦❧✉#✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❝♦+# ❛# ❧❡❛+# β✳ ❚❤✉+✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♦✉$ ❧❛+#

♣❛$❛♠❡#❡$ ζβ = k − β✳

❲❡ ♣$♦✈❡ #❤❛# min
∑

0 ❝❛♥ ❜❡ +♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(4ζβ log(n))✱ ✇❤✐❧❡ ✐# ✐+ W[2]✲❤❛$❞ ✇❤❡♥

♣❛$❛♠❡#❡$✐③❡❞ ❜② ζβ ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦# ❜❡ +♦❧✈❡❞ ✐♥O∗(2o(ζβ) log(n)) ♥♦$ ✐♥O∗(2ζβo(log(n)))
❛++✉♠✐♥❣ ETH✳ ❲❡ #❤❡♥ ❢♦❝✉+ ♦♥ #❤❡ ♣❛$❛♠❡#❡$✐③❛#✐♦♥ ❜② ζp✿ ✇❡ +❤♦✇ #❤❛# ✇❤❡♥

n = 2✱ #❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ +♦❧✈❡❞ ✐♥ +✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥#✐❛❧ #✐♠❡ ✇✐#❤ #❤✐+ ♣❛$❛♠❡#❡$✱ ❜✉#

✐+ ♥♦# ✐♥ XP ❢♦$ ❛♥② ✜①❡❞ n ≥ 3 ✭✉♥❧❡++ P = NP✮✳ ❚❤❡ $❡❞✉❝#✐♦♥ ✇❡ ✉+❡ ❛❧+♦ +❤♦✇+

#❤❛# ❢♦$ ✜①❡❞ n ∈ N✱ #❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ❝❛♥♥♦# ❜❡ +♦❧✈❡❞ ✐♥ 2o(k) ✭❛♥❞ #❤✉+ ✐♥ 2o(ζβ)✮ ✉♥❧❡++
ETH ❢❛✐❧+✳

❆♥ ♦✈❡$✈✐❡✇ ♦❢ #❤❡+❡ $❡+✉❧#+ ✐+ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✽✳✶✳

❚❤❡+❡ $❡+✉❧#+ ❛$❡ ♣✉❜❧✐+❤❡❞ ✐♥ ❬❇♦✉✰✶✺❀ ❇❉●✶✻❪✳

✽✳✶ ❆♣♣%♦①✐♠❛❜✐❧✐-② ♦❢ min
∑

0

✽✳✶✳✶ (n− ε)✲✐♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐.②

■♥ #❤✐+ +❡❝#✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡$ #❤❡ ❆❧♠♦+$ Ek ❱❡.$❡① ❈♦✈❡. ♣$♦❜❧❡♠✳ ❘❡❝❛❧❧ #❤❛# ✇❡

❝❛❧❧ ❛ ✈❡$#❡① ❝♦✈❡$ ✐♥ ❛ k✲$❡❣✉❧❛$ ❤②♣❡$❣$❛♣❤ H = (U,E) ❛ +❡# U ′ ⊆ U +✉❝❤ #❤❛# ❢♦$

❛♥② ❤②♣❡$❡❞❣❡ e ∈ E✱ U ′ ∩ e 6= ∅✳



✽✳✶✳ ❆$$❘❖❳■▼❆❇■▲■❚❨ ❖❋ MIN
∑

0 ✶✶✶

min
∑

0

ζp

n = 2

O∗(dζp)✲
❛❧❣♦&✐(❤♠

ζp = 0

n ≥ 3

NP✲❤❛&❞

k

O(k2m)
❦❡&♥❡❧

✜①❡❞ n

♥♦ 2o(k)

❛❧❣♦&✐(❤♠

n

(n− ε)✲
✐♥❛♣♣&♦①

/∈ XPn = 2

#0 ≤ 1

♥♦ PTAS

min
∑

0

m

#0 ≤ 1

✜①❡❞ m

∈ P

f(m)✲
❛♣♣&♦①

p

∈ FPT ∀m ≥ 3

♥♦ ♣♦❧②

❦❡&♥❡❧

ζβ

4ζβ log(n) W❬✷❪

✲❤❛&❞

♥♦

2o(ζβ) log(n)
♥♦

2ζβo(log(n))

✉♥❧❡77 P = NP

✉♥❧❡77 NP ⊆ coNP/poly

❯♥❧❡77 ❊❚❍ ❢❛✐❧7

❯♥❧❡77 ❯●❈ ❢❛✐❧7

♣♦7✐(✐✈❡ &❡7✉❧(

❋✐❣✉&❡ ✽✳✶✿ ❖✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ (❤❡ &❡7✉❧(7 ❢♦& min
∑

0
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❉❡❝✐$✐♦♥ '(♦❜❧❡♠ ✺ ❆❧♠♦$% Ek ❱❡(%❡① ❈♦✈❡(

■♥♣✉0 ❲❡ ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥*❡❣❡% k ≥ 2✱ *✇♦ ❛%❜✐*%❛%② ♣♦1✐*✐✈❡ ❝♦♥1*❛♥*1 ε ❛♥❞

δ ❛♥❞ ❛ k✲✉♥✐❢♦%♠ ❤②♣❡%❣%❛♣❤ G = (U,E)✳

◗✉❡$0✐♦♥ ❉✐1*✐♥❣✉✐1❤ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛1❡1✿

❨❊❙ ❈❛$❡ *❤❡%❡ ❡①✐1* k ❞✐1❥♦✐♥* 1✉❜1❡*1 U1, U2, . . . , Uk ⊆ U ✱ 1❛*✐1✲

❢②✐♥❣ |U i| ≥ 1−ε
k |U | ❛♥❞ 1✉❝❤ *❤❛* ❡✈❡%② ❤②♣❡%❡❞❣❡ ❝♦♥*❛✐♥1 ❛*

♠♦1* ♦♥❡ ✈❡%*❡① ❢%♦♠ ❡❛❝❤ U i
✳

◆❖ ❈❛$❡ ❡✈❡%② ✈❡%*❡① ❝♦✈❡% ❤❛1 1✐③❡ ❛* ❧❡❛1* (1− δ)|U |✳

■* ✐1 1❤♦✇♥ ✐♥ ❬❇❑✶✵❪ *❤❛*✱ ❛11✉♠✐♥❣ ❯●❈✱ *❤✐1 ♣%♦❜❧❡♠ ✐1 NP✲❝♦♠♣❧❡*❡✳

❚❤❡♦(❡♠ ✽✳✶✳ ❋♦" ❛♥② ✜①❡❞ n ≥ 2✱ ❢♦" ❛♥② ❝♦♥-.❛♥.- ε, δ > 0✱ .❤❡"❡ ❡①✐-.- ❛ n−nδ
1+nε ✲

●❛♣ "❡❞✉❝.✐♦♥ ❢"♦♠ ❆❧♠♦$% Ek ❱❡(%❡① ❈♦✈❡( .♦ (min
∑

0)#0≤1✳ ❈♦♥-❡8✉❡♥.❧②✱

✉♥❞❡" ❯●❈✱ ❢♦" ❛♥② ✜①❡❞ n✱ (min
∑

0)#0≤1 ✐- ❤❛"❞ .♦ ❛♣♣"♦①✐♠❛.❡ ✇✐.❤✐♥ ❛ ❢❛❝.♦"

(n− ε′) ❢♦" ❛♥② ε′ > 0✳

<"♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥1✐❞❡% ❛♥ ✐♥1*❛♥❝❡ I ♦❢ ❆❧♠♦$% Ek ❱❡(%❡① ❈♦✈❡( ❞❡✜♥❡❞ ❜② *✇♦

♣♦1✐*✐✈❡ ❝♦♥1*❛♥*1 δ ❛♥❞ ǫ✱ ❛♥ ✐♥*❡❣❡% k ❛♥❞ ❛ k✲%❡❣✉❧❛% ❤②♣❡%❣%❛♣❤ H = (U,E)✳
❲❡ ✉1❡ *❤❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✻✳✶✳✹ *♦ ❝♦♥1*%✉❝* ❛♥ ✐♥1*❛♥❝❡ f(I) ♦❢

(min
∑

0)#0≤1✳ ❘❡❝❛❧❧ *❤❛* *❤✐1 %❡❞✉❝*✐♦♥ ❛11♦❝✐❛*❡1 *♦ ❡❛❝❤ ❤②♣❡%❡❞❣❡ e ♦❢ H ❛ 1❡*

V e
✳ ❊❛❝❤ 1❡* ❝♦♥*❛✐♥1 k ✈❡❝*♦%1✱ ♦♥❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡♥❞♣♦✐♥* ♦❢ e✳ ❆ ✈❡❝*♦% v ❡♥❝♦❞❡1

❛ ✈❡%*❡① u ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ v[l] = 0 ✐❢ l = u ❛♥❞ v[l] = 1 ♦*❤❡%✇✐1❡✳ ▲❡* ✉1 ♥♦✇ ♣%♦✈❡

*❤❛* ✐❢ I ✐1 ❛ ♣♦1✐*✐✈❡ ✐♥1*❛♥❝❡✱ f(I) ❛❞♠✐*1 ❛ 1♦❧✉*✐♦♥ S ♦❢ ❝♦1* c (S) < (1 + nε)|U |✱
❛♥❞ ♦*❤❡%✇✐1❡ ❛♥② 1♦❧✉*✐♦♥ S ♦❢ f(I) ❤❛1 ❝♦1* c (S) ≥ n(1− δ)|U |✳

◆❖ ❈❛$❡ ▲❡* S ❜❡ ❛ 1♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ f(I)✳ ▲❡* ✉1 ✜%1* %❡♠❛%❦ *❤❛* ❢♦% ❛♥② 1*❛❝❦ s ∈ S✱
*❤❡ 1❡* {l : vs[l] = 0} ❞❡✜♥❡1 ❛ ✈❡%*❡① ❝♦✈❡% ✐♥ H✳ ■♥❞❡❡❞✱ s ❝♦♥*❛✐♥1 ❡①❛❝*❧② ♦♥❡

✈❡❝*♦% ♣❡% 1❡*✱ ❛♥❞ *❤✉1 ❜② ❝♦♥1*%✉❝*✐♦♥ s 1❡❧❡❝*1 ♦♥❡ ✈❡%*❡① ♣❡% ❤②♣❡%❡❞❣❡ ✐♥ H✳

❘❡♠❛%❦ ❛❧1♦ *❤❛* *❤❡ ❝♦1* ♦❢ s ✐1 ❡R✉❛❧ *♦ *❤❡ 1✐③❡ ♦❢ *❤❡ ❝♦%%❡1♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡%*❡①

❝♦✈❡%✳

◆♦✇✱ 1✉♣♣♦1❡ *❤❛* I ✐1 ❛ ♥❡❣❛*✐✈❡ ✐♥1*❛♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ✈❡%*❡① ❝♦✈❡% ❤❛1 ❛ 1✐③❡

❛* ❧❡❛1* ❡R✉❛❧ *♦ (1 − δ)|U |✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② 1♦❧✉*✐♦♥ S ♦❢ f(I) ❝♦♥1✐1*1 ♦❢ ❡①❛❝*❧② n
1*❛❝❦1✱ S ✈❡%✐✜❡1 c (S) ≥ n(1− δ)|U |✳

❨❊❙ ❈❛$❡ ■❢ I ✐1 ❛ ♣♦1✐*✐✈❡ ✐♥1*❛♥❝❡✱ *❤❡%❡ ❡①✐1*1 k ❞✐1❥♦✐♥* 1❡*1 U1, U2, . . . , Uk ⊆ U
1✉❝❤ *❤❛*✱ ∀i ∈ [k]✱ |U i| ≥ 1−ε

k |U | ❛♥❞ 1✉❝❤ *❤❛* ❡✈❡%② ❤②♣❡%❡❞❣❡ ❝♦♥*❛✐♥1 ❛*

♠♦1* ♦♥❡ ✈❡%*❡① ❢%♦♠ ❡❛❝❤ U i
✳

❲❡ ✐♥*%♦❞✉❝❡ *❤❡ 1✉❜1❡* X = U\
⋃k

i=1 U
i
✳ ❇② ❞❡✜♥✐*✐♦♥ {U1, U2, . . . , Uk, X} ✐1 ❛

♣❛%*✐*✐♦♥ ♦❢ U ❛♥❞ X ≤ ε|U |✳ ❋✉%*❤❡%♠♦%❡✱ U i∪X ✐1 ❛ ✈❡%*❡① ❝♦✈❡% ∀i = 1, . . . , k✳



✽✳✶✳ ❆$$❘❖❳■▼❆❇■▲■❚❨ ❖❋ MIN
∑

0 ✶✶✸

■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ❤②♣❡,❡❞❣❡ e ∈ E .❤❛. ❝♦♥.❛✐♥1 ♥♦ ✈❡,.❡① ♦❢ U i
✱ ❝♦♥.❛✐♥1 ❛. ❧❡❛1.

♦♥❡ ✈❡,.❡① ♦❢ X 1✐♥❝❡ e ❝♦♥.❛✐♥1 k ✈❡,.✐❝❡1✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥1.,✉❝. ❛ 1♦❧✉.✐♦♥ S ♦❢ f(I)✳ ❖✉, ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✐1 .♦ ❝♦♥1.,✉❝. 1.❛❝❦1 {si}
1✉❝❤ .❤❛. ❢♦, ❛♥② i✱ .❤❡ ③❡,♦1 ♦❢ si ❛,❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ U i ∪X ✭✐✳❡✳ {l : vsi [l] = 0} ⊆
U i ∪ X✮✳ ❋♦, ❡❛❝❤ e = {u1, . . . , uk} ∈ E✱ ✇❡ 1❤♦✇ ❤♦✇ .♦ ❛11✐❣♥ ❡①❛❝.❧② ♦♥❡

✈❡❝.♦, ♦❢ V e
.♦ ❡❛❝❤ 1.❛❝❦ s1, . . . , sk✳ ❋♦, ❛❧❧ i ∈ [k]✱ ✐❢ vej ,❡♣,❡1❡♥.1 ❛ ✈❡,.❡① u

✇✐.❤ u ∈ U i
✱ .❤❡♥ ✇❡ ❛11✐❣♥ vej .♦ si✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳✱ ❧❡. S′

e = {s1, . . . , sk′} ✭❢♦, k
′ ≤ k✮

❜❡ .❤❡ 1❡. ♦❢ 1.❛❝❦1 .❤❛. ,❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ✈❡,.❡① ❞✉,✐♥❣ .❤✐1 ♣,♦❝❡11✳ ◆♦.✐❝❡ .❤❛. ❛1

❡✈❡,② ❤②♣❡,❡❞❣❡ ❝♦♥.❛✐♥1 ❛. ♠♦1. ♦♥❡ ✈❡,.❡① ❢,♦♠ ❡❛❝❤ U i
✱ ✇❡ ♦♥❧② ❛11✐❣♥❡❞ ♦♥❡

✈❡❝.♦, .♦ ❡❛❝❤ 1.❛❝❦ ♦❢ S′
e✳ ❆❢.❡, .❤✐1✱ ❡✈❡,② ✉♥❛11✐❣♥❡❞ ✈❡❝.♦, v ∈ V e

,❡♣,❡1❡♥.1

❛ ✈❡,.❡① ♦❢ X ✭♦.❤❡,✇✐1❡✱ 1✉❝❤ ❛ ✈❡❝.♦, v ✇♦✉❧❞ ❜❡❧♦♥❣ .♦ ❛ 1❡. U i
✱ i ∈ k′✱ ❛

❝♦♥.,❛❞✐❝.✐♦♥✮✳ ❲❡ ❛11✐❣♥ ❛,❜✐.,❛,✐❧② .❤❡1❡ ✈❡❝.♦,1 .♦ .❤❡ ,❡♠❛✐♥✐♥❣ 1.❛❝❦1 .❤❛.

❛,❡ ♥♦. ✐♥ S′
e✳ ❆1 ❜② ❝♦♥1.,✉❝.✐♦♥ ∀i ∈ [k]✱ vsi ❝♦♥.❛✐♥1 ♦♥❧② ✈❡❝.♦,1 ,❡♣,❡1❡♥.✐♥❣

✈❡,.✐❝❡1 ❢,♦♠ U i ∪X✱ ✇❡ ❣❡. c (si) ≤ |U
i|+ |X|✳

❚❤✉1✱ ✇❡ ♦❜.❛✐♥ ❛ ❢❡❛1✐❜❧❡ 1♦❧✉.✐♦♥ S ♦❢ ❝♦1. c (S) =
∑k

i=1 c (si) ≤ k|X| +
∑k

i=1 |U
i|✳ ❆1 ❜② ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ |X| +

∑k
i=1 |U

i| = |U |✱ ✐. ❢♦❧❧♦✇1 .❤❛.

c (S) ≤ |U |+ (k − 1)ε|U | ❛♥❞ 1✐♥❝❡ k = n✱ c (S) < |U |(1 + nε)✳

❆❝❝♦,❞✐♥❣ .♦ .❤❡ ❉❡✜♥✐.✐♦♥ ✷✳✸✶ ♦❢ .❤❡ ●❛♣✲,❡❞✉❝.✐♦♥✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ a(n) = (1 +

nε)|U | ❛♥❞ r(n) = n(1−δ)
(1+nε) ✱ .❤❡ ♣,❡✈✐♦✉1 ,❡❞✉❝.✐♦♥ ✐1 ❛ r(n)✲●❛♣ ,❡❞✉❝.✐♦♥✳ ❋✉,.❤❡,✲

♠♦,❡✱ limδ,ε→0 r(n) = n✱ .❤✉1 ✐. ✐1 NP✲❤❛,❞ .♦ ❛♣♣,♦①✐♠❛.❡ (min
∑

0)#0≤1 ✇✐.❤✐♥ ❛

,❛.✐♦ (n− ε′) ❢♦, ❛♥② ε′ > 0✳

◆♦.✐❝❡ .❤❛.✱ ❛1 ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ n✱ .❤✐1 ✐♥❛♣♣,♦①✐♠❛❜✐❧✐.② ,❡1✉❧. ✐1 ♦♣.✐♠❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱

✇❡ ♦❜1❡,✈❡ .❤❛. ❛♥② ❢❡❛1✐❜❧❡ 1♦❧✉.✐♦♥ S ✐1 ❛♥ n✲❛♣♣,♦①✐♠❛.✐♦♥ ❛1✱ ❢♦, ❛♥② ✐♥1.❛♥❝❡ I ♦❢

min
∑

0✳ ❘❡❝❛❧❧ ✐♥❞❡❡❞ .❤❛.✱ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ .♦ ❍②♣♦.❤❡1✐1 ✹✳✹✱ ✇❡ ❛11✉♠❡ ∀l ∈ [p], ∃i, ∃j
1✉❝❤ .❤❛. vij [l] = 0✳ ■. ❢♦❧❧♦✇1 .❤❛. c (♦♣"(I)) ≥ p ❛♥❞ ❢♦, ❛♥② 1♦❧✉.✐♦♥ S✱ c (S) ≤ pn✳

✽✳✶✳✷ ■♥❛♣♣(♦①✐♠❛❜✐❧✐/② ✇✐/❤♦✉/ ❯●❈

▲❡. ✉1 ♥♦✇ 1.✉❞② .❤❡ ♥❡❣❛.✐✈❡ ,❡1✉❧.1 ✇❡ ❝❛♥ ❣❡. ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛11✉♠✐♥❣ P 6= NP✳ ❖✉,

♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✐1 .♦ ♣,♦✈❡ .❤❛. (min
∑

0)#0≤1 ✐1 APX✲❤❛,❞✱ ❡✈❡♥ ❢♦, n = 2✳ ❚♦ ❞♦ 1♦✱

✇❡ ♣,❡1❡♥. ❛ ,❡❞✉❝.✐♦♥ ❢,♦♠ ❖❞❞ ❈②❝❧❡ ❚(❛♥+✈❡(+❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉. ❣,❛♣❤ G = (U,E)✱ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✐1 .♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦❞❞ ❝②❝❧❡ .,❛♥1✈❡,1❛❧ ♦❢

♠✐♥✐♠✉♠ 1✐③❡✱ ✐✳❡✳ ❛ 1✉❜1❡. T ⊆ U ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ 1✐③❡ 1✉❝❤ .❤❛. G[U \ T ] ✐1 ❜✐♣❛,.✐.❡✳

❚❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦,♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✳

❋♦, ❛♥② ✐♥.❡❣❡, γ ≥ 2✱ ✇❡ ❞❡♥♦.❡ Gγ .❤❡ ❝❧❛11 ♦❢ ❣,❛♣❤1 G = (U,E) 1✉❝❤ .❤❛.

❛♥② ♦♣.✐♠❛❧ ♦❞❞ ❝②❝❧❡ .,❛♥1✈❡,1❛❧ T ❤❛1 1✐③❡ |T | ≥ |U |
γ ✳ ●✐✈❡♥ G ❛ ❝❧❛11 ♦❢ ❣,❛♣❤1✱ ✇❡

❞❡♥♦.❡ OCTG .❤❡ ❖❞❞ ❈②❝❧❡ ❚(❛♥+✈❡(+❛❧ ♣,♦❜❧❡♠ ,❡1.,✐❝.❡❞ .♦ G✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✶✳ ❋♦( ❛♥② ❝♦♥-.❛♥. γ ≥ 2✱ OCTGγ L✲(❡❞✉❝❡- .♦ (min
∑

0)#0≤1 ✇✐.❤ n = 2✳



✶✶✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ▼■◆■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❖❱❊❘❆▲▲ ◆❯▼❇❊❘ ❖❋ ❩❊❘❖❙

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ )*♦❜❧❡♠ ✶✹ ❖❞❞ ❈②❝❧❡ ❚(❛♥+✈❡(+❛❧

■♥♣✉" ❆ ❣$❛♣❤ G = (U,E)✳

❖✉"♣✉" ❆♥ ♦❞❞ ❝②❝❧❡ 0$❛♥1✈❡$1❛❧ T ✳

❖❜❥❡❝"✐✈❡ ▼✐♥✐♠✐③❡ |T |✳

 !♦♦❢✳ ▲❡0 ✉1 ❝♦♥1✐❞❡$ ❛♥ ✐♥0❡❣❡$ γ✱ ❛♥ ✐♥10❛♥❝❡ I ♦❢ OCTGγ ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❣$❛♣❤

G = (U,E) 1✉❝❤ 0❤❛0 G ∈ Gγ ✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥1✐❞❡$ 0❤❛0 G ❝♦♥0❛✐♥1 ♥♦ ✐1♦❧❛0❡❞

✈❡$0❡①✳

❘❡♠❛$❦ 0❤❛0 ❛♥② ❣$❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ 1❡❡♥ ❛1 ❛ 2✲✉♥✐❢♦$♠ ❤②♣❡$❣$❛♣❤✳ ❚❤✉1✱ ✇❡ ✉1❡ 0❤❡

❢✉♥❝0✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝0✐♦♥ ✻✳✶✳✹ 0♦ ❝♦♥10$✉❝0 ❛♥ ✐♥10❛♥❝❡ f(I) ♦❢ (min
∑

0)#0≤1 1✉❝❤

0❤❛0 n = 2✳ ❙✐♥❝❡✱ G ❝♦♥0❛✐♥1 ♥♦ ✐1♦❧❛0❡❞ ✈❡$0❡①✱ f(I) ❝♦♥0❛✐♥1 ♥♦ ♣♦1✐0✐♦♥ l 1✉❝❤ 0❤❛0

∀i ∈ [m], ∀j ∈ [n], vij [l] = 1✳

▲❡0 ✉1 ♥♦✇ ♣$♦✈❡ 0❤❛0 I ❛❞♠✐01 ❛♥ ♦❞❞ ❝②❝❧❡ 0$❛♥1✈❡$1❛❧ ♦❢ 1✐③❡ t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f(I)
❛❞♠✐01 ❛ 1♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ❝♦10 p+ t✳

⇐❲❡ ❝♦♥1✐❞❡$ ❛♥ ✐♥10❛♥❝❡ f(I) ♦❢ (min
∑

0)#0≤1 ✇✐0❤ n = 2 ❛❞♠✐00✐♥❣ ❛ 1♦❧✉0✐♦♥

S = {sA, sB} ✇✐0❤ ❝♦10 c (S) = p+ t✳ ▲❡0 ✉1 1♣❡❝✐❢② ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ g ✇❤✐❝❤ ♣$♦❞✉❝❡1 ❢$♦♠

S ❛ 1♦❧✉0✐♦♥ T = g(I, S) ♦❢ OCTGγ ✱ ✐✳❡✳ ❛ 1❡0 ♦❢ ✈❡$0✐❝❡1 ♦❢ U 1✉❝❤ 0❤❛0 G[U\T ] ✐1
❜✐♣❛$0✐0❡✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ T =
{
u ∈ U : vsA [u] = vsB [u] = 0

}
✱ 0❤❡ 1❡0 ♦❢ ❝♦♦$❞✐♥❛0❡1 ❡F✉❛❧ 0♦ ③❡$♦

✐♥ ❜♦0❤ sA ❛♥❞ sB✳ ❲❡ ❛❧1♦ ❞❡✜♥❡ A =
{
u ∈ V : vsA [u] = 0 ❛♥❞ vsB [u] = 1

}
✭$❡1♣✳

B =
{
u ∈ V : vsB [u] = 0 ❛♥❞ vsA [u] = 1

}
✮✱ 0❤❡ 1❡0 ♦❢ ❝♦♦$❞✐♥❛0❡1 1❡0 0♦ ③❡$♦ ♦♥❧② ✐♥

sA ✭$❡1♣✳ sB✮✳ ◆♦0✐❝❡ 0❤❛0 {T,A,B} ✐1 ❛ ♣❛$0✐0✐♦♥ ♦❢ U ✳

❘❡♠❛$❦ 0❤❛0 A ❛♥❞ B ❛$❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 1❡01✳ ■♥❞❡❡❞✱ 1✉♣♣♦1❡ 0❤❛0 ∃{u, v} ∈ E
1✉❝❤ 0❤❛0 u, v ∈ A✳ ❆1 {u, v} ∈ E 0❤❡$❡ ❡①✐101 ❛ 1❡0 V (u,v)

❝♦♥0❛✐♥✐♥❣ ❛ ✈❡❝0♦$ 0❤❛0

$❡♣$❡1❡♥01 u ❛♥❞ ❛♥♦0❤❡$ ✈❡❝0♦$ 0❤❛0 $❡♣$❡1❡♥01 v✱ 0❤❡1❡ ✈❡❝0♦$1 ❛$❡ ❛11✐❣♥❡❞ 0♦ ❞✐✛❡$❡♥0

10❛❝❦1✳ ❚❤✐1 ❧❡❛❞1 0♦ ❛ ❝♦♥0$❛❞✐❝0✐♦♥✳ ■0 ❢♦❧❧♦✇1 0❤❛0 G[U\T ] ✐1 ❜✐♣❛$0✐0❡ ❛♥❞ T ✐1 ❛♥

♦❞❞ ❝②❝❧❡ 0$❛♥1✈❡$1❛❧✳

❙✐♥❝❡ c(S) = |A|+ |B|+ 2|T | = p+ |T | = p+ t✱ ✇❡ ❣❡0 |T | = t✳

⇒❲❡ ❝♦♥1✐❞❡$ ❛♥ ✐♥10❛♥❝❡ I ♦❢ OCTGγ ❛♥❞ ❛ 1♦❧✉0✐♦♥ T ♦❢ 1✐③❡ t✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥10$✉❝0

❛ 1♦❧✉0✐♦♥ S = {sA, sB} ♦❢ f(I) ❢$♦♠ T ✳

❇② ❞❡✜♥✐0✐♦♥✱ G[U\T ] ✐1 ❛ ❜✐♣❛$0✐0❡ ❣$❛♣❤✱ 0❤✉1 0❤❡ ✈❡$0✐❝❡1 ✐♥ U\T ♠❛② ❜❡ 1♣❧✐0

✐♥0♦ 0✇♦ ❞✐1❥♦✐♥0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 1❡01 A ❛♥❞ B✳ ❋♦$ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ∈ E✱ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛1❡1

❝❛♥ ♦❝❝✉$✿

• ✐❢ ∃u ∈ e 1✉❝❤ 0❤❛0 u ∈ A✱ 0❤❡♥ 0❤❡ ✈❡❝0♦$ ❝♦$$❡1♣♦♥❞✐♥❣ 0♦ u ✐1 ❛11✐❣♥❡❞ 0♦

sA✱ ❛♥❞ 0❤❡ ✈❡❝0♦$ ❝♦$$❡1♣♦♥❞✐♥❣ 0♦ e \ {u} ✐1 ❛11✐❣♥❡❞ 0♦ sB ✭❛♥❞ 0❤❡ 1❛♠❡ $✉❧❡

❤♦❧❞1 ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ A ❛♥❞ B✮

• ♦0❤❡$✇✐1❡✱ u ❛♥❞ v ∈ T ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛11✐❣♥ ❛$❜✐0$❛$✐❧② veu 0♦ sA ❛♥❞ 0❤❡ ♦0❤❡$ 0♦ sB✳



✽✳✶✳ ❆$$❘❖❳■▼❆❇■▲■❚❨ ❖❋ MIN
∑

0 ✶✶✺

❲❡ ❝❧❛✐♠ )❤❛) )❤❡ +)❛❝❦+ sA ❛♥❞ sB ❞❡+❝/✐❜❡ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡ +♦❧✉)✐♦♥ S ♦❢ ❝♦+) ❛) ♠♦+)

p+ t✳

❙✐♥❝❡✱ ❢♦/ ❡❛❝❤ +❡)✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❡❝)♦/ ✐+ ❛++✐❣♥❡❞ )♦ sA ❛♥❞ )❤❡ ♦)❤❡/ )♦ sB✱ )❤❡ )✇♦

+)❛❝❦+ sA ❛♥❞ sB ❛/❡ ❞✐+❥♦✐♥) ❛♥❞ ❝♦♥)❛✐♥ ❡①❛❝)❧② m ✈❡❝)♦/+✳ S ✐+ )❤❡/❡❢♦/❡ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡

+♦❧✉)✐♦♥✳

❘❡♠❛/❦ )❤❛) vsA ✭/❡+♣✳ vsB ✮ ❝♦♥)❛✐♥+ ♦♥❧② ✈❡❝)♦/+ v +✉❝❤ )❤❛) v[l] = 0⇒ l ∈ A∪T
✭/❡+♣✳ l ∈ B ∪ T ✮✱ ❛♥❞ )❤✉+ c (vA) ≤ |A| + |T | ✭/❡+♣✳ c (vB) ≤ |B| + |T |✮✳ ❍❡♥❝❡

c (S) ≤ |A|+ |B|+ 2|T | = p+ t✳

▲❡) ✉+ ♥♦✇ ♣/♦✈❡ )❤❛) )❤✐+ /❡❞✉❝)✐♦♥ ✐+ ❛♥ L✲/❡❞✉❝)✐♦♥✳

✶✳ ❇② ❞❡✜♥✐)✐♦♥✱ ❛♥② ✐♥+)❛♥❝❡ I ♦❢ OCTGγ ✈❡/✐✜❡+ |♦♣"(I)| ≥ |U |/γ✳ ❚❤✉+✱

c (♦♣"(f(I))) ≤ |U |+ |♦♣"(I)| ≤ (γ + 1)|♦♣"(I)|

✷✳ ❲❡ ❝♦♥+✐❞❡/ ❛♥ ❛/❜✐)/❛/② ✐♥+)❛♥❝❡ I ♦❢ OCTGγ ✱ f(I) )❤❡ ❝♦//❡+♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥+)❛♥❝❡ ♦❢
(min

∑
0)#0≤1✱ S ❛ +♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ f(I) ❛♥❞ T = g(I, S) )❤❡ ❝♦//❡+♣♦♥❞✐♥❣ +♦❧✉)✐♦♥

♦❢ I✳

❲❡ ♣/♦✈❡❞ |T |−|♦♣"(I)| = c (S)−|U |−c (♦♣"(f(I)))−|U |) = c (S)−c (♦♣"(f(I)))✳

❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ✇❡ ❣❡) ❛♥ L✲/❡❞✉❝)✐♦♥ ❢♦/ α = γ + 1 ❛♥❞ β = 1✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✷✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ❛ ❝♦♥&'❛♥' γ ❛♥❞ G ⊂ Gγ &✉❝❤ '❤❛' OCTG ✐& APX✲❤❛#❞✳

0#♦♦❢✳ ❲❡ ♣/❡+❡♥) ❛♥ S✲/❡❞✉❝)✐♦♥ ❢/♦♠ ❱❈✲✸✱ )❤❡ ❱❡%&❡① ❈♦✈❡% ♣/♦❜❧❡♠ ♦♥ ❣/❛♣❤

✇✐)❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣/❡❡ 3✱ )♦ OCTGVC
❢♦/ ❛♥ ❛♣♣/♦♣/✐❛)❡ GVC ✳ ❱❈✲✸ ✐+ ❦♥♦✇♥ )♦ ❜❡

APX✲❝♦♠♣❧❡)❡ ❬❆❑✾✼❪✳

▲❡) ✉+ ❞❡✜♥❡ )❤❡ ❢✉♥❝)✐♦♥+ f ❛♥❞ g ❞❡♣✐❝)❡❞ ✐♥ )❤❡ ❉❡✜♥✐)✐♦♥ ✷✳✷✻✳ ●✐✈❡♥ ❛♥

✐♥+)❛♥❝❡ G = (U,E) ♦❢ ❱❈✲✸✱ ✇❡ ❝♦♥+)/✉❝) ❛♥ ✐♥+)❛♥❝❡ f(G) = (U ′, E′) ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✿

✶✳ ❋♦/ ❡❛❝❤ {u, v} ∈ E✱ ❝/❡❛)❡ ❛ ✈❡/)❡① zu,v✳ ❚❤❡+❡ z✲✈❡/)✐❝❡+ ❢♦/♠ )❤❡ +❡) Z✳

✷✳ U ′ = U ∪ Z✳

✸✳ E′ = E ∪ {(u, zu,v), (v, zu,v) : {u, v} ∈ E}✳ ■♥ ♦)❤❡/ ✇♦/❞+✱ ❢♦/ ❡❛❝❤ {u, v} ∈ E✱

✇❡ ❝/❡❛)❡ )❤❡ )/✐❛♥❣❧❡ {u, v, zu,v}✳

▲❡) ✉+ ♣/♦✈❡ )❤❛) G = (U,E) ❛❞♠✐)+ ❛ +♦❧✉)✐♦♥ V C ♦❢ +✐③❡ |V C| = t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

f(G) ❛❞♠✐)+ ❛ +♦❧✉)✐♦♥ T ♦❢ +✐③❡ |T | = t✳

⇒ ❈♦♥+✐❞❡/ ❛ ✈❡/)❡① ❝♦✈❡/ V C ♦❢ +✐③❡ |V C| = t✱ ❢♦/ ❡❛❝❤ u ∈ V C✱ ✇❡ ❛❞❞ )❤❡ ✈❡/)❡①

u′ )♦ T ✳ ❇② ❞❡✜♥✐)✐♦♥✱ V C ❝♦✈❡/+ ❛❧❧ )❤❡ ❡❞❣❡+ ♦❢ G ❛♥❞ )❤❡♥ ❛❧❧ ✐)+ ✭♦❞❞✮ ❝②❝❧❡+✳

❋✉/)❤❡/♠♦/❡✱ ✐) ❛❧+♦ ❝♦✈❡/+ ❛❧❧ )❤❡ ❝/❡❛)❡❞ )/✐❛♥❣❧❡+ ✐♥ f(G) +✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦❢ )❤❡+❡

❝②❝❧❡+ ❝♦♥)❛✐♥+ ❡①❛❝)❧② ♦♥❡ ❡❞❣❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐)❤ f(G)[U ′\Z]✳ ❚❤✉+ T ✐+ ❛♥ ♦❞❞

❝②❝❧❡ )/❛♥+✈❡/+❛❧ ❛♥❞ |T | = |V C|✳



✶✶✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ▼■◆■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❖❱❊❘❆▲▲ ◆❯▼❇❊❘ ❖❋ ❩❊❘❖❙

⇐ ▲❡$ ✉& ❝♦♥&$*✉❝$ ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ g $❤❛$✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② &♦❧✉$✐♦♥ T ♦❢ f(G)✱ ❝♦♠♣✉$❡& ❛

&♦❧✉$✐♦♥ V C = g(G, T ) ♦❢ G✳ ◆♦$✐❝❡ ✜*&$ $❤❛$ ✇❡ ❝❛♥ &✉♣♣♦&❡ $❤❛$ T ❝♦♥$❛✐♥&

♥♦ z✲✈❡*$❡①✳ ❖$❤❡*✇✐&❡ ❡✈❡*② $*✐❛♥❣❧❡ {u, v, zu,v} ❝♦✈❡*❡❞ ❜② ❛ zu,v ∈ T ✱ ❝❛♥

✐♥&$❡❛❞ ❜❡ ❝♦✈❡*❡❞ ❜② ❡✐$❤❡* u ♦* v ✇✐$❤♦✉$ ✐♥❝*❡❛&✐♥❣ $❤❡ &✐③❡ ♦❢ T ✳ ❚❤✉&✱ ✇❡

&❡$ V C = T ✳

❇② ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❞❞ ❝②❝❧❡ $*❛♥&✈❡*&❛❧✱ T ❝♦✈❡*& ❛❧❧ $❤❡ ♦❞❞ ❝②❝❧❡& ♦❢ f(G) ❛♥❞
❡&♣❡❝✐❛❧❧② $❤❡ ❝*❡❛$❡❞ $*✐❛♥❣❧❡&✳ ❚❤✉&✱ $❤❡ $*✐❛♥❣❧❡ {u, v, zu,v} ❝♦**❡&♣♦♥❞✐♥❣ $♦

❛♥② ❡❞❣❡ {u, v} ∈ E ✐& ❝♦✈❡*❡❞ ❜② V C✳ ❆& V C ∩ Z = ∅✱ V C ✐& ❛ ✈❡*$❡① ❝♦✈❡* ♦❢

G✳

❚❤❡ *❡❞✉❝$✐♦♥ (f, g) ✐& ❛♥ S✲*❡❞✉❝$✐♦♥✳ ▲❡$ ✉& ❝❛❧❧ GV C $❤❡ ❝❧❛&& ♦❢ ❣*❛♣❤ ❣❡♥❡*❛$❡❞

✐♥ $❤✐& *❡❞✉❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣*❡✈✐♦✉& *❡❞✉❝$✐♦♥ &❤♦✇& $❤❛$ OCTGV C
✐& APX✲❤❛*❞✳ ■$

*❡♠❛✐♥& $♦ ❝❤❡❝❦ $❤❛$ GV C ⊆ Gγ ❢♦* ❛ ❝♦♥&$❛♥$ γ✳

❘❡♠❛*❦ $❤❛$ ❱❈✲✸ ✐& ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ 3✲*❡❣✉❧❛* ❣*❛♣❤&✱ ✐$ ✐♠♣❧✐❡& $❤❛$ ❢♦* ❛♥②

✐♥&$❛♥❝❡ G = (U,E) ♦❢ ❱❈✲✸✱ Opt(G) ≥ |U |
3 ✳ ❆& |U ′| = |U | + |E| ≤ 5|U |

2 ✱ ✐$ ❢♦❧❧♦✇&

$❤❛$✿

|♦♣"(f(G))| = |♦♣"(G)| ≥
|U |

3
≥

2|U ′|

15

❍❡♥❝❡✱ GV C ⊂ Gγ ✇✐$❤ γ = 15
2 ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❡&✉❧$ ✐& ♥♦✇ ✐♠♠❡❞✐❛$❡✳

❚❤❡♦$❡♠ ✽✳✷✳ (min
∑

0)#0≤1 ✐! APX✲❤❛%❞✱ ❡✈❡♥ ❢♦% n = 2✳

✽✳✶✳✸ ❆♣♣&♦①✐♠❛,✐♦♥ ❛❧❣♦&✐,❤♠ ❢♦& min
∑

0

▲❡" ✉$ ♥♦✇ $❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦0✐"❤♠ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ n − f(n,m) 0❛"✐♦✳ ◆♦"✐❝❡
"❤❛" "❤❡ (n − ǫ)✲✐♥❛♣♣0♦①✐♠❛❜✐❧✐"② 0❡$✉❧" ❤♦❧❞$ ❢♦0 ✜①❡❞ n ❛♥❞ #0 = 1✱ ✇❤✐❧❡ "❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦0✐"❤♠ ✐$ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲"✐♠❡ ❝♦♠♣✉"❛❜❧❡ ✇❤❡♥ n ✐$ ♣❛0" ♦❢ "❤❡ ✐♥♣✉" ❛♥❞

#0 ✐$ ❛0❜✐"0❛0②✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✽✳✶✳ ❚❤❡%❡ ✐! ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲3✐♠❡ n− n−1
nρ(n,m) ❛♣♣%♦①✐♠❛3✐♦♥ ❛❧❣♦%✐3❤♠ ❢♦%

min
∑

0✱ ✇❤❡%❡ ρ(n,m) > 1 ✐! 3❤❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛3✐♦♥ %❛3✐♦ ❢♦% ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥3 !❡3 ✐♥ ❣%❛♣❤!

3❤❛3 ❛%❡ 3❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ m ❝♦♠♣❧❡3❡ n✲♣❛%3✐3❡ ❣%❛♣❤!✳

9%♦♦❢✳ ▲❡" I ❜❡ ❛♥ ✐♥$"❛♥❝❡ ♦❢ min
∑

0✳ ▲❡" ✉$ ♥♦✇ ❝♦♥$✐❞❡0 ❛♥ ♦♣"✐♠❛❧ $♦❧✉"✐♦♥

♦♣"(I) = {s∗1, . . . , s
∗
n} ♦❢ I✳ ❋♦0 ❛♥② i ∈ [n]✱ ❧❡" Z∗

i = {l ∈ [p] : vs∗i [l] = 0 ❛♥❞ vs∗t [l] =
1, ∀t 6= i} ❜❡ "❤❡ $❡" ♦❢ ❝♦♦0❞✐♥❛"❡$ ❡=✉❛❧ "♦ ③❡0♦ ♦♥❧② ✐♥ $"❛❝❦ s∗i ✳ ▲❡" ∆ =

∑n
i=1 |Z

∗
i |✳

◆♦"✐❝❡ "❤❛" ✇❡ ❤❛✈❡ c(♦♣"(I)) ≥ ∆+ 2(p−∆)✱ ❛$ ❢♦0 ❛♥② ❝♦♦0❞✐♥❛"❡ l ♦✉"$✐❞❡
⋃

i Z
∗
i ✱

"❤❡0❡ ❛0❡ ❛" ❧❡❛$" "✇♦ $"❛❝❦$ ✇✐"❤ "❤❡ lth ❝♦♦0❞✐♥❛"❡ $❡" "♦ ③❡0♦✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳✱ ❧❡" ✉$ $✉♣♣♦$❡

"❤❛" Z∗
1 ✐$ "❤❡ ❧❛0❣❡$" $❡" ❛♠♦♥❣ {Z

∗
i }✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ |Z

∗
1 | ≥

∆
n ✳

●✐✈❡♥ ❛ $✉❜$❡" Z ⊂ [p]✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥$"0✉❝" ❛ $♦❧✉"✐♦♥ S = {s1, . . . , sn} $✉❝❤ "❤❛" ❢♦0
❛♥② l ∈ Z✱ vs1 [l] = 0✱ ❛♥❞ ❢♦0 ❛♥② i 6= 1✱ vsi [l] = 1✳ ■♥❢♦0♠❛❧❧②✱ "❤❡ ③❡0♦ ❛" ❝♦♦0❞✐♥❛"❡$
Z ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛0 ♦♥❧② ✐♥ s1✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡$ ❛$ ❛ ✧"0❛$❤✧ $"❛❝❦✳ ❚❤❡ ❝♦$" ♦❢ $✉❝❤ ❛ $♦❧✉"✐♦♥



✽✳✶✳ ❆$$❘❖❳■▼❆❇■▲■❚❨ ❖❋ MIN
∑

0 ✶✶✼

✐# c(S) ≤ c(s1) +
∑n

i=2 c(si) ≤ p+ (n− 1)(p− |Z|)✳ ❖✉' ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✐# ♥♦✇ -♦ ❝♦♠♣✉-❡

#✉❝❤ ❛ #❡- Z✱ ❛♥❞ -♦ ❧♦✇❡' ❜♦✉♥❞ |Z| ❛❝❝♦'❞✐♥❣ -♦ |Z∗
1 |✳

▲❡- ✉# ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✉-❡ Z✳ ▲❡- P = {l ∈ [p] : ∀i ∈ [m], |{j : vij [l] = 0}| ≤ 1}
❜❡ -❤❡ #✉❜#❡- ♦❢ ❝♦♦'❞✐♥❛-❡# -❤❛- ❛'❡ ♥❡✈❡' ♥✉❧❧✐✜❡❞ ✐♥ -✇♦ ❞✐✛❡'❡♥- ✈❡❝-♦'# ♦❢ -❤❡ #❛♠❡

#❡-✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥#-'✉❝- ❛ #✐♠♣❧❡ ✉♥❞✐'❡❝-❡❞ ❣'❛♣❤ G = (P,E)✱ ❛♥❞ -❤✉# ✐- '❡♠❛✐♥# -♦

❞❡✜♥❡ E✳ ❋♦' ✈❡❝-♦' vij ✱ ❧❡- Zi
j = Z(vij) ∩ P ✱ ✇❤❡'❡ Z(v) ⊆ [p] ❞❡♥♦-❡# -❤❡ #❡- ♦❢

♥✉❧❧ ❝♦♦'❞✐♥❛-❡# ♦❢ ✈❡❝-♦' v✳ ❋♦' ❛♥② i ∈ [m]✱ ✇❡ ❛❞❞ -♦ G -❤❡ ❡❞❣❡# ♦❢ -❤❡ ❝♦♠♣❧❡-❡

n✲♣❛'-✐-❡ ❣'❛♣❤ Gi = ({Zi
1 × · · · × Zi

n}) ✭✐✳❡✳ ❢♦' ❛♥② j1✱ j2✱ v1 ∈ Zi
j1
✱ v2 ∈ Zi

j2
✱ ✇❡

❛❞❞ ❡❞❣❡ {v1, v2} -♦ G✮✳ ❚❤✐# ❝♦♥❝❧✉❞❡# -❤❡ ❞❡#❝'✐♣-✐♦♥ ♦❢ G✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ❛# -❤❡

✉♥✐♦♥ ♦❢ m ❝♦♠♣❧❡-❡ n✲♣❛'-✐-❡ ❣'❛♣❤#✳

▲❡- ✉# ♥♦✇ #❡❡ -❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡-✇❡❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- #❡- ✐♥ G ❛♥❞ ♦✉' ♣'♦❜❧❡♠✳ ▲❡- ✉#

✜'#- #❡❡ ✇❤② Z∗
1 ✐# ❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- #❡- ✐♥ G✳ ❘❡❝❛❧❧ -❤❛- ❜② ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ Z∗

1 ✱ ❢♦' ❛♥②

l ∈ Z∗
1 ✱ vs∗1

[l] = 0✱ ❜✉- vs∗j
[l] = 1✱ j ≥ 2✳ ❚❤✉#✱ ✐- ✐# ✐♠♠❡❞✐❛-❡ -❤❛- Z∗

1 ⊆ P ✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱

❛##✉♠❡ ❜② ❝♦♥-'❛❞✐❝-✐♦♥ -❤❛- -❤❡'❡ ❡①✐#-# ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ G ❜❡-✇❡❡♥ -♦ ✈❡'-✐❝❡# l1 ❛♥❞ l2
♦❢ Z∗

1 ✳ ❚❤✐# ✐♠♣❧✐❡# -❤❛- -❤❡'❡ ❡①✐#-# i ∈ [m]✱ j1 ❛♥❞ j2 6= j1 #✉❝❤ -❤❛- vij1 [l1] = 0

❛♥❞ vij2 [l2] = 0✳ ❆# ❜② ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ Z∗
1 ✇❡ ♠✉#- ❤❛✈❡ vs∗j

[l1] = 1 ❛♥❞ vs∗j
[l2] = 1 ❢♦'

j ≥ 2✱ -❤✐# ✐♠♣❧✐❡# -❤❛- s∗1 ♠✉#- ❝♦♥-❛✐♥# ❜♦-❤ vij1 ❛♥❞ vij2 ✱ ❛ ❝♦♥-'❛❞✐❝-✐♦♥✳ ❚❤✉#✱ ✇❡

❣❡- ♦♣"(G) ≥ |Z∗
1 |✱ ✇❤❡'❡ ♦♣"(G) ✐# -❤❡ #✐③❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- #❡- ✐♥ G✳

◆♦✇✱ ❧❡- ✉# ❝❤❡❝❦ -❤❛- ❢♦' ❛♥② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- #❡- Z ⊆ P ✐♥ G✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥#-'✉❝-

❛ #♦❧✉-✐♦♥ S = {s1, . . . , sn} #✉❝❤ -❤❛- ❢♦' ❛♥② l ∈ Z✱ vs1 [l] = 0✱ ❛♥❞ ❢♦' ❛♥② i 6= 1✱
vsi [l] = 1✳ ❚♦ ❝♦♥#-'✉❝- #✉❝❤ ❛ #♦❧✉-✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ -♦ ♣'♦✈❡ -❤❛- ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ✐♥ s1 ❛❧❧ -❤❡

✈❡❝-♦'# v #✉❝❤ -❤❛- ∃l ∈ Z #✉❝❤ -❤❛- v[l] = 0✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ -❤✐# ❧❛#- #-❛-❡♠❡♥- ✐# ❝❧❡❛'❧②

-'✉❡ ❛# ❢♦' ❛♥② i ∈ [m]✱ -❤❡'❡ ✐# ❛- ♠♦#- ♦♥❡ ✈❡❝-♦' vij ✇✐-❤ Z(vij) ⊆ Z✳

❚❤✉#✱ ❛♥② ρ(n,m) ❛♣♣'♦①✐♠❛-✐♦♥ ❛❧❣♦'✐-❤♠ ❣✐✈❡# ✉# ❛ #❡- Z ✇✐-❤✿

|Z| ≥
|Z∗

1 |

ρ(n,m)
≥

∆

nρ(n,m)

❚❤❡'❡❢♦'❡✱ ✇❡ ❣❡- ❛ '❛-✐♦ ♦❢✿

p+ (n− 1)(p− ∆
nρ(n,m))

2p−∆
≤ n−

n− 1

nρ(n,m)
❢♦' ∆ = p

❘❡♠❛$❦ ✽✳✶✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣❡(✱ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡✱ ρ(n,m) = mnm−1
✉2✐♥❣ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦✲

,✐(❤♠✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥2(❛♥❝❡ I✱ ❢♦, ❛♥② i ∈ [m]✱ ❧❡( Gi = (Ai
1, . . . , A

i
n) ❜❡ (❤❡ i✲(❤ ❝♦♠♣❧❡(❡

n✲♣❛,(✐(❡ ❣,❛♣❤✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳✱ 2✉♣♣♦2❡ (❤❛( A1
1 ✐2 (❤❡ ❧❛,❣❡2( 2❡( ❛♠♦♥❣ {Ai

j}✳ ◆♦(✐❝❡ (❤❛(

|A1
1| ≥

♦♣"(I)
m ✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦,✐(❤♠ 2(❛,(2 ❜② 2❡((✐♥❣ S1 = A1

1 ✭S1 ♠❛② ♥♦( ❜❡ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(

2❡(✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦, ❛♥② i ❢,♦♠ 2 (♦ m✱ (❤❡ ❛❧❣♦,✐(❤♠ 2❡( Si = Si−1 \ (∪j 6=j0A
i
j)✱ ✇❤❡,❡

j0 = argmaxj{|Si−1 ∩ Ai
j |}✳ ❚❤✉2✱ ❢♦, ❛♥② i ✇❡ ❤❛✈❡ |Si| ≥

|Si−1|
n ✱ ❛♥❞ Si ✐2 ❛♥ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥( 2❡( ✇❤❡♥ ❝♦♥2✐❞❡,✐♥❣ ♦♥❧② ❡❞❣❡2 ❢,♦♠ ∪i
l=1G

l
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡( ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(

2❡( ♦❢ G ♦❢ 2✐③❡ |Sm| ≥
S1

nm−1 ≥
♦♣"(I)
mnm−1 ✳



✶✶✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ▼■◆■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❖❱❊❘❆▲▲ ◆❯▼❇❊❘ ❖❋ ❩❊❘❖❙

V 1 V 2 V 3 Opt

111

101

011

111

101

110

111

011

110

101

011

110

vs1

vs2

vs3

c (vs1) = 1

c (vs2) = 1

c (vs3) = 1

❋✐❣✉&❡ ✽✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ min
∑

0 ✐♥45❛♥❝❡ 4✉❝❤ 5❤❛5 ♥♦ ♦♣5✐♠❛❧ 4♦❧✉5✐♦♥ ❝&❡❛5❡4 ❛ 1✲
45❛❝❦✳

✽✳✷ #❛%❛♠❡(❡%✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐(② ♦❢ min
∑

0

✽✳✷✳✶ O(k2m) ❦❡&♥❡❧ ❢♦& (min
∑

0, k)

▲❡5 ✉4 45❛&5 ✇✐5❤ 5✇♦ 4✐♠♣❧❡ ❧❡♠♠❛4 ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉4 5♦ ❜♦✉♥❞ 5❤❡ 4✐③❡ ♦❢ 5❤❡ ✐♥♣✉5✳ ◆♦5✐❝❡

✜&45 5❤❛5✱ ❝&❡❛5✐♥❣ ❛ ♣❡&❢❡❝5 45❛❝❦

✶

✇❤❡♥ ♣♦44✐❜❧❡✱ ✐4 ♥♦5 ❛❧✇❛②4 4❛❢❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ✐♥45❛♥❝❡

V 1 = {〈111〉, 〈101〉, 〈011〉}✱V 2 = {〈111〉, 〈101〉, 〈110〉}✱V 3 = {〈111〉, 〈011〉, 〈110〉}✱ ❞❡✲
♣✐❝5❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✽✳✷✱ ♥♦ ♦♣5✐♠❛❧ 4♦❧✉5✐♦♥ ❝&❡❛5❡4 ❛ 1✲45❛❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛4 ✇❡ ✇✐❧❧ 4❡❡ ✐♥

▲❡♠♠❛ ✽✳✸✱ ❝&❡❛5✐♥❣ ♣❡&❢❡❝5 45❛❝❦4 ❜❡❝♦♠❡4 4❛❢❡ ✐❢ n > k✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✸✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦#✐'❤♠ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ✐♥&'❛♥❝❡ I[m,n, p, k]
♦❢ ✭min

∑
0✱ ❦✮✱ ❡✐'❤❡# ❞❡'❡❝'& '❤❛' I ✐& ❛ ♥❡❣❛'✐✈❡ ✐♥&'❛♥❝❡✱ ♦# ♦✉'♣✉'& ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥'

✐♥&'❛♥❝❡ I ′[m,n′, p, k] &✉❝❤ '❤❛' n′ ≤ k✳

<#♦♦❢✳ ▲❡5 I[m,n, p, k] ❜❡ ❛♥ ✐♥45❛♥❝❡ ♦❢ min
∑

0✱ ❛♥❞ 4✉♣♣♦4❡ 5❤❛5 n > k✳ ▲❡5 ✉4

✇&✐5❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣&❡✲♣&♦❝❡44✐♥❣ &✉❧❡ 5❤❛5 ❡✐5❤❡& ❞❡5❡❝54 5❤❛5 I ✐4 ❛ ♥♦ ✐♥45❛♥❝❡✱ ♦&

❝♦♠♣✉5❡ ❛♥ ❡G✉✐✈❛❧❡♥5 ✐♥45❛♥❝❡ I ′′[m,n′′, p, k] ✇✐5❤ n′′ = n− 1✳

◆♦5✐❝❡ ✜&45 5❤❛5 5❤❡&❡ ❡①✐454 ❛5 ❧❡❛45 ❛ ♣❡&❢❡❝5 ✈❡❝5♦& ✐♥ ❡✈❡&② 4❡5 V i
✳ ■❢ ♥♦5✱ I ✐4 ❛

♥♦ ✐♥45❛♥❝❡ ❛4 ❛♥② 4♦❧✉5✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❝♦45 ❛5 ❧❡❛45 n > k✳ ■5 ✐4 ♥♦✇ 4❛❢❡ 5♦ ❝&❡❛5❡ ❛

♣❡&❢❡❝5 45❛❝❦✱ ♦❜5❛✐♥✐♥❣ ❛ &❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥45❛♥❝❡ I ′′ ✇✐5❤ n′′ = n− 1✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ I ✐4 ❛ ②❡4

✐♥45❛♥❝❡✱ 5❤❡♥ 5❤❡&❡ ♠✉45 ❡①✐45 ❛5 ❧❡❛45 ♦♥❡ ♣❡&❢❡❝5 45❛❝❦ ✐♥ 5❤❡ 4♦❧✉5✐♦♥ ✭♦5❤❡&✇✐4❡ 5❤❡

❝♦45 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛5 ❧❡❛45 n > k✮✱ ❛♥❞ 5❤✉4 5❤❡ &❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥45❛♥❝❡ ✐4 ❛❧4♦ ❛ ②❡4 ✐♥45❛♥❝❡✳

❆4 5❤❡ ❝♦♥✈❡&4❡ ✐4 5&✐✈✐❛❧❧② 5&✉❡✱ 5❤❡ &✉❧❡ ✐4 4❛❢❡✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ✐5 ❛5 ♠♦45 n−k 5✐♠❡4 ✜♥❛❧❧②

❧❡❛❞4 5♦ 5❤❡ ❞❡4✐&❡❞ ✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✹✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦#✐'❤♠ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ✐♥&'❛♥❝❡ I[m,n, p, k]
♦❢ ✭min

∑
0✱❦✮✱ ❡✐'❤❡# ❞❡'❡❝'& '❤❛' I ✐& ❛ ♥❡❣❛'✐✈❡ ✐♥&'❛♥❝❡✱ ♦# ♦✉'♣✉'& ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥'

✐♥&'❛♥❝❡ I ′[m,n, p′, k] &✉❝❤ '❤❛' p′ ≤ k✳

<#♦♦❢✳ ▲❡5 I[m,n, p, k] ❜❡ ❛♥ ✐♥45❛♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ ♣&♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ 4✉♣♣♦4❡ 5❤❛5 5❤❡&❡ ❡①✐454

l ∈ [p] 4✉❝❤ 5❤❛5 ❢♦& ❛❧❧ (i, j) ∈ [m] × [n] ✇❡ ❤❛✈❡ vij [l] = 1✳ ■♥ ♦5❤❡& ✇♦&❞4✱ 5❤❡ rth

❝♦♠♣♦♥❡♥5 ♦❢ ❛❧❧ ✈❡❝5♦&4 ♦❢ ❛❧❧ 4❡54 ✐4 ❛ 1✳ ■♥ 5❤✐4 ❝❛4❡✱ ✐5 ✐4 ❝❧❡❛& 5❤❛5 ❛❧❧ ✈❡❝5♦&4 ♦❢ ❛♥②

4❡5 ♦❢ n 45❛❝❦4 ♦❜5❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ I ✇✐❧❧ ❛❧4♦ ❝♦♥5❛✐♥ ❛ 1 ❛5 5❤❡ rth ❝♦♠♣♦♥❡♥5✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡

✶

❘❡♠✐♥❞ &❤❛& ❛ ♣❡*❢❡❝& -&❛❝❦ ✐- ❛ -&❛❝❦ ❝♦♥-✐-&✐♥❣ ♦❢ ♦♥❧② ♣❡*❢❡❝& ✈❡❝&♦*-✱ ✐✳❡✳ ✈❡❝&♦*- ✇✐&❤ ❛❧❧ &❤❡✐*

❝♦♦*❞✐♥❛&❡- -❡& &♦ ♦♥❡✳



✽✳✷✳ #❆❘❆▼❊❚❊❘■❩❊❉ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨ ❖❋ MIN
∑

0 ✶✶✾

❝❛♥ ♠♦❞✐❢② I[m,n, p, k] ✐♥+♦ I ′[m,n, p′, k] ✇✐+❤ p′ < p ❜② ❞/♦♣♣✐♥❣ ❛❧❧ 3✉❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥+3

❢♦/ ❛❧❧ ✈❡❝+♦/3✳ ■+ ✐3 ❝❧❡❛/ +❤❛+ +❤✐3 /✉❧❡ ✐3 3❛❢❡ 3✐♥❝❡ +❤❡ ❝♦3+ ♦❢ ❛♥② 3♦❧✉+✐♦♥ /❡♠❛✐♥3

✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ ✐+ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ +✐♠❡✳ ❆❢+❡/ ❛♣♣❧②✐♥❣ +❤✐3 /✉❧❡✱ ❢♦/ ❛❧❧

r ∈ [p′] +❤❡/❡ ❡①✐3+3 (i, j) ∈ [m] × [n] 3✉❝❤ +❤❛+ vij [r] = 0✳ ❚❤✐3 ✐♠♠❡❞✐❛+❡❧② ✐♠♣❧✐❡3

+❤❛+ +❤❡ ❝♦3+ ♦❢ ❛♥② 3♦❧✉+✐♦♥ ✐3 ❛+ ❧❡❛3+ p′✱ ❛♥❞ +❤✉3 ✐❢ p′ > k +❤❡ ❛❧❣♦/✐+❤♠ ❞❡+❡❝+❡❞ ❛

♥♦ ✐♥3+❛♥❝❡✳

●✐✈❡♥ +❤❡ +✇♦ ♣/❡✈✐♦✉3 ❧❡♠♠❛3✱ ✇❡ ❝❛♥ 3✉♣♣♦3❡ ❢/♦♠ ♥♦✇ ♦♥ +❤❛+ ❢♦/ ❛♥② ✐♥3+❛♥❝❡

♦❢ min
∑

0 ✇❡ ❤❛✈❡ n ≤ k ❛♥❞ p ≤ k✳ ❚❤✐3 ✐♠♠❡❞✐❛+❡❧② ✐♠♣❧✐❡3 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡/♥❡❧

♣❛/❛♠❡+❡/✐③❡❞ ❜② k ❛♥❞ m✳

❚❤❡♦$❡♠ ✽✳✸✳ min
∑

0 ❛❞♠✐$% ❛ ❦❡(♥❡❧ ✇✐$❤ O(k2m) ❜✐$%✳

✽✳✷✳✷ #♦%✐'✐✈❡ *❡%✉❧'% ❛❝❝♦*❞✐♥❣ '♦ ζβ

■♥ +❤✐3 3❡❝+✐♦♥✱ ✇❡ ♣/❡3❡♥+ ❛♥ FPT ❛❧❣♦/✐+❤♠ ✇❤❡♥ ♣❛/❛♠❡+❡/✐③❡❞ ❜② ζβ ❛♥❞ n ✭/❡❝❛❧❧

+❤❛+ ❜♦+❤ ζβ ❛♥❞ n ❛/❡ 3♠❛❧❧❡/ ♣❛/❛♠❡+❡/3 +❤❛♥ +❤❡ 3+❛♥❞❛/❞ ♦♥❡ k✱ 3✐♥❝❡ k = β+ζβ ❛♥❞

n ≤ k ✐♥ ❛♥② /❡❞✉❝❡❞ ✐♥3+❛♥❝❡✮✳ ◆♦+✐❝❡ ✜/3+ +❤❛+ ✐+ ✐3 ❡❛3② +♦ ❣❡+ ❛ O∗(2ζβ(log(n)+log(p)))
❛❧❣♦/✐+❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❝♦♥3✐❞❡/✐♥❣ ❛ 3❡+ i ∈ [m] ✇❤❡/❡ c(V i) = β✱ ❛♥❞ ❣✉❡33✐♥❣ +❤❡

♣♦3✐+✐♦♥3 ♦❢ +❤❡ ζβ ♥❡✇ ③❡/♦3 ✭❛♠♦♥❣ np ♣♦33✐❜❧❡ ♣♦3✐+✐♦♥3✮ +❤❛+ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛/ ✐♥ ❛♥

♦♣+✐♠❛❧ 3♦❧✉+✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝+✉❛❧❧② ❣✉❡33 ✐♥ O∗((np)ζβ ) +❤❡ ✈❡❝+♦/3 {vs∗j } ♦❢ ❛♥ ♦♣+✐♠❛❧

3♦❧✉+✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐+ /❡♠❛✐♥3 +♦ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ +✐♠❡ +❤❛+ ❡✈❡/② V j
❝❛♥ ❜❡ ✏♠❛+❝❤❡❞✑

+♦ {vs∗j }✳ ◆♦✇ ✇❡ 3❤♦✇ ❤♦✇ +♦ ❣❡+ /✐❞ ♦❢ +❤❡ log(p) +❡/♠ ✐♥ +❤❡ ❡①♣♦♥❡♥+✳

❚❤❡♦$❡♠ ✽✳✹✳ min
∑

0 ❝❛♥ ❜❡ %♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(4ζβ log(n))✳

2(♦♦❢✳ ▲❡+ I[m,n, p, ζβ ] ❜❡ ❛♥ ✐♥3+❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉/ ♣/♦❜❧❡♠ ❛♥❞✱ ✇✳❧✳♦✳❣✳✱ 3✉♣♣♦3❡ +❤❛+ V 1
✐3

❛ 3❡+ ✇❤♦3❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ③❡/♦3 /❡❛❝❤❡3 +❤❡ ✉♣♣❡/ ❜♦✉♥❞ β✱ ✐✳❡✳ c(V 1) = β✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦/✐+❤♠
❝♦♥3✐3+3 ✐♥ ❝♦♥3+/✉❝+✐♥❣ ❛ 3♦❧✉+✐♦♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣+✐♠❛❧ ❛33✐❣♥♠❡♥+ ❜❡+✇❡❡♥ V 1

❛♥❞

V 2, . . . , V m
✱ 3✉❝❝❡33✐✈❡❧②✳

❲❡ ✜/3+ ❝❧❛✐♠ +❤❛+ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ +✐♠❡ ✇❤❡+❤❡/ +❤❡/❡ ✐3 ❛♥ ❛33✐❣♥♠❡♥+

❜❡+✇❡❡♥ V 1
❛♥❞ V 2

✇❤✐❝❤ ❞♦❡3 ♥♦+ ❝/❡❛+❡ ❛♥② ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧ ③❡/♦✳

❚♦ +❤❛+ ❡♥❞✱ ✇❡ ❝/❡❛+❡ ❛ ❜✐♣❛/+✐+❡ ❣/❛♣❤ G ✇✐+❤ ❜✐♣❛/+✐③❛+✐♦♥ (A,B)✱ ✇✐+❤ A =
{a1, . . . , an}✱ B = {b1, . . . , bn}✱ ❛♥❞ ❧✐♥❦ aj1 ❛♥❞ bj2 ❢♦/ ❛❧❧ (j1, j2) ∈ [n] × [n] ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ❛33✐❣♥✐♥❣ ✈❡❝+♦/ v1j1 ≫ v2j2 ✳ ■♥ ♦+❤❡/ ✇♦/❞3✱ ❛♥ ❡❞❣❡ (v1j1 , v

2
j2
) ❡①✐3+3 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ v1j1 ∧ v2j2 = v1j1 ✳

■❢ ❛ ♣❡/❢❡❝+ ♠❛+❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ G✱ +❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ 3❛❢❡❧② ❞❡❧❡+❡ +❤❡ 3❡+ V 2
❛♥❞

❝♦♥+✐♥✉❡✳ ■♥ ♦/❞❡/ +♦ ❛✈♦✐❞ ❤❡❛✈② ♥♦+❛+✐♦♥3✱ ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡/ +❤✐3 ✜/3+ 3+❡♣ ❛3 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

♣/❡✲♣/♦❝❡33✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❡ /❡✲❧❛❜❡❧ V i
✐♥+♦ V i−1

❢♦/ ❛❧❧ i ∈ [m]3 ✭❛♥❞ m ✐3 ✐♠♣❧✐❝✐+❧②

❞❡❝/❡❛3❡❞ ❜② ♦♥❡✮✳

■♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ 3✉♣♣♦3❡ +❤❛+ +❤❡ ♣/❡✈✐♦✉3 ♣/❡✲♣/♦❝❡33✐♥❣ 3+❡♣ ❝❛♥♥♦+ ❛♣♣❧②

✭✐✳❡✳ +❤❡/❡ ✐3 ♥♦ ♣❡/❢❡❝+ ♠❛+❝❤✐♥❣ ✐♥ G✮✳ ■♥+✉✐+✐✈❡❧②✱ ✐♥ +❤✐3 ❝❛3❡ ❛♥② ❛33✐❣♥♠❡♥+

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣+✐♠❛❧ ♦♥❡✮ ❜❡+✇❡❡♥ V 1
❛♥❞ V 2

♠✉3+ ❧❡❛❞ +♦ ❛+ ❧❡❛3+ ♦♥❡ ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧

③❡/♦ ✐♥ V 1
✳ ■♥ +❤✐3 ❝❛3❡✱ ✇❡ ♣❡/❢♦/♠ ❛ ❜/❛♥❝❤✐♥❣ +♦ ❣✉❡33 ♦♥❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❡❝+♦/3 ❢/♦♠

V 1×V 2
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ 3✉❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧ ③❡/♦✳ ▼♦/❡ ❢♦/♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❜/❛♥❝❤ ♦♥ ❡✈❡/②



✶✷✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ▼■◆■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❖❱❊❘❆▲▲ ◆❯▼❇❊❘ ❖❋ ❩❊❘❖❙

❝♦✉♣❧❡ (j1, j2) ∈ [n] × [n]✱ ❛♥❞ ❝-❡❛.❡ ❛ ♥❡✇ ✐♥1.❛♥❝❡ ❛1 ❛ ❝♦♣② ♦❢ I ✐♥ ✇❤✐❝❤ v1j1 ✐1

-❡♣❧❛❝❡❞ ❜② v1j1 ∧ v2j2 ✳ ❚❤✐1 ♦♣❡-❛.✐♦♥ ✐♥❝-❡❛1❡1 c(V 1) ❜② ❛. ❧❡❛1. ♦♥❡✱ ❛♥❞ .❤✉1 β ❜② ❛.

❧❡❛1. ♦♥❡ ❛1 ✇❡❧❧✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦.❡ ❜② I ′ .❤✐1 ♥❡✇ ✐♥1.❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ .❤❛. ❛ 1♦❧✉.✐♦♥ ♦❢

❝♦1. ❛. ♠♦1. k ❢♦- I ′ ✇✐❧❧ ✐♠♠❡❞✐❛.❡❧② ✐♠♣❧② ❛ 1♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ ❝♦1. ❛. ♠♦1. k ❢♦- I✱ ❛1 I ′

✐1 ❝♦♥1.-✉❝.❡❞ ❢-♦♠ I[m,n, p] ❜② ❛❞❞✐♥❣ 1♦♠❡ ③❡-♦1✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡-1❡ ✐1 ❛❧1♦ .-✉❡ ❛1 ♦♥❡

❛11✐❣♥♠❡♥. ✇❡ ❡♥✉♠❡-❛.❡ ❝♦--❡1♣♦♥❞1 .♦ ♦♥❡ ❢-♦♠ ❛♥ ♦♣.✐♠❛❧ 1♦❧✉.✐♦♥✳

❆1 .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β ✐♥ .❤✐1 ❜-❛♥❝❤✐♥❣ ✐♥❝-❡❛1❡1 ❜② ❛. ❧❡❛1. ♦♥❡ ✇❤✐❧❡ ✇❡ 1.✐❧❧ ❧♦♦❦

❢♦- ❛ 1♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ ❝♦1. k✱ .❤✐1 ✐♠♣❧✐❡1 .❤❛. .❤✐1 ❜-❛♥❝❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛. ♠♦1. ζβ
.✐♠❡1✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣-❡✲♣-♦❝❡11✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜-❛♥❝❤✐♥❣ ♦❢ 1✐③❡

n2
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛. ♠♦1. ζβ .✐♠❡1✳ ❚❤❡ .♦.❛❧ -✉♥♥✐♥❣ .✐♠❡ ♦❢ .❤✐1 ❛❧❣♦-✐.❤♠ ✐1

.❤✉1 ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② O∗(4ζβ log(n))✳

✽✳✷✳✸ ◆❡❣❛(✐✈❡ +❡,✉❧(, ❛❝❝♦+❞✐♥❣ (♦ ζβ

❉❡1♣✐.❡ ✐.1 1✐♠♣❧✐❝✐.②✱ ✇❡ ♥♦✇ 1❤♦✇ .❤❛.✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥1✐❞❡-✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣❛-❛♠❡.❡- ✭n ❛♥❞

ζβ✮ 1❡♣❛-❛.❡❧②✱ .❤✐1 ❛❧❣♦-✐.❤♠ ✐1 .❤❡ ❜❡1. ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ ❢♦- ✭✇❤❡-❡❛1 .❤❡ ❡①✐1.❡♥❝❡ ♦❢

❛♥ O∗(2k) ❛❧❣♦-✐.❤♠ ✐1 1.✐❧❧ ♦♣❡♥✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✜-1. 1❤♦✇ ✐♥ ❚❤❡♦-❡♠ ✽✳✷ .❤❛. .❤❡

❧✐♥❡❛- ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ζβ ❛♥❞ log(n) ✐♥ .❤❡ ❡①♣♦♥❡♥. ✐1 ♥❡❝❡11❛-② ✭✉♥❧❡11 ❊❚❍ ❢❛✐❧1✮✱

❛♥❞ ❛❧1♦ .❤❛. ✇❡ ❝❛♥♥♦. ❤♦♣❡ ❢♦- ❛♥ FPT ❛❧❣♦-✐.❤♠ ♣❛-❛♠❡.❡-✐③❡❞ ❜② ζβ ♦♥❧② ✉♥❧❡11

FPT = W[2] ✭❚❤❡♦-❡♠ ✽✳✶✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛1 ✇❡ ✇✐❧❧ 1❡❡ ✐♥ .❤❡ ♥❡①. 1❡❝.✐♦♥ ✭❚❤❡♦-❡♠ ✽✳✻✮✱

.❤✐1 -❡1✉❧. ✐1 ♠❛.❝❤❡❞ ❜② ❛ 2o(ζβ) ❧♦✇❡- ❜♦✉♥❞ ✇❤❡♥ n ∈ N ✐1 ✜①❡❞✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣-❡1❡♥. ❛♥

FPT ✲-❡❞✉❝.✐♦♥ ❢-♦♠ ✭minmin 0✱ ❦✮ ♣-♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♣-♦❞✉❝❡1 ❛♥ ✐♥1.❛♥❝❡ ♦❢ min
∑

0
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛-❛♠❡.❡-1 n ✐1 ♣-❡1❡-✈❡❞ ❛♥❞ ζβ = k✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✺✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ #❡❞✉❝'✐♦♥ ❢#♦♠ (minmin 0, k) #❡&'#✐❝'❡❞ '♦ '❤❡
✐♥&'❛♥❝❡& ✇❤❡#❡ β < p(n − 1) '♦ min

∑
0/ζβ '❤❛' ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ I[m,n, p] ❛♥❞ ❛♥

✐♥'❡❣❡# k✱ ❝♦♥&'#✉❝'& ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ ♦❢ min
∑

0/ζβ f(I),m′ = m+1, n′ = n, p′ = p[m,n, p]
&✉❝❤ '❤❛' ζβ = k✳

8#♦♦❢✳ ❚❤❡ -❡❞✉❝.✐♦♥ ✐1 .❤❡ 1❛♠❡ -❡❞✉❝.✐♦♥ ❛1 .❤❡ ♦♥❡ ♣-❡1❡♥.❡❞ ✐♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✼✳✶✳✷✿ ✇❡

❛❞❞ .♦ .❤❡ ✐♥1.❛♥❝❡ I ♦❢ minmin 0 ❛ 1✐♥❣❧❡ 1❡. V m+1
❝♦♥.❛✐♥✐♥❣ n− 1 ③❡-♦ ✈❡❝.♦-1 ❛♥❞

❡①❛❝.❧② ♦♥❡ ♣❡-❢❡❝. ✈❡❝.♦-✳

❍♦✇❡✈❡-✱ 1✐♥❝❡ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❢♦❝✉1 ♦♥ .❤❡ ♦✈❡-❛❧❧ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ③❡-♦1✱ .❤✐1

-❡❞✉❝.✐♦♥ ✐1 ♥♦. ❛♥ S✲-❡❞✉❝.✐♦♥✿ c (♦♣"(f(I))) = c (♦♣"(I)) + p(n− 1)✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ .❤❛.

.❤✐1 -❡❞✉❝.✐♦♥ ✐1 ❛♥ FPT ✲-❡❞✉❝.✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥1.-✉❝.✐♦♥✱ β = c
(

V m′
)

= p(n − 1)✱ ✐.

❢♦❧❧♦✇1 .❤❛. c(♦♣"(f(I))) = c(♦♣"(I)) + p(n− 1) = k + β✱ ❛♥❞ .❤✉1 ζβ = k✳

❇❛1❡❞ ♦♥ ❖❜1❡-✈❛.✐♦♥ ✻✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦-❡♠ ✻✳✶✹✱ ✇❡ ❦♥♦✇ .❤❛. (minmin 0, k) -❡1.-✐❝.❡❞
.♦ .❤❡ ✐♥1.❛♥❝❡1 ✇❤❡-❡ β < p(n− 1) ✐1 W❬✷❪ ✲❤❛-❞✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦-♦❧❧❛-②✳

❈♦)♦❧❧❛)② ✽✳✶✳ (min
∑

0, ζβ) ✐& W❬✷❪ ✲❤❛#❞✳

❈♦)♦❧❧❛)② ✽✳✷✳ min
∑

0 ❝❛♥♥♦' ❜❡ &♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(2o(ζβ) log(n)) ♥♦# O∗(2ζβo(log(n)))✱ ✉♥✲
❧❡&& ❊❚❍ ❢❛✐❧&✳



✽✳✷✳ #❆❘❆▼❊❚❊❘■❩❊❉ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨ ❖❋ MIN
∑

0 ✶✷✶

✽✳✷✳✹ $♦&✐(✐✈❡ +❡&✉❧(& ❛❝❝♦+❞✐♥❣ (♦ ζp

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥(✐❞❡+ ,❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ♣❛+❛♠❡,❡+✐③❡❞ ❜② ζp = k− p ✭+❡❝❛❧❧ ,❤❛, p ≤ k✮✳ ◆♦,✐❝❡

,❤❛, ♦♥❡ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤✐( ♣❛+❛♠❡,❡+✐③❛,✐♦♥ ✐( ,❤❡ ♣+❡✈✐♦✉( +❡❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✽✳✺

❢+♦♠ ▼✐♥✐♠✉♠ ❍✐&&✐♥❣ ❙❡&✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦+ n = 2✱ ✐, +❡❞✉❝❡( ❛♥ ✐♥(,❛♥❝❡

♦❢ ❱❡+&❡① ❈♦✈❡+ ,♦ ❛♥ ✐♥(,❛♥❝❡ ♦❢ min
∑

0 ✇✐,❤ k = p + ζp ✇❤❡+❡ ζp ✐( ❡A✉❛❧ ,♦

,❤❡ (✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ✈❡+,❡① ❝♦✈❡+✳ ❖✉+ ✐♥,✉✐,✐♦♥ ✐( ❝♦♥✜+♠❡❞ ❜② ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡(✉❧,✿ ✇❡

(❤♦✇ ,❤❛, ✇❤❡♥ ♣❛+❛♠❡,❡+✐③❡❞ ❜② ζp✱ ,❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ✐( ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ FPT ✇❤❡♥ n = 2
✭❚❤❡♦+❡♠ ✽✳✺✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥, ,❤✐( ❜② (❤♦✇✐♥❣ ,❤❛, ❢♦+ ❛♥② n ≥ 3✱ ✐, ❜❡❝♦♠❡( NP✲

❤❛+❞ ✇❤❡♥ ζp = 0 ✭❚❤❡♦+❡♠ ✽✳✻✮✱ ❛♥❞ ✐( ,❤✉( ❡✈❡♥ ♥♦, ✐♥ XP✳ ❚❤❡ +❡❞✉❝,✐♦♥ ✇❡ ✉(❡

❡✈❡♥ ♣+♦✈❡( ,❤❛, ❢♦+ ❛♥② ✜①❡❞ n ≥ 3✱ ,❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ❝❛♥♥♦, ❜❡ (♦❧✈❡❞ ✐♥ 2o(k) ✭❛♥❞ ,❤✉(

✐♥ 2o(ζβ)✮ ✉♥❧❡(( ETH ❢❛✐❧(✱ ✇❤✐❧❡ ,❤❡ ❛❧❣♦+✐,❤♠ ♦❢ ❚❤❡♦+❡♠ ✽✳✹ +✉♥( ✐♥ O∗(2O(ζβ))✳
■♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ n✲min

∑
0 ❞❡♥♦,❡( ,❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ min

∑
0 ✇❤❡+❡ ,❤❡ (✐③❡ ♦❢ ❛❧❧ (❡,( ✐(

✜①❡❞ ,♦ (♦♠❡ ❝♦♥(,❛♥, n ∈ N✳
■♥ ,❤✐( (✉❜(❡❝,✐♦♥✱ ✇❡ ♣+♦✈❡ ,❤❛, 2✲min

∑
0 ✐( FPT ♣❛+❛♠❡,❡+✐③❡❞ ❜② ζp✳ ❚♦ ❞♦ (♦✱

✇❡ +❡❞✉❝❡ ,♦ ,❤❡ ❖❞❞ ❈②❝❧❡ ❚+❛♥7✈❡+7❛❧ ♣+♦❜❧❡♠✳ ❆( ❛ +❡♠✐♥❞❡+✱ ❖❈❚ ❝♦♥(✐(,(✱

❣✐✈❡♥ ❛ ❣+❛♣❤ G = (U,E) ❛♥❞ ❛♥ ✐♥,❡❣❡+ c ∈ N✱ ✐♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡,❤❡+ ,❤❡+❡ ❡①✐(,( ❛

♣❛+,✐,✐♦♥ (T, S1, S2) ♦❢ U ✇✐,❤ |T | ≤ c (✉❝❤ ,❤❛, G[U\T ] ✐( ❜✐♣❛+,✐,❡✳
❲❡ ✜+(, ✐♥,+♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡❞ ✈❡+(✐♦♥ ♦❢ ❖❈❚✱ ❝❛❧❧❡❞ ❇✐♣✲❖❈❚✳ ■♥ ,❤✐( ♣+♦❜❧❡♠✱

✇❡ ❛+❡ ❣✐✈❡♥ ❛ (❡, ♦❢ ✈❡+,✐❝❡( U ✱ ❛♥ ✐♥,❡❣❡+ c✱ ❛♥❞ ❛ (❡, ♦❢m ♣❛✐+( (A1, B1), ..., (Am, Bm)
✇✐,❤ Ai, Bi ⊆ U ❢♦+ ❛❧❧ i ∈ [m] ❛♥❞ Ai ∩ Bi = ∅✳ ■♥❢♦+♠❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ♣❛✐+ (Ai, Bi)
❝❛♥ ❜❡ (❡❡♥ ❛( ❛ ❝♦♠♣❧❡,❡ ❜✐♣❛+,✐,❡ (✉❜❣+❛♣❤✳ ❚❤❡ ♦✉,♣✉, ♦❢ ❇✐♣✲❖❈❚ ✐( ❞❡(❝+✐❜❡❞

❜② ❛ ♣❛+,✐,✐♦♥ (T, S1, S2) ♦❢ U (✉❝❤ ,❤❛, ❢♦+ ❛♥② i ∈ [m]✱ ❡✐,❤❡+ ✭Ai \ T ⊆ S1 ❛♥❞

Bi \ T ⊆ S2✮ ♦+ ✭Ai \ T ⊆ S2 ❛♥❞ Bi \ T ⊆ S1✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝,✐✈❡ ✐( ,♦ ❞❡,❡+♠✐♥❡

✇❤❡,❤❡+ ,❤❡+❡ ❡①✐(,( (✉❝❤ ❛ ♣❛+,✐,✐♦♥ ✇✐,❤ |T | ≤ c✳ ❆( ✇❡ ❝❛♥ (❡❡✱ ✐❢ ❛❧❧ Ai ❛♥❞ Bi ❛+❡

(✐♥❣❧❡,♦♥( ✭❛♥❞ ,❤✉( ❢♦+♠ ❡❞❣❡(✮✱ ,❤❡♥ ❇✐♣✲❖❈❚ ❝♦++❡(♣♦♥❞( ,♦ ❖❈❚✳ ◆♦,✐❝❡ ,❤❛,

✐♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ,❤❡ ❝♦♥(✐❞❡+❡❞ ♣❛+❛♠❡,❡+ ♦❢ ❖❈❚ ❛♥❞ ❇✐♣✲❖❈❚ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②( ❜❡ ,❤❡

(,❛♥❞❛+❞ ♣❛+❛♠❡,❡+✱ ✐✳❡✳ c✳ ❲❡ ✜+(, (❤♦✇ ,❤❛, ,❤❡+❡ ✐( ❛ ❧✐♥❡❛+ ♣❛+❛♠❡,❡+✲♣+❡(❡+✈✐♥❣

+❡❞✉❝,✐♦♥ ❢+♦♠ 2✲min
∑

0 ♣❛+❛♠❡,❡+✐③❡❞ ❜② ζp ,♦ ❇✐♣✲❖❈❚✱ ❛♥❞ ,❤❡♥ ,❤❛, ,❤❡+❡ ✐(

❛❧(♦ ❛ ❧✐♥❡❛+ ♣❛+❛♠❡,❡+✲♣+❡(❡+✈✐♥❣ ,+❛♥(❢♦+♠❛,✐♦♥ ❢+♦♠ ❇✐♣✲❖❈❚ ,♦ ❖❈❚✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✻✳ ❚❤❡%❡ ✐& ❛ ❧✐♥❡❛% ♣❛%❛♠❡,❡%✲♣%❡&❡%✈✐♥❣ %❡❞✉❝,✐♦♥ ❢%♦♠ 2✲min
∑

0 ♣❛%❛♠✲

❡,❡%✐③❡❞ ❜② ζp ,♦ ❇✐♣✲❖❈❚✳

8%♦♦❢✳ ▲❡, I[m, 2, p, p+ζp] ❜❡ ❛♥ ✐♥(,❛♥❝❡ ♦❢ 2✲min
∑

0 ✭✐✳❡✳ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡+② (❡, ❝♦♥,❛✐♥(

♦♥❧② ,✇♦ ✈❡❝,♦+(✮✱ ❛♥❞ ❧❡, ✉( ❝♦♥(,+✉❝, ❛♥ ✐♥(,❛♥❝❡ I ′ ♦❢ ❇✐♣✲❖❈❚✱ (✉❝❤ ,❤❛, I ❤❛(

❛ (♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ❝♦(, p + ζp ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ I ′ ❤❛( ❛ (♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ (✐③❡ ζp✳ ◆♦,✐❝❡ ✜+(, ,❤❛,✱

❛❝❝♦+❞✐♥❣ ,♦ ❍②♣♦,❤❡(✐( ✹✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ (✉♣♣♦(❡ ,❤❛, ❢♦+ ❛♥② i ∈ [m] ❛♥❞ ❛♥② l ∈ [p]✱ ✇❡
❝❛♥♥♦, ❤❛✈❡ ❜♦,❤ vi1[l] = 0 ❛♥❞ vi2[l] = 0 ❛( ♦,❤❡+✇✐(❡ ❛♥② (,❛❝❦ s ❢+♦♠ ❛♥② (♦❧✉,✐♦♥

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ vs[l] = 0✱ ❛♥❞ ,❤✉( ✇❡ ❝♦✉❧❞ (❛❢❡❧② +❡♠♦✈❡ (✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥, l ❢+♦♠ ,❤❡

✐♥(,❛♥❝❡ ✭❛♥❞ ❞❡❝+❡❛(❡ k ❛♥❞ p ❜② ♦♥❡✮✳

▲❡, ,❤❡ ✈❡+,❡① (❡, ♦❢ I ′ ❜❡ [p]✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦+ ❛❧❧ i ∈ [m]✱ ❧❡, ✉( ❞❡✜♥❡ Ai = {l : v
i
1[l] = 0}✱

❛♥❞ Bi = {l : vi2[l] = 0} ❛( ❞❡♣✐❝,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✽✳✸✳ ❇② ,❤❡ ❢♦+❡❣♦✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛( +❡A✉✐+❡❞

✐♥ ❛♥ ✐♥(,❛♥❝❡ ♦❢ ❇✐♣✲❖❈❚✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ai ∩ Bi = ∅✳ ▲❡, ✉( ♣+♦✈❡ ,❤❛, I ❤❛( ❛ (♦❧✉,✐♦♥

♦❢ ❝♦(, p+ ζp ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ I ′ ❤❛( ❛ (♦❧✉,✐♦♥ (T, S1, S2) ✇✐,❤ |T | ≤ ζp✳



✶✷✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ▼■◆■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❖❱❊❘❆▲▲ ◆❯▼❇❊❘ ❖❋ ❩❊❘❖❙

⇒ ▲❡$ S = {s1, s2} ❜❡ ❛ '♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ I ♦❢ ❝♦'$ p+ζp✳ ▲❡$ T = {l : vs1 [l] = vs2 [l] = 0}✱
S1 = {l : vs1 [l] = 0 ❛♥❞ vs2 [l] = 1}✱ ❛♥❞ S2 = {l : vs1 [l] = 1 ❛♥❞ vs2 [l] = 0}✳ ◆♦$✐❝❡

$❤❛$ (T, S1, S2) ❢♦4♠' ❛ ♣❛4$✐$✐♦♥ ♦❢ [p] ✭❛' ✇❡ ❝❛♥♥♦$ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♦4❞✐♥❛$❡ l '✉❝❤ $❤❛$

vs1 [l] = vs2 [l] = 1✱ ❛' $❤✐' ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② $❤❛$ ❛❧❧ $❤❡ nm ✈❡❝$♦4' ❤❛✈❡ v[l] = 1✱ ❛♥❞ '✉❝❤

❝♦♦4❞✐♥❛$❡' ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 4❡♠♦✈❡❞ ❢4♦♠ $❤❡ ✐♥'$❛♥❝❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✽✳✹✮✱ ❛♥❞ |T | = ζp✳ ■$

4❡♠❛✐♥' $♦ ♣4♦✈❡ $❤❛$ (T, S1, S2) ✐' ❛ ❢❡❛'✐❜❧❡ '♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ I ′✳ ▲❡$ i ∈ [m]✳ ❲✐$❤♦✉$ ❧♦''

♦❢ ❣❡♥❡4❛❧✐$②✱ ❧❡$ ✉' '✉♣♣♦'❡ $❤❛$ vi1 ❤❛' ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ $♦ s1 ❛♥❞ vi2 ❤❛' ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ $♦

s2✳ ▲❡$ l ∈ Ai \ T ✳ ❙✐♥❝❡ l ∈ Ai✱ ✇❡ ❤❛✈❡ vi1[l] = 0✱ ❛♥❞ $❤✉' vs1 [l] = 0✳ ❙✐♥❝❡ l /∈ T ✱
✇❡ ❤❛✈❡ vs2 [l] = 1✳ ❚❤✉'✱ l ∈ S1✱ ✇❤✐❝❤ ♣4♦✈❡' Ai \ T ⊆ S1✳ ❙✐♠✐❧❛4❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣4♦✈❡

$❤❛$ Bi \ T ⊆ S2✳

⇐ ▲❡$ (T, S1, S2) ❜❡ ❛ '♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ I ′ ✇✐$❤ |T | ≤ ζp✳ ▲❡$ s1 ❜❡ '✉❝❤ $❤❛$ vs1 [l] = 0
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ l ∈ T ♦4 l ∈ S1✱ ❛♥❞ ❧❡$ s2 ❜❡ '✉❝❤ $❤❛$ vs2 [l] = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ l ∈ T ♦4

l ∈ S2✳ ■$ 4❡♠❛✐♥' $♦ ♣4♦✈❡ $❤❛$ $❤❡ '♦❧✉$✐♦♥ S = {s1, s2} ✐' ❢❡❛'✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♠❡❞✐❛$❡❧②

✐♠♣❧✐❡' $❤❛$ ✐$' ❝♦'$ ✐' p + ζp✳ ▲❡$ i ∈ [m]✳ ❲✐$❤♦✉$ ❧♦'' ♦❢ ❣❡♥❡4❛❧✐$②✱ ❧❡$ ✉' '✉♣♣♦'❡

$❤❛$ Ai \ T ⊆ S1 ❛♥❞ Bi \ T ⊆ S2✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝❧❛✐♠ $❤❛$ vi1 ❝❛♥ ❜❡ ❛''✐❣♥❡❞ $♦ s1 ❛♥❞

vi2 ❝❛♥ ❜❡ ❛''✐❣♥❡❞ $♦ s2 ✇✐$❤♦✉$ ❝4❡❛$✐♥❣ ❛♥② ♥❡✇ ③❡4♦✳ ❚♦ ❞♦ '♦✱ ❧❡$ ✉' '❤♦✇ $❤❛$ ❢♦4

❛❧❧ l ∈ [p]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ vi1[l] = 0 ⇒ vs1 [p] = 0 ✭4❡'♣✳ vi2[l] = 0 =⇒ vs2 [p] = 0✮✳ ■♥❞❡❡❞✱

❧❡$ l ∈ [p] '✉❝❤ $❤❛$ vi1[l] = 0✳ ❚❤❡♥ ❜② ❝♦♥'$4✉❝$✐♦♥✱ ✐$ ♠❡❛♥' $❤❛$ l ∈ Ai✳ ❚❤✉'✱

❜② ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ '♦❧✉$✐♦♥ (T, S1, S2)✱ ✐$ ♠❡❛♥' $❤❛$ ❡✐$❤❡4 l ∈ T ♦4 l ∈ S1✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡' vs1 [l] = 0 ❛' ❞❡'✐4❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛4 ❛4❣✉♠❡♥$' '❤♦✇ $❤❛$ vi2[l] = 0 ⇒ vs2 [p] = 0 ❢♦4

❛❧❧ l ∈ [p]✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✼✳ ❚❤❡#❡ ✐% ❛ ❧✐♥❡❛# ♣❛#❛♠❡+❡#✐③❡❞ #❡❞✉❝+✐♦♥ ❢#♦♠ ❇✐♣✲❖❈❚ +♦ ❖❈❚✳

3#♦♦❢✳ ▲❡$ I = (U, {Ai, Bi}i∈[m], c) ❜❡ ❛♥ ✐♥'$❛♥❝❡ ♦❢ ❇✐♣✲❖❈❚✳ ▲❡$ ✉' ❝♦♥'$4✉❝$ ❛

❣4❛♣❤ G′ = (U ′, E′) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥$❛✐♥' ❛♥ ♦❞❞ ❝②❝❧❡ $4❛♥'✈❡4'❛❧ ♦❢ '✐③❡ c ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ I
❤❛' ❛ '♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ '✐③❡ c ❢♦4 ❇✐♣✲❖❈❚✳ ❖❜'❡4✈❡ ✜4'$ $❤❛$ ✇❡ ❝❛♥♥♦$ '✐♠♣❧② '❡$ U ′ = U
❛♥❞ E′ =

⋃

i∈[m],a∈Ai,b∈Bi
{a, b}✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ❢♦4 ❡①❛♠♣❧❡ A1 = {2, . . . , n}✱ B1 = {1}✱

A2 = {2, . . . , n2 } ❛♥❞ B2 = {n2 + 1, . . . , n}✱ ❞❡✜♥✐♥❣ G′
❛' ❛❜♦✈❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ $♦ ❛♥ ♦❞❞

❝②❝❧❡ $4❛♥'✈❡4'❛❧ ♦❢ '✐③❡ ♦♥❡✱ ❛' 4❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❧② ✈❡4$❡① {1} ♠❛❦❡' $❤❡ ❣4❛♣❤ ❜✐♣❛4$✐$❡

✇✐$❤ ❜✐♣❛4$✐③❛$✐♦♥ (A2, B2)✳ ❍♦✇❡✈❡4✱ $❤✐' '♦❧✉$✐♦♥ ✐' ♥♦$ ❢❡❛'✐❜❧❡ ❢♦4 ❇✐♣✲❖❈❚ ❛'

A1 \ T = A1✱ ❛♥❞ A1 6⊆ A2 ❛♥❞ A1 6⊆ B2✳ ■♥$✉✐$✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ $♦ ♣4❡✈❡♥$ '♦❧✉$✐♦♥' ♦❢

G′
❢4♦♠ '♣❧✐$$✐♥❣ '❡$' Ai\T ✭❛♥❞ Bi\T ✮ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ♣❛4$' ♦❢ $❤❡ ❜✐♣❛4$✐③❛$✐♦♥✳ ❚♦

❞♦ '♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥'$4✉❝$ G′
❛' ❞❡'❝4✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ $❤❡♥ ✇❡ ✧❡♥❧❛4❣❡✧ ❡❛❝❤ ❜✐♣❛4$✐$❡

❣4❛♣❤ ❜② ❛❞❞✐♥❣ c + 1 ♥❡✇ ✈❡4$✐❝❡' ♦♥ ❡❛❝❤ '✐❞❡✳ ▼♦4❡ ❢♦4♠❛❧❧②✱ ✇❡ '$❛4$ ❜② '❡$$✐♥❣

U ′ = U ❛' '❛✐❞ ❜❡❢♦4❡✱ ❛♥❞ ❢♦4 ❛❧❧ i ∈ [m]✱ ✇❡ ❝4❡❛$❡ $✇♦ '❡$' ♦❢ c+ 1 ♥❡✇ ✈❡4$✐❝❡' A′
i✱

B′
i✳ ❲❡ $❤❡♥ '❡$ E′ =

⋃

i∈[m],a∈Ai∪A′
i,b∈Bi∪B′

i
{a, b}✳

▲❡$ ✉' ♥♦✇ ♣4♦✈❡ $❤❛$ I ❝♦♥$❛✐♥' ❛ '♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ '✐③❡ c ❢♦4 ❇✐♣✲❖❈❚ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

G′
❝♦♥$❛✐♥' ❛♥ ♦❞❞ ❝②❝❧❡ $4❛♥'✈❡4'❛❧ ♦❢ '✐③❡ c✳

⇒ ▲❡$ (T, S1, S2) ❜❡ ❛♥ ♦♣$✐♠❛❧ '♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ I✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛4$✐❛❧ '♦❧✉$✐♦♥ T ′, S′
1, S

′
2

♦❢ G′
❜② '❡$$✐♥❣ T ′ = T ❛♥❞ S′

l = Sl ❢♦4 l ∈ {1, 2} ✭$❤❡ '♦❧✉$✐♦♥ ✐' ♣❛4$✐❛❧ ✐♥ $❤❡

'❡♥'❡ $❤❛$ ✐$ 4❡♠❛✐♥' $♦ ❛''✐❣♥ ✈❡4$✐❝❡' ♦❢ A′
i ∪ B′

i✱ ❢♦4 ❛❧❧ i ∈ [m]✮✳ ▲❡$ i ∈ [m]✳
■❢ Ai \ T = ∅ ❛♥❞ Bi \ T = ∅✱ $❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ ✭❛4❜✐$4❛4✐❧②✮ A′

i $♦ S′
1 ❛♥❞ B′

i $♦ S′
2✳



✽✳✷✳ #❆❘❆▼❊❚❊❘■❩❊❉ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨ ❖❋ MIN
∑

0 ✶✷✸

011101111

110110111

110101110

001111011

111111000

111010111

001001000

110100110

V 1 V 2 V 3 S

4

6

3

5

1

2

7

89

A1

B1

A2

B2

A3

B3

❋✐❣✉'❡ ✽✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ '❡❞✉❝6✐♦♥ ❢'♦♠ ❛♥ ✐♥86❛♥❝❡ ♦❢ ✷✲min
∑

0✱ ✇✐6❤ n =
2,m = 3, p = 9✱ ❛❞♠✐66✐♥❣ ❛ 8♦❧✉6✐♦♥ ♦❢ ❝♦86 p + 2✱ 6♦ ❛♥ ✐♥86❛♥❝❡ ♦❢ ❇✐♣✲

❖❞❞ ❈②❝❧❡ ❚,❛♥/✈❡,/❛❧✱ ✇✐6❤ |U | = p, A1 = {3, 6} , B1 = {1, 5} , A2 =
{2, 3, 7} , B2 = {3, 5, 9} , A3 = {4, 6} , B3 = {7, 8, 9}✱ ❛❞♠✐66✐♥❣ 6❤❡ ♣❛'6✐6✐♦♥

({5, 9} , {3, 4, 6} , {1, 2, 7, 8}) ❛8 8♦❧✉6✐♦♥ ♦❢ ❝♦86 2✳



✶✷✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ▼■◆■▼■❩■◆● ❚❍❊ ❖❱❊❘❆▲▲ ◆❯▼❇❊❘ ❖❋ ❩❊❘❖❙

❖$❤❡'✇✐*❡✱ ✐❢ Ai \ T 6= ∅ ❛♥❞ ✐* ❛❞❞❡❞ $♦ Sl✱ ✇❡ ❛❞❞ A′
i $♦ S′

l ❛♥❞ B′
i $♦ S′

l′ ✇✐$❤

l, l′ ∈ {1, 2}, l′ 6= l✱ ❛♥❞ ✐❢ Bi \ T 6= ∅ ❛♥❞ ✐* ❛❞❞❡❞ $♦ Sl✱ ✇❡ ❛❞❞ B′
i $♦ S′

l ❛♥❞ A′
i

$♦ S′
l′ ✇✐$❤ l, l′ ∈ {1, 2}, l′ 6= l✳

❚❤✐* ♥❡✇ *♦❧✉$✐♦♥ ❤❛* $❤❡ *❛♠❡ *✐③❡ ✭|T ′| = |T |✮ ❛♥❞ ✇❡ ❝❧❛✐♠ $❤❛$ ✐$ ✐* ❛♥ ♦❞❞

❝②❝❧❡ $'❛♥*✈❡'*❛❧ ♦❢ G′
✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡$ ✉* ❝❤❡❝❦ $❤❛$ ❛♥② ❡❞❣❡ {u, v} ∈ E′

*✉❝❤ $❤❛$

{u, v}∩T ′ = ∅ ✐* ♥♦$ ❡♥$✐'❡❧② ❝♦♥$❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ S′
l✳ ■❢ {u, v} ✐* ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡$❡

❜✐♣❛'$✐$❡ ♦❢ I✱ ✐✳❡✳ ✐❢ $❤❡'❡ ❡①✐*$* i *✉❝❤ $❤❛$ u ∈ Ai ❛♥❞ v ∈ Bi✱ $❤❡♥ ❜② ❞❡✜♥✐$✐♦♥

♦❢ $❤❡ *♦❧✉$✐♦♥ (T, S1, S2) ✐$ ✐* *$'❛✐❣❤$❢♦'✇❛'❞ $❤❛$ u ❛♥❞ v ❛'❡ ♥♦$ ❜♦$❤ ✐♥ S′
1

♥♦' ✐♥ S′
2✳ ❖$❤❡'✇✐*❡✱ ✐❢ {u, v} ✐* ❛❞❥❛❝❡♥$ $♦ ♦♥❡ ♦' $✇♦ ♦❢ $❤❡ ♥❡✇ ✈❡'$✐❝❡*✱ ❧❡$ i

❜❡ *✉❝❤ $❤❛$ u ∈ A′
i✳ ■❢ v ∈ B′

i✱ $❤❡♥ $❤❡ *♦❧✉$✐♦♥ ✐* ✈❛❧✐❞ ❛* A′
i ❛♥❞ B′

i ❛'❡ ♥❡✈❡'

❛❞❞❡❞ $♦ $❤❡ *❛♠❡ *❡$ S′
l✱ l ∈ {1, 2}✳ ❖$❤❡'✇✐*❡✱ ✇❡ ♥❡❝❡**❛'✐❧② ❤❛✈❡ v ∈ Bi✳ ▲❡$

l ∈ {1, 2} ❜❡ *✉❝❤ $❤❛$ Bi \T ✭✇❤✐❝❤ ✐* ♥♦$ ❡♠♣$②✮ ❤❛* ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ $♦ S′
l✳ ■♥ $❤✐*

❝❛*❡ Ai ✭❛♥❞ $❤✉* u✮ ❤❛* ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ $♦ S′
l′ ✱ ✇✐$❤ l′ 6= l✳

⇐ ▲❡$ (T ′, S′
1, S

′
2) ❜❡ ❛♥ ♦♣$✐♠❛❧ *♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ G′

✳ ❋♦' ❛♥② i ∈ [m]✱ ❧❡$ Ãi = (Ai ∪
A′

i) \ T
′
❛♥❞ B̃i = (Bi ∪ B′

i) \ T
′
✳ ❆ ✜'*$ ♦❜*❡'✈❛$✐♦♥ ✐* $❤❛$ Ãi 6= ∅ ❛♥❞ B̃i 6= ∅

❛* |Ai ∪A′
i| = |Bi ∪B′

i| > c ❛♥❞ |T ′| ≤ c✳ ❆ *❡❝♦♥❞ ♦❜*❡'✈❛$✐♦♥ ✐* $❤❛$ ❢♦' ❛♥② u
❛♥❞ v ∈ Ãi✱ u ❛♥❞ v ❛'❡ ✐♥ $❤❡ *❛♠❡ *❡$ S′

l ❢♦' *♦♠❡ l ∈ {1, 2}✳ ■♥❞❡❡❞✱ *✉♣♣♦*❡
❜② ❝♦♥$'❛❞✐❝$✐♦♥ $❤❛$ u ∈ S′

1 ❛♥❞ v ∈ S′
2✳ ❆* B̃i 6= ∅✱ $❤❡'❡ ❡①✐*$* b ∈ B̃i ❛♥❞

l ∈ {1, 2} *✉❝❤ $❤❛$ b ∈ S′
l✳ ❆* ❛❧❧ $❤❡ ❡❞❣❡* ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❜✐♣❛'$✐$❡ *✉❜❣'❛♣❤

♦♥ (Ai ∪ A′
i, Bi ∪ B′

i) ❜❡❧♦♥❣ $♦ E′
✱ ✇❡ ❤❛✈❡ {u, b} ∈ E′

❛♥❞ {v, b} ∈ E′
✱ ❛♥❞

$❤✉* S′
l ❝♦♥$❛✐♥* ❜♦$❤ ❡♥❞♣♦✐♥$* ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ E′

✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ❛ ❝♦♥$'❛❞✐❝$✐♦♥✳ ■♥

$❤❡ *❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣'♦✈❡ $❤❛$ ❢♦' ❛♥② i ∈ [m]✱ ❛♥❞ ❛♥② u ❛♥❞ v ∈ B̃i✱ u ❛♥❞ v
❛'❡ ✐♥ $❤❡ *❛♠❡ *❡$ S′

l ❢♦' *♦♠❡ l ∈ {1, 2}✳

❚❤✉*✱ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ $♦ $❤❡ $✇♦ ♣'❡✈✐♦✉* ♦❜*❡'✈❛$✐♦♥*✱ ❢♦' ❛♥② i ∈ [m] ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡

λÃi
∈ {1, 2} ❛♥❞ λB̃i

∈ {1, 2} *✉❝❤ $❤❛$ Ãi ⊆ S′
λÃi

❛♥❞ B̃i ⊆ S′
λB̃i

✱ ✇✐$❤ λÃi
6=

λB̃i
✳

▲❡$ ✉* ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ T = T ′ ∩ V ✱ S1 = S′
1 ∩ V ✱ ❛♥❞ S2 = S′

2 ∩ V ✱ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ $❤❛$

$❤✐* ✐* ❛ ✈❛❧✐❞ *♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ I✳ ▲❡$ i ∈ [m]✳ ❖❜*❡'✈❡ ✜'*$ $❤❛$ Ai \ T ⊆ Ãi✱ ❛♥❞

$❤✉* ❡✐$❤❡' Ai \ T = ∅✱ ♦' Ai \ T ⊆ SλÃi
✳ ❆* $❤❡ *❛♠❡ ❢❛❝$ ❛❧*♦ ❤♦❧❞* ❢♦' Bi \ T ✱

❛♥❞ ❛* λÃi
6= λB̃i

✱ $❤❡ ❝♦♥*$'❛✐♥$ ✭Ai \ T ⊆ S1 ❛♥❞ Bi \ T ⊆ S2✮ ♦' ✭Ai \ T ⊆ S2

❛♥❞ Bi \ T ⊆ S1✮ ✐* '❡*♣❡❝$❡❞✱ ❛♥❞ $❤❡ *♦❧✉$✐♦♥ ✐* ❢❡❛*✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡* $❤❡

♣'♦♦❢✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ $❤✐* '❡❞✉❝$✐♦♥ ✐* ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉'❡ ✽✳✹✳

❆* ❖❞❞ ❈②❝❧❡ ❚(❛♥+✈❡(+❛❧ ❝❛♥ ❜❡ *♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(2.3146c)✱ ♣'♦✈❡❞ ❜② ❬▲♦❦✰✶✹❪✱

❛♥❞ *✐♥❝❡ ♦✉' ♣❛'❛♠❡$❡'* ❛'❡ ❡①❛❝$❧② ♣'❡*❡'✈❡❞ ✐♥ ♦✉' $✇♦ '❡❞✉❝$✐♦♥*✱ ✇❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡*✉❧$✿

❚❤❡♦$❡♠ ✽✳✺✳ 2✲min
∑

0 ❝❛♥ ❜❡ (♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(dζp) ✇❤❡/❡ d ≤ 2.3146 ✐( (✉❝❤ 1❤❛1

❖❈❚ ❝❛♥ ❜❡ (♦❧✈❡❞ ✐♥ O∗(dc)✳



✽✳✷✳ #❆❘❆▼❊❚❊❘■❩❊❉ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨ ❖❋ MIN
∑

0 ✶✷✺

✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❇✐♣✲❖❈❚ ✐♥-.❛♥❝❡ I ✇✐.❤ U = {1, 2, 3, 4}✱ (A1 = {1} , B1 = {2, 3, 4}) ❛♥❞

(A2 = {1, 3} , B2 = {2}) ✇✐.❤ -♦❧✉.✐♦♥ T = {3} ♦❢ -✐③❡ c = 1✳

1

2

3

4

❘❡♣&❡'❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ (A1, B1)

1

2

3

4

❘❡♣&❡'❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ (A2, B2)

✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ 8❡❞✉❝.✐♦♥ ❢8♦♠ .❤❡ ♣8❡✈✐♦✉- ❇✐♣✲❖❈❚ ✐♥-.❛♥❝❡ ■ ❛❞♠✐..✐♥❣ ❛ -♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ -✐③❡

c = 1✱ .♦ ❛♥ ✐♥-.❛♥❝❡ ♦❢ ❖❈❚ ❛❞♠✐..✐♥❣ ❛ -♦❧✉.✐♦♥ T = {3} ♦❢ -✐③❡ c = 1✳

1

2

3

4

a11 a12

b11 b12

1

2

3

4

a21

a22

b21

b22

1

2

3

4

a11 a12

b11 b12

a21

a22

b21

b22

❋✐❣✉&❡ ✽✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ &❡❞✉❝)✐♦♥ ❢&♦♠ ❇✐♣✲❖❈❚ )♦ ❖❈❚✳
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✽✳✷✳✺ ◆❡❣❛(✐✈❡ +❡,✉❧(, ❛❝❝♦+❞✐♥❣ (♦ ζp

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥, ,❤❡ ♣.❡✈✐♦✉2 .❡2✉❧, ❜② ♣.♦✈✐♥❣ ,❤❛, ,❤❡ ♣.♦❜❧❡♠ ✐2 ✐♥,.❛❝,❛❜❧❡

✇✐,❤ .❡2♣❡❝, ,♦ ,❤❡ ♣❛.❛♠❡,❡. ζp ❢♦. ❧❛.❣❡. ✈❛❧✉❡2 ♦❢ n✳

❚❤❡♦$❡♠ ✽✳✻✳ ❋♦" ❛♥② ✜①❡❞ n ≥ 3✱ n✲min
∑

0 ✐- ♥♦. ✐♥ XP ✇❤❡♥ ♣❛"❛♠❡.❡"✐③❡❞ ❜②

ζp ✭✉♥❧❡-- P = NP✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦. ❜❡ -♦❧✈❡❞ ✐♥ 2o(k) ✭✉♥❧❡-- ❊❚❍ ❢❛✐❧-✮✳

@"♦♦❢✳ ▲❡, χ ≥ 3✳ ❲❡ ♣.❡2❡♥, ❛ .❡❞✉❝,✐♦♥ ❢.♦♠ χ✲❈♦❧♦$✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥2✐2,2 ✐♥✱ ❣✐✈❡♥

❛ ❣.❛♣❤ G = (U,E)✱ ,♦ ❛2❦ ❢♦. ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ f : U −→ [χ] 2✉❝❤ ,❤❛, ❢♦. ❛❧❧ {u, v} ∈ E ✇❡

❤❛✈❡ f(u) 6= f(v)✳ ▲❡, E = {e1, ..., emG} ❛♥❞ U = [nG]✳ ▲❡, ✉2 ❝♦♥2,.✉❝, ❛♥ ✐♥2,❛♥❝❡

I ♦❢ n✲min
∑

0 ✇✐,❤ n = χ✱ p = nG✱ m = mG ❛♥❞ 2✉❝❤ ,❤❛, G ❛❞♠✐,2 ❛ χ✲❝♦❧♦.✐♥❣
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ I ❤❛2 ❛ 2♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ❝♦2, p ✭✐✳❡✳ ζp = 0✮✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ei = {u, v} ∈ E✱

i ∈ [mG]✱ ✇❡ ❛22♦❝✐❛,❡ ❛ 2❡, V i
✇✐,❤ |V i| = χ✱ ✇❤❡.❡✿

• vi1 .❡♣.❡2❡♥,2 ,❤❡ ✈❡.,❡① u✱ ,❤❛, ✐2 vi1[u] = 0 ❛♥❞ vi1[l] = 1 ❢♦. ❛♥② l ∈ [nG]✱ l 6= u✱

• vi1 .❡♣.❡2❡♥,2 ,❤❡ ✈❡.,❡① v✱ ,❤❛, ✐2 vi2[v] = 0 ❛♥❞ vi2[l] = 1 ❢♦. ❛♥② l ∈ [nG]✱ l 6= v✱

• ❢♦. ❛❧❧ j ∈ {3, . . . , χ}✱ vij ✐2 ❛ 1✲✈❡❝,♦.✱ ✐✳❡✳ ✐, ❤❛2 ❛ 1 ❛, ❡✈❡.② ❝♦♠♣♦♥❡♥,✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ,❤✐2 ❝♦♥2,.✉❝,✐♦♥ ✐2 ❞❡♣✐❝,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✽✳✺✳ ▲❡, ✉2 ♥♦✇ ♣.♦✈❡ ,❤❛, G
❛❞♠✐,2 ❛ χ✲❝♦❧♦.✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ I ❤❛2 ❛ 2♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ❝♦2, p = nG✳

⇒ ▲❡, Sj ⊆ U ✱ j ∈ [χ] ❜❡ ,❤❡ χ ❝♦❧♦. ❝❧❛22❡2 ✭♥♦,✐❝❡ ,❤❛, ,❤❡ Sj ❛.❡ ♣❛✐.✇✐2❡

❞✐2❥♦✐♥,✱ 2♦♠❡ ♦❢ ,❤❡♠ ♠❛② ❜❡ ❡♠♣,②✱ ❛♥❞

⋃

j∈[χ] Sj = U✮✳ ❚♦ ❡❛❝❤ Sj ✇❡ ❛22♦❝✐❛,❡ ❛

2,❛❝❦ sj 2✉❝❤ ,❤❛, vsj [l] = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ r ∈ Sj ✳ ■, .❡♠❛✐♥2 ,♦ ♣.♦✈❡ ,❤❛, ,❤❡ 2♦❧✉,✐♦♥

S = {s1, . . . , sχ} ✐2 ❢❡❛2✐❜❧❡✱ ❛2 ✐,2 ❝♦2, ✐2 ❡①❛❝,❧② p ❜② ❝♦♥2,.✉❝,✐♦♥✳ ▲❡, ✉2 ❝♦♥2✐❞❡. ❛

2❡, V i
✇❤❡.❡ vi1 ✭.❡2♣✳ vi2✮ .❡♣.❡2❡♥,2 ❛ ✈❡.,❡① u ✭.❡2♣✳ v✮✳ ❆2 {u, v} ✐2 ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ G✱

✇❡ ❦♥♦✇ ,❤❛, u ❛♥❞ v ❤❛✈❡ ,✇♦ ❞✐✛❡.❡♥, ❝♦❧♦.2✱ ✐✳❡✳ ,❤❛, u ∈ Sj ❛♥❞ v ∈ Sj′ ✱ ❢♦. 2♦♠❡

j, j′ ∈ [χ] ✇✐,❤ j 6= j′✳ ❚❤✉2✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ vi1 ,♦ 2,❛❝❦ sj ✱ v
i
2 ,♦ 2,❛❝❦ sj′ ✱ ❛♥❞ ,❤❡ χ− 2

♦,❤❡. vij ✭j ≥ 3✮ ✐♥ ❛♥ ❛.❜✐,.❛.② ✇❛②✳ ❙✐♥❝❡ ,❤❡ ♦♥❧② 0 ✐♥ vi1 ✭.❡2♣✳ vi2✮ ✐2 ❛, ,❤❡ uth

✭.❡2♣✳ vth✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥,✱ ✇❡ ❤❛✈❡ vi1 ∧ vsj = vsj ✭.❡2♣✳ vi2 ∧ vsj′ = vsj′ ✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣.♦✈❡2

,❤❛, S ✐2 ❢❡❛2✐❜❧❡✳

⇐✳ ▲❡, S = {s1, . . . , sχ} ❜❡ ,❤❡ 2,❛❝❦2 ♦❢ ❛♥ ♦♣,✐♠❛❧ 2♦❧✉,✐♦♥✳ ❋♦. j ∈ [χ]✱ ❧❡,
Sj = {l ∈ [p]|vsj [l] = 0}✳ ◆♦,✐❝❡ ,❤❛,

⋃χ
j=1 Sj = U ✱ ❛♥❞ ❛2 I ✐2 ♦❢ ❝♦2, p✱ ❛❧❧ ,❤❡ Sj ❛.❡

♣❛✐.✇✐2❡ ❞✐2❥♦✐♥,2 ❛♥❞ ❢♦.♠ ❛ ♣❛.,✐,✐♦♥ ♦❢ U ✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ ❛2 ❢♦. ❛♥② i ∈ [m]✱ vi1 ❛♥❞ vi2
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛22✐❣♥❡❞ ,♦ ❞✐✛❡.❡♥, 2,❛❝❦2✱ ,❤❡ ❝♦..❡2♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡.,✐❝❡2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛22✐❣♥❡❞

,♦ ❞✐✛❡.❡♥, ❝♦❧♦.2✱ ❛♥❞ ,❤✉2 ❡❛❝❤ Sj ✐♥❞✉❝❡2 ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, 2❡,✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡,❡2 ,❤❡

.❡❞✉❝,✐♦♥✳

■, ✐2 ❦♥♦✇♥✱ ,❤❛♥❦2 ,♦ ❬■N❩✵✶❪ ,❤❛, ,❤❡.❡ ✐2 ♥♦ 2o(|U |)
❛❧❣♦.✐,❤♠ ❢♦. ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡,❤❡.

❛ ❣.❛♣❤ G = (U,E) ❛❞♠✐,2 ❛ χ✲❈♦❧♦$✐♥❣✱ ❢♦. ❛♥② χ ≥ 3 ✭✉♥❞❡. ❊❚❍✮✳ ❆2 ✇❡ ❝❛♥

2❡❡✱ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ 2♦❧✉,✐♦♥ ❢♦. n✲min
∑

0 ✐♥ ,❤❡ ♣.❡✈✐♦✉2 .❡❞✉❝,✐♦♥ ❡T✉❛❧2

,❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ✈❡.,✐❝❡2 ✐♥ ,❤❡ ✐♥2,❛♥❝❡ ♦❢ χ✲❈♦❧♦$✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♣.♦✈❡2 ,❤❛, n✲min
∑

0
❝❛♥♥♦, ❜❡ 2♦❧✈❡❞ ✐♥ 2o(k) ❢♦. ❛♥② n ≥ 3✳
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1

2

3

4

5

11111

10111

01111

11111

11011

01111

11111

11101

01111

11111

11011

10111

11111

11101

11011

11111

11110

10111

11111

11110

11101

11011

01110

10101

V 1,2 V 1,3 V 1,4 V 2,3 V 3,4 V 2,5 V 4,5 S

❋✐❣✉'❡ ✽✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ '❡❞✉❝7✐♦♥ ❢'♦♠ ❛ ♣♦9✐7✐✈❡ ✐♥97❛♥❝❡ ♦❢ χ✲❈♦❧♦$✐♥❣✱ ✇✐7❤ χ =
3, U = [5], E = {{1, 2} , {1, 3} , {1, 4} , {2, 3} , {3, 4} , {2, 5} , {4, 5}}✱ 7♦ ❛♥ ✐♥97❛♥❝❡ ♦❢

min
∑

0 ✇✐7❤ m = |E| = 6, n = χ = 3, p = |U | = 5 ❛❞♠✐77✐♥❣ ❛ 9♦❧✉7✐♦♥ ♦❢ ❝♦97 p✳

❋✐♥❛❧❧②✱ '❡♠❛'❦ 7❤❛7 ❛9 ❢♦' 7❤❡ ♣❛'❛♠❡7❡'✐③❛7✐♦♥ ❜② p✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛9❦ ✐❢ min
∑

0 ✐9

✐♥ FPT ✇❤❡♥ ♣❛'❛♠❡7❡'✐③❡❞ ❜② 7❤❡ ✜'97 ❧♦✇❡' ❜♦✉♥❞ β✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✇❡ ❝❛♥ 9❡❡ ✐♥ 7❤❡

♣'❡✈✐♦✉9 '❡❞✉❝7✐♦♥ 7❤❛7 ✇❡ ♦❜7❛✐♥ ❛ ❣'❛♣❤ ✇✐7❤ β = 2✱ ❛♥❞ 7❤✉9 7❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ✐9 ❡✈❡♥

♥♦7 ✐♥ XP ✉♥❧❡99 P = NP✳

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ /✉❡)0✐♦♥)

❈♦♥7'❛'② 7♦ max
∑

1✱ min
∑

0 ❛♣♣❡❛'9 7♦ ❜❡ ♠♦'❡ 7'❛❝7❛❜❧❡ ❢'♦♠ 7❤❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛✲

7✐♦♥ ♣♦✐♥7 ♦❢ ✈✐❡✇ ❜✉7 ❛❧9♦ ❢'♦♠ 7❤❡ ♣❛'❛♠❡7❡'✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐7② ♣♦✐♥7 ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥❞❡❡❞

7❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐79 9❡✈❡'❛❧ 7'✐✈✐❛❧ ❛♣♣'♦①✐♠❛7✐♦♥ ❛❧❣♦'✐7❤♠9 9✉❝❤ ❛9 7❤❡ n ♦' 7❤❡ m
❛♣♣'♦①✐♠❛7✐♦♥ ❛❧❣♦'✐7❤♠

✷

❜✉7 ❛❧9♦ ❛❞♠✐7 ❛ ❦❡'♥❡❧ ♦❢ 9✐③❡ O(k2m) ✇❤✐❧❡ max
∑

1 ✐9

W❬✶❪✲❤❛'❞ ✇❤❡♥ ♣❛'❛♠❡7❡'✐③❡❞ ❜② 7❤❡ 97❛♥❞❛'❞ ♣❛'❛♠❡7❡' k✳
❍♦✇❡✈❡' 7❤✐9 7'❛❝7❛❜✐❧✐7② ❤❛9 ❛ ❞'❛✇❜❛❝❦ ✐♥ 7❡'♠9 ♦❢ ♥❡❣❛7✐✈❡ '❡9✉❧79✳ ❈♦♥7'❛'② 7♦

max
∑

1✱ ✐7 '❡♠❛✐♥9 9❡✈❡'❛❧ ♦♣❡♥ I✉❡97✐♦♥9 ♦♥ 7❤❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐7② ♦❢ min
∑

0✳ ❚❤❡

♣'♦❜❧❡♠ ✐9 ❦♥♦✇♥ 7♦ ❜❡ APX✲❤❛'❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ m = 3 ❛♥❞ #0 ≤ 2 ❬❉❈❙✶✹❪ ♦❢ ✇❤❡♥

n = 2 ❛♥❞ #0 ≤ 1 ✇❤✐❧❡ 7❤❡ ❜❡97 ❦♥♦✇♥ '❛7✐♦ ✐9 ❣✐✈❡♥ ❜② 7❤❡ ❤❡❛✈✐❡%& ✜(%& ❤❡✉'✐97✐❝

♦❢ ❬❉❈❙✶✹❪ ❛♣♣'♦①✐♠❛7✐♥♥ min
∑

0 ✇✐7❤✐♥ ❛ ❢❛❝7♦'✿

ρ =
1

2
(m+ 1)−

1

4
log(m− 1)

❚❤✐9 ❧❡❛❞9 7♦ ❛ ❤✉❣❡ ❣❛♣ ❜❡7✇❡❡♥ ✉♣♣❡' ❛♥❞ ❧♦✇❡' ❜♦✉♥❞✳ ❲❡ ♣'♦✈✐❞❡ ❛ ●❛♣✲

'❡❞✉❝7✐♦♥ 7❤❛7 ✜❧❧9 9♦♠❡❤♦✇ 7❤✐9 ❣❛♣✱ ❜✉7 7❤❡ (n − ε)✲✐♥❛♣♣'♦①✐♠❛❜✐❧✐7② ✐9 ❜❛9❡❞ ♦♥

7❤❡ ❞✐9♣✉7❡❞ ❯♥✐I✉❡ ●❛♠❡ ❈♦♥❥❡❝7✉'❡✳ ❚❤✉9 7❤❡ I✉❡97✐♦♥ ♦♥ 7❤❡ ❡①✐97❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❡77❡'

✐♥❛♣♣'♦❝✐♠❛❜✐❧✐7② ❜♦✉♥❞ ❛99✉♠✐♥❣ ♦♥❧② P 6= NP ✐9 ❧❡❢7 ♦♣❡♥✳

❚❤✐9 ❝❧♦9❡9 ♦✉' 7❤❡♦'❡7✐❝❛❧ 97✉❞② ♦❢ 7❤❡ ✇❛❢❡(✲&♦✲✇❛❢❡( ✐♥&❡❣(❛&✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠9✳ ◆❡①7

♣❛'7 ✐9 ❞❡✈♦7❡❞ 7♦ '❡❛❧ ✐♥97❛♥❝❡ 7❛❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ 9❤♦✇ ❛♠♦♥❣ ♦7❤❡' 7❤✐♥❣9 7❤❛7✱

♠❛7❝❤✐♥❣ ❜❛9❡❞ ❤❡✉'✐97✐❝9 ❛'❡ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛7❡9 7♦ 7❛❝❦❧❡ '❡❛❧ ❧✐❢❡ ✐♥97❛♥❝❡9✳ ■♥❞❡❡❞✱

❞❡9♣✐7❡ ✐79 ❛♣♣'♦①✐♠❛7✐♦♥ '❛7✐♦ ❜❡✐♥❣ ❡I✉❛❧ 7♦

4/3✱ 7❤❡ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♦❢ 7❤❡ ❛❧❣♦'✐7❤♠ ✐♥

❛✈❡'❛❣❡ ❛'❡ ✈❡'② ✐♥7❡'❡97✐♥❣ ✐♥ ♣'❛❝7✐❝❡✳

✷

❚❤❡ ❝♦%& ❢✉♥❝&✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛❞❞✐&✐✈❡ ❛♥❞ %✉❜♠♦❞✉❧❛2✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② &❤❡ 2❡%✉❧& ♦❢ ❉♦❦❦❛ ❡& ❛❧✳ ❬❉❈❙✶✹❪

%&❛&✐♥❣ &❤❛& ❛♥② ❣2❡❡❞② ❛❧❣♦2✐&❤♠ ✐% ❛♥ m✲❛♣♣2♦①✐♠❛&✐♦♥ ❛❧❣♦2✐&❤♠✳
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✾

!"❡❧✐♠✐♥❛"✐❡)

❈♦♥#❡♥#%

✾✳✶ ❘❡❧❛'❡❞ ✇♦+❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✾✳✷ ■♥1'❛♥❝❡ ❣❡♥❡+❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✾✳✷✳✶ ❈♦♥'✐❞❡+❡❞ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✾✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ +❡'0+✐❝0✐♦♥' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✾✳✷✳✸ ❆❧0❡+♥❛0✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✾✳✸ ❊①♣❡+✐♠❡♥' ❝❤❛+❛❝'❡+✐1'✐❝1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❆! ❢♦$ ♣❤②!✐❝!✱ !+❛+✐!+✐❝! ♦$ ❝❤❡♠✐!+$②✱ ❝♦♠♣✉+❡$ !❝✐❡♥❝❡ ✐! ❛ ♣$✐!♠ ✐♥+$♦❞✉❝✐♥❣ ♠❛+❤❡✲

♠❛+✐❝! ✐♥ +❤❡ ♣❡$❝❡♣+✐♦♥ ♦❢ ♦✉$ !✉$$♦✉♥❞✐♥❣ ✇♦$❧❞✳ ❆! !✉❝❤ ✐+ ❛✐♠! ❛+ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❧✐♥❦!

❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ♣♦✇❡$ ♦❢ ❛❜!+$❛❝+✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ !❝✐❡♥❝❡! ❛♥❞ +❤❡ ❡①+$❡♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐+②

♦❢ $❡❛❧ ✇♦$❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥!✳ ❚❤✐! ♥❛+✉$❛❧❧② ♠♦+✐✈❛+❡! ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❛♣♣$♦❛❝❤ ♦❢ +❤❡ ♣$♦❜❧❡♠!

❜❡✐♥❣ ❛+ ♦♥❝❡ +❤❡♦$❡+✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣$❛❝+✐❝❛❧✱ ❡!♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ +❤❡ ❧❛++❡$ ❤❛! ❜❡❡♥ ✐♥+$♦❞✉❝❡❞

❛! ❛ +♦♦❧ +♦ +❛❝❦❧❡ $❡❛❧ ✇♦$❧❞! ✐!!✉❡!✳

❚❤✐! ♥❛+✉$❛❧❧② ♠♦+✐✈❛+❡! ❛ ♣$❛❝+✐❝❛❧ ❛♥❛❧②!✐! ♦❢ +❤❡ ✐♥+❡$♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐!♠! ♦❢ +❤❡

♣$♦❜❧❡♠!✳ ❚❤✐! ♣❛$+ ❛✐♠! ❛+ ♣$❡!❡♥+✐♥❣ +❤❡ ✇♦$❦ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠ +♦ +❤♦!❡ ❡♥❞!✳ ■♥ ❛ ✜$!+

+✐♠❡ ✇❡ ✐♥+$♦❞✉❝❡ +❤❡ !+❛+❡ ♦❢ +❤❡ ❛$+ ✐♥ +❡$♠! ♦❢ ♣$❛❝+✐❝❛❧ +❛❝❦❧✐♥❣ ♦❢ +❤❡ ♣$♦❜❧❡♠✳

■♥ ❛ !❡❝♦♥❞ +✐♠❡ ✇❡ ❞✐!❝✉!! ♦♥ +❤❡ !✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣$♦❜❧❡♠!✳ ❲❡ ♣$❡!❡♥+ ❡♠♣✐$✐❝❛❧

❝♦♥!+$❛✐♥+! ❛♥❞ ❤②♣♦+❤❡!❡! +❤❛+ ❛♣♣❧② ♦♥ $❡❛❧ ✇♦$❧❞ ✐♥!+❛♥❝❡! ❛♥❞ ♣$❡!❡♥+ ✐♥!+❛♥❝❡!

❣❡♥❡$❛+♦$ +❛❦✐♥❣ +❤❡ ❧❛++❡$ ✐♥+♦ ❝♦♥!✐❞❡$❛+✐♦♥✳

❲❡ ✜♥✐!❤ +❤❡ ♣$❡❧✐♠✐♥❛$✐❡! ❜✉+ ❞✐!❝✉!!✐♥❣ ❛❜♦✉+ +❤❡ ❝❤❛$❛❝+❡$✐!+✐❝! ♦❢ +❤❡ ❡①♣❡$✐✲

♠❡♥+ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥+✳

✶✸✶
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✾✳✶ ❘❡❧❛'❡❞ ✇♦+❦

❈♦♥&'❛'② &♦ &❤❡ &❤❡♦'❡&✐❝❛❧ ❛/♣❡❝&/✱ &❤❡ ♣'❛❝&✐❝❛❧ ❛/♣❡❝&/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 4✉✐&❡ ✐♥&❡♥/❡❧②

/&✉❞✐❡❞✳ ■& ❢♦❧❧♦✇/ &❤❛& &❤❡ ❧✐&❡'❛&✉'❡ ♦♥ &❤✐/ &♦♣✐❝ ✐/ '❡❧❛&✐✈❡❧② ❞❡♥/❡✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ &❤❡

✐♠♣♦'&❛♥& ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥/ ♦❢ &❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ✐♥ ■❈ ♠❛♥✉❢❛❝&✉'✐♥❣ ❧❡❞ &♦ &❤❡ /&✉❞② ♦❢ /♦♠❡

✈❡'② /♣❡❝✐✜❝ ✈❛'✐❛♥&/✳ ❚❤❛& ✐/ ✇❤② ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉/ ♦♥ '❡❢❡'❡♥❝❡ ✇♦'❦/ ♦♥ &❤✐/ &♦♣✐❝✳

❚❤❡ ❝♦♥/✐❞❡'❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ②✐❡❧❞ ✐♥ ✇❛❢❡'✲&♦✲✇❛❢❡' ✐♥&❡❣'❛&✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ✜'/& ✐♥&'♦✲

❞✉❝❡❞ ❜② ❙♠✐&❤ ❡& ❛❧✳ ✐♥ ❬❙♠✐✰✵✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡' &❤❡ ❢♦'♠❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❛♥❞ &❤❡

✐♥&'♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❢'❛♠❡✇♦'❦ ✇❡ ✉/❡ &♦ &❛❝❦❧❡ ✐& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥&'♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘❡❞❛ ❡& ❛❧✳

✐♥ ❬❘❙❙✵✾❪✳ ■♥ ❈❤❛♣&❡' ✺ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉/❡❞ ♦♥ &❤❡ ♣'♦♣♦/❡❞ ❤❡✉'✐/&✐❝/ ❢♦' max
∑

1✳
❇✉& ❛✉&❤♦'/ ♦❢ &❤❡ ❛'&✐❝❧❡ ♣'♦✈✐❞❡ /❡✈❡'❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥&/ ❞❡/✐❣♥❡❞ &♦ ❛♥❛❧②③❡ &❤❡ ✐♠♣❛❝&

♦❢ &❤❡ ♥❛&✉'❛❧ ♣❛'❛♠❡&❡'/ m,n, p ❛♥❞ YW ♦♥ &❤❡ /♦❧✉&✐♦♥ 4✉❛❧✐&②✱ ✇❤❡'❡ YW ✐/ ❞❡✜♥❡❞

❛/ &❤❡ ❞✐❡ ②✐❡❧❞✳ ■♥ ♦&❤❡' ✇♦'❞✱ ✐& ❝❛♥ ❜❡ /❡❡♥ ❛/ &❤❡ '❛&✐♦ ♦❢ &❤❡ ♦✈❡'❛❧❧ ♥✉♠❜❡' ♦❢

✈✐❛❜❧❡/ ❞✐❡/ ✐♥ ❛❧❧ &❤❡ ✇❛❢❡' ❝♦♠♣❛'❡❞ &♦ &❤❡ &♦&❛❧ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❞✐❡/✳ ▼♦'❡ ❢♦'♠❛❧❧②✱ &❤❡

❛✉&❤♦'/ ❞❡✜♥❡ ✐& ❛/✿

YW =
1

mnp

∑

i∈[m]

∑

j∈[n]

∑

l∈p

vij [l]

✳ ❚❤❡② /❤♦✇ &❤❛& &❤❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❤❡✉'✐/&✐❝/ ❝❛♥ ❧❡❛❞ &♦ /✐❣♥✐✜❝❛♥& ✐♠♣'♦✈❡♠❡♥& ❡/♣❡❝✐❛❧❧②

✇❤❡♥ m &❛❦❡/ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡/✱ ✇❤❡♥ &❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛❢❡' ②✐❡❧❞ YW ✐/ ❧♦✇ ♦' ✇❤❡♥ p &❛❦❡/

❧♦✇ ✈❛❧✉❡/✳ ■♥ ❛ ❧❛/& &✐♠❡✱ &❤❡② &'② &♦ ❡✈❛❧✉❛&❡ &❤❡ ♣'♦✜& ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝& ❜② ✐♥❝'❡❛/✐♥❣

&❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛❢❡'/ ♣❡' /❡& ✇❤❡♥ &❤❡ ❞✐❡ ②✐❡❧❞ ✐/ ❧♦✇✳

■♥ ❧✐♥❡ ✇✐&❤ &❤❡ ♣'❡✈✐♦✉/ ✇♦'❦ ♦❢ ❘❡❞❛ ❡& ❛❧✳ ❬❘❙❙✵✾❪✱ ❱❡'❜'❡❡ ❡& ❛❧✳ ❬❱❡'✰✶✵❪

♣'♦♣♦/❡ ❛ ♠❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ ❡4✉❛&✐♦♥ &❤❛& ❛♣♣'♦①✐♠❛&❡/ &❤❡ ❡①♣❡❝&❡❞ /&❛❝❦ ②✐❡❧❞ ♦❢ &❤❡

♠❛&❝❤✐♥❣ ❤❡✉'✐/&✐❝✳ ❚❤❡② ❝♦♥❢'♦♥& &❤❡✐' ♠❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐&❤ ❡①♣❡'✐♠❡♥& '❡/✉❧&/

♦♥ ♠♦'❡ &❤❛♥ ✶✵✵✵✵ ✐♥/&❛♥❝❡/✳ ❇❛/❡❞ ♦♥ &❤❡/❡ ✈❡'② ❧❛'❣❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✐♥/&❛♥❝❡/✱ &❤❡②

♣'♦♣♦/❡ '❡✜♥❡♠❡♥& ♦❢ &❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥& ♦❢ ❘❡❞❛ ❡& ❛❧✳ ❚❤❡② ✐♥❞❡❡❞ ✐♥✈❡/&✐❣❛&❡ &❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛❢❡'/ ♣❡' /❡& ❢♦' ❞✐✛❡'❡♥& ✈❛❧✉❡/ ♦❢ YW ✱ p ❛♥❞m✳ ❚❤❡② /❤♦✇

❢♦' ❡①❛♠♣❧❡ &❤❛& &❤❡ ✐♠♣'♦✈❡♠❡♥& ♦❢ &❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❡ ②✐❡❧❞ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡& ❢'♦♠ ❝♦♥/✐❞❡'✐♥❣

❛ /❡& ♦❢ 50 ✇❛❢❡'/ ✐♥/&❡❛❞ ♦❢ ❛ /❡& ♦❢ 25 ✇❛❢❡'/ ✐/ ♠♦'❡ ✐♠♣♦'&❛♥& ✐❢ &❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢

❧❛②❡'/ ✐♥ &❤❡ /&❛❝❦ ✭❛♥❞ &❤✉/ &❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ /❡&/✮ ✐/ ❡4✉❛❧ &♦ ✻ ✐♥/&❡❛❞ ♦❢ ✸✳ ❚❤❡②

✜♥❛❧❧② ❛❞❞'❡// ❛♥ ✐♥&❡'❡/&✐♥❣ ♣'♦❜❧❡♠ ❛'✐/✐♥❣ ✇❤❡♥ &❤❡ ❢❛✐❧✉'❡/ ♠❛♣ ♦❢ &❤❡ ✇❛❢❡' ✐/

♥♦& ❦♥♦✇♥✳ ■♥ &❤✐/ ♣'♦❜❧❡♠ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ✐/ &♦ ❞❡&❡'♠✐♥❡ ✐♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ YW ✱ p ❛♥❞ m
✇❤❡&❤❡' &❤❡ ♣'♦✜& &❤❛& ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ &❤❛♥❦/ ✇✐&❤ &❤❡ ❞✐❡ ②✐❡❧❞ ✐♥❝'❡❛/❡ &❤❛♥❦/ &♦

♠❛&❝❤✐♥❣ ❤❡✉'✐/&✐❝ ❝♦✉♥&❡'❜❛❧❛♥❝❡ ♦' ❡✈❡♥ ♦✈❡'❝♦♠❡ &❤❡ ❡①♣❡♥/❡/ ♥❡❡❞❡❞ &♦ ❝♦♠♣✉&❡

&❤❡ ❢❛✐❧✉'❡ ♠❛♣ ♦❢ &❤❡ ✇❛❢❡'/✳

❚❤❡/❡ &✇♦ ♣❛♣❡'/ ❛'❡ &❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ ✇♦'❦/ ♦♥ &❤❡ /&✉❞② ♦❢ ②✐❡❧❞ ✐♠♣'♦✈❡♠❡♥& ❜❛/❡❞

♦♥ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❤❡✉'✐/&✐❝ ❛♣♣'♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡' ♦♥❡ ❝❛♥ ❝✐&❡ ♦&❤❡' ✐♥&❡'❡/&✐♥❣ ✇♦'❦/ ❡✐&❤❡'

♦♥ /✐❣❤&❧② ❞✐✛❡'❡♥& ♣'♦❜❧❡♠/ ♦' ❞✐✛❡'❡♥& ❛♣♣'♦❛❝❤ ♦❢ &❤❡ /❛♠❡ ♣'♦❜❧❡♠✳

■♥ ❬❚❛♦✰✶✵❪✱ &❤❡ ❛✉&❤♦'/ ❢♦❝✉/❡❞ ♦♥ &❤❡ ②✐❡❧❞ ✐♠♣'♦✈❡♠❡♥& ♦❢ ✇❛❢❡'✲&♦✲✇❛❢❡' ✐♥✲

&❡❣'❛&✐♦♥ ✇✐&❤  ✉♥♥✐♥❣  ❡♣♦(✐)♦ ✐❡(✳ ■♥ &❤❡ ♣'♦❜❧❡♠/ ✇❡ ❝♦♥/✐❞❡'✱ &❤❡ /❡&/ ♦❢ ✇❛❢❡'/

❛'❡ ✐♠♣❧✐❝✐&❧② ❝♦♥/✐❞❡'❡❞ ❛/ ()❛)✐❝  ❡♣♦(✐)♦ ✐❡(✳ ■♥ /✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥✱ ✇❡ ❛'❡ ❣✐✈❡♥

n ✇❛❢❡'/✱ ❡❛❝❤ ♦❢ &❤❡/❡ ✇❛❢❡'/ ❤❛/ &♦ ❜❡ ✐♥&❡❣'❛&❡❞ ✐♥&♦ ❛ /&❛❝❦✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥/✐❞❡'✐♥❣

 ✉♥♥✐♥❣  ❡♣♦(✐)♦ ✐❡(✱ &❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛❢❡'/ ♣❡' /❡& ✐/ ❝♦♥/&❛♥& ❛♥❞ ❡4✉❛❧ &♦ n✳ ■♥ ♦&❤❡'



✾✳✷✳ ■◆❙❚❆◆❈❊ ●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ✶✸✸

✇♦$❞&✱ ❛& &♦♦♥ ❛& ❛ ✇❛❢❡$ ♦❢ ❛ &❡, ✐& ✉&❡❞ ,♦ ❞❡&✐❣♥ ❛ &,❛❝❦✱ ❛ ♥❡✇ ✇❛❢❡$ ✐& ✐♥&❡$,❡❞ ✐♥

❡❛❝❤ &❡,✳ ❚❤❡ ♣$♦❝❡&& &,♦♣& ❛❢,❡$ ,❤❡ ❝$❡❛,✐♦♥ ♦❢ n &,❛❝❦&✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣$♦❝❡&& ❝❛♥ ❜❡ &❡❡♥

❛& ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ✈❡$&✐♦♥ ♦❢ ,❤❡  !❛!✐❝ %❡♣♦ ✐!♦%✐❡ ❝♦♥✜❣✉$❛,✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉,❤♦$& ✐♥✈❡&,✐❣❛,❡

,❤❡ ②✐❡❧❞ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥, ,❤❛, &♦♠❡ ❛❞❛♣,❛,✐♦♥& ♦❢ ,❤❡ ♠❛,❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦$✐,❤♠ ❝❛♥ ♣$♦✈✐❞❡✳

❚❤❡② ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥&✐❞❡$ ❞✐✛❡$❡♥, ❞❡❝✐&✐♦♥ ❝$✐,❡$✐❛✳ ❆, ❡❛❝❤ ✐,❡$❛,✐♦♥ ❛ ❢❡❛&✐❜❧❡ &♦❧✉,✐♦♥

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ,❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ❝$✐,❡$✐♦♥ ✐& ❝♦♠♣✉,❡❞✳ ❆♠♦♥❣ ,❤❡ n ♣♦&&✐❜❧❡ &,❛❝❦&

♦❢ ,❤❡ ❢❡❛&✐❜❧❡ &♦❧✉,✐♦♥✱ ,❤❡ ♦♥❡ ,❤❛, ❝♦♥,$✐❜✉,❡ ,❤❡ ♠♦&, ,♦ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ❝$✐,❡$✐♦♥ ✐&

&❡❧❡❝,❡❞✳ ❚❤❡ &❡, ❛$❡ ,❤❡♥ $❡♣❧❡♥✐&❤❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❢❡❛&✐❜❧❡ &♦❧✉,✐♦♥ ✐& ❝♦♠♣✉,❡❞✳ ❚❤❡②

♣$♦✈❡ ,❤❛, ❢♦$ ❡✈❡$② ❝♦♥&✐❞❡$❡❞ ❝$✐,❡$✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝, ❛ ♠♦$❡ ♦$ ❧❡&& ✐♠♣♦$,❛♥, ❞✐❡

②✐❡❧❞ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥, ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛$❡❞ ,♦ ❣$❡❡❞② ❛❧❣♦$✐,❤♠ ,❤❛, &❡❧❡❝,& ❛, ❡❛❝❤ ✐,❡$❛,✐♦♥

,❤❡ ❢❡❛&✐❜❧❡ &,❛❝❦ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♣$♦✜, ❛❝❝♦$❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ❝♦♥&✐❞❡$❡❞ ❝$✐,❡$✐♦♥✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧&♦ ❝✐,❡ ❞✐✛❡$❡♥, ♠❡,❤♦❞& ❢♦$ ✐♠♣$♦✈✐♥❣ ,❤❡ ❡①♣❡❝,❡❞ ❞✐❡ ②✐❡❧❞✳ ■♥ ❬❚❍✶✶❪✱

,❤❡ ❛✉,❤♦$& ❝♦♥&✐❞❡$ ❛ ,❡❝❤♥✐F✉❡ ✐♥&♣✐$❡❞ ❢$♦♠ $❡♣❛$❛,✐♦♥ ♦❢ ❢❛✉❧,② &❡❝,♦$& ✐♥ ♠❡♠♦$②

❝❤✐♣& ♠❛♥✉❢❛❝,✉$✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ,❤❡ $❡❞✉♥❞❛♥❝② ,❡❝❤♥✐F✉❡✳ ■♥ ,❤✐& ,❡❝❤♥✐F✉❡✱ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧

♠❡♠♦$② &❡❝,♦$& ❛$❡ ❛❞❞❡❞ ,♦ ,❤❡ ❝❤✐♣✳ ❆& &♦♦♥ ❛& ❛ ❢❛✐❧✉$❡ ♦❢ ❛ &❡❝,♦$ ✐& ❞❡,❡❝,❡❞✱

❛ ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❛❞❞$❡&&✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ ❝❤✐♣ ✐& ♣❡$❢♦$♠❡❞ ,♦ ♣♦✐♥, ♦♥ ,❤❡ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧

✈✐❛❜❧❡ ♠❡♠♦$②✳ ❇❛&❡❞ ♦♥ ,❤✐& ♣$✐♥❝✐♣❧❡✱ ❚❛♦✉✐❧ ❡, ❛❧✳ ❬❚❍✶✶❪ ✐♥✈❡&,✐❣❛,❡ ,❤❡ ②✐❡❧❞

✐♠♣$♦✈❡♠❡♥, ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝, ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡①,$❛ ✇❛❢❡$ ♦♥ ,❤❡ ❝$❡❛,❡❞ &,❛❝❦ ,❤❛, ❛✐♠&

❛, %❡♣❛✐%✐♥❣ ❧♦❝❛,✐♦♥& ,❤❛, ❛$❡ ❛❧♠♦&, ✈✐❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ❧♦❝❛,✐♦♥& ✐♥ ✇❤✐❝❤ m − 1 ❞✐❡& ❛$❡

✈✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡② &❤♦✇ ,❤❛, ,❤✐& ,❡❝❤♥✐F✉❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ ,♦ &✐❣♥✐✜❝❛♥, ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ ❞✐❡

②✐❡❧❞ ❡&♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ✐♥&,❛♥❝❡& ✇❤❡$❡ ♠❛,❝❤✐♥❣ ❤❡✉$✐&,✐❝& ❛$❡ F✉✐,❡ ❜❛❞✳

❚♦ ✜♥✐&❤✱ ✇❡ ♠❡♥,✐♦♥ ✇♦$❦ ♦❢ ●✐$♦✉❞❡❛✉ ❡, ❛❧✳ ❬●✐$✰✶✷❪ ,❤❛, ♣❛$,✐❛❧❧② ♠♦,✐✈❛,❡❞

,❤✐& K❤❉ ,❤❡&✐&✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ,❤❡ ♦♥❧② $❡❢❡$❡♥❝❡✱ ,♦ ♦✉$ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ,❤❛, ❛✐♠& ❛, ♦♣,✐♠❛❧❧②

,❛❝❦❧✐♥❣ ,❤❡ ✇❛❢❡$✲,♦✲✇❛❢❡$ ✐♥,❡❣$❛,✐♦♥✳ ❚❤❡② ♣$♦♣♦&❡ ❛ ❜$❛♥❝❤✲❛♥❞✲♣$✐❝❡ ❛❧❣♦$✐,❤♠

❢♦$ ,❤❡ ❧❛,,❡$✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ &✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠ ❛♣♣❡❛$& ,♦ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥, ✐♥ ♣$❛❝,✐❝❡ ❜❡❝❛✉&❡

♦❢ &♦♠❡❤♦✇ ✐♥❡✣❝✐❡♥, ❞♦♠✐♥❛,✐♦♥ $✉❧❡&✳

✾✳✷ ■♥%&❛♥❝❡ ❣❡♥❡+❛&✐♦♥

✾✳✷✳✶ ❈♦♥'✐❞❡+❡❞ ♠♦❞❡❧

❆ ♥❛,✉$❛❧ F✉❡&,✐♦♥ ❛$✐&✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♥&✐❞❡$✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥,& ✐& ,❤❡ ✇❛② ,♦ ❣❡♥❡$❛,❡ ,❤❡

✐♥&,❛♥❝❡& ♦♥ ✇❤✐❝❤ ,❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥,& ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞✳ ■♥ ,❤✐& &❡❝,✐♦♥ ✇❡ ♣$❡&❡♥, ,❤❡

♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉&❡❞ ,♦ ❣❡♥❡$❛,❡ ♦✉$ ✐♥&,❛♥❝❡&✳ ❲❡ ❛❧&♦ ♣$❡&❡♥, ,❤❡ ❧✐♠✐,& ✇❡ ✐❞❡♥,✐✜❡❞

❢♦$ &✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✐③❛,✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❜$✐❡✢② ♣$❡&❡♥, ❛ ♠♦$❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜✉, ♠♦$❡ ❛❝❝✉$❛,❡

♠♦❞❡❧ ,❤❛, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉&❡❞ ,♦ ❣❡♥❡$❛,❡ ✐♥&,❛♥❝❡& ✐♥ ❬❘❙❙✵✾❀ ❱❡$✰✶✵❀ ❚❛♦✰✶✵❪✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉&❡❞ ✐& ❛ &✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ,❤❛, ❛✐♠& ❛, ,❛❦✐♥❣ ✐♥,♦ ❝♦♥&✐❞❡$❛,✐♦♥

,❤❡ ❞✐&,$✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❢❛✐❧✉$❡& ♦♥ ❛ ✇❛❢❡$ ✐♥ ,❤❡ ✐♥❞✉&,$✐❛❧ ♣$♦❝❡&&❡&✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥

♦❜&❡$✈❡ ,❤❛, ,❤❡ ❢❛✐❧✉$❡& ❛$❡ ♥♦, ✉♥✐❢♦$♠❧② ❞✐&,$✐❜✉,❡❞ ♦♥ ❛ ✇❛❢❡$✳ ❚❤❡ ❞✐❡& ❧♦❝❛,❡❞

♦♥ ,❤❡ $✐♠ ❜❡✐♥❣ ♠♦$❡ ❧✐❦❡❧② ❢❛✉❧,② ,❤❛♥ ,❤❡ ♦♥❡ ❧♦❝❛,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝❡♥,❡$ ♦❢ ,❤❡ ✇❛❢❡$✳

▼♦$❡♦✈❡$✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧&♦ &❡❡ ,❤❛, ,❤❡ ❡①♣❡❝,❡❞ ②✐❡❧❞ ♦❢ ,✇♦ ❝♦♥&❡❝✉,✐✈❡ ❡♥❣$❛✈❡❞

✇❛❢❡$& ✐& ✈❡$② &✐♠✐❧❛$✳ ■, ❢♦❧❧♦✇& ,❤❛, ✇❛❢❡$& ♦❢ ❛ &❛♠❡ &❡, &❤❛$❡ ❛❧♠♦&, ,❤❡ &❛♠❡

❡①♣❡❝,❡❞ ②✐❡❧❞✳
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❇❛%❡❞ ♦♥ *❤❡%❡ ♦❜%❡-✈❛*✐♦♥%✱ ❉✐ ◆❛*❛❧❡ ❡* ❛❧✳ ❬◆❛*✰✶✸❪ ❞❡✜♥❡ *❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐*② ❢♦- ❛

❞✐❡ *♦ ❜❡ ❢❛✉❧*② ❛%✿

P (vij [l] = 0) = 47.5

(

1−
l

p

)

+ 50(Y − YW ) ✭✾✳✶✮

■♥ *❤❡ ♣-❡✈✐♦✉% ❡B✉❛*✐♦♥✱ Y ❝♦--❡%♣♦♥❞% *♦ *❤❡ ❝✉--❡♥* ✇❛❢❡- ②✐❡❧❞✱ ✐✳❡✳ ✐* -❡♣-❡%❡♥*%

*❤❡ ②✐❡❧❞ ❝♦♠♣✉*❡❞ ♦♥ *❤❡ ♣♦%✐*✐♦♥ 1 *♦ l−1✳ ❲❡ ❝❛♥ %❡❡ *❤❛* *❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐*② ❞❡❝-❡❛%❡%

✇✐*❤ *❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ *❤❡ ❝♦♥%✐❞❡-❡❞ ❞✐❡ ❛♥❞ ❞❡❝-❡❛%❡% ✇✐*❤ *❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ♥♦♥❢✉♥❝*✐♦♥❛❧

❞✐❡% ✐♥ *❤❡ ❝♦♥%✐❞❡-❡❞ %❡* ❡♥%✉-✐♥❣ *❤✉% ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉- %✐♠✐❧❛- *♦ ♣-❡✈✐♦✉%❧② ♣-❡%❡♥*❡❞

❝♦♥%*-❛✐♥*%✳

✾✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ (❡)*(✐❝*✐♦♥)

❆% ❢♦- ❛♥② %✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✱ *❤❡ ❧❛**❡- ♣-❡%❡♥* %♦♠❡ -❡%*-✐❝*✐♦♥%✳

❋✐-%* *❤❡ ❧✐♥❡❛- ❞❡❝-❡❛%✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐*② ♦❢ ❢❛✐❧✉-❡% %❡❡♠% *♦ ❜❡ ✐♥❛♣♣-♦♣-✐❛*❡✳

❲♦-❦% ♦❢ ❙*❛♣♣❡- ❡* ❛❧✳ ❬▼N✽✾❀ ❙*❛✽✾❛❀ ❙*❛✽✾❜❀ ❙*❛✽✻❀ ❙❆❙✽✸❀ ❚❇✾✶❀ ❙❘✾✺❪ ❛♠♦♥❣

♦*❤❡-%✱ %❤♦✇ *❤❛* ❛ ♥❡❣❛*✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐%*-✐❜✉*✐♦♥ ❧❛✇ %❡❡♠% *♦ ❜❡ ♠♦-❡ ❛♣♣-♦♣-✐❛*❡✳

❚❤❡② ❛❧%♦ %❤♦✇ *❤❛* *❤❡ ❢❛✐❧✉-❡% ♦❝❝✉--✐♥❣ ♥❡❛- ❢-♦♠ *❤❡ ❝❡♥*❡- ♦❢ *❤❡ ✇❛❢❡-✱ ❞✉❡ *♦

*❤❡ ♣-❡%❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛-*✐❝❧❡%✱ ❛-❡ ♥♦* ✉♥✐❢♦-♠❧② ❞✐%*-✐❜✉*❡❞✱ ❜✉* %❤♦✇% ❛ %❧✐❣❤* *❡♥❞❡♥❝②

*♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ *❤❡ %❛♠❡ ❛-❡❛ ❢♦- ✇❛❢❡-% ♦❢ ❛ %❛♠❡ %❡*✳

●✐✈❡♥ ❛ ♣♦%✐*✐♦♥ l✱ *❤❡ ❢❛✐❧✉-❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐*② ♦❢ *❤❡ ❞✐❡ ❧♦❝❛*❡❞ ❛* ♣♦%✐*✐♦♥ l %*-♦♥❣❧②
❞❡♣❡♥❞% ♦♥ *❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❢❛✐❧✉-❡% ♦❝❝✉--✐♥❣ ✐♥ *❤❡ ♣♦%✐*✐♦♥ 1 *♦ l−1✳ ❚❤✐% ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❧❡❛❞% *♦ %✐❞❡ ❡✛❡❝*% ♦♥ *❤❡ ♦✈❡-❛❧❧ ❞✐%*-✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉-❡% ♦♥ *❤❡ ✇❛❢❡-✳ ■♥❞❡❡❞✱ *✇♦

✇❛❢❡-% ❤❛✈✐♥❣ %✐♠✐❧❛- ❞✐%*-✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉-❡% ✐♥ *❤❡✐- ❝❡♥*❡- ❧✐❦❡❧② ❤❛✈❡ %✐♠✐❧❛- ❢❛✐❧✉-❡%

❞✐%*-✐❜✉*✐♦♥ ♦♥ *❤❡✐- ✇❤♦❧❡ ❛-❡❛✳ ❲❡ ✇✐❧❧ %❡❡ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✵✳✸✱ *❤❛* %✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉-

♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ✉♥❡①♣❡❝*❡❞ -❡%✉❧*%✳

✾✳✷✳✸ ❆❧*❡(♥❛*✐✈❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❣❡♥❡-❛*✐♦♥ ♦❢ -❛♥❞♦♠ ✇❛❢❡-% ❤❛% ❜❡❡♥ ❡①*❡♥%✐✈❡❧② %*✉❞✐❡❞ ✐♥ *❤❡ ❧❛*❡ ✽✵✬%✳ ❚❤❡%❡

%*✉❞✐❡% ❧❡❞ *♦ ❛ B✉✐*❡ ❛❝❝✉-❛*❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛%❡❞ ♦♥ *❤❡ ♥❡❣❛*✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐%*-✐❜✉*✐♦♥✳ ■♥

*❤✐% ♠♦❞❡❧ *❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛❢❡- ✐% ❣✐✈❡♥ ❜②✿

(

1 +

(
AD0

α

))−α

✇❤❡-❡ A ✐% *❤❡ ❛-❡❛ ♦❢ ❛ ❞✐❡✱ D0 ✐% *❤❡ ❞❡❢❡❝* ❞❡♥%✐*② ❛♥❞ α ✐% *❤❡ ❝❧✉%*❡-✐♥❣ -❛*✐♦✳

✾✳✸ ❊①♣❡'✐♠❡♥+ ❝❤❛'❛❝+❡'✐/+✐❝/

▲❡* ✉% ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ *❤❡ ❝❤❛-❛❝*❡-✐%*✐❝% ♦❢ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡-✐♠❡♥*%✳ ❊✈❡-② ❡①♣❡-✐♠❡♥*

✐% ♣❡-❢♦-♠❡❞ ♦♥ ❛ ✇♦-❦%*❛*✐♦♥ ❡B✉✐♣♣❡❞ ✇✐*❤ ■♥*❡❧ ❳❡♦♥ ♣-♦❝❡%%♦-% ♣-♦✈✐❞✐♥❣ *✇❡♥*②

❝♦-❡% -✉♥♥✐♥❣ ❛* ✷✳✽ ●❍③ ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ❧❛**❡- ✐% ❡B✉✐♣♣❡❞ ✇✐*❤ 68●❜ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦-②✳

*❤❡ ✉%❡ ♦❢ %✉❝❤ ❛ ♣♦✇❡-❢✉❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐% ❥✉%*✐✜❡❞ ❜② *❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥% ♦❢ *❤❡ ❝♦♥%✐❞❡-❡❞
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♣$♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐0 1❡❡♠1 $❡❛1♦♥❛❜❧❡ 0♦ ❝♦♥1✐❞❡$ 1✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣✉0✐♥❣ ♣♦✇❡$ 0♦ 0❛❝❦❧❡

0❤❡1❡ ♣$♦❜❧❡♠1 ❞✉$✐♥❣ ✐♥❞✉10$✐❛❧ ♣$♦❝❡11❡1✳

❲❡ ✉1❡ 0❤❡ ❈;▲❊❳ ✶✷✳✻ ✐♥0❡$❛❝0✐✈❡ 1♦❧✈❡$ ❛1 ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① 0♦ 1♦❧✈❡ ■▲; ❢♦$♠✉❧❛0✐♦♥1✱

✇✐0❤ ❞❡❢❛✉❧0 ❝♦♥✜❣✉$❛0✐♦♥ ✉♥❧❡11 ❡①♣❧✐❝✐0❧② ♦0❤❡$✇✐1❡ 10❛0❡❞✳

❋✉$0❤❡$♠♦$❡ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥1✐❞❡$ ❈;❯ 0✐♠❡✳ ❆1 ❛ $❡♠✐♥❞❡$ 0❤❡ ❈;❯ 0✐♠❡ 0$✐❡1 0♦

♠❡❛1✉$❡ 0❤❡ ❛♠♦✉♥0 ♦❢ 0✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❛ 1✐♥❣❧❡ ♣$♦❝❡11♦$ ♠❛❝❤✐♥❡ 0♦ 1♦❧✈❡ 0❤❡ ♣$♦❜❧❡♠✳

❘♦✉❣❤❧② 1♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐0 ❝❛♥ ❜❡ 1❡❡♥ ❛1 0❤❡ 1✉♠ ♦❢ 0❤❡ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥ ❞✉$❛0✐♦♥1 ♦✈❡$❛❧❧ ❛❧❧

0❤❡ ❝♦$❡1 ❜❡✐♥❣ ♣❛$0 ♦❢ 0❤❡ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥✳
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✶✵

■▲$ ❢♦'♠✉❧❛,✐♦♥/

❈♦♥#❡♥#%

✶✵✳✶ ▼♦❞❡❧ ❞❡(❝*✐♣-✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✵✳✶✳✶ ▼❉❆ ✐♥%♣✐'❡❞ ❢♦'♠✉❧❛0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✵✳✶✳✷ ❍✉❜ %❡0 ❢♦'♠✉❧❛0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✶✵✳✷ ■▲4 ❝♦♠♣❛*✐(♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✶✵✳✷✳✶ ▲8 '❡❧❛①❛0✐♦♥% ❝♦♠♣❛'✐%♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✶✵✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧ ❘❡%✉❧0% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✶✵✳✸ ■▲4 ❜❛(❡❞ ❤❡✉*✐(-✐❝( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✶✵✳✸✳✶ 8'✐♥❝✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✶✵✳✸✳✷ ❈♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧ ❘❡%✉❧0% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✶✵✳✹ ❙❡-( ❛❣❣*❡❣❛-✐♦♥ -❡❝❤♥✐?✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✶✵✳✹✳✶ ▼♦❞✉% ❖♣❡'❛♥❞✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✶✵✳✹✳✷ ❈♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧ '❡%✉❧0% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✶✵✳✺ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ✐# ❞❡✈♦'❡❞ '♦ ♣)❡#❡♥' ❛♥❞ ❝♦♠♣❛)❡ #♦♠❡ ■▲1 ❜❛#❡❞ )❡#♦❧✉'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞#✳

■♥ ❛ ✜)#' '✐♠❡ ✇❡ ✐♥')♦❞✉❝❡ '✇♦ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥#✳ ❚❤❡ ✜)#' ♦♥❡ ✐♥')♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘❡❞❛ ❡'

❛❧✳ ❬❘❙❙✵✾❪ ✉#❡# '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' '❤❡ ❲❛❢❡)✲'♦✲❲❛❢❡) ✐♥'❡❣)❛'✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠# ❛)❡ ♣❛)'✐❝✉❧❛)

❝❛#❡# ♦❢ ▼❉❆✳ ❚❤❡② ♣)♦♣♦#❡ ❛♥ ❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝❧❛##✐❝❛❧ ■▲1 ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ ✉#❡❞ '♦

❞❡#❝)✐❜❡ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡) ✇❡ ♣)♦✈✐❞❡ ✐♥ '❤✐# ♠❛♥✉#❝)✐♣'✱ '❤❡ ✐♠♣)♦✈❡❞ ❢♦)♠✉✲

❧❛'✐♦♥ ♦❢ ❉♦❦❦❛ ❡' ❛❧✳ ❬❉♦❦✰✶✷❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉♥♥❡❝❡##❛)② ❝♦♥#')❛✐♥'# ❛)❡ )❡♠♦✈❡❞✳ ❲❡

♣)♦✈✐❞❡ ❛ #'✉❞② ♦♥ '❤❡ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥# ♦❢ #✉❝❤ ❛ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞❡❡❞ #❡❡ '❤❛' '❤✐#

❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ ❤❛# ♠❡♠♦)② ❝♦♠♣❧❡①✐'② ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧ ✐♥ '❤❡ ♣❛)❛♠❡'❡) m✱ ✇❡ '❤✉#

✶✸✼



✶✸✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✵✳ ■▲# ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙

#$② #♦ ❞❡#❡$♠✐♥❡ ✇❤❛# ❛$❡ #❤❡ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ ♣❛$❛♠❡#❡$2 n ❛♥❞ m ❢♦$ ✇❤✐❝❤ #❤❡ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥

$❡#✉$♥2 2♦❧✉#✐♦♥ ✇✐#❤♦✉# ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ♠❡♠♦$② ❝❛♣❛❝✐#②✳

❚❤❡ 2❡❝♦♥❞ ■▲< ❤❛2 ❜❡❡♥ ✐♥#$♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉♦❦❦❛ ❡# ❛❧✳ ❬❉♦❦✰✶✷❪✳ ❚❤✐2 ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥

✐2 ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ♠♦#✐✈❛#❡❞ ❜② #❤❡ ♠❡♠♦$② ✐22✉❡2 ♦❢ #❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2 ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥✳

■♥ ❛ ✜$2# #✐♠❡✱ ✇❡ ♣$♦♣♦2❡ ❛ 2❧✐❣❤# ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ❜② $❡❞✉❝✐♥❣ #❤❡

♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝♦♥2#$❛✐♥#2 ❛♥❞ #❤❡♥ 2❤♦✇ #❤❛# #❤❡ ▲< $❡❧❛①❛#✐♦♥ ♦❢ #❤✐2 ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ✐2

✇❡❛❦❡$ #❤❛♥ #❤❡ ▲< $❡❧❛①❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2 ♦♥❡✳

❈♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧ $❡2✉❧#2 ❛$❡ #❤❡♥ ♣$♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐2 #♦ ♥✉♠❡$✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛$❡ #❤❡

❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥2 ❜✉# ❛❧2♦ #♦ 2#✉❞② #❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ♦❢ #❤❡ 2❡❝♦♥❞ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢

#❤❡ ✐♥♣✉# ♣❛$❛♠❡#❡$2 ✭m✱ n✱ p✱ YW ✮✳ ❇❛2❡❞ ♦♥ #❤❡ ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥ ♦❢ #❤✐2 ✇♦$❦✱ ✇❡ ♣$♦♣♦2❡

■▲< ❜❛2❡❞ ❤❡✉$✐2#✐❝2 ✐♥ ❈❤❛♣#❡$ ✶✵ ❛♥❞ ♣$♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧ $❡2✉❧#2 #♦ ❡✈❛❧✉❛#❡ #❤❡✐$

♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡2 ❝♦♠♣❛$❡❞ #♦ ❡①❛❝# $❡2♦❧✉#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞2✳

❚♦ ✜♥✐2❤✱ ✇❡ ♣$❡2❡♥# ✐♥ ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥ ❛ ❧✐2# ♦❢ ❡①♣❡$✐♠❡♥#❛#✐♦♥2 ❞❡2✐❣♥❡❞ #♦ ❛♥2✇❡$

#❤❡ K✉❡2#✐♦♥ ❛$✐2✐♥❣ #❤$♦✉❣❤♦✉# #❤❡ ❝❤❛♣#❡$✳

✶✵✳✶ ▼♦❞❡❧ ❞❡(❝*✐♣-✐♦♥

■♥ #❤✐2 2❡❝#✐♦♥ ✇❡ ♣$❡2❡♥# #✇♦ ■▲< ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥2 ♠♦❞❡❧✐③✐♥❣ min
∑

0✳ ❇✉# ✜$2# ❧❡# ✉2

♠❛❦❡ ❢❡✇ $❡♠❛$❦2 ♦♥ ❝♦♥✈❡♥#✐♦♥2 ✇❡ ✉2❡ ✐♥ #❤✐2 ♣❛$#✳ ❲❤✐❧❡ #❤❡ ♥♦#✐♦♥2 ♦❢ ✈❡❝#♦$2✱

❝♦♦$❞✐♥❛#❡2 ❛♥❞ m✲#✉♣❧❡2 ❛$❡ ❛♣♣$♦♣$✐❛#❡ #♦ ❤❛♥❞❧❡ #❤❡♦$❡#✐❝❛❧ ❛2♣❡❝#2 ♦❢ #❤❡ ❝♦♥2✐❞✲

❡$❡❞ ♣$♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝♦♥2✐❞❡$ #❤❛# #❤❡ ❡K✉✐✈❛❧❡♥# ♥♦#✐♦♥2 ♦❢ ✇❛❢❡$2✱ ❞✐❡2 ✭♦$ ♣♦2✐#✐♦♥2✮ ❛♥❞

2#❛❝❦2 ❣✐✈❡ ❛ ❜❡##❡$ ✐♥#✉✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐2♠2 ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ #❤❡ ♣$❛❝#✐❝❛❧ $❡2♦❧✉#✐♦♥✳

❚❤❛# ✐2 ✇❤② ✇❡ ✇✐❧❧ ✉2❡ #❤✐2 #❡$♠✐♥♦❧♦❣② ✐♥ #❤❡ 2❡❝#✐♦♥2 ❞❡✈♦#❡❞ #♦ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧

$❡2✉❧#2 ♣$❡2❡♥#❛#✐♦♥✳

✶✵✳✶✳✶ ▼❉❆ ✐♥%♣✐'❡❞ ❢♦'♠✉❧❛0✐♦♥

▼♦❞❡❧ ♦✈❡&✈✐❡✇

❆2 ♣♦✐♥#❡❞ ♦✉# ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✺✳✶✱ #❤❡ ❝♦♥2✐❞❡$❡❞ ♣$♦❜❧❡♠2 ❛$❡ 2♦♠❡ ♣❛$#✐❝✉❧❛$ ❝❛2❡2 ♦❢

#❤❡ ▼❉❆ ♣$♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ■▲< ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ✉2❡❞ #♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ #❤❡ ❧❛##❡$ ❝❛♥ #❤✉2 ❜❡ ✉2❡❞

#♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ #❤❡ max
∑

1 ❛♥❞ min
∑

0 ♣$♦❜❧❡♠2✳ ❘❡❞❛ ❡# ❛❧✳ ❬❘❙❙✵✾❪ ✜$2# ✐♥#$♦❞✉❝❡

#❤✐2 ■▲< ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ❢♦$ max
∑

1✱ ✇❤✐❧❡ ❉♦❦❦❛ ❡# ❛❧✳ ❬❉♦❦✰✶✷❪ ✐♥#$♦❞✉❝❡ ❛ 2❧✐❣❤#❧②

✐♠♣$♦✈❡❞ ✈❡$2✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❧❛##❡$ ❢♦$ min
∑

0✳ ■♥ ❜♦#❤ ❝❛2❡2✱ ❛ ♣$❡♣$♦❝❡22✐♥❣ ♦♣❡$❛#✐♦♥ ✐2

✉2❡❞ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ❝♦2#2 ♦❢ #❤❡ nm
♣♦22✐❜❧❡ m✲#✉♣❧❡2✳

❖♥❝❡ #❤❡ ❝♦2#2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉#❡❞✱ #❤❡ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡2❝$✐❜❡❞ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2✳

●✐✈❡♥ ❛♥ m✲#✉♣❧❡ a =
(
v1, v2, . . . , vm

)
∈ V 1×V 2×· · ·×V m

✱ ✇❡ ✐♥#$♦❞✉❝❡ #❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡

xa 2✉❝❤ #❤❛#✿

{
xa = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ a $❡♣$❡2❡♥#2 ❛ 2#❛❝❦ ✐♥ #❤❡ 2♦❧✉#✐♦♥ S
xa = 0 ♦#❤❡$✇✐2❡

❲❡ ❣❡# #❤❡♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥✳



✶✵✳✶✳ ▼❖❉❊▲ ❉❊❙❈❘■,❚■❖◆ ✶✸✾

■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ❱■ ▼❉❆ ✐♥%♣✐'❡❞ ❢♦'♠✉❧❛0✐♦♥

▼✐♥✐♠✐③❡

∑

a∈[n]m

(p− c (a))xa ✭❱■✳✶✮

❙✉❜❥❡❝0 ❚♦

∑

a:v∈a

xa = 1 ∀v ∈
m⋃

i=1

V i
✭❱■✳✷✮

xa ∈ {0, 1} ∀a ∈ [n]m ✭❱■✳✸✮

❚❤❡ nm ❊@✉❛0✐♦♥% ✭❱■✳✷✮ ❡♥%✉'❡ 0❤❛0✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❡❝0♦' vi ✐♥ ❛♥② %❡0 V i
✱ vi ❜❡❧♦♥❣%

0♦ ❡①❛❝0❧② ♦♥❡ m✲0✉♣❧❡ ❛♥❞ 0❤✉% ❡♥%✉'❡ 0❤❛0 ❛❧❧ ✈❡❝0♦'% ❜❡❧♦♥❣ 0♦ 0❤❡ %♦❧✉0✐♦♥ ❛♥❞ 0❤❛0

0❤❡ %❡❧❡❝0❡❞ m✲0✉♣❧❡% ❛'❡ ❞✐%❥♦✐♥0✳

❲✐0❤ ✐0% nm
✐♥0❡❣'✐0② ❝♦♥%0'❛✐♥0%✱ 0❤✐% ❢♦'♠✉❧❛0✐♦♥ 0❤✉% ❤❛% nm

✈❛'✐❛❜❧❡% ❛♥❞ nm+
nm

❝♦♥%0'❛✐♥0%✳ ❲❤✐❧❡ 0❤❡ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥ '✉♥0✐♠❡ ♦❢ ■▲I %♦❧✈❡'% ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦'0❛♥0✱ ✇❡

❡①♣❡❝0 0❤❡ ♠❡♠♦'② 0♦ ❜❡ 0❤❡ ❧✐♠✐0✐♥❣ ❢❛❝0♦'✳ ❚❤✐% ♠♦0✐✈❛0❡% 0❤❡ ♥❡①0 %✉❜%❡❝0✐♦♥✳

▲✐♠✐"- ♦❢ "❤❡ ❢♦%♠✉❧❛"✐♦♥

❚❤✐% %✉❜%❡❝0✐♦♥ ❛✐♠% ❛0 ❞❡0❡'♠✐♥✐♥❣ 0❤❡ ♠❡♠♦'② ❧✐♠✐0% ♦❢ 0❤❡ ▼❉❆ ✐♥%♣✐'❡❞ ❢♦'♠✉✲

❧❛0✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❢♦✉' ✐♥♣✉0 ♣❛'❛♠❡0❡'%✿

✶✳ 0❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ %❡0% m✱

✷✳ 0❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛❢❡'% ♣❡' %❡0 n✱

✸✳ 0❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❞✐❡% ♣❡' ✇❛❢❡' p✱

✹✳ 0❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ ✇❛❢❡' ②✐❡❧❞ YW ✳

❚♦ ❞♦ %♦✱ 0❡♥ ✐♥%0❛♥❝❡% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡'❛0❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣❛'❛♠❡0❡'% ✈❛❧✉❡%✿

✶✳ m ∈ {3, 4, 5, 6}✱

✷✳ n ∈ {25, 50, 75, 100, 125, 150, 175, 200, 225}✱

✸✳ p ∈ {10, 100, 1000}✱

✹✳ YW ∈ {50, 70, 90}✳

❲❡ 0❤❡♥ 0'② 0♦ %♦❧✈❡ ♦♣0✐♠❛❧❧② ❡✈❡'② ✐♥%0❛♥❝❡ ✉%✐♥❣ ❈I▲❊❳✱ 0❤❡ ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ❜❡✐♥❣ 0♦

❞❡0❡'♠✐♥❡ ❢♦' ❡❛❝❤ ✐♥%0❛♥❝❡ 0②♣❡✱ 0❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✐♥%0❛♥❝❡% ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ♠❡♠♦'② ❝❛♣❛❝✐0②

♦❢ 0❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ '✉♥♥✐♥❣ 0❤❡ ■▲I %♦❧✈❡'✳ ❘❡%✉❧0% ❛'❡ %✉♠♠❛'✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✶✵✳✶✳
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3 4 5 6

10

100

1000

25

50

75

100

125

150

175

200

225

m

n

p

❢✉❧❧② '♦❧✈❡❞

♣❛./✐❛❧❧② '♦❧✈❡❞

❋✐❣✉.❡ ✶✵✳✶✿ ❘❡♣.❡'❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✐♥'/❛♥❝❡' /❤❛/ ❝❛♥ ❜❡ '♦❧✈❡❞ ✇✐/❤ ❋♦.♠✉❧❛/✐♦♥ ❱■

✇✐/❤♦✉/ .❡❛❝❤✐♥❣ /❤❡ ♠❡♠♦.② ❜.❡❛❦ ♣♦✐♥/✳
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m n p YW # "♦❧✈❡❞

✺ ✷✺

✶✵

✺✵ ✶✵

✼✵ ✶✵

✾✵ ✶✵

✶✵✵

✺✵ ✵

✼✵ ✶

✾✵ ✺

✶✵✵✵

✺✵ ✹

✼✵ ✷

✾✵ ✹

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✿ ◆✉♠❜❡5 ♦❢ "♦❧✈❡❞ ✐♥"9❛♥❝❡" ❢♦5 m = 5 ❛♥❞ n = 25 ✐♥ ❢✉♥❝9✐♦♥ ♦❢ p ❛♥❞

YW ✳

❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥9✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ m ♦❢ 9❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ✈❛5✐❛❜❧❡" ❣✐✈❡" "95♦♥❣ ✐♥9✉✐9✐♦♥

♦♥ 9❤❡ ♠❡♠♦5② ❝♦♥"✉♠♣9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❢♦5♠✉❧❛9✐♦♥ ✇❤❡♥ m ✐♥❝5❡❛"❡"✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐9❤ nm

✈❛5✐❛❜❧❡"✱ 9❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ✇❛❢❡5" ♣❡5 "❡9 9❤❛9 9❤❡ "♦❧✈❡5 ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ✐" "✉♣♣♦"❡❞ 9♦

❞5❛"9✐❝❛❧❧② ❞❡❝5❡❛"❡ ✇❤❡♥ m ✐♥❝5❡❛"❡"✳

❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉5 ✐" ♥♦9✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉5❡ ✶✵✳✶✳ ❲✐9❤ m = 3 "❡9"✱ 9❤❡ "♦❧✈❡5 ❤❛♥❞❧❡"

✉♣ 9♦ n = 225 ✇❛❢❡5" ♣❡5 "❡9✱ ✇❤✐❧❡ ✐9 ♦♥❧② ❤❛♥❞❧❡" ✉♣ 9♦ n = 50 ✇❛❢❡5" ♣❡5 "❡9 ❢♦5

m = 4 "❡9"✳ ❋✉59❤❡5♠♦5❡✱ ✇❤❡♥ 9❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ "❡9" ✐" ❡F✉❛❧ 9♦ m = 5✱ 9❤❡ ♠❡♠♦5②

❜5❡❛❦ ♣♦✐♥9 ✐" 5❡❛❝❤❡❞ ❢5♦♠ 9✐♠❡ 9♦ 9✐♠❡ ❡✈❡♥ ❢♦5 "❡9" ❝♦♥9❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② n = 25 ✇❛❢❡5"✳

❉❡9❛✐❧" ♦❢ "♦❧✈❡❞ ✐♥"9❛♥❝❡" ❛5❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✳

■♥ ❧✐❣❤9 ♦❢ 9❤❡"❡ 5❡"✉❧9"✱ ♦♥❡ ❝❛♥ "❡❡ 9❤❛9 ❢♦5 m = 5 ❛♥❞ n = 25✱ 9❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ❞✐❡"

❤❛" "95♦♥❣ ✐♠♣❛❝9 ♦♥ 9❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ "♦❧✈❡❞ ✐♥"9❛♥❝❡"✳ ❍♦✇❡✈❡5✱ 9❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ✈❛5✐❛❜❧❡"

❤❛" ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ p✱ ♥❡✐9❤❡5 ❞♦❡" 9❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ❝♦♥"95❛✐♥9"✳ ❚❤✐" ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

❝♦✉❧❞ ❜❡ 9❤❡ 5❡"✉❧9" ♦❢ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝9♦5"✿

• 9❤❡ "✐③❡ ♦❢ 9❤❡ ■▲L ❤❛" ❧♦❣❛5✐9❤♠✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ 9❤❡ ♣5♦❞✉❝9 pYW ✳ ■♥❞❡❡❞✱

9❤❡ ❡①♣❡❝9❡❞ ❝♦"9 ♦❢ ❡❛❝❤ m✲9✉♣❧❡ ✐" ❡F✉❛❧ 9♦ pYW ✳ ❚❤❡ ❝♦"9 ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦""✐❜❧❡

m✲9✉♣❧❡ ❛♣♣❡❛5✐♥❣ ✐♥ 9❤❡ ♦❜❥❡❝9✐✈❡ ❢✉♥❝9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❢♦5♠✉❧❛9✐♦♥✱ 9❤❡ "✐③❡ ♦❢ 9❤❡

■▲L ✐" ❡①♣❡❝9❡❞ 9♦ ❧♦❣❛5✐9❤♠✐❝❛❧❧② ✐♥❝5❡❛"❡ ✇❤❡♥ pYW ✐♥❝5❡❛"❡"✳

• ✇❤✐❧❡ 9❤❡ 5❴25❴100 ✐♥"9❛♥❝❡" ✜9 9❤❡ ❡①♣❡❝9❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉5 ✇❤❡♥ ❝♦♥"✐❞❡5✐♥❣ ♣5❡✈✐✲

♦✉" 5❡♠❛5❦✱ 9❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉5 ♦❢ 9❤❡ 5❴25❴1000 ✐♥"9❛♥❝❡" "✉❣❣❡"9" 9❤❛9 9❤❡ ♠❡♠♦5②

♦✈❡5✢♦✇ ✐" ♥♦9 ♦♥❧② 9❤❡ ❝♦♥"❡F✉❡♥❝❡ ♦❢ 9❤❡ ✐♥❝5❡❛"❡ ♦❢ 9❤❡ ❢❛❝9♦5 pYW ✳ ❚❤❡ ❧♦✇

♣5♦♣♦59✐♦♥ ♦❢ 5❴25❴1000❴70 ✐♥"9❛♥❝❡" "♦❧✈❡❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠✲

❜✐♥❛9✐♦♥ ♦❢ ✈❛5✐♦✉" ♠❡❝❤❛♥✐"♠" "✉❝❤ ❛" ❈L▲❊❳ ✐♥9❡5♥❛❧ ❜5❛♥❝❤✐♥❣ "95❛9❡❣✐❡"✱

✐♥❤❡5❡♥9 ❝♦♠♣❧❡①✐9② ♦❢ ♣❛59✐❝✉❧❛5 ✐♥"9❛♥❝❡"

✶

♦5 ❡✈❡♥ ❡①9❡5♥❛❧ ❢❛❝9♦5"

✷

❍♦✇❡✈❡5✱

✶

■♥"#❛♥❝❡" ✇✐#❤ ✇❛❢❡+" "❤♦✇✐♥❣ ✈❡+② ❤✐❣❤ ♦+ ✈❡+② ❧♦✇ "✐♠✐❧❛+✐#② ♦♥ ❢❛✐❧✉+❡" ❞✐"#+✐❜✉#✐♦♥ ❛+❡ ❡❛"✐❡+

#♦ "♦❧✈❡ #❤❛♥ ✐♥"#❛♥❝❡" ❝♦♠♣♦"❡❞ ✇✐#❤ ✉♥✐❢♦+♠❧② "♣+❡❛❞ ❢❛✐❧✉+❡"✳

✷

❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉"❡❞ #♦ ♣❡+❢♦+♠ #❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥#" ❜❡✐♥❣ "❤❛+❡❞✱ #❤✐" ❜❡❤❛✈✐♦✉+ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❜② ❛♥ ✐♥❝+❡❛"❡ ♦❢ ♠❡♠♦+② ❧♦❛❞ ❞✉❡ #♦ ♦#❤❡+ ♣+♦❝❡""❡" +✉♥♥✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❧❛##❡+✳
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♠♦%❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ,-✉❞✐❡, ♦♥ ❛ ♠♦%❡ ,✐❣♥✐✜❝❛♥- ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✐♥,-❛♥❝❡, ❤❛✈❡ -♦ ❜❡

♣❡%❢♦%♠❡❞ ✐♥ ♦%❞❡% -♦ ❝❧❡❛%❧② ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐,♠, ❛%❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ -❤✐,

❛,②♠♠❡-%② ❜❡-✇❡❡♥ 5❴25❴10✱ 5❴25❴100 ❛♥❞ 5❴25❴1000 ✐♥,-❛♥❝❡,✳

▲❡- ✉, ✐♥,✐,- ♦♥ -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- ❝♦♥,✐❞❡%✐♥❣ -❤❡,❡ ♣%❡✈✐♦✉, ❢❛❝-♦%, ❛, ✐♠♣❛❝- ❢❛❝-♦%,

♦♥ -❤❡ ♠❡♠♦%② ❝♦♥,✉♠♣-✐♦♥ ✐, ♦♥❧② ❛♥ ❤②♣♦-❤❡,✐, %❡>✉✐%✐♥❣ -♦ ❜❡ ❝♦♥✜%♠❡❞ ✇✐-❤

♣%♦♣❡%❧② ❞❡,✐❣♥❡❞ ❡①♣❡%✐♠❡♥-,✳

✶✵✳✶✳✷ ❍✉❜ '❡) ❢♦,♠✉❧❛)✐♦♥

❚❤❡ ✐♥-%♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ■▲A ❢♦%♠✉❧❛-✐♦♥, ✐, ♠♦-✐✈❛-❡❞ ❜② -❤❡ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥, ♦❢ -❤❡ ♣%❡✲

✈✐♦✉,❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦%♠✉❧❛-✐♦♥ ✭❱■✮✳

❚❤✐, ❛❧-❡%♥❛-✐✈❡ ❢♦%♠✉❧❛-✐♦♥✱ ♣%♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉♦❦❦❛ ❡- ❛❧✳ ✐♥ ❬❉♦❦✰✶✷❪ %❡❧✐❡, ♦♥ -❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜,❡%✈❛-✐♦♥✿ ❢♦% ❡✈❡%② ,♦❧✉-✐♦♥ -❤❡ m✲-✉♣❧❡, ❝❛♥ ❜❡ %❡♥✉♠❜❡%❡❞ ,✉❝❤ -❤❛-

∀i ∈ [m], j ∈ [n], vij ∈ sj
✸

✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥,-❡❛❞ ♦❢ ❛,,✐❣♥✐♥❣ ✈❡❝-♦%, ♦❢ V i
✱ i = 1, . . . ,m

-♦ m✲-✉♣❧❡, sj , j = 1, . . . , n✱ ✈❡❝-♦%, ♦❢ V j , j = 2, . . . ,m ❝❛♥ ❜❡ ❛,,✐❣♥❡❞ -♦ ✈❡❝-♦%,

v1j , j = 1, . . . , n✳

■♥ -❤✐, ❝❛,❡✱ -❤❡ ,❡- V 1
❛❝-, ❧✐❦❡ ❛ ❤✉❜ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❡❝-♦%, ♦❢ ♦-❤❡% ,❡-, ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧✉❣❣❡❞✳

■♥ ❛ ❢♦%♠❛❧ ✇❛②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ z(u, v), ∀u ∈ V 1, v ∈
⋃

i=2,...,m V i
,✉❝❤ -❤❛-✿

{
z(u, v) = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✈❡❝-♦%, u ❛♥❞ v ❛%❡ ❝♦♥-❛✐♥❡❞ ✐♥ -❤❡ ,❛♠❡ m✲-✉♣❧❡

z(u, v) = 0 ♦-❤❡%✇✐,❡

■♥ ♦%❞❡% -♦ ❞❡✜♥❡ -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛, ✇❡❧❧ y(u, l), ∀u ∈ V 1, l ∈ [p]✱
,✉❝❤ -❤❛- y(u, l) ✐, ❡>✉❛❧ -♦ -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ lth ❝♦♠♣♦♥❡♥- ♦❢ -❤❡ m✲-✉♣❧❡ ❝♦♥-❛✐♥✐♥❣

-❤❡ ✈❡❝-♦% u✳
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣%❡,❡♥- -❤❡ ■▲A ❢♦%♠✉❧❛-✐♦♥ ✭❱■■✮✳

❍♦✇❡✈❡% -❤✐, ❢♦%♠✉❧❛-✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ,❧✐❣❤-❧② ✐♠♣%♦✈❡❞ ❜② -❛❦✐♥❣ ✐♥-♦ ❝♦♥,✐❞❡%❛-✐♦♥ -❤❡

❝♦♥,-%❛✐♥-, ✐♠♣♦,❡❞ ❜② ■♥❡>✉❛❧✐-✐❡, ❱■■✳✸ -♦ ❛❣❣%❡❣❛-❡ ,♦♠❡ ♦❢ -❤❡ ■♥❡>✉❛❧✐-✐❡, ❱■■✳✹✳

■♥❞❡❡❞✱ -❤❡ z(u, v) ❛%❡ ♥♦- ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦✈❡% -❤❡ v ♦❢ ❛ ,❛♠❡ ,❡- V i
✳ ❚❤✐, ❧❡❛❞, ✉, -♦

✐♥-%♦❞✉❝❡ -❤❡ ❋♦%♠✉❧❛-✐♦♥ ✭❱■■■✮✳

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❊>✉❛-✐♦♥, ✭❱■■■✳✷✮ ❡♥,✉%❡ -❤❛- ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❡❝-♦% v ∈
⋃

i=2,...,m V i
✱ v ✐,

❛,,✐❣♥❡❞ -♦ ❡①❛❝-❧② ♦♥❡ ✈❡❝-♦% ♦❢ V 1
✳ ❖♥ -❤❡ ♦-❤❡% ❤❛♥❞✱ ❊>✉❛-✐♦♥, ✭❱■■■✳✸✮ ❡♥,✉%❡

-❤❛- ❡❛❝❤ ✈❡❝-♦% u ∈ V 1
✐, ❛,,✐❣♥❡❞ -♦ ❡①❛❝-❧② ♦♥❡ ✈❡❝-♦% ✐♥ ❡❛❝❤ V i

✱ ∀i = 2, . . . ,m✳

❚❤✉, -❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡,❡ -✇♦ ,❡-, ♦❢ ❊>✉❛-✐♦♥, ❡♥,✉%❡ -❤❛- ❢♦% ❛♥② u ∈ V 1
❛♥❞

❛♥② i ∈ [m]2✱ ❡①❛❝-❧② ♦♥❡ ♣❛✐% (u, vi) ✐, ,❡❧❡❝-❡❞ ✐♥ -❤❡ ,♦❧✉-✐♦♥✳ ■- ❢♦❧❧♦✇, -❤❛-✱ ❣✐✈❡♥

❛ ,❡- V i, i ∈ [m]2✱ -❤❡ z(u, v) ✈❛%✐❛❜❧❡,✱ ❢♦% v ∈ V i
✱ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡-❡ ❛,,✐❣♥♠❡♥- ✐♥

V 1 × V i
✳

❚❤❡ ■♥❡>✉❛-✐♦♥, ✭❱■■■✳✹✮ ❢♦%❝❡ y(u, l) -♦ ❜❡ ❡>✉❛❧ -♦ 0 ✐❢ ❛- ❧❡❛,- ♦♥❡ ♦❢ -❤❡ ✈❡❝-♦%,

,❡❧❡❝-❡❞ ✐♥ -❤❡ m✲-✉♣❧❡ ❤❛, ❛ ③❡%♦ ✐♥ ♣♦,✐-✐♦♥ l✳ ❖-❤❡%✇✐,❡✱ -❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❢♦%❝❡, y(u, l) -♦ ❜❡ ❡>✉❛❧ -♦ 1✳
■♥ -❤✐, ❢♦%♠✉❧❛-✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉♥- n2(m − 1) + np ✈❛%✐❛❜❧❡, ✭n2(m − 1) z ✈❛%✐❛❜❧❡,

❛♥❞ np y ✈❛%✐❛❜❧❡,✮ ❛♥❞ n(m− 1)(p+ 2) ❝♦♥,-%❛✐♥-,✳ ❚❤✐, ❢♦%♠✉❧❛-✐♦♥ ✐, ,✐❣♥✐✜❝❛♥-❧②

✸

❘❡♠❡♠❜❡$ %❤❛% [j]i✱ ✇✐%❤ i ≤ j +%❛♥❞+ ❢♦$ {i, i+ 1, . . . , j}



✶✵✳✷✳ ■▲& ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ✶✹✸

■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ❱■■ ❍✉❜ &❡( ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥

▼✐♥✐♠✐③❡ np−
∑

u∈V 1

p
∑

l=1

y(u, l) ✭❱■■✳✶✮

❙✉❜❥❡❝( ❚♦

∑

u∈V 1

z(u, v) = 1 ∀v ∈
m⋃

i=2

V i

✭❱■■✳✷✮

∑

v∈V i

z(u, v) = 1 ∀u ∈ V 1, i = 2, . . . ,m

✭❱■■✳✸✮

y(u, l) ≤ min(u[l], v[l])z(u, v) ∀u ∈ V 1, i = 2, . . . ,m, v ∈ V i, l = 1, . . . p
✭❱■■✳✹✮

&♠❛❧❧❡+ (❤❛♥ (❤❡ ▼❉❆ ❜❛&❡❞ ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ♣+❡✈✐♦✉&❧② ✐♥(+♦❞✉❝❡❞✳ ■( ❢♦❧❧♦✇& (❤❛( (❤✐&

❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ✐& ❛❜❧❡ (♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥&(❛♥❝❡& ✇✐(❤ ❜✐❣❣❡+ m ✈❛❧✉❡& ✇✐(❤♦✉( ❤✐❣❤ ♠❡♠♦+②

+❡D✉✐+❡♠❡♥(✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ✇❡ &❡❡ ✐♥ (❤❡ ♥❡①( &❡❝(✐♦♥ (❤❛( (❤✐& ❤✉❣❡ ❧❡&&❡♥✐♥❣ ♦❢ ♠❡♠♦+②

✉&❛❣❡ ❧❡❛❞& (♦ ❛ ❧❡&&❡♥✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ■▲H &(+❡♥❣(❤✳

✶✵✳✷ ■▲& ❝♦♠♣❛,✐.♦♥

✶✵✳✷✳✶ ▲% &❡❧❛①❛+✐♦♥/ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥

■♥ (❤✐& &❡❝(✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛+❡ (❤❡ ▲H +❡❧❛①❛(✐♦♥ ♦❢ ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥& ✭❱■✮ ❛♥❞ ✭❱■■■✮✳ ❲❡

❝♦♥&✐❞❡+ ❛♥ ❛❧(❡+♥❛(✐✈❡ ✇+✐(✐♥❣ ♦❢ ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ✭❱■✮✱ ❞❡♣✐❝(❡❞ ❜② ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ✭■❳✮✳ ■♥

(❤✐& ✇+✐(✐♥❣✱ ❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ xa✱ ❛&&♦❝✐❛(❡❞ (♦ ❛♥ m✲(✉♣❧❡ a =
(
v1, v2, . . . , vm

)
✱ ✐& (✉+♥❡❞

✐♥(♦ x(v1, v2, . . . , vm)✳
❲❡ ❛❧&♦ ❝♦♥&✐❞❡+ ❛♥ ❛❧(❡+♥❛(✐✈❡ ✇+✐(✐♥❣ ♦❢ ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ✭❱■■■✮✱ ❞❡♣✐❝(❡❞ ✐♥ ✭❳✮ ✐♥

✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ &❡( ✐& ❝♦♥&✐❞❡+❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(❧②✳ ■♥ ♦(❤❡+ ✇♦+❞&✱ ❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ z(u, v) ❢♦+

❛ ✈❡❝(♦+ u ∈ V 1
❛♥❞ ❛ ✈❡❝(♦+ v ∈

⋃m
i=2 V

i
✐& (✉+♥❡❞ ✐♥(♦ ❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ z(u, i, j)✱ i =

2, . . . ,m, j = 1, . . . , n✳
❲❡ ♥♦✇ &❤♦✇ (❤❛( (❤❡ ♠❡♠♦+② +❡D✉✐+❡♠❡♥( +❡❞✉❝(✐♦♥ ♣❡+❢♦+♠❡❞ (♦ ❞❡&✐❣♥ (❤❡

❋♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ✭❱■■■✮ ❧❡❛❞& (♦ ❛ ❞❡❝+❡❛&❡ ♦❢ (❤❡ ▲H +❡❧❛①❛(✐♦♥ &(+❡♥❣(❤✳

❚❤❡♦%❡♠ ✶✵✳✶✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛' '❡❧❛①❛)✐♦♥ ♦❢ ❋♦'♠✉❧❛)✐♦♥ ✭❱■✮ ✐/ /)'♦♥❣❡' )❤❛♥ )❤❡ ❧✐♥❡❛'

'❡❧❛①❛)✐♦♥ ♦❢ ❋♦'♠✉❧❛)✐♦♥ ✭❱■■■✮✳

2'♦♦❢✳ ❚♦ ♣+♦✈❡ &✉❝❤ ❛ ❚❤❡♦+❡♠ ✇❡ &❤♦✇ (❤❛( ❡✈❡+② &♦❧✉(✐♦♥ &❛(✐&❢②✐♥❣ (❤❡ ❝♦♥&(+❛✐♥(&

♦❢ ❋♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ✭■❳✮ ❛❧&♦ &❛(✐&✜❡& (❤❡ ❝♦♥&(+❛✐♥(& ♦❢ ❋♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ✭❳✮✳

❲❡ ❝♦♥&✐❞❡+ S̃ =
{
x̃(v1, . . . , vm)

}
❛ ❣❡♥❡+❛❧ &♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❧✐♥❡❛+ +❡❧❛①❛(✐♦♥ ♦❢

❋♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ✭■❳✮✳ ❲❡ ❝♦♥&✐❞❡+ ❛& ✇❡❧❧ Ŝ = {ŷ(u, l), ẑ(u, i, j)} ❛ ❣❡♥❡+❛❧ &♦❧✉(✐♦♥ ♦❢



✶✹✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✵✳ ■▲# ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙

■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ❱■■■ ■♠♣%♦✈❡❞ ❤✉❜ -❡. ❢♦%♠✉❧❛.✐♦♥

▼✐♥✐♠✐③❡ np−
∑

u∈V 1

p
∑

l=1

y(u, l) ✭❱■■■✳✶✮

❙✉❜❥❡❝. ❚♦

∑

u∈V 1

z(u, v) = 1 ∀v ∈
m⋃

i=2

V i

✭❱■■■✳✷✮

∑

v∈V i

z(u, v) = 1 ∀u ∈ V 1, i = 2, . . . ,m

✭❱■■■✳✸✮

y(u, l) ≤
∑

v∈V i

min(u[l], v[l])z(u, v) ∀u ∈ V 1, i = 2, . . . ,m, l = 1, . . . p

✭❱■■■✳✹✮

❧✐♥❡❛% %❡❧❛①❛.✐♦♥ ♦❢ ❋♦%♠✉❧❛.✐♦♥ ✭❳✮✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ .❤❡ ❧✐♥❡❛% %❡❧❛.✐♦♥- ✭✶✵✳✶✮ .❤❛. ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉- .♦ ❝♦♠♣✉.❡ .❤❡ ẑ ✈❛❧✉❡-

❢%♦♠ .❤❡ x̃ ♦♥❡✳

ẑ(u, i, vi) =
∑

v2∈V 2

· · ·
∑

vi−1∈V i−1

∑

vi+1∈V i+1

· · ·
∑

vm∈V m

x̃(u, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vm)

✭✶✵✳✶✮

■♥.✉✐.✐✈❡❧②✱ .❤❡ ✈❡❝.♦% vi ✐- ❛--✐❣♥❡❞ .♦ ✈❡❝.♦% u ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ .❤❡%❡ ❡①✐-.- ❛♥m✲.✉♣❧❡

-❡❧❡❝.❡❞ ❜② ❋♦%♠✉❧❛.✐♦♥ ✭■❳✮ ❝♦♥.❛✐♥✐♥❣ ❜♦.❤ ♦❢ .❤❡♠✳

■♥ ❛ ✜%-. .✐♠❡✱ ✇❡ -❤♦✇ .❤❛. ❣✐✈❡♥ S̃✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥-.%✉❝. Ŝ .❤❛. -❛.✐-✜❡- ❛❧❧ ❝♦♥-.%❛✐♥.-

♦❢ ❋♦%♠✉❧❛.✐♦♥ ✭❳✮✳ ❚❤❡ ẑ ✈❛%✐❛❜❧❡- ❛%❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ ✉-✐♥❣ ❧✐♥❡❛% %❡❧❛.✐♦♥- ✭✶✵✳✶✮✳

❖♥❝❡ ẑ(u, i, j) ❛%❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ŷ(u, l) ❛%❡ ❡❛-✐❧② ❝♦♠♣✉.❛❜❧❡ ✉-✐♥❣ ■♥❡L✉❛.✐♦♥- ✭❳✳✹✮

-✐♥❝❡ u[l] ❛♥❞ vi[l] ❛%❡ ♣❛%. ♦❢ .❤❡ ✐♥♣✉.✳

▲❡. ✉- ♥♦✇ -❤♦✇ .❤❛. Ŝ -❛.✐-✜❡- ❛❧❧ .❤❡ ❝♦♥-.%❛✐♥.- ♦❢ ✭❳✮✳ ❇② ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ♦❢ Ŝ✱ .❤❡
■♥❡L✉❛.✐♦♥- ✭❳✳✹✮ ❛%❡ -❛.✐-✜❡❞✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥-✐❞❡% ❊L✉❛.✐♦♥- ✭■❳✳✷✮ ∀i = 2, . . . ,m, vi ∈
V i

✿

∑

v1∈V 1

· · ·
∑

vi−1∈V i−1

∑

vi+1∈V i+1

· · ·
∑

vm∈V m

x̃(v1, . . . , vi, . . . , vm) =1



✶✵✳✷✳ ■▲& ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ✶✹✺

■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ■❳ ❆❧%❡'♥❛%✐✈❡ ▼❉❆ ✐♥,♣✐'❡❞ ❢♦'♠✉❧❛%✐♦♥

▼❛①✐♠✐③❡

∑

v1∈V 1

· · ·
∑

vm∈V m

c
(
(v1, . . . , vm)

)
x(v1, v2, . . . , vm) ✭■❳✳✶✮

❙✉❜❥❡❝% ❚♦

∑

v1∈V 1

· · ·
∑

vi−1∈V i−1

∑

vi+1∈V i+1

· · ·
∑

vm∈V m

x(v1, . . . , vi, . . . , vm) = 1 ∀vi ∈ V i, i = 1, . . . ,m

✭■❳✳✷✮

x(v1, . . . , vm) ∈ {0, 1} ∀v1 ∈ V 1, . . . , vm ∈ V m

✭■❳✳✸✮

❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤% ✇✐%❤ ❜'❛❝❦❡%, %❤❡ '✐❣❤% ♣❛'% ♦❢ ❊H✉❛%✐♦♥ ✭✶✵✳✶✮✿

⇔
∑

v1∈V 1




∑

v2∈V 2

· · ·
∑

vi−1∈V i−1

∑

vi+1∈V i+1

· · ·
∑

vm∈V m

x̃(v1, . . . , vi, . . . , vm)



 =1

❲❡ ❝❛♥ %❤❡♥ '❡♣❧❛❝❡ %❤✐, %❡'♠ ❜② %❤❡ ❧❡❢% %❡'♠ ♦❢ ❊H✉❛%✐♦♥✭✶✵✳✶✮✿

⇔
∑

v1∈V 1

(
z̄(v1, i, vi)

)
=1

❆ ,♦❧✉%✐♦♥ ,❛%✐,❢②✐♥❣ ❊H✉❛%✐♦♥ ✭■❳✳✷✮ ✐♥ ❋♦'♠✉❧❛%✐♦♥ ✭■❳✮ ❢♦' ❡✈❡'② i ∈ [m]2 ❧❡❛❞,

%♦ ❛ ,♦❧✉%✐♦♥ %❤❛% ,❛%✐,✜❡, ❊H✉❛%✐♦♥, ✭❳✳✸✮ ✐♥ ❋♦'♠✉❧❛%✐♦♥ ✭❳✮✳

▲❡% ✉, ♥♦✇ ❝♦♥,✐❞❡' ✐♥ %❤❡ ,❛♠❡ ,❡% ♦❢ ❡H✉❛%✐♦♥,✱ %❤❡ ❊H✉❛%✐♦♥, ✭■❳✳✷✮ ❢♦' i = 1
❛♥❞ ∀v1 ∈ V 1

✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇'✐%❡✱ ❢♦' ❡✈❡'② i′ = 2, . . . ,m✿

∑

v2∈V 1

· · ·
∑

vi′∈V i′

· · ·
∑

vm∈V m

x̃(v1, . . . , vi
′

, . . . , vm) =1

❆, ♣'❡✈✐♦✉,❧②✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤% ✇✐%❤ ❜'❛❝❦❡%, %❤❡ '✐❣❤% ♣❛'% ♦❢ ❊H✉❛%✐♦♥ ✭✶✵✳✶✮✿

⇔
∑

vi′∈V i′




∑

v2∈V 2

· · ·
∑

vi
′−1∈V i′−1

∑

vi
′+1∈V i′+1

· · ·
∑

vm∈V m

x̃(v1, . . . , vi
′

, . . . , vm)



 =1
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■♥"❡❣❡% ▲✐♥❡❛% )%♦❣%❛♠ ❳ ❆❧%❡'♥❛%✐✈❡ ❤✉❜ /❡% ❢♦'♠✉❧❛%✐♦♥

▼❛①✐♠✐③❡

∑

u∈V 1

p
∑

l

y(u, l) ✭❳✳✶✮

❙✉❜❥❡❝% ❚♦

∑

u∈V 1

z(u, i, vi) = 1 ∀vi ∈ V i, i = 2, . . . ,m

✭❳✳✷✮

∑

vi∈V i

z(u, i, vi) = 1 ∀u ∈ V 1, i = 2, . . . ,m

✭❳✳✸✮

y(u, l) ≤
∑

vi∈V i

min(u[l], vi[l])z(u, i, vi) ∀u ∈ V 1, i = 2, . . . ,m, l = 1, . . . p

✭❳✳✹✮

z(u, i, vi) ∈ {0, 1} ∀u ∈ V 1, i = 2, . . . ,m, vi ∈ V i

✭❳✳✺✮

y(u, l) ∈ {0, 1} ∀u ∈ V 1, l = 1, . . . , p
✭❳✳✻✮

❲❡ '❡♣❧❛❝❡✿

⇔
∑

vi
′∈V i′

(

z̄(v1, i, vi
′

)
)

=1

❊E✉❛%✐♦♥/ ✭❳✳✷✮ ❛♥❞ ✭❳✳✸✮ ❛'❡ %❤✉/ /❛%✐/✜❡❞ ❜② Ŝ✳ ◆♦%❡ %❤❛% %❤❡ ❡①✐/%❡♥❝❡ ♦❢

❛ /♦❧✉%✐♦♥ Ŝ %❤❛% /❛%✐/✜❡/ ❝♦♥/%'❛✐♥%/ ♦❢ ❋♦'♠✉❧❛%✐♦♥ ✭❳✮ ✐/ ♥♦% /✉✣❝✐❡♥% %♦ ♣'♦✈❡

❚❤❡♦'❡♠ ✶✵✳✶✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ ✭❳✮ ✐/ ✐♥❞❡❡❞ ♥♦% ❧✐♥❡❛' ✐♥ '❡❣❛'❞ %♦ ẑ
✈❛'✐❛❜❧❡/✳ ❚❤✉/ ✇❡ ❤❛✈❡ %♦ ♣'♦✈❡ %❤❛% ❣✐✈❡♥ ❛ /♦❧✉%✐♦♥ S̃ ❢♦' ✭■❳✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥/%'✉❝% ❛

/♦❧✉%✐♦♥ Ŝ /✉❝❤ %❤❛%✿

c
(

S̃
)

≤ c
(

Ŝ
)

✭✶✵✳✷✮

❘❡♠❛'❦ %❤❛%✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛❧❧ v(v1, v2, . . . , vm) %❤❡ '❡♣'❡/❡♥%❛%✐✈❡ ✈❡❝%♦' ♦❢ %❤❡ m✲%✉♣❧❡

(v1, v2, . . . , vm)✱ %❤✉/ ✇❡ ❝❛♥ ✇'✐%❡✿

∀i ∈ [m], vi ∈ V i, l ∈ [p] :

v(v1, v2, . . . , vm)[l] =min

(

v1[l], min
i∈[m]2

vi[l]

)
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❙✐♥❝❡ v[l] = mini∈[m]2(v
i[l]) ♦❜✈✐♦✉,❧② ✐♠♣❧✐❡, 1❤❛1 ∀i = 2, . . . ,m, v[l] ≤ vi[l]✱ ✇❡ ❝❛♥

✇6✐1❡✿

⇒∀v1 ∈ V 1, i ∈ [m]2, v
i ∈ V i, l ∈ [p] :

v(v1, v2, . . . , vm)[l] ≤min
(
v1[l], vi[l]

)

❲❡ ❝❛♥ ♠✉❧1✐♣❧② 1❤❡ ❜♦1❤ ,✐❞❡, ❜② ẑ
(
v1, i, vi

)
✇✐1❤♦✉1 ❝❤❛♥❣✐♥❣ 1❤❡ ♦6✐❡♥1❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡

✐♥❡<✉❛❧✐1② ,✐♥❝❡ ẑ
(
v1, i, vi

)
∈ {0, 1}✿

⇒∀v1 ∈ V 1, i ∈ [m]2, v
i ∈ V i, l ∈ [p] :

v(v1, . . . , vm)[l].ẑ
(
v1, i, vi

)
≤min

(
v1[l], vi[l]

)
.ẑ
(
v1, i, vi

)

❚❤❡ ✐♥❡<✉❛❧✐1② ❜❡✐♥❣ ,❛1✐,✜❡❞ ❢♦6 ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ vi ∈ V i
✱ 1❤❡ ✐♥❡<✉❛❧✐1② ♦♥ 1❤❡ ♦✈❡6❛❧❧

,✉♠ ✐, ❛❧,♦ ,❛1✐,✜❡❞✿

⇒∀v1 ∈ V 1, i ∈ [m]2, l ∈ [p] :
∑

vi∈V i

v(v1, . . . , vm)[l].ẑ
(
v1, i, vi

)
≤

∑

vi∈V i

min
(
v1[l], vi[l]

)
.ẑ
(
v1, i, vi

)

❲❡ ✉,❡ 1❤❡ ❊<✉❛1✐♦♥✭✶✵✳✶✮ 1♦ 6❡♣❧❛❝❡ 1❤❡ ẑ ✈❛6✐❛❜❧❡ ✐♥ 1❤❡ ❧❡❢1 ♣❛61 ♦❢ 1❤❡ ✐♥❡<✉❛❧✐1②✿

⇒∀v1 ∈ V 1, i ∈ [m]2, l ∈ [p] :
∑

vi∈V i

v(v1, . . . , vm)[l].
∑

v1∈V 1

· · ·
∑

vi−1∈V i−1

∑

vi+1∈V i+1

· · ·
∑

vm∈V m

x̃(v1, . . . , vm) ≤
∑

vi∈V i

min
(
v1[l], vi[l]

)
.ẑ
(
v1, i, vi

)

❙✐♠✐❧❛6❧② 1♦ ✇❤❛1 ❤❛, ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♣6❡✈✐♦✉,❧②✱ 1❤❡ ✐♥❡<✉❛❧✐1② ❜❡✐♥❣ ✈❡6✐✜❡❞ 1♦ ❡✈❡6②

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✱ ✐1 ✐, ,♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✈❡6✐✜❡❞ ❢♦6 1❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡6 ❛❧❧ 1❤❡ i✿

⇒∀v1 ∈ V 1, l ∈ [p] :
∑

v2∈V 2

· · ·
∑

vi−1∈V i−1

∑

vi∈V i

∑

vi+1∈V i+1

· · ·
∑

vm∈V m

v(v1, . . . , vm)[l].x̃(v1, . . . , vm) ≤ min
i∈[m]2




∑

vi∈V i

min
(
v1[l], vi[l]

)
.ẑ
(
v1, i, vi

)





❇② ✉,✐♥❣ 1❤❡ ■♥❡<✉❛1✐♦♥, ✭❳✳✹✮

⇒∀v1 ∈ V 1, l ∈ [p] :
∑

v2∈V 2

· · ·
∑

vm∈V m

v(v1, . . . , vm)[l].x̃(v1, . . . , vm) ≤ŷ
(
v1, l

)
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❲❡ ❝❛♥ (✉♠ ✉♣ ♦✈❡. /❤❡ ❞✐❡( ✐♥❞✐❝❡(✿

⇒∀v1 ∈ V 1 :
∑

v2∈V 2

· · ·
∑

vm∈V m

c
(
(v1, . . . , vm)

)
.x̃(v1, . . . , vm) ≤

∑

l∈[p]

ŷ
(
v1, l

)

❲❡ ❡♥❞ /❤❡ ♣.♦♦❢ ❜② (✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ♦✈❡. /❤❡ ✈❡❝/♦.( ♦❢ (❡/ V 1
✿

⇒
∑

v1∈V 1

· · ·
∑

vm∈V m

c
(
(v1, . . . , vm)

)
.x̃(v1, . . . , vm) ≤

∑

v1∈V 1

∑

l∈[p]

ŷ
(
v1, l

)

❚❤✉( /❤❡ ♣.♦✜/ ♦❢ /❤❡ ❝♦♠♣✉/❡❞ (♦❧✉/✐♦♥ Ŝ ✐( ❣.❡❛/❡. /❤❛♥ /❤❡ ♣.♦✜/ ♦❢ S̃✱ /❤✐( ❡♥❞(
/❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦.❡♠ ✶✵✳✶✳

❲❡ ✇✐❧❧ (❡❡ ✐♥ /❤❡ ♥❡①/ (❡❝/✐♦♥ /❤❛/ /❤✐( .❡(✉❧/ ✐( ❡①♣❡.✐♠❡♥/❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛/❡❞ ❛( /❤❡

❋♦.♠✉❧❛/✐♦♥ ✭■❳✮ ♦♣/✐♠❛❧❧② (♦❧✈❡( min
∑

0 ✐♥ ❧❡(( /✐♠❡ /❤❛♥ /❤❡ ❋♦.♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❳✮✳

✶✵✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧ ❘❡0✉❧)0

■♥ /❤✐( (❡❝/✐♦♥✱ ✇❡ ♣.❡(❡♥/ ❛ ❝♦♠♣❛.✐(♦♥ ♦❢ /❤❡ ❋♦.♠✉❧❛/✐♦♥( ✭❱■✮ ❛♥❞ ✭❱■■■✮ ❜❛(❡❞

♦♥ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥❛❧ .❡(✉❧/(✳ ■♥ /❤✐( ♣✉.♣♦(❡✱ /❡♥ ✐♥(/❛♥❝❡( ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡.❛/❡❞ ❢♦. ❡❛❝❤

❝♦♠❜✐♥❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛.❛♠❡/❡.( ✈❛❧✉❡(✿

• m ∈ {3, 6, 9}✱

• n ∈ {25, 50}✱

• p ∈ {10, 100, 1000}✱

• YW ∈ {50, 70, 90}✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡//✐♥❣( ❛♣♣❧② /♦ ❛❧❧ /❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥/( ♦♥ ■▲G ❜❛(❡❞ .❡(♦❧✉/✐♦♥ ♠❡/❤✲

♦❞(✿

• /❤❡ ✐♥(/❛♥❝❡( ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡.❛/❡❞ ✉(✐♥❣ /❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉✐ ◆❛/❛❧❡ ❡/ ❛❧✳ ❬◆❛/✰✶✸❪

❞❡(❝.✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✾✳✷✳✶✳

• ■♥ ♦.❞❡. /♦ ❞❡✜♥❡ .❡❢❡.❡♥❝❡ ❞❛/❛✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥/❡❞ ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉( ❛❧❣♦.✐/❤♠ .❛♥✲

❞♦♠❧② ✐♥/❡❣.❛/✐♥❣ ✇❛❢❡.( ♦❢ /❤❡ ❞✐✛❡.❡♥/ (❡/(✳ ❚❤✐( ❛♣♣.♦❛❝❤ ✐( (✐♠✐❧❛. /♦ /❤❡

♦♥❡ ♣.❡(❡♥/❡❞ ❜② ❘❡❞❛ ❡/ ❛❧✳ ❬❘❙❙✵✾❪✳ ❚❤❡(❡ .❡❢❡.❡♥❝❡ ❞❛/❛ ♦✛❡. /✇♦ ♠❛✐♥ ❛❞✲

✈❛♥/❛❣❡(✳ ❋✐.(/✱ /❤❡ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ♦❢ /❤✐( ❛❧❣♦.✐/❤♠ ✐( ❞❡♣❡♥❞❡♥/ ♦♥ /❤❡ ♦✈❡.❛❧❧

(✐♠✐❧❛.✐/② ♦✈❡. ❛❧❧ /❤❡ ✇❛❢❡.( ♦❢ ❛ (❛♠❡ ✐♥(/❛♥❝❡✳ ❚❤✉( /❤❡ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡( ♦❢ /❤✐(

❛❧❣♦.✐/❤♠ ♠❛② ❞✐✛❡. ❢.♦♠ /❤❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ②✐❡❧❞ ❜❛(❡❞ ♦♥ ✇❛❢❡. ②✐❡❧❞✳ ❋♦. ❡①❛♠♣❧❡✱

❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥(/❛♥❝❡ ✇✐/❤ /❤.❡❡ (❡/( ♦❢ ✇❛❢❡.(✱ ✐❢ /❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ /❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛❢❡.( ✐(

90%✱ /❤❡♥ /❤❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ②✐❡❧❞ ♦❢ ❡✈❡.② ❝.❡❛/❡❞ (/❛❝❦ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜② 1− 0.93 = 27%✳
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❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐- ❛❧❧♦✇0 ✉0 -♦ ❞❡-❡2♠✐♥❡ ✇❤❡-❤❡2 ♦✉2 2❡0✉❧-0 ❝❛♥ ❜❡ ✭❝❛2❡❢✉❧❧②✮ ❝♦♠✲

♣❛2❡❞ -♦ -❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ 2❡0✉❧-0 ♦❢ -❤❡ ❧✐-❡2❛-✉2❡ ❡✈❡♥ -❤♦✉❣❤ -❤❡ ♠❡-❤♦❞

✉0❡❞ -♦ ❣❡♥❡2❛-❡ ✇❛❢❡20 ✐0 ❞✐✛❡2❡♥-✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜♦-❤ ♦❢ -❤❡ ❣❡♥❡2❛-✐♦♥ ♠❡-❤♦❞0 ❛2❡

❢♦❝✉0❡❞ ♦♥ ❢❛✐❧✉2❡0 ❝❧✉0-❡2✐♥❣ ♦✈❡2 -❤❡ ✇❛❢❡20 ♦❢ ❛ 0❛♠❡ ✐♥0-❛♥❝❡0✳ ■- ❢♦❧❧♦✇0 -❤❛-

0✐♠✐❧❛2 ♣❡2❢♦2♠❛♥❝❡0 ❜❡-✇❡❡♥ ♦✉2 2❛♥❞♦♠ ❛00✐❣♥♠❡♥- ❛❧❣♦2✐-❤♠ ❛♥❞ -❤❡ ♦♥❡ ♦❢

❘❡❞❛ ❡- ❛❧✳ ❬❘❙❙✵✾❪ ♠❛② ✐♥❞✐❝❛-❡ -❤❛- -❤❡ ❝♦22❡0♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❢❛✐❧✉2❡0

♠❛♣0 ♦❢ -❤❡ ✇❛❢❡2 ❛2❡ 0✐♠✐❧❛2✳ ❖❜✈✐♦✉0❧②✱ 0✉❝❤ ❛ ❝♦22❡❧❛-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ 2❛♥❞♦♠

❛❧❣♦2✐-❤♠ ♦♥❧② ❣✐✈❡0 ✐♥❢♦2♠❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡0 ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ✇❛❢❡20 ♦❢ ❞✐✛❡2❡♥-

0❡- ❜✉- ♥♦- ♦♥ -❤❡ ✐♥❤❡2❡♥- 0-2✉❝-✉2❡ ♦❢ -❤❡ ✇❛❢❡20 ❢❛✐❧✉2❡0 ♠❛♣0✳ ❚❤❛- ✐0 ✇❤② -❤❡

❝♦♠♣❛2✐0♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ ♦✉2 2❡0✉❧-0 ❛♥❞ ♦-❤❡2 2❡0✉❧-0 ♦❢ -❤❡ ❧✐-❡2❛-✉2❡ ❜❛0❡❞ ♦♥ ❞✐❢✲

❢❡2❡♥- ❣❡♥❡2❛-✐♦♥ ♠❡-❤♦❞0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✈❡2② ❝❛2❡❢✉❧❧② ❛♥❞ ❤❛✈❡ -♦ ❜❡ ❝♦♥0✐❞❡2❡❞

❛0 ❤②♣♦-❤❡0❡0 ♥❡❡❞ -♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛-❡❞ ♦♥ ✐♥0-❛♥❝❡0 ❣❡♥❡2❛-❡❞ ✐♥ -❤❡ 0❛♠❡ ✇❛②✳

• ❚✇♦ -②♣❡0 ♦❢ ❡①♣❡2✐♠❡♥-0 ❛2❡ 2❡❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✜20- ♦♥❡✱ -❤❛- ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦-❡ ❛0 -❤❡

❧♦♥❣ $❡&♠ ❡①♣❡2✐♠❡♥-✱ ❛✐♠0 ❛- ❞❡-❡2♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡-❤❡2 ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ -♦ ♦♣-✐♠❛❧❧②

0♦❧✈❡ -❤❡ ❝♦♥0✐❞❡2❡❞ ✐♥0-❛♥❝❡0✳ ■♥ -❤✐0 ❡①♣❡2✐♠❡♥-✱ -❤❡ 0♦❧✈❡2 ✐0 ✐♥-❡22✉♣-❡❞

❛❢-❡2 54000 0❡❝♦♥❞0

✹

♦❢ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥✳ ❋✉2-❤❡2♠♦2❡✱ ❡✈❡2② ❈K▲❊❳ ♣❛2❛♠❡-❡20

✐0 0❡- -♦ ❞❡❢❛✉❧- ✈❛❧✉❡0 ❡0♣❡❝✐❛❧❧② -❤❡ ❋❡❛*✐❜✐❧✐$② .✉♠♣ ❍❡✉&✐*$✐❝ ✉0❡❞ -♦ ✜♥❞

❢❡❛0✐❜❧❡ 0♦❧✉-✐♦♥0✳ ■♥ -❤✐0 ❝♦♥✜❣✉2❛-✐♦♥✱ ❈K▲❊❳ -2✐❡0 -♦ ❞❡-❡2♠✐♥❡ -❤❡ ♠♦0-

❛♣♣2♦♣2✐❛-❡ ❝♦♥✜❣✉2❛-✐♦♥ -♦ ✜♥❞ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ 0♦❧✉-✐♦♥✳ ❖♥ -❤❡ ♦-❤❡2 ❤❛♥❞✱ -❤❡

*❤♦&$ $❡&♠ ❡①♣❡2✐♠❡♥- ❛✐♠0 ❛- ❣✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦2♠❛-✐♦♥0 ♦♥ -❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉2 ♦❢ 0♦❧✈✐♥❣

♠❡-❤♦❞0 ✇❤❡♥ -❤❡ ❛♠♦✉♥- ♦❢ -✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ -♦ ❣❡- ❛ 0♦❧✉-✐♦♥ ✐0 0❤♦2-✳ ■- -❤✉0 ❛✐♠0

❛- ❞❡-❡2♠✐♥✐♥❣ -❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ 0✉❝❤ ❛ ♠❡-❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐♥-❡❣2❛-❡❞ ✐♥-♦ ✐♥❞✉0-2✐❛❧

♣2♦❝❡00❡0✳ ■♥ -❤✐0 ❡①♣❡2✐♠❡♥-✱ -❤❡ 0♦❧✈❡2 ✐0 ✐♥-❡22✉♣-❡❞ ❛❢-❡2 1800 0❡❝♦♥❞0

✺

♦❢

❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥✳ ❋♦2 -❤❡ ❧❛--❡2✱ -❤❡ ❋❡❛*✐❜✐❧✐$② .✉♠♣ ❍❡✉&✐*$✐❝ ✐0 ❝♦♥✜❣✉2❡❞ -♦ ✜♥❞

❣♦♦❞ ❢❡❛0✐❜❧❡ 0♦❧✉-✐♦♥0✳ ■♥ 0✉❝❤ ❛ 0❡--✐♥❣✱ -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✐0 ♥♦ ♠♦2❡ -♦ ♠❛❦❡ ❡❛0✐❡2

-❤❡ ♦♣-✐♠❛❧✐-② ♣2♦♦❢ ♦❢ 0♦❧✉-✐♦♥0 ❜✉- -♦ R✉✐❝❦❧② ❝♦♥✈❡2❣❡ -♦ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳

❚❤✐0 0❡--✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦-❡❞ ✐♥ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛0 -❤❡ ❆❣❣&❡**✐✈❡ 0❡--✐♥❣✳

• ❋♦2 ❡❛0❡ ♦❢ 2❡❛❞✐♥❣ ♣✉2♣♦0❡0✱ ❢♦2 ❡❛❝❤ ♦❢ -❤❡ 0-✉❞✐❡❞ ♣❛2❛♠❡-❡2✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣2❡0❡♥-

❛ 0❛♠♣❧❡ ♦❢ -❤❡ 2❡0✉❧-0✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡-❡ 2❡0✉❧-0 ❛2❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

• ■♥ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -❛❜❧❡0✱ -❤❡ ❛✈❡2❛❣❡ ❣❛♣ ❣✐✈❡♥ ✐0 ❝♦♠♣✉-❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ✐♥0-❛♥❝❡0 -❤❛-

❧❡❞ -♦ ❛♥ ✐♥-❡22✉♣-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ 0♦❧✈❡2✳ ■♥ ♦-❤❡2 ✇♦2❞0✱ ❣✐✈❡♥ ❛ 0❡- ♦❢ -❡♥ ✐♥0-❛♥❝❡0

0❤❛2✐♥❣ -❤❡ 0❛♠❡ ♣❛2❛♠❡-❡20 ✈❛❧✉❡0 ❛♥❞ 0✉❝❤ -❤❛- ❢♦✉2 ✐♥0-❛♥❝❡0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 0♦❧✈❡❞

♦♣-✐♠❛❧❧②✱ -❤❡ ❛✈❡2❛❣❡ ❣❛♣ ✐0 ❝♦♠♣✉-❡❞ ♦♥ -❤❡ 0✐① ✐♥0-❛♥❝❡0 ❢♦2 ✇❤✐❝❤ 2❡0♦❧✉-✐♦♥

❤❛0 ❜❡❡♥ ✐♥-❡22✉♣-❡❞ ❜❡❢♦2❡ 2❡❛❝❤✐♥❣ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❛ 0✐♠✐❧❛2 ✇❛②✱ -❤❡

❛✈❡2❛❣❡ -✐♠❡ ✐0 ❝♦♠♣✉-❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ♦♣-✐♠❛❧❧② 0♦❧✈❡❞ ✐♥0-❛♥❝❡0✳

✹

❘❡❝❛❧❧ %❤❛% %❤❡ %✐♠❡ ✇❡ ❝♦♥,✐❞❡. ✐, %❤❡ ❈0❯ %✐♠❡✳

✺

❚❤✐, .❡♣.❡,❡♥%, ♦♥❡ .♦✉❣❤❧② ♦♥❡ ♠✐♥✉%❡ ♦❢ .❡❛❧ %✐♠❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞❡❞✐❝❛%❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐%❤

✸✷ ❝♦.❡,✳
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❚❛❜❧❡ ✶✵✳✷✿ ■♠♣❛❝/ ♦❢ /❤❡ ❋❡❛4✐❜✐❧✐/② 7✉♠♣ ❍❡✉:✐4/✐❝ ♦♥ /❤❡ ❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❱■✮

❉❡❢❛✉❧& ❋(❍ ✭▲♦♥❣ ❚❡0♠✮ ❆❣0❡44✐✈❡ ❋(❍ ✭❙❤♦0& ❚❡0♠✮ ❙♣❡❡❞ ❯♣ ❋❛❝&♦0

✸ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✵✳✼✽ ✵✳✻✶ ✶✳✷✽

✸ ✷✺ ✶✵ ✼✵ ✷✳✶✸ ✵✳✺✶ ✹✳✶✽

✸ ✷✺ ✶✵ ✺✵ ✸✳✷✶ ✵✳✺✶ ✻✳✸✵

✸ ✷✺ ✶✵✵ ✺✵ ✾✳✺✾ ✵✳✽✷ ✶✶✳✼✵

✸ ✷✺ ✶✵✵ ✼✵ ✷✳✸✻ ✵✳✹✼ ✺✳✵✷

✸ ✷✺ ✶✵✵ ✾✵ ✸✳✶✷ ✵✳✻ ✺✳✷✵

✸ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✷✳✸✻ ✵✳✹✹ ✺✳✸✻

✸ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✷✵✳✶✼ ✵✳✽✸ ✷✹✳✸✵

✸ ✷✺ ✶✵✵✵ ✺✵ ✽✳✻✶ ✵✳✼✸ ✶✶✳✼✾

✸ ✺✵ ✶✵ ✺✵ ✷✵✳✽✼ ✻✳✼✺ ✸✳✵✾

✸ ✺✵ ✶✵ ✼✵ ✶✻✳✷✷ ✻✳✺✹ ✷✳✹✽

✸ ✺✵ ✶✵ ✾✵ ✶✶✳✼✾ ✼✳✷✸ ✶✳✻✸

✸ ✺✵ ✶✵✵ ✺✵ ✻✻✳✸✽ ✶✵✳✻✽ ✻✳✷✷

✸ ✺✵ ✶✵✵ ✼✵ ✺✵✳✺✹ ✽✳✻✽ ✺✳✽✷

✸ ✺✵ ✶✵✵ ✾✵ ✹✵✳✵✶ ✼✳✼✾ ✺✳✶✸

✸ ✺✵ ✶✵✵✵ ✺✵ ✼✸✳✸✼ ✶✺✳✺✼ ✹✳✼✶

✸ ✺✵ ✶✵✵✵ ✼✵ ✾✵✳✾✹ ✶✶✳✾✼ ✼✳✻✵

✸ ✺✵ ✶✵✵✵ ✾✵ ✻✵✳✺✹ ✼✳✾✸ ✼✳✻✸

■♠♣❛❝% ♦❢ %❤❡ ❋❡❛#✐❜✐❧✐'② )✉♠♣ ❍❡✉.✐#'✐❝

❲❡ ✜:4/ ✐♥✈❡4/✐❣❛/❡ /❤❡ ✐♠♣❛❝/ ♦❢ /❤❡ ❋❡❛#✐❜✐❧✐'② )✉♠♣ ❍❡✉.✐#'✐❝ ♦♥ /❤❡ ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡4 ♦❢

❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥4 ✭❱■✮ ❛♥❞ ✭❱■■■✮✳ ❋✐:4/ ❛♥❞ ❢♦:❡♠♦4/ ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡: /❤❡ ❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❱■✮✳

❲❡ ♦❜✈✐♦✉4❧② :❡4/:✐❝/ ♦✉:4❡❧✈❡4 /♦ ✐♥4/❛♥❝❡4 ❢♦: ✇❤✐❝❤ :❡4✉❧/4 ❛:❡ :❡/✉:♥❡❞✱ ✐✳❡✳ ✐♥✲

4/❛♥❝❡4 ✐♥ ✇❤✐❝❤ m = 3✳ ❋✉:/❤❡:♠♦:❡ 4✐♥❝❡ /❤❡4❡ ✐♥4/❛♥❝❡4 ❛:❡ ❛❧❧ ♦♣/✐♠❛❧❧② 4♦❧✈❡❞ ✐♥

❜♦/❤ ♦❢ /❤❡ ❡①♣❡:✐♠❡♥/4✱ ✇❡ :❡4/:✐❝/ ♦✉: ❝♦♥4✐❞❡:❛/✐♦♥ /♦ /❤❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥ /✐♠❡✳

❲❡ ❝❛♥ 4❡❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✷ /❤❛/ ♥♦ ♠❛//❡: /❤❡ 4❡/ ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4 ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡:✱ ✉4✐♥❣

❆❣❣.❡##✐✈❡ ❋❡❛#✐❜✐❧✐'② )✉♠♣ ❍❡✉.✐#'✐❝ 4✐❣♥✐✜❝❛♥/❧② ❞❡❝:❡❛4❡4 /❤❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥ /✐♠❡✳

❈♦♥4✐❞❡:✐♥❣ /❤❡ ❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❱■■■✮ /❤❡ ❝♦♠♣❛:✐4♦♥ ✐4 ❛ ❧✐//❧❡ ❜✐/ ♠♦:❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛/❡❞

❜❡❝❛✉4❡ ♦❢ /❤❡ ❛♠♦✉♥/ ❛♥❞ /❤❡ ❤❡/❡:♦❣❡♥❡✐/② ♦❢ /❤❡ ❞❛/❛ ❛♥❞ /❤❡ ❞✐✛❡:❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉/❛✲

/✐♦♥ /✐♠❡ ❜❡❢♦:❡ ✐♥/❡::✉♣/✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❛♥ ♦✈❡:✈✐❡✇ ♦❢ /❤❡ :❡4✉❧/4 ♦♥ ❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❱■■■✮

✐4 ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❛❜❧❡ ❆✳✸ ✐♥ ❆♥♥❡①✱ /❤❡ ❢♦:♠❡: :❡♠❛:❦ ♠♦/✐✈❛/❡4 ❛ ❞❡❝♦♠♣♦4✐/✐♦♥ ♦❢ /❤❡

❛♥❛❧②4✐4✳ ■♥ ❛ ✜:4/ /✐♠❡ ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡: /❤❡ 4❡/4 ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4 /❤❛/ ❛:❡ ❡♥/✐:❡❧② 4♦❧✈❡❞ /♦ /❤❡

♦♣/✐♠❛❧✐/② ✐♥ ❜♦/❤ ❡①♣❡:✐♠❡♥/4✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥ /✐♠❡4 ❛:❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✸✳ ❆4

❢♦: ❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❱■✮✱ /❤❡ :❡4✉❧/4 4❤♦✇ /❤❛/ /❤❡ ❆❣❣.❡##✐✈❡ ❋❡❛#✐❜✐❧✐'② )✉♠♣ ❍❡✉.✐#'✐❝

4✐❣♥✐✜❝❛♥/❧② ❞❡❝:❡❛4❡4 /❤❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥ /✐♠❡ ❡①❝❡♣/ ❢♦: /❤❡ 9❴25❴10❴90 ✐♥4/❛♥❝❡4✳

■♥ ❛ 4❡❝♦♥❞ /✐♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡: 4❡/4 ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4 4✉❝❤ /❤❛/ ♥♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ✐♥4/❛♥❝❡4 ❤❛✈❡

❜❡❡♥ 4♦❧✈❡❞ /♦ ♦♣/✐♠❛❧✐/②✳ ❘❡4✉❧/4 ❛:❡ ❞❡♣✐❝/❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✹✳ ❊①❝❡♣/ ❢♦: /❤❡ 4❡/4 ♦❢

✐♥4/❛♥❝❡4 6❴50❴1000❴50✱ 9❴25❴1000❴70 ❛♥❞ 9❴25❴1000❴90 /❤❡ ❣❛♣ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡

❜❡4/ ❦♥♦✇♥ ❧♦✇❡: ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ /❤❡ ❜❡4/ ✐♥/❡❣❡: 4♦❧✉/✐♦♥ ✐4 ❧❛:❣❡: ✐♥ ❡①♣❡:✐♠❡♥/ ✇✐/❤

/❤❡ ❆❣❣.❡##✐✈❡ ❋❡❛#✐❜✐❧✐'② )✉♠♣ ❍❡✉.✐#'✐❝✳ ❚❤❡ ❛✈❡:❛❣❡ ❣❛♣ ✐♥❝:❡❛4❡ ✐4 ❡Q✉❛❧ /♦ 5.27%
✇❤✐❧❡ /❤❡ ❛✈❡:❛❣❡ ✐♥❝:❡❛4❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉:❡4 ✐4 ❡Q✉❛❧ /♦ 1.43%✳ ❋✉:/❤❡:♠♦:❡✱ /❤❡ :❡4✉❧/4

4❤♦✇ /❤❛/ ❢♦: ❜✐❣ ✈❛❧✉❡4 ♦❢ p /❤❡ :❡4✉❧/4 ❝♦♠♣✉/❡❞ ❜② /❤❡ ❡①♣❡:✐♠❡♥/ ✇✐/❤ ❛❣❣:❡44✐✈❡

4❡//✐♥❣4 ✐♥ ✶✽✵✵ 4❡❝♦♥❞4 ❛:❡ ❜❡//❡: /❤❛♥ /❤♦4❡ ♦❢ ❡①♣❡:✐♠❡♥/ ✇✐/❤ ❞❡❢❛✉❧/ 4❡//✐♥❣4 ✐♥

✺✹✵✵✵ 4❡❝♦♥❞4✳



✶✵✳✷✳ ■▲& ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ✶✺✶

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✸✿ ■♠♣❛❝/ ♦❢ /❤❡ ❋❡❛4✐❜✐❧✐/② 7✉♠♣ ❍❡✉:✐4/✐❝ ♦♥ /❤❡ ❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❱■■■✮ :❡✲

4/:✐❝/❡❞ /♦ 4❡/4 ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4 4♦❧✈❡❞ /♦ ♦♣/✐♠❛❧✐/② ✐♥ ❜♦/❤ ❡①♣❡:✐♠❡♥/✳

❉❡❢❛✉❧& ❋(❍ ✭▲♦♥❣ ❚❡0♠✮ ❆❣❣0❡44✐✈❡ ❋(❍ ✭❙❤♦0& ❚❡0♠✮ ❙♣❡❡❞ ✉♣ ❢❛❝&♦0

✸ ✷✺ ✶✵ ✺✵ ✶✷✳✷✻ ✶✳✸✺✸ ✾✳✵✻

✸ ✷✺ ✶✵ ✼✵ ✷✹✳✷✻ ✶✳✹✼✺ ✶✻✳✹✺

✸ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✷✳✷✻ ✵✳✷✺✾ ✽✳✼✸

✸ ✺✵ ✶✵ ✺✵ ✻✾✳✶✸ ✶✾✳✷✾✾ ✸✳✺✽

✸ ✺✵ ✶✵ ✼✵ ✶✵✻✳✺✵ ✷✷✳✷✾✷ ✹✳✼✽

✸ ✺✵ ✶✵ ✾✵ ✷✵✳✷✷ ✾✳✷✸✸ ✷✳✶✾

✻ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✹✵✳✺✺ ✶✽✳✸✶✸ ✷✳✷✶

✾ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✶✾✺✳✼✸ ✷✹✸✳✼✼✻ ✵✳✽✵

❲❡ ❛❧4♦ ❝❛♥ :❡♠❛:❦ /❤❛/ /❤❡ 4❡/ ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4 6❴50❴1000❴70✱ 6❴50❴1000❴90✱
9❴50❴1000❴90✱ 9❴50❴1000❴70 ❛♥❞ 9❴50❴1000❴90 ✇✐/❤ /❤❡ ❧❛:❣❡4/ ❣❛♣ ✐♥❝:❡❛4❡

✭♠♦:❡ /❤❛♥ 20%✮ ❛:❡ ❛❧4♦ 4❡/4 ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4 ❢♦: ✇❤✐❝❤ /❤❡ ❛❣❣"❡$$✐✈❡ ❋❡❛$✐❜✐❧✐*② ,✉♠♣

❍❡✉"✐$*✐❝ ✐♠♣:♦✈❡4 /❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ✇✐/❤ ❧❡44 ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥ /✐♠❡4✳

■/ ❢♦❧❧♦✇4 /❤❛/ ❝♦♠♣❛:✐♥❣ ❣❛♣ ✈❛:✐❛/✐♦♥4 ❞♦❡4 ♥♦/ 4❡❡♠ /♦ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣:♦♣:✐❛/❡ ✇❛② /♦

❡✈❛❧✉❛/❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ /❤❡ ❛❣❣:❡44✐✈❡ 4❡//✐♥❣ ✇✐/❤ :❡4♣❡❝/ /♦ /❤❡ ❞❡❢❛✉❧/ ❝♦♥✜❣✉:❛/✐♦♥✳

❚❤✐4 ♠♦/✐✈❛/❡4 ❛♥ ❛♥❛❧②4✐4 ❜❛4❡❞ ♦♥ /❤❡ ❢❛✐❧✉:❡ :❛/❡ ♣❡: 4/❛❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡: /❤❡ ❝♦♥❝❧✉4✐♦♥

✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ♦♥ 4✉❝❤ ❛ :❡4/:✐❝/✐✈❡ ❛♥❛❧②4✐4 ❤❛✈❡ /♦ ❜❡ 4❡❡♥ ❛4 :❡4❡❛:❝❤ /:❛✐❧4✳ ❚❤❡ ❧❛//❡:

❤❛✈❡ /❤✉4 /♦ ❜❡ ❝♦♥✜:♠❡❞ ❜② ♣:♦♣❡:❧② ❞❡4✐❣♥❡❞ ❡①♣❡:✐♠❡♥/4✳ ❲❡ ♣:♦♣♦4❡ ♣♦44✐❜❧❡

❡①♣❡:✐♠❡♥/4 ✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✶✵✳✺✳

❚♦ ✜♥✐4❤ ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡: /❤❡ :❡4/ ♦❢ /❤❡ 4❡/4 ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4✱ ✐✳❡✳ 4❡/4 ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4 ❢♦:

✇❤✐❝❤ ❛/ ❧❡❛4/ ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ✐♥4/❛♥❝❡ ❤❛4 ❜❡❡♥ ♦♣/✐♠❛❧❧② 4♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛/ ❧❡❛4/ ♦♥❡ ♦❢ /❤❡

❡①♣❡:✐♠❡♥/✳ ❘❡4✉❧/4 ❛:❡ ❞❡♣✐❝/❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✺✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛:✐4♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ ❡①♣❡:✐♠❡♥/4

♦♥ /❤❡4❡ ✐♥4/❛♥❝❡4 ✐4 /❤❡ ♠♦4/ 4❡♥4✐/✐✈❡ 4✐♥❝❡ /❤❡ ♣:❡✈✐♦✉4 ❛♣♣:♦❛❝❤❡4 ❞♦ ♥♦/ 4❡❡♠ /♦

❜❡ ❛♣♣:♦♣:✐❛/❡✳ ❆ /✐♠❡✲❜❛4❡❞ ❝♦♠♣❛:✐4♦♥ ✐4 ♦❜✈✐♦✉4❧② ♥♦/ :❡❧❡✈❛♥/ ❞✉❡ /♦ /❤❡ ❧❛:❣❡

❞✐✛❡:❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥ ❞✉:❛/✐♦♥✳ ❋✉:/❤❡:♠♦:❡✱ ❛4 ♣:❡4❡♥/❡❞ ✐♥

♣:❡✈✐♦✉4 ♣❛:❛❣:❛♣❤✱ ❣❛♣ ❜❛4❡❞ ❝♦♠♣❛:✐4♦♥4 ❛:❡ ♥♦/ :❡❧❡✈❛♥/✳ ❲❡ /❤✉4 ❢♦❝✉4 ♦♥ /❤❡

❢❛✐❧✉:❡ :❛/❡ ♣❡: 4/❛❝❦✳

❙❡/ ♦❢ ✐♥4/❛♥❝❡4 6❴25❴10❴50 ❤✐❣❤❧✐❣❤/ /❤❡ ❞✐✣❝✉❧/✐❡4 ♦❢ 4✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❛:✐4♦♥✳ ❚❤❡

6❴25❴10❴50 ✐♥4/❛♥❝❡4 ❤✐❣❤❧✐❣❤/ /❤❡ ❛:/✐✜❝✐❛❧ ✐♥❝:❡❛4❡ ♦❢ /❤❡ ●❛♣ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ /❤❡
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/❤✉4 ✇✐/❤ /❤❡ ♥✉♠❜❡: ♦❢ 4❡/4✳

❈♦♥/:❛:② /♦ ❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❱■✮✱ /❤❡ ❋♦:♠✉❧❛/✐♦♥ ✭❱■■■✮ ✐4 ❛❜❧❡ /♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ /♦

:❡/✉:♥ ❢❡❛4✐❜❧❡ 4♦❧✉/✐♦♥4 ❢♦: ❧❛:❣❡ 4❝❛❧❡ ✐♥4/❛♥❝❡4✳ ❍♦✇❡✈❡:✱ /❤❡ 4♦❧✉/✐♦♥ O✉❛❧✐/②✱ ❡4♣❡✲

❝✐❛❧❧② ❢♦: ✐♥4/❛♥❝❡4 ✇✐/❤ YW ≤ 70 ✐4 ✈❡:② ❜❛❞✳ ❋✉:/❤❡:♠♦:❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛:❡❞ /♦ :❛♥❞♦♠

❛44✐❣♥♠❡♥/ ❛❧❣♦:✐/❤♠✱ /❤❡ ✐♠♣:♦✈❡♠❡♥/ ✐4 ❧♦✇✳ ❋♦: ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ 4❡❡ ❛♥ ✐♠♣:♦✈❡✲

♠❡♥/ ♦❢ /❤❡ O✉❛❧✐/② ♦❢ 0, 06% ♦♥ /❤❡ 9❴25❴1000❴50 ✐♥4/❛♥❝❡4✳ ❚❤✐4 ❝♦::❡4♣♦♥❞4 /♦ ❛

:❡❞✉❝/✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② 15 ❢❛✉❧/② ❞✐❡4 ♦♥ ❛♥ ✐♥4/❛♥❝❡4 /❤❛/ ❝♦♥/❛✐♥4 25000 ♦❢ /❤❡♠✳
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✸ ✺✵ ✶✵✵✵ ✺✵ ✽✹✳✾✾% ✶✺✳✺✼✷ ✶✵ ✽✷✳✺✻% ✵✳✾✼✶ ✲ ✵ ✶✷✳✵✷% ✽✹✳✽✶% ✵✳✾✾✽

✻ ✷✺ ✶✵ ✺✵ ✾✼% ✲ ✲ ✲ ✲ ✶✵✼✽✳✾✹✸ ✸ ✶✳✼✻% ✻✽✳✸✷% ✵✳✼✵✹

✻ ✺✵ ✶✵ ✺✵ ✾✻✳✼✻% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✸✳✺✵% ✻✺✳✻ % ✵✳✻✼✽

✻ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✸✺✳✶✻% ✲ ✲ ✲ ✲ ✶✽✳✸✶✸ ✶✵ ✲ ✶✼✳✷✽% ✵✳✹✾✶

✻ ✺✵ ✶✵ ✾✵ ✸✼✳✺✷% ✲ ✲ ✲ ✲ ✸✷✶✳✾✽✼ ✻ ✻✳✸✼% ✶✺✳✹ % ✵✳✹✶✵

✻ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✽✹✳✻✻% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✸✷✳✻✺% ✽✹✳✵✽% ✵✳✾✾✸

✻ ✺✵ ✶✵✵✵ ✼✵ ✽✸✳✺✷% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✻✹✳✵✺% ✽✷✳✾✽% ✵✳✾✾✹

✾ ✷✺ ✶✵ ✺✵ ✾✾✳✺✷% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✷✳✾✷% ✼✵✳✻✹% ✵✳✼✶✵

✾ ✺✵ ✶✵ ✺✵ ✾✾✳✸✷% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✶✼✳✵✵% ✼✼✳✶ % ✵✳✼✼✻

✾ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✹✹✳✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✷✹✸✳✼✼✻ ✶✵ ✲ ✶✽✳✹ % ✵✳✹✶✶

✾ ✺✵ ✶✵ ✾✵ ✹✺✳✶✹% ✲ ✲ ✲ ✲ ✶✾✽✳✺✽✼ ✹ ✸✳✷✺% ✶✻✳✷✽% ✵✳✸✻✶

✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✾✸✳✶✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✸✼✳✵✽% ✾✷✳✻✷% ✵✳✾✾✹

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✼✵ ✾✶✳✾✾% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✻✼✳✸✽% ✾✶✳✹✽% ✵✳✾✾✹



✶✵✳✷✳ ■▲& ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ✶✺✺

■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✇❛❢❡,/ ♣❡, /❡(

■♥ $❤✐' '❡❝$✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉' ♦♥ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛1❛♠❡$❡1 n ♦♥ $❤❡ ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡' ♦❢ $❤❡

■▲4 ❢♦1♠✉❧❛$✐♦♥'✳ ❙♦♠❡ ✐♥$❡1❡'$✐♥❣ 1❡'✉❧$' ❛1❡ ❞❡♣✐❝$❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✼ ✇❤✐❧❡ $❤❡ ✇❤♦❧❡

1❡'✉❧$' ❛1❡ ❞❡♣✐❝$❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✳✹✳ ◆♦$❡ $❤❛$ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦$ ❞✐'❝✉'' ❛❜♦✉$ $❤❡ 1❡♣❡1❝✉'✲

'✐♦♥' ♦♥ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ '❡$ ❛❣❣1❡❣❛$✐♦♥✳ ❚❤✐' $❡❝❤♥✐D✉❡✱ ❝♦♥'✐'$✐♥❣ ✐♥ $❤❡

❝♦♥'$1✉❝$✐♦♥ ♦❢ ✐♥'$❛♥❝❡' ✇✐$❤ 50✱ 75✱ 100✱ ✳ ✳ ✳ ✇❛❢❡1' ♣❡1 ❧♦$ ❜② ❛''❡♠❜❧✐♥❣ ✐♥'$❛♥❝❡'

✇✐$❤ 25 ✇❛❢❡1' ♣❡1 ❧♦$✱ ✇✐❧❧ ❜❡ '✉❜❥❡❝$ $♦ ❛ ❞❡❞✐❝❛$❡❞ '$✉❞② ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✶✵✳✹✳

❚❤❡ 1❡'✉❧$' ✜1'$ '❤♦✇ $❤❛$ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ $❤❡'❡ ♣1♦❜❧❡♠' ✐♥✲

❝1❡❛'❡' ✇✐$❤ $❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ✇❛❢❡1'✳ ❚❤✐' ❜❡❤❛✈✐♦✉1 ✐' ♣❛1$✐❝✉❧❛1❧② ♥♦$✐❝❡❛❜❧❡ ♦♥ ✐♥✲

'$❛♥❝❡' 6❴25❴10❴90 ❛♥❞ 9❴25❴10❴90✳ ▼♦1❡♦✈❡1✱ ✇❡ ❡①♣❡❝$ ❛♥ ✐♥❝1❡❛'❡ ♦❢ $❤❡ '♦❧✉✲

$✐♦♥ D✉❛❧✐$② ❞✉❡ $♦ $❤❡ ✐♥❝1❡❛'❡ ♦❢ n✱ '✐♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✇❛❢❡1 ♦❢ $❤❡ ✐♥'$❛♥❝❡✱ $❤❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐$②

♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✇❛❢❡1 ✇✐$❤ '✐♠✐❧❛1 ❢❛✐❧✉1❡' ♠❛♣ ✐' ❤✐❣❤❡1✳

❚❤❡ 1❡'✉❧$' ❛1❡ ❣❡♥❡1❛❧❧② ❝♦♥'✐'$❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡❝$❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉1✳ ❍♦✇❡✈❡1 $❤❡ ❤✐❣❤

❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ '♦♠❡ ✐♥'$❛♥❝❡' ✭❡'♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥'$❛♥❝❡' ✇✐$❤ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❢♦1

p✮ ❧❡❛❞' $♦ ❛ ❞❡❝1❡❛'❡ ♦❢ $❤❡ D✉❛❧✐$② '♦❧✉$✐♦♥ ✇❤❡♥ '♦❧✈❡❞ ✇✐$❤ ❋♦1♠✉❧❛$✐♦♥ ✭❱■■■✮✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❛✈❡,❛❣❡ ✇❛❢❡, ②✐❡❧❞

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉' ♦♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ♦❢ $❤❡ ❛✈❡1❛❣❡ ✇❛❢❡1 ②✐❡❧❞ YW ♦♥ $❤❡ ❋♦1♠✉❧❛$✐♦♥ ✭❱■■■✮✳

❆ '❡❧❡❝$✐♦♥ ♦❢ 1❡'✉❧$' ✐' ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✽✳

■♥ ❛ ✜1'$ $✐♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡1 $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ♦❢ $❤❡ ✇❛❢❡1 ②✐❡❧❞ ♦♥ $❤❡ '♦❧✉$✐♦♥ D✉❛❧✐$②✳

❆ ✜1'$ ♦❜✈✐♦✉' 1❡'✉❧$ ✐' $❤❡ ✐♥❝1❡❛'❡ ♦❢ ♦✈❡1❛❧❧ '♦❧✉$✐♦♥ D✉❛❧✐$② ✇❤❡♥ YW ✐♥❝1❡❛'❡'✳

❋✉1$❤❡1♠♦1❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛1❡❞ $♦ 1❛♥❞♦♠ ❛''✐❣♥♠❡♥$'✱ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛❢❡1 ②✐❡❧❞

✐♠♣❧✐❡' ❛ '♠❛❧❧❡1 ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ 1❛$✐♦ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ❢❛✐❧✉1❡' ✐♥ $❤❡ ■▲4 ❢♦1♠✉❧❛$✐♦♥ ♦✈❡1

$❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ❢❛✐❧✉1❡' ✐♥ $❤❡ 1❛♥❞♦♠ ❛''✐❣♥♠❡♥$✱ ♥♦ ♠❛$$❡1 $❤❡ ❝♦♥'✐❞❡1❡❞ ❢♦1♠✉❧❛$✐♦♥✳

■♥ ❛ '❡❝♦♥❞ $✐♠❡ ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡1 $❤❡ ❋♦1♠✉❧❛$✐♦♥ ✭❱■✮✳ ❋♦1 $❤❡ ❧❛$$❡1✱ $❤❡ 1❡'✉❧$' '❤♦✇

$❤❛$ $❤❡ ♠♦1❡ $❤❡ ✇❛❢❡1 ②✐❡❧❞ ✐' ❧♦✇✱ $❤❡ ♠♦1❡ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ $✐♠❡ ✐' ✐♠♣♦1$❛♥$✳

❚❤✐' ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❧♦❣❛1✐$❤♠✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦1♠✉❧❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ YW ✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉1 ♦❢ $❤❡ ❋♦1♠✉❧❛$✐♦♥ ✭❱■■■✮ ✐' ❞✐✛❡1❡♥$ ❢1♦♠ $❤❡ ❢♦1♠❡1 ❜❡❤❛✈✐♦✉1✳

■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ❤❛1❞❡'$ ✐♥'$❛♥❝❡'✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥'✐❞❡1✐♥❣ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ $✐♠❡✱ ❛1❡ ✐♥'$❛♥❝❡'

'✉❝❤ $❤❛$ YW = 70✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣♦1$♠❡♥$ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉'❡❞ ✐♥

$❤❡ ✐♥'$❛♥❝❡ ❣❡♥❡1❛$♦1✳ ❚❤✐' ♠♦❞❡❧ ❞❡'✐❣♥❡❞ $♦ ❝❧✉'$❡1 $❤❡ ❢❛✐❧✉1❡' ♦♥ $❤❡ 1✐♠ ♦❢ $❤❡

✇❛❢❡1' ♠❛② ❧❡❛❞ $♦ ♣❛1$✐❝✉❧❛1 ❢❛✐❧✉1❡' ♠❛♣' ✇❤❡♥ YW ≈ 70✳ ■♥ $❤❡'❡ ✐♥'$❛♥❝❡'✱ ♦♥❡

❝❛♥ '❡❡ $❤❛$ $❤❡ ❢❛✐❧✉1❡' ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝✉$ ✐♥$♦ $❤1❡❡ ♠♦1❡ ♦1 ❧❡'' ❞✐'$✐♥❝$ ❛1❡❛'✳

✶✳ ❚❤❡ ♦✉$❡1 1✐♠✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣1♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❢❛✐❧✉1❡ ✐' ✈❡1② ❤✐❣❤ ❞✉❡ $♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥

♦❢ D✉✐$❡ ❧♦✇ YW ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞✐'$❛♥❝❡ $♦ $❤❡ ❝❡♥$❡1 ♦❢ ✇❛❢❡1'✳ ❚❤✐' ❛1❡❛ ✐' 1❡❧❛✲

$✐✈❡❧② $❤✐♥✱ '✐♥❝❡ $❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥'✐$② ♦❢ ❢❛✐❧✉1❡' ❧❡❛❞' $♦ ❛ 1❛♣✐❞ ❞❡❝1❡❛'❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉1❡

♣1♦❜❛❜✐❧✐$②✳

✷✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡1 1✐♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐' $❤❡ ♠♦'$ ✐♠♣♦1$❛♥$ ♣❛1$ ✐♥ $❡1♠ ♦❢ ❛1❡❛✳ ■♥ $❤✐' ❛1❡❛✱ $❤❡

♣1♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❢❛✐❧✉1❡ ✐' ❝❧♦'❡ $♦ 50%✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ✇❡❧❧ '♣1❡❛❞ ❢❛✐❧✉1❡' ♦♥ $❤✐' ❛1❡❛✳



✶✺✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✵✳ ■▲# ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✽✿ ■♠♣❛❝0 ♦❢ YW ♦♥ 0❤❡ ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡6 ♦❢ ■▲8 ❢♦5♠✉❧❛0✐♦♥6✳

 ❛♥❞♦♠ ❋♦ ♠✉❧❛)✐♦♥ ✭❱■✮ ❋♦ ♠✉❧❛)✐♦♥ ✭❱■■■✮

❋❛✐❧/ ❚✐♠❡ # ❋❛✐❧/ ❘❛)✐♦ ❚✐♠❡ # ●❛♣ ❋❛✐❧/ ❘❛)✐♦

✸ ✷✺ ✶✵ ✺✵ ✽✺✳✻✽% ✵✳✺✶✻ ✶✵ ✻✸✳✻✼% ✵✳✼✹✸ ✶✳✸✺✸ ✶✵ ✲ ✻✸✳✻✼% ✵✳✼✹✸
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✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✹✽✳✼✷% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✹✻✳✺✷% ✹✻✳✽✸% ✵✳✾✻✶
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✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✺✵ ✾✾✳✸✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✺✵✳✷✵% ✾✾✳✸✶% ✵✳✾✾✾
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❖♥ %❤❡ ♦%❤❡) ❤❛♥❞✱ %❤❡ ❋♦)♠✉❧❛%✐♦♥ ✭❱■■■✮ ❤❛6 n2(m − 1) + np ✈❛)✐❛❜❧❡6 ❛♥❞

n(m− 1)(p+2) ❝♦♥6%)❛✐♥%6✳ ❲❡ %❤✉6 ❡①♣❡❝% p %♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝% ❢❛❝%♦) ♦♥ %❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ %❤✐6 ❢♦)♠✉❧❛%✐♦♥✳

❇♦%❤ ♦❢ %❤❡6❡ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥6 ❛)❡ ✈❛❧✐❞❛%❡❞ ❜② ♦✉) ❡①♣❡)✐♠❡♥%✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ❢♦) ❤✐❣❤

✈❛❧✉❡6 ♦❢ m ❛♥❞ n✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝% ♦♣%✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡6 %♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❜② ❋♦)♠✉❧❛%✐♦♥ ✭❱■■■✮

✐❢ %❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❞✐❡6 ✐6 ❧♦✇✳ ❚❤✐6 ♠♦%✐✈❛%❡6 %❤❡ ❞❡6✐❣♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❤❡✉)✐6%✐❝ ❜❛6❡❞ ♦♥ %❤✐6

■▲F ❢♦)♠✉❧❛%✐♦♥✳

✶✵✳✸ ■▲& ❜❛)❡❞ ❤❡✉.✐)0✐❝)

✶✵✳✸✳✶ $%✐♥❝✐♣❧❡

❚❤❡ ♣)❡✈✐♦✉6 6❡❝%✐♦♥ 6❤♦✇6 %❤❛% ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝% %❤❡ ❋♦)♠✉❧❛%✐♦♥ ✭❱■■■✮ %♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥%

✇❤❡♥ %❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❞✐❡6 ♦❢ %❤❡ ✐♥6%❛♥❝❡ ✐6 ❧♦✇✳ ■% 6❡❡♠6 %❤✉6 ♥❛%✉)❛❧ %♦ ✉6❡ %❤✐6

♣)♦♣❡)%② %♦ ❞❡6✐❣♥ ❤❡✉)✐6%✐❝6✳ ❖♥❡ ♣♦66✐❜❧❡ ✇❛② %♦ )❡❛❝❤ %❤✐6 ❣♦❛❧ ✐6 %♦ ✉6❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

6❝❤❡♠❡✿

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✸✿ ❘❡❞✉❝❡❞ ❞✐❡6 ❤❡✉)✐6%✐❝ ♣)✐♥❝✐♣❧❡

❉❛&❛✿ ❆♥ ✐♥%❡❣❡) φ
❙❡❧❡❝% φ ♣♦6✐%✐♦♥6❀

❙♦❧✈❡ ♦♣%✐♠❛❧❧② %❤❡ ✐♥6%❛♥❝❡ )❡❞✉❝❡❞ %♦ %❤❡ φ 6❡❧❡❝%❡❞ ♣♦6✐%✐♦♥6❀

❆♣♣❧② ♣)❡✈✐♦✉❧② ❝♦♠♣✉%❡❞ ❛66✐❣♥♠❡♥% ♦♥ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ✐♥6%❛♥❝❡❀

■% 6❡❡♠6 ♥❛%✉)❛❧ %❤❛% %❤❡ ♥✉♠❜❡) φ ♦❢ ❞✐❡6 ✐♥ %❤❡ ♥❡✇❧② ❝)❡❛%❡❞ ✐♥6%❛♥❝❡ ❛6 ✇❡❧❧

❛6 %❤❡ ✇❛② %♦ 6❡❧❡❝% %❤❡6❡ φ ♣♦6✐%✐♦♥6 ❛)❡ ✐♠♣❛❝% ❢❛❝%♦)6 ♦♥ %❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ 6✉❝❤ ❛

❤❡✉)✐6%✐❝✳ ■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣)♦♣♦6❡ %✇♦ ✇❛②6 %♦ 6❡❧❡❝% %❤❡6❡ ❞✐❡6 ❛♥❞ ♣❡)❢♦)♠ %❡6%6

❢♦) φ ∈ {10, 50} ♦♥ %❤❡ ✐♥6%❛♥❝❡6 ✉6❡❞ ✐♥ %❤❡ ♣)❡✈✐♦✉6 ♦♥❡6✳

▲❡% ✉6 ♥♦✇ ❞❡6❝)✐❜❡ %❤❡ ♣♦6✐%✐♦♥ 6❡❧❡❝%✐♦♥ ♣)♦❝❡❞✉)❡6✳ ❚❤❡ ✜)6% ♦♥❡ ✐6 ❧❡❞ ❜② %❤❡
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%❤❡ ❝)❡❛%❡❞ 6%❛❝❦6✳✑ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ✐6 %❤❡♥ %♦ ✐❞❡♥%✐❢② %❤❡ ♣♦6✐%✐♦♥6 ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ %❤❡

♥✉♠❜❡) ♦❢ ❣♦♦❞ ❞✐❡6 ✐♥ %❤❡ )❡❞✉❝❡❞ ✐♥6%❛♥❝❡✳ ❇❛6❡❞ ♦♥ %❤✐6 ♣)✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ %❤❡

❤❡✉)✐6%✐❝ ✹✳
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❉❛&❛✿ ❆♥ ✐♥%❡❣❡) φ
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❙♦❧✈❡ ♦♣%✐♠❛❧❧② %❤❡ ✐♥6%❛♥❝❡ )❡❞✉❝❡❞ %♦ %❤❡ φ 6❡❧❡❝%❡❞ ♣♦6✐%✐♦♥6❀
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❝)❡❛%❡❞ 6%❛❝❦6✱ ❛6 ♦%❤❡) ♣♦6✐%✐♦♥6 ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡) ♣)♦❜❛❜✐❧✐%② %♦ ❧❡❛❞ %♦ ✈✐❛❜❧❡ ♣♦6✐%✐♦♥6✳✑
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✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✺ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✹ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✹

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✼✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✾ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✹ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✹

✻ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✼✽ ✵✳✷✻ ✵✳✾✽✸ ✶✽✵✵ ✵✳✾✻✼

✻ ✺✵ ✶✵✵✵ ✾✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✷✹ ✵✳✾✾✼ ✶✽✵✵ ✵✳✾✽✺

✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✼✽ ✶✻✷✳✻✾✾ ✵✳✾✾✶ ✶✽✵✵ ✵✳✾✻✶

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✾✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✹ ✻✺✾✳✻✻✽ ✵✳✾✾✹ ✶✽✵✵ ✵✳✾✼✸
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■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ +❡❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✵✱ 2❤❛2 ❱❉6✲10 ❤❛" ♦✈❡&❛❧❧ ❜❡))❡& "♦❧✉)✐♦♥ -✉❛❧✐)②

❡①❝❡♣) ❢♦& ✐♥")❛♥❝❡" ✇✐)❤ 100 ✐♥✐)✐❛❧ ❞✐❡" ♣❡& ✇❛❢❡& ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛❢❡& ②✐❡❧❞ ❜❡✐♥❣

❡-✉❛❧ )♦ 90%✳ ■♥ "✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉&❛)✐♦♥✱ )❤❡ ♦✉)❡& &✐♠ ♦❢ )❤❡ ✇❛❢❡& ✐" ❛❧♠♦") ♥♦♥❡①✐")❡♥)

❞✉❡ )♦ )❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ YW ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p✳ ■) ❢♦❧❧♦✇"
)❤❛) ♠♦") ♦❢ )❤❡ ❢❛✐❧✉&❡" ❛&❡ -✉✐)❡ ✇❡❧❧ "♣&❡❛❞ ♦✈❡& )❤❡ ✐♥♥❡& &✐♠ ✇❤✐❧❡ )❤❡ ✇❛❢❡& ❝❡♥)❡&✱

❝♦♠♣♦"❡❞ ✇✐)❤ ❛❧♠♦") ♦♥❧② ✈✐❛❜❧❡ ❞✐❡"✱ ❝♦✈❡&" ❛ ❧❛&❣❡ ❛&❡❛ ♦♥ )❤❡ ✇❛❢❡&✳

❚❤✐" ❧❡❛❞" )❤❡ ❇❉❙ ❤❡✉&✐")✐❝ )♦ "❡❧❡❝) ♣♦"✐)✐♦♥" ❝♦♠♣♦"❡❞ ✇✐)❤ ❛ ♠✐① ♦❢ ✈✐❛❜❧❡ ❞✐❡"

❛♥❞ ❢❛✐❧✉&❡" ✇❤✐❧❡ )❤❡ ❱❉@ ❤❡✉&✐")✐❝ "❡❧❡❝)" ♣♦"✐)✐♦♥" ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠ )❤❡ ✇❛❢❡& ❝❡♥)❡&

❛&❡❛✱ ❛♥❞ )❤✉" ❛❧♠♦") ❡①❝❧✉"✐✈❡❧② ❝♦♠♣♦"❡❞ ✇✐)❤ ✈✐❛❜❧❡ ❞✐❡"✳ ■♥ )❤❡ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥")❛♥❝❡"

♦❢ ❱❉@✲10 ❡✈❡&② ❛""✐❣♥♠❡♥) ✐" ❛❧♠♦") ♦♣)✐♠❛❧✳ ❚❤✐" ❡①♣❧❛✐♥" ✇❤② )❤❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ ✐"

✈❡&② ❢❛") ✭❧❡"" )❤❛♥ 1 "❡❝♦♥❞ ♠❡❛"✉&❡❞ ✐♥ ❈@❯ )✐♠❡✮ ❛♥❞ ✇❤② )❤❡ ❝♦♠♣✉)❡❞ "♦❧✉)✐♦♥

❛&❡ -✉✐)❡ ❜❛❞✳ ❚❤❡ ♠♦&❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❇❉❙✲10 ✐♥")❛♥❝❡" ❧❡❛❞✱ ✐♥ )✉&♥✱ )♦ ♠♦&❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥
)✐♠❡ ✭♥♦♥❡ ♦❢ )❤❡ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥")❛♥❝❡ ❤❛" ❜❡❡♥ "♦❧✈❡❞ )♦ ♦♣)✐♠❛❧✐)②✮ ❜✉) ♣&♦❞✉❝❡ ❜❡))❡&

"♦❧✉)✐♦♥"✳

◆♦)❡ )❤❛) )❤❡ ♣&❡✈✐♦✉" ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞♦❡" ♥♦) ♥❡❝❡""❛&② ❛♣♣❧② ♦♥ ✐♥")❛♥❝❡" ✇✐)❤

p = 1000 "✐♥❝❡ )❤❡ ✐♥❝&❡❛"❡ ♦❢ )❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞✐❡" ❧❡❛❞" )♦ ✐♥")❛♥❝❡" ❛❞♠✐))✐♥❣ ❛

♠♦&❡ ❝♦♥"❡-✉❡♥) ♦✉)❡& &✐♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐❡" ❛&❡ "❡❧❡❝)❡❞ ❜② ❇❉❙✲10✱ ❧❡❛❞✐♥❣ )♦ ♣♦"✐)✐♦♥"
✇✐)❤ ❛ ❧❛&❣❡& ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡"✳ ❚❤✐" ❡①♣❧❛✐♥" ✇❤② ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡" ♦❢ ❇❉❙✲10 ❞❡❣&❛❞❡

✇❤❡♥ p = 1000✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ )❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡" ♦❢ ❱❉@ ♦♥ )❤❡"❡ ✐♥")❛♥❝❡" ❛&❡ ♥♦)

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② )❤✐" ❦✐♥❞ ♦❢ ❛&❣✉♠❡♥)"✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♠♦)✐✈❛)❡" ❛ ♠♦&❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞

")✉❞② ♦❢ )❤❡ ")&✉❝)✉&❡ ♦❢ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥")❛♥❝❡"✳

◆♦)❡ ❛❧"♦ )❤❛) ❛ "✐♠✐❧❛& ❛&❣✉♠❡♥)" ❡①♣❧❛✐♥"✿

• )❤❡ ❜❛❞ "♦❧✉)✐♦♥ -✉❛❧✐)② ♦❢ ❇❉❙✲10✱ "✐♥❝❡ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥")❛♥❝❡" ♠❛✐♥❧② ❝♦♥"✐")" ✐♥

♣♦"✐)✐♦♥ ✇✐)❤ ❛ ❤✐❣❤ &❛)❡ ♦❢ ❢❛✉❧)② ❞✐❡"✳ ❙✐♥❝❡ )❤❡"❡ ♣♦"✐)✐♦♥" ❛&❡ ✈❡&② ❧✐❦❡❧② )♦

❜❡ ❢❛✉❧)② ♣♦"✐)✐♦♥" ✐♥ "♦❧✉)✐♦♥" ♦❢ )❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ✐♥")❛♥❝❡"✱ )❤❡ ❇❉❙✲10 ❛❧❣♦&✐)❤♠

❛♣♣❡❛&" )♦ ❜❡ ✐♥❛❞❡-✉❛)❡✳

• )❤❡ ❣♦♦❞ "♦❧✉)✐♦♥" -✉❛❧✐)② ♦❢ ❇❉❙✲50 ✐♥ ✐♥")❛♥❝❡" ✇✐)❤ YW = 90✱

• )❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ❜❡))❡& -✉❛❧✐)② ♦❢ ❱❉@✲10 ❛♥❞ ❱❉@✲50 ♦❢ )❤❡ ♦)❤❡& ✐♥")❛♥❝❡"✳

■) ❢♦❧❧♦✇" )❤❛) )❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣&♦♣♦"❡❞ ❤❡✉&✐")✐❝ ✐" ")&♦♥❣❧② &❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲

✉❛❧ ✇❛❢❡& ②✐❡❧❞ ✐♥ )❤❡ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥")❛♥❝❡"✳ ■♥✈❡")✐❣❛)✐♦♥ ♦♥ )❤❡ ✐♠♣❛❝) ♦❢ )❤❡ ❧❛))❡& ♦♥

)❤❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡" ❛♣♣❡❛&" )♦ ❜❡ ❛♣♣&♦♣&✐❛)❡✳ ❋✉&)❤❡&♠♦&❡✱ ✇❡ ❝♦♥❥❡❝)✉&❡ )❤❛)✱ ✉"✐♥❣ ❛

♣♦"✐)✐♦♥" "❡❧❡❝)✐♦♥ ❛❧❣♦&✐)❤♠ ❡♥"✉&✐♥❣ ❛ ❤❡)❡&♦❣❡♥❡✐)② ❜❡)✇❡❡♥ ✈✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢❛✉❧)② ❞✐❡"

✐♥ )❤❡ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥")❛♥❝❡✱ ❝❛♥ ❞&❛")✐❝❛❧❧② ✐♠♣&♦✈❡ )❤❡ ✜♥❛❧ ②✐❡❧❞✳

■♠♣❛❝% ♦❢ %❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❞✐❡0 ✐♥ -❡❞✉❝❡❞ ✐♥0%❛♥❝❡0

❚❤✐" "❡❝)✐♦♥ ❛✐♠" ❛) ❞❡)❡&♠✐♥✐♥❣ )❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞✐❡" ✐♥ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥✲

")❛♥❝❡" ♦♥ )❤❡ -✉❛❧✐)② ♦❢ )❤❡ ❝♦♥"✐❞❡&❡❞ ❤❡✉&✐")✐❝"✳ ◆❛)✉&❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❡❝) )❤❛) ❛♥

✐♥❝&❡❛"❡❞ "✐③❡ ♦❢ )❤❡ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥")❛♥❝❡" ❧❡❛❞" )♦ ❜❡))❡& "♦❧✉)✐♦♥ ❛" )❤❡ ❤❡✉&✐")✐❝ ❤❛✈❡

♠♦&❡ ✐♥❢♦&♠❛)✐♦♥" ♦♥ )❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ✐♥")❛♥❝❡✳ ❖♥ ❛ ✜&") ❤❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ✐♥❢♦&♠❛)✐♦♥" ✐♥)♦

)❤❡ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥")❛♥❝❡" ❧❡❛❞" )♦ ❛ ❞✐♠✐♥✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✐♠♣❛❝) ♦❢ )❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐"♠" ♣&❡"❡♥)❡❞

✐♥ ♣&❡✈✐♦✉" "❡❝)✐♦♥✱ ✐♠♣&♦✈✐♥❣ )❤✉" ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❇❉❙ ❤❡✉&✐")✐❝✳ ❖♥ )❤❡ ♦)❤❡& ❤❛♥❞ ✇❡
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❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 3❤❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡9 ✐♥ 6❡❞✉❝❡❞ ✐♥93❛♥❝❡9 ♦♥ 3❤❡ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡9

♦❢ ❇❉❙✲10 ❛♥❞ ❇❉❙✲50 ❤❡✉6✐93✐❝9✳

❇❉❙✲10 ❇❉❙✲50 ❋♦&♠ ✭❱■■■✮

❚✐♠❡ ❘❛1✐♦ ❚✐♠❡ ❘❛1✐♦ ❚✐♠❡ ❘❛1✐♦
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✻ ✷✺ ✶✵✵ ✼✵ ✽✺✷✳✹✼✼ ✵✳✾✼✶ ✶✽✵✵ ✵✳✾✶✺ ✶✽✵✵ ✵✳✾✹✷

✻ ✷✺ ✶✵✵ ✾✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✶✽ ✶✽✵✵ ✵✳✽✸✹ ✶✽✵✵ ✵✳✽✽✶

✻ ✷✺ ✶✵✵✵ ✺✵ ✵✳✷✶✹ ✶✳✵✵✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✼ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✾

✻ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✹✷✳✼✽✻ ✵✳✾✾✽ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✸ ✶✽✵✵ ✵✳✾✾✸

✻ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✶✽✵✵ ✵✳✾✽✺ ✶✽✵✵ ✵✳✾✼✽ ✶✽✵✵ ✵✳✾✻✼

✻ ✺✵ ✶✵✵ ✺✵ ✼✹✳✷✹✾ ✵✳✾✽✻ ✶✽✵✵ ✵✳✾✼✼ ✶✽✵✵ ✵✳✾✼✹
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✇✐❧❧ 9❡❡ 3❤❛3 3❤✐9 ❡①36❛ ✐♥❢♦6♠❛3✐♦♥ ♠❛② ❛❧9♦ ❝❛✉9❡9 ❧♦99 ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ ❝❡63❛✐♥ 9❡39 ♦❢

✐♥93❛♥❝❡9✳

❚❤❡ 6❡9✉❧39 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✷ 9❤♦✇ 3❤❛3 3❤❡ ❇❉❙ ❤❡✉6✐93✐❝ ❤❛9 ♦✈❡6❛❧❧ ❜❡33❡6 6❡9✉❧39

✇✐3❤ ❛ ❧❛6❣❡6 ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡9 ✐♥ 3❤❡ 6❡❞✉❝❡❞ ✐♥93❛♥❝❡9✳ ❚❤❡9❡ 6❡9✉❧39 936❡♥❣3❤❡♥ 3❤❡

❡①♣❧❛♥❛3✐♦♥9 ✇❡ ❣❛✈❡ ✐♥ 3❤❡ ♣6❡✈✐♦✉9 9❡❝3✐♦♥ 6❡❣❛6❞✐♥❣ 3❤❡ ♦✈❡6❛❧❧ ♣♦♦6 ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡9

♦❢ 3❤✐9 ❤❡✉6✐93✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❧❛6❣❡6 ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ♣♦9✐3✐♦♥9 ✐♥ 3❤❡ 6❡❞✉❝❡❞ ✐♥93❛♥❝❡9 ❧❡❛❞9

3♦ ❛ 9❡❧❡❝3✐♦♥ ♦❢ ♣♦9✐3✐♦♥9 ❝♦♠♣♦9❡❞ ✇✐3❤ ♠♦6❡ ✈✐❛❜❧❡ ❞✐❡9 3❤❛♥ 3❤❡ ♣♦9✐3✐♦♥9 9❡❧❡❝3❡❞

✐♥ ❇❉❙✲10✳

❘❡9✉❧39 ❛❧9♦ 9❤♦✇ 3❤❛3✱ ❡①❝❡♣3 ❢❡✇ 9❡39 ♦❢ ✐♥93❛♥❝❡9✱ ❇❉❙✲50 6❡3✉6♥9 ❜❡33❡6 9♦❧✉3✐♦♥

3❤❛♥ 3❤❡ ❋♦6♠✉❧❛3✐♦♥ ✭❱■■■✮✳

❚❤❡ 6❡9✉❧39 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✸ 9❤♦✇ 3❤❛3✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝6❡❛9✐♥❣ 3❤❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡9 ✐♥ 3❤❡

6❡❞✉❝❡❞ ✐♥93❛♥❝❡ ✐♠♣6♦✈❡ 3❤❡ M✉❛❧✐3② ♦❢ 3❤❡ 9♦❧✉3✐♦♥9 6❡3✉6♥❡❞ ❜② ❇❉❙ ❤❡✉6✐93✐❝✱ 9✉❝❤

❛♥ ✐♥❝6❡❛9❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ 3♦ ❧♦99 ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦6 ❱❉=✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉69 ♦♥

✐♥93❛♥❝❡9 ✇✐3❤ ❧❛6❣❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡9 ✭p = 1000✮ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛❢❡6 ②✐❡❧❞

✭YW = 90%✮✳ ■3 ✐9 ❛❣❛✐♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 3❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛3✐♦♥ ♦❢ ❢❛✈♦✉6❛❜❧❡ ♣❛6❛♠❡3❡69 ❛♥❞

♣♦9✐3✐♦♥9 9❡❧❡❝3✐♦♥ 6♦✉3✐♥❡✳

❘❡♠❡♠❜❡6 3❤❛3 ❱❉= ❤❡✉6✐93✐❝9 9❡❧❡❝39 ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ 3❤❡ ♣♦9✐3✐♦♥9 3❤❡ ♦♥❡9 3❤❛3 ❛6❡

❝♦♠♣♦9❡❞ ✇✐3❤ 3❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❢❛✉❧3② ❞✐❡9✳ ■3 ❢♦❧❧♦✇9 3❤❛3✱ ❢♦6 9✉❝❤ ✐♥93❛♥❝❡9✱

♠♦93 ♦❢ 3❤❡ 9❡❧❡❝3❡❞ ♣♦9✐3✐♦♥9 ❛6❡ ♥❡❛6❧② ♣❡6❢❡❝3 ♣♦9✐3✐♦♥9✳ ❚❤✉9 3❤❡ ❢❡✇ 9❡❧❡❝3❡❞
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✐♠♣❛❝& ♦♥ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ $♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ 0❡❞✉❝❡❞ ✐♥$&❛♥❝❡$✳ ❖♣&✐♠❛❧ ❛$$✐❣♥♠❡♥&$ ✐♥

❱❉<✲50 ❛0❡ ✐♥❞❡❡❞ ✈❡0② ❞✐✛❡0❡♥& ❢0♦♠ &❤♦$❡ ✐♥ ❱❉<✲10✳ ❲❡❧❧✱ 0❡❝❛❧❧ &❤❛& ✐♥ &❤❡ ✇❛❢❡0

❣❡♥❡0❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉✐ ◆❛&❛❧❡ ❡& ❛❧✳ ❬◆❛&✰✶✸❪✱ ✇❛❢❡0$ &❤❛& ❤❛✈❡ $✐♠✐❧❛0 ❢❛✐❧✉0❡$ ♠❛♣$

✐♥ &❤❡ ✇❛❢❡0 ❝❡♥&❡0 ❛0❡❛ ❤❛✈❡ $✐♠✐❧❛0 ♦✈❡0❛❧❧ ❢❛✐❧✉0❡$ ♠❛♣$✳ ❚❤✉$ ♦♣&✐♠❛❧ ❛$$✐❣♥♠❡♥&

✐♥ 0❡❞✉❝❡❞ ✐♥$&❛♥❝❡$ ♦❢ ❱❉<✲10 ❧✐❦❡❧② ❧❡❞ &♦ ❛$$✐❣♥♠❡♥& ♦❢ $✐♠✐❧❛0 ✇❛❢❡0$ ✐♥ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧

✐♥$&❛♥❝❡$✳ ❖♣&✐♠❛❧ ❛$$✐❣♥♠❡♥&$ ✐♥ ❱❉<✲50 0❡❞✉❝❡❞ ✐♥$&❛♥❝❡$ ❛0❡ ❞0✐✈❡♥ ❜② ♠♦0❡ ❢❛✉❧&②

♣♦$✐&✐♦♥$ ❛♥❞ &❤✉$ ♣♦$✐&✐♦♥$ ♣❧❛❝❡❞ ❢✉0&❤❡0 ❢0♦♠ &❤❡ ✇❛❢❡0 ❝❡♥&❡0✳ ❚❤❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐&② &❤❛&

&❤❡$❡ ❛$$✐❣♥♠❡♥&$ ❧❡❛❞ &♦ ❛$$✐❣♥♠❡♥& ♦❢ $✐♠✐❧❛0 ✇❛❢❡0$ ✐$ &❤✉$ 0❡❞✉❝❡❞✳

❖♥ &❤❡ ♦&❤❡0 ❤❛♥❞✱ &❤❡ ✐♥❝0❡❛$❡ ♦❢ ❞✐❡$ ✐♥ 0❡❞✉❝❡❞ ✐♥$&❛♥❝❡$ ❧❡❛❞$ &♦ ❛ ♥♦&✐❝❡❛❜❧❡

✐♠♣0♦✈❡♠❡♥& ♦❢ &❤❡ $♦❧✉&✐♦♥ G✉❛❧✐&② ♦♥ ✐♥$&❛♥❝❡$ ✇✐&❤ p = 100 ❞✐❡$ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇❛❢❡0

②✐❡❧❞ ❡G✉❛❧ &♦ 90%✳

❋♦0 ❜♦&❤ ♦❢ &❤❡ ❤❡✉0✐$&✐❝$✱ ✇✐&❤ ❛♥ ✐♥❝0❡❛$❡❞ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❞✐❡$ ✐♥ 0❡❞✉❝❡❞ ✐♥$&❛♥❝❡$✱

♥♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ✐♥$&❛♥❝❡ ❤❛$ ❜❡❡♥ $♦❧✈❡❞ &♦ ♦♣&✐♠❛❧✐&②✳ ❍♦✇❡✈❡0 ❧❡& ✉$ 0❡♠❛0❦ &❤❛&✱ $♦❧✈✐♥❣

&❤❡ ❧❛&&❡0 &♦ ♦♣&✐♠❛❧✐&② ❞♦❡$ ♥♦& ♥❡❝❡$$❛0✐❧② ✐♠♣❧✐❡$ ❛♥ ✐♠♣0♦✈❡♠❡♥& ♦❢ &❤❡ $♦❧✉&✐♦♥

❝♦♠♣✉&❡❞ ❜② &❤❡ ❤❡✉0✐$&✐❝$✳

✶✵✳✹ ❙❡&' ❛❣❣*❡❣❛&✐♦♥ &❡❝❤♥✐0✉❡

■♥ &❤✐$ $❡❝&✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡$&✐❣❛&❡ ❛♥♦&❤❡0 ❛$♣❡❝& ♦❢ &❤❡ ♣0♦❜❧❡♠✳ ❲❡ &0② &♦ ❞❡&❡0♠✐♥❡ &❤❡

♣♦&❡♥&✐❛❧ ♣0♦✜& ✇❡ ❝❛♥ ❡❛0♥ ❜② ❝♦♥$✐❞❡0✐♥❣ ✐♥$&❛♥❝❡$ ✇✐&❤ ❛ ❧❛0❣❡0 ♥✉♠❜❡0 ♦❢ $❡&$✳

❚❤✐$ G✉❡$&✐♦♥ ✐$ ♠♦&✐✈❛&❡❞ ❜② ♦♣&✐♠✐③✐♥❣ ✐♥❞✉$&0✐❛❧ ♣0♦❝❡$$❡$✳

✶✵✳✹✳✶ ▼♦❞✉( ❖♣❡,❛♥❞✐

■♥ ♦0❞❡0 &♦ ♠❡❛$✉0❡ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♠♣❛❝& ♦❢ &❤❡ $❡&$ ❛❣❣0❡❣❛&✐♦♥ &❡❝❤♥✐G✉❡✱ ✇❡ ✇❛♥&

&♦ ❡♥$✉0❡ ❛♥ ♦♣&✐♠❛❧ 0❡$♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥$✐❞❡0❡❞ ✐♥$&❛♥❝❡$✳ ❚❤✐$ ♠♦&✐✈❛&❡$ &❤❡ ✉$❡ ♦❢

❋♦0♠✉❧❛&✐♦♥ ✭❱■✮ 0❡$&0✐❝&❡❞ &♦ ✐♥$&❛♥❝❡$ ✇✐&❤ m = 3✳ ■♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉$

♦♥ &❤❡ ❛❣❣0❡❣❛&✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉0 ✐♥$&❛♥❝❡$✳ ■♥ ♦&❤❡0 ✇♦0❞$✱ ✇❡ ❝♦♥$&0✉❝& ❛ ✐♥$&❛♥❝❡ ✇✐&❤

n = 100 ❢0♦♠ ❢♦✉0 ✐♥$&❛♥❝❡$ ✇✐&❤ n = 25✳

❋♦0 ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ ♣❛0❛♠❡&❡0 p ∈ 10, 100, 1000 ❛♥❞ YW ∈ {50, 70, 90}✱ ✇❡
❣❡♥❡0❛&❡ ✽✵ ✐♥$&❛♥❝❡$ ✇✐&❤ m = 3 ❛♥❞ n = 25✳ ❲❡ ❝❛♥ &❤❡♥ ❝♦♠♣✉&❡ 20 ✐♥$&❛♥❝❡$ ✇✐&❤

n = 100✳ ❊❛❝❤ ♦❢ &❤❡$❡ ✐♥$&❛♥❝❡$ ❛0❡ ♦♣&✐♠❛❧❧② $♦❧✈❡❞ ✇✐&❤ ❋♦0♠✉❧❛&✐♦♥ ✭❱■✮ ❛♥❞ ✇❡

❝♦♠♣❛0❡ &❤❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ✈❛❧✉❡$ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ &✐♠❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡

❢♦✉0 ✐♥$&❛♥❝❡$ ✇✐&❤ n = 25 ❛♥❞ &❤❡ ❝♦00❡$♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥$&❛♥❝❡ ✇✐&❤ n = 100✳

❚❤❡ &❡$&$ ❛0❡ ♣❡0❢♦0♠❡❞ ♦♥ &❤❡ $❛♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛$ ❛❧❧ ♦&❤❡0 ♣❡0❢♦0♠❡❞ &❡$&$✱ ✐✳❡✳ ❛

✇♦0❦$&❛&✐♦♥ ❡G✉✐♣♣❡❞ ✇✐&❤ ■♥&❡❧ ❳❡♦♥ ♣0♦❝❡$$♦0$ ✇✐&❤ &✇❡♥&② ❝♦0❡$ 0✉♥♥✐♥❣ ❛& 2.86●❤③

✇✐&❤ 68●❜ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦0②✳ ❚❤❡ ■▲< $♦❧✈❡0 ✉$❡❞ &♦ ♣❡0❢♦0♠ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ✐$

❈<▲❊❳ ✶✷✳✻✳

✶✵✳✹✳✷ ❈♦♠♣✉3❛3✐♦♥❛❧ ,❡(✉❧3(

❚❤❡ 0❡$✉❧&$ ♦❢ &❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥& ❛0❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✹✳ ❚❤❡② $❤♦✇ ❛ $✉❜$&❛♥&✐❛❧

✐♥❝0❡❛$❡ ♦❢ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐&❤ ✉♣ &♦ 578.9 ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ✈✐❛❜❧❡ ❞✐❡$ ❢♦0 ✐♥$&❛♥❝❡$



✶✵✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✻✼

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✹✿ ■♠♣❛❝0 ♦❢ 0❤❡ 4❡0 ❛❣❣6❡❣❛0✐♦♥ 0❡❝❤♥✐9✉❡ ♦♥ 0❤❡ 0✐♠❡ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥ ❛♥❞

♦❜❥❡❝0✐✈❡ ❢✉♥❝0✐♦♥

n = 100 ✐♥"#❛♥❝❡" n = 25 ✐♥"#❛♥❝❡" ❉✐✛❡)❡♥❝❡

p YW ❚✐♠❡ ❖❜❥✳ ❱❛❧✉❡ ❚✐♠❡ ❖❜❥✳ ❱❛❧✉❡ ∆ ❚✐♠❡ ∆ ❖❜❥✳ ∆ ❋❛✐❧"

✶✵✵✵

✺✵ ✸✺✵✷✾✳✻✷ ✽✷✵✵✻✳✾ ✶✵✳✷✻ ✽✷✺✽✺✳✽ ✲✸✺✵✶✾✱✸✻ ✺✼✽✳✾ ✵✳✺✽%
✼✵ ✷✶✹✷✵✳✽✵ ✺✾✹✶✵✳✸ ✶✵✳✸✾ ✺✾✾✽✽✳✸ ✲✷✶✹✶✵✳✹✶ ✺✼✽✳✶ ✵✳✺✽%
✾✵ ✶✹✶✵✻✳✶✽ ✷✸✵✽✶✳✶ ✶✹✳✷✺ ✷✸✹✺✻✳✹ ✲✶✹✵✾✶✳✾✸ ✸✼✺✳✸ ✵✳✸✽%

✶✵✵

✺✵ ✷✺✻✵✻✳✼✻ ✼✺✾✾✳✷ ✶✺✳✺✹ ✼✽✵✵✳✺ ✲✷✺✺✾✶✳✷✶ ✷✵✶✳✸ ✷✳✵✶%
✼✵ ✶✶✻✷✵✳✹✹ ✺✸✹✺✳✶ ✶✶✳✹✹ ✺✺✹✼✳✺ ✲✶✶✻✵✽✳✵✵ ✷✵✷✳✹ ✷✳✵✷%
✾✵ ✽✹✸✸✳✾✻ ✶✾✸✺✳✸ ✼✳✷✵ ✷✵✻✻✳✵ ✲✽✹✷✻✳✼✻ ✶✸✵✳✼ ✶✳✸✶%

✶✵

✺✵ ✷✽✻✹✳✹✸ ✺✽✹✳✹ ✻✳✶✾ ✻✹✶✳✻ ✲✷✽✺✽✳✷✹ ✺✼✳✷ ✺✳✼✷%
✼✵ ✶✵✾✶✳✽✸ ✸✻✻✳✾ ✺✳✼✼ ✹✶✾ ✲✶✵✽✻✳✵✻ ✺✷✳✶ ✺✳✷✶%
✾✵ ✷✾✺✳✷✾ ✶✷✽✳✻ ✺✳✽✺ ✶✹✽✳✽ ✲✷✽✾✳✹✸ ✷✵✳✷ ✷✳✵✷%

✇✐0❤ p = 1000 ❞✐❡4 ❛♥❞ YW = 50✳ ❊✈❡♥ 0❤♦✉❣❤ 0❤✐4 ✐♠♣6♦✈❡♠❡♥0 ♦♥❧② 6❡♣6❡4❡♥04

0.58% ♦❢ 0❤❡ ♦✈❡6❛❧❧ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡4✱ ✐0 ❝♦66❡4♣♦♥❞4 0♦ ❛♥ ✐♥❝6❡❛4❡ ♦❢ 3.21% ♦❢ 0❤❡

♥✉♠❜❡6 ♦❢ ✈✐❛❜❧❡ ✸❉✲❝❤✐♣4✳

❋✉60❤❡6♠♦6❡ ❛♥❞ ❛4 ❡①♣❡❝0❡❞✱ ✇❡ 6❡♠❛6❦ ❛ ❧❛6❣❡6 ✐♠♣6♦✈❡♠❡♥0 ❢♦6 ✐♥40❛♥❝❡4 ✇✐0❤

❧♦✇ ❛♥❞ ❛✈❡6❛❣❡ ✇❛❢❡6 ②✐❡❧❞ ✭YW ∈ {50, 70}✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦6 0❤❡ ✐♥40❛♥❝❡4 ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞

✇❛❢❡6 ❛✈❡6❛❣❡✱ 0❤❡ ❢❡✇ ❢❛✐❧✉6❡4 ❛6❡ 9✉✐0❡ ✇❡❧❧ 4♣6❡❛❞ ♦✈❡6 0❤❡ ❧❛0❡6✳ ■0 ❢♦❧❧♦✇4 0❤❛0 ❣✐✈❡♥

❛ ✇❛❢❡6✱ ✜♥❞✐♥❣ ✈❡6② 4✐♠✐❧❛6 ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥❝❛0❡♥❛0❡❞ ✐♥40❛♥❝❡4 ✐4 9✉✐0❡ ✉♥❧✐❦❡❧②✱ ❝♦♥06❛6②

0♦ ✐♥40❛♥❝❡4 ✇✐0❤ ❜❛❞ ✇❛❢❡6 ②✐❡❧❞✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧4♦ 4❡❡ 0❤❛0✱ 0❤❡ ♠♦6❡ 0❤❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡4 ✐♥❝6❡❛4❡4✱ 0❤❡ ♠♦6❡ 0❤❡ ♣❡6❝❡♥0❛❣❡

♦❢ ✏4❛✈❡❞✑ ❞✐❡4 ❞❡❝6❡❛4❡4✳ ❆❝0✉❛❧❧②✱ 0❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐4 ❞✉❡ 0♦ ❛ ❞✐♠✐♥✉0✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉40❡6✐♥❣

❛4 0❤❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡4 ✐♥❝6❡❛4❡4✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛4 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝0✐♦♥ ✶✵✳✷✳✷✱ 0❤❡ ❣❡♥❡6❛❧

❞✐406✐❜✉0✐♦♥ ♦♥ 0❤❡ ✇❛❢❡6 ❛6❡❛ ✐4 9✉✐0❡ 4✐♠✐❧❛6 ♥♦ ♠❛00❡6 0❤❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡4✱ ❤♦✇❡✈❡6

❛♥ ✐♥❝6❡❛4❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❞✐❡4 ❝❛♥ ❜❡ 4❡❡♥ ❛4 ❛♥ ✐♥❝6❡❛4❡ ♦❢ ❞❡0❛✐❧4 ♦♥ 0❤❡ ✇❛❢❡6✱ ❧❡❛❞✐♥❣

0♦ ❢❛✐❧✉6❡4 ❧♦❝❛0❡❞ ❛0 ❝❧♦4❡ ❜✉0 ❞✐40✐♥❝0 ❧♦❝❛0✐♦♥4✳

❚♦ ✜♥✐4❤✱ 0❤❡ ✐♠♣6♦✈❡♠❡♥0 ♦❢ 0❤❡ ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❤❛4 ❛ ❝♦40 ✐♥ 0❡6♠4 ♦❢ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥

0✐♠❡✳ ❋♦6 ❡①❛♠♣❧❡✱ 0❤❡ 0✐♠❡ 6❡9✉✐6❡❞ 0♦ 4♦❧✈❡ ♦♣0✐♠❛❧❧② 0❤❡ 3❴100❴1000❴50 ✐♥40❛♥❝❡4

✐4 6♦✉❣❤❧② 3400 0✐♠❡4 0❤❡ 0✐♠❡ 6❡9✉✐6❡❞ 0♦ 4♦❧✈❡ 0❤❡ ❢♦✉6 ❝♦66❡4♣♦♥❞✐♥❣ 3❴25❴1000❴50✳
❙✉❝❤ ❛♥ ✐♥❝6❡❛4❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥ ♣6❡✈❡♥04 0❤❡ ✉4❡ ♦❢ 4❡04 ❛❣❣6❡❣❛0✐♦♥ 0❡❝❤♥✐9✉❡ ❛4 ✐0

✐4✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ✐0 ❝❛♥ 40✐❧❧ ❜❡ ✉4❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥❝❡♣0✐♦♥ ♦❢ ♣6♦0♦0②♣❡4 ❢♦6 ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✇❛❢❡6 ②✐❡❧❞ ✐4 ✈❡6② ❧♦✇✳ ❋✉60❤❡6♠♦6❡✱ 0❤❡ ❛❞✈❛♥0❛❣❡4 ♦❢ 0❤✐4 0❡❝❤♥✐9✉❡ ♠♦0✐✈❛0❡4✱ 0♦

♦✉6 ♦♣✐♥✐♦♥✱ ❡✛♦604 0♦ ❞❡✈❡❧♦♣ 6❡4♦❧✉0✐♦♥ 0❡❝❤♥✐9✉❡4 ✇✐0❤ ❧✐♠✐0❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ n✳

✶✵✳✺ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

■♥ 0❤✐4 ❝❤❛♣0❡6✱ ✇❡ ♣6❡4❡♥0❡❞ 0✇♦ ■▲U ❢♦6♠✉❧❛0✐♦♥4 ❝♦♠✐♥❣ ❢6♦♠ 0❤❡ ❧✐0❡6❛0✉6❡ ♦♥

❲❛❢❡6✲0♦✲❲❛❢❡6 ✐♥0❡❣6❛0✐♦♥ ♣6♦❜❧❡♠✳ ❆❢0❡6 ❤❛✈✐♥❣ 4❧✐❣❤0❧② ✐♠♣6♦✈❡❞ ♦♥❡ ♦❢ 0❤♦4❡ ❢♦6✲

♠✉❧❛0✐♦♥4✱ ✇❡ ♣6♦✈❡❞ 0❤❛0 ♥♦♥❡ ♦❢ 0❤❡♠ ❛6❡ 4✉✐0❛❜❧❡ ❢♦6 ❧❛6❣❡ 4❝❛❧❡ ❣❡♥❡6❛❧ ✐♥40❛♥❝❡4✳

❍♦✇❡✈❡6✱ 0❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥04 ✇❡ ♣6♦✈✐❞❡❞ ❤❡❧♣ ✉4 0♦ ❜❡00❡6 ✉♥❞❡640❛♥❞ 0❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐0② ♦❢

0❤❡ ♣6♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❞❡0❡6♠✐♥❡ 0❤❡ ❧✐♠✐04 ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ 0❤❡ ❝♦♥4✐❞❡6❡❞ ■▲U ❢♦6♠✉❧❛0✐♦♥4✳



✶✻✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✵✳ ■▲# ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙

❋✉%&❤❡%♠♦%❡✱ &❤❡ %❡,✉❧&, ✇❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❝♦♥✜%♠ &❤❛& &❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❞✐❡, ❤❛, ❛ ,&%♦♥❣

✐♠♣❛❝& ♦♥ &❤❡ ❞✐✣❝✉❧&② ♦❢ &❤❡ ♣%♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝&✉%❡ &❤❛& %❡❞✉❝✐♥❣ &❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢

❞✐❡, ✐♥ &❤❡ ❝♦♥,✐❞❡%❡❞ ✐♥,&❛♥❝❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ &♦ ✐♥&❡%❡,&✐♥❣ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥& ❤❡✉%✐,&✐❝,✳ ❚❤✐,

✇♦%❦ ❜❡❣, ❛ ❧♦& ♦❢ @✉❡,&✐♦♥, &❤❛& ❝❛♥ ❜❡ ❛♥,✇❡%❡❞ &❤❛♥❦, &♦ ❛♣♣%♦♣%✐❛&❡❧② ❞❡,✐❣♥❡❞

❡①♣❡%✐♠❡♥&,✳

■♥ ❛ ✜%,& &✐♠❡✱ ❢✉%&❤❡% ❡①♣❡%✐♠❡♥&, &♦ ❝♦♥✜%♠ &❤❡ ✐♠♣❛❝& ♦❢ &❤❡ ❋❡❛#✐❜✐❧✐'② )✉♠♣

❍❡✉.✐#'✐❝ ♦♥ &❤❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ✭❱■■■✮ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞✳ ❚✇♦ ❡①♣❡%✐✲

♠❡♥&, ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞✱ &❤❡ ✜%,& ♦♥❡ ✉,✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧& ❈H▲❊❳ ♣❛%❛♠❡&❡%, ❜✉& ❧✐♠✐&✐♥❣

&❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ &✐♠❡ &♦ ✶✽✵✵ ,❡❝♦♥❞, ❛♥❞ &❤❡ ,❡❝♦♥❞ ✉,✐♥❣ &❤❡ ❛❣❣%❡,,✐✈❡ ,❡&&✐♥❣ ✇✐&❤

❛ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ &✐♠❡ ❧✐♠✐& ,❡& &♦ ✺✹✵✵✵ ,❡❝♦♥❞,✳

❲❡ ❝♦♥❥❡❝&✉%❡ &❤❡ ✐♠♣❛❝& ♦❢ &❤❡ ❢❛✐❧✉%❡, ❝❧✉,&❡%✐♥❣ ♦♥ &❤❡ ❋♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ✭❱■■■✮ ♣❡%✲

❢♦%♠❛♥❝❡,✳ ❘✉♥♥✐♥❣ &❤❡ ❧❛&&❡% ♦♥ ✐♥,&❛♥❝❡, ✇✐&❤ ✉♥✐❢♦%♠❧② ❞✐,&%✐❜✉&❡❞ ❢❛✐❧✉%❡, ❝♦✉❧❞

✈❛❧✐❞❛&❡ &❤✐, ❝♦♥❥❡❝&✉%❡✳

■♥ ♦%❞❡% &♦ ❜❡ ❛❜❧❡ &♦ ❝♦♠♣❛%❡ &❤❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡, ♦❢ ♦✉% ■▲H ❜❛,❡❞ ❤❡✉%✐,&✐❝, &♦ &❤❡

❧✐&❡%❛&✉%❡ %❡,✉❧&,✱ ✐& ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥&❡%❡,&✐♥❣ &♦ ♣❡%❢♦%♠ &❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥& ✇❡ ♣%❡,❡♥&❡❞ ♦♥

♣,❡✉❞♦ %❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡%❛&❡❞ ✇❛❢❡% ✉,✐♥❣ &❤❡ ♥❡❣❛&✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐,&%✐❜✉&✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❇❛,❡❞ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ♦❢ ♣%❡,❡♥&❡❞ ❤❡✉%✐,&✐❝,✱ ❝♦♥,✐❞❡%✐♥❣ ♦&❤❡% ❞✐❡, ,❡❧❡❝&✐♦♥ ,&%❛&❡✲

❣✐❡, &♦ ❞❡,✐❣♥ %❡❞✉❝❡❞ ✐♥,&❛♥❝❡, ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐♥&❡%❡,&✐♥❣ %❡,❡❛%❝❤ &%❛✐❧✳ ❲❡ ,❤♦✇ &❤❛&

❣♦♦❞ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡, ♦❢ &❤❡ ❤❡✉%✐,&✐❝, ❛%❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ,❡❧❡❝&❡❞ ♣♦,✐&✐♦♥, ♣%❡,❡♥&✐♥❣ ❛

♠✐① ♦❢ ❢❛✉❧&② ❛♥❞ ✈✐❛❜❧❡ ❞✐❡,✳ ❚❤✉, ,❡❧❡❝&✐♥❣ ❞✐❡, &❤❛& %❡,♣❡❝& ,♦♠❡ ②✐❡❧❞ ❝♦♥❞✐&✐♦♥,

❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ &♦ ❛♥ ✐♠♣%♦✈❡♠❡♥& ♦❢ &❤❡ ,♦❧✉&✐♦♥, @✉❛❧✐&② ♦❢ &❤❡ ■▲H ❜❛,❡❞ ❤❡✉%✐,&✐❝,✳

❆ ❧❛,& %❡,❡❛%❝❤ &%❛✐❧ ❧✐❡, ✐♥ &❤❡ ✉,❡ ♦❢ &❤❡ ❋♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ✭■❱✮ &♦ ,♦❧✈❡ ♦♣&✐♠❛❧❧② %❡✲

❞✉❝❡❞ ✐♥,&❛♥❝❡,✳ ❚❤✐, ❢♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ❤❛, ❜❡❡♥ ✉,❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✼✳✷✳✷ &♦ ♣%♦✈❡ &❤❡ ♣%♦❜❧❡♠

♠❡♠❜❡%,❤✐♣ ✐♥ FPT✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ &❤❡ ❧❛&&❡% &♦ ❜❡ ♠♦%❡ ❡✣❝✐❡♥& &❤❛♥

❋♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ✭❱■■■✮ &♦ ,♦❧✈❡ ✐♥,&❛♥❝❡, ✇✐&❤ p = 10✳
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✶✶✳✶✳✸ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❇✐♥❛%② ❚%❡❡ ❙#%❛#❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✶✶✳✷ ❈♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ +❡%✉❧$% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✶✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ❝❤❛♣,❡$ ❢♦❝✉)❡❞ ♦♥ ,❤❡ $❡)♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✉)✐♥❣ ■▲6 ❢♦$♠✉❧❛,✐♦♥)✳

❍♦✇❡✈❡$ ❛ $❡❝✉$$❡♥, ,❡❝❤♥✐:✉❡ ✐♥ ,❤❡ ❧✐,❡$❛,✉$❡ ✐) ,❤❡ ✉)❡ ♦❢ ♠❛,❝❤✐♥❣) ,♦ ♣❡$❢♦$♠ ,❤❡

❛))✐❣♥♠❡♥, ❬❚❛♦✰✶✵❀ ❱❡$✰✶✵❀ ❘❙❙✵✾❪✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡)❡ $❡❢❡$❡♥❝❡)✱ ,❤❡ ❛✉,❤♦$) ❝♦♥)✐❞❡$

,❤❡  ❡"✉❡♥%✐❛❧ ❤❡✉$✐),✐❝ ,❤❛, ✇❡ ♣$❡)❡♥,❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣,❡$ ✺✳ ❘❡❝❛❧❧ ,❤❛, ,❤✐) ❛❧❣♦$✐,❤♠✱

✇❤♦)❡ ♣)❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ✐) ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦$✐,❤♠ ✻✱ ❤❛) ❜❡❡♥ ♣$♦✈❡❞ ,♦ ❜❡ ❛

3/2✲❛♣♣$♦①✐♠❛,✐♦♥
❛❧❣♦$✐,❤♠ ❢♦$ ,❤❡ min

∑
0 ♣$♦❜❧❡♠ ❢♦$ ✜①❡❞ m = 3✳ ❋✉$,❤❡$♠♦$❡ ❛ )✐♠♣❧❡ )♦$, ♦❢ ,❤❡

)❡, ❛❝❝♦$❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡✐$ ✇❡✐❣❤, ✐♠♣$♦✈❡) ,❤❡ $❛,✐♦ ❣✉❛$❛♥,❡❡ ,♦

4/3✱ ❢♦$ ✜①❡❞ m = 3✳

◆❡✈❡$,❤❡❧❡))✱ ,❤✐) ,❤❡♦$❡,✐❝❛❧ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥, ❤❛) ♥❡✈❡$✱ ,♦ ♦✉$ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❜❡❡♥ ,❛❦❡♥

✐♥,♦ ❝♦♥)✐❞❡$❛,✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛,✐♦♥✳ ❲❡ ♣$♦✈✐❞❡ ✐♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛$✐)♦♥

❜❡,✇❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡) ♦❢ ,❤❡  ❡"✉❡♥%✐❛❧ ❤❡✉$✐),✐❝ ❛♥❞ ✐,) )♦$,❡❞ ✈❡$)✐♦♥ ❛❧)♦ ✐♥,$♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❈❤❛♣,❡$ ✺ ❛) ,❤❡ ❤❡❛✈✐❡ % ✜, % ❤❡✉$✐),✐❝✳

❲❡ ❛❧)♦ ♣$♦♣♦)❡ ❛♥❞ ,❡), ❞✐✛❡$❡♥, )❡, )❡❧❡❝,✐♦♥ ),$❛,❡❣✐❡)✳ ❙♦♠❡ ♦❢ ,❤❡)❡ ),$❛,❡❣✐❡)

❧❡❛❞ ,♦ ❛♣♣$♦①✐♠❛,✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠✳

✶✻✾
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✶✶✳✶ ❙❡$ %❡❧❡❝$✐♦♥ %$+❛$❡❣✐❡%

■♥ %❤✐( (❡❝%✐♦♥ ✇❡ -✉✐❝❦❧② ♣3❡(❡♥% %❤❡ ❝♦♥(✐❞❡3❡❞ (❡% (❡❧❡❝%✐♦♥ (%3❛%❡❣✐❡( ❛( ✇❡❧❧ ❛(

❛♣♣3♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦3✐%❤♠( ❜❛(❡❞ ♦♥ %❤❡(❡ (%3❛%❡❣✐❡(✳ ■♥ ❛ ✜3(% %✐♠❡ ✇❡ 3❡❝❛❧❧ %❤❡ ✐%✲

❡3❛%✐✈❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ (%3❛%❡❣② ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦%❤  ❡"✉❡♥%✐❛❧ ❛♥❞ ❤❡❛✈✐❡ % ✜, % ❤❡✉3✐(%✐❝( ❛3❡

❜❛(❡❞✳ ■♥ ❛ (❡❝♦♥❞ %✐♠❡ ✇❡ ♣3❡(❡♥% %❤❡ ❧♦% ♣❛3%✐%✐♦♥✐♥❣ (%3❛%❡❣② %❤❛%✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥%❡❣❡3

k✱ ❝♦♥(%3✉❝%( ❛ k✲❛3② %3❡❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ✐( ❛ (❡% ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥%❡3♥❛❧ ♥♦❞❡ 3❡♣3❡(❡♥%(

❛ ✇❛❢❡3✲%♦✲✇❛❢❡3 ✐♥%❡❣3❛%✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠( ✇✐%❤ k (❡%(✳ ■♥ ❛ ❧❛(% (❡❝%✐♦♥ ✇❡ ♣3❡(❡♥% %❤❡ ❜❛❧✲

❛♥❝❡❞ ❜✐♥❛3② %3❡❡ (%3❛%❡❣②✳ ❚❤❡ ❧❛%%❡3 ✐( -✉✐%❡ (✐♠✐❧❛3 %♦ %❤❡ ❧♦% ♣❛3%✐%✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣3♦❛❝❤

❜✉% %❤❡ ❝♦♥(%3✉❝%❡❞ %3❡❡ ✐( ❜✐♥❛3② ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳

✶✶✳✶✳✶ ■#❡%❛#✐✈❡ ▼❛#❝❤✐♥❣.

▲❡% ✉( ✜3(% -✉✐❝❦❧② 3❡❝❛❧❧ %❤❡ ♣3✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ %❤✐( (%3❛%❡❣②✳ ❲❡ ❝♦♥(✐❞❡3 ❛♥ ✐♥(%❛♥❝❡ ♦❢

min
∑

0✶ ✇✐%❤ m (❡%(✳ ■♥ ❛ ✜3(% %✐♠❡ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❛((✐❣♥♠❡♥% ❜❡%✇❡❡♥ ✈❡❝%♦3( ♦❢

V 1
❛♥❞ ✈❡❝%♦3( ♦❢ V 2

✐( ❝♦♠♣✉%❡❞✳ ❆% ❡❛❝❤ ✐%❡3❛%✐♦♥ %❤❡ ❛❧❣♦3✐%❤♠ (♦❧✈❡( ♦♣%✐♠❛❧❧②

%❤❡ ❛((✐❣♥♠❡♥% ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ 3❡(✉❧%✐♥❣ ♠❛%❝❤✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ♣3❡✈✐♦✉( ✐%❡3❛%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡ ♥❡①%

✉♥♣3♦❝❡((❡❞ (❡%✳

❚❤❡ ♣(❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ %❤✐( (%3❛%❡❣② ✐( ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦3✐%❤♠ ✻✳ ❉♦❦❦❛ ❡% ❛❧✳ ♣3♦✈❡

✐♥ ❬❉❈❙✶✹❪ %❤❛% %❤✐( ❛❧❣♦3✐%❤♠ ✐( ❛

m/2✲❛♣♣3♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦3✐%❤♠ ❢♦3 min
∑

0✳ ❚❤❡②

❛❧(♦ ♣3♦✈❡ %❤❛% %❤❡ ❆❧❣♦3✐%❤♠ ✼ ✐( ❛

m+1
2 − 1

4 ln(m− 1)✲❛♣♣3♦①✐♠❛%✐♦♥ ❛❧❣♦3✐%❤♠✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✻✿ ❙❡-✉❡♥%✐❛❧ ❤❡✉3✐(%✐❝

M ← 3❡(✉❧%✐♥❣ ♦♣%✐♠❛❧ ❛((✐❣♥♠❡♥% ❜❡%✇❡❡♥ V 1
❛♥❞ V 2

❀

❢♦$ i = 3, . . . ,m ❞♦

M ← 3❡(✉❧%✐♥❣ ♦♣%✐♠❛❧ ❛((✐❣♥♠❡♥% ❜❡%✇❡❡♥ M ❛♥❞ V i
❀

$❡&✉$♥ ▼❀

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✼✿ ❍❡❛✈✐❡(% ✜3(% ❤❡✉3✐(%✐❝

❙♦3% %❤❡ (❡%( ❛❝❝♦3❞✐♥❣ %♦ ❞❡❝3❡❛(✐♥❣ ❝♦(%(❀

❆♣♣❧② %❤❡ ❙❡-✉❡♥%✐❛❧ ❛❧❣♦3✐%❤♠ ♦♥ %❤❡ (♦3%❡❞ (❡%(❀

✶✶✳✶✳✷ ▲♦# 2❛%#✐#✐♦♥✐♥❣

■♥ %❤✐( (❡❝%✐♦♥ ✇❡ ♣3❡(❡♥% %❤❡ ❧♦% ♣❛3%✐%✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦3✐%❤♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ min
∑

0 ✐♥(%❛♥❝❡✱

✇✐%❤ m (❡%(✱ ❛♥ ✐♥%❡❣❡3 k✱ ❛♥❞ ❛ 3♦✉%✐♥❡ %❤❛% (♦❧✈❡( min
∑

0 ✐♥(%❛♥❝❡ ✇✐%❤ ❛ ♥✉♠❜❡3 ♦❢

(❡%( ❧❡(( ♦3 ❡-✉❛❧ %♦ k✱ %❤❡ ❛❧❣♦3✐%❤♠ ♣3♦❝❡❡❞( ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉% (❡%( ❛3❡ ♣❛3%✐%✐♦♥❡❞

✐♥%♦ ⌊m/k⌋ ❧♦%( ❝♦♥%❛✐♥✐♥❣ k (❡%( ❝♦♠♣❧❡♠❡♥%❡❞ ❜② ❛ (❡% %❤❛% ❝♦♥%❛✐♥( ❧❡(( %❤❛♥ k (❡%(✱

✐❢ ♥❡❝❡((❛3②✳ ❚❤❡(❡ ❧♦%( ❞❡✜♥❡ (♠❛❧❧❡3 min
∑

0 ✐♥(%❛♥❝❡( ❤❛✈✐♥❣ ❛ 3❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡3 ♦❢

(❡%(✳ ■% %❤❡♥ (♦❧✈❡❞ ❡❛❝❤ 3❡❞✉❝❡❞ ✐♥(%❛♥❝❡ %❤❛♥❦( %♦ %❤❡ ♣3♦✈✐❞❡❞ 3♦✉%✐♥❡✳ ❋♦3 ❡❛❝❤

✶

❚❤✐# #$%❛$❡❣② ✐# ❛❧#♦ #✉✐$❛❜❧❡ ❢♦% max
∑

1 ✐♥#$❛♥❝❡# ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ $❤❡ ✇❛② $❤❡ ❝♦#$ ❛%❡ ❝♦♠♣✉$❡❞✳



✶✶✳✶✳ ❙❊❚ ❙❊▲❊❈❚■❖◆ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙ ✶✼✶

S ←
(
V C ⋉ V D

)

V C

V C ←
(
V 5 ⋉ V 6

)

V 6V 5

V D ←
(
V A ⋉ V B

)

V B ←
(
V 3 ⋉ V 4

)

V 4V 3

V A ←
(
V 1 ⋉ V 2

)

V 2V 1

❋✐❣✉&❡ ✶✶✳✶✿ ■❧❧✉,-&❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ &✉♥♥✐♥❣ ,❝❤❡♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦&✐-❤♠ ✽ ♦♥ ❛♥ ✐♥,-❛♥❝❡ ✇✐-❤

m = 6✳

❧♦-✱ ❛ &❡♣&❡,❡♥-❛-✐✈❡ ,❡- ✐, ❝♦♠♣✉-❡❞ ❜❛,❡❞ ♦♥ ,♦❧✉-✐♦♥ &❡-✉&♥❡❞ ❜② -❤❡ &♦✉-✐♥❡✳ ❚❤❡

❛❧❣♦&✐-❤♠ ✐-❡&❛-❡, -❤❡,❡ ,-❡♣, ✉♥-✐❧ ❛ ,♦❧✉-✐♦♥ -♦ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ✐♥,-❛♥❝❡ ✐, ❝♦♠♣✉-❡❞✳

❚❤❡ ❋✐❣✉&❡ ✶✶✳✶ ❞❡♣✐❝-, -❤❡ &❡,♦❧✉-✐♦♥ ,❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ min
∑

0 ✐♥,-❛♥❝❡ ✇✐-❤ m = 6
❛♥❞ k = 2✳ ❚❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ,❡-, ♦❢ ✇❛❢❡&, ❛&❡ ✜&,- ♣❛&-✐-✐♦♥❡❞ ✐♥-♦ -❤&❡❡ &❡❞✉❝❡❞ min

∑
0 ♦❢

-✇♦ ,❡-, ❡❛❝❤✳ ❆ &❡♣&❡,❡♥-❛-✐✈❡ ,❡- V A
✐, ❝♦♠♣✉-❡❞ ❜❛,❡❞ ♦♥ &❡,♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧

✐♥,-❛♥❝❡ &❡,-&✐❝-❡❞ -♦ (V 1, V 2)✳ ■♥ -❤❡ ,❛♠❡ ✇❛②✱ -❤❡ &❡♣&❡,❡♥-❛-✐✈❡ ,❡- V B
✭&❡,♣✳ V C

✮

✐, ❝♦♠♣✉-❡❞ ❜❛,❡❞ ♦♥ &❡,♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ✐♥,-❛♥❝❡ &❡,-&✐❝-❡❞ -♦ (V 3, V 4) ✭&❡,♣✳

V 5, V 6
✮✳ ❚❤❡,❡ -❤&❡❡ &❡♣&❡,❡♥-❛-✐✈❡ ,❡-, ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ min

∑
0 ✐♥,-❛♥❝❡, -❤❛- ✇✐❧❧

❜❡ ,♦❧✈❡❞ ✉,✐♥❣ -❤❡ ,❛♠❡ ,-❡♣,✳ ❚❤❡,❡ ♦♣❡&❛-✐♦♥, ❛&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥-✐❧ ❛ ,♦❧✉-✐♦♥ S ✐,

❝♦♠♣✉-❡❞✳

■♥ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥,✐❞❡& -❤❡ ❆❧❣♦&✐-❤♠ ✽ ❜❡✐♥❣ -❤❡ ♣❛&-✐❝✉❧❛& ❧♦- ♣❛&-✐-✐♦♥✐♥❣

❛❧❣♦&✐-❤♠ ✇❤❡♥ k = 2✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✽✿ ▲♦- ♣❛&-✐-✐♦♥✐♥❣ ❤❡✉&✐,-✐❝

✇❤✐❧❡  ❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ '❡♠❛✐♥✐♥❣ -❡ - ✐- ❣'❡❛ ❡'  ❤❛♥ 1 ❞♦
✐❢ m ✐- ❡✈❡♥ &❤❡♥

C❛&-✐-✐♦♥ -❤❡ ,❡-, ✐♥-♦

m/2 ❧♦-, ♦❢ ,✐③❡ 2❀
❡❧0❡

C❛&-✐-✐♦♥ -❤❡ ,❡-, ✐♥-♦ ⌊m/2⌋ − 1 ❧♦-, ♦❢ ,✐③❡ 2 ❝♦♠♣❧❡-❡❞ ✇✐-❤ ❛ ❧♦- ♦❢ ,✐③❡

3❀
❈♦♠♣✉-❡ ❛ &❡♣&❡,❡♥-❛-✐✈❡ ♦❢ -❤❡ ❧♦- ♦❢ ,✐③❡ 3 ✉,✐♥❣ -❡/✉❡♥ ✐❛❧ ❤❡✉&✐,-✐❝❀

❢♦$ ❡❛❝❤ ❧♦ ♦❢ -✐③❡ 2 ❞♦
❈♦♠♣✉-❡ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ♠❛-❝❤✐♥❣ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❜♦-❤ ,❡-,❀

❈♦♠♣✉-❡ -❤❡ &❡♣&❡,❡♥-❛-✐✈❡ ,❡-, ❜❛,❡❞ ♦♥ ♦♣-✐♠❛❧ ♠❛-❝❤✐♥❣❀

❘❡♣❧❛❝❡ ❧♦-, ♦❢ ,❡-, ❜② -❤❡✐& &❡♣&❡,❡♥-❛-✐✈❡ ,❡-❀

$❡&✉$♥ -❤❡ ❧❛,- &❡♣&❡,❡♥-❛-✐✈❡ ,❡-❀
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S1,2,3,4,5,6 ← (S1,2,3 ⋉ S4,5,6)

S1,2,3 ←
(
S1,2 ⋉ V 3

)

S1,2 ←
(
V 1 ⋉ V 2

)

V 1 V 2

V 3

S4,5,6 ←
(
S4,5 ⋉ V 6

)

S4,5 ←
(
V 4 ⋉ V 5

)

V 4 V 5

V 6

❋✐❣✉'❡ ✶✶✳✷✿ ■❧❧✉-.'❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ '✉♥♥✐♥❣ -❝❤❡♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦'✐.❤♠ ✾ ♦♥ ❛♥ ✐♥-.❛♥❝❡ ✇✐.❤

m = 6✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶✶✳✶✳ ❚❤❡ ❆❧❣♦'✐)❤♠ ✽ ✐, ❛♥

m/2 ❛♣♣'♦①✐♠❛)✐♦♥ ❛❧❣♦'✐)❤♠✳

2'♦♦❢✳ ▲❡. ✉- ❝♦♥-✐❞❡' .✇♦ ❝❛-❡-✳

m ✐) ❡✈❡♥✳ ❘❡♠❛'❦ .❤❛. .❤❡ ✜'-. ✐.❡'❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ❣❡♥❡'❛.❡-

m/2 '❡♣'❡-❡♥.❛✲
.✐✈❡ -❡.- V a1 , V a2 , . . . , V am/2

✇❤♦-❡ ❝♦-. -❛.✐-✜❡- c (V ai) ≤ c (Opt)✳ ■♥ .❤❡ ✇♦'-.

❝❛-❡✱ ♥♦ ❢❛✉❧.- ❛'❡ ♠❛♣♣❡❞ ✇❤❡♥ -✉♣❡'✐♠♣♦-✐♥❣ ✇❛❢❡'- ♦❢ .❤❡-❡ -❡.-✳ ■. ❢♦❧❧♦✇-

.❤❛. .❤❡ ❝♦-. c (S) ♦❢ .❤❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ -♦❧✉.✐♦♥ S ✐- ❣✐✈❡♥ ❜② c (S) =
∑m/2

i=1 V ai ≤
m
2 c (Opt)✳

m ✐) ♦❞❞✳ ■♥ .❤✐- ❝❛-❡ .❤❡ ✜'-. ✐.❡'❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ❣❡♥❡'❛.❡ ⌊m/2⌋ − 1 '❡♣'❡✲

-❡♥.❛.✐✈❡ -❡.- ✇❤♦-❡ ❝♦-. ✐- ❧❡-- .❤❛♥ .❤❡ ❝♦-. ♦❢ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ -♦❧✉.✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡.❡❞

❜② ❛ '❡♣'❡-❡♥.❛.✐✈❡ -❡. ✇❤♦-❡ ❝♦-. ✐- ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

3/2c (Opt)✳ ■. ❢♦❧❧♦✇- .❤❛. .❤❡

❝♦♠♣✉.❡❞ -♦❧✉.✐♦♥ S ✈❡'✐✜❡- c (S) ≤ m/2c (Opt)✳

✶✶✳✶✳✸ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❇✐♥❛+② ❚+❡❡ ❙/+❛/❡❣②

❆❧❣♦$✐0❤♠ ✾✿ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❜✐♥❛'② .'❡❡ ❤❡✉'✐-.✐❝

❘❡❝✉'-✐✈❡❙♣❧✐.✭1✱ m✮❀

●✐✈❡♥ ❛ min
∑

0 ✐♥-.❛♥❝❡ I ✇✐.❤ m -❡.-✱ .❤✐- '❡❝✉'-✐✈❡ ❛❧❣♦'✐.❤♠ -♦❧✈❡- I ❜② -♦❧✈✐♥❣

.✇♦ -♠❛❧❧❡' ✐♥-.❛♥❝❡- I1 ❛♥❞ I2 ✇✐.❤ '❡-♣❡❝.✐✈❡❧② ⌈m/2⌉ ❛♥❞ ⌊m/2⌋ -❡.- ❛♥❞ ❜② ❝♦♠♣✉.✐♥❣

.❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ♠❛.❝❤✐♥❣ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ .✇♦ ♣❛'.✐❛❧ -♦❧✉.✐♦♥-✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡①❡❝✉.✐♦♥ -❝❤❡♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦'✐.❤♠ ✾ ✐- ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✶✶✳✷✳
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❋✉♥❝$✐♦♥ ❘❡❝✉'(✐✈❡❙♣❧✐.✭(✱ ❡✮

✐❢  = ❡ $❤❡♥

*❡$✉*♥ V s
❀

✐❢ ❡ ✲  = 1 $❤❡♥
*❡$✉*♥ '❡(✉❧.✐♥❣ ♦♣.✐♠❛❧ ❛((✐❣♥♠❡♥. ❜❡.✇❡❡♥ V s

❛♥❞ V e
❀

V left ← ❘❡❝✉'(✐✈❡❙♣❧✐.✭(✱ ⌈(e+ s)/2⌉✮❀

V right ← ❘❡❝✉'(✐✈❡❙♣❧✐.✭⌈(e+ s)/2⌉+ 1✱ ❡✮❀

*❡$✉*♥

(
V left ⋉ V right

)
❀

✶✶✳✷ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧ -❡/✉❧(/

❚❤❡ ♣'❡✈✐♦✉( (❡❝.✐♦♥ ❧❡❞ ✉( .♦ ✐♥.'♦❞✉❝❡ (❡✈❡'❛❧ ♠❛.❝❤✐♥❣ ❜❛(❡❞ ❤❡✉'✐(.✐❝(✳ ❚❤✐( (❡❝.✐♦♥

✐( ❞❡✈♦.❡❞ .♦ .❤❡✐' ❝♦♠♣❛'✐(♦♥ ❢'♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥. ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥.(

❛'❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✐♥ .❤❡ (❛♠❡ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥. ❛( .❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥.( ♣❡'❢♦'♠❡❞ ♦♥ ■▲B ❢♦'♠✉✲

❧❛.✐♦♥(✳ ▲❡. ✉( '❡❝❛❧❧ .❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥.(✳

• ❚❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥.( ❛'❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ♦♥ ❛ ✇♦'❦(.❛.✐♦♥ ❡E✉✐♣♣❡❞ ✇✐.❤ ■♥.❡❧ ❳❡♦♥ ♣'♦✲

❝❡((♦'( ♣'♦✈✐❞✐♥❣ .✇❡♥.② ❝♦'❡( '✉♥♥✐♥❣ ❛. 2.8●❍③ ❛♥❞ ✇✐.❤ ✻✽●❜ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝

♠❡♠♦'②✳ ◆♦.❡ .❤❛. .❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝♦'❡( ✐( ♥♦. '❡❧❡✈❛♥. ❢♦' .❤✐( ❡①♣❡'✐♠❡♥. ❛(

♥♦♥❡ ♦❢ .❤❡ ❛❧❣♦'✐.❤♠( ✐♠♣❧❡♠❡♥.❛.✐♦♥( .❛❦❡ ❛❞✈❛♥.❛❣❡ ♦❢ .❤❡ ♣❛'❛❧❧❡❧✐③❛.✐♦♥✳

• ❲❡ ✉(❡ .❤❡ ❍✉♥❣❛'✐❛♥ ♠❡.❤♦❞ .♦ ❝♦♠♣✉.❡ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ♠❛.❝❤✐♥❣✳ ❆❧❧ .❤❡ ❛❧❣♦✲

'✐.❤♠( ❛'❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❡❞ ✐♥ ❈ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐.❤ ❣❝❝ ✹✳✽✳✹ ✇✐.❤ .❤❡ ✲❖✷ ✢❛❣✳

• ❚❡♥ ✐♥(.❛♥❝❡( ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡'❛.❡❞ ✉(✐♥❣ .❤❡ ❉✐ ◆❛.❛❧❡ ❡. ❛❧✳ ❬◆❛.✰✶✸❪ ✇❛❢❡'

❣❡♥❡'❛.✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦' ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛'❛♠❡.❡'(✳

✶✳ m ∈ {3, 6, 9}✱

✷✳ n ∈ {25, 50}✱

✸✳ p ∈ {10, 100, 1000}✱

✹✳ YW ∈ {50, 70, 90}✳

• ❊✈❡'② ✐♥(.❛♥❝❡ ❤❛( ❜❡❡♥ (♦❧✈❡❞ ✉(✐♥❣ ❆❧❣♦'✐.❤♠( ✻✱ ✼✱ ✽ ❛♥❞ ✾ ❝♦♠♣❧❡.❡❞ (❧✐❣❤.❧②

♠♦❞✐✜❡❞ ❆❧❣♦'✐.❤♠( ✽ ❛♥❞ ✾ ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❡. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜'(. (♦'.❡❞ ❜② ❞❡❝'❡❛(✐♥❣

❝♦(.(✳

• ❋♦' ❡❛❝❤ ✐♥(.❛♥❝❡✱ ✇❡ ❦❡♣. .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ ❜❡(. (♦❧✉.✐♦♥ ❛♠♦♥❣ .❤❡ ♠❛.❝❤✐♥❣

❜❛(❡❞ ❛❧❣♦'✐.❤♠✳ ❚❤❡(❡ '❡(✉❧.( ❛'❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ .❤❡ '❡(✉❧. ❚❛❜❧❡ ❛( ❇❡(.✳

• ❘❡(✉❧.( ❛'❡ ❝♦♠♣❛'❡❞ .♦ ■▲B ❜❛(❡❞ ❤❡✉'✐(.✐❝( ✺ ❛♥❞ ✹ ❜♦.❤ ✇✐.❤ ❛ '❡♠❛✐♥✐♥❣

♥✉♠❜❡' ❛ ❞✐❡( ❡E✉❛❧ .♦ 50✳

❆ ❝♦♠♣❧❡.❡ ♦✈❡'✈✐❡✇ ♦❢ .❤❡ '❡(✉❧.( ✐( ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✳
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❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✿ ❘❡+✉❧-+

✻ ✼ ✽ ❙♦%& ✰ ✽ ✾ ❙♦%& ✰ ✾ ❇❡+& ✹ ✺

✸ ✷✺ ✶✵ ✺✵ ✵✳✼✻✵ ✵✳✼✻✵ ✵✳✼✻✵ ✵✳✼✻✵ ✵✳✼✻✵ ✵✳✼✻✵ ✵✳✼✺✾ ✲ ✲

✸ ✷✺ ✶✵ ✼✵ ✵✳✻✼✺ ✵✳✻✼✸ ✵✳✻✼✺ ✵✳✻✼✸ ✵✳✻✼✺ ✵✳✻✼✸ ✵✳✻✼✶ ✲ ✲

✸ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✵✳✻✶✸ ✵✳✻✷✵ ✵✳✻✶✸ ✵✳✻✷✵ ✵✳✻✶✸ ✵✳✻✷✵ ✵✳✻✶✸ ✲ ✲

✸ ✷✺ ✶✵✵ ✺✵ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✺ ✵✳✾✹✶ ✵✳✾✺✸

✸ ✷✺ ✶✵✵ ✼✵ ✵✳✽✾✾ ✵✳✽✾✽ ✵✳✽✾✾ ✵✳✽✾✽ ✵✳✽✾✾ ✵✳✽✾✽ ✵✳✽✾✼ ✵✳✾✸✸ ✵✳✾✷✹

✸ ✷✺ ✶✵✵ ✾✵ ✵✳✽✹✺ ✵✳✽✹✹ ✵✳✽✹✺ ✵✳✽✹✹ ✵✳✽✹✺ ✵✳✽✹✹ ✵✳✽✹✹ ✵✳✾✺✻ ✵✳✽✻✺

✸ ✷✺ ✶✵✵✵ ✺✵ ✵✳✾✼✼ ✵✳✾✼✼ ✵✳✾✼✼ ✵✳✾✼✼ ✵✳✾✼✼ ✵✳✾✼✼ ✵✳✾✼✻ ✵✳✾✾✹ ✵✳✾✾✽

✸ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✾✻ ✵✳✾✾✹

✸ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✵✳✾✹✾ ✵✳✾✹✾ ✵✳✾✹✾ ✵✳✾✹✾ ✵✳✾✹✾ ✵✳✾✹✾ ✵✳✾✹✾ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✼✼

✸ ✺✵ ✶✵ ✺✵ ✵✳✼✸✼ ✵✳✼✸✻ ✵✳✼✸✼ ✵✳✼✸✻ ✵✳✼✸✼ ✵✳✼✸✻ ✵✳✼✸✹ ✲ ✲

✸ ✺✵ ✶✵ ✼✵ ✵✳✻✹✶ ✵✳✻✹✸ ✵✳✻✹✶ ✵✳✻✹✸ ✵✳✻✹✶ ✵✳✻✹✸ ✵✳✻✹✶ ✲ ✲

✸ ✺✵ ✶✵ ✾✵ ✵✳✺✻✻ ✵✳✺✻✺ ✵✳✺✻✻ ✵✳✺✻✺ ✵✳✺✻✻ ✵✳✺✻✺ ✵✳✺✻✹ ✲ ✲

✸ ✺✵ ✶✵✵ ✺✵ ✵✳✾✶✽ ✵✳✾✶✽ ✵✳✾✶✽ ✵✳✾✶✽ ✵✳✾✶✽ ✵✳✾✶✽ ✵✳✾✶✼ ✵✳✾✸✾ ✵✳✾✹✾

✸ ✺✵ ✶✵✵ ✼✵ ✵✳✽✽✸ ✵✳✽✽✸ ✵✳✽✽✸ ✵✳✽✽✸ ✵✳✽✽✸ ✵✳✽✽✸ ✵✳✽✽✷ ✵✳✾✷✽ ✵✳✾✶✺

✸ ✺✵ ✶✵✵ ✾✵ ✵✳✽✶✾ ✵✳✽✷✵ ✵✳✽✶✾ ✵✳✽✷✵ ✵✳✽✶✾ ✵✳✽✷✵ ✵✳✽✶✾ ✵✳✾✻✵ ✵✳✽✸✹

✸ ✺✵ ✶✵✵✵ ✺✵ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✾✹ ✵✳✾✾✼

✸ ✺✵ ✶✵✵✵ ✼✵ ✵✳✾✻✹ ✵✳✾✻✺ ✵✳✾✻✹ ✵✳✾✻✺ ✵✳✾✻✹ ✵✳✾✻✺ ✵✳✾✻✹ ✵✳✾✾✹ ✵✳✾✾✸

✸ ✺✵ ✶✵✵✵ ✾✵ ✵✳✾✹✷ ✵✳✾✹✷ ✵✳✾✹✷ ✵✳✾✹✷ ✵✳✾✹✷ ✵✳✾✹✷ ✵✳✾✹✶ ✵✳✾✾✷ ✵✳✾✼✽

✻ ✷✺ ✶✵ ✺✵ ✵✳✼✸✾ ✵✳✼✸✾ ✵✳✼✸✾ ✵✳✼✸✾ ✵✳✼✺✻ ✵✳✼✺✽ ✵✳✼✸✻ ✲ ✲

✻ ✷✺ ✶✵ ✼✵ ✵✳✺✽✼ ✵✳✺✽✻ ✵✳✺✽✼ ✵✳✺✽✻ ✵✳✻✵✹ ✵✳✻✵✸ ✵✳✺✽✶ ✲ ✲

✻ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✵✳✺✵✾ ✵✳✺✶✷ ✵✳✺✵✾ ✵✳✺✶✷ ✵✳✺✷✼ ✵✳✺✷✽ ✵✳✺✵✺ ✲ ✲

✻ ✷✺ ✶✵✵ ✺✵ ✵✳✾✸✻ ✵✳✾✸✺ ✵✳✾✸✻ ✵✳✾✸✺ ✵✳✾✹✻ ✵✳✾✹✺ ✵✳✾✸✹ ✵✳✾✺✵ ✵✳✾✻✺

✻ ✷✺ ✶✵✵ ✼✵ ✵✳✽✼✾ ✵✳✽✽✵ ✵✳✽✼✾ ✵✳✽✽✵ ✵✳✽✾✸ ✵✳✽✾✵ ✵✳✽✼✼ ✵✳✾✸✺ ✵✳✾✸✻

✻ ✷✺ ✶✵✵ ✾✵ ✵✳✽✵✹ ✵✳✽✵✺ ✵✳✽✵✹ ✵✳✽✵✺ ✵✳✽✷✵ ✵✳✽✶✼ ✵✳✽✵✶ ✵✳✾✸✼ ✵✳✽✼✼

✻ ✷✺ ✶✵✵✵ ✺✵ ✵✳✾✽✷ ✵✳✾✽✸ ✵✳✾✽✷ ✵✳✾✽✸ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✽✷ ✵✳✾✾✺ ✵✳✾✾✾

✻ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✵✳✾✻✸ ✵✳✾✻✷ ✵✳✾✻✸ ✵✳✾✻✷ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✻✷ ✵✳✾✾✸ ✵✳✾✾✺

✻ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✸✵ ✵✳✾✸✶ ✵✳✾✷✺ ✵✳✾✽✸ ✵✳✾✼✽

✻ ✺✵ ✶✵ ✺✵ ✵✳✻✾✼ ✵✳✻✾✽ ✵✳✻✾✼ ✵✳✻✾✽ ✵✳✼✶✹ ✵✳✼✶✸ ✵✳✻✾✺ ✲ ✲

✻ ✺✵ ✶✵ ✼✵ ✵✳✺✹✾ ✵✳✺✺✶ ✵✳✺✹✾ ✵✳✺✺✶ ✵✳✺✻✺ ✵✳✺✻✽ ✵✳✺✹✽ ✲ ✲

✻ ✺✵ ✶✵ ✾✵ ✵✳✹✸✻ ✵✳✹✸✸ ✵✳✹✸✻ ✵✳✹✸✸ ✵✳✹✹✺ ✵✳✹✸✾ ✵✳✹✸✵ ✲ ✲

✻ ✺✵ ✶✵✵ ✺✵ ✵✳✾✷✶ ✵✳✾✷✷ ✵✳✾✷✶ ✵✳✾✷✷ ✵✳✾✸✷ ✵✳✾✸✷ ✵✳✾✷✵ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✻✾

✻ ✺✵ ✶✵✵ ✼✵ ✵✳✽✻✷ ✵✳✽✻✵ ✵✳✽✻✷ ✵✳✽✻✵ ✵✳✽✼✻ ✵✳✽✼✹ ✵✳✽✻✵ ✵✳✾✸✾ ✵✳✾✺✻

✻ ✺✵ ✶✵✵ ✾✵ ✵✳✼✻✻ ✵✳✼✻✼ ✵✳✼✻✻ ✵✳✼✻✼ ✵✳✼✽✸ ✵✳✼✽✸ ✵✳✼✻✺ ✵✳✾✸✻ ✵✳✽✽✵

✻ ✺✵ ✶✵✵✵ ✺✵ ✵✳✾✼✾ ✵✳✾✼✾ ✵✳✾✼✾ ✵✳✾✼✾ ✵✳✾✽✷ ✵✳✾✽✷ ✵✳✾✼✽ ✵✳✾✾✻ ✵✳✾✾✾

✻ ✺✵ ✶✵✵✵ ✼✵ ✵✳✾✺✼ ✵✳✾✺✼ ✵✳✾✺✼ ✵✳✾✺✼ ✵✳✾✻✷ ✵✳✾✻✷ ✵✳✾✺✼ ✵✳✾✾✸ ✵✳✾✾✺

✻ ✺✵ ✶✵✵✵ ✾✵ ✵✳✾✷✼ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✷✼ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✸✸ ✵✳✾✸✸ ✵✳✾✷✻ ✵✳✾✾✼ ✵✳✾✾✷

✾ ✷✺ ✶✵ ✺✵ ✵✳✼✹✵ ✵✳✼✹✻ ✵✳✼✹✵ ✵✳✼✹✻ ✵✳✼✼✾ ✵✳✼✼✼ ✵✳✼✸✽ ✲ ✲

✾ ✷✺ ✶✵ ✼✵ ✵✳✺✽✸ ✵✳✺✽✼ ✵✳✺✽✸ ✵✳✺✽✼ ✵✳✻✷✼ ✵✳✻✷✼ ✵✳✺✽✷ ✲ ✲

✾ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✵✳✹✹✺ ✵✳✹✹✾ ✵✳✹✹✺ ✵✳✹✹✾ ✵✳✹✼✹ ✵✳✹✼✺ ✵✳✹✹✹ ✲ ✲

✾ ✷✺ ✶✵✵ ✺✵ ✵✳✾✺✵ ✵✳✾✺✵ ✵✳✾✺✵ ✵✳✾✺✵ ✵✳✾✻✹ ✵✳✾✻✹ ✵✳✾✹✾ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✼✼

✾ ✷✺ ✶✵✵ ✼✵ ✵✳✽✽✶ ✵✳✽✽✷ ✵✳✽✽✶ ✵✳✽✽✷ ✵✳✾✵✻ ✵✳✾✵✺ ✵✳✽✽✵ ✵✳✾✹✹ ✵✳✾✺✺

✾ ✷✺ ✶✵✵ ✾✵ ✵✳✼✽✷ ✵✳✼✽✵ ✵✳✼✽✷ ✵✳✼✽✵ ✵✳✽✶✺ ✵✳✽✶✷ ✵✳✼✼✾ ✵✳✽✾✼ ✵✳✽✾✺

✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✺✵ ✵✳✾✽✾ ✵✳✾✽✾ ✵✳✾✽✾ ✵✳✾✽✾ ✵✳✾✾✷ ✵✳✾✾✷ ✵✳✾✽✽ ✵✳✾✾✻ ✵✳✾✾✾

✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✼✹ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✾✹ ✵✳✾✾✽

✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✵✳✾✷✶ ✵✳✾✷✵ ✵✳✾✷✶ ✵✳✾✷✵ ✵✳✾✸✷ ✵✳✾✸✸ ✵✳✾✷✵ ✵✳✾✾✶ ✵✳✾✽✺

✾ ✺✵ ✶✵ ✺✵ ✵✳✼✵✷ ✵✳✼✵✷ ✵✳✼✵✷ ✵✳✼✵✷ ✵✳✼✸✹ ✵✳✼✸✺ ✵✳✼✵✵ ✲ ✲

✾ ✺✵ ✶✵ ✼✵ ✵✳✺✷✺ ✵✳✺✷✺ ✵✳✺✷✺ ✵✳✺✷✺ ✵✳✺✻✵ ✵✳✺✻✵ ✵✳✺✷✷ ✲ ✲

✾ ✺✵ ✶✵ ✾✵ ✵✳✸✽✸ ✵✳✸✽✷ ✵✳✸✽✸ ✵✳✸✽✷ ✵✳✹✵✷ ✵✳✹✵✹ ✵✳✸✼✾ ✲ ✲

✾ ✺✵ ✶✵✵ ✺✵ ✵✳✾✸✹ ✵✳✾✸✺ ✵✳✾✸✹ ✵✳✾✸✺ ✵✳✾✺✸ ✵✳✾✺✸ ✵✳✾✸✹ ✵✳✾✽✷ ✵✳✾✾✸

✾ ✺✵ ✶✵✵ ✼✵ ✵✳✽✻✹ ✵✳✽✻✺ ✵✳✽✻✹ ✵✳✽✻✺ ✵✳✽✾✶ ✵✳✽✾✵ ✵✳✽✻✹ ✵✳✾✻✽ ✵✳✾✼✽

✾ ✺✵ ✶✵✵ ✾✵ ✵✳✼✹✼ ✵✳✼✹✾ ✵✳✼✹✼ ✵✳✼✹✾ ✵✳✼✽✺ ✵✳✼✽✹ ✵✳✼✹✻ ✵✳✾✷✶ ✵✳✾✷✶

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✺✵ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✾✵ ✵✳✾✾✵ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✾✼ ✶✳✵✵✵

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✼✵ ✵✳✾✻✵ ✵✳✾✻✵ ✵✳✾✻✵ ✵✳✾✻✵ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✻✾ ✵✳✾✻✵ ✵✳✾✾✹ ✵✳✾✾✾

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✾✵ ✵✳✾✶✺ ✵✳✾✶✺ ✵✳✾✶✺ ✵✳✾✶✺ ✵✳✾✸✵ ✵✳✾✷✾ ✵✳✾✶✺ ✵✳✾✾✹ ✵✳✾✾✹



✶✶✳✸✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✼✺

❚♦ ❧✐❣❤)❡♥ )❤❡ )❛❜❧❡ .❡/✉❧)/✱ )❤❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ )✐♠❡ ♦❢ ❝♦♥/✐❞❡.❡❞ ❤❡✉.✐/)✐❝/ ✐/ ♥♦)

♣.♦✈✐❞❡❞✳ ❊①❝❡♣) ❢♦. )❤❡ ❇❡/) ❤❡✉.✐/)✐❝ )❤❛) .✉♥/ ✐♥ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐/❡❝♦♥❞/✱ ♥♦ ♠❛))❡. )❤❡

❝♦♥/✐❞❡.❡❞ ❤❡✉.✐/)✐❝✱ )❤❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ )✐♠❡ ✐/ ❧❡// )❤❛♥ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐/❡❝♦♥❞✳

❚❤❡ .❡/✉❧)/ /❤♦✇ )❤❛)✱ ❡✈❡♥ )❤♦✉❣❤ /♦.)✐♥❣ )❤❡ /❡)/ ✐♠♣.♦✈❡/ )❤❡ ❣✉❛.❛♥)❡❡ ♦♥ )❤❡

.❛)✐♦✱ )❤❡ ❆❧❣♦.✐)❤♠ ✼ ❞♦❡/ ♥♦) ♣.♦✈✐❞❡ ❜❡))❡. ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧ .❡/✉❧)/ ❝♦♠♣❛.❡❞ )♦ ✻✳

❚❤❡ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡/ ♦❢ )❤❡/❡ )✇♦ ❛❧❣♦.✐)❤♠/ ❛.❡ ❝♦♠♣❛.❛❜❧❡ ♥♦ ♠❛))❡. )❤❡ ❝♦♥/✐❞❡.❡❞
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❲❡ ❛❧/♦ ♦❜/❡.✈❡ )❤❡ /❛♠❡ )❡♥❞❡♥❝✐❡/ ❛/ ❘❡❞❛ ❡) ❛❧✳ ❬❘❙❙✵✾❪ ❛♥❞ ❱❡.❜.❡❡ ❡) ❛❧✳ ❬❱❡.✰✶✵❪✱

♥❛♠❡❧② ❤✐❣❤ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡/ ♦❢ )❤❡/❡ ❤❡✉.✐/)✐❝/ ✇❤❡♥ m )❛❦❡/ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞✴♦. p ❛♥❞

YW )❛❦❡/ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡/✳
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)❤❡ /✐① ❛❧❣♦.✐)❤♠/ ❛♥❞ /❡❧❡❝)/ )❤❡ ❜❡/) /♦❧✉)✐♦♥/✳ ❚❤❡ ❧❛))❡. ♣.♦✈✐❞❡/ ✐♠♣.♦✈❡♠❡♥) ❢♦.

✐♥/)❛♥❝❡/ ✇✐)❤ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡. ♦❢ /❡)/ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ♦. ❛✈❡.❛❣❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❞✐❡/ ♣❡. ✇❛❢❡.✳

✶✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
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.❡❞✉❝✐♥❣ )❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❞✐❡/✳ ■♥ ❙❡❝)✐♦♥ ✹✳✷ ✇❡ ♣.❡/❡♥)❡❞ /♦♠❡ .❡❞✉❝)✐♦♥ .✉❧❡/ ❛❧❧♦✇✐♥❣

✉/ )♦ .❡♠♦✈❡ ✉♥♥❡❝❡//❛.② ❞✐❡/✳ ❲❡ ❡①♣❡❝) )❤✐/ ❛♣♣.♦❛❝❤ )♦ /✐❣♥✐✜❝❛♥)❧② ✐♠♣.♦✈❡ )❤❡

♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ♦❢ )❤❡ /♦❧✈✐♥❣ /).❛)❡❣✐❡/ ♦♥ ✐♥/)❛♥❝❡/ ✇✐)❤ ❡✐)❤❡. ❛ ✈❡.② ❤✐❣❤ YW ♦. ❛ ✈❡.②

❧♦✇ ♦♥❡✳
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❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ♠❛)❦# '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ '❤✐# ♠❛♥✉#❝)✐♣'✱ ❜✉' ❛❧#♦ '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ '❤)❡❡ ❡①❝✐'✐♥❣

❛♥❞ #'✐♠✉❧❛'✐♥❣ ②❡❛)# ♦❢ )❡#❡❛)❝❤✳ ❊✈❡♥ '❤♦✉❣❤ ❧♦' ♦❢ ✇♦)❦# ✐# #'✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣✱ ✇❡ ')✐❡❞

'♦ ♣)❡#❡♥' ✐♥'❡)❡#'✐♥❣ ✐♥#✐❣❤'# ✐♥'♦ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠#✳ ❖♥ ❛ '❤❡♦)❡'✐❝❛❧ ❛#♣❡❝'✱ ❞❡#♣✐'❡ '❤❡

❧❛❝❦ ♦❢ ♠✐♥❞ ❜❧♦✇✐♥❣ '❡❝❤♥✐<✉❡# ♦) ❜)✐❧❧✐❛♥' )❡#✉❧'#✱ ✇❡ ♣)♦✈✐❞❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡'❡ ♦✈❡)✈✐❡✇ ♦❢

'❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ❜♦'❤ ❢)♦♠ ❛♥ ❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐'② ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣❛)❛♠❡'❡) ❝♦♠♣❧❡①✐'②

♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ '❤❡ ❢❡✇ <✉❡#'✐♦♥# '❤❛' ✇❡ ❧❡❢' ♦♣❡♥ ❝♦♥✜)♠ ❡♠♣❤❛#✐③❡ '❤❡ ❧❛''❡)✳
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❡①♣❡❝'❡❞ ❢)♦♠ '❤❡♦)❡'✐❝❛❧ ❛♥❛❧②#✐#✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ♦♥ ❛ ♥❡❣❛'✐✈❡ #✐❞❡ ♦✉) ♣)❛❝'✐❝❛❧ ❛♣♣)♦❛❝❤
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♦) ♣❛)❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦)✐'❤♠#✳

■♥ ❧✐❣❤' ♦❢ '❤✐# ✇♦)❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❣)❡❛' ♥✉♠❜❡) ♦❢ )❡#❡❛)❝❤ ')❛✐❧#✳ ❋)♦♠ ❛

'❤❡♦)❡'✐❝❛❧ ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥#✐❞❡) ♥❡✇ ♣)♦❜❧❡♠# #')♦♥❣❧② )❡❧❛'❡❞ '♦ ✇❛❢❡)✲'♦✲

✇❛❢❡) ✐♥'❡❣)❛'✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠#✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢♦) ✐♥#'❛♥❝❡ ❝✐'❡ maxα✲#'❛❝❦ ♦) maxα✲❝♦❧✉♠♥✳
■♥ ❜♦'❤ ♦❢ '❤❡#❡ ♣)♦❜❧❡♠#✱ ✇❡ ❛)❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥'❡❣❡) α ❛♥❞ ❛ ❜▼❱❆ ✐♥♣✉'✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡

♦❢ '❤❡ ✜)#' ♦♥❡ ✐# '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ '❤❡ ♥✉♠❜❡) m✲'✉♣❧❡ ♦❢ ♣)♦✜' ❣)❡❛'❡) '❤❛♥ α✳ ■♥'✉✐'✐✈❡❧②
✇❡ ')② '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ '❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ✇❛❢❡) #'❛❝❦# ♦❢ ❣♦♦❞ <✉❛❧✐'②✳ ■♥ '❤❡ #❡❝♦♥❞ ✇❛❢❡)✱

'❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ✐#✱ ❛# ❢♦) max
∑

1✱ '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ '❤❡ ♦✈❡)❛❧❧ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❣♦♦❞ ❞✐❡# ✐♥ '❤❡
❝)❡❛'❡❞ #'❛❝❦#✱ ❤♦✇❡✈❡)✱ ❛ ❞✐❡ ❛' ♣♦#✐'✐♦♥ l ✐♥ '❤❡ #'❛❝❦ ✐# ❝♦♥#✐❞❡)❡❞ '♦ ❜❡ ✈✐❛❜❧❡ ✐❢ ❛'
❧❡❛#' α ✇❛❢❡)# ❝♦♠♣♦#✐♥❣ '❤❡ #'❛❝❦ ❤❛✈❡ ✈✐❛❜❧❡ ❞✐❡ ❛' ♣♦#✐'✐♦♥ l✳

❲❡ ❝❛♥ )❡♠❛)❦ ✐♥ ♦✉) ✇♦)❦ '❤❛' ♠♦#' ♦❢ '❤❡ ✐♥❛♣♣)♦①✐♠❛❜✐❧✐'② )❡#✉❧'# ❢)♦♠max
∑

1

✶✼✼



✶✼✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✷✳ #❊❘❙#❊❈❚■❱❊ ❆◆❉ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

❛$❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ ✐♥❛♣♣$♦①✐♠❛❜✐❧✐1② $❡3✉❧13 ❢♦$ maxmax 1✳ ❚❤❡ ❡①♣$❡33✐♦♥ ♣♦✇❡$ ♣$♦✲

✈✐❞❡❞ ❜② max
∑

1 ❤❛3 ♥♦1 ❜❡❡♥ ♣$♦♣❡$❧② ❡①♣❧♦✐1❡❞ ✐♥ 1❤❡ ♣$❡3❡♥1❡❞ $❡3✉❧13✳ ❲❡ 1❤✐♥❦

1❤❛1 1❤✐3 ❡①♣$❡33✐✈✐1② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦✐1❡❞ 1♦ ♣$♦✈✐❞❡ ❜❡11❡$ ♥❡❣❛1✐✈❡ $❡3✉❧13 ❢♦$ 1❤❡

❧❛11❡$✳ ❙✐♠✐❧❛$❧②✱ ❡①❝❡♣1 ❢♦$ ✈❡$② ❝♦♥31$❛✐♥❡❞ ✐♥31❛♥❝❡3✱ 1❤❡ ♣$❡3❡♥1❡❞ ✇♦$❦ ❞♦ ♥♦1

1❛❦❡ ❛❞✈❛♥1❛❣❡ ♦❢ 1❤❡ ♠♦$❡ 3✐♠♣❧❡ 31$✉❝1✉$❡ ♦❢ maxmax 1✳ ❆♥ ✐♥1❡$❡31✐♥❣ A✉❡31✐♦♥ 1♦

❛♥3✇❡$ ❝♦♥❝❡$♥3 1❤❡ ❡①✐31❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ O(m)✲❛♣♣$♦①✐♠❛1✐♦♥ ❛❧❣♦$✐1❤♠ ❢♦$ maxmax 1✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ 1❤✐3 ✇♦$❦ $❛✐3❡3 ❧♦1 ♦❢ ✐♥1❡$❡31✐♥❣ A✉❡31✐♦♥3 1❤❛1 ♦♥❧② ❛3❦ 1♦ ❜❡ ❛♥✲

3✇❡$❡❞✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬❆❑✾✼❪ &❛♦❧❛ ❆❧✐♠♦♥-✐ ❛♥❞ ❱✐❣❣♦ ❑❛♥♥✳ ✏❍❛4❞♥❡66 ♦❢ ❆♣♣4♦①✐♠❛-✐♥❣ &4♦❜❧❡♠6

♦♥ ❈✉❜✐❝ ●4❛♣❤6✑✳ ■♥✿ ❆❧❣♦$✐&❤♠) ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐&②✱ ❚❤✐$❞ ■&❛❧✐❛♥ ❈♦♥✲

❢❡$❡♥❝❡✱ ❈■❆❈ ✬✾✼✱ ❘♦♠❡✱ ■&❛❧②✱ ▼❛$❝❤ ✶✷✲✶✹✱ ✶✾✾✼✱ @$♦❝❡❡❞✐♥❣)✳ ✶✾✾✼✱

♣♣✳ ✷✽✽✕✷✾✽✳

❬❆✉6✰✾✾❪ ●✐♦4❣✐♦ ❆✉6✐❡❧❧♦ ❡- ❛❧✳ ❈♦♠♣❧❡①✐&② ❛♥❞ ❛♣♣$♦①✐♠❛&✐♦♥✿ ❈♦♠❜✐♥❛&♦$✐❛❧ ♦♣✲

&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠) ❛♥❞ &❤❡✐$ ❛♣♣$♦①✐♠❛❜✐❧✐&② ♣$♦♣❡$&✐❡)✳ ❙♣4✐♥❣❡4 ❙❝✐❡♥❝❡

✫ ❇✉6✐♥❡66 ▼❡❞✐❛✱ ✶✾✾✾✳

❬❇➬✾✾❪ ❘❛✐♥❡4 ❊✳ ❇✉4❦❛4❞ ❛♥❞ ❊4❛♥❞❛ ➬❡❧❛✳ ▲✐♥❡❛$ ❛))✐❣♥♠❡♥& ♣$♦❜❧❡♠) ❛♥❞

❡①&❡♥)✐♦♥)✳ ❙♣4✐♥❣❡4✱ ✶✾✾✾✳

❬❇❈❙✾✹❪ ❍❛♥6✲❏T4❣❡♥ ❇❛♥❞❡❧-✱ ❨✈❡6 ❈4❛♠❛✱ ❛♥❞ ❋4✐-6 ❈✳ ❘✳ ❙♣✐❡❦6♠❛✳ ✏❆♣♣4♦①✲

✐♠❛-✐♦♥ ❆❧❣♦4✐-❤♠6 ❢♦4 ▼✉❧-✐✲❉✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ❆66✐❣♥♠❡♥- &4♦❜❧❡♠6 ✇✐-❤ ❉❡✲

❝♦♠♣♦6❛❜❧❡ ❈♦6-6✑✳ ■♥✿❉✐)❝$❡&❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛&❤❡♠❛&✐❝) ✹✾✳✶✲✸ ✭✶✾✾✹✮✱ ♣♣✳ ✷✺✕

✺✵✳

❬❇❉●✶✻❪ ▼❛4✐♥ ❇♦✉❣❡4❡-✱ ●✉✐❧❧❡4♠❡ ❉✉✈✐❧❧✐`✱ ❛♥❞ ❘♦❞♦❧♣❤❡ ●✐4♦✉❞❡❛✉✳ ✏❆♣♣4♦①✲

✐♠❛❜✐❧✐-② ❛♥❞ ❊①❛❝- ❘❡6♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ▼✉❧-✐❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ❇✐♥❛4② ✈❡❝-♦4

❆66✐❣♥♠❡♥- &4♦❜❧❡♠✑✳ ■♥✿ @$♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ &❤❡ ✹&❤ ■♥&❡$♥❛&✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦)✐✉♠

♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛&♦$✐❛❧ ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✱ ■❙❈❖ ✷✵✶✻✱ ❱✐❡&$✐✲❙✉❧✲▼❛$❡✱ ■&❛❧②✱ ▼❛②

✶✼✲✶✾✱ ✷✵✶✻✳ ✷✵✶✻✱ -♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐6❤❡❞✳

❬❇❉▼✵✾❪ ❘❛✐♥❡4 ❊✳ ❇✉4❦❛4❞✱ ▼❛✉4♦ ❉❡❧❧✬❆♠✐❝♦✱ ❛♥❞ ❙✐❧✈❛♥♦ ▼❛4-❡❧❧♦✳ ❆))✐❣♥♠❡♥&

@$♦❜❧❡♠)✳ ❙■❆▼✱ ✷✵✵✾✳

❬❇❏❑✶✹❪ ❍❛♥6 ▲✳ ❇♦❞❧❛❡♥❞❡4✱ ❇❛4- ▼✳ &✳ ❏❛♥6❡♥✱ ❛♥❞ ❙-❡❢❛♥ ❑4❛-6❝❤✳ ✏❑❡4♥❡❧✐③❛✲

-✐♦♥ ▲♦✇❡4 ❇♦✉♥❞6 ❜② ❈4♦66✲❈♦♠♣♦6✐-✐♦♥✑✳ ■♥✿ ❙■❆▼ ❏✳ ❉✐)❝$❡&❡ ▼❛&❤✳

✷✽✳✶ ✭✷✵✶✹✮✱ ♣♣✳ ✷✼✼✕✸✵✺✳

❬❇❑✶✵❪ ◆✐❦❤✐❧ ❇❛♥6❛❧ ❛♥❞ ❙✉❜❤❛6❤ ❑❤♦-✳ ✏■♥❛♣♣4♦①✐♠❛❜✐❧✐-② ♦❢ ❍②♣❡4❣4❛♣❤ ❱❡4✲

-❡① ❈♦✈❡4 ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛-✐♦♥6 -♦ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ &4♦❜❧❡♠6✑✳ ■♥✿ @$♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢

&❤❡ ✸✻&❤ ■♥&❡$♥❛&✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦O✉✐✉♠ ♦♥ ❆✉&♦♠❛&❛✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡) ❛♥❞ @$♦❣$❛♠✲

♠✐♥❣✱ ■❈❆▲@ ✷✵✶✵✱ ❇♦$❞❡❛✉①✱ ❋$❛♥❝❡✱ ❏✉❧② ✻✲✶✵✱ ✷✵✶✵✱ @❛$& ■✳ ✷✵✶✵✱

♣♣✳ ✷✺✵✕✷✻✶✳

❬❇▼✶✶❪ ❆❞4✐❛♥ ❇♦♥❞② ❛♥❞ ❯♣♣❛❧✉4✐ ❙✳❘✳ ▼✉4-②✳ ●$❛♣❤ ❚❤❡♦$②✳ ●4❛❞✉❛-❡ ❚❡①-6

✐♥ ▼❛-❤❡♠❛-✐❝6✳ ❙♣4✐♥❣❡4 ▲♦♥❞♦♥✱ ✷✵✶✶✳

❬❇♦✉✰✶✺❪ ▼❛4✐♥ ❇♦✉❣❡4❡- ❡- ❛❧✳ ✏▼✉❧-✐❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ❇✐♥❛4② ❱❡❝-♦4 ❆66✐❣♥♠❡♥- &4♦❜✲

❧❡♠✿ ❙-❛♥❞❛4❞✱ ❙-4✉❝-✉4❛❧ ❛♥❞ ❆❜♦✈❡ ●✉❛4❛♥-❡❡ &❛4❛♠❡-❡4✐③❛-✐♦♥6✑✳ ■♥✿

@$♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ &❤❡ ✷✵&❤ ■♥&❡$♥❛&✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦)✉♠ ♦♥ ❋✉♥❞❛♠❡♥&❛❧) ♦❢ ❈♦♠✲

♣✉&❛&✐♦♥ ❚❤❡♦$②✱ ❋❈❚ ✷✵✶✺✱ ●❞❛➠)❦✱ @♦❧❛♥❞✱ ❆✉❣✉)& ✶✼✲✶✾✱ ✷✵✶✺✳ ✷✵✶✺✱

♣♣✳ ✶✽✾✕✷✵✶✳

✶✼✾



✶✽✵ ❇■❇▲■❖●❘❆'❍❨

❬❇♦✉✰✶✻❪ ▼❛,✐♥ ❇♦✉❣❡,❡1 ❡1 ❛❧✳ ✏❖♥ 1❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐1② ♦❢ ❲❛❢❡,✲1♦✲❲❛❢❡, ■♥1❡❣,❛1✐♦♥✑✳

■♥✿ ❉✐"❝$❡&❡ ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ✭✷✵✶✻✮✱ 1♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐G❤❡❞✳

❬❇❘❲✾✻❪ ❘❛✐♥❡, ❊✳ ❇✉,❦❛,❞✱ ❘M❞✐❣❡, ❘✉❞♦❧❢✱ ❛♥❞ ●❡,❤❛,❞ ❏✳ ❲♦❡❣✐♥❣❡,✳ ✏❚❤,❡❡✲

❞✐♠❡♥G✐♦♥❛❧ ❆①✐❛❧ ❆GG✐❣♥♠❡♥1 R,♦❜❧❡♠G ✇✐1❤ ❉❡❝♦♠♣♦G❛❜❧❡ ❈♦G1 ❈♦❡✣✲

❝✐❡♥1G✑✳ ■♥✿ ❉✐"❝$❡&❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛&❤❡♠❛&✐❝" ✻✺✳✶✲✸ ✭✶✾✾✻✮✱ ♣♣✳ ✶✷✸✕✶✸✾✳

❬❈❑❳✶✵❪ ❏✐❛♥❡, ❈❤❡♥✱ ■②❛❞ ❆✳ ❑❛♥❥✱ ❛♥❞ ●❡ ❳✐❛✳ ✏■♠♣,♦✈❡❞ ✉♣♣❡, ❜♦✉♥❞G ❢♦,

✈❡,1❡① ❝♦✈❡,✑✳ ■♥✿ ❚❤❡♦$✳ ❈♦♠♣✉&✳ ❙❝✐✳ ✹✶✶✳✹✵✲✹✷ ✭✷✵✶✵✮✱ ♣♣✳ ✸✼✸✻✕✸✼✺✻✳

❬❈♦♦✼✶❪ ❙1❡♣❤❡♥ ❆✳ ❈♦♦❦✳ ✏❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐1② ♦❢ ❚❤❡♦,❡♠✲R,♦✈✐♥❣ R,♦❝❡❞✉,❡G✑✳ ■♥✿

8$♦❝❡❡❞✐♥❣" ♦❢ &❤❡ ✸$❞ ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦"✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦$② ♦❢ ❈♦♠♣✉&✐♥❣✱

▼❛② ✸✲✺✱ ✶✾✼✶✱ ❙❤❛❦❡$ ❍❡✐❣❤&"✱ ❖❤✐♦✱ ❯❙❆✳ ✶✾✼✶✱ ♣♣✳ ✶✺✶✕✶✺✽✳

❬❈,❡✰✾✾❪ R✐❡,❧✉✐❣✐ ❈,❡G❝❡♥③✐ ❡1 ❛❧✳ ✏❙1,✉❝1✉,❡ ✐♥ ❆♣♣,♦①✐♠❛1✐♦♥ ❈❧❛GG❡G✑✳ ■♥✿ ❙■❆▼

❏✳ ❈♦♠♣✉&✳ ✷✽✳✺ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣♣✳ ✶✼✺✾✕✶✼✽✷✳

❬❈,❡✾✼❪ R✐❡,❧✉✐❣✐ ❈,❡G❝❡♥③✐✳ ✏❆ ❙❤♦,1 ●✉✐❞❡ 1♦ ❆♣♣,♦①✐♠❛1✐♦♥ R,❡G❡,✈✐♥❣ ❘❡❞✉❝✲
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❘❆◆❉❖▼ ✷✵✵✸✱ C"✐♥❝❡(♦♥✱ ◆❏✱ ❯❙❆✱ ❆✉❣✉0( ✷✹✲✷✻✱ ✷✵✵✸✱ C"♦❝❡❡❞✐♥❣0✳

✷✵✵✸✱ ♣♣✳ ✽✸✕✾✼✳

❬■>✵✶❪ ❘✉::❡❧❧ ■♠♣❛❣❧✐❛③③♦ ❛♥❞ ❘❛♠❛♠♦❤❛♥ >❛0✉*✐✳ ✏❖♥ 0❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐0② ♦❢ ❦✲

❙❆❚✑✳ ■♥✿ ❏✳ ❈♦♠♣✉(✳ ❙②0(✳ ❙❝✐✳ ✻✷✳✷ ✭✷✵✵✶✮✱ ♣♣✳ ✸✻✼✕✸✼✺✳

❬■>❩✵✶❪ ❘✉::❡❧❧ ■♠♣❛❣❧✐❛③③♦✱ ❘❛♠❛♠♦❤❛♥ >❛0✉*✐✱ ❛♥❞ ❋*❛♥❝✐: ❩❛♥❡✳ ✏❲❤✐❝❤ >*♦❜✲

❧❡♠: ❍❛✈❡ ❙0*♦♥❣❧② ❊①♣♦♥❡♥0✐❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐0②❄✑ ■♥✿ ❏✳ ❈♦♠♣✉(✳ ❙②0(✳ ❙❝✐✳

✻✸✳✹ ✭✷✵✵✶✮✱ ♣♣✳ ✺✶✷✕✺✸✵✳
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❬❑❛♥✽✸❪ ❘❛✈✐ ❑❛♥♥❛♥✳ ✏■♠♣1♦✈❡❞ ❆❧❣♦1✐8❤♠: ❢♦1 ■♥8❡❣❡1 <1♦❣1❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡✲

❧❛8❡❞ ▲❛88✐❝❡ <1♦❜❧❡♠:✑✳ ■♥✿  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✶✺+❤ ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦✲

)✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦!② ♦❢ ❈♦♠♣✉+✐♥❣✱ ✷✺✲✷✼ ❆♣!✐❧✱ ✶✾✽✸✱ ❇♦)+♦♥✱ ▼❛))❛❝❤✉)❡++)✱

❯❙❆✳ ❊❞✳ ❜② ❉❛✈✐❞ ❙✳ ❏♦❤♥:♦♥ ❡8 ❛❧✳ ❆❈▼✱ ✶✾✽✸✱ ♣♣✳ ✶✾✸✕✷✵✻✳

❬❑❛♥✾✶❪ ❱✐❣❣♦ ❑❛♥♥✳ ✏▼❛①✐♠✉♠ ❇♦✉♥❞❡❞ ✸✲❉✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ ▼❛8❝❤✐♥❣ ✐: ▼❆❳ ❙◆<✲

❈♦♠♣❧❡8❡✑✳ ■♥✿ ■♥❢✳  !♦❝❡))✳ ▲❡++✳ ✸✼✳✶ ✭✶✾✾✶✮✱ ♣♣✳ ✷✼✕✸✺✳

❬❑❛1✼✷❪ ❘✐❝❤❛1❞ ▼✳ ❑❛1♣✳ ✏❘❡❞✉❝✐❜✐❧✐8② ❆♠♦♥❣ ❈♦♠❜✐♥❛8♦1✐❛❧ <1♦❜❧❡♠:✑✳ ■♥✿  !♦✲

❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ ❛ )②♠♣♦)✐✉♠ ♦♥ +❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐+② ♦❢ ❈♦♠♣✉+❡! ❈♦♠♣✉+❛+✐♦♥)✱

❤❡❧❞ ▼❛!❝❤ ✷✵✲✷✷✱ ✶✾✼✷✱ ❛+ +❤❡ ■❇▼ ❚❤♦♠❛) ❏✳ ❲❛+)♦♥ ❘❡)❡❛!❝❤ ❈❡♥+❡!✱

❨♦!❦+♦✇♥ ❍❡✐❣❤+)✱ ◆❡✇ ❨♦!❦✳ ✶✾✼✷✱ ♣♣✳ ✽✺✕✶✵✸✳

❬❑❤♦✵✷❪ ❙✉❜❤❛:❤ ❑❤♦8✳ ✏❖♥ 8❤❡ <♦✇❡1 ♦❢ ❯♥✐\✉❡ ✷✲<1♦✈❡1 ✶✲❘♦✉♥❞ ●❛♠❡:✑✳ ■♥✿

 !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✶✼+❤ ❆♥♥✉❛❧ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♠✲

♣❧❡①✐+②✱ ▼♦♥+!Q❛❧✱ ◗✉Q❜❡❝✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ▼❛② ✷✶✲✷✹✱ ✷✵✵✷✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉8❡1

❙♦❝✐❡8②✱ ✷✵✵✷✱ ♣✳ ✷✺✳

❬❑✉♠✰✵✺❪ ❘❛❦❡:❤ ❑✉♠❛1 ❡8 ❛❧✳ ✏❍❡8❡1♦❣❡♥❡♦✉: ❈❤✐♣ ▼✉❧8✐♣1♦❝❡::♦1:✑✳ ■♥✿ ■❊❊❊

❈♦♠♣✉+❡! ✸✽✳✶✶ ✭✷✵✵✺✮✱ ♣♣✳ ✸✷✕✸✽✳

❬▲❡❡✾✵❪ ❏❛♥ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥✱ ❡❞✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❚❤❡♦!❡+✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉+❡! ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❱♦❧✉♠❡

❆✿ ❆❧❣♦!✐+❤♠) ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐+②✳ ❊❧:❡✈✐❡1 ❛♥❞ ▼■❚ <1❡::✱ ✶✾✾✵✳

❬▲❡✈✼✸❪ ▲❡♦♥✐❞ ❆ ▲❡✈✐♥✳ ✏❯♥✐✈❡1:❛❧ :❡\✉❡♥8✐❛❧ :❡❛1❝❤ ♣1♦❜❧❡♠:✑✳ ■♥✿  !♦❜❧❡♠②

 ❡!❡❞❛❝❤✐ ■♥❢♦!♠❛+)✐✐ ✾✳✸ ✭✶✾✼✸✮✱ ♣♣✳ ✶✶✺✕✶✶✻✳

❬▲▼❙✶✶❪ ❉❛♥✐❡❧ ▲♦❦:❤8❛♥♦✈✱ ❉b♥✐❡❧ ▼❛1①✱ ❛♥❞ ❙❛❦❡8 ❙❛✉1❛❜❤✳ ✏❙❧✐❣❤8❧② ❙✉♣❡1❡①✲

♣♦♥❡♥8✐❛❧ <❛1❛♠❡8❡1✐③❡❞ <1♦❜❧❡♠:✑✳ ■♥✿  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ❚✇❡♥+②✲❙❡❝♦♥❞

❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼✲❙■❆▼ ❙②♠♣♦)✐✉♠ ♦♥ ❉✐)❝!❡+❡ ❆❧❣♦!✐+❤♠)✱ ❙❖❉❆ ✷✵✶✶✱ ❙❛♥

❋!❛♥❝✐)❝♦✱ ❈❛❧✐❢♦!♥✐❛✱ ❯❙❆✱ ❏❛♥✉❛!② ✷✸✲✷✺✱ ✷✵✶✶✳ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✼✻✵✕✼✼✻✳

❬▲♦❦✰✶✹❪ ❉❛♥✐❡❧ ▲♦❦:❤8❛♥♦✈ ❡8 ❛❧✳ ✏❋❛:8❡1 <❛1❛♠❡8❡1✐③❡❞ ❆❧❣♦1✐8❤♠: ❯:✐♥❣ ▲✐♥❡❛1

<1♦❣1❛♠♠✐♥❣✑✳ ■♥✿ ❆❈▼ ❚!❛♥)✳ ❆❧❣♦!✐+❤♠) ✶✶✳✷ ✭✷✵✶✹✮✱ ✶✺✿✶✕✶✺✿✸✶✳

❬▼<✽✾❪ ❋1❡❞ ❏✳ ▼❡②❡1 ❛♥❞ ❉❤✐1❛❥ ❑✳ <1❛❞❤❛♥✳ ✏▼♦❞❡❧✐♥❣ ❉❡❢❡❝8 ❙♣❛8✐❛❧ ❉✐:81✐✲

❜✉8✐♦♥✑✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ❚!❛♥)✳ ❈♦♠♣✉+❡!) ✸✽✳✹ ✭✶✾✽✾✮✱ ♣♣✳ ✺✸✽✕✺✹✻✳

❬▼❘✾✾❪ ▼❡❡♥❛ ▼❛❤❛❥❛♥ ❛♥❞ ❱❡♥❦❛8❡:❤ ❘❛♠❛♥✳ ✏<❛1❛♠❡8❡1✐③✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ●✉❛1❛♥✲

8❡❡❞ ❱❛❧✉❡:✿ ▼❛①❙❛8 ❛♥❞ ▼❛①❈✉8✑✳ ■♥✿ ❏✳ ❆❧❣♦!✐+❤♠) ✸✶✳✷ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣♣✳ ✸✸✺✕

✸✺✹✳

❬▼❘❙✵✾❪ ▼❡❡♥❛ ▼❛❤❛❥❛♥✱ ❱❡♥❦❛8❡:❤ ❘❛♠❛♥✱ ❛♥❞ ❙♦♠♥❛8❤ ❙✐❦❞❛1✳ ✏<❛1❛♠❡8❡1✲

✐③✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ♦1 ❜❡❧♦✇ ❣✉❛1❛♥8❡❡❞ ✈❛❧✉❡:✑✳ ■♥✿ ❏✳ ❈♦♠♣✉+✳ ❙②)+✳ ❙❝✐✳ ✼✺✳✷

✭✷✵✵✾✮✱ ♣♣✳ ✶✸✼✕✶✺✸✳

❬◆❛8✰✶✸❪ ●✐♦1❣✐♦ ❉✐ ◆❛8❛❧❡ ❡8 ❛❧✳ ✏❊①❛❝8 ✇❛❢❡1 ♠❛8❝❤✐♥❣ ♣1♦❝❡:: ✇❛❢❡1 8♦ ✇❛❢❡1

✐♥❡❣1❛8✐♦♥✑✳ ■♥✿ ❲❤♦!)❤♦♣ ✸❉ ✐♥+❡❣!❛+✐♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛+✐♦♥)✳ ✷✵✶✸✱ ◆✕❆✳

❬<❛♣✾✹❪ ❈❤1✐:8♦: ❍✳ <❛♣❛❞✐♠✐81✐♦✉✳ ❈♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐+②✳ ❆❞❞✐:♦♥✲❲❡:❧❡②✱

✶✾✾✹✳

❬<❛:✵✹❪ ❱❛♥❣❡❧✐: ❚❤✳ <❛:❝❤♦:✳ ❈♦♠♣❧❡①✐+Q ❡+ ❛♣♣!♦①✐♠❛+✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❍❡1♠h:

❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✹✳
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❬$✐❡✻✽❪ ❲✐❧❧✐❛♠ $✳ $✐❡./❦❛❧❧❛✳ ✏▲❡33❡. 3♦ 3❤❡ ❡❞✐3♦.✖3❤❡ ♠✉❧3✐❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ ❛//✐❣♥✲

♠❡♥3 ♣.♦❜❧❡♠✑✳ ■♥✿ ❖♣❡#❛%✐♦♥) ❘❡)❡❛#❝❤ ✶✻✳✷ ✭✶✾✻✽✮✱ ♣♣✳ ✹✷✷✕✹✸✶✳

❬$❨✾✶❪ ❈❤.✐/3♦/ ❍✳ $❛♣❛❞✐♠✐3.✐♦✉ ❛♥❞ ▼✐❤❛❧✐/ ❨❛♥♥❛❦❛❦✐/✳ ✏❖♣3✐♠✐③❛3✐♦♥✱ ❆♣✲

♣.♦①✐♠❛3✐♦♥✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐3② ❈❧❛//❡/✑✳ ■♥✿ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉%❡# ❛♥❞ ❙②)✲

%❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡ ✹✸✳✸ ✭✶✾✾✶✮✱ ♣♣✳ ✹✷✺✕✹✹✵✳

❬❘❙❙✵✾❪ ❙❤❡.✐❡❢ ❘❡❞❛✱ ●.❡❣♦.② ❙♠✐3❤✱ ❛♥❞ ▲❛..② ❙♠✐3❤✳ ✏▼❛①✐♠✐③✐♥❣ 3❤❡ ❋✉♥❝✲

3✐♦♥❛❧ ❨✐❡❧❞ ♦❢ ❲❛❢❡.✲3♦✲❲❛❢❡. ✸✲❉ ■♥3❡❣.❛3✐♦♥✑✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ❚#❛♥)✳ ❱▲❙■

❙②)%✳ ✶✼✳✾ ✭✷✵✵✾✮✱ ♣♣✳ ✶✸✺✼✕✶✸✻✷✳

❬❙❆❙✽✸❪ ❈❤❛.❧❡/ ❍✳ ❙3❛♣♣❡.✱ ❋.❡❞❡.✐❝❦ ▼✳ ❆.♠/3.♦♥❣✱ ❛♥❞ ❑✐②♦3❛❦❛ ❙❛❥✐✳ ✏■♥3❡✲

❣.❛3❡❞ ❝✐.❝✉✐3 ②✐❡❧❞ /3❛3✐/3✐❝/✑✳ ■♥✿ =#♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ %❤❡ ■❊❊❊ ✼✶✳✹ ✭✶✾✽✸✮✱

♣♣✳ ✹✺✸✕✹✼✵✳

❬❙♠✐✰✵✼❪ ●.❡❣ ❙♠✐3❤ ❡3 ❛❧✳ ✏❨✐❡❧❞ ❝♦♥/✐❞❡.❛3✐♦♥/ ✐♥ 3❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✸❉ 3❡❝❤♥♦❧♦❣②✑✳
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✾ ✺✵ ✶✵ ✼✵ ✾✶✳✸✻% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✷✻✳✷✺% ✺✻✳✻✷% ✵✳✻✷✵

✾ ✷✺ ✶✵ ✾✵ ✹✹✳✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✷✹✸✳✼✼✻ ✶✵ ✲ ✶✽✳✹ % ✵✳✹✶✶

✾ ✺✵ ✶✵ ✾✵ ✹✺✳✶✹% ✲ ✲ ✲ ✲ ✶✾✽✳✺✽✼ ✹ ✸✳✷✺% ✶✻✳✷✽% ✵✳✸✻✶

✾ ✷✺ ✶✵✵ ✺✵ ✾✾✳✹✾% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✷✵✳✵✾% ✾✻✳✽✶% ✵✳✾✼✸

✾ ✺✵ ✶✵✵ ✺✵ ✾✾✳✹✵% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✷✺✳✸✸% ✾✽✳✾✺% ✵✳✾✾✺

✾ ✷✺ ✶✵✵ ✼✵ ✾✸✳✸✹% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✸✼✳✶✷% ✽✾✳✶✷% ✵✳✾✺✺

✾ ✺✵ ✶✵✵ ✼✵ ✾✷✳✵✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✹✸✳✵✾% ✾✶✳✶✼% ✵✳✾✾✵

✾ ✷✺ ✶✵✵ ✾✵ ✹✾✳✶✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✹✻✳✹✷% ✹✹✳✽✼% ✵✳✾✶✷

✾ ✺✵ ✶✵✵ ✾✵ ✹✻✳✾✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✺✹✳✶✸% ✹✺✳✸✷% ✵✳✾✻✺

✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✺✵ ✾✾✳✺✶% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✶✾✳✻✺% ✾✾✳✹✺% ✵✳✾✾✾

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✺✵ ✾✾✳✸✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✺✵✳✷✵% ✾✾✳✸✶% ✵✳✾✾✾

✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✼✵ ✾✸✳✶✽% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✸✼✳✵✽% ✾✷✳✻✷% ✵✳✾✾✹

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✼✵ ✾✶✳✾✾% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✻✼✳✸✽% ✾✶✳✹✽% ✵✳✾✾✹

✾ ✷✺ ✶✵✵✵ ✾✵ ✹✽✳✼✷% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✹✻✳✺✷% ✹✻✳✽✸% ✵✳✾✻✶

✾ ✺✵ ✶✵✵✵ ✾✵ ✹✻✳✻✺% ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✼✼✳✸✺% ✹✺✳✹✵% ✵✳✾✼✸



✶✾✵ ❆!!❊◆❉■❳ ❆✳ ❈❖▼!❯❚❆❚■❖◆❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙



▲✐"# ♦❢ ❋✐❣✉)❡"

✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ❛,,✐❣♥♠❡♥) ♦♥ )❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❡ ②✐❡❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✶ 6♦,✐)✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛)✐✈❡ ✐♥,)❛♥❝❡, ♦❢ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ❈②❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✷ ■♥❝♦♠♣❧❡)❡ ❤✐❡:❛:❝❤② ♦❢ ❛♣♣:♦①✐♠❛)✐♦♥ ❝❧❛,,❡,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✸ ●❡♥❡:❛❧ :❡❞✉❝)✐♦♥ ,❝❤❡♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✹ ●❛♣✲:❡❞✉❝)✐♦♥ ♣:✐♥❝✐♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✺ 6❡:❢❡❝) ✐♥,)❛♥❝❡ ♦❢ ❯♥✐-✉❡ ▲❛❜❡❧ ❈♦✈❡2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✻ ■♥,)❛♥❝❡ ♦❢ ❯♥✐-✉❡ ▲❛❜❡❧ ❈♦✈❡2 ♣❛:)✐❛❧❧② ,❛)✐,✜❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉) ♦❢ ✇❛❢❡:✲)♦✲✇❛❢❡: ✐♥)❡❣:❛)✐♦♥ ♣:♦❜❧❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✷ ❲❛❧❦ ♦♥ )❤❡ ❞✐❡,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✸ ▼♦❞❡❧✐③❛)✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉) ♦❢ ✇❛❢❡:✲)♦✲✇❛❢❡: ✐♥)❡❣:❛)✐♦♥ ♣:♦❜❧❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ,♦❧✉)✐♦♥ S ❢♦: )❤❡ ✐♥,)❛♥❝❡ ♦❢ ✇❛❢❡:✲)♦✲✇❛❢❡: ✐♥)❡❣:❛)✐♦♥

♣:♦❜❧❡♠ ❞❡♣✐❝)❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉:❡ ✹✳✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✶ ❈❛:)♦❣:❛♣❤② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ :❡❞✉❝)✐♦♥, ❢♦: max
∑

1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✷ ❈❛:)♦❣:❛♣❤② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ :❡❞✉❝)✐♦♥, ❢♦: min
∑

0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✻✳✶ ❖✈❡:✈✐❡✇ ♦❢ )❤❡ :❡,✉❧), ❢♦: maxmax 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✻✳✷ ❖✈❡:✈✐❡✇ ♦❢ )❤❡ :❡,✉❧), ❢♦: minmin 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ :❡❞✉❝)✐♦♥ ❢:♦♠ k✲❉✐♠❡♥4✐♦♥❛❧ ▼❛%❝❤✐♥❣ )♦ max 6=0✳ ✳ ✳ ✼✹

✻✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ :❡❞✉❝)✐♦♥ ❢:♦♠ ▼❛① ❈❧✐-✉❡ )♦ maxmax 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✺ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ :❡❞✉❝)✐♦♥ ❢:♦♠ maxmax 1 )♦ (maxmax 1)#0≤1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✻✳✻ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥,):✉❝)✐♦♥ ♦❢ ❛ (❜▼❱❆)#0≤1 ✐♥,)❛♥❝❡ ❢:♦♠ ❛ k✲✉♥✐❢♦:♠
❤②♣❡:❣:❛♣❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✻✳✼ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ :❡❞✉❝)✐♦♥ ❢:♦♠ ▼✐♥✲❍❙ )♦ minmin 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✻✳✽ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ :❡❞✉❝)✐♦♥ ❢:♦♠ maxmax 1 )♦ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❙❡%✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✼✳✶ ❖✈❡:✈✐❡✇ ♦❢ )❤❡ :❡,✉❧), ❢♦: max
∑

1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✼✳✷ ❈♦✉♥)❡:✲❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ )❤❡ ❡①)❡♥,✐♦♥ ♦❢ )❤❡ p✲❛♣♣:♦①✐♠❛)✐♦♥ ❛❧❣♦:✐)❤♠✳ ✳ ✾✸

✼✳✸ ❯,❡ ♦❢ ♠❛)❝❤✐♥❣, )♦ ,❛)✐,❢② ♣:♦✜❧❡ ❞❡♠❛♥❞,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✼✳✹ ■❧❧✉,):❛)✐♦♥ ♦❢ 6:♦♣♦,✐)✐♦♥ ✼✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✼✳✺ ❆◆❉✲❝:♦,, ❝♦♠♣♦,✐)✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✼✳✻ ■❧❧✉,):❛)✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ♣❛:)✐)✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ ,❤❛♣❡ ♦❢ ♣❛:)✐❛❧ ,)❛❝❦,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✼✳✼ ■❧❧✉,):❛)✐♦♥ ♦❢ :❡❛❝❤❛❜❧❡ ,❤❛♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✽✳✶ ❖✈❡:✈✐❡✇ ♦❢ )❤❡ :❡,✉❧), ❢♦: min
∑

0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✽✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ min
∑

0 ✐♥,)❛♥❝❡ ,✉❝❤ )❤❛) ♥♦ ♦♣)✐♠❛❧ ,♦❧✉)✐♦♥ ❝:❡❛)❡, ❛

1✲,)❛❝❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✽✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ :❡❞✉❝)✐♦♥ ❢:♦♠ ✷✲min
∑

0 )♦ ❇✐♣✲❖❈❚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✶✾✶



✶✾✷ ▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✽✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ /❡❞✉❝3✐♦♥ ❢/♦♠ ❇✐♣✲❖❈❚ 3♦ ❖❈❚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✽✳✺ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ /❡❞✉❝3✐♦♥ ❢/♦♠ χ✲❈♦❧♦)✐♥❣ 3♦ min
∑

0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✶✵✳✶ ❘❡♣/❡:❡♥3❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ✐♥:3❛♥❝❡: 3❤❛3 ❝❛♥ ❜❡ :♦❧✈❡❞ ✇✐3❤ ❋♦/♠✉❧❛3✐♦♥ ❱■

✇✐3❤♦✉3 /❡❛❝❤✐♥❣ 3❤❡ ♠❡♠♦/② ❜/❡❛❦ ♣♦✐♥3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✶✶✳✶ ■❧❧✉:3/❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ /✉♥♥✐♥❣ :❝❤❡♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦/✐3❤♠ ✽ ♦♥ ❛♥ ✐♥:3❛♥❝❡ ✇✐3❤

m = 6✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✶✶✳✷ ■❧❧✉:3/❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ /✉♥♥✐♥❣ :❝❤❡♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦/✐3❤♠ ✾ ♦♥ ❛♥ ✐♥:3❛♥❝❡ ✇✐3❤

m = 6✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷



▲✐"# ♦❢ ❚❛❜❧❡"

✶✵✳✶ ◆✉♠❜❡( ♦❢ +♦❧✈❡❞ ✐♥+1❛♥❝❡+ ❢♦( m = 5 ❛♥❞ n = 25 ✐♥ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ p ❛♥❞
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