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Mots-cléfs : Joints de grains, ségrégation, irradiations, croissance de grains, modélisa-
tion, modèle des quasi-particules.

Résumé :
La présente étude porte sur la modélisation de la structure des joints de grains (JG)
et sur les phénomènes de ségrégation. Dans les matériaux polycristallins, la ségrégation
aux joints de grains a des conséquences importantes sur leurs propriétés structurelles
et fonctionnelles : glissement intergranulaire, corrosion intergranulaire et modification
des propriétés mécaniques. Ce phénomène devient particulièrement important pour les
matériaux irradiés où la ségrégation intergranulaire induite par irradiation peut conduire
à une modification locale de la composition des joints de grains et par conséquent, à
une évolution parfois néfaste des propriétés macroscopiques de ces matériaux. Dans ce
manuscrit, nous nous sommes focalisés sur le développement de la méthode des quasi-
particules pour pouvoir modéliser ce phénomène dans des systèmes binaires.

La méthode des quasi-particules est un modèle continu qui permet de modéliser les
phénomènes physiques à l’échelle atomique. Un des avantages est lié à la possibilité de
modéliser les déplacements des atomes dans l’espace continu, tout en permettant de mo-
déliser des transitions diffusives s’étalant sur des temps longs. Dans ce travail la méthode
des quasi-particules a été appliquée pour étudier la ségrégation du phosphore aux JG. Le
lien entre les différentes structures des JG et la concentration du phosphore aux JG a été
établi. Pour modéliser les phénomènes qui ont lieu aux JG dans les matériaux irradiés
le modèle des quasi-particules a été développé pour pouvoir inclure des lacunes ou des
auto-interstitiels puis décrire leurs cinétiques. Ensuite la diffusion et l’annihilation des
lacunes (ou des auto-interstitiels) aux JG ont été modélisées. Il a été montré que lorsque
la force de puits du JG est assez importante, les lacunes diffusent vers les JG et des ca-
vités se forment aux JG en ayant une forme allongée, ce qui concorde avec les données
expérimentales. Le modèle des quasi-particules a été également appliqué pour étudier la
croissance des grains dans un polycristal.
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Key-words : Grain boundaries, segregation, irradiation, grain growth, modeling, quasi-
particles approach.

Abstract :
This thesis focuses on the modeling of grain boundaries (GB) structure and segregation
phenomena. Segregation at GB in polycrystalline materials can have profound conse-
quences on structural and functional properties : intergranular slipping, intergranular
corrosion and mechanical properties. Segregation becomes really important in irradiated
materials where radiation-induced segregation can change th local composition of GB and
sometimes impact the macroscopic properties of materials. In this work, the quasi-particles
approach is developed to model these phenomena in binary systems.

The quasi-particles approach is a continuous model able to model physical pheno-
mena at atomic scale. One of the insight of this model is the capability to simulate atomic
displacement in continuum space and diffusive transitions at mesoscale. In this work,
the quasi-particles approach is used to study phosphorus segregation at GB. The link
between GB structure and phosphorus concentration is highlighted. Next, vacancies or
self-interstitial are introduced into the quasi-particles approach to model some specific
phenomena which occur in irradiated materials. In particular, the diffusion and annihi-
lation of vacancies (or self-interstitials) at GB could be modeled. When sink strength
of GB is large enough, vacancies diffuse to GB and create voids with elongated shape,
consistantly with experimental observation. Finally, the quasi-particles approach is used
to study grain growth in polycrystalline materials.
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Chapitre 0
Introduction

De très nombreuses caractéristiques microstructurales ont un rôle important sur les
propriétés macroscopiques d’un matériau. Par exemple, la forme ou la taille des grains
dans un matériau polycristallin, les interfaces internes telles que les joints de grains ou
la densité de dislocations impactent les caractéristiques mécaniques, électriques ou chi-
miques des métaux.
Parmi ces propriétés, l’imperfection cristalline joue un rôle majeur dans les propriétés di-
verses telles que la conductivité, la plasticité ou les propriétés chimiques. Par exemple, des
atomes de soluté peuvent ségréger aux joints de grains modifiant la composition chimique
locale du métal. Par exemple, les aciers faiblement alliés, ayant été trempés dans une
gamme de température comprise entre 350◦C et 600◦C, ou qui ont été lentement refroidis
à travers cette gamme de température, montrent une augmentation de la température
de transition ductile-fragile qui est accompagnée d’un changement dans le mode de frac-
ture, de transgranulaire à intergranulaire. La raison de ce phénomène est la ségrégation à
l’équilibre aux joints de grains d’atomes d’impuretés tels que le phosphore. Il a été mon-
tré que la présence de tels atomes dans les joints de grains diminuent leur cohésion [1, 2, 3].

Les phénomènes liés aux joints de grains sont particulièrement importants dans les
matériaux irradiés. Pour garantir un haut niveau de sécurité, l’industrie nucléaire doit
maîtriser les propriétés des matériaux qu’elle utilise dans des conditions très sévères de
température, d’irradiation, d’environnement corrosif... Une partie des études menées par
le Groupe de Physique des Matériaux (GPM) s’inscrit dans ce cadre technologique im-
portant. Le vieillissement des matériaux sous irradiation est lié aux phénomènes nano-
scopiques se produisant au sein des grains, mais aussi au niveau des joints de grains. En
particulier, la ségrégation intergranulaire induite par l’irradiation peut entraîner une mo-
dification locale de la composition aux joints de grains et par conséquent, une évolution
parfois néfaste des propriétés macroscopiques des matériaux [4]. Par exemple, dans les
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Chapitre 0 : Introduction

aciers ferritiques-martensitiques, le comportement du Cr sous irradiation est loin d’être
expliqué : il existe autant d’études qui montrent la ségrégation induite du Cr aux joints de
grains, que son appauvrissement induit. La fragilisation potentielle des matériaux à cause
de ces phénomènes est importante : un enrichissement en Cr peut conduire à l’apparition
nocive de la phase α′ au niveau des joints de grains alors que l’appauvrissement significatif
en Cr peut, comme dans le cas des aciers austénitiques, altérer la résistance à la corrosion
du matériau. A ce jour, l’origine de ce comportement complexe sous irradiation n’est pas
encore comprise [5].

Pour modéliser ces phénomènes, différentes méthodes de simulation numérique ont été
mises au point. Dans ce domaine, le but est de trouver le meilleur compromis entre le
« temps de calcul » d’une part et l’exhaustivité ou la précision des phénomènes physiques
pris en compte, d’autre part. Les modèles doivent pouvoir décrire les structures com-
plexes et diverses des joints de grains, quantifier leurs forces en tant que puits absorbants
ou émetteurs de défauts ponctuels (interstitiels ou lacunaires) ainsi qu’appréhender leurs
potentiels à accumuler ou réémettre les atomes de solutés du système.
Les simulations à l’échelle atomique (statique et dynamique moléculaire) donnent des ré-
sultats très encourageants pour la structure des JG isolés [6]. Il serait cependant difficile
d’appliquer cette approche à la description des JG dans un polycristal dont la structure
est déterminée par la croissance des grains. Les simulations en dynamique moléculaire
restent cependant très coûteuses car ce modèle est restreint à l’échelle de temps des na-
nosecondes, alors que les phénomènes physiques liés à la diffusion des atomes ont lieu à
des échelles de temps de diffusion.

Récemment, un modèle atomistique défini sur un réseau continu a été proposé [7],
c’est la méthode des quasi-particules. En plus de prendre en compte les effets élastiques
présents dans la plupart des systèmes et de ne pas restreindre les atomes à un réseau
cristallin prédéfini, cette méthode présente l’avantage d’accéder à des échelles d’espace et
surtout de temps bien supérieures à celles envisageables en DM.

Ainsi, le but de cette thèse est de continuer à développer le modèle des quasi-particules
pour étudier, à l’échelle atomique, l’influence de la structure des joints de grains sur les
phénomènes de ségrégation.

Dans le premier chapitre, la description précise des joints de grains sera réalisée. Les
modèles couramment utilisés pour décrire la ségrégation d’équilibre seront énumérés ainsi
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que la spécificité des matériaux irradiés. Enfin, un rapide bilan sur les modèles de simu-
lation numérique utilisés pour étudier les joints de grains sera présenté.

Dans le deuxième chapitre, le modèle des quasi-particules, qui sera utilisé tout au long
de la thèse, sera expliqué en détail. Nous verrons que ce modèle repose sur la notion de
quasi-particule numérique appelée fraton. L’interaction entre les fratons est contrôlée par
des potentiels d’interaction. Chaque potentiel a pour origine un cluster structural, qui
est un ensemble minimal d’atomes. Chaque potentiel permet de reproduire les propriétés
spécifiques de la structure désirée.

Dans le troisième chapitre, l’application du modèle des quasi-particules sera préci-
sément paramétré sur le système du fer-α. Ensuite la structure de différents joints de
grains symétriques de flexions d’axe 〈100〉 ou d’axe 〈110〉 modélisés par cette méthode
sera présentée. L’influence de contraintes externes sur la structure des joints de grains
sera discutée. Pour finir, afin de montrer la généralité de notre méthode, le modèle des
quasi-particules sera appliqué pour décrire les structures complexes des joints de grains
dans le diamant. Etant donné que le diamant est formé de deux réseaux cubiques à faces
centrées, il y a peu de simulations capables de modéliser la structure des joints de grains
dans ces matériaux topologiquement complexes.

Le quatrième chapitre étudiera les systèmes binaires avec l’introduction d’un potentiel
d’interaction entre deux espèces chimiques. Il sera tout d’abord utilisé pour modéliser
l’effet de contraintes extérieures sur la décomposition spinodale. Ensuite, la modélisation
de la ségrégation aux joints de grains sera faite et son lien avec la structure de ces derniers
expliqué. Egalement, le lien entre la structure des joints de grains, l’énergie des joints de
grains et l’énergie de ségrégation sera présenté. Enfin, pour modéliser des phénomènes
ayant lieu dans les matériaux irradiés, le rôle des joints de grains en tant que puits de
défaut sera exposé. Lorsqu’ils sont soumis à un flux de lacunes, des porosités peuvent ap-
paraître et lorsqu’ils sont soumis à un flux d’auto-interstitiel, des changement structuraux
se produisent. Le modèle des quasi-particules sera appliqué pour étudier ces phénomènes.

Le cinquième et dernier chapitre s’intéressera quant à lui aux matériaux réels poly-
cristallins. La construction des polycristaux sera détaillée. Ensuite, la ségrégation à des
joints de grains quelconques sera présentée. Pour terminer, le phénomène de croissance
de grains sera simulé à l’échelle atomique à l’aide du modèle des quasi-particules.
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Chapitre 1
Les joints de grains

Les matériaux réels sont composés de plusieurs types d’interfaces. Une interface cor-
respond à une discontinuité chimique ou cristallographique entre deux régions de l’espace.
Lorsque que les deux régions de l’espace sont composées de structures cristallines diffé-
rentes, la zone les séparant est qualifiée de joint interphase. Lorsque que les deux régions
de l’espace ont la même structure cristallographique et même chimie mais ont des orien-
tations différentes, ces régions sont désignées grains et la zone les séparant est appelée
joint de grains (JG).

Un matériau réel polycristallin est composé d’une multitude de grains orientés aléatoi-
rement créant des interfaces différentes et ces interfaces peuvent être sources de défauts
tels que des dislocations, des amas de lacunes (« voids » en anglais), être le siège de ségré-
gations, de précipitations ou encore être amorphes. En revanche, si les grains sont assez
gros, deux grains et leur interface peuvent être schématisés par le modèle de bicristal.
Ce modèle permet d’introduire des notions et des grandeurs macroscopiques très utiles
pour une étude géométrique et thermodynamique des interfaces. Nous schématisons sur
la figure 1.1 le modèle du bicristal.

Interface

grain 2grain 1

Figure 1.1 – Schéma présentant le modèle du bicristal.
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Chapitre 1 : Les joints de grains

1.1 Description des joints de grains

1.1.1 Description géométrique

Une interface quelconque d’un bicristal peut être décrite à l’aide de cinq degrés de
liberté macroscopiques et de trois degrés de liberté microscopiques. Les degrés de liberté
macroscopiques précisent les conditions géométriques loin de l’interface et les degrés de
liberté microscopiques permettent de définir succinctement la structure atomique de l’in-
terface.

Pour décrire les cinq degrés de liberté macroscopiques, deux approches sont possibles.
La première consiste à mettre en relation deux cristaux qui ne sont pas énantiomorphes
(c.à.d. qui sont superposables) par une rotation propre [8]. Il y a trois degrés de liberté
associés à la rotation propre, deux pour définir le vecteur unitaire servant de base à l’axe
de rotation ~r et un pour l’angle de rotation θ. Les deux autres degrés de liberté sont définis
par la normale unitaire à l’interface ~n. La deuxième possibilité pour définir les cinq degrés
de liberté macroscopiques est basée sur l’étude de l’interface à proprement dit plutôt que
la mise en relation des cristaux. Dans ce cas, les degrés de liberté sont liés à [9]

— une normale ~n1,
— une normale ~n2,
— un angle de rotation θ,

où ~n1 et ~n2 sont deux vecteurs unitaires qui représentent la normale à l’interface dans
chaque grain 1 et 2 définis dans un même système de coordonnées. Avant de définir
l’angle θ, nous devons aligner les deux normales et les rendre colinéaires. Comme les
normales ~n1 et ~n2 sont unitaires, seules deux composantes sur trois sont indépendantes.
Ainsi, le plan de l’interface définit quatre degrés de liberté. Lorsque que les normales ~n1

et ~n2 ne sont pas indépendantes et sont reliées par une relation linéaire, l’interface est
dite symétrique. Dans le cas contraire, l’interface est dite asymétrique. Le dernier degré
de liberté est l’angle θ. C’est le seul angle de rotation autour de ~n1 ≡ ~n2 ≡ ~n laissant les
normales invariantes.

Les degrés de liberté microscopiques sont aussi appelés degrés de liberté de translation.
Si la structure atomique de l’interface est périodique, les trois degrés de liberté microsco-
pique sont les translations Tx, Ty et Tz. Les translations Tx et Ty sont parallèles au plan
de l’interface et la translation Tz est perpendiculaire au plan de l’interface. Si la structure
atomique de l’interface n’est pas périodique, il n’y a qu’un seul degré de liberté micro-
scopique Tz. Cette translation Tz est particulièrement importante car elle correspond à la
variation de volume près de l’interface, autrement dit une variation du paramètre de maille
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1.1 Description des joints de grains

et introduit l’apparition de contraintes qui peuvent entraîner des changements importants
des propriétés physiques et de la composition chimique à l’interface.

~x

~y

~z

(a) Joint de grains de flexion
d’axe 〈100〉. L’axe de rotation est
perpendiculaire à la normale au
JG : ~nf ≡ ~x⊥~n ≡ ~y. Le plan du
joint est dessiné en gris.

~x

~y

~z

(b) Joint de grains de torsion d’axe 〈100〉.
L’axe de rotation est colinéaire à la normale
au JG : ~nt ≡ ~x ‖ ~n ≡ ~x. Le plan du joint est
dessiné en gris.

Figure 1.2 – Schéma présentant un JG de flexion et un JG de torsion.

Dans le cas de joints de grains, nous pouvons ajouter des distinctions supplémentaires.
Les JG peuvent être de flexion, de torsion ou généraux (c.à.d. ayant des composantes de
flexion et de torsion). Les joints de grains de flexion sont définis par un axe de rotation qui
est engendré par un vecteur ~nf qui est perpendiculaire à la normale ~n du JG. Les joints
de grains de torsion sont définis par un axe de rotation qui est engendré par un vecteur
~nt qui est parallèle à la normale ~n du JG. De plus, dans le cas de faibles désorientations
entre les grains, c’est à dire lorsque l’angle de désorientation θ ≤ 15◦, les JG de flexion
sont composés de dislocations coin et les JG de torsion sont composés de dislocations
vis. Les JG de faible désorientation peuvent aussi être appelés sous-joints de grains. La
représentation schématique d’un JG de flexion et d’un JG de torsion est réalisée sur les
figures 1.2a et 1.2b respectivement. Sur ces figures, le plan du joint est dessiné en gris.

1.1.2 Joint de grains de faible désorientation

Lorsque que l’angle de désorientation θ entre les grains est relativement faible, θ ≤
15◦, la structure induite par la désorientation peut être représentée par des murs de
dislocations. Grâce aux travaux de W. T. Read et de W. Shockley [10], il est possible de
prédire l’énergie des JG en fonction de l’angle de désorientation θ, lorsque la densité de
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Chapitre 1 : Les joints de grains

dislocation est faible.
Tout d’abord, la formule de Frank nous permet de relier l’angle de désorientation θ à la
distance entre deux dislocations D et au vecteur de Burger ~b par la formule suivante

sin θ2 = ||~b ||
2D (1.1.1)

Un JG de faible désorientation est défini mathématiquement lorsque l’approximation
sin(θ/2) ' θ/2 peut être faite. L’énergie par unité de longueur d’une dislocation coin
est [11]

Ecoin = µ b2

4π(1− ν) ln D
r0

+ Ec (1.1.2)

où µ est le module de cisaillement, ν est le coefficient de Poisson, r0 est le rayon de
la dislocation et Ec est son énergie de cœur. En supposant que r0 ' ||~b || et que le
nombre de dislocations par unité de longueur est n = 1/D ' θ/||~b || (on remarque donc
qu’en augmentant la distance entre deux dislocations D, la densité de dislocation dans
le JG diminue), on peut écrire l’énergie ELAGB d’un joint de grain de flexion de faible
désorientation par unité de surface par l’équation suivante

ELAGB = θ

||~b ||

[
µ b2

4π(1− ν) ln 1
θ

+ Ec

]

ELAGB = θ(A−B ln θ) (1.1.3)

où A = Ec/||~b || et B = µ||~b ||/4π(1− ν).
La formule (1.1.3) peut s’appliquer à n’importe quel JG de faible désorientation mais les
valeurs des paramètres A et B seront modifiées [11].
Lorsque l’angle de désorientation entre les grains θ augmente, la distance D entre les
dislocations diminue et il n’est plus possible de comparer la structure des JG aux murs
de dislocations.

1.1.3 Joint de grains de forte désorientation

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que l’énergie des JG de faible désorien-
tation pouvait être déterminée analytiquement en fonction de l’angle de désorientation
entre les grains (équation (1.1.3)). Lorsque l’angle de désorientation θ ≥ 15◦, cette formule
n’est plus applicable et nous avons recours à des méthodes numériques pour déterminer
l’énergie de ces JG.
Avant de révéler cet aspect énergétique, nous allons présenter le formalisme décrivant la
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1.1 Description des joints de grains

structure des JG de forte désorientation.

La structure atomique du JG peut être décrite par le modèle des unités structurales
[8, 9, 12]. Initialement introduit par Bishop et Chalmers [13] puis utilisé avec le forma-
lisme actuel développé par Sutton et Vitek [14], les unités structurales consistent en une
répétition de motifs périodiques le long du joint de grains où chaque motif est constitué
d’un nombre limité d’atomes. Pour un joint de grain de flexion, les unités structurales
sont tracées perpendiculairement au plan du joint. Par exemple, pour un joint de grains
de flexion d’axe 〈100〉, les unités structurales sont tracées le long de l’axe 〈001〉. Le motif
minimal décrivant le joint de grains est appelé la période et est noté entre deux barres
verticales, par exemple |A|. Lorsqu’une période se décompose en deux sous-périodes iden-
tiques translatées l’une par rapport à l’autre, chaque sous-période est écrite et elles sont
séparées par un point, par exemple |A.A|. La figure 1.3 présente trois exemples de JG
symétriques de flexion d’axe 〈100〉 composé d’unités structurales différentes, obtenus par
statique moléculaire pour des cristaux cubiques centrés [6]. Sur ces images, les atomes
blancs et noirs correspondent à deux plans atomiques successifs. Sur l’image 1.3a nous
voyons un JG d’angle de désorientation θ = 36, 87◦ composé des unités structurales |B.B|.
Sur l’image 1.3b, le JG d’angle de désorientation θ = 46, 40◦ est composé des unités struc-
turales |BC.BC|. Enfin sur l’image 1.3c, le JG d’angle de désorientation θ = 53, 13◦ est
composé de l’unité structurale |C|.

(a) Angle de
désorientation
θ = 36, 87◦. Unités
structurales |B.B|.

(b) Angle de désorien-
tation θ = 46, 40◦.
Unités structurales
|BC.BC|.

(c) Angle de
désorientation
θ = 53, 13◦. Unité
structurale |C|.

Figure 1.3 – Exemple d’unités structurales pour des JG symétriques de flexion
d’axe 〈100〉 dans des cristaux de structure cubique centré obtenu par statique mo-
léculaire [6].

Les unités structurales ont également été mises en évidence en microscopie. Par exemple,
l’image 1.4 présente les unités structurales obtenues en microscopie HRTEM d’un JG sy-
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Chapitre 1 : Les joints de grains

métrique de flexion d’axe 〈0001〉, d’angle de désorientation θ ' 20◦ dans un bicristal de
ZnO de structure cristalline wurtzite [15].

Figure 1.4 – JG symétrique de flexion d’axe 〈0001〉, d’angle de désorientation
θ ' 20◦ obtenu en HRTEM dans un cristal de ZnO [15].

Une terminologie très largement utilisée pour décrire des JG est basée sur le concept de
réseau de coïncidence CSL (coincident site lattice en anglais). Ce concept ne détaille pas
l’arrangement atomique du JG mais met en relation les deux grains composant le bicristal.
Ce modèle géométrique relativement simple permet de décrire le caractère symétrique
d’un JG. Fixons l’orientation du réseau du premier cristal, de repère (0, ~x, ~y). Ensuite le
deuxième réseau de repère (0, ~x′, ~y′) est superposé au premier avec une rotation de centre
0. Pour certains angles de rotation θ, certains sites du deuxième réseau vont se superposer
à des sites du premier réseau. Ces sites sont nommés sites de coïncidences et créent un
super-réseau. A chaque réseau de coïncidence est associé un indice Σ qui correspond à
l’inverse de la densité de site de coïncidence et qui est défini par

Σ = nombre de sites de coïncidences dans un volume élémentaire
nombre total de sites des réseaux dans un volume élémentaire (1.1.4)

Dans le cas de cristaux cubiques, l’indice Σ peut être déterminé à partir des indices de
Miller (h, k, l) de la façon suivante [11]

Σ = h2 + k2 + l2

α
(1.1.5)

avec α = 1 si la somme h2 +k2 + l2 est impaire et α = 2 si la somme h2 +k2 + l2 est paire.
La figure 1.5 donne un exemple de réseau de coïncidence en deux dimensions pour deux
réseaux carrés. Sur cette image, le premier réseau de base (0, ~x, ~y) est fixe et est en noir.
Le deuxième réseau de base (0, ~x′, ~y′) est tourné d’un angle de θ = 36.87◦ par rapport au

20



1.1 Description des joints de grains

premier réseau et est dessiné en rouge. Les points noirs ”•” appartiennent au super-réseau
CLS et représentent les sites de coïncidences. A coté de chaque site de coïncidence est
noté la valeur correspondante de Σ. Un JG est caractérisé par la plus petite valeur de
Σ, dans cet exemple Σ = 5. Il est bon de noter que les JG de coïncidences sont des cas
particuliers et que la valeur de l’indice Σ ne préjuge pas de la valeur de l’énergie des JG.

~x′

~y′

5

0

25

5

10

5

25

~x

~y

Figure 1.5 – Schéma présentant un réseau CSL Σ5. La base (0, ~x′, ~y′) est tournée
d’un angle de θ = 36.87◦ par rapport à la base (0, ~x, ~y).

(a) JG d’axe 〈100〉 (b) JG d’axe 〈110〉

Figure 1.6 – Evolution de l’énergie des JG symétriques de flexion dans le fer-α
en fonction de l’angle de désorientation θ [6].

En effet, la variation de l’énergie de JG symétrique de flexion en fonction de l’angle
de désorientation θ, obtenue par statique moléculaire, est tracée à la figure 1.6 [16, 6].
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Chapitre 1 : Les joints de grains

Nous pouvons remarquer que pour certains angles particuliers, les JG ont une énergie
particulièrement basse. Par exemple, sur la figure 1.6b le JG d’axe 〈110〉 Σ3(112), θ =
70.53◦ et le JG d’axe 〈110〉 Σ11(332), θ = 129.52◦ sont des minima locaux sur la courbe
d’énergie mais nous ne pouvons pas comparer l’énergie des JG avec l’indice de coïncidence
Σ. Nous reviendrons sur cette question après avoir présenté les unités structurales qui
caractérisent ces JG.

1.2 Ségrégation d’équilibre

Comme nous l’avons vu, les JG sont des défauts cristallins et par conséquent, peuvent
interagir avec les atomes de soluté. On parle dans ce cas du phénomène de ségrégation.

La description thermodynamique de la ségrégation d’équilibre est la même pour tous
les types d’interface. Dans le cas des JG, nous travaillerons avec le modèle du bicristal.
Les différences résident dans les applications avec l’utilisation de paramètres thermodyna-
miques adaptés au cas d’étude. Les deux modèles les plus simples et les plus souvent utili-
sés sont l’isotherme d’adsorption de Gibbs et l’isotherme d’adsorption Langmuir-McLean.

1.2.1 Isotherme d’adsorption de Gibbs

L’isotherme d’adsorption de Gibbs permet de mettre en relation la variation de concen-
tration d’un composant à l’interface Γi en fonction de l’énergie de cette interface γ.
Commençons par définir l’énergie du JG. Dans le cas général, l’énergie totale du système
« bicristal »peut se décomposer en trois termes. Le premier correspond à l’énergie du
grain A, le deuxième est l’énergie du grain B et le troisième est l’énergie d’interface. Nous
pouvons définir les grandeurs thermodynamiques de l’interface de la façon suivante

UJG = U − (UA + UB) (1.2.1)

SJG = S − (SA + SB) (1.2.2)

nJG = n− (nA + nB) (1.2.3)

V JG = V − (V A + V B) = 0 (1.2.4)

où U est l’énergie interne, T est la température, S l’entropie, n est la quantité de matière,
P la pression et V le volume. Les exposants font référence au grain A, B ou à l’interface
JG. La valeur du volume total du bicristal est par définition V = V A + V B.
La variation infinitésimale de l’énergie interne totale U du bicristal peut s’écrire de la
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1.2 Ségrégation d’équilibre

façon suivante

dU = TdS − PdV +
N∑
i=1

µi dni + γ dA (1.2.5)

où µi et ni sont respectivement le potentiel chimique et la quantité de matière du compo-
sant i, γ est l’énergie d’interface (aussi appelé tension superficielle dans le cas de liquides)
et A représente l’aire de la surface. Dès lors, nous pouvons remarquer que le coefficient
γ représente la variation d’énergie interne en fonction de la surface A pour un système
fermé à entropie et volume constant :

γ = ∂ U

∂A

∣∣∣∣∣
S, V, ni

(1.2.6)

Egalement, la variation infinitésimale de l’énergie interne de chaque grain A et B s’écrit

dUA,B = TdSA,B − PdV A,B +
N∑
i=1

µi dnA,Bi (1.2.7)

Ainsi, à partir des équations (1.2.1), (1.2.5) et (1.2.7) la variation infinitésimale de l’énergie
de l’interface est

dUJG = TdSJG +
N∑
i=1

µi dnJGi + γ dA (1.2.8)

Appliquons le théorème d’Euler 1 à l’énergie interne UJG(S, V,∑i ni,A), lorsque k = 1
nous obtenons [17]

UJG = ∂UJG

∂SJG
SJG + ∂UJG

∂V JG
V JG +

∑
i

∂UJG

∂nJGi
nJGi + ∂UJG

∂A
A

UJG = TSJG +
N∑
i=1

µin
JG
i + γA (1.2.9)

La différenciation de cette équation (1.2.9) couplée avec l’équation (1.2.8) nous donne

SJGdT +
N∑
i=1

nJGi dµi + Adγ = 0 (1.2.10)

1. Théorème d’Euler : Une fonction de plusieurs variables f : Rn → Rm différentiable en tout point
est (positivement) homogène de degré k si et seulement si la relation suivante est vérifiée :

∀x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn,

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(x) = k f(x)
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Chapitre 1 : Les joints de grains

En supposant une évolution isotherme, nous obtenons la formule de l’isotherme d’adsorp-
tion de Gibbs

N∑
i=1

ΓJGi dµi + dγ = 0 (1.2.11)

où ΓJGi = nJGi /A est la densité surfacique du composant i à l’interface, ou encore le terme
d’« adsorption » défini par McLean.
Dans le cas particulier d’un système à deux composants, à l’interface nous avons

Γ1 dµ1 + Γ2 dµ2 = −dγ (1.2.12)

A température et pression constante, nous pouvons appliquer la relation de Gibbs-Duhem
pour le grain A :

nA1 µ1 + nA2 µ2 = 0 (1.2.13)

µ1 = nA2
nA1

µ2 (1.2.14)

Par convention [18], le solvant (élément majoritaire) est le numéro 1 et nous pouvons
réécrire l’équation d’adsorption de Gibbs en fonction du potentiel chimique de l’élément
minoritaire 2,

dγ
dµ2

= nA2
nA1

Γ1 − Γ2 (1.2.15)

Nous pouvons exprimer le potentiel chimique en fonction de son activité

µ2 = µ0
2 + RT ln a2 (1.2.16)

où µ0
2 est le potentiel chimique de l’état standard. En supposant que nous travaillons en so-

lution diluée pour le composant numéro 2, nous pouvons relier l’activité à la concentration
telle que a2 = X2. L’équation (1.2.15) devient dans ce cas

1
RT

dγ
d lnX2

= nA2
nA1

Γ1 − Γ2 (1.2.17)

Dans le cas d’une interface solide-liquide ou solide-gaz, on peut supposer que Γ1 = 0 (par
un choix particulier de la position de l’interface de séparation des domaines) [18, 19]. Ainsi,
on obtient l’adsorption Γ2 (qui est reliée à la composition interfaciale) en fonction de la
variation d’énergie interfaciale du JG avec la composition au cœur du grain. Néanmoins,
dans le cas d’interfaces solide-solide telles que des JG on ne peut pas supposer que Γ1 = 0
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1.2 Ségrégation d’équilibre

[18, 19].
Malgré tout, dans la fin des années 1990, certains auteurs ont étudié la variation de la
densité surfacique Γ2 pour différents JG. Citons par exemple, une étude expérimentale
de la ségrégation du Si dans un alliage de Fe-Si en utilisant les techniques de microscopie
ionique et électronique (APFIM/TEM) [20]. Une étude avec une approche numérique,
en utilisant un modèle de Monte Carlo, appliqué à la ségrégation du palladium dans un
cristal de Ni-Pd de structure cubique à faces centrées [21].
La détermination de la variation d’énergie interfaciale γ du JG avec la composition au
cœur du grain est assez difficile. C’est pourquoi d’autres modèles ont été utilisés pour
étudier la ségrégation aux JG. Un modèle très largement utilisé est celui de Langmuir-
McLean.

1.2.2 Isotherme d’adsorption de Langmuir-McLean

L’appellation d’isotherme d’adsorption de « Langmuir-McLean »provient des deux pre-
miers physiciens à avoir modélisé l’adsorption de molécules sur des interfaces [22]. I. Lang-
muir a explicité l’adsorption de molécules de gaz sur une surface libre en fonction de la
pression partielle du gaz [23] et D. McLean a mis en relation l’adsorption de molécule
dans le cas d’interface solide-solide [24].

Pour obtenir l’isotherme d’adsorption de Langmuir-McLean, nous devons rechercher la
distribution d’équilibre près de l’interface du bicristal (qui est composé par des atomes du
type A et B) qui minimisent l’énergie libre totale du système à température et pression
constantes. Nous pouvons présenter ce modèle de deux façons, soit d’un point de vue
thermodynamique statistique soit d’un point de vue thermodynamique macroscopique.
Le modèle basé sur la thermodynamique statistique [8] associe à la valeur pi la probabilité
de trouver soit un atome A sur le site i du réseau soit un atome B,

pi = 1 si le site i est occupé par un atome B

pi = 0 si le site i est occupé par un atome A (1.2.18)

Notons ci = 〈pi〉 l’occupation moyenne du site i. Nous supposerons que les grains loin de
l’interface sont des réservoirs contenant des atomes A et B ainsi nous travaillerons dans
l’ensemble grand canonique. Nous définissons le potentiel Ω comme

Ω = F ({ci}, {ri})− TSc − µANA − µBNB (1.2.19)
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Chapitre 1 : Les joints de grains

où F est l’énergie libre du système (sans l’entropie de configuration), T la température,
Sc l’entropie de configuration, µA et µB sont les potentiels chimiques et NA et NB sont
les nombres d’atomes A et B. Dans l’approximation de Bragg-Williams, l’entropie de
configuration d’un mélange idéal composé de deux types d’atomes (sans site vacant) est
donnée par la relation suivante

Sc = −kB
∑
i

(
ci ln ci + (1− ci) ln(1− ci)

)
(1.2.20)

où kB est la constante de Boltzmann. Les nombres d’atomes NA et NB peuvent être écrit
en fonction de ci de la façon suivante

NA =
∑
i

(1− ci) (1.2.21)

NB =
∑
i

ci (1.2.22)

A l’état d’équilibre, pour tous les sites k, le potentiel Ω ne doit pas varier en fonction
d’un ck, autrement dit ∂Ω/∂ck = 0 et à partir des équations (1.2.19), (1.2.20), (1.2.21) et
(1.2.22) nous obtenons la condition suivante

∂F

∂ck
+ kBT ln ck

1− ck
= µkB − µkA (1.2.23)

A l’équilibre, les potentiels chimiques sont fixes pour tous les sites ainsi

µkB − µkA = µB − µA (1.2.24)

Réécrivons l’équation (1.2.23) en isolant le terme ck,

ck = 1
1 + exp

[
β
(
∂F/∂ck − (µB − µA)

) ] (1.2.25)

avec β = 1/kBT . Nous remarquons qu’à l’équilibre, l’occupation moyenne du site k suit
une distribution de Fermi-Dirac (ce qui est logique car un site ne peut être occupé que
par un atome, voir l’équation (1.2.18)). Lorsque ∂F/∂ck � µB − µA, ck → 0 et le site
est occupé par un atome A presque sûrement. A l’inverse, lorsque ∂F/∂ck � µB − µA,
ck → 1 et le site est occupé par un atome B presque sûrement.

Comme nous l’avons vu précédemment, à l’équilibre ∂Ω/∂ck = 0 pour tout k. Pour
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1.2 Ségrégation d’équilibre

un site loin de l’interface, noté c0 nous avons également l’égalité (1.2.23), c’est à dire

∂F

∂ck
+ kBT ln ck

1− ck
= µB − µA = ∂F

∂c0
+ kBT ln c0

1− c0
(1.2.26)

ou encore
ck

1− ck
= c0

1− c0
exp

[
β

(
∂F

∂ck
− ∂F

∂c0

)]
(1.2.27)

Si nous supposons que tous les sites sont équivalents et potentiellement favorables à la
ségrégation et que ∂F/∂ck ne varie pas en fonction du site, nous obtenons l’isotherme
d’adsorption de McLean

ck
1− ck

= c0

1− c0
exp

(
− 1
kBT

∆fseg
)

(1.2.28)

où ∆fseg représente l’énergie libre de ségrégation, c est la concentration à l’interface et
c0 est la concentration dans les grains loin de l’interface. Cette formule est valable avec
l’hypothèse de solution diluée, c’est à dire que la concentration de soluté est bien inférieure
à la concentration de la matrice et avec l’approximation de Bragg-Williams, c’est à dire
qu’il n’y a pas d’interaction entre les atomes de soluté.
L’énergie libre de ségrégation ∆fseg peut être déterminée avec des calculs en champ moyen
en utilisant, pour un système binaire, des potentiels d’interaction de paires [8]. En notant
γk le champ local au site k (qui dépend de l’environnement local autour du site k) et γ0 le
champ local d’un site loin de l’interface dont l’occupation moyenne est c0, l’énergie libre
de ségrégation s’écrit

∆fseg = γk − γ0. (1.2.29)

Le champ local représente la différence de potentiel chimique entre un atome de la matrice
et un atome de soluté. La différence γk − γ0 représente l’énergie pour échanger un atome
du site k du JG avec un atome dans la matrice.
En supposant que seuls certains sites bien séparés sont favorables à la ségrégation et que
chacun d’eux a le même champ local alors l’énergie de ségrégation ∆fseg est indépendante
du site k, le modèle de champ moyen peut être comparé à des modèles de thermodyna-
miques macroscopiques [8].

La description de la ségrégation en terme de thermodynamique macroscopique est
proposée par J. Du Plessis et G. N. Van Wyk [25, 26] et est basée sur la minimisation de
l’énergie d’interface. Dans ce modèle, la ségrégation dans un système binaire d’un soluté
« I » à une interface « JG » de la matrice solvant « m » peut être comprise comme un
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Chapitre 1 : Les joints de grains

échange entre les composants I et m à l’intérieur du cristal et peut être représentée par
la « réaction d’équilibre » [19]

mJG + Iv � mv + IJG (1.2.30)

où l’exposant v correspond au volume. A l’équilibre, l’enthalpie libre de la réaction (1.2.30)
est définie comme la différence de potentiel chimique entre l’état final et l’état initial,

∆G = (µJG + µvm)− (µJG
m + µv) = 0 (1.2.31)

où µJG (respectivement µv) est le potentiel chimique de l’atome de soluté I au JG (respec-
tivement dans le volume) et µJG

m (respectivement µvm) est le potentiel chimique du métal
au JG (respectivement dans le volume). Avec l’hypothèse de solution idéale, les potentiels
chimiques du soluté et du métal au JG et en volume sont donnés par

µ = µ0 + RT lnX (1.2.32)

µm = µ0
m + RT lnXm (1.2.33)

où X est la fraction atomique du soluté, Xm la fraction atomique du métal, R la constante
des gaz parfaits, et T la température. A partir des équations (1.2.32) et (1.2.33), l’équation
(1.2.31) se réécrit sous la forme d’isotherme de McLean

XJG

1−XJG = Xv

1−Xv
exp

[
−∆G0

RT

]
(1.2.34)

avec
∆G0 = (µ0,JG + µ0,v

m )− (µ0,JG
m + µ0,v) (1.2.35)

∆G est la force motrice de ségrégation et représente la stabilité du soluté dans l’interface.
Nous présentons sur la figure 1.7 l’évolution schématique de la concentration du soluté
à l’interface XJG en fonction de (a) la température et (b) la concentration de la matrice
Xv. Lorsque qu’il y a une différence importante entre le rayon atomique du soluté et le
rayon atomique des atomes de la matrice, la fraction atomique maximale XJG

max de soluté
dans l’interface peut être inférieure à 1 [27], cela signifie que tous les sites à l’interface ne
sont pas favorables à la ségrégation et dans ce cas, le potentiel chimique du soluté dans
l’interface s’écrit [28]

µ = µ0 +RT ln XJG

XJG
max

(1.2.36)
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1.2 Ségrégation d’équilibre

(a) (b)

Figure 1.7 – Evolution schématique de XJG de l’équation (1.2.34) en fonction
de : (a) la température et (b) la concentration de la matrice Xv avec ∆G =
−40KJmol−1.

L’équation de McLean (1.2.34) peut se réécrire en terme de « taux de recouvrement »en
fonction de la variable ξ = XJG/XJG

max

ξ

1− ξ = Xv

1−Xv
exp

[
−∆G
RT

]
(1.2.37)

Le modèle d’adsorption de Langmuir-McLean a été appliqué avec succès pour étudier
la ségrégation du phosphore dans l’alliage Fe-P avec la spectroscopie Auger [1]. La figure
1.8 présente la ségrégation au JG du P dans le fer-α selon l’équation de Langmuir-McLean.
Sur cette figure, les points noirs sont les mesures expérimentales et le trait représente la
loi de Langmuir-McLean.
Dans la littérature, le phénomène de ségrégation est parfois mis en lien avec la limite de
solubilité du soluté dans la matrice mais cela n’est pas nécessaire. Par exemple, dans le
système Fe-P, la ségrégation de P a lieu même si la concentration en P est bien inférieure
à la limite de solubilité [29].
En revanche, dans le cas des alliages Fe-C-P, lorsque la concentration au JG du carbone
augmente, celle du phosphore diminue [1]. Des modèles pour étudier l’influence de la
co-ségrégation au JG dans les alliages de fer sont proposés par Guttmann [30]. Dans le
cas du C et du P, une interaction répulsive de ces deux éléments permet d’expliquer la
déségrégation du P lorsque la concentration au JG du C augmente.

Un autre exemple est donné dans les alliages Co-Nb et Co-Fe où cette fois-ci le modèle
de Langmuir-McLean n’est pas applicable car l’hypothèse de Bragg-Williams n’est pas

29



Chapitre 1 : Les joints de grains

Figure 1.8 – Ségrégation au JG du P dans le fer-α. Les points noirs sont les me-
sures expérimentales et la droite est tracée selon l’équation de Langmuir-McLean
[1].

Figure 1.9 – Co-ségrégation au JG du P et du C dans le fer-α. Les points noirs
sont les mesures expérimentales et les lignes servent de tendance [1].

valide [31, 32].
En conclusion, pour étudier le système Fe-P, le modèle d’isotherme de Langmuir-

McLean peut être appliqué et comparé avec les résultats des simulations.

Nous venons de présenter la thermodynamique de la ségrégation à des interfaces « gé-
nérales ». Comme nous avons vu précédemment, il existe différents types de JG avec
différentes structures atomiques et chacun possédant une énergie propre qui dépend de
la désorientation entre les grains. Dans ce cas, nous pouvons nous demander comment se
passe la ségrégation et quel est le lien avec l’énergie du JG, sa désorientation ou encore
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1.2 Ségrégation d’équilibre

sa structure atomique.
Par exemple, nous présentons sur la figure 1.10 l’évolution de l’enthalpie de ségrégation
du silicium dans le fer-α pour des JG symétriques de flexion d’axe 〈100〉 en fonction de
l’angle de désorientation θ [19]. Nous constatons que l’enthalpie de ségrégation du Si est
toujours négative, cela signifie que le Si a tendance à ségréger au JG (s’il n’y a pas d’autres
phénomènes couplés tels que la co-ségrégation). Egalement, nous observons des maxima
locaux pour les JG Σ13(015) θ = 22.61◦, Σ5(013) θ = 36.87◦ et Σ5(012) θ = 53.13◦.
Lorsque l’enthalpie est maximale (c.à.d. lorsque la valeur absolue de l’enthalpie |∆H0| est
petite), cela signifie que la ségrégation à ces JG devrait être moins importante que pour
les JG ayant une enthalpie de ségrégation plus négative (c.à.d. lorsque la valeur absolue
de l’enthalpie est grande) [33]. Nous remarquons une bonne concordance entre la basse

Figure 1.10 – Evolution de l’enthalpie de ségrégation du silicium dans le fer-α
pour des JG symétriques de flexion d’axe 〈100〉 en fonction de l’angle de déso-
rientation θ [19].

énergie des JG Σ13(015), Σ5(310) et Σ5(210) de la figure 1.6a et les maxima de l’enthalpie
de ségrégation de la figure 1.10.

Un autre exemple mettant en lien l’adsortion au JG avec leur énergie est présenté sur
la figure 1.11 [34] Dans ce travail, 78 JG différents ont été modélisés dans les cristaux
cubiques à faces centrées de Pt-1%at Au. Il a été mis en évidence le fait que plus l’énergie
du JG est élevée, plus la ségrégation à ce JG sera forte.

Néanmoins, il existe une température de compensation à laquelle un changement de
comportement de la ségrégation vis à vis de l’énergie des JG a lieu. Cette température de
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Chapitre 1 : Les joints de grains

Figure 1.11 – Evolution de l’adsorption d’or au JG dans un alliage Pt-1%at Au
en fonction de l’énergie de JG pur de Pt [34].

compensation est définie comme une température moyenne où l’énergie libre de ségréga-
tion ∆G0 est la même pour plusieurs orientations de JG [33, 35]. L’évolution de l’énergie de
ségrégation est linéaire en fonction de la température et la pente de la droite ∆G0 = f(T )
dépend de l’orientation des JG. Ainsi, lorsque les droites d’équation ∆G0 = f(T ) sont
tracées pour plusieurs JG, elle se croisent à la température de compensation.
Par exemple, nous présentons sur la figure 1.12 la variation de la fraction atomique de P
au JG en fonction de l’angle de désorientation des JG θ, pour différentes températures.
Nous observons, pour le JG Σ5(012) θ = 53.13◦ un changement de comportement qui dé-
pend de la température. A 773K la fraction atomique de P à ce JG présente un minimum
alors qu’à plus haute température 1173K, la fraction atomique présente un maximum. La
température de compensation dans le fer-α est estimée à 930K [33].

Dans les matériaux ayant une concentration élevée de défauts ponctuels (lacunes,
auto-interstitiels, dislocations...) où élevée signifie « bien supérieure à la valeur d’équilibre
thermodynamique », les défauts ponctuels vont migrer vers des puits de défauts tels que
les JG ou les surfaces libres et modifient le phénomène de ségrégation. Cette ségrégation
est appelée ségrégation hors-équilibre et peut avoir lieu dans différents cas :

— suite à une trempe, les lacunes à haute températures sont piégées et se retrouvent
en sursaturation à plus basse température dans la matrice [36],

— suites à des déformations plastiques importantes,
— suite à des irradiations,
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1.3 Matériaux irradiés

Figure 1.12 – Variation de la fraction atomique de phosphore Xφ
P dans des JG

symétriques de flexion d’axe [100] dans un alliage Fe-3.55%at Si-0.0089%atP-
0.014%at C en fonction de l’angle de désorientation θ pour différentes tempéra-
tures [35].

— lors de la recristallisation (solute drag).

Dans la suite de ce chapitre, nous présenterons les mécanismes de ségrégation se pro-
duisant dans les matériaux irradiés.

1.3 Matériaux irradiés

1.3.1 Présentation

La création de défauts dans les matériaux irradiés peut être expliquée simplement d’un
point de vue balistique. Suite à la réaction de fission, une particule incidente (un neutron
par exemple) vient frapper un atome cible du réseau cristallin. Si l’énergie de la particule
incidente est assez élevée, l’atome cible va être éjecté à un autre endroit du matériau
créant une lacune et un auto-interstitiel. Le complexe lacune/auto-interstitiel est appelé
paire de Frenkel.
L’énergie de la particule incidente peut être suffisamment élevée pour transformer le pre-
mier atome frappé « PKA »(Primary Knock Atom en anglais) en projectile. Si ce projectile
a une énergie suffisante, il va déplacer un autre atome de son site cristallin, qui peut à
son tour devenir un projectile. Ce phénomène est appelé cascade de déplacements. Après
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Chapitre 1 : Les joints de grains

cette première phase, dite de collision, le maximum de défauts ponctuels est atteint, c’est
le pic balistique. Ensuite, seules les paires de Frenkel instables vont se recombiner. Ainsi,
de nombreux défauts ponctuels se retrouvent en sursaturation dans le matériau.

1.3.2 Défauts induits par irradiation

Lorsqu’un atome est déplacé en position interstitielle, suite à un choc avec la particule
incidente, il ne se positionne ni sur un site tétraédrique ni sur un site octaédrique, mais
forme un complexe bi-atomique appelé dumbbell (« haltère » en français) [38]. Un dumb-
bell est donc composé de deux atomes qui partagent le même site cristallin. Bien entendu,
pour introduire un dumbbell dans un réseau cristallin, les atomes voisins vont se déplacer
de leur position d’équilibre et cela engendre un champ élastique près du dumbbell. Diffé-
rentes configurations sont accessibles pour les dumbbells et deux d’entre elles sont présen-
tées sur la figure 1.13. Dans les cas du fer, les dumbbells stables ayant le minimum d’énergie
sont orientés suivant la direction 〈110〉 alors que pour les autres métaux de transition cu-
bique centré, les dumbbells stables sont orientés suivant la direction 〈111〉. Il existe égale-
ment d’autres défauts orientés suivant la direction 〈111〉quisontappelédes« crowdion »[39].
Un « crowdion » est un défaut qui consiste à insérer un atome supplémentaire dans une
rangée d’atomes. Cette rangée devient alors bondée (« crowded »).

(a) Dumbbell 〈110〉 (b) Dumbbell 〈111〉 ≡ crowdion.

Figure 1.13 – Représentation de dumbbell dans une structure cubique centrée [4].

Dans les alliages, les dumbbells peuvent être mixtes, c’est à dire composés de deux atomes
différents. Des calculs ab-initio montrent que le dumbbell Fe-Mn est plus stable que le
dumbbell Fe-Fe suite à la minimisation de l’énergie élastique [40].
Due à l’agitation thermique, la diffusion peut avoir lieu par mécanisme interstitiel. Dans
le cas des matériaux irradiés, suite aux cascades de déplacements, de nombreux dumbbells
sont créés et peuvent se déplacer suivant quatre sauts possibles. Ces sauts sont présentés
à la figure 1.14. Le premier saut possible est un saut de translation avec le premier voisin
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laissant le dumbbell dans la même direction. Le deuxième saut possible consiste en une
translation suivie d’une rotation de 60◦ avec le premier voisin. Le troisième saut est une
translation suivie d’une rotation de 90◦ avec le second voisin. Enfin, le dernier saut est
composé d’une unique rotation de 60◦ autour du même site.

(a) Translation avec le 1er voisin. (b) Translation + rotation de 60◦
avec le 1er voisin.

(c) Translation + rotation de 90◦
avec le 2nd voisin.

(d) Rotation de 60◦ autour du
même site.

Figure 1.14 – Illustration des quatre sauts possibles pour un dumbbell dans une
structure cubique centrée. Les flèches indiquent le déplacement du dumbbell [40].

Il a été montré, par des calculs utilisant la méthode de la fonctionnelle de la densité
électronique (DFT), que des clusters composés de 2, 3 ou 4 dumbbells peuvent également
exister. Des simulations de dynamique moléculaire montrent que des clusters composés
de dumbbells non parallèles se forment spontanément [41]. La figure 1.15 fournit des
exemples de cluster formés de dumbbells parallèles et de dumbbells non parallèles.

(a) Cluster composé de 2 à 4 dumbbell
parallèles.

(b) Cluster composé de 2 à 4 dumbbell
non-parallèles.

Figure 1.15 – Clusters composés de 2 à 4 dumbbells [41].

Au même titre que les dumbbells, les lacunes peuvent également former des clusters.
Nous présentons à la figure 1.16 une maille cubique centrée contenant de 1 à 3 lacunes.
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Des clusters plus importants tels que des cavités (« voids » en anglais) ou des bulles de
gaz ont aussi pour origine le mouvement et l’agglomération de lacunes.

Figure 1.16 – Structure cubique centrée composée d’une ou plusieurs lacunes [4].

Des nanostructures plus complexes que celles présentées jusqu’à maintenant peuvent
également exister. Ces structures ont été obtenues par des calculs DFT et contiennent des
interstitiels et des lacunes en même temps. Nous présentons sur la figure 1.17 de telles
structures [42]. Sur la figure 1.17 (a), on observe 12 interstitiels placés sur les bords d’un
tétraèdre tronqué entouré par 10 lacunes. Cela crée un total de seulement deux atomes
supplémentaires comparé à la structure cubique centrée parfaite. Les détails concernant
les autres structures sont donnés dans la référence [42].

Figure 1.17 – Différentes nanostructures formées par des auto-interstitiels et des
lacunes dans le fer-α [42].
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1.3.3 Ségrégation induite par irradiation

Dans les matériaux irradiés, la ségrégation hors-équilibre est appelée ségrégation in-
duite par irradiation (RIS) pour «Radiation-Induced Segregation » en anglais. Les défauts
ponctuels créés par irradiation n’étant pas favorables énergétiquement, ils tendent à s’éli-
miner sur les puits de défauts tels que les JG, les surfaces libres ou les dislocations. Ainsi,
à proximité de ces puits, la concentration de défauts est plus faible qu’au cœur du grain
et cela crée un gradient de concentration de défauts ponctuels.
En 1947, E.O. Kirkendall et A.D. Smigelskas ont montré qu’un gradient de composition
induit un flux de lacunes. Ce mécanisme porte le nom d’effet Kirkendall. Dans les maté-
riaux irradiés, le mécanisme inverse se produit, un gradient de défauts ponctuels induit
un flux d’atomes de soluté et de solvant. C’est l’effet Kirkendall inverse [43] qui est res-
ponsable de la ségrégation induite par irradiation. Nous détaillons ci-après ce phénomène.
Etudions un système binaire A et B où chaque composant est distribué de manière ho-
mogène. On suppose qu’il ne diffuse que par mécanisme lacunaire ou interstitiel [4]. En
notant C la concentration et ~J le flux, nous pouvons écrire pour chaque composant A, B,
les lacunes V et les interstitiels I les équations d’évolution suivantes :

∂ CV
∂t

= −div ~JV +K0 +R (1.3.1)
∂ CI
∂t

= −div ~JI +K0 +R (1.3.2)
∂ CA
∂t

= −D̃A div ~JA (1.3.3)
∂ CB
∂t

= −D̃B div ~JB (1.3.4)

où K0 et R sont respectivement le taux de production et le taux de recombinaison des
paires de Frenkel. Le couplage entre le flux de lacunes ~JV et le flux d’interstitiels ~JI avec
les flux d’atomes ~JA et ~JB impose les conditions suivantes :

~JI = ~J IA + ~J IB (1.3.5)
~JV = − ~JVA − ~JVB (1.3.6)

où les exposants I et V correspondent à une diffusion par mécanisme interstitiel ou lacu-
naire. Dans le cas d’une sursaturation de défauts, les coefficients de diffusion des atomes
A et B sont modifiés et tiennent compte, entre autre, de la concentration de lacunes et
d’interstitiels [4]. De même, les flux ~J qui sont proportionnels aux gradients de concen-
tration d’atomes et de défauts, dépendent des coefficients de diffusion modifiés.
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Lorsque les coefficients de diffusion modifiés D̃A et D̃B sont égaux, le système reste ho-
mogène. A l’inverse, la norme des flux ~JA et ~JB devient différente et le système devient
inhomogène. Lorsqu’il n’y a pas d’effet de traînage, l’espèce qui diffuse le plus rapidement
avec les lacunes remonte le gradient de concentration des lacunes et est appauvrie au
niveau des puits de défauts (à cause du couplage négatif des flux de l’équation (1.3.6)).
L’espèce qui diffuse le plus rapidement avec les interstitiels descend le gradient de concen-
tration des interstitiels et est enrichie au niveau des puits de défauts (du fait du couplage
positif des flux de l’équation (1.3.5)). Nous présentons schématiquement l’effet Kirkendall
inverse, pour des flux de lacunes et d’interstitiel à la figure 1.18.

Distance

Puits

CV

~JV

~JVB
~JVA

(a) Diffusion lacunaire.
Distance

Puits

CI

~JI

~J IA
~J IB

(b) Diffusion interstitielle.

Figure 1.18 – Représentation schématique de l’effet Kirkendall inverse.

1.3.4 Autre phénomène du à l’irradiation : cavités.

Comme nous l’avons vu précédemment, la sursaturation de lacunes produites par irra-
diation peut engendrer des amas de lacunes appelés « cavités ». Les premières observations
expérimentales de cavités dans des aciers irradiés ont été constatées par Cauthorne et Ful-
ton en 1967 [44]. Les cavités sont des puits de défauts dont la croissance ou la disparition
dépend du type de défauts qu’ils vont absorber. En absorbant des lacunes, ils vont grossir.
A l’inverse, en absorbant des auto-interstitiels, leur taille diminue. Ce type de défauts est
particulièrement important dans les matériaux irradiés car la formation et la croissance
de cavité modifie la microstructure et engendre un gonflement macroscopique des pièces.
Au sein d’une même pièce, les cavités présentent différentes tailles et différentes formes.
Ils ne sont pas répartis spatialement de manière homogène et pour finir, ils peuvent se
déplacer.
La figure 1.19 représente des images obtenues par microscopie électronique en transmis-
sion (MET), de cavités dans un alliage de cuivre irradié avec la présence d’un JG [45].
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Sur ces images, les cavités dans le cœur des grains ont une forme relativement circulaire
alors que ceux dans le JG ont une forme plus allongée. De plus, les JG étant des puits
de défauts, les lacunes près des JG sont attirées par ces derniers. Il existe ainsi une zone
dénudée en cavités à proximité du JG. Dans l’exemple montré sur la figure 1.19, cette
zone est de l’ordre de λ = 50nm. Expérimentalement, la force de puits des JG est mise
en lien avec la largeur de cette zone dénudée en cavités.

Figure 1.19 – Image obtenue par MET de cavité dans un JG 〈110〉 irradié à
450◦C par des ions He de 200 keV à une fluence de 2 · 1017ionscm−2 dans un
alliage de cuivre [45].

Après avoir présenté les différents types de ségrégation (équilibre et hors-équilibre) qui
peuvent avoir lieu au niveau des JG, nous allons maintenant analyser différentes méthodes
de modélisation permettant d’étudier les phénomènes liés aux JG.

1.4 Modèles numériques utilisés pour étudier les JG

De nombreux exemples de ségrégation intergranulaire obtenue expérimentalement
(spectroscopie, microscopie et sonde atomique) sont présentés dans les références [8, 9,
12, 46].

Pour étudier la structure des JG et les phénomènes liés aux JG, les approches nu-
mériques, complémentaires aux études expérimentales, sont nécessaires. Dans ce sens, les
modèles atomistiques paraissent particulièrement adaptés. Il existe plusieurs catégories de
modèles atomistiques permettant des descriptions de phénomènes physiques à différentes
échelles d’espace et de temps. L’un des objectifs de ma thèse est de contribuer à la pour-
suite du développement d’un modèle atomistique permettant d’accéder à des échelles de
temps de diffusion avec des temps de calcul raisonnables.
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De même, un bon aperçu des modèles atomistiques utilisés en sciences des matériaux
est montré dans les références [47] et [48] (chapitre 11). Aussi, avant d’exposer en détail le
modèle des quasi-particules utilisé dans ma thèse (prochain chapitre), nous allons passer
brièvement en revue les principaux modèles existants.

Tout d’abord, la figure 1.20 présente schématiquement la répartition des modèles en
fonction des échelles d’espace et de temps. Sur cette figure, les méthodes ADF et PFC
sont séparées, car différentes, mais permettent d’accéder aux mêmes échelles d’espaces
et de temps. Il faut noter que la méthode de champ de phase PF n’est pas un modèle
atomistique mais est très largement utilisée en science des matériaux expliquant ainsi sa
présence sur ce schéma.

Echelle de temps
femtoseconde nanoseconde heures

Ec
he
lle

d’
es
pa

ce

Å

cm PF

MC
PFC ADF

MD

ab initio

PF : Phase Field

PFC : Phase Field Crystal

ADF : Atomic Density Function

MC : Monte Carlo

MD : Molecular Dynamic

Figure 1.20 – Représentation schématique des échelles d’espace et de temps ac-
cessibles par chaque méthode.

Les modèles qui permettent d’accéder à des grandes échelles de temps sont basés sur
la formulation directe puis la minimisation de l’énergie libre totale du système. Ce sont
les modèles de :

— Champ de phase (PF),
— Champ de phase cristallin (PFC)
— Fonction de densité atomique (ADF) / Approche des Quasi-particules (QA).

Ce sont des modèles phénoménologiques, ce qui signifie que les coefficients entrant dans
l’énergie libre doivent être choisis pour reproduire les propriétés physiques d’un système
particulier. Ces propriétés peuvent être liées aux diagrammes de phase ou aux propriétés
élastiques du système. Ces modèles seront détaillés dans la suite de ce chapitre.
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1.4 Modèles numériques utilisés pour étudier les JG

La méthode de Monte-Carlo (MC) est un modèle statistique. L’appellation de cette
méthode « Monte-Carlo » provient du nom de la célèbre ville de Monaco connue pour ses
jeux de hasards. Dans les années 1950, la méthode de MC vise à simuler la diffusion de
neutrons dans des matériaux fissiles. D’une manière générale, le MC permet de déterminer
des propriétés d’équilibre d’un système en utilisant des procédés aléatoires connus sous le
nom de l’algorithme de Métropolis-Hastings. Pour étudier des phénomènes hors-équilibre,
la méthode a évolué de plusieurs façons. Citons par exemple le Monte-Carlo cinétique
atomique sur réseau rigide (AKMC) et le Monte-Carlo objet (OKMC).
Le Monte-Carlo cinétique atomique sur réseau rigide est basée sur l’algorithme à temps
de résidence et est très largement utilisé pour étudier des phénomènes de diffusion et de
précipitation [49, 50, 51]. Cette méthode permet d’introduire différents types de diffusion,
lacunaire ou interstitielle mais l’hypothèse du réseau rigide empêche la prise en compte
des effets élastiques à longue portée et peut être une des limites pour étudier des JG [51].
La méthode de Monte-Carlo objet peut être utilisée pour étudier des matériaux sous ir-
radiation. Par exemple, les objets traités peuvent être des dislocations, des boucles de
dislocation, des clusters, des paires de Frenkel... dans des aciers irradiés [52].

La méthode de dynamique moléculaire (DM) est déterministe contrairement aux mé-
thodes de Monte-Carlo dans le sens où l’évolution du système est obtenue par résolution
de l’équation du mouvement pour chaque atome. Les premières simulations de DM ont été
réalisées dans les années 1950. Les simulations de DM ont besoin en paramètre d’entrée,
d’une configuration initiale donnée. Ensuite, la force (entrant dans l’équation du mouve-
ment) est calculée à chaque pas de temps grâce aux potentiels inter-atomiques. Le pas de
temps ∆t est choisi de telle sorte que la force agissant sur les atomes puisse être supposée
constante pendant ∆t. Cela implique que ∆t doit être plus petit que les processus dyna-
miques importants, c’est à dire plus petit qu’une période de vibration atomique qui est de
l’ordre de 10−12 ou 10−13 seconde. L’ordre de grandeur de ∆t est de 10−15 seconde. Ainsi,
les limites de cette méthode pour l’étude des phénomènes interfaciaux réside dans le fait
qu’il faille choisir un état initial particulier, par exemple des JG spéciaux (symétrique, de
coïncidence...). De plus, les simulations de DM ne peuvent modéliser que des phénomènes
se produisant à une échelle de temps inférieure à la nanoseconde.
En revanche, cette méthode a permis, entre autre, d’étudier l’énergie des JG dans le fer-
α et le fer-γ pour différentes températures [53]. Egalement, la DM est appropriée pour
étudier les effets de irradiation sur les matériaux. Citons par exemple l’étude sur l’anni-
hilation aux JG des défauts (auto-interstitiel, lacunes, dumbbell) produits par irradiation
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Chapitre 1 : Les joints de grains

dans le fer-α [54] et l’influence de l’énergie des JG et de leurs structures atomiques sur
l’élimination des défauts (comprenant les cascades de déplacements) dans le nickel [55].

Les modèles de MC et MD utilisent des potentiels d’interactions entre les atomes
du type EAM, MEAM [56, 57, 58]. Ces potentiels sont déterminés par calcul ab initio.
Les calculs ab initio permettent de calculer les interactions entre quelques dizaines ou
centaines d’atomes. En revanche, l’énergie élastique qui, dans la plupart des cas joue un
rôle significatif sur la ségrégation aux JG, est difficilement calculable dans cette approche.

1.4.1 Champ de phase

La méthode de champ de phase n’est pas un modèle atomistique mais est très large-
ment utilisée pour décrire l’évolution morphologique et microstructurale dans les maté-
riaux, telle que la solidification, les transformations de phase à l’état solide, la croissance
de grain, la précipitation, la propagation de fissure, l’électromigration... C’est pourquoi
cette méthode est présentée ici.

Dans l’approche de champ de phase, la microstructure est décrite par un ensemble
de variables, qui sont soit conservées soit non-conservées et qui sont continues, y com-
pris à travers les interfaces. L’évolution spatiale et temporelle de ces variables est régie
par l’équation de diffusion non-linéaire de Cahn-Hilliard [59, 60, 61] et par l’équation de
relaxation de Allen-Cahn [62] (aussi appelée Ginzburg-Landau) [63, 64]. A l’aide d’in-
formations thermodynamiques et cinétiques, utilisées en tant que paramètre d’entrée, la
méthode de champ de phase est capable de prédire l’évolution de la microstructure des
matériaux. L’évolution microstructurale a lieu suite à la minimisation de l’énergie libre
totale du système. Dans le cas général, l’énergie libre totale du système peut dépendre
des compositions chimiques de chaque phase, des énergies interfaciale, élastique, magné-
tique ou électrostatique mais également de contraintes extérieures telles qu’un champ de
contrainte, un champ magnétique/électrique...

L’énergie libre totale d’un système inhomogène dépend de variables conservées, notées
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c1, c2, · · · , cn et non conservées, notées η1, η2, · · · , ηp et s’écrit [63] :

F =
∫ [

f(c1, c2, · · · , cn, η1, η2, · · · , ηp) +
n∑
i=1

αi(∇ci)2

+
3∑
i=1

3∑
j=1

p∑
k=1

βij∇iηk∇jηk

 d3r (1.4.1)

où f est une fonction des variables ci et ηi qui symbolise la densité d’énergie libre lo-
cale, αi et βij sont les coefficients de l’énergie de gradient. Le premier terme représente
les contributions de l’énergie des phases homogènes en coexistence. Les deuxième et troi-
sième termes représentent les énergies d’interfaces. Les différents modèles de champ de
phase dépendent uniquement du choix du traitement des différentes contributions dans la
formulation de l’énergie libre (1.4.1).

L’évolution cinétique du système est obtenue lors de la minimisation de l’énergie libre
en fonction du temps. Pour les variables conservatives, l’équation de Cahn-Hilliard est :

∂ ci(r, t)
∂t

= −div
{
−Mij

~∇
(

δF

δcj(r, t)

)}
. (1.4.2)

où Mij est lié à la mobilité de l’interface entre deux zones de différentes concentration.
Lorsque les variables sont non-conservatives, l’équation de Landau-Khalatnikov / Allen-
Cahn s’écrit :

∂ ηi(r, t)
∂t

= −Lpq
δF

δηq(r, t)
(1.4.3)

où Lpq est un coefficient lié à la mobilité de l’interface.

Un des éléments clé de la méthode de champ de phase est la définition de la densité
d’énergie libre locale f . Par exemple, de nombreux modèles de champ de phase utilisent
comme densité d’énergie libre locale, une fonction en double puits définie par

f(φ) = 4W
(
−φ2

2 + φ4

4

)
(1.4.4)

où φ est la variable de champ et W est la hauteur de potentiel entre les deux états
d’équilibre. Chaque état d’équilibre est représenté par un des deux minima de la fonction
f(φ). Par exemple, le premier minimum pour φ = −1 peut représenter la phase liquide
et le second minimum pour φ = 1 peut représenter la phase solide. Si φ est une variable

43



Chapitre 1 : Les joints de grains

conservée, les deux minima représentent deux phases en équilibre avec deux compositions
différentes etW représente la force motrice pour la séparation de phase. En partant d’une
phase homogène symbolisée par φ = 0, l’état d’équilibre sera atteint pour un mélange de
deux phases décrites par φ = −1 et φ = +1.

Pour relier l’énergie interfaciale aux coefficients de gradients, gardons l’exemple d’un
système décrit par une seule variable de champ φ. L’énergie libre totale pour un tel système
est définie comme

F = Fbulk + Fint =
∫ [

f(φ) + κφ
2 (∇φ)2

]
dV (1.4.5)

où Fbulk et Fint sont respectivement les énergies des volumes et des interfaces et κφ est le
coefficient de gradient. En utilisant la densité d’énergie libre (1.4.4), on peut montrer que
l’énergie interfaciale spécifique par unité de surface est donnée par [63]

γ = 4
√

2
3
√
κφW (1.4.6)

La méthode de champ de phase permet d’étudier l’évolution de la microstructure des
matériaux à une échelle mésoscopique. Les paramètres d’entrée pour ce modèle sont :
l’énergie d’interface, la force motrice de la transition, les coefficients élastiques et la forme
de l’énergie libre pour un système donné. Dans les applications du champ de phase, citons
par exemple l’étude des textures et des JG suite à la solidification [65, 66, 67], la croissance
de grains [68, 69, 70] ou la croissance et la migration des voids dans les métaux irradiés
[71, 72, 73].

Une des limites du champ de phase est qu’il ne prend pas en compte les effets cris-
tallographiques. En ce sens les méthodes atomistiques sont plus adaptées. En 2002, une
version atomique du champ de phase a été proposée par Elder [74], c’est le champ de
phase cristallin.

1.4.2 Champ de phase cristallin

La méthode du champ de phase cristallin (PFC) est basée sur l’étude d’une variable
de champ, qui sera notée ψ(r, t), représentant une densité atomique. Dans cette méthode,
l’énergie libre d’une phase solide est minimisée par une fonction périodique. La condition
de périodicité vérifiée par la fonction de densité atomique permet d’inclure les propriétés
élastiques des cristaux et par exemple les différentes orientations des grains. La méthode
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de PFC, par sa construction, permet de décrire des phénomènes physiques à l’échelle de
temps de diffusion, comme la méthode de champ de phase, contrairement à d’autres mé-
thodes atomistiques telle que la dynamique moléculaire [75].

La fonctionnelle d’énergie libre est basée sur le modèle de Swift-Hohenberg (SH) ini-
tialement utilisé pour modéliser la convection de Rayleigh-Bénard (convection d’un fluide
formant des motifs périodiques et qui est compris entre une plaque chaude et une plaque
froide [76]). La fonctionnelle d’énergie libre de SH est présentée à l’équation suivante,

F SH [ψ(~r, t)] =
∫
V

1
2ψ

(
−ε+ (q2

0 +∇2)2
)
ψ + ψ4

4 d3~r. (1.4.7)

Le minimisation de cette énergie permet d’obtenir une fonction ψ(r, t) périodique, pouvant
représenter des structures triangulaires ou hexagonales en deux dimensions ou cubique
centrée en trois dimensions. Pour introduire une signification plus physique des paramètres
utilisés dans l’équation de SH, l’énergie libre peut être développée à partir de la théorie
classique de fonction de densité introduit par Ralakrishnan et Youssouff [77]. Dans cette
théorie, l’énergie libre F est développée en série de Taylor près de la température de fusion
en fonction de la fonction de densité atomique ρ(r, t), ce qui donne [64]

∆F
kBT

=
∫

dr δF
δρ

∣∣∣∣∣
l

δρ + 1
2!

∫
dr1dr2

δ2F

δρ1δρ2

∣∣∣∣∣
l

δρ1δρ2 + · · · (1.4.8)

où l’indice l fait référence à l’état liquide , δρ = ρ− ρl et ∆F = F − Fl. Ralakrishnan et
Youssouff ont montré que le premier terme est équivalent à l’entropie d’un gaz idéal,

δF

δρ

∣∣∣∣∣
l

δρ = ρ ln
(
ρ

ρl

)
− δρ (1.4.9)

et les termes d’ordre supérieur sont directement reliés à la fonction de corrélation Cn,

δnF

δρ1δρ2 · · · δρn
= −Cn(r1, r2, · · · , rn). (1.4.10)

Cette fonction mesure la corrélation entre les différentes fonction de densité atomique en
différents points de l’espace. Par exemple, la fonction C2 donne la mesure de la probabi-
lité lorsque, si un atome existe au point r1, alors une autre particule existe au point r2.
L’avantage de développer l’énergie libre autour de la phase liquide, près de la température
de fusion, est l’obtention de fonction de corrélation isotrope dans l’espace, ce qui signifie
que l’énergie libre est donc invariante par rotation.

45



Chapitre 1 : Les joints de grains

Dans le modèle de PFC, la variable est le nombre de densité adimensionné n ≡ (ρ−ρ̄)/ρ
où ρ̄ est la densité de référence (constante). Par ailleurs, le développement de Taylor
(1.4.8) est tronqué à l’ordre 2. La fonction de corrélation C2 est développée dans l’espace
de Fourier jusqu’à l’ordre 4, qui correspond à l’ordre le plus petit permettant de garder
la nature périodique du système, c.à.d.

Ĉ2(k) = Ĉ(k) ' −Ĉ0 + Ĉ2k
2 − Ĉ4k

4. (1.4.11)

Dans l’espace réel, chaque vecteur d’onde est mis en lien avec l’opérateur ∇, de telle sorte
que

Ĉ(r1, r2) ' (−Ĉ0 + Ĉ2∇2 − Ĉ4∇4)δ(r1 − r2). (1.4.12)

Après simplification, en effectuant un changement de variable φ = n ∗ cte où cte est une
constante, on peut montrer que l’énergie libre prend la forme suivante [64],

∆F
kBTV ρ̄

= cte + cte
∫

dr
[
ε

2φ
2 + φ

2 (1 +∇2)2φ− gφ
3

3 + φ4

4

]
(1.4.13)

qui est similaire à l’énergie libre de SH. Dans cette équation, le terme en ∇4 permet
d’affiner l’énergie de l’interface et est la principale différence avec le champ de phase. La
cinétique du système est modélisée en résolvant l’équation de Cahn-Hilliard (1.4.2).

Le modèle de PFC a permis d’étudier par exemple des diagrammes de phases et la
croissance cristalline [74], des phénomènes de déformation élastique et plastique [78, 79],
des interfaces solide-liquide [80], la dynamique des dislocations [81], la fusion au niveau
des dislocations et des JG [82, 83], la croissance de grains [84], l’effet Kirkendall [85], la
croissance dendritique de cristaux cubiques centrés ou cubiques à faces centrées [86] et la
dynamique de défauts [87].

Une des limites de la méthode de PFC est la justification du développement limité de
l’énergie libre par rapport aux fonctions de corrélation (termes en ∇2, ∇4...). Ce dévelop-
pement n’est autorisé que si la taille de l’inhomogénéité (ici les atomes) est bien supérieure
à la taille de l’interface. Cette hypothèse, justifiée en champ de phase, est appelé « coarse
grain ». Dans le cas du PFC, la taille du domaine décrit par un atome est équivalente à
la taille de l’interface et le développement en série de Taylor de C2(k) n’est plus justifié.
Une autre question inhérente au PFC est le choix des paramètres dans l’énergie libre
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pour décrire une structure cristallographique particulière (cubique centré, cubique à faces
centrées...). Dans le prochain chapitre, nous reviendrons sur cette question dans le cadre
du modèle des quasi-particules.

1.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, les principales notions concernant les JG ont été introduites.
Tout d’abord, nous avons vu que les JG peuvent être séparés artificiellement en deux
catégories en fonction de l’angle de désorientation θ entre les grains. Lorsque θ < 15◦, les
JG sont composés de murs de dislocations et lorsque θ > 15◦, la structure des JG peut
être décrite par le modèle des unités structurales et par la notion d’indice de coïncidence.
L’énergie des JG de faible désorientation peut être explicitement calculée alors que pour
les JG de forte désorientation, l’utilisation de modèle numérique est nécessaire. L’évolu-
tion de l’énergie de JG symétrique de flexion d’axe 〈100〉 et 〈110〉 a été donnée en guise
d’exemple, en mettant en avant que pour certain angles particuliers, l’énergie des JG était
particulièrement faible.

Ensuite, le phénomène de ségrégation à l’équilibre a été présenté. Nous avons démon-
tré la possibilité d’utiliser le modèle de Mc Lean pour modéliser la ségrégation aux JG.
De plus, des études expérimentales ont montré que la ségrégation au JG dépendait de
l’énergie de ces derniers. Egalement, la composition chimique et la température peuvent
influencer le phénomène de ségrégation, avec par exemple la co-ségrégation ou la tempé-
rature de compensation.

Ultérieurement, la spécificité des matériaux irradiés avec la présence de défauts par-
ticulier a été exposée. Lorsque les flux de défauts sont couplés avec les flux d’atomes de
soluté, ils peuvent modifier les phénomènes de ségrégation, les JG jouant le rôle de puits
de défaut. On parle alors de ségrégation induite par irradiation. Egalement, la diffusion
de lacune vers les JG permet l’apparition de cavités.

Pour finir, les modèles de champ de phase et de champ de phase cristallin ont été
présentés. Il a été montré que le développement du modèle de champ de phase permet de
décrire l’évolution d’un système à l’échelle mésoscopique. Le modèle du champ de phase
cristallin permet quant à lui de décrire l’évolution d’un système à l’échelle atomique.
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Chapitre 2
Modèle des quasi-particules

Introduction

Pour étudier l’évolution microstructurale d’un système à l’échelle atomique, A.G. Kha-
chaturyan, dans les années 1970, a développé un modèle appelé fonction de densité ato-
mique (ADF en anglais). Dans ce modèle, chaque nœud du réseau rigide d’Ising est occupé
par un atome avec une probabilité P(r) [88]. L’évolution du système n’est pas décrit par
le mouvement individuel de chaque atome mais par l’évolution d’une fonction de densité
atomique. Ainsi, le nombre total d’atomes n’est pas donné par le nombre de mailles nu-
mériques mais par la somme des probabilités. Nous avons représenté sur la figure 2.1a
un schéma de ce modèle discret. Sur cette figure, les traits en noirs correspondent au
réseau rigide d’Ising, les disques gris représentent les probabilités de présence des atomes
à chaque nœud du maillage, la lettre « a »représente la distance inter-atomique et le pa-
ramètre ∆x représente la taille d’une maille de simulation.
Ce modèle a été très largement utilisé pour étudier des transformations de phase isostruc-
turale (i.e. gardant le même paramètre de maille) [88].

En 2006, A.G. Khachaturyan et Y. Jin ont étendu le modèle ADF au cas continu. Un
avantage des modèles continus est de supprimer (ou de limiter) les contraintes liées à un
maillage fixe pour la position d’équilibre des atomes mais également de prendre en compte
les effets élastiques du système. Ce modèle a été utilisé pour étudier des transformations
de phase displacives [89].

C’est en 2014 que A.G. Khachaturyan, H. Zaplosky et M. Larvskyi ont étendu le mo-
dèle ADF aux quasi-particules [7]. C’est un modèle continu, c’est à dire que la distance
inter-atomique est plus grande qu’une maille de simulation. Dans ce cas, un atome occupe
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plusieurs mailles de simulation. Dorénavant, nous travaillerons avec la probabilité qu’une
maille de simulation appartienne à un atome. Une telle maille de simulation est appe-
lée fraton. Ce nom vient de la contraction en anglais de « fraction of atom ». Un fraton
est une quasi-particule numérique ayant les mêmes propriétés que les fermions. Un prin-
cipe analogue au principe de répulsion de Pauli s’applique aux fratons. Deux fratons ne
peuvent pas occuper une même maille de simulation. Cette propriété intrinsèque impose
aux fratons de suivre une statistique de Fermi-Dirac. Nous représentons schématiquement
ce modèle sur la figure 2.1b.

Le modèle de quasi-particule présenté jusqu’à maintenant fait référence à des atomes
composés de fratons, mais le modèle n’est pas limité à ce cas d’étude. On peut imaginer
travailler avec un système de molécules où dans ce cas, les fratons représenteraient des
atomes. On pourrait également envisager de travailler avec des objets macroscopiques dans
lequel chaque fraton représenterait une unité structurale de cet élément macroscopique.

a

∆x = a

(a) Schéma de l’approche dis-
crète. Chaque atome est repré-
senté par une probabilité d’être
sur un nœud du maillage.

Fratona

∆x

(b) Schéma de l’approche continue. Le
maillage est plus fin que la distance inter-
atomique « a ». Un atome occupe plusieurs
grilles de simulation.

Figure 2.1 – Schéma des approches discrètes et continues.

2.1 Formulation de l’énergie libre dans ce modèle

Nous avons vu précédemment que le modèle des quasi-particules réside sur la notion
de fratons. La position des fratons à un moment t est décrite par une variable statistique
notée c(r, t) appelée nombre de configuration. Cette variable statistique peut prendre deux
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valeurs distinctes 0 ou 1 et est définie de la façon suivante,

c(r, t) =

 1 si le site r ∈ atome
0 si le site r /∈ atome

(2.1.1)

La dynamique du système est alors régie par deux événements, la création ou l’annihilation
de fratons. La création d’un fraton correspond au moment où le nombre de configuration
c(r, t) passe de 0 à 1, c’est à dire que le point r appartient à l’atome. En d’autres termes,
une partie de l’atome s’est déplacée vers le point r. L’annihilation d’un fraton correspond
à l’événement contraire, le nombre de configuration c(r, t) passe de 1 à 0, c’est à dire que
le fraton n’appartient plus à l’atome et donc que l’atome s’est déplacé vers un point r′.
Comme les fratons sont des fermions et que deux fratons ne peuvent pas occuper la même
case de simulation, la seule variable statistique c(r, t) permet de décrire complètement le
système à un moment donné. Cette propriété nous permet également d’écrire l’Hamilto-
nien H du système à partir d’un modèle d’Ising, avec l’hypothèse d’interaction paire, c’est
à dire

H = 1
2
∑
r,r′

V (r − r′) c(r, t) c(r′, t) (2.1.2)

où V (r − r′) est l’interaction entre le fraton à la position r et le fraton à la position r′.

La description en terme de fratons d’un système à n composants peut être réalisée par
n nombres de configuration et le composant α où α ∈ {1, · · · , n} est décrit par le nombre
de configuration cα(r, t). L’Hamiltonien H de ce système multi-composants s’écrit de la
façon suivante,

H =
∑
α,β

∑
r,r′

Vα,β(r − r′) cα(r, t) cβ(r′, t) (2.1.3)

où Vα,β(r− r′) est l’interaction entre le fraton du composant α à la position r et le fraton
du composant β à la position r′ avec (α, β) ∈ {1, · · · , n}2 .
L’énergie interne U de notre système est définie à partir de la valeur moyenne de l’Hamil-
tonien H,

U = < H > =
∑
α,β

∑
r,r′

Vα,β(r − r′) < cα(r, t) cβ(r′, t) > (2.1.4)

où < · > représente la valeur moyenne sur l’ensemble de Gibbs à la température T et au
temps t. Nous travaillons avec l’approximation de champ moyen, ce qui signifie que

< cα(r, t) cβ(r′, t) > = < cα(r, t) >< cβ(r′, t) > (2.1.5)
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Chapitre 2 : Modèle des quasi-particules

et nous appelons « fonction de densité de fraton »la fonction notée ρα(r, t) valant

ρα(r, t) = < cα(r, t) > (2.1.6)

Cette fonction représente la probabilité d’occupation d’un fraton du composant α au
site r et au temps t. Lorsque cette fonction de densité de fraton est constante, c’est
à dire que ∀r, ρα(r, t) = ρ̄α, chaque case de simulation a la même probabilité d’être
occupée par un fraton ce qui symbolise un état désordonné. La valeur ρ̄α correspond à
la concentration moyenne du composant α. A l’inverse, lorsque la fonction de densité de
fraton est hétérogène, cela signifie qu’à chaque maximum local, un fraton a une probabilité
de présence maximale. Lorsque plusieurs fratons se regroupent dans une même région de
l’espace, ils représentent un atome. Nous représentons sur la figure 2.2 la condensation
schématique de fratons en sphères atomiques. Le haut de l’image présente l’évolution
spatiale de la fonction de densité de fraton en une dimension et le bas de l’image présente
quant à elle, l’évolution spatiale de la fonction de densité de fraton en deux dimensions.
Nous pouvons en particulier relier le nombre d’atomes à la densité de fraton. En supposant

r

0

1

aρ(r, t)

Figure 2.2 – Condensation schématique de fratons en sphères atomiques. De
haut en bas, représentation en une et deux dimensions de la fonction de densité
de fraton.

que les fratons coagulent sous forme de sphère, on obtient

ρ̄α = ρatα
4
3πR

3
α (2.1.7)

où ρ̄α est la concentration moyenne de fraton α, ρatα = Nα/V est la densité d’atome α
dans l’état de référence, Nα est le nombre d’atomes α, V est le volume total du système
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et Rα est le rayon atomique des atomes.

La fonctionnelle d’énergie libre peut être définie, comme en thermodynamique clas-
sique, à l’aide de deux termes. Le premier terme non local correspond à l’énergie interne
U qui a été décrite précédemment par l’équation (2.1.4). Le deuxième terme représente
l’entropie S du système et est défini par

S = kB
∑
r

∑
α

ρα(r, t) ln ρα(r, t) (2.1.8)

La fonctionnelle d’énergie libre est donc la somme des ces deux termes et est définie de la
façon suivante,

F [ρα(r, t)] = 1
2
∑
α,β

∑
r,r′

Vαβ(r − r′) ρα(r, t) ρβ(r′, t) + kBT
∑
r

∑
α

ρα(r, t) ln ρα(r, t)

(2.1.9)

où kB est la constante de Boltzmann et T la température.

2.2 Stabilité de la phase homogène à haute tempéra-
ture vis-à-vis des fluctuations infinitésimales

Cette formulation de l’énergie libre nous permet de décrire deux phases : désordonnée
ou ordonnée. Notons Tc la température critique. Lorsque T > Tc la phase homogène
est stable par rapport à toutes les fluctuations de la fonction de densité de fraton ∆ρα =
ρα(r)− ρ̄α, c’est à dire que toutes les fluctuations augmentent l’énergie libre du système. A
l’inverse, lorsque T < Tc, les fluctuations croissent et la phase devient hétérogène. Étudions
la variation de l’énergie libre ∆F = F [ρα(r)]−F [ρ̄α] par rapport aux fluctuations spatiales
de la fonction de densité de fraton ∆ρα(r). Développons l’énergie libre F de l’équation
(2.1.9) en série de Taylor autour de ρ̄α [89] . Nous obtenons

∆F =
∑
r

∑
α

δF

δρα(r)

∣∣∣∣∣
ρ̄α

∆ρα(r) + 1
2
∑
r, r′

∑
α,β

δ2F

δρα(r) δρβ(r′)

∣∣∣∣∣
ρ̄αρ̄β

∆ρα(r)∆ρβ(r′)

+ 1
3!

∑
r, r′,r′′

∑
α,β,γ

δ3F

δρα(r) δρβ(r′) δργ(r′′)

∣∣∣∣∣
ρ̄αρ̄β ρ̄γ

∆ρα(r)∆ρβ(r′)∆ργ(r′′)

+ · · · (2.2.1)
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Chapitre 2 : Modèle des quasi-particules

Lorsque que ∆F > 0, toutes les fluctuations de concentration augmentent l’énergie et le
système homogène est stable. Lorsque que ∆F < 0, les fluctuations de concentration de
certaines longueurs d’ondes diminuent l’énergie et le système devient instable par rapport
à ces fluctuations. A l’approche de la température Tc, les amplitudes des fluctuations sont
petites donc nous pouvons arrêter le développement limité (2.2.1) au deuxième ordre.
Comme nous étudions la variation d’énergie libre près de l’équilibre, nous avons

δF

δρα(r)

∣∣∣∣∣
ρ̄α

= δF

δρα(r)

∣∣∣∣∣
∆ρα(r)=0

= 0 (2.2.2)

Ainsi, nous pouvons réduire le développement de Taylor (2.2.1) au terme suivant,

∆F = 1
2
∑
r, r′

∑
α,β

δ2F

δρα(r)δρβ(r′)

∣∣∣∣∣
ρ̄αρ̄β

∆ρα(r)∆ρβ(r′) (2.2.3)

avec
δ2F

δρα(r)δρβ(r′)

∣∣∣∣∣
ρ̄αρ̄β

= Vαβ(r − r′) + ∂2S

∂ρα(r) ∂ρβ(r′)

∣∣∣∣∣
ρ̄αρ̄β

kB T (2.2.4)

où S est l’entropie du système définie à l’équation (2.1.8).

Pour définir une structure cristalline particulière, autrement dit une périodicité à
longue portée, nous pouvons supposer que les fluctuations de concentration ∆ρα(r) sont
périodiques [88]. Nous pouvons les écrire sous la forme d’une série de Fourier

∆ρα(r) = ρ̄α +
∑
k

Φα(k) ei k r. (2.2.5)

Cette notation revient à dire que ∆ρα(r) est représenté sous forme d’onde statique de
concentration. La fonction notée Φα(k) correspond à l’amplitude des ondes de concentra-
tion et est la transformée de Fourier de ∆ρα(r), c’est à dire

Φα(k) =
∑
r

∆ρα(r) e−i k r. (2.2.6)

Nous pouvons dorénavant exprimer la variation d’énergie libre ∆F dans l’espace de Fourier
en fonction de l’amplitude des ondes de concentration Φα(k),

∆F = 1
2
∑
k

∑
α,β

Dαβ(k, T, {ρ̄α}) Φα(k) Φ∗β(k) (2.2.7)
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Dans l’équation (2.2.7), la fonction Dαβ(k, T, {ρ̄α}) est appelée fonction réponse et carac-
térise les propriétés intrinsèques du système à la température T avec les concentrations
moyennes {ρ̄α}. Elle est définie à partir du potentiel d’interaction Vαβ exprimé dans l’es-
pace de Fourier par l’équation suivante,

Dαβ(k, T, {ρ̄α}) = Vαβ(k) + ∂2S

∂ρα(r) ∂ρβ(r′)

∣∣∣∣∣
ρ̄αρ̄β

kB T. (2.2.8)

A haute température, le facteur de structure S(k) est l’intensité obtenue par diffusion
de neutrons, d’électrons ou de rayons X [78, 89] et s’écrit

S(k) ∝
∑
α

∑
β

〈Φα(k)Φ∗β(k)〉 (2.2.9)

où 〈·〉 est la moyenne thermodynamique de l’intensité et k = k1− k2 est le vecteur d’onde
de diffusion avec k1 et k2 les vecteurs d’ondes du faisceau incident et diffusé. Le facteur
de structure est ensuite directement lié à la fonction réponse de la manière suivante,

S(k) = kB T

Dαβ(k, T, {ρ̄α})
(2.2.10)

Ainsi, notre fonction réponse peut être déterminée à partir de résultats expérimentaux.

Plus en détail, cette fonction réponse Dαβ(k, T, {ρ̄α}) est un élément de la matrice
carrée D(k, T, {ρ̄α}) qui est à valeur complexe, de taille n× n où n représente le nombre
total de composants. La matrice est définie comme,

D(k, T, {ρ̄α}) =



D11 D12 · · · D1n
... . . . ...
... . . . ...

Dn1 · · · · · · Dnn

 (k, T, {ρ̄α}). (2.2.11)

Cette matrice D est Hermitienne grâce à la possible interversion des indices α et β. Ses
valeurs propres sont réelles et ses vecteurs propres sont deux à deux orthogonaux pour un
même k.

Comme nous étudions la variation de l’énergie ∆F , près de l’équilibre, en fonction de
petites perturbations, nous pouvons utiliser une représentation en mode normal (ou mode
propre) [89]. Dans cette représentation, on décompose le système en une superposition
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Chapitre 2 : Modèle des quasi-particules

de modes normaux où chaque mode est indépendant des autres. Ces modes normaux
représentent les oscillations du système sur différents sous réseaux. Plus précisément, les
fluctuations de concentration ∆ρα(r) peuvent être écrites comme la superposition d’ondes
statiques de concentration normale Ψα(s, k),

∆ρα(r) =
m∑
s=1

∑
k

Q(s, k) Ψα(s, k) (2.2.12)

où s correspond à un mode normal et Q(s, k) est l’amplitude de l’onde normale Ψα(s, k).
Dans l’équation (2.2.12), nous supposons qu’il y a m mode normaux. La fonction Ψα(s, k)
représente les vibrations des atomes du composant α autour de leur position d’équilibre
et sur différents sous-réseaux. L’onde statique de concentration normale Ψα(s, k), pour le
mode s, est par définition

Ψα(s, k) = vα(s, k) ei k r (2.2.13)

où vα(s, k) est équivalent à un vecteur de polarisation caractéristique de l’onde du mode
s du composant α.

A partir des équations (2.2.7), (2.2.12) et (2.2.13), nous pouvons réécrire la variation
d’énergie libre ∆F , dans l’espace de Fourier, en fonction des ondes de concentration
normales Ψα(s, k),

∆F = 1
2

m∑
s=1

∑
k

∑
α,β

Dαβ(k, T, {ρ̄α}) Ψα(s, k) Ψ∗β(s, k)|Q(s, k)|2 (2.2.14)

Comme nous utilisons la représentation en mode normal (ou mode propre), cela signifie
que l’onde statique de concentration normale Ψα(s, k) est un vecteur propre de la matrice
D(k, T, {ρ̄α}). En utilisant les relations d’algèbre linéaire, nous pouvons écrire

D(k, T, {ρ̄α}) Ψα(s, k) = λs(k, T, {ρ̄α}) Ψα(s, k) (2.2.15)

où λs(k, T, {ρ̄α}) est la valeur propre de la matrice D(k, T, {ρ̄α}) associée au vecteur
propre Ψα(s, k) du mode s. Toutes les valeurs propres {λs(k, T, {ρ̄α})} sont les racines du
polynôme caractéristique défini par

det
(
D(k, T, {ρ̄α})− λs(k, T, {ρ̄α}) Id

)
= 0 (2.2.16)

où « det »est le déterminant et Id est la matrice identité.
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Grâce aux propriétés de la matrice D (vecteurs propres deux à deux orthogonaux), la
variation d’énergie libre de l’équation (2.2.14) peut se simplifier et s’écrit comme suit,

∆F = 1
2
∑
k

∑
s

λs(k, T, {ρ̄α}) |Q(s, k)|2 (2.2.17)

Dans l’équation (2.2.17), le signe de la variation d’énergie ∆F ne dépend que du signe
de la valeur propre λs(k, T, {ρ̄α}). Notons λ(k, T, {ρ̄α}) la plus petite valeur propre. Si,
pour tous les vecteurs d’ondes k, la valeur propre λ(k, T, {ρ̄α}) est positive, toutes les
fluctuations de concentration augmenteront l’énergie du système. Ainsi, l’état stable res-
tera l’état homogène. Maintenant, s’il existe un unique vecteur d’onde k0 tel que la valeur
propre λ(k0, T, {ρ̄α}) soit négative, cela signifie que pour cette fluctuation, l’énergie va
diminuer et le changement de phase va alors opérer. Enfin, s’il existe plusieurs vecteurs
d’ondes k tels que la valeur propre λ(k, T, {ρ̄α}) soit négative, le système devient instable
par rapport à toute cette gamme de fluctuations. Néanmoins, la fluctuation qui corres-
pond au minimum de λ(k, T, {ρ̄α}) grandira plus vite. Nous présentons schématiquement
l’évolution de la valeur propre λ(k, T, {ρ̄α}) en fonction de k pour différentes températures
sur la figure 2.3.

Figure 2.3 – Représentation schématique de la valeur propre λ(k, T, {ρ̄α}) pour
différentes températures. Le changement de phase a lieu dès qu’il existe un k0 tel
que λ(k0, T, {ρ̄α}) soit négative, c.à.d. pour T ≤ Tc.

En conclusion, la diagonalisation de la matrice D(k0, T, {ρ̄α}) avec la résolution de
l’équation (2.2.16) nous permet de déterminer les valeurs propres du système. La va-
leur propre la plus petite, λ(k, T, {ρ̄α}), nous informe sur la température permettant la
solidification du système, pour des concentrations fixées.
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Chapitre 2 : Modèle des quasi-particules

2.3 Potentiels d’interaction

Un des points centraux de la théorie des quasi-particules repose sur la notion de fraton.
La création d’une phase solide, c’est à dire d’une structure cristalline ordonnée repose sur
deux éléments :

— la condensation des fratons en des sphères atomiques,
— l’arrangement périodique de ces sphères atomiques dans l’espace.

Le potentiel d’interaction doit donc contenir toutes les informations permettant de res-
pecter ces deux points.

La condensation des fratons en des sphères atomiques est assurée par un potentiel de
courte portée (« short range »en anglais), noté V sr(r). Une des manières la plus simple
pour introduire la taille des atomes est d’utiliser un potentiel de type sphères dures. Si
nous désignons par R le rayon des sphères, le potentiel V sr(r) peut être mis en équation
de la façon suivante

V sr(r) =


−1 si r < R

ξ si R ≤ r ≤ R + ∆R .

0 si r > R + ∆R
(2.3.1)

Dans cette équation, ξ et ∆R représentent respectivement la hauteur et la largeur de la
barrière de potentiel. La détermination de la valeur du paramètre R est faite en fonction
de la structure cristalline. Aussi, l’utilisation du modèle de sphères dures, pour décrire
le potentiel de courte portée, présente l’avantage de pouvoir s’exprimer simplement dans
l’espace de Fourier. En notant R̃ = R+∆R, la transformée de Fourier du potentiel V sr(r)
est

V sr(k) = 4π
k3

{
kR cos(kR)− sin(kR)

+ ξ
[

sin(kR̃)− kR̃ cos(kR̃)− sin(kR) + kR cos(kR)
]}

(2.3.2)

Nous présentons sur la figure 2.4a le potentiel de courte portée dans l’espace réel et sur
la figure 2.4b sa transformée de Fourier.

Le deuxième point important du modèle est la méthode qui permet de construire le po-
tentiel qui décrit une structure cristallographique quelconque. Pour décrire une structure
cristallographique particulière, nous avons besoin de connaître les propriétés des liaisons
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r

V sr(r)

−1
R

ξ−

R + ∆R

(a) Potentiel de courte portée dans l’es-
pace réel.

k

V sr(k)

(b) Potentiel de courte portée dans l’es-
pace de Fourier

Figure 2.4 – Potentiel de courte portée V sr(r) et V sr(k).

inter-atomiques telles que leurs directions, leurs longueurs et leurs forces. Ces paramètres
doivent pouvoir être déterminés à partir de simulation ab-initio ou à partir de données
expérimentales (mécaniques, cristallographiques ou thermodynamiques).
L’arrangement périodique des sphères atomiques dans l’espace est piloté par un potentiel
de longue portée (« long range »en anglais), noté V lr(r). La transformée de Fourier de ce
potentiel est la suivante,

Vαβ(k) =
∑
r

Vαβ(r) e−i k r (2.3.3)

où le vecteur d’onde k est défini dans la première zone de Brillouin.
Pour introduire dans notre modèle les propriétés spécifiques des liaisons inter-atomiques,
nous utilisons la notion de cluster [7]. Un cluster est un ensemble minimal d’atomes qui
peut reproduire la structure périodique désirée. Ainsi, un vecteur particulier ~rjαβ définit la
position d’un atome du composant α dans le cluster β. Grâce à ce cluster, nous pouvons
définir une fonction ψclstrαβ , qui exprimée dans l’espace de Fourier, est

ψclstrαβ (k) =
∑
jαβ

ω(jαβ, k) e−i rjαβ k. (2.3.4)

Dans cette équation, la sommation a lieu sur tous les vecteurs rjαβ composant le cluster
et les vecteurs k sont définis dans la première zone de Brillouin. Les coefficients ω(jαβ, k)
caractérisent la force de la liaison entre un atome α et un atome β et déterminent les
propriétés mécaniques et thermodynamiques du système. Pour terminer, le potentiel à
longue portée est défini, dans l’espace de Fourier, comme le produit de la fonction ψclstrαβ (k)
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avec son complexe conjugué,

V lr
αβ(k) = ψclstrαβ (k) ψclstrαβ (k)∗. (2.3.5)

Des exemples de potentiel à longue portée seront présentés dans les prochains chapitres.

Pour conclure, le potentiel d’interaction total Vαβ(k) est composé de deux termes, un
terme de courte portée permettant aux fratons de coaguler tous ensemble et un terme de
longue portée décrivant la structure cristallographique. La mise en équation du potentiel
total est la suivante :

Vαβ(k) = λsr V sr
α (k) + λlr V lr

αβ(k). (2.3.6)

Chaque terme est pondéré par un coefficient λsr ou λlr qui représente la force des inter-
actions à courte et à longue portée respectivement.

2.4 Equation cinétique

Intéressons nous tout d’abord à l’évolution temporelle de la fonction de densité de
fraton. La dépendance spatiale sera expliquée en détail dans les prochaines parties.
La fonction ρα(r, t) est une variable conservative et la cinétique du système composé
des fonctions de densité de fraton ρα(r, t), α ∈ {1, · · · , n}, est régi par une équation de
diffusion microscopique du type Onsager déjà utilisée dans les précédentes théories de
fonction de densité atomique [89],

∂ρα(r, t)
∂t

= −
n∑
β=1

∑
r′

div
{
Lαβ(r − r′) −−→grad

(
δF

δρβ(r′, t)

)}
(2.4.1)

où les indices (α, β) ∈ {1, · · · , n}2 correspondent aux différents composants, Lαβ est la
matrice de mobilité composée des coefficients d’Onsager, F est la fonctionnelle d’énergie
libre du système et δF/δρβ(r′, t) est la force motrice de transformation.
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2.5 Application aux systèmes à un et à deux compo-
sants indépendants

2.5.1 Système à un composant

Le système constitué par un composant chimique et des lacunes est décrit par deux
fonctions de densité de fratons ρatome(r, t) et ρlacunes(r, t). Les fonctions de densité sont
des grandeurs conservatives au cours du temps et ne sont pas indépendantes. En effet, la
condition de conservation de la matière peut s’écrire ρatome(r, t)+ρlacunes(r, t) = 1. De par
cette condition, ρatome(r, t) = 1−ρlacunes(r, t) et une seule fonction suffit pour décrire l’état
du système. Par la suite, nous noterons ρ(r, t) = ρatome(r, t) la fonction décrivant l’état
d’un système monoatomique. Dans un tel système, trois potentiels d’interaction existent
et ils représentent les interactions fratons-fratons, fratons-lacunes et lacunes-lacunes. Nous
supposons qu’il n’y a pas d’interactions fratons-lacunes et lacunes-lacunes, ainsi le système
est décrit par un seul potentiel d’interaction V (r − r′). La fonctionnelle d’énergie libre
(2.1.9) s’écrit maintenant

F [ρ(r, t)] = 1
2
∑
r r′

V (r − r′) ρ(r, t) ρ(r′, t)

+ kBT
∑
r

[
ρ(r, t) ln ρ(r, t) +

(
1− ρ(r, t)

)
ln
(
1− ρ(r, t)

)]
. (2.5.1)

Pour un système monoatomique, la fonction réponse du système D(k) est définie par
la formule suivante

D(k) = V (k) + kBT

ρ̄ (1− ρ̄) (2.5.2)

où ρ̄ désigne la concentration moyenne. Le choix de la température pour avoir la solidi-
fication du système est, dans ce cas, simplement lié à la valeur minimale du potentiel V (k).

La cinétique de notre système est décrite par l’équation (2.4.1) qui dans ce cas se
simplifie de la façon suivante,

∂ρ(r, t)
∂t

= L0 ∇2
[∑
r′
V (r − r′)ρ(r, t) + kBT ln ρ(r, t)

1− ρ(r, t)

]
(2.5.3)

où L0 correspond au coefficient cinétique qui est choisi constant et V (r−r′) est le potentiel
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d’interaction entre les fratons. Cette équation s’exprime dans l’espace de Fourier par

∂ρ(k, t)
∂t

= −Lk2
[
V (k) ρ(k, t) + kBT

{
ln ρ(r, t)

1− ρ(r, t)

}
TF

]
. (2.5.4)

où la notation {·}TF signifie Transformée de Fourier. Examinons maintenant sa résolution.

2.5.2 Résolution numérique

La résolution numérique de l’équation cinétique (2.5.3) a lieu dans l’espace de Fourier
avec le schéma semi-implicite suivant

∂ρ(k, t)
∂t

= −L0 k
2
[
V (k) ρ(k, t+ ∆t) + kBT

{
ln ρ(r, t)

1− ρ(r, t)

}
TF

]
. (2.5.5)

Pour le premier pas de temps, nous approchons la dérivée temporelle avec une discrétisa-
tion à l’ordre 1 et pour les pas de temps suivants, nous approchons la dérivée temporelle
avec une discrétisation à l’ordre 2 [90]. Ces deux discrétisations sont présentées aux équa-
tions (2.5.6) et (2.5.7).

∂ρ(k, t)
∂t

= ρ(k, t+ ∆t)− ρ(k, t)
∆t (2.5.6)

∂ρ(k, t)
∂t

= 3 ρ(k, t+ ∆t)− 4 ρ(k, t) + ρ(k, t−∆t)
2∆t (2.5.7)

L’utilisation d’une dérivée arrière approchée à l’ordre deux nous permet de gagner un fac-
teur deux sur notre pas de temps ∆t comparé à un schéma d’Euler semi-implicite (dérivée
approchée à l’ordre 1).
Pour éviter les problèmes éventuels de divergence lors de la résolution de l’équation ci-
nétique (2.5.3) en 0 et en 1 à cause du logarithme, nous approchons celui-ci par son
développement limité, en 0 et 1, jusqu’à l’ordre 4.

Pour un système monoatomique, il n’y a qu’un seul coefficient cinétique L. Le coeffi-
cient utilisé dans le programme est adimensionné. A partir de l’équation cinétique (2.5.3),
en remarquant que ∂ρ/∂t ≡ [s−1], δF/δρ ≡ [J · m−3] et ∇2 ≡ [m−2], on obtient la di-
mension de L, qui est L ≡ [m3/J · m2/s]. Finalement, le coefficient adimensionné est
L∗ = L · f t/l2 où f est la densité d’énergie libre, t est un temps et l une longueur. Pour
un système monoatomique, nous travaillerons dans la suite avec L∗ = 1.
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2.5 Application aux systèmes à un et à deux composants indépendants

2.5.3 Système à deux composants

Pour étudier l’évolution d’un système binaire composé des atomes A et B, trois fonc-
tions de densité de fratons ρA(r, t), ρB(r, t) et ρlacune(r, t) sont nécessaires. Comme précé-
demment, seules deux fonctions sont indépendantes : ρA(r, t) et ρB(r, t) car ρlacune(r, t) =
1 − ρA(r, t) − ρB(r, t). Les interactions sont modélisées par six potentiels d’interaction,
VAA, VAB, VAC , VBB, VBC et VCC qui sont respectivement les interactions fratons A - fra-
tons A, fratons A - fratons B, fratons A - lacunes, fratons B - fratons B, fratons B - lacunes
et lacunes - lacunes. Comme précédemment, nous supposons qu’il n’y a pas d’interaction
avec les lacunes, c’est à dire que VAC = VBC = VCC = 0. La fonctionnelle d’énergie libre
(2.1.9) s’écrit maintenant

F [ρ(r, t)] = 1
2
∑
r r′

[
VAA(r − r′)ρA(r, t)ρA(r, t) + 2VAB(r − r′)ρA(r, t)ρB(r, t)

+ VBB(r − r′)ρB(r, t)ρB(r, t)
]

+ kBT
∑
r

[
ρA(r, t) ln ρA(r, t) + ρA(r, t) ln ρA(r, t)

+
(
1− ρA(r, t)− ρB(r, t)

)
ln
(
1− ρA(r, t)− ρB(r, t)

)]
. (2.5.8)

Pour estimer la stabilité du système par rapport aux fluctuations de ∆ρA et ∆ρB, consi-
dérons encore la fonction réponse, qui s’exprime pour un système binaire par la matrice
symétrique suivante

D(k, T, ρ̄A, ρ̄B) =
DAA(k, T, ρ̄A, ρ̄B) DAB(k, T, ρ̄A, ρ̄B)
DAB(k, T, ρ̄A, ρ̄B) DBB(k, T, ρ̄A, ρ̄B)

 (2.5.9)

où

DAA(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VAA(k) + kBT
1− ρ̄B

ρ̄A (1− ρ̄A − ρ̄B) (2.5.10)

DAB(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VAB(k) + kBT
1

1− ρ̄A − ρ̄B
(2.5.11)

DBB(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VBB(k) + kBT
1− ρ̄A

ρ̄B (1− ρ̄A − ρ̄B) (2.5.12)

Pour déterminer la température d’instabilité du système, nous devons calculer les valeurs
propres de la matrice (2.5.17). La diagonalisation de cette matrice conduit à l’obtention
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Chapitre 2 : Modèle des quasi-particules

de deux valeurs propres λ1 et λ2 non dégénérées, définies par

λ1,2(k, T, ρ̄A, ρ̄B) =
DAA +DBB ±

√
(DAA −DBB)2 + 4D2

AB

2 (2.5.13)

La valeur propre la plus petite correspond à celle avec le signe « - »dans l’équation (2.5.13)
et impose la condition sur la température critique.

Désormais, l’évolution du système est régi par deux équations cinétiques qui, exprimées
dans l’espace de Fourier, nous donne

∂ρA(k, t)
∂t

= LAA k
2
[
VAA(k) ρA(k, t) + VAB(k) ρB(k, t)

+kBT
{

ln ρA(r, t)
1− ρA(r, t)− ρB(r, t)

}
TF

]
+ LAB k

2
[
VAB(k) ρA(k, t) + VBB(k) ρB(k, t)

+kBT
{

ln ρB(r, t)
1− ρA(r, t)− ρB(r, t)

}
TF

]
(2.5.14)

∂ρB(k, t)
∂t

= LBA k
2
[
VAA(k) ρA(k, t) + VAB(k) ρB(k, t)

+kBT
{

ln ρA(r, t)
1− ρA(r, t)− ρB(r, t)

}
TF

]
+ LBB k

2
[
VAB(k) ρA(k, t) + VBB(k) ρB(k, t)

+kBT
{

ln ρB(r, t)
1− ρA(r, t)− ρB(r, t)

}
TF

]
(2.5.15)

2.5.4 Résolution numérique

Pour résoudre numériquement ces équations, nous utilisons un schéma semi-implicite
avec une approximation à l’ordre trois de la dérivée temporelle [90]. Cette discrétisation
est présentée à l’équation suivante,

∂ρ(k, t)
∂t

= 11 ρ(k, t+ ∆t)− 18 ρ(k, t) + 9 ρ(k, t−∆t)− 2 ρ(k, t− 2∆t)
6∆t . (2.5.16)

Avant de pouvoir utiliser cette approximation (2.5.16), nous devons utiliser pour le pre-
mier pas de temps, une dérivée approchée à l’ordre un, déjà présentée à l’équation (2.5.6)
et pour le deuxième pas de temps, une dérivée approchée à l’ordre deux, vue à l’équa-
tion (2.5.7). L’utilisation d’une dérivée approchée à l’ordre trois nous permet de gagner
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2.6 Propriétés élastiques

un facteur 8 comparé à l’utilisation d’un schéma Euler semi-implicite avec une dérivée
approchée à l’ordre un.

Dans le cas d’un système à deux composants, les coefficients cinétiques sont écrit sous
la forme de matrice,

L =
LAA LAB

LBA LBB

 (2.5.17)

Cette matrice est symétrique définie positive et chaque coefficient Lαβ est adimensionné,
de la même manière que pour un système à un composant. Ensuite, les valeurs des coeffi-
cients adimensionnés sont choisies similaire à la littérature [91], c’est à dire LAA = LBB = 1
et LAB = −0.5.

Après avoir vu en détail les équations maîtresses thermodynamiques et cinétiques du
modèle des quasi-particules, pour pouvoir appliquer cette théorie à un système réel, il faut
ajuster les paramètres du modèle sur des propriétés physiques d’un système précis.

2.6 Propriétés élastiques

Les propriétés élastiques d’un cristal sont caractérisées par des coefficients tels que le
module d’Young, le coefficient de Poisson... A l’échelle atomique, l’utilisation de tenseurs
est requise pour représenter les propriétés élastiques. Le tenseur des contraintes σ et le
tenseur des déformations ε sont des tenseurs de champ de rang 2 et sont reliés entre
eux par un tenseur matériel de rang 4 caractérisant les propriétés élastiques du matériau
[92, 93, 94]. Le tenseur de souplesse (ou des coefficients élastiques) S relie contrainte à
déformation et le tenseur de raideur (ou des coefficients de rigidités) C relie déformation
à contrainte suivant la loi de Hooke. Autrement dit,

ε = S σ (2.6.1)

σ = C ε . (2.6.2)

En raison des symétries des tenseurs de déformation et de contrainte, ces tenseurs de
rang 2 (représentés par des matrices 3 × 3) peuvent être réduits en tenseurs de rang 1
(6 × 1). De même, le tenseur de raideur de rang 4 (3 × 3 × 3 × 3) peut être réduit en
un tenseur de rang 2 (6 × 6). De plus, nous pouvons utiliser la notation de Voigt pour
convertir un couple d’indice (i, j) en un singleton (k) avec la règle présentée dans la table
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Chapitre 2 : Modèle des quasi-particules

2.1.

ij k
11 1
22 2
33 3

23 / 32 4
13 / 31 5
12 / 21 6

Table 2.1 – Convention de Voigt.

Dans l’annexe 1, nous rappelons les différentes simplifications permettant d’écrire le
tenseur de rigidité d’un cristal cubique en fonction de seulement trois composantes indé-
pendantes. La forme finale du tenseur de rigidité pour un cristal cubique centré avec la
notation de Voigt est représentée par la matrice suivante,

C =



C11 C12 C12 0 0 0
C11 C12 0 0 0

C11 0 0 0
C44 0 0

C44 0
C44


. (2.6.3)

Finalement, la loi de Hooke matricielle avec la notation de Voigt s’écrit


σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6


=



C11 C12 C12 0 0 0
C11 C12 0 0 0

C11 0 0 0
C44 0 0

C44 0
C44





ε1

ε2

ε3

2ε4

2ε5

2ε6


(2.6.4)

Les tenseurs de rigidité C et de souplesse S sont inverses l’un de l’autre. De plus, le
tenseur de souplesse a les mêmes propriétés de symétrie que le tenseur de rigidité. Dans
le cas du système cubique, nous avons les relations liant les coefficients de C à ceux de S
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suivantes [94]

C11 = S11 + S12

(S11 − S12)(S11 + 2S12)

C12 = −S12

(S11 − S12)(S11 + 2S12) (2.6.5)

C44 = 1
S44

.

2.6.1 Calcul des constantes élastiques Cmn

L’énergie libre F du système dépend de la déformation ε. Avec l’hypothèse des petites
déformations et en supposant que le système à l’état initial n’est pas contraint, nous
pouvons écrire l’énergie libre sous forme d’un développement de Taylor par rapport aux
variables εk (avec la notation de Voigt) de la façon suivante

F ({εk}) = F0 + V0

2

6∑
m,n=1

Cmnεmεn (2.6.6)

où F0 correspond à l’énergie totale et V0 le volume initial du système avant déformation
. Avec cette formulation, nous constatons que les constantes élastiques Cmn sont propor-
tionnelles à la courbure de l’énergie libre, c’est à dire

Cmn = ∂2F

∂εn ∂εm
. (2.6.7)

Nous pouvons déterminer les constantes élastiques de notre système cubique centré
grâce à trois types de déformations. Nous les nommerons déformation ”cubique”, ”ortho-
rhombique” et ”monoclinique”. Une déformation cubique est équivalente à une déforma-
tion de compression ou d’expension uniforme sur notre cristal. Dans ce cas, le volume
total du système n’est pas conservé. Une déformation orthorhombique revient à défor-
mer le réseau initial cubique le long de deux vecteurs orthogonaux. La structure finale
devient un prisme à base rectangulaire. La déformation monoclinique est équivalente à
une déformation de cisaillement appliqué sur un des côtés du cube. Nous présentons sur
la figure 3.7 un exemple de chaque déformation. Sur cette figure, les traits en pointillés
représentent la structure cubique initiale, les traits pleins la structure finale et les flèches
rouges l’application des contraintes (ε > 0).

Les matrices de déformation pour les trois cas évoqués sont D = Id+ ε définies pour
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~x

~y

~z

(a) Déformation cu-
bique.

~x

~y

~z

(b) Déformation or-
thorombique.

~x

~y

~z

(c) Déformation
monoclinique.

Figure 2.5 – Trois types de déformations.

chaque déformation par

D
cub

=


1 + ε 0 0

0 1 + ε 0
0 0 1 + ε

 D
ortho

=


1 + ε 0 0

0 1− ε 0
0 0 0

 D
monoc

=


1 ε 0
0 1 0
0 0 0

 .

(2.6.8)

où D = Id+ ε et Id est la matrice identité.
Nous pouvons dorénavant exprimer l’énergie libre de chaque déformation à partir de la
formule (2.6.6)

Fcub(ε) = F0 + V0
3
2(C11 + 2C12) ε2

Fortho(ε) = F0 + V0 (C11 − C12) ε2 (2.6.9)

Fmonoc(ε) = F0 + V0
C44

2 ε2

Une autre grandeur thermodynamique importante est le module de compression B

(”bulk modulus” en anglais) [95, 96]. Il est l’inverse de la compressibilité et caractérise la
réponse du système à une variation de volume. Il est défini en thermodynamique par

B = −V ∂p

∂V
.

Dans le cas où le système d’étude est soumis à une compression uniforme, la variation de
pression est reliée à la contrainte et la variation de volume à la déformation de telle sorte

68



2.6 Propriétés élastiques

que ∆p = −σ et ∆V/V = Tr( ε ) où Tr() représente l’opérateur trace. Les tenseurs des
contraintes et de déformation sont diagonaux et ont la forme suivante

σ =


σ 0 0

σ 0
σ

 ε =


ε 0 0

ε 0
ε


D’après la relation ε = S σ, on détermine l’expression du tenseur de déformation,

ε = (S11 + 2S12) σ


1 0 0

1 0
1

 (2.6.10)

Donc
B = − ∆p

∆V/V = 1
3(S11 + 2S12) . (2.6.11)

En utilisant les formules (2.6.5) reliant les composantes Cmn à Smn, nous obtenons l’ex-
pression du module de compression

B = 1
3(C11 + 2C12) (2.6.12)

Par convention, on définit une autre variable noté C ′ par la relation

C ′ = 1
2(C11 − C12) (2.6.13)

Les énergies libres calculées aux équations (2.6.14) deviennent, avec ces nouveaux coeffi-
cients,

Fcub(ε) = F0 + V0
9
2 B ε2

Fortho(ε) = F0 + V0 2C ′ ε2 (2.6.14)

Fmonoc(ε) = F0 + V0
C44

2 ε2.

Dans le prochain chapitre, la modification du potentiel d’interaction pour modéliser
un système précis sera présentée.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté en détail le modèle des quasi-particules. Nous
avons montré qu’il reposait sur l’introduction de pseudo-particules numériques appelés
fratons.
La dynamique du système est régie par une nouvelle variable, qui est la probabilité pour
qu’une grille de simulation appartienne ou non à une sphère atomique.

Nous avons vu que pour décrire un système cristallin particulier, nous devions définir
deux types d’interactions entre les fratons : une interaction à courte portée permettant la
coagulation des fratons en des sphères atomiques et une interaction à longue portée déter-
minant l’arrangement périodiques de ces sphères atomiques dans l’espace. L’interaction à
longue portée est basée sur la notion de cluster, où chaque élément de ce cluster représente
une liaison inter-atomique. C’est grâce à ce cluster que nous pouvons paramétrer notre
modèle à des grandeurs physico-chimique réelles.

Nous avons étudié la stabilité de la phase homogène à haute température vis-à-vis
des fluctuations de concentration. Lors de cette étude la fonction réponse du système
D(k, T, ρ̄) a été introduite. Il a été montré que la profondeur de cette fonction pouvait
être reliée à la température.
Pour que le modèle puisse décrire un système réel, le lien entre la variation d’énergie et
les constantes élastiques a été établi.
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Chapitre 3
Modélisation des joints de grains

Introduction

Dans les précédents chapitres, l’importance des joints de grains (JG) en tant que puits
de défauts a été mise en évidence. Aussi, le modèle des quasi-particules a été détaillé. Inté-
ressons nous maintenant à l’utilisation du modèle des quasi-particules pour étudier les JG.

Tout d’abord, les JG dans les structures cubiques centrées (CC) seront étudiés, en tant
qu’application directe du modèle pour le fer-α. Ensuite, pour démontrer la généralité du
modèle des quasi-particules, des JG dans des structures plus complexes seront brièvement
présentés.

3.1 Paramétrage du potentiel d’interaction pour le
système fer-α

Lors de la présentation du modèle des quasi-particules dans le chapitre 2, nous avons
introduit la notion de potentiels d’interaction. Ces potentiels d’interaction sont composés
de deux termes, un premier qui décrit l’interaction de courte portée d’une part et un
second qui décrit l’interaction de longue portée d’autre part. La structure CC du fer-α
qui est présenté à l’image 3.1.

3.1.1 Potentiels d’interactions

La manière la plus simple pour décrire le potentiel de courte portée est d’utiliser un
potentiel de type sphères dures (voir figure 2.4 du chapitre 2). La mise en équation de ce
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Figure 3.1 – Structure cubique centrée (CC) du fer-α.

potentiel est la suivante,

V sr(r) =


−1 si r < R

ξ si R ≤ r ≤ R + ∆R .

0 si r > R + ∆R
(3.1.1)

où ξ et ∆R représentent respectivement la hauteur et la largeur de la barrière de potentiel.
Le rayon de l’atome R est fixé en fonction du paramètre de maille de la structure cristalline
étudiée. Dans une structure CC, un atome a huit premiers voisins. En notant « a »le
paramètre de maille de la structure CC, la distance d entre atomes premiers voisins est
d = a

√
3/2. Ainsi, le rayon maximal Rmax d’un atome dans la structure CC est

Rmax = a
√

3
4 . (3.1.2)

Nous devons donc choisir nos paramètres R et ∆R tels que R + ∆R ≤ Rmax.

Au chapitre 2, nous avons vu que l’arrangement périodique des sphères atomiques dans
l’espace est assuré par un potentiel de longue portée qui a été défini grâce à la notion
de cluster. Un tel potentiel est anisotrope et permet de décrire une structure cristallo-
graphique avec une orientation particulière. Pour modéliser un ensemble de grains, où
chaque grain peut être orienté différemment, nous devons recourir à un potentiel isotrope,
indépendant de tous les angles de rotation.

La description d’une structure cristallographique CC peut se faire, dans l’espace de
Fourier, avec un potentiel à un mode [89]. La forme de ce potentiel peut être définie à
partir du facteur de structure S(k) du fer-α près du point de fusion [89, 78, 97] et se met
en équation de la façon suivante,

V lr(k) = 1− k4

(k2 − k2
1)2 + k4

2
. (3.1.3)
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L’image 3.2 présente le potentiel à longue portée V lr(k) en fonction du vecteur d’onde
k. Dans la formule (3.1.3), les coefficients k1 et k2 sont définis par k1 ' 0.435 k0 et

k

V lr(k) = S−1(k)

k0
|

Figure 3.2 – Potentiel de longue portée pour la structure CC.

k2 ' 0.626 k0. Le coefficient k0 correspond à la position du minimum du potentiel, c’est à
dire

k0 =

√
k4

1 + k4
2

k1
. (3.1.4)

La structure CC du fer-α devient dans l’espace de Fourier une structure cubique à face
centrée de paramètre de maille 4 π/a. Dans l’espace de Fourier, la distance du premier
voisin k0 est reliée au paramètre de maille a telle que

k0 = 2
√

2π
a

. (3.1.5)

Pour introduire le moins d’artefacts lors des calculs, le choix du paramètre de maille
« numérique » par rapport à la discrétisation de la grille « ∆x » a une grande impor-
tance. En effet, si le paramètre de maille a ' ∆x alors le modèle des quasi-particules
devient un modèle discret. Il est alors difficile de décrire des structures complexes. Par
exemple, pour décrire des structures complexes telles que les JG, il est préférable d’avoir
la discrétisation la plus fine possible, en gardant des tailles de boite de simulation rai-
sonnables. Un bon compromis est obtenu pour a = 16 ∆x et ∆x = 1. Ainsi, 16 grilles
de simulation correspondent à un paramètre de maille du fer qui vaut 2.87Å [98]. Par
conséquent, ∆x ' 0.18Å. Cette valeur permet de reproduire le déplacement des atomes
sur un réseau quasi-continu. Une fois le paramètre de maille choisi, les valeurs de k1 et
k2 sont automatiquement déterminées et nous choisissons les paramètres du potentiel de
courte portée tels que R = 6.15, ∆R = 0.7 et ξ = 5.
Dans nos simulations, le potentiel total est la somme des potentiels de courte et longue
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portée, défini par

V (k) = λsr
V sr(k)

V sr
max − V sr

min

+ λlr
V lr(k)

V lr
max − V lr

min

. (3.1.6)

Pour simplifier le paramétrage relatif de chaque interaction, chaque terme est normalisé
et pondéré par une constante. On a fixé λsr = 1 et λlr = 0.5.

3.1.2 Constantes élastiques

Pour décrire le système du Fer-α, il faut vérifier que les propriétés élastiques de ce
système sont bien approchées avec le potentiel défini précédemment. La formule (2.6.14)
du chapitre 2 présente la variation d’énergie libre pour plusieurs déformations, en fonction
des constantes élastiques C11, C12 et C44. Le calcul de ces constantes élastiques est réalisé
suivant les étapes ci-après :

— le calcul de l’énergie de référence F0 de la structure CC d’équilibre,
— dans l’espace de Fourier, l’expression du vecteur d’onde en fonction des différentes

contraintes,
— la mise à jour du potentiel en fonction des nouveaux vecteurs d’ondes,
— le calcul de l’énergie totale de la structure après chaque déformation,
— la détermination des constantes élastiques.

Dans l’espace réel, la position initiale est repérée par le vecteur ~r de composante(
x y z

)
. La position après déformation est repérée par le vecteur ~r′ de composante(

x′ y′ z′
)
. La position ~r′ se déduit de la position ~r grâce à la relation

~r′ = D ~r (3.1.7)

avec D = Id + ε où Id est la matrice identité et ε est la matrice de déformation. Les
différentes déformations sont exposées à la formule (2.6.8) du chapitre 2. Déterminons
maintenant l’expression du vecteur d’onde pour différentes déformations. Notons ~k le
vecteur d’onde avant déformation, de composante

(
kx ky kz

)
et ~k′ le vecteur d’onde

après déformation, de composante
(
k′x k′y k′z

)
. Par définition du vecteur d’onde, ~k ~r T =

2π = ~k′ ~r′
T . Dans cette formule, ~k est un vecteur ligne et ~r T est un vecteur colonne.
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3.1 Paramétrage du potentiel d’interaction pour le système fer-α

Aussi,

~k ~r T = ~k (D−1 D) ~r T

= (~k D−1) (D ~r T )

= ~k′ ~r′
T

Finalement, le vecteur d’onde après déformation s’exprime en fonction de la déformation
par

~k′ = ~k D−1 (3.1.8)

Les matrices inverses pour chaque déformation (cubique, orthorhombique et monocli-
nique) s’expriment par les formules suivantes

D−1
cub

= 1
1 + ε


1 0 0
0 1 0
0 0 1

D−1
ortho

=


1/(1 + ε) 0 0

0 1/(1− ε) 0
0 0 0

D−1
monoc

=


1 −ε 0
0 1 0
0 0 0

 .

(3.1.9)

Pour chaque déformation, le potentiel d’interaction est recalculé à l’aide des nouveaux
vecteurs d’ondes, c’est à dire V (k′cub), V (k′ortho) et V (k′monoc). De cette façon l’énergie libre
totale de chaque structure déformée peut être déterminée.

Dans l’approximation des petites déformations, l’énergie libre totale de l’état déformée
est proportionnelle au carré de la déformation ε2 (d’après formule (2.6.14) du chapitre 2).
La variation de l’énergie libre pour les différentes déformations est tracée à la figure 3.3.
Par conséquent, en traçant la variation de l’énergie libre totale en fonction de ε2 pour
chaque déformation, les constantes élastiques peuvent être déterminées. Nous obtenons
les valeurs de constantes élastiques adimensionnées C44 = 70, C ′ = 35.5 et B = 73. En
paramétrant la valeur de C ′ sur sa valeur expérimentale [57], nous obtenons

C44 = 95GPa

C ′ = 48GPa (3.1.10)

B = 99GPa

Dans la littérature [57], ces constantes valent C44 ' 115GPa, C ′ ' 48GPa et B '
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Chapitre 3 : Modélisation des joints de grains

178GPa.
Une dernière constante peut être utilisée, l’anisotropie de Zener A, qui est définie comme

A = C44

C ′
(3.1.11)

Dans notre cas, A = 2.0. Expérimentalement, ce facteur d’anisotropie vaut Aexp = 2.3.
Ainsi, les valeurs des constantes C44 et C ′ paraissent en assez bon accord avec notre mo-
dèle. Comme nous utilisons un potentiel phénoménologique comportant peu de paramètres
ajustables, nous ne pouvons pas reproduire toutes les valeurs des constantes élastiques,
c’est pourquoi la valeur de B est plus faible qu’elle ne devrait. Expérimentalement, elle
vaut environ 178GPa. Il est bon de noter que même dans des simulations ab-initio, il n’y
a pas de potentiels capables de reproduire exactement toutes les valeurs des constantes
élastiques [57].

Figure 3.3 – Evolution de l’énergie libre F en fonction de la déformation ε pour
les trois types de déformations : monoclinique, orthorhombique et cubique.

Maintenant que les variables du modèle des quasi-particules sont paramétrées sur le
système du fer-α, intéressons nous à la modélisation des JG.

3.2 Joints de grains dans le fer-α

Dans cette partie, des JG particuliers seront étudiés afin de comparer nos simulations
à des résultats existants. Ces JG seront des JG symétriques de flexion d’axe 〈100〉, puis
des JG symétriques de flexion d’axe 〈110〉.

3.2.1 JG de flexion d’axe 〈100〉

Avant de présenter les structures des JG, les derniers paramètres à déterminer sont la
concentration moyenne des fratons et la taille de la boite de simulation. L’équation ciné-
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3.2 Joints de grains dans le fer-α

tique donnant l’évolution du système est résolue dans l’espace de Fourrier, c’est pourquoi
des conditions aux limites périodiques sont imposées dans nos simulations.

La concentration moyenne du système est déterminée grâce à l’étude de la structure
CC idéale. A l’état initial, un germe CC est introduit dans du liquide. Le champ de densité
associé à une structure particulière peut s’écrire sous la forme

ρ(~r) = ρ̄+
∑
~G

U ~G e−i
~G·~r (3.2.1)

où ρ̄ est la concentration moyenne du système, ~G représente les vecteurs du réseau réci-
proque correspondant à une structure particulière, U ~G est l’amplitude associée à chacun
de ces vecteurs et ~r = (x, y, z). Dans l’approximation à un mode, seuls les vecteurs ~G de
module k0 sont pris en compte. La transformée de Fourier d’une structure CC dans l’es-
pace réel est une structure cubique à faces centrées. Ainsi, dans l’espace de Fourier, il y a
douze premiers voisins de coordonnées

(
±k0/

√
2 ±k0/

√
2 0

)
,
(
±k0/

√
2 0 ±k0/

√
2
)
,

et
(
0 ±k0/

√
2 ±k0/

√
2
)
. Ainsi, la création d’un germe CC pour l’état initial est donné

par la formule,

ρ(r) = ρ̄ + 4U cos
(
k0√

2
x

)
cos

(
k0√

2
y

)
+ 4U cos

(
k0√

2
x

)
cos

(
k0√

2
z

)

+ 4U cos
(
k0√

2
y

)
cos

(
k0√

2
z

)
(3.2.2)

où U est l’amplitude des fluctuations. La concentration qui minimise l’énergie libre du
système pour la structure CC idéale est choisie comme concentration moyenne de référence
et servira pour la suite des calculs. Cette concentration dépend du potentiel d’interaction
et de la température. Pour une température adimensionnée de kBT = 2.75 · 10−2, qui
correspond à la profondeur de la fonction réponse min{D(k)} = −5 · 10−2, la valeur de la
concentration moyenne est ρ̄ = 0.104 et le paramètre de maille est a = 16∆x. La figure
3.4 présente la variation de l’énergie libre en fonction de la concentration moyenne du
système. Dans la suite, tous les calculs seront réalisés avec min{D(k)} = −5 · 10−2.

La taille de la boite de simulation, de dimension nx, ny et nz, dépend de l’angle de
rotation des grains. Pour introduire un grain tourné dans la boite de simulation à l’état
initial, une simple rotation des coordonnées du vecteur ~r dans la formule (3.2.1) suffit. Plus
précisément, pour tourner un germe d’un angle ϕ autour de l’axe 〈100〉, les coordonnées
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Chapitre 3 : Modélisation des joints de grains

Figure 3.4 – Evolution de l’énergie libre F en fonction de la concentration
moyenne ρ̄ du système avec min{D(k)} = −5 · 10−2.

~r′(x′, y′, z′) du germe tourné s’obtiennent par

x′

y′

z′

 = R100(ϕ)


x

y

z

 (3.2.3)

où R100(ϕ) est la matrice de rotation suivante

R100(ϕ) =


1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 . (3.2.4)

Suite à cette rotation, seules les coordonnées y et z vont changer. Avec les conditions
aux limites périodiques, la taille de la boite de simulation dans la direction x peut être
choisie petite (généralement 4 ou 6 paramètres de mailles) afin d’économiser les ressources
informatiques. Par contre, les tailles dans les directions y et z doivent être choisies avec
la plus grande précaution. Pour cela, à l’état initial, un cristal parfait CC tourné d’un
angle ϕ est introduit dans toute la boite de simulation. La concordance parfaite de la
structure avec les conditions périodiques imposent les tailles ny et nz de la boite de si-
mulation. Si la concordance près des bords de la boite de simulation n’est pas idéale, la
structure risque d’être sous compression ou dilatation. Une attention supplémentaire sur
le choix de la dimension nz doit être réalisée, pour garder une résolution optimale suite à
la parallélisation de notre programme. Ce point est présenté dans l’annexe B.

Dorénavant, tous les paramètres pour les simulations sont fixés. La construction d’un
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3.2 Joints de grains dans le fer-α

JG commence par l’introduction dans la boite de simulation de deux germes tournés
d’un angle ±ϕ/2 autour de l’axe 〈100〉. La figure 3.5 présente schématiquement ces deux
germes.

〈010〉

〈001〉

〈100〉
ϕ/2

Figure 3.5 – Représentation schématique de la rotation de deux grains pour créer
un JG symétrique de flexion d’axe 〈100〉 d’angle ϕ.

Pour diminuer les contraintes éventuelles dans le système et pour ne pas imposer une
structure au JG au départ, à l’état initial, du liquide est placé entre les deux germes. La
figure 3.6a présente l’état initial de nos simulations pour un JG de flexion d’axe 〈100〉
d’angle θ = 28.07◦. La phase liquide est présentée en bleu foncé. Avec les conditions
aux limites périodiques, deux interfaces se trouvent obligatoirement dans la boite de
simulation. Pour les visualiser au mieux, ces interfaces sont placées en 1/4 ∗ny et 3/4 ∗ny
(représenté schématiquement à la figure 3.6b). Autrement dit, le premier grain est au
centre de la boite et le deuxième grain est réparti de chaque coté. C’est à dire que le grain
de droite est le même que le grain de gauche. Les premières étapes de calcul correspondent
à la solidification des grains. Une fois cette étape réalisée, une interface apparaît entre les
deux grains.

Pour être sur que notre modèle des quasi-particules reproduise bien les propriétés
spécifiques des JG, dans un premier temps, l’arrangement atomique des interfaces créées
est étudié puis, dans un second temps, l’énergie de ces interfaces sera calculée.

Structure des JG de flexion d’axe 〈100〉

Lorsque l’angle de désorientation entre les grains est faible, θ ≤ 15◦, les JG de flexion
sont composés de murs de dislocations coins. La figure 3.7a montre la projection 2D de la
boite de simulation composée de JG de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle θ = 7.15◦. Sur cette
image, les atomes bleus correspondent aux atomes formant une structure CC et les atomes
rouges représentent les atomes qui ne forment pas une structure CC. Autrement dit, ils
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Chapitre 3 : Modélisation des joints de grains

(a)

nx

ny

nz

nx ny/4 3 ∗ ny/4

(b)

Figure 3.6 – (a) Etat initial pour créer un JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle
θ = 28.07◦. (b) position des JG.

représentent les dislocations. Pour déterminer la structure cristallographique formée par
ces atomes, un calcul de distance entre atomes premiers voisins est fait à l’aide du logiciel
Ovito [99]. Avec ce logiciel, nous pouvons également sélectionner les dislocations, tracer
leurs directions et leurs vecteurs de Burger. L’image 3.7b présente la direction des dislo-
cations. Les flèches roses et les flèches vertes représentent les vecteurs de Burger associés.
Les vecteurs de Burger sont par définition orthogonaux à la direction de la dislocation. Un
zoom plus précis sur une dislocation, où un seul plan atomique {100} est montré, obtenu
avec le logiciel Paraview (https ://www.paraview.org) est présenté à la figure 3.8. On peut
voir très nettement, dans le bas de l’image, le demi-plan supplémentaire caractéristique
de la dislocation coin.

Pour décrire les structures des JG de forte désorientation, la notion d’unités structu-
rales et d’indice de coïncidence, exposée au premier chapitre, est utilisée. Les structures
des JG d’angle 28.07◦, 36.87◦, 46.40◦, 53.13◦ et 61.93◦ sont présentées à la figure 3.9. Sur
ces figures, les atomes gris et noirs représentent deux plans atomiques {100} successifs.
Les unités structurales sont dessinées et nommées A, A′, B ou C. Ces structures sont en
accord avec des résultats de simulation réalisés en dynamique moléculaire [6, 97] présentés
à la figure 3.10.

Les JG de faible indice de coïncidence Σ sont des JG favorisés. Les JG de fort indice de
coïncidence sont composés d’unités structurales provenant des JG favorisés. Par exemple,
le JG d’angle θ = 46.40◦ de la figure 3.10c à un grand indice de coïncidence Σ = 29.
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3.2 Joints de grains dans le fer-α

(a) Boite entière en projection 2D.
Les atomes bleus représente la structure
CC. Les atomes rouges représentent les
atomes hors de la structure CC.

(b) Présentation de la direction
des dislocations avec les flèches
roses et des vecteurs de Burger
(0 ± 1 0) avec les flèches vertes.

Figure 3.7 – JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 7.15◦.

Figure 3.8 – Dislocation située à un JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 7.15◦.

Il est composé des unités structurales B et C qui proviennent des JG favorisés Σ5(310),
θ = 36.87◦ et Σ5(210), θ = 53.13◦. Egalement, le vecteur décrivant la période p du JG
peut être obtenu par une composition vectorielle du type p = muB+n vC où uB et vC sont
les dimensions des unités structurales B et C. Appliqué au JG Σ29(730), cette relation
s’écrit

Σ29(730) = 1 [Σ5(310)] + 2 [Σ5(210)] (3.2.5)

La dernière vérification liée à la position des atomes est l’influence de la taille de la boite
de simulation. Les JG sont ils suffisamment éloignés les uns des autres pour les supposer
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(a) Σ17(410),
θ = 28.07◦,
|B.BA|

(b) Σ5(310), θ =
36.87◦, |B.B|

(c) Σ29(730), θ =
46.40◦, |BC.BC|

(d) Σ5(210),
θ = 53.13◦,
|C|

(e) Σ17(530),
θ = 61.93◦,
|CA′.CA′|

Figure 3.9 – JG d’axe 〈100〉 symétrique de flexion. Les atomes gris et noirs
représentent deux plans atomiques {100} successifs. Les lignes noires symbolisent
les unités structurales.

(a)
Σ17(410),
θ =
28.07◦,
|B.BA|

(b)
Σ5(310),
θ =
36.87◦,
|B.B|

(c) Σ29(730),
θ = 46.40◦,
|BC.BC|

(d)
Σ5(210),
θ =
53.13◦,
|C|

(e)
Σ17(530),
θ = 61.93◦,
|CA′.CA′|

Figure 3.10 – JG d’axe 〈100〉 symétrique de flexion. Les atomes gris et noirs
représentent deux plans atomiques {100} successifs. Les lignes noires symbolisent
les unités structurales. Calcul réalisé par dynamique moléculaire [6].

indépendants ? Pour contrôler ce point, la comparaison entre la position d’équilibre des
atomes formant une structure CC parfaite avec les atomes formant un JG a été faite.
Dans la boite de simulation, les JG se trouvent aux coordonnées relatives ny/4 et 3∗ny/4.
Le déplacement des atomes de la position CC parfaite vers leur position dans le JG est
présenté à la figure 3.11a pour le JG Σ29(730), θ = 46.40◦. Sur cette figure, la taille et

82



3.2 Joints de grains dans le fer-α

la couleur des flèches est proportionnelle à la distance de déplacement des atomes. Sur la
figure 3.11b, le JG correspondant est dessiné. Les vecteurs déplacements ont été calculés
dans une boite de taille relative ny/4 jusqu’à ny/2. Ainsi, à égale distance des deux JG
(à la position ny/2), les atomes ne subissent pas l’influence du JG. Les JG peuvent donc
être supposés indépendants et la taille de la boite de simulation est donc bonne.

(a) Vecteurs déplacements du BCC
parfait vers le JG

(b) Structure du joint de grains.

Figure 3.11 – Champ de déplacement autour d’un joint de grain d’angle de déso-
rientation θ = 46◦.

Après avoir vu que le modèle des quasi-particules reproduit bien la structure des JG,
intéressons nous maintenant à leur énergie.

Energie des JG

Il a été mentionné, dans le premier chapitre, que l’énergie des JG dépend de l’angle
de désorientation θ. Pour calculer l’énergie d’un JG, nous décomposons l’énergie totale
comme suit,

Ftot = Fbulk + FJG
2 SJG

V
(3.2.6)

où Ftot est l’énergie totale de la boite de simulation avec les deux JG, Fbulk est l’énergie
de la boite de simulation avec un grain composé d’un cristal parfait tourné d’un angle θ,
FJG est l’énergie surfacique d’un JG, SJG est la surface du JG et V est le volume total de
la boite de simulation. Ainsi, l’énergie d’un JG est

FJG = (Ftot − Fbulk) V

2 SJG

= (Ftot − Fbulk) nz2 (3.2.7)
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car dans notre cas, la surface du JG est nx ·ny. Comme le coefficient nz est grand, l’estima-
tion de l’énergie du JG à partir de l’équation (3.2.7) demande à être réalisée avec attention.

L’énergie des grains Fbulk devrait être invariante par rotation. Néanmoins, à cause de
la discrétisation du système, des petites fluctuations de sa valeur peuvent survenir pour
différents angles de désorientation θ. Ainsi, Fbulk est calculer pour chaque angle θ.
Le temps de calcul t pour stabiliser et relaxer la structure d’un JG est supposé dépendre
de l’angle de désorientation θ. En effet, un JG de haute énergie peut être supposé plus
long à stabiliser qu’un JG de basse énergie. Par conséquent, l’énergie totale de la boite de
simulation n’est pas choisie en fonction du temps de calcul mais en fonction de l’erreur
entre deux pas de temps successif. Cette erreur est choisi inférieure à 10−4, c’est à dire
lorsque |F t

tot−F t+dt
tot | < 10−4. De cette façon, nous savons que la minimisation de l’énergie

libre est terminée et que le système a atteint l’équilibre.
Le dernier point réside dans la détermination de l’échelle d’énergie. Elle est paramétrée
sur les résultats de calcul en statique moléculaire réalisé par Tschopp [6]. L’énergie du
JG de désorientation θ = 7.15◦ est fixée égale entre les calculs avec le modèle des quasi-
particules et les calculs de statique moléculaire [6].

La figure 3.12 représente l’évolution de l’énergie des JG en fonction de l’angle de déso-
rientation θ. Nous pouvons constater un assez bon accord entre les résultats de statique
moléculaire et des quasi-particules. Toutefois, le JG Σ5(310), θ = 36.87◦ présente deux
comportements différents. D’après les calculs en statique moléculaire, ce JG possède un
minimum d’énergie alors qu’avec les calculs des quasi-particules, un maximum d’énergie
est obtenu. Cette différence avait déjà été notée avec l’utilisation du modèle de fonction de
densité atomique et était expliquée par la présence d’atomes ayant une faible probabilité
de présence aux JG [97]. Rappelons que la fonction ρ(r, t) représente la probabilité de
trouver un fraton au site r et au temps t. Ces « atomes » peuvent donc être interprété
comme les sites où la probabilité de présence est très petite (moins de 10%) mais non né-
gligeable par rapport à la position atomique normale (c.à.d. un atome qui est caractérisé
par une probabilité de présence proche de 100%). Les « atomes »ayant une probabilité de
présence de 10% dans le JG et sont présentée à la figure 3.13.

Enfin, soulignons que les calculs de statique moléculaire [6] ont été réalisés à tem-
pérature nulle. Dans l’approche des quasi-particules, la température est proche de la
température de fusion.
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3.2 Joints de grains dans le fer-α

Figure 3.12 – Evolution de l’énergie des JG de flexion symétrique d’axe 〈100〉
en fonction de l’angle θ. L’énergie obtenue par le modèle des quasi-particules est
comparé aux calculs de statique moléculaire [6].

Figure 3.13 – Coupe d’un plan (100) du JG de flexion Σ5(310), θ = 36.87◦.
Les point noirs sont tracés en guise de repère et représentent les positions des
atomes dans le plan atomique successif. Les atomes ayant une faible probabilité de
présence sont entourés en rouge.

3.2.2 JG de flexion d’axe 〈110〉

Les calculs permettant d’obtenir des JG symétriques de flexion d’axe 〈110〉 sont simi-
laires à ceux des JG symétriques de flexion d’axe 〈100〉, réalisés dans la partie précédente.
La différence principale réside dans la rotation des germes à l’état initial.
Comme montré précédemment, pour créer des JG symétriques de flexion d’axe 〈110〉, nous
introduisons deux germes dans la boite de simulation séparés par du liquide. Les germes
introduits subissent deux rotations. La première rotation a lieu autour de l’axe 〈001〉 d’un
angle ψ = −45◦. Elle permet de mettre le plan [110] en face de nous. La deuxième a
lieu autour de l’axe 〈1̄10〉 d’un angle ±θ/2 pour chaque grain. La matrice de la première
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rotation est ainsi

R001(ψ) =


cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 . (3.2.8)

La matrice générale permettant la rotation d’un angle θ̃ autour d’un vecteur unitaire
quelconque de composante (ux, uy, uz) peut être écrite de la façon suivante

R =


cos θ̃ + u2

x

(
1− cos θ̃

)
uxuy

(
1− cos θ̃

)
− uz sin θ̃ uxuz

(
1− cos θ̃

)
+ uy sin θ̃

uyux
(
1− cos θ̃

)
+ uz sin θ̃ cos θ̃ + u2

y

(
1− cos θ̃

)
uyuz

(
1− cos θ̃

)
− ux sin θ̃

uzux
(
1− cos θ̃

)
− uy sin θ̃ uzuy

(
1− cos θ̃

)
+ ux sin θ̃ cos θ̃ + u2

z

(
1− cos θ̃

)
 .

(3.2.9)

Afin de réaliser une rotation autour de l’axe 〈1̄10〉, nous utilisons les paramètre suivants,
ux = 1/

√
2, uy = −1/

√
2, uz = 0 et θ̃ = ±θ/2. La figure 3.14 présente schématiquement

les deux rotations appliquées aux germes.

〈001̄〉

〈1̄10〉

〈001〉

〈110〉

(a) Première rotation de ψ =
−45◦.

Plan du JG
θ/2

〈1̄10〉〈001〉

〈1̄10〉〈001̄〉

(b) Deuxième rotation de θ = 70.53◦.

Figure 3.14 – Représentation schématique de la rotation de deux grains pour
créer un JG symétrique de flexion d’axe 〈110〉 d’angle θ. (a) Rotation autour de
l’axe 〈001〉 et (b) rotation autour de l’axe 〈110〉.

Dans un premier temps, la structure des JG symétriques de flexion d’axe 〈110〉 sera
étudiée, puis dans un second temps leur énergie sera présentée.
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3.2 Joints de grains dans le fer-α

Structure et énergie des JG

Pour expliciter la structure des JG symétriques de flexion d’axe 〈110〉, les notions d’uni-
tés structurales et d’indice de coïncidence sont encore utilisées. La figure 3.15 présentent
plusieurs JG de forte désorientation sur lesquels les unités structurales sont dessinées et
nommées A, A′, B, C et C ′. Les indices de coïncidence Σ varient de 3 à 33. Sur cette
figure, les atomes gris et noirs représentent deux plans atomiques {100} successifs.

(a) Σ19(116), θ =
26.94◦, |AAB|

(b)
Σ9(114),
θ = 38.94◦,
|AB.AB|

(c) Σ11(113),
θ = 50.48◦,
|ABB.ABB|

(d)
Σ3(112),
θ =
70.53◦,
|B|

(e) Σ17(334), θ =
93.37◦, |BC.BC|

(f) Σ3(111),
θ =
109.53◦,
|C.C|

(g) Σ33(554),
θ = 121.01◦,
|CA′C.CA′C|

(h)
Σ11(332),
θ =
129.52◦,
|CA′|

(i) Σ9(221),
θ = 141.06◦,
|CA′A′.CA′A′|

(j) Σ27(552),
θ = 148.41◦,
|C ′A′A′|

Figure 3.15 – JG d’axe 〈110〉 symétrique de flexion. Les atomes gris et noirs
représentent deux plans atomiques {100} successifs. Les lignes noires symbolisent
les unités structurales.

Encore une fois, en comparant ces résultats avec des calculs réalisés en dynamique
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Chapitre 3 : Modélisation des joints de grains

moléculaire [6, 97], notre modèle des quasi-particules reproduit la structure des JG symé-
triques de flexion d’axe 〈110〉. Intéressons nous maintenant à leur énergie.

L’énergie des JG de flexion d’axe 〈110〉 est calculée de la même manière que pour les
JG de flexion d’axe 〈100〉. Son calcul se trouve à l’équation 3.2.7.
Le choix de l’échelle d’énergie est basé sur les résultats de calcul en statique moléculaire
[6] de telle sorte que l’énergie du JG Σ3(112), θ = 70.53◦ soit la même pour le modèle
des quasi-particules et le modèle de statique moléculaire car l’énergie de ce JG doit être
indépendante de la température [97].
La figure 3.16 présente l’énergie des JG en fonction de l’angle de désorientation θ. Nous
pouvons constater un bon accord entre l’énergie obtenue avec le modèle des quasi-particules
et la référence [6], bien que la même remarque concernant la température soit faisable ici.
Les calculs de statique moléculaire sont réalisés à température nulle alors qu’avec le mo-
dèle des quasi-particules, nous travaillons près de la température de fusion. Les JG d’axe
〈110〉 étant plus dense que les JG d’axe 〈100〉, nous n’observons pas d’atomes ayant une
faible probabilité de présence aux JG.

Figure 3.16 – Evolution de l’énergie des JG de flexion symétrique d’axe 〈110〉
en fonction de l’angle θ. L’énergie obtenue par le modèle des quasi-particules est
comparée aux calculs de statique moléculaire [6].

Le minimum d’énergie du JG Σ3(112), θ = 70.53◦ peut être expliqué dans un premier
temps par sa structure car elle s’écarte peu de la structure CC de chaque grain. Dans
un second temps, le champ élastique associé à différents JG peut être calculé. La figure
3.17 présente le champ élastique de deux JG de flexion d’axe 〈110〉 et d’angle θ = 38.94◦

et θ = 70.53◦. Il est calculé à partir de la position (xyz) des atomes. Ensuite, à chaque
atomes est associé une cellule de Voronoï. La cellule de Voronoï associée à l’atome de
centre (xyz) est l’ensemble des points les plus proches du centre (xyz) que des autres
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3.3 Joints de grains dans le fer-α sous contraintes mécaniques

(a) Σ9(114), θ = 38.94◦. (b) Σ3(112), θ = 70.53◦. (c)

Figure 3.17 – Volume de Voronoï calculé aux JG. Les zones rouges et bleues re-
présentent respectivement les zones sous dilatation et sous compression. Les unités
structurales de chaque JG sont dessinées en guise de repère.

centres (xi yi zi). Pour finir, un rayon sphérique équivalent est calculé à partir du volume
de la cellule. Il nous renseigne sur les zones sous compression ou dilatation. Avec le logiciel
Ovito, nous pouvons associer un dégradé de couleur en fonction de la taille du rayon équi-
valent. Sur la figure 3.17, les atomes rouges et bleus représentent respectivement les zones
sous dilatation et sous compression. Pour le JG de haute énergie Σ9(114), θ = 38.94◦ de
la figure 3.17a, on note très clairement des zones sous dilatation, où les atomes ont un
grand volume de Voronoï et sont dessinés en rouge et des zones sous compression où les
atomes sont dessinés en bleu. A l’inverse, pour le JG de basse énergie Σ3(112), θ = 70.53◦

de la figure 3.17b, il n’y a pas distinctement de zones qui peuvent être qualifiées « sous
compression » ou « sous dilatation ».

En conclusion de cette partie, nous avons montré que le modèle des quasi-particules
reproduit bien les propriétés, quelles soient structurales ou énergétiques, des JG dans le
fer-α.
Intéressons nous maintenant aux JG soumis à des contraintes mécaniques.

3.3 Joints de grains dans le fer-α sous contraintes
mécaniques

Dans des conditions réelles, les JG peuvent être soumis à des contraintes mécaniques,
par exemple de compression/dilatation, cisaillement... Egalement, des changements dans
la structure des JG modifiant les propriétés macroscopiques mécaniques, thermiques, élec-
triques peuvent survenir [47]. Des expériences de diffusion dans un alliage de cuivre, de
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Chapitre 3 : Modélisation des joints de grains

structure cubique à faces centrées, pour des JG proches de Σ5(310), θ = 36.9◦ ont ré-
vélées un changement dans la diffusion des traceurs autour de 800K. Cette variation est
probablement due à un changement structural de ces JG [100, 101]. Egalement, des chan-
gements de phase du premier ordre dans des JG Σ5(310) de cuivre ont été obtenus par
des calculs de dynamique moléculaire [102]. Dans cette étude, un lien entre la structure
du JG à l’échelle atomique avec la température ou avec la densité de défauts est fait.

Le but de cette partie est de modéliser l’effet de contraintes extérieures sur la structure
des JG dans le fer-α.

3.3.1 Potentiel d’interaction

Dans la partie concernant le calcul des constantes élastiques au début de ce chapitre,
le lien entre le vecteur d’onde de la structure déformée et la matrice de déformation à été
démontré à la formule (3.1.8). Ici, les JG seront soumis à des contraintes de compression
hydrostatique. Le vecteur d’onde de la structure sous compression ~k′ a pour composante(
kx/(1 + ε) ky/(1 + ε) kz/(1 + ε)

)
. Le potentiel de courte portée reste inchangé sous

déformation. Seul le potentiel de longue portée sera modifié. La variation du potentiel
d’interaction V lr(k′) en fonction de ~k′ est tracé en une dimension à la figure 3.18. Sur ce
graphique, le trait en pointillé correspond au potentiel de longue portée de la structure
CC idéale non déformé. Le trait continu rouge représente le potentiel de longue portée
pour la structure sous compression (ε > 0). On remarque que le minimum du potentiel
k0 s’est déplacé vers k′0 avec k0 < k′0. Cela signifie que la distance d’équilibre entre les
atomes est déplacée vers les grands ~k dans l’espace de Fourier. Autrement dit, cette
distance d’équilibre dans l’espace réel s’est déplacée vers les petites distances ~r, ce qui est
en accord avec la compression du système.

k

V lr(k′)

k0

|
k′0
|

Figure 3.18 – Potentiel de longue portée pour la structure CC (en pointillé) et
sous compression uniforme (ligne continue violette).
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3.3 Joints de grains dans le fer-α sous contraintes mécaniques

3.3.2 Structure des JG sous compression hydrostatique

Pour réaliser ces simulations, la structure d’équilibre des JG obtenue précédemment
est choisie comme condition initiale. Ensuite, la contrainte de compression hydrostatique
est appliquée sur le système. Trois JG particuliers sont étudiés ici. Ce sont les JG sy-
métriques de flexion d’axe 〈100〉 d’angle de désorientation 36.87◦, 46.40◦ et 53.13◦. Les
configurations atomiques initiales des JG avec leurs unités structurales ont été vues aux
figures 3.10b, 3.10c et 3.10d. La figure 3.20 présente la structure finale des JG sous com-
pression hydrostatique ainsi que leurs unités structurales pour le paramètre ε = 0.1.
Nous avons vu que le lien entre la discrétisation du système ∆x et le paramètre de maille
du fer a est : 16∆x = a = 2.87Å. Ainsi, le déplacement minimal pour un atome correspond
à un déplacement d’une grille de simulation ∆x qui vaut ε = 1/16 = 0.0625. Pour être sûr
que le système réagisse à la contrainte appliquée, dans nos simulation, nous avons fixé un
déplacement ε = 0.1 qui correspond au déplacement d’un atome entre une et deux cases
de simulations.

(a) Σ5(310), θ =
36.87◦, |B.B|

(b) Σ29(730), θ =
46.40◦, |BC.BC|

(c) Σ5(210),
θ = 53.13◦,
|C|

Figure 3.19 – JG d’axe 〈100〉 symétrique de flexion. Les atomes gris et noirs
représentent deux plans atomiques {100} successifs. Les lignes noires symbolisent
les unités structurales.

(a) Σ5(310), θ =
36.87◦, |AA′.AA′|

(b) Σ29(730), θ = 46.40◦,
|AA′C.AA′C|

(c) Σ5(210), θ =
53.13◦, |AA′A′|

Figure 3.20 – Structure de JG sous compression uniforme pour ε = 0.1.

Le JG Σ5(310), θ = 36.87◦ de la figure 3.20a était initialement composé de l’unité
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Chapitre 3 : Modélisation des joints de grains

structurale B présentée à la figure 3.19a. Après la compression, un atome supplémentaire
est introduit dans le motif B et le transforme en AA′. Le JG Σ29(730), θ = 46.40◦ était
initialement composé des deux unités structurales B et C présentée à la figure 3.19b.
Sous compression, il est favorable d’ajouter un atome supplémentaire uniquement dans
l’unité B alors que l’unité C reste inchangée. L’unité structurale finale pour ce JG est
donc notée |AA′C.AA′C|. Maintenant, lorsque seule l’unité structurale nommée C est
présente à l’état initiale, pour le JG Σ5(210), θ = 53.13◦, la compression introduit un
atome supplémentaire dans le motif C et le transforme en |AA′A′|. Dans tous les cas, on
remarque visuellement que la structure du JG sous compression est plus compacte que la
structure initiale.

La figure 3.21 représente la position des atomes d’un plan atomique, avant la compres-
sion (repéré par des cercles noirs) et la position des atomes après la compression (repéré
par les sphères grises). Seule la structure proche du JG est modifiée. La position des
atomes dans le cœur des grains reste pratiquement inchangée.

Figure 3.21 – Comparaison entre la position des atomes d’un plan atomique,
avant la compression (repérée par des cercles noirs) et la position des atomes
après compression (repérée par les sphères grises).

Connaissant le nombre d’atomes à l’état initial, le nombre d’atomes à l’état final et les
dimensions de la boite de simulation, il est possible de calculer la variation du nombre
d’atomes aux JG lorsqu’ils sont soumis aux contraintes de compression. Par exemple, pour
le JG Σ5(310), θ = 36.87◦, à l’état initial il comportait 11688 atomes et à l’état final 11848
atomes. Les dimensions de la boite de simulation sont : nx = 64∆x, ny = nz = 600∆x.
Le paramètre de maille est a = 16∆x et ∆x ' 0.18Å. Il y a deux JG dans la boite de
simulation. Ainsi, il y a (11848 − 11688)/2 = 80 atomes supplémentaires dans la surface
du JG qui vaut nx ∗ nz, c’est à dire qu’il y a une augmentation de 6.43 atomes/nm2.
Pour les JG Σ29(730), θ = 46.40◦, il y a une augmentation de 3.34 atomes/nm2. Pour le
JG Σ5(210), θ = 53.13◦, il y a une augmentation de 5.48 atomes/nm2. Finalement, les
JG sous compression sont plus compacts que la structure initiale.
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3.3 Joints de grains dans le fer-α sous contraintes mécaniques

Des études en dynamique moléculaire [102] ont montré que des changements structu-
raux aux JG pouvaient avoir lieu lorsque les JG sont soumis soit à des contraintes ther-
miques soit à des contraintes de compression. Les contraintes de compression sont dues
à l’ajout d’atomes près des JG. Ce changement dans la structure des JG a lieu de façon
brutale, au même titre qu’une transformation de phase displacive. Les auteurs ont donc
qualifié ce changement structurale de transformation de phase du premier ordre. La fi-
gure 3.22 donne un exemple de deux structures différentes du JG Σ5(310) sous contraintes
thermique à 800K dans le cuivre qui est de structure cubique à face centrées [102].

Figure 3.22 – Changement structural au JG soumis à des contraintes thermiques.
(a) boite de simulation. (b) et (c) deux structures différentes du JG. (d) interface
entre les deux structures [102].

En conclusion, le modèle des quasi-particules permet d’identifier une transformation
de phase displacive d’une structure B vers une structure AA′ et d’une structure C vers
une structure AAA′ lorsque les JG sont soumis à des contraintes de compression hydro-
statique. Ce changement peut être qualifié de transformation de phase du premier ordre.
De plus, suite à ce changement structural, les phénomènes de diffusion et de ségrégation
aux JG peuvent être modifiés sous ces conditions de contraintes.
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Chapitre 3 : Modélisation des joints de grains

3.4 Joints de grains dans les structures complexes

Pour confirmer la faisabilité du modèle des quasi-particules de décrire et prédire n’im-
porte quelle structure, les JG dans la structure complexe du diamant sont maintenant
investigués.

Les propriétés spécifiques du diamant telles que sa dureté, sa conductivité thermique
cinq fois plus élevée que celle du cuivre, son affinité électronique, la haute mobilité d’élec-
trons et de trous ainsi que son haut point de fusion en font un matériau idéal pour de
nombreuses applications. Citons par exemple les revêtements résistants à l’usure et aux
produits chimiques, les semi-conducteurs à large bande ou encore en guise d’émetteurs
d’électrons à haute intensité pour écran plat [103].

De nombreux films diamant sont réalisés par dépôt PVD/CVP. Néanmoins, le diamant
se dépose sous forme de film polycristallin. Cette haute densité de JG dégrade bon nombre
de ses propriétés intrinsèques. De plus, la texture des films de diamant semble privilégier
une orientation 〈001〉 ou 〈011〉. Cette orientation dépend de la composition du gaz et de
la température du substrat [104, 105]. C’est pourquoi des études détaillées sur les JG
diamant d’axe 〈001〉 ou 〈011〉 sont particulièrement adaptées [106, 107, 108].

Comme précédemment, les JG symétriques de flexion d’axe 〈001〉 sont décris par des
unités structurales. Ces unités structurales sont composées de trois motifs élémentaires
nommés A, B ou F . Le type A correspond à une dislocation coin pure. Le type B cor-
respond à une dislocation mixte de 45◦. Enfin le type F est une unité carrée provenant
du cristal parfait. Ces unités peuvent ensuite être de deux types, soit droite (nommée
avec un indice « s » pour « straight » en anglais) soit en zigzag (nommée avec un indice
« z »). La figure 3.23 représente ces six différentes unités structurales. Les JG ayant un

Figure 3.23 – Unités structurales élémentaires composant les JG symétriques de
flexion d’axe 〈001〉. Les indices « s » et « z » correspondent aux unités droites
ou en zigzag.
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angle de désorientation 0 ≤ θ ≤ 53.13◦ sont composés d’unités structurales droites alors
que les JG ayant un angle de désorientation 53.13◦ ≤ θ ≤ 90◦ sont composés des unités
structurales en zigzag. Pour l’angle particulier de 53.13◦, les deux structures droites ou
zigzag sont possibles [103]. L’énergie des JG symétriques de flexion d’axe 〈001〉, calculée
par ab initio [103] est représentée à la figure 3.24. Deux angles de désorientation particu-
liers, θ = 36.87◦ et θ = 53.13◦ donnent une énergie minimale de JG. C’est pourquoi, nous
limiterons notre étude des JG diamant avec la méthode des quasi-particules à ces deux
valeurs de désorientations particulières.

Figure 3.24 – Energie des JG symétriques de flexion d’axe 〈001〉 en fonction de
l’angle de désorientation. La ligne continue avec les symboles N correspond au JG
diamant. La ligne pointillée avec les symboles • fait référence au silicium [103].

La structure diamant est basée sur une structure cubique à faces centrées où quatre
des huit sites tétraédriques sont occupés. Cette structure est représentée à la figure 3.25.
Sur cette figure, les quatre sites tétraédriques sont dessinés en bleu.

Figure 3.25 – Structure diamant. Les atomes gris représentent la structure cu-
bique à faces centrées et les quatre atomes bleus représentent les sites tétraédriques.

Au chapitre 2, le potentiel de longue portée a été défini à partir d’une fonction « clus-
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ter ». Ce potentiel anisotrope pour le diamant est détaillé dans la référence [7]. Pour
étudier les JG dans le fer-α, nous avons eu recours à un potentiel de longue portée à un
mode, isotrope et indépendant de l’angle de rotation des grains. La même idée est adoptée
ici dans le cas des JG diamant.

Le potentiel de longue portée isotrope est défini à l’aide du cliché de diffraction de la
structure diamant qui est présenté à la figure 3.26 [109]. Sur ce cliché de diffraction, les
pics de plus forte intensité sont les pics (111), (220), (113) et (400). Le potentiel de longue

Figure 3.26 – Cliché de diffraction de la structure diamant. Les pics de plus
fortes intensités sont marqués (111), (220), (113) et (400) [109].

portée isotrope est un potentiel à trois modes dans l’espace de Fourier. Le potentiel est
composé de fonctions gaussiennes et est défini de la manière suivante

V lr(k) = − exp
(
−(k − ε1)2

2σ2

)
− exp

(
−(k − ε2)2

2σ2

)
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)
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avec σ = 0.01 et

ε1 = 2π
a

√
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a

√
11 (3.4.2)

Les trois coefficients ε sont calculés à partir de la formule générale

ε = 2π
a

√
h2 + k2 + l2 (3.4.3)

où a est le paramètre de maille, h, k et l sont les indices de Miller. Pour la structure
diamant, nous utilisons les indices correspondant aux trois pics (111), (220) et (113)
de la structure dans la première zone de Brillouin. L’utilisation d’un quatrième mode
correspondant au pic (400) n’est pas utile. Le potentiel de longue portée isotrope pour la
structure diamant est dessiné à la figure 3.27.

Les deux pics centrés en ε2 et ε3 étant assez proches, le choix des paramètres σ et a
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k

V lr(k)
ε1
|

ε2
|

ε3
|

Figure 3.27 – Potentiel de longue portée pour la structure diamant.

est à prendre avec le plus grand soin. La taille de la boite de simulation (nx, ny, nz)
a également une grande importance. En effet, la discrétisation de la grille de simulation
dans l’espace de Fourier est définie à partir des trois dimensions nx, ny et nz de telle
sorte que kx = 2π/(nx ∆x), ky = 2π/(ny ∆x) et kz = 2π/(nz ∆x). Pour que le système
puisse sentir et différencier les deux pics centrés en ε2 et ε3, le maillage doit être assez
fin. Autrement dit, nx, ny et nz doivent être suffisamment grand. Dans nos simulations,
la valeur du paramètre de maille est fixé à a = 32∆x et ∆x = 1. L’ordre de grandeur des
dimensions de la boite de simulation est nx = 128∆x et ny ' nz ' 800∆x. Les paramètres
du potentiel de courte portée restent inchangés et ont été définis à la section des JG dans
le fer-α.

La structure de deux JG symétriques de flexion d’axe 〈001〉 d’angles de désorientation
θ = 36.87◦ et θ = 53.13◦ est représentée à la figure 3.28. Le JG Σ5(120), θ = 36.87◦ est
composé de l’unité structurale « Bs » et le JG Σ5(130), θ = 53.13◦ est formé de l’unité
structurale « As ». La structure de ces mêmes JG, obtenue par calcul ab initio [106]

(a) Σ5(120), θ =
36.87◦

(b) Σ5(130), θ =
53.13◦

Figure 3.28 – Structure de JG dans le diamant obtenue avec le modèle des quasi-
particules. (a) angle de désorientation θ = 36.87◦. (b) angle de désorientation
θ = 53.13◦.
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est présenté à la figure 3.29. Les structures obtenues par le modèle des quasi-particules

(a) Σ5(120), θ =
36.87◦

(b) Σ5(130), θ = 53.13◦

Figure 3.29 – Structure de JG dans le diamant calculé par ab initio [106]. (a)
angle de désorientation θ = 36.87◦. (b) angle de désorientation θ = 53.13◦.

sont identiques aux structures obtenues par les calculs ab initio. On peut voir les unités
structurales typiques, formées de pentagones ou de triangles, pour les deux désorientations
θ = 36.87◦ et θ = 53.13◦. La variation de l’énergie des JG dans la structure du diamant
en fonction de l’angle de désorientation Θ est représentée à la figure 3.30. L’énergie des
deux angles Θ = 36.87◦ et Θ = 53.13◦ est la même et correspond à un minimum d’énergie
[106]. Avec le modèle des quasi-particules, l’énergie du JG d’angle de désorientation Θ =
36.87◦ vaut F 36 = −571ua et l’énergie du JG d’angle de désorientation Θ = 53.13◦ vaut
F 53 = −568ua. En normalisant ces valeurs sur l’échelle d’énergie de la figure 3.30, on peu
dire F 36 = F 53. Ainsi, sans tenir compte des liaisons covalentes qui sont à l’origine de la

Figure 3.30 – Energie des JG dans la structure diamant en fonction de l’angle
de désorientation Θ [106]
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structure diamant, le modèle des quasi-particules, avec l’élasticité du système, est capable
de déterminer la structure et l’énergie des deux JG.

3.5 Conclusion

L’application du modèle des quasi-particules pour décrire la structure des JG dans le
fer-α a été présentée. La première étape a été de paramétrer notre modèle sur les proprié-
tés élastiques du fer-α. Ensuite, la structure et l’énergie des JG symétriques de flexion
d’axe 〈100〉 et 〈110〉 ont été étudiées. Après cette étape, nous avons ainsi pu conclure sur
la validité de notre modèle.

L’application de contraintes externes de compression hydrostatique sur les JG du fer-α
a permis d’identifier qu’un changement de structure aux JG se produisait. Pour les JG
d’angle de désorientation 36.87◦ et 46.40◦, l’unité structurale B est transformée en unité
AA′. Pour le JG d’angle 53.13◦, l’unité structurale C est transformée en AA′A′. Ce chan-
gement de structure a lieu lors d’une transition de phase displacive qui peut être qualifier
du premier ordre.

In fine, deux JG dans la structure diamant, d’angle de désorientation θ = 36.87◦ et
θ = 53.13◦, ont été étudiés. Il a été montré que la structure de ces JG était composée
de motifs triangulaires ou pentagonaux. Il a également été souligné que l’énergie de ces
deux JG était la même. Les résultats obtenus avec le modèle des quasi-particules ont été
confrontés à des résultats de calculs ab-initio. Une concordance parfaite à été trouvée.
Cette étude démontre donc la généralité et la force du modèle des quasi-particules pour
décrire et prédire n’importe quelle structure complexe.
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Chapitre 4
Modélisation de la ségrégation

aux joints de grains

Dans les chapitres précédents, il a été montré que l’approche des quasi-particules per-
met de décrire la structure des JG dans différents matériaux. Dans ce chapitre nous allons
étudier l’interaction entre les JG et différents types de défauts. Dans un premier temps,
la définition des potentiels d’interactions pour un système binaire sera présentée ainsi
qu’une première application du modèle des quasi-particules à un système binaire « sans
interface ». Dans un second temps, le phénomène de ségrégation sera étudié pour diffé-
rentes désorientations de JG. Cette étude inclura une étude géométrique avec la position
des atomes dans le JG et une étude plus mésoscopique avec des énergies de ségrégation.
Dans un troisième et dernier temps, l’introduction d’effet d’irradiation avec la diffusion
de lacunes en sursaturation sera présenté.

4.1 Système à 2 composants

Le but de cette première section est d’introduire les différents paramètres utilisés pour
travailler avec un système binaire ayant deux composants chimiques A et B. Dans les
précédents travaux utilisant la méthode des quasi-particules [7], des structures ordonnées
composées de deux éléments chimiques ont été étudiées. Citons par exemple la structure
B2 zinc-blende ou la structure en double hélices. Ici, nous avons besoin d’une méthode
générale permettant de décrire deux phases sans avoir nécessairement un ordre périodique
entre les atomes.
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4.1.1 Potentiel d’interaction AB

Au chapitre 2, la forme générale des potentiels d’interaction permettant de décrire le
phénomène de la cristallisation d’un système complètement désordonné vers un cristal
ordonné a été exposée. Dans ce chapitre, avant d’étudier la ségrégation aux JG, la forme
du potentiel d’interaction entre les atomes A et B, noté VAB, sera explicitée puis son
influence sur un système binaire idéal cubique centré composé de 50% d’atomes A et 50%
d’atomes B sera présentée.

Précédemment, nous avons vu que pour décrire une structure périodique, les potentiels
d’interaction « à plusieurs modes » ayant un ou plusieurs minima dans l’espace de Fourier
étaient utilisés. Pour décrire la séparation de phase A−B, nous avons choisi un potentiel
gaussien centré en zéro. La forme gaussienne n’est choisie que pour sa simplicité et le
potentiel est mis en équation de la façon suivante,

VAB(k) = −µ · exp(−k2/2σ2) (4.1.1)

Un tel potentiel d’interaction décrit la séparation de phase. En effet, le minimum
positionné en zéro signifie que la distance d’équilibre entre les atomes A et B dans l’espace
de Fourier n’est atteinte que lorsque k → 0. Comme k = 2π/r, la distance d’équilibre
dans l’espace réel entre les atomes A et B est atteinte lorsque r → ∞. Ainsi, les phases
s’enrichissent en A ou B au cours du temps.
Le coefficient adimensionné µ influence la valeur propre λ(k), qui a été définie au chapitre
2 à l’équation (2.5.13) et qui détermine la force motrice de la transition. Par conséquent,
le paramètre µ influence le choix du pas de temps dt. Pour ne pas travailler avec un pas
de temps dt trop petit, ce coefficient est fixé à

µ = 0.1. (4.1.2)

Utilisons ce potentiel dans le cas d’un système binaire idéal cubique centré composé de
50% d’atomes A et 50% d’atomes B.

4.1.2 Décomposition spinodale

Pour tester le potentiel d’interaction VAB(k) défini par l’équation 4.1.1, considérons
l’exemple du système binaire Fe-Cr, en solution solide sursaturée, initialement dans l’état
désordonné. Sous certaines conditions de température et de composition, ce système va
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se décomposer en deux phases, une phase α riche en fer et une phase α′ riche en chrome.
Les deux phases ont une structure cristallographique cubique centrée avec un paramètre
de maille similaire (moins de 1% d’écart).

Figure 4.1 – Diagramme de phase fer chrome.

Plus en détail, la décomposition de la solution solide α + α′ peut avoir lieu soit par
un mécanisme de germination et croissance de précipités α′ soit par un mécanisme de
décomposition spinodale [110, 111]. La différence entre ces deux mécanismes s’explique
d’un point de vue thermodynamique grâce à la courbure de l’énergie libre en fonction de la
concentration. La figure 4.2a présente l’évolution de l’énergie libre d’un mélange binaire
fer-chrome en fonction de la concentration en chrome à une température T0. D’ores et
déjà, nous pouvons remarquer que le minimum d’énergie atteint à l’équilibre correspond
à un domaine biphasé de concentration cA et cE.

— Si la concentration initiale en chrome, notée c0, est située entre les points B et
C (figure 4.2b), la convexité de l’énergie implique que toutes les fluctuations de
concentration croissent et poussent le système vers la séparation des phases. La
concentration en chrome dans chaque phase va évoluer continûment jusqu’à at-
teindre l’équilibre final où le gradient de potentiel chimique sera nul (règle de la
tangente commune) et la démixion s’arrêtera.

— Si la concentration initiale en chrome, notée c0, est située entre les points A et
B (figure 4.2c), la concavité de l’énergie implique que toutes les fluctuations de
concentration augmenteront l’énergie du système. Le système restera donc dans
un état métastable sauf si des fluctuations d’amplitudes importantes, correspon-
dant aux concentrations cA et cE ont lieu. Ces fluctuations étant aléatoires, il faut
attendre un temps d’incubation pour qu’elles aient lieu. C’est le mécanisme de
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germination qui se poursuit avec la croissance des germes.
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Figure 4.2 – Représentation schématique de l’énergie typique de la décomposition
spinodale en fonction de la concentration.

En étudiant la variation de l’énergie libre en fonction de la concentration en chrome
pour différentes températures, il est possible de tracer un diagramme de phase tempéra-
ture/concentration avec les régions de germination croissance et de décomposition spino-
dale. La figure 4.3 présente schématiquement ce diagramme où les points A,B,D et E de
la figure 4.2 correspondant à la température T0 sont reportés.

c

T

Décomposition spinodale

Germination croissance

T0 •A •B •D •E
bin
od
ale spin

oda
le

Figure 4.3 – Représentation schématique des domaines de décomposition spino-
dale et de germination croissance.

Sur la figure 4.3, la courbe bleue est appelée courbe binodale et définie la lacune de misci-
bilité [112]. Au dessus de la courbe binodale, la solution solide α est stable et en dessous
elle est métastable. La ligne rouge est appelée ligne spinodale et définit la lacune de sta-
bilité. En dessous de cette ligne, les phases sont instables et la décomposition spinodale a
lieu. Le phénomène de germination/croissance a lieu dans la zone comprise entre la ligne
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4.1 Système à 2 composants

binodale et spinodale. La décomposition spinodale peut être décrite par une longueur
d’onde de concentration qui caractérise une onde de concentration.

Etudions l’application du modèle des quasi-particules sur le système binaire composé
de 50% d’atomes A et 50% d’atomes B. Les structures cristallines du fer et du chrome
sont toutes les deux cubiques centrées, avec le même paramètre de maille. C’est pourquoi
les potentiels d’interaction de longue portée V lr

AA(k) et V lr
BB(k) sont choisis identiques,

tous les deux décrivant un système de structure cubique centré avec le même paramètre
de maille. Egalement, la taille des atomes étant la même, les paramètres décrivant le
potentiel de courte portée sont identiques. En revanche, les propriétés élastiques n’ont
pas été paramétrées sur les valeurs réelles du système Fe-Cr mais sur le système du fer-α.
Les potentiels de longue portée sont mis en équation de la façon suivante,

V lr
AA(k) = V lr

BB(k) = exp
(
−(k − k0)2

2σ2

)
(4.1.3)

où k0 est la distance du premier voisin dans l’espace de Fourier, déjà définie dans les
chapitres précédents. Ici, on fixe σ = 0.1. Pour cette première application, on choisit
un paramètre de maille a = 8∆x et ∆x = 1 afin d’avoir un maximum d’atomes avec
des tailles de boites de simulation raisonnables. Les paramètres utilisés dans le potentiel
de courte portée sont R = 3, ∆R = 0.51 et ξ = 2. Les concentrations moyennes des
fratons sont ρ̄A = ρ̄B = 0.04. L’état initial pour ces simulations correspond à un réseau
cubique centré où les atomes A et B occupent les sites du réseau avec la même probabilité.
Cet état correspond à l’état complètement désordonné d’un système binaire A − B. La
résolution des équations cinétiques 2.5.14 et 2.5.14 permet de calculer la cinétique de la
décomposition spinodale. La figure 4.4 présente le système à l’état initial et au temps
t = 106. Pour cette première simulation, les dimensions de la boite de simulation sont de
(128∆x)3. Sur les figures 4.4a et 4.4b, les atomes gris et rouges représentent respectivement
les composants A et B. Pour vérifier que la structure cristallographique dans la boite de
simulation est bien cubique centrée, l’intensité I(k) = ρ(k) ρ∗(k) est calculée. La figure 4.4c
montre l’intensité calculée en trois dimensions. Celle-ci représente parfaitement l’intensité
d’une structure cubique centrée.

Au cours de leur utilisation, les métaux peuvent être soumis à des contraintes mé-
caniques extérieures. La question qui peut se poser est donc : quelle est l’influence de
contraintes extérieures sur la décomposition spinodale ?
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Chapitre 4 : Modélisation de la ségrégation aux joints de grains

(a) t = 0. (b) t = 5 · 105.

(c)

Figure 4.4 – (a) Etat initial de la simulation, les sites cristallins sont occupés
par 50% d’atomes A (en gris) et 50% d’atomes B (en rouge). (b) Evolution mi-
crostructurale du système A − B. (c) diffraction de la configuration présenté à
l’image (b) pour un plan (100).

4.1.3 Décomposition spinodale sous compression

Au chapitre 3, nous avons défini le potentiel d’interaction permettant de modéliser des
contraintes sur la structure des JG. Ici, les contraintes de compression seront appliquées
sur le système au cours de la décomposition spinodale.

Pour décrire la compression sur un système, les deux potentiels de longues portées
V lr
AA(k) et V lr

BB(k) ont été modifiés en fonction du coefficient de compression ε. Comme
nos potentiels n’ont pas été paramétrés sur les constantes élastiques du système Fe-Cr,
ce coefficient ε peut être sous-estimé ou sur-estimé comparé aux unités réelles. La com-
pression est uniaxiale suivant l’axe ~z ainsi le vecteur d’onde de la structure sous com-
pression ~k′ aura donc pour composante

(
kx ky kz/(1 + ε)

)
. Le potentiel VAB(k) restera

inchangé dans les simulations suivantes. La discrétisation ∆x de notre système correspond
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à 2.87/8 = 0.36Å car le paramètre de maille est a = 8∆x.
La figure 4.5 représente l’évolution du système binaire AB pour ε valant 0, 0.2, 0.3 et

0.4. La taille de la boite de simulation est 128∆x ·128∆x ·512∆x. Nous constatons que les
phases riches en A ou B forment des plaquettes, perpendiculaires à l’axe de compression
~z. De plus, la largeur de ces plaquettes diminue lorsque la compression augmente.

(a) Décomposition spinodale sans compression, ε = 0.

(b) Décomposition spinodale sous compression, ε = 0.2.

(c) Décomposition spinodale sous compression, ε = 0.3.

(d) Décomposition spinodale sous compression, ε = 0.4.

Figure 4.5 – Décomposition spinodale sous compression en fonction de ε au temps
réduit t = 105 (vue 3D). La compression est dans la direction ~z.

Ce résultat est en parfait accord avec des expériences réalisées en sonde atomique to-
mographique sur des aciers duplex [113]. En effet, ces auteurs ont étudié la séparation
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de phases et le regroupement des éléments d’alliage dans la phase ferritique d’aciers du-
plex, sous contraintes à 325◦C, à l’aide de la sonde atomique tomographique (la valeur
des contraintes n’a pas été spécifiée). Ils ont ainsi identifié le rôle de la composition chi-
mique et l’effet des contraintes sur la cinétique de séparation de phase pour trois aciers
duplex différents. Les résultats de sonde atomique tomographique présentant la cartogra-
phie des atomes de chrome après différents vieillissements sont exposés à la figure 4.6.
Les différentes conditions de vieillissement sont : (a) sans vieillissement, (b) vieilli sans
contraintes, (c) vieilli avec de faibles contraintes et (d) vieilli sous fortes contraintes. Sur
cette figure 4.6, l’apparition de plaquettes riches en chrome, perpendiculaires à la direction
de chargement, est clairement visible. Les auteurs n’ont cependant pas pris position sur
les différents rôles entre les contraintes externes (dues au chargement) ou internes (dues
au contraintes résiduelles) qui permettraient d’expliquer l’apparition de ces plaquettes.

Une première étude assez simple à mettre en œuvre est de regarder l’évolution de la
longueur d’onde de concentration à travers la boite de simulation. La figure 4.7 présente
les profils de concentration de l’élément B (dessiné en rouge) pour les états présentés
à la figure 4.5 au temps de simulation réduit t = 105. Sur ces images, la concentration
moyenne initiale vaut ρ̄B = 0.04 est est dessinée en pointillée. La concentration citée
ici correspond à la concentration en fraton B qui est proportionnelle la concentration
atomique. L’amplitude maximale de la variation de concentration est similaire pour toutes
les valeurs de compression ε et vaut environ ρmaxB = 0.055.
Avec ces informations, nous pouvons calculer la distance moyenne entre les plaquettes
riches en élément A (ou B). Pour réaliser ce calcul, la boite de simulation est découpée
en tranches de largeur ∆z, perpendiculaires à l’axe ~z. Ensuite, la concentration moyenne
est calculée dans chaque tranche. Pour une tranche, elle vaut

ρ̄B = 1
nx ny ∆z

∑
r∈ tranche

ρ(r) (4.1.4)

Ici, la largeur des tranches est ∆z = 8∆x. La longueur d’onde moyenne est représentée
à la figure 4.8. On observe la décroissance de la longueur d’onde lorsque les contraintes
ε augmentent. Cependant, il est difficile de conclure sur le comportement linéaire ou non
de la fonction λ(ε).
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Figure 4.6 – Résultats de sonde atomique tomographique présentant la carto-
graphie des atomes de chrome : (a) sans vieillissement, (b) vieilli à 325◦C sans
contraintes, (c) vieilli à 325◦C avec de faibles contraintes et (d) vieilli à 325◦C
sous fortes contraintes [113].

Pour réaliser une étude plus précise, il faudrait dans un premier temps affiner le
maillage pour pouvoir utiliser des coefficients ε intermédiaires. Egalement, il serait plus
judicieux d’étudier la fonction de corrélation du système. Cette étude sera réalisée dans la
thèse de Alexander Dahlström qui travaille actuellement en cotutelle entre le laboratoire
du Groupe de Physique de Matériaux à Saint Etienne du Rouvray (France) et le labora-
toire KTH Royal Institute of Technology de Stockholm (Suède).

Nous venons de voir que le potentiel VAB(k) choisi permettait de décrire la sépara-
tion de phase. Dans la section suivante, nous allons utiliser ce potentiel pour décrire le
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(a) ε = 0.2

(b) ε = 0.3

(c) ε = 0.4

Figure 4.7 – Profil de concentration en éléments B calculé dans des tranches de
taille ∆z = 8∆x au temps réduit t = 105. La concentration moyenne initale ρ̄0

B

est tracée en pointillée.

phénomène de ségrégation aux JG.
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Figure 4.8 – Longueur d’onde moyenne de la décomposition spinodale sous
contraintes.
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4.2 Ségrégation d’équilibre au JG

4.2.1 Formulation de l’énergie libre

Dans la suite de ce chapitre, le composant A représente les atomes de fer et consti-
tuera la matrice. Le second composant B minoritaire représentera le soluté. Le potentiel
d’interaction VAA(k) sera donc associé au potentiel du fer déjà défini dans le chapitre 3.
Nous rappelons qu’il est composé du potentiel à courte portée (2.3.1) et du potentiel à
longue portée qui reproduit les propriétés élastiques du fer, défini par :

V lr
AA(k) = 1− k4

(k2 − k2
1)2 + k4

2
. (4.2.1)

Le potentiel d’interaction VBB(k) ne sera composé que du potentiel à courte portée, c’est à
dire que la taille des atomes sera fixée. Avec l’hypothèse de solution diluée, la concentration
des atomes de soluté est faible, c’est pour cela qu’il n’y a pas de périodicité d’imposée
avec un potentiel de longue portée. Ainsi, le potentiel d’interaction VBB(k) est donc mis
en équation de la façon suivante,

VBB(k) = λsr
V sr
BB(k)

V sr
BB,max − V sr

BB,min

. (4.2.2)

Le potentiel d’interaction VAB(k) a été présenté au début de ce chapitre et a été est
formulé comme suit :

VAB(k) = −µ · exp(−k2/2σ2). (4.2.3)

Une fois les potentiels d’interactions fixés, nous pouvons définir la température à partir
des fonctions réponses Dαβ(k, T, ρA, ρB). Au chapitre 2, le lien entre la profondeur de
potentiel et la température a été présenté et les fonctions réponses pour un système
binaire ont été formulées comme suit,

DAA(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VAA(k) + kBT
1− ρ̄B

ρ̄A (1− ρ̄A − ρ̄B) (4.2.4)

DAB(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VAB(k) + kBT
1

1− ρ̄A − ρ̄B
(4.2.5)

DBB(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VBB(k) + kBT
1− ρ̄A

ρ̄B (1− ρ̄A − ρ̄B) . (4.2.6)

Lorsque la concentration moyenne ρ̄A est très différente de la concentration moyenne
ρ̄B, avec ρ̄A � ρ̄B, pour une température fixée, c’est à dire pour une profondeur de la
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fonction DAA, la fonction réponse DAA(k, T, ρ̄A, ρ̄B) est bien positionnée et paramétrée,
alors la fonction réponse DBB(k, T, ρ̄A, ρ̄B) devient très positive car ρ̄A � ρ̄B. Ainsi la
phase B reste homogène. Autrement dit, la température ressentie pour le composant A
n’est pas la même que la température ressentie par le composant B. Pour résoudre ce
problème, nous avons introduit trois coefficients afin que les trois fonctions réponses aient
le même minimum. Cela signifie que la température ressentie par les composants A et
B doit être la même. En connaissant la profondeur du minimum désiré, trois coefficients
α, β et γ sont introduits de telle sorte que

DAA(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VAA(k) + kBT
1− ρ̄B

ρ̄A (1− ρ̄A − ρ̄B) α (4.2.7)

DAB(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VAB(k) + kBT
1

1− ρ̄A − ρ̄B
γ (4.2.8)

DBB(k, T, ρ̄A, ρ̄B) = VBB(k) + kBT
1− ρ̄A

ρ̄B (1− ρ̄A − ρ̄B) β (4.2.9)

et min
[
DAA(k, T, ρ̄A, ρ̄B)

]
= min

[
DAB(k, T, ρ̄A, ρ̄B)

]
= min

[
DBB(k, T, ρ̄A, ρ̄B)

]
.

Suite à l’introduction de ces coefficients, l’énergie libre totale est modifiée de la façon
suivante

F [ρA, ρB](r, t) = 1
2

∑
i,j∈{A,B}

∑
r,r′

Vij(r − r′) ρi(r, t) ρj(r′, t)

+ kBT
∑
r

[
α ρA(r, t) ln ρA(r, t) + β ρB(r, t) ln ρB(r, t)

+γ
(
1− ρA(r, t)− ρB(r, t)

)
ln
(
1− ρA(r, t)− ρB(r, t)

)]
(4.2.10)

Cette formulation de l’énergie libre sera utilisée pour étudier la ségrégation aux JG.

4.2.2 Présentation globale du phénomène de ségrégation dans
le modèle des quasi-particules

Le but de cette partie est de modéliser le phénomène de ségrégation d’atomes de so-
luté aux JG dans le fer-α. Plus particulièrement, les atomes de soluté seront les atomes
de phosphore. Comme il a été indiqué dans le chapitre 1, la ségrégation du phosphore aux
JG dans un alliage de fer diminue ses propriétés mécaniques (en particulier il augmente la
fragilisation intergranulaire). Les atomes de phosphore ont une position substitutionnelle
dans la matrice, en revanche, leurs positions aux JG peuvent être interstitielles [114, 115].
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Ici, le rayon des atomes du composant B sera fixé sur le rayon atomique du phosphore c’est
pourquoi seules les propriétés élastiques liées aux atomes de phosphore seront modélisées.
L’étude de la ségrégation du phosphore sera faite dans des JG de flexion symétriques
d’axe 〈100〉. Pour cela, les structures des JG ont tout d’abords été modélisées et ensuite,
des atomes de soluté ont été introduits en position substitutionnelle. Pour cela, une pro-
babilité de présence de 10% pour les atomes de soluté est mise sur tous les sites de la
structure cubique centrée composant la matrice et les JG. Cela engendre une diminution
de la probabilité de présence des atomes de fer sur ces sites, c.à.d. une diminution de la
concentration moyenne en fraton A. Cette diminution étant suffisamment faible pour que
la structure des grains et JG reste inchangée.

Examinons maintenant plus particulièrement la structure des atomes ségrégés aux JG.

4.2.3 Ségrégation sur des JG de faibles désorientations

La première étude de ségrégation aux JG sera faite sur un JG de faible désorientation,
de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle θ = 7.15◦. Pour cet angle de désorientation, la structure
du JG est composée d’un mur de dislocations coins.

Dans la suite, seule la différence entre les rayons atomiques des composants A et B
est prise en compte. Le rayon atomique du phosphore vaut 100pm et le rayon atomique
du fer vaut 140pm. Au chapitre 3, nous avons vu que le paramètre de maille du fer dans
nos simulations était décrit par le paramètre afer = 16∆x. En supposant que les atomes
de phosphore respectent une structure cubique centrée, on peut déterminer la taille du
paramètre de maille équivalent. Il vaut : aB ≡ aP = 11∆x ' 1.98Å. Les paramètres
composant le potentiel de courte portée sont calculés pour une structure CC et sont fixés
à RB = 4.16∆x, ∆R = 0.6∆x et ξ = 3. Ces paramètres permettent d’avoir un rayon
atomique pour le phosphore proche de 100pm.
La figure 3.8 du chapitre 3 présente la vue détaillée sur une dislocation coin d’un JG de
flexion d’axe 〈100〉 et d’angle θ = 7.15◦ ayant pour vecteur de Burger [010]. La ségrégation
du phosphore à ce JG est représentée à la figure 4.9. Les atomes rouges représentent les
atomes de phosphore et les atomes gris représentent les atomes de fer. Les figures 4.9a et
4.9b présentent la vue projetée sur un plan (100) des atomes de phosphore seuls, pour deux
pas de temps t différents. La figure 4.9c présente une projection 2D du système complet,
c.à.d. avec les atomes de fer et de phosphore. Sur toutes ses images, deux dislocations
sont présentes (symbolisées par « ` »). Grâce aux figures 4.9a et 4.9b, il est d’ores et déjà
possible de remarquer un motif particulier pour la ségrégation des atomes de phosphore
près de la dislocation. Pour expliquer ces structures périodiques des atomes ségrégés, nous
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allons faire appel aux atmosphères de Cottrell. En 1949, Cottrell et Bilby ont introduit le
concept d’« atmosphère » pour décrire le nuage d’impuretés qui décore une dislocation
[116]. Leur travail vise à expliquer le rôle des impuretés dans la déformation plastique
des alliages. Les atmosphères de Cottrell ont été particulièrement utilisées pour décrire le
comportement des atomes interstitiels de carbone autour de dislocations dans le fer [117].
En effet, le carbone est connu pour épingler les dislocations, ce qui réduit la plasticité des
aciers [118]. Les atmosphères de Cottrell ont été mises en évidence expérimentalement
pour la première fois, en trois dimensions, dans un alliage de fer-aluminium dopé au bore
grâce à la sonde atomique en 1999 [119] .

(a) t = 1 · 105. Atomes
de P seuls.

(b) t = 2 · 105. Atomes
de P seuls.

(c) t = 2 · 105. Vue
total avec les disloca-
tions (un unique plan
atomique est présenté).

Figure 4.9 – Ségrégation d’atomes de phosphore (en rouge) autour de dislocations
d’un JG de flexion (atomes gris) d’axe 〈100〉 et d’angle θ = 7.15◦. Projection 2D
sur un plan (100).

(a) Champ élastique (b) dt = 1 · 105. Atomes
de P seuls.

Figure 4.10 – Champ élastique d’un sous JG de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle
θ = 7.15◦. Les atomes rouges et bleus représentent respectivement les zones sous
dilatation et compression.

Les atmosphères de Cottrell sont directement liées au champ élastique créé par les dis-
locations, c’est pourquoi la figure 4.10a présente le champ élastique du sous JG de flexion
d’axe 〈100〉 et d’angle θ = 7.15◦. Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, il est
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calculé à partir de la position (xyz) des atomes. Ensuite, à chaque atome est associée une
cellule de Voronoï. Sur la figure 4.10a, les atomes rouges et bleus représentent respective-
ment les zones en dilatation et en compression. Deux zones distinctes sont identifiables.
La zone en dilatation est entourée de tirets et est notée 1. La zone de compression est
entourée de pointillés et est notée 2. Les zones équivalentes sont tracées sur la figure 4.10b
où seuls les atomes de P sont présents. On peut ainsi conclure de cette étude qu’une partie
des atomes de P ségrège au cœur de la zone sous dilatation (zone 1) et qu’une autre partie
ségrègent à la frontière entre la zone sous compression (zone 2) et la zone « 3 »(partie
complémentaire à la zone 1 et 2). Il n’y a pas d’atomes de P qui ségrègent dans la zone
sous compression. Dans nos simulations, les atomes de phosphore ségrègent en des posi-
tions interstitielles, entre deux plans (100). Leur position est liée au champ élastique local
créé par la dislocation. Ils peuvent donc être assimilés à une atmosphère de Cottrell [118].

4.2.4 Ségrégation sur des JG de fortes désorientations

La figure 4.11 présentent l’évolution des atomes de solutés pour plusieurs temps de
simulation pour un JG de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle 46.40◦. Pour chaque étape, la
valeur des isocontours représentant la probabilité de présence des atomes tel que ρB =
constante est spécifiée. La figure 4.11a présente l’état initial du système. Les probabilités
de présence des atomes B coïncident avec les atomes formant les grains et JG, ce qui
correspond à l’hypothèse de position substitutionnelle des atomes de soluté. Ensuite,
lorsque le système évolue, les atomes de soluté ségrègent aux JG. Les figures 4.11b et
4.11c représentent les atomes de soluté seuls pour deux pas de temps différents, t = 105

et t = 2 · 105. On remarque très nettement un enrichissement d’atomes de soluté aux JG.
La concentration moyenne en fratons A, qui représente les atomes de fer, a été déterminée
grâce à la minimisation de l’énergie libre. Sa valeur, présentée au chapitre 3, vaut ρ̄A =
0.105. La concentration moyenne en fraton B, représentant le soluté, est fixée à ρ̄B = 0.02.
Le choix de cette concentration résulte de deux faits. Le premier vient de l’hypothèse de
solution diluée, c’est à dire que la concentration du soluté doit être nettement inférieure
à la concentration de la matrice. Le deuxième point important vient du modèle et de
sa programmation. Lorsque l’on diminue la concentration moyenne, il faut également
diminuer le pas de temps dt sinon la résolution des équations cinétiques diverge. Il faut
donc trouver un bon compromis entre le choix de la concentration moyenne et le temps
de calcul des simulations. La figure 4.11d présente l’état final des simulations pour les
atomes de phosphore seuls. On constate la présence dans les grains d’un grand nombre
d’atomes de phosphore, qui est du au choix de la concentration moyenne ρ̄B. Il est bon de
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souligner que ces atomes présents dans les grains n’influencent pas les atomes ayant déjà
ségrégés aux JG.

(a) Etat
initial. Iso-
contour
ρB = 0.05.

(b) t = 105.
Isocontour
ρB = 0.8.

(c) t = 2 ·105.
Isocontour
ρB = 0.8.

(d) Etat final.
Isocontour
ρB = 0.8.

Figure 4.11 – JG de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle 46.40◦. 2nd composant seul.

Les JG de fortes désorientations (θ > 15◦) ont des énergies et des structures atomiques
différentes pour différents angles de désorientation et ont fait l’objet de l’étude du chapitre
3. Nous n’étudierons dans la suite, que la ségrégation aux JG de flexion d’axe 〈100〉.
La structure atomique des JG peut être décrite à l’aide d’unités structurales nommées
par exemple A, B ou C. La figure 4.12 représente la ségrégation du phosphore aux JG
d’angles de désorientation 28.07◦, 36.87◦ et 46.40◦ qui sont composés respectivement des
unités structurales |B.BA|, |B.B| et |BC.BC|. Pour des raisons de lisibilité, les deux plans
〈100〉 successifs formant le JG ne sont pas différenciés. Néanmoins, les unités structurales
sont dessinées en guise de repère. Comme précédemment, les atomes rouges représentent le
phosphore et les atomes gris le fer sur une projection 2D. Les figures 4.12a, 4.12b et 4.12c
montrent les atomes de phosphore seuls et les figures 4.12d, 4.12e et 4.12f présentent le
système complet composé des atomes de phosphore et de fer. Ce résultat n’est pas visible
sur ces projections 2D mais les atomes de phosphore sont situés entre les plans atomiques
du fer. Un premier constat de cette étude met en évidence l’apparition très claire de motifs
périodiques pour les atomes ségrégés le long du JG. De plus, les positions préférentielles
de ces sites ségrégés varient en fonction de l’angle de désorientation. Enfin, la quantité
d’atomes ségrégés aux JG semble différente pour ces trois orientations. Pour démontrer
et quantifier ce dernier point, le calcul d’un profil de concentration est nécessaire pour
différentes désorientations et fera l’objet de la prochaine sous-partie.
La position des atomes de phosphore dans le JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle 36.87◦

dans fer-α a été obtenue par des calculs de dynamique moléculaire dans la référence [114]

118



4.2 Ségrégation d’équilibre au JG

(a) θ = 28.07◦. (b) θ = 36.87◦. (c) θ = 46.40◦.

(d) θ = 28.07◦. Système
total.

(e) θ = 36.87◦. Sys-
tème total.

(f) θ = 46.40◦.Système
total.

Figure 4.12 – Projection 2D de la ségrégation du phosphore aux JG 〈100〉 d’angles
respectifs 28.07◦, 36.87◦ et 46.40◦. (a), (b) et (c) les atomes de P sont représentés
seuls. (d), (e), et (f) les atomes de Fe et P sont présentés ensembles.

et est représentée à la figure 4.13. Sur cette figure, les atomes de P sont entourés en rouge
et l’unité structurale utilisée dans la figure 4.12e est tracée en bleu. Les symboles + et ◦
représentent deux plans atomiques (100) successifs. En comparant la figure 4.13 avec la
figure 4.12e (qui représente la ségrégation des atomes de phosphore avec le modèle des
quasi-particules), ces deux résultats sont qualitativement en bon accord.

En 2013, A.M. Tahir, R. Janisch et A. Hartmaier ont étudié, à l’aide de calculs ab
initio, la ségrégation du carbone dans un alliage de molybdène [120]. Ces auteurs ont
ainsi déterminé la position des atomes de carbone dans le JG ayant l’énergie minimale.
La figure 4.14 présente leur résultat pour un JG de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle 36.87◦.
Les atomes formant le JG sont en bleu et vert (qui correspondent à deux plans atomiques
successifs) et les atomes de carbone sont en rouges. L’atome de carbone est situé au centre
de l’unité structurale, représentée en traits noirs. La position des atomes de carbone est
très similaire à la position des atomes de phosphore, ces deux atomes ayant des rayons
atomiques nettement plus petits que le rayon atomique des atomes de fer. Une étude
précise quant à la position des atomes de carbone dans les JG avec le modèle des quasi-
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Figure 4.13 – Ségrégation du P sur un JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle 36.87◦
de fer-α. Résultat obtenu à partir de calculs en dynamique moléculaire [114]. Les
atomes de P sont entourés en rouge et l’unité structurale utilisée à la figure 4.12e
est tracée en bleu. Les symboles + et ◦ représentent deux plan atomiques (100)
successifs.

particules n’a pas été réalisée. En revanche, on peut supposer, en première approximation,
que la position du carbone est semblable à la position des atomes de phosphore. Cette
hypothèse sera utilisée dans le chapitre 5 traitant des polycristaux.

Figure 4.14 – Ségrégation du C sur un JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle 36.87◦
de molybdène. Résultat obtenu à partir de calcul ab-initio [120]. Les atomes bleus
et verts correspondent à deux plans atomiques (100) successifs d’atomes de mo-
lybdène. Les atomes rouges représentent les atomes de carbone.

Examinons plus en détail la position de l’atome de phosphore au sein du JG Σ5(130), θ =
36.87◦. La figure 4.15b représente, dans une vue en trois dimensions, un polygone formé de
9 atomes de fer et d’un atome de phosphore, obtenu à partir des unités structurales du JG
Σ5(130), θ = 36.87◦. Les atomes de fer sont répartis sur trois plans atomiques successifs et
sont représentés en gris. En rouge, l’atome de phosphore est en position interstitielle, dans
le deuxième plan atomique. Des calculs en dynamique moléculaire ont prédit une structure
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d’équilibre des atomes de phosphore ségrégés dans le même JG Σ5(130), θ = 36.87◦ [114].
Il a été démontré que le phosphore ségrège en position interstitielle au JG. L’atome de
phosphore, mis en relation avec ses premiers voisins, forme un polygone de composition
Fe9P . Cette structure est présentée à la figure 4.15a. On constate un bon accord entre la
configuration de l’atome de phosphore dans le cluster Fe9P , obtenu avec le modèle des
quasi-particules, et les calculs de dynamique moléculaire.

(a) Configuration atomique
en 3D du cluster Fe9P ob-
tenu par dynamique molécu-
laire [114].

(b) Configuration ato-
mique du cluster Fe9P
avec le modèle des quasi-
particules. L’atome de P
est en rouge.

Figure 4.15 – Configuration atomique de la ségrégation du P au JG Σ5(130), θ =
36.87◦. Comparaison entre des calculs de dynamique moléculaire [114] et le modèle
des quasi-particules.

4.2.5 Profil de concentration

A partir de nos résultats de simulation, nous pouvons tracer un profil de concentration,
en phosphore, à travers la boite de simulation. Pour cela, nous découpons notre boite de
simulation en plusieurs blocs et nous calculons la concentration moyenne en fratons de
phosphore dans chaque bloc. Le profil de concentration obtenu est donc perpendiculaire
à la surface du JG. La figure 4.16 présente le profil de concentration à l’état final d’un
JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 46.40◦. Les positions des deux JG dans la boite de
simulation sont situées à environ 100∆x et 380∆x. On remarque, sur le profil de concen-
tration, une forte augmentation de la concentration moyenne en phosphore aux JG. La
concentration maximale vaut 0.037, la concentration moyenne dans les grains est de 0.02.
Cela correspond ainsi à un enrichissement d’un facteur 2 environ. Les fluctuations au cœur
des grains sont simplement dues à la valeur importante de la concentration moyenne ρ̄B.
Pour comparaison, un profil de concentration expérimental, obtenu à partir de la sonde
atomique tomographique, d’un acier Fe-0.5Si-0.02P recuit à 650◦C pendant 2h, est repré-
senté à la figure 4.16b. On note un fort enrichissement du phosphore au JG.
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(a) Profil de concentration en P d’un JG
〈100〉 d’angle 46.40◦.

(b) Profil de concentration
expérimental de C, P et Si
dans un acier Fe-0.5Si-0.02P
wt% recuit à 650◦C pendant
2h. (A. Akhatova, F. Cuvilly
(GPM)).

Figure 4.16 – Profil de concentration en P simulé (a) et expérimental (sonde
atomique) (b).

A partir du profil de concentration, la concentration moyenne maximale dans la boite
de simulation est déterminée. En effectuant ce calcul pour plusieurs désorientations, nous
pouvons en déduire l’énergie de ségrégation.

4.2.6 Energie de ségrégation du phosphore

Au premier chapitre, il a été rappelé que le phénomène de ségrégation était en lien
avec l’énergie des JG. Autrement dit, un JG de haute énergie devrait être le siège d’une
forte ségrégation [34] (c.f. figure 1.11 du chapitre 1). Pour vérifier que le modèle des
quasi-particules reproduit bien cette tendance, nous avons pris en considération le facteur
d’enrichissement au JG noté β, qui est défini comme dans la théorie de Mc Lean par

β = concentration au JG
concentration dans la matrice ∝ exp

(
−∆GJG

RT

)
(4.2.11)

La concentration dans le cœur des grains est choisie égale à la concentration moyenne
ρ̄B = 0.02. La concentration au JG est déterminée grâce au profil de concentration. La
figure 4.17 présente l’évolution du facteur d’enrichissement β en fonction de l’angle de
désorientation θ sur le graphique (a) et l’évolution de l’énergie de ségrégation en fonction
de l’angle θ sur le graphique (b).
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(a)

(b)

Figure 4.17 – Evolution du facteur d’enrichissement β et de l’énergie de ségré-
gation Fseg en fonction de l’angle de désorientation θ.

En étudiant en premier lieu la courbe présentée la figure 4.17a, on observe un mini-
mum d’enrichissement pour le JG Σ5(130), θ = 36.87◦. Au chapitre trois, l’énergie des
JG a été présentée (figure 3.12). Des calculs de statique moléculaire [6] confirment un
minimum d’énergie pour le JG Σ5(130), θ = 36.87◦. Nous avons pu ainsi expliquer, avec
la présence d’atomes ayant une faible probabilité de présence aux JG, pourquoi le mo-
dèle des quasi-particules prédit un maximum d’énergie. L’existence d’atomes ayant une
faible probabilité de présence au JG n’interfère pas avec le phénomène de ségrégation. Les
atomes de phosphore ayant pour leur part une grande probabilité de présence se trouvent
sur les mêmes sites aux JG. Le minimum d’enrichissement au JG Σ5(130), θ = 36.87◦

correspond bien au fait que son énergie EJG doit être minimale.
Analysons maintenant la courbe de la figure 4.17b. L’énergie de ségrégation est calculée
comme la différence d’énergie entre l’état initial où les atomes ont été distribués aléatoi-
rement sur les sites du fer et l’état final où les atomes de phosphore ont ségrégé. Ici, on
distingue clairement trois maxima, pour θ = 7.15◦, θ = 36.87◦ et θ = 53.13◦ où chaque
maximum correspond à une énergie de ségrégation faible. Plus l’énergie de ségrégation est
faible, moins les atomes vont avoir tendance à ségréger. Par conséquent, la ségrégation à
ces trois JG devrait être faible. Comparons ces résultats avec la figure 4.18 qui représente
l’évolution de l’énergie de ségrégation du phosphore dans alliage de fer pour des JG sy-
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Figure 4.18 – Evolution de l’énergie de ségrégation ∆G en fonction de l’angle
de désorientation θ pour des JG sym. de flexion d’axe 〈100〉 pour un alliage Fe-
3.55at.% Si - 0.0089 at. % P - 0.014 at.% C, d’après [19].

métriques de flexion d’axe 〈100〉 en fonction de l’angle de désorientation θ [19]. Sur cette
figure, ∆G0

P fait référence à l’énergie de ségrégation dans un système idéal, c.à.d. avec
l’hypothèse de solution diluée et qui ne dépend pas de la concentration en soluté, ∆Gxs

P

fait référence à l’énergie de ségrégation réelle. Sur ce graphique, à 773K, trois maxima
dans l’énergie de ségrégation sont clairement identifiés, pour les angles θ ' 17◦, θ = 36.87◦

et θ = 53.13◦. Pour la température plus haute, 1173K, la température de compensation
est dépassée (représentée au chapitre 1 à la figure 1.12). C’est pourquoi un changement de
comportement est à noter sur l’énergie de ségrégation du phosphore. En conclusion, nos
résultats de simulation concernant l’évolution de l’énergie de ségrégation du phosphore
en fonction de l’angle de désorientation θ sont en accord avec les résultats expérimentaux
présentés à la figure 4.18.
En comparant maintenant directement les deux courbes de la figure 4.17, on remarque
que l’hypothèse liant l’énergie de ségrégation est la ségrégation aux JG est correcte. En
effet, un faible enrichissement β pour les angles θ = 7.15◦ et θ = 36.87◦ correspond bien
à une haute énergie de ségrégation. Aussi, une énergie de ségrégation basse correspond
bien de ce fait à un enrichissement élevé.

4.2.7 Ségrégation d’éléments de rayon atomique R = 125pm et
R = 145pm

Un autre exemple d’application peut être donné pour la ségrégation d’atomes d’alumi-
nium ou de Germanium. Dans ce cas, le rayon atomique de ces éléments vaut 125pm. On
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a donc RP < RAl < RFe. Nous supposons que ces atomes respectent une structure CC,
de paramètre de maille aAl = 14∆x et nous déterminons les paramètres du potentiel de
la même manière que pour le phosphore, présenté au début de ce chapitre. La figure 4.19
représente la ségrégation sur un sous JG de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle θ = 7.15◦ pour
différents pas de temps de simulation t. Encore une fois, les atomes ségrègent en position
interstitielle, respectant la même tendance vis à vis du champ élastique que les atomes
de P déjà présentés à la figure 4.10. On peut en conclure une fois encore que les atomes
ségrégés forment des atmosphères de Cottrell.

(a) t = 1 · 106 (b) t = 1.25 ·106 (c) t = 1.5 · 106

(d) t = 1.75 ·106

Figure 4.19 – Ségrégation d’atomes d’Al ou de Ge autour de dislocations d’un
sous JG de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle θ = 9.53◦. Projection 2D sur un plan
〈100〉.

La figure 4.20 représente la ségrégation d’atomes d’Al ou de Ge à deux JG de forte
désorientation. Contrairement aux atomes de phosphore, les atomes d’Al ou de Ge sont
dans le même plan atomique que les atomes de fer. Ainsi, sur la figure 4.20, deux plans
atomiques (100) sont présentés et les atomes en rouge (respectivement orange) dans le
même plan que les atomes en noir (respectivement gris). On peut remarquer qu’il y a
encore un motif périodique le long du JG pour les atomes ségrégés mais les positions des
atomes ségrégés ne sont pas les mêmes qu’à la figure 4.12. En effet, ce phénomène est
particulièrement visible sur le JG d’angle θ = 46.40◦. Dans le cas des atomes de P, à la
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figure 4.12f, cinq atomes de P apparaissaient dans l’unité structurale nommée C. Dans
le cas des atomes plus gros d’Al, un seul atome est présent dans cette unité structurale.
La ségrégation de ces éléments peut être reliée avec le champ élastique des JG. La figure
4.21 représente le champ élastique des JG pour les angles θ = 36.87◦ et θ = 46.40◦. Les
atomes en bleu et rouge représentent respectivement les zones en compression et les zones
en dilatation. Encore une fois, les atomes ségrègent préférentiellement dans les zones sous
dilatation.
Pour l’angle de désorientation θ = 36.87◦, on observe une zone déplétée en soluté à coté
du JG.

(a) Σ5(310), θ = 36.87◦, |B.B| (b) Σ29(730), θ =
46.40◦, |BC.BC|

Figure 4.20 – Ségrégation d’atomes d’Al ou de Ge à des JG de flexion d’axe
〈100〉. Les atomes en rouge (resp. orange) sont dans le même plan que les atomes
en noir (resp. gris). Deux plans successifs (100) sont représentés.

(a) θ =
36.87◦.

(b) θ = 46.40◦.

Figure 4.21 – Champ élastique calculé aux JG de flexion d’axe 〈100〉.

Un dernier exemple d’application est celui de la ségrégation d’étain dans les aciers.
Le rayon atomique de l’étain est plus grand que celui du fer et vaut RSn = 1.45Å. En
supposant qu’il respecte une structure cubique centrée, le paramètre de maille correspon-
dant est aSn = 17∆x. Ce travail est réalisé en collaboration avec Nikolas Mavrikakis de
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l’Institut Matériaux Microélectronique Nanosciences de Provence (Im2np - UMR CNRS
7334) de Marseille et ArcelorMittal Global R&D à Gent en Belgique. Lors d’études ex-
périmentales, Nikolas Mavrikakis a relevé une ségrégation élevée de l’étain sur des JG
d’axe 〈100〉, Σ5(130) et d’angle θ = 36.87◦. C’est pourquoi lors des premiers calculs avec
le modèle des quasi-particules, la ségrégation de l’étain sur ce JG d’axe 〈100〉, Σ5(130) et
d’angle θ = 36.87◦ a été investiguée.
La distribution des atomes d’étain dans le JG est représentée à la figure 4.22 où les atomes
en bleu foncé (respectivement en bleu clair) sont dans le même plan que les atomes en
noir (respectivement gris). Deux plans successifs (100) sont présentés. Plus en détail, la
structure atomique du polygone de composition Fe9Sn est présentée à la figure 4.23 ainsi
que la structure atomique du cluster Fe9P déjà étudiée précédemment. Sur cette figure,
l’atome d’étain est en bleu et l’atome de phosphore est en rouge. On notera que l’atome
d’étain ségrège aussi dans les zones sous dilatation, mais avec une position plus décentrée
dans le polygone que le phosphore.

Figure 4.22 – Ségrégation d’atomes d’étain à un JG de flexion d’axe 〈100〉,
Σ5(130) et d’angle θ = 36.87◦. Les atomes en bleu foncé (resp. bleu clair) sont
dans le même plan que les atomes en noir (resp. gris). Deux plans successifs 〈100〉
sont représentés.

En étudiant la ségrégation de soluté sur le JG Σ5(130), θ = 36.87◦ pour des tailles
d’atomes de soluté différentes, il semble apparaître une zone dépourvue en atomes de
soluté près du JG lorsque la taille de l’atome est importante. En effet, cette remarque
avait déjà été faite lors de l’étude de la ségrégation des atomes d’aluminium. A partir
de la figure 4.22, on note encore l’absence d’atomes de soluté à proximité du JG. Cette
zone est plus importante que pour les atomes d’aluminium. Pour expliquer ce résultat, on
peut supposer que plus la taille de l’atome ségrégé est grande, plus les contraintes induites
aux JG sont grandes, créant ainsi une zone de compression importante à proximité du JG.
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Chapitre 4 : Modélisation de la ségrégation aux joints de grains

(a) Configuration atomique du
cluster Fe9P .

(b) Configuration atomique
du cluster Fe9Sn.

(c) Configuration ato-
mique du cluster Fe9P .
Vu du dessus.

(d) Configuration ato-
mique du cluster Fe9Sn.
Vu du dessus.

Figure 4.23 – Configuration atomique de la ségrégation du P et de Sn au JG
Σ5(130), θ = 36.87◦. L’atome de P est en rouge et l’atome de Sn est en bleu. Sur
les figure (c) et (d), les traits noirs représentent l’unité structurale composant le
JG.

Après avoir étudié la ségrégation d’atomes de soluté aux JG, étudions maintenant le
rôle des JG en tant que puits de défauts pour les lacunes dans les matériaux irradiés.

4.3 Effets d’irradiation

Dans le cadre d’études des effets d’irradiation sur les matériaux, l’influence des JG en
tant que puits de défauts est présenté dans cette partie. Une attention particulière est
portée sur l’étude des cavités.

4.3.1 Introduction des lacunes

L’introduction des lacunes dans les modèles atomistiques continus a fait grand débat
dans la communauté des modélisateurs. Par exemple, dans le modèle de champ de phase
cristallin, la taille des atomes peut évoluer et l’introduction de lacunes devient alors un
problème non résolu. Dans ce cas, une diminution de la densité atomique (création de
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lacunes) induit une diminution de la taille des atomes. Les lacunes se délocalisent sur
tout le réseau atomique.
Dans le modèle des quasi-particules, la taille des atomes est fixée et par conséquent, il est
possible de former des lacunes à la place des atomes.
Pour modéliser au mieux les effets d’irradiation, nous avons supposé qu’à la suite d’une
cascade de déplacements, un atome était éjecté de notre volume de contrôle (c.à.d. la
boite de simulation) en laissant à la place de l’atome une lacune. Dans nos simulations,
ce phénomène a été introduit par la diminution du nombre d’atomes de façon périodique.
La position d’un atome sur la grille de simulation correspond à un maximum local de
la fonction ρA(r, t). Ainsi, à chaque atome est associée une position (x, y, z). L’effet d’ir-
radiation étant aléatoire, une position aléatoire (x0, y0, z0) a été choisie dans la liste des
positions atomiques. Puis, dans une sphère de centre (x0, y0, z0) et de rayon R = 6.15∆x
(qui correspond au rayon des atomes de fer), la fonction ρA(r, t) est mise à zéro. Suite à
cette opération, au cours du temps, la concentration moyenne dans la boite de simulation
diminue. Le choix de retirer progressivement un atome l’un après l’autre permet de laisser
du temps au système afin de relaxer la configuration locale. Si une trop grande quantité de
lacunes est introduite en même temps ou à une fréquence trop élevée, le flux de lacunes
créé sera trop important et le système n’aura pas le temps de relaxer vers sa position
d’équilibre « réelle ». Ainsi, en changeant la fréquence d’introduction de lacunes, il est
possible de modéliser différents flux d’irradiation.

4.3.2 Flux de lacunes. Cavités

Avant tout, précisons que l’introduction de lacunes a été réalisée sur une structure
cubique centrée idéale avec une fréquence d’irradiation de firr = 1000 · dt avec dt = 0.02.
La détermination de la fréquence firr, réside entre un compromis de temps de calcul et la
relaxation du système après l’introduction d’une lacune. La figure 4.24 représente l’évolu-
tion de l’énergie libre lorsque trois lacunes ont été introduites dans la boite de simulation.
A chaque fois qu’une lacune est introduite, l’énergie libre augmente de manière disconti-
nue puis le système relaxe et minimise l’énergie. L’introduction d’une nouvelle lacune est
faite lorsque le système est supposé avoir retrouvé son équilibre. L’évolution parabolique
de l’énergie libre en fonction de la concentration a été présentée au chapitre 3 à la figure
3.4. La concentration initiale correspond à la concentration qui minimise l’énergie libre.
Ensuite, l’introduction de lacune fait diminuer la concentration moyenne en fratons ce qui
impose ainsi une augmentation de l’énergie.
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Figure 4.24 – Evolution de l’énergie libre (en unité arbitraire) lorsque trois la-
cunes ont été introduites. firr = 1000∆t. Après chaque introduction de lacune, le
système à le temps de relaxer.

La figure 4.25 représente les différentes étapes de l’évolution d’un système soumis à
un flux de lacunes donné. L’apparition puis la croissance de cavités est réalisée dans ce
cas dans la structure CC parfaite. On constate que la position des cavités est aléatoire. A
noter également qu’on observe un facettage, ce qui est le cas expérimentalement.

(a) t = 2.116 ·
106

(b) t = 2.333·
106

Figure 4.25 – Formation et évolution au cours du temps de trous de lacunes pour
un CC parfait. firr = 1000∆t.

Ensuite, cette méthode a été appliquée à différents JG. La figure 4.26 représente l’ap-
parition de cavités à une dislocation (sous JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 7.15◦).
Les figures 4.27 et 4.28 montrent la formation et la croissance de cavités sur des JG de
fortes désorientations (JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 36.87◦ et θ = 46.40◦). On
remarque que pour les JG de fortes désorientations, il est plus favorable pour le système
de faire croître les premières cavités formés aux JG plutôt que d’en créer de nouvelles dans
le volume. De plus, la forme allongée, dès la formation des cavités, est en bon accord avec
les résultats expérimentaux [45] qui sont présentés à la figure 1.19 du premier chapitre.
En augmentant la concentration de lacunes, si la force de puits du JG n’est pas suffisante,

130



4.3 Effets d’irradiation

toutes les lacunes ne diffusent pas suffisamment rapidement au JG et dans ce cas des
cavités à l’intérieur des grains apparaissent. Ce phénomène est visible sur les figures 4.26c
ou 4.30d et 4.28e.

(a) Etat initial. Les dis-
locations sont en rouges.

(b) t = 1.642 · 106 (c) t = 1.9 · 106

Figure 4.26 – Etat initial et formation de cavités sur une dislocation (sous JG
de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 7.15◦). Projection 2D. firr = 1000∆t.

(a) t = 1.6 ·
106

(b) t =
1.751 · 106

(c) t =
1.989 · 106

Figure 4.27 – Formation et évolution au cours du temps de cavités pour des JG
sym. de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 46.40◦. Projection 2D. firr = 1000∆t.

Pour caractériser plus en détail la force de puits des JG en tant que puits de défauts,
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(a) t =
1.481 · 106

(b) t = 1.6 ·
106

(c) t =
1.765 · 106

(d) t =
1.814 · 106

(e) t =
1.916 · 106

Figure 4.28 – Formation et évolution au cours du temps de cavités pour des JG
sym. de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 36.87◦. Projection 2D. firr = 1000∆t.

le volume moyen (relatif) des cavités est étudié. Il est défini comme 1 :

〈v〉 = |nombre d’atomes au temps dt− nombre d’atomes initiaux|
nombre d’atomes initiaux ∗ nombre de trous (4.3.1)

L’évolution du volume moyen des cavités est tracé en fonction du temps sur la figure 4.29.
On peut d’ores et déjà remarquer que les premières cavités apparaissent plus vite aux JG
de fortes désorientations.

La statistique de la taille moyenne des cavités est limitée c’est pourquoi il est diffi-
cile de tirer une conclusion convergeant vers une loi d’évolution continue. En revanche,
certaines tendances sont accessibles. Pour θ = 0◦ et θ = 7.15◦, il est plus favorable pour
le système de créer plusieurs cavités plutôt que de faire croître celles existantes. Dans le
cas de murs de dislocation, les premières cavités sont localisées sur les dislocations. Pour
θ = 36.87◦, les cavités créées au JG grandissent de manière significative bien avant que des
cavités n’apparaissent des les grains. Enfin, pour θ = 46.4◦, il n’y a pas eu d’apparitions
de cavités dans les grains.

1. Le nombre de lacunes est :

Nl = |nombre d’atomes au temps dt− nombre d’atomes initiaux|

La concentration de lacunes est :

Cl = Nl/nombre d’atomes initiaux

Si les cavités sont sphériques, on a donc :

Cl = Ntrous

Vtot

〈v〉︷ ︸︸ ︷
4
3πR

3 ⇐⇒ Cl

Ntrous
= 〈v〉
Vtot

.
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Figure 4.29 – Evolution du volume des cavités en fonction du temps. firr =
1000∆t.

Nous avons présenté au chapitre 3 l’énergie des JG en fonction de l’angle de désorien-
tation θ. Nous avons montré que l’énergie des JG était classé comme suit :

F JG
θ=46.40 > F JG

θ=36.87 > F JG
θ=7.15 > F JG

θ=0. (4.3.2)

Si la variation de la force de puits des JG est similaire à la variation d’énergie, alors les
résultats précédents en sont un très bon exemple.

Lorsque le flux de lacunes est plus faible, par exemple d’un facteur deux, c.à.d. pour
une fréquence firr = 2000∆t, l’évolution au cours du temps de l’adsorption de lacune au
JG de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 36.87◦ est représentée à la figure 4.30. Dans ce
cas, le temps de simulation t est multiplié par deux par rapport à la figure 4.28 avant
l’apparition de la première cavité au JG, qui était soumis à une fréquence firr = 1000.
Il en est de même pour l’évolution et l’apparition des cavités aux JG et dans le cœur
des grains. Ainsi, on constate une évolution linéaire entre une fréquence firr = 1000 et
firr = 2000. Notons encore une fois, que la position des cavités est aléatoire.

4.3.3 Flux d’auto-interstitiels

Une étude équivalente à la précédente consiste à modéliser un flux d’auto-interstitiel
vers les JG. Ici, seul l’exemple d’un JG de flexion d’axe 〈100〉 et d’angle θ = 46.40◦ sera
présenté. Il est composé des unités structurales |BC.BC| qui ont été présentées à la figure
3.10c du chapitre 3. Pour simuler un flux d’auto-interstitiel, on introduit un atome dans
une position interstitielle aléatoire, c.à.d. lorsque la distance entre les centres des deux
atomes est plus grande que deux fois leur rayon, à une fréquence donnée. La détermination
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(a) t = 3.11 ·
106

(b) t =
3.302 · 106

(c) t =
3.602 · 106

(d) t = 4 ·
106

Figure 4.30 – Formation et évolution au cours du temps de cavités pour des JG
sym. de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 36.87◦. Projection 2D. firr = 2000∆t.

de la fréquence est réalisée de la même façon que la fréquence d’introduction de lacunes,
représenté à la figure 4.24. On suppose qu’entre deux introductions successives d’auto-
interstitiel, le système a eu le temps de relaxer sa configuration atomique. La fréquence
d’introduction d’auto-interstitiel choisi ici vaut firr = 1000∆t.

Etudions dans un premier temps la structure atomique du JG. La figure 4.31 repré-
sente l’évolution de la structure du JG en fonction du temps. Sur cette figure, les unités
structurales du JG parfait sont dessinées en guise de repère. Les atomes en gris et noir dé-
signent deux plans atomiques (100) successifs. On peut, dans un premier temps, constater
une augmentation progressive du nombre d’atomes au JG qui se traduit par l’apparition
d’atomes supplémentaires au sein des unités structurales. Plus précisément, sur la figure
4.31a, un atome en noir a diffusé du cœur des grains vers le JG et s’est positionné dans la
première unité structurale B (en partant de la gauche de l’image). Ensuite, sur la figure
4.31b, un atome en noir supplémentaire est apparu dans l’unité structurale C de gauche.
A la fin, sur la figure 4.31d, un atome supplémentaire est présent dans toutes les unités
structurales.

(a) t = 8 · 105 (b) t = 1 · 106 (c) t = 1.3 · 106 (d) t = 1.7 · 106

Figure 4.31 – Adsorption au cours du temps d’auto-interstitiel pour un JG sym.
de flexion d’axe 〈100〉 d’angle θ = 46.40◦. Les atomes en gris et noir désignent
deux plans atomiques (100) successifs.
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4.4 Conclusion

Ajouter un atome supplémentaire dans la structure signifie que le système subit une
compression. Lorsqu’un grand nombre d’atomes ont été introduits, la structure peut être
supposée sous compression hydrostatique. Au chapitre 3, la structure des JG sous com-
pression hydrostatique a été présentée. Nous avons vu que l’influence de la compression
d’un facteur ε = 0.1 modifiait la structure des JG, en transformant l’unité structurale B
en unité nommée AA′. Ici, nous voyons clairement que l’introduction d’auto-interstitiel
ne donne pas la même structure des JG que la compression hydrostatique. Le flux d’auto-
interstitiel modifie l’unité structurale C avant que toutes les unités structurales B ne
soient modifiées alors que la compression hydrostatique ne modifiait que l’unité struc-
turale B. On peut tirer les mêmes conclusions qu’au chapitre précédent concernant la
notion de transition au JG du premier ordre. La structure du JG passe soudainement
d’une structure à une autre, de manière displacive. Des calculs en dynamique moléculaire
confirme que l’introduction d’auto-interstitiels engendre un changement du premier ordre
de la structure des JG dans le cuivre de structure cubique à face centrée [102].

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, le modèle des quasi-particules a été développé dans le cas d’un sys-
tème binaire et le potentiel d’interaction VAB(k) a été introduit. Nous avons montré la
force du modèle pour simuler la décomposition spinodale sous contraintes extérieures.
Dans le cas d’une décomposition spinodale sous compression uni-axiale, les plaquettes
riches en fer (ou en chrome) apparaissent perpendiculairement à l’axe de compression.
Egalement, la distance entre les plaquettes diminue lorsque la compression augmente.

Ensuite, la ségrégation aux JG de flexions d’axe 〈100〉 a été étudiée.
— L’apparition de sites privilégiés pour la ségrégation d’éléments interstitiels aux JG

et la répétition d’un motif périodique des atomes ségrégés tout le long du JG a été
mis en évidence.

— Les profils de concentration ont été calculés.
— Il a été montré que la ségrégation au JG dépendait de l’énergie du JG et que le

modèle des quasi-particules reproduit bien ce résultat.

Pour terminer, les effets d’irradiation ont été introduits dans le modèle. Dans ce
contexte, l’annihilation des lacunes aux JG et la formation de cavités ont été étudiées.
Les premières apparitions de cavités au JG ont lieu plus rapidement dans le cas de JG de
forte désorientation.
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Pour étudier un autre effet de l’irradiation, le flux d’auto-interstitiels a lui aussi été in-
troduit dans le modèle. Il a été montré que la structure atomique des JG sous irradiation
était modifiée lors une transition du premier ordre.

Jusqu’à présent, les études ont été réalisées sur des JG parfaits. Le prochain chapitre
mettra en avant quelques applications du modèle des quasi-particules dans le cas des
polycristaux.
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Chapitre 5
Phénomène ayant lieu dans des

polycristaux

Dans le chapitre précédent, le modèle des quasi-particules a été appliqué à différents
phénomènes ayant lieu à des JG particuliers. Les métaux couramment utilisés sont com-
posés d’une multitude de grains, aléatoirement distribués avec des relations d’orientations
quelconques. Dans ce chapitre, après avoir présenté la construction des polycristaux, les
phénomènes tels que la ségrégation d’éléments interstitiels et la croissance de grains seront
étudiés dans le cas de polycristaux.

5.1 Polycristaux

5.1.1 Construction des polycristaux

La construction de polycristaux peut se faire de deux manières possibles. La méthode
la plus simple consiste à introduire plusieurs germes de structure cubiques centrées à des
positions aléatoires dans du liquide et de laisser le système se solidifier. Un inconvénient
majeur à cette méthode est l’impossibilité de contrôler la microstructure finale. En effet, si
plusieurs germes se retrouvent trop proches, il y a un risque que certains germes croissent
au dépend de plus petit. Dans ce cas, le nombre de germes introduit sera différent du
nombre de grains final. Une deuxième limite vient de la non connaissance de la forme
précise de la microstructure.
Pour remédier à ces désavantages, l’utilisation d’un pavage avec des polygones de Voronoï
est utilisé. Cette technique consiste à introduire uniquement la position Ci du centre des
germes. Ensuite, les points de l’espace les plus proches d’un centre Ci appartiennent au
grain i. Pour finir, dans la région de l’espace correspondant à un grain i, la fonction de
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densité de fratons ρ(~ri, t) est définie comme au chapitre trois avec une structure cubique
centrée et une orientation choisie. Ainsi, ce pavage permet de connaître avec précision la
microstructure initiale des polycristaux. La figure 5.1a représente la structure de Voronoï
où chaque couleur correspond au numéro du grain i. La figure 5.1b révèle la structure
atomique correspondante après relaxation (dt = 105), obtenue avec le logiciel Ovito où
la structure cubique centrée est en bleu et les JG sont en blancs. Ce polycristal est com-
posé de 4 grains orientés d’un angle aléatoire suivant l’axe 〈110〉. La taille de la boite
de simulation est de 88∆x · 1024∆x · 1024∆x. Ainsi, les JG composant ce polycristal ne
sont pas symétriques. On peut distinguer sur la figure 5.1b la présence de JG de fortes
désorientations (JG dessinés en traits blancs continus) ainsi que des JG de faibles déso-
rientations (JG dessinés en zones blanches discontinues) où on voit le mur de dislocations.
Pour plus de facilité, le logiciel Ovito permet une étude des dislocations [121] et le résultat
est représenté à la figure 5.1c. Sur cette image, les couleurs vertes, roses et bleues sont
respectivement des dislocations de vecteur de Burger 1/2〈111〉, 〈100〉 et 〈110〉.
Cet exemple de polycristal orienté suivant l’axe 〈110〉 peut correspondre en réalité à une
coupe de plusieurs plans atomiques, perpendiculaires au grand axe de grains colonnaires.
Un « vrai » polycristal en trois dimensions où chaque grain est orienté aléatoirement dans
les trois directions de l’espace sera présenté dans la sous-section suivante.

(a) Polygones de Vo-
ronoï.

(b) Structure ato-
mique CC en bleu
et JG en blanc.

(c) Analyse des
dislocations

Figure 5.1 – Structure d’un polycristal composé de quatre grains orientés suivant
l’axe 〈110〉.

Maintenant que les polycristaux sont construits, appliquons la méthodologie présentée
au chapitre quatre pour modéliser la ségrégation aux JG.
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5.1.2 Ségrégation aux JG d’un polycristal

Une application qualitative de la ségrégation dans les polycristaux sera mise en avant
dans cette section. Les paramètres utilisés ici sont les mêmes qu’aux chapitres trois et
quatre. Le potentiel d’interaction entre les atomes de fer, composé des interactions à
courtes et longues portées a été présenté au chapitre trois, dans l’équation (3.1.6). La
configuration initiale est basée sur la structure atomique de la figure 5.1b où une proba-
bilité de présence de 10% pour les atomes de soluté est mise en position substitutionnelle
sur chaque site de la structure cubique centrée. Ensuite, le potentiel d’interaction entre
les atomes de fer et les atomes de phosphore, noté VAB(k), est choisi répulsif et est défini
à l’équation (4.1.1). Enfin, le potentiel d’interaction phosphore-phosphore VBB(k) n’est
composé que des interactions à courtes portées pour modéliser les atomes par des sphères
dures. En effet, en travaillant avec l’hypothèse de solution diluée, il n’y a pas d’ordre à
longue distance qui doit être introduit dans le potentiel VBB(k).
La figure 5.2 montre la ségrégation aux JG dans le polycristal ayant comme structure
initiale celle représentée à la figure 5.1 au cours du temps. Pour plus de clarté, seul le
second composant est représenté. On distingue clairement la ségrégation autour des dislo-
cations et la ségrégation aux JG de fortes désorientation. Encore une fois, à l’état final des
simulations, le cœur des grains est composé de plusieurs atomes de soluté, car la concen-
tration moyenne en atomes de phosphore est relativement élevée, mais cela n’impacte pas
la ségrégation au JG. En effet, les atomes ségrègent aux JG en priorité et gardent ensuite
une position fixe.

(a) dt = 105. (b) dt = 2 ·
105.

(c) dt = 5 ·
105.

Figure 5.2 – Structure d’un polycristal composé de quatre grains orientés suivants
〈110〉. Seul le second composant est présenté.

En guise de second exemple, le phénomène de ségrégation aux JG est appliqué dans le
cas d’un polycristal en trois dimensions, composé de quatre grains orientés aléatoirement
dans l’espace. La matrice de rotation R associée à chaque grain dépend de trois angles φ,
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θ et ψ. Chaque angle pris séparément correspond à une rotation autour d’un des vecteurs
de base,

R100(ϕ) =


1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 R010(Θ) =


cos Θ 0 sin Θ

0 1 0
− sin Θ 0 cos Θ



R001(ψ) =


cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1


Ainsi, dans le cas général, la matrice de rotation totale pour un grain s’exprime comme
la composition des rotations

R(ϕ,Θ, ψ) = R001(ψ) ·R010(Θ) ·R100(ϕ)

R(ϕ,Θ, ψ) =


cosψ cos Θ − sinψ cosϕ+ cosψ sin Θ sinϕ sinψ sinϕ+ cosψ sin Θ cosϕ
sinψ cos Θ cosψ cosϕ+ sinψ sin Θ sinϕ − cosψ sinϕ+ sinψ sin Θ cosϕ
− sin Θ cos Θ sinϕ cos Θ cosϕ



La structure composée des polygones de Voronoï est montrée à la figure 5.3a et la structure
atomique correspondante est montrée à la figure 5.3b, où les atomes en bleu correspondent
à la structure CC et les atomes en blanc correspondent aux JG. La ségrégation aux JG
est quant à elle présentée à la figure 5.3c. En comparant les images 5.3b et 5.3c, on peut
d’ores-et-déjà constater que la ségrégation du phosphore a lieu en priorité aux JG.

La figure 5.4 présente les résultats expérimentaux de la ségrégation d’atomes de car-
bone aux JG dans un acier perlitique composé de grains colonnaires nanométriques, ob-
tenus par le couplage de microscopie électronique à transmission et sonde atomique to-
mographique [122]. Sur cette figure, les images en dégradé de gris présentent le résultat
de microscopie électronique en champ clair. Les atomes en rouge sont les atomes de car-
bone où la position spatiale a été obtenue grâce à la sonde atomique tomographique. Les
carbures sont repérés par des enveloppes colorées en vert. Le but de ce travail a été de
déterminer, par un couplage de techniques, la valeur de l’excès en carbone Γ de 121 JG
différents sur sept échantillons et de le relier à l’angle de désorientation θ. La variation
de Γ en fonction de l’angle de désorientation θ est présentée à la figure 5.5. Ces auteurs
ont montré que le coefficient Γ augmentait linéairement en fonction de l’angle de déso-
rientation des grains θ pour les JG de faibles désorientations, c.à.d. lorsque 0 ≤ θ ≤ 14◦.
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5.1 Polycristaux

(a) Polygones de Voro-
noï

(b) Structure ato-
mique CC en bleu et
JG en blanc obtenue
avec le logiciel ovito.

(c) Ségrégation

Figure 5.3 – Polygone de Voronoï, structure atomique et ségrégation aux JG dans
un polycristal 3D composé de 4 grains.

Pour les JG de fortes désorientations, ils n’ont pas mis en avant de relation liant Γ à θ.
On note simplement que la valeur de Γ pour les JG de fortes désorientations varie entre
4% et 15%.

Figure 5.4 – Résultats expérimentaux de ségrégation aux JG dans un polycristal
composé de grains nanométriques [122].

Au chapitre 4, nous avons supposé que nous pouvions comparer qualitativement la
ségrégation des atomes de phosphore et la ségrégation des atomes de carbone, tous les
deux ayant un rayon atomique bien plus petit que le rayon atomique du fer. Dans un
premier temps, on peut remarquer qualitativement, une très bonne concordance entre
les images de simulation (figure 5.6a) et les images expérimentales (figure 5.4). Dans un
second temps, pour plus de précision, le calcul d’un profil de concentration à travers deux
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Chapitre 5 : Phénomène ayant lieu dans des polycristaux

Figure 5.5 – Evolution de l’excès de carbone Γ en fonction de l’angle de déso-
rientation θ [122].

JG est réalisé à travers une sous-partie de la boite de simulation. La boite de simulation
avec la sous-boite dans laquelle le profil de concentration est calculé ainsi que le profil
de concentration correspondant sont représentés à la figure 5.6. Expérimentalement, les
profils de concentration sont tracés perpendiculairement à la surface du JG. Dans notre
cas, pour ces deux JG présentés, le profil de concentration calculé peut également être
supposé perpendiculaire à la surface des JG. La valeur moyenne de la concentration en
fratons de phosphore est ρ̄B = 0.02 et la valeur maximale, atteinte au JG, vaut ρB =
0.0234. Cela correspond donc à un enrichissement d’environ 15%. L’ordre de grandeur
de cet enrichissement est en bon accord avec les mesures expérimentales du coefficient
Γ pour les atomes de carbone de la figure 5.5. Ne connaissant pas explicitement l’angle
de désorientation entre les grains dans notre cas, on ne peut pas placer ce point sur le
graphique 5.5. En revanche, la valeur trouvée avec le modèle des quasi-particules est du
même ordre de grandeur que les mesures expérimentales.
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5.2 Croissance de grains

(a) Vu 3D de la boite de si-
mulation avec la sous-boite dans
laquelle le profil de concentra-
tion est calculé. Les atomes gris
(resp. rouges) représentent les
atomes de fer (resp. phosphore).

(b) Profil de concentration calculé dans la
sous-boite de simulation à travers deux JG.

Figure 5.6 – Calcul d’un profil de concentration à travers deux grains adjacents.

5.2 Croissance de grains

5.2.1 Présentation

Les propriétés mécaniques, électriques des matériaux métalliques dépendent de leur
microstructure. La taille des grains peut évoluer au cours du temps en fonction de diffé-
rents paramètres tels que la densité de dislocations ou l’application de contraintes externes
mécaniques ou thermiques. Un métal déformé plastiquement possède une forte densité de
dislocation qui augmente son énergie. A une température suffisamment élevée, les dislo-
cations deviennent mobiles. Certaines vont s’annihiler entre elles et d’autres vont former
des réseaux de dislocation qui correspondent à des sous JG. Cette étape est appelée la
restauration. Ensuite se produit le phénomène de recristallisation. L’énergie du matériaux
peut être fortement diminuée avec la disparition progressive des sous-JG et l’apparition
de nouveaux grains/JG [123, 124]. Cela modifie donc la texture du matériau. Ainsi, la
force motrice pour le mécanisme de restauration/recristallisation est la forte densité de
dislocation.

Ultérieurement, la taille des grains peut évoluer par abaissement de l’énergie inter-
faciale, c.à.d. par diminution de la surface de JG. Ce mécanisme est appelé croissance
de grains. Encore une fois, ce mécanisme a lieu à une température suffisamment élevée
pour permettre la mobilité des JG. Lorsque la microstructure évolue uniformément, c.à.d.
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lorsque la distribution de la taille de grains est unimodale, la croissance des grains est dite
normale. Dans le cas contraire, lorsque la distribution de la taille de grain est bimodale,
certains grains grandissent beaucoup plus vite que d’autres et on parle dans ce cas de
croissance anormale [123, 125].

La cinétique de croissance normale des grains a été proposée dans les années 1950 par
Smith, Burke et Burke et Turnbull [126, 123]. Le mouvement des JG est supposé dû à
la différence de pression entre l’intérieure et l’extérieure du grain. Une loi identique à la
loi de Laplace en mécanique des fluides est alors appliquée, c’est à dire que la pression
motrice s’exprime comme

P = α′ γ
( 1
r1

+ 1
r2

)
= α′

2 γ
R

= α
γ

R
(5.2.1)

en supposant que les rayons intérieur et extérieur de la sphère sont identique, r ' r1 ' r2,
α est une petite constante géométrique et γ représente la tension superficielle. Il est
supposé que la vitesse radiale du JG est proportionnelle à la pression motrice, c’est à dire

dR
dt = α c1 γ

R
(5.2.2)

où c1 représente la mobilité du JG. Ainsi

〈Rt〉2 − 〈R0〉2 = 2α γ c1 (t− t0) = k (t− t0) (5.2.3)

où 〈Rt〉 est le rayon moyen des grains au temps t, 〈Rt0〉 est le rayon moyen des grains
initiaux, t est le temps, t0 est le temps initial et k est le facteur cinétique.

L’évolution de la taille des grains lors d’une croissance normale peut être exprimée de
manière plus générale suivant la loi puissance suivante [127, 128, 129] :

〈Rt〉n − 〈Rt0〉n = k (t− t0) (5.2.4)

où n est l’exposant de croissance. Il est reconnu que l’exposant de croissance prend la
valeur n = 2 et généralement on fixe t0 = 0 [127, 128, 129]. Ainsi, la variation moyenne
du rayon de la taille de grain au cours du temps est

〈Rt〉2 − 〈R0〉2 = k t. (5.2.5)
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5.2 Croissance de grains

Cette loi est valable aussi bien pour une croissance normale de grains en deux dimensions
qu’en trois dimensions.

Différentes modélisations ont déjà été réalisées pour simuler la croissance de grains.
Citons par exemple une étude en Monte Carlo généralisé avec le modèle de « Potts »[130].
Dans cette méthode, l’orientation d’un grain est associée à un macro-spin. Dans l’article,
il est montré que la loi parabolique de croissance de grain est applicable pour des systèmes
2D et 3D et que le facteur cinétique k est relativement plus grand pour un système 3D
que pour un système 2D.
La croissance de grains a été également étudiée en champ de phase. Dans les méthodes
de champ de phase [68, 70], chaque grain est caractérisé par une variable de champ non-
conservé qui représente l’orientation des grains. Différentes formulations de l’énergie libre
sont néanmoins possibles. Les auteurs ont montré que ces différences n’ont que des in-
fluences ponctuelles sur de petits grains mais n’impactent pas le résultat global modélisant
la croissance de grains, la loi de croissance restant parabolique. Le point important dans
la croissance de grains résulte dans le coefficient de mobilité et l’énergie des JG.
Les modèles présentés jusqu’ici sont des modèles mésoscopiques. En complément de ceux-
ci, la détermination des mécanismes atomistiques entrant en jeu lors de la croissance de
grains est nécessaire pour une meilleur compréhension de ce phénomène.
Une méthode atomistique utilisée est celle du champ de phase cristallin [84, 131]. Ces
études ont été faites sur des grains sphériques de structure cubique centrée. Il a été mon-
tré que dans le cas de faibles désorientations, une rotation de grains peut avoir lieu grâce
aux mouvements des dislocations.
Avec l’approche des quasi-particules, la taille des atomes est fixée et l’énergie spécifique
de chaque JG de différents types ou désorientations est introduite naturellement. C’est
pourquoi, une étude de la croissance de grains avec ce modèle est réalisée.

5.2.2 Modélisation de la croissance de grains avec le modèle des
quasi-particules

Pour modéliser le phénomène de croissance de grains, un grand nombre de grains
doit être présent dans la boite de simulation. Pour essayer de s’approcher de ce cas, le
paramètre de maille de la structure cubique centrée est choisi à a = 8∆x. La taille de la
boite de simulation est 64∆x ∗ 512∆x ∗ 512∆x. Les grains seront orientés suivant l’axe
〈100〉. Ceci représente une coupe orthogonale à la grande dimension de grains colonnaires.
La coupe faisant 64∆x soit huit paramètres de mailles. Ainsi, les simulations présenteront
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la croissance de nano-grains. Le potentiel d’interaction à longue portée est choisi gaussien,

V LR(k) = exp
(
−(k − k0)2

2σ2

)
(5.2.6)

où k0 est la distance au premier voisin, σ = 0.05. Les paramètres entrant dans le potentiel
à courte portée sont les suivants : R = 3.2,∆R = 0.5 et ξ = 3. Le potentiel d’interaction
total est comme précédemment, la somme des interactions à courte et longue portée.
Pour un σ fixé, nous avons une réponse élastique d’un système donné. Dans notre cas,
l’évolution de F (k) est représentée sur la figure 5.7. Elle montre que de petites déviations
autour de k0 induisent une augmentation importante de l’énergie libre F .

k

F ∆x

k0
•

• •

Feq = F (k0)

F (k0 ±∆x)

Figure 5.7 – Représentation schématique de l’influence du maillage sur l’énergie
des positions d’équilibre et hors équilibre.

Deux polycristaux différents sont étudiés. Le premier est composé à l’état initial de
10 grains et le deuxième est composé de 15 grains. La figure 5.8 représente l’évolution du
polycristal composé à l’état initial de 10 grains, pour différents temps de simulation. Pour
plus de clarté, seule une coupe en 2D de la boite de simulation est présentée.

La figure 5.9 représente une coupe de l’évolution du polycristal composé à l’état initial
de 15 grains, pour différents temps de simulation. On peut constater une diminution du
nombre de grains au cours du temps avec la croissance de certains grains. L’état final
consiste en un seul grain de structure cubique centrée idéale. Au cours de l’évolution du
système, les JG disparaissent mais certaines dislocations restent piégées à l’intérieur de
grains. Ces dislocations sont sensibles au champ élastique créé par les autres grains et
JG et vont se déplacer en fonction de cela. Par exemple, sur la figure 5.9b la présence
d’une dislocation au milieu de la boite de simulation est visible. Elle est apparue lors de
la disparition d’un grain de la figure 5.9a.

Pour vérifier que le modèle des quasi-particules modélise bien le phénomène de crois-
sance de grains, l’évolution de la taille moyenne de grains en fonction du temps est étudié.
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5.2 Croissance de grains

(a) dt = 2.5 · 104. (b) dt = 3.5 · 105. (c) dt = 1 · 106. (d) dt = 2.7 · 106.

Figure 5.8 – Croissance de grain dans un polycristal composé à l’état initial de
10 grains.

(a) dt = 2 · 104. (b) dt = 2 · 105. (c) dt = 5 · 105. (d) dt = 1.5 · 106.

Figure 5.9 – Croissance de grain dans un polycristal composé à l’état initial de
15 grains.

A une certaine fréquence de sortie, le nombre total d’atomes dans la boite de simulation
est calculé et divisé par le nombre de grains. Ainsi, avec ces deux informations, le rayon
moyen des grains peut être déterminé. Ensuite, la valeur 〈Rt〉2−〈R0〉2 est tracée en fonc-
tion du temps et est représenté à la figure 5.10 pour les polycristaux composés de 10 et
15 grains à l’état initial. Sur ce graphique, une régression linéaire est également tracée en
traits pointillés pour chaque polycristal. Les courbes rouges correspondent au polycristal
composé de 10 grains et les courbes bleues correspondent au polycristal composé de 15
grains.

La figure 5.10 permet de vérifier l’évolution de la valeur 〈Rt〉2 − 〈R0〉2 au cours du
temps. Elle est relativement linéaire ce qui signifie que la cinétique de la croissance normale
de grains avec le modèle des quasi-particules est correcte. Les sauts brusques dans les
valeurs de 〈Rt〉2 − 〈R0〉2 de la figure 5.10 sont dus aux nombre faible de grains dans la
boite de simulation. En effet, avec la méthodologie utilisée pour calculer le rayon moyen,
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Figure 5.10

lorsque le nombre de grains est petit et qu’un grain disparaît, une augmentation brutale
de la valeur 〈Rt〉2 − 〈R0〉2 intervient.
Une deuxième observation peut être réalisée sur l’aspect cinétique de la croissance normale
de grain. La pente de la régression linéaire pour le polycristal composé de 15 grains vaut
0.32 et est environ trois fois plus grande que la pente du polycristal composé de 10 grains,
qui vaut 0.11. Les différentes cinétiques ne sont pas illogiques car lorsque le nombre de
grains est élevé, l’énergie interfaciale doit être élevée et ainsi, une grande force motrice
est présente pour enclencher le phénomène de croissance de grain.

Pour conclure, citons l’importance de la croissance de grains dans les systèmes multi-
composants. En effet, des phénomènes tels que la limitation de la croissance de grains
du fait de la ségrégation d’atomes de soluté aux JG [132, 69] ou encore le phénomène de
traînage (appelé « solute drag »en anglais) modifiant la ségrégation aux JG [133] peuvent
avoir lieu.

5.3 Conclusion

Au cours de ce chapitre, différents phénomènes ayant lieu dans les polycristaux ont
été mis en évidence. Tout d’abord, la construction des polycristaux a été expliquée. L’uti-
lisation de germes entourés de liquide peut être simple à mettre en oeuvre néanmoins,
une limitation est repérée pour la connaissance de la microstructure. Une construction
plus pertinente est d’utiliser le pavage de Voronoï, ce qui nous informe d’un point de vue
global sur la texture de nos grains dans la boite de simulation. L’application directe de la
ségrégation aux JG du chapitre quatre a été réalisée sur les polycristaux. Qualitativement,
ce modèle des quasi-particules reproduit bien ces phénomènes.
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5.3 Conclusion

La deuxième application présentée a été la croissance de grains. La force motrice pour
ce phénomène étant l’énergie interfaciale, qui est naturellement inclue dans le modèle
des quasi-particules, nous avons montré que la cinétique de croissance de grains était
correctement modélisée. En effet, elle reproduit bien la loi parabolique de la croissance de
grains. Egalement, l’influence du nombre de grains sur la cinétique d’évolution du système
a été discutée. Plus le nombre de grains est important, plus la cinétique est rapide. Enfin,
lors de la disparition de JG, certaines dislocations restent piégées à l’intérieur de grains.
Le mouvement de ces dislocations dépend du champ élastique local créé par les grains
restant.
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Chapitre 6
Conclusions et perspectives

La présente étude porte sur la modélisation de la structure des joints de grains et sur
les phénomènes de ségrégation. Dans ce manuscrit, l’influence des défauts cristallins sur
les propriétés des matériaux a été discutée. Plus particulièrement, il a été souligné que
pour les matériaux polycristallins la ségrégation aux JG a des conséquences importantes
sur leurs propriétés structurelles et fonctionnelles : glissement intergranulaire, corrosion
intergranulaire et modification des propriétés mécaniques. Ce phénomène devient particu-
lièrement important pour les matériaux irradiés où la ségrégation intergranulaire induite
par irradiation peut conduire à une modification locale de la composition des joints de
grains et par conséquent, à une évolution parfois néfaste des propriétés macroscopiques
de ces matériaux. Dans cette étude, nous nous sommes focalisés sur le développement de
la méthode des quasi-particules pour pouvoir modéliser ce phénomène dans des systèmes
binaires.

La méthode des quasi-particules est un modèle continu qui permet de modéliser les
phénomènes physiques à l’échelle atomique. Un des avantages est lié à la possibilité de
modéliser les déplacements des atomes dans l’espace continu, tout en permettant de mo-
déliser des transitions diffusives s’étalant sur des temps longs. Dans le phénomène de
ségrégation aux JG, les phénomènes diffusifs et displacifs sont intimement liés. Dans cette
méthode la grille de simulation est plus petite que la distance interatomique aussi les
atomes (de volume sphérique de rayon r) occupent plusieurs grilles de simulation. Les
grilles de simulation appartenant à l’atome ont été nommées « fratons ». Au cours du
déplacement d’un atome, la création d’un fraton correspond au moment où la grille de la
simulation se trouve à l’intérieur de l’atome et son annihilation correspond à l’évènement
opposé. Cette approche phénoménologique permet de décrire l’évolution des systèmes mi-
croscopiques et macroscopiques. Dans le cas où le système est représenté par un ensemble
d’atomes, le fraton peut être vu comme une quasiparticule numérique, mais dans le cas où

151



Chapitre 6 : Conclusions et perspectives

l’on considère, par exemple, un ensemble de molécules, les fratons peuvent être associés à
des atomes. Pour diminuer les degrés de liberté dans le système modélisé et augmenter le
temps accessible aux calculs, la fonction de densité de probabilité de fratons a été intro-
duite (au lieu de suivre la position du centre de chaque atome). Le potentiel d’interaction
total a été défini comme la somme de deux termes. Le premier terme est une interaction
à courte portée permettant aux fratons de se réunir pour former des sphères de rayon r.
Le rayon de cette sphère est proportionnel au rayon atomique. Le deuxième terme est une
interaction à longue portée et a été décrit en utilisant la notion d’un cluster structural qui
est un groupe minimal d’atomes nécessaires pour décrire la périodicité du système. Il a
été montré que le potentiel d’interaction à longue portée pouvait être ajusté sur le facteur
de structure. La résolution numérique de l’équation microscopique de diffusion a permis
de décrire l’évolution de la fonction de densité de probabilité des fratons pour étudier la
formation des JG et ensuite de simuler le phénomène de ségrégation.

En ajustant le potentiel d’interaction à longue portée sur le facteur de structure, cal-
culé en Dynamique Moléculaire pour la phase Fe-α de structure cubique centrée, il nous
a été possible de modéliser la structure des joints de grains de flexion d’axe 〈100〉 et
〈110〉 de différentes désorientations. Nous avons montré que la méthode utilisée reproduit
parfaitement les unités structurales prévues pour ces joints de grains. L’énergie des JG
a été évaluée et comparée avec les calculs en DM. Ces premières étapes ont permis de
valider le choix des potentiels d’interaction pour le système Fe-α ainsi que de montrer la
capacité du modèle des quasi-particules à décrire la cinétique de création des joints de
grains. Nous avons terminé notre étude sur la structure des JG de Fe-α en modélisant
l’influence du rôle de contraintes externes de compression hydrostatique sur la structure
des JG. Il a été montré qu’à partir d’une certaine contrainte, une transition de phase
au JG du premier ordre a lieu. Au cours de cette transition, de nouvelles unités struc-
turales sont observées. Ce résultat est discuté dans le cadre d’une étude en DM où le
même phénomène a été observé dans des cristaux cubiques à faces centrées. Enfin, pour
tester l’adaptabilité de notre modèle à décrire la structure des JG dans les structures
complexes, la structure de JG dans le diamant a été modélisée. Il a été montré que les
positions des atomes aux JG sont très proches de celles obtenues dans les calculs ab-initio.

Pour mener à bien ce projet d’étude, après avoir modélisé avec succès la structure
des JG, il a fallu examiner leur rôle sur différents phénomènes tels que la ségrégation
d’atomes de solutés ou l’annihilation des lacunes. Pour le premier point, il a tout d’abord
été indispensable de développer le modèle des quasi-particules pour un système à deux
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composants chimiques. Pour ce faire, nous avons choisi le potentiel d’interaction entre les
deux sortes d’atomes qui décrit un système en démixtion. C’est donc naturellement pour
tester ce potentiel que la décomposition spinodale puis la décomposition spinodale sous
contraintes ont été étudiées. Le potentiel d’interaction à courte portée a été ajusté sur
les atomes de Fe et de Cr mais le potentiel d’interaction à longue portée a été fixé sur
la structure cubique centrée sans ajustement précis des propriétés élastiques du système
Fe-Cr. Néanmoins, nous avons pu mettre en évidence l’apparition de plaquettes riches en
atomes Cr (ou Fe) perpendiculaires à l’axe de compression lorsque la séparation de phase
a lieu sous compression uniaxiale. Ce résultat reproduit bien la morphologie des zones
riches en Cr observées en sonde atomique tomographique dans le système Fe-Cr vieilli
sous différentes compressions.

Une fois le potentiel d’interaction entre les différentes sortes de fratons fixé, nous avons
étudié la ségrégation des atomes de solutés aux JG. La taille des atomes de solutés a été
fixée sur la taille des atomes de phosphore. En effet, la ségrégation du phosphore aux JG
joue un rôle important sur les propriétés macroscopiques des aciers. Ainsi, le lien entre
les différentes structures des JG et la ségrégation du phosphore a été établi. Pour les
JG de faible désorientation, les positions des atomes ont été directement liées au champ
élastique local créé par les dislocations. Pour les JG de forte désorientation, il est apparu
que les atomes de solutés ségrégés aux JG occupent des positions préférentielles et créent
un motif périodique le long des JG. La comparaison des configurations locales des atomes
de phosphore ségrégés à certains JG obtenues, dans nos simulations et en ab-initio, est en
bon accord. L’analyse de plusieurs JG a également permis de relier l’enrichissement aux
JG et l’énergie de ségrégation à l’angle de désorientation des JG. Notre étude montre que
la courbe de l’énergie de ségrégation en fonction de l’angle de désorientation reproduit la
courbe de l’énergie des JG. Ceci confirme que la force de puits des JG est proportionnelle
à l’énergie des JG.

Pour modéliser les phénomènes qui ont lieu aux JG dans les matériaux irradiés nous
avons développé le modèle des quasi-particules pour pouvoir modéliser la diffusion et l’an-
nihilation des lacunes aux JG. La présence du potentiel d’interaction à courte portée dans
le potentiel d’interaction total nous a permis d’introduire les lacunes dans notre modèle.
Comme la taille de l’atome est fixée, la diminution de la densité de fratons induit la pré-
sence de lacunes dans le système. Les données expérimentales montrent que lorsque le
système est soumis à un flux de lacunes, celles-ci diffusent et se regroupent formant des
amas de lacunes. Dans nos simulations nous avons mis en évidence que lorsque la force
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de puits du JG est assez importante, les lacunes diffusent vers les JG et les cavités se
forment aux JG en ayant une forme allongée. En revanche, si la force de puits n’est pas
assez grande, des cavités se forment également dans le cœur des grains avec une forme
plutôt sphérique.

Enfin, nous avons terminé notre étude en montrant que le modèle des quasi-particules
est applicable pour étudier la coalescence des grains dans un polycristal ainsi que la
ségrégation aux JG d’orientation quelconque. Pour la première partie, une étude de la
croissance du rayon du JG a été menée avec deux distributions de tailles de grains. Il a
été montré que le carré du rayon du JG croit linéairement avec le temps et que la vitesse
de croissance est proportionnelle à la taille de grains. Nous avons également modélisé
la ségrégation aux JG d’un polycristal. De manière qualitative, nous avons obtenu un
enrichissement en atomes de soluté aux JG, qui reproduit les observations obtenues en
sonde atomique tomographique. Pour faire une étude quantitative l’ajustement du poten-
tiel d’interaction carbone-fer s’impose.

Bien que nous n’ayons pas pu, en utilisant la méthode de quasi-particules, décrire et
caractériser certains phénomènes physiques liés aux JG, nous n’avons à aucun moment
calibré le potentiel à longue portée entre les atomes de soluté et ceux de la matrice pour
reproduire les propriétés d’un matériau donné, excepté en ce qui concerne la symétrie du
réseau cristallin. Une des grandes perspectives de ce travail est donc le développement
de potentiels effectifs d’interaction correspondant à deux éléments précis. La forme ainsi
que l’intensité de ce potentiel effectif pourraient être ajustées à l’aide, par exemple, des
résultats obtenus lors d’expériences de diffusion des rayons X ou des neutrons. Une autre
possibilité serait d’utiliser les potentiels calculés numériquement pour un système donné,
comme ceux obtenus à partir de simulations ab-initio.

Lors de cette thèse nous avons étudié séparément la diffusion des atomes de solutés
et la diffusion des lacunes vers les JG. Or pour continuer l’étude des matériaux irradiés
et plus précisément, modéliser de manière quantitative la ségrégation induite aux JG, un
couplage entre les atomes de solutés et les flux de défauts doit être introduit dans le mo-
dèle. Une perspective importante de ce travail de thèse est donc d’adapter notre modèle
aux cas d’un système ternaire où les lacunes joueraient le rôle du troisième élément.

Pour finir, une autre piste de développement de la méthode des quasi-particules peut
être évoquée. Etant donné que cette approche permet de modéliser en même temps le

154



déplacement de l’interface entre les différentes phases et la diffusion des solutés, le phé-
nomène de traînage de solutés au cours de la recristallisation dynamique pourra être
également étudié. Une augmentation de la température de la recristallisation suite à l’ad-
dition d’éléments de solutés a été observée dans de nombreux aciers. La modélisation de
ce phénomène à l’échelle atomique, loin d’être triviale, s’effectue souvent en passant par
plusieurs simplifications. La cinétique de ce type pourrait donc être étudiée en détail grâce
au modèle des quasi-particules, encore une fois, en adaptent les équations de ce modèle
aux systèmes multicomposants.
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Chapitre 6 : Conclusions et perspectives
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Annexe A
Expression du tenseur de raideur

A l’échelle du cristal, c.à.d. à l’échelle atomique, les propriétés peuvent être anisotropes,
c’est pourquoi nous avons recours à des tenseurs. Dans cette première annexe, l’expression
du tenseur de raideur pour un cristal cubique sera réalisée à l’aide de ses propriétés
mécaniques, thermodynamiques et cristallographiques.

A.1 Tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes σ et le tenseur des déformations ε sont des tenseurs de
champ de rang 2 et sont reliés entre eux par un tenseur matériel de rang 4 caractérisant les
propriétés élastiques du matériau. Le tenseur de souplesse (ou des coefficients élastiques)
S relie contrainte à déformation et le tenseur de raideur (ou des coefficients de rigidités)
C relie déformation à contrainte suivant la loi de Hooke. Autrement dit,

ε = S σ (A.1.1)

σ = C ε . (A.1.2)

Nous pouvons d’ores et déjà remarquer que les matrices représentatives des tenseurs S et
C sont inverses l’une de l’autre.

Le tenseur des contraintes est composé de neuf éléments. Les trois éléments diagonaux
σii représentent les contraintes de traction ou de compression. Les six éléments non-
diagonaux σij, i6=j représentent les contraintes de cisaillement. La figure A.1 montre les
contraintes appliquées sur les trois faces visibles d’un cube. Dans la notation σij, le premier
indice i nous renseigne sur la direction d’application et le second indice j est relatif à
l’élément de surface perpendiculaire à l’axe xj. Pour que le corps n’ait aucun mouvement
général de rotation, il ne doit pas y avoir de moment générant cette rotation. Cela signifie
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Annexe A : Expression du tenseur de raideur

~x1

~x2

~x3

σ11

σ21

σ31

σ12

σ22

σ32

σ13
σ23

σ33

Figure A.1 – Contraintes appliquées sur trois faces visibles d’un cube.

qu’il faut appliquer, pour deux faces orthogonales à xi et xj, une même contrainte telle
que σij = σji. Le tenseur des contraintes σ est donc un tenseur symétrique n’ayant que
six composantes indépendantes.
Cette propriété de symétrie du tenseur des contraintes nous permet d’écrire, grâce à
l’équation (A.1.2),

Cijkl εkl = σij = σji = Cjikl εkl

ce qui implique que pour i 6= j,

Cijkl = Cjikl . (A.1.3)

A.2 Tenseur des déformations

Dans le cas des petites déformations, les coordonnées du tenseur des déformations sont
définies par

εkl = 1
2

(
∂uk
∂xl

+ ∂ul
∂xk

)

où u est le déplacement. Suite à cette définition, nous remarquons que le tenseur des
déformations ε est un tenseur symétrique (c’est à dire εkl = εlk) n’ayant lui aussi que six
composantes indépendantes.
Réécrivons maintenant l’équation (A.1.2) en séparant les termes diagonaux et non diago-
naux du tenseur des déformations ε,

σij =
∑
k

Cijkk εkk +
∑
k 6=l

(Cijkl + Cijlk) εkl (A.2.1)
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A.2 Tenseur des déformations

Lorsque le système subit une déformation εlk, il subit également une déformation εkl

(d’après la symétrie du tenseur ε). Nous ne pouvons donc pas mesurer séparément Cijkl
et Cijlk. Nous pouvons donc supposer que pour l 6= k ,

Cijkl = Cijlk . (A.2.2)

Dans ce cas, l’équation (A.2.1) devient

σij =
∑
k

Cijkk εkk + 2
∑
k 6=l

Cijkl εkl (A.2.3)

Les égalités (A.1.3) et (A.2.2) peuvent être réécrites en une seule, pour nous donner les
relations de symétries mineures suivantes,

Cijkl = Cjikl = Cjilk = Cijlk .

Le nombre de composantes indépendantes du tenseur de raideur C est donc réduit. Il y
a six composantes εkl différentes, c’est à dire qu’il y a, pour i et j fixé, six coefficients
Cijkl différents. De même, il y a six composantes σij différentes soit six coefficients Cijkl
différents à k et l fixé. Au total, il y a au maximum 36 coefficients indépendants pour le
tenseur de raideur C.

En raison des symétries des tenseurs de déformation et de contrainte étudiées précé-
demment, ces tenseurs de rang 2 (représentés par des matrices 3×3) peuvent être réduits
en tenseurs de rang 1 (6 × 1) contenant les six composantes indépendantes. De même,
le tenseur de raideur de rang 4 (3 × 3 × 3 × 3) peut être réduit en un tenseur de rang 2
(6 × 6) contenant les trente-six composantes indépendantes. La loi de Hooke (A.1.2) se
réécrit de façon matricielle comme



σ11

σ22

σ33

σ23

σ31

σ12


=



C1111 C1122 C1133 C1123 C1131 C1112

C2211 C2222 C2233 C2223 C2231 C2212

C3311 C3322 C3333 C3323 C3331 C3312

C2311 C2322 C2333 C2323 C2331 C2312

C3111 C3122 C3133 C3123 C3131 C3112

C1211 C1222 C1233 C1223 C1231 C1212





ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε31

2ε12


·

(A.2.4)

Nous pouvons utiliser la notation de Voigt pour convertir un couple d’indice (i, j) en un
singleton (k) avec la règle présentée dans la table A.1.
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ij k
11 1
22 2
33 3

23 / 32 4
13 / 31 5
12 / 21 6

Table A.1 – Convention de Voigt.

A partir de cette règle, l’équation (A.2.1) se réécrit de la façon suivante


σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6


=



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C43 C44 C45 C46

C51 C52 C53 C54 C55 C56

C61 C62 C63 C64 C65 C66





ε1

ε2

ε3

2ε4

2ε5

2ε6


·

A.3 Thermodynamique

Pour continuer d’étudier les propriétés de symétrie du tenseur C, adoptons un point
de vue thermodynamique. Pour un système fermé, initialement non contraint, soumis à
des contraintes mécaniques [134], la variation élémentaire de travail dW s’exprime comme

dW = V0
∑
ij

σij dεij (A.3.1)

La variation infinitésimal de l’énergie libre F du système s’écrit alors comme

dF = −SdT + V0
∑
ij

σij dεij

ou d’une façon équivalente, en utilisant la notation de Voigt

dF = −SdT + V0

6∑
k=1

σk dεk. (A.3.2)
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Nous pouvons maintenant exprimer les coefficients Cijkl en fonction des dérivées de l’éner-
gie libre,

1
V0

∂F

∂εij
= σij

= Cijkl εkl

1
V0

∂2F

∂εkl ∂εij
= Cijkl

Comme l’énergie libre F est un potentiel thermodynamique, nous pouvons inverser l’ordre
des dérivations

∂

∂εkl

∂F

∂εij
= ∂

∂εij

∂F

∂εkl

et alors
Cijkl = Cklij . (A.3.3)

Avec la notation de Voigt, nous avons la relation de symétrie majeure Cmn = Cnm. Le
tenseur de raideur C est symétrique et est composé de 21 coefficients indépendants.

A.4 Cristallographie

Le système cristallin cubique possède 5 groupes ponctuels, qui sont noté [93] : 23, m3̄,
432, 4̄3m, m3̄m
Le premier caractère représente l’ordre des axes parallèles aux arrêtes du cube (2 ou 4)
ou l’existence de miroirs perpendiculaires à ces arrêtes (m), le deuxième caractère l’exis-
tence des axes d’ordre 3 parallèles aux grandes diagonales du cube ou 3̄ s’il y a aussi un
centre d’inversion, le troisième signe s’il existe, l’existence d’axes d’ordre 2 parallèles aux
diagonales des faces du cube ou de miroirs perpendiculaires à ces directions [92].

Un tenseur de rang n est un ensemble de 3n composantes qui se transforment lors
d’un changement de base.

Propriété

« Pour déterminer le nombre de composantes indépendantes d’un tenseur représentant
une propriété physique d’un cristal donné, il suffit d’exprimer l’invariance du tenseur lors-
qu’on applique au système de coordonnées toutes les opérations de symétries du groupe
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ponctuel du cristal » [92].

Le groupe ponctuel cubique le moins symétrique est le groupe 23. Il possède trois axes
d’ordre 2 orthogonaux entre eux qui sont parallèles aux arrêtes du cube et quatre axes
d’ordre 3 qui sont parallèles aux grandes diagonales du cube.
Pour réduire le nombre de composantes indépendantes du tenseur de rigidité dans le cas
du système cristallin cubique, nous utilisons la méthode d’inspection directe [135] qui
stipule que les composantes d’un tenseur se transforment dans un changement de base
comme un produit de coordonnées (par exemple, une composante d’un tenseur d’ordre
quatre txyzz se transforme en xyz2).

Choisissons un axe d’ordre 2 parallèle à l’axe 0z, ce qui revient à effectuer une rotation
de π autour de l’axe 0z. Les coordonnées ~r(x, y, z) sont transformées en ~r′(x′, y′, z′) telle
que 

x′ = −x
y′ = −y
z′ = z

Après avoir effectué l’opération de rotation, la composante C1123 ≡ Cx′x′y′z′ doit être
égale à la composante avant rotation C1123 ≡ Cxxyz. Avec la méthode de l’inspection
direct, Cx′x′y′z′ se transforme en x′x′y′z′ et Cxxyz se transforme en xxyz. Or

x′x′y′z′ = −x · (−x) · (−y) · z = −xxyz.

Finalement
Cx′x′y′z′ = −Cxxyz = 0.

La transformation pour les autres composantes est résumée sous la forme matricielle
suivante

C1111 C1122 C1133 C1123 C1131 C1112

C2222 C2233 C2223 C2231 C2212

C3333 C3323 C3331 C3312

C2323 C2331 C2312

C3131 C3112

C1212


=



C1111 C1122 C1133 −C1123 −C1131 C1112

C2222 C2233 −C2223 −C2231 C2212

C3333 −C3323 −C3331 C3312

C2323 C2331 −C2312

C3131 −C3112

C1212


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ce qui implique nécessairement que

C =



C1111 C1122 C1133 0 0 C1112

C2222 C2233 0 0 C2212

C3333 0 0 C3312

C2323 C2331 0
C3131 0

C1212


.

De la même manière, nous pouvons effectuer une rotation de π autour de l’axe 0x (res-
pectivement 0y). Les coordonnées ~r(x, y, z) sont transformées en ~r′(x′, y′, z′) telle que
x′ = x, y′ = −y, z′ = −z (respectivement x′ = −x, y′ = y, z′ = −z). Ainsi

C =



C1111 C1122 C1133 0 0 0
C2222 C2233 0 0 0

C3333 0 0 0
C2323 0 0

C3131 0
C1212


Choisissons maintenant un axe d’ordre 3, parallèle à la direction [111]. Une rotation
de 2π/3 autour de cet axe transforme les coordonnées ~r(x, y, z) en ~r′(x′, y′, z′) telle que
x′ = y, y′ = z, z′ = x. Nous obtenons maintenant la forme finale du tenseur de rigidité
qui, avec la notation de Voigt est représenté par

C =



C11 C12 C12 0 0 0
C11 C12 0 0 0

C11 0 0 0
C44 0 0

C44 0
C44


(A.4.1)

L’application d’autres opérations de symétrie des groupes ponctuels m3̄, 432, 4̄3m, m3̄m
ne modifie pas la forme du tenseur de rigidité.

En conclusion, le tenseur de rigidité ne dépend que de trois coefficients, C11, C12 et
C44.
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Annexe B
Parallélisation MPI

La parallélisation du programme est réalisée avec la libraire « Message Passing Inter-
face »(MPI). La parallélisation permet l’exécution simultanée de séquences d’instructions
indépendantes, sur des processeurs différents. Ainsi, avec la distribution des calculs, l’exé-
cution du programme est plus rapide et les tailles des boites de simulation peuvent être
plus importantes grâce l’accès à plus de ressources mémoire.

Les dimensions de la boite de simulation sont notés nx, ny et nz. Notre programme
utilise une décomposition en tranche 1D, c.à.d. que la dimension nz est découpée en
plusieurs sous domaine, chacun de taille {1, · · · , nzp} où nzp est un diviseur de nz. Le
principe de la décomposition en tranche de la boite de simulation est présenté à la figure
B.1.

x

y

z

nzp

ny

nz

nx

Figure B.1 – Décomposition 1D de notre boite de simulation.

Dans un programme séquentiel, un seul processus est utilisé et la fonction de den-
sité de fraton ρ(x, y, z, t) est associée à un tableau tridimensionnel de dimension
(1 · · ·nx, 1 · · ·ny, 1 · · ·nz). La dépendance temporelle est prise en compte naturellement
dans une boucle itérative sur les pas de temps dans le programme.
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Annexe B : Parallélisation MPI

Dans la version parallèle, plusieurs processus sont utilisés et la fonction de densité de
fraton ρ(x, y, z, t) est distribuée sur tous les processus. On note ρp la restriction de la
fonction ρ sur le domaine de taille (1 · · ·nx, 1 · · ·ny, 1 · · ·nzp). Si le programme utilise
m processus où nz = m · nzp, la mémoire utilisée par chaque processus est divisée par
le facteur m, ce qui explique la possibilité d’augmenter facilement la taille des boites de
simulations. En revanche, le facteur m doit être un diviseur de nz. C’est pourquoi, une
attention particulière doit être prise lors de la recherche de dimension nz lorsque le cristal
est tourné. Pour un gain de temps optimal, nzp doit valoir 4 ou 5.

La spécificité de la librairie MPI est que chaque processus est indépendant. Si le
processusm a besoin des informations connues du processusm′, les deux processus doivent
s’échanger des messages. Les équations cinétiques sont résolues dans l’espace de Fourier
(où la connaissance de la fonction ρ en tous les points est requise), c’est pourquoi nous
utilisons la librairie FFTW-MPI. Cette partie demande la majorité du temps de calcul.
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