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Introduction générale

FIGURE 1 — Cube plongé dans E? et patron de son bord
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Considérons un cube C plongé dans E? I’espace euclidien de dimension 3 et notons ¥ := 9C son
bord tel que sur la figure 1. D’une part, il est clair que ¥ est une surface homéomorphe a la sphere
de dimension 2 ; d’autre part, au voisinage d’un point p dans I'intérieur d’une des faces du cube, X
est isométrique & un ouvert du plan euclidien. De plus, si I'on considére un point p sur 'intérieur
d’une des arétes du cube, un voisinage de p peut-étre obtenu en recollant deux demi-disques : I'un
sur la face & droite et Uautre sur la face a gauche de laréte. Ainsi, un tel point p dans lintérieur
d’une aréte admet également un voisinage isométrique a un ouvert du plan euclidien. 11 est alors
clair que X est naturellement dotée d’une structure de surface localement euclidienne singuliére :
¥ est une E2-surface. Enfin, les singularités coniques aux sommets du cube sont chacune d’angle
3m/2 car il y a exactement 3 carrés adjacents & un sommet p chacun contribuant & hauteur de w/2
a l'angle conique en p.

Plus généralement, le bord ¥ de n’importe quel polyedre P compact convexe plongé dans E3
est homéomorphe & une sphere et est naturellement doté d’une structure de surface localement
euclidienne a singularités coniques. Cependant, au voisinage d’un sommet, la surface X est un céne
convexe plongé dans E? et on peut démontrer qu’un tel cone ne peut avoir de singularité conique
d’angle inférieur a 27. Pour résumer :

Proposition. Soit P un polyédre compact convexe de E3, le bord OP est une surface localement
euclidienne & singularités coniques d’angle inférieur a 2w et homéomorphe a la sphére S2.

Un théoreme classique d’Alexandrov [Aled2] énonce que cette construction est bijective : non
seulement tout polyedre compact convexe est totalement déterminé & isométrie de E3 pres par la
métrique de son bord prés mais également toute une surface localement euclidienne singuliére %
homéomorphe & la sphere S? et dont les singularités coniques sont toutes d’angle inférieur & 27
est isométrique au bord d’un polyeédre convexe P .
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Théoréme ([Ale42]). Soit ¥ une surface localement euclidienne d singularités coniques d’angle
inférieur & 21 et homéomorphe d la sphére S?, il existe un polyédre compact convexe P dans E3
tel que OP est isométrique a X. De plus, si Py et Py sont deux tels polyédres, alors il existe une
isométrie ¢ de E? telle que ¢P; = Ps.

Ce théoreme inclut en particulier le cas d’un polyedre aplati qui correspond a un polygone
convexe collé a une copie de lui-méme bord & bord. La méthode proposée par Alexandrov est
tres générale et il 'utilise pour redémontrer plusieurs théorémes historiques attribués a Cauchy et
Minkowski [Ale05] ainsi que des généralisations aux polyédres convexes de H? et S* dont le bord
est alors respectivement une surface hyperbolique a singularités coniques et une surface sphérique
a singularités coniques. Cependant, sa démonstration reposant sur le théoreme d’invariance du do-
maine, celle-ci n’est pas constructive dans le sens ou elle ne permet pas d’en dériver une méthode
efficace pour construire un polyedre dont le bord a une métrique donnée. Si Volkov publia une série
d’articles dans les années 60 développant des méthodes constructives [VP71], le sujet n’a connu
un nouvel élan qu’au début des années 2000 sous 'impulsion de Bobenko, Fillastre, Izmestiev et
Schlenker qui démontrent alors une série de généralisations. D’une part, Izmestiev et Bobenko
[BIO8] proposent une nouvelle démonstration du théoréme d’Alexandrov complétement construc-
tive en considérant une fonctionnelle d’Einstein-Hilbert (ou fonctionnelle de courbure scalaire).
Izmestiev applique subséquemment la méme méthode a un probleme similaire pour des polyedres
convexes a bord [Izm08]. D’autre part, Hodgson et Rivin [HR93] puis Schlenker [Sch06] démontrent
des généralisations faisant intervenir des surfaces d’angles coniques supérieurs a 27 et plongées
dans des espaces lorentziens.

Pour comprendre comment cela est possible, considérons I’espace de Minkowski de dimension 3,

EY? = (R3, -d2? + da? + dy?),

et un cone de révolution ¢ dans E*? convexe (E'? est un espace affine, la notion de convexité
est donc la méme que pour lespace euclidien usuel); enfin supposons que la métrique semi-
riemannienne ambiante induise une métrique riemannienne sur %. De la méme maniere que pour un
cone dans E3, I'angle conique est égal & la longueur de la courbe de Jordan donnée par I'intersection
de € avec la spheére unité. La différence ici est que la sphére unité de E*2 est SV : 72422492 = 17;
cette surface est une hyperboloide & une nappe (voir figure 2). La courbe v := S1' n ¢ est alors un
cercle horizontal de rayon cosh(«) si les directions des rayons de ¢ forment un angle « avec le plan
horizontal. On remarque alors que plus le cone € se rapproche du céne lumiere plus le rayon de ce
cercle est grand. A l'inverse de la situation euclidienne, l’angle conique minimum (atteint lorsque
le cone est un plan) est 27 mais n’est pas majoré. De maniére générale, on peut démontrer que
I'angle conique d’un céne convexe dans E'? est toujours plus grand que 2m. Cette propriété est
purement locale et donc, de maniére générale, toute surface plongée dans une variété lorentzienne
M de dimension 3 de maniére 4! par morceau et totalement géodésique par morceau et dont les
sommets sont convexes a des singularités coniques d’angle supérieur a 2.

Le probleme d’Alexandrov se pose alors dans un cadre plus général qui a été étudié récemment
de maniére systématique par Fillastre et Izmestiev.

Probléme. Soit ¥ une surface fermée de genre g munie d’une métrique singuliére de courbure
K € {-1,0,1} dont les singularités coniques sont toutes d’angle plus grand que 2w (cas € = =) ou
toutes d’angle plus petit que 21 (cas € = +). On note X, l’espace modéle de courbure K riemannien
st € =+ et lorentzien si e = —.

Existe-t-il un polyédre convexe P de X5 dont le bord est isométrique au revétement universel
de X3 2 Ce polyédre, s’il existe, est-il de plus unique ?

Soit (X, S) une surface marquée de genre g, munie d’une métrique de courbure constante K
et donc les singularités coniques sont d’angles 6, pour o € S. La formule de Gauss-Bonnet donne
alors une restriction sur les cas possibles :

ZS(QW —0,) + Aire(2)K = (4 -4g)m = 2mx(2).
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FIGURE 2 — Cones convexes dans 'espace de Minkowski
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Dans les coordonnées cylindriques
(t,r,0), les cones 61,6, et 65 respecti-
vement d’angle conique 61,605 et 03 sont
de la forme

¢; : t=sinh(ay;)r
0; = cosh(a;)k

En particulier,

lim 93 = +00

g —>+00

Par exemple, il n’existe pas de surface localement euclidienne singuliere homéomorphe a la sphere
et dont les angles coniques sont tous plus grand que 27 : le cas g = K =0 et € = — est impossible.
Par ailleurs, I'unicité dans le cas général nécessite une contrainte supplémentaire d’holonomie
linéaire. La réalisation du revétement universel de > dans ’espace modele X = X vient avec une
représentation du groupe fondamental p : 1 (2) — Isom(X) sous 'action de laquelle le plongement
de ¥ dans X est invariant. Dans le cas historique d’Alexandrov, cette représentation est triviale
car la sphere est simplement connexe, dans le cas général cette représentation n’est pas triviale
et en particulier dans le cas g > 2, K = 0, = —, un plongement peut venir avec un continuum de
déformations d’holonomies différentes. C’est ce que suggerent par exemple les théoremes 27 et 28.
Nous reproduisons 3 un tableau résumant les cas possibles et les références de leurs démonstrations,

FIGURE 3 — Généralisations du théoréme d’Alexandrov [Fil10].
MD : Méthode de Déformation (non effective). MV : Méthode Variationnelle (effective). [Brul7]
réfere a la présente these.

g | K| ¢ MD MV
0 | -1 | + | [Aled42] | [BIOS]
0 0 | + | [Ale05]
0 1 | + | [Ale05]
0 1 | - | [HR93]
1 | -1+ [F109]
1 1 |- [FI11]
>2 | -1 + | [Filo7]
>2 | -1 | - | [Fill1]
>2 | 0 | — | [Fill1] | [Brul7]
>2 | 1 | — | [Scho6]
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Un point intéressant dans la méthode employée par Bobenko, Fillastre et Izmestiev est 'appa-
rition naturelle d’espace singulier. Les détails de cette méthode seront développés dans le chapitre
6, cependant nous pouvons d’ores et déja en expliquer les grandes lignes. Avant toute chose, I’ho-
lonomie du plongement que nous cherchons a construire étant linéaire, le polyedre putatif a un
centre O et donc les points marqués de ¥ ont des « hauteurs » naturelles : leur distance & O (ou
leur séparation temporelle si X5 est lorentzien). De plus, le plongement induit une cellulation sur
la surface ¥ dont les sommets sont exactement les points marqués. L’objectif est alors de retrouver
le couple (hauteur, cellulation) et de reconstruire le plongement cellule par cellule. Les grandes
étapes de la méthodes alors sont les suivantes.

I. Se donner un couple (hauteurs, triangulation) arbitraire. Les hauteurs a ce stade n’étant
qu’une famille de nombres réels positifs chacun attaché a un point marqué.

IT. Pour chaque triangle T', le plonger dans l’espace modele X7 de sorte que les distances des
sommets du triangle au point O prescrit sont exactement les hauteurs choisies. Chaque
triangle donne ainsi une pyramide.

ITII. Coller les pyramides de sorte & construire une X z-variété singuliere M d’holonomie linéaire
ainsi qu’un plongement ¢ : ¥ - M envoyant triangle sur base de pyramide.

IV. Etudier des critéres sur le couple (hauteur, triangulation) permettant de vérifier que le
collage de deux pyramides est « convexe » . Etudier le domaine des hauteurs induisant un
plongement convexe, ces hauteurs sont dites « admissibles »

V. Définir une fonctionnelle d’Einstein-Hilbert sur l'espace des hauteurs admissibles dont les
points critiques induisent des collages des pyramides tels que la X§-variété obtenue est
réguliére. L’étudier et montrer qu’elle admet un unique point critique.

VI. Par des théorémes d’uniformisations, le revétement universel M de la X §,-variété M (construite
avec un jeu critique de hauteurs pour la fonctionnelle d’Einstein-Hilbert) s’identifie & un do-
maine convexe de X . On obtient ainsi un plongement de ¥ dans Xj qui est polyédral
(c’est-a-dire le bord d’un polyédre) muni d’une représentation d’holonomie du groupe fon-
damental.

Avant le présent travail, cette méthode n’avait pas encore été appliquée pour démontrer de maniere
effective le cas (g, K,e) = (> 2,0,-) que Fillastre avait démontré dans sa thése par une méthode
de déformation similaire & celle d’Alexandrov ; ¢’était une des motivations initiales de ce travail.

La seconde motivation vient du fait que le cadre lorentzien est porté par des ambitions diffé-
rentes provenant de la physique a la suite des travaux de Lorentz, Poincaré, Minkowski et d’Ein-
stein.

L’espace de Minkowski est le premier exemple d’espace-temps, nous faisons un court détour
pour le décrire plus précisément. L’espace de Minkowski de dimension n + 1, noté EY™, d’une part,
est I'espace affine R"* de coordonnées nommées par convention (t,x1,, 2, ) et muni de la forme
quadratique Q(t,zy, -, x,) = —t> + 23 + -~ + 22. Supposons n > 2, le groupe d’isométrie linéaire
0(Q) ~ O(1,n) comporte 4 composantes connexes contrairement au groupe d’isométrie linéaire
de lespace euclidien O(n) qui n’en comporte que deux. Les deux composantes connexes de O(n)
correspondent, d’une part aux isométries préservant les deux orientations de K™, d’autre part aux
isométries échangeant ces deux orientations. Le fait que O(Q) ~ O(1,n) comporte 4 composantes
connexes est associé a l'existence de deux types d’orientations : 'orientation usuelle de R™*!
et l'orientation temporelle. Cette orientation temporelle s’obtient en différenciant les vecteurs
U (t, oy, 2,) de EM™ non nuls selon que Q() est positif, négatif ou nul. Si Q(w) > 0 (resp.
Q(W) <0, resp. Q() = 0) on dit que u est de type espace (resp. de type temps, resp. de type
lumiere ou isotrope). Un vecteur non nul tel que @ < 0 est dit causal. Lorsque n > 2, 'ensemble
des vecteurs causaux comporte deux composantes connexes, celles-ci sont préservées par deux
composantes connexes de O(1,n) et échangées par les deux autres. Une orientation temporelle
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est le choix d’une composante connexe privilégiée de vecteurs causaux que nous appelons vecteurs
causaux futurs, les vecteurs causaux de 'autre composante connexe sont appelés vecteurs causauz
passés. Le choix d’une orientation temporelle induit deux relations d’ordres sur E1™ :

« la relation d’ordre causale : soient z,y € E™, on dira que y est dans le futur causal de z et
on notera x < y si le vecteur y — = est causal futur;

« la relation d’ordre chronale : soient x,7 € EY™, on dira que y est dans le futur chronologique
de x et on notera x < y si le vecteur y — x est de type temps futur.

Ces deux relations d’ordre sont invariantes sous l'action du groupe des isométries affines de I’espace
de Minkowski que ’on note Isom(E*"). L’espace de Minkowski « physique » est alors le quadruplet

EM": (R, Q, <, <),

Plus généralement, ’espace tangent d’une variété lorentzienne M s’identifie a ’espace de Min-
kowski, le choix d’une orientation temporelle sur M est un choix continu d’orientation temporelle
sur chacun des espaces tangents de M. On rappelle qu'une variété lorentzienne est un couple
(M,g) o M est une variété différentielle de dimension n + 1 et g un (0,2)-tenseur symétrique
non dégénéré de signature (1,n). L’espace de de Sitter (ici plongée dans I'espace de Minkowski)
Stmi= {x e EL™ | Q(x) = 1} est un exemple de variété lorentzienne. Sur une variété lorentzienne
M muni d’'une orientation temporelle on définit les courbes de classe €' causales futures (resp.
chronales) comme les courbes c¢: I - M de classe € telles que ¢’ est un vecteur causal (resp. de
type temps) futur. On peut alors définir deux relations de pré-ordre sur tout ouvert & de M :

¢ la relation causale : soient z,y € U, on dit que y est dans le futur causal de x dans U et on
note x <y y s’il existe une courbe causale future de U allant de x a y;

¢ la relation chronale : soient z,y € U, on dit que y est dans le futur chronologique de x dans
U et on note = <y y 8’il existe une courbe chronale future de U allant de x a y.

Un espace-temps lorentzien est alors un quadruplet
(M7 g7 S) <<)

ot M est une variété différentielle, g un tenseur métrique de signature (1,n) et < et <« les faisceaux
de relations transitives induite par le choix d’une orientation temporelle. Dans un espace-temps
lorentzien, on peut définir les courbes causales de classes €° comme les courbes ¢ : I — M continue
localement strictement croissante. C’est-a dire que pour tout ouvert U de M et tout intervalle J c T
tel que c(J) cU, ¢y : (J, <) = (U, <y) est une fonction strictement croissante. Le fait que les deux
relations (<, <) ne soient pas des relations d’ordre en général est & la base de I’étude de la hiérarchie
causale [MS08] des espaces-temps. Nous nous intéressons a trois degrés de cette hiérarchie : un
espace-temps lorentzien M est

1. causal si <j; est une relation d’ordre;

2. fortement causal si aucune courbe causale inextensible ne revient une infinité de fois arbi-
trairement proche d’un point donné de M ;

3. globalement hyperbolique si M est causal et si ’espace des courbes causales allant d’un point
p & un point ¢ est compact pour la norme €°.

Revenons aux singularités qui apparaissent dans 1’étape III ci-dessus, elles correspondent a une
idéalisation des « particules massives » : une particule est idéalisée en la supposant ponctuelle. Dans
les années 80-90, Deser, Jackiw et 'T Hooft [DJ84, DJ88, DJtH84, tH88] ont commencé une étude
systématique de la gravité en dimension 241 avec, entre autre, deux objectifs : calculer de maniére
plus efficace des solutions aux équations d’Einstein et construire un modele jouet de gravitation
quantique dont certaines propriétés pourraient étre extrapolées au probleme de la gravitation
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quantique en dimension 341. L’excellent livre de Carlip [Car98] décrit en détail ces travaux et leurs
ambitions en physique des particules. Les espaces-temps considérés sont presque tous globalement
hyperboliques. Par un théoréme de Geroch [Ger70], de tels espaces-temps admettent une surface
de Cauchy c’est-a-dire une hypersurface qui intersecte toutes les courbes causales inextensibles
exactement une fois. *T Hooft [tH93] utilise des surfaces de Cauchy polyédrales pour étudier la
dynamique en dimension 2+1. En effet, I’évolution d’une telle surface dans un espace-temps plat
avec particules massives est plus facile a simuler numériquement que I’évolution d’une surface de
Cauchy dans un espace-temps lorentzien arbitraire. Cela motive la problématique suivante.

Probléme. Quelles paramétrisations peut-on avoir des espaces-temps plats singuliers globalement
hyperboliques ¢ Quelles paramétrisations peut-on avoir des espaces-temps plats singuliers munis
d’une surface de Cauchy polyédrale convexe ?

Il est remarquable que le théoreme d’Alexandrov-Fillastre donne une réponse a un cas parti-
culier de ce probleme : les espaces-temps plats réguliers munis d’une surface de Cauchy polyédrale
convexe & s sommets sont paramétrés par les surfaces localement euclidiennes & singularités co-
niques d’angle supérieur a 2 homéomorphe a une surface de genre deux ou plus. Par ailleurs, cette
problématique souleve également la question des paramétrisations des espaces-temps admettant
une surface de Cauchy sans en fixer une en particulier. Ce dernier probléeme semble plus simple et
il s’avere étre résolu en grande partie.

Un point de départ pour obtenir une telle paramétrisation est de remarquer que le plan hyper-
bolique H? se plonge dans E}? comme la partie supérieure de I’hyperboloide & deux nappes :

H?: {-t* +2? +y* = -1, t>0}.

Le groupe des isométries du plan hyperbolique se réalise alors comme le groupe des isométries
linaires de l'espace de Minkowski : SO¢(1,2). Le cone issu de l'origine et de base H? est préservé
par le groupe SOg(1,2). On peut alors faire agir n’importe quel groupe fuchsien I' sur H? et au
lieu de quotienter simplement H? par T', on peut faire agir ' sur la totalité du céne (ouvert).
De cette manieére, I'action est propre totalement discontinue et le quotient du céne par T' est
un espace-temps régulier globalement hyperbolique : une fonction temps de Cauchy est donnée
par la coordonnée t de Minkowski. On obtient alors une paramétrisation d’une famille d’espace-
temps plats réguliers admettant une surface de Cauchy compacte (on dira Cauchy-compact) par
Pespace de Teichmiiller. Un théoréme aujourd’hui trés connu de Mess [Mes07] énonce que si cette
paramétrisation ne parcourt pas tous les espaces-temps plats réguliers Cauchy-compact, on peut
la prolonger au fibré tangent de ’espace de Teichmiiller et obtenir une paramétrisation de tous les
espaces-temps plats Cauchy-compacts.

Théoréme ([Mes07, ABB*07]). Soit g > 2, on note Teichy ’espace de Teichmiiller d’une sur-
face fermée de genre g et Mg(IEl’Q) lespace des classe d’équivalence d’espaces-temps localement
isométriques a B2 globalement hyperboliques Cauchy-compact mazimauz. On o des bijections
naturelles :

TTeich, M, (EH?)

Cette correspondance est particulierement naturelle si I’on se représente I'espace de Teichmiiller
comme un ouvert de la variété des caracteres. Un théoreéme classique d’uniformisation des surfaces
localement hyperboliques énonce que toute surface hyperbolique compacte s’obtient comme le
quotient du plan hyperbolique H? par un groupe discret I' d’isométries. L’espace de Teichmiil-
ler s’identifie alors naturellement aux classes de conjugaison de représentations marquées fideles
d’image discréte I' = SOg(1,2) ou T est le groupe fondamental d’une surface fermée de genre g.
Un vecteur tangent a I'espace de Teichmiiller s’identifie alors a une application de I" dans ’al-
gebre de Lie s0(1,2) de SO¢(1,2), la forme de Killing de cette derniere est de signature (1,2) et
donc s0(1,2) s’identifie & espace de Minkowski. Un calcul effectué par Goldman [Gol84] montre
que l'espace tangent a la variété de caractere en une représentation p fidele discrete est formé
des cocycles pour l'action de T sur s0(1,2) via Ad o p. On peut alors se représenter un point du
fibré tangent de l’espace de Teichmiiller comme une représentation marquée I' - Isom(E'2) de
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partie linéaire fidele et discrete. On peut comprendre le théoreme de Mess comme un théoreme
d’uniformisation des espaces-temps plats globalement hyperboliques Cauchy-compacts : si M est
un espace-temps globalement hyperbolique Cauchy-compact maximal homéomorphe & 3 x R avec
¥ une surface fermée de genre g, alors le revétement universel M de M s’identifie & un domaine
convexe de E12 invariant sous I'action de la représentation d’holonomie 7y (M) — Isom(E!?) de
M qui est de plus de partie linéaire fidele et discrete.
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La problématique de cette these s’articule alors comme suit.
1. Qu’entend-t-on par espace-temps plat singulier ?

2. Peut-on penser un espace-temps plat singulier comme nous pensons un espace-temps plat non
singulier 7 C’est-a-dire, les raisonnements usuels sont-ils toujours valables et les théorémes
classiques sont-ils toujours vrais ?

3. Existe-t-il des variantes singulieres du théoreme de Mess ?

4. Existe-t-il des variantes singulieres du théoreme d’Alexandrov-Fillastre ?

Si les variétés riemanniennes singuliéres sont aujourd’hui bien connues et font parties du folk-
lore du géometre, la théorie des espaces-temps singuliers est aujourd’hui a la fois balbutiante et
beaucoup plus riche. La premiere partie de ce mémoire est consacrée a 1’étude axiomatique et a
la construction de certains types d’espaces-temps plats singuliers. Les seuls points originaux de
notre exposition est l'introduction et 'utilisation systématique de la notion de (G, X)-structure
presque partout.

La deuxieme question nous semble tres riche car I'intuition d’espace-temps d’un physicien est a
la fois tres simple et treés large : un espace-temps est un lieu ou les notions de futurs et de passés ont
un sens. Nous introduisons une notion d’espace-temps topologique trés générale qui est aux variétés
lorentziennes ce que les espaces topologiques sont aux variétés riemanniennes. Le troisieme chapitre
est consacré d’une part a la définition et I’étude élémentaire de ces espaces-temps topologiques qui
est une proposition originale de cette theése formalisant I'intuition physique; et d’autre part a la
démonstration de trois théoremes classiques de la théorie des variétés lorentziennes globalement
hyperboliques : le théorémes de Geroch [Ger70], le théoréme de Choquet-Bruhat-Geroch [CBGG69]
et le théoréme de Seifert-Bernal-Sanchez [Sei77, BS03]. Barbot, Bonsante et Schlenker ont proposé
une démonstration des deux premiers de ces théorémes dans [BBS11] dans le cas des espaces-temps
plats avec particules massives d’angle plus petit que 27 par une méthode de déformation conforme
permettant de se ramener au théoréme classique. Nous proposons une nouvelle preuve fondée sur
une généralisation substantielle des techniques classiques telles qu’exposées dans [805, Shil5] avec
lintroduction de la notion de passé/futur contindment atteignable. Nous démontrons ainsi ces
théorémes pour les espaces-temps admettant des particules massives et des singularités de type
BTZ que 'on peut se représenter comme des particules massives d’angle nul. Les preuves ne sont
exposées que pour les espaces-temps plats singuliers mais les techniques couvrent certainement un
cadre plus général de variétés lorentziennes singuliéres si tant est que ’on définisse une notion de
particule massive et de singularité BTZ dans ce cadre. La théorie des espaces-temps topologiques
est tres riche d’exemples et de contre-exemples pertinents mathématiquement et physiquement
mais leur étude compleéte sort largement du cadre de cette these, nous espérons pouvoir continuer
a développer cet outil a 'avenir.
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La troisiéme question a fait 'objet de travaux récents de Bonsante et Seppi [BS16] pour les
espaces-temps plats singuliers globalement hyperboliques Cauchy-compacts dont les particules
massives sont d’angle plus petit que 27 et admettant une surface de Cauchy strictement convexe.

Théoréme ([BS16]). Soient g,s >0 tels que 29-2+s> 0, ¥ une surface fermée de genre g et soit

(Ki)ie[1,s] tels que k; €]0,2m[ pour tout i. En notant Teichy ; lespace de Teichmiiller d’une surface

de genre g a s points marqués et Mg,s(Ei’OQ, k) Uespace des classes d’équivalence d’espaces-temps

plats globalement hyperboliques Cauchy-compacts mazimaux homéomorphes a ¥ x R comportant
eractement s particules massives d’angles k1, ks. Nous avons des bijections naturelles :

. 1,2
TTeichg , My J(ESy, ki, Ks)

Le chapitre 4 est consacré a une étude des espaces-temps globalement hyperboliques compor-
tant des singularités BTZ. Nous construisons une extension BTZ maximale qui est aux espaces-
temps plats singuliers ce que la compactification des pointes est aux surfaces hyperboliques de
volume fini.

Théoréme ([Brul6al]). Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique.
1l existe une extension BTZ maximale de M, celle-ci est unique da isomorphisme preés.

Notre résultat principal est que cette extension BTZ préserve des propriétés importantes
(Cauchy-maximalité, Cauchy-complétude, absolue maximalité que nous redéfinirons) et permet
de compactifier les surfaces de Cauchy sous des hypothéses supplémentaires.

Théoréme ([Brul6a]). Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique possiblement sin-
gulier mais sans singularité BTZ.

M est Cauchy-maximal et Cauchy-complet si et seulement si son extension BTZ mazimale est
Cauchy-maximale et Cauchy-compléte.

Comme application de cette théorie des extensions BTZ nous obtenons un théoréme de Mess
pour les espaces-temps plat singuliers Cauchy-compacts ne comportant que des singularités BTZ.

Théoréme ([Brul6b]). Soient g,s > 0 tels que 2g —2 + s > 0 et soit ¥ une surface fermée de
genre g. En notant Teichy s l’espace de Teichmiiller d’une surface de genre g a s points marqués
et Mg,S(IEéQ) Uespace des classes d’équivalences d’espaces-temps plats globalement hyperboliques
Cauchy-compacts maximauzr homéomorphes a ¥ x R comportant exactement s lignes singuliéres
BTZ. Nous avons des bijections naturelles :

TTeich, M, (Ey?) .

Notre travail s’ajoute au résultat de Bonsante et Seppi sans pour autant le compléter : pour le
moment aucun théoréme ne traite les cas mixtes BTZ et particules massives. Il est possible que la
théorie de extensions BTZ que nous développons permette de traiter le cas mixte BTZ-particules
massives mais cette étude sort du cadre de la présente these et pourra faire l'objet de travaux
ultérieurs.

La quatriéme question occupera la troisiéme et derniere partie de cette theése. Nous proposons
deux réponses, la premiere réponse s’appuie sur notre étude des espaces-temps avec BTZ pour
interpréter un travail de Penner [Pen87] sur 'espace de Teichmiiller décoré comme un théoréme
d’Alexandrov pour les espaces-temps avec BTZ d’holonomie linéaire.

Théoréme ([Pen87, Brul6b]). Pour g€ N et s € N* tels que 29— 2+ s > 0, il existe des bijections
naturelles :

Mg (By®) My.s(E2,)

avec
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. M;JE%’Z) Pespace des classes d’équivalence de EY2-espaces-temps Cauchy-compacts de
genre g comportant exactement s lignes singulieres BTZ, a holonomie linéaire munis d’une
surface de Cauchy polyédrale convexe dont les sommets sont sur les lignes singuliéres ;

. ngs(IEzO) espace des classes d’équivalence de B2,-surfaces de genre g ayant exactement s
points singuliers.

La seconde réponse est une généralisation des méthodes de Bobenko, Ismeztiev et Fillastre pour
démontrer un théoréme d’Alexandrov-Fillastre pour les espaces-temps plats singuliers Cauchy-
compacts avec BTZ et particules massives radiants c’est-a-dire dont ’holonomie est linéaire et
admettant une surface de Cauchy strictement convexe. Nous présentons un théoréme de réalisation
des surfaces localement euclidiennes singulieres dont les angles sont tous plus grands que 27 comme
bord de polyédre convexe dans des espaces-temps plats de singularités d’angle plus petit que 27
et d’holonomie linéaire.

Théoréme (B. 17). Soit ¥ une surface localement euclidienne fermée de genre g avec s > 0
points singuliers d’angle conique strictement supérieur & 2w. Pour tout K € [0,27]°, il existe un
espace-temps plat singulier radiant comportant s lignes singuliéres d’angles Kk1,--+, ks et un polyédre
conveze P c M dont le bord est isométrique a 2.

De plus, un tel couple (M, P) est unique d équivalence prés.

La méthode devrait permettre de démontrer un résultat légerement plus général sans contrainte
sur les singularités coniques des surfaces localement euclidiennes. Le temps manquant, cette étude
sera précisée pour la publication de ces résultats.
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Premiere partie

(G, X)-variétés singuliéres
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Introduction

Si vous avez construit des chateaux dans les nuages, votre travail n’est pas
vain ; c’est 1a qu’ils doivent étre. A présent, donnez-leurs des fondations.

Henry David Thoreau

Dans [Thu98], Thurston décrit un processus itératif lui permettant de définir une notion de
« variété conique » (cone-manifold en anglais). Il part de ’exemple des variétés localement eucli-
diennes singulieres, I'idée étant de procéder par induction sur la dimension en étudiant ’espace
des rayons issus d’un point que nous avons choisi d’appeler vodte céleste (link en anglais). Le cas
des variétés localement sphériques se fait comme suit.

o Une variété sphérique de dimension 1 sera toujours réguliere, c’est-a-dire une (SO(2),S?)-
variété.

« L’espace des rayons issus d'un point de S? est S' sur lequel agit SO(2). Il propose alors de
considérer les surfaces munis d’un atlas identifiant des voisinages de chaque point avec la
suspension d’'une (SO(2),S!)-variété. La suspension d'une (SO(2),S!)-variété compacte S
étant définie comme :

([0,7/2[xS"/ ~ ; dr? +sin(r)?dsy) avec (1,0)~(r',0") < r=1"=0
Nous obtenons alors une notion de (SO(3),S?)-variété singuliere.

« L’espace des rayons issus d’un point de S? est S? sur laquelle agit SO(3). On peut de la
méme maniére considérer les espaces topologiques séparés munis d’'un atlas identifiant des
voisinages de chaque point avec la suspension d'une (SO(3),S?)-variété singuliere compacte.

e etc.

Plusieurs remarques méritent d’étre faites. Premierement, les singularités de dimension 2 obte-
nues par la construction ci-dessus ne sont autre que les singularités coniques. Elles peuvent étre
construites, par exemple, en considérant le bord d’un polyeédre convexe ou en collant des poly-
gones bord a bord. Deuxiémement, une fois comprise la récurrence pour les variétés localement
sphériques, il n’y pas de difficultés a généraliser pour les variétés localement hyperboliques ou
localement euclidiennes. La seule chose qui importe est de comprendre la géométrie d’un espace
de rayons qui s’identifie & (SO(n +1),S™) pour les variétés riemanniennes de dimension n + 1.
Troisitmement, pour que l’espace topologique ainsi modelé soit une variété, il faut supposer les
votites celestes homéomorphes a S™. En effet, il existe des surfaces compactes localement sphé-
riques singuliéres qui ne sont pas homéomorphes & S? : un exemple peut étre obtenu en collant
deux & deux les cotés d’un octogone régulier de S2.

Nous décidons d’introduire une terminologie des X 4-variétés pour contréler les types des singu-
larités que comportent les variétés que nous considérons. En effet, si les singularités riemanniennes
de dimension 2 sont paramétrées par un simple parameétre ('angle conique) et si les singularités
riemanniennes de dimension 3 sont aisément décrites comme des collisions de lignes singulieres
coniques, la situation lorentzienne est autrement plus complexe : la votite céleste d’'un point d’une
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variété lorentzienne de dimension n+1 est (SO(1,n),HS™). D’une part, le groupe SO(1,n) n’agit
pas transitivement sur HS™ qui comporte cing orbites : deux orbites isomorphes & H" notées H et
H” respectivement, deux orbites isomorphes & OH" notés OH} et OH” respectivement et une orbite
isomorphe & SV, La vofite céleste d’un point p de HS? est donc (SO(2),S!) ou (SO(1,1),HS?),
ou bien (Aff(R),RP") selon que le point p est sur H2, S"! ou RP.. D’autre part, la suspension
dune (SOg(1,2), HS?)-variété S peut étre lorentzienne sans pour autant que S comporte une
composante lorentzienne comme c’est le cas par exemple de

2,212
+ I
(R xS~ —dt” +7 dss)

avec S une surface hyperbolique compacte de genre g > 2. Par suite, apparait naturellement une
classification des singularités en fonction de la Causalité, c’est-a-dire du nombre de composantes
de chacun des cing types (cing types et non 3 car nous nous intéressons a des espaces-temps
munis d’une orientation causale). Barbot, Bonsante et Schlenker [BBS11, BBS14] donnent une
description locale des singularités possibles dune (SO(1,2), HS?)-variété singuliére ainsi que des
résultats partiels de classification des (SOg(1,2), HS?)-variétés singulieres homéomorphes a S? et
nombres d’exemples. Dans le cadre de ce travail, nous nous restreignons a deux des singularités
décrites par Barbot, Bonsante et Schlenker a savoir les particules massives et les singularités BTZ
extrémes que nous appellerons BTZ pour simplifier. En particulier, nos variétés singuliéres ne
comporteront pas de collisions.

En écrivant cette thése nous nous sommes heurtés a quelques difficultés bibliographiques sur la
théorie des (G, X)-structures pour lesquelles nous aurions apprécié avoir a disposition un ouvrage
de référence comportant des preuves completes dans un cadre le plus général possible de sorte a
mieux cerner les limites de la théorie. Ceci est d’autant plus vrai en ce qui concerne les (G, X)-
variétés singulieres. En effet, si 'idée que nous attribuons & Thurston permet d’envisager un travail
d’étude au cas par cas des types de singularités, il n’existe a notre connaissance aucune théorie
générale des variétés (G, X)-singulieres. En effet tous les auteurs dont nous avons connaissance
qu’ils soient physiciens ou mathématiciens, se contentent d’une description rapide de ce qu'’ils
appellent « singularité » en introduisant au plus ce dont ils ont besoin. Les principes généraux
« folkloriques » de constructions de singularités vont des collages bord & bord de polytopes aux
quotients. Les premieres sections de ce chapitre sont une tentative de combler ce manque au moins
pour notre propre usage. Les exemples qui ont guidé I’étude qui suit (et que le lecteur peut alors
avoir en téte) vont des revétements ramifiés de surfaces de Riemann aux suspensions de Thurston,
Barbot, Bonsante et Schlenker & Alexandrov, en passant par les extensions BTZ que nous décrirons
plus loin dans cette these. Deux visions « folkloriques » de variétés singulieres sont a la base de
cette étude.

La premiére se contente de définir une variété singuliere comme une (G, X)-structure défi-
nie « presque partout » : si 'on considére une (G, X )-variété singuliere M qui est une variété
différentielle de dimension finie, on peut alors se contenter de voir son lieu singulier comme les
facettes de co-dimension au moins 2 d’une cellulation. D’une part, nous proposons une définition
de « (G, X)-structure presque partout » en nous appuyant sur la notion d’ouvert dense semi-
localement connexe : un ouvert U d’un espace topologique M est semi-localement connexe si son
intersection avec un ouvert connexe de M est connexe. C’est par exemple le cas lorsque 'on res-
treint ’atlas d’une E2-variété au complémentaire d’un point p : on devrait étre capable de retrouver
la (G, X)-structure en p. D’autre part, de nombreuses constructions font apparaitre le quotient
d’une (G, X)-variété par un groupe discret dont ’action n’est ni libre ni propre. Il peut étre alors
nécessaire d’oublier qu’un point est régulier : lorsque 1’on fait agir un groupe fini de rotations sur
[E2, le quotient doit étre restreint au complémentaire du stabilisateur pour obtenir une action libre
et proprement discontinue. Ces considérations menent & la notion de brouillard introduit dans les
sections 1.2.2 et 1.2.3. La notion d’ouvert dense semi-localement connexe n’est pas originale et
a fait 'objet d’études dont nous avons du mal a estimer la portée aujourd’hui. Toutefois, cette
notion est intéressante dans notre étude car Fox [Fox57] introduit une généralisation des revéte-
ments ramifiés qu’il nomme étalement (« spread » en anglais) avec notamment un résultat tres
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intéressant eu égard a notre travail : I'existence et I'unicité de I’étalement complété (en un sens que
nous développerons pas). Il est assez clair (mais nous ne 'avons pas démontré) que ’étalement
complété du revétement universel de la partie réguliere d'une (G, X )-variété singuliere est une
(G, X)-variété singuliere qui devrait jouer le role d’un revétement ramifié « universel ». Un dé-
veloppement envisageable serait alors ’écriture d’une théorie des orbifolds de groupes d’isotropie
possiblement infinis. Ces éléments mis bout a bout permettraient de voir les domaines réguliers
augmentés construits au chapitre 4 (deuxiéme partie) comme les revétements ramifiés universels
des espaces-temps avec BTZ vu comme orbifolds et plus généralement définir un revétement ramifié
universel des espaces-temps plats singuliers qui font 'objet de cette these.

La seconde est celle décrite plus haut provenant des écrits de Thurston et utilisée par Barbot,
Bonsante et Schlenker. L’expression « localement modelée a une suspension » pose les problemes
de la structure de ces suspensions et de leur recollement. D’une part, il est nécessaire de décrire
la structure de la votite céleste, la reconstruction de la (G, X)-structure sur le lieu régulier d’une
telle suspension et enfin la reconstruction des points non essentiellement singuliers. Un dernier
probléme est la concomitance de plusieurs espaces modeles essentiellement équivalents. La méthode
de résolution de ces difficultés n’est pas originale pour la majeure partie car connue des spécialistes,
seules la tentative d’écriture axiomatique comporte une part d’originalité. La complétion de cet
effort d’axiomatisation sort du cadre de cette thése et nous 'espérons fera 'objet de travaux
ultérieurs.

Nous prions le lecteur d’excuser le style axiomatique choisi pour ces premiers chapitres. Cette
attitude nous permet de considérer des (G, X)-variétés singulieres qui ne sont & priori pas des
variétés différentielles et donc nous donne une liberté qui par endroit est bien utile. L’objet de
notre travail est bien entendu I’étude de variétés topologiques ou différentielles munies de (G, X)-
structures mais il nous arrivera de considérer des (G, X)-structures sur des espaces topologiques
comportant des bords & I'infini ou sur des espaces topologiques quotients dont la topologie peut
étre a priori mal maitrisée. Au dela du point de vu purement utilitaire, ce recul nous semble
agréable et est a notre connaissance absent de la littérature.
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Chapitre 1

Introduction aux (G, X)-variétés et
(G, X)-variétés singuliéres

Tous les espaces topologiques considérés dans ce chapitre sont séparés sauf mention explicite
contraire.

1.1 Des (G, X)-Atlas aux (G, X)-variétés

1.1.1 Préliminaires : Atlas

Définition 1.1.1 (Préatlas). Soit M un espace topologique, un préatlas sur M est un ensemble de
quadruplets A = {(Us;, X;, Vi, &;) 11 € I} telle que pour tout i € I, U; est un ouvert non vide de M, X;
est un espace topologique, V; est un ouvert non vide de X; et ¢; : U; = V; est un homéomorphisme.
Par abus de langage, on notera A= (U;, X;, Vi, ¢:),; Vatlas {(Us, X3, Vi, ¢3) 2i eI},

L’union des U; est un ouvert de M appelé le support de A et noté

supp(A) = JU,.
iel
Les X; sont les espaces modéles du préatlas, lorsque ceux-ci ne portent pas d confusion, on les

omettra en notant simplement A = (U, Vi, &; )ier -

Définition 1.1.2 (Atlas). Soit M un espace topologique, un atlas sur M est un préatlas dont le
support est M tout entier.

Définition 1.1.3 (Tiré en arriere d’un préatlas ). Soient M et N deux espaces topologiques,
B = (Ui, X;, Vi, 0i)ier un préatlas sur N et f: M — N un homéomorphisme local. Pour tout i€ I,
on pose J(i) l'ensemble des ouverts U de M tels que fy, est un homéomorphisme sur son image
et tels que f(U) cU;.

Le tiré en arriére de B par f est le préatlas
J'Bi= U, Xis Viads bitd) seg e i)

ot Uiy :=U, Viy = dio f(U) et ds 1= ¢io fiu.

Propriété 1.1.4. Soient M et N deux espaces topologiques, B = (U, X;, Vi, &i)ier un préatlas sur
N et f: M - N un homéomorphisme local.
Le tiré en arriére f*B est un préatlas sur M de support

supp(f*(B)) = f~* (supp(B))
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Démonstration. Soit x € f~*(supp(B)), on se donne i € I tel que f(z) € U; et un ouvert V contenant
x tel que fjy est un homéomorphisme. En posant W :=Vn YUy, fiw est un homomorphisme
et f(W) clU; donc (W, X;,V;,¢; 0 f) € f*B. Enfin z € W donc z € supp(f*(B)).

Soit € supp(f*(B)), il existe i € I et un ouvert V c M tels que fj, est un homéomorphisme,
F(V) cU; et x € V. Par suite f(x) eU; et donc f(z) € supp(B). O

Définition 1.1.5 (Finesse d’un préatlas). Soient M un espace topologique et A,B deuzx préatlas
sur M. Si Ac B, on dira alors que B est un atlas plus fin que A

Définition 1.1.6 (Restriction d’un atlas). Soient M un espace topologique et A = (Us, X, Vi, D )ier
un préatlas sur M.

La restriction Ay de A a un ouvertU de M est le tiré en arricre i* A avec i :U — M [’inclusion
naturelle.

Définition 1.1.7 (P-(pré)atlas). Soit M un espace topologique et soit P une propriété, un P
atlas (resp. préatlas) est un atlas qui satisfait la propriété P.

Définition 1.1.8 (P-atlas maximal). Soient M un espace topologique et P une propriété. Un
P-atlas A est maximal si pour tout P-atlas B, si B est plus fin que A alors B=A.

Un P-préatlas A est mazximal si pour tout P-préatlas B tel que suppB = suppA si B est plus
fin que A alors A=B.

1.1.2 Structures analytiques et (G, X)-atlas

Définition 1.1.9 (Structure analytique). Soit X est un espace topologique et soit G un groupe
agissant sur X par homéomorphisme. On note p : G - Homeo(X) le morphisme provenant de
cette action.

Le couple (G, X) est une structure analytique si pour tout ouvert U non vide de X, deux
éléments g1,9> de G sont égauz si et seulement si les restrictions de p(g1) et de p(ge) 4 U sont
égales

On dira que (G, X) est une structure analytique localement connexe (resp. localement connexe
par arc, ...) si lespace topologique X est localement connexe (resp. localement connexe par arc,...).

Si (G, X) est une structure analytique, alors action de G sur X est fidele. Par abus de langage,
on identifiera g et p(g).

Exemple 1.1.10. Soit G =R agissant sur X =R par translation, c’est-a-dire que pour tout g € G
et tout x € X, g-x:=x+g. Le couple(R,R) est une structure analytique. En effet, soient g,g9’ € R
et soit Ja,b[ un intervalle non vide de R. Si pour tout x €]a,b[, x +g=x+g" alors g=g¢'.

Exemple 1.1.11. Quelques exemples de structures analytiques classiques :

1. G =GL,R, le groupe linéaire agissant sur X = R™ de maniére naturelle forme une structure
analytique (GL,R,R™). De méme pour G = Aff R, le groupe des transformations affines de
dimension n, et X =R".

2. G = Dift“(R"™) le groupe des difféomorphismes analytiques de R™ alors (Diff”(R™),R"™) est
une structure analytique.

Contre-exemple 1.1.12. Posons X = R", si G = Homeo(R"), le groupe des homéomorphismes
de R™, ou si G = Diff (R™), le groupe des difféomorphismes € de R™ ; alors (G, X) n’est pas une
structure analytique.

Remarque 1.1.13. Soit (G, X) une structure analytique, pour tout sous groupe H de G et tout
ouwvert Y ¢ X stable par H, la structure (H,Y") est analytique.

Définition 1.1.14 ((G, X)-atlas). Soit (G,X) une structure analytique et soit M un espace
topologique. Un (G, X)-atlas (resp. (G, X)-préatlas) sur M est un P-atlas (resp. P-préatlas) A =
(U, Xi, Vi, i )ier satisfaisant les propriétés :
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e pourtoutiel, X; =X ;

e pour tout ©,j € I, pour tout W ouvert non vide connexe inclus dans U; N V;, il existe g € G
tel que ¢j o @7t est la restriction de g a ¢;(W).

Propriété 1.1.15. Soit (G, X) une structure analytique, soient M et N deux espaces topologiques
et soit A= (U, Vi, d:)ier (G, X)-atlas sur M. Soit enfin f: N - M un homéomorphisme local.
Alors, f*A est bien un (G, X)-atlas sur M.

Démonstration. On reprend les notations de la définition 1.1.3. Soient ¢,j € I, U € J(i) et U' € J(4)
et soit W un ouvert connexe de U; iy nU; . Comme f(W) est un ouvert connexe de U; nUj, il
existe g € G tel que

Djlrow) = 9° Dilf(w)-

On se donne un tel g € G, on a alors

bjuw = 9io fiw
= Dilrow) © fiw
= (g0 0urom) © fw
= go(¢iofiw)
¢j,u'|w = go° ¢i,u|w~

O

Proposition 1.1.16. Soit (G, X) une structure analytique localement conneze et soit M un espace
topologique. Pour tout (G, X)-atlas A sur M, il existe un unique (G, X)-atlas mazimal plus fin
que A

Démonstration. Cette proposition est une conséquence directe de la proposition 1.2.20 que nous
démontrerons plus loin. La proposition 1.2.20 étant beaucoup plus forte et se démontrant essen-
tiellement de la méme maniére nous préférons nous y référer plutot que de reproduire une preuve
redondante. O

Propriété 1.1.17. Soient M un espace topologique, A un (G, X)-atlas sur M et N un ouvert de
M.
Si A est maximal alors Ay est mazimal.

Démonstration. On note ¢ : N - M Vinclusion naturelle et B le (G, X )-atlas maximal de N plus
fin que i*A. Soit (U,V, ) € B, on remarque que (t(U),V,¢o (14)™) est une carte de N et donc
que (U,V, ) € * A. O

1.1.3 Catégorie des (G, X)-variétés

Définition 1.1.18 ((G, X)-structure). Une (G, X)-structure sur un espace topologique M est un
(G, X)-atlas maximal sur M.

Définition 1.1.19 ((G,X)-variété). Soit (G,X) une structure analytique. Une (G,X)-variété
est la donnée d’un espace topologique M séparé d base dénombrable et d’une (G, X)-structure sur
M.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le groupe G, on notera X -variété au lieu de (G, X)-variété.

Remarque 1.1.20. Si (G, X) est localement connezxe (resp. localement connexe par arc) et si
M est un espace topologique muni d’un (G, X)-préatlas A, alors M est localement connezxe (resp.
localement conneze par arc) sur le support de A.

Remarque 1.1.21. Soit (G, X) une structure analytique et soit U un ouvert de X. L ouvert U
est naturellement muni d’une (G, X)-structure en posant A= U', XU’ Idy ureu-
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Remarque 1.1.22. Soit (G, X) une structure analytique et soit (M, A) une (G, X)-variété.

a) Si on suppose que X est muni d’une métriqgue semi-riemannienne G-invariante sur X alors
toute (G, X)-variété admet une unique métrique semi-riemannienne telle que pour toute
carte (U,V,9) de A, ¢ est une isométrie.

a) Sion suppose que X est muni d’une métrique G-invariante, montrer que toute (G, X )-variété
admet une métrique telle pour toute carte (U,V,d) de A, ¢ est une isométrie.

Définition 1.1.23 ((G, X)-morphisme). Soit (G,X) une structure analytique et soient (M, A;)
et (M, Ag) deux (G, X)-variétés. Un (G,X)-morphisme de (M1, A1) vers (Ma, Ag) est une ap-
plication [ : My — My telle que pour tout x € My, pour toute carte (U, Vi,$1) de Ay au voisi-
nage de x € Uy, toute carte (Us,Va,d2) de Ao au voisinage de f(x) € Us et tout ouvert connexe
W clUyn f~1(Us), Uapplication

pro fodit i (fTH(Us) nU) » X
est la restriction d’un élément du groupe G.

Remarque 1.1.24. Soit (G, X) une structure analytique et soit U un ouvert de X. Alors, tout

(G, X)-morphisme U L, X est la restriction dun élément de G.
En effet, (U,U,1d) est une carte de la (G, X)-structure de U et (X, X, Id) est une carte de la
(G, X)-structure de X donc il existe g € G tel que f = gy.

Proposition 1.1.25. Soient (M, A) et (N, B) deuz (G, X)-variétés et soit f : M — N un homéo-
morphisme local. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est un (G,X)-morphisme;
(ii) Au f*B est (G, X)-atlas.

Démonstration. Supposons que f est un (G, X )-morphisme et montrons que AU f*B est un (G, X)-
atlas. Soient (U1, V1,d1) € A et (Uz,Va,d2) € f*B tels que Uy NUs + @ et soit W ouvert connexe
inclus dans Uy NUy. Par définition de f*A, atlas on peut supposer fy, est un homéomorphisme
sur son image et que (f(ug), Vo, (g 0 f\%UZ)) est une carte de B. Or f est un (G, X)-morphisme,
donc il existe g € G tel que

-1
W — —
P20 (f‘llj/cé )) o f o Pl = d20Pipy = Gl W)+

Ainsi, Au f*B est un (G, X)-atlas.

Supposons que AU f*B est un (G, X)-atlas, soient alors x € M, une carte (Us, Vo, o) au
voisinage de f(x), une carte (U1, V1, ¢1) € A voisinage de x telle que fy;, est un homéomorphisme
sur son image et f(Uy) c Vo et soit W un ouvert connexe de U; contenant z. On remarque que
(Ur, 20 f(U1), P20 fiu, ) est une carte de f* A, or Au f*B est un (G, X)-atlas, donc il existe g € G
tel que

(p20f)o ¢I|1w = 9s1 (W)

Et donc f est un (G, X )-morphisme. O
Corollaire 1.1.26. Soit (G, X) un structure analytique, soit M une (G, X )-variété et soit N LM

un homéomorphisme local. Alors, il existe une unique (G, X)-structure sur N telle que p est un
morphisme de (G, X)-variétés.

Définition 1.1.27 (Catégorie des (G, X)-variétés). On note Varg x la catégorie des (G,X)-
variétés dont les objets sont les (G, X)-variétés et les morphismes les (G, X)-morphismes.

Lemme 1.1.28. Soit (G,X) une structure analytique, soient (M, A) et (N,B) deuz (G,X)-
variétés et soit f : (M, A) - (N,B) un (G, X)-morphisme. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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(a) [ est un homéomorphisme local ;

(b) f est un isomorphisme si et seulement si f est bijectif.

Démonstration. Soient x € M, (U, V1, $1) € A contenant x et (Us, Va, ¢p2) € B contenant f(x), enfin
soit W la composante connexe de x dans Uy n f~1(Us). 1l existe g € G tel que ¢z 0 f o ¢11|¢1(W) =
Jlg1 (W), O @1 et ¢ sont des homéomorphismes et g agit par homéomorphismes sur X donc

W' = ¢35 0 go ¢ (W) est un ouvert de N et f‘lvv\\j est un homéomorphisme. Ainsi, f est un
homéomorphisme local.
On suppose a présent de plus que f est bijectif et on reprend les mémes notations, on a alors :

S = () = (61t g 0 )y

Ainsi, ! est un (G, X)-morphisme.
O

Proposition 1.1.29. Soient (M;,.A), (M, B) deuzr (G,X)-variétés et soient fi,fo : My — Mo
deux morphismes de (G, X )-variétés.
Si My est connexe et s’il existe un ouvert non vide U de M, tel que f1|u = f2|u alors f1 = fs.

Démonstration. On pose O = Int{z € M, | fi(x) = fo(x)} # @. Soit z € O, soit (U, V1, ¢1) une
carte de A au voisinage de x et soit (Usa, Vo, ¢2) une carte de B au voisinage de fi(x). Comme f;
et fo sont continues d’apres le lemme 1.1.28, f1(x) = fo(x) donc

zellyn it (Us) 0 f5' (Us) # .

Soit W c Uy n fi1(Us) n f31(Usz) un ouvert connexe non vide, on se donne g, g» deux éléments de
G tels que

B20 fiw = gio dpy, i€ {1,2}.

Comme fy0 = f1105 926, (WnO) = J1j¢1 (Wno) or WO est non vide donc ¢1(Wn O) est un ouvert
non vide de X ; ainsi g1 = g2 donc fij = fopy et donc z € O.

Finalement, O = O donc O est un ouvert fermé, or M; est connexe donc O = M;. O]

Lemme 1.1.30. Soit (G, X) une structure analytique et soit M un espace topologique muni d’un
atlas A = (U;, X, Vi, di)ier tel que

e pour tout i€ I, X; est une (G, X)-variété;
o pour tout i,j € I tel que Uy nU; + &, on a (¢;o ¢;1)|¢i(umuj) est un (G, X)-morphisme.

Alors, il existe une unique (G, X )-structure sur M telle que pour tout i € I, ¢; :U; = V; est un
(G, X)-morphisme.

Démonstration. Pour tout ¢ € I, on note B; := (Z/{l_(k),l)z-(k)7 qﬁgk))k K
e K
par le tiré en arriere par ¢; de celui sur V;. On définit I'atlas B sur M comme 'union des atlas B;.

-1
Soient 4,j € I, k € K; et | € K, le changement de carte ¢§.l) o (qbl(k)) est un (G, X )-morphisme

I'atlas maximal sur i; obtenu

de ¢; (u}’“) nU;l)) c X dans X, c’est donc la restriction d’un élément de G sur chacune des

composantes connexes de ¢; (Z/li(k) muj”). Par suite, B est un (G, X)-atlas sur M.
O
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1.1.4 Quotients de (G, X)-structures

Dans cette section, on se donne une structure analytique (G,X) avec X connexe séparé et
localement connexe par arc.

Proposition 1.1.31 (Revétement galoisien d'une (G, X)-variété).

Soit M une (G, X)-variété connexe et soit M’ L M un revétement galoisien de groupe de
Galois T. Alors il existe une unique (G, X)-structure sur M’ telle que 7 est un (G, X )-morphisme,
de plus T agit sur M par (G, X)-isomorphismes.

Démonstration. Comme p est un revétement, c’est en particulier un homéomorphisme local et
d’apres le Corollaire 1.1.26, il existe une unique (G, X )-structure sur M’ telle que p est un (G, X )-
morphisme. On remarque que pour tout v € I', application p o v est un revétement et donc M’
admet une unique (G, X)-structure telle que po~ est un (G, X )-morphisme. ~ est alors un (G, X)-
isomorphisme de M’ muni de la (G, X )-structure induite par p vers M’ muni de la (G, X )-structure
induite pas v o p. Or v est un automorphisme de revétement, donc p oy = p c’est-a-dire que les
deux (G, X)-structures sont identiques et donc que v est un (G, X )-isomorphisme de M'. O

Ces propriétés seront utilisées essentiellement dans le cas du revétement universel d'une (G, X)-
variété M.

Corollaire 1.1.32. Soit M une (G, X)-variété conneze localement connexe par arc admettant un
revétement universel M, il existe une unique (G, X)-structure sur le revétement universel M de
M et son groupe fondamental w1 (M) agit par (G, X )-isomorphismes sur M.

Proposition 1.1.33 (Quotient d'une (G, X)-variété). Soient M une (G, X)-variété connexe, T
un groupe discret agissant librement et proprement sur M par (G, X)-isomorphismes.

Alors, le quotient M [T est un espace topologique admettant une unique (G, X)-structure telle
que la projection naturelle m: M — M|T est un (G, X)-morphisme.

Démonstration. Comme X est localement connexe par arc, il en va de méme pour M, de plus M
est connexe et séparé. Enfin I’action de I' est libre et proprement discontinue donc la projection
naturelle 7 : M — M /T est un revétement galoisien et M /T" est séparé.

Soit A = (U;, Vi, ¢i)ier le (G, X)-atlas maximal de M. Pour chaque x € M /T, on se donne U,

ouvert de M /T tel que m~* (U,,) est union disjointe d’ouverts de carte U; de A tels que W#Z est un

homéomorphisme. De cette maniére, en notant U, I'un de ces ouverts, on a :

7Tﬁl(unc) = |_| 'Y'Hz
vyel

On note alors ¢, une carte U, - X de A et on note V, I'image de ¢,. Enfin, on pose le préatlas

B:= (UE,de’m ° (Wlﬁm)il)

zeM/T

Vérifions que B est un (G, X )-atlas sur M /T, tout d’abord le support de B est clairement M /T,
c’est donc un atlas. Soient z,y € M/T, tels que U, nU, # & et soit W c U, nU,, un ouvert connexe.
Si z =y il n’y a rien & démontrer, supposons alors x # y. On remarque qu’il existe v € I" tel que
(Wlﬁy)\_\/{) =7- (W\Hw)\_vlv de sorte que, en posant W' := (7r|ﬁ%)_1()/\/)7

-1
(650 (mg) ") o (b0 (mg)™) = dyo(mg) ™ omg, o (Gapw)™
= by o (mg, iw ° T, © (Dapr) ™

= ¢yov- (7T|ﬁl,)|7y%) ° M, °© (¢I|W’)71

= ¢yoyo(dupr) "
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Or T agit par (G, X )-isomorphismes et les ¢, ¢, sont des cartes de A donc il existe g € G tel que

by 070 (Gup) ™" = Glp o)

et donc il existe g € G tel que

(% ° (7T|ay)_1) ° ((bz ° (7T|L7m)_1)_1 = Gl (W)

Par conséquent, B est un (G, X)-atlas et, par construction, la projection naturelle est un mor-
phisme de (G, X)-atlas, c’est donc un (G, X )-morphisme pour la structure (M/T, B) avec B le
(G, X)-atlas maximal plus fin que B.

Enfin, si C est un (G, X)-atlas maximal sur M/T tel que 7w est un (G, X )-morphisme, alors
pour tout xz € M /T, W‘lgj est un (G, X)-isomorphisme, donc Cjy, est plus fin que le (G, X)-atlas tiré
en arriere de A par (Wl‘g-:) 1. C’est donc que Cjy, contient la carte (Llw,Vw,¢>I o (W‘ij)_l). Ainsi
C est maximal et plus fin que B et par unicité du (G, X)-atlas maximal plus fin que B on déduit
C=B

O

1.1.5 Théoréme fondamental des (G, X)-variétés

On se donne une (G, X)-structure analytique. Pour g € G et p : I' - G un morphisme de
groupes, on notera
r — @G

g .
P v — gp(v)g "

Soit M une (G, X)-variété et soit I' un groupe agissant par isomorphisme sur M. Le groupe G
agit sur les couples (p, D) par

VgeG, g-(p,D):=(p’ goD)

o p: ' > G est un homomorphisme et D : M - X un morphisme de (G,X)-variétés. De
plus, si D est p-équivariant, on vérifie aisément que g o D est p9 équivariant. L’objectif de cette
sous-section est de démontrer le théoréme suivant ot un espace topologique est dit délacable s’il
admet un revétement universel c’est-a-dire s’il est séparé, connexe, localement connexe par arc et
semi-localement simplement connexe.

Théoréme 1 ([Ehr83]). Soit M une (Gf,z()—vam'été délacable, il existe un homomorphisme p :
(M) - G et un (G, X)-morphisme D: M - X p-équivariant.

Le couple (D, p) est unique modulo Uaction de G, on appelle D Uapplication développante de
M et p U’holonomie de M.
Remarque 1.1.34. Ce théoréeme

e ne dit rien sur l'injectivité de p ;

e ne dit Tien ni sur linjectivité ni sur l'image de D ;

e ne dit rien ni sur la propreté, ni la liberté, ni la discontinuité de laction de wy (M) sur X
via p.

Corollaire 1.1.35. Soit M une (G, X )-variété conneve par arc et délagable. Alors, tout (G, X)-
morphisme f : M — X est une application développante, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme
p:m (M) — G tel que f est p-équivariant.
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Ce théoréme est mentionné une premiére fois par Charles Ehresmann en 1935 [Ehr83] et po-
pularisé par Thurston [Thu02] dans les années 1970. La littérature traitant de ce théoréme est
aujourd’hui abondante mais aucune des preuves faciles d’acceés ne me satisfont complétement :
celle d’Ehresmann [Ehr83] est faite dans le style de 1935 avec peu de détails, Thurston [Thu02] se
contente d’une argumentation d’un paragraphe, Kuiper [Kui49] traite trés précisément uniquement
le cas X = C et G le groupe des biholomorphismes de C, Epstein [Eps84] donne une argumentation
survolant la topologie de ’espace des chemins,...

Nous commencgons par rappeler des résultats usuels sur la topologie compacte ouverte, la
représentation du revétement universel comme quotient de I’espace des chemins et I'action du
groupe de Poincaré, voir par exemple [Paul0] pour un cours introductif ou [Bre97] pour un exposé
trés complet. Puis, nous démontrons le théoréme fondamental des (G, X )-variétés.

Nous rappelons dors et déja la propriété de topologie générale suivante :

Propriété 1.1.36. Soient M un espace localement connexe par arc et U un ouvert de M, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) U est conneze;

(i) U est connexe par arc.

Rappels sur la topologie compacte-ouverte et ’espace des chemins

Définition 1.1.37 (Topologie compacte ouverte). Soient X, Y deux espaces topologiques et E :=
€°(X,Y) lensemble des applications continues de X dans Y. La topologie compacte-ouverte de
FE est la topologie engendrée par les ensembles :

Uy ={feE | f(K)cV}
pour K ¢ X compact et V cY ouvert.

Définition 1.1.38. Soient M un espace topologique et A, B c M, on note :
Q(M,A,B) :={ac?€°([0,1],M) | «(0) e A et (1) B}

que l’on munit de la topologie induite par la topologie compacte-ouverte de €°([0,1], M).
Lorsque A = {a} est un singleton on notera Q(M,a,B) au lieu de Q(M,{a}, B), de méme si
B est un singleton.

Définition 1.1.39. Soit M un espace topologique et soient a,b,c € M. La concaténation 1 * 2
de deux courbes 1 € Q(M,a,b) et y5 € Q(M,b,c) est définie par

[0,1] — M
Y1 xyg x<1/2 — ~1(2x)
x21/2 — (2x-1)

Définition 1.1.40. Un espace topologique M est simplement connexe s’il est connexe par arc et
st pour tout a € M, Q(M,a,a) est connexe par arc.

Définition 1.1.41 (Lacet). Soient M un espace topologique et a € M. Un élément de Q(M,a,a)
est appelé lacet de M de point base a.

Définition 1.1.42. Soient M un espace topologique et a,b € M. Deux éléments de Q(M,a,b) sont
homotopes a extrémités fizées s’ils sont dans la méme composante connexe par arc de Q(M, a,b).
On notera ~g la relation d’équivalence associée.

Définition 1.1.43. Un espace topologique M est semi-localement simplement connexe si pour tout
a € M il existe un voisinage U de a tel que tout lacet v de U de base a est homotope a extrémités
fizées au lacet trivial [0,1] > M, s — a.
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Définition 1.1.44 (Espace délagable). Un espace topologique M est délagable s’il est séparé,
connezxe, localement connexe par arc et semi-localement simplement connezxe.

Définition 1.1.45. Soit M un espace topologique délagable et p € M, on pose Mp =Q(M,p,M)] ~g

Définition 1.1.46. Soit M un espace topologique délacable et p € M, on pose w1 (M,p) :=
Q(Mvpap)/ ~H

Proposition 1.1.47. Soient M wun espace topologique délacable et A,B c M. Si A et B sont
localement connexes par arc, alors Q(M, A, B) est localement conneze par arc.

Proposition 1.1.48. Soit M un espace topologique délagable, alors :
(a) les concaténations mi (M, a)xm1(M,a) - w1 (M, a) et i (M,a)x M, — M, sont bien définies ;

(b) (m1(M,a),*) est un groupe discret agissant librement proprement discontiniment sur M,
par concaténations d gauche.

(¢) L’application p : M, - M,[~] = v(1) est bien définie, continue et ouverte. De plus, Y,y €
Mavp(x) :p(y) = yYE 7-‘-1(1\47 a)a:.
Théoréme 2 (Revétement universel comme espace de chemin). Soit M un espace topologique

délagable et soit a € M. .
Alors M, est simplement conneze et Uapplication p: M, — M, [~v] —» v(1) est un revétement.

Preuve du théoréme fondamental des (G, X)-variétés

Dans cette partie, pour X un espace topologique et x € X, on notera CC(z, X) la composante
connexe de x dans X.

Définition 1.1.49 (Subdivision adaptée & un chemin). Soit M une (G, X)-variété, soit xog € M
et soit une carte (U,V,¢) de M telle que xo €U. Soit v e €°([0,1], M) tel que v(0) = xo.

Une subdivision adaptée ¢ v de base (U,V,¢) est la donnée d’une famille finie de cartes
(Us, Vi, di)icfo,n] €t d’une suite (t;)iefo,n+1] € [0, 1] strictement croissante telles que

(Z) (UO7V0a¢O) = (U’V7¢) ;
(Z} to=0,t,y1=1c¢et Vie [[0,%]77([ti,ti+1]) cl;.

Pour i€ [0,n—-1], on pose alors g; l'unique élément de G tel que

¢i‘uiﬁui+1 =9i° ¢i+1|uiﬂui+1 (*)

Lemme 1.1.50. Soit M une (G, X)-variété, soit v un chemin continu dans M et soit & :=
[(Uhvi,rj)i)ie[[o,nﬂ]]; (ti)ie[[l,nﬂ]]] une subdivision adaptée a ~y. Il existe un voisinage W de v dans
€°([0,1], M) muni de la topologie compacte-ouverte telle que pour tout v' € W, la subdivision &
est adaptée a v'.

Démonstration. Pour i € [0,n], on pose W; = {a € €°([0,1],M) | a([ti,tis1]) c Us} et W =

Wy n--nW,. W est un ouvert contenant «y et par définition, & est une subdivision adaptée a tout
!

v eW. O

Lemme 1.1.51. Soient M une (G, X)-variété délagable, xo € M, une carte (U,V,p) de M au
voisinage de xg et v € Q(M,xq, M).

Si (U, Vis ) ietonts () iegonsy) et (UL V] 00 ictonn; (8 icfonr+11) sont deux subdivisions
adaptées a ~y de base (U,V,$) alors pour tout (k,k") tel qu’il existe s € [ti,tre1] 0 [ty 1],
on a :

k-1 k-1
(H gi) bk = ( [1 9:) ¢ sur CC(y(s),Ur nUy) .
i=0 i=0
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Démonstration. Pour (k,k") € [0,n] x [0,n], notons

dse [tk,tk+1:| [t%‘”t;’ ]

P(k’k):{ o= (M5 00) (T f'olg:)ask, sur - CC ((s),Us nUy)

o P(0,0) est vrai car ¢g = ¢j.

o Supposons P(k,k") vraie pour k, k" donnés. Si k' < n’ et [ty tye1] N [thiq1,thio] * @, alors
Y (thrs1) €U N Uy VU741

On a

k=1 \ ! (k-1
o (ngi) (Hg;)qs;, sur COC (7(tr ), U nUL)
1=0 1=0

Ol =GP sur - Uy NUy

et donc
k-1 Ly
(Hgi) [16))6ns sur CCOH(Horw)oUe nlhl UL,
i=0 i=0

Et donc, d’apres la propriété 1.1.29,
k-1 A\l
! 4 ! A
(H gi) H 9; ¢k’+1 sur CC (V(tk’+1)>uk N uk:’+1) .
i=0 i=0

Ainsi, P(k,k" +1) est vrai et par symétrie, on obtient :

(2) Si[te,tr+1] N [ths ] # @ alors Pk, k') = P(k, k' +1)
(¢) Si[tr,tre1] N [ty_y, b ] # @ alors P(k, k") = P(k,k'-1)
(¢) Si [the1, ] N[ty ] # @ alors P(k, k") = P(k+1,k")

o Tout point de l'ensemble des (k, k") tels que [tg,tke1] N [, th0,1] # @ peut étre atteint en
partant de (0,0) via une succession finie de mouvements (k, k") - (k, k" +1) ou (k, k') —
(kK" -1) ou (k,k") > (k+1,k"). Ainsi, par récurrence, pour tout (k,k") tel que [tx,tgs1] N
to b ] * @, P(k,k") est vrai.

k" VR +1
O

Démonstration du théoréme 1. On se donne x € M et (U,V, o) une carte de M au voisinage de
x.

1. Définition de (p, D)

e Pour tout chemin y € Q(M, z, M), on se donne (Us, Vi, i )ic[o,n]> (i)ie[0,n+1] Subdivision
adaptée a v de base (U, V, ®).

D(v,t) = (Hgl)qﬁk('y(t)) pour te [tg,trr1], ke[1l,n].

D’apres le lemme 1.1.51, la définition de D(7,-) ne dépend pas du choix de la subdivision
adaptée a v de base (U, V, ®).
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e Soit y € M, d’apres le lemme 1.1.50, pour tout v € Q(M,x,y), il existe un voisinage
W de v dans Q(M,z,y) tel que pour tout 7" € W, la subdivision (U;, Vs, di)ic[o,n],
(ti)ic[o,n+1] st adaptée a +'. Ainsi,

n—1
D(v',1) = (UO gi) ¢n(y) =D(7,1).

Par suite, 'application D(-,1) est localement constante sur Q(M, z,y) donc constante
sur les composantes connexes de Q(M, z,y). Or les Q(M, z,y) est localement connexe
par arc donc les composantes connexes de Q(M, z,y) sont les composantes connexes par
arc. Ainsi, D([v],1) est bien défini avec [v] la classe d’homotopie & extrémités fixées
de 7.

e Comme M est délacable, le revétement universel de M s’identifie & M,. On pose alors :
]T[w — X
(v — D(v],1)

e Montrons que D est un (G, X)-morphisme. Soient v € Q(M,z, M), 7 : M, - M, [v] ~
(1) le revétement naturel et (Us, Vi, di)ic[1,n] une subdivision adaptée a . La (G, X)-

D:

structure sur M, est obtenue en prenant le tiré en arriere de la (G, X)-structure de
M par 7. Soit W un ouvert connexe contenant [y] et contenu dans 7~1(U’) ; quitte &
prendre Uy, plus petit, on peut supposer que 7y est un homéomorphisme sur son image.

Une carte de M, au voisinage de [7] est alors donnée par (W, ¢, ow(W), ¢, oMy ) Soit
z € ¢ om(W), on se donne Z € M tel que ¢,,(Z) = z puis [y'] € W tel que /(1) =Z. On
a

Do(¢nomw)) ' (2) = Do(mw) " (2) (1.1)
= D([v'D (1.2)

n—1
=(Q@%wm> (13)
= (l;g gi) én(2) (1.4)

(ITs): (15)

Ainsi, D est un (G, X)-morphisme

e Soit une carte (U,V,¢) de M au voisinage de z. Pour [y'] € m1 (M, z), on se donne une
subdivision (Ui, Vi, $:)ie[o,n]; (ti)ie[o,n+1]) de base (U,V,¢) adaptée & 7' et telle que
(un> Vn, d’n) = (uv V, ¢) On pose

"o n-1
p(Y') = H Gi-
=0

Cette définition ne dépend pas de la subdivision choisie car pour tout autre sub-
division ((U{,V{,ﬁ)ie[oynl];(t;)ie[o’nlﬂ]) adaptée a v de base (U,V,9d) et telle que
W, V5, én)=U,V,¢),ona:

¢ = ¢n

k=1 \ "' [K-1

(H yi) (ng'-)%f sur CC (v(1),Un nU,,)
i=0 i=0

E-1 \ " (k-1
(Hgi) (ng;)¢ aur U
i=0 i=0
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Et donc, par analyticité de 'action de G sur X,
k-1 k-1

!

[Toi=T11gi
i=0 i=0

e De la méme maniere que précédemment, d’apreés le lemme 1.1.50, p est localement
constante sur Q(M,x,x) et donc p est bien définie sur 71 (M, x).

2. D est p-équivariant

Pour [y] € M et [y'] €T, on se donne une subdivision
(U, Vi, di)iefo,n]; (i)icfo,ne1])
de base (U, V, ¢) adaptée & v’ telle que (U, Vi, dn) = (U, V, @) et une subdivision
((ui7 Vi, ¢i)ie[n+1,m]; (ti)ie[n+2,m+1])

de base (U,V,¢) adaptée a v. La subdivision ((Ui,Vm@)ie[O,m]; (ti)ie[o,mﬂ]) est adaptée a
Yo 'Y, et comme (un7vn7¢n) = (U,V,qb) = (Z’{n+laVn+17 ¢n+1)7 on a gn = 1. Ainsi :

D([Y']-[v]) = D(yeoy,1)

("f‘{ gi) Sn(4(1))

(ﬁgi)g"(nﬁ gi)‘ﬁm(v(l))

1=n+1

p([v'])-1-D([])

3. (p,D) est unique modulo G.
Soit D' : M, - X un (G, X)-morphisme, D’ 0 ¢! : V — X est la restriction d’un élément g
de G a V. Comme Do¢ ! =1, on a alors :
D/od)fl :gopoqsfl
D’apres la proposition 1.1.29, D’ = goD et D’ est donc p9-équivariante. Par ailleurs, D et D’
sont des homéomorphismes locaux et donc g est 'unique élément de G tel que D' = go D.

Enfin, pour tout 7 € I', I'application « —» D(v-z) est un (G, X )-morphisme et donc il existe
un unique g € G tel que .
Vo e M,D(v-x)=gD(x).

Ainsi, p est 'unique morphisme I' - G pour lequel D est équivariant.

O

1.1.6 Uniformisation de certaines (G, X )-structures riemanniennes com-
pléetes

Préliminaires

Lemme 1.1.52. Soient (M,d) et (N,8) deuz variétés de mémes dimensions chacun muni d’une

métrique compatible avec la topologie de variété. Soit p : M — N wune application continue qui

dilate les distances. Si M est complete et N connexe, simplement connexe, alors ¢ est un homéo-
morphisme.
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Démonstration. Comme ¢ dilate les distances, en particulier ¢ est injective. D’apres le théoréme
d’invariance du domaine et comme M et N ont méme dimension, ¢ est un homéomorphisme local.
Par ailleurs, ¢ est propre. En effet, soit K une partie compacte que N et s0it (', )ney une suite
dans ¢~} (K). Par compacité de K, il existe une sous-suite convergente de poz, soit alors i : N - N
strictement croissante telle que ¢ o z o i converge. La suite ¢ o x o i est donc de Cauchy pour §
or @ élargit les distances donc z o4 est également de Cauchy ; finalement, M étant complet, x o i
converge.

 est ainsi un homomorphisme local propre donc un revétement. Cependant, N est simplement
connexe, ¢ est donc un homéomorphisme.

O

Proposition 1.1.53. Soit (G,X) une structure analytique avec X wune variété riemannienne
simplement connexe et G un groupe d’isométries de X.

Si M est une (G, X)-variété compléte pour la métrique riemannienne induite alors lapplication
développante de M est un homéomorphisme et son holonomie est injective, d’image discréte et son
action sur X est propre et totalement discontinue.

Démonstration. L’application développante D : M — X est une isométrie locale, elle est donc
dilatante. D satisfait alors les hypotheses du lemme 1.1.52 et est un homéomorphisme. Soient
zeX,mel tel que D(m) =z et yem (M). Ona p(y)-x = p(y)D(m) = D(y-m) or w1 (M) agit
librement sur M donc D(ry-m) # D(m) et donc p(7y) -z # z. Ainsi, p(y) # 1 et p est injective.

m1 (M) agit totalement discontiniiment sur M donc Im(p) agit totalement discontiniment sur
X par isométrie. Im(p) est donc discret. O

Corollaire 1.1.54. Soit (G, X) une structure analytique avec X une variété riemannienne sim-
plement connexe et G un groupe d’isométries de X.

Si M est une (G, X)-variété compléte pour la métrique riemannienne induite alors M est
homogéne.

Variétés euclidiennes complétes

Définition 1.1.55 (Espace euclidien). Pour n € N, soit E™ espace euclidien de dimension n et
soit Isom(E™) := SO(n) x E" le groupe des isométries directes affines de E™.

Proposition 1.1.56. (Isom(E™),E™) est une structure analytique.

Démonstration. Le groupe Isom(EE™) est composé de transformations affines bijectives. C’est donc
un groupe d’homéomorphismes analytiques. O

Proposition 1.1.57. Soitn e N et soit M une E™-variété. Si M est métriquement compléte alors
M est isométrique au quotient de E™ par un sous-groupe discret de Isom(E™).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition 1.1.53. O

Pour compléter la classification des variétés localement euclidiennes completes, il suffit alors
de classifier les sous-groupes discrets de Isom(E™). Le théoréeme de Bieberbach répond a cette
question.

Théoréme 3 (Bieberbach). Soit G un groupe discret d’isométries affines de E*. G admet un
sous-groupe distingué T d’indice fini et formé de translations. De plus, l’indice de T est borné par
une constante explicite dépendant de n.

Démonstration. Le chapitre 5.4 de [Rat94] présente une preuve rapide. O

La réponse compléte au théoréme de classification des variétés localement euclidiennes com-
plétes se ramene alors & faire une liste des groupes G/T possibles.

Corollaire 1.1.58. Soit ¥ une E2-variété compléte. ¥ est isomorphe l'une des surfaces suivantes
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e E2
] El/O(Z X El
e E2/(Zu® Zv) avec (u,v) une base de RZ.

Démonstration. D’apreés la proposition 1.1.53, le résultat revient a montrer que dans les sous-
groupes discrets G de Isom([E?), le groupe de translation 7' du théoréme 3 de Bieberbach est le
groupe G. Si G contient un élément R qui n’est pas une translation, celui-ci admet un point fixe
w € [E? et le quotient d'un voisinage de w par (R) n’est pas isométrique a un ouvert de E?. En effet
il est aisé de vérifier que le cercle de rayon € centré en w est de périmetre 27e/p avec RP = 1. E2/G
n’est donc pas une E2-variété, absurde. Par suite, G ne contient que des translations. O]

En dimension 3, la liste des E3-variétés complétes contient 14 cas compacts correspondant aux
réseaux de Bravais et 3 cas non-compacts correspondant aux cas ¥ x E? avec ¥ une E2-variété
complete.

Surfaces hyperboliques complétes

Le théoréme 1 d’uniformisation des (G, X )-variétés riemanniennes complétes permet de rame-
ner I’étude des surfaces hyperboliques completes a I’étude des sous-groupes discrets sans torsion
de SO¢(1,2). Nous en présentons un théoréme fondamental dans la classification des groupes fuch-
siens. Nous ne donnons aucune démonstration, le lecteur non familier avec ces propriétés est invité
a se référer a [Kat92] pour une introduction concise et a [Rat94] pour une étude plus approfondie.

Proposition 1.1.59. (SOq(1,2),H?) est une structure analytique.
Le corollaire 1.1.54 permet alors d’uniformiser les surfaces hyperboliques complétes.
Proposition 1.1.60. Si X est une H2-variété compléte alors ¥ est homogéne.

L’étude des surfaces hyperboliques compleétes se rameéne donc a ’étude des sous-groupes discrets
de SOg(1,2) sans torsion et agissant librement sur H?.

Définition 1.1.61 (Groupe fuchsien). Un sous-groupe de discret de SOg(1,2) est appelé groupe
fuchsien.

Proposition 1.1.62. Un groupe fuchsien agit proprement, totalement discontintiment sur H?. S’il
est de plus sans torsion, alors il agit librement.

Théoréme 4. Soit I' un groupe fuchsien sans torsion, on a les faits suivants :

(a) SiT est abélien alors T' est cyclique infini engendré par une isométrie parabolique ou hyper-
bolique. De plus H?/T est de volume infini.

(a) SiT est non-abélien de type fini, alors I' admet une présentation de la forme

g s
a17b1'"aagabg7cla"'7cs | [ai>bi]Hci:1
=1 1

i j=

avec 2g -2+ s > 0 telle que pour tout i € [1,g], a;,b; sont hyperboliques. De plus H?/T' est
une surface géométriquement finie de genre g percée s fois.

Enfin H2/T est de volume fini si et seulement si pour tout j € [1,s], c;j est parabolique.

(a) SiT est non abélien de type infini, alors H?/T est de volume infini.
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1.1.7  (SO(1,2),H2)-variétés compactes

Dans le cadre de ce travail, nous considérons principalement le cas non-abélien de type fini
du théoreme 4, certains théorémes s’étendent cependant au cas général. Le cas d’'une surface
hyperbolique compléte de volume fini est d’un intérét particulier pour nous car c’est un modele
jouet des extension BTZ que nous présenterons en détail au chapitre 4. Ces surfaces peuvent étre
compactifiées en une variété hyperbolique singuliere homéomorphe a une surface fermée.

Définition 1.1.63 (Bord a linfini de H?). On note H2 le disque fermé de R? dont lintérieur est
identifié au disque de Poincaré H?. On le munit de la topologique usuelle sur Uintérieur et une
base voisinage d’un point d l’infini étant donnée par les parties contenant une horoboule :

Hi={(z,y) eR® | (z—20)* + (y—0)* <1 -2 -y} U {p}

pour (x9,y0) dans le disque unité de R2.
Le bord d Uinfini de H?, noté OH, est le complémentaire de H? dans H2.

En fait OH? est une description du bord & I'infini de H? vue comme une variété C AT(0) munie
de la topologie des horoboules. Voir par exemple [BH99]. On remarque que la topologie induite
sur OH? est la topologie discréte.

Proposition 1.1.64. (SOO(1,2)7ﬁ2) est une structure analytique.

Démonstration. Tout ouvert de H2 contient un ouvert de H?, par conséquent Ianalyticité se déduit
de l'analyticité de (SOg(1,2),H?). O

Définition 1.1.65. Soit ¥ une H2-variété, on note

e Int(X) ensemble des points p de X tel qu’il existe une carte (U, $) au voisinage de p et tel
que ¢(p) e H? ;

e OX l'ensemble des points p de X tel qu’il existe une carte (U, ¢) au voisinage de p et tel que

¢(p) € O ;
Lemme 1.1.66. Soit ¥ une H2-variété, ¥ est l'union disjointe de Int(X) et de 0.

Démonstration. D’une part, pour tout point p de X, en prenant une carte (U, $) au voisinage de
p, on a ¢(p) € H? L OH? donc p € 0¥ U Int(X).

D’autre part, soit p € ¥ et soit (U, ¢), (V,4) deux cartes au voisinage de p. Sur l'intersection
UNV, il existe g € SO (1,2) tel que go gy = Yuny donc g-d(p) =1 (p). Or I'action de SOy(1,2)
sur H2 a deux orbites disjointes : H? et 0H?; donc ¢(p) et 9(p) sont ou bien tout deux dans H?
ou bien tout deux dans OH?. Ainsi, 0% nInt(X) = @.

O

Lemme 1.1.67. Soit ¥ une (SOg(1,2), H2)-variété compacte.
Lintérieur de ¥ est une (SO¢(1,2), H?)-variété compléte.

Démonstration. Soit (uy)neny une suite de Cauchy de Int(3). Comme X est compacte, il existe
i : N - N strictement croissante telle que (Ui(n))neN converge vers un certain [ € . Supposons
[ € 0%, dans ce cas, il existe un ouvert horocyclique U de carte autour [ et N > 0 tel que pour
tout n > N, u;(,) € U. On se donne N’ > N tel que pour tout p,q > N', d(up,uq) < 1 et deux
horodisques Vi, Vs dans U tels que uns ¢ Vi et dy(Vi,U ~ Vo) > 2. Toute courbe C! partant de
upn- et entrant dans Vs doit alors entrer dans V7 puis V5 et est donc de longueur au moins 2. Par
suite, ds(unr, Vo) > 2. Or Vs, est un voisinage de [ et donc il existe N > N’ tel que pour tout
n>N" u, €Vy. On a alors, 1 > d(unr,un) > 2, absurde, done [ € Int(X).
Enfin, comme (uy,)nen est une suite de Cauchy de ¥ et admet une sous-suite convergente dans
3., elle converge.
O
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Proposition 1.1.68. Soit ¥ une (SO¢(1,2),H2)-variété compacte. L application développante D
de ¥ est un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. 1l suffit de montrer que D est injective. D’une part D envoie Int(i) sur H? et 0%
sur §H2. D’autre part, comme Int(3) est complet, D est un homéomorphisme de Int(3) dans H2.
Enfin, si 1,29 € 93 sont tels D(x1) = D(x2), il existe des ouverts de carte U et Us horocycliques
aux voisinages de 1 et xy respectivement. Dy, est un homéomorphisme sur son image qui est

un horodisque V; de H2. Comme D(z1) = D(x2), les horodisques V; et Vs sont tout deux centrés
sur D(z2) = D(x1); on peut alors choisir U; et Us de sorte que Vi = Vo et Uy NnUs = @. Soient
p1 € Int(Uy) et po € Int(Us) tels que D(p1) = D(p2) et soit ¢ une géodésique minimisante de p; &
po. L’image D o ¢ est une géodésique de H? qui s’auto intersecte, c’est absurde car H? est convexe.

O]

Corollaire 1.1.69. Une (SO (1,2), H?)-variété compacte d’application développante et d’holono-
mie (D, p) est isomorphe au quotient de I’enveloppe convexe de D(0%) dans H2 par p.

1.1.8 Métriques semi-riemanniennes et (G, X)-structures

Considérons (G, X) une structure analytique avec X une variété semi-riemannienne et G agis-
sant sur X par isométries. Toute (G, X)-variété M est alors naturellement dotée d’une métrique
semi-riemannienne localement isométrique & X . La réciproque n’est pas vraie, il existe des (G, X)-
structures analytiques semi-riemanniennes et des variétés semi-riemanniennes localement isomé-
triques & X qui ne sont pas des (G, X)-variétés.

Contre-exemple 1.1.70. Soit X = R? et G = Z? agissant par addition sur X et considérons X
muni de sa métrique riemannienne usuelle dz® + dy?. La variété M = R* x R/7Z munie de la
métrique dr? +r2d6? est localement isométrique a X, elle n'est pourtant pas une (Z2,R?)-variété.
Pour le vérifier, il suffit de remarquer que M est le quotient de E*\ {0} par la rotation d’angle T,
c’est donc une (Isom(E?), E?)-variété et I’holonomie d’un lacet simple non trivial est une rotation
d’angle w. Une telle rotation n’est pas dans Z2.

La proposition suivante donne un critére permettant de reconstruire une (G, X )-structure
depuis une métrique semi-riemannienne.

Proposition 1.1.71. Soit (G, X) une structure analytique telle X est une variété semi-rieman-
nienne sur laquelle G agit par isométrie.

St pour tout ouvert connexe U c X et tout plongement isométrique f : U — X il existe une
isométrie g € G telle que gy = f alors toute variété semi-riemannienne M localement isométrique
a X admet une unique (G, X)-structure dont les cartes sont des isométries.

Démonstration. Supposons que pour tout ouvert connexe U ¢ X et tout plongement isométrique
[ U — X il existe une isométrique g € G telle que gy, = f.

Soit M une variété semi-riemannienne localement isométrique a X. Pour tout p € M, on se
donne un ouvert U, contenant p, un plongement isométrique ¢, : U, - X et on pose V, := ¢p(Up).
Soient p,q € M tels que U, nU, # @ et soit W un ouvert connexe de U, nU,. 'application
Oq © ¢;1 top(W) - ¢g(W) ¢ X est un plongement isométrique et est donc la restriction d’un
élément de G. L’atlas (Up, Vp, ¢p)penr est donc un (G, X)-atlas. O

Remarque 1.1.72. Les couples (G, X) suivants sont des structures analytiques semi-riemannien-
nes satisfaisant les hypotheéses de la propriété 1.1.71 :

1. X =EY" avec G = Tsom(EV™) et n>1;

2. X =S"" avec G =Tsom(S"") et n > 1.
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1.2 (G, X)-variétés singulieres

1.2.1 Préliminaires (I) : connexité semi-locale

Cette section a pour objet de définir la notion d’ouvert dense semi-localement connexe et d’en
obtenir des propriétés. Le résultat le plus important est la localisation de cette propriété : un
ouvert « localement » dense et semi-localement connexe est dense et semi-localement connexe.

Définition 1.2.1 (Connexité semi-locale). Soit M un espace topologique, une partie P de M est
semi-localement connexe si pour tout ouvert connexe U de M, U N P est conneze.

Une application continue M — N est semi-localement conneze si son image est semi-localement
connexe.

Remarque 1.2.2. Si ouvert U d’un espace topologique M est semi-localement connexe alors il
est « localement connexe dans M » suivant la terminologie de Fox [Fox57].

Exemple 1.2.3. o Soit M un espace topologique, on remarque aisément que & et M sont des
parties semi-localement connexes de M.

e Soit E un espace vectoriel, le complémentaire d’un sous-espace vectoriel fermé de codimen-
ston au moins deux est un ouvert semi-localement connexe.

e Le complémentaire de Q? dans R? est semi-localement connexe mais n’est pas un ouvert.

Lemme 1.2.4. Soit M un espace topologique et soient U etV deux ouverts de M tels que U c V.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) U est dense et semi-localement connexe dans M

(i) U est dense et semi-localement connexe dans V etV est dense et semi-localement conneze
dans M

Démonstration.

e Montrons d’abord (i) = (i7)

Supposons U dense et semi-localement connexe dans M, alors U est clairement dense dans
V et V est dense dans M. De plus, soit W un ouvert connexe de V, en particulier, W est un
ouvert connexe de M. Comme U est semi-localement connexe dans M, U n WV est connexe.
Ainsi U est dense et semi-localement connexe dans V.

Comme U cV et U dense dans M, V est dense dans M. Enfin, pour tout W ouvert connexe
de M, onaVnM>Un M. Soient Wy, W, deux ouverts de M tels que VnW = W; uWs,
alors Wi nU)u(Wenld) =UnW. Or UnW est connexe donc Wy nU =@ ou Wo nlU = @,
de plus U est dense dans M donc W,; nU = @ < W, = &. Par suite, W; = @ ou Wy = &, donc
W nV est connexe. Finalement, )V est dense et semi-localement connexe.

o Montrons & présent (ii) = (4)]

Réciproquement, supposons V dense et semi-localement connexe dans M. Si U est dense et
semi-localement connexe dans V alors pour tout WW ouvert connexe de M, d’une part WnV
est connexe et d’autre part U n W =Un(WnV); et comme U est semi-localement connexe
dans V, l'intersection U n (W nV) est connexe et donc U N W est connexe. De plus, V est
dense dans M et U est dense dans V donc U est dense dans M. Finalement, U est dense et
semi-localement connexe dans M.

O
Lemme 1.2.5. Soit M un espace topologique, les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) toute union non vide d’ouverts denses semi-localement connezes est dense et semi-localerment
conneze,
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(b) toute intersection finie d’ouverts denses semi-localement connexes est dense et semi-localement
conneze.

Démonstration.

(a) Si (U;)ier est une famille non vide d’ouverts denses et semi-localement connexes dans M,
alors on se donne %g € I de sorte que U;, € U;c; U;. L'union contient ainsi un ouvert dense et
semi-localement connexe, le lemme 1.2.4 permet de conclure.

(b) Il suffit de traiter l'intersection de deux ouverts denses semi-localement connexes. Soient U
et V ouverts denses et semi-localement connexes dans M, alors U4 NV est dense dans M.
Enfin, pour tout W ouvert connexe de M, comme U est semi-localement connexe, U N W
est un ouvert connexe de M et comme V est semi-localement connexe, ¥V n (U n W) est un
ouvert connexe de M. Par suite U NV est semi-localement connexe dans M.

O

Lemme 1.2.6. Soit M un espace topologique et soit (U;);ecr une famille de parties connexes non
vides. On pose ~ la relation d’équivalence sur I engendrée par la relation réflexive et symétrique
Rj <= U;nU; +@.

Alors l'union des U; est connexe si et seulement si I] ~ est un singleton.

Démonstration. On pose U := Ujer U;.

o Supposons que I/ ~ est un singleton et donnons nous Wy, W, deux ouverts de U tels que
U = W1 uWs. Pour tout ¢ € I, comme U; est connexe, ou bien U; ¢ W ou bien U; ¢ W,. On
définit alors la relation S sur I telle que 7,5 € I sont reliés par S si U; et U; sont dans le
méme ouvert Wy, k € {1,2}. Cest & dire :

iSje UnWi=Uin W1 =@ ou UinWy=U;nWs =3).
S est une relation d’équivalence sur I et on a pour tout 4,7 € I,iRj = iSj. Par suite
i~j=1Sj.
Or I/ ~ est un singleton, on a donc Vi,j € I, i ~ j et donc Vi,j € I, iSj c’est-a-dire qu’il

existe k € {1,2} tel que tous les U; sont dans Wy. Cela implique donc que Wy = @ ou Wy = &
et donc 'union des U; est connexe.

o Supposons & présent I/ ~ n’est pas un singleton, dans ce cas, pour w € I/ ~, on pose W, :=
Usew U;- Montrons que I'union a droite de ’égalité

U= U W

iel wel [~
est disjointe. Soient w,w’ € I/ ~ tels que W, nW,,» # @. Soit p € W, n W,, il existe i € w et
Jew tels que p eU; et p e U;, donc tels que U; NU; # @, et donc tels que ¢ ~ j, c’est-a-dire
!
w=w'.

Aucun des W, n’est vide c’est donc que 'union des U; n’est pas connexe.

O

Corollaire 1.2.7. Soit M un espace topologique et soient (Us )ier et (V;)ier deux familles de parties
connezxes non vides de M.
St Uzer U; est connexe et si

Vi,jel, UinUj+a=>V,nV; 2@

alors U;er V; est conneze.
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Démonstration. On reprend les notations du lemme 1.2.6. On considere les relations ~z; et ~y sur
I données respectivement par I'union des (U;);e; et 'union des (V;)er. Comme 'union des (U;)er
est connexe et aucun des U; n’est vide, I/ ~y4 est un singleton. Or Vi,j € I, U; U @ =V,nV; +@
donc ~y est plus grossiére que ~ et donc I/ ~y est un singleton. Enfin, aucun des V; n’est vide
donc leur union est connexe.

O

Lemme 1.2.8. Soient M wun espace topologique et B une partie de M. S’il existe une partie
connere A c B dense dans B alors B est conneze.

Démonstration. Voir par exemple [Dix81] théoréme 10.1.7. O

Lemme 1.2.9. Soient M un espace topologique et U un ouvert de M. On pose U = | ;erU; la
décomposition de U en composantes connexes.
St M est localement connexe, alors chacun des U; est ouvert.

Démonstration. Supposons M localement connexe. Soient i € I et x € ;. Comme U est un ouvert
contenant z, il existe } un voisinage ouvert connexe de x inclus dans Y. Comme V est connexe et
contient x, V est inclus dans I'un des U; et donc U; contient un voisinage de x. Par suite, U; est
ouvert. 0

Lemme 1.2.10. Soient M, N deux espaces topologiques localement connezes, U un ouvert de M
et m: M — N une application continue ouverte et surjective.

Si U est dense et semi-localement connexe dans M alors w(U) est dense et semi-localement
conneze dans N.

Démonstration. Soit U un ouvert dense et semi-localement connexe dans M et supposons N
localement connexe. Considérons V un ouvert connexe de N et posons W = 771V = [ ;;; W; la
décomposition en composantes connexes de W.

W est ouvert car m est continue; comme M est localement connexe, d’apres le lemme 1.2.9,
chacun des W; est ouvert et connexe; par continuité et ouverture de 7, chacun des w(W;) est
ouvert et connexe ; de plus U N W; est ouvert, connexe et dense dans W; donc 7m(UnW;) est ouvert
connexe et dense dans w(W;). Ainsi pour tout 4, j € I, 7(W;) nm(W;) est un ouvert et

TWinU)na(W;nlU) + 3 < 7(W;) nt(W;) # @.

Or Usey m(W;) =V est connexe, aucun des m(W;) n’est vide, aucun des m(W; nU) n’est vide donc,
d’apres le lemme 1.2.6,

UIw(Wimu)
est connexe.
Par ailleurs,
Vor(U) = Uw(Wi)mw(L{) (1.6)
) gw(Wimu). (1.7)

Ainsi VN7 (U) est un ouvert contenant une partie dense et connexe; N étant localement connexe,
d’apres le lemme 1.2.8, Wn (i) est connexe.
O

Lemme 1.2.11. Soient M un espace topologique, U et V deux ouverts de M.
Si U est dense et semi-localement connexe dans M, alors V nlU est dense et semi-localement
conneze dans V
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Démonstration. Supposons U dense et semi-localement connexe dans M. Soit W un ouvert non
vide de V, alors W est un ouvert non vide de M et par densité de U dans M, UnW = (UNV)nW
est non vide. Soit a présent YW un ouvert connexe dans V, c’est un ouvert connexe de M. Or U
est semi-localement connexe dans M donc WnlU =Wn (U V) est connexe. O

Proposition 1.2.12. Soient M un espace topologique localement connexe, (Us )ier un recouvrement
ouvert de M et soit (V;)ier une famille d’ouverts de M. On pose V := User V.

St pour tout i € I, V; est inclus dans U;, dense dans U; et semi-localement connexe dans U; ;
alors V est dense et semi-localement connexe dans M,

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 1.2.10. En effet, ’application

HUiL’M:(HUi)/N

iel iel

est continue surjective et ouverte (avec ~ Iidentification naturelle de U; et U; sur U; nU;). Ainsi,
d’une part M est localement connexe, d’autre part 7(U) est ouverte et enfin [[;.; V; est dense et
semi-localement connexe dans [];.;U;. Le lemme 1.2.10 permet de conclure.

O

Corollaire 1.2.13. Soient M, N deuz espaces topologiques, f: M — N un homéomorphisme local
et c N un ouvert.

Si M est localement connexe et U est dense et semi-localement connexe dans N, alors f~*(U)
est dense et semi-localement connexe dans M.

Démonstration. Supposons U dense et semi-localement connexe dans N et montrons que (/)
est semi-localement connexe. Considérons un ouvert connexe W de M. Comme f est un homéo-
morphisme local, il est existe un recouvrement (V;);e; de M tel que pour tout i € I, fjy, soit un
homéomorphisme sur son image et f(V;) est un ouvert de N. Comme U est un ouvert dense et
semi-localement connexe de N, U n f(V;) est un ouvert dense semi-localement connexe de f(V;)
et donc (fiy,) ' (UNf(V;)) = f7H(U) N V; est un ouvert dense et semi-localement connexe dans V;.
La proposition 1.2.12 permet de conclure.

O

1.2.2 Préliminaires (II) : nappes

Définition 1.2.14 (Prénappe). Une prénappe sur un espace topologique M est un ensemble non
vide d’ouverts denses semi-localement connexes de M qui est stable par union quelconque.

Définition 1.2.15 (Nappe). Une nappe sur un espace topologique M est un ensemble non vide
d’ouverts denses semi-localement connexes de M qui est stable par intersection finie et union
quelconque.

Une nappe F prolonge une nappe F' si F' c F.

Lemme 1.2.16. Soit M un espace topologique. Pour toute prénappe F, il existe un unique nappe
F contenant F et qui est minimale pour 'inclusion.

Démonstration. On pose F' = (MyegU) ger fini €6 F = (UuegU) gerr- On vérifie aisément que
F est stable par union quelconque et intersection finie, c’est donc une nappe contenant F. Par
ailleurs, toute nappe contenant F, étant stable par intersection finie et union quelconque contient
nécessairement F. O

Définition 1.2.17 LNappe engendrée). Soit M un espace topologique et soit une prénappe F sur

M, lunique nappe F contenant F et minimale pour l'inclusion est appelée nappe engendrée par

F.
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1.2.3 (G, X)-brouillard

Définition 1.2.18 ((G,X)-brouillard). Soient (G,X) une structure analytique, M un espace
topologique. Un (G, X)-brouillard un couple (F,A), avec F une prénappe sur M et A= (Ay)uer
une famille telle que pour tout U € F, Ay est un (G, X)-atlas.

Définition 1.2.19 (Restriction et prolongement). Soient F,F’ deux nappes telles que F' prolonge
F. La restriction d’un brouillard B sur F' a F est le brouillard Bz = (By)uer-
Un brouillard B sur F' est plus épais qu’un brouillard A sur F si A= B et on le note

(F,A) < (F,B).

Proposition 1.2.20. Soit (G, X) une structure analytique séparée localement connexe, et soit N
un espace topologique. Soit (B )kex une famille de (G, X)-préatlas telle que :

e Pour tout k € K, supp(Bg) est dense et semi-localement conneze ;

e Pour tout (k,k") € K2, il existe un ouvert M c supp(By) nsupp(By) dense semi-localement
connexe de N et A un (G, X)-atlas sur M tels que By et By sont plus fins que A.

Alors l'union Uger B est un (G, X)-préatlas.

Démonstration. Soient k,k" € K, on note By, = (Us, Vi, i )icr() et Brr = (Us, Vi, ¢i)ier(rry- Soient
i€ I(k),j e I(k") tels que Uy nU; #+ @ et soit W c U nU; un ouvert connexe non vide. Soient
M c supp(By) nsupp(Bgs) un ouvert dense semi-localement connexe et A un (G, X)-atlas sur M
tel que Byas et Bysjar sont plus fins que A.

« Prenons un point p € Wn M, une carte (U,V,d) dans A autour de p et prenons W c Wl
un ouvert connexe contentant p, un tel ouvert existe car M est localement connexe. Il existe
g,h € G tel que

Ow =g Py Sw =hodjw,
donc
biw = (h™'g) © by -
On pose alors g,y = h™'g.

o Montrons que gp4,,v ne dépend ni de ¢ ni de W ni de p.

Soient pe Wn M, (U,V,$) et (U', W', @) sont deux cartes de A au voisinage de p et W et
W' sont deux ouverts connexes contenant p inclus dans Wnld et Wnld' respectivement.
Les restrictions de gp . €t gp s & ¢;(WnW') sont égales or (G, X) est une structure
analytique, donc g, 1w = gpur,wr. Par suite g, = g, ne dépend que de p, de plus si
g € W alors, de la méme maniére, gq1/,w = gpu,w ; 'application WnM — G, p ~ g, est donc
localement constante. Comme M est une partie semi-localement connexe de N et que W est
connexe, l'intersection Wn M est connexe ; finalement p+ g, est constante sur Wn M.

e On a démontré qu’il existe g € G tel que
Vee MaW, ¢;(z)=godi(z)

Comme ¢;,¢; et g sont continues, X est séparé et M est dense, I'intersection Wn M est
donc dense dans W et
Piw =9 ° Paw-
Ainsi, By UBy est un (G, X )-préatlas et comme k, k' € K sont quelconque, Upex By est un (G, X)-

préatlas.
O
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Lemme 1.2.21. Soient (G, X) une structure analytique séparée localement connexe par arc, M
un espace topologique et soient F,F' deux prénappes sur M tels que F' prolonge F. Si (F,Ao) est
un (G, X)-brouillard F alors il existe au plus un (G, X)-brouillard A sur F' plus épais que Ay.

Démonstration. Soient A et B deux brouillards sur F plus épais que Ay.

Pour tout U € F, si U c Uy alors par définition Ay = Agy = By et si U > Uy alors d’apres la
proposition 1.2.20, 'union Az, U By, est un (G, X )-atlas et par maximalité de A et de B, on obtient
AL{:AMUBMZBI,{. ]

Proposition 1.2.22 (Prolongement d’un (G, X)-brouillard). Soient (G, X) une structure analy-
tique séparée localement connexe par arc, M un espace topologique, F une prénappe sur M et soit
A un brouillard sur F. On note F la nappe engendrée par F.

11 existe un unique (G, X)-brouillard A sur F plus épais que (F,A).

Démonstration. L’unicité est donnée par le lemme 1.2.21. Pour I € F, on se donne une famille
(Ui j)ier,jes(s) d'ouverts de F tels que

=U N Uy

iel jeJ (i)

Pour tout a € et be J(a), U:= Ui U Ui € F car F est stable par union quelconque, on pose alors
Ay = Au|u Soit V un ouvert de F contenant U, on se donne de la méme maniére une famille

(Vi7j)i61’,jejf(i) telle que
v=U N Vi
el je (i)
On définit V de la méme maniere, on a alors VeFetlUUuV e F, et donc Aﬁuﬁﬁ = Ay et
Ay = Ap- Par suite Ay, = Agipy, = Ag. Ainsi A= (Au) — est un brouillard sur F. O

Définition 1.2.23 ((G, X)-brouillard opaque). Un (G, X)-brouillard (F,A) sur un espace topo-
logique M est opaque si pour tout (G, X)-brovillard (F', A") sur M plus épais que (F,A) on a
(F,A) = (F,A).

Proposition 1.2.24. Soient (G, X) une structure analytique, M un espace topologique, F une
nappe sur M et A un (G, X)-brouillard sur F. Il existe un unique (G, X)-brouillard (F, A) opaque
plus épais que (F, A).

Démonstration. Soit (F, Ax)rex la famille des brouillards prolongeant (F,.A). On pose Fk la
prénappe
Fr = (U Un) @p)erpere 7o
keK

Soit U = Upere Uy, € Fi, d’apres le lemme 1.2.4, U est dense et semi-localement connexe car il
contient un ouvert dense et semi-localement connexe. On se donne U’ € F, d’apres le lemme 1.2.5,
U" :=U"nU est un ouvert dense semi-localement connexe, de méme que pour U’ NnUy =U" NU}
pour tout k € K.

Soient k, k' € K, My, jr := U, nUyr nU" est un ouvert dense semi-localement connexe. Comme F ¢
Fi, Fi stable par intersection finie et union, et comme Ay prolonge A, d'une part Ay, 14, g, €st
plus fin que Ay, 3, et d’autre part Ay, 4, Ly est plus fin que Ay ; done Ay, v, cvr = Awu, U
est plus fin que Ayrppry, 5 ainsi Ay gy, M, €st plus fin que Ay My, o De la méme maniere,
Awr v m1,, . €st plus fin que Ay py, . D’apreés, la proposition 1.2.20, I'union Ugex Ay, est un

brouillard sur I'union des U, c’est-a-dire sur 4. On note Ay I'unique (G, X)-atlas maximal sur
U plus fin que Ugere Au,,- De sorte que A := (Ay)yer, est un brouillard sur Fg. La proposition
1.2.22 permet de conclure. [

Corollaire 1.2.25. Soient (G,X) une structure analytique, M un espace topologique, F une
nappe sur M, A un (G, X)-brouillard sur F et U € F.
Si F est opaque, alors tout ouvert dense et semi-localement V inclus dans U est dans F.
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1.2.4 Catégorie des (G, X)-variétés singuliéres

Définition 1.2.26 ((G, X)-structure singuliere). Soit (G, X) une structure analytique et soit M
un espace topologique. Une (G, X)-structure singuliére sur M est la donnée d’un (G, X)-brouillard
opaque sur M.

Définition 1.2.27 ((G,X)-variété singuliere). Soit (G, X) une structure analytique. Une (G, X)-
variété singuliére est un triplet (M,F,A) ot M est un espace topologique et (F,A) un (G,X)-
brouillard opaque.

Définition 1.2.28 ((G, X)-morphisme presque partout). Soit (G, X) une structure analytique et
soient (M, F,A) et (N,G,B) deux (G, X)-variétés singuliéres

Une application continue ¢ : M — N est presque partout un (G, X)-morphisme s’il existe un
ouvert U € F et un ouvert V € G tel que

¢IZ, (U, Ay) —~ (V. By)

est un (G, X)-morphisme.

Remarque 1.2.29. Soient (G, X) une structure analytique, (M, F,A) et (N,G,B) deux (G, X)-
variétés singulieres. Tout isomorphisme M — N est un homéomorphisme.

Lemme 1.2.30. Soient (G,X) une structure analytique avec X localement conneze et séparé,
(M,F,A), (N,G,B), (O,H,C) trois (G, X)-variétés singuliéres et soient f1: M - N et fo: N >
O deuz (G, X)-morphismes presque partout.
Alors fao f1 est un (G, X)-morphisme presque partout.

Démonstration. Soient Uy € F, Us € G, Us € G, Uy € H tels que fﬁlljl et fg‘;js sont des (G,X)-
morphismes. D’une part Us N U3 est dense et semi-localement connexe d’apres le lemme 1.2.5,
d’autre part f‘f\{zjl est un homéomorphisme local d’apres le lemme 1.1.28. Par suite U = ( foy, ) (U0
U3) est dense et semi-localement connexe dans U; d’apres le corollaire 1.2.13. Enfin, U; est dense
et semi-localement connexe dans M donc Uy est dense et semi-localement connexe dans M d’apres

le lemme 1.2.4. Ainsi (fs o fl)IZE est un (G, X)-morphisme. De plus Uy c Uy donc Uy € F et donc
fao f1 est un (G, X )-morphisme presque partout. O

Proposition 1.2.31. Soient (G, X) une structure analytique, (M, F, A) et (N,G,B) deuz (G, X)-
variétés singuliéres et f1, fo: M - N deux (G, X)-morphismes presque partout.
Si M est connexe et s’il existe un ouvert U ¢ M non vide tel que fiy = fop alors f1 = fa.

Démonstration. Supposons qu’il existe un ouvert ¢ ¢ M non vide tel que fi; = fops et prenons en

. . V. V.
un. Soient Vi, Vs, V3, V4 ouverts denses semi-localement connexes tels que flllil et fgni sont des
(G, X)-morphismes. U nV; N V3 est un ouvert dense dans U donc non vide. De plus, V1 nV3 est un
ouvert semi-localement connexe et M est connexe donc M NV n V3 =V n Vs est connexe. Ainsi

fraoVs ep f VUV ont deux (G, X)-morphismes définis sur une (G, X )-variété connexe et égaux

1|V1F‘IV3 Q‘VlﬁvS
sur un ouvert non vide, ils sont donc égaux sur V; N V3. Enfin f; et fa sont continues et V4 N Vs
est dense donc f1 = fs. O

Proposition 1.2.32. Soit (G, X) une structure analytique et soient (M,F,A) et (N,G,B) deux
(G, X)-variétés singuliéres et soit f : M — N une application. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) [ est un (G, X)-morphisme presque partout;
(i) f est localement un (G, X )-morphisme presque partout ;

(iii) 1l existe un ouvert U € F tel que fiy est localement un (G, X )-morphisme presque partout.
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Démonstration. Les implications (i) = (i) = (#¢) sont évidentes, montrons alors I'implication
(7ii) = (i). Soit U € F tel que fy, est localement un (G, X )-morphisme presque partout. Pour
tout p € U on choisit un ouvert U, c U tel que fy,, est un (G, X)-morphisme presque partout; on

choisit ensuite V,, c U, dense et semi-localement connexe dans U, tel que f||5p &) est un (G,X)-
morphisme. D’apres le lemme 1.2.6, Upes Vp est dense et semi-localement connexe dans U et donc
dense et semi-localement connexe dans M d’apres le lemme 1.2.4. De plus, d’apres le Corollaire
1.2.25, Upey Vp € F, donc f est un (G, X )-morphisme presque partout. O

Définition 1.2.33 (Catégorie des (G, X)-variétés singulieres). Soit (G, X) une structure analy-
tique. On note Var g x)-sing la catégorie dont les objets sont les (G, X)-variétés singulieres et
dont les morphismes sont les (G, X )-morphismes presque partout.

Définition 1.2.34. Soit (G, X) une structure analytique et soit (M,F,A) une (G,X)-variété
singuliére. On note Aut(M) le groupe des automorphismes de M dans la catégorie des (G,X)-
variétés singulieres.

Définition 1.2.35 (Partie singuliere essentielle et partie réguliere). Soit (G,X) une structure
analytique et soit (M, F, A) une (G, X)-variété singuliére.

e La partie réguliére de (M,F,A), notée Reg(M) est I’élément mazimal de F, elle est natu-
rellement équipée de la (G, X )-structure Ageg(nr)-

e La partie singuliére essentielle de (M,F,A), notée Sing(M), est le complémentaire de
Reg(M) dans M.

Proposition 1.2.36. Soit (G, X) une structure analytique et soient (M,F, A) et (N,G,B) deux
(G, X)-variétés singuliéres et soit f: M - N un (G, X )-morphisme presque partout.
[Reg(N)

Reg(M) est un (G, X )-morphisme.

Si f est un homéomorphisme local, alors fl
Démonstration. Supposons que f est un homéomorphisme local, on se donne My et Ny tels que
f‘lﬁ‘; : (Mo, Ang, ) = (No, Ay, ) est un (G, X )-morphisme.

« On note M; = f'(Reg(N)) et A; latlas maximal sur M; plus fin que f*Bregar) de
sorte que (Mj,Ay) soit une (G, X)-variété. D’une part, les atlas maximaux plus fins que
(f*Breg(ar))|m, €t f*Bn, sont égaux car Breg(ann, = Bn, ; d’autre part, l'atlas Ay, et
I'atlas maximal plus fin que f*Bp, sont égaux d’apres la proposition 1.1.25; donc Ay, est
latlas maximal plus fin que (f *BReg( M))‘ M,- Or My est dense et semi-localement connexe
dans M, d’apres le lemme 1.2.4 M; est dense et semi-localement connexe dans M ; par suite
My € F et Anr, = f*Breg(ar)- Par conséquent, fl‘]Rwig(N) est un (G, X)-morphisme d’apres la
proposition 1.1.25.

o Montrons a présent que My = Reg(M).

Prenons x € Reg(M), une carte (Uy, Vi,¢1) € Areg(ar) au voisinage de x telle que fi, est
un homéomorphisme sur son image. On pose Us := f(U1), V3 := V) et ¢3 = ¢10(fy,)~! et on
commence par démontrer que C := Breg(ar)U(Us, V3, $3) est un (G, X )-atlas sur Reg(M ) ults.
Pour tout (Usa, Va, ¢2) € Breg(ny carte de Reg(M) telle que Uy n f(Uy) # @ et pour tout W
ouvert connexe inclus dans Us NUs. On pose W' := f‘Z}I (W) et on a

¢ 0 <Z5§|1w =0 (g1 0 flifll)\_;v =¢go fo (¢1|W’)_1 .

On a W c Reg(N) donc fv_/{l1 (W) ¢ M; or flljléj‘ig(N) est un (G, X )-morphisme, donc il existe
g € G tel que ¢o0 fo (¢1|W/)_1 = gl¢,(wr)- Finalement, C est bien un (G, X)-atlas sur

Reg(M) uls.
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e On pose G’ la prénappe GU{UsuV | V € G} sur N et on définit le brouillard B’ sur G’ en
posant Bj, = By si U € G et B;, 'atlas maximal plus fin que By uC si U =V ulds. D’apres
la propriété 1.2.20, (G',B") est un (G, X)-brouillard. Or (G',B’) est plus épais que (G, B)
qui est déja opaque donc (G,B) = (G',B’). Finalement, Us € G donc Uz c Reg(M), et donc
My = Reg(M).

O

Corollaire 1.2.37. Soit (G,X) une structure analytique. Les automorphismes d’une (G, X)-
variété singuliére préservent sa partie réguliére.

1.2.5 Développement, holonomie et quotient de (G, X)-variétés singu-
lieres

Définition 1.2.38 (Application développante et holonomie). Soit (G, X) une structure analytique

et soit (M, F,A) une (G, X)-variété singuliére séparée, localement connexe par arc et délagable.

L’application développante D et I’holonomie p de M sont respectivement l'application dévelop-
pante et l’holonomie de Reg(M) muni de sa (G, X)-structure naturelle.

La proposition suivante nous permet d’assurer que 1’holonomie d’une variété singuliére ne
dépend essentiellement pas du support de la (G, X )-structure presque partout.

Proposition 1.2.39. Soit M un espace topologique séparé d base dénombrable, localement connexe
par arc et delagable. Pour tout ouvert U c M dense et semi-localement connexe, le morphisme

m(U) LR w1 (M) induit par Uinclusion U 5 M est surjectif.

Démonstration. Soit v:[0,1] > M un lacet de M, il s’agit de construire un lacet 7 de & homotope
a v dans M. Par densité de U et quitte a changer de point de base, on peut supposer que v(0) € U.
Commengons par considérer pour chaque point ¢ € [0,1] un voisinage de y(t) ouvert connexe
par arc et semi-simplement connexe; cette famille d’ouverts est un recouvrement de ([0,1])
qui est compact, nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini (ui)is[[l,p]]- Choisissons une
suite tg = 0 < t; < fy < -+ < tpy1 = 1 et une suite (k;);eo,n) telle que pour tout i € [0,n],
Y([ti, tiv1]) € Uy, et pour tout i € [1,n], v(¢;) € Uy, NUy,,,. Pour i € [1,n], on choisit un point
F(ti) € U, nUy,,, NU dans la composante connexe par arc de ~y(t;); un tel point existe car
Uy, NUy,,, est un ouvert contenant v(¢;) donc non vide et car U est dense dans M. On pose par
ailleurs 7(to) = F(tn+1) = Y(to) = Y(tn+1). Pour ¢ € [1,n], on se donne un chemin wu; de v(t;) a
(t;) dans Uy, nUy,,,. Comme U; est connexe par arc et U semi-localement connexe 'intersection
Uk, NU est connexe par arc, on se donne alors un chemin v; de 7(¢;) & 7(t;41) dans Uy, nU. On
considere alors les chemins w; obtenus en composant ¥[o,¢,1, %i, Vi, Ui+1 €n sens inverse et enfin
V[0,t:,,] €N sens inverse. Par simple connexité semi-locale, chacun des w; est homotope au lacet
trivial et donc wi!l o ow; ! o est homotope & . Enfin, on remarque que les portions Yo,¢,] des
w; peuvent étre omises dans le lacet wi' o-+-ow, oy qui est donc homotope & un lacet entiérement
dans U. O

Théoréme 5. Soit (G, X) une structure analytique, et soit (M,F,A) une (G, X)-variété singu-
liere séparée connexe et localement connexe par arc, enfin, soit I' un groupe discret agissant sur
M par automorphismes de M.

S’il existe un élement My € F de la nappe de M, T-invariant sur lequel l’action de I' est
proprement discontinue alors il existe une unique (G, X)-structure singuliére sur M [T telle que la
projection naturelle w: M — M T est presque partout un (G, X )-morphisme.

Démonstration. Supposons qu’il existe un tel My et considérons en un. Notons 7 la projection
naturelle 7 : M - M/T. 1l suffit de démontrer que m(My) est un ouvert dense semi-localement
connexe muni d'une (G, X)-structure telle que 7z, est un (G, X )-morphisme. En effet, il suffira
alors d’épaissir U en un (G, X)-brouillard opaque dont I'existence et 'unicité sont assurées par la
proposition 1.2.24.
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T agit par (G, X)-isomorphisme donc par homéomorphisme d’apres le lemme 1.2.29, 7 est donc
ouverte, de plus I'injection naturelle i : My — M descend en une injection ouverte i : My/T" - M/T.
On peut alors identifier Pouvert 7(Mp) avec My/T" qui est muni d’une unique (G, X)-structure telle
que 7y, est un (G, X)-morphisme d’apres la proposition 1.1.33. Vérifions a présent que 7(Mo)
est dense et semi-localement connexe. La densité de w(My) dans M /T provient de la densité de
My dans M. Ensuite My est dense et semi-localement connexe dans M, 7 est surjective et mjyy,
est ouverte, d’apres le lemme 1.2.10, m(Mj) est dense et semi-localement connexe.

O

1.3 (G, X, X,)-variétés

1.3.1 (G, X)-espaces modéles singuliers et (G, X, X 4)-atlas

Définition 1.3.1 (Espace modele singulier). Soit (G, X) une structure analytique, un (G, X)-
espace modéle singulier Y est une (G, X)-variété singuliére.
On notera Gy le groupe des automorphismes de Y .

Définition 1.3.2 ((G, X, X 4)-Atlas). Soient (G,X) une structure analytique, (Xq)aea une fa-
mille de (G, X )-espaces modeles singuliers et M un espace topologique.
Un (G, X, Xa)-atlas (resp. (G, X, X 4)-préatlas) est un atlas (resp. préatlas)

A= (U, Y5, Vi, $i)ier
sur M tel que
e Pourtoutiel,Y;e{X,:aeA}u{X}

e Pour tout i,j € I tels que U; nU; + @,

¢; 0 (Pipurnr;) ™"+ 0 (Us 0 U;) — ¢ (Us 0 U;)

est un (G, X)-morphisme presque partout.

Si la structure analytique (G,X) ne porte pas d confusion, on parlera simplement de X a-atlas.
Enfin, on note G, = Aut(Xy) le groupe des automorphismes de X, dans la catégorie des (G, X)-
variétés singuliéres.

Définition 1.3.3 ((G, X, X 4)-atlas maximal). Soient (G, X) une structure analytique, (Xa)aca
une famille de (G, X)-espaces modéles singuliers et soit M un espace topologique.

Un (G, X, X a)-préatlas A sur M est mazximal si tout (G, X, X a)-préatlas plus fin que A est
égal a A.

Proposition 1.3.4. Soient (G,X) une structure analytique, (Xuo)aea une famille de (G, X)-
espaces modéles singuliers, et soit N un espace topologique. Soit (B )ker une famille de (G, X, X 4)-
préatlas telle que :

e Pour tout k € K, supp(Bg) est dense et semi-localement conneze ;

e Pour tout (k,k") € K2, il existe un ouvert M c supp(By,) nsupp(By) dense semi-localement
connere de N et A un (G, X, Xa)-atlas sur M tels que Byjas et Bjar sont plus fins que A.

Alors Vunion Uper B est un (G, X, X a)-préatlas.

Démonstration. Pour tout k € K, on note By = (U, Ys, Vi, ®i)icr(ry et A= (Us,Yi, Vi, ¢i)ier de sorte
que pour tout k€ K, I c I(k).

Soient 4,j € Upex I(k) avec i € I(k) et j € I(k") tels que U; nU; # @. On se donne M c
supp(By) nsupp(By) dense semi-localement connexe dans N et A un (G, X, X 4)-atlas sur M tel
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que By et Byar sont plus fins que A. On pose My = M nU; nU;, et pour tout p € My, on se
donne [ € I tel que p € ;. D’une part

G0 (Bipnnns,) ™"+ s (U Mo) — (U 0 M)

est presque partout un (G, X)-morphisme car Byys est plus fin que A. D’autre part

@jo (¢z|umMo)_1 sy (Uy 0 Mo) — ¢ (U0 My)

est presque partout un (G, X)-morphisme car By est plus fin que A. Donc, par composition,

(40 (¢i\h10)71)|¢i(Monm) = ¢; o (Gipnnty)

est un (G, X)-morphisme presque partout. Or les U; N My considérés recouvrent My lorsque p
parcourt My ; de plus M est dense et semi-localement connexe dans U; ni; donc ¢;(My) est dense
et semi-localement connexe dans ¢;(U; NU;). Nous avons donc démontré que (¢; o (¢iar,) ") est
localement un (G, X )-morphisme presque partout, la proposition 1.2.32 permet de conclure que
c’est un (G, X)-morphisme presque partout. O

Corollaire 1.3.5. Soient (G, X) une structure analytique, (Xa)aeca une famille de (G, X)-espaces
modeéles singuliers, et soit M un espace topologique.
Si A est un X a-atlas sur M alors il existe un unique X a-atlas mazximal plus fin que A.

Démonstration. 11 suffit de considérer 'union A des X 4-atlas plus fin que A. D’aprés la proposition
1.3.4, A est un X 4-atlas et il est clairement maximal et plus fin que \A. O

Définition 1.3.6 (Partie réguliere d’un atlas). Soient (G, X) une structure analytique, (Xa)aca
une famille de (G, X )-espaces modéles singuliers et A = (U;, X;, Vi, d;) un X a-atlas sur un espace
topologique M. La partie réguliere de ['atlas A est le préatlas

Reg(A) = (97! (Reg(V))), Reg(Vy), 6 nesird ).

1.3.2 Catégorie des X 4-variétés

Définition 1.3.7 (X 4-structure). Soient (G, X) une structure analytique, (Xa)aca une famille
de (G, X)-espaces modéles singuliers et M un espace topologique. Une (G, X, X 4)-structure sur
M est la donnée d’un (G, X, X 4)-atlas maximal sur M.

Lorsque la structure analytique ne porte pas a confusion, on parlera simplement de X -structure.

Définition 1.3.8 (X 4-variété). Soient (G,X) une structure analytique et (Xo)aea une famille
de (G, X)-espaces modéles singuliers.

Une (G,X,Xa)-variété est un couple (M, A) ot M est un espace topologique et A est un
(G, X, X 4)-atlas mazimal.

Pour ac € A, Sing,, (M) dénote l’ensemble des points p de M tels qu’il existe au voisinage de p
une carte (U, Xy, V,U), ¢:U - X, et ¢(p) € Sing(X,). De plus

Sing(M) := UA Sing,, (M)

De méme Reg(M) est l’ensemble des points p de M tels qu’il existe une carte (U,Y,V,d) au
voisinage de p, telle que ¢(p) € Reg(Y).

Définition 1.3.9 (Morphismes et isomorphismes). Soient (G, X) une structure analytique, une
famille (Xo)aea de (G, X)-espaces modéles singuliers et (M, A) et (N,B) deux X a-variétés.

Un X a-morphisme est une application f: M — N telle que pour tout x € Sing(M), il existe
une carte (U, Y1, V1,¢1) de A au voisinage de x, et une carte (Us, Yo, Va, o) au voisinage de f(x)
telles que pour tout ouvert connexe W c Uy n f~1(Uy), on ait :
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(i) Yi=Ya=Y;

(ii) il existe g € Gy tel que
fw = 3" ogodyw

Un morphisme f est un isomorphisme s’il est bijectif et que son inverse f~': N — M est un
morphisme.

Définition 1.3.10 (Catégorie des X s-variété). Soit (G, X) une structure analytique, soit (Xa)aea
une famille de (G, X)-espaces modéles singuliers. On note Varx , la catégorie dont les objets sont
les X q-variétés et les morphismes sont les X 4-morphismes.

Remarque 1.3.11. Soit (G, X) une structure analytique, soient (Xa)aea et (Xg)gen deux fa-
milles rigides de (G, X)-espaces modéles singuliers telles que B c A. Il est clair d’apreés les défini-
tions qu’une X g-variété M est également une X 4-variété.

On peut alors définir des foncteurs d’oubli

Varx, : Varx, ~ Varx,.
Remarque 1.3.12. La catégorie des Xy-variétés n'est autre que la catégorie des (G, X )-variétés.

Lemme 1.3.13. Soient (G, X) une structure analytique, (X4 )aea une famille de (G, X)-espaces
modéles singuliers et (M, A) et (N,B) deux X o-variétés. Pour tout X a-morphisme f: (M, A) -
(N,B) un X a-morphisme, on a les faits suivants :

(i) f est un homéomorphisme local ;
(i) f est un isomorphisme si et seulement si f est bijectif.

Démonstration. f est un homéomorphisme local car les éléments du groupe Gy sont des homéo-
morphismes.

Si f est un isomorphisme, elle admet un inverse et est donc bijective. Supposons a présent f
bijective. Soient x € Sing(M), (U1,Y,V1,¢1) € A contenant x, (Us,Y, Vs, ¢2) € B contenant f(x),
W la composante connexe de = dans U; N f~H(Usy) et W = f(W). 1l existe g € Gy tel que

p20 fo(diw)™ =g o)

de sorte que
_1lw

7w = (f||11//\;v,)_1 = (¢Il og”! °¢2):x,-
]

Proposition 1.3.14. Soient (G, X) une structure analytique, (Xo)aca une famille de (G, X)-
espaces modéles singuliers et (M, A) une X a-variété. Alors :

M =Reg(M)|_|Sing(M)

Démonstration. L’union est claire montrons qu’elle est disjointe. Soit € Reg(M ), montrons que
pour toute carte (U1, Y1, V1, ¢1) au voisinage de x, ¢(x) € Reg(Y7). Comme z € Reg(M), il existe
une carte (Us,Ys, Vs, ¢2) au voisinage de x telle que ¢(x) € Reg(Y>), prenons alors une telle carte.
Par définition I’application

P10 (Gopnree) " 2(Y2) = ¢1(Y1)

est un (G, X)-morphisme presque partout. Cette application est de plus un homéomorphisme et
donc, d’apres la proposition 1.2.36, elle envoie partie réguliere sur partie réguliere. Or ¢o(z) €

Reg(Y2), donc ¢1(x) = ¢1 0 ¢3" (¢2(x)) € Reg(Y7).
O
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Proposition 1.3.15. Soient (G, X) une structure analytique, (X )aeca une famille de (G, X)-
espaces modéles singuliers et (M, A) une X a-variété.

Alors M admet une unique structure de (G, X)-variété singuliére telle que la partie réguliére de
M pour la structure de (G, X)-variété singuliére et la partie réguliére de M pour la X o-structure
coincident.

Démonstration. 1l nous faut démontrer d’une part que la partie réguliere de M pour la X 4-
structure est un ouvert dense semi-localement connexe et d’autre part qu’elle est dotée d’une
unique (G, X )-structure telle que la partie réguliere des cartes

[Reg(X o)
|[Reg(U)

Reg(U) Reg(Xa)

est un (G, X )-morphisme pour tout (U,Y,V, ¢) € A. Le second point est la conséquence directe du

lemme 1.1.30 appliquée & (Reg(M),Reg(.A)); il nous suffit donc de démontrer le premier point.
Par définition,

Reg(M)= U ¢ '(Reg(V)),
Uu,y,v,p)eA

or pour tout (U,Y,V,¢) € A, la partie réguliere de V), est un ouvert dense semi-localement connexe
dans V et ¢ est un homéomorphisme. Le corollaire 1.2.13 implique donc que ¢~ (Reg(V)) est un
ouvert dense semi-localement connexe dans /. Enfin

U u=M
U, Yy, v,¢)eA

ainsi, d’apres la proposition 1.2.12, Uqy,y,v,¢)ea ¢ *(Reg(V)) est un ouvert dense semi-localement
connexe dans M.
O]

Lemme 1.3.16. Soient (G, X) une structure analytique, (Xo)aeca une famille de (G, X)-espaces
modéles singuliers et (M, A) et (N,B) deux X a-variétés. Tout X 4-morphisme f: M — N est un
(G, X)-morphisme presque partout pour les (G, X)-structures singuliéres naturelles sur M et N.

Démonstration. Par définition, f est localement un (G, X )-morphisme presque partout et donc
d’apres la proposition 1.2.32, ¢’est un (G, X )-morphisme presque partout.
O

Corollaire 1.3.17. Soient (G,X) une structure analytique, (Xo)aea une famille de (G, X)-
espaces modéles singuliers, My, My deux X s-variétés et ¢ : My — My un X 4-morphisme. Alors
¢(Reg(M1)) c Reg(M2)

Remarque 1.3.18. Soient (G, X) une structure analytique, (Xa)aca une famille de (G, X)-
espaces modéles singuliers.

L’application qui envoie une X 4-variété sur sa (G, X)-variété singuliére singuliére naturelle-
ment associée et qui envoie une application f qui est un X o-morphisme sur elle méme (vue comme
(G, X)-morphisme presque partout) est un foncteur fidéle Varx, ~ Varx_sing.

1.3.3 Famille analytique d’espaces modeéles

Définition 1.3.19 (Espaces modéles incompatibles). Soient (G, X) une structure analytique et
Y1,Ys deuz (G, X)-espace modéles singuliers.
Y1 et Ys sont incompatibles si pour tout ouvert U c Yy,

UnSing(Y) # @ = Hom (g, x)(Reg(U),Reg(Y1)) =@
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Définition 1.3.20 (Espace modele analytique). Soient (G, X) une structure analytique et Y un
(G, X)-espace modéle singulier. Y est analytique si pour tout ouvert connexe U wvoisinage d’un
point singulier, tout (G, X )-morphisme

[ :Reg(U) - Reg(Y)
est la restriction d’un automorphisme de Y .

Définition 1.3.21 (Famille analytique). Soient (G, X) une structure analytique et X 4 = (Xa)aea
un famille d’espaces modéles singuliers.
X 4 est analytique si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

(a) pour tout a € A, X, est analytique ;
(b) pour tout Y1,Ys € X o U{X}, si Yy Y3 alors Yy et Yo sont incompatibles.

Proposition 1.3.22. Soient (G, X) une structure analytique et (X )aca une famille analytique
de (G, X)-espaces modéles singuliers.
Pour tout X g-variété M on a :

M = Reg(M) LLSinga(M)

De plus, pour tout o € A, Sing,, (M) est fermé.

Démonstration. Soit a, 3 € A et supposons qu'il existe p € Sing,, (M) nSingz(M) et montrons que
a = (. On se donne un tel p et sur considere (Uy,do) et (Us, ¢3) deux cartes au voisinage de p
telles que ¢ : Uy — X, et ¢g : Ug - Xg. D’une part, U, Nl est un voisinage de p et on note
V = ¢o(Us nUp), Pouvert V est un voisinage de ¢ (p)Sing,, (Xo). D’autre part, la restriction de
ppopst :V — X5 a Reg(V) est est un (G, X)-morphisme. La famille (X,,)yea est analytique donc
a = . On montre de la méme maniére que Reg(M) n Sing,, (M) = @ pour tout a.

Pour tout p € Reg(M), soit (Up, ¢y : Uy, - Vp) un ouvert de carte au voisinage de p. Comme
Reg(V) est un ouvert de V, alors Reg(U,) = gb;,l(Reg(Vp)) est un ouvert contenant p et inclus
dans Reg(M). Ainsi Reg(M) est ouvert.

Pour tout a € A et tout p € Sing,, (M) on se donne une carte (U, ¢,) au voisinage de p. D’apres
ce qui précede, Reg(U,) u Sing,, (U,) = U, donc

U, =J U Uy

P (Up,¢p)

est un voisinage ouvert de Sing, (M) et Sing, (U, ) U Reg(Uy) = U,. On en déduit que pour tout
peA,

Singg (M) = M ~ (Reg(M) U L{a).
acA{B}

Ainsi, pour tout 3 € A, Singg(M) est fermé.
O

Proposition 1.3.23. Soient (G, X) une structure analytique, (Xao)aea une famille analytique de
(G, X)-espaces modéles singuliers, M, N deux X s-variétés et f : M — N un homéomorphisme
local. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) [ est un X o-morphisme

(i) f est un (G, X)-morphisme presque partout ;
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Démonstration. L'implication (i) = (ii) est la conséquence du lemme 1.3.16. Montrons I'impli-
cation (ii) = (i). Soient x € M, (U1,Y1,V1, 1) une carte au voisinage de x, (Us, Ya, Vo, ¢2) une
carte au voisinage de f(x) et W c Uy n f'(Uz) un ouvert connexe contenant z. ¢ o (¢ypy) "
est un (G, X)-morphisme presque partout donc sa restriction sur la partie réguliere donne un

(G, X)-morphisme ¢1 (W) - Ys. Or z € ¢1 (W) nSing(Y1) #+ @ et Y7 et Ya sont incompatibles s’ils
[Reg(Y1)

IReg (Y1) est la restriction

sont différents, ainsi Y7 = Y5. Enfin, Y7 est analytique donc (¢2 o (qﬁl‘w)_l)
d’un élément de Gvy,.
O

1.3.4 Foncteurs de régularisation

Définition 1.3.24 (Foncteurs de régularisation). Soit (G,X) une structure analytique, soient
(Xa)aea et (Xg)gen deux familles rigides de (G, X)-espaces modéles singuliers telles que B c A.
On pose
Regp : Varx, ~ Varx,

le foncteur qui a une X o-variété M associe la X g-variété
Regp (M) := M\( U Singa(M))
acA\B
et @ un X o-morphisme ¢ : M — N associe :

Re, N
Reg(9) = $lpes? 4 : Regp (M) > Regp(N).

Proposition 1.3.25. Soit (G, X) une structure analytique, soient (Xq)aeca €t (Xg)gep deux
familles rigides de (G, X)-espaces modéles singuliers telles que B c A.
Alors, le foncteur Regp est fidéle.

Démonstration. Soient M7 et My deux X 4-variétés, il faut montrer que I’application
Re,
Hom(M;, My) —2> Hom(Reg(M; ), Reg(Ma))

est injective. Soient ¢1,¢o : My — My deux X s-morphismes tels que Regg(¢p1) = Regg(p2).
Regp (M) est une partie dense de M et ¢1 et ¢o sont continues et égaux sur Regg(M;). Ainsi,

¢1 = ¢o. O
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Chapitre 2

Espaces modeles

Nous continuons nos constructions de (G, X)-variétés singulieres. L’objectif du présent cha-
pitre est de construire et décrire des espaces modéles singuliers qui formeront les variétés que nous
considérerons. Nous sommes principalement intéressé par les surfaces localement euclidiennes sin-
gulieres, les surface localement hyperboliques singuliéres et les variétés localement Minkowski
singulieres dont les singularités sont des particules massives et singularité de type BTZ. Nous
commencgons par une premiere description conique de ces espaces modeles par suspension. Nous
continuons en décrivant les singularités euclidiennes et hyperboliques obtenues par le biais de
suspensions : nous obtenons les singularités coniques et les pointes. Puis nous construisons et
décrivons les particules massives et les singularités BTZ.

Nous devons toujours garder en téte que la seule description par suspension est insuffisante. Elle
est trés utile pour identifier et comprendre qualitativement ces singularités cependant, d’une part,
la métrique semi-riemannienne dans des coordonnées adéquates sera tres utile en particulier pour
I’étude des singularités BTZ qui sera faite dans la partie suivante ; d’autre part, nos généralisations
du théoreme d’Alexandrov repose la construction de singularités par collages de polyedres de
I’espace de Minkowski. Nous faisons ainsi une étude partielle nous permettant de justifier que les
singularités obtenues dans les constructions de la troisieme partie de cette these seront bien des
particules massives et des singularités BTZ.

2.0.1 Suspension topologique

Définition 2.0.1 (Suspension topologique). Soit X un espace topologique, la suspension topolo-
gique de X est

Sup(X) = X xRof~  avee  (,r) ~ (&/,1") <=7 =1 =0,
On note O, lorigine de la suspension, le point (x,0) et on note susp*(X) :=susp(X) ~ {O}.

Remarque 2.0.2. susp est un foncteur de la catégorie des espaces topologiques dans elle méme.

C’est a dire que si X et Y sont deux espaces topologiques et si ¢ : X - Y est une fonction alors ¢
induit un homéomorphisme naturel susp(X) Susp(@), susp(Y).
Lemme 2.0.3. Soit M un espace topologique.

Si M est localement conneze, alors susp(M) est localement connexe

Démonstration. Supposons M localement connexe, soit x € susp(M) et U un ouvert contenant x.
On note 7 : susp* (M) — M la projection naturelle.

Si z = O, il existe une voisinage ouvert de z inclus dans U de la forme [0,e[xM/ ~. Un tel
voisinage est clairement connexe.

Si z # O, on se donne un voisinage ouvert de z inclus dans U de la forme Ja, B[xV. Comme M
est localement connexe, il existe W c V connexe et contenant 7(x). On se donne un tel W et on
remarque que Wx Ja, 5[ est ouvert, connexe, contient x et inclus dans U.
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O

Lemme 2.0.4. Soit M un espace topologique conneze et localement connexe et soit U un ouvert
de M. Si U est dense et semi-localement connexe, alors susp*(U) est dense et semi-localement
connezxe dans susp(M).

Démonstration. Supposons U dense et semi-localement connexe. D’apres le lemme 2.0.3, susp(M)
est localement connexe. Il suffit alors de démontrer que 'intersection de tout ouvert connexe non
vide W avec susp*(U) est connexe et non vide. Posons 7 : susp*(M) — M la projection naturelle,
on remarque que 7 est un homéomorphisme local d’aprés le corollaire 1.2.13, susp*(U) = 7~ (U)
est semi-localement connexe dans susp* (M).

Soit W un ouvert non vide connexe de susp(M).

o Montrons que W* := W~ {O} est connexe. D’une part, si O ¢ W alors, W* = W est évidement
connexe. D’autre part, si O € W, il existe un ouvert V := M x [0,¢[/ ~ inclus dans W; or
V* := VN {0} = Mx]0,e[ est connexe car M est connexe. Pour tout i € I, si W; nV* # &
alors W,; uV* est connexe car W; et V* sont connexes. Par suite, I'union A des W; UV} ou i
parcourt {j € I | W; nV* # &} est connexe. De plus, pour tout i € I, W;nV =W, nV*; donc,
en posant B l'union des W; disjoints de V*, on a AuB=W"* et (AuV)uB=W. Or AuV
et B sont ouverts et W connexe donc AuY =@ ou B =g, et comme V+@ZonabB=3Jet
AuVY =W. On en déduit donc que A = W* et donc que W* est connexe.

« D’aprés ce qui précéde, W* est un ouvert non vide et connexe de susp* (M) donc Wnr=1(U) =
W* nnt(U) est connexe non vide.

O

Lemme 2.0.5. Soit X un espace topologique et soit n € N*  si X est homéomorphe a S™ alors
susp(X) est homéomorphe d R™.

Démonstration. Supposons qu’il existe X 2, S™ homéomorphisme, on pose alors

5 XXR+ —_—> Rn
Vil @) — ré(a)

Il est aisé de vérifier que 1) est continue, passe au quotient et induit un homéomorphisme susp(X) —
R™. O

2.1 Singularités coniques euclidiennes et hyperboliques

Une singularité conique euclidienne peut étre construite en quotientant le plan euclidien E? par
un groupe fini G de rotations linéaires. Ce quotient est un espace métrique muni d’une métrique
riemannienne en dehors de lorigine qui est un point singulier. L’angle conique est alors 27/k ou
k est U'ordre du groupe G.

Une construction plus générale peut se faire comme suit. Soit E2 le revétement universel de
E? \ {0}, il est homéomorphe & R* x R et peut étre muni des coordonnées polaire (r,6) dans
laquelle sa métrique riemannienne s’écrit dr? + 72d62%. Le groupe des isométries de E2, est formé
des rotations Ry, := (r,0) — (7,0 +w) et est donc isomorphe a R. Un sous-groupe discret T" est donc
monogene, si I' est engendré par une rotation d’angle a > 0 on note alors I' = aZ. Le complété
métrique de EZ /aZ est noté E2, le complémentaire de E2, /aZ dans EZ est un point noté O. De
plus

EZ2 — R°
®: | (r,0)eE2/aZ > (rcos(2m0/a),rsin(276/a))
O — (0,0)
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est un homéomorphisme. On remarque que pour R > 0, 'ensemble Cg = {(r,0) e E /T | r = R}
est le cercle de centre O et de rayon R. Ce cercle a pour périmetre aR et non 2R comme dans
le plan euclidien usuel E2. Nous l'interprétons en disant que I’angle autour du point singulier O
vaut «.

Le nom de ces singularités vient du fait qu'un cone C de révolution dans l’espace euclidien
de dimension 3 E? est isométrique & E2 pour un certain « €]0,27]. De maniére plus générale, si
v :R/Z - S? est une courbe de Jordan de classe €' sur la sphére S? de rayon 1 dans E? et C le
cone {ry(0) :r e R,,0 e R/Z}, C est isométrique & E2 avec la longueur de la courbe 7. De plus, la
longueur d’une courbe de Jordan convexe sur S? est au plus 27 donc un cone convexe de E? est
isométrique & E2 pour un certain « €]0,27].

2.1.1  (SO(2),S!)-variétés et RP'-variétés

Il est clair que (SO(2),S!) et (R,R) sont des structures analytiques. Nous remarquons égale-
ment qu'une (SO(2),S!)-variété admet une (R,R)-structure naturelle et que les (R,R) variétés
compactes sont caractérisées a isomorphisme pres par leur longueur c’est-a-dire leur volume.

Un résultat classique montre que 'action de PSLsR sur RP! est exactement 3-transitive, en
particulier (PSLyR,RP!) est une structure analytique.

Corollaire 2.1.1. Pour p e RP', (Stab(p), RP! \ {p}) est une structure analytique.
Corollaire 2.1.2. (SO(2),RP!) est une structure analytique.

Proposition 2.1.3. Soit p € RP', la structure analytique (Stab(p),RP' \ {p}) est équivalente d
la structure analytique (Aff*(R),R).

Démonstration. Prenons p = [1;0] e RP, la partie RP' \ {p} est paramétré par la carte affine

RP'\ {p} — R
[;1] — =z

o
le stabilisateur de p est
A 12 *
Stab(p) = A)\,M = 0 MN1)° ()\Ji) eRI xR

et le groupe des transformations affines directe de R est

AFT(R) ={ma iz Az +p, (\p) e R xR}.

En posant
Stab(p) — Aff*(R)
Axpy V> T
p est un isomorphisme de groupes et ¢ est un homéomorphisme p-équivariant. O

Corollaire 2.1.4. Pour tout p € RP', il existe une (SO(2),S')-structure sur RP' \ {p} telle que
Stab(p) agit sur RP' \ {p} par isométries et dilatations (c’est-d-dire par similitudes). De plus,
cette (SO(2),S)-structure est unique a un facteur d’échelle prés.

Lemme 2.1.5. Il existe une (SO(2),S")-structure sur RP' telle que SO(2) agit sur RP' par
isométries. De plus, cette (SO(2),S!)-structure est unique a un facteur d’échelle preés.

Démonstration. L’application

RP' — S'cC
[z;y] +—  (z+iy)/|z +iy|
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est SO(2)-équivariante et donc on peut choisir la (SO(2),S!)-structure tirée en arriére par ¢. De
plus, si on muni RP' d'une (R,S!)-structure SO(2)-invariante et soit A I’atlas maximal associé.
Soit (U,%)) une carte de A, la carte (RU,1 o R™1) est également dans A, par suite il existe une
rotation R’ € SO(2) telle que Ypnry = R’ © Ypnr-1u o R'. Et donc

¢oYpnrucd ' =R odotyapyod o R

De telles fonctions continues ¢ o1 o ¢~ sont de la forme e > e*#, Le parametre A ne dépend

pas de la carte choisie et finalement A'¢ : RP* — A~!S! est un isomorphisme de (SO(2),S')-
variétés. O

2.1.2 Voiite céleste dans E2? et H2

Définition 2.1.6 (Suspension euclidienne). Soit C une (SOo(1,2),S!)-variété, la suspension eu-
clidienne de C est définie comme

SUSpp2 = (susp(C)7 r2de* + dr2)

muni de sa E2-structure naturelle sur {r > 0}.

Proposition 2.1.7 (Voiite céleste dans E?). Soit p € E2, notons X, la vodte céleste en p, G, le sta-

bilisateur de p dans Isom(E?) et RP' le revétement double de RP*. Alors (Gp,Xp) = (SO(Z),H@)
et il existe une voisinage de p isomorphe a suspg:(S').

Démonstration. Le stabilisateur de p est le groupe des rotations de centre p qui est isomorphe a
SO(2) et I'ensemble des rayons sortant de p est naturellement le quotient de E? \ {p} le groupe
des homothéties de centre p.

Il suffit alors pour finir de remarquer que ’application

W susppz(S') — K2
' (z,7) — 712

est un homéomorphisme et une isométrie. O

Définition 2.1.8 (Suspension hyperbolique). Soit C une (SO(2),S!)-variété, la suspension hy-
perbolique de C est définie comme suit :

suspye (C) := (Susp(C)7sinh(r)ds% + dr2)

Définition 2.1.9 (Suspension hyperbolique). Soit C une (Stab(1),RP!\ {1})-variété, la suspen-
sion hyperbolique de C est définie comme suit :

22302
suspy:=(C) := (susp(C), dT’+7‘dSC)

r2log(r)?

ot ds? est la métrique riemannienne induite par l'une des (SO(2),S')-structure naturelle donnée
par le lemme 2.1.4.

Remarque 2.1.10. La suspension hyperbolique est bien définie en effet une dilatation de C induit
une isométrie de suspyz(C) :

(C,ds2) XA

lL

suspy: (C, dsd)

(C,\ds?)

lL

suspy2 (C, Ads?)

(0,r)~(20,r)
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En effet, le changement de variable (6,7) = (Aa,u) donne :

dr? +72d0 (dut)? +u?rd(Aa)?
r2log(r)? u?M log(u)
w?A D dy + Nu*da?
u?r X2 log(u)?
du? + u?da?
u?log(u)?

Proposition 2.1.11. Voute céleste dans H? Soit p € H2, notons Xp la voute céleste en p et G, le
stabilisateur de p dans SOg(1,2).

o SipeH?, alors (Gp, X,) = (SO(2),S) et p a un voisinage isométrique a suspy2(S').
e SipedH?, alors (Gp, Xp) = (Stab(1),RP* \ {p}) et p a un voisinage isométrique

suspg: (RP' \ {p}).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que les suspension suspye (]RIP’l N {p}) et suspy=(S*) sont
des surfaces simplement connexes riemanniennes de courbure —1 métriquement complétes. O
2.1.3 Variétés singulieres
2.1.4 H?,-variétés compacte et extension cuspidale
H2,-variétés

La proposition 2.1.11 motive la définition suivante.

Définition 2.1.12 (Singularités hyperboliques). On note D le disque de centre 0 et de rayon 1
dans R%. Pour a >0, on pose

dr? + (%)2 r2d6?

Sia>0
H? := (D,ds?) avec ds*= ) (g_gz)z
dr® +r=do .
_ Sia=0
r2log(r)?

Remarque 2.1.13.

e Soit C une (SO(2),St)-variété compacte de longueur «, la suspension hyperbolique de C est
isométrique a H2,.

e Soit pe RP' et soit C une (Stab(p), RP' \ {p})-variété compacte, la suspension hyperbolique
de C est isométrique a HE.

Définition 2.1.14 (Surface hyperbolique singuliére). Une surface hyperbolique singuliére est est
une (SO0 (1,2),H? HZ)-variété $. Par simplicité, on parlera simplement de HZ2,-variété.
Une surface hyperbolique singuliére ¥ est sans pointe si Sing(X) = @.

Remarque 2.1.15. Une (SOq(1,2),H2 H2,)-structure sur une surface ¥ est également une
(SO (1,2),H? H2,)-structure.

11 suffit de montrer que 0% = @. Un point du bord de 35 est localement modelé sur un horodisque
et n'est donc pas localement homéomorphe d R? auquel cas ¥ ne serait pas une surface.
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Extension cuspidale, modé¢le jouet des extensions BTZ

Nous introduisons la notion d’extension cuspidale qui est d’une part une compactification
naturelle des surfaces hyperboliques complétes de volume finies et d’autre part un modele jouet
des extensions BTZ que nous introduirons un peu plus loin. Les propositions 2.1.18 et 2.1.19,
sans étre particulierement difficiles & démontrer, présentent les mémes schémas de preuve que
leurs équivalents BTZ. Les preuves n’en sont pas présentées en détail, d’une part parce que les
arguments sont simples et classiques et, d’autre part, parce qu’elles seraient redondantes avec les
preuves des théoremes sembables portants sur les extensions BTZ.

Définition 2.1.16 (Extension cuspidale). Soit ¥ une Hgo—variété, une extension cuspidale de

Y est un couple (X,1) ot ¥ est une H2-variété et ¢+ : ¥ - ¥ un Hgo—plongement tels que le
complémentaire de l’image de v est inclus dans Sing,(X).

Lemme 2.1.17. Soit H un horodisque de ﬁz, soit OH n OH? = {p} et soit v € Stab(p). I existe
R >0 et un homéomorphisme

@

(Hu{p})/{7) U c Hj

avec U = {r < R} tel que ¢(H/(v)) c Reg(HZ) et tel que sa restriction & H/(7y) est un H?>-
morphisme.
De plus, si 1 est un autre tel homéomorphisme alors il existe w € Isom(]HIg) tel que ¥ = wao.

admis. 0

Proposition 2.1.18 (Compactification (I)). Soit ¥ une H?-variété compléte et de volume fini, il
existe une extension cuspidale maximale. De plus, cette extension est unique a isomorphisme prés
et celle-ci est compacte.

Schéma de preuve. Soit (D, p) Papplication developpante et I’holonomie de X, on pose A en-
semble des points de OH? fixés par une isométrie parabolique de I' := p(m;%). On pose X :=
(AUuH?)/p et m: AUH? - 3 la projection naturelle. Comme ¥ est de volume fini, ¥ est de type
fini, T" est un réseau de SOq(1,2), chaque orbite de A correspond & un lacet simple périphérique de
¥ dont I'holonomie est parabolique, et il existe un choix d’horodisque (H{,}), pour chacun de ces
lacet tel que wH[,) N H{, # @ = 7' =~“. Par suite, le quotient (H? U A)/T est séparé et chaque
point p € A fixé par un certain v € I' parabolique, H,/{7) ¢ ¥ est un est un voisinage de m(p).
Or Hp,1/(7y) est isométrique & un ouvert de H3. On se donne alors un H?-atlas A de H?/T" et on
construit un atlas B de ¥ en ajoutant & A les cartes (H, [4]» @)~ Ol 7y est 'homéomorphisme donné
par le lemme 2.1.17. La deuxiéme partie du lemme 2.1.17 assure que l'atlas B est un Hio—atlas et
donc (X, B) est une H32-variété. Enfin, 7o D est 7 X-invariant et donc induit un Hgo—morphisme
injectif 1: ¥ - X.

Pour démontrer 'unicité, il suffit de remarquer que le développement d’une telle surface ¥ est

toujours H? U A tel que précédemment.
O

Proposition 2.1.19 (Compactification (II)). Soit ¥ une H? > 0-variété compléte et de volume
fini, il existe une extension cuspidale mazximale. De plus, cette extension est unique d isomorphisme
pres et celle-ci est compacte.

Schéma de preuve. On considére la famille des plongements (X;, ;) ot X; est une Hio-variété
compleéte et de volume finie et ¢; un Hgo—plongement dont le complémentaire de ’image ne contient
que des pointes. On montre que deux tels extensions de ¥ peuvent étre collées de sorte a construire
une extension commune, on montre ainsi que la famille est filtrante a droite. Puis sur considere la
limite inductive de cette famille, celle-ci sera la variété recherchée et sera unique par construction.

O
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2.2 Singularités lorentziennes

2.2.1 Particules Massives et trous blancs BTZ extrémes
Espaces modeéles des particules massives

Définition 2.2.1 (Espace modeéle des particules massives). Soit « € RY. définissons :

EL? = (RxE2,ds?) avec ds? = —dt* + dr? + %TQdHQ
ou t est la premiére coordonnée du produit et (r,0) les coordonnées polaires de R?.

Le complémentaire de la ligne singuliere Sing(EL?) := {r = 0} est une E2-variété appelée le
lieu régulier et dénoté par Reg(EL?). Pour p € Sing(EL?), on note ]p, +oo[ (resp. [p,+oo[) le rayon
singulier futur owvert (resp. fermé) issu de p. Une notation comparable sera également utilisée pour
lee rayon singulier passé issu p.

Pour définir une causalité sur E1'? compatible avec sa structure de (G, X )-variété singuliere, il
suffit de prolonger la causalité naturelle de Reg(EL?) a EL? tout entier.

Définition 2.2.2 (Causalité de EL?). Soient a € R, U un ouvert de EL? et p,q € U. On pose
p <y q (resp. p <y q) s’il existe une une courbe continue ¢ :p ~ q dans U satisfaisant les propriétés
sutvantes :

(a) la restriction de ¢ d Reg(U) est une courbe future causale (resp. future chronale) de Reg(U),
(b) la coordonnée t de c est strictement croissante.
Cette définition de causalité sur EL? satisfait les hypotheéses de la propriété 3.1.17.

Proposition 2.2.3. Soient a € RY et ¢ : I - EL? une courbe continue. La courbe c est future
causale si et seulement si elle satisfait les conditions (a) et (b) de la définition 2.2.2

Démonstration. Par définition, si ¢ satisfait les conditions (a) et (b), elle est future causale. Réci-
proquement, supposons c future causale, alors sa restriction & Reg(EL?) est future causale et donc
c satisfait la propriété (a); de plus, pour tout s; < sy dans I, ¢(s1) <g1.2 ¢(s2) donc il existe une
courbe reliant ¢(s1) & c(sy) satisfaisant (b), et donc la coordonnée ¢ de c(sy) est plus petite que
la coordonnée t de c¢(s2). O

Définition 2.2.4 (Voisinage tubulaire). Soit o € RY, un voisinage tubulaire autour d’un point
p=(r,0,t) de Sing(EL?) est un domaine de la forme

T={(r.0,t) eEL? | r < Rt. <t <tx}

avec R>0 et +oo >t* >t, > —o0.

Espace modele BTZ

Nous introduisons a présent les trous blancs BTZ extrémes. Partons d’une particule massive
d’angle o < 27 et posons « = CO;}% En partant des coordonnées données dans la définition 2.2.1,

on considere le changement de coordonnées suivant :

7 = tcosh(B) - rsinh(8)
r

T osh()

o = 0

Dans ces nouvelles coordonnées, en posant w = tanh(3), la métrique s’écrit

ds? =¢?d? + dv® - (1 - w®)dr? - 2wdedr.

59



Chapitre 2. Espaces modéles

F1GURE 1.1 — Coordonnées, cone futur et cone passé autour d’'une particule massive

EAE}_;?

1
—

e

y

()

Lorsque w varie dans Uintervalle ] — 1,1[, on obtient une famille continue & 1 paramétre de
métriques lorentziennes sur {r > 0} dans R® et localement isométriques & E}2. Elle paramétrise
les particules massives d’angle plus petit que 27 et admet des limites lorsque w tend vers w = -1
et w = 1. Les métriques limites sont non dégénérées, lorentziennes, localement isométriques a E12
et définissent donc une (G, X )-structure singuliere sur R® de domaine régulier contenant {r > 0}.
On peut vérifier que ’holonomie autour de axe {r = 0} est parabolique et donc que le domaine
régulier est bien {r > 0}. Les surfaces {7 = Cte} sont isométriques & E? donc non singuliéres en
dépit du caractere singulier de I'espace ambiant.

Définition 2.2.5 (Espace modele BTZ). L’espace modéle des trous blancs BTZ, noté Eé’2, est
R? muni de la métrique lorentzienne

ds? = —2drdr + de? + v2d6?

ou (7,t,0) sont les coordonnées cylindriques de R3.

La ligne singuliére Sing(]Eé’Q) = {v =0} est aussi appelée ligne BTZ et son complémentaire est
appelé lieu régulier de E(l)’2 et noté Reg(E(l)’z).

Pour p € Sing(IE(l)’z), on note |p,+oo[ (resp. [p,+oo[) le rayon singulier futur ouvert (resp.
fermé) issu de p. Une notation similaire est utilisée pour les rayons singuliers passés issus de p.

Définition 2.2.6 (Causalité de E(l)’z). Soit a € R, une courbe c est causale (resp. chronale) future
st les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) La restriction de ¢ a Reg(Eé’Q) est une courbe causale (resp. chronale) future de Reg(Eé’2)
vu en tant que EY2-variété.

(ii) La coordonnée T de c est strictement croissante.
1,2 L
Une courbe c :]a,b[— Ey° est causale (resp. chronale) passée si s = c(-s) est causale (resp.

chronale) future.
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Définition 2.2.7 (Voisinage tubulaire). Soit o € R}, un voisinage tubulaire autour d’un point
p=(r,0,t) de Sing(EL?) est un domaine de la forme

T={(r,0.t) eEL® | r < R,t. <t <tx}

avec R>0 et +oo >t* >t, > —o00.

Quelques propriétés élémentaires des singularités lorentziennes

Lemme 2.2.8. On a les fait suivants :

1. pour tout p,q € E(l)’z, sip<q (resp. sip<<q), alors t(p) <t(q) (resp. t(p) <t(q));

2. sic est future causale (resp. future chronale) de E(l)’Q, alors voc est croissante (resp. stricte-

ment croissante).

Démonstration. Les deux propriétés sont clairement équivalentes, contentons nous de démontrer
la premiere dans le cas <, le cas < se démontrant de la méme maniére. Soient p, q € ]Eé’2 tels que
p<q.Sipe Sing(IE(l)’Q)7 il n’y a rien a démontrer car t(p) = 0. Sinon, par définition de la relation
<, il existe une courbe ¢ € ¢, ([0, 1],E(1)’2) telle que ¢(0) = p, ¢(1) = ¢, T o ¢ est croissant et ¢’(s)
est causal pour tout s € [0,1] pour lequel toc(s) > 0. Sur le lieu toc>0, on a

0 > ds*(c)
= (toc)?+(toc)*(foc)? -2(toc) (voc)
> (toe)?-2(toc) (toc)
> (voc) ((voc) -2(rec))

Or (7oc¢) est négatif donc, nécessairement, (toc)’ est positif. Comme to ¢(0) = t(p) > 0, le lieu
des s tels que t(c(s)) > 0 est non vide ouvert; le calcul précédent permet de montrer qu’il est
également fermé et donc que to ¢ est croissante sur [0,1]. Enfin t(q) > t(p). O

Lemme 2.2.9. Pour tout p € Sing(Eé’2),
I'(p) = {z eBy* | 0<v(z) <2r(x)} J*(p) = {z eES” | v(z) < 27 ()}

I'(p)=@ J (p)=]-o0,p]

Démonstration. Les deux derniéres assertions sont conséquences directes du lemme 2.2.8. Les
deux premieres se démontrent en remarquant que les inclusions > sont triviales et les inclusions c
s’obtiennent en faisant un calcul similaire & celui de la démonstration du lemme 2.2.8. O

Lemme 2.2.10. Pour tout a >0 et tout p € Sing(EL?),
I*(p) = {z € Bg* | r(x) <t(2) ~t(p)} J*(p) ={z By | r(z) <t(z)-t(p)}

I"(p) = {z e E;? | r(z) <t(p) - t(x)} J(p) = {z B | r(z) <t(p) - t(x)}

Démonstration. Les inclusions > se démontrent en vérifiant que les rayons [px] sont bien cau-
saux ou chronaux selon les cas et x appartenant au terme de droite. Les inclusions contraires se
démontrent par un calcul similaire & celui de la démonstration du lemme 2.2.8.

O
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2.2.2 Revétement universel de ’espace modele BTZ
Proposition 2.2.11. Soit %(Eé’z) le revétement universel de la partie réguliére de Eé’z.
e L’application développante D : I%(Eé’Q) - EY2 est injective ;

e [’holonomie envoie (t,r,0) — (t,r,0 + 2w) sur une isométrie parabolique v fixant une droite
lumiére A ;

e L’image de D est le futur chronologique de A.

Démonstration. On considére %(Eé’z) paramétré par
(R x R* x R, -2drdr + dr? + 7’2d02) .
Le groupe fondamental de Reg(]E(l)’Q) est isomorphe a Z et engendré par lune translation
g:(7,r,0)~ (1,7,0 +27).

On utilise (¢,z,y) les coordonnées cartésiennes de E*? dans lesquelles —dt? + da? + dy?.
Soit A =R-(1,1,0) et soit v I'isométrie parabolique de E!? fixant A et envoyant (0,0,1) sur
(1,1,1). Définissons
Reg(El?) — B
1.2
D 9 t T J; 570
(T,T,—) — |z|= T+§T62—7‘
27
Y —-rf

Un calcul direct montre que D est injective d’image I*(A); c’est, de plus, un EY?-morphisme et
D(g-(7,t,0)) =vD(,t,0)
D est donc une application développante map et ’holonomie associée a D envoie g sur 7. O
Corollaire 2.2.12. L’application développante induit un homéomorphisme
D: Reg(EY?) - I*(A)/().

Remarque 2.2.13. Soit D 'application développante de Reg(E(l)’2) et soit v un générateur de
limage de l’holonomie associée a D. Soit A\ € R} et soit h une isométrie hyperbolique linéaire
de EY2 dont ’espace propre associé a X est la ligne de point fize de ~y. L’isométrie h stabilise
%(Eé’Q) et la métrique tirée en arriére par h est

ds3 = —2d7dr + de? + A\*¢?d6?

dans les coordonnées (v,0,7). Ainsi cette métrique sur R3 est isométrique d E(l)’z pour tout A > 0.

2.2.3 Suspension de surfaces hyperboliques singuliéres

Les particules massives et les singularités BTZ s’obtiennent par suspension de singularités
coniques et de pointes hyperboliques. Le cas des particules massives est le plus direct.

Définition 2.2.14. Soit k>0 on définit la suspension de H2 en posant :
2y . 2 2
SUSPE1,2 (Hm) T (SUSp(Hﬁ), dsr@)

avec
2 __ 1424272
ds = —dt” + 1" dsp -
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FI1GURE 1.2 — Voisinage tubulaire d’un point BTZ point et son développement
A gauche, un voisinage tubulaire dans E(l)’2. A droite son développement dans E'2. Les surfaces
correspondantes sont coloriés de la méme couleur.

Le cas des singularités BTZ est légerement plus subtil : I'intérieur de H3 se plonge dans Eé’Q

comme la surface )
v +1
Int (HZ) :={7 = )
e (1) = - S

On voit que cette surface ne peut pas étre prolongée contintiment en v = 0 et donc il n’est pas
envisageable de plonger HZ dans Eé’Q avec sa partie singuliere. Or si 'on définit suspg: 2 (H2) de

la méme maniére que suspg:.2 (H2), la ligne singuliére 7 = 0 est composée des pointes des surfaces

tH2. La singularité n’est donc pas de type BTZ. Une autre maniére de se rendre compte que cette
suspension n’est pas adaptée est de remarquer que les géodésiques des plans {6 = cte} passent
toutes par ’origine!

Une bonne définition de la suspension de HZ se fait donc avec un facteur d’échelle lorsque la

coordonnée r de H2 tend vers 0. On remarque que le changement de variable 7 = e~ U/* transforme
2
41

¢ } c IE(I)’Q. Cela motive la définition suivante.

la métrique de HZ en la métrique induite sur {7’ =

Définition 2.2.15. On définit la suspension de H2 en posant :
suspgs 2 (HZ) = (susp(HZ), ds?)
avec s o
ds? = —d (= log(r)t)* + tZdT:ﬁ—gdg
Avec ces définitions, on obtient aisément la proposition suivante que nous ne démontrons pas.

Proposition 2.2.16. Pour tout k > 0, suspi...(H2) est isomorphe en tant que (G,X)-variété

singuliére a Uintérieur du futur causal d’un point singulier de EL2.

2.2.4 Analyticité
L’objet de cette section est de démontrer ’analyticité de la structure singuliere
(Isom(E"?),EM? ELD).

Celle-ci est une formulation de 'unicité locale des solutions des équations d’Einstein dans notre
contexte d’espace-temps plats singuliers. La preuve consiste a remonter aux revétements universels
et de comparer les applications développantes.
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Proposition 2.2.17. La structure (Isom(E*?),EL2 El 2) est analytique.

Démonstration. Soient o, 8 > 0 avec « # 27 de sorte que Sing(X,) # @. Soient p € Sing(X,), U un
voisinage de p et ¢ : Reg(U) - Reg(Xp) un (G, X )-morphisme. Sans perte de généralité, on peut
supposer que U est un voisinage tubulaire relativement compact de p.

e Supposons af # 0. Relevons ¢ en
¢: Reg(U) c B2 — EL°

application x-équivariante pour un certain morphisme de groupes x : aZ — Z. On note
D : EL%2 — EY? la projection naturelle. Les EY2-morphismes D|1?e’g(u) et Do ¢ sont deux
applications développantes de Reg(U), d’apres le Theoreme 1, il existe donc 7 € Isom(E!?)
tel que 70D| RegU) = Do ¢. Dans la suite 'application développante standard fera référence a

DI Reg(u) €t I’application développante déformée & D o 5 Les images de ces applications sont
des tubes d’axes respectifs A = {r =0} pour application standard et yA pour la déformée.

Notons p : Isom(EL?) - Isom(E"?) la projection naturelle, on a alors v paz -7 = (po x).

— Supposons par 'absurde que YA # A, Comme 'image de D ne rencontre pas A, il
en va de méme pour l'application développante déformée de U. C’est donc un tube ne
rencontrant pas A et inclus dans un demi-espace H de E*? dont le plan d’appui contient
I’axe vertical A. Par suite, I'image de & est incluse dans un secteur {0p <0< 6y+m}.
Cependant, 'image est invariante sous l'action de x(aZ), et le seul sous-groupe de SZ
qui laisse invariant un tel secteur invariant est le groupe trivial. Par suite x = 0, donc le
relevé ¢ : U — EL? est bien défini et Dogest injectif, il va donc de méme pour D\}’;{E’g(uy
De plus, p(a) = 0, donc a = 27rn pour un certain n plus grand que deux. Ainsi D ne
peut étre injective sur un lacet {r =¢,¢ =t¢} dans Y. C’est absurde.

— Nous avons donc YA = A. L’isométrie v est donc elliptique d’axe A et de partie de
translation v dans A, par suite v est dans I'image de p, on peut alors supposer v = 1
quitte a considérer ~’15 au lieu de ;5 pour un certain 7 tel que p(3) = . De cette
maniere, Doqb D et donc (;5 est une rotation d’angle 27n et I'on peut choisir le relevé 5
de sorte que n = 0. Par suite, ¢ est la restriction & Reg() d'un élément de Isom(EL?),
on en déduit que ¢ est un recouvrement et que le morphisme y est la restriction d’un
morphisme Isom(EL?) el Isom(EL?). Enfin aZ = nBZ et par injectivité de ¢ sur un
lacet simple autour de Sing(X, ), on obtient a = f3.

o Supposons a présent o = 0,on obtient de la méme maniére un morphisme ¢ tel que po = pgoy

induit par un relévement ¢ : i c Reg(Eéf) - Reg(Eé’Q). Cependant, Imp,, est engendrée par
une isométrie elliptique si a > 0 et une isométrie parabolique si « = 0. Par suite, o ne peut
étre nul si B ne l'est pas et réciproquement, et donc « = 8 = 0. On obtient a nouveau deux
développements de U I'un standard 'autre déformé par un certain 7, I'image du standard
contient un horocycle autour d’une droite de type lumiere A et est invariant sous l'action du
stabilisateur de A. L’image déformée est alors invariante sous I’action du stabilisateur de yA.
Par suite, 'image de x est dans l'intersection des deux et est non triviale. On remarque que
les seules isométries 7 telles que yStab(A)y~! n Stab(A) # {1} sont exactement celles dans
Stab(A). Finalement, « stabilise A et sur conclu de la méme maniére que précédemment.

O

Remarque 2.2.18. L’argument principal de la preuve précédente montre sans hypothese d’injec-
tivité que ¢ provient d’un (G,X)-morphisme p.p. %(]EM) - I’{%(]Em) donc que o = nf3 pour
un certain n et donc savoir que o = 3 donne que ¢ est un (G, X)- zsomorphzsme p.p. & condition
que a # 0.

1l faut faire attention au fait que IE(I)’2 est un revétement ramifié de lui-méme. En utilisant
les coordonnées usuelles (7,¢,0), la projection R/27Z — R/(Q?“Z) est un (G, X)-morphisme p.p.
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R xR, x R/27Z - R x R, x R/27Z ; le premier muni de la métrique —drdr + dr? + r2d6? et le
second de la métrique —drdr + dr? + Z%TQdHQ. D’aprés la remarque 2.2.13, ces deux variétés sont

isomorphes a ]E(l)’Q. L’hypotheése d’injectivité est alors nécessaire pour obtenir que ¢ provient bien
d’un (G, X)-automorphisme p.p.

2.3 Constructions de (G, X)-variétés singuliéres

Dans la suite de ce travail, nous serons amenés & considérer des collages de polygones de E?2
et H? ainsi que des collages de polyedres de E'2. Nous commencons par donner les définitions et
propriétés élémentaires sans preuve.

Définition 2.3.1. Soit K est complexe simplicial de dimension n, on note K* le complémentaire
des k-cellules pour k <n -2 dans K.

Définition 2.3.2 (Polytope). Soit (G,X) une structure analytique telle que X est une variété
semi-riemanienne de dimension n sur laquelle G agit par isoméiries. Soit M une (G, X)-variété
singuliére, un polytope de M est un couple (KC,) tel que

e K est un complexe simplicial (non nécessairement connexe) ;
o IC* > M est un homéomorphisme local sur Uintérieur de K* ;
e pour toute n-cellule C' de IC, la restriction de ¢ a C est injective.

o pour toute face F de IC limage de Uintérieur de F' par v est dans la partie réguliére de M
et est totalement géodésique.

Remarque 2.3.3. Tout polyédre de E? ou de EY? qu sens usuel est un polytope et un triangle
idéal de H? (c’est-d-dire dont les sommet sont sur le bord d linfini) est un polytope. En effet,
H? est une H—]ﬁ—variété singuliere et les cotés d’un triangle idéal sont des géodésique sur la partie
régquliére de H?2.

Définition 2.3.4 (Isomorphisme de polytopes). Soit (G, X) une structure analytique telle que X
est une variété semi-riemanienne de dimension n sur laquelle G agit par isométries et soit M une
(G, X)-variété singuliére. Enfin, soient P; = (K;,v;), i € {1,2} deux polytopes de M,

Un isomorphisme Py — Py est un homéomorphisme K1 L Ko envoyant k-cellules sur k-cellules
et tel que o
Yoo f IC’{ - M

est un (G, X)-morphisme p.p. pour la structure singuliére sur IC induite par 1.

Cette derniere définition laisse la liberté de composer 1 par une isométrie de M différente sur
chaque composante connexe du complexe simplicial K.

Définition 2.3.5. Soit (G, X) une structure analytique telle que X est une variété semi-riemanien-
ne de dimension n sur laquelle G agit par isométries et soit M une (G, X)-variété singuliére.

Soient P := (IKC,¢) un polytope de M, Fy et Fy deux faces dans le bord de K et soit ¢ une
isométrie de M telle que ¢ o (Fy) = ¥(Fy). Le collage de P le long de F et Fy via ¢ est le
polytope (K',4") avec

e K'=K/~, ot x~y siet seulement si x€ Fy, yeFy et potp(y) =x;

e SiFy et Fy sont dans deuzx composantes connexes différentes de P, on pose Ko la composante
conneze de Fy et on définit

Veelks  '(x) = gporp(x)
Vee PN K5 ¢ (x) = ¢(x)

de sorte que ¢ induit une application continue 1" : K™ — M.
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o Si Iy et Fy sont dans la méme composante connexe de P, on choisit un point base p dans le
complémentaire du relevé des faces F; dans K. Pour tout qce€ K™, on se donne une courbe
continue allant de p a g et on pose n, le nombre d’intersections de cette courbe avec le relevé
des faces F;. On pose alors :

Ve e K%, ¢'(z) = 9" o v(2).

Cette définition définit alors une structure de polytope a tout tels collages de polytopes, de
plus par construction le lieu singulier du collage est inclus dans les k-cellules k <n — 2.

2.3.1 Collages de triangles euclidiens ou hyperboliques

Nous souhaitons justifier que tout collage de polygones (possiblement idéaux) euclidiens, hy-
perboliques ou sphériques sont des X-variétés a singularités coniques (et pointes dans le cas hy-
perbolique). La définition 2.3.5 donne une X-structure singuliére sur un tel collage, il reste alors
a identifier des cartes autour des points singuliers vers un espace modele. Plus précisément, nous
justifions le théoréme suivant.

Théoréme 6. Soient X € {E2,H2,S?} et X une X -variété singuliére obtenue comme lintérieur
d’un collage de X -polytopes, alors ¥ est une X a-variété avec A =R} si X € {E*,S?} et A=R, si
X =H2.

FEsquisse de démonstration. Nous commencgons par remarquer qu’un tel collage est toujours loca-
lement fini, puis quitte & découper les polygones du collage, on se raméne au cas d’un collage de
triangle (Tk)keZ/nZ = ([AkBkaDkeZ/nz identifié le longs des cotés C = ([AxBx], [Ak’ck])kez/nz
et d’involution ¢([AxBg]) = [AxCk]. On remarque alors que quitte a repositionner les triangles de
sorte que pour tout k € Z/nZ, Ay = Ag; pour tout k € Z/nZ, g[a, B,] est une rotation de centre Ag

(ou une isométrie parabolique fixant Ay dans le cas X = H2 et A € OH?).
O

2.3.2 Collages de cones polygonaux futurs de ’espace de Minkowski

Définition 2.3.6 (Céne polygonal futur). Un cone polygonal futur C de EY? est un cone de
sommet O inclus dans J*(O) et tel que pour tout plan I de type espace dans le futur de O,
lintersection C N1l est un polygone.

Proposition 2.3.7. Soit M un collage dénombrable de cones polygonaux futurs, alors l'intérieur
de M est une IEI;’O2 -variété. De plus, la projection d’une 1-cellule A est

(a) localement modelée sur EL? pour un certain a >0 si et seulement si A est de type temps ;
(a) localement modelée sur Eé’Q st et seulement si A est de type lumiére.

Ebauche de démonstration de la proposition 2.3.7. On sait déja que M est une EL2-variété sin-
guliere, il suffit alors de trouver des voisinages des points singuliers isomorphes (en tant que
(G, X)-variétés singulieres) a un ouvert d’un des espaces modeles. Une maniére rapide de démon-
trer la proposition est alors de remarquer que l'intérieur de M est la suspension d’une H?2 surface
singuliére obtenue en collant des triangles de H? (possiblement idéaux). Un point singulier inté-
rieur d’un tel collage est une singularité conique si le point considéré est la projection d’un point
localement modelé sur H? et une pointe s’il est la projection d’'un point localement modelé sur OH?.
Or, la suspension d’une pointe est un ouvert de E(l)"Q et la suspension d’une singularité conique est
un ouvert d’une particule massive. O

Cette propriété est loin d’étre aussi évidente qu’il n’y parait au premier abord. En effet, un
collage arbitraire de polytopes convexes de E''? peut donner lieu & des singularités tres différentes.
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Contre-exemple 2.3.8. Soit I un demi-plan de type (1,1) plongé dans EY? dont le bord A est de
type espace et soit v une isométrie hyperbolique fixrant A point par point. On considére le polytope
donné par l’enveloppe convexe de Il et vII. Les deux 2-cellules du polytope P sont exactement les
demi-plans 11 et yII. Le collage de P sur lui-méme en identifiant ses deux 2-cellules via vy est
une EY2-variété singuliére de lieu singulier A qui n'est pas une Eig—variété. En effet, I’holonomie
autour de la droite singulicre A est hyperbolique alors que I’holonomie de EL? est parabolique ou
elliptique selon que av=0 ou a > 0.
Le type de singularité obtenue correspond d une singularité de Misner au sens de [BBS11].

Contre-exemple 2.3.9. Considérons v une isométrie linéaire parabolique de E*?2, on pose A =
Fix(vy), P* = J*(A) et P~ = J(A). On munit A* de la cellulation composée de deux 2-cellules
séparées par la 1-cellule A. On recolle P* et P~ le long de A* via v d’un coté de A et via lidentité
de lautre coté pour obtenir une (G, X)-variété singuliére M. Le lieu singulier de M est alors A et
I’holonomie est parabolique. M n’est cependant pas une Eé’Z—wm’été. En effet, les points singuliers
de A ont un passé chronologique non vide au contraire des points singuliers de ]E(l)’Q. Le type de
singularité obtenue est un photon au sens de [BBS11].
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Deuxieme partie

Espaces-temps globalement
hyperboliques singuliers
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Introduction

Le poéte fait abstraction de la réalité, alors, ce réveur compte les étoiles
et va méme jusqu’a les imaginer.

Giacomo Bardi

Considérons une variété lorentzienne connexe (M,g) de dimension n + 1 avec n > 2 avec g
son tenseur métrique et prenons un point p de M. La composante connexe de l’identité du groupe
d’isométrie linéaire SO¢(g) de la forme bilinéaire non dégénérée g sur I'espace tangent T, M en p est
isomorphe a SOg(1,n) et son action admet 6 orbites : Porigine {O}, les deux composantes connexes
du cone isotrope, les deux composantes connexes des vecteurs de type temps et ’ensemble des
vecteurs de type espace. L’ensemble des vecteurs (p,u) € M non nuls tels que g,(u,u) <0 admet
deux composantes connexes localement et donc au plus deux composantes connexes globalement ;
on dit que M admet une orientation temporelle si cet ensemble admet bien deux composantes
connexes et le choix d'une de ces composantes connexes est alors une orientation temporelle. Les
vecteurs appartenant a ce choix de composante connexe sont appelés vecteurs causauz futurs et
les vecteurs de 'autre composante connexe sont les vecteurs causaux passés. Usuellement, une fois
le choix d’une orientation temporelle fait, on définit une notion de courbe ¢! causale future : une
courbe €' de M est causale future si son vecteur tangent en tout point est causal futur. Puis, les
courbes €' causales futures définissent un faisceau de relation d’ordre sur M : pour tout ouvert
U de M et toute paire de points (z,y) € M2, on note x <y u s'il existe une courbe causale future
dans U allant de x a y. Ce faisceau de relation d’ordre encapsule notre intuition de la causalité,
c’est-a-dire le fait qu’un certain événement se déroule avant un certain autre, la courbe causale
joignant deux événements est alors le témoignage d’un observateur qui a vu se dérouler ces deux
événements dans cet ordre. Cette notion de causalité est bien antérieure au concept de variété
lorentzienne propre a la relativité générale : la perception de 1’écoulement du temps n’est pas
propre a une théorie mais une constante des civilisations humaines. L’espace-temps classique dans
lequel sont modélisés la gravitation de Newton et 1’électromagnétisme de Maxwell (jusqu’a la fin
du XIXe) est 'espace-temps de Galilée :

R™ = {(t,x) : teR, xeR"} (t,x) < (t',x") = t<t.

Nous voyons par cet exemple qui correspond bien a notre intuition d’espace-temps sans étre une
variété lorentzienne que le concept d’espace-temps est plus général que celui de variété lorentzienne.
Cet exemple cache cependant la nature locale de la causalité, en effet si I'on considere le tore
lorentzien T := E!/Z?) 1a causalité sur T est triviale globalement

Ve,yeT, x<ry

mais elle ne l'est pas localement. Ainsi, la notion de causalité est bien un faisceau de relation
causale sur M : chaque ouvert est doté de sa propre relation causale.

Notre travail porte sur des variétés localement Minkowski singuliéres qui ont une causalité na-
turelle, en effet les espaces modeles singuliers EL? que nous avons décrits au chapitre précédent ont
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une causalité, il est donc naturel que les Ei’OQ—variétés héritent d’une causalité qui ferait d’elles des
espaces-temps. De plus, les Ei’(?—variétés semblent suffisamment proches des variétés lorentziennes
pour que les résultats principaux de la théorie des variétés lorentziennes et plus particulierement
des espaces-temps plats globalement hyperboliques Cauchy-compacts admettent des généralisa-
tions aux espaces-temps plats singuliers que nous considérons. Quatre théorémes sont d’un intérét
particulier pour nous : les théoremes de Geroch, Choquet-Bruhat-Geroch, Seifert-Bernal-Sanchez
et Mess.

Le théoreme de Geroch [Ger70] caractérise la notion d’hyperbolicité globale en donnant une
condition simple pour I'existence de surfaces de Cauchy de classe €, c’est-a-dire une hypersurface
intersectant toutes les courbes causales exactement une fois, et ’existence de fonction temps de
Cauchy, c’est-a-dire des fonctions continues 7' : M — R dont la restriction a n’importe quelle courbe
causale future est croissante et surjective. En particulier, ce théoréme donne des informations
importantes sur la topologie d'un espace-temps globalement hyperbolique en montrant qu’il se
scinde topologiquement en un produit ¥ x R. Le théoréme de Seifert-Bernal-Sanchez [Sei77, BS03,
FS12] est un raffinement du théoréeme de Geroch, qui permet d’affirmer l'existence d’une surface
de Cauchy €% de type espace dans une variété lorentzienne de classe €% admettant une surface
de Cauchy de classe €°. Au contraire d’une surface de Cauchy de classe €, une surface de
Cauchy de classe €2 peut supporter des conditions initiales d’un probleme de Cauchy associé
aux équations d’Einstein et permet de démontrer I'existence et 1'unicité locale de solutions aux
équations d’Einstein [FB52, Rin09].

Le théoréme de Choquet-Bruhat-Geroch [CBG69] était a lorigine un théoréme d’existence
globale de solution d’un systéme d’équations aux dérivées partielles : les équations d’Einstein. Plus
précisément, étant donné une condition initale fixée sur une variété 3 de dimension n, le théoréeme
énonce 'existence et I'unicité d’une variété lorentzienne satisfaisant les équations d’Einstein dans
laquelle X se plonge comme une surface de Cauchy. Nous ne manipulons aucun systeme différentiel
mais le choix d’espaces modeéles et de changement de cartes tient lieu d’équation différentielle et
I’analyticité de notre famille d’espaces modeles tient lieu d’unicité locale des solutions. Le théoréme
de Choquet-Bruhat-Geroch dans notre contexte est un probleme essentiellement algébrique, les
theses de Rossi Salvelmini [RS12] et de Sbierski [Sbil5] sont particulierement claires de ce point de
vue. Ce théoréme permet de réduire significativement 1’ensemble des espaces-temps a considérer, en
effet étant donné un espace-temps M muni d’une surface de Cauchy ¥, nous pourrions considérer
un voisinage M’ de ¥ pour lequel X serait toujours une surface de Cauchy. Le théoréme de
Choquet-Bruhat-Geroch que 'espace-temps M peut étre reconstruit & partir de M’ et que I'on
peut considérer un espace-temps M dans lequel M se plonge tel que 'image de ¥ dans M est
une surface de Cauchy de M et qui est maximal parmi les variétés lorentziennes satisfaisant cette
propriété. Nous ne faisons donc pas de différence entre M', M et M en considérant uniquement
des espaces-temps maximaux en ce dernier sens et que nous appelons Cauchy-mazimauz.

Enfin, le théoreme de Mess propose une paramétrisation de I’espace des modules des espaces-
temps plats globalement hyperboliques Cauchy-compacts Cauchy-maximaux de dimension 2+1
d’une topologie ¥ x R donnée par le fibré tangent de I'espace de Teichmiiller de X, c’est-a-dire
I’espace des déformations de structures conformes sur . Les travaux de Bonsante et Benedetti
[Bon03, BB09] ont généralisé ce théoréme en toute dimension et ceux de Barbot [Bar05] aux
espaces-temps plats de toute dimension admettant une surface de Cauchy %' de type espace
compléte pour la métrique riemannienne induite.

L’objectif de cette deuxieme partie est d’étendre cette littérature a notre catégorie des espaces-

. . 1,2 242 5 : )
temps plats singuliers : les I, -variétés. Nous profitons de I'occasion pour poser des bases d'une
théorie des espaces-temps topologiques c’est-a-dire des espaces topologiques munis d’'une causalité
i.e. un faisceau de relation. Nous nous contentons de construire les outils permettant de redémon-
trer les théorémes classiques de Geroch et Choquet-Bruhat-Geroch sans modifier la substance des
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arguments : la preuve que nous obtenons n’est qu’une réécriture plus générale des arguments origi-
naux. Cela se fait au prix de quelques efforts d’axiomatisation mais la solidité des démonstrations
s’en trouve grandement améliorée. Une partie des cas que nous traitons ont déja fait I’objet de
travaux de Barbot, Bonsante et Schlencker [BBS11] par des méthodes de déformation conforme.
Nous avons préféré une approche de refondation car si ’approche de déformation conforme pour-
rait étre adaptée pour traiter les cas des particules massives et BTZ de dimension 3, nous sommes
assez dubitatifs sur la possibilité de I’étendre en dimension supérieure ou a des singularités cau-
salement plus complexes que Barbot, Bonsante et Schlencker décrivent dans ce méme article. De
plus, 'extension ad hoc de résultats classiques qu’elle soit faite par déformation ou par restric-
tion comme nous le faisons nous méme pour le théoréeme de Seifert-Bernal-Sanchez nous semble
manquer une occasion d’affiner notre compréhension des structures, actuelles ou potentielles, de
I’espace-temps. C’est une entreprise longue et difficile qui reste donc incompléte dans le cadre de
cette theése. Le premier chapitre de cette partie est consacré au développement des premiers élé-
ments de théorie des espaces-temps topologiques et aux démonstration des théorémes de Geroch,
Seifert-Bernal-Sanchez et Choquet-Bruhat-Geroch.

L’obtention d’une extension du théoreme de Mess aux espaces-temps plats avec singularités
BTZ est l'objet d’un long travail qui occupe l'intégralité de la seconde partie. Bonsante et Seppi
[BS15] proposent une généralisation importante du théoreme de Mess aux E]l(fzﬂ—variétés admet-
tant une surface de Cauchy strictement convexe, il semble probable que leurs techniques puissent
étre appliqués pour inclure des singularités BTZ et il est également probable que 'obtention
d’un théoreme de Mess pour des espaces-temps présentant a la fois des singularités BTZ et des
particules massives se fasse par un raffinement de leur méthode. Notre approche est fondamen-
talement différente et repose d’une part sur les résultats de Barbot sur les espaces-temps plats
Cauchy-complets [Bar05] et d’autre part sur l'identification de composantes particulieres du bord
conforme d’un espace-temps plat singulier comme des singularités BTZ. Nous développons ainsi
une théorie originale des extensions BTZ pour les espaces-temps plats singuliers dont nous donnons
une description précise pour les espaces-temps plats singuliers Cauchy-complets. Le théoréeme de
Mess pour les espaces-temps BTZ est une conséquence de cette étude. Nous remarquons que le
théoréeme obtenu est plus fort que celui attendu par la méthode de Bonsante et Seppi ; en effet, nous
ne requérons par ’existence d’une surface de Cauchy strictement convexe dans les espaces-temps
plats avec singularités BTZ que nous considérons.
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Chapitre 3

Généralisations de théoremes
classiques aux espaces-temps plats
singuliers, un détour par les
espaces-temps topologiques

L’étude élémentaire des EN2-variétés singulieres n’est pas trés éloignée de 1'étude des variétés
lorentziennes que ’on peut trouver dans [O’N83] ou [BEE96] : sur le domaine régulier, ces variétés
sont lorentziennes et, lorsque nous avons un modele local pour les points singuliers, ceux-ci sont
dotés d’une causalité naturelle qui prolonge celle de leur partie réguliere c’est-a-dire une notion de
courbe causale. Quelques difficultés apparaissent cependant, la théorie des espaces-temps décrite
dans les livres cités est purement semi-riemannienne, la littérature moderne a étendu nombre de
résultats classiques, allant de caractérisations de la hiérarchie causale aux constructions de bord
conformes, aux espaces-temps admettant une pseudo-métrique de Finsler [CJS11, FHS13, JS14a,
JS14b] ou un champ de cones continu [FS12]. Malheureusement, les E':2-variétés singulieres qui
sont I’objet de notre travail ne sont pas des variétés de Finsler et n’admettent pas de champs de
cones continu. Nous considérons des variétés localement modelées sur des suspensions qui, de ce
fait, admettent un cone de vecteurs causaux futurs; cependant, ce champs de cénes naturel n’est
pas continu et sort donc du cadre proposé par Fathi et Siconolfi. Pour dépasser ces difficultés,
la tactique la plus simple consiste a essayer de se ramener au cas lorentzien en considérant des
sous-espaces-temps bien choisis puis de prolonger les résultats au points singuliers via une étude
de cas. C’est ce qui est notamment fait pour notre preuve du théoreme 12. Une tactique de plus
long terme consiste a fonder une théorie des espaces-temps topologiques véhiculant notre intuition
causale de la méme maniere que la théorie des espaces métriques ou topologiques véhicule notre
intuition géométrique. Le théoreme de Geroch 9, démontré dans ce chapitre, sera notre excuse
pour présenter cette théorie originale.

3.1 Espaces-temps topologiques et théoreme de Geroch

Nous introduisons donc dans cette section une amorce possible pour une théorie plus générale
des espaces-temps. Une construction axiomatique possible prendrait pour modele la topologie
générale avec d'une part une hiérarchie structurelle :

1. Espaces-temps topologiques,
2. Espaces-temps métriques & la Busemann [Bus67, PY16],

3. Espaces-temps différentiels,
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4. Espaces-temps & champ de cones [FS12],
5. Espaces-temps de Finsler [CJS11],
6. Espaces-temps semi-riemanniens [O’N83, BEE96, HET73],

augmenté de propriétés topologiques usuelles telles que la connexité par arcs locale ou des degrés
divers de séparation; d’autre part une hiérarchie causale sur le modele de celle proposée dans
[MS08].

Nous commengons par définir les notions de causalité et d’espace-temps topologiques puis nous
montrons comment construire une causalité a partir de données locales enfin nous définissons et
étudions les espaces-temps topologiques tarentins et les passé et futur contintiment atteignables.
La derniére sous-section propose une généralisation du théoréme de Geroch.

3.1.1 Causalité et espaces-temps topologiques

Définition 3.1.1 (Causalité). Soit M un espace topologique et soit (<,<) = (<, <u)tuerm un
faisceau de couples de relations binaires transitives sur M. Pour tout ouvert U de M et AcU, on
pose

Jp(A)={yel | Iz e A,z <y y}, L/(A)={yel | Jx e A,z <y y},

Jy(A)={yeld | Jx e A, x >, y}, I (A)={yelU | Fx e A x>y y}.

Le couple (£,<<) est une causalité sur M si elle satisfait les propriétés suivantes pour tout
ouwvert U de M :

(a) <y est réflexive;
(b) pour tout ouvert V cU de M et tout z,y €V,

rlpy=>r<yyY T<Ly Yy=>c <y Y;

(c) <y est ouverte ;

(d) pour tout AcU,

I;7(A) e Int(J5(A)) € I (A);

(e) pour tout AclU,
I (A)  Jg(A).

Définition 3.1.2 (Espace-temps topologique). Un espace-temps topologique est un espace topo-
logique M séparé a base dénombrable muni d’une causalité.

Exemple 3.1.3. Quelques ezemples d’espaces-temps topologiques

1. On munit la droite réelle R du faisceau de relations (<y,<<y)u ot pour U ouvert, x <y y
(resp. © <y y) six <y (resp. x <y) et x,y sont dans la méme composante connezxe de U.

2. L’espace-temps de Galilée (R <, <) ot pour U ouvert,
(ta I, 71'77,) <u (tla xllv ,l’;)

sit <t etles deux (n+ 1)-uplets sont dans la méme composante connexe de U. On pose
P<yuqsSip<Kqoup=q.

3. L’espace-temps de Minkowski E™ pour n > 1 et plus généralement toute variété lorentzienne
munie du faisceau de relations causales et chronales usuelles.

Définition 3.1.4 (Diamants). Soit M un espace-temps topologique, pour tout ouvert U de M et
tout p,q e M, on pose
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o Ju(p,q) = Jy(q) nJ(p) le diamant complet dep d q;
. ju(p, q) :==Int(Jy(p,q)) le diamant ouwvert de p a q.

La définition de diamant differe 1égérement de la définition habituelle : usuellement, le diamant
ouvert de p & ¢ est défini comme I*(p)nI~(q). Cette définition coincide avec notre définition dans
le cas des variétés lorentziennes mais pas le cas ]EO’2 (voir Remarque 3.1.5). Notre définition permet
de garder des diamants proches de notre intuition au prix de la convexité causale (Définition 3.1.28)
des diamants ouverts.

Remarque 3.1.5. Nous aurions pu ajouter un axiome (d') d la définition de causalité :

(d’) Pour tout U c M ouvert et tout x €U,

I*(x) = Int(J*(2)).

Cette propriété est connue pour les variétés lorentziennes mais on peut remarquer que dans le
cas E(l)’Q cette propriété est mise en défaut en prenant xr un point singulier. En effet, le futur
chronologique d’un point singulier p de ]E(l)’2 est égal a Reg(J*(p)) et Int(J*(p)) a un lieu singulier
non vide.

Définition 3.1.6. Une fonction f : (M,<) — (N,<) entre deuzr ensembles munis de relations
transitives réflexives est strictement croissante) si pour tout x,y € M,

r<y= f(z)<f(y)
avecx <y <> (x <y et x +y)

Définition 3.1.7 (Morphisme d’espaces-temps). Un morphisme entre deuz espaces-temps topo-
logiques M et N est une application continue f: M — N telle que pour tout p € M, il existe deux
voisinages V et U respectivement de f(p) et de p tels que f(U) cV, f‘lzj; est strictement croissante
pour les relations < et <.

Remarque 3.1.8. Si M est un espace-temps topologique, alors toute partie P de M admet une
unique structure d’espace-temps topologique telle que l'inclusion est un morphisme d’espaces-temps
topologiques.

Définition 3.1.9 (Courbe causale et chronale). Soit (M, <, <) un espace-temps topologique et I
un intervalle de R, une courbe c: I — M est

(a) causale future si pour tout ouvert U c M et tout intervalle J c ¢ 1 (U), ¢y est strictement
croissante pour la relation <y ;

b) chronale future si pour tout ouvert U c M et tout intervalle J c c™*(U), ¢y est strictement
|
croissante pour la relation <y ;

On remarque aisément que les courbes causales sont stables par reparamétrage, restriction et
concaténation.

Remarque 3.1.10. Une courbe chronale peut également étre définie comme un morphisme (I,<
,<) = (M, <,«) avec I un intervalle de R muni de sa causalité induite.

3.1.2 Causalité engendrée et causalité des espaces temps-plats singuliers

Nous souhaitons construire des causalités sur des espaces topologiques munis d’atlas dont
les espaces modeles sont des espaces-temps comme c’est par exemple le cas pour les EibQ—variété.
Nous avons besoin pour cela de définitions « techniques » de précausalité et de causalité absolument
minimale. L’objectif principal de cette sous-section est la démonstration du théoréme 7 permettant
de construire une causalité a partir d’'une donnée locale. Comme corollaire, nous construisons une
causalité sur les Eig—variétés.
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Causalité engendrée

Définition 3.1.11 (Précausalité). Soit M un espace topologique, un faisceau (<,<<) de couple re-
lations binaires transitives est une précausalité s’il satisfait les hypothéses (a) et (b) de la définition
3.1.1.

Lemme 3.1.12. Soient M wun espace topologique et (Us)ier un recouvrement ouvert de M. On
suppose :

(A) chacun des U; est muni d’une précausalité ;
our tout i,7 € I, les restrictions de <<' et < (resp. de < et <7) a U; nU; sont égales ;
B) pour touti,jel, | trictions de < et <7 (resp. de <' et <) 6 U; nU; sont égales ;

alors il existe une précausalité minimale (<, <<) prolongeant la famille (<*,<<%);cr, celle-ci est de
plus unique.

Démonstration. Pour x € M et U ouvert de M, on pose
1L (@) = User i, ()
2. I;{»(n+1)($) - [Z;,(n)(x) UUjes szmui (I&’(n)(l‘))

3. I(2) = Unen Iy ™ (2)

I (+) définit un faisceau de relations binaires transitives sur M que l'on note «. On définit de
méme J; (*) de sorte & obtenir un faisceau de couple de relations binaires transitives (<, <) sur
M. La propriété (B) assure que ce faisceau prolonge la famille (U;, <, <<%) 1.

Enfin, le faisceau est caractérisé par la propriété pour tout U ouvert, p <z q (resp. p <y q)
si et seulement s’il existe une suite (pi)pefo,n] telle que po = p, pp = ¢ et pour tout k € [0,n 1],
(Prs Prs1) €UZ et prp <* pry1 (vesp. pr < pry1) pour un certain i € I. 11 est clair que tout faisceau
satisfaisant le (b) de la définition 3.1.1 et prolongeant la famille (<%, «%);c satisfait cette propriété :
(<, <) est donc minimal. O

Définition 3.1.13. vOnlreprend les notations du lemme 3.1.12, (<,<<) est la précausalité engendrée
par la famille (U;, <", <<")jer -

La notion de précausalité absolument minimale ainsi que les deux lemmes suivants permettent
d’assurer que le choix du recouvrement n’a pas d’importance dans les cas que nous considérons.
En particulier, nous pourrons considérer des précausalités engendrées par des raffinements d’un
recouvrement donné.

Définition 3.1.14. Soit M un espace topologique. Une précausalité (<, <<) sur M est absolument
minimale si pour tout recouvrement ouwvert (U;)qer, la précausalité engendrée par (Ui, <u;, <u; )ier
est égale a (<, «<).

Lemme 3.1.15. Soit M un espace topologique et soit (<, <) une précausalité sur M. Si (<, <)
est absolument minimale, alors il en va de méme de sa restriction a U pour tout ouvert U de M.

Lemme 3.1.16. Soit M un espace topologique et soit (<,<<) la précausalité engendrée par une
famille (Us, <*, <")jer.
Si les précausalités (<*, <<") sont absolument minimales, alors (<, <) est absolument minimale.

Nous démontrons a présent le résultat principal de cette sous-section.

Théoréme 7. Soient M un espace topologique et (U;)ier un recouvrement ouvert de M. On
suppose :

(A) chacun des U; est muni d’une causalité (<',<") absolument minimale ;

(B) pour tout i,j €I, les restrictions de <" et <’ (resp. de <' et <7) a U; nU; sont égales ;
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(C) M est un espace de Baire
alors la précausalité engendrée par la famille (U;,<', <*) est une causalité absolument minimale.

Démonstration. Considérons la précausalité (<<, <) engendrée par la famille (<%, <«*)es; celle-ci
existe d’apres le lemme 3.1.12. D’apres le lemme 3.1.16, celle-ci est absolument minimale. Comme
M est a base dénombrable, on peut supposer I dénombrable. Les propriétés (a), (b),(c) et (e)
sont claires au vu de la construction donnée dans le lemme 3.1.12.

Montrons a présent la propriété (d). Soit U un ouvert de M et soit A c U, on commence par
remarquer que la construction donnée au lemme 3.1.12 donne

Ju(A) = U S (Ain)

iel,nel

pour une certaine famille (A; ., )iernen de parties de U ; en particulier nous avons donc :

Ju(A) e U It {Jg (Ao U 975 (Ain).

iel,nel iel ,neN

Par ailleurs, les (<%, «*) étant des causalités, on a pour tout i € I et toute partie B c U; Jir,i(B) c
I (B), donc :

U Wt {J} (A4in)} c U I (Ain)
iel nel iel,neN
iel,neN
= Ti(A).

Soit x € Int(J;;(A)), nous souhaitons montrer que x € I;(A). Soit V voisinage de x et soit U
un voisinage de z inclus dans Int(J;(A)), l'intersection V N/ est un voisinage de x inclus dans
Int(J;(A)). Comme Ujes,nen 047y, (Ain) est une union dénombrable de fermés d’intérieur vide et
comme M est un espace de Baire, Ujer nen (“)szi(Ai,n) est d’intérieur vide. Ainsi

Unve J 05 (Ain)

iel,neN

donc
UnVn |J Int{J} (Ain)}+o

iel,neN

On en déduit donc que

ze |J Int{J (Ain)}

i€l , neN

et donc x € I} (A).

Connexité causale par arc et causalité des espaces-temps plats singuliers
Pour commencer, nous avons les deux corollaires immédiats du théoreme 7.

Proposition 3.1.17. Soient (G, X) une structure analytique et (M, A) une (G, X)-variété.

Si X est un espace-temps topologique de Baire absolument minimal sur lequel G agit par mor-
phismes d’espaces-temps topologiques, alors M admet une unique structure d’espace-temps topo-
logique telle que pour toute carte (U, V,¢) € A, ¢ : U — V est un isomorphisme d’espaces-temps
topologiques.

Proposition 3.1.18. Soit (G, X,X4) une structure singuliére analytique et soit (M, A) une
(G, X, X 4)-variété. Si de plus :
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(a) X est un espace-temps topologique de Baire absolument minimal sur lequel G agit par mor-
phismes d’espaces-temps topologiques ;

(b) pour tout o € A, Uespace modéle X, est un espace-temps topologique muni d’une causalité
absolument minimale prolongeant la causalité naturelle de Reg(X,) donnée par sa structure
de (G, X)-variété ;

alors M admet une unique structure d’espace-temps topologique telle que quelque soit la carte
U,Y,V,¢) de A, 'homéomorphisme ¢ :U -V est un isomorphisme d’espaces-temps topologiques.

Remarque 3.1.19. Sous les hypothéses de la proposition 3.1.18, tout (G, X)-morphisme p.p. est
un morphisme d’espaces-temps topologiques.

Nous souhaitons a présent utiliser ces propriétés pour construire une causalité sur les E;bQ‘
variétés. Pour ce faire, nous devons démontrer que les causalités sur les espaces modeles E1? pour
k > 0 sont absolument minimales. Nous le démontrons en utilisant la notion de connexité causale
par arc.

Définition 3.1.20 (Connexité causale par arc). Soit M un espace-temps topologique, M est
causalement connexe par arc si pour tout ouvert U et tout p,q € U, les propriétés suivantes sont
équivalentes,

(i) p<u q (resp. p<u q);

(i) il existe une courbe future causale (resp. future chronale) ¢:[0,1] > U telle que ¢(0) =p et
c(1) =q.

Définition 3.1.21 (Connexité causale par arc locale). Soit M un espace-temps topologique, M
est localement causalement connexe par arc si pour tout x € M et tout voisinage U de x, il existe
un voisinage ouvert V de x inclus dans U tel que V est causalement connexe par arc.

Proposition 3.1.22. Soit M un espace-temps topologique localement causalement connexe par
arc. Pour tout recouvrement (U;)ier de M par des ouverts causalement connexes par arc, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la causalité de M est la causalité engendrée par la famille (U;, <*, <)ser ;
(ii) M est causalement conneze par arc.
Démonstration.

o Montrons I'implication (i) = (7).

Soient V un ouvert de M et p,q €V tels que p <y, ¢, par la construction de la causalité mini-
male de M donnée dans la preuve de la proposition 7, il existe une suite pg = p, p1, P2, Pn = ¢
et une suite (ix)gefo,n-1] telles que pour tout k € [0,n — 1], px,pr+1 € Uy, et py Ui, Ph+1-
Comme chacun des U;, est causalement connexe par arc, il existe une courbe causale future
reliant py & pgs1 pour tout k € [0,n — 1] et donc, par concaténation, une courbe causale
future reliant p a ¢. On traite de la méme maniere le cas p <y q.

o Montrons & présent I'implication (i) = (4).

Soient ¥V un ouvert de M et p,q €V tels que p <y, g. Comme M est causalement connexe par
arc, il existe une courbe causale future c¢: [0,1] - V reliant p & ¢. Une telle courbe future
causale est également future causale pour la causalité engendrée par (U;):er et donc p <y ¢
pour la causalité engendrée par (U;);cr. On montre de la méme maniére que si p <y ¢ pour
la causalité de M alors p <<y, ¢ pour la causalité engendrée par (U;);c;. Par minimalité de la
causalité engendrée par (U, <y, , <<u; )ier, ces deux causalités sont égales.

O
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Corollaire 3.1.23. Soit M un espace-temps topologique, si M est causalement connexe par arc,
alors la causalité de M est absolument minimale.

Corollaire 3.1.24. Pour tout k >0, la causalité de EL? est absolument minimale.

Corollaire 3.1.25. Toute ]Ei’(?—variété est dotée d’une causalité absolument minimale naturelle.

3.1.3 Espaces-temps tarentin, topologie d’Alexandrov et causalité forte
Les quatres premiéres définitions sont des transcription des définitions classiques.

Définition 3.1.26 (Topologie d’Alexandrov). Soit M un espace-temps topologique, la topologie
d’Alexandrov sur M est la topologie engendrée par les diamants ouverts de M .

Définition 3.1.27 (Espace-temps causal). Un espace-temps topologique est causal si la relation
<m est une relation d’ordre sur M.

Définition 3.1.28 (Convexité causale). Soit M un espace-temps topologique et soient U,V deux
ouverts de M avec V c U. L’ouvert V est causalement convexe dans U si pour tout p,q € V, le
diamant complet Jy(p,q) est inclus dans V.

Définition 3.1.29 (Espace-temps fortement causal). Soit M un espace-temps topologique, M est
fortement causal si pour tout p € M et tout U voisinage de p, il existe un voisinage V. c U de p
causalement convexe dans M.

Remarque 3.1.30. Soit M un espace-temps topologique, si M est fortement causal alors, M est
causal.

Remarque 3.1.31. Les espaces-temps plats modéles EL? pour a > 0 sont fortement causaux mais
l’espace-temps de Galilée ne l’est pas.

Nous introduisons a présent une hypothese causale nouvelle.

Définition 3.1.32 (Espace-temps tarentin). Un espace-temps topologique M est tarentin si pour
tout x € M et pour tout voisinage U de x, il existe p,q €U tels que x € Int (Jar(p,q))-

Remarque 3.1.33. Le choiz de la terminologie provient de la phrase d’Archytas de Tarente que
nous avons citée plus tot. Que nous interprétons comme Uaffirmation que tout observateur peut
"tendre un baton" dans le futur et dans le passé (c’est-a-dire qu’il a un futur et un passé).

Remarque 3.1.34. Toute Ei’oz -variété est un espace-temps topologique tarentin.

Contre-exemple 3.1.35. Considérons de nouveau M la EY2?-variété singuliére contenant une
singularité de Misner décrite dans le contre exemple 2.53.8. On peut aisément prolonger la causalité
a M tout entier, les courbes causales issues d’un point singulier sont toutes futures et donc un
point singulier n’a pas de passé. M n’est donc pas tarentin.

Définition 3.1.36 (Causalement ouvert/Causalité ouverte). Soit M un espace-temps topologique,
la causalité de M est ouverte et M est causalement ouvert si pour tout ouvert U de M et tout
ouvert V cU, J3 (V) est ouvert.

Proposition 3.1.37. Soit M un espace-temps topologique. Si M est absolument minimal et si
pour tout p € M il existe un voisinage U de p tel que la causalité de U est ouverte, alors la causalité
de M est ouverte.

Démonstration. Soit U un ouvert de M, soit V une partie ouverte de U et soit (U;,<’, <’) un
recouvrement ouvert de M tel que (<*, «<") est une causalité ouverte. On reprend la construction
donnée dans la démonstration du lemme 3.1.12, on a alors

THOW) =T V) T V) = Ty gy Ui 0 T (D))

el el

Comme V est ouvert et (<%, <«") est un causalité ouverte, J+(9) (V) est ouvert et par récurrence,
JHM (V) est ouvert. Ainsi J35 (V) = Unen J&’(n)(V) est ouvert. O
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Proposition 3.1.38. Soit M un espace-temps topologique tarentin, sila causalité de M est ouverte
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est fortement causal,
(ii) la topologie d’Alexzandrov sur M coincide avec la topologie de M.

Démonstration. Comme les diamants ouverts sont des ouverts de la topologie de M, la topologie
de M est plus fine que la topologie d’Alexandrov sur M.
o Montrons (i) = (it).
Supposons M fortement causal. Soient p € M et U un voisinage ouvert de p. Comme M
est fortement causal, il existe V c U voisinage ouvert de p tel que tous les diamants fermés
de sommets dans V sont inclus dans V. On se donne un tel V c U, comme M est tarentin,
il existe un diamant ouvert de sommets dans V contenant p. Un tel diamant est ouvert,
contient p et est inclus dans V. Par suite la topologie d’Alexandrov sur M coincide avec la
topologie de M.
o Montrons & présent (i1) = (4).
Supposons que la topologie d’Alexandrov coincide avec la topologie de M. Soit p € M et soit
U un voisinage ouvert de p.

Il existe un ouvert

Un jM(ai,jabi,j) cu

i€l jeJ

contenant p et donc il existe une intersection finie de diamants ouverts W := N;er J (ai,b;) cU
contenant p. Soient a,b € W, comme la causalité de M est ouverte, pour tout i € I,

J(a,b) J (a)n J™(b)
c JHI (@) n (T (b))
= j+(ai)ﬁj_(b¢)
= J(ai,b)

~ o~ o~
O I
S— Nt N N

et donc J(a,b) c W cU.

3.1.4 Passé et futur continiment atteignable

Dans cette sous-section, nous introduisons les notions de passé et de futur continiiment at-
teignables qui nous seront utiles pour les démonstration du théoréeme de Geroch et de Choquet-
Bruhat-Geroch. La définition est « technique » : nous l’avons choisie pour faire fonctionner I’ar-
gumentation de la sous-section suivante, en particulier la proposition 3.1.61.

Définition 3.1.39 (Futur et passé continiment atteignable). Soit M un espace-temps topologique
et soit pe M. On pose K*(p) (resp. K~ (p)) le futur (resp. le passé) continiment atteignable de

D
Ki(p) = ﬂ U IntJ*(p) (‘]i(p) n m Ji(pn))
Pn—p NeN n>N

Pour mieux s’approprier la notion, nous commencons par montrer qu’elle coincide avec I* sur
les points les moins pathologiques d’un espace-temps topologique.

Définition 3.1.40 (Point fortement tarentin). Soit M un espace-temps topologique. Un point
p € M est fortement tarentin dans le futur (resp. dans le passé) si pour tout voisinage U de p,
I'*(p) nU est non vide (resp. I (p) nU est non vide).

On note Z*(M) (resp. Z=(M)) l'ensemble de points de M fortement tarentin dans le futur
(resp. dans le passé).

79



Chapitre 3. Généralisations de théorémes classiques aux espaces-temps plats singuliers, un
détour par les espaces-temps topologiques

Remarque 3.1.41. Si M est un espace-temps topologique absolument minimal, alors un point
est fortement tarentin dans le passé (resp. dans le futur) si et seulement si son passé (resp. son
futur) chronologique est non vide.

Remarque 3.1.42. Tout point d’une variété lorentzienne est fortement tarentin dans le futur et
dans le passé. De plus, tout point d’une Ei’f—vam’été est tarentin dans le futur et les seuls points
qui ne sont pas tarentin dans le passé sont les points BTZ.

Remarque 3.1.43. Soit M un espace-temps topologique. Sip € M est un point fortement tarentin
dans le passé, alors on peut construire par récurrence des suites croissantes pour << convergeant
vers p. En effet, partons d’un point quelconque pg € I~ (p) et d’une base de wvoisinage ouvert
(Up)nen de p; on remarque que I (pg) NU;y est un wvoisinage ouwvert de p et donc qu’il existe
p1 € I (po) nUy NI~ (p). Par récurrence, on peut ainsi construire une suite (pp)nen telle que pour
tout n > 1, p, €U, et pp—1 < pnp. Une telle suite converge vers p et est croissante pour <<.

Lemme 3.1.44. Soit M un espace-temps topologique tarentin et soit p € M. Soit (pn)nen une
suite de points de M convergeant vers p et telle que pour tout n € N, pe J*(p,) ; alors :

K™ (p)= U Int;-(p ( N J_(pn))-
NeN n>N

Démonstration. L’inclusion c est triviale, montrons I'inclusion >. Soit une suite (g, )nen telle que

qn mp. Soit meN, pe j+(pm) donc il existe N € N tel que pour tout n > N, g, € j*(pm) et
donc tel que pour tout n > N, J ™ (pm) € J(gn). Or py, < p donc il existe N € N tel que

J_(pm) c J_(p)ﬂONJ_(Qn)

Ity ) (J-(pm)) € Ity (J-<p>n n r(qn))

Ainsi, pour tout m € N,

Int]‘(p)(J_(pm)) c U Int]‘(p) (J_(p) n m ']_(Qn)) .

NeN nxN
Donc, pour tout Ny € N,
IntJ-(p) ( m IntJ-(p)(J(pm))) c U IHtJ—(p) (J(p) N m J(qn)) .
m>Np NeN n>N
Or pour tout espace topologique X et toute famille (A, )nen de partie de X
Int ( N Int(An)) =Int ( N An)
n>0 n>0
donc pour tout Ny € N,
IntJ(p)( N J_(pm)) c U Int;-(p) (J_(P)“ N J_(qn))
m>Ng NeN n>N

et donc

U Int -y ( N J_(pn)) c NLEJNIntJf(p) (J‘(p) n J_(qn)).

NeN n>N n>N
Cette derniere inclusion étant vérifiée quelque soit la suite ¢,, - p choisie, on a enfin

NLGJNIntJ-@)(m J(pn>) e Ut (J<p>m N J(qn)) - K ().

n>N qn—>p NeN n>N
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Remarque 3.1.45. Un lemme équivalent est évidement vrai pour K.

Lemme 3.1.46. Soit M un espace-temps topologique. Pour tout point p € M fortement tarentin
dans le passé,

J(I(p)) =1"(p)
Démonstration. La relation < étant réflexive, I'inclusion > est triviale. Montrons a présent I'inclu-
sion c.

Soit pe M et soit ge J (I~ (p)),onsedonnep’ € I"(p) telquege J (p'). Onal*(p')cJ*(p') c
J*(q), donc I*(p')nI (p)cJ*(q) or pe Z=(M) et pe I*(p") donc I*(p’) n I~ (p) + @. Par suite
I*(p')nI~(p) est un ouvert non vide inclus dans J*(q). De plus, I*(¢) c Int(J*(q)) c I*(q) donc
tout ouvert non vide inclus dans J*(q) intersecte I*(q). En particulier, I*(p") n I~ (p) intersecte
I*(q). Finalement, il existe r € M tel que ¢ < r < p donc g € I~ (p). O

Proposition 3.1.47. Soit M un espace-temps topologique tarentin absolument minimal et soit
peM.
Si p est fortement tarentin dans le passé, alors K~ (p) = I~ (p).

Démonstration. Supposons p € Z~(M).

Soit g € I™(p), il existe une suite (p;, )neny dans I~ (p) croissante pour la relation « tendant vers
p et telle que pg = ¢. Pour une telle suite, g € I~ (p1) c I~ (p,) pour tout n > 1. Or I~ (p1) est ouvert
dans M donc dans J~(p) ; et donc, en appliquant le lemme 3.1.44,

qgel (p1)c NLJNIntJ—(p> ( ﬂN J(pn)) = K™ (p).

Ainsi I7(p) c K~ (p).

On considére & nouveau une suite (P, )neny Croissante pour << convergeant vers p. D’apres le
lemme 3.1.46, J~(I~(p)) = I~ (p) et donc pour tout n € N, J (p,) ¢ I (p). En appliquant a
nouveau le lemme 3.1.44 on obtient

K-(p) = U Tntyg ( N f(pn)) c I (p)
NeN

n>N
O
Remarque 3.1.48. Une propriété comparable est évidement vraie pour K.
Corollaire 3.1.49. Soit M une variété lorentzienne.
VpeM, K*(p)=I*(p).
]

Proposition 3.1.50. Soit M un espace-temps topologique. Si M est fortement causal, alors l’ap-
plication
Z5(M) — P(M)

x — I*(x)
est injective.

Démonstration. Soit z,y € Z*(M) tels que I*(x) = I*(y). Soient U,,U, des voisinages ouverts de
x et y respectivement. Comme M est fortement causal, il existe un voisinage V, c U, de x (resp.
Vy c Uy de y) causalement convexe dans M. Comme x est fortement tarentin dans le futur, on se
donne a € V, nI*(z). Comme I*(z) = I*(y), alors a € I"(y) et donc y € I"(a), or I (a) NV, est
ouvert contenant y et y est fortement tarentin donc il existe b € I (a) NV, nI*(y), on se donne
un tel b. Comme b € I'*(y) = I"(x), on obtient b € In;(x,a), or In(x,a) c Jy(z,a) ¢V, car V, est
causalement convexe dans M et x,a € V,; donc b€V, et donc V, NV, # @ et donc U, nU, # @.
Ainsi, tous les voisinages de = intersectent tous les voisinages de y, or M est séparé donc = = y.
Finalement, x — I*(z) est injective sur Z* (M) et on démontre de la méme maniére que z — I~ (x)
est injective sur Z~(M). O
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Nous finissons par un lemme utile.

Lemme 3.1.51. Soient M un espace-temps topologique absolument minimal, p € M et (pn)nen €
M"Y une suite convergeant vers p.
Si pour tout x € M, J*(x) est fermé, alors :

" (p) Clnt( U N f(pn)) cJ-(p)nZ*(M)

NeNn>N
Démonstration.

e Soit x € I"(p), alors p € I"(x). Or I*(x) est ouvert donc il existe N € N tel que pour tout
n>N, p, € I"(x) et donc il existe N € N tel que pour tout n > N, z € [~ (p,). Par suite,
I (p) cUnewn Nisn I~ (pn) or I7(p) est ouvert donc

I"(p)c Int( U N I‘(pn))~

NeNn>N

e Soit z € Uyewy Nnsn I~ (pn), soit N € N tel que pour tout n > N, z € I"(p,). On a alors pour
tout n > N, p, € I*(z) c J*(z). En particulier, I*(z) # @ donc x € Z*(M). De plus, J*(z)
est fermé donc

p= lim p,eJ ()

n—+oo

et donc z € J7(p).

Finalement,

Int( Un I(pn)) cJ7(p)nZ*(M).

NeNn>N

O

Remarque 3.1.52. Avec les mémes notations, on démontre de la méme maniére une propriété
relative au futur chronologique.
Si pour tout x € M, J™(x) est fermé, alors :

I*(p)clnt(u N F(pn))cf*(p)mz-(M)

NeNn>N

3.1.5 Théoréme de Geroch

Le théoreme de séparation de Géroch énonce qu’une variété lorentzienne globalement hyper-
bolique admet une surface de Cauchy.

Définition 3.1.53 (Globalement hyperbolique). Soit M un espace-temps topologique, M est glo-
balement hyperbolique si M est causal et si pour tout p,q € M, Jyr(p,q) est compact.

Définition 3.1.54 (Surface de Cauchy). Soit M un espace-temps topologique, une surface de
Cauchy dans M est une partie S ¢ M telle que toute courbe causale de M intersecte S eractement
une fois.

Théoréme 8 (Geroch [Ger70]). Soit M une variété lorentzienne, les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) M est globalement hyperbolique ;
(i) M admet une hypersurface de Cauchy.

De plus, si ces propriétés sont satisfaites, M est homéomorphe a X x R
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3.1. Espaces-temps topologiques et théoréme de Geroch

Ce théoreme est fondamental dans I’étude des espaces-temps lorentziens et nous souhaitons
avoir une version de ce théoréme pour les espaces-temps plats singuliers. Une preuve complete
serait a la fois laborieuse et, pour la plus grande partie, redondante vis & vis de la littérature.
Nous nous contentons donc d’en retracer les étapes principales en suivant les points de la tres claire
exposition donnée dans [S()5] et en généralisant les points importants au contexte des espaces-temps
plats singuliers.

Mesures admissibles

La premiere étape de la preuve de ce théoréeme est de définir des fonctions temps continues
sur un espace-temps M, voir Définition 3.1.55. Un théoréme classique de Hawking énonce que
I’existence de fonctions temps est équivalent & la stabilité causale. D’une part cette notion n’est
pas encore clairement définie pour les espaces-temps topologiques et le travail nécessaire a la
recherche des hypothéses minimales pour énoncer une généralisation du théoréme de Hawking n’a
pas encore été fait. La méthode classique [Ger70, HS74, Die88, 805] pour construire des fonctions
temps continues consiste a construire une mesure p finie sur M compatible avec la topologie
de M et sa causalité; une telle mesure s’appelle une mesure admissible (Définition 3.1.56) ; puis
d’étudier la continuité des fonctions ¢* : x — pu(J*(x)). Usuellement, les I* sont utilisés comme
support de la mesure admissible, cela n’est pas possible en général car ceux-ci peuvent étre vides!
La notion de passé et futur contintiment atteignable 3.1.39 qui généralise I* comme support de
mesure admissible & des espaces-temps plus généraux incluant le cas des EibQ—variété.

Définition 3.1.55 (Fonction temps). Soit (M, <, <) un espace-topologique, une fonction temps
T sur M est un morphisme d’espaces-temps topologiques

(M, <, <) —— (R, <, <).

Définition 3.1.56 (Mesure admissible). Soit M un espace-temps topologique, une mesure [ sur
M est admissible dans le passé (resp. le futur) si elle satisfait les propriétés suivantes :

1. p est une mesure de Borel réguliere sur M ;
2. u(M) < +o0;

3. pour tout p,qe M, si p<q alors
(I (@)~ T (p)) >0 (resp. u(J*(q) N T*(p)) >0).

4. pour tout Ac M, p(J (A)~ K (A)) =0 (resp. p(J*(A)NK*(A))=0).

Proposition 3.1.57. Soit M une variété lorentzienne fortement causale, alors M admet une
mesure admissible dans le passé et le futur.

Démonstration. Comme M est fortement causale et lorentzienne, la topologie d’Alexandrov est la
topologie de la variété M. Dans ce cas, K* = I*, on peut alors se rammener au résultat classique,
voir par exemple [S05] Section 3.1. O

Proposition 3.1.58. Soit M un espace-temps topologique causalement connexe par arc et forte-
ment causal tel que

(1) pour tout p € M, il existe un voisinage ouvert U, de p causalement convexe dans M et une
mesure admissible dans le passé sur Uy, ;

(i) pour tout pe M et tout ¢<p on a K (q) c K~ (p);

(iii) pour tout pe M et tout g€ K~ (M), il existe une courbe causale passée c:[0,1] = K~ (p) de
p a q telle que
vte[0,1], ge K (c(t));
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alors il existe une mesure admissible sur M.

Démonstration. Supposons que pour tout p € M, il existe un voisinage U de p et une mesure
admissible sur Y. Comme M est a base dénombrable, il existe une famille (U,,)nen d’ouverts de
M recouvrant M et telle que pour tout n € N, U,, admet une mesure admissible et U, est . On se
donne alors pour tout n € N une mesure p,, sur U,, admissible de normalisée : Vn € N, u,, (U,) = 1.
On pose alors g1 := Y,y 27" L .

Comme chaque p,, est de Borel réguliere normalisée, u est de Borel réguliére de volume fini.
Soient p < ¢ € M, comme la causalité de M est absolument minimale, il existe ng € N et ¢ € Uy,
tels p € Un, et p<u, ¢

p(J (NI (p) > wJ (@)~ I (p)
> fing ((J7(p") N T (p)) NUn,)
= o (g, (@) N g, (0))

> 0

\2

L’avant derniére ligne est obtenue par convexité causale de U,,.
Pour démonter la propriété 4., comme M est causalement connexe par arc, M est absolument
minimal. On pose K (9 (A) = Ky, (A), puis

K- (A) = KM (A) UKy (K™ (A) nlUpar).

Avec la convexité causale des (U, )nen et les hypotheses "techniques' (i4), (4i4) on vérifie que pour
tout n € N,
K (A)n Uy u-uldy,) = KM (A).

Finalement, K~ (A) = Upey K7 (A) et la propriété 4. se vérifie par récurrence sur (K),
O]

Proposition 3.1.59. Soit M un espace-temps topologique. Si M est tarentin et globalement hy-
perbolique alors pour tout K ¢ M compact, J*(K) est fermé.

Démonstration. Supposons M globalement hyperbolique et tarentin. On commence par démontrer
que pour tout p e M, J*(p) est fermé.

Soit p € M, comme M est a base dénombrable, il suffit de montrer que J*(p) est séquentielle-
ment fermé. Soit alors (¢, )nen une suite de J*(p) convergeant vers un certain g € M. Comme M
est tarentin, on se donne ¢’ € I*(q) de sorte que J~(¢’) est un voisinage de ¢q. Pour n assez grand,
Gn € J7(q") et donc gy, € Jpr((p,¢") pour n assez grand. Comme M est globalement hyperbolique,
Jar(p,q') est compact done fermé et donc ¢ € Jar(p,q’) ¢ J*(p). On en déduit donc que J*(p) est
fermé. O

Proposition 3.1.60. Soit M un espace-temps topologique tarentin.
Si M est globalement hyperbolique, alors M est fortement causal.

Démonstration. Soit p e M et U un voisinage de p. Supposons par I’absurde que pour tout a,b e U
tels que p € jM(a, b), on ait Jyr(a,b) ¢ U. Comme M est tarentin, il existe des suites (@, )nen €t
(bn )nen Tespectivement croissante et décroissante de points de U tendant vers p et telles que pour
tout n € N,p € Jas(an,bn). La suite (Jas(an,by) \U), oy st une suite décroissante de compacts
non vides car M est globalement hyperbolique et séparé, donc, par Borel-Lebesgue,

M (Ju(an,bp) NU) # 2.
neN

Soit ¢ un point de cette intersection. On remarque que pour tout n €N, a,, € J (q) et b, € J*(q);
n—+oo

or an,b, —— p et J*(q) sont fermés d’apres la proposition 3.1.59. Ainsi p € J*(q), c’est-a-dire
p < qet g<p. Cest absurde car M est causal (c’est-a-dire que < est anti-symétrique) et p # q.
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On se donne alors a,b € M tels que p € jM(a, b) cU. L’ouvert jM(a, b) contient p, est inclus dans
U et est causalement convexe dans M. Finalement, M est localement causalement convexe donc
fortement causal.

O

Proposition 3.1.61. Soit M un espace-temps topologique. Si M est tarentin, globalement hy-
perbolique et si p est une mesure admissible dans le passé (resp. dans le futur) sur M, alors

p pu(J™p)) (resp. p— pu(J*p))) est continue.

Démonstration. Soient pe M, e >0 et (g, )neny une suite tendant vers p.

e On se donne C' c K~ (p) un compact tel que u(K~(p) \ C) <e.

Comme C c K~(p), C est recouvert par les ouverts

(7G0T @), Nen

n>N

comme C est compact, il existe un recouvrement fini de C' par ces mémes ouverts. 11 existe
donc N €N tel que pour n > N,

CcJ (qgu)nJ (p)cJ (qn)

On se donne un tel N € N, pour tout n > N, on a donc
1(J7(an)) 2 p(C) 2 (K~ (p)) - = u(J™(p)) —e.

e On se donne C c M \ J ™ (p) un compact tel que u(C) > u(M ~ J~(p)) —«.

Comme C' est compact et M globalement hyperbolique, J*(C) est fermé. Comme C c
M~J (p),onapé¢JH(C),donc M\ J*(C) est un voisinage ouvert de p. On se donne N € N
tel que pour tout n > N, ¢, ¢ J*(C), on a alors :

(I (qn)) < u(J7(q)) + (M~ C) < u(J*(q)) +e.

On en déduit que p » u(J~(p) est continue et on démontre de la méme maniere que p — p(J*(p)
est continue si p est admissible dans le futur. O

Fonction temps de Cauchy d’un espace-temps globalement hyperbolique

Définition 3.1.62 (Fonction temps de Cauchy). Soit M un espace-temps topologique, une fonction
temps T est de Cauchy si pour toute courbe causale ¢ : R - M inextensible,

—lim(7T o ¢) = lim(T o ¢) = +oo.
—o00 +00

Théoréme 9 (Geroch généralisé). Soit M un espace-temps topologique métrisable et localement
compact. On suppose de plus M tarentin, causalement connexe par arc, localement causalement
conveze et tel que pour tout p € M,J*(x) # {z}. Si M admet un couple (p4,p-) de mesures
admissibles respectivement dans le futur et le passé, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est globalement hyperbolique,
(i) M admet une fonction temps de Cauchy,
(i) M admet une hypersurface de Cauchy.

Esquisse de démonstration.
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o (1) = (1)
Supposons M globalement hyperbolique. On utilise la proposition 3.1.61 pour montrer que
les fonctions t* : z — p,(I*(x)) et t7 : & » —pu_(I7(z)) sont des fonctions temps (donc
continues) ; on pose alors

M — R
T:

t(z)) .
t*(x)

T est une fonction temps et supposons que lim,_,o7 o ¢(s) > —oo pour ¢: I - M une courbe
causale future donnée avec I = [0,1] ou I =]0,1]. On se donne alors une suite (2, )ney € I
décroissante tendant vers 0 et on a

i (I (e(2a))) = Tim_ (T (e(0))) = 1> 0

T —> log(—

Par suite, p(Nyen J(c(zr))) # 0 et donc il existe g € Nypen J~ (¢(2y,)). La courbe causale ¢
est entierement incluse dans J*(g) et pour ¢t < 1, ¢(t) € Jy(g,¢(0)) qui est compact ; par
suite, ¢(s) admet des valeurs d’adhérences lorsque s tend vers 0. Si ¢ admettait deux valeurs
d’adhérences distinctes py et po, alors il existerait des voisinages convexes disjoints U7 et Us
respectivement de p; et de py car M est séparé et fortement causal par la propriété 3.1.60.
La courbe ¢ devant revenir une infinité de fois dans Uy et Us, cela contredirait la convexité
causale de U; et de Us. On en déduit que ¢ n’a qu'une seule valeur d’adhérence et donc
admet une limite p en 0. Si I =]0,1] alors ¢ est extensible en posant ¢(0) = p. Supposons
a présent I = [0,1]. 1l existe ¢’ € J(p) \ {p} donc, par convexité causale par arc, on peut
prolonger ¢ en lui ajoutant une courbe causale future de ¢’ a p, et donc ¢ est extensible.
Finalement, pour toute courbe inextensible dans le passé ¢: I — M, limg_iner T o c(s) = —o0.
On démontre de la méme maniere que pour toute courbe inextensible dans le futur ¢: I - M,
limg,gup s T 0 c(s) = +o0. Ainsi T est de Cauchy.

1l suffit de prendre S = T7!(0) comme hypersurface de Cauchy.

o (iii) = (4)
Cette étape est technique et utilise la notion de quasi-limite d’une suite de courbe causale
(Définition 7 p.407 [O’N83]). La démonstration est I’objet de la proposition 8 et du théoréme
35 p.415 de [O’N83]. Cette preuve est identique sous I'hypothése de métrisabilité et de
compacité locale.

O

Ce « théoreme de Géroch » n’implique pas completement le théoreme de Geroch usuel pour les
variétés lorentziennes. Il manque en effet deux éléments, d’une part le fait que la topologie d’un
espace-temps globalement hyperbolique M est scindée : M ~ ¥ xR ; d’autre part, toute surface de
Cauchy est une ¢°-surface. Le premier point est faux pour les espaces-temps topologiques généraux
comme le montre ’exemple de deux copies de (R, <,<) collées le long de R_ : cet espace-temps
topologique est globalement hyperbolique, on remarque qu’il admet bien une fonction temps de
Cauchy mais il n’est pas topologiquement scindé. Le second point n’a de sens que si M est une
variété de classe au moins €°, nous reviendrons dessus lorsque nous aborderons le théoréme de
Seifert-Bernal-Sanchez.

3.2 Espace-temps plat singulier

Définition 3.2.1 (Espace-temps plat singulier). Soit A une partie de R,. Un E}L"Q—espace—temps
est une ]E}L{z-variété connexe munie de la causalité engendrée par son X 4-atlas et les causalités de
X et des (Xa)azo0-

Nous dirons simplement espace-temps plat singulier lorsque A =R,.
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Remarque 3.2.2. Un espace-temps plat singulier est donc une variété différentielle et satisfait
toutes les hypothéses du théoréme de Geroch 9.

3.2.1 Quelques propriétés causales des espaces-temps plats singuliers

Propriété 3.2.3. Soit M un espace-temps singulier. Pour tout o € R,, Sing, (M) est une sous-
variété fermée de dimension 1. De plus, |ger, Sing, (M) est un fermé de M.

Démonstration. L'union Uaer, Sing, (M) est disjointe et fermée d’apres la proposition 1.3.22 car
(Isom(E1’2)7IE1’27IE;’02) est une structure singuliére analytique. De méme chacun des Sing,, (M)
est fermé.

Soient o € Ry \ {27} et p € Sing,, un point singulier, il existe une carte ¢ : U -V autour de p
telle que V c E,, et telle que ¢(p) € Sing(E, ). Pour toute autre carte ¢’ : U’ - V', ¢’ o (Reg(V)n
#(U")) c Reg(V") donc Sing,, nU = ¢~ (Sing(EL?)). Comme ¢ est un difféomorphisme et comme
Sing(EL?) est une sous-variété de dimension 1 de EL2, il en va de méme pour Sing, nU.

O

Lemme 3.2.4. Soit M un espace-temps singulier alors

(a) pour tout o € Ry, chaque composante connexe de Sing, (M) est une courbe causale inexten-
sible; si a >0, une telle composante connexe est de plus chronale;

(b) toute courbe causale ¢ de M se décompose en
c=Auc

avec A = cnSingy(M) et & = ¢\ Singy(M). De plus, A et ® sont conneves, A est fermé et
dans le passé de c°.

Démonstration.

(a) Soient o € Ry et A une composante connexe de Sing, (M), d’apres la propriété 3.2.3, c’est
une sous-variété de dimension 1 connexe, comme M est une variété différentielle elle est
paramétrable par R. De plus elle est localement chronale d’apres la définition 2.2.2 si a > 0
et localement causale d’apres la définition 2.2.6. Par suite, c¢’est une courbe chronale si a > 0
et causale si a = 0. Enfin, A est inextensible car ¢’est une sous-variété fermée sans bord.

(b) Soient ¢ : R — M une courbe causale future de M, A := c¢n Sing,(M) et ® := cn Reg(M).
Montrons
VspeR, (c(sp) e A = Vs<sg, c(s)eA),

dont on déduit aisément la propriété a démontrer. Supposons A # @&, prenons sg € R tel que
C(SO) € Aa
I:={se]-o00,80] | c([s,51]) c A}.
e spel doncl .

e Pour s €I, ¢(s) est localement modelé sur Eé’Q et dans une carte locale U, J;;(c(s)) c
Sing,(U). Donc pour un certain £ > 0, ¢(]s — ¢,s]) c Sing,(U) c Sing,(M); donc
[s—e,50] c I et donc I est ouvert.

o Soit (5, )nen € I une suite décroissante convergente dans R vers s.,. D'une part, pour
tout n € N, ¢([sn, $1]) © Singy (M) donc ¢(]Se, S0]) c Sing,(M ) ; d’autre part Sing, (M)
est fermé ; donc ¢([Seo, So]) € Singy(M) et donc s € I. Ainsi, I est fermé.

I est un ouvert fermé non vide | — 00, s9], donc I =] — 00, s9] et donc ¢(]se,50]) € A.

Proposition 3.2.5. Soit M une Eibz—variété et soit pe M.
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(a) K*(p) = I*(p) sip ¢ Singo(M).
(b) K*(p) =1"(p) sipeSing,(M).
(c) Si M est causal et p € Singy (M), alors K~ (p) = J (p) ~ {p}.

Démonstration. Seul le troisieme cas n’est pas une conséquence directe de la proposition 3.1.47.
Supposons M causal et p € Sing, (M), considérons une suite p,, € J~(p) \ {p} croissante et conver-
geant vers p. D’apres le lemme 3.2.4, J™(p,,) est inclus dans la ligne BTZ contenant p; or M est
causal et pour tout n € N,p, < p; donc pour tout n € N, p ¢ J (p,). On en déduit 'inclusion
K= (p) cJ (p) ~ {p}. Le lemme 3.1.44 nous donne ensuite

K-(p)= U J (pn)

NeN

or nous pouvons choisir pg arbitrairement dans J~(p) ~ {p} donc K~ (p) > J(p) ~ {p}.

Corollaire 3.2.6. Si M est une Eibz—variété fortement causale, alors l'application

M — P(M)
r — K*(z)

est injective.

3.2.2 Théoreme de Geroch pour les espaces-temps plats singuliers

Cette étude causale permet de démontrer le théoreme de Geroch pour les espaces-temps plats
singuliers.

Proposition 3.2.7. Toute Ei’oz-varz'été fortement causale admet une mesure admissible.

Démonstration. On applique la proposition 3.1.58, il suffit donc de remarquer que la mesure de
Lebesgue A3 sur R? donne une mesure admissible dans le passé et le futur pour EL? si x > 0 et dans
le futur si k =0, et qu’en notant A\; la mesure de Lebesgue sur R que I'on identifie & Sing(Eé’Q) la

mesure A3 + A\; est admissible dans le passé pour E(l)’z.
O

On rappelle le lemme suivant dont la preuve est identique

Lemme 3.2.8. Soit M un espace-temps plat singulier, il existe un champ de vecteur X sur M
tel que :

e X est €' et non singulier;
e X est futur causal;
e pour peSing(M), X, est paralléle d la direction de la ligne singuliére passant par p.

Ebauche de prewve. La preuve est identique & celle du lemme 32 p145 de [O’N83]. On utilise la

paracompacité de M pour construire une partition de 'unité (fa)aea sur M telles que pour tout

«a € A, le support de f, soit inclus dans un ouvert de carte. Pour x > 0, le champs de vecteurs

vertical X,, de EL? est €', non singulier, futur causal et parallele a la direction singuliére en tout
. . . , 1,2 .

point singulier. Par conséquent, en notant (UQ,EK(Q),VQ,@Q)M 4 un jeu de cartes contenant les

supports des fonctions (fa)aca, le champs de vecteur

X = Z fa(p;Xn(a)
acA

satisfait les propriétés désirées.
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Théoréme 10. Soit M un espace-temps plat singulier, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) M est globalement hyperbolique,

(ii) M admet une fonction temps de Cauchy,

(iii) M admet une hypersurface de Cauchy.

De plus, si X2 est une surface de Cauchy de M, alors M est homéomorphe d 3 x R.

Démonstration. La premiere partie est une conséquence directe du théoreéme 9 et de la proposition
3.2.7.

Donnons nous une surface de Cauchy ¥ de M. Soit X un champ de vecteurs donné par le
lemme 3.2.8, quitte & le multiplier par un champ scalaire strictement positif on peut supposer son
flot complet. Posons @ : M xR - M le flot de X. On pose alors I'application

YxR — M
Vi (@) — d(at)

Comme X n’est pas singulier, 1 est un difféomorphisme local. De plus, X est également causal,
les courbes ¢, : t - ¥(x,t) pour x € M sont donc causales inextensibles. Elles intersectent donc %
exactement une fois. 1 est donc bijective, c’est donc un difféfomorphisme. O

3.2.3 Quelques lemmes causaux complémentaires

Nous démontrons deux lemmes permettant de reconstruire le futur atteignable d’un point d’une
maniere plus facile a manipuler.

Lemme 3.2.9. Soit M un espace-temps plat singulier fortement causal.
Pour tout pe M, .
JH(p) n Z7 (M) = I*(p).

Démonstration. Soit p € M de type k > 0, comme M est fortement causal, il suffit de démontrer
I’égalité dans une carte (U, EL2 V. ¢) de M autour de p telle que U est causalement convexe dans
M. On peut la choisir de sorte que V est causalement convexe dans EL?. On est ainsi ramené a
démontrer le lemme dans le cas o M est un espace modele EL2. Le calcul de I* et J* dans les
espaces modeles fait dans le lemme 2.2.10 permet de conclure. O

Lemme 3.2.10. Soient M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique, p € M et soit
(pn )nen une suite de M convergeant vers p. On a alors : .

Hmﬂmuﬁgf%0~

Démonstration. Démontrons le lemme pour —, la preuve pour + étant similaire. D’apres le lemme
3.1.51, le terme de droite contient I~ (p) et est inclus dans J~(p) N Z*(M). Or M est globalement
hyperbolique donc fortement causal, d’apres le lemme 3.2.9, on a donc

NeNn>N

I"(p) c Int( U nN f(pn)) c S (p)nZ* (M) =1 (p).

O

Lemme 3.2.11. Soient M un espace-temps plat singulier fortement causal, p € M et soit (ppn)nen
une suite de M convergeant vers p.
Si pour tout n e N, p¢ J (py,) et sipeSing,(M), alors : .

U N 7 (pn) =J (p) ~ {p}-

NeNn>N

Démonstration. On procéde de la méme maniére que pour la démonstration du lemme 3.2.9. [

89



Chapitre 3. Généralisations de théorémes classiques aux espaces-temps plats singuliers, un
détour par les espaces-temps topologiques

3.2.4 Surface de Cauchy lisse : existence et propriétés

Un résultat classique énonce qu’une partie acausale d’'une variété lorentzienne est une sous-
variété de classe €° (et méme Lipchitz). En particulier, une surface de Cauchy est une sous-
variété €°. Le probléme & présent est 'existence de surface de Cauchy C* dans les espaces-temps
globalement hyperboliques.

Définition 3.2.12 (Surface de type espace). Soit M une variété lorentzienne. Une surface ¥ de
classe € est de type espace si la métrique induite sur ¥ est non-dégénérée et définie positive.

Seifert [Sei77] a été le premier & poser la question suivante :

Probléme. Soit M un espace-temps globalement hyperbolique, admet-il une surface de Cauchy de
classe C* pour k> 1 2 Cette surface peut-elle de plus étre choisie de type espace ?

Seifert donna une réponse positive pour M un espace-temps semi-riemannien mais la preuve
proposée se révéla incorrecte. De nombreuses tentatives ont été consacrées a la résolution de ce
probléme, toutes ont été invalidées sauf les deux derniéres : une de Bernal et Sanchez [BS03] et
une autre de Fathi et Siconolfi [FS12].

Théoréme 11 ([BS03], [FS12] ). Soit M une EY2-variété globalement hyperbolique, M admet une
surface de Cauchy €°° de type espace.

L’objet de cette section est d’étendre ce théoreme aux espaces-temps plats singuliers.

Définition 3.2.13. Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique et soit ¥ une
surface de Cauchy de M.

o X est essentiellement lisse (resp. essentiellement lisse par morceauz) si XN Reg(M) est €
(resp. €°° par morceauz) ;

e X est essentiellement lisse (resp. essentiellement lisse par morceauz) et de type espace si
Y nReg(M) est lisse (resp. lisse par morceauz, resp. lisse) et de type espace.

Théoréme 12. Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique, alors M admet
une surface de Cauchy essentiellement lisse de type espace.

Démonstration. Soit ¥; une surface de Cauchy €° de M.

. Etape 1
Soit
Sing,o (M) = [ | A; |] A,

i&AO ’iEA>0

la décomposition du lieu singulier de M en composantes connexes avec Vi € Ag,A; c
Singy (M) et Vi € Aso,A; c Sing,o(M). Pour tout i € Ay, d’apres le lemme 3.2.4, A; est
courbe causale inextensible de M et donc intersecte X1 exactement une fois; on pose alors
pi = X1 N A; le point d’intersection de A; avec X1. Soit 7 € Asg, on se donne

(ui>]E¢];¢7i277;7¢i) 7;:: {TE [Ti_aT;LtSRi}
une carte tubulaire au voisinage de p;. Si i € Ag, on pose
D; =¢; ({r=7,,r<R}) D} ={r=7/,r<Ri}.

Dans ce cas, I~ (21 nl;) est voisinage ouvert du rayon BTZ passé J~(p;) ~{p;} issu de p;. Le
passé de 31 contient un voisinage de D; N J~(p;) donc quitte a prendre un R; plus petit, on
peut supposer D; c I7(X;); quitte & prendre R; plus petit encore, nous pouvons supposer
Df c J*(p:)-
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Comme A,q est dénombrable, on peut construire par récurrence une famille de cartes tubu-
laires (Z/{i,IEé’f,ﬂ,gbi)ieAzo telle que pour tout i € Asq, U; est disjoint de U;.; J*(U;) et telle
que

N=(U J*(DDuJ(m))u( U J*(pj>uJ<pj>)

ieAg JeAso
est fermé. On pose alors M’ = Reg(M \ N).

Les diamants de M’ sont compact et M’ est causal, d’apres le théoréme 9, M’ admet donc
une surface de Cauchy ¢°. De plus M’ est une E}2-variété donc une variété lorentzienne, le
théoréme 11 assure I'existence d’une surface X5 de Cauchy de M’ lisse et de type espace.

. Etape 2a

Il nous faut a présent prolonger Y5 en une surface de Cauchy putative de M. Commencgons
par prolonger 5 aux singularités massives. Notons Dp le disque compact de rayon R dans
E? et D}, := Dg \ {0} le disque épointé. Considérons la particule massive A; passant par p;
pour un certain j € Asq et une carte tubulaire (U, EL?, T, ¢) avec T = {t € [t,t*],r < R} et
pj € U. On peut supposer t(¢(p;)) =0, t~ = =t et R =¢* de sorte que {t = t*,7 < R} est
exactement la base du céne J*(¢(p;) dans 7.

On considere la projection
o((Z2nU)ui{p;}) — Drg
. — (r(2),0(x))
— D’une part, on remarque que 7 est continue;

— d’autre part, pour 7o €]0, R] et 6y € R/27Z, les courbes causales ¢~ 1 ({r = 79,0 = 0, €
]-70,70[}) sont inextensibles dans M'. Elles intersectent donc 3o exactement une fois,
on en déduit donc que 7 est bijective;

— enfin, soit (g )neny une suite de points de o N telle que r o ¢(gy) 227 0. Comme
Y5 est coincé entre J*(p;) et J~(p;), on a pour tout n €N, [t o d(gy)| <70 ¢(gyn); donc
gn — p;. Par suite 771 est continue et donc 7 est un homéomorphisme.
« Etape 2b

Prolongeons a présent Y5 au singularités BTZ. Soit p; un point BTZ avec i € Ag, nous avons
un voisinage tubulaire (L{i,Eé’Q,ﬂ, ¢;) de p;. La surface ¢(X2 nU) est prisonniére entre D7
et D7, De la méme maniére que précédemment, on montre que la projection

m:p(EanU) - Dj
est un homéomorphisme. Posons f:=7on™ ' : D}, » [77,77] de sorte que ¢(XnU) s’identifie
au graphe de f. Soit (a,)neny une suite de points de DF, tendant vers 0. Par compacité,
(7(@n) )neny admet des valeurs d’adhérence, si elle en admet deux, disons 7, et 7, avec 7, < 7,
alors, (74,0)) appartient & 'ouvert I~ (7~ !(a,)) une infinité de n € N; ainsi il existe n,m ¢ N

tels que 77 (a,) € I" (771 (by)). Or ¥4 est acausale, c’est absurde et donc 7, = 73. Par suite
(7(an))nen converge et 71 se prolonge continfiment en une application

Dg = ¢(X2 nU) u{g;}

qui est alors un homéomorphisme (pour un certain g; € A;).

On définit donc la surface essentiellement lisse et de type espace

EZEQU{pj:jEA>0}U{iniEA0}=§2.
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« Etape 3

Montrons que X est une surface de Cauchy de M. Soit ¢ une courbe causale future inextensible
de M. Commengons par remarquer que N se décompose en

N=N"uUN" avec N*=J J(D;) U J*(pj)-
iGAQ jEA>0
Une courbe causale future entrant dans N* ne peut plus quitter N* et une courbe causale
quittant N~ ne peut plus y revenir. Ainsi, c=c” uc®uc’, ot ¢, c, ¢t sont les intersections
de cavec N™, M ~\ N et N* respectivement.

— Si ¢ =@ alors ¢ ¢ N donc
CﬂzlCNﬁElz{pjleAzo}ZEﬁN.

c intersecte donc X exactement une fois a un p; pour un certain j € Asg.

— Si ¥ # @, alors d’aprés le lemme 3.2.4, ¢® se décompose en une partie BTZ A et une
partie non BTZ ¢! avec A dans le passé de ¢'. On a alors c= ¢ UAUcl uc.

* Sic! # @, alors ¢! est inextensible dans M’ et intersecte donc 3o et ¥, exactement
une fois. Si ¢; € A pour un certain i € Ay, alors ¢; € Jy;(Z2) \ Bg = I (Z2).
Cependant, I7(3) est ouvert et ¢; € $o, donc 1~ (X2) Ny # & ce qui est absurde
puisque Y5 est acausal dans M’. Finalement, cnY = ¢! n Y qui est un singleton.

* Sic! = @, alors A est une composante connexe de Sing,(M ~ N). Ces composantes
connexes contiennent exactement un des (¢;)iea, donc en¥ = An¥ est un singleton.

O

Lemme 3.2.14. Soient M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique et 2 une sur-
face de Cauchy de M essentiellement lisse par morceauz et de type espace. En notant Dg = {r <
R} c B2, Pour tout p € ¥, il existe une carte (U, L2 T, ¢) au voisinage de p telle que

e T={re[n,n],t<R}sia=0;
e T={te[ti,t2],r<R} sia>0;

e XnU={(f(r,0),r,0):(r,0) e Dr} pour une certain fonction f:Dgr - R continue sur Dr
et lisse par morceaux sur DF.

Démonstration. Soit a > 0, dans une carte au voisinage de p localement modelé sur Ei’Q, et
soit m : EL? — E2 la projection verticale de EL?. Quitte & prendre U plus petit, U peut étre
supposé causalement convexe dans M, les droites verticales de T pouvant étre prolongées en

des courbes causales inextensibles de M intersectent alors ¥/ := ¢(X nl) exactement une fois

et donc Wl‘gf?' (X nU) — Dg est bijective, continue et est donc un homéomorphisme. On pose
-1 -1
f:=t0(7r||2f%) sia>Oetf:=TO(7T‘|2,R) sia=0.

La surface ¥’ est de type espace donc les plans tangents & Reg(¢(X nif)) sont toujours trans-
verses a la direction de 7 qui est de type temps si a > 0 et de type lumiéere si o = 0. Par conséquent,
f est lisse par morceaux sur Dj.

O

La métrique riemannienne sur Reg(X) induit une structure d’espace de longueur sur Reg(X%)
et une fonction distance sur Reg(X) x Reg(X). La proposition suivante prolonge cette structure
d’espace de longueur a X tout entier.

Proposition 3.2.15. Soit M un espace-temps plat singulier et soit ¥ une surface de Cauchy
essentiellement lisse et de type espace. Alors, la fonction distance sur Reg(X) x Reg(X) s’étend
continiment a > x 3.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que la structure d’espace de longueur sur Reg(X) se prolonge
au voisinage d’un point singulier. Nous distinguons deux cas de points singulier : BTZ et massif.

Soit p € ¥ n Sing,, d’apres le lemme 3.2.14, il suffit de considérer le graphe dans E(IJ’Q d’une
fonction f:Dp — R lisse. I1 faut démontrer que pour 6y € [0, 27[, la courbe r — (f(r,60p),r,6p) est
de longueur L finie. Rappelons que la métrique de Eé’2 s’écrit :

—2drdr + de? + v2d6>.

fR\/l—Qﬁdr

f \/1+1 2—d7“
< J (e 257)0‘

2R-2(7(R) -7(0))

Onadoncl—2%206t

~
Il

IA

IN

Ainsi la distance induite par la métrique riemannienne sur Reg(X) se prolonge continiment a p.
Soit p € ¥ n Sing,, pour un certain « > 0, considérons de la méme maniere une paramétrisation
locale de 3 donnée par le lemme 3.2.14 au voisinage de p. Il suffit de démontrer que la courbe de

SnU, rece(r) = (t(r),r,6y) est de longueur L finie. Comme X est essentiellement lisse et de type

espace, 1 - (%{)2 >0 et

R ot \?
veo= N () @
< R

Ainsi, la distance induite par la métrique riemannienne sur Reg(X) se prolonge & p. O

Remarque 3.2.16. Fathi et Siconolfi [FS12] on démontré 'existence de surfaces de Cauchy lisses
dans un contexte plus large que celui des espaces-temps lorentziens. Cependant, leur résultat ne
s’applique pas naivement aux espaces-temps plats singuliers. Considérons M une variété différen-
tielle, leur point de départ est un champs de cones continu i.e. un choiz continu de cénes dans
T, M pour x € M. Un espace-temps plat singulier admet un champ de cones naturel associant a
chaque point x ’ensemble des vecteurs causauzx futurs partant de x. Cependant, comme la figure
1.1 le montre, ce champs de cones est discontinu en tout point singulier! Il serait possible de
construire un champ de cones continu contenant celui des vecteurs causauz futurs. En supposant
que ce nouwveau champs de cones est globalement hyperbolique (au sens de de Fathi et Siconolfi),
on pourrait alors appliquer le théoreme de Fathi et Siconolfi pour construire une surface de Cauchy
lisse. Cette procédure serait peut étre légérement plus simple et est bien plus forte car elle autorise
un controle sur la position et le plan tangent de la surface de Cauchy construite. Ayant besoin du
lemme 8.2.14 dans la suite de ce travail, nous avont préféré ne pas proposer cette preuve alter-
native. Il serait cependant intéressant d’avoir une version plus générale du théoréme de Fathi et
Siconolfi qui s’appliquerait directement. Une piste pourrait étre de remarquer que si le champs de
cones naturel d’un espace-temps plat singulier est discontinu, il est semi-continu dans le sens ou
la réunion des cones limites lorsque [’on tend vers un point p est égal au cones en p.

3.3 Théoreme de Choquet-Bruhat-Geroch

3.3.1 Cauchy-plongement et extension de Cauchy

Définition 3.3.1 (Cauchy-plongement). Soient M et N deux espaces-temps plats singuliers glo-
balement hyperboliques. Un Cauchy-plongement de M dans N est un EL’Q-morphz'sme injectif tel
que Uimage d’une surface de Cauchy de M est une surface de Cauchy de N.
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w=1 Sing(EL?
gy i
Cy ( ) 121(%0((“_9) w = 1/2 Sing[]E};")

(o) {g‘), Clo.0)

1{&"&@0,.»,6) w = 0 . &
m Coeg) = Co
0

FI1GURE II.1 — Cones futurs et limites de cones futurs dans ’espace tangent d’un point singulier.
Nous dessinons les cones des vecteurs causaux futurs dans TpI[-Eé’2 avec a = 2w/ 1 —w? pour p €
Sing(EL?) en utilisant les coordonnées (7,t,0). Le cone Cj en rouge représente le cone des vecteurs
futurs causaux issus de p et le cone bleu représente la limite radiale lorsque 'on tend vers p du
cone des vecteurs causaux futurs. Lorsque w = 0 (i.e. a = 27), les deux cdnes sont identiques,
c’est-a~dire que le champs de cones est continu.

N est alors une extension de Cauchy de M.

Lemme 3.3.2. Soient M et N deux espaces-temps plats singuliers globalement hyperboliques et
soit : M - N un IEL’Q—morphisme injectif. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe une surface de Cauchy de M dont l'image par ¢ est une surface de Cauchy de N ;

(i) Pour toute surface de Cauchy X de M, son image ¢(2) par ¢ est une surface de Cauchy de
N.

Démonstration. (ii) = (i) est évident, montrons (i) = (i4). Soit X1 une surface de Cauchy de M
telle que ¢(X1) est une surface de Cauchy de N et soit ¥y une autre surface de Cauchy de M.
Soit ¢ une courbe causale inextensible de N chaque composante connexe de ¢~ (cn¢(M)) est une
courbe causale inextensible de M. Ainsi :

#en¢(X2)

#0 (cng(M))nE,
#o (cng(M)) NSy
#cn ¢(21)

1

O

Définition 3.3.3. Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique. Une extension
de Cauchy de M est la donnée d’un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique N et d’un
plongement de Cauchy M — N.

3.3.2 Existence et unicité de ’extension de Cauchy maximale : énoncé
et idée de la preuve

Théoréme 13 (Extension Cauchy-maximale). Soit M un espace-temps singulier globalement hy-
perbolique. Il existe une extension de Cauchy de M maximale, cette extension est de plus unique
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a isomorphisme pres.

La démonstration de ce théoréme proposée ici suit la méthode de Sbierski [Shil5] qui est
un raffinement des arguments originaux de Choquet-Bruhat et Geroch. Cette derniere utilisait
I’axiome du choix sous la forme du lemme de Zorn, Sbierski a montré qu’il était possible avec un
peu de précaution et en changeant légérement 1’ordre des arguments de se passer de 'axiome du
choix.

L’essence de la démonstration est, étant données deux extensions de Cauchy M; et Ms d’un
espace-temps globalement hyperbolique My, de contruire une sous-extension de Cauchy commune
maximale & My — M; et a My — M; puis de coller M; et Ms le long de cette extension com-
mune maximale pour obtenir un espace-topologique M. Il faut démontrer que ce dernier est bien
un espace topologique séparé qui héritera alors des EibQ—structures de M; et My ; enfin, il faut
également démontrer que My est une extension de Cauchy de M; et de Ms.

Cela démontre que la famille des extensions de Cauchy de M est filtrante a droite et donc admet
une limite inductive ! dans la catégorie des espaces topologiques séparés muni d’une E;bQ—structure.

Il reste alors & démontrer que cette limite inductive est dénombrable & linfinie (c’est-a-dire
qu’elle est un espace-temps) et que le plongement naturel de My dans cette limite inductive est
bien un plongement de Cauchy. Une autre formulation plus pédante consisterait a dire que la
catégorie dont les objets sont les espaces-temps singuliers globalement hyperboliques et dont les
morphismes sont les plongements de Cauchy a une somme amalgamée et une limite inductive.

La séparation topologique du recollement de deux extensions de Cauchy provenait, dans les
articles originaux de Choquet-Bruhat et Geroch, de 1'unicité locale de la solution des Equations
d’Einstein. La description des espaces-temps ici évite soigneusement les Equations d’Einstein avec
une description locale algébrique de IEZ’Q—S‘cructure7 I'unicité locale s’exprime alors en terme de
morphismes de Ef—variétés. Il s’agit essentiellement de montrer qu’il n’existe pas de morphisme
« déraisonnable » entre les ouverts des espaces modeéles : c’est-a-dire que la structure singuliére
(Isom(E1’2)7E1’2,IE}4’2) est analytique. Cela a été démontré précédemment, voir propriété 2.2.17.
Nous développons alors la construction du produit amalgamée dans la catégorie des espaces-temps
plats singuliers globalement hyperboliques et démontrons les propriétés attendues de la limite
inductive des extensions de Cauchy.

3.3.3 Sous-extensions de Cauchy communes

Définition 3.3.4 (Sous-extension de Cauchy commune). Soient My un espace-temps plat singulier

globalement hyperbolique et soient My 5 My et My EN My deux extensions de Cauchy de My.

1. En fait, existence d’une limite inductive nécessite également de montrer que ’on peut trouver un petit
squelette de la catégorie des Ei’OQ—variétés globalement hyperboliques c’est-a-dire une sous-catégorie pleine contenant
un représentant de chaque classe d’isomorphisme et dont les morphismes forment un ensemble. Comme toutes les

Eig—variétés globalement hyperboliques ont la puissance du continu c’est un fait aisé a vérifier.
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. . 1,2 s .
Une sous-extension de Cauchy commune a My et My est une Ejy -variété M munie de plon-

gements de Cauchy Mo — M ; M 5 My ; M - M, tels que le diagramme suivant commute :

Définition 3.3.5 (Morphisme de sous-extensions communes). Soient My un espace-temps plat

singulier globalement hyperbolique et soient My 2> My et My =N My deux extensions de Cauchy de
My. Soient M et M’ deux sous-extensions communes ¢ M et Ms.

Un morphisme de M wvers M' est un morphisme de Eig—variétés M LN M’ tel que le
diagramme suivant commute :

Si le morphisme ¢ est bijectif, alors M et M’ sont dit équivalents.

Définition 3.3.6 (Sous-extension commune maximale). Soient My un espace-temps plat singulier
globalement hyperbolique et soient My — My et My — M deux extensions de Cauchy de My. Soit
M une sous-extension commune o My et M.

M est mazimal si pour toute sous-extension M' commune a My et Mo, et tout morphisme de
sous-extension commune ¢: M — M’ est bijectif.

Lemme 3.3.7. Soit M 2, N une extension de Cauchy d’un espace-temps plat singulier M glo-
balement hyperbolique connexe. Si A, B sont deux ouverts de N contenant ¢(M) et tels que les
inclusions naturelles (M) - A et ¢(M) - B sont des plongements de Cauchy, alors An B est
connexe.

Démonstration. Posons ¥ une surface de Cauchy de Mn comme M est connexe, 3. est connexe.

On remarque que M LA A n B est un plongement de Cauchy et que tout point de An B est relié
a ¢(X) par une courbe causale. En particulier, An B est connexe par arc. O

Proposition 3.3.8 (PGCD de deux extensions de Cauchy). Soient My un espace-temps plat

singulier globalement hyperbolique et soient My 2 My et My 2 M, deus extensions de Cauchy
de Mo.

1l existe une sous-extension de Cauchy My A My commune a My et Mo mazimale parmi les
sous-extensions de Cauchy communes & My et Ms. De plus, My A My est unique & équivalence de
sous-extensions communes pres.

Démonstration. Considérons I'ensemble £ des couples (M, ¢) tels que
(a) Mo c M c M; et linclusion My — M est un plongement de Cauchy ;

(b) il existe ¢ps : M — My tel que ¢proiq = ia.
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On pose M1 A My :=Upree M et
¢. Ml /\M2 — M2
. zveM +— ou(x)

¢ est bien définie car pour tous couples (M, o), (M, dprr) € E, M n M' est connexe d’apres le
lemme 3.3.7 et les ]Ei’(?—morphismes o et opp étant égaux sur Pouvert i(My), ils sont égaux sur
M n M'" d’apres la proposition 1.1.29 et (M7 A Ms, ¢) est alors dans € et maximal dans £.

Si (N, a,b,c) est une sous-extension commune & Mo —> M; et My —> Mj alors (b(M),cob™) €
&, donc b(M) ¢ My A My et cob™ = ¢y(ary. Ainsi (My A My, ¢) est maximal. En particulier, si N
est maximal alors N est équivalent a M ; on en déduit que M est unique a équivalence pres. [

3.3.4 Sur-extensions de Cauchy communes
Définitions
Définition 3.3.9 (Sur-extension de Cauchy commune) Soit My un espace-temps plat singulier

globalement hyperbolique et soient My 5 My et My =N M deuz extenszons de Cauchy de Mjy.
Une sur-extension de Cauchy commune a My et My est une Ezo -variété M muni de plonge-

ments de Cauchy M, 5 M My — M tels que le diagramme suivant commute :

/\
\/

Définition 3.3.10 (Morphisme de sur—extensmns communes) Soient My un espace-temps plat

singulier globalement hyperbolique et My > M,y et My EN My deux extensions de Cauchy de My.

Soient M et M’ deux sur-extensions communes a My et M.

. . . 1,2 s [
Un morphisme de sur-extensions de M vers M'" est un morphisme de EJy -variétés M —— M’

tel que le diagramme suivant commute :

Si le morphisme ¢ est bijectif, alors M et M’ sont dit équivalents.

Définition 3.3.11. Soient My un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique et My 5
My et My ER My deuz extensions de Cauchy de My. Soient M et M’ deux sur-extensions communes
a Ml et MQ.

Une sur-extension M commune a My et My est minimale si pour toute sur-extension M’
commune a My et My, il existe un morphisme de sur-extensions M — M.
Définition 3.3.12. Soient My un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique et My LA
M et M ER Ms deux extensions de Cauchy de My. On pose

Ml \/MQ = (M1 UMQ)/N
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avec p ~ q s'il existe x € My A My tel que i(x) =p et j(x) =q ou j(x) =q et i(x) =p.

Proposition 3.3.13 (PPCM de deux extensions de Cauchy). Soient My un espace-temps plat

singulier globalement hyperbolique et soient My L My et My ER Ms deuz extensions de Cauchy de
My.
My v Ms est l'unique sur-extension commune minimale a My et My da équivalence preés.

La preuve de cette derniere propriété fait I'objet du reste de cette section et sera achevée a la
fin de la section.
Démonstration que M; v M> est séparé

Dans la suite de cette section, on se donne My un espace-temps plat singulier globalement

hyperbolique, M 2 My et My 2, M, deux extensions de Cauchy de Mj. On se donne N une
sous-extension commune & M; et My munis de ses plongements de Cauchy j; : M1 A My - My,
jo : My A My - Ms. On se donne une surface de Cauchy Yy de My, on pose Y son image dans N,
31 son image dans M; et Yo son image dans M.
Enfin on pose
7T1M0HM1 - (M HMQ)/N =M

la projection naturelle. Le diagramme suivant résume la situation.

A

My I My ——— (M; 11 My)/N

INV4

Par ailleurs, on introduit
C:={(p,q) € My x My | 7(q) et 7(p) non séparé},

si (p,q) € C sur dit que p et ¢ sont correspondants.

Remarque 3.3.14. Soient p,q € My 1 M, si w(p) et w(q) sont non séparés alors on est dans
eractement l'une des situations suivantes :

(a) p=q

(b) il existe x € N tel que p=j1(x) et q=jo(x) ;
(c) il existe x € N tel que p = ja(x) et g =ji(x) ;
(d) pedn,j1(N) et g€ dn,ja(N)

(e) q€dn,j1(N) et pedu,ja(N)

Lemme 3.3.15. Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique de surface de
Cauchy ¥, soit M - N une extension de Cauchy de M et soitpe M. Sipe J3(X2), alors :

i(Ju(2,p)) = In(i(X),i(p))-
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Démonstration. Notons p’ :=i(p), X' = i(2), K := Jy(X,p), K' = i(K) et K" = Jn(i(X2),i(p)).
L’inclusion K’ ¢ K" est claire, montrons I'inclusion K" ¢ K’. Soit ¢ € K", il existe une courbe
causale passée c¢: [0,1] - N telle que ¢(0) = p’ et ¢(1) = ¢ et on pose

I={s€e[0,1] ] ¢([0,s]) c K'}.

Comme K est compact, K’ est compact et donc ¢ *(K') est fermé. Par suite I est fermé et on
se donne s1 := maxI. Comme (M) est ouvert dans N, si s; < 1, il existe € > 0 tel que pour
tout s € [0,51 + ], ¢(0,51 +¢[) ¢ N. On montre aisément que i o~! ¢([0,5; +£]) ¢ K et donc que
(s1+¢€) €I. On en déduit donc que s1 =1 et que g € K'.

O

Lemme 3.3.16. Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique de surface de

Cauchy %, soit M 5 N une extension de Cauchy de M et soit p e di(M)n J*(i(2)).
Si p e Sing,o (M) alors

In(p) n Iy (i(X)) € i(M),
et si p € Sing,(M) alors
In(i(%),p) N {p} € i(M).

Démonstration. Considérons une suite (pp)neny de points de i(M) tendant vers p, on remarque

que
U M In(Ep0)

N>0n>N

contient Ky (p) n J*(X) et est inclus dans ¢(M) d’apres le lemme 3.3.15. La proposition 3.2.5
donne alors le résultat. O

Lemme 3.3.17. Soient pe 951 (N)NJ*(X1) et g € Dja(N)NJH(X2), les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) (p,q) €C
(ii) j2 0 g7t induit une bijection

2051

K (p)nJ"(Z1) —— K (¢)nJ"(X2).

Démonstration.

1. Supposons (p,q) € C, et considérons une suite (a, )nen € N telle que j;(a,) = p et jo(an) -
q. Les lemmes 3.2.10 et 3.3.15 appliqués aux suites (ji(an)),y €t (J2(an)), oy montrent que
j2 0 j7¢ induit une bijection

I'(p)nJ*(Z1) —— I (¢)nJ"(X2).

Ainsi, I™(p) est vide si et seulement si I~(q) est vide et donc que p est de type BTZ si et
seulement si ¢ est de type BTZ.

o Si p n'est pas un point BTZ, alors K~ (p) = I"(p) et K (q) = I"(q) et donc jz o ji*
induit une bijection

K- (p)nJ (X)) =T (p)nJ"(Z1) ——= T () nJ"(B2) = K (¢) nJ"(E2).

o Si g est un point BTZ, alors K~ (p) = J (p) ~ {p} et K~ (q) = J (q) ™ {q}. Les lemmes
3.2.11 et 3.3.15 appliqués aux suites (ji1(an)), oy et (J2(an)),,y montrent que jz o jit
induit une bijection

K (p)nJ™(Z1) =J ()~ {p}nJ"(Z1) ——= J () ~{g}n T (X2) = K (¢) nJ"(Z2).
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il
2. On suppose que jz o j;' induit une bijection K~ (q) nJ*(Z;) EERZ N K (g)nJ"(Z1).
On se donne une suite croissante (a,)ney € NV telle que j; (a,,) - p. Comme (jg(an))N est
une suite croissante majorée par ¢ dans My qui est globalement hyperbolique. Elle converge
donc vers un certain ¢’ € J(X9,q), on remarque qu’alors (p,q’) € C' donc en appliquant le
point 1., on en déduit que jp o j7* induit une bijection
oqml
K~ (q) nJ*(51) 7 K () n T (£2)
et donc K~ (q)nJ* (1) =K (¢')nJ*"(¥2). Or z » K~ (x) est injective d’apres le corollaire
3.2.6 donc ¢ =¢'.

Finalement, la suite j; o a converge vers p et js o a converge vers ¢, donc (p,q) € C.
O

Corollaire 3.3.18. SipedM;, alors p a au plus un point correspondant q. De plus si (p,q) € C
et p € Sing,, (M;), alors Sing,,(Ms).

Corollaire 3.3.19. Soit (p,q) € C, Uapplication f := js o j{' se prolonge continiment en p en
posant f(p) =q.

Proposition 3.3.20. S’il existe (p,q) € C tels que Jpr, (X1,p) N~ {p} ¢ j1(N); alors N n’est pas
mazximale parmi les sous-extensions de Cauchy de My et M.

Démonstration. Par simplicité et sans perte de généralité, on peut supposer que My c¢ N c M;
et que j; est l'inclusion naturelle. On pose f = joojil : N - My et a € R, tel que p ¢
Sing,, (M7). Comme js et j sont des Eig—plongement, f est un Ei’oQ—isomorphisme sur son image
et un homéomorphisme local. Considérons (U, EL2, Vi, ¢1) une carte de M; au voisinage de p et
(U, EL2 Vs, ¢ho) une de carte de My au voisinage de ¢. Quitte & prendre U; et Us plus petit, on
peut supposer que Vi et Vs sont des diamants ouverts de IE}f7 que U; et Us sont causalement
convexes et que U; et Us sont inclus dans J (Xy) et J *(X2) respectivement.

« f se prolonge continiiment & p en posant f(p) = ¢ d’aprés le Corollaire 3.3.19, on note f le
prolongement de f. On peut donc choisir U; de sorte que f(U; N N) c Us.

e NnU; est un ouvert contenant Jy; (¢1(p)) par hypothese , il existe donc une surface acausale
connexe X' de U; inclus dans N nif; et contenant p. On se donne une telle surface acausale
1, on note alors D; I'intérieur de son développement de Cauchy dans U;. On remarque que
L= f(2) est acausale dans Moy et on note Dy l'intérieur du développement de X5 dans

Us.

e Wi:=Di;nN (resp. Wa:= Dan f(N) ) est un ouvert connexe causalement convexe dans M
(resp. My).

En effet, D; et N sont des ouverts causalement convexes dans M; donc il en va de méme
pour leur intersection. Soient x1,z2 € D1 n N, on se donne une courbe causale inextensible
1 (resp. ¢3) de Dy passant par x; (resp. xz2). Les deux courbes ¢ et co intersectent 3}. Or
N est causalement convexe dans M, donc les courbes ¢; et co sont incluses dans N. De plus,
Y| est connexe, il existe donc une courbe de ¥ reliant ¢ N ] & ¢ca N XY, et donce il existe
une courbe de N n Dy reliant 1 a x».

On démontre de la méme maniere que Wy est connexe et causalement convexe.

e« Wi=Uin f_l(Wz)-

Commencons par démontrer l'inclusion c. Soit = € Wy, comme f(Ur) c Us, f(xz) € Us.
On se donne une courbe causale inextensible ¢ de Uy passant par f(z). Comme f(N) est
causalement connexe dans My, ¢ := ¢n f(N) est connexe, c’est donc une courbe causale
inextensible de f(N) nUy. De plus f : N - f(N) est un isomorphisme, donc f~(c;) est
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une courbe causale inextensible de N n f ‘1(1/{2). Or U; est causalement convexe dans M;
donc cg := Uy N f71(c1) est une courbe causale inextensible de Uy N f~! (Uan f(IV)), et comme
f(Uy) cUs, co est alors une courbe causale inextensible de Uy NN passant par z. On prolonge
¢o en une courbe causale ¢ : R — U; inextensible dans U;. Comme z € Dy, c3 intersecte X7,
il y a alors deux cas :

— ou bien c3 n X} = {p} = {c3(s0)} auquel cas pour tout s < sg, c3(s) € Nnl car
J(X1,p) ~ {p} ¢ N par hypothése (B); ainsi, d’une part,

C3|]-00,s0] © UnNu {p} C3|]-00,s0[ © U nN
et d’autre part c est fermé donc f(csj-co,s,[) € ¢ €t donc ?(03\]—00,50]) c ¢ et donc
gecnXh;
— ou bien c3NX] ¢ Nnly, or c3n N = ¢y car ¢y est inextensible et N Nl est causalement

convexe dans My, donc csnX] = {c-3(so)} cUr NN et f(cs(so)) € cnXh.
Dans tous les cas, ¢ intersecte ¥}, on en déduit donc que z est dans Ds et donc que z est
dans Ws.
L’ inclusion inverse se démontre de la méme maniére.

o Comme W est connexe et inclus dans U; N f~H (Usn f(N)), on peut se donner g € Isom(EL?)
tel que fiw, = p3logo 1w, - Comme Wy = D1 n N, on peut poser

NUD1 — M2
fr xeN +— f(x)
zeDy — ¢yl ogodi(x)

?

e Y est une surface de Cauchy de N u D;.

En effet, considérons une courbe ¢ future causale inextensible de N u Dy, il suffit de montrer
que ¢nN N est non vide de sorte que ¢n N est une courbe causale inextensible de N qui
donc intersecte ¥1. Comme Uf; causalement convexe dans M7 et comme D4 est causalement
convexe dans U; alors D; est causalement convexe dans M;. Ainsi, ou bien ¢n Dy est vide et
donc ¢ ¢ N et donc a fortiori cn N # @&, ou bien ¢cn Dy # & est une courbe causale inextensible
dans D; qui intersecte alors 3} en un certain ¢(sp). On démontre de la méme maniére que
précédemment qu’alors pour tout s < sg, ¢(s) € N et donc que ¢n N est non vide. Dans tous
les cas, cNXq + @.

Ainsi, en notant j; : N u Dy - M; Pinclusion naturelle, (N u Dy, jy, f) est une sous-extension
de Cauchy de My - M; et My — Ms. De plus I'inclusion naturelle N - N u D; est un morphisme
non bijectif de sous-extension, donc N n’est pas maximal. O

Pour compléter la preuve de la proposition 3.3.13, il nous suffit alors de construire un couple
de points (p, ¢) non séparés dont l'intégralité du passé causal au dessus d’une surface de Cauchy
de My est dans My A My. C’est I'objet des lemmes suivants.

Proposition 3.3.21. D’une part, Cy = {p € 951 (N) | 3¢, (p,q) € C} est un ouvert de 9j1(N) et
d’autre part C' est un fermé de 0j1(N) x 0ja(N).

Démonstration. Par simplicité et sans perte de généralité, on peut supposer que My c N c M; et
que j; est I'inclusion naturelle. On se donne (p,q) € C. On pose f = joojit: N — My et a € R, tel
que p € Sing, (M;). Comme j3 et j; sont des Ei’(?—plongement, f estun Ei’o -isomorphisme sur son
image et un homéomorphisme local. Considérons (U1, EL2 Vi, ¢1) une carte de M; au voisinage
de p et (U, EL% Vs, ¢ho) une de carte de M, au voisinage de q.

« f se prolonge continfiment & p en posant f(p) = ¢ d’aprés le Corollaire 3.3.19, on note f le
prolongement de f. On peut donc choisir U; de sorte que f(U; N N) c Us.
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o Il existe un voisinage ouvert connexe W de p inclus dans U; tel que W n N est connexe et

f(WﬂN)CUQ.

On commence par remarquer que (f)™'(Uz) est un ouvert contenant p, on se donne V un
ouvert connexe de N u {p} nif; inclus dans (f)~*(Us), puis on se donne V' un ouvert de U
tel que VN (N u{p}) =V et on pose W la composante connexe de p dans V'. Comme V est
connexe, ¥V ¢ W et donc Wn (N u{p}) =V est connexe. Enfin V \ {p} est connexe, donc
Wn N est connexe.

Comme W N N est connexe et inclus dans Uy n f~5(Us n f(N)), on peut se donner g €
Isom(EL?) tel que fiywan = ¢3' 0 go dipy,. On a g7'Us > ¢1(W N N), on se donne alors W'
la composante connexe de Wn N dans Wn ¢71 (g~ Us) de sorte que la fonction

NUW, —> M2
E reN +— f(x)
zeW +— ¢>§1090¢1(m)

est bien définie.

On remarque que (W' ndN) x f(W' ndN) est un ouvert inclus dans C' et contient (p,q), et
donc que C est ouvert.

Montrons & présent que C est fermé. Soit (p,,q,) € CY une suite convergeant vers (p,q) €
ON xf(N). Pour tout U, V, voisinages de p et g respectivement, il existe N € N tel que pour tout
n>N,p, €U et g, €V. On se donne un tel N € N, comme U est un voisinage de py et ¥V un
voisinage de gy et que (pn,qn) € C, f(UN N) NV est non vide. Finalement, (p,q) € C.

O

Proposition 3.3.22. Si C' # @, alors il existe (p’,q") € C et tels que

T, (B1,0") N {p'} < 1 (N).

Démonstration. Soit (p,q) € C, on applique lalgorithme suivant :

A
B

(
(
(
(D

On pose n:=0

On pose P:=p;

C) Est-ce que J(X1,P)~{P} cji1(N)?

Si oui,
e suivre une géodésique lumiere passée ¢: [0, T*[— J*(X1) telle que ¢(0) = P et telle qu’il
existe s > 0 de sorte que ¢(s) ¢ j1(N);
e On pose P le premier point ¢(s) tel que 'une des propriétés suivantes est satisfaite
— ¢(s) € Sing(M;) et s> 0,
— pour tout € > 0, il existe s’ €]s, s + [ tel que c(s) € j1(N).

e Retourner au (C);

(E) Si non, l'algorithme s’arréte en renvoyant P.

Posons (P, )nea la suite des points P de l'algorithme avec A = [0,n*[ et n* € Nu{oo}. On note
cn 1[0, 8,] = My la géodésique lumiére joignant P, & Pp,1.

1.

Commengons par vérifier que P'algorithme est bien défini et ne stationne pas. On remarque
qu’il existe une géodésique lumiére passée sortante ¢ (possiblement dans j1(N)) car X ne
contient pas P. De plus, pour toute géodésique lumiere passée sortante c¢: [0, T*[— J*(X1)
de P, {s>0] ¢(s) € j1(n)} est un intervalle ouvert ne contenant pas 0 d’apres le lemme
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3.3.15. On en déduit que si J(X1,P) ~ {P} ¢ j1(IN) alors il existe une géodésique lumiére
passée telle que ¢(0) = P et telle qu’il existe s > 0 de sorte que ¢(s) ¢ j1 (). Ensuite, P ne
peut pas étre dans Sing, (M) car sinon J~ (3, P) \ {P} c j1(N), donc toutes les géodésiques
lumiéres sortantes sont réguliéres au voisinage de P. On en déduit que l'algorithme est bien
défini et que (P,)nen ne stationne pas.

2. Montrons que pour tout n, P, est dans

C1:={pedj(N) | 3q,(p,q) e C}.

Py est dans Cy, supposons P, € C; pour un certain n < n, — 1. Comme remarqué précé-
demment, P, n’est pas dans Sing,(M;), donc I~(P,) est dense dans J~(P,). Le méme
argument s’applique aux points de ¢, car ¢, \ {P,, Py41} © Reg(M;). D’aprés le lemme
3.3.16, I"(P,) n J*(X1) est inclus dans N, ¢, est dans la fermeture de j1(NN) dans M.
Comme ¢, est dans M7 \ j1(N), on a donc ¢, c 951 (N). La proposition 3.3.21 permet alors
de montrer que ¢, est entierement dans C;. Par suite, pour tout n € A, P, € Cy.

3. On montre a présent que l'algorithme s’arréte. Soit n € A, on remarque que si P41 €
Sing,, (M1) pour « < 27 alors I~ (¢y,) contient J~ (Pp+1)N{Pp+1}. Par suite, si P, € Sing,, (M)
avec «a < 2m, alors Palgorithme s’arréte sur P,. Ensuite, si P,.1 € Reg(M), alors I~ (c,)
contient le complémentaire de la géodésique lumiére prolongeant ¢ dans 8J~(P,,,1). Comme ¢
n’est pas prolongeable en une géodésique plus longue de 951 (N) ¢’est donc que J (X1, Pyy1) N
{Ppn+1} est inclus dans j; (V). Encore une fois, 'algorithme s’arréte sur P,41.

Enfin, on pose ¢ la courbe causale passée obtenue en concaténant les (¢, )nea. On remarque
que si P, est dans Sing, (M) alors, que oo =0 ou « > 0, alors I'intervalle de ligne singuliére
passé, ouvert en P, et allant jusqu’a X, est entierement dans j; (N). Par suite ¢ ne peut
intersecter deux fois la méme composante connexe de Sing(M;). De plus, J~(Py) n X, est
une partie compacte de X1 et X1 n Sing(M;) est discret donc il n’y a qu'un nombre fini de
lignes singulieres rencontrant potentiellement c. En conclusion, I’algorithme s’arréte sur un
point de C; ayant la propriété désirée.

O

Démonstration de la proposition 3.3.13. Les propriétés 3.3.22, 3.3.20 et 3.3.8 montrent que 'en-
semble C' est vide si 'on prend N = M7 A Ms, et donc que My v Mo est séparé. Par suite M7 v Moy
est un espace-temps plat singulier.

Soit M une sur-extension de Cauchy commune a M; et M; munie de Cauchy-plongements

M, L M et My 2o M. Les applications foji,go0 4y : My A My — M coincident sur My et sont donc
égales. 'application (f1g): My I My - M passe alors au quotient et donne un plongement de
Cauchy M; v My - M qui est un morphisme de sur-extensions. 0

3.3.5 Conclusion

La famille des extensions de Cauchy d’un espace-temps plat singulier M globalement hyper-
bolique est donc une famille filtrante a droite dont on peut prendre la limite inductive. Cette
limite inductive M est une E;bg—variété séparée qui est automatiquement maximale et unique a
équivalence pres. Le seul point manquant est de vérifier que M est bien & base dénombrable. Nous
ne donnons pas de démonstration de ce dernier point, celle-ci devrait suivre une ligne comparable
a celle de Geroch pour les variétés lorentziennes, voir 'appendice de [Ger68].

3.4 Théoréeme de Mess et successeurs

Définition 3.4.1 (Espace-temps Cauchy-complet/compact). Soit M une E22-vam'été globalement
hyperbolique, M est Cauchy-compléte (resp. Cauchy-compacte) s’il existe une surface Cauchy
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de M de classe €* et de type espace telle que X est compléte (compacte) pour la métrique induite
sur 2.

La premiére remarque qui guide l’analyse des E'2-variétés Cauchy-complétes est la propriété
8.1 de [Bar05].

Proposition 3.4.2 ([Bar05]). Soit M un espace-temps plat (réqulier) et soit ¥ une surface de
classe €' de type espace dans X. Soit D : M — EY2 Uapplication développante de M.

Si 3 est complete pour la métrique induite, alors la restriction de D a Y est injective et D(i)
est une surface acausale de B2 qui intersecte toute les géodésiques de type temps.

Cette propriété tres simple a démontrer a de nombreuses conséquences intéressantes.

Proposition 3.4.3 ([Bar05]). Soit M un espace-temps plat (régulier) et soit D : M — EY2 Iap-
plication développante de M.

Si M est Cauchy-complet, alors D est un EY2-plongement et Uapplication d’holonomie est fidéle
d’image discrete.

Ainsi, pour étudier et classifier les espaces-temps plats Cauchy-complet, il « suffit » d’une part
d’étudier les surfaces complétes acausales ¥ de type espaces plongées dans E'? et leur domaines
de dépendance c’est-a-dire ’ensemble des points de EM? tels que toute courbe causale de E!2
intersecte 3. En effet, un théoréme classique (théoréeme 38 page 421 de [O’N83|) énonce que
Iintérieur du domaine de dépendance d’une surface de acausale est globalement hyperbolique.
Ces domaines de dépendances sont des domaines réguliers et seront décrits brievement dans la
section 3.4.1. D’autre part, il faut faire une étude des sous-groupes de Isom(E!?) susceptibles
d’agir sur un tel domaine régulier de maniére propre et totalement discontinues et de quotient
globalement hyperbolique. Cette étude a été faite par Mess dans le cas Cauchy-compact, généralisé
par Bonsante et Benedetti aux E'"-variétés globalement Hyperboliques Cauchy-compact puis par
Barbot aux E!"-variétés globalement hyperboliques Cauchy-complétes. Bonsante et Benedetti
ont alors complété I'étude de Barbot pour certains sous-groupes de Isom(IE!?) sur lesquels nous
reviendrons.

Théoréme 14 ([Bar05, BB09]). Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique Cauchy-
complet. Alors, Dapplication développante est un plongement de sorte que le revétement universel
M de M s’identifie @ un Q c EY2. De plus, & inversion du temps prés, on est dans l'un des cas
sutvants :

(i) Q= EY2 et le groupe d’holonomie agit par un groupe abélien libre de rang au plus 2 composé
de translations de type espace.

(i) Q est le futur d’un plan de type lumiére I et le groupe d’holonomie, si non trivial, est libre
de rang 1 et engendré par une translation de type espace ou une isométrie parabolique.

(ii) Q=I"(TI")n I~ (IT"), avec II*, 11" deux plans de type lumiére paralléles. le groupe d’holono-
mie, si non trivial, est libre de rang 1 et engendré par une translation de type espace ou un
isométrie parabolique.

(iv) Q est un domaine régulier, la partie linéaire de ’holonomie pr, : m1 (M) - SOg(1,2) est fidéle
et discreéte.

Corollaire 3.4.4. En particulier un espace-temps plat Cauchy-complet Cauchy-mazximal dont le
groupe fondamental n’est pas monogéne est futur complet a inversion du temps preés.

Définition 3.4.5. Un espace-temps plat M est de type (i) (resp. (ii), resp. (iii), resp (iv)) s’il
est a globalement hyperbolique, Cauchy-complet et s’il correspond au cas (i) (resp. (i), resp. (iii),
resp. (i)) du théoréme 14.

Dans le cas ou M est homéomorphe a ¥ x R avec ¥ une surface de type fini de caractéristique
d’Euler négative, M est systématiquement de type (v) qui est de loin le cas le plus intéressant.
Mess a démontré dans le cas ot ¥ est compact (sans bord) la correspondance suivante.
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Théoréme 15 ([Mes07],|JABB*07]). Soit g > 2, l'application d’holonomie

Hol

M,y (EH?) TTeich,
est bijective avec M4(EY?) lespace de module de E'?-variétés globalement hyperboliques Cauchy-
mazimales Cauchy-compactes marquées définit section 3.4.3.

Ce théoreme a été ensuite généralisé en toute dimension par Bonsante et Benedetti [Bon03,
BBO09] toujours sous I'hypothése de Cauchy-compacité. Puis généralisé par Barbot sous I’hypothese
de Cauchy-complétude [Bar05]. Dans ce travail, Barbot donne une description plus précise de la
structure géométrique des espaces-temps plats Cauchy-complets dont nous n’aurons pas besoin.
Nous nous contentons de la version affaiblie suivante de son théoreme.

Théoréme 16 ([Bar05]). Soient g € N et s >0 tels que 29 — 2+ s > 0. L’application d’holonomie
M, (E2) — 0 TTeich, ,

est bijective avec MQ,S(ELZ) Uespace de module de Y2 -variétés globalement hyperboliques Cauchy-
mazimales Cauchy-complétes marquées définit section 3.4.3.

Nous commencgons par donner une description des quotients globalement hyperboliques de
domaines réguliers, puis nous rappelons définitions et propriétés sur les espaces-temps absolument
maximaux. Nous définirons ensuite les espaces de modules Mg et M, ; et ferons quelques rappels
sur l'espace de Teichmiiller. Nous finissons cette section par une démonstration originale de la
surjectivité de I’application d’holonomie.

3.4.1 Quotients globalement hyperbolique de domaines réguliers

Définition 3.4.6 (Domaine régulier). Un domaine régulier Q c B2 est une partie conveze de
EY2 non vide de la forme

QA = mAI+(H)

avec A une famille non vide de plans de type lumiére.

Théoréme 17 ([Bar05]). Soit I' un sous-groupe discret de Isom(E'“?) sans torsion tel que T -
Q =Q. Alors T agit proprement discontiniment sur Q et QJT" un espace-temps plat globalement
hyperbolique Cauchy-complet.

Lemme 3.4.7. Soit ¢ € Isom(EY?) parabolique, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Fix(¢) + @
(ZZ) Tg € FiX((bL)l

Démonstration. Premiérement, ces deux propriétés sont invariantes par conjugaison de ¢. Suppo-
sons Fix(¢) #+ @ et soit p e EL? tel que ¢p = p, & conjugaison prés, on peut supposer p = O et donc
74 =0 e Fix(¢pr)*.

Supposons 7, € Fix(¢r)*. La conjugaison de ¢ par une translation de vecteur v change 74

-1
en 74 + (¢, — 1)u. L’application El:2 orl, E!2 est linéaire de rang 2 car ¢, a exactement une

direction de points fixes. Comme Im (¢, — 1) c Fix(¢r)* et sont tout deux de dimension 2, alors
Im(¢r — 1) = Fix(¢r)*. Par suite, il existe u € E1? tel que la conjugaison de ¢ par la translation
de vecteur u est linéaire. Finalement, ¢ est conjugué & une isométrie admettant un point fixe et
donc Fix(¢) # @.

O

Lemme 3.4.8. Soit Q un domaine régulier non vide stabilisé par un sous-groupe discret sans
torsion G c Isom(EY?). Alors, pour tout ¢ € G parabolique, Ty est tangent.
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Démonstration. [Bar05] section 7.3. O

Corollaire 3.4.9. Soient X une surface compacte, S une partie finie de X et T' = w1 (X*) tels que
29-2+5>0. Soit M un EY2-espace-temps globalement hyperbolique Cauchy-complet homéomorphe
a (X*)xR et p:T - Isom(E"?) son holonomie.

Alors p est admissible si et seulement si pr, est admissible.

Démonstration. Si p est admissible, par définition, p; est admissible. Supposons a présent py,
admissible. Comme p(T") fixe un domaine régulier non vide, d’aprés le lemme 3.4.8, 7.,y est
tangent pour v parabolique, et donc p est admissible.

1,2 .
3.4.2 Espace-temps E ;“-maximaux
Dans cette courte section, nous introduisons la notion d’espace-temps ]E114’2—maximal.

Définition 3.4.10. Soit A une partie non vide de R,. Un E}L"Q-espace-temps My globalement
hyperbolique Cauchy-complet est Ez’z—absolument mazimal si pour tout Ekz—plongement ¢: My —
Ms, ot My est un ]E114’2—espace—temps globalement hyperbolique Cauchy-complet, ¢ est surjectif.
. . 1,2 . . s s s C
On dira simplement E ;°-mazimal ou absolument mazimal s’il n'y a pas d’ambiguité.

Remarque 3.4.11. Il faut faire attention au fait que l'absolue mazimalité dépend fortement de
la catégorie de EL’Q -variété que l'on considére. Par exemple, Reg(Eé"Q) est EY2-mazimal mais pas

Eé’z -mazimal puisqu’il se plonge dans ]E(13’2.

Lemme 3.4.12. Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique. Si M est Cauchy-
compact, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. M est Cauchy-maximal ;
2. M est Eig—maximal.
Démonstration. On suppose M Cauchy-compact.

e Supposons M Ei’oQ—maXimal. Comme un Cauchy-plongement est un plongement de Ei’OQ—
variété, en particulier tout Cauchy-plongement est surjectif et donc M est Cauchy-maximal.

e Supposons M Cauchy-maximal et considérons M 5 M un E;bz—plongement avec M’ glo-
balement hyperbolique. Prenons ¥, (resp. X2) une surface de Cauchy essentielle lisse et de
type espace de M; (resp. My), une telle surface existe d’apres le théoréme 12.

Prenons X un champ de vecteurs sur M’ donné par le lemme 3.2.8. Pour tout p € X1, la ligne
de flot de X passant par p intersecte Yo exactement une fois. L’application f:¥; — X5 de
cette maniere est un homéomorphisme local et comme Y est compact, f est propre et donc
f est un recouvrement ; finalement f* : m1(21) - m1(X2) est surjective et i* : m (My) —
m1(My) est surjective. La preuve du lemme 45 p427 de [O’N83] s’applique au contexte des
Ei’o -variétés et on peut en déduire que 31 est achronal, donc acausal.

D’aprés le lemme 43 p426 de [O’N83], le développement de Cauchy de ¥; est ouvert et,
comme ¥ est compact, il est également fermé. Par connexité de Mo, le développement de
Cauchy de ¥; est My tout entier et donc ¢ est un Cauchy-plongement. Or, M est Cauchy-
maximal donc ¢ est surjective.

O

Proposition 3.4.13 ([Bar05]). Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique Cauchy-
complet, alors il existe un_espace-temps EY2-absolument maximal M dans lequel M se plonge
isométriqguement. De plus, M est unique a isomorphisme pres.
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Proposition 3.4.14 ([Bar05]). Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique Cauchy-
complet, soient T := w1 (M) et p: T - Isom(E"?) son groupe fondamental et son holonomie. On

pose
Qp)= () I"(I)
eA(p)

avec A(p) la fermeture de l’ensemble des plans de type lumiére stabilisés par un isométrie hyper-
bolique de p(T).
Alors Uextension EV2-mazimale de M est isomorphe a Q(p)/p.

3.4.3 Structures marquées et espaces de modules
Structures marquées et équivalences

Soit X une surface de genre g et soit S une partie finie de cardinal s > 0 telle que 2g -2+ s > 0.
3% =¥\ S peut étre munie d’une métrique hyperbolique d’aire finie et ¥ admet alors une unique
(SOp(1,2),H? HZ)-structure. C’est un exemple de H?-surface marquée.

Définition 3.4.15 (X-surface marquée). Soit (G,X) une structure analytique telle que X est
une surface topologique et soient . une surface et S une partie finie.

Une X -surface (3,5)-marquée est un triplet (X1, F1,h1) tel que (X1,F1) est une X -surface
singuliére, hy est un homéomorphisme ¥ — X tel que Sing(X1)) c hy(S).

Exemple 3.4.16. Quelques exemples de surfaces marquées.
e Une H2-structure singuliére a singularités coniques et pointes sur une surface de genre 2.
e Une E2-surface d singularités coniques sur la sphére.

Plus généralement nous aurons besoin d’une notion de X-variété marquée pour définir des
espaces de modules lorentziens.

Définition 3.4.17 (X-variété marquée). Soit (G,X) une structure analytique et soient M un
espace topologique séparé a base dénombrable et A une partie de complémentaire dense et semi-
localement conneze.

Une X -variété (M, A)-marquée est un triplet (My,F1,h1) tel que (My,F1) est une X -variété
singuliére et hy est un homéomorphisme M — M, tel que Sing(M) c h1(A).

Définition 3.4.18 (X 4-variété marquée). Soit (G, X,X ) une structure analytique singuliére et
sotent M wun espace topologique séparé a base dénombrable et A une partie de complémentaire
dense et semi-localement connexe.

Une X g-variété (M, A)-marquée est un triplet (My,Fy,hy) tel que (M, Fy) est une X -variété
singuliére et hy est un homéomorphisme M — M, tel que Sing(My) c h1(A).

Définition 3.4.19 (Equivalence de structures marquées). Soit (G,X) une structure analytique
telle et soient M un espace topologique séparé d base dénombrable et A une partie de complémen-
taire dense et semi-localement connexe. Un tel couple (M, A) est appelé un marquage.

Deur X -variétés (M, A)-marquée (M1, F1,h1) et (Ma, Fo, ha) sont équivalentes s’il existe un
(G, X)-isomorphisme p.p ¢ : My — Mo tel que hytogohy est un homéomorphisme de M homotope
a lidentité induisant une bijection A — A et dont la restriction a A est homotope a identité.

(M, Fr)
|

(Mlaj:lahl)N(M27f27h2) had (M’A) I3
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Exemple 3.4.20. Soit ¥1 la E2-surface singuliére obtenue en collant les bords opposés d’un
octogone régulier de E? ; on note F son E2-brouillard naturel. C’est une surface de genre 2 admet-
tant une unique singularité conique p. On peut voir cette surface comme marquée par elle-méme
(21,{p}) avec hy Videntité sur 1. Si ¢ : 1 — X1 est un homéomorphisme homotope d l’identité
envoyant p sur p, alors ¢ défini une équivalence entre (X1, F1,h1) et (31,0 *F,¢p10hy).

Espace de Teichmiiller

Le premier espace de module que nous définissons est ’espace de Teichmiiller. Historiquement,
cet espace est défini comme ’espace des structures conformes c’est-a-dire des C-structures mar-
quées. Cependant dans notre contexte, il est plus naturel de le considérer comme l'espace des
H2-structures marquées.

Définition 3.4.21. Soit 3 une surface de genre g et S c ¥ une partie de 3 de cardinal s. On note
Teich, s l’ensemble des classes d’équivalence de HE-surfaces (3,S)-marquées (X1,F1,h1) telles
que Sing(X) = hy(S5).

Soit (X,S) un marquage avec #S = s, on note X% := X\ S et I := m1(X*); chaque point
[X1] de Teichy s est donc une classe de H32-variété et a ce titre, tout représentant admet une
application développante et une holonomie p : 71 (Reg(X1)) = SO¢(1,2) bien définie & conjugaison
prés. Quitte & composer par wy = (hyg«)* : T' = m1(Reg(¥1)), on peut voir I'holonomie de X
comme un élément de

[pow] e Hom(m (I',S00(1,2))/SO0(1,2)

Il est aisé de vérifier que deux représentants d’'une méme classe induisent la méme représentation
d’holonomie :

(X1, F1,h1) ~ (B2, Fa,ha) = [prowr] = [p2owr].

Une propriété plus forte est en vérité satisfaite, si 'on dote le groupe fondamental de ¥* d’une
famille génératrice de lacets 71,---,v, , 'image de ces v, par hy; donne alors une famille de généra-
teurs de w1 (Reg(21)); de plus, si ¢ : ¥ - ¥y est une équivalence de H2-surface (3, S)-marquée
alors hy' o ¢ o hy induit un automorphisme de 71 (X*) envoyant [y;] sur lui-méme. Ainsi, si on
note T le groupe fondamental de ¥* muni d’une famille génératrice,

[p1 ow1] € Hom(T, S0 (1,2))/S00(1,2)

est une représentation marquée qui ne dépend que de la classe d’équivalence de 3.
Si 3 est une surface fermée de genre g, le groupe fondamental de ¥* admet une présentation
de la forme

g S
q[a“bl] 1_[10j =1).

<a17b17"'7agabg7cla"'708
j=
ou ¢y, ¢s sont des lacets simples autours des points de S. On définit alors 'application d’holo-

nomie.

Définition 3.4.22. Soit (X,S5) un marquage avec ¥ une surface fermée, on définit Uapplication

d’holonomie _
Teichy, s — Hom(I',S00(1,2))/SO00(1,2)

Hol :
I ELFL ] — [pow]

ot T est le groupe fondamental de $* muni d’une présentation
S

Iﬁ[az,bz] HCj =1).

j=1

<a17b17"'7agabgvcla  Cs

Il y a deux ambiguités, 'une provenant du choix du marquage (X,S) et Pautre provenant
du choix d’une présentation de I'. Elles se levent toutes deux de la méme maniere. Pour deux
tels jeux de générateurs (a;,bj,c;)ie[1,9];j¢[1,5] AU groupe fondamental I' d'un marquage (X, S) et
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(ai, b}, ¢} )ic[1,915j¢[1,s) du groupe fondamental I d'un marquage (¥',5”), il existe un homéomor-
|E/*
==
morphisme induit une équivalence de catégorie de la catégorie des HZ-surfaces (3, S)-marquées
vers la catégorie des H2-surfaces (X', S”)-marquées en associant (X1, Fy,hioh) a (31, F1,h1). On
obtient donc une bijection « naturelle »

phisme A : ¥ - X’ envoyant S sur S’ tel que A5, envoie a; sur a;, b; sur bj et c; sur c;. Cet homéo-

[h] : Teich, (X, S) - Teich, (X', S")

On obtient également un morphisme de groupes marqués h* : I > T'. On vérifie aisément que
Hol o [h] = h* o Hol, lapplication d’holonomie ne dépend donc essentiellement ni du choix du
marquage (3,.5) du moment qu’il sont « isomorphes » ni du choix d’une telle présentation de I';
I’ambiguité est levée.

L’image de Hol est connue, on sait d’une part que I’holonomie d’une surface hyperbolique
complete est fidele et discrete, d’autre part si la surface est de volume finie, la classification des
groupes fuchsiens permet de montrer que ’holonomie est de plus admissible.

Définition 3.4.23 (Représentation linéaires admissibles).
Soit T' = (al,bl,~~~,ag,bg,cl,~~,cs |Hf:1[ai,bi] ]_[‘;:1 cj = 1) un groupe de surface marqué. Une re-
présentation marquée p: T' - SO (1,2) est admissible si

o p est fidéle et discrete;
e pour tout j € {1,--,s}, p(c;) est parabolique ;
e pour tout i € {1,--,9}, p(a;) et p(b;) sont hyperboliques.

Remarque 3.4.24. On remarque qu’une représentation marquée est admissible si et seulement
si son image est un réseau de SO¢(1,2).

Fibré tangent de Teichmiiller

Nous donnons & présent une description du fibré tangent de ’espace de Teichmiiller Teich, ,
en suivant Goldman [Gol84] ; on se donne (X, S) un marquage et T le groupe fondamental marqué
de X*. Soit [p] € Teichy s, I'espace tangent & Hom(I',SO¢(1,2)) en p est I'espace des p-cocycles,
i.e. Pespace des 7:T' > s50(1,2) tels que

V1,92, T(172) = 7(71) + Ad(p(11))7(72)-

De plus, laction de SOg(1,2) par conjugaison induit une relation d’équivalence entre les cocycles :
deux cocycles 71, 79 sont équivalents s'ils different d’un cobord, c’est-a-dire s’il existe u € s0(1,2)
tel que

T -T2y e Ad(p(7)) - u - u.

Alors, pour p: . SO¢(1,2) admissible, I'espace tangent Tyz/,Teich, , s’identifie naturellement
a un sous-espace de H}%dop(F,so(l,Z)).

Prenons j € [1,s] et une famille & 1-paramétre (ps)ser de représentations admissibles avec
po = p. L’image p;(c;) est parabolique pour tout s € R donc il existe une famille & 1-parametre
(¢s) d’éléments de SOp(1,2) telle que pour tout s € R, ps(c;) = ¢sp(cj)p;t. Un calcul simple
montre qu’il existe u tel que

dps
ds ls=

(e)) = Ad(p(e;)u-u

Donc, si 7 est un vecteur tangent en [p], pour j € [1,s], 7(c¢;) est orthogonal & la ligne de points
fixes de Ad(p(c;)); lorthogonal étant pris pour la forme de Killing de so(1,2). Lorsque s > 0,
I' est un groupe libre et un simple argument dimensionnel permet de conclure que les vecteurs
tangents en [p] sont exactement les cocycles satisaisant cette propriété a cobord pres. Ceci est
toujours vrai lorsque s = 0 [Gol84].
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Nous avons été un brin mystérieux & propos de s0(1,2), comme SOg(1,2) est une R-variété
de dimension 3, so(1,2) est un R-espace vectoriel de dimension 3; de plus, la forme de Killing est
non-dégénérée de signature (1,2). Ainsi, s0(1,2) est un avatar de I’espace de Minkowski E!2.

De plus, 'action adjointe de ¢ € SOg(1,2) sur so(1,2) est hyperbolique (resp. parabolique, resp.
elliptique) si et seulement si ¢ est hyperbolique (resp. parabolique, resp. elliptique). Un point de
TTeichy s peut alors étre vu comme une représentation marquée I - Isom(E!?) & conjugaison
pres.

Définition 3.4.25. En notant L la projection Isom(E"?) - SO¢(1,2). Soit p: T — Isom(E"?)
une représentation marquée ;

e la partie linéaire de p est pr := Lo p,

e la partie de translation de p, est 7,:=p—pr.

Pour ¢ € Isom(EY2), on écrira également ¢r, = ¢r, et T =@~ QL.
Définition 3.4.26. Pour ¢ € Isom(E"?), Fix(¢) = {p e E}? | ¢z =z} est le fizateur de ¢.
Définition 3.4.27. Soit ¢ € Ilsom(EY?), 74 est tangent si 74 € Fix (p(c;))".

Le fibré tangent de Teichg , est alors I’ensemble des représentations admissibles au sens suivant.

Définition 3.4.28 (Représentation admissible affine).
Soit T' = (al,bl,---,ag,bg,cl7~~~,cs |Hf=1[ai,bi] ]'Ij=1 ¢ = 1) un groupe de surface marqué. Une re-
présentation p: T — Isom(EY?) est admissible si

o pr est admissible;
e 7,(c;) est tangent pour tout j.

Proposition 3.4.29. Le fibré tangent de l’espace de Teichmiiller TTeich, . s’identifie naturelle-
ment a ’ensemble des classes de conjugaisons de représentations admissibles marquées de I' dans

Isom(E!?).

Espaces de module lorentziens
De la méme maniére que précédemment, on définit les espaces de modules lorentziens.

Définition 3.4.30 (Espace de module des E!2-variétés marquées linéaires). Soient ¥ une surface
fermée de genre g et S une partie de 3 de cardinal s > 0.

L’espace de module M;S(ELZ) est 'espace des classes d’équivalence de BEY2-variétés (3% x
R, @)-marquées globalement hyperboliques Cauchy-complétes et Cauchy-mazimales dont I’holono-
mie est linéaire admissible.

Définition 3.4.31 (Espace de module des E!'?-variétés marquées). Soient X une surface fermée
de genre g et S une partie de ¥ de cardinal s > 0.

L’espace de module My s(E*?) est lespace des classes d’équivalence de E'?-variétés (X* x
R, @)-marquées globalement hyperboliques Cauchy-complétes BY2-mazimales dont I’holonomie est
affine admissible.

Définition 3.4.32 (Espace de module des IE(l]’Q—Variétés linéaires marquées). Soient 3 une surface
fermée de genre g et S une partie de ¥ de cardinal s > 0.

L’espace de module Méys(]E(l)Q) est l’espace des classes d’équivalence de Eé’Q—variétés (ExR,S5x
R)-marquées (M, F,h) globalement hyperboliques Cauchy-compactes Cauchy-mazimales telles que
Sing(M) = h(S xR).

Définition 3.4.33 (Espace de module des E(l)’z—variétés marquées). Soient X une surface fermée
de genre g et S une partie de ¥ de cardinal s > 0.

L’espace de module Mg’S(IEé’z) est l’espace des classes d’équivalence de Eé’z-variétés (ZxR, Sx
R)-marquées (M,F,h) globalement hyperboliques Cauchy-compactes Cauchy-maximales et telles
que Sing(M) = h(S xR)..
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3.4.4 Une nouvelle preuve de la surjectivité de ’holonomie

On rappelle le théoréeme de Mess-Barbot-Bonsante-Benedetti

Théoréme 18 ([Bar05, BB09]). Soient g € N et s > 0 tels que 2g — 2+ s > 0. L’application
d’holonomie

M, s(EH?) — Hol TTeichg s
est bijective.

Nous souhaitons proposer une nouvelle preuve de la surjectivité de cette application. La preuve
de Bonsante et Benedetti passe par la représentation du fibré tangent de Teichmiiller comme espace
des tremblements de terre due a Thurston et des constructions de domaines réguliers associés a
un tel tremblement de terre. Ces différents points sont hautement non élémentaires et une preuve
plus simple nous semble alors intéressante.

Proposition 3.4.34. Soit ¥ une surface compacte de genre g et soit S une partie finie de cardinal
s >0 telle que 2g -2+ s>0. Soit T := m(X*), pour [p] € TTeich, s, le domaine régulier Q(p) est
celui défini dans la proposition 3.4.14.

Alors, Uapplication

TTeich, ; — M, (E"?)
[p] — [Q2(p)/p]

est bien définie et la classe de conjugaison de l'holonomie de Q(p)/p est [p].

dsuspg; .2 :

Pour commencer, I' est toujours non-abélien dans notre cas, les espaces-temps que nous considé-
rons sont donc de type (v). La proposition 3.4.14 nous donne alors qu’étant donné un espace-temps
plat Cauchy-complet M d’holonomie p, son extension E2-absolument maximale isomorphe est
au quotient M := Q(p)/p avec Q(p) le domaine régulier bordé par les plans lumiéres stables sous
I’action d’une isométrie hyperbolique de p. Par ailleurs, le quotient d’un domaine régulier com-
portant au moins deux plans par une représentation admissible est un espace-temps globalement
hyperbolique. Partant d’une holonomie p, il nous suffit donc vérifier que Q(p) est non vide et
bordé par au moins deux plans lumiéres. Dans notre cas, le groupe I' est non-abélien donc Q(p)
est toujours bordé par plus de 2 plans lumiéres, il nous suffit donc de montrer que Q(p) est non
vide.

On se donne ¥ une surface compacte de genre g, S une partie finie de ¥ de cardinal s avec
2g—g+s>0. On pose I':= 71 (2*) et on se donne p: T — Isom(E?) une représentation marquée
admissible.

La méthode employée est tres proche de celle employée par Barbot et Meusburger dans un
travail en cours d’élaboration [BM] sur les espaces-temps avec singularités & spin. Nous utilisons
des champs de directions divergent pour définir un plongement (pr, p)-invariant de H? dans E*2.

Définition 3.4.35 (Champs de directions divergents). Soit X c H? une partie de H?.
e Un champs de directions sur X est une application f: X —EY2;

e Un champs de directions sur X est divergent si pour tout x,vy € H?
(f(2) = f(W)l+ (zly)y) 2 0

e Un champs de directions sur X est localement divergent si pour tout p € H2, il existe un
voisinage ouvert U autour de p tel que fy, est divergent.

Définition 3.4.36. Un champs de directions f sur H? est p-équivariant si pour tout p € H? et
tout y e,

fpr(V)p) = p(7) f(p)-
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détour par les espaces-temps topologiques

Définition 3.4.37. Soit f un champ de directions. On pose l’application

D ) H2 x R: N E1,2
& (z,t) — f(z)+tx

Remarque 3.4.38. Soit p : I' - Isom(EY?) un morphisme. Si f est un champ de directions

localement divergent et p-équivariant alors il existe une unique EY?-structure sur H?/T x R} tel

que Dy est sont application développante. Enfin, I’holonomy associée a Dy est p.

Lemme 3.4.39. Soit X c H? un ouvert et soit f : X - EY2 un champ de directions €1 sur X.
Si pour tout & € TH?, (df(€)[€) > 0 alors f est localement divergent.

Démonstration. Quitte a se restreindre a des parties ouvertes plus petites, on peut supposer X
convexe. Soit u, v éléments de X, et soit £ 'unique élément de T,, X dont 'image par 'exponentielle
de H? est v. On a alors

_ sinh([¢])

el — & +eosh([€])u

et comme (ul&) =0

sinh(€]))
1€l
sinh([€])

T

— & +eosh([€]) - cosh([[E])u

v+ (u|v)

Par ailleurs, on a :

Ju-v|? = sinh(|¢])? - (cosh(]¢]) - 1)*
2cosh([¢]) -2
4sinh®(J¢]/2)

Donc f est €1, il y a donc une application continue ¢ : X x X — E!2, s’annulant sur la diagonale,
telle que :
f) = f(u) +df(€) + v - ule(u,v).

Par suite,

(f(v) = f(w)[{ulv)u)

Flu) +df (&) + v - ule(u,v) sinh([€]) )

I€]
_ sm}|1§||§|) (df()|€) + 2sinh([€]/2){e(u,v)|£).

Soit ug € X, soit €9 = 1 minger T X i) =1 {df (§)[€). Comme € et df sont strictement positifs et

continus sur X x X, il existe un voisinage U de ug tel que pour tout (u,v) eU?, (e(u,v)|E) < L[|
et (df(€)[€) > |€]%eo. Aini, pour tout (u,v) eU?, (f(v) - f(u)|{ulv)u) >0, et donc f est divergent
sur U. O

La proposition suivante construit un champ de directions approprié a la démonstration de la
proposition 3.4.34. La construction de ce champs de directions se fait par morceau en découpant H?
de maniére pr-invariante ; nous partons d'une triangulation idéale de H?/pr, dont nous rappelons
d’abord définition et existence.

Définition 3.4.40. Soit . une H3-surface fermée comportant au moins 1 point singulier.
Une triangulation F de X est idéale si les arétes de T sont des géodésiques de Reg(X) d’ex-
trémités dans Sing,(X).

Lemme 3.4.41. Soit 3 une HZ-surface fermée comportant au moins 1 point singulier.
Il existe une triangulation idéale de ¥ dont l’ensemble des sommets est exzactement Sing,(X).
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Démonstration. On note S := Sing,(X) et on se donne une triangulation ¢’° non nécessairement
géodésique 7 de X sont 'ensemble des sommets est exactement S et dont I'intérieur des aréte est
dans X\ S.

On identifie ¥ au quotient (H? U A)/T pour I' groupe fuchsien et A I’ensemble des points fixes
des éléments paraboliques de T' situés dans le bord & Uinfini de H?. Le revétement universel de
Reg(X) s’identifie a H? et S a A/T. la triangulation 7 se reléve en une triangulation -invariante
% de H? U A dont les extrémités des arétes sont dans A et 'intérieur des aréte est dans HZ.

On remarque que deux arétes ey, ey de % d’extrémités A, B1 et As, By respectivement ne
peuvent s’intersecter qu'en Aj, By, As, Bs. Par conséquent, les géodésiques [A1B] et [A3Bs] ne
peuvent s’intersecter qu’'en A, By, A, Bo. Ainsi, en remplagant dans chaque aréte e de To par la
géodésique de H2 reliant les extrémités de e on obtient une triangulation géodésique I-invariante
7 de H2 U A dont 'ensemble des extrémités est exactement A. Finalement, le quotient 7 sous
I’action de I' est une triangulation idéale de ¥ dont ’ensemble des extrémité est exactement S. [

Proposition 3.4.42. [ existe un champ de directions p-équivariant localement divergent g sur
H? tel que pour tout t € R, Dg(HQ,t) est une surface acausale et compléte.

Démonstration. Considérons (v77;)yer ie[1,n] le relevé d'une triangulation géodésique idéale de
H?/T" donnée par le lemme 3.4.41. Prenons une famille d’horodisques plongés disjoints

('YHj )je{1,~-~,s},'yeF:

nous obtenons une cellulation non-géodésique (YT}, H;)ic[1,n],je[1,s] avec T} =T; ~ Uj_; H
Comme p est admissible, pour tout j € [1, s], il existe un unique A; tel que tout v parabolique
stabilisant H; fixe A; point par point. Pour chacun des j, choisissons un point p; € A; et posons

Vo eyHj, f(z) = p(7)p;-

Soit ¢ :[0,1] = [0,1], €, strictement croissante et telle que ¢(0) = ¢’(0) = ¢’(1) =0 et (1) = 1.
Pour i € I, la cellule T} est un hexagone non-géodésique [Ag]iez/6z de frontiere Cﬁplm. f est déja
défini sur la partie horocyclique [AgA1] U [A2As] U [A4As5]. Prolongeons f sur [Asg1Aokia],k €
{0,1,2} en posant

f(x) _ <,0( dp2 (x,A2k+1) dp2 ($,A2k+1)

dpz (Aoge1, Aok+2) dp2 (Aogs1, Aok+2)

Prolongeons ensuite f de maniére ¢ a T de sorte que d,f.h = 0 pour = € T, et h 1 OT}. De
cette maniére, f est un champ de directions ¢!, I-invariant sur H2. Ensuite, & =, (df(v€)]y€) =
(df(£)|€), est T-invariante (avec T' agissant trivialement sur R), homogene de degré 2 sur chaque
fibre et nulle sur tout TH;, j € [1,s]. En notant T"(H?/T") le fibré unitaire tangent au dessus de
HE T,

) F(Aa2) + (1- ) ( ) F(Asin)

§ — (df(9IE)

est bien définie, est a support compact et est donc bornée, on pose M € R son minimum. La
fonction g : © — f(z) + (M + 1)x satisfait alors les hypothéses du lemme 3.4.39 et est donc
localement divergent.

Soit t € R}, la forme quadratique induite sur le niveau D, (H?,¢) par la métrique de E? est
q(&) = (d(g+tId)(&)[€) = (dg(&)[€) +t[€]* > (1+t)|€]? > 0. Par suite, ce niveau est une hypersurface
fermée de type espace de E'2. D’apres le Corollaire 46, du chapitre 14 de [O’N83], D, (H?,t) est
acausale. Comme ¢(&) > (1 +t)[&], Papplication = ~ Dy(z,t) étend distances, et comme H? est
métriquement complete, DQ(HQ,t) est métriquement complete. O

T'(H?*)T) — R

Preuve de la proposition 3.4.34. Soient g donné par la proposition 3.4.42, ) le développement de
Cauchy de D,(H?,1) dans EM? et M := Q/T. L’espace-temps M est globalement hyperbolique,
Cauchy-complet, Cauchy-maximal, futur complet et homéomorphe & H?/T' x R et d’holonomie p.
D’aprés la proposition 3.4.14, Q(p) est non vide et Q(p)/p est 'extension EM?-maximale de M

O
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Chapitre 4

Théorie des extensions BTZ

Considérons la partie réguliere de E(l)’Q, c’est un espace-temps plat Cauchy-maximal globalement
hyperbolique. Ayant Eé’z dans notre liste d’espaces modeles singuliers, il semble assez étrange de
1y 1,2 . . 1,2 oy s s . .
considérer Reg(E;,”) sans le voir comme une partie de E;”. C’est-a-dire que nous imaginons

naturellement Reg(Eé’Q) muni d’un plongement Reg(Eé’Q) 2, E(l)’Q. Ce point de vue est le méme
que celui consistant & voir une pointe comme la partie réguliere de HZ sous plusieurs aspects.
D’une part, le point singulier d’une pointe vue dans H? est usuellement considéré « a I'infini »
alors que l'espace modele HZ le positionne au centre donc dans l'intérieur ; de la méme maniére,
une ligne de points BTZ est naturellement vue sur le bord conforme comme le suggere le revétement
universel de Reg(Eé’z) alors que dans ’espace modeéle Eé’z celle-ci est un axe de révolution donc
dans l'intérieur. D’autre part, s’il semble assez naturel de compactifier une surface hyperbolique
complete d’aire finie en lui ajoutant des points singuliers, on peut se demander si une opération
comparable existe pour les espaces-temps. Nous répondons par I'affirmative pour les espaces-temps
plats singuliers globalement hyperboliques.

Théoréme ([Brul6al]). Pour tout espace-temps plat singulier globalement hyperbolique M , il existe
une extension BTZ globalement hyperbolique de M mazimale.
Cette extension BTZ maximale est de plus unique d équivalence pres.

Pour comprendre le comportement de cette extension BTZ maximale, il est instructif de com-
parer les extensions BTZ maximales des espaces-temps globalement hyperboliques

My =Reg(Ey?) et My :={(r,v,0) e Reg(E)?) | 27 —t < 0} = Reg(Ey?)  J*(O).

Ces deux espaces sont Cauchy-maximaux mais, de maniére intéressante, si ’extension BTZ maxi-

: 1,2 . . . .
male de My, qui n’est autre que E;“, est Cauchy-maximal ; au contraire, 'extension BTZ maximale
de M; ne l’est pas. En effet, ’extension BTZ maximale de M; est

M := {(T, t,0) € Eé’2 | 27—t < 0} = Eé’z ~JT(0)

dont une surface de Cauchy est le plan horizontal {7 = -1}, or ce dermer est une surface de Cauchy
de ]E1 2 ot donc D'extension de Cauchy maximale de M; est E 2 2 M. La différence importante
entre ces deux exemple est que M est Cauchy-complet alors que M ne 'est pas. Inversement,
considérons 'espace-temps M3 d’extension BTZ maximale M3

Ms:={(7,v,0) eReg(Ey®) [ 7>0}  Ms:={(r,v,0) eEg* | 7> 0}.

M3 est globalement hyperbolique Cauchy-complet mais pas Cauchy-maximal et son extension
BTZ maximale M3 est Cauchy-compléte mais pas Cauchy-maximale. L’intuition que nous retirons
de ces exemples (et d’autres du méme genre) est que la Cauchy-maximalité assure qu’un espace-
temps plat singulier contient un voisinage de tous les points BTZ « virtuels »dans le passé de la
surface de Cauchy et la Cauchy-complétude oblige la surface de Cauchy a partir a U'infini futur en
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s’allongeant comme le fait le plongement usuel de la pointe HZ dans Eé’z. Cette intuition aboutit
au théoreme suivant dont la démonstration fait I'objet de la deuxieme section de ce chapitre.

Théoréme ([Brul6a)). Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique possiblement avec
particules massives mais sans singularité BTZ.

Alors, M est Cauchy-maximal et Cauchy-complet si et seulement si son extension BTZ mai-
male est Cauchy-mazimale et Cauchy-compléte.

Une des motivations de I'étude de ces extensions BTZ provient de la remarque suivante. Soit
¥ une surface hyperbolique compléte de volume finie et soit ¥ son extension cuspidale maximale
(voir propriété 2.1.18). D une part, M :=suspg »(X) est un E!2_espace-temps Cauchy-complet
d’holonomie linéaire et d’autre part M := SUSPf1,2 (X) est un E(l)’Q—espace—temps Cauchy-compact
d’holonomie linéaire. De plus, le plongement naturel

Yy——YX%
induit naturellement un plongement

M = suspi12(¥) —— susppi2(X) = M

dont le complémentaire de I"image ne contient que des points BTZ ; le plongement naturel M — M
est donc une extension BTZ. On peut vérifier que M est Cauchy-compact et Cauchy-maximal,
il est donc Eé’z—maximal. En particulier, M est l'extension BTZ maximale de M. On voit alors
que dans ce contexte, I’extension BTZ maximale définit un foncteur réciproque au foncteur Reg et
définit donc une équivalence entre la catégorie des E!2-espaces-temps globalement hyperboliques
Cauchy-maximaux Cauchy-complet homéomorphes a > xR et la catégorie des E(l)’2—espaces—temps
maximaux homéomorphes & ¥ x R comportant autant de singularités BTZ que ¥ comporte de
pointes. En substance, cela démontre un théoréme de Mess pour les Eé’2—espaces—temps Cauchy-
compacts maximaux d’holonomie linéaire.

Théoréme ([Brul6b)). Soient g,s >0 tels que 2g -2+ s> 0. Il existe des bijections naturelles

*
sus
Pg1,2 Extprz

Teichg o M;S (E*?)

Hol Reg

ME (Ey?)

avec Extgry Uapplication qui & un EY2-espace-temps associe son extension BTZ mazimale.

. UNRT P 1,2 .

Nous souhaitons généraliser ce théoreme aux E;“-espaces-temps dont I’holonomie est poten-
tiellement affine. Nous nous heurtons a une difficulté technique pour généraliser ’argument pré-
cédent : nous ne sommes certain de pouvoir définir la suspension dsuspy,..(%,7) pour un couple

(X,7) € T'Teich, s autrement qu’en posant
dsuspgi.2 (2, 7) = Extgry o dsusp* (%, 7).

Nous partons alors de la construction de ’extension cuspidale maximale d’une surface hyperbolique
compleéte de volume fini ¥ d’holonomie p;, comme un quotient :

S=(HuMpr)) /o T=H/ps

avec A(pr) Pensemble des points fixes paraboliques de pr, ; puis, nous la généralisons en mon-
trant que pour un E!2-espace-temps M globalement hyperbolique Cauchy-complet E*2-maximal
d’holonomie affine admissible p :

Extprz(M) = (p)uh(p))/p M =Q(p)/p

avec /NX( p) Pensemble des points fixes parabolique de p dans le bord de Q(p). Une analyse minutieuse
de ce quotient nous permettra de démontrer un théoreme de Mess complet pour les espaces-temps
BTZ.
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Théoréme ([Brul6b]). Soient g,s >0 tels que 2g —2+ s> 0. Il existe des bijections naturelles

) *
dsusp]ELQ Extpry

TTeich, Mg s(EH?)

Hol Reg

Mi,s(Ey®) .

Ce chapitre comporte quatre sections, la premiere introduit la notion d’extension BTZ et
démontre 'existence et 'unicité d’une extension BTZ maximale pour les espaces-temps plats sin-
guliers globalement hyperboliques. Nous donnons un certain nombre de contre-exemples montrant
que 'hypothese globalement hyperbolique est difficile a affaiblir ne serait-ce que pour des rai-
sons de causalité. La deuxiéme section démontre la compatibilité de ’extension BTZ maximale
avec la Cauchy-complétude et la Cauchy-maximalité. La troisieme section, reprend précisément la
construction des extensions BTZ d’un espace-temps plat Cauchy-complet par quotient que nous
avons introduit rapidement au paragraphe précédent. Enfin la quatriéme et derniére section pré-
sente le théoreme de type Mess pour les espaces-temps plats singuliers globalement hyperboliques
Cauchy-compacts d’holonomie affine ne comportant que des points singuliers de type BTZ comme
une application de cette théorie.

4.1 Extension BTZ

4.1.1 BTZ-extensions, définitions et exemples

Définition 4.1.1 (plongement BTZ, Extension BTZ). Soient My, My deux espaces-temps plats
singuliers. Un plongement BTZ de My dans Ms est un Eif—morphisme injectif ¢ : My — My tel
que le complémentaire (possiblement vide) de I’image de ¢ est inclus dans Sing,(Ma).

Une extension BTZ d’un espace-temps plat singulier M est la donnée d’un couple (N, @) ot N
est un espace-temps plat singulier et ¢ un Eé’2 -plongement.

Définition 4.1.2. Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique et soient M N

My et M ﬁ My deux extensions BTZ de M. Un morphisme d’extensions BTZ est un E;)Q—
morphisme ¢ : M1 — My tel que le diagramme suivant commute.

V

M ¢

N

M,

Si ¢ est un isomorphisme, alors (My,¢1) et (Ma, o) sont dit équivalents.

Exemple 4.1.3 (Extension BTZ de Reg(Eé’2)). Le plongement Reg(]E(l)’Q) - E(l)’g donné par
linclusion naturelle est un plongement BTZ.

Exemple 4.1.4. Considérons ¥ une HZ-surface compacte, la suspension My de Reg(Z) est un
EY2-espace-temps et la suspension My de ¥ est un EY2-espace-temps singulier qui admet un ]E(I)’Q—
atlas, c’est donc un Eé’2—espace—temps. De plus, le plongement naturel Reg(X) — X induit un

plongement My — My dont le complémentaire de ’image ne contient que des points singuliers
BTZ. C’est donc une extension BTZ.
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4.1.2 Préliminaires
Causalité et extensions BTZ

Proposition 4.1.5. Soit My un espace-temps plat singulier et soit ¢ : My — My une extension
BTZ de M.
Si My est fortement causal, My est causal.

Démonstration. Supposons Ms non causal, prenons une courbe ¢ future causale dans My pério-
dique. D’apres le lemme 3.2.4, ¢ se décompose en une partie BTZ A connexe dans le passé de c”
la partie non BTZ de c¢. Comme ¢ est périodique, ou bien A = ¢ ou bien ¢ = c.
1. Si ¥ = ¢, alors ¢ ¢ My et donc M; contient une courbe causale fermée. M; n’est donc pas
causal.

2. Si A = ¢, considérons un voisinage de ¢ recouvert par une union d’ouverts de carte modelés
sur Eg? voisinages des points de ¢. Ce voisinage est doté d'une (E{?, Isom (E}?))-structure
naturelle. Quitte & le restreindre, on peut le choisir tubulaire de rayon constant ; ce voisinage
est le quotient d’un tube de rayon constant par une rotation translation d’axe et de direction
de translation paralléle & c. La géodésique lumiere parallele a ¢ partant d’un point p ¢ ¢ reste
donc dans le voisinage tubulaire et admet donc un point d’accumulation. La courbe c et ses
points d’accumulation sont dans M; qui n’est donc pas fortement causal.

O

Contre-exemple 4.1.6. Une extension BTZ d’un espace-temps causal n’est pas nécessairement
causale.

Soit My := By? [y avec y(t,0,7) = (v,0 + 1,7 + 1) et soit My = Reg(My). Le premier est bien
une extension BTZ du premier. Une courbe causale ¢ dans My a une coordonnée v croissante, si c
est fermée, alors cette la coordonnée ¢ de ¢ doit étre constante et donc ¢ est paralléle ¢ Singy(Mz).
Or:

Vs,s'€R, VrgeR}Y, VOeR/27Z, VneZ, ~v"(s,v0,00)=(s",t0,00) = n=0

Ainsi, My est causal mais My ne l'est pas puisque la ligne BTZ est périodique.

Contre-exemple 4.1.7. Soit My une extension BTZ d’un espace-temps My fortement causal,
M n’est pas nécessairement fortement causal.
On se place dans E(l)’z et on considere les surfaces

2. = {(r.0.0) | 7+ 516 = 2.0 ¢ [-n/3,7/3]

Les surfaces ¥, sont localement isométriques a E? et totalement géodésiques. Soit x,, := (27,0,2)
pour n € N une suite de points de ¥, et y, = (217",0,-2) pour n € N une suite de points de X_.
On considére une suite strictement décroissante (p,) € (R*)YN telle que pour tout n €N,

3 5 -7 T
D2+($n,pn)c{(T,9,T) ‘ Te]2n+2’ﬁ|:; 06]?’5[}

et

On pose :
My = ({-1 < 7 < 1} U (D, (20 pu)+] ~ 2,01) U (Bs_(20, ) + [0,2[)) ] ~

avec u = (0,0,1) et ~ une identification de Dy, (zn, pn) avec Dx_(yn, pn) pour n € N.
On peut vérifier que My := Reg(Ms) est bien fortement causal; en effet puisque les courbes
causales de Eé’z sont a coordonnée radiale r croissante, pour tout p € My et tout U voisinage de p,
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on peut choisir un voisinage V de p tel que V c {3/2"0%2 < r < 5/2"0%2} nU pour une certain ng.
Une courbe causale future de My partant de V qui quitte V ne peut espérer y revenir qu’en passant
par un des disques de ¥, pour n > ng et donc revenir a V depuis un disque de ¥X_ pour n > ng.
Or aucun de ces disques n’est dans le passé de {3/270%2 < r < 5/2m0*2} et donc une telle courbe
causale ne peut revenir a V. Un tel voisinage V est donc causalement convexe dans My, et donc
M est fortement causal.

Cependant, il existe des courbes causales futures partant de p := (0,0,0) passant par l'un des
disques de ¥, et arrivant d (£,0,0) pour e > 0 arbitrairement petit. Le point p n’admet donc aucun
voisinage causalement convexe dans My et donc My n’est pas fortement causal.

Rayons BTZ des espaces-temps globalements hyperboliques

Lemme 4.1.8. Soient My et My deuz espaces-temps plats singuliers et soit M LN My une
extension BTZ.
Si M est globalement hyperbolique, alors :

Vpe My, Ji,(¢(p) = (Jir, ()

Démonstration. On identifie M a une partie de My de sorte que ¢ est I'inclusion naturelle. Soient
p € M et g € My, supposons p € JMlz (q). Sip ¢ Singy(M1), le futur de p dans M> ne contient aucun
point BTZ et le résultat s’ensuit. Si p = ¢, c’est terminé, nous supposons alors p # q.

Comme p est dans le passé de ¢ dans My, d’apres le lemme 3.2.4, p et ¢ sont sur une méme
ligne BTZ de M. Soit 7 un voisinage tubulaire de [p,¢] de rayon constant R. Soit ¢’ € J7(q),
comme p # ¢, p € Iy, (¢"). Le diamant Jy, (p,q") est compact.

La partie réguliere de 7 est sans point BTZ, elle est donc dans ¢(M;); le diamant ouvert
J(p,q) dans My est inclus dans T et donc dans ¢(M;); cest donc le diamant ouvert J(p,q) de
$(My). De plus, la fermeture de J(p,q) dans ¢(M;) est le diamant complet J(p,q’) de ¢(M;)
qui est compact donc fermé dans Ms. La fermeture de J(p,q) dans ¢(M;) est donc égale a sa
fermeture dans My, comme le second contient [p,q] il en va de méme pour le premier; donc

[p,q] € o(M). O

Corollaire 4.1.9. Soient My et My deux espaces-temps plats singuliers globalement hyperboliques

et soit My _*, My une extension BTZ. Pour tout p,q € Singy (M), si p et g sont dans la méme
composante connexe de Singy(Ms) alors ils sont dans la méme composante conneze de Singy(My).

Proposition 4.1.10. Soit M un espace-temps plat singulier Cauchy-mazimal et soit p € Sing(M).
Alors, le rayon BTZ futur partant de p est complet et il existe un voisinage tubulaire de [p,+oo[
de rayon constant.

Démonstration. Considérons X une surface de Cauchy de M. La composante connexe A de p
dans Sing,(M) est une courbe causale inextensible qui intersecte donc la surface de Cauchy
exactement une fois en un certain ¢ € ¥ n A. Il existe un voisinage de carte (i, Eé’Q, ®,V) de q tel
que

V={re[n,n],r<R}cE?

pour un certain R > 0 et certains 71, 7 € R. Prenons ce voisinage assez petit de sorte que la surface
{7 = 72,7 < R} est acausale M. Considérons alors le tube ouvert 7 = {7 > 71,7 < R} c E(l)’Q et
U =Int(U) ; nous posons alors

. MO:M\J+(¢71({T:T27TSR}));
o Mo=(MogIIT)/~avecz~y< (zeld,yeT et ¢(z) =y).

Y est une surface de Cauchy de My et M est une extension de Cauchy de M. Pour démontrer
que Ms est un espace-temps plat singulier, il nous suffit de démontrer qu’il est séparé. En effet, ¢
est un isomorphisme donc I'union des atlas de My et de 7 définit une E}A’Q—structure sur Mos.
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My est séparé

Soit x,y € Ma, x + y et soit la projection naturelle = : MyIIT — Ms. Si x,y € ©(U),
considérons z; = 7 N (z) nU, 3 = TN &) T, y1 = 7 y) nU, y2 = 7 (y) n T ; puis
considérons des voisinages ouverts V;, et V,, de x; et y; disjoints. Remarquons que V, :=
7N 7 (WVey)) = Vi, Ud(Vy,) et que V, = 71 (7 (Vy,)) = Vy, U (V). Par suite V, et V),
sont des voisinages ouverts et disjoints de = et y respectivement. Remarquons également que
7 Y mxU)) =UU{T €], 72],7 < R} de sorte que, si x et y sont dans Mo\ 7(U), alors ils sont
séparés..

Reste & traiter le cas x,y € Om(U) = m7(OU)) uw({T = 72}). Supposons alors x,y € Ir(U) et
considérons x1 € U, y; € U tel que m(x1) = = et 7(y;) = y. Prenons deux voisinages ouverts
dans My disjoints V,, et V,, de x1 et y; respectivement. On a 7~ (7(Vy,)) = Vi, Ud(Vy, nU)
et 7 H(r(Vy,)) = Vy, Ud(Vy, nU); done z et y sont séparés. De la méme maniére, on
peut séparer deux points z,y € ({7 = 72,7 < R}). Supposons & présent x = w(x1) avec
1 € OU et y = w(y1) avec y; € {7 = 75,7 < R}. Le point x; n’est pas dans ¢ * ({7 = 7})
par définition de My. Par suite, 7 o ¢(x1) < 72. Prenons un voisinage V,, de z; tel que
¢(Vz, NU) c {7 <15 —€} pour un certain ¢ > 0; puis, prenons V,, = {7 > —¢,r < R}; nous
obtenons 7 H(7(Vy,)) = Vo, Ud(UNV,,) et 71 (7 (Vs,)) = Vo, U L ({7 €]ma —, 2[}). Ainsi,
7 (Vy,) et w(V,,) sont ouverts et disjoints. Finalement, M est séparé.

Y est une surface de Cauchy de M,

Considérons ¢ une courbe causale future inextensible de Mj et posons Il = {7 = 75,7 < R} c T
La courbe ¢ se décompose en une partie ¢g = ¢n My et une partie ¢; = en J* (7 ({7 = 79,7 <
R})). Ces deux parties sont connexes puisque II est acausal dans 7 et ¢~ 1(II) est acausal
dans M. De plus, ¢; et ¢y sont deux courbes causales inextensibles si non vides. Si ¢; est
non vide, alors elle intersecte II car D7-(II) = {7 > 73,7 < R} et alors ¢y est non vide. On en
déduit que ¢y est toujours non vide. ¢; n’intersecte pas X et ¢ intersecte ¥ exactement une
fois donc c intersecte ¥ exactement une fois.

Par suite M et M5 sont des extensions de Cauchy de My or M est Cauchy-maximal donc,
d’apres le théoreme 13, M5 se plonge dans M et on obtient le résultat. O

Un lemme de recollement

Lemme 4.1.11. Soit My un espace-temps plat singulier. Soient i : My - My une extension BTZ
de My et j : My - Ms un Ei’OQ—plongement avec My un espace-temps plat singulier. On pose

Mg =

St

(M1 11 M3)/My de sorte @ obtenir le diagramme suivant :

My —> My

My —> My

Ms est globalement hyperbolique et si Singy,(Msz) = j(Sing,(My)), alors Ms est séparé.

Démonstration. Soient p € My et g € Ms tels que pour tout U voisinage de p et V voisinage de ¢

on a :

iU nTHY) 2 @.

On doit montrer que m1(p) = m2(q).
On remarque que pour tout & € My, I*(z) c i(My) car M, est une extension BTZ de My et
donc en considérant (a,) € My une suite telle que

lim i(a,)=p et lim j(a,)=gq.
n—>+o0o

n—>+00
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joi ™ (I (p)) joit {Int( N U I+(an))}

NeNn>N

Int( N u J(F(i‘l(an)))

NeNn>N

N

Int( A UIG Oi_l(an))

NeNn>N
c I'(q)

Prenons une suite (by )nen € M) décroissante telle que i(by) ——> p. La suite (J(bn)) ey €St
décroissante et dans J*(q) donc elle converge dans J¥(q). On note ¢’ := lim j(b,).
n—+0o0o

De la méme maniére que précédemment, j o i~ (I*(p)) c I*(q"). Soit U Luc EL?2 un ouvert

de carte autour de ¢’ avec U’ diamant de E!? et soit V 2 V' c E(l)’z un ouvert de carte autour de p
avec V' diamant de Eé’? On se donne n € N tel que i(b,,) € Vet j(b,) €. On pose f = pojoi Loyt
et W:=1I(p,i(b,)) et on a alors :

f:W—E}*

et W est la partie réguliere d’un voisinage d’un point de Sing(Eé’Q). On déduit alors de la propriété
2.2.17 que a =0, donc ¢’ € Singy(Mz) = Sing,(j(Moy)) et donc ¢’ € j(Mp). Par suite,

ioj (q) = lim i(by)=p
donc p € i(Mp) et donc

g= lim j(an)= lim joitoi(an)=joi ‘(p).
n—+oo

n—+oo

Finalement, 71 (p) = m2(q).

Holonomie des lignes singuliéres

On rappelle que tout Eibz—espace—temps est une variété orientable.

Définition 4.1.12. Soient M un E;bQ-espace-temps, aeR,, et peSing, (M).
On pose v(p) € m1(Reg(M)) la classe d’homotopie d’un lacet simple tournant dans le sens
direct autour de la droite singuliére portant p dans un voisinage de carte de p.

Lemme 4.1.13. Soient M un IE;OQ—espace—temps, a € Ry, et p e Sing,(M). On a les points
sutvants :

(i) v(p) ne dépend que de la composante connezxe de Sing(M) contenant p.
(i) Si M est globalement hyperbolique alors
7 : mo(Sing(M)) — w1 (M)
est d’ordre au plus deuz, c’est d dire que pour tout vo € T (M), #v 1 (70) < 2.
Démonstration.

(i) Soient p et ¢ deux points appartenant & la méme composante connexe de Sing(M ). I existe
un voisinage tubulaire U de rayon constant du segment de points singuliers [p, ¢]. Un lacet
simple autour de la ligne singuliére portant p dans ce voisinage est alors clairement homotope
a un lacet simple autour de ¢ dans ce voisinage.
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(ii) Supposons M globalement hyperbolique et prenons ¥ une surface de Cauchy de M. Soit
A une composante connexe de Sing(M), d’apres le lemme 3.2.4, A est une courbe causale
inextensible qui intersecte donc ¥ exactement une fois. On considére alors alors ya := v(p)
avec p=AnY et yao ¢ X. On note B* := Reg(X)

Si ¥* est homéomorphe & une sphere percée zéro, une ou deux fois, alors #mo(Sing(M)) < 2
et donc #v71(c) < 2 pour tout lacet [c] € 71 (X).

Sinon X* est une surface hyperbolique et les classes d’homotopies des lacets périphériques
sont disjointes. L’application  est alors injective.

4.1.3 Extension BTZ maximale

Théoréme 19 (Extension BTZ maximale). Soit M un espace-temps plat singulier globalement
hyperbolique. Il existe une extension BTZ globalement hyperbolique mazimale M de M. De plus,
M est unique a équivalence preés.

De la méme maniere que pour le théoréeme de Choquet-Bruhat-Geroch, I'essence de la preuve
de ce théoreme est, étant donné deux extensions BTZ globalement hyperboliques M; et Ms d’un
espace-temps globalement hyperbolique My, de contruire une sous-extension BTZ commune maxi-
male & M;|My et & My| My puis de coller M, et My le long de cette extension commune maximale
pour obtenir un My. Il faut démontrer que ce dernier est bien un espace topologique séparé qui
héritera alors des E;bz—structures de M, et Ms; enfin, il faut également démontrer que My est
globalement hyperbolique de sorte a montrer que M, est une extension BTZ globalement hyper-
bolique de M; et de M.

Cela démontre que la famille des extensions BTZ globalement hyperboliques de My est filtrante
a droite et donc admet une limite inductive dans la catégorie des espaces topologiques séparés
munis d’une IE;’OQ—structure. Il reste alors a démontrer que cette limite inductive est dénombrable

a l'infini (et donc qu’elle est une Eig—variété) et globalement hyperbolique.

Définition 4.1.14 (Sous-extension BTZ commune). Soit My un espace-temps plat singulier glo-

balement hyperbolique et soitent My 5 My et My ER My deux extensions BTZ globalement hyper-
boliques de M.
Une sous-extension BTZ commune a My et Ms est une Eig-vam'été M munie de plongement

BTZ Mo - M ; M 5 M ;s M — Ms tels que le diagramme suivant commute :
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Définition 4.1.15 (Morphisme de sous- extensmns communes) Soit My un espace-temps plat sin-

gulier globalement hyperbolique et soient My 5 My et My ER My deux extensions BTZ globalement

hyperboliques de My. Soient M et M' deux sous-extensions communes a My et Ms.

Un morphisme de M wvers M' est un morphisme de Eibz—variétés M N M’ tel que le

diagramme suivant commute :

Si le morphisme ¢ est bijectif, alors M et M’ sont dit équivalents.

Définition 4.1.16 (Sous-extension commune maximale). Soient My un espace-temps plat sin-
gulier globalement hyperbolique et My — My et My — My deux extensions BTZ globalement
hyperboliques de My. Soit M une sous-extension commune a My et Ms.

M est mazximal si pour toute sous-extension M’ commune a M, et My, et tout morphisme de
sous-extension commune ¢: M — M’ est bijectif.

Proposition 4.1.17 (PGCD de deux extensmns BTZ). Soient My un espace-temps plat singulier

globalement hyperbolique et My L My et My ER My deuz extensions BTZ globalement hyperboliques
de Mo.

1l existe une sous-extension BTZ My A My commune a My et My maximale parmi les sous-
extensions BTZ communes ¢ My et Ms. De plus, M1 A My est unique a équivalence de sous-
ertensions communes pres.

Démonstration.

e On pose My A My 'union des ouverts M de M; globalement hyperboliques, contenant i(MO)

et tels qu’il existe un plongement BTZ M K2R M5 dont la restriction & i(My) est joi~

Pour un tel ouvert M de M, l'application ¢,; est unique d’apreés la proposition 1.1.29
L’inclusion My A My — My est clairement un plongement BTZ de méme que le plongement

My 4 My A Ms. On pose

Ml/\MQ — M2
x — opy(x)sizeM

¢

Comme j(My) est dense de complémentaire composée de points BTZ et comme j(Mp) c
@(My A M), il en va de méme pour ¢(M; A Ms).
Soient x,y € M1 A M, tels que p = ¢(x) = ¢(y). Soient M, (resp. M,) un ouvert globalement

hyperbolique de M; contenant i(Mp) et x (resp. y). Remarquons que I (p) c Reg, (M)
donc

@+ I"(p) = p(I"(2)) = p(I"(y)) € j(Mo);
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et donc I () =T*(y) et x = y.
Ainsi, ¢ est un plongement BTZ.

e Montrons que M; A My est globalement hyperbolique. Comme M, est fortement causal,
il en va de méme pour M; A My qui en est une partie. Soient p et ¢ dans M; A M et
soient M), et M, deux ouverts globalement hyperboliques de M; contenant respectivement
p et g et i(Mp). Si p ¢ Singy(Mz) alors, Jy, (p) ¢ i(My) et donc ou bien g € Sing,(Mz)

et Jy, () nJy,(q) = @ ou bien g € i(Mo) et Jy, (p) nJy,(q) = Jj(/lo (p) n It (q) qui est
compact car My est globalement hyperbolique. Or

Jar, (0) 0 Tns, (@) 2 Tnpang, (P) 0 Tar anr, (@) 2 Tag, () 0 Ty, (0)

donc le diamant complet de p & ¢ dans My A My est compact. Si p € Sing, (M), d’apres le
lemme 4.1.8, tout point BTZ de M> dans le futur de p est dans M, ; par suite, on a

Jar, () 0 Iar, (@) = Tar ane, (P) 0 Tar, ang, (@)

et donc le diamant complet de p a ¢ dans My A My est compact.

M A Ms est fortement causal est tous les diamants complets sont compacts c¢’est donc un
espace-temps globalement hyperbolique.

e Soit M une sous-extension BTZ commune & M; et Ms, un morphisme de Eig—variétés est
un homéomorphisme local, I'image du plongement k : M — M; est donc un ouvert de M;
globalement hyperbolique contenant i(My). Cet ouvert est donc inclus dans My A My, de
plus le plongement k' : M — My est égal & ¢ o k sur le plongement de My dans M qui est
un ouvert. D’apres la proposition 1.1.29, k' = ¢ o k et donc M se plonge naturellement dans
Ml A Mg.

e Soit M une sous-extension BTZ commune a M; et Ms maximale. D’apreés ce qui précede, il
existe un plongement BTZ naturel de M dans M; A My. Comme M est une sous-extension
maximale, ce morphisme est bijectif et donc M et M; A M5 sont équivalents.

O

Définition 4.1.18 (Sur-extension BTZ commune). Soit My un espace-temps plat singulier globale-

ment hyperbolique et soient M L My et My ER Ms deux extensions BTZ globalement hyperboliques
de Mo.
Une sur-extension BTZ commune a My et Mo est une Eig-vam’été M munie de plongements

BTZ My % M ; My — M tels que le diagramme suivant commute :

MO/Ml\ M
N

Définition 4.1.19 (Morphisme de sur-extensions communes). Soient My un espace-temps plat
singulier globalement hyperbolique et My 5 My et M, L My deuz extensions BTZ globalement

hyperboliques de My. Soient M et M' deux sur-extensions communes a My et Ms.
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. . . 1,2 s [
Un morphisme de sur-extensions de M vers M' est un morphisme de EJy -variétés M —— M’
tel que le diagramme suivant commute :

M,

N
N

Si le morphisme ¢ est bijectif, alors M et M’ sont dits équivalents.

M

Proposition 4.1.20 (PPCM de deux extensions BTZ). Soient My un espace-temps plat singulier

globalement hyperbolique et My 5 My et M, ER My deux extensions BTZ globalement hyperboliques
de Mo.

Il existe une sur-extension BTZ My A My commune a My et My minimale parmi les sur-
extensions BTZ communes a My et Msy. De plus, My v My est unique da équivalence de sur-
extensions preés.

Démonstration. On pose ¢1 le plongement BTZ naturel de M A My dans M; et ¢o le plongement
BTZ naturel de M; A My dans Ms. On définit alors My v Ms := (M7 I Ms)/ ~ avec z ~ y sl
existe p € My A Mo tel que ¢1(p) =z et da(x) =y ou ¢o(p) =z et ¢1(x) = y. Il faut démontrer
que M; v Ms est séparé, admet une Eiﬁ—structure et est globalement hyperbolique. Deux points
p et g de M; v M> sont dits non séparés si pour tout voisinage U de p et tout voisinage V de g,
Iintersection U NV est non vide. Un point p est dit non séparé s’il existe un point ¢ tel que le
couple (p, q) est non séparé. Dans la suite, on identifie M7 A My & un ouvert de M; et on se donne
¢ le plongement BTZ naturel de My A My dans Ms.

On pose C l'ensemble des points p de M; dont 'image dans M; v Ms est non séparée. On
souhaite démontrer que C' est vide, pour cela, on commence par démontrer que M7 A My U C est
un ouvert connexe et que ¢ s’étend injectivement a C'; ensuite on démontre que M7 A Mo u C est
globalement hyperbolique ; la maximalité de M; A My permettra de conclure.

o Tout d’abord, C c Sing,(Maz) c My A My car i(My) est dense dans My A My et Ma N (M; A
M>) c Sing,,. Soient p € C et p’ € My tels que p et p’ ne sont pas séparés dans My v My. Soit

U, s, V,c E(l)’g une carte au voisinage de p et Uy o, V, ¢ EL? une carte au voisinage de
p’ pour un certain o € R,. Comme p et p’ ne sont pas séparés dans M; v Ms, il existe une
suite (P )nen € Reg(M1)N telle que limy, o0 Pn = p et lim, . 0 ¢(pn) = p'. Soit alors une
telle suite, on remarque que

VneN, I+(pn)cj(M0) et ¢(I+(pn)):.7+(¢(pn))

on a alors

I (p)

Int{m U I+<¢<pn>)}

NeNn>N

- Int{ﬂ U <z>(f+<pn>}

NeNn>N

- ¢(fmf{m U I*(pn>})

NeNn>N
I'(p) = o(I"(p)).
Quitte & prendre U, et Uy plus petit, on peut supposer U, connexe et ¢(I*(p) NU,) =
I"(p") nU, ; ainsi
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Uy o (2501%1 I (Pp(p) NV = I (Y () NV

est un EY2-morphisme injectif. Le future d’un point BTZ de V), est la partie réguliere d'un
voisinage d’un intervalle de points BTZ de V), ; la proposition 2.2.17 s’applique donc o = 0
et Yy opoth, ! est la restriction d’un isomorphisme vp de Eé’Q.

. ¥ Yt . s
Prenons une famille (U, —> Vp, Uy —> Vpr, ¥p)pec de telles cartes et isométries. (M AMa)U
Upec Up est un ouvert de M et donc une Eif—variété et le ]Ei’OQ—morphisme

(M1 /\MQ)U Uup — M2
_ peC
¢: P AIC) siz € My A Mo
w;,lo’yowp(x) siz € U,

est donc bien défini d’apres la proposition 1.1.29. On remarque que pour tout p € C' et tout
q € Sing,(U,), les points ¢ et ¢(g) ne sont pas séparés dans My v M,. Par suite, ou bien g € C
ou bien g € M7 A Ms, donc

(Ml N MQ) uC = (M1 /\MQ) U Up.
peC

et donc (M; A M) U C est ouvert et ¢ s’étend en ¢ : (My A M) UC — M.

o Soient p,q e (M; A M) uC tels que ¢(p) = ¢(¢). On a alors
I*(p) = ¢~ (I"(6(p)) = 7 (I (6(»))) = I"(a).

or (M; A M) u C est un espace-temps topologique fortement causal donc x — I*(x) est
injective sur Z*((M; A M) uC); de plus les points p et g sont fortement tarentin dans le
futur; donc p = q.

e Posons M = (My A Mz)uC et p,qe M, nous savons déja que Jy, (q) nJy,, (p) est compact.
On identifie My et i(Mp) ¢ My. Si p ¢ Singy(M;), J*(p) ¢ M \ Singy(M;) c My et J3,(g)n
Jar(p) = Ty, (@) n Iy, (p) qui est compact. Supposons & présent p € Sing, et considérons
(2,,) € MY une suite telle que ¥n € N, z,, € J3,(p)nJy;(q). Par compacité de T ()N, (@),
on peut supposer que (x,) converge vers un certain x € Sing,(My).

Considérons un voisinage tubulaire compact 7 de [p,z] dans M, la partie M n [p,z] est
ouverte dans [p,z] et contient p. Considérons I = {y € [p,z] | [p,y] ¢ M}. L'ensemble I
est connexe et ouvert dans [p,x]. Considérons & présent une suite strictement croissante
(Yn)nen € IV, elle converge vers un certain ye, € [p,z]. Prenons alors un diamant compact
J7(p,p") contenant |p,yeo[. On peut prendre p’ € 9.J"(yoo) tel que p’ € MonT. Le diamant
o(J(p,p")) de My est relativement compact on peut donc extraire une sous-suite convergente
&(yn) de limite un certain y., € My. Par suite w(y.,) et m(yoo) sont non séparés et yo, € M.
On en déduit que M n[p,x] est fermé et I = [p,z].

Finalement, « € M, la suite (2, )neny @ donc une sous-suite convergente dans J3,;(p) n J;3,(q).

e (MyAMs)uC est donc une sous-extension BTZ de My — M; munie d’un plongement BTZ
dans M. C’est donc une partie de My A M. Finalement, C' = @ et donc M7 v My est séparé.

O

Preuve du théoréme 19. On pose M := lim N ou N parcourt les extensions BTZ de M dans la
catégorie des variétés topologiques séparées. Cette limite injective existe puisque, d’aprés le la
proposition 4.1.20, la famille des extensions BTZ de M est filtrante & droite. On munit M de la
Ei’oz—structure induite par les membres N de la famille des extensions BTZ de M.
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Montrons que la topologie de M est & base dénombrable. On commence par remarquer
que l'application v du lemme 4.1.13 est bien définie de Sing,(M) dans m(Reg(M)) =
m1(Reg(Mp)) et qu’elle est d’ordre au plus 2. En effet, si elle était d’ordre plus grand,
on aurait My, Ms, M3 trois extensions BTZ de My et My := My v My v Mg ; avec trois
points p; € Singy(M;) dans des composantes connexes par arcs distinctes de Singq(My)
avec y(p1) = v(p2) = 7(p3). Cela contredit le lemme 4.1.13. Enfin, comme 71 (Reg(My)) est
dénombrable, Sing,(M) admet un nombre dénombrable de composantes connexes par arc.

Une base de la topologie de M s’obtient alors en ajoutant aux ouverts de M une famille
dénombrable de voisinages de carte autour des points de Singy (M) induisant sur Sing,(M)
une base de voisinage. La topologie de M est donc & base dénombrable et M est une Eig—
variété et une extension BTZ de M.

Montrons que M est globalement hyperbolique. Tout d’abord, d’apres la proposition 4.1.5,
M est causal. Ensuite, soient p,q € M, on se donne M; une extension BTZ globalement
hyperbolique de M, contenant p et q. D’apres le lemme 4.1.8, pour tout M, extension BTZ
globalement hyperbolique de M, le futur de p est dans My est inclus dans M;. De plus, il
est aisé de montrer avec le lemme 3.2.4 que le passé causal de ¢ dans une extension BTZ
globalement hyperbolique M de M; se décompose en I'union du passé de causal de ¢ dans
M, et d’une famille de rayons BTZ passés. Parmis ces rayons, au plus un intersecte le futur
de p et comme M est causal, I'intersection de du rayon BTZ futur partant de p et le passé
de ¢ est un segment BTZ [p,p*] dans le futur de p. De nouveau d’aprés le lemme 4.1.8, le
segment [p,p*] est dans My et donc

J3:(p, @) = Jar, (P, q),

ce dernier est compact donc le diamant complet de p & ¢ dans M est compact.

M est donc globalement hyperbolique.

O

4.1.4 Une remarque sur les extensions de Cauchy et BTZ successives

Exemple 4.1.21. Soit My = {7 < 0,7 > 0} le demi-tube passé dans les coordonnées (7,t,0) de
Eé’Q et soit p= (7 =0,r=0). L'espace-temps My est régulier et globalement hyperbolique. Soit M,
son extension de Cauchy mazimale, My 'extension BTZ maximale de My et Mz l’extension de
Cauchy mazimale de My (voir figure II.1).

o Mo = Reg(Ey™) J*({r=0})

e M = Reg(Ey?) ~ J*(p).

o My = E(l)’Q N J*(p)

) M3 :Eé’2

Question ouverte 4.1.22. Soient My un espace-temps globalement hyperbolique plat singulier,
M son extension de Cauchy maximale, My extension BTZ maximale de My et M3 [’extension
de Cauchy maximale de M.

M3 est-il a la fois Cauchy-mazimal et BTZ-maximal ?

4.2 Cauchy-complétude et extension BTZ

Considérons Eé’2 munie de ses coordonnées cylindriques (7,t,0) et de la surface de Cauchy
Y := {7 = 1}. La partie réguliere de X, ¥* := Reg(X), n’est pas une surface de Cauchy de la partie
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FI1GURE II.1 — Extensions de Cauchy et BTZ successives d’un demi Eé’Q passé.
En rouge le demi espace My := {7 < 0,t > 0}, en noir le rayon BTZ passé {t =0,7 < 0}. En bleu le
complémentaire de M, dans son extension de Cauchy maximale M;. Ensuite, le rayon BTZ passé
est attrapé par I'extension BTZ pour donner M. Enfin, en vert le complémentaire de Ms dans
son extension de Cauchy maximale Ms.

réguliére de E(l)’z; en effet son développement de Cauchy est Reg(E(l)’z) NJH{r =1, =0}). Le
probléme provient du fait quune courbe telle que {7 = 2r + 79,0 = 0y} est causale, inextensible
dans Reg(Eé’Q) et n’intersecte pas %* pour 79 > 0. Une solution consiste & remarquer que >*

1+r2
2r

a Pintérieur du tube de rayon 1 avec le plan {7 = 1} a l'extérieur du tube de rayon 1 pour obtenir
une surface de Cauchy complete ¥ de la partie réguliere de Eé’2. Voir figure I1.2. Cette procédure

coincide avec H3 := {7‘ = } sur {r = 1,7 = 1} de sorte que nous pouvons coller la partie de H?2

A) B)

{r=1,r >0}

FI1GURE I1.2 — Deux surfaces acausales et un collage.

A) Le plan bleu représente la surface ¥* = {7 = 1,7 > 0} et le plan rouge la surface H3.

B) Le collage ¥1 de HZ n {r <1} avec ¥* n {r > 1}. C’est une surface de Cauchy de Eé’Q.

suggere le théoreme suivant qui est 'objectif de cette section.

Théoréme 20 (Extension BTZ Cauchy-compléte). Soit M un espace-temps plat singulier globa-
lement hyperbolique les points suivants sont équivalents.

(i) Reg.o(M) est Cauchy-complet et Cauchy-mazimal.
(ii) 1l existe une extension BTZ de M qui est Cauchy-compléte et Cauchy-mazimale.

(iii) Extprz(M) est Cauchy-complet et Cauchy-maximal.
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La premiere étape est de généraliser la méthode de prolongement décrite précédemment. En
effet, L’intersection d’'une surface de Cauchy avec le bord d’'un tube de rayon R dans E(l)’Q n’a
aucune raison d’étre aussi simple qu'un cercle {v= R,7 =79} : en général, ce sera un lacet ¢! de
type espace de la forme {(7(0),R,0) : 6 € R/2xZ}. Nous commengons donc par démontrer des
résultats de « chirurgie » qui nous permettent de prolonger une telle courbe en une surface lisse
de type espace a l'intérieur du tube de Rayon R.

La deuxiéme étape, utilise les résultats de chirurgie obtenue pour démontrer 'implication
(i1) = (i). Il s’agit d’une simple analyse causale vérifiant que les surfaces construites sont bien des
surfaces de Cauchy ainsi qu’une application du lemme de recollement 4.1.11 permettant d’assurer
la préservation de la Cauchy-maximalité. La troisieme étape utilise ces méme résultats de chirurgie
pour démontrer 'implication (i) = (7i1).

Enfin, la quatrieme section conclura la preuve du théoreme 20.

4.2.1 Chirurgie de surfaces de Cauchy autour de BTZ

L’objectif de cette section est de démontrer la proposition suivante.

Proposition 4.2.1. Soit T un demi-tube futur fermé de rayon R dans E(l)’Q, soit Dy le disque

{r<0,7 =0} dans Eé’z et soit 7 : ODg - R, une fonction lisse; on a les deux faits suivants.

(a) 11 existe une fonction lisse par morceauz s : Dr - R, prolongeant & et dont le graphe est
acausal, de type espace et complet.

(b) Il existe une fonction lisse 7, : D}, - Ry prolongeant 7'5 et donc le graphe est acausal, de
type espace et complet.

Nous commencgons par une analyse locale des surfaces acausales de type espace dans un tube
1,2
de Ey .

Lemme 4.2.2. Soit R > 0 et soit T := {r > 0,7 < R} un demi-tube fermé dans IE(l)’Q de rayon
R. Soit 75, € €(]0, R] x R/27Z,R%) et ¥ = Graph(7s) = {(r=(r,0),7,0) : (r,0) € D*}, alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X est de type espace et acausal,

(ii) ¥ est de type espace,

90T
(iii) 99

87’2 187’2)2
0.
ot ( g

Démonstration. L’implication () = (i) est triviale.
Un calcul direct donne )
ds? = 6de? + (%%%dt - td9)
avec )
5::1—282—(182) .
Jr v 00
Y est de type espace si et seulement si la métrique semi-riemanienne induite sur 3 est définie
positive. Or cette métrique semi-riemannienne est définie positive si et seulement si § > 0 et donc
Pour démontrer (iii) = (i) considérons une courbe future causale ¢ = (7,7,6) de classe ¢!
telle que ¢(0) est dans X, i.e. 7=(7(0),6(0)) = 7(0). D’apres le lemme 3.2.14 7" est strictement
croissante, quitte a reparamétrer ¢, on peut supposer 7’ > 0. Soit f : s+ 7(s) - 72(7(s),0(s)) de
sorte que f(s) =0 si et seulement si ¢(s) € 3, remarquons que f(0) = 0. D’une part, comme ¢ est
causal, on a

>0 and 27'(s)r'(s) > (r')? +r2(0")2.
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D’autre part, en utilisant 6 >0, si 7’ >0

2 (%Tg(r,ﬁ))r'

2 (629' + 821"') r

a0 or
2
87—2 I N2 7" 87'2
29> Y )
< 25500 T
(20)" -4 (-2°) ()
< - _4(r’2)2

= 20+ ()2
Soit s € R, si r'(s) > 0 alors le calcul ci-dessus montre que f'(s) > 0. Si 7/(s) = 0 alors 6'(s) =0

donc f'(s) = 7'(s) > 0. Ainsi, f est strictement croissante, donc injective. Finalement f ne peut
s’annuler deux fois et ¢ n’intersecte donc pas ¥ deux fois : ¥ est acausale. O

Lemme 4.2.3 (Critére de complétude). En utilisant les mémes notations que dans le lemme
4.2.2, on a :

1. ¥ est de type espace et compléte si
3C >0, V(r,0)eDy,
2 2
1_997 _ (182) , &
or r 06 r2
Dans ce cas, le domaine de dépendance de ¥ dans T est T N A.
2. Si % est de type espace et complete alors,

lim 75(r,0)=+00
(r,0)—0 E( ’ )
Démonstration. Commencons par insister sur le fait que 7 est fermé ce qui implique en particulier
que X a une frontiere paramétrée par dDg. Cela implique également qu’une courbe d’extrémités
sur 07 peut étre prolongée.

1. Soit C > 0 tel que 6(x,8) > %2 pour tout (t,0) € D}. Il suffit de montrer qu'une courbe
de longueur finie dans ¥ est prolongeable. Soit v : R — 3 une courbe lisse par morceaux
de longueur finie. Notons v(s) = (ts(r(s),0(s)),r(s),0(s)) pour s € R et I(7) sa longueur.
Comme I(7) > [ |r'(s)|%ds et comme [(7y) < +00, on a r’ € L*(R) et donc r converge lorsque
§ = 400 ; soit alors re = limg_4e0 ().

G, | ol (1
b= d‘w’l (r@))’

r(a) >7(0) min (e_%l('”7 1) >0

Pour tout a € R,

I(v) 2

donc pour tout a € R,

et donc ro > 0.

Prenons A > 0 tel que pour tout s > A, on ait r(s) dans l'intervalle [r.,r*] avec r. = 1o /2
et 7° = (re + R)/2; alors pour tout b>a > A :

orr’'
I(v) > f AR
() [a,b]r 00 r2
f orr’
> Ty | —— —
[a,b] o0 r?
orr'
> - ==
- f[a,b]r (' =382 )
. or 7;’

T {[ |6'] - ( max
[a,b] (t,e)E[’!'*,’l'*]x%
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En intégrant par partie et en notant F' une primitive de |r'|, il existe une constante C’ > 0

telle que :
F1° b Fy!
I z*/ 9’—0'[7] 2]—.
r [ W ( B

Comme /R|7“'| < +oo, la primitive F' est bornée et peut étre choisie positive. Posons B =
sup,.g R(s), il existe des constantes C”,C""" > 0, telle que pour tout b > A,

l(’y) + Cll Z Cl/lf |9/|
[a,b]
Cela montre que f[a 4o |6’|ds < +o00 et donc que 6(s) converge lorsque s — +oo. Par suite,

7(t,0) converge dans ¥ et comme T est fermé, la courbe «y est extensible. Finalement, ¥ est
complet.

Soit ¢ = (7¢,7e,0:) : R > T N A une courbe causale future inextensible.
Nous devons démontrer que ¢ intersecte 3. Comme c est futur, 7, est strictement croissante
et r. est croissante. Ces deux fonctions ont une limite en +oo. Soit 7* = limg 4o re(s),
7o = MMy oo 7e(8), T = liMg_oo Te(8) €t 7% = limg 100 7e(s). Comme 7. est croissante, r* > 0
et comme 7, est strictement croissante, 7/ > 0. Supposons 7* < oo, alors 7/ € L'([0, 0o[) et on
a sur [0, +oo] :
1\2 2/n/\2 r_I
(rl)= +r:(0") - 2r.7, 0
N2 ! 1\2
(01)2 (Tc) - (Tc_rc)
r2
c
r .,
Tl
c
7c(0)

Ainsi, 0" € E}([0,+00[) et § a une limite en +oo. De la méme maniére, on a :

IN

IN

'] <

|T:: - T£| < Téa

donc (r!,—7") € L'([0,00[) et donc 7’ € L'([0,00[). Comme 7 une limite non nulle en +oo
et comme T est fermé, c est extensible; finalement 7° = +o0. Comme 7* €]0, R] et comme
T = 400,

Isp e R,V . > 75 (re(s), bc
so€R, Vs> sg, T(s)>([T*/2,r£?xXR/2szE) T(re(s),0c(5))

Une argumentation similaire peut étre employée pour démontrer que si 7, # 0 alors r, = 0.

Par suite, I’hypothese implique donc

lim| min 75(r,60) | = +oo,
r=0 \ 9eR/27Z

et donc en particulier min 75 > 0.

Supposons 7, =0, comme min7y, >0, on a :
Js0 € R, Vs < 8, Te(8) <mints < 15(r:(s),0:(s))
Si au contraire on suppose 7, >0 et r, =0 alors

JreR}, min 7T5>T
10,7]xR/27Z

Un tel r e R},
EiSO € Rv Vs < S0, TC(S) < TE(TC(S)VQC(S))

Dans tous les cas, par continuité, il existe s € R tel que 7.(s) = 7(r.(s),0.(s)) et donc tel
que ¢(s) € X.
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2. Comme Y est de type espace, le point (i7) du lemme 4.2.2 assure que

1

67-2 _

ors (107
or

2
(r 89) >0

sur ]0, R]xR/27Z. Considérons une suite (r,,6,) = 0 telle que 41 < %rn, on peut construire
une courbe %, inextensible ¢ = (7¢,7,0,.) :]0, R] - ¥ telle que

o Vsel0,R], rc(s)=s
e VneN, 0.(r,) =6,
e Vre]O,R], 16.(r)| < %

En notant {(c) la longueur de ¢, on a :

I(c)

IN

fOR T+ 20 ()2 - 27(r)

L’intégrande est bien définie car 1+ r2¢’(r)? - 27/(r) > 0. On déduit en particulier que
7. < 5/2 et donc que -7, > |7| - 5. Par complétude de ¥, la longueur I(c) de ¢ est infinie donc
fOR\/|TC’,| = +00 et donc [, |7/| = +co. Finalement,

Jm rs(rab) = [ er(B) 2 [ (-5 v 7 () = +oo

Démonstration de la proposition 4.2.1.

1. Posons 7(r,0) = 75(0) + M (1 - l)
r R

R)2

R 2
ots;

90

avec M =1+ max
0eR/277Z

)2

M .
-z de sorte que :

1

r2

ot
a6

(

0Ty,
o0
7"2
R

sy 87’5
00

(a2

+ MaXgeR /277

onaalors:%%:agfgetagf:
5 = 1—(
= 1+
1
= 1+
> ol

r2

Par suite, la surface X := Graph(7s) est de type espace et compléte.

2. Posons

2r- R
TZ(T79): g\/ R

R

)275(9) - M(% - %) Sire[R/2,R]

Sirel0,R/2]

avec M assez grand de sorte que la condition de causalité est vérifiée sur [R/2, R] x R/27Z.
Le graphe de 7 est de type espace et compact donc complet.

O
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4.2.2 Cauchy-complétude sans BTZ
Nous avons & présent comme objectif de démontrer I'implication (i) = (i) du théoréme 20.

Proposition 4.2.4. Soit M wun espace-temps Cauchy-complet et Cauchy-mazimal. ST M est
Cauchy-complet et Cauchy-mazimal alors Reg, (M) est Cauchy-complet et Cauchy-mazimal.

Commengons par une remarque.

Remarque 4.2.5. Soit M un espace-temps plat singulier globalement hyperbolique, alors le com-
plémentaire Reg,o(M) des points BTZ dans M est globalement hyperbolique.

La démonstration est divisée en deux propositions 4.2.6 et 4.2.7. En partant d’un espace-temps-
plat singulier M Cauchy-complet et Cauchy-maximal, la méthode consiste a découper une surface
de Cauchy donnée autour de chaque ligne BTZ puis d’appliquer la proposition 4.2.1 pour remplacer
le disque que l'on a enlevé par une surface qui évite les lignes BTZ. On vérifie alors que la nouvelle
surface construite est une surface de Cauchy et on démontre que Reg,, est Cauchy-maximal.

On se donne M Cauchy-complet et Cauchy-maximal et on pose ¥ une surface de Cauchy de
M essentiellement lisse et de type espace.

Proposition 4.2.6. M ~ Sing,(M) est Cauchy-complet.

Démonstration. Soient M' = M \ Sing, (M) et A une ligne BTZ de M. On construit une surface
de Cauchy complete Yo dans le complémentaire de a A. L’ensemble des composantes connexes
de Sing,(M) étant discret, cette construction s’étend aisément & un nombre arbitraire de lignes
singulieres.

e D’apres la proposition 4.1.10 il existe un voisinage de > n A isomorphe & un demi tube
T ={7>0,r < R} derayon R € R} tel que ¥nJT est un cercle plongé. Soit 7nX = Graph(rs)
avec Ty, : [0, R] x R/27Z — R}. D’aprés la proposition 4.2.1, il existe 75, : D}, — R} telle
que T, = 75 sur IDg et Graph(7s,) est acausal, de type espace et complet et de plus,
son développement de Cauchy est D(Graph(7s,)) = Reg(T). Soit o la surface obtenue en
collant ¥\ T et Graph(7s,) le long de XndT. Comme ¥ et Graph(7s,) sont de type espace
et complete, Yo est donc de type espace et compléte.

o On démontre & présent que X5 est une surface de Cauchy de M \Sing, (M ). Soit ¢ une courbe
causale inextensible dans M’, si inf(c) € Sing,(M) alors on peut I’étendre en ajoutant le
rayon singulier dans son passé pour obtenir une courbe causale inextensible ¢ dans M. La
courbe ¢ intersecte ¥ exactement une fois en un certain p € .

— Supposons p ¢ T, alors p € X\T = Xo\T et cintersecte 3o. Considérons c¢; la composante
connexe de ¢n 7. Remarquons que D(Xn7) =T, donc ¢; n'est pas inextensible dans
T et donc ¢y sort de T pour un certain parametre s;. Par suite, ¢; se prolonge en

co=cru{r>79,r=R,0=00}

pour c¢1(s1) = (70, R,00), qui est inextensible dans 7. La courbe cs intersecte donc X,
mais comme ¢; N Y = @ alors co intersecte Y sur le rayon qui a été ajouté, et donc
(R, 0y) > 10. La partie réguliere de co est inextensible dans Reg(7") et donc intersecte
Y5 exactement une fois et comme X et X coincident sur 97 alors Reg(cz) intersecte 2o
sur la partie BTZ ajoutée, et donc ¢y N X5 = @. Finalement, ¢ intersecte o exactement
une fois.

— Supposons p € T, considérons c¢; la composante connexe de p dans ¢n 7. Si ¢; est
inextensible ou sort de 7T elle peut étre prolongée en ajoutant un rayon {7 > 79,7 = R, 0 =
6o }. Dans tous les cas, en notant ¢y le prolongement inextensible de ¢; dans T. La partie
réguliére Reg(c2) est inextensible dans Reg(7") et donc intersecte £5n7T exactement une
fois. Elle ne peut pas intersecter Xy sur le rayon {7 > 79,7 = R, 0 = 6} potentiellement
ajouté car sinon cs intersecterait ¥ deux fois. Ainsi, Reg(ca) N X3 € Reg(c1) cenT et
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donc c intersecte 3s. La courbe ¢ ne peut intersecter 3o au dehors de 7 donc tout point
de ¢n X5 sont dans 7. Soit ¢3 une autre composante connexe de ¢n 7. Elle ne peut
étre inextensible sinon elle intersecterait X, donc elle quitte 7 et peut étre prolongée
en ajoutant un rayon {7 > 79,7 = R,6 = 6y}, on obtien une courbe inextensible c4. Cette
derniére courbe intersecte ¥ et 3o exactement une fois. Comme p € ¢; et cnX = {p},
onacgnY=g@etcanX e {r>7,7r=R0=0} Enfin, cynX =cyny # & et c3
n’intersecte pas Xs.

Finalement, c intersecte Yo exactement une fois.

Y5 est donc une surface de Cauchy de M ~ Sing,(M).

Proposition 4.2.7. Reg, (M) est Cauchy-mazimal.

Démonstration. Posons M := M, My := Reg, (M) et M5 une extension de Cauchy de My. Comme
Sing,(Mp) = @ et que My est une extension de Cauchy de My, on a Sing(Ms) = @. D’apreés le
lemme 4.1.11, M3 := (M 1 My)/Mj est séparé; Ms est donc une Ei{z—variété. Pour montrer que
c’est une extension de Cauchy de M il suffit de considérer une surface de Cauchy ¥; de My, de la
couper le long de voisinages tubulaires des lignes BTZ de M; et de la prolonger avec la proposition
4.2.1 a l'intérieur de ces voisinages en une surface de Cauchy g de M. Une simple analyse causale
utilisant ¥y et X7 montre que X7 est une surface de Cauchy de M3. Or M est Cauchy-maximal,
donc le plongement naturel M; — Mj est surjectif. Comme My n’a pas de points de type Eé’Z,
M, n’en a pas non plus et donc M se plonge naturellement dans Reg, (M) c’est-a-dire M. Le
morphisme de Cauchy My - My est donc surjectif.

O

Démonstration de la proposition 4.2.4. Les propositions 4.2.7 et 4.2.6 donnent respectivement la
Cauchy-maximalité et la Cauchy-complétude de M ~ Sing,(M).
O

4.2.3 Cauchy-complétude et extensions BTZ

Nous souhaitons & présent démontrer I'implication (i) = (éi7) du théoréme 20. On se donne M
un espace-temps plat singulier sans BTZ globalement hyperbolique Cauchy-complet et Cauchy-
maximal. On pose M7 l'extension BTZ-extension maximale de My et My 'extension de Cauchy
maximale de M;. On suppose My c M; ¢ M5 et on prend Yy une surface de Cauchy de My. On
souhaite donc démontrer.

Proposition 4.2.8. M; est Cauchy-complet et Cauchy-mazximal.

Il y a une difficulté supplémentaire par rapport a I’étape précédente, avant de pouvoir appliquer
un lemme de chirurgie, nous avons besoin de démontrer que les lignes BTZ sont complétes dans
le futur. En effet, lorsque l'on souhaite prolonger une courbe ¢ := {(7.(0),R,0) : 6 ¢ R/2nZ}
en une surface de Cauchy a l'intérieur du tube de rayon R, si la fonction 7. est a-lipschitzienne,
notre méthode ne nous permet pas de construire des surfaces incluses avec certitude dans une
tranche de tube {(7,t,0) : 0 e R/27, 7 € [1.,7*]Z} pour 7* arbitrairement proche de max(7.). La
proposition 4.1.10 donne la complétion future d’un rayon BTZ uniquement pour un espace-temps
globalement Cauchy-maximal, ¢’est vrai par hypothése dans la preuve (iii) = (i), c’est justement
ce que 'on cherche & démontrer dans 1’étape (i) = (i74). Le lemme suivant nous permettra de
surmonter cette difficulté.

Lemme 4.2.9. Soit A une composante connexe de Sing,(Mz). Pour R > 0, on pose Dp = {7 =
0,7 < R} dans E}”.
Pour tout pe An (My ~ My), il existe U un voisinage de |p,+oo[ tel que

e on a un isomorphisme D:U — T c ]Eé’2 avec T ={7 > 0,7 < R} pour un certain R>0;
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e on a une fonction lisse T, : Dy — R, telle que
D(Xo nU) = Graph(rs,)
et {T < TZO} c M.

Démonstration. D’apres la proposition 4.1.10, la ligne A est compléte dans le futur dans M et il
existe une carte tubulaire autour de [p, +oo[ de rayon constant. Considérons une telle carte de rayon
R autour de [p, oo pour un certain p € An(Mj \ Mp). On peut supposer que p a pour coordonnée
7=0,qued ={-7" <7 <7* r<R}c M pour un certain 7* >0 et que V = {-7* < 7,7 < R} ¢ Ms.
Considérons les courbes causales futures géodésiques brisées définies sur R} de la forme

(s) = (s/2,8,00) if s<R
ol =\ (s/2,R,00) if s>R

avec 6y € R/2nZ. Ces courbes paramétrisent le bord de J*(p) n V. Ces courbes sont dans la partie
réguliere de Ms et commencent dans My. Chaque composante connexe de 'intersection de ces
courbes avec My est une courbe causale inextensible. Prenons la premiére composante connexe,
elle intersecte ¥ exactement une fois. Soit B la composante connexe de p dans la frontiere de
J*(p)nVn M. Soit b:R/27Z - ¥y n B la fonction b: 0 — (7(0),7(9)) qui paramétrise ¥ n B. On
remarque que B et ¥ sont transverses et comme B est laminé par des courbes causales et comme
Yo est de type espace, B n 3 est une 1-sous-variété et b est continue et bijective. Par suite b est
un homéomorphisme et la coordonnée t sur BnY( atteint un minimum en un certain R’ > 0. Dans
le tube {r < R',7 > -7*}, considérons la courbe causale future définie sur R},

_ (8/2,8,90) if s<rgy
Croﬂo(s)‘{ (s/2.70,00) i 5>70

pour 7o €]0, R'[ et 6 € R/27Z. Le point d’intersection avec ¥ ne peut étre sur U'intervalle s €]0, 7]
car cet intervalle est sur la courbe causale ¢g, et que 1o < R'. Donc, ¥ intersecte toutes les courbes
sur Uintervalle s > ry et la projection 7 : Y — D* restreinte & ¥ NV est continue et bijective. On
obtient une paramétrisation de ¥y comme le graphe d’une fonction 7% : (r,0) — 7, dans la carte
tubulaire de rayon R'.

1
Yo = Graph(1s,) 75,(1,0) > 5> 0
Comme 7 est la projection le long d’une direction de type lumiére et comme 3 est de type espace,

Ts;, est lisse. Enfin, par définition des courbes c,, g, la portion de courbe avant I'intersection de
Yo est dans My et donc on obtient un domaine

{re]0,R'],0 e R/2rZ,T € |-T", 715, (r,0)]}

inclus dans M.

Proposition 4.2.10. M; est Cauchy-complet et Cauchy-mazximal.

Démonstration. La preuve est divisée en 3 étapes. Premiérement, on démontre que les lignes BTZ
de M; sont completes dans le futur et que les rayons BTZ futurs de M; sont contenus dans
un voisinage tubulaire de rayon constant. Deuxiémement, nous modifions une surface de Cauchy
essentiellement lisse de type espace Xy de My pour obtenir une surface de Cauchy essentiellement
lisse de type espace et compléte de M. Troisiemement, on montre que (Ms \ Sing,(M3) est une
extension de Cauchy de My et nous concluons.

o Etape 1

Considérons une ligne BTZ A in M. Considérons 7 un voisinage tubulaire de rayon R >0
autour de ]p, +oo[ pour un certain p € An (M~ My) donné par le lemme 4.2.9 et posons 75,
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la paramétrisation de Xy par Dg et T’ = Reg(7) = T N A. Considérons le complémentaire
de My dans le demi-tube 7, retirons son futur & Mj et ajoutons le demi-tube pour obtenir
M, c’est-a-dire :

M=T'0 (Mo~ (J* (T~ Mp))).

Comme ¥onT = Graph(rs,) et J (o) ¢ My, alors J*(T'~ My) c J* (o) et donc g c M.
Soit ¢ une courbe causale future inextensible dans M. On remarque que par construction de
M, la courbe ¢ ne peut s’échapper de 7'\ My. Ainsi, comme ¢ est connexe, ¢ se décompose
en deux parties consécutives : une partie dans Mj et une partie dans 7' \ M.

— Supposons ¢n (T' ~ My) + @. Comme X, est de type espace et compléte d’apreés le
lemme 4.2.3 lim(, gy_o Ts,(t,0) = +oco. Par continuité; ¢ intersecte ¥y n7". De plus,
une fois dans T’ \~ My, la courbe c reste dans 7" \ My donc cn My est une courbe
causale inextensible de Mj intersectant Yy exactement une fois. Par suite, ¢ intersecte
Yo exactement une fois.

— Supposons ¢n (T N~ My) = @. La courbe ¢ est alors dans My et tout prolongement
inextensible de ¢ dans Mj intersecte Y exactement une fois. Un tel prolongement
inextensible ne peut quitter J* (7'~ M) une fois entré dedans, par suite son intersection
avec Y est sur c.

On en déduit donc que ¥ est une surface de Cauchy de M, que M est une extension de
Cauchy d’un voisinage de 3y dans My et donc d’apres le Théoreme 13, M est une partie de
M. Finalement, M, contient 7' et donc M; contient 7.

« Etape 2

Considérons une ligne BTZ A de M; et un voisinage tubulaire 7o de A donné par le lemme
4.2.9 et soit v, la parametrisation de 3y dans Ta. D’apres la premiere étape, Ta est dans
M donc d’apres la proposition 4.2.1, on peut prolonger g n 07 une surface de Cauchy
compléte essentiellement lisse et de type espace Graph(7a) dans Ta parametrisée par Dy
pour un certain R. Le nombre de ligne BTZ étant dénombrable, on peut choisir des voisinages
T autour de chaque ligne BTZ de telle sorte qu’ils soient disjoints. Cette procédure peut
donc étre faite simultanément autour de toute les lignes BTZ simultanément. Une discussion
causale telle que dans la proposition 4.2.6 montre que la surface

Y1 = (T N LAJTA) u LAJGraph(TA)

une surface de Cauchy de M; et donc que M; est Cauchy-complet.

« Etape 3

Considérons a présent M = (M \ Sing,(M3)) et ¢ une courbe causale future inextensible
dans M. La courbe ¢ peut étre prolongée en une certaine courbe causale inextensible ¢’ de
Ms. D’apres le lemme 3.2.4, ¢’ se décompose en deux parties connexes consécutives : A sa
partie BTZ puis ¢ sa partie non-BTZ. Par définition de M, A =¢'~cet ¥ = c. Comme M,
est une extension de Cauchy de M, la courbe ¢’ intersecte ¥; exactement une fois. D’une
part, X1 et 3o coincide en dehors des tubes Ta. D’autre part, on remarque qu’une courbe
causale inextensible dans I'un des TA intersecte Yo N 7T si et seulement si elle intersecte
Graph(7a). Donc ¢ intersecte ¥y exactement une fois et donc ¢ intersecte X exactement
une fois. On en déduit que M est une extension de Cauchy de M et, par Cauchy-maximalité
de My ; on a alors M = Mj. Finalement, Ms = M; et My est Cauchy-maximal.

O
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4.2.4 Preuve du théoréme de I’extension BTZ Cauchy-compléte

Théoréme 21 (Extension BTZ Cauchy-compléte). Soit M un espace-temps plat singulier globa-
lement hyperbolique, les points suivants sont équivalents.

(i) Reg.o(M) est Cauchy-complet et Cauchy-mazimal.
(ii) Il existe une extension BTZ de M qui est Cauchy-complet et Cauchy-mazimale.
(iii) Extgrz(M) est Cauchy-complet et Cauchy-mazimal.
Démonstration. L'implication (ii1) = (i4) est triviale. L’implication (i:) = (i) est donnée par la

proposition 4.2.4. L’implication (i) = (#i7) est donnée par la proposition 4.2.10.
O

4.3 Extension BTZ explicite des espaces-temps plats Cauchy-
complets

L’objectif de cette section est donner une construction explicite de I’extension BTZ maximale
d’un espace-temps plat Cauchy-complet.

4.3.1 Exemple et domaine régulier augmenté

Rappelons que I'espace modele des singularités BTZ, Eé’Q, est R? muni d’une métrique semi-
riemannienne ds? = —2d7dt + dv? + r2df en les coordonnées cylindriques. La droite {t = 0} est le
domaine singulier de E(l)’z et noté Sing(Eé’Q). Le lieu régulier de Eé’Q, est Reg(Eé’z) = {tv >0}, cest
une EY2-variété. Une application développante est donnée par Papplication

Res(E)?) — E

D 0 t T+ 2t6°
(T,t,—) — la|=|7+ 30?2 -r
2 2
Y —tf

L’image de cette application développante est le futur chronologique d’une droite A de type
lumiere. Le future I7(A) est un demi-espace ouvert délimité par un plan de type lumiere A*.
L’holonomie est le morphisme

m(Reg(Eé’Q)):Z —  Isom(E"?)
1 — ¢

pour un certain ¢ # 0 fixant A point par point. D induit alors un isomorphisme de E'2-variétés

D: Reg(E(l)’2) — I"(A)/(7)

Ces propriétés menent a une construction naturelle de ’extension BTZ maximale de Reg(Eé’z)
qui n’est autre que espace E(l)’Q lui-méme. Le quotient de J*(A) = I*(A) U A par (v) est un
candidat naturel et 'isomorphisme D s’étend continiment en une application bijective D : E(l]’Q -
J*(A)/{7) en posant D(7,0,0) = (7, 7,0).

Cependant si J*(A) est muni de la topologie usuelle, cette application n’est pas
un homéomorphisme. Une maniére de s’en convaincre est de considérer un cercle C' horizontal
tangent a A. L’'image par 5_1 d’une suite (z,) € CY tendant vers A n C ne converge pas dans
Eé’% Nous définissons donc une topologie plus fine sur J*(A) telle que D : Eé’Q > J*(A)/{¢) est
un homéomorphisme.

136



4.3. Extension BTZ explicite des espaces-temps plats Cauchy-complets

Définition 4.3.1 (Topologie BTZ). Soit A une droite de type lumicre dans EY2. La topologie
BTZ sur J*(A) est la topologie engendrée par la topologie induite par EY? celle des parties de la
forme

Vp,  I"(p)ulp, +oo]

avec p € A.

Proposition 4.3.2. Soit A une droite de type lumiére dans EY2 et soit v € IsomEY? une isométrie
fizant A point par point. L’application D : E(l)’Q - JY(A)/{(p) est un EYM2-isomorphisme p.p.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que D est un homéomorphisme.
La topologie de Eé’Q est engendrée par les diamants J(q,q") donc par les ouverts Int(J*(q))
et Int(J~(¢q)) =I7(q). Or, un calcul direct donne

D (I (p)ulp, +o0]) = Int(J* (D (p))

de plus D(I7(q)) =@ si ge A et D(I (q)) = I (D(q)) et donc 5(03’) est ouvert pour tout g,q’.
O

Soit M un espace-temps globalement hyperbolique Cauchy-complet et soit T' := 71 (M) son
groupe fondamental. Une construction naturelle de I’extension BTZ maximale de M serait alors
de prendre son développement © dans E!'? et son holonomie p : I' - Isom(E!?). Et pour tout
~ € T' parabolique tel que Fix(p(y)) n 92 # @, on ajoute a  une demi-droite ouverte de type
lumiére dans le fixateur de p(y) et on quotiente le domaine Q obtenu par p.

Définition 4.3.3 (Ligne BTZ associée & une isométrie parabolique). Soit G un sous-groupe de
Isom(E'?) discret et sans-torsion et soit Q un domaine régulier G-invariant.

Pour tout ¢ € G parabolique, on définit la droite BTZ associée Ay : Uintérieur relatif de
Fix(¢) n 09Q.

Par convention, Ay = @ si ¢ n'est pas parabolique.

Remarque 4.3.4. Une ligne BTZ associée peut étre vide comme c’est le cas pour le développement
de M ={r>1} cE}%.

Définition 4.3.5 (Domaine régulier augmenté). Soit G un sous-groupe de Isom(E™?) discret et
sans torsion et soit Q) un domaine régulier G-invariant. On définit

Singy(2,G) = J Ay et Q(G) = QuSing,(Q,G).
¢eG

?Z(G) est le domaine regulier augmenté associé ¢ (Q,G), il est muni de la topologie BTZ.

Remarque 4.3.6. Q := Q(G)ﬁ_slt un espace-temps topologique tarentin, c’est une (G, X)-variété
singuliére telle que Sing(€2) = Sing,(Q) et

o K*(x)=TI*(x) pour tout x € Reg({2)
e K~ (2)=1I (z) pour tout x € Reg(Q)
e K~ (z)=J (z)~{z} pour tout x € Sing(Q)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, par abus de notation, on écrira simplement Sing, et Q. Nous
allons a présent démontrer le résultat suivant.

Théoréme 22. Soit G un sous-groupe de Isom(E'?) discret et sans torsion et soit Q un domaine
régulier G-invariant.
Alors Q(G)/G admet une Eé’2-structure prolongeant la EY2-structure de Q)G et isomorphe a

EXtBTz(Q/G).
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Démonstration pour les espaces-temps de type (i —iii). Tout d’abord, I’holonomie d’un voisinage
d’une singularité BTZ est parabolique donc 'extension BTZ maximale d’un espace-temps est tri-
viale dans si son holonomie n’admet aucune isométrie parabolique. Dans ce cas, le domaine régulier
augmenté associé est également trivial et le résultat est alors vrai. Cette situation correspond aux
cas ou le groupe G n’admet que des translation de type espace. Le type (i) est donc traité de
méme que les types (ii) et (iii) de groupes engendrés pas des translations de type espace.

On se place & présent dans le cas d’un espace-temps de type (i) dont le groupe d’holonomie
est engendré par une isométrie linéaire ¢. Dans ce cas, 2 est de la forme I (II) pour un certain
plan lumiére IT et Q/G est un anneau {(7,7,6) | r €]Ro, +oo[} c ES. Si Ry > 0, alors Q/G est
BTZ-maximal et il n’y a pas de droite lumiere dans II fixée par ¢. Donc Q = Q, et donc le théoréme
est démontré dans ce cas. Si Ry = 0, on tombe sur la situation décrite en exemple.

Le cas des espaces-temps de type (ii) avec générateur parabolique est traité de la méme
maniere. O

4.3.2 Fonctions temps sur un domaine régulier augmenté

Soit G un sous-groupe de Isom(E?) discret et sans torsion et soit 2 un domaine régulier G-
invariant. On note € = Q(G) le domaine régulier augmenté associé a (Q,G), Sing, = Sing,(Q, G)
son lieu singulier et Sing, := Sing/G. Soit M = Q/G et M := Q/G. Dans cette section, on
suppose que M est un espace-temps de type (iv). Le but de cette section est de construire
une fonction temps de M.

Tout espace-temps lorentzien admet une fonction temps particuliere appelée fonction temps
cosmologique, celle-ci sera notre point de départ.

Définition 4.3.7 (Fonction temps cosmologique). Soit M un espace-temps lorentzien, le temps
cosmologique de M est Uapplication qui ¢ un point x de M associe la longueur (positive possible-
ment infinie) de la plus longue géodésique passée partant de x.

Théoréme 23 ([AGHI8] théoreme 1.2). Soit M un espace-temps lorentzien dont le temps cosmo-
logique est fini et tend vers 0 en parcourant vers le passé les courbes causales inextensibles. Alors
le temps cosmologique est une fonction temps continue.

Corollaire 4.3.8. Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique Cauchy-complet Cauchy-
mazximal de type (v) futur complet.
Alors, le temps cosmologique est une fonction temps de Cauchy continue.

Démonstration. 11 suffit de remarquer d’une part que le temps cosmologique satisfait les hypotheses
du théoreme dans ce cas et de remarquer que le temps cosmologique tend vers I'infini lorsque 1’on
parcourt une courbe causale future inextensible. O]

Soit alors T: 2 - R} le relevé de la fonction temps cosmologique de M.

Lemme 4.3.9. La fonction temps T se prolonge continiment a Q en

QO — R,
T: T(p) if peQ
p . Tl
0 if p e Sing,

Démonstration. Soit p € STlgO et soit II; le plan d’appui lumiére de © en p. Comme Q/G est de
type (iv), Q est dans le futur d’un certain plan de type espace IIs. Pour tout g € Q, T'(q) est
la longueur de la plus longue géodésique causale passée partant de g. Lorsque ¢ tends vers p, les
segments géodésiques passés partant de ¢ sont piégés dans le domaine J*(I11) n J*(Ilx) n J~(q)
et convergent donc uniformément (pour la métrique euclidienne usuelle de R?) vers un segment
géodésique lumiere.

O
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Probléme. TL est croissante pour Uordre causal de Q0 mais pas strictement croissante sur les
droites BTZ. T n’est donc pas une fonction temps.

La solution & ce probléme est suggérée par I'étude des passés/futurs continliment atteignables
autours des singularités BTZ. En effet, celle-ci sont fortement tarentines dans le futur mais pas
dans le passé : K* = I'* mais pour p point BTZ, K~ (p) = J(p) ~ {p}. Il faut donc « ajouter du
poids » aux lignes BTZ.

Définition 4.3.10 (Fonction temps cosmologique tordue). Soit une mesure G-invariante o sup-
portée par Sing, et un nombre réel a € R, On pose :

T Q — RIu{+cw} N
e — a(J(p) +aT(p)

Pour une mesure ao G-invariante, T, , est G-invariante et induit une fonction sur M. De plus si
« est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur S’i\’ngo et T,q < +00 alors Ty 4
est strictement croissante et est donc une fonction temps. Si de plus, a(A) = +oo sur toute ligne
BTZ A alors Ty, , sera une fonction temps de Cauchy. On pourrait penser a prendre la mesure
de Lebesgue sur une ligne BTZ A et ensuite sommer ses itérés par G/Stab(A), nous obtenons
cependant une fonction T, , infinie en général. Nous considérons donc des mesures absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesgue mais coupées en deca d’un point donné de la ligne
BTZ support puis nous sommons ses itérés. Les lemmes 4.3.15 et 4.3.12 assurent ce procédé induit
une fonction Ty, , bien définie et finie.

Définition 4.3.11 (Stabilisateur d'une ligne BTZ). Soit A une ligne BTZ de EY2, on pose Ga
l’ensemble des éléments de G fizant A point par point.

Ga = [) Staba(p)

peA

Lemme 4.3.12. Soit A une droite lumiére telle que Ga # {1}. Alors Ga ne contient que des
isométries paraboliques et tout élément de G stabilisant A est dans G a.

Démonstration. Pour commencer, comme Q/G est type (iv), alors d’aprés le théoréme 14, G et
L(G) sont discrets et L est injective. Une isométrie qui stabilise A point par point est conjuguée
a une isométrie linéaire fixant point par point une droite de type lumiére. Il est donc conjugué a une
isométrie parabolique. Ainsi, Ga est un sous-groupe discret non trivial de Mpea Stabrgom(gr.2)(p) =
R, d’ou G est monogene. Soit ¢ un générateur de Ga.

Soit ¢ € GNGa tel que ¢+ A =A. Soit P<Q in A tel que ¢P = Q. Quitte & conjuguer par une
une translation, on peut supposer P = O l'origine de E1? de sorte que ¢, P = P, Ty = P@) et oA

est linéaire. Comme ¢pA = A, ¢ LZ -A et donc A est un espace-propre de type lumiere de ¢y,.
Donc ¢ est parabolique ou hyperbolique. Le groupe engendré par ¢y et ¢ est un sous-groupe
discret de SOg(1,2) fixant un point du bord de H?, il est donc monogéne et on se donne v un
générateur. Il existe p,q € Z tel que YP = pa et Y7 = ¢;. Comme ¢ est parabolique, il en est de
méme pour ¢ et donc il en va de méme pour ¢r. On a ¢4 ¢? = 74 alors 74 € G. Comme L o p est
fidele et L(7,) =0 on a 7, =0, alors ¢ = ¢r, et donc ¢ € Ga. O

Corollaire 4.3.13. Soit A une ligne BTZ de Q et soit 1 € G. S’il existe p € A tel que p € A
alors Y e Ga.

Démonstration. Soit g€ A, g =19(qg—p+p) =1r(q-p)+¥p. Comme ¥p et 1hg sont dans S’i\ﬁ:gm
ou bien ¥p —1q est de type espace ou bien p,q appartiennent a la méme composante connexe de
Sing,,. Le premier est impossible car ¢ —p est de type lumiere, donc ¥g € A et donc 9 stabilise A ;
finalement d’apres le lemme 4.3.12, ¥ € Ga. O

Lemme 4.3.14. Soit A une ligne BTZ de Q. Pour tout p € A, il existe X > 0 tel que

VgeQ, #(GpnJ ()< (1+MT(q))*
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Démonstration. Soit g €, si g € S’E’go d’apres le lemme 4.3.12, # (GpnJ~(q)) < 1.

Soit p € A, soit p, = inf(A) et soit u = p — ps. Le vecteur u est futur de type lumiére vecteur
et A = p, + Riu. Pour v de type lumiére, posons h, = J*(v) n H?. L'ensemble {hs, : t > 0} est
exactement I’ensemble des horocycles centrés en v. Comme L(G) est discret, H?/L(G) est une
H2-variété compléte et il existe un horocycle plongé autour de la pointe associée & u. Soit A > 0
tel que hy, est plongé. Soit 7 le vecteur unitaire futur de type temps. Soit ¢ € G

ppeJ (q) <= ¢p.+druet (q)
< ¢rued (q-¢p.)
= [oLulT)| <|(q - op«|70)]
= [orulT)| < T(q)

D’une part, pour v de type lumiere, la projection stéréographique de H? sur le disque de
Poincaré le long de 7 * envoie un horocycle J*(v) nH? sur un cercle euclidien de rayon (1 +
|(v|7)])~*. D’autre part, les horocycles h g, sont disjoints pour ¢, € L(G)/L(Ga). Si ¢p € J™(q),
alors le rayon de hye,, est plus grand que (1 + AT(g))™'. Comme laire totale de 1'union des
horoboules disjointes est plus petite que 7, il existe au plus (1 + AT'(q))? tels ¢1, € L(G)/L(Gn).
Comme Q/G est type (iv), alors L est injective et le résultat s’ensuit.

O

Corollaire 4.3.15. Soit ¢ € G parabolique. Alors pour tout p € Ay, Gp est discret.
Proposition 4.3.16. Il existe a mesure o S’i_ﬁgo telle que pour tout a € R},

o Thq est E' sur Q et CO sur ?2;

e T, o est G-invariant.

e T, est une fonction temps de Cauchy sur Q

Démonstration. Choisissons un ensemble de représentants (A;);e; des G-orbites de Sing,. L’en-
semble I est dénombrable on peut donc supposer I ¢ N et pour chaque i € I, choisissons une suite
décroissante (pgf))neN e AY telle que lim,, ;o0 ) = min(4;). Soit N(i,n) le nombre de triplet
(J,k,¢) avec j <iet k <n ety eG/Ga, tels que wp,(cj) € J (pn). On peut choisir une famille
((pﬁli))neN,igl telle que pour tout neN et i€,

1. <p$f) est €1(A;,Ry),

2. oo <1

3. limg oo <p$f) () =1

4. Vx e Ai,gos)(x) =0eux Spg)

Choisissons une paramétrisation géodésique de A; pour chaque i € I, on pose alors \; 'image

de la mesure de Lebesgue sur R} par cette paramétrisation. D’apres le lemme 4.3.14, pour n € N

et 7 € I, on se donne ugf) > 1 tel que

Ve, #{peG/Ga|¢p) e ()} < (1+pudT(q))?

Soit A A
a=Y Y Y wPu#ePN)

i€l eG[Ga,; neN

avec
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Pour i€ I et n €N, on pose
. o — R, .
al: oy Y N (T ()
heG/Ga

La somme est localement finie donc aﬁf ) est €0 et finie. De plus, pour tout g € Q) :

. i i 2
5 e (-capy <A ( (p(()))) (1+ T (@)
donc, pour tout q € Q-

2 2 N0 g gy S 2 22T A+ T(@) = 40+ T(@)*.

i€l neN iel neN

Et donc, la série Y ;c; Y nen wﬁl)a,(l) est normalement convergente sur tout compact de € pour la
norme ¢°.

Il reste & démontrer que T, , est de Cauchy, c’est-a-dire que T, , est surjective et strictement
croissante sur les courbes futures causales inextensibles. Soit ¢ : R — Q une courbe causale future
inextensible, posons A = ¢n S?I\ljgo et ® = cn Q. Les deux parties A et ¢ sont connexes et A est
dans le passé de V.

0

e La fonction T est strictement croissante sur c”, ainsi Ty , est croissante sur c®. Comme o

est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur Sing,, T, , est strictement
croissante sur A.

. Quand t — —oo, T(c(t)) et a(J(c(t))) tendent vers 0 donc T, 4(c(t)) tend vers —oo. Si
& =@, alors Upg J~(c(t)) est la composante connexe de Sing, et d’aprés la condition (iii),
a(J=(c't)) tend vers +oo. Si c? # @, alors pour ¢ est a une courbe future causale inextensible
de Q et donc limy_, 10 T'(c(t)) = +00. Dans tous les cas, lim;, o To,o(c(t)) = +00.

Finalement, T, , est a une fonction temps de Cauchy sur Q. O

4.3.3 Construction de ’extension BTZ maximale d’un domaine régulier

On se donne un sous-groupe discret sans-torsion G' ¢ Isom(E!?) et un domaine régulier G-
invariant . On suppose /G de type (iv). On note (voir Definition 4.3.5) Q Q(G) Slngo =
Sing,(Q,G). Soit M := Q/G, M := Q/G muni de la topologie quotient et soit m : Q@ - M la
projection naturelle.

Proposition 4.3.17. M est Hausdorff.

Démonstration. Soient a une mesure donnée par la proposition 4.3.16 et a € R}. Soit p,q € Q tel
que 7(p) # 7(q)-

* Sipet gsont dans €, alors 7(p) et 7(q) sont dans M et comme M est séparé, alors 7(p) et
m(q) sont séparés dans M et donc 7(p) et w(q) sont séparés dans M.

e Sip et qsont dans mo, alors ou bien T, , sépare p et ¢ ou bien p, ¢ ne sont pas sur la méme
ligne BTZ. Dans ce dernier cas, on peut multiplier o par une fonction G-invariante égale a
1/2 sur lorbite de la ligne BTZ contenant de p et 1 sur les autres lignes BTZ pour obtenir
T .a(p) # Tor o(q). Comme T, , est G-invariant et continue, m(p) et m(q) sont séparés.

e SipeQ et qeSing, alors on peut changer le parameétre a pour obtenir To,a(p) # Taa(q) de
sorte que m(q) et 7(q) sont séparés.

O

141



Chapitre 4. Théorie des extensions BTZ

Proposition 4.3.18. M est un E(l)’z—espace—temps globalement hyperbolique.

Démonstration. M est le quotient d’une E2-variété singuliere (ﬁ) sous ’action d’un groupe discret
aglssant proprement discontintiment sur un ouvert dense semi-localement connexe (Q) Par suite,
M est une EN2-variété singuliere séparée d’apres la proposition 4.3.17 & base dénombrable car Q
est a base dénombrable. Il suffit donc de trouver pour chaque point singulier p un voisinage U de
p et un E'2-isomorphisme p.p de U vers un ouvert de E(l)’2 pour démontrer que le Eé’z—brouillard
maximal de M recouvre M.

1l faut faire attention au fait que la topologie sur Q est la topologie donnée dans la Définition
4.3.1. Soient A une composante connexe de Smg0 (i.e. une ligne BTZ de Q) et p € A un point.
On pose G* := G~ Ga. On peut choisir I'application D de la proposition 4.3.2 telle que A c
5(Sing0(Eé’2)). Posons q = 5_1(19). On construit & présent un voisinage W de p qui est Ga-
invariant, ouvert et disjoint de ses images par G*. Ensuite D induira un isomorphisme p.p entre
un voisinage ouvert de ¢ = 5_1(]7) et W/GA.

Soit q. € J7(q), on pose p. = D(q) de sorte que p. € J~(p) et on pose

V=Int(J"(g.)n{r<R,7r<7*}) and U=7"(D(V))

avec (7,t,60) les coordonnées de IE(IJ’Q, R>0et 7*> %R.
On se donne Uy c U un ouvert relativement compact tel que Ga -Uy =U, on a alors :

USNGU = U~ (GUNU)
(Galo) N GA ((G*U) nUy)
Ga (Uo ~ (GU) N Uy)

Comme U c J*(p,), pour ¢ € G, si (¢U)nUy # @ alors ¢p, € J~(Uy) c J~(Uy). D’apres le Corollaire
4.3.15, comme J~(Uy) est compact, 'ensemble Gp, n.J~(Uy) est fini et on peut 1’écrire de la forme

{¢0p*7¢1p*7 : ,¢np>+} avec ¢ = 1; par suite :
UNG'U = GA . (UO N (U() n G*Z/{))

Ga - (Uo N LTLJ@U)
=1

U

Ga- (Uo N CJlJ+(¢ip*))~

On remarque que d’apres le lemme 4.3.12, pour tout ¢ € G tel que ¢p. € J (p+), on a ¢ € Ga;
donc le seul ¢; tel que ¢;p. € J~(Up) est ¢po = 1. On pose W := Ga (U ~ UL, J*(#ip+)) de sorte
que W est un ouvert de U, disjoint de G*W et contenant dans p.

La fonction Ty, , de la proposition 4.3.16 est une fonction temps de Cauchy G-invariante sur
Q. Elle induit une fonction temps de Cauchy sur M ce qui démontre que M est globalement
hyperbolique. O

Théoréme 24. Soit G un sous-groupe discret sans torsion de Isom(E1?) et soit Q un domaine
régulier G-invariant.
Alors Q(G) |G est une B> -variété isomorphe d Extprz(Q/G).

Démonstration pour les espaces-temps de type (iv). Les propositions 4.3.17 et 4.3.18 montrent que
Q/G - Q/G est un plongement BTZ. 1l reste & démontrer que /G est BTZ-maximal. Considérons

Q/G 5 N le plongement BTZ avec N Pextension BTZ maximale de M. Soit p € Sing,(N), soit U
un diamant compact au voisinage de p inclus dans une carte autour de p et soit ¢ := {r = Ry, 7 =79}
un lacet autour de la ligne BTZ Sing,(U/). Soit D I’application développante de Reg(N). L’image
de ’holonomie de Reg(U) est engendrée par une isométrie parabolique ¢ fixant a droite de type
lumiére A qui intersecte le bord de D(Reg(U)) d’un segment [p,,p*]. Soit V := D(Reg(U)), on
peut supposer que (GNGaA)V NV = @. D’apres la proposition 4.3.2, D induit un homéomorphisme

:U > (VU [ps«,p*])/Ga et ijyg, est une section continue de D sur V/Ga. Par suite, par

—1
continuité, D =14)(wu[p.p*])/Ga €t P est dans I'image de 7. Finalement, i est surjective. O
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4.3. Extension BTZ explicite des espaces-temps plats Cauchy-complets

4.3.4 Extension BTZ maximale des espaces-temps plats Cauchy-complets
absolument maximaux

Soit © un domaine régulier invariant sous 'action d’un sous-groupe discret sans torsion G c
Isom(E?). Dans le théoréme 22, les lignes BTZ A, sont potentiellement vides : nous ne savons
pas a priori quelles isométries paraboliques de G donnent lieu a une ligne BTZ. Dans cette sous-
section, nous montrons que si Q/G est EL?-maximal, alors toutes les isométries paraboliques de
G donnent une ligne BTZ non vide. Nous démontrons ainsi la proposition suivante.

Proposition 4.3.19. Soit Q un domaine régulier sous l’action d’un sous-groupe discret sans
torsion G c Isom(E?).

Si Q/G est absolument mazimal (Cf définition 8.4.10), alors pour tout 1 € G parabolique, Ay
est non vide en utilisant les notations de la Définition 4.53.3

Le cas des espaces-temps de type (i—iii) est élémentaire, seul le cas des espaces-temps de type
(iv) méritent d’étre traités. Dans ce cas, L est injective et L(G) est discret avec L : Isom(E"?) —
SO¢(1,2) la projection sur la partie linéaire. On se donne alors Q un domaine régulier invariant
sous I’action d’un sous-groupe discret sans torsion G c Isom(E?) et on suppose Q/G de type (iv).

Soient 1 € G, A = Fix(¢) et Ga := Stab(A). On peut supposer que A passe par lorigine O de
EY2 et prendre u e J*(O) \ {O} sur A. Pour R € R, posons

Mg = {zeE"? | (z|u) = -R}
le plan de type lumiére paralléle & At de « hauteur » R; on a
VReR, I (llg)={zeE"?| (zu)>-R}.

Comme G agit sans torsion sur Q , AnQ =@ ; de plus Vo € Q, J*(x) c Q donc Q c I*(A) = I*(Ip).
Soit
Ry:=max{ReR |lIgnQ =0} et U\ gr:=I"(A\u)nI (Illg)
pour R >0 et A > 0. Soit C le cone des vecteurs de type lumiere futurs en O. Quitte a translater
lorigine le long de A, on peut supposer que C nIlg 41 c Q.
Ou souhaite & présent trouver A > 1 et R > Ry tels que U, r est disjoint de ses itérés par GNGAa.

Lemme 4.3.20. Soient A >1 et R> Ry. Soit ¢ € G tel que ¢Ux r NUx R * D, alors

Ry -2R
A

Démonstration. On utilise les notations ¢y, et 74 pour désigner les parties linéaires et de translation
d’une isométrie ¢. On remarque avant toute chose que (¢rulu) est négatif car ¢ru et u sont tous
deux futurs.

Si ¢ e Ga, alors ¢ppu = ¢u =wu, donc (¢prulu) =0 et donc la propriété est vérifiée.

Si au contraire ¢ ¢ G, alors en particulier I*(¢-(Au))nI~(IIg) + @ et donc ¢-(Au) € I7(IIg);
on a ainsi

02> (drulu) >

Morulu) + (Tolu) > -R.

De plus, il existe v € C tel que ¢rv = av avec 0 < a < 1. Comme L|g est injective et ¢ ¢ Ga, un
tel vecteur v n’est pas paralléle & u; ainsi on peut choisir v € [Ig N C c Q. Comme G stabilise 2,
pv € Q et {pv|u) < —Rp; on a alors

Ry > (¢v|u) = afvlu) + (Tplu) > =R + (14|u)

et donc :
R- Ry > <7’¢|u>.

On a donc :
-R-(R-Ry) _ Ry-2R

A A

(prulu) >
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Lemme 4.3.21. Soit R > Ry.
Alors, il existe ¢g =1,¢1,-, ¢ € G tels que pour tout ¢ € G et tout A > 2,

PUNRNUAR*D = ¢ €| JGadiGa

1=0

Démonstration. Prenons p* € E2 tel que J*(O)nIlgrnJ ™ (p*) contienne un domaine fondamental
de laction de G sur Cnllg. Alors, J(O,p*) contient un domaine fondamental de 'action de Ga
sur (C~Riu)nJ (IIg). Le diamant J(O,p*) est compact et d’apres le Corollaire 4.3.15, L(G)u
est discret, de plus L est injective, donc il existe seulement un nombre fini de [¢'] € G/Ga tels
que L(¢"ue J(O,p*). Soit {¢o =1,¢1, -, ¢n} un ensemble de représentant de ces [¢'].

Soient & présent ¢ € G et A > 2, si ¢ € Ga alors trivialement ¢ € Uj_; Gag;Ga, on suppose alors
P ¢Ga et oUNrNUN R * . D’apres le lemme 4.3.20, comme A > 2 et Ry, R >0, on a

Ro-2R
(rufu) > === 2R,
donc ¢rue J (Ilg); de plus, L(G) discret et ¢ ¢ Ga donc ¢ru ¢ Riu; ainsi ¢prue (CN{Riu})n
J(IIR), il existe donc w € G, tel que L(weg)u est dans le domaine fondamental choisi de laction

de Ga sur (C~Rju)nJ (IIg) et donc dans J(O,p*).

Alors,
wir € oG
d’ou
61€ JGaL(0)Ga
ce qui donne alors le résultat car L est injective et L(GA) = Ga. O

Démonstration de la proposition 4.3.19. Prenons R > Ry

RO - 2R
et A= max | ————— | +1

avec on obtient ¢l r NUN\,r = T pour p € G\ Ga.
Considérons le domaine

Q' =Qu U QZSU)\,R.
[¢]eG/Ga

Q) est globalement hyperbolique et G-invariant. Soit & une surface de Cauchy G-invariante de .
Soit p e I"(Ilg) N, I'*(p) nTIr c Q est l'intérieur d’une parabole de IIg donc toute droite de
type lumitre de ITx intersecte . La surface 3 est une surface de Cauchy de Q et donc intersecte
toute droite de type lumidre de Iz. Considérons Q'/Ga c IT(A)/Ga =~ E}?, la surface £/Ga est
une surface de Cauchy de 2/Ga et intersecte toutes les lignes verticales {r = R,0 = 6y }. On peut
alors utiliser la propriété 4.2.1 pour prolonger $/Ga ~ {r < R} en une surface de Cauchy compléte
de Q'/Ga que 'on note X. Le relevé 3 de ¥ & Q' est une surface de Cauchy compléte de ' donc
Q' /G est Cauchy-complet et on a un morphisme injectif /G - Q'/G. Comme Q/G est absolument
maximal, cette application est surjective et ' = Q.
Finalement,

Fix(y) n 9Q = Fix(1)) n 9Q + @.
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4.4. Application : Extension Eé’g-maximale et théoréme de Mess pour les espaces-temps avec
BTZ

4.4 Application : Extension E(l)’2-maximale et théoréme de
Mess pour les espaces-temps avec BTZ

A titre d’exemple d’application de la théorie développée dans ce chapitre, nous proposons un
théoreme de Mess pour les espaces-temps plats Cauchy-compacts avec BTZ. Nous commengons
par étudier les conséquences des résultats obtenus dans la section précédente sur ’extension BTZ
maximale d'un espace-temps plat globalement hyperbolique Cauchy-complet E'2-maximal et sur
les propriétés la partie réguliere d’un E(l)’ -espace-temps globalement hyperbolique Cauchy-compact
maximal.

4.4.1 Espaces-temps Eé’2—maximaux

Proposition 4.4.1. Soit A une partie de R, contenant 0, A* := AN{0} et soit M un IEZ’Q—espace—
temps globalement hyperbolique Cauchy-complet et Cauchy-mazimal. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) Extprz(M) est E}L{Q—absolument mazimal ;
(i7) Rega«(M) est Ezg—absolument maximal.

Démonstration.

. (i) = (i)

Supposons que Reg 4 (M) est E;2-absolument maximal et soit

EXtBTz(M) L M’

un E}L"Q-plongement avec M’ globalement hyperbolique Cauchy-complet et Cauchy-maximal.
D’apres le théoréme 20, Reg 4« (M) et Reg(A*)(M’) sont globalement hyperboliques Cauchy-
complets et Cauchy-maximaux. Comme Reg 4. est un foncteur fidele, ¢ induit un EZE plon-
gement

eg 4+ ()
_—

R
Reg 4 (M) Reg a4« (M")

Comme Reg 4. (M) est Ei{f—maximal, Reg 4+ () est surjectif donc bijectif, c’est donc un
isomorphisme. Ainsi le complémentaire de 'image de ¢ ne contient que des points BTZ et
donc ¢ est une extension BTZ; or Extgryz (M) est BTZ-maximal donc ¢ est surjectif donc
bijectif.

o (i) = (i7)

Supposons que Extprz (M) est Ei{z—maximal et considérons un Ezf -plongement

Reg 4+ (M) 2 M
D’apres le lemme 4.1.11, on peut alors construire un ]Ejlq’z-plongement
EXtBTz(M) — M":= (M, H EXtBTz(M)) /RegA* (M)

On peut vérifier que M" est I'extension BTZ maximale de Reg 4.(M) qui d’apres le théo-
réme 20 est Cauchy-compléete et Cauchy-maximale. Or Extgrz(M) est Ekz—maximal donc
le morphisme Extgrz(M) — M" est bijectif et donc ¢ est bijectif .

O

Proposition 4.4.2. Soit M un JE(l)’Q-espace-temps globalement hyperbolique Cauchy-complet, M
admet une unique extension Eé’z—maximale a isomorphisme pres.
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Démonstration. M admet une unique extension Cauchy maximale M; par le théoreme 13, la partie
réguliere My de M; est Cauchy-compléte Cauchy-maximale. My admet une unique extension E!2-
maximale My d’apres la proposition 3.4.13 enfin My admet une unique extension BTZ maximale
M3 qui est Eé’z-maximal d’apres la proposition 4.4.1 avec A = {0} et A* = @. Le lemme 4.1.11
appliqué a

M, M,

l |

Mg —_— M4 = (M1 ]_[MQ)/ ~

montre que M4 est un Eé’g—espace—temps qui est une extension BTZ de Ms. Par suite, M3 est
lextension BTZ maximale de My. Enfin, M se plonge dans M; donc dans M, et donc dans M3,
ainsi M admet une extension Eé’z—maximale.

Si M5 est une autre extension ]E(l)’z—maximale de M alors My se plonge dans Reg(M;5) qui
est E12-maximal d’aprés la proposition 4.4.1. Par suite Reg(Ms) est isomorphe & My or Ms est
isomorphe & l'extension BTZ maximale de Reg(Ms5) ~ My donc isomorphe & M.

O

4.4.2 Théoréme de Mess pour les espaces-temps Cauchy-compacts avec
BTZ

On rappelle avoir construit section 3.4.4, une application

dsuspg1,2

TTeich, ; ——— M, ((E"?)
réciproque de ’application d’holonomie Hol.
Théoréme 25. Soient g,s € N avec s >0 et 2g—2+s >0, les applications suivantes sont bijectives
Extprzosuspgi,2

Teichy Mg,s(E(l)’Q)

susp];jé oReg

Extprzodsuspgi,2

TTeich, M, (Ey?)
Hol

Démonstration. On se donne X une surface de genre g et S une partie de X de cardinal s. Il nous
faut démontrer d’une part que l'extension BTZ maximale d’'un E':2-espace-temps globalement
hyperbolique Cauchy-complet E!2-maximal homéomorphe & (X\.S) xR et d’holonomie admissible
est Cauchy-compact. D’autre part, il nous faut démontrer que si M est un Eé’Q—espace—temps
globalement Cauchy-compact Cauchy-maximal homéomorphe & ¥ x R alors Reg(M) est El:2-
maximal et d’holonomie admissible.

o Soit M un E'2-espace-temps globalement hyperbolique Cauchy-complet absolument maxi-
mal homéomorphe & (X~ .S) xR et d’holonomie p admissible.

Comme I’holonomie de M est admissible, & chaque point de S, correspond une classe de
conjugaison d’isométries paraboliques de p. Comme M est E}?-maximal, le théoréme 24 et
la proposition 4.3.19 impliquent donc que pour chaque point de S correspond une composante
connexe de Sing, dans I'extension BTZ maximale de M. Ainsi Extprz (M) est homéomorphe
a X x R et est donc Cauchy-compact.

e Soit M un Eé’2—espace-temps globalement hyperbolique Cauchy-compact Cauchy-maximal
et homéomorphe & ¥ x R. On suppose que Sing,(M) comporte s composantes connexes et
on note p son holonomie et I':= p(71(Reg(M)).
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BTZ

Comme M est Cauchy-compact et Cauchy-maximal, d’apres le lemme 3.4.12, M est Eé’z—
maximal ; la proposition 4.4.1 et le théoréme 20, Reg(M) est Cauchy-complet et E2-
maximal. Par ailleurs, une surface de Cauchy de Reg(M) est obtenue en prenant une surface
de Cauchy de M qui est homéomorphe a X et en retirant s points, Reg(M) admet donc une
surface de Cauchy homéomorphe a 3 \ S. L’holonomie autour des lignes BTZ est parabo-
lique donc ’holonomie d’un lacet simple périphérique d’une surface de Cauchy de Reg(M)
est parabolique. Supposons que 1’holonomie d’un lacet a; ou b; intérieur de ¥ n’est pas hy-
perbolique, comme I" agit librement sur un domaine régulier, il ne peut contenir d’isométrie
elliptique, c’est donc que p(7) est parabolique. Par suite, elle correspond & une ligne BTZ,
le théoreme 24 et la proposition 4.3.19 montrent que M comporterait alors au moins s + 1
lignes BTZ. C’est impossible, donc ’holonomie d’un lacet intérieur est hyperbolique et donc
pr, est admissible et finalement p est admissible.

O
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Troisieme partie

Paramétrisations d’espaces-temps
plats singuliers munis de surfaces
polyédrales et théoreme
d’Alexandrov
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Introduction

On peut comparer le monde da un bloc de cristal aux facettes innombrables. Selon
sa structure et sa position, chacun de nous voit certaines facettes. Tout ce qus
peut nous passionner, c’est de découvrir un nouveau tranchant, un nouvel espace.

Alberto Giacometti

Nous revenons a la problématique principale de ce travail.

Probléme. Quelles paramétrisations peut-on avoir des espaces-temps plats singuliers munis d’une
surface de Cauchy polyédrale conveze.

Le point de départ de notre réponse & ce probleéme est le théoréme d’Alexandrov-Fillastre.

\

Théoréme ([Filll]). Soit ¥ une surface fermée de genre g > 2 localement euclidienne & singu-
larités coniques d’angle supérieur a 2m, il existe un polyédre convexe P dans EY? tel que OP est
isométrique au revétement universel 3 de X et un représentation p : m(X) - SO0(1,2) fidéle
d’image discréte sous laction de laquelle P est invariant. De plus, si (Py,p1) et (P, p2) sont
deux tels couples polyédre/représentation, alors il existe une isométrie ¢ de EV:? telle que ¢Py = Py

et py = dpp1o7".

Nous pouvons l'interpréter comme une bijection entre I’espace de module des espaces-temps
plats Cauchy-compacts E}2-maximaux d’holonomie linéaire munis d’une surface de Cauchy poly-
édrale convexe, d'une part, et d’autre part I'espace de module des E2, -surfaces.

Théoréme. Pour g >2 et s € N*, il existe des bijections naturelles :

MG (E"?,5) My (B25,)

avec

. MgL(El’Q,s) Pespace des classes d’équivalence de EY?-espaces-temps Cauchy-compacts de
genre g d holonomie linéaire munis d’une surface de Cauchy polyédrale convezre ayant exac-
tement s sommets ;

o M, s(E2,.) Uespace des classes d’équivalence de B2, -surfaces de genre g ayant ezactement
s points singuliers.

Nous obtenons ainsi un premier exemple de paramétrisation répondant au probléme posé. Par
ailleurs, de maniére surprenante, un travail de Penner [Pen87] sur une cellulation de ’espace de
Teichmiiller donne (aprés reformulation et quelques raffinements) un autre théoréme du méme
genre.

Théoréme 26 ([Pen87, Brul6b]). Pour g €N et s e N* tels que 2g—-2+s > 0, il existe des bijections
naturelles :

Mg (By®) My.s(E2,)

avec
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o /’\/lv;s(Eé’Q) Pespace des classes d’équivalence de EY2-espaces-temps Cauchy-compacts de
genre g comportant exactement s lignes singulieres BTZ, a holonomie linéaire munis d’une
surface de Cauchy polyédrale convexe dont les sommets sont sur les lignes singuliéres ;

. Mg,S(IEzo) 'espace des classes d’équivalence de B2,-surfaces de genre g ayant exactement s
points singuliers.

On remarque que dans ce second théoréme, les surfaces localement euclidiennes singuliéres ne
sont plus contraintes & avoir des angles singuliers plus grands que 27. Cela provient du fait que ’on
peut aisément construire des cones de révolution autour d’une singularité BTZ dont I’angle conique
est arbitrairement faible voir la figure III.1. Plus important, la contrainte donnée par Gauss-Bonnet
est affaiblie : nous ne pouvions pas plonger de sphére plate avec trois angles coniques dans E2
mais nous pouvons plonger une telle spheére dans un espace-temps BTZ. Plus généralement, un
cone de révolution autour d’une particule massive aura un angle conique supérieur a ’angle de la
particule massive II1.2.

F1GURE III.1 — Cdnes convexes autour d’une singularité BTZ.
Dans les coordonnées cylindriques (7,t,0), les cones €, %> et €3 respectivement d’angle conique
01,05 et O3 sont de la forme

¢, : 7=sinh(ay)r
0; = 2mexp(a;);

de plus,
lim 91 =0.
a1 —>—00

A . . 1,2 , . . . R .

Les trois cones de révolutions dans £, sont représentés avec leur intersection avec la sphere unité
1,1 . s oA .

Sy~ Le dessin est trompeur car les trois cones sont convexes y compris ¢). En effet, leur
développement dans E'? est un céne dont la base est un horocycle.

150



INTRODUCTION

F1cURE II1.2 — Cones convexes autour d’une particule massive

1,2
EKZ

Dans les coordonnées cylindriques
(t,7,0), les cones 61,6, et €5 respecti-
vement d’angle conique 61,605 et 83 sont
de la forme

¢; : t=sinh(ay)r

0; = cosh(a;)k
En particulier,

lim 93 = +00
ag—>+oo

|
I
I
I
I
1
I
I
'

Nous attirons lattention sur le fait que les espaces de module MZ (EM?) et ML (Ey?) sup-
posent 'existence d’une surface de Cauchy polyédrale convexe. Ce n’est donc pas clair ) priori que
les projections naturelles

Mé(E1’2a 3) - Mg(ELQ) Mé,s(]Etl)g) - M_(l]/,s(E(llg)

soient surjectives. Il est facile de démontrer que la projection de gauche est surjective. Nous
démontrons dans la section 5.1 un résultat plus fort que la surjectivité de la projection de droite.
En effet, nous démontrons que non seulement un ]Eé’Q—espace—temps Cauchy-compact maximal
M avec au moins une ligne singuliere admet une surface de Cauchy polyédrale convexe mais
également que l'intersection d’une telle surface de Cauchy avec les lignes singuliéres est arbitraire.
La construction est étonnement simple, étant donné un choix de points sur chacune des lignes
BTZ de M, le bord de I’enveloppe convexe fermée est une surface de Cauchy polyédrale convexe
intersectant les lignes BTZ aux points choisis, voir théoreme 27.

L’objectif du chapitre 5 est de démontrer le théoreme 26, cela sera fait a la fin de section
5.2. La construction de la surface de Penner par enveloppe convexe est I'objet de la section 5.1
et nous en profitons pour démontrer que celle-ci fonctionne méme pour les Eé’z—espaces—temps
Cauchy-compacts maximaux d’holonomie non linéaire.

L’objectif du chapitre 6 est de démontrer la généralisation suivante du théoréme d’Alexandrov-
Fillastre par une méthode effective.

Théoréme. Soit (X,9) une E2,_-surface marquée de genre g avec #S = s >0 points singuliers.
Pour tout & € [0,27]°, il existe un IEE(’fzﬂ]-espace-temps (X xR, S x R)-marqué M d’holonomie
linéaire et un plongement polyédral ¢ : %3 S M tels que :

e pourtout o € S, si k(o) =2, alors la ligne marquée associée a {o} xR est un rayon géodésique
régulier;

o pour tout o € S, si k(o) < 27, alors la ligne marquée associée d {o} x R est une particule
massive d’angle k(o).

De plus, un tel couple (M,1) est unique d équivalence preés.
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Nous espérons dans un futur proche généraliser ce dernier théoreme pour et démontrer la
conjecture suivante.

Conjecture 4.4.3. Soit (2,S) une E2)-surface marquée de genre g avec #S = s > 0 points
singuliers d’angles coniques (0 )ges-
Pour tout

i€ [ [0, min(27,6,)],
oeS

il existe un EE622ﬂ]-espace-temps (X xR, S xR)-marqué M d’holonomie linéaire et un plongement

polyédral v : 3 — M tels que :

e pourtout o €S, si k(o) = 2w, alors la ligne marquée associée d {o} xR est un rayon géodésique
régulier;

e pour tout o € S, si k(o) < 2w, alors la ligne marquée associée & {o} x R est une particule
massive d’angle k(o).

De plus, un tel couple (M, 1) est unique a équivalence prés.

Avant d’aller plus loin, il nous faut lever deux ambiguités : par cellulation nous entendons
toujours cellulation adaptée et il nous faut préciser le sens de « plongement polyédral »

Définition (Cellulation adaptée). Soit (X,S) un marquage avec ¥ une surface de genre g et
#S =5>0 et soit (X1, F1,h1) une E2,-surface (2, S)-marquée.
Une cellulation adaptée de 1 est un couple (C, A) tel que

o A est un ensemble de segments géodésiques plongés dans X1 d’extrémités dans hi(.S)

e C est un ensemble de polygones euclidiens plongés dans X1 de sommets dans h1(S) dont le
bord est une union d’éléments de A.

[ UCecC’:Zl.

En particulier, I’ensemble des sommets d’une cellulation adaptée est exactement l’ensemble des
points marqués.

Un segment géodésique dans A est appelé une aréte de la cellulation et un polygone dans C est
appelé une cellule de la cellulation.

Définition (Plongement polyédral). Soit (X,S) un marquage avec ¥ une surface de genre g et
#S =35>0 et soit (X1, F1,h1) une E2,-surface (2, S)-marquée.

Un plongement polyédral de ¥y est la donnée d’un Eig—espace—temps (X xR, S x R)-marquée
(M, Fa,he) et d’un plongement ¢ : X1 — M tels que

e YoeS,tohi(0)ehy({c} xR);

e il existe une cellulation adaptée (C,A) de X1 telle que la restriction de v d chaque cellule
C € C est totalement géodésique ;

e 1(X1) est une surface de Cauchy.

Toutes les cellulations et triangulations que nous considérons sont adaptées, nous ne le repré-
ciserons donc pas systématiquement.
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Chapitre 5

Surface de Penner-Epstein et
espaces temps espaces-temps BTZ

Nous présentons une extension du théoreme d’Alexandrov aux cas des espaces-temps plats avec
singularités BTZ. Nous nous inspirons principalement de 'article de Penner [Pen87] sur 'espace
de Teichmiiller décoré. En effet dans ce travail, Penner décrit un espace de module de surfaces hy-
perboliques décorées par un choix d’horocycles (possiblement immergés) autour de chaque pointe.
Il remarque que chacun de ces horocycles correspond a un point sur le bord du cone lumiere de
E!Y2 en identifiant le plan hyperbolique au modele de I’hyperboloide. I1 démontre alors que le
bord de ’enveloppe convexe de ces points est une surface polyédrale dont les sommets sont sur le
cone lumitre. Etant donné le travail que nous avons effectué sur les extensions BTZ, en particu-
lier le théoreme 24, nous voyons alors qu’en quotientant le futur chronologique de 'origine avec
les rayons lumiéres contenant les sommets de cette surface, on obtient un espace-temps singulier
avec BTZ admettant une surface de Cauchy polyédrale convexe. C’est ce que nous démontrons
rigoureusement dans la section 5.1.

Si a I'inverse, nous partons d’une surface localement euclidienne singuli¢re fermée (X, S), alors
on peut réaliser le revétement universel * de sa partie réguliére comme une surface polyédrale
dans le cone futur de I'espace de Minkowski en la découpant le long de sa cellulation de Delaunay
puis en plongeant les cellules une a une. La section 5.2 décrit cette construction de maniere
superficielle car elle ne comporte que des arguments soit classiques soit figurant dans de tres
larges détails dans le chapitre suivant ; puis elle se conclut sur une la preuve d’une généralisation
du théoréme 26 qui est une généralisation du théoreme d’Alexandrov pour les espaces-temps
BTZ. En corollaire, nous obtenons une paramétrisation de ’espace de Teichmiiller décoré par les
surfaces localement euclidiennes singulieres d’angles quelconques ; ce corollaire n’est sans rappeler
un résultat de Troyanov [Tro86].

Dans la section 5.1, nous considérons des espaces-temps plats singuliers d’holonomie quel-
conque, les espaces-temps considérés dans la la section 5.2 seront tous d’holonomie linéaire.

5.1 Surface de Penner-Epstein dans les espaces-temps BTZ

On souhaite démontrer le théoréme suivant qui est une généralisation aux espaces-temps BTZ
de la proposition 3.5 de [EP88].

Théoréme 27. Soit M un Eé’z—espace—temps globalement hyperbolique Cauchy-compact Cauchy-
mazximal, on note Singy (M) = U5_1 A; la décomposition de Singy(M) en composantes connezes.

Pour toute famille (P;)ie1,s] € [Ti=1 As, le bord de l'enveloppe conveze fermée des (p;)ic[1,s] €5t
une surface de Cauchy polyédrale compacte de M.

On se donne pour toute cette section g > 0 et s > 0 tels que 2g—2+s > 0, X une surface fermée de
genre g et M un Eé’z—espace—temps homéomorphe a ¥ xR tel que Sing, (M) comporte exactement
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s composantes connexes. Soit S := {p1,-,ps} une famille de points de Sing,(M) appartenant
chacun & une composante connexe de Sing,(M) différente.

On note I' le groupe fondamental de Reg(M) et p: T' — Isom(E?) la représentation d’holono-
mie de M. Comme précédemment, L : Isom(E!?) - SOg(1,2) désigne la projection sur la partie
linéaire. Comme 2g — 2+ s> 0 et s >0, le groupe I' est un groupe libre & au moins 2 générateurs
qui est donc non abélien, Iespace-temps Reg(M) est donc de type (iv) (voir définition 3.4.5) et en
particulier, la partie linéaire py, de la représentation d’holonomie est fidele et discréte. On note 2
le domaine régulier associé & I'holonomie p, € le domaine régulier augmenté (Cf définition 4.3.5).
Ce dernier est doté de la topologie BTZ, (définition 4.3.1), obtenue en ajoutant & la topologie
induite par celle de E}?| les ouverts de la forme ]p, +oco[uI*(p) pour p parcourant Q0. On a une
projection naturelle 7 : Q) - M. On note alors

Fi=r(8) = {pef | n(p) € S}

Les points p; € S sont appelés points marqués de M et les points p € S sont appelés points marqués
de ; on rappelle que d’apreés le corollaire 4.3.15, 'ensemble S est discret. Un point noté p sera
toujours dans M et un point noté p sera toujours dans Q de sorte que « Soit p un point marqué »
désignera toujours un point marqué de Q. Pour tout point marqué p, on note I', le stabilisateur
de p dans I', A, la ligne de points fixes du groupe I'y, et II,, le plan lumiére contenant A,. On pose
enfin K 'enveloppe convexe des points marqués de Q et K la fermeture de K pour la topologie
usuelle de E}2. On notera également Q, la fermeture de Q dans E»? pour la topologie usuelle.

Lemme 5.1.1. L’intersection de K avec le bord de Q2 ne contient que les points marqués, i.e. :
KnoQ=5.
Démonstration. Soit g € K n Q.
o Supposons qu'il existe p, p’ deux points marqués tels que g € [p,p’] et montrons que ¢ est un
point marqué.

On rappelle que J*(A,) = I*(II,) u A, ol II, est le plan lumiere contenant A, c’est donc
I’union d’un demi-espace ouvert bordé par un plan de type lumiére et d’une droite lumiere
dans ce bord. On a alors g € J*(A,) nJ*(Ay). Si p=p’, le résultat est évident ; supposons
a présent p et p’ distincts. Les droites A, et A, ne sont pas paralleles et les plans les
supportant ne sont pas confondus; ainsi la ligne BTZ passant par p (resp. p’) est I'intérieur
relatif de Apﬂﬁ (resp. Ay nQ) qui en particulier ne contient donc pas le point d’intersection
de A, avec le plan lumiére IT, (resp. de A, avec le plan lumiere IT,, ). C’est a dire p € I (A,)
et p' e I"(A,), ainsi |p,p’[c Q et donc g =p ou g=p'.

e Traitons a présent le cas général.

Notons Bary((xo,Ao), ", (Tn, An)) le barycentre de xq, -+, x,, pondérés par Ag,---, A\,. On se

donne (pi, Ai)ic[o,n] une famille pondérée de points de S telle que

q:Bary((p07)‘0)7"'a(pn,An)) A>0.

Pour tout k € [0,n], on pose

gk = BaYY((p1>)\1)7"'7 (pk7>\k))

Comme X > 0, pour tout k € [0,n - 1],

qk+1 E]Qk7pk+1[-

Par suite, €2 étant un ouvert convexe, si g € §2, alors qx,1 € Q. Or ¢, = ¢ n’appartient pas
a €2, c’est donc qu’aucun des (g )xejo,n] n'est dans 2. Supposons par I'absurde que n > 1.
Dans ce cas on aurait ¢; ¢ 2, donc g1 € 9§2; on déduirait alors donc du premier point que
q1 = Qo = po ou q; = py c’est-a-dire \g = 0 ou Ay = 0. Or A > 0, absurde. Finalement, n = 0
donc ¢ = pg et donc g€ S.
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Lemme 5.1.2. Pour tout point marqué p, on a
A, N K > [p,+oo].

Démonstration. Soit p un point marqué et soit ¢ un point marqué distinct de p. D’apres le lemme
5.1.1, pe I*(A,), il existe donc un unique p’ € A, tel que g € dJ*(p'). Or, J*(p) NN = [p, +oo[, en
particulier, J*(p) ne contient pas ¢ et donc p’ est dans le passé de p et est différent de p. Comme
I', fixe point par point A,, quitte a translater 'origine de EY2 on peut supposer p’ = O de sorte
que I', agit linéairement sur J*(p’) et d’apres le Corollaire 4.3.15, I'q est discret, donc I',q est
discret. Soit v e I', \ {1}, on a v"¢ = A,u, pour un certain A, - +oo et u, - p. Pour tout n e N,
le segment [p,y"q] est dans K et comme K est fermé, [p, +oo[c K n Ap. O

Proposition 5.1.3. Les plans d’appui de K sont de type espace ou lumiére ; de plus, K est dans
le futur de ses plans d’appui.

Démonstration. Soit II un plan d’appui de K et supposons le type temps, K est alors inclus dans
un demi-espace H fermé bordé par un plan de type temps. Comme I" est discret et non-abélien,
lorbite de d’un point dans le bord de H? sous l’action de la partie linéaire de I' est dense; par
suite il existe un point marqué p tel que le rayon BTZ futur [p,+oo[ intersecte le plan II et donc
sorte du demi-espace H. Or d’apres le lemme 5.1.2, un tel rayon est inclus dans K, contradiction.

Supposons que K soit dans le passé d’un plan d’appui II, le méme argument permet de
construire un rayon BTZ [p, +oo[ sortant du passé de II et donc quittant K. Cela entre en contra-
diction avec le lemme 5.1.2. O

Corollaire 5.1.4. K est futur complet, c’est-d-dire que J*(K) = K.

Démonstration. Comme K est un convexe fermé, d’apres le lemme 5.1.3, K est I'intersection des
futurs de ses plans d’appui et est donc futur complet. O

Corollaire 5.1.5. 0K est une surface fermée achronale sans bord.

Démonstration. D’apres le corollaire 1.2.32 de [alg10], il suffit de montrer que OK est une partie
achronale sans bord. Or K est futur complet donc OK est achronale sans bord. O

Lemme 5.1.6. L’intersection du bord de K avec le bord de Q est lunion des rayons BTZ futurs
partant des points marqués pe S :

OK noQ = |J[p, +oo[

peS

Démonstration. Soit q € K n O et soit (¢, )nen une suite de points de K telle que g, SERALaN q et
posons
VneN, gqn= Z al()")p
pes

avec ozgp ) positifs ou nuls de somme 1. Nous souhaitons démontrer que g est dans le futur d'un

point marqué, nous supposons alors que ce n’est pas le cas.
Commengons par montrer que {2 admet un unique plan d’appui en g et que celui-ci est de type
lumiére, nous le noterons alors II,.

e Supposons que §2 admette un plan d’appui II de type espace en ¢ et notons u une normale
passée a II.
On remarque que ce plan ne peut pas contenir de points marqués car sinon, il couperait une
ligne BTZ et donc Q. Comme J~ (I - u) contient ¢ et seulement un nombre fini de points
marqués,

p = min(ulp)
peS
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est atteint et est strictement supérieur & (ulq). Le plan IT - Su sépare donc ¢ de S et donc
q ¢ K, absurde. On déduit de cette contradiction que les plans d’appui de  en ¢ sont de
type lumiere.

e Supposons que ¢ est dans l'intersection de deux plans d’appui de type lumiere différents
II,IT". Alors, tout plan de type espace contenant la droite II n II’ est également un plan
d’appui de € en ¢, c’est impossible.

Soit u un vecteur de type lumiere passé tel que le plan orthogonal & u est la direction du plan
IT, d’appui de Q en ¢; en particulier, Q c I*(II;) donc

Ve eQ, (zlu)>{qlu):=rq.

Posons pour n € N, &, = 1/{gn|u) — 7o de sorte que (&, )nen est une suite de réels strictement positifs
tendant vers zéro ; on pose également pour tout n € N :
A, = {pe§ | (p|u)£r0+6n},

B, {pe§|(p|u)>r0+5n}.

A, (resp. By,) est alors 'ensemble des points de S situés dans le passé (resp. le futur) d’un translaté
du plan II, dans le futur. Nous avons alors :

>l {plu)

peS

> alplu)+ Y al(plu)

peAn peBn

> az()")ro + > az(,")(ro +&p)
peAn peBn,

n
= ro+e, ., al
peBy,

(gqnlu)

v

(gnlu) = 7o Z az()n)

En peBn

> o5

peBn

v

{gnlu) =0

de sorte que

n—+oo
> af?
peBn

Pour tout vecteur v de type temps passé, tout R >0 et tout € >0, on pose
Hpey:={zeQ | (zlv) <Ret (zlu) <rg+e}

de sorte que le domaine Hp ., est compact ; comme S est discret, pour tout (R,¢) € R? seulement
un nombre fini de points de S sont dans Hg ., ; enfin,

* Supposons qu'il existe un vecteur v de type temps passé, un réel R > {g|v) et un réel £ > 0
tels que Hp e, NS =@; et prenons un tel couple (R, ¢).

11 existe un plan d’appui de Q paralléle de direction v* et donc il existe 71 € R tel que pour
tout x € Q, (z|v) > 1. On se donne un tel r; € R. Dans ce cas, pour n € N tel que e, <¢ :

{aalo) = 3 afplo)+ X of”(plo)

peA,, peB,
> ozl(,”)R+ > 041(7”)7‘1
peAn, peBy
(glv) +o(1) > R+o(1).

Par suite, (glv) > R > (g|v); c’est absurde.
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« Ainsi, pour tout vecteur v de type temps passé, pour tout R > (g|v) et tout € >0, Hg ¢ nS +
.

— Soit v un vecteur de type temps passé. Considérons deux suites (R )nen €t (fhn )neN

décroissantes telles que Ry, 277, (glv) et pn —=5 0. La suite de parties finies non
vides (HRg,, u,,0 NS)nen est décroissante, par suite :

m ﬂHR,s,uﬁ§¢ .
R>(q|v) e>0

Or
m m HR,E,U c qu

R>(qlv) e>0
il existe donc un plusieurs points marqués sur le plan II,.

— Montrons que S N II, est un singleton.

Supposons qu’il ait deux points py,ps € Sn II,. Dans ce cas, on le segment [p1p2] serait
dans II, et donc dans K n 9 ce qui est impossible d’apres le lemme 5.1.1. S n1l, est
donc au plus un singleton et ce qui précede montre que S NI, est non vide.

— Posons {p} = 5n I1,. D’apres ce qui précede, p € Hg e, N S pour tout R > (g|v), tout
e >0 et tout v de type temps passé. Par suite, p appartient a l'intersection des
passé des plans de type espaces dans le futur de ¢, c’est-a-dire p € J~(q).

O
Définition 5.1.7. On définit 3 le bord de K pour la topologie BTZ sur Q0 et X := E/F

Remarque 5.1.8. On aurait pu définir K' comme la fermeture de K pour la topologie BTZ et
prendre le bord de K' pour définir Y de maniére plus « naturelle » . Cependant, K' =K, en effet,
la topologie BTZ et la topologie usuelle coincident sur Q donc K nQ = K'nQ, de plus I*(q) est
dans Q pour tout q € Q donc K et K' contiennent leurs futurs chronologiques, enfin la fermeture

des I*(q) pour les deuz topologies coincident donc K' = K.

Lemme 5.1.9. La surface Y est Uunion du bord de K dans Q et des points marqués :
$=(QnoK)uS
de plus, ¥ est le bord du projeté de ’enveloppe convexe fermée K :
¥ = 0y (K/T).

Démonstration. Pour commencer, la topologie BTZ est plus fine que la topologie usuelle donc
¥ c K. Comme la topologie BTZ coincide avec la topologie usuelle sur €2, on a (Q N 3?) c3.

Soit g € A0NOK, d’apreés le lemme 5.1.6, on se donne un point marqué p € S tel que g € [p, +oo].
Si g €]p, +oo[ alors ¢ est dans lintérieur de J*(p) pour la topologie BTZ et donc ¢ ¢ Y. Siq=p,
alors ¢ n’a aucun point de K dans son passé et donc dans aucun J*(p’) pour p’ € K, c’est donc
un point du bord de ¥ pour la topologie BTZ.

Le second point se déduit du premier en se rappelant que la topologie de M est la topologie
quotient induite par la topologie BTZ de Q. O

Lemme 5.1.10. Toute courbe causale de Q intersecte OK .

Démonstration. Posons ' I'intérieur du développement de Cauchy de K. On remarque que 0K
n’est pas un plan lumiére, d’apreés le théoréme 1.5.1 p115 de [algl0], " est un domaine régulier
non vide qui est futur-complet et/ou passé-complet ou bien entre plans de type lumiére. Comme
Q' cQ,  est futur complet mais pas passé complet.
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D’apres le lemme 5.1.2, Upeg]p, +oo[c OK. Donc, les lignes de points paraboliques de I' inter-
sectent le bord de Q' et donc, d’aprés le théoréme 22, 'extension BTZ maximale de Q'/T" contient
les rayons BTZ ]p, +oo[ pour p € S. Or Q'/T" est homéomorphe & (X~ S) x R, son extension BTZ
maximale est donc Cauchy-compacte. De plus, /T est Cauchy-complet et Cauchy-maximal, il en
va, donc de méme pour son extension BTZ maximale (théoréme 20) qui est alors Eé’Q—maXimale.
Finalement, '/T" est E2-maximal et inclus dans /T, on en déduit que Q = ', O

Lemme 5.1.11. Pour tout x € Qn K, J*(z)~ {z} est dans Uintérieur de K pour la topologie
BTZ.

Démonstration.

e Soit z € Qn K, on se donne u un vecteur de type lumiére et v la projection de u sur le plan
horizontal. On se donne ¢ > 0 tel que x+¢ev € § et on considére le rayon lumiére z+ev+Ru. Ce
dernier intersecte K d’apres le lemme 5.1.10 et donc il existe A > 0 tel que z + v + \u € K.
On remarque alors pour tout point p dans le rayon = + Rju, on peut trouver A > 0 assez
grand tel que

pel*([z,x+ev+\u]) c K,

donc p est dans l'intérieur de K pour la topologie BTZ.

e Soit z € QN K, d’aprés le lemme 5.1.6, il existe p € S tel que z € [p, +oo[ ; considérons un
tel p e S.Siz> p, c’est fini car J*(p) est alors un voisinage de x pour la topologie BTZ
inclus dans K. Supposons alors z = p € S ; d’une part, J*(2)nQ = J* ()~ [z, +oo[, on déduit
alors du premier point que J*(x) \ [z, +oo[ est dans I'intérieur de K pour la topologie BTZ.
D’autre part, J*(z) est un voisinage de ], +oo[ pour la topologie BTZ inclus dans K donc
Jo, +0o[ est dans l'intérieur de K pour la topologie BTZ. Finalement J*(z) \ {z} est dans
l'intérieur de K pour la topologie BTZ.

O

Proposition 5.1.12. X est une surface de Cauchy de M. En particulier, 2 est compacte.

Démonstration. Considérons une courbe causale future inextensible ¢: R — M. D’apres le lemme
3.2.4, ¢ se décompose en une partie BTZ connexe A et une partie connexe réguliere ¢ telles que
A est dans le passé de ¢°. Prenons ¢: R —  un relevé de ¢ dans Q. On remarque que le relevé de
A est un intervalle d’un rayon BTZ de Q. D’aprés le lemme 5.1.10, ¢ intersecte K en un point .
Si c(to) € Q, alors ¢(t) € & d’aprés le lemme 5.1.9. Si au contraire ¢(to) € 9 alors ¢(to) est dans
un rayon BTZ et donc pour tout t < tg, c(t) est dans ce méme rayon BTZ. Or, 9Qn 0K = [p, +oo[
pour un certain p € S donc ¢(ty) € [p,+oo[ et donc ¢(t) = p pour un certain ¢ < to. Dans tous les
cas, ¢ intersecte 3.
Finalement, le lemme 5.1.11 assure que ¢ n’intersecte pas 3 une deuxiéme fois. ¥ est donc une
surface de Cauchy de M et comme M est Cauchy-compact, 3 est compacte.
O

On rappelle que d’apres la définition 3.2.13, une surface dans un Eig—espace—temps M est
essentiellement lisse par morceaux si elle est lisse par morceaux sur le lieu régulier de M.

Proposition 5.1.13. X est une surface polyédrale convexe ayant un nombre fini de faces et dont les
sommets sont eractement py,--,ps. De plus, X est une surface essentiellement lisse par morceaux
et de type espace.

Démonstration. D’apres le lemme 5.1.9, ¥ intersecte Sing,(M) exactement en {py,--, P2} et est
le bord d’une partie convexe contenant son futur. 3 est donc une surface convexe.

Il nous faut & présent démontrer que pour tout point ¢ de & S il existe un plan d’appui de &
en g de type espace contenant au moins trois points distincts dans S. Soit donc g € &N Q et soit
IT un plan d’appui de K en gq.
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5.2. Suspension linéaire des surfaces localement euclidiennes

¢ Montrons que II est de type espace.

D’aprés la proposition 5.1.3, I est de type espace ou de type lumiére. D’apres le Corollaire
5.1.11, un plan de type lumiere ne peut intersecter 2 n K et d’apres le lemme 5.1.10, il ne
peut intersecter 2. Ainsi IT n’est pas de type lumiere. Par suite, II est de type espace.

e On note ay,--,an les points de la famille p € S contenus dans II et on souhaite démontrer
que q est dans ’enveloppe convexe des ay, -+, .

On remarque que comme K c J*(II), aucun point de la famille p € S n’est dans le passé de
II.

Supposons que g n'est pas dans Ienveloppe convexe des ay,-, a,. La famille S étant discréte
et le passé de tout plan de type espace avec ) étant borné, on peut translater légerement
IT vers le haut de sorte & obtenir un plan II’ tel que J~(II) n S = {a1,--, ay }. Puis on peut
légérement tourner le plan II de sorte a obtenir un plan II’ tel que les points ay, -, a,, soient
dans le futur de II”. Comme €2 est convexe, que II et II' sont paralléles et que II' N Q) est
borné, on peut choisir IT" de sorte que II" nQ c J~(II"). Ainsi ¢ € II" mais tous les points de
S sont dans le futur de II”. En translatant légérement II” vers le haut on obtient un plan
de type espace qui sépare ¢ des points de S. Clest donc que ¢ n’est pas dans K, ce qui est
absurde.

e Si II ne contient que deux points de la famille p € S ai,as, alors on peut faire tourner IT
autour de la droite (ajas). Comme K comporte plus de 3 points de la famille p € S, 11
finit par rencontrer un point de K et donc on construit ainsi un plan d’appui de K en ¢
comportant un point ¢’ de K qui n’est pas dans le segment [ajaz]. Si ¢’ est un point de la
famille p € S, c’est terminé ; sinon q' € Q et donc ¢’ est dans Ienveloppe convexe des points
marqués contenus dans II, c’est donc que II contient un troisitme point de la famille p € §
distinct de a; et as.

Ainsi ¥ admet une cellulation dont les sommets sont parmi les points pi,---,ps. D’apres le
lemme 5.1.9, ¥ contient les points pi,---,ps, or un point p € S nest pas dans ’enveloppe convexe
de S~ {p} et donc les sommets de ¥ sont exactement py, -+, Ds.

Enfin, ¥ est une surface compacte de genre g d’apres la proposition 5.1.12; de plus la cellulation
a un nombre fini de sommets, elle admet donc un nombre fini de cellules.

O

Démonstration du théoréme 27. La proposition 5.1.12 montre que le bord de I’enveloppe convexe
des p1, -, Ps est une surface de Cauchy qui est en particulier compacte et la propriété 5.1.13 montre
que c’est une surface polyédrale.

O

5.2 Suspension linéaire des surfaces localement euclidiennes

Nous souhaitons a présent démontrer une réciproque partielle au théoreme 27. Partant d’une
Ezo—surface marquée (X, S), nous souhaitons construire un espace-temps M et une famille de points
singuliers p1, -+, ps tels qu’elle se réalise comme le bord d’un polyédre convexe de M intersectant les
lignes singulieres en p1, -+, ps. La construction proposée ne permet que d’obtenir des espaces-temps
plats avec BTZ et a holonomie linéaire ; Si nous travaillons a la généralisation de cette construction
en vue d’obtenir un résultat incluant les espaces-temps a holonomie arbitraire, I’étude n’est pas
suffisamment avancée pour qu’on puisse en discuter plus avant.

Etant donné un tel plongement : de (X,S) dans un Eé’Q—espace—tempS M, «(X) admet une
cellulation naturelle donnée par les faces du polyedre qu’elle borde. On peut tirer en arriere cette
cellulation de sorte a obtenir une cellulation de > dont les sommets sont exactement les points de
S. Une conséquence immédiate d’un lemme de Penner [Pen87] est que cette cellulation n’est autre
que la cellulation de Delaunay de (X, S) si 'holonomie de M est linéaire.
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Chapitre 5. Surface de Penner-Epstein et espaces temps espaces-temps BTZ

Cette remarque nous permet alors de découper notre E2,-surface ¥ le long de ses cellules de
Delaunay, de chercher & les plonger dans E''? de maniére essentiellement unique, puis de recoller les
cellules C avec les cones issus de lorigine de EM? de base C' de sorte & obtenir un Eé’Q—espace—temps
dont 3 est une surface de Cauchy. Les démonstrations précises de cette section étant redondantes
avec celles de la section suivante, nous nous contentons d’énoncer les résultats et les définitions.

5.2.1 Cellulation de Delaunay

On se donne un marquage (X,S5) et (X1, F,h;) une E2 -surface (X, S)-marquée que nous
identifierons & (X, .5) pour simplifier les notations puisque le marquage est fixé. Nous ne considérons
que des triangulations et cellulations géodésiques dont les sommets sont exactement les points
marqués S, nous ne le préciserons pas systématiquement. Une cellulation (resp. triangulation)
de (X,S5) sera noté (C,.A) (resp. (7,.A)) avec C ensemble de cellules (resp. 7 Iensemble des
triangles) et A I’ensemble des arétes.

Charniéres du plan euclidien et charniéres immergées

Définition 5.2.1 (Charniere). Une charniére est un quadrilatére du plan E? muni d’une diago-
nale.

La diagonale choisie est appelée l'axe de la charniére.
Définition 5.2.2 (Charniére immergée). Une charniére immergée dans X est un couple (Q,t) ot

Q = ([ABCD],[AC]) est une charniére de E* et 1: Q — X est une immersion isométrique telle
que L({AvBaOaD}) c hl(S)

F1GURE III.1 — Deux charniéres du plan euclidien

D

Définition 5.2.3 (Charniére légale). Une charniére ([ABCD],[AC]) est légale si le sommet D
n’est pas dans Uintérieur du cercle circonscrit au triangle [ABC] et si le sommet B n’est pas dans
Uintérieur du cercle circonscrit au triangle [ADC]. Une charniére est critique si les points A, B,C
et D sont cocyliques.

Une charniére immergée (Q,t) est légale (resp. critique) si la charniére @ est légale (resp.
critique) et si v est un plongement.
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5.2. Suspension linéaire des surfaces localement euclidiennes

Charniéres d’une triangulation

Définition 5.2.4 (Charniere d’axe e). Soit (7 ,.A) une triangulation de (X, 5).

La charniére de (7, A) d’aze e est la charniére immergée (Q,1) ou Q est la charniére de E?
obtenue en collant les deuz triangles adjacents da laréte e (ou deux copies du méme triangle si e
correspond au collage d’un triangle sur lui-méme) et v est ['immersion induite par les plongements
des deuz triangles adjacents a e.

Nous insistons sur le fait que toute aréte induit une charniére immergée méme si celle-ci borde
deux fois le méme triangle. La charniére est alors plongée si et seulement si les deux triangles sont
différents.

Définition 5.2.5 (Aréte légale). Soit (7, A) une triangulation de (X,S5). Une aréte e de A est
légale (resp. critique) si la charniére de (7, A) d’axe e est légale (resp. critique).

Cellulation de Delaunay

Proposition 5.2.6 ([MS91] section 4). Il existe une unique cellulation (C,A) de (3,5) telle que
pour toute sous-triangulation (7 ,B) de (C,.A), toute aréte e € B est légale. De plus celle-ci satisfait
les propriétés suivantes :

(a) toute cellule C € C est isométrique a un polygone [Ay--A,] cocyclique de E?, c’est-d-dire tel
que les points Ay, -+, A, sont cocycliques.

(b) pour toute sous-triangulation (7 ,B) de (C,A) et tout aréte e € A de la cellulation de De-
launay, e n’est pas critique.

Définition 5.2.7 (Cellulation de Delaunay). La cellulation de Delaunay de (X,S5) est l'unique
cellulation donnée par la proposition 5.2.6

Le point de vue que nous avons choisi pour décrire la cellulation de Delaunay est celui présenté
dans [ILT'CO01] par souci de cohérence avec la méthode de construction de surfaces polyédrales dé-
crite dans le chapitre suivant. Bien siir, cette cellulation n’est autre que la duale de la cellulation
de Voronoi, ¢’est méme ainsi qu’elle est construite dans [MS91]. La littérature sur la cellulation de
Delaunay est particulierement abondante avec de nombreux algorithmes et méthodes de construc-
tion. La plupart des constructions de la littérature imposent des conditions sur les angles de la
[E2,-surface marquée considérée. La référence que nous donnons ne fait aucune telle hypothese et
propose une argumentation compléte quoique dans une formulation légerement différente, c’est ce
qui motive notre choix.

5.2.2 Suspension BTZ d’une E? -surface compacte

Nous plongeons a présent chaque cellule de la cellulation de Delaunay d’une surface marquée
dans E}2.

Lemme 5.2.8 ([Pen87]). Soit C' un polygone euclidien cocyclique, il existe un plongement isomé-
trique totalement géodésique de C dans EY? tel que les sommets de C sont dans le cone lumiére
futur de Uorigine 0J*(O).

De plus, deuz tels plongements différent d’une isométrie linéaire v € SOg(1,2).

Démonstration. On se donne un cercle contenant les sommets de C' et on pose R son rayon. Le plan
horizontal II := {t = R} de E'? intersecte le cone lumiére le long d'un cercle de rayon R. On plonge
alors le polygone C' dans le plan II de sorte a ce que les sommets soient tous sur 'intersection du
cone lumiere avec II.

Inversement si ¢ est un autre tel plongement, on peut composer ¢ a gauche par une isométrie
v € SOp(1,2) telle que ¢(C) est horizontal. Le rayon du cercle circonscrit a ¢«(C') détermine la
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Chapitre 5. Surface de Penner-Epstein et espaces temps espaces-temps BTZ

hauteur du plan d’appui du plongement, ce plongement est donc dans le plan I = {t = R}. Nous
avons deux polygones isométriques dans un plan isométrique & E? inscrit dans un méme cercle, ils
different donc d’une rotation d’axe {x =y = 0}. O

Définition 5.2.9 (Suspension BTZ d’une EZj-surface compact). Soient (X,S) un marquage,
(X1, F1,h1) une E2)-surface (X,S)-marquée et (C,A) la cellulation de Delaunay de ¥1. Pour
C eC, on se donne fo : C — EY% un plongement donné par le lemme 5.2.8 et on pose K¢ le cone
de EY? issu de l’origine et de base fc(C) :

Ko={tu|teR ue fo(O)}

On définit susp g, (X1) comme étant la EY2-variété singuliére obtenue par collage des K¢, ot
un bord R%e est collé au bord Rie’ via l'unique isométrie linéaire de EY? envoyant le plongement
de e sur le plongement de e’ de sorte que K¢ et Koo soient d’un coté et de lautre du bord Rie.

Proposition 5.2.10. Soient (3, S) un marquage, (X1, F1,h1) une E2-surface (3, S)-marquée et
(C,A) la cellulation de Delaunay de 1.

suspgrz(21) est un E(l)’2-espace-temps globalement hyperbolique muni d’un plongement poly-
édral naturel X1 — suspgrz(21).

5.2.3 Espaces de modules décorés

Dans [Pen87], Penner introduit la notion d’espace de Teichmiiller décoré. Il s’agit d’un fibré au
dessus de ’espace de Teichmiiller habituel, dont les fibres au dessus d’une surface hyperbolique ¥
donnée est I'ensemble des choix possibles d’horocycles immergés autour des pointes de ;. Nous
donnons une définition correspondante pour les Eé’2—espaces—temps Cauchy-compacts Cauchy-
maximaux.

Définition 5.2.11 (Décoration d’une surface hyperbolique). Soient (X,S) un marquage avec
#S=5>0 et (31,F1,h1) une Hi-surface (3, S)-marquée avec hy(S) = Singy(21).

Une décoration de ¥, est le choiz de s horocycles (H(l),~~-,H(S)), chacun autour d’un point
singulier de X1.

Définition 5.2.12 (Equivalence de H2-surfaces décorées). Soient (X,S) un marquage avec #S =
5>0, et (X1, F1,hy, Hy) et (3o, Fa, ho, Ha) deuz HE-surface (X, S)-marquée décorées avec hi(S) =
Sing, ().

Une équivalence entre Xi et Yo est la donnée d’une équivalence ¢ de H3-surfaces (X, 9)-
marquée entre (X1, F1,h1) et (X2, Fa, ha) telle que pour tout i€ [1,s], @(Hl(l)) = Hz(l).

Définition 5.2.13 (Espace de Teichmiiller décoré de Penner). Soit g,s € N tels que s > 0 et
2g-2+5>0, on se donne (3,5) un marquage tel que ¥ est une surface de genre g et #S = s.

L’espace de Teichmiiller décoré de Penner de (X,S), noté T&EBQ,S, est l’espace des classes
d’équivalences de HZ-surfaces (3, S)-marquées décorées.

Proposition 5.2.14. Soit A un rayon futur de type lumiére partant de Uorigine O de EY? et soit
H ’hyperboloide de EY? dans le futur de O. On note Ha lensemble des horocycles de H de centre
A. Alors lapplication de « décoration ».

AN{O} — Ha

dec: p — 0J'(p)nH

est bien définie bijective.

Démonstration. Pour s’assurer de la bonne définition, on remarque que pour p € A\ {O} I'in-
tersection H(p) = 0J*(p) nH est une orbite de 'action du stabilisateur de Ga de A qui est un
sous-groupe 1-parametre de SOg(1,2) composé d’isométries paraboliques. C’est donc un horocycle
de H centré en A.
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L’application est injective car si p < g alors I*(p) c J*(q)nI*(O). Elle est également surjective
car lorsque p tend vers O alors 'union des J*(p) recouvre I*(O), inversement lorsque p — +oo,
lintersection des J*(p) est I'ensemble vide. L’image de H couvre donc les horocycles de tout
rayon. O

Définition 5.2.15 (Décoration d’un Eé’Q—espace-temps). Soit M un IE(I)’Q-espace-temps. une dé-
coration de M un choiz (p(Y, -, p(*)) de point sur chaque composante connexe de Sing,(M).

Définition 5.2.16 (Equivalence de Eé’Q—espaces—temps décorés). Soient g,s € N avec s > 0 et
29 -2+ >0 et soit (X,5) un marquage avec . de genre g et #S = s.

Une équivalence entre deux Eé’z-espaces-temps (X xR, S xR)-marqués décorés (M1, F1,h1,p1)
et (Ma, Fa, ho,ps) est une équivalence ¢ entre les E(l)’Q—Uariétés (xR, SxR)-marqués (My,F1,h1)

et (Mo, Fa, ho) telle que pour tout i€ [1,s], ¢ (pgi)) = (pgi)).

Définition 5.2.17 (Espace de module des Eé’2-espaces—temps décorés). Soient g,s € N avec s >0
et 2g—2+s>0 et soit (3,5) un marquage avec X3 de genre g et #5S = s. .

L’espace de module des ]E(l)’Q—espaces—temps décorés (resp. linéaire), noté /\/lg,s(Eé’z) (resp.
M;}S(Eéz), est l’espace des classes d’équivalences de Eé’Z-espaces-temps (%, S)-marqués décorés
(resp. d’holonomie linéaire).

Définition 5.2.18 (Espace de module des E2-surfaces marquées). Soient g,s € N avec s > 0 et
2g-2+s>0 et soit (X,5) un marquage avec 3 de genre g et #S = s.

L’espace de module des E2-surfaces marquées, noté ngs(Efo), est lespace des classes d’équi-
valences de B2 -surfaces (2, S)-marquées [$1, F1,h1] telles que hy(S) = Sing(%1).

Théoréme 28. Les applications suivantes sont bijectives.

(ExtpTz © suspgi,2 Yodec™!

— 19 Conv )
TelChgaS Mg,s(EO, ) MQ7S(E>O)
(Hol o Reg)@dec Suspprz
(Extprz o dsuspgi,2)@®dec™’
e — 1,2
T'Teichg Mg s(Ey7)

Hol @& dec

Démonstration. C’est une conséquence directe des théoremes 25 et 27 et des propositions 5.2.14
et 5.2.10. O
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Chapitre 6

Un théoreme d’Alexandrov pour
les espaces-temps plats singuliers
radiants

Nous rappelons tout d’abord la définition d’espace-temps radiant.

Définition 6.0.1 (Espace-temps radiant). Un Ei’(f—espace—temps est radiant s’il est la suspension
d’une Hgo-surface compacte.

M = (2 xR*,ds?) ds? = —dT? + T?ds%,

La coordonnée T' d’un espace-temps radiant donne son temps cosmologique. On rappelle que
le temps cosmologique du futur de Porigine dans E*? s’écrit :

JH(O) — R,
(tay) — VE-22_g?

Les espaces-temps radiants sont exactement les collages de cones de sommets O inclus dans J*(O).
L’objet de ce chapitre est de démontrer le théoréeme suivant

Théoréme 29. Soit (3, 5) une B2, _-surface marquée de genre g avec #S = s > 0 points singuliers.
Pour tout & € [0,2r]°, il existe un E%(’)A%]-espace-temps (X xR, S x R)-marqué M radiant et un
plongement polyédral v : 2 — M tels que :

e pourtouto €S, si k(o) =2x, alors la ligne marquée associée a {0} xR est un rayon géodésique
régulier ;

e pour tout o € S, si k(o) < 2w, alors la ligne marquée associée & {o} x R est une particule
massive d’angle k(o).

De plus, un tel couple (M, 1) est unique a équivalence prés.

La démonstration est une adaptation des travaux de Bobenko, Fillastre et Izmestiev [BIOS,
Izm08, FI09] ; nous suivons ainsi les étapes I & V décrites dans I'introduction de cette partie sans
nous restreindre aux variétés régulieres.

I. Se donner un couple (temps, triangulation) arbitraire. Les « temps » & ce stade n’étant qu’une
famille de nombres réels positifs chacun attaché a un point marqué.

II. Pour chaque triangle T, le plonger dans le céne futur J*(O) de I'espace modele E}'? de sorte
que le temps cosmologique des sommets du triangle donné soit exactement les temps choisis.
Chaque triangle donne ainsi un céne a semelle triangulaire.
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6.1. Préliminaires : T-suspension d’une surface localement euclidienne marquée

N < . 1,2 " . i
III. Coller les cones de sorte a construire une E,y-variété M radiante ainsi qu’un plongement
L : 3 - M envoyant chaque triangle sur la semelle d’un cone.

IV. Etudier des critéres sur le couple (temps, triangulation) permettant de vérifier que le collage
de deux cones est « convexe » . Etudier le domaine des hauteurs induisant un plongement
convexe.

V. Choisir un angle & € [0,27] pour chaque point marqué. Définir une fonctionnelle d’Einstein-
Hilbert définie sur ’espace des temps induisant un plongement convexe dont les points
.. . . . . R 1,2 s . 1
critiques potentiels induisent la construction d’'une EJj-variété avec des singularités d’angles
(Fo)oes. L’étudier et montrer qu'elle admet un unique point critique.

Les étapes I a 111 sont ’objet de la section 6.1, est également défini la notion de plongement convexe
(définition 6.1.10). L’étape IV est 'objet des sections 6.2 et 6.4; la premiére étudiant 'intérieur
du domaine des temps admissibles (définition 6.1.17) et la seconde en étudiant le bord. L’étape V
est 'objet des sections 6.3 et 6.5 ; la premiere définit les fonctionnelles d’Einstein-Hilbert et en fait
une étude locale, la seconde fait une synthese de 1’étude locale et de ’étude du domaine des temps
admissibles pour conclure sur 'existence et I'unicité d’un point critique. L’inversion entre la fin
de I'étape IV et le début de ’étape V est volontaire : ceci nous permet de guider notre recherche
d’informations sur le bord du domaine des temps admissibles et de ne démontrer que ce dont nous
avons besoin.

6.1 Préliminaires : 7-suspension d’une surface localement
euclidienne marquée

Dans cette section nous définissons et étudions les propriétés élémentaires d’une généralisation
de la suspension d’une surface localement euclidienne marquée décrite dans la section précédente :
la 7-suspension ou suspension déformée. La suspension décrite précédemment s’obtenait pas col-
lage de cones & base triangulaires de I'espace de Minkowski de dimension 3. Soit (X, S) une surface
localement euclidienne marquée, la suspension de (3,.5) consistait d’une part & partir de la cel-
lulation de Delaunay et de plonger les cellules de cette cellulation comme des polygones inscrits
dans le cone lumiere futur 9.J*(0) de EV2. Enfin, chacun de ces polygones engendre un cone de
sommet O et ces cones sont collés bord a bord.

Dans cette construction, n’importe quelle cellulation pourrait convenir pour la suite de la
construction mais le plongement de (X, 5) dans 'espace-temps BTZ M obtenu n’est pas nécessai-
rement convexe. Par ailleurs, au lieu d’inscrire les cellules dans le cdne lumiére futur, nous pourrions
considérer un plongement isométrique totalement géodésique dans J*(O) arbitraire modulo des
conditions de compatibilités. Considérons une aréte e = [AB] de la cellulation de (3,5) choisie
et notons 1 et 1o les plongements respectifs du triangle a gauche de e et du triangle a droite de
e. Pour pouvoir faire ces collages de cones, il faut que les plongements ¢1(€) et t2(e) de laréte
e = [AB] dans J*(O) soient liés par une isométrie dans SOq(1,2). Cette condition est satisfaite si
et seulement si 72 o4y (A) =T? 0iy(A) et T? 0iy(B) =T? oiz(B).

Partons d’une couple (7, 7) o J est une triangulation de (X,5) et 7: S - R, un choix de
temps aux points marqués. Il est aisé de démontrer que pour chaque triangle [A; AsA3] de 77, il
existe un unique plongement isométrique ¢ : [A; Ay Az] - EN? & isométrie linéaire prés de EM? tel
que t([A; A3 A3]) est un triangle et T2 o 1(A;) = 7(A;). Nous pouvons alors coller les cones ainsi
obtenus et construire un espace-temps plat singulier M. Le cas décrit précédemment se retrouve
en choisissant 7: 0 € S — 0 et .7 une sous-triangulation de la cellulation de Delaunay de (X, .5).
Si 7 n’est pas identiquement nul, il est possible que le plongement ¢ : ¥ — M obtenu ne soit pas
convexe en un sens que nous décrirons (Cf définition 6.1.10).

Soit (X, S) une surface localement euclidienne marquée, la section s’articule comme suit :

« Etant donnée une triangulation .7 et un choix de temps 7 : S — R, nous construisons un
plongement naturel de chaque triangle de .7 dans J*(O) : la 7-suspension d’un triangle.
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« Nous caractérisons les fonctions 72 o1 o1 ¢ est un plongement polyédral dans un espace-
temps radiant M et T est la fonction temps cosmologique de M. Ces fonctions sont appelées
« de type distance par morceaux » ; une fonction temps 7 : S — R, et une triangulation
J étant donnée, nous construisons le prolongement de 7 & ¥ entier de type distance par
morceaux de triangulation adaptée 7 ; nous les notons 7. Ces fonctions sont en bijection
avec les plongement polyédraux.

o Nous montrons que le plongement associé a une fonction distance par morceaux 7 est convexe
si et seulement si 7 est Q-convexe. Nous introduisons un critere de Q-convexité sur les
fonctions distance par morceaux et montrons, propositions 6.1.14 et 6.1.16, qu’étant donné
7: 5 = Ry, il existe au plus une triangulation .7 a équivalence (Cf Définition 6.1.7) induisant
un prolongement Q-convexe.

e Conclusion : un plongement polyédral convexe (M, ) de (3,.5) est complétement déterminé
A équivalence prés par T3, ot avec Ty la fonction temps cosmologique de M ; la fonction
T3, o est complétement déterminée par sa restriction a S. Les plongements polyédraux de
(2,5) sont donc paramétrés par une partie de Rf que nous appellerons « espace des temps
admissibles » .

6.1.1 7-Suspension d’une surface localement euclidienne
T-Suspension d’un triangle

Dans tout ce qui suit, nous prolongeons des fonctions 7 définies sur une partie finie d’une
surface X; en des fonctions 7 définies sur X; entier. C’est a dire que 7 = 7 partout ou 7 est défini.

Lemme 6.1.1. Soit T = [ABC] un triangle euclidien et soit 7: {A, B,C} — R, il existe un unique
couple (19,w) € R x E? tel que la fonction

E*> — R
r — 19-d(z,w)?

Bl

est un prolongement de T.
De plus, si 7> 0 alors 70 >0 et T2 0 sur le triangle [ABC].

Démonstration. On identifie E? & R? via des coordonnées cartésiennes (x,%) et on peut supposer
A =(0,0) sans perte de généralité et on pose B = (z5,yp) et C = (x¢,yc). Trouver 7 correspond
exactement a résoudre le systéme suivant en w = (2, yw) €t 7o

2 2 2 2
TA=T0 Ty, — Yy, T,t+tY,tTA=T0
2 2 2 2
TB IT()—(LUw—.’EB) _(yw_yB) Aad TB—TA—-—Zp—YB =2z,7B + 2Y,YB
2 2 2 2
7o =70 = (Zw — )" = (Yo — yc) TC = TA= TG Yo = 280TC + 2Yulc

Les deuxiéme et troisiéme lignes forment un systéme linéaire non singulier car les points A, B,C
sont non alignés. La premiére ligne se résout trivialement. L’existence et I'unicité de 7 sont assurées.

Supposons 7 > 0 et prenons x € [ABC], on remarque que la distance de x & w est plus petite que
la distance de x & I'un des trois points A, B,C. Prenons P € {A, B,C} tel que d(P,w) > d(z,w),
on a alors

7(x) =10 - d(z,w)? > 70 - d(P,w) = 7(P) = 7(P) > 0.

Comme le triangle [ ABC] est d’intérieur non vide, on se donne x € [ABC] ~ {w} de sorte que

70 =7 (x) +d(z,w) > 0.
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Définition 6.1.2. On considére EY'2 muni de coordonnées cartésiennes x,y,t et on identifie E?
a {t=0} cEM?. On note T(X) l'ensemble des triangles de X .

T(EQ) % REA’B’C} N T(El,Q)

SUSPEr. ¢ [ABC],r — [ABC]+7%

avec U (1) le vecteur dont la coordonnée t est Ty et dont la projection sur le plan horizontal identifié

—
a E? est Ow ot 1y et w donnés par le lemme 6.1.1.

Fonction de type distance par morceaux et T-suspension

Définition 6.1.3 (Fonction de type distance par morceaux). Une fonction f:%¥ — R est de type
distance par morceauz s’il existe une triangulation (7, A) de ¥ telle que pour tout & € T et tout
plongement isométrique v: & — 2, il existe w e B2 et 7o € R tels que

Ve a, f(z) =1 -d(u(z),w)?

Nous insistons sur le fait que nos triangulations sont toujours de sommets .S, de fait toutes
les fonctions distance par morceaux que 'on considérera seront de type distance sur les triangles
d’une triangulation de sommets S. Nous omettrons donc de le préciser par la suite.

Cette derniere définition est motivée par la remarque suivante :

Remarque 6.1.4. Soient M un Eig—espace—temps radiant (¥ xR, S xR)-marqué et soit X 5 ED2
un plongement polyédral. Alors :
T?0.,: Y >R

est de type distance par morceaur avec T la fonction temps cosmologique de M.

Proposition 6.1.5. Soit soit (7, A) une triangulation de (X,5).
Pour tout 7 : S — R, il existe un unique prolongement T distance par morceaur de T de
triangulation adaptée T .

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme 6.1.1 sur chaque triangle de la triangulation . O

Définition 6.1.6. Pour toute triangulation (7, A) de (£,5) et tout 7:S - R, on note Tz ; le
prolongement de T d ¥y induit par la triangulation T .

Définition 6.1.7 (Triangulations équivalentes). Soit 7: S — R, deuz triangulations F1, % de
(X,8) sont T-équivalentes si

TT,=71 = TT,92'

Définition 6.1.8 (7-suspension). Soit 7: %X — R de type distance par morceauz de triangulation
adaptée (7 ,C).

Pour & =[A1A2As] € T, on pose Pa le cone issu de O et de base suspgi2(2) et Fa; la face
issue de [A; A1), ¢’est-a-dire

Pp :=Risuspgi2(2) Fa,;:=Risuspgi2([A;4i+1])

La T-suspension de ¥ sutvant T est le Eig-espace-temps radiant obtenu en collant les (Pa)pes
le long des faces (Fa i) ae iczy3z de l'unique maniere telle que les origines (Oa) e des cones Pa
sont identifiées et que lorsque [A; A1) est identifié a [A}A”,,] dans ¥ alors suspgi.2([AiAir1])
est identifié a suspgi.2([AA},]).

On note M := M(7T) la T-suspension de ¥ suivant 7, M est muni d’un unique plongement
polyédral adapté v: % — M tel que T? o1 =7 avec T : M — R, la fonction temps cosmologique de
M.

Si T provient d’une fonction T sur les points marqués de X et d’une triangulation 7 on notera
également M(t, 7 ) = M (7 7).
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Remarque 6.1.9. La T-suspension d’une E2,-surface (%, S)-marquée ne dépend pas de la trian-
gulation adaptée o T choisie. En effet, on si l'on considére une charniére ((ABCD],[AC]) et T
distance par morceaux sur cette charniére on remarque que ™ est €1 sur la charniére si et seulement
si la suspension de la charniére induit un plongement coplanaire de charniére dans EY2. Si 'on
choisit une 7' triangulation dont des sommets ne sont pas nécessairement les points
marqués plus fine qu’une triangulation J adaptée a 7, alors M(T) et M(T') sont identiques
de méme que les plongements polyédrauz correspondants. Si T et T sont deux triangulations
adaptées 4 T, on peut toujours construire une triangulation I3 plus fine que J; et T3 adaptée a T
quitte a ce que les sommets de I3 ne soient pas nécessairement des points marqués. On en déduit
donc que la suspension ne dépend que de la fonction 7. Ainsi, en notant Ty le temps cosmologique
de M pour M un espace-temps radiant, l’application

L:% - M plongement
(M,e) : polyédral avec — {5—“: Y ->R,

T distance }
M radiant

par morceaur

(L,M) — Tiou

est bijective de réciproque T M (7).

6.1.2 Plongement convexe

Nous commencons cette section par préciser ce que nous entendons par plongement convexe,
définition 6.1.10. Le corollaire 6.1.19 est le résultat le plus important de cette sous-section car il
donne une paramétrisation des plongements convexes par un domaine de R¥.

Définition 6.1.10 (Plongement polyédral convexe). Soient M un Eibz-espace—temps (ZxR, SxR)-
marqué et ¢ : X1 - M un plongement polyédral.

Le plongement ¢ est convexe si pour tout p € X1 \ S, il existe un voisinage VW de p tel que pour
toute carte (U, B2V, ¢) de M au voisinage de 1(p) inclue dans W, le futur de ¢ (U n (X)) dans
EY2 est conveze.

Définition 6.1.11 (Q-convexité sur R). Une fonction f:R - R est Q-conveze (resp. Q-concave)
f est continue, €' par morceaux et si pour tout toel,

lim f' < lim f’ (resp. lim f’ > lim f’) )
) 5 o 2]

Définition 6.1.12 (Q-convexité sur une EZj-surface). Une fonction ¥ : ¥ — R est Q-conveze
(resp. Q-concave) si pour toute géodésique ¢ : I — X\ S, la restriction de T d ¢ est Q-convexe
(resp. Q-concave).

Lemme 6.1.13. On dote EY? de ses coordonnées cartésiennes (t,x,y) usuelles. Soient 111 et I,
deuz demi-plans de type espace de EY? s’intersectant le long d’une droite A. Soit p € A et soit

qel (p).
La fonction

H1 UH2 — R

T2
p (tp_tq)Q_(xp_mq)Q_(y]n_yq)2

est Q-convexe si et seulement si J*(II; UTly) est convexe.

Démonstration. Quitte & appliquer une isométrie de E}'2, on peut supposer ¢ = O l'origine de E12,
p=(t,0,0), A ={(t0,0,s) : seR} et IIy = {(to,a,b) : aeR_,beR}. On pose o € R tel que

5 := {to + sinh(a)a,cosh(a)a,b) | a e Ry, beR},

de sorte que J*(II; UTI;) est convexe si et seulement si a > 0.
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« Supposons que T2 est Q-convexe et considérons la géodésique

R — H1 U HQ
c: | s<0 — (to,s,0) ,
$>0 +— (tp+sinh(a)s,cosh(a)s,0)

on a alors ,
to—s Sis<0
T? =19 N
o c(s) { t2 - 5% + 2ty sinh(a)s Sis>0

donc
IZ)I,H(T2 oc)' =0< lgp(T2 oc)' =2tysinh(a)

et donc a > 0 et donc J*(II; UTIy) est convexe.

e Supposons a présent « > 0 et considérons une géodésique ¢ de II; u Ils. Si elle ne traverse
pas A, alors ¢ est une géodésique de E}2 et donc T2 o c est €1, il n’y a rien & vérifier. Si au
contraire ¢ traverse A, celle-ci peut étre paramétrée de la maniere suivante :

R — H1 ] HQ
c: | s<0 +— (tg,cos(0)s,sin(0)s)
s20 > (to+sinh(a)cos(#)s,cosh(a) cos(8)s,sin(6)s)

avec 0 €] — w/2, /2] de sorte que
R — Hl UHQ
T?oc: <0 — tg - 5?
5§20 > t2—s*+2sinh(a)cos(h)s

et donc
I%I_H(TQ oc) =0<2tycos(f)sinh(a) = 1%131(T2 oc).

Ainsi T2 est Q-convexe.
O

Corollaire 6.1.14. Soient 7: S — R, et T une triangulation de (X%,S). On pose M := M(7,.T),
et v le plongement polyédral associé de ¥ dans M.
Le plongement v est convexe si et seulement si 7. & est ()-conveze.

Démonstration. Soit p € ¥\ .S, on reprend les notations de la définition 6.1.8.

e Si p est dans I'intérieur d’un triangle A € .7, ((¥) est un plan de EY'? au voisinage de p donc
toujours convexe et 7 7 est quadratique donc %'. La condition de convexité est donc vide.

e Si au contraire p est sur une arréte e, on peut considérer comme voisinage de ¢(p), I'union
des Pp U Par avec A et A’ les deux triangles de .7 de part et d’autre de e de sorte que
7. 7 s'identifie & T? o et de sorte que les triangles ¢(2) et ¢(A’) sont inclus dans des plans
11y et IIs qui sont dans la méme configuration que dans le lemme 6.1.13. Ainsi, la condition
de convexité est celle donnée par le lemme et donc ¢(X) est convexe au voisinage de p si et
seulement si 7, & est Q-convexe au voisinage de p.

O

Lemme 6.1.15. Soit f,g: [a,b] = R deux fonctions de la forme x ~ -2 + ax + B par morceaux
et Q-convexes telles que f(a) > g(a) et f(b) > g(b). Si f est €' alors g< f.

Démonstration. g— f est une fonction affine par morceaux. Comme f est €' et g Q-convexe, g— f
est Q-convexe donc convexe. En particulier, g — f est majoré sur [a,b] par sa corde de a & b, or
g — [ est négative en a et en b, elle est donc négative sur l'intervalle [a, b]. O
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Proposition 6.1.16. Pour tout T € RY, il existe au plus une triangulation (7, A) a équivalence
pres telle que le prolongement T . : ¥ - R, soit Q-conveze.

Démonstration. Soient (71,A41) et (%3, A1) deux triangulations de ¥ telles que f1 := 7, g, et
f2 = 77 7, sont Q-convexes. Soit e une aréte de Ay, la fonction fy. est quadratique et fo. est
quadratique par morceaux et Q-convexe. On déduit donc du lemme 6.1.15 que f3 < f1 sur e. Soit
T un triangle de 77, on applique de nouveau le lemme 6.1.15 le long d’un segment quelconque
allant d’'un c6té a l'autre du triangle 7', on en déduit que f; > fo sur T et donc sur ¥;. On
démontre de la méme maniére que f; < fo et donc que f; = fo. Les triangulations 77 et 9% sont
donc équivalentes. [

Définition 6.1.17 (Temps admissibles). On note Ps 'ensemble des T € Rf tels qu’il existe
une triangulation 7 de ¥ induisant un prolongement distance par morceaux 7T g (-convexe. Les
éléments de Py, sont appelés temps admissibles.

Pour 7 € Px, on note I, unique triangulation de ¥ (4 équivalence prés) induisant un pro-
longement distance par morceauz 7., 7, Q-conveze.

Corollaire 6.1.18. L’application
{T: X >R, Q-conveze} — Py

T — T :ﬁs
est bijective.

Corollaire 6.1.19. Pour M un espace-temps radiant, on note Tys le temps cosmologique de M.
L’application
t:3 - M plongement
(M,.) = polyédral conveze avec — Py
M radiant
(LvM) — (TZZVI ° L)|S

est bijective.

6.2 Triangulation de Delaunay pondérée et domaine des
temps admissibles

Le corollaire 6.1.19 nous donnant une paramétrisation des plongements polyédraux convexes
par le domaine ¥y, de R”.S, nous souhaitons a présent avoir une description du domaine &y, avant
d’étudier 'image de I'application

T M(1,7;).

Plus précisément nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 30. Soit 1 la fonction caractéristique de S. Le domaine Ps, de Rf est un polyédre
convexe d’intérieur contenant R.1 dans son intérieur et invariant sous l'action de R, 1 ; de plus
Py, est transversalement compact, ¢’est-d-dire que Ps[R,1 est compact.

Nous attirons ’attention sur le fait que la compacité transverse est plus forte que ’affirma-
tion que lintersection de Pyx avec tout plan orthogonal a R1. En effet, le cone Rf n’est pas
transversalement compact.

Commencgons par deux définitions.

Définition 6.2.1 (Charniére pondérée). Une charniére pondérée est la donnée d’une charniére
Q = ([ABCD],[AC]) et d’une fonction 7:{A,B,C,D} - R.

On note alors Tg.» + Q — R la fonction distance par morceauzr donnée par la triangulation
7 = ([ABC],[ADC]).

Une charniére Q est T-légale si Tg » est Q-convexe, elle est T-critique si T » est de classe ¢1.
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Définition 6.2.2. Soient 3y une E2,-surface (,S)-marquée, T: hi(S) - R, et T une triangu-
lation de X1.

La triangulation  est dite de Delaunay pour T si les propriétés équivalentes suivantes sont
vérifiées :

(i) Tr, 7 est Q-conveze;
(i) toutes les charniéres de T sont T-légales.

Si nous partons d’une triangulation quelconque .7 de (X,S9), il existe un moyen simple de
retrouver la cellulation de Delaunay : appliquer ’algorithme d’inversion de charniere. Partons de
T, 81 7 n’est pas de Delaunay, alors I'une des charniéres de .7 n’est pas légale, considérons la. Si
le quadrilatere sous-jacent a cette charniere est convexe, alors on peut inverser la charniere, c’est-
a-dire remplacer la diagonale choisie initialement par la deuxieme diagonale du quadrilatere. Cette
opération revient a remplacer une aréte de la triangulation 7 par un autre segment géodésique
allant de point marqué a point marqué : on obtient ainsi une nouvelle triangulation. Il est aisé de
vérifier que la charniére inversée est alors légale. Par ailleurs, on peut vérifier que les charniéres
non convexes et dégénérées sont toujours légales. Ainsi, 'algorithme ne s’arréte que s’il tombe sur
une sous-triangulation de la cellulation de Delaunay. On montre que cet algorithme s’arréte et on
obtient alors la cellulation de Delaunay, pour les détails voir par exemple [ILTCO1].

Cette méthode suggere une tactique équivalente pour notre situation. En partant d’une tri-
angulation quelconque et d’une fonction 7 : S — R,, on peut inverser des charniéres tant que
certaines sont 7-illégales. Les critéres locaux de Q-convexités étudiés dans la premiere sous-section
nous permettront de montrer que la charniere inversée est alors 7-légale. On peut alors répéter
Iopération jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’aréte 7-illégale ou jusqu’a ce que les seules arétes illégales
soient impossibles a inverser. En effet, si la charniére est autour d’une aréte qui correspond & un
triangle collé sur lui-méme ou si la charniére n’est pas convexe, l'inversion n’est pas bien définie.
Il nous faut alors trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que l'algorithme s’arréte
dans une situation ou toutes les charnieres sont 7-légales.

Nous commencons dans la premiére sous-section par étudier des critéeres de Q-convexité de
charnieéres pour en tirer des premieres conséquences élémentaires, notamment qu’elles sont inva-
riantes sous l'addition d’une constante a 7 : pour tout C' € R, si 7 € Py, et si 7+ C > 0 alors
T+ C € Px. Puis nous définissons I'algorithme d’inversion et montrons que pour un voisinage
du rayon 7 = Cte > 0 il existe une sous-triangulation de la cellulation de Delaunay dont toutes
les charnieres sont 7-légales. Dans la sous-section suivante, nous montrons qu’une condition né-
cessaire et suffisante pour que 7: S — R, soit dans Py est que toutes les charniéres immergées
non-inversibles sont 7-1égales. Cette condition s’écrit comme l'intersection d’une infinité de condi-
tions de la forme ¢ > 0 o ¢ est une fonction affine. Cela démontrera la convexité du domaine Ps.
Enfin, nous étudions plus précisément ces conditions affines de sorte a montrer que le domaine
Py, est transversalement compact.

6.2.1 Caractérisation locale de Q-convexité

Avant toute chose, on remarque que le groupe Isom(E?) agit naturellement sur les charnieres
pondérées et préserve la 7-1égalité.

Dans la suite de cette sous-section, on se donne une charniere @ = ([ABCD],[AC]) munie
d’une pondération 7. Pour simplifier, on suppose A = O l'origine de E? et que C est sur l'axe
des ordonnées. On note w et 7o (resp. w’ et 7)) les parameétres donnés par le lemme 6.1.1 pour le
triangle [ABC] (resp. [ADC]) muni de la pondération 7. On pose alors

E2 — R E2 — R

TABC r — to-d(z,w)? TADC * r s t)—-d(z,w)?
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Remarque 6.2.3. L’ensemble des points p € E? tels que
d(p, A)2 - d(p, 0)2 =Cte
est une droite orthogonale a (AC). Par suite la droite (ww') est orthogonale & la droite (AC).

Proposition 6.2.4 (Critére de Q-convexité). Sous les hypothéses de cette sous-section, les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) T, est Q-conveze ;
(i) Tapc(D) <Tacp(D);
(iii) Tapc(B) > Tacp(B).
(v) Ty 2 Ty

(v)

(3JB+y[)) C (AC_yB+AC_yD)TASMTD+MTB+K
lzB|  |zpl |z 8] |zpl lzp| |z
avee AC AC
K="—"(AB*- ACyp)+ — (AD* - ACyp).
|z 5] |zp|

(vi) En notant @ AU le déterminant |0 V| :
(A5 7 AB) e + (CB A CB) ra - (G4 A CB) ry - (AC A 7y & <0
avec
K = AC » 4B (A5 CF) + T CF (1D -OF).

Démonstration. On pose T : EM? » R, (t,2,y) = \/t2 — 22 - y2 et on se donne tapc : B2 - E12
(resp. tapc : E* - EY?) un plongement totalement géodésique du plan E? dans E'? tel que
T?o1apc = Tapc (resp. T? oLapc = Tapc). On suppose également que tapc(A) = tapc(A), que
taBc(C) =tapc(C). On pose également

Q N ]EI,Q
Lt xe[ABC] — itapc(x)
x € [ADC] — LAD(j(x)

e To,r est Q-convexe si et seulement si ¢ est convexe d’apres le Lemme 6.1.13.

e Le plongement ¢ est convexe si et seulement si ¢(D) = tapc(D) est dans le futur du plan
d’appui de tapc([ABC]), ainsi (i) <> (i) et de la méme maniere (i) <> (ii7).
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o L’image par tapc (resp. tapc) de w (resp. w’) est la projection de O sur le plan ¢ 4pc(E?)
(resp. le plan t4pc(E?)). Si I'on part de deux tels demi-plans Iy, I, s’intersectant le long
d’une droite A, Les demi-plans sont coplanaires si et seulement les projections de O sur II;
et Il sont confondues et lorsque 'un des plan est presque de type lumiére, la projection de
O sur le plan d’appui de II; entre dans II; puis tend vers 'infini. On en déduit le résultat.

e (’est un calcul immédiat en partant de la preuve du lemme 6.1.1 et en appliquant le critere

(iv).

o Il suffit de partir du (v) et de réécrire les coefficients en utilisant les produits scalaires et
vectoriels.

O

Remarque 6.2.5. Dans le chapitre précédent, nous avons donné une définition de charniére légale
qui est différente de la définition de charniére T-légale que l'on utilise ici. Lorsque T =0, w n’est
autre que le centre de cercle circonscrit, la condition (iii) montre donc que la 0-légalité au sens
présent équivaut a la légalité au sens du précédent chapitre.

Corollaire 6.2.6. Soit 1 := (1,---,1) e R®. Pour tout 7€ Ps et tout A\eR,, 7+ A\l € P

6.2.2 Algorithme d’inversion

Définition 6.2.7 (Charniére convexe). Soit Q = ([ABCD],[AC]) une charniére. Q est convexe
si le quadrilatére [ABCD] est conveze.

Définition 6.2.8 (Inversion d’une charniére). Soit Q = ([ABCD],[AC]) une charniére, on définit
inversion Q' de @ par
Q' = ([ABCD], [BD)).

On remarque si 7 est une triangulation de (X,S) et (Q,¢) un charniére immergée de 7,
alors 'inversion de @' n’admet pas d’immersion naturelle si () n’est pas convexe. En effet, dans
ce cas 'axe de la charniere est dehors du quadrilatere sous-jacent a @ et donc hors du domaine de
définition de ¢. De plus si la charniére Q = ([ABCD], AC] est convexe mais que les points B,C, D
sont alignés alors remplacer @ par Q' dans la triangulation .7 ne définit pas un triangulation .7’
puisque deux arétes sont superposées. Enfin, si Paxe de (Q,t) ne borde qu’un seul triangle, alors
linversion ne permet pas de définir une triangulation @Q’. En effet, si e’ est 'axe de Q" alors ¢(e’)
s’auto-intersecte (voir figure 6.2.2). Cela motive alors les définitions suivantes.

Définition 6.2.9 (Charniére immergée inversible). Une charniére immergée (Q,t) de (2,S) est
inversible si v est un plongement et si Q est convexe en position générique (c’est-d-dire si aucun
triplet de sommets n’est aligné).

Définition 6.2.10. Soient J une triangulation de (X,S5), e une aréte de T et (Q,1) la charniére
immergée d’aze e.

(i) Q est dégénérée s’il n’existe qu’un seul triangle de T contenant laréte e ;
(i) Q est inversible si elle est non dégénérée et si QQ est convexe en position générique :
(iii) Q est périphérique si elle est non dégénérée et non inversible.

Définition 6.2.11 (Forme affine associée a une charniére).
Soit Q = ([ABCD],[AC]) une charniére, on pose la forme linéaire associée d Q :

RiA’B’C’D} R

T > AcTc-F/\ATA—)\DTD—)\BTB—K

Q:

173



Chapitre 6. Un théoréme d’Alexandrov pour les espaces-temps plats singuliers radiants

Fi1GURE III.1 — Développement d’une charniere immergée convexe non plongée et de son inversion
On considére une charniére immergée (([ABB’B"],[AB’],.) telle que sur la figure de gauche.
Les points B, B’, B" et B"' et les trois triangles représentés a gauche ont la méme image par ¢
dans la surface ¥. On remarque qu’apres inversion, le point A est isolé et 'axe de la charniere
s’auto-intersecte. Cela montre I'impossibilité de I'inversion d’une telle charniére non plongée.

B

avec

/\0=Z§/\ZB, /\A:C_l))/\a_B),
>\D=CT>4/\5§, /\B:A—C')/\ZB,

—_— — > —— —_— = —> —>
K = AC A AD(AB-CB)+CAACB(AD-CD).
Remarque 6.2.12. La forme linéaire Q est définie de telle sorte que Tg r est Q-convexe si et
seulement si Q*(7) < 0.

Remarque 6.2.13. 57 (Q,t) est une charniére immergée dans (X, 5) avec Q = ([ABCD],[AC]),
alors on peut définir naturellement une forme affine correspondante Rf — R en posant
RY — R
T — Q(Teuyasony)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité on la notera également Q*.
Remarque 6.2.14. Une charniére Q est T-critique si et seulement si Q*(7) = 0.

Lemme 6.2.15. Soit Q = ([ABCD],[AC]) une charniére inversible. Si Q' dénote l'inversion de
Q alors
QI* — _Qx—
Démonstration. On reprend les notations A4, Ag, A\c, Ap et K de la Définition 6.2.11 et note \’,
et K’ les coefficients correspondants de Q"* .
—_— —— —_— —
Onadla=CDACBet Ap=ACAAD ainsi :

)\;‘=EZAD—C>'ZZ_)Z/\(1_)Z+A_C>'):A—C)'/\ZB:>\B

On montre de la méme manieére que A~ = Ap. Pour vérifier que K = —-K’, on peut par exemple
exprimer K et K’ dans un systéme de coordonnées puis simplifier et réduire K + K'. Ce calcul est
fastidieux et d’un intérét limité, nous ne le reproduisons pas ici. O

Corollaire 6.2.16. Soit Q := ([ABCD],[AC],7) une charniére pondérée inversible et soit Q' :=
([ABCD],[BD],T), son inversion.
Q est T-critique si et seulement si Q' est T-critique.
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FIGURE II1.2 — Inversion d’une charniere

A INVETSLON A

P

Corollaire 6.2.17. Soit Q := ([ABCD],[AC],7) une charniére pondérée inversible et soit Q' :=
([ABCD],[BD], 1), son inversion. Si Q n’est pas T-critique, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) Q est T-légale;
(i) Q' est T-illégale.
Définition 6.2.18 (Algorithme d’inversion). Soient 7 une triangulation et 7: S — R,. L’algo-
rithme d’inversion procéde comme suit :
1. Faire la liste L des charniéres @ inversibles T-illégales de T .
2. Si L est non vide,
(a) Choisir une charniére @ de L.

(b) Remplacer la charniére Q par son inversion Q' dans la triangulation J pour obtenir
une triangulation .

(c) Aller a létape 1.

8. Si L est vide : fin de l'algorithme

6.2.3 Convexité du domaine des temps admissibles
Arrét de I’algorithme d’inversion

Nous commencons par démontrer que ’algorithme d’inversion s’arréte nécessairement.

Proposition 6.2.19. Soient (X1, F1,h1) une E2,-surface (X, 8)-marquée, 7: S - R, et T une
triangulation. Soit (7;)ier la suite des triangulations considérées par 'algorithme d’inversion pour
T et en partant de F avec I =[0,n] ou N.

Alors, la suite de fonction (Tr,7,)ier est décroissante strictement c’est-a-dire :

o pour toul i,j€l, sii<j alors Tr g, 277 7, ;

e pour tout i,j €I, sii<j alors il existe x € X1 tel que
7’}7% (:c) > 7.,-797. (93)

En particulier, la suite ()1 est injective.
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Démonstration. Soit i € I tel que i+ 1 € I. La triangulation 7;,; est obtenue & partir de la
triangulation .Z; en inversion une charniére @) de ;. On pose ¢ : @@ — X1 le plongement isométrique
naturel de @) dans ¥;. On a alors :

o Yz eXiNu(Q), Tra(x)=T7r7, (x). En effet, pour z ¢ 1(Q), le triangle contenant = est le
méme pour .7; et pour J,1.

o Yz euQ), Tra(x)>7r 7, (x). Eneffet, 77 5 () et 77 7, (z) sont égales sur les segments
[AB],[BC],[CD] et [DA] mais d’apres la propriété 6.2.17, @ est Q-concave et Q' est Q-
convexe, en appliquant le lemme 6.1.15 & des segments géodésiques allant de coté a coté de
[ABCD] on montre que pour tout z € Q, 7. 7 (t(x)) > 7. 7,,, (t(z)).

L’injectivité est alors immédiate.
O

En particulier, cette derniere proposition implique que les fonctions 7, 7 sont toutes majorées
par la premiere fonction 7, 7.

Lemme 6.2.20. Soient a,beR, a<b et soit

I [a,b] — R2

r — —x"+ar+pf

pour certains «, B € R et telle que f(a) 20 et g(b) > 0. Alors,

_\2
Inaxf > M
[a,b] 4

Démonstration. On pose u : [a,b] — R P'unique fonction affine telle que u(a) = f(a) et u(b) = b.
Comme f(a) et f(b) sont positifs, u est positive. Pour tout z € [a,b], f(z) = u(x) - (z - a)(z -b),
_(b-a)?

1 donc

or Mingeq51( —a)(z -b) =

(b-a)*

>
max />

[a,
O

Proposition 6.2.21. Soit C € R}, l’ensemble des triangulations 7 de (X£,S5) telles qu’il existe
7:8 >Ry avec Tr, 7 < C est fini.

Démonstration. Soit (7,.A) une triangulation et soit 7 : S — R, tel que 77 7 < C. Pour toute
aréte e € A, la restriction de 7, # a e est une fonction de type distance et donc si ¢: [0,L] - e
est une paramétrisation géodésique de e par longueur d’arc, alors 7; # o ¢ : [0,L] - Ry est une
fonction positive de la forme z —» —22 + ax + 5. D’aprés le lemme 6.2.20,

L2

— <max7, g <C
[a,b]

donc L < 2¢/C. Par suite la triangulation .7 ne comporte que des arétes de longueur plus petite
que 2¢/C. Or ¥ est compacte, il existe donc seulement un nombre fini d’arétes géodésiques de
longueur bornée allant d’un point de S & un point de S, et donc un nombre fini de triangulations
composées uniquement d’arétes de longueur plus petite que 2V/C. O]

Proposition 6.2.22. Soit 7 : S > R,. Quelque soit la triangulation Iy choisie, l'algorithme
d’inversion pour T partant de Jy s’arréte sur une triangulation Z telle que l'une des propriétés
suivantes est satisfaite :

(A) toutes les charniéres de T sont T-légales
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(B) toutes les charniéres inversibles de T sont T-légales et il existe une charniére T-illégale de
T qui n’est pas inversible.

Démonstration. On note (7;);er la suite des triangulations considérées par P’algorithme d’inver-
sion avec I = [0,n] ou I = N. D’aprés la proposition 6.2.19, la suite des fonctions (7 7, )i est
strictement décroissante donc pour tout i € I,

Tr.7, <MAX T, 7, .
, s T

Ainsi, d’apres la proposition 6.2.21, il n’existe qu'un nombre fini de triangulations 7 satisfaisant
cette propriété, la suite (7} )er est donc & valeur dans un ensemble fini de triangulations. D’apres
la proposition 6.2.19, la suite (.7} );es est injective. Finalement, I est fini donc l'algorithme s’arréte.
Lorsque 'algorithme s’arréte disons au bout de n itérations, la liste des charnieres inversibles

illégales de .7, est vide. L’alternative est alors immédiate.
O

Convexité de Yy

Soit 7: S - R,. Si 'on suppose que toute charniére immergée dans (X,.5) non inversible est
T-1égale ; alors, quelque soit la triangulation de départ, I’algorithme d’inversion s’arréte sur une
triangulation dont toutes les charniéres sont légales. Nous avons donc la une condition suffisante
pour que 7 € Ps. L’objectif du reste de cette sous-section est de démontrer que non seulement
cette condition est également nécessaire si la surface ne comporte que des angles coniques plus
grands que /2, mais que ces conditions sont des inégalités affines sur Rf et donc que Px est
convexe.

Lemme 6.2.23. Soit Q = ([ABCD],[AC]) une charniére non conveze ou convexe mais pas en
position générique et soit T une pondération sur Q. S’il existe une fonction distance par morceaux
Q-conveze f sur [ABCD] telle que fita,p,c,py =T alors Tg ; est Q-conveze.

Démonstration. Quitte & permuter A et C, on suppose que C est dans l’enveloppe convexe de
[ABCD]. On pose g le prolongement distance par morceaux de 7 induit par la charniere @, et h le
prolongement distance de 7|4 g p} au triangle [ABD]. Les deux fonctions f et g sont définies sur
[ABCD] c [ABD] et la fonction h est définie sur [ABD]. Enfin, remarquons que, par définition,
g= ?Qﬂ-.

h est de type distance sur [ABD] et f est de type distance par morceaux Q-convexe sur Q). En
appliquant le Lemme 6.1.15 sur les arétes [AB],[AC] et [AD] puis sur des arétes [zy] c [ABCD]
avec x € [AB] et y € [AD] on montre que f < h. De la méme maniére, on montre que l'on a les
faits suivants pour g

o ¢ est Q-convexe si et seulement si g < h;
e h est Q-concave si et seulement si g > h.

De plus, g — h étant affine sur les triangles [ACB] et [ACD] et nulle aux trois points distincts
A, B et D, alors g — h est négative si et seulement si g(C') - h(C) = 0.
Or, g(C) = f(C) et f(C)<h(C), donc g(C) < h(C). Ainsi, g < h et g est Q-convexe. C'est-a-
dire 73, est Q-convexe.
O

Proposition 6.2.24. On note C l’ensemble des charniéres immergées dans (X2,S) et on note C*
Uensemble des charniéres immergées (Q,1) inversibles.
Si (32,5) ne comporte que des singularités coniques d’angle plus grand que 7[2, on a alors :

Ze= 1 (@)'(R)

QeC\C*

et donc en particulier, P, est un domaine conveze de R?.
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Par ailleurs, pour tout T € Py, en notant T l'unique prolongement distance par morceauz
Q-convexe de T on a :
T=minTy

ot 7' parcourt toutes les triangulations de X.
Démonstration. Commencons par convenir que si C \ C* = @ alors I'intersection est RY entier.

 Montrons l'inclusion 2. Soit 7 € Ngecucx(Q*) 1 (R-), d’apres la remarque 6.2.12, 7 est tel
que toute charniére non inversible est 7-légale. Appliquons 'algorithme d’inversion pour 7
en partant d’une triangulation quelconque 7, d’apres la proposition 6.2.22, cet algorithme
s’arréte sur une triangulation . Comme toutes les charniéres non-inversibles de Z sont 7-
légales par hypothéses, 7 satisfait la propriété (A) de lalternative donnée par la proposition
6.2.22 et donc toutes les charni¢res de .7 sont T-1égales ; ainsi, 7 € Pyx.

e Montrons 'inclusion c. Soit 7 € Py, il existe une triangulation .7 dont toutes les charniéres
sont 7-légales. On se donne une telle triangulation et on note 7 := 7, &. Soit (Q,¢) € C une
charniére non inversible. Comme aucun angle conique de la surface ¥ n’est plus petit que
/2, si la charnieére @ est dégénérée, elle comporte un angle strictement plus grand que 7 et
est donc non convexe ; par suite, dégénérée ou non, ) n’est pas convexe en position générique.
Or T o est une fonction distance par morceaux et Q-convexe donc, d’apres le lemme 6.2.23,
7r.q est Q-convexe. Par suite @) est T-légale et donc Q*(7) e R_.

Finalement, 7 € Ngecwc+ (@) H(R-)
O

Proposition 6.2.25. En notant 1 la fonction caractéristique de S, le rayon R, 1 est dans l'inté-
rieur de Py.

Démonstration. Premiérement, la cellulation de Delaunay (C,.A) est 0-légale donc R,1 c Ps.
Deuxiemement, chaque cellule de la cellulation de Delaunay est un polygone cocyclique plongé et
est maximale en ce sens que si 7 est une sous-triangulation de la cellulation de Delaunay et e une
aréte de la cellulation de Delaunay alors la charniére immergée de .7 d’axe e n’est pas O-critique.
Pour toute sous-triangulation .7 de la cellulaiton de Delaunay et toute aréte e de la cellulation
de Delaunay, on pose Q% , la fonction Q" associée a la charniere de J d’axe e. On pose alors

U:= Q MNQ7 (RY)

ou . parcourt les sous-triangulations de la cellulation de Delaunay et e parcourt les arétes de la
cellulation de Delaunay. Comme aucune des charniéres considérées n’est 0-critique mais qu’elles
sont toute 0-légales, R, 1 est dans chacun des Q},e(Rﬁ). De plus lintersection est finie car il
n’y qu'un nombre fini de sous-triangulations de la cellulation de Delaunay. Ainsi & est un ouvert
contenant R, 1.

Montrons a présent que U est inclus dans &s;. Appliquons l'algorithme d’inversion & un 7 dans
U en partant d’une sous-triangulation de la triangulation de Delaunay. Les conditions Q7 5(7) <0
assurent que les arétes e bordant les cellules de la cellulation de Delaunay sont toujours 7-1égales,
ainsi l'algorithme d’inversion ne cherche jamais a les inverser et donc ne parcourt que des sous-
triangulations de la cellulation de Delaunay. Celles-ci sont en nombre fini, 1’algorithme s’arréte
donc. D’apres la proposition 6.2.22, ou bien ’algorithme s’arréte sur une triangulation 7-Delaunay,
ou bien il existe une aréte non inversible 7-illégale. Or les arétes non inversibles de la cellulation de
Delaunay ne sont pas 0-critiques et délimitent une cellule, par construction de U, une telle aréte
est 7-1égale. Cela montre que lalgorithme s’arréte bien sur une triangulation 7-Delaunay et donc
que 7 € Py

Finalement U est un voisinage de R, 1 inclu dans s, donc R, 1 est dans l'intérieur de Py,

O
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6.2.4 Compacité transverse du domaine des temps admissibles

La compacité transverse du domaine s, repose sur l'existence de contraintes affines Q* > 0
de la forme 74 - 7¢ < e(ra+ T+ T7c +Tp) + K avec € > 0 arbitrairement petit et A, C' quelconques
dans S. Ces relations sont données par des charnieres de type (z, L), voir la définition 6.2.26 et
le lemme 6.2.27. Il nous faut alors construire suffisamment de telles charniéres immergées dans
(%, 5), c’est objet du lemme 6.2.28.

Définition 6.2.26 (Charniere de type (x,L)). Pour x,L >0, une charniére ((ABCD],[AC]) de
E? est dite de type (z, L) si elle non inversible avec C € [ABD] et si d(B, (AC)) <z, d(D, (AC)) <
x, AB>L et AD > L.

Lemme 6.2.27. Soient [ >0 et x > 0. Pour toute charniére QQ, on pose

Q"7 a(@)Ta+ Q)8 +7(Q)70 +6(Q)TD + K

la forme affine associée a Q.
Alors, existe une fonction positive f: Q — f(Q) € RY telle que pour toute suite de charniéres
(Qn)nen telle que pour tout n e N, Q,, est de type (xz,n) et dont la longueur de l'axe estl on ait :

lim (Qn) = - lim (@) =

Q) T Q) T
@) Q)

A ! I Q) 7Y

Démonstration. Soit L > 0, on se donne une charniére @ = ([ABCD],[AC]) de type (z, L) telle que
AC = 1. Quitte & appliquer une isométrie de E2, on peut supposer la charniére dans la configuration
A =0 lorigine de E2, C = (0,1), x5 >0 et xp <0.

Le critére (v) de Q-convexité de la proposition 6.2.4 donne alors :

Q)= —— a(Q)="17ve Lo
|z 5| lzg|  |rpl

5(Q) = —— 2Q)= LBy P
|zp| lzg|  |rpl

On pose f(Q) = v(Q) de sorte que v(Q)/f(Q) =1 et f(Q) >0 car yg >0 et yp > 0. On a
lzg| <z, |zp| <z, yg > VL?—22 et yp > VL% —22; donc

a(Q) !
IR (%) R
B(Q) ! 5(Q) l
o2 YHQ VE=
D’ou le résultat. O

Lemme 6.2.28. Soit ¢ un segment géodésique non trivial de (3,S5) allant d’un point Py € S d un
point Py € S.

1l existe une constante xg > 0 telle que pour tout L > 0, il existe une charniere immergée
Q = ([ABCD],[AC],t) de type (z0,L) avec t(A) = Py et 1(C) = Ps.

Démonstration. La fonction ¥ - Ry, x — d(x,S) est 1-lipschitzienne donc bornée, on note M son
maximum sur Y. On note également m la plus petite distance séparant deux points distincts de
S.

On commence par construire des immersions de secteurs angulaires arbitrairement longs dans
Y. On note u le vecteur tangent au segment géodésique e en P; et a I'angle conique en P;. Pour
0 € [0,a/2[, considérons cg l'unique rayon géodésique tel que cg(0) = P1, |cp(0)]| = 1 et 'angle
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entre c(0) et U est 6. Si ¢y ne rencontre jamais de point marqué alors il est défini sur R,, sinon
il est défini sur un intervalle [0, sg]. La géodésique ¢y est bien définie pour s € [0, s¢] avec so = I(e)
la longueur du segment géodésique e. On peut la prolonger a gauche, c’est-a-dire en suivant le
rayon géodésique sortant faisant un angle 7 avec le rayon géodésique rentrant du coté gauche. On
prolonge de cette maniere le rayon c¢g de sorte & le définir sur [0, +oo[. On pose 3 := min(a/2,7/6)
et on définit :

D — X

D : O.1) — co(r) avec D :={(0,r):0¢€[0,8[,r€[0,sq[}

Le domaine D est une partie de R, x [0,7/6]/ ~ et si on le munit de la métrique dr? + r2d6?,
I'application (r,6) = (rcos(#),rsin(f)) est un plongement isométrique de D dans E2. On identifie
alors D & son plongement dans E2. Enfin, pour g €]0, 5[, on pose R(fy) = min{ss : 0 €]0,00]};
ce minimum est bien défini car 'ensemble des points marqués S est discret. On a alors les faits
suivants :

o L’application ® est une restriction de I’application exponentielle en P;, comme X\ S est une
surface riemannienne de courbure nulle, ¢’est donc une immersion isométrique de D dans X.

. 01LI})1+ R(G) = +o00.

La fonction 6 — R(6) est croissante par définition. Posons L > 0 et construisons 6 tel que
R(0) > L. Considérons une suite définie par récurrence comme suit :

— 6y €]0, 8] tel que sq, = R(6p) et sin(fp) < 7+ ;
— On11 €]0,0,,/2] tel que sg,,, = R(Ons1);

Prenons n € N tel que R = R(0,,) < L, on considére le triangle isocele de sommets Py, ¢y, j2(R)
et cp, (R). La longueur du coté allant de cg, j2(R) & cq, (R) est 2sin(0,/2) R <m/2; ainsi

d(co, (R),S) < d(co,(R),co,/2(R))+d(co,2(R),co,/2(50,/2))
< mf2+sg,0- R
Donc
se,;2 > d(ce,(R),S)+R-m/2
> m+R-m/2
> R+m/2
et donc
R(6,11) > R(0,,) + m/2.
Finalement,
R(9[2L/m]+1) > L.
o Pour tout 6 €]0,8[, R(9) < %

En effet, le plongement du domaine ]0,0[x[0, R(#)] de R, xR dans E? est un secteur d’angle @
et de rayon R(6) du plan E?. Un tel secteur contient un triangle rectangle dont les longueurs
des cotés sont R(6) cos(0), R(0)sin(f) et R(#). Le rayon r du cercle inscrit & un tel triangle
s’écrit alors :

R(0)(cos(8) +sin(f) - 1)
2
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L’image de ® ne contient pas de point singulier dans son intérieur donc I'image par ® du
centre du cercle inscrit est éloigné de S d’au moins r et donc M > r. On en déduit

2M
cos(0) +sin(f) — 1

R(0) <
et le résultat en montrant ’'inégalité

VO e[0,1], cos(f)+sin(f)-12>

Wl

Montrons a présent le lemme a proprement parler, posons zg = 6M et donnons nous un L > 0.
On note I = I(e) la longueur du segment géodésique e. Soit 6y > 0 tel que R(6y) > L; il existe
01 €]0,6q[ tel que R := sp, = R(6p), soit donc un tel 6, €]0,0y[. Le domaine {6 € [0,6,] 7 ¢€[0,R]}
est un secteur angulaire de E? d’angle ; et de rayon R, ce domaine est en particulier convexe.
Pour fixer les idées, on pose P; : (0,0) le centre du secteur, E : (0, R) et F : (0, R); enfin on pose
Py : (0,1). De cette maniére, ®(P]) = P et ®(Py) = P2. On consideére le triangle T' = [P{ Py E], la
figure suivante résume la situation.

E

01
Pl, PQl F

Ce triangle T est tel que P{E = R > L, on majore & présent la distance de E a la droite (P]Py).
On a donc :

d(E,(P{P)) = sin(6)R
< 6M sin(61)
<
< 6M
=

Le triangle T’ muni de son immersion ® donne alors la moitié d’une charni¢re de type (z¢, L) d’axe
e. En construisant de la méme maniere un triangle a droite du segment e, on obtient une charniere
immergée de type (g, L) dans ¥ d’axe e et dont les sommets sont dans S. O

Proposition 6.2.29. Si les angles coniques de la surface (3,S5) sont tous plus grands que /2
alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout A,B € S et tout 7 € Py,

|7(A)-7(B)|<C.

Démonstration. D’apres le corollaire 6.2.6, il suffit de démontrer qu’il existe une constante C' > 0
telle que si 7 € Py est nul en 'un des P € S alors 7 < C.

e D’apres les lemmes 6.2.27 et 6.2.28 et d’apres la proposition 6.2.24, pour tout € > 0, pour
tout A, B € S, il existe K >0 telle que pour tout 7 € Py,

|Ta — 7| <elr|+ K

avec |7| := maxT.
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o Pour tout A, B €S, on se donne K4 p >0 tel que pour tout 7€ Py,
1
|74 — 7B < §|T| +Kap

et on pose K =max4 pes Ka p.

e Soit 7 € Px et soit A € S, on suppose que 7(A) = 0. On se donne B € S tel que 7(B) = |7],
on a alors :

1
7| =[r(A4) -7(B)| < §IT| + K
et donc

|| < 2K

Ainsi, en posant C' = 2K, on a le résultat.
O

Corollaire 6.2.30. Soit E [’ensemble des triangulations T telles qu’il existe T € Px, de sorte que
T est T-Delaunay :
E:={7 |3rePs, T 71-Delaunay}.

Si les angles coniques de la surface (X,S) sont tous plus grands que 7/2 alors E est fini.

Démonstration. On pose
M := max Ty g,

avec Jp une sous-triangulation de la cellulation de Delaunay. Cette constante M ne dépend que
de la surface 3.

Soit J € E et prenons T € Py, tel que 7 est 7-Delaunay. Quitte a appliquer le corollaire 6.2.6,
on peut supposer qu'il existe A € S tel que 7(A) = 0. Soit une constante C' > 0 donnée par la
proposition 6.2.29 de sorte que 7 < C. D’apres la proposition 6.2.24, on a :

"F.,-’g S"IY.,-7% SC+"7Y07<% <M+C

I'inégalité 7, 7, < C' + 7, g, s’'obtenant en remarquant que 7, 7, — 7,7, est une fonction affine par
morceau majorée par C' sur S et donc sur . On peut alors appliquer la proposition 6.2.21.
O

Corollaire 6.2.31. Si les angles coniques de la surface (3,5) sont tous plus grands que 7/2 alors
Py, est une polyédre conveze.

Démonstration. On reprend les notations du corollaire 6.2.30, et pour .7 € E on pose C & 1’ensemble
des 7 € Py tels que T est T-Delaunay.

e Pour tout 7 € E, Co est le domaine
NQ*(R-)
Q
ou @ parcourt les charnieéres de Z or celles-ci sont en nombre fini, donc C# est un polyedre
convexe.

¢ On peut écrire Py sous la forme :

Ps, = U Co.
TeE

Or E est fini et chacun des C o est un polyedre, donc Px est une union finie de polyedre et
comme d’apres la proposition 6.2.24 c’est un domaine convexe, c¢’est un polyedre convexe.

O
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6.3 Fonctionnelles d’Einstein-Hilbert

Pour 7 € RY et .7 une triangulation de (X, S), on rappelle que M = M(7,.7) est un Ei’OQ—
espace-temps radiant tel qu’il existe un plongement polyédral ¢ : ¥ — M satisfaisant

TQOL:?T7%:Z—>R+

avec T le temps cosmologique de M. Dans cette section, nous considérons systématiquement
T e Ps et I =7, V'unique triangulation 7-Delaunay de . On notera alors M (7) a la place de
M(7,7;) et on notera ¢, : X - M(7) le plongement polyédral associé. Par définition de Py, ce
plongement est convexe.

Définition 6.3.1 (Fonction masse). Pour 7 € Ps et pour o € S, on pose k(1) lunique réel
positif tel que t-(z) € Sing,,_(,\(M(7)). C’est a dire la masse de la particule passant par o dans
M(T).

On note k: Px, » R Vapplication qui d T associe le vecteur (ky(T))oes-

Remarque 6.3.2. [’application T — k est continue et € sur chaque cellule Cg = {1 € P5 | Ty =
T}. De plus, pour T dans Uintersection de deux telles cellules Cg et Cg, les deuz triangulations
T et T sont T-équivalentes donc la valeurs de k calculée avec la triangulation T et celle calculée
avec la triangulation T’ sont égales. On en déduit donc que T — K est continue sur Ps.

Dans les deux sections suivantes, nous cherchons a déterminer I'image de k.

Probleme. Soit (X, F1,h1) une Ezw/Q—surface (2, 8)-marquée et soit k € RY, existe-t-il T € P,

tel que (1) = KO et s7il existe, est-il unique ?

La premicre étape est de définir, pour £° donné, une fonctionnelle sur I'espace &5 dont les
points critiques sont des solutions du probléme. Nous continuerons alors 1’étude en étudiant la
différentielle seconde de cette fonctionnelle pour démontrer que c’est une fonction de Morse dont
les points critiques sont tous définis positifs.

La deuxieme étape, est alors d’étudier le gradient de cette fonctionnelle au bord du domaine

P, de sorte a garantir que le gradient est toujours dirigé vers I'extérieur du domaine. Nous

pourrons alors conclure sur l'existence et I'unicité des solutions au probleme pour <.

6.3.1 Préliminaires : angles lorentziens et formule de Schlaffli

Nous souhaitons énoncer la formule de Schliffli pour les polyedres immergés dans E'2. Nous
définissons les notions d’angles lorentziens et de famille a 1-parameétre de polyédres immergés.
Nous suivons ’exposition et les notations de [Sou04] et nous nous y référons pour les détails.

Angles lorentziens

Pour commencer, le module |u| d’'un vecteur u de E*? est égal &
ful = V/{ulu)

en convenant que si (u|u) < 0 alors |u| est la racine complexe de partie imaginaire positive. Soient
u,v deux vecteurs de E1'2, nous définissons un angle <uw satisfaisant les propriétés suivantes :

(a) pour toute paire de vecteurs u,v de EV2, zuv e R +iR/277Z;
(b) pour toute paire de vecteurs u,v de E2, (ulv) = |ul[v| cosh( 2uv) :
(c) pour toute paire de vecteurs u,v,w de EL? coplanaires, <uv + <vw = 2uv’.
Les angles ne sont bien définis que lorsque ni u ni v ne sont isotropes. Par ailleurs nous dirons que

u,v sont de méme type s'ils sont dans la méme orbite de SOq(1,2).

183



Chapitre 6. Un théoréme d’Alexandrov pour les espaces-temps plats singuliers radiants

Définition 6.3.3 (Type d’un vecteur de E'1). Soit u un vecteur de EY', on définit le type
ky € Z/AZ de u de la maniére suivante :

o ky =0 siu est de type temps futur;
o ky=1 siu est de type espace d’abscisse négative,
o ky=2 siu est de type temps passé;
o ky =3 siu est de type espace d’abscisse positive.

Définition 6.3.4. Soient u,v deux vecteurs normés de E*? non isotropes et soit I1 le plan vectoriel
contenant u et v.

o si Il est de type espace,
Zuv =16

avec 0 le paramétre de l'unique isométrie elliptique envoyant u sur v ;
e si Il est de type temps et u,v de méme type,
Zuv =
avec a le parametre de l'unique isométrie hyperbolique envoyant u sur v.
e si Il est de type temps et u,v de types différents,
zuv = a+i(ky - ku)g
avec o= 2u'v" ou u' (resp. v') est l'unique vecteur de type temps futur dans I qui est soit
orthogonal soit positivement colinéaire d u (resp. v).

Définition 6.3.5 (Angles diedre). Soient IIy et Il deuxr demi-plans vectoriels s’intersectant le
long de leur bord A. On suppose 111,15 et A non isotropes et on pose v; = A n1l; i€ {1,2}. On
se donne u € A et pour i € {1,2}, on pose n; 'unique normale d II; telle que (u,v;,n;) soit une
base directe.

L’angle diédre signé <I11115 entre les plans 11y et Ily est alors :

2111l :== 2n1ng

Dans la définition de ’angle diedre entre deux plans II; et Il5, le choix de u est sans importance.
En effet, si 'on remplace u par —u, alors ny et ny sont remplacés par —n; et —ng respectivement.
Ainsi 2nins reste inchangé.

Formule de Schlaffli

Définition 6.3.6 (Famille & un paramétre de polyedres localement E12).
Une famille d un paramétre de polyédres localement EY? est la donnée d’un complexe simplicial
K et d’une application v : [0,1] x K - EL2 tels que

(a) pour tout simplexe P de K, ¥yp est injectif et 1)(P) est un polyedre de EL2 ;

(b) pour tout t € [0,1], Uapplication (¢, ')Iﬁ est un homéomorphisme local ;

(c) pour tout x € K, l’application (-, ) est €.

Soit (KC,%) une famille & un parametre de polyedres de Minkowski. Si e est une aréte de KC,
alors pour tout ¢ € [0,1], on note l.; > 0 la longueur du segment (e, t) c E1? et 6., la somme
des angles diedres entre les faces des simplexes de K d’aréte e.

Théoréme 31 (Formule de Schléffli dans E'? [Sou04]).
Soit (IC,¢) une famille & un paramétre de polyédres de Minkowski dont aucune des faces ni
arétes n’est isotrope. En notant A l’ensemble des arétes de IC, on a

dbe

e;le’t o -0
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6.3.2 Définition et différentielle des fonctionnelles d’Einstein-Hilbert

La fonctionnelle que nous définissons est plus naturelle sur le domaine des racines carrés des
temps admissibles, nous posons donc

DY = {(VTa)wes = T P5).

Les éléments de 9;/ ? seront systématiquement notés h comme hauteur et le éléments de Px
seront toujours notés 7 . Le passage de I'un & I'autre étant simples, nous étendons les définitions
M(r), T, etc, a he @;/2 de sorte que M (h) désignera M(7) avec 7 : x + h(x)2. On rappelle que
lon note k. : Ps, - R, Papplication qui & 7 associe 'angle de la singularité de M (7) passant par

(o).

Définition 6.3.7 (Fonctionnelle d’Einstein-Hilbert).

Soit k € RY. Pour h € 9‘;/2, on note (I, Ap) la triangulation T-Delaunay avec T = h? ; pour
e € Ay, on note alors I, et 0, la longueur de e et l'angle diédre autour de e respectivement.
On définit alors la fonctionnelle d’Einstein-Hilbert de ¥ comme suit :

Py, — R
Hi: h +— Zhg(ng—kg)+ Z 1.0, -
oeS ee A,

Proposition 6.3.8. Supposons que les angles coniques de la surface (X,S) sont tous plus grand
que /2 et considérons i € RY.

Alors, Hz est de classe €' sur @;ﬂ et

Atz = 3 (kg - Fo)dh,
oeS

Démonstration. Ps peut étre décomposé en une union finie de domaines convexes (P;);e[1,n] tel

que 7~ (J;,A;) est constante sur P;. On note Pl.l/2 ={\/T : Te P} pouric[l,n] de sorte que
12 _ " pl/2
7 :gPi/ :

Pour tout i € [1,n], les fonctions h + k et h ~ 6 sont de classe €' sur I'intérieur de Pil/2 et

. 1/2 . 1/2 .
continues sur P, / , donc Hj est de classe €' intérieur de chacun de P, /2 et continue sur chacun

des Pil/ 2 De plus, si h est dans 'intersection de deux domaines Pil/ 2 et le/ 2, les arétes e de la

triangulation (.7, A4;) du domaine Pil/ ? qui ne sont pas dans la triangulation (75, A;) de le/ ? sont

inversibles sans changer la valeur du prolongement distance par morceaux de h? & ¥, c’est donc que
le plongement de la charniére d’axe e est coplanaire et donc que 6. = 0. Par suite h = ¥ c 4, lefe

. 1/2
est continue sur 3”2/ .

On consideére la famille & parameétres (Qp, formée des polyedres obtenus en prenant le

)he@;”
passé de la surface de Cauchy ¢(X) c M (h). C’est un polyedre compact localement Minkowski et
on note K le complexe simplicial sous-jacent a Q.

D’une part, comme la triangulation .7, ne dépend pas de h sur 3”3 / 2, le complexe simplicial

KC sous-jacent & @), est constant sur &, ; d’autre part, sur I'intérieur de Pil/ 2, aucun des h, n’est
nul et donc tous les faces et arétes du complexe simplicial X sont non-dégénérées; on peut alors
appliquer la formule de Schléffli. On remarque que les arétes du complexe simplicial sous-jacent a
@, sont de deux types : celles de type espaces sont paramétrées par A et celles de type temps

par S. La formule de Schlédffli donne donc sur l'intérieur des Pil/ 2.

S hodkg + Y 1.d6, = 0.
oeS ee Ay,
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. . s 1/2
Par suite, pour tout i € [1,n], sur U'intérieur de Pi/ ,ona:

dHz = Y (Ko —Fo)dho + Y, hedky, + Y 1df, (6.1)
ogeS oeS ee Ay,
= 2 (ko —ig)dhy (6.2)
oeS

Le terme de droite se prolonge par continuité au bord des domaines Pil/ % méme si certaines faces
ou arétes sont isotropes. De plus, h — & est continue sur le domaine 332/ 2, le terme de droite est
donc défini et continu sur le domaine 22/2. Enfin, 'union des intérieurs des domaines Pil/ % est
dense dans Wé/ 2 On en déduit donc que la fonction Hz est donc contintiment différentiable sur
@é/ % et que
dIHr{ = ZS(K'/G' - R/o')dh/a'
o€

. 1/2
sur le domaine @E/ .

6.3.3 Convexité des fonctionnelles d’Einstein-Hilbert

Nous étudions a présent la différentielle seconde de la fonctionnelle d’Einstein-Hilbert. L’ob-
jectif est de démontrer la proposition suivante

Proposition 6.3.9. Notons (0,),cs les angles coniques de la E2,-surface marquée (%, S). Sup-
posons que les angles coniques de la surface (X,5) sont tous plus grand que w/2 et considérons
R eRY.

La fonctionnelle Hy est €2 et sa matrice hessienne est a diagonale dominante. Si de plus, pour
tout 0 € S, Ky <0, alors en un point critique la hessienne de Hy est définie positive.

On se donne 7 une triangulation de (X,5) et on considére le domaine C'» des h € f@y % tels

que J;, = 7. Comme Py est 'union d’un nombre fini de tels domaines et que @é/ % est d’intérieur
non vide, on peut supposer C'z d’intérieur non vide.

Pour h € C, le passé du plongement de ¥ dans M (h) est un polyédre localement Minkowski
dont chaque simplexe est une pyramide de E'? telle que sur la figure II1.3 dont on gardera les
notations tout au long de cette sous-section. Si T' est un triangle de .7 de sommets 01,09, 03 et si

e=0105 et € =103 sont deux arétes bordant T, on note : p. la partie réelle de 'angle de 01_—5
A 0,0, Ocer la partie réelle de 'angle de 105 & 7,03 et . la partie réelle de 'angle du plan
(Oo101) au plan (010203). Dans cette sous-section, les arétes sont orientées de sorte qu’il faut
distinguer a. et a_. : 'angle a. est toujours celui a gauche, celui a droite est donc celui désigné
par a_e.

Nous cherchons a trouver des formules les dérivées partielles

Ok,

Oh,,’

01,09 € S.

Il est clair que s’il n’existe pas d’aréte reliant o1 a o9, alors cette dérivée est nulle. S’il existe
une aréte e reliant o1 a o9, dans chacune des deux pyramides P, et P_ a gauche et a droite
de e, nous devons étudier les variations de angle diédre sur 'aréte [Oo;] par rapport & h,, et
he,. Considérons P, et reprenons les notations de la figure II1.3, I'idée est alors de considérer
le quadrilatéere de H? dont les c6tés sont portés par les géodésiques correspondants aux plans
(Oo102), (Ocio3) d’'une part et aux plans passant par O orthogonaux aux droites (o102) et
(0103), voir figure 6.3.3. On remarque qu’il posseéde deux angles droits et que les longueurs des
cOtés correspondent aux des angles i, _¢r, pe €t per, de plus les deux angles non droits sont Kees
et m—0Oeer.
Nous avons alors besoin d’utiliser le résultat de géométrie hyperbolique suivant :
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FIGURE III.3 — Simplexe composant le passé du plongement de X dans M (h).
. , — 2 — —_—  —>
Les angles suivants sont affichés : p. 'angle de 010 a 0103, 8. 'angle de o105 a 0103 et o, 'angle
du plan (0ci07) au plan (o10203).

Proposition 6.3.10 ([Fen89] p90-91).
Soit un cerf-volant tel que sur la figure
ci-contre, il est entierement déterminé a

isométrie prés par 8 des 6 paramétres /\
ag, e, p1,p2,K,0 et : 0‘1 o\

cos(h) = sinh(py) sinh(py) —cos(©)  \ \\

cosh(p1) cosh(pz) g
. cos(x) sinh(ay) + sinh(as) P2 y
h - \
sinh(p2) sin(k) cosh(ay) ‘s
sin(k)  cosh(az) cosh(aq) _»
sin(@)  cosh(pz) cosh(py)’ —

Y/

Corollaire 6.3.11. Avec les mémes notations que la proposition 6.3.10, en choisissant comme
jeu de parametre O, p1, p2, on a :

Ok tanh(az)
dpr cosh(pr)

Nous n’avons reproduit sur les figures que des cerfs-volants sans auto-intersection et on voit
qu’il y a en fait 16 configurations possibles de cerfs-volants en fonction des signes de aq, as, p1
et p2. Cependant, les formules de la proposition 6.3.10 appliquées & a_e/, Qe, Pe, Pers Keer €6 Oeer nE
changent pas (en prenant garde a leur signe au fait que selon la configuration les angles sont x ou
7w -k, m—0 ou ). Le calcul fait dans la configuration la plus simple est valable dans tous les cas.

Nous avons également besoin de calculer la dérivée des angles p en fonction des hauteurs

(hU)UES~

Lemme 6.3.12. On reprend les notations de la figure I11.3 alors :

€

21.h2 cosh(p.)

(hZ, +h2, +12)dhe, = 2ho, ho,dh,,

dpe =
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FIGURE III1.4 — Cerf-volant associé a un secteur
On note e l'aréte o104 et €’ Varéte o103.

(00'10'2) N }jz

(Ocy03) NH?

Démonstration. D’apres la loi du cosinus dans E2 :

-hZ, = -hZ +12-2l.h,, sinh(p,)
hUl(_thl)_(hi +lg—h(2, ) 2h0 ho
cosh(pe)dpe = 216}%12 L2 dhy, + ﬁglldh@

(hZ, +12+h2 )dhs, = 2hs, he,dhe,
21.h2 cosh(p.)

dp. =

Proposition 6.3.13. Soient (3,5) une ]Ezw/2 -surface marquée. La fonction k est €1 sur le 5”;;/2

et pour tout h € 5”;2 et tout o0 €S, on a

tanh(a.) + tanh(a_.) (h2, +12 + h2)dh, — 2hsherdhy
th;U = Z 3 5
eeAy, e:o~a’ cosh (pe) ZZeho

Démonstration. On commence par remarquer que les mémes arguments montrant la continuité de
H= montrent la continuité du terme de droite sur ﬂ;/ 2 1 suffit donc de démontrer Iégalité sur
lintérieur des domaines C'z := {h € 9;/2 | T =T},

Soit un tel domaine C's d’intérieur non vide, on note A ’ensemble des arétes de 7. Soient

ogeS et heCg,onnote (€;)iez/nz la famille des arétes sortantes de o en suivant I'orientation de
3. On pose g; € S U'extrémité finale de e; de sorte que l'on ait :
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dhK/O' = Z dhﬁeieiﬂ
i€ZnL

~ (_tanh(aei)d ~ tanh(a_em)d )
iz \ cosh(pe,) “ o cosh(pe,,y

o (tanh(aei) . tanh(aei))d
i€ZnZ COSh(pei) COSh(pei) i

tanh(a,, ) + tanh(a_,)

>

it cosh(pe,) “
_ tanh(a, ) + tanh(a_,,) (k2 + hZ +12)dhs - 2hehs,dhe,
i€Z/nZ cosh(pe,) 21.h2 cosh(pe)
tanh(ae, ) + tanh(a_p,) (h2 + b2, +12)dh, - 2hyhy,dhy,

= 2

i€Z/nT. cosh? (Pe,) 2l.h2

O

Démonstration de la proposition 6.3.9. D’apres les propositions 6.3.8 et 6.3.13, H est de classe €2
et la matrice Hessienne H de Hjz s’écrit :
tanh(a.) + tanh(a_.) 2hsh,
Ha,'r = - Z 5 By
e.og~T COSh (pe) Zleha
tanh(a.) +tanh(a_.) h2 + h2 + 2
HU,U = Z Z

TeS e:o~T COShQ(pe) 2l€h(27
» tanh () + tanh(a-.) 2hsh,

- oo cosh?(p.) 2l.h2

Comme le plongement de ¥ dans M (h) est convexe, tanh(a,) + tanh(a_.) > 0. Par suite, pour
tout o €S :

Vo,TeS, 0T

VoeS

tanh(a. ) + tanh(a_.) h2 + 12 + h2 - 2h, h,

_7;;|H61T| ’ ‘I;S'EOZ\:‘YT cosh?(pe) 20 .h2
B tanh(a.) + tanh(a_.) (hy — hy)? +12
) Tzs;w cosh?(p.) 2, h2
> 0.

La hessienne de Hj est donc & diagonale dominante.

Supposons a présent Yo € 5,0, > R,. Soit 0 € S, le terme H, o =Y. 1.y |Ho x| = 0 si et seulement si
tanh(a.)+tanh(a_.) = 0 pour toutes les arétes sortantes de 0. Notons ¢ : ¥ — M (h) le plongement
induit par un h tel que Hy o = Y ru0 [Ho | = 0. Tous les angles diédres autour de ¢(o) dans (%)
sont nuls. C’est-a-dire que (X)) est totalement géodésique autour de la particule massive de M (h)
passant par t(o). Le lemme 6.4.11 de la section suivante montre que cela n’est possible que si
0, = ko. En particulier

(grad,Hz)e = Fo— ko (6.3)
= kKy—0, (6.4)
< 0 (6.5)

Ainsi, en un point critique de Hz,

VoelS, H,,- Z |Hy 7| #0.

T*O

Finalement, en un point critique de Hz, la hessienne est a diagonale strictement dominante.
O
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6.4 Bord du domaine des temps admissibles

6.4.1 Plans d’appui du domaine des temps admissibles

Dans cette section, on suppose systématiquement que les angles coniques de la surface (%, S)
sont tous supérieurs a /2.

Lemme 6.4.1. Si 7€ 0P5 alors l'une des assertions suivantes est vérifiées :
(a) il existe o € S tel que 7(c) =0;

(b) il existe o € S tel que pour tout € >0, T +¢el, ¢ Ps avec 1, la fonction caractéristique du
singleton {o}.

Démonstration. Supposons T > 0 et supposons que pour tout € > 0 et tout 0 € S, 7+¢el, € 5. On
se donne alors pour tout o € S, £, >0 tel que 7 +e,1, € P et posons ¢ := %minT > 0. D’apres le
lemme 6.2.6, 7 — cllg € #5x. On observe alors que 7 est dans I'intérieur de ’enveloppe convexe de

{T+e,1s : ceStu{r—elg}, or P est convexe et donc 7 est dans U'intérieur de Ps. O

Lemme 6.4.2. Les plans d’appui de Px qui ne sont pas de la forme I, : "1, = 07, sont de la
forme Q* =0 avec (Q,t) charniére immergée non-inversible.

Démonstration. Py est un polyedre convexe de RY qui est une union finie de polyedre de la forme
Cz =Nge 7(Q*)™(R_) ot Q parcours les charniéres d’une triangulation donnée .7. Considérons
une face de Pyx, prenons un 7 € Py a lintérieur de cette face et une charniere immergée (Q,¢)
de 7 telle que Q* = 0 est I'unique plan d’appui & Px en 7. Supposons (Q,t) inversible, notons
Q = ([ABCD],[AC]) et Q' sont inversion. Comme Q*(7) =0 on a également Q" (7) = 0 et donc
Q"™ =0 est un autre plan d’appui & &x, en 7. Par unicité du plan d’appui en 7, il existe donc A > 0
tel que Q* = AQ"*. Or, d’apreés le lemme 6.2.15, Q™ = -Q*, c’est absurde.

O

Lemme 6.4.3. Soit 7 € 0Ps. Sill: Q* =0 est un plan d’appui en T avec (Q,1) une charniére
immergée et Q = ([ABCD],[AC])), alors :

e si C € [ABD], alors la coordonnée o(C) de la normale d II sortant de Ps; est strictement
positive ;

e siQ est dégénéré, alors les coordonnées 1(A) et o(C) de la normale a I sortant de Py, sont
positives.

Démonstration. La normale au plan II sortant de &5, est le vecteur dont les coordonnées sont
les coefficients de @* qui sont donnés dans la définition 6.2.11. Les signes des coefficients sont
clairement lié & la convexité du quadrilatére [ABCD]. O

Proposition 6.4.4. Soit (%, Fi,h1) une E2,-surface (X, 5)-marquée d’angles © : S - R*, alors :

lim x(7)=0.
T—>+00
Démonstration. Lorsque T tend vers I'infini, comme Py, est transversalement compact, il suffit de
montrer cette limite le long des demi-droites 7y := 7 + AL, A > 0. Le long d’une telle demi-droite,
la triangulation 7y-Delaunay est toujours la méme, on considére alors .7 la triangulation de 7-
Delaunay. Soit T un triangle de .7, la pyramide associée a T' est de plus en plus allongée & mesure
que A tend vers l'infini et donc le cone issu de T se rapproche de 1'espace-temps stationnaire R x T’
muni de la métrique —dt? +ds2T. Les angles diedres entre les faces de type temps tendent alors vers
ceux de cet espace-temps stationnaire. Ceux-ci sont égaux aux angles de euclidiens du triangle 7T'.
Par suite « tend vers ©. O
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6.4.2 Germes de cones lorentziens

L’étude menée dans la sous-section précédente est incompléte pour achever ’étude de la fonc-
tionnelle d’Einstein-Hilbert. En effet, si nous avons une caractérisation du bord, celle-ci ne nous
permet pas de conclure que le gradient de Hz pointe « vers lextérieur » du domaine. Nous ne
sommes pas capable de démontrer un résultat aussi fort mais nous démontrons la proposition
suivante qui est un corollaire du théoréme 32 et de la proposition 6.4.10 :

Proposition 6.4.5. Soient © > 27 et k > 0. S’il eviste un céne convere de EL? d’angle conique
O, de sommet sur la droite singuliére de EL? et admettant un secteur coplanaire d’angle au moins
™ alors kK > 2.

Corollaire 6.4.6. Soit (X, Fi, hy) une E2, -surface (,S)-marquée et soit h e 8@;/2.

>27
Si h >0 alors il existe o € S tel que ks (h) > 2.

Corollaire 6.4.7. Soient (2, Fy, hy) une B2, -surface (X, S)-marquée, k € [0,2m]° et h e 89’%/2.
Si h >0 alors gradHz a une coordonnée strictement positive.

On rappelle (définition 2.2.1) que la métrique en coordonnées cylindriques (¢, r,6) autour d’'une
particule massive d’angle k s’écrit :

2
—A2 +dr? + (23) 2462,

™

On rappelle également que la sphére unité de EL2 est la surface
Shti={r? -2 = 1}.

Définition 6.4.8 (Germe d'un cone de E'?). Soient k>0, © > 0 et C un cone de EL? d’angle
conique © de classe %pzm. On suppose que le sommet de C est situé sur la droite singuliére de EL2.
Dans le systéme de coordonnées cylindriques (r,0,t), l’ensemble S nC peut étre paramétré par
longueur d’arc

t(s)

CnSht = r(s) | : seR
0(s)

Le germe pc de C est la coordonnée t: R — R de ce paramétrage.

Remarque 6.4.9. Le germe p d’un cone est unique modulo composition a droite par une appli-
cation de la forme s — +s+ ¢ avec c € R.

Proposition 6.4.10. Soient k>0, © >0 et C un cone conveze polyédral de EL? d’angle conique
O et dont le sommet est dans Sing(EL?).
Soit p:= pe le germe de C, alors
(i) p:R >R est ©-périodique continue et €y, ;

(ii) p est trigonométrique par morceauz c’est-a-dire de la forme 8 — Asin(0 + ) par morceau ;

(iii) p est Q-convexe;

) B S} \/1 +p(0)2 + p'(0)?
(iv) m—/o T+ )(0)2 dé.

Démonstration. L’intersection du céne C avec SL'! est paramétré par longueur d’arc par s — c(s) =
(p(s),7(s),0(s)) et, quitte inverser le sens de parcours de CnS:!, on peut supposer la fonction ¢
croissante.
1,1 o : oo . 7
CnS,;* est un cercle topologique 477, de longueur © et ¢ en est un paramétrage par longueur
d’arc. On en déduit le premier point.
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Chapitre 6. Un théoréme d’Alexandrov pour les espaces-temps plats singuliers radiants

Le second s’obtient en calculant le germe d’un plan dans E? et le point (iii) s’obtient en
comparant p a un plan tangent.
Enfin, pour obtenir le dernier point on commence par remarquer les relations suivantes :

e 2
o2 = f 0'(s)ds, r?—p?=1, (P2 + (") + (i) r2(0)? =1
0 27
On en déduit rr’ = pp’ et

GO o R

()
21+ )2 2’
) (2?) - p1+p )
_ (27r)2 1+(p)?) (1+0%) - p*(p')?
K (1+p2)2
or - )
g = 2wV ()7
K 1+ p? '

En injectant la derniere ligne dans 27 = foe 0’ on obtient le résultat.

Lemme 6.4.11. Soient k>0, © >0 et C un cone polyédral de EL? d’angle conique ©.
Si le germe p de C est trigonométrique de classe €' alors k= ©.

Démonstration. Si p = 0, c’est une conséquence directe du point (iv) de la proposition 6.4.10.
Sinon, comme p est trigonométrique non nul, la plus petite période de p est 2w. Or © est une
période de p donc © est un multiple de 2. De plus, en notant p : § — sinh(«)sin(f + ¢) et
© = 2kw, on vérifie aisément que

T+ p(0)2 + p/(0)2 2h
[ VIHp02 +p 0 f _cosh(a) _d6-2km-o.
0 1+ p(0)? 1+ sinh(a)?sin®(0)

O

Remarque 6.4.12. Soit p: I - R continue de classe szpm, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) p est Q-conveze ;
(ii) s~ p(-s) est Q-conveze.
Définition 6.4.13 (Angle hyperbolique associé & une courbe Q-convexe).

e Soit p:[a,b] > R trigonométrique par morceaur et Q-convexre, on pose

() fb\/1+p2+p’2
k(p) = -

1+ p?

e Soit p:R = R trigonométrique par morceauz, ()-convexe et ©-périodique, on pose

() [9 1+ p2+p?
k(p) := -~
0

1+ p2
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Remarque 6.4.14. Toute fonction p : R - R trigonométrigue par morceaur @Q-convere et O-
;. g . . . 2 1,2
périodique induit un plongement polyédral convexe de Eg dans En(p). De plus ce plongement est

essentiellement unique : d’aprés le point (iv) de la proposition 6.4.10, 'angle k est donné par
la fonction p, on peut alors remarquer que deux cones de Eiz donnant liew d un méme germe
(modulo composition d droite par une application de la forme R — R,s — s+ ¢) différent d’une
rotation autour de la droite {r =0} de EL?2.

Les deux lemmes suivants transcrivent l'intuition géométrique de la convexité des cones en
terme de leur germe.

Lemme 6.4.15. Soit p: I - R trigonométrique par morceauzr @Q-conveze et soit 8y € I. Soient o

et ¢ tels que
p(0o)
p'(65)
Alors pour tout 6 € I n[6y,00 + ]

sinh(a) sin(6g — ¢)
sinh(a) cos(6p — @)

p(0) > sinh(a)sin(f — ¢)

Démonstration. Soit (0g,01,:+,0, = 6g + m) une subdivision adaptées a p. Pour k € [1,n], on
pose pr : R — R T'unique fonction trigonométrique telle que pyrg,_,.0,] = P|[6,_.,6,] €t On pose
po = sinh(a) sin(: — ¢).

Montrons pg(6p) < pr+1(6p) sur les intervalles [0y, 0k + w]. Soit k € [0,n - 1], on a pg(6x) =
Pr+1(0k). Si p.(0k) = ploq (0k) alors pi = prs1. Sinon, p) (0k) < pl.1(0k) et donc py < pr41 sur un
intervalle non trivial [0, 0y +¢], ces deux fonctions trigonométriques sont en particulier différentes
et s’intersectent sur ensemble 0 +7Z. Ainsi pr,—pp+1 est de signe constant sur 'intervalle [0, 05 +]
et donc py < pg+1 sur [0k, Ok + 7].

Le lemme se déduit alors aisément.

O

Corollaire 6.4.16. Soient o, f € R tels que 0< 8 —a < w. Soit p: [, 8] = R trigonométrique par
morceau Q-convexe. On pose p: [, B] = R lunique fonction trigonométrique telle que p(a) = p(a)
et p(B) = p(B). Alors, p < p.

6.4.3 Une borne inférieure pour «

On souhaite démontrer que pour un germe p: R - R ©-périodique Q-convexe trigonométrique
sur un intervalle de longueur 7 ; si © > 27 alors k(p) > 27. La méthode employée consiste & définir
une « distance » entre les optima locaux de p qui est liée & x(p) (voir définition 6.4.17). Nous
montrons ensuite que cette distance donne une minoration pour les fonctions trigonométriques par
morceaux Q-convexes strictement croissantes et nous en déduirons la minoration désirée.

Définition 6.4.17. Pour tout x,y € R tels que |x| <y, on pose :

T /1 + 92
Kmin(x,y) = — —arctan | —=|.
2 [y? — 22

avec pour convention Yz € Ry, Kpin(z,2) =0 et ki (—x,2) = 7.
Lemme 6.4.18. Pour tout x,y, z tels que |x| <y <z, on a

Emin (T, Y) + Emin(Ys 2) 2 Kmin (T, 2)
avec égalité si et seulement sty =2z ou x =y ; de plus,

Emin (%, 2) + Bmin (Y, 2) 2 Kmin (2,Y)

avec €galité si et seulement si y =z ou x = —y.

193



Chapitre 6. Un théoréme d’Alexandrov pour les espaces-temps plats singuliers radiants

Démonstration.

e Pour tout |z| <y < z, on pose f(2,y,2) = Emin(T,Y) + Kmin (Y, 2).

Siy=2zouuz=yon est clairement f(z,y,2) = Kmin(z,2); de plus, comme |z| <y, siy =0
alors z = 0 et on retombe alors dans le cas d’égalité. Enfin, si y = —z, alors ki (z,y) = 7;
Or Kypin <7 done f(x,y,2) > kmin(x, 2) avec égalité si et seulement si y = z.

Supposons alors |z| <y < z, on a alors :

of (z,y,2) = Y
0z NEZESENEES Y
of

a(x,y,z) > 0 siy>0

Par suite, pour tout z,y, z tels que |[z|<y<zet z <y,
Iimm(%y) + Hmin(zay) = f(%yaz) > f(.T,Z,Z) = Kmin(-raz)-

e Pour tout || <y < z, on pose g(x,Y, 2) = Kmin (%, 2) + Kmin(y, 2). On a alors pour |z| <y < z :

V22— y2r+ V22 - a2y
\/yz _ Iz\/zz —y2V/22 + 1y

2
V22 -z + Va2 -2z = (y+z)(y—z)y
V22 - 22y — /22 - y2z

of
% (xayvz)

Ainsi, pour tout x,y, 2 tels que |z| <y < z,
—Siz>0, %(m,y, z) est clairement positif;
— si x <0, la factorisation donnée dans la deuxiéme ligne montre qu’a nouveau

o (r..2)20

Par suite, pour tout x,y, z tels que |z| <y < 2,

Hmin(x7z) + F@min(yaz) = f(l”»ywz) 2 f(x,y7y) = "imin(xay)
Le cas d’égalité se traite de la méme maniére que précédemment.
O

Lemme 6.4.19. Soient hg,h; € R avec hg < hy et soit p: [0y,01] = [ho,h1] Q-convexe trigono-
métrique par morceaur strictement croissante telle que

1. p(6;)=h; pourie{0,1}
2. p'(6y) =0.
En posant 1= p' op~t: [ho,h1] >R on a
(a) ¥(h1)=0
(b) Yhe[ho,h1],v(h)Y'(h) > —h avec ¢’ dérivée de ¢ au sens des distributions.
o [T
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Démonstration. Le premier point découle des conditions p’(61) =0 et p(61) = hy. Le second point
s’obtient en dérivant p’ o p™! et en utilisant la condition de Q-convexité de p. Le troisiéme point

s’obtient par le changement de variable df = %. O

Lemme 6.4.20. Soient ho,h1 € R avec |ho| < hy.

Si p:[6o,01] = R est une fonction trigonométrique par morceauz continue Q-conveze stricte-
ment croissante telle que

1. p(6;) =h; pourie{0,1}
2. p'(61)=0;
alors
K(p) 2 Kmin(ho, h1)

avec égalité si et seulement si p est trigonométrique.

Démonstration.

e On commence par poser ¢ = 0y — arcsin(hg/h1) de sorte Papplication 6 — hysin(6 — ¢) est
trigonométrique, strictement croissante sur l'intervalle [6p, ¢ + 7/2] et a pour valeurs hg et
hy aux bornes de cet intervalle. On pose alors :

¢ = 0 —arcsin(hg/hy),

01 = (b+7T/2,

et _
| [66,81] — R
p: 0 —> hysin(d-¢)

de sorte que

0 Sihy=ho
(~) (h 5 ) s Sl hl = —ho
KA\p) = kmin{0,11) = hos/1 + B2
T arctan | Y"1 | g hi > |ho|
2 Vhi=hg

e On pose ¢ = p'op~! telle que dans le lemme 6.4.19 et ¢ = (7)o ()", pour tout h € [ho, 1],
on a :

G(h) (D) (h) = =k <p(h)y' ().
Or ¥(hy) =9 (hy) = 0, donc pour tout h € [ho,h1],
w?(h) < ($)*(h)
avec égalité si et seulement si ¢y, = {E‘[ho,h]
Et donc :

k(p)

fhl V1+hZ2+¢2(h) Vith?+yi(h) o
h (1+Rh2)p(h)
T4h2
i} fhl Vit 1
h 1+ h?

1+h2
[hl e "
h

C1+h2
w(7)
Hmin(h07 hl)
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avec égalité si et seulement si 1) = 1. Or p(6y) = p(f) donc 1 = 9 si et seulement si p = 7.
Finalement,
H(p) 2 ’imin(hO,hl)

avec égalité si et seulement si p est trigonométrique.
O

Remarque 6.4.21. Nous aurions pu démontrer le lemme 6.4.20 sans utiliser le lemme 6.4.19
en découpant p sur des intervalles ot elle est trigonométrique et en appliquant un calcul direct
comparable a celui de la démonstration du lemme 6.4.18. Cela nous semble plus laborieux et moins
élégant que la méthode présentée. Par ailleurs, la méthode choisie a l'avantage d’étre plus facile-
ment généralisable aux cones converes non nécessairement polyédrauz.

Nous souhaitons éliminer I'hypothese « technique » de stricte croissance du lemme 6.4.20.
Nous avons besoin pour cela d’extraire des sous-fonctions Q-convexes.

Définition 6.4.22 (Extractrice). Soit p: [0g,61] = R une fonction trigonométrique par morceaux
continue Q-conveze.

Une eatractrice pour p est une famille d’intervalles (I;)ieq1,n7 chacun d’intérieur non vide et
inclus dans [6y,61], tels que pour tout i€ [0, N —1], on ait

(i) p(657) = p(65"),
. / (Z) . (i+1)
(iii) 511»%1— P (61 + e) < ali%l‘*‘ p (00 + s).
et ou l’on a posé Géi) =min I; et Hii) =max [;,

Définition 6.4.23 (Sous-fonction extraite). Soit p : [6p,01] = R une fonction trigonométrique
par morceaur continue Q-convexe et soit (Ii)ie[[o,N}] une extractrice pour p. En posant

b = 657,

B B n-1
0,, bo+ Y (08 -657) wne[1,N+1];
k=0
la sous-fonction de p induite par lextractrice (I;);eo,n7 est la fonction

[§O7§N+1] — R
0 — p(9—§k+9((]k)) k) 9€[9_ka9_k+1] ’

i

Propriété 6.4.24. Soit p : [0p,01] = R une fonction trigonométrique par morceauz continue
Q-convexe et soit (Ii)iGHO,N]] une extractrice pour p.

La sous-fonction p de p induite par (I;)[1,n] est trigonométrique par morceaux continue et
Q-convezxe. De plus

#(p) 2 K(p)

avec égalité si et seulement si p = p.

Démonstration. p est trigonométrique par morceaux car p est trigonométrique par morceaux, la
continuité est assurée par la condition (iz) et la Q-convexité par la condition (iii).

La condition (i) assure que p ne contient pas deux copies d’un méme morceau de p, d’ou
k(p) 2 k(p). De plus, il y a égalité si et seulement si les intervalles I; recouvrent [6p, 6], ¢’est-a-
dire si et seulement si p = p. O
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Proposition 6.4.25. Soient ho,h1 € R avec |ho| < hy.
Si p:[6p,01] > R est une fonction trigonométrique par morceaux continue Q-conveze et telle
que

1. p(6;) =h; pourie{0,1}
2. p'(01)=0

alors :
K(p) 2 ﬁmin(hm hl)

avec égalité si et seulement si l'une des propriétés suivantes est vérifiée :
(a) p est trigonométriqgue monotone ;
(b) p est trigonométrique et 01 =0y + .

Démonstration. Le cas p strictement croissante fait 'objet du lemme 6.4.20; la remarque 6.4.12
permet de ramener le cas strictement décroissant au cas strictement croissant ; enfin le cas hg = hy
est trivial car Kuqn(h1, 1) = 0. Supposons & présent que p n’est pas strictement croissante et que
ho < hy.

La méthode consiste & extraire (définition 6.4.23) une fonction

p:100,0,] — R

de p telle que p est strictement croissante puis strictement décroissante, telle que max p = max p
et telle que p(6;) = p(6;) pour ¢ € {0,1}; puis d’appliquer le lemme 6.4.20 aux deux portions
strictement monotones de p.

On définit :
9(()0) = min {9 €[00,01] | p(0) = p(Bo) et 3e>0,p|g,0+c] strictement croissante}
950) = max {9 > 660) | pl[eég)ye] strictement croissante}

puis par récurrence pour n > 0,

min{ee[9§">,91] | p(0) = p(6\™) et p'(¢9+)>o}

o) < max{9>eg"“) | o

9(()71+1)
] strictement croissante}.

0((Jn+1) .0

La construction s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes N > 0. On pose ensuite :

a§0) = max {a € ]GiN),Gl] | p(a) = p(61) et Fe>0,pjg-c,6] strictement décroissante}
al” = minja<al® | strictement décroissante
0 L faed”] '

puis par récurrence pour n > 0,

a§n+1) - max {a c ]ggN)va(()n):I | p(a) :p(a(()n)) et p'(a”)< O}

[ a(n+1)] strictement décroissante}.
1

_ . (n+1)
ayg = min {a <y | Pl

La construction s’arréte au bout de M étapes. Il est possible que les suites (agn)) o ,i€{0,1},
n<

soient vides (c’est la cas par exemple si max p = h; ou encore si p croit jusqu’a un maximum local
strictement plus petit que h; puis décroit et croit & nouveau jusqu’a atteindre maxp = hq), dans
ce cas on pose M = -1 par convention.

On pose alors
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I [Oék), 9§k)] pour k < N,

Iy,

[a6N+M+1_k)7 a§N+M+1_k)] pour N<k<N+M+1.

o Par construction, la conditions (¢) de la définition 6.4.22 est clairement satisfaite.

e Pour k # N, la condition (ii) est satisfaite par construction.

e Soit ke N. Si k < N par construction, p atteint un maximum local en chacun de Hgk), or p
est Q-convexe, la dérivée a gauche de p en HYC) est donc nulle. Par construction, si k£ < N,
la dérivée a droite de p en HékH) est strictement positive ; cela montre que la condition (4i7)
est satisfaite pour k£ < N et on montre de la méme manieére qu’elle est satisfaite pour k > N.
La condition (#i7) est donc satisfaite pour k # N.

e Pour vérifier les conditions (i7) et (ii¢) lorsque k = N, il suffit de remarquer que p (9§N)) =

p (a(()M)) =max p et donc que
Elir(r)l_ s (GgN) + s) = Elir(r)l+ o (a(()M) + 6) =0.

La famille (Ix)gefo,n+ar+1] st donc une extractrice de p, on pose alors p l'extraction de p sur
(Ik)kefo,n+m+1] 3 d’apres la propriété 6.4.24, p est trigonométrique par morceaux, continue et
Q-convexe.

On reprend les notations de la définition 6.4.23. Comme p est strictement croissante sur 'inter-
valle A := [éo,éN+1:| et strictement décroissante sur 'intervalle B := [§N+2,§N+M+2], en utilisant
la remarque 6.4.12 et le lemme 6.4.20 on a

K(p) k(pja) + £(pB)
> Kmin(p(0o), max p) + Kmin(p(61), max p)

= Kmin(ho, max p) + Kpin (h1, max p)

2

avec égalité si et seulement si p est trigonométrique. De plus, on a k(p) > x(p) avec égalité
k(p) = k(p) si et seulement si p = p; ainsi

K(p) > Emin(ho, max p) + Kmin(h1, max p)
avec égalité si et seulement si p est trigonométrique et p = p.

e Si maxp = hy, p est strictement croissante alors que, par hypothese, p ne I'est pas. Ainsi
p % p, U'inégalité est donc stricte et on a :

k(p) > Emin(ho,h1) + Emin(h1,h1)
= ’imin(h07hl)~

e Si max p > hy, on applique le lemme 6.4.18 :

Kmin (ho, max p) + Kpmin (h1, max p)
> Kmin(ho,h1).

w(p)

2

En remarquant que le seul cas d’égalité possible du lemme 6.4.18 est h; = —hg, on voit qu’il
y a égalité si et seulement si p est trigonométrique 61 = 6y + .

O

198



6.4. Bord du domaine des temps admissibles

Théoréme 32 (Masse minimale). Soit © > 27 et soit Re l'ensemble des fonctions p : R - R
trigonométriques par morceauzr Q-convexes et O-périodiques telles qu’il existe un intervalle I de R
de longueur m sur lequel p; est trigonométrique.
Alors
inf =2
Jnf k(p) =2m
et cet infimum est un minimum si et seulement si © =27 et p trigonométrique sur R.

Démonstration.

e Soit € >0 on choisit un « > 0 tel que cosh(a) > %. On pose

R — R
p: sinh(a)sin(f - k©) Sife[-37/2,7/2]+ kO
0 — . .
sinh(a) Sinon
1l
o5t
5 5 10

La fonction p dans I'adhérence de Reg pour la norme ¢ de plus

©-31/2 1

=2 —— <2 .
wp) =2+ [7/2 cosh(a) ~ e

Donc inf x(p) < 2.
pERo

 Soit p € Re, soit I = [6p, 00 + 7] tel que pj; est trigonométrique.

On suppose dorénavant © > 2. On peut supposer 8y = 0 et, quitte & changer p en 6 — p(-0),
on peut également supposer p(7) = —p(©) = —p(0) < 0.

— Si © > 2m, alors 21 < © et p(27) < p(©) > 0 > p(w) donc p atteint un maximum sur
l'intervalle ]m, ©[ en un certain 6;.

On applique la proposition 6.4.25 & p1 = pj(x9,] €t & p2 = pj[g, 0] *
K(p1) + K(p2) 2 Bmin(=p(7), p(61)) + £(=p(7), p(61)) =7

avec égalité si et seulement si p est trigonométrique sur Uintervalle [7,0] et © = 27 (ce
qui est impossible). Ainsi k(p) > 2.
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Chapitre 6. Un théoréme d’Alexandrov pour les espaces-temps plats singuliers radiants

— Supposons © = 27. D’une part, d’apres le lemme 6.4.15, p est minoré par le prolongement
trigonométrique de pjg, -] & [0,27]. D’autre part, d’apres le corollaire 6.4.16, P|[,27] €st
majoré par I'unique fonction trigonométrique f : [m,27] — R telle que f(mw) = p(r)
et f(2m) = p(27). Or ces deux fonctions sont égales donc p est trigonométrique et
k(p) =27 = 0.

O

Remarque 6.4.26. Le probléme inverse est également intéressant.

Soit © € R} et soit Eo ’ensemble des fonctions p : R - R trigonométriques par morceauz
Q-convexes et ©-périodiques.

Que vaut

sup £(p) =7
peRo

On peut démontrer les inégalités suivantes (mais ce n’est pas complétement évident) :

01 1 (C]
2 ([—w - 7)7r > sup k(p) >2 ([—] - 1)7r
s 2 peRo us
Par ailleurs la minoration n’est pas optimale car il existe des angles © arbitrairement grands pour
lesquelles le supremum est strictement plus grand.

6.5 Démonstration du théoreme principal

Nous pouvons a présent nous attaquer a la démonstration du résultat principal.

Théoréme 33. Soit 0 : S - R} la fonction qui a 0 € S associe l'angle conique de (3,S5) en o et
soit k: S = R,.

Si pour tout o € S, Ky < 2w et (o) > 27, alors il existe un Eig-espace-temps radiant (¥ xR, S x
R)-marqué (M, Fa, he) et un plongement polyédral convexe : X — M tel que pour tout o € S,

k(t(0)) = k(o).
De plus, un tel couple (M, 1) est unique d équivalence preés.

Résumons d’abord les conclusions de ’étude effectuée au cours des précédentes sections, On
pose 6 : S - R} la fonction qui & o € S associe I’angle conique de (3,.5) en o et on suppose 6 > 2.

Premierement, un plongement adapté convexe (M,:) de (X,S5) induit une fonction distance
par morceaux Q-convexe sur (X, S). Réciproquement, & toute fonction distance par morceaux Q-
convexe Sur Y, nous avons associé un Ei’oz—espace—temps (X xR, S x R)-marqué (M, Fs, ha) et un
plongement polyédral convexe ¢ : % — M. Ces deux constructions sont de plus inverses I'une de
I’autre et établissent une bijection entre les classes d’équivalence de plongements adaptés et les
fonctions distance par morceaux Q-convexes sur (X, S).

Deuxiemement, nous avons montré que les fonctions distance par morceaux Q-convexes sur
(X,5) sont completement caractérisées par leur restriction & S. Le domaine &y, est par définition
I’ensemble des 7 : Rf — R, admettant un prolongement a (X, S) distance par morceaux Q-convexe ;
ainsi, le théoreme 33 est équivalent au théoreme suivant :

Théoréme 34. Si pour tout o € S, 0(c) > 2n, alors pour tout k € [0,27]°, il existe un unique
he @;/2 tel que k(h) = k.

Troisiemement, pour tout & € RY nous avons construit une fonctionnelle Hz définie sur le
domaine 9;/ 2 dont les points critiques sont exactement les solutions de ’équation k(h) = &
d’inconnue h € :@y 2
équations.

Avant d’achever la démonstration du théoréme 34, nous démontrons que @;/ % est étoilé.

. Il s’agit donc de démontrer 'existence et 1'unicité des solutions de ces
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6.5. Démonstration du théoréme principal

Lemme 6.5.1. Soit Z c S un sous-ensemble strict de S, on note
9322 = {he @é/z | VoeZ, h(o) :O}
et 1 la fonction caractéristique de S\ Z.
Si pour tout o € S, 0(a) > /2, alors 9;22 est étoilé en €1 pour € >0 assez petit.

Démonstration. Nous démontrons le lemme dans le cas Z = @, les autres cas se démontrant de

maniéres comparables. Notons M := max. S(|Ti - 7;]) et w: R,y - R l'unique fonction continue
TE p3) 7,,]6

telle que pour tout u > 0,
V1i+u=1+ % +uw(u) et w(0)=0.

On remarque que |w(u)| <1 pour tout u < 1.
Soient 1, -+, ¢, un nombre fini de formes affines RY — R non constantes telles que

Ps; = N et (Ry).
k=1

Ainsi, pour tout h e RY,
he2d? < vke[ln], gp(h?)20

avec h? = (h2)ges.
e Tout d’abord, remarquons que tout h € (@é/z s’écrit h = /7 + A1 pour un certain A > 0 et un

certain 7 tel que pour tout o € S, 7, € [0, M] et en appliquant la racine carré coefficient par
coefficient.

1/2
b

¢ Montrons que pour tout h € 2y et tout € € R}, si ¢h € Py, alors

Vse[0,1], sh+(1-s)el el

Soient € > 0 et h € Z'/2/%. Pour tout k € [1,n] et tout s € [0, 1],

e ((sh+(1-9)e1)?) = i ((sh+(1-5)e1)’)
Pk (52h2) +2s(l-s)eh+(1- 5)262]1)

5290k(h) +2s(1-8)pr(eh) + (1 - 5)2%(0).

D’une part, pr(h) > 0 car h € Px; d’autre part, pr(0) > 0 car 1 € Px (voir proposition
6.2.25) ; on en déduit que ¢y, ((sh+ (1 - s)el)?) est positif.

Ce raisonnement étant valable pour tout k € [1,n], on en déduit que

Vse[0,1], (sh+(1-s)el)? e Ps.

o Soit k € [1,n]. Soient ,A > 0 et 7 € P5 tel que pour tout o € S, 7, € [0, M]. Considérons
h = /7+Al. Posons ¢, = (@ | ) + b pour un certain vecteur @ et un certain réel b > 0.
D’apres la proposition 6.2.25, ¢ (0) > 0 donc b> 0. On note A := | @ |; > 0. Montrons que si

A>max(1, M) et e < ;22— alors ¢y (gh) > 0.
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Chapitre 6. Un théoréme d’Alexandrov pour les espaces-temps plats singuliers radiants

Supposons A > max(1, M) et ¢ < ﬁ.

op(eVT+ A1)
= Y (8\/X 1+ ;)

= Yk (5\/X]l + s\/Xg + Eﬁw(T/)\)g)

or(eh)

- sﬁ<7 | ;>+5<3|W(T/A)

B eAM B cAM
VSNRVA\

s

\Y%

v
e

e D’apres la proposition 6.2.25, il existe nn > 0 tel que V7 e Ry, si 7 <7, alors h € Py ; on se
donne un tel n > 0.

Soit k € [1,n]. Soient e, A > 0 et 7 € Py tel que pour tout o € S, 7, € [0, M]. Il est alors clair
que si € < 57— et A <max(1, M) alors

2M+1
Ok (6\/ﬁ) >0.

e On déduit des deux points précédents que pour k € [1,n] fixé, si € > 0 est assez petit, pour
tout h € gzé/ 2,
wr(eh) > 0.

Finalement, les formes affines (¢ )kef1,,) étant en nombre fini, il existe eg > 0 tel que pour
tout € < gg et tout h e 32';/2, on a
ch e Psy,.

Le second point ci-avant permet de conclure.

O

Démonstration du théoréme 34. Pour simplifier, nous désignons ici &Py, par & et Wé/ 2 par 212
on note également 1 la fonction caractéristique de S. Enfin, on se donne k 6]0,271']5 . La preuve

—_
repose essentiellement sur le calcul du degré de grad# sur la bord du domaine /2, une difficulté
purement technique étant que ce bord n’est ni lisse ni compact. Nous construisons donc un champ

de vecteur X homotope a gr??l?—l,g sur un voisinage du bord puis nous coupons le domaine /2 en
montrant qu’il n’y pas de points critiques pour h grand et enfin nous construisons une hypersurface
lisse sur laquelle nous pouvons appliquer le théoréme de Poincaré-Hopf. Voir par exemple [Bre97]
pages 386 et 387.

e Supposons k > 0.

On pose hg = €1 pour ¢ > 0 assez petit de sorte que 21/? est étoilé de centre e1 (voir lemme

6.5.1) ; on pose X le champs de vecteur de Gauss issu de hg :

VheRS, X, = h—ho.

— = . . R . . 1/2
Montrons que gradHz et X ne sont jamais de méme direction et de sens opposés sur 9.2 /=,

— —_—
— Sur les bords A, = 0, les coordonnées en ¢ de X et de gradHz sont strictement négatives.
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6.5. Démonstration du théoréme principal

— Soit h dans la bord de 22 avec h > 0, on se donne une charniére immergée non
inversible (Q,:) telle quun plan d’appui & & en 7 = h? est II : Q* = 0. On pose
Q = ([ABCD],[AC]) avec C € [ABD] et on pose o := t(C) de sorte que, d’apres le
théoreme 32, r,(h) > 27, c’est-a-dire de sorte que k,(h) — ks > 0. De plus, quitte &

— —
prendre € plus petit, la coordonnée o de X en h est strictement positive. Ainsi, gradHz
—

et X ont une coordonnée en o strictement positive et ne peuvent donc étre de méme
direction et de sens opposés.

. . 1/2
En particulier, grad?; ne s’annule pas sur le bord de 22'/2.

D’apres la proposition 6.4.4, la limite en +oco de x est égal aux angles de 3, or ceux-ci sont
strictement plus grands que 27 ; on se donne alors M positif tel que pour tout h > M et
pour tout o € S,k,(h) > 2r. On considére alors le domaine D = {h € 22 | h < M}; de
la méme maniére que précédemment, le long du bord h = M, X et gr?i?—lg ne sont pas de
méme direction et de sens opposés. Le domaine D est compact, les champs de vecteur X et
MHR sont continus et la condition de ne pas étre de méme direction et de sens opposés
est ouverte, on peut donc construire une hypersurface lisse J bordant un domaine compact
homéomorphe & une boule, arbitrairement proche du bord du domaine 92'/2? sur laquelle
les champs de vecteurs M?—lk et X ne sont jamais de méme direction et opposés. Pour
tout s € [0,1], le champs de vecteur s} +(1- s)@?—l;ﬁ ne s’annule alors jamais sur 7, les
champs de vecteurs X et gr?i’;‘—[;€ restreint a 7 sont donc homotopes et donc de méme degré.
La proposition 12.12 p386 de [Bre97] implique alors que la somme des indices des zéros de
MHE est égal a 1. Or, d’apres la proposition 6.3.9, les points critiques de M’HR sont
tous d’indice 1 et donc gr?i?—[,g s’annule exactement une fois dans le domaine bordé par J
et donc exactement une fois sur 221/2.

e Supposons a présent qu'il existe o € S tel que k, =0 et on pose Z := {o € S | kK, =0}. Comme
ko (h) =0 si et seulement si h, = 0, d'une part le point critique putatif appartient au bord du
domaine 2'/? et d’autre part les coordonnées o € Z de ce point critique sont nulles. Nous
considérons alors le domaine 5”3 /2= {he P2 | VYo e Z hy =0} et considérons la restriction
de Hz a 323/ 2 Sur ce domaine, la fonctionnelle d’Einstein-Hilbert est convexe et n’admet
pas de points critiques sur le bord relatif. La démonstration est alors la méme que dans le
cas k >0 a ceci pres que le domaine 323/ % est compact, il n’est donc pas nécessaire d’utiliser
le lemme 6.4.4.

O

Remarque 6.5.2. L’¢tude des espaces-temps BTZ n’est pas nécessaire pour obtenir le théoréme 34
pour k €]0,21]°. En effet, nous aurions plus simplement prolonger par continuité la fonctionnelle

au bord de @éﬂ sans donner d’interprétation de ce a quoi correspondent les points du bord. L’étude
des espaces-temps BTZ nous offre simplement plus d’aisance.
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dégénérée, 173
immergée, 160
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Fix, 110
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