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Introduction

Bien que les tresses soient connues comme objets de la vie courante depuis des mil-
lénaires, l’étude des tresses d’un point de vue mathématique n’est vieille que d’à peine
un siècle. Aujourd’hui, la « théorie des tresses » désigne l’étude des tresses ainsi que
celle de plusieurs généralisations provenant de différentes branches des mathématiques.

La communauté mathématique s’accorde à dire que l’étude des tresses a vérita-
blement débuté dans un article d’Artin en 1925 [4]. Dans cet article, Artin introduit
non seulement les tresses d’un point de vue géométrique, ce qui est conforme à l’intui-
tion, mais aussi grâce à des présentations par générateurs et relations, comme groupes
d’automorphismes de groupes libres ou encore comme groupes d’homéomorphismes de
disques épointés.

À partir des années 1930, de fortes relations sont établies entre l’étude des tresses
et celle des nœuds et des entrelacs, notamment par Alexander et Markov [8]. Ce sont
ces relations qui sont à l’origine d’un vif regain d’intérêt pour la théorie des nœuds
dans les années 1980, en particulier grâce aux travaux de Jones et de son invariant
d’entrelacs défini à partir de la théorie des tresses [30,35,36].

Les groupes d’Artin sont introduits par Tits en 1966 [54] sous le nom de groupes
de tresses généralisés. Quelques années plus tard, leur étude débute réellement avec les
travaux de Brieskorn [10,12], Saito [13] et Deligne [26] dans lesquels plusieurs aspects
de ces groupes sont abordés, notamment leur combinatoire ainsi que leurs liens avec
les arrangements d’hyperplans et les singularités. Ces travaux, principalement orientés
sur les groupes d’Artin de type sphérique, se fondent sur des liens entre les groupes
de tresses, les groupes finis engendrés par des réflexions et la géométrie algébrique
exploités par Arnol’d [1, 2, 3] et Brieskorn [11,12] quelques années auparavant.

La question de la linéarité des groupes de tresses est restée sans réponse pendant
plus de cinquante ans. La représentation de Burau, introduite dès 1935 dans [15],
est longtemps considérée comme une potentielle représentation fidèle des groupes de
tresses. Il faut attendre les travaux de Moody [49], Long et Paton [44], ainsi que Bigelow
[6] dans les années 1990 pour démontrer que cette représentation n’est pas fidèle dans la
plupart des cas. Durant cette même période, c’est une autre représentation introduite
par Lawrence [42] qui s’avère être fidèle pour tous les groupes de tresses. Ce résultat
est démontré indépendamment par Krammer [39,40] et par Bigelow [7].

Les représentations de Lawrence sont ensuite étendues en des représentations fi-
dèles pour tous les groupes d’Artin de type sphérique en s’inspirant des techniques
de Krammer, indépendamment par Digne [28] et par Cohen et Wales [19]. Enfin, ces
représentations sont étendues à tous les groupes d’Artin par Paris en conservant la
fidélité sur les monoïdes [51].
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Chapitre 1. Le premier chapitre de cette thèse rassemble l’essentiel des notions et
des résultats utilisés dans les chapitres qui le succèdent.

Tout d’abord, on présente des résultats sur les groupes de tresses provenant de leurs
interprétations géométriques, algébriques ou encore topologiques. Cette partie permet
de mettre en relief et d’illustrer certains résultats dont on dispose sur les groupes
d’Artin. En particulier, on donne une description algébrique de la représentation de
Lawrence-Krammer-Bigelow dont sont inspirées les représentations de Paris.

Cette partie sur les groupes de tresses est suivie d’une partie conséquente sur les
groupes de Coxeter. En effet, bien que cette thèse ait les groupes d’Artin pour objet
d’étude annoncé, la plupart des techniques employées pour obtenir nos résultats s’ap-
puient sur les groupes de Coxeter qui y sont associés. Pour commencer, on énonce des
résultats combinatoires connus tels que le lemme d’échange et la solution au problème
du mot de Tits. Par la suite, on introduit les bases de racines telles qu’elles sont dé-
finies dans la thèse de Krammer [38,41] ainsi que les représentations enracinées qui y
sont associées. Ces représentations généralisent les représentations canoniques expo-
sées dans [9] et sont essentielles pour démontrer le théorème 2.1.2, résultat principal
du chapitre 2. On définit ensuite la notion de système de racines selon Deodhar [27],
qui est aussi celle que l’on retrouve dans l’ouvrage de Humphreys [34]. Il est intéres-
sant de remarquer qu’elle est une extension de la notion de système de racines réduit
dans Bourbaki [9], qu’elle est généralisée par celle de Krammer [38, 41] et qu’elle est
tout à fait différente de celle proposée par Hée dans [31]. Dans cette thèse, on utilise
la définition de Deodhar ou celle, plus générale, de Krammer selon le contexte. Puis,
on donne la classification des groupes de Coxeter de type sphérique et affine que l’on
utilise pour démontrer le théorème 4.1.3, résultat principal du chapitre 4. Enfin, on
traite de la divisibilité dans les groupes de Coxeter, ce qui permet d’établir un lien
fort entre groupes de Coxeter et monoïdes d’Artin et d’introduire la notion d’élément
le plus long que l’on utilise régulièrement par la suite.

La partie suivante est consacrée aux monoïdes d’Artin. L’étude de la divisibilité
dans les monoïdes d’Artin est basée sur les éléments simples, eux-mêmes définis grâce
à la solution du problème du mot de Tits dans les groupes de Coxeter. La simpli-
fiabilité des groupes d’Artin que l’on décrit ensuite est un argument essentiel dans
la démonstration de la fidélité des représentations du théorème 3.1.2, de même que
dans [51] pour la fidélité des représentations de Paris. Enfin, on introduit les éléments
de Garside, qui sont aux monoïdes d’Artin ce que les éléments les plus longs sont aux
groupes de Coxeter.

Dès lors, tous les ingrédients sont réunis pour définir les représentations de Paris,
ce que l’on fait dans la partie dédiée aux représentations linéaires des groupes d’Artin.
Dans [51], ces représentations fidèles sont définies de manière directe pour les monoïdes
d’Artin dont les graphes de Coxeter sont simplement lacés et sans triangles. Pour
les autres monoïdes d’Artin, les représentations sont obtenues par éclatement, ce qui
consiste en substance à injecter un monoïde d’Artin quelconque dans un monoïde
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d’Artin dont le graphe de Coxeter est simplement lacé et sans triangles. L’inconvénient
majeur est l’augmentation significative de la taille de la représentation obtenue. Dans
cette thèse, on parvient à obtenir des représentations fidèles de certains monoïdes et
groupes d’Artin sans passer par de tels éclatements, ce qui est l’objet du corollaire
4.1.5.

La dernière partie concerne les automorphismes d’un graphe de Coxeter. C’est l’in-
grédient principal pour définir les représentations sans éclatement dont nous venons de
parler. Un groupe d’automorphismes G d’un graphe de Coxeter agit naturellement sur
le groupe de Coxeter, le monoïde d’Artin et le groupe d’Artin associés à ce graphe. Les
éléments laissés fixes par cette action forment respectivement un groupe de Coxeter,
un monoïde d’Artin et un groupe d’Artin parfaitement identifiés, cf. théorème 1.2.38.
Dans le reste de l’introduction, on désignera ces ensembles par WG, A+G et AG. La
suite de cette thèse est exclusivement consacrée à l’étude des représentations linéaires
de ces trois objets.

Chapitre 2. Le deuxième chapitre est consacré aux représentations enracinées des
groupes de Coxeter de la forme WG. Si l’on dispose d’une base de racines d’un groupe
de Coxeter W , la représentation enracinée qui y est associée induit sous certaines
conditions une représentation linéaire de WG. Le résultat principal consiste à démon-
trer que la représentation de WG ainsi obtenue n’est rien d’autre que la représenta-
tion enracinée associée à une base de racines que l’on peut précisément décrire. En
particulier, puisque toute représentation enracinée est fidèle d’après les travaux de
Krammer [38,41], on obtient comme cela une représentation fidèle de WG.

L’ingrédient central qui intervient dans la démonstration de ce résultat est la dis-
tinction de deux types d’orbites de l’ensemble des sommets du graphe de Coxeter sous
l’action du groupe d’automorphismes G, appelées orbites de type I et IIm. Le reste
de la démonstration s’appuie essentiellement sur la description précise du graphe de
Coxeter associé au groupe de Coxeter WG donnée par le théorème 1.2.38.

Chapitre 3. Le troisième chapitre est consacré aux représentations de Paris des mo-
noïdes d’Artin et des groupes d’Artin de la forme A+G et AG. On démontre dans ce
chapitre que la représentation de Paris d’un monoïde d’Artin A+ induit une représen-
tation fidèle de A+G et que la représentation de Paris d’un groupe d’Artin de type
sphérique A induit une représentation fidèle de AG.

La démonstration de ce résultat possède essentiellement la même structure que
la démonstration de la fidélité des représentations de Paris dans [51]. Il s’agit de
remarquer que la plupart des arguments présentés possèdent un analogue « invariant
par G » et que l’on peut donc obtenir la fidélité des représentations par des procédés
similaires.

Chapitre 4. Les représentations de Paris sont définies naturellement pour les graphes
de Coxeter simplement lacés et sans triangles. Précisément, les monoïdes d’Artin as-
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sociés à de tels graphes admettent une représentation linéaire fidèle dans un espace
vectoriel ayant une base en bijection avec leur système de racines positif. Dans le
quatrième chapitre, on présente un moyen d’obtenir des représentations possédant la
même propriété dans le cas de certains graphes de Coxeter qui ne sont pas simplement
lacés et sans triangles. Ce résultat utilise directement les représentations obtenues
dans le chapitre précédent. De cette manière, on obtient des représentations fidèles
des groupes d’Artin associés aux graphes de Coxeter de type Bm, G2 et F4. On obtient
aussi des représentations fidèles des monoïdes d’Artin associés aux graphes de Coxeter
de type B̃m, C̃m, G̃2 et F̃4.

La démonstration du résultat principal est de loin la plus délicate. La première
étape, matérialisée par le lemme 4.2.7, permet de poser la question de l’existence de
certaines représentations linéaires uniquement en termes de groupes de Coxeter et
de systèmes de racines. Ce lemme est succédé d’une suite de résultats élémentaires
permettant de réduire la recherche aux seuls graphes de Coxeter de type sphérique ou
de type affine. Enfin, un examen exhaustif et technique de tous les graphes de Coxeter
de cette liste permet de démontrer finalement le résultat.

Chapitre 5. Le dernier chapitre est consacré aux groupes de type B. La première
partie concerne les tentatives d’extension des représentations de Paris pour des graphes
de Coxeter qui ne sont pas simplement lacés. D’une part, construire une déformation de
l’application ϕ à la manière de [51] ne semble pas possible. D’autre part, même si l’on
réussissait à définir correctement ces représentations, l’argument principal permettant
de démontrer leur fidélité n’est plus valable pour les groupes de type B. Enfin, on
démontre dans la deuxième partie que les deux représentations de A(B3) obtenues
grâce au résultat principal du chapitre 4 ne sont pas équivalentes.



Chapitre 1

Préliminaires

Sommaire
1.1 Les groupes de tresses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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1.2.4 Représentations linéaires des groupes d’Artin . . . . . . . . 27
1.2.5 Automorphismes d’un graphe de Coxeter . . . . . . . . . . 29

Ce chapitre est consacré à l’introduction de la plupart des objets utilisés dans cette
thèse. Sans entrer systématiquement dans les détails, on tâche de donner une vue
d’ensemble des concepts abordés en présentant les aspects historiques, les définitions
et les théorèmes essentiels à la compréhension du travail présenté ici.

1.1 Les groupes de tresses
L’étude des représentations linéaires des groupes d’Artin, qui est l’objet principal

de cette thèse, s’inspire des techniques utilisées dans l’étude des groupes de tresses et
de leurs représentations. On expose donc ici plusieurs aspects des groupes de tresses
dont la plupart sont abordés par Artin dans [4, 5]. Chacune des différentes approches
possède un intérêt, en témoigne par exemple la représentation de Lawrence-Krammer-
Bigelow des groupes de tresses dont la fidélité a été démontrée par Krammer [39, 40]
avec des techniques algébriques et par Bigelow [7] avec des outils topologiques.

1.1.1 Différents points de vue sur les groupes de tresses

Les tresses géométriques

Soit I l’intervalle fermé [0, 1] dans l’ensemble des nombres réels R. On appelle
intervalle topologique tout espace topologique homéomorphe à l’intervalle I. Soit n ∈
N∗. Une tresse géométrique à n brins est un ensemble b ⊂ R2 × I constitué de n
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intervalles topologiques disjoints, appelés brins de b, de telle sorte que la projection
R2 × I → I est un homéomorphisme de chaque brin sur I et que

b ∩
(
R2 × {0}

)
= {(1, 0, 0), (2, 0, 0), . . . , (n, 0, 0)} ,

b ∩
(
R2 × {1}

)
= {(1, 0, 1), (2, 0, 1), . . . , (n, 0, 1)} .

Ainsi, chaque brin de b relie un point (i, 0, 0) à un point (σ(i), 0, 0), où i, σ(i) ∈
{1, 2, . . . , n}, de telle sorte que (σ(1), σ(2), . . . , σ(n)) est une permutation de l’ensemble
{1, 2, . . . , n}. Cette permutation est appelée permutation associée à b, que l’on note
θ(b). Par exemple, la permutation associée à la tresse géométrique de la figure 1.1.1
est la transposition (2, 3) ∈ S4.

t=0 x

t

t=1

y

Figure 1.1.1. Une tresse géométrique à quatre brins

On dit que deux tresses à n brins b et b′ sont isotopes s’il existe une application
continue F : b×I → R2×I telle que pour tout t ∈ I, l’application Ft : b→ R2×I qui
envoie x ∈ b sur F (x, t) est un plongement dont l’image est une tresse géométrique à
n brins, F0 est l’application identité de b dans b et F1(b) = b′. La relation d’isotopie
est une relation d’équivalence sur l’ensemble des tresses géométriques à n brins. Les
classes d’équivalence pour cette relation sont appelées tresses à n brins. On note Bn
l’ensemble des tresses à n brins.

Soient b1 et b2 deux tresses géométriques à n brins. On définit le produit b1b2
comme l’ensemble des points (x, y, t) ∈ R2 × I tels que(x, y, 2t) ∈ b1 si 0 ≤ t ≤ 1/2 ,

(x, y, 2t− 1) ∈ b2 si 1/2 ≤ t ≤ 1 .
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Ainsi, b1b2 est une tresse géométrique à n brins. De plus, si b1 et b2 sont isotopes
à des tresses géométriques b′1 et b′2, alors b1b2 est isotope à b′1b

′
2. Par conséquent,

(b1, b2) 7→ b1b2 permet de définir une multiplication sur l’ensemble des tresses à n
brins. L’élément neutre pour cette multiplication est la tresse triviale représentée par
la tresse géométrique

{1, 2, . . . , n} × {0} × I ⊂ R2 × I .
On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.1.1. L’ensemble Bn muni de cette multiplication est un groupe.

Il est pratique de représenter les tresses géométriques dans le plan. Pour cela, si b
est une tresse géométrique, on considère l’image de b par la projection sur la deuxième
coordonnée p : R2 × I → R × {0} × I en indiquant quel brin passe au-dessus de
l’autre à chaque point d’intersection. Afin d’éviter d’avoir des points triples et autres
complications, on introduit la notion de diagrammes de tresses.

Un diagramme de tresse à n brins est un ensemble D ⊂ R × I qui s’écrit comme
union de n intervalles topologiques, appelés brins de D, de telle manière que les condi-
tions suivantes sont vérifiées :
(i) La projection R× I → I est un homéomorphisme de chaque brin sur I.
(ii) Chaque point de {1, 2, . . . , n} × {0, 1} est l’extrémité d’un unique brin.
(iii) Chaque point de R × I appartient au plus à deux brins. A chaque point d’in-

tersection entre deux brins, appelé croisement, les brins se rencontrent transver-
salement et l’on distingue un brin qui passe au-dessus tandis que l’autre passe
en-dessous.

Figure 1.1.2. Un diagramme de tresse à quatre brins

On observe que chaque diagramme de tresse D représente une classe d’isotopie de
tresses géométriques. Réciproquement, toute tresse de Bn peut être représentée par un
diagramme de tresses. On illustre la structure de groupe de Bn par des diagrammes de
tresses dans les figures 1.1.3 et 1.1.4. La multiplication de deux tresses β et β′ consiste
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principalement à mettre β au-dessus de β′ puis à relier les extrémités de ces tresses.
L’inverse d’une tresse β est obtenu en prenant le symétrique de β par rapport au plan
d’équation t = 1/2.

× =

β β′ ββ′

Figure 1.1.3. Le produit de deux tresses dans Bn

β β−1

Figure 1.1.4. L’inverse d’une tresse de Bn

Si b et b′ sont deux tresses géométriques isotopes, alors leurs permutations asso-
ciées θ(b) et θ(b′) sont égales. Par conséquent, on peut définir une application θ de
Bn dans le groupe symétrique Sn qui envoie une tresse β ∈ Bn sur la permutation
associée à n’importe quelle tresse géométrique qui la représente. Cette application est
un homomorphisme de groupes surjectif. Son noyau est appelé groupe de tresses pures
à n brins, que l’on note Pn.

Pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, on définit la tresse élémentaire σk représentée par
le diagramme de tresse de la figure 1.1.5. On remarque que σ1, . . . , σn−1 engendrent le
groupe de tresses Bn et vérifient les relations

σkσl = σlσk si |k − l| ≥ 2 ,
σkσlσk = σlσkσl si |k − l| = 1 .
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. . . . . .

k−1 k k+1 k+2

σk

Figure 1.1.5. La tresse élémentaire σk

. . .

σkσl

= . . .

σlσk σkσk+1σk

=

σk+1σkσk+1

Figure 1.1.6. Des relations dans Bn

En fait, ces relations suffisent à définir le groupe de tresses Bn. Précisément, on a
le résultat suivant :

Théorème 1.1.2 (Artin [4, 5], Magnus [45]).

Bn =
〈
σ1, σ2, . . . , σn−1

σkσl = σlσk si |k − l| ≥ 2
σkσlσk = σlσkσl si |k − l| = 1

〉
.

Espaces de configurations

On identifie R2 à C et pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n}, le point (k, 0) ∈ R2 au nombre
complexe k ∈ C. Pour tous k, l ∈ {1, 2, . . . , n} tels que k < l, on note Hkl l’hyperplan
de Cn d’équation zk = zl. La grande diagonale de Cn est définie comme

Dn =
⋃

1≤k<l≤n
Hkl .

On définit l’espace de configurations de n points ordonnés de C comme le complémen-
taire de Dn dans Cn, que l’on note Mn. On observe que le groupe symétrique Sn agit
librement sur Mn. Le quotient Mn/Sn est appelé espace de configurations de n points
de C, que l’on note Nn. Les deux propositions suivantes établissent le lien entre les
espaces de configurations et les groupes de tresses.
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Proposition 1.1.3. Soit q0 = (1, 2, . . . , n) ∈Mn. Alors π1(Mn, q0) = Pn.

Démonstration. Soit b ∈ C×I une tresse géométrique. Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n} et
pour tout t ∈ I, on note (ui(t), t) l’unique point d’intersection entre le i-ème brin de b
et C×{t}. On considère l’application η qui à une tresse géométrique b associe le chemin
η(b) = (u1, u2, . . . , un) : I → Mn. Si b est une tresse géométrique pure, alors η(b) est
un lacet basé en q0. Réciproquement, la donnée d’un lacet (u1, u2, . . . , un) : I → Mn

permet d’obtenir la tresse géométrique pure

b =
n⋃
i=1

⋃
t∈I

(ui(t), t) .

Ces deux constructions sont inverses l’une de l’autre, donc η est une bijection entre
les tresses géométriques pures et les lacets de Mn basés en q0. De plus, on observe que
deux tresses géométriques pures b et b′ sont isotopes si et seulement si leurs lacets
correspondants sont homotopes. Par conséquent, l’application η induit une bijection
η∗ entre Pn et π1(Mn, q0) qui est en fait un isomorphisme de groupes.

Pour tout z ∈Mn, on note [z] l’élément de Nn représenté par z.

Proposition 1.1.4. On a π1(Nn, [q0]) = Bn.

Démonstration. On considère l’application η̂ qui à toute tresse géométrique b ∈ C×I
associe le chemin [η(b)], où η est l’application introduite dans la démonstration de la
proposition 1.1.3. Pour toute tresse géométrique b, η̂(b) est un lacet de Nn basé en
[q0]. On vérifie aisément que η̂ induit un homomorphisme de groupes η̂∗ de Bn dans
π1(Nn, [q0]) et que le diagramme suivant est commutatif :

1 Pn Bn Sn 1

1 π1(Mn, q0) π1(Nn, [q0]) Sn 1

η∗ η̂∗ Id

La première ligne est exacte par définition de Pn. La deuxième ligne est exacte parce
qu’elle est associée au revêtement régulierMn → Nn = Mn/Sn. Enfin, on rappelle que
η∗ est un isomorphisme. Par conséquent, l’application η̂∗ est aussi un isomorphisme
d’après le lemme des cinq.

On illustre les isomorphismes construits dans les démonstrations des propositions
1.1.3 et 1.1.4 grâce à la figure 1.1.7. À partir d’une tresse géométrique b, le lacet η̂(b)
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b η̂(b)

Figure 1.1.7. Une tresse géométrique b et son lacet η̂(b) dans N4

correspond à la « vue de dessus » du trajet des points 1, 2, . . . , n lorsqu’on descend le
long de la tresse.

Enfin, on mentionne ici que l’une des principales conséquences de l’interprétation
des groupes de tresses en termes d’espaces de configurations est la suivante :
Théorème 1.1.5. Le groupe de tresses Bn est sans torsion.

L’argument principal de la démonstration est développé dans [29], où l’on démontre
que Mn et Nn possèdent des revêtements universels contractiles. Les groupes fonda-
mentaux de tels espaces sont forcément sans torsion, voir par exemple [37, Chap. I,
§ 4, no 3].

Automorphismes de groupes libres

Soit Fn le groupe libre de rang n et x1, x2, . . . , xn ses générateurs. On dit qu’un
automorphisme κ de Fn est un automorphisme de tresses s’il satisfait les conditions
suivantes :
(i) Il existe une permutation σ de l’ensemble {1, 2, . . . , n} telle que κ(xi) est conju-

gué à xσ(i) pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}.
(ii) On a κ(x1x2 · · ·xn) = x1x2 · · ·xn.

Pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, on note σ̃k l’automorphisme de tresses de Fn défini
sur les générateurs x1, x2, . . . , xn comme suit :

σ̃k(xi) =


xi+1 si i = k ,

x−1
i xi−1xi si i = k + 1 ,
xi sinon .

On note B̃n l’ensemble des automorphismes de tresses de Fn. On observe que B̃n est
un groupe et que l’application de Bn dans B̃n qui à σk associe σ̃k pour tout k ∈
{1, 2, . . . , n− 1} est une représentation appelée représentation d’Artin.
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Théorème 1.1.6 (Artin [4,5]). La représentation d’Artin est un isomorphisme de Bn
sur B̃n.

Le fait que Bn puisse être vu comme un sous-groupe d’automorphismes de Fn
entraîne par exemple les deux conséquences ci-après. On dit qu’un groupe est rési-
duellement fini si, pour tout élément g ∈ G \ {1}, il existe un groupe fini H et un
homomorphisme de groupes ϕ : G→ H tel que ϕ(g) 6= 1. On dit qu’un groupe G est
Hopfien si tout homomorphisme de groupes surjectif ϕ : G→ G est un isomorphisme.
Tout sous-groupe d’automorphismes de Fn possède ces deux propriétés [46, Chap. VI,
§ 5]. Par conséquent, le corollaire suivant est une conséquence du théorème 1.1.6.

Corollaire 1.1.7. Le groupe de tresses Bn est Hopfien et résiduellement fini.

Groupes d’homéotopies

Soit Qn = {(1, 0), (2, 0), . . . , (n, 0)} et soit D un disque fermé de R2 contenant Qn

dans son intérieur. On munit D de l’orientation trigonométrique. On appelle auto-
homéomorphisme de la paire (D,Qn) tout homéomorphisme f : D → D qui préserve
l’orientation de D, qui fixe ∂D, le bord de D, point par point, et tel que f(Qn) = Qn.
On dit que deux auto-homéomorphismes f0, f1 de (D,Qn) sont isotopes s’ils peuvent
être inclus dans une famille {ft}t∈I d’auto-homéomorphismes de (D,Qn) telle que
l’application D × I → D qui envoie (x, t) ∈ D × I sur ft(x) est continue. On vé-
rifie que la relation d’isotopie est une relation d’équivalence. On définit le groupe
d’homéotopies M(D,Qn) de (D,Qn) comme le groupe constitué des classes d’isotopie
d’auto-homéomorphismes de (M,Qn).

On dit qu’un sous-ensemble γ de D est un arc essentiel sur (D,Qn) s’il est homéo-
morphe à I, disjoint de Qn ∪ ∂D excepté de ses deux extrémités qui sont dans Qn,
et qu’il ne s’auto-intersecte pas. Soit γ un arc essentiel sur (D,Qn). On identifie un
voisinage U de γ avec le disque unité ouvert D = {z ∈ C | |z| < 1} de telle manière que
γ = [−1/2, 1/2] et que l’orientation de D correspond à l’orientation trigonométrique
de C. Le demi-tour τγ : D → D est alors défini comme l’identité en dehors de D, et
par

∀z ∈ D, τγ(z) = exp(−2iπ |z|)z .
On observe que pour tout arc essentiel γ, τγ est un auto-homéomorphisme de la paire
(D,Qn). Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n−1}, on considère l’arc γi = [i, i+1]×{0} ⊂ D. Ces
arcs sont des arcs essentiels de la paire (D,Qn). On peut démontrer que les demi-tours
qu’ils engendrent vérifient les relations de tresses. Par conséquent, l’application qui
envoie σi ∈ Bn sur τγi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n−1} se prolonge en un homomorphisme
de groupes

ζ : Bn →M(D,Qn) .

Théorème 1.1.8 (Artin [4,5]). L’application ζ est un isomorphisme de Bn sur M(D,Qn).
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γ τγ−→

Figure 1.1.8. Un demi-tour

Un théorème d’isomorphisme

La représentation d’Artin de Bn via les automorphismes de groupes libres est direc-
tement reliée aux groupes d’homéotopies de disques épointés. On explique dans cette
partie le lien entre ces différents aspects des groupes de tresses par le théorème 1.1.9.

Pour cela, on construit ici un homomorphisme de groupes ι : M(D,Qn)→ B̃n. Soit
d ∈ ∂D un point base. Le groupe fondamental π1(D \Qn, d) est un groupe libre Fn de
rang n dont les générateurs x1, x2, . . . , xn sont représentés par les lacets X1, X2, . . . , Xn

sur la figure 1.1.9.

d

. . . . . .

X1 Xi Xn

Figure 1.1.9. Les lacets X1, X2, . . . , Xn sur D \Qn

Par restriction à D \ Qn, tout auto-homéomorphisme de (D,Qn) induit un auto-
morphisme de groupes, noté ι(f) de Fn = π1(D\Qn, d). Cet automorphisme ne dépend
que de la classe d’isotopie de f . On vérifie que cet automorphisme est un automor-
phisme de tresse de Fn. Par conséquent, la formule f 7→ ι(f) définit une application
de M(D,Qn) dans B̃n qui est en fait un homomorphisme de groupes. On a alors le
résultat suivant :
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Théorème 1.1.9 (Artin [4,5]). Le diagramme suivant est commutatif et chaque flèche
est un isomorphisme :

Bn

M(D,Qn) B̃n

ζ
β 7→β̃

ι

Par exemple, la formule σ̃i(xi+1) = x−1
i+1xixi+1 qui définit la valeur de l’automor-

phisme de tresse σ̃i sur le générateur xi+1 s’explique géométriquement par la figure
1.1.10.

ταi
(Xi+1) = X−1

i+1XiXi+1

Figure 1.1.10. Les lacets τγi(Xi+1) et X−1
i+1XiXi+1 sur D \Qn

1.1.2 Représentations des groupes de tresses
L’homomorphisme de groupe surjectif θ : Bn → Sn qui à une tresse élémentaire σk

associe la transposition (k, k + 1) est à l’origine du lien entre les représentations des
groupes symétriques et les représentations des groupes de tresses. On explique par la
suite la manière dont les représentations de Burau et de Lawrence-Krammer-Bigelow
peuvent être interprétées comme des « déformations » de représentations des groupes
symétriques.

La représentation de Burau

Soit Ik la matrice identité de taille k × k. On considère la représentation Sn →
GLn(Z) qui à la transposition (k, k + 1) ∈ Sn associe la matrice suivante :

Ik−1 ⊕
(

0 1
1 0

)
⊕ In−k−1 .

Cette représentation est appelée représentation standard de Sn.
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D’autre part, soit Z[t, t−1] l’anneau des polynômes de Laurent en la variable t.
On définit la représentation de Burau de Bn dans GLn(Z[t, t−1]) qui à une tresse
élémentaire σk associe la matrice

Ik−1 ⊕
(

1− t t
1 0

)
⊕ In−k−1 .

On observe que si l’on remplace la variable t par 1, on retrouve la représentation
standard du groupe symétrique Sn. Pour cette raison, on peut considérer que la re-
présentation de Burau est une déformation de cette représentation. La fidélité de la
représentation de Burau pour n ≤ 3 est connue depuis longtemps, voir par exemple [8,
Chap. III, § 3, thm. 3.15]. Le résultat principal est le suivant :

Théorème 1.1.10 (Moody [49], Long, Paton [44], Bigelow [6]). La représentation de
Burau n’est pas fidèle pour n ≥ 5.

Enfin, le cas n = 4 reste encore une question ouverte aujourd’hui.

La représentation de Lawrence-Krammer-Bigelow

Soit E = {xij | 1 ≤ i < j ≤ n}. Le groupe symétrique Sn agit sur E de la manière
suivante :

σ · xij =

xσ(i)σ(j) si σ(i) < σ(j) ,
xσ(j)σ(i) sinon .

Si l’on note E leQ-espace vectoriel de base E , cette action détermine une représentation
du groupe symétrique Sn dans GL(E), que l’on note υ.

D’autre part, soit K = Q(q, z) le corps des fractions rationnelles en deux variables
q et z sur Q et soit V le K-espace vectoriel ayant E pour base. On considère l’action
des tresses élémentaires σk de Bn sur E comme suit :

σk · xij =



zq2 xk,k+1 si i = k , j = k + 1 ,
(1− q)xik + q xi,k+1 si i < k , j = k ,

xik + zqk−i+1(q − 1)xk,k+1 si i < k , j = k + 1 ,
zq(q − 1)xk,k+1 + q xk+1,j si i = k , j > k + 1 ,
xkj + (1− q)xk+1,j si i = k + 1 , j > k + 1 ,
xij si i < j < k ou j > i > k + 1 ,
xij + zqk−1(q − 1)2 xk,k+1 si i < k < k + 1 < j .

On vérifie que ces formules définissent une représentation appelée représentation de
Lawrence-Krammer-Bigelow, que l’on note Λ : Bn → GL(V ). On observe que si l’on
remplace les variables q et z par 1, on retrouve la représentation υ du groupe symé-
trique Sn. De plus, on a le résultat suivant :
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Théorème 1.1.11 (Bigelow [7], Krammer [40]). La représentation Λ : Bn → GL(V )
est fidèle. Par conséquent, les groupes de tresses sont linéaires.

1.2 Les groupes d’Artin
Dans cette partie, on introduit l’essentiel des outils utilisés pour l’étude des groupes

d’Artin. Dès que l’on peut, on utilise les groupes de tresses comme exemple afin d’illus-
trer les définitions et les résultats exposés. Enfin, on accorde une attention particulière
aux groupes de Coxeter qui jouent un rôle prépondérant dans les démonstrations des
résultats présentés dans cette thèse.

1.2.1 Généralités
Soit S un ensemble fini. On appelle matrice de Coxeter toute matrice symétrique

M = (ms,t)s,t∈S à coefficients dans N∗∪{∞} telle que ms,t = 1 si et seulement si s = t.
Une matrice de Coxeter peut être représentée par un graphe pondéré Γ appelé graphe
de Coxeter que l’on définit comme suit.

(i) L’ensemble des sommets de Γ est S.
(ii) Deux sommets s, t ∈ S sont reliés par une arête si ms,t ≥ 3, et cette arête est

pondérée par ms,t si ms,t ≥ 4.

Désormais, on représente systématiquement une matrice de Coxeter M par le graphe
de Coxeter Γ qui lui correspond.

M =


1 2 3 ∞
2 1 2 2
3 2 1 4
∞ 2 4 1

 Γ =

∞

4

s1

s2 s3

s4

Figure 1.2.11. Une matrice de Coxeter et son graphe de Coxeter associé

Soit Γ un graphe de Coxeter. Le système de Coxeter associé à Γ est la paire (W,S),
où W est le groupe

W =
〈
S

s2 = 1 pour tout s ∈ S
(st)ms,t = 1 pour tous s, t ∈ S, s 6= t et ms,t 6=∞

〉
.

Soient a et b deux lettres et m ∈ N \ {0, 1}. On pose (a · b)�m = (ab)m2 si m est pair
et (a · b)�m = (ab)m−1

2 a si m est impair. En d’autre termes, (a · b)�m désigne le mot
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aba · · · de longueur m. Le système d’Artin associé à Γ est la paire (A, S), où A est le
groupe

A =
〈
S (s · t)�ms,t = (t · s)�ms,t pour tous s, t ∈ S, s 6= t et ms,t 6=∞

〉
.

Ainsi, le groupe W est le quotient de A par les relations s2 = 1, où s ∈ S. Par
conséquent, on dispose d’un homomorphisme de groupes surjectif canonique θ : A →
W . Le noyau de θ est appelé groupe d’Artin coloré associé à Γ, que l’on note CA.
Enfin, le monoïde d’Artin A+ associé à Γ est donné par la présentation suivante :

A+ =
〈
S (s · t)�ms,t = (t · s)�ms,t pour tous s, t ∈ S, s 6= t et ms,t 6=∞

〉+
.

Exemple 1.2.12. D’après le théorème 1.1.2, le groupe de tresses Bn est un groupe
d’Artin dont le graphe de Coxeter Γ est le suivant.

Γ =
s1 s2 sn−1

Figure 1.2.12. Le graphe de Coxeter du groupe de tresses Bn

Le système de Coxeter associé à Γ est la paire (W,S), où W = Sn est le groupe
symétrique d’ordre n! et où S est l’ensemble des transpositions simples sk = (k, k+1),
k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Pour une tresse b ∈ Bn, θ(b) est la permutation associée à β
introduite dans la partie 1.1.1. De plus, le groupe d’Artin coloré associé à Γ est le
groupe des tresses pures Pn.

Enfin, pour X ⊂ S, on note ΓX le sous-graphe plein de Γ engendré par X. On note
aussi WX le sous-groupe de W engendré par X, A+

X le sous-monoïde de A+ engendré
par X et AX le sous-groupe de A engendré par X. Le sous-groupe WX s’appelle sous-
groupe parabolique standard de W . D’après le théorème 1.2.16, (WX , X) est le système
de Coxeter associé à ΓX . De même, AX s’appelle sous-groupe parabolique standard de
A et (AX , X) est le système d’Artin associé à ΓX par [43, Chap. 2, thm. 4.13].

Dans toute la suite du chapitre, Γ désigne un graphe de Coxeter, (W,S) son sys-
tème de Coxeter associé, (A, S) son système d’Artin associé et A+ le monoïde d’Artin
correspondant.

1.2.2 Les groupes de Coxeter
Dans cette partie, on donne des résultats fondamentaux sur les groupes de Coxeter

tels que le lemme d’échange et la solution au problème du mot de Tits [55]. Par la suite,
on introduit la notion de base de racines dans un cadre général provenant des travaux
de Krammer [38,41]. Les représentations enracinées qui y sont associées sont l’objet du
résultat principal du chapitre 2. Puis, on parle de systèmes de racines, principalement
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dans le cas où l’on considère la base de racines classique d’un graphe de Coxeter, ce qui
est un cadre suffisant pour démontrer les résultats du chapitre 3. On donne ensuite une
classification des graphes de Coxeter connexes de type sphérique et de type affine. Ces
classifications sont utilisées en particulier dans la démonstration du résultat principal
du chapitre 4. Enfin, on parle de divisibilité dans les groupes de Coxeter et d’éléments
fondamentaux, notions qui sont utilisées tout au long de la thèse et qui ont un lien
fort avec les monoïdes d’Artin.

Lemme d’échange et problème du mot

Soit w ∈ W . On appelle longueur de w le plus petit entier ` ≥ 0 tel que w est le
produit d’une suite de ` éléments de S, et l’on note cet entier lgS(w) ou lg(w). On
appelle décomposition de w toute suite ω = (s1, s2, . . . , s`) telle que w = s1s2 . . . s`. Si
` = lg(w), on dit que ω est décomposition réduite de w.

La proposition 1.2.13 est appelée lemme d’échange. Elle est l’un des outils essentiels
dans la combinatoire des groupes de Coxeter et sert notamment à démontrer la solution
du problème du mot énoncée dans le théorème 1.2.14.

Proposition 1.2.13 (Matsumoto [47]). Si s ∈ S,w ∈ W et (s1, s2, . . . , s`) est une
décomposition réduite de w, alors on a l’une des deux alternatives suivantes.
(1) On a lg(sw) = lg(w)+1 et (s, s1, s2, . . . , s`) est une décomposition réduite de sw.
(2) On a lg(sw) = lg(w)−1 et il existe i ∈ {1, . . . , `} tel que (s1, . . . , si−1, si+1, . . . , s`)

est une décomposition réduite de sw et que la suite (s, s1, . . . , si−1, si+1, . . . , s`)
est une décomposition réduite de w.

Soit S∗ le monoïde constitué des suites finies d’éléments de S muni de la conca-
ténation, dont les éléments sont appelés mots. Soient ω, ω′ ∈ S∗. On définit deux
transformations, appelées M-opérations, de la manière suivante :

ω
MI ω′ ⇔ ∃ω1, ω2 ∈ S∗, ∃s ∈ S,

ω = ω1 · (s, s) · ω2 ,

ω′ = ω1 · ω2 .

ω
MII ω′ ⇔ ∃ω1, ω2 ∈ S∗, ∃s, t ∈ S, s 6= t, ms,t 6=∞,

ω = ω1 · (s · t)�ms,t · ω2 ,

ω′ = ω1 · (t · s)�ms,t · ω2 .

On dit qu’un mot ω est M-réduit si sa longueur ne peut pas être diminuée en utilisant
des M -opérations. On remarque que deux mots obtenus l’un de l’autre par une suite
finie de M -opérations représentent le même élément de W . La réciproque, énoncée
ci-après, donne une solution au problème du mot dans les groupes de Coxeter.

Théorème 1.2.14 (Tits [55]).
(1) Un mot w ∈ S∗ est une décomposition réduite si et seulement s’il est M-réduit.
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(2) Soient ω, ω′ ∈ S∗ deux mots réduits. Les éléments de W qu’ils représentent sont
égaux si et seulement si on peut obtenir ω à partir de ω′ en utilisant une suite
finie d’opérations de type MII.

Sous-groupes paraboliques

Les résultats présentés dans cette partie sont principalement utilisés dans le cha-
pitre 4. Les énoncés suivants décrivent les propriétés des sous-groupes paraboliques
standard. Soit X ⊂ S et WX le sous-groupe parabolique standard correspondant.

Proposition 1.2.15 (Bourbaki [9, Chap. IV, § 1, no 8]).
(1) Soit w ∈ W . Il existe une partie Sw de S telle que l’on ait Sw = {s1, s2, . . . , s`}

pour toute décomposition réduite (s1, s2, . . . , s`) de w.
(2) On a WX = {w ∈ W | Sw ⊂ X}.
(3) Pour tout w ∈ WX , lgX(w) = lgS(w).

Théorème 1.2.16 (Bourbaki [9, Chap. IV, § 1, no 8]). Le couple (WX , X) est le
système de Coxeter de ΓX .

On appelle sous-groupe parabolique de W tout sous-groupe de W conjugué à un
sous-groupe parabolique standard. D’après [53, Lem. 2], l’intersection de deux sous-
groupes paraboliques est un sous-groupe parabolique. Pour w ∈ W , on appelle clôture
parabolique de w le plus petit sous-groupe parabolique contenant w, que l’on note
Pc(w). On dit que w est essentiel si Pc(w) = W . Enfin, si S = {s1, s2, . . . , sn}, alors
on dit que c = s1s2 · · · sn est un élément de Coxeter de W . Cet élément dépend de
l’ordre choisi sur S. Par [52, Thm. 3.1], tout élément de Coxeter est essentiel.

Représentations enracinées, bases de racines

On appelle base de racines de Γ tout triplet (V, 〈., .〉,Π), où V est un espace vectoriel
réel, 〈., .〉 est une forme bilinéaire symétrique sur V et où Π = {εs | s ∈ S} est un
ensemble de vecteurs de V en bijection avec S qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour tout s ∈ S, 〈εs, εs〉 = 1.
(ii) Pour tous s, t ∈ S, s 6= t, on a 〈εs, εt〉 = − cos(π/ms,t) si ms,t 6=∞,

〈εs, εt〉 ∈ ]−∞,−1] si ms,t =∞.
(iii) Il existe χ ∈ V ∗ tel que χ(εs) > 0 pour tout s ∈ S.

Cette définition provient de la thèse de Krammer [38,41, § 1, no 2]. C’est à la fois une
extension de la théorie des représentations canoniques développée dans [9] et un point
de vue nouveau sur les groupes de réflexions développés par Vinberg dans [56].
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Exemple 1.2.17. Dans le cas où Π est une base de V et où 〈εs, εt〉 = −1 si ms,t =
∞, on retrouve la base de racines définie dans [27], que l’on appelle base de racines
classique de Γ. Le point (iii) est alors vérifié par la forme linéaire χ définie par χ(εs) = 1
pour tout s ∈ S.

Soit (V, 〈., .〉,Π) une base de racines de Γ. Pour tout s ∈ S, on définit l’application
linéaire fs : V → V par la formule suivante :

∀x ∈ V, fs(x) = x− 2〈x, εs〉εs .
Théorème 1.2.18 (Krammer [38,41, Thm. 1.2.2]). L’application de S dans GL(V ) qui
à s ∈ S associe fs ∈ GL(V ) induit une représentation linéaire fidèle f : W → GL(V ).

La représentation f : W → GL(V ) du théorème 1.2.18 est appelée représentation
enracinée de W associée à la base de racines (V, 〈., .〉,Π). Dans le cas où (V, 〈., .〉,Π)
est la base de racines classique de Γ, on appelle f la représentation canonique de W .
Dans la suite de cette thèse, on écrira systématiquement wx à la place de f(w)(x)
pour tout w ∈ W et x ∈ V dès que l’on aura fixé (V, 〈., .〉,Π) une base de racines de
W , où f est la représentation enracinée qui lui est associée.
Exemple 1.2.19. On considère le groupe symétrique S3 et l’ensemble S = {s, t}
constitué des deux transpositions simples s = (1, 2) et t = (2, 3). Les images de s,
t et sts par la représentation canonique sont les réflexions orthogonales par rapport
aux droites vectorielles Hs, Ht et Hsts dessinées sur la figure 1.2.13. De plus, st et ts
sont représentées par des rotations vectorielles d’angle −2π/3 et 2π/3. Enfin, l’élément
neutre de W est représenté par l’application identité de R2.

εs

εt

εs+εt

Hs

Ht

Hsts

Figure 1.2.13. La représentation canonique du groupe symétrique S3

Systèmes de racines

Soit (V, 〈., .〉,Π) la base de racines classique de Γ. On appelle système de racines
de W l’orbite de Π sous l’action de W , que l’on note Φ. Autrement dit,

Φ = {wεs | s ∈ S, w ∈ W} .
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Les éléments de Π sont appelés racines simples, les éléments de Φ sont appelés racines.
Pour toute racine ρ ∈ Φ, il existe une unique famille de réels {λs}s∈S telle que ρ =∑
s∈S λsεs. On dit que ρ est une racine positive si λs ≥ 0 pour tout s ∈ S, et l’on

note Φ+ l’ensemble des racines positives. De même, on note Φ− = −Φ+ l’ensemble
des racines négatives. Le résultat suivant est démontré dans [27, Prop. 2.1], ou encore
dans [34, Chap. 5, § 4].

Proposition 1.2.20. On a l’union disjointe Φ = Φ+ t Φ−.

Remarque 1.2.21. On peut étendre les définitions données précédemment dans le
cas où (V, 〈., .〉,Π) une base de racines de Γ et où Π est une famille libre. Dans ce cadre
plus général, la proposition 1.2.20 reste vraie [38, 41, Thm. 1.2.2]. De plus, on vérifie
que l’application ζ qui à une racine ρ = wεs ∈ Φ+ associe ζ(ρ) = wsw−1 ∈ W est
bien définie et réalise une bijection entre l’ensemble Φ+ des racines positives associé
à la base de racines (V, 〈., .〉,Π) et l’ensemble des réflexions de W que l’on note R =
{wsw−1 | s ∈ S, w ∈ W}. Par conséquent, le système de racines positives Φ+ est en
bijection « naturelle » avec le système de racines positives associé à la base de racines
classique de Γ.

Pour tout w ∈ W , on pose Φw = {ρ ∈ Φ+ | w−1ρ ∈ Φ−}. La proposition suivante
donne une interprétation géométrique de la fonction longueur lg : W → N en termes
de racines positives de W .

Proposition 1.2.22 (Deodhar [27, Prop. 2.2]). On a |Φw| = lg(w) pour tout w ∈ W .

Soit ρ ∈ Φ+. On définit la profondeur de ρ par

dp(ρ) = min{` ∈ N | ∃w ∈ W, wρ ∈ Φ−, lg(w) = `} .

On utilise la notion de profondeur pour définir la représentation de Paris présentée dans
la partie 1.2.4. La proposition 1.2.23 est essentielle pour définir cette représentation.

Proposition 1.2.23 (Brink, Howlett [14, Lem. 1.7]). Soient s ∈ S et ρ ∈ Φ+ \ {εs}.
Alors

dp(sρ) =


dp(ρ)− 1 si 〈εs, ρ〉 > 0 ,
dp(ρ) si 〈εs, ρ〉 = 0 ,
dp(ρ) + 1 si 〈εs, ρ〉 < 0 .

Exemple 1.2.24. On considère le groupe de Coxeter

S4 = 〈s, t, u | s2 = t2 = u2 = 1, sts = tst, utu = tut, su = us〉 .

L’ensemble des racines positives de S4 est Φ+ = {εs, εt, εu, εs + εt, εt + εu, εs + εt + εu}.
On démontre par exemple que si w = stusts, alors Φw = Φ+. Ainsi, lg(w) = 6 et
(s, t, u, s, t, s) est une décomposition réduite de w. Enfin, on vérifie par exemple que la
profondeur de εs+εt+εu vaut 3 et qu’il n’y a pas de racines de plus grande profondeur.
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Classification des groupes de Coxeter de type sphérique et affine

On dit que (W,S) est irréductible si son graphe de Coxeter associé est connexe. On
dit que son graphe de Coxeter Γ est de type sphérique si le groupe W est fini. Si l’on
note Γ1,Γ2, . . . ,Γn les composantes connexes d’un graphe de Coxeter Γ, alors on a

W (Γ) = W (Γ1)×W (Γ2)× · · · ×W (Γn) .

Par conséquent, Γ est de type sphérique si et seulement si toutes ses composantes
connexes le sont. Ainsi, il suffit de classifier les graphes de Coxeter connexes de type
sphérique.
Théorème 1.2.25 (Coxeter [20,21]).
(1) Γ est un graphe connexe de type sphérique si et seulement si la forme bilinéaire

canonique 〈., .〉 est définie positive.
(2) Les seuls graphes de Coxeter connexes de type sphérique sont ceux de la figure

1.2.14.

s1 s2 sm s1

4
s2 sm

Am, m ≥ 1 Bm, m ≥ 2

s1

s2
s3 sm

s1

s2 s3 s4 s5 s6

Dm, m ≥ 4 E6

s1

s2 s3 s4 s5 s6 s7

s1

s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8

E7 E8

4
s1 s2 s3 s4

5
s1 s2 s3

F4 H3

5
s1 s2 s3 s4

p

s1 s2

H4 I2(p) si p = 5 ou p ≥ 7, G2 si p = 6.

Figure 1.2.14. Les graphes de Coxeter connexes de type sphérique
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On dit que Γ est de type affine si la forme bilinéaire canonique 〈., .〉 est positive
non définie.

Théorème 1.2.26 (Bourbaki [9, Chap. VI, § 4, no 3, thm. 4]). Les seuls graphes de
Coxeter connexes de type affine sont ceux de la figure 1.2.15.

s1

∞
s2 s1 s2 sm

sm+1

s1

4 4
s2 s3

Ã1 Ãm, m ≥ 2 B̃2

sm+1

sm

sm−1s2s1

4

s1 s2

4
sm

4
sm+1

B̃m, m ≥ 3 C̃m, m ≥ 3

sm+1

sm

sm−1s3

s1

s2

s1

s2 s3 s4 s5 s6

s7

D̃m, m ≥ 4 Ẽ6

s1

s2 s3 s4 s5 s6 s7s8

s1

s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9

Ẽ7 Ẽ8

4
s1 s2 s3 s4 s5

6
s1 s2 s3

F̃4 G̃2

Figure 1.2.15. Les graphes de Coxeter connexes de type affine

Divisibilité dans les groupes de Coxeter

Soient u, v ∈ W . On écrit u <L v, et on dit que u est un diviseur à gauche, ou
diviseur de v s’il existe w ∈ W tel que v = uw et lg(v) = lg(u) + lg(w). La relation
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binaire <L est une relation d’ordre partiel sur W qui joue un rôle important dans
l’étude du monoïde et du groupe d’Artin associés. Soit E un ensemble fini d’éléments
de W . On dit que les éléments de E admettent un plus petit multiple commun si
l’ensemble des majorants de E possède un unique élément minimal pour <L. De même,
on dit que les éléments de E admettent un plus grand diviseur commun si l’ensemble
des minorants de E possède un unique élément maximal pour <L.

Par la suite, si s, t ∈ S sont tels que ms,t 6= +∞, on note w{s,t} l’élément de W
dont une décomposition est (s · t)�ms,t . D’après la solution au problème du mot de
Tits, w{s,t} est le plus petit multiple commun de s et t. Le résultat suivant reprend
essentiellement les idées de [48].

Proposition 1.2.27. Soit E un sous-ensemble non vide, fini de W tel que les deux
conditions suivantes soient vérifiées.
(1) Si u, v ∈ W vérifient u <L v et v ∈ E, alors u ∈ E.
(2) Si v ∈ W et s, t ∈ S sont tels que lg(vs) = lg(vt) = lg(v) + 1 et vs, vt ∈ E, alors

ms,t 6= +∞ et vw{s,t} ∈ E.
Alors, il existe un unique w0 ∈ E tel que E = {v ∈ W | v <L w0}.

Démonstration. Soit w0 un élément de longueur maximale dans E. On raisonne par
l’absurde et on suppose qu’il existe un élément de E qui ne divise pas w0 à gauche.
Dans ce cas, on choisit u ∈ E de longueur maximale tel que{

u <L w0,
∃s ∈ S, us ∈ E et us ≮L w0.

(P )

D’après la proposition 1.2.13, lg(u) < lg(us), sinon on aurait us <L w0, donc en
particulier, lg(u) < lg(w0) puisque w0 est de longueur maximale dans E. Il existe donc
t ∈ S \ {s} tel que ut <L w0. D’après (1), l’élément ut appartient à E. Par (2), on
a donc uw{s,t} ∈ E. Or us ≮L w0, donc uw{s,t} ≮L w0. Ainsi, il existe v ∈ W tel
que v <L w{s,t} et qui vérifie ut <L uv <L w0. Par conséquent, il existe r ∈ {s, t}
tel que uvr <L uw{s,t} et uvr ≮L w0. Ainsi, l’élément uv vérifie la propriété (P ) et
lg(uv) > lg(u), ce qui contredit le choix de u de longueur maximale vérifiant (P ).

Le résultat suivant est connu des spécialistes, mais nous n’en trouvons aucune
démonstration dans la littérature. Par conséquent, nous en fournissons une démons-
tration.

Proposition 1.2.28. Les éléments d’un sous-ensemble fini de W
(1) possèdent toujours un unique plus grand diviseur commun,
(2) soit possèdent un unique plus petit multiple commun, soit ne possèdent aucun

multiple commun.
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Démonstration. Par récurrence, on se ramène au cas où le sous-ensemble fini de W
dont il est question contient deux éléments, notés u, v ∈ W . On considère l’ensemble

E = {w ∈ W | w <L u, w <L v} .

Cet ensemble vérifie la première condition de la proposition 1.2.27 par transitivité
de la relation <L. Soient w ∈ E et t, s ∈ S tels que lg(ws) = lg(wt) = lg(w) + 1
et ws, wt ∈ E. Ainsi, s et t admettent w−1u et w−1v comme multiples communs.
Par [24, Chap. 4, § 7, lem. 4.7.2], on a alors ms,t 6= +∞. On a donc w{s,t} <L w

−1u et
w{s,t} <L w

−1v. On vérifie qu’alors, ww{s,t} <L u et ww{s,t} <L v, donc w{s,t} ∈ E. La
deuxième condition de la proposition 1.2.27 est donc satisfaite. L’unique élément w0
tel que E = {w ∈ W | w <L w0} est alors le plus grand multiple commun de u et v,
ce qui démontre le premier point.

Maintenant, on suppose que u, v ∈ W ont un multiple commun et on choisit w0 ∈
W l’un de ces multiples. On considère l’ensemble

F = {w ∈ W | u <L w, v <L w, w <L w0} .

L’ensemble F est fini puisque tout élément w ∈ F vérifie lg(w) ≤ lg(w0) et qu’il n’y
a qu’un nombre fini d’éléments d’une longueur donnée. Soit w1 ∈ W le plus grand
diviseur commun des éléments de F . On observe aisément que w1 appartient à F .
Maintenant, si w ∈ W est un multiple commun de u et v, alors le plus grand diviseur
commun de w et w0 appartient à F , donc w1 le divise, donc en particulier w1 <L w.
Ainsi, w1 est le plus petit multiple commun de u et v.

SoitX ⊂ S. Le plus petit multiple commun des éléments deX existe si et seulement
si le sous-graphe ΓX est de type sphérique. On l’appelle alors élément le plus long de
WX , et on le note wX . C’est une involution, dans le sens où w2

X = 1, et il vérifie
l’égalité wXXwX = X [24, Chap. 4, § 7, lem. 4.6].

1.2.3 Les monoïdes d’Artin

Éléments simples et divisibilité

On rappelle que θ désigne l’homomorphisme quotient de A sur W . L’application τ
qui à un élément w ∈ W associe l’élément s1s2 . . . s` ∈ A+, où (s1, s2, . . . , s`) est une
décomposition réduite de w, est bien définie grâce à la solution du problème du mot
de Tits énoncée dans le théorème 1.2.14. Cette application τ est, par construction,
une section ensembliste de θ, dans le sens où θ ◦ τ = IdW . Les éléments de son image
sont appelés éléments simples de A+. Ces éléments sont essentiels dans l’étude de la
divisibilité dans les monoïdes d’Artin.

Par ailleurs, les relations qui définissent le monoïde d’Artin A+ sont homogènes.
Ainsi, l’application lg qui à un élément s1s2 . . . s` ∈ A+ associe ` ∈ N, que l’on appelle
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longueur, est bien définie. On remarque que les éléments simples sont les éléments
a ∈ A+ tels que lg(a) = lg(τ(a)).

On dit que a est un diviseur à gauche de b et l’on écrit a <L b s’il existe c ∈ A+

tel que ac = b. On vérifie que la relation binaire <L est un ordre partiel sur A+. Le
lemme suivant est une conséquence directe du théorème 1.2.14 et donne un lien direct
entre les éléments des monoïdes d’Artin et ceux des groupes de Coxeter.

Lemme 1.2.29. Soient u, v ∈ W . On a u <L v si et seulement si τ(u) <L τ(v).

Simplifiabilité

Pour s, t ∈ S tels que ms,t 6= +∞, on note ∆{s,t} l’élément simple τ(w{s,t}) de A+.
Les deux résultats qui suivent sont utilisés dans [48] pour démontrer que tout monoïde
d’Artin est simplifiable, dans le sens où

∀a, b1, b2, c ∈ A+, ab1c = ab2c⇒ b1 = b2 .

Proposition 1.2.30 (Michel [48, Lem. 1.4]). Soit E un sous-ensemble non vide, fini
de A+ tel que les deux conditions suivantes soient vérifiées.
(1) Si a, b ∈ A+ vérifient a <L b et b ∈ E, alors a ∈ E.
(2) Si a ∈ A+ et s, t ∈ S sont tels que as, at ∈ E, alors ms,t 6= +∞ et v∆{s,t} ∈ E.

Alors, il existe un unique a0 ∈ E tel que E = {a ∈ A+ | a <L a0}.

La proposition 1.2.30 est l’équivalent pour les monoïdes d’Artin de la proposition
1.2.27 pour les groupes de Coxeter, et se démontre de la même manière. La proposition
suivante en est une conséquence.

Proposition 1.2.31 (Michel [48, Prop. 2.1]). Soit a ∈ A+.
(1) L’ensemble des éléments simples qui divisent a à gauche possède un unique plus

grand élément pour <L, que l’on note δ(a).
(2) Pour tous a, b ∈ A+, δ(ab) = δ(aδ(b)).

Dans [13], la démonstration de la simplifiabilité des monoïdes d’Artin est élémen-
taire et provient d’un examen attentif des systèmes de Coxeter (W,S) tels que S
compte trois éléments.

Théorème 1.2.32 (Michel [48, Prop. 2.4], Brieskorn, Saito [13, Prop. 2.3]). Le mo-
noïde d’Artin A+ est simplifiable.

Enfin, la proposition suivante traite d’éléments qui sont aux monoïdes d’Artin ce
que les éléments les plus longs sont aux groupes de Coxeter.
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Proposition 1.2.33 (Brieskorn, Saito [13]). Les éléments d’un sous-ensemble fini non
vide de A+

(1) [13, Prop. 4.1] possèdent toujours un unique plus grand diviseur commun,
(2) [13, Prop. 4.2] soit possèdent un unique plus petit multiple commun, soit ne

possèdent aucun multiple commun.

SoitX ⊂ S. Le plus petit multiple commun des éléments deX existe si et seulement
si le sous-graphe ΓX est de type sphérique [13, Thm. 5.6]. Cet élément est noté ∆X ∈
A+. Le lemme 1.2.29 permet de démontrer rapidement que ∆X = τ(wX). Ainsi, ∆X

est un élément simple de A+.

Exemple 1.2.34. Soit B+
4 le sous-monoïde du groupe de tresses B4 positivement

engendré par les tresses élémentaires σ1, σ2 et σ3. Alors, on a ∆S = σ1(σ2σ1σ3σ2σ1) =
σ2(σ1σ2σ3σ2σ1) = σ3(σ2σ3σ1σ2σ3).

1.2.4 Représentations linéaires des groupes d’Artin

Cas où Γ est simplement lacé, sans triangles

On dit que Γ est simplement lacé si ms,t ∈ {2, 3} pour tous s, t ∈ S tels que
s 6= t. On dit que Γ est sans triangles s’il n’existe pas de triplet (s, t, r) ∈ S3 tel que
ms,t = mt,r = mr,s = 3. Dans cette partie, on suppose que Γ est simplement lacé, sans
triangles, et on considère (V, 〈., .〉,Π) la base de racines classique de Γ.

Soit K = Q(q, z) le corps des fractions rationnelles en deux variables, q et z. On se
donne un ensemble abstrait B = {eρ | ρ ∈ Φ+} en bijection avec Φ+ et on note E le
K-espace vectoriel ayant B pour base. Pour tout s ∈ S, on définit ϕs : E → E par

ϕs(eρ) =


0 si ρ = εs ,
eρ si 〈ρ, εs〉 = 0 ,
q esρ si 〈ρ, εs〉 > 0 et ρ 6= εs ,
(1− q) eρ + esρ si 〈ρ, εs〉 < 0 .

On vérifie facilement que

ϕsϕt = ϕtϕs si ms,t = 2 ,
ϕsϕtϕs = ϕtϕsϕt si ms,t = 3 .

Remarque 1.2.35. Les applications linéaires ϕs ne sont pas inversibles. L’application
qui à s associe ϕs ne définit donc pas une représentation linéaire de A sur GL(E). Pour
obtenir une telle représentation, il est nécessaire de déformer chaque ϕs, ce qui est fait
ci-après au moyen d’une famille de polynômes de Z[q].

Pour s ∈ S et ρ ∈ Φ+ on définit un polynôme T (s, ρ) ∈ Z[q] par récurrence sur dp(ρ)
comme suit. Si dp(ρ) = 1, il existe t ∈ S tel que ρ = εt. Alors, on pose
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- T (s, εt) = q2 si t = s,
- T (s, εt) = 0 si t 6= s.

Si dp(ρ) ≥ 2, on choisit t ∈ S tel que dp(tρ) < dp(ρ). On a 〈ρ, εt〉 = b > 0 d’après la
proposition 1.2.23. Si 〈ρ, εs〉 = a > 0, on pose

- T (s, ρ) = qdp(ρ)(q − 1).

Si 〈ρ, εs〉 = 0, on pose

- T (s, ρ) = q T (s, tρ) si ms,t = 2,
- T (s, ρ) = (q − 1)T (s, tρ) + q T (t, stρ) si ms,t = 3.

Si 〈εs, ρ〉 = −a < 0, on pose

- T (s, ρ) = q T (s, tρ) si ms,t = 2,
- T (s, ρ) = (q − 1)T (s, tρ) + q T (t, stρ) si ms,t = 3 et b > a,
- T (s, ρ) = T (t, tρ) + (q − 1)T (s, tρ) si ms,t = 3 et b = a,
- T (s, ρ) = q T (s, tρ) + T (t, tρ) + qdp(ρ)−1(1− q) si ms,t = 3 et b < a.

Un examen exhaustif permet de démontrer que dans chaque cas, le polynôme
T (s, ρ) est bien défini [51]. Autrement dit, il ne dépend pas du choix du t ∈ S tel que
dp(tρ) < dp(ρ). Pour s ∈ S on définit donc une transformation linéaire ψs : E → E
par

ψs(eρ) = ϕs(eρ) + z T (s, ρ) eεs .

Théorème 1.2.36 (Cohen, Wales [19], Digne [28], Paris [51]).
(1) Pour tout s ∈ S, ψs ∈ GL(E), et l’application de S dans GL(E) qui à s associe

ψs induit une représentation linéaire fidèle ψ+ : A+ → GL(E).
(2) Si Γ est de type sphérique, alors ψs ∈ GL(E) pour tout s ∈ S et l’application

de S dans GL(E) qui à s associe ψs induit une représentation linéaire fidèle
ψ : A→ GL(E).

Notes historiques. Les méthodes utilisées par Krammer [39, 40] pour démontrer
la fidélité des représentations de Lawrence ont dans un premier temps été étendues,
de manière indépendante, par Cohen-Wales [19] ainsi que par Digne [28] dans le cas
des groupes de Coxeter de type sphérique simplement lacés. Par la suite, Paris [51]
a généralisé les définitions et les démonstrations de Krammer pour tous les groupes
de Coxeter simplement lacés et sans triangles, dans un article démontrant que tout
monoïde d’Artin peut se plonger dans un groupe. Enfin, Castella [18] a étendu cette
représentation selon deux directions, d’une part à tous les graphes de Coxeter simple-
ment lacés et, d’autre part, avec plus de paramètres que ceux donnés dans Paris [51].
On ne sait pas si la représentation ψ : A → GL(E) est fidèle lorsque Γ n’est pas de
type sphérique. On ne sait pas non plus comment définir ψ dans le cas où Γ n’est pas
simplement lacé.
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Cas où Γ est un graphe de Coxeter quelconque

Soit Γ un graphe de Coxeter quelconque. D’après [51, Thm. 5.1], il existe un ho-
momorphisme injectif de A+(Γ) sur un monoïde d’Artin A+(Γ0) associé à un graphe
de Coxeter Γ0 simplement lacé et sans triangles. Ainsi, en composant un tel homomor-
phisme avec la représentation linéaire de A+(Γ0) du théorème 1.2.36, on obtient une
représentation linéaire fidèle de A+(Γ) dans un groupe linéaire, et cette représentation
linéaire s’étend en une représentation linéaire fidèle de A(Γ) si le graphe de Coxeter Γ
est de type sphérique.

Exemple 1.2.37. Dans la construction de Paris [51], le monoïde d’Artin associé au
graphe de Coxeter G2 s’injecte dans monoïde d’Artin associé au graphe de Coxeter Γ0
obtenu comme union disjointe de deux copies du graphe A5, cf. figure 1.2.16.

s1 s2 s3 s4 s5

t1 t2 t3 t4 t5

Figure 1.2.16. Le graphe Γ0

Le fait est que W (G2) compte 6 racines positives tandis que W (Γ0), produit cartésien
de deux groupes symétriques S6, en compte 30. Suite à cet éclatement, les éléments
de W (G2) sont donc représentés fidèlement par des matrices de taille 30. À titre de
comparaison, le corollaire 4.1.5 permet de représenter fidèlement les éléments deW (G2)
par des matrices de taille 6.

1.2.5 Automorphismes d’un graphe de Coxeter
Soit G un groupe d’automorphismes de Γ. On remarque que G est forcément fini

et que G agit naturellement sur W , A+ et A. On pose alors

WG = {w ∈ W | g(w) = w pour tout g ∈ G} ,
A+G = {a ∈ A+ | g(a) = a pour tout g ∈ G} ,
AG = {α ∈ A | g(α) = α pour tout g ∈ G} .

Soit O l’ensemble des orbites de G dans S et soit

S = {X ∈ O | WX est fini} .

On définit ci-après une matrice de Coxeter M̃G = (m̃X,Y )X,Y ∈S et on note Γ̃G son
graphe de Coxeter associé. Soient X, Y ∈ S.
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(0) Si ms,t = 2 pour tous s ∈ X et t ∈ Y , alors on pose m̃X,Y = 2.
(1) Soitm ∈ N∪ {∞},m ≥ 3. Si ΓX∪Y est une réunion disjointe de copies de graphes

isomorphes au graphe (i) de la figure 1.2.17, où le sommet correspondant à x
appartient à X et le sommet correspondant à y appartient à Y , alors on pose
m̃X,Y = m. Dans ce cas, on dit que (X, Y ) est une bi-orbite de type 1.

(2) Si ΓX∪Y est une réunion disjointe de copies de graphes isomorphes au graphe (ii)
de la figure 1.2.17, où les sommets correspondant à x1 et x2 appartiennent à X
et le sommet correspondant à y appartient à Y , alors on pose m̃X,Y = 4. Dans
ce cas, on dit que (X, Y ) est une bi-orbite de type 2.

(3) Si ΓX∪Y est une réunion disjointe de copies de graphes isomorphes au graphe
(iii) de la figure 1.2.17, où les sommets correspondant à x1 et x2 appartiennent
à X et les sommets correspondant à y1 et y2 appartiennent à Y , alors on pose
m̃X,Y = 4. Dans ce cas, on dit que (X, Y ) est une bi-orbite de type 3.

(4) Si ΓX∪Y est une réunion disjointe de copies de graphes isomorphes au graphe
(iv) de la figure 1.2.17, où les sommets correspondant à x1 et x2 appartiennent
à X et les sommets correspondant à y1 et y2 appartiennent à Y , alors on pose
m̃X,Y = 8. Dans ce cas, on dit que (X, Y ) est une bi-orbite de type 4.

(5) Si ΓX∪Y est une réunion disjointe de copies de graphes isomorphes au graphe (v)
de la figure 1.2.17, où les sommets correspondant à x1, x2 et x3 appartiennent
à X et le sommet correspondant à y appartient à Y , alors on pose m̃X,Y = 6.
Dans ce cas, on dit que (X, Y ) est une bi-orbite de type 5.

(∞) Dans les autres cas, on pose m̃X,Y =∞.

x ym x1 y x2 x1 y1 y2 x2

(i) (ii) (iii)

x1 y1 y2 x2

x1
x3

x2

y

(iv) (v)

Figure 1.2.17. Bi-orbites

Théorème 1.2.38 (Mühlherr [50], Hée [31], Michel [48], Crisp [22, 23], Dehornoy,
Paris [25]).

(1) L’ensemble SW = {wX | X ∈ S} engendre WG. De plus, (WG,SW ) est un
système de Coxeter associé au graphe de Coxeter Γ̃G.
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(2) L’ensemble SA = {∆X | X ∈ S} engendre A+G. De plus, A+G est un monoïde
d’Artin associé à Γ̃G.

(3) Si Γ est de type sphérique, alors l’ensemble SA = {∆X | X ∈ S} engendre AG et
(AG,SA) est un système d’Artin associé à Γ̃G.

Notes historiques. Mühlherr [50] et Hée [31] ont démontré indépendamment l’un de
l’autre que (WG,SW ) est un système de Coxeter, mais ne donnent pas explicitement
le graphe Γ̃G. En s’appuyant sur les travaux de Mühlherr [50] et Hée [31], Michel [48]
a démontré que A+G est toujours un monoïde d’Artin et que (AG,SA) est un système
d’Artin lorsque Γ est de type sphérique, sans non plus donner explicitement le graphe
Γ̃G. Le théorème 1.2.38 a été entièrement démontré par Crisp dans [22, 23] avec une
démonstration indépendante des autres. En fait, il a démontré un résultat plus fort
que le théorème 1.2.38, à savoir que (AG,SA) est un système d’Artin associé au graphe
de Coxeter Γ̃G pour plusieurs familles de graphes de Coxeter non sphériques dont les
graphes de Coxeter de type FC. Dans cette thèse, nous ne considérons le groupe AG
que dans le cas où Γ est de type sphérique. En effet, nous ne connaissons aucun moyen
d’étudier la fidélité de la représentation ψ et de la représentation induite ψG si Γ n’est
pas de type sphérique. Enfin, le point (3) du théorème est aussi démontré dans [25],
avec une description explicite du graphe de Coxeter Γ̃G.
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Représentations enracinées des
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Ce chapitre est dédié à l’étude des représentations enracinées des groupes de Coxe-
ter de la forme WG. Étant donnée une base de racines d’un groupe de Coxeter W ,
la représentation enracinée qui y est associée induit, sous certaines conditions, une
représentation linéaire de WG. On démontre ici que la représentation de WG ainsi
obtenue n’est autre que la représentation enracinée associée à une base de racines que
l’on décrit explicitement dans la première partie. En particulier, on obtient comme
cela une représentation fidèle de WG puisque toute représentation enracinée est fidèle,
résultat démontré par Krammer [38,41].

2.1 Une représentation linéaire fidèle de WG

On présente dans cette partie les objets mathématiques permettant d’obtenir une
représentation enracinée de WG à partir d’une représentation enracinée de W . En
premier lieu, on démontre le lemme 2.1.1 permettant de construire la base de racines
à laquelle cette représentation enracinée de WG est associée.

Soit Γ un graphe de Coxeter et (W,S) le système de Coxeter associé à Γ. Dans ce
chapitre, on considère (V, 〈., .〉,Π) une base de racines de Γ. Le lemme suivant est connu
des spécialistes, mais nous n’en connaissons aucune démonstration dans la littérature.
Il est important pour notre construction, aussi nous en fournissons une démonstration.

Lemme 2.1.1. Si Γ est de type sphérique et si Π engendre V , alors 〈., .〉 est un produit
scalaire et (V, 〈., .〉,Π) est la base de racines classique de Γ.
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Démonstration. Soit (V c, 〈., .〉c,Πc) la base de racines classique de Γ, où Πc =
{εcs | s ∈ S}. Soit f c : W → GL(V c) la représentation enracinée associée à cette base
de racines. Soit f : W → GL(V ) la représentation enracinée associée à (V, 〈., .〉,Π)
et π : V c → V la projection linéaire qui à εcs associe εs pour tout s ∈ S. Pour tous
s, t ∈ S, on a ms,t 6= ∞ puisque Γ est de type sphérique, donc 〈εcs, εct〉c = 〈εs, εt〉. Il
s’ensuit que π◦f c(w) = f(w)◦π pour tout w ∈ W . Par conséquent, Ker π est invariant
sous l’action de W .

Soient Γ1,Γ2 . . . ,Γn les composantes connexes de Γ. Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}, on
considère Si l’ensemble des sommets de Γi, on pose Πc

i = {εcs | s ∈ Si} et on note V c
i

le sous-espace vectoriel de V c engendré par Πc
i . On a V c = ⊕ni=1V

c
i . Par le théorème

1.2.25 et par [9, Chap. V, § 4, no 8], 〈., .〉c est un produit scalaire et, si F est un sous-
espace vectoriel de V c invariant sous l’action de W , alors il existe J ⊂ {1, 2, . . . , n}
tel que F = ⊕i∈JV c

i . Comme Ker π est invariant sous l’action de W , il existe donc
J ⊂ {1, 2, . . . , n} tel que

Ker π =
⊕
i∈J

V c
i .

On suppose que l’ensemble J ne soit pas vide. Soient i ∈ J et s ∈ Si. On a εcs ∈ Ker π,
c’est-à-dire π(εcs) = 0. Or π(εcs) = εs 6= 0 puisque ‖εs‖ = 1 : contradiction. Ainsi, J est
vide et π est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Par conséquent, en identifiant V
et V c via π, on a de façon évidente 〈., .〉 = 〈., .〉c et Π = Πc, donc (V, 〈., .〉,Π) est la
base de racines classique de Γ.

Soit G un groupe d’automorphismes de Γ. On suppose que G se plonge dans GL(V )
et vérifie g(εs) = εg(s) pour tous g ∈ G et s ∈ S. On remarque qu’un tel plongement
existe de façon naturelle si (V, 〈., .〉,Π) est la base de racines classique de Γ. La repré-
sentation enracinée f : W → GL(V ) est alors équivariante dans le sens où

∀g ∈ G, ∀w ∈ W, f(gw) = g ◦ f(w) ◦ g−1 .

Il en résulte que f induit une représentation linéaire fG : WG → GL(V G), où V G =
{x ∈ V | g(x) = x pour tout g ∈ G}.

Soit X ∈ S une orbite de G dans S telle que WX est fini. On pose ΠX = {εs | s ∈
X}, on note VX le sous-espace vectoriel engendré par ΠX et 〈., .〉X la restriction de
〈., .〉 à VX × VX . Par le lemme 2.1.1, ΠX est une base de VX et 〈., .〉X est un produit
scalaire. Soit aX = ∑

s∈X εs. On remarque que aX ∈ V G. De plus, par ce qui précède,
aX 6= 0 et ‖aX‖ > 0. On pose alors

ε̃X = aX
‖aX‖

pour tout X ∈ S, et on note Π̃G = {ε̃X | X ∈ S}. Le but de ce chapitre est de
démontrer le résultat suivant.
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Théorème 2.1.2. Le triplet (V G, 〈., .〉, Π̃G) est une base de racines pour Γ̃G et fG :
WG → GL(V G) est la représentation enracinée associée à (V G, 〈., .〉, Π̃G).

Le théorème 1.2.18 donne immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 2.1.3. La représentation fG : WG → GL(V G) est fidèle.

Remarques 2.1.4.

(1) Soient V un espace vectoriel quelconque et G,W deux sous-groupes de GL(V ).
Le groupe G agit sur W par conjugaison et le plongement W ↪→ GL(V ) est
équivariant sous les actions de G. Il induit donc une représentation fG : WG →
GL(V G) comme ci-dessus. Cette représentation n’est pas fidèle en général. En
fait, l’espace V G a même tendance à être trivial.

(2) On peut utiliser la démonstration du théorème 2.1.2 pour donner une nouvelle
démonstration du théorème 1.2.38 (1). Aux lemmes 2.2.6 et 2.2.7 il faudrait
ajouter les deux points suivants qui ne sont pas très difficiles à démontrer.

(i) Le groupe WG est engendré par SW .

(ii) On a (wXwY )m̃X,Y = 1 pour tous X, Y ∈ S tels que m̃X,Y 6=∞.

(3) Une approche similaire est adoptée par Hée [31, Chap. 3], mais avec des dé-
finitions différentes. On peut démontrer aisément que les systèmes de racines
obtenus à partir des bases de racines définies dans cette thèse sont des systèmes
de racines au sens de Hée, et qu’une partie des résultats de ce chapitre peuvent
être obtenus à partir de ceux de [31]. En particulier, le fait que (V G, 〈., .〉, Π̃G)
est une base de racines est démontré par Hée [33] dans une note écrite en 1990 et
publiée dans sa thèse d’état en 1993. Par contre, l’obtention du graphe de Coxe-
ter Γ̃ de (WG,SW ) nécessite des arguments supplémentaires qui peuvent être une
réécriture du lemme 2.2.6 ci-après, ou bien une adaptation de la démonstration
de Crisp [22,23].

2.2 Démonstration du théorème 2.1.2

La démonstration se déroule selon trois étapes. Dans un premier temps, on identifie
les orbites de G dont les sommets correspondent à un sous-groupe parabolique fini
de W . Puis, on calcule le produit scalaire entre ε̃X et ε̃Y pour tous X, Y ∈ S, afin
de démontrer que (V G, 〈., .〉, Π̃G) est une base de racines pour Γ̃G. Enfin, on calcule
l’action de WG sur V G et l’on constate qu’elle correspond à l’action de WG via la
représentation enracinée fG associée à la base de racines (V G, 〈., .〉, Π̃G).
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2.2.1 Orbites de type I et IIm
Lemme 2.2.5. Soit X ∈ S une orbite de G telle que WX est fini. Alors, on a l’une
des deux alternatives suivantes.
(I) Le graphe ΓX est réunion disjointe de sommets (c.-à-d. que ΓX n’a pas d’arête).
(II) Il existe un entier naturel m ≥ 3 tel que ΓX est réunion disjointe de copies de

graphes isomorphes au graphe de la figure 1.2.17 (i).

Démonstration. Pour tout s ∈ X, on pose vs(X) = |{t ∈ X | ms,t ≥ 3}|. Comme
ΓX est de type sphérique, les composantes connexes de ΓX sont des arbres par le
théorème 1.2.25. Il existe donc s ∈ X tel que vs(X) ≤ 1. Par ailleurs, comme G agit
transitivement sur X, on a vs(X) = vt(X) pour tous s, t ∈ X. Ainsi, soit vs(X) = 0
pour tout s ∈ X et l’on est dans l’alternative (I), soit vs(X) = 1 pour tout s ∈ X et
l’on est dans l’alternative (II).

Soit X ∈ S. On dit que X est de type I si ΓX vérifie la condition (I) du lemme
2.2.5 et que X est de type IIm si ΓX vérifie la condition (II) du lemme 2.2.5.

2.2.2 Produit scalaire entre deux racines simples
Lemme 2.2.6. Soient X, Y ∈ S, X 6= Y . Alors
(1) 〈ε̃X , ε̃Y 〉 = − cos(π/m̃X,Y ) si m̃X,Y 6=∞,
(2) 〈ε̃X , ε̃Y 〉 ∈ ]−∞,−1] si m̃X,Y =∞.

Démonstration. On remarque que si ms,t = 2 pour tous s ∈ X et t ∈ Y , alors on a
〈ε̃X , ε̃Y 〉 = 0 et m̃X,Y = 2. Désormais, on suppose donc qu’il existe s ∈ X et t ∈ Y tels
que ms,t ≥ 3. Comme G agit transitivement sur X et laisse invariant Y , il s’ensuit que
pour tout s ∈ X, il existe t ∈ Y tel que ms,t ≥ 3. De même, pour tout t ∈ Y , il existe
s ∈ X tel que ms,t ≥ 3.

On rappelle les notations introduites dans la partie précédente :

aX =
∑
s∈X

εs , aY =
∑
t∈Y

εt , ε̃X = aX
‖aX‖

, ε̃Y = aY
‖aY ‖

.

On choisit s ∈ X et on pose

vX = |{t ∈ Y | ms,t ≥ 3}| , pX =
∑
t∈Y
〈εs, εt〉 = 〈εs, aY 〉 .

Comme G agit transitivement sur X et laisse invariant Y , ces définitions ne dépendent
pas du choix de s. De même, on choisit t ∈ Y et on pose

vY = |{s ∈ X | ms,t ≥ 3}| , pY =
∑
s∈X
〈εt, εs〉 = 〈εt, aX〉 .
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Par hypothèse, il existe s ∈ X et t ∈ Y tels que ms,t ≥ 3. Ainsi, on a vX ≥ 1 et vY ≥ 1.
Soient s ∈ X et t ∈ Y . Si ms,t ≥ 3, alors 〈εs, εt〉 ≤ −1/2, et si ms,t = 2, alors

〈εs, εt〉 = 0. Il en résulte que
pX ≤ −

vX
2 . (2.2.1)

Par ailleurs, on a
|X| vX = |Y | vY . (2.2.2)

Ce nombre est le nombre d’arêtes dans Γ reliant un élément de X à un élément de Y .
Un calcul direct démontre que

‖aX‖ =


√
|X| si X est de type I,√
|X|(1− cos(π/m)) si X est de type IIm.

(2.2.3)

Enfin, par définition de pX , on a

〈aX , aY 〉 = |X| pX . (2.2.4)

Cas 1 : X et Y sont de type I. Les égalités (2.2.2), (2.2.3) et (2.2.4) donnent alors

〈ε̃X , ε̃Y 〉 = pX
√
vY√
vX

. (2.2.5)

En appliquant (2.2.1) à cette égalité, on obtient

〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −
√
vXvY
2 . (2.2.6)

On distingue maintenant plusieurs cas.
(1) Si vX ≥ 4, ou si vY ≥ 4, ou si vX , vY ≥ 2, alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −1 par (2.2.6).
(2) Si vX = 1, vY ≥ 2 et pX ≤ − cos(π/4) = − 1√

2 , alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −1 par (2.2.5).

(3) Si vX = 1, vY = 3 et pX = − cos(π/3) = −1
2 , alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 = −

√
3

2 = − cos(π/6)
par (2.2.5). Dans ce cas (Y,X) est une bi-orbite de type 5 et m̃X,Y = 6.

(4) Si vX = 1, vY = 2 et pX = − cos(π/3) = −1
2 , alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 = −

√
2

2 = − cos(π/4)
par (2.2.5). Dans ce cas (Y,X) est une bi-orbite de type 2 et m̃X,Y = 4.

(5) Si vX = 1, vY = 1 et pX = − cos(π/m) avecm 6=∞, alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 = − cos(π/m)
par (2.2.5). Dans ce cas (Y,X) est une bi-orbite de type 1 et m̃X,Y = m.

(6) Si vX = 1, vY = 1 et pX ≤ −1, alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 = pX ≤ −1 par (2.2.5).
Cas 2 : X est de type IIm et Y est de type I. Les égalités (2.2.2), (2.2.3) et (2.2.4)
donnent alors

〈ε̃X , ε̃Y 〉 = pX
√
vY√

vX(1− cos(π/m))
. (2.2.7)
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En appliquant (2.2.1) à cette égalité, on obtient

〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −
√
vXvY

2
√

(1− cos(π/m))
. (2.2.8)

Si m ≥ 5, alors
√

1− cos(π/m) < 1
2 , donc, par (2.2.8),

〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −
√
vXvY ≤ −1 .

On suppose désormais que m ∈ {3, 4}. On a alors
√

1− cos(π/m) ≤ 1√
2 et, par (2.2.8),

〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −
√
vXvY√

2
. (2.2.9)

On distingue maintenant plusieurs cas.
(1) Si vX ≥ 2, ou si vY ≥ 2, alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −1 par (2.2.9).
(2) Si vX = 1, vY = 1 et pX ≤ − cos(π/4) = − 1√

2 , alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −1 par (2.2.7).

(3) Si vX = 1, vY = 1, pX = − cos(π/3) = −1
2 et m = 4, alors

〈ε̃X , ε̃Y 〉 = −

√
2 +
√

2
2 = − cos(π/8)

par (2.2.7). Dans ce cas (Y,X) est une bi-orbite de type 4 et m̃X,Y = 8.
(4) Si vX = 1, vY = 1, pX = − cos(π/3) = −1

2 et m = 3, alors 〈ε̃X , ε̃Y 〉 = − 1√
2 =

− cos(π/4) par (2.2.7). Dans ce cas (Y,X) est une bi-orbite de type 3 et m̃X,Y = 4.
Cas 3 : X est de type IIm et Y est de type IIm′. Les égalités (2.2.2), (2.2.3) et (2.2.4)
donnent alors

〈ε̃X , ε̃Y 〉 = pX
√
vY√

vX(1− cos(π/m))(1− cos(π/m′))
.

En appliquant (2.2.1) à cette égalité, on obtient

〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −
√
vXvY

2
√

(1− cos(π/m))(1− cos(π/m′))
.

Comme
√

(1− cos(π/m)) ≤ 1√
2 et

√
(1− cos(π/m′)) ≤ 1√

2 , il s’ensuit que

〈ε̃X , ε̃Y 〉 ≤ −
√
vXvY ≤ −1 .
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2.2.3 Démonstration du résultat principal
Lemme 2.2.7. Soient X ∈ S et x ∈ V G. On a wXx = x− 2〈x, ε̃X〉ε̃X .

Démonstration. Soient Γ′ un graphe de Coxeter de type sphérique, (W ′, S ′) le sys-
tème de Coxeter associé, w′S′ l’élément le plus long de W ′, et (V ′, 〈., .〉′,Π′) la base de
racines classique de Γ′. Alors, par [27, Prop. 4.1], on a w′S′ Π′ = −Π′.

Soit X ∈ S. On rappelle que que ΠX = {εs | s ∈ X}. Par le lemme 2.1.1 et ce qui
précède, on a wX ΠX = −ΠX , donc wXaX = −aX et donc wX ε̃X = −ε̃X .

On rappelle que VX désigne le sous-espace vectoriel de V engendré par ΠX . Pour
tous x ∈ V et u ∈ WX , il existe y ∈ VX tel que ux = x+y. En effet, cette propriété est
vraie pour tout s ∈ X par définition, donc reste vraie pour tout u ∈ WX . Soit x ∈ V G.
Soit y ∈ VX tel que wXx = x+ y. Soit y = ∑

s∈X λsεs l’écriture de y dans la base ΠX .
Pour tout g ∈ G, on a

x+
∑
s∈X

λsεs = wXx = g(wX)g(x) = g(wXx) = g(x) +
∑
s∈X

λsg(εs) = x+
∑
s∈X

λsεg(s) ,

donc λs = λg−1(s) pour tout s ∈ X. Comme G agit transitivement sur X, il s’ensuit que
λs = λt pour tous s, t ∈ X. On en déduit qu’il existe λ ∈ R tel que wXx = x+ λaX =
x+ λ ‖aX‖ε̃X . On calcule alors

〈x, ε̃X〉 = 〈wXx,wX ε̃X〉 = 〈x+ λ‖aX‖ε̃X ,−ε̃X〉 = −〈x, ε̃X〉 − λ‖aX‖ ,

donc λ ‖aX‖ = −2〈x, ε̃X〉. Ainsi, wXx = x− 2〈x, ε̃X〉ε̃X .

Démonstration du théorème 2.1.2. Pour tout X ∈ S, on a 〈ε̃X , ε̃X〉 = 1 par
construction. De plus, on a

〈ε̃X , ε̃Y 〉 = − cos(π/m̃X,Y ) si m̃X,Y 6=∞ ,

〈ε̃X , ε̃Y 〉 ∈ ]−∞,−1] si m̃X,Y =∞ ,

d’après le lemme 2.2.6. Soit χ ∈ V ∗ tel que χ(εs) > 0 pour tout s ∈ S. On note
χ̃ : V G → R la restriction de χ à V G. Alors, pour tout X ∈ S,

χ(ε̃X) = 1
‖aX‖

∑
s∈X

χ(εs) > 0 .

On en déduit que (V G, 〈., .〉, Π̃G) est une base de racines pour Γ̃G. Enfin, l’application
fG : WG → GL(V G) est la représentation enracinée associée à (V G, 〈., .〉, Π̃G) par le
lemme 2.2.7.
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3.1 Une représentation linéaire fidèle de A+G

3.1.1 Représentations de Paris
Soit Γ un graphe de Coxeter et (W,S) le système de Coxeter associé à Γ. Dans ce

chapitre, on considère (V, 〈., .〉,Π) la base de racines classique de Γ, où Π = {εs | s ∈ S}
est un ensemble abstrait en bijection avec S et où V est l’espace vectoriel réel ayant Π
pour base. On rappelle que le système de racines de W est alors défini comme l’orbite
de Π sous l’action deW , que l’on note Φ = {wεs | s ∈ S,w ∈ W} et que l’ensemble des
racines positives, noté Φ+, est constitué des racines de Φ dont les coordonnées dans la
base Π sont toutes positives.

De plus, on rappelle que Γ est simplement lacé si ms,t ∈ {2, 3} pour tous s, t ∈ S.
Le système de racines deW (Γ) possède les propriétés suivantes, dont la démonstration
est laissée au lecteur. Ces propriétés seront utilisées à de multiples reprises par la suite.

Lemme 3.1.1. Soit Γ un graphe de Coxeter simplement lacé.
(1) Pour tous ρ1, ρ2 ∈ Φ, on a 2 〈ρ1, ρ2〉 ∈ Z.
(2) Soit ρ ∈ Φ. Les coordonnées de ρ dans la base Π sont des entiers relatifs.
(3) Soit s ∈ S. Pour tout ρ ∈ Φ, il existe w ∈ W tel que w(εs) = ρ.
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Enfin, on rappelle que Γ est sans triangles s’il n’existe aucun triplet (s, t, r) ∈
S3 tel que ms,t = mt,r = mr,s = 3. Dans ce chapitre, on suppose désormais que
Γ est simplement lacé et sans triangles. On rappelle brièvement la construction des
représentations de Paris détaillée dans la partie 1.2.4. Soit K = Q(q, z), soit B = {eρ |
ρ ∈ Φ+} et soit E le K-espace vectoriel ayant B pour base. Pour tout s ∈ S, on a
construit une application linéaire ψs : E → E définie sur tout élément de B par

ψs(eρ) = ϕs(eρ) + z T (s, ρ) eεs ,

où ϕs : E → E est une application linéaire et où T (s, ρ) est un polynôme en la
variable q défini par récurrence sur la profondeur de la racine ρ. D’après le théorème
1.2.36, ψs ∈ GL(E) pour tout s ∈ S et l’application qui à s ∈ S associe ψs induit
des représentations linéaires ψ+ : A+ → GL(E) et ψ : A → GL(E). De plus, la
représentation ψ+ une représentation fidèle de A+, et si Γ est de type sphérique, alors
ψ est une représentation fidèle de A.

3.1.2 Résultat principal
On se donne à présent un groupe G d’automorphismes de Γ. L’action de G sur Π

définie par g(εs) = εg(s) pour tout s ∈ S induit un plongement G ↪→ GL(V ). De plus,
on observe que g(Φ) = Φ et g(Φ+) = Φ+ pour tout g ∈ G. On a alors un plongement
G ↪→ GL(E) défini par g(eρ) = eg(ρ) pour tous g ∈ G et ρ ∈ Φ+. On vérifie facilement
que l’on a T (g(s), g(ρ)) = T (s, ρ) pour tous s ∈ S, ρ ∈ Φ+ et g ∈ G. Il en résulte que
ψ+ et ψ sont équivariants sous les actions de G, dans le sens où

ψ+(g(a)) = g ◦ ψ+(a) ◦ g−1 pour tous g ∈ G et a ∈ A+ ,

ψ(g(α)) = g ◦ ψ(α) ◦ g−1 pour tous g ∈ G et α ∈ A .

On pose EG = {x ∈ E | g(x) = x pour tout g ∈ G}. Alors, comme pour les repré-
sentations enracinées des groupes de Coxeter, ψ+ et ψ induisent des représentations
linéaires ψ+G : A+G → GL(EG) et ψG : AG → GL(EG). Le but de ce chapitre est de
démontrer le résultat suivant.
Théorème 3.1.2.
(1) La représentation ψ+G : A+G → GL(EG) est fidèle.
(2) Si Γ est de type sphérique, alors la représentation ψG : AG → GL(EG) est fidèle.
La partie (2) du théorème 3.1.2 a été précédemment démontrée par Digne [28] dans

trois cas particuliers, donnant lieu à des représentations fidèles des groupes d’Artin de
type Bm, G2 et F4. Après la rédaction de ce texte, l’auteur a appris que Castella a
déjà démontré le théorème 3.1.2. Il apparaît d’abord à la fin de sa thèse [16], puis dans
sa prépublication [17], mais pas dans la version publiée [18] de [17]. La version que
l’on trouve dans [17] est plus générale que celle donnée ci-dessus et sa démonstration
repose sur des critères de fidélité démontrés par Hée [32].
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3.2 Démonstration du théorème 3.1.2
La démonstration est essentiellement une version invariante de la démonstration

du théorème 1.2.36 dans [51] et est donc constituée des mêmes grandes étapes, décrites
sommairement ci-après.

À partir de la représentation ψ+, on construit une application linéaire ψ+
∞ de A+

dans l’espace de transformations linéaires de H, où H est l’espace des séries formelles∑
ρ∈Φ+ λρeρ. L’application ψ+

∞ agit de manière remarquable sur certains sous-ensembles
deH, ce qui est l’objet des trois lemmes de la partie 3.2.3. Cette action est suffisamment
précise pour entraîner la fidélité de ψ+G.

3.2.1 L’élément L(a)
Soit a ∈ A+. La proposition 1.2.31 permet de démontrer que l’ensemble {w ∈

W | τ(w) <L a} vérifie les hypothèses de la proposition 1.2.27, ce qui est aussi une
conséquence directe du lemme de réduction [13, Lem. 2.1] et de la simplifiabilité des
monoïdes d’Artin énoncée dans le théorème 1.2.32. Par conséquent, il existe un unique
élément, que l’on note L(a) ∈ W , tel que

{w ∈ W | τ(w) <L a} = {w ∈ W | w <L L(a)} .

Le résultat suivant est utilisé implicitement au cours de la démonstration du théorème
3.1.2. C’est aussi une conséquence de la proposition 1.2.31.

Proposition 3.2.3. Soient a, b ∈ A+. Alors L(ab) = L(a (τ ◦ L)(b)).

Lemme 3.2.4. Soit a ∈ A+G. Alors L(a) ∈ WG.

Démonstration. Soit g ∈ G. On calcule alors

{w ∈ W | w <L L(a)} = {w ∈ W | τ(w) <L a}
= {w ∈ W | g−1 (τ(w)) = τ

(
g−1(w)

)
<L a = g−1(a)}

= {w ∈ W | g−1(w) <L L(a)}
= {w ∈ W | w <L g (L(a))} .

Par unicité de L(a), on a L(a) = g (L(a)) pour tout g ∈ G, d’où L(a) ∈ WG.

3.2.2 Ensembles fermés de racines
On rappelle que pour tout w ∈ W , Φw désigne l’ensemble {ρ ∈ Φ+ | w−1ρ ∈ Φ−}.

Lemme 3.2.5. Soit w ∈ W .
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(1) Pour tout g ∈ G, on a g (Φw) = Φg(w).
(2) Si w ∈ WG, alors l’ensemble Φw est G-invariant.

Démonstration. Soient g ∈ G et w ∈ W . On a

ρ ∈ g (Φw)⇔

ρ ∈ g (Φ+) ,
w−1g−1 (ρ) ∈ Φ−.

On a w−1g−1 (ρ) = g−1 (g(w)−1ρ), donc la condition w−1g−1 (ρ) ∈ Φ− est équivalente
à g(w)−1ρ ∈ g (Φ−). Comme g (Φ+) = Φ+ et g (Φ−) = Φ−, il en résulte que

ρ ∈ g (Φw)⇔

ρ ∈ Φ+

g(w)−1ρ ∈ Φ−
⇔ ρ ∈ Φg(w) ,

d’où g (Φw) = Φg(w). Ainsi, si w ∈ WG, on a g (Φw) = Φw pour tout g ∈ G, d’où le
résultat.

On dit qu’un sous-ensemble R ⊂ Φ+ est fermé si :
(i) R est fini,
(ii) si ρ, ρ′ ∈ R, alors 〈ρ, ρ′〉 ≥ −1/2,
(iii) si ρ, ρ′ ∈ R et 〈ρ, ρ′〉 = −1/2, alors ρ+ ρ′ ∈ R.

Soit R un sous-ensemble fermé de Φ+. L’ensemble {w ∈ W | Φw ⊂ R} vérifie les
hypothèses de la proposition 1.2.27 d’après [51, Prop. 2.8]. Par conséquent, il existe
un unique élément, que l’on note C(R) ∈ W , tel que

{w ∈ W | Φw ⊂ R} = {w ∈ W | w <L C(R)} .

On remarque que si w ∈ W , alors Φw est un ensemble fermé [51, Lem. 2.7]. On
remarque aussi que C(Φw) = w pour tout w ∈ W .

Lemme 3.2.6. Soit R un sous-ensemble fermé de Φ+ G-invariant. Alors C(R) ∈ WG.

Démonstration. Soit g ∈ G. On calcule

{w ∈ W | w <L C(R)} = {w ∈ W | Φw ⊂ R}
= {w ∈ W | g−1 (Φw) = Φg−1(w) ⊂ R = g−1 (R)}
= {w ∈ W | g−1(w) <L C(R)}
= {w ∈ W | w <L g (C(R))} .

Par unicité de C(R), on a C(R) = g (C(R)) pour tout g ∈ G, d’où C(R) ∈ WG.
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3.2.3 Séries formelles et fidélité
Soit E+ = ⊕ρ∈Φ+Q[q, z]eρ le Q[q, z]-module libre ayant B = {eρ | ρ ∈ Φ+} pour

base. Pour tout a ∈ A+, les coefficients de ψ+(a) appartiennent à Q[q, z], donc E+ est
invariant sous l’action de A+. On note ψ+

+ : A+ → End(E+) la restriction de ψ+ à E+.
Soit E0 = ⊕ρ∈Φ+Reρ l’espace vectoriel réel ayant B pour base. En remplaçant z

par 0 et q par une valeur q0 ∈ ]0, 1[, l’homomorphisme ψ+
+ induit un homomorphisme

ψ+
0 : A+ → End(E0).
SoitH l’espace des séries formelles∑ρ∈Φ+ λρeρ et L(H) l’espace des transformations

linéaires de H. On remarque que, pour tout s ∈ S, ψ+
0 (s) induit une transformation

linéaire ψ+
∞(s) de H, puisque chaque ligne possède un nombre fini d’entrées non nulles.

Par conséquent, ψ+
0 : A+ → End(E0) induit un homomorphisme

ψ+
∞ : A+ → L(H) .

Soit R un sous-ensemble de Φ+. On définit UR comme l’ensemble des séries formelles∑
ρ∈Φ+ λρeρ ∈ H qui vérifient
(i) λρ ≥ 0 pour tout ρ ∈ Φ+,

(ii) λρ = 0 si et seulement si ρ ∈ R.
On définit l’ensemble ŨR comme le sous-ensemble de UR constitué des séries formelles∑
ρ∈Φ+ λρeρ ∈ UR telles que

(iii) λρ = λg(ρ) pour tout ρ ∈ Φ+ et g ∈ G.
D’une part, si R est G-invariant, alors ŨR est non vide puisqu’il contient la série∑

ρ∈Φ+\R eρ. D’autre part, si R n’est pas G-invariant, alors ŨR est vide. En effet, il
existe alors ρ ∈ R et g ∈ G tels que g(ρ) /∈ R. S’il existe une série ∑λρeρ dans ŨR,
alors la condition (ii) donne λρ = 0, puis (iii) donne λρ = λg(ρ) = 0 et enfin (ii) donne
g(ρ) ∈ R : contradiction. Ainsi,

R est G-invariant⇔ ŨR 6= ∅ .

Soient R ⊂ Φ+ et a ∈ A+. On définit a ? R comme l’unique sous-ensemble R′ ⊂ Φ+

tel que ψ∞(a) · UR ⊂ UR′ . L’existence et l’unicité de ce sous-ensemble est démontrée
dans [51, Lem. 4.3]. De plus, si R est un ensemble fermé, alors a ? R est aussi un
ensemble fermé [51, Cor. 4.6].

Lemme 3.2.7. Soit R un sous-ensemble G-invariant de Φ+ et a ∈ A+G. Alors a ? R
est G-invariant et l’on a ψ+

∞(a) · ŨR ⊂ Ũa?R.

Démonstration. Soit g ∈ G. On démontre dans un premier temps que

g
(
ψ+
∞(a) · UR

)
⊂ ψ+

∞(a) · UR . (3.2.1)
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Soit ∑ρ∈Φ+ µρeρ ∈ UR. On calcule, par équivariance de ψ+
∞ sous l’action de G,

g

ψ+
∞(a) ·

∑
ρ∈Φ+

µρeρ

 = ψ+
∞ (g(a))◦g

 ∑
ρ∈Φ+

µρeρ

 = ψ+
∞(a) ·

∑
ρ∈Φ+

µρeg(ρ) ∈ ψ+
∞(a) ·UR

d’où l’inclusion (3.2.1).
Soient ρ0 ∈ a ? R et ∑ρ∈Φ+ λρeρ ∈ ψ+

∞(a) · UR ⊂ Ua?R. On a alors λρ0 = 0. Or,
par (3.2.1), ∑ρ∈Φ+ λg(ρ)eρ = g−1(∑ρ∈Φ+ λρeρ) ∈ ψ+

∞(a) · UR, d’où λg(ρ0) = 0, donc
g(ρ0) ∈ a ? R. Ainsi, a ? R est G-invariant.

Soit ∑ρ∈Φ+ λρeρ ∈ ψ+
∞(a) · ŨR. L’inclusion ŨR ⊂ UR implique ψ+

∞(a) · ŨR ⊂ Ua?R.
Pour terminer la démonstration, il suffit donc de démontrer que pour tout ρ0 ∈ Φ+,
λρ0 ne dépend que de l’orbite de ρ0 sous l’action de G.

Pour tout ρ0 ∈ Φ+, on considère (νρ,ρ0)ρ∈Φ+ l’unique famille de nombres réels telle
que ψ+

∞(a) · eρ0 = ∑
ρ∈Φ+ νρ,ρ0eρ. On considère une série ∑ρ∈Φ+ µρeρ ∈ ŨR telle que∑

ρ∈Φ+ λρeρ = ψ+
∞(a) ·∑ρ∈Φ+ µρeρ.

On calcule tout d’abord, pour tout g ∈ G et pour tout ρ0 ∈ Φ+,

ψ+
∞(a) · eg(ρ0) = ψ+

∞ (g(a)) · g(eρ0) = g
(
ψ+
∞(a) · eρ0

)
=

∑
ρ∈Φ+

νρ,ρ0eg(ρ) . (3.2.2)

Soit R l’ensemble des orbites de Φ+ sous l’action de G. Soit {ρk}k∈R un système
de représentants des orbites de Φ+ sous l’action de G. Pour tout k ∈ R, on note
Gk = {g ∈ G | g(ρk) = ρk} le stabilisateur de ρk dans G. On a alors, d’après (3.2.2),

ψ+
∞(a) ·

∑
ρ∈Φ+

µρeρ = ψ+
∞(a) ·

∑
k∈R

µρk
|Gk|

∑
g∈G

eg(ρk)


=
∑
k∈R

µρk
|Gk|

∑
g∈G

ψ+
∞(a) · eg(ρk)


=
∑
k∈R

µρk
|Gk|

∑
g∈G

 ∑
ρ∈Φ+

νρ,ρkeg(ρ)


=
∑
k∈R

µρk
|Gk|

∑
g∈G

 ∑
ρ∈Φ+

νg−1(ρ),ρkeρ


=

∑
ρ∈Φ+

∑
k∈R

µρk
|Gk|

∑
g∈G

νg−1(ρ),ρk

 eρ .
Ainsi, pour tout ρ0 ∈ Φ+, on a

λρ0 =
∑
k∈R

µρk
|Gk|

∑
g∈G

νg(ρ0),ρk

 ,
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et ce coefficient ne dépend que de l’orbite de ρ0 sous l’action de G, d’où le résultat.

Soit C l’ensemble des sous-ensembles fermés de Φ+. Soit C̃ l’ensemble des éléments
de C qui sont G-invariants. Pour tout w ∈ W , on pose

Uw =
⋃

R∈C | C(R)=w
UR , Ũw =

⋃
R∈C̃ | C(R)=w

ŨR .

On remarque que pour tout w ∈ W , on a Ũw ⊂ Uw, et que Uw ∩ Uv est vide dès que
v et w sont deux éléments distincts de W . De plus, si w ∈ WG, alors Ũw 6= ∅. En
effet, Φw est un ensemble G-invariant d’après le lemme 3.2.5 et C(Φw) = w, donc
∅ 6= ŨΦw ⊂ Ũw. D’autre part, si w /∈ WG, alors Ũw = ∅. En effet, C(R) ∈ WG pour
tout R ∈ C̃ d’après le lemme 3.2.6 donc {R ∈ C̃ | C(R) = w} est vide. Par conséquent,

w ∈ WG ⇔ Ũw 6= ∅ .

Lemme 3.2.8. Soient a ∈ A+G et w ∈ WG. Alors

ψ+
∞(a) · Ũw ⊂ ŨL(aτ(w)) .

Démonstration. Soit R ∈ C̃ tel que C(R) = w. On a ψ+
∞(a) · ŨR ⊂ Ũa?R et a ?R ∈ C̃

d’après le lemme 3.2.7. De plus, C(a ? R) = L(aτ(w)) d’après [51, Lem. 4.9]. Ainsi,
ψ+
∞(a) · ŨR ⊂ ŨL(aτ(w)), d’où le résultat.

Lemme 3.2.9. Pour tout sous-ensemble G-invariant R ⊂ Φ+ et pour tout a ∈ A+G,
l’ensemble ψ+

∞(a) · ŨR ne dépend que de ψ+G(a) et de ŨR.

Démonstration. Soit ∑ρ∈Φ+ λρeρ ∈ ŨR. On rappelle ici que R désigne l’ensemble des
orbites de Φ+ sous l’action de G. Soit {ρk}k∈R un système de représentants des orbites
de Φ+ sous l’action de G et, pour tout k ∈ R, Gk le stabilisateur de ρk dans G. On
calcule alors

ψ+
∞(a) ·

∑
ρ∈Φ+

λρeρ = ψ∞(a) ·
∑
k∈R

λρk
|Gk|

∑
g∈G

eg(ρk)


=
∑
k∈R

λρk
|Gk|

ψ+
∞(a) ·

∑
g∈G

eg(ρk)


=
∑
k∈R

λρk
|Gk|

ψ+(a) ·
∑
g∈G

eg(ρk)

{
z = 0
q = q0 ∈]0, 1[

=
∑
k∈R

λρk
|Gk|

ψ+G(a) ·
∑
g∈G

eg(ρk)

{
z = 0
q = q0 ∈]0, 1[
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puisque a ∈ A+G et ∑g∈G eg(ρk) ∈ EG.

On peut désormais démontrer le théorème 3.1.2.

Démonstration du théorème 3.1.2. Soient a, b ∈ A+G tels que ψ+G(a) = ψ+G(b).
On écrit a = τ(u)a1 et b = τ(v)b1 où u = L(a), v = L(b) et a1, b1 ∈ A+. D’après
le lemme 3.2.4, u, v ∈ WG. Par construction de τ , τ(u), τ(v) ∈ A+G. Ainsi, on aussi
a1, b1 ∈ A+G puisque le monoïde A+ est simplifiable. Le lemme 3.2.8 donne alors
ψ+
∞(a) · Ũ1 ⊂ Ũu et ψ+

∞(b) · Ũ1 ⊂ Ũv. Or ψ+G(a) = ψ+G(b), donc ψ+
∞(a) · Ũ1 = ψ+

∞(b) · Ũ1
par le lemme 3.2.9, donc Ũu ∩ Ũv 6= ∅, donc u = v.

On démontre maintenant que a = b par récurrence sur lg(a). Si lg(a) = 0, alors
a = 1, donc u = v = 1, donc b = 1. On suppose lg(a) > 0 ainsi que l’hypothèse de
récurrence. Alors lg(a1) < lg(a), et

ψ+G(a1) = ψG (τ(u))−1 ψG(a) = ψG (τ(v))−1 ψG(b) = ψ+G(b1) .

Par hypothèse de récurrence, on obtient a1 = b1, donc a = b. Ainsi, la représentation
ψ+G est fidèle.

On suppose maintenant que Γ est de type sphérique. Soit α ∈ AG tel que ψG(α) =
IdEG . Par le théorème 1.2.38, A+G est le monoïde d’Artin associé à AG, et AG est de
type sphérique, puisque WG est un sous-groupe fini de W . Ainsi, il existe a, b ∈ A+G

tels que α = ab−1 d’après [13, Prop. 5.5], d’où ψG(a) = ψ+G(a) = ψG(b) = ψ+G(b),
donc a = b par fidélité de ψ+G et donc α = 1, d’où la fidélité de la représentation ψG
dans ce cas.
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4.1 Nouvelles représentations des systèmes d’Artin

4.1.1 Problématique
Soient Γ un graphe de Coxeter quelconque et (V, 〈., .〉,Π) la base de racines classique

de Γ. On rappelle que Φ = {wεs | s ∈ S, w ∈ W} désigne le système de racines de Γ
et que Φ+ = {∑s∈S λsεs ∈ Φ | λs ≥ 0 pour tout s ∈ S} désigne l’ensemble des racines
positives. On se donne un ensemble B = {eρ | ρ ∈ Φ+} en bijection avec Φ+ et on
note E l’espace vectoriel sur K = Q(q, z) ayant B pour base. On rappelle que, si Γ est
simplement lacé et sans triangles, alors, par théorème 1.2.36, on a une représentation
fidèle ψ+ : A+ → GL(E). De plus, si Γ est de type sphérique, cette représentation
s’étend en une représentation fidèle ψ : A → GL(E). Une question importante du
sujet est d’étendre une telle construction à tous les graphes de Coxeter ou, du moins,
à certains graphes de Coxeter qui ne sont pas simplement lacés.

Une première approche, à notre avis peu prometteuse, consiste à étendre directe-
ment la construction de [51] aux autres graphes de Coxeter. Cette approche est l’objet
de la première partie du chapitre 5. Ici, nous adoptons une autre stratégie afin de
construire de telles représentations pour certains graphes de Coxeter non simplement
lacés en utilisant les représentations ψ+G : A+G → GL(EG) et ψG : AG → GL(EG)
du chapitre 3. Soit Γ un graphe de Coxeter simplement lacé, sans triangles. Soit G un
groupe d’automorphismes de Γ. Soit Φ̃ le système de racines de Γ̃ = Γ̃G et soit Φ̃+

l’ensemble des racines positives de Φ̃. Dans ce chapitre, on construit un sous-ensemble
B̃ ⊂ EG naturellement en bijection avec Φ̃+, puis on donne une condition nécessaire
et suffisante pour que B̃ soit une base de EG, ce qui est l’objet du théorème 4.1.3.
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4.1.2 Un premier résultat
On se donne un graphe de Coxeter quelconque Γ et G un groupe d’automorphismes

de Γ. Soit (V, 〈., .〉,Π) la base de racines classique de Γ. On rappelle que, si X est une
orbite de G dans S tel que WX est fini, on note

aX =
∑
s∈X

εs , ε̃X = aX
‖aX‖

.

On rappelle aussi que Π̃ = {ε̃X | X ∈ S}, et que, par le théorème 2.1.2, (V G, 〈., .〉, Π̃)
est une base de racines de Γ̃ = Γ̃G. En guise de préambule, on énonce et démontre le
résultat suivant qui devra être comparé au théorème 4.1.3.
Proposition 4.1.1. On suppose que Π est une base de V . Alors Π̃G est une base de
V G si et seulement si S = O, c’est-à-dire si et seulement si WX est fini pour toute
orbite X de G dans S.
Démonstration. Pour tout s ∈ S, on note Gs = {g ∈ G | g(s) = s} le stabilisateur
de s dans G. Pour tout X ∈ O, on choisit s ∈ X et on pose

ε′X = |Gs|
|G|

∑
t∈X

εt .

On remarque que cette définition ne dépend pas du choix de s ∈ X. Soient Π′ = {ε′X |
X ∈ O} et Π′S = {ε′X | X ∈ S}. On considère la projection p : V → V G définie par

∀x ∈ V, p(x) = 1
|G|

∑
g∈G

g(x) .

Pour tout s ∈ S, on a p(εs) = ε′X , où X est l’orbite contenant s. Il s’ensuit que Π′
engendre V G. Comme Π′ est clairement une famille libre, Π′ est une base de V G. Pour
tout X ∈ S, on a

ε̃X = |G|
|Gs| ‖aX‖

ε′X ,

où s est n’importe quel élément de X, donc Π̃G est une base de V G si et seulement si
Π′S est une base de V G. Or Π′S ⊂ Π′, donc Π′S est une base de V G si et seulement si
Π′S = Π′, c’est-à-dire si et seulement si S = O.

4.1.3 Résultat principal
Dans cette partie, on suppose que Γ est un graphe de Coxeter simplement lacé

et sans triangles. Soit G un groupe d’automorphismes de Γ et (V, 〈., .〉,Π) la base de
racines classique de Γ. On note Φ̃ le système de racines de Γ̃ = Γ̃G et Φ̃+ le système de
racines positives associé à (V G, 〈., .〉, Π̃). Par la remarque 1.2.21, Φ̃+ est en bijection
naturelle avec le système de racines positives associé à la base de racines classique de
Γ̃.
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Lemme 4.1.2. Soit ρ̃ ∈ Φ̃.
(1) Soient w̃ ∈ WG et X ∈ S tels que w̃ε̃X = ρ̃. Soient s ∈ X et ρ = w̃εs. Alors

ρ̃ ∈ Φ̃+ si et seulement si ρ ∈ Φ+.
(2) Soient w̃, w̃′ ∈ WG et X,X ′ ∈ S tels que ρ̃ = w̃εX = w̃′ε̃X′. Alors w̃ΠX = {w̃εs |

s ∈ X} = w̃′ΠX′ = {w̃′εt | t ∈ X ′}.

Démonstration. Soient w̃ ∈ WG et X ∈ S tels que ρ̃ = w̃ε̃X . Soient s ∈ X et
ρ = w̃εs. Soit {µt}t∈S l’unique famille de réels telle que ρ̃ = ∑

t∈S µtεt. On suppose
que ρ ∈ Φ+ (resp. ρ ∈ Φ−). Alors ρ s’écrit ρ = ∑

t∈S λtεt avec λt ≥ 0 (resp. λt ≤ 0)
pour tout t ∈ S. Soit s′ ∈ X. Comme X est une orbite de G, il existe g ∈ G tel que
s′ = g(s). On a

w̃εs′ = g(w̃) εg(s) = g(w̃εs) =
∑
t∈S

λtεg(t) =
∑
t∈S

λg−1(t)εt .

Or, par définition de ε̃X , on a

ρ̃ = 1
‖aX‖

∑
s′∈X

w̃εs′ .

Par conséquent, ρ ∈ Φ+ (resp. ρ ∈ Φ−) si et seulement si µt ≥ 0 (resp. µt ≤ 0) pour
tout t ∈ S.

On suppose que ρ̃ ∈ Φ̃+ (resp. ρ̃ ∈ Φ̃−). Alors ρ̃ s’écrit ρ̃ = ∑
Y ∈S λ̃Y ε̃Y avec λ̃Y ≥ 0

(resp. λ̃Y ≤ 0) pour tout Y ∈ S. Comme

ε̃Y = 1
‖aY ‖

∑
t∈Y

εt

pour tout Y ∈ S, on en conclut que ρ̃ ∈ Φ̃+ (resp. ρ̃ ∈ Φ̃−) si et seulement si µt ≥ 0
(resp. µt ≤ 0) pour tout t ∈ S. Par conséquent, ρ̃ ∈ Φ̃+ (resp. ρ̃ ∈ Φ̃−) si et seulement
si ρ ∈ Φ+ (resp. ρ ∈ Φ−), ce qui démontre le point (1).

Soit X ∈ S. On choisit s ∈ X, on pose Gs = {g ∈ G | g(s) = s} et kX = |Gs| ‖aX‖.
On remarque aisément que la définition de kX ne dépend pas du choix de s. Le point
(2) est alors une conséquence directe de l’assertion suivante.

Assertion 1. Soient ṽ ∈ WG et X,X ′ ∈ S tels que kX′ ≥ kX et ṽε̃X = ε̃X′ . Alors
ṽΠX = ΠX′ .

Démonstration de l’assertion 1. Soit s0 ∈ X fixé. Par le point (1) du lemme 4.1.2 que
l’on vient de démontrer, on a ṽεs0 ∈ Φ+, donc ṽεs0 s’écrit ṽεs0 = ∑

t∈S λtεt avec λt ≥ 0
pour tout t ∈ S. De plus, comme Γ est simplement lacé, on a λt ∈ Z pour tout t ∈ S
d’après le lemme 3.1.1 (2). Soit x = ∑

g∈G g(ṽεs0). D’une part, on a

x =
∑
g∈G

ṽεg(s0) = |Gs0 | ṽ
∑
s∈X

εs = |Gs0 | ‖aX‖ ṽε̃X = kX ε̃X′ .
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D’autre part, soit t0 ∈ X ′ fixé. On a

x =
∑
g∈G

∑
t∈X′

λtεg(t) +
∑
g∈G

∑
r∈S\X′

λrεg(r)

=
∑
t∈X′

∑
g∈G

λg−1(t)

 εt +
∑

r∈S\X′

∑
g∈G

λg−1(r)

 εr
= |Gt0|

∑
t∈X′

λt

∑
t∈X′

εt

+
∑

r∈S\X′

∑
g∈G

λg−1(r)

 εr
= |Gt0| ‖aX′‖

∑
t∈X′

λt

 ε̃X′ + ∑
r∈S\X′

∑
g∈G

λg−1(r)

 εr
= kX′

∑
t∈X′

λt

 ε̃X′ + ∑
r∈S\X′

∑
g∈G

λg−1(r)

 εr .
En comparant ces deux expressions de x, il suit que kX = kX′ puisque kX′ ≥ kX . De
plus, λr = 0 pour tout r ∈ S \X ′ et il existe un unique élément de X ′, que l’on note
τ(s0), tel que λτ(s0) = 1 et λt = 0 pour t ∈ X ′ \ {τ(s0)}. En d’autres termes, on a
ṽεs0 = ετ(s0).

L’application τ : X → X ′ est injective puisque ṽ est inversible. Par ailleurs, comme
1
‖aX‖

∑
s∈X

ετ(s) = ṽε̃X = ε̃X′ = 1
‖aX′‖

∑
t∈X′

εt ,

l’application τ est surjective. Ainsi, ṽΠX = ΠX′ , d’où l’assertion 1.
Maintenant, on se donne w̃, w̃′ ∈ WG et X,X ′ ∈ S tels que ρ̃ = w̃ε̃X = w̃′ε̃X′ .

On suppose sans perte de généralité que kX′ ≥ kX . On a (w̃′)−1w̃ε̃X = ε̃X′ , donc, par
l’assertion 1, (w̃′)−1w̃ΠX = ΠX′ , donc w̃ΠX = w̃′ΠX′ .

On définit une application ẽ : Φ̃+ → EG, ρ̃ 7→ ẽρ̃ comme suit. Soit ρ̃ ∈ Φ̃+. Soient
w̃ ∈ WG et X ∈ S tels que ρ̃ = w̃ε̃X . Alors

ẽρ̃ = 1
‖aX‖

∑
s∈X

ew̃εs .

Cette application est bien définie par le lemme 4.1.2. On pose B̃ = {ẽρ̃ | ρ̃ ∈ Φ̃+}.
L’ensemble B̃ est alors une partie libre de EG en bijection naturelle avec Φ̃+. Le but
de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant.

Théorème 4.1.3. Soient Γ un graphe de Coxeter connexe simplement lacé et sans
triangles. Soit G un groupe d’automorphismes non trivial de Γ. Alors B̃ est une base
de EG si et seulement si (Γ, G) est l’une des huit paires suivantes à isomorphisme
près.
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(1) Γ = A2m+1 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par
g(si) = s2m+2−i pour tout i ∈ {1, 2, . . . , 2m+ 1} (voir la figure 4.1.1 (i)).

(2) Γ = Ã2m+1 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par
g(si) = s2m+2−i pour tout i ∈ {1, 2, . . . , 2m + 1} et g(s2m+2) = s2m+2 (voir la
figure 4.1.1 (ii)).

(3) Γ = Dm et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par g(s1) =
s2, g(s2) = s1, et g(si) = si pour tout i ∈ {3, 4, . . . ,m} (voir la figure 4.1.1 (iii)).

(4) Γ = D̃m et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par g(s1) =
s2, g(s2) = s1, et g(si) = si pour tout i ∈ {3, 4, . . . ,m + 1} (voir la figure
4.1.1 (iv)).

(5) Γ = D4 et G est un sous-groupe de 〈g1, g2〉, où g1, g2 sont définis par

g1(s1) = s2 , g1(s2) = s4 , g1(s3) = s3 , g1(s4) = s1 ,

g2(s1) = s2 , g2(s2) = s1 , g2(s3) = s3 , g2(s4) = s4

(voir la figure 4.1.1 (v)).
(6) Γ = D̃4 et et G est un sous-groupe de 〈g1, g2〉, où g1, g2 sont définis par

g1(s1) = s2 , g1(s2) = s4 , g1(s3) = s3 , g1(s4) = s1 , g1(s5) = s5

g2(s1) = s2 , g2(s2) = s1 , g2(s3) = s3 , g2(s4) = s4 , g2(s5) = s5

(voir la figure 4.1.1 (vi)).
(7) Γ = E6 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par

g(s1) = s4 , g(s2) = s5 , g(s3) = s3 , g(s4) = s1 , g(s5) = s2 , g(s6) = s6

(voir la figure 4.1.1 (vii)).
(8) Γ = Ẽ6 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par

g(s1) = s4 , g(s2) = s5 , g(s3) = s3 , g(s4) = s1 ,

g(s5) = s2 , g(s6) = s6 , g(s7) = s7

(voir la figure 4.1.1 (viii)).

Remarque 4.1.4. Soient Γ un graphe de Coxeter connexe, simplement lacé, sans
triangles, et G un groupe d’automorphismes non trivial de Γ. On observe dans le
théorème 4.1.3 que, si B̃ est une base de EG, alors Γ est de type sphérique ou de type
affine. Ceci n’est pas un hasard et sera une étape importante de notre démonstration,
cf. lemme 4.2.11.



54 4. Représentations de Paris, automorphismes et bases

1

2m+1

2

2m

m−1

m+3

m

m+2

m+1 2m+2

1

2m+1

2

2m

m−1

m+3

m

m+2

m+1

(i) (ii)

3

2

1
mm−14 3

2

1
m−1m−24

m

m+1

3

2

1
4

g1

g2

(iii) (iv) (v)

3

2

1 4

5

g1

g2
3

5

2
6

4

1
3

5

2
6 7

4

1

(vi) (vii) (viii)

Figure 4.1.1. Graphes de Coxeter et automorphismes

En combinant les théorèmes 1.2.38, 3.1.2 et 4.1.3, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 4.1.5.
(1) Soit Γ un graphe de type sphérique appartenant à l’ensemble {Bm | m ≥ 2} ∪
{G2, F4} (voir la figure 4.1.2). Il existe une représentation fidèle ψ : AΓ →
GL(E), où E est un espace vectoriel sur K = Q(q, z) ayant une base B en
bijection naturelle avec Φ+.

(2) Soit Γ un graphe de type affine appartenant à l’ensemble {B̃m, C̃m | m ≥ 2} ∪
{G̃2, F̃4} (voir la figure 4.1.2). Il existe une représentation fidèle ψ+ : A+

Γ →
GL(E), où E est un espace vectoriel sur K = Q(q, z) ayant une base B en
bijection naturelle avec Φ+.

Démonstration. Le cas Bm provient du cas (1) ou du cas (3) du théorème 4.1.3. Le
cas G2 provient du cas (5), et le cas F4 provient du cas (7). Le cas B̃m provient du cas
(4) du théorème 4.1.3. Le cas C̃m provient du cas (2), le cas G̃2 provient du cas (6),
et le cas F̃4 provient du cas (8).

Remarques 4.1.6.
(1) La partie (1) du corollaire 4.1.5 est énoncée et démontrée dans Digne [28].
(2) Soient Γ le graphe de Coxeter de type Bm et E l’espace vectoriel sur K = Q(q, z)

ayant pour base un ensemble B = {eρ | ρ ∈ Φ+} en bijection avec Φ+. Le
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4 4 6 4

C̃m G̃2 F̃4

Figure 4.1.2. Graphes dont le groupe ou le monoïde d’Artin associé admet une
représentation linéaire fidèle dans un espace vectoriel ayant une base en bijection avec Φ+

théorème 4.1.3 fournit deux représentations fidèles A→ GL(E) via les cas (1) et
(3). La proposition 5.2.4 démontre que dans le cas où m = 3, les représentations
obtenues ne sont pas équivalentes, quel que soit le sens raisonnable que l’on
accorde à la notion d’équivalence. Après la rédaction de ce texte, l’auteur a
appris que Castella [16] a démontré cela reste vrai pour m ≥ 4.

4.2 Démonstration du théorème 4.1.3

Cette partie est dédiée à la démonstration du théorème 4.1.3. À partir de main-
tenant, on suppose que Γ est un graphe de Coxeter connexe, simplement lacé, sans
triangles, et que G est un groupe d’automorphismes non trivial de Γ.

Lemme 4.2.7. L’ensemble B̃ est une base de EG si et seulement si Φ = WGΠ =
{w̃εs | s ∈ S et w̃ ∈ WG}.

Démonstration. On rappelle que O désigne l’ensemble constitué de toutes les orbites
de G dans S et que S désigne l’ensemble des orbites X ∈ O telles que WX est fini. On
commence par démontrer l’assertion suivante qui sera utilisée dans la démonstration
du lemme 4.2.9.

Assertion 1. Si Φ = WGΠ, alors S = O.

Démonstration de l’assertion 1. On suppose que Φ = WGΠ et que O 6= S. Soit
X0 ∈ O \ S. On choisit s0, t0 ∈ X0 tels que ms0,t0 6= 2, c’est-à-dire ms0,t0 = 3. Soit
ρ = s0εt0 = t0εs0 = εs0 + εt0 . On pose T = ∪X∈SX. Comme Φ = WGΠ, il existe
w̃ ∈ WG et s ∈ S tels que ρ = w̃εs. Comme WG est engendré par {wX | X ∈ S}
d’après le théorème 1.2.38 (1), il existe une collection {λt | t ∈ T} d’éléments de Z
telle que ρ = εs0 + εt0 = εs + ∑

t∈T λt εt. Ceci n’est pas possible car s0, t0 6∈ T . On en
conclut que l’on a forcément O = S.
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On note R l’ensemble des orbites de G dans Φ+. Pour tout k ∈ R, on pose f̂k =∑
ρ∈k eρ. L’assertion suivante sera utilisée à nouveau dans la démonstration du lemme

4.2.14.

Assertion 2. L’ensemble B̂ = {f̂k | k ∈ R} est une base de EG.

Démonstration de l’assertion 2. On considère la projection p : E → EG définie par

p(x) = 1
|G|

∑
g∈G

g(x) .

Soit ρ ∈ Φ+. Soit k ∈ R l’orbite contenant ρ. On pose Gρ = {g ∈ G | g(ρ) = ρ}. Alors

p(eρ) = |Gρ|
|G|

f̂k .

Comme B engendre E, p(B) engendre p(E) = EG, donc, par ce qui précède, B̂ engendre
EG. De plus, on remarque aisément que B̂ est une famille libre.

Soit ρ̃ ∈ Φ̃+. Soient w̃ ∈ WG et X ∈ S tels que ρ̃ = w̃ε̃X . Par le lemme 4.1.2,
l’ensemble R(ρ̃) = w̃ΠX est bien défini. De plus, on a R(ρ̃) ∈ R et f̂R(ρ̃) = ‖aX‖ ẽρ̃.
Soit B̃′ = {f̂R(ρ̃) | ρ̃ ∈ Φ̃+}. Ainsi, l’ensemble B̃ est une base de EG si et seulement
si B̃′ est une base de EG, or B̃′ ⊂ B̂, donc B̃′ est une base de EG si et seulement si
B̃′ = B̂.

On suppose que Φ = WGΠ. Soit k ∈ R. Soit ρ ∈ k. Soient w̃ ∈ WG et s ∈ S tels
que ρ = w̃εs. Soit X l’orbite de G dans S contenant s. On a X ∈ S par l’assertion 1.
On pose ρ̃ = w̃ε̃X . D’après le lemme 4.1.2 (1), on a ρ̃ ∈ Φ̃+. De plus, k = R(ρ̃), donc
f̂k = f̂R(ρ̃). Ceci démontre que B̃′ = B̂, donc, par ce qui précède, que B̃ est une base
de EG.

On suppose que B̃ est une base de EG, c’est-à-dire que B̃′ = B̂. Soit ρ ∈ Φ+. Soit
k l’orbite de G dans Φ+ contenant ρ. Il existe une racine ρ̃ ∈ Φ̃+ telle que f̂k = f̂R(ρ̃),
c’est-à-dire telle que k = R(ρ̃). Soient w̃ ∈ WG et X ∈ S tels que ρ̃ = w̃ε̃X . Par
définition, on a R(ρ̃) = w̃ΠX , donc il existe s ∈ X tel que ρ = w̃εs ∈ WGΠ. Par
ailleurs, on rappelle que wXΠX = −ΠX d’après [27, Prop. 4.1]. Il en résulte qu’il
existe s′ ∈ X tel que wXεs′ = −εs, donc −ρ = w̃wXεs′ ∈ WGΠ. Ceci démontre que
Φ ⊂ WGΠ, donc que Φ = WGΠ.

On rappelle que d’après le lemme 2.2.5, une orbite X ∈ S est soit de type I, soit
de type II3.

Lemme 4.2.8. Soient X, Y ∈ S. S’il existe w̃ ∈ WG tel que w̃ε̃X = ε̃Y , alors X et Y
sont de même type.

Démonstration. Par la proposition [27, Prop. 5.5] appliquée au graphe Γ̃, il existe
des éléments X0, X1, . . . , Xm et Z1, Z2, . . . , Zm de S vérifiant les propriétés suivantes.
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(i) X0 = X et Xm = Y .
(ii) Xi−1 6= Zi et m̃Xi−1,Zi 6=∞ pour tout i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
(iii) Xi = Zi si m̃Xi−1,Zi est impair, et Xi = Xi−1 si m̃Xi−1,Zi est pair.
On observe que, par la construction du graphe de Coxeter Γ̃ exposée dans la partie
1.2.5, si m̃Xi−1,Zi est fini et impair, alors Xi−1 et Zi ont le même type. Ainsi, dans tous
les cas, Xi−1 et Xi ont le même type. On en conclut que X = X0 et Y = Xm ont le
même type.

Lemme 4.2.9. On suppose que B̃ est une base de EG.
(1) On a O = S et tout élément de S est de type I.
(2) Soient ρ ∈ Φ et g ∈ G. Alors g(ρ) = ρ ou 〈g(ρ), ρ〉 = 0.

Démonstration. D’après le lemme 4.2.7, on a Φ = WGΠ, donc on a aussi O = S par
l’assertion 1 de la démonstration du même lemme.

On suppose que S contient un élément Z de type II3. Soient x, y ∈ Z tels que
mx,y = 3. On a εx + εy = xεy = yεx ∈ Φ, donc il existe w̃ ∈ WG et s ∈ S tels que
εx + εy = w̃εs. On note X l’orbite de G dans S contenant s. Soit g ∈ G. Par définition
d’une orbite de type II3, on a soit g(εx + εy) = εx + εy, soit 〈g(εx + εy), εx + εy〉 =
〈εg(x) + εg(y), εx + εy〉 = 0. Si g(εx + εy) = εx + εy, alors

g(εs) = w̃−1g(εx + εy) = w̃−1(εx + εy) = εs .

Si 〈g(εx + εy), εx + εy〉 = 0, alors

〈g(εs), εs〉 = 〈w̃−1g(εx + εy), w̃−1(εx + εy)〉 = 〈g(εx + εy), εx + εy〉 = 0 .

On en déduit que X est de type I.
Pour tout t ∈ S, on note Gt = {g ∈ G | g(t) = t} le stabilisateur de t dans G.

Alors

w̃ε̃X = w̃

 1
‖ax‖ |Gs|

∑
g∈G

εg(s)

 = 1
‖ax‖ |Gs|

∑
g∈G

g(w̃εs)

= 1
‖ax‖ |Gs|

∑
g∈G

g(εx + εy) = 1
‖ax‖ |Gs|

∑
g∈G

εg(x) +
∑
g∈G

εg(y)

 = 2‖aZ‖ |Gx|
‖aX‖ |Gs|

ε̃Z .

Puisque w̃ préserve la forme bilinéaire 〈., .〉 et que ‖ε̃X‖ = ‖ε̃Z‖ = 1, il s’ensuit que
w̃ε̃X = ε̃Z . Or ceci contredit le lemme 4.2.8, donc S ne contient aucune orbite de type
II3, c’est-à-dire qu’il ne contient que des orbites de type I.

Soient ρ ∈ Φ et g ∈ G. On rappelle que Φ = WGΠ par le lemme 4.2.7. Soient
w̃ ∈ WG et s ∈ S tels que ρ = w̃εs. Soit X l’orbite de G dans S contenant s. Par ce
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qui précède, X ∈ S et X est de type I. Comme g(s) ∈ X, on a soit g(εs) = εs, soit
〈g(εs), εs〉 = 0. Si g(εs) = εs, alors g(ρ) = w̃g(εs) = w̃εs = ρ. Si 〈g(εs), εs〉 = 0, alors

〈g(ρ), ρ〉 = 〈w̃g(εs), w̃εs〉 = 〈g(εs), εs〉 = 0 ,

ce qui achève la démonstration du lemme.

Lemme 4.2.10. On suppose que B̃ est une base de EG. Alors, pour tout g ∈ G, il
existe s ∈ S tel que g(s) = s.

Démonstration. On dit qu’un vecteur x ∈ V est un vecteur positif s’il existe une
famille {λs}s∈S de réels positifs telle que x = ∑

s∈S λsεs. On appelle support d’un
vecteur x = ∑

s∈S λsεs l’ensemble Supp(x) = {s ∈ S | λs 6= 0}. On observe que, si x, y
sont deux vecteurs positifs tels que Supp(x) ∩ Supp(y) = ∅, alors 〈x, y〉 ≤ 0. De plus,
s’il existe s ∈ Supp(x) et t ∈ Supp(y) tels que ms,t = 3, alors 〈x, y〉 < 0.

Soient s, t ∈ S. Un chemin dans Γ de longueur ` de s à t est un (` + 1)-uplet
(s0, s1, . . . , s`) dans S tel que s0 = s, s` = t et msi−1,si = 3 pour tout i ∈ {1, 2, . . . , `}.
Une géodésique de s à t est un chemin de s à t de longueur minimale. La distance de
s à t est la longueur de n’importe quelle géodésique de s à t, que l’on note d(s, t).

On suppose qu’il existe g ∈ G tel que g(s) 6= s pour tout s ∈ S. Soit ` =
min{d(s, g(s)) | s ∈ S}. Par le lemme 4.2.9 (1), O = S et tout élément de S est
de type I. En particulier, ms,g(s) = 2 pour tout s ∈ S, donc ` ≥ 2. On choisit s0 ∈ S
tel que d(s0, g(s0)) = ` et une géodésique (s0, s1, . . . , s` = g(s0)) de s0 à g(s0).

Soit ρ = s`−1 · · · s2s1(εs0). Comme (s0, s1, . . . , s`) est une géodésique, pour tout
j ∈ {2, 3, . . . , `} et tout i ∈ {0, 1, . . . , j − 2}, on a msi,sj = 2. On en déduit que
ρ = εs0 + εs1 + · · · + εs`−1 . On remarque que g(ρ) = εg(s0) + εg(s1) + · · · + εg(s`−1).
S’il existait i ∈ {0, 1, . . . , ` − 1} tel que g(si) ∈ {s0, s1, . . . , s`−1}, alors on aurait
d(si, g(si)) < `, ce qui contredirait la définition de `. On a donc

Supp(ρ) ∩ Supp(g(ρ)) = {s0, s1, . . . , s`−1} ∩ {g(s0), g(s1), . . . , g(s`−1)} = ∅ .

De plus, ms`−1,g(s0) = ms`−1,s` = 3, donc, par ce qui précède, 〈ρ, g(ρ)〉 < 0. Ceci
contredit le lemme 4.2.9 (2).

Lemme 4.2.11. On suppose que B̃ est une base de EG. Alors Γ est de type sphérique
ou de type affine.

On commence par énoncer quelques résultats provenant de [38,41], cf. proposition
4.2.12, sur lesquels sont basés notre démonstration du lemme 4.2.11.

On dit qu’une racine ρ ∈ Φ sépare deux éléments u et v ∈ W s’il existe ε ∈ {±1}
tel que uρ ∈ Φε et vρ ∈ Φ−ε. Soit w ∈ W . On dit qu’une racine ρ ∈ Φ est w-impaire
si l’ensemble

{n ∈ Z | ρ sépare wn et wn+1}
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est fini et impair. On note Φodd(w) l’ensemble des racines w-impaires.
On rappelle que R = {wsw−1 | s ∈ S et w ∈ W} désigne l’ensemble des réflexions

dans W . On dispose d’une application ζ : Φ → R définie comme suit. Soit ρ ∈ Φ.
Soient w ∈ W et s ∈ S tels que ρ = wεs. Alors l’élément ζ(ρ) = wsw−1 ∈ W est bien
défini. L’application ζ est surjective et on a ζ(ρ) = ζ(ρ′) si et seulement si ρ′ = ±ρ.

Enfin, on rappelle qu’un élément w ∈ W est essentiel si Pc(w) = W , où Pc(w),
la clôture parabolique de w, est définie comme l’intersection de tous les sous-groupes
paraboliques de W contenant w. On se réfère à la partie 1.2.2 pour plus de détails.

Proposition 4.2.12 (Krammer [38,41]). On suppose que Γ est connexe et qu’il n’est
ni de type sphérique, ni de type affine. Soit w un élément essentiel de W .
(1) [41, Prop. 5.2.2] Soit ρ ∈ Φodd(w). Alors, pour tout u ∈ W , l’ensemble{

n ∈ Z | ρ sépare uwn et uwn+1
}

est fini et de cardinal impair.
(2) [41, Corl. 5.8.7] Le groupe W est engendré par

ζ(Φodd(w)) = {ζ(ρ) | ρ ∈ Φodd(w)} .

(3) [41, Corl. 6.3.8] Pour tous ρ, ρ′ ∈ Φodd(w) on a

lim
n→∞

|〈ρ′, wnρ〉| = +∞ .

Démonstration du lemme 4.2.11. On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il
existe un graphe Γ simplement lacé, connexe, sans triangles, ni sphérique ni affine tel
que B̃ est une base de EG. D’après le lemme 4.2.7, on a alors WGΠ = Φ. On fixe
g ∈ G, g 6= 1. La point clé de la démonstration du lemme 4.2.11 est le suivant.

Assertion 1. Il existe ρ1, ρ2 ∈ Φ tels que g(ρ1) = ρ1, g(ρ2) 6= ρ2 et |〈ρ1, ρ2〉| ≥ 1.

Démonstration de l’assertion 1. Par le lemme 4.2.10, on choisit s ∈ S tel que g(s) = s.
On choisit aussi w un élément essentiel deW , par exemple un élément de Coxeter. Soit
ρ′ ∈ Φodd(w). Le lemme 3.1.1 (3) permet de choisir u ∈ W tel que ρ′ = uεs. D’après la
proposition 4.2.12 (1), l’ensemble{
n ∈ Z | ρ′ sépare u−1wn et u−1wn+1

}
=
{
n ∈ Z | εs sépare (u−1wu)n et (u−1wu)n+1

}
est fini et de cardinal impair, donc εs ∈ Φodd(u−1wu). De plus, u−1wu est essentiel
puisque Pc(u−1wu) = u−1 Pc(w)u = W . Ainsi, quitte à remplacer w par u−1wu, on
suppose que εs ∈ Φodd(w). Par ailleurs, si l’on avait g(ρ) = ρ pour tout ρ ∈ Φodd(w),
alors on aurait g(r) = r pour tout r ∈ ζ(Φodd(w)), donc g agirait trivialement sur W
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puisque ζ(Φodd(w)) engendre W d’après la proposition 4.2.12 (2). Comme g n’agit pas
trivialement sur W , il existe ρ0 ∈ Φodd tel que g(ρ0) 6= ρ0. Par la proposition 4.2.12
(3), il existe n ∈ N∗ tel que |〈εs, wnεs〉| ≥ 1 et |〈ρ0, w

nεs〉| ≥ 1. Si g(wnεs) = wnεs, alors
on pose ρ1 = wnεs et ρ2 = ρ0. Si g(wnεs) 6= wnεs, alors on pose ρ1 = εs et ρ2 = wnεs.

Fin de la démonstration du lemme 4.2.11. Par l’assertion 1, on peut choisir ρ1, ρ2 ∈ Φ
tels que g(ρ1) = ρ1, g(ρ2) 6= ρ2 et |〈ρ1, ρ2〉| ≥ 1. Par le lemme 4.2.9, on a 〈ρ2, g(ρ2)〉 = 0.
Soient r2 = ζ(ρ2) et ρ3 = r2(ρ1) = ρ1 − 2〈ρ1, ρ2〉ρ2. On a alors g(ρ3) 6= ρ3 et

〈ρ3, g(ρ3)〉 = 1− 2〈ρ1, ρ2〉2 6= 0 .

Ceci contredit le lemme 4.2.9 et achève la démontration du lemme 4.2.11.

Lemme 4.2.13. On suppose que B̃ est une base de EG. Alors (Γ, G) est à isomor-
phisme près l’une des huit paires données dans l’énoncé du théorème 4.1.3.

Démonstration. Par le lemme 4.2.9, on sait que O = S et que tout élément de S
est de type I. Par le lemme 4.2.10, on sait aussi que, pour tout g ∈ G, il existe s ∈ S
tel que g(s) = s. Enfin, par le lemme 4.2.11, on sait que Γ est de type sphérique ou
de type affine. Par ailleurs, si Γ = Ã2m+1 et g1, g2 sont deux automorphismes de Γ
conjugués à l’automorphisme décrit dans le cas (2) du théorème 4.1.3, alors g = g1g2
ne fixe aucun élément de S. Par le lemme 4.2.10, il est impossible qu’un tel élément
appartienne à G. Finalement, grâce à la classification des graphes sphériques et affines
exposée dans les théorèmes 1.2.25 et 1.2.26, il suffit donc de démontrer que (Γ, G) ne
peut pas être l’une des cinq paires suivantes.
(1) Γ = D̃m et G contient un élément g d’ordre 2 tel que g(s1) = s2, g(s2) = s1,

g(si) = si pour tout i ∈ {3, 4, . . . ,m − 1}, g(sm) = sm+1 et g(sm+1) = sm (voir
la figure 4.2.3 (i)).

(2) Γ = D̃2m et G contient un élément g d’ordre 2 tel que g(si) = s2m+2−i pour tout
i ∈ {1, 2, . . . , 2m+ 1} (voir la figure 4.2.3 (ii)).

(3) Γ = D̃4 et G contient un élément g d’ordre 4 tel que

g(s1) = s2 , g(s2) = s5 , g(s3) = s3 , g(s4) = s1 , g(s5) = s4

(voir la figure 4.2.3 (iii)).
(4) Γ = Ẽ6 et G contient un élément g d’ordre 3 tel que

g(s1) = s4 , g(s2) = s5 , g(s3) = s3 , g(s4) = s7 ,

g(s5) = s6 , g(s6) = s2 , g(s7) = s1

(voir la figure 4.2.3 (iv)).
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(5) Γ = Ẽ7 et G contient un élément g d’ordre 2 tel que

g(s1) = s5 , g(s2) = s6 , g(s3) = s7 , g(s4) = s4 ,

g(s5) = s1 , g(s6) = s2 , g(s7) = s7 , g(s8) = s8

(voir la figure 4.2.3 (v)).
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Figure 4.2.3. Graphes de Coxeter et automorphismes

Dans chaque cas, on exhibe une racine ρ ∈ Φ vérifiant g(ρ) 6= ρ et 〈ρ, g(ρ)〉 6= 0. Par
le lemme 4.2.9, cela implique que B̃ n’est pas une base de EG.
(1) Dans le cas (1), on prend ρ = ε1 + ε3 + · · · + εm−1 + εm. Alors g(ρ) = ε2 + ε3 +
· · ·+ εm−1 + εm+1 6= ρ et 〈ρ, g(ρ)〉 = −1 6= 0.

(2) Dans le cas (2), on prend ρ = ε1 + ε2 + 2ε3 + · · · + 2εm + εm+1. Alors g(ρ) =
εm+1 + 2εm+2 + · · ·+ 2ε2m−1 + ε2m + ε2m+1 6= ρ et 〈ρ, g(ρ)〉 = −1 6= 0.

(3) Dans le cas (3), on prend ρ = ε1 + ε3 + ε5. Alors g(ρ) = ε2 + ε3 + ε4 6= ρ et
〈ρ, g(ρ)〉 = −1 6= 0.

(4) Dans le cas (4), on prend ρ = ε1 + ε2 + ε3 + ε5. Alors g(ρ) = ε3 + ε4 + ε5 + ε6 6= ρ
et 〈ρ, g(ρ)〉 = −1/2 6= 0.

(5) Dans le cas (5), on prend ρ = ε1 + ε2 + 2ε3 + 2ε4 + ε6 + ε7 + ε8. Alors g(ρ) =
ε2 + ε3 + 2ε4 + ε5 + ε6 + 2ε7 + ε8 6= ρ et 〈ρ, g(ρ)〉 = −1 6= 0.
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Lemme 4.2.14. L’ensemble B̃ est une base de EG si (Γ, G) est une des quatre paires
suivantes.
(1) Γ = A2m+1 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par

g(si) = s2m+2−i pour tout i ∈ {1, 2, . . . , 2m+ 1} (voir la figure 4.1.1 (i)).
(2) Γ = Dm et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par g(s1) =

s2, g(s2) = s1, et g(si) = si pour tout i ∈ {3, 4, . . . ,m} (voir la figure 4.1.1 (iii)).
(3) Γ = D4 et G est un sous-groupe de 〈g1, g2〉, où g1, g2 sont définis par

g1(s1) = s2 , g1(s2) = s4 , g1(s3) = s3 , g1(s4) = s1 ,

g2(s1) = s2 , g2(s2) = s1 , g2(s3) = s3 , g2(s4) = s4

(voir la figure 4.1.1 (v)).
(4) Γ = E6 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par

g(s1) = s4 , g(s2) = s5 , g(s3) = s3 , g(s4) = s1 , g(s5) = s2 , g(s6) = s6

(voir la figure 4.1.1 (vii)).

Démonstration. On note R l’ensemble des orbites de G dans Φ+. Pour k ∈ R on
pose f̂k = ∑

ρ∈k eρ. L’ensemble B̂ = {f̂k | k ∈ R} est une base de EG par l’assertion
2 de la démonstration du lemme 4.2.7, donc dim(EG) = |R|. Soit Φ̃+ le système de
racines positives de Γ̃. Alors, par construction, |B̃| = |Φ̃+|. Donc, par le lemme 4.2.7,
pour démontrer que Φ = WGΠ, il suffit de démontrer que |R| = |Φ̃+|.

On suppose que Γ = A2m+1 et que G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ décrit
dans le (1) de ce lemme. On a Γ̃ = Bm+1 donc, par [9, Chap. VI, § 4, no 5], |Φ̃+| =
(m+ 1)2. Soit {b1, b2 . . . , b2m+2} la base canonique de R2m+2. Pour 1 ≤ i < j ≤ 2m+ 2
on pose ρi,j = 1√

2(bj − bi). Alors, par [9, Chap. VI, § 4, no 7], on peut supposer que
V est l’hyperplan de R2m+2 d’équation ∑2m+2

i=1 xi = 0 et que Φ+ = {ρi,j | 1 ≤ i < j ≤
2m+ 2}. Un calcul direct démontre que g(ρi,j) = ρ2m+3−j,2m+3−i. En particulier, on a
g(ρi,j) = ρi,j si et seulement si j = 2m+ 3− i. Il y a donc m+ 1 orbites de cardinal 1
dans Φ+, {ρi,2m+3−i}, 1 ≤ i ≤ m+ 1, ainsi que 1

2(|Φ+| − (m+ 1)) = m(m+ 1) orbites
de cardinal 2. Il s’ensuit que

|R| = (m+ 1) +m(m+ 1) = (m+ 1)2 = |Φ̃+| .

On suppose que Γ = Dm et que G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ décrit dans le
(2) de ce lemme. On a Γ̃ = Bm−1 donc, par [9, Chap. VI, § 4, no 5], |Φ̃+| = (m−1)2. Soit
{b1, b2, . . . , bm} la base canonique de Rm. Pour 1 ≤ i < j ≤ m on pose ρ+

i,j = 1√
2(bj+bi)

et ρ−i,j = 1√
2(bj − bi). Par [9, Chap. VI, § 4, no 8], on peut supposer que V = Rm et

Φ+ = {ρ+
i,j, ρ

−
i,j | 1 ≤ i < j ≤ m}. Un calcul direct démontre que

g(ρ+
1,j) = ρ−1,j , g(ρ−1,j) = ρ+

1,j , si 2 ≤ j ≤ m,

g(ρ+
i,j) = ρ+

i,j , g(ρ−i,j) = ρ−i,j , si 2 ≤ i < j ≤ m.
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Par conséquent, il y a (m − 1) orbites de cardinal 2 et (m − 1)(m − 2) orbites de
cardinal 1 dans Φ+, donc |R| = (m− 1) + (m− 1)(m− 2) = (m− 1)2 = |Φ̃+|.

On suppose que Γ = D4 et que G est un sous-groupe non trivial de 〈g1, g2〉, où g1, g2
sont les automorphismes de Γ décrits dans le (3) de ce lemme. On a trois possibilités
à automorphisme intérieur près : G = 〈g2〉, G = 〈g1〉, ou G = 〈g1, g2〉. Le cas G = 〈g2〉
est contenu dans le cas (2) du lemme. Par ailleurs, la description de WG donnée dans
le théorème 1.2.38 permet d’affirmer que W 〈g1〉 = W 〈g1,g2〉, puisque 〈g1〉 et 〈g1, g2〉
ont les même orbites dans S. Un calcul direct démontre alors que, dans les deux cas,
|Φ| = |WGΠ| = 24, donc Φ = WGΠ. Par le lemme 4.2.7, cela implique que B̃ est une
base de EG.

On suppose que Γ = E6 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ décrit dans le
(4) de ce lemme. Un calcul direct démontre que |Φ| = |WGΠ| = 72, donc Φ = WGΠ.
Par le lemme 4.2.7, B̃ est alors une base de EG.

Lemme 4.2.15. L’ensemble B̃ est une base de EG si (Γ, G) est l’une des quatre paires
suivantes.
(1) Γ = Ã2m+1 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par

g(si) = s2m+2−i pour tout i ∈ {1, 2, . . . , 2m + 1} et g(s2m+2) = s2m+2 (voir la
figure 4.1.1 (ii)).

(2) Γ = D̃m et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par g(s1) =
s2, g(s2) = s1, et g(si) = si pour tout i ∈ {3, 4, . . . ,m + 1} (voir la figure 4.1.1
(iv)).

(3) Γ = D̃4 et et G est un sous-groupe de 〈g1, g2〉, où g1, g2 sont définis par

g1(s1) = s2 , g1(s2) = s4 , g1(s3) = s3 , g1(s4) = s1 , g1(s5) = s5

g2(s1) = s2 , g2(s2) = s1 , g2(s3) = s3 , g2(s4) = s4 , g2(s5) = s5

(voir la figure 4.1.1 (vi)).
(4) Γ = Ẽ6 et G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ d’ordre 2 défini par

g(s1) = s4 , g(s2) = s5 , g(s3) = s3 , g(s4) = s1 ,

g(s5) = s2 , g(s6) = s6 , g(s7) = s7

(voir la figure 4.1.1 (viii)).

Démonstration. Dans chacun des cas suivants, on démontre que Φ = WGΠ. D’après
le lemme 4.2.7, cela démontre le lemme 4.2.15. On pose

S0 =


{s1, s2 . . . , s2m+1} si Γ = Ã2m+1 ,

{s1, s2 . . . , sm} si Γ = D̃m ,

{s1, s2 . . . , s6} si Γ = Ẽ6 .
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Soit Γ0 = ΓS0 . On a Γ0 ' A2m+1 si Γ = Ã2m+1, Γ0 ' Dm si Γ = D̃m, et Γ0 ' E6 si
Γ = Ẽ6.

Il est bien connu que W s’écrit comme un produit semi-direct W = H oWS0 , où
H est un groupe abélien libre [34, Chap. 4]. Dans cette démonstration, on utilise une
description explicite de H ainsi que de son action sur V . Bien que cette description
soit connue des spécialistes, nous la détaillons ici à l’intention de ceux pour qui les
groupes de Coxeter sont moins familiers.

Soit

z0 =


ε1 + ε2 + . . .+ ε2m+1 + ε2m+2 si Γ = Ã2m+1 ,

ε1 + ε2 + 2ε3 + · · ·+ 2εm−1 + εm + εm+1 si Γ = D̃m ,

ε1 + 2ε2 + 3ε3 + ε4 + 2ε5 + 2ε6 + ε7 si Γ = Ẽ6 .

Un calcul direct démontre que 〈z0, εs〉 = 0 pour tout s ∈ S, donc que 〈z0, x〉 = 0 pour
tout x ∈ V . Ainsi, w(z0) = z0 pour tout w ∈ W .

Assertion 1. On a z0 + εs ∈ Φ pour tout s ∈ S.

Démonstration de l’assertion 1. Il suffit de démontrer l’existence de s ∈ S tel que
z0 + εs ∈ Φ. En effet, si t est un autre élément de S, alors le lemme 3.1.1 (3) permet
d’affirmer qu’il existe w ∈ W tel que εt = wεs et dans ce cas, z0 + εt = wz0 + wεs =
w(z0 + εs) ∈ Φ. Soit

w0 =


s2m+1s2m · · · s2 si Γ = Ã2m+1 ,

sm−1sm−2 · · · s2smsm−1 · · · s3 si Γ = D̃m ,

s6s3s5s4s2s3s6s5s3s2 si Γ = Ẽ6 .

On pose n = 2m + 2 si Γ = Ã2m+1, n = m + 1 si Γ = D̃m et n = 7 si Γ = Ẽ6. Un
calcul direct démontre que

z0 + εn = (snw0)ε1 ∈ Φ , (4.2.1)

ce qui démontre l’assertion 1.
On rappelle que l’application ζ : Φ → W est définie par ζ(ρ) = wsw−1 si ρ ∈ Φ

s’écrit wεs, où w ∈ W et s ∈ S. De plus, pour tout ρ ∈ Φ, l’action de ζ(ρ) sur V est
donnée par

∀x ∈ V, ζ(ρ)(x) = x− 2〈x, ρ〉ρ .

Pour tout s ∈ S, on pose Ts = ζ(εs)ζ(z0 + εs) et on note H le sous-groupe de W
engendré par l’ensemble {Ts | s ∈ S}.

Assertion 2.
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(1) On a Ts(x) = x− 2〈x, εs〉z0 pour tous s ∈ S et x ∈ V .
(2) Le sous-groupe H est abélien et est un sous-groupe distingué de W .
(3) On a W = HWS0 = {hw | h ∈ H, w ∈ WS0}.

Démonstration de l’assertion 2. Le point (1) se démontre aisément en utilisant le fait
que 〈z0, x〉 = 0 pour tout x ∈ V . Par conséquent, le point (1) permet de calculer

TsTt = TtTs , , tTst = TsT
−2〈εs,εt〉
t ,

pour tous s, t ∈ S. Par conséquent, H est abélien et est un sous-groupe distingué de
W .

Enfin, l’ensembleHWS0 est un sous-groupe deW puisqueH est un sous-groupe dis-
tingué deW . De plus, cet ensemble contient S0. Ainsi, pour démontrer queW = HWS0 ,
il suffit de démontrer que sn ∈ HWS0 . Or l’équation 4.2.1 donne sn = T−1

n w0s1w
−1
0 ∈

HWS0 , ce qui achève la démonstration de l’assertion 2.
L’assertion suivante est une conséquence directe du fait que g(z0) = z0 pour tout

g ∈ G.

Assertion 3. On a g(Ts) = Tg(s) pour tout s ∈ S et g ∈ G.

On pose Φ0 = WS0ΠS0 . D’après le lemme 3.1.1 (3), on a

Φ = WΠS0 = HWS0ΠS0 = HΦ0 .

L’assertion 2 (1) permet d’affirmer que toute racine ρ ∈ Φ est de la forme ρ = ρ0 +az0,
où ρ0 ∈ Φ0 et a ∈ Z.

Soit ΦG
0 = {ρ ∈ Φ0 | g(ρ) = ρ pour tout g ∈ G}. L’assertion suivante est notre

critère essentiel pour démontrer qu’une racine donnée ρ appartient à WGΠ.

Assertion 4. Soit ρ ∈ Φ. On écrit ρ = ρ0 + az0 avec ρ0 ∈ Φ0 et a ∈ Z. S’il existe
ρ1 ∈ ΦG

0 tel que 〈ρ0, ρ1〉 ∈ {±1/2}, alors ρ ∈ WGΠ.

Démonstration de l’assertion 4. Soit ρ1 ∈ ΦG
0 . Soit {λs}s∈S0 l’unique famille de réels

telle que ρ1 = ∑
s∈S0 λsεs. Comme Γ0 est simplement lacé, on a λs ∈ Z pour tout

s ∈ S0 d’après le lemme 3.1.1 (2). On pose alors

Tρ1 =
∏
s∈S0

T λss .

L’assertion 2 implique
Tρ1(x) = x− 2〈x, ρ1〉z0 (4.2.2)

pour tout x ∈ V . De plus, Tρ1 ∈ HG si ρ1 ∈ ΦG
0 .
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On suppose qu’il existe ρ1 ∈ ΦG
0 tel que 〈ρ0, ρ1〉 = ε

2 , où ε ∈ {±1}. Soit u0 = T−εaρ1 .
Alors u0 ∈ HG et, par l’équation (4.2.2), u0(ρ0) = ρ. Par ailleurs, d’après le lemme
4.2.14, il existe w̃ ∈ W (Γ0)G et s ∈ S0 tels que ρ0 = w̃εs, d’où ρ = (u0w̃)εs ∈ WGΠ.

Cas (1). On suppose que Γ = Ã2m+1 et que G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ
décrit dans le point (1) de ce lemme. Pour tous i, j ∈ {1, 2, . . . , 2m+ 2} tels que i < j,
on pose ρi,j = ∑j−1

k=i εk. Alors, par [9, Chap. VI, § 4, no 7], Φ0 = {±ρi,j | 1 ≤ i < j ≤
2m+ 2}. Un calcul direct démontre que g(ρi,j) = ρ2m+3−j,2m+3−i. En particulier, on a
g(ρi,j) = ρi,j si et seulement si j = 2m + 3− i et ΦG

0 = {±ρi,2m+3−i | 1 ≤ i ≤ m + 1}.
Soit ρ ∈ Φ. On écrit ρ = ρ0 +az0, avec ρ0 ∈ Φ0 et a ∈ Z. Soient i, j ∈ {1, 2, . . . , 2m+2}
tels que i < j et ε ∈ {±1} tels que ρ0 = ερi,j. On suppose que ρ0 n’est pas symétrique
(c.-à-d. j 6= 2m + 3 − i) et on pose ρ1 = ρi,2m+3−i si i ≤ m + 1, ρ1 = ρ2m+3−i,i si
i ≥ m + 2. Alors ρ1 ∈ ΦG

0 et 〈ρ0, ρ1〉 ∈ {±1/2}. D’après l’assertion 4, il s’ensuit que
ρ ∈ WGΠ.

Avant de traiter le cas où ρ0 est symétrique, on liste ici quelques observations sur
une autre copie de W (A2m+1) incluse dans W . Soit

S1 = {s1, s2, . . . , sm, sm+2, . . . , s2m+1, s2m+2} .

Le groupe WS1 est un sous-groupe parabolique naturellement isomorphe à W (A2m+1)
et g(WS1) = WS1 . Soit Φ1 = WS1ΠS1 . Par le lemme 4.2.7 ainsi que par le lemme 4.2.14
(1), si ρ′ ∈ Φ1, alors il existe w̃ ∈ WG

S1 et εs ∈ ΠS1 tels que ρ′ = w̃ εs.
On suppose que ρ0 est symétrique. Il existe alors i ∈ {1, 2, . . . ,m+ 1} et ε ∈ {±1}

tel que ρ0 = ερi,2m+3−i. On suppose dans un premier temps que a est pair. Soit b ∈ Z
tel que a = 2b et soit u0 = T−bρ0 . On a u0 ∈ HG et, par l’équation 4.2.2, on a u0ρ0 = ρ.
Par ailleurs, d’après le lemme 4.2.14 (1), il existe w̃ ∈ WG

S0 et εs ∈ ΠS0 tels que
ρ0 = w̃εs. Ainsi, ρ = (u0w̃)εs ∈ WGΠ. On suppose maintenant que a est impair. Soit
b ∈ Z tel que a = 2b− ε et soit u0 = T−bρ0 . On a u0 ∈ HG et, par l’équation 4.2.2, on a
u0(ρ0 − εz0) = ρ. Par ailleurs,

ρ0 − εz0 = −ε(ε1 + · · ·+ εi−1 + ε2m+3−i + · · ·+ ε2m+1 + ε2m+2) ∈ Φ1 .

Par ce qui précède, il existe w̃ ∈ WG
S1 et εs ∈ ΠS1 tels que ρ0 − εz0 = w̃εs. Ainsi,

ρ = (u0w̃)εs ∈ WGΠ.

Cas (2). On suppose que Γ = D̃m et que G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ
décrit dans le point (2) de ce lemme. Soit {b1, b2, . . . , bm} la base canonique de Rm.
Pour 1 ≤ i < j ≤ m on pose ρ+

i,j = 1√
2(bj + bi) et ρ−i,j = 1√

2(bj − bi). Soit V0 le
sous-espace vectoriel de V engendré par l’ensemble ΠS0 . Par [9, Chap. VI, § 4, no 8],
on peut supposer que V0 = Rm et Φ(Γ0) = {±ρ+

i,j,±ρ−i,j | 1 ≤ i < j ≤ m}. On a

g(ρ+
1,j) = ρ−1,j , g(ρ−1,j) = ρ+

1,j , si 2 ≤ j ≤ m,

g(ρ+
i,j) = ρ+

i,j , g(ρ−i,j) = ρ−i,j , si 2 ≤ i < j ≤ m.
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En particulier, ΦG
0 = {±ρ+

i,j,±ρ−i,j | 2 ≤ i < j ≤ m}. Un examen au cas par cas
permet alors de démontrer aisément que pour tout ρ0 ∈ Φ0, il existe ρ1 ∈ ΦG

0 tel que
〈ρ0, ρ1〉 ∈ {±1/2}. L’assertion 4 permet de conclure que Φ = WGΠ.

Cas (3). On suppose que Γ = D̃4 et que G est un sous-groupe non trivial de 〈g1, g2〉, où
g1, g2 sont les automorphismes de Γ décrits dans le point (3) de ce lemme. On a trois
possibilités à automorphisme intérieur près : G = 〈g2〉, G = 〈g1〉, ou G = 〈g1, g2〉. Le
cas G = 〈g2〉 est contenu dans le cas (2) du lemme. Par ailleurs, d’après la description
de WG donnée dans le théorème 1.2.38, on a W 〈g1〉 = W 〈g1,g2〉, car 〈g1〉 et 〈g1, g2〉 ont
les mêmes orbites dans S. On peut donc supposer que G = 〈g1〉. Un calcul direct
facilement réalisable par ordinateur permet de démontrer que |Φ0| = 24, |ΦG

0 | = 6 et
que, pour tout ρ0 ∈ Φ0, il existe ρ1 ∈ ΦG

0 tel que 〈ρ0, ρ1〉 ∈ {±1/2}. L’assertion 4
permet de conclure que Φ = WGΠ.

Cas (4). On suppose que Γ = Ẽ6 et que G = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ décrit
dans le point (4) de ce lemme. Un calcul direct facilement réalisable par ordinateur
permet de démontrer que |Φ0| = 72, |ΦG

0 | = 24, et, pour tout ρ0 ∈ Φ0, il existe ρ1 ∈ ΦG
0

tel que 〈ρ0, ρ1〉 ∈ {±1/2}. L’assertion 4 permet de conclure que Φ = WGΠ.
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5.1 Tentative d’extension des représentations de
Paris

Soit Γ un graphe de Coxeter de type B. On examine ici la possibilité d’étendre di-
rectement les méthodes de construction d’une représentation fidèle de A+ présentées
dans [51]. Pour tout s ∈ S, on définit ϕs : E → E par

ϕs(eρ) =


0 si ρ = εs ,
eρ si 〈ρ, εs〉 = 0 ,
q esρ si 〈ρ, εs〉 > 0 et ρ 6= εs ,
(1− q) eρ + esρ si 〈ρ, εs〉 < 0 .

On représente un sous-ensemble Ψ ⊂ Φ+ par un graphe dont l’ensemble des sommets
sont les éléments de Ψ et où deux sommets ρ et ρ′ sont reliés par une arête indexée
par s ∈ S si ρ′ = s(ρ). Un tel graphe est naturellement gradué par N via l’application
profondeur. Ainsi, on placera ρ′ au-dessus de ρ si dp(ρ′) = dp(ρ) + 1.

Lemme 5.1.1. Il existe une représentation ϕ : A+ → End(E) telle que pour tout
s ∈ S, ϕ(s) = ϕs.

Démonstration. Soient s, t ∈ S. Soit ρ0 ∈ Φ+. On note [ρ0]{s,t} = {wρ0 | w ∈
W{s,t}}∩Φ+. Quitte à échanger s et t, [ρ0]{s,t} peut-être représenté par l’un des graphes
de la figure 5.1.1. On observe que le sous-espace vectoriel F de E engendré par les
éléments de {eρ | ρ ∈ [ρ0]{s,t}} est stable par ϕs et ϕt par construction de ces applica-
tions. Un simple calcul matriciel démontre alors que les restrictions des applications
(ϕs · ϕt)�ms,t et (ϕt · ϕs)�ms,t sont égales sur F dans chacun des cas présentés sur la
figure 5.1.1, ce qui donne le résultat souhaité.
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ms,t = 2 εs t ts

t

t

s
t s

s t

(i) (ii) (iii) (iv)

ms,t = 3

εs + εt

εs εt

t s ts

s

t

t

s

ts

t s

s t

(v) (vi) (vii) (viii)

ms,t = 4

εs

εs +
√

2εt
s

t ts

t

t

s

t

s

st

s t

t s

s t

(ix) (x) (xi) (xii)

Figure 5.1.1. Représentations graphiques des ensembles de racines [ρ0]{s,t}

Ce lemme est la première et la seule étape de la construction de la représentation
ϕ de [51] qui fonctionne sur les graphes de type Bm. L’étape suivante qui consiste à
construire une déformation de l’application ϕ à l’aide de polynômes T (s, ρ) ne semble
pas se généraliser ; nous ne sommes pas parvenus à déterminer une famille de poly-
nômes T (s, ρ) bien définie permettant d’obtenir un équivalent du théorème 1.2.36.
Supposons toutefois que l’on puisse trouver une telle déformation et que l’on obtienne
une représentation linéaire grâce aux transformations linéaires ψs définies par la for-
mule

ψs(eρ) = ϕs(eρ) + z T (s, ρ) eεs .
La fidélité de la représentation obtenue dans [51] pour des graphes de Coxeter simple-
ment lacés et sans triangles repose entièrement sur le lemme suivant :
Proposition 5.1.2 (Paris [51]). Soit Γ un graphe de Coxeter simplement lacé et sans
triangles. Soient a, b ∈ A+(Γ) tels que ϕ(a) = ϕ(b). Alors L(a) = L(b), où L est
l’application de A+ dans W définie dans la partie 3.2.1.
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Le problème est que dans le cas simple où Γ = B2, ce même résultat n’est pas vrai.
L’approche consistant à étendre directement les représentations de Paris nous paraît
donc peu prometteuse.

Lemme 5.1.3. Soit Γ = B2. Il existe a, b ∈ A+(Γ) tels que ϕ(a) = ϕ(b) et L(a) 6= L(b).

Démonstration. Soient a = stst et b = stssttst. On calcule d’une part ϕ(a) = ϕ(b) =
0, d’autre part L(a) = stst et L(b) = s.

5.2 Comparaison de deux représentations de A(B3)
Soit Γ1 = A5 etG = 〈g〉, où g est l’automorphisme de Γ1 d’ordre 2 défini par g(s1) =

s1, g(s2) = s4, g(s3) = s5, g(s4) = s2 et g(s5) = s3, cf. figure 5.2.2. D’une part, d’après
le théorème 1.2.38, l’application η1 : A(B3) → AG(A5) définie sur les générateurs de
A(B3) par η1(s1) = s1, η1(s2) = s2s4 et η1(s3) = s3s5 est un isomorphisme de groupes.

D’autre part, soit (V1, 〈., .〉,Π1) la base de racines classique de A5. On pose

ε̃1 = ε1, ε̃2 = 1√
2

(ε2 + ε4), ε̃3 = 1√
2

(ε3 + ε5) .

On considère l’ensemble Π̃1 = {ε̃1, ε̃2, ε̃3}. Le triplet (V G
1 , 〈., .〉, Π̃1) est une base de

racines de B3 par le théorème 2.1.2. Soit K = Q(q, z), soit B1 = {eρ | ρ ∈ Φ+
A5} et

soit E le K-espace vectoriel ayant B1 pour base. D’après le théorème 4.1.3, l’ensemble
B̃1 = {ẽρ̃ | ρ̃ ∈ Φ̃+

A5} est une base de EG et la représentation ψG1 : AG(A5)→ GL(EG)
obtenue à partir de la représentation de Paris ψ1 : A(A5)→ GL(E) est fidèle d’après
le théorème 3.1.2.

On pose alors υ1 = ψG1 ◦ η1. Par ce qui précède, l’application υ1 est une représen-
tation linéaire fidèle de A(B3) dans GL(EG).

1

2

4

3

5

3

2

1
4 4

1 2 3

(i) (ii) (iii)

Figure 5.2.2. Les graphes A5, D4 et B3

Soit Γ2 = D4 et H = 〈h〉, où h est l’automorphisme de Γ2 d’ordre 2 défini par
h(s1) = s2, h(s2) = s1 et h(si) = si pour tout i ∈ {3, 4}, cf. figure 5.2.2. D’une
part, d’après le théorème 1.2.38, l’application η2 : A(B3) → AH(D4) définie sur les
générateurs de A(B3) par η2(s1) = s1s2, η2(s2) = s3 et η2(s3) = s4 est un isomorphisme
de groupes.
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D’autre part, soit (V2, 〈., .〉,Π2) la base de racines classique de D4. On pose

ε̃1 = 1√
2

(ε1 + ε2), ε̃2 = ε3, ε̃3 = ε4 .

On considère l’ensemble Π̃2 = { ε̃1, ε̃2, ε̃3}. Le triplet (V H
2 , 〈., .〉, Π̃2) est une base de

racines de B3 par le théorème 2.1.2. Soit B2 = {eρ | ρ ∈ Φ+
D4} et soit F le K-espace

vectoriel ayant B2 pour base. D’après le théorème 4.1.3, l’ensemble B̃2 = {ẽρ̃ | ρ̃ ∈ Φ̃+
D4}

est une base de FH et la représentation ψH2 : AG(A5)→ GL(FH) obtenue à partir de
la représentation de Paris ψ2 : A(D4)→ GL(F ) est fidèle d’après le théorème 3.1.2.

On pose alors υ2 = ψH2 ◦ η2. Par ce qui précède, l’application υ2 est une représen-
tation linéaire fidèle de A(B3) dans GL(FH).

Proposition 5.2.4. La représentation υ1 : A(B3) → GL(EG) obtenue à partir de
A5 et la représentation υ2 : A(B3) → GL(FH) obtenue à partir de D4 ne sont pas
équivalentes.

Démonstration. Les dimensions des sous-espaces propres associés aux valeurs propres
de υ1(s1), υ1(s2s4) et υ1(s3s5) sont rassemblées dans le tableau 5.2.1. De même, les
dimensions des sous-espaces propres associés aux valeurs propres de υ2(s1s2), υ2(s3)
et υ2(s4) sont rassemblées dans le tableau 5.2.2.

Élément de AG Générateur de B3
correspondant

Dimension des sous-espaces propres
zq2 1 −q q2

s1 s1 1 4 2 2
s2s4 s2 1 5 3 0
s3s5 s3 1 5 3 0

Table 5.2.1. Dimensions des sous-espaces propres correspondant à l’image des générateurs
de B3 par la représentation υ1 : A(B3)→ GL(EG)

Élément de AG Générateur de B3
correspondant

Dimension des sous-espaces propres
zq2 1 −q q2

s1s2 s1 1 4 3 1
s3 s2 1 4 3 1
s4 s3 1 6 2 0

Table 5.2.2. Dimensions des sous-espaces propres correspondant à l’image des générateurs
de B3 par la représentation υ2 : A(B3)→ GL(FH)
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Ainsi, les deux représentations fidèles deB3 ainsi obtenues ne sont pas équivalentes.

Après la rédaction de ce texte, l’auteur a appris que Castella [16] a démontré que
les représentations de Bm obtenues respectivement à partir de celles de A2m+1 et Dm

ne sont pas équivalentes pour tout m ∈ N∗.
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