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Résumé

Les missions spatiales CoRoT (2006-2014) et Kepler (2009) ont procuré de nombreuses données
sismiques pour des milliers d’étoiles évoluées de faible masse. Ces observations ont apporté de fortes
contraintes sur 'intérieur de ces étoiles grace notamment & la détection de modes mixtes, capables
de sonder aussi bien leur enveloppe externe que leurs régions centrales. Ceux-ci ont montré en
particulier que la rotation centrale augmente légérement avec le temps dans les étoiles sous-géantes
avant de diminuer sur la branche des géantes rouges. Ceci est en désaccord avec les prédictions des
modéles stellaires et souligne la nécessité d’y inclure de nouveaux processus de transport.

Dans une premiére partie, j’ai donc étudié 'influence du transport de moment cinétique par les
ondes internes de gravité dans les étoiles de faible masse. Ces ondes se propagent dans les zones
radiatives stablement stratifiées et sont capables d’en modifier la vitesse de rotation. Or, Pefficacité
du transport par les ondes dépend de leur amplitude et donc du mécanisme d’excitation. Alors que
des modéles semi-analytiques considéraient seulement la pression turbulente dans la zone convective
comme terme source, j’ai élaboré un modeéle afin d’estimer la quantité d’énergie transférée sous
forme d’ondes lors de la pénétration de panaches convectifs en haut de la zone radiative (Pincon
et al{2016). Cela m’a d’abord permis d’établir que la pénétration convective génére des ondes plus
efficacement que la pression turbulente, et ensuite que ces premiéres sont capables, par elles-mémes,
de s’opposer a 'accélération de la rotation des couches internes due & leur contraction, depuis la
séquence principale jusqu’au début de la branche des géantes rouges. En particulier, il s’avére que
les valeurs de la rotation interne observées dans les étoiles sous-géantes peuvent étre interprétées
comme le résultat d’'un mécanisme de régulation controlé par les ondes générées par des panaches.
Au contraire, dans les étoiles géantes rouges, les ondes échouent & expliquer par elles-mémes les
faibles taux de rotation observés; un autre processus doit étre invoqué (Pingon et al.[2017).

Dans une seconde partie, je me suis intéressé aux diagnostics sismiques par les modes mixtes,
ceux-l4 méme qui ont motivé le travail de la premiére partie. Les diagnostics sismiques font le
lien entre les caractéristiques d’un spectre d’oscillation d’une étoile et ses propriétés internes. Mon
attention s’est premiérement focalisée sur la facteur de couplage qui décrit le degré d’interaction
entre les oscillations dans la cavité centrale et celles dans ’enveloppe Ce paramétre n’a été, jusque
14, que trés peu étudié. Une premiére étude observationnelle sur un large échantillon d’étoiles par
Mosser et al.| (2017b)) a démontré que ce facteur varie au cours de I’évolution. J’ai contribué a
Iinterprétation des résultats en montrant que ce facteur est sensible aux changements structuraux
subis par les étoiles. Cette analyse a notamment démontré la nécessité d’aller au-dela de ’approxi-
mation d’un faible couplage habituellement adoptée et de considérer le cas d’un fort couplage,
tel que récemment proposé par [Takatal (2016a). J’ai donc entrepris une validation de ce nouveau
formalisme en comparant ses prédictions avec celles obtenues par un code d’oscillation pour des
modéles d’étoiles adaptés, prédictions qui s’avérent en meilleur accord que dans le cas d’un faible
couplage. Enfin, je me suis intéressé au décalage en période des modes mixtes, lui aussi jusqu’ici
peu étudié. J’ai montré par le biais d'un modéle simplifié que la détermination simultanée de ce
paramétre et du facteur de couplage permettrait de contraindre sans ambiguité les propriétés de la
région située entre la couche d’hydrogéne en fusion et le voisinage de la base de la zone convective.

Mots clés : astérosismologie — étoiles : oscillations — étoiles : rotation — étoiles : intérieurs —
étoiles : évolution — ondes — hydrodynamique
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Abstract

The space-borne missions CoRoT (2006-2014) and Kepler (2009) provided a lot of seismic data
for thousands of low-mass stars. Data analysis enabled us to study the interior of these stars during
their evolution and brought stringent constraints on the physical processes at work under their
surfaces. These observations notably revealed that their mean core rotation rate weakly increases
on the subgiant branch before dropping on the red giant branch while their central layers are
contracting. Subsequently, several works demonstrated the inability of the current stellar evolution
codes to reproduce these observations and stressed out the need for an additional transport process
of angular momentum to counteract the acceleration of the central rotation driven by the core
contraction during the post-main sequence evolution.

Therefore, in a first part of my PhD thesis, T investigated the effect of the angular momentum
transport by internal gravity waves on the evolution of the rotation of low-mass stars. These waves
can propagate into stably stratified radiative zones, where they are able to modify the rotation.
The efficiency of the angular momentum transport by waves depends on their amplitude and so
on their generation mechanism. While several works had already theoretically studied the wave
excitation by turbulent pressure in the convective zone, an estimate of the wave generation by
penetrative convective plumes into the upper layers of the radiative zone was still missing. I thus
developed a semi-analytical excitation model to estimate the part of the plumes kinetic energy
transferred into waves at the base of the convective zone (Pingon et al.[[2016). I first found that
penetrative convection generates waves more efficiently than turbulent pressure, and then that
plume-induced waves are able to counteract the spin-up of the core driven by its contraction from
the main-sequence to the beginning of the ascent of the red giant branch. Moreover, I showed that
the radial-differential rotation observed in subgiant and early red giant stars can be explained by
a regulation mechanism controlled by the influence of the plume-induced internal gravity waves
(Pingon et al.[2017)).

In a second part, [ worked on the elaboration and the improvement of the seismic diagnoses
by mixed modes that have the ability to probe both the envelope and the core of stars. Seismic
diagnoses aim at linking the features observed in oscillation spectra and the internal properties
of stars. In a first step, I focused on the coupling factor of mixed modes that expresses the level
of interaction between the central and the outer resonant cavities and that had still remained
largely unexploited. The first large-scale analysis of this parameter by Mosser et al.| (2017b) showed
that this factor vary during the evolution. In this work, I contributed to the interpretation of
the results via a simplified model in which the value of the coupling factor is directly sensitive
to structural readjustments occurring during stellar evolution. This study notably revealed the
necessity to consider the hypothesis of a strong coupling, as recently proposed by |Takatal (2016a)). T
then undertook to validate this formalism by comparing its predictions with an oscillation code for
appropriate evolved models. Finally, I focused on the period offset of mixed modes that was also
poorly studied until now. Using a simplified modeling, I showed that the simultaneous determination
of this parameter with the coupling factor could constrain the properties of the region located
between the hydrogen-burning shell and the neighborhood of the base of the convective zone.

Key words : asteroseismology — stars : oscillations — stars : rotation — stars : interiors —
stars : evolution — waves — hydrodynamics
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Avant-propos

Les étoiles naissent de l'effondrement gravitationnel de nuages moléculaires géants dans les ré-
gions froides et denses du milieu interstellaire. Elles évoluent ensuite globalement proche de 1’équi-
libre hydrostatique en rayonnant & leur surface ’énergie produite en leur intérieur. Leur longue vie,
sur des échelles de temps pouvant atteindre plusieurs milliards d’années, est le résultat de 1'im-
portante quantité d’énergie dégagée par les réactions nucléaires dans leurs cceurs. La modélisation
de la structure et de la dynamique de telles machines thermiques implique de nombreux processus
physiques, aussi bien microscopiques que macroscopiques, associés a des échelles temporelles et spa-
tiales trés diverses. En outre, les conditions physiques extrémes rencontrées en leur sein s’avérent
trés éloignées de celles rencontrées sur la Terre. Les étoiles font donc figure de laboratoires géants
donnant la possibilité de tester notre compréhension de la physique sous toutes ses formes. Les
bases de la théorie de I’évolution et de la structure stellaire ont été posées il y a maintenant plus
d’un siécle (e.g., [Eddington 1926} |Cox & Giuli|1968)). Depuis, la modélisation des étoiles a pu profi-
ter du développement du calcul numérique, d’observations de plus en plus nombreuses et précises,
ainsi que de nombreuses avancées, aussi bien théoriques qu’expérimentales, sur la connaissance, par
exemple, des propriétés de la matiére ou des réactions nucléaires dans des conditions extrémes.

De facon générale, la confrontation des prédictions théoriques aux observations permet de tester
la pertinence des modéles et d’en améliorer rétrospectivement la description physique. Réciproque-
ment, les prédictions faites par les modéles guident les observateurs vers des cibles adéquates et per-
mettent d’ouvrir de nouveaux champs d’investigation. Néanmoins, le milieu stellaire est fortement
opaque au rayonnement. La lumiére des étoiles qui parvient jusqu’a nos yeux provient exclusivement
de leurs couches superficielles. Ainsi, les observables standard telles que la luminosité intrinseque,
la température effective ou la composition chimique atmosphérique des étoiles fournissent un diag-
nostic direct sur les propriétés de leur surface. Elles ne peuvent néanmoins qu’indirectement nous
renseigner sur les processus internes moyennant l'utilisation de modéles plus ou moins réalistes.
En conséquence, 'information qu’elles fournissent sur la dynamique ceuvrant sous la surface des
étoiles reste pour le moins limitée. Les neutrinos produits par les réactions nucléaires peuvent aussi
donner accés & des informations sur les régions internes. Ces particules interagissent trés peu avec
leur environnement et peuvent facilement s’échapper du manteau stellaire. En contrepartie, leur
probabilité de détection reste extrémement faible. Leur utilisation comme vecteur d’information né-
cessite donc des flux de particules importants et se limite en physique stellaire & I’étude du centre
du Soleil, ou bien des phases explosives a la fin de vie des étoiles massives, les supernovae.

Dans ce contexte, avénement de ’héliosismologie a la fin du XX®™M€ siecle d’abord, puis de
I’astérosismologie ensuite, a apporté un nouveau souflle et ouvert de nouvelles perspectives dans
I’étude de la structure interne et de I’évolution des étoiles. L’astérosismologie est définie littérale-
ment comme 1’étude sismique des intérieurs stellaires. Une étoile peut étre considérée comme une
énorme cavité résonante dans laquelle peuvent s’établir des ondes stationnaires. Les conditions aux
limites imposées par la structure de I’étoile sélectionnent des fréquences d’oscillation bien précises :
ce sont les modes propres. Ces modes propres globaux induisent des mouvements de matiére pério-
diques a la surface des étoiles, qui se traduisent également sous forme de variations de luminosité.
Des mesures de vitesses radiales (spectrométrie) ou d’intensité lumineuse (photométrie) sur le disque
stellaire en fonction du temps permettent alors, par une analyse de Fourier, de déduire leur spectre
d’oscillation. A la maniére d’ondes sonores stationnaires piégées dans un tube de Kundt et dont
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Avant-propos

les fréquences de résonance sont reliées a la longueur du tube, les fréquences propres d’oscillation
des étoiles peuvent nous renseigner sur les propriétés du milieu stellaire. Les pulsations stellaires
offrent donc un diagnostic direct sur la structure interne des étoiles sans avoir & faire appel & des
modéles. L’information apportée par 'astérosismologie est, de plus, indépendante de la distance de
I’étoile par rapport & I'observateur. En effet, celle-ci repose sur des mesures temporelles, ce qui fait
d’elle une méthode trés précise. Cette technique observationnelle n’est pas nouvelle et a déja fait ses
preuves par le passé. On peut par exemple rappeler les travaux de |Leavitt & Pickering| (1912) qui
ont découvert, il y a maintenant plus d’un siécle, une relation empirique entre la période de varia-
tion de I’éclat des Céphéides dans le petit Nuage de Magellan et leur luminosité intrinséque. Cette
relation a servi plus tard dans la détermination des distances galactiques et la mise en évidence ob-
servationnelle de ’expansion de I’Univers par [Hubble (1929). 11 existe plusieurs sortes de pulsateurs
stellaires associés respectivement a différentes régions du diagramme Hertzsprung-Russell (repré-
sentant la luminosité en fonction de la température effective). Ces diverses classes de pulsateurs se
distinguent notamment par la fréquence caractéristique et 'amplitude d’oscillation, ainsi que par
le mécanisme d’excitation. Par exemple, les oscillations dans les pulsateurs classiques de type Cé-
phéides, RR Lyrae ou encore §-Scuti sont caractérisées par de larges amplitudes (quelques km /s en
vitesse radiale) avec des périodes pouvant aller d’une heure a plusieurs jours. Ce type d’oscillation
est généré par des instabilités thermiques liées aux régions d’ionisation et au changement d’opacité
associé (le k-mécanisme, e.g., [Samadi et al|2015)). Les pulsateurs dits de type solaire, eux, ont
une place & part entiére puisqu’ils présentent des caractéristiques sismiques semblables & celles de
notre Soleil. Les oscillations de type solaire se distinguent par leur faible amplitude (de quelques
cm/s au m/s pour les étoiles géantes, en vitesse radiale) et des périodes typiques d’oscillation allant
de la minute a quelques heures (e.g., |Aerts et al|2010). Elles sont générées par les mouvements
turbulents dans les régions convectives et se rencontrent donc dans toutes étoiles possédant une
couche instable convectivement : on parle alors d’excitation stochastique (e.g., |Samadi & Goupil
2001)).

Le potentiel scientifique affiché actuellement par les oscillations de type solaire est des plus
prometteurs. Il est le résultat d’un cheminement scientifique commencé il y a plus de 60 ans, a
I’heure des débuts de I'étude des oscillations du Soleil, ou héliosismologie. La premiére détection
fiable d’un signal périodique de U'ordre de 5 minutes lié & des mouvements verticaux a la surface du
Soleil est attribuée a|Leighton et al.| (1962) et Evans & Michard| (1962)) par le biais d’observations en
vitesse radiale depuis le sol. On pense alors qu’il s’agit d’une signature associée a la granulation de
surface. Il faut attendre presque 10 ans pour avoir une premiére interprétation en terme de modes
propres acoustiques globaux piégés sous la surface du Soleil (Stein & Leibacher| 1969} Ulrich|[1970;
Deubner|[1975). Successivement, Claverie et al.| (1979) et |Grec et al.| (1980} [1983)) ont confirmé la
structure modale du spectre d’oscillation du Soleil. Leurs observations ont en effet mis en évidence
une succession de pics discrets dans le spectre, uniformément espacés en fréquence, en accord avec
les prédictions de la théorie asymptotique des oscillations stellaires pour les modes de pression
(e.g., Tassoul [1980). Par la suite, la détection des oscillations du Soleil est devenue de plus en plus
précise grace, d'une part, a 'augmentation progressive de la durée d’observation et, d’autre part, a
la limitation des interruptions liées a 'alternance jour/nuit. Cette évolution est notamment passée
par le développement de plusieurs projets d’observation multi-sites au sol comme IRIS (e.g., |[Fossat
1991), BISON (e.g., Chaplin|1997) ou encore GONG (e.g.,|Leibacher & GONG Project Team|1998)).
Ces projets, basés sur des réseaux de télescopes observant en vitesse radiale et distribués le plus
uniformément possible autour du globe, ont permis & la fois d’accroitre la résolution spectrale en
fréquence, de supprimer les alias spectraux causés par le cycle diurne et d’améliorer le rapport
signal sur bruit. En conséquence, une estimation de plus en plus fine des paramétres individuels
des modes propres est devenue possible (fréquence propre, amplitude, temps de vie). Une marche
supplémentaire a encore été franchie avec le lancement en 1995 du télescope spatial SOHO dédié
a I’étude de la surface du Soleil (e.g., [Domingo et al. 1995). Celui-ci, toujours opérationnel en
2017, a permis d’observer la surface du Soleil de fagon continue pendant une vingtaine d’années.
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Avant-propos

L’observation depuis I'espace donne la possibilité de se dégager des contraintes rencontrées lors
d’observations depuis le sol, comme les aléas climatiques ou le bruit généré par la turbulence
atmosphérique, et donc d’obtenir des courbes de lumiére de meilleure qualité. Grace a toutes ces
observations, les propriétés des oscillations du Soleil sont aujourd’hui extrémement bien connues
avec des milliers de modes de pression identifiés. Ces données sismiques ont permis de sonder
en profondeur la structure interne du Soleil. Elles ont notamment permis de contraindre le profil
interne de la vitesse du son (e.g., Basu et al.[2000)), la position de la base de la zone convective et
I’extension de la zone d’overshoot sous-jacente (e.g., Christensen-Dalsgaard et al.||1991; Basul{1997),
le contenu en hélium dans l'enveloppe convective (e.g Basu & Antia|1995; |[Richard et al.|[1998), le
profil interne de rotation différentielle (e.g., Brown et al.|1989; Garcia et al.|2007; Fossat et al.[2017)
ou encore certaines propriétés de la convection solaire (e.g., [Samadi et al.[2001). Ces observations
ont montré que la physique de I'intérieur du Soleil est assez bien comprise dans I'ensemble; elles
ont aussi mis en exergue les limites du modéle solaire standard[]. D’une part, elles ont mis en
évidence la nécessité d’inclure des processus de transport des éléments chimiques ou du moment
cinétique interne. D’autre part, elles on montré le besoin d’utiliser un traitement plus réaliste de la
convection, en particulier a la base de la zone convective (e.g., |Christensen-Dalsgaard et al.|[2011]
Buldgen et al.2017) et dans les régions proches de la surface ot des points d’ombre persistent (e.g.,
Kjeldsen et al.|[2008; |Sonoi et al. 2017)).

L’étude des oscillations de type solaire dans des étoiles autres que le Soleil est beaucoup plus
récente. Aprés de nombreux essais infructueux, la premiére détection sérieuse d’oscillations de type
solaire dans une autre étoile est attribuée & Martic et al.|(1999) et Barban et al. (1999) sur Procyon.
Ces observations consistaient en des mesures de vitesses radiales avec le spectrographe ELODIE
a I’Observatoire de Haute-Provence. Les conclusions de ces fravaux sont néanmoins restés sujet a
discussion dans les années qui ont suivi (e.g., Matthews et al[2004). Au début du XXI*™€ siacle,
une véritable révolution a vu le jour en physique stellaire avec la conception et la réalisation de
plusieurs missions spatiales dont I’'un des objectifs était ’observation sismique des étoiles par pho-
tomeétrie. Les satellites WIRE (Buzasi et al|[2000) et MOST (Matthews et al.2000) ont d’abord
élargi I’échantillon d’étoiles connues pour exhiber sans ambiguité un spectre de modes de pression
de type solaire. L’expérience acquise pendant ces deux missions a ensuite grandement profité a la
préparation et au succeés des missions spatiales CoRoT (Baglin et al.[2006ayb)), puis Kepler (Boru-
cki et al.|2010). Grace a des durées d’observation allant de 150 jours pour CoRoT & environ 4 ans
pour Kepler, et un cycle utile proche de 100%, des milliers d’étoiles d’environ une & trois masses
solaires, allant de la séquence principale jusqu’a ignition de la fusion de ’hélium, ont pu étre
étudiées avec une précision jusqu’ici inégalée d’'un point de vue sismique. Les données sismiques
recueillies par CoRoT et Kepler ont fourni de nombreuses contraintes observationnelles sur 1’évo-
lution et la structure interne des étoiles, et forment pour les années & venir une précieuse base de
données a exploiter. Ces observations ont en particulier donné la possibilité d’étudier les propriétés
sismiques d’'un échantillon statistique important d’étoiles & différents stades d’évolution : c’est ce
que 'on nomme 'astérosismologie d’ensemble. Pour toutes ces étoiles, les paramétres sismiques
globaux, c’est-a-dire des caractéristiques remarquables des spectres d’oscillation, ont pu étre ex-
traits (e.g., [Mosser et al.|2012a)). Ces paramétres sismiques varient avec I’évolution ; ils apportent
donc un premier diagnostic sur les propriétés et la structure interne des étoiles observées. Parmi
ces indices sismiques, 1'espacement en fréquence des modes de pression ou grande séparation, Av,
et la fréquence au maximum du spectre de puissance des oscillations, vmax, sont directement re-
liés aux paramétres globaux de I'étoile (masse, rayon et température effective) par des relations
d’échelle (e.g., Kjeldsen & Bedding||1995)). L’origine physique de ces relations est dans 1’ensemble
bien comprise théoriquement (e.g., Belkacem et al.2013). Elles permettent d’obtenir une estima-
tion de la masse et du rayon des étoiles & partir seulement de ’analyse globale de leur spectre

1. Le modéle “standard” de 1’évolution stellaire est un modéle simplifié dans lequel une étoile est supposée a
symeétrie sphérique, sans rotation et oit aucun processus de transport n’est pris en compte, mis a part le mélange
turbulent trés rapide de la matiére dans les régions convectives (qui sont donc supposées homogénes chimiquement).
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d’oscillation et la connaissance de leur température effective (qui peut étre obtenue via des mesures
spectroscopiques). Antérieurement, I’estimation observationnelle des rayons stellaires passaient né-
cessairement par des mesures de parallaxe ou des mesures interférométriques (pour les étoiles les
plus proches), et une estimation directe de la masse n’était possible que pour des systémes binaires.
Les relations d’échelle sismiques sont donc un puissant outil qui nous permet aujourd’hui d’obte-
nir de fortes contraintes sur les paramétres globaux de nombreuses étoiles. D’autres parameétres
sismiques, comme ’amplitude moyenne du spectre ou la largeur des modes, permettent de sonder
les mécanismes d’excitation et d’amortissement des oscillations (e.g., [Mosser et al.[2012a; |Appour-
chaux et al|[2012; Baudin et al.|2013} |[Appourchaux et al.|2014; Mosser et al|2017a; [Vrard et al.
2017), et "analyse des courbes de lumiére peut aussi donner accés aux propriétés de la granulation
de surface (e.g., [De Assis Peralta 2016} De Assis Peralta et al.|[2017). Enfin, pour un plus petit
nombre d’étoiles pour lesquelles le rapport signal sur bruit est suffisant, des analyses plus fines des
spectres de modes de pression ont pu étre réalisées. Celles-ci ont apportées des contraintes plus
précises sur les intérieurs stellaires de la séquence principale jusqu’aux étoiles du clump, c¢’est-a-dire
les étoiles pour lesquelles la fusion de ’hélium a démarré. On peut par exemple noter des travaux
dédiés & l'estimation de la position de la base de la zone convective et de la zone d’ionisation de
I'hélium (e.g., [Vrard et al.|2015; Verma et al. 2017), de extension de la zone d’overshooting sous
I'enveloppe convective (e.g.,|Lebreton & Goupil 2012), ou encore de I'extension des coeurs convectifs
(e.g., Deheuvels et al.|2016).

En outre, parmi les nombreuses avancées apportées par les missions CoRoT et Kepler, la dé-
tection de modes mixtes dans les étoiles évoluées est sans aucun doute 'une des plus importantes
(e.g., Bedding et al.2010; Mosser et al.|2012c). Les modes mixtes sont des modes d’oscillation avec
de 'amplitude aussi bien dans les couches centrales que dans I’enveloppe des étoiles. Leur manifes-
tation en surface porte donc la signature des régions les plus profondes. Dans le Soleil et les étoiles
de type solaire sur la séquence principale, les propriétés de ’excitation stochastique combinées &
celles de la structure interne ne permettent pas d’observer de tels modes. Seule une détection fiable
des modes de gravité dans ces étoiles permettrait de sonder sismiquement leurs régions centrales.
Or, & cause de leur faible amplitude en surface, une telle détection fait depuis longtemps débat
(e.g., Turck-Chieze et al.|2004; Garcia et al.|2007; Belkacem et al.[2009; Appourchaux et al.|2010;
Garcia et al.|[2011; Appourchaux & Pallé [2013]). Le travail original récemment publié par [Fossat
et al.| (2017)) semble néanmoins confirmer avec un bon niveau de confiance la présence de leur si-
gnature dans le spectre d’oscillation du Soleil, signature & partir de laquelle ils ont notamment pu
estimer la vitesse de rotation centrale. Dans les étoiles sous-géantes et géantes rouges au contraire,
des modes mixtes peuvent étre observés et nous donnent la possibilité de sonder simplement et de
fagon directe les régions centrales. Ces modes sont associés & un nouveau paramétre sismique global,
noté AIl, qui correspond a la séparation en période des modes de gravité. Celui-ci est directement
sensible & la densité des cceeurs radiatifs. Il a pu étre mesuré dans un large échantillon d’étoiles et
ajoute une nouvelle contrainte observationnelle sur les intérieurs stellaires (Vrard et al.|2015]). Avec
la grande séparation Av, qui est elle sensible a ’épaisseur de 'enveloppe, ils forment un couple de
traceurs évolutifs aprés la séquence principale. Alors que les étoiles de faible masse & la fin de la
branche des géantes rouges et celles, plus dgées, ayant passé le flash de ’hélium sont indissociables
dans le diagramme Hertzsprung-Russell, la connaissance de ces deux parameétres permet entre autre
de distinguer ces deux stades évolutifs observationnellement et sans ambiguité (e.g., Mosser et al.
2014). Un autre grand succés obtenu par Iobservation des modes mixtes a été de poser de fortes
contraintes sur I’évolution de la rotation du cceur des étoiles sous-géantes et géantes rouges. Ils ont
notamment permis de montrer que la rotation moyenne des couches centrales diminue au cours
de I'évolution sur la branche des géantes rouges alors méme qu’elles sont en contraction & cette
période de leur vie (Mosser et al.[2012b; Deheuvels et al| 2012, 2014). De la méme maniére que
pour le Soleil, ces observations mettent en évidence ’existence d'un processus de transport effi-
cace dans ces étoiles capables d’extraire du moment cinétique des couches internes. Ce mécanisme
d’extraction pourrait étre associé a l'effet d’ondes internes de gravité (e.g., Talon & Charbonnel
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2005; |Charbonnel & Talon|2008; |Charbonnel et al.|[2013; Mathis et al.{2013)) ou encore de champs
magnétiques (e.g., [Eggenberger et al|2005; |Cantiello et al.[2014; Riidiger et al.2015]). Néanmoins,
aucun scénario ne parvient a I’heure actuelle & expliquer quantitativement les observations dans le
Soleil et les étoiles évoluées. La modélisation de la redistribution du moment cinétique au cours de
I’évolution stellaire reste actuellement une question ouverte.

Comime on I’a vu, l'astérosismologie est une technique observationnelle jeune, mais qui a déja
fait ses preuves. Elle apparait aujourd’hui comme un outil indispensable & 1’étude des propriétés
stellaires. Par leur capacité a sonder en profondeur, les oscillations stellaires sont capables de mettre
en exergue la nécessité de mieux décrire des processus internes existants déja dans les modéles stel-
laires, voire méme d’en inclure de nouveaux. De plus, les études sismiques fournissent de nouvelles
contraintes observationnelles qui s’ajoutent aux observables classiques (e.g., luminosité, tempéra-
ture effective, abondances de surface). Cela tend a réduire I'espace des paramétres pour lesquels
les modéles, & physique donnée, s’ajustent le mieux aux données observationnelles disponibles. En
conséquence, 'utilisation des contraintes sismiques nous ouvre la voie vers une estimation bien plus
précise des ages stellaires, sorte de graal de la physique stellaire. En effet, une compréhension com-
pléte de la vie d’une étoile, mais aussi de beaucoup d’autres phénoménes astrophysiques, nécessite
au moins de connaitre la suite des différents événements dans le bon ordre temporel et de facon
fiable (e.g., Soderblom|2010)). L’age des étoiles, qui représentent ’essentiel de la matiére visible de
I’Univers, peut fournir une telle information. Or, celui-ci ne peut étre mesuré directement, il ne
peut étre qu’estimé. Ainsi, Lebreton et al. (2014b) ont montré que I’ajout des contraintes sismiques
dans la recherche d’un modéle optimal permet de diminuer I'incertitude sur ’estimation de I’age
d’une étoile observée d’environ 100 % a moins de 10%, et donc d’augmenter la précision de cette
estimation, & physique donnée. De plus, les études sismiques permettent d’améliorer la description
physique des modéles stellaires et donc I’exactitude des 4ges obtenus. Dans ce contexte, 1’astérosis-
mologie est non seulement un atout pour I’étude de I’étoile per se, mais aussi pour ’étude de leur
environnement, que ce soit a I’échelle galactique ou planétaire (e.g., Chaplin & Miglio |2013)).

D’abord, I'étude de la galaxie et de sa formation, ou archéologie galactique, peut tirer profit
de I'étude des oscillations stellaires de type solaire (e.g., [Miglio et al. [2013; Lagarde et al. [2015;
Noels et al.|[2016). En effet, les mécanismes de formation des galaxies ont une signature dans la
dynamique, la distribution spatiale, la composition chimique et ’age des étoiles qu’elles contiennent.
Une estimation a la fois précise et la plus exacte possible de la masse, du rayon et de ’age d’un
large échantillon d’étoiles permettrait de tester les modeles de formation galactique et de mieux
comprendre la dynamique des amas globulaires ou des amas ouverts (évolution temporelle de la
dispersion de vitesse, pertes de masses, alignement spin-orbite, etc...). La combinaison des données
sismiques et des données de la mission Gaia, qui devrait délivrer la cartographie de plus d’un milliard
d’objets dans la Voie Lactée avec leur vitesse de déplacement, laisse ainsi entrevoir d’intéressantes
perspectives pour I'étude de la galaxie. Dans ce contexte, les géantes rouges apparaissent comme
un objet d’étude idéal (e.g., Mosser & Miglio| 2016; Hekker| [2018). En effet, premiérement, elles
sont trés lumineuses; elles peuvent étre observées de loin depuis la Terre et donc en plus grand
nombre. Deuxiémement, elles se distinguent par leurs propriétés sismiques intéressantes liées & des
amplitudes relativement plus grandes et & la présence de modes mixtes.

Ensuite, I’étude des oscillations de type solaire semble plus que jamais un outil incontournable
pour améliorer notre compréhension de la formation et de ’évolution des systémes exoplanétaires.
En effet, la caractérisation des exoplanétes (rayon, masse, age) n’est possible que si les caractéris-
tiques de l’étoile hote sont bien connues (e.g., Borucki et al.2012; [Huber 2017). La synergie entre
les communautés sismologues et exoplanétologues se développe ainsi progressivement avec comme
dessein la préparation de la future mission PLATO (Rauer et al.[2014). La mission PLATO a pour
objectif 'étude et la caractérisation des systémes exoplanétaires. Les exoplanétes seront détectées
et étudiées par la méthode des transits, tandis les caractéristiques de 1’étoile seront obtenues par le
biais de ’astérosismologie. Les données récoltées au cours de cette mission serviront a contraindre
les modeles de formation, les différentes configurations possibles et la stabilité des systémes plané-
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taires. Elles serviront par exemple & une définition plus précise de la zone habitable. Pour atteindre
ces objectifs, la masse, le rayon et ’dge des étoiles doivent étre connus & mieux que 5%, 2% et
10% respectivement. Avec ’astérosismologie, la précision requise est abordable, mais 1’estimation
de I’age des étoiles nécessite toujours l'utilisation de modéles stellaires. L’exactitude de cette esti-
mation passe encore par une modélisation correcte de la structure interne et de I’évolution stellaire,
et donc par une meilleure compréhension des processus de transport (e.g., Noels et al.[2016).

Le travail de cette thése s’inscrit & une époque ou I’étude des oscillations de type solaire s’af-
firme comme un pilier majeur dans 1’étude de I’évolution des étoiles, de la Galaxie et des systémes
planétaires, et ou la nécessité d’améliorer la description des modeéles stellaires est supportée par
de fortes contraintes observationnelles. Dans mon travail de thése, ma recherche s’est focalisée sur
deux thémes en particulier. Premiérement, je me suis intéressé au probléme de la redistribution de
moment cinétique dans les intérieurs radiatifs stellaires. Comme nous I’avons vu, les observations
sismiques montrent ’existence d’un processus de transport de moment cinétique opérant efficace-
ment tout au long de la vie des étoiles et dont la nature exacte reste & déterminer parmi différentes
pistes existantes (e.g., champ magnétique, ondes internes de gravité,...). La modélisation de 1’évo-
lution de la rotation interne des étoiles reste donc pour le moins incertaine aujourd’hui. L’influence
de la rotation sur la structure et la dynamique des étoiles étant significative (e.g., Maeder & Mey-
net|[2000; [Eggenberger|2015; [Meynet et al.|[2016]), ces incertitudes se répercutent de fagon critique
sur notre compréhension de la vie des étoiles et ont par exemple de sérieuses conséquences sur la
datation des ages stellaires (e.g., Lebreton et al.2014a). Dans le contexte actuel, il est ici inutile
de rappeler la nécessité d’améliorer la modélisation de la rotation stellaire et d’inclure de nouveaux
processus de transport. Parmi les nombreuses hypothéses avancées, nous verrons plus loin que les
ondes internes sont capables d’interagir avec la rotation des étoiles. Une partie de mon travail s’est
donc focalisé sur I'effet des ondes internes de gravité sur I’évolution de la rotation. Deuxiémement,
il a déja été mentionné & plusieurs reprises que l'observation des modes mixtes permet de remonter
directement aux propriétés des régions centrales des étoiles évoluées, dont leur rotation interne.
L’information apportée par les modes mixtes est importante car elle permet & la fois d’améliorer
les modéles stellaires et de valider leur description. De plus, les caractéristiques de leur spectre
d’oscillation évoluent avec I’évolution et peuvent aussi servir d’estimateurs fiables du stade évolutif
de ces étoiles (e.g., voir [Hekker & Christensen-Dalsgaard|2017, pour une revue). Néanmoins, tout
le potentiel de ces modes n’a pas été exploré, comme en particulier leur capacité & fournir des
informations sur les couches intermédiaires situées entre le coeur d’hélium et le voisinage de la base
de la zone convective. En effet, I’essentiel de l'information obtenue actuellement par ’étude des
modes mixtes se concentre sur les couches profondes localisées a la périphérie du coeur d’hélium et
sur I'enveloppe convective. Les couches intermédiaires, quant & elles, sont une région importante
de la structure de ces étoiles. En effet, cette région inclue la couche d’hydrogéne en fusion géné-
rant l'essentiel de I’énergie a ce stade évolutif; elle est de plus le siége de processus de mélange a
I'interface entre les zones radiative et convective. Dans un deuxiéme temps, je m’intéresserai donc
aussi aux diagnostics sismiques par les modes mixtes d’un point de vue théorique en cherchant
quelles informations peuvent apporter ces modes sur les propriétés des couches intermédiaires et
sur I’évolution de cette partie de I’étoile.

J’étudierai donc les oscillations internes sous deux aspects : soit comme un acteur, soit comme un
vecteur d’information de la dynamique interne. Aprés avoir fait quelques rappels sur les rudiments
de la modélisation stellaire et de I’astérosismologie dans une premiére partie, je m’intéresserai dans
une seconde partie au probléme de transport de moment cinétique et & l'effet des ondes internes
de gravité sur I’évolution de la rotation dans les étoiles de faible masse. Dans une troisiéme partie,
la discussion portera sur ’élaboration et I’amélioration des diagnostics sismiques par les modes
mixtes dans les étoiles évoluées. Je me focaliserai sur deux paramétres sismiques peu exploités
jusqu’a aujourd’hui, le facteur de couplage et le décalage en période des modes mixtes, tous deux
sengibles aux propriétés de la région située entre le coeur d’hélium et le voisinage de la base de la
zone convective. Enfin, les conclusions et les perspectives seront formulées dans la quatriéme partie.
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Chapitre 1

Quelques mots sur la modélisation de
I’évolution et de la structure interne des
étoiles
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[1.3.3 Etoiles de masse intermédiaire (1.8 Mo, < M, <8 Me)| . . . ... .. .. 13

(1.4 Vers une modélisation plus réaliste : processus non-standard| . . . . . 13

Il semble logique de débuter ce manuscrit avec quelques mots introductifs sur la structure interne
et ’évolution des étoiles. Bien que la description des étoiles reste complexe, une modélisation
simplifiée permet néanmoins de saisir les grandes lignes de leur évolution et de leur structure
interne. Dans un premier temps, nous présenterons les équations du modeéle standard constituant
la description de base des intérieurs stellaires. Nous aborderons ensuite briévement les différentes
phases de la vie d’une étoile. Enfin, nous montrerons que des raflinements existent et ménent a une
modélisation de plus en plus complexe, mais aussi de plus en plus réaliste. Mais d’abord, comme
dans tout probléme physique, intéressons-nous aux temps caractéristiques associés.

1.1 Temps caractéristiques

Dans toute la suite, nous supposerons qu’une étoile est une sphére de rayon R, et de masse M,
structurée en couches concentriques et composée d’ions, d’électrons et de photons. Sa luminosité,
c’est-a-dire 1’énergie totale rayonnée & sa surface par unité de temps, est notée L,. Ainsi, trois
échelles de temps différentes peuvent étre définies.

Le temps dynamique : échelle de temps associée aux phénoménes dynamiques, du méme ordre
de grandeur, par exemple, que le temps nécessaire pour rétablir ’équilibre hydrostatique sous 1’effet



Chapitre 1. Quelques mots sur la modélisation de l'évolution et de la structure interne des étoiles

une perturbation. Celui-ci doit étre de ’ordre de grandeur du temps de chute libre, c’est-a-dire
d’ perturbation. Celui-ci doit étre de 'ordre de grandeur du temps de chute libre, c’est-a-di
1

Tdyn = —7== >
dy ’7Gp

ot G est la constante gravitationnelle et p = 3M, /47 R2 est la densité moyenne de I’étoile. Le temps
dynamique est estimé de lordre de quelques minutes dans le Soleil avec p ~ 10° kg m™ a Page
actuel (i.e., environ 4.57 milliards d’années), et atteindra des valeurs de I'ordre du mois lorsque le
Soleil aura un age plus avancé de 'ordre d’une dizaine de milliards d’années.

(1.1)

Le temps de Kelvin-Helmholtz : représente le temps de vie caractéristique d’une étoile si
I’énergie qu’elle rayonnait ne provenait que de son réservoir gravitationnel d’énergie potentielle.
1l est donné par le rapport de I’énergie potentielle de gravité totale sur la luminosité de I’étoile,
c’est-a-dire en bonne approximation par

GM?
LR,
Pour le Soleil actuel, avec Ry = 7 10° km, My = 2 10%° kg et Lo = 4 10?6 W, le temps de
Kelvin-Helmholtz est de l'ordre de mkn,c ~ 30 millions d’années, c’est-a-dire presque onze ordres
de grandeur plus grand que le temps dynamique. Il correspond environ & la durée de la phase
initiale de contraction gravitationnelle, avant que les réactions nucléaires ne se mettent en place
dans les couches profondes.

TKH = (1.2)

Le temps nucléaire : échelle de temps associée aux réactions nucléaires & I'intérieur de 1’étoile.
Durant la majeure partie de leur vie, les étoiles briilent de I’hydrogéne dans leurs régions centrales.
Le temps caractéristique nucléaire est défini comme le temps de vie qu’une étoile aurait en brilant
environ 10% de son hydrogéne, a luminosité donnée. Il est alors défini par
nM*c%
L, ’

oll ¢y, est la vitesse de la lumiére et 7 est le rendement de la production d’énergie par les réactions
nucléaires par rapport a I’énergie de masse disponible. Avec n = 0.7% pour la fusion de I’hydrogene,
le temps nucléaire est estimé & dix milliards d’années dans le cas du Soleil. Cela correspond & la
durée que le Soleil passera sur la séquence principale & briler son hydrogeéne central jusqu’a ce que
celui-ci ne s’épuise totalement. Le temps nucléaire est donc environ treize ordres de grandeur plus
grand que le temps dynamique.

Alinsi, le temps dynamique est trés inférieur aux échelles de temps d’évolution des étoiles repreé-
sentées par le temps nucléaire et le temps de Kelvin-Helmholtz. Dans une bonne approximation,
une étoile peut donc étre considérée en équilibre hydrostatique & chaque instant et évoluer dans le
temps de facon quasi-statique.

Toue = 0.1

(1.3)

1.2 Equations de la structure interne dans le modéle standard

Dans le modéle standard, une étoile est supposée en équilibre hydrostatique et sans rotation.
Les équations de la structure interne, comme nous allons le voir, en sont grandement simplifiées.
Cette section suit les livres de Maeder| (2009)) et Kippenhahn et al.|(2012])), ainsi que celui de|Clayton
(1983) pour les réactions nucléaires.

1.2.1 Equilibre hydrostatique et transport de 1’énergie

Equation de continuité. On note m la masse comprise dans la sphére de rayon 7 et p(r) la
densité volumique en r. I’équation de conservation de la masse est donc donnée & 1’équilibre par

dm _ 4rr?p (1.4)
dr
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Equilibre hydrostatique. Soit p la pression au rayon r. L’équation de conservation de 'impul-
sion dans ’hypothése de 1’équilibre hydrostatique s’écrit

dp Gm
E = —pg avec g = T‘T y (15)

ol g désigne l'accélération gravitationnelle qui a été déduite de I’équation de Poisson.

Equation de conservation de ’énergie. Soit € ’énergie produite par seconde et par unité
de masse dans la coquille de rayon r. La production d’énergie dans 'intérieur des étoiles provient
essentiellement des réactions nucléaires ou de la contraction (dilatation) gravitationnelle. Le taux
de production total ¢ peut donc s’écrire de fagon a différentier ses deux sources d’énergie, soit
€ = €nuc + €g. L’équation de conservation de ’énergie peut donc s’écrire

% = 472 pe | (1.6)
ol L est la luminosité de ’étoile au rayon r. La fermeture du systéme d’équations de la structure
interne nécessite de relier le flux d’énergie aux autres variables du probléme. Nous verrons un peu
plus loin que celui-ci est supposé étre une fonction du gradient de température. Dans les intérieurs
stellaires, on distingue trois types de transport de ’énergie : la conduction, la convection ou le
rayonnement. Le transport conductif est majoritairement assuré par les électrons du fait de leur
faible masse. Dans la plupart des cas, le flux d’énergie transporté par conduction électronique est
trés inférieur au flux radiatif, a ’exception des milieux dégénérés comme dans les naines blanches.
Dans la suite, le transport par la conduction pourra donc étre négligé par rapport aux deux autres
processus de transport de ’énergie.

Transport d’énergie par rayonnement. Malgré leur vitesse de propagation trés rapide, les
photons mettent un certains temps avant de s’échapper de la surface des étoiles. En effet, le milieu
stellaire est fortement opaque au rayonnement. Le degré d’interaction avec le gaz stellaire est
déterminé par la donnée de ['opacité, qui est inversement proportionnelle au produit de la distance
moyenne sur laquelle peut se déplacer un photon entre deux interactions avec la densité du milieu.
L’opacité du milieu est le résultat de plusieurs processus physiques :

— D’absorption lié-lié : des photons sont absorbés par des électrons qui viennent occuper des

niveaux d’énergie plus élevé.

— D’absorption lié-libre : cela correspond & l'ionisation d’un atome par un photon.

— T’absorption libre-libre : effet Bremmstrahlung inverse, un électron du continuum absorbe

un photon au voisinage d’un ion et transite vers un état du continuum d’énergie plus élevée.

— la diffusion par les électrons libres ou diffusion de Compton.

L’opacité varie avec la fréquence des photons et les contributions des différents processus cités
ci-dessus varient suivant les conditions physiques.

Dans les intérieurs stellaires, le libre parcours moyen des photons est de ’ordre de 1 cm, c’est-a-
dire de plusieurs ordres de grandeur inférieur aux rayons stellaires. Les photons se propagent alors
suivant une marche au hasard vers la surface, en allant de collision & collision. Ils peuvent mettre
prés de 100 000 ans & sortir du manteau stellaire, alors qu’ils ne mettraient que deux secondes
si le milieu était transparent. Etant donnée la vitesse des photons, le temps moyen entre deux
interactions est trés court par rapport aux temps caractéristiques dynamiques dans les étoiles. Ceci
justifie 'hypothése d’équilibre thermodynamique local (ETL) dans laquelle chaque petit volume de
matiére peut étre considéré comme ayant les mémes propriétés qu'un corps noir. L’approximation
d’ETL est importante car elle permet de définir en chaque point de ’étoile les variables d’état
thermodynamiques usuelles telles que la pression p ou la température 7', ainsi que les fonctions
d’état telles que l'entropie S. L’hypothése d’ETL nous permet aussi d’utiliser la loi de Planck
d’émission d’un corps noir en chaque point de ’étoile. Néanmoins, ce rayonnement est par définition
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isotrope et se caractérise donc par un flux radiatif total nul. Or, ce n’est manifestement pas le cas
dans une étoile o I’énergie doit étre transportée du coeur vers la surface. L’hypothése la plus simple
est de considérer que I’écart a la loi d’émission du corps noir est du premier ordre (i.e., linéaire) :
ceci constitue I'approximation de diffusion. La luminosité d’énergie transportée par le rayonnement,
L,aq, est alors donnée dans une bonne approximation par

2 73

Liag = 47”:370—TZ ) (17)

k  H,
oll o est la constante de Stefan-Boltzmann, k est 'opacité de Rosseland, représentant une moyenne
harmonique pondérée de 'opacité sur la fréquence des photons, V = (dInT'/dIn p) est le gradient
de température et H, = —(dInp/dr)~! est I'échelle de hauteur de pression

Transport convectif. D’aprés I’équation précédente, on voit qu’une forte luminosité, liée par
exemple & une importante production d’énergie nucléaire, ou une opacité élevée, entraine un gra-
dient de température élevé dans le cas du transport par le rayonnement. Au-dela d’un certain
point, le milieu devient instable convectivement. Le transport de I’énergie est alors assuré par des
mouvements de matiére convectifs, plus efficaces que le transport par le rayonnement. En effet,
perturbons un élément fluide initialement & ’équilibre. Par contraste de densité avec le milieu ex-
térieur, la poussée d’Archimeéde s’applique sur cet élément. Si sa densité change moins vite que son
environnement, alors la poussée d’Archiméde agit comme une force de rappel et raméne 1’élément
fluide vers sa position d’équilibre. Au contraire, si sa densité change moins vite que son environne-
ment, alors ’élément est instable, il rentre en mouvement et la convection peut se développer. En
négligeant le variation de la composition chimique, I'instabilité convective apparait si le critére de
Schwarzschild est vérifié, c’est-a-dire

V > vint , (18)

ol Viyg est le gradient de température & 'intérieur ’élément fluide. Une variante prenant en compte
le gradient chimique existe, c’est le critére de Ledoux. Des phénoménes de semi-convection, sous
I'influence d’un gradient de composition chimique instable, peuvent alors avoir lieu, mais de tels
processus sortent déja du cadre du modele standard (e.g. |Garaud|2013]).

Pour déterminer le gradient de température et le flux d’énergie dans la zone convective, le
modele standard utilise la théorie simplifice de la longueur de mélange (MLT pour Mizing-Length
Theory) proposée par Bohm-Vitense (1958)). Dans cette phénoménologie, les tourbillons de matiére
convectifs ont une taille caractéristique Ay en chaque coquille de rayon r. Les éléments les plus
chauds de cette coquille s’élévent sur une distance de 'ordre de Ay avant de se mélanger avec
la matiére environnante, alors que les plus froids, eux, s’enfoncent en profondeur. Le formalisme
de |[Bohm-Vitense| (1958)) relie la longueur de mélange a ’échelle de hauteur de pression H, comme
Avipr = amrHp, ol ooyt est un parametre. La valeur de ce dernier est calibrée en couple avec
I’abondance initiale d’hélium & partir d’'un modéle solaire & physique donnée, de facon & reproduire
les observables (i.e., luminosité et rayon du Soleil actuel). La donnée de ce paramétre permet de
déduire la valeur de Vi et de la luminosité convective Leony telle que

L =Lipqg+ Leony - (1.9)

L’expression analytique de Lcony peut étre trouvée dans de nombreux ouvrages comme [Maeder
(2009) ou |Kippenhahn et al| (2012)). Pour finir, il est important de remarquer que le transport
par la convection se fait sur des échelles de temps trés courtes par rapport aux échelles de temps
d’évolution des étoiles. Par exemple, la MLT permet d’estimer que le temps de vie des éléments
convectifs turbulents va de 'ordre de quelques jours & lordre de la minute dans les enveloppes
convectives. Le mélange des éléments chimiques est donc trés efficace dans ces régions. Les zones
convectives peuvent étre supposées chimiquement homogénes dans une bonne approximation durant
toute ’évolution des étoiles.
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1.2.2 Equations d’état

Le systéme d’équations donné par Eqgs. (1.4)-(1.9)) doit étre fermeé par des équations d’état reliant
les différentes variables thermodynamiques entre elles, ainsi que 'opacité et les taux de réactions
nucléaires, du type

plp, T, Xi) . Sp,T.Xi) , k(pT,X5) et enc(p, T, Xi) , (1.10)
ol X; est 'abondance massique de 'i-éme élément chimique. Par exemple, pour un gaz parfait,
I’équation d’état pour la pression est donnée par
pkpT
N M

: (1.11)

ot kg = 1,38 1072 m? kg s~ 2 K~! est la constante de Boltzmann et u est la masse moyenne par
particule. Des équations d’état plus sophistiquées prenant en compte des effets non-idéaux, comme
par exemple l'effet des interactions Coulombiennes entre particules, sont implémentées dans les
codes d’évolution stellaire (e.g. [Rogers & Nayfonov|2002]).

1.2.3 Reéactions nucléaires et évolution temporelle de la composition chimique

Lorsque les conditions de température et de densité sont assez élevées, I’énergie cinétique des
particules peut devenir assez importante pour que la barriére de répulsion Coulombienne entre deux
noyaux chargés positivement puisse étre franchie par effet tunnel. L’interaction forte entre alors en
jeu et les noyaux peuvent fusionner pour former des éléments plus lourds. Le déficit d’énergie de
masse des éléments produits par rapport & la somme des énergie de masse des réactifs est alors
restitué au milieu sous forme d’énergie (dans la limite des éléments plus légers que le fer). Plus
I’élément a un nombre atomique élevé, plus la température nécessaire pour franchir la barriére de
répulsion Coulombienne est élevée. L’hydrogéne est donc le premier élément & fusionner durant la
vie de 'étoile.

Une quantité importante dans ’estimation de 1’énergie produite par les réactions nucléaires est
le taux de réaction r;;, qui est défini comme le nombre de réactions par unité de volume et par unité
de temps impliquant deux éléments chimiques 7 et j d’abondance IV; et N; en nombre de particules
par unité de volume. On définit aussi la section efficace de réaction o;;(v) pour une vitesse relative
v entre deux particules ¢ et j comme le rapport du nombre de réactions par noyaux par unité de
temps sur le flux de particules incidentes par unité de surface et par unité de temps. Cette derniére
est proportionnelle & la probabilité que la barriére de répulsion Coulombienne soit franchie par effet
tunnel. Le taux d’une réaction nucléaire peut alors s’exprimer comme

1
rii = N;N; <voi(v) > ——— 1.12
) i} U( ) (1+5zj) ’ ( )
ou le facteur %&j est introduit dans le cas ou les deux réactifs sont le méme élément, et ou la
moyenne du produit de la vitesse avec la section efficace sur les vitesses vaut

<UO’ij(’U)> = )\ij = /OOO UO’ij(’L))gbij(U)d’U y (113)

avec ¢;;(v) la distribution de Maxwell des vitesses relatives entre les éléments ¢ et j pour un
gaz supposé non-dégénéré et a température donnée. Qualitativement, la distribution de Maxwell
décroit avec la vitesse tandis que la probabilité de franchir la barriére Coulombienne, et donc la
section efficace, augmente avec la vitesse des particules. Le produit des deux termes forme ainsi
une distribution piquée autour d’'une valeur particuliére de I'énergie : c’est le pic de Gamow. Il
s’ensuit alors que le facteur \;; est maximal lorsque I'énergie thermique des particules est proche
de I'énergie de Gamow, définie par

Eq = 2mi;c}(rasp ZiZ;)? (1.14)



Chapitre 1. Quelques mots sur la modélisation de l'évolution et de la structure interne des étoiles

ou my;; est la masse réduite des deux éléments, agp est la constante de structure fine environ égale
a 1/137 et Z; est la charge du i—eéme élément. I’énergie thermique des particules étant de lordre
de kgT', on voit qu’il est nécessaire d’élever la température du milieu pour que la fusion d’éléments
plus lourds que I'’hydrogéne soit probable.

A titre d’exemple, considérons la fusion de I'hydrogéne (H) en hélium (H.). Dans une étoile
de type solaire, celle-ci peut passer par différentes chaines de réactions, les chaines proton-proton
(I, II et III) ou le bi-cycle CNO (mettant en jeu les éléments C,N et O comme catalyseur), selon
notamment la température du milieu. Comme illustration, le cycle I de la chaine proton-proton
suit le systéme de réactions suivant

pF4+pt = d+et +ue (1.15)
d+pt — 3H.+~ (1.16)
SHe+*H, — *H.+2p", (1.17)

otl pT est mis pour le proton ' H, d pour le deutérium 2H, ~ pour un photon, e™ pour un positron,
Ve pour un neutrino, 3H, et 4 H, respectivement pour ’hélium 3 et 4. En bilan, I'énergie dégagée par
cette réaction est émise sous forme de photons, de positrons et de neutrinos. Le taux de production
d’énergie nucléaire, €nyc ij, est donc obtenu en multipliant le taux de réaction avec ’énergie dégagée
lors d’une réaction, @Q;;. Celui-ci peut prendre la forme d™une loi de puissance telle que

€nuc,ij = E(I)lllc,ijpTV ) (118)

ol 'exposant v dépend de la gamme de température et des réactions mises en jeu. Pour le cycle
p-p, ¥ ~ 4 tandis pour le cycle CNO, v ~ 15; le taux de production nucléaire par le cycle CNO est
donc beaucoup plus sensible & la température que par le cycle pp. Les équations différentielles en
fonction du temps qui traduisent les équilibres Egs. — sont données par

AN, (N,)?

= Ay~ AwalValVy

dN, N3)? N,)?
—£=2M(Q—WMM—M(H
dt 2
dN: N3)?
dﬁz,wmm—mﬁd)

ANy _ o (Ny)?

e~ P2

ot les indices 3 et 4 ont été mis pour les abondances de >H, et *H, respectivement. En prenant
en compte les 3 chaines proton-proton et le bi-cycle CNO, ’évolution stellaire doit résoudre un
systeme de 15 équations différentielles couplées. Selon les conditions physiques, 1’évolution de telle
ou telle espéce est plus ou moins rapide. L’évolution des espéces chimiques peut présenter de
multiples phases de mise en équilibre d’abondance concernant un ensemble particulier d’éléments.
L’évolution temporelle de la structure des étoiles est donc dictée en grande partie par ’évolution
de la composition chimique sous l'effet des réactions nucléaires.

1.2.4 Conditions limites et conditions initiales

La résolution du systéme d’équations différentielles nécessite la donnée de conditions limites
aux bords de I’étoile. Le plus simplement possible, les conditions au centre sont m — 0 et L — 0.
Les conditions & la surface sont généralement plus complexes. En effet, le milieu devient optique-
ment mince & la surface et 'équation de diffusion dans Eq. n’est plus valide. Des modéles
d’atmosphere sont donc utilisés et doivent étre raccordés aux régions superficielles de la structure
interne de 1’étoile.

Pour finir, pour une valeur de ayrr donnée, I’évolution et la structure de ’étoile sont finalement
entiérement déterminées par la donnée initiale de la masse et de la composition chimique. Ceci
constitue le théoréme de Vogt-Russell.
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F1GURE 1.1: Tracé évolutif dans le diagramme Hertzsprung-Russell d’un modéle de 1 Mg (d’aprés
breton et al|2014a, adapté de Maeder|[2009). Les isorayons obtenus suivant Eq. sont
indiqués par les traits fins pointillés. L’age de 1’étoile est indiqué & différents points du tracé
évolutif. La phase de pré-séquence principale (PMS) est représentée par le trait épais poin-
tille, la séquence principale (MS) par le trait épais continu entre 0.1 et 10 milliards d’années,
la phase de sous-géante (SG) et de géante rouge (RGB) en trait continu noir, le red clump
ou I’hélium fusionne en trait continu noir épais entre 13.25 et 13.32 milliards d’années, et la
montée de la branche asymptotique des géantes rouges par les tirets épais noirs.

1.3 Evolution et structure interne des étoiles

Bien qu’il repose sur de nombreuses hypothéses simplificatrices, le modéle standard d’évolution
stellaire permet de reproduire de fagon globale les différentes étapes de la vie d'une étoile ainsi que
sa structure interne. Dans la suite, on se focalise sur les étoiles de faible masse (0.5 Mg < M, <
1.8 M@)D et de masse intermeédiaire (1.8 Mg S M, <8 M@)ﬂ

1.3.1 Diagramme Hertzsprung-Russell

La vie d’une étoile est usuellement représentée dans le diagramme Hertzsprung-Russell. Ce
diagramme reporte la luminosité (ou la magnitude observée) en fonction de la température effective
de 'étoile (voir FIGUREpour un exemple). La température effective, Tog, est définie comme la
température qu’aurait un corps noir avec la méme luminosité et le méme rayon que l’étoile. Celle-ci

1. La limite inférieure en masse est choisie ici de telle fagon a étre supérieure & la gamme de masse des étoiles
dites de trés faible masse complétement convectives, i.e. de masse proche ou inférieure a 0.4 Mg (e.g., [Siess et al.
, et donc des naines brunes de masse inférieure & environ 0.08 M.

2. Les étoiles de masse initiale supérieure & environ 8 My sont assez massives pour pouvoir démarrer la fusion
du carbone dans leurs coeurs et finir leur vie, & masse croissante, sous forme de naines blanches composées de néon
et d’oxygéne, d’étoiles & neutrons ou encore de trous noirs (e.g., [Kippenhahn et al2012).
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vérifie donc la loi de Stefan-Boltzmann, soit
L, = 47rR%0T2 . (1.19)

Le tracé évolutif d’une étoile dans le diagramme Hertzsprung-Russell permet de différentier les
différentes phases de sa vie et de mettre en exergue les caractéristiques générales de sa structure
interne. Ce type de diagramme a été inventé par Ejnar Hertzsprung et Henry Norris Russell au
début du XX°®™¢ siécle pour 'étude des populations stellaires et de la théorie de I'évolution stellaire.
Pour des raisons historiques, 'axe de la température effective pointe vers la gauche. Dans la suite, il
va nous servir de support pour décrire briévement et qualitativement les différents stades évolutifs
de la vie des étoiles de masse comprise environ entre 0.5 Mg, et 8 Mg, (e.g., Kippenhahn et al.[[2012,
pour plus de détails).

1.3.2 Etoiles de faible masse (0.5 M, < M, < 1.8 M)

Les étoiles naissent de l’effondrement gravitationnel d’un nuage moléculaire géant qui se frag-
mente en plusieurs nuages plus petits. Durant cet effondrement, les nuages s’échauffent par com-
pression et les poussiéres et molécules se vaporisent. Lorsque la température au coeur du nuage est
assez élevée, le nuage n’est plus composé que d’atomes et un équilibre hydrostatique s’établit. Le
nuage entre alors en contraction quasi-statique : il s’agit de ’Age zéro de 1’étoile & partir duquel
la théorie de I’évolution stellaire devient valide. Il s’ensuit une séquence de phases évolutives bien
distinctes illustrées sur le diagramme H-R de la F1GURE |1.1] et sur le diagramme de Kippenhahn
de la FIGURE [L3

Pré-séquence principale. A 1’4ge zéro, I'étoile est en contraction gravitationnelle. Sa tempé-
rature interne est encore assez faible et le milieu est fortement opaque au rayonnement du fait,
entre autre, de la photo-ionisation de I'ion H ™. Le transport par rayonnement n’est pas assez ef-
ficace et la convection peut se développer. Au début de leur vie, les étoiles sont donc entiérement
convectives et homogénes chimiquement. Elles se déplacent alors suivant une ligne quasi verticale
a basse température effective dans le diagramme H-R : c’est le tracé d’Hayashi. A ce stade évolu-
tif, le rayon de I’étoile diminue a température effective donnée : suivant Eq. , sa luminosité
doit donc diminuer. D’aprés I'équilibre hydrostatique et ’équation de continuité, la température
centrale est proportionnelle en ordre de grandeur au rapport M, /R,. Ainsi, & mesure que 1’étoile
se contracte, les couches centrales se réchauffent en vertu du théoréme du Virielﬁ Ainsi, un ceeur
radiatif se développe petit a petit sous une enveloppe convective qui, au contraire, se réduit. Le dé-
veloppement d’un ceeur radiatif est d’autant plus rapide que la masse de 1’étoile est grande puisque
la température centrale est proportionnelle & la masse en ordre de grandeur. Durant cette phase, la
température centrale peut atteindre une valeur suffisante pour que des éléments légers (e.g., deuté-
rium, lithium 6, lithium 7) en abondance mineure soient brilés par des réactions nucléaires. Cette
phase s’achéve a la ZAMS (Zero Age Main Sequence) quand la fusion de 'hydrogéne démarre dans
le coenr, c’est-a-dire pour une température centrale d’environ 1.5 106 K. Dans le Soleil, les modéles
montrent que cette phase dure environ 30 millions d’années, c’est-a-dire de 'ordre de grandeur du
temps de Kelvin-Helmholtz.

Séquence principale. La séquence principale correspond & la phase ot 'hydrogéne est trans-
formé en hélium par la fusion nucléaire dans les régions centrales. La fusion de ’hydrogéne fournit
I’énergie nécessaire pour compenser les pertes radiatives a la surface de 1’étoile. Sur la séquence
principale, les réactions thermonucléaires sont stables. En effet, la production d’énergie nucléaire

3. Une étoile en équilibre hydrostatique suit le théoréme du viriel. Celui-ci stipule que ’énergie cinétique totale
(macroscopique et microscopique) du systéme est égale a la moitié de ’opposé de I’énergie potentielle gravitationnelle.
La contraction gravitationnelle diminue ’énergie potentielle : ’énergie cinétique des particules doit donc augmenter,
ainsi que la température.
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1.3. Ewolution et structure interne des étoiles
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FIGURE 1.2: Comparaison de la structure interne d’une étoile de type solaire et d’une
étoile plus massive sur la séquence principale (d’aprés S. Mathis & J.M.
Bonnet-Bidaud, 2010. “Le magnétisme fossile des étoiles”. [Image en ligne]
http ://irfu.cea.fr/Sap /Phocea/Vie des labos/Ast/ast.php 7t=actu&id ast=2932, consul-
tée le 11/07/2017).

X

chauffe localement le milieu. Le taux de production d’énergie nucléaire étant proportionnel & pT"
avec v assez grand, en,c augmente. Néanmoins, dans le cas limite d'un gaz parfait, cette augmen-
tation de température méne & une augmentation de pression. Le milieu se dilate et la température
diminue : €,y diminue pour retrouver sa valeur initiale et les couches centrales s’auto-régulent. Les
étoiles passent alors la majeure partie de leur vie sur la séquence principale, avec une durée de
I’ordre du temps nucléaire. Comme illustré sur la FIGURE la structure interne sur la séquence
principale dépend de la masse de I’étoile. Les étoiles de masse M, < 1.3 Mg sont composées d'un
ceeur radiatif et d’une enveloppe convective. Au contraire, les étoiles de masse M, = 1.3 My,
elles, sont constituées d’'une enveloppe globalement radiative avec un cceur convectif (en surface,
une couche convective superficielle de faible masse existe néanmoins). Cette différence provient du
cycle de réactions mis en jeu. En effet, pour les plus faibles masses, le fusion de I’hydrogéne passe
par le cycle pp. Pour les étoiles plus massives, la température est suffisante pour que le cycle CNO
I’emporte sur le cycle pp avec des taux de production d’énergie beaucoup plus grands et plus sen-
sibles & la température que le cycle pp. Le gradient de température devient donc plus fort dans le
coeur des étoiles massives et le transfert d’énergie est alors assuré par la convection.

Stades évolués. Lorsque I'’hydrogéne central est épuisé, 1’étoile quitte la séquence principale
pour continuer son chemin sur la branche des sous-géantes. La structure interne est désormais
similaire quelle que soit la masse dans l'intervalle considéré. A ce moment, la température centrale
n’est pas assez élevée pour que la fusion de I’hélium démarre. La fusion de I’hydrogéne en hélium
prend alors place dans une fine couche avec une température suffisante, située juste au-dessus d’un
coeur d’hélium inerte dont le rayon se contracte et la masse augmente avec le temps. En méme
temps, la base de la zone convective s’enfonce vers les couches centrales avant de remonter vers la
surface (en terme de coordonnées de masse, voir FIGURE . La, la base de la zone convective
peut atteindre des régions ou des réactions nucléaires ont déja eu lieu. Les produits de ces réactions
sont alors redistribués & travers toute la zone convective, changeant ainsi la composition chimique
de surface : c’est le premier dragage convectif, plus connu sous le nom anglais first dredge-up.
Lors de son retrait, la base de la zone convective laisse alors derriére elle un fort gradient de
composition chimique dans la couche la plus profonde qu’elle a réussi & atteindre. Parallélement,
I’étoile commence 1’ascension de la branche des géantes rouges. Dans cette phase, le coeur d’hélium
se contracte alors que le rayon de I’étoile se dilate fortement, jusqu’a 100 fois fois sa valeur sur la
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Chapitre 1. Quelques mots sur la modélisation de l'évolution et de la structure interne des étoiles
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F1GURE 1.3: Diagramme de Kippenhahn pour une étoile de 1 Mg, (d’aprés [Maeder|/2009). La masse nor-
malisée a la masse du Soleil est en ordonnée et I’age en abscisse (en milliards d’années).
Les régions nuageuses représentent les zones convectives. Les régions hachurées en diagonale
symbolisent les zones ot le taux de production d’énergie nucléaire a une valeur entre 1073
et 1072 W kg~ !, celles hachurées verticalement symbolisent les régions ot il est supérieur a
1072 W kg1

séquence principale; c’est 'effet miroir. En se contractant, la température et la densité du cceur
augmentent. L’augmentation de la densité dans le coeur est telle que les électrons sont dégénérés
lorsque la température de fusion de I'hélium (T = 10® K) est atteinte. Dans un tel milieu, la pression
est indépendante de la température ; quand la fusion de 'hélium commence, la production d’énergie
fait monter la température. Le taux de production nucléaire étant proportionnel & T avec v ~ 17
a ce stade évolutif, il augmente & son tour en élevant d’autant plus la température. La fusion de
Ihélium s’emballe générant une forte hausse de luminosité trés bréve : c’est le flash de I’hélium.
A ce moment précis, la masse du ceeur d’hélium est identique quelle que soit la masse initiale de
I’étoile dans 'intervalle considéré, du fait des propriétés du gaz dégénéré. Le coeur se dilate alors a
cause du fort dégagement d’énergie et la dégénérescence est levée : 1’étoile vient alors continuer sa
vie en transformant I’hélium en carbone et en oxygéne dans son ceeur sur une région particuliére
du diagramme H-R, encore appelée red clump en anglais. Toutes les étoiles de masse inférieure a
environ 1.8 My avec une métallicitéﬁ pas trop éloignée de celle du Soleil se retrouvent dans cette
méme région du diagramme H-R, avec une température proche de 5000 K et une luminosité proche
de 50 Lg. En effet, comme il vient d’étre dit ci-dessus, la masse du coeur d’hélium est trés similaire
pour toutes ces étoiles ayant passé le flash de ’hélium dans l'intervalle de masse considéré; elles
partagent donc des caractéristiques similaires, dont la luminosité et la température effective. On
peut encore noter que la masse limite supérieure des étoiles de faible masse passant le flash de
I'hélium, ainsi que leurs caractéristiques sur le red clump, dépendent de la métallicité (e.g., voir
Girardi| 2016, pour plus de détails).

Fin de vie. Lorsque I'hélium est épuisé dans les régions centrales alors composées de carbone
et d’oxygene, l'étoile évolue sur la branche asymptotique des géantes rouges (AGB) en brilant
I’hélium en couche au-dessus d’un cceur inerte en contraction. La luminosité augmente ainsi que
le rayon de la méme facon que sur la branche des géantes rouges. Néanmoins, pour les étoiles
de masse inférieure & 8 M), la température nécessaire a l'ignition de la fusion du carbone n’est

4. La meétallicité est définie comme ’abondance massique de tous les éléments chimiques plus lourds que ’hélium.
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1.4. Vers une modélisation plus réaliste : processus non-standard

jamais atteinte. L’augmentation de luminosité est telle que la pression de radiation pousse les
couches externes vers l'extérieur. L’enveloppe est finalement éjectée autour du ceeur de carbone et
d’oxygeéne. L’étoile finit alors sa vie sous forme d’une nébuleuse planétaire composée d’une naine
blanche centrale de carbone et d’oxygéne en lent refroidissement, qui est englobée par un nuage de
gaz composé d’hydrogéne, d’hélium et d’oxygéne ionisés, résidu de 'enveloppe stellaire.

1.3.3 Etoiles de masse intermédiaire (1.8 M, < M, <8 M)

A la différence des étoiles de faible masse, les étoiles de masse intermédiaire, en plus d’évoluer
plus rapidement que les autres, démarrent la fusion de I’hélium dans un milieu non-dégénéré. En
effet, les couches centrales de ces étoiles sont plus chaudes et moins denses, et la température des
électrons peut rester supérieure a la température de Fermi. Ainsi, le flash de ’hélium n’a pas lieu
pour ces étoiles et la fusion de I’hélium démarre de facon tempérée. Ces étoiles transitent donc
directement de la RGB & une région un peu plus chaude que le red clump, et simplement appelée
secondary red clump. L, elles transforment leur hélium centrale en carbone et oxygéne et finissent
leur vie en naines blanches de carbone et d’oxygéne, tout comme les étoiles de faible masse.

1.4 Vers une modélisation plus réaliste : processus non-standard

Le modéle standard donne une vision simplifiée de la vie des étoiles. Bien qu’il soit suffisant
pour décrire de facon globale I’évolution stellaire, il est néanmoins limité lorsqu’il s’agit de quantifier
avec précision les propriétés stellaires. En effet, différents processus physiques additionnels, dits non-
standard, peuvent modifier de fagon significative I’évolution et la structure interne des étoiles, et
avoir de sérieuses conséquences sur la détermination de leurs propriétés, et notamment de leur age
(e.g., Lebreton et al.|2014a). Ceux-ci sont associés en général a des processus de transport. Parmi
les plus importants, on peut noter la diffusion microscopique, le mélange turbulent dans les régions
aux interfaces entre les zones convectives et radiatives, ainsi que les phénomeénes induits par la
rotation (e.g., Noels et al.[2016).

Diffusion microscopique. La diffusion microscopique correspond au transport des éléments
chimiques les uns par rapport aux autres, sous l'effet de la gravitation (par différence de masse),
du gradient de composition chimique ou de température (e.g., [Vauclair & Vauclair|[1982). Dans
les étoiles assez massives pour que la pression de radiation soit importante, il ne faut pas non
plus oublier Veffet des accélérations radiatives (e.g., [Michaud [1970). I’évolution temporelle de
I’abondance massique du i-éme élément peut alors s’écrire de fagon générale (e.g., Lebreton et al.

2014al)
8t a < at >nuc - ﬁa <lr. le%) + T2 87” (T pDZ 87’ > ? (120)

ol le premier terme du membre de droite provient des réactions nucléaires, V; est la vitesse mi-
croscopique par rapport & 'élément le plus abondant, et D; est le coefficient de diffusion associé
a d’autres processus turbulents (comme la convection) et/ou diffusifs. Par exemple, le triage gra-
vitationnel, par effet de masse, aura tendance & faire diminuer ’abondance de ’hélium au profit
de ’hydrogéne dans I'enveloppe convective des étoiles de faible masse. Cela aura notamment des
conséquences sur 'opacité de 'enveloppe convective et se répercutera sur la luminosité de 1’étoile
(e.g., voir FIGURE , sur la valeur du gradient de température et donc sur 1’épaisseur de la zone
convective (e.g., Bahcall & Pinsonneault||1992). Autre exemple, dans les étoiles plus massives, le jeu
du triage gravitationnel (vers l'intérieur de 1’étoile) et des accélérations radiatives (vers I'extérieur
de ’étoile) peut provoquer une accumulation d’éléments chimiques tels que le fer dans certaines ré-
gions particuliéres. La, 'augmentation de I'opacité induite peut donner naissance & une fine couche
convective et donc un mélange turbulent efficace des éléments chimiques (e.g., Deal et al.[[2016).
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Chapitre 1. Quelques mots sur la modélisation de l'évolution et de la structure interne des étoiles
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FIGURE 1.4: Tracé évolutif dans le diagramme HR pour des modéles de 1 M, (d’aprés [Eggenberger et al.
2010). La ligne continue et les tirets correspondent respectivement & des modéles sans rota-
tion calculés avec et sans diffusion microscopique. Les lignes pointillées et en tirets-pointillés
indiquent des modéles en rotation, avec une vitesse de rotation initiale de 50 km s~!, calcu-
lés avec et sans diffusion microscopique respectivement. Les tracés s’arrétent & la fin de la
séquence principale.

Ces exemples montrent la nécessité de considérer la diffusion microscopique dans les modeéles pour
pouvoir quantifier I’évolution de la composition chimique interne et son impact sur la structure de
I’étoile.

Interfaces convective-radiative. Un des grands points faibles du modéle standard est 1ié a la
description utilisée pour la convection. Le caractére local de la théorie de la longueur de mélange
pose notamment un certain nombre de questions en ce qui concerne le traitement des régions
convectives a la frontiére avec une zone radiative. En effet, dans cette théorie, la vitesse des éléments
convectifs et le gradient de température dépendent des quantités physiques définies dans une méme
couche. En conséquence, un élément fluide doit arréter sa course au niveau de la limite donnée par
le critére de Schwarzschild. Or, dans la réalité, il peut pénétrer par inertie sur une certaine distance
dans les couches radiatives adjacentes stablement stratifiées : c’est ce que 'on nomme 'overshooting
(e.g., Dintrans 2009)). Ce phénomeéne a déja été observé et étudié dans des simulations numériques
(e.g., Brummell et al|2002; Rogers et al. [2006; Pratt et al|2017). Dans les modeéles d’évolution
stellaire 1D, ce processus est pris en compte en autorisant ’extension de la zone convective sur une
certaine distance, notée d,y, au-dela du niveau ol le critére de Schwarzschild est vérifié. La distance
caractéristique d’extension est supposée étre de la forme

dov = 0y min(Hp, 1) , (1.21)

oll oy est le parameétre d’overshooting. Différentes prescriptions analytiques existent. Certaines
proposent par exemple une simple extension adiabatique de la zone convective (e.g., [Zahn 1991))
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1.4. Vers une modélisation plus réaliste : processus non-standard

ou encore une transition exponentielle associée & un coefficient de diffusion turbulent & prendre
en compte dans Eq. (e.g., Zhang & Li|2012)). Ce processus est d’importance majeure sur la
composition chimique des étoiles et leur évolution. Il permet par exemple de réalimenter les coeurs
convectifs en combustible. Les réactions nucléaires dans les régions centrales peuvent donc étre
entretenues plus longtemps, résultant en un allongement du temps de vie sur la séquence principale
pour les étoiles de masse supérieure a 1.3 M.

Rotation et processus associés. Lors du processus de formation stellaire, les fragments du
nuage moléculaire originel possédent une vitesse de rotation initiale de trés faible valeur, mais
qui, par conservation du moment cinétique lors de la phase d’effondrement gravitationnel, peut
résulter en de plus ou moins fortes vitesses de rotation au début de la vie des étoiles. Dans le cas
des rotateurs rapides, la force centrifuge est assez forte pour aplatir de facon notable la forme de
I’étoile et remettre en question I’hypothése de symeétrie sphérique (e.g., Maeder|[2009; Reese |2015).
De plus, méme dans le cas des rotateurs faibles ou la distorsion de la structure a 1’équilibre par la
force centrifuge peut étre négligée, la rotation peut avoir un impact sur la vie de I'étoile et doit
étre prise en compte (e.g., Maeder & Meynet| 2000; |[Eggenberger et al.|2010; Eggenberger [2015;
Meynet et al.|2016). En effet, nous verrons plus loin que la rotation induit différents processus
de transport internes. Ceux-ci vont influer sur la composition chimique de surface ou la position
dans le diagramme H-R & un age donné (voir FIGURE [L.4). Ils peuvent aussi, de facon similaire &
I’overshooting, réapprovisionner les cceurs convectifs en hydrogéne, augmentant de ce fait le temps
de vie sur la séquence principale de ces étoiles. En paralléle, la prise en compte de la rotation sur
la structure interne nécessite aussi, dans un souci de cohérence, de suivre I’évolution du moment
cinétique interne. Ceci doit encore faire appel & d’autres processus additionnels (voir Chapitre [4)).

Tous ces processus non-standard ont une influence sur la structure interne des étoiles et sur
leurs propriétés intrinséques observables. Ils vont donc modifier le tracé évolutif des étoiles dans le
diagramme H-R (e.g., voir FIGURE|L.4|pour la rotation et la diffusion microscopique). En particulier,
la datation des étoiles basée sur les observables classiques (luminosité, température effective et
abondances) en est significativement affectée avec une incertitude sur 'estimation de I’age qui peut
dépasser les 30%, et ce en ne considérant 'effet que d’un seul processus a la fois (e.g., Lebreton et al.
2014a; [Meynet et al.|2016)). Une meilleure compréhension de ces processus nécessite de nombreuses
contraintes et un moyen efficace de sonder les régions internes. C’est ce que ’étude des oscillations
stellaires a le potentiel de nous procurer.
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Apports de 'astérosismologie a 1’étude
des intérieurs stellaires
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A la suite d’une perturbation, une étoile peut osciller autour de son état d’équilibre. Les pro-
priétés des oscillations dépendent des propriétés du milieu stellaire ; leur observation nous permet
donc de sonder les couches profondes de 1’étoile, inaccessibles en temps normal. Dans ce chapitre,
la théorie des oscillations stellaires est introduite. Un certain nombre d’hypothéses simplificatrices
sera utilisé pour rendre le probléme soluble analytiquement. Dans un premier temps, les propriétés
des modes d’oscillation seront analysées. Dans un deuxiéme temps, ’apport des observations sis-
miques & ’étude de intérieurs stellaires sera discuté. En se basant sur des arguments simples, on
montrera que 'astérosismologie peut fournir de I'information sur les caractéristiques intrinséques
des étoiles, et que des diagnostics sismiques appropriés peuvent apporter des contraintes aussi bien
sur les propriétés stellaires fondamentales (masse, rayon), que sur la structure interne (e.g., rotation,
interface radiative-convective, etc.).
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Chapitre 2. Apports de ’astérosismologie a ’étude des intérieurs stellaires

2.1 Theéorie des oscillations linéaires adiabatiques dans les étoiles

2.1.1 Structure a I’équilibre

A la différence du Chapitre[I] I'existence possible d'un écoulement dans I’état d’équilibre carac-
térisé par un champ de vitesse Vy(7) est prise en compte. Les équations de continuité, de I’équilibre
hydrostatique et de Poisson sont alors données par

V- (poVo) =0 (2.1)
p(Vo - V)Vo = —=Vpo — pV¥g (22)
A\I’U == 47’er0 y

ol V est l'opérateur nabla, et pg, 1g et pg représentent la densité, le potentiel gravitationnel et la
pression & I’équilibre. Pour étre complet, ces deux équations doivent étre complétées par 1’équation
de conservation de I’énergie et une équation d’état p(p, T, X;), comme rappelé dans le Chapitre .

2.1.2 Perturbations linéaires de I’état d’équilibre

Supposons qu’a un moment de son évolution, une étoile soit légérement perturbée de sa position
d’équilibre. Le temps de réponse i cette perturbation doit étre de ’ordre de 1’échelle de temps
dynamique, c¢’est-a-dire trés inférieur aux échelles de temps caractéristiques de ’évolution stellaire.
L’étoile va donc osciller autour de son état d’équilibre. Sur un intervalle de temps de l'ordre de
plusieurs périodes d’oscillation, la structure a 1’équilibre peut de plus étre supposée indépendante
du temps.

Dans la suite, on note 5 le vecteur déplacement d’un élément fluide par rapport & sa position
d’équilibre, notée 7, tel que

Ert)y=7r—1p . (2.4)
La perturbation Eulérienne X’ de toute quantité physique X est égale a
X,(F>t) = X(Fa t) _XO(’F) ) (25>

ou Xy est la valeur a l’équilibre. Dans 'approximation d’oscillations linéaires, la perturbation
Lagrangienne est quant a elle donnée par

—

0X (7 t) = X(F+&,t) — Xo(T,t)
X'(7,t) + (€ V) Xo(7) - (2.6)
Dans le cas général d’un état d’équilibre caractérisé par une vitesse d’écoulement ‘70, la vitesse
totale Viot = Vp + ¥, ol U est la perturbation Eulérienne du champ de vitesse, est égale a
- dv
tot = E )

ot d/dt est la dérivée Lagrangienne, de telle sorte que, pour toute quantité associée a 'onde X’
(ou §X), on obtienne au premier ordre

dxX’ X' /o =\ ., OX
dt ot +(Vt°t'V)XN ot

11 est aussi utile pour la suite de définir la perturbation Lagrangienne de vitesse 0 comme

2.7)

+ (170-6) X' (2.8)

57 = Vit (7o + €) — Vo (7o)
_dF dip _dE

dt dt

o (2.9)
~ 5 + ( ) (2.10)
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2.1. Théorie des oscillations linéaires adiabatiques dans les étoiles

Selon Eq. (2.6, la perturbation Eulérienne de vitesse est alors reliée au vecteur déplacement par

7= 60— (5-6)170. (2.11)

2.1.3 Equations d’oscillation linéaires adiabatiques
2.1.3.a Equations perturbées et approximation adiabatique

En ne gardant que les termes du premier ordre et en oubliant dans la suite l'indice 0 pour
toutes les variables a 1’équilibre exceptée la vitesse de 1’écoulement, les équations perturbées de
conservation de 'impulsion et de Poisson sont égales &

817 7 = — — = 7 1 = / p/ - = !
St (Vo V) 5+ (7-9) Vo = —- ¥/ = L ¥p— Vo (2.12)
ot P p

AV = 47Gp' | (2.13)
ou Egs. (2.2) et (2.3) ont été utilisées. Pour aller plus loin, il est intéressant de réécrire I’équation
de continuité perturbée d'un point de vue Lagrangien. Au premier ordre, celle-ci peut s’écrire en

utilisant Eq. (2.8)) comme

%"Mpﬁ%wﬁaﬁ:o

§p o - . [(b6p - Lo .
%f—é—%-Vdp%—V‘(:p%)—%'V5P+PV'577:0
o6 N 0p= — -
”+pvo~v<”>+pv-(p%)+pv-5ﬁ_o.
ot P P

En divisant par p la derniére équation et en utilisant Eqgs. (2.1) et (2.9]), ’équation de continuité
linéarisée peut alors s’écrire comme

d (p\ o [dE)
a4 <p> L. <dt> _0. (2.14)

Enfin, les oscillations sont supposées adiabatiques. Cette hypothése joue le role de conservation de
I’énergie. En d’autres mots, les échanges de chaleur entre le milieu environnant et tout élément
fluide déplacé de sa position d’équilibre sont nuls. Cela revient a faire I’hypotheése que la variation
Lagrangienne d’entropie spécifique est nulle, soit 65 = 0. Cela permet de relier les perturbations
Lagrangiennes de pression et de densité par

op=c2op (2.15)

ot ¢ = (T1p/p)t/? est la vitesse du son, avec 'y = (91np/3p)s,, le premier indice adiabatique. En
terme de variables Eulériennes, cela se traduit par la relation

/ /
%:rl (ZJrg.A‘) : (2.16)

oll 'on a défini le discriminant de Schwarzschild
I 1 -
AzVInp—F—Vlnp. (2.17)
1

En anticipant sur la suite, ce dernier nous permet de définir la fréquence caractéristique de Brunt-
Viisdléd, N, telle que son carré soit égal a

N2=G- A. (2.18)
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Chapitre 2. Apports de ’astérosismologie a ’étude des intérieurs stellaires

2.1.3.b Hypothéses simplificatrices

Dans la suite, nous utiliserons les hypothéses suivantes pour pouvoir traiter le probléme de
facon analytique et de facon simple :

1. Rotation azisymétrique radiale : on considére une étoile en rotation axisymétrique, ne dé-
pendant que de la coordonnée radiale et caractérisée par le vecteur rotation Q= Q(r)e,, ou
€, est le vecteur unitaire suivant la direction z dans un systéme de coordonnées Cartésien
dont l'origine correspond au centre de ’étoile. La vitesse de rotation est alors égale a (e.g.,
Unno et al.||1989))

Vo =7AQ=rsinb0é, (2.19)

ol €, est le vecteur unitaire suivant la direction azimutale dans un systéme de coordonnées
sphériques.

2. Limite des rotateurs lents[] :la rotation est supposée assez faible pour que 'effet de la force
centrifuge sur la structure interne puisse étre négligé. L’étoile a 1’équilibre conserve donc
la symétrie sphérique et les quantités physiques internes restent essentiellement radiales.
L’équilibre hydrostatique est alors donné par la relation habituelle, dp/dr ~ —pg.

3. Approzimation de Cowling : la perturbation du potentiel gravitationnel est négligée (i.e.,
U’ 2~ 0). Cette hypothese est notamment valide pour les oscillations dont la longueur d’onde
horizontale ou radiale est trés faible par rapport & D’échelle de variation de la structure
a l’équilibre. Cette approximation simplifie grandement 1’analyse des oscillations stellaires
puisqu’elle permet de réduire le systéme d’équations du quatriéme ordre représenté par
Eqgs. (2.12), (2.13)), (2.14)) et (2.15) & un systéme d’équation du second ordre. Cette hypothése
a été proposée en premier par Cowling (1941) puis vérifiée numériquement dans le cas
des hauts ordres radiaux (e.g., Christensen-Dalsgaard [1991). Nous verrons plus loin qu’une
résolution analytique des équations d’onde prenant en compte la perturbation du potentiel
gravitationnel est néanmoins possible dans le cas des oscillations radiales et dipolaires.

4. Entrainement des ondes par le fluide : enfin, 'influence de la force de Coriolis et du gradient
de rotation sur la dynamique des oscillations est négligée. Seul ’entrainement par la rotation
est pris en compte, c’est-a-dire le changement de la fréquence intrinséque de l'onde (c’est-a-
dire la fréequence dans le référentiel local en co-rotation) par effet Doppler. Cette hypothése
est valable si la fréquence intrinséque des oscillations est plus de deux fois supérieure au
taux de rotation local.

Ces différentes approximations vont nous permettre de résoudre analytiquement I’équation d’onde
en suivant une méthode similaire & celle utilisée par Osaki (1975) et [Unno et al.| (1989), mais en
prenant en compte la variation de la fréquence intrinséque de ’onde par effet Doppler.

2.1.3.c Equation d’onde du second ordre

Sous les hypotheses précédentes, il est possible de mettre les équations d’oscillation linéarisées
sous la forme d’une équation différentielle linéaire du second ordre pour laquelle de nombreuses
méthodes de résolution analytiques existent. On suit ici le développement proposé par |Osaki (1975)
et [Unno et al| (1989). D’abord, les approximations précédentes permettent de réduire le systéme

1. Au contraire, les rotateurs rapides sont des étoiles avec une vitesse de rotation proche de la vitesse critique, i.e.
la vitesse de rotation nécessaire pour que la force centrifuge contrebalance l'attraction gravitationnelle (e.g., Maeder
2009). Par exemple, la vitesse de rotation du Soleil est d’environ 1.9 km s~' en surface, i.e. environ 0.5% de sa
vitesse critique (rotateur lent), tandis que la vitesse de rotation (projetée le long de la ligne de visée) a la surface de
’étoile Altair est proche de 240 km s™* (e.g., [Bouvier|2013 pour une revue sur la mesure de la rotation stellaire),
i.e. estimée a plus de 80% de sa vitesse critique (rotateur rapide). La modélisation des rotateurs rapides et le calcul
de leurs oscillations sont en général complexes et nécessitent de traiter le probléme en 2D (e.g., |[Reese|2015]).

20



2.1. Théorie des oscillations linéaires adiabatiques dans les étoiles

laB me=3

-_.Z’.-’

FIGURE 2.1: Représentation des harmoniques sphériques Y}, pour [ = 6 et différentes valeurs de m. Les
parties sombres représentent les zéros et les zones colorées symbolisent les zones positives ou
négatives (Crédit : J. W. Leibacher, National Solar Observatory).

d’équations a résoudre a (e.g., Unno et al.||1989)

d / / =
i = 2.2
pgy VP —Pg=0 (2.20)

d (6p\ = [dE
. — 2.21
dt(p)+v (dt 0 (2.21)

op—c2op=0, (2.22)

ound/dt = 9/0t+Q0/0p est la dérivée par rapport au temps dans un référentiel en co-rotation avec
Pétoile, et § = VU = —g €, est Paccélération gravitationnelle. Le vecteur déplacement associé &
l'onde est développé sur la base généralisée des harmoniques sphériques (voir FIGURE [2.1| pour une
illustration) tel que

EF ) = Grum(rt) Y™ (0,0) & + Epym(r,t) rVY™(0,¢)
lm
+Erum(r,t) VALY (0,0) re] (2.23)
ou (r,0,¢) sont les coordonnées sphériques, [ est le degré angulaire, m est le nombre azimutal,
ér est le vecteur radial unitaire, et &.; ., {pim €t {rm sont respectivement les composantes
radiale, poloidale et toroidale du champ de déplacement associé & 'onde. De la méme fagon, les

perturbations Eulériennes de pression ou de densité sont décomposées sur la base des harmoniques
sphériques, comme par exemple pour la perturbation de pression,

P(F) =Y bl )Y,7(8,9) - (2.24)
I,m
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Chapitre 2. Apports de ’astérosismologie a ’étude des intérieurs stellaires

En prenant la transformée de Fourierﬂ de Egs. (2.20)-(2.22) et en utilisant le fait que les dérivées
par rapport au coordonnées spatiales commutent avec la transformée de Fourier, on obtient

N v V]
e Y e (2.25)
PP
0p -
?p+v‘§=o (2.26)
oy 2dp e 22
0p=p + & =0p/c” = (D' —pg&r)/c” (2.27)

ol 6 = 0 — mf) est le fréquence intrinseque de ’onde modifiée par l'effet Doppler relativement &
un référentiel inertiel, c’est-a-dire telle que mesurée dans un référentiel local en co-rotation avec
I’étoile, et &, est la composante radiale du déplacement associé a I'onde. La partie horizontale de
Eq. permet de relier le champ de déplacement horizontal & la perturbation de pression ﬁf,m
par

Ch=-—5Vid =) —5—V.Y"(0,9), (2.28)
pG? %:L p&? ’

avec V 1 Popérateur nabla suivant la direction horizontale. Par identification avec Eq. 1D on en

déduit que la composante toroidale du déplacement est nulle quels que soient [ et m, soit {17, = 0.

Le déplacement horizontal est donc purement poloidal et sa magnitude est notée pour tout [ et m

Ppm(rst)

v (2.29)

Eniom =EPim =

Pour aller plus loin, on procéde de la méme maniére que [Unno et al. (1989, voir Eq. 13.40). On
prend la divergence horizontale de Eq. , on remplace la divergence horizontale du vecteur
déplacement & 1’aide de Eq. , puis on exprime 5,0 en fonction de p’ suivant Eq. , de facon
& obtenir ,

Fp - %gr + 1288
p r? or

. 1 -
2 2 o
(26 + Vi =0 (2.30)

De fagon similaire, en utilisant Eq. (2.27)) pour exprimer 5" en fonction de p’, la composante radiale

de Eq. (2.25]) peut s’écrire

10p' . 1 dln dln 52\ -
A < p p U)grzo. (2.31)
por  pc

Enfin, le systéme d’équations linéaire du premier ordre pour les variables ér,l,m(r, w) et Py, (r,w) est
obtenu en utilisant la décomposition en harmoniques sphériques suivant Eq. (2.24) et en projetant
sur Y;™(6, ¢) pour aboutir a

Ldas g SZN\ Blm

e (P6um) = Glam+ (1-55) M —o 232
1 dﬁ27m g 2 A2\ &£
; dr Epl,m + (N -0 )57',l,m =0, (233)

2. La transformée de Fourier d’un champ vectoriel X (7, t) est définie par

—+oo

—

X(F o) = X (7 t)e tdt

— 00

ol 7 est le nombre imaginaire pur et o est la pulsation de ’onde par rapport a un référentiel inertiel.
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2.1. Théorie des oscillations linéaires adiabatiques dans les étoiles

ol 57 et N sont respectivement les fréquences de Lamb et de Brunt-Viisila données par

11+ 1)c?

S = 2.34
l r2 ( )
1 dlnp dlnp
N =g(=— — : 2.
g (n dr  dr ) (2:35)
Pour la suite, il peut étre utile de réécrire la fréquence de Brunt-Vaisild comme
90 @
N? =2 (Vg = V+ LV 2.36

ol on a utilisé les quantités thermodynamiques suivantes (e.g. [Maeder| 2009; Kippenhahn et al.

2012)
B Jlnp _ (Olnp _ (dnp
0= <81nT>p’H P <3ln,u>pj et V= <dlnp> ' (2.37)

En suivant [Unno et al.| (1989} Section 15.1), le changement de variable suivant

Y1 = rzé,n,lm exp (—/ C’;dr) (2.38)
0

A1
m T PJZ

Yo = pLeXp <—/ dr> , (2.39)
P o g

est utilisé pour transformer Eqs. (2.32)) et (2.33)) sous la forme canonique

dyy

— 2.40
dr q1Yy2 ( )
dyo
— = 241

avec

a1 = h(r)f <S§ - 1) (2.42)

G = r2i(r) <1 - ]522> (2.43)

h(r) = exp UO <J\; - 5;) dr} . (2.44)

Enfin, pour retrouver une équation d’onde du second ordre dans sa forme la plus usuelle, on dérive
d’abord Eq. par rapport & r puis on exprime yo et sa dérivée en fonction de y; et de sa
dérivée par le biais de Eqs. —. On procéde d'une maniére similaire a partir cette fois de
Eq. (2.41). Pour finir, on procéde au changement de variable

Vi (1) = a2y = <5> re|=5 =1
(&

-1/2
Eriim (2.45)

-1/2
lym >

N

Wim(r) = a2l ?y2 = (pep) ™V /?r|N? — 67

(2.46)

avec p. la densité au centre de I’étoile, ce qui méne aux deux équations suivantes du second ordre
pour vy ., et pour wi ,,

d>vim '

drlﬁ + [k = f(q)] vigm =0 siqr#0 (2.47)
d>wym _
Tlé + k7 = f(g2)] Wigm = 0 siqa #0, (2.48)
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oil k2 est donnée par

6% (S} N?

C

et la fonction f est définie par

1 42X |12 1 d’°x 3<d1nX\>2 . (2.50)

X)=|xpe 2 e
FX) = 1X] dr? 2X dr? +4 dr

Pour compléter Eqs. (2.47) et (2.48), les variables v;,, et w;,, sont reliées 'une a l'autre par
Eqgs. (2.40) et (2.41), c’est-a-dire

1 (dwy, o 1dIn|go]
~2 2 1 l q2
Z 2.51
Vim(r) = sgn(6* — N°)|k,| ( T 5 dr > (2.51)
. (dv ldln|q|
2 ~2 1 Im q1
w : m oy _ 2.52
L (1) = sgn(S} — %)k | < o T3 ar ) (2:52)

L’ensemble des équations (2.45)-(2.52)) va nous permettre d’étudier les propriétés des oscillations
stellaires dans les sections et chapitres suivants.

2.2 Modes propres d’oscillation dans les étoiles de type solaire

2.2.1 Diagramme de propagation

Dans la suite, on se place dans le cas oil la longueur d’onde radiale des oscillations est beaucoup
plus petite que la distance caractéristique de variation des quantités a ’équilibre qui doit étre de
lordre de H,, I’échelle de hauteur de pression. Cela nous autorise donc en premiére approximation
a negliger les fonctions f(q1) et f(q2) dans Egs. et (2.48), puisqu’en ordre de grandeur
flq1) ~ 1/Hg ~ f(q2). Localement, le nombre d’onde radial est ainsi égal & k2 donné par Eq. .
Cela nous fait alors considérer deux types de régions :

e Régions o1 k2 < 0 : les solutions de I’équation d’onde dépendent exponentiellement du
rayon. Néanmoins, seule la solution évanescente est considérée car sinon, la solution diver-
gerait et I'approximation linéaire ne serait plus vérifiée. Cela est vrai dans les régions qui
satisfont

(62> N? et 6°<SP) ou (62 < N? et 62> 87). (2.53)

e Régions o1 k2 > 0 : les solutions de I’équation d’onde sont oscillantes. Cela est vrai dans
les régions qui satisfont

(62> N? et %> 57) ou (62 < N?* et 62<SP), (2.54)

et qui constituent les cavités résonantes.

Les cavités résonantes correspondent donc aux régions ol peuvent se propager des ondes progres-
sives ou s’établir des ondes stationnaires. Elles ne dépendent que des profils internes des fréquences
de Brunt-Viiséilé et de Lamb. Celles-ci sont représentées pour un modéle solaire sur la FIGURE
Dans une étoile de type solaire, les oscillations & basses fréquences peuvent exister dans la région
radiative interne, en-dessous de la zone convective ou la valeur du gradient de température est
quasi-adiabatique (i.e., N? ~ 0) : elles correspondent & des ondes internes de gravité ayant comme
force de rappel la poussée d’Archiméde (voir le Chapitre . Les oscillations & hautes fréquences,
elles, peuvent se propager en surface. Elles correspondent aux ondes ayant comme force de rappel
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Diagramme de propagation dans un modéle solaire calculé avec le code d’évolution CESTAM

(Marques et al|[2013). Les fréquences de Brunt-Véisild (ligne continue bleue) et de Lamb

(tirets) sont représentées. Les couleurs rouge, vert et magenta correspondent a [ = 1,5 et 20
respectivement. Les fléches délimitent les cavités de propagation pour un mode de gravité de
fréquence v = 50 uHz (en bleu), et un mode de pression de fréquence v = 1000 pHz et de
degré angulaire [ =5 (en vert).
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FIGURE 2.3: Représentation de la propagation des ondes de pression dans un plan passant par le centre
d’une étoile (d’aprés J. Christensen-Dalsgaard). Plus le degré angulaire est élevé, plus le
nombre de réflexion subie a la surface est élevé, et moins ’onde peut se propager en profon-
deur.

la pression. Ces ondes longitudinales sont caractérisées par une relation de dispersion reliant le
vecteur d’onde a la fréquence intrinséque de ’onde qui vaut

6’2

BT R (2.55)
oil k, est la composante radiale du nombre d’onde et k;, = \/I(l + 1)/r? est la norme de la compo-
sante horizontale de vecteur d’onde (qui se déduit de I’équation aux valeurs propres des harmoniques
sphériques, fonctions propres de 'opérateur Laplacien horizontal). Celle-ci peut étre réécrite sous
la forme plus connue k2 ~ 62 /c. Ces ondes sont donc non-dispersives, leur vitesse de propagation
ne dépend pas de la fréquence et est égale & la vitesse du son. En surface, la décroissance rapide
de la vitesse du son, due a la chute de la densité, provoque la réflexion des ondes de pression (ou
k? = 0). Au contraire, & mesure qu’elles se propagent vers l'intérieur de 1'étoile, I’augmentation
progressive du rapport ¢/r provoque une diminution de la composante radiale du vecteur d’onde
alors que sa composante horizontale augmente comme 1/r; 'énergie des ondes de pression est donc
petit & petit réfractée vers la surface jusqu’a ce qu’elles atteignent leur point de réflexion intérieur
ol k2 =0, c’est-a-dire ot S; ~ & définissant le rayon de réflexion ry = \/I(l + 1)¢/6. En ce point,
le nombre d’onde est essentiellement horizontal, I’énergie de I’onde change de sens de propagation
et retourne vers la surface (voir FIGURE [2.3| pour une illustration). De plus, plus le degré angulaire
est bas, plus les ondes de pression peuvent se propager en profondeur.

Dans I'approximation ot les effets non-adiabatiques sont faibles, les ondes vont faire de multiples
allers-retours dans les cavités résonantes. En imposant des conditions limites au centre et la surface
de I’étoile, seules les ondes avec des fréquences particuliéres vont pouvoir interférer constructivement
et entrer en résonance. Des ondes stationnaires peuvent alors s’établir : ce sont les modes propres.
Nous allons voir dans les prochaines sections que les fréquences propres de ces modes d’oscillation
portent la signature des propriétés stellaires et de la structure interne.
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2.2.2 Expression asymptotique des modes de pression et grande séparation

Dans cette section, la dérivation de l'expression des fréquences propres pour les modes de
pression proposée par [Shibahashi| (1979) et Unno et al.| (1989)) est reproduite. Les conditions limites
aux bords de I’étoile pour les perturbations associées aux modes sont supposées étre nulles. La
démonstration suit la méthode JWKB (pour Jeffreys-Wentzel-Kramers-Brillouin) et suppose que
la longueur d’onde radiale est beaucoup plus petite que ’échelle caractéristique de variation de la
structure interne dans les régions loin des points tournants. Les points tournants correspondent
aux régions ott k2 — f(q1) = 0 = k? — f(q2). Cela revient donc a négliger f(q1) et f(go) par rapport
4 k2 dans Eqs. et respectivement, ainsi que les dérivées de ¢o et ¢; dans Eqgs. et
(2.52) respectivement. Dans les régions au voisinage des points tournants, quelques précautions sont
a prendre néanmoins. Premiérement, les points oll ¢; ou g2 s’annulent sont respectivement singuliers
pour Egs. et . Ainsi, dans une région o ¢; posséde un zéro (i.e., ol 512 = 62), ’équation
doit d’abord étre considérée pour obtenir w; ,,, avant d'utiliser Eq. pour obtenir v; ,,.
De méme, dans une région oil gz posséde un zéro (i.e., ot N? = 2), I'équation doit d’abord
étre considérée pour obtenir v; ,,, avant d'utiliser Eq. pour obtenir w; ,,. Deuxiémement, au
voisinage de la région ol go s’annule par exemple, la valeur de k2 tend vers 0 et f(q1) ne peut
plus étre formellement négligé. Néanmoins, on peut s’attendre & ce que le gradient des quantités
a 'équilibre dans le voisinage de ce point reste a peu prés constant et de 'ordre de 1/H), de telle
fagon que le terme f(gq1) ait pour unique conséquence un faible décalage du point tournant ou
k. — f(q1) = 0 par rapport au point ot k2 = 0. Dans un souci de simplicité, I'impact de ce facteur
peut donc étre négligé en premiére approximation dans le cas des modes de pression et de gravité.
Dans la suite, les termes f(g;), avec i = 1 ou 2, seront donc négligés et on fera correspondre les
points tournants aux points ott ¢; = 0. Nous verrons dans la troisiéme partie qu’une telle hypothése
est cependant invalide lorsque deux points tournants sont proches I’'un de 'autre, ce qui peut étre
le cas pour les modes mixtes dans les étoiles évoluées.

La méthode consiste donc a déterminer les fonctions propres autour de chaque point tournant
vérifiant ¢; = 0 aux deux bords de la cavité, puis & relier asymptotiquement les deux solutions
au centre de la cavité. Une solution globale approchée est alors obtenue et permet de dériver la
condition de résonance, encore connue sous le nom de relation de phase, en imposant des conditions
limites. La procédure de résolution peut étre résumée en considérant le cas général d’une fonction y
vérifiant une équation du type de Egs. et et qui est définie autour d’un point tournant
r; tel que ¢;(r;) = 0. La méthode usuelle consiste a faire une transformation de Green-Liouville
telle que

dr

Y=l

~1/2 ar\ 2
y avec (= <dC> (k2 = flaj=)] (2.56)

ce qui permet d’obtenir une nouvelle équation pour la variable Y vérifiant
d?y dr
— — — ||Y=0. 2.57
w1 (%) (257

En négligeant pour les mémes raisons que celles données dans la discussion précédente les terme
associés a la fonction f, la solution de cette équation est donnée par

Y =a Ai(Q) +b Bi(C) , (2.58)

ot A;(C) et B;(¢) sont les fonctions d’Airy, et la variable ( est reliée a r par

3/ ey |dr
2 ),

avec 7; le point tournant considéré ot k2 s’annule. Les conditions limites nulles imposent b = 0
puisque la fonction B;(() diverge lorsque ( — —o0, ce qui correspond aux régions évanescentes ou

2/3

¢ = sgn(k?) , (2.59)
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k? < 0. En utilisant le développement asymptotique de A4;(¢) en +oo et I'expression de ¢ donnée
dans Eq. , le fonction propre y est alors donnée dans une région assez éloignée des points
tournants out k2 > 0 par
T
/ k.dr
-

7

™

o 2 os -5 (2:60)
T

si bien que la variable associée z définie similairement a Eq. (2.52]) est donnée par

r T
kydr| — =) . 2.61
[mel-5) . ew

Appliquons ces résultats au cas des modes de pression. Dans ce contexte, le point tournant interne
noté riy est tel que ¢ = 0 et le point tournant externe noté rey est tel que go = 0. Dans une région
assez ¢loignée des deux points tournants, disons en 7, on doit avoir 1’égalité des fonctions vy, et
Wi issues de ring et rexe, ce qui donne en appliquant Egs. et (2.61]) ou cela est possible

T Text
Wim ~ %W—m cos </ e dr — D ~ _%M—w sin </ kpdr — D (2.62)

int

T Text
Vl,m ~ —%‘kr|_l/2 sin </ k:,ndr — Z) ~ %“{,’T‘_l/Q coS (/ /{:rdr — Z) . (263)

int

En multipliant Egs. et avec cos ([7 kydr — T) et sin ([T k,dr — T) respectivement,

puis en additionnant, on obtient comme condition

Text Text
sin </ k:rdr> =0 = / kydr = nm | (2.64)

int int

_1dy a o-1/2
z ~ sgn(qj-+i)| kr| 1% ~ —sgn(r — ri)sgn(q#i)ﬁmr\ /2 in (

oll n est un entier. La résonance apparait donc lorsque I’épaisseur de la cavité est égale & un nombre
semi-entier de longueur d’onde. Pour déterminer I'expression asymptotique des fréquences propres,
Unno et al. (1989)) ont calculé I'intégrale du nombre d’onde radial en supposant que rexs ~ Ry a la
surface et qu’il existe un rayon 7, entre riy et la surface tel que

ol

pour 7, K 1 < Ry
(2.65)

ol

L
1_§

k: ~ SQ 1/2
" ( ) pour Ting <7 S Ty

et tel que la vitesse du son soit constante et égale & sa valeur au centre de 'étoile, cg, pour r < ry.
Ainsi, en négligeant la rotation (i.e., ¢ = o), l'intégrale du nombre d’onde est approximativement

égale a
Text I 52 1/2 R,
/ krdr%/ "(1-%) dr+/ Zdr
T T c o Tx C

int int
T A2:2 1/2 R
z/ z <1— jg) dr+/ Zar, (2.66)
Tint €0 o-r Tx ¢

ou A = /I(l +1). La premiére intégrale du membre de droite de 1’équation précédente peut alors
étre obtenue en faisant le changement de variable x = Acy/or, avec z allant de 1 & x4 = Tint /7
puisque pour le point de réflexion interne riyy = coA/o. Cette intégrale donne alors

™ or A2\ 2 dr ! oy 1/2 da
A/’r: M<1_02r2> r—A/x*(l—x) ﬁ

int

/1 — 22
ATV arcsin(a:*)]
2 x>
~ A I:_ﬂ— 4 " :l , (2.67)
2 Tint
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avec 'hypothése z, < 1. En remarquant que, sous les hypotheses précédentes, on a ry/ring =
rvo /Ay = for* odr/Ac, on obtient d’apres Egs. (]2.64[), (]2.66[) et (]2.67[)

T R
ext * d
kdr~o | AL =nr. (2.68)
T 0 c 2

int

En définissant alors la grande séparation telle que

so=(2[79) 269

qui représente le temps de traversée de ’étoile par une onde sonore, I’expression asymptotique des
fréquences propres des modes de pression de bas degrés angulaires [ s’exprime alors sous la forme

(l+1
Unim = (n + (;_)> Av  avec neN. (2.70)

L’entier n est appelé I'ordre radial et correspond au nombre de noeuds dans la direction radiale. Les
fréquences propres de méme degré angulaire mais d’ordres radiaux différents sont donc espacées
périodiquement de Av (voir FIGURE[2.4lou FIGURE [2.6|pour des exemples de spectres observés). De
plus, les fréquences propres sont dégénérées avec le nombre azimutal m, conséquence de la symétrie
spheérique (ici, la rotation a été supposée nulle). La dérivation de cette derniére expression n’est pas
tout & fait valide pour les modes radiaux [ = 0 car le traitement au centre dans ce cas est un peu
différent. Néanmoins, en utilisant le développement suivant valide pour [ 2 1

za+n~l+;—afmj+o<ﬂjng, (2.71)

I’expression asymptotique des modes de pression prend la forme plus connue donnée par [Tassoul
(1980))

Unlm =~ (n + é + i + ap,lm> Av (2.72)
qui s’avére étre aussi valide pour les modes radiaux (Tassoul & Tassoul 1968). Le terme oy m,
regroupe les termes résiduels d’ordre plus élevé, ainsi que les incertitudes liées aux couches super-
ficielles (e.g., [Christensen-Dalsgaard & Perez Hernandez |1992; [Kjeldsen et al.|2008). Sous cette
forme, on voit que Vy1im & Vnitrom ; I'égalité stricte n’est néanmoins pas valide puisque les termes
d’ordre plus élevé dans oy, lévent cette dégénérescence.

2.2.3 Expression asymptotique des modes de gravité et espacement en période

Les modes de gravité s’établissent dans la cavité formée par la fréquence de Brunt-Viisila,
entre deux points tournants r, et r, pour lesquels g2 = 0. En procédant de la méme maniére que
précédemment, on peut montrer que la condition de résonance est donnée par (e.g., Shibahashi
1979; Unno et al.[1989)

Th b 1
cos (/ krdr> =0 = / kpdr = <3 - 2) T, (2.73)

ol s est un entier. L’expression asymptotique des modes de gravité d’ordre radial s élevé est alors
donnée par (e.g., Tassoul [1980))

l
P, ~ All (s + 5 + ag> , (2.74)
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oll oy est un terme de l'ordre de 'unité qui dépend des caractéristiques des points tournants, et
All; est ’espacement en période, ou period-spacing en anglais, défini par

272 " dr\ T
AH[ - T </7‘a Nr> 3 (275)

ou on rappelle que A = /I(l + 1). Les modes de gravité, eux, sont donc uniformément espacés en
période & degré angulaire donné, et ce avec une périodicité égale a AIl; (si on néglige la dépendance
des points tournants r, et r, avec la période d’oscillation du mode). De plus, alors que Av dans le
cas des modes de pression est principalement sensible d’aprés Eq. aux propriétés des couches
superficielles (i.e., 1a ou la vitesse du son prend les valeurs les plus faibles dans ’étoile), on peut
noter au contraire que All; est, lui, directement sensible aux propriétés de la cavité radiative.

2.2.4 Spectre observé et fréquence au maximum de puissance

Dans un spectre d’oscillation, tous les modes ne sont pas observés. Seuls ceux avec assez d’énergie
et un temps de vie assez long par rapport a la période d’oscillation peuvent efficacement s’établir
dans 1’étoile. La forme du spectre de puissance doit donc résulter a la fois de ’excitation et de
I’amortissement des modes. Dans le cas des étoiles de type solaire avec une enveloppe convective
développée, les modes sont excités par le mouvement stochastique des tourbillons convectifs qui
peuvent céder une part de leur énergie sous forme d’ondes. Paradoxalement, c’est aussi la convection
turbulente qui amortit en partie les modes en créant des décalages de phase. Le spectre de modes
propres résultant de I'excitation stochastique par la convection turbulente est donc la conséquence
d’un équilibre entre forgage et amortissement. L’énergie contenue dans un mode d’oscillation de
fréquence v = o/2m peut en effet étre écrite comme (e.g., Samadi et al.2015),

EOSC(V) = ;7((1;1 )
oll P représente la puissance injectée dans le mode d’oscillation et 1 représente le taux d’amortis-
sement par unité de temps. Les prédictions théoriques et les observations dans le Soleil montrent
que la puissance injectée augmente avec la fréquence des modes en tendant asymptotiquement vers
une valeur constante a hautes fréquences (e.g., Belkacem et al.[2010). Le taux d’amortissement, lui,
augmente aussi avec la fréquence, mais présente un plateau autour d’une certaine fréquence notée
Vmax- Ce dernier témoigne d’un effet de résonance entre le mode propre et la convection dans les
couches super-adiabatiques a la surface des étoiles (e.g., Belkacem et al.|2012). L’effet combiné de
P et n résulte donc en un spectre de puissance d’oscillation concentré dans une enveloppe maximale
autour de Vmax (voir FIGURE [2.4)). L’¢tude par Belkacem et al| (2011) a montré plus précisément
que Vmax €st inversement proportionnelle au temps thermique 7, dans les couches superficielles, et
doit de ce fait suivre la relation de proportionnalité

1 o \?
I/maXO(O(<M > Ve , (2.77)

Tth QMLT

(2.76)

ou M, est le nombre de Mach convectif dans les couches superficielles super-adiabatiques, amrr
est le paramétre de la MLT et v, est la fréquence de coupure acoustique & la surface de ’étoile.
Cette derniére est définie par l'expression (e.g., Gough/1993))

c dH c
. = 1—-2— ~ 2.
Y= dnH, \ dr ~ 4rH,’ (278)

ol on fait I'hypothese que la variation de I’échelle de hauteur de densité, H,, est négligeable et que
celle-ci est environ égale Hy,. Cela est en fait rigoureusement le cas dans une atmosphére isotherme
uniquement. La fréquence de coupure acoustique représente la fréquence au-dela de laquelle une
onde n’est plus réfléchie a la surface de 1'étoile et ne peut donc plus donner lieu & une onde
stationnaire.
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FIGURE 2.4: Spectre de puissance de I’étoile géante rouge KIC 12008916 observée par le satellite Kepler
(d’apres [Davies & Miglio||2016)). Les pics d’oscillation des modes propres ont été identifiés
par leur degré angulaire. Les modes radiaux [ = 0 sont représentés par les carrés rouges, les
modes dipolaires [ = 1 par les triangles verts avec une barre correspondant & 1’étendue de la
forét de modes mixtes (voir Chapitre , les modes quadripolaires [ = 2 par des pentagones
bleus et les modes [ = 3 par des hexagones jaunes. La grande séparation Av est indiquée pour
les modes radiaux, ainsi que I’enveloppe de puissance d’oscillation labellisée par la fréquence
au maximum.
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2.3 Relations d’échelle : lien entre oscillation et paramétres stel-
laires

Les régularités dans les spectres des modes d’oscillations, représentées par la grande sépara-
tion et I’espacement en période, forment des caractéristiques remarquables relativement faciles &
identifier observationnellement. A cela peut étre ajoutée la fréquence au maximum de puissance
d’oscillation. La détermination de ces paramétres sismiques peut apporter des informations sur les
parameétres globaux des étoiles. Dans le cas des modes de pression, la connaissance de Av et vpax
permet par exemple d’estimer directement la masse et le rayon par le biais de relations d’échelle.
Ces relations d’échelle sont la conséquence de la relation d’homologie suivie par la structure interne
d’étoiles de masses différentes & un stade évolutif donné. Plus précisément, deux étoiles sont dites
homologues si & valeur identique de la coordonnée de masse normalisée & la masse de 1'étoile m /M,
correspond une valeur identique du rayon normalisé au rayon de I'étoile /R, (e.g., Kippenhahn
et al. 2012)). Les relations d’homologie nous permettent alors de réécrire les équations de conti-
nuité et de ’équilibre hydrostatique données par Eqs. et sous la forme de relations de
proportionnalité, c’est-a-dire

dm *
4 = drr?p = px T (2.79)
dp Gm M?

En considérant ces deux relations, on obtient pour la grande séparation

R -1 R -1 4 -1
* * F M
Av = 2/ dry 2/ 1P gy S Ave | By M (2.81)
o ¢ 0 P R} M
M,
= AVOC”Ri;OCﬁ}(/Q ) (2.82)

oll on a supposé dans une bonne approximation que I'; est constant et oil p, est la densité moyenne
de l’étoile. La détermination observationnelle de Av donne donc une information directe sur la
densité moyenne de I’étoile. De méme, en négligeant en premiére approximation la contribution du

nombre Mach, la fréquence au maximum de puissance devient d’apres Eqgs. (2.77) et (2.78])
C Ve @ x V L oft 9

1Z X Ve X —/ X = 1% XX
max c Hp D ar pTeff Py max T )

(2.83)

ol on a utilisé la loi de ’équilibre hydrostatique et la loi des gaz parfaits avec un poids moléculaire
moyen supposé constant. Les paramétres Av et vpax dépendent donc des quantités physiques
globales caractérisant les étoiles et doivent donc évoluer au cours de leur vie, formant ainsi de
potentiels traceurs de leur évolution. De plus, en combinant Egs. et , la masse et
le rayon des étoiles peuvent étre exprimées en fonction de Av, vmax et Tog suivant les relations
d’échelle (e.g., Kjeldsen & Bedding (1995} Belkacem et al.|2013)

()= (o) () ()™ 280

Rref Vmax,ref A Vref Teff,ref .

< M, > - (Vmax,ref>3 ( Av >_4 ( Teg >3/2 (2 85)
Mref Vmax,ref AVref Tef'f,ref ’ .

OU Vmax ref €6 Teff ref sont des valeurs de référence (Vmax,o =~ 3.1 mHz et Teg o = 5776 K dans le cas

du Soleil). L’étude du spectre d’oscillation d’une étoile combinée a I'estimation de sa température
effective via des analyses spectroscopiques permet donc d’obtenir une estimation de sa masse et de
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son rayon, et ce sans méme avoir besoin de connaitre la distance, la luminosité intrinséque ou de
se retreindre aux systémes binaires. Ces relations d’échelle s’avérent étre précises malgré les fortes
hypotheses utilisées dans leur dérivation (e.g., Kallinger et al.2010), mais nécessitent néanmoins
d’étre calibrées (e.g., Huber et al|2012; |Gaulme et al.|2013).

2.4 Contraintes sur la structure interne : quelques exemples

En plus d’apporter des informations sur les propriétés globales des étoiles, les oscillations stel-
laires permettent aussi de sonder des processus dynamiques internes comme par exemple la rotation
ou les zones de mélange aux interfaces des régions radiatives et convectives. Elles fournissent ainsi
de nouvelles contraintes observationnelles qui s’ajoutent aux observables classiques.

2.4.1 Ensemble des fréquences individuelles

Pour caractériser une étoile, la méthode usuelle est de rechercher un modéle optimal, a physique
donnée, de telle facon & ce qu’il s’ajuste au mieux aux données observationnelles disponibles, notée
yfbs. Cela revient donc & minimiser une fonction, qui estime la distance entre les observables et les
valeurs fournies par le modéle, notées yZmOd (p), ot p'est 'ensemble des parameétres du modéle (age,
masse, composition initiale, ...). Par exemple, la méthode des moindres carrés vise & minimiser la
fonction

poy [ErE ) (2.56)

%

ol A; est la déviation standard de I’estimation de I’observable yobs

7°°. Par le biais d’'une méthode de
minimisation, le but est alors de trouver le jeu de parameétres p optimal tel que le modéle reproduise
au mieux les observables. La méthode de minimisation peut se baser sur des grilles de modéles ou
des algorithmes plus sophistiqués dont le but est de converger plus rapidement vers la solution.
Alors que les observables classiques se réduisent le plus souvent & la luminosité, la température
effective et la métallicité, I’astérosismologie fournit de nouvelles contraintes comme Av, All, vyax Ou
encore I’ensemble des fréquences d’oscillation détectées {vy,, }. L'utilisation de différences entre ces
fréquences peut aussi s’avérer pertinente. Avec ces nouvelles contraintes, I’astérosismologie permet
donc d’améliorer la précision de la caractérisation des étoiles (e.g., Lebreton et al.|[2014a). Nous
allons voir qu’elle permet aussi d’améliorer son exactitude. En effet, les études sismiques permettent
de sonder les processus internes, comme la rotation ou la limite des régions convectives, et donc

d’améliorer les ingrédients physiques inclus dans les modéles.

2.4.2 Glitch et localisation de régions a fort gradient

On appelle glitch la signature spectrale d’une variation rapide de la structure interne dans une
région trés localisée de ’étoile. On entend par variation rapide une variation sur une échelle spatiale
inférieure ou de l'ordre de la longueur d’onde. Dans une telle région, I’approximation JWKB n’est
plus valide et 'expression asymptotique des fréquences propres est légérement perturbée par cette
zone & fort gradient. On propose dans la suite de le montrer de facon originale en s’inspirant du
travail de [Takata (2016b), associé a la formulation physique des modes mixtes.

L’étoile est modélisée comme un cavité résonante unidimensionnelle dans laquelle se propagent
des ondes planes. Fn effet, dans 'approximation JWKB; il est toujours possible de choisir la variable
dépendante de telle sorte qu’elle puisse s’exprimer comme le produit d’une amplitude complexe
constante « avec un terme exp[iQ(M, N)], ou Q(M, N) correspond a l'intégrale du nombre d’onde
radial sur le trajet de l'onde entre un point M et un point N. La situation est représentée sur la
FIGURE Les conditions aux bords de la cavité en A et en B sont choisies de telle facon a ce
que l'énergie incidente soit totalement restituée a la réflexion (i.e., sans effet non-adiabatique ou
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Cavité A Cavité B

X
o
vy)

4/\/\/\/\/\E "0 VAV VA VAN
O
St
oF
R, R =1
o 5

®
@

FIGURE 2.5: Représentation schématique de la propagation d’une onde dans la cavité résonante d’une
étoile. La cavité principale est divisée en deux sous-cavités, notées A et B, par une région
d’étendue négligeable ou le milieu est supposé varier rapidement en un point noté G. Cette
région est formellement décrite par un coefficient de réflexion de module Rg et de phase dg.
Les bords de la cavité aux points A et B sont supposés imperméables. La réflexion est donc
totale. Les coefficients de réflexion en ces deux points sont donc caractérisés par des modules
R4 et Rp valant 'unité, et des phases valant d 4 et dg respectivement.

de pertes par émission d’ondes). Les modules des coefficients de réflexion aux points A et B, notés
respectivement R4 et Rp, sont donc égaux & 'unité. On admet néanmoins que la réflexion peut
s’accompagner d'un déphasage de I’onde réfléchie par rapport & 'onde incidente valant respective-
ment §4 et dp. La situation est donc équivalente en optique & un interféromeétre de Fabry-Pérot
isolé, sans gain ni perte d’énergie lumineuse.

On suppose de plus qu’a l'intérieur de la cavité, disons dans une région de faible extension
(i.e., sur une échelle spatiale inférieure & longueur d’onde) localisée autour d’un point noté G,
existe une forte variation d’une ou plusieurs quantités du milieu & I’équilibre qui peuvent influer
le comportement des oscillations (i.e., vitesse du son, gradient de température,...). Cette variation
rapide va créer une réflexion partielle de 'onde. Le coefficient de réflexion en amplitude lié & cette
région a pour module R, et est associé a un déphasage noté dg pour une onde incidente venant de
la cavité A, située a gauche de la zone du glitch (voir FIGURE . Le coefficient de transmission
en amplitude, lui, a pour module T, et est associé & un déphasage qui est supposé étre nul pour
simplifier (en toute rigueur, un déphasage peut néanmoins exister et apparaitre dans la phase
totale de l'onde). A partir des hypothéses de base concernant les ondes linéaires, c’est-a-dire la
symétrie par inversion de 'axe du temps, l'invariance par rapport a l'origine du temps, le principe
de superposition, ainsi que de la conservation de I’énergie (i.e., Ré + TC% = 1), [Takata (2016b) a
démontré que le déphasage d’une onde réfléchie en G par rapport & une onde incidente provenant
de la cavité B, située elle a droite de la zone du glitch, est égal a (7 — dg). Le cadre étant fixé,
on cherche & déterminer comment le glitch perturbe la relation de phase vérifiée par les modes
stationnaires. La condition de résonance des modes propres, qui correspond & la condition pour
générer des interférences constructives, est obtenue lorsque 'onde émise & un point A parcourt
I’ensemble de la cavité pour revenir au méme point A avec la méme phase initiale. Puisque tout
effet de perte d’énergie est négligé, la conservation de I'énergie doit aussi étre vérifiée.
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Cavité simple sans variation rapide (Rg = 0, ¢ = 0). Dans un premier temps, on s’intéresse
a la relation de phase vérifiée par les modes stationnaires dans le cas normal, sans glitch. Une onde
est émise au point A avec une amplitude aq vers la cavité B. Elle parcourt les deux cavités entre A
et B avant d’étre réfléchie en B avec un déphasage dp par rapport a I'onde incidente. Elle parcourt
ensuite les deux cavités de B & A ou elle est réfléchie et déphasée de §4 par rapport a l'onde
incidente, et retrouve enfin son état initial. La condition de résonance postule I’égalité entre les
fonctions d’onde initiale et finale, c¢’est-a-dire

ap = apexp[i(204 + 205+ 04 + 0B)] , (2.87)

o O4 = Q(A,G) et ©p = Q(G, B) sont les intégrales du nombre d’onde radial entre les points A
et G, et entre GG et B respectivement. Les modes propres doivent alors vérifier

Gato
(@A + 05+ A;B> - (2.88)

ol n est un entier.

Présence de fort gradients dans une région localisée (Rg # 0, 0¢ # 0). Dans un deuxiéme
temps, on prend en compte le glitch. De la méme maniére, on considére une onde émise au point
A qui se propage vers le point G. L’onde incidente au point G est alors égale & oy = ape'©4.
On désire connaitre ’expression de 'onde réfléchie en G, notée ap. Pour ce faire procédons en
plusieurs étapes. Une partie de I'onde incidente est directement réfléchie et vaut apres réflexion
are®c . Lautre partie est transmise, parcourt la cavité de G a B ou elle est réflechie avant de
revenir vers le point G. Ici, une partie égale a OqTC%ei((SA“@B) est transmise. L’autre partie est
réfléchie et déphasée de m — 6 avant de se propager de nouveau vers le point B. Cette composante
refait un aller-retour dans la cavité B, et ainsi de suite... Finalement, 'onde totale réfléchie peut
donc s’écrire en superposant toutes les contributions, c’est-a-dire

+oo
ar = ay (Rgei‘sG + T2 (295+98) Z (Rgei@@BHWt;GH(sB))k)
k=0

T(Q;ei(QG)B—i—éB) B RGSZBG + (Té + Ré)ei(SB-i-Qi@B
1 + Rgei?05—dc+é5) | — I 1+ Rgei(205—36+35)

ayeic (ei(q’B"“G) + ei(‘bBi“G)) e [cos (®p — i,UG)]

=aqjy (Rgeiéa +

e~ i(®p+ing) 4 ei(®p+ing) cos (Pp + iug)

s [cos(®p) cosh(pg) + isin(Pp) sinh(ue)
= are’¢ — - ; (2.89)
cos(Pp) cosh(pug) — isin(Pp) sinh(ug)
oul la condition T2 + R% =1 a été utilisée et ot on a défini
—9 5B 5G

Premiérement, on vérifie que |ar/ar| = 1 et donc la conservation de ’énergie. Deuxiémement, le
déphasage total en sortie au point G lié au passage de 'onde dans la cavité B est donné par

Ag = arg (OéT> = 0g + 2arg [cos(Pp) cosh(ug) + isin(Pp) sinh(pug)] (2.91)
ay
= d¢ + 2arctan (gg tan(Pp)) , (2.92)
oll gg représente le facteur de couplage entre la cavité A et B lié a la présence du glitch. Son
expression est donnée par
1 — Rg

. 2.93
1+ R¢ ( )

gc = tanh (ug) =
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L’onde continue alors sa route de B vers A ou elle est réfléchie avant de retrouver sa position
initiale. La fonction d’onde finale en A est donc égale a

aA,ﬁn — €u5AOéF — €Z§A€Z®AOJT — ez(sAe’L@AeiAGOq — ei(sAei@AeiAce’L@AaO ’ (294)

qui doit étre égal & ag pour satisfaire la condition de résonance, ce qui méne a

® 4 + arctan (gg tan(Pp)) = mn | (2.95)
avec m un entier et
) J,
@A:®A+7A+§. (2.96)

Finalement, la condition de résonance peut étre réécrite

cot (‘I)A + g) tan (‘I)B + g) = —qa =  sin(®4 + Pp) = Rgcos(P4 — Dp) . (2.97)
L’effet du glitch modifie donc la relation de phase en introduisant un déphasage supplémentaire dans
® 4 et P ainsi qu’en faisant intervenir un facteur de couplage entre la cavité A et la cavité B. Cette
écriture est similaire & la relation de phase des modes mixtes et sera plus amplement discutée dans
la troisiéme partie (e.g., Unno et al.||[1989; Takata|2016b). Regardons maintenant plus précisément
la variation de la fréquence induite par le glitch dans le cas d’une faible perturbation pour les modes
de pression.

Faible perturbation dans les cas des modes de pression (Rg < 1). On suppose que la
fréquence propre d’oscillation est légérement perturbée par le glitch, soit v = vy + dv, ol vy est
la fréquence d’oscillation dans le cas non perturbé vérifiant Eq. et dv est la perturbation de
fréquence. Sous ces hypothéses, on définit ®(v) = ®4(v) + Pp(v). L’équation peut alors se
réécrire (1) = nw. En utilisant un développement limité au premier ordre avec Rg < 1 et avec
I’hypothése que la perturbation de la phase de 'onde induite par le glitch est faible, ¢’est-a-dire

(0®/0v),, < 1/év, Eq. (2.97)) peut se réécrire

sin (@(1/0) + 5ygi)(1/0)> ~ Rg cos (®(vy) — 2®p(10))

sin (mr + (5Vg(f(1/0)> ~ Rg cos (nm — 2®p(v))

od
5ya—(uo) ~ Rqcos [2@p(v)] - (2.98)
v
Considérons alors le cas des modes de pression d’ordre radial élevé. Dans ce cas, la fonction ® est
donnée a 'ordre dominant par

T oo T
o N —— — N —— 2.99
w2 s P (2.99)
et ®p(1p) est donnée par
— B -1
Op(v) = 2mTe ¢ + % avec Ta,G = (/ dr) , (2.100)
g C

ol T4 est la profondeur acoustique de la région ou se localise le fort gradient. Finalement, la
perturbation de la fréquence propre d’oscillation est égale &

A
oV~ Rg—y cos (4T, + 0B — 0c) - (2.101)
T
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2.4. Contraintes sur la structure interne : quelques exemples

L’expression dérivée est similaire & la forme utilisée dans des travaux précédents (e.g., Monteiro &
Thompson|2005; |Vrard et al.[2015). On voit que la présence d’un fort gradient ou d’une discontinuité
provoque une oscillation dans la différence entre deux fréquences propres de valeurs proches, avec
une période de variation en fonction de la fréquence propre d’oscillation qui est égale & la profondeur
acoustique de la région en question. L’amplitude de la variation est directement proportionnelle au
coefficient de réflexion, qui doit dépendre a la fois de la fréquence d’oscillation et de la magnitude
du gradient. La détermination d’un tel comportement peut nous permettre par exemple de sonder
la position des limites des zones convectives oll un fort gradient du poids moléculaire moyen peut
exister et provoquer une variation rapide de la vitesse du son. Un phénoméne identique peut étre
provoqué par les régions d’ionisation de I'hélium ou par un fort gradient dans la fréquence de
Brunt-Viiséld dans le cas des modes de gravité (e.g., Miglio et al.|2008; Cunha et al|2015} Vrard
et al.[2015).

2.4.3 Splittings rotationnels

Prenons I’exemple des modes de pression en présence d’une faible rotation. On rappelle que
dans cet exemple simple, la rotation est ne fonction du rayon, et que ’effet de la force de Coriolis
et du gradient de rotation sur les oscillations est négligé. Seul 'effet Doppler sur la fréquence des
oscillations est pris en compte. Dans ce cadre simplifié, la condition de résonance donnée dans
Eq. doit étre modifiée en substituant la fréquence o par la fréquence intrinséque 6. En
séparant l'intégrale du nombre en deux parties (i.e., une premiére dépendant de o et une seconde
dépendant de Q) et en suivant le méme cheminement qui aboutit a Eq. , les fréquences propres
peuvent maintenant étre réécrites approximativement comme

Q
Onim ~ 0o nl + mﬂ ) (2102)
27

ol 0 5 est la fréquence propre d’oscillation dans le cas sans rotation et (€2), est la valeur moyenne
de la rotation sondée par les modes de pression et définie comme

dr
-~

Ry
Q) = 2Ay/ Q(r)

Tint

(2.103)

On voit donc que la rotation léve la dégénérescence des fréquences propres d’oscillation avec le
nombre azimutal m. Cela est équivalent a 'effet Zeeman en mécanique quantique lorsqu’un atome
est plongé dans un champ magnétique. En effet, dans le spectre, on voit ’apparition de multiplets
d’oscillation, tous associés & un nombre azimutal m, et qui se disposent de fagon symétrique autour
de la fréquence propre obtenue dans le cas sans rotation (voir FIGURE pour un exemple). L’ob-
servation de ce splitting rotationnel permet donc de remonter & une valeur moyenne de la rotation.
Néanmoins, 1’équation montre que 'information apportée par les modes est localisée. En
effet, on voit que les modes de pression sondent la rotation de préférence dans les couches super-
ficielles de 1’étoile o la vitesse du son chute fortement et ou leur amplitude est maximale. Une
inversion du profil de rotation nécessite donc 'observation de nombreux multiplets rotationnels
associés & des modes plus ou moins sensibles a différentes régions de 1’étoile.
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Chapitre 2. Apports de ’astérosismologie a ’étude des intérieurs stellaires
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FIGURE 2.6: Spectre d’oscillation de I’étoile de séquence principale 16CygniA obtenu grace aux observa-
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tions du satellite Kepler (d’aprés [Chaplin & Miglio|[2013). Le spectre principal a été lissé
et représente les pics d’oscillation dominants qui sont annotés par leur degré angulaire. La
grande séparation pour les modes radiaux et la petite séparation entre les modes [ = 0 et
I = 2 sont indiquées. L’encadré en haut & gauche montre ’ensemble de I’enveloppe de puis-
sance d’oscillation. L’encadré en haut & droite est un zoom sur le pic d’un mode [ = 1 dont
les composantes azimutales m = —1,0,1 sont séparées par la rotation. Le spectre lissé est
représenté en bleu et la valeur du splitting rotationnel est indiquée. L’axe de rotation de cette
étoile est incliné par rapport a ’axe de visée de telle sorte que les composantes |m| = 1 sont
bien visibles, au contraire de la composante centrale m = 0.




Chapitre 3

Enjeux et axes de travail de la theése
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Comme nous Pavons vu dans le Chapitre [T} le modeéle standard permet de décrire les grandes
phases de la vie d’une étoile. De plus, certains faits observationnels ont confirmé ses prédictions avec
un bon niveau de confiance. D’autres observations montrent cependant que ce modéle est incomplet
et doit étre raffiné. Dans ce contexte, les observations sismiques tiennent une place importante. Elles
permettent de tester les modéles et d’améliorer notre compréhension de la dynamique interne des
étoiles. Le travail effectué durant ma thése a été guidé en particulier par les résultats précédemment
obtenus par l'astérosismologie. Alors que les codes d’évolution actuels incluent déja un certain
nombre de processus non-standard, des désaccords avec les études sismiques subsistent et montrent
la nécessité de parfaire les modéles. De plus, une vision de plus en plus détaillée des intérieurs
stellaires demande des contraintes observationnelles de plus en plus fortes, ce que le développement
de nouveaux diagnostics sismiques pourrait procurer. Ceci constitue les deux axes de travail suivis
durant ma thése et qui sont briévement introduits dans ce chapitre.

3.1 Des succés pour les modéles actuels, mais aussi des insuffisances

3.1.1 Des prédictions en accord avec les observations du Soleil

Le modéle standard, malgré ses hypothéses simplificatrices, permet de rendre compte de cer-
taines contraintes observationnelles obtenues dans le Soleil avec un bonne précision. Des désaccords
avec les observations sismiques ont aussi d’ores et déja été résolus par l'inclusion de nouveaux pro-
cessus comme par exemple la diffusion microscopique. Ceci est illustré dans les exemples suivants.

Profil interne de la vitesse du son. L’héliosismologie a permis de tester le profil de la vitesse
du son obtenu théoriquement. En effet, par le biais de méthodes d’inversion, I’écart entre la vitesse
du son prédite par un modéle solaire et celle inférée via ’observation des modes acoustiques peut
étre estimé avec précision. La différence entre les modeéles et les observations sismiques s’avére
alors étre inférieure a 3%, et ce quel que soit la physique considérée dans la modélisation (voir
FIGURE . Ce résultat conforte ainsi avec un bon niveau de confiance les prédictions obtenues
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F1GURE 3.1: Différence relative entre la vitesse du son obtenue par le biais d’une inversion sismique réalisée
par Basu et al.| (2000) et la vitesse du son obtenue par différents modéles solaires, qui ont
été calculés avec différents codes d’évolution (CESAM2K, CLES)!, différentes compositions
chimiques (AGS09, AGS05, GN93)? et différentes tables d’opacité (OPAL, OP)? en entrée
(d’apreés |Lebreton et al.[2014a).

par le modéle solaire standard.

Probléme des neutrinos solaires. Ce probléme est apparu a la fin des années 1960 consécu-
tivement & ’expérience proposée par John N. Bahcall et Raymond Davies. L’expérience consistait
& déterminer la quantité de neutrinos produits par les réactions nucléaires dans le coeur du Soleil.
Le détecteur se composait d’un vaste réservoir de solution chlorée dans laquelle une faible mais
significative quantité d’isotopes de ’argon pouvait étre produite par interaction avec les neutrinos.
Les deux physiciens ont alors pu montrer que la quantité de neutrinos détectés était inférieure
d’environ un facteur trois par rapport aux prédictions des modéles solaires. Cette différence entre
la théorie et les observations indiquait soit que le modéle solaire était mis & défaut, soit que la
physique des neutrinos était incompléte. D’autres expériences d’envergure ont vu le jour dans les
années qui suivirent et confirmérent cet écart significatif (e.g., Bahcall & Davis [2000). Paralléle-
ment, I'avénement de ['héliosismologie dans les années 1990 a conforté les prédictions du modéle
solaire, renversant le probléme du coté de la physique des particules. Et en effet, on sait aujour-
d’hui que le déficit de neutrinos par rapport & la valeur attendue s’explique par 'existence de trois
saveurs de masses légérement différentes (électronique, muonique et tauique). Durant leur trajet
entre le Soleil et la Terre, les neutrinos peuvent ainsi osciller entre ces trois états, et ce de facon

1. CESAM2K correspond au code d’évolution stellaire frangais développé a I’Observatoire de Meudon (Morel &
Lebreton|2008) et CLES correspond au Code Liégeois d’Evolution stellaire (Scuflaire et al.[2008]).

2. Les abréviations AGS09, AGS05 et GN93 renvoient respectivement aux compositions chimiques solaires don-
nées par |Asplund et al.| (2009), |Asplund et al.| (2005)) et (Grevesse et al.| (1993)).

3. Les abréviations OPAL et OP correspondent respectivement aux tables d’opacité délivrées par les groupes
OPAL (Iglesias & Rogers|[1996) et OP (Badnell et al.|2005).

40



3.1. Des succes pour les modéles actuels, mais aussi des insuffisances

équiprobable. L’expérience proposée par John N. Bahcall et Raymond Davies ne permettait pas
de détecter les états tauique et muonique, d’oil le facteur trois par rapport aux prédictions du
modéle solaire standard. La résolution de ce probléme des neutrinos solaires fait sans aucun doute
partie des succeés du modéle standard, puisque ses prédictions ont participé de facon notable a faire
avancer la connaissance dans le domaine de la physique des particules.

Abondance d’hélium dans I’enveloppe du Soleil. L’abondance d’hélium ne peut étre direc-
tement mesurée dans ’atmosphére des étoiles & cause de ’absence de raies associées. LL’abondance
d’hélium est donc habituellement un paramétre dans les modéles qui nécessite d’étre ajusté en
couple avec le paramétre de la longueur de mélange ajpsrr pour reproduire au mieux les obser-
vables. [’héliosismologie a néanmoins permis pour la premiére fois d’obtenir une estimation fiable
de 'abondance d’hélium dans l'enveloppe du Soleil actuel égale & Yg o ~ 0.2485 £ 0.0034 (e.g.,
Basu & Antial|1995; |Richard ef al.|[1998; [Basu & Antial2004]). Cela a notamment mis en exergue la
nécessité de prendre en compte la diffusion microscopique et le triage gravitationnel pour reproduire
la valeur de I'abondance d’hélium dérivée par ’héliosismologie (e.g., Richard et al.||1996).

Les précédents exemples montrent que les bases de la modélisation stellaire sont bien comprises.
Néanmoins, les modéles sont encore loin d’étre réalistes. Méme si ces premiers succés sont encou-
rageants, des efforts doivent encore étre fournis pour améliorer la précision et ’exactitude de notre
compréhension de ’évolution stellaire.

3.1.2 Des questions toujours ouvertes

De nombreux points d’interrogation subsistent & I’heure actuelle au sujet de la modélisation
des intérieurs stellaires. D’abord, la description de la convection par la théorie simplifiée de la
longueur de meélange est parmi les principales sources d’incertitude. En effet, celle-ci échoue a
décrire les interfaces entre les régions convectives et les zones radiatives stablement stratifiées. Les
simulations numériques pourraient aider & mieux décrire ces régions si elles parvenaient a atteindre
des régimes a partir desquels Pextrapolation vers les conditions stellaires devenait possible (e.g.,
Brummell et al. 2002; Rempel |2004). L’astérosismologie permet bien de contraindre ’extension
moyenne de la région de pénétration convective (e.g., [Basu||{1997; |[Lebreton & Goupil 2012)), mais
le profil de la transition du gradient de température, qui passe d’une valeur convective & une
valeur radiative, reste toujours incertain (e.g.,|[Rempel|[2004; |Christensen-Dalsgaard et al.|2011)). La
MLT échoue aussi & décrire les régions superficielles ot I'on passe d’un milieu opaque & un milieu
transparent a la lumiére. Ces régions ont un impact sur les fréquences d’oscillation (e.g. Kjeldsen
et al.|2008)) et notre ignorance sur ces effets de surface se répercute sur la précision des études
sismiques. Des progres sont néanmoins en cours pour corriger ses effets et passent notamment par
des simulations 3D réalistes de la surface des étoiles (e.g.,|[Sonoi et al.2015, 2017)). Ensuite, on peut
encore noter que des anomalies d’abondance observées en surface des étoiles sont incohérentes avec
le seul dragage convectif des éléments chimiques, comme cela est supposé dans le modéle standard.
De plus, la diffusion microscopique n’est pas suffisante, seule, pour expliquer ’ensemble de ces faits
observationnels. D’autres processus de transport doivent étre invoqués, tels que le mélange turbulent
ou encore les processus induits par la rotation (e.g.,|Charbonnel & Talon 2008). Malheureusement,
de nombreuses incertitudes demeurent sur I’évolution du moment cinétique interne des étoiles.
Nous verrons plus en détail dans le Chapitre f] que les modéles actuels les plus sophistiqués ne
parviennent pas a reproduire les faibles valeurs des taux de rotation observés dans le Soleil et les
étoiles évoluées de faibles masse dérivés par les observations sismiques. Un ou plusieurs processus de
transport encore inconnus doivent agir efficacement pour ralentir la rotation des régions internes.
La rotation est un ingrédient dynamique important de la vie des étoiles (voir Chapitre , et le
probléme de la redistribution de moment cinétique dans les intérieurs stellaires reste une question
ouverte majeure, comme en témoignent les nombreuses études parues & ce sujet dans les derniéres
années (voir Chapitre [4]).
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Chapitre 8. Enjeux et azes de travail de la thése

3.2 De fortes contraintes par les diagnostics sismiques

Comme il a déja été mentionné & maintes reprises, ’étude des oscillations stellaires permet
de sonder lintérieur des étoiles et de fortement contraindre les modéles. Cela passe notamment
par l'utilisation de diagnostics sismiques qui font le lien entre les caractéristiques d’un spectre
d’oscillation et les propriétés de I’étoile observée. Les développements du Chapitre[2] ont notamment
montré leur capacité a renseigner sur les propriétés stellaires fondamentales (e.g., masse, rayon,...),
sur le stade évolutif (e.g., taille du cceur radiatif, densité moyenne,...), localiser les zones a forts
gradients via les glitches (e.g., limite des zones convectives, régions d’ionisation,...) et mesurer la
rotation moyenne. L’information obtenue forme une mine d’or pour mieux comprendre ’ensemble
des processus internes, et pour tendre progressivement vers des modéles d’évolution stellaire 1D de
plus en plus réalistes et satisfaisants.

A physique donnée, les diagnostics sismiques fournissent aussi de nouvelles contraintes observa-
tionnelles qui donnent bien stir la possibilité d’ajuster un nombre de paramétres plus grand, mais
qui ouvrent aussi la porte vers une caractérisation des propriétés stellaires de plus en plus précise.
Une bonne maniére de s’en convaincre est de considérer 'impact qu’ont les observations sismiques
sur l'estimation des ages stellaires. I.’age des étoiles ne peut étre directement déduit des observa-
tions, et doit étre estimé par la recherche d’un modeéle optimal reproduisant au mieux les données
disponibles. L’étude de [Lebreton et al| (2014a)) sur I’étoile de séquence principale HD 52265, ob-
servée par le satellite CoRoT, a en effet montré que la prise en compte des diagnostics sismiques
(corrigés des effets de surface) en plus des observables classiques (température effective, luminosité
et métallicité) permet de réduire l'incertitude sur estimation des ages stellaires de 100% a moins
de 10%, et ce malgré la large gamme d’ingrédients physiques considérés dans les modéles (voir
FiGURE|[3.2)). De plus, selon les auteures, le processus d’optimisation montre que différentes valeurs
de la masse et de 'abondance d’hélium sont possibles, mais que cette dégénérescence n’affecte pas
la précision de l'estimation de ’age. Elle affecte néanmoins ’estimation de la masse avec une in-
certitude autour de 7%. Ceci montre sans équivoque le potentiel des diagnostics sismiques et la
nécessité de les considérer dans ’étude des intérieurs stellaires.

3.3 Axes de travail

Mon travail de thése s’est articulé autour de deux axes principaux : le transport de moment
cinétique par les ondes internes de gravité et le développement des diagnostics sismiques par les
modes mixtes dans les étoiles évoluées.

Premiérement, je me suis intéressé au probléme de redistribution de moment cinétique dans
les étoiles de faible masse. Les observations sismiques montrent ’existence de processus internes
encore incompris capables de freiner 'augmentation de la vitesse de rotation centrale au cours de
I'évolution et de la contraction graduelle des couches centrales. Dans le Chapitre [, je rappellerai
les résultats des différents travaux qui se sont déja penchés sur la question, et montrerai que malgré
ces nombreuses études, le probléme est toujours d’actualité. Je me focaliserai alors sur le transport
de moment cinétique par les ondes internes de gravité, qui sont connues depuis longtemps pour étre
capables d’affecter le profil de rotation interne des étoiles. Les propriétés de ces ondes ainsi que le
bagage théorique nécessaire pour traiter du transport de moment cinétique par ces derniéres seront
introduits dans le Chapitre bl L’efficacité du transport par les ondes dépend de leur amplitude, et
donc du mécanisme d’excitation. J’explorerai alors la question de la génération des ondes internes
de gravité dans le Chapitre [6] Je développerai un modeéle semi-analytique d’excitation d’ondes
par la pénétration de panaches convectifs dans le haut de la zone radiative, modéle qui jusqu’a
maintenant restait manquant. Ce modeéle me permettra alors d’estimer 'influence du transport par
ces ondes sur I’évolution de la rotation interne dans les étoiles de la séquence principale jusqu’a la
branche des géantes rouges dans le Chapitre

Le deuxiéme axe suivi durant ma thése concerne ’élaboration et ’amélioration des diagnostics
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> 0 C S e
Case
FIGURE 3.2: Intervalle d’age estimé par le processus de recherche d’un modéle optimal pour 1’étoile HD
52265 (d’aprés [Lebreton et al|[2014b|, voir Table 1 et 2 ainsi que Fig. 13 de cet article).
Les symboles représentent les résultats obtenus avec différents ingrédients physiques d’entrée
pour les modéles. En abscisse est représenté le degré de contraintes observationnelles utilisées.
Cas a : observables classiques (luminosité, température effective, métallicité). Cas b : ajout
de la grande séparation. Cas c et d : ajout de la petite séparation, et de son rapport avec la

grande séparation. Cas e : utilisation de ’ensemble des fréquences individuelles observées, la
croix rouge correspondant & un modéle ou les effets de surface n’ont pas été corrigés.
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sismiques par les modes mixtes dans les géantes rouges. Les modes mixtes sont des modes d’os-
cillation se comportant comme des modes de pression dans I'enveloppe des étoiles et comme des
modes de gravité dans leur cceur radiatif. Ces modes ont donc de ’amplitude a la fois a la surface
des étoiles et dans leurs coeurs. La détection de ces oscillations particuliéres a la surface des étoiles
évoluées permet alors de sonder directement les propriétés de leurs couches les plus profondes. Dans
le Chapitre 8, les propriétés des modes mixtes seront briévement rappelées, tout en mettant 'accent
sur I'information que les précédentes études observationnelles ont déja permis d’apporter. Le cas
des modes dipolaires sera particuliérement étudié. La premiére étude & grande échelle du facteur
de couplage des modes mixtes sera présentée dans le Chapitre 9. Nous verrons que ce paramétre
offre la possibilité de sonder la région intermédiaire entre le cceur d’hélium et le voisinage de la
base de I’enveloppe convective. Les résultats seront interprétés & la lumiére d’un modéle simple
prenant en compte le formalisme théorique dans I’hypothése d’un fort couplage proposé par [Takata
(2016b)), qui s’avere nécessaire pour expliquer les observations. Dans le Chapitre 10, ce formalisme
sera plus amplement testé en confrontant ses prédictions & un code d’oscillation dans le cas d’un
modéle approprié. Enfin, le Chapitre 11 sera dédié & I’étude du paramétre de décalage en période
des modes mixtes jusqu’ici trés peu étudié, le but étant de mettre en lumiére 'information portée
par ce paramétre. Nous verrons que ce parameétre a notamment le potentiel de sonder la région
intermédiaire entre le cceur d’hélium et le voisinage de la base de ’enveloppe convective, et ce de
fagon complémentaire avec le facteur de couplage.
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Chapitre 4

Nécessité d’un processus de transport de
moment cinétique additionnel
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Dans ce chapitre, nous présentons les plus importantes contraintes apportées actuellement par
Pastérosismologie sur 1’évolution du moment cinétique interne des étoiles. Ces observations sont
nombreuses et en désaccord sur plusieurs ordres de grandeur avec les modéles d’évolution stel-
laire actuels. Dans ces derniéres années, de nombreux travaux théoriques ont essayé d’expliquer
ces faits observationnels en invoquant de nouveaux processus de transport de moment cinétique.
Les solutions avancées font appel & Deffet de champs magnétiques, d’ondes internes ou encore de
processus turbulents. Néanmoins, le probléme de la redistribution de moment cinétique dans les
intérieurs stellaires radiatifs reste toujours aujourd’hui une question ouverte. Nous rappelons ici
I’état d’avancement général apporté par ces différentes études. Enfin, dans ce contexte, nous intro-
duisons la problématique qui s’est posée au début du travail de thése sur le transport de moment
cinétique par les ondes internes de gravité et qui fera I'objet de cette deuxiéme partie.

4.1 Contraintes observationnelles

4.1.1 Rotation interne des étoiles de type solaire sur la séquence principale

Grace aux nombreuses données sismiques fournies par le satellite SOHO, les splittings rotation-
nels des modes de pression du Soleil ont pu étre mesurés avec une grande précision. Par le biais de
techniques d’inversion, il a été possible de remonter au profil de rotation solaire et ainsi d’obtenir de

précieuses informations sur sa structure interne. Un exemple pris & \Garcia et al. (2007)) est donné
en FIGURE [}
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Fréquence de rotation interne du Soleil en fonction du rayon normalisé au rayon solaire d’apres
\Garcia et al.| (2007). Le profil a été déduit des données sismiques obtenues par les instruments
MDI et GOLF sur le satellite SOHO. Dans la zone convective, la rotation différentielle est
représentée en fonction du rayon et de la colatitude. Dans la zone radiative, la rotation
différentielle est essentiellement radiale. Les barres d’erreur sur la fréquence de rotation et la
localisation en rayon sont indiquées.




4.1. Contraintes observationnelles

Dans la zone convective externe (r 2 0.7 Rg), la fréquence de rotation dépend de la colati-
tude. Les valeurs observées sont en accord avec 'observation du mouvement des taches solaires &
la surface du Soleil. A colatitude donnée, elle reste néanmoins quasi uniforme radialement. Plus
bas (r ~ 0.7 Rg), la région de transition vers la zone radiative est le siége d’un fort cisaillement
rotationnel. La faible épaisseur et la stabilité de cette zone, plus communément appelée tachocline,
ne sont encore pas totalement comprises aujourd’hui depuis le travail fondateur de (Spiegel & Zahn
1992). Elle est pourtant connue pour étre une région importante dans la dynamique du Soleil (géné-
ration du champ magnétique, excitation d’ondes internes ou encore mélange induit par pénétration
convective) et fait actuellement l'objet de nombreuses études (e.g. |Brun & Zahn||2006; Barnabé
et al.|[2017)). Enfin, dans la zone radiative interne, la FIGURE montre que la fréquence de rota-
tion est quasi uniforme jusqu’a environ 0.2 Rg. En-dessous de cette limite, les modes acoustiques
sont incapables de nous renseigner sur le profil de rotation. En effet, les modes de pression sont sen-
sibles aux propriétés de 'enveloppe et portent peu d’information sur les couches centrales (comme
le montre 'augmentation des barres d’erreur avec la profondeur sur la FIGURE . L’observation
des modes de gravité du Soleil permettrait de pallier ce probléme puisque ces modes d’oscillation
s’établissent dans les parties internes du Soleil. En contrepartie, leur amplitude est trés faible en
surface et la détection directe de leur signature dans les spectres d’oscillation du Soleil est depuis
longtemps sujet a débat (e.g., [Turck-Chiéze et al.|2004; Garcia et al.|[2007; |Belkacem et al.[[2009;
Appourchaux et al.2010; Garcia et al.|2011; Appourchaux & Pallé2013). Récemment, Fossat et al.
(2017) ont reporté la détection de centaines de modes de gravité dans le régime asymptotique a
partir de I’étude de la variation temporelle de la grande séparation (Av) des modes de pression so-
laires. L’analyse des splittings rotationnels des modes de gravité leur a méme permis d’estimer que
la rotation centrale est environ quatre fois supérieure & la rotation moyenne de la zone convective.

Les observations actuelles du Soleil posent déja de fortes contraintes sur les modeéles d’évolution
stellaire (e.g., Pinsonneault et al.|1989; Eggenberger et al.[2005; [Turck-Chiéze et al.[2010)). Le profil
de rotation observé montre 'existence d’un ou plusieurs processus de transport efficace capable
d’extraire du moment cinétique du cceur vers ’enveloppe lors de la formation du Soleil. En effet,
le Soleil nait de Ieffondrement gravitationnel d’un nuage moléculaire géant. Il trouve sa stabilité
sur la séquence principale grace a la fusion de 'hydrogéne dans son cceur dont ’allumage nécessite
une forte contraction des couches centrales. S’il y avait conservation locale de moment cinétique, la
rotation moyenne de la zone interne radiative serait beaucoup plus grande que la rotation moyenne
de I'enveloppe convective (i.e., bien supérieure a un facteur quatre). La prise en compte de proces-
sus de freinage magnétique par des vents stellaires en surface (e.g., Schatzman 1962; |Amard et al.
2016)), en faisant 'expérience de pensée qu’aucun autre processus de transport n’existe, augmente-
raient encore davantage le contraste entre les deux régions puisqu’ils diminueraient d’autant plus
la rotation moyenne de I'enveloppe. L’observation d’un profil de rotation “plat” dans le Soleil nous
indique donc qu’un processus de transport a été a ’ocuvre dans la vie passée du Soleil.

Le Soleil n’est pas un cas isolé sur la séquence principale. En effet, les observations des satellites
CoRoT et Kepler ont permis d’élargir I’échantillon d’étoiles de la séquence principale pour lesquelles
le contraste de rotation entre le coeur et I'enveloppe a pu étre estimé. |Benomar et al.| (2015) (voir
aussi Nielsen et al.|2014) ont montré que, pour une vingtaine d’étoiles de la séquence principale, le
rapport de la rotation moyenne des couches internes sur la rotation moyenne de ’enveloppe obtenu
par l'observation des splittings rotationnels des modes de pression de faible degré angulaire (i.e.,
sensibles a la rotation moyenne de la zone radiative) est proche de l'unité. Ce résultat indique une
faible amplitude pour la rotation différentielle radiale et montre une fois de plus le désaccord avec
I’hypothése de conservation locale de moment cinétique de la naissance des étoiles de faible masse
jusqu’a la fin de la séquence principale.

4.1.2 Evolution du moment cinétique interne aprés la séquence principale

Gréce a la précision atteinte par le satellite Kepler, les perturbations induites par la rotation sur
les fréquences propres des modes mixtes ont pu étre détectées avec un bon niveau de confiance dans
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FIGURE 4.2: Rotation moyenne du cceur (rouge) et de l’enveloppe (bleu) de six étoiles sur la branche
des sous-géantes en fonction du log ¢ sismique, d’aprés Deheuvels et al| (2014). Les barres
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FIGURE 4.3: Rotation moyenne du cceur de centaines d’étoiles de la branche des sous-géantes (cercles
pleins et croix), de la branche des géantes rouges (cercles vides) et du clump (carrés) en
fonction de leur rayon sismique obtenu par des relations d’échelle et normalisé par le rayon
solaire, d’aprés [Mosser et al.| (2012b) et [Deheuvels et al.| (2012} [2014). La couleur indique la
masse des étoiles obtenue aussi par le biais de relations d’échelle.
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4.1. Contraintes observationnelles

de nombreuses étoiles évoluées. Ceci a permis d’apporter de nouvelles contraintes sur 1’évolution
de la rotation interne aprés la séquence principale. Nous rappelons ici les principaux résultats.

Deheuvels et al| (2012, 2014) ont étudié la rotation interne de sept étoiles sous-géantes ou
jeunes géantes rouges observées par le satellite Kelpler, avec des masses allant d’environ 0.8 &
1.5 Mg. Les auteurs ont analysé les courbes de lumiére et ont pu déterminé un échantillon de
splittings rotationnels pour chaque étoile. Cela leur a permis d’estimer les rotations moyennes
du coeur et de l'enveloppe suivant deux méthodes : soit par un calcul direct sur les splittings
en utilisant le formalisme asymptotique développé par (Goupil et al.| (2013]), soit en utilisant une
méthode d’inversion a partir d’'un modéle optimal ajusté aux observables. Les résultats donnés
par les deux méthodes sont similaires et sont représentés sur la FIGURE Dans les étoiles sous-
géantes, il s’avére que la rotation moyenne du coeur augmente avec le temps alors que la rotation
de I'enveloppe diminue. Malgré I'inversion d’un profil de rotation pour ces étoiles, la qualité des
données n’était néanmoins pas assez bonne pour pouvoir discriminer entre un profil de rotation
décroissant quasi linéairement entre le centre et la base de la zone convective, et un profil quasi
discontinu présentant un fort gradient au voisinage de la couche d’hydrogéne en fusion, c’est-a-
dire semblable & un profil obtenu en supposant la conservation locale de moment cinétique depuis
la fin de la séquence principale, mais avec une plus faible amplitude. Les valeurs de 'amplitude
observées posent de fortes contraintes sur I’évolution de la rotation interne entre la fin de la séquence
principale et le début de la branche des géantes rouges que les processus de transport invoqués dans
les modéles devront reproduire.

L’observation de modes mixtes dans les étoiles de la branche des géantes rouges et du clump
a aussi permis d’obtenir un apergu sans précédent sur 1’évolution de la rotation dans les stades
évolutifs avancés. L'étude a grande échelle par Mosser et al.| (2012b)) a fourni des vitesses de rotation
moyennes des couches centrales pour des centaines d’étoiles allant du début de ’ascension de la
branche des géantes rouges jusqu’au clump, avec des masses entre 1 et 2.5 My . Ces vitesses de
rotation moyenne ont été déduites des splittings rotationnels détectés dans le spectre des modes
mixtes par la méthode asymptotique proposée par |Goupil et al.| (2013)). Les résultats de cette étude
sont représentés sur la FIGURE sur laquelle figurent aussi les fréquences de rotation observées
par |Deheuvels et al.| (2012}, 2014)). Dans ces stades évolutifs, les couches centrales sont en contraction
tandis que 'enveloppe se dilate. La connaissance du rayon procure donc une information sur le stade
évolutif et 1’axe des abscisses sur la FIGURE est équivalent & 'axe du temps. Sur la branche
des géantes rouges, la fréquence de rotation moyenne du cceur tend & diminuer avec le temps.
Par conséquent, il est clair qu’un processus de transport efficace est & 'oeuvre dans I'intérieur des
étoiles sur la branche des géantes rouges. Ce dernier doit étre capable de contrer ’accélération due
a la contraction des couches centrales, voire d’expliquer le ralentissement progressif de leur vitesse
de rotation si confirmé (e.g., voir les récents résultats de (Gehan et al|2017). La transition de la
branche des géantes rouges vers le clump et le clump secondaire (voir Chapitrepour les définitions)
s’accompagne d’une chute en moyenne d'un facteur 6 de la fréquence de rotation moyenne du cceur.
D’apres Mosser et al.| (2012b)), cette chute de la fréquence de rotation peut s’expliquer en partie
par les changements structuraux subis par ces étoiles aprés ’allumage de la fusion de I’hélium,
et notamment par 'augmentation du rayon du cceur, mais cet effet seul ne semble pas suffisant.
Un autre processus de transport doit agir. Il est intéressant de noter que les faibles fréquences
de rotation observées dans le coeur des étoiles du clump sont en accord avec les taux de rotation
observés dans les naines blanches, résidus des ceeurs stellaires (e.g. Kawaler et al.|1999; Greiss et al.
2014). Ces taux de rotation peuvent en effet étre marginalement reproduits en laissant évoluer les
couches centrales de 1’étoile sous ’hypothése de conservation locale de moment cinétique & partir
du clump, avec des conditions initiales pour la rotation du ceceur similaires aux observations & ce
stade évolutif (voir la figure 5 de [Cantiello et al|2014). Cela suggére donc que Veffet induit par
le(s) processus de transport additionnel(s) nécessaire(s) pour reproduire les observations dans les
géantes rouges doit s’atténuer aprés la fin de la fusion de ’hélium pour étre de 'ordre de grandeur
de leffet de la contraction sur la rotation des couches centrales.
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4.2 Une modélisation actuellement insuffisante

Consécutivement aux observations présentées dans le section précédente, la question fut de
savoir si les processus de transport inclus dans les modeéles d’évolution stellaire du moment étaient
capables de reproduire ou non ces contraintes. On présente dans cette section les principaux travaux
qui se sont penchés sur le probléme. La plupart d’entre eux se sont particuliérement intéressés a
I'impact de processus purement hydrodynamiques induits par la rotation, a l'effet d’'un champ
magnétique généré par le mécanisme de Tayler-Spruit ou encore & I'influence des ondes internes de
gravité. D’autres études ont utilisé une approche différente et complémentaire qui consiste a tester
différentes hypothéses sur le mécanisme de transport inconnu et & contraindre ses caractéristiques
par un ajustement aux observations.

4.2.1 Echec des processus de transport hydrodynamiques induits par la rota-
tion

Comme on l'a vu dans Section [.1I] les observations sont incompatibles avec 1’hypothése de
conservation locale de moment cinétique et impliquent un ou plusieurs processus de transport
efficaces dans les intérieurs radiatifs. Dans une étoile en rotation, le moment cinétique interne est
advecté par des boucles de circulation méridienne, entretenues par les pertes de moment cinétique
en surface (e.g., Decressin et al.[2009; Mathis et al.||2013), ou encore diffusé sous l'action de la
turbulence générée par des instabilités de cisaillement. L’effet de ces processus est usuellement
implémenté dans les codes d’évolution stellaire suivant le formalisme proposé par Zahn|(1992)) (voir
aussi Maeder & Zahn[[1998; Mathis & Zahn|[2004). Différents travaux ont étudié 1’évolution de
la rotation dans les étoiles de faible masse en considérant ces deux processus. Dans le Soleil, ces
deux mécanismes seuls ne parviennent pas a extraire suffisamment de moment cinétique des couches
internes pour reproduire le profil de rotation observé par ’héliosismologie (e.g.,[Palacios et al.[[2006;
Turck-Chiéze et al|[2010; |Amard et al|2016, voir FIGURE . Ceux-ci sont en effet incapables
d’empécher I’établissement d’un fort gradient de rotation entre le centre et la base de la zone
convective, résultant de 'effet combiné de la contraction des couches centrales et du ralentissement
de I'enveloppe convective par freinage magnétique (e.g., voir Fig. 8 dans Marques et al.|2013). De
méme, pour les étoiles entre la séquence principale et la branche des géantes rouges, les travaux
de [Eggenberger et al. (2012), Ceillier et al.| (2013)) et [Marques et al.| (2013) ont tous montré que
ces processus de transport seuls restent insuffisants puisqu’ils prédisent des taux de rotation dans
le ceeur supérieurs de plusieurs ordres de grandeur aux observations sismiques (voir FIGURE [4.5)).
Meéme en imposant arbitrairement un couplage maximal entre la région radiative et I’enveloppe
convective le long de la séquence principale, c’est-a-dire un profil de rotation uniforme comme
suggéré par les observations (voir Section , la circulation méridienne et les instabilités de
cisaillement échouent toujours & reproduire les contraintes sismiques sur la post-séquence principale
(voir FIGURE [4.6)). L’accélération de la vitesse de rotation due a la forte contraction des couches
centrales en est principalement la cause (voir Figs. 7 et 8 dans Ceillier et al.|[2013). Ces résultats
montrent qu’'un processus de transport efficace est nécessaire pour expliquer les faibles taux de
rotation observés et contrer 'effet de la contraction des couches internes du début de la séquence
principale jusqu’a la branche des géantes rouges. Eggenberger et al. (2012)) a notamment estimé
qu’un processus artificiel avec une diffusivité effective constante de ordre de 10* — 10° cm? s*
serait suffisant pour résoudre le probléme sur la branche des sous-géantes et le début de ’ascension
de la branche des géantes rouges.

On rappelle ici que ces résultats sont valables malgré les incertitudes sur la vitesse de rota-
tion initiale des étoiles. En effet, les étoiles de type solaire de faible masse arrivant au début de
la séquence principale subissent de fortes pertes de moment cinétique par des vents stellaires ma-
gnétisés. Puisque les lois de freinage magnétique dépendent de la vitesse de rotation a la surface
des étoiles suivant des lois de puissance a exposants positifs (e.g., Schatzman|/1962; |Kawaler||1988;
Reiners & Mohanty 20125 Matt et al. 2012, [2015), les rotateurs rapides en surface sont freinés
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FIGURE 4.4: Profil de rotation en fonction du rayon dans un modéle de 1 Mg a ’age actuel du Soleil,
d’aprés le travail de [Turck-Chiéze et al| (2010). Il a été obtenu en prenant en compte le
transport de moment cinétique par la circulation méridienne et la turbulence de cisaillement
selon le formalisme de Mathis & Zahn| (2004). Les profils A correspondent aux résultats
d’expériences numériques non-réalistes dans lesquelles le freinage magnétique par des vents
stellaires en surface est négligé, avec une vitesse équatoriale a la ZAMS égale & environ
2 km s~!. Les profils B et C ont été obtenus en prenant en compte le freinage magnétique, avec
des vitesses équatoriales & la ZAMS égale & environ 20 km s~! et 50 km s~!, respectivement,
en accord avec les observations (e.g., Bouvier|2013). Les indices C ou S indiquent que le modéle
a été calculé soit avec le code CESTAM (Marques et al.|2013), soit avec le code STAREVOL
(e.g., Palacios et al|[2003), respectivement. Les points correspondent aux valeurs déduites
des splittings rotationnels observés par les instruments GOLF, MDI et GONG. Entre 0.2 Rg
et la surface, les données sont tirées de ’analyse du spectre des modes acoustiques (d’aprés
Eff-Darwich et al.|2008) ; en-dessous, le taux de rotation est déduit de 'observation des modes
de gravité, observation restant toutefois a confirmer (e.g. Turck-Chiéze et al.|2004; |Garcial

et al [2007).
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FIGURE 4.5: Evolution de la rotation centrale (bleu) et de surface (vert) pour une séquence de modéles

de 1.3 Mg incluant le transport par la circulation méridienne et la turbulence induite par
cisaillement, de la pré-séquence principale jusqu’a la branche des géantes rouges (encadré en
haut a gauche), d’aprés le travail de Marques et al.| (2013).
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FIGURE 4.6: Profil de rotation de modéles de 1'étoile KIC 7341231 d’aprés Ceillier et al|(2013) incluant le
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transport par la circulation méridienne et par la turbulence induite par cisaillement (noire).
La ligne pointillée bleue (magenta) représente le résultat obtenu en supposant une rotation
uniforme du début de I’évolution jusqu’a X. = 0.1 (X. = 0), ou X, est la fraction massique
centrale d’hydrogene. Les deux lignes pointillées noires représentent les fréquences de rotation
du ceeur et de 'enveloppe observées dans cette étoile par Deheuvels et al.| (2012).




4.2. Une modélisation actuellement insuffisante

plus efficacement que les rotateurs lents si bien qu’aprés quelques milliards d’années passées sur
la séquence principale, ’évolution de la rotation des étoiles ne dépend plus des conditions initiales
(e.g., Marques & Goupil 2013; |Amard et al.2016|). Cela tient aussi bien pour la rotation en surface
que la rotation au centre puisque les étoiles de faible masse sont entiérement convectives sur la
pré-séquence principale, et donc en rotation uniforme en premiére approximation.

4.2.2 Inefficacité du transport par le champ magnétique généré par le méca-
nisme de Tayler-Spruit

Deux origines sont habituellement invoquées pour un tel champ : il pourrait étre le résidu du
champ magnétique de la nébuleuse primordiale (champ fossile) ou le résultat d'un processus de
génération tirant son énergie de processus dynamiques internes (convection, rotation...). |Spruit
(2002) a proposé un mécanisme de génération de champ magnétique par effet dynamo qui tire son
énergie de la rotation différentielle dans la zone radiative des étoiles. Dans ce mécanisme, un champ
purement toroidal (azimuthal) de faible amplitude peut étre sujet a U'instabilité de Tayler. Cette
instabilité crée alors une composante du champ verticale qui va s’enrouler sous l'effet de la rotation
différentielle et se superposer un champ azimuthal existant. L’amplitude du champ magnétique va
donc augmenter sous leffet de la rotation différentielle. Le couple magnétique ainsi généré peut a
son tour modifier la vitesse de rotation des couches internes.

Eggenberger et al| (2005) a étudié l'effet du transport de moment cinétique par le champ
magnétique dans le Soleil en suivant le formalisme de |Spruit| (2002). Il a trouvé que effet d’un
tel champ magnétique parallélement au transport induit par la rotation du début de la séquence
principale jusqu’a ’age du Soleil, peut jouer un role et permet en partie de retrouver un profil de
rotation en accord avec 'héliosismologie. Les modéles incluant ce mécanisme de transport prédisent
aussi des taux de rotation en bien meilleur accord avec les observations dans les pulsars et les naines
blanches (Heger et al.|2005; [Suijs et al.2008)). Qu'en est-il des prédictions de ces modeéles dans les
stades évolutifs intermédiaires, entre la séquence principale et les objets compacts de fin de vie?

Cantiello et al|(2014) ont exploré plus en détail I’évolution du moment cinétique interne sous
I’effet simultané de la circulation méridienne, de la turbulence liée aux instabilités de cisaillement et
du champ magnétique généré par le mécanisme de Taylor-Spruit de la fin de la séquence principale
jusqu’aux étoiles du clump. Ils ont montré que le mécanisme de Tayler-Spruit est insuffisant pour
expliquer les taux de rotation du cceur observés dans les sous-géantes, les géantes rouges et les
étoiles du clump, et cela méme si la diffusivité effective liée au transport par le champ magnétique
est artificiellement augmentée d’un facteur 100. Les auteurs ont confirmé qu’une diffusivité effective
constante de I'ordre de 10* — 10° cm? s™! permettrait de reproduire les taux de rotation observés
dans les sous-géantes et jeunes géantes rouges, en accord avec Eggenberger et al.| (2005). Néanmoins,
leurs travaux ont aussi montré que cette valeur artificielle pour la diffusivité additionnelle est trop
faible pour expliquer les observations dans les étoiles du clump et les naines blanches.

Le transport par le champ magnétique généré par le mécanisme de Tayler-Spruit permet de
reproduire les observations dans les étoiles de la séquence principale et dans les naines blanches,
tout du moins en ordre de grandeur. Cependant, il n’apporte pas de réponse compléte au probléme
de I’évolution du moment cinétique puisqu’il échoue sur plusieurs ordres de grandeur & reproduire les
taux de rotation du coeur observés par 'astérosismologie dans les stades évolutifs intermédiaires.
D’autres processus de transport doivent donc étre invoqués. Pour finir, il semble important de
noter que des doutes subsistent sur I’existence ou non d’un tel mécanisme de génération de champ
magnétique dans le régime des intérieurs radiatifs stellaires (e.g., Braithwaite & Spruit/2017). En
I’absence de confirmation observationnelle ou théorique, les résultats obtenus et présentés dans
cette section sont & considérer avec prudence.
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FIGURE 4.7: Evolution de la rotation interne en fonction de la masse normalisée par la masse de Pétoile,
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pour un modele de 1.2 Mg incluant le transport par la circulation méridienne, la turbulence
induite par du cisaillement et les ondes internes de gravité excitées par la turbulence dans la
zone convective (d’aprés le travail de Talon & Charbonnel|2005). Le calcul évolutif commence
en début de séquence principale avec une vitesse initiale de 50 km s~! en surface. L’age est
indiqué pour chaque courbe en milliard d’années.




4.2. Une modélisation actuellement insuffisante

4.2.3 Précédents travaux sur les ondes internes de gravité

Des ondes peuvent se propager dans les étoiles et sont capables d’interagir avec la rotation du
milieu (e.g., |Ando|[1983; [Unno et al|[1989). Parmi elles, les ondes internes de gravité, c’est-a-dire
ayant comme force rappel la poussée d’Archimeéde, ont fait 'objet de nombreuses recherches dans
le contexte astrophysique depuis le travail initial de [Press (1981). Les ondes internes de gravité
sont excitées par les mouvements de matiére dans la zone convective ; elles sont transmises par effet
tunnel dans la zone radiative oil elles peuvent se propager et modifier la rotation. L’efficacité du
transport par ces ondes a déja fait ses preuves dans le cas solaire. Talon & Zahn! (1998)) et Talon et al.
(2002) ont en effet montré que le transport par les ondes internes de gravité conjugué a la diffusion
turbulente aurait pour effet d’aplatir efficacement le profil de rotation dans la zone radiative solaire.
Plus tard, Talon & Charbonnel| (2005) et Charbonnel & Talon (2005) ont confirmé ce résultat par
un calcul plus complet de I’évolution de la rotation interne incluant le transport par la circulation
meéridienne, la turbulence induite par le cisaillement et les ondes internes de gravité (FIGURE [4.7)).
Les auteures ont montré que ces ondes sont capables d’uniformiser le profil de rotation d’un modéle
de 1.2 Mg aprés moins d’un milliard d’années passées sur la séquence principale, en accord avec
les résultats obtenus par 1’héliosismologie (voir aussi Mathis et al|2013). Le mélange induit par
les ondes internes de gravité permet dans le méme temps de rendre compte de la dépendance en
masse de 'abondance de lithium observée dans les étoiles de faible masse de population I (i.e., de
meétallicité élevée proche de celle du Soleil), comme par exemple dans I’amas ouvert des Hyades (e.g.,
Talon & Charbonnel 1998, 2003} [2005). Ce processus apporte également une possible explication
a la faible dispersion dans ’abondance de lithium dans les naines de population IT (i.e., de plus
faible métallicité), ainsi qu’aux vitesses de rotation élevées dans les étoiles de la branche horizontale
de différents amas globulaires (Talon & Charbonnel 2004). |Charbonnel et al.| (2013)) ont en outre
démontré de la méme maniére que leur impact sur la rotation est significatif dans les étoiles de faible
masse sur la pré-séquence principale. Dans les étoiles de masse intermédiaire (i.e., environ 3 Mg),
Talon & Charbonnel| (2008]) sont arrivés a la conclusion que ces ondes peuvent avoir un impact sur
le profil de rotation et le mélange des éléments chimiques lors de la phase de sous-géantes ainsi que
sur le début de la branche asymptotique des géantes (AGB), et par conséquent sur les propriétés
des stades plus évoluées. Comme mentionné dans |Charbonnel & Talon| (2008)), les ondes internes de
gravité pourraient ainsi jouer un role pour expliquer les faibles taux de rotation observées dans les
naines blanches (e.g., Suijs et al. 2008)) et les anomalies d’abondance pour les éléments transformés
par le processus-s lors de la phase AGB (e.g., Siess et al|[2004). Dans les étoiles de faible masse
plus évoluées, Fuller et al.| (2014) sont néanmoins arrivés a la conclusion que le transport par ces
ondes ne permet pas d’expliquer les observations sismiques (e.g., [Deheuvels et al.| 2014; Mosser
et al.[2012Db)). Nous reviendrons plus en détail sur ce point dans la Section

4.2.4 Test d’hypothéses sur le couplage entre le coeur et ’enveloppe

Tayar & Pinsonneault| (2013) et Spada et al| (2016) se sont intéressés a I’évolution de la ro-
tation dans les étoiles évoluées en se servant des observations données par 1’astérosismologie pour
contraindre les caractéristiques du processus de transport encore inconnu et tester différentes hy-
pothéses sur le couplage entre le moment cinétique de la zone radiative et celui de I’enveloppe
convective.

Tayar & Pinsonneault| (2013) ont supposé un couplage maximal (i.e., rotation uniforme) le
long de la séquence principale, comme les observations dans les étoiles de la séquence principale
peuvent le suggérer. Ils ont ensuite considéré deux hypothéses pour le couplage. D’abord, ils ont
montré qu'un couplage maximal le long de I’évolution des étoiles de masse intermédiaire autour
de 2.5 Mg permet de retrouver les faibles taux de rotation observés dans les étoiles du clump
de masse supérieure & 2 Mg par Mosser et al.| (2012b)), et ce indépendamment de la vitesse de
rotation moyenne 3 la fin de la séquence principale. Cette hypothése s’est avérée trop forte pour
rendre compte de la rotation du coeur dans la jeune géante rouge KIC 7341231 de plus faible masse
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(autour de 1 Mg) observée par Deheuvels et al.| (2012)). Dans un deuxiéme temps, ils ont donc
considéré un couplage nul (i.e., hypothése de conservation locale de moment cinétique) dés la fin de
la séquence principale : cette hypothése prédit cette fois-ci une trop forte amplitude de la rotation
du ceeur. Tayar & Pinsonneault| (2013)) ont alors montré qu’un prolongement de I’hypothése d’un
fort couplage (i.e., rotation uniforme) apres la fin de séquence principale permet de retrouver une
rotation du cceur en début de la branche des géantes rouges en accord avec les observations de
Deheuvels et al.| (2012). De fagon assez intéressante, I’époque du découplage entre le coeur radiatif
et I’enveloppe semble avoir lieu pendant le first dedge-up, quand la base de la zone convective, aprés
avoir migré en profondeur, commence a remonter en surface, donnant naissance a un fort gradient
de composition chimique dans la zone radiative. Selon les auteurs, cela pourrait indiquer que le
processus de transport hypothétique, responsable d’un couplage maximal sur la séquence principale
et le début de la branche des sous-géantes, est sensible & ce gradient de composition chimique; ce
gradient serait alors potentiellement assez fort pour étre capable d’inhiber ce mécanisme au moment
du découplage.

Spada et al| (2016) ont suivi une approche similaire a 1’étude précédente, mais en supposant
cette fois-ci que le couplage entre le coeur radiatif et I’enveloppe convective pendant la post-séquence
principale est le résultat d’un processus de diffusion dont la diffusivité effective est proportionnelle
au contraste de rotation entre les deux régions, c’est-a-dire la forme

Qraa \ @
Deff:Do(Q d) : (4.1)

ol g et Qeny sont respectivement les taux de rotation moyens dans les zones radiatives et convec-
tives, et Dy et « sont des coefficients & déterminer par un ajustement aux observations. Encore une
fois, les auteurs ont supposé que 1’étoile est en rotation uniforme le long de la séquence principale,
hypothése supportée par différentes observations (voir Section . Une telle modélisation avec
un exposant a ~ 3 — 4 permet de reproduire les observations sur la branche des géantes rouges.
Cependant, elle échoue & prédire les rotations centrales observées dans les sous-géantes. Cela est
notamment due au rapide découplage entre le coeur et 'enveloppe au début de la branche des
sous-géantes quand le rayon de 1’étoile commence & augmenter tandis que les couches centrales
entrent en contraction. Les auteurs ont alors montré qu'un prolongement de I’hypothese d’un fort
couplage (i.e., rotation uniforme) au début de la branche des sous-géantes permet de remédier a
ces différences, en accord avec I’étude de [Tayar & Pinsonneault| (2013).

De tels travaux ne donnent pas de réponse compléte au probléme de la redistribution de moment
cinétique dans les intérieurs stellaires. Ils permettent néanmoins d’explorer les différents scenarii
possibles. Ils ont notamment montré qu’un mécanisme capable d’induire un fort couplage entre
les zones radiatives et convectives sur la séquence principale et au début de la branche des sous-
géantes, et qui plus est, dépend du contraste de rotation moyenne entre le ceeur et 'enveloppe, peut
potentiellement expliquer les observations dans les étoiles évoluées. Il reste toujours néanmoins &
comprendre la nature physique d’un tel processus de transport.

4.3 Solutions avancées et problématique de la partie II

4.3.1 Champs magnétiques, turbulence, modes mixtes, ondes de gravité...?

Aujourd’hui, différents processus physiques sont invoqués pour résoudre le probléme. Les prin-
cipales solutions font appel & Ueffet de champs magnétiques, & une diffusion turbulente plus efficace
ou encore a 'influence d’ondes internes.

Champs magnétiques. En réponse au cisaillement, les champs magnétiques internes peuvent
générer un couple capable de s’opposer & la rotation différentielle dans les intérieurs radiatifs.
L’efficacité de ce couple dépend de amplitude et de la structure du champ magnétique. Comme il
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a déja été mentionné plus haut, ces champs magnétiques ont possiblement deux origines : ils peuvent
soit étre le reliquat d’un champ magnétique primordial, soit le résultat de processus dynamiques
internes. Cependant, les champs magnétiques dans les intérieurs radiatifs sont peu connus dans les
étoiles de type solaire et des incertitudes persistent sur leur interaction avec la rotation interne
(e.g., Mathis et al|2011; Braithwaite & Spruit|2017)). Néanmoins, certains processus de génération
par le biais d’instabilités magnétiques et d’effet dynamo ont déja été étudiés théoriquement et
numériquement. On a vu dans Section que le mécanisme proposé par Tayler-Spruit seul n’est
pas suffisant pour expliquer les observations. Toutefois, Riidiger et al.| (2015)) ont récemment montré
via des simulations numériques MHD que l'instabilité magnéto-rotationnelle du champ magnétique
azimuthal (AMRI) peut induire une diffusivité effective de 1’ordre de 10* — 10° cm? s!, suffisante
pour contrebalancer ’accélération de la rotation des couches internes due & leur contraction dans
les étoiles sous-géantes et jeunes géantes rouges selon [Eggenberger et al. (2012) (voir Section .
De plus, leurs travaux ont montré que la diffusivité effective liée & cette instabilité dépend du
contraste de rotation entre le cceur et I’enveloppe par une loi de puissance. Un tel comportement
est supporté par I’étude de|Spada et al. (2016)). Il est clair, par le biais de cet exemple, que 'effet d’un
champ magnétique interne est un candidat sérieux pour réconcilier la théorie et les observations.
Néanmoins, une estimation observationnelle des propriétés du champ magnétique dans le manteau
stellaire est encore actuellement hors de portée et des incertitudes demeurent dans leur modélisation.
Beaucoup de choses sont encore a découvrir & leur propos. Dans la suite, nous n’aborderons pas ce
sujet qui sera, sans aucun doute, I’objet de nombreuses recherches dans les années a venir.

Diffusion turbulente. Les processus de transport turbulent qui sont induits par des instabilités
de cisaillement sont décrits par des prescriptions simplifiées dans les codes d’évolution stellaire
(e.g., [Talon & Zahn|[1997; [Mathis & Zahn 2004)). Les incertitudes sur les coefficients de diffusion
vertical et horizontal correspondants, ainsi que leur rapport (i.e., 'anisotropie de la diffusion),
restent actuellement importantes. Des travaux en cours visent & estimer proprement ces coefficients
de diffusion. Une révision & la hausse de ces coefficients pourrait avoir de fortes conséquences sur
I’évolution du moment cinétique interne et tendrait & réduire le contraste de rotation entre le cceur
et I’enveloppe des étoiles.

Modes mixtes. Alors que les modes mixtes nous permettent de sonder la rotation du ceeur des
étoiles évoluées, ils sont aussi capables de la modifier. Belkacem et al.|(2015a.b) ont exploré l'effet
du transport par les modes mixtes sur la rotation des étoiles sous-géantes et géantes rouges. Pour
cela, ils ont développé et utilisé une formulation théorique empruntée & la géophysique qui permet
de traiter le probléme de fagon cohérente et semi-analytique. De plus, les auteurs ont utilisé les
observations par CoRoT et Kepler pour déterminer I’amplitude des modes mixtes. Cela leur a permis
d’obtenir une estimation quantitative de l'efficacité du transport par les modes mixtes au cours
de I’évolution. Finalement, ils ont trouvé que ce processus de transport échoue & contrebalancer
I’accélération de la rotation des couches internes dues & leur contraction dans les étoiles sous-géantes
et jeunes géantes rouges. Dans les étoiles géantes rouges évoluées, ils ont montré au contraire que
les modes mixtes peuvent localement ralentir la rotation aux alentours de la couche d’hydrogéne en
fusion au-dessus du cceur d’hélium. Des travaux sont actuellement en cours pour estimer 'impact
des modes mixtes sur ’évolution globale de la rotation interne avec le temps en prenant en compte
I'interaction avec les autres processus de transport (par exemple, la circulation méridienne et la
turbulence induite par le cisaillement).

Ondes internes de gravité. Les résultats des travaux présentés dans Section démontrent
la capacité des ondes internes de gravité & uniformiser le profil de rotation interne sur la séquence
principale. Ces travaux ont aussi montré que la prise en compte du transport par les ondes internes
de gravité permet de reproduire la bréche dans les abondances de lithium & faible température
effective telle qu’observée par exemple dans les étoiles de séquence principale de ’amas des Hyades,
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ce que la circulation méridienne et la diffusion turbulente seules ne parvenaient pas a faire (e.g., voir
Charbonnel & Talon|2008], pour une revue). Ce succés du transport par les ondes internes de gravité
obtenu dans le cas solaire est en fort contraste avec leur faible efficacité estimée dans les étoiles
évoluées de faible masse (Fuller et al.2014). Néanmoins, un des points faibles actuels concerne la
génération de ces ondes. En effet, 'efficacité du transport par les ondes dépend de leur amplitude
et donc du processus d’excitation. Comme nous le verrons plus tard, les simulations numériques
actuelles ne sont pas réalistes et ne permettent pas d’obtenir d’'information quantitative sur I’exci-
tation de ces ondes. Une estimation est aussi possible en passant par des modéles semi-analytiques,
mais des incertitudes demeurent sur les prescriptions actuelles. Cela peut avoir des conséquences
sur Pefficacité du transport de moment cinétique et mérite de plus amples investigations.

4.3.2 Problématique

Dans cette partie, nous nous focaliserons sur le transport de moment cinétique par les ondes
internes de gravité. Aprés avoir fait de brefs rappels sur les propriétés dynamiques de ces ondes,
nous nous intéresserons d’abord & la question de leur génération. Alors que les travaux précédents
ont principalement considéré la pression turbulente dans la région convective comme terme source
(Press|1981; |Garcia Lopez & Spruit(1991; Zahn et al.[1997; Kumar et al.[1999; [Lecoanet & Quataert
2013)), I'excitation par la pénétration de panaches convectifs a I'interface entre les zones convectives
et radiatives peut aussi générer des ondes internes de gravité. Ce processus d’excitation a notam-
ment été observé dans des simulations numeériques (e.g., |[Kiraga et al.|[2003, 2005; Dintrans et al.
2005; [Rogers & Glatzmaier| 2005, 2006; |[Rogers et al.|[2013} |Alvan et al.|2014)) ou en géophysique
(e.g., [Townsend| |1966; Stull [1976; Fritts & Alexander||2003; Vadas & Liu 2013). Dans un premier
temps, je développerai donc un modéle semi-analytique d’excitation d’ondes internes par la pé-
nétration convective. Celui-ci me permettra d’estimer le spectre d’énergie des ondes générées a la
base de la zone convective par ce mécanisme. Dans un second temps, je chercherai a répondre aux
questions suivantes :

e Quel mécanisme d’excitation est le plus efficace : pression turbulente ou pénétration convec-
tive 7
S’il s’avére que l'excitation par la pénétration convective est globalement plus efficace, les
résultats des précédents travaux devront étre révisés en prenant en compte ce mécanisme.

e (Quel est 'impact des ondes internes de gravité ainsi générées sur I’évolution du profil de
rotation du Soleil 7
Comme nous le verrons plus loin, le transport de moment cinétique par les ondes dépend
de 'amplitude (i.e., Uefficacité totale du mécanisme d’excitation) et de la forme du spectre
d’énergie (i.e., lefficacité d’excitation en fonction de la fréquence des ondes). Il convient
alors de comparer l'efficacité du transport des ondes générées par la pression turbulente et
celles générées par la pénétration convective. Si le transport par ces derniéres s’avére plus
efficace, alors ces ondes devront étre prises en compte dans les codes d’évolution stellaire.

e Les ondes internes de gravité générées par la pénétration de panaches convectifs peuvent-elles
expliquer les faibles taux de rotation observés dans les sous-géantes et les géantes rouges ?
Fuller et al.| (2014]) ont estimé que le transport par les ondes internes de gravité était inefficace
dans les étoiles évoluées. Ces auteurs n’ont cependant considéré que les ondes générées par la
pression turbulente. Nous effectuerons donc une étude similaire en considérant cette fois-ci
les ondes générées par la pénétration convective. Le résultat nous indiquera alors si les ondes
internes de gravité seules peuvent étre 'ingrédient manquant actuellement & la modélisation
du moment cinétique interne des étoiles évoluées ou si un autre processus doit encore étre
invoqueé.
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Dans ce chapitre, nous rappelons quelques propriétés des ondes internes de gravité. Ces ondes
ont pour force de rappel la poussée d’Archimeéde; elles sont donc évanescentes dans 1’enveloppe
convective des étoiles mais peuvent se propager dans leur intérieur radiatif stablement stratifié. La,
les ondes subissent des pertes radiatives; elles sont donc amorties au cours de leur propagation dans
la zone radiative et peuvent déposer de I’énergie dans le milieu stellaire. Ce chapitre a pour but
d’amener au formalisme théorique qui nous sera utile dans les deux chapitres suivants, notamment
pour décrire le transport de moment cinétique par les ondes internes de gravité.

5.1 Ondes internes de gravité dans approximation JWKB

Les ondes internes de gravité sont des ondes & trés basses fréquences dont les perturbations
associées suivent une équation linéaire du second ordre. Dans cette section, ’équation d’onde est
résolue dans 'approximation JWKB et les fonctions propres sont exprimées en géomeétrie sphérique.
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5.1.1 Equation d’onde linéaire adiabatique et relation de dispersion

Dans un souci de simplicité, on se place dans la suite de cette section sous les mémes hypothéses
que celles supposées dans le Chapitre 2] Autrement dit, Ueffet de la force centrifuge sur la structure
interne de ’étoile a I’équilibre est négligé. L’influence de la force de Coriolis et celle du gradient de la
vitesse de rotation sur la dynamique des ondes sont aussi négligées, et 'approximation de Cowling
est considérée. Seule 'advection par la rotation (équivalente & l'effet Doppler) est considérée. De
plus, on considére ici le régime des ondes a trés basses fréquences, c’est-a-dire 62 < 512, avec ¢ la
fréquence intrinséque de I'onde.

Etant donné la nature des points tournants dans le cas ou 62 < Slg, c’est-a-dire 13 ot 62 = N2,
il est nécessaire de considérer I’équation d’onde sur la variable v; ,,, définie dans Eq. et donnée
dans Eq. . L’équation d’oscillation linéaire adiabatique est donc donnée par

d>v; N2
drlé + <&2 - 1) kivim =0, (5.1)

avec kp, = /l(l 4+ 1)/r la composante horizontale du nombre d’onde local. En écrivant Eq. ,
le terme f(q1) a été négligé dans Eq. . Cela revient & supposer que la longueur d’onde est
beaucoup plus petite que I'échelle caractéristique de variation de la structure interne & I’équilibre.
En d’autres mots, suivant Eq. , cela correspond & considérer de trés basses fréquences, telles
que 62 < N2, ou de hauts degrés angulaires, tels que k,r > 1. Dans la suite, on se place dans le
cas particulier ot 42 < N? a travers la majeure partie de la zone radiative, comme attendu d’aprés
les modeles d’excitation d’ondes (voir Chapitre @ Cela est équivalent & considérer la vitesse du
son comme étant infinie. Ainsi, dans ce régime, on peut s’attendre & ce qu’une bulle de matiére
déplacée de son point d’équilibre s’ajuste quasi instantanément & la pression du milieu ambiant.

Cette approximation n’est cependant plus valide proche des points tournants (ot 62 = N?),
(voir la discussion dans la Section . Néanmoins, on peut s’attendre & ce que le gradient des
quantités a 'équilibre dans le voisinage des points tournants reste a peu prés constant et de l'ordre
de 1/r (en supposant en premiére approximation que les quantités a 1’équilibre suivent des lois
de puissance avec le rayon). Cela doit donc étre du méme ordre de grandeur ou plus petit que
kp = /U(L 4+ 1)/r, de telle facon que le terme f(q1) ait pour unique conséquence un faible décalage
entre le point ot k2 — f(q1) = 0 et celui ou k2 = 0. En effet, dans une région localisée autour du
point tournant (i.e., disons plus petite que 1/ky,), k2 posséde une valeur plus grande que k}%, et donc
1/r?, dans I'approximation des trés basses fréquences. En premiére approximation, l'impact de ce
facteur peut donc étre négligé et Eq. peut étre utilisée pour décrire les perturbations associées
a I'onde dans toute I’étoile.

Par conséquent, d’aprés Eq. , la composante radiale du vecteur d’onde est donné localement

par
N2 1/2
ky(r,o,l) = ( = 1) kp . (5.2)

g

L’équation (p.2]) représente la relation de dispersion pour les ondes internes de gravité. Cette der-
niére associe localement & une onde de fréquence intrinséeque 6 et de nombre d’onde horizontal kj
donnés, un unique nombre d’onde vertical k, (au signe prés). Dans hypothése ot 62 < N2, le
vecteur d’onde est presque essentiellement radial, avec k,. > ky,.

5.1.2 Perturbation du champ de vitesse et incompressibilité

L’équation d’onde peut étre résolue de fagon assez simple par la méthode JWKB dans une région
assez éloignée des points tournants. A la place d’utiliser la méthode de dérivation présentée dans la
Section pour les modes de pression, on préfére ici reproduire la dérivation donnée dans |Aerts
et al|(2010) qui est moins technique et plus intuitive. La variable v; ,,, peut étre formellement écrite
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5.1. Ondes internes de gravité dans [’approzimation JWKB

comme le produit d’une amplitude et d’'un terme de phase variant plus rapidement, c’est-a-dire de
la forme

Vim(r) = a(r) exp [igp(r)] (5.3)
avec comme condition di/dr > dlna/dr. En insérant Eq. (5.3) dans Eq. (5.1]), on obtient alors
d%2a _ dyda A2y [dy\?
— +2i—— Fia——~ — [ — =—k%a . A4
[dT2 Ty T <dr> “ ré (54)

En regroupant les différents termes par ordre de grandeur en di/dr, on obtient

(fff)Q = k2 (5.5)

d dy\ 1 a2
—1d—‘; = <df> 4 (5.6)

-2
“ dr2 ’

ou la dérivee seconde de l'amplitude a été négligée dans Eq. (5.4)). Finalement, amplitude peut
étre approximée & une constante complexe prés, C, par I’expression suivante

a(r) ~ C |k |72 . (5.7)

En utilisant Eqgs. (2.45)), (2.46) et (2.52) et en négligeant le terme lié au gradient des quantités a
I’équilibre, il est possible de relier v; ,,, au déplacement radial Lagrangien ainsi qu’a la perturbation
de pression. L’amplitude de la vitesse radiale ainsi que celle de la perturbation Eulérienne de

pression sont finalement égales &
Tt
exp (:l:z/ krdr> (5.8)
T

1/4 v
exp <j:z/ krdr> , (5.9)

ou r; est le rayon du haut de la zone radiative. La perturbation de vitesse horizontale est alors
donnée par

N2 —1/4
1

brgm = 1Cp 23211+ 1))V |
g

2
Ny

Blm ~ FiCH o1+ D)7

ﬁ; m(r7a>
Opm(r,0) = i——F"—
pro
N2 1/4 Tt
~ £Cp~ V273211 4 1))~ VA — — 1| exp (iz/ krdr> . (5.10)
g T

On voit que 9,1, () est déphasé de m/2 avec p; () et Uy, (7). Néanmoins, la composante radiale
et horizontale de la perturbation de vitesse totaile, ainsi que la perturbation de pression totale, sont
bien en phase. En effet, il faut se souvenir que le champ de vitesse associé & 'onde peut étre
décomposé suivant une composante radiale et poloidale sur la base des harmoniques sphériques

voir Section [2.1.3.c)), c’est-a-dire tel que
) q

0 (7,0) = byram(r, o) V™ (0,0) (5.11)
I,m

0n(7.0) = D Ot (r,0) TV LY (0,0) (5.12)
I,m

Ce déphasage de 7/2 est donc compensé par le déphasage horizontal entre Y;,, et v 1Y, m. Les
perturbations de vitesse et de pression associées aux ondes sont donc bien en phase (e.g., Muraschko
et al.[2015, pour une démonstration rigoureuse).
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Chapitre 5. Propriétés dynamiques des ondes internes de gravité

La connaissance des fonctions propres va nous permettre de démontrer un premier résultat
intéressant sur le caractére incompressible des ondes internes de gravité. Cette propriété est re-
marquable car elle permet de grandement simplifier les équations de la dynamique. En effet, la
perturbation Eulérienne de pression peut étre négligée par rapport a la variation Lagrangienne due

au déplacement car, d’aprés Egs. (5.8)) et (5.9)), on a

Prm | _ | Pim re? |N? . 0 (5.13)
EamE| | PgErim I+ 1)g|0° NVII+1) .

oil I'approximation N? ~ g/r a été utilisée. On retrouve donc bien que I’hypothése d’ondes &
basses fréquences impose un réajustement quasi instantané de la pression entre une bulle de matiére
déplacée de son point d’équilibre et le milieu ambiant. De plus, comme ’ont montré [Dintrans &
Rieutord| (2001)), cela implique aussi que les oscillations sont anélastiques, c¢’est-a-dire vérifiant dans
une bonne approximation V - (p?¥) ~ 0. Dans 'hypothése ot la variation du profil de densité peut
étre négligée sur une échelle spatiale de 'ordre de la longueur d’onde, les oscillations peuvent étre
considérées comme incompressibles. La condition d’incompressibilité s’écrit alors

V-T~0. (5.14)

En injectant Eqgs. (5.11)) et (5.12) dans Eq. (5.14) et en utilisant les propriétés des harmoniques
sphériques, on obtient quels que soient [ et m 1’égalité

|]€rv7~’17m| ~ ‘kh\/l(l + l)vh717m‘ . (515)
Cette derniére égalité peut étre retrouvée en calculant le rapport de la vitesse horizontale sur la
vitesse radiale. En effet, d’apres Eqs. (5.8) et (5.10)), ce rapport vaut finalement

VIO+ Dopam | |IN2 V2
(;LW -1 o> (5.16)
r,l,m

Contrairement au vecteur d’onde, la composante horizontale du vecteur vitesse associé aux ondes
est beaucoup plus grande que la composante verticale étant donné que o > N? par hypothése
dans la zone radiative. Ceci met en exergue le caractére transversal des ondes internes de gravité.
Cela est équivalent dans 'approximation des ondes planes & écrire V- 7=0x k-7 =0. Cette
propriété est une conséquence de 'incompressibilité des oscillations, qui est elle-méme le résultat
de ’hypothése des trés basses fréquences suivant Eq. .

Pour finir, il est important de noter que sous ’hypothése d’anélasticité ou d’incompressibilité,
lapproximation de Cowling est naturellement justifiée. En effet, Dintrans & Rieutord (2001) ont
montré que dans ce cas, la détermination du champ de déplacement associé aux ondes est totalement
découplée de I'équation de Poisson. L'effet de la perturbation du potentiel gravitationnel sur les
ondes reste donc négligeable.

En résumé, les ondes internes de gravité sont des ondes dispersives, c’est-a-dire suivant une loi du
type o(k), a trés basses fréquences (i.e., telles que & < N? et S?) se propageant dans les zones
radiatives. Elles sont de plus incompressibles et transversales.

5.2 Propagation des ondes internes de gravité

L’analyse de la section précédente a permis de remonter & la relation de dispersion et de montrer
le caractére transversal et incompressible des ondes internes de gravité. Néanmoins, il est difficile de
se faire une idée de la facon dont se propagent ces ondes dans le milieu avec ces seules informations.
Une maniére simple de répondre a cette question passe par la détermination de la vitesse de groupe,
correspondant & la vitesse de propagation de 1’énergie d’une onde. Dans cette section, la notion
de vitesse de groupe est d’abord introduite de facon générale en s’inspirant largement du travail
de [Lighthill (1978). Elle nous permettra ensuite de discuter la propagation des ondes internes de
gravité dans les intérieurs stellaires.
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5.2. Propagation des ondes internes de gravité

5.2.1 Notion générale de vitesse de groupe
5.2.1.a Premiére approche & deux ondes planes monochromatiques

Considérons deux ondes sinusoidales se propageant dans une direction suivant la coordonnée z,
de méme amplitude a et de nombres d’onde k; et ko assez proches. La superposition de ces deux
composantes est égale a

acos(oit — ki12) + acos(oat — koz) = {2acos (60 t — 6k 2)} cos (6t — kz) (5.17)

avec o = (01 — 02)/2, 6k = (k1 — k2)/2, & = (01 + 02)/2 et k = (k1 + k2)/2. La superposition
prend alors la forme d’une oscillation rapide avec un nombre d’onde k ~ ki & ko et une fréquence
0 ~ 01 & 09, dont 'amplitude moyenne (terme entre accolade) varie sur des échelles spatiale et
temporelle beaucoup plus grandes, c’est-a-dire 1/6k > 1/k et 1/60 > 1/ respectivement (voir
FIGURE . L’enveloppe de ce paquet d’onde se propage a la vitesse

oo
Venv = 5E (5.18)
de telle facon qu’un point mobile vérifiant & chaque instant
% = Veny (5.19)

voit une amplitude moyenne constante le long de son trajet et égale & 2a. On peut donc en déduire
que l'énergie du systéme constitué de la superposition des deux composantes sinusoidales, qui est
proportionnelle & la valeur moyenne de ’amplitude au carré sur une longueur d’onde, se propage &
la vitesse Veny. De plus, un point tel que 2/t = Vepy voit les deux composantes monochromatiques
en phase et interférer constructivement & tout instant. En effet, pour un tel point, on a

O'lt — ]{212 = 0'275 — ]{522 == (k102 - O'1k‘2)t/(k‘1 - ]{52) . (520)

Cette simple analyse améne donc & 'idée que I'énergie d’'un paquet d’onde se propage a la méme
vitesse qu'un point pour lequel la phase est stationnaire par rapport a la fréquence et au nombre
d’onde. Cela donne alors une premiére définition pour la vitesse de groupe.

5.2.1.b Spectre continu et transformée de Fourier

La généralisation du cas précédent a un paquet d’onde au spectre continu est possible en passant
par une représentation sous forme d’intégrale de Fourier. Soit ¢ le champ de vitesse associé a une
onde. Celui-ci peut formellement s’exprimer sous la forme d’une intégrale de Fourier, c’est-a-dire

//// £ o) exp (at—/g-f'ﬂdadglg. (5.21)

On suppose alors que la fréquence de 'onde et le vecteur d’onde sont reliés par une relation de
dispersion, o = (k). On suppose aussi que pour toute valeur de k ne corresponde qu’une seule
valeur de la fréquence o. L'équation (5.21]) peut alors étre réécrite comme

///dS (/+OO Cg(ﬁ) §(o — o(k)) exp [z (U(E)t K. F)} da)
= [[[ éBreso i (othr—F-7)] @k, 5o

o l'on a posé C(k o) = C(k;)é(a — o(k)), avec 8 la fonction de Dirac. Découpons alors espace des
vecteurs d’onde en un ensemble de petits volumes {Ak;} autour de valeurs discrétes {k;} de telle
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Superposition de deux ondes monochromatiques
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FI1GURE 5.1: Paquet d’onde constitué d’une fonction oscillant rapidement dans une enveloppe variant plus
lentement.

facon que 5 (k) soit a peu prés constant et égal a C ( ) dans de tels cubes. Sous cette hypotheése, on
obtient alors par un développement limité au premier ordre

C(F 1) ~ Z ///M C(E:) exp ( (ks + k) — (F; + oF) - )}d?’(ak)

- F)} (1 + 0(512)) 43 (6F)
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~ Y (k) exp [z (a(kz)t s *)} IN (%(k:i)t - F) , (5.23)
o Onde mon(;crhromatique Modulation de I’amplitude

o Vy, = Vo est la vitesse de groupe, avec Vj l'opérateur nabla dans l'espace des vecteurs d’onde.

Pour toutes composantes du nombre d’onde comprises dans un petit volume {AEZ} autour d’une
valeur E,-, leur superposition prend la forme d’un produit d’une onde monochromatique de nombre
d’onde EZ avec une enveloppe A se propageant & la vitesse de groupe, de maniére similaire a la
superposition de deux ondes monochromatiques de nombres d’onde trés proches. L’énergie contenue
dans chaque petit volume de 'espace des vecteurs d’onde {Al;:l} est proportionnelle & la moyenne
du carré de 'amplitude et se propage donc a la vitesse de déplacement de ’enveloppe, c’est-a-dire
a la vitesse de groupe.

5.2.1.c Comportement asymptotique d’un paquet d’onde

Les approches précédentes permettent de comprendre “avec les mains” la signification de la
vitesse de groupe. Elle ne fournit pas néanmoins de démonstration rigoureuse. Une preuve mathé-
matique est donnée par Lighthill (1978)). Celle-ci fait principalement appel au théoréme intégral
de Cauchy. On propose ici de reproduire sa démonstration. Pour simplifier, on se place dans le
cas d’une onde unidimensionnelle avec une relation de dispersion o(k), avec o la fréquence et k le
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5.2. Propagation des ondes internes de gravité

nombre d’onde, se propageant dans un milieu homogéne suivant la direction de la coordonnée x. Le
résultat de cette analyse n’est pas restrictif & ce seul cas et est généralisable a une onde tridimen-
sionnelle dans un milieu non-homogene (voir Lighthill (1978 pour les détails). Pour commencer,
la vitesse de déplacement associée & une telle perturbation peut s’exprimer sous la forme d’une
intégrale de Fourier
+oo
C(z,t) = / F(k)exp[i(o(k)t — kx)] dk , (5.24)
—0oQ

ol F'(k) est la transformée de Fourier de ¢. On souhaite connaitre le comportement énergétique de
I’onde quand t devient trés grand. Dans le cas général, I’énergie d’une onde en un point = et en un
instant ¢ peut s’écrire

+00 2
Eul,1) = p@)C(x,t)? = p(x) / F(k) exp [ito(k; 2, 1)] dk| (5.25)

—0o0

ol p est la densité du milieu et 9 est un terme de phase défini par

(ks a,t) = o(k) — k% . (5.26)

La démonstration fait alors I’hypothése que la relation de dispersion o(k) et la transformée de
Fourier F(k) sont des fonctions analytiques (i.e., dérivables dans le plan complexe)m Ainsi, I'inté-
grande dans Eq. est aussi analytique et le théoréme intégrale de Cauchy est applicable pour
estimer l'intégrale. Ce théoréme stipule que l'intégrale d’une fonction analytique sur tout chemin
fermé dans son ensemble de définition est nulle. Comme de plus F'(k) est par définition intégrable
et donc tend vers 0 plus vite que 1/|k| quand k tend vers 400, ce théoréme nous autorise a changer
le chemin d’intégration de I'axe des k réels & un axe translaté d’une petite partie imaginaire id(k),
qui peut dépendre de la valeur de k. On obtient alors

+00 +0oo
/ F(k) explites (k)]dk = — / F(k + i6) explites(k + i6)]d(k + i6) (5.27)

—00 —00

+oo

~ / F(k) exp [t (k) — t4' (k)5 + O(t8%)] {1+ O(8)}dk , (5.28)
—0o0

ol la deuxiéme égalité a été obtenue par un développement limité au premier ordre en §. Nous

allons voir qu'une telle écriture permet d’estimer Eq. (5.25)) lorsque ¢ — +o00 a l'ordre dominant, en

choisissant de facon astucieuse la valeur de §. Raisonnons & x/t donné. Considérons d’abord tout

intervalle réel I = [kq, ko] tels que :

1. 9(k) est monotone sur cet intervalle de telle sorte que tous points stationnaires, ¢’est-a-dire
ou ¥'(k) =0, en sont exclus.
2. k1 et ko sont assez éloignés des points stationnaires.
On veut § de telle sorte que ¢'(k)d(k) > 0 et que U'intégrande devienne exponentiellement petite
quand ¢ tend vers I'infini. Pour chaque intervalle de ce type, on peut choisir 6 = €/1¢’(k) avec € une

constante positive telle que 0 reste assez petit pour qu'un développement au premier ordre reste
valide sur tout lintervalle. On a alors sur ce type intervalle

2

/F(k:) exp ity (k; x,t)] dk

I

< exp [—te] /[ |F(k)|? dE. (5.29)

Asymptotiquement, quand ¢ — +oo, la contribution des composantes de nombres d’onde k € [
a l'énergie de 'onde diminue de fagon exponentielle & =/t constant. S’il n’y a pas de transfert

1. La deuxiéme condition est facilement réalisable en supposant que la perturbation initiale est localisée spatia-
lement.
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d’énergie d’'une composante de 'onde & une autre au cours du temps, ce qui est le cas si 'onde
suit une équation linéaire & coefficients constants par rapport au temps, cela s’applique quel que
soit I'instant ¢. Les composantes de 'onde dans un tel intervalle interférent destructivement et ne
contribuent donc pas a I’énergie de 'onde pour cette valeur de x/t.

Regardons maintenant la contribution a l'intégrale d’un intervalle au voisinage d’un point sta-
tionnaire ko, c’est-a-dire tel que ¥/ (ko) = o’ (ko) — 2/t = 0. Celle-ci peut étre obtenue en choisissant
un chemin d’intégration £ de telle maniére que

k — ko = sexp [i%sgn(w”(ko))} , (5.30)

ou sgn() est la fonction signe. On suppose de plus que s est un réel assez petit pour quun déve-
loppement limité au second ordre sur ce chemin d’intégration soit valable, ce qui permet d’aboutir
a

explitip (k)] = exp {m/}(ko) - %tszw"(k’o)\ + O(z'ts‘g)} . (5.31)
L’intégrale sur ce chemin devient alors
/L(F(k()) +0O(s)) exp [itw(ko) - %tSQW’(ko)I + ’izsgn(w"(k’o))} (1+0(ts’))ds . (5.32)

On estime cette intégrale en élargissant les bornes de —oo a +oo. L’erreur faite est négligeable
puisque aux bornes du chemin £, l'intégrale est déja de l'ordre de exp[—te] < 1 quand t — +oo.
L’intégrale de Gauss donne alors

/_:O exp [—;tSQWH(ko)I] ds = (HJ&O)’)W . (5.33)

De plus, les corrections d’ordre O(s) et O(ts?) donnent respectivement des contributions a l’ordre
t~1. L’équation (5.32)) est alors environ égale a 1’ordre dominant quand ¢ — 400 &

27 1/2 T
F(ko <> exp |ite (ko) + i sgn(v (k)] 5.34
ko) (7rmis (ko) + 1 san(s” (o) (5.34)
Chaque point stationnaire {k,} tel que o'(k,) = x/t donne une telle contribution asymptotique
a lintégrale. L'énergie de 'onde Eq. (5.25) a x/t donné est donc égale a lordre dominant, en
négligeant en moyenne les interférences entre ces différentes composantes, a

6t t) % o) S PP () (5.35)

et est donc dominée par la contribution des points stationnaires quand ¢ — +o00. Ces points vérifient

o (ky) = % 0o

= 5 (kn) = Vy(kn) (5.36)
et se propagent donc a la vitesse de groupe.

Pour finir, il reste & se convaincre que le comportement asymptotique d’un tel paquet d’onde
quand t — 400 est en fait valide & n’importe quel instant ¢. En effet, en supposant que I’équation
d’onde est une équation différentielle linéaire & coeflicients constants par rapport au temps, le
systéme est invariant par changement de 'origine du temps et il n’y a pas d’échange d’énergie entre
les différentes composantes spectrales de 'onde. Cela reste donc vrai quel que soit U'instant ¢t. Le
dernier facteur entre parenthéses dans le membre de droite de Eq. correspond au facteur de
dilution du paquet d’onde avec le temps. En effet, & cause du comportement dispersif de 'onde,
I’énergie transportée par les différentes composantes monochromatiques dans un petit intervalle dk
s’étale spatialement et progressivement lors de sa propagation.
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5.2. Propagation des ondes internes de gravité

Finalement, I’analyse proposée par Lighthill| (1978)) arrive & un résultat similaire & celui obtenu
par les approches simplifi¢es décrites dans les sections [(.2.T.alet[5.2.1.0] L’énergie de I'onde se pro-
page a la vitesse de groupe définie par Vg = Vﬂj Aprés s’étre convaincu par différentes approches
de la signification physique de la vitesse de groupe, cette notion va nous permettre d’étudier de
fagon simple la maniére dont les ondes internes de gravité se propagent dans les intérieurs stellaires.
Avant de discuter le cas des ondes internes de gravité, nous revenons briévement sur le cas général
de la propagation d’un paquet d’onde via la théorie du tracé de rayon.

5.2.2 Théorie du tracé de rayon

Dans cette théorie, le cas d’'un paquet d’onde dispersif se propageant dans un milieu non-
homogéne et anisotrope est considéré. Les propriétés physiques sont supposées varier sur une échelle
caractéristique spatiale beaucoup plus grande que la longueur d’onde caractéristique dominante du
paquet d’onde. Cela est équivalent a se placer dans 'approximation JWKB. On considére de plus
ici que les propriétés du milieu sont indépendantes du temps. Dans de telles hypothéses, 'onde
peut prendre une forme standard

C(z1, 22, 23, 1) = A(z1, 22, 23, 1) €xp [ix(z1, 22, 23, )] , (5.37)

ou {x;}i=1,2,3 sont les coordonnées spatiales et A est une amplitude qui varie lentement par rapport
& la fonction de phase «, c’est-a-dire

Oln(A) O«
. 5.38
axi < 8xi ( )
La fonction de phase est alors supposée vérifier
e Oa
=—k; t — =0, .
oz, e 5 = ° (5.39)

ol k; est le nombre d’onde suivant la coordonnée x; et o la pulsation dans un référentiel inertiel.
Dans ce contexte, k; et o sont les caractéristiques spectrales dominantes du paquet d’onde. Ces
derniers sont généralement reliés par une relation de dispersion de la forme

g = 5(1’1, 9o, X3, klv k?? kS)
Jda oJe" o

- _Oa  Oa  Oa, 5.40
U(.’III,Z'Q,ZB, axlv (9%27 8(133 ( )

On reprend dans la suite une partie des développements proposés encore par |Lighthill (1978) qui
donne une introduction simple & ce formalisme. Le cas général dans un référentiel inertiel est d’abord
étudié avant de se placer dans un référentiel local en mouvement avec un écoulement quelconque.

Dans un référentiel inertiel. En différentiant o par rapport a x;, il vient

do o 95\ Ok;
= — . 41
Bxi <8$2 ) s + <8/€j > z 8%1‘ (5 )

dans laquelle la régle de sommation d’Einstein a été utilisée. En remplagant o par sa définition
dans Eq. (5.39) et en utilisant le théoréme de Schwarz sur les dérivées partielles, on obtient

ok, Ok (95
o Uiz = (axi>~ , (5.42)

ou U est la vitesse de groupe dans le référentiel inertiel définie par U; = (95 /0k;)z. Ainsi, un point
voyageant & la vitesse de groupe et satisfaisant

() o
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voit le vecteur d’onde évoluer dans le temps selon I’'équation

dk; do
= — } 44

Comme la vitesse de groupe est la vitesse de propagation de I’énergie, cette derniére relation spécifie
la loi de réfraction de I'énergie de l'onde. Elle montre aussi que si la relation de dispersion o (7, E)
est invariante dans un plan de l'espace Cartésien, alors I’énergie de 'onde se propage dans un plan
perpendiculaire & ce dernier.

Enfin, il est intéressant de mettre en évidence 'analogie avec les systémes dynamiques conser-
vatifs Hamiltonien. Un tel systéme d’Hamiltonien H(q1, 2, g3, P1, P2, P3), ou les {¢;} sont les coor-
données généralisées et les {p;} sont les impulsions, suit les équations d’Hamilton, c’est-a-dire

@ . 67-[ t dqi . 87—[

dt N _aqi ¢ dt N api .

(5.45)

Le systéme d’équations composé de Egs. et (5.44) a la méme structure si on fait correspondre
{z;} avec {q:}, {ki} avec {p;} et o avec H. On retrouve le principe de correspondance de la
mécanique quantique dans lequel une onde se comporte comme une particule dont I'impulsion et
I’énergie s’obtiennent en multipliant respectivement le nombre d’onde et la fréquence par un facteur
h. De plus, la dérivée Lagrangienne de o par rapport a un point voyageant & la vitesse de groupe

est égale &
— = 4

ou on a utilise Eqs. (5.43) et (5.44). La fréquence caractéristique du paquet d’onde vue par un
point voyageant & la vitesse de groupe est donc une constante du mouvement, comme le serait
I’Hamiltonien pour une particule dans un systéme conservatif.

Dans un référentiel en mouvement avec un écoulement. Un écoulement & trois dimen-
sions de champ de vitesse V = (V4, Vs, V3) est maintenant considéré. Dans un référentiel co-
mobile avec le fluide, la fréquence intrinséque de I'onde est modifiée par effet Doppler & cause
de I'advection par I’écoulement. Celle-ci est donnée en fonction de la vitesse de I’écoulement par
6=0—kjV; =0(Z, k) — k;V;(Z). La vitesse de groupe dans le référentiel co-mobile & ’écoulement
est donc reliée A celle dans le référentiel inertiel par

oG
Vi = <8k:,>f =U -V, (5.47)

correspondant simplement 4 la loi de composition des vitesses entre les deux référentiels, avec U; la
vitesse de groupe dans le référentiel inertiel définie dans Eq. . En suivant la méme méthode
que celle utilisée pour dériver Eq. , la. variation temporelle de la fréquence intrinséque de
I’onde vue par un point voyageant a la vitesse de groupe totale U; dans un référentiel inertiel est

égale a
dt — \9z; )¢ dt Ok; ) - dt

(0 | | (06 + k;V)
_(3wi>g(%+vg’z) Vgﬂ( O ;;

9 v
= [/i _— — Ui i— . 4
<8$Z>E kj 8%’2 (5 8)

La fréquence intrinséque n’est bien str pas conservée sur la trajectoire considérée, contrairement a

la fréquence dans le référentiel inertiel o. Nous verrons dans la Section que Eq. (5.48)) possede
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5.2. Propagation des ondes internes de gravité

une forte analogie avec l’équation d’évolution de la densité d’énergie de 'onde. En effet, nous
verrons que cette derniére quantité n’est pas conservée dans une particule fluide en mouvement
dans un écoulement, méme dans ’hypothése adiabatique. L’équation (5.48) nous servira alors pour
remonter & une autre quantité conservée lors de la propagation de ’onde, qui se nomme 'action de
I’onde.

Dans la théorie du tracé de rayon, la vitesse de groupe apparait donc naturellement comme une
quantité importante de la dynamique ondulatoire. Les axiomes utilisés dans ce formalisme montrent
de plus de facon évidente une différence de loi de conservation associée & 1’onde suivant que 1’'on
se situe dans un milieu au repos ou en présence d’un écoulement. Cette caractéristique sera plus
amplement discutée dans la Section

5.2.3 Cas des ondes internes de gravité

Connaissant la relation de dispersion des ondes internes de gravité, les équations de propagation
et de réfraction données dans Eqgs. et permettent de décrire le parcours des ondes au
cours du temps. Ici, on se contente d’une approche plus descriptive. La vitesse de groupe dans le cas
de ondes internes de gravité est obtenue en dérivant la relation de dispersion donnée dans Eq. .
Dans un référentiel en co-rotation avec 1’étoile, la vitesse de groupe radiale est donnée par

96 Nkrk?h 5‘2 N2 _ 5.2 1/2
I TSRS = —Sgn(k;r)—g , (54:9)

Varlr 2D = B = "Gz v ) N R

tandis que sa composante horizontale est égale a
9  NE2 Kk, & |N>—&k,

ANCOAY) LA . A e
gn(r0,1) ok, (kK2+Ek2)32k, N2 kr, ky,

(5.50)

ol on rappelle ici que lgh est le vecteur d’onde horizontal et kp sa norme. On voit que dans ’approxi-
mation des basses fréquences (N2 > 2), la composante horizontale de la vitesse de groupe est trés
supérieure & la composante verticale. La vitesse de phase est quant & elle définie par V, = (o/|k[2)k
et est donc perpendiculaire & la vitesse de groupe. Les ondes internes de gravité sont donc dans
un cas particulier ou I’énergie est transportée perpendiculairement aux plans équiphases. Parmi
d’autres caractéristiques intéressantes, la vitesse de phase radiale est toujours de signe opposé &
la vitesse de groupe radiale (voir FIGURE [5.2| pour une illustration). Ainsi, des ondes se propa-
geant vers le centre de 'étoile & la vitesse de groupe ressemblent paradoxalement & des vagues
concentriques qui semblent visuellement remonter vers la surface.

De plus, il est possible de montrer en utilisant la théorie de tracé de rayon développée dans
Section en géomeétrie sphérique que les ondes internes de gravité se propagent dans un plan
passant par le centre de 1’étoile puisque la relation de dispersion ne dépend que de la coordonnée
radiale (e.g., Gough|1993} Alvan et al.2015). On a déja vu d’aprés Eq. qu’un résultat analogue
existe en géométrie Cartésienne. Dans un tel plan, les rayons de propagation de I’énergie des ondes
forment un angle 6. avec la verticale, angle qui est égal &

. = arccos (W) = arccos <0> . (5.51)
[Vl N

Ainsi, l’excitation d’ondes internes de gravité par une source ponctuelle périodique dans un milieu
stablement stratifié doit donc résulter en la formation d’un céne d’énergie vertical dont le centre
est la zone d’excitation. Dans un plan contenant une génératrice du cone, cela prend la forme d’une
croix de “Saint-Andrew” (voir FIGURE [5.3). Comme la composante horizontale de la vitesse de
groupe est beaucoup plus grande que la composante radiale dans le cas des trés basses fréquences,
I’angle 0, est proche de 7/2. L’énergie des ondes internes de gravité se propage donc majoritairement
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FIGURE 5.2: Représentation schématique de la propagation d’ondes internes de gravité dans un plan
(d’apres . La vitesse de phase c,, la vitesse de groupe ¢4 et le vecteur d’onde
k sont représentés dans les quatre cas possibles. Dans tous les cas, la vitesse de groupe (de
phase) est perpendiculaire (paralléle et de méme sens) au vecteur d’onde, et sa composante
verticale (suivant la coordonnée z) est opposée a celle de la vitesse de phase. Les traits fins
obliques symbolisent les plans équiphases.

FIGURE 5.3: Croix de Saint-Andrew observée avec un appareil de Schlieren (d’aprés Gostiaux et al./[2007).
Les couleurs (échelle sismique allant du bleu au rouge) représentent l'intensité des perturba-
tions de densité liées & la présence d’ondes internes de gravité dans une solution salée avec
un gradient vertical de concentration. Les ondes sont excitées ici par un cylindre vertical
oscillant & la fréquence w.

72



5.8. Conservation de l’énergie et du moment cinétique d’une onde dans un écoulement
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FIGURE 5.4: Vues 3D et 2D du plan équatorial d’une simulation de la zone radiative du Soleil d’apres
|Alvan et al| (2015)). Les résultats de la simulation dans le plan équatorial sont représentés
en fond gris sur lequel sont superposées les trajectoires de ’énergie des ondes prédites par
la théorie du tracé de rayon. La fréquence a pu étre sélectionnée autour de 0.05 mHz grace
a une technique de filtrage. Cette fréquence est assez élevée pour que l'effet de la rotation
solaire sur la propagation des ondes soit négligeable.

suivant la direction horizontale, en s’enfoncant malgré tout petit a petit vers le centre de I’étoile
grace & lexistence d’une faible composante verticale de la vitesse de groupe. L’énergie des ondes
internes de gravité suit donc des cercles concentriques dans le plan de propagation. Une fois qu’elles
se rapprochent du point central oit N2 = 62, la vitesse de groupe verticale s’annule, les ondes sont
réfléchies et reprennent un chemin vers le haut de la zone radiative (voir FIGURE [5.4)). Toutes
ces caractéristiques sont bien observées par des expériences en laboratoires (e.g., voir FIGURE |5.3))
et des simulations numériques 3D (e.g., [Alvan et al][2015] voir FIGURE [6.3)), confirmant ainsi la
description donnée par la théorie linéaire des ondes de gravité.

-

En résumé, ’énergie des ondes est transportée de fagon générale & la vitesse de groupe v, = Vio.
Dans le cas des ondes internes de gravité, ’énergie se propage dans des plans passant par le centre
de I’étoile en suivant des trajectoires en forme de spirales concentriques et peut atteindre des

couches trés profondes.

5.3 Conservation de I’énergie et du moment cinétique d’une onde
dans un écoulement

Dans la section précédente, une description qualitative de la propagation des ondes a été donnée.
11 a été montré que les ondes peuvent se propager dans toute la zone radiative jusque dans les couches
les plus profondes. L’étude du transport de moment cinétique par les ondes nécessite néanmoins une
description énergétique et dynamique plus détaillée. Dans cette section, la loi de conservation de
I’énergie et du moment cinétique des ondes gravito-acoustiques se propageant dans un écoulement de
vitesse Vh est étudiée. Pour simplifier les développements, ’écoulement est supposé perpendiculaire
a la verticale et solénoidale, c’est-a-dire telle que v - V;; = 0 o V est I’opérateur nabla dans
I’espace réel. L’écoulement est de plus supposé stationnaire. Cela est équivalent & supposer qu’il
n’y a pas de transfert de quantité de mouvement entre le milieu et les ondes. En d’autres mots, les
oscillations sont supposées adiabatiques. Cette analyse nous permettra de remonter & I'expression
du flux d’énergie et de moment cinétique de I’onde dans le cas adiabatique. Ces résultats nous seront
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utiles dans un deuxiéme temps pour traiter du cas non-adiabatique et modéliser les échanges de
moment cinétique entre les ondes et le milieu stellaire dans la Section [5.4]

5.3.1 Flux d’énergie d’une onde gravito-acoustique

L’équation du mouvement linéarisée par rapport a ’équilibre s’écrit dans le cas général

o7 o - Lo . .
(8: (Vi - V)T + (7 V)Vh> =-Vp' +p§g—pV¥, (5.52)

oil 'on a négligé le terme p’ (Vh~ﬁ)17h, représentant effet de 1a force centrifuge. Sous les hypothéses
d’étude, cela est équivalent a supposer que le milieu est barotrope (i.e., pour lequel les isobares sont
paralléles aux isopycnes). Dans une étoile en rotation axisymétrique, cela revient a considérer que

la force centrifuge est assez faible en premiére approximation pour que la structure & ’équilibre
conserve la symétrie sphérique. En procédant au produit scalaire avec ¥, I’équation devient

0
ot

ay
dr

1 1 — - -
( pU > +V- (2p272Vh + (' + p\I/’)z7> =p'V.- 040 g 07—V "= —pv- [(17 V) h} (5.53)
ou l'on a défini la dérivée particulaire dans un référentiel co-mobile a I’écoulement d/dr = (9/0t +
(Vi - V)), et ou l'on a utilisé le fait que V -V}, = 0, ainsi que ’équation de continuité linéarisée qui

vaut
/

; 1/
Voi=— (a’;+v Vo + 7 v,o>. (5.54)

Si I'on suppose en plus que les oscillations sont adiabatiques, les perturbations Eulériennes de
pression et de densité sont reliées au vecteur déplacement € par Eq. (2.16)), c’est-a-dire

pN?

A P ¢, (5.55)

- [ 1 -
=0+ (Vlnp—vmp> =0 -
C Fl

ol on a pris en compte dans la deuxiéme égalité que la pression p et la densité p sont reliées par
I’équilibre hydrostatique ﬁp = pg = —pg €, suivant la direction verticale de vecteur unitaire €,
avec &, la composante verticale du déplacement associé a ’onde, et ol on a introduit la fréquence
de Brunt-Viisila

NZ:g(—g—dlnp> . (5.56)

En prenant la dérivée Lagrangienne de Eq. (5.55)), il vient alors

op g = 9 o d{? =
8t+v A T Vp=c (0 + V- Vp+dt Vol . (5.57)

En se rappelant que la vitesse associée a I'onde est reliée au vecteur déplacement par Egs. (2.9) et

(2.11)), c’est-a-dire

e o7 9 o mm oo o
(W= %+ (G D (€D, (5.59)

dé
dt

U=

I'Eq. (5.54) peut se réécrire a partir de Eq. (5.57)), en utilisant le fait que les gradients de p et p sont
verticaux, comme

- 1 (0p
V-v——ch <8t + Vi VP +7- Vp) : (5.59)
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En insérant cette derniére équation dans Eq. (5.53)), on aboutit alors a

0 (1 4 1p? = |1 2 P?\ o / / Y s / ,dp’ =
o 2 a0+ Ve (0 + o0 = —LVp TG40 G- 7_0—'.[ TRV
ot <2 v 2 pc? 2 v pc2 nt(p )0 pc2 poTe gy dr v |(@- V)

(5.60)

Ainsi, en utilisant ’équilibre hydrostatique dans la direction verticale, la deuxiéme égalité donnée
dans Eq. (5.55)), Eq. (5.58)) et la condition V -V}, = 0, les deux premiers termes du membre de droite
dans Eq. (5.60) ménent a

Ve o I L oy o =
—pCQVp‘erp’g'v:(—+p’>9‘v=—pN2§v<8t+(Vh-V)§v

0 (PN o\ o [(PN? 5o
__8t<2 v)—v'<2§yVh ; (5.61)

ce qui, inséré dans Eq. (5.60)), permet d’aboutir a I’équation de conservation de 1’énergie de 1’onde
dans un écoulement horizontal et solénoidal, c’est-a-dire

0By = = . dg’
W . w=—pU- | (V- g = 62
AV Fp = = |0 V| v (5.62)
ou
E —1*2+1ﬁ+1N2§2 (5.63)
w=gp g eV :
Fg=EyVi+ (0 + p¥')7 (5.64)

sont respectivement la densité d’énergie de l'onde et le flux d’énergie. Ce dernier s’exprime simple-
ment comme la somme d’un terme correspondant & ’advection horizontale de I’énergie de 'onde
par I'écoulement avec le flux d’énergie de 'onde. Celui-ci vaut dans le cas général

Fu= (@ +p¥)v. (5.65)

1l est intéressant de noter que Eq. est valable pour un fluide en rotation axisymétrique, a la
condition que la rotation soit assez lente pour pouvoir négliger 'effet de la force centrifuge sur la
structure & Déquilibre. En effet, si on considére un vecteur rotation de la forme Q = Q(r,0)é, en
coordonnées sphériques, la vitesse de rotation est perpendiculaire & la verticale et vérifie bien (e.g.,
Unno et al.||1989)

-

ﬁ-thv(Mﬁ)zo. (5.66)

Le développement précédent peut donc s’appliquer au cas d’étoiles en rotation axisymétrique lente.
Plusieurs enseignements intéressants sont a tirer de cette analyse dans les cas des ondes internes
de gravité adiabatiques a basses fréquences :

1. Equipartition de ’énergie : le caractére incompressible des ondes internes de gravité per-
met de négliger le terme p'?/pc? dans Eq. , ce qui aboutit en moyenne (dans le temps
et espace) a I’équipartition entre I’énergie cinétique des ondes et leur énergie potentielle liée
a la Poussée d’Archiméde. En effet, lorsque @ est nulle, le déplacement Lagrangien vertical
est extremum car d’aprés Eq. , d§,/dt = 0, et vice-versa; il est alors raisonnable de
penser que ’énergie totale des ondes se répartit équitablement entre ces deux composantes.
Il est possible de le montrer rigoureusement en calculant la somme des deux contributions
quadratiques a l’aide de la relation (dans ’espace de Fourier) donnée dans Eq. et en
moyennant sur l'angle solide (dans le cas sphérique).
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2. Flux d’énergie de ’onde dans ’approximation de Cowling : pour les ondes incom-
pressibles, 'approximation de Cowling (i.e., ¥’ = 0) est valide (Dintrans & Rieutord|2001).
Le flux d’énergie de ’onde se réduit alors & 'expression simple

-

Fu = p'U, (5.67)

c’est-d-dire au produit de la perturbation Eulérienne de pression avec la vitesse associée a
I'onde. Ce résultat est remarquable par sa simplicité et par son coté contre-intuitif. En effet,
I’énergie potentielle liée & la force de pression est négligeable dans le cas des ondes internes
de gravité, mais c’est pourtant la perturbation Eulérienne de pression qui controéle en partie
le flux d’énergie de 'onde.

3. Interaction énergétique avec I’écoulement : dans I'approximation de Cowling toujours,
I’équation montre que ’énergie de 'onde n’est pas conservée dans tout volume La-
grangien en mouvement avec le fluide et doit évoluer avec le temps. Cette affirmation est
valable méme dans le cas d’oscillations adiabatiques! Cela est la conséquence de I'interaction
entre le fluide et 'onde représentée par le premier terme du membre de droite de Eq. ;
ce dernier provient de la force inertielle exercée par le fluide sur 'onde et est non-nul si et
seulement si Vj, varie spatialement.

Ce dernier point est contre-intuitif. Pour s’en convaincre, considérons le cas simple d’'une onde
progressive de pulsation unique o dans une étoile en géométrie sphérique. D’abord, la moyenne sur
I’angle solide de Eq. (5.62) en coordonnées sphériques vaut dans le cas adiabatique (i.e., sans perte
ni gain d’énergie localement)

aa% - —%g (r2Fr) = p7- (@ V)Va] =0 (5.68)
oit X = [[ X sinfdfdp/4m est la moyenne sur 'angle solide de la variable X. En décomposant les
perturbations associées & ’onde sur la base des harmoniques sphériques comme dans Egs.
et , le flux radial moyen d’énergie de ’onde, pour une pulsation o, pour un degré angulaire [
et un nombre azimutal m, est obtenu en calculant le produit de Eq. par le complexe conjugué
noté (*) de Eq. (5.9), ce qui donne pour une onde se propageant vers le centre de I'étoile (i.e., avec
un terme de phase en expliot — i [* |k,|dr] avec la convention choisie)

_1CP .

Y gz

Fr

(5.69)

c’est-a-dire un flux montant, en accord avec la Section A cause des échanges d’énergie avec le
fluide en rotation, la divergence radiale du flux d’énergie de I'onde est non nulle. Entre parenthéses,
il est intéressant de remarquer que le produit ﬁ;,m*ﬁv',l,m dans cette derniére équation est équivalent
au produit de la densité spectrale d’énergie de 'onde avec la vitesse de groupe radiale, ce qui
peut étre aisément démontré en reprenant un calcul similaire a |Zahn et al| (1997). Ceci confirme,
une fois de plus, que la vitesse de groupe correspond & la vitesse de propagation de I’énergie de
I’onde. Finalement, cette derniére équation montre que la variation d’énergie de l’onde au cours de
sa propagation est directement proportionnelle & la modification de sa fréquence intrinséque par
effet Doppler. Comme nous allons le voir dans la prochaine section, la variation du flux d’énergie
de I'onde est en fait une condition nécessaire pour que le flux de moment cinétique de 'onde soit
conserve.

5.3.2 Conservation du moment cinétique de ’onde

Contrairement au flux d’énergie, le flux de moment cinétique d’une onde est conservé dans un
écoulement stationnaire. Cela a été montré dans le travail pionnier de Eliassen & Palm| (1962) dans
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un cas trés simple. Dans leur démonstration, les auteurs supposent que les ondes se propagent
dans un plan Cartésien a deux dimensions (Oxz), avec Oz 'axe vertical. L’écoulement est supposé
horizontal et ne dépendant que la coordonnée verticale z, c’est-a-dire de la forme Vh = Vi(2)€s,
avec (€, €,) les vecteurs unitaires dans les directions des coordonnées x et z respectivement. Pour
conserver les méme notations que les auteurs, la perturbation de vitesse associée a 'onde est notée
U = u€y + we,. Le probléme est supposé stationnaire. Cela implique que la moyenne d’une quantité
liée & l'onde sur une longueur d’onde horizontale caractéristique, disons A,, autour de tout point
de coordonnée horizontale g, est supposée constante dans le temps, c’est-a-dire que pour toute
perturbation X

1 o+Az /2
(XY (2t 20) = — / X(x, 2, t)dz (5.70)
Aw 750_>\w/2
a(X
§%>(z,t;:1:0) =0. (5.71)

Le probléme est de plus supposé invariant horizontalement, c’est-a-dire

HX) (o bae) =0, (5.72)
81‘0

si bien que la dépendance de tout X avec xg peut étre oubliée dans la suite. Premiérement, en
moyennant horizontalement Eq. dans 'approximation de Cowling et en utilisant le fait que
V), est suivant €, et est une fonction de la coordonnée verticale seulement, ’équation de conservation
du flux peut alors s’écrire comme

& o) (2,1) = —p 5 ) (1) (5.73)

ou on a utilisé le fait que les termes liés aux dérivées par rapport au temps sont nuls en moyenne,
ainsi que Eq. (5.72). Deuxiémement, suivant Eq. (5.52)), la conservation de l'impulsion suivant la
direction z est donnée par

= Vi + = =0. (5.74)

ou du OV, o'
p ot ox 0z v or

Pour aller plus loin, cette derniére équation est multipliée par (pViu + p’) de telle sorte qu’apres

plusieurs manipulations on obtienne

o
0z

ou 0 2 u?
p ot o <pVhp’u +5+ pVhQQ) +p

- / —
PP 5 + o 5 (P'w + pVpuw) =0 .. (5.75)

De facon similaire & précédemment, on moyenne la derniére équation horizontalement sur 1’échelle
d’une longueur d’onde. On utilise de plus que (pdu/dt) = 0. Cela revient a faire ’hypothése que les
perturbations de pression et de vitesse sont en phase, ce qui est valide dans 'approximation JWKB
et 'hypothese adiabatique (e.g., Muraschko et al.[2015] voir aussi la Section. On obtient alors
I’égalité suivante pour le flux radial moyen d’énergie de 'onde

(P'w)(z,t) = —pVi(uw)(z, 1) . (5.76)
En dérivant la derniére équation par z, on obtient alors

o) = —p 5w — Vi (pfaw) 6.17)

ce qui, par comparaison a Eq. (5.73]), est valable si et seulement si p(uw)(z,t) est conservé et ne
dépend pas de l'altitude z. Cette derniére quantité représente le flux vertical total de quantité de

77



Chapitre 5. Propriétés dynamiques des ondes internes de gravité

mouvement de 'onde. Comme celui-ci est conservé, le flux vertical total d’énergie de ’'onde, c’est-a-
dire (p'w)(z,t) dans le membre de gauche de Eq. (5.76)), doit varier en proportion de V},(z) & mesure
que l'onde se propage. De plus, le terme de droite dans Eq. (5.73), qui correspond au membre de
droite de I’équation de conservation plus générale dans Eq. , agit comme une source d’énergie
secondaire. Il ne dépend que du gradient de ’écoulement selon la verticale.

Dans cette situation simplifiée supposée stationnaire, le flux total vertical de quantité de mou-
vement de I’onde est conservé. La proposition contraposée affirme donc que si le flux de quantité
de mouvement des ondes n’est pas conservé, alors ’écoulement ne peut plus étre consi-
déré comme stationnaire et des échanges d’impulsion doivent avoir lieu entre le fluide
et les ondes. Ainsi, en présence de processus de dissipation, les ondes internes peuvent
déposer une part de leur quantité de mouvement dans le milieu et modifier la vitesse
de 1’écoulement. Ce résultat obtenu ici dans un cas particulier est un résultat plus général du
théoréme de non-accélération énoncé par |Andrews & Mclntyre (1978a). I.étude du transport de
moment cinétique par les ondes internes de gravité nécessite donc de prendre en compte les effets
non-adiabatiques. Cela fait 'objet de la prochaine section.

Pour conclure cette section, la conservation du flux radial moyen de moment cinétique de
I'onde, ﬁw, peut étre facilement vérifiée dans le cas d’ondes internes de gravité adiabatiques de
pulsation o, de degré angulaire [ et de nombre azimutal m, en géométrie sphérique et sous les
hypothéses de la Section Selon [Zahn et al. (1997)), le flux radial local de moment cinétique est
donné par le produit pr sin 6v,v,, ot v, est la composante azimutale de la vitesse associée a 1’onde.
Suivant la décomposition en harmoniques sphériques et d’aprés Eq. et le complexe conjugué de
Eq. (dans I’espace de Fourier) a laquelle on fait correspondre la partie azimutale du gradient
des harmoniques sphériques, c’est-a-dire imY;™/rsin@, on obtient pour une onde de pulsation o,
de degré angulaire | et de nombre azimutal m, se propageant vers le centre de 1’étoile,

72m§/lm*

T 1 : A mo * :
Fiw= 477// prsin® Op g, (r)Y]"™ Ongm (7’)( s > sin #dAdy

= —4zm // PO 1,m (1) On ™ () [Y7™? sin 0dOde
7
ICIPm m——
= Anrz EJ:E,w- (5.78)

La flux radial moyen de moment cinétique de ’onde est égal au produit du flux d’énergie de 'onde
avec le facteur m/&, comme précédemment montré par [Zahn et al.| (1997). Ce flux est proportionnel
4 1/r? et est donc & divergence nulle en coordonnée sphérique. Il est important de noter que ce
résultat a été obtenu dans un cas simplifié, oit par exemple la force de Coriolis a été négligée.
Un traitement plus rigoureux de l'interaction entre une onde et un écoulement moyen est donné
grace au formalisme de la moyenne Eulérienne transformée (Transformed Eulerian Mean) (e.g.,
Andrews & Mclntyre |[1978b; Belkacem et al.|2015b)). L’expression du flux de moment cinétique de
I’onde est notamment modifiée par un terme lié & la présence de la force inertielle de Coriolis. Nous
reviendrons briévement sur ce point dans le Chapitre [7]

5.3.3 Lien avec la conservation de ’action de 1’onde

La conservation du flux de quantité de mouvement des ondes est intrinséquement liée a la
conservation de ’action de ’onde, parfois appelée activité de I’onde par certains auteurs. Pour un
paquet d’onde caractérisé par une fréquence et un nombre d’onde dominants, I'action est définie
comme le rapport de la densité d’énergie, Ey, sur la fréquence intrinséque, ¢ (e.g., [Lighthill||1978)).
La loi de conservation de l'action de 'onde peut étre retrouvée dans un cadre simplifié similaire &
celui utilisé par [Eliassen & Palm| (1962) et présenté dans la Section . Pour faire le lien avec la
Section [5.2.2] il suffit de renommer la vitesse de I'écoulement horizontal Vj(z) par V;(z).

On considére donc un tel paquet d’onde, caractérisé par une fréquence et un nombre d’onde
dominants. De facon générale, la densité d’énergie de 'onde se propage a la vitesse de groupe. La
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loi de conservation de la densité d’énergie du paquet d’onde peut donc s’écrire d’apres Eq. (5.62)
suivant la forme suivante

oEy,

ot

+V- (EW(7> = —,ouwaavx , (5.79)

z

oll les mémes notations introduites dans Section ont été utilisées et ot U = ‘_/;3 + ‘79 est la
vitesse de groupe totale dans un référentiel inertiel qui a été définie dans la Section[5.2.2] Le membre
de droite correspond & une source d’énergie secondaire pour 'onde résultant de la force inertielle
exercée par ’écoulement sur les oscillations. Pour estimer sa valeur dans un tel flot horizontal, on
utilise ’équation de conservation de I'impulsion suivant la direction x qui vaut

ou 50w\  Op
o5+ ) = (5.80)

En se rappelant des définitions données dans Eq. (5.39) pour un paquet d’onde et en faisant cor-
respondre p'w avec EyVj ., le derniére équation multipliée par w méne &

pouw = kywp' = kyEyVy , . (5.81)
ou k, est le nombre d’onde horizontal. Ainsi, 'Eq. (5.79) peut étre réécrite comme

0w 5. (BO) = —%Uik ov;

5 ja—m , (5.82)

oll la régle de sommation d’Einstein a été utilisée pour faire le lien avec Eq. , dans laquelle
le premier terme du membre de droite est nul dans ce cas car & ne dépend que de la coordonnée
verticale et la vitesse de ’écoulement est horizontal. Ainsi, le membre de droite dans Eq.
peut étre exprimé par Eq. 1} dans laquelle d/dt = 9/0t + U -V, de telle sorte & obtenir au final

9 <ng> g (EWU> 'y (5.89)
ot \ & o

Le rapport de la densité d’énergie avec la fréquence intrinséque du paquet d’onde est donc conservé
dans tout volume arbitraire se déplagant a la vitesse U , C’est-a-dire la somme de la vitesse de 1’écou-
lement et de la vitesse de groupe, qui est encore la vitesse de déplacement de 1’énergie dans un
référentiel inertiel. Cela définit 'action de I'onde, d’abord formalisée pour des trains d’onde et dif-
férents systémes dynamiques conservatifs par |[Bretherton & Garrett| (1968]); Bretherton (1969), puis
généralisé par Andrews & McIntyre (1978b)) a tout type d’ondes se propageant dans un écoulement.

Dans cette section, nous avons vu que dans un écoulement stationnaire, le flux d’énergie d’une
onde n’est pas conservé , et ce méme dans le cas adiabatique. Ceci est la conséquence de
Iinteraction entre I’écoulement et I'onde. Au contraire, le flux de moment cinétique de 'onde, lui,
est conservé dans 'approximation adiabatique. Par contraposée, on comprend que si le flux de
moment cinétique d’une onde n’est pas conservé en présence d’effets non-adiabatiques, les ondes
peuvent déposer une part de leur quantité de mouvement dans le milieu et ainsi affecter la
rotation interne.

5.4 Amortissement radiatif et transport par les ondes de gravité

Il ressort de la section précédente que I'étude du transport de moment cinétique par les ondes
nécessite de prendre en compte les effets non-adiabatiques. Dans ce chapitre, une expression ana-
lytique du taux d’amortissement des ondes de gravité par pertes radiatives est dérivée. Cela nous
permettra a terme d’estimer la quantité de moment cinétique transmise dans le milieu radiatif et
I'influence des ondes sur I’évolution de la rotation.

79



Chapitre 5. Propriétés dynamiques des ondes internes de gravité

5.4.1 Taux d’amortissement suivant la méthode de Press| (1981)

Press (1981) a dérivé une expression analytique du taux d’amortissement subi par les ondes
internes de gravité lors de leur propagation dans la zone radiative. En se placant dans ’hypothése
anélastique (i.e.,V - (p7) = 0) et 'approximation JWKB, [Press| (1981) a montré qu’il était possible
de coupler I’équation de la conservation du moment avec ’équation de conservation de 1’énergie.
L’auteur a utilisé approximation de Cowling, ce qui est justifiée dans I'hypothése anélastique
(Dintrans & Rieutord [2001). Il a de plus négligé les perturbations Eulériennes de pression dans
Iéquation d’état. Zahn et al.|(1997) a ajouté a cette description l'effet des gradients de composition
chimique, tout en négligeant la diffusion des éléments lors de 1'oscillation d’une bulle de matiére.
Le nombre d’onde radial dans le cas non-adiabatique, IC,, peut alors étre localement déterminé par
la résolution d’une équation du second degré pour K2 (e.g., Maeder [2009)

N2
K2 — k3 (ﬁ—l)] =0, (5.84)

avec K la diffusivité thermique radiative et N, 3 la partie de la fréquence de Brunt-Viisilé sensible
au gradient de composition chimique, c¢’est-a-dire

N2
o2

K
K2 — k3 ( — 1) —z;(le + k2)

16013 qgp
K = et N:=2-V,, (5.85)
3pkC, reoH,

ol o est la constante de Stefan-Boltzmann, T est la température, s est I'opacité, C), est la capacité
calorique spécifique & pression constante, g l'accélération radiative, H,, ’échelle de hauteur de
pression, V, le gradient de poids moléculaire moyen et ¢ le coefficient thermodynamique définis
dans Eq. . Une solution analytique simple est habituellement donnée en supposant que le taux
d’amortissement de 'amplitude est faible par rapport au taux de variation de la phase de 'onde. Elle
est obtenue en développant le nombre d’onde radial au premier ordre en K, c’est-a-dire de la forme
K, = A+ BK +..., et en regroupant les termes d’ordre zéro et du premier ordre (voir encore |Maeder,
2009). Le terme d’ordre zéro correspond a la solution usuelle donnée dans Eq. et le terme du
premier ordre est un nombre imaginaire pure correspondant & des pertes d’énergie. La solution
trouvée dans cette approximation vérifie donc & posteriori la validité des hypothéses utilisées par
I’auteur. Cependant, la validité de Eq. peut poser question lorsque 'amortissement devient
trés fort (e.g., a trés basses fréquences) et 'amplitude de onde est localement trés atténuée; cela
méritera d’étre clarifiée dans de futurs travaux.

Dans la suite, on propose de dériver avec une méthode alternative ’expression de ’amortisse-
ment des ondes internes de gravité en utilisant la théorie des perturbations au premier ordre dans
I’approximation quasi-adiabatique. Une comparaison & I'expression dérivée selon une méthode dif-
férente par [Press| (1981) sera alors possible. De plus, nous nous intéresserons dans la suite aux
étoiles évoluées composées d'un coeur d’hélium recouvert d’'une couche d’hydrogéne en fusion. Dans
cette couche, le gradient de luminosité peut étre important. Contrairement a 'approche utilisée par
Press (1981), nous prendrons en compte la variation rapide de la luminosité dans cette couche et
estimerons son impact sur le taux d’amortissement.

5.4.2 Dérivation suivant la théorie des perturbations au premier ordre

Dans cette section, les effets non-adiabatiques sont considérés comme de faibles perturbations au
cas adiabatique. Le taux d’amortissement est obtenu en injectant les fonctions d’ondes adiabatiques
(non-perturbées) dans ’équation de conservation de 1’énergie pour aboutir a l’expression de la
variation Lagrangienne d’entropie. Ce formalisme, dit quasi-adiabatique, nous permet en plus de
prendre facilement en compte la perturbation de la luminosité qui pourrait étre importante dans
les étoiles sous-géantes et géantes rouges.
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Quelques rappels et définitions. Pour une onde émise & la base de la région convective et
qui se propage vers le centre de I’étoile, la transformée de Fourier temporelle de la perturbation
Lagrangienne de toute quantité X peut formellement étre écrite comme

~ ~ Tt
0X = X(r,0)exp (—z/ ICrdr> , (5.86)

avec 1y le rayon en haut de la zone radiative et X (r,o) l'amplitude & valeur réelle, et ou la dé-
pendance angulaire suivant I’harmonique sphérique Y,(6,¢), de degré angulaire [ et de nombre
azimutal m, est implicite ici. Le nombre d’onde radial complexe, K., est égal & sa valeur dans le cas
adiabatique, k., plus une perturbation liée aux effets non-adiabatiques, c’est-a-dire IC, = k, — 7.
Dans I'approximation quasi-adiabatique, |y| est supposé petit par rapport a |k, |. Toute perturbation
Lagrangienne (dans I’espace de Fourier) peut alors s’écrire comme

§X ~ X(r,0)exp (—i / : [k — Re(7)] dr) exp (— / ; ndr) : (5.87)

oun =Zn(7), et Re() et Z,, () représentent respectivement les parties réelle et imaginaire. Le dernier
terme est lié aux pertes d’énergie de 'onde. Il est important de souligner que la signification de
n ici est différente du taux d’amortissement usuellement défini pour les modes stationnaires. En
effet, 1 représente le taux d’amortissement par unité de distance parcourue, tandis que le taux
d’amortissement des modes donne la diminution globale de leur amplitude par unité de temps. Sa
détermination fait I'objet des prochains paragraphes. La démonstration est équivalente & celle de
Godart et al.| (2009) pour les modes, mais adaptée aux ondes progressives au spectre de fréquence
continu.

Expression du taux d’amortissement 7. Pour la suite, il est pratique d’écrire les équations
de conservation du moment et de continuité sous forme Lagrangienne, c’est-a-dire telles que

déW  1dép  6p

26 -
0%, = v toar T, (5.88)
ae 1 (6P .
o2& === +60 (5.89)
T\ p
5p  1dA(r?)  L(0+1) (dh
ST TR @ + 27\, +ov ), (5.90)

ott la projection sur ’harmonique sphérique Y;*(6,¢) a implicitement été effectuée ici (voir Sec-
tion pour les hypothéses utilisées et les détails de dérivation). En multipliant Eq. 1} par &
et en exprimant la dérivée de &, par le biais de Eq. 1} cette équation peut étre réécrite comme

o’ < S+ ) \éh)z) = 5 (Gov) + ;(;17“ (&) + (sﬁ* (ifa Hﬂ) T {95:‘55} |

(5.91)
ol fh provient de Eq. 1} et ou 'approximation JWKB a été utilisée, c’est-a-dire ot 'hypothése
& /r < d&./dr a été faite. Pour aller plus loin, les ondes sont supposées suivre une relation de
dispersion o(r, Ky, ki) = o(r, ky —~, kp). En faisant un développement limité au premier ordre aux
alentours du nombre d’onde radial obtenu dans le cas adiabatique k., il vient

2

9o

O'(T’, IC?“a kh) ~ 0'(7’, kr7 kh) - 3k

(7’, kT7 kh)’Y = Uad - %,T(Ta kT’J kh)’)’ Y (592)

ot V- est la vitesse de groupe radiale et 0,q est la fréquence de 'onde dans le cas d’oscillations
adiabatiques. De plus, pour les ondes de basses fréquences, 'approximation de Cowling (i.e., ¥/ = 0)
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est justifiée, ainsi que I'approximation §p ~ érdp/dr (Dintrans & Rieutord|2001)). Ainsi, en injectant
Eq. (5.92) dans Eq. (5.91)) et en prenant sa partie imaginaire, il vient

= (5]
= — (5.93)

W (6P A+ D IGF)

Finalement, en utilisant la perturbation de la relation d’état
—=Ty—+Pp—, (5.94)
p

ou I'1 est le premier coefficient adiabatique, ainsi que lidentité Pp = T'1Vaqco,pT/p (e.g., [Unno
et al.|[1989), on obtient

VaaZm {%T&S*}

= : (5.95)
2‘/g,r0'ad ( &r

2 ~ 12 ’
ESY ‘54 )

Expression de la perturbation d’entropie dans ’approximation quasi-adiabatique En
négligant la perturbation de la partie horizontale de la divergence du flux radiatif, ce qui est justifié
dans I’hypothese ot le nombre radial est plus grand que le nombre d’onde horizontal, I’équation de
conservation de I’énergie dans ’approximation quasi-adiabatique est égale a (e.g., [Dupret||2003)

. - 1 déL 6¢ dp  1.d(r3€)
T8 = —————— A '
1008 = — g, +E<e ot (5.96)
L 4 (éL 1 dL (6L 5 L(L+1),
T drr2pdr (L) ~ Arr2p dr <L> Te ( p + . §h> ; (5.97)

ou Eq. (5.90) a été utilisée. De plus, dans ’hypothese quasi-adiabatique, la perturbation du taux
de production d’énergie peut étre reliée uniquement & la perturbation Lagrangienne de pression en
négligeant les perturbations d’entropie par (e.g., Unno et al.|[1989, pour les identités thermodyna-
miques)

? = 6T? + Ep? (598)
op op op

~epVag L 4 2P <6Tvad n 6’3) b (5.99)
p Iip ') p

De la méme maniére, la perturbation Lagrangienne de luminosité peut étre reliée au déplacement
vertical, en prenant aussi en compte la perturbation dans ’opacité qui peut varier rapidement prés
de la couche d’hydrogéne en fusion, par (e.g., Godart et al.2009)

SL Vad dé, Kp\ 0P
T -1 — ) 22 1
I ( v ) ar <Vadf€T + )7 , (5 00)

et sa dérivée est donc égale a
d (6L Vad d%¢, K\ dInpdé,
R — ~ - 1 . a =
dr (L) ( > dr? vdﬁT+F1 dr dr

v
Vad 02 Ko\ dInp dé,
1 (V. Zp , 101

\% )krf (V dﬂT+F1) dr dr (5.101)

~
~
~
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oll on a négligé les variations des quantités a I’équilibre et on a utilisé I'approximation dp = £T . Fi-
nalement, la perturbation d’entropie donnée dans Eq. - peut s’écrire d’aprés les trois equatlons
précédentes comme

A iL Vad 22 dinpdé,”
ToS™ ~ — 1) kZEs
ATr2 poaq {( > ror < adfiT F1> dr dr

(

i dL dé* dlnp
S e 1 r \V.
A2 poag dr { > dr < adiT F1> 57"}
i€ dlnp.  L(l+1)
— 102
+ oo <€Tvad + = F dr 57‘ +1 P Géh y (5 0 )

d’oll
12

L

6P, A (0 +1)LN?dInp (V.
In{ —T05* p ~ -1
{ } drripod,  dr V

n 1 dL (dlnp v +
4712 p0aq dr \ dr ad T F1
€ € dlnp 2
_— _P
" Oad <€Tvad+ Fl) < dr )
ot on a utilisé k, = \/I(l + 1)N/ro,q et
d .
{zér & } =Ty {—kr\@y?} =0 (5.104)
ey dé: £ _
m {Zghgr} X Ly, {1(17”57‘} =0, (5105)

avec la derniére équation obtenue dans I'approximation d’incompressibilité pour les ondes a basses
fréquences. En effet, 'incompressiblité (i.e., V - ¥ = 0, voir Section D autorise & négliger la
perturbation Lagrangienne de densité dans Eq. (5.90), ce qui donne

.12
&r

2
, (5.103)

r

dé, 0 +1) -
Sor BT g 5.106
1 " &n ( )

De plus, en utilisant 1'expression pour la vitesse de groupe radiale dans Eq. (5.49) (avec k. > 0
dans le cas d’une onde se propageant vers le centre de I’étoile) et le fait que dL/dm = €, on obtient
finalement

Va0l +1) Tad (cm + ce) (5.107)

= 202,r (N2 —o2))1/2
avec
(0 +1)LN?dInp [ Vaq
C = -1 5.108
297 drripod,  dr \V4 ( )
dlnp\?
Co=— <(eT b ) Vg + 2 F”") < np) , (5.109)
Oad I dr

ot Cz97 et C. correspondent respectivement au terme dérivé par |Zahn et al.| (1997) et au terme
additionnel provenant de la perturbation du taux de production d’énergie nucléaire. Pour estimer
Ieffet du terme Ce, il est pratique de définir la fréquence o ; indépendante de .4, telle que

Czor  0Ocy
- ?
Ce Tad

(5.110)
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FI1GURE 5.5: Pulsation caractéristique o¢; définie dans Eq. pour [ = 1, en fonction du rayon nor-
malisé au rayon du haut de la zone radiative. Les modéles My (rouge) et My (bleue) de masse
1.3 My, utilisés dans Belkacem et al.| (2015b)), respectivement sur la branche des sous-géantes
et des géantes rouges, sont considérés. Les portions en tirets correspondent & des valeurs
négatives pour C. qui a donc tendance a s’opposer a la diffusion radiative représentée par le
terme Czg7. Le profil de la fréquence de Brunt-Viisila est représenté en pointillés.

et de telle sorte que pour 0,9 < 0¢, le terme C. est négligeable par rapport & Czg7. Cette derniere
est représentée en fonction du rayon dans la zone radiative sur la FIGURE pour deux modéles
de masse 1.3 My, respectivement sur la branche des sous-géantes et la branche des géantes rouges,
correspondant au modeles My et My de Belkacem et al| (2015b). On voit que o est partout
supérieure A la fréquence de Brunt-Viisild. Comme par hypothése , 0,4 < N dans la zone radiative,
on en conclut que le terme C, est négligeable par rapport au terme Czg7 et peut étre oublié dans la
suite.

Dans ce contexte, pour retrouver la méme forme que celle donnée par |Zahn et al. (1997), il
suffit d’utiliser dans Eq. les identités suivantes (e.g., Unno et al.|1989; Maeder|2009)

dT \%
L= —47T7“2Kp0p5 = 47T7“2KpCpTFp (5.111)
5
N2 =29 (V- V) (5.112)
Hp
TC, 2aCpT d1
5= VoL . VaaCpl dInp (5.113)
g dr
N?=N;+N_, (5.114)

de telle sorte que le terme d’amortissement radiatif des ondes intégré depuis leur émission en haut
de la zone radiative, en négligeant la perturbation du taux d’énergie nucléaire (i.e., du gradient de
luminosité), s’exprime de la forme

: (5.115)

r3

A 1 " NNZ2 N2 \'2g4r
T(T’Ual) = 5 [l(l + 1)]3/2/ K A4T (N2 _ &2) .3

ou la valeur de la fréquence “adiabatique” 0,4 a été remplacée par la fréquence intrinséque de ’onde
6. On voit donc que 'amortissement de I'onde est fortement sensible & la fréquence intrinséque de
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I'onde puisqu’il en dépend comme 6~4. Pour les basses fréquences, I'intégrande peut notamment
devenir si grande que I’hypothése quasi-adiabatique n’est plus valable. Cela est notamment vrai
pour les ondes proches d'une couche critique, c¢’est-a-dire a un niveau ou leur fréquence intrinséque
s’annule. Selon Lighthill] (1978) ou Ringot| (1998), la vitesse de groupe radiale tend vers zéro proche
d’'une telle couche et I’énergie de l'onde met un temps infini & atteindre la couche critique. En
présence de n’importe quel processus dissipatif, cette énergie sera donc totalement absorbée par le
milieu, ce qui est qualitativement en accord avec Eq. .

5.4.3 Expression du flux radial de moment cinétique des ondes dans le cas
non-adiabatique

Pour conclure cette partie, il est maintenant envisageable, en vue des résultats précédents,
d’exprimer le flux radial moyen de moment cinétique des ondes & travers la zone radiative. En effet,
dans le cas adiabatique, la luminosité de moment cinétique de ’onde est conservée dans toute la zone
radiative, et est donc égale & sa valeur en haut de la zone radiative. Dans le cas non-adiabatique,
le flux radial de moment cinétique de I'onde peut étre exprimé en fonction de ’expression du flux
dans le cas adiabatique, avec une amplitude atténuée par un terme d’amortissement. En utilisant
les Egs. et , le flux radial total de moment cinétique de 'onde, moyenné sur l’angle
solide, peut étre écrit comme

m=+l to0 2 )
Frulr) = Z/ %%FE,w(n,w,l,m)e*(wl)dw, (5.116)

oll r¢ est le rayon en haut de la zone radiative, [ et m sont le degré et le nombre azimutal des har-
moniques sphériques, et Fg (7, w,l,m) est le flux d’énergie par unité de fréquence pour un degré
[ et un nombre azimutal m en haut de la zone radiative. Le facteur deux devant I’amortissement
est introduit puisque le flux d’énergie des ondes est proportionnel & leur amplitude au carré d’aprés
Eq. . De plus, pour des raisons pratiques, on a choisi d’exprimer Eq. en fonction de w
qui est la fréquence intrinséque de I'onde dans un référentiel en co-rotation avec le haut de la zone
radiative et qui est reliée a la fréquence de ’'onde dans un référentiel inertiel o par w = o —mQ(ry),
avec (1) le taux de rotation en haut de la zone radiative. Ce changement de variable correspond
donc juste a un décalage de lorigine des fréquences dans l'intégrale donnée par Eq. (5.116). En
effet, nous allons voir que ces ondes sont générées a l'interface entre la zone convective et la zone
radiative, et une telle écriture apparait donc naturellement comme la plus simple. De plus, on a dé-
fini @ comme la fréquence intrinséque de I’onde mesurée par rapport & un référentiel en co-rotation
avec le haut de la zone radiative, c’est-a-dire & = w — mdQ, ou 6Q = Q(r) — Q(r¢) est la rotation
différentielle dans la zone radiative par rapport a la base de la zone convective. On peut notamment
vérifier que © = w—mdIQ(r) = [0 —mQ(ry)]| —m[Q(r) —Q(ry)] = 0 —mQ(r) = 6. L’équation (5.116])
va nous permettre d’estimer I'effet du transport de moment cinétique par les ondes internes de
gravité dans chaque couche de la zone radiative. Pour cela, il faut encore connaitre la valeur de
I’amplitude des ondes en haut de la zone radiative, c’est-a-dire la constante C dans Eq. , et
donc comprendre le mécanisme d’excitation, ce qui fait l'objet du prochain chapitre.

En résumé, on a vu qu’en se propageant dans la zone radiative, les ondes subissent des pertes
radiatives. Elles sont donc capables de déposer ou d’extraire du moment cinétique dans le milieu.
L’efficacité du transport de moment cinétique par les ondes va dépendre d’'une part du taux
d’amortissement. Celui-ci dépend de la structure a 1’équilibre (via le rapport K N3/r?), du degré
angulaire (7 oc [3) et de la fréquence intrinséque de I'onde (7 ox @™* = (w — mdQ) ). L'efficacité
du transport va dépendre d’autre part de I'amplitude de chaque composante de ’onde et donc de
son spectre d’énergie.
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Comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent, des ondes de gravité peuvent se propager
dans les intérieurs radiatifs stellaires et modifier le moment cinétique interne. L’efficacité du trans-
port de moment cinétique par ces ondes dépend de leur énergie et donc de leur amplitude. De
plus, le transport n’est possible qu’en présence de processus dissipatifs qui permettent des échanges
d’énergie et d’impulsion entre les ondes et le milieu stellaire. Dans le cas des ondes internes de
gravité, le taux local d’amortissement par diffusion radiative dépend de la fréquence des ondes
ainsi que de leur vecteur d’onde. L’efficacité du transport de moment cinétique dépend donc aussi
de leur distribution spectrale en énergie. Or, amplitude et la forme du spectre sont toutes deux le
résultat du mécanisme d’excitation mis en jeu.

87



Chapitre 6. Mécanismes de génération des ondes internes de gravité

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au processus d’excitation des ondes internes de gravité.
De fagon similaire aux modes d’oscillation de type solaire, ces ondes sont excitées par les mouve-
ments de matiére turbulents dans les zones convectives des étoiles. On distingue deux origines pour
le terme de forgage : soit la pression turbulente (ou le stress de Reynolds) dans la zone convective,
soit la pénétration de panaches convectifs dans les couches radiatives adjacentes. Alors que les simu-
lations numériques de convection turbulente peuvent étre de bons guides, nous verrons néanmoins
qu’elles ne sont actuellement pas assez réalistes pour pouvoir nous fournir des informations quanti-
tatives sur 'excitation des ondes internes de gravité. Une estimation de ’excitation des ondes par
des modéles semi-analytiques est néanmoins possible et complémentaire. En effet, de tels modéles
ont ’avantage de pouvoir mettre simplement en évidence les processus physiques responsables du
transfert d’énergie sous forme d’ondes dans la zone radiative et de pouvoir facilement le quantifier.
Plusieurs modeéles d’excitation par la pression turbulente dans la zone convective existent & I’heure
actuelle et ont déja fait 'objet de nombreux travaux. Nous proposons dans la suite une présentation
de ces différents modeéles dans I'ordre chronologique d’apparition. Enfin, un modéle semi-analytique
de génération d’ondes par la pénétration convective développé pendant ma thése sera décrit avec
plus de précisions. Le spectre émis & la base de la zone convective par ce mécanisme sera alors
discuté et comparé aux modeéles d’excitation par la pression turbulente. Ce travail a notamment
donné lieu & une publication (Pingon et al., 2016).

6.1 Simulations numeériques

6.1.1 Observations dans les expériences numériques & deux zones

La génération d’ondes internes de gravité a depuis longtemps été observée dans des simulations
numériques Cartésiennes & deux zones. Les premiéres études de ce type en 2D (e.g., Hurlburt et al.
1986, |Andersen 1994) ou en 3D (e.g., Brummell et al.|2002) consistaient en deux régions polytro-
piques a ’équilibre hydrostatique, la région instable convectivement reposant sur la région radiative
stratifiée stablement. Ces simulations se focalisaient en particulier sur ’étude de la distance de pé-
nétration des courants convectifs descendants dans les couches stables sous-jacentes, ainsi que de
la structure de cette région de transition. Une telle configuration résulte de plus naturellement a
Iexcitation d’ondes internes de gravité et & leur propagation dans la région radiative inférieure.
Ces premiers travaux n’ont néanmoins proposé quune étude qualitative de ces oscillations. Plus
récemment, des simulations numeériques en boites Cartésiennes 2D (Kiraga et al. [2003; Dintrans
et al.[[2005) et 3D (Kiraga et al.|[2005) se sont particulierement intéressées a Iestimation du flux
d’énergie transmis sous forme d’ondes & la base de la zone convective. Le degré de réalisme a de
plus particuliérement été amélioré ces derniéres années avec ’apparition de simulations numériques
cherchant & reproduire au mieux la stratification verticale du Soleil, en géométrie polaire d’abord
(Rogers & Glatzmaier|2005|, 2006), puis en géométrie sphérique (Alvan et al.|2014)). On peut aussi
noter les travaux de |Rogers et al. (2013) sur 'excitation d’ondes internes par les coeurs convectifs
dans les étoiles massives via des simulations 2D avec une stratification réaliste.

Toutes ces simulations exhibent deux sortes de mouvements convectifs. La FIGURE [6.1] montre
Iexemple d’une simulation en boite Cartésienne 2D réalisée par Dintrans et al.| (2005) dans lequel
ces deux types de mouvements peuvent étre observés simultanément. Autour de x = 2 (ou de
facon équivalente, autour de = —2 avec les conditions limites aux bords périodiques), I'agitation
turbulente prend la forme de gros tourbillons convectifs s’étalant sur presque toute I’épaisseur de
la région convective. A l'inverse, un fort courant descendant, de structure cohérente et de longue
vie, se développe et traverse l'intégralité de la région convective autour de z = —0.5. Ces panaches
convectifs prennent naissance & la surface des étoiles ou le milieu est optiquement fin. La, des
granules convectives ascendantes se refroidissent par rayonnement et deviennent plus denses que
leur environnement. Elles s’enfoncent alors en profondeur et amorcent la formation de panaches.
Lors de leur traversée de la zone convective, les panaches se développent et grossissent latéralement
par entrainement turbulent de matiére jusqu’a atteindre la base de la zone convective.
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FIGURE 6.1: Exemple d’une simulation numérique de pénétration convective 2D en boite Cartésienne
d’aprés Dintrans et al.| (2005). Pour chaque cliché pris & quatre temps différents, le champ de
vitesse est représenté par des vecteurs superposés & une échelle de couleur grise correspondant
aux fluctuations de température. Le trait discontinu blanc montre la frontiére entre la zone
convective supérieure et la zone radiative sous-jacente.

Tourbillons et panaches convectifs perturbent tous deux l'interface entre la zone convective
et la zone radiative. Si le critére d’instabilité de Schwarzschild était rigoureusement respecté, ces
courants de matiére devraient instantanément s’arréter & la base de la zone convective. Dans la
réalité, ils peuvent pénétrer par inertie sur une certaine distance dans la zone radiative et libérer
une part de leur énergie mécanique sous forme d’ondes internes. C’est ce que ’on peut observer
par exemple sur la FIGURE [6.2] Cette figure représente une tranche équatoriale d’une simulation
numérique 3D du Soleil réalisée par Alvan et al. (2014). Sur cette vue instantanée, on peut voir que
la zone convective du Soleil est peuplée de nombreux panaches convectifs descendants (structures
verticales bleues) séparés par un milieu plus calme au mouvement ascendant. Ces panaches viennent
impacter le haut de la zone radiative en générant des ondes internes de gravité se propageant sous
forme de cercles concentriques dans la zone radiative, bien vigibles sur cette vue instantanée.

6.1.2 Des simulations encore trop éloignées des régimes stellaires

Une premiére étude quantitative de 1’énergie des ondes émises a la base de la zone convective
dans des simulations numériques a été entreprise par|Kiraga et al.|(2003). Dans ce travail, les auteurs
ont artificiellement ajouté une couche fortement visqueuse en bas de leur domaine Cartésien 2D pour
éviter I’établissement de modes propres résonants. Ils ont alors pu déterminer le spectre d’énergie des
ondes progressives dans toute la région radiative stable et le comparer avec les modéles d’excitation
semi-analytiques considérant le stress de Reynolds exercé par les tourbillons convectifs comme
terme source (voir Section . Ils ont notamment montré que 1’énergie des ondes observées dans
leurs simulations était 10 & 100 fois supérieure aux estimations théoriques et qu’elle était distribuée
sur une plus large bande de fréquence. Une étude similaire, cette fois-ci en 3D, par [Kiraga et al.
(2005) semble réduire le désaccord, du moins en ordre de grandeur, du fait d’'une convection moins
vigoureuse que dans les simulations 2D. Un exemple de spectre en fonction de la fréquence et du
degré angulaire obtenu dans des simulations plus récentes du Soleil avec une stratification réaliste
est donné sur la FIGURE d’apres les travaux de |[Alvan et al.| (2015). Celui-ci a été mesuré a
environ 0.2 R en-dessous de la base de la zone convective du modéle solaire ot ont été excitées
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FIGURE 6.2: Apergu d’une simulation numérique 3D du Soleil dans un plan équatorial d’aprés les travaux
d’Alvan et al| (2014). L’échelle de couleur correspond aux fluctuations de vitesse radiale. Le
bleu et le rouge correspondent respectivement & des vitesses négatives et positives. L’enca-
dré montre un zoom sur la région d’excitation d’une onde par la pénétration d’un panache
convectif dans la zone radiative (structure en tube bleue).

r,=05R,

N 3
T 10
E

)

= (cm/s
[}

S

o

2

|_|_ 1 0»28

0 50 100 150
/

FIGURE 6.3: Spectre d’énergie & un rayon r = 0.5 Ry dans la zone radiative du Soleil, i.e. & environ 0.2 R¢
en-dessous de la zone d’excitation, tel qu’il est observé dans les simulations numériques 3D
de|Alvan et al|(2015). La ligne continue noire symbolise la transition entre les modes propres
de gravité a hautes fréquences et les ondes progressives a basses fréquences.
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les ondes. Deux parties sont & distinguer. D’abord, la partie du spectre correspondant aux modes
propres & hautes fréquences, qui sont faiblement amortis et peuvent former une onde stationnaire
par réflexions successives aux bords de la cavité de propagation. Puis la partie & basses fréquences
correspondant aux ondes progressives rapidement amorties lors de leur premier voyage vers le centre
de Détoile. L’influence de cet amortissement est en fait directement visible sur la FIGURE (.4 ou
I’énergie des ondes progressives chute fortement dans le domaine des basses fréquences et des degrés
angulaires élevés. Cela s’explique notamment par l'expression du taux d’amortissement donnée
dans Eq. qui est proportionnel au rapport 12 /w?*. Dans ce travail, les auteurs trouvent qu’au
total environ 0.4 % de la luminosité solaire est émise sous forme d’ondes a la base de la zone
convective, c’est-a-dire de 'ordre de grandeur des estimations obtenues avec les modeles théoriques
de génération par la pression turbulente dans la zone convective. Il montrent aussi que le spectre
d’énergie des ondes progressives (i.e., a basses fréquences) émises a la base de la zone convective
décroit avec la fréquence suivant un profil Gaussien ; la majeure partie de ’énergie des ondes est
donc distribuée sur les trés basses fréquences. De plus, le spectre est maximum autour d’un degré
angulaire [ &~ 30 au-dela duquel il chute violemment. Ces caractéristiques spectrales, au contraire,
ne sont pas reproduites par les modéles d’excitation par la pression turbulente. Il est intéressant de
remarquer que ces différents résultats présentés dans Alvan ef al.| (2015) sont qualitativement en
accord avec les simulations numériques 2D (en géométrie polaire et avec une stratification réaliste)
a la limite des ceeurs convectifs dans des étoiles plus massives selon les travaux de [Rogers et al.
(2013). Par comparaison, de telles simulations numeériques 2D dans le cas du Soleil par Rogers &
Glatzmaier| (2005, [2006) montrent un fort désaccord avec ces deux précédents travaux et les modeéles
semi-analytiques d’excitation par la pression turbulente, tant sur 'amplitude que sur la forme du
spectre d’énergie qui est quasi uniforme sur I'intervalle de fréquences d’intérét. Cela peut peut-étre
s’expliquer par le régime trés non-linéaire imposé dans ces simulations.

Ainsi, méme si les simulations numeériques restent un outil efficace pour étudier et visualiser
la génération d’ondes internes de gravité dans les étoiles, des points d’ombre persistent, comme le
montre le désaccord avec les estimations théoriques, et entre les différentes expériences numériques
elles-mémes. En outre, les contraintes numériques ne permettent pas aux simulations d’atteindre
actuellement les régimes de convection attendus dans les intérieurs stellaires, et ce malgré une
stratification réaliste. Par exemple, les simulations 2D de |[Rogers & Glatzmaier| (2005, 2006) at-
teignent des nombres de Rayleigh de I'ordre de 107 tandis que celui-ci est estimé a 10?3 dans la
zone convective de Soleil. De méme, les simulations 3D de |Alvan et al| (2014) n’atteignent que
des nombres de Rayleigh de l’ordre de 107. Cela provient notamment des valeurs de la diffusivité
thermique artificiellement surélevées d'un facteur 10° par rapport a la réalité, mais nécessaires a la
stabilité numérique. Cela résulte donc en des valeurs pour le flux convectif 10° fois plus élevées et
donc des vitesses convectives plus grandes. Comme ’excitation des ondes dépend des propriétés du
forgage, ces caractéristiques de la convection auront un impact sur le spectre des ondes générées.
La structure de I'interface entre les régions convectives et radiatives, c’est-a-dire 13 ol est excitée la
majorité des ondes, dépend aussi fortement de ces propriétés. En effet, le modéle semi-analytique
proposé par Rempel| (2004) a montré que ces larges valeurs de la diffusivité thermique (menant & un
nombre de Péclet faible de 'ordre de 'unité) peut expliquer la différence entre la transition douce
du gradient de température d’une valeur adiabatique & une valeur radiative en haut de la zone
radiative telle qu’observée dans les simulations numériques, et la transition plus brutale attendue
théoriquement & cause de la valeur élevée du nombre de Péclet (de 'ordre de 10°) dans le cas du
Soleil (Zahn|[1991}; Dintrans et al.|[2005).

Ces études montrent donc que les simulations numériques peuvent actuellement étre de bons
guides, mais que leurs résultats sont & considérer avec précaution. Elles ne permettent pas a ’heure
actuelle d’obtenir des informations quantitatives sur la génération des ondes et sur la structure de
la base de la zone convective. Une estimation du flux d’énergie des ondes émis a la base de la zone
convective par des modéles semi-analytiques semble donc nécessaire et complémentaire.
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6.2 Modéles d’excitation par la pression turbulente dans la zone
convective

Dans cette section, différents modéles d’excitation d’ondes internes de gravité par la convection
turbulente sont présentés. Pour tous ces modéles, le terme de forgage correspond & la pression
turbulente induite par les tourbillons convectifs. La description des modéles est faite dans un ordre
chronologique et suit un degré de sophistication croissant.

6.2.1 Travail pionnier de Press (1981)

Bien qu’il s’intéressait au mélange des éléments chimiques plutét qu’a ’évolution de la rotation
interne, Press| (1981) a été 'un des premiers a considérer les ondes internes de gravité comme
un potentiel processus de transport dans les intérieurs stellaires. Dans son modéle, les ondes sont
supposées étre excitées par les tourbillons convectifs en bas de la zone convective (voir FIGURE [6.4
pour une illustration). Le flux d’énergie généré sous forme d’ondes dans cette région est estimé en
considérant que la perturbation Eulérienne de pression associée aux ondes s’ajuste a la fluctuation de
pression turbulente & l'interface entre les zones radiative et convective. On propose ici de reproduire
briévement sa dérivation.

Press (1981) se place d’abord dans 'approximation des ondes & trés basses fréquences dans
la zone radiative, w? < N2, pour lesquelles 'hypothése d’incompressibilité est valide (voir Sec-
tion . D’aprés I’équation de continuité, on obtient alors dans I’hypothése d’ondes planes

—

Vi=k-7=0, (6.1)

ol @ et k sont respectivement la perturbation du champ de vitesse et le vecteur d’onde. Les com-

posantes radiale u, et horizontale uy sont donc reliées par la relation
Uy kp,
ky

- 7 _ww2)1/2 | (6.2)

Up

ot k, et kj sont les composantes radiale et horizontale du vecteur d’onde. En utilisant Eq. (6.2),
la densité d’énergie de I'onde dans la région radiative, dans ’hypothése d’oscillations adiabatiques,
peut étre réécrite comme (e.g., Unno et al.|1989, p. 236)

1 pl 2 N2
== —2 P Y2
5 (pu + <pcs> + o2 U,

N\? .
~p (w) up ~ i (6.3)
ou le terme p'/pcs a pu étre négligé dans 'hypothése d’incompressibilité. T’équation vérifie
I’équipartition de I’énergie cinétique et de ’énergie potentielle de 'onde qui a été discutée dans la
Section [6.3.1} Enfin, pour un paquet d’onde, la composante radiale de flux d’énergie entrant dans
la zone radiative est obtenue en multipliant Eq. (6.3]) par la vitesse de groupe verticale donnée dans
Eq. (5.49), c’est-a-dire
N2 _ ,2)1/2
f:pL———l—ﬁ. (6.4)
kn,

L’estimation du flux passe donc par la détermination de amplitude de la vitesse radiale de ’onde
dans la région radiative. Pour cela, |Press| (1981)) fait correspondre la perturbation de pression de
l'onde, pl, a la fluctuation turbulente de pression, p;, a Uinterface entre les zones convective et
radiative, soit

/ 3 w?
DPe ™~ Pt ~ PV ™~ pcﬁ y (65)
c
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avec p. la densité & la base de la zone convective, v, la vitesse de retournement des plus gros
tourbillons convectifs, k. = 27/A. ot A. est leur taille et w. leur fréquence caractéristique de
retournement dans cette région. La vitesse de 'onde u, en haut de la zone radiative peut alors
étre obtenue par la donnée de I'impédance acoustique. L’impédance acoustique, Z, caractérise la
résistance du milieu au passage d'une onde. Elle est définie comme le rapport de la perturbation
de pression sur la vitesse de I'onde et est égale pour les ondes internes de gravité dans la direction
radiale a . N

Z, = 1% =pp (6.6)

En haut de la zone radiative, cela méne, en utilisant Eq. (6.5)), a

/ 2
D ptkn  wikp
Up,c = ~

~ ) 6.7
' Zr,c peNe ngc ( )

ot N, est la valeur de la fréquence de Brunt-Viisdld juste sous la base de la zone convective.
Le profil de Brunt-Viisdlda a linterface entre les deux zones est supposé trés abrupt. Il passe
rapidement de N =~ 0 dans la zone convective & N, en haut de la zone radiative et est tel que
w < N, et que 'onde peut se propager dés le haut de la zone radiative. Pour finir, 'auteur suppose
que la longueur d’onde horizontale et la fréquence de ’onde qui est la plus efficacement excitée sont
proches respectivement de la taille caractéristique des tourbillons convectifs A, et de leur fréquence
caractéristique de retournement w,, soit

kp, ~ k. et We ~ W . (6.8)

L’amplitude de la composante verticale de vitesse de ’onde en haut de la zone radiative est donc
égale, en utilisant Eq. (6.7)), &

we
T keN
En insérant Eq. dans Eq. et en considérant toujours les hypothéses données par Eq. ,
I’auteur obtient I'expression suivante pour le flux radial d’énergie de I'onde juste en haut de la zone
radiative

(6.9)

Up,c

Fo~ pcvg%c . (6.10)
Ce dernier est égal au produit du flux d’énergie convectif & la base de la zone convective, p.v2, et
du facteur w/N,. Ce facteur correspond aussi au nombre de Froude a la base de la zone convective
et qui quantifie ici l'efficacité du transfert d’énergie des tourbillons convectifs sous forme d’ondes
internes de gravité dans la zone radiative.

Dans un modéle solaire, le rapport w./N, est typiquement de I’ordre de 1073 — 10~2. Les ondes
générées par la pression turbulente selon le modéle de [Press| (1981)) transportent donc environ entre
0.1 et 1% de la valeur du flux convectif a la base de la zone convective. Bien que la démonstration
fait appel a des arguments simples, nous verrons plus loin que le modeéle de Press| (1981) donne
une premiére estimation satisfaisante de la génération des ondes internes de gravité par la pression
turbulente, en accord avec les estimations obtenues avec des modéles plus complexes.

6.2.2 Modéles de Garcia Lopez & Spruit| (1991) et Zahn et al.| (1997)

Comme Press (1981), Garcia Lopez & Spruit| (1991) s’intéressaient au mélange d’éléments chi-
miques induit par les ondes internes de gravité dans les couches radiatives adjacentes a la zone
convective. Leur approche pour estimer le flux d’énergie des ondes émises en haut de la zone radia-
tive est néanmoins un peu différente de celle de Press| (1981)).

Premiérement, les tourbillons convectifs sont supposés pouvoir avoir des tailles différentes, A,
plus petites que I’échelle d’injection de ’énergie turbulente, soit A < A.. La distance A, correspond
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FIGURE 6.4: Gauche : Vue schématique de I’excitation d’ondes par la pression turbulente & l’interface
entre les zones convective et radiative. Les tourbillons convectifs perturbent l'interface et
une partie de cette énergie est émise sous forme d’ondes qui peuvent alors se propager vers
le centre de I’étoile. Droite : Phénoménologie proposée par |Garcia Lopez & Spruit| (1991).
Dans le cas de tourbillons cohérents entre eux (en haut), la vitesse résultante associée aux
ondes est maximale. Dans le cas ou ceux-ci sont incohérents (en bas), les déphasages entre les
tourbillons générent des interférences destructives et la vitesse résultante associée aux ondes
est réduite par rapport au cas précédent.

a la taille des plus gros tourbillons convectifs et peut étre identifiée a la longueur de mélange. De
plus, la vitesse v(\) de chaque tourbillon est décrite par un spectre de Kolmogorov, soit

o(A) = v <AAC)1/3 avec  v(\) < e | (6.11)

oll v, est la vitesse des plus gros tourbillons convectifs.

Deuxiémement, les auteurs déterminent ’amplitude de la vitesse de 'onde en haut de la zone
radiative en faisant correspondre les fluctuations turbulentes de pression en bas de la zone convec-
tive, pv?(\), a la densité d’énergie de I'onde, pii?. Comme le profil de densité est continu dans cette
région avec p & p¢, cela revient a faire hypothése de la continuité des vitesses a l'interface, soit

u(A) = v(A), (6.12)

ot u(\) = (u2+wu?)'/? représente le module de la vitesse associée & I'onde générée par un tourbillon
de taille \.

Enfin, dans leur phénoménologie, ils supposent que tout tourbillon de taille A déforme l'interface
entre la zone radiative et la zone convective pour générer une onde avec une fréquence égale a la
fréquence de retournement du tourbillon w = wv(\)/A et une longueur d’onde horizontale Ay, telle
que A > A(w). Ici, ils considérent donc, d’une part, que la corrélation entre un tourbillon de taille
A et une onde de longueur d’onde inférieure & A est nulle. D’autre part, ils font I'hypothése que le
comportement aléatoire et incohérent de ’ensemble des tourbillons de taille A au niveau de 'inter-
face peut exciter des ondes de longueur d’onde supérieures & A. Dans le cas de tourbillons cohérents
entre eux, I'onde générée par ’ensemble des tourbillons serait caractérisée par une longueur d’onde
horizontale A\, & A et une vitesse Uconerent ~ v(A). Dans le cas de tourbillons incohérents entre eux,
chaque composante de 'onde générée par un tourbillon particulier est décalée en phase de facon
aléatoire par rapport a une autre. Les auteurs estiment alors que la moyenne de la vitesse résultante
au carré dans le cas de tourbillons incohérents est égale au rapport de sa valeur dans le cas oil les
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6.2. Modéles d’excitation par la pression turbulente dans la zone convective

tourbillons sont cohérents sur le nombre de tourbillons (voir FIGURE [6.4] pour une illustration)

L2 %UQ(A) : (6.13)

2
Wincoherent ™ — Ucoherent ™
n
Le nombre de tourbillons impliqués dans I'excitation est estimé par le rapport de l'aire occupée
par un motif périodique horizontal de 'onde sur 'aire occupée par un tourbillon de taille X, soit

n &~ A2 /A? dans le cas le moins favorable (voir discussion dans |Garcia Lopez & Spruit||1991)).
Pour conclure, en multipliant Eq. (6.3) par la vitesse de groupe radiale dans Eq. (5.49)), le flux
radial d’énergie des ondes en haut de la zone radiative peut étre réécrit comme
 pe (NQ _ w2)1/2

C

2,2
c= 5 NZ Apwiu” . (6.14)

En remplagant u par Eq. (6.13]), le flux radial d’énergie de l'onde, de fréquence w et de longueur
d’onde horizontale Ay, généré par des tourbillons incohérents entre eux de taille A < \p, vaut en
haut de la zone radiative

&(NE_WQ)lﬂ i ? 2 2
<~ 5 N? " Apw v=(A)

1 4 A w
~ = pe AT 1
50 (1) o (6.15)

ol v = wA/7 et ol on a utilisé w? < N2. Au contraire, si A\ < \, F, = 0.

L’expression dérivée par |Garcia Lopez & Spruit (1991) a une forme similaire & Iexpression
obtenue par |Press (1981) dans Eq. . Les auteurs ont trouvé que le flux d’énergie de 1'onde
en haut de la zone convective est égal au produit du flux d’énergie convectif associé & I’échelle A,
c’est-a-dire pv3()\), avec le facteur de transmission de I’énergie de I'onde entre la zone convective
et la zone radiative, w/N., et un nouveau facteur représentatif du comportement incohérent des
tourbillons convectifs entre eux et égal & (A\/\) < 1. Ce facteur a comme conséquence de diminuer
I’émission d’ondes internes de gravité & la base de la zone convective.

Zahn et al. (1997) ont généralisé le modéle de (Garcia Lopez & Spruit| (1991)) & tout le spectre
continu en fréquences temporelle et spatiale. Comme dans le précédent modeéle, le carré de la
vitesse est supposé continu a Uinterface et la fréquence de 'onde générée est égale & la fréquence
de retournement du tourbillon excitateur. La turbulence est supposée suivre un spectre en énergie
de Kolmogorov par unité de fréquence cyclique, c’est-a-dire pour lequel

E(w) = v <“) - (6.16)

We

ol v, = we/kc est la vitesse du plus gros tourbillon convectif, et pour lequel le nombre d’onde est
relié a la fréquence cyclique par la relation d’échelle

1\ 2/3
W= We <k> . (6.17)

De plus, les tourbillons sont supposés incohérents entre eux. Les tourbillons de nombre d’onde k(w)
peuvent alors générer des ondes avec des nombres d’onde horizontaux inférieurs, k, < k(w). Au
contraire, la transmission d’énergie vers des ondes avec un nombre d’onde horizontal plus grand est
supposée inefficace.

En conséquence, le flux radial d’énergie des ondes en haut de la zone radiative par unité de
nombre d’onde horizontal et par unité de pulsation peut s’écrire de fagon générale comme

w2 (N2 . w2)1/2>

C

— 1
N2 T (6.18)

Fe(w, kn) = pcE(w) gu(kn) (
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Chapitre 6. Mécanismes de génération des ondes internes de gravité

ol le terme entre parenthéses correspond a la vitesse de groupe radiale en haut de la zone radiative,
et g, (kp) représente la fraction d’énergie des tourbillons de fréquence w qui est transmise aux
composantes ondulatoires avec un nombre d’onde horizontal kj, < k(w) dans '’hypothése ou ces
tourbillons sont incohérents entre eux. D’apres |Garcia Lopez & Spruit| (1991), g, (kp) doit étre
proportionnel & k2 /k(w)? & kj, fixé. De plus, ce terme doit vérifier la conservation de 1'énergie quel
que soit w, c’est-a-dire

k(w)
/ 9w (kp)dk, =1 . (6.19)
0

L’unique fonction satisfaisant ces deux conditions est donnée par

2
9w (kn) = :h [kkh))] : (6.20)

(w

Enfin, selon |[Zahn et al.[(1997)), 'énergie spécifique calculée pour un degré angulaire [ doit se répartir
de fagon uniforme sur les ordres azimutaux m tels que — < m < 41, chacun ayant alors un poids de
1/21. Le degré angulaire est défini dans une bonne approximation comme [ = r.ky, et est considérée
continu, avec r. le rayon de la base de la zone convective. En utilisant Eqs. (6.16)-(6.18) et (6.20]),
le flux radial d’énergie des ondes dans un intervalle de fréquences compris entre w et w + dw, un
intervalle de degrés angulaires compris entre [ et [ +dl et un intervalle d’ordres azimutaux compris
entre m et m + dm, peut s’exprimer comme

dFe(w,l,m) = 2pev;, € —— (6.21)

swe (N2 — w?)1/? <&>3 dw dl dm
‘Ne  Ne w/ wele 2

ol w > we et kp < k(w), qui équivaut & 0 < | < [, = lc(w/wc)3/2 avec l. = r.k.. Selon le

formalisme de Kolmogorov, seules les échelles spatiales inférieures a I’échelle d’injection de 1’énergie
A, participent & la cascade énergétique. Le flux est donc laissé nul pour w < w,. Il est également nul
pour w > N, puisque les ondes internes de gravité sont évanescentes et ne peuvent plus se propager
dans la zone radiative.

En intégrant sur tout le spectre, le flux total d’énergie des ondes émises en bas de la zone
convective est alors donné par

N N2 _ 1/2 +q
We dw (NZ —w?) /= di
F. = 2p.0° — 22
Pebe o, We NC / / (6:22)
= 4p,. 3“’0 6.23
Pebe N (6.23)

oil on a utilisé le fait que w? < N,. L’estimation du flux total par ce modéle est en accord avec
Iestimation de Press| (1981) donnée par Eq. en ordre de grandeur seulement. En effet, selon
le modele de |Zahn et al.| (1997), la prise en compte de ’ensemble du spectre continu augmente le
flux total d’énergie en haut de la zone radiative par un facteur quatre.

6.2.3 Modéle d’excitation stochastique par Kumar et al. (1999)

L’approche de Kumar et al.| (1999)) est différente des approches utilisées dans les précédents
modéles. Elle s’inspire d’'un modéle d’excitation des modes de pression par la turbulence dans la
zone convective externe des étoiles qui avait été précédemment élaboré par |Goldreich et al.| (1994]).
Dans ce formalisme, I’équation d’onde linéaire adiabatique inhomogeéne est résolue avec pour terme
de forcage le stress de Reynolds di & la pression turbulente. Le comportement stochastique de
la convection est pris en compte et 'analyse permet de remonter & la valeur statistique moyenne
de 'amplitude des ondes générées. Le spectre de la turbulence est toujours supposé étre celui de
Kolmogorov.
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6.2. Modéles d’excitation par la pression turbulente dans la zone convective

L’expression du flux radial d’énergie des ondes juste sous la base de la zone convective vaut,
suivant leurs travaux,

w? [ p2 1 706\ ? ¢, \ 2 R21(L+ 1) v3LA
c\W, b,y = 2 1 9 - ’
Fe(w,l,m) 47 / der ( or ) i+ < or > P [ 2r2 } 1+ (wrp)to/2

Te

(6.24)
oll r. et R, sont respectivement le rayon de la base convective et celui de I’étoile, &, et &, sont
respectivement le déplacement horizontal et le déplacement vertical normalisés au flux d’énergie
juste sous la zone convective, v et L sont la vitesse et la taille des plus grands tourbillons convectifs
dans la couche de rayon r, 7, = L/v est le temps convectif caractéristique de retournement, et
h, = Lmin[1,2(wry)~3/?] est la taille du plus gros tourbillon convectif avec la fréquence w au
rayon r. Le premier terme entre crochet dans l'intégrale représente la compressibilité de 'onde, le
terme gaussien représente la corrélation spatiale horizontale entre ’onde et les tourbillons, tandis
que le rapport final correspond & la corrélation temporelle entre les deux. Pour un modéle solaire,
Kumar et al.| (1999) ont estimé par ce formalisme que le flux total d’énergie des ondes émis en
bas de la zone convective représente environ 0.1% du flux solaire total (qui est environ un ordre de
grandeur supérieur au flux convectif a la base de la zone convective). Cette estimation est également
du méme ordre de grandeur que 'estimation de |Press (1981).

6.2.4 Modéle d’excitation par overshooting suivant Lecoanet & Quataert|(2013)

Plus récemment, une nouvelle estimation de l'excitation d’ondes internes de gravité par la
convection turbulente a été obtenue par Lecoanet & Quataert| (2013)). Dans ce travail, 'amplitude
de 'onde est dérivée en considérant le stress de Reynolds comme terme source. L’équation d’onde
inhomogeéne est alors résolue par le biais des fonctions de Green. Cependant, cette estimation se
distingue de celle obtenue par [Kumar et al.| (1999) par deux principaux points. Premiérement, les
auteurs se sont particuliérement focalisés sur ’excitation dans la zone d’overshoot. Deuxiémement,
ils ont pris en compte l'effet du changement de gradient de température dans cette couche de I’étoile
sur le transfert de I’énergie convective sous forme d’ondes en haut de la zone radiative. En d’autres
mots, ils ont modélisé le profil de la fréquence de Brunt-Viiséld a l'interface radiative-convective.
En effet, des incertitudes demeurent dans cette région sur le profil de transition du gradient de
température, qui passe d’'une valeur adiabatique & une valeur radiative. Les codes d’évolution
stellaire prédisent un profil discontinu résultant d’une modélisation locale de la convection (e.g.,
MLT). Les simulations numeériques, elles, montrent une transition douce entre les deux régimes a
cause des forts flux convectifs non-réalistes imposés par les contraintes numeériques (e.g. [Brummell
et al.|2002; Rogers & Glatzmaier|2005). Néanmoins, des modeéles semi-analytiques de pénétration
convective (Rempel 2004) ainsi que des observations sismiques sur le Soleil (Christensen-Dalsgaard
et al.|2011)) ont montré qu’un profil moins abrupt est tout aussi probable dans les régimes stellaires.
Dans leur modele, Lecoanet & Quataert| (2013) ont donc considéré trois cas : soit une transition
discontinue, soit un profil moins abrupt de forme linéaire ou un profil encore plus doux suivant une
tangente hyperbolique. Ils ont montré que plus la transition est douce, plus le flux d’énergie total
de 'onde généré en haut de la zone radiative est grand, et ce d’un facteur 2 (cas linéaire) a 5 (cas
tangente hyperbolique) par rapport au cas discontinu.

Par exemple, le flux radial d’énergie des ondes en haut de la zone radiative dans le cas d’une
transition thermique linéaire, dans l'intervalle de pulsation compris entre w et w4+ dw et I'intervalle
de nombre d’onde horizontal compris entre ky, et kj, + dkp, est donné dans Eq. (42) de leur papier,
c’est-a-dire

2/3 —41/6
o) ~ ot (52) ) () e S (6.25)
. ' w
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qui peut encore étre réécrit comme

veke (kn\ 23 (HENY w0 RN\ P dwdk
o e ()" () ()" () " g

We We kpw

avec w > we et kp < kpmax(w) = H_l(w/wc)3/2, et oit vo = we/ke, ke ~ 1/H et H est I'échelle
spatiale typique des plus gros tourbillons convectifs donnée par la MLT (H ~ a7 Hp). Le para-
meétre Hj  correspond a l'échelle spatiale d’injection de I'énergie dans la cascade turbulente & la
frontiére avec la zone radiative. En effet, les auteurs ont étudié le cas ou H} est du méme ordre
de grandeur que 'épaisseur de la région d’overshoot (c’est-a-dire, plus peti‘ée que la longueur de
mélange habituellement utilisée) tout en conservant la méme énergie turbulente (c¢’est-a-dire, avec
la méme vitesse convective). En d’autres mots, ils ont considéré un cas ou la vitesse typique des
tourbillons avec une taille b < H a la frontiére avec la zone radiative est plus grande que dans
le cas de la description de la turbulence par la MLT, comme supposé dans le modéle d’excitation
de Kumar et al.|(1999). Les auteurs ont montré que cela implique une modification du spectre de
I’onde, notamment avec une augmentation de ’énergie distribuée vers les plus hautes fréquences.

6.3 Modéle d’excitation par la pénétration de panaches convectifs

Aprés la présentation de ce large éventail de modéles d’excitation d’ondes par la pression tur-
bulente dans la zone convective, nous nous intéressons maintenant a leur génération lors de la
pénétration de panaches convectifs dans la zone radiative stablement stratifiée adjacente. Ce méca-
nisme a déja été bien observé dans des simulations numeériques (voir Section et en géophysique
(e.g.,[Stull|1976} [Fritts & Alexander|2003). Par exemple, Dintrans et al.| (2005) ont analysé de fagon
isolée la génération d’ondes lors de la pénétration d’un unique panache convectif dans des simula-
tions 2D. Ils ont ainsi pu montrer qu’une large partie de I’énergie cinétique du panache (jusqu’a
40%) peut étre transmise sous forme d’ondes. Ce résultat peut nous laisser penser qu'un tel méca-
nisme puisse jouer un réle important dans les étoiles. Pour répondre & cette question, un modéle
d’excitation semi-analytique a été développé durant la thése et est décrit dans la suite de cette
section. Le but est d’estimer la part de I’énergie cinétique d’un ensemble de panaches convectifs qui
est transmise sous forme d’ondes lors de leur impact sur 'interface avec la zone radiative adjacente
(voir FIGURE [6.5| pour une illustration).

6.3.1 Définition de la densité spectrale d’énergie des ondes générées par un
ensemble de panaches

On cherche dans la suite & déterminer la distribution spectrale d’énergie des ondes émises
par un ensemble de panaches pénétrant en haut de la zone radiative. Le processus d’excitation est
supposé aléatoire, stationnaire et ergodique. Une approche statistique est alors nécessaire. L’énergie
spécifique moyenne associée aux ondes est définie & un point particulier 7 dans la zone radiative
par

+o00
E) 0=t g [P (6.27)

ou vp(7,t) est égale a la troncature du champ de vitesse associé aux ondes dans 'intervalle de
temps [—1/2,T/2] et est nulle en dehors de cet intervalle. Le théoréme de Parseval-Plancherel nous
autorise alors a écrire

[ mmopya= o [~ (Eer)w, (625)
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FIGURE 6.5: Vision schématique d’une étoile de type solaire avec une zone convective peuplée de panaches
convectifs qui sont identifiés par leurs coordonnées (6,,, ¢, ). Ceux-ci sont créés a la surface de
I’étoile avant de plonger vers son centre et de grossir par entrainement turbulent de matiére
sur leurs flancs. En bas de la zone convective, ils sont fortement freinés et peuvent libérer
une partie de leur énergie cinétique sous forme d’ondes.

o w est la fréquence cyclique temporelle et le symbole () indique la transformée Fourierﬂ Alinsi,
en utilisant Eq. (6.28]), Eq. (6.27)) devient, puisque l'intégrale et la limite commutent,

(E)(7) = /_ T (Fw) dw (6.29)

ol la densité spectrale d’énergie des ondes a été définie par

S 0|2
e (@R
e(rw) = lim =5 o ‘

(6.30)

Pour aller plus loin, les panaches sont supposés incohérents entre eux, uniformément répartis sur
la sphére, et avec un temps de vie caractéristique dans la zone de pénétration égal & 7,. Sur un
intervalle de temps équivalent & 7,, un nombre moyen N de panaches génére alors des ondes.
De plus, dans 'hypothése ergodique, la moyenne temporelle est égale 4 la moyenne d’ensemble.
En appliquant ces différentes propositions, la densité spectrale en énergie des ondes converge en
moyenne vers (Pingon et al|2017)

2 sin 90d00d¢0

To(7, w; o, do, to = 0) = ;

(7, w) = N2 p(r) /Q (6.31)

2

ou v, = 1/7p, 1:)’0(F,w;90,¢0,t0 = 0) est le champ de vitesse associé aux ondes en un point 7
généré par un panache a l'instant ¢ = 0 et de coordonnées horizontales (6, po). Sous les hypothéses

1. La transformée de Fourier temporelle d’une fonction X (7,t) par rapport & un référentiel en co-rotation avec
la base de la zone convective, est définie comme

TFIX] = X(7,w) = / X (7 t)e it

oll w est la pulsation de 'onde mesurée par rapport a la base de la zone convective, qui est aussi la zone d’excitation.
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précédentes, il suffit donc en pratique de déterminer la perturbation de vitesse générée par un
unique panache. La densité spectrale d’énergie des ondes générées par ’ensemble des panaches est
alors obtenue a partir de celle obtenue dans le cas de ’excitation par un seul panache multipliée par
le nombre moyen de panaches N. De facon similaire au modeéle de |Garcia Lopez & Spruit| (1991]),
cela résulte de I'incohérence des panaches entre eux. En effet, dans le cas cohérent, celle-ci serait
proportionnelle & N2.

Pour finir, la perturbation du champ de vitesse ¥y est développée sur la bases des harmoniques
sphériques

770 (Fu t) = Zvr,l,m (T7 t)}/}m(ev ¢) é}, + Uplm (T7 t)rﬁ}/lm(07 d))

I,m

+or1m (1 OV A (Y78, 0) 76, (6.32)

ot (r,0,¢) sont les coordonnées sphériques, [ est le degré angulaire, m le nombre azimutal, €, est
le vecteur radial unitaire, et v, ;.m, Vpim €t vr; ., sont respectivement les composantes radiale,
poloidale et toroidale du champ de vitesse associé aux ondes. Etant donnée la décomposition faite
dans Eq. , la moyenne de Eq. sur l'angle solide représente la distribution angulaire de
I’énergie et s’écrit

1
E(ryw) = 471_/96(7‘,9,¢,w)d9
= Em(rw), (6.33)
Im
dans laquelle a été défini
s v o2 5 p2) 4
Eum(r,w) = N5 p(r) /Q 0 (1oraaml + 10+ 1) [oneml”) T - (6.34)

avec |17h,l,m|2 = |1A)P7l’m‘2 + |0T717m|2. Le flux radial d’énergie des ondes moyenné sur I'angle solide
par unité de fréquence w, pour un degré angulaire [ et un degré azimutal m, est alors obtenu
en multipliant la contribution d'une paire (I,m) dans Eq. avec la vitesse de propagation
de I'énergie dans cette direction, c’est-a-dire la vitesse de groupe radiale (voir Section , afin
d’obtenir B

Fr(ryw,l,m) = & p(r,w) Vgr(r,w, 1) . (6.35)

Cette définition du flux radial d’énergie des ondes fait appel a la notion de vitesse de groupe.
On note qu’il est aussi possible de remonter & la méme expression par une méthode similaire en
utilisant directement l’expression du flux radial d’énergie de 'onde, p'v,. En effet, il a été montré
dans Section que cette expression est équivalente au produit de la densité spectrale d’énergie
d’une onde avec la vitesse de groupe.

6.3.2 Equation d’onde avec terme source

L’estimation du flux d’énergie des ondes en haut de la zone radiative nécessite de connaitre leurs
amplitudes, qui elles-mémes dépendent du mécanisme de forgage. Quand les panaches convectifs
pénétrent dans le haut de la zone radiative, ils perturbent I’état d’équilibre et une partie de leur
énergie est transférée sous forme d’ondes. On suppose que le champ de vitesse peut étre séparé en
deux composantes : une composante associée aux ondes ¥(7, t), et une autre associée aux panaches
X_/;D(F, t). Autrement dit, cela revient a négliger la turbulence dans la zone de pénétration. De plus,
on suppose que les ondes n’ont aucun effet de rétroaction sur la dynamique des panaches. Cela
suggere aussi qu’ils suivent leur propre équation de continuité indépendamment 'un de l'autre.
Ceci est en fait une bonne approximation si la vitesse des ondes est beaucoup plus petite que celle
des panaches, c’est-a-dire si |0] < H_/;;\, ce qui sera vérifié a postériori.
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Sous ces hypothéses, notre attention se focalise sur l'excitation des ondes par la pressmn dyna—
mique exercée par les panaches dans la zone de pénétration, et représentée par le terme V- (pV QV, )
comme terme source dans 1’équation d’onde, ou (®) est le produit tensoriel. Pour simplifier, l'ef-
fet de la rotation est négligé. De plus, 'approximation de Cowling est utilisée, ce qui est justifié
dans 'hypothése des basses fréquences (puisqu’elles sont incompressibles, voir Dintrans & Rieutord
2001)). Ainsi, I'équation du moment et celle de continuité linéarisées par rapport a 1’état d’équilibre
s’écrivent

ov Vo o 1o 5 o

— 4+ ———=g=—-V-(pV, 0V 6.36
ot P P P (PVyp ») ( )
o (dp -

8t< >+V~v—0, (6.37)

oll toutes les quantités ont leur signification habituelle. Le systéme est alors fermé par 'hypothése
d’oscillations adiabatiques, c’est-a-dire sans échange de chaleur avec I’environnement, donnée par

op = 0p/c® = (p' — pg&)/c* . (6.38)

La dérivation de 'amplitude des ondes passe par la résolution du systéme formé des équations
Egs. (6.36)-(6.38) et nécessite donc de modéliser le terme source dans le membre de droite de
Eq. (6.36]).

6.3.3 Une description simple des panaches convectifs
6.3.3.a Profil de vitesse du panache dans la région de pénétration

Le terme source dans Eq. est maximal dans la région ou les panaches sont rapidement
décélérés, c’est-a-dire lors de leur pénétration dans la zone radiative. De plus, les ondes sont éva-
nescentes dans la région convective; leur amplitude est donc maximale dans le bas de la zone
convective. Il semble donc raisonnable de supposer que le forcage des ondes est maximal dans cette
région. Il suffit donc pour la suite de modéliser le profil de vitesse des panaches dans la zone de
pénétration.

Suivant [Townsend| (1966)), on suppose que la vitesse d’un panache est verticale sur la majorité
du volume qu’il occupe (ce qui est discutable prés de ces flancs), qu’il suit un profil Gaussien avec
une largeur caractéristique b et un temps de vie 7, et que ce profil est maintenu dans la région de
pénétration, c’est-a-dire de la forme

Vp(7) = ~Vo(r) e =St/ 2 e/ 6, (6.39)

avec
Sy (73 00, ¢o) = rarccos [sin by sin 6 cos(¢ — ¢o) + cos b cos 6] (6.40)

ot (Ay, ¢o) sont les coordonnées sphériques angulaires du centre de la plume et Sy, correspond a la
distance sur la sphére au centre de la plume.

6.3.3.b Modeéle de panaches convectifs de Rieutord & Zahn| (1995))

Dans ce travail, le rayon b et la vitesse V;, des panaches & la base de la zone convective sont
décrits par le modéle de panaches de |[Rieutord & Zahn| (1995)). Dans leur modele, les panaches
sont supposés stationnaires et axisymétriques. Ils se développent dans une atmosphére isentropique
structurée en couches paralléles et & ’équilibre hydrostatique. Toutes les perturbations associées &
la présence de panaches (vitesse, densité, enthalpie) sont supposées avoir le méme profil horizontal
que dans Eq. & chaque altitude, sauf la perturbation de pression qui est supposée nulle en
premiére approximation. De plus, les auteurs utilisent ’hypothése d’entrainement turbulent de ma-
tiere (Morton et al.|1956). Celle-ci postule que le flux horizontal de matiére entrainée latéralement
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sur les flancs du panache est proportionnelle & la vitesse verticale au centre du panache. Mathéma-
tiquement, celle-ci s’exprime en coordonnées sphériques, pour un panache centré en (6y, ¢o) = (0, 0)
pour simplifier, par (Lo & Schatzman||{1997)

27‘('7“91,‘/],,9 (T, 957 (Z)) = —27Tb(7“)OéE“/;),r (T, 0, 0)’ s (6.41)

ou Vp g et V,, sont les composantes latitudinale et radiale de la vitesse du panache considéré, ag
est le coefficient d’entrainement et 6, ~ v/2b(r)/r est la latitude du flanc du panache au niveau 7.

Dans ce contexte simplifié, les solutions vérifiant les équations de la dynamique peuvent étre
exprimées asymptotiquement en profondeur dans la zone convective sous forme de lois de puissance.
La recherche de solutions sous cette forme particuliére permet d’obtenir des expressions analytiques
des caractéristiques du panache en bas de la zone convective, et donc au début de la zone de
pénétration. Ainsi, le rayon du panache peut étre exprimé par

(R—r) 3ag(l —1)
J2 o -1

b= (6.42)

ou (R —r) est égale a I'épaisseur de la zone convective et I'; est le coefficient adiabatique. Le
coefficient d’entrainement ap a été étudié théoriquement et expérimentalement, notamment en
géophysique, et dépend des propriétés du fluide. Sa valeur pour un gaz parfait est usuellement prise
égale & 0.083 (Turner|1986). Pour un modéle solaire et un gaz monoatomique (I'y = 5/3), on trouve
b~ 10% km, ce qui est environ cinq fois plus petit que la taille des plus gros tourbillons convectifs
en bas de la zone convective selon la MLT. Sa vitesse en bas de la zone convective est quant & elle

égale a
8L, \ /3
Vi = 6.43
b (prb2> ) ( )

ou Lj, représente la luminosité totale (énergie cinétique + enthalpique) transportée par un seul
panache et p;, est la densité moyenne & la base de la zone convective. Pour estimer Lj,, on peut
supposer que chaque panache transporte une énergie qui est égale, en moyenne, & celle transportée
par les tourbillons turbulents dans 1’espace situé entre les panaches, soit

NLy~ LA, (6.44)

oil L, est la luminosité de I'étoile et A = N'b?/ 47“2 est le facteur de remplissage correspondant a la
fraction de Daire occupée par les panaches a la base de la zone convective. L’équation (6.43) peut

alors étre réécrite comme
oL, \ /3
v, = ( > | (6.45)

2
PRI}

qui donne Vj, ~ 185 m s~! dans le cas du Soleil, c’est-a-dire presque sept fois plus grande que la

vitesse convective des tourbillons prédite par la MLT dans cette région et égale a v, ~ 25 m s~ L.

6.3.3.c Profil de vitesse verticale dans la région de pénétration

A partir du moment o les panaches pénétrent dans le haut de la zone radiative, ils sont
moins denses que le milieu ambiant. Comme le nombre de Péclet en bas de la zone convective est
élevé (P, ~ 10° — 107), les panaches gardent leur identité thermique en pénétrant : ils sont alors
fortement freinés par la poussée d’Archimede. Pour les mémes raisons, ils imposent I’établissement
d’un gradient de température adiabatique dans la zone de pénétration, c’est-a-dire un gradient
identique & celui dans la zone convective. En supposant de plus un état stationnaire, le profil du
champ de vitesse du panache dans la zone de pénétration résulte de ’équilibre entre 'advection et
la poussée d’Archimeéde. Pour aller plus loin, Zahn| (1991) a supposé que toutes les perturbations
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de l'état d’équilibre par les panaches sont spatialement corrélées. Aprés avoir moyenné selon la
coordonnée horizontale, ’équation du mouvement s’écrit alors

1dV2 1 6T
s~ 9T (646)

ol z = 1, — 1 avec 1 le rayon de la base de la zone convective tel que donné par le critére
de Schwarzschild, 67T est la différence de température entre le panache et le milieu environnant,
Q = —(0log p/0logT), et c est un paramétre représentant I’asymétrie horizontale de 1’écoulement.
Dans la région de pénétration supposée adiabatique, le flux convectif peut étre écrit comme

Fconv = FO - Frad ; (64:7)

ol Fy est le flux total et Fiaqg = xVaq est le flux radiatif dans la région de pénétration, avec x
la conductivité radiative et Voq = (0logT/0logp)s le gradient adiabatique. Il est important de
noter que, pour simplifier, le flux d’énergie cinétique a été négligé dans Eq. . En effet, [Zahn
(1991, voir Annexe) a montré que son impact sur le profil de vitesse dans la zone de pénétration
est négligeable. Pour continuer, le flux convectif s’annule & la base de la zone convective avant de
devenir négatif dans la zone de pénétration, donc on a Fy = Flq(r = rp). Au premier ordre autour
de z = 0, le flux convectif est donc donné en différentiant Eq. par

z
Fconv = _FOXpF ) (648)
p

ou xp, = (0logx/0logp)s. Pour aller plus loin, on suppose que les panaches transportent tout le
flux convectif (i.e., enthalpique) dans la zone de pénétration, soit

Feony = —AC,pVooT (6.49)

ou C), est la capacité calorifique spécifique a pression constante. Le profil de vitesse verticale peut

alors étre dérivé en intégrant Eq. (6.46) avec I'aide de Eqs. (6.48))-(6.49) ainsi que de I'identité
thermodynamique ¢Q/Cp = T'V,q/H,, pour aboutir &

f 3FoxpVad ‘ ‘ 22
Vi) == St |22+ VP =V (1- =) . 6.50
0(2) (2AcH3pb>z + Ve b L2 (6.50)

C’est I'expression trouvée par Zahn (1991) avec laquelle il a pu estimer la longueur de pénétration
L,. 11 a trouvé que celle-ci devrait étre de l'ordre de grandeur de H). Des observations sismiques
du Soleil ont montré que la distance de pénétration était surestimée par son modeéle. Ayant peu de
connaissance sur cette région, on considérera que la longueur de pénétration reste un paramétre du
modéle. Dans le cas du Soleil, les observations sismiques donnent une valeur limite supérieure pour
L, égale 4 0.05 H), (e.g., Basu||1997). Finalement, la vitesse verticale dans la zone de pénétration
pour z € [0, L,] s’exprimera dans la suite comme

1/3

1— <sz)2] (6.51)

Vo(2) =V,

ot V, est donné par Eq. (6.45)).

6.3.3.d Temps de vie du panache

Le temps de vie des panaches est assurément le paramétre le plus difficile a estimer. Aprés
avoir atteint la base de la zone convective, un panache pénétre dans la zone radiative stablement
stratifiée. La, il est d’abord fortement freiné puis détruit aprés un temps caractéristique 7,. Pour
simplifier, nous proposons de traiter la question en utilisant des ordres de grandeur et des échelles de
temps. Nous identifions trois processus potentiellement responsables de la destruction du panache
dans la zone de pénétration :
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1. Thermalisation par diffusion radiative : Le temps caractéristique sur lequel un panache
est thermalisé dans la zone de pénétration peut étre estimé par
L2
trad = FI; , (6.52)
ol K est la diffusivité radiative en haut de la zone radiative. Pour un modéle solaire en
utilisant L, ~ 0.05 Hp, on trouve t.,qc0 ~ 1010 s, c’est-a-dire beaucoup plus long que le
temps dynamique tgyn e ~ Lp/Vp ~ 10* s. En effet, comme déja mentionné précédemment,
le nombre de Péclet est trés grand dans cette région et la diffusion radiative est inefficace.

2. Turbulence a l’intérieur du panache : Bien que les panaches sont décrits comme des
courants descendants cohérents avec un profil bien défini, ils sont en fait turbulents & plus
petite échelle. Des tourbillons, dont les plus gros ont une taille et une vitesse caractéristique
légérement plus faibles que celles des panaches, peuvent alors entrainer leur déstructuration
et leur disparition. L’échelle de temps associée peut donc étre estimée par

b
tourh = — - 6.53
b = 1 (6.53)

Pour un modéle solaire, on trouve tiuwh, o ~ 10° s, toujours un ordre de grandeur au-dessus
de tdyn@-

3. Restratification par des instabilités barocliniques : Enfin, ce travail nous a mené a
nous intéresser au phénomene de restratification ayant lieu dans les océans terrestres (e.g.,
Jones & Marshalll[1997). En effet, bien que les océans sont la plupart du temps stratifiés sta-
blement, il arrive que certains endroits soient instables convectivement, comme par exemple
sous 'effet d’un refroidissement en surface. Comme dans les étoiles, des panaches convectifs
peuvent alors se développer. Quand l'instabilité convective s’arréte, la phase durant laquelle
le panache est détruit est appelée restratification. Dans ce processus, le gradient de densité
entre le panache et le milieu environnant génére un vent thermique qui peut étre sujet a une
instabilité baroclinique. Des tourbillons sont alors créés et peuvent homogénéiser la zone.
En appliquant le modéle de |Jones & Marshall| (1997)) au cas du Soleil, on trouve un temps
de restratification égal & tres,0 ~ 10 — 107 s.

Le temps de vie du panache est sans doute la conséquence de plusieurs processus. Dans le cas
solaire, les estimations donnent un temps de vie autour de 10° — 107 s, c’est-a-dire autour du
temps de retournement des tourbillons convectifs prédit par la MLT qui est autour de 10° s. Le
temps de vie du panache sera donc considéré comme un paramétre du modéle dont la valeur sera
évaluée autour du temps de retournement des tourbillons convectifs comme donné par la MLT.
Il est intéressant de noter que toutes les estimations faites au-dessus donnent des temps de vie
caractéristiques de plus d’un ordre de grandeur au-dessus du temps dynamique, c’est-a-dire le
temps caractéristique nécessaire pour qu’un élément fluide appartenant & un panache parcourt la
région de pénétration. Ceci est en accord avec 'hypothése de stationnarité de ’écoulement utilisée
dans les sections ([6.3.3.b]) et (6.3.3.c)).

6.3.4 Dérivation du flux d’énergie des ondes

6.3.4.a Modélisation de la région de pénétration et méthode de résolution

Le systéme d’équations formé de Eqs. — dépend de la structure a 1’équilibre de 1’étoile.
Pour bien décrire le processus d’excitation, il convient donc de modéliser convenablement la région
de pénétration. Le scénario est supposé suivre en partie le modéle de pénétration convective de|Zahn
(1991)), qui a déja été présenté dans la Section [6.3.3. La situation est représentée en FIGURE
Lorsqu’un panache arrive & la base de la zone convective de rayon 73, correspondant & la valeur
donnée par le critére de Schwarzschild, il pénétre par inertie dans la région stablement stratifiée
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| Ay
Radiative zone ‘ ‘ Transition region ‘ ‘ Penetration zone ‘ ‘ Convective zone ‘
~ 2
N=N,
;4 d > L rle — 0000
P
N=0
>
r, rb\ r
Propagation of Plume velocity Generation of Base of
waves towards the is neglected waves the convective
center of the star VP <<V, / _ envelope
/ i Buoyancy braking as given by the
Thermal diffusion O the plume Schwarzschild's
dominates criterion
advection

FIGURE 6.6: Modélisation schématique du profil de la fréquence de Brunt-Viisdld a Uinterface entre la
zone convective et la zone radiative en fonction du rayon (voir Section [6.3.4.a)).

sous-jacente sur une longueur L,. Comme le nombre de Péclet est trés élevé dans cette région,
I’advection de matiére par le panache est beaucoup plus efficace que la diffusion thermique. Le
panache garde donc son identité dans la zone de pénétration et impose un gradient adiabatique,
de telle facon que N? ~ 0. Une fois que le panache a été suffisamment freiné et que sa vitesse est
devenue trés inférieure & sa vitesse d’entrée dans la région de pénétration V;, la diffusion radiative
thermalise le panache; le gradient de température passe d’'une valeur adiabatique & une valeur
radiative telle que N2 = N2 a travers une région de transition d’épaisseur d. Zahn| (1991) a estimé
analytiquement d comme étant de ’ordre de quelques kilomeétres. Cela correspond & une transition
thermique quasi discontinue. Cependant, Christensen-Dalsgaard et al| (2011) ont montré qu’une
transition moins abrupte permet de mieux reproduire les observations sismiques du Soleil. Une telle
transition est notamment soutenue par des modéles semi-analytiques plus réalistes de pénétration
convective comme celui proposé par Rempel| (2004)), qui prend en compte linteraction entre les
panaches et les courants montants dans la zone convective, ainsi qu’une distribution pour les vitesses
de pénétration. Dans la suite, nous supposerons donc que la fréquence de Brunt-Viiséla varie
linéairement dans la région de transition, de fagon similaire au travail de |Lecoanet & Quataert
(2013). Cela nous permettra de comprendre comment ’excitation par la pénétration convective
dépend du gradient de la transition thermique entre les zones convective et radiative.

Tous les ingrédients sont maintenant réunis pour pouvoir déterminer ’amplitude des ondes.
On résume ici briégvement la méthode de dérivation, mais les détails peuvent étre trouvés dans
I’annexe de [Pincon et al. (2016). Premiérement, on décompose les variables p/, p’ et v, suivant la
base des harmoniques sphériques comme dans Eq. , puis on calcule la transformée de Fourier
temporelle de Eqgs. —_ Cela permet d’aboutir au systéme différentiel suivant

dizﬁ
dr

- @nhnz T 0
() i), o5

1 — 2/r—g/c (82 —w?)r/c?
A= < (w2 _ NZ) /TwQ —drlln (o) — g/c2 ) ; (6.56)

(r,w) = A(r,w)Z(r,w) + b(r,w) (6.54)

avec
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ou d, = d/dr est la dérivée par rapport a r et Fy est un terme représentant le forgage par les
panaches. On se place ensuite dans 'hypothése des basses fréquences. L’équation d’onde homogéne
est d’abord résolue par la méthode JWKB dans la zone radiative pour r < rq = r,—L,—d, puis dans
la zone convective pour r > 7. Dans la zone de transition, ’approximation JWKB n’est plus valide
et les solutions de I’équation homogéne doivent étre exprimées en terme de fonction d’Airy. Dans la
zone de pénétration, ’équation inhomogéne est résolue par la méthode de variation de la constante.
Pour continuer, la continuité du déplacement radial et du déplacement horizontal est imposée en rq4
et 1y, de telle fagon a relier les trois régions entre elles. Enfin, comme conditions limites, une onde
régressive se propageant vers le centre dans la zone radiative et une onde évanescente s’annulant
vers la surface ont été considérées.

6.3.4.b Expression finale du flux d’énergie des ondes

Apres une longue série de développements détaillée dans 'annexe B de [Pingon et al.| (2016),
le flux radial moyen d’énergie des ondes générées par un ensemble de A panaches, par unité de
pulsation w, pour un degré angulaire [ et un nombre azimutal m, s’écrit

N IO+ (NE = w?) P e/
r\'>» 7l7 = e ’ -
Fr(ryw,l,m) = f(vq) 1 42 N? ” B/H; (6.57)
avec
1 (" 1d e s (T — Ly \ M
_ = - ¢ V2 1/2,.—-3/2 P d 6.58
H 47r/rb_Lppdr<p 6)p e — ) dm (6.58)
1 2
= — m<dQ .
B =g | 1 any (6:59)
(60,60 = [ T (6.60)
Q
- ]C]—LdNO 2/3 Ng — (JJ2 2/3
= ( ! ) o~ ) (6.61)
1 siz<1
= _ ~ 6.62
f@) {D\/E(1—w2/Ng) szl (6.62)
ot A = \/I(I+1), dn = 4mpr?dr, D ~ 3.7 est un facteur numérique, s, = S (74,0, ¢; 0, Po)

suivant Eq. (6.40) et d est la longueur de la région de transition (voir FIGURE [6.6)). Ces différents
termes seront discutés et estimés pour un modéle solaire dans la Section

6.3.4.c Expression simplifiée

Il est possible d’approximer Eq. en fonction des quantités physiques caractéristiques du
probléme. Cela permet entre autre une estimation simple du flux d’énergie des ondes générées par
la pénétration convective, de telle facon a pouvoir par exemple facilement 'implémenter dans un
code d’évolution stellaire 1D. Premiérement, le terme représenté par Eq. peut étre approché
dans le cas ot | < lepir ~ 2713 /b par

~
By ~ % <T> e HDT 28 bour 1< o (6.63)
b

qui, comme nous le verrons par la suite, est en bon accord avec des estimations numériques. De plus,
dans le cas ol la longueur de pénétration est beaucoup plus petite que la longueur caractéristique
de décroissance de l'onde évanescente dans la zone convective, c’est-a-dire L, < /A, Eq. (6.58)
peut étre approchée par

HE ~ rppp Vi (6.64)
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L’équation (6.57)) est donc égale dans un bonne approximation a

T prvl')4 pt ry e—w2/41/12,
16 472 i No v

2

l(l + 1)6—l(l+1)b2/2rb

Fr(r,w,l,m) ~

2

. 0
L AS Vi P, NG L2 /207
d7r? 2 2 ’ Vp ’

(6.65)

ou S, = 7b? est aire horizontale occupée par un seul panache, pb‘/}? /2 représente le flux d’énergie
cinétique d’un panache et Fr; = Vikyp/No est le nombre de Froude en haut de la zone convective,
avec kpp = /l(l+1)/rp le nombre d’onde horizontal. Ce dernier représente le rapport de l'effet
de 'advection par le panache sur la réponse du milieu par poussée d’Archiméde en haut de la
zone radiative. Il contréle 'efficacité du transfert d’énergie du panache sous forme d’ondes, et est
équivalent au rapport w./N, dans le cas de la génération par la pression turbulente (voir Section.
Dans le Soleil, on trouve Fr 1 ~ 1072 pour I = 1.

6.4 Application au cas solaire

Dans cette section, nous discutons les différents termes intervenant dans Eq. et I'influence
des parameétres du modele (b, v, et L,) sur le spectre d’énergie des ondes. Enfin, nous comparons
le modéle d’excitation par la pénétration convective avec l’excitation par la pression turbulente
suivant le modeéle de Kumar et al.| (1999)).

6.4.1 Flux d’énergie et influence des caractéristiques du panache

Une estimation du flux d’énergie des ondes a été obtenue pour un modéle solaire standard.
Ce dernier a été calculé avec le code d’évolution stellaire CESTAM (Marques et al.||2013)), pour
une composition chimique solaire (voir [Pincon et al.[[2017, pour plus de détails). Les paramétres
décrivant les panaches ont été choisis par défaut comme étant égaux aux estimations obtenues
dans la Section c’est-a-dire b = 10* km, vp = 1uHz, V; = 185 m s~! dans le cas du Soleil.
La longueur de pénétration a été choisie égale & la limite supérieure obtenue par Basul (1997),
soit L, = 0.05 Hy. La valeur de Brunt-Viiséld en haut de la zone radiative a été estimée comme
étant égale & No ~ 300 uHz. Enfin, le facteur de remplissage a été fixé a A ~ 0.1 en accord avec
des simulations numériques de convection turbulente en boite Cartésienne (e.g., Stein & Nordlund
1998; Brummell et al.|2002)). Ceci correspond un ensemble d’environ 1000 panaches pénétrants a
la base de la zone convective. Dans un premier temps, nous considérons par défaut une transition
discontinue (i.e., d = 0).

Avec ces valeurs par défaut pour les paramétres du modéle, le flux d’énergie total émis sous
forme d’ondes a la base de la zone convective, obtenu en intégrant Eq. pour w compris entre
0 et 25 prad s et [ compris entre 1 et 100, est estimé & F; ~ 3 10 W m~2. Cela représente
environ 1% du flux d’énergie cinétique des panaches & la base de la zone convective, c¢’est-a-dire
AppVi3 /2, qui correspond quant & lui a environ 40% du flux total d’énergie solaire. Ces résultats
justifient & posteriori la conservation de 1’énergie et I’hypothése d’absence de rétroaction des ondes
sur les panaches.

Pour continuer, nous discutons l'origine des différents termes apparaissant dans Eq. et
évaluons l'influence des paramétres du modéle sur le flux généré en les faisant varier autour de leur

valeur par défaut.
1. Corrélation temporelle entre les ondes et les panaches : celle-ci est représentée par le terme
_w2/4y2 . , . A , .
e » /vp. Le profil Gaussien résulte du profil temporel qui a été supposé pour la vitesse
des panaches. La largeur du spectre est de 'ordre de v, = 1/7, tandis que son amplitude
est inversement proportionnelle & v,. Une augmentation de la valeur de v, résulte donc en

une augmentation de ’énergie distribuée sur les fréquences qui sont supérieures & v, aux
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FIGURE 6.7: Haut : Flux radial moyen d’énergie des ondes par unité de pulsation en haut de la zone
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radiative en fonction de w, pour n’importe quel nombre azimutal m et un degré angulaire
[ = 1. Différentes valeurs sont considérées pour v,. Bas : Flux radial moyen d’énergie des
ondes par unité de pulsation en fonction du degré angulaire 4 la pulsation w = 1075 rad sL.
Différentes valeurs pour b sont considérées. Le facteur de remplissage est supposé constant,
de telle sorte qu'un changement dans le rayon du panache résulte en un changement dans
le nombre de panaches pénétrants. Les résultats obtenus avec une intégration numérique
de Eq. (6.59) (lignes continues) sont comparés & ceux obtenus en utilisant Eq. (lignes
pointillées).
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FIGURE 6.8: Haut : Idem que pour la figure précédente avec b = 10* km mais pour différentes valeurs de
L,,. La ligne noire pointillée représente le résultat obtenu en utilisant I’expression approchée
donnée dans Eq. . Bas : Facteur de transition en fonction de la pulsation de 'onde et
pour différentes valeurs du degré angulaire. La ligne pointillée représente le résultat obtenu
en considérant Eq. (6.62). Pour éviter, une discontinuité autour de 2 = 1, c’est-a-dire dans un
régime intermédiaire entre une transition douce et une transition discontinue, une moyenne
pondérée de Eq. (6.62) entre les deux régimes (de part et d’autre de y4 = 1) a été utilisée
(ligne continue, voir Pingon et al|(2016) pour les détails).
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dépens des fréquences qui en sont inférieures. Néanmoins, le flux total d’énergie de 'onde
est conservé puisqu’il ne dépend pas de v),. Ceci est la conséquence du caractére stationnaire
du processus d’excitation. Sur la FIGURE [6.7] (en haut), on peut constater que la valeur de
vp a un impact important sur la forme du spectre sur un intervalle de fréquences donné.

. Corrélation horizontale moyenne : Celle-ci est représentée par le terme B;. Comme les pa-

naches sont supposés étre uniformément distribués sur la sphére, la symétrie sphérique est
conservée en moyenne et ce terme ne dépend pas du nombre azimutal m. Cette fonction est
décroissante avec le degré angulaire [ puisque les harmoniques sphériques dans Eq.
possedent de plus en plus de zéros sur la sphére quand [ augmente. De plus, un changement
de comportement est attendu quand la longueur d’onde horizontale devient plus petite que
la largeur du panache, c’est-a-dire quand [ 2 27ry,/b. Cela correspond au degré critique, leyit,
en-dessous duquel "approximation donnée dans Eq. @ est valide. En utilisant Eq.
et en négligeant la dépendance de H; avec [ dans Eq. (I@, le flux d’énergie des ondes est
proportionnel & AB;; il est donc maximum, & w fixé, pour un degré lyax ~ 75/b. Ces carac-
téristiques sont bien vérifiées sur la FIGURE [6.7| (en bas) ou 'on a considéré quatre valeurs
pour la largeur des panaches, b = 0.5,1,2.5 et 5 10% km, en laissant le facteur de remplissage
fixe. Le flux total d’énergie des ondes généré en haut de la zone radiative dans un intervalle
de fréquences w = 0 — 25 107% rad s™! et de degrés angulaires | = 1 — 200 représente alors
respectivement 1.3%, 1%, 0.5% et 0.25% du flux total solaire. Cette diminution avec la lar-
geur du panache provient majoritairement du fait que le nombre de panaches diminue a
facteur de remplissage constant. En effet, pour ces quatre valeurs de b, on a respectivement
N = 4000, 1000, 160 et 40 avec A = 0.1.

. Terme de forcage : celui-ci est représenté par le terme H; dans Eq. (6.57). Il est égal a

la puissance instantanée injectée par un panache sous forme d’ondes dans la zone de pé-
nétration. Selon Eq. , ce terme décroit avec le degré angulaire puisque la longueur
caractéristique d’évanescence de I'onde dans la zone convective est proportionnelle 3 A~!.
C’est le seul terme qui dépend de la longueur de pénétration. Si L, diminue, cela signifie que
le panache est plus fortement freiné; ’excitation est alors plus efficace puisque le panache
transfére son énergie dans une région ot les ondes ont une amplitude plus grande. De facon
équivalente, si L, augmente, I’énergie du panache est transférée sur une région plus grande
ou I'amplitude des ondes décroit rapidement. Ce comportement est vérifié sur la FIGURE[6.§]
(en haut). D’abord, la décroissance de #H; avec | & L, donné entraine une légére diminution
du degré angulaire au maximum du flux, lyax, par rapport a sa valeur r;,/b obtenue quand
L, — 0, c’est-a-dire suivant Eq. . Ensuite, pour trois valeurs de L, couvrant deux
ordres de grandeur, soit L, = 0.01,0.1 et 1H,, le flux total d’énergie des ondes intégré sur
un intervalle de fréquences w = 0 — 25 107% rad s et de degrés angulaires I = 1 — 200
donne respectivement 1.3%,0.8% et 0.2% du flux total solaire. On retrouve bien que plus la
longueur de pénétration est petite, plus 'excitation est efficace.

. Facteur de transition : celui-ci est représenté par le terme f(vy4) donné dans Eq. (6.62)). Ce

facteur distingue le cas ou le profil de la fréquence de Brunt-Viisild est discontinu en bas
de la zone convective (f(7y4) < 1) au cas ou la transition est plus douce (f(v4) > 1). Dans
le cas d’une transition quasi discontinue, le flux généré est inversement proportionnel & Ny
a travers le terme Fr ;. En effet, plus la valeur de Ng est grande, plus 'impédance des ondes
en haut de la zone radiative est élevée (Press/|1981) et plus I’énergie transférée sous forme
d’ondes est petite. Le cas d’une transition plus douce concerne les composantes ondulatoires
pour lesquelles la distance de transition est plus grande que la longueur d’onde radiale. Dans
le cas d’une transition linéaire, le flux d’énergie généré est alors égal au produit de la valeur
du flux obtenue dans la cas d’une transition discontinue avec un facteur égal a (k,.d)%/? > 1,
en accord avec |Lecoanet & Quataert| (2013)). Ainsi, dans ce cas, le flux généré dépend du
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gradient de la fréquence de Brunt-Viisila dans la zone de transition suivant

1/3 2
Fr ox <d2> ~ AN
N; dr

~1/3
: (6.66)

si bien que plus la transition est douce, plus le transfert d’énergie des ondes vers la zone
radiative est important. Le facteur de transition est représenté en fonction de la fréquence de
I'onde sur la FIGURE (en bas). La distance de transition a été choisie comme étant égale
a d~ 0.01H, ~ 500 km, en accord avec des estimations par des modéles semi-analytiques
(Schmitt et al.|1984; Rempel[2004). On voit que 'augmentation du flux transmis due a 1’effet
de la transition est plus importante pour les basses fréquences et pour les hauts degrés. Ceci
s’explique par le fait que la longueur d’onde radiale est proportionnelle & w/A pour les ondes
internes de gravité. Avec cette valeur pour d, le flux total d’énergie des ondes intégré sur
intervalle de fréquences w = 2—25 107 rad s~ pour I = 1—200 représente environ 1.2% du
flux solaire total, ce qui est environ dix fois supérieur au cas ou la transition est discontinue
(en restant dans l’intervalle considéré). Pour w = 0 — 25 1078 rad s™% et I = 1 — 200, le
flux total d’énergie des ondes est estimé & environ 11% du flux solaire total, soit environ
un quart de I’énergie cinétique des panaches en bas de la zone convective. Néanmoins, ce
résultat est vraisemblablement surestimé et doit étre considéré avec précaution. En effet, de
nombreux processus physiques & trés basses fréquences n’ont pas été pris en compte dans
cette estimation, comme par exemple les effets non-adiabatiques, la rotation ou encore des
effets non-linéaires.

En conclusion, ’excitation par la pénétration convective génére des ondes transportant environ
1% du flux total solaire en haut de la zone radiative. La variation des parameétres vy, b et Ly
dans de larges intervalles autour des valeurs par défaut a peu d’influence sur le flux total d’énergie
généré. L’impact de ces paramétres s’avére néanmoins important sur la forme du spectre. Cela
peut avoir d’importantes conséquences sur le transport de moment cinétique par les ondes et sera
plus amplement discuté dans le Chapitre [7] De plus, ’analyse précédente valide I'utilisation de
I’expression approchée pour le flux donnée dans Eq. . Enfin, on a vu que plus le gradient de
la fréquence de Brunt-Viiséldest faible (en valeur absolue) a la base de la zone convective, plus
le flux émis sous forme d’ondes est élevée. Malheureusement, les simulations numériques actuelles
de pénétration convective sont incapables de quantifier I’extension de cette région dans les régimes
stellaires pour, par exemple, les nombres de Reynolds ou de Prandtl (e.g. [Brummell et al.[[2002).
Quelques modéles semi-analytiques peuvent actuellement nous aider & mieux comprendre cette
région (e.g. Schmitt et al|[1984; Rempel|2004)). Ce point mérite néanmoins de futures investigations.

6.4.2 Comparaison au modéle d’excitation par la pression turbulente

Pour conclure ce chapitre, nous comparons le résultat obtenu avec le modéle d’excitation par la
pénétration convective présenté juste avant avec celui obtenu en considérant la pression turbulente
dans la zone convective comme terme de forcage. Pour cela, nous considérons le formalisme proposé
par Kumar et al.| (1999)), ce dernier correspondant au modéle d’excitation le plus utilisé dans les
précédents travaux (e.g.|Talon et al[2002; Talon & Charbonnel|2005}; |[Charbonnel et al.[2013)). Pour
calculer I'expression du flux donné dans la Section L et v sont déduits a partir de la MLT
et le déplacement associé a ’onde est approché en utilisant les fonctions d’onde WKB normalisées,
de fagon similaire a I'Eq. (25) de [Kumar et al.| (1999). Dans notre modéle solaire, la fréquence de
retournement convectif vaut w, ~ 0.8 1076 rad s~1 et la vitesse convective vaut Ve 25 ms! A
la base de la zone convective, ce qui correspond & un flux convectif a la base de la zone convectif
environ égal & 5% du flux total solaire. Les spectres obtenus dans chacun des deux cas sont comparés
sur la FIGURE [6.9] et 1la FIGURE

D’abord, nous trouvons que le flux radial total d’énergie des ondes générées par la pression
turbulente, intégré sur intervalle de frequences w = 0.8 — 25 107 rad s™! et de degrés angulaires
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[ = 1— 200, est égal & 0.1% du flux total solaire. Sur ce méme intervalle, I'excitation par la
pénétration convective est six fois plus efficace. Sur lintervalle w = 1 — 25 1076 rad s7!, le flux
généré par la pression turbulente chute & 0.02 % du flux solaire total, tandis que celui généré par la
pénétration convective reste autour de 0.5%. Cela est notamment d au fait que le flux d’énergie des
ondes générées par la pression turbulente a une amplitude presqu’un ordre de grandeur en-dessous
de celui des ondes générées par la pénétration convective sur 'intervalle de fréquences compris entre
2 et 5 1079 rad s~!, comme on peut le voir sur la FIGURE . La distribution en énergie suivant
le degré angulaire est aussi différente entre les deux modéles. Sur la FIGURE [6.10] on voit que le
flux est maximal autour de [ ~ 5 dans le cas du modéle de génération de |Kumar et al.| (1999) ; cela
correspond a I’échelle de taille des plus gros tourbillons convectifs prédite & partir de la MLT. Le
flux d’énergie généré par la pénétration convective est quant & lui maximal autour de [ ~ 50; cela
correspond a I’échelle de largeur des panaches & la base de la zone convective, plus petite de celle
des tourbillons convectifs d’environ un facteur 5.

Sur les deux figures précédentes, on voit aussi que ’excitation par la pression turbulente devient
prédominante & hautes fréquences et pour des hauts degrés angulaires, 14 ol le flux d’énergie des
ondes générées par la pénétration convective chute drastiquement. En effet, dans ce travail, nous
avons supposé que les panaches sont des structures cohérentes avec une taille et un temps de vie
bien défini. En d’autres mots, la turbulence & 'intérieur des panaches a été négligée. La corrélation
entre les panaches et les ondes tend donc rapidement vers zéro pour des fréquences supérieures a
environ v, et des degrés supérieurs a environ ry,/b. Dans la réalité, la turbulence doit se développer
a plus petite échelle dans les panaches et générer des ondes. Cela explique pourquoi le flux d’énergie
des ondes générées par la pression turbulente dans la zone convective devient prédominant dans le
domaine des hautes fréquences.

Pour conclure, ’excitation des ondes internes de gravité par la pénétration convective est cing
a dix fois plus efficace que par la pression turbulente telle que proposée dans le modéle de [Kumar
et al. (1999)). Alors que les ondes générées par la pression turbulente ont la plupart de leur énergie
dans les fréquences autour de w,, celles excitées par la pénétration convective peuvent avoir de
larges amplitudes sur une plus grande tranche de fréquences. Ceci dépend néanmoins de la valeur
de v, par rapport & w,. Enfin, du fait d'une extension spatiale des panaches dans le plan horizontal
plus faible que la taille des plus gros tourbillons convectifs & la base de la zone convective, les
ondes générées par la pénétration convective sont efficacement excitées & des plus hauts degrés
angulaires. Enfin, ces résultats restent valides malgré le large intervalle de valeurs considérées pour
les parameétres du modéle d’excitation dans la Section [6.4.1] En effet, le flux d’énergie des ondes
générées en haut de la zone radiative est, dans tous les cas, supérieur a 0.2 % du flux solaire total,
¢’est-a-dire supérieur au flux d’énergie des ondes générées par la pression turbulente.
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FIGURE 6.9: Flux radial moyen d’énergie des ondes par unité de pulsation émis en haut de la zone radiative
en fonction de la pulsation de l'onde, pour n’importe quel nombre azimutal et les degrés
angulaires [ = 1,2 et 3. Les ondes générées par la pénétration convective (ligne continue)
sont comparées aux ondes générées par la pression turbulente dans la zone convective selon
le modele de Kumar et al| (1999).
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FIGURE 6.10: Flux radial moyen d’énergie des ondes par unité de pulsation émis en haut de la zone
radiative en fonction du degré angulaire, pour une pulsation fixée & w = 1076 rad sL. Le
modele de génération par la pénétration convective (ligne bleue) est comparé au modéle de
Kumar et al.| (1999) (ligne verte).
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ABSTRACT

Context. The rich harvest of seismic observations over the past decade provides evidence of angular momentum redistribution in
stellar interiors that is not reproduced by current evolution codes. In this context, transport by internal gravity waves can play a role
and could explain discrepancies between theory and observations.

Aims. The efficiency of the transport of angular momentum by waves depends on their driving mechanism. While excitation by
turbulence throughout the convective zone has already been investigated, we know that penetrative convection into the stably stratified
radiative zone can also generate internal gravity waves. Therefore, we aim at developing a semianalytical model to estimate the
generation of IGW by penetrative plumes below an upper convective envelope. The formalism is developed with the purpose of being
implemented in 1D stellar evolution codes.

Methods. We derive the wave amplitude considering the pressure exerted by an ensemble of plumes on the interface between the
radiative and convective zones as source term in the equation of momentum. We consider the effect of a thermal transition from a
convective gradient to a radiative one on the transmission of the wave into the radiative zone. The plume-induced wave energy flux at
the top of the radiative zone is computed for a solar model and is compared to the turbulence-induced one.

Results. We show that, for the solar case, penetrative convection generates waves more efficiently than turbulence and that plume-
induced waves can modify the internal rotation rate on shorter time scales. The result is solid since it holds despite a wide range of
values considered for the parameters of the model. We also show that a smooth thermal transition significatively enhances the wave
transmission compared to the case of a steep transition.

Conclusions. Driving by penetrative convection must be taken into account as much as turbulence-induced waves for the transport of
internal angular momentum. We propose a simple prescription that has the advantage of being easily implementable into 1D stellar

evolution codes. We expect this mechanism to work in evolved stars, which will be subject to future investigations.

Key words. hydrodynamics — stars: interiors — stars: rotation — waves — convection

1. Introduction

Rotation is a fundamental ingredient of stellar evolution. It in-
duces transport of angular momentum and of chemical elements
that modifies the internal structure of stars (e.g., Maeder 2009).
For instance, rotationally induced mixing is able to refresh nu-
clear burning cores with hydrogen and thus to increase the star
lifetime on the main sequence. Among other consequences, stel-
lar age-dating is significantly affected by rotation (e.g., Lebreton
et al. 2014) such that the rotational history of stars has to be
fully understood to obtain a relevant and complete picture of
their evolution.

This requirement is supported by an increasing number of
observational facts. First, indirect constraints, such as anoma-
lies in surface chemical abundances observed in stellar clus-
ters, highlighted the importance of rotationally induced mixing
(see Charbonnel & Talon 2008, for a review). Second, the de-
velopment of asteroseismology made direct measurements of
the internal rotation profile possible. In the Sun, seismic mea-
surements showed that its internal radiative zone rotates almost
as a solid body (e.g., Brown et al. 1989; Garcia et al. 2007).
More recently, seismic data provided by the space-borne mis-
sions CoRoT (Baglin et al. 2006a,b) and Kepler (Borucki et al.
2010) enabled us to extend the study from the main sequence up
to the red giant evolutionary phase. Thanks to the detection of
mixed-modes (e.g., Bedding et al. 2010; Mosser et al. 2012b),
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it has been possible to estimate the core rotation rate of several
subgiant stars observed by Kepler (Deheuvels et al. 2012, 2014)
as well as the spinning down of the red giants core during their
ascent of the vertical branch (Mosser et al. 2012a).

All these observational constraints emphasized the need for
including transport of angular momentum as well as rotational
mixing in stellar models. However, stellar evolution codes that
take meridional circulation and shear-induced turbulence into
account are unable to reproduce the observations by several or-
ders of magnitude (Eggenberger et al. 2012; Marques et al. 2013;
Ceillier et al. 2013). This suggests that other efficient transport
processes must be included. Several mechanisms have already
been investigated such as the effects of magnetic fields (Spruit
2002; Heger et al. 2005; Cantiello et al. 2014; Riidiger et al.
2015) or mixed modes (Belkacem et al. 2015a,b). Internal grav-
ity waves (hereafter IGW) can also play a role in the radiative
zone of stars. They have been shown to be able to explain the
nearly flat internal rotation profile observed in the Sun (Zahn
1997; Talon et al. 2002) and to be responsible for the cold side of
the lithium dip observed in low-mass stars (Talon & Charbonnel
1998a,b, 2003, 2004, 2005).

The efficiency of the transport by IGW crucially depends on
the excitation mechanism. IGW are preferentially generated at
the boundary between the convective and radiative regions by
convective motions. Press (1981) considered turbulent pressure
at the base of the convective zone as driving process. He found
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that the wave energy flux could be expressed as the product of
the mechanical convective energy flux at the base of the con-
vection region with the ratio of the wave impedances in both re-
gions (i.e., in the convective and the radiative regions). Garcia
Lopez & Spruit (1991) followed a similar approach but con-
sidered a distribution of convective eddies. They assumed the
turbulence to follow a Kolmogorov spectrum and took into ac-
count the incoherent behavior of the eddies. Later, Zahn (1997)
generalized this model to a continuous wave spectrum. Finally,
Kumar et al. (1999) adapted the work of Goldreich et al. (1994)
to the case of the excitation of IGW. In this model, IGW are
generated by Reynold’s stress throughout the convective zone
and the approach has the advantage of clearly taking into ac-
count the spatial and temporal correlations between the turbu-
lent stochastic source and the waves. Most of the estimates of the
transport by IGW used the latter formulation to include the ef-
fects of IGW in stellar radiative zones (e.g., Talon & Charbonnel
2005; Charbonnel et al. 2013; Mathis et al. 2013; Fuller et al.
2014).

However, penetration of convective plumes into stably strat-
ified layers can also generate IGW. Indeed, in the penetration
region, plumes are decelerated by buoyancy braking and can re-
lease a part of their kinetic energy into waves. In the geophysical
context, this mechanism has already been observed in laboratory
experiments and investigated theoretically for atmospheric flows
(Townsend 1966; Stull 1976). In astrophysics, excitation of in-
ternal waves by penetrative convection has been investigated
by means of 2D numerical simulations (Hurlburt et al. 1986;
Andersen 1994; Dintrans et al. 2005; Rogers & Glatzmaier 2006;
Rogers et al. 2013) and more recently, in 3D, spherical numeri-
cal simulations for the Sun (Brun et al. 2011; Alvan et al. 2014,
2015). Nevertheless, it is difficult today to extrapolate numeri-
cal results to stellar regimes. For instance, numerical constraints
require higher thermal diffusivities than in stellar interiors, re-
sulting in much more important convective energy flux (Rempel
2004; Dintrans et al. 2005) and so an expected overestimated
wave energy flux.

In this work, we propose a complementary approach and
elaborate a semianalytical model of excitation of IGW by pene-
trative convection. We consider the impact of the plumes on the
stably stratified layers as the driving mechanism. The effect of
the thermal transition on the transmission of the wave into the
radiative zone is taken into account at the interface between the
radiative and convective regions (hereafter, radiative/convective
interface). Our goal is to estimate how efficient is this mecha-
nism compared to the excitation by turbulence as proposed by
Kumar et al. (1999). If it is shown to be as efficient or more than
the latter, such a simplified description will enable us to account
for the transport of angular momentum by plume-induced waves
in 1D stellar evolution codes.

The article is organized as follows. In Sect. 2, we intro-
duce the theoretical formalism. Section 3 presents the charac-
teristics of the plumes and describes buoyancy braking process
in the penetration zone. In Sect. 4, we summarize the method
used to derive the wave energy flux and the main results are
given. The wave energy flux is computed for a solar model in
Sect. 5. The results are discussed and compared to those ob-
tained with the formalism of Kumar et al. (1999) in Sect. 6.
Conclusions are formulated in Sect. 7.

2. Theoretical formalism

Our objective is to estimate the amount of plume kinetic en-
ergy transferred into wave energy in the penetration region. For

A122, page 2 of 21

this purpose, we introduce the theoretical formalism and general
concepts regarding IGW and spectral analysis. In the following,
we will deal with a stationary random process of excitation by
an ensemble of plumes and will use a statistical approach.

2.1. Wave equation and source term

The determination of the wave energy flux requires the calcu-
lation of the wave amplitude, which depends on the excitation
mechanism. As convective plumes penetrate into the stably strat-
ified medium, they perturbate the equilibrium state and generate
waves by exerting pressure on the radiative/convective interface.
We assume that the total velocity field can be split into two com-
ponents: the wave velocity field v(r, ), and the plume velocity
field V,(r,1). This actually corresponds to neglecting the dy-
namical effect of the turbulence inside the plumes. Moreover, we
assume that the plumes evolve independently of the wave veloc-
ity and that there is no feedback from the waves on the plumes.
This also suggests that the plumes and the waves follow their
own continuity equation independently of each other. This is ac-
tually a good approximation if the wave velocity field is much
smaller than the plume velocity field |v| < |V,,|, which will be
verified a posteriori.

Under all this set of approximations, we will then focus our
attention on the generation of waves by the stress exerted by the
convective plumes, represented by V - (oV, ® V,,) as the source
term in the momentum equation, with p the density at the equi-
librium, V the nabla operator and (®) the tensorial product. For
sake’s of simplicity, we neglect any effects of rotation and adopt
the Cowling approximation. Therefore, the linearized equations
of momentum and of continuity with respect to the equilibrium
state for the wave perturbations read

ov Vp p 1
—+——-—g=—--V-(V,®V),) (1)
ot P pg p ©Vp p

ad (6p

—|—]+V:0=0 2
8t(p)+ v=0, 2)

where p’ and p’ denotes Eulerian perturbations of pressure and
density, dp is the Lagrangian perturbation of density and g the
gravitational acceleration at equilibrium.

2.2. Spectral density of the wave specific energy

In the following, we want to determine the spectral distribution
of the wave energy flux at each level in the star, generated by a
population of penetrative plumes.

2.2.1. Stationarity and ergodicity

We assume that at each time, an ensemble of several uniformly
distributed incoherent plumes generate waves by penetrative
convection (see Fig. 1, for a schematic representation). The pro-
cess of excitation is then supposed to be random, stationary and
ergodic, and a statistical approach is valid since the number of
plumes is high enough. Hence, we can define the mean specific
wave energy at a point r as

1 +00
(EY(r) = lim f p(lor(r, P dr, 3)

where vy (r,t) is equal to the truncated part of the wave veloc-
ity field in the interval [-7/2,T/2] and is null outside. The
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Fig. 1. Schematic view of the star. The convective plumes occur in the
upper layers of the star and go deeper into the convective region. They
grow by turbulent entrainment of matter at their edges and reach the top
of the radiative zone. There, each of them, characterized by their angu-
lar position (6;, ¢;), releases a part of their kinetic energy and generate
internal waves which can propagate towards the center. In our work, we
suppose that there are no reflected waves propagating from the center
to the radiative/convective interface.

Parseval-Plancherel’s theorem allows us to write

[ {oror)ar= 5 [~ (ortr o) ao. o)

where w is the temporal radian frequency and the symbol (") de-
notes the time Fourier transform'. Then, using Eq. (4) and since
the integral and the limit commute, Eq. (3) becomes

0= [ oo )
where we have defined the spectral density of the wave specific
energy

6
T—o4c0 T 2 ( )

2.2.2. Ensemble of N plumes

At each time, we assume that, on average, N\ identical plumes
are penetrating into the stably stratified zone. We note (6;, ¢;)
the angular position of the center of the plume i, that penetrates
at the time #; with a velocity field V,,;(r,t). Since the plumes
are spatially and temporally well separated with each other, the
source term in Eq. (1) can be rewritten as

V-V, @V, = > V- (V)i @V, ©)

i=1

' The time Fourier transform of a function X(r, ¢) is defined as

TFIX] = X(r,w) = [ X(r, e dt .

Each plume i generates a wave velocity field v;(r, t; 6;, ¢;, At = ;)
where At denotes the time shift of the excitation event compared
to the instant 7 = 0. Given the linearity of the wave equation, the
total wave velocity field is the superposition of all the contribu-
tions. In a similar way, at a fixed position r, the truncated wave
velocity field, vr, in the interval [-T/2, T /2], must be the super-
position of the wave velocity fields generated by a finite number
N7 of plumes at different times?

Nr

vr(r,1) = Zvi(", 1,6, ¢i, At = 1;). (®)

i=1

When writing Eq. (8), we assume that the plume-induced wave
packet v; at any point r has a finite lifetime (otherwise, this would
lead to an accumulation of wave energy in the radiative zone un-
der the adiabatic hypothesis). Indeed, as suggested by the mo-
mentum equation Eq. (1), it must be close to the characteristic
plume lifetime; this is the consequence of the temporal correla-
tion with the plume and the fact that no reflected wave is consid-
ered, but only propagative ones towards the center of the star.

By the linearity and the time shift properties of Fourier trans-
form, we then obtain?

Nr
(Bor(r, @) = ) (1At = O)F)
i=1 M
+ > (T oA = 0)B (At = 0)), ©)
i=1,j#i

where the bar denotes the complex conjugate. The statistical av-
erage covers the spatial and temporal distribution of the plumes.
The plumes are incoherent with each other and so the phase lag
between each component is randomly distributed. Note that the
same assumptions were first used by Garcia Lopez & Spruit
(1991). As a consequence, the second term in the right-hand
side of Eq. (9) vanishes. Moreover, the plumes being uniformly
distributed and independent with each other, the probability
for the plumes 1,2,..., N7 to be located in the solid angles
dQy,dQy, ..., dQy;, tespectively, is equal to [, d€;/ (Am)Nr .
Thus, using Eq. (9), Eq. (6) becomes

1pr) & | 1 i
er,w) = lim ==~ DAt = 0) | |dQ;
= fim 750 ) G fjS @ =0P[on,

(10)

Since we suppose that the plumes are identical and differ from
each other only by their angular position, Eq. (10) becomes

Nr p(r)

=l —
e(r, w) im T 82

f [Bo(r, w; 6o, do, A = 0)* dQ, (11)
T—+0c0 Q

where Dy is the Fourier transform of the wave velocity field gen-
erated by one single plume with the angular position (6, ¢) at
tp = 0.

To go further, the plume destruction rate must equal the
plume emerging rate in order to ensure a constant number of pen-
etrating plumes over time. If 7, denotes the characteristic plume
lifetime and if it is supposed to be the same for all of them, this

2 The choice of the plume ensemble depends on the position r since
we have to consider the travel time of each plume-induced wave packet
from its excitation site to this point r.

3 We use the simplifying notation d;(r, w; 6;, ¢;, At) = D;(Af).
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rate is equal to N/7,,. In other words, over a time T > 7, a to-

tal number of Ny ~ NT /7, plumes occur and contribute to the

wave energy in Eq. (11). Finally, the spectral density of specific

wave energy converges on average to

() = N32p0) [ oo wsto oo =0F 2 (12)
Vs Q 4r

where v, = 1/7),.

We first notice that the spectral density of wave specific en-
ergy is proportional to the number of plumes, which is the con-
sequence of their incoherent behavior (in the case of coherent
plumes, the wave specific energy would be proportional to N?).
Second, we see that the use of a statistical approach simplifies
the calculation since the case of an ensemble of several plumes
is reduced to the study of the excitation by one single plume.

2.3. Mean radial wave energy flux per unit of frequency

For convenience, the Eulerian wave velocity field v, is expanded
onto the spherical harmonics

00(r, 1) = D 0t DY} (0.6) €, + vprn(r, OVY]' (6, 8)

Im
+orm(r. OV A (Y0 9) ;). (13)

where (7, 0, ¢) are the spherical coordinates, / is the angular de-
gree, m the azimuthal number, e, the radial unit vector, and
where v, Up1m and vy, are the radial, poloidal and toroidal
components of the wave velocity field, respectively. Given the
decomposition in Eq. (13), Eq. (12) averaged over the solid an-
gle represents the angular distribution of energy and reads

E(r,w) = % L e(r, 6, ¢, w)dQ

=N D Eun(r.w), (14)
Lm
where we have defined
= 14 .2 . 2] dQ
Eun(rw) = 25p0) f ol + 10+ D lorsnf} T2, 15)
T Q 47

e 12 e 12 s P2 .
with |vh,1,m| = |Up,l’m| + |v”’m| . The mean radial wave energy
flux by unit of frequency for an angular degree / and an az-
imuthal number m is thus obtained by multiplying the (I, m) con-
tribution to the spectral density of the specific wave energy with
the radial group velocity Vg in a similar way to Zahn (1997)

Fo(r,0,,m) = N Epn(r, ) Verlr, w,1). (16)
Indeed, IGW are dispersive waves and the energy carried in the
radial direction by such a wave packet travels at first order with
the radial group velocity (see Lighthill 1978) given by
ow B w? (N? — )12

ok, N? Ky ’

where k, is the local radial component of the wave vector (Press
1981)

Va(r,w,l) = an

> 1/2
ke (r,w) = (—2 - 1) k, (18)
w

with k;, = VI(l + 1)/r the horizontal component of the wave vec-
tor and N the Brunt-Viisild frequency. The total mean radial
wave energy flux per unit of frequency due to the penetration of
several plumes is then obtained by summing all the (I, m) com-
ponents given by Eq. (16).
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3. A simple description of convective plumes

The computation of the wave energy flux requires the knowledge
of the wave velocity field whose the amplitude directly depends
on the excitation mechanism. We then need to model the driv-
ing process expressed by the plume-related term in Eq. (1). For
this purpose, we present here a simple physical description of
convective plumes and their velocity profile in the penetration
zone.

3.1. Plume velocity field

The disturbance of the radiative/convective interface due to a sin-
gle plume is localized in space and in time. Therefore, a plume
is described by a characteristic radius b and a characteristic life-
time 7, in the penetration region. We assume that the plume ve-
locity field follows the Gaussian form* proposed by Townsend
(1966) and we also assume that the horizontal profile is main-
tained in the penetration region

V() = Vo(r) e i e e, (19)

with

Su(r; 0y, o) = rarccos [sin Gy sin 6 cos(¢p — ¢o) + cos @ cos Gy,
(20)

where (8y, ¢o) are the angular coordinates of the center of the
plume and S corresponds to the distance on the sphere from the
center of the plume.

3.2. Plume radius

The plume radius at the bottom of the convective zone is esti-
mated from the model of turbulent plumes by Rieutord & Zahn
(1995) who derived the expression

b= Z_03CL/E(F1—1)
T2 -1

where z; is the thickness of the convective zone, I'; the adia-
batic coefficient and af the entrainment coefficient whose value
is usually taken as 0.083 (Turner 1986). In the solar case and
for a monoatomic gas (I'y = 5/3), we find b = 10* km, which
is about five times smaller than the size of the biggest turbulent
eddies at this radius as given by the MLT.

2y

3.3. Vertical velocity profile in the penetration zone

Once the plume has penetrated into the stably stratified layers, it
is less dense than the surrounding medium and is slowed down
by buoyancy braking. We adopt the description of Zahn (1991)
who considers a stationary flow in balance with buoyancy. Such
an approach is justified by the high Péclet number at the base
of the convective zone. Zahn (1991) could estimate the penetra-
tion length L, and showed that it depends on a filling factor, the
radiative diffusivity scale height, the total energy flux and the
plume kinetic energy at the base of the convective envelope. In
the solar case, he found L, ~ 0.5H, ~ 10* km. Nevertheless,
using helioseismology, Basu (1997) set an upper limit for the
overshoot at 0.05H),, with H,, the pressure scale height. In the

# Under the assumption of a bell-shaped temporal profile, 7, is defined
as the time during which the plume kinetic energy is higher than about
60% of its maximal value.
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framework of the model proposed by Zahn (1991), Basu (1997)
used stellar models with a simple adiabatic extent of the convec-
tive zone above a discontinuous thermal transition. In contrast,
Christensen-Dalsgaard et al. (2011) demonstrated that smoother
transitions were also possible to explain seismic observations of
the Sun. Such a kind of transition is supported by more realis-
tic models of penetrative convection taking into account interac-
tion with the upflows and a distribution for the velocities of the
plumes (e.g., Rempel 2004). Therefore, given the lack of knowl-
edge and constraints about the penetration process, we will con-
sider the penetration length as a parameter of the model whose
value will be chosen around 0.1H,.

Following the work of Zahn (1991), the vertical plume ve-
locity Vj in the penetration region is given by>

2
(i)
14
where z = r, — r with r;, the radius of the base of the convective
zone as given by the Schwarzschild’s criterion and V}, the initial
vertical plume velocity in the penetration region, at the radius ;.

To go further, we use the model of Rieutord & Zahn (1995), so
that

. 8F, |\
b — ﬂ'pbbz ’

1/3

Vo(@) = Vi ; (22)

(23)

where F, represents the total luminosity (kinetic + enthalpic)
carried by one single plume and p; is the mean density at the
base of the convection zone. To estimate F,, we assume that
each plume carries an energy that is equal, on average, to the
one carried by turbulent eddies in the interplume medium such
that

NFi, ~ LA, 24)

where L, is the star luminosity and A = Nb? /4r§ is the filling
factor related to the fraction of the area occupied by the down-
drafts at the base of the convective zone. Then, Eq. (23) becomes

or. \'
Vi = 5|
mppr?

which leads to V,, ~ 185 m s™! in the case of the Sun, i.e about

7 times higher than the convective velocity v, ~ 25 m s™! as

given by the MLT at the base of the convective zone.

(25)

3.4. Plume lifetime

The plume lifetime is certainly the more difficult plume charac-
teristic to estimate. After having reached the base of the convec-
tive zone, the plume penetrates into the stably stratified zone.
There, it is slowed down and destroyed after a characteristic
time 7,. For sake’s of simplicity, we prefer here to tackle the
issue by using orders of magnitude. We identify three potential
processes working on the destruction of the plume:

1. Radiative thermalization: in the penetration zone, the plume
loses its identity due to radiative thermal diffusion on a time
scale, t.,4. It can be estimated by

2
L,

tad ~ 7>

X, (26)

5 We conserve the same velocity profile than in Zahn (1991), but we
consider the penetration length L, as a free parameter of the model.

where Kj, is the radiative conductivity at the top of the sta-
bly stratified layer. In the Sun, we find tng0 ~ 100 s,
so it is much longer than the dynamical time scale 7, ~
L,/Vy ~ 10* s. As already mentioned, advection of adia-
batic convective matter is faster than thermal exchange be-
cause of a high Péclet number at the base of the convective
zone. Plume thermalization by radiative diffusion is thus in-
efficient, except in the transition region where the plume is
slowed down enough for the dynamical time scale to be large
enough.

2. Turbulence inside the plume: although the plume is described
like a coherent flow with well-defined radius and vertical
profile, it is in fact turbulent at small scales as explained
in Montalban & Schatzman (2000) who suppose that tur-
bulence is generated by shear flow in the penetration zone.
In this case, the plume lifetime should be equal to a few
turnover time scales of the biggest turbulent eddies whose
the velocity and the size are about the ones of the plume,
Vi, and b, respectively. The turbulent time scale, #1,, can be
then approximated by

b

v, 27)

Turb ~

For the Sun, we find #ypo ~ 10° s, which is much lower
than the radiative time scale, but still one order of magnitude
higher than dynamical time scale. Note that this value is
close to the convective turnover time scale as predicted by
the MLT, i.e., z, ~ 10° s at the base of the solar convective
envelope.

3. Restratification by lateral baroclinic eddies: finally, it is
worth considering the restratification phenomenon observed
in the terrestrial oceans (Jones & Marshall 1997) as a po-
tential process operating in the stellar penetration region. In
most locations in the oceans, the surface layers are stably
stratified. However, convection driven by cooling at the sea-
surface can occur in some particular region. Then, convective
plumes develop by turbulent entrainment of matter while go-
ing deep in the sea. When convection stops, the phase during
which the plume is destroyed and loses its identity is called
restratification. At this point, the density gradient between
the plume and the surrounding stable medium generates a
thermal wind. This latter is subject to a baroclinic instability
creating lateral eddies able to transfer density between both
mediums and thus able to homogenize the region. By adopt-
ing the model of Jones & Marshall (1997) to the solar case
(see Appendix A for details), the restratification time scale is
about 7., ~ 10°=107s, which is in the order of magnitude of
the convective eddy turnover.

The plume lifetime is likely to be the consequence of all these
potential processes. The simple abovementioned estimates give
reasonable values in the range of 10°=107 s for the Sun, i.e
around the convective turnover time scale as given by the MLT.
Thus, the plume lifetime will be considered as a parameter of
the model whose the value will be chosen to be of the order of
magnitude of the convective turnover time scale.

4. Generation of IGW by penetrative convection
4.1. Modeling the penetration zone

Penetrative convection generates IGW at the radia-
tive/convective interface and modifies the stellar equilibrium
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Fig. 2. Modeling of the interface between the radiative zone an the con-
vective zone. r, corresponds to the radius at the base of the convective
envelope as given by the Schwarzschild’s criterion, L, is the penetra-
tion length over which the plume is decelerated and generates waves,
d denotes the extent of the transition region (where the plume velocity
is negligible compared to V), its value at the entry of the penetration
region) and ry is the radius at the top of the radiative zone.

stratification. Therefore, we need to model this region to prop-
erly describe the excitation process. The scenario we consider in
this work follows in part the description given by Zahn (1991).
The situation is illustrated in Fig. 2. The plume reaches the base
of the convective zone located at the radius r;, as prescribed by
the Schwarzschild’s criterion. By inertia, the column of fluid
penetrates into the stably stratified zone over a penetration
length L,. The density contrast between the plume and the
surrounding medium causes buoyancy braking and the plume
slows down, releasing a part of its kinetic energy into waves.
Indeed, as explained by Zahn (1991), since the Péclet number at
the bottom of the convective zone is very high (P, ~ 10°=10%),
advection of convective matter is more efficient than thermal
exchanges so that the plume keeps its identity. Then, it imposes
a quasi-adiabatic stratification in the penetration zone, resulting
in a nearby vanishing Brunt-Viisilid frequency N?> ~ 0. Once
its velocity is small enough (i.e., much smaller than its value
at the entry of the penetration zone, V), the Péclet number
decreases and the thermalization of the plume’s material occurs
in a thermal transition region; there, the temperature gradient
switches from quasi-adiabatic one to radiative one over a
distance d. In a first approach, we merely suppose that the
Brunt-Viisild frequency N increases linearly to Nj, the value
at the top of the radiative zone, as in the work of Lecoanet &
Quataert (2013). By this way, we aim at investigating how the
plume-induced wave energy depends on the steepness of the
transition.

4.2. Methodological approach

We now have to derive the time Fourier transform of the wave
velocity field which leads to the spectral description of the wave
energy flux through Eq. (6). For this purpose, we take the time
Fourier transform of Eq. (1) and Eq. (2). We also assume that
the oscillations are adiabatic so as to close the system. The
first-order system of two differential equations obtained can be
rewritten in the following form (see Appendix B.1 and B.2 for a
detailed derivation)

dz
dr
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(r,w) = A(r, w)z(r, w) + b(r, w) (28)

where we have defined

Drtm (0
2= ( Buim ) b= (in/rw ) 29
3 2/r—g/c? (S12 —a)z) r/c? 30
"\ (@ = N?) frw? =d.In(or) - g/c* )’ (30)

where g is the gravitational acceleration, c is the sound speed,
S is the Lamb frequency and d, = d/dr is the derivative with
respect to r. The term F; is defined by Eq. (B.12); it contains in-
formation on the spatial and temporal correlations between the
wave and the plume, and we assume that it only exists in the
penetration region where the wave driving is stronger. In this re-
gion, the inhomogeneous equations are solved using the method
of variation of parameters and using the plume description pre-
sented in Sect. 3. In the convective and radiative zones, we use
the WKB asymptotic solution for the homogeneous differential
system, which is valid in these regions contrary to the transition
region where Airy functions are considered.

To go further, we impose the continuity of the radial and hor-
izontal displacements at the top of the radiative zone in r; and
at the beginning of the transition region in r; + d. For bound-
ary conditions, we first consider a pure regressive wave propa-
gating towards the center in the radiative zone. That means we
do not consider the possible reflection of the wave in the center
of the star and so do not allow for standing waves to establish.
Finally, in the convective zone, we consider a pure evanescent
wave which is generated in the penetration zone and is damped
towards the surface.

4.3. Wave energy flux

In the following, we summarize the main results of the detailed
calculation given in Appendix B. The mean radial wave energy
flux per unit of frequency generated by N plumes for an angular
degree / and an azimuthal number m reads

12
N AT (N =) e

r\’s ’l, = e B 2’
Frlrw.lm) = fya 3 =, — N v iH,
(31)
with
1 o1 d rp,— L A
_ L 29 (Lv2) 12,30 7\ 4 30
H, 4nL_Lppdr(p 0)p g r " (32)
8= f B[ a2 (33)
= 4r Q ! 0
B (60, o) = fg e WYY dQ (34)
kN, 23 N2 _ o2
Ya= ( ’ 0) C o ~ (k)™ (35)
w N0
1 ifx<1
fx) = (36)

DVx(1-w?/N2) " ifx>1

where A = VI + 1), dm = 4npr’*dr, D ~ 3.7 a numerical fac-
tor, s, = Su(rp, 6, d; 6y, do) following Eq. (20) and d is the length
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of the transition region (see Fig. 2) . We can first notice that the
spectral density of wave luminosity, £ = 47>, is conserved
at each level in the star, which is the consequence of the adia-
batic hypothesis for the waves in a non-rotating star. Now, let us
discuss the different terms:

1. H, corresponds to the wave driving term and it is represen-
tative of the instantaneous power injected into the wave in
the whole penetration zone®. It decreases with the angular
degree [ since the decay length of an evanescent wave in the
penetration zone scales as A~!. In our model, it is also the
only term which depends on the penetration length through
the domain of integration and the plume velocity. If L, de-
creases, the buoyancy braking is stronger and the excitation
is more efficient since the plume deposits its energy where
the evanescent wave has a higher amplitude. Inversely, if
L, increases, the plume energy is transferred into wave on a
longer distance where the wave amplitude decreases rapidly.

2. e/ /v, represents the temporal correlation term. The
width of the spectral envelope is around v,, which means
that the transit time at a point  of a wave packet generated
by one single plume is around 1/v, = 7,, so that the as-
sumptions made in Sect. 2.2.2 are verified. An increase of
the characteristic plume lifetime causes an increase of the
spectrum amplitude but a decrease of the spectrum width. In
other words, the plume energy is transferred into higher fre-
quencies at the expense of the lower ones, but the total wave
energy is conserved since the integration of the flux over w
does not depend on v,. This is the consequence of the hy-
pothesis of stationarity for the driving mechanism.

3. B/ expresses the horizontal spatial correlation between the
wave and the plume.

4. B, corresponds to the horizontal correlation term averaged
over the angular position of the plume (6y, ). Since the
plumes are supposed to be horizontally, uniformly dis-
tributed at each time, the spherical symmetry is conserved
and B, does not depend on the azimuthal order m. This term
decreases with [ since the spherical harmonics presents more
and more zeros with higher degrees. Moreover, a change
of behavior is expected when the horizontal wavelength,
Ay = 2nrp/A, becomes smaller than plume radius, i.e., for
a degree Iy ~ 271r,/b. In the case of small degrees [ << I,
an approximated analytical expression in agreement with the
numerical integration is given by

b 4
B~ E(—) e DD for | < Lo, 37

47‘b

Since the wave energy flux per unit of frequency is pro-
portional to AB; (neglecting the dependence of H; with /),
Eq. (37) shows that the energy flux should be maximal for a
degree lnax ~ ¥p/b.

5. f(yn) is atransmission function. It discriminates between the
limiting case of a very sharp, almost discontinuous transition
for y; < 1 and the one of a smoother transition for y, > 1.1t
physically corresponds to the ratio of the transmission coef-
ficients in both cases. A very sharp transition has no effect on
the wave dynamics. In this case, the flux is inversely propor-
tional to the value of the Brunt-Viisild frequency at the top
of the radiative zone, Ny. That means that the higher is the

¢ Indeed, the integrand in Eq. (32) is the product of a first term related
to the plume-induced vertical force per unit of mass with a second term
proportional to the radial wave velocity field, solution of the homoge-
neous wave equation in the WKB approximation.

step, the higher is the wave impedance in the radiative zone
(Press 1981) and the smaller is the wave energy transferred.
The smoother case occurs when the distance of the transition,
d, is in the same order of magnitude or larger than the radial
wavelength, so that the transition has an impact on the waves
and improves its transmission into the propagative zone. In
the special case of a linear transition profile, the transmission
of the wave energy flux is enhanced by a multiplying factor
(k,d)'’® compared to the discontinuous case, in agreement
with Lecoanet & Quataert (2013). We highlight here the ef-
fect of the steepness of the transition on the flux; this latter
depends on the slope of the Brunt-Viisilad frequency in the
transition zone which plays the role of a pseudo-impedance

1/3
i)
Ny

-1/3

dN?
, (38)

dr

so that the smoother the transition, the higher the transmis-
sion of the wave energy.

4.4. Simplified expression for the wave energy flux

Finally, it is possible to derive an approximate expression for
Eq. (31) in the whole radiative zone. This gives the advantage
of expressing the result in terms of the characteristic physical
quantities of the problem and it permits to avoid the numerical
calculations of integrals. By using Eq. (37) for I < [ and the
assumption H? ~ ryp;,V;} (which is valid for a penetration length
much smaller than the characteristic decay length of the evanes-
cent wave, i.e., L, < rp/A ), we find

4 14 —w? 4
n NpvVyy b* 1y e ’ I+ 1)b? /272
Folrw,my~ =0 2 T € T et
o ) 16 4nrr r}No v ¢+1)
3 —? AR
1L AS, oV e ol 2

T4 2 2 R,

(39)

where S, = nb? is the area occupied by a single plume, prIf /2
represents the plume kinetic energy flux and Fr; = Vpkj,/No
is the Froude number at the top of the base of the convective
zone, with k;,, = VI(I + 1)/r, the horizontal wavenumber. This
latter represents the ratio of the advection by the mean plume
flow to the buoyancy force at the top of the radiative zone when
the plume penetrates into. In the Sun, we find Fgr; ~ 1073 for
[ = 1. In the following Sect. 5, we will demonstrate the validity
of this expression (for a penetration length small enough) since
the major part of the wave energy flux is distributed over angular
degrees below the critical angular degree /... Therefore, the im-
plementation of angular momentum transport by plume-induced
waves in a stellar evolution code will be easier using this simpli-
fied expression.

5. The solar case

In this section, we use a solar model to compute the wave energy
flux given by Eq. (31). We analyze the effects of the plume char-
acteristics on the excitation process and of the thermal transition
length, d, on the wave transmission into the radiative zone (see
Fig. 2).

5.1. Input physics

The calibrated solar model used here was obtained using the
stellar evolution code CESTAM (Marques et al. 2013), with a
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Fig. 3. Mean radial wave energy flux per unit of frequency at the top
of the radiative zone as a function of the radian frequency, for any az-
imuthal number m and angular degrees / = 1,2 and 3, in the case of the
plume-induced waves (solid lines) and the one of turbulence-induced
waves from the formalism of Kumar et al. (1999) (dashed lines).

mixing length parameter aypr = 1.69 and initial abundances
Yy = 0.25 and Z = 0.013. It provides the radial profile of all the
quantities at the equilibrium that we need to compute the wave
energy flux. The parameters computed from the model are the
plume radius b, the plume velocity V;, and the Brunt-Viisili fre-
quency Ny at the bottom of the transition region (r = r;). Thus,
using Eq. (21) and Eq. (25) with p, ~ 150 kg m~> the density
at the base of the convective zone and r, = 5,1 x 10° km the
radius at the base of the convective zone, we find » = 10* km
and V, ~ 185 m s~!. In most of stellar codes, standard mixing-
length treatment of the convection is local. It produces a very
sharp thermal transition at the radiative/convective interface and
so a very sharp slope for the Brunt-Viisild frequency which re-
mains difficult to estimate in this region. For this reason, we con-
sider the average of the Brunt-Viisild frequency below the base
of the convective zone (as prescribed by the Schwarzschild’s
criterion) over a distance chosen as equal to 0.1H, in the ra-
diative zone (see Sect. 6.4 for a discussion). Such a procedure
leads to the value Ny = 282 uH,. To finish, there is still to
choose three additional parameters, the plume filling factor ‘A,
the penetration length L, and the characteristic plume turnover
frequency v,. For the filling factor, we use a reasonable value
A =~ 0.1 which corresponds to the values observed in numeri-
cal simulations of penetrative convection (e.g., Brummell et al.
2002) and of the uppermost layers of the convective zone (Stein
& Nordlund 1998). This leads to a number of plumes that is
equal to N' = 1000. We also take L, = 0.05H,, the upper lim-
its given by Basu (1997) for the Sun from seismic observations,
and v, = 1 uH,, a frequency around the convective turnover fre-
quency (see discussion in 3.4).

5.2. The case of a discontinuous transition (d = 0)

In a first approach, we set d = 0. The result of the numerical
calculation of Eq. (31) at the top of the radiative zone is plotted in
Fig. 3 (solid lines). The Gaussian profile of the spectrum comes
from the term exp(—w2/4v,2,). Forw ~ 10°rads ' and [ = 1, we

read 7, ~ 3x10° W m~2 rad™! s. For comparison, using Eq. (39)
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Fig.4. Mean radial wave energy flux per unit of frequency at the top
of the radiative zone as a function of the radian frequency, for any
azimuthal number m, an angular degree / = 1 and varying plume
frequencies.

and the value of the physical quantities given in Sect. 5.1, we find
F, ~3.2%x10°Wm—2rad~! s. As a check, we calculate the total
wave energy flux integrated over a large frequency range, from
0to 25 x 107 rad s™', for all the (I, m) contributions, with / €
[1,200] and =1 < m < . We find a low value amounting to about
1% of the solar flux while the mean plume kinetic energy flux at
the base of the convective zone, Apy, Vg /2, represents about 40%
of the solar flux. These results justify a posteriori the assumption
of no feedback from the waves on the plumes and verify the
conservation of energy.

Hereafter, we specifically comment the effects of the differ-
ent terms in Eq. (31) and the dependence of the spectrum on the
plume characteristics v,,, b and the penetration length L,.

1. Time correlation (Fig. 4): we consider four values in range of
one order of magnitude around 1 uH, for the plume turnover
frequency, v, = 0.5, 1,2.5 and 5 uH,. The result is plotted in
Fig. 4 as a function of the cyclic frequency. As said above,
an increase of v, involves a redistribution of the wave en-
ergy over higher frequencies at the expense of the lower ones
since the total wave energy does not depend on the plume
lifetime (under the assumption of stationarity). Its influence
on the shape of the wave energy flux is significative: an in-
crease by a factor five transforms a bell-shaped spectrum into
an nearly flat one in the considered frequency range.

2. Horizontal correlation (Fig. 5): we assume a constant filling
factor, A ~ 0.1, so that a change in the plume radius in-
volves a change in the number of plumes. We consider four
values in a range of one order of magnitude around 10* km
for the plume radius, b = 0.5, 1,2.5 and 5 X 10* km, leading
to a number of plumes N = 4000, 1000, 160 and 40, respec-
tively. Although the last value seems unrealistic for the Sun,
we use it to study the general behavior of the wave energy
spectrum with respect to the plume radius. The wave energy
flux is maximal for a degree that corresponds to the horizon-
tal extension of the plume, /. = r,/b, independently of
the frequency. We find [, = 102,51,20 and 10, respec-
tively. that agrees with the numerical results plotted in Fig. 5
as a function of the angular degree at the fixed frequency of
107® rad s™'. As mentioned in Sect. 4.3, we can verify on
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Fig. 5. Mean radial wave energy flux at the top of the radiative zone and
at the frequency w = 107 rad s™', as a function of the angular degree
and for varying plume radii, b. The numerical results from Eq. (33)
(solid lines) are compared to the results using Eq. (37) (dashed lines).
The filling factor is supposed to be constant so that a change in the
plume radius results in a change of the number of plumes.

the same figure that the use of Eq. (37) (dashed lines) in-
stead of Eq. (33) (solid lines) for the term B; is valid below
a critical degree It = 2nrp/b =~ 125 and 63 for b = 2.5
and 5 x 10* km, respectively. Furthermore, a decrease in
the plume radius induces an increase of the wave energy
flux at low degrees at the expense of higher degrees. The
total wave energy flux integrated over the frequency range
w = 0-25x 107° rads™! and for the degrees [ = 1-200
is equal to 1.3%, 1%, 0.5% and 0.25% of the solar flux for
b =0.5,1,2.5and 5 x 10* km, respectively. Thus, the total
wave energy flux decreases with larger plume radii, particu-
larly because the number of penetrating plumes decreases in
order to keep a constant filling factor.

3. Driving term (Fig. 6): we choose three values for the pen-
etration length within a range of two orders of magnitude,
L, =0.01,0.1 and 1H,. The wave energy spectrum depends
on this parameter only through the term H; in Eq. (32). The
result is plotted in Fig. 6 as a function of the angular de-
gree at the fixed frequency of 107 rad s™'. An increase of
the penetration length induces a decrease of the transmission
of power from the plume into the waves. The higher the an-
gular degree, the higher the decrease. Although this effect
is moderate for low degrees (decrease by a factor about two
for L, = Hj, and [ < 50), it becomes critical for higher de-
grees (decrease of about one order of magnitude for L, = H),
and [ > 150). Moreover, this effect results in a shift of the
maximum of the wave energy spectrum to lower angular
degrees with an increasing penetration length. It goes from
Imax = 50 for L, = 0.01H,, to Iy = 30 for L, = 1H),. The
total wave energy flux integrated over the frequency range
w = 0-25x 10 rad s™! for / = 1-200 represents about
1.3%,0.8% and 0.2% of the solar flux for L, = 0.01,0.1
and 1H,, respectively. Finally, we check that the assumption
made on H; to derive Eq. (39) (black dashed line) is valid if
L, < /A, ie., | < ry/L, = 940,94 and 9 for the three
considered cases.

In summary, Eq. (39) has been shown to be a good approxima-
tion of Eq. (31) provided that / < [.; and L, < rp/A. We have

L L
100 150

Angular degree |

0 50 200

Fig. 6. Mean radial wave energy flux at the frequency w = 10 rad s,
as a function of the angular degree / for different penetration lengths.
The black dashed line represents the result obtained using Eq. (39).

seen that v,,, b and L, have a significative effect on the shape of
the wave energy spectrum and the total energy transferred into
the waves. This could have serious consequences especially for
the issue of transport by IGW. Last, the set of values used here-
above for v, b and L, will enable us to compare penetrative
convection to driving by turbulent convection considering a wide
domain for these parameters. This will be discussed in Sect. 6.

5.3. Effect of a thermal transition layer (d # 0)

We now consider the case of a thermal transition at the radia-
tive/convective interface (d # 0 in Fig. 2). We choose a transi-
tion lentgh d = 500 km, i.e., d ~ 0.01H, = L,/5 (see Sect. 6.4
for a discussion).

In the derivation of Eq. (36), we have considered the lim-
iting cases of very sharp transition and of a very smooth one;
the first one, corresponding to y,(w,[) < 1 in Eq. (35), allows
for using a first-order Taylor expansion of Airy functions at 0
in the transition layer, while the second one, corresponding to
va(w,l) > 1, enables us to use their asymptotic expansion at
—oo (see Appendix B.6 for details). To avoid a discontinuity be-
tween the two regimes at y (w,/) = 1 (as in Eq. (36), see the
dashed line in Fig. 7) and to be more realistic, we assume that
the switchover from the first case to the second one is realized
on the range y, (w,l) € [0.80,1.20]. Instead of using Eq. (36),
we define the transmission function, F, as a weighted average of
the two limiting cases,

F(ya) = [1 = 9] + 9(va) (), (40)
where

g(x) = {tanh [(x — 1)/0.20] + 1} /2 (41)
f = DVE(1- /M) 42)

with g the weighting function. The result is plotted in Fig. 7 as a
function of the cyclic frequency for / = 1,2, 3 and 10. Physically,
it represents the ratio of the wave energy flux obtained in the
case of a linear transition (d = 500 km), to the flux in the case
of a discontinuous transiton (d = 0). We see that the wave en-
ergy flux can be enhanced by factor two to five, depending on
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Fig. 7. Transmission function defined in Eq. (40) for d = 0.01H,, (solid
line), as a function of the radian frequency for / = 1,2,3 and 10. It is
compared to the result obtained using Eq. (36) for / = 10 (dashed line).

the ratio k,dNy/w. Indeed, the higher is this ratio, the smaller is
the radial wavelength (relatively to d), and the smoother is the
transition from the point of view of this component (w, ). This
result agrees with the work of Lecoanet & Quataert (2013) who
took into account a smooth thermal transition in the case of wave
driving by turbulent pressure.

The total wave energy flux at the top of the radiative zone
integrated over the frequency range w = 2-25x 107 rad s™' for
[ = 1-200 represents about 1.2% of the solar flux, which is about
10 times higher than in the case of a discontinuous transition.
For w = 0-25 x 10™% rad s™' and [ = 1-200, integration gives
about 11% of the solar flux, i.e., about one fourth of the mean
plume kinetic energy flux at the base of the convective zone.
However, the latter result is likely to be overestimated because
of unmodeled physical processes at very low frequencies (see
Sect. 6.5 for a discussion).

Hence, a smooth thermal transition at the radia-
tive/convective interface is able to significatively enhance
the transmission of the wave energy flux into the radiative
zone. It also has an impact on the shape of the wave energy
spectrum at the top of the radiative zone since it does not affect
in the same way the different wave components. Therefore, the
length of the thermal adjustment layer, d, is a key parameter
in the generation process of IGW. Unfortunately, numerical
simulations of penetrative convective are not currently able to
quantify the extent of this thermal adjustment layer in the solar
parameters regime (e.g., Brummell et al. 2002). Nevertheless,
several semianalytical models of penetrative convection can
give us some hints to its value (see Sect. 6.4).

6. Discussion

In this section, we compare our results with those based on the
excitation by turbulent pressure through the whole convective
zone as formulated by Kumar et al. (1999). We also compare
them with the studies of Press (1981) and Lecoanet & Quataert
(2013) that focus on the excitation by convective eddies at the
radiative/convective boundary. Lastly, we investigate the sensi-
tivity of the present excitation model to the input physics and
discuss its limits.
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6.1. Comparison with turbulence-induced wave energy flux
(Kumar et al. 1999)

IGW can also be generated by turbulent pressure in the convec-
tive zone. Kumar et al. (1999) proposed a model of excitation by
Reynold’s stress due to turbulent motions in the convective zone.
The energy cascade is supposed to follow the Kolmogorov’s
spectrum. The wave energy flux per unit of frequency at the base
of the convective zone for an angular degree / and an azimuthal

number m is given by
¢ o R ,02 0, ’ 0éy 2
Fg(w,l,m) —EL drr_2 (E) + (1 + 1)(5)

R2I(1 + 1) Lt
R ITTRA | T (B

(43)

where &, and &, are the radial and horizontal wave displace-
ments normalized to unit IGW energy flux just below the con-
vective zone, R, is the outer radius of the convective zone, v is
the velocity of the biggest convective eddies with a size L and
a turnover time 7, = L/v, and h, = Lmin[l,2(wt.)~3/?] is
the size of the convective eddies with frequency w at radius r.
The lower limit frequency for these waves is the convective
turnover frequency at the base of the convective zone, w,, such
as F(w < w, 1, m) = 0. To compute this expression, L and v are
deduced from the MLT and the wave displacement is approx-
imated by the normalized WKB wave functions as in Eq. (25)
of Kumar et al. (1999). In our solar model, we find a convec-
tive turnover frequency w, ~ 0.8 x 107 rad s™! and a convec-
tive velocity v, = 25 m s~! at the base of the convective zone,
which corresponds to a convective flux that is equal to about
5% of the solar flux. The result for the solar model is plotted in
Fig. 3 (dashed lines) as a function of the cyclic frequency for
/= 1,2 and 3, and in Fig. 8 as a function of the angular degree
at w = 107 rad s", since we consider that most of the wave
energy is distributed around this frequency in both cases.

The total turbulence-induced wave energy flux integrated
over w = 0.8-25 x 107 rad s~ for angular degrees [ = 1-200
is equal to 0.1% of the solar flux. With 0.6% of the solar flux,
the excitation by penetrative convection is 6 times more efficient
in this frequency range. By integrating over the frequency range
1-25 x 107% rad s™!, the total turbulence-induced wave energy
flux falls to 0.02% of the solar flux, mainly because most of the
energy is contained at low frequencies and because the spec-
trum decreases rapidly around 107 rad s~'. In turn, the plume-
induced wave energy flux remains at 0.5% of the solar flux.
Indeed, the turbulence-induced wave energy flux is about one
order of magnitude smaller than the plume-induced one in the
range 2—5 X 107% rad s™! (Fig. 3), but it dominates otherwise. In
Fig. 8, we compare the wave energy flux for both driving pro-
cesses as a function of the horizontal degree /. In the case of the
turbulence-induced waves, the wave energy flux is maximal for
[ ~ 5 which corresponds to the size of the biggest convective
eddies as given by the MLT, L = amirH, ~ 10° km, while the
plume-induced wave energy flux peaks at / ~ 50 because of the
smaller horizontal extent of the plumes.

In Fig. 3, the plume-induced wave energy flux drops dras-
tically below the turbulence-induced one for frequencies higher
than 5% 107% rad s'. In a similar way, in Fig. 8, the turbulence-
induced wave energy flux overtakes the plume-induced one for
degrees higher than a few characteristic widths of the plume-
induced wave spectrum, r,/b. In reality, the flow of the plume
should become turbulent on higher temporal (and spatial) fre-
quencies and should generate waves by Reynold’s stress due



C. Pincon et al.: Generation of internal gravity waves by penetrative convection

10 T r r
Plume-induced waves

—— Turbulence-induced waves

=
o

o
T

I, (Wom~ 2. rad ™! .s) at w_g=1
=
o

5 L L L
10 100 150

Angular degree |

200

Fig. 8. Mean radial wave energy flux per unit of frequency, as a function
of the angular degree / at the frequency w = 107 rad s™', generated by
penetrative convection (in blue) and by turbulent pressure in the con-
vective zone (in green) from the formalism of Kumar et al. (1999).

to shear flow, as proposed by Montalban & Schatzman (2000).
Indeed, we assumed a coherent plume flow, with a spatial and a
temporal characteristic extent, and neglect the turbulence inside
the plume. As a consequence, the present model does not take
into account plume-related perturbations in the high frequency
domain. The power transmitted from the plume into the waves
on temporal (spatial) frequencies higher than few v, (few r,/b)
vanishes rapidly and the excitation by convective turbulence then
can become predominant.

Finally, wave driving by penetrative convection is five to
ten times more efficient than the excitation by turbulence as
formulated by Kumar et al. (1999). While turbulence excites
preferentially at very low frequencies, penetrative convection ef-
ficiently produces waves on a larger frequency range (it never-
theless depends on the value of v, relatively to w,.). The plume-
induced wave spectrum peaks at higher angular degrees than the
turbulence-induced one because the plume radius is smaller than
the size of the energy-bearing convective eddies. We emphasize
that the same conclusions are reached with the wide set of val-
ues considered for v,, b and L, in Sect. 5.2. All the differences
observed between wave energy flux spectrum produced by both
mechanisms will have consequences on the transport of angu-
lar momentum by IGW which are discussed in the following
section.

6.2. Comparison with models of excitation by turbulent
eddies at the radiative/convective boundary

The excitation model as proposed by Kumar et al. (1999) as-
sumes that waves are generated by Reynold’s stress in each layer
of the whole convective region and tunnel towards the radiative
zone where they can propagate. While this model is used in most
of the actual computation of angular momentum transport by
internal gravity waves, it is also interesting to compare our re-
sults with the excitation models of Press (1981) and Lecoanet
& Quataert (2013). Indeed, their approaches are similar to the
one used in the present model in the sense that they focus on the
driving of waves in the confined overshoot region.

Press (1981) considered the convective motions of the
biggest eddies above the boundary as the driving mechanism.

The eddies are characterized by a frequency w,, a size 4 = 2r/k,
and a velocity v, = w./k.. He assumed that the eddies generate
waves with a frequency w ~ w, and a horizontal wavenumber
kn ~ k., and he matched the turbulent pressure with the wave
pressure perturbation, i.e., p’ ~ pv2 ~ p (w/k;)?. Assuming a
discontinuous thermal transition (d = 0 in Fig. 2) and using the
continuity of the Eulerian perturbation of pressure at the bound-
ary, the amplitude of the vertical wave displacement just below
the radiative/convective interface is deduced from the relation
¢ = p'lZ,, where Z, = pNow/k;, is the wave impedance at
the top of the radiative zone. Using the Boussinesq’s approxi-
mation, the specific wave energy just below the boundary equals
E~ pNg‘ff. The radial wave energy flux is then obtained by mul-
tiplying & with the vertical group velocity given by Eq. (17) so
that we obtain

vekp )
2 _ . 2\1/2
(NG — w?)Y

W’ w pv3
B (N2 -2yl e

‘T;PSI ~ (44)

Equation (44) have some similarities and differences with our
model and its simplified expression Eq. (39):

1. Equation (44) is equal to the product of the mechanical con-
vective flux with the Froude number (or the convective Mach
number) at the base of the convective zone, which also plays
the role of a transmission factor. This is similar to the prod-
uct of the plume kinetic energy flux lef with Fr,in Eq. (39)
with the substitution v, « V.

2. Equation (44) contains no equivalent of the exponential
terms in Eq. (39) since Press (1981) assumed that waves are
efficiently excited in a narrow frequency range around w.

3. Excitation by convective eddies occurs in each element of
surface of the spherical shell at the radiative/convective
boundary whereas convective penetration generates waves
only in NV localized regions of the spherical shell. As a result,
Eq. (39) differs from Eq. (44) by an additional geometrical
factor, AS J4nr?, which represents the fraction of the area
occupied by the ensemble of plumes.

The excitation models proposed by Garcia Lopez & Spruit
(1991) and Zahn (1997) are very similar to the one of Press
(1981), except that they consider in addition a Kolmogorov’s
distribution of convective eddies with an incoherent behavior.
More recently, Lecoanet & Quataert (2013) investigated also
the excitation of internal gravity waves by turbulent convection.
In their model, the wave amplitude is derived by considering the
turbulent Reynold’s stress as the driving mechanism in a similar
way to Kumar et al. (1999). However, their approach differs from
the latter since they focused on the excitation of waves in the
overshooting layer and took into acount the thermal transition
layer at the radiative/convective interface (see Fig. 2). Moreover,
they assumed that the injection length scale of the turbulent cas-
cade at the boundary is of the same order of magnitude as the
thickness of the overshooting region (i.e., smaller than the usual
mixing length of the order of H,) while conserving the same
convective velocity as given by the MLT. In other words, the ve-
locity of the eddies with a typical size h < H, at the boundary
is higher than in the case of the description of the turbulence by
the MLT as used in Kumar et al. (1999). The spectral density
of the wave energy flux in the case of a smooth linear thermal
transition, Eq. (42) in Lecoanet & Quataert (2013), is given by

2/3 —-41/6

We w 1

ﬁL'3<w,l>~pv2(—N) (th,Tw)“(—) — (knd)'®,  (45)
0 We w
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which we can rewrite as

4 _
FL3 (0, 1) ~ po? veke (kn YB3 (HY w 41/6l k.Nod\'"
r > c NO kC Hp Q_)C w wc £

(46)

with w > w, and ky, < kj max(w), where we have used v, = w./k,
and k. ~ 1/H,, the typical convective scales as given by the
MLT. We have also defined Hl’fw which depends on the character-
istic length scales of the turbulence that is considered in the exci-
tation zone (H wa = amrrH), in the case of the MLT). Lecoanet &
Quataert (2013) showed that such considerations may enhance
the wave flux by a factor two to five. The excitation model of
Lecoanet & Quataert (2013) differs from the present one by sev-
eral points:

4. The points 1 and 3 mentioned hereabove are still valid in this
case.

5. Equation (46) depends on w and k; as power laws coming
from the assumption of a Kolmogorov’s spectrum for the
turbulence, whereas Eq. (39) depends on them as exponen-
tial laws coming from the Gaussian profile used to model the
plume velocity in the penetration region.

6. The last term in Eq. (46) is related to the effect of the ther-
mal adjustment layer of length d on the wave transmission
into the radiative zone. As a consequence, Eq. (46) is pro-
portional to (d /Ng)l/ 3 which is consistent with our model.

Finally, the expressions derived by Press (1981) and Lecoanet
& Quataert (2013) for the wave energy flux at the top of the ra-
diative zone scale as v whereas the plume-induced wave energy
flux depends on the plume velocity as V;)‘. With a plume velocity
one order of magnitude higher than the convective velocity in
the solar case, we can conclude that the driving by penetrative
plumes is more efficient than the excitation by turbulent eddies
at the radiative/convective boundary as in the model proposed by
Press (1981) and Lecoanet & Quataert (2013).

6.3. Efficiency of the angular momentum transport
by plume-induced IGW

IGW are able to carry angular momentum in the radiative zone
and to modify the mean rotation rate. The wave flux of angular
momentum is deduced from the wave energy flux through the
relation (Zahn 1997)
m

Fi(r,w,l,m) = Z(FE(r, w,l,m). 47
In the adiabatic case, the wave luminosity of angular momentum
is conserved through the whole star and no exchange is possi-
ble with the mean flow. However, as they propagate towards the
center of the star, IGW are radiatively damped from the top of
the radiative zone. The total wave flux of angular momentum is

deduced at each depth from the one at the top of the radiative
zone, modulated by a damping term

HGCEDY f Fi(ras w, L, me ™" *Vdw. (48)
Lm

Press (1981) investigated the damping of IGW and found in the
quasi-adiabatic approximation

R rd N3 N2 1/2 dr
T(r,w,l)=[l(l+l)]3/2f I(J(Nz—) a

2
- -

(49)
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where K is the radiative diffusion coefficient and

o(r,w,m) = w — moéQ(r) (50)

is the Doppler-shifted frequency in the corotating frame, with
0Q the differential rotation with respect to rotation rate at the
base of the convective zone. Hence, IGW can deposit angular
momentum in presence of differential rotation since prograde
waves (m > 0) and retrograde waves (m < 0) are asymmetri-
cally damped.

The transport of angular momentum follows an advective-
diffusive equation (e.g., Maeder 2009). Solving numerically the
problem is out of scope here but a preliminary study can give
some clues on the efficiency of the transport by waves. The
characteristic time scale, 77, on which IGW can affect the ro-
tation mean-flow can be estimated through (e.g., Belkacem et al.
2015a)

2
preo

Ti(r) ~ —,

L(r) 7

(5D

where J represents the divergence of the total mean radial wave
flux of angular momentum

. 10/, 4

J = r—25<r '7:1 (I’))
In order to get an order of magnitude and to simplify the cal-
culation, we assume that the radiative zone rotates like a solid
body, so that 6Q is constant in the whole radiative zone. We con-
sider the case of a low differential rotation with respect to the
base of the convective zone, 6Q = 0.15 x 107% rad s~! (here-
after, case /), and the case of a stronger differential rotation,
5Q = 107%rad s™! (hereafter, case s). The case [ is almost sim-
ilar to the initial rotation profile in Talon et al. (2002, Fig. 3).
We assume also that the waves deposit all their angular momen-
tum when they meet a critical layer (i.e., ® = 0) and that they
only travel one-way towards the core of the star. We take into
account only degrees from 1 to 50 since we consider it is rep-
resentative of the wave spectrum in both processes of excita-
tion. The frequency range of integration is taken between 1 and
6 x 107% rad s™!, since most of the wave energy is concentrated
in this range and since theory is uncertain below. The result is
plotted in Fig. 9.

We find that transport by plume-induced waves is able to
considerably affect the internal rotation rate in the Sun in less
than 0.1 Gyr in the case / and in less than 0.01 Myr in the case s.
Just below the convective envelope, characteristic time scale is
of the order of the year; this is the result of the rapid damp-
ing of very high degree and low frequency prograde waves; this
can generate a shear layer oscillation as obtained, for instance,
in Talon et al. (2002). In the radiative interior, plume-induced
waves can affect the rotation mean-flow on time scales about
one order of magnitude shorter than turbulence-induced ones.
Note that the core could be decelerated in less than 0.01 Gyr
in the case / and in less than 1000 yrs in the case s whatever
the excitation process is considered because the specific angular
momentum becomes weaker and weaker in the innermost layers
as it decreases as 2. Moreover, the comparison between both
cases [ and s emphasizes the character of IGW which tends to
work against strong rotation rate gradients. The stronger the dif-
ferential rotation, the shorter the time scale on which IGW can
affect the rotation profile.

Therefore, we conclude that penetrative convection can gen-
erate waves able to affect the rotation profile of solar-like stars
over time scales much shorter than their lifetime on the main

(52)
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Fig. 9. Characteristic time scale of evolution of the rotation rate in the
case of a low differential rotation §Q = 0.15 x 107°rad s™" (dashed
lines) and a stronger one 6Q = 107° rad s”! (solid lines). We compare
the results obtained with a plume-induced wave spectrum (blue) and
with a turbulence-induced wave spectrum (red) from the formalism of
Kumar et al. (1999).

sequence (around 10 Gyr). Moreover, transport of angular mo-
mentum by plume-induced waves is more efficient than by
turbulence-induced ones. A more quantitative study including
all mechanisms of transport, as meridional circulation and shear-
induced turbulence, have to be done to confirm this result.

6.4. Sensitivity on input physics

The proposed wave excitation model depends on several phys-
ical quantities, like the plume characteristics b, v,, V},, and on
other parameters such as Ny, A, L, and d. We discuss here the
sensitivity of the model to these quantities.

The effect of b and v, has already been investigated in
Sect. 5. We have shown that the total wave energy flux does not
depend on the value of v, since we assume a stationary process
of excitation and that it is almost inversely proportional with b.
However, they have a real impact on the shape of the spectrum.
From Eq. (39), the smaller b (v,), the larger (the smaller) the
width of the spectrum in the spatial (temporal) frequency do-
main. Moreover, the amplitude of the spectrum depends on 1/v,
and b?. Multiplication by a factor 2 for v, and b leads to a mul-
tiplication by a factor 0.5 and 4, respectively. Thus, the error
made on the values of v, and b is not negligible in the estimate
of the wave energy spectrum. The plume velocity V}, at the entry
of the penetration zone is another important plume characteristic
which highly influences the wave energy flux. Indeed, following
Eq. (39), the wave energy flux is proportional to Vg‘. This means
that an increase of 10%, 20% and 30% in V), leads to an increase
of about 50%, 250% and 500% in the wave energy flux, respec-
tively. Similarly, a decrease of 10%, 20% and 30% for V,, leads
to a decline of about 35%, 60% and 75%. We think the model of
turbulent plumes of (Rieutord & Zahn 1995) is reliable enough
to give reasonable values for V;, and b which will not affect too
much the wave energy flux, i.e., by a factor between 0.25 and 4.
Note that the same issue arises in the excitation by turbulence
since the wave power spectrum depends on the convective ve-
locity to the power 3 and on the size of the energy-bearing to the
power 4 in Eq. (43). Uncertainties linked to their determination

by the MLT have also a serious effect on the estimate of the wave
energy flux in their model.

Among the free parameters, the filling factor represents the
fraction of the area occupied by the ensemble of plumes at the
base of the convective zone. In our model, the wave energy flux
is proportional to A. Conservation of matter imposes A < 0.5
since it exists upflows less dense and slower than the plume
downflows. We use a reasonable value of about A ~ 0.1 and
expect it not to vary too much around this value given what is
observed in numerical simulations of the uppermost layers of
the convective zone (Stein & Nordlund 1998). Given Sect. 6.1, a
filling factor lower than 0.01 is required for penetrative convec-
tion to become negligible compared to the excitation by turbu-
lent convection.

The penetration length, L, (see Fig. 2), has been theoret-
ically shown to be of the order of magnitude of H, by Zahn
(1991). Basu (1997) observationally found a lower limit valued
at 0.05H,, in the Sun, i.e., more than one order of magnitude be-
low the theoretical prediction. The wide range of values for L,
considered in Sect. 5.2 reflects this discrepancy between theory
and observations. From Fig. 6, we see that a change in L, does
not influence too much the wave energy spectrum for low angu-
lar degrees. A multiplication by 1000 of L, leads to a division
by about five of the wave energy flux for [ < 50. However, the
drop is drastically larger for higher degrees and can reach two
orders of magnitude for / > 100. In the scope of the transport of
angular momentum by IGW, L, should highly influence high de-
grees and so the SLO below the convective zone (since the wave
damping 7 o« [*), while low degrees that are damped deeper in
the star would not be affected.

Another difficulty is the determination of the Brunt-Viiséla
frequency at the top of the radiative zone, Ny, since the ra-
diative/convective transition is very sharp in stellar evolution
codes. In this work, we arbitrarily propose to take the mean
value of N over 0.1H,, i.e., 1% of the thickness of the so-
lar radiative zone, just below the Schwarzschild’s criterion. Its
value influences more the wave energy spectrum in the case
of sharp transition (7, o 1/Np) than in the case of a smooth
transition (7, o 1/N3/ 3), but its influence remains significative.
However, uncertainties on Ny does not change the comparison
with the turbulence-induced wave energy spectrum since it plays
the same role in both models. Indeed, it plays a role only in the
transmission of the wave into the radiative zone and not in the
excitation process.

The above remark about N is also valid for the length d of
the thermal transition zone (r; < r < 1, — L, see Fig. 2). In ad-
dition, we have shown the larger d, the better the transmission of
the waves, so that the wave energy flux at the top of the radiative
zone obtained in the case of a discontinuous transition (d = 0)
appears as a lower limit. Several estimates of the thickness of
the thermal adjustment layer have theoretically been done in the
solar case. Schmitt et al. (1984) found an upper limit at about
500 km, whereas Zahn (1991) evaluated d to be of the order
of the kilometer. More recently, Rempel (2004), using a semi-
analytical model of penetrative convection taking into account
the interaction with the upflows and a distribution of the plume
velocity, estimated d ~ 350 km. Given these previous works,
we have chosen d = 500 km in Sect. 5.3 as an upper limit for
the transition length. With such a value, the total plume-induced
wave energy flux at the top of the radiative zone have been shown
to represent about 10% of the solar flux. Hence, in the case of a
linear profile for the Brunt-Viisild frequency in the transition
region, the plume-induced wave energy flux goes from 1% to
10% of the solar flux for the considered range d € [0,500] km.

A122, page 13 of 21



A&A 588, A122 (2016)

Since d plays the same role in both excitation processes, the
turbulence-induced wave energy flux is expected to be between
0.1% to 1% of the solar flux for the same range of values for
d. In the case of a linear smooth transition (y,; > 1), we have
seen that the wave energy flux is proportional to d'/3, so that
a decrease of one order of magnitude for d induces only a de-
crease by about a factor two for the wave energy flux. However,
the sensitivity of the wave transmission to the parameter d de-
pends on the profile of the transition. For instance, Lecoanet &
Quataert (2013) showed that the wave energy flux is actually
proportional to d in the case of a smooth hyperbolic tangent pro-
file for the Brunt-Viisilid frequency at the base of the convective
zone. It is thus more strongly sensitive to the value of d than
for a linear transition profile. At last, these results could explain
the very large wave energy flux observed in numerical simula-
tions. For example, Dintrans et al. (2005) found that IGW could
carry up to 40% of the total kinetic energy despite a very low
Péclet number at the base of the convective zone (imposed by
numerical constraints). As explained in Dintrans et al. (2005), a
low Péclet number means a weak buoyancy braking of the plume
(and so an inefficient excitation by penetrative convection), but it
also means a very smooth transition (e.g., Brummell et al. 2002)
which can considerably enhance the transmission of IGW into
the radiative zone.

Finally, despite the wide range of values considered in
Sect. 5.2 and in this section for the parameters of the excita-
tion model, the same result holds true: excitation by penetrative
convection remains more efficient than by turbulent pressure in
the Sun and generates a total wave energy flux larger than 0.1%
of the solar flux.

6.5. Limits of the model

It remains to discuss the limits of the model and the
improvements to be done in the future. First, in Sect. 6.4, we
have mentioned the dependence of the plume-induced wave en-
ergy spectrum on the parameters and the plume characteristics
by assuming that they were independent. However, the reality
is much more complex. For example, the penetration length has
been shown to depend on the filling factor and the plume veloc-
ity at the base of the convective zone. Schmitt et al. (1984) and,
later, Zahn (1991) demonstrated that L, is in fact proportional to

A2 V; /2 Besides, we can intuitively understand that the plume
radius and the plume lifetime must be correlated. The larger the
plume, the longer its lifetime. For instance, the characteristic de-
struction time of the plume by baroclinic eddies is proportional
to the plume radius from the model of Jones & Marshall (1997)
in Eq. (A.15).

Second, the plume characteristics are not unique and must
be distributed around mean values. This is contradictory with
the assumption that all the plumes are identical. For example,
a distribution of plume velocities at the base of the convec-
tive zone could affect the penetration length and the steepness
of the thermal transition (Rempel 2004). A distribution of the
plume parameters could also have an impact on the shape of the
wave energy spectrum at the top of the radiative zone. Numerical
simulations of convection will be essential to answer these ques-
tions. Exhaustive studies could be done by varying parameters
such as the Reynolds or the Péclet number of the simulations
in order to find scaling relations and to extrapolate to stellar
regimes.

Lastly, we have found that the total wave energy flux at the
top of the radiative zone represents one fourth of the mean plume
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kinetic energy flux in the case of a smooth thermal transition
(d = 500 km). However, this result has to be taken with caution
since it accounts for very low frequencies at which the present
description is not valid. For example, physical processes like
non-adiabatic effects cannot be neglected for frequencies that are
typically lower than 107° rad s~'. In addition, the derived wave
transmission coeflicient diverges when w — 0 in the case of a
very smooth transition (see Fig. 7). As a consequence, the am-
plitude of the transmitted low-frequency waves rises steeply and
the linear approximation is no more valid as soon as k&, ~ 1
and non-linear processes like wave breaking can occur. Finally,
while beyond the scope of this article, we note that the Coriolis
acceleration is to be taken into account in the modeling of the
driving processes for wave frequencies around (or lower) than
twice the internal rotation rate. This is however a challenging
task since it requires a full two-dimensional description of both
the wave field and the plume dynamics.

7. Conclusion and perspectives

In this paper, we propose a semianalytical model of excitation
of IGW by penetrative plumes. We consider the pressure exerted
by an ensemble of plumes at the radiative/convective interface
as the driving mechanism that is supposed to be random and sta-
tionary. The wave equation with source term is solved by taking
into account the thermal transition from a convective to a radia-
tive gradient at the base of the convective zone. We then deter-
mine the amplitude of the waves and investigate the effect of
the steepness of the thermal adjustment layer on the wave trans-
mission into the radiative zone. The description of the plumes
at the base of the upper convective region follows the model of
Rieutord & Zahn (1995). We thus obtain the expression of the
wave energy flux per unit of frequency in the whole radiative
zone in Eq. (31) as well as its approximated version in Eq. (39).
Finally, the model depends on four free parameters: the filling
factor, the plume lifetime, the length of penetration and the one
of the thermal transition layer.

Numerical calculations for a solar model with reasonable
values for the parameters show that the excitation by penetrative
convection is five to ten times more efficient than the driving
by turbulence in the convective zone as formulated by Kumar
et al. (1999). Moreover, we demonstrate that plume-induced
waves are able to modify the internal rotation profile of the
Sun in about 0.1 Gyr, which is more than ten times faster than
with turbulence-induced waves. Plume-induced waves are thus
able to considerably affect the internal rotation rate of solar-like
stars on times shorter than their lifetime on the main-sequence.
Furthermore, we show that these results are conservative de-
spite a wide range of values considered for the parameters of
the model.

These preliminary results on the Sun will have to be numer-
ically quantified including transport by meridional circulation
and shear-induced turbulence with plume-induced waves, and
turbulence-induced waves. The study will have to be extended
to subgiant and red giant stars with appropriate values of the
free parameters. The present excitation model enables an easy
implementation in 1D stellar evolution codes, and could be used
to investigate the redistribution of angular momentum all along
the evolution of stars taking into account transport by plume-
induced internal gravity waves as well as turbulence-induced
ones, and other mechanisms.

At last, the effect of rotation on the wave dynamics will have
to be included in order to get a more realistic view of the trans-
port by internal waves in stars. Indeed, whatever the driving
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process is, low frequency waves are affected by the Coriolis
force. Thus, it cannot be neglected and it will have an impact
on the transport by gravito-inertial waves in the radiative zone
(Mathis & Zahn 2004; Mathis 2009) and on the excitation pro-
cess (e.g., Mathis et al. 2014). Such a development represents a
theoretical challenge for the future since we will have to go be-
yond the traditional approximation for sub-inertial waves (i.e.,
w < 2Q) and to tackle the problem in 2D, as a function of the
radial and latitudinal variables.
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Fig. A.1. Schematic view of the plume (in blue) in the penetration re-
gion, surrounded by a stable stratitfied medium. u represents the hori-
zontal length scale of the density contrast between the two distinct parts.

Appendix A: Plume lifetime and restratification
in the Sun

We adapt the model developed by Jones & Marshall (1997) in
the penetration zone of the Sun where a lateral density contrast
exists between the plume and the surroundings. We consider a
fluid cylinder of height and radius equal to L, and b, respectively
(see Fig. A.1)

A.1. Geostrophic wind in the solar penetration zone

Jones & Marshall (1997) investigated the restratification of con-
vective patches in the oceans for which the geostrophic ap-
proximation is valid. Under these conditions, the flows follow
the geostrophic wind equations resulting in a balance between
the pressure gradient and the Coriolis force. In order to adopt
their model to the Sun, we must first verify the validity of the
geostrophic approximation in the solar penetration zone.

1. Acceleration in the corotating frame with the base of the
convection zone must be negligible compared to the Coriolis
force, so that the Rossby number

U
7 20L

is smaller than unity, with Q the mean angular rotation rate,
L the characteristic horizontal length scale and U the zonal
velocity in the corotating frame. In the solar tachocline case,
taking Q ~ 2.5x 10 rad s™!, L ~ 2b ~ 2 x 10* km, we will
verify a posteriori that R, < 1 provided that U < 100 ms™'.

2. Viscous stress can be neglected compared to the Coriolis
term in the equation of motion, the Ekman number

(A.1)

v

- 201
with v the viscosity, is much smaller than unity. Even with a
turbulent viscosity due to local shear expected to be around
v, ~ 10° cm? s7!, the Ekman number stays very small.

3. Finally, the vertical length scale must be negligible com-
pared to horizontal one. In the solar case, taking L, ~ 0.1H,,
H, ~5x 10* km, the pressure scale height at the base of the
convective zone, and b ~ 10* km, the ratio is equal to
L

P -1
— ~ 107",
2b

Ex (A.2)

(A.3)
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Thus, the geostrophic approximation in the solar penetration
zone will be valid on condition that the zonal wind in the coro-
tating frame is slow enough; this will be verified a posteriori.

A.2. Plume destruction time scale by geostrophic eddies
(Jones & Marshall 1997)

By assuming vertical hydrostatic balance (which is possible in-
side the plume if we consider an almost uniform and stationary
flow), we can then use the thermal wind equation

1
u=—~kxVp
Ip
ou g
—_—= —kXV , A4
%~ 7o P (A4)

where f = 2sin6Q is the Coriolis parameter, p the density, p
the pressure and k the unit vector perpendicular to the surface of
the sphere. The density contrast 6p between the plume and the
surrounding medium creates a vertical shear, which obeys to

d 5 1
ML IR sp,
9z fup

where u is the horizontal length scale on which density ex-
changes take place and 6b = —gdp/p represents buoyancy ac-
celeration. To go further, we use a first order expansion at z ~ L,
of 6b,

(A.5)

dob Z
6b ~ (6b),, + | —— -L,)=-NL,|— -1}, A6
Sb)z, (dZ)Lp@ ») = =N ,,(LP ) (A.6)
where we impose (6b),, = 0 and we note
dob
(i) = -N?, (A7)
dz L,

with N? the mean Brunt-Viisild frequency in the penetration
zone. By injecting Eq. (A.6) in Eq. (A.5), we obtain the zonal
wind as a function of the altitude

_NfLi( 2z 1)

£ _Z A8
Sfu (&.8)

2 *t3
2L; L, 3
where the constant of integration is chosen to satisfy

fOL” u(z)dz = 0. Jones & Marshall (1997) showed that the ther-
mal wind undergoes a baroclinic instability when the radius
of the fluid column is longer than the Rossby length scale of

deformation
N.L,
S

In the penetration zone, injection of convective material imposes
a quasi-adiabatic gradient before reaching a radiative regime
where the Brunt-Viisild frequency reaches Ny = 300 uH,.
Hence, we can estimate N; ~ 1-10 puH,. With L, ~ 0.1H,,
we find Lp ~ 10°—10% km < b and the fluid column in the Sun
undergoes a baroclinic instability. Moreover, at z = 0, we find

NtLp LD
3

D (A9)

u(z=0) = (A.10)
We then assume that the density exchanges take place on a more
expanded length scale than the Rossby radius of deformation, so
u > Lp. Therefore, u(z = 0) < 10 m s~!, the Rossby number
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R, < 1 and we verify a posteriori the thermal wind approxima-
tion (cf. paragraph on Rossby number Eq. (A.1)).

By conservation of potential buoyancy, b is conserved in
the cylinder of fluid, where the bar denotes time average over
a characteristic time scale. Let v be the eddies-induced velocity
field. The Reynolds transport theorem enables us to write

L,

f 6b) dV | = 27b (6b) v - ndz, (A.11)
0

ylinder

where n is the unit vector perpendicular to the lateral surface and
where we have neglected the contribution of the buoyancy fluxes
through the top and the bottom of the cylinder. To go further, we
suppose

©0b) v - n = co(Sbu, o, (A.12)

with ¢, representing the efficiency coefficient of the transport by
geostrophic eddies. The right-hand side of Eq. (A.12) becomes
after integration

L, N3 3 LD
2nb (6b) v - ndz = 27rb (A.13)
0 H
The left-hand side of Eq. (A.12) gives
9 _ | TN
— ob) dV | = _ A.14
% f (6b) 2 (A.14)
ylinder
whence we can deduce the restratification time scale
3 b pu
: - . A.15
fres = 5 eeNiLy Lp (A.13)
From numerical experiments and observations, Jones &

Marshall (1997) derived ¢, = 0.027 in the case of the oceans.
Given the lack of knowledge about this process in the Sun, we
use this value to estimate the plume lifetime in our case. We find
tes ~ 100107 s with u ~ Lp, i.e vy, = /1, ~ 0.1-1 uH..
Note that this value is of the same order of magnitude than the
turnover convective frequency, w. = v./l., as given by the MLT
in a standard model, with v, the convective velocity and /. the
mixing length.

Appendix B: Derivation of the wave energy flux

In the following, we detail the derivation of the wave power
spectrum in the radiative zone. We will focus on the pressure
due to convective plumes as driving mechanism in the penetra-
tion zone, and we will take into account the effect of the thermal
transition on the transmission of the generated waves, as illus-
trated in Fig. 2.

B.1. Adiabatic wave equation with source term

As explained in Sect. 2.1, the total velocity field is split into a
wave component v and a plume component V,,. We neglect the
non-linear wave term V - (oo ® v) and the plume-related coupling
terms, like V - (pV, ® v). We also assume that the time variation
of the plume impulsion in the penetration zone, d;(oV ), does
not participate into the excitation of the wave, and that the plume
destruction is mainly due to instabilities and turbulent motions in

this region. The equations of dynamics are then given by Eq. (1)
and Eq. (2).

To go further, we adapt the procedure used by Unno et al.
(1989) in order to include the forcing term and the continuous
frequency spectrum of the plume-induced wave packet. We in-
troduce the Lagrangian wave displacement vector &£(r, t) related
to the wave velocity field by v = 9,¢. The Eulerian perturbations
are decomposed onto the spherical harmonics, like the wave ve-
locity field in Eq. (13) or, for example, the radial Lagrangian
displacement

E(r0) = ) Eum(rDY]'(0,0). (B.1)
ILm

Deriving the spectral density of the wave specific energy Eq. (12)
requires the computation of the time Fourier transform of the
wave velocity field. By taking the time Fourier transform of
Egs. (1) and (2) and using the fact that spatial differential op-
erators commute with time Fourier transform, we obtain

R v > v 1
PLy.2=0 (B.3)
P

The horizontal part of Eq. (B.2) enables to link the horizontal
displacement vector &, to p;,, and the horizontal part of the
forcing term

e e 1)
P

w

B4

(eVyeV,)), ]}

with V the horizontal nabla operator. To continue, we proceed
in the same way than Unno et al. (1989, Eq. (13.40)). We com-
pute the horizontal divergence of Eq. (B.2) and replace V, - &,
from Eq. (B.3) to find

op 10 /4, (P 1

F+ﬁ5(r§,)+VL pﬁ —_EVJ_ 7'77 V(pV ®Vp)
(B.5)

Using the adiabatic closure hypothesis (in Fourier space),

8p=0op/c® = (' - pgé/c’, (B.0)

and the decomposition onto spherical harmonics Eq. (B.1),
Eq. (B.5) can be rewritten

Z [1’12% (rzér,l,m) - C%ér,l,m + (1

v, {T? L]—)V oV, ® v,,)}}.

Si ]p“”]Ym(e ¢) =
pC
(B.7)

Similarly, using p’ = 6p — &,Vp and Eq. (B.6), the radial part of
Eq. (B.2) becomes

ldplm g AL
+—=p
2 Flm
;[p dr  pc

—e, TF [év oV, ® V,,)],

+(N* - w%ér,z,m] Y6, ¢) =
(B.8)
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with ¢ the sound speed, S; the Lamb frequency and N the
Brunt-Viisild frequency. After projecting onto Y;"(6, ¢), we ob-
tain a first-order linear system of two differential equations for
&rim(r, ) and ﬁ;!m(ra w)

1d g » N plm

o frlm)—c—zfr,l,m‘F( wz)pcz F, (B.9)
145},

-k +p“i2 P+ (N? = D1 = Fo. (B.10)

p dr

The differential system is similar to Eq. (14.2) and (14.3) in
Unno et al. (1989), with the additional right-hand side source
terms F and F, given by

fl
Fi=-

1 J—
Fy=- fe, TF [EV SV, ® V,,)] Y7dQ,

{7‘?[ V-(pV,® V,,)]}Y_l’"dﬂ (B.11)
(B.12)
with the solid angle given by dQ = sin 6d6d¢.

B.2. Modeling of the source term in the wave equation

Considering the velocity profile in Eq. (19), the pressure gradient
due to a single plume is given by

2
Vo(pV,0V,) =e " | =+ 2 |(pV3e i) e,. (B.13)
r

We assume that the radius at the interface, r, is much larger than
the penetration length, L, < r;,. Hence, the operator 2/r can be
neglected compared to d,, and the radius is taken constant in this
region. Therefore, using Eq. (B.13), Eq. (B.12) can be written as

a(w)

_ 2
Fr==—"A dr( 7). (B.14)
where we have defined
) -w?/82
olw) = TF 23] = \/E — (B.15)
2 v,
B = f e YA = B (6o, o). (B.16)

with s, = S1,(rp, 0, ¢; 8y, ¢o) following Eq. (20). We also find that
Eq. (B.11) cancels, F; = 0, since Eq. (B.13) is collinear with
the radial direction. For the same reason, using Eq. (B.13) in
Eq. (B.4), we see that the toroidal part of the displacement vector
is null, &7, = 0, and that the poloidal part, renamed éh,lym, is
linked to the perturbation of pressure through the expression

P (rw)
prw?

Enim(r,w) = (B.17)

é?P,],m(ra (1)) =

Finally, Egs. (B.9) and (B.10) can be rewritten in the form of the
following non-homogeneous first-order differential system

%(r, w) = A(r, w)z(r, w) + b(r, w), (B.18)

where z, b and A are given by Eq. (29) and Eq. (30).
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B.3. Homogeneous equation

To solve the homogeneous differential system, i.e., Eq. (B.18)
with b = 0, we use the change of variables (Unno et al. 1989)

5 -1/2

() =p'Pre| = =11 &y (B.19)
_ -1/2

win() = p~ Pr|N? = & i, (B.20)

This leads to a more tractable second-order differential linear
equation for vy,

dzvl,m

dr?

with k, given by Eq. (18) and where we have neglected the term
S(P) in Eq. (16.11) of Unno et al. (1989). Therefore, &,y is
obtained through Eq. (B.19) by solving Eq. (B.21), and &, is
deduced from Eq. (B.17), Eq. (B.20) and the relation

dl)[ m

2
+ kr Uim = 0’

(B.21)

Win(r) = sgn(S7 — wHlk, | == (B.22)

which comes from Eq. (B.7). Th1s approach will be used in the
following paragraphs to find the two linearly independent solu-
tions (subscript 1 or 2) of the homogeneous differential system
for each region: the quasi-adiabatic region, composed of the pen-
etration zone and the convective zone, the transition region and
the radiative interior (see Fig. 2).

B.3.1 Quasi-adiabatic region (r, — L, < r)

In the convective zone and the penetration zone, we assume
that the temperature gradient is quasi-adiabatic, N> ~ 0 and
the waves are evanescent. In this region, the WKB solutions of
Eq. (B.21) are a good approximation. The wave functions, z{
and z9, in the quasi-adiabatic region (superscript a) are then es-
timated up to a constant by

p A 1/2
2 = ip 112302 r A (B.23)
Z‘ih rp—L, A2
b . ry— L, \* A2

( 021 ]: ip1/2r3/2( b p) ( | (B.24)
z, r -A

where the subscripts r and / refer to the radial and horizontal
components of the vectors, r, is the radius of the base of the
convective zone (as prescribed by the Schwarzschild’s criterion),
L, is the penetration length and A = vI( +1).

B.3.2 Radiative interior (r < ry)

In the same way, in the radiative zone (superscript r), propaga-
tive waves are estimated with the WKB solutions of Eq. (B.21).
The inward and outward wave functions, z; and zg, are respec-
tively given up to a constant by

-1/4
7, ra A2 %; -1
rl’ =ip 2r 32 exp (—if k,dr) ( ) 14
Zin r iA~1/2 (z—z - 1)
(B.25)
~1/4
Z;r 12 —3/2 rd Al/z(p_l)
r’ =ip” 12p=31 exp (+if k,dr) ”
=y r AT (o)
(B.26)
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where r; represents the radius at the top of the radiative zone
Fg=7Tp— Lp —d.

B.3.3 Thermal transition layer (rg < r < r, — L)

Once the plume is slowed down enough, radiative diffusion can
operates efficiently. In this so-called thermal adjustment layer,
the temperature gradient undergoes a transition from a quasi-
adiabatic gradient to a radiative one. We follow here the work of
Lecoanet & Quataert (2013) and assume that the Brunt-Viisild
frequency varies linearly in the layer (Fig. 2)

N2 d
NZ — __O(Zr_ _)’

y > (B.27)

withz’ = r—(r,—Lp)+d/2. By injecting Eq. (B.27) in the expres-
sion of the radial wavenumber Eq. (18), Eq. (B.21) becomes:

d%u;,, kK2N? k2N? d(N?>-2w?
v (Ko, Ny dNGZ20T)) (B.28)
dz”? w?d wd 2N§
As in Lecoanet & Quataert (2013), we define
K2N?
K =0 B.29
= (B.29)
d(N§—2w2)
=—2 - B.30
2t ZNS ( )

with z, the wave turning point (where N> = w?) and k;, ~ A/r,
the horizontal wavelength, supposed to be constant in the transi-
tion layer. Then, using the change of variable y = K'3(z - z,),
we find that Eq. (B.28) verifies the equation of Airy:

d2 Ulm
dy?

—xUuim =0, (B.31)

whose the solution is a linear combination of the Airy functions
A;(y) and B;(y). To determine the horizontal part &, ;,,, we use
Eq. (B.22) that can be written as a function of the variable y

1 dy dvs 1 dom
- A e T g (B.32)
Y 24 24

Wim

Therefore, the two linearly independent’ solutions of the homo-
geneous wave equation, z| and 2}, in the transition layer (super-
script ¢) read up to a constant

Z VIT+ DA
[ h ]zip_l/zr_z[ ] (B.33)
XLk T

ﬂ/}%()()
!
)
[ t,r ) — ip—l/zr—2
oy

dy
7 The Wronskian W of z| and z} is equal to

VIT+ DBi(y)
] . (B.34)

Kll/3 dB;
T W

dB,‘ dAi -1 - 1
W= —p 3K (A~ 00 - B~ ()| = -7 K} =
dy dy m

which is a non-zero value whatever the radius is, meaning that they are
well linearly independent.

B.4. Particular solution of the non-homogeneous system

We suppose that wave driving occurs exclusively in the penetra-
tion zone where buoyancy braking is the strongest (i.e., b # 0
for r, — L, < r < rp). We derive a particular solution of the
non-homogeneous system thanks to the method of variation of
parameters. In the quasi-adiabatic region (r, < r), we search a
solution in the form of

z5(r) = p(Nzi(r) + AN z5(r). (B.35)
By injecting Eq. (B.35) in Eq. (B.18), the functions u and A must
verify the linear system

d da
—'lrlz‘f +—27=">b

B.
d dr (B.36)

whose the solution is obtained by using the Cramer’s rule

T (B.37)
dr Z(f,rzg,h - Zg,rz?,h
o ab (B.38)

1. " a4 a4 _ a a
dr 2,5, — 9,4,

where b = iF,/rw. From Egs. (B.14), (B.23) and (B.24), inte-
gration leads to

o(w) " d _ = Lp\*
pr) = ——pinA'"? f i eve)e ”Zr”z(—r ”) dr

T 2w dr
(B.39)
A
a(w) 1/2frb d 2\ —1/2.1/2 r
=_p A el _r
Ay = =5 B | pVe)eT R o) ar
(B.40)

where a(w) and B;" are given by Eq. (B.15) and Eq. (B.16), and
where we have arbitrarily chosen u(ry) = A(rp) = 0.

B.5. General solution and boundary conditions

The general wave function is obtained by ensuring the continu-
ity of the radial and the horizontal displacements at the limits
between each region. We have also to consider two boundary
conditions which are taken at surface and at the center of the
star. In the quasi-adiabatic region (r, — L, < r), the general so-
lution z reads

z=A1z] + Axz§ + z5(n). (B.41)
We impose A = 0, since we assume that there is no evanescent
inward component coming from the surface of the star. In the
transition layer (r; < r < r, — L,), the general solution reads

z=C1z} + Coh, (B.42)
and in the radiative interior (r < ry),
z=Biz| + Bz} (B.43)

We choose B, = 0 because we only consider the inward compo-
nent of the wave (travelling towards the center). In other words,
we suppose that the waves will be damped before being reflected
in the core, so that the emergence of modes is not allowed.
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B.6. Continuity of the wave function

To derive the wave energy flux at the top of the radiative zone
(r = ry), we need to determine the modulus of the constant Bj.
By imposing the continuity of the radial and the horizontal dis-
placement (which is equivalent to continuity of the perturbation
of pressure) at the points 7, = r, — L, and r4, we get four lin-
ear equations linking B; to Ay, Cy and C», so that we close the
system.

At the point r = r,, corresponding to 7’ = d/2 in Eq. (B.27),
the argument of the Airy functions is equal to

kndw? )
=x(r,) =|— <1,
Xp X( p) ( Ng )

(B.44)

since k;d < 1 and w/Ny < 1. Therefore, we can use the first-
order Taylor expansion at 0 of the functions A;(y) et B;(y) and
their derivatives®

o = Cp + Cox + O (1) (B.45)
dvm
S—j; =y +0(). (B.46)

where C and CJ are linked to C; and C; following the Taylor
expansion of the Airy functions

323 c, c,

C, = —r(2/3)r(1/3)(r(]/3) 7 /3r(2/3)) (B.47)
31/6 c, c,

C, = —r(2/3)r(1/3)(r(1 5t /3r(2/3))' (B.48)

The continuity at the radius 7, between the adiabatic region to
the transition layer yields to
sztll(rp) + ﬂng(rp) + AZZg(rp) = Clztl (rp) + sztz(}’[,), (B.49)

where u, = u(r,) and A, = A(r,,). The second line of the system
Eq. (B.49) gives

K2

¢, = s [ﬂp

1/3
Kl

- (4, +47)]. (B.50)

Using Eq. (B.50) in the first line of Eq. (B.49), we obtain

kndeo? kndeo?
c =k [up(l— "N“’ J+(/1 +A2)(l+ hN‘” J] (B.51)

0 0

At the point r = ry (' = —d/2), the argument of the Airy func-
tions is equal to

T (B.52)

0

k,dNy 213 Ng -’
w

Xa =x(ra) = —(

and the continuity condition between the top of the radiative
zone and the transition layer at r,; yields
Bz\(rg) =

Cizy(ra) + C225(ra). (B.53)

8  Note that A}’ (0) = B/(0) = 0, so that the first-order Taylor expansion
of the derivatives of the Airy functions around 0 is equal to their zero-
order Taylor expansion.
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B.6.1 Case of a sharp transition

In the case of a sharp transition, i.e |y < 1, we can use again the
first order Taylor expansion of the Airy functions. The second
line of the system Eq. (B.53) gives directly C} as a function of B;

1/2 1/4
C, = K ﬂ -1| B B.54
= lK1/3 1. (B.54)
Then, using Eqgs. (B.54) and (B.50), we can deduce A,
N2 1/4
Ay = —iB; [— - 1] +Up — Ap. (B.55)

Now, Eq. (B.51) enables us to determine C| as a function of B;
by replacing A, by Eq. (B.55)

1\/2 A khdw2
2u, —iB) [ 1] (1 + J .
NG

k2 (B.56)

To go further, C| and C;, are replaced by Egs. (B.56) and (B.54)
in the first line of the system Eq. (B.53) to obtain B,

N2 1/4 N2 1/2
Blzzup(—‘z’—1) 1+i(—g—1] (1 + kpd)
w w

In the case of a sharp transition, we have k,d < 1, and the mod-
ulus square of B is finally given by

NZ 1/2 wz
B ~ 4, |2 -1 =-
IBI? ~ 4l | (wz "

-1
(B.57)

(B.58)

B.6.2 Case of a smooth transition

We focus now on the case of a smooth transition, i.e., [y > 1,
which is equivalent to k,.d > 1. We use the asymptotic expansion
of the Airy functions and the one of their derivatives for x — +co

~1/4

2
Ai(=x) ~ X V2Bl(=x) ~ = sin(§x3/2 + ;-T) (B.59)
x4 2 T
Bi(—x) ~ —x"?Al(=x) ~ = cos (gf/2 + Z). (B.60)

Using Eq. (B.59), Eq. (B.60) and the relation |k,| = K|’ [|'?,
Eq. (B.53) can be rewritten as

By = K|"*Ial"* [C1Ai(xa) + C2Bi(xa)] (B.61)
iB) = K!"®lyg|"/* [~C1 Bi(xa) + C2Ai(xa)] - (B.62)
After some algebra, we find
e . _
Bi = K} leal™ =2 [Bilka) + i) (B.63)
C _
B = K *beal ™" [Ailxa) - iBica)] (B.64)

By computing the modulus of Egs. (B.63) and (B.64), and divid-
ing Egs. (B.63) by (B.64), we obtain

BiI> = K{IC1 P = K[ PICoP (B.65)
G i
— = +1. B.66
c, i ( )
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To go further, we inject Egs. (B.51) and (B.50) into Eqs. (B.47)
and (B.48), and we calculate’

—C; + V3C, = =2Ce7 /3

o k2
h
31/6r(2/3) 1/3 { Mp = (Ap +A2)} (B.67)
C,+ \/§C2 — 2C16+m/3
B 231 ) . kpdw?
TR A N2
kyd
+(, +A2)(1+ i )} (B.68)
NO

Using Eq. (B.67), we get A, as a function of C, that we reinject
into Eq. (B.68) to find

1/3
Ce™3|1-313¢ i [(2/3) K . kpdw? _
I(1/3) ky N3

21316

T(1/3) " / Hp- (B.69)
Finally, we can assume

1 1/3

K" (N2
T " \kdez) Th (B.70)

and we compute the absolute square of Eq. (B.69) to obtain, us-
ing Eq. (B.65),

o (36N (kdw?)
Bil" ~ | =—=| 4 .
o (r(2/3>) o ( N ]
Thus, we find a similar expression for |B;|* to what we obtained
in the case of a sharp transition. They differ from each other

according to a structural factor, corresponding to the ratio of the
transmission coeflicients in both cases,

krdN, 1/3 N2 1/2
2 _ h 0 0 2
(|B1| )smooth - D( w ) N(% — (,4)2 (lBl| )sharp

~ D) (BiF), .

(B.71)

(B.72)

9 We used the equality I'(1/3)['(2/3) = 27r/\/§.

where D is a numerical factor
3-1/og :
) (r<2/3>) )

B.7. Final expression for the wave energy flux

(B.73)

In the radiative zone, the wave function is equal to B;z}. Then,
using Eq. (B.25), Eq. (15) becomes

dQo

Eun(rn) = 22p f ol + 10+ D fors} T2, ®74)
8 4r
_ v NEFIN? (N -2 5,299,
8712 B W \W? Q " an
(B.75)

Given Egs. (16) and (17), the mean radial wave energy flux reads
dQ
%(rwlm)—N——f 11—

In the case of a sharp transition, using Egs. (B.58), (B.39), (B.15)
and (B.16), (B.76) becomes

(B.76)

1/2
VITFT(N? —? ~w? /4y,
Folr,w,1,m) = NN+ (¥ ) e B'"H?, (B.77)
4 A4xr? N3 Vp

where we have defined

1
B = f 7 |? sin fyd6odebo (B.78)

_ (" d 2\ ~1/2.1/2 rb_LpA
ﬂ[—LL dr(V) r T dr.

In the case of a smoother transition, the derivation is similar and
simple if we use Eq. (B.72), so that we obtain

_(kdNo\'P (NG
7:r,smooth =D w NS _ 0)2

(B.79)

1/2
) 7:r,sharp' (BSO)
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Chapitre 7

Efficacité du transport de moment
cinétique dans les étoiles de faible masse
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Pour conclure cette partie, le formalisme développé dans le chapitre précédent est appliqué au
probléme de transport de moment cinétique dans les étoiles de faible masse allant de la séquence
principale jusqu’a la branche des géantes rouges. Les observations sismiques ont en effet montré
qu'un processus de transport agit efficacement au cours de la vie de ces étoiles, en particulier
dans les étoiles évoluées. Les ondes internes de gravité restent aujourd’hui un candidat possible
pour expliquer les faibles taux de rotation observés. Dans ce chapitre, 'effet des ondes internes de
gravité générées par la pénétration de panaches convectifs sur la rotation interne de ces étoiles est
estimé de fagon simple. Une telle étude fournit les premiers indices sur leur réle dans le probléme
de la redistribution de moment cinétique dans les intérieurs stellaires. Ce travail a fait ’objet d’une
publication dont le contenu est résumé dans ce chapitre.

7.1 Equation de transport de moment cinétique

7.1.1 Approximation d’un profil de rotation de type shellular

La loi de conservation de moment cinétique dans les intérieurs radiatifs stellaires suit une
équation de type advection-diffusion. Dans les codes d’évolution stellaire 1D, le traitement du
transport de moment cinétique est grandement simplifié par 'hypothése d’un profil de rotation de
type shellular (Zahn|1992; Maeder & Zahn|1998; Mathis & Zahn|2004)). Sous cette approximation, la
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turbulence est supposée fortement anisotrope avec une valeur du coefficient de diffusion beaucoup
plus forte dans la direction horizontale que dans la direction verticale. Dans ce contexte, toute
inhomogénéité qui est potentiellement créée dans le plan horizontal par les courants méridiens
sont rapidement effacées sous leffet de la turbulence. Le profil de rotation peut donc étre supposé
a l'ordre dominant ne dépendre que de la coordonnée radiale. Cette hypothése est notamment
soutenue par les observations sismiques du profil de rotation du Soleil et la mise en évidence d’une
région de transition de faible épaisseur & la base de la zone convective appelée tachocline, qui fait
le lien entre un profil de rotation uniforme dans Uintérieur radiatif et une rotation différentielle
dépendant de la latitude dans 'enveloppe convective. Les travaux de Spiegel & Zahn (1992) ont
montré qu'une forte valeur du coefficient de diffusion turbulente suivant la direction horizontale
est une solution envisageable pour expliquer le fort confinement de la tachocline et empécher cette
région de s’étaler spatialement avec I’évolution.

En plus de cette simplification, un traitement correct de l'interaction entre la rotation moyenne
et les ondes est possible par le formalisme FEulérien en moyenne zonale ou azimutale (ou TEM pour
Transform Eulerian Mean) introduit dans le contexte géophysique par [Andrews & McIntyre (1976
1978a). Ce formalisme a notamment l'avantage de prendre rigoureusement en compte le couplage
entre I’évolution du moment cinétique et ’équation de conservation de ’énergie. Récemment, |Bel-
kacem et al.|(2015ba) ont repris ce formalisme pour étudier le transport de moment cinétique par
les modes mixtes dans les étoiles évoluées sous 'hypothése d’un profil de rotation de type shellular.
Dans ce contexte, ’équation d’évolution de la rotation moyenne, notée Q(r,t), est donnée a 'ordre
dominant, en négligeant 'influence de tout champ magnétique, par

d 190 .
pa (T2Q) = _Tﬁ&(rﬂfcirc + ‘Fturb + fJ,W]) + Jext s (71)

ou d/dt = 9/0t + 70/0r est la dérivée particulaire Lagrangienne, 7 est la vitesse de contraction
ou d’expansion, Feire est un terme d’advection par la circulation méridienne, Fiyh €st un terme
de diffusion turbulente, Juy correspond aux termes de perte ou de gain de moment cinétique en
surface (vents stellaires, accrétion,...), et Fj est le flux moyen de moment cinétique des ondes
dont I'expression compléte est donnée par

~1
Fiw = <pr sin 0 <v¢vr + 2 cos 0Quys’ [dé?} >> ; (7.2)

avec () représentant la moyenne sur I'angle solide définie pour toute quantité X par

(X)(r) = ﬁ / / X(r,0, $) sin 0d0dg . (7.3)

Dans Eq. , le premier terme du membre de droite correspond au stress de Reynolds exercé
par les ondes, équivalent a l’expression trouvée dans l’analyse de la Section [5.3.2] en coordonnées
Cartésiennes. A celui-ci s’ajoute un terme provenant de la force inertielle de Coriolis dans un
référentiel tournant et qui sera négligé pour simplifier dans toute la suite du chapitre.

7.1.2 Echelles de temps caractéristiques associées au transport

Pour estimer le poids de chaque terme dans le membre de droite de Eq. , il est pratique de
définir ’échelle de temps caractéristique associée au transport par chacun de ces processus. Deux
d’entre eux seront particuliérement utiles pour la suite de ce chapitre. D’abord, on peut localement
définir le temps caractéristique de contraction (ou d’expansion) dans I’étoile. Il correspond au temps
d’évolution caractéristique de la rotation interne sous I’hypothése de conservation locale de moment
cinétique. Il est représenté par Veffet de la contraction (ou de 'expansion) dans Eq. et est donc
donné, en négligeant le gradient de rotation, par

2r

teont (1) = (7.4)
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Ensuite, le temps caractéristique local associé au transport par les ondes peut étre estimé par

2
ro(r) = |22 | (7.5)
Jw ()
ou 'on a défini
19,
Jy = ﬁa(r ﬂ,w) . (7.6)

Si Jy < 0, les ondes ont tendance a augmenter localement la vitesse de rotation dans Iétoile.
Autrement, elles tendent a la ralentir. Ainsi, l'efficacité du transport par les ondes relativement
a leffet de la contraction ou expansion dans 1’étoile peut étre estimée localement par le rapport
e(1) = teont/tw- Si € > 1, I'influence du transport induit par les ondes est prédominante, et si de
plus Jy et 7 sont de signes opposés (avec 2 supposé positif), leur effet s’oppose a I’accélération des
couches internes due & la contraction ou expansion dans ’étoile. Nous verrons dans la suite que la
comparaison de ces deux temps caractéristiques est pertinente dans I'estimation de I'efficacité du
transport de moment cinétique induit par les ondes.

7.1.3 Diagnostic simple de ’efficacité du transport par les ondes

Résoudre ’équation de transport du moment cinétique interne le long de ’évolution des étoiles
en incluant D'effet des ondes est difficile numériquement. En effet, le transport par les ondes implique
des échelles de temps caractéristiques qui différent de plusieurs ordres de grandeur, d’une part, avec
les échelles de temps de ’évolution stellaire, et d’autre part, selon ’endroit o1 I’on se place dans la
zone radiative de I’étoile. On peut en particulier noter les trés faibles temps caractéristiques & la
base de la zone convective (e.g., Kumar et al.|[1999)). Dans cette région, le transport induit par les
ondes combiné & la diffusion turbulente provoque localement une oscillation du profil de rotation
de période de 'ordre de quelques années. Cette oscillation de courte période est plus connue sous le
nom de Shear Layer Oscillation (ou SLO Kumar et al.[1999; [Talon et al|2002;|Talon & Charbonnel
2004), voir F1GURE [7.1]).

Cette couche oscillante est le résultat de 'amortissement rapide des ondes internes de gravité
avec de hauts degrés angulaires [ et de basses fréquences juste aprés leur émission & la base de
la zone convective. En effet, d’aprés Eq. , 'amortissement est proportionnel a [3/&%, ou
w = w—mdoQ(r) est la fréquence locale intrinséque de 'onde par rapport au référentiel en co-rotation
avec la base de la zone convective, c’est-a-dire le lieu d’émission des ondes, et 6Q = Q(r) — Q(r)
est la rotation différentielle dans la zone radiative par rapport & la base de la zone convective,
avec Q(ry) la taux de rotation a la base de la zone convective. Initialement, si Q2 > 0, les ondes
progrades (m > 0) sont plus rapidement amorties que les ondes rétrogrades (m < 0). Les premiéres
déposent du moment cinétique positif et provoquent ainsi une augmentation de la rotation juste
sous la base de la zone convective, & l'inverse des secondes absorbées un peu plus en profondeur :
un fort cisaillement se forme alors jusqu’a ce que le profil de rotation devienne instable et que la
région considérée diffuse vers la zone convective externe sous 'effet de la diffusion turbulente. La
situation s’inverse alors. Les ondes progrades sont amorties plus en profondeur que les rétrogrades.
Les instabilités de cisaillement se développent et le cycle recommence. La SLO va jouer le role de
filtre et favoriser la transmission dans les régions profondes des ondes rétrogrades qui peuvent sur
des temps longs ralentir la vitesse rotation (Talon et al.[2002). Talon & Charbonnel (2005) ont
proposé de traiter 'effet des ondes sur cette couche comme étant équivalent & un processus de
diffusion dont le coefficient est estimé en moyenne sur plusieurs cycles d’oscillation. Cette facon
de procéder reste néanmoins simplifiée et un traitement plus rigoureux devra étre envisagé dans le
futur.

Par conséquent, afin d’éviter dans une premiére étape de faire face aux difficultés rencontrées
dans un calcul numérique, il est possible de procéder & une étude préliminaire qui consiste & estimer
et & comparer l'efficacité du transport par les ondes aux autres processus de transport, pour un
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FIGURE 7.1: Oscillation du profil de rotation juste sous la base de la zone convective sous ’effet combiné
des ondes et de la turbulence dans un modéle de 1.2 M. La ligne en pointillés montre le
profil de rotation initial. Le temps écoulé depuis le début de la simulation est indiqué dans
chaque encadré (d’aprés [Talon & Charbonnel |[2004]).

modéle donné et a un stade évolutif particulier. Cela revient a comparer les différentes échelles de
temps associées a chacun de ces processus. Une telle étude fournit une premiére idée sur 'efficacité
du transport par les ondes. Comme il a déja été discuté dans Chapitre ] la contraction des couches
internes est le principal responsable des forts taux de rotation prédits par les codes d’évolution
stellaire (Ceillier et al. 2013} Marques et al.|2013). La comparaison entre le temps caractéristique
associé au transport par les ondes et le temps de contraction local dans la zone radiative des étoiles
constitue donc un diagnostic pertinent pour estimer ’efficacité du transport par les ondes. Ce critére
a déja été utilisé dans des travaux précédents dans le cas solaire et pour les ondes internes de gravité
excitées par la pression turbulente dans la zone convective (Zahn et al.|[1997; Kumar et al.|[1999;
Fuller et al|2014)). Ces travaux ont démontré la capacité de ces ondes a modifier le profil de rotation
du Soleil sur des temps caractéristiques inférieurs au milliard d’année, en accord avec les résultats
obtenus via un calcul complet par Talon & Charbonnel| (2005, voir Chapitre . Dans la suite de
ce chapitre, ce diagnostic est étendu au cas des étoiles plus évoluées d’une fagon similaire & [Fuller
et al|(2014]), mais en considérant cette fois-ci excitation des ondes par la pénétration convective.

7.2 Efficacité des ondes générées par la pression turbulente

7.2.1 Description de ’approche utilisée par [Fuller et al. (2014)

Récemment, Fuller et al.| (2014) ont exploré l'influence du transport de moment cinétique par
les ondes internes de gravité générées par la pression turbulente au cours de la vie des étoiles de
faible masse. Dans ce travail, les auteurs ont considéré un spectre d’énergie d’ondes similaire & celui
obtenu par le modele d’excitation de|Lecoanet & Quataert| (2013|, voir Section @, c’est-a-dire de la
forme d’une loi de puissance décroissante avec la fréquence de 'onde et paramétrée par un exposant
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(dont la valeur est choisie entre 3 et 7.5). Le flux d’énergie total des ondes émises a été choisi comme
étant égal & nM fois le flux convectif de 1’étoile a la base de la zone convective par les auteurs,
ot M est le nombre de Mach convectif dans la région d’excitation et n est un facteur d’efficacité,
dont la valeur dépend de la partie du spectre angulaire considéré. En effet, seules les ondes de bas
degrés angulaires [ ~ 1 et |m| ~ 1 ont été considérées par [Fuller et al.| (2014), qui ont alors estimé
n proche de 0.1. Les auteurs ont justifié ce choix en rappelant que la majorité de ’énergie des
ondes est contenue dans les bas degrés angulaires. En effet, ceux-ci sont, d’une part, efficacement
excités par les plus gros tourbillons convectifs et la superposition incohérente d’un ensemble de
plus petits tourbillons. D’autre part, les bas degrés angulaires sont susceptibles de pénétrer le plus
profondément dans les couches centrales de 1’étoile puisque le taux d’amortissement des ondes est
proportionnel & 3.

Sous ces hypothéses, les auteurs ont alors pu calculer une échelle de temps caractéristique
moyenne associée au transport par ces ondes et la comparer au temps de contraction dans différents
modéles d’étoiles. Le temps caractéristique moyen associé au transport par les ondes & l'intérieur
d’une sphére de rayon r est défini dans leur papier par

Ty(r) = QI(r)

_ 7.7
47?7”2./7(]7“, ’ ( )

ou 2 est le taux de rotation en r et I(r) est I'inertie de la boule de rayon r. Cette définition différe
de Eq. . En effet, Eq. est représentative de ’effet moyen du transport induit par les ondes
& l'intérieur d’une sphére de rayon r tandis que Eq. estime localement ’efficacité du transport
par les ondes. Les auteurs plaident en faveur de cette premiére définition puisqu’elle ne dépend pas
du profil de rotation existant sous la coquille de rayon r, qui n’est généralement pas connu. Nous
verrons cependant dans la section suivante que le profil de rotation ainsi que son amplitude entre
la base de la zone convective et la couche de ’étoile considérée a un réle important & jouer dans le
transport de moment cinétique par les ondes et que 'utilisation de Eq. a la place de Eq.
apparait pertinente et complémentaire.

7.2.2 Principaux enseignements appris de cette étude

En suivant cette approche, Fuller et al.|(2014) ont néanmoins pu estimer lefficacité du transport
par les ondes internes de gravité générées par la pression turbulente dans plusieurs modéles de 0.9 &
2.5 M), allant de la séquence principale jusqu’au stade de géantes rouges. Leur principale conclusion
est que lefficacité du transport par les ondes évolue avec I’age de 1’étoile. Ceci est bien résumé par
la FIGURE Sur cette figure, on voit que les ondes générées par la pression turbulente dans
la zone convective sont capables de redistribuer efficacement le moment cinétique interne durant
toute la séquence principale jusqu’a en moyenne le milieu de la branche des sous-géantes. Ensuite,
I’évolution de la rotation des couches internes se découple de I'influence du transport par les ondes
qui ne sont alors plus capables d’empécher qu’un fort gradient de rotation s’établisse entre les
régions centrales en contraction et I’enveloppe en expansion. Cette transition est principalement
due & Iaugmentation de l'intensité de 'amortissement des ondes avec I’évolution qui les empéche
d’atteindre les couches profondes de 1’étoile et donc d’en modifier la rotation. Pour le voir, il est
pratique de définir la longueur caractéristique radiale d’amortissement de 1’énergie des ondes, notée
Lp. Celle-ci est égale & 'inverse de l'intégrande dans Eq. et est donc donnée par

3

Lp(r,e,l) ~ TSR (7.8)

Elle est représentée sur la FIGURE [7.3] en fonction du rayon dans la zone radiative de deux modéles
de 1 Mg, 'un au milieu de la branche des sous-géantes avec log Tog = 3.70 et log L/Le = 0.35, et
lautre sur la branche des géantes rouges avec log Teg = 3.16 et log L /L = 0.92 (voir Pingon et al.
2017, pour les détails). Sur cette figure, le degré angulaire et la fréquence intrinséque ont été fixés a
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FIGURE 7.2: Diagramme Hertzsprung-Russell représentant les tracés évolutifs des différents modéles uti-

lisés par [Fuller et al| (2014). Les lignes noires symbolisent le moment ou le cceur radiatif
se découple de l'influence des ondes émises par la pression turbulente & la base de la zone
convective. Le flux d’énergie en fonction de la fréquence de l'onde suit le modéle en loi de
puissance décroissante de [Lecoanet & Quataert| (2013) et est paramétré par différentes va-
leurs pour ’exposant a = 3.5,4.5 et 7.5, correspondant respectivement aux lignes pointillée,
continue et en tirets. Les symboles étoilés représentent des étoiles connues pour lesquelles la
rotation du coeur a été déterminée par de précédents travaux (d’apres Fuller et al.[|[2014).
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FIGURE 7.3: Rapport de la longueur caractéristique radiale d’amortissement de I’énergie des ondes donnée
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par Eq. sur le rayon, pour deux modéles de 1 My, considérés dans Section 11 est
représenté en fonction du rayon normalisé par le rayon du haut de la zone radiative, 7, pour
un degré angulaire [ = 1 et une fréquence intrinséque de I'onde égale & @ = 1 prad s~'. Les
lignes verticales en pointillés localisent la couche d’hydrogéne en fusion dans les deux modéles
(d’aprés [Pingon et al|2017).
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I =1et@® =1 urads~!. Deux choses ressortent clairement de ce graphe. Premiérement, on voit que
pour un modéle donné, & [ et @ fixés, "amortissement est maximal autour de la couche d’hydrogéne
en fusion et est plus intense de prés de quatre ordres de grandeur que dans la région en haut de
la zone convective. De plus, la magnitude de I’amortissement augmente de plus de deux ordres de
grandeur entre la branche des sous-géantes et celle des géantes rouges. En effet, entre ces deux
instants, les couches centrales se sont fortement contractées gravitationnellement et le contraste de
densité entre le cceur et 'enveloppe a augmenté. Cela a pour conséquence une diminution du rayon
d’une couche donnée et 'augmentation locale de la fréquence de Brunt-Viiséld, ce qui aboutit
& une diminution de Lp d’aprés Eq. . Les ondes sont donc de plus en plus amorties avec
I’évolution jusqu’au moment ol I'intensité de I’amortissement devient si forte autour de la couche
ol ’hydrogéne briile que les ondes ne sont plus capables d’atteindre le coeur d’hélium et d’y déposer
leur moment cinétique. Fuller et al.| (2014)) ont aussi montré que l'instant de découplage entre le
ceeur et U'enveloppe dépend du taux de décroissance du flux d’énergie en fonction de la fréquence
de l'onde. Plus la décroissance du spectre en énergie est rapide avec la fréquence de 'onde, plus
le découplage arrive t6t sur la branche des sous-géantes. En effet, plus le taux de décroissance
du spectre d’énergie avec la fréquence est faible, plus la part d’énergie distribuée sur les hautes
fréquences augmente aux dépens des basses fréquences & énergie totale donnée. Comme Lp est
proportionnel & &%, les hautes fréquences sont capables d’atteindre des couches plus profondes que
les basses fréquences. Ainsi, un taux de décroissance plus faible permet de contrer I'augmentation
de 'intensité de 'amortissement radiatif jusqu’a un stade évolutif plus avancé. Le découplage entre
les ondes et le coeur d’hélium arrive donc plus tardivement dans la vie de I’étoile. Ce résultat marque
ainsi I'importance de la forme du spectre d’énergie des ondes générées a la base de zone convective
sur la redistribution du moment cinétique interne par ces derniéres.

En conclusion, Fuller et al.| (2014)) ont montré que les ondes internes de gravité générées par
la pression turbulente dans la zone convective peuvent empécher le développement d’une forte
rotation différentielle entre le coeur et 'enveloppe depuis la séquence principale jusqu’a environ la
moité de la branche des sous-géantes. Ce type d’ondes semble néanmoins incapable d’expliquer les
faibles taux de rotation observés dans le coeur des géantes rouges par Mosser et al.| (2012a)) puisque
I’évolution de la rotation du ceeur peut se découpler de I'influence des ondes environ au milieu de
la branche des sous-géantes. Comme noté par Spada et al.|(2016), la relaxation de I'hypothése d'un
couplage maximal entre ’enveloppe et le coeur (i.e., une rotation uniforme) nécessaire pour que leur
modéle s’ajuste aux observations dans les étoiles sous-géantes et géantes rouges intervient & peu
prés au méme moment que le découplage entre les ondes et le coeur dérivé par |[Fuller et al. (2014).
Les ondes internes de gravité générées par la pression turbulente pourraient donc étre responsables
du couplage maximal nécessaire dans le modele de [Spada et al.| (2016]). Néanmoins, leur modéle
repose sur ’hypothése d’un transport diffusif sur la branche des géantes rouges et de plus amples
investigations sont nécessaires pour définitivement conclure.

7.3 Impact des ondes générées par la pénétration convective sur
I’évolution de la rotation

Dans cette section, nous explorons efficacité du transport par les ondes internes de gravité
générées par la pénétration de panaches convectifs. Le flux d’énergie des ondes émis & la base
de la zone convective est supposé suivre ’expression obtenue grice au modéle semi-analytique
présenté dans le Chapitre [ Apres avoir traité le cas solaire, 'étude se focalisera sur des étoiles de
faibles masses comprises entre 1 et 1.45 My, c’est-a-dire dans un intervalle de masses représentatif
des étoiles sous-géantes et jeunes géantes rouges observées (e.g., Mosser et al|2012a; Deheuvels
et al. 2014). L’ensemble des modéles considérés dans la suite couvre la branche des sous-géantes
et le début de 'ascension de la branche des géantes rouges. Il est représenté sur le diagramme
Hertzsprung-Russell en FIGURE De plus, l'influence de la forme et de 'amplitude du profil de
rotation différentielle sera prise en compte.
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FIGURE 7.4: Gauche : Location dans le diagramme Hertzsprung-Russell des modéles considérés dans ce
travail (cercles pleins). Les tracés évolutifs depuis le début de la séquence principale jusqu’en
haut de la branche des géantes rouges sont représentés par les lignes continues. Les modéles
ont été calculés avec le code d’évolution stellaire CESTAM (Marques et al.|[2013)) avec des
valeurs pour les paramétres (apsr,Yp) calibrées sur le Soleil. Droite : Profil de rotation
différentielle normalisé en fonction du rayon normalisé par le rayon en haut de la zone ra-
diative, r; , pour un modeéle d’étoile sous-géante de 1 M, caractérisé par logTeg = 3.70 et
log L/Ls = 0.35. Le profil de rotation lisse utilisé par défaut (ligne rouge) est comparé au
profil de rotation raide obtenu sous I’hypothése de conservation locale de moment cinétique
(ligne verte)

7.3.1 Choix du profil de rotation

Pour calculer Eq. , nous supposerons dans la suite un profil de rotation pour chaque modéle
considéré. Nous nous placerons dans 'approximation des faibles rotateurs de telle sorte a pouvoir
négliger effet de la force centrifuge sur la structure interne de ces étoiles. Néanmoins, a I’exception
du Soleil o1l la précision des observations est assez bonne pour inverser la quasi totalité du profil de
rotation dans l'intérieur radiatif (voir Chapitre , peu de choses sont connues sur sa forme dans
les étoiles plus évoluées. Alors que les observations sismiques permettent d’obtenir une estimation
de la rotation moyenne du cceur et de 'enveloppe des étoiles sous-géantes et géantes rouges, des
difficultés demeurent pour discriminer observationnellement entre un profil de rotation plutot doux
et un autre plus abrupt (Deheuvels et al.|2014)). Pour pallier & ce manque de connaissance, nous
considérerons donc dans la suite deux cas limites. Premiérement, puisque les observations sismiques
mettent en évidence 'existence d’un processus efficace capable de contrer I’établissement d’une forte
rotation différentielle due & la contraction des couches centrales pendant la vie des étoiles, il parait
raisonnable de considérer un profil de rotation lisse. Par défaut, nous choisirons un profil de telle
fagon & assurer un gradient du taux de rotation nul au centre et & la base de la zone convective,
¢’est-a-dire de la forme

5Q(r) = AQ cos? (g:) pour r <7y, (7.9)
t

avec A2 amplitude maximum de la rotation différentielle. Deuxiémement, nous étudierons Veffet
dun profil plus abrupt sur lefficacité du transport par les ondes. Celui-ci sera choisi comme ayant
la forme d’un profil de rotation obtenu sous I’hypothése de conservation locale de moment cinétique
depuis la fin de la séquence principale, mais avec une amplitude différente. Un tel profil est obtenu
par la résolution de Eq. en ne considérant uniquement que le premier terme du membre de
droite et en supposant un profil de rotation uniforme comme condition initiale a la fin de la séquence
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principale, ce qui donne

C2(my) — C?(myy)

0Q(r) = AQmaX C2(my) — ()] pour r <r¢, (7.10)
_ ro(my)
C(my) = () (7.11)

ou ro(m,) est le rayon de la coquille de masse m, a la fin de la séquence principale et m,; est la
coordonnée Lagrangienne du haut de la zone radiative. Les deux types de profil de rotation sont
représentés sur la FIGURE([7.4]dans un modele d’étoiles sous-géantes de 1 M. Choisir arbitrairement
de tels profils est discutable mais cela permet d’obtenir une premiére estimation de l'efficacité du
transport par les ondes dans les étoiles évoluées, tout en prenant en compte I'influence de I’amplitude
de la rotation différentielle sur le transport par les ondes. Une comparaison de 'amplitude AS2 telle
que supposée dans ce travail aux taux de rotation observés grice & l’astérosismologie nécessite
aussi de prendre en compte les propriétés des modes mixtes dans les étoiles évoluées. En effet, les
modes mixtes sondent la rotation de certaines régions particuliéres des étoiles. Les valeurs observées
ne correspondent donc pas nécessairement & la rotation centrale et & la rotation a la base de la
zone convective suivant la forme du profil de rotation. En suivant |Goupil et al.| (2013), amplitude
moyenne de la rotation différentielle mesurée par les modes mixtes est donnée par

— 1y N "N
AQ =~ / 0Q—dr with = / —dr, (7.12)
7 Jo r o T

qui a été dérivée en supposant que la rotation est uniforme dans 'enveloppe convective. L’équa-
tion montre que les modes mixtes sondent la valeur du taux de rotation dans une région
confinée autour du pic de la fréquence de Brunt-Viisdld. Pour que cela ait un sens, les valeurs
sismiques observées grace a 'astérosismologie devront donc étre comparées a AQ, calculée via

Eq. (712,

7.3.2 Cas du Soleil et des étoiles de la séquence principale

Dans un premier temps, ’échelle de temps locale associée au transport par les ondes et donnée
par Eq. a été calculée pour un modele solaire (voir Pincon et al.| 2016, pour les détails).
Le profil de rotation considéré correspond a Eq. . Le résultat est donné sur la FIGURE
L’efficacité du transport par les ondes générées par la pénétration convective suivant |Pincon et al.
(2016) est comparée aux ondes générées par la convection turbulente suivant le modeéle de Kumar
et al. (1999). Les parameétres du modéle d’excitation ont été choisis de la méme maniére que dans
la Section [6.4.1] Le flux de moment cinétique des ondes a été obtenu dans toute la région radiative
en prenant en compte amortissement radiatif d’aprés ’expression Eq. . Deux valeurs pour
'amplitude de la rotation différentielle ont été choisies : une faible telle que AQ = 0.15 prad s *,
et une forte telle que AQ =1 prad s~ 1.

La FIGURE montre d’une part que les ondes internes de gravité sont capables de ralentir la
rotation interne sur des échelles de temps inférieures & dix milliards d’années, c’est-a-dire des temps
plus courts que le temps que passe le Soleil sur la séquence principale. D’autre part, quelle que soit
I’amplitude de la rotation différentielle, les ondes internes de gravité générées par la pénétration
convective sont plus efficaces que celles générées par la pression turbulente. En effet, les premiéres
sont capables de modifier la rotation interne du Soleil dix fois plus rapidement que les deuxiémes.
Enfin, la figure montre que plus la rotation différentielle est forte, plus le transport de moment
cinétique par les ondes internes de gravité est efficace. Comme 'ont déja montré Talon & Char-
bonnel (2005) (voir Fig. 7 de leur papier), les ondes internes de gravité tendent ainsi & s’opposer a
I’établissement d’une rotation différentielle de forte amplitude entre le coeur de 1’étoile et la base
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FIGURE 7.5: Echelle de temps caractéristique donnée par Eq. en fonction du rayon dans la zone
radiative d’un modéle solaire. Le résultat obtenu avec les ondes générées par la pénétration
convective suivant le modeéle de Pincon et al| (2016)) (ligne continue) est comparé a celui
obtenu par les ondes générées par la pression turbulente suivant le modéle de Kumar et al.
(1999) (ligne pointillée). La couleur bleu correspond au cas d’une faible rotation différentielle,
i.e. avec AQ = 0.15 purad s~ ', et la couleur rouge au cas d’une plus forte rotation différentielle,
i.e. avec AQ =1 prad s '

de la zone convective. On peut aussi noter qu’un profil de rotation lisse comme dans Eq. est
beaucoup plus stable qu’un profil de rotation tel que la rotation différentielle entre le centre et la
base de la zone convective soit constante, comme utilisé dans [Pincon et al.| (2016) (voir la Fig. 9
de leur papier).

En conclusion, les ondes internes de gravité générées par la pénétration convective sont capables
de modifier le profil de rotation des étoiles de faible masse sur la séquence principale, et ce plus
efficacement que les ondes générées par la pression turbulente suivant le modéle de [Kumar et al.
(1999). On peut alors se demander quel peut étre 'impact de telles ondes sur la rotation des étoiles
sous-géantes et géantes rouges et si les conclusions données par Fuller et al.| (2014) dans le cas des
ondes générées par la pression turbulente sont généralisables a leur cas.

7.3.3 Efficacité dans les étoiles sous-géantes et géantes rouges

L’échelle de temps caractéristique associée au transport par les ondes et donnée par Eq. est
maintenant comparée au temps caractéristique de contraction a travers la zone radiative d’étoiles
sous-géantes et géantes rouges. Le profil de rotation par défaut suit Eq. . Pour tous les modéles
considérés, le flux d’énergie des ondes a été estimé & partir de 'expression simplifiée donnée par
Eq. . Les parameétres du modeéle d’excitation ont été choisis de fagon similaire & Section
La valeur du facteur de remplissage a été gardée constante et égale & A = 0.1 dans ces étoiles
(e.g., Ludwig & Kuctinskas|2012)), et la valeur de Brunt-Vaiisild en haut de la zone radiative a pu
étre estimée pour chaque modéle. Enfin, ’amplitude de la rotation différentielle a été choisie entre
0 et 12 purad s™!, c’est-a-dire dans un intervalle en accord avec les observations dans les étoiles
sous-géantes et géantes rouges, avec une limite supérieure légérement plus élevée (Deheuvels et al.
2012, 2014; Mosser et al.[2012a).
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7.8. Impact des ondes générées par la pénétration convective sur ’évolution de la rotation

Cas des étoiles géantes rouges évoluées (log g < 3,55). Prenons 'exemple d’un modele
d’étoile géantes rouges de 1 Mg, avec log Teg = 3.16 et log L/Lc = 0.92. Le résultat est représenté
sur la FIGURE [7.6| (& droite). On voit sur cette figure que t,, augmente drastiquement depuis la
base de la zone convective en allant vers le centre de 1'étoile. Il devient méme trés supérieur au
temps de contraction sous la couche d’hydrogéne en fusion pour n’importe quelle valeur de AQ
en accord avec les observations. Contrairement aux étoiles de la séquence principale, les ondes
internes de gravité générées par la pénétration convective sont donc incapables par elles-mémes de
contrebalancer Deffet de la contraction sur la rotation du cceur d’hélium dans les étoiles géantes
rouges. Comme Fuller et al.| (2014)) I’avait déja fait remarquer, cela est principalement di au fort
amortissement radiatif subi par les ondes avant d’atteindre les couches centrales. Les ondes déposent
donc leur moment cinétique bien avant de franchir la couche d’hydrogéne brtlant en couche. En
fait, une valeur de 'amplitude de la rotation différentielle proche de 20 urad s est nécessaire pour
contrebalancer I’amortissement des ondes et leur permettre de modifier la rotation du ceeur, ce qui
est bien supérieure aux valeurs observées. Nous reviendrons plus précisément sur ce comportement
dans le paragraphe suivant.

Cas des étoiles sous-géantes et jeunes géantes rouges (log g > 3,55). Pour illustrer ce cas,
nous considérons l'exemple d'un modeéle de 1 M, caractérisé par log Tog = 3.70 et log L/Lg = 0.35.
Le résultat est représenté sur la FIGURE [7.6] Pour de faibles amplitudes de AQ, la situation est
similaire & celle observée dans les étoiles géantes rouges. Les ondes sont trop fortement amorties pour
pouvoir atteindre le coeur d’hélium. Néanmoins, & partir du moment ot la rotation différentielle
dépasse un certain seuil, noté dans la suite A€y, on observe que t,, devient plus petit que teont &
travers la région en-dessous de la couche d’hydrogéne en fusion. Pour le modéle considéré, cela se
passe quand AQ, ~ 5 urad s™1. Cette valeur est du méme ordre de grandeur que les observations
dans les sous-géantes par |Deheuvels et al.| (2014). On conclut donc que dans ce type d’étoiles, les
ondes internes de gravité générées par la pénétration convective sont capables de contrebalancer
laugmentation du taux de rotation des couches internes due & leur contraction. Ces ondes semblent
donc avoir un réle a jouer dans I’évolution du moment cinétique interne dans les étoiles sous-géantes.

En fait, ce résultat peut étre étendu & toutes les étoiles sous-géantes et jeunes géantes rouges
(ici définies telles que log g 2 3,55). La valeur seuil théorique pour 'amplitude de la rotation
différentielle, Ay, est formellement définie comme 1’amplitude au-dessus de laquelle t,, devient
plus petit que teont dans tout le coeur d’hélium. En effet, & mesure que A€ augmente, 'asymétrie
de Pamortissement entre les ondes progrades (m > 0) et rétrogrades (m < 0) augmente. Les ondes
progrades sont amorties plus rapidement que les ondes rétrogrades lors de leur propagation vers le
centre de 'étoile. De plus, une augmentation de A résulte en une augmentation de la fréquence
intrinseque des ondes rétrogrades. Dans une couche donnée, les ondes rétrogrades qui déposent leur
moment cinétique (négatif) ont donc des fréquences (w) de plus en plus petites. Comme le spectre
d’excitation des ondes est décroissant avec la fréquence, celles-ci ont des amplitudes de plus en plus
grandes et leur impact sur la rotation interne est donc de plus en plus fort. En définitif, 'influence
de l'amplitude de la rotation différentielle sur le transport par les ondes internes de gravité est
primordiale et doit étre prise en compte. En vue de la forte sensibilité de t,, a AQ a travers le coeur
d’hélium observée dans la FIGURE il est important de noter que la définition du critére de
sélection du seuil au-dela de laquelle les ondes sont plus efficaces que 'influence de la contraction
interne (i.e., si 'on compare ty & teont & travers le coeur d’hélium en entier comme ici, ou si on
I'on regarde dans une couche précise, comme par exemple la couche d’hydrogéne en fusion) a peu
d’influence sur la valeur de AQyy,.

Impact des incertitudes sur les paramétres du modéle et du profil de rotation. Les
incertitudes sur les paramétres du modéle d’excitation (temps de vie, largeur et vitesse des pa-
naches,...) ont peu d’impact sur le résultat. Cela est encore da a la forte sensibilité de ty avec
AQ. Ainsi, l'effet de la variation des parameétres du modéle d’excitation dans un large intervalle ne
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FIGURE 7.6: Gauche : Echelle de temps caractéristique associée au transport par les ondes (ligne conti-
nue), calculé en utilisant Eq. (7.6), en fonction du rayon normalisé dans la zone radiative
d’un modeéle d’étoile géante rouge de 1 Mg, avec log Teg = 3.16 et log L/Lg = 0.92. Les
couleurs correspondent & différentes valeurs de ’amplitude de la rotation différentielle, AQ.
Les lignes en tirets rouge et bleue représentent respectivement le temps caractéristique de
contraction (ou de dilatation) et la localisation de la couche d’hydrogéne en fusion. Droite :
Méme légende que le panneau de gauche, mais pour un modele d’étoile sous-géante de 1 M),
avec log Tegr = 3.70 et log L/Lg = 0.35.

résulte qu’en une faible variation de la valeur seuil théorique AQyy,. Les conclusions faites dans les
paragraphes précédents n’en sont donc pas modifiées. De plus, une étude similaire a été réalisée avec
le profil de rotation défini par Eq. . Un tel profil de rotation est semblable & un profil & deux
zones séparées par un fort gradient autour de la couche d’hydrogeéne en fusion (voir FIGURE [7.4)).
Pour tous les modéles considérés, nous avons trouvé qu’un tel profil inhibe l'influence des ondes
internes de gravité dans le cceur & moins que ’amplitude de la rotation différentielle soit supérieure
de plus d’un ordre de grandeur aux observations. En effet, un tel profil diminue ’asymétrie entre
les ondes progrades et rétrogrades lors de leur propagation au-dessus de la couche d’hydrogéne
en fusion. Dans ce cas, les ondes progrades sont moins amorties tandis les rétrogrades sont plus
amorties que dans le cas d’un profil lisse comme dans Eq. . Le flux de moment cinétique des
ondes est donc déja totalement amorti avant que les ondes ne puissent atteindre la périphérie du
ceeur d’hélium, & moins d’avoir une amplitude trés élevée de la rotation différentielle.

7.3.4 Meécanisme de régulation de la rotation du coeur des sous-géantes ?

Les valeurs seuils théoriques A€y, ont pu étre déterminées pour tous les modéles d’étoiles de
1, 1.15, 1.3 et 1.45 Mg, représentés sur la FIGURE [7.4] Elles ont été obtenues avec des valeurs
standard pour les parameétres du modéle d’excitation et en considérant un profil de rotation donné
dans Eq. . Elles sont représentées sur la FIGURE et comparées aux observations dans les
six sous-géantes et jeunes géantes rouges observées par Deheuvels et al.| (2012, [2014), ainsi qu’a la
valeur supérieure observée dans les géantes rouges par Mosser et al.| (2012a).

Dépendance avec I’évolution et la masse. La FIGURE[7.7|montre que AQyy, dépend du stade
évolutif et de la masse. D’abord, on voit que la valeur seuil théorique pour 'amplitude augmente
avec lévolution. En effet, comme nous l'avons vu dans Section [7.2] I'intensité de Pamortissement
radiatif des ondes augmente avec I’age de I’étoile. D’apres Eq. , cette augmentation peut étre
contrebalancée par une augmentation de la fréquence intrinséque de 'onde. Des valeurs de plus en
plus élevées de "amplitude de la rotation différentielle sont donc nécessaires pour permettre aux
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ondes d’atteindre les couches centrales le long de I’évolution post-séquence principale. Deuxiéme-
ment, on voit que AQy, dépend de la masse sur la branche des sous-géantes. Cette dépendance
peut s’expliquer par le fait que plus I’étoile est massive sur la branche des sous-géantes, plus elle
est lumineuse, et donc plus les flux convectifs sont importants. Les ondes internes de gravité sont
donc plus efficacement excitées et leur efficacité de transport en est que meilleure, d’ou des valeurs
plus faibles pour 'amplitude de la rotation différentielle qui est nécessaire pour leur permettre
d’atteindre les couches centrales (voir Pingon et al.2017, pour une discussion plus détaillée). Enfin,
sur la branche des géantes rouges, A, converge vers une méme valeur quelle que soit la masse
de I'étoile & log g donné. En effet, & ce stade évolutif, les étoiles remontent le tracé d’Hayashi dans
le diagramme Hertzsprug-Russell (voir FIGURE . Elles se localisent donc dans la méme partie
du diagramme H-R quelle que soit la masse et ont donc des propriétés similaires, notamment en
ce qui concerne les paramétres du modeéle d’excitation et l'intensité de ’amortissement radiatif.
La valeur seuil pour I’'amplitude de la rotation différentielle qui est nécessaire pour permettre aux
ondes d’atteindre les couches centrales est donc identique quelle que soit la masse.

Comparaison avec les observations : une régulation de la rotation par les ondes sur la
branche des sous-géantes?  Sur la branche des géantes rouges, il déja été mentionné plus tot
que les amplitudes de la rotation différentielle nécessaires pour permettre aux ondes d’atteindre
le cceur d’hélium sont bien supérieures aux observations par Mosser et al.| (2012a). Au contraire,
la FIGURE montre une frappante similitude entre les taux de rotation différentielle dans les
six sous-géantes et jeunes géantes rouges observées par [Deheuvels et al.| (2012 2014)). Seule 1’étoile
de 1.26 Mg montre un écart par rapport aux courbes théoriques; elle n’est cependant pas assez
éloignée pour mettre en défaut le bon accord global étant donné les incertitudes concernant la
détermination théorique de Ay, ou les observations. Cela nous a donc mené a émettre l'idée que
I’amplitude de la rotation différentielle observée dans les sous-géantes peut étre le résultat d’un
mécanisme de régulation controlé par les ondes générées via la pénétration convective.

Le scénario peut se présenter comme ceci. Considérons une étoile a la fin de la séquence prin-
cipale avec une amplitude de la rotation différentielle AQ. Le systéme peut alors évoluer suivant
deux voies. Si AQy < AQyy, alors la contraction des couches centrales 'emporte et ’amplitude de
la rotation différentielle augmente sur une échelle de temps de 'ordre du temps de contraction. Si-
non, si AQy > AQyy,, alors le transport induit par les ondes ’emporte et I'amplitude de la rotation
différentielle cette fois-ci diminue sur une échelle de temps inférieure au temps de contraction. Les
étoiles considérées ici sont des rotateurs tels que ’évolution du profil de rotation n’a que peu d’in-
fluence sur leur structure interne et donc sur la valeur de AQy, 4 un instant donné. Ainsi, puisque
AQyy, évolue sur des échelles de temps beaucoup plus faibles que le temps de contraction, AQ va se
rapprocher de plus en plus de AQy;, dans une premiére phase transitoire. Aprés un certain laps de
temps, un état stationnaire est alors atteint pour lequel AQ ~ AQyy,. La stabilité de cet équilibre
est le résultat de 'effet combiné de la contraction et du transport par les ondes qui agissent tous
deux de facon & contrer tout écart a cet équilibre. De plus, comme le temps caractéristique de
contraction est bien plus faible que le temps d’évolution sur la branche des sous-géantes, I’équilibre
est atteint bien avant le début de la branche des géantes rouges, d’ott 'accord avec les observations.

7.4 Remarques conclusives

Dans ce chapitre, un certain nombre de conclusions ont été obtenues. D’abord, j’ai montré que
les ondes internes de gravité générées par la pénétration convective sont incapables, par elles-mémes,
d’expliquer les observations dans les étoiles géantes rouges évoluées a cause d'un amortissement ra-
diatif trop important. Cela rejoint le résultat de|Fuller et al.[(2014). Un autre processus de transport
efficace doit étre invoqué pour ces étoiles. Néanmoins, les ondes générées par la pénétration convec-
tive sont capables de jouer un roéle dans la redistribution du moment cinétique dans les étoiles de
faible masse sur la séquence principale et la branche des sous-géantes. Ces ondes sont plus efficaces
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FIGURE 7.7: Valeur seuil théorique pour 'amplitude de la rotation différentielle radiale en fonction du
log g pour les différents modeéles considérés. Celle-ci a été déterminée en utilisant les valeurs
par défaut pour les paramétres du modéle et en supposant un profil de rotation lisse tel que
défini dans Eq. . Les observations dans les étoiles sous-géantes, AQqps, sont représentées
avec leurs barres d’erreur et la masse en unité solaire (Deheuvels et al.|2014). La ligne en
tirets verticale rouge symbolise la transition entre la phase de sous-géante et le début de la
branche des géantes rouges. L’amplitude maximale de la rotation différentielle sur la branche
des géantes rouges obtenue par les observations de Mosser et al.| (2012a)) est indiquée par la
ligne noire horizontale.
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que celles générées par la pression turbulente suivant le formalisme de Kumar et al.| (1999)). En effet,
un calcul identique a été effectué pour des étoiles sous-géantes dans le méme intervalle de masse
mais en considérant le modeéle d’excitation proposé par Kumar et al.| (1999). Il s’avére que pour
ce type d’ondes, les valeurs seuils théoriques pour I'amplitude de la rotation différentielle sont prés
de deux fois supérieures aux valeurs trouvées avec les ondes excitées par les panaches convectifs.
Les ondes générées par la pression turbulente sont donc moins efficaces que celles générées par la
pénétration convective et ne peuvent donc pas expliquer les observations dans les sous-géantes.
Cela rejoint encore le résultat de Fuller et al. (2014). Au contraire, les valeurs seuils théoriques
pour la rotation différentielle au-dessus desquelles les ondes générées par les panaches convectifs
peuvent contrebalancer l’accélération des couches sous l'effet de leur contraction sont remarqua-
blement proches des valeurs observées par Deheuvels et al.| (2014) dans six sous-géantes et jeunes
géantes rouges. De telles similitudes peuvent étre interprétées comme le résultat d’un processus de
régulation controlé par les ondes. Dans ce scénario, 'effet de la contraction du ceeur, induisant une
augmentation du taux de rotation, combiné & ’effet du transport par les ondes générées par les
panaches, induisant une diminution du taux de rotation, méne & un état stationnaire dans lequel
I’amplitude de la rotation différentielle reste proche de cette valeur seuil. Ce résultat souligne le role
majeur que le transport par les ondes peut avoir sur I’évolution de la rotation interne, notamment
sur la branche des sous-géantes, et appelle & des études plus sophistiquées pour le futur.

151



152



A&A 605, A31 (2017)
DOI: 10.1051/0004-6361/201730998
© ES0 2017

tronomy
Astrophysics

Can plume-induced internal gravity waves regulate the core
rotation of subgiant stars?

C. Pingon!, K. Belkacem', M. J. Goupil', and J. P. Marques®

' LESIA, Observatoire de Paris, PSL Research University, CNRS, Université Pierre et Marie Curie, Université Paris Diderot,

92195 Meudon, France
e-mail: charly.pincon@obspm. fr

2 Institut d’ Astrophysique Spatiale, UMR 8617, CNRS, Université Paris XI, Batiment 121, 91405 Orsay Cedex, France

Received 18 April 2017 / Accepted 10 May 2017

ABSTRACT

Context. The seismic data provided by the space-borne missions CoRoT and Kepler enabled us to probe the internal rotation of
thousands of evolved low-mass stars. Subsequently, several studies showed that current stellar evolution codes are unable to reproduce
the low core rotation rates observed in these stars. These results indicate that an additional angular momentum transport process is
necessary to counteract the spin up due to the core contraction during the post-main sequence evolution. For several candidates, the
transport induced by internal gravity waves (IGW) could play a non-negligible role.

Aims. We aim to investigate the effect of IGW generated by penetrative convection on the internal rotation of low-mass stars from the
subgiant branch to the beginning of the red giant branch.

Methods. A semi-analytical excitation model was used to estimate the angular momentum wave flux. The characteristic timescale
associated with the angular momentum transport by IGW was computed and compared to the contraction timescale throughout the
radiative region of stellar models at different evolutionary stages.

Results. We show that IGW can efficiently counteract the contraction-driven spin up of the core of subgiant stars if the amplitude
of the radial-differential rotation (between the center of the star and the top of the radiative zone) is higher than a threshold value.
This threshold depends on the evolutionary stage and is comparable to the differential rotation rates inferred for a sample of subgiant
stars observed by the satellite Kepler. Such an agreement can therefore be interpreted as the consequence of a regulation mechanism
driven by IGW. This result is obtained under the assumption of a smooth rotation profile in the radiative region and holds true even
if a wide range of values is considered for the parameters of the generation model. In contrast, on the red giant branch, we find that
IGW remain insufficient, on their own, to explain the observations because of an excessive radiative damping.

Conclusions. IGW generated by penetrative convection are able to efficiently extract angular momentum from the core of stars on the
subgiant branch and accordingly have to be taken into account. Moreover, agreements with the observations reinforce the idea that
their effect is essential to regulate the amplitude of the radial-differential rotation in subgiant stars. On the red giant branch, another

transport mechanism must likely be invoked.

Key words. stars: rotation — stars: evolution — stars: interiors — waves — hydrodynamics

1. Introduction

The detection of mixed modes in thousands of stars (e.g.,
Mosser et al. 2012b) observed by the satellites CoRoT and
Kepler have provided insights into the internal rotation of
evolved stars. Ensemble asteroseismology notably revealed that
the mean core rotation weakly increases with time on the
subgiant branch (Deheuvels et al. 2012, 2014) before dropping
sharply along the evolution on the red giant branch (Mosser et al.
2012a). These observations have had a major impact since they
question our knowledge about the angular momentum evolu-
tion and redistribution in stellar interiors. Indeed, the current
stellar evolution codes taking transport of angular momentum
by shear-induced turbulence and meridional circulation into ac-
count are not able to reproduce the low rotation rates observed
in evolved stars (Eggenberger et al. 2012; Ceillier et al. 2013;
Marques et al. 2013). These processes are also insufficient to ex-
plain the quasi solid-body rotation observed in the solar radiative
zone (e.g., Brown et al. 1989; Garcia et al. 2007). These discrep-
ancies stress out the need for considering additional transport
mechanisms to efficiently extract angular momentum from the
stellar cores. Among the hypotheses advanced to explain the spin

Article published by EDP Sciences

down of the core, several works investigated the effect of mag-
netic fields (e.g., Spruit 2002; Heger et al. 2005; Cantiello et al.
2014; Rudiger et al. 2015; Spada et al. 2016) or the influence of
mixed modes (Belkacem et al. 2015a,b). In addition, it has been
known for decades that a possible solution may also come from
internal gravity waves (e.g., Schatzman 1996).

The restoring force of internal gravity waves (IGW) is buoy-
ancy so that they can propagate in radiative zones of stars. In
these regions, they are damped by radiative diffusion and can
deposit (or extract) momentum. They are thus able to trans-
port angular momentum in presence of differential rotation.
The efficiency of this mechanism depends on the wave en-
ergy spectrum whose amplitude and shape results, on the one
hand, from the excitation process, and on the other hand, from
the wave damping. Two processes have been proposed to gen-
erate IGW: turbulent pressure in the convective bulk (Press
1981; Garcia Lopez & Spruit 1991; Zahn 1997; Kumar et al.
1999; Lecoanet & Quataert 2013) or penetrative convection at
the interface between the convective and the radiative zones
(Townsend 1966; Pincon et al. 2016). For both mechanisms,
excitation models are available to estimate the wave energy flux
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emitted at the base of the convective zone. These models have
already demonstrated the ability of IGW to efficiently affect the
evolution of the internal rotation in the solar case (Zahn 1997,
Talon et al. 2002; Talon & Charbonnel 2005; Fuller et al. 2014,
Pincon et al. 2016). This reinforces the idea that IGW could be
one important missing ingredient in the modeling of the angular
momentum evolution of stars.

Solving the transport of angular momentum equations in-
cluding the effects of IGW is numerically difficult. Indeed, it
involves very small timescales differing from the stellar evolu-
tion timescale by several orders of magnitude. A first step in the
investigation thus consists in estimating and comparing the ef-
ficiency of the angular momentum transport by IGW with the
other transport processes, for a given stellar equilibrium struc-
ture and at a peculiar evolutionary stage. Since the core con-
traction drives the increase of the inner rotation in current stel-
lar modeling, this is equivalent to compare the characteristic
timescale associated with the transport by IGW to the contrac-
tion timescale. This has already been done in the solar case
by previous works (Zahn 1997; Kumar et al. 1999; Fuller et al.
2014; Pincon et al. 2016). Such a comparison provides a first in-
dication on the efficiency of the angular momentum transport by
IGW in stars at different evolutionary stages.

Fuller et al. (2014) followed such an approach in the case of
evolved low-mass stars. Considering only furbulent pressure in
the convective zone as the excitation mechanism, they showed
that the inner radiative interior may decouple from the effect of
incoming IGW when stars reach about the middle of the sub-
giant branch. This mainly results from the wave radiative damp-
ing that crucially increases as stars evolve. As a consequence, it
prevents IGW from reaching the innermost layers and therefore,
from modifying their rotation.

However, as shown in Pingon et al. (2016) in the solar case,
the result of such a study depends both on the wave excitation
mechanism and on the amplitude of the radial-differential rota-
tion in the radiative zone. Here, we consider the effect of IGW
generated by penetrative convection and investigate whether
they can counteract the core contraction and brake the devel-
opment of a strong differential rotation in subgiant and red giant
stars. The influence of both amplitude and shape of the radial-
differential rotation on the transport by IGW toward the central
regions is considered.

The article is organized as follows. Section 2 introduces the
theoretical background. An analytical description of the angu-
lar momentum transport by plume-induced IGW is developed.
Section 3 briefly presents the input physics and stellar models
used in this work. The efficiency of the transport by plume-
induced IGW is investigated in Sect. 4. The study is based on
timescales comparison for 1 M, stellar models covering the
subgiant branch and the beginning of the ascent of the red gi-
ant branch. The influence of the uncertainties on the excitation
model parameters and of the shape of the rotation profile on the
results is widely explored. In Sect. 5, the effect of stellar mass
is analyzed and a comparison with observations is performed.
Section 6 is devoted to discussions. Conclusions are finally for-
mulated in Sect. 7.

2. Characteristic timescales and wave flux
generated by penetrative convection

2.1. Transport timescales

The contraction of the central layers during the post-main se-
quence turns out to be mostly responsible for the strong rotation
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contrast between the core and the envelope observed in stellar
evolution codes (e.g., Ceillier et al. 2013; Marques et al. 2013).
To estimate the efficiency of the angular momentum transport by
IGW in stellar interiors, we can thus compare the influence of
IGW versus the contraction or expansion in stars on the evolu-
tion of the internal rotation. The angular momentum transport
in stellar interiors obeys an advection-diffusion equation. Within
the shellular rotation approximation (Zahn 1992) and consider-
ing only the effect of both the contraction or expansion and the
transport by waves, the Lagrangian evolution of the mean rota-
tion rate, {(r), in a spherical mass shell, can be written such as
(e.g., Belkacem et al. 2015b)

dQ i Jw

el Lie S 0 1
dt r pr? M
with

18,

Jy = == (PFa). )

where r is the radius, 7 is the contraction or expansion velocity,
p is the density of the equilibrium structure and ¥, is the mean
radial wave flux of angular momentum.

Following Eq. (1), the local contraction or expansion
timescale at a radius r is given by

r

erik 3)

Teont ~

It corresponds to the evolution timescale of the rotation rate un-
der the hypothesis of local conservation of angular momentum.
Similarly, the wave-related timescale, or the timescale associ-
ated with the transport of angular momentum by IGW, given a
rotation profile Q(r), can be estimated by

priQ

Jw

~

. “

L

It corresponds to the ratio of the density of angular momentum
to the divergence of the radial angular momentum wave flux.
If J,(r) < 0, waves tend to increase the rotation rate follow-
ing Eq. (1), otherwise, they tend to decrease it. The effect of the
angular momentum transport induced by IGW on the rotation is
said to be locally more efficient than the influence of the contrac-
tion or the dilatation in the star if €(r) = t.onc/tw > 1. Therefore,
the comparison between Eqgs. (3) and (4) provides us with an es-
timate of the efficiency of the angular momentum redistribution
by IGW throughout the radiative zone of the stars.

2.2. Plume-induced wave flux of angular momentum

The computation of Eq. (4) requires the knowledge of the angu-
lar momentum wave flux, and hence the wave excitation rate.
In this work, we consider only the penetration of convective
plumes as the generation mechanism. Convective plumes are
strong, coherent, downwards flows that originate from matter
cooled at the surface of stars. They grow by turbulent entrain-
ment of matter at their edges when descending through the con-
vective zone (Morton et al. 1956). Once they reach the base of
the convective zone, they penetrate by inertia into the under-
lying stably stratified layers at the top of the radiative region
where they are slowed down by buoyancy braking. This is the
so-called penetration zone. There, a part of their kinetic energy
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is converted into waves that can then propagate toward the cen-
ter of the star (e.g., Brummell et al. 2002; Dintrans et al. 2005;
Rogers & Glatzmaier 2005; Alvan et al. 2015). To model this
process, Pincon et al. (2016) considered the ram pressure exerted
by an ensemble of convective plumes in the penetration region
as the source term in the wave equation. In the solar case, they
found that this mechanism can generate a wave energy flux rep-
resenting about 1% of the solar convective flux at the top of the
radiative zone. In the following, the mean radial wave energy
flux at the top of the radiative zone, per unit of cyclic frequency
w, for an angular degree /, and for an azimuthal number m, is
estimated by Eq. (39) of their paper, that is

—w? /42

Fo (1 0, [,m) ~ Fo —— i+ Do ©)
p
with
1 A ptVsSp
= , 6
Fo i 2 R 6)

where r; is the radius at the top of the radiative zone, v, is the
plume occurrence frequency, b is the plume radius, A is the
plumes filling factor, and S, = #b? is the horizontal area occu-
pied by one single plume, in the excitation region. p, and V,, are
respectively the density and the velocity of the plumes at the base
of the convective zone. The dimensionless quantity Fg is equiv-
alent to the Froude number at the top of the radiative region. It
is equal to Fr = 7V, /rN,, with N, the Brunt-Viisilé frequency
at the top of the radiative zone (see Sect. 3.2 for details on its es-
timate). It controls the efficiency of the energy transfer from the
convective plumes into waves inside the penetration region (as it
also does in the case of IGW generated by turbulent pressure).
By writing Eq. (5), we have assumed that the Péclet number at
the base of the convective zone is very high, such that the plumes
suffer a strong buoyancy braking leading to a very small penetra-
tion length. Indeed, using various stellar models on the subgiant
and red giant branches, we have estimated the Péclet number by
P. ~ V,H;/K;, where V,, was computed following Sect. 3.2, K, is
the radiative diffusion coeflicient (see below) and H, the pressure
scale height in this region. We have found P, ~ 10°-107 for
all the models, which justifies the latter assumption (see also the
discussion by Dintrans et al. 2005). Moreover, we have assumed
a quasi discontinuous profile for the Brunt-Viisild frequency in
this region. Since the smoother the transition of the temperature
gradient from an adiabatic to a radiative value at the base of the
convective zone, the higher the wave transmission into the radia-
tive zone, this corresponds to consider a lower limit of the wave
energy flux regarding the transition length.

In the adiabatic limit, the angular momentum luminosity of
each wave component, L,,, is conserved when propagating into
the stellar interior (e.g., Bretherton 1969; Zahn 1997; Ringot
1998), that is

Ly = 422 2 o (r, @, 1,m) = const., )
1)

where

o(r,w,m) = w — moéQ(r) ®)

is the Doppler-shifted intrinsic wave frequency' with respect to
the excitation site and 6Q = Q(r) — Q(r) is the radial-differential

1

As a convention, we adopt a plane-wave description in the form
of e/ with o and ¢ as the wave frequency and the longitudinal
coordinate in an inertial frame, respectively. The intrinsic wave fre-
quency in a frame co-rotating with the excitation zone is then given
by w = o — m&(r,). Therefore, prograde waves are such as méQ > 0,
while retrograde waves are such as moQ < 0.

rotation between the radius » and the top of the radiative zone.
Therefore, using Eq. (7), the wave flux of angular momentum
can be written in each layer of the radiative zone such as

2
2 Fpn(r o lm) = 2Ly (r .1 m). ©)
W wr
Without any dissipative process, we thus recover that J,, = 0 in
Eq. (1) and that the angular momentum transport by waves is
null.

In the non-adiabatic case, each spectral component of the to-
tal wave energy flux emitted from the top of the radiative zone
undergoes a radiative damping as it propagates toward the center
of the star and so contributes to the transport of angular momen-
tum in presence of differential rotation. The wave flux of angular
momentum as a function of the depth in the radiative zone can
then be derived from the wave energy flux, generated in the ex-
citation region, and modulated by a damping term? (e.g., Press
1981; Zahn 1997), that is

m=+l

+00 m r2 o
Frnr) =Y > f — ST e, Lme ™ dw,  (10)
l o

m=—l%"
with

NN2( N* \7dr

where N is the Brunt-Viisild frequency, with Ny its thermal part
that does not take the gradient in the chemical composition into
account, and K (in units of m? s!) is the radiative diffusion co-
efficient (e.g. Maeder 2009). We note that the wave flux of angu-
lar momentum depends on the Doppler-shifted frequency &(r)
only through the wave damping. We also emphasize, following
Eq. (11), that IGW deposit all the angular momentum they carry
just above their critical layers (i.e. where @ = 0) and cannot
propagate further downwards.

In the following, we will neglect wave reflection and will as-
sume that each wave component is lost the first time it reaches
a reflection point near the center (i.e. where N? = &?). In other
words, it is supposed either to be absorbed into the medium be-
fore or to be so weakly damped in its propagation cavity that it
does not quantitatively contribute to the transport. Moreover, we
stress that the modeling of the transport by IGW represented by
Egs. (5), (10) and (11) neglects the Coriolis force and the wave
heat flux. The implications of these hypotheses on the results are
discussed a posteriori in Sect. 6.4.

(r,&,0) = [l + D)? f K (11)

3. Input physics
3.1. Stellar models

We considered evolutionary sequences of 1, 1.15, 1.3 and
1.45 My models computed with the stellar evolution code CES-
TAM (Marques et al. 2013). The sequences cover the subgiant
branch and the beginning of the ascent of the red giant branch.
The mass range was chosen to be representative of observed
low-mass subgiant and red giant stars (Mosser et al. 2012a;
Deheuvels et al. 2014). Their location in the Hertzsprung-Russel
diagram is displayed in Fig. 1. Their chemical composition is
similar to the solar mixture as given in Asplund et al. (2009),

2 The right-hand side of Eq. (48) in Pincon et al. (2016) contains a
typo and must be corrected by a factor r(zl/ r? (here, ry = r,). We note
that the numerical computations properly took this factor into account.
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Fig. 1. Location in the Hertzsprung-Russel diagram of the stellar models
considered in this work (filled circles, see Sect. 3.1 for details). The
evolutionary tracks from the zero-age main sequence to the top of the
red giant branch are represented by the solid lines.

with initial helium and metals abundances Y, = 0.25 and
Zy = 0.013. We used the OPAL 2005 equation of states and
opacity tables. Microscopic diffusion, overshooting and rotation
were neglected. The stellar atmosphere was constructed follow-
ing an Eddington gray approximation and the nuclear reaction
rates were deduced from the NACRE compilation, except for
the "“N(p, y)"°O reaction that follows Imbriani et al. (2004). Fi-
nally, convection was modeled using the mixing-length theory
(Bohm-Vitense 1958) with ayrr = 1.65.

3.2. Excitation model parameters

The plume radius b and velocity V,, were estimated using the
semi-analytical model of turbulent plumes by Rieutord & Zahn
(1995), as detailed in Pincon et al. (2016). The value of the
Brunt-Viisild frequency at the top of the radiative zone, M,
remains difficult to estimate in current stellar models. Since
N approximately follows a power law with respect to the ra-
dius between the hydrogen-burning shell and the outer edge of
the radiative zone (e.g., Mosser et al. 2017), we considered the
value given by the extrapolation of this power law at the base
of the convective zone (i.e., at r = r¢). The filling factor A is
a proxy for the number of penetrating convective plumes, with
an upper limit fixed at 0.5 by mass conservation. Realistic 3D
Cartesian numerical simulations of the uppermost convective
layers of evolved red giant stars show values around A ~ 0.1
(Ludwig & Kucinskas 2012), which is very close to the values
obtained for the Sun (e.g., Stein & Nordlund 1998). This qualita-
tively agrees with numerical simulations of the extended convec-
tive envelope of RGB stars (e.g., Brun & Palacios 2009; Palacios
2012) in which the energy transport by strong cooler downwards
convective plumes is well developed and predominant. We then
chose A ~ 0.1 as the default value. Finally, given the lack of
knowledge about the plume lifetime, the default value will be
taken around the convective turnover timescale as given by the
MLT, v, ~ w, (see Fig. 7). The effect of variations in the model
parameters on the transport by IGW is studied in Sect. 4.2. We
emphasize that Eq. (10) was computed in a frequency range be-
tween 0 and min(N, 10 v,) and for angular degrees between
[ = 1 and [ = 150. These choices were checked a posteriori
to be sufficient for all the considered models.
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3.3. Assumptions for the rotation profile

As we can see in Eqgs. (1), (2), (10) and (11), the evolution of
the internal rotation and the action of IGW are intricately re-
lated. In particular, the differential rotation, 6€2(r), plays a ma-
jor role in determining the wave flux via the radiative damping
term. On the one hand, it causes the asymmetry between pro-
grade (m > 0) and retrograde (m < 0) waves that is essential for
the extraction of angular momentum (indeed, if 6Q = 0, trans-
port of angular momentum by prograde and retrograde waves
cancel each other out so that J, = 0). In the other hand, it con-
trols the magnitude of the wave damping through the dependence
on &* and hence, the local deposit of angular momentum into
the medium. As a consequence, it has been shown in the solar
case that its amplitude can have a large impact on the transport
by IGW (Pingon et al. 2016). Therefore, we will assume a given
rotation profile for each stellar model. We thus implicitly con-
sider that the effect of the centrifugal forces on the equilibrium
structure is negligible. While seismic studies can provide strin-
gent constraints on the mean core rotation rate in subgiant and
red giant stars, little is known about the shape of the rotation pro-
file in these stars and difficulties remain, in some cases, to dis-
criminate between a sharp rotation profile and a smoother one
(Deheuvels et al. 2014). We thus consider two limiting cases for
the rotation profile: a smooth profile and a sharp one.

Smooth profile: seismic observations show evidence that a me-
chanism is able to prevent the core contraction from developing
a large differential rotation in the radiative zone and to efficiently
redistribute angular momentum from the core to the envelope all
along the star lifetime. As a consequence, it seems reasonable to
expect the rotation profile to be smoother than the one obtained
by assuming local conservation of angular momentum. A lin-
early decreasing profile in the radiative zone is the simplest form
we could assume. However, to enforce a null derivative at the
center and at the top of the radiative zone, we prefer considering
a profile with the shape

5Q(r) = AQ cos? (gi) for r <,

It

(12)

with AQ the maximum amplitude of the differential rotation.
Equation (12) will be considered as the default profile.

Sharp profile: in a second step, we will investigate the effect
of a sharp rotation profile. It will be supposed to be similar to
the one obtained by assuming local conservation of angular mo-
mentum from the beginning of the subgiant branch, but rescaled
with a different amplitude. For initial conditions, we will assume
that the rotation is uniform throughout the radiative zone at the
terminal-age main sequence (TAMS), as supported by observa-
tions in main-sequence stars (e.g., Benomar et al. 2015). The res-
olution of Eq. (1) with J,, = 0 thus gives

c? (m,) — c? (myy)

) = A ] o < (13)

with

Cmy) = "), (14)
r(mr)

where ry(m,) is the radius of the mass element m, at the TAMS
and m;, is the mass coordinate at the top of the radiative zone.
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Fig. 2. Normalized differential rotation profile according to the radius
normalized by the radius at the top of the radiative zone, r,, for a 1 Mg
subgiant model with log 7. = 3.70 and log L/L, = 0.35. We com-
pare the smooth profile given in Eq. (12) (red solid line) with the sharp
variant given in Eq. (13) (green solid line).

Both kind of rotation profiles are represented in Fig. 2 for
a 1 My model in the middle of the subgiant branch. Consider-
ing such arbitrary shapes for the differential rotation, although
questionable, will give us first hints about the efficiency of the
transport by IGW in subgiant and red giant stars while consider-
ing different values for the amplitude AQ. A comparison with the
differential rotation amplitude inferred by seismic observations
requires accounting for the properties of the gravity-dominated
mixed modes. Following Goupil et al. (2013), the mean seismic
amplitude of the differential rotation, that is its amplitude as
probed by mixed modes, is given by

— 1 (M N "N
AQ ~ — f 0Q—dr with y= f —dr,
Y Jo r o T

which have been derived by assuming that the rotation rate
is uniform throughout the convective envelope. Equation (15)
shows that mixed modes probe the mean value of the rotation
in a region confined around the peak of the Brunt-Viiséla fre-
quency, as also noted by Deheuvels et al. (2014). Therefore, a
comparison between the values of the differential rotation as ob-
served by mixed modes and the ones as assumed in this work
will make sense if we consider the mean seismic amplitude, AQ,
computed via Eq. (15).

s5)

4. Efficiency of the angular momentum transport
by IGW in subgiant and red giant stars

4.1. Comparison of timescales
4.1.1. Stars at the beginning of the ascent of the RGB

As an illustration, we consider the case of a 1 M model charac-
terized by log L/Ls = 0.92, log g = 3.16, log Ter = 3.67 and
located at the beginning of the ascent of the red giant branch. The
wave-related timescale is compared to the contraction timescale
throughout the radiative zone of the star in Fig. 3. The values for
AQ are chosen between 0 and 12 prad s™', that is in a range with
an upper limit slightly above the maximum value inferred from
asteroseismology (Mosser et al. 2012a; Deheuvels et al. 2014).
At the very top of the radiative zone, Fig. 3 shows that t,,
takes very small values of the order of years. This is due to the

Red giant
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Fig. 3. Top: characteristic wave-related timescale (solid lines), com-
puted using Eq. (4), as a function of the normalized radius in the ra-
diative zone of a 1 M, red giant model, with log T.z = 3.16 and
log L/L, = 0.92. Colors correspond to different values for the ampli-
tude of the differential rotation, AQ. The red and the blue dashed lines
represent the contraction or dilatation timescale and the location of the
hydrogen-burning shell, respectively. Bottom: same caption and legend
as the top panel, but for a 1 M, subgiant model, with log 7. = 3.70
and log L/L, = 0.35.

damping of high-angular degree low-frequency prograde waves
(m > 0, Jy, < 0) that rapidly reach their critical layers. Just below
this region, high-angular degree low-frequency retrograde waves
(m < 0,J, > 0) are in turn efficiently damped. Combined with
shear-induced turbulence, this may give rise to a short-period
oscillation of the rotation profile in a region confined around the
top of the radiative zone, the so-called Shear Layer Oscillation
(e.g., Kumar et al. 1999; Talon et al. 2002).

Deeper in the star (i.e., /1y < 0.8), t drastically increases
as r decreases. It even gets much larger than the contraction
timescale throughout the helium core, below the hydrogen-
burning shell. Despite the significant influence of the differen-
tial rotation amplitude on ¢, above the helium core, the result
remains valid for values of AQ consistent with observations.
Unlike main-sequence stars (see Pincon et al. 2016, for the so-
lar case), IGW generated by penetrative convection are thus not
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Table 1. Characteristics of the six subgiant and early red giant stars > v 7
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of the star and the base of the convective zone was inferred from the
OLA method.

efficient enough to affect the innermost rotation of red giant stars.
Indeed, as pointed out by Fuller et al. (2014), the wave radiative
damping increases when stars evolve during the post-main se-
quence. As shown in Appendix A.l, the local characteristic ra-
dial damping lengthscale of the wave energy decreases all over
the radiative zone as the innermost layers contract. This decrease
is so important at the beginning of the RGB that waves are
severely damped before reaching the hydrogen-burning shell for
values of AQ < 12 urad s™'. Actually, we find that a value of AQ
around 20 urad s~ is needed to enable retrograde IGW to reach
the helium core in this model, that is a value much higher than
observations. We find similar conclusions for all the red giant
models considered in Fig. 1. Such a trend is further discussed in
Sect. 4.1.2. We then conclude that IGW generated by penetrative
convection cannot counteract, on their own, the acceleration due
to the core contraction in RGB stars and therefore, are unable
to spin down their innermost layers. Another mechanism must
operate in the core of these stars.

4.1.2. Subgiant stars

As an illustration, we consider the case of 1 My subgiant
model characterized by log L/Ly = 0.35, log g = 3.86 and
log Te = 3.70. The wave-related timescale is plotted in Fig. 3
as a function of radius in the radiative zone. For low values of
AQ, the situation is similar as for RGB stars. IGW are con-
siderably damped and deposit their angular momentum well
above the hydrogen-burning shell. However, unlike RGB stars,
as the amplitude of the differential rotation increases and be-
comes larger than a threshold value, denoted AQy,, t, becomes
smaller than the contraction timescale throughout the radiative
zone. Indeed, as AQ increases, the asymmetry between prograde
(m > 0) and retrograde waves (m < 0) gets more and more pro-
nounced. First, prograde components reach more rapidly their
critical layers where they are dissipated. Second, an increase in
AQ results in an increase in the frequency Doppler-shift of ret-
rograde IGW (m < 0, J,, > 0) so that their damping in Eq. (11)
decreases. They can thus go deeper into the star. In other words,
when AQ increases, retrograde components with lower frequen-
cies are absorbed into the helium core. Since the excitation wave
spectrum decreases as the wave frequency w increases, they have
higher amplitudes and thus deposit more negative angular mo-
mentum. We refer to the toy model presented in Appendix B
for a more detailed analysis. In the example plotted in Fig. 3,
AQy, ~ 5 prad s~!. This value is consistent with the mean core
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Fig. 4. Theoretical threshold value for the differential rotation ampli-
tude, above which 7, < ., throughout the region below the hydrogen-
burning shell, as a function of log g. The curve obtained with the de-
fault set of plume parameters, v, = w, and b = bros (see Sect. 3.2), and
a smooth rotation profile is represented by the blue thick solid line. The
effect of variations in v, and b is also displayed, as well as the results
obtained with a sharp rotation profile. For each curve, the value of only
one single parameter is changed while keeping the others at their default
values. The vertical red dashed line symbolizes the transition between
the subgiant phase to the beginning of the RGB.

rotation rates observed in subgiant stars (see Table 1). Therefore,
we conclude that IGW generated by penetrative convection are
able to counteract, on their own, the acceleration due to the core
contraction in subgiant stars and therefore, can play a role in the
redistribution of angular momentum along the subgiant branch.

Actually, this result can be extended to the whole subgiant
branch where the same trend can be observed. The theoretical
threshold value, AQy,, is formally defined as the amplitude of the
radial-differential rotation above which IGW can counteract the
acceleration due to the core contraction (fy < fcont) throughout
the region below the hydrogen-burning shell. It was determined
for the 1 Mg evolutionary sequence represented in Fig. 1. We
found that AQy, increases as the star evolves (see Fig. 4). Indeed,
as shown in Appendix A.l, the intensity of the radiative damp-
ing increases by more than two orders of magnitude along the
evolution from the subgiant branch to the beginning of the RGB.
Considering this effect is the predominant one during the star
evolution, it would result in a decrease in the efficiency of the
transport by IGW in the innermost layers of the radiative zone
if AQ remained unchanged (i.e., fy > fcont) since waves would
be dissipated into upper layers. Therefore, an increase in the fre-
quency Doppler-shift, and so in AQy,, is necessary to balance the
increase in the magnitude of the radiative damping over time and
enable retrograde IGW to reach the helium core and efficiently
counteract the acceleration due to its contraction (i.e., ty < fcont,
see also Appendix 2.4.7 for a more detailed discussion).

4.2. Impact of the parameter uncertainties and of the shape
of the rotation profile

Uncertainties remain in the determination of the plume char-
acteristics. First, their estimation relies on simplified analytical
models. Second, they have been supposed to be unique for all the
plumes at a given evolutionary stage while, in reality, they should
be distributed around mean values. In this section, we vary the
parameters of the excitation model around the default values
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Fig. 5. Effect of variations in the plume parameters and of a sharp ro-
tation profile as given in Eq. (13) on the wave-related timescale in the
radiative zone of the subgiant model considered in Sect. 4.1.2. For each
curve, the value of only one single parameter is changed while keeping
the others at their default values. The value of the differential rotation
amplitude is maintained constant at AQy,. The red and the blue dashed
lines have the same meaning as in Fig. 3.

used in the previous sections and investigate their influence on
the efficiency of the angular momentum transport by IGW. We
also explore the effect of a sharp rotation profile on the results.

Wave flux amplitude 7). As shown by Egs. (2), (4) and (5),a
decrease in 7 by any factor results in an increase in t, by the
same factor. This parameter depends on the plume velocity at the
base of the convective zone V}, the plume radius via the term S,
the filling factor (or the number of penetrating plumes), and the
efficiency of the energy transfer from the plumes to the waves
via the parameter N;. Given that %, depends on V,, to the power
four, the uncertainty on V,, can result in a large uncertainty in
the efficiency of the transport by IGW for a given value of AQ.
However, as shown in Fig. 3, t,, is very sensitive to the am-
plitude of the differential rotation below the hydrogen-burning
shell (see Appendix 2.4.8 for an explanation). Therefore, a major
variation in 7 leads only to a moderate variation in the thresh-
old AQy,. For instance, in the subgiant case in Fig. 3, if V}, is
decreased by a factor of three, f,, increases by about a factor
of hundred, but AQy, increases from 5 urad s~! to only about
6 urad s~!. However, near the top of the radiative zone (i.e.,
r/re 2 0.5), the efficiency of the transport by IGW is more af-
fected. Indeed, an increase in AQy, leads to an increase in ty in
this region. Nevertheless, the main conclusions remain unmod-
ified since this region is in expansion (# > 0 in Eq. (1)) and so
spins down. Therefore, the conclusions made in Sect. 4.1.2 for
the subgiant stars hold despite strong variations in . For the
red giant case in Fig. 3, #, varies so sharply that the conclusions
made in Sect. 4.1.1 also do not change even if 7 is multiplied
by a factor of hundred. We conclude that, although its effect is
quantitatively not negligible, variations in Fy does not qualita-
tively modify the results obtained in both subgiant and red giant
cases.

Plume width, b. We modify the plume radius by factors of a third
and three. The result is plotted in Figs. 4 and 5. As we can see in

Fig. 5, the sensitivity of #,, to the value of b is moderate through-
out the radiative zone. Above the hydrogen-burning shell, #, is
multiplied by about factors of nine and a ninth, respectively. This
trend directly comes from the change in the area occupied by
one single plume, Sp in Eq. (6). Below the hydrogen-burning
shell, the situation is more complex. Indeed, the wave energy
flux, Eq. (5), is maximum for an angular degree [, ~ ri/b
(Pincon et al. 2016). A smaller value of b then favors the ex-
citation of high-angular degrees and results in a larger width of
the wave spectrum with respect to the angular degree. Neverthe-
less, this must compete with a larger damping at the very top of
the radiative zone and a decrease in S;,. Without going more into
details, Fig. 4 shows that b has only a small influence on AQy,.

Plume occurrence frequency, v,. In a similar way to the plume
radius, we modify the plume lifetime by factors of a third and
three. Figure 5 shows that variations in v, have important con-
sequences on the value of t#,,. In the subgiant case, increasing
(decreasing) v, by a factor of three, while keeping the value of
AQ constant, leads to decrease (increase) t,, by more than two or-
ders of magnitude throughout the radiative zone. However, given
the abovementioned sensitivity of #, to AQ below the hydrogen-
burning shell, the induced variation in the threshold value AQy, is
much more limited than for #,,. Figure 4 indicates that it is lower
than a factor of two. Hence, the conclusions made in Sect. 4.1
again qualitatively hold. Figure 4 also shows that the higher v,
the lower AQy,, whatever the value of log g. Indeed, following
Eq. (5), an increase in v, enhances the amplitude of the waves
whose frequencies are higher than v, at the expense of the ones
whose frequencies are lower than v,. The part of the wave spec-
trum with high enough energy to efficiently modify the inner-
most rotation is thus extended toward higher frequencies. There-
fore, a lower value of the frequency Doppler-shift and so of AQy,
is needed for these waves to counteract the radiative damping,
reach the innermost layers and efficiently extract angular mo-
mentum from them.

Effect of a sharp rotation profile. We also tested the impact
of a sharp rotation profile as defined by Eq. (13). As shown in
Figs. 4 and 5, such a profile strongly prevents IGW from reach-
ing the helium core, unless the amplitude of the differential ro-
tation is very large. Compared to a smooth rotation profile (see
Fig. 2), retrograde IGW are more importantly damped above the
hydrogen-burning shell because of a lower frequency Doppler-
shift, unlike the prograde ones that can go deeper into the star.
At a given value of AQ, the asymmetry between prograde and
retrograde components is thus reduced compared to the case
of a smooth profile. Therefore, once IGW reach the hydrogen
burning-shell, the retrograde waves that more efficiently deposit
angular momentum into the medium are shifted toward higher
frequencies. Since the wave spectrum is a decreasing function
of frequency, they deposit much less momentum than in the
smooth case. Figure 4 shows that AQ, must be in general very
large to enable IGW to decelerate the core rotation, with val-
ues much higher than the observations on both subgiant and red
giant branches. We can see that AQy, is very small only at the
very beginning of the subgiant branch where a strong rotation
gradient has not developed yet. Therefore, we conclude that a
sharp rotation profile, with a large gradient in the vicinity of the
hydrogen-burning shell, prevents IGW from reaching the inner-
most layers and to modify the inner rotation rate as soon as the
beginning of the post-main sequence (i.e., in both subgiant and
red giant stars).
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Fig. 6. Theoretical threshold for the amplitude of the radial-differential rotation as a function of the log g for the considered evolutionary sequences.
It is computed using the default values of the parameters given in Sect. 3.2 and assuming a smooth rotation profile as defined in Eq. (12). The
observations in subgiant stars, AQ,s, are represented with error bars and masses in units of solar mass (Deheuvels et al. 2014, see Table 1).
The vertical red dashed line symbolizes the transition between the subgiant phase to the beginning of the RGB. The maximum amplitude of the
differential amplitude on the RGB as expected from the observations by Mosser et al. (2012a) is indicated by the horizontal thick black line.

In summary, variations in the plume parameters %y, b and
especially v, have quantitative impacts on the transport by IGW
throughout the radiative zone of stars. Nevertheless, they do not
qualitatively modify the conclusions made in Sect. 4.1 for sub-
giant stars, as well as for red giant stars. Indeed, given the strong
sensitivity of 7, on AQ below the hydrogen-burning shell (see
Appendix 2.4.8 for an explanation), large variations in the pa-
rameters have only moderate effects on AQy, that remains within
an order of magnitude from the observations in subgiants. We
have also demonstrated that a sharp rotation profile, with a large
rotation gradient near the hydrogen-burning shell, prevents IGW
from spinning down, on their own, the helium core in the post-
main sequence.

5. Observational evidence for a wave-driven
regulation mechanism in subgiant stars?

5.1. Influence of the stellar mass

We also investigated the influence of the stellar mass on the re-
sults provided in Sect. 4. To do so, we considered the 1, 1.15,
1.3 and 1.45 M models represented in Fig. 1. This mass range
is typical of subgiant stars observed with Kepler. For all the con-
sidered models, the wave-related timescale was computed as-
suming a smooth rotation profile, Eq. (12), and using the default
values for the plume parameters as described in Sect. 3.2. In all
cases, we find a similar qualitative behavior to the one depicted
in Fig. 3. Whatever the mass, IGW can efficiently spin down
all the region below the hydrogen-burning shell if the amplitude
of the differential rotation is higher than a given threshold. This
theoretical threshold AQy, is displayed in Fig. 6 as a function of
log g and the mass.
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5.2. Comparison with the observations

The theoretical thresholds are compared to the amplitude of the
differential rotation observed in six Kepler subgiant and early red
giant stars studied by Deheuvels et al. (2014, see Table 1) and the
upper value of the core rotation observed in more evolved red gi-
ant stars by Mosser et al. (2012b). The influence of the mass on
the threshold value, as well as the comparison with the observa-
tions, differ according to the evolutionary status.

Red giant stars (log g > 3.55). Figure 6 shows that AQy, is
larger than about 10 urad s~! in this mass range, which is well
above the core rotation rates observed in red giants. We conclude
that IGW are unable to affect, on their own, the internal rotation
of these stars whatever the mass. Again, a large magnitude of
the radiative damping is the cause. Moreover, Fig. 6 shows that,
at a given logg, AQy, converges toward the same value for all
masses. Indeed, stars on the RGB are ascending the Hayashi line
in the Hertzsprung-Russel diagram (see Fig. 1) and therefore,
share similar properties at a given value of log g. Their inter-
nal structures are comparable, and so are the magnitude of the
radiative damping, the contraction timescale and the convective
plumes parameters V), b/r and v, ~ w,. This is illustrated in
Fig. 7. Therefore, angular momentum transport by IGW must
have a similar influence on the internal rotation of these stars, so
that AQy, takes very close values whatever the mass for a given

log g.

Subgiant and early red giant stars (log g < 3.55). Figure 6
shows that the theoretical threshold for the differential rota-
tion amplitude, AQy,, is in good agreement with the observed
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Fig. 7. Occurrence frequency (dotted lines) and width of the convective
plumes normalized by the radius at the top of the radiative zone (solid
lines), estimated at the base of the convective zone and plotted as a
function of log g. The plume occurrence frequency, v,, is assumed to
be equal to the convective turnover frequency, w., which was estimated
via the mixing-length theory. Each color is associated with a mass.

amplitude of the differential amplitude in subgiant and early
red giant stars. We find that AQy, < 10 urad s™! for these stars.
Therefore, the conclusions made in Sect. 4.1.2 hold for the con-
sidered mass range. Figure 6 also shows that the higher the
mass, the lower the theoretical threshold in these stars. Indeed,
as shown in Fig. 7, the higher the mass, the higher the turnover
convective frequency (and also v;,) and the ratio r¢/b, so that, as
demonstrated in Sect. 4.2, the more efficient the angular momen-
tum transport by IGW. Therefore, the mass dependence of AQy,
at given log g on the subgiant branch can be explained simulta-
neously by the increase in v, and r¢/b as the mass increases.

5.3. IGW-driven regulation of the core rotation in subgiant
stars

More than comparable orders of magnitude, the theoretical
threshold values closely match the observations. Although the
1.26 M, star slightly deviates from the theoretical curve, it is
however not far enough to hinder the global agreement. Indeed,
such a mismatch can be simultaneously explained by a small er-
ror in the estimate of the log g, a moderate decrease in v, or in
/b (see Sect. 4.2), as well as uncertainties on stellar modeling.
Thus, this agreement supports the idea that angular momentum
transport by plume-induced IGW could operate as a regulating
actor of the core rotation evolution in subgiant and early red gi-
ant stars.

The scenario can be presented as follows. During the evolu-
tion on the subgiant branch, the internal structure of stars (or the
magnitude of the radiative damping) and the characteristics of
the convective plumes (i.e., o, v, and b) imposes a threshold
value for the differential rotation, AQy,, above which plume-
induced IGW can counteract the spin up of the innermost layers
due to their contraction. As the core contracts, the wave radiative
damping increases throughout the radiative zone, resulting in an
increase in the value of the threshold over time (see Sect. 4.1.2
and Appendix 2.4.7). Since the amplitude of the differential rota-
tion obtained considering only local conservation of angular mo-
mentum is much higher than the observations (e.g., Ceillier et al.
2013, see Fig. 8), we deduce that the increase in AQg, occurs
on a characteristic timescale much longer than the contraction

timescale. Furthermore, in the limit of slow rotators, we can as-
sume that rotation does not modify the equilibrium structure, so
that variations in the instantaneous amplitude of the differential
rotation AQ have no consequences on AQy, at a given evolution-
ary stage. In this framework, let us consider a star initially at
the end of the main sequence with an amplitude of the differen-
tial rotation AQy. At this stage, the system can evolve follow-
ing two ways. If AQy < AQy, then the core contraction domi-
nates and AQ increases with a timescale of 7¢on.. Otherwise, IGW
spin down the core of the star and AQ decreases on characteris-
tic timescales lower than the contraction timescale. Therefore,
since the threshold value evolves on much larger timescales in
both cases, AQ becomes closer and closer to AQy, in a first tran-
sient phase. After a reasonable time span, a stable steady state
is reached in which the amplitude of the differential rotation is
close to the threshold (i.e., AQ ~ AQy,), independently of the
initial conditions AQq. The stability of the steady state is the
consequence of the combined effects of the core contraction and
of the angular momentum transport by IGW, which will counter
any departure from this equilibrium. Finally, since the contrac-
tion timescale is much smaller than evolution timescale on the
subgiant branch, the steady state is reached well before the be-
ginning of the red giant branch. Therefore, the dynamical equi-
librium between the core contraction and the transport by IGW
holds over time so that AQ follows AQy, during the subgiant
evolution, whence the observational agreement.

6. Discussion

6.1. Comparison with the transport by turbulence-induced
IGW

Fuller et al. (2014) followed a similar approach as we used
in this work, but considering angular momentum transport by
turbulence-induced IGW. They assumed that IGW are generated
by convective motions in the overshooting region and used the
excitation model proposed by Lecoanet & Quataert (2013). As
a result, they showed that the evolution of the helium core rota-
tion should decouple from the influence of convectively-excited
IGW when stars reach about the middle of the subgiant branch.
As explained in their paper and discussed in Appendix A, this is
the consequence of the increase in the wave radiative damping
as the innermost layers contract. However, our conclusions differ
from their results since we observe that the decoupling happens
later, at the beginning of the ascent of the RGB. This difference
can be explained by the two main following points.

Firstly, the amplitude and the shape of the wave excita-
tion spectrum considered in both studies are different. The
turbulence-induced wave spectrum is a decreasing power law
with respect to frequency whereas the plume-induced one has a
Gaussian profile. Moreover, turbulence-induced IGW have most
of their energy in low angular degrees following the model of
Lecoanet & Quataert (2013). Since the wave radiative damping
is in addition proportional to I°, Fuller et al. (2014) considered
I ~ 1, |m| = 1 wave components only. Conversely, plume-
induced IGW are preferentially excited at higher angular de-
grees. Indeed, the size of the plumes is three to ten times smaller
than the size of the biggest convective eddies as described by
the MLT along the evolutionary tracks that we have considered.
Therefore, the effect of angular degrees / > 2 must be taken into
account in this case.

Secondly, Fuller et al’s diagnosis is based on the compari-
son of the contraction timescale with the characteristic timescale
on which IGW can modify the total angular momentum inside
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a sphere of radius r. It is therefore representative of the mean
effect induced by the transport by IGW on each mass shell over
this region and does not account for local effects. The authors
argued in favor of this timescale because it does not depend on
the rotation profile below the radius r, which is generally un-
known. However, we stress that it depends on the rotation pro-
file above the radius r. Indeed, the differential rotation creates
the asymmetry between prograde and retrograde waves and op-
erates like a wave filter via the wave damping in Eq. (11) (see
the difference between the results obtained considering either a
smooth or a sharp rotation profile in Fig. 5). Furthermore, we
have seen in Sects. 4 and 5 that its influence on the transport by
IGW is predominant in the innermost layers of stars. Therefore,
we preferred to use the local wave-related timescale, as defined
in Eq. (4), and assumed a given rotation profile. To compensate
our lack of knowledge about the rotation profile, we considered
a smooth and a sharp shape for the profile. Although both ap-
proaches are complementary, the one used in this work has the
advantage of taking into account the amplitude of the differential
rotation whose value can be constrained by seismic observations.

In this framework, it is worth investigating the efficiency of
the angular momentum transport by turbulent-induced IGW us-
ing the comparison between the contraction timescale and the
local wave-related timescale as given in Eq. (4). We consid-
ered four models on the subgiant branch with log g ~ 3.75
and masses of 1, 1.15, 1.3 and 1.45 M. We used the generation
model by turbulent pressure as described in Kumar et al. (1999),
with wavefunctions estimated in the WKB approximations, and
considered a smooth rotation profile as given in Eq. (12). Finally,
we found that turbulence-induced IGW can counteract the spin
up of the region below the hydrogen-burning shell if the am-
plitude of the differential rotation is higher than 12, 10, 8 and
6 urad s7! for 1, 1.15, 1.3 and 1.45 M, respectively. These val-
ues are well above observations at this value of log g. This result
is in agreement with the conclusions of Fuller et al. (2014). They
are also higher than the threshold amplitudes obtained by consid-
ering IGW generated by penetrative convection. Therefore, we
can conclude that plume-induced IGW are more efficient than
turbulence-induced ones on the subgiant branch. Unlike plume-
induced IGW, turbulence-induced IGW seem unable, on their
own, to explain the observations in subgiant stars.

6.2. Extraction mechanism and influence of the differential
rotation amplitude in the inner radiative region

In the theoretical framework used in this work, IGW and rota-
tion are intricately related. The role of the amplitude of the dif-
ferential rotation on the transport by IGW has been shown to be
essential. Nevertheless, the interpretation of the behavior of f,
with AQ in Sect. 4.1.2 is not straightforward. Indeed, following
Eq. (10), the angular momentum transport by IGW is the conse-
quence of the competition between three main physical ingredi-
ents: the magnitude of the radiative diffusion, the excitation wave
spectrum and the oscillation frequency Doppler-shift. In order
to grasp the extraction mechanism by IGW, a semi-analytical
toy model has been developed and is described in Appendix B.
Hereafter, we summarize the main points learned from the toy
model.

The efficiency of the angular momentum transport in-
duced by IGW in Eq. (1) is represented by the divergence
of the wave flux, Jy. This latter can be approximated
by Ju(r) = 7(NFrw(r)e ™ /r, with F., given by Eq. (10),
7(r) ~ r/Lp(r) and Lp the local radial wave damping length-
scale (see Appendix A for details). Therefore, the radiative
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damping must be neither too high nor too low for Jy, to be high
enough. Consequently, the balance is reached and IGW are effi-
ciently absorbed into the medium if the wave radiative damping
in Eq. (11), or the acoustic damping depth, is close to unity (i.e.,
7 ~ 1). From this statement, we can deduce several features of
the transport by IGW whittled down to the four following points:

1. Since the wave frequency Doppler-shift is quasi null at
the top of the radiative zone (i.e., 6Q(ry) = 0), very low-
frequency high-degree IGW rapidly satisfy 7 ~ 1 as they
travel downwards. They are then absorbed just below the
base of the convective zone. As mentioned in Sect. 4.1.1, the
wave-related timescale is very low in this region. IGW are
thus able to modify the rotation rate on very short timescales.

2. Deeper in the star, the retrograde IGW (m < 0) satisfying
7 ~ 1 have lower frequencies w than progade ones (m > 0)
at given |m| and [. Since the excitation wave spectrum is a de-
creasing function of w, retrograde IGW deposit more angu-
lar momentum than prograde ones. As a result, the net wave
flux of angular momentum is negative, J,, > 0 in Eq. (1)
and IGW can therefore counteract the spin up due to the core
contraction.

3. At given [, |m| and w, an increase in AQ leads to a decrease
in the wave radiative damping in Eq. (11) for the retrograde
IGW that can therefore go deeper into the star. In other
words, in a given layer, the higher AQ, the lower the wave
frequencies absorbed into the medium and thus the higher
the momentum transferred into the mean flow. As a conse-
quence, an increase in the amplitude of the differential rota-
tion results in an increase in the efficiency of the transport by
IGW, and so a decrease in the wave-related timescale in deep
layers of the radiative zone.

4. The absorption condition 7 ~ 1 in the helium core can be
satisfied by IGW with high angular degrees on the condition
that the Doppler-shift |m|AQ is large enough and that their
frequencies w are high enough to overcome the damping at
the top of the radiative zone (where 6Q(r) ~ 0). Moreover,
since the wave excitation spectrum Eq. (5) is maximum for
Imax ~ /b > 1, high-] high-|m| retrograde IGW can be re-
sponsible for the larger deposit of angular momentum in the
helium core. This is what is observed in the subgiant models
considered in this work when the amplitude of the differ-
ential rotation is of the order of magnitude of the threshold
value (see also discussions in Sect. 6.4 and Appendix 2.4.6).
This statement goes against the commonly adopted view in
which only low-degrees IGW can affect the rotation of the
inner layers because of the wave damping depending on /3.

Therefore, simple arguments based on the condition of absorp-
tion given by 7 ~ 1 enable us to understand the influence of
the differential rotation amplitude on the efficiency of the trans-
port by IGW. It is also worth mentioning the high sensitivity
of the wave-related timescale in the helium core to the value of
the differential rotation amplitude. An explanation is given in
Appendix 2.4.8. Such features are consistent with the behavior
observed in Sect. 4. We refer to Appendix B for a more thorough
and technical analysis.

6.3. Uncertainties related to the generation of IGW
in evolved stars

The modeling of the transfer of energy from convective plumes
into waves relies on simplifying assumptions. Here, we briefly
address the main issues concerning the generation model and
refer to Pincon et al. (2016) for a more detailed discussion.
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As a first check, we found that the estimate of the wave en-
ergy flux induced by penetrative convection at the base of the
convective zone is lower than 1% of the stellar energy flux for
all the considered models, that is well lower than the plume ki-
netic energy flux. The assumption of no feedback from the waves
on the plumes in the penetration region is thus verified, as well
as the conservation of energy.

Following Eq. (5), the model also depends on several param-
eters. Considering a wide range of values for the model parame-
ters, we have shown in Sect. 4.2 that the uncertainties related to
their estimate do not qualitatively modify the conclusions made
from the timescales comparison in Sect. 4.1.

Lastly, the generation model neglects the effect of the
Coriolis force on the waves in the excitation region. This hy-
pothesis is valid for wave frequencies verifying w > 2Q(r,), with
Q(ry) the rotation rate at the top of the radiative zone. Near the
top of the radiative zone, Deheuvels et al. (2014) found rotation
rates going from about 1 to 0.5 urad s~! for values of log g going
from 3.85 to 3.6 on the subgiant branch. This is in the same order
of magnitude as the convective turnover frequency, and so, by
assumption, as the plume occurrence frequency v, (see Fig. 7).
Therefore, a non-negligible part of the wave excitation spectrum
at low frequencies, say for w below more or less 1 urad s~! for all
the considered models, is affected by rotation. However, the low-
frequency waves such as w < 2€Q(r;) are expected to be absorbed
just below the base of the convective zone, so that only the up-
permost layers of the radiative zone are concerned by the uncer-
tainties related to this point. Indeed, as discussed in Sect. 6.4,
this range of low frequencies is not responsible for the deposit
of angular momentum below the hydrogen-burning shell and,
therefore, has no effect on the results obtained in this region.

6.4. Influence of the Coriolis force on the propagation of IGW

For the sake of simplicity, the modeling of the angular momen-
tum transport by IGW and the derivation of Eq. (10) also ne-
glect the effect of the Coriolis force on the propagation of the
waves (e.g., Mathis 2009), as well as the wave heat flux (e.g.,
Belkacem et al. 2015a,b). Such approximations remain valid if
the wave intrinsic frequency with respect to the co-rotating
frame is higher than twice the rotation rate, or in other words,
w — moCUr) 2 2Q(r). While this is justified in the case of mixed
modes with high oscillation frequencies, this is verified neither
for waves near their critical layers (i.e., where w = mdQ2), nor for
low-frequency waves. However, it turns out a posteriori that the
retrograde IGW (m < 0) that efficiently deposit angular momen-
tum into the medium below the hydrogen-burning shell, when
the differential rotation amplitude is equal to about the threshold
AQy,, respect the condition w + [m|6Q(r) 2 2Q(r) throughout
the radiative zone, or equivalently w + (|m| — 2)0Q(r) = 2Q(ry)
whatever r. Indeed, at the very beginning of the subgiant branch
where AQy, < v, we find that retrograde IGW such as w 2
7 purad s™! and [ ~ |m| ~ 1 are mainly responsible for the deposit
of angular momentum below the hydrogen-burning shell. Later
on the subgiant branch where AQy, 2 v;,, we find this time that
retrograde IGW suchas 2 < w < 6 urad s™' and [ ~ |m| 2 20 effi-
ciently transport angular momentum into the helium core. Such
high azimuthal numbers are possible because the wave energy
flux generated at the base of the convective zone, Eq. (5), is max-
imum for ly,x ~ r:/b > 1 (see Fig. 7). Such types of behavior are
confirmed and discussed through the toy model in Appendix B.4.
Moreover, since the rotation rate at the top of the radiative zone,
Q(ry), is about or lower than 1 urad s~! over the subgiant branch
from the observations by Deheuvels et al. (2014; see discussion
in Sect. 6.3), we checked in all the considered cases that these

wave components satisfy w + (|m|—2)0Q(r) = 2Q(r,) whatever r.
This suggests that the results of the timescales comparison in the
helium core of the considered models is only slightly impacted
by the effect of the Coriolis force. Therefore, although further
work is needed to properly tackle the issue, neglecting the Cori-
olis force seems reasonable for a first estimate.

7. Conclusions and perspectives

In this work, we explored the efficiency of the angular momen-
tum transport induced by IGW from the subgiant branch to the
beginning of the red giant branch of low-mass stars. We con-
sidered several models chosen at different evolutionary stages
and assumed a given internal rotation profile for each of them.
The wave flux of angular momentum was estimated using the
semi-analytical generation model by penetrative convection as
proposed in Pingon et al. (2016). As a result, the local timescale
associated with the transport induced by IGW, t,,, was computed
and compared to the contraction timescale, #.qn¢, throughout the
radiative zone of the considered models.

We found that IGW can counteract the spin up due to the con-
traction of the layers throughout the helium core (i.e., ty < fcont)
when the amplitude of the radial-differential rotation between
the center of the star and the top of the radiative zone is higher
than a threshold value. Indeed, an increase in the differential
rotation amplitude lowers the radiative damping of retrograde
IGW that can thus reach deeper layers and extract more angu-
lar momentum from the helium core. In subgiant stars, we ob-
tained theoretical thresholds for the radial-differential rotation
amplitude that are consistent with the values of the differen-
tial rotation observed by Deheuvels et al. (2014). We also found
that the angular momentum transport by plume-induced IGW is
more efficient than the one by turbulence-induced IGW. We then
conclude that plume-induced IGW are able to hinder, on their
own, the establishment of a strong differential rotation driven by
the core contraction along the evolution on the subgiant branch.
Unlike subgiant stars, the theoretical thresholds obtained in red
giant stars turned out to be well above the core rotation rates
inferred by Mosser et al. (2012b). This mainly results from an
excessive magnitude of the radiative damping in these stars (see
also Fuller et al. 2014, for turbulence-induced IGW). This dis-
crepancy leads to the conclusion that IGW are unable, on their
own, to affect the innermost rotation of red giant stars. An ad-
ditional mechanism must be found to efficiently spin down their
core. In both cases, the results remain valid under the assumption
of a smooth rotation profile between the base of the convective
zone and the center of the star. We also checked that these con-
clusions qualitatively hold for a wide range of values considered
for the excitation model parameters.

The theoretical thresholds for the radial-differential rotation
amplitude were shown to match in a noteworthy way the obser-
vations in the six Kepler subgiant and early red giant stars stud-
ied by Deheuvels et al. (2014). Such similarities are interpreted
as the result of a regulation process driven by plume-induced
IGW during the subgiant stage. In this scenario, the combined
effects of the core contraction (inducing a spin up of the core)
and of the transport by IGW (inducing a spin down of the core)
lead to a stable steady state in which the radial-differential rota-
tion amplitude remains close to the threshold values (see Sect. 5
and Fig. 6). If such a wave-driven process is further confirmed,
it will have several consequences. First, the existence of a sharp
rotation profile, with a strong gradient in the vicinity of the
hydrogen-burning shell, will be excluded since it prevents IGW
from reaching the innermost layers of stars. Second, the increase
in the number of observations in subgiant stars will provide a
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diagnosis to constrain the parameters of the generation model
by penetrative convection. Indeed, the matching between the ob-
served amplitudes of the differential rotation and the theoretical
thresholds will bring information on the plume parameters and
will give us the interesting opportunity to indirectly probe the
convective plumes at the base of the convective zone along the
subgiant branch. Even though this interpretation is based on a
comparison with only six observed subgiant stars, such a regu-
lation mechanism is promising and stresses out the major role
that IGW can play in the rotation history of stars. Additional ob-
servational constraints, as well as more exhaustive computations
are needed in future to asses the relevance of this process.

The study performed in this work demonstrates that the an-
gular momentum transport by plume-induced IGW in subgiant
and early red giant stars is efficient and calls for more sophisti-
cated investigations. The next step is to properly implement the
transport by IGW generated by penetrative convection with the
other transport mechanisms in a 1D stellar evolution code. While
the timescales comparison as it is used in this work gives a hint
about the global influence of IGW on the innermost layers of
stars, the resulting conclusions ignore effects induced by IGW
in very localized regions of the radiative zone, as well as the
coupling between the various transport processes. For instance,
we do not exclude that IGW that are responsible for the large
deposit of angular momentum above the hydrogen-burning shell
in red giant stars (fyw/fconr << 1 in Fig. 3) could interact with
another transport process, for instance the meridional circula-
tion, and could indirectly boost the extraction of angular mo-
mentum from the core. As another example, we have shown
that IGW can efficiently slow down the rotation mean flow in
the vicinity of the center in the subgiant stars (ty,/fcont << 1 in
Fig. 3, see also Appendix A.3 for explanations). This trend has
already been observed in previous numerical computations (e.g.,
Talon & Charbonnel 2005; Charbonnel et al. 2013; Mathis et al.
2013). We can thus wonder how this could influence the global
evolution over time of the rotation profile throughout the radia-
tive zone of subgiant stars. Modeling the dynamical evolution of
the rotation profile with the interactions between all the trans<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>