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préparée au sein du Laboratoire Institut des Sciences de la Terre
dans l’Ecole doctorale Terre, Univers, Environnement
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conférence ou sur le terrain pour de multiples discussions fort intéressantes et enrichissantes.
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supporter lorsque je rallais contre mon PC.

Je remercie toute ma famille pour son aide précieuse et tout son soutien dans les bons mo-
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Résumé

Le radar géologique est une méthode d’investigation géophysique basée sur la propagation
d’ondes électromagnétiques dans le sous-sol. Avec des fréquences allant de 5 MHz à quelques
GHz et une forte sensibilité aux propriétés électriques, le géoradar fournit des images de
réflectivité dans des contextes et à des échelles très variés : génie civil, géologie, hydrogéologie,
glaciologie, archéologie. Cependant, dans certains cas, la compréhension fine des processus
étudiés dans la subsurface nécessite une quantification des paramètres physiques du sous-sol.
Dans ce but, l’inversion des formes d’ondes complètes, méthode initialement développée pour
l’exploration sismique qui exploite l’ensemble des signaux enregistrés, pourrait s’avérer efficace.
Dans cette thèse, je propose ainsi des développements méthodologiques par une approche d’in-
version multiparamètres (permittivité diélectrique et conductivité), pour des configurations
en transmission, en deux dimensions.Ces développements sont ensuite appliqués à un jeu de
données réelles acquises entre forages.

Dans une première partie, je présente tout d’abord la méthode numérique utilisée pour
modéliser la propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu 2D hétérogène, élément
indispensable pour mener à bien le processus d’imagerie. Ensuite, j’introduis puis étudie le po-
tentiel des méthodes d’optimisation locale standards (gradient conjugué non linéaire, l-BFGS,
Newton tronqué dans ses versions Gauss-Newton et Exact-Newton) pour découpler la permit-
tivité diélectrique et la conductivité électrique. Je montre notamment qu’un découplage effectif
n’est possible qu’avec un modèle initial suffisamment précis et la méthode la plus sophistiquée
(Newton tronqué). Comme dans le cas général, ce modèle initial n’est pas disponible, il s’avère
nécessaire d’introduire un facteur d’échelle qui répartit le poids relatif de chaque classe de
paramètres dans l’inversion. Dans un milieu réaliste avec une acquisition entre puits, je mon-
tre que les différentes méthodes d’optimisation donnent des résultats similaires en matière de
découplage de paramètres. C’est finalement la méthode l-BFGS qui est retenue pour l’applica-
tion aux données réelles, en raison de coûts de calcul plus faibles.

Dans une deuxième partie, j’applique cette méthodologie à des données réelles acquises
entre deux forages localisés dans des formations carbonatées, à Rustrel (France, 84). Cette
inversion est réalisée en parallèle d’une approche synthétique à l’aide d’un modèle représentatif
du site étudié et des configurations d’acquisition similaires. Ceci permet de pouvoir compren-
dre, contrôler et valider les observations et conclusions obtenues sur les données réelles. Cette
démarche montre que la reconstruction de la permittivité est très robuste. A contrario, l’esti-
mation de la conductivité souffre de deux couplages majeurs, avec la permittivité diélectrique,
d’une part, et avec l’amplitude de la source estimée, d’autre part. Les résultats obtenus sont
confrontés avec succès à des données indépendantes (géophysique depuis la surface, analyse
sur échantillons de roche), et permet de bénéficier d’une image haute-résolution des formations
géologiques. Enfin, une analyse 3D confirme que les structures 3D à fort contraste de propriétés,



telles que la galerie enfouie sur notre site, nécessiteraient une approche de modélisation 3D,
notamment pour mieux expliquer les amplitudes observées.
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Abstract

Ground Penetrating Radar (GPR) is a geophysical investigation method based on electro-
magnetic waves propagation in the underground. With frequencies ranging from 5 MHz to a
few GHz and a high sensitivity to electrical properties, GPR provides reflectivity images in a
wide variety of contexts and scales : civil engineering, geology, hydrogeology, glaciology, arche-
ology. However, in some cases, a better understanding of some subsurface processes requires
a quantification of the physical parameters of the subsoil. For this purpose, inversion of full
waveforms, a method initially developed for seismic exploration that exploits all the recorded
signals, could prove effective. In this thesis, I propose methodological developments using a mul-
tiparameter inversion approach (dielectric permittivity and conductivity), for two-dimensional
transmission configurations. These developments are then applied to a real data set acquired
between boreholes.

In a first part, I present the numerical method used to model the propagation of electro-
magnetic waves in a heterogeneous 2D environment, a much-needed element to carry out the
process of imaging. Then, I introduce and study the potential of standard local optimization
methods (nonlinear conjugate gradient, l-BFGS, Newton truncated in its Gauss-Newton and
Exact-Newton versions) to fight the trade-off effects related to the dielectric permittivity and
to the electrical conductivity. In particular, I show that effective decoupling is possible only
with a sufficiently accurate initial model and the most sophisticated method (truncated New-
ton). As in the general case, this initial model is not available, it is necessary to introduce a
scaling factor which distributes the relative weight of each parameter class in the inversion. In
a realistic medium and for a cross-hole acquisition configuration, I show that the different op-
timization methods give similar results in terms of parameters decoupling. It is eventually the
l-BFGS method that is used for the application to the real data, because of lower computation
costs.

In a second part, I applied the developed Full waveform inversion methodology to a set of
real data acquired between two boreholes located in carbonate formations, in Rustrel (France,
84). This inversion is carried out together with a synthetic approach using a model represen-
tative of the studied site and with a similar acquisition configuration. This approach enables
us to monitor and validate the observations and conclusions derived from data inversion. It
shows that reconstruction of dielectrical permittivity is very robust. Conversely, conductivity
estimation suffers from two major couplings : the permittivity and the amplitude of the esti-
mated source. The derived results are successfully compared with independent data (surface
geophysics and rock analysis on plugs) and provides a high resolution image of the geological
formation. On the other hand, a 3D analysis confirms that 3D structures presenting high prop-
erties contrasts, such as the buried gallery present in our site, would require a 3D approach,
notably to better explain the observed amplitudes.
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1.2.1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.2.1.2 Le formalisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.2.2 Stratégies d’optimisation locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.2.2.1 Interprétations physiques du gradient et du Hessien . . . . . . 40

1.2.2.2 Calcul du pas de descente α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

1.2.2.3 Calcul de la direction de descente . . . . . . . . . . . . . . . . 44

1.2.3 Méthodes de l’état adjoint du premier et second ordre . . . . . . . . . . 46

1.2.3.1 Premier ordre : calcul du gradient . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.2.3.2 Second ordre : calcul des produits Hessien-vecteur . . . . . . . 47
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2.4.2.1 Définition du modèle synthétique . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

2.4.2.2 Estimation de la source . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

2.4.2.3 Choix des sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

2.4.2.4 Choix de la discrétisation en fréquence . . . . . . . . . . . . . 104
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2.4.3.3 Influence du nombre d’itérations . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

2.4.3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
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Introduction générale

L’imagerie de la Terre

La connaissance de la structure interne de la Terre est au cœur d’enjeux sociaux, scien-
tifiques, environnementaux et économiques. Tout d’abord, la proche surface (de quelques cen-
timètres à quelques mètres) est une échelle clé en ce qui concerne le génie civil, la géotechnique,
la pollution des sols et leur remédiation en vue de développement d’infrastructures, de prévention
et de sécurisation de sites ou bien encore de préservation des milieux naturels. Plus en pro-
fondeur (de quelques dizaines de mètres à quelques kilomètres), les problématiques sont égale-
ment cruciales avec la détection d’aquifères exploitables, de ressources énergétiques (pétrole,
gaz), minières ou calorifiques (géothermie). A ces profondeurs, on pourra également citer
d’autres enjeux comme le stockage du CO2 et des déchets radioactifs. A plus grande échelle,
viennent ensuite les problématiques associées aux failles actives et au volcanisme, à l’origine de
phénomènes destructeurs, qu’il faut analyser et caractériser pour comprendre les processus qui
contrôlent leur dynamique. Enfin, l’étude des structures profondes permet de mieux compren-
dre les structures mantelliques et la géodynamo terrestre à l’origine du bouclier magnétique
protecteur de la vie en surface.

Pour répondre aux problématiques posées et améliorer nos connaissances dans ces domaines,
une palette de méthodes géophysiques a été développée. En fonction de la cible d’intérêt, de
ses propriétés et de sa profondeur, il est donc possible de choisir la(les) méthode(s) la(les) plus
appropriée(s). Ainsi la méthode gravimétrique est utilisée pour détecter des anomalies de den-
sité, les méthodes sismiques (réflexion, réfraction, tomographie, analyse des ondes de surface,
bruit de fond, sismologie passive) permettent d’évaluer les propriétés mécaniques du milieu
géologique et une vaste gamme de méthodes électriques/électromagnétiques donne accès à ses
propriétés électriques/électromagnétique. On peut, par exemple, citer les méthodes d’induc-
tion électromagnétique (dans les domaines temporel et fréquentiel), la tomographie électrique
(ERT) ou encore le radar géologique.

Les méthodes géophysiques fournissent des informations physiques indirectes sur les struc-
tures internes de la Terre qu’il faut ensuite savoir interpréter. Elles sont donc traditionnelle-
ment confrontées à des méthodes d’observation directes comme les prélèvements ou les forages
(diagraphies). Ces dernières méthodes sont utiles car elles donnent des observations directes
du sous-sol et peuvent être utilisées pour compléter, valider, voire contraindre les modèles
géophysiques. Cependant, ces méthodes directes s’avèrent souvent onéreuses au regard du vol-
ume investigué (très ponctuelles), pas forcément représentatives d’un milieu hétérogène, de-
structives et vite limitées en profondeur. Pour ces raisons, lorsque l’on souhaite avoir accès aux
variations 3D d’un milieu, les techniques d’imagerie géophysiques sont privilégiées. Parmi ces
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méthodes, le radar géologique (ou Ground Penetrating Radar, GPR) permet de caractériser
les propriétés électromagnétiques de la proche surface. C’est sur cette méthode d’investigation
que se concentrent les travaux présentés dans cette thèse.

Le radar géologique (GPR)

Principes

Le radar géologique (GPR) est un outil de prospection actif et non-destructif du sous-sol
basé sur la propagation d’ondes électromagnétiques. La prise de mesures GPR débute par une
impulsion électromagnétique haute fréquence au niveau d’une antenne émettrice (la source).
Le signal émis se propage dans le milieu géologique, interagit avec ce dernier pour finalement
être enregistré par une antenne réceptrice (le récepteur). Grâce aux différentes interactions, le
signal enregistré porte la signature du milieu, en plus de celle de la source, que l’imagerie va
pouvoir exploiter afin de restituer une image du sous-sol.

D’un point de vue applicatif, la profondeur de pénétration (ou encore la distance de propa-
gation) des ondes est très variable car elle s’étend de quelques centimètres à plusieurs dizaines,
voire centaines, de mètres. Cette variabilité dépend essentiellement de la fréquence nomi-
nale des antennes (de 5 MHz à quelques GHz) et de la conductivité du milieu investigué.
Les signaux basses fréquences possèdent une profondeur de pénétration plus grande que ceux
hautes fréquences, tandis que la conductivité tend à limiter les distances de propagation via
l’atténuation qu’elle induit.

Malgré le développement de dispositifs d’acquisition multi-antennes (Yedlin et al. (2016)
par exemple), l’acquisition la plus répandue n’en utilise que deux : une pour l’émission et une
pour la réception. En fonction de la disposition de ces deux antennes sur le terrain, il existe
deux grandes catégories de mesure radar : le mode en réflexion et le mode en transmission.
Notons que dans ces deux cas, les dispositifs d’acquisition actuels permettent de suivre en
temps réel les données acquises, avec possibilité d’un minimum de traitement (filtre, gain) sur
site pour améliorer le suivi.

Le mode en réflexion

Dans une première configuration, dite à distance (offset) constante, les antennes émettrice
et réceptrice, séparées d’une distance fixe, sont déplacées simultanément et régulièrement le
long d’un profil. A chaque déplacement une trace est enregistrée et juxtaposée aux précédentes
de façon à obtenir une image de la réflectivité du sous-sol. Cette configuration est la plus utilisée
car elle permet de réaliser un grand nombre de profils en un temps restreint. Cependant, cette
image brute ne doit pas être interprétée directement comme la géométrie réelle du sous-sol.
En effet, elle nécessite l’application de filtres pour réduire le bruit et/ou une déconvolution
pour corriger l’effet de la source, puis une migration pour replacer les réflecteurs à leur position
réelle et focaliser les hyperboles de diffraction. Pour que cette dernière étape soit possible, il
faut disposer de la distribution des vitesses du milieu. Cette dernière peut être supposée connue
si le milieu investigué est suffisamment homogène et ses propriétés bien connues (un glacier par
exemple) ou bien déduite à partir d’hyperbole(s) présente(s) dans la section. Cependant, dans
le cas général la vitesse du milieu doit être déduite via des données multi-offset.
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Figure 1 – Les différents types d’acquisition dans une configuration en réflexion, d’après Neal
(2004).

Dans la configuration en réflexion, les données multi-offset sont acquises avec deux antennes
indépendantes que l’opérateur éloigne progressivement l’une de l’autre en enregistrant une trace
à chaque nouveau déplacement (Fig. 1). Il existe plusieurs possibilités : déplacer le récepteur
à source fixe (source commune), déplacer la source à récepteur fixe (récepteur commun) ou
bien déplacer les deux simultanément de part et d’autre d’un point milieu commun (CMP).
En général, cette dernière solution est privilégiée et les données enregistrées décrivent des
hyperboles de réflexion (si le milieu est plan) que l’on peut analyser par semblance pour déduire
des vitesses NMO (Normal MoveOut) qui sont ensuite converties en vitesse d’intervalle, avec la
formule de Dix (1955) par exemple. Les vitesses ainsi obtenues sont utilisées pour la migration
et la conversion de la section temporelle en profondeur. Notons cependant que ce type de mesure
multi-offset n’est pas réalisé de manière systématique car il augmente le temps d’acquisition.
Ainsi, il est rare de bénéficier d’un modèle de vitesse hétérogène latéralement.

Le mode en transmission

Lorsque le milieu géologique est trop conducteur en surface, que la cible située en profondeur
ne peut être atteinte avec la résolution souhaitée depuis la surface (compromis pénétration/réso-
lution) ou tout simplement que les conditions s’y prêtent, il est possible d’acquérir des données
en transmission. Ce type de mesures est envisageable dès que les antennes émettrice et réceptrice
peuvent être placées de part et d’autre de l’objet investigué. C’est par exemple le cas lorsque
l’on dispose de forages ou galeries suffisamment proches ou bien que plusieurs faces de l’objet
étudié sont accessibles comme un mur, un pilier ou encore un bloc.

De même que pour l’acquisition en réflexion, la mesure en transmission peut être mono
ou multi-offset. Dans le cas de la mesure mono-offset, appelée mode ZOP (zéro offset profil-
ing) et illustrée en Figure 2, les antennes sont déplacées en parallèle et une trace est alors
enregistrée à chaque nouvelle position. Cette configuration est particulièrement bien adaptée
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Figure 2 – Les différents types d’acquisition dans une configuration en transmission, d’après
Huisman et al. (2003).

lorsque le sondage a pour but de localiser rapidement des anomalies dans un milieu stratifié
plan. La méthode à offset variables, appelée mode MOG (Multi Offset Gather), s’apparente à
la méthode d’acquisition par source commune présentée dans le mode en réflexion. Pour une
position donnée de la source, une trace est enregistrée pour chaque position du récepteur. Cette
opération est répétée à chaque nouvelle position de la source. Comme nous le verrons, le mode
MOG est particulièrement bien adapté à la cartographie 2D du milieu, via des algorithmes d’in-
version comme la tomographie des temps de première arrivée ou l’inversion des formes d’ondes
complètes. C’est cette dernière qui va être présentée et mise en œuvre dans cette thèse.

Applications

Grâce à ses propriétés haute résolution, sa facilité d’utilisation et ses capacités multi-
échelles, le radar géologique est utilisé dans de nombreux domaines des géosciences et de la
géo-ingénierie.

Parmi les applications les plus remarquables, il est possible de citer celles réalisées dans
la neige et/ou la glace, où les faibles conductivités permettent d’avoir des profondeurs de
pénétration importantes. Ainsi, le GPR est employé pour évaluer l’épaisseur des glaciers depuis
le milieu des années 60 (Walford, 1964; Bailey et al., 1964; Bentley, 1964) à nos jours (Saintenoy
et al., 2013; Bohleber et al., 2017) mais aussi pour mesurer certaines propriétés du manteau
neigeux et les suivre dans le temps (Schmid et al. (2014), Schmid et al. (2015) et Bradford
et al. (2009)).

Dans un contexte géologique, le GPR est utilisé pour visualiser la stratification dans les
sédiments (Davis & Annan, 1989; Bristow & Jol, 2003; Neal, 2004), détecter et/ou caractériser
la fracturation de la roche en falaise (Jeannin, 2005; Deparis, 2007; Deparis & Garambois,
2009) ou en puits (Dorn et al., 2012), investiguer les structures karstiques dans le calcaire
(Becht et al., 2004) et imager les décalages de marqueurs enfouis induits par des failles actives
(Beauprêtre, 2013).

Le radar géologique peut également tirer parti de sa grande sensibilité à l’eau pour les
études hydrogéologiques. Ainsi, il est employé pour évaluer la teneur en eau des sols depuis la
surface ou entre forages (Huisman et al., 2003)) et suivre l’infiltration d’eau dans le sol (Binley
et al., 2001), (Looms et al., 2008). On le retrouve également dans l’évaluation de paramètres du
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sous-sol tel que la porosité (P. Clement & Barrash, 2006),(Lassen et al., 2015), la cartographie
spatiale et temporelle du niveau de la nappe (Doolittle et al., 2006) ou bien la caractérisation
d’un aquifère (Dafflon et al., 2011).

Le GPR est aussi utilisé en génie civil à des fins diverses comme l’analyse du béton armé,
des fondations, des routes, des ponts et des tunnels. On pourra se référer à Lai et al. (2017)
pour une synthèse approfondie sur le sujet.

Le radar géologique se montre également intéressant en archéologie car il permet de couvrir
rapidement de vastes surfaces afin de cibler les zones les plus prometteuses pour les excavations
(Zhao et al., 2013), de préciser la géométrie des vestiges avant excavation (Forte & Pipan, 2008)
voire même de tirer des informations sans excavations (Conyers, 2008).

Enfin, le GPR peut aider à la détection de personnes ensevelies sous la neige ou dans les
décombres ((Crocco & Ferrara, 2014) pour une synthèse). Il est également très utile pour lo-
caliser les mines antipersonnel, en particulier celles réalisées en plastique qui restent indétectables
avec les détecteurs de métaux conventionnels (Daniels, 2006).

Même si une visualisation simple et rapide du sous-sol reste suffisante lors de certaines de
ces applications, la compréhension et l’interprétation des phénomènes mis en jeux lors de ces
études requièrent de plus en plus une quantification haute-résolution de la permittivité et de la
conductivité. Pour imager de manière fiable et quantitative ces deux paramètres, les méthodes
développées pour l’imagerie sismique quantitatives basées sur des données multi-offset ont été
adaptées au radar géologique. Ainsi, on retrouve les analyses de vitesses (Fischer et al., 1992)
et d’amplitudes en fonction de l’offset (Deparis & Garambois, 2009), dans une configuration
en réflexion, et les tomographies (Holliger et al., 2001; Gloaguen et al., 2005; Musil et al.,
2006) basées sur le temps ou l’amplitude de la première arrivée, dans une configuration en
transmission. Cependant, ces méthodes ne considèrent qu’une partie de l’information contenue
dans les données, ce qui limite les capacités de reconstruction du milieu en matière de résolution
et/ou du nombre de cibles. Pour dépasser ces limitations, il est souhaitable de prendre en
compte l’intégralité de l’information contenue dans les données, c’est l’inversion des formes
d’ondes complètes (Full Waveform Inversion, FWI).

L’inversion des formes d’ondes complètes (FWI)

L’inversion des formes d’ondes complètes est une technique d’imagerie haute-résolution dont
le but est de retrouver les paramètres physiques du sous-sol qui expliquent le mieux l’ensemble
des formes d’ondes enregistrées. Cette technique est introduite par Lailly (1983) et Tarantola
(1984) dans le contexte de l’imagerie sismique en domaine temporel. Les premières applications
(Gauthier et al. (1986), Crase et al. (1990)) ont rencontré des difficultés en raison des coûts de
calcul et des géométries d’acquisition à court offset, qui induisent de très fortes non linéarités
dans la fonction coût. Pour tenter de dépasser ces difficultés, Pratt & Worthington (1990),
Pratt (1990), Song et al. (1995), Pratt et al. (1998) ont proposé de travailler dans le domaine
fréquentiel, plutôt que temporel, avec des configurations d’acquisition différentes (mesures entre
puits et à grands offset). Ces nouvelles configurations se sont avérées, et s’avèrent toujours,
très judicieuses car les données enregistrées contiennent des ondes transmises qui donnent la
possibilité de reconstruire les grandes structures du milieu, qui manquaient jusqu’alors. Par
ailleurs, l’analyse de la redondance, dans la couverture des nombres d’ondes imagés, par ce
type d’acquisition et le contenu fréquentiel des données, indique qu’il est possible d’inverser
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seulement quelques fréquences bien choisies (Sirgue & Pratt, 2004) pour mener à bien l’inversion.
Cela permet de réduire le coût de calcul. Finalement, le milieu géologique peut être reconstruit
en commençant par inverser quelques basses fréquences pour obtenir une image des grandes
structures du milieu avant de monter en fréquence pour ajouter des détails au modèle. Cette
stratégie hiérarchique a permis un essor de la FWI et une multiplication des applications
(Virieux & Operto (2009) et Virieux et al. (2017) pour une synthèse). Les développements
de la FWI pour l’imagerie sismique sont encore particulièrement nombreux de nos jours. Ils
constituent une base de travail pour l’application de cette méthode aux données GPR présentée
par la suite.

L’inversion des formes d’ondes du radar géologique : état de l’art

Dans les milieux 1D, l’inversion des formes d’ondes de données GPR est utilisée dans des
environnements variés. Ainsi, les applications ont pour but d’estimer la teneur en eau des
premiers centimètres des sols cultivés (Lambot et al., 2004, 2006; Jadoon et al., 2010; Minet
et al., 2011), de retrouver la permittivité et la conductivité dans des sols à couches plus ou moins
minces (Busch et al., 2012, 2014), comme le béton (Kalogeropoulos et al., 2011, 2013; Patriarca
et al., 2011), de caractériser le manteau neigeux (Schmid et al., 2016) ou encore d’évaluer le
degré de pollution d’un site (Babcock & H. Bradford, 2015). Grâce à l’approximation 1D, le
nombre de paramètres mis en jeu dans ces études est relativement faible, ce qui permet d’obtenir
des résultats robustes et fiables.

L’application de l’inversion des formes d’ondes aux données GPR en 2D commence avec les
travaux de Kuroda et al. (2007) avec une approche monoparamètre (permittivité) et de Ernst
et al. (2007b,a) en multiparamètres (permittivité et conductivité) avec des données acquises
entre puits. La considération de deux paramètres dès le début des investigations s’explique
par l’empreinte très forte de la conductivité sur les données GPR. Ce paramètre ne peut donc
pas être négligé, dans le cas général, comme il est parfois possible de le faire en sismique avec
l’atténuation. L’algorithme proposé par Ernst et ses collaborateurs est basé sur une reconstruc-
tion alternative de la permittivité et de la conductivité via un algorithme de gradient conjugué.
Cette méthode est améliorée par Meles et al. (2010) qui proposent une représentation vectorielle
des champs observés et une reconstruction simultanée des deux classes de paramètres. Ce nou-
vel algorithme se montre plus fiable pour reconstruire le milieu pour des données synthétiques
et réelles (Yang et al., 2013) mais les auteurs ne discutent pas du couplage entre les deux
classes de paramètres (qui existe pourtant dans les résultats). Le nouvel algorithme est ensuite
utilisé pour imager des différents aquifères (Klotzsche et al., 2010a, 2012, 2013, 2014; Gueting
et al., 2015; Keskinen et al., 2017). L’ensemble de ces investigations (entre puits) a permis de
comparer les résultats de la méthode à des données expérimentales comme la porosité (obtenue
par des mesures neutroniques ou sur des échantillons décimétriques) avec un certain succès
pour la permittivité.

Les résultats obtenus en transmission et ceux issus de l’imagerie sismique de surface ont
encouragé la communauté à adapter la méthode à la configuration en réflexion, plus clas-
sique pour le GPR. Ainsi, Lopes (2009a) et El Bouajaji et al. (2011) ont développé l’inver-
sion monoparamètre (permittivité) tandis que Lavoué et al. (2014) entreprennent, sur données
synthétiques, l’inversion multiparamètres (permittivité et conductivité). Dans ce dernier travail,
les auteurs mettent clairement en évidence le couplage entre paramètres et proposent un nouvel
algorithme d’optimisation (l-BGFS) pour les découpler. La méthode est ensuite appliquée à un
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jeu de données réelles acquises en réflexion (Lavoué, 2014). Cependant, l’inversion s’est avérée
particulièrement complexe car la configuration ne met pas en jeu d’ondes transmises (à part
les ondes directes dans l’air et dans le sol), ce qui rend difficile l’estimation de la source et des
modèles initiaux. Pour ces raisons, Lavoué (2014) s’est limité à l’inversion de la permittivité et
de la source.

En parallèle de ce travail en surface, Van Vorst (2014) continue de travailler entre puits et
propose l’algorithme de Gauss-Newton (”plus robuste et plus rapide”) pour retrouver simul-
tanément la permittivité, la conductivité et la source. Les résultats obtenus à partir de données
synthétiques et réelles sont satisfaisants mais le couplage entre les paramètres n’est pas étudié
en détail et la méthode n’est pas comparée aux précédentes pour justifier le surcoût associé à
la nouvelle méthode.

L’ensemble de ces investigations montre que la FWI de données GPR est un domaine très
actif ces dernières années. Ces études indiquent aussi que de nouveaux types d’algorithmes
commencent à être utilisés dans le but de découpler au mieux la permittivité et la conductivité
(et la source). En effet, bien que le gradient conjugué soit largement mis en œuvre, les méthodes
dites de l-BFGS (Lavoué et al. (2014); Lavoué (2014) mais aussi Watson (2016a,b) et de Gauss-
Newton (Van Vorst (2014) mais aussi Yang et al. (2012)) font leur apparition. Dans ce travail de
thèse, je souhaite comparer les performances de ces différents algorithmes afin de sélectionner
le plus approprié pour traiter des données réelles acquises dans une configuration entre puits,
plus favorable au regard des investigations déjà réalisées.

Enjeux et plan de la thèse

Mon travail de thèse s’articule autour de deux axes principaux. Le premier consiste à étudier
le couplage entre la permittivité, la conductivité et la source dans le cadre de la FWI multi-
paramètres en électromagnétisme 2D. Le second vise à évaluer les apports de cette méthode
dans le cadre d’une étude hydrogéologique menée dans un milieu carbonaté avec une acquisition
2D entre puits.

Dans un premier chapitre, je me concentre sur le développement des méthodes et des outils
nécessaires à l’inversion des formes d’ondes électromagnétiques avant de présenter les pre-
miers résultats. Pour ce faire, je commence par expliquer comment je résous le problème direct
après avoir introduit les équations de l’électromagnétisme, les paramètres constitutifs ainsi
que les hypothèses retenues pour les investigations. Ensuite, je présente le problème inverse et
les différentes méthodes d’optimisation locales utilisées pour le résoudre de manière pratique
(gradient conjugué non linéaire, l-BFGS, Newton tronqué : versions Gauss-Newton et Exact-
Newton). Je donne des explications sur le rôle joué par deux éléments-clés de l’inversion, le
gradient et le Hessien, ainsi que les stratégies de calcul mises en œuvre pour les prendre en
compte dans l’imagerie. Enfin, je présente mes premiers résultats portant sur le découplage de
la permittivité et de la conductivité, sur des modèles synthétiques, dans des conditions de plus
en plus réalistes. Le but de ces tests est de faire un état de l’art sur les différentes méthodes
d’optimisation locale et d’évaluer leurs potentiel et limites respectifs dans ce contexte, afin de
sélectionner la plus adaptée au traitement des données réelles entre puits.

Dans un second chapitre, j’aborde l’inversion des données réelles acquises sur le site d’études
expérimentales de Rustrel (LSBB) localisé en milieu carbonaté. Je commence par un bref his-
torique du site ainsi qu’une synthèse des différentes études géologiques, hydrogéologiques et
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géophysiques réalisées sur ce secteur. Je continue par la présentation des données GPR acquises
entre deux forages situés de part et d’autre d’une galerie, dont la position et la géométrie con-
nues en font une cible de choix. Ce travail d’analyse se termine par la construction des modèles
initiaux nécessaires à la FWI, une conversion 3D/2D des données afin de les rendre compati-
bles avec l’outil d’inversion développé précédemment et la définition d’un modèle synthétique
réaliste du site. Suite à ce travail préparatoire, une partie des données réelles est inversée en
parallèle d’un jeu de données issu du modèle synthétique nouvellement créé. Une telle démarche
vise à répondre aux problèmes posés par les couplages existants entre la permittivité, la con-
ductivité et la source. C’est aussi l’occasion de déterminer une démarche optimale pour inverser
le jeu de données. Une fois cette dernière étape réalisée, les résultats sont confrontés à ceux
déjà disponibles, dans le but d’évaluer l’apport de cette méthode et proposer une interprétation
géologique plus fine du site. Enfin, c’est aussi la possibilité de tester la validité des hypothèses
initiales concernant la géométrie du milieu.

Je termine par une conclusion générale et des propositions de développements futurs pour
améliorer le traitement des données synthétiques et réelles.
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Chapitre 1

Approche multiparamètres sur cas
synthétiques : théorie et algorithmes
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Introduction

L’inversion des formes d’ondes complètes requiert de résoudre deux problèmes distincts : le
problème direct et le problème inverse. Le problème direct consiste à calculer le champ d’ondes
dans un modèle numérique représentatif de la réalité, tandis que le problème inverse consiste à
retrouver la distribution des paramètres physiques du modèle à l’origine des données observées.

Dans ce chapitre, je débute par la résolution du problème direct. Pour ce faire, j’introduis
les équations fondamentales de l’électromagnétisme et les équations constitutives du milieu
géologique. Ces dernières sont l’occasion de présenter plus en détail les paramètres physiques,
susceptibles d’influencer la propagation des ondes électromagnétiques, et d’énoncer les hy-
pothèses simplificatrices les concernant dans cette thèse. Après avoir combiné les deux systèmes
d’équations, le milieu étudié est supposé 2D afin de pouvoir simplifier les équations et simplifier
leur résolution numérique via une stratégie de discrétisation par différences finies.



APPROCHE MULTIPARAMÈTRES SUR CAS SYNTHÉTIQUES : THÉORIE ET
ALGORITHMES

Les développements suivants sont dédiés au problème inverse. Après avoir brièvement rap-
pelé les notions de base d’un problème inverse et les méthodes possibles pour le résoudre, je
me concentre sur la formulation du problème d’inversion des formes d’ondes. Celui-ci est résolu
de manière itérative via des méthodes d’optimisation locale à partir d’un modèle de départ.
Les deux éléments-clés de cette approche, le gradient et le Hessien, sont interprétés physique-
ment. Ensuite, je présente les différents algorithmes d’optimisation testés dans ce travail. Les
méthodes adjointes du premier et second ordre sont développées pour calculer le gradient et
le produit Hessien-vecteur, quantités qui doivent être calculées dans l’implémentation de ces
méthodes.

La suite logique à ces développements méthodologiques est une mise en situation sur des
modèles contrôlés pour évaluer la capacité des différents algorithmes à découpler les paramètres
inversés : la permittivité et la conductivité. En considérant des exemples de plus en plus
réalistes, nous mettons progressivement en évidence les points forts et les limites de chaque
algorithme d’optimisation pour finalement décider de celui qui sera utilisé pour inverser les
données réelles.

1.1 Le problème direct

1.1.1 Notions théoriques

1.1.1.1 Equations de Maxwell

A partir des travaux de Faraday, Ampère et Gauss, Maxwell (1873) pose les bases d’une
théorie complète et cohérente de l’électromagnétisme à travers un système de quatre équations
couplées. Ces équations sont rappelées ici sous leur forme différentielle :

∇×E(r, t) = −∂B(r, t)

∂t
−M(r, t), Loi de Maxwell-Faraday, (1.1)

∇×H(r, t) =
∂D(r, t)

∂t
+ J(r, t), Loi de Maxwell-Ampère, (1.2)

∇ ·D(r, t) = ρe(r, t), Loi de Maxwell-Gauss électrique, (1.3)

∇ ·B(r, t) = ρm(r, t), Loi de Maxwell-Gauss magnétique. (1.4)

Les variables r et t désignent le vecteur position (en mètre) et le temps (en seconde). Les
champs présents dans le système sont :

E : le champ électrique (V/m),

H : le champ magnétique (A/m),

J : la densité de courant électrique (A/m2),

M : la densité de courant magnétique (V/m2),

D : l’induction électrique (C/m2),

B : l’induction magnétique (T=Wb/m2),
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tandis que les quantités scalaires désignent

ρe : la densité de charge électrique (C/m3),

ρm : la densité de charge magnétique (Wb/m3).

Bien qu’il n’existe pas de vrais courants magnétiques (M), ces derniers peuvent être réalisés
en pratique par une boucle de courant électrique. Si cette boucle de courant électrique est
suffisamment petite, elle est alors équivalente à un dipôle magnétique.

Les développements à venir se font dans le domaine fréquentiel. Nous faisons le choix de la
convention suivante pour la transformée de Fourier :

TF (f(t)) = f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)eiωtdt, (1.5)

où i est le nombre imaginaire tel que i2 = −1. Par intégration par partie, la transformée de
Fourier de la dérivée temporelle de f est simplement donnée par

TF

(
∂f(t)

∂t

)
= −iωTF (f(t)) = −iωf̂(ω). (1.6)

En supposant les champs harmoniques et après transformée de Fourier, nous pouvons
réécrire les équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel comme

∇×E(r, ω) = iωB(r, ω)−M(r, ω) (1.7)

∇×H(r, ω) = −iωD(r, ω) + J(r, ω), (1.8)

∇ ·D(r, ω) = ρe(r, ω), (1.9)

∇ ·B(r, ω) = ρm(r, ω). (1.10)

Pour simplifier les notations, nous omettons le signeˆsur les champs qui dépendent de la
fréquence angulaire ω (rad/s).

Malgré l’avancée majeure qu’elles représentent, les équations de Maxwell ne permettent pas,
en l’état, de décrire la propagation d’ondes dans un milieu géologique. En effet, les équations
ne sont pas linéairement indépendantes en électrodynamique de sorte qu’il existe en fait quatre
inconnues pour deux équations réellement indépendantes (Chew, 1995). Le système est donc
sous-déterminé et ne peut pas être résolu en l’état. De plus, les équations n’intègrent pas ex-
plicitement les paramètres physiques mis en jeux en électromagnétisme et plus particulièrement
dans les mesures GPR. Ces deux points sont résolus par l’ajout de trois relations constitutives
liant les quantités vectorielles (induction, champ et courant) entre elles via les paramètres du
milieu : la conductivité électrique, la permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique
respectivement notées σ, ε et µ. Nous présenterons ces relations par la suite.
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1.1.1.2 Relations constitutives et paramètres électromagnétiques

Compte-tenu du rôle central joué par la conductivité électrique, la permittivité diélectrique
et la perméabilité magnétique dans ce système et plus spécifiquement dans cette thèse, ces
paramètres sont décrits plus amplement dans ce qui suit. Nous faisons deux hypothèses sur le
milieu géologique. Premièrement, il est linéaire, c’est-à-dire que les phénomènes de polarisa-
tion (respectivement magnétisation), décrits ultérieurement, varient linéairement avec le champ
électrique (respectivement magnétique). Deuxièmement, le milieu est isotrope, c’est dire que
ces propriétés sont indépendantes de la direction considérée. Il en découle que les paramètres
σ, ε et µ sont des nombres complexes. Dans le cas anisotrope, ils sont décrits par des tenseurs
de dimension 3.

La perméabilité magnétique

Dans le vide, ce paramètre intervient simplement à travers la relation :

B(r, ω) = µ0H(r, ω), (1.11)

où µ0 = 4π × 10−7 H/m est la valeur définie dans le vide. Dans les milieux géologiques,
cette relation se complexifie car l’application d’un champ magnétique induit une magnétisation
M du milieu qui s’écrit

M(r, ω) = µ0χm(r, ω)H(r, ω), (1.12)

où χm est la susceptibilité magnétique qui traduit la capacité de magnétisation du milieu.
L’induction magnétique totale est la somme des deux contributions :

B(r, ω) = µ(r, ω)H(r, ω), (1.13)

avec µ = µ0(1 + χm) = µ0µr.

Dans le cas général, les milieux investigués par radar géologique possèdent une perméabilité
magnétique relative de 1 (µr = 1). Ce n’est que dans des milieux géologiques très spécifiques,
riches en fer et/ou nickel, que cette valeur varie significativement. Nous retenons donc µr = 1
lors des applications synthétiques et réelles à venir. Cependant, afin de montrer la faisabilité
et la généralité de la méthode proposée, nous considérons µr variable dans les développements
théoriques.

La conductivité électrique

La conductivité électrique, inverse de la résistivité, caractérise la capacité du milieu à laisser
circuler les charges libres (électrons, ions) sous l’action d’un champ électrique.

Ce mouvement de charges libres se traduit par une densité de courant de conduction, notée
Jc, dont l’expression suit la loi d’Ohm :

Jc(r, ω) = σ(r, ω)E(r, ω), (1.14)
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où σ est la conductivité électrique (en S.m−1). Dans les faits, les charges libres ne répondent
pas systématiquement de manière instantanée à la sollicitation électrique, en raison, notam-
ment, de la viscosité des fluides ou de collisions entre particules (conducteur non parfait). Il
existe donc un déphasage entre Jc et E que l’on exprime par une conductivité complexe telle
que :

σ(r, ω) = σ′(r, ω)− iσ′′(r, ω). (1.15)

où σ′ et σ′′ désignent respectivement les parties réelle et imaginaire de la conductivité.

La permittivité diélectrique

Cette propriété peut être vue comme l’analogue de la conductivité mais appliquée aux
porteurs de charges liés (réseau cristallin, nuage électronique). En réaction au champ électrique
E, les porteurs de charges électriques liés se redistribuent localement autour d’une nouvelle
position d’équilibre. Le déplacement des charges positives et négatives dans des directions
opposées créé un moment dipolaire (D). A l’image de B pour la perméabilité magnétique, D
peut être défini dans le vide :

D(r, ω) = ε0E(r, ω), (1.16)

mais également dans un milieu géologique via une polarisation induite

P(r, ω) = ε0χe(r, ω)E(r, ω), (1.17)

où ε0 = 8.85× 10−12 F/m est la permittivité dans le vide tandis que χe est la susceptibilité
diélectrique décrivant la capacité de polarisation électrique du milieu. L’induction électrique
totale s’exprime alors

D(r, ω) = ε(r, ω)E(r, ω), (1.18)

avec ε = ε0(1 + χe) = ε0εr où la quantité εr s’appelle permittivité relative.

Grâce à la loi de conservation de la charge, le champ E peut être relié aux courants de
déplacement Jd par :

Jd(r, ω) = −iωε(r, ω)E(r, ω). (1.19)

A l’image du courant de conduction Jc, les porteurs de charges liés ne répondent pas
nécessairement instantanément en quadrature de phase avec le champ électrique E, ce qui se
traduit par une permittivité complexe

ε(r, ω) = ε′(r, ω) + iε′′(r, ω), (1.20)

où ε′ et ε′′ rendent respectivement compte de l’accumulation d’énergie et des pertes diélec-
triques engendrées par les mécanismes de polarisation comme expliqué schématiquement ci-
dessous.
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Pour une fréquence d’excitation f (= ω
2π ), faible devant la fréquence de relaxation d’un

mécanisme de polarisation donné, les porteurs de charges liés ont le temps de s’organiser et
de s’orienter avec le champ électrique, préservant un état d’équilibre dit quasi-statique. La
permittivité ε est alors une quantité réelle et l’énergie stockée par les déplacements relatifs des
particules chargées est maximale. Si la fréquence augmente, les porteurs de charges commen-
cent à engendrer des frottements limitant leur réactivité et leur capacité à suivre l’excitation.
Une partie de l’énergie est alors convertie en chaleur. De plus, l’énergie stockée par polarisa-
tion décroit car cette dernière n’est plus totale. Lorsque la fréquence d’excitation atteint la
fréquence de relaxation du mécanisme considéré, les porteurs de charge sont en mouvement
permanent et la perte d’énergie est maximale. Lorsque la fréquence continue d’augmenter, ils
n’ont progressivement plus le temps de réagir aux sollicitations de l’excitation et finissent par
ne plus être sensibles au mécanisme de polarisation considéré.

De cette manière, on distingue quatre principaux types de polarisation caractérisés par leur
fréquence de relaxation.

– La polarisation électronique due au déplacement relatif du nuage électronique par rapport
à son noyau.

– La polarisation atomique ou ionique due aux déplacements relatifs des cations et des
anions constitutifs du réseau cristallin.

– La polarisation dipolaire due à l’orientation des molécules ayant un moment dipolaire
permanent (typiquement l’eau) selon les lignes de champs.

– La polarisation interfaciale due à l’accumulation des particules chargées aux interfaces
d’un milieu soumis à une sollicitation.

Une illustration de ces phénomènes de polarisation et de relaxation est fournie en Figure 1.1,
où sont affichées les parties réelles et imaginaires de la permittivité en fonction de la fréquence.
Compte-tenu des fréquences mises en jeux lors de l’utilisation de radar géologique (10 MHz à
2 GHz), les polarisations électronique et atomique sont présentes de manière systématique en
raison de leur haute fréquence de relaxation. A part dans les milieux secs, la polarisation dipo-
laire doit également être prise en compte du fait du fort pouvoir de polarisation des molécules
d’eau généralement présentes dans le sol. Ainsi, seule la polarisation interfaciale n’est pas mise
en jeu lors de l’utilisation du GPR.

1.1.1.3 Courant total, paramètres effectifs et angle de perte

Nous avons vu que le milieu géologique pouvait être caractérisé à la fois par une densité de
courant de conduction et une densité de courant de déplacement. Nous définissons la densité
de courant total Jt comme :

Jt(r, ω) = Jc(r, ω) + Jt(r, ω) = −iωE(r, ω)(ε′e(r, ω) + iε′′e(r, ω)), (1.21)

avec

ε′e(r, ω) = ε′(r, ω) +
σ′′(r, ω)

ω
, (1.22)
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Figure 1.1 – Processus de polarisation et permittivité diélectrique à différentes fréquences
(d’après Lavoué (2014) et http://en.wikipedia.org/wiki/File:Dielectric_responses.

svg)

ε′′e(r, ω) = ε′′(r, ω) +
σ′(r, ω)

ω
. (1.23)

Les expressions (1.22) et (1.23) montrent que la partie imaginaire de la permittivité joue
le rôle d’une conductivité et que la partie imaginaire de la conductivité joue le rôle d’une
permittivité. Par conséquent, il n’est pas possible expérimentalement de mesurer chacune de ces
quatre quantités de façon indépendante. En fait, seules les quantités effectives sont accessibles
à la mesure expérimentale.

Les expressions (1.22) et (1.23) sont également impliquées dans la définition de l’angle
de perte δ. Ce paramètre permet de caractériser la perte énergétique lors de la propagation
d’ondes. Par convention, la tangente de cet angle est définie comme le rapport de l’énergie
perdue sur l’énergie stockée. En négligeant σ′′ (Topp et al., 1980; Hollender & Tillard, 1998),
on en déduit

tan δ(r, ω) =
ε′′e(r, ω)

ε′e(r, ω)
=

σ′(r, ω)

ωε′(r, ω)
+
ε′′(r, ω)

ε′(r, ω)
=

1

Q(r, ω)
(1.24)

où les deux termes désignent respectivement les pertes par conduction dues aux déplacements
des porteurs de charges libres et les pertes diélectriques dues aux phénomènes de relaxation
des porteurs de charges liés. En suivant cette formule, il devient évident que plus le milieu est
conducteur, plus les pertes sont importantes. Cela explique que les milieux conducteurs ne sont
pas favorables au GPR. Dans cette égalité, on trouve également le facteur de qualité Q qui est
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parfois introduit pour caractériser l’atténuation des milieux. Notons que cette notion est plus
couramment utilisée en sismique.

1.1.1.4 Caractéristiques des matériaux diélectriques aux fréquences radar

La permittivité εe est une quantité dispersive car elle dépend de la fréquence. Dans la
mesure où le radar géologique émet une impulsion large bande, il est important de disposer de
modèles mathématiques pouvant rendre compte de cette dépendance pour pouvoir modéliser
au mieux une propagation d’ondes dans le milieu donné. Afin de se concentrer sur la notion
fréquentielle, la dépendance spatiale est momentanément omise.

Dans la littérature, plusieurs modèles empiriques existent pour décrire la dépendance fréquen-
tielle de εe. Tous ces modèles peuvent s’écrire selon une formule commune :

εe(ω) = ε∞ + ε0χ(ω) + i
σDC
ω

, (1.25)

où ε∞ désigne la permittivité haute fréquence. Cette grandeur, considérée comme réelle,
rend compte de la permittivité associée aux mécanismes de polarisation dont les fréquences
de relaxation sont largement supérieures à la gamme fréquentielle du GPR. Un autre réel,
σDC , donne la conductivité statique (à fréquence nulle) tandis que la susceptibilité électrique
(complexe) χ caractérise les mécanismes de polarisation non compris dans le terme ε∞. En fait,
les différents modèles existants diffèrent par l’expression de χ.

La première formulation est issue des travaux de Debye (1929) :

χ(ω) =
1

ε0

εs − ε∞
1 + iωτ

, (1.26)

où εs est la permittivité statique (réelle) valide à basse fréquence et τ le temps de relaxation
caractéristique du mécanisme de polarisation considéré (inverse de la fréquence de relaxation).
Cette formulation, à un seul temps de relaxation, est bien adaptée pour décrire la polarisation
des molécules dipolaires comme l’eau.

Ce modèle peut être modifié afin de décrire plus finement les mécanismes de polarisation
(Cole & Cole (1941), Davidson & Cole (1951)). Cependant, ces modèles font intervenir de
nouveaux paramètres qu’il faut calibrer, ce qui complique la description des milieux géologiques.

De manière alternative, Jonscher (1977, 1981) propose une ”réponse diélectrique universelle”.
Cette réponse reprend le mécanisme de Debye, pour décrire correctement le phénomène de re-
laxation, auquel s’ajoutent des lois puissances pour décrire le comportement hors du domaine
fréquentiel de la relaxation de Debye. Ce modèle de Jonscher permet de caractériser assez fine-
ment le matériau sur une très large gamme de fréquences. Une formulation haute fréquence
basée sur seulement 3 paramètres est dérivée par Hollender & Tillard (1998) telle que

χ(ω) = χr

(
ω

ωr

)n−1 (
1 + ıcotan

nπ

2

)
, (1.27)

où χr, ωr et n, tous réels, sont respectivement : un paramètre de susceptibilité, une fréquence
de référence arbitraire et un exposant caractéristique du régime haute fréquence. Cette ap-
proximation a largement participé à la diffusion de ce modèle par sa simplicité mais aussi
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par sa description très précise du matériau dès que les fréquences utilisées sont supérieures à
ses fréquences de relaxation. A titre d’illustration, les paramètres de Jonscher pour certains
milieux sont disponibles dans le tableau 1.1. On retrouve également dans ce tableau des valeurs
moyennes de permittivité et conductivité effectives à 100 et 200 MHz.

En se basant sur la formule 1.27 et les valeurs du tableau 1.1, Lavoué (2014) montre que dans
le cas général, la conductivité du milieu n’est pas négligeable aux fréquences GPR. Il met aussi
en évidence que la dispersion est présente dans la plupart des matériaux naturels et même par-
ticulièrement forte concernant la conductivité. Il faudrait donc tenir compte de la dépendance
fréquentielle pour avoir une estimation fiable des paramètres à une fréquence donnée afin de
reproduire au mieux la propagation d’ondes dans un milieu réel à ladite fréquence. Cependant,
Lavoué (2014) montre également que les données GPR sont particulièrement sensibles à la per-
mittivité haute fréquence et finalement peu aux paramètres dispersifs de Jonscher (χr et n). Par
conséquent, nous préfèrerons utiliser une paramétrisation simplifiée et non dispersive au travers
d’une permittivité et d’une conductivité réelles et indépendantes de la fréquence. Cela revient à
négliger les paramètres dispersifs introduits par Jonscher mais aussi toute forme de permittivité
imaginaire ε′′ (comme s’était déjà le cas pour σ′′). Notons que cette paramétrisation n’est pas
nouvelle et qu’elle est utilisée dans la majorité des algorithmes d’inversion de données GPR.
Dans cette thèse, le milieu sera donc considéré comme isotrope, linéaire, et non-dispersif.
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Medium ε∞r χr n σDC ε′r(ω) σ(ω) (mS/m) σDC/(ε
′ω)

(mS/m)

100 MHz 200 MHz 100 MHz 200 MHz (100 MHz)

Air/vacuum 1 0 1 0. 1 0. 0.

Snow (dry) (1) ∼ 1.2 to 1.5 0. 0.

Ice (1̃),(3̃b),(4) 3.2 ∼ 10−3 to 10−2 ∼ 10−5 to 5.10−4

Distilled water (1̃),(4) 81 ∼ 10−3 to 10−2 ∼ 10−6 to 10−5

Fresh water (4) 81 ∼ 10−2 to 10−1 ∼ 10−5 to 10−4

Saline water (1̃),(4) 81 ∼ 102 to 103 ∼ 10−1 to 2

Peat (1) ∼ 60 to 80 ∼ 1 to 10 ∼ 10−3 to 3.10−2

Sedimentary rocks (1) ∼ 4 to 10 ∼ 10−2 to 102 ∼ 10−4 to 2

Limestone (3a),(4) ∼ 4 to 9 ∼ 10−1 to 3.3 ∼ 10−4 to 10−1

Limestone (dry) (3b) 8.14 0.94 0.82 9.08 8.97 1.5 2.7 ∼ 0.03

Limestone (3b) 17.3 1.1 0.33 18.4 18.0 10.7 13.5 ∼ 0.10
(fresh water saturated)

Gneiss - Schist (1) ∼ 5 to 15 ∼ 10−3 to 10 ∼ 10−5 to 0.4

Schist (3a) ∼ 5 to 15 ∼ 30 to 3.102 ∼ 10−1 to 10

Schist (2) 10.2 13.6 0.66 6.4 23.8 21.0 51 77 ∼ 0.2

Clay-rich rocks (1) ∼ 5 to 40 ∼ 1 to 103 ∼ 10−2 to 10

Clay (3a) ∼ 8 to 12 ∼ 10 to 102 ∼ 10−1 to 1

Clay (4) ∼ 3 to 60 ∼ 10−1 to 103 ∼ 10−4 to 10

Wet clay (3b) 55 30 0.25 85.0 72.8 403. 479. ∼ 0.7

Shale (3b) 4.3 2.6 0.6 6.9 6.3 10.5 15.9 ∼ 0.25

Siltstone (3b) 3.1 4.2 0.68 7.3 6.5 12.8 20.6 ∼ 0.3

Sand (1) ∼ 2 to 10 ∼ 10−2 to 10 ∼ 10−4 to 0.5

Sand (3a) ∼ 5 to 40 ∼ 10−1 to 3.3 ∼ 10−4 to 10−1

Dry sand (4) ∼ 3 to 6 ∼ 10−3 to 1 ∼ 10−5 to 10−2

Dry sand (3b) 2.5 0 1 2.5 0. 0.

Sand (4) ∼ 20 to 30 ∼ 10−1 to 102 10−3 to 0.5
(water saturated)

Wet sand (3b) 29 4 0.5 33 31.8 22.2 31.5 ∼ 0.1

Quartzite (1) ∼ 3 to 6 ∼ 10−3 to 10 ∼ 10−5 to 0.5

Sandstone (3a) ∼ 4 to 5 ∼ 1 to 30 ∼ 10−2 to 1

Sandstone (4) ∼ 4 to 5 ∼ 3.10−1 to 1 ∼ 10−2

Granite (3a) ∼ 4 to 6 ∼ 10−2 to 1 ∼ 10−4 to 10−2

Granite (2) 5.0 1.10 0.94 0.19 6.10 6.05 0.8 1.3 ∼ 10−2

Granite (dry) (3b) 4.7 0.7 0.93 5.40 5.37 0.4 0.8 ∼ 0.01

Granite (3b) 5.6 0.5 0.51 6.10 6.96 2.7 3.8 ∼ 0.7
(fresh water saturated)

Table 1.1 – Propriétés électriques de différents matériaux. D’après Lavoué (2014), qui a com-
pilé ces propriétés à partir des travaux de (1)(Saintenoy, 1998, tab. 3.1, p. 49), (2)Girard (2002),
(3a)(Jeannin, 2005, tab. 1.1, p. 41), (3b)(Jeannin, 2005, tab. 2.1, p. 76), (4)Loeffler (2005, tab. 1,
p. 29).
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1.1.2 Propagation d’ondes

1.1.2.1 Equation de Helmholtz ou de diffusion-propagation

Ici, on cherche à comprendre les effets d’une permittivité et une conductivité réelles et
constantes sur la propagation des ondes électromagnétiques en milieu homogène. A partir des
développements précédents, les relations constitutives s’écrivent dans le domaine fréquentiel :

D(r, ω) = ε(r)E(r, ω), (1.28)

B(r, ω) = µ(r)H(r, ω), (1.29)

Jc(r, ω) = σ(r)E(r, ω), (1.30)

où les paramètres (ε, σ, µ) sont des scalaires réels. Dans un milieu homogène, sans source,
l’introduction des relations constitutives dans les équations de Maxwell donne l’équation de
Helmholtz :

∆u(r, ω) + k2(ω)u(r, ω) = 0, (1.31)

où u peut être E ou H tandis que k le nombre d’ondes (complexe) tel que

k2(ω) = εe(ω)µω2 et εe(ω) = ε+ i
σ

ω
. (1.32)

On retrouve dans l’expression de εe la compétition entre les deux formes de courant et donc
la compétition entre diffusion (σ) et propagation (ε).

En considérant une source impulsive en r = 0 et en rappelant que le milieu est homogène,
la solution de l’équation (1.31) est de la forme :

u(r, ω) ∝ eıkr

4πr
, (1.33)

où r = |r| est la distance à la source tandis que le symbole ∝ désigne la proportionnalité.
Le nombre d’onde k est défini, d’après l’équation (1.32), par

k = ω
√
µεe = β + iα, (1.34)

où les parties réelle β et imaginaire α, appelées coefficient de phase (propagation) et
d’atténuation, s’écrivent

α = ω

√√√√µε

2

(√
1 +

( σ
εω

)2
− 1

)
, (1.35)

β = ω

√√√√µε

2

(√
1 +

( σ
εω

)2
+ 1

)
. (1.36)
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Ces deux expressions montrent que, dans le cas général, la permittivité et la conductivité
jouent un rôle dans les coefficients de propagation et d’atténuation. En substituant l’expression
du nombre d’ondes dans l’équation (1.33), il vient :

u(r, ω) ∝ eıβr e−αr

4πr
, (1.37)

où on identifie un terme propagatif eıβr, un terme d’atténuation intrinsèque e−αr et un
terme de décroissance géométrique 1/r.

Connaissant β, la vitesse de phase des ondes électromagnétiques s’exprime :

v(ω) =
ω

β
=

1
√
µε

[
1

2

(√
1 +

( σ
εω

)2
+ 1

)]−1/2

. (1.38)

Dans les milieux à forte perte (tan δ � 1), α et β tendent vers une valeur commune souvent
appelée épaisseur de peau :

α = β =

√
µσω

2
. (1.39)

Dans les milieux à faible perte (tan δ � 1), la vitesse de phase et α tendent vers des valeurs
constantes, couramment utilisées,

v =
1
√
µε
, (1.40)

α =
σ

2

√
µ

ε
. (1.41)

Cette dernière quantité peut être reliée au facteur de qualité Q via la relation

α =
ω

2vQ
. (1.42)

Au final, en première approximation, la vitesse des ondes radar dépend de la permit-
tivité tandis que l’atténuation est controlée par la permittivité et la conductivité. A plus
basse fréquence, la conductivité, même réelle et indépendante de la fréquence, introduit une
dépendance fréquentielle de la vitesse et de l’atténuation, donc de la dispersion.
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1.1.2.2 Résolution du problème direct dans un milieu 2D hétérogène

Les milieux naturels, et en particulier la proche surface, sont des milieux très hétérogènes.
Dans ces conditions, les solutions analytiques développées précédemment ne sont pas à même
de décrire la propagation d’ondes de sorte qu’il faille faire appel à la modélisation numérique
pour pouvoir réaliser de l’imagerie quantitative. La modélisation numérique peut s’avérer
particulièrement demandeuse en ressource informatique lorsque les milieux géologiques sont
modélisés en 3D avec une grande complexité physique. Cet aspect calculatoire est renforcé
dans le cadre de la méthode d’inversion des formes d’ondes, présentée dans le chapitre suiv-
ant, puisqu’elle requiert de résoudre de manière répétée le problème direct. Dans le cadre de
la paramétrisation discutée précédemment, nous détaillons maintenant la stratégie numérique
efficace et économique utilisée pour mener à bien la résolution du problème direct que nous
avons adoptée dans cette thèse.

En commençant par introduire les relations constitutives dans les équations de Maxwell,
nous obtenons le système d’équations couplées :





∂Hz(x, ω)

∂y
− ∂Hy(x, ω)

∂z
= −iωε(x)Ex(x, ω) + σ(x)Ex(x, ω) + Jxs (x, ω),

∂Hx(x, ω)

∂z
− ∂Hz(x, ω)

∂x
= −iωε(x)Ey(x, ω) + σ(x)Ey(x, ω) + Jys (xω),

∂Hy(x, ω)

∂x
− ∂Hx(x, ω)

∂y
= −iωε(x)Ez(x, ω) + σ(x)Ez(x, ω) + Jzs (x, ω),

∂Ez(x, ω)

∂y
− ∂Ey(x, ω)

∂z
= iωµ(x)Hx(x, ω)−Mx

s (x, ω),

∂Ex(x, ω)

∂z
− ∂Ez(x, ω)

∂x
= iωµ(x)Hy(x, ω)−My

s (x, ω),

∂Ey(x, ω)

∂x
− ∂Ex(x, ω)

∂y
= iωµ(x)Hz(x, ω)−M z

s (x, ω),

(1.43)

où Ex, Ey, Ez et Hx, Hy, Hz désignent respectivement les composantes horizontale, trans-
verse et verticale des champs électrique et magnétique et x le vecteur position en 2D. Afin de
simplifier le problème et réduire les coûts de calcul, nous faisons l’hypothèse d’un milieu à deux
dimensions dont le plan d’observation est noté (xOz). Selon cette hypothèse, les propriétés du
milieu (ε, µ et σ) mais aussi les champs d’ondes et les sources ne varient pas dans la direction
y. Après application de cette hypothèse 2D, nous obtenons deux systèmes hyperboliques du
premier ordre complètement découplés. Ces deux systèmes correspondent en fait à deux modes
de propagation distincts, des ondes électromagnétiques, appelés transverse électrique (TE) et
transverse magnétique (TM).

TE





−iωεe(x, ω)Ey(x, ω)− ∂Hx(x, ω)

∂z
+
∂Hz(x, ω)

∂x
= −Jys (x, ω),

−iωµ(x)Hx(x, ω)− ∂Ey(x, ω)

∂z
= −Mx

s (x, ω),

−iωµ(x)Hz(x, ω) +
∂Ey(x, ω)

∂x
= −M z

s (x, ω),

(1.44)
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TM





−iωµ(x)Hy(x, ω) +
∂Ex(x, ω)

∂z
− ∂Ez(x, ω)

∂x
= −My

s (x, ω),

−iωεe(x, ω)Ex(x, ω) +
∂Hy(x, ω)

∂z
= −Jxs (x, ω),

−iωεe(x, ω)Ez(x, ω)− ∂Hy(x, ω)

∂x
= −Jzs (x, ω).

(1.45)

Dans le cadre de cette thèse, il est intéressant de noter que les modes TE et TM sont excités
respectivement par des antennes GPR dans la direction y et dans le plan (xOz). La variable x
désigne la position en 2D. On retrouve la permittivité effective dont l’expression est

εe(x, ω) = ε(x) +
iσ(x)

ω
. (1.46)

En anticipant les développements à venir, nous écrivons les systèmes (1.44) et (1.45) sous
la forme suivante afin de mettre en évidence les équations d’ondes du second-ordre ,

TE





∂

∂x
(
1

µ

∂Ey(x, ω)

∂x
) +

∂

∂z
(
1

µ

∂Ey(x, ω)

∂z
) + ω2εeEy(x, ω) =

−iωJys (x, ω) +
∂

∂z

Mx
s (x, ω)

µ
− ∂

∂x

M z
s (x, ω)

µ
,

−iωµHx(x, ω) +
∂Ey(x, ω)

∂z
= −Mx

s (x, ω),

−iωµHz(x, ω)− ∂Ey(x, ω)

∂x
= −M z

s (x, ω),

(1.47)

et

TM





∂

∂x
(

1

εe

∂Hy(x, ω)

∂x
) +

∂

∂z
(

1

εe

∂Hy(x, ω)

∂z
) + ω2µHy(x, ω) =

−iωMy
s (x, ω)− ∂

∂z

Jxs (x, ω)

εe
+

∂

∂x

Jzs (x, ω)

εe
,

−iωεeEx(x, ω)− ∂Hy(x, ω)

∂z
= −Jxs (x, ω),

−iωεeEz(x, ω) +
∂Hy(x, ω)

∂x
= −Jzs (x, ω).

(1.48)

De manière intéressante, les systèmes (1.44) et (1.45) présentent une structure mathématique
anologue à celle du système acoustique vitesse-pression :

Acoustique





−iω P (x, ω)

K(x, ω)
=
∂vx(x, ω)

∂x
+
∂vz(x, ω)

∂z
− iωPs(x, ω)

K(x, ω)
,

−iωρ(x)vx(x, ω) =
∂P (x, ω)

∂x
+ ρ(x)fx(x, ω),

−iωρ(x)vz(x, ω) =
∂P (x, ω)

∂z
+ ρ(x)fz(x, ω),

(1.49)

qui s’écrit également
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Acoustique





∂

∂x
(
1

ρ

∂P (x, ω)

∂x
) +

∂

∂z
(
1

ρ

∂P (x, ω)

∂z
) + ω2 P (x, ω)

K(x, ω)
=

−ω2 P s

K(x, ω)
(x, ω) +

∂fz(x, ω)

∂z
+
∂fx(x, ω)

∂x
,

−iωρ(x)vx(x, ω) =
∂P (x, ω)

∂x
+ ρ(x)fx(x, ω),

−iωρ(x)vz(x, ω) =
∂P (x, ω)

∂z
+ ρ(x)fz(x, ω),

(1.50)

où P est la pression (Pa), vx et vz sont les vitesses de déplacement selon x et z (m/s), ρ
est la densité (kg/m3), K est le module de rigidité (Pa), fx et fz sont les sources sous forme
de force selon x et z (m/s2), et Ps est une source explosive/isotrope de pression (in Pa). De
cette analogie structurelle des équations découle, pour chaque mode, une analogie des variables
et des paramètres entre les physiques électromagnétique et visco-acoustique, comme proposé
dans le tableau 1.2.

TE TM

Ey ↔ P Hy ↔ P
Hz ↔ −vx Ez ↔ vx
Hx ↔ vz Ex ↔ −vz
εe ↔ 1/K εe ↔ ρ
µ ↔ ρ µ ↔ 1/K

Jsy ↔ ıωPs/K Jsx ↔ ρfz
Jsz ↔ −ρfx

Table 1.2 – Correspondance entre les variables acoustiques et électromagnétiques.

Cette analogie mathématique entre les deux physiques, déjà discutée dans la littérature
par (Carcione & Cavallini, 1995) et (Carcione & Robinson, 2002), est de première importance
dans le cadre de ma thèse. En effet, elle me permet de résoudre le problème de propagation
d’ondes électromagnétiques grâce à un code initialement developpé pour la simulation d’ondes
acoustiques : TOY2DAC. Ce code, dans sa version isotrope, est basé sur la discrétisation par
différences finies de l’équation du second ordre visco-acoustique (première équation du système
1.50) dans le domaine fréquence via le schéma à grilles mixtes proposé par Jo et al. (1996) et
(Hustedt et al., 2004).

Ce schéma de discrétisation (Fig. 1.2 c) est basé sur la discrétisation de l’équation d’onde du
second ordre sur deux schémas décalés de 45̊ (Fig. 1.2 a et b) dont les 9 points de discrétisation
ont été pondérés de manière optimale afin de réduire la dispersion et l’anisotropie numérique.
Il en résulte un schéma de discrétisation, appelé schéma à grilles mixtes, compact et précis qui
ne requiert que 4 points de discrétisation par longueur d’onde (Jo et al. (1996), (Hustedt et al.,
2004)). Au final, cette formulation mène à un système linéaire de la forme

A(m(x), ω)u(ω, x) = s(ω, x), (1.51)

où A est la matrice d’impédance complexe, u le champ d’onde discrétisé (Ey en TE ou
Hy en TM) et s le terme source discrétisé. Si u est discrétisé sur une grille de taille (Nx, Nz)
alors la matrice d’impédance est de taille M avec M = Nx×Nz. Ce système linéaire est résolu
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f-x Domain Wave Extrapolator 531

FIG. 3. Normalized phase Vph and group Vgr velocity curves for different propagation angles with respect to the grid, for the explicit
second-order central finite-difference scheme in time-space domain when the stability limit,      where c is the
velocity.

FIG. 4. Finite-difference stars for the Laplacian operator. (a) Conventional second-order central difference
(five-point) star, (b) 45” rotated star, (c) nine-point star combining (a) and (b).
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FIG. 3. Normalized phase Vph and group Vgr velocity curves for different propagation angles with respect to the grid, for the explicit
second-order central finite-difference scheme in time-space domain when the stability limit,      where c is the
velocity.

FIG. 4. Finite-difference stars for the Laplacian operator. (a) Conventional second-order central difference
(five-point) star, (b) 45” rotated star, (c) nine-point star combining (a) and (b).Figure 1.2 – Schéma différences finies (d’après Jo et al. (1996)). a) Schéma classique à cinq

points. b) Schéma décalé. c) Schéma à grilles mixtes.

via une factorisation LU par le solveur direct parallèle basé sur une approche multi-frontale
MUMPS (MUMPS-team, 2009). Cette factorisation consiste à transformer la matrice A en deux
matrices triangulaires supérieure et inférieure telle que A = LU . Après factorisation, la solution
au système (1.51) est calculée par substitution prograde Ly = b suivie d’une substitution
rétrograde Uu = y. L’effort de calcul de cette méthode se situe dans la factorisation initiale
de la matrice sous forme LU. Ce coût de calcul dépend directement de la largeur de bande
de la matrice et du nombre de coefficients non nul. Il est donc important d’utiliser un schéma
compact (largeur de bande faible) et requérant peu de points de discrétisation par longueur
d’onde afin de réduire Nx et Nz et donc la taille de la matrice A à factoriser. De ce point de
vue, le schéma à grille mixte, utilisé dans cette thèse, constitue une avancée significative par
rapport au schéma classique (Fig. 1.2 a) qui nécessite 10 points de discrétisation par longueur
d’onde.

Cette méthode de résolution du problème direct met en avant l’intérêt à travailler dans le
domaine fréquentiel. En effet, cette méthode requière une seule factorisation LU par fréquence
qui peut ensuite être utilisée à faible coût pour un grand nombre de sources. Cette méthode
est donc d’autant plus intéressante que le nombre de sources est important. Cette efficacité
est renforcée par la redondance des données dont il est possible de profiter en n’inversant
les données que pour quelques fréquences (Pratt & Worthington (1990), Song et al. (1995)).
Enfin, le domaine fréquentiel permet de prendre en compte facilement la conductivité et les
phénomènes de dispersion associés sans avoir à introduire de mécanismes de relaxation dans
les équations, comme c’est le cas dans le domaine temporel.

Au final, pour obtenir les champs d’ondes électromagnétiques, il faut résoudre le système
(1.51), associé aux équations du second-ordre dans les systèmes 1.47 et 1.48, par factorisation
LU. Une fois les champs Ey (TE) et Hy (TM) calculés, il est possible de déduire les deux autres
champs de chaque mode par différences finies en suivant les deux équations du premier ordre
du système considéré.
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1.2 Le problème inverse

1.2.1 Généralités sur l’inversion des formes d’ondes complètes

1.2.1.1 Définitions

D’un point de vue général, la résolution d’un problème inverse vise à déterminer les para-
mètres d’un système à partir de données expérimentales issues de ce système. Plus concrètement,
quand nous parlons de résoudre ce problème dans le cadre de l’imagerie électromagnétique, nous
souhaitons obtenir la distribution de paramètres physiques de la subsurface grâce à l’analyse de
champs d’ondes électromagnétiques s’étant propagés dans cette subsurface. Notons à ce stade
que la source à l’origine des champs d’ondes est généralement mal connue, lors d’applications
réelles, de sorte qu’elle doit souvent être considérée aussi comme une inconnue. Pour que l’inver-
sion soit possible et fiable, elle nécessite une relation entre les paramètres physiques du modèle
m et des observables dcal, que l’on peut comparer directement aux observations expérimentales
dobs. En géophysique, ce lien est fourni par le problème direct et s’écrit de façon générale

dcal = F (m), (1.52)

où F est l’opérateur souvent non linéaire qui formalise les lois physiques. Une telle relation
a déjà été rencontrée dans cette thèse, c’est l’équation d’onde. Dans ce dernier cas, F peut
être vu comme l’opérateur consistant à résoudre l’équation d’onde pour une distribution de
paramètre m et une source donnée. Par la suite, il faudra ajouter, à cette définition de F , une
extraction des champs d’ondes calculés aux différents points d’observation. Dans le cadre de
la propagation d’onde, le problème direct est dit bien posé, c’est à dire qu’une solution unique
est obtenue dès qu’une physique du sous-sol, un modèle m et une source sont définis.

Nous ne pouvons pas en dire autant de la transformation allant des observations vers les
paramètres du modèle. En effet, cette transformation (le problème inverse) est mal posée au
sens d’Hadamard (Hadamard, 1902) qui définit un problème bien posé comme suit

– existence d’une solution,

– unicité d’une solution,

– continuité de la solution par rapport aux données.

La non existence d’une solution peut provenir de la physique employée lors de la résolution
du problème direct. En effet, cette dernière, à travers les hypothèses faites (géométrie 2D,
paramétrisation, source ponctuelle), n’est pas toujours en mesure d’expliquer l’ensemble des
phénomènes observés. En plus de ces hypothèses, il convient de mentionner que le bruit, présent
dans les données réelles, n’est pas modélisable par définition. Par conséquent, il n’est pas
possible de trouver la solution m qui explique parfaitement toutes les données enregistrées. Le
problème inverse est donc résolu sous une forme relaxée via le problème d’optimisation :

min
m
f(m) avec f(m) = |dobs − dcal(m)|, (1.53)

où nous cherchons les paramètres du modèle m (et la source) qui expliquent le mieux les
données au sens d’une certaine norme qui mesure la distance entre les données observées et les
données calculées dcal = F (m), notée ici |.|.
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La non unicité de la solution provient du fait que plusieurs m peuvent expliquer les données
avec le même degré d’exactitude. Cela provient de la formulation du problème inverse (1.53)
mais aussi de la sensibilité des données aux paramètres du milieu et à la nature multiparamètres
du problème inverse. En effet, en règle générale, la géométrie des dispositifs d’acquisition ne
permet pas d’avoir une information suffisante pour contraindre l’ensemble des paramètres du
modèle. C’est par exemple le cas pour les paramètres du modèle situés en profondeur lorsque
des dispositifs d’acquisition de surface sont mis en jeux. De plus, dans le cas de la FWI mul-
tiparamètres, il existe des couplages entre les paramètres et la source de sorte que certaines
observations peuvent être expliquées par des combinaisons variées des paramètres. Ces cou-
plages, à l’origine des développements méthodologiques de cette thèse, sont donc discutés plus
en détail dans la partie 1.2.2.1.

1.2.1.2 Le formalisme

Dans cette thèse, le problème inverse qui nous intéresse est l’inversion des formes d’ondes
complètes (Full Waveform Inversion, FWI). Cette méthode cherche à interpréter la totalité
du signal, contrairement aux méthodes de tomographie basées uniquement sur les temps de
parcours d’arrivées sélectionnées. Le gain potentiel est une amélioration de la résolution jusqu’à
la limite λmin/2, où λmin est la plus petite longueur d’onde propagée. Nous utilisons la norme
`2 pour définir la fonction coût, de sorte que

f(m) =
1

2

Nω∑

l=1

Ns∑

s=1

∆d†s(m,ωl)∆ds(m,ωl), (1.54)

où l’exposant † est l’opérateur adjoint, équivalent à l’application des opérateurs transposé
(t) et conjugué ∗. Les entrées Ns et Nω désignent respectivement le nombre de sources et de
fréquences discrètes utilisées dans l’inversion. Les résidus ∆ds(m,ωl) sont définis comme la
différence entre les données observées et les données calculées :

∆ds(m,ωl) = dobs,s(ωl)− dcal,s(m,ωl). (1.55)

∆ds(m,ωl) est un vecteur ayant une entrée par récepteur, pour la source considérée. Les
données calculées dcal,s(m,ωl) sont obtenues par extraction aux récepteurs du champ d’ondes
Es(m,ωl), calculé comme la solution du problème direct pour la source s, le modèle m et la
pulsation ωl. Cette étape est formalisée par un opérateur d’extraction Rs, tel que

dcal,s(m,ωl) = RsEs(m,ωl). (1.56)

Pour minimiser la fonction coût (1.54), il existe deux grandes familles de méthodes numé-
riques : les méthodes globales et locales. Les premières, qui consistent à parcourir l’espace des
modèles (voir Sambridge & Mosegaard (2002) pour une revue), sont généralement bien adaptées
aux problèmes non linéaires car elles permettent, en théorie, d’avoir une vue d’ensemble des
minima locaux de la fonction coût et donc de choisir parmi ces derniers le minimum global et
le modèle associé (Fig. 1.3). Ces méthodes globales donnent aussi la possibilité d’extraire des
statistiques sur la solution, ce qui ouvre la porte vers la quantification d’incertitude attachée à
la solution. Dans ce contexte, le nombre croissant de paramètres a progressivement conduit au
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Figure 2.10: A 2-D non-linear inverse problem. a) the solution is the intersection point between
a cosine function and a straight line at m = (5, 4) . b) the misfit function shows the global
minimum surrounded by two local minimum.

(5, 4) but the direct inverse operator g−1 can not easily be obtained. The misfit function in
Figure 2.10b shows, as expected, the global minimum in m = (5, 4) but surrounded by two
local minima.
Since the analytical solution of the forward problem is known, the Fréchet derivative matrix

can easily be found and is given by

F =




π
2

sin
(

π
2
m1

)
1

−1 1




and the non-linear and approximate Hessian matrices are

Hs =




(
π
2

)2
cos

(
π
2
m1

)
∆d1 0

0 0


 ,

Ha =




(
π
2

)2
sin2

(
π
2
m1

)
+ 1 −π sin

(
π
2
m1

)
+ 1

−π sin
(

π
2
m1

)
+ 1 2


 .

In order to show the importance of the starting model as well as the performance of the different
local methods, I applied a Newton, Gauss-Newton, non-linear gradient and conjugated gradi-
ent to the resolution of our non-linear inverse problem. Figure 2.11 shows the results of the
inversion for a starting model located in mo = (4.5, 7). For this starting model, the quadratic
approximation is accurate and Newton and Gauss-Newton methods converge into the global
minimum. The non-linear gradients converge as well towards the global minimum. Figure 2.12

Quadratic 
approximation 

mk

- G(mk)

Figure 1.3 – Carte de la fonction coût pour une étude à deux degrés de liberté. Le vecteur
−G(mk) correspond à la direction opposée au gradient au point mk. Une illustration de l’ap-
proximation quadratique locale au point mk est proposée en rouge (d’après Lavoué (2014),
modifiée d’après Sirgue (2003)).

développement d’algorithmes plus économiques qui concentrent leurs recherches sur les zones
plus à même d’expliquer les données. C’est par exemple le cas de l’algorithme de voisinage
proposé par Sambridge (1999a), Sambridge (1999b). Cependant, même dans ces conditions, cet
algorithme et ceux basés sur la Méthode de Monte Carlo (Metropolis & Ulam, 1949) ou ceux
utilisés dans le cadre d’applications géophysiques comme les algorithmes génétique (Holland,
1975) et de recuit simulé (Kirkpatrick et al., 1983), restent trop coûteux pour être utilisés dans
le cadre de la FWI. En effet, ces méthodes globales requièrent de nombreuses évaluations de la
fonction coût, c’est à dire de résoudre de nombreux problèmes directs. Cela n’est évidemment
pas possible, dans un temps raisonnable, si la résolution du problème direct requiert beaucoup
de ressources ou si l’espace des modèles est trop vaste, ce qui est généralement le cas avec la FWI
car après discrétisation le nombre de paramètres à reconstruire atteint des ordres de grandeur
de 104 à 106 en 2D et de 106 à 109 en 3D. L’inversion des formes d’ondes complètes repose donc
sur les méthodes d’optimisation locale qui permettent de converger vers un minimum local de
manière itérative à un coût nettement plus abordable que les méthodes globales. Cependant,
ces méthodes locales sont très sensibles au modèle initial et aux fortes non linéarités qui peuvent
exister dans le cadre de la FWI. La convergence vers le minimum global, plutôt qu’un minimum
local, passe alors par une stratégie spécifique pour atténuer les effets des non linéarités. Ce point
très important est discuté plus amplement en partie 1.2.5.

1.2.2 Stratégies d’optimisation locale

Dans un schéma d’optimisation locale, à partir d’un modèle de départ m0, le nouveau
modèle mk+1 est calculé en suivant le schéma :

mk+1 = mk + αk∆mk, (1.57)

où ∆mk est la direction de descente, et αk ∈ R+ est le pas de descente obtenu via une
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procédure de recherche linéaire (Nocedal & Wright, 2006a; Bonnans et al., 2006). La direction
de descente ∆mk est une solution approchée de l’équation de Newton,

H(mk)∆mk = −∇f(mk), (1.58)

où ∇f(mk) = ∂f
∂m(mk) et H(mk) = ∂2f

∂2m
(mk) désignent le gradient et le Hessien de la

fonction coût. Ces deux quantités sont des éléments-clés de l’inversion qu’il faut interpréter.

Si nous reprenons l’exemple de la grille de discrétisation de taille (Nx, Nz) du problème
direct et considérons que tous les points de grille sont impliqués dans l’inversion, alors le
modèle m et le gradient ∇f(m) sont de taille N = Nx ×Nz ×Npar où Npar est le nombre de
classes de paramètres inversés. La matrice Hessienne est de taille (N,N).

Une interprétation du gradient et du Hessien est donnée avant de détailler les méthodes de
calcul pour le pas de descente α et la direction de descente ∆mk.

1.2.2.1 Interprétations physiques du gradient et du Hessien

Afin de mieux appréhender le gradient, commençons par expliciter sa formule pour le
paramètre mp

i pour lequel p désigne sa classe (permittivité, conductivité et perméabilité par
exemple) et i sa position spatiale dans la grille discrète :

∇fpi (m) =
∂f(m)

∂mp
i

= Re

(
Nω∑

l=1

Ns∑

s=1

(
Rs
∂Es(m,ωl)

∂mp
i

)†
∆ds(m,ωl)

)
. (1.59)

L’équation (1.59) montre que le gradient résulte de produits entre résidus et champs aux

dérivées partielles du premier ordre
(
∂Es(m,ωl)

∂mp
i

)
extraits aux récepteurs. Cette nouvelle quantité

peut s’interpréter à partir du problème direct 1.51. En différenciant cette dernière expression
pour l’élément mp

i , nous obtenons :

A(m,ωl)
∂Es(m,ωl)

∂mp
i

= −∂A(m,ωl)

∂mp
i

Es(m,ωl). (1.60)

Cette équation indique que le champ aux dérivées partielles est solution d’une équation
d’ondes dont le terme source est − ∂A

∂mp
i
E. L’analyse de ce terme source indique que c’est en fait

une source secondaire issue de la diffraction du champ direct E par une anomalie ∂A
∂mp

i
localisée

au point i. Notons que le terme source contient le motif de radiation de la classe de paramètre
p. Cette situation est illustrée, dans le domaine temporel, en Figure 1.4 b) pour un point mi. En
suivant la définition, le gradient par rapport à mp

i est alors la corrélation (le produit en domaine
fréquentiel) entre le champ aux dérivées partielles enregistré aux récepteurs (Fig. 1.4 a)) et les
résidus (Fig. 1.4 c)). Cette corrélation permet de tester la similitude des deux champs d’ondes
impliqués dans la formule du gradient (1.59) et ainsi obtenir une image des points diffractants
manquants dans le modèle mk−1, donnant lieu aux résidus. Dans le cas présent (Fig. 1.4), le
champ aux dérivées partielles enregistré aux récepteurs cöıncide parfaitement avec une partie
des résidus, de sorte que la corrélation va conduire à un gradient de forte amplitude au point
i, comme souhaité.
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Figure 1.4 – Illustration associée à l’interprétation du gradient (d’après Operto et al. (2013)).
Dans un milieu homogène m0 se trouvent trois hétérogénéités. La source est matérialisée par
une étoile et les récepteurs par la ligne en pointillé. b) La source s génère un champ d’ondes qui
se propage dans le milieu m et se diffracte sur les trois hétérogénéités. a) Champ aux dérivées
partielles, issu de la diffraction du champ d’ondes par l’hétérogénéité verte (à la position i),
enregistré aux récepteurs. c) Données résiduelles issues de la différence entre les champs d’ondes
calculés dans le modèle m, d’une part, et l’encaissant homogène m0, d’autre part. Les trois
arrivées correspondent aux trois hétérogénéités manquantes dans l’encaissant homogène. d) Le
rôle de l’acquisition peut être analysé en considérant l’angle θ entre la source et le récepteur
(cf partie 1.2.5.2).

Le gradient est un élément central de l’inversion mais il connait certaines limitations.
En effet, pour deux classes de paramètres p1 et p2 ayant des motifs de diffraction similaires(

∂A

∂mp1
i

' ∂A

∂mp2
i

)
, la direction de descente issue du gradient pour ces deux paramètres sera si-

milaire, ce qui peut être en désaccord avec la direction de descente requise dans la réalité. Ce
phénomène s’appelle le couplage entre paramètres. De plus, le gradient ne considère que de
la diffraction simple. Pour tenter de dépasser ces limitations, il est utile d’étudier la matrice
Hessienne. L’expression de cette dernière est obtenue en dérivant le gradient par mq

j :

(Hpq)ij(m) = Re




Nω∑

l=1

Ns∑

s=1

(
Rs
∂Es(m,ωl))

∂mp
i

)†
Rs
∂Es(m,ωl)

∂mq
j

+

(
Rs
∂2Es(m,ωl)

∂mp
im

q
j

)†
∆ds(m,ωl)


 ,

(1.61)

où q désigne une classe de paramètres et j sa position spatiale.
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Dans l’approximation de Gauss-Newton, la matrice Hessienne, l’équation (1.61) est réduite
à son premier terme. Celui-ci est le produit de deux champs aux dérivées partielles du premier
ordre enregistrés aux récepteurs, obtenus après dérivation simple de E par rapport à la paire de
paramètres (mp

i ,m
q
j). Ainsi, cette partie du Hessien permet de rendre compte de la corrélation

existante entre ces champs et qui est à l’origine de la défocalisation de la perturbation à
appliquer au modèle (Pratt et al. (1998)). Au final, par l’intermédiaire des champs, cette
matrice donne une information sur le couplage entre les deux paramètres discrets considérés
(mp

i et mq
j).

Lorsque p = q, nous considérons les termes des blocs diagonaux qui illustrent les cou-
plages spatiaux (effets de la fréquence finie sur la résolution) entre deux paramètres de même
classe. Deux paramètres proches spatialement sont plus susceptibles de donner des champs aux
dérivées partielles voisins de sorte qu’une augmentation de la proximité spatiale de i et j con-
duise à une augmentation de la corrélation associée. Ce phénomène se traduit dans la matrice
Hessienne par une dominance des termes proches de la diagonale jusqu’à atteindre l’amplitude
maximale sur la diagonale via l’autocorrélation (i = j).

Lorsque p 6= q, nous considérons les blocs hors diagonaux qui illustrent les couplages entre
deux paramètres de classe différente. Dans le cas i = j, nous mesurons le couplage entre des
paramètres de classes différentes à une position donnée pour donner les termes diagonaux des
blocs hors diagonaux. Si i 6= j alors nous sommes dans le cas le plus général qui consiste à
mesurer le couplage entre deux paramètres de nature différente situés à des positions différentes.

L’application de l’inverse de l’opérateur de Gauss-newton au gradient doit donc permettre
de refocaliser la perturbation à apporter au modèle pour chaque classe de paramètre tout en
réduisant les couplages entre les classes de paramètres.

Le second terme du Hessien résulte du produit entre résidus et champs aux dérivées par-
tielles du second ordre enregistrés aux récepteurs, obtenus par dérivations doubles du champ E
par les paramètres mp

i et mq
j . D’un point de vue physique, le champ E correspond à un champ

d’ondes émis à la source puis diffracté deux fois dans le milieu, en mp
i puis en mq

j , avant d’être
enregistré aux récepteurs. Ce phénomène de double diffraction est susceptible de se produire
dans les milieux à forts constrastes et générer des diffractions secondaires dont les amplitudes
ne sont pas négligeables. Si tel est le cas, l’interprétation de ces diffractions doubles (voire mul-
tiples) par de la diffraction simple via le gradient peut créer de forts artéfacts et perturber le
processus d’imagerie. Pour limiter ces artéfacts, il faut donc être capable d’appliquer l’inverse
du second membre du Hessien au gradient.

1.2.2.2 Calcul du pas de descente α

Ici, nous expliquons comment est calculé le pas de descente α pour une direction de descente
∆mk. La première approche consiste à résoudre de façon exacte le sous-problème (1.62) afin
de trouver la valeur optimale de α.

min
α>0

f(mk + αk∆mk). (1.62)

La résolution du problème (1.62) peut s’avérer coûteuse car elle requiert d’évaluer la fonction
coût pour de nombreuses valeurs de α. Il n’est donc pas raisonnable de résoudre finement ce
problème à chaque itération k.
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Pour contourner ce problème de coût tout en garantissant une décroissance adéquate de la
fonction coût, il est d’usage de faire appel aux méthodes de recherche de pas, dites inexactes.
Dans cette étude, nous choisissons la formulation basée sur les conditions de Wolf :

f(mk + αk∆mk) ≤ f(mk) + c1αk∇fTk mk, (1.63)

∇f(mk + αk∆mk)
T∆mk ≥ c2∇fTk ∆mk. (1.64)

La première condition, appelée également condition de décroissance suffisante ou condition
d’Armijo, garantie une décroissance suffisante de la fonction coût d’une itération à la suivante,
comme souhaité. Cette condition est illustrée en Figure 1.5 par la ligne verte. La seconde
condition, également appelée condition de courbure, a pour but d’éviter les valeurs de α trop
faibles pour être intéressantes car elles entrâınent une convergence lente. Comme le montre la
Figure 1.5, ces faibles valeurs de α sont exclues par l’intermédiaire de ce critère représenté par
les lignes en pointillé noir.

Ces deux conditions garantissent une convergence vers le minimum local le plus proche du
point de départ (Nocedal & Wright (2006a)). Sans ces conditions, il n’y a pas de garantie de
convergence de l’algorithme d’optimisation.

Figure 1.5 – Illustration du principe de recherche du pas de descente via les conditions de
Wolf (d’après Nocedal & Wright (2006b)).
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1.2.2.3 Calcul de la direction de descente

Ici, nous présentons les solutions approchées de l’équation (1.58), obtenues avec les méthodes
d’optimisation locale standards.

Méthodes basées sur le gradient

La méthode la plus simple est la méthode du gradient. Elle revient à approcher la matrice
Hessienne par la matrice identité H−1 = I. Il en découle une direction de descente basée
uniquement sur le gradient ∆mk = −∇f(mk). Cette méthode est connue pour avoir une
convergence lente.

Pour accélérer la convergence, il est classique de combiner linéairement la direction de
plus forte descente courante −∇f(mk) avec la direction de descente de l’itération précédente
∆mk−1. Cette méthode, appelée gradient conjugué non linéaire, calcule la direction de descente
en suivant la formulation

{
∆m0 = −∇fm0),
∆mk = −∇f(mk) + βk∆mk−1, k ≥ 1,

(1.65)

où βk ∈ R est un scalaire. Il existe de nombreuses façons de calculer βk donnant lieu
à autant de versions de gradient conjugué non-linéaire (Fletcher & Reeves (1964), Polak &

Ribière (1969)). Dans cette étude, nous utilisons la formulation de Dai & Yuan (1999) pour
laquelle

βk =
‖∇f(mk)‖2

(∇f(mk)−∇f(mk−1))T ∆mk−1

. (1.66)

Ces méthodes ne prennent pas en compte l’information associée au Hessien.

Méthodes de quasi-Newton

L’idée des méthodes de Quasi-newton est d’estimer économiquement l’action du Hessien
inverse afin d’accélérer la convergence. Avec ces méthodes, la direction de descente est de la
forme :

∆mk = −Qk∇f(mk), (1.67)

où la matrice Qk est une approximation du Hessien inverse mise à jour à chaque itération.
Nous retenons celle initialement introduite par Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) et
plus particulièrement sa version à mémoire limitée (l-BFGS). D’un point de vue algorithmique,
la matrice Qk n’est pas construite explicitement. En effet, la formulation proposée par (No-
cedal & Wright, 2006a; Nocedal, 1980) estime directement le produit Qk∇f(mk) à partir des
gradients et des modèles calculés lors des itérations précédentes et stockés en mémoire sous
une forme adaptée (différence entre deux itérations successives). Cette méthode permet donc
de bénéficier de l’information contenue dans le Hessien inverse approché tout en engendrant
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des coûts supplémentaires faibles. Aussi, la méthode de l-BFGS est supposée découpler plus
efficacement les paramètres que les méthodes basées sur le gradient. Cependant, comme ob-
servé en imagerie sismique pour la reconstruction des paramètres visco-acoustiques (vitesse
d’onde P (Vp), densité, atténuation) (Métivier et al., 2014; Métivier & Brossier, 2016), elle
peut ne pas exploiter complètement l’information portée par le Hessien particulièrement lors
des premières itérations puisque la matrice Qk est alors estimée à partir de peu d’information
et donc imprécise.

Méthodes de Newton tronqué

Afin de disposer d’une estimation plus fiable de l’opérateur Hessien, on peut utiliser les
méthodes dites de Newton tronqué ou Newton inexacte, comme proposé en imagerie sismique
par Métivier et al. (2013, 2014); Castellanos et al. (2015). Une revue de cette méthode d’op-
timisation locale est fournie par Nash (2000). Dans le cadre de cette stratégie, la direction de
descente ∆mk est calculée, à chaque itération k, comme une solution approchée du système
linéaire associée à l’équation de Newton (1.58).

Pour résoudre ce système, on utilise un algorithme de gradient conjugué (CG). Celui-ci au-
torise une résolution du système linéaire (1.58) sans avoir à construire explicitement la matrice
Hessienne, ce qui serait prohibitif du point de vue du calcul engendré. Le CG ne nécessite que
le calcul de produits Hessien-vecteur (Hv).

Ainsi, pour résoudre ce système, il faut :

– être capable de calculer des produits Hessien-vecteur (Hv) de manière efficace,

– un critère d’arrêt adapté pour la résolution du système (1.58).

La construction du produit Hv pour nos applications est proposée en partie 1.2.3.2. Le
critère d’arrêt retenu pour la résolution du système linéaire (1.58) a été introduit par Eisenstat
& Walker (1994) et s’écrit sous la forme :

‖H(mk)∆mk +∇f(mk)‖ ≤ ηk‖∇f(mk)‖. (1.68)

Le paramètre η est un terme de forçage qui reflète l’exactitude de l’approximation quadra-
tique locale de la fonction coût. En pratique, quand cette approximation est correcte, η diminue
de sorte que le système (1.58) est résolu plus finement. En revanche, quand la précision de l’ap-
proximation diminue, η augmente de manière à avoir une résolution moins précise du système
(1.58). Concrètement, la valeur de η est déterminée, à chaque itération du système interne,
comme la mesure de la distance entre le développement de Taylor du premier ordre du gradi-
ent à l’itération k − 1 et le gradient à l’itération k :

ηk =
‖∇f(mk)−∇f(mk−1)− γk−1H(mk−1)∆mk−1‖

‖∇f(mk−1)‖
. (1.69)

Une discussion plus approfondie sur le choix de ce critère d’arrêt est proposée par Métivier
et al. (2013). L’algorithme du gradient conjugué est conçu pour les systèmes symétriques posi-
tifs, il est donc bien adapté pour résoudre le système dans l’approximation de Gauss-Newton
(GN), car sa matrice associée est symétrique positive par construction. A l’opposé, dans sa
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version Exact-Newton (EN), la matrice Hessienne n’est plus nécessairement positive de sorte
que le gradient conjugué n’est plus adapté. Pour faire face à cette difficulté, l’algorithme dis-
pose d’un détecteur de courbure négative de la matrice Hessienne qui stoppe la résolution du
système linéaire dès qu’une courbure négative est détectée.

Concernant l’implémentation des algorithmes d’optimisation et de la recherche du pas de
descente α, nous utilisons la ”SEISCOPE Optimization Toolbox” (Métivier & Brossier, 2016).
Cette bôıte à outils, basée sur un protocole de discussion intéractif, requiert seulement de
calculer le gradient et le produit Hv avant de les lui transmettre.

1.2.3 Méthodes de l’état adjoint du premier et second ordre

1.2.3.1 Premier ordre : calcul du gradient

Malgré l’intérêt de la formule (1.59) pour l’interprétation du gradient, il n’est pas souhaitable
d’utiliser cette formulation d’un point de vue de l’implémentation car cela demanderait le cal-
cul des champs aux dérivées partielles pour chaque point i du modèle, c’est-à-dire de résoudre
autant de problèmes directs que de paramètres inversés (N = Nx ×Nz ×Npar). Pour éviter ce
coût de calcul, nous nous basons plutôt sur la méthode d’état-adjoint du premier ordre (revue
par Plessix (2006)) qui consiste à minimiser la fonction coût 1.54 sous contrainte. Pour simpli-
fier la démonstration, nous supposons que Ns = 1, Nw = 1 et Npar = 1. Les formules générales
sont obtenues par sommation. Dans ces conditions, nous souhaitons résoudre le problème de
minimisation sous contrainte :

min
m

1

2
||d−Ru||2 avec F (m,u) = 0, (1.70)

où F (m,u) est une réécriture du problème direct (1.51) telle que F (m,u) = A(m)u− s.
Pour résoudre le problème (1.70), nous introduisons le Lagrangien associé L1 :

L1(m,u, λ) =
1

2
||d−Ru||2 + Re (F (m,u), λ)W , (1.71)

où (., .)W est le produit scalaire dans l’espace des champs d’ondes W et λ ∈ W est une
variable adjointe.

Nous choisissons u(m) comme solution du problème direct, de sorte que

F (m,u(m)) = 0. (1.72)

Ce choix permet d’écrire

L1(m,u(m), λ) =
1

2
‖dobs −Ru(m)‖2 + 0 = f(m). (1.73)

En dérivant par rapport à m, nous avons

∂L1(m,u(m), λ)

∂m
= ∇f(m), (1.74)
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qui s’écrit également

Re

(
∂F (m,u(m))

∂m
, λ

)
+
∂L1(m,u(m), λ)

∂u

∂u(m)

∂m
= ∇f(m). (1.75)

Nous définissons l’état adjoint λ(m) tel que

∂L1(m,u(m), λ(m))

∂u
= 0. (1.76)

Pour calculer l’expression de (1.76), nous réalisons un développement limité du Lagrangien
(1.71) :

L1(m,u+ du, λ) =
1

2
‖dobs −R(u+ du)‖2 + Re (F (m,u+ du)− s, λ)

=
1

2
‖dobs −Ru−Rdu‖2 + Re

(
F (m,u) +

∂F (m,u)

∂u
du, λ

)

=
1

2
‖dobs −Ru‖2 + Re (−Rdu, dobs −Ru) + Re (F (m,u), λ) +

Re

(
∂F (m,u)

∂u
du, λ

)
+ o ‖du‖2

= L(m,u, λ) + Re
(
du,−R†(dobs −Ru)

)
+ Re

(
du,

(
∂F (m,u)

∂u

)†
λ

)
+ o ‖du‖2 .

Ainsi, dans notre cas

∂L1(m,u(m), λ(m))

∂u
= 0, (1.77)

implique que λ(m) est solution de l’équation adjointe

(
∂F (m,u(m))

∂u

)†
λ(m) = R†(dobs −Ru(m)). (1.78)

Finalement, le gradient s’écrit

∇f(m) = Re

((
∂F (m,u(m))

∂m

)†
λ(m)

)
. (1.79)

1.2.3.2 Second ordre : calcul des produits Hessien-vecteur

Comme mentionné, il n’est pas souhaitable de calculer explicitement le Hessien, de sorte que
les méthodes du Newton tronqué requièrent les produits Hessien-vecteur (Hv). Ces derniers sont
obtenus via une méthode adjointe du second ordre. Nous rappelons ici la stratégie proposée dans
Métivier et al. (2013) et Métivier et al. (2014). Tout d’abord, nous définissons la fonctionnelle
hv(m) comme
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hv(m) = (∇f(m), v)M, (1.80)

où (., .)M désigne le produit scalaire dans l’espace des paramètres M. Le gradient de cette
fonctionnelle est donné par

∇hv(m) = H(m)v. (1.81)

Pour calculer ∇hv(m), nous utilisons de nouveau un formalisme Lagrangien. Nous intro-
duisons donc un nouveau Lagrangien L2 :

L2(m, g, λ, u, µ1, µ2, µ3) = (g, v)M+(
g −Re

((
∂F (m,u)

∂m

)†
λ

)
, µ1

)

M
+

Re

((
∂F (m,u)

∂u

)†
λ−R†(d−Ru), µ2

)

W
+

Re (F (m,u), µ3)W ,

(1.82)

où (., .)W désignent le produit scalaire dans l’espace des champs d’ondes W. Nous choisissons
u(m), λ(m) et g(m) comme solutions de :

F (m,u(m)) = 0,

(
∂F (m,u(m))

∂u

)†
λ(m) = R†(dobs−Ru(m)), g(m) = Re

((
∂F (m,u(m)

∂m

)†
λ(m)

)
.

(1.83)

Ainsi, nous obtenons

L2(m,u(m), λ(m), g(m), µ1, µ2, µ3) = hv(m), (1.84)

puis en dérivant par rapport à m,

∂L2

∂m
(m,u(m), λ(m), g(m), µ1, µ2, µ3) = ∇hv(m) = H(m)v. (1.85)

En développant cette expression, il vient
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H(m)v = −Re



(
∂2F (m,u(m))

∂m2

†
λ(m)

)†
µ1


+ Re



(
∂2F (m,u(m))

∂m∂u

†
λ(m)

)†
µ2


+

Re

((
∂F (m,u(m))

∂m

)†
µ3

)
+

∂L2(m, g(m), λ(m), u(m), µ1, µ2, µ3)

∂g

∂g(m)

∂m
+

∂L2(m, g(m), λ(m), u(m), µ1, µ2, µ3)

∂λ

∂λ(m)

∂m
+

∂L2(m, g(m), λ(m), u(m), µ1, µ2, µ3)

∂u

∂u(m)

∂m
.

(1.86)

Nous choisissons les nouvelles variables adjointes µ1(m), µ2(m) et µ3(m) telles que





∂L2(m, g(m), λ(m), u(m), µ1(m), µ2(m), µ3(m))

∂g
= 0,

∂L2(m, g(m), λ(m), u(m), µ1(m), µ2(m), µ3(m))

∂λ
= 0,

∂L2(m, g(m), λ(m), u(m), µ1(m), µ2(m), µ3(m))

∂u
= 0.

(1.87)

A l’image de ce qui a été réalisé pour le calcul du gradient, nous utilisons des développements
limités à partir du Lagrangien (1.82) :

L2(m,u, λ, g + dg, µ1, µ2, µ3) = (g + dg, v) + (g + dg − ∂F (m,u)†

∂m λ, µ1)

+(
∂F (m,u)†

∂u
λ−R†(d−Ru), µ2) + (F (m,u), µ3)

= (g, v) + (g − ∂F (m,u)†

∂m
λ, µ1)

+(
∂F (m,u)†

∂u
λ−R†(d−Ru), µ2) + (F (m,u), µ3) + (dg, v) + (dg, µ1)

= L2(m,u, λ, g, µ1, µ2, µ3) + (dg, v + µ1).
(1.88)

Ainsi, dans notre cas

∂L2

∂g
= 0, (1.89)

implique

v + µ1 = 0. (1.90)

De plus, nous avons
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L2(m,u, λ+ dλ, g, µ1, µ2, µ3) = (g, v) + (g − ∂F (m,u)†

∂m (λ+ dλ), µ1)

+(
∂F (m,u)†

∂u
(λ+ dλ)−R†(d−Ru), µ2) + (F (m,u), µ3)

= (g, v) + (g − ∂F (m,u)†

∂m
λ, µ1)

+(
∂F (m,u)†

∂u
λ−R†(d−Ru), µ2) + (F (m,u), µ3)− (

∂F (m,u)†

∂m
(dλ), µ1)

+(
∂F (m,u)†

∂u
dλ, µ2)

= L2(m,u, λ, g, µ1, µ2, µ3)− (
∂F (m,u)†

∂m
dλ, µ1) + (

∂F (m,u)†

∂u
dλ, µ2).

(1.91)

Ainsi

∂L2

∂λ
= 0, (1.92)

implique

− (
∂F (m,u)†

∂m
dλ, µ1) + (

∂F (m,u)†

∂u
dλ, µ2) = 0. (1.93)

Finalement, nous avons

L2(m,u+ du, λ, g, µ1, µ2, µ3) = (g, v) + (g − ∂F (m,u+du)†

∂m λ, µ1)

+(
∂F (m,u+ du)†

∂u
λ−R†(d−Ru), µ2) + (F (m,u+ du), µ3)

= (g, v) + (g − ∂F (m,u)†

∂m
λ, µ1)

+(
∂F (m,u)†

∂u
λ−R†(d−Ru), µ2) + (F (m,u), µ3)

−(
∂2F (m,u)†

∂u∂m
λdu, µ1) + (

∂2F (m,u)†

∂u2
λdu, µ2)

+(R†Rdu, µ2) + (
∂F (m,u)

∂u
du, µ3)

= Lv(m,u, λ, g, µ1, µ2, µ3)− (du, (
∂2F (m,u)†

∂u∂m
λ)†µ1)

+(du, (
∂2F (m,u)†

∂u2
λ)†µ2) + (du, (R†R)†µ2) + (du, (

∂F (m,u)

∂u
)†µ3).

(1.94)

Ainsi

∂Lv
∂u

= 0, (1.95)

implique
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− (
∂2F (m,u)†

∂u∂m
λ)†µ1 + (

∂2F (m,u)†

∂u2
λ)†µ2 + (RTR)†µ2 + (

∂F (m,u)

∂u
)†µ3 = 0. (1.96)

En définitive, dans notre cas, nous obtenons le système





µ1(m) = −v,

∂F (m,u(m))

∂u
µ2(m) =

∂F (m,u(m))

∂m
µ1(m),

∂F (m,u(m))

∂u

†
µ3(m) = −R†Rµ2(m)−

(
∂2F (m,u(m))

∂u2

†
λ(m)

)†
µ2(m)

+

(
∂2F (m,u(m))

∂u∂m

†
λ(m)

)†
µ1(m),

(1.97)

et le produit Hessien-vecteur

H(m)v = −Re



(
∂2F (m,u(m))

∂m2

†
λ(m)

)†
µ1(m)


+

Re



(
∂2F (m,u(m))

∂m∂u

†
λ(m)

)†
µ2(m)


+

Re

((
∂F (m,u(m))

∂m

)†
µ3(m)

)
.

(1.98)

1.2.4 Le gradient et le Hessien : implémentation

Maintenant que les méthodes d’état adjoint du premier et second ordre ont fourni les
expressions générales du gradient et du produit Hessien-vecteur, nécessaires aux algorithmes
présentés précédemment, nous donnons plus de détails sur la façon de les obtenir et leurs
expressions dans le cadre de cette thèse. Pour cela, il faut d’abord définir F (m,u) qui intervient
de manière régulière dans les différentes expressions. En fait, il existe deux possibilités. La
quantité F (m,u) peut être définie comme l’équation d’onde du second ordre des systèmes
(1.47) et (1.48) ou comme les systèmes complets (1.44) et (1.45) composés de trois équations
du premier ordre.

Dans le premier cas, nous écrivons, pour le mode TE,

F (m,u) = A1(m,ω)u− s, (1.99)

avec
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ALGORITHMES

A1(m,ω) = ω2(εrε0 +
iσ

ω
) +

∂

∂x

1

µrµ0

∂

∂x
+

∂

∂z

1

µrµ0

∂

∂z
et u = Ey. (1.100)

Dans le second cas, nous écrivons

F (m,u) = A2(m,ω)u− s, (1.101)

où A2(m,ω) s’écrit sous la forme compacte

A2(m,ω) = −iωS(m) + C∂x+D∂z, (1.102)

avec pour le mode TE,

S =



εe 0 0
0 µ 0
0 0 µ


 , C =




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , D =




0 −1 0
−1 0 0
0 0 0


 , s =



−Jys
−Mx

s

−M z
s


 , u =



Ey
Hx

Hz


 ,

(1.103)

et pour le mode TM,

S =



µ 0 0
0 εe 0
0 0 εe


 , C =




0 0 −1
0 0 0
−1 0 0


 , D =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 , s =



−My

s

−Jxs
−Jzs


 , u =



Hy

Ex
Ez


 .

(1.104)

Comme nous allons le voir, le calcul du gradient nécessite de dériver A1(m,ω) ou A2(m,ω)
par rapport à m. L’opérateur A1(m,ω) contient des dérivées spatiales liées aux paramètres
de sorte que le calcul de sa dérivée peut s’avérer fastidieux et surtout dépend du schéma de
discrétisation utilisé. En ce qui concerne l’opérateur A2(m,ω), les dérivations spatiales portées
par C et D ne sont pas liées aux paramètres du modèle (portés par S). Cette configuration est
très favorable et utile puisque la dérivation par m supprime naturellement les matrices C et D,
conduisant à une formulation assez simple et flexible d’un point de vue de l’implémentation.
C’est pour cela que nous travaillerons par la suite avec cette approche. Cette stratégie a été
mise en œuvre en sismique pour les équations élasto-dynamique par Yang et al. (2016).

1.2.4.1 Le gradient

A partir de la formule (1.101), nous voyons que

∂F (m,u(m))

∂u
= A2(m),

∂F (m,u(m))

∂m
=
∂A2(m)

∂m
u(m), (1.105)

de sorte que le gradient (1.79) s’écrit

∇f(m) = Re

{
u†(m)

∂A2(m,ω)

∂m

†
λ(m)

}
= Re

{
uT (m)

∂A2(m,ω)

∂m

T

λ∗(m)

}
. (1.106)
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où ∗, T et † désignent respectivement les opérateurs conjugué, transposé et transposé con-
jugué. Le champ d’ondes direct u(m) est solution du système direct, (1.44) en TE et (1.45)
en TM. Les champs adjoints λ = (Ly,Kx,Kz)

T (TE) et λ = (Ky, Lx, Lz)
T (TM) de même

dimension que u, sont solutions du système adjoint, obtenu via l’introduction de F (m,u) dans
le système (1.78) :

A†2(m,ω)λ = R†∆d, (1.107)

où

A†2(m,ω) = (−iωS(m))† − C∂x −D∂z. (1.108)

En développant le système d’équations adjoint (1.107), pour le mode TE, il vient :





iωε†e(x, ω)Ly(x, ω) +
∂Kx(x, ω)

∂z
− ∂Kz(x, ω)

∂x
= R†∆Ey(x, ω),

iωµ(x)Kx(x, ω) +
∂Ly(x, ω)

∂z
= R†∆Hx(x, ω),

iωµ(x)Kz(x, ω)− ∂Ly(x, ω)

∂x
= R†∆Hz(x, ω).

(1.109)

Le système (1.109) est ensuite réécrit en une équation du second-ordre et deux équations
du premier ordre comme cela a été fait pour le problème direct :





∂

∂x
(
1

µ

∂Ly(x, ω)

∂x
) +

∂

∂z
(
1

µ

∂Ly(x, ω)

∂z
) + ω2ε†eLy(x, ω) =

−iωR†∆Ey(x, ω) +
∂

∂z

R†∆Hx(x, ω)

µ
− ∂

∂x

R†∆Hz(x, ω)

µ
,

iωµ(x)Kx(x, ω) +
∂Ly(x, ω)

∂z
= R†∆Hx(x, ω),

iωµ(x)Kz(x, ω)− ∂Ly(x, ω)

∂x
= R†∆Hz(x, ω).

(1.110)

L’opérateur d’onde associé à l’équation du second-ordre de ce nouveau système (première
ligne) montre une grande similitude avec celui de l’équation du second-ordre du problème direct
(1.47), la seule différence se situe au niveau de εe qui est conjugué dans un cas mais pas dans
l’autre. Ainsi en prenant le conjugué du système adjoint (1.110), nous retrouvons le même
opérateur d’onde du second-ordre. Cela nous permet de réutiliser la factorisation LU, calculée
et stockée lors du problème direct, avec de nouveaux termes sources : ceux de l’équation du
second-ordre du système (1.110) conjugué. De cette façon, le champ L∗y est obtenu par résolution
des systèmes triangulaires issus de la factorisation LU de la matrice associée au système du
second ordre du problème direct. Une fois cette première composante calculée (L∗y), les deux
autres (K∗x et K∗z ) sont déduites par différences finies, comme pour le problème direct. Un
raisonnement identique a été appliqué au mode TM afin d’obtenir, pour les deux modes, une
stratégie efficace pour calculer les champs adjoints requis pour la construction des gradients.

Maintenant que les champs des problèmes direct et adjoint sont accessibles, nous nous
concentrons sur la matrice de diffraction et les expressions du gradient. La formulation choisie
permet d’exprimer simplement la matrice de diffraction :
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∂A2(m,ω)

∂m
= −iω∂S(m,ω)

∂m
, (1.111)

puique les matrices C et D, indépendantes de m, sont annulées par la dérivation. Par
conséquent, les gradients en un point donné x pour les différents paramètres ε, σ, µ sont définis
par

– pour le mode TE :





∂f(m)

∂ε
(x) = −<

(
iωEy(x)L∗y(x)

)
,

∂f(m)

∂σ
(x) = <

(
Ey(x)L∗y(x)

)
,

∂f(m)

∂µ
(x) = −< (iω(Hx(x)K∗x(x) +Hz(x)K∗z (x))) ,

(1.112)

– pour le mode TM :





∂f

∂εr
(x) = −< (iω(Ex(x)L∗x(x) + Ez(x)L∗z(x))) ,

∂f

∂σr
(x) = < ((Ex(x)L∗x(x) + Ez(x)L∗z(x))) ,

∂f

∂µr
(x) = −<

(
iωHy(x)K∗y (x)

)
.

(1.113)

Ces formules soulignent le rôle clé joué par la formulation (1.102) basée sur les équations
du premier ordre. En effet, ces formules obtenues sont faciles à implémenter car les gradients à
la position x ne dépendent que de quantités définies en x. Finalement, la construction du gra-
dient, via la méthode de l’état adjoint du premier ordre, se montre très économique puisqu’elle
implique de résoudre seulement un seul champ d’ondes supplémentaire, ce qui est réalisé avec
une grande efficacité dans le cas présent.

1.2.4.2 Le produit Hessien-vecteur

De la même façon que pour le gradient, nous avons

∂2F (m,u)

∂u2
= 0,

∂2F (m,u)

∂m2
= 0, (1.114)

car la matrice S(m) dépend linéairement des paramètres. Cela a pour effet de simplifier le
système (1.97) et le produit Hv (1.98) qui devient

H(m)v = <

(
u†
(
∂A2

∂m

)†
µ3

)
+

(
λ†
(
∂A2

∂m

)
µ2

)
. (1.115)
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Dans cette expression, u et λ sont les champs d’ondes direct et adjoint calculés lors de
la construction du gradient. Les nouvelles variables adjointes, µ1(m), µ2(m) et µ3(m), sont
solutions du système (1.97) simplifié,





µ1 = −v,

A2(m)µ2 = −
(
∂A2(m)

∂m
u

)
v = −

∑

i

vi
∂A2(m)

∂mi
u,

A†2(m)µ3 = −R†Rµ2 −

(
∂A2(m)

∂m

†
λ

)†
v = −R†Rµ2 −

∑

i

vi

(
∂A2(m)

∂mi

)†
λ.

(1.116)

Ce système montre que µ1(m) est simplement l’opposé de v, tandis que µ2(m) et µ3(m) sont
en fait des champs d’ondes solutions de deux problèmes de propagation d’ondes additionnels, un
direct et un adjoint. Ces deux champs sont calculés avec la même stratégie que celle développée
pour déterminer les champs incident u et adjoint λ. Par analogie, ils sont donc définis comme

µ2 = (Oy, Px, Pz)
T , µ3 = (Ry, Qx, Qz)

T , (1.117)

pour le mode TE et

µ2 = (O′y, P
′
x, P

′
z)
T , µ3 = (R′y, Q

′
x, Q

′
z)
T , (1.118)

pour le mode TM, où les champs portés par la direction y sont calculés par MUMPS après
discrétisation de la matrice impédance. Au final, les produits Hv en un point donné x pour les
différents paramètres ε, σ, µ sont définis par

– pour le mode TE :




Hvεr(x) = −<
(
iωEy(x)R∗y(x)

)
+ <

(
iωLy(x)O∗y(x)

)
,

Hvσr(x) = <
(
Ey(x)R∗y(x)

)
+ <

(
Ly(x)O∗y(x)

)
,

Hvµr(x) = −< (iω(Hx(x)Q∗x(x) +Hz(x)Q∗z(x))) + < (iω(Kx(x)P ∗x (x) +Kz(x)P ∗z (x))),
(1.119)

– pour le mode TM :




Hvεr(x) = −<
(
iω(Ex(x)Q′∗x (x) + Ez(x)Q′∗z (x))

)
+ <

(
iω(Lx(x)P ′∗x (x) + Lz(x)P ′∗z (x))

)
,

Hvσr(x) = <
(
(Ex(x)Q′∗x (x) + Ez(x)Q′∗z (x))

)
+ <

(
(Lx(x)P ′∗x (x) + Lz(x)P ′∗z (x))

)
,

Hvµr(x) = −<
(
iωHy(x)R′∗y (x)

)
+ <

(
iωKy(x)O′∗y (x)

)
.

(1.120)

Comme pour le gradient, la structure des produits Hv facilite l’implémentation et souligne
encore l’intérêt de la formulation retenue. La formulation proposée ici permet d’utiliser le
Hessien complet. Si l’on souhaite travailler dans l’approximation de Gauss-Newton, il suffit de
négliger les termes du second ordre, comme cela est proposé dans Métivier et al. (2013, 2014).
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1.2.4.3 La paramétrisation

L’ensemble de la formulation inverse est basée sur la paramétrisation m = (ε, σ, µ). Cepen-
dant, cela est mentionné dans Lavoué et al. (2014), il est préférable d’inverser des paramètres
adimentionnels dépendant linéairement de m, en l’occurence dans cette thèse m = (εr, σr, µr).
Pour passer d’une paramétrisation à l’autre, il faut définir le changement de variables :

∂

∂εr
=
∂ε

∂εr

∂

∂ε
+
∂σ

∂εr

∂

∂σ
+
∂µ

∂εr

∂

∂µ
= ε0

∂

∂ε
,

∂

∂σr
=
∂ε

∂σr

∂

∂ε
+
∂σ

∂σr

∂

∂σ
+
∂µ

∂εr

∂

∂µ
= σ0

∂

∂σ
,

∂

∂µr
=
∂ε

∂µr

∂

∂ε
+

∂σ

∂µr

∂

∂σ
+

∂µ

∂µr

∂

∂µ
= µ0

∂

∂µ
.

(1.121)

Dans ces conditions,





∂f(m)

∂εr
(x) = ε0

∂f(m)

∂ε
(x),

∂f(m)

∂σr
(x) = σ0

∂f(m)

∂σ
(x),

∂f(m)

∂µr
(x) = µ0

∂f(m)

∂µ
(x).

(1.122)

Dans le cas des produits Hessien-vecteur, il vient





(H(m)v)εr(x) = ε0(H(m)v)ε(x),

(H(m)v)σr(x) = σ0(H(m)v)σ(x),

(H(m)v)µr(x) = µ0(H(m)v)µ(x),

(1.123)

tandis que les termes sources des problèmes direct et adjoint additionnels deviennent





A2(m)µ2 = −α
∑

i

vi
∂A2(m)

∂mi
u,

A2(m)†µ3 = −R†Rw − α
∑

i

vi

(
∂A2(m)

∂mi

)†
λ,

(1.124)

où α ∈ (ε0, σ0, µ0) en fonction des classes de paramètres inversées. Ce raisonnement peut
être adapté à des paramétrisations différentes et plus complexes.

56



1.2 Le problème inverse

1.2.5 Analyses complémentaires

1.2.5.1 Sensibilité au modèle initial

La résolution du problème inverse via les méthodes d’optimisation locales implique de partir
d’un modèle initial m0. Une fois ce dernier sélectionné, les itérations successives du problème
inverse doivent permettre de converger vers le minimum global de la fonction coût. Cependant,
la capacité à atteindre cet objectif dépend du modèle m0.

Lorsque la norme `2 est utilisée, les formes d’ondes calculées dans le modèle initial (et plus
généralement dans le modèle mk) sont comparées à celles des données observées échantillon
par échantillon. Cependant, cette comparaison peut être ambiguë entrainant deux possibilités
(Fig. 1.6). Si le déphasage entre les signaux est inférieur à la demi-période T/2 du signal dans
le domaine temporel (respectivement Π dans le domaine fréquentiel) alors les itérations suc-
cessives du problème inverse ajusteront les bonnes phases. Dans ce cas, le modèle m0 est dit
cinématiquement compatible. Si le déphasage est supérieur à la demi-période alors l’algorithme
va ajuster des phases normalement distinctes puis converger vers un minimum local : c’est
le saut de phase ou cycle skipping en anglais. Comme il est plus facile d’avoir un déphasage
supérieur à T/2 à hautes fréquences qu’à basses fréquences, le saut de phase est plus suscep-
tible de se produire à hautes fréquences (Fig. 1.6). En définitive, le modèle initial utilisé dans
l’inversion devra vérifier la compatibilité cinématique à la première itération. Par la suite, les
modèles initiaux sont obtenus soit par lissage du modèle vrai à l’aide de filtre Gaussien, soit
par la tomographie des temps de première arrivée.

Equation (11) can be rearranged as 

where V is the background velocity and fnext is the optimal
frequency for the next single-frequency loop, derived by this
method.

The process for determining the frequency components as
inputs for inversion is illustrated in Figure 4, and involves:

(1) Initiating inversion with a sufficiently low frequency (f1).
(2) Determining the maximum spatial wavenumber (kmax

f1 ) for 
the chosen f1 by choosing the limit of resolution in ray 
tomography with equation (10).

(3) Considering the maximum phase error in the inversion 
process, and the continuity of the spatial wavenumber, the 
optimal frequency (f2) for the next iteration is calculated with 
equation (12), to satisfy the condition that kmax

f1 is equal to the 
minimum spatial wavenumber for the next iteration (kmin

f2 ).
(4) Steps (2) and (3) are repeated iteratively.

NUMERICAL EXPERIMENT

We conducted a numerical experiment to examine the validity
of the proposed method.  The two-dimensional model shown in
Figure 5 was used for the numerical experiment.  It contains three
circular high-velocity anomalies within the background velocity of
3000 m/s.

The diameters of the three circular anomalies were 3, 11, and
33 m, with velocities of 3200, 3100, and 3050 m/s.  The diameter

(12)

of the maximum anomaly was approximately the same as the
seismic wavelength at 100 Hz (30 m).  The size of the model was
100 m in the horizontal direction and 200 m vertically.  Shot points
were located vertically 10 m apart from the left edge of the model,
with 2-m depth intervals.  Receivers were located vertically 10 m
from the right edge, with 2-m depth intervals.  The horizontal
distance from the shot array to the receiver array was 80 m.

We simulated the observed dataset by two-dimensional acoustic
modelling in the time-space domain.  The wave field was
calculated by a pseudo-spectral method (Murayama et al., 1991;
Furumura et al., 1998) using an isotropic source, with a Ricker
wavelet of central frequency 100 Hz.  The sampling interval was 1
ms, and the waveform data consisted of 1024 samples.  We then
used the Fourier-transformed spectrum of the waveform as the
input for inversion in the frequency-space domain.  The inversion
model was composed of square cells with 1-m side lengths.

Figure 6 illustrates the process within a single-frequency loop
of the consecutively ordered single-frequency inversion, at a
temporal frequency of 150 Hz.  The initial velocity model for this
frequency loop comes from the inversion result of the previous

Yokota and Matsushima Frequency selection in waveform tomography

22

Fig. 3. Schematic illustration of cycle skipping with a monochromatic
wavelet in the time domain:  (a) Low-frequency monochromatic
wavelet without cycle skipping.  (b) High-frequency and cycle-skipped
monochromatic wavelet.  Though the traveltime error is the same for
both cases, cycle skipping occurs only for the higher frequency.

Fig. 4. Procedure for optimal frequency selection.

Fig. 5. Model used for the numerical experiment.

T/2

T/2

Figure 1.6 – Schéma de principe du saut de phase (cycle skipping) sur des données monochro-
matiques pour deux gammes de fréquences (modifié d’après Yokota & Matsushima (2004)).
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1.2.5.2 Pouvoir de résolution de l’inversion des formes d’ondes et échantillonnage
dans le domaine fréquentiel

L’intérêt de l’inversion des formes d’ondes est sa capacité à fournir des estimations haute
résolution de paramètres décrivant les propriétés EM du sous-sol (comparée aux méthodes
standards de tomographie). Pour avoir une estimation de cette résolution, on peut analyser
la couverture spectrale en nombres d’ondes (kx, kz) du gradient. En suivant une procédure
classique (Devaney (1984)), nous nous plaçons dans un milieu homogène de vitesse c0 dans
lequel se trouvent une source ponctuelle, un récepteur et un point diffractant (Fig. 1.7).

Figure 1.7 – Illustration du principe de diffraction en x à partir d’ondes issues de la source S
et du récepteur R, dans un milieu homogène de vitesse v(= c0) (d’après Ben Hadj Ali (2009).

Nous supposons que nous sommes en champ lointain de sorte que les champs d’ondes
peuvent être décrits par des ondes planes, et nous négligeons les effets de l’amplitude. Au vu
de ces hypothèses, les champs direct et adjoint allant respectivement dans la direction s, de la
source au point diffractant, et dans la direction g du récepteur au point diffractant, s’écrivent :

u(x, ω, s) = G0(x, ω, s) = exp (ik0~s · x), (1.125)

λ(x, ω, g) = G0(x, ω, g) = exp (−ik0~g · x), (1.126)

où k0 = ω
c0

. En substituant les expressions de ces champs dans la formule du gradient (1.106)
et en omettant le terme associé à la matrice de diffraction pour se concentrer uniquement sur
l’échantillonnage des nombres d’ondes, il vient :

∇f ≈ <{exp (−ik0(~s+ ~g) · x)∆d} . (1.127)

Le vecteur nombre d’ondes diffracté ~k = k0(~s+ ~g), caractéristique de la résolution spatiale
du gradient, s’exprime en fonction de la fréquence et de l’angle de diffraction (Fig. 1.7) comme
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~k = ~s+ ~r =
2ω

c0
cos

θ

2
~n, (1.128)

où ~n est le vecteur unitaire dans la direction ~s+ ~r.

Pour illustrer la couverture des nombres d’ondes sur laquelle va s’appuyer la stratégie
d’échantillonnage en fréquence, plusieurs exemples simples sont proposés. Pour cela, le vecteur
nombre d’onde ~k est réécrit selon ses composantes horizontale et verticale (kx, kz) dans un
repère 2D cartésien pour un seul couple source-récepteur :

~k = ~s+ ~g =
ω

c0

(z − zs, x− xs)√
(z − zs)2 + (x− xs)2

+
ω

c0

(z − zr, x− xr)√
(z − zr)2 + (x− xr)2

, (1.129)

où les couples (x, z), (xs, zs) et (xr, zr) désignent respectivement les positions du point
diffractant, de la source et du récepteur. En faisant varier ces positions et la fréquence, il est
possible de visualiser la couverture des nombres d’ondes. Pour les différents tests, le milieu est
supposé homogène avec εr = 4 et µr = 1 (la formule (1.40), utilisée ici, ne fait pas intervenir
la conductivité).

Premièrement, le point diffractant bénéficie d’une illumination complète, c’est-à-dire que
des sources et des récepteurs sont placés tout autour du point diffractant. En appliquant la
formule (1.129) pour une fréquence de 100 MHz et l’ensemble des couples source/récepteur,
nous obtenons la Figure 1.8. Cette dernière, analogue à celle obtenue par Mora (1989), met
clairement en évidence de fortes densité et redondance dans la couverture des nombres d’ondes.
Elle montre également que l’acquisition utilisée donne accès au nombre d’ondes maximal prévu
par la formule (1.128) et donc à la résolution maximale associée (λ/2).
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Figure 1.8 – Nombres d’ondes imagés pour un point diffractant bénéficiant d’une illumination
complète. Notons que la valeur maximale théorique de k (8.38 rad.m−1) est atteinte.

Afin de se rapprocher du cas réel étudié ultérieurement, l’acquisition est décimée de façon à
avoir une configuration entre puits, pour laquelle les sources et les récepteurs sont dans des puits
distincts. Dans cette nouvelle configuration, à distance inter-puits fixe, l’extension verticale du
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dispositif d’acquisition joue un rôle clé. En effet, le couple source/récepteur le plus éloigné du
point diffractant défini l’angle minimal θ du dispositif et donc le nombre d’ondes maximal à
fréquence constante (1.129). Pour illustrer cette dépendance, la couverture spectrale de k est
calculée pour différents angles et affichée en Figure 1.9. Une diminution de l’angle θ, associée
à une augmentation de la longueur du dispositif, induit une augmentation de la couverture
spectrale selon kx et kz. Le cas limite est atteint lorsque l’angle θ devient nul, c’est-à-dire que
le dispositif est infiniment long. Dans ce cas précis, la couverture spectrale est la réunion de
deux cercles de rayon k (Devaney (1984), Wu & Toksöz (1987), Devaney & Zhang (1991)).
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Figure 1.9 – Nombres d’ondes imagés pour un point diffractant placé au centre d’une ac-
quisition entre puits. Plusieurs extensions verticales du dispositif d’acquisition sont testées, à
sources inter-puits fixe.

Après avoir testé l’influence de l’acquisition sur la couverture des nombres d’ondes, nous
évaluons l’influence de la fréquence. Pour ce faire, nous utilisons une acquisition entre puits
fixe, dont l’angle minimal est de θ = 90 degrés, et nous calculons la converture spectrale pour
trois fréquences distinctes (Fig. 1.10). Ce test montre que l’augmentation de la fréquence per-
met d’échantillonner des nombres d’ondes plus grands selon kx et kz de sorte que la couverture
spectrale associée à une fréquence élevée englobe celles de fréquences plus faibles. Ainsi, il
apparait que les données basses fréquences permettent un échantillonnage plus dense des bas
nombres d’ondes. Enfin, les Figures 1.9 et 1.10 montrent une forte dissymétrie dans la couver-
ture spectrale, qui est très limitée pour les faibles kz, alors qu’elle est importante et continue
pour les faibles kx. Cela a pour conséquence un déficit de sensibilité de l’imagerie aux struc-
tures verticales par rapport aux structures horizontales, de sorte que les structures verticales
sont plus compliquées à reconstruire. La seule solution pour résoudre ce problème est de faire
évoluer l’acquisition.

Comme nous l’avons vu en Figure 1.10, la couverture spectrale des nombres d’ondes d’une
haute fréquence englobe celles de fréquences plus faibles. L’inversion d’une seule haute fréquence
devrait donc pouvoir reconstruire tout le milieu (dans la limite de la résolution maximale),
sans problème particulier. Ce test est mené par Song et al. (1995) qui montrent que si cette
fréquence est trop élevée alors l’inversion reste bloquée dans des minima locaux, conduisant à
des résultats insatisfaisants. Dans ce même article, Song et al. (1995) montrent que la meilleure
stratégie est de commencer par une basse fréquence afin de limiter les risques de saut de phase
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Figure 1.10 – Nombres d’ondes imagés pour un point diffractant placé au centre d’une acqui-
sition entre puits qui définit un angle minimal de θ = 90. Plusieurs fréquences sont testées avec
en vert 50 MHz, en bleu 100 MHz et en rouge 150 MHz.

au début de l’inversion (modèle initial cinématiquement compatible) puis de monter progres-
sivement en fréquence. Cette stratégie permet donc d’atténuer les non-linéarités associées à la
FWI et souligne l’intérêt des données basses fréquences pour le bon déroulement de l’inver-
sion. Selon cette approche, l’inversion reconstruit d’abord les grandes structures du milieu, en
échantillonnant en premier les grandes longueurs d’ondes (λ = c

f = 1
f
√
µε), avant d’ajouter des

détails plus fins dans le modèle. Cette stratégie allant des basses vers les hautes fréquences a
été adaptée avec succès au domaine temporel par Bunks et al. (1995) et plus récemment par
Meles et al. (2011) pour l’inversion de données GPR entre puits. Dans ces deux cas, l’utilisation
de filtre passe-bas a permis de sélectionner les données inversées et ainsi monter en fréquence
progressivement. Cette procédure hiérarchique reste cependant plus naturelle dans le domaine
fréquentiel.

Au-delà de cette stratégie hiérarchique se pose la question du choix des fréquences à in-
verser. Pour cela, nous suivons les règles proposées par Sirgue & Pratt (2004) et Brossier et al.
(2009). Premièrement nous pouvons bénéficier de la forte redondance dans le domaine spectral
(Fig. 1.9 et 1.10) et décimer les fréquences tout en assurant la continuité de l’échantillonnage
dans le domaine des nombres d’ondes. Cette décimation rend l’algorithme économique puisque
seulement quelques fréquences discrètes sont alors requises. Cela est d’autant plus vrai que l’es-
pacement entre les fréquences peut crôıtre avec ces fréquences. Cependant, cette sélection peut
s’avérer un peu trop restrictive et insuffisante pour reconstruire des milieux complexes et mul-
tiparamètres (Brossier et al., 2009). Ainsi, il est préférable d’utiliser des groupes de fréquences
qui se superposent partiellement, dès le début de l’inversion, afin de tirer bénéfice de la re-
dondance de l’information et réduire la sensibilité de l’inversion au bruit. La considération
de plusieurs fréquences à chaque étape de l’inversion est également un atout dans notre cas.
En effet, l’utilisation de plusieurs fréquences simultanément doit aider à réduire le couplage
entre la permittivité et la conductivité dont les diagrammes de rayonnement sont similaires
mais possèdent des sensibilités différentes vis à vis de la fréquence (formules (1.112), (1.113) et
Lavoué et al. (2014)).
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1.3 Applications multiparamètres sur données synthétiques

1.3.1 Le modèle des croix

1.3.1.1 Le modèle et le paramétrage de l’inversion

Dans le but de mieux comprendre le comportement et l’efficacité des différentes stratégies
d’optimisation utilisées dans le cadre de l’inversion multiparamètres, nous considérons le modèle
des croix initialement introduit par Meles et al. (2011). Ce modèle consiste en deux anomalies
en forme de croix incluses dans un milieu homogène. La Figure 1.11 présente une variante de ce
modèle où les croix de permittivité et de conductivité correspondent respectivement à des zones
de basse vitesse et de forte atténuation par rapport au milieu encaissant. Nous choisissons de
discrétiser ce milieu de 10 mètres de long par 10 mètres de large avec un pas h=0.05 m. Ainsi,
le nombre total d’inconnues est Mtot = Nx Nz Npar = 201 × 201 × 2 = 80802. L’acquisition
sélectionnée offre une illumination idéale avec 68 sources et 130 récepteurs répartis tout autour
du domaine. Un exemple de radargramme est fourni en Figure 1.12(a) pour une source localisée
en x = 2 m et z = 1 m. Il se divise en quatre panneaux, un pour chaque côté du milieu avec
dans l’ordre : le haut, la droite, le bas et la gauche. Les données ont également été calculées
dans le milieu encaissant sans les anomalies afin de visualiser leur influence sur la propagation
d’ondes (Fig. 1.12(b) et (c)). Comme le montre cette dernière figure, les évènements associés
aux croix sont essentiellement des diffractions, même si on peut noter la présence de signaux
transmis au niveau du panneau 2. Rappelons que ces radargrammes sont affichés uniquement
à des fins de visualisation de données car les algorithmes sont implémentés dans le domaine
fréquentiel.
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Figure 1.11 – Modèles de référence pour la première expérience : permittivité relative (a) et
conductivité (b) (mS/m).

Par la suite, la gamme de fréquences utilisée pour les inversions s’étend de 40 à 200 MHz
afin d’être compatible avec la largeur de bande d’une antenne GPR centrée sur 100 MHz. Enfin,
notons que les données seront inversées sans blanchiment de spectre, donnant plus de poids
aux données ayant les plus hautes fréquences.

Dans ce qui suit, la position des croix est supposée connue, de sorte que les points de grilles
localisés hors des croix ne sont pas pris en compte dans l’inversion. De plus, les croix sont
supposées homogènes afin d’aboutir à un problème inverse ayant seulement deux degrés de li-
berté : un pour chaque classe de paramètres. Ce problème simplifié donne la possibilité d’étudier
l’influence du scaling σ0 issus de l’adimensionnement de la conductivité σ (cf partie 1.2.4.3).
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Figure 1.12 – Radargrammes calculés dans le modèle de référence de la Figure 1.11 (a). Ces
données sont également calculées dans différents modèles initiaux où les couples (εr-σ(mS/m))
dans les croix varient : (b) 4-3, d) 8.5-6.5 et f) 3-20. Les résidus initiaux associés à chacun des
cas sont en c), f) et g). Les données ont été calculées dans le domaine fréquentiel, convoluées
à une ondelette de Ricker dont la fréquence pic est à 100 MHz puis transformées en données
temporelles via une transformée de Fourier inverse.

Les études menées par Lavoué et al. (2014) montrent que la reconstruction de la conductivité
σ est très sensible à la définition de ce paramètre d’échelle. En théorie, une meilleure prise en
compte du Hessien devrait pouvoir limiter cette sensibilité. L’étude d’influence est menée à bien
à travers une analyse par grille à deux dimensions comme réalisé par Malinowski et al. (2011)
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et Lavoué et al. (2014). Elle consiste à calculer la fonction coût pour chaque couple permittivité
relative/conductivité relative sur des plages de valeurs prédéfinies. Cette analyse a été menée
pour deux scaling (σ0 = 2.5 mS/m et σ0 = 7.5 mS/m). Notons que dans ce cas, la fonction
coût est basée sur la comparaison, de manière simultanée, de données observées et calculées
pour 7 fréquences distinctes (50, 60, 70, 80, 100, 150 et 200 MHz). Les résultats présentés
en Figure 1.13 indiquent que la forme de la fonction coût est grandement influencée par le
scaling et que les gammes de valeur de conductivité relative impliquées dans l’inversion sont
différentes. Par conséquent, le poids relatif de chaque classe de paramètres durant l’inversion
est dépendant du scaling. Comme ε0 est fixé, le gradient de permittivité relative pour un point
de grille donné est également fixé et est indépendant du scaling. Au contraire, une petite valeur
du scaling σ0 donne une large gamme de conductivité relative induisant de faibles gradients
de conductivité relative comparés aux gradients de permittivité : l’inversion est plus sensible
à la permittivité. Lorsque le scaling grandit, le comportement s’inverse : l’inversion devient
progressivement plus sensible à la conductivité. Ainsi, le paramètre σ0 peut être vu comme un
facteur permettant de balancer l’influence de chaque classe de paramètres et un moyen d’en
favoriser une au détriment de l’autre.
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Figure 1.13 – Analyse par grille de la fonction coût pour l’inversion à deux degrés de liberté
pour deux valeurs de scaling : 2.5 mS/m (a) et 7.5 mS/m (b).

Compte tenu de l’importance du scaling, les performances des quatre algorithmes d’op-
timisation (le gradient conjugué non linéaire : NLCG, l-BFGS, le Gauss-Newton : GN et le
Newton Exact : EN) sont comparées pour deux valeurs de σ0. Cependant, le scaling n’est pas
le seul élément d’importance dans la FWI. Ainsi, pour avoir une vision plus large, nous testons,
pour chaque scaling, l’influence du modèle initial et la qualité de l’approximation de l’opérateur
Hessien inverse (pour les méthodes TRN). Nous inversons simultanément les données issues des
7 fréquences. Les itérations du problème inverse sont arrêtées lorsque la valeur de la fonction
coût f(m) atteint 10−2f(m0), soit 1 % de la fonction coût initiale (f(m0)). Enfin, pour suivre
les résultats des différentes stratégies, les valeurs dans les croix homogènes sont extraites à
chaque itération et superposées à la carte des coûts. A des fins de comparaison et de visua-
lisation des résultats, c’est la conductivité non relative (σ) qui est présentée dans les figures
mais les calculs ont bien été faits avec la conductivité relative (σr). Pour évaluer l’influence des
modèles initiaux, deux cas sont testés. Dans le premier cas, les valeurs de permittivité relative
et de conductivité initiales dans les croix sont fixées à 8.5 et 6.5 mS/m, ce qui en fait un modèle
proche du modèle de référence. Cela se traduit, dans le domaine temporel, par des résidus de
faible amplitude car les radargrammes initiaux sont proches des radargrammes de référence
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(dans l’ordre Fig. 1.12(e) et (d) et a)). Dans le second cas, les valeurs initiales sont de 3 et
0.02 mS/m, ce qui en fait un modèle éloigné du modèle de référence. De manière logique, les
résidus initiaux présentent une amplitude plus importante car les radargrammes initiaux sont
plus éloignés de la référence (dans l’ordre Fig. 1.12(g), (f) et a)).

Finalement, dans ce cas à deux degrés de liberté, l’opérateur Hessien est une matrice de taille
2x2 qui peut être inversée exactement. Ainsi, pour chaque modèle de départ, nous comparons
l’effet d’un opérateur Hessien inverse exact à celui issu du critère adaptatif proposé par Eisenstat
& Walker (1994).

1.3.1.2 Les résultats

Nous commençons les investigations avec un scaling fixé à σ0 = 5 mS/m.

Avec un départ proche de la solution (Fig. 1.14a) et b)), les chemins de convergence des
différentes méthodes vers le minimum global nécessitent peu d’itérations et n’ont pas ten-
dance à osciller autour de la solution (comme nous le verrons par la suite). Lorsque la prise en
compte de l’opérateur Hessien inverse est forcée (Fig. 1.14a) les chemins associés aux méthodes
TRN (Gauss-Newton et Exact-Newton) sont distincts de ceux associés aux méthodes NLCG et
l-BFGS. Lorsque l’estimation de l’opérateur Hessien inverse est régie par le critère d’arrêt adap-
tatif de Eisenstat & Walker (1994) (Fig. 1.14b), les chemins de convergence des méthodes TRN
se rapprochent de ceux des deux autres méthodes. Ce résultat s’explique par une déconvolution
incomplète du gradient par le Hessien inverse. En effet, dans ce cas, la déconvolution s’arrête
au bout d’une seule itération du gradient conjugué (contre deux précédemment), ce qui a
pour conséquence une direction de descente plus proche du gradient et donc des chemins de
convergence plus proches de ceux des méthodes NLCG et l-BFGS.
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Figure 1.14 – Chemins d’inversion dans le domaine physique (εr,σ) pour les quatre méthodes
d’optimisation avec σ0 = 5 mS/m et un modèle de départ situé à proximité du minimum global
(approximation quadratique valable). En a), η est fixé de manière à calculer l’opérateur Hessien
inverse exact alors qu’en b), η dépend de l’approximation quadratique locale.

Avec un point de départ éloigné de la référence (Fig. 1.15), le chemin associé au NLCG de-
vient plus complexe et oscille plusieurs fois avant de converger. Le chemin suivi par la méthode
de l-BFGS est plus satisfaisant même s’il faut noter que la méthode peut dépasser la solution
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(en permittivité) avant de revenir en arrière. Si l’on se concentre maintenant sur les méthodes
TRN, il est intéressant de noter que la résolution forcée du système interne peut dégrader les
premières directions de descente (Fig. 1.15a). Cela s’explique par le fait que dans cette zone
de départ, l’approximation quadratique locale est mauvaise. Dans ce contexte, les premières
directions de descente calculées par l’algorithme de Gauss-Newton sont également mauvaises
car elles s’éloignent de la solution. Dans le cas du Newton Exact, la première direction de de-
scente peut parâıtre meilleure mais la deuxième descente repart brusquement en arrière (pour
la conductivité). En fait, lors du calcul de la première direction de descente, deux itérations
internes ont bien été effectuées sans détection de courbures négatives signe qu’une approxima-
tion quadratique locale est valable. Ce n’est que lors de la deuxième itération que l’algorithme
détecte la courbure négative et suit une direction plus proche du gradient. Lorsque le critère
adaptatif de Eisenstat & Walker (1994) est réactivé (Fig 1.15(b)), le gradient conjugué interne
est stoppé à la première itération, de sorte que les chemins associés aux méthodes TRN suivent
la direction du gradient plutôt qu’un chemin faux. Cet exemple met clairement en évidence le
fait que la résolution forcée du système interne n’est pas souhaitable, voire même dangereuse,
et que le critère de Eisenstat & Walker (1994) est de première importance pour obtenir un
comportement correct des stratégies TRN.
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Figure 1.15 – Chemins d’inversion dans le domaine physique (εr,σ) pour les quatre méthodes
d’optimisation avec σ0 = 5 mS/m et un modèle de départ distant du minimum global. En a),
η est fixé de manière à calculer l’opérateur Hessien inverse exact alors qu’en b), η dépend de
l’approximation quadratique locale.

Pour mesurer l’impact de σ0, les tests précédents sont effectués une nouvelle fois mais avec
σ0 = 7.5 mS/m. Les nouveaux résultats sont affichés en Figures 1.16 et 1.17.

Avec un modèle de départ proche de la solution (Fig. 1.16), la convergence vers le minimum
global des différentes méthodes d’optimisation est encore directe. Les chemins de convergence
des méthodes NLCG et l-BFGS, obtenus avec le nouveau scaling, diffèrent de ceux présentés en
Figure 1.14). Ces deux méthodes sont donc sensibles au scaling. A l’opposé, la comparaison des
Figures 1.14a) et 1.16a) indique que les chemins suivis par les méthodes TRN sont identiques
dans les deux cas. Ce résultat correspond exactement à ce que l’on attend de la méthode
TRN : le gradient est complètement déconvolué par l’opérateur Hessien inverse et l’inversion
devient insensible au scaling. Cependant, ce résultat n’est possible qu’avec une valeur de η fixée
de manière à calculer l’opérateur Hessien inverse exact. Dès que η est régi par la qualité de
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l’approximation quadratique, on retrouve une dépendance au scaling (comparaison des Figures
1.14b) et 1.16b).
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Figure 1.16 – Chemins d’inversion dans le domaine physique (εr,σ) pour les quatre méthodes
d’optimisation avec σ0 = 7.5 mS/m et un modèle de départ situé à proximité du minimum
global (approximation quadratique valable). En a), η est fixé de manière à calculer l’opérateur
Hessien inverse exact alors qu’en b), η dépend de l’approximation quadratique locale.

Avec un point de départ éloigné de la référence (Fig. 1.17), nous constatons que le NLCG
continue de souffrir de problèmes de convergence en oscillant de façon importante avant conver-
gence. La méthode de l-BFGS est bien plus performante car elle converge avec moins d’itérations
et son chemin est plus lisible. La méthode de Gauss-newton avec résolution du problème interne
forcée (Fig. 1.17a) donne exactement les mêmes résultats qu’avec σ0 = 5 mS/m (Fig. 1.15a). Ce
résultat s’explique par l’incapacité de cette méthode à détecter les courbures négatives présentes
quand l’approximation quadratique n’est pas valable. Dans le même temps, la première direc-
tion de descente du Newton Exact est exactement la même que celle obtenue avec σ0 = 5 mS/m
(Fig. 1.15a) car l’algorithme ne détecte toujours pas de courbure négative locale au départ et
calcule un opérateur Hessien inverse complet. Ce n’est qu’à la deuxième itération que l’algo-
rithme du Newton Exact détecte cette courbure négative et suit le gradient, qui dépend du
scaling. Ce qui a pour conséquence un chemin de convergence différent de celui obtenu pour
σ0 = 5 mS/m. Le changement de scaling ne permet donc pas d’améliorer la situation quand le
modèle de départ est éloigné de la solution recherchée. Ainsi, il reste plus pertinent de suivre
le critère adaptatif proposé par Eisenstat & Walker (1994) même si cela doit conduire à une
dépendance à σ0 comme c’est par exemple le cas en Figure 1.17b).

En définitive, les nouveaux résultats confirment les observations précédentes et montrent
qu’il est effectivement possible de s’affranchir du scaling à l’aide d’une déconvolution complète.
Cependant, cette déconvolution complète n’est possible qu’avec un modèle de départ proche
de la solution. Comme il est peu probable de disposer d’un tel modèle initial lors d’application
réaliste/réelle, nous continuons avec le critère de Eisenstat & Walker (1994) et une dépendance
au scaling.
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ALGORITHMES

 0.005

 0.015

 0.025

 0.035

 0.045

 2  4  6  8  10

 C
on

du
ct

iv
ity

  

 Relative Permittivity 

CG

LB

GN

EN(a)

 0.005

 0.015

 0.025

 0.035

 0.045

 2  4  6  8  10

 C
on

du
ct

iv
ity

  

 Relative Permittivity 

CG

LB

GN

EN(b)

Figure 1.17 – Chemins d’inversion dans le domaine physique (εr,σ) pour les quatre méthodes
d’optimisation avec σ0 = 7.5 mS/m et un modèle de départ distant du minimum global. En
a), η est fixé de manière à calculer l’opérateur Hessien inverse exact alors qu’en b), η dépend
de l’approximation quadratique locale.

1.3.2 Un modèle plus réaliste

Dans cette partie, nous revenons à une inversion plus classique où les points du domaine
sont inversés en faisant abstraction des hypothèses précédentes.

1.3.2.1 Le modèle et le paramétrage de l’inversion

Le modèle représente la section d’un massif calcaire karstique (Fig. 1.18 (a) et (c)) dans
lequel un tunnel (noté (1)) a été creusé, à une profondeur de 10 mètres. Trois anomalies de
faible taille représentant des formations karstiques remplies d’air ou d’argile (numérotées 2 à
4) ainsi qu’une zone fortement altérée (notée 5) sont ajoutées au milieu encaissant. L’interface
située à environ 18 mètres indique le toit de la nappe phréatique. Notons que les contrastes de
permittivité et de conductivité des cibles avec le milieu encaissant sont assez élevés.
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Figure 1.18 – Modèles de référence réalistes avec la permittivité relative (a), la conductivité
(c) (en mS/m) et les modèles initiaux associés b) et d) (en mS/m).

Les modèles initiaux de permittivité et de conductivité (Fig. 1.18 (b) et (d)) sont obtenus
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par lissage des modèles de référence via un filtre Gaussien dont la longueur de corrélation
est de 0.75 mètre. La géométrie de l’acquisition se veut représentative d’une acquisition entre
puits réelle avec des antennes GPR verticales (mode TM). L’acquisition se fait en transmission.
Tout d’abord, les sources sont placées dans un premier puits et les récepteurs dans un second.
Chacun des 71 récepteurs, allant de 0.75 à 21.75 mètres, enregistre le signal propagé depuis
chacune des 44 sources, allant de 0.75 à 21.25 mètres. Les positions des sources et des récepteurs
sont ensuite interchangées (sources dans le second puits et récepteurs dans le premier puits)
et l’acquisition de données poursuivie. Cela a pour but de créer un jeu de données issu d’un
schéma d’acquisition symétrique. Des radargrammes acquis dans les modèles de référence et
initiaux ainsi que les résidus associés sont affichés en Figure 1.20 a) b) et c).

Nous utilisons la stratégie fréquentielle présentée dans le tableau (1.3). Les modèles de
permittivité et de conductivité finaux, pour un groupe de fréquences donné, sont utilisés comme
modèles initiaux pour le groupe suivant. Deux critères d’arrêt, basés sur la réduction de la
fonction coût, sont choisis en fonction du groupe de fréquences considéré. En suivant le critère
d’arrêt :

f(m)

f(m0)
< δ, (1.130)

nous retenons δ = 0.05 pour le premier groupe et δ = 0.02 pour les suivants. Le coût
f(m0) correspond toujours au coût associé aux modèles initiaux de la FWI (Fig. 1.18 (b) et
(d)), communs à toutes les méthodes, pour les fréquences inversées. Ce choix permet d’avoir
une comparaison équitable entre les différentes méthodes d’optimisation. Après la première
inversion non-linéaire, les modèles obtenus sont plus proches du modèle de référence et f(m)
peut être relativement bas comparé à f(m0), de sorte que la valeur de δ doit être abaissée pour
disposer de plusieurs itérations non-linéaires.

Groupes 1 2 3 4 5 6 7

40 50 60 80 80 100 120
Fréquences 50 60 70 100 100 120 150

60 70 80 120 120 150 180

Table 1.3 – Stratégie fréquentielle avec décallage progressif de la bande de fréquences (en
MHz).

Concernant le scaling, une valeur commune à toutes les méthodes d’optimisation est sélection-
née (σ0 = 2.7 mS/m). Cette valeur est déterminée par essai/erreur pour donner une sensibilité
à peu près équivalente aux deux paramètres.

Enfin, sans considération supplémentaire, aucune méthode d’optimisation n’est capable de
mettre à jour significativement les modèles initiaux et donc de converger vers des modèles
finaux satisfaisants. Cela s’explique par la forte empreinte des sources et des récepteurs dans le
gradient, ce qui perturbe l’inversion. Pour faire face, le gradient est gelé (forcé à zéro), à chaque
itération, dans les zones latérales où se trouvent les sources et les récepteurs. Pour éviter une
discontinuité artificielle brutale entre les zones gelées et non gelées du gradient, ce dernier est
lissé par un filtre Gaussien dont la longueur de corrélation est de 0.3 mètre. Ainsi, les modèles
de permittivité et de conductivité ne sont pas mis à jour dans les zones gelées durant l’inversion.
Ce filtre permet également d’éviter les artefacts haute fréquence qui peuvent apparâıtre dans
le gradient au cours de l’inversion. Notons finalement que le même protocole est appliqué aux
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produits Hessien-vecteur car le calcul de ces derniers passe également par l’utilisation de sources
et de récepteurs.

1.3.2.2 Les résultats

Les résultats, présentés en Figure 1.19, montrent des reconstructions similaires de permit-
tivité et de conductivité, pour les différentes méthodes d’optimisation. De manière générale, la
reconstruction de la permittivité apparâıt plus robuste que celle de la conductivité. En particu-
lier, les structures principales du milieu encaissant sont bien retrouvées pour la permittivité.
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Figure 1.19 – Modèles finaux de permittivité relative (première ligne), et de conductivité (en
mS/m) (deuxième ligne) (en mS/m) obtenus pour les différentes méthodes d’optimisation : (a)
et (e) pour le NLCG, (b) et (f) pour l-BFGS, (c) et (g) pour le GN et (d) et (h) pour l’EN.

La galerie est également bien reconstruite. En effet, sa forme mais aussi ses valeurs in-
trinsèques de permittivité sont bien atteintes. On notera cependant que la résolution latérale
est en deçà de sa résolution verticale. Ce résultat s’explique par l’analyse des nombres d’ondes
imagés par un dispositif d’acquisition entre puits (cf partie 1.2.5.2), il est donc conforme à ce
qui est attendu. Les basses valeurs de conductivité à l’intérieur de la galerie sont également
bien retrouvées, mais de manière discontinue, car tous les modèles affichent le même artefact
au centre. Notons que cet artéfact semble prendre naissance sur les parois latérales.

L’inversion est aussi capable de refocaliser l’anomalie n̊ 5 pour laquelle les valeurs in-
trinsèques se rapprochent de celles attendues, surtout en ce qui concerne la permittivité. Là
encore, la conductivité semble plus sensible avec des valeurs de conductivité sous-évaluées en
dessus et en dessous de l’anomalie qui s’expliquent là encore par l’acquisition.
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Les trois anomalies restantes (n̊ 2 à 4) sont les plus compliquées à reconstruire en raison de
leur faible taille. La plus grande d’entre elles, la n̊ 3, dont le diamètre est de 70 centimètres,
est partiellement retrouvée mais ses valeurs intrinsèques ne sont plus atteintes. De plus, ses
limites latérales deviennent difficiles à définir, surtout pour la conductivité. Les structures
karstiques n̊ 2 et 4 sont encore plus compliquées à reconstruire. En effet, les diamètres associés,
de 35 centimètres, sont cette fois voisins de la résolution maximale théorique locale qui est de
λ/2 ' 0.35 mètres. Ce résultat est renforcé par le fait que cette limite théorique de résolution
n’est pas atteinte avec un dispositif d’acquisition entre puits de longueur finie, comme c’est le
cas ici. A cela, il convient de mentionner que le filtre Gaussien, appliqué à chaque itération,
doit également empêcher une meilleure résolution. Notons cependant que l’anomalie n̊ 2 reste
mieux reconstruite que l’anomalie n̊ 4, probablement grâce à sa position proche du dispositif
d’acquisition et à ses valeurs de permittivité et de conductivité intrinsèques.

A l’image des modèles finaux, les résidus, calculés à la fin de l’inversion (Fig. 1.20 (d) à (g)),
présentent un haut degré de similitude. Ces résultats vont dans le sens des observations faites
sur l’exemple des croix. En effet, la non-prise en compte du Hessien complet, pour les méthodes
du Newton tronqué (Gauss-Newton et Exact-Newton), donne des directions de descente plus
proches de celles fournies par les autres méthodes. Par conséquent, les différentes méthodes
d’optimisation testées convergent vers des résultats qualitativement identiques, pour un scaling
donné. Dans ce contexte, le seul moyen de les différencier est de comparer les coûts de calcul
(tableau (1.4)). Ce tableau montre que le nombre de gradients requis par l’inversion tend à se
réduire avec la sophistication des méthodes, comme cela était attendu. Cependant, si l’on tient
compte du surcoût associé à la résolution du système interne des méthodes TRN, la méthode
l-BFGS est finalement la plus intéressante.

method NLCG l-BFGS GN EN

freq.g/sca. 2.7 2.7 2.7 2.7

1 10 11 12/11 8/8

2 12 8 13/19 10/15

3 7 6 7/11 5/10

4 12 9 12/27 11/20

5 8 8 7/18 8/20

6 13 13 11/34 10/26

7 24 15 9/22 9/28

Total 86 70 71/142 61/127

Table 1.4 – Nombres de gradients et de produits Hessien-vecteur (pour les méthodes TRN)
construits durant les inversions pour les différentes méthodes d’optimisation. Dans ce tableau,
freq.g et sca. signifient groupe de fréquences et scaling.

Des conclusions analogues sont proposées, dans le cadre de l’imagerie multiparamètres sis-
mique, par Yang et al. (2017). Les auteurs comparent les performances des algorithmes l-BFGS
et TRN (Gauss-Newton et Exact-Newton) pour découpler la vitesse, l’atténuation et la densité
et ils montrent que les différentes méthodes d’optimisation donnent des résultats sensiblement
identiques. Là aussi, l’algorithme l-BFGS s’avère être le plus économique en matière de coût
de calcul global.
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ALGORITHMES

100 150 200 250
Time (ns)

50

100

150

200

T
ra

ce
 n

um
be

r

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3

(a)

100 150 200 250
Time (ns)

50

100

150

200

T
ra

ce
 n

um
be

r

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3

(b)

100 150 200 250
Time (ns)

50

100

150

200

T
ra

ce
 n

um
be

r

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3

(c)

100 150 200 250
Time (ns)

50

100

150

200

T
ra

ce
 n

um
be

r

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3

(d)

100 150 200 250
Time (ns)

50

100

150

200

T
ra

ce
 n

um
be

r

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3

(e)

100 150 200 250
Time (ns)

50

100

150

200

T
ra

ce
 n

um
be

r

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3

(f)

100 150 200 250
Time (ns)

50

100

150

200

T
ra

ce
 n

um
be

r

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3

(g)

Figure 1.20 – Radargrammes calculés pour trois sources dans le puits droit à 4.65, 10.5 and
15.4 m de profondeur : a) données observées calculées dans le modèle de référence (1.18), b)
données initiales calculées dans le modèle associé et c) résidus initiaux. Résidus calculés dans
les modèles finaux présentés en Figure 1.19, pour les différentes méthodes d’optimisation : (d)
NLCG, (e) l-BFGS, (f) GN et (g) EN. Les données ont été calculées dans le domaine fréquentiel,
convoluées à une ondelette de Ricker dont la fréquence pic est à 100 MHz puis transformées en
données temporelles via une transformée de Fourier inverse.
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1.4 Conclusions

Dans un premier temps, j’ai introduit les équations de Maxwell et présenté les paramètres
physiques influençant la propagation des ondes électromagnétiques dans le milieu géologique
(la permittivité diélectrique, la conductivité électrique et la perméabilité magnétique). Cette
présentation des paramètres a été l’occasion de définir les équations constitutives et les hy-
pothèses retenues dans cette thèse, à savoir un milieu isotrope linéaire et des paramètres
physiques réels et indépendants de la fréquence. La combinaison des équations constitutives
et des équations de Maxwell a ensuite permis d’aboutir à un système d’équations régissant la
propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu géologique donné. Par la suite, ce
système d’équations a été ramené à une géométrie 2D et réécrit sous une forme qui facilite le
calcul de la propagation d’ondes (une équation du second-ordre et deux équations du premier
ordre). Cette propagation d’ondes, en milieu 2D hétérogène, est calculée numériquement par
discrétisation d’une équation du second-ordre à l’aide d’un schéma aux différences finies dans
le domaine fréquentiel, appelé schéma à grilles mixtes. Cette opération permet d’aboutir à un
système linéaire qui est résolu de manière directe via une factorisation LU. Une fois la solution
de l’équation du second-ordre obtenue, elle est utilisée pour résoudre le système d’équations
complet par différences finies.

Dans un deuxième temps, j’ai présenté brièvement la notion de problème inverse avant de
me concentrer sur la formulation plus spécifique de l’inversion des formes d’ondes complètes,
connue pour être mal-posée, non-linéaire et de grande taille. Cette dernière caractéristique
exclue de résoudre ce problème de manière globale. Il est donc résolu de manière itérative via
l’utilisation d’algorithmes d’optimisation locale. Ces algorithmes reposent sur le calcul d’une
direction de descente basée sur le gradient et une approximation du Hessien inverse. On a
interprété ces deux dernières quantités. L’importance du Hessien inverse pour son rôle de
potentiel découplage entre paramètres a conduit au développement d’algorithmes toujours plus
élaborés visant à mieux prendre en compte son effet. Ainsi, historiquement, on retrouve dans
l’ordre les algorithmes du gradient conjugué non-linéaire, de l-BFGS et du Newton tronqué.
Cependant, cette sophistication a un coût de calcul qu’il faut prendre en compte et réduire dans
la mesure du possible. Dans notre cas, ce coût a été contenu grâce à l’utilisation des méthodes
adjointes du premier et du second ordre qui permettent de calculer de manière très efficace
le gradient (nécessaire pour tous les algorithmes) et le produit Hessien vecteur (spécifique au
Newton tronqué). Par la suite, ces méthodes adjointes ont été adaptées à l’électromagnétisme
dans une formulation particulière donnant lieu à des expressions du gradient et du produit
Hessien-vecteur valables quel que soit l’outil de modélisation utilisé. Ce travail méthodologique
se termine par une analyse du pouvoir de résolution du gradient.

Dans un troisième temps, les différents algorithmes sont testés, sur des modèles synthétiques,
afin de comparer leur capacité respective à retrouver les distributions 2D de permittivité
diélectrique et conductivité électrique (supposées réelles et indépendantes de la fréquence, à
l’image de la modélisation). Lors d’une première investigation, à deux degrés de liberté, nous
montrons qu’un découplage complet de ces deux classes de paramètres n’est possible qu’avec le
Newton tronqué lorsque la prise en compte du Hessien est forcée et que le modèle de départ est
proche de la solution, c’est-à-dire où l’approximation quadratique est valide. Cependant, dans le
cas général, un tel modèle de départ n’est pas disponible et il faut introduire un paramètre ad-
ditionnel (le scaling) pour répartir de manière adéquate le poids de chaque classe de paramètres
dans l’inversion. L’investigation suivante, plus réaliste, montre qu’avec un scaling bien choisi,
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il est possible de reconstruire une galerie présentant de forts contrastes de permittivité et de
conductivité. Ce point est déterminant en vue de l’application sur données réelles développée
au chapitre suivant. Notons tout de même que la conductivité est apparue plus sensible que
la permittivité aux forts contrastes. Enfin, les algorithmes testés ont montré des performances
équivalentes en termes de reconstruction du milieu de sorte que seuls les coûts de calcul ont
permis de les départager. En suivant ce critère de coût, nous choisissons de travailler, par la
suite, avec la méthode l-BFGS, laquelle s’est montrée la plus économique.
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Inversion des champs d’ondes acquis
en transmission dans un milieu
carbonaté
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Pour les géophysiciens, la finalité des développements théoriques est leur application aux
données réelles. Dans ce chapitre, la FWI va être appliquée à un jeu de données acquis entre



INVERSION DES CHAMPS D’ONDES ACQUIS EN TRANSMISSION DANS UN MILIEU
CARBONATÉ

forages localisés dans un milieu carbonaté attenant au site du laboratoire à Bas Bruit de
Rustrel (84). Cette zone est connue pour son système karstique qui a déjà fait l’objet de
nombreux travaux. De manière générale, les karsts sont des structures géologiques dont les
hétérogénéités et la complexité rendent difficile l’exploitation de ces ressources. Ces formations
peuvent cependant couvrir de vastes pans de territoire sur le pourtour méditerranéen : jusqu’à
70 % des roches affleurantes d’un pays (Bakalowicz M., 2005) et 33 % en France (Zwahlen,
2003). Ces structures sont souvent négligées comme ressources en eau malgré leurs potentiels,
notamment autour de la Méditerranée (Bakalowicz, 2005). Ainsi, dans un contexte global où les
ressources en eau deviennent, voire sont déjà, un enjeu majeur, la connaissance de ces structures
et de leur fonctionnement devient de plus en plus importants.

Dans ce type d’environnement, les méthodes d’investigation hydrogéologiques classiques,
basées sur des observations de surface, des analyses ponctuelles ou encore le suivi des écoule-
ments par traceurs ne permettent pas visualiser les chemins préférentiels des écoulements à
travers l’ensemble d’un massif, tout comme les zones de rétention d’eau. Il est donc nécessaire
de faire progresser les techniques de reconnaissance existantes afin de mieux comprendre le
fonctionnement de tels systèmes. C’est dans ce contexte qu’intervient cette étude géophysique
sur le site du LSBB dont le système karstique fait partie intégrante de l’hydrosystème de
Fontaine de Vaucluse (FdV) donnant naissance à la plus importante source karstique d’Europe.

En plus de l’intérêt pour leur ressource en eau, ces calcaires constituent une archive géologique
et sont d’excellents analogues des réservoirs carbonatés présents au Moyen-Orient (Formation
Thamama, Kharaib et Shuaiba) à la fois en termes d’âge, de propriétés pétrophysiques, d’envi-
ronnement et de faciès de dépôts (Leonide et al. (2012)). Ils sont donc un site d’étude pouvant
donner des indications sur les réservoirs profonds à l’origine de la production de pétrole et
notamment leurs propriétés de transfert.

Les objectifs de ce travail sont doubles et visent à répondre aux points suivants :

-(i) évaluer le potentiel de la FWI à fournir des images multiparamètres (permittivité
diélectrique et conductivité électrique) haute-résolution dans les carbonates. Quels modèles
initiaux prendre notamment pour la conductivité ? Quel est l’apport de cette technique haute
résolution par rapport à une technique comme la tomographie des temps de première arrivée ?
Quel est l’apport de l’inversion multiparamètres par rapport à une inversion monoparamètre
dans ce contexte carbonaté ? Quelle est l’influence de l’estimation de la source sur la recon-
struction du milieu ?

-(ii) améliorer la compréhension du fonctionnement des aquifères karstiques. Les points
déjà observés par le passé sont-ils confortés ? Qu’apportent les nouveaux modèles issus de
l’inversion entre forages par rapport aux études précédentes ? La méthode proposée pourrait-
elle être utilisée de manière plus routinière sur ce site ou ailleurs ? Quel est le potentiel de la
méthode pour faire du monitoring de la teneur en eau dans un avenir proche ?

Après avoir présenté plus en détail le site du LSBB, la première partie décrit les études
géologiques, hydrogéologiques et géophysiques menées. Le sous-chapitre suivant présente les
données issues de l’étude d’une carotte, d’une part, et les données GPR acquises entre fo-
rages, d’autre part. Une attention particulière sera apportée aux données GPR concernant
leur traitement avant inversion et leur mise en relation avec les connaissances antérieures. Ce
sous-chapitre permet, en outre, de définir un modèle synthétique du site étudié.

Ce modèle est utilisé dans le sous-chapitre suivant pour générer des données synthétiques.
Ces données sont inversées en parallèle d’une partie des données réelles pour en contrôler
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les résultats et si besoin guider les choix concernant les paramètres nécessaires à l’inversion.
La démarche optimale, obtenue grâce aux différentes investigations, est ensuite appliquée à
l’ensemble des données acquises à Rustrel. Dans une dernière partie, les images quantitatives
obtenues sont interprétées et comparées à celles provenant des études précédentes.

2.2 Contextes de l’étude

2.2.1 Historique du LSBB

2.2.1.1 Un peu d’histoire

Dans un contexte de Guerre Froide et après l’explosion de la première bombe nucléaire
soviétique en 1949, l’exécutif français décide de développer l’arme nucléaire. Dans le cadre du
programme de frappe nucléaire voulu par le Général de Gaulle, la première bombe A française
est actionnée, en 1960, dans le désert du Sahara, et la première bombe H, en 1968, sur l’atoll
de Mururoa dans l’océan Pacifique. Dans ce contexte, en 1965, le plateau d’Albion est choisi
pour accueillir un système de défense terrestre à partir de missiles dits Sol/Sol Balistiques
Stratégiques (SSBS) pouvant contenir chacun une tête nucléaire. Une fois achevé, le système
de dissuasion est composé d’une base support à Saint Christol et de deux Postes de Conduite
de Tir (PCT1 à Rustrel et PCT2 au Nord de Sault) rattachés à 18 Zones de Lancement (ZL) de
missiles SSBS répartis sur l’ensemble du plateau d’Albion. Le site de Rustrel a été choisi pour
son ”calcaire facile à travailler, suffisamment résistant pour encaisser des chocs” atomiques pour
se laisser la possibilité de riposter ”et à l’écart de la zone sismique de la Durance”. C’est ainsi,
qu’à partir de 1966 le plateau d’Albion est une zone militaire stratégique et cela jusqu’en 1998,
date à laquelle le site est démilitarisé et démantelé sur décision du Président de la République,
Jacques Chirac.

Lors du démantèlement, certaines parties du dispositif ont été vidées de leur contenu, puis
bouchées comme le PCT2, pendant que d’autres ont été réutilisées. C’est par exemple le cas
d’une des ZL convertie en observatoire astronomique où encore du PCT1 devenu le Laboratoire
Souterrain à Bas Bruit (LSBB) de Rustrel - Pays d’Apt (inter-Disciplinary Underground Science
and Technology laboratory). Le LSBB est aujourd’hui un domaine de 54 ha avec des altitudes
allant de 500 à 1000 m. La galerie creusée sub-horizontalement dans le calcaire présente des
profondeurs variables allant de 30 à 519 m sous le massif de la Grande Montagne, compte tenu
de la topographie de surface (Fig. 2.1). C’est un total d’environ 3,7 km de galeries réparties
principalement entre la galerie principale (1560 mètres), la galerie de secours (1760 mètres) et
la galerie anti-souffle (280 mètres) (Fig. 2.2). L’ensemble des parois de la galerie est renforcé par
du béton potentiellement armé d’une épaisseur d’environ 70 centimètres, sauf dans la galerie
anti-souffle où un simple flocage en ciment recouvre la roche.

Au point le plus profond se trouve la capsule, une salle blindée-faradisée de plus de 1250 m3

qui était le centre névralgique du site avec l’ancien poste de commande de tir nucléaire. Les con-
ditions particulières de cette capsule en font un environnement de bas-bruit électromagnétique.
De manière plus générale, le site dans son ensemble, qui bénéficie d’une couverture rocheuse
significative et de l’absence de bruits de toutes natures liés aux grands centres urbains (réseaux
routiers importants, réseaux ferroviaires par exemple), offre des conditions idéales pour mener
des expérimentations très variées.
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Figure 2.1 – Section Sud-Nord conceptuelle (d’après Sénéchal et al. (2013), modifiée de
Maufroy (2010)). La ligne noire représente les galeries du LSBB recoupant différents com-
partiments géologiques mentionnés en Figure 2.2.

La Buissonniere

Figure 2.2 – Schéma structural de la zone étudiée, principalement basé sur l’interprétation
de photographies aériennes (d’après Sénéchal et al. (2013)). Les lignes rouges indiquent la
géométrie et la localisation du LSBB (modifié de Thiébaud (2003)). Les compartiments
géologiques sont notés I, II et III. Les lignes bleus fines et larges désignent respectivement
les failles mineures et majeures.
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2.2.1.2 Le LSBB : un centre de recherches interdisciplinaires

Les conditions uniques du LSBB attirent des scientifiques d’horizons très divers. Bien que
l’activité expérimentale se développe actuellement autour de trois thématiques principales :
la sismologie, l’hydrogéologie et la physique des astroparticules, d’autres thématiques comme
l’électronique et la métrologie sont présentes. C’est ainsi que le LSBB a pu nouer des col-
laborations avec 35 laboratoires implantés en France mais aussi à l’étranger avec, par exemple,
l’Italie, le Portugal et le Canada. De plus amples informations sur le LSBB et les travaux en
cours sont disponibles via le site web du LSBB [http ://lsbb.eu].

2.2.1.3 Le site de la sortie de secours et son intérêt

Dans le cadre de notre étude, nous allons nous intéresser au site de la Buissonnière situé à
l’extrémité ouest du laboratoire (Fig. 2.2). Il a été sélectionné pour les raisons suivantes :

– La profondeur de la galerie : dans ce secteur, le tunnel du LSBB aboutit sur le puits
d’évacuation. Il passe donc suffisamment proche de la surface (de 30 à 50 m selon la
topographie) pour que certaines mesures géophysiques puissent caractériser le sol entre
galerie et surface. Ces mesures peuvent ensuite être mises en relation avec des données
enregistrées en galerie.

– Les connaissances du site : Carrière (2014) a déjà investigué le site et étudié un point
d’écoulement permanent D. Nous avons donc des informations sur le site qui pourront
servir de base à notre étude et éventuellement être précisées.

– Des forages récents ont été creusés autour de la galerie. Ils permettent d’investiguer la
subsurface, jusqu’à une profondeur de 52 mètres, en utilisant des données acquises en
transmission et non plus seulement à partir de la surface.

– Un chemin d’accès carrossable permettant un transport facile du matériel géophysique et
ayant notamment permis l’accès des machines de forage.

2.2.2 Contexte géologique

Les données géologiques de surface sont très importantes car elles permettent d’avoir une
première idée de la nature et de l’âge des roches du sous-sol. D’après la carte géologique
(Fig. 2.3) issue des travaux de Blanc et al. (1973), les roches encaissantes du LSBB sont
datées du crétacé inférieur. De manière plus précise, les schémas du site (Fig. 2.1 et 2.2)
indiquent que la galerie se situe à cheval sur différents étages géologiques à savoir la Barrémien
supérieur et l’Aptien inférieur aussi appelé Bédoulien. L’ensemble de la série est appelé Urgonien
en référence au faciès commun de ces roches. Ce faciès se décline en trois subdivisions (ou
membres), selon la description de Leenhardt (1883), U1 : calcaires bioclastiques inférieurs, U2 :
calcaires à Rudistes, U3 : calcaires bioclastiques supérieurs. Cependant, cette subdivision reste
très générale et très variable. Cet aspect est souligné par Leonide et al. (2012) qui montrent
que les conditions de formation des calcaires Urgoniens engendrent de fortes discontinuités
latérales du faciès sur des échelles hectométriques. Ainsi, à l’échelle de la localité de Rustrel,
la coupe lithostratigraphique synthétique (Fig. 2.4) dressée à partir de plusieurs affleurements
sur le site de Rustrel Masse & Fenerci-Masse (2011) doit être employée avec précaution pour
l’interprétation des données. Enfin, deux grandes directions de fracturation affectant le massif
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ont été relevées : l’une orientée N30̊ correspondant à des failles à composantes décrochantes
et l’autre orientée N120̊ correspondant à des failles à composantes normales (Jeanne (2012)).

Latitude :

   5° 28' 34.6" ELongitude :

© IGN 2012 – www.geoportail.gouv.fr/mentions-legales
  43° 56' 08.1" N

Géologie LSBB

200 m

E

A

C

S

N

Figure 2.3 – Extrait de la carte géologique n̊ 942 (BRGM, 1/50000, à partir du site http ://in-
foterre.brgm.fr). Les lignes noires représentent les galeries du LSBB avec respectivement ; E :
l’entrée, A : la galerie anti-souffle, C : la capsule et S : la sortie de secours

Figure 2.4 – Coupe lithostratigraphique synthétique de la localité de Rustrel (d’après Carrière
(2014) et Masse & Fenerci-Masse (2011)). Les discontinuités, servant de repères dans la série
Urgonienne, sont notées ”D2”, ”D3”, et ”D4”. ”D2” constitue la limite entre les membres U2
et U3. Les mesures GPR ont été acquises dans un forage dont la géologie associée varie des
côtes 65 à 105 mètres environ.
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2.2.2.1 Contexte hydrogéologique

Les calcaires dans lesquels sont creusées les galeries du LSBB sont situés dans la partie Sud
du bassin d’alimentation de la Fontaine de Vaucluse (FdV/FV)(Fig. 2.5). Ce vaste système
karstique possède un bassin d’alimentation d’environ 1115 km2 (Puig (1987)) et englobe no-
tamment le Plateau d’Albion, le Mont Ventoux et la Montagne de Lure. En comparant les
relevés géologiques structuraux à l’échelle du LSBB, réalisés à la fois en surface Thiébaud
(2003) et dans les galeries (BEG 1965), avec ceux réalisés à l’échelle du bassin d’alimentation
(Bergerat, 1985), Garry (2007) arrive à la conclusion que le site du ”LSBB semble effectivement
représentatif du bassin d’alimentation de la FV”. Ainsi, de part sa position dans une zone non
saturée (ZNS), le LSBB est un observatoire unique pour étudier ce karst, qu’il recoupe arbi-
trairement, et permet de mieux comprendre le système karstique de la Fontaine de Vaucluse
dans son ensemble.

Au sein du LSBB, bien que les observations directes de la roche encaissante soient impossi-
bles, un suivi des écoulements d’eau a été réalisé grâce à des orifices percés dans les parois. Ces
écoulements ont fait l’objet de plusieurs thèses de doctorat (Garry (2007), Blondel (2008), Per-
ineau (2013)). Aujourd’hui, jusqu’à 45 points d’écoulement sont échantillonnés lors des périodes
pluvieuses, mais seuls les points d’écoulement permanents notés A, B, C et D, le sont de façon
hebdomadaire. Les suivis basés sur l’évolution des débits, des paramètres physico-chimiques et
isotopiques ont permis de caractériser et de classer les différents types d’écoulements donnant
des informations indirectes sur le massif.

Qu’elles soient géologiques ou hydrogéologiques, les études se basent essentiellement sur
des observations ponctuelles : écoulements dans les galeries ou affleurements en surface. Dans
un contexte hétérogène et discontinu comme le karst de Rustrel, l’extrapolation des données
géologiques, en supposant une certaine homogénéité, peut s’avérer insuffisante tout comme
les écoulements qui ne donnent qu’un comportant moyen de la zone non saturée (ZNS). Pour
avoir davantage d’informations sur la structure géologique sous-jacente et son comportement
hydrodynamique, il convient de faire appel aux méthodes géophysiques.

2.2.2.2 Investigations géophysiques antérieures

Etudes sismiques

Afin d’avoir une meilleure image de l’intérieur du massif, la géophysique a été mise à
contribution à travers des études sismiques, électromagnétiques, électriques et gravimétriques.
Les résultats obtenus à partir des méthodes sismiques l’ont été par Sénéchal et al. (2004)
et Maufroy et al. (2014). Dans le premier cas, les auteurs ont profité de la proximité entre
la galerie principale et la galerie anti-souffle pour étudier le compartiment de roche compris
entre les deux. Dans le second, l’inversion des temps de premières arrivées a été utilisée pour
caractériser la roche entre la galerie principale et la surface. Dans les deux cas, les vitesses
moyennes des ondes sismiques P ont été estimées entre 3500 et 5500 m/s. En supposant une
fréquence dominante de 100 Hz et une vitesse moyenne de 4500 m/s, la longueur d’onde est
estimée à 45 mètres. Il en découle une résolution décamétrique (Sénéchal et al. (2013)) bien trop
grande pour être sensible aux structures géologiques (sub)métriques (stratifications, structures
karstiques, failles). Toutefois, Maufroy et al. (2014) montrent l’existence d’une discontinuité
verticale des vitesses sismiques proche de la faille verticale N120.
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Figure 2.5 – Géologie du Sud-Est de la France et localisation du site du Rustrel (RS), d’après
Léonide et al. (2014). Le massif carbonaté étudié se trouve à l’Est de Carpentras et appartient à
la plateforme Urgonienne qui a été déposée dans le bassin Vocontien durant le Crétacé inférieur
(Barrémien-Aptien, environ 131 à 113 millions d’années). La résurgence à Fontaine de Vaucluse
est indiquée par FV.
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2.2 Contextes de l’étude

Etudes GPR

Pour imager les structures à plus petite échelle, les longueurs d’ondes utilisées doivent être
plus faibles. Dans ce cadre, le GPR est un bon candidat avec des longueurs d’ondes métriques
à submétriques, en se basant sur la vitesse des ondes électromagnétiques de 8 à 12 cm/ns et
des fréquences généralement utilisées de 100 à 250 MHz. L’attrait pour cet outil géophysique
est renforcé par les faibles conductivités du milieu donnant en principe accès à une pénétration
importante des ondes.

C’est ainsi que le GPR a été utilisé dans sa configuration classique (à offset constant en
réflexion) pour imager la totalité des galeries du LSBB (Sénéchal et al. (2013)). La vitesse
moyenne a été estimée à environ 9 cm/ns (soit une permittivité relative de 11) en utilisant
une analyse par semblance d’un CMP enregistré dans la galerie anti-souffle. Cette campagne a
confirmé l’excellente pénétration de l’onde électromagnétique avec des temps de réflexion allant
jusqu’à 400 ns, soit près de 18 mètres. Par ailleurs, les réflexions aux interfaces géologiques ont
confirmé que le calcaire Bédoulien est constitué de strates calcaires métriques tandis que le
calcaire Barrémien est plus massif.

Plusieurs tomographies des temps de premières arrivées GPR ont été réalisées entre plusieurs
forages localisés dans la galerie anti-souffle par Van Vorst et al. (2010). Ces modèles de per-
mittivité sont ensuite utilisés, avec un modèle de conductivité homogène (2mS/m) calculé à
partir des données, comme modèles initiaux pour la FWI. La gamme de permittivité relative
obtenue va de 8 à 16 et celle de conductivité de 1.5 à 5 mS/m environ (Van Vorst (2014)). Les
auteurs mettent en évidence une correspondance entre les permittivités obtenues et la couleur
des calcaires, elle-même directement reliée à la porosité du milieu.

Toujours dans la galerie anti-souffle, Lavoué (2014) inverse un jeu de données GPR acquis
dans la configuration multi-offset de surface (configuration très peu répandue) sans que son
profil ne recoupe celui de Van Vorst (2014). Compte tenu de la difficulté d’estimation d’un
modèle initial dans ce milieu complexe avec cette configuration d’acquisition, l’auteur s’est
concentré sur l’inversion monoparamètre de la permittivité en fixant, au début de l’inversion,
la source et la conductivité du milieu à 4 mS/m. Les deux modèles initiaux obtenus, et testés
dans l’étude, présentent des valeurs de permittivité relative comprises entre 9 et 15, tandis que
les finaux associés sont comparables et donnent des valeurs de 7 à 19. Même si l’auteur précise
que ces valeurs ne doivent pas être interprétées stricto sensu, mais plutôt être vues comme des
tendances générales, elles donnent une idée de la gamme des valeurs possibles.

Combinaison de méthodes géophysiques

Une étude multi-méthodes a été menée proche de la sortie de secours par Carrière (2014) et
Carrière et al. (2016). Elle est orientée autour du point d’écoulement atypique D, qui soulève
des questions sur l’origine de l’eau et ses mécanismes de régulation. Le GPR est utilisé en
surface pour suivre l’évolution latérale de la stratification, les changements de propriété du sol
et la présence de fractures. Bien que l’analyse par CMP donne une vitesse de 8.5 cm/ns, les
auteurs font savoir qu’une vitesse de 8 cm/ns est plus appropriée pour avoir des conditions
d’imagerie satisfaisantes. Une fois convertie en profondeur, les profils GPR indiquent des pro-
fondeurs d’investigation allant jusqu’à 10/12 mètres et mettent en évidence différents types de
stratifications caractéristiques des affleurements du site.
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Ces profils GPR sont associés à des profils ERT. Ces derniers soulignent des zones de
résistivité modérée (900 Ω.m) cohérentes d’un profil ERT à l’autre dans un encaissant plus
résistif (2000 Ω.m). Ces zones de résistivité modérée se situent au niveau de stratifications
obliques, détectées par GPR, et pourraient correspondre à des zones plus poreuses, partielle-
ment remplies d’eau, et à l’origine de l’alimentation du point d’écoulement D.

Des sondages RMP (Résonance Magnétique des Protons) et gravimétriques ont été réalisés
pour suivre l’évolution du stock d’eau sur le site. La méthode RMP a été utilisée car elle permet
de mesurer un signal géophysique qui est directement lié à la teneur en eau et à la taille des
pores tandis que la seconde donne une idée de variation des stocks dans le temps par mesures
différentielles.

Enfin, il est possible de citer les travaux de Beres (2013) sur l’analyse de l’anisotropie
des calcaires, entre la galerie principale et la galerie anti-souffle, à partir notamment de la
tomographie sismique et l’ERT.

2.3 Acquisition, pré-traitement des données et estimation pré-
liminaire des paramètres

2.3.1 Analyse de la carotte du forage, acquisition et présentation des données

En 2014, trois forages (F4, F5 et F6) sont réalisés sur le site de la Buissonnière proche
de la sortie de secours du LSBB (Fig. 2.6). Parmi ces trois puits de 50 mètres de profondeur
environ, le puits F6 a été carotté. Les puits F5 et F6 se situent de part de d’autre du tunnel
cible situé à 34 mètres de profondeur. Etant donné que les données GPR ont été enregistrées
entre 2 puits, dont celui carotté, nous avons accès à une information locale précise permettant
des corrélations avec nos résultats.

Figure 2.6 – Schéma d’implantation des puits et de la galerie (dont l’axe est représenté par
les lignes discontinues bleues) sur le site de la Buissonnière.

Une analyse visuelle de la carotte a permis de réaliser une coupe lithostratigraphique à l’em-
placement du forage (Fig. 2.7). La comparaison entre cette dernière coupe et celle proposée
par Carrière (2014) montre de grandes similarités. En effet, sur la partie basse de la coupe,
la même succession de formations carbonatées est retrouvée avec, dans l’ordre, des calcaires
à Rudistes (sommet de l’U2), à orbitolines (base de l’U3) et à oolites. Viennent ensuite deux
couches à faciès corallien où s’intercalent des calcarénites (Carrière (2014)). On notera cepen-
dant des variations puisque Bouaziz (2015) propose de diviser ces calcarénites en deux couches.
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Cette distinction se retrouve également sur la partie haute de la coupe où l’ensemble formé
de calcarénites proposé par Carrière (2014) devient une alternance de calcarénites et calcaires
oolitiques (Bouaziz (2015)).

(a)

(b)

Figure 2.7 – Coupe lithostratigraphique (a) et description faciologique (b) de la carotte issue
du puits F6 (d’après Bouaziz (2015)).

En plus de confirmer et affiner les observations précédentes, l’analyse de la carotte indique
de manière précise la profondeur de chaque couche dans le puits F6. Le carottage a également
permis de relever et analyser des échantillons de roche (plug) pour déterminer la porosité et
la perméabilité des calcaires (tableau 2.1). Ces valeurs de porosité relativement élevées sont
cohérentes avec les mesures réalisées par Guglielmi (2010) à Fontaine de Vaucluse et Léonide
et al. (2014) sur le site de Rustrel même si ces dernières ne recoupent qu’une partie du profil.

2.3.2 Analyse des données 3D en temps et en fréquence

Les données GPR ont été enregistrées par Stéphane Garambois et Guy Sénéchal, dans le
cadre du projet Interwells (collaboration Université de Pau et des Pays de l’Adour, d’Avignon,
de Grenoble Alpes et Total), en décembre 2014 entre les puits F5 et F6, distants de 17,7 mètres
(Fig. 2.6), dans une configuration entre puits. Pour ce faire, deux antennes de forage non-
blindées de 100 MHz de la société MALÅ Geoscience ont été utilisées avec l’antenne émettrice
dans le puits F5 et l’antenne réceptrice dans le puits F6. Compte tenu de la fréquence nominale
des antennes (100 MHz dans l’air) et des valeurs de permittivité des calcaires du secteur, la
longueur d’onde dominante attendue est voisine de 0.8 mètre. L’antenne émettrice a été déplacée
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Faciès Profondeur (m) Porosité Perméabilité caractère de la porosité

Calcarénite grossière compacte 1.0 0.101 très variable

Faciès à oolites 8.95 0.189 1.687 variable

Calcarénite grossière poreuse 19.05 0.188 1.986 très variable

Rudstone 24.8 0.151 11.393 importante

Faciès à oolites 29.2 0.052 variable

Faciès à orbitolines 34.9 0.069 très faible

Faciès à Rudistes poreux 43.15 0.202 3.076 très variable

Faciès à Rudistes compact 51.15 0.07 très variable

Table 2.1 – Mesures de la porosité et de la perméabilité sur plug provenant de différents faciès
de la carotte avec caractérisation visuelle de la porosité (d’après Bouaziz (2015)).

tous les mètres de 6 à 49 mètres de profondeur (de 571 à 528 mètres en élévation ; Tableau
2.2) pendant que le récepteur était positionné tous les 25 cm pour enregistrer le champ d’ondes
émis pour chaque position de la source de 1 à 51 mètres de profondeur (de 576 à 526 mètres
en élévation). Les cinq premiers mètres au niveau de la source n’ont pas fait l’objet de mesure
à cause du chemisage en métal des têtes de puits empêchant la propagation du signal vers
le milieu. A la fin de l’acquisition, le jeu de données complet regroupe 8761 traces réparties
sur 44 tirs contenant environ 200 traces chacun. Enfin, les relevés piézométriques, préalables à
l’acquisition des données, indiquaient la présence d’eau vers 39/40 mètres de profondeur dans
les puits F5 et F6.

Profondeur (m) 0 5 6 8.95 19.05 22.5 24.8

Elévation (m) 577.5 572.5 571.5 568.55 558.45 555 552.7

Profondeur (m) 29.2 34.9 37.5 40 43.15 49.5 51.5

Elévation (m) 548.3 542.6 540.0 537.5 534.35 528 526

Table 2.2 – Conversion de la profondeur en élévation. Ce tableau permet de faciliter la lec-
ture en donnant pour les valeurs remarquables et/ou souvent mentionnées la correspondance
entre les deux échelles utilisées par la suite. La correspondance est basée sur le premier cou-
ple de valeurs (0/577.5) mais une incertitude, de l’ordre de 0.5 mètre, persiste concernant la
correspondance exacte.

2.3.2.1 Analyse préliminaire des données

Le prétraitement des données brutes a consisté à retirer la valeur moyenne du signal, à
appliquer un filtre Butterworth passe bande zérophase allant de 15 à 240 MHz essentiellement
pour retirer les composantes basses fréquences et à recaler le t0 des signaux. Pour avoir accès
au t0, l’acquisition a été préalablement calibrée dans l’air avec une acquisition multi-déports. A
l’issue de ce prétraitement, l’amplitude des signaux associés aux deux sources situées en fond
de puits se sont avérées faibles comparées aux autres signaux. Cette différence a été mise sur
le compte d’une diminution de la puissance des batteries en fin d’acquisition et les deux jeux
de données associés à ces sources retirés du jeu de données. Le jeu de données résultant est
ainsi constitué de 42 shot-gather dont l’un d’eux est montré en Figure 2.8 (a). Une première
analyse de ce radargramme montre un fort bruit proche de la surface à la cote 575 mètres.
L’analyse fréquentielle de ce bruit (Fig. 2.8 (b)) indique qu’il est constitué d’une fréquence
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fondamentale d’environ 15.6 MHz et de ses harmoniques réparties sur l’ensemble de la gamme
de fréquence utile. Ce signal est interprété comme le captage d’ondes électromagnétiques dans
l’air par les têtes de puits en métal et redirigées ensuite vers l’antenne réceptrice dans le forage.
Etant donnée la gamme de fréquence de ce bruit et son amplitude, l’ensemble des traces situées
au-dessus de la côte 373.1 mètres sont retirées des données réduisant d’autant l’information
associée à la proche surface. Si l’on ne tient pas compte des traces nulles qui sont retirées du
jeu de données lors de l’inversion, nous disposons finalement de 7776 traces.
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Figure 2.8 – (a) Radargramme enregistré pour une source située à l’élévation 544 mètres. Les
amplitudes ont été saturées. Notons les traces fortement bruitées à 575 mètres. (b) Spectre
d’amplitude associé aux traces bruitées mentionnées en (a).

2.3.2.2 Analyse qualitative des radargrammes

Sur l’ensemble du jeu de données, disponible en annexe A, quatre radargrammes sont
sélectionnés et présentés en Figure 2.9. La saturation des radargrammes, dominés par la
première arrivée, permet de mettre en évidence certaines discontinuités naturelles déjà relevées
lors de l’analyse de la carotte et des mesures piézométriques. Il est ainsi possible de visualiser
des réflexions/discontinuités dans les données aux cotes 570 et 553 mètres associables à deux
couches. Le radargramme dont la source est à la cote 553, soit au niveau d’une discontinuité,
montre une certaine complexité. Trois autres réflexions identifiables entre 535 et 530 mètres
sont probablement liées aux variations de porosité du ”grainstone à Rudistes”.

Une autre discontinuité naturelle majeure se manifeste à la cote 537 mètres par l’in-
termédiaire d’une diminution des amplitudes des ondes (Fig. 2.9 (c) et (d)). Cette discontinuité
est localisée à la cote où les puits étaient remplis d’eau, elle est donc interprétée comme le toit
de la nappe aquifère. L’influence de la nappe se retrouve également sur le premier radargramme
dont le contenu fréquentiel, dans son ensemble, est plus bas car la source est située sous l’eau. De
manière plus générale, les radargrammes, dont la source est sous l’eau, présentent un contenu
fréquentiel plus bas (Fig. 2.10), où l’on notera le décalage important des pics de fréquence.

Les données mettent également en avant une hyperbole de diffraction de faible amplitude
dont l’apex se situe à la cote 543 mètres. Cette diffraction est due à la galerie présente entre
les deux forages.
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Enfin, l’influence de la surface libre est peu présente dans le jeu de données. Seuls deux
radargrammes (Fig. 2.16 (a) et annexe A) montrent des réflexions associées à la présence
de cette interface. Dans la mesure où les amplitudes associées sont faibles et du fait de la
topographie 3D du terrain de la surface libre, dont les effets potentiels sont non reproductibles
en 2D, cette interface ne sera pas prise en compte par la suite. Le milieu géologique sera donc
supposé infini dans toutes les directions.
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Figure 2.9 – Radargrammes enregistrés pour les sources situées aux élévations (a) 534, (b)
540, (c) 553 et (d) 569 mètres. Les données ont été saturées avec la même palette de couleur,
ce qui permet de comparer les amplitudes entre les différents radargrammes. Les flèches font
références aux différentes réflexions/discontinuités mentionnées dans le texte : en rouge la
présence d’interfaces géologiques, en bleu la galerie, en jaune la surface libre et en vert la
nappe aquifère.
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Figure 2.10 – Spectres d’amplitude moyens pour les sources situées sous (saturated) et hors
(unsatured) nappe. Les maximums d’amplitude sont enregistrés à 57.9 et 71.7 MHz.

2.3.3 Estimation quantitative préliminaire de la permittivité diélectrique et
de la conductivité électrique

2.3.3.1 Modèle de permittivité

Afin d’obtenir un premier modèle de permittivité, deux méthodes sont investiguées. La
première, basée sur l’hypothèse d’un milieu stratifié et horizontal, consiste à sélectionner les
propagations quasi-horizontales. Sur l’ensemble du jeu de données, ne sont conservées que les
traces associées à des récepteurs dont la profondeur zr est suffisamment proche de celle de la
source associée zs, via la formule,

|zs− zr| < δ (2.1)

avec δ = 1m. Compte tenu de la distance entre chaque récepteur, ce critère permet de
sélectionner 8 traces pour chaque source. L’ensemble des traces collectées (336 en tout) sont
juxtaposées en fonction de la profondeur pour donner la Figure 2.11 (a). Les temps de première
arrivée permettent ainsi d’avoir une première image des vitesses relatives des différentes couches
présentes sur le site.

La deuxième méthode pour estimer la permittivité repose sur l’inversion des temps de
première arrivée à l’aide de l’algorithme SIRT (Simultaneaous Iterative Reconstruction Tech-
nique) implémenté dans le logiciel Sardine. Dans la mesure où la sortie de ce logiciel est la
lenteur (inverse de la vitesse), cette dernière est convertie en permittivité avec la formule,

εr = (c× s)2 (2.2)

où s est la lenteur (inverse de la vitesse) et c la vitesse de la lumière dans le vide. Le modèle
de permittivité, obtenu après cinq itérations de l’algorithme SIRT puis conversion, est affiché
en Figure 2.11 (b).
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Figure 2.11 – (a) Profil de données GPR 1D selon la profondeur. (b) Modèle tomographique
de permittivité relative obtenu par conversion des lenteurs. Notons que le centre de la galerie
en (b) est davantage décalé vers le puits F5 que ne le laisse penser le plan d’implantation en
Figure 2.6. La ligne blue correspond à la profondeur de la nappe à 537 mètres. Les puits F5 et
F6 sont représentés par les lignes verticales noires en (b).

2.3.3.2 Modèle de conductivité

Pour obtenir un modèle de conductivité, deux solutions ont été investiguées : utiliser des
lois reliant la permittivité et la conductivité pour obtenir une image de conductivité à partir
de celle de permittivité ou bien analyser la décroissance de l’amplitude des ondes, phénomène
principalement dû à l’atténuation.

La première solution va consister à combiner les lois de Topp (Topp et al. (1980)) et d’Archie
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(Archie (1942)). La loi de Topp est un modèle empirique permettant de relier la permittivité
diélectrique relative εr d’un sol à sa teneur en eau volumique θ. Topp et al. (1980) montrent à
partir de plusieurs échantillons de sol que la permittivité dépend principalement de la teneur en
eau du sol étudié et finalement très peu d’autres paramètres comme la densité ou les fréquences
utilisées (entre 20 MHz et 1 GHz). C’est la compilation de l’ensemble de leurs mesures qui donne
la loi,

εr = 3, 03 + 9.3× θ + 146× θ2 − 76, 7× θ3. (2.3)

Les auteurs proposent également la formule réciproque, utilisée dans le cas présent,

θ = −5, 3 · 10−2 + 2, 92 · 10−2 × εr − 5, 5 · 10−4 × εr2 + 4, 3 · 10−6 × εr3. (2.4)

La teneur en eau volumique ainsi obtenue peut être introduite dans une seconde relation
empirique, celle d’Archie, s’écrivant sous la forme

σ = Sw
nφmσw (2.5)

où σ et σw sont les conductivités de la roche et de l’eau, Sw = θ
φ la saturation, φ la porosité,

m le facteur de cimentation et n l’exposant de saturation. Pour appliquer cette formule à notre
site, il convient donc de définir les différentes grandeurs. Les exposants sont choisis tels que
m = n = 2 (de manière classique) tandis que la valeur de la conductivité de l’eau est supposée
identique sur tout le profil et extraite des travaux de Garry (2007). Dans ces derniers, les
prélèvements d’eau effectués au point d’écoulement D (à priori compris dans le profil) donnent
une valeur moyenne de 422 · 10−4S/m. L’utilisation de cette unique valeur sur l’ensemble du
profil pose la question de sa représentativité alors que l’eau se charge en ions au fur et à
mesure de son infiltration dans le sol. Cependant, faute d’information supplémentaire sur la
distribution 2D de cette quantité, cette unique valeur est utilisée. Le profil de conductivité
finalement obtenu est en Figure 2.12(a).

La seconde méthode est basée sur l’analyse de l’atténuation des ondes électromagnétiques
au cours de leur propagation. En supposant que l’amplitude A des ondes électromagnétiques
dans le milieu est régie par la formule :

A =
A0

r
e−αr (2.6)

qui s’écrit également,

ln(Ar) = ln(A0)− αr. (2.7)

où les quantités A0, r et α désignent respectivement l’amplitude initiale de l’onde, la dis-
tance source-récepteur et l’atténuation du milieu. Cette formulation suppose un trajet en ligne
droite entre source et récepteur, tous deux ponctuels et de réponse isotrope. Bien que la taille
réelle des antennes ne puisse pas être prise en compte, l’influence de la radiation est réduite en
pointant, autant que possible, des ondes quasi-horizontales (idéalement par couche). Des exem-
ples des pointés de l’amplitude maximum sont présentés en Figure 2.13 où les pentes donnent
l’atténuation à différentes profondeurs. Chaque valeur d’atténuation α est ensuite convertie en
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Figure 2.12 – (a) Modèle tomographique de conductivité (en mS/m) obtenu par conversion du
modèle de permittivité (Fig. 2.11 via les lois de Topp et Archie). (b) Profil 1D de conductivité
obtenu par analyse de la décroissance d’amplitude des ondes. Par la suite, la conductivité est
systématiquement représentée en mS/m.

conductivité σ via la formule 2.8 puis replacée en Figure 2.12 (b) à une élévation définie comme
la moyenne entre celle de la source et celle du premier récepteur pointé, associé à ladite source.

σ = 2α

√
ε

µ
(2.8)

avec ε et µ supposés homogènes. Les valeurs relatives de ces deux paramètres ont été choisies
égales à 14, comme valeur moyenne de la partie supérieure du milieu issu de la tomographie,
et 1, par hypothèse initiale.
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Figure 2.13 – Exemples de régressions linéaires utilisées pour estimer l’atténuation. Les nom-
bres en bas à droite des régressions font référence à la numérotation des traces.

2.3.3.3 Conclusion

Le modèle de permittivité issu de la tomographie est cohérent avec l’analyse 1D des données
et les informations de la carotte. Par exemple, la nappe apparait à travers des permittivités
plus élevées en partie basse, notamment en dessous de la cote 537. On notera cependant
que le modèle parait assez lisse au niveau des couches signalées comme créant de fortes
réflexions/discontinuités dans les données. C’est aussi le cas concernant la galerie qui appa-
rait très étalée en comparaison de ses dimensions réelles (environ 2 mètres de diamètre).

Concernant la conductivité, la cohérence entre les modèles (Fig. 2.12) est plus mitigée. La
partie haute est très satisfaisante avec une valeur moyenne voisine de 3 mS/m dans les deux
cas. A l’opposé, la partie entre les cotes 535 et 555 m montre des tendances opposées. Pour
expliquer de telles différences, nous pouvons invoquer deux raisons. La première est liée à la
présence de la galerie qui diffracte une partie de l’énergie électromagnétique dans le milieu
conduisant à une conductivité surestimée. La deuxième trouve son origine dans la complexité
du milieu stratifié qui rend le processus de picking des amplitudes par couche difficile comme
illustré par le radargramme en Figure 2.9 (c). Ainsi, pour l’inversion, nous prendrons comme
modèle initial de conductivité celui obtenu à partir du modèle de permittivité, qui est plus
robuste.

Cette première évaluation des modèles initiaux met en avant deux parties distinctes au sein
du modèle. Une partie haute relativement homogène et une partie basse plus complexe avec
la galerie et la discontinuité introduite par la nappe. Ainsi, nous nous concentrerons d’abord
sur l’inversion des données acquises dans la partie haute avant de revenir ultérieurement sur
l’ensemble du profil.
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2.3.4 Conversion 3D/2D

2.3.4.1 La formulation

Dans la mesure où les outils de modélisation et d’inversion, présentés dans la première partie
de cette thèse, requièrent des données 2D, il faut convertir les données acquises à Rustrel. Une
étude comparant deux techniques de conversion 3D/2D est proposée par Van Vorst et al.
(2014). Dans cette étude, les inversions basées sur un même jeu de données, mais converti
avec les deux techniques, amènent à des résultats similaires, proches du modèle de référence
validant les méthodes. Les auteurs mettent également en évidence que l’absence de conversion
des données mène à un modèle satisfaisant pour la permittivité mais pas pour la conductivité
dont les valeurs sont surestimées. Dans la mesure où la conductivité est souhaitée dans notre
étude, nous convertissons nos données avec la formule de Bleistein (1986) (formule (2.9)) qui
est évidement l’une des deux validées par Van Vorst et al. (2014). Par ailleurs, cette conversion
est déjà utilisée dans le contexte de la FWI appliquée à des données GPR par Klotzsche et al.
(2010b) et Lavoué (2014).

d 2D
obs (t) = d 3D

obs (t)eıπ/4
√

τ

fεmeanµ
(2.9)

où d 2D
obs (t) et d 3D

obs (t) désignent les données au format 2D et 3D, τ le temps de première
arrivée, εmean la valeur de permittivité moyenne sur le milieu (ici εr = 14 sur la partie haute).
Comme nous pouvons nous en rendre compte, cette formule est basée sur l’hypothèse forte
d’un milieu homogène (”mean”) ce qui explique également pourquoi nous étudions d’abord
la partie haute du modèle qui vérifie globalement cette hypothèse. On notera tout de même
que l’utilisation du temps de parcours τ permet de prendre en compte en partie des parcours
légèrement courbés.

2.3.4.2 Analyse des données converties

Après conversion 3D/2D du jeu de données complet, les effets de cette transformation
peuvent être visualisés sur une trace extraite du jeu de données (Fig. 2.14). Cette figure mon-
tre les amplitudes 2D de cette trace convertie en utilisant plusieurs permittivités relatives
moyennes. Les écarts d’amplitude deviennent non négligeables lorsque la valeur de permit-
tivité utilisée s’éloigne de la valeur moyenne choisie (14). La comparaison globale 3D/2D met
en évidence une augmentation d’amplitude venant rétablir la dispersion géométrique ainsi
qu’un léger changement de contenu fréquentiel (Fig. 2.15) pour l’ensemble des traces retenues
(7776). Le pic fréquentiel des données 3D à 71 MHz diminue légèrement pour passer à 69
MHz en 2D. Au-delà de ce décalage spectral, cette analyse fréquentielle est importante pour
avoir une idée des fréquences présentent dans les données et donc potentiellement sélectionnées
pour les inversions. En plus de ce graphique, où toutes les contributions sont sommées, il est
intéressant d’afficher des radargrammes dans différentes gammes de fréquences (Fig. 2.16). Il
est alors possible de mettre en évidence une sensibilité différente du champ d’ondes au milieu,
en fonction de son contenu fréquentiel. Ainsi, pour les fréquences inférieures à 50 MHz, les
hétérogénéités/discontinuités du milieu n’influencent pas ou très peu la propagation d’ondes.
Avec l’augmentation du contenu fréquentiel, l’influence des hétérogénéités se fait de plus en plus
forte jusqu’à la dernière bande de fréquence pour laquelle la discontinuité à 553 mètres stoppe
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quasiment la propagation des ondes vers le bas du profil. L’observation des données filtrées
permet également de se faire une idée sur le rapport signal sur bruit. Par exemple, il parait
peu avantageux de commencer l’inversion dans la bande 31/39 MHz sous peine d’interpréter
du bruit.
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Figure 2.14 – Exemple de conversion d’une trace de la 3D à la 2D pour différentes valeurs de
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Figure 2.16 – Radargrammes enregistrés pour la source située à 570 mètres et filtrées dans
différentes gammes de fréquences via un filtre de Butterworth passe-bande : (a) sans filtre, (b)
de 31 à 39 MHz, (c) de 35 à 43 MHz, (d) de 39 à 51 MHz, (e) de 43 à 60 MHz, (f) de 49 à 80
MHz, (g) de 59 à 103 MHz, (h) de 75 à 125 MHz et (i) de 105 à 170 MHz.
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2.4 Inversion des données réelles de Rustrel en parallèle de
données synthétiques

2.4.1 Introduction

Un des éléments-clés de l’inversion des formes d’ondes GPR appliquée aux données réelles est
l’obtention d’une ondelette source réaliste. En général, bien que l’on ait accès à cette ondelette
à l’aide d’enregistrements dans l’air, l’intéraction complexe entre le transmetteur et son milieu
environnant ne permet pas de véritablement bien la connâıtre. Ainsi, elle doit être estimée
numériquement lors du traitement des données et/ou au cours de l’inversion. Une première
approche en ce sens consiste à considérer la source comme une inconnue lors de la minimisation
du problème inverse, au même titre que la permittivité et la conductivité. Cette idée, introduite
par Tarantola (1984), a été récemment utilisée par Van Vorst (2014) pour l’inversion de données
GPR. Cependant, le faible nombre de fréquences considérées dans son travail ne permet pas de
visualiser l’ondelette source dans le domaine temporel, que ce soit avant ou après l’inversion, et
donc de bénéficier d’une analyse critique sur cette technique. Une deuxième approche, proposée
par Ernst et al. (2007a), permet d’obtenir la source à l’aide d’une technique de déconvolution
itérative. Une comparaison entre des deux approches (Belina et al. (2012a)) montre que la
deuxième approche est la plus fiable en matière de reconstruction de la source et des paramètres
du milieu. Notons cependant que Belina et al. (2012a) considèrent trois pas de descente (step-
length) lors de l’inversion conjointe de la source et des paramètres du milieu (permittivité,
conductivité). Par ailleurs, cette deuxième technique est utilisée avec succès par Klotzsche
et al. (2013) et Klotzsche et al. (2014) pour le traitement de données réelles. L’ensemble de
ces résultats nous amène à retenir l’inversion en deux phases distinctes et non une inversion
conjointe des trois inconnues en même temps.

Dans la mesure où le workflow a influencé notre choix global de l’inversion, il est proposé
en Figure 2.17. Premièrement (PART A), les traces associées aux rais quasi-horizontaux (dans
la limite d’un certain angle) sont alignées et normalisées. Les traces sélectionnées sont ensuite
inter-corrélées afin d’éliminer celles qui ne sont pas cohérentes et ainsi obtenir une source
où seule la forme (et donc la phase) de l’ondelette source est considérée. En parallèle, des
tomographies en temps et en amplitude sont réalisées afin de disposer de modèles initiaux de
permittivité et de conductivité. Deuxièmement (PART B), la phase et l’amplitude de l’onde
sont corrigées à l’aide d’une déconvolution des données observées par les fonctions de Green
calculées dans le milieu initial. Enfin (PART C), l’ondelette source obtenue est utilisée pour la
FWI où seuls les paramètres du milieu sont impliqués dans le processus de minimisation. En
cas de besoin, après plusieurs itérations de FWI, l’ondelette source peut être réestimée (”loop
2”) une ou plusieurs fois en vue de nouvelles inversions. L’inversion s’arrête dès que le critère
de convergence, basé sur la fonction coût, est atteint.

Ce workflow ne peut pas être appliqué en l’état aux données acquises à Rustrel car il doit être
adapté à l’inversion dans le domaine fréquentiel. Il est donc crucial de comprendre l’influence
des paramètres recherchés (source, permittivité et conductivité) et de la stratégie d’inversion
(stratégie fréquentielle, nombre d’itérations). Pour ce faire, quatre parties sont abordées dans
la suite. Dans la mesure où la première étape du workflow (Fig. 2.17) est l’estimation d’une
source, nous commencerons par cette étape, qui sera aussi l’occasion d’introduire le modèle
synthétique utilisé tout au long de ce chapitre. La deuxième partie consiste à réaliser l’inversion
monoparamètre de la permittivité à source fixée. Cette étape est l’occasion de tester, en plus de
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Figure 2.17 – Workflow utilisé par Klotzsche et al. (2010b) pour réaliser la FWI dans le
domaine temporel avec (ré)estimation de la source (étendu d’après Ernst et al. (2007a))

la source, la stratégie fréquentielle et le nombre d’itérations dans le but de préparer au mieux
l’introduction de la conductivité comme degré de liberté supplémentaire dans l’inversion. Cette
introduction, au cours de la troisième partie, vise tout d’abord à évaluer l’intérêt de réaliser
une inversion multiparamètres plutôt que monoparamètre mais aussi à trouver la meilleure
façon de le faire (inversion simultanée ou séquentielle). Enfin, lors de la dernière partie, la
source sera mise à jour régulièrement lors de l’inversion pour tenir compte de l’évolution du
milieu sur son estimation. A la fin, nous aurons donc un workflow comparable à celui présenté
précédemment ainsi qu’une évaluation du potentiel de celui-ci via les résultats obtenus sur le
modèle synthétique.
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2.4.2 Préliminaires

2.4.2.1 Définition du modèle synthétique

Pour tester l’efficacité et les limites de notre workflow, les données de Rustrel sont inversées
en parallèle d’un jeu de données synthétiques. Ces dernières sont modélisées pour un modèle
connu représentatif du modèle réel. Le modèle de permittivité de référence (Fig. 2.18 (a)) a été
conçu à partir des observations des données de forage et des valeurs de permittivité fournies
par la tomographie (Fig. 2.11 (b)). Notons que ce modèle, stratifié verticalement, présente une
partie supérieure relativement homogène. A l’inverse, la partie basse présente davantage de
contrastes avec en particulier deux couches plus rapides (permittivité plus faible), à l’image de
celles identifiées dans les données réelles, ainsi que des permittivités plus élevées représentatives
de la présence d’eau. La galerie a été supprimée du modèle afin de se concentrer sur les structures
non-anthropiques dans un premier temps. Le modèle de conductivité vraie (ou de référence),
présenté en Figure 2.18 (c) est obtenu par conversion du modèle de permittivité vraie, à l’aide
des lois de Topp et d’Archie (avec σw = 422 ·10−4S/m), pour simuler au mieux l’option retenue
pour les données réelles. Le modèle de permittivité synthétique initial (Fig. 2.18 (b)) est obtenu
par inversion des temps de première arrivée à partir des données synthétiques. La conductivité
initiale est obtenue par conversion du modèle de permittivité initial en suivant les lois de Topp
et d’Archie (avec σw = 422 · 10−4S/m) comme dans le cas réel. Le modèle est discrétisé selon
une grille de 1031 par 371 points avec une distance entre points de 0.05 mètre, à l’image de la
discrétisation retenue dans le cas réel. Le modèle est donc plus large que la distance réelle entre
les puits (17.71 mètre) pour éviter d’avoir les sources et récepteurs sur les bords du domaine.
L’acquisition utilisée reprend également le schéma des données réelles avec 42 sources espacées
de 1 mètre dans le forage gauche tandis que 187 récepteurs espacés de 25 cm enregistrent les
données dans le forage droit. Les positions des sources et des récepteurs tombent sur les points
de grille, ce qui n’est pas le cas lors des inverstigations sur données réelles où l’interpolation de
Hicks (Hicks (2002)) a du être utilisée. Enfin, l’ondelette source est un Ricker centré sur 100
MHz.

En plus d’évaluer l’efficacité de notre démarche, l’inversion des deux types de données
(réelles et synthétiques) en parallèle va permettre de contrôler les résultats issus des données
réelles et le cas échéant d’orienter nos choix en analysant les résultats issus du cas synthétique.
Les moyens de comparaison, entre types de données, consistent en la visualisation de caracté-
ristiques communes entre les modèles inversés et l’évolution de la fonction coût (ou misfit) dans
le domaine temporel. Bien que l’inversion des données se fasse exlusivement dans le domaine
fréquentiel, une fonction coût, calculée dans le domaine temporel, à postériori des inversions,
sert de moyen de comparaison. Pour obtenir la fonction coût en domaine temporel à une
étape particulière de l’inversion, il est nécessaire de calculer les fonctions de Green de chaque
fréquence dans le modèle souhaité avant de les convoluer à la source utilisée. Les radargrammes
ainsi obtenus peuvent être comparés aux données temporelles réelles/observées via la norme
L2 pour obtenir la fonction coût (misfit). Ce critère présente l’avantage de donner des ten-
dances globales facilitant les comparaisons. Il permet également de savoir dans quelle mesure
les modèles inversés expliquent les données temporelles observées.
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Figure 2.18 – Imagerie synthétique : modèles de référence de permittivité relative (a) et de
conductivité (c) (en mS/m). Modèles initiaux de permittivité relative (b) et de conductivité
(d) (en mS/m). La Figure (a) montre à gauche les positions des sources et à droite celles des
récepteurs.

2.4.2.2 Estimation de la source

Formulation

Lors de l’inversion, la signature de la source est obtenue par résolution d’un problème
d’inversion linéaire Pratt (1999) grâce à la relation de linéarité entre le champ d’ondes et le
terme source du système Au = s. Ainsi, dans le domaine fréquentiel, la signature de la source,
décrite ici pour une fréquence ω, une source s et un récepteur r, est classiquement calculée via
la relation

Sω,s,r =
g†ω,s,r d2D

obs,ω,s,r

g†ω,s,r gω,s,r
, (2.10)

où Sω,s,r est la valeur complexe de l’ondelette source pour le triplé (ω,s,r) pendant que
gω,s,r et d2D

ω,s,r désignent respectivement la fonction de Green et la donnée complexe enregistrée
pour le triplé (ω,s,r). Cette formule autorise l’obtention d’une source (phase et amplitude) en
une seule étape et offre une grande flexibilité dans le choix des sommations sur les sources et
les récepteurs. En règle générale, cette formule n’est utilisée que pour les quelques fréquences
discrètes impliquées dans l’inversion mais il est utile de l’élargir à toutes les fréquences puis
d’appliquer une transformée de Fourier inverse pour visualiser l’ondelette source dans le do-
maine temporel. Enfin, il faut garder à l’esprit qu’il existe un compromis entre la qualité du
modèle où les fonctions de Green sont calculées et la qualité de la source estimée : si le modèle
ne reproduit pas les données observées, alors la source estimée s’éloigne de la source réelle.
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Validation

Une étape indispensable consiste à valider la méthode en retrouvant l’ondelette de Ricker
utilisée dans le calcul des données observées dans le modèle de référence. Ce test a été mené
dans le modèle synthétique (Fig. 2.18 (a) et (c)). Grâce à la flexibilité de la formule 2.10,
l’estimation est faite globalement d’une part, et pour chaque source individuelle d’autre part,
comme illustré en Figures 2.19 (a) (en vert) et (b). L’ondelette de Ricker est retrouvée dans
chacun des cas validant ainsi la méthode et l’implémentation de cette dernière.
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Figure 2.19 – Imagerie synthétique. Comparaison (a) de sources reconstruites : en rouge le
Ricker, en vert la source estimée dans le milieu de référence et en bleu la source estimée avec
toutes les traces dans le milieu initial. (b) Estimations des ondelettes par source individuelle
dans le modèle de référence et (c) estimations des ondelettes par source individuelle dans le
modèle initial. Pour les figures (b) et (c), les sources individuelles numérotées 1 sont situées à
une profondeur de 47 mètres (en Figure 2.18 (a)) tandis que celles numérotées 42 sont situées
à une profondeur de 6 mètres.

Lors d’un test plus réaliste, l’ondelette source est calculée en déconvoluant les données
observées (dans le modèle en Figures 2.18 (a) et (c)) par les fonctions de Green calculées dans
le milieu initial (Fig. 2.18 (b) et (d)). L’ondelette source est encore évaluée individuellement
(Fig. 2.19 (c)) et globalement (Fig. 2.19 a). Comme l’indique cette dernière figure, l’ondelette
obtenue (en bleu) s’éloigne nettement du Ricker initialement utilisé en matière d’amplitude. Ce
résultat est la conséquence directe de la sommation, dans le domaine fréquentiel, de toutes les
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ondelettes sources estimées individuellement qui sont très différentes (Fig. 2.19 (c)). La grande
diversité des ondelettes et leur éloignement par rapport au Ricker s’expliquent par l’absence
dans les données du modèle tomographie lisse des fortes réflexions présentes dans les données
observées au niveau des forts contrastes. Cet exemple met clairement en évidence le besoin
d’estimer la source sur des portions du milieu où le modèle initial est proche du milieu de
référence. Pour rappel, la partie supérieure du modèle, où les sources individuelles sont les
mieux retrouvées, est celle qui présente le moins de contrastes et donc la plus grande proximité
au niveau des données entre le modèle de référence et le milieu tomographique.

2.4.2.3 Choix des sources

Compte tenu des éléments précédents et afin de disposer d’une ondelette source initiale
proche de l’ondelette de Ricker pour inverser les paramètres du milieu, une sélection manuelle
des traces prises en compte pour estimer la source est effectuée. L’observation de la Figure
2.19 (c) donne un premier moyen simple pour effectuer cette sélection. L’ensemble des traces
(environ 1500) associées aux sources allant des numéros 33 à 40 sont utilisées pour obtenir
la source ”Globale” présentée en Figure 2.20. Cependant, certaines de ces traces présentent
encore des diffractions non reproduites par les données initiales ou bien sont associées à un
offset important. Un deuxième tri, plus fin, est alors opéré sur ces traces pour en extraire
325 qui donnent à leur tour la source ”Filtered”. De cette façon, les ondelettes estimées par
sélection des traces se rapprochent du Ricker (Fig. 2.20), ce qui n’est pas le cas de celle (en
bleue) calculée sans analyse particulière (Fig. 2.19 (a)). Une analyse de ces sources dans le
domaine fréquentiel montre un décalage vers les basses fréquences lorsque la sélection est moins
restrictive (Fig. 2.21).
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Figure 2.20 – Imagerie synthétique : comparaison des sources estimées à partir d’une sélection
très stricte (Filtered source) et d’une sélection stricte (Global source) des traces avec le Ricker
de référence.

Un processus identique est appliqué aux données réelles pour déterminer les sources dites
globale (”Global”) et filtrée (”Filtered”) en partant des modèles initiaux en Figure 2.22. Le
résultat est présenté en Figure 2.23. La première a été obtenue à partir des 2008 traces retenues
sur la partie supérieure du modèle tandis que la seconde, issue d’une sélection plus fine, prend
en compte 442 de ces traces. Là encore, une baisse du contenu fréquentiel de la source est mise
en évidence (Fig. 2.24) lorsque la sélection est moins restrictive. Les sources obtenues ne sont
pas parfaitement causales, ce qui peut s’expliquer par un picking un peu tardif des temps de
première arrivée et/ou un manque de haute fréquence dans la source, résultant d’une sommation
destructive concernant ces fréquences. De manière globale, la différence, entre les deux sources
estimées, parait faible, notamment dans le cas synthétique où le Ricker est bien approché à
chaque fois. L’intérêt d’une telle sélection apparait donc questionnable et est investigué par la
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Figure 2.21 – Imagerie synthétique : spectres d’amplitude des sources présentées en Fig-
ure 2.20. La fréquence associée au pic décroit lorsque la source s’éloigne du Ricker, centré
sur 100 MHz, puisque ces pics se situent à 98 et 95 MHz pour les sources filtrée et globale,
respectivement.
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Figure 2.22 – Imagerie du site de Rustrel (top) : modèles initiaux de (a) permittivité relative
et (b) de conductivité (en mS/m) pour l’inversion de la partie supérieure de Rustrel. La figure
(a) montre l’acquisition, utilisée dans ce cas, avec à gauche les positions des sources et à droite
celles des récepteurs.
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Figure 2.23 – Imagerie du site de Rustrel (top) : sources estimées à partir d’une sélection très
stricte (Filtered source) et d’une sélection stricte (Global source).
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Figure 2.24 – Imagerie du site de Rustrel (top) : spectres d’amplitude des sources présentées
en Figure 2.23. La fréquence associée au pic d’amplitude décroit lorsque la sélection des traces
est moins stricte puisqu’ils se situent à 68.2 MHz et 67.4 MHz pour les sources filtrée et globale,
respectivement. Notons également le décalage global des deux courbes.

2.4.2.4 Choix de la discrétisation en fréquence

A la différence du workflow de la Figure 2.17, la FWI est réalisée ici dans le domaine
fréquentiel. Dans ce cadre, le choix des fréquences et la stratégie fréquentielle, suivies lors de
l’inversion, deviennent des points-clés. Comme nous l’avons vu dans la première partie, cette
thématique a fait l’objet de plusieurs investigations avec les travaux de Bunks et al. (1995) et
Sirgue & Pratt (2004), mais aussi plus récemment avec Brossier (2009) en sismique ou encore
Lavoué et al. (2014) pour l’électromagnétisme. Il en ressort que l’inversion doit être multi-
échelle, c’est-à-dire qu’elle doit commencer par les basses fréquences pour limiter les problèmes
de compatibilité cinématique (cycle skipping) entre les données observées et celles calculées dans
le modèle initial. Ensuite seulement, le contenu fréquentiel peut augmenter afin d’incorporer
des détails dans les modèles en vue d’atteindre la résolution maximum. Enfin, il est préférable
d’inverser successivement des groupes de fréquences se chevauchant plutôt que des fréquences
individuelles pour bénéficier de la redondance de l’information et ainsi stabiliser l’inversion.

Après visualisation des contenus fréquentiels des données (Fig. 2.15) et des sources (Fig. 2.21),
d’une part, et du rapport signal sur bruit des données (Fig. 2.16), d’autre part, la bande
fréquentielle 39-129 MHz est choisie pour inverser les données. A partir de cette bande et des
prérequis rappelés ci-dessus, deux stratégies d’échantillonnage en fréquence sont proposées dans
les tableaux 2.3 et 2.4. Dans chacune, l’échantillonnage au sein d’un groupe de fréquences est
équidistant et la borne supérieure est la même d’une stratégie à l’autre. La borne inférieure aug-
mente progressivement dans le premier cas, afin de conserver un nombre de fréquences constant
par groupe, alors que dans le second cas, cette borne inférieure reste la même quitte à avoir
plus de fréquences à inverser pour un groupe donné. Le but d’un tel choix est de comparer les
deux approches et de déterminer l’intérêt de conserver les basses fréquences au fur et à mesure
de l’inversion. Pour chacun de ces groupes de fréquences, le critère d’arrêt est fixé initialement
à 5 itérations.

Groupe 1 39, 41, 43, 45, 48, 51

Groupe 2 43, 46, 49, 52, 56, 60

Groupe 3 49, 54, 59, 64, 72, 80

Groupe 4 59, 67, 75, 83, 93, 103

Groupe 5 75, 85, 95, 105, 115, 125

Table 2.3 – Stratégie fréquentielle, dite Sweep, avec décalage progressif des fréquences (MHz).
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Groupe 1 39, 41, 43, 45, 48, 51

Groupe 2 39, 43, 47, 51, 55, 59

Groupe 3 39, 45, 51, 57, 63, 69, 75

Groupe 4 39, 47, 55, 63, 71, 79, 87, 95, 103

Groupe 5 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99, 109, 119, 129

Table 2.4 – Stratégie fréquentielle, dite Bunks, avec cumul des fréquences (MHz).

Les conditions décrites jusqu’à présent ne permettent pas d’imager correctement le milieu
car seules les zones voisines des sources et des récepteurs sont modifiées par l’inversion, ce qui
est interprété comme des artefacts. Afin d’éviter cela, ces zones sont gelées, c’est-à-dire que
le gradient y est forcé à zéro. Cependant, malgré cette disposition, des artefacts finissent par
apparaitre proches des sources et la discontinuité créée par la zone gelée pose question. Pour
faire face à ces deux problèmes, chaque gradient est lissé à l’aide d’un filtre Gaussien dont la
longueur de corrélation est de 0.4 mètre selon x et z. Cette dernière valeur présente l’avantage
de lisser les artefacts naissants dans le milieu sans trop réduire la résolution maximum de la
FWI, égale à la moitié de la plus petite longueur d’onde du milieu (Devaney (1984)).

2.4.3 Inversion monoparamètre de la permittivité

Dans un premier temps, seule la permittivité est inversée afin de tester l’influence de trois
paramètres : l’ondelette source, la stratégie fréquentielle et le nombre d’itérations. L’effet de
chaque paramètre est évalué en parallèle sur le cas réel et sur le cas synthétique pour comparer
les résultats.

2.4.3.1 Influence et choix de la source

Imagerie du site de Rustrel

Pour commencer, les ondelettes globale et filtrée (Fig. 2.23) sont utilisées pour inverser
les données réelles avec une stratégie dite Sweep et 5 itérations par groupe de fréquences,
en partant des modèles initiaux affichés en Figure 2.22. La Figure 2.25 présente les modèles
finaux de permittivité, associés à chaque source. Ces derniers modèles sont très proches et seuls
des profils verticaux permettent d’apprécier les variations. Ces profils diffèrent principalement
en parties basse et haute du modèle, c’est-à-dire dans des zones où la couverture en rais est
plus faible. Cette première image entre les deux puits permet d’observer une stratification
légèrement inclinée vers l’Est (la droite) et de constater des contrastes plus importants en
dessous de 550 mètres d’élévation avec une couche plus rapide. Cette couche était déjà visible
sur la tomographie des temps de première arrivée (Fig. 2.22) mais la FWI a permis d’en préciser
les limites et les valeurs intrinsèques. Malgré cette proximité apparente entre les deux modèles,
les fonctions coût associées montrent des différences (Fig. 2.26). La première différence est
liée à une erreur initiale plus faible (95 %) pour la source globale que pour celle de la source
filtrée (100 %). Ce résultat s’explique très probablement par une prise en compte de plus de
données lors de l’estimation de la source globale, menant à une plus grande représentativité
et donc une erreur plus faible. Cependant, au cours de l’inversion, la tendance s’inverse et la
source sélectionnée plus finement parait plus avantageuse. A la fin, les coûts sont de 51.7 et
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40.3 % du coût initial pour les sources globale et filtrée, respectivement. Pour les deux sources,
cette amélioration de l’ajustement aux données est observable lorsque l’on compare les données
calculées, avant et après inversion, aux données observées (Fig. 2.27). L’écart final de 11.4 %
(51.7 contre 40.3) entre les jeux de données issus des deux sources est également perceptible
sur les radargrammes présentés où les amplitudes des données calculées avec la source filtrée se
rapprochent davantage des données observées. Notons tout de même que les données calculées
finales, pour les deux sources, présentent un déficit global d’amplitude par rapport au jeu de
données réelles.
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Figure 2.25 – Imagerie du site de Rustrel (top) : modèles de permittivité relative reconstruits
pour les sources (a) globale et (b) filtrée avec une stratégie fréquentielle Sweep et 5 itérations
par groupe de fréquences. (c) Profils verticaux 1D à l’abscisse = 13.45 m
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Figure 2.26 – Imagerie du site de Rustrel (top) : évolution de la fonction coût au cours de
l’inversion. Les coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0) de la source filtrée. Les
coûts finaux sont de 51.7 et 40.3 % pour les sources globale et filtrée.
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Figure 2.27 – Imagerie du site de Rustrel (top) : radargrammes associés à la source située à
l’élévation 567 mètres. En première ligne : (a-b) données observées en noir, initiales en rouge et
finales en vert avec en (a) source globale et (b) source filtrée. En (c), comparaison des données
observées (en noir) avec les données finales calculées pour les sources globale (en rouge) et
filtrée (en vert). Les figures (d-f) présentent des résidus calculés à partir des champs d’ondes
des figures (a-c). En faisant la différence entre les champs d’ondes de couleur noire et rouge de
la figure a), j’obtiens le résidu de couleur rouge de la figure située juste en dessous (ici d). Je
note cette opération ”noir - rouge -> rouge”. De même la différence entre les champs d’ondes
de couleur noire et verte de la figure a) donne le champ d’ondes vert affiché en figure d) (”noir
- vert -> vert”). Je répète cette opération en figure b) pour obtenir les résidus de la figure e)
et en figure c) pour obtenir les résidus en figure f). Ce principe est valable pour les champs
d’ondes affichés sur ce format par la suite.
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Imagerie sur modèle synthétique

Les données simulées dans le modèle synthétique sont inversées pour les différentes sources
(Fig. 2.20) avec la stratégie Sweep et 5 itérations en partant des milieux initiaux (Fig. 2.18 (b)
et (d)). Pour avoir une référence, la source originelle (connue de type ”Ricker”) est également
utilisée. Les résultats (Fig. 2.28) montrent des couches horizontales plutôt bien reconstruites
et une augmentation des contrastes par rapport au modèle tomographique, à l’image du cas
réel. L’analyse des coûts montrent que les erreurs résiduelles sur les données sont très faibles
dans chacun des cas puisqu’elles sont comprises entre 4 à 6 % au final (Fig. 2.29), signe que
les données sont très bien expliquées. Dans cet exemple, et de manière surprenante, on n’ob-
tient pas de meilleurs résultats avec la source Ricker connue qui montre une erreur finale
intermédiaire (5.3 %) pendant que le modèle issu de la source filtrée (4.6 %) reste supérieur à
celui issu de la source globale (5.8 %), comme dans le cas réel. Un autre point commun entre
cas réel et synthétique, mis en évidence dans cette figure, concerne l’évolution des coûts qui
suit un comportement similaire avec une erreur initiale inférieure pour la source globale (86 %)
par rapport à la source filtrée (115 %) avant que la tendance ne s’inverse durant l’inversion. Les
faibles coûts obtenus dans cet exemple mettent bien en avant l’amélioration obtenue mais ren-
dent compliquée la visualisation des différences pour les sources estimées sur les radargrammes
(Fig. 2.31).
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Figure 2.28 – Imagerie synthétique : modèles de permittivité relative reconstruits pour les
sources (a) Ricker, (b) globale et (c) filtrée avec une stratégie fréquentielle Sweep et 5 itérations
par groupe. (d) Profils verticaux 1D à l’abscisse = 9.2 m. Notons que que les profils verticaux
des modèles sont quasiment superposés.

Dans la mesure où le milieu à reconstruire est connu, un outil supplémentaire est introduit
pour juger de la qualité des reconstructions et éventuellement indiquer si un modèle est mieux
reconstruit qu’un autre : c’est l’erreur entre les modèles de référence mj et reconstruit mj ,
donnée par la formule,
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Figure 2.29 – Imagerie synthétique : évolution de la fonction coût au cours de l’inversion. Les
coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0) de la source filtrée. Les coûts finaux sont
de 5.3, 5.8 et 4.6 % pour le Ricker et les sources globale et filtrée.

error =
100

M

M∑

j=1

|mj −mj |, (2.11)

où M désigne le nombre de points de discrétisation. Une fois la formule appliquée, les
résultats (Fig. 2.30) montrent des courbes très proches avec un résultat légèrement meilleur
pour les sources estimées. Cette observation, pouvant être mise en relation avec l’erreur sur les
données, semble s’expliquer par un meilleur comportement au niveau des zones gelées lorsque
le Ricker n’est pas utilisé.

Les résultats issus des données réelles et synthétiques indiquent que la source estimée fine-
ment est préférable à celle obtenue plus globalement même si l’avantage apparait plus faible
dans le cas synthétique. Pour cette raison, cette source dite ”filtrée” est conservée pour les tests
suivants.
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Figure 2.30 – Imagerie synthétique : évolution de l’erreur de permittivité relative au cours de
l’inversion.
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Figure 2.31 – Imagerie synthétique : radargrammes associés à la source située à 15 mètres de
profondeur. En première ligne : (a-b) données observées en noir, initiales en rouge et finales en
vert avec en (a) source globale et (b) source filtrée. En (c), comparaison des données observées
en noir et finales pour les sources globale en rouge et filtrée en vert. En seconde ligne : résidus
des données situées à l’aplomb avec à chaque fois ”noir - rouge -> rouge” et ”noir - vert ->
vert”.
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2.4.3.2 Influence de la stratégie fréquentielle

Jusqu’à présent, les données sont inversées en suivant la stratégie dite Sweep, pour laquelle
la gamme des fréquences inversées augmente à chaque nouvelle inversion non-linéaire sans que
les basses fréquences ne soient conservées. Cependant, l’autre stratégie (dite Bunks) doit être
testée et une comparaison des résultats, entre les deux stratégies, établie.

Imagerie du site de Rustrel

La Figure 2.32 montre les résultats des inversions pour les deux stratégies fréquentielles
(tableaux 2.3 et 2.4) avec la source filtrée et 5 itérations. Les nouveaux modèles présentent
les mêmes structures obliques et plus largement les mêmes caractéristiques. Cette similitude
est confirmée par le profil vertical montrant des variations mineures même dans les zones
où la couverture est la plus faible. L’évolution des coûts (Fig. 2.33), de l’état initial à l’état
final, indique qu’ils sont sensiblement les mêmes à toutes les étapes du workflow avec un écart
minime à l’état final (40.3 % pour Sweep et 40.4 % pour Bunks). Cette proximité ne donne
plus la possibilité de choisir une approche plutôt qu’une autre sur la base de ce seul critère. Les
données finales dans le domaine temporel (Fig. 2.34) renforcent la tendance observée jusqu’ici
avec des formes d’ondes quasiment superposées. Nous pouvons donc dire que les deux stratégies
fréquentielles suivent sensiblement le même chemin lors des inversions.
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Figure 2.32 – Imagerie du site de Rustrel (top) : modèles de permittivité relative reconstruits
pour la source filtrée avec une stratégie fréquentielle (a) Bunks et (b) Sweep et 5 itérations par
groupe. (c) Profils verticaux 1D à l’abscisse = 13.45 m
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 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  1  2  3  4  5

N
or

m
al

iz
ed

 d
at

a 
m

is
fit

Inversion Step

Sweep
Bunks

Figure 2.33 – Imagerie du site de Rustrel (top) : évolution de la fonction coût au cours de
l’inversion. Les coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0) identique. Les coûts finaux
sont de 40.3 et 40.4 % pour les stratégies Sweep et Bunks.
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Figure 2.34 – Imagerie du site de Rustrel (top) : radargrammes associés à la source située à
l’élévation 567 mètres. En première ligne : (a-b) données observées en noir, initiales en rouge
et finales en vert avec en (a) stratégie Sweep et (b) stratégie Bunks. En (c), comparaison des
données observées en noir et finales pour les stratégies Sweep en rouge et Bunks en vert. En
seconde ligne : résidus des données situées à l’aplomb avec à chaque fois ”noir - rouge -> rouge”
et ”noir - vert -> vert”.
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Imagerie sur modèle synthétique

Afin de conforter ces résultats, les données synthétiques sont inversées avec les deux stratégies
fréquentielles. Les modèles finaux de permittivité et les profils verticaux associés (Fig. 2.35)
mettent en avant des différences minimes. De leur côté, l’évolution des fonctions coût (Fig. 2.36,
dont les valeurs finales sont voisines (4.6 % pour Sweep et 5.0 % pour Bunks) et les données
dans le domaine temporel (Fig. 2.38), qui montrent des formes d’ondes superposées, ne per-
mettent toujours pas de choisir une méthode plutôt qu’une autre. Enfin, l’évolution de l’erreur
sur les modèles (Fig. 2.37) donne des résultats quasiment identiques. Nous pouvons conclure
définitivement : les deux approches sont équivalentes et la conservation des basses fréquences
au cours de l’inversion n’est pas utile ici.
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Figure 2.35 – Imagerie synthétique : modèles de permittivité relative reconstruits pour la
source filtrée avec des stratégies fréquentielles dites (a) Bunks et (b) Sweep et 5 itérations par
groupe de fréquences. (c) Profils verticaux 1D à l’abscisse = 9.2 m
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Figure 2.36 – Imagerie synthétique : évolution de la fonction coût au cours de l’inversion. Les
coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0) identique. Les coûts finaux sont de 4.6 et
5.0 % pour les stratégies Sweep et Bunks.
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Figure 2.37 – Imagerie synthétique : évolution de l’erreur de permittivité relative au cours de
l’inversion.
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Figure 2.38 – Imagerie synthétique : radargrammes associés à la source située à 15 mètres de
profondeur. En première ligne : (a-b) données observées en noir, initiales en rouge et finales
en vert avec en (a) stratégie Sweep et (b) stratégie Bunks. En (c), comparaison des données
observées en noir et finales pour les stratégies Sweep en rouge et Bunks en vert. En seconde
ligne : résidus des données situées à l’aplomb avec à chaque fois ”noir - rouge -> rouge” et
”noir - vert -> vert”.

Le coût de l’inversion étant directement proportionnel aux nombres de fréquences misent en
jeu (pour construire le gradient), il est plus intéressant, d’un point de vue des ressources infor-
matiques à mobiliser, de garder la stratégie faisant intervenir le moins de fréquences possibles.
Les résultats étant équivalents pour les deux stratégies et comme la stratégie Sweep nécessite
moins de fréquences, nous continuerons les investigations avec cette stratégie.
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2.4.3.3 Influence du nombre d’itérations

Comme cela se fait généralement dans le domaine fréquentiel, le nombre d’itérations a été
choisi de manière arbitraire à défaut de pouvoir se fixer un critère basé sur l’évolution des
données temporelles. On se demande ici dans quelle mesure ce choix influe sur les résultats.

Imagerie du site de Rustrel

Au lieu des 5 itérations par groupe de fréquences utilisées précédemment, les calculs sont
maintenant conduits avec 10 itérations (avec la stratégie Sweep et la source filtrée). La com-
paraison des résultats (Fig. 2.39), obtenus avec 5 et 10 itérations, indique que le changement
de ce paramètre a un impact non négligeable sur les reconstructions finales. La comparaison
des profils verticaux met en avant des variations sur toute la hauteur du modèle avec notam-
ment une augmentation des contrastes en partie basse du modèle. Ces contrastes plus forts
sont liés à un changement de ”forme” de la couche à 553 mètres, qui apparait plus accidentée,
et donc moins plane s’éloignant en fait de l’image que l’on peut avoir d’une strate géologique.
Bien que l’on puisse penser à une augmentation des artefacts le long de cette couche, il n’est
pas possible de l’affirmer de manière certaine car les dépôts géologiques se sont faits dans des
environnements chahutés pouvant donner des structures moins planes. En revanche, les arte-
facts déjà présents à proximité des zones gelées se développent de façon non négligeable avec
les 5 itérations supplémentaires. L’augmentation du nombre d’itérations se répercute aussi sur
l’évolution des coûts (Fig. 2.40) au travers d’une baisse de 2.7 % (40.3 contre 37.6 %). Cette
diminution est observable sur les radargrammes (Fig. 2.41), essentiellement sur les traces en-
registrées en partie basse du modèle. Au-delà de cette baisse, le nombre supérieur d’itérations
ne permet pas de réduire le déficit d’amplitude puisque c’est principalement la phase qui est
corrigée.
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Figure 2.39 – Imagerie du site de Rustrel (top) : modèles de permittivité relative reconstruits
pour la source filtrée avec une stratégie fréquentielle Sweep et 10 itérations par groupe. (c)
Profils verticaux 1D à l’abscisse = 13.45 m
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Figure 2.40 – Imagerie du site de Rustrel (top) : évolution de la fonction coût au cours de
l’inversion. Les coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0) identique. Les coûts finaux
sont de 40.3 et 37.6 % pour 5 et 10 itérations.
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Figure 2.41 – Imagerie du site de Rustrel (top) : radargrammes associés à la source située à
l’élévation 560 mètres. En première ligne : (a-b) données observées en noir, initiales en rouge et
finales en vert avec en (a) source globale et (b) source filtrée. En (c), comparaison des données
observées en noir et finales pour les sources globale en rouge et filtrée en vert. En seconde ligne :
résidus des données situées à l’aplomb avec à chaque fois ”noir - rouge -> rouge” et ”noir -
vert -> vert”.
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Imagerie sur modèle synthétique

A l’image du cas réel, l’inversion des données synthétiques avec 10 itérations a été menée
(avec la stratégie Sweep et la source filtrée) et le résultat est affiché en Figure 2.42. Cette
figure reprend le modèle issu des 5 itérations et présente une comparaison des profils verticaux.
Ces derniers montrent que le modèle de permittivité calculé avec 10 itérations est légèrement
plus proche du modèle de référence, ce qui est visible essentiellement au niveau des valeurs
maximales des strates. Cette plus grande proximité se traduit dans le calcul de l’erreur dans
l’espace des modèles en Figure 2.43 où l’erreur passe de 32.3 à 30.0 % tandis que la fonction
coût dans l’espace des données (Fig. 2.44) décroit de 4.6 à 3.2 %. Cette amélioration était
attendue mais elle reste encore très modeste puisqu’elle demeure inférieure à 2 % alors que le
nombre d’itérations a été multiplié par deux. Dans le même temps, des artefacts se développent
proches des zones gelées, même si dans le cas présent, ils semblent moins critiques que dans le
cas réel. Enfin, le faible écart de coût, sur des valeurs déjà faibles, n’a pas permis de visualiser
des changements interprétables dans les radargrammes qui ne sont donc pas montrés.
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Figure 2.42 – Imagerie synthétique : modèles de permittivité relative reconstruits pour la
source filtrée avec une stratégie fréquentielle Sweep et 10 itérations par groupe. (c) Profils
verticaux 1D à l’abscisse = 9.2 m

De manière globale, l’analyse des résultats des inversions des données réelles et synthétiques
montrent une légère réduction du coût lorsque l’inversion passe de 5 à 10 itérations par groupe
de fréquences. Cependant, cette amélioration reste faible et doit être nuancée au regard des
artefacts qui se développent, surtout dans le cas réel. Il n’est donc pas opportun, dans notre
cas, de passer de 5 à 10 itérations et nous retenons les cinq itérations pour les tests à venir.
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 25

 30

 35

 40

 45

 50

 55

 60

 65

 0  10  20  30  40  50

R
el

at
iv

e 
pe

rm
itt

iv
ity

 m
is

fit

Inversion Step

10 Iter.

Figure 2.43 – Imagerie synthétique : évolution de l’erreur de permittivité relative au cours de
l’inversion.
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Figure 2.44 – Imagerie synthétique : évolution de la fonction coût au cours de l’inversion. Les
coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0) identique. Les coûts finaux sont de 4.6 et
3.2 % pour 5 et 10 itérations.

2.4.3.4 Conclusion

Ce sous-chapitre montre tout l’intérêt d’utiliser l’inversion des champs d’ondes par rapport
à la tomographie. En effet, la prise en compte de l’ensemble des formes d’ondes a permis
d’améliorer de façon très nette la résolution du modèle géologique initial. Nous avons testé
plusieurs paramètres tels que la source utilisée, la stratégie fréquentielle ou encore le nombre
d’itérations. Il en ressort que le processus de sélection des traces utilisées pour estimer la source
a une influence positive sur le modèle et le coût final de l’inversion essentiellement dans le cas
réel. Nous avons donc retenu la stratégie d’estimation sélective de la source. Pour ce qui est de
la stratégie fréquentielle, les deux proposées dans cette étude ont donné des résultats identiques
et seule l’analyse des ressources informatiques mobilisées a permis de trancher pour la stratégie
utilisant le plus faible nombre de fréquences mises en jeu dans l’inversion. Enfin, il n’est pas
judicieux de vouloir trop itérer, car la réduction, presque forcée, du résidu conduit l’algorithme
à accroitre les artefacts au niveau de la zone gelée.

De manière générale, les résultats obtenus avec les données réelles et synthétiques indiquent
que l’inversion de la permittivité est un processus robuste. La proximité des messages issus des
résultats synthétique et réel encourage à continuer ainsi pour imager la conductivité dans une
démarche multiparamètres. L’inversion de ce paramètre est encouragée par le déficit d’ampli-
tude des données qui ne semblent pas être explicable par les modèles de permittivité déduits
même après 10 itérations.
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2.4.4 Inversion multiparamètres de la permittivité et la conductivité

La suite de ce travail d’inversion monoparamètre est l’inversion multiparamètres. Dans la
mesure où il existe un compromis encore non résolu entre permittivité et conductivité avec
l’algorithme l-BFGS, un scaling adapté doit être trouvé pour balancer l’influence de ces deux
paramètres. Ce sous-chapitre débute donc par une étude mêlant influence du scaling et de la
source afin de trouver un optimum.

2.4.4.1 Influence combinée de la source et du scaling

Imagerie du site de Rustrel

Les données réelles sont inversées avec les sources filtrée et globale (Fig. 2.23) pour différentes
valeurs de σ0, prises dans une gamme permettant de mettre à jour les deux paramètres simul-
tanément. Les modèles finaux de permittivité présentent de grandes similitudes quel que soit
le choix de la source et du scaling, comme lors des inversions monoparamètre. Cela explique
qu’un seul modèle final soit affiché en Figure 2.45. Ces similitudes sont mises en évidence sur
les profils verticaux affichés pour différentes sources et différents scaling. Les seules différences
significatives apparaissent en partie basse où la couverture en rais est la plus faible. A l’opposé,
la conductivité est plus variable comme l’illustre la Figure 2.46 où des différences existent à la
fois en termes de résolution et de valeurs moyennes.

549

551

553

555

557

559

561

563

565

567

569

571

573

575

577

E
le

va
tio

n 
(m

)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Distance (m)

11.0

11.5

12.0

12.5

13.0

13.5

14.0

14.5

15.0

15.5

16.0

16.5

(a)

 550

 555

 560

 565

 570

 575

 9  11  13  15  17

 E
le

va
tio

n 
(m

) 

 Relative permittivity 

init
4.0e-4

6.0e-4

8.0e-4

1.0e-3

(b)

 550

 555

 560

 565

 570

 575

 9  11  13  15  17

 E
le

va
tio

n 
(m

) 

 Relative permittivity 

init
4.0e-4

6.0e-4

8.0e-4

1.0e-3

(c)

Figure 2.45 – Imagerie du site de Rustrel (top) : (a) modèle de permittivité relative reconstruit
pour la source filtrée avec une stratégie fréquentielle Sweep, 5 itérations et σ0 = 0.0006 S/m.
Profils verticaux 1D à l’abscisse = 13.45 m pour la source globale (b) et la source filtrée (c).
L’ensemble des profils se superposent presque pour chaque source.

Une première lecture de ces résultats indique que les valeurs de conductivité obtenues via
la source globale sont en moyenne plus faibles que celles calculées avec la source filtrée. Ce
phénomène se produit de façon systématique quel que soit le scaling (Fig. 2.46 (k) à (n)).
Ces différences de valeurs moyennes sont à mettre directement en relation avec l’amplitude
des sources utilisées dans chaque cas. La source filtrée, dont l’amplitude est grande, donne
des conductivités moyennes grandes, tandis que la source globale, dont l’amplitude est plus
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Figure 2.46 – Imagerie du site de Rustrel (top) : (a-d) modèles de conductivité reconstruits
pour la source globale avec une stratégie fréquentielle Sweep, 5 itérations et les scaling : 0.0004,
0.0006, 0.0008 et 0.001 S/m. (f-i) comme (a-d) mais avec la source filtrée. (e) et (j) : profils
verticaux 1D à l’abscisse = 13.45 m des modèles (a-d) et (f-i). (k-n) profils verticaux 1D à
l’abscisse = 13.45 m pour les modèles associés à chaque scaling et les deux sources.

faible, donne des conductivités moyennes plus faibles. Ce phénomène logique montre le bon
comportement de l’algorithme qui corrige la valeur moyenne de conductivité du milieu pour
qu’à source fixée, et après propagation des ondes dans le milieu, les amplitudes des données
calculées fittent au mieux les amplitudes des données observées.

Une seconde lecture des résultats est possible à travers la variation de σ0. L’effet de balance
introduit par ce paramètre est bien mis en évidence par des modèles faiblement updatés lorsque
σ0 est faible, et fortement dans le cas inverse. Il en découle des modèles plus ou moins contrastés
en fonction de ce scaling (Fig. 2.46 (e) et (j)). Pour les scaling les plus élevés, des zones de très
faible conductivité apparaissent à travers une conductivité affichée à 1 mS/m (Fig. 2.46 (c),
(d), (h) et (i)). En réalité, la conductivité est voisine de zéro dans ces zones mais la dynamique
de l’affichage ne permet pas de le voir. Ces zones critiques apparaissent progressivement dans
l’inversion et c’est seulement la limite basse de conductivité, imposée par l’utilisateur (ici zéro),
qui empêche la conductivité d’y devenir négative. Il semble donc qu’il faille utiliser des valeurs de
scaling pas trop élevées afin de limiter l’apparition de ces zones. A ce stade, il n’existe aucun
critère objectif pour sélectionner un modèle, si ce n’est le dire d’expert : une conductivité
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négative dans les milieux géologiques n’est pas possible.

Ces exemples montrent que le modèle de permitivité obtenu après inversion peut être con-
sidéré comme robuste lors des inversions mono et multiparamètres alors que celui de conduc-
tivité sera à considérer de manière qualitative et relatif. Quoi qu’il en soit, la prise en compte
de cette grandeur physique dans la modélisation directe et l’inversion permet de mieux expli-
quer les données, comme souligné par les fonctions coûts (Fig. 2.47). En effet, l’introduction
de la conductivité, comme degré de liberté supplémentaire, conduit à une décroissance plus
importante de la fonction coût par rapport au cas monoparamètre. L’analyse chiffrée met en
évidence une diminution moyenne de 10 et 20 % pour les sources filtrée et globale par rapport à
l’inversion monoparamètre. Il en résulte un écart resserré, entre les deux stratégies d’estimation
de la sources, compris entre 2 et 4 % selon la valeur de σ0 (0.30 pour la source filtrée contre 0.33
% pour la source globale, en moyenne). Dans la mesure où l’amélioration apportée par l’inver-
sion de la conductivité est significative, elle est directement observable dans les radargrammes
(Fig. 2.48 et 2.49).
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Figure 2.47 – Imagerie du site de Rustrel (top) : évolution de la fonction coût au cours de
l’inversion. Les coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0) de la source filtrée. Les
coûts finaux moyens pour la source globale (a) et la source filtrée (b) sont de 33 et 30 %. Les
coûts monoparamètres ont été ajoutés.
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Figure 2.48 – Imagerie du site de Rustrel (top) : radargrammes associés à la source située à
l’élévation 567 mètres. En première ligne : (a-b) données observées en noir, initiales en rouge
et finales avec en vert (a) inversion monoparamètre et (b) inversion multiparamètres. En (c),
comparaison des données observées en noir et finales pour les inversion mono en rouge et
multiparamètres en vert. En seconde ligne : résidus des données situées à l’aplomb avec à
chaque fois ”noir - rouge -> rouge” et ”noir - vert -> vert”.
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200 240 280 320
Time (ns)

555

560

565

570

E
le

va
tio

n 
(m

)

200 240 280 320

555

560

565

570

200 240 280 320

555

560

565

570

(a)

200 240 280 320
Time (ns)

555

560

565

570

E
le

va
tio

n 
(m

)

200 240 280 320

555

560

565

570

200 240 280 320

555

560

565

570

(b)

200 240 280 320
Time (ns)

555

560

565

570

E
le

va
tio

n 
(m

)
200 240 280 320

555

560

565

570

200 240 280 320

555

560

565

570

(c)

200 240 280 320
Time (ns)

555

560

565

570

E
le

va
tio

n 
(m

)

200 240 280 320

555

560

565

570

(d)

200 240 280 320
Time (ns)

555

560

565

570

E
le

va
tio

n 
(m

)

200 240 280 320

555

560

565

570

(e)

200 240 280 320
Time (ns)

555

560

565

570

E
le

va
tio

n 
(m

)

200 240 280 320

555

560

565

570

(f)

Figure 2.49 – Imagerie du site de Rustrel (top) : radargrammes associés à la source filtrée
située à l’élévation 560 mètres. En première ligne : (a-b) données observées en noir, initiales
en rouge et finales en vert pour (a) inversion monoparamètre et (b) inversion multiparamètres.
En (c), comparaison des données observées en noir et finales pour les inversions mono en rouge
et multiparamètres en vert. En seconde ligne : résidus des données situées à l’aplomb avec à
chaque fois ”noir - rouge -> rouge” et ”noir - vert -> vert”.
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Imagerie sur modèle synthétique

Dans la continuité du travail fait en monoparamètre, les données synthétiques font l’objet
d’inversions multiparamètres avec la statégie Sweep, 5 itérations, les sources (Fig. 2.20) et une
gamme de σ0 identique au cas réel (de 0.4 à 1 mS/m). Les modèles finaux de permittivité et
les profils verticaux associés (Fig. 2.50) confirment la robustesse du processus d’inversion pour
ce paramètre au travers de reconstructions presque identiques. Les modèles de conductivité,
présentés en Figure 2.51 ainsi que les profils associés en Figure 2.52 montrent des variations
analogues à celles observées précédemment. Ainsi, on retrouve le décalage vers des valeurs
moyennes de conductivité plus faibles lorsque la source est de plus faible amplitude ou plus
basse fréquence mais aussi des contrastes de conductivité de moins en moins marqués lorsque
le scaling décroit. Notons que les décalages constants sont plus faibles que dans le cas réel.
Cette observation est probablement liée à l’utilisation de sources elle-mêmes plus proches de la
source référence en matière d’amplitude.
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Figure 2.50 – Imagerie synthétique : (a) modèle de permittivité relative reconstruit pour la
source filtrée avec une stratégie fréquentielle Sweep, 5 itérations et σ0 = 0.0006 S/m. Profils
verticaux 1D à l’abscisse = 9.2 m pour le Ricker (b), la source globale (c) et la source filtrée
(d). L’ensemble des profils se superposent presque pour chaque source.

L’analyse des coûts montre des tendances variables (Fig. 2.53). Lorsque le Ricker ou la
source filtrée sont utilisés, les erreurs mesurées dans les cas multiparamètres sont systémati-
quement plus faibles que celles issues du cas monoparamètre. Par contre, dans le cas de la
source globale, l’erreur moyenne, calculée pour les différents scaling, est confondue avec l’erreur
monoparamètre. Ainsi, au fur et à mesure que la source utilisée dans l’inversion s’éloigne de la
source de référence, l’intérêt d’inverser la conductivité diminue.
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Figure 2.51 – Imagerie synthétique : modèles de conductivité reconstruits avec une stratégie
fréquentielle Sweep et 5 itérations. Les sources utilisées sont le Ricker (première ligne), la source
globale (deuxiéme ligne) et la source filtrée (troisième ligne). Les scaling utilisés sont 0.0004,
0.0006, 0.0008 et 0.001 S/m de la première à la quatrième colonne.
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Figure 2.52 – Imagerie synthétique : profils verticaux 1D à l’abscisse = 9.2 m pour les modèles
présentés en Figure 2.51. Première ligne : profils tracés pour le Ricker (a) et les sources globale
et (b) et filtrée (c). Deuxième ligne : profils tracés pour les scaling 0.0004 (d), 0.0006 (e), 0.0008
(f) et 0.001 S/m (g).

En l’espèce, le gain obtenu en inversant la conductivité semble faible comparé au cas réel,
avec une diminution de seulement 2 à 3 % dans les meilleurs cas (Fig. 2.53). Cela résulte très
probablement d’une plage de variation de conductivité relativement restreinte (par rapport au
cas réel) ne permettant pas à ce paramètre d’avoir un impact fort sur les résidus. Nous sommes
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Figure 2.53 – Imagerie synthétique : évolution de la fonction coût au cours de l’inver-
sion. Les coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0) de la source filtrée. Les coûts
monoparamètres ont été ajoutés. Les coûts sont présentés pour les différents scaling et les
différentes sources : (a) Ricker, (b) source globale et (c) source filtrée.

 25

 30

 35

 40

 45

 50

 55

 60

 65

 0  5  10  15  20  25

R
el

at
iv

e 
pe

rm
itt

iv
ity

 m
is

fit

Inversion Step

Mono

3.0e
-4

4.0e
-4

5.0e
-4

6.0e
-4

7.0e
-4

8.0e
-4

1.0e
-3

(a)

 25

 30

 35

 40

 45

 50

 55

 60

 65

 0  5  10  15  20  25

R
el

at
iv

e 
pe

rm
itt

iv
ity

 m
is

fit

Inversion Step

Mono

3.0e
-4

4.0e
-4

5.0e
-4

6.0e
-4

7.0e
-4

8.0e
-4

1.0e
-3

(b)

 25

 30

 35

 40

 45

 50

 55

 60

 65

 0  5  10  15  20  25
R

el
at

iv
e 

pe
rm

itt
iv

ity
 m

is
fit

Inversion Step

Mono

3.0e
-4

4.0e
-4

5.0e
-4

6.0e
-4

7.0e
-4

8.0e
-4

1.0e
-3

(c)

 0.016

 0.018

 0.02

 0.022

 0.024

 0  5  10  15  20  25

C
on

du
ct

iv
ity

 m
is

fit

Inversion Step

Mono
3.0e-4

4.0e-4

5.0e-4

6.0e-4

7.0e-4

8.0e-4

1.0e-3

(d)

 0.016

 0.018

 0.02

 0.022

 0.024

 0  5  10  15  20  25

C
on

du
ct

iv
ity

 m
is

fit

Inversion Step

Mono
3.0e-4

4.0e-4

5.0e-4

6.0e-4

7.0e-4

8.0e-4

1.0e-3

(e)

 0.016

 0.018

 0.02

 0.022

 0.024

 0  5  10  15  20  25

C
on

du
ct

iv
ity

 m
is

fit

Inversion Step

Mono
3.0e-4

4.0e-4

5.0e-4

6.0e-4

7.0e-4

8.0e-4

1.0e-3

(f)

Figure 2.54 – Imagerie synthétique. Première ligne : évolution de l’erreur de permittivité rela-
tive au cours de l’inversion pour le Ricker (a),(b) source globale et (c) source filtrée. Deuxième
ligne : évolution de l’erreur de conductivité au cours de l’inversion pour le (d) Ricker, (e) la
source globale et (f) la source filtrée.

donc dans un cas où l’influence de la conductivité est difficile à mettre en évidence.

La formule 2.11 est utilisée pour calculer les erreurs dans l’espace des modèles en fonction
des sources et des scaling. Les résultats, rassemblés en Figure 2.54, confirment les informations
avancées jusqu’ici. La permittivité est robuste vis-à-vis des scaling et des sources utilisées alors
que la conductivité y est très sensible. L’analyse des erreurs de conductivité se divise en deux
parties : avant et après les trois premiers groupes de fréquences (step 15).

Après les trois premiers groupes de fréquences, les inversions menées avec le Ricker voient
les erreurs sur la conductivité décroitre de façon monotone et cela d’autant plus que le scaling
est élevé. A l’opposé, lorsque les sources estimées sont utilisées, les erreurs de conductivité
tendent à se stabiliser voire à augmenter. Il existe donc un lien entre la qualité de la restitution
haute fréquence de la source et la qualité de la reconstruction de la conductivité. En effet, la
perte de haute fréquence des sources estimées (Fig. 2.21) crée un décalage moyen des valeurs de
conductivité (Fig. 2.52) par rapport à celles obtenues avec le Ricker. Ce décalage se répercute
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ensuite sur la conductivité (Fig. 2.54 (d-f)).

En se fiant uniquement à l’erreur de conductivité finale, nous aurions tendance à choisir
les scaling les plus grands. Cependant, l’erreur ne décroit pas de façon monotone lors des
deux derniers groupes de fréquences. Ainsi, lors de ces deux groupes, l’algorithme corrige en
priorité la permittivité au détriment de la conductivité dont l’erreur peut augmenter lorsque les
scaling les plus grands sont utilisés. Comme cette augmentation n’est pas souhaitable, nous ne
retenons pas les scaling associés à ce phénomène. En définitive, le scaling répondant le mieux
aux critères de décroissance monotone sur l’ensemble de l’inversion et d’erreur minimale finale
est σ0 = 0.0006 S/m. Compte tenu des comportements et des caractéristiques similaires entre
les inversions de données réelles et synthétiques, ce scaling est également retenu dans le cas réel.
La visualisation des modèles associés (Fig. 2.46 (b) et (g)) montrent que les bornes imposées
ne sont pas atteintes pour la source filtrée, et presque pas pour la source globale, tout en ayant
des contrastes marqués, ce qui tend à valider ce choix.

Pour conclure, il existe un fort compromis entre la source estimée initialement et la con-
ductivité reconstruite. Comme la source n’est pas mise à jour lors de l’inversion, il est donc
primordial d’avoir une source aussi fiable que possible dès le départ si l’on veut obtenir la
conductivité la plus correcte possible. Au-delà de cette conclusion, cette investigation soulève
deux questions :

Comment se fait-il, qu’à l’état final, il y ait un seul modèle de permittivité alors que plusieurs
modèles de conductivité, différenciés uniquement par la résolution, coexistent ? Est-ce que le
manque potentiel de hautes fréquences des sources estimées dans le cas réel suffit à expliquer
les différences importantes de résolution entre la permittivité et la conductivité (comparaison
des Figures 2.45 (a) et 2.46 (g)), malgré un diagramme de radiation semblable ?

2.4.4.2 Nombre d’itérations et inversion monoparamètre pour la conductivité

Afin de réévaluer, dans le cadre d’une approche multiparamètres, les résultats obtenus
en monoparamètre concernant le nombre d’itérations, les données réelles et synthétiques sont
inversées avec : le scaling optimal (σ0 = 0.0006 S/m), les sources filtrées (obtenues dans les cas
réel et synthétique), la stratégie Sweep et 10 itérations par groupe de fréquences. Les résultats
(Fig. 2.55) indiquent que la borne inférieure de conductivité est de nouveau atteinte au travers
des valeurs proches de zéro. Ainsi, l’augmentation du nombre d’itérations, non souhaitable mais
non préjudiciable pour la permittivité (cf partie 2.4.3.3), devient critique lorsque la conductivité
est inversée. L’analyse des coûts encourage à conserver l’augmentation du nombre d’itérations,
car les coûts finaux diminuent de manière non négligeable de 6.7 et 2.4 % (Fig. 2.56). Suite à
cette divergence des résultats concernant l’intérêt d’augmenter ou pas le nombre d’itérations,
nous choisissons tout de même de continuer avec 5 itérations pour éviter de trop converger et
endommager la conductivité, quitte à avoir un modèle plus lisse.

Grâce aux profils verticaux (Fig. 2.55 (c) et (f)), il est intéressant de noter que l’augmen-
tation du nombre d’itérations ou l’utilisation d’un scaling plus élevé ont des effets analogues
sur l’évolution des modèles de conductivité. En effet, ces 2 approches mènent à un modèle plus
contrasté et plus proche du modèle vrai (dans le cas synthétique). Pour expliquer cette obser-
vation, on peut émettre l’hypothèse qu’un scaling et/ou un nombre d’itérations relativement
faible ne permettent pas d’atteindre le vrai modèle final de conductivité mais plutôt un modèle
intermédiaire entre le vrai modèle final et le modèle initial. Si cette hypothèse était vérifiée,
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Figure 2.55 – Imagerie du site de Rustrel (top) (première ligne) et imagerie synthétique
(seconde ligne). Première ligne : modèles de conductivité reconstruits avec une stratégie
fréquentielle Sweep, la source filtrée, σ0 = 0.0006 S/m en utilisant 5 (a) et 10 (b) itérations
par groupe de fréquences puis profils verticaux 1D (c) à l’abscisse x = 13.45 m. (d-f) comme
pour ((a-c) mais le profil est relevé à l’abscisse x = 9.2 m. Le profil vertical, calculé pour une
source filtrée, la stratégie Sweep, σ0 = 0.001 S/m et 5 itérations par groupe de fréquences, a
été ajouté dans les deux cas.

elle expliquerait l’origine des différents modèles de conductivité présentés en Figures 2.46 et
2.51.

Afin de valider cette hypothèse, une nouvelle inversion synthétique monoparamètre est
menée. Les données observées sont calculées avec la source Ricker dans les modèles de référence
(Fig. 2.18 (a) et (c)). Dans cet exemple, seule la conductivité est reconstruite en partant du
modèle initial (Fig. 2.18 (d)) pendant que la permittivité, supposée connue et identique au
modèle de référence, reste fixe. Pour éviter l’influence des différents groupes de fréquences, seul
le premier groupe est considéré dans l’inversion pendant que le nombre d’itérations maximales
est porté à 20 pour évaluer s’il y convergence vers une solution unique ou pas. Enfin, plusieurs
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Figure 2.56 – Imagerie du site de Rustrel (top) en (a) et imagerie synthétique (b) : évolution
de la fonction coût au cours de l’inversion. Les coûts ont été normalisés par le coût initial (Step
0) de la source filtrée associée à chaque cas. Lorsque l’on passe de 5 à 10 itérations, les coûts
finaux passe de 30.6 à 23.9 % en (a) et de 4.3 à 1.9 % en (b).

valeurs de σ0 sont testées.

Le modèle final de conductivité obtenu pour le scaling optimal est présenté en Figure 2.57
(a). Il est accompagné des profils verticaux extraits des modèles de conductivité obtenus à
différentes itérations pour les différents scaling. La justesse du modèle présenté avec la référence
(Fig. 2.18 (b)) est à mettre sur le compte de la bonne cinématique fournie par la permittivité
vraie et de la source utilisée. Ceci est confirmé par le profil vertical associé (Fig. 2.57 (e)), qui
est voisin du profil de référence, comme tous les autres d’ailleurs. Avec un nombre d’itérations
suffisant, il est donc possible de converger vers le modèle unique. Par ailleurs, l’analyse des
profils associés aux premières itérations (Fig. 2.57 (b) et (c)) montre que le scaling a une
influence forte sur la convergence vers le modèle unique. De manière contre-intuitive au premier
abord, les scaling les plus élevés ne permettent pas forcément de converger plus rapidement
vers le modèle vrai. Ce phénomène, illustré sur les profils verticaux par une convergence plus
rapide pour σ0 = 0.0006 S/m (qui n’est pas le scaling le plus élevé), s’explique par l’interaction
entre l’effet du scaling sur le paramètre à reconstruire et le gradient associé, d’une part, et les
règles de Wolf utilisées pour calculer la longueur de descente, d’autre part. Dans ce contexte,
les divers degrés de convergence de la conductivité, visibles lors des premières itérations, au
niveau des couches les plus rapides, sont à rapprocher des observations faites en Figures 2.46
(e) et (j), 2.52 (d-g) et 2.55 (c) et (f).

En définitive, les investigations multiparamètres ont révélé que le scaling et le nombre
d’itérations ont un effet commun : une convergence de la conductivité vers des modèles de
plus en plus contrastés jusqu’à atteindre des valeurs non physiques par endroits. Pour éviter ce
dernier point, nous pouvons et avons joué sur deux leviers : limiter le nombre d’itérations (à 5)
et/ou utiliser des scaling relativement faibles de manière à favoriser la permittivité plutôt que
la conductivité. Dans la continuité, le dernier test a permis d’expliquer l’origine des différents
modèles de conductivité obtenus en Figure 2.51 : tous les modèles convergent vers une solution
(ou au moins un groupe de solutions voisines) mais sont stoppés à des stades de convergence
différents. Il faudra donc garder à l’esprit que les conductivités absolues des couches géologiques
ne seront probablement jamais atteints dans cette étude.
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Figure 2.57 – Imagerie synthétique : modèle de conductivité reconstruit lors d’une inversion
monoparamètre à permittivité vraie avec le Ricker, le premier groupe de fréquence, 20 itérations
et σ0 = 0.0006 S/m. Des profils verticaux de conductivité 1D sont relevés à l’abscisse = 9.2
après (b) 2, (c) 4, (d) 11 et (e) 18 itérations dans ce cas mais aussi pour d’autres scaling.
Notons que tous les profils convergent vers une solution unique lorsque le nombre d’itérations
est suffisamment grand.

2.4.4.3 Une inversion multiparamètres ou deux inversions monoparamètres ?

Depuis le début de ce chapitre, nous nous efforçons d’inverser simultanément la permittivité
et la conductivité avec la difficulté de sélectionner un scaling optimal. On peut donc se deman-
der s’il n’est pas plus judicieux de raisonner en deux étapes successives dans un workflow dit
séquentiel. Lors d’une première étape, la permittivité est inversée à conductivité initiale fixée
puis, lors d’une seconde étape, la conductivité est inversée en prenant comme modèle de per-
mittivité fixé celui obtenu lors de la première étape. En plus de s’affranchir du scaling, une
telle démarche présente l’avantage de fournir une cinématique fiable pour bien reconstruire la
conductivité. L’investigation monoparamètre réalisée précédemment (cf partie 2.4.4.2) renforce
d’ailleurs ce point de vue car le modèle final de conductivité était satisfaisant (Fig. 2.57 (a)).

En fait, la première étape de ce nouveau workflow a déjà été réalisée (cf partie 2.4.3.1).
Concernant la seconde étape, nous repartons des modèles finaux de permittivité présentés en
Figures 2.25 et 2.28 puis inversons la conductivité. Pour ce qui est des entrées requises pour
ces inversions, le scaling est fixé à 1 (pas de scaling), les modèles initiaux de conductivité sont
en Figures 2.22 (b) et 2.18 (d), la stratégie fréquentielle dite Sweep est utilisée avec 5 itérations
par groupe de fréquences et les différentes sources sont testées.

Les modèles finaux de conductivité, pour les données synthétiques et réelles, sont fournis
respectivement en Figures 2.58 et 2.59. Dans le cas synthétique, les modèles finaux de conduc-
tivité, issus des différentes sources, présentent de nombreuses oscillations. Un tel phénomène
n’est pas nouveau et a déjà été rencontré par Kamei & Pratt (2013) en sismique cross-hole et
Lavoué et al. (2014) en électromagnétisme (illumination complète et de surface). Les oscilla-
tions apparaissent lorsque l’inversion favorise la conductivité comme c’est le cas ici à travers un
poids infini pour la conductivité. Après investigations, ces auteurs arrivent à la conclusion que
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0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

D
ep

th
 (

m
)

0 3 6 9 12 15 18
Distance (m)

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

(a)
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

D
ep

th
 (

m
)

0 3 6 9 12 15 18
Distance (m)

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

(b)
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

D
ep

th
 (

m
)

0 3 6 9 12 15 18
Distance (m)

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

(c)

Figure 2.58 – Imagerie synthétique : modèles de conductivité reconstruits lors d’une inversion
monoparamètre après une première inversion monoparamètre de la permittivité. Les résultats
ont été obtenus pour le Ricker (a), la source globale (b) et la source filtrée (c) avec 5 itérations
par groupe de fréquences, la stratégie Sweep et σ0 = 1. Notons les nombreuses oscillations.
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Figure 2.59 – Imagerie du site de Rustrel (top) : modèles de conductivité reconstruits lors
d’une inversion monoparamètre après une première inversion monoparamètre de la permittivité.
Les résultats ont été obtenus pour la source globale (a) et la source filtrée (b) avec 5 itérations
par groupe de fréquences, la stratégie Sweep et σ0 = 1.

ces fluctuations sont non physiques et qu’elles trouvent leur origine dans le compromis entre les
paramètres. Dans le cas présent, le filtre gaussien, mis en place pour lisser le gradient, n’est pas
suffisant pour empêcher l’apparition de ces artéfacts. Pour y remédier, Kamei & Pratt (2013)
proposent une deuxième inversion multiparamètres et non plus monoparamètre. Cependant, ce
choix implique à nouveau de définir un scaling optimal afin de balancer le poids des paramètres
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lors de la seconde inversion.

Dans le cas réel, en plus des oscillations, le compromis se manifeste par une surestimation
nette des valeurs de conductivité (autant à la hausse qu’à la baisse). De tels artéfacts trouvent
leur origine dans un résidu non négligeable associé à la permittivité à l’issue de la première
étape. Un tel résidu existe puisque l’augmentation du nombre d’itérations, non retenue ici
à cause des artéfacts, conduit à réduire l’écart entre modèles de référence et final (cf par-
tie 2.4.3.3). Ce résidu issu de la permittivité est corrigé lors de la seconde étape par de la
conductivité menant naturellement à la surestimation observée.

Quoi qu’il en soit, ces exemples montrent, que dans le cas présent, il est préférable d’inverser
simultanément les deux paramètres avec un scaling judicieusement choisi dès le début. Ce
choix de workflow simultané, plutôt que séquentiel, est d’ailleurs renforcé par un coût de calcul
double requis par l’option séquentielle pour laquelle les cinq inversions non-linéaires doivent
être réalisées deux fois.

2.4.4.4 Conclusion

Les tests réalisés au cours de ce sous-chapitre ont tout d’abord permis d’évaluer l’intérêt
de passer d’une inversion monoparamètre à une inversion multiparamètres. Les résultats issus
des données réelles et synthétiques montrent que ce passage est essentiel si l’on veut expliquer
au mieux les formes d’ondes électromagnétiques. Cependant, il est apparu, au fur et à mesure
des investigations, que la conductivité nouvellement introduite n’est pas quantitative mais
qualitative. En effet, elle est apparue très sensible à la source utilisée, surtout pour les hautes
fréquences, mais aussi au scaling et aux nombres d’itérations utilisés. Pour faire face à cette
sensibilité, nous avons dû fixer un scaling et un nombre d’itérations relativement faibles pour
limiter l’update de ce paramètre évitant ainsi la convergence vers des valeurs non physiques.
Enfin, nous avons testé l’intérêt d’une inversion séquentielle de la permittivité et de la conduc-
tivité, plutôt que simultanée, mais les résultats obtenus montrent qu’il est préférable de rester
sur une inversion simultanée.

2.4.5 Inversion multiparamètres et mise à jour de la source

A l’issue des investigations précédentes, il apparait que le choix d’une source estimée au
début de l’inversion, puis fixée par la suite, est une limitation à la reconstruction de la con-
ductivité (Fig. 2.54 (d-f)). Le but de cette partie est donc de tester l’intérêt d’une mise à jour
régulière de la source.

Il existe au moins deux possibilités pour réestimer la source, soit à chaque itération non
linéaire, soit à chaque inversion non linéaire. Dans cette étude, c’est la seconde possibilité qui
est retenue, afin de permettre au milieu géologique d’être corrigé suffisamment entre deux mises
à jour de l’ondelette, limitant ainsi les possibles effets ”aller-retour” entre la source et le milieu.
La source nouvellement estimée, à la fin d’un groupe de fréquences, est utilisée pour inverser
le suivant. A l’image du travail développé jusqu’ici, l’inversion des données réelles précède celle
des données synthétiques avec, dans les deux cas, une inversion monoparamètre et une inversion
multiparamètres (avec σ0 = 0.0006 S/m).
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2.4.5.1 Imagerie du site de Rustrel

Les Figures 2.60, 2.61 et 2.62 montrent les modèles reconstruits et les profils verticaux as-
sociés. Ces figures mettent en avant la grande stabilité de la reconstruction de la permittivité
vis à vis de l’évolution de la source, que ce soit avec une approche monoparamètre ou multi-
paramètres. A l’opposé, la conductivité est plus sensible avec des décalages moyens clairement
observables. Notons que ces décalages peuvent se faire à la hausse (source globale) et à la baisse
(source filtrée).
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Figure 2.60 – Imagerie du site de Rustrel (top). En première ligne, les modèles de permit-
tivité reconstruits lors d’inversion mono (a et b) et multiparamètres avec σ0 = 0.0006 S/m (c
et d) pour les sources globale (a et c) et filtrée (b et d) qui sont mises à jour durant l’inver-
sion (Fig. 2.63). En deuxième ligne, les modèles de conductivité (e et f) issus des inversions
multiparamètres dont les permittivités sont respectivement (c) et (d).

Du côté des sources (Fig. 2.63), des variations significatives sont également observées. La
source globale voit son amplitude augmenter en monoparamètre et en multiparamètres, tandis
que la source filtrée affiche deux tendances opposées avec une augmentation d’amplitude en
monoparamètre et une diminution en multiparamètres. Cette évolution de la source, qui a peu
d’effet sur la permittivité, impacte directement la conductivité à laquelle elle est donc liée.
La source, dont l’amplitude a augmenté, donne un modèle final de conductivité moyenne plus
élevée et inversement. Ce lien entre amplitude de la source et conductivité moyenne a déjà
été mis en évidence précédemment. La nouveauté, c’est la possibilité de voir ce phénomène se
produire au cours de l’inversion et dans des directions variables.
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Figure 2.61 – Imagerie du site de Rustrel (top) : profils verticaux 1D de permittivité relative
à l’abscisse = 13.45 m pour les modèles présentés en Figure 2.60 pour les deux sources et les
inversions mono (a et c) et multiparamètres (b et d). A chaque fois, le profil obtenu à source
fixe a été ajouté pour comparaison.
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Figure 2.62 – Imagerie du site de Rustrel (top) : profils verticaux 1D de conductivité à
l’abscisse = 13.45 m pour les modèles présentés en Figure 2.60 pour les deux sources. A chaque
fois, le profil obtenu à source fixe a été ajouté pour comparaison.
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Concernant la source elle-même, sa mise à jour induit une augmentation de son contenu
fréquentiel (Fig. 2.64). Cette augmentation s’explique par la convergence du modèle courant
vers le modèle vrai, au fur et à mesure de l’inversion. Il en résulte que les fonctions de Green,
calculées dans les modèles les plus récents, sont de plus en plus à même de décrire la propa-
gation des ondes hautes fréquences, ce qui limite en retour la destruction par sommation du
contenu haute fréquence de la source (formule 2.10). Dans le domaine temporel, cette montée
en fréquence se manifeste par un resserrement de la source (Fig. 2.63) et par un rétablissement
partiel de sa causalité, validant du même coup une des hypothèses émises pour expliquer ce
manque de causalité.
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Figure 2.63 – Imagerie du site de Rustrel (top) : sources globale (a) et filtrée (b) estimées
avant (init) et après inversions mono et multiparamètres.
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Figure 2.64 – Imagerie du site de Rustrel (top) : spectres d’amplitude des sources présentées
en Figure 2.63. Les spectres associés à la source globale (a et c) ont été normalisés (a) ou pas
(c). De même, pour les spectres associés à la source filtrée : normalisé en (b) et non normalisé
en (d). Notons que pour la source globale le pic de fréquence passe de 67.4 (init) à 69.1 MHz
et celui de la filtrée de 68.2 à 75.2 MHz.

Le dernier point à souligner est l’évolution du coût (Fig. 2.65). L’introduction de la mise
à jour de la source induit globalement une diminution du coût final. Ce dernier passe de 52
à 37 % pour la source globale et de 40 à 38 % pour la source filtrée en monoparamètre,
tandis qu’elle mène à une valeur de 30.8 % pour les deux sources en multiparamètres. Ainsi en
multiparamètres, seule l’inversion à partir de la source globale bénéficie de la mise à jour de la
source.
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Figure 2.65 – Imagerie du site de Rustrel (top) : évolution de la fonction coût au cours de
l’inversion lorsque la source utilisée est mise à jour dans l’inversion. Les coûts ont été normalisés
par le coût initial (Step 0) de la source filtrée. Les coûts finaux des inversions monoparamètre
sont voisins (37/38 %) et ceux issus des inversions multiparamètres sont identiques (30.8%).
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2.4.5.2 Imagerie sur modèle synthétique

Les données synthétiques sont inversées en suivant la démarche adoptée par les données
réelles afin de valider les observations précédentes et si possible apporter davantage d’infor-
mations. Les modèles finaux de permittivité obtenus avec la mise à jour des sources (filtrée
et globale) ne montrent pas de différences avec ceux obtenus via la source fixe (Fig. 2.66 et
2.67), que ce soit en mono ou en multiparamètres. Ainsi, cette grandeur physique apparait
comme insensible à cette mise à jour. A l’opposé, les reconstructions de conductivité et les
profils verticaux associés (Fig. 2.66 et 2.68) indiquent que la conductivité y est encore sensible.
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Figure 2.66 – Imagerie synthétique . En première ligne, les modèles de permittivité reconstruits
lors d’inversion mono (a et b) et multiparamètres avec σ0 = 0.0006 S/m (c et d) pour les
sources globale (a et c) et filtrée (b et d) qui sont mises à jour durant l’inversion (Fig. 2.69).
En deuxième ligne, les modèles de conductivité (e et f) issus des inversions multiparamètres
dont les permittivités associées sont respectivement (c) et (d).
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Figure 2.67 – Imagerie synthétique : profils verticaux 1D de permittivité relative à l’abscisse
= 9.2 m pour les modèles présentés en Figure 2.66 pour les deux sources et les inversions mono
(a et c) et multiparamètres (b et d). A chaque fois, les profils obtenus avec le Ricker et à source
fixe ont été ajoutés pour comparaison. Les profils finaux sont quasiment superposés à chaque
fois.
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Figure 2.68 – Imagerie synthétique : profils verticaux 1D de conductivité à l’abscisse = 9.2
m pour les modèles présentés en Figure 2.66 pour les deux sources. A chaque fois, les profils
obtenus avec le Ricker et à source fixe ont été ajoutés pour comparaison. Notons que les profils
obtenus via une source mise à jour convergent vers le profil associé au Ricker, surtout pour la
source filtrée.
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Cette fois, l’amplitude des sources (globale et filtrée) est réévaluée uniquement à la hausse
(Fig. 2.69). Ces augmentations induisent de manière logique une augmentation globale des
conductivités moyennes qui tendent vers celles obtenues avec le Ricker de référence (Fig. 2.68).
La procédure de réestimation est efficace puisque les deux sources convergent vers le Ricker
de référence dans les domaines temporel et fréquentiel (Fig. 2.69 et 2.70). Comme souhaité, le
rétablissement des hautes fréquences de ces sources permet en retour une meilleure restitution
du contenu haute fréquence de la conductivité. En effet, les problèmes de stagnation, voire
d’augmentation de l’erreur sur la conductivité observés en Figures 2.54 (d-f), sont résolus et
une décroissance monotone est maintenant observée (Fig. 2.71 (c)).
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Figure 2.69 – Imagerie synthétique : sources globale (a) et filtrée (b) estimées avant (init) et
après inversions mono et multiparamètres. Le Ricker de référence a été ajouté.
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Figure 2.70 – Imagerie synthétique : spectres d’amplitude des sources présentées en Fi-
gure 2.69. Les spectres associés à la source globale (a et c) ont été normalisés (a) ou pas
(c). De même, pour les spectres associés à la source filtrée : normalisé en (b) et non normalisé
en (d). Notons que les sources mises à jour présentent un pic de fréquence à 100 MHz, comme
le Ricker.

De manière surprenante, l’erreur de conductivité obtenue avec la source globale réestimée
est plus faible que celles obtenues avec le Ricker de référence et la source filtrée réestimée.
Deux raisons expliquent cette observation : une moins grande sensibilité à la zone gelée et une
meilleure reconstruction des strates les plus rapides, comme observé à 25 et 26 mètres par
exemples (Fig. 2.68 (a)).

Ces investigations, menées pour évaluer le bénéfice d’une mise à jour de la source, nous ont
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Figure 2.71 – Imagerie synthétique : évolution de l’erreur de permittivité relative au cours de
l’inversion pour des inversions (a) mono et (b) multiparamètres pour les deux sources estimées.
(c) de même pour la conductivité en multiparamètres.

progressivement rapproché des tests réalisés par Belina et al. (2012a). Les auteurs arrivent à
des conclusions similaires aux nôtres sur certains points : une convergence de la source vers le
Ricker de référence lorsque la source est réestimée au cours de l’inversion, d’une part, et une
grande stabilité de la permittivité lors des inversions même lorsque la source change, d’autre
part. Le point de désaccord majeur venant de leur conclusion finale annonçant qu’il n’existe
pas de fort compromis entre l’estimation de la source et les milieux reconstruits, ce qui n’est
pas notre cas avec la conductivité.

Malgré la mise à jour de la source et l’augmentation de son contenu fréquentiel dans le
cas réel, la résolution de la conductivité reste très inférieure à celle de la permittivité. Si
dans le cas synthétique, le manque de contraste, et donc de résolution, est attribué à un
scaling relativement faible (choisi pour limiter les artéfacts), cet élément ne semble pas suffisant
pour expliquer les écarts, résiduels et importants, observés dans le cas réel. Notons que les
résultats obtenus par Van Vorst (2014) montrent également cette différence de résolution entre
paramètres. Des hypothèses supplémentaires, cumulables et non exhaustives, peuvent alors être
formulées. Tout d’abord, la conversion 3D/2D, réalisée à permittivité constante, peut jouer un
rôle car elle affecte de façon importante les amplitudes (Fig. 2.14) et donc la conductivité via
le processus d’imagerie. Ensuite, il est probable que les paramètres inversés fassent intervenir
des mécanismes de dispersion qui ne sont pas pris en compte dans notre algorithme, surtout
en présence d’eau (Belina et al. (2012b)). Enfin, il est possible que les réflexions dans le milieu
soient principalement dues aux contrastes de permittivité, qui en tire ensuite bénéfice pour être
reconstruite. De son côté, la conductivité serait reconstitué essentiellement par l’intermédiaire
des ondes transmises, conduisant naturellement à une résolution plus faible. Ce phénomène,
déjà connu en sismique (Prieux et al. (2013)), pourrait se produire en électromagnétisme par
simple analogie entre les deux physiques.
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2.4.5.3 Conclusion

Au vu des résultats, nous pouvons dire que cette partie répond aux attentes ayant abouti
à son développement. En effet, le rétablissement des hautes fréquences de la source a permis
de rétablir, en retour, le contenu haute fréquence de la conductivité. Ces investigations ont
aussi renforcé le caractère qualitatif de la conductivité et le lien fort qui l’unit à l’amplitude
de la source. Dans le même temps, la permittivité est restée insensible à cette mise à jour. Ce
résultat est en accord avec les conclusions obtenues précédemment qui renforcent encore un
peu sa robustesse.

En plus d’améliorer la reconstruction de la conductivité, ces inversions de données réelles et
synthétiques montrent une fois encore qu’il est plus intéressant d’inverser les deux paramètres
plutôt qu’un seul. En effet, dans les deux cas, le coût final de l’inversion multiparamètres est
plus faible que celui associé à l’inversion monoparamètre. A ce propos, les coûts réels indiquent
également que le processus de sélection des traces, mises en jeux dans l’estimation de la source,
peut être compensé par l’actualisation de la source. Si ce résultat peut sembler logique et
bienvenu, il faut rester prudent car le cas synthétique ne permet pas d’aboutir à la même
conclusion. Effectivement, la source finement estimée reste plus intéressante, au regard de ce
critère, puisque le coût reste inférieur de 3 % en mono et multiparamètres. De plus, compte
tenu de la sensibilité de la conductivité vis-à-vis de l’amplitude de la source, il est souhaitable
d’avoir la source la plus fiable le plus tôt possible dans l’inversion. Pour rappel, nous avons
estimé la source sur une portion de modèle relativement homogène comparé à l’ensemble du
profil.
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2.5 Résultats dans le milieu à forts contrastes et interprétations

2.5.1 Inversion des données acquises à Rustrel sur le profil complet

Les tests précédents ont permis de déterminer une démarche d’inversion optimale : stratégie
fréquentielle Sweep avec 5 itérations par groupe de fréquences, la source filtrée mise à jour à
la fin de chaque groupe de fréquences et un scaling égal à 0.6 mS/m pour l’inversion mul-
tiparamètres. Cette stratégie est maintenant appliquée à l’ensemble du jeu de données (7776
traces) avec l’objectif d’imager la galerie du LSBB située à 34 mètres de profondeur. Les modèles
initiaux, présentés en Figures 2.72 (a) et (d), sont calculés via les temps de première arrivée
et convertis pour la conductivité (lois de Topp et Archie). Ce modèle initial de conductivité
présente l’avantage d’avoir une anomalie résistive à l’emplacement de la galerie, ce qui est
sans doute le cas en réalité. Les résultats d’inversion monoparamètre et multiparamètres ont
été obtenus avec un gradient forcé à zéro au niveau des sources et récepteurs suivi d’un filtre
Gaussien. Les modèles reconstruits sont affichés en Figures 2.72 b), c) et e). Dans la mesure où
nous disposons déjà d’informations sur la partie haute, une comparaison est réalisée au travers
de profils verticaux affichés en Figure 2.73. La première analyse se concentre uniquement sur
la permittivité.

La partie haute du profil, comprise entre 555 mètres et la surface, présente des variations
identiques et des valeurs stables à l’abscisse x=6.85 mètres (Fig. 2.73 (a)) et de légers décalages
à l’abscisse x=16.45 mètres (Fig. 2.73 (d)). Ces décalages sont probablement imputables à la
zone gelée située à proximité.

Une seconde partie du profil, située entre 549 et 555 mètres, présente davantage de variations
(Fig. 2.73 (a) et (d)). En plus des valeurs intrinsèques qui changent, les couches géologiques
se retrouvent légèrement décalées verticalement. Ce phénomène trouve son origine dans les
contrastes plus forts entre couches (alternances de couches rapides et lentes) mais surtout
dans des couvertures différentes du milieu. En effet, l’introduction des données associées à la
partie basse du milieu (en dessous de 549 mètres) permet d’avoir plus d’informations sur ces
couches, et donc de mieux contraindre l’inversion dans le second cas. Pour cette raison, le milieu
reconstruit avec l’ensemble des 7776 traces est probablement le plus proche de la réalité.

La comparaison des résultats obtenus en mono et multiparamètres sur le profil complet
(Fig. 2.73 (b) et (e)) montre une très grande stabilité, ce qui est très positif. L’analyse des
résultats au niveau de la galerie (à 543 mètres en Figure 2.73 (b)) est également très en-
courageant en monoparamètre, puisque la galerie est bien retrouvée avec une valeur εr = 1,
caractéristique de l’air qu’elle contient. De plus, le centre de la galerie est décalé vers la droite
du profil, vers le puits F6, occupant ainsi une position plus en accord avec ses coordonnées
relevées par GPS (Fig. 2.6). De manière inattendue, l’inversion multiparamètres s’éloigne de
ce résultat avec des valeurs qui passent de 1 à 4 dans la galerie.

La comparaison des résultats en matière de conductivité (Fig. 2.72 (e) et 2.73 (c) et (f))
montre une forte variabilité. Ce constat n’est pas une surprise compte tenu de la nature quali-
tative de la reconstruction de ce paramètre. Dans ce contexte, nous sommes plutôt satisfaits de
la stabilité des variations observées selon la profondeur et de leur cohérence avec le modèle de
permittivité (comparaison des Figures 2.73 (d) et (f)) laissant entrevoir une réalité géologique.
Comme attendu, la partie sous nappe (en dessous de 537 mètres) est plus conductrice même
si ce résultat est à approfondir pour deux raisons. D’une part, la formulation utilisée pour
convertir les données 3D en 2D est basée sur une permittivité de 14, alors que le milieu de
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Figure 2.72 – Imagerie du site de Rustrel (complet) : en haut, modèles de permittivité
(a) initial, reconstruits après inversions (b) monoparamètre et (c) multiparamètres (σ0 =
0.0006 S/m). En bas, modèles de conductivité (d) initial et (e) reconstruit après inversion
multiparamètres.

permittivité initial indique plutôt des valeurs de 15 à 16 dans cette zone. Or, cette conversion
a des effets considérables sur l’amplitude comme présenté dans la Figure 2.14. D’autre part,
la source estimée dans la partie hors nappe a un contenu fréquentiel bien différent de celui
mesuré dans la nappe (Fig. 2.10), biaisant très probablement sa forme réelle et, en particulier,
son amplitude. Pour avoir une idée plus juste de la conductivité dans la nappe, il faudrait faire
une étude spécifique sur la portion immergée. Enfin, un des éléments majeurs de l’étude reste
discutable : c’est la galerie, qui montre une divergence entre un modèle initial résistif (relative-
ment proche de la réalité connue) et un modèle final plus conducteur que le milieu géologique
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Figure 2.73 – Imagerie du site de Rustrel (complet). Profils verticaux 1D aux abscisses x
= 6.85 m (a-c) et x = 16.95 m (d-f). Le premier profil inclut la galerie tandis que le second
est proche du puits F6. Les profils de permittivité multiparamètres (multi-full, extraits de la
Figure 2.72 (c)) sont comparés à ceux (en (a) et (d)) de permittivité multiparamètres sur la
partie haute (multi-top, extraits de la Figure 2.60 (d)) et à ceux (en (b) et (e)) de permittivité
monoparamètre (mono-full, extraits de la Figure 2.72 (b)). De même pour la conductivité (c)
et (f) en multiparamètres avec les Figures 2.72 (e) et 2.60 (f).

lui-même (Fig. 2.72 (e)).

Plusieurs hypothèses peuvent être avancées pour expliquer ceci. La première est la présence
potentielle de métal sous forme de barres d’acier qui viendraient renforcer les parois de la
galerie. Cependant, cette hypothèse, soutenue par la nature initiale du site (militaire), semble
exclue car les différentes campagnes d’investigation des parois de la galerie n’ont jamais mis
en évidence la présence de structures métalliques dans le secteur de l’étude. La deuxième
hypothèse consiste à considérer que le modèle de conductivité initial est trop simple ou trop
éloigné de la réalité. Bien que ce modèle initial ne soit pas optimal en affichant des valeurs
initiales ”éloignées” des valeurs finales entre 555 et 570 mètres (Fig. 2.73 (c)), cet élément ne
semble pas suffisante pour expliquer les observations.

Une troisième hypothèse vient de Ellefsen et al. (2011) qui proposent une étude dont la
configuration générale est très proche de la nôtre. Dans cette étude, des données GPR sont
acquises en laboratoire, dans la configuration cross-hole, à l’aide de deux puits verticaux espacés
d’environ 0.8 mètre pour une hauteur de 1.6 mètre. Chacun de ces puits reçoit soit les sources,
soit les récepteurs. La cible principale est une galerie artificielle rectangulaire incluse dans
du sable et remplie d’air. L’axe de cette galerie artificielle, décentré et contenu dans le plan
horizontal, vient recouper le plan vertical défini par les puits avec un angle d’environ 63 degrés.
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Les auteurs inversent alternativement les logarithmes des parties réelle et imaginaire de la
vitesse complexe. Une fois inversées, ces deux quantités peuvent être reliées à la permittivité
et à la conductivité via des formules adaptées. Leurs résultats montrent que la galerie est bien
retrouvée en matière de permittivité. Par contre, la partie complexe de la vitesse, directement
proportionnelle à la conductivité, montre une tendance opposée à celle attendue. En effet, une
conductivité plus forte est observée à l’emplacement de la galerie. Les auteurs l’explique par
une probable mauvaise représentation des sources et des récepteurs, d’une part, et un couplage
entre les antennes et le milieu géologique plus complexe que prévu, d’autre part.

Au-delà de leurs conclusions, la mise en relation des deux études (celle-ci et celle de Ellefsen
et al. (2011)) fournie une piste supplémentaire pour expliquer la dérive de la conductivité : c’est
l’orientation de la galerie. Dans les deux cas, l’angle résultant de l’intersection entre la galerie
et le plan défini par les deux puits est non négligeable. Cette orientation 3D pourrait avoir
une influence significative sur les données GPR. Pour étudier ce problème 3D, des simulations
de propagation d’ondes électromagnétiques ont été réalisées avec le logiciel gprMax3D (Gi-
annopoulos (2005), Warren et al. (2016), Giannakis et al. (2016)). Pour cette simulation, une
galerie circulaire à orientation variable est placée dans un milieu homogène (εr = 14, σ = 3.0
mS/m et µr = 1) (Fig. 2.74). Deux angles α = 0̊ et α = 28̊ sont testés afin de simuler un
milieu 2.5D et un milieu 3D, comme celui rencontré à Rustrel. Une source notée s1 (Ricker
centré sur 100 MHz) est placée dans le puits F5 tandis que 73 récepteurs, régulièrement espacés
de 0.25 m, enregistrent les trois composantes du champ électrique (Ex, Ey et Ez) dans le puits
F6.

x

y

x

z

• •

• •

F5 F6

F5 F6

α

• s1

• r1

•r37

•r73

(a) (b)

Figure 2.74 – Coupes 2D du milieu dans lequel est simulée la propagation d’ondes
électromagnétiques. En (a), vue de dessus avec l’implantation des puits F5 et F6 et la ga-
lerie orientée selon l’angle α. En (b), coupe verticale F5/F6 avec la source notée s1 et les 73
récepteurs notés r1 à r73. Pour la simulation, la galerie mesure 2 mètres de diamètre et les
distances [s1-r37] et [r1-r73] sont de 18 mètres.

Les radargrammes issus de ces simulations (Fig. 2.75) montrent pour chaque composante,
deux fronts d’ondes (notés FR1 et FR2), un associé à la propagation dans le milieu homogène
(FR2) et un autre issu de la diffraction sur la galerie (FR1). Si en 2.5D, deux fronts d’ondes sont
clairement visibles ; en 3D, l’amplitude du front FR1 devient relativement faible. L’amplitude
de la composante Ey augmente de plus d’un ordre de grandeur quand le milieu passe de la
2.5D à la 3D. Nous pouvons en déduire que le changement de l’axe de la galerie induit des
changements significatifs dans la propagation des ondes, de sorte qu’un transfert d’énergie des
composantes Ex et Ez vers Ey est observé. A ce transfert d’énergie s’ajoute des changements
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dans la cinématique, en particulier concernant la composante Ey.
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Figure 2.75 – Radargrammes calculés dans le milieu 3D (Fig. 2.74). Les composantes Ex
(haut), Ey (milieu) et Ez (bas) ont été calculées pour les angles α = 0 (gauche) et α = 28
(milieu). A droite sont reportés, pour chaque composante, les champs d’ondes normalisés par
l’amplitude maximale issue de la simulation 2.5D (α = 0), avec en vert les composantes calculées
pour α = 0 et en rouge α = 28.
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Lors de l’acquisition des données réelles en 3D, l’énergie diffractée par la galerie est im-
portante, ce qui mène à un front d’ondes FR1 de faible amplitude, comme c’est le cas dans
les données réelles (annexe A). Le front FR2, ayant voyagé principalement dans le milieu
géologique, est relativement stable et peu sensible à la présence de la galerie comme présenté
en Figure 2.75 (i). Lorsque ces données réelles sont inversées, à l’aide d’un algorithme 2D,
elles sont comparées à des données synthétiques ne présentant qu’une faible perte d’énergie par
diffraction du front FR1, à l’image de la simulation 2.5D. Pour compenser ce décalage d’ampli-
tude au niveau du front FR1, l’algorithme tend à augmenter la conductivité à l’emplacement
de la galerie. Dans le même temps, le front FR2 est inversé convenablement car il n’est que
faiblement impacté par la galerie.

En plus des milieux reconstruits et des profils verticaux, il est instructif de visualiser les
radargrammes (Fig. 2.76). Le radargramme, dont la source est en partie haute du modèle, mon-
tre des données initiales déjà proches des données réelles. Dans ce cas, l’inversion a consisté
essentiellement à recaler les phases car l’amplitude reste plus délicate à obtenir à cause des
faibles scaling et nombres d’itérations. A l’opposé, le radargramme, associé à une source au
niveau du tunnel, montre une convergence plus complexe entre données réelles et finales cal-
culées. Les données initiales se composent d’une première arrivée de forte amplitude, qui n’est
pas présente dans les données réelles. A l’état final, l’amplitude de cette première arrivée a
été fortement atténuée et les arrivées du front d’onde ”FR2” des données réelles partiellement
expliquées. Dans la mesure où ce second front est associé à une propagation dans le milieu
géologique, il devrait permettre de reconstruire une partie des structures géologiques autour de
la galerie. C’est justement ce qui est observé en Figure 2.72 où la permittivité permet de dis-
tinguer la stratification autour de la galerie, même si des artéfacts en forme de croix continuent
de réduire la lisibilité. Enfin, la mesure du coût final (Fig. 2.77) indique qu’il est toujours plus
intéressant d’inverser deux paramètres plutôt qu’un seul.

En définitive, nous pouvons dire que la démarche définie précédemment a été étendue avec
succès à la partie basse du profil en imageant la stratification sur toute la hauteur du modèle.
La galerie a posé plus de problèmes que prévu et une nouvelle hypothèse a été introduite
puis étayée par des simulations numériques 3D. Ainsi, seule une inversion 3D permettrait de
retrouver la conductivité attendue dans la galerie.

2.5.2 Analyse des résultats

2.5.2.1 La teneur en eau

Dans le cadre de l’étude hydrogéologique, la distribution de la teneur en eau dans le massif
est une donnée importante. La distribution de la teneur en eau calculée en utilisant la loi de
Topp, et affichée en Figure 2.78. De son côté, la porosité a été mesurée sur un profil important à
Rustrel (Léonide et al. (2014)) et il faut souligner que les variations observées sont cohérentes
à celles relevées par Bouaziz (2015). Cependant, ces premières mesures ont été réalisées sur
des échantillons prélevés près de la surface (donc potentiellement altérés par les conditions
atmosphériques) et il n’est pas possible de les replacer avec précision le long de notre profil.
Pour ces raisons, nous comparons les valeurs de teneur en eau uniquement avec la porosité
mesurée sur la carotte (Tableau 2.5). Les valeurs aux extrémités du profil n’ont pas été retenues
car elles se situent dans des zones non contraintes par l’inversion. Si l’on met de côté la valeur
mesurée pour le faciès rudstone (discutée ultérieurement), il existe une certaine corrélation
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Figure 2.76 – Imagerie du site de Rustrel (complet) : radargrammes dont les sources sont
situées aux élévations (a) 564 et (b) 542 mètres. En noir les données réelles, en rouge les
données initiales et en vert les données finales calculées.
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Figure 2.77 – Imagerie du site de Rustrel (complet) : évolution de la fonction coût au cours
de l’inversion. Les coûts ont été normalisés par le coût initial (Step 0). Les coûts finaux sont
de 38.4 et 34.4 % en mono et multiparamètres.
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entre les valeurs déduites de l’imagerie et celles mesurées sur plug. Les plus grands écarts entre
ces deux grandeurs physiques sont associés aux couches situées à 29.2 et 34.9 mètres et peuvent
s’expliquer par l’influence de la galerie à ces profondeurs, qui peut perturber la reconstruction
de la permittivité diélectrique. Cependant, il apparait que la teneur en eau est surestimée de
façon systématique car elle ne devrait pas dépasser la porosité par définition.
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Figure 2.78 – Imagerie du site de Rustrel (complet) : teneur en eau du milieu, calculée à
partir du modèle de permittivité présenté en Figure 2.72 (c). Notons que la teneur en eau
est fortement influencée par la présence de la galerie, ce qui conduit à réduire la fiabilité des
valeurs entre 550 et 538 mètres, même si les données observées sont partiellements expliquées
(Fig. 2.76 (b)). (b) profil de teneur en eau relevé à l’abscisse x=16.95 mètres.

Faciès Profondeur (m) Porosité Teneur en eau

Faciès à oolites 8.95 0.19 0.27

Calcarénite grossière poreuse 19.05 0.19 0.28

Rudstone 24.8 0.151 [0.20-0.28]

Faciès à oolites 29.2 0.05 0.23

Faciès à orbitolines 34.9 0.07 0.22

Faciès à Rudistes poreux 43.15 0.202 0.31

Table 2.5 – Comparaison des porosités mesurées sur plug et des teneurs en eau issues du profil
en Figure 2.78 (b) pour les différents faciès. Une incertitude existe pour le rudstone donc une
plage de valeurs est proposée.
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Cette surestimation peut s’expliquer par une surestimation de la permittivité, pouvant elle-
même s’expliquer de multiples façons. D’une part, elle peut être liée à un picking tardif des
temps de première arrivée, qui se manifeste par une source estimée non parfaitement causale.
Mais, la mise à jour de la source, lors de l’inversion (cf partie 2.4.5), montre une augmentation
du contenu fréquentiel qui tend à rétablir cette causalité et donc exclure l’hypothèse du picking
tardif. D’autre part, la porosité a été mesurée sur des plug, c’est à dire des échantillons de roche
de taille relativement faible pouvant ne pas être complètement représentatif du milieu. Par
exemple, la fracturation qui traverse le massif, et les vides causés par la dissolution karstique,
sont variables sur le terrain et peu, voire pas, pris en compte dans le calcul de la porosité. Ces
deux types de structure peuvent contenir de l’eau (surtout dans un milieu saturé). Cette eau
venant augmenter la permittivité observée et par conséquent la teneur en eau moyenne déduite
de la loi de Topp.

La seconde hypothèse implique directement la loi de Topp qui est une loi empirique obtenue
grâce à des mesures sur des matériaux allant des limons sableux aux argiles alors que nous
sommes en présence de carbonates. Il conviendrait ainsi de mieux connâıtre les relations per-
mittivité diélectrique/teneur en eau dans ce genre d’environnement grâce à des mesures en
laboratoire et les développements théoriques associés (Han et al. (2016), Revil (2013)).

Enfin, notons que la surestimation de la teneur en eau, observée ici, a également été obtenue
par Van Vorst (2014), qui utilise aussi la loi de Topp suite à l’inversion de formes d’ondes de
données cross-hole acquises dans la galerie du LSBB. Cette observation n’est donc pas isolée.

2.5.2.2 La stratification

Les structures légèrement inclinées, allant du puits F5 vers le puits F6 (vers la droite),
peuvent correspondre à la stratification. Pour confirmer la réalité géologique de ces structures,
une analyse de pendage est réalisée. D’une part, sur le flanc Sud du plateau d’Albion, où se
trouvent les forages étudiés, le pendage général réel est d’environ 15̊ vers le Sud (Carrière,
2014). D’autre part, le modèle de permittivité (Fig. 2.72 (c)) fournie un pendage d’environ 10̊
de 560 et 568 mètres et un autre de 5̊ sur le reste du profil (de 532 à 560 mètres). Ces deux
valeurs ne peuvent pas être comparées directement au pendage réel. En effet, le plan défini
par les forages F5 et F6 n’est pas aligné avec le Sud, de sorte que les pendages mesurés, sur
le modèle de permittivité, sont en fait des pendages apparents. Pour avoir une comparaison
fiable, ces derniers sont convertis en pendages réels, via la formule :

tan(φ) =
tan(φ1)

cos(α)
(2.12)

où φ1, φ et α sont respectivement le pendage apparent, le pendage réel (que l’on cherche)
et l’angle entre les directions de pendage qui est de 63 degrés d’après la Figure 2.6 . Après
application de la formule, les deux pendages sont recalculés à 11 et 20 degrés. La cohérence
de ces valeurs avec le pendage moyen réel (15̊ ) nous conforte dans l’idée que les structures
légèrement inclinées, sur le modèle de permittivité, correspondent bien aux couches géologiques.
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2.5.2.3 Discussions sur l’apport de la FWI

L’ensemble des informations relatives au puits F6 est réuni en Figure 2.79 pour permettre
de recouper les informations et obtenir une première interprétation :

– En règle générale, dans un milieu partiellement saturé, il est difficile d’établir un lien
direct entre permittivité et porosité car on ne connait pas la teneur en eau d’une couche
donnée ni les valeurs intrinsèques de permittivité de la matrice poreuse. Mais dans le cas
particulier d’un milieu saturé, la porosité, la permittivité, la teneur en eau et la vitesse des
ondes électromagnétiques ne sont pas des grandeurs indépendantes les unes des autres.
En effet, une porosité élevée donne une teneur en eau élevée. Cette dernière teneur en
eau conduit à une permittivité élevée puis à une vitesse faible d’après la formule (2.2).
Dans un milieu sec, le raisonnement inverse est vrai.

– Le profil de permittivité issu de la FWI met en avant trois strates aux élévations 540,
553 et 571 mètres par l’intermédiaire de valeurs locales de permittivité plus faibles. Les
couches en question doivent donc être localement plus rapides. Cette exigence est bien
vérifiée par le profil 1D qui montre effectivement des temps de trajet plus courts aux
élévations indiquées. Bien que le modèle tomographique présentait déjà une diminution
de permittivité aux niveaux souhaités, la FWI a permis d’en préciser les valeurs pour
mieux expliquer les décalages temporels.

– Les recoupements d’informations et les identifications sont plus faciles sur la partie
basse du milieu. Ainsi, le calcaire à orbitolines correspond à la couche rapide observée
à l’élévation 540 mètres. La plus faible porosité mesurée (0.05) est ainsi associée aux
temps de parcours les plus courts. Ceci est également vérifié par la couche située juste
en dessous (de 37 à 51 mètres de profondeur), que l’on identifie donc comme la couche à
Rudistes. En effet, cette couche affiche la plus forte porosité mesurée (0.202) et les temps
de parcours les plus longs (profil 1D), ce qui est logique et même renforcé dans le cas
présent par le fait que cette couche est immergée dans la nappe donc saturée. On peut
même se demander si ce n’est pas la forte porosité de cette couche qui est à l’origine de
cette nappe.

– La partie intermédiaire du profil est plus délicate à interpréter car le profil de permittivité
met en évidence deux couches à 25 mètres pour un seul faciès de type rudstone. Pour
ajouter à la difficulté, la porosité du faciès rudstone est élevée ce qui devrait conduire à
des vitesses faibles dans un milieu saturé. Or nous avons noté la présence d’une couche
rapide dans cette zone. Pour résoudre ce paradoxe, deux hypothèses sont proposées : la
présence d’une strate à faciès rudstone dont seule la partie basse est saturée, ou bien la
présence de deux couches géologiques dont l’une n’apparait pas distinctement dans les
faciès. Un début de réponse est apporté par les mesures de la densité de la carotte qui
montrent un pic vers 24 mètres, c’est-à-dire au-dessus du calcaire à faciès rudstone. Ce
calcaire plus dense aurait donc une porosité plus faible et une vitesse plus élevée dans
l’hypothèse d’un milieu saturé. Ainsi nous pourrions distinguer à 24 mètres une strate
géologique dense de faciès calcarénite (non différenciée du faciès à calcarénites allant de
15 à 24 mètres) qui surmonte le faciès rudstone plus poreux et plus lent. Enfin, notons
que l’introduction du profil de densité renforce les résultats précédents puisque le calcaire
à orbitolines pointe vers un horizon en moyenne dense et le calcaire à faciès rudstone vers
un horizon en moyenne peu dense. C’est exactement ce que nous pouvions attendre de
leur porosité respective.
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– La troisième couche rapide, située à 571 mètres, correspond à une succession de faciès
dominée par des calcarénites mais le manque de données sur la porosité, l’absence de
continuité dans le relevé de densité (vides créés par dissolution ?) et la résolution maximale
de la FWI nous empêchent d’aller plus loin dans l’analyse.

– Bien que les variations de conductivité soient moins nombreuses que celles de permittivité,
elles suivent globalement les mêmes tendances pour les deux paramètres. De façon logique,
la conductivité est plus forte dans les zones identifiées comme les plus poreuses et donc
contenant le plus d’eau facilitant la conduction.

Le recoupement de l’ensemble des informations disponibles a fourni une première vue du
sous-sol et une première identification des couches géologiques entre les puits F5 et F6. Ainsi,
il est possible de relocaliser la discontinuité D2 à 37.5 mètres de profondeur (à la base du faciès
à orbitolines). Ce décalage induit un repositionnement de la galerie dans le membre géologique
U3. Cette première vision reste cependant préliminaire et devra être affinée (voire modifiée)
pour tenir compte : de la fracturation, des vides dûs à la karstification, des différents types
de porosité (intragranulaire, intergranulaire, vacuolaire), de l’incertitude sur la correspondance
entre profondeur et élévation et enfin de la présence effective d’une discontinuité de porosité
marquée vers 24/25 mètres de profondeur au niveau du calcaire de type rudstone. Pour cela,
il serait souhaitable de faire des études complémentaires sur la carotte, comme des relevés de
porosité plus réguliers et des mesures continues de permittivité pour établir un profil directe-
ment comparable à celui issu de la FWI.
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Figure 2.79 – Imagerie du site de Rustrel (complet) : synthèse. (a) faciès présents sur le site (d’après Andriani Racic (2016)), (b-c)
profils verticaux 1D de permittivité relative et conductivité à l’abscisse x = 16.95 m des Figures 2.72 (c) et (e), (d) teneur en eau
(repris de la Figure 2.78), (e) profil de données GPR 1D selon la profondeur (repris de Figure 2.11 (a)) et (f) densité de la carotte
(d’après Andriani Racic (2016)). Si les faibles permittivités vers 542 mètres correspondent bien au calcaire à orbitolines, il faudrait
légèrement décaler l’ensemble des profils, de cette étude, vers le haut et changer la correspondance dans le Tableau 2.2. La ligne rouge
recoupant cette synthèse correspond à la profondeur de la nappe à 537 mètres.
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Maintenant que l’on dispose d’un aperçu plus précis et cohérent du sous-sol, il est intéressant
de le rapprocher de l’étude hydrogéologique du site réalisée par Carrière et al. (2013), Carrière
(2014) et Carrière et al. (2016) en reprenant plusieurs points :

– La subsurface et le GPR :
Les données GPR acquises depuis la surface par Carrière (2014) donnent des informa-
tions sur les 10 premiers mètres. Dans notre cas, les 5 premiers mètres n’ont pu faire
l’objet d’inversion en raison du tubage des forages. Les 5 mètres suivants montrent une
stratification de banc calcaire dont l’épaisseur est de l’ordre du mètre, en accord avec les
profils acquis depuis la surface. Il n’a pas été possible de mettre en évidence les structures
obliques associées à ces bancs calcaires.

– La conductivité :
Les données de conductivité issues de l’ERT ont des profondeurs d’investigation plus
importantes puisqu’elles vont jusqu’à 40 mètres environ pour le profil le plus long. Ce
dernier montre un conductivité moyenne de l’ordre de 0.5 mS/m, voire un peu moins
en profondeur. Les valeurs déduites de l’analyse des formes d’ondes GPR sont plutôt de
l’ordre de 2 à 3 mS/m si l’on fait une moyenne des valeurs obtenues dans cette étude (2 à
4 mS/m) et dans des études comparables : 4 mS/m pour Lavoué (2014) et 1.5 à 5 mS/m
pour Van Vorst (2014). Il existe donc un écart entre les deux types de mesure (GPR et
ERT). Cette différence peut s’expliquer par la nature dispersive de la conductivité (effec-
tive), qui pourra être étudiée également en laboratoire (Sengwa & Soni, 2006; Olatinsu
et al., 2013; Gomaa et al., 2015).

– Des chemins d’écoulement préférentiel :
Carrière et al. (2013) relèvent grâce à l’ERT des zones de plus faible résistivité (900 Ω.m)
liées à des chemins d’écoulement préférentiel de l’eau dans la surface. Dans notre cas, il
est possible qu’une de ces zones ait été détectée par l’intermédiaire d’une discontinuité de
permittivité de la couche rapide située à 571 mètres, d’une part, et à une augmentation
de la conductivité dans la zone, d’autre part. Cependant, la faible couverture en rais de
cette couche plus rapide ne permet pas de mieux contraindre l’inversion dans cette zone.

– Au niveau de la galerie :
Les modèles de permittivité (Fig. 2.72 (b) et (c)) montrent une anomalie de forte permit-
tivité au toit de la galerie. Elle pourrait être interprétée comme une zone d’accumulation
d’eau venant alimenter le point d’écoulement dans la galerie. Malgré ce lien possible en-
tre le point D et l’anomalie de permittivité, de nombreux tests montrent l’obtention de
modèles présentant des artefacts en dessus et en dessous de la galerie. A ce stade, il est
donc déconseillé de faire le lien entre cette anomalie et le point D.

– De manière plus globale :
En plus de ces résultats GPR et ERT, des investigations RMP et gravimétriques ont été
menées pour détecter l’eau et évaluer ses variations. A l’aplomb du point D, elles concluent
à la présence de trois zones distinctes : deux zones riches en eau allant de 5 à 20 mètres et
en dessous de 40 mètres, ainsi qu’une zone plus sèche autour de 30 mètres (voir Figure 3
(d) de Carrière et al. (2016)). La distribution de teneur en eau déduite de la permittivité
(Fig. 2.78) est en accord avec ces résultats puisqu’elle affiche des distributions similaires.
Effectivement, la teneur en eau est en moyenne plus élevée entre les élévations 555 et 569
mètres et en dessous de 538 mètres, où se trouve notamment le membre U2 très poreux,
et des valeurs en moyenne plus faibles entre les deux où se trouvent justement le calcaire
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à orbitolines de faible porosité. Compte tenu de la cohérence sur la répartition de l’eau,
on pourrait probablement affiner les résultats RMP en inversant de nouveau les jeux de
données avec en entrée la stratification haute résolution issue de la permittivité. Cela
permettrait d’avoir en entrée une description réaliste du modèle géologique plutôt qu’un
nombre de couches arbitrairement choisi.

En définitive, les informations, apportées par la FWI de données GPR, ont conforté l’in-
terprétation et les conclusions issues de l’étude hydrogéologique précédente en plus de fournir
une image haute-résolution du sous-sol entre les deux forages. Un point important n’a cepen-
dant pas pu être confirmé : c’est la présence d’une faille supposée alimenter en eau le point
D. Cette faille, issue de la famille de failles N30̊ , est susceptible de recouper le profil F5/F6
(comparaison entre la Figure 2.6 et la Figure 53 des travaux de Carrière (2014)).

2.6 Conclusions

La méthode d’inversion des champs d’ondes complets a montré des résultats encourageants
sur des données réelles acquises entre forages sur le site de Rustrel dans les carbonates.

La présentation du site, des contextes géologique et hydrogéologique ont permis une première
approche de l’environnement. Cependant, les observations locales (affleurements, mesure des
propriétés de l’eau dans la galerie) ont montré des limites. Pour dépasser ces limites, de mul-
tiple investigations géophysiques ont alors été réalisées afin de qualifier/quantifier le massif et
ses propriétés de manière plus continue. Les études GPR et ERT ont fourni des valeurs quan-
titatives de permittivité et de conductivité permettant de se faire une idée et être comparées
plus tard à nos résultats.

L’analyse s’est ensuite recentrée sur le site étudié à travers la description de la carotte et
surtout l’analyse des données 3D. Ces dernières ont ensuite été utilisées pour déterminer des
premiers modèles de permittivité et de conductivité servant par la suite de modèles initiaux
à la FWI. Enfin, les données ont été converties pour être compatibles avec une inversion 2D.
A cette occasion, il est clairement apparu que le choix de permittivité moyenne, requis par la
formulation utilisée, avait un impact sur l’amplitude des ondes.

L’inversion des données réelles en parallèle des données synthétiques constitue un point
original de ce travail. Compte tenu des interactions multiples entre les ingrédients de la FWI,
ces derniers ont été introduits et étudiés pas à pas afin de comprendre au mieux l’influence,
l’apport et les éventuels points faibles de chacun. L’estimation de la source initiale, les inversions
monoparamètres puis multiparamètres, la mise à jour de la source à travers des choix concernant
la stratégie fréquentielle et le nombre d’itérations, nous ont permis d’aboutir une stratégie
optimale qui amène à différentes conclusions :

– L’inversion monoparamètre des formes d’ondes constitue bien un apport majeur en ter-
mes de résolution et de comparaison avec les données par rapport à une technique plus
traditionnelle comme la tomographie des temps de première arrivée.

– L’inversion multiparamètres constitue une avancée par rapport à l’inversion monopara-
mètre dans ce contexte carbonaté plutôt peu atténuant. En effet, la prise en compte
de la conductivité, en plus de la permittivité, a permis de mieux rendre compte de la
propagation des ondes dans le milieu, en expliquant l’amplitude des formes d’ondes qui
semble inaccessible à la permittivité seule.
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– La mise à jour de la source au cours de l’inversion a un effet essentiellement sur la
conductivité. En effet, cela permet de restituer le contenu haute fréquence de la source,
qui peut en retour corriger le contenu haute fréquence de la conductivité.

– L’analyse parallèle s’est révélée être un point méthodologique clé pour valider les obser-
vations faites sur les données réelles de façon quasi constante, allant même jusqu’à guider
l’inversion réelle à travers le choix du scaling.

Les résultats haute-résolution obtenus montrent une stratification du milieu conforme à
celle relevée sur le terrain par les études antérieures ainsi qu’une quasi-saturation du milieu
en eau. Un profil vertical de permittivité a permis une première identification des couches
géologiques mise en évidence par l’imagerie. De manière générale, les informations issues de
la FWI confortent l’étude hydrogéologique de référence sur le site et, surtout donne une vue
globale et continue du milieu entre les deux forages. Cependant, des points-clés, comme la
présence d’une faille et l’entrée d’eau dans la galerie, n’ont pas pu être affinés.
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Conclusions et perspectives

Conclusions générales

Mon travail de thèse a consisté à développer puis à appliquer la méthode d’inversion des
formes d’ondes de données GPR. Le but était d’obtenir des estimations quantitatives haute-
résolutions de la permittivité diélectrique et de la conductivité électrique dans des géométries
2D entre puits.

Dans le chapitre 1, je compare les performances de différents algorithmes d’optimisation,
prenant en compte avec plus ou moins de précision l’information contenue dans le Hessien. En
particulier, sur un exemple simplifié à deux paramètres, je montre que la méthode de Newton
tronqué (TRN) est capable de découpler convenablement la permittivité et la conductivité.
Dans ce cas, on peut s’affranchir d’un paramètre de mise à l’échelle ad hoc, habituellement
introduit pour répartir le poids de chaque classe de paramètre dans l’inversion. Cependant,
ceci n’est possible que si le modèle de départ est suffisamment proche du modèle exact, condi-
tion difficile à réaliser en pratique. Hors d’une zone proche du minimum global dans laquelle
l’approximation quadratique de la fonction coût est précise, la méthode de Newton tronqué
se comporte comme les méthodes d’optimisation locales plus standards. En particulier, elle
est sensible au paramètre de mise à l’échelle. Je montre ensuite que, dans une configuration
d’acquisition en transmission et pour un scaling donné, les différentes méthodes donnent des
résultats similaires, de sorte que le coût de calcul est la seule option pour les classifier. De
ce point de vue, la méthode l-BFGS est la plus efficace, c’est donc celle qui est choisie pour
inverser les données réelles acquises dans les carbonates de Rustrel.

Le chapitre 2 présente l’inversion des données réelles de Rustrel, qui a été menée en parallèle
d’un modèle synthétique supposé représentatif du site. Cette stratégie a pour but de contrôler
la validité des approches, des résultats et faciliter leur interprétation. Ce chapitre montre
que l’obtention d’un résultat optimal passe par l’inversion du jeu de données pour plusieurs
valeurs de scaling. Les résultats obtenus doivent ensuite être départagés à l’aide de critères
supplémentaires comme l’erreur sur les modèles (sur modèles synthétiques) et/ou l’erreur sur
les données finales, pour n’en retenir, finalement, qu’un seul. Ce(s) critère(s) revient(nent) à
sélectionner un scaling favorisant la reconstruction de la permittivité et donc de la cinématique.
Cela a un effet bénéfique sur la conductivité, qui profite alors d’une meilleure cinématique
pour se reconstruire, mais aussi d’une convergence plus lente empêchant ce paramètre de con-
verger trop rapidement vers des minimums locaux associés à des valeurs non physiques (valeurs
nulles voire négatives). La contrepartie à un tel scaling est la faible résolution obtenue pour
la conductivité par rapport à celle de la permittivité. Nous avons également montré que l’in-
version séquentielle de la permittivité et de la conductivité n’est pas souhaitable, il s’avère
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donc nécessaire d’inverser les deux classes de paramètres en même temps, obligeant de ce fait
à trouver un scaling adapté.

Ainsi, le choix d’un scaling est surtout requis pour l’estimation de la conductivité, car la
permittivité est très robuste aux cours des différentes inversions mono et multiparamètres. Cette
robustesse est également vérifiée lorsque la source est mise à jour lors de l’inversion. A contrario,
la conductivité est très sensible à l’estimation de la source et en particulier à l’amplitude de cette
dernière. La conductivité souffre donc d’un second couplage. Cette conclusion est cohérente et
complémentaire de celle proposée par Keskinen et al. (2017) qui mettent en évidence le même
couplage lors de l’estimation de la source initiale pour des modèles de conductivité initiaux
différents.

En définitive, l’inversion multiparamètres de la permittivité et de la conductivité, avec mise
à jour régulière de la source, est la meilleure stratégie pour imager les milieux géologiques. En
effet, les résultats obtenus à partir des données de Rustrel permettent aujourd’hui de bénéficier
d’une image continue haute-résolution entre les deux puits, ce qui n’était pas le cas avec la
tomographie des premières arrivées. Les images quantitatives ont également permis de relier
les variations de permittivité à la porosité et aux différents faciès géologiques, ce qui pourrait
à l’avenir améliorer notre compréhension du fonctionnement hydrogéologique du site.

Perspectives

Dans le but d’améliorer les résultats de la FWI, plusieurs points peuvent certainement être
améliorés.

Comment déterminer les modèles initiaux ?

Dans cette étude, le modèle initial de permittivité a été obtenu par inversion des temps de
première arrivée. Cette méthode est bien établie car elle fournit une estimation des vitesses du
milieu fiable. Cependant, elle pourrait être améliorée, comme le montre Irving et al. (2007) qui
proposent également une solution de picking automatique des traces les plus bruitées associées
aux grands angles de propagation en configuration cross-hole. La détermination du modèle
initial de conductivité (ou d’atténuation) a été plus problématique. Deux approches distinctes
ont été utilisées : conversion de la permittivité, via les lois de Topp et Archie, et analyse
des amplitudes. Ces deux méthodes ont donné des résultats concordant sur la partie haute
(relativement homogène) du profil, mais aussi des divergences importantes en partie basse.
Ces divergences peuvent s’expliquer par une loi de Topp qui semble limitée pour les milieux
carbonatés, une loi d’Archie utilisée avec une seule valeur de conductivité de l’eau et une
analyse d’amplitude qui manque de robustesse. Ainsi, nous souhaitons obtenir la conductivité,
via des approches plus robustes et systématiques comme la tomographie d’amplitude présentée
par Holliger et al. (2001); Gloaguen et al. (2005) et Giroux et al. (2007).

Préconditionnement

Lors de la phase de développement méthodologique, un aspect important de l’inversion
des formes d’ondes n’a pas été investigué : le préconditionnement. Dans le cadre de l’in-
version multiparamètres de données sismiques, Métivier et al. (2015) proposent d’étendre la
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stratégie de préconditionnement initialement proposée par Shin et al. (2001) en monoparamètre.
Cette stratégie consiste à approcher chaque bloc de l’opérateur Hessien par sa diagonale.
Le préconditionneur est ensuite calculé comme l’inverse de cette approximation avant d’être
appliqué à l’équation de Newton. Ce type de préconditionnement a déjà montré son poten-
tiel. En effet, les résultats obtenus, sur données synthétiques, avec les algorithmes de l-BFGS
et du Newton tronqué préconditionnés sont bien meilleurs que ceux issus des versions non
préconditionnées (Métivier et al., 2015; Yang et al., 2017).

Concernant l’inversion de données GPR, Lopes (2009b) utilise un algorithme basé sur un
gradient préconditionné via l’approche de Shin et al. (2001) pour l’inversion monoparamètre de
la permittivité. Toujours en monoparamètre, Watson (2016b) montre l’apport du précondition-
nement pour l’algorithme de l-BFGS. Pour l’inversion de données GPR en multiparamètres,
van der Kruk et al. (2015) montrent l’apport du gradient conjugué non linéaire préconditionné
sur sa version classique, notamment pour réduire les artefacts de conductivité créés par les
zones gelées au niveau des sources et des récepteurs. Au vu de ces résultats, nous envisageons
de développer le préconditionnement pour l’inversion de données GPR multiparamètres, en
particulier pour le Newton tronqué.

Approche 3D

Les difficultés rencontrées lors de l’inversion des données GPR de Rustrel nous amènent
à considérer l’inversion 3D et non plus 2D. Premièrement, la formule utilisée pour convertir
les données 3D en 2D requiert de choisir une permittivité moyenne. Si ce choix est évident, et
sans effets significatifs dans un milieu relativement homogène, il ne l’est plus dans un milieu
plus contrasté. En effet, dès que la permittivité s’éloigne de la moyenne, l’amplitude des ondes
converties peut varier de façon importante induisant, de ce fait, des valeurs de conductivité
moins fiables après inversion multiparamètres. Deuxièmement, le non-respect de l’hypothèse
2D peut provoquer une perte non négligeable de l’énergie électromagnétique. Ce phénomène,
non reproductible avec les outils de modélisation 2D, est problématique pour l’estimation de la
conductivité. Considérer la troisième dimension permettrait de résoudre ces deux problèmes.
Cependant, ce changement de dimension n’est pas neutre en matière de temps de calcul et de
ressources informatiques à mobiliser. Malgré cela, des développements en ce sens ont débuté
récemment. Ainsi, Mozaffari et al. (2016) proposent des inversions 2.5D entre puits. Dans ce cas,
les modèles de permittivité et de conductivité 2D (compris entre les deux puits) sont étendus
de part et d’autre de ce plan de manière invariable dans la troisième dimension. Ce procédé
permet de définir un cube 3D appelé modèle 2.5D. Ensuite, les champs d’ondes sont calculés
dans ce milieu 2.5D avant d’inverser les paramètres dans le plan central (associé aux puits). Le
nouveau modèle 2D ainsi obtenu est étendu à nouveau et ainsi de suite. Cette stratégie permet
de s’affranchir de la conversion 3D/2D, mais restera limitée si l’hypothèse 2D du milieu n’est
pas vérifiée, comme c’est le cas avec la galerie du LSBB.

Ces développements montrent que l’inversion de données GPR en 3D devrait être plus
courante dans un avenir proche. Elle a même débuté pour imager la permittivité, sur modèles
synthétiques, avec des maillages de tailles raisonnables (Watson, 2016b).

Toujours dans cette perspective 3D, il est également envisageable d’adapter des algorithmes
de modélisation et d’inversion d’ondes sismiques 3D dans l’approximation visco-élastique à
l’électromagnétisme 3D, à l’image de ce qui a éte réalisé dans cette thèse dans une géométrie
2D. En effet, la structure des équations sismiques proposées par Gosselin-Cliche & Giroux (2014)
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(équation 1) peut être reproduite en électromagnétisme, ce qui mène à une nouvelle analogie
entre les deux physiques, en 3D cette fois. Cette analogie mise en évidence aux cours de mes
travaux n’a pas pu être exploitée dans le temps imparti et pourra faire l’objet de recherches
futures.

Suivi temporel de la teneur en eau du massif

Lors de son étude hydrogéologique, Carrière (2014) met en évidence des variations saison-
nières du stock d’eau dans les calcaires Urgoniens. Pour mieux comprendre cette dynamique, il
faudrait mettre en place un suivi temporel capable de quantifier les variations observées ou/et
faire des essais d’injection. Pour traiter les données entre deux instants/périodes, on pourra
s’inspirer des travaux de Asnaashari (2013). Ces derniers visent à quantifier les variations de
vitesses sismiques locales (Vp), induites par la substitution de gaz par de l’eau, ou l’injection de
valeur d’eau pour faciliter l’extraction de pétrole. Pour quantifier au mieux les variations, trois
stratégies sont testées (dites parallèle, séquentielle et différentielle) sur des cas synthétiques et
réels pour déterminer la plus appropriée. Il en ressort que la troisième est la plus fiable mais
elle requiert une acquisition fixe, ce qui n’est généralement pas le cas avec le GPR. Il faudra
donc réfléchir à la meilleure stratégie d’acquisition à adopter dans notre cas.
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explicative (1/50 000), feuille 942, Sault-de-Vaucluse, France. BRGM, Orléans.
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Bristow, C. S. & Jol, H. M., éditeurs (2003). Ground Penetrating Radar in Sediments. Geological
Society, London.
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Loeffler, O. (2005). Modélisation géoradar de la proche surface, estimation de la teneur en eau
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Annexe A

Données de Rustrel

Jeu de données complet acquis entre les puits F5 et F6.

L’ensemble des données a fait l’objet d’un retrait de la composante constante, d’un filtre
Butterworth passe-bande zérophase allant 15 et 240 MHz et d’une correction de t0. Les données
sont présentées ici avec une saturation d’amplitude identique, c’est-à-dire avec la même palette
de couleurs (correpondant sous SU à des seuils (”clip”) min et max identiques à tous les
radargrammes et non une saturation relative (comme ”perc”)). Cela permet une comparaison
directe des différents radargrammes notamment en matière d’amplitude.
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Figure A.1 – Radargrammes dont les sources vont de 530 à 535 mètres en élévation.
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Figure A.2 – Radargrammes dont les sources vont de 536 à 544 mètres en élévation.
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Figure A.3 – Radargrammes dont les sources vont de 545 à 553 mètres en élévation.
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Figure A.4 – Radargrammes dont les sources vont de 554 à 562 mètres en élévation.
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Figure A.5 – Radargrammes dont les sources vont de 563 à 571 mètres en élévation.
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Annexe B

Publication

La publication présentée ci-dessous est un résumé étendu (abstract) soumis pour la conférence
i-DUST 2016 qui s’est tenu à l’Université d’Avignon en Juin 2016. Cette publication présente
les résultats préliminaires de l’inversion des formes d’ondes des données de Rustrel.
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Full-waveform inversion of GPR data acquired
between boreholes in Rustrel carbonates
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Guy Sénéchal2, and Dominique Rousset2
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2 LFCR, Université de Pau et des Pays de l’Adour, 64000 Pau, France

Abstract. Full waveform inversion (FWI) of seismic or Ground Penetrating
Radar data provides high-resolution quantitative images of the constitutive
parameters of the rock/soil which control seismic/GPR wave propagation.
We developed a 2D inversion tool in the frequency domain adapted to
the multi-parameter physics controlling GPR propagation in isotropic non
dispersive media, i.e. dielectric permittivity and electrical conductivity. This
inversion engine was previously tested using synthetic 2D data to mitigate
the trade-off between the two parameter classes. In this paper, we present
the required processing techniques and first inversion results obtained on
a real GPR dataset acquired in carbonates with a cross-hole configuration.
The presence of the 2 m diameter underground gallery at depth constitutes a
nice target to test the robustness, efficiency and resolution of the inversion
in such high-contrasts context. Starting from a time tomographic image
for the dielectric permittivity and from a homogeneous conductivity, we
show that FWI is efficient to retrieve high resolution images of dielectric
permittivity but struggles with electrical conductivity. As a quality control,
we compare real and synthetic radargrams computed from the tomography
and final images, showing the efficiency of the process to reconstruct some
events but also underlying some issues, particularly on large incidence angles
amplitude traces.

1. Introduction

The knowledge of the subsurface is crucial for a wide range of scientific issues such as
environmental, archaeological, hydrological, geological and civil engineering. In this frame,
Ground Penetrating Radar (GPR) plays a key role thanks to its non-invasive and high
resolution features. Multioffset measurements may provide quantitative information of the
subsurface through velocity analysis or inverse processes like traveltime tomography or full
waveform inversion (FWI). With traveltime tomography, only a small fraction of the recorded
data is involved in the inversion providing a smooth quantitative image of the dielectric
permittivity with a limited resolution. In this context, FWI, which takes benefit from the
whole recorded signal, should improve the image resolution.

FWI of cross-hole GPR datasets has shown its efficiency on synthetic and real [1]
cases. Here, we perform FWI in carbonate environment with the favorable cross-hole
configuration in order to evaluate our multi-parameter inversion algorithm. Based on previous

a Corresponding author: hugo.pinard@univ-grenoble-alpes.fr
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synthetic tests, we use the l-BFGS algorithm which is well known in seismic to reconstruct
simultaneously subsurface parameters.

Here, we briefly explain the concepts underlying the FWI with the description of the
forward and inverse problems. We then describe the pre-processing methodologies used to
estimate the source wavelet and to convert real data acquired in a 3D environment to 2D
data managed by the code. Finally, we present our preliminary FWI result which contains
many artifacts. Despite these artifacts, which emphasize the current failure of the inversion,
we show the first benefits of the method.

2. Theoretical basics on forward and inverse problems

In 2D, the introduction of the constitutive properties in the Maxwell-Faraday and Maxwell-
Ampère equations gives two distinct systems: the transverse electric (TE) and the transverse
magnetic (TM) modes. Here, we consider only the TM one with vertical electric sources, as
used in boreholes. The system of three first-order equations is recast into one second-order
equation and two first-order equations. This transformation and acoustic/electromagnetic
analogy [2] allow to simulate electromagnetic wave propagation using finite-difference
frequency-domain schemes initially developed for seismic modeling in visco-acoustic
approximation [3]. This formulation leads to the system A(m)Hy = s where the discrete
wave operator A(m) contains the subsurface parameters m while Hy and s are respectively the
magnetic wavefield and the discretized source terms. This linear system is solved using a LU
factorization through a sparse direct solver [4]. The electrical fields Ex and Ez , associated to
GPR antennas, are deduced by finite-difference of Hy following the two first-order equations.

This frequency domain formulation allows to solve TM equations at a reasonable
computational cost incorporating easily the diffusive attenuation through the complex
effective permittivity �e = � + i�/� with the dielectric permittivity � [F/m], the electrical
conductivity � [S/m], the angular frequency � [rad/s] and the pure imaginary number (using
a conventional time-harmonic dependency in e−i�t ).

The formalism of FWI has been introduced in the seismic context by [5] and [6] in the
time domain and developed later by [7] in the frequency domain. The target of the FWI is
to find the distribution of parameters m which minimizes the real misfit function f (m). This
quantity is defined as the distance between the observed data dobs,�j ,s and the calculated
data dcal,�j ,s(m), namely the residuals �d�j ,s(m) = dobs,�j ,s − dcal,�j ,s(m), through the
�2 norm:

f (m) = 1

2

N�∑
j=1

Ns∑
s=1

�d�j ,s(m)†�d�j ,s(m) (1)

where the symbol † denotes the transpose conjugate operator while the total number of
sources and discrete frequencies are denoted by Ns and N� respectively. In our particular
case, observed and calculated data correspond to the vertical components of the electric field
(Ez) at receiver positions. The FWI procedure iteratively updates the model of the subsurface
through the formula:

mk+1 = mk + �k�mk , (2)

where �k is the linesearch parameter satisfying the Wolfe conditions and �mk is the descent
direction solution of the Newton equation Hk�mk = −∇fk . Among the different methods to
solve the Newton equation, we choose the l-BFGS one for its efficiency and accuracy. With
this method, the inverse of the Hessian operator H (mk)−1 is approximated through finite-
difference of l previous gradients ∇f (mk−1)...∇f (mk−l). Thus, the algorithm only requires to

2
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compute the gradients of each parameter. These quantities are obtained very efficiently thanks
to the first-order adjoint-state method ([8] for a review). In the following application, we also
introduce the Tikhonov regularization to smooth as much as possible the model update.

3. Application

Data were acquired in an Urgonian karstic limestone massif located near the LSBB. This
underground structure goes through the mountain (Fig. 1a). One of its gallery, located close
to the exit (S), is relatively shallow and can thus be investigated from boreholes. Among the
different boreholes drilled to study carbonate properties, two of them surrounded the gallery
(Fig. 1b). This configuration allowed to perform measurements in cross-hole configuration.

Two 100 MHz antennas have been used to record the dataset between these two 50 m deep
boreholes separated by 18 m. 44 sources are evenly distributed (1 m interval) in borehole F5
while 200 traces have been recorded every 25 cm in borehole F6. Examples of radargram are
displayed in Fig. 1c and d for two different source positions. The first one shows diffractions
only between traces 70 and 100 while the second one is more complex, exhibiting three
distinct hyperbolae with apex at traces 120, 135 and 145.

All first arrivals have been picked and inverted using a SIRT algorithm to get a smooth
image of the velocity and so of the dielectric permittivity (Fig. 2a). The 2 m diameter
underground gallery at depth 34 m is visible but appears quite spread compared to the reality
where sharp contrasts exist at the interfaces air/concrete/carbonates. We expect that FWI
provides higher resolution images in particular of the gallery.

Before applying FWI, a pre-processing of the data is required. We first remove the average
value of each trace and apply a Butterworth filter to cut low and high frequency noises.
Since our forward modeling engine is 2D and the observed data (d 3D

obs (t)) are 3D, we apply a
3D-to-2D conversion to get the 2D observed data (d 2D

obs (t)). The conversion, given here for
one trace, is performed through the formula,

d 2D
obs (t) =

√
2�v(t)2t

�
eı�/4 d 3D

obs (t) (3)

with t denotes the time, w the angular frequency, i imaginary number and v(t) the wave
velocity which is assumed to be homogeneous (in the formula) and equals to 8 cm/ns
following the traveltime tomography result. One example of this conversion is displayed
in Fig. 1e where changes in phase and amplitude can be clearly seen. Then, the dataset is
normalized by shot-gather to be sure that none of these shot-gathers dominates the misfit
function. Note that frequency content of the signal is extracted and displayed in Fig. 1f. In
general, all frequencies between 50 to 150 MHz have a strong amplitude so that this frequency
band can be used to perform the FWI.

The last step of the pre-processing consists in estimating the source wavelet. In the
frequency-domain, this estimation, detailed here for one frequency �j and one source s,
is classically realized through the linear inversion proposed by [9],

S�j ,s =
g
†
�j ,s d2D

obs,�j ,s

g
†
�j ,s g�j ,s

, (4)

where S�j ,s is the complex value of the source wavelet at frequency �j while g�j ,s and
d2D

obs,�j ,s denote respectively the incident Green’s functions recorded at receiver positions and
the observed data in the frequency domain. Here, each source s is supposed independent
from each other so that one source estimation is done per shot-gather. After computations of
S�j ,s for all frequencies and inverse Fourier transform, the resulting source wavelet for one

3
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Figure 1. (a) Location of LSBB galleries (black line). E denotes the main entrance, A the anti
blast gallery, C the shielded LSBB capsule and S the exit. (b) Zoom close to the exit with the
locations of the two boreholes of interest and the gallery. Observed radargrams for source positions
at depth (c) 18 m and (d) 34 m. (e) 3D-to-2D conversion for one trace the 3D (red) and 2D (green)
traces. (f) Frequency content of one trace. (g) Source wavelet estimated before the inversion for one
shot-gather.

source located at depth 17 m is displayed in Fig. 1g. The wavelet may be compared with a
Ricker wavelet (second-order derivative of a Gaussian distribution) even if side rebounds are
currently quite strong. Even if the wavelet can be updated regularly during the inversion, we
choose to estimate it once at the beginning and keep fixed after.

The 51.5 m by 18.5 m model is discretized using a grid interval of 0.05 m to ensure
that electromagnetic modeling satisfies the sampling criterion of four/five grid points per
minimum wavelength. The initial model for the permittivity is provided by the traveltime
tomography while the conductivity one is taken homogeneous (Fig. 2a and d).

The discrete frequencies strategy used to invert data follows the strategy developed
by [10] and the frequency content of the dataset (Fig. 1f). One example of this strategy
is presented in Table 1. Frequencies of a given group are used to perform one nonlinear
inversion and associated results are used as initial models for the next group. Starting by
the lower frequencies to reconstruct the large structures of the medium, higher frequencies
are progressively introduced to improve the resolution of the model. Note that the frequency
sampling ensures a continuous sampling in the wavenumber space. In this paper, we restrict
results to the first group because we need to improve some points before using the high
frequency content.

As discussed by [11], we invert relative parameters instead of parameter themselves
so that they are defined as �r = �/�0 where �0 = 8.85 . 10−12 F m−1 (vacuum value) and
�r = �/�0 where �0 has to be chosen accurately. If this parameter is too high, only the

4
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Figure 2. (a–c) Relative permittivity after 0, 15 and 30 iterations; (d–f) conductivity [mS/m] after 0, 15
and 30 iterations. (g) observed data, (h) initial data and (i) final data for 100 receivers associated to one
source located at depth 39 m.

Table 1. Frequency strategy for the inversion (MHz).

Group 1 50 60 70
Group 2 60 70 80
Group 3 70 80 100
Group 4 80 100 120
Group 5 100 120 150

conductivity is updated and vice versa for the permittivity. In this paper, �0 = 1.0 10−4 S/m

to slightly promote the relative permittivity update which stabilizes the inversion. Areas
around sources and receivers have been frozen to prevent the model being updated only
at these positions. We decided to perform 30 nonlinear iterations. The normalized misfit
functions with respect to the initial value are 0.8 and 0.78 respectively at the 15th and 30th

iterations. This small decrease is linked to difficulties for the algorithm to remove the imprint
of sources and receivers despite the presence of the frozen zone (Fig. 2). At the end, sources
and receivers, through their vertical dipolar injection points, create horizontal artifacts in the
model. These latter, which present a higher wavenumber content in the permittivity model,
still require a deeper analysis to better understand their origins and remove them.

Despite these artifacts, we obtain an increase of the resolution of the gallery focusing
the permittivity and providing a first image of conductivity. In Fig. 2, the limit of the gallery
becomes progressively sharper while the final relative permittivity value in the gallery is

5
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closer to the expected one (“1” for the void). For the conductivity model, the gallery appears
more conductive than the geological medium and the presence of water-saturated layers
around 38 m depths is not detected. These results can be explained either by the presence
of iron in the concrete of the gallery (even if its presence is not confirmed) or more probably
by an initial model of conductivity too simple and/or too far from the true one.

Because the FWI is based-on data fitting procedure, radargrams are shown in Fig. 2g,
h and i. Comparing observed and initial data, several differences can be underlined. Before
trace 45, a clear mismatch in amplitude is visible while after this trace, the initial data do
not reproduce the complex structure of the observed data and specially the discontinuity
around trace 77. The analysis of the final radargram shows that the mismatch in amplitude is
still present meaning that the algorithm did not update the model to reduce this difference.
Actually, the algorithm concentrates its efforts on the complex arrivals and the discontinuity
which are well retrieved at the end of the inversion. This final radargram, obtained with only
one group of frequencies, emphasizes the potential of the FWI.

4. Conclusion

We briefly propose the formulation of a 2D frequency-domain FWI for GPR datasets
in TM configuration to reconstruct simultaneously dielectric permittivity and electrical
conductivity. Then, we present our first results using a dataset recorded near the LSBB. These
results are promising with a focalization of the gallery in permittivity and a first image of
conductivity. This work will be continued with a better handling of the source estimation
(at each nonlinear iteration), the consideration of all groups of frequencies and other initial
conductivity models. These different points should improve the quality and the resolution
of the final reconstructions and, we hope, allow the detection of multi-scale heterogeneities
characterizing the carbonate properties of this massif. Final results will be compared to well
logs, electrical tomography and checked against ground truth (for the gallery location). At
middle/long term, new acquisitions will be performed and results will be used to follow the
evolution of the massif properties over time.

This study was partially funded by the SEISCOPE consortium (http://seiscope2.osug.fr),
sponsored by BP, CGG, CHEVRON, EXXON-MOBIL, JGI, PETROBRAS, SAUDI ARAMCO,
SCHLUMBERGER, SHELL, SINOPEC, STATOIL, TOTAL and WOODSIDE. This study was granted
access to the HPC resources of CIMENT infrastructure (https://ciment.ujf-grenoble.fr) and
CINES/IDRIS under the allocation 046091 made by GENCI. We thank the LSBB facilities for their
support for field experiments.
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