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Optimisation de consommation pour un véhicule de
type voiture

Résumé

Mots clefs - optimisation de la consommation énergétique ; arcs singuliers ; régularité ;
fonction cout non-différentiable.

Cette these présente I’étude d’un probleme de controle optimal dont le cott est non-
différentiable pour certaines valeurs du contréle ou de 1’état, tout en restant Lipschitz.
Ce probleme nous a été inspiré par la problématique générale de la minimisation de
I’énergie dépensée par un véhicule ou robot de type voiture le long d’un trajet dont
le profil de route est connu a ’avance. Cette problématique est formulée a 1’aide d'un
modele simple de la dynamique longitudinale du véhicule et une fonction cout qui en-
globe la notion d’efficacité du processus de conversion énergétique. Nous présentons un
résultat régularité des controles, valable pour la classe des systemes non-linéaires, affines
dans les controles, classe a laquelle appartient notre probleme. Ce résultat nous per-
met d’exclure les phénomenes de chattering de I'ensemble des solutions. Nous réalisons
trois études de cas pour lesquelles les trajectoires optimales sont composées d’arcs bang,
d’tnactivations, d’arcs singuliers et, dans certains cas, de retours en arriere.
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Optimisation of energy consumption for a car-like
vehicle

Abstract

Keywords - energy consumption minimisation ; singular arcs ; regularity ; non-differentiable
cost function.

The present thesis is a study of an optimal control problem having a non-differentiable,
but Lipschitz, cost function. It is inspired by the minimization of the energy consump-
tion of a car-like vehicle or robot along a road which profile is known. This problem
is stated by means of a simple model of the longitudinal dynamics and a running cost
that comprises both an absolute value function and a function that accounts for the
efficiency of the energy conversion process. A regularity result that excludes chattering
phenomena from the set of solutions is proven. It is valid for the class of control af-
fine systems, which includes the considered problem. Three case studies are detailed
and analysed. The optimal trajectories are shown to be made of bang, singular arcs,
inactivated and backward arcs.
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Introduction générale

Ce manuscrit de these présente des éléments d’étude du probleme général de 1’op-
timisation énergétique d’un véhicule de type voiture ou d’un robot mobile. Nous avons
formulé cette problématique dans le cadre du controle optimal, en particulier, nous
avons choisi de tirer parti des propriétés spécifiques a un cout non-différentiable pour
certaines valeurs de I’état ou du controle. En effet, comme cela est maintenant bien
connu, voir [2, 5, 9, 10, 21, 24, 31], un cott de ce type peut avoir pour conséquence la
présence d’inactivations dans la stratégie de controle. C’est-a-dire que le controle est
nul, ou inactif, sur un ou plusieurs intervalles de temps non-triviaux. Comme cela a
été mis en avant dans de précédents travaux, par exemple [10, 31], ce type de com-
portement semble tout a fait pertinent lorsqu’il s’agit de modéliser un probleme de
minimisation énergétique. En effet, les inactivations jouent le role d’un mécanisme de
sélection des moments ou appliquer un controéle est le plus efficace.

Afin de formaliser mathématiquement ce probléme, nous avons a notre disposi-
tion une littérature vaste, principalement da a la large palette de choix qui s’offre a
nous concernant la fagon de modéliser d'une part la dynamique du véhicule, d’autre
part le cotit, et enfin sélectionner une méthode de résolution du probleme. Dans ce
travail, a 'exemple de ce qui est fait dans [19, 22, 25, 27], nous ne nous attachons
qu’a modéliser la dynamique longitudinale du véhicule. Un lecteur intéressé par des
informations concernant une modélisation tant transversale que longitudinale de la dy-
namique pourra consulter [15, 26]. De plus, nous avons décidé de ne pas incorporer
de modele mathématique du systeme de conversion énergétique au modele dynamique
du déplacement, contrairement a [19, 22, 25, 27|, mais plutot d’inclure cet aspect du
probleme dans le cout comme cela a été fait dans [8, 14]. Pour ce faire, nous avons
recours a une fonction de rendement et au rapport entre puissance et rendement.
La notion de puissance que nous utilisons, qui justement nous permet d’introduire
la non-différentiabilité du cofit, est inspirée de précédents travaux menés sur la no-
tion d’inactivation. En particulier, nous nous appuyons sur [4, 5], ainsi que sur les
différents travaux des mémes auteurs portant sur la minimisation du travail absolu
d’un systéme mécanique actionné. Par exemple, si z(t) est un déplacement et u(t) une
force extérieure, alors le travail absolu de w, calculé sur 'intervalle [0, 7] est

/ " leryu(rldr
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L’outil principal utilisé dans cette these est le principe du maximum de Pontrya-
gin [23]. Ce principe a été développé par Lev S. Pontryagin et ses collaborateurs au
début des années 1960 et se compose de différents théoremes délivrant une série de
conditions nécessaires a ’optimalité d'une trajectoire. Ces conditions nous permettent
de calculer explicitement un ensemble de trajectoires, dites extrémales, candidates
a loptimalité, qu’il faut ensuite analyser. Ce résultat fondamental de la théorie du
controle optimal est appelé principe car il est possible de former plusieurs théoremes
différents selon la nature du probleme rencontré. Dans la mesure ou notre fonction
cout est non-différentiable pour certaines valeurs du controle ou de I’état, nous aurons
recours au théoreme développé par F. Clarke [12]. Dans un second temps, certaines
simplifications nous permettront de nous limiter a une version classique du principe du
maximum.

Nous verrons que les stratégies optimales du probleme qui est abordé dans ce ma-
nuscrit sont composées de classiques arcs de type bang et d’inactivations, mais aussi
d’arcs singuliers (déterminés par l'analyse ou la dérivation successive de la fonction
de commutation, voir [3, 6, 13]). Nous examinons aussi d’autres types de trajectoires,
possiblement solutions du probleme formulé, dites trajectoires avec retour en arriére,
et dont 'occurrence est fortement liée au profil de route considéré.

Organisation du manuscrit

En plus de la présente introduction, ce manuscrit est composé de quatre chapitres
et d’une conclusion.

Le premier chapitre porte sur la modélisation et la description du probleme. Une
premiere section concerne la modélisation de la dynamique du véhicule et du critere a
minimiser. Dans une seconde section, nous examinons l’existence de trajectoires opti-
males. Les deux sections suivantes présentent un important résultat sur la régularité
des controles optimaux, et un lemme qui nous permet de simplifier notre probleme
pour certains profils de route.

Le deuxieme chapitre est dédié¢ a l'analyse du probleme par la version du prin-
cipe du maximum de Clarke [12]. A la suite de quelques définitions préliminaires et
de I'énoncé de la version du principe du maximum de Clarke, une premiere section
porte sur ’étude du probleme en temps minimal associé. Les études, d’une part, des
trajectoires anormales et normales, et d’autre part, des arcs singuliers font ’objet des
deux autres sections de ce chapitre.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude du probleme du véhicule sur route plane.
Il est divisé en deux sections. La premiere traite du cas sans frottement, tandis que la
seconde porte sur le cas avec frottement. Nous voyons alors apparaitre des solutions
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optimales comprenant un arc singulier.

Enfin, le quatrieme chapitre porte sur ’analyse de notre probleme pour un profil de
route spécifique. Nous verrons apparaitre un nouveau comportement singulier ainsi que
des trajectoires avec retour en arriere candidates a l'optimalité. Une courte section, en
fin de chapitre, présente le cas particulier d’'une fonction de rendement triviale dans le
contexte de ce profil de route.

Contributions

Cette these a donné lieu a une prépublication ainsi qu’a des présentations et dis-
cussions des résultats lors de conférences nationales et internationales, comme cela est
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Chapitre 1

Modélisation et description du
probleme

Ce chapitre est structuré de la maniere suivante : la section 1.1 porte sur la modélisation
du probleme. La dynamique du systeme est décrite en détail dans la section 1.1.1 et la
fonction cott dans la section 1.1.2. Dans la section 1.2, nous déterminons si le temps
final peut étre fixe ou libre. La section 1.3 est consacrée a la description d’un théoreme
de régularité des controles. Finalement dans la section 1.4, nous démontrons un lemme
qui nous permettra de simplifier le probleme pour certains types de route.

1.1 Modélisation

Le déplacement de la voiture est réprésenté sur une route, dans un plan position-
hauteur (£, h), comme schématisé en Figure 1.1. Le profil de cette route est décrit a
I'aide d’une fonction € : h = (¢). La dynamique du systéme est donnée par la 2°4¢ loi
de Newton et le cotut par le travail absolu de la force motrice (i.e. la poussée) appliquée
a la voiture.

>

h hi h

=
L&

>
£S5

;

FIGURE 1.1 — Modélisation et notations.



Chapitre 1 - Modélisation et description du probleme

1.1.1 Dynamique du systeme

Le bilan des forces exercées sur la voiture s’écrit :
Z F =my (1.1)

ou m est la masse de la voiture, v = (f , h) I’accélération de la voiture et F désigne
I’ensemble des forces appliquées sur la voiture.

Comme schématisé a la Figure 1.1, cette voiture est soumise aux quatre forces
suivantes :

1. G=( G¢, Gy ) : laforce de gravité;

2. R= ( Re, Ry, ) : la réaction de la route;
3. f= ( fei fn ) : la force de frottement, opposée au mouvement.
4. F = (

Fe, Fy, ) : la force motrice.

En suivant les notations du schéma de modélisation de la Figure 1.1, les quatre
forces s’expriment de la maniere suivante :

P () 0= ()= () ) e (o)

1. nous ne considérons que les frottements visqueux, par conséquent f sera propor-

ou

tionnelle & la vitesse du mouvement, || f|| = a||V|| = ar/E2 + h?, avec V = (€, h)
et a > 0 est constant ;

2. R =mgcos(f), ou g est la constante gravitationnelle;

3. F est 'amplitude de la force motrice, il s’agit de la variable de contrdle du
probleme que I'on note u dans la suite (i.e. u = F);

4. 0 est I'angle entre I'horizontale et la droite portée par le chéassis du voiture (i.e.
I'orientation de la voiture), autrement dit, 6 représente la pente de la route.

De ce qui précede, I'équation (1.1) s’écrit :

()= (2 Yo (i o it

(1.2)

mg cos®(0)



Chapitre 1 - Modélisation et description du probleme

Profil de la route

Le profil de la route est décrit par une fonction €', h = (€). Cette fonction permet
de déterminer uniquement la valeur de I'angle 6 a partir de la position £ :

(©) (1.3)

I

T
g€ — BL 5[, et (&) = arctan (go

oll ¢ représente la dérivée de ¢ par rapport a &. Ainsi,

!

h=¢(©f et h=¢ O+ ()&

et alors €2 + h? = &2 (1 + (gol (5))2> Par conséquent, le systeme (1.2) devient :

m( 3 ) _ ( ucos(6) )+( 0 >+ —a §1/1+ (¢ (€))” cos(0) +( —mg cos(6) sin(6) )

h usin(f) mg —a &1+ (£(6)?sin(0) mg cos?(6)
(1.4)

Le systeme (1.4) n’a en fait qu'un seul degré de liberté et sa dynamique se résume a :

{ mé = wcos (0(€)) — aéry/1+ (¢ (€))% cos (0(€)) — mg cos (0(€)) sin (A(€)) (1.5)
0(¢) = arctan(ip (€))

Remarquons que le systeme (1.5) est suffisamment complexe pour rendre les
futures analyses d’autant plus difficiles. Une trajectoire de ce systeme est définie par
I'abscisse £ et 'ordonnée h qui est égale a la fonction (), c’est a dire par le point
(&, ¢(€)). Une autre maniere de caractériser ce systeme est d'utiliser la longueur d’arc
entre l'origine et la position du véhicule sur la route. Nous allons voir que cette pa-
ramétrisation conduit & une écriture simplifiée du systeme (1.5).

Abscisse curviligne

Soit x I'abscisse curviligne de (&, h(€)), définie par :
o= [+ o)
0

Nous calculons 4% = g—z x & & laide de la relation g—”g = /14 (£'(6)%



Chapitre 1 - Modélisation et deseription du probléme
Ainsi & = é/1+ (¢'(€))%, ce qui implique
i =61+ G ©F +o'©2 (14 (¢10))
~(¢(1+ (v @) ) + 00 ©) (1+ (90'(6))2)_%
—(£+¢@n) (14 (so’@))z)é

Substituons cette derniere équation dans le systeme (1.4) :

u aéy/14 (0 (€))? . CN—3
i = (Ecosw(@) m@( D con 0(6)) — gcos (0(6)) s (60) (& +02)
) u aéy/1 "(€))? ) RN,
+¢'(8) (Esinw(g))g : fn(*” D i 0(6)) + gcos 016) (¢ +02)

Apres simplification, nous obtenons :

i- L <u_agm—mg sin (6(€)) ) (cos (016)) + ' (€)sin 611 ) (€2+82)

(1.6)
Ensuite, nous calculons la quantité suivante :

cos (0(6)) + ¢ () sin (0(6)) = cos (01(€)) (1 Lo S
—cos (6(€)) (1 + ' (€) tan (6

Sy (14 (¢©)) (17)
D’apres 1’équation(1.3) nous avons :
/ 1
cos (0(&)) = cos (arctan (¢ (£)) ) = (1.8)
S L+ (¢'(€))°

et '"équation (1.7) devient :

cos (6(€)) + ¢ (&) sin (6(€)) = \/ 1+ (¥'(£))”

Remplagons cette derniere relation dans I’équation (1.6), afin d’obtenir :

L+ (¢ ()
L+ (¢ (6)°

i = % (u — aé\/1+ (¢ (£))* — mgsin (9(5))>

7



Chapitre 1 - Modélisation et description du probleme

Finalement, la dynamique de notre probléeme est donnée par :

i = %<u — aéy[1+ (#/(€))* = mgsin <9<s>>) (19)

A chaque donnée de z, nous pouvons associer un unique couple (£, ¢(&)), et par
conséquence un unique angle 6. Ainsi, # peut-étre vu comme une fonction de x :

0=0(x).
Nons notons y = & et le systeme (1.5) s’écrit alors :
T=

Y= %(u—ay—mgsin(ﬁ(m))) (1.10)

Il nous semble donc intéressant de définir le profil de la route sous la forme d’une
fonction x — 0(x). Le profil de la route, dans le plan (£, h) peut alors étre reconstruit
sous la forme d’'une courbe paramétrée z — (£, ¢(&)) en suivant la méthodologie ci-
dessous.

Définition du profil de route a partir de 6(z)

D’apres la définition de I'abscisse curviligne x :

o€ 1
— = (1.11)
@@y
avec @' (x) = 2558 — tan (0(x)).
Afin de reconstruire la fonction de profil p(x), écrivons :
Do (6(r) _dp(Elx)) _ 0
ox - O¢ ox
=¢ (&(x)) % -
L+ (¢'(2))
)
L+ (¢ ()"
Ce qui donne :
9 (z) tan (¢ (x)) (1.12)
Ox
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Dans la suite, ’analyse du probleme de controle optimal résultant de cette modélisation

sera faite a ’aide du principe du maximum de Pontryagin. D’apres ce principe, la
dérivée partielle de la pente 6(z) par rapport a la variable d’état x (i.e. %(j)) in-
tervient dans I'équation adjointe associée a la variable d’état y. Par conséquent, une
méthode simple pour obtenir le graphe de 0(x) est de définir tout d’abord la courbe
de la dérivée de 'angle 6(z) par rapport a x. Nous l'intégrons ensuite afin d’obtenir
la fonction 6(z). Finalement, on construit les fonctions &(z) et ¢ (&(x)) a partir des
équations (1.11) et (1.12).

Exemple 1.1 Soit un profil de route défini par un angle 0(x) dont la dérivée est formée

de six types de morceaur comme suil :

( O(x) est croissant sur x € [x7, 1),
() est décroissant sur x €)rg, 5],
(x) est décroissant sur x €|xs, x4],

0(z) est croissant sur x € [y, T3],
(x) est croissant sur x € [r3, T3],

| O(x) est constant sur x € [z, 21,
avee Ty < Tg < Tp < Ty < T3 < Top < 7.
Ce profil est illustré a la Figure 1.2. Ce graphe a été obtenu a l'aide du code présenté

a ’Anneze B.

00(x)

dx 0(x)

L L L " i i
-20 -1 ~10 -5 F 5 10 s X Coal
—005 |
[ -03
~0.10

—20““—15‘“‘—‘10“”—‘5””““‘5“”1‘0“”1‘5 é:(.X)

FIGURE 1.2 — Réprésentation graphique de la construction du profil de la route

r7 = —20,26 = —15,05 = =9, 24 = —6.5,x3 = —4, 29 = —1, 2, = 5.
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1.1.2 Fonction cout

Dans ce travail, on cherche a minimiser 1’énergie dépensée pour déplacer une voiture
d’une position de départ jusqu’a une position finale en un temps 7%.
Soit D(t) le débit d’énergie. La fonction cott associée est :

Ty
D(r) dr (1.13)
0
Dans le but d’exprimer cette quantité comme une fonction de I’état du systeme (1.10),
nous utilisons la notion de travail absolu de la force motrice.

Soit. A le travail absolu de la force propulsive, en suivant la définition qui est pro-

posée dans [4] :
T .
A= [T ani+ @@

La puissance absolue instantanée associée au travail A est donnée par
au débit a 'aide d’une fonction de rendement, notée p(.) :

dA Ny
& et est reliée

dA
< = D)l

Cette fonction, dont la Figure 1.3 fournit quelques exemples, répond aux hypotheses
suivantes :

— son argument est la vitesse du véhicule : y = £4/1 + (¢'(2))?;

— elle prend ses valeurs dans l'intervalle ]0,1], pour tout y € R;
— elle suit I'un des deux comportements suivants pour tout y € R (respectivement
R™):
1. p(y) est identiquement constante ;

2. p(y) admet un maximum y*, est croissante sur |0, y*[ et décroissante sur

Jy™, +ool;
(p(y) admet un maximum y~, est décroissante sur Jy~—, 0 et croissante sur
] — 09, yi[ ) )

— elle est dérivable autant de fois que nécessaire.

Finalement, la fonction cout est notée J(u) et est donnée par 1’expression suivante :

Ty ‘fu‘ . 5 Ty |yl
J(u) = / nE HWW)WC;T: / Misar (1.14)

10
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FIGURE 1.3 — Exemples de fonction de rendement.

1.2 Probleme de contréle optimal en temps final
fixe

Dans la suite de ce travail, afin d’alléger les calculs, nous supposerons que m = 1
et ¢ = 1. Aussi, nous limitons notre étude aux trajectoires partant de l'origine, i.e.
position initiale nulle a vitesse nulle. Nous obtenons ainsi le probleme de controle
optimal suivant :

Ty
Minimiser J(u) = / MdT
o P
T=y

Sous les contraintes  (X4) pour t € [0, 1]

Y= u—ay—sin(f(x))

o= (3)- (2)xm- (3 - ()

lu(t)] <1 pourt e [0, 7]

Tt > 0 est fixé.

\

Existence des trajectoires optimales

D’apres le Théoreme 2 de [5] inspiré du schéma de preuve de [18], le probleme (P;)
en temps final fixe admet une solution si T > T}, ou 1), est le temps de parcours
minimal de X (0) a X (7). En particulier, si Ty = T, alors la solution optimale est
donnée par le probleme (P,,;,) présenté dans la section 2.1. Dans le cas contraire, le
probléme (P;) n’admet pas de solution.

Dans le but d’effectuer une étude du probléme (P;) en temps final libre, nous
remarquons qu'un profil de route spécifique, un cott qui pénalise le temps de parcours

11
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ou encore une fonction de rendement spécifique p(y) sont nécessaires. Ceci est illustré
dans le cas d’une route plate (i.e. # = 0) par la proposition ci-dessous.

Proposition 1.1 Considérons le probleme (P1) avec une route plate (i.e. 6 =0). Si le
temps final est libre, alors la valeur minimale de la fonction cotit n’est pas atteinte.

Preuve 1.1

1. Cas de la route plate sans frottement : Considérons une famille de controles
de la forme — voir Figure 1. :

e s 0<t<At
Us,At<t) = 0 st At <t< Tf — At (1.15)
— s Ty —At<t<Ty

ue,Al(t)

1.0

y(®

05
04
—osk 03
02
01

-10} T ' 05 10 15 20 X(t)

FIGURE 1.4 — Stratégie de controle de type u. a¢(t), cf. equ.(1.15).

Poure > 0 fixé, le systeme (X1) est réduit a un double intégrateur et sa trajectoire
associée est donnée par :

— pour t < At,

— pour At <t < Ty — At,

At?
x(t) = e+ eAt(t — At)
— pour Ty — At <t < Ty,

Af? s A
a:(t)stt—|—5At(Tf—2At)+5At(t_Tf+At)_g(t I+ t)

— pourt ="Ty :
2 2

At At
x(Tf) = &TT + €At(Tf — ZAt) + 87

Ainsi :

l‘(Tf) =eAt (Tf — At)

12



Chapitre 1 - Modélisation et description du probleme

D’apres cette derniére équation, expression de Ty en fonction des données du

probleme est
. At2€ + l’f

1.1
At.e (1.16)

Ty

La valeur du coiut correspondante est :

At Ty
() :/ ﬂcm/ =Ygy
o PYy) -t P(Y)
Remarquons que le cout tend vers 0 lorsque At — 0, ou e — 0. Dans les deux

cas, nous obtenons Ty — 00 et le cout minimum n’est pas atteint.

. Cas de la route plate avec frottement : Soit la famille de controéles suivante

—wvoir Figure 1.5 :

(1.17)

; <
ug(t):{ e si 0<t< At

AN <t< Tf
Pour e > 0 fizé, la trajectoire de (X1) associée est donnée par :

ue(t)

02f

sty
r 05
~0.1F 04
[ 03
02
01

0‘.5 l‘.O 1 ‘.5 20 X(t)

FIGURE 1.5 — Stratégie de contrdle de type u.(t), cf. equ.(1.17).

— pour t < At,

w(At) = & [Ar+ 1]
y(At) = £ [1 — e_aAt]
— pour At <t < Ty,

704Tf

o(Ty) = “5e(1—2e"2 4T (14 2aAt — oTy)))

«

an

y(Ty) = —=—=[1— 28 + eoTr]

[0

13
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De l’équation y(Ty) = 0 on tire l'expression Ty = éln (Qeo‘At — 1) que [’on ré-
injecte dans la formule de x(Ty). La relation x(Ty) = x; permet ensuite de cal-

At:—ln<e €f+\/e = (e af—1)>.
o

Comme At =23 00, il en va de méme pour Ty. Afin de démontrer que le minimum

culer :

du cott n'est pas atteint, il nous reste a montrer que J(u.) £280. Comme J(ue) =

Ulueyl [yl X
dt = ¢ ——dt, alors le cout tend vers 0 lorsque ¢ — 0 et le
o Py) o PYy)

minimum n’est pas atteint. [

1.3 Régularité des controles
Pour tout temps ¢ € [0,7], ou T est positif et fixe, soit un systeme de la forme :
(X0) &= F(x)+uG(x)

L’état initial est noté xo € R™, n > 0. Les champs de vecteurs F'(.) et G(.) sont supposés
réels analytiques et |u(t)| < 1. L’application entrée-sortie associée a (X) est :

®: R"x L[107T] — C[%,T]

(20, u()) = ()

ou z(.) est la trajectoire de (Xg) associée a 1'état initial zq, et au controle u(.). Pour
fixé, nous utiliserons la notation ®,,(u) = ®(zy, u). L’ensemble L[l0 7 st muni de sa

topologie naturelle, C’[%ﬂ est muni de la topologie de la convergence uniforme, et R"
de la topologie de la distance Euclidienne.

Soit 1(.) une fonction continue. Le colt associé a une trajectoire de (3y) donnée
par le controle u(.) a partir de I’état initial zy est noté J(.) et est défini par :

J: R*x Ly — RY

(20, u()) /Owcas)uut

Lemme 1.1 ®(.) et J(.) sont uniformément continues.
Preuve 1.2 Tout d’abord remarquons que R™ X L[IO’T] et C’[?)’T] sont des ensembles
métrisables, et en tant que tels, la continuité séquentielle implique la continuité uni-
forme.

1. Soit (un(t)),en une suite de controles de L[lo’T} convergeant vers une fonction u(t)

et acén) une suite de R™ convergeant séquentiellement vers xo. Nous noterons x,(t)

14
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la trajectoire de (o) issue de l’état initial x(()n) associée au controle u,(t), et x(t)

la trajectoire issue de [’état initial xo et associée au controle u(t). Nous avons
awnst les relations :

za(t) = 23V + /0 F(20(7)) + un(t)G (2 (7)) dT,

x(t) = xo + /0 F(z(r)) + u(t)G(x(1))dr.

Maintenant, nous écrivons lexpression de E,(t) = x(t) — z,(t) :

= xo—xé") t x) — F(x,))dr tu x) —u,G(x,)) dr,
B0 = (=) + [P = Faar + [ 06@) ~wGa)a

N

Vv TV
A B C

et nous réécrivons la partie C' ci-dessus comme suit :

- / w— ) G(x)dr + /0 (G lx) — Glan))dr

J/

-~

Cy

alors, on peut majorer la norme de E,(t) comme suit :
[ER(ON < A+ Bl + [|C1]] + [[C | (1.18)

En restriction a un sous-ensemble compact, F' et G sont Lipschitz de constantes
respectives K et Ky et nous avons les inégalités suivantes :

(a) V& >0, AN € N tel que Vn > N, ||A|| < &,
(b) F est Lipschitz :

18]l < / |F(x) - F(a)| dr < K, / |Ea(m) 1 dr,

(c) G est borné supérieurement (par une constante notée K ) sur [0,T] et

t
€1l < & [ fun(r) — ulr)ld,
0
(d) finalement, ¥n, |u,| <1, et G est Lipschitz, ce qui donne :

t
1Call < Ko / | Eu(7) | dr.

15



Chapitre 1 - Modélisation et description du probleme

Linégalité (1.18) devient donc :

B0 <m0 =78 [ BN+ [ fun(r) —u(r 8 [ 1l
(1.19)

La suite (u,) converge au sens L[10 7 - V€ > 0, il existe un entier N tel que

t
Yn > N : K/ |, — ul|dr < &. Ainsi pour n > max(N, N), (1.19) devient :
0

[En (B < (5+5)+(K1+K2)/0 [En(T)]| dT < (5+5)+(K1+K2)/0 [En(T)| dT.

Pour tout t € [0,T), en utilisant le lemme de Gronwall :

IEL()]] < (€4 &)e Mt T wn > N,
Autrement dit, pour un € > 0 donné, nous pouvons choisir (€ + €) de sorte a ce
que pour tout n > N = max(N,N), ||[E,(t)|| < & pour tout t € [0,T].
Ce qui prouve la continuité de ®(.,.).
. Dans cette seconde partie, nous utilisons le résultat de continuité précédent et la
continuité de u — |u| pour la topologie L'.
Comme précédemment, u,(t) est une suite de controles convergeant vers u(t)
dans L[loﬂ, :17(()”) est une suite de R™ convergeant vers xg, et x, (resp. x) est la

trajectoire de (Xo) issue de x[()n) donnée par le contréle u, (resp. xo et u). Nous
écrivons maintenant la différence :

/0 46 (Yt — / 4
/0 ()] (fm] — e dt — / ] (Je ()] — [()]) i

Puisque la suite x,(t) converge uniformément vers x(t) dans C'[% 1), U existe donc
une constante M > 0, et un entier N(M) € N tels que pour tout n > N(M),

| (un) = J(u)] =

nous avons |(x,)| < M. Etant donné € > 0, il existe aussi un rang N (357 ), et
un rang N( ) de sorte que :

(a) ||ua| = |ul| < 5557 pour tout n > N (35=),

(b) ||V(zn)] — |¥(2)|| < 5 pour tout n > N (55).
Par conséquent, il existe un rang N () tel que pour tout n > N(g)

T
<M [ == _a gt =
[/ (tn) = J(w)] / o™ /0 o7 T

ce qui nous donne la continuité séquentielle de J(.). |

16



Chapitre 1 - Modélisation et description du probleme

Théoreme 1.1 Soit PA le sous-ensemble de L[lo,T] composé des controles algébriques
par morceaux sur un ensemble de mesure totale — i.e. presque partout algébriques sur
un nombre fini de sous intervalles de [0,T]. On se donne un probléme de contréle
optimal de la forme :

Minimiser J(u) = / | (z(T))u(r)|dr
Sous les contraintes  (3o) { Om'(t) = F(z)+uG(z)  pourt e |0,TY]
2(0) = @0, x(Ty) = s,

lu(t)] <1 pourt e [0,Ty]

Ty > 0 est fixé.

0
sous les hypotheses suivantes :

(o) ¥(.) admet un mazimum sur R™ ;

(Hy) J(.) atteint son minimum sur PA, la valeur de ce minimum est notée Jyr ;
(Hs) les trajectoires temps minimal de (3g) sont données par des contréles de PA ;
(Hs) (o) est localement controlable en temps petit au point xy ;

(Hy) (xf,uy) est un point d’équilibre de (X¢) tel que (zs)uy = 0.

Alors Jy est aussi le minimum de J(.) sur L[107Tf].

Le théoréme reste valable si x¢ est remplacé par xo dans les hypothéses (Hs) et
(Ha).
Preuve 1.3 Soient un état initial xo et un état final xy. Supposons qu’il existe un
controle u* € (L[lojf]\’?fl) joignant xo & vy tel que J(u*) < Jy. Nous allons faire

apparaitre une contradiction avec ’hypothése (Hy).

Affirmation : pour tout € > 0, il existe un intervalle I. C [0,T] de mesure € tel que
la trajectoire x* de (3g) donnée par le contrdle u* n’est pas la solution du probléme
temps minimal sur l'intervalle I..

En effet, si ce n’est pas le cas : il existe ¢ > 0 tel que, pour tout intervalle
I. C [0,T] de mesure €, la trajectoire x* de (Xy) donnée par le controle u* est la
solution du probleme temps minimal sur ["intervalle I..
Par conséquent, d’aprés (Hs) : il existe € > 0 tel que, pour tout intervalle I. C [0,T]
de mesure €, le controle u* € PA.
On en déduit que u* € PA, ce qui est en contradiction avec [’hypothése u* ¢ PA.
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Nous allons maintenant définir un nouveau controle u. a partir de u* comme suit :

1. ty et ty sont les frontieres de I., avec 0 <t; <ty < T} ;

2. pour tout t < tq, u(t) = u(t);

3. ensuite, u.(t) est la solution du probléme temps minimal pour (X¢) joignant x*(t;)
a x*(ts).
Le temps de parcours ainsi obtenu est noté t,, : t1 + tmin < to.
Le temps ainsi gagné est noté § : § =ty —t1 — tpin.

4. Puisque (Xo) est invariant en temps, pour t €|ty + tyin, Ty — 6], u:(t) = u*(t2 —
t1 — timin +t) emmeéne x de x(ty + tpin) = x(t2) a x5.

5. Enfin, u.(t) = uy pourt €Ty — 0, TY].

Ce nouveau controle emmene donc x de o a x5 en un temps Ty — 6 < Ty, o 6 =

to —t1 — tpmin. La différence de coit entre la trajectoire associée a u, (notée x.) et celle
associée a u* est :

Iy = ) = [ ottt - [ o o))

:/WWWMMﬂ+/wmmwmw+/WMWMMﬁ

J/

B C
t1+tmin

1ﬂw%mmwww»/|w%mmwwt

t1

~~ -

D E
Ty—6 Ty
- /!wum%Wﬁ—/Wmmm%@w
t\l +tmin . Tf —0
¥ h 7 g

1. D’apres la définition de u., A= D.
2. Les intervalles [ty + tpn, Ty — 0] et [ta, Tf|, ont tous les deux la méme mesure —
t.e. Ty — 0 —t1 — tyin = T — to. De plus :
(a) pourt € [0,Tf — ta], u.(t1 + timin + 1) = u(t2 + 1),
(b) @(ts + tin) = 2" (t2),
(c) (Xo) est invariant en temps.
Par conséquent Vt € [0, Ty — to], (t1 + tmin + 1) = x*(t2 + 1).

Finalement, comme la fonction de cout 1(.) est elle aussi invariante en temps,
alors C' = F.
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3. Puisque (x.,u:) = (zf,uyr) sur [Ty —8,T%], alors G =0 — cf. hypothése (H,).

Nous obtenons donc :

to t1+tmin
T — T(ue)| = / (e (8))u(t)| dt — / 49 (2 (8) e ()]
< / Bl [u(o)]dt + / o (8))] e (1)

< Mty —t1) + Mty < 2eM

ou M > 0 est le mazimum de la fonction ¢(.) — cf. hypotheése (Ho).

Jar—J(u*)

= etz est la trajectoire

A partir de maintenant, € > 0 est fizé tel que 2e M <
de (Xg) issue de xo engendrée par u..

Ceci a pour conséquence de fizer le petit temps 6 > 0, ainsi que [’ensemble accessible
de (—Xo) a partir de xy en temps plus petit que §. Cet ensemble est noté Ay (zy).

D’apres [16], voir aussi l'annexe A :
1. la controlabilité locale de (30) en temps court au point ¢, implique la controlabilité

locale de (—%) en temps court. ;

2. Uhypothese de réelle analycité de F(x) et G(x) entraine que (=) est auto-
accessible en temps court au point vy ;
3. comme x5 est un point d’équilibre de (—X), alors l'auto-accessibilité est valable
en temps fize.
Il eziste donc un contréle u, € PA joignant tout point de Ay (xf) en un temps exacte-
ment égal a §. Le cout d’un tel morceau de trajectoire est :
Ty
/ (o (8) s (£)| i < 20M < 2eM < ‘]M_TJ(“)

Ty—6

(1.20)

Nous allons maintenant construire une L[107Tf]-perturbation de u., notée us, appar-
tenant a PA. Remarquons que Uensemble Ay (xf) est indépendant de la construction
qui suit. Il s’agit la d’un point crucial de cette preuve.

Premiéerement, d’aprés le théoréme de Luzin (i.e. [17]), pour tout m > 0 il existe
une fonction continue Cs telle que {t : Cs(t) # u-(t)} soit de mesure au plus égale a m.
Cette fonction Cs est ensuite saturée en +1 de sorte a obtenir une fonction continue
Cs telle que Hug — @5HL1 <2m.

Deuziéemement, il existe une suite de polynomes, notée {P,} convergeant uni-

neN’

formément vers Cs. Ainsi, pour tout i > 0, il existe un polynéme Ps de la suite {Po}en
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qui soit m-proche de Cs au sens L[lo,Tf}- Nous prendrons comme controle us(t) € PA le
polynome Ps saturé en £1, et ||u. — usl| ;1 < 2m + m.

La continuité des applications @, (.), et Ju,(.), c¢f. Lemme 1.1, nous garantit de
pouvoir choisir m et m tels que

1| (us) — J(us)| < 2=

2. x5(Ty — §) soit proche de x¢, a savoir x5(Ty) € Ay (z¢).

Pour finir, le contréle u € PA joignant xo a xy en un temps five Ty est défini par :

- {1 1zt <0

En particulier, nous avons les relations J(u) = J(us) + J(u.) et

| J(u*) = J(@)| < |J(u") = J(ue)| + [ J(ue) = J(ug) [+ |J(ue)|] < J(u*) = Ju
Ipg—J(u*) <J]M*J(”*) <J]\/I*J(“*)
3 3 3

<

ce qui contredit la minimalité de Jyy sur PA — i.e. Uhypothése (Hy) — et conclut la
prevve.

Nous allons maintenant montrer comment ce résultat est conservé si (xo,ug) est le
point d’équilibre autour duquel (3g) est localement contrélable.

— Le controle u.(t) est construit de maniére similaire, sauf sur [0,6] ou il est égal
a Uug.

— Le petit temps § étant fixé a ’étape précédente, il en va de méme pour l’ensemble
accessible de (Xo) a partir de xo en temps plus petit que § : Af (xg).
Comme précedemment, le résultat portant sur [’auto-accessibilité en temps court
nous garantit 'ezistence d’un controle de PA joignant xo a tout point de A} (x)
en un temps exactement §. Le cout d’un tel morceau de trajectoire étant inférieur
a JAI_;(U*)'

— x.(t) désigne la trajectoire issue de xq en appliquant le controle u.. Nous définissons
To(1) = 2(Tf — 1) dont la dynamique est :

=T, =) Sy -6
)

Le controle u.(1) = u(Tf — 7), pour T € [0, Ty — 6], appliqué au systéme (—%)
joint donc T(0) = x5 et (T — 0) = xo.
Le théoreme de Luzin et la propriété de densité des polynomes sont alors appliqués
a la fonction a(t). Comme le Lemme 1.1 s’applique aussi au systéeme (—%g), il

Iy —J(u¥)
3

existe donc un controle us € PA tel que |J(us) — J(U.)| < , tel que

i‘(s(Tf - (S) S .A;_(l‘o)
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— En effectuant un changement de variable similaire a celui du point précédent
— t.e. x5(t) = T5(Ty —t) — alors le contrile us(t) = us(Ty — t), pour t €
0, T%], appliqué au systéeme (Xo), joint un point initial x5(8) € Al (z0) a xs5(Ty) =
i’g(O) =Ty.

— Finalement, un controle de PA joignant o a xy, avec un cout inférieur a Jy; est
construit en appliquant le controle joignant xo d x5(8) € Af(zg) pour t € [0,4],
puis us(t) pourt € [0, Ty]. |

Remarque 1.1 Le petit temps auto-accessible de (Xg) est un point clé de la preuve.
Comme on peut le voir dans le Corollaire 4.15 de [6], ainsi que dans l'anneze A, la
propriété “F(.) et G(.) sont des champs vecteurs réels analytiques” peut étre remplacée
par “F(.) et G(.) sont €' et localement bornés”.

1.4 Trajectoires sans retour en arriere

Le résultat que nous allons présenter dans cette section porte sur un cas parti-

culier. Lorsque la pente est identiquement nulle (i.e § = 0), le probleme (P;) est
indépendant de la variable x, et cette situation correspond a la route plate. Dans ce
cas, le probleme (P;) sera invariant par translation le long de 'axe Ox du plan (z,y),
ce qui nous permet de simplifier ainsi ’expression du cotit en s’appuyant sur le lemme
ci-dessous.
Lemme 1.2 Considérons un profil de route tel que le probléeme (Py) est invariant par
translation le long de l'axe Ox dans le diagramme des phases de (X1). Alors, toute
trajectoire présentant un “retour en arriere” — i.e. un intervalle de temps non trivial
sur lequel y < 0 — n’est pas une trajectoire optimale.

Preuve 1.4 Soit I'(t) = (zr(t), yr(t)) une trajectoire du systeme (3;).

D’apres le Théoreme 1.1, afin d’étre candidate a l'optimalité, cette trajectoire est
constituée d’un nombre fini d’arcs. Supposons que yr(t) admet un seul retour en arriere
et peut étre décrit de la maniere suivante :

[ oyr(t) <0, sur[0,t]
ur(®) = { yr(t) >0, sur [ty,TY]

Notons par I'" le morceau de courbe correspondant a y < 0, et I't le reste de la
courbe. Nous allons maintenant construire une nouvelle trajectoire, notée v = (., y-),
n’inclutant pas de retour en arriere et dont le cout associé sera inférieur ou égal a celui
de I'. Les arguments de la preuve sont illustrés dans la Figure 1.6.

Opérons une translation de T't le long de l'aze Ox de sorte a placer le point
A = (xr(t1),yr(t1)) en (0,0). Cette nouvelle courbe, notée T}, est représentée sur la

trans
Figure 1.6. Les instants ty et t3 sont définis comme suit :
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Chapitre 1 - Modélisation et description du probleme

— soit B le point d’intersection entre TV et T} ... alors B = (xr(t2),yr(t2)) ;

— so0it C' le translaté de B lorsque Ty ., est ramené sur U'" | alors C' = (xr(t3), yr(t3)).

La trajectoire v est alors :

U ons(t 1) sur0 <t <ty—t,
’y(t) = F+(t+t3) SU?"tg—tl §t§ (tg—t1)+(Tf—t3),
(f,0)  sur (to—t1)+ (T —t3) <t <Ty.

y(®)

X

FIGURE 1.6 — Trajectoire de I'(t)

Soit ur (resp. u.) le contréle correspondant d la courbe T (resp. ), et J'(u) (resp.
J7(u)) le cotut associé :

t1 to
‘?JFUF’dt: ‘yFuF’dt+ lyrur| . \yr r’ /’?/F Fldt

(t2 11 )+(Tf t3

t1
to Ty to—t1
s [l floceely, ‘Wv‘m [ s rw
J o)) pur) S )
1 3

P(Yy)

to—1t1

Remarque 1.2 Le raisonnement utilisé dans la preuve reste valable pour un nombre
fini de retours en arriére.
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Chapitre 2

Analyse du probleme par le
Principe du Maximum de
Pontryagin

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un probleme de controle optimal
dont le systeme dynamique est non-linéaire et la fonction de cout est non-lisse. Le
principe du maximum de Pontryagin est la version mathématique la plus aboutie pour
déterminer les trajectoires optimales d'un systeme controlé décrit par des équations
aux dérivées ordinaires. Dans ce chapitre, nous analysons le probléme (P;), en toute
généralité a l'aide de ce principe. Rappelons tout d’abord le probleme considéré :

( Ty
Minimiser J(u) = / MdT
o PWY)
T=y
Y= u—ay—sin(f(x))

o xo=(260) = (5)xn= (25 = (

lu(t)] <1 pourt e [0, Ty]

Sous les contraintes () pour ¢ € [0, T%]

Ty > 0 est fixé.

En raison de la présence, dans I'expression du cout, de la fonction valeur absolue,
qui n’est pas dérivable a l'origine, nous n’allons pas utiliser dans un premier temps la
version classique du principe du maximum de Pontryagin [23].

Nous allons plutot formuler notre probleme grace au principe du maximum étendu
de Clarke [12].
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Définition 2.1 Trajectoire Admissible
Le couple (X (t),u(t)) est dit admissible si

1. X(t) est une solution du systeme (X1) pour le contrdle u(t),
2. les contraintes du probleme (P1) sont vérifiées,
3. le cotut J(u) associé est bien défini.

Définition 2.2 Minimiseur local
(X*,u*) est appelé minimiseur local s’il existe € > 0 tel que pour toute trajectoire
admissible (X, u) telle que || X — X*|| < e, alors J(u) > J(u*).

En suivant [12], si 'on note la dépendance dynamique de (Py) par X = f(t, X, u)
et la fonction cott par J(u) = fOTf Adt et 'ensemble des controles admissibles par U,
alors le probleme (P;) vérifie I'hypothese Lipschitz suivante :

pour chaque t € R et u € U, il existe k(t,u) telle que
1f (X2, u) = f(Xp, u)|| < E(Ew)[|Xo = Xaf], VX, X, €R” (2.1)

Théoréme 2.1 [12] Soit (X*,u*) un minimum local pour le probleme (P1), ot Uhy-
pothése Lipschitz (2.1) est vérifie. Alors il existe un arc p(.) : [0,T¢] — R™ ainsi
qu’un scalaire \g < 0 satisfaisant :

— la condition de non-trivialité
Cop() £0, Ve 0Ty, (22)
— Uinclusion adjointe (ou inclusion Hamiltonienne) pour presque tout t € [0, T},
—p(t) € OxH (Ao, p, X, u) (2.3)

ou OxH est le sous-différentiel de H par rapport a X.

— la condition mazimisante pour presque tout t € [0, T},

max H (Ao, p, X, u) = H (A, p, X*, u")

wel(t)
ou H s’appelle Hamiltonien, il est défini par :

H:R xR")xR"xXR™"™ =R
avec

g‘f()\o’p7 Xv u) = )‘Ofo(Xv u) +pf(Xa u) (24)
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Si le probléme est autonome, alors nous pouvons ajouter a ces conditions la constance
du Hamiltonien le long d’un minimum local :

H(Ao,p,x*u*) = H

Si le temps final Ty est libre, alors H = 0.

Remarque 2.1 Dans la suite de ce travail, le Hamiltonien sera toujours noté H, et la
constante H.

Définition 2.3 Trajectoire extrémale

Une extrémale du probléme (P1) est un quadruplet (Xo,p(.), X(.),u(.)) solution du
systeme Hamiltonien formé par (31) et l’équation (2.3). Par extension, le contréle
d’une trajectoire extrémale sera appelé controle extrémal.

Définition 2.4 Trajectoire extrémale anormale

On appelle extrémale anormale une trajectoire extrémale pour laquelle la constante
Ao = 0.

Définition 2.5 Trajectoire extrémale normale

On appelle extrémale anormale une trajectoire extrémale pour laquelle la constante
Ao < 0.

Définition 2.6 Arc singulier

Un arc singulier est une extrémale le long de laquelle le Hamlitonien JH est indépendant
du contréle u(t), voir [7] par exemple. Dans la cas du probleme (P1), il s’agit aussi d’un
morceau de trajectoire sur lequel le controle n’atteint pas ses bornes. Ceci signifie que

le controle prend ses valeur a lintérieur de [’ensemble U.

Remarque 2.2 Généralement, la constante \g est choisie égale a —% ou —1.

Appliquons maintenant le principe du maximum de Pontryagin au probleme (P;).
Les solutions optimales sont recherchées parmi les trajectoires extrémales.
Soit P = (p, q) le vecteur adjoint. Le Hamiltonien du probleme est :

H(Xo, P, X, u) = )\0% +py + q(u — ay — sin (9(96))), avec \g € {0,—1}
PLY

Les équations adjointes sont :

OH
)= —— (Ao, P, X 2.5
p O ( 0y 7u) ( )
—G € DyH (N, P, X, u). (2.6)
Le controle optimal maximise le Hamiltonien a chaque instant, ainsi :
u(t) = argmax H(Ag, P, X, u) (2.7)
|u<1
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Comme le systeme (X1) est autonome, alors le Hamiltonien H (Ao, X, P, u,t) est
constant le long des trajectoires extrémales :

H = maxH (Ao, P, X, u) (2.8)

u<1

Puisque le probleme (P;) est en temps final fixe, il faut tout d’abord étudier le
probléeme en temps minimal, afin de calculer le temps minimum, noté 7,,;,.

2.1 Probleme en temps minimal

Le probléme en temps minimal correspondant au probleme (P;) est :

¢

Ty
Minimiser J(u) = / dr

0

Sous les contraintes () { B z_

ay — sin (6(x)) pour ¢ € [0, TY]

o= (1) (4) 5= ()~ (%)

lu(t)] <1 pourt e [0,Ty]

L Tt > 0 est libre.

Le Hamiltonien du probleme (P,,;,) est :

H(-1,P, X, u) = py + q(u — o — sin (Q(x))) —1

et les équations adjointes sont :

0% ,

p=—" (=1,P,X,u) = qcos (0(x)) 0 ()
a
oK

= (1P X ) = —

q (9y< P, X u) = —p+aq

ot 0 (z) = 8%—(5).

Le maximum du Hamiltonien du probleme (P,,;,) est :

max H = py — q <ozy + sin (9(x))> — 1+ max{qu} (2.9)

lu|<1 lu|<1
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Le controle est donc donné par :

1 si gq>0
u(t) =sign(q) =< we[-1,1 si ¢=0
—1 si g<0

Le probleme (P,,;,) n’admet pas d’arc singulier. En effet, s’il existe un intervalle [
tel que ¢(t) = 0 sur I et ¢(t) = 0 sur [ alors :

{p:ij:pc
g=—pc=>p.=0

Cela implique que le vecteur adjoint P est nul (i.e. P = (0,0)) le long de I'arc singulier.
Si Ag = 0, alors (A9, P) = (0,0) sur I, ce qui n’est pas possible d’apres le Théoreme 2.1.
Si Ao = —1, alors le Hamiltonien est :

H(—1,P, X, u) = —1 (2.10)
D’autre part, le temps final est libre, alors :

H(-1,P, X, u) =0

ce qui est en contradiction avec 1'équation (2.10).

Par conséquent, la solution optimale est donnée par le controle bang-bang suivant :

_J 1 si ¢q>0
u(t) = { 1 s g<0 (2.11)

Puisque le systeme (X;) dépend de plusieurs parametres, en particulier du profil
de la route, il est difficile de déterminer I’expression de temps minimal de maniere
générale. Nous indiquerons donc son expression dans chacun des cas d’étude que nous
traiterons dans la suite.

2.2 Types de trajectoires

Dans cette section, nous étudions les trajectoires extrémales anormales et normales
associées au probleme (Pq).

Trajectoire extrémale anormale

Le Hamiltonien anormal est donné par :

HO,P, X,u) =py + q(u — oy — sin (e(x)))
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La condition de maximisation (2.8) devient :

H=py—q (ozy + sin (9(90))) + max{qu}

lul<1

Nous remarquons que cette derniere formule est similaire a ’équation (2.9), alors le
controle extrémal correspondant est donné par I’équation (2.11).

Trajectoire extrémale normale

Le Hamiltonien normal est donné par :

H(-1,P, X, u) = —% +py + q(u — ay — sin (Q(x)))

La condition de maximisation (2.8) devient :
H =py —q| ay+sin (0(x )—l—max U— ——
Py q( y+sin (0(x) ) +max{qu— 7

Comme schématisé a la Figure 2.1, les trajectoires candidates a l'optimalité sont
données par la stratégie de controle suivante :

u(t) = argmax H(—1,P, X, u) (2.12)
lul<1
(1 si g > Lyl
r(y)
il u € [0,1] Siq:%
= argmax (qu - y_) =< 0 si — % <q< ,,'Ly‘) (2.13)
<1 p(y) : 1yl
u € [—1,0] S1 q:—m
[ -1 si g < —p'iy‘)
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1y 1yl

qu |ul qu [u]
X)) p©)
04 02 02 04 u 7 =02 02 04 u
_lul _ _lul
(a) g < —3 ) (b) ¢= p(y)
|y |
qu- lu
p )
02+
‘ —(;,4 ‘ ‘ ‘ —(;,2 ‘ ‘ ‘ ; ‘ ‘ ‘ O‘.Z ‘ ‘ ‘ O‘.4 ‘ ‘ u
02+
041
_0_6,
—().Sf—
_lyl lul
() p(y) <aq< p(y)
|y ] | y]
qu- |ul qu-— [ul
JJ6)) PO
4‘]4 71‘12 02 04 u 7(;4 7(‘)2 U‘Z 0‘4 u
_ lyl
(d) ¢ = p(y) (e) p(y) <4

FI1GURE 2.1 — Condition de maximisation dans le cas normal.

Dans la section suivante, nous nous intéressons aux arc singuliers des trajectoires
extrémales normales, et proposons une caractérisation de ces trajectoires.
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2.3 Etude des arcs singuliers

Dans le cas du probleme (P;) un arc singulier est caractérisé par un intervalle de
temps non-trivial / sur lequel 'une des deux relations suivantes est vraie :

_ vl _ b
q= ou =
p(y)

y)

D’apres 'ensemble des régles données par I’équation (2.13), le Hamiltonien le long d’un
arc singulier est décrit par :

BN
U0 A T0)

Selon les valeurs prises par la variable y(¢) nous avons plusieurs cas a étudier :

1. il existe t € I tel que y(t) = 0.
Dans ce cas, le Hamiltonien est égal a zéro (i.e. H = 0) le long de la trajectoire
extrémale correspondante.

2. y(t) >0et q(t) = p‘g’y' vVt el

Dans ce cas, le Hamﬂtomen est donné par :

Hzpy—ﬁ(sin (0(x)) +ay) Zy( —@(Sin (6(=)) +ay>)

La dérivée du Hamiltonien H par rapport a la variable de temps ¢ est :

H=py— q(sin (6(x)) + ay> avec q(t) =

0= i s (cos o)t (@) + ) + ”p%;))y (sin (6 + )|
+9 [p - @ (sin (0(x)) + ay)} (2.14)

<o 9 / 20
oup(y)z%et@(az): a()'

D’apres I’équation (2.5), la dérivée du vecteur adjoint p par rapport a la variable
de temps t est :

/ /

) = qcos (0(x T ':LCOS T T
p=qcos (0(x))0 (x) = p ) (0(2))0 (x)

Substituons cette derniere formule dans 'équation (2.14) :

0=y ﬁ oS (9(1’))9/ (x) — @ (cos (9(1:))9/ (v)d + ag)) + Ppi?;éy <sm (0(x)) + ay)}
+y {p - @(sin (0(x)) + ay)} .
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Apres simplification, nous obtenons :

OZQP_QHM@D(;L_yﬁ@v_%w<jL_yﬁ@U] (2.15)

py)  P*(y)

Cette derniere expression est de la forme :

0=y [p — sin (6(z))A — B} (2.16)

/

_ 1y _ 2 yp (y)
avec A = p(y) P (y) et B=ay (p(y) P%(y) )

Selon I’équation (2.16), nous avons deux cas a étudier :
1
(a) si gy =0, alors y est constant et égal a y = — (u — sin (0(3:))) ;
o

(b) sig # 0, alors p—sin (H(x))A—B = 0, la dérivée de cette derniere expression
par rapport au temps ¢ est :

p — cos (0(2))0 (x)7A — sin (0(x)) A~ B =0 (2.17)
) ., R
avec A = gL et B = ay <2A it Ly), oun L = —2;2;)%) - pp(;y))f’ + zy(pp(y()?> et
() = 20
De ce qui précede, I’équation (2.17) devient :
C+yD=0 (2.18)

avec C' = cos (9(%))«9'(ac)pl(y—)y2 et D= —2aA — (sin (0(x)) + ay)L.

p(y)?

La suite de cette analyse dépend de la forme de la fonction é(z). Deux
possibilités se présentent alors :

i. si % # 0, c’est a dire si la fonction 6 n’est pas constante par rapport a
la variable z, alors on peut étudier les comportements possibles pour les

arcs extrémaux singuliers en utilisant 1’équation différentielle y = —%
et ainsi :
/ ! 2
j— cos (6(z))0 (3:)%
1 v : 2w ey, W)
2a<p(y) P (y) > - (sm (Q(x)) T ay) ( p(y)? p(y)? - p(y)3
(2.19)

ii. 8’il existe un sous-intervalle J € I non trivial, sur lequel % =0, c’est a
dire si le systeme évolue sur un morceau de route sur lequel la fonction
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de profil 0 est constante par rapport a z, alors C' = 0. Par conséquent,
yD = 0 et puisque nous supposons que y # 0, alors D = 0. La dérivée
de D par rapport au temps est de la forme yFE.

En effet, nous avons :

D = —2aA — (sin ((z)) + ay)L

et ainsi
D =—2aA - (cos (6(x)) wm + ayj)L - (sin (0(x)) + ay)L
D =—2ayL — oyl — (sin (0(x)) + ay)g)K

:y< ~3aL — (sin (0(x)) + O‘y)K>

N J/

B
0 =gE
7" 6( /( )>2 » , . 6 ( /( ))3
VK = 3 W) PW) yp (y) 4 byp (we (y) _ Y\P W noeos o
ouk == T —ur o2 T o) et (y) =
op_(y)
dy

Puisque y # 0, alors F = 0. La dérivée de E par rapport au temps est de la
forme yF', ou F' est une formule qui dépend de y, p(y) et de la dérivée de p(y)
jusqu’a 'ordre quatre.

En fait, il n’y a pas de nouvelle information a obtenir de cette facon. En effet,
chaque dérivée successive se présentra sous la forme yG(z,y), avec G(x,y) = 0
et ou G(z,y) ne dépend que de z, y et des dérivées successives de p(y) jusqu’a
un certain ordre. Ainsi, en notant C; = p(t) et Cy = sin (6(t)), constants pour
tout t € J C I, un arc singulier de ce type existe uniquement si la fonction de
rendement est solution de :

1
H = (Cl——<02+ay>) pourt e Jety#0
p(y)

Ce qui n’est presque jamais le cas.

. Autres cas :
Nous procédons de la méme maniere dans les trois cas restants :

(a) y>0et g=—:

_ .
(b) y<0etq—p(y),
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(c) y<0etq:—p‘(iy|).

L’étude détaillée de tous ces cas nous conduit a la méme conclusion qu’aupara-
vant, la formule (2.19) restant inchangée.

Proposition 2.1 Si la fonction de rendement est constante, i.e. p(y) = p., et si le
probléme (P1) admet un arc singulier, alors il est de la forme y = 0.

Preuve 2.1 Si p(y) = p., alors l’équation (2.15) devient :

0=y [p - l(sin (0(x)) + 2ay>1

Pe

D’apres cette formule, nous avons deux possibilités : y =0 ou y # 0.
1 1

Siy #0 alors p — — (sin (Q(x)) + 2ay> =0, etp= —(sin (H(x)) + 2ay> et ainsi :
P P

c C

=L (cos (000)0 )+ 209)

D’autre part, nous avons : p = Y cos (G(x))ﬁ/(x) Les deux derniéres formules nous
p

c
permettent d’obtenir : 2ayy = 0. Par conséquent : y = 0. [

2.4 Nature des Trajectoires et cas d’études

Dans la suite de ce travail, nous verrons que les trajectoires optimales sont com-
posées des morceaux de trajectoires suivants.
1. Arc bang
Un morceau de trajectoire est de type bang si la variable de controle est égale
soit a son maximum, soit a son minimum.
2. Trajectoire avec inactivation
On appelle trajectoire avec inactivation une trajectoire telle que la variable
de controle s’anulle sur un intervalle non trivial.
3. Arc singulier
Un morceau de trajectoire est singulier si son contrdle est compris dans | —1, 0]
ou |0, 1].
4. Trajectoire avec retour en arriere

On appelle trajectoire avec retour en arriere une trajectoire telle que la vitesse
(y) devient négative sur un intervalle de temps non trivial.
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Le probleme (P;) peut se décomposer en de nombreux sous-problémes : forme de
la route, avec ou sans frottements, etc. Dans cette these, nous limitons notre étude a
trois configurations du probleme (P;) que nous notons comme suit :

1. (P2) : route plate, sans frottement ;
2. (P3) : route plate, avec frottement ;
3. (P4) : un profil de route non-plate, sans frottement.

Les systemes (3;), @ = 2,3 correspondants aux problemes (Ps) et (P3) sont linéaires,
contrairement au systeme du probleme (P,), qui est non-linéaire.
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Chapitre 3

Résolution du probleme dans le cas
d’une route plate

Dans ce chapitre, nous traitons le cas simple d'une route plane. Il est organisé
comme suit : dans la section 3.1, nous abordons le cas sans frottement, tandis que la
section 3.2 est dédiée au cas avec frottement.

3.1 Route plate, sans frottement

Dans cette section, nous allons nous intéresser au probleme simplifié suivant : la
route est plate (i.e. §(z) = 0) et le coefficient de frottement « est nul. Le probleme
correspondant est donné par :

( Ty
Minimiser J(u) = / MalT
)
Sous les contraintes  (3s) { Zj ~ z pour t € [0, 7]

o xo= (50 = (8) x= (5 - (

lu(t)] <1 pourt € (0,7}

Tt > 0 est fixé.

Remarquons que (¥3) est un systeme double intégrateur. Le probléme en temps
minimal correspondant est le premier exemple traité dans [23, Ch. 1]. En particulier,
les solutions sont de type bang-bang avec au plus une commutation. La stratégie de

controle est :
1 pour 0 <t < At,

Umm<t) = { —1 pour At S Tmm
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et la formule du temps minimal est décrite par :

Tyin = 277 (3.1)

Des que Tt > Thip, il n'y a pas d’extrémale anormale, nous nous concentrons donc sur
les extrémales normales.

D’apres le Lemme 1.2, la trajectoire optimale est a chercher dans la classe des
courbes telles que y(t) > 0. Le Hamiltonien normal associé¢ a (P3) est donc donné par :

ylul

H(-1,P, X, u) = —=— + py + qu
p(y)
et les équations adjointes sont :

OH
)= —— (1,7, X,u) =0
p ax ( Y ) 7u)

oK L yp(y)
¢g=——F7(-1,P,X,u) = p+u( —

| V=) T

Le Hamiltonien est constant le long d’'une trajectoire extrémale :
Hipmo = Hyp=r, = H = H =u(0)q(0) = u(Ty)q(T}) (3.2)
La condition de maximisation donne la relation :

yIUI}
max § H(—=1,P, X, u) ¢ = py + maxq qu — —— ¢ . 3.3
u|§1{ ( >} g {q p) ) &

~~

(1)

: hepit - Y a(®)p(y(®)) _
Pour y(t) # 0, la partie (1) s’écrit : o) %2}1({ 0 u(t) ]u(t)|}
De plus, il existe! t; et to dans [0,7}] tels que y(t;) = y(ta) = 0 et y(t) > 0 pour
tout ¢ €]ty, to[. La quantité k(t) = % est bien définie sur |t1, t5] et 'ensemble des
regles (2.13) devient :

1 s k(1) >1
ut st k(1) =1
ut)=¢ 0 st —1<k(t) <1 (3.4)
- st k(1) =1
—1 si k(t) < —1

ouut €[0,1] et u= € [-1,0].

1. Dans le cas contraire X (Ty) n’est jamais atteint.
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Puisque le probleme (Py) n’admet pas de retour en arriere, alors il existe € > 0 tel
que u > 0 sur un interval de la forme |t1,¢; + €[, c’est a dire k(t) > 1. Afin de rejoindre
le point y(t2) = 0 par le systéme (33), la variable de controle doit devenir négative a
un moment donné, ou de maniére équivalente, x(t) doit étre inférieure ou égal a —1. 1l
existe donc un temps t* €]ty to] tel que x(t*) =0 et £(t*) < 0.

Etude du comportement de x(t) sur |t,ts] :

—

_ayr'ly) Wy apv)y

| y? y? y?
—qypy(y) + p(y)y% (Q'y - qz))
e w)y?
p(y)?
e (Y Tl
N p<y)y2 W) < y p(y)>
VL) A O,
=2 T ( | |> (35)

Suivant 'équation (3.4), quand k = 0 alors u = 0. Par conséquent, 1’équation (3.5)
devient :

Y
La constante H doit alors étre strictement positive. D’apres la relation (3.2) on déduit :

u(0)q(0) # 0 et w(Ty)q(Ty) # 0.
Affirmation : ¢(0) > 0 et u(0) = 1.

En effet, si ¢(0) < 0 alors ¢(0) < —t7 = 0 et la loi de commande nous indique
u = —1. La trajectoire correspondante présentera donc un retour en arriere et ce qui

est en contradiction avec Lemme (1.2).

Affirmation : ¢(Tf) <0 et u(Ty) = —1.
Supposons ¢(7’y) > 0, comme y(7) = 0, cela implique ¢(Tf) > pé((—?:f)))’ donc u(Ty) = 1.
Par continuité, il existe € > 0 tel que ¢(Ty) > y(T}) sur |Tf — €, T¢[. Alors u(t) = +1
sur |Ty — €, T avec y(T¢) = 0, ce qui implique y(¢) < 0 sur |Ty — ¢, T¢[. Une telle
trajectoire n’est pas optimale, toujours d’apres le Lemme 1.2.
De ces deux affirmations, on déduit que ¢(0) = —q(T7¥).

Proposition 3.1 Le probleme (Ps) n’admet pas d’arc singulier.

Preuve 3.1 D’apreés les régles (3.4), le probléme (P2) admet un arc singulier si k(t) =
1 ou k(t) = —1, et £(t) =0 sur un intervalle I non trivial.
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Si k(t) = 1 (respectivement k(t) = —1), et selon (3.4), le contréle est u > 0
(respectivement u < 0), alors 'équation (3.5) devient :
/
/%(t):—p(gz/)H—l—p(y) (u—u) :—&ZQJ)H<O avec k(t) =1
y p(y) y
et ausst

K(t) = —p(y)H + 2 W) < —u— (—u)) = —%H <0 avec K(t) = —1

Remarquons que dans les deux cas k(t) # 0. Par conséquent, une trajectoire extrémale
ne contient pas d’arc singulier. ]

D’apres la preuve de cette proposition, un controle qui commute a la valeur v = 0 ne
peut pas retourner a 1. De méme, lorsqu’un controle commute a la valeur v = —1, il ne
peut pas retourner a 0. Par conséquent, une trajectoire extrémale présente au maximum
2 commutations. En fait, pour un Ty > T}, il n'y a qu’une seule trajectoire extrémale
possible, celle générée par la séquence de controle :

1 pourt e [0,At]
u(t)=4¢ 0  pourte [At, Ty — At| (3.6)
—1 pourt e [Ty — At, TY]

Remarquons que ce controle u(t) correspond au controle u. a¢(t) (avec € = 1) qui a
été donné par l'équation (1.15). Par conséquent, la condition terminale est : x; =
AtT; — At*. Ce qui nous permet de calculer At :

1
At = (Tf — \/T? — 4a; ) (3.7)
Cette relation est bien définie, puisque Ty > T,,;, implique (T ]? — 4:1:f) > 0 — cf.
équation (3.9).

Calcul de p; et q :

Les conditions initiales du vecteur adjoint py et gy de la stratégie de controle (3.6) sont
calculées de la maniere suivante :

Sur [At, Ty — At], u =0, ce qui implique :

{p—O é{p—po
q=-—p q=—pot+q

ou ¢ = q(At) et ainsi ¢; = %, car k(At) = 1 (At est le premier temps de commuta-

tion), avec y; = y(At).
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Le deuxieme temps de commutation Ty — At, nous permet d’avoir gz = —p(yyi), ol
¢ = q(Ty — At) et y, = y(Ty — At). Le long de cet arc :

@2 =—po(Ty — At) + ¢4

Par conséquent :
_ 2~
o= = A

D’autre part, le Hamiltonien le long de l'intervalle [At, Ty — At], u = 0 est : H = poy;.
D’apres I’équation (3.2), on obtient :

do = PoY1

La stratégie optimale est illustrée par la Figure 3.1. Le controle optimal est présenté
dans la Figure 3.1a et les trajectoires, par les Figures 3.1b et 3.1c. Le tracé dans I'espace
des phases est montré a la Figure 3.1d. Les Figures 3.1e et 3.1g montrent les fonctions
de commutation pour une fonction de rendement constante et non constante respecti-
vement. Finalement, la Figure 3.1f représente la fonction de rendement non constante
utilisée pour les calculs de la Figure 3.1g : la partie en pointillé indique la forme de la
fonction de rendement, tandis que la partie en rouge correspond aux valeurs visitées
par le controle optimal.

La fonction de rendement ne joue aucun role spécifique dans ce probleme. en
particulier, elle n’apparait pas dans l'’expression des temps de commutation — cf.
équation (3.7). En fait, la solution de ce probléme est exactement la méme que celle du

T
probléme qui consiste & minimiser / |u(t)|dt pour un systéme a double intégrateur
0

(voir [24]).
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(1)
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FIGURE 3.1 — Stratégie optimale dans le cas d’un systeme double intégrateur :
xf =2, Thin =282 et Ty = 3.8.
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3.2 Route plate, avec frottement

Dans cette section, nous poursuivons notre étude pour une route plate, cette fois-ci,
en introduisant le coefficient de frottement dans le systeme dynamique. Le probleme

(P3) est :

( Tf
Minimiser J(u) = / MdT
o Py)
Sous les contraintes  (X3) { B z _ oy Pow t € 0,Ty]

o xo-(50) = (0) xm - (5F)) - (

lu(t)] <1 pourt € [0, Ty]

Ty > 0 est fixé.

\

Le probléeme en temps minimal est le second exemple traité dans [23, Ch.1], il est
aussi présenté dans [30, Ch. 3]. En particulier, les solutions sont de type bang-bang
avec au plus une commutation — cf. [18, Thm. 20]. La stratégie de controle est :

1 pour 0 <t < At,

Umm(t) = { —1 pour At < Tin (38)

et la formule du temps minimal est :

Ty = —é (m (1 “Vi- e—a%f> ) (3.9)

Comme précédemment, le probleme (P3) n’admet pas de trajectoire extrémale anor-
male, car le systeme (X3) est linéaire et controlable.
Le Lemme 1.2 implique que les trajectoires optimales n’admettent pas de retour en
arriere (i.e. y(t) > 0, Vt € [0,7%]). Le Hamiltonien normal associé a (Ps) est alors :

:H:(—LZP,X,U) = _M+py+Q<U_ay)7

p(y)
et les équations adjointes sont :
0H
)= —— (=1, P, X,u) =0
p=—5-( u)

(—1,P, X, u) = —p+ag + [4] (— -
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Lorsque la variable de controle u est constante, la solution du systeme (X3) est donnée

par :
z(t) = xo+ é(l — e“"t);yg - g(t - é(e“"t — 1))
y(t) = yoe ' + ﬁ(l - e‘“)

ou zo = z(0) et yo = y(0).

(3.10)

Comme dans la section 3.1, nous avons la relation : H = u(0)q(0) = u(Ty)q(T}),
et nous définissons la quantité x(t) = %. Elle est définie sur un sous-intervalle
ouvert |ty,t2[C [0, 7], tel que y(t) > 0 pour t €ty, o[, y(t1) = y(t2) = 0. La dérivée de

k(t) par rapport au temps t est :

_ W)y drwy 2y
y2 ' y2 yQ
=—qypy(y>y 1) (q'y—qy>
ey ulp'(y)y*
T p(y)?
_ o E A aely) (L P W)y
a p(y)y2 o) |y ( W) )
¢ T C) B S ) W
T " o) <t)< +p(y)( y)) (3.11)

Nous procédons de la méme maniere que précédemment. Il existe € > 0 tel que u > 0
sur un intervalle ouvert de la forme |t1,%, + ¢, et (£3) est tel que le controle u doit
étre négatif afin d’avoir y(t2) = 0. Par conséquent, il y a un temps t* tel que k(t*) =0
et /(t*) < 0. D’apres I'équation (3.11) : A(t*) = —%H, alors H > 0, ainsi u(0) = 1,
u(Ty) = —1 et q(0) = —q(Ty).

Le reste de cette section est divisée en deux parties. Dans la premiere, la fonction
de rendement p(y) est supposée égale a une constante 0 < p < 1. Cette hypothese nous
permet de décrire completement la solution du probleme (P3) par rapport a la valeur de
Tt > Thnin. Dans une deuxieme partie, nous proposons une méthodologie pour obtenir
la solution du probléeme avec une fonction de rendement non constante en s’inspirant
du résultat de la premiere partie.
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3.2.1 Fonction de rendement constante

Dans la premiere partie de cette section, nous présentons la stratégie optimale
lorsque la fonction rendement est supposée identiquement égale a 1 — ie. p = 1. Le
résultat reste valable pour toute fonction de rendement p constante tel que 0 < p < 1.
Le Hamiltonien normal associé a (P3) devient :

H(-1,P, X, u) = —ylu| +py + q(u—ay),

et les équations adjointes sont :

) OH
p= _a_ZL’(_L?’)QU) =0

Désormais nous connaissons les trois données suivantes :
1. la variable de controle est égale & 1 sur un intervalle de la forme [0, [;
2. la variable de controle est égale a —1 sur un intervalle de la forme [Ty — e, T¥[;

3. il peut y avoir un (ou plusieurs) arc singulier, et un tel arc est caractérisé par
1y = 0 d’apres la Proposition 2.1.

Une conséquence directe de ce troisieme cas est qu’il n’y a pas d’arc singulier de la
forme ¢ = —y — i.e. avec u € [—1,0]. En effet, § = 0 avec y > 0 ne peut étre atteint
que par un controle strictement positif.

Dans la suite du texte, nous notons un arc singulier par ug,, €]0,1[. Le lemme
suivant expose plusieurs résultats qui nous permettent de lister I’ensemble des stratégies
candidates a 'optimalité.

Analyse des trajectoires comprenant un arc singulier

Lemme 3.1

1. Si la variable de controle commute a la valeur u = 0, alors elle ne peut plus étre
strictement positive.

2. Si la variable de controle commute a la valeur w = —1, alors elle ne peut pas
retourner a 0.

3. 1l ne peut y avoir au plus qu’un seul arc singulier.

4. Pour les trajectoires extrémales composées d’un arc singulier :
(a) y= \/% le long de l'arc singulier
(b) Le contréle correspondant est wsjny = Vaqo ;
(¢) La relation suivante est retenue : py = 2+/aqo.
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Preuve 3.2

1. Dans la preuve de la premiére affirmation, nous utilisons la quantité k(t). Une
commutation du controle de u > 0 a u = 0 signifie qu’il existe un temps t*, tel que
k(t*) =1 et k(t*) < 0. Par continuité, il existe € tel que k(t) < 1 sur |t*,t* + <].
Nous exprimons ci-dessous £(t) au temps t* :

e H
AE) = y(t*)

Sur [t*,t* + [, d’aprés la loi de contrile, u(t) = 0, et alors y(t) < y(t*). Par
conséquent, sur |t*, t* + e[, nous avons :

+a<0

(1) = —— o2+ a A1) <
k(t) = — ak(t) < — <
ye)? =T ) y(t*)?
On en conclut que lorsque k(t) devient plus petit que 1, il le reste. Autrement dit,
une fois que le controle prend la valeur 0, il ne redeviendra jamais positif.

2. La deuxieme affirmation est basée sur des arqguments similaires a la premiere.

3. Supposons qu’il existe une trajectoire extrémale comprenant deux arcs singuliers.
D’aprés la premiére affirmation, si le controle s’annule, il ne peut plus redevenir
singulier. Alors la séquence de controle est de la forme suivante :

u=1 pourte [0t
Using ~ pourt € [ty,ta]
u=1 pourt € [ty t3]
Using  pourt € [ts, ty]

Le long d’un arc singulier, nous avons : k = 1 et k = 0, et I’équation (3.11)
s’écrit : " "
do
O=———+a = 2__ == car H = qou
(1) Y o o ( Qo)

Puisque y est constant le long de l'arc singulier, alors y*(t2) = L et y*(t5) = L.
Comme u = 1 entre ty et tz, alors y(t) croit, ce qui contredit I’égalité y*(t2) =

y2(t3) et Uexistence d’un second arc singulier.

4. Les affirmations (a) et (b) viennent de la relation utilisée dans la démonstration
du point (3) : y* = L.
Afin de prouver Uaffirmation (c), nous remarquons simplement que & et y sont
nuls le long d’arc singulier. Ceci est également valable pour q puisque y = q le
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long de cet arc. En remplacant q(t) par son expression, on obtient :

) OH
0=¢= —a—y(—l,?,X,U) = —p+aq+ |y
= _p+ay+using
- _p+2using'

Remarque 3.1 Selon les informations réunies jusqu’a maintenant, les séquences de
controle candidates a l’optimalité sont :

1. u=1, puisu=0 et enfinu=—1;
2. u=1, puis u = Uging, u =0 et enfin u = —1;
3. u =1, puis u = Uging, u=1, u=0 et enfin u = —1.

Lemme 3.2 La séquence de controle suivante, avec \/aqg # 1, n’est pas une extrémale

[0,21]
aqy  pourt € [t1,ta]
u(t) = 1 pour t € [ta, 3]
pour t € [ts, 4]
-1 pourt € [ty, T}]

Preuve 3.3 Nous allons essentiellement montrer qu’une telle trajectoire n’est pas une
extrémale du probléme. En particulier, nous nous concentrons sur l'intervalle [ta, t3] et
montrons que le temps t3 > to n'existe pas.

Soit t la quantité t — ty et la solution du systéme (Xo) pour t >ty avec u =1 est :

wlf) = <y(t2> - é) e_a“ré et q(f) = <Q(t2) - 1> ety P01

«

Une commutation u =1 vers u = 0 au temps ty implique y(t2) = q(t2). Une commuta-
tion u = 0 vers u = 1 au temps tz implique y(t3) = q(t3). Par conséquent, t3 — to est
la solution de l’équation suivante :

1 ;o1 -1 7 -1
<y(t2) — —) e+ — = (q(t2) — po_) et 4 20— -
« « « «

Notons qa = q(ts2), et réécrivons la relation précédente :
1 | -1 - -1
(Q2——)€_at+—=(92—p0 )eat+l7()_
« o a «
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Aprés une nouvelle simplification, et en notant X = e*, cette derniére équation de-
vient :

(ags —po + DX* + (po — 2)X —aga +1=0 (3.12)

Nous avons, y(tz) = y(t1), ce qui implique g = /% — cf. Lemme 3.1. De plus, en
calculant le Hamiltonien au temps t = to : Hjy—y, = Hy—o = qo. Nous obtenons les
relations :

G=0ag el d=pok =0 —= po=200 (3.13)
2
Par conséquent, [’équation donnée dans (3.12) devient :

(1—agp)(X-17%=0

1
a’

— Si (1 — agy) =0, alors qo = ags =
avec la supposition /aqy # 1.
— Si (X —=1)=0, alors X =1 et t =0, ce qui signifie que t3 > ty n’existe pas.

et Jagy = 1 ce qui est en contradiction

Par conséquent, la stratégie de controle examinée, n’engendre pas de trajectoire extrémale.

[ |
Lemme 3.3 Considérons la séquence de controle :
1 sit € [O, tl[
aqo sit € [tl, tg[
t) = 3.14
ult) 0 it € [ta, t3] (3:.14)
[

—1 sit e tg,Tf]

1. Si la stratégie (5.14) est extrémale, alors t; —ty = Lin (1+/2).

2. Pour un couple de parameétres o et xy donné, il existe un temps Tym > 0 tel
que pour tout Ty > Ty, il existe une séquence de contréles de la forme (3.14)
joignant (0,0) a (xy,0).

Preuve 3.4

1. Si l'on note, y1 = y(t1), et puisque le second arc est singulier, nous savons que
y(ta) = q(ta) = y1, i.e. sur Uintervalle [t1,ts], y(t) est constant et k(t) = % =1.
En notant t = t — ty, les équations de q et y sur lintervalle [ty t3] sont, avec

u=20:
q(t) = yre™ — % (e‘” - 1) et y(t) =yie ™.

Au temps t3, une commutation du controle entre les valeurs 0 et —1 a lieu, ce qui
correspond a la relation q(t3) = —y(t3). Nous combinons maintenant la relation
Po = 2,/0qy = 2Using du Lemme 3.1, point (4) avec le fait que y soit constant,
égal a yy, le long de l'arc singulier. Alors using = o, ce qui entraine py = 20y, .
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Nous examinons maintenant le calcul de la valeur de t telle que —y(t) = q(t) :
_ylefaf — yleaf o @(601{ . 1)
a

_ 9 _
—yre” " = e — A <€at B 1)

o
—emot — ot _ 2(60‘5 — 1> ( puisque y1 > 0)
1= 62045 o 2<62af . eaf)
0=X2_92X —1 (avec X = e*)

Ainsi X =142, d’oil t5 — ty — §1n<1 + \/§>
. Nous allons procéder comme suit :

(a) on considére le cas limite, t; = ty (pas d’arc singulier). C’est-a-dire que le
controle est donné par :

1 s1l € [O, tl[
-1 site [tg,Tf]

D’apres la solution du systéeme (X3) donnée a l’équation (3.10), on obtient :
— surt e [0, cu(t) =1

— surt € [ty,t3] s u(t) =0
w(t) = i+ L(1— ey,
y(t) = et

otz = x(ty) = é(tl + i(e*atl — 1)) ety =y(ty) = i(l - 6*0‘“).

Apres simplification, on obtient :

8
—~
~
SN~—
I
)
w
+
Q=
/
—_
|
Cb‘
Q
i~
o~
>
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N
o
|
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N
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w
+
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ot r3 = x(t3) = étl — %(1 _ e—atl)e—a(tg—tl) et ys = y(ts) = §<1 _
e—a’tl e_a(tB_tl).

Apres simplification, on obtient :

p(t) = sh—z(t—t) = <€_°‘(t_“) —e -1+ e‘a(t—tz))
y(t) = 1 <e—a<t—t1> et 4 e—a(t—t2)>

«

Calculons x(t) et y(t) au tempst =Ty :

(Ty) gu——éﬂy—tg——é(eﬂ”%ﬁ>—e*”¥—1+ffﬂﬂfm)

(3.16)

(b) Comme t3 —ty = éln(l + \/§>, alors Ty —tg =T — éln(l + \/§> —ty, ce
qui nous permet avec la contrainte y(Ty) = 0 de calculer t; en fonction de
aetTy :

En effet :

y(Ty) =0
e—a(Tf—tl) _ e—an -1 + e—a(Tf—tg) =0

1
eia(Tfitl) _ efan o 1 + efa <Tf*5ln(1+\/§ )7t1>
e*a(Tfftl) _ *an 1 + (1 _'_ \/—> Tf tl _ O

<2+\/_) Tf tl) 704Tf_1:0

Par conséquent :

(07

f=Lln [(1 - g) (1+ eO‘Tf)] (3.17)

(¢) Puisque y(Ty) = 0, lexpression x¢ de l’équation (5.10) devient :

1 1 1
rp=—t1 — E(Tf —t3) — el e~ i) _ gmoTy _ | 4 gmlTy—ts)

a ~ ~~
=y(Tf)=0

:étl—é<Tf—$ln <1+\/§> —t1>
_Q+ln(1+\/§) 2
2

—t
o o?
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En substituant 'équation (3.17) dans cette derniére expression nous trou-
vons :

xf:—ﬁJrMJr%ln((ug) <1+ean)> (3.18)

« (%

(d) Ensuite, nous inversons la relation (3.18) afin de connaitre Ty, en fonction
de a et xy, qui est le temps minimum nécessaire pour atteindre X (Ty) =
(x7,0) partant de X (0) = (0,0) en appliquant la séquence de contréle (3.14).
On obtient les relations ci-dessous, 'expression de Tj;, étant ['une des deux :

éln ((1 +V2)e -1 - \/((1 £Vt —1) - 1) <0

et

éln <(1 + \/E)eo‘%f -1+ \/((1 +V/2)e?er — 1)2 - 1) >0

On en conclut ’existence de :

Tyim = éln ((1 +V2)e  — 1+ \/((1 +V/2)eo%er — 1)2 - 1) .

Stratégie optimale

D’apres toutes les analyses effectuées dans les paragraphes précédents, nous en
déduisons que deux stratégies optimales sont possibles. La premiere est donnée par
la séquence de controle (3.14). La deuxieme stratégie est donnée par la séquence de
controle suivante :

1 site [O, tl[
—1 sit e [ty, T}

Pour tout ensemble de parametres «, xy, Ty > Ty, il existe une séquence de
controles de la forme (3.19) joignant (0,0) a (z,0). Remarquons que cette séquence
est identique a celle du controle (3.15) pour ¢ty = t3. Par conséquent, les trajectoires
correspondantes au controle (3.19) sont données par I’équation (3.16).

La contrainte y(7'y) = 0 nous permet de calculer I'expression de 5. En effet, y(77) =0
ce qui implique :

efa(Tfftl) o efan . 1 + efoc(Tfftz) — 0

e—a(Tf—tg) — 1 . e—a(Tf—tl) + e—an

eatQ — (1 o efa(Tfftl) + e*OéTf)ean
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Par conséquent :
1
to =Ty + —1In (eo‘Tf (1 — e+ ean>) (3.20)
e

Nous substituons t dans z(7y) et ensuite, nous calculons l'expression de t; a partir de
la contrainte z(Ty) = zy :

1 1
e . - —a(Ty—t1) _ —oTf —a(Tf—t2)
Ty =_h a<Tf t2) a2<§ T e i1+ 2,)
=y(Ty)=0
1 1
=—t; ——n (e_O‘Tf (1 e 4 eo‘Tf>)
Q@ o
Par conséquent :
1 1 T 2
t=—In3 (1 4 eoTr = \/1 4 2e0Ts 4 2075 _ feo wf+an) (3.21)
Q@

La trajectoire générée par le controle (3.19) est clairement optimale lorsque T, <
Ty < Tiim. En effet, il n’existe pas d’autre trajectoire extrémale.

Théoreme 3.1 (Stratégie optimale pour une fonction de rendement constante) On se
donne un ensemble de parameétres o, xy, Ty, et soit X (t) : t — (x(t),y(t)) la trajectoire
de (X3) joignant (0,0) a (zs,0) selon une séquence de contréle de la forme (3.19).

1. .80 (X(t),po,q(t)) est une extrémale du principe du maximum de Pontryaguin,

alors po et qo sont donnés par les expressions suivantes :

e—ata (eat1 _ 1)(1 + eQOé(tQ—tl))
ea(tgftl) _ 1

Po =
et

6—20051

qo =

(60”1 - 1) (1 + e (po — 1))

2. St Ty > Tiim, ot la valeur de Ty, est donnée au Lemme 3.3, alors (X (t), po, q(t))
n’est pas une trajectoire extrémale.

«

3. La solution du probléme du contréle optimal (P3) sur une route plate, avec un
coefficient de frottement « et une fonction de rendement constante est :

(a) pour T < Tt < Tiim, avec Ty, comme dans Lemme 3.3, la stratégie de
contréle optimal est (3.19).

(b) pour Ty > Ty, la stratégie de contréle optimal est (3.14).

Preuve 3.5 1. Les parametres o, xy¢, Ty étant donnés, les temps de commutations
ty et ty de la séquence de contrdle (3.19) sont donnés par (3.21) et (3.20). nous
pouvons ainsi calculer y(ty) et y(ts).
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— L’expression de pg est déterminée en utilisant [’équation de q(t) sur l'in-

tervalle [t1,ts] : q(t) = q(t1)e*t=") — B0 (e2(t=t) — 1) Comme t; et ty sont
ah) — ep 22l —
y(t) y(t2)

les instants de commutation du controle, nous avons

Ainsi, py est déterminé en résolvant 'équation q(ts) = —y(ta).
En effet :
q(t2) = = y(t2)
q(tl)ea(tQ—tl) _ % (ea(tz—tl) o 1) — é (1 o e—octl) e—oc(tg—t1)
1
y(tl)ea(tgfh) o % (ea(tQ*tl) o 1) — a (1 o efatl) 67&(t27t1)
1 —o a(te— p a(ta— 1 —« —alto—
5(1_6 ne (t2 tl)_E()(e (t2 tl)_l):_a(l_e b e (t2—t1)
pO (ea(tQ_tl) _ 1) — (1 _ 6—Octl) (e—a(tz—tl) + eoc(tz—t1))
Do (ea(tz—tl) . 1) :eoctl (1 . e—at1) (e—OétQ 4 ea(t2—2t1))
Do (ea(tQ*tl) - 1) :efatg (eatl - 1) (1 + eQa(tzftl))

Par conséquent :

e—atg (eatl - 1)(1 + €2a(t2—t1)>
ea(tgftl) _ 1

Po =

— L’expression de ¢y est déterminée en travaillant sur l'intervalle [0, t1], sur
lequel q(t) = qoe™ + (1 — po) (e* — 1) et y(t) = £ (1 — ™). En effet :

y(t1) =q(t1)
1 1
- (1 —e ) =goe™" + a(l —po) (e* —1)
qoe™™ :l<e_at1 (e* —1) — (1 —po) (e — 1))

«

1
o™ _E< (e = 1) (7 + (po — 1)) )
atq _e_atl aty atq _
Goe™ =——— (e 1) (1+e*(pp — 1))
Par conséquent :
€—2at1
oo () (i)

Dans les deux cas, ’expression déterminée est unique.

2. Pour 'ensemble des paramétres o, xs, Ty, supposons que (X (t),po,qo) est une
trajectoire extrémale. Alors, t1, po et qo peuvent étre calculés explicitement. Par
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conséquent, nous pouvons aussi calculer les expressions de y(t) et q(t) sur linter-
valle [0,t1] (avec u = 1). Une commutation du contréle a lieu des que y(t) = q(t),
nous résolvons donc cette équation pour la variable t.

y(t) =q(t)

1
(1—e™) =qoe™ + a(l —po) (™ = 1)

Q|+

Par conséquent :

(ago + 1 —po) evt — (2 —po) + e =
(ago + 1 —po) € — (2 — po)e® + 1 =0

Posons X = e, ce qui implique :
(ago+1—po) X* —(2—pg)X +1=0
A= (2—po)*—4(ago+1—py) = Pt — daqo, alors deux solutions se présentent :

(2 —po) £ /P% — 4aqo
2(ago + 1 —po)

X =

Ensuite, nous remplacons pg et qo par les expressions obtenues précédemment et
apres simplification, nous obtenons :

(a) un premier temps qui est égal a ty ;
(b) un deuziéme, inférieur a ty pour tout T¢ > Tjip,.

Ainst, pour Ty > Ti;p,, une commutation du contréle a liew avant le temps t ce
qui est en contradiction avec la séquence de contrdle (3.19).

. L’analyse effectuée dans la section précédente montre qu’il n’y a que deux stratégies
extrémales possibles. Elles ont les restrictions suivantes :

(a) la trajectoire correspondant a la séquence du contréle (3.19) n'est pas une
extrémale des que T > Ty, .

(b) la trajectoire correspondant a la séquence du contréle (3.14) n’existe pas pour

La Figure 3.2 illustre les arguments du Théoreme 3 pour les parametres fixés z; = 6

et a = 0.5. La quantité T}, est déterminée comme expliqué dans le Lemme 3.3. Les
Figures 3.2a et 3.2b représentent les trajectoires optimales pour Tt < Tj;p, et les
Figures 3.2c et 3.2d correspondent au cas Ty > Tj;,,. En particulier, les Figures 3.2e
et 3.2f illustrent le fait que la stratégie (3.19) n’est pas une extrémale pour T > Tjjp,.
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Ces deux dernieres figures sont obtenues comme suit : ¢ et to sont déterminés afin
de conduire X (0) a X(T}) en utilisant la stratégie (3.19). Lorsque nous appliquons ce
controle au systeme Hamiltonien, nous constatons que la trajectoire ¢(t) intersecte y(t)
pour un temps 0 < t < t;. Comme attendu cette trajectoire n’est pas une extrémale.

20F

Fq

I *
F
!
osp S y(0)
P
[
:

S
X
\
Es
[
.,
10 osL ™
038 L,
06 [ .
.,
04 r .
02 —10}F .
‘ x(t) i

1 2 3 4 5 6

FIGURE 3.2 — Trajectoires optimales et non-optimales dans le cas d’une route plane
avec une fonction de rendement constante. Parametres : a = 0.5, x5 = 6, T}, ~ 5.52
et Tiim =~ 5.95.

Les Figures 3.2a, et 3.2b correspondent a Ty = 5.9. Les Figures 3.2¢ a 3.2f
correspondent a T = 6.5.
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3.2.2 Fonction de rendement non constante

Dans la deuxiéme partie de cette section, nous nous intéressons au probleme (Ps3),
cette fois-ci avec une fonction de rendement p(.) qui varie en fonction de la vitesse y.

Remarquons qu’une résolution analytique du probleme (P3) pour une fonction de
rendement quelconque est difficile, nous proposons donc une méthodologie basée sur le
point (3) du Théoreme 3.

1. Nous calculons une trajectoire de (X3) donnée par la séquence de controle (3.19).

2. Si cela est possible, nous calculons une trajectoire de (33) donnée par la séquence
du controle (3.14).

3. Nous vérifions que la trajectoire est une extrémale, et calculons le cotit de fagon
explicite pour éliminer les ambiguités possibles.

4. 1l peut arriver qu’aucune des stratégies (3.19) et (3.14) ne produise de trajectoire
extrémale. En fait, le Lemme 3.1 n’est plus vrai et il peut y avoir plus d’une
commutation de la variable du controle entre les valeurs u = 0 et u = —1.
Lorsque cette situation a lieu, une nouvelle stratégie de controle est examinée —
voir (3.24) ci-dessous.

Une trajectoire de (X3), donnée par la stratégie (3.19), telle que X (T}) = (zy,0)
est donnée par les relations (3.21) et (3.20), comme avant. Cependant, pour une tra-
jectoire donnée par la séquence du contrdle (3.14), la relation t3 — ty = éln (1 + \/5)
du Lemme 3.3 n’est plus valable, et nous devons utiliser un schéma numerique.

Calcul des trajectoires extrémales données par la stratégie (3.14)

Tout d’abord, nous cherchons des expressions pour py et ¢o. Le long d’un arc sin-

gulier, puisque y = 0, alors ¢ = % <$) = 0. Nous notons y; la valeur de y(t) le long

d’un arc singulier, alors g, = ay; et :

Ys

g |ttsing| sl singl 0 (s) / dp
g_(: _ stng _ S smng S + Oéqs - po 01\1 qs — et p (y) — _(y)
p(Ys) dy

oy p(ys) P (ys)

0=¢g=

20y, ay’p (ys
o= y_yf@)
plys)  P*(Ys)

(3.22)

Maintenant, puisque ug = 1, et en désignant par H, le Hamiltonien calculé le long d'un
arc singulier, nous avons :

ys|using| ay?
— 2 = g = poys — 3.23
p(Ys) S () (3:23)

:H:|t:0 =dqo — j_Cs = PoYs + q0(using - ys)

Afin de calculer une trajectoire extrémale associée a (3.14), nous proposons la méthodologie
suivante :
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1. soit ¢; une valeur arbitraire, alors y(t2) = y(t1) = ys ce qui permet de calculer py
et qo;

2. la durée (t3 — t5) est la solution de I’équation ¢(t) = —p(yy(g)) ou ¢(t) et y(t) sont

= 0, y(()) = ys et

les solutions du systeme Hamiltonien associé a (P3) avec u
3. la durée (T — t3) est donnée par la contrainte y(¢) = 0 ol y(¢) est la solution de

(3J3) avec u = —1 et en fixant y(0) a la valeur prise par y dans I’étape précédente
y(t) .
p(y(t)) ’

4. t; est déterminé afin de résoudre I'équation z(7y) = xf, avec la durée de l'arc
singulier (i.e. to —t;) donnée par Ty moins la longueur des trois autres arcs.

lorsque nous avons résolu ’équation ¢(t) = —

Remarque 3.2 — Chaque étape de cette méthodologie est réalisée avec une simple
dichotomie.

— Pour un ensemble donné de parametres o et x¢, le temps minimal Ty, pour ['exis-
tence d’une stratégie singuliére (3.14) est déterminé avec une méthodologie simi-
laire : ’arc singulier est réduit a un point, mais les contraintes sont conservées. Le
temps ty est détérminé tel que x(Ty) = xy, ce qui produit la valeur de Ty, = Tf.

— FEn pratique, si une stratégie singuliere existe, alors la stratégie élémentaire (3.19)
n’est pas une extrémale.

Trajectoires présentant deux étapes de freinage

Les deux stratégies de controle présentées jusqu’a présent — i.e. (3.14) et (3.19)
— ne couvrent pas l’ensemble des situations que nous avons rencontré pendant la
résolution de ce cas. Puisque le Lemme 3.1 ne garantit plus que chaque type de com-
mutation se produit au plus une fois, nous considérons la stratégie (3.24) ci-dessous.

Rappelons que le cout est I'intégrale de la fonction el Dryne part, le fait qu’il tende
vers zéro lorsque y tend vers 0 montre d’intérét de freiner a faible vitesse. D’autre part,
le controle devrait étre non nul lorsque la fonction de rendement est maximale. En fait,
les stratégies (3.14) et (3.19) réalisent un compromis entre ces deux comportements,
le fait que ces deux stratégies ne soient pas extrémales amene a penser que le freinage
se produit en deux temps. En d’autres termes, u = —1 une premiere fois lorsque la
fonction de rendement est suffisamment élevée, et une seconde fois lorsque la vitesse
est suffisamment basse.

La stratégie (3.24) ci-dessous produit effectivement des trajectoires extrémales lorsque
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(3.14) et (3.19) ne le font pas.

(1 quand t € [0,¢]
ay;  quand t € [ty,ty
0 quand t €
—1 quand t e
0 quand t € |ty,t5
—1 quand t € [ts, T¥]

[
{ (3.24)
[

En se basant sur la méthodologie développée pour la stratégie (3.14) nous proposons
une méthodologie adaptée a la stratégie (3.24), comme suit :

1.

soit ¢; une valeur arbitraire, alors y(t2) = y(t1) = ys ce qui permet de calculer py
et go;

Notons par Ty la quantité (t3 — t3). La durée Ty est la solution de 1'équation
q(t) = —pé(&))). Puisque le controle v = 0 sur cet intervalle, le vecteur adjoint

est calculé explicitement par cette équation g(t) = ge®%2) — 22 (ea(t=t2) _ 1) on

qs = q(t1) = q(t2). Ce qui implique ¢(t) = ﬁea(t_m — B(eat=t2) — 1) et y(t) est
y(t3)

donné par I'équation : y(t) = y,e~***)_ La résolution de ¢(t3) = — Sty st
ys eOéTQ _ @(BQTQ _ 1) — _y36_0T2
p(Ys) a p(Ys)
& _ @)GOLTQ + @ — _ysG*aTz
plys) a p(Ys)
Ys Doy 2a1, | PO ot Ys
(Lo — Byt g Bogans _
plys) o a p(Ys)

Par conséquent :

1 pop(ys) + /DEp(ys)? + dapop(ys)ys — 4aPy?
Ty = = In( )

a 2pop(ys) — 2y,

Soit T3 la quantité (t4—t3). La durée T5 est la solution de I’équation ¢(t) = —%
ou ¢(t) et y(t) sont les solutions du systeme Hamiltonien associé a (P,), avec

u=—1,y(0) = y(Tz) et q(0) = — ;25

Soit Ty la quantité (t5—t4). La durée T} est la solution de I’équation ¢(t) = —%
avec u = 0, olt ¢(t) et y(t) sont donnés par q(t) = goe®~*) — B2 (e(=ta) — 1) et

y(t) = yoe 1) avec yo = y(T3) et qo = — 6y~ Comme au point (2), la durée

T, peut étre calculée explicitement et elle est égale a : T = éln(zﬁ)ﬁfam) ;

Soit T5 la quantité (T —t5). La durée T; est donnée par la contrainte y(t) = 0 ou
y(t) est donné par y(t) = yoe U ~18) 4 L (1—e~=%)) avec u = —1 et y(0) = y(T4) ;

Soit T la quantité (to — t1). La durée T est déterminée de la maniere suivante :
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(a) Tout d’abord, nous calculons I'aire formée par la courbe y(¢) pour les durées
Ty, T3, Ty et Ty, et nous la notons par z*.

(b) Ensuite, puisque y(t) est constant sur la durée Ty, Iaire le long de cet inter-
valle est égal a x, = y,T.

(c) Finalement, comme 'aire au temps T est x(T) = zy, elle est aussi égale a
la somme de toutes les aires, i.e. vy = x, + 2*. Par conséquent :

Tr—x*
T,=-
Ys

7. t1 est déterminé afin de résoudre I'équation t; + T +T5+ ... +T5 = T, ou Ty est
la valeur du temps final qui a été fixée.

150 -
100 -

50

50

—-100 -

! X(t) —150 -

04

02+

0‘.5 1.0 1.5 --—-2‘.0 y(t)

FIGURE 3.3 — Trajectoire optimale du probleme (P3) avec une fonction de rendement
non constante. Parametres : o = 0.5, x5 = 6, Thnin, = 5.52, Tjip, = 5.8 et T = 5.75.

Les Figures 3.3, 3.4 et 3.5 illustrent les trajectoires optimales calculées selon la
méthodologie ci-dessus pour les parametres fixés xy = 6 et o = 0.5. La Figure 3.3 cor-
respond au cas Tinin < Tt < Tpim, et les Figures 3.4 et 3.5 a Ty > Tj;y,. Pour Ty = 10, ni
(3.19) ni (3.14) ne produisent de trajectoire extrémale, mais la nouvelle stratégie (3.24)
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oui. Ceci est illustré a la Figure 3.5. En fait, cette situation ne se produit uniquement
lorsque T est choisi dans un intervalle de temps assez petit. Dans les Figures 3.3c,
3.4c et 3.5¢ les valeurs visitées par la fonction de rendement sont tracées en rouge. Les
tracés bleus de la Figure 3.5c correspondent aux deux périodes de freinage.

vy
Py (®)
. ; : 3t
y(® A0
EEV \ p(y (1)
E 1 2 3 4 5 6 X(t) =30
(a) (b)
PO u®
i ; ; : ot
02 04 0.6 0.8 ~\I.’;)--.--l‘-z-.---li:l---l y(t) -10
(c) (d)

FIGURE 3.4 — Trajectoire optimale du probleme (P3) avec une fonction de rendement
non constante. Parametres : v = 0.5, x5 = 6, Tynin, =~ 5.52, Tjip, = 5.8 et T = 8.

Remarque 3.3 Nous remarquons que les trajectoires extrémales de la forme de celle
présentée a la Figure 3.5f n’existent pas pour toute fonction de rendement non constante.
En fait, dans le cas de la fonction de rendement montrée dans la Figure 3.1d, ot

p(0) = 0.2, une telle extrémale n’existe pas. Ce phénomeéne peut étre compris comme

une traduction du fait que le rapport entre le mazimum et le minimum du rendement

n’est pas assez important et qu’il est beaucoup plus intéressant de freiner seulement a

vitesse faible.
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FIGURE 3.5 — Trajectoire optimale du probleme (P3) avec une fonction de rendement
non constante. Parametres : v = 0.5, x5 = 6, Tynin =~ 5.52, Tjip, = 5.8 et Ty = 10.
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Chapitre 4
Un cas de route non plane

Dans ce chapitre, nous considérons un profil de route particulier, mais ne prenons
pas en compte les frottements. Le probleme est donc formulé de la maniere suivante :

( Ty
Minimiser J(u) = / MalT
o Py
: T=y
Sous les contraintes  (X4) { = u—sin(0(z)) pour ¢ € [0, T%]

o <=3 ) = (o) - (G ) - ()

lu(t)] <1 pourt € [0,Ty]

Ty > 0 est fixé.

\

Comme expliqué dans la section 1.1.1, le profil de la route est défini a I'aide d’une
fonction x — %(m) et reconstruit numériquement. Le profil considéré dans cette partie
du travail a le comportement suivant, représenté a la Figure 4.1 :

O(x) est décroissante pour x € [—10, —6.5]
0(x) est croissante pour x €] — 6.5, —1]
O(x) est constant pour x > —1
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FIGURE 4.1 — Dérivée de 0 par rapport a x et profil de la route dans les coordonnées
(&, h). Les points rouges figurant sur le profil de la route correspondent a z = —1,
x =0 et x = xy, dans cet ordre.

Ce choix de profil a deux conséquences importantes sur I’ensemble des stratégies
candidates a I'optimalité. Tout d’abord, le Lemme 1.2 ne s’applique plus systématiquement
le long du profil considéré. Ainsi, les trajectoires présentant un (ou plusieurs) retour en
arriere ne sont plus exclues de ’ensemble des solutions. Deuxiemement, on remarque
que contrairement aux cas qui ont été précédemment traités, il est possible d’atteindre
la vitesse y(7y) = 0 a l'aide d’un controle nul sur un intervalle de temps de la forme
[Ty —e,Ty]. Ainsi, le raisonnement que nous avons utilisé précédemment pour conclure
a la positivité du Hamiltonien le long d’une trajectoire extrémale doit étre adapté
lorsque cette situation se présente.

Dans le but de simplifier les notations, lorsqu’il n’y a aucune ambiguité, nous notons
K = sin (f(z)) pour z > —1. La solution du systeme (3,), pour z > —1, un controle
constant u, et en partant de I’état initial (z,yo) est :

{ z(t) = 3 (u— K)t*+ yot + zg (4.1)

y(t) = (u—K)t+yo
La solution temps minimal de (P,) est de type bang-bang — cf. équation (3.8) — et :

2./
Toin = —Y 1 (4.2)
V1-—K?
Le temps de commutation est noté . :
(1 ‘f‘ K)w /.I‘f
° VI-K?

Dans I’ensemble des simulations que nous présentons dans la suite de ce chapitre,
les parametres du probleme sont les suivants : ¢y = 2 et K = 0.2. Par conséquent, le
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temps minimal est égal a T,;, ~ 2.885.

Comme précédemment, des que T est plus grand que T, il n'y a pas d’extrémale
anormale.

Dans un premier temps, nous nous intéressons au probleme (P,) uniquement dans le
cas d’une fonction de rendement non-constante, cf. sections 4.1 et 4.2. Le cas particulier
d’une fonction de rendement contante sera abordé quant-a-lui dans la section 4.3.

4.1 Analyse des extrémales sans retour en arriere

Nous allons tout d’abord nous intéresser aux trajectoires pour lesquelles la contrainte
y(Ty) = 0 peut étre atteinte a l'aide d’'un contréle nul sur un intervalle de la forme
Ty — e, T¢]. En particulier, nous allons étudier dans quelle mesure une telle trajectoire
peut étre extrémale.

4.1.1 Trajectoires extrémales avec un contréle u(7y) =0

Soit 77, le temps nécessaire pour atteindre X = (z 7,0) avec la stratégie suivante :

[ 1 pourte0,t]
u(t) = { 0 pourt € [tc,Tfl’D} (4.3)

Nous calculons les valeurs de T; ¥ et t. explicitement en fonction de K et ¢ a l'aide
de la solution (4.1) :

T = VR et t.= V2RI
I A K)K " VOA-K)K

Lemme 4.1 1. Sila séquence de contréle (4.3) est extrémale, alors le Hamiltonien

(4.4)

H est nul le long de la trajectoire correspondante ;

2. nous avons l’équivalence suivante :
pylte)) >0 = (4.3) est une stratégie extrémale

Preuve 4.1 1. Pour tout x > —1, le Hamiltonien s’écrit :

|yul
H(-1,P, X, u)=—=—~+py+q(u—K).
p(y)
Pour une trajectoire extrémale donnée par la stratégie (4.3), u(Ty) =0 et p(y;(r‘gff))) <
q(Ty) < —p(y;(:%))). Puisque y(Ty) = 0, alors q(Ty) = 0, et le Hamiltonien au temps
Ty est :
lyrugl
H=—-—">—"+prys+qr(u—K)=0.
p(ys)
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ouys =y(Ty), qr = q(Ty) et py = p(Ty).
2. (a) p(y(t)) >0 = (4.3) est une stratégie extrémale.
Supposons que p'(y.) > 0, avec y. = y(t.). Puisque u = 1 sur [0,T.[, alors
y >0 sur0,t.].
Soient p = py une constante, et q(t) la solution de

i (L v W)
=pl |(p(y) pz(y))

Nous calculons maintenant la dérivée de H (—1,P, X, u) par rapport au
temps t sur ]0,t.[. Rappelons que y > 0 et u est constant, ce qui produit
H = 0. Par conséquent, H est constant sur [0,t.] par continuité.
Maintenant, nous posons qo = q(0) = 0, ce qui implique Hy—o = 0, et ainsi
Hy—. = 0.

Le temps de commutation t. se produit lorsque q(t.) = =L

p(ye)
K

St py = AR En effet, d’aprés 'analyse faite précédemment, nous avous :

et cela est vrai

j_c|t:tc — 0

ycyu‘

— —0
p(Ye)

_ Yelul _

podle pé/;c) <u - K> o) "
Ye <po - K > =0

ﬁ, car y. # 0.

poyc+qc<u—K>

Par conséquent, py =

Afin de montrer que (4.3) est une stratégie extrémale, il nous reste encore
a démontrer les deux inégalités suivantes :

i. q(t) > =L sur0,t.[;

r(y)
g 1,0
i, — b5 < q(t) < St surte, Ty
— Sur]0,t.[ :

comme nous supposons u(t) = 1 sur ]0,t.[, nous devons montrer que
q(t) > % sur cet intervalle.
De ce qui précéde, nous avons H = 0, ce qui implique :

~—tpoy (1 - K) =0

P(y)
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Par conséquent :

Maintenant, nous calculons la quantité q — %, afin d’étudier son
Py

signe :

y oy 1 (0
q_p(y)_l—K(p(y)_pO)_@
o (1) R

Apres quelques manipulations, et en remplacant py par %, nous obte-

nons :

y K ( 1 1 )
q— = - Yy
ply) 1=K \p(y) ply)
D’aprés la supposition p (y.) > 0 et 0 < y(t) < y. sur ]0,t.], alors

(ﬁ — @ > 0. Nous en déduisons q > ﬁ.
1,07 |
Sur Jte, Ti[ -

1,0
comme nous supposons u = 0 sur ]tc,Tf [, nous devons montrer que

oyt y(t)
PO R T0)

Soit t =t —t., la solution du systéme (X4) pour t > t. avec u =0 est :

sur cet intervalle.

y(t) = —Kt+y. et q(t)=—pot+q(t.) = —

La contrainte y(T]}’O) = 0 nous permet d’avoir :

Ye
T —t, =22
! K

Remplagons cette derniére formule dans q(t) :

_ K v
alt) = p(yc)t o)
oy K a0 Ye
a(7;") p(ye) (T = te) + p(ye)
o(T7") = - B e, b
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Par conséquent Q(TJ}’O) = 0 et trivialement —#y) < q sur ]tC,TJ}’O[.

Finalement, il nous reste a montrer que q(t) < ﬁ sur cet intervalle.
Y

Nous allons maintenant déterminer le signe de q — ﬁ :
Py

G- Y Y K . vy
py)  plye)  plye)  py)

Ye K i yc_Kf

oy o) ply)
- S C = uLsquUe e _ KTt
p(ye) p(yc)t ooy 0 (puisquey <y.) et (yo — K1 >0)

D’apreés les régles (2.13), la stratégie (4.3) est extrémale puisque :

i u=1 etq(t) > G sur 0, [ ;

L 1,0
i u=0 et =5 < q(t) < Fe) sur Jte, Ty

(b) p'(y(t.)) >0 <« (4.3) est une stratégie extrémale.
Supposons que p'(y.) < 0, avec y. = y(t.). Cette partie de la démonstration

fait appel a la quantité k(t). Nous considérons k(t) = M sur un intervalle

de temps comprenant t. et tel que y > 0. Nous supposons que (4.3) est une
stratégie extrémale. Ensuite, nous calculons la dérivée de k(t) par rapport
au temps sur cet intervalle :

. Hp(y)  |ulp'(y) ().
K(t) = — — + k() —/=vy 4.5
) y? p(y) ( )p(y) 49
Lorsque t = t., nous avons k(t.) = 1 et u > 0, ce qui produit k(t.) =

—%K puisque H = 0. Par conséquent, une commutation du controle

ne peut avoir lieu puisque £(t.) > 0. Ceci contredit le fait que (4.3) est une
trajectoire extrémale. [

D’apres le Lemme 4.1, lorsque p/(y.) < 0 la stratégie (4.3) n’est pas extrémale. Il
est donc naturel de se poser la question suivante : que se passe-t-il lorsque p'(y.) <0 ¢
En s’inspirant des solutions qui ont été trouvées a la section 3.2, la possibilité de la
présence d'un arc singulier vient a 1’esprit.
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u(t)
10
08
y(®)
06k 08
06
04r
04
02
02
. . . . ‘ ‘
1 2 3 4 st 05 1.0 15 20 X(t)
(a) (b)
. P(y()
1.0 '\‘
..... !
w0l A q(® ST Y@ PN
! ’ AN [ [
:.: ."' 0 ( y (1) 08 ! \
wl S T { \
3 o N 061 ] \
“. 1 \
e ] \
Y A t ] \'
) JELE 2 3 4 e 5 04| H \
v o, Rad 1 \
H S \
_ 3 .
* R 02 \
N R y @) \
—40 1 N * = \\
. - L ) o o - ——
M e o (y()) 05 10 15 20 y(t)
(c) (d)

FIGURE 4.2 — Trajectoire extrémale correspondante a la stratégie (4.3), T;’O ~ 5.01.
Le cotit associé est égal a 23.9346.

Comme nous I'avons vu dans la section 2.3, si #(z) est constant, alors les arcs
singuliers sont de la forme ¢y = 0. On se propose d’étudier une stratégie de la forme :

1 pour ¢ € [0, t.]

u(t) K pourt € [te,te + tsingl (4.6)
0 pourt € [t.+ tsing, T;’S’O]

La trajectoire de (X4) associée a ce controle possede un arc singulier sur I'intervalle
de temps [t;, t.+tsing[. Ce dernier peut étre aussi large que nécessaire de sorte a vérifier

la contrainte z(Ty) = xs. Cette stratégie est illustrée dans la Figure 4.3.
Lemme 4.2

1. Le temps final T;’S’O est déterminé de facon unique ;

2. Si nous supposons que la stratégie (4.6) est extrémale, alors :
(a) H=0;

(b) Un arc singulier peut se produire si et seulement si p (y(t.)) =0 ;
3. Sila stratégie (4.3) n’est pas extrémale, alors la stratégie (4.6) est extrémale avec

K

Do = et g =20
p(Ye)
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Preuve 4.2

1. Le temps final T;’S’O est calculé de la maniere suivante :

— t. est calculé de sorte a ce que la fonction de rendement p(.) atteigne son

mazimum sur RY* a y(t.) ;

— tging €t T}’S’O sont calculés en utilisant les deux contraintes y(T}’S’O) =0 et

1,s,0
Ty

2(

):l’f.

(a) La preuve est identique a celle du premier point du Lemme 4.1.

(b) la dérivée de la quantité k =

temps t., ce qui donne k(t.) =

qp(y)
——== par rappor
y

P (y(te)
p(y(te))

t au temps est calculée au

K, puisque H = 0 — wvoir la formule

(4.5). Un arc singulier existe le long d’un intervalle [t.,t. + tsingl, tsing > 0

si ii(t,) = 0, ce qui se produit uniquement lorsque p (y.) = 0.

2. La preuve est basée sur des arguments similaires a ceux du Lemme 4.1.

Les valeurs de py et de qo sont déterminées comme suit. Comme H = 0 alors

qo = 0. Le long de l’arc singulier le Hamiltonien est : H = vy, (po — ﬁ) =0, et

par conséquent py = % puisque y. # 0, ot y. = y(t.). |
c
u(t)
10
08
061
y(t)
06
04r 05
04
oal 03
’ 02
0.1
R 3 r st 05 o 15 2 X0
(a) (b)
sk Py(®)
1ok
yo oo ™
10} g \
p(y®) ¢ 08| “‘
5 4 “\ \
. . 06 \
_____ 5 \
: wanzzzzs 4 \
""""" r'"""'“"2“""'""--3--.._. 4 5 '.' 4k \
3 . ; 04 \
s }. S 0 \\
H Y 02}
i :: MOIRY \\\
Sy - ™, | Sese
¥ POy ®) > 02 04 06 08 10 y(t)
(c) (d)

FIGURE 4.3 — Trajectoire extrémale correspondante a la stratégie (4.6),
T}’S’O = 5.2177. Le colit associé est égal a 3.605.
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Remarque 4.1 Les stratégies (4.3) et (4.6) ne peuvent pas toutes deux étre extrémales.

Présence d’un arc singulier en début ou en fin de trajectoire

Supposons maintenant que la stratégie (4.3) soit extrémale et considérons un temps
final Ty > T } ¥ Nous savons d’'une part que si une trajectoire extrémale possede un arc
singulier de la forme y = 0, y = 0, alors H = 0. De plus, nous avons vu dans la section
précédente que lorsque (4.3) est extrémale, alors H = 0. Nous en concluons que si la
stratégie (4.3) est extrémale, alors pour tout 7y > T 1’0, la stratégie suivante est aussi

extrémale :

ut)=1{ 4
K

Oatl[
t1,t1 4t

4.7
11 —l—tc,Tf—tQ[ ( )
Tf —tQ,Tf[

pour t €
pour ¢ €
pour ¢ €
pour t €

—————

out; >0,ta>0et t; +to =T — T;’O. Cette stratégie est illustrée dans la Figure 4.4.

u(t)

10

081

0.6

04r

y(t)
08
06
J 04
02 —
02
3 y 5 st 03 o 15 20 x(t)
(a) (b)
ot p(®)
10- ”~
ol a0 . y (@) iy
r 4 e [ [ )
! .. P (@) o !
20} . { \
{4
~~~~~ i
I 3 4 3 L H \
K = 1 \
v v
20 Y o ozl \
A \
L N - . Mo =
''''' o (v (1) 05 10 15 20 y(®)
(c) (d)

FIGURE 4.4 — Trajectoire extrémale correspondante a la stratégie (4.7), Ty = 6.
Le cott associé est égal a 23.9346.

Pour les mémes raisons, lorsque la stratégie (4.6) est extrémale, alors pour tout

68



Chapitre 4 - Un cas de route non plane

Ty >T ; 0 13 stratégie suivante est aussi extrémale :

K pourt e [0,t]
1 pourt € [ty,t +t.]
u(t) =< K pourt € [ty + te,t1 + te + tsing| (4.8)
0 pourt € [ty +te+ toing, T — to]
K pourte [Ty —ty, Ty
outy >0,t5>0ett;+to =Ty T1 50 Cette stratégie est illustrée dans la Figure 4.5.
u(t)
0.6 ()};(t)
ié 3 4; ; Hgt.‘ 05 ) s 2.0x(t)
(a) (b)
L ply(®)
10 ’ q(t) y () s 08} “\‘
PO 7
I TEEEEEEEEE geemaeans v--:.-::‘ 4 5 : S t 04l “‘\
75; — y(t) K 02} ‘\‘\\
ok Py @) S
F * 0.2 04 0.6 0‘.8 y(t)
(c) (d)

FIGURE 4.5 — Trajectoire extrémale correspondante a la stratégie (4.6), Ty = 6.
Le cotit associé est égal a 3.605.

Remarque 4.2 Dés que (4.3) est extrémale et que Ty > T+, il existe une infinité de
stratégies extrémales de la forme (4.7). Toutes ces stratégies ont le méme cout. Ceci

est aussi valable pour les stratégies (4.6), (4.8) pour Ty > Ty

130

4.1.2 Autres trajectoires extrémales sans retour en arriere

Supposons que le temps final soit inférieur a Ty < T }

1,s,0

ouTy < T, en fonc-

tion de la configuration du probleme, alors les trajectoires préséntées precédemment
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ne sont pas extrémales. Quelles sont les stratégies extrémales permettant d’atteindre
(xf,0) depuis (0, 0) en temps plus petit que celui donné par les stratégies (4.3) et (4.6) ?
En nous inspirant des résultats du chapitre précédent, nous allons examiner les stratégies
suivantes :

1 surte[0,t]
1 surte0,t] K surt e [t o]
L surt e 0,4 K surt€ [t b 0 surt€ [t ty
u(t) = 0 surt€ [t ta] wu(t)= u(t) =
1 surtelt ,T] 0 surt€ [ty t3] —1 surt € [t, ty]
25f —1 surt € [ts, Ty] 0  surt€ [ty,ts]
—1 surt e [ts, Ty

Lemme 4.3 Etant donné le controle :

1 surte|0,t]
u(t) = 0  surt€ [ty,ts] (4.9)
—1  surt € [ty, Ty
St cette stratégie est extrémale, alors nous pouvons calculer :
1. les temps de commutations t, et to pour tout Ty > T, €t pour tout xy ;
2. les valeurs de pg et de qq.

Preuve 4.3 1. Lesvaleurs de xy et Ty étant données, les deuz contraintes y(Ty) =0
et ©(Ty) = xy nous permettent de calculer explicitement les temps de commuta-
tions de ty et de ty a l'aide de la solution (4.1) :

ty Tr(14+ K) —ty
{m: %(Tf(lJrK)Jr\/(l—Kz)TJ?—lef)

2. Les conditions initiales des vecteurs adjoints py et qo sont calculés de la maniéere
sutvante :

— po est déterminé le long d’arc ou le controle u est égal a zéro. En effet, sur
t € [ti,ta], u=0, alors : ¢ = —po, et q(t) = —pot +q1 ot 1 = q(t1) et ainsi
B = %; avec yy = y(t1).

Au point t = to, nous avons qs = —ﬁ, ol qa = q(ta) et yo = y(t2). Le long
de cet arc : y y
2 1
- = —Po +
p(y2) p(y1)
Par conséquent :
Y2 +
Po =

p(y2) + p(y1)
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— qo est calculé en combinant le Hamailtonien donné au temps initial t = 0 et

celui formulé le long de Uarc [ti,ts], i.e. qo(1 — K) = poy1 — Kpg/;l). Par

conséquent :

do = 13—1[((?0—%>

Cette stratégie est illustrée dans la Figure 4.6.

u(t)
y(®
10
05
08
n‘.s |‘.0 1‘.5 2‘.0 2‘.5 3‘.0 toe
04
05k
02
-10F S ——— ' 05 o s 20 X(t)
(a) (b)
py)
200 1.0j
150 sl
0L N A
y(® 08|
sof ————— r
LY D) y oal
e f&'-,‘ s ot
-0 _ y(t) "‘. - 02l
-100[- Py @) % .
02 04 06 08 10 R T y
(c) (d)

FIGURE 4.6 — Trajectoire extrémale correspondante a la stratégie (4.9), Ty = 3.
Le cout associé est égal a 25.0324

Remarque 4.3 En pratique lorsque la stratégie (4.3) est extrémale, alors la stratégie (4.9)
est aussi extrémale pour tout Ty < T;’O.

Lemme 4.4 Considérons le controle :

0,1]
ty, to]
ta, t3]
ts, Ty]

1 pour t €
K pourt €
0 pourt €
—1  pourte

ult) = (4.10)

— — — —
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Si cette stratégie est extrémale, alors :

1. Les conditions initiales des vecteurs adjoints py et qo sont données par les deux
expressions ci-dessous, ot ys = y(t1) :

L yer'(ys)
Po = K( - ) (4.11)

plys)  p(ys)?

Ky2p'(ys
jo = YsP WS) (4.12)
(K - 1)p(ys)
2. La dérivée de la fonction de rendement est négative au temps t = t; — i.e.
p () <0.

Preuve 4.4 1. Les expressions de pgy et de qo sont obtenues de la maniére suivante :
sur lintervalle [tq,ts], nous avons ¢ = ﬁ et y =0, ce qui implique que ¢ =0 le

long de cet arc singulier, on obtient donc :

ol (L v W)y
w1l ~ Sy ) =°

1 oy (yo)y
e +K(p(ys) p(ys)? ) =0

Par conséquent :

L yep'(ys)
po=K ( - )
plys)  p(ys)?
D’autre part, le long de cet arc singulier, le Hamiltonien est :

Ky;
H =poys + qs (K — K) — Y
p(Ys)
Ky
= PoYs —
p(Ys)

En combinant cette derniere formule avec [’expression du Hamiltonien au temps
t =0, nous obtenons :

Kys
qo(1 — K) =poys — ——
ol ) =m0 p(Ys)

B 1 yp ()Y Ky,
B K<p(ys) p(ys)? ) * plys)
y2p (ys)

=R

Par conséquent :
oo yap (Ys)
(K = 1)p(ys)?
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2. La dérivée de la quantité de k(t) est donnée par l’équation (4.5). Le long d’un
arc singulier cette formule devient :

_Hply) Kp(y)
y? p(y)

i(t) =

D’apreés les régles (2.13), un arc singulier existe si et seulement si k(t) = 0 et

cela ne peut se produire que si p (y) < 0.
[ |

Remarquons que la stratégie (4.10) est similaire a celle de (3.14) — voir Chapitre 3.
Afin de calculer une trajectoire extrémale associée a la stratégie (4.10), nous utilisons
la méthodologie qui a été développée pour la stratégie (3.14). La stratégie (4.10) est
illustrée dans la Figure 4.7.

u(t)
10
05t
y(®)
R e e T
04
osk 03
02
0.1
“10F ) s o s 20 x(t)
(a) (b)
py(1)
10F
y(®) S
i s sk \
Py ) o \
K " \
\ 06F \
....... ;
....... e \
~.i ’ \
e i \
=5h 0‘\ :': 02l \\
H y(® \\ K \s
- : - “‘ "' L L L ~~~-’
v Py @) ™ 02 04 06 08 10 y(t)
(c) (d)

FIGURE 4.7 — Trajectoire extrémale correspondant a la stratégie (4.10), Ty = 5.
Le cofit associé est égal a 3.6466.
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Lemme 4.5 Considérons le controle :

(1
K pour t €
0 (4.13)

Preuve 4.5 Comme précédemment, si cette derniere stratégie est extrémale, alors les
conditions initiales des vecteurs adjoints py et qy sont données par le Lemme 4.4.

Remarque 4.4 — En pratique, st T}’S’O est extrémale, alors nous observons [’exis-
tence d’un temps Ty, tel que pour tout Ty €)1y, Tfl’s’o[, une des deuz stratégies (4.10)
ou (4.13) est extrémale.

— Si l'une des stratégies (4.9), (4.10) et (4.13) est extrémale, alors les deuz autres
ne le sont pas.

La stratégie (4.13) est illustrée dans la Figure 4.8.
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FIGURE 4.8 — Trajectoire extrémale correspondant a la stratégie (4.13), Ty = 4.48.
Le cout associé est égal a 4.0792. Figure 4.8b : les parties du graphe tracées en bleu
correspondent aux moments ou u = —1.
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4.2 Reésolution du probleme de controle optimal

4.2.1 Trajectoire en temps petit

Nous allons maintenant définir le temps Tjqer comme suit :

X(0) = Xo, X(Ty) = Xy
0(x(t)) = 0(0)

Nous appelons trajectoire en temps petit une trajectoire qui possede un temps final
T inclut dans lintervalle |T5in, Tsman). 00 Tsmau = min (Tback, T} ’0).

Thoack = r]g?fc {Tf tel que Yu € L[lova] { Vt € [O,Tf]}

Lemme 4.6 trajectoires en temps petit
1. Une trajectoire optimale de (Py) pour Ty < Tpacr n'admet pas de retour en arriere.

2. Les extrémales en temps petit de (Py4) ne contiennent pas d’arc singulier de la
forme y = 0.

3. Si ys est la vitesse constante de l'arc singulier extrémal en temps petit, alors
9p
- < 0.
Jy (s)

4. Considérons une trajectoire extrémale en temps petit contenant un arc singulier,
et notant la vitesse constante ys. Les conditions initiales des vecteurs adjoints pg

et gy sont données par :

_ o0 (ys)
Dbo = K( 15 _ypSQ)

b (4.14)
9 = ®-1)p(ys)?

Preuve 4.6 1. Puisque Ty < Tyaer, les trajectoires (x(t),y(t)) de (Py) partant de
(0,0) peuvent atteindre (zy,0) seulement en restant sur la partie de la route telle
que 0(x(t)) est constant. Par conséquent, (Py) peut étre considéré comme un
probleme invariant par translations le long de 'axe Ox. D’aprés le Lemme 1.2,
une telle trajectoire optimale n’admet pas de retour en arriere.

2. Une extrémale en temps petit ne peut pas atteindre y(Ty) = 0 avec une stratégie
de la forme (4.3), le contréle u doit donc devenir négatif. Par conséquent, il existe
un intervalle non-trivial de la forme |t,t[ tel que :

qp(y)

— y > 0 pour tout t €]t, [ et la quantité x(t) = existe pour tout t €]t,1[;

— k) =1etr(t)=—1
— Iy a un temps t* €]t 1] tel que x(t*) =0 et &(t*) < 0.
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La dérivée de k(t) par rapport au temps, sur cet intervalle est a nouveau donnée
par léquation (4.5). Lorsque k(t*) = 0, nous avons u = 0 et £(t*) = —HS—gy),
alors H doit étre strictement positif afin de réaliser £(t*) < 0. Un arc singulier
avec y = 0 n’existe pas puisque cela implique H = 0.

3. Comme précédemment, nous définissons la quantité k(t) = @Y gyr les inter-
valles avec y # 0, et nous trouvons une expression de k(t) — voir l’équation (4.5)
ci-dessous. Le long d’un arc singulier, nous avons k(t) = 1 et £(t) = 0, et selon

Uexpression (4.5), nous obtenons l’égalité suivante :

_Hply)  Kp'(y)

0= y? p(y)

Ce qui ne peut étre vrai si p (y) est négatif.

4. Les deux expressions sont facilement obtenues comme suit :

Hp(ys) Kp (ys)
y2 p(ys)

. . , K2 /
long un arc singulier. Par conséquent : H = —%)(3’3)
S

— la résolution de l’équation 0 = — pour H, puisque y = 0 le

— la relation H = qo (u(0) — K) = qo (1 — K) produit 'ezpression de qy. En
effet, _Kuip ys) qo (1 — K) et ce qui implique :

p(ys)?
o0 = Kuio(ws)
(K - 1)p<ys)2

— finalement, [écriture du Hamiltonien H le long un arc singulier, H =
PoYs — %K, nous permet de fournir l’expression de pg. Par conséquent,

K2y s .
o(y)2  — Pols p(yS)K et ainsi :

_ 1 o0 (Us)
o= K<p(ys) N ypfysg; )

4.2.2 Méthodologie

Le probleme de controle optimal (P4) pour le profil de route réprésenté a la Fi-
gure 4.1, est résolu en suivant la méthodologie ci-dessous.
Nous cherchons dans un premier temps a déterminer I’ensemble des extrémales sans
retour en arriere, en fonction de la valeur du temps final.

1. Considérons la stratégie (4.3). Nous vérifions le signe de g—’;(y(tc)) et ensuite nous

décidons laquelle des stratégies (4.3) ou (4.6) est extrémale. Nous notons 7T} le
temps final correspondant. Les stratégies (4.3) et (4.6) sont réprésentées par les
Figures 4.2 et 4.3 respectivement

7



Chapitre 4 - Un cas de route non plane

2. Pour tout Ty > Ty, les stratégies de la forme (4.7) ou de la forme (4.8) sont
extrémales et donc candidates a 'optimalité. Ces stratégies sont illustrés dans les
Figures 4.4 et 4.5 respectivement.

3. Silastratégie (4.3) est extrémale, alors, pour tout T, < Ty < T}, la stratégie (4.9)
est extrémale et déterminée a l'aide du Lemme (4.4).

4. Si la stratégie (4.6) est extrémale, alors il existe un temps Tpin < Tim < Tf tel
que :

— la stratégie (4.9) est extrémale pour T < T¢ < Tiim ;

— pour Ty > Ty, la stratégie extrémale est de la forme (4.10) ou (4.13) et est
déterminée a 'aide des Lemmes (4.5) et (4.6).

Elles sont illustrées dans les Figures 4.7 et 4.8 respectivement.

5. Finalement, si T < Tp,ex, on en conclu que la trajectoire extrémale trouvée est
optimale. Dans le cas contraire, nous procédons a une étude numérique afin de
déterminer s’il existe des extrémales présentant un retour en arriere. Par exemple,
pour Ty = 4.48 la trajectoire présenté a la Figure 4.8 est considérée optimale.
Des trajectoires extrémales possédant des retours en arriere sont préséntées dans
les Figures 4.9 et 4.10.

Afin de mieux comprendre cette derniere étape, nous avons effectué une exploration
numérique par la manipulation des valeurs de pg et go. Comme attendu, les trajectoires
extrémales présentant des retours en arriere existent. Un fait intéressant est que de
telles extrémales ne sont pas nécessairement optimales. Dans la Figure 4.9, un exemple
de trajectoire optimale avec retour en arriere est présentée. La fonction de rendement
est la méme que celle utilisée pour déterminer la trajectoire de la Figure 4.2. Dans ce
cas, la stratégie avec retour en arriere de la Figure 4.9 cotite moins que la stratégie de
la forme (4.8) — puisque les arcs avec y = 0 ont un cott nul, la stratégie (4.8) cotite
la méme chose quelle que soit la valeur de Ty > T' ; S0

D’un autre coté, la Figure 4.10 montre une trajectoire extrémale qui admet un
retour en arriere. Cette trajectoire est obtenue pour une fonction de rendement p(y)
telle que p(0) est 20 fois supérieur a celui utilisé dans la Figure 4.9 — il s’agit la du seul
parametre qui a été modifié dans la conception de p. Les maximums des deux fonctions
cotit sont identiques, et sont obtenus pour les mémes valeurs de y. Dans ce cas, le cout
associé a la stratégie (4.8) est égal a 0.73, et la stratégie de la Figure 4.10 n’est pas
optimale. Dans les Figures 4.9d et les Figures 4.10d , les valeurs visitées par chacune
des fonctions de rendement lorsque © = —1 sont mises en évidence. Les Figures 4.9d et
Figures 4.10d, mettent en évidence une information similaire pour u = 1. Les différentes
couleurs sont a associer aux Figures 4.9c et 4.10c.
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FIGURE 4.9 — Trajectoire optimale du probleme (P4) pour Ty ~ 17.75. Le cout associé
est ~ 1.61 tandis qu’il est &~ 3.605 pour la stratégie (4.8) — cf. Figure 4.2.
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FIGURE 4.10 — Trajectoire extrémale du probleme (P,) pour Ty ~ 17.75. Le cott
associé est ~ 1.02 tandis qu'il est = 0.73 pour la stratégie (4.8) avec la fonction de
rendement des Figures 4.10d et 4.10e.
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

4.3 Cas particulier : fonction de rendement constante

Comme précédemment, il n’y a pas d’extrémale anormale des que Ty > Tpn.
Comme nous l'avons vu dans le Chapitre 3.2.1, la fonction de rendement peut-étre
considérée identiquement égale a 1, et le Hamiltonien normal est :

H =py+q(u— K) — |yu|

Nous commencons avec la stratégie

[ 1 sur [0,¢]
u(t) = { ol (4.15)

1
0 sur [t., T}

ol t. et Ty ont été donnés par 'équation (4.4).
Lemme 4.7 1. La stratégie (4.15) est extrémale et singuliére.
2. H=0.

3. Pour tout Ty > T+°, alors la stratégie suivante

K pourte0,t]
1 te [t t +te
U(t): pour € [17 1+ [
0 pourtée [ty +t.,Tf—tof
K pourte [Ty —ty, Ty]
est aussi extrémale singuliere, ou ty > 0, to > 0 et t; +ty =Ty — T]}’O.
Preuve 4.7 1. La stratégie (4.15) est telle que y > 0 pour tout t > 0, ainsi le
Hamiltonien devient :
H =py+qu—K) —ylu|

Par conséquent,
{p=0jp=m
¢ = —po+|u|

De plus, comme u(Ty) = 0, alors —y(Ty) < q(Ty) < y(Ty), ce qui implique
q(Ty) =0, H =0 et finalement q(0) = 0. Nous avons donc :

{ q(te) = (1 —po)t.
y(te) = (1 — K)t,

Alors pg = K puisque la commutation en t. indique que q(t.) = y(t.). On en
conclu directement que y(t) = q(t) pour tout t € [tC,T}’O], la relation est donc
vraie pour tout t € |0, T}’O]. Nous avons ainsi montré que (4.15) est une stratégie
extrémale singuliere.
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2. Ce fait apparait dans la preuve de (1).
3. Un arc singulier de la forme y =0, y = 0 impliqgue H = 0, ce qui est compatible
avec le point précédent. [ |

1,0 .y s -
Lorsque T < T} nous nous intéressons a la stratégie :

1 sur [0, ]
u(t) =< 0  sur [ty,t] (4.16)
—1  sur [to, TY]

Lemme 4.8 1. Pour Ty < T}’O, la seule stratégie extrémale est la stratégie (4.16).

2. Les temps de commutation, po et go sont donnés au Lemme (4.4).

Preuve 4.8 1. Comme T} < T+°, alors q(Tf) # 0 et par conséquent H # 0.
D’apres le point 1 de la section 2.5 , alors y = 0, y = 0 n’est pas un arc singulier.

Soit € > 0 tel que y < 0 sur |0,¢[, considérons la quantité k = % et calculons

sa dérivée :

. H

TR
St H > 0, alors k décroit indéfiniment auquel cas seule une commutation du type
u =0 vers u = —1 peut avoir lieu, et y ne changera jamais de signe.
St H <0, il ne pourra donc pas y avoir de commutation vers le controle u = —1

et y(Tsr) = 0 ne pourra pas étre atteint.

On en déduit qu’une extrémale ne comprend pas d’intervalle |0, e[ tel que y < 0.
Soit € > 0 tel que y > 0 sur |0,¢|, considérons la quantité k = % et calculons

sa dérivée :

On en conclu que H > 0 et que la stratégie (4.16) est extrémale. En effet, dans

le cas contraire, H < 0 la quantité k augmente et le controle ne commute jamasis.

2. Voir Lemme (4.4). [
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Conclusion et Perspectives

L’objectif de ce travail a été de traiter la problématique de la minimisation de
I’énergie dépensée par un véhicule, en prenant pour cadre la théorie du controle op-
timal. Nous avons, dans un premier temps, développé un modele simple de la dyna-
mique longitudinale du véhicule et de sa consommation énergétique, ce deuxieme point
constituant le cotut de notre probleme de controle optimal. Etant donné que ce cout
est non-différentiable pour certaines valeurs de I’état et de la variable de controle (ceci
étant du au fait qu’il repose sur la notion de travail absolu), alors les stratégies op-
timales comprennent des inactivations du controle. Par la suite, nous avons montré
que le probleme ainsi obtenu n’admet pas de minimum en temps final libre, et avons
donc procédé a une étude en temps final fixe. Nous avons aussi proposé un théoreme
de régularité des controles candidats a I'optimalité, ce qui nous a permis d’évacuer le
phénomene de chattering de 'ensemble des solutions. Finalement, nous avons étudié
ce probleme en nous appuyant sur le principe du maximum de Pontryagin, dans sa
version classique ainsi que dans la version proposée par F. Clarke.

Notre probleme dépend de nombreux parametres, en termes de fonction de rendement
et de profil de route, ce qui le rend difficile a aborder directement. Ceci nous a amené
a définir une série de trois sous-problemes que nous avons traités dans ce manuscrit :

1. route plate, sans frottement ;
2. route plate, avec frottement ;
3. un profil de route non-plate, sans frottement.

Nous avons proposé une solution en temps minimal pour chacun de ces trois sous-
problémes et montré que, pour tout temps final (fixe) strictement plus grand, aucun
de ces sous-problemes n’admet d’extrémale anormale. Nous avons aussi étudié et ca-
ractérisé les arcs singuliers normaux. Les trois cas présentés ci-dessus, nous ont permis
de mettre en avant la richesse du probléeme considéré. En effet, tandis que les solu-
tions du premier cas étaient limitées a des stratégies de type bang-inactivation-bang
(et ce sans que la fonction de rendement n’aie de role a jouer), les solutions opti-
males du second cas sont de la forme bang-arc singulier-inactivation-bang pour un
temps final choisi assez grand. Ce phénomene a lieu indépendamment de la fonction de
rendement choisie. Cependant, dans le cas d’une fonction de rendement non-triviale,
nous voyons apparaitre des stratégies optimales de type bang-arc singulier-inactivation-
bang-inactivation-bang (la fonction de rendement étant maximale le long de l'arc in-
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Conclusion

diqué en gras). Finalement, le profil de route spécifique qui a été étudié dans le troisieme
cas, et qui requiert un arrét et un démarrage en pente, présente tous les comportements
précédemment observés auxquels s’ajoutent :

— l’influence de la fonction de rendement sur la présence ou non d’un arc singulier,
— la présence d’arcs singuliers au début ou a la fin de la trajectoire,

— l’apparition de trajectoires extrémales présentant un retour en arriere, certaines
de ces trajectoires pouvant étre optimales.

Ce travail nous a donc permis de formaliser un probleme de controle optimal riche,
présentant trois grandes perspectives.

1. L’analyse des arcs singuliers nous a permis de faire apparaitre une caractérisation
sous la forme d’une équation différentielle de la variable y(t), valable uniquement
sur les morceaux de route non-plane. Ainsi, les investigations numériques que nous
avons réalisées pour le troisieme sous-probleme, dans le but de faire apparaitre des
extrémales avec retour en arriere, pourraient étre complétées par une recherche
d’arcs singuliers de ce type.

2. Une seconde perspective de travail consiste a traiter des cas d’études supplémentaires
en commencant par introduire un coefficient de frottement dans le troisieme cas
que nous avons abordé. Notre but étant ensuite de nous diriger vers des profils
de route plus généraux.

3. Une derniere perspective de travail se situe au niveau de la modélisation du cofit.
Trois modifications intéressantes nous semblent pouvoir étre apportées.
La premiere est de considérer une fonction de rendement ayant pour arguments la
vitesse y, mais aussi la variable de controle u. Ceci nous permettrait en particulier
de faire varier le rendement du systeme de conversion d’énergie en fonction du
signe de la variable de controle (freinage Vs accélération).
La seconde piste consiste a relaxer I’hypothese p(0) # 0, en considérant par
exemple une fonction de rendement ayant un développement limité en 0 de la
forme C'y+O(y?) ou C est une constante non-nulle. Cela aurait pour conséquence
une mise a contribution du controle plus fréquente lorsque le rendement est haut.
En effet, en procédant ainsi la fonction cotit ne sera plus nulle a vitesse nulle.
La troisieme piste consiste a traiter ce probleme en temps libre. Pour cela, il nous
faut modifier la fonction cott, par exemple par I'ajout (sous le signe intégral)
d’une constante, pénalisant ainsi les longs temps de parcours.
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Annexe A

Controlabilité locale en temps petit
et accessibilité normale

Nous rappelons les principales notions de controlabilité, ainsi que les deux théoremes
utilisés dans la preuve de notre résultat de régularité. Ces notions viennent principale-
ment de [16] ol le sujet est traité en détails en toute généralité.

Soit un systeme de controle de la forme suivante :

(Xo)  @(t) = F(x(t) + u(t)G(z(1))
ou z(t) € R", u € Upgm C L[lopo[ et Uygm est un ensemble de controles uniformément

bornés, admissibles pour (3). Les champs de vecteurs F(.) et G(.) sont supposés C.
L’ensemble des controles de Uygy, constants par morceaux est noté Usiep C Ugdmm.-

Définition A.1 Ensemble accessible
Soit xg € R". L’ensemble accessible de (X)), d partir xq, pour un temps T > 0, est
défini comme suit :

Az, T) = {z € R" t.q. 3u € Uyam, t.q. la trajectoire x(t) de (3g) issue de xo vérifie z(T)

L’ensemble accessible pour un temps strictement plus petit que T' > 0 est noté :

Ar(zo) = | Alzo,1)

0<t<T

Définition A.2 Controlabilité locale en temps petit (STLC)
Le systeme () est dit localement controlable en temps petit depuis g, si pour
tout T > 0, l’ensemble Ar(xy) contient un voisinage ouvert de xy.

Définition A.3 Controlabilité locale en temps petit fixé (STLCFT)
Le systéeme (%) est dit localement controlable en temps petit fixé depuis x¢, si
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pour T' > 0 fixé, alors pout tout 0 < t < T, 'ensemble accessible A(xg,t) contient un
voisinage ouvert de xg.

Définition A.4 Accessibilité normale (NR)
Un point xy € R" est dit normalement accessible depuis xo € R" par le systeme de
contréle (Xo), si xy est accessible depuis xo par un contréle u € Ugyep.

Nous pouvons aussi introduire la notion d’accessibilité normale d’un point x;
en temps plus petit que T, a partir d’un point xq¢ si :

xy est normalement accessible depuis xo par une trajectoire x(.) de (Xo) telle que
2(0) = xg et 2(T) = x; pour T < T.

Définition A.5 Normalement auto-accessible (NSR)
Un point xo est dit normalement auto-accessible par le systéme (%), s’il est nor-
malement accessible depuis lui-meme.

Définition A.6 Normalement auto-accessible en temps petit (STNSR)
Un point xo est dit normalement auto-accessible en temps petit par le systéme
(3o) st pour tout T > 0, il est normalement auto-accessible en un temps inférieur a T'.

Proposition A.1 Si zy est STNSR par (%), alors (X¢) est STLC depuis xo par des
controles pris dans Usep.

Théoréme A.1 Sous l’hypothése que le systeme de controle (Xq), vérifie l'une des trois
Proprietés suivantes :

— les champs de vecteurs F(.) et G(.) sont réels analytiques ;
— lalgebre de Lie engendrée par F(.) et G(.) est de rang mazimal ;
— les champs de vecteurs F(.) et G(.) sont C' et localement bornés.
Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
. (X0) est STLC par des contrile de Usgep ;
2. (Xo) est STLC par des contrile de Uagm ;
3. xg est STSNR par (%) ;
4. (—X) est STLC par des contréle de Ustep ;
5. (%) est STLC par des contréle de Uy, ;
6. xo est STSNR par (=) ;

~

Théoreme A.2 Soit g € R"™, un point normalement auto-accessible en temps petit
par le systeme (Xo). Soit T > 0 fixé. Alors tout point de l’ensemble accessible Ar(xg)
est normalement accessible depuis xo en un temps plus petit que T'.

88



Controlabilité locale en temps petit et accessibilité normale

Remarque A.1 Si de plus, le point zo est un point d’équilibre du systéme (%), alors
les deux théorémes ci-dessus restent vrai en considérant la contrélabilité locale (ainsi
que accessibilité normale) en temps petit fixé.
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Annexe B

Code Mathematica de

In[1]:=

In[2]:=

x1=5;
x2=-1;

x3 =-4;

x4 =-6.5";
x5=-9;
x6 = -15;
x7 = -20;
Smax =0.2";
Smin=0.1";
K=0.2";

Ll = x2-x1;
L2 = x3-x2;
L3 =x3-x4;
L4 = x4 -x5;
L5 = x6 - x5;
L6 = x7 - x6;
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Code Mathematica de ’exemple 1.1

In[3]:=
Smax
Pl = ;
L2
Opl = —pl X2,'
Smax
P2 = ;
L3
Op2 = (pl —p2) x3 +0pl;
Smin
P3 = ;
L4
Op3 = p3x4 +Op2;
Smin
P4 = ;
L5
Op4 = (p3 —p4) x5 + Op3;
In[4]:=
pl x22
Cl-=- +0pl x2| ;
2
p2 x32 pl x32
c2 = - +0p2 x3| + [/ +0p1x3+Cl]|;
2 2
p3 x42 p2 X42
C3 = - +O0p3x4| + +0p2x4 +C2|;
2 2
p4 x52 p3 x52
c4 = - +0p4d x5 + +0p3x5+C3]|;
2 2
In[5]:=

Dtheta[xsi_ ] := If[xsi < x5, p4 xsi +0p4,
If[xsi < x4, p3xsi+0p3, If[xsi < x3, p2 xsi+0p2, If[xsi<x2, plxsi+Opl, 0]11]~;

. . p4 xsi? ) ) p3 xsi? .
Theta[xsi_ ] := If[xs.7. <x5, —/ +0Op4 xsi +C4, If[xs:. < x4, +0p3 xsi +C3,

-2 -2
If[xsi<x3, l32#5_1+0p2xsi+c2, If[xsi<x2, p1sz.+0p1xsi+cl, 0]]]] +K;
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In[6]:=

Phi0 = 5;
Start = -20;
Stop = 15;
x0 =0;

xf =10;

Avant =
1 Tan[Theta[xsi]]

First[NDSolve[{x’ [xsi] == , P'[xsi] ==

1+ Tan[Theta[xsi]]? \/1 + Tan[Theta[xsi]]?

x[0] =0, P[0] = PhiO}, {x[xsi], P[xsi]}, {xsi, O, Stop}]];

1
Arriere = First[NDSolve[{x’ [xsi] == - ’

1+ Tan[Theta[-xsi]]?

i . Tan[Theta[-xsi]] .
P [xsi] = - , x[0] =0, P[0] = PhiO},

\/1+Tan[Theta[-xsi]]?

{x[xsi], P[xsi]}, {xsi, 0, Abs[Start]}]];
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Optimisation de consommation pour un véhicule de type voiture

Résumé en francais

Cette theése présente I’étude d’un probléme de controle optimal dont le colit est non-différentiable pour
certaines valeurs du controle ou de I’état, tout en restant Lipschitz. Ce probléme nous a été inspiré par la
problématique générale de la minimisation de I’énergie dépensée par un véhicule ou robot de type voiture le
long d’un trajet dont le profil de route est connu a ’avance. Cette problématique est formulée a I’aide d’un
modele simple de la dynamique longitudinale du véhicule et une fonction colit qui englobe la notion
d’efficacité du processus de conversion énergétique. Nous présentons un résultat de régularité des contrdles,
valable pour la classe des systémes non-linéaires, affines dans les controles, classe a laquelle appartient notre
probléme. Ce résultat nous permet d’exclure les phénomenes de chattering de 1’ensemble des solutions. Nous
réalisons trois études de cas pour lesquelles les trajectoires optimales sont composées d’arcs bang,

d’inactivations, d’arcs singuliers et, dans certains cas, de retours en arricre.

Mots clés : optimisation de la consommation énergétique ; arcs singuliers ; régularité ; fonction cotlit non-

différentiable.

Optimisation of energy consumption for a car-like vehicle

Résumé en anglais

The present thesis is a study of an optimal control problem having a non-differentiable, but Lipschitz, cost
function. It is inspired by the minimization of the energy consumption of a car-like vehicle or robot along a
road which profile is known. This problem is stated by means of a simple model of the longitudinal dynamics
and a running cost that comprises both an absolute value function and a function that accounts for the
efficiency of the energy conversion process. A regularity result that excludes chattering phenomena from the
set of solutions is proven. It is valid for the class of control affine systems, which includes the considered
problem. Three case studies are detailed and analysed. The optimal trajectories are shown to be made of bang,

inactivated and backward arcs.

Keywords: energy consumption minimisation; singular arcs; regularity; non-differentiable cost function.
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