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Chapitre 0

Introduction

Cette thèse s’inscrit dans le domaine de la théorie de l’indice. Commençons par faire quelques
rappels sur ce sujet. Le but est de faire un lien entre des invariants topologiques et des invariants
analytiques. Le problème de l’indice est de calculer l’indice d’un opérateur elliptique en termes
topologiques. Ce problème fut résolu par M. Atiyah et I. Singer en 1963 dans [6], en particulier ils
obtiennent la célèbre formule d’Atiyah-Singer pour l’opérateur de Dirac twisté par un fibré E sur
une variété M

Ind(∂E) =

ˆ

M

Ch(E) ∧ Â(M),

où Ch(E) est le caractère de Chern du fibré E et Â(M) est le Â-genre de M . Quelques années
plus tard, ces auteurs ont écrit une série d’articles fournissant une nouvelle preuve qui permettait
plusieurs généralisations et applications. La première est la prise en compte de l’action d’un groupe
compact G [3]. Dans le cas où un opérateur P est elliptique et G-invariant sur une variété M , l’indice
de l’opérateur P est un élément de l’anneau R(G) des représentations virtuelles de G. Dans ce
cadre M. Atiyah et I. Singer démontrent le théorème de l’indice

IndG,M
a = IndG,M

t ,

où IndG,M
a désigne l’indice analytique donné par la différence formelle du noyau de P et du conoyau

de P et IndG,M
t désigne l’indice topologique qui est construit en utilisant un G-plongement de M

dans un espace euclidien [3]. Par la suite, M. Atiyah et G. Segal ont alors déduit de ce théorème
des formules topologiques pour les nombres de Lefschetz associés aux isométries de M , en utilisant
un théorème de localisation en K-théorie équivariante [2]. Dans un troisième article [4], M. Atiyah
et I. Singer ont déduit la formule cohomologique pour l’indice d’un opérateur elliptique ainsi que
des formules cohomologiques pour la formule de Lefschetz. Cette preuve de la formule de l’indice
cohomologique fournit une nouvelle preuve du théorème de l’indice obtenu dans [6]. Le quatrième
article de cette série est dévoué à la généralisation du théorème de l’indice dans le cadre d’une
famille d’opérateurs elliptiques paramétrée par un espace compact, dans ce cas le théorème de l’in-
dice fournit une égalité entre l’indice topologique et l’indice analytique qui a lieu dans la K-théorie
de la base de la fibration [5]. Enfin une généralisation importante du théorème de l’indice est le
théorème de l’indice pour les feuilletages de A. Connes et G. Skandalis, ici le théorème de l’indice
est une égalité dans la K-théorie de la C∗-algèbre du feuilletage [25], voir aussi [23].
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Une autre généralisation importante est celle des opérateurs transversalement elliptiques par rap-
port à l’action d’un groupe, c’est-à-dire elliptiques dans le sens transverse aux orbites de l’action
d’un groupe sur une variété. Ce problème a été étudié pour la première fois dans le cadre d’un
opérateur P agissant sur une variété M par M. Atiyah (et I. Singer) dans [1], en 1974. Dans
[1], M. Atiyah a défini une classe indice et a montré qu’elle vérifie plusieurs propriétés qui la ca-
ractérisent. Plus précisément, soient G un groupe de Lie compact, M une G-variété compacte et
P : C∞(M, E+) → C∞(M, E−) un opérateur pseudodifférentiel G-invariant. Notons π : T ∗M → M
la projection du fibré cotangent et g = Lie(G) l’algèbre de Lie de G. Rappelons qu’un élément
X ∈ g engendre un champ de vecteurs X∗

M sur M .
L’espace transverse T ∗

GM est défini comme le sous-espace fermé des covecteurs α ∈ T ∗M qui
s’annulent sur les vecteurs tangents aux orbites, c’est-à-dire

T ∗
GM := {α ∈ T ∗M |∀X ∈ g, α(X∗

M) = 0}.

Définition 0.0.1. L’opérateur P est dit G-transversalement elliptique si son symbole principal
σ(P ) : π∗E+ → π∗E− est inversible ∀ξ ∈ T ∗

GM \ M .

Dans [1], M. Atiyah définit l’indice IndM,G
a (P ) comme une distribution sur G définie par

IndM,G
a (P )(ϕ) =

ˆ

G

ϕ(g)(Tr| ker P (g) − Tr|cokerP (g))dg, ∀ϕ ∈ C∞(G).

Ensuite, M. Atiyah démontre que l’indice ne dépend que de la classe du symbole de P en KG-
théorie, qu’il vérifie une propriété de multiplicativité, une propriété d’excision et que si l’action de
G est libre alors on peut décomposer l’indice comme une somme d’indices d’opérateurs elliptiques
sur la variété quotient M/G. Ces différentes propriétés permettent alors de ramener le calcul de
l’indice au cas d’un espace euclidien sur lequel un tore agit. M. Atiyah vérifie aussi des conditions
de normalisation et montre que toutes ces propriétés permettent de caractériser la flèche indice.
Par la suite, en 1975 G. Kasparov introduit la K-homologie des algèbres de Banach involutive
et montre un théorème d’Atiyah-Singer généralisé dans [42]. Par la suite, en 1980, il introduit la
K-théorie bivariante pour les C∗-algèbres [43]. C’est cette notion qui a permis de nombreuses géné-
ralisations du théorème d’Atiyah-Singer, par exemple le théorème de l’indice pour les feuilletages
([25]) est démontré en utilisant la K-théorie bivariante de Kasparov.
En 1982 dans [41], P. Julg associe à un opérateur G-transversalement elliptique sur la variété com-
pacte M une classe [P ] du groupe KK(C(M)⋊G,C) de K-théorie bivariante de Kasparov [43]. La
classe indice peut alors être définie comme l’élément de KK(C∗G,C) obtenu à partir de [P ] par
restriction de C(M) ⋊ G à C∗G. Dans [41], P. Julg construit pour l’inclusion H →֒ G d’un tore
maximal dans un groupe de Lie compact connexe des éléments i∗ ∈ KK(C(X)⋊G, C(X)⋊H) et
i! ∈ KK(C(X) ⋊ H, C(X) ⋊ G) vérifiant i∗ ⊗C(X)⋊H i! = 1C(X)⋊G. L’élément i∗ traduit l’inclusion
de H dans G tandis que l’élément i! est l’induction. En utilisant ces éléments, P. Julg fournit une
nouvelle preuve d’un théorème d’induction donné par M. Atiyah dans [1].
Plus récemment, en 2016, G. Kasparov a étendu cette construction au cadre des actions propres
pour un opérateur G-transversalement elliptique d’ordre 0. Dans ce cas, la classe d’un tel opéra-
teur P vit dans le groupe KK(C0(M)⋊G,C) [45]. Dans cet article, G. Kasparov obtient même un
théorème d’indice pour les opérateurs transversalement elliptiques dans le cadre très général des
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actions propres, il montre que l’indice d’un opérateur transversalement elliptique peut être obtenu
en effectuant un produit de Kasparov de la descente du symbole de l’opérateur par un certain
élément qu’il construit.

Parallèlement, cette classe d’opérateurs a été étudié du point de vu de la cohomologie équiva-
riante. La caractérisation axiomatique de l’indice à permis à N. Berline et M. Vergne de démontrer
une formule cohomologique pour l’indice d’un opérateur P G-invariant, G-transversalement ellip-
tique en cohomologie équivariante [17]. Pour ce faire, elles introduisent ce qu’elles appellent les
symboles transversalement bons. Ces derniers permettent de représenter n’importe quel élément
de KG(T ∗

GM) et de définir un caractère de Chern ayant de bonnes propriétés. Elles obtiennent alors
les deux théorèmes suivants :

Théorème 0.0.2 ([17], 1996). Soit σ un symbole G-transversalement bon. Soit s ∈ G. Notons M s

la sous-variété des points fixes de s et N le fibré normal à M s dans M et ns = dim M s. Il existe
une fonction généralisée AdG-invariante sur G et une seule notée IndG,M

coh (σ), vérifiant la formule
intégrale au sens généralisé suivante :

IndG,M
coh (σ)(seY ) = (2iπ)−ns

ˆ

T ∗Ms

Chs(A
ω(σ), Y ) ∧ Â2(T ∗M s, Y )

Ds(N, Y )
, pour Y ∈ g(s) assez petit.

De plus, la fonction généralisée IndG,M
coh (σ) ne dépend que de la classe de σ dans KG(T ∗

GM).

Théorème 0.0.3 ([17], 1996). Pour toute G-variété compacte M , on a :

IndG,M
a = IndG,M

coh .

Plus récemment dans [67], P-E. Paradan et M. Vergne ont fourni une relecture de ces formules,
utilisant la cohomologie équivariante à coefficients généralisés. L’utilisation de la cohomologie à
coefficients généralisés permet en effet de se passer de la notion de symbole transversalement bon.

Dans cette thèse, nous abordons l’étude de la théorie de l’indice pour les familles d’opéra-
teurs pseudodifférentiels G-invariants, G-transversalement elliptiques. Nous avons d’abord démon-
tré toutes les propriétés axiomatiques de notre flèches d’indice énoncées dans [1], et qui deviennent
ici des conséquences de plusieurs calculs de produits de Kasparov, ensuite nous avons aussi abordé
l’aspect cohomologique de ses résultats et avons obtenu les généralisations attendues des théorèmes
de Berline-Vergne-Paradan. Plus précisément, nous avons obtenu les résultats suivant :

— définition d’une flèche indice

— vérification des différentes propriétés : action libre, multiplicativité, excision

— naturalité de la flèche indice
On obtient ici un théorème d’induction ainsi que la compatibilité de la flèche d’indice avec
les applications de Gysin.
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— indice distributionnel à valeurs dans la cohomologie de la base

— formule de Berline-Vergne dans le cadre des familles G-équivariantes d’opérateurs elliptiques

— formule de Berline-Vergne-Paradan pour les familles G-transversalement elliptiques.

0.1 Résumé des résultats

Ce texte se découpe en quatre chapitres que nous allons à présent décrire plus précisément. Il
contient aussi trois annexes.

Chapitre 1

Le but de ce premier chapitre est d’étudier les familles d’opérateurs transversalement elliptiques
le long des fibres par rapport à l’action d’un groupe compact du point de vu de la K-théorie
bivariante. On se donne un groupe de Lie compact G et une fibration G-équivariante p : M → B.
On suppose que G agit trivialement sur B. On commence par rappeler les outils nécessaires à
l’étude de cette classe d’opérateurs. Dans un premier temps, on fait un bref rappel sur les familles
d’opérateurs pseudodifférentiels sur une fibration et sur l’indice analytique [5].
Ensuite, on rappelle la définition de la C∗-algèbre d’un groupe compact en s’appuyant sur [27], on
fait ensuite le lien entre représentation unitaire irréductible de G et C∗G-module projectif de type
fini [40]. On rappelle ensuite la construction du C(B)-module de Hilbert E = E± associé à une
famille de super-fibrés hermitiens. Le C(B)-module hilbertien E est utilisé dans la définition de la
classe indice d’une famille d’opérateurs G-transversalement elliptique le long des fibres.

La classe indice est définie plus précisèment en suivant l’approche de Kasparov [45] et on
obtient :

Théorème 0.1.1. [45] Le triplet
(
E , π, P

)
définit une classe de KKG(C∗G, C(B)) qui est notre

classe indice. Ici π : C∗G → LC(B)(E) est la représentation G-équivariante de C∗G induite par
l’action de G sur le super-fibré E±.

Ainsi, Ind
M|B
G (P ) est défini comme la classe [E , π, P ] ∈ KKG(C∗G, C(B)) et IndM|B(P ) désigne son

image dans KK(C∗G, C(B)).
Supposons que l’action de G commute avec l’action d’un deuxième groupe compact H et

que la famille P est invariante par rapport à l’action de H alors on obtient une classe indice
Ind

M |B
G×H(P ) ∈ KKG×H(C∗G, C(B)). On note Ind

M|B
H (P ) sont image dans KKH(C∗G, C(B)). Cette

classe sera utile afin de montrer une propriété de multiplicativité de la classe indice qui est une
généralisation de [1].

En utilisant la version non bornée de la KK-théorie [7], on définit une classe indice pour les
familles d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre positif G-transversalement elliptiques le long des
fibres comme dans le cadre d’un seul opérateur [41], voir aussi [36]. Donnons une définition de
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famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre positif G-transversalement elliptique le long des
fibres.

Définition 0.1.2. Soit P : C∞,0(M, E+) → C∞,0(M, E−) une famille d’opérateurs pseudodiffé-
rentiels d’ordre 1, G-invariante. On dit que P est G-transversalement elliptique le long des fibres
si son symbol σ(P ) : π∗E+ → π∗E− est inversible sur T V

G M .

On peut alors définir une classe indice en posant :

Définition 0.1.3. On définit la classe indice d’une famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre
positif, G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres P , par :

Ind
M|B
G (P ) = [E , π, P ].

Remarque 0.1.4. Le lien avec la version borné est fait dans [7], par l’intermédiaire de la trans-
formation de Woronowicz (voir théorème A.3.10). C’est à dire si P est une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre positif, G-invariant transversalement elliptique le long des fibres P , la

version borné de son indice est donnée par
[
E , π,

P

(1 + P 2)1/2

]
.

Une fois la définition de la classe indice posée, suivant [1] l’étape suivante naturelle est de
s’intéresser aux propriétés qu’elle possède. On commence par définir les K-multiplicités de la classe
indice. Pour ce faire, on définit pour toute représentation irréductible V de G un C(B)-module EG

V

en posant EG
V := (V ⊗ E)G et un opérateur P G

V de LC(B)(EG
V ) en posant P G

V := (idV ⊗ P )|EG
V

. Le

cycle
(
EG

V , P G
V

)
définit alors une classe de KK(C, C(B)).

Définition 0.1.5. On définit la K-multiplicité mP (V ) dans IndM|B(P ) d’une représentation irré-
ductible V de G comme le fibré virtuel image de la classe

[(EG
V , P G

V )] ∈ KK(C, C(B)),

par l’isomorphisme KK(C, C(B)) ∼= K(B). Il s’agit donc d’un élément du groupe de K-théorie
topologique K(B) de B.

On montre ensuite que cette classe n’est autre que le produit de Kasparov de [V ] ∈ KK(C, C∗G)
et de la classe indice IndM|B(P ).

Proposition 0.1.6. La classe [EG
V , P G

V ] est donnée par produit de Kasparov

[V ] ⊗
C∗G

IndM|B(P ) ∈ KK(C, C(B)),

où V est le C∗G-module projectif de type fini décrit dans [40]. Ainsi la K-multiplicité de V dans
l’indice de P est l’élément de K(B) correspondant à ce produit de Kasparov via l’isomorphisme
KK(C, C(B)) ∼= K(B).

On passe ensuite aux diverses propriétés fonctorielles de la classe indice. On commence par
vérifier que la classe indice ne dépend que du symbole en KG-théorie de la famille d’opérateurs P .
On a alors la proposition suivante.
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Proposition 0.1.7. La classe indice Ind
M|B
G (P ) ne dépend que de la classe de [σ(P )] dans KG(T V

G M)
et l’indice induit alors un homomorphisme de groupe :

Ind
M|B
G : KG(T V

G M) −→ KKG(C∗G, C(B)).

Plus précisément, la flèche [σ] Ô→ Ind
M|B
G (P (σ)) est bien définie. Ici P (σ) est l’opérateur obtenu

par quantification de σ.

L’étape suivante est le cas des actions libres. On suppose que la fibration p : M → B est une
fibration G × H-équivariante et que l’action de G × H est triviale sur B et que H agit librement
sur M . On relie alors l’indice d’un opérateur G × H-transversalement elliptique le long des fibres
sur M à l’indice d’un opérateur G-transversalement elliptique le long des fibres sur M/H. On note
πH : M → M/H la projection.

Théorème 0.1.8. [1] Le diagramme suivant est commutatif :

KG(T V
G (M/H)) πH∗

//

W ∗
α⊗

��

KG×H(T V
G×HM)

Ind
M|B
G // KKG(C∗(G × H), C(B))

χ̃α⊗C∗H

��
KG(T V

G (M/H))
Ind

M/H|B
G

// KKG(C∗G, C(B)).

Dit autrement, si a ∈ KG(T ∗V
G (M/H)), alors Ind

M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a) = χ̃α ⊗C∗H Ind
M|B
G (πH∗a). En

particulier, comme élément de HomR(G)

(
R(H) ⊗ R(G), KKG(C∗G, C(B))

)
on a :

Ind
M|B
G (πH∗a) =

∑

α∈Ĥ

˜̂χα ⊗ Ind
M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a),

où χ̂α est l’élément associé à Wα dans KK(C∗H,C) et ˜̂χα son image dans KKG(C∗H,C).

On obtient le corollaire suivant faisant le lien avec le cas où la famille est elliptique sur M/H.

Corollaire 0.1.9. Soit p : M → B une fibration G × H-équivariante. Supposons que l’action de
G × H soit triviale sur B et que l’action de H soit libre sur M . Alors pour a ∈ KG(T V (M/H)),
on l’égalité suivante :

χ̃α ⊗C∗G Ind
M|B
G (πH∗a) = Ind

M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a),

où πH : M → M/H est la projection et Ind
M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a) est donné par l’indice G-équivariant des
familles elliptiques le long des fibres de M/H → B.

En particulier, comme élément de HomR(G)

(
R(H) ⊗ R(G), KKG(C, C(B))

)
on a :

Ind
M|B
G (πH∗a) =

∑

α∈Ĥ

˜̂χα ⊗ Ind
M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a),

où χ̂α est l’élément associé à Wα dans KKG(C∗H,C).
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On étudie ensuite le caractère multiplicatif de la classe indice. Ce théorème est en deux parties.
Dans la première partie, on se donne deux fibrations et deux groupes compacts. Soient donc G et
H deux groupes compacts, p : M → B une fibration G-équivariante et p′ : M ′ → B′ une fibration
G × H-équivariante. On suppose que l’action de G est triviale sur B et B′ et que l’action de H
est triviale sur B′. On obtient le théorème de multiplicativité suivant. Dans la seconde partie, on
suppose que B = B′.

Théorème 0.1.10. Soient a ∈ KG(T V
G M) et b ∈ KG×H(T V

H M ′). Lorsque B = B′ on note i :
M ×B M ′ →֒ M × M ′.

1. L’indice de a♯b ∈ KG×H(T V
G×H(M × M ′)) est donné par le produit extérieur des classes

indices, c’est-à-dire

IndM×M′|B×B′

(a♯b) = jGInd
M|B
G (b) ⊗ IndM′|B′

(a) ∈ KK(C∗H ⊗ C∗G, C(B) ⊗ C(B′)).

L’inclusion T V
G×H(M×BM ′) →֒ T V

G×H(M×M ′) est une inclusion fermée (G×H-équivariante).

2. L’indice de i∗(a♯b) ∈ KG×H(T V
G×H(M ×B M ′)) est donné par :

IndM×BM′|B(i∗a♯b) = IndM×M′|B×B(a♯b) ⊗C(B×B) [∆B].

Dans ce théorème, on suppose que la classe a représente une famille d’opérateurs A G-invariante,
G-transversalement elliptiques le long des fibres. Pour la classe b on suppose que la la famille est
G × H-invariante mais seulement H-transversalement elliptique le long des fibres. L’application
jG est l’application descente de Kasparov de la KK-théorie G-équivariante d’un couple de G-C∗-
algèbres (A, B) vers la KK-théorie du couple de C∗-algèbres (A ⋊ G, B ⋊ G).

On termine notre investigation sur les propriétés de l’indice en regardant la propriété d’excision.
On a le théorème suivant :

Théorème 0.1.11. Soit j : U →֒ M un G-plongement ouvert. On suppose que p : M → B est
une G-fibration de variétés compactes et que l’action de G sur B est triviale.

Alors la composition KG(T V
G U)

j∗ // KG(T V
G M) IndM|B

// KK(C∗G, C(B)) ne dépend pas de
j.

Ce travail sur les propriétés de l’indice donne une version KK-théorique des propriétés de
l’indice démontrées dans [1] lorsque la base B de la fibration est réduite à un point.
Lorsqu’on combine les différentes propriétés de l’indice, on peut ramener le problème du calcul de
l’indice à une fibration euclidienne B × V → B sur laquelle un tore agit sur V et trivialement
sur B. Dans un premier temps, on peut supposer que le groupe G est connexe. En effet, notons
i : H →֒ G l’inclusion. Le groupe G est une G × H-variété pour l’action donnée pour g, g′ ∈ G et
h ∈ H par (g, h) · g′ = gg′h−1. On dispose d’un produit [1] :

KH

(
T V

H M
)

⊗ KG×H

(
T ∗

GG
)

→ KG×H

(
T V

G×H(G × M)
)
.

Comme H agit librement sur G × M , l’espace Y = G ×H M est une variété qui fibre sur B et

KG×H

(
T V

G×H(G × M)
) ∼= KG

(
T V

G Y
)
.
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L’opérateur 0 : C∞(G) → 0 est G-transversalement elliptique et T ∗
GG = G × {0}. De plus,

[σ(0)] ∈ KG×H(T ∗
GG) ∼= R(H) est la classe du fibré trivial. On peut alors définir une application i∗ :

KH(T V
H M) → KG(T V

G Y ) en composant le produit par [σ(0)] avec l’isomorphisme KG×H

(
T V

G×H(G ×
M)

) ∼= KG

(
T V

G Y
)
. On obtient alors le théorème suivant :

Théorème 0.1.12. [1] Le diagramme suivant est commutatif.

KH

(
T V

H M
)

i∗ //

IndM|B

��

KG

(
T V

G Y
)

IndY|B

��
KK(C∗H, C(B))

i∗

// KK(C∗G, C(B))

Ici, l’application i∗ : KK(C∗H, C(B)) → KK(C∗G, C(B)) est le produit par l’élément i∗ ∈
KK(C∗H, C∗G) construit dans [41].

Dans [1] l’auteur fait la remarque suivante.

Remarque 0.1.13. [1] Tout groupe compact peut être plongé dans un groupe unitaire donc par
le théorème précédent, on peut ramener le calcul de l’indice à un groupe G connexe. Il n’est
pas en général possible de restreindre à un sous-groupe fermé quelconque. Toutefois si G0 est la
composante de l’identité d’un groupe de Lie compact G alors TGM = TG0M et on peut alors
restreindre à G0. Il y a malheureusement une perte d’information puisque l’application naturelle
C−∞(G) → C−∞(G0) n’est pas injective (si G est par exemple fini, c’est la différence entre le
nombre de Lefschetz et l’indice).

En utilisant le théorème précèdent, on est alors ramené au cas où le groupe G est connexe. On
peut démontrer le théorème suivant qui permet de ramener le calcul de l’indice à celui où le groupe
est un tore.

Théorème 0.1.14. Soit H un tore maximal d’un groupe connexe G. Notons r = (i∗)
−1 ◦ k :

KG(T V
G M) → KH(T V

H M) la composition de l’homomorphisme k avec l’inverse de i∗. Le digramme
suivant est commutatif :

KG(T V
G M) r //

IndM|B

��

KH(T V
H M)

IndM|B

��
KK(C∗G, C(B)) KK(C∗H, C(B)).

i∗

oo

Explicitons les construction du théorème précédent. Si G est un groupe de Lie connexe et H
est un tore maximal alors l’espace homogène G/H est une variété complexe donc K-orientée. On
dispose alors d’un opérateur de Dolbeaut ∂ sur G/H dont l’indice G-équivariant est Ind(∂) = 1 ∈
R(G). Par multiplicativité de l’indice, on a le diagramme commutatif suivant :

KG(T V
G M)

IndM|B

��

⊗
KG(T ∗(G/H)) //

IndG/H|⋆

��

KG(T V
G Y )

IndY|B

��
KK(C∗G, C(B))

⊗
KKG(C,C) // KK(C∗G, C(B)).
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La multiplication par le symbole [σ(∂)] ∈ KG(T ∗(G/H)) induit donc un morphisme

k : KG(T V
G M) → KG(T V

G Y )

qui respecte la flèche d’indice.
Le théorème suivant permet de ramener le calcul de l’indice à celui d’une fibration euclidienne

B × V → B, où V est une représentation de G.

Théorème 0.1.15. [1] Soit j : M →֒ M ′ un G-plongement de fibrations sur B avec M compact.
Le diagramme suivant est commutatif :

KG(T V
G M)

j! //

IndM|B

��

KG(T V
G M ′)

IndM′|B

��
KK(C∗G, C(B)) =

// KK(C∗G, C(B))

L’application j! est une application de Gysin associée à l’inclusion j : M →֒ M ′.. En combi-
nant ces différents théorèmes, le calcul de l’indice se ramène au cas d’une fibration euclidienne
B × V → B pour l’action d’un tore qui agit trivialement sur B.

Une fois ce travail terminé, notre but était de savoir si l’on pouvait définir un caractère de
Chern de la classe indice qui aurait un sens en tant que distribution généralisée, c’est-à-dire à
coefficients dans la cohomologie de de Rham H(B) de la base B.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, on a commencé par faire un rappel du calcul de la cohomologie cyclique
de C∞(G). Ensuite, nous avons exploité la puissance du théorème de coefficients universels en
KK-théorie [73] et la puissance de l’homologie cyclique local bivariante de M. Puschnigg [70]. En
homologie cyclique locale bivariante, nous disposons d’un théorème de coefficients universels [58].
Dans notre cadre nos C∗-algèbres vérifient ces théorèmes de coefficients universels. On obtient
alors :

Proposition 0.1.16. L’indice d’une famille d’opérateurs G-équivariante G-transversalement el-
liptique est totalement déterminée par ses multiplicités et on a :

Hom(IndM|B(P )) =
∑

V ∈Ĝ

mP (V )χV ,

où Hom(IndM|B(P )) désigne l’image de IndM|B(P ) dans Hom(R(G), K(B)).

En appliquant le théorème de coefficients universels en homologie locale cyclique bivariante, il
vient comme corolaire :
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Corollaire 0.1.17. Le caractère de Chern en homologie locale cyclique de la classe indice IndM|B(P )
d’une famille G-invariante P d’opérateurs, G transversalement elliptique est donné par :

Ch(IndM|B(P )) =
∑

V ∈Ĝ

Ch(mP (V ))χV ,

où Ch(mp(V )) ∈ H(B) est le caractère de Chern usuel de l’élément mP (V ) ∈ K(B) (ici on utilise
HL(C(B)) ≃ H(B)).

La suite de notre investigation est de déterminer si ce caractère de Chern converge au sens
des distributions à valeurs dans la cohomologie de de Rham H(B) de la base B. Pour ce faire, on
utilise un résultat de M. Hilsum et de G. Skandalis [37] qui permet de ramener le problème au
cas d’un opérateur pseudodifférentiel G-transversalement elliptique sur l’espace total M . Dans ce
cadre, on sait par [1] que l’indice est une distribution sur le groupe G. Plus précisément, on couple
la classe indice avec une classe de K-homologie de la base B, cette dernière se représente par un
opérateur elliptique sur B. On calcule ce produit de Kasparov en utilisant [37], on obtient alors
que ce produit est représenté par un opérateur pseudodifférentiel G-transversalement elliptique. De
ce fait, on déduit que la somme des multiplicités de ce produit de Kasparov entre la classe indice
d’une famille d’opérateurs pseudodifférentiels G-transversalement elliptique le long des fibres avec
un opérateur elliptique sur la base converge au sens des distributions. En utilisant le fait que le
caractère de Chern en homologie locale cyclique bivariante est une application naturelle, on déduit
par dualité de Poincaré sur B le théorème suivant si la variété B est orientée.

Théorème 0.1.18. On suppose que B est orientée. Le caractère de Chern en homologie locale
cyclique de la classe indice d’un opérateur pseudodifférentiel P G-invariant, G-transversalement
elliptique le long des fibres est une distribution à valeurs dans la cohomologie de de Rham paire de
B. On a alors

Ch(IndM|B(P )) =
∑

V ∈Ĝ

Ch(mP (V ))χV ∈ C−∞(G, H2∗(B)).

On utilise ici le fait que la cohomologie de de Rham d’une variété est isomorphe à sa K-théorie
tensorisée par C et que l’homologie de de Rham d’une variété est isomorphe à la K-homologie
tensorisée par C. Remarquons que dans le cas où B est un point, on retrouve le fait que le carac-
tère de Chern-Connes de la classe indice d’un opérateur G-invariant, G-transversalement elliptique
en cohomologie cyclique périodique, coïncide avec la distribution d’Atiyah, vue comme trace sur
C∞(G).

Chapitre 3

Le troisième chapitre est une étape dans le but d’appréhender les formules de Berline-Vergne
dans le cadre transversalement elliptique le long des fibres. On se donne une fibration G-équivariante
p : M → B. Le but de ce chapitre est d’obtenir des formules de Berline-Vergne dans le cas elliptique
le long des fibres de p. Pour ce faire, on suit l’approche de N. Berline et M. Vergne de [15]. Plus
précisément, dans une première partie on rappelle la formule de localisation de J.-M.-Bismut en
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cohomologie équivariante. Dans une deuxième partie, on fait quelques rappels sur la localisation
de M. Atiyah et G. Segal en K-théorie équivariante. Dans une troisième partie, on donne les défi-
nitions des différentes cohomologies équivariantes que l’on utilisera. On aborde ensuite les classes
caractéristiques équivariantes définies à l’aide de super-connexions équivariantes. En particulier,
on rappelle la définition des classes de Chern équivariantes, du Â-genre équivariant ainsi que les
définitions des formes équivariantes de localisation. Dans une quatrième partie, on arrive aux for-
mules de Berline-Vergne en cohomologie équivariante. Cette troisième partie se découpe en deux
parties. Dans une première on commence par regarder le cas où l’action du groupe sur la base
est triviale, dans une seconde, on traite le cas général. Énonçons la formule obtenue dans le cas
général.

Théorème 0.1.19. On suppose que B est orientée. Soient s ∈ G et X ∈ g(s), on note g l’élément
seX . On suppose que X est assez petit, de sorte que (M s)X = M g. On note Ns le fibré normal de
M s dans M . L’égalité suivante est alors vérifiée dans la cohomologie H(Bs, dX) :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Ms|Bs

Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X)

Ds(Ns ∩ T V M, X)
.

Cette formule est une généralisation de la formule de N. Berline et M. Vergne de [15] au
cadre des familles d’opérateurs. La preuve repose sur un théorème de Lefschetz pour les familles
prouvé dans [11], ce dernier est une conséquence du procédé de localisation d’Atiyah-Segal en
K-théorie équivariante. On applique ensuite la formule cohomologique calculant le caractère de
Chern de l’indice d’une famille d’opérateurs d’Atiyah et Singer [5]. On termine ensuite la preuve
en appliquant la formule de localisation de Bismut qui généralise au cadre des fibrations, la formule
de localisation décrite dans [15]. Cette formule permet d’espérer obtenir une formule similaire dans
le cadre transversalement elliptique le long des fibres comme dans le cadre d’un opérateur sur une
variété [17]. Ce projet est réalisé dans le chapitre 4.
Dans une dernière partie, on fait le lien entre la formule de [15] et celle obtenue dans le cas
particulier d’une G-fibration homogène p : M := P ×H F → B, où P est un H-fibré principal sur
B. On obtient alors le résultat suivant.

Corollaire 0.1.20. Soit X ∈ g(s) assez petit. On a l’égalité suivante dans H(Bs, dX) :

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) =

ˆ

T F s

Chs(σ(A), X, Θ(X)) ∧ Â2(TF s, X, Θ(X))

D(N (F s, F ), X, Θ(X))
.

Ici, Ã est l’opérateur induit par A sur M et Θ désigne la courbure équivariante d’une 1-forme de
connexion G-invariante θ sur P . Donc dans ce cas particulier, la formule obtenue dans le théorème
0.1.19 ci-dessus est une conséquence de la formule de [15].

Chapitre 4

Le dernier chapitre est consacré à la formule de Berline-Vergne-Paradan pour les familles. C’est
une application du chapitre 2. On suppose que la variété B est orientée. Le théorème principal de
ce chapitre est le suivant.
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Théorème 0.1.21. Soit σ un symbole G-transversalement elliptique le long des fibres de la G-
fibration compacte p : M → B avec B orientée et G-triviale. Notons N s le fibré normal à M s dans
M .

1. Il existe une fonction Ind
G,M |B
coh : KG(T V

G M) → C−∞(G, H(B))G et une seule vérifiant les
relations locales suivantes :

Ind
G,M |B
coh ([σ])‖s(Y ) = (2iπ)− dim(Ms|B)

ˆ

T V Ms|B

Chs(A
r∗ωs(σ), Y ) ∧ Â2(T V M s, Y )

D(N s, Y )
,

∀s ∈ G, ∀Y ∈ g(s) assez petit de sorte que les classes équivariantes Â2(T V M s, Y ) et
D(N s, Y ) soient définies.

2. De plus, on a la formule d’indice suivante :

Ind
G,M |B
coh ([σ]) = Ch(IndM|B([σ])) ∈ C−∞(G, H(B))G.

Dans ce théorème, r désigne l’inclusion de T V M∗ dans T ∗M en utilisant la métrique rieman-
nienne et ω désigne la 1-forme de Liouville. On utilise le caractère de Chern construit dans [66]
pour une super-connexion particulière. La preuve repose sur la méthode du chapitre 3 qui nous
a permis de définir un caractère de Chern distributionnel pour la classe indice. On utilise alors
la formule de Berline-Vergne-Paradan démontré dans [67]. Dans [66], les auteurs définissent un
caractère de Chern équivariant d’un morphisme de fibrés σ : E+ ⊕ E− sur toute variété N pos-
sédant une 1-forme G-invariante λ. Ce caractère de Chern est à support dans l’intersection du
support du morphisme σ et des zéros de l’application moment fλ : N → g définie par la 1-forme
G-invariante λ par < fλ(n), X >=< λ(n), X∗

N(n) >, ∀n ∈ N . En particulier, lorsque N = T ∗M
le caractère de Chern d’un symbole G-transversalement elliptique est défini en utilisant la 1-forme
de Liouville. Ce caractère de Chern est donc à support compact, ce qui permet de donner un sens
à l’intégration. Les auteurs de [66] montrent aussi que l’on possède une certaine liberté dans le
choix de la 1-forme G-invariante utilisée. Cette liberté nous permet alors de modifier la 1-forme de
Liouville afin d’obtenir un caractère de Chern pour les symboles G-transversalement elliptiques le
long des fibres et de donner un sens à l’intégration.

Annexes
Dans la première annexe on rappelle l’essentiel de la théorie des opérateurs sur les C∗-modules

de Hilbert sur la base d’un cours de G. Skandalis [75]. Dans une seconde annexe on fait un bilan
sur les théorèmes de coefficients universels en KK-théorie et en homologie cyclique locale de M. Pu-
schnigg [70] dont nous nous servons dans le chapitre 2 afin d’obtenir un caractère de Chern pour la
classe indice bien défini. Dans la troisième annexe, on fait quelques rappels d’analyse harmonique.
Ces derniers sont utilisés dans le chapitre 2 dans le calcul de la cohomologie cyclique périodique
d’un groupe de Lie compact suivant [61], et qui permet d’identifier l’indice distributionnel d’un
opérateur avec une classe de cohomologie cyclique périodique. Dans la dernière annexe, on fait de
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multiples rappels sur la cohomologie équivariante et les classes caractéristiques équivariantes en
suivant [12]. On commence par rappeler les différentes notions de base sur les super-espaces et la
théorie des super-connexions. On introduit ensuite les différentes notions que l’on utilise dans les
formules cohomologiques de l’indice.
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Chapitre 1

Familles G-transversalement elliptiques

1.1 Rappels sur les familles d’opérateurs pseudodifféren-

tiels

On reprend ici quelques éléments de [3] et [5]. Soit G un groupe compact. Soit p : M → B
une fibration G-équivariante de variétés compactes, de fibre F une variété compacte. On note
Mb = p−1(b) la fibre au-dessus d’un point b ∈ B. On note T V M = ker p∗ le fibré tangent vertical,
c’est un sous-fibré vectoriel de TM et T V M∗ son dual que l’on identifie à un sous-fibré de T ∗M ,
en utilisant une métrique riemannienne G-invariante fixée sur M .

Définition 1.1.1. On appelle famille continue G-équivariante de fibrés vectoriels sur M un fibré
vectoriel π : E → M G-équivariant tel que p ◦ π : E → B soit une fibration qui pour tout b ∈ B
se restreint en un fibré vectoriel G-équivariant sur la fibre de p.
Ainsi, ∀b ∈ B, π|Mb

: E|Mb
→ Mb est un fibré vectoriel isomorphe à un fibré vectoriel Ẽ → F . On

notera par la suite Eb la restriction de E à la fibre Mb.

On utilise les notations standards α = (α1, · · · , αN) ∈ (Z+)N , |α| =
N∑

i=1
αi, α! = α1!α2! · · · αN !,

∂α
x = (−i)|α| ∂α1

∂xα1
1

· · · ∂αN

∂xαN
N

et xα = xα1
1 · · · xαN

N . On note Pm(F, Ẽ+, Ẽ−) l’ensemble des opérateurs

pseudodifférentiels classiques d’ordre m, P : C∞(F, Ẽ+) → C∞(F, Ẽ−) et Pm
(F, Ẽ+, Ẽ−) sa fer-

meture relativement à la famille de semi-normes ‖P‖s des opérateurs bornés Ps : Hs(F, Ẽ+) →
Hs−m(F, Ẽ−) induits par P ∈ Pm(F, Ẽ+, Ẽ−) sur les espaces de Sobolev [3]. On note Diff(Ẽ+ ⊕
Ẽ−; F ) le groupe des difféomorphismes de Ẽ+ ⊕ Ẽ− qui envoient fibres sur fibres linéairement,
Diff(Ẽ+, Ẽ−; F ) le sous-groupe de Diff(Ẽ+ ⊕Ẽ−; F ) des difféomorphismes de Ẽ+ ⊕Ẽ− qui envoient
Ẽ+ sur Ẽ+ et Ẽ− sur Ẽ−. Le groupe Diff(Ẽ+, Ẽ−; F ) agit naturellement sur Pm(F, Ẽ+, Ẽ−) et
sur Pm

(F, Ẽ+, Ẽ−) par (g1, g2)·P = g2◦P ◦g−1
1 (voir [5]). On peut alors définir des Diff(Ẽ+, Ẽ−; F )-

fibrés principaux sur B, Pm(M, E+, E−) → B et Pm
(M, E+, E−) → B de fibre type Pm(F, Ẽ+, Ẽ−)

et Pm
(F, Ẽ+, Ẽ−).

Définition 1.1.2. Une famille continue d’opérateurs P d’ordre m sur M est la donnée d’une
section continue de Pm(M, E+, E−), on écrit P = (Pb)b∈B.

21
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On dit qu’une famille P est G-équivariante si g · P = g ◦ P ◦ g−1 = P , ∀g ∈ G.
On dit que la famille G-équivariante P est elliptique (respectivement G-transversalement elliptique)
le long des fibres si pour tout b, l’opérateur Pb est elliptique (respectivement G-transversalement
elliptique).

Dire que la famille P est elliptique revient à dire que son symbole principal σB(P ), qui est
donné sur chaque fibre par σ(Pb) est inversible sur T V M∗ \ M .

Remarque 1.1.3. Une famille continue P s’identifie localement, sur un ouvert V trivialisant M
en V × F , avec une application continue P|V : V → Pm(F, Ẽ+, Ẽ−) appelée famille produit.

On note C∞,0(M, E) les sections de E qui sont C∞ le long des fibres de p et continues par rapport à
la base. Soit P une famille continue G-équivariante et elliptique d’ordre 0. Chaque opérateur Pb se
prolonge alors en un opérateur de Fredholm G-invariant sur L2(Mb, Eb). Ainsi, ∀b ∈ B, ker Pb est
de dimension finie. En supposant que la dimension de ker(Pb) soit constante sur chaque composante
connexe de B, il est facile de vérifier que la famille ker P :=

(
ker(Pb)

)
b∈B

définit un fibré vectoriel

G-équivariant au-dessus de B. De même cokerP :=
(
coker(Pb)

)
b∈B

définit alors un fibré vectoriel
G-équivariant au-dessus de B. Dans ce cas, on définit l’indice équivariant de P , comme la classe
[ker(P )]− [coker(P )] ∈ KG(B). Lorsque la dimension de ker(Pb) n’est pas localement constante, on
peut modifier la famille P en une famille P̃ : C∞,0(M, E+) ⊕Cq → C∞,0(M, E−), telle que chaque
P̃b soit surjectif, voir [5] pour plus de détails.

Définition 1.1.4. L’indice analytique G-équivariant Ind
M|B
G (P ) de P est alors défini comme

[ker P̃ ] − [Cq] et cette classe ne dépend pas de la perturbation choisie.

Remarque 1.1.5. Ces constructions sont encore valides même si B n’est pas une variété, il suffit
de remplacer T V M par le fibré tangent le long des fibres de p.
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1.2 Indice d’une famille d’opérateurs transversalement el-

liptiques le long des fibres

Soit encore G un groupe compact. Soit comme avant p : M → B une fibration G-équivariante
de variétés compactes, de fibre F , une variété compacte. On note encore C∞,0(M, E) les sections
de E qui sont C∞ le long des fibres de p et continues par rapport à la base.
Soit P̃ : C∞,0(M, E+) → C∞,0(M, E−) une famille continue d’opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre 0 qui est G-équivariante. On suppose que l’opérateur P est G-transversalement elliptique
le long des fibres de p. On construit ci-dessous une classe indice associée à P , et vivant dans le
groupe KK(C∗G, C(B)) de K-théorie bivariante de G. Kasparov [43]. On commence par rappeler
la définition de la C∗-algèbre du groupe C∗G [27]. Puis nous rappellerons comment une représen-
tation irréductible de G peut être vue comme un L1(G)-module projectif de type fini [40].
On adopte comme avant la convention de linéarité en la seconde variable pour les produits scalaires
hermitiens.

1.2.1 La C∗-algèbre d’un groupe compact

Il existe sur G une mesure de Haar normalisée invariante par translations à droite et à gauche.
Soit L1(G) l’algèbre de convolution involutive des fonctions intégrables sur G pour cette mesure
de Haar. On note ⋆ le produit de convolution. On rappelle que pour tout f1, f2 ∈ L1(G) :

f1 ⋆ f2(g) =

ˆ

G

f1(h)f2(h
−1g)dh et f ∗

1 (g) = f1(g
−1).

Définition 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert. On appelle représentation unitaire continue de
G dans H un morphisme du groupe G dans le groupe des unitaires de H qui est continu pour la
topologie normique, c’est-à-dire l’application g Ô→ π(g)ξ est continue pour la topologie forte de H,
∀ξ ∈ H.
Les fonctions g Ô→ Cv,w(g) = 〈v, π(g)w〉 s’appellent les coefficients de la représentation π.
On dit que deux représentations π et π′ sont équivalentes s’il existe un unitaire U de H ′ dans H
tel que U∗πU = π′.
La représentation π est dite irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels fermés de H stables par
π sont {0} et H.
On note Ĝ le dual de G, c’est-à-dire l’ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires
irréductibles de G.

Remarque 1.2.2.
Toute représentation unitaire irréductible d’un groupe compact est de dimension finie [72].

Le lemme suivant est classique.

Lemme 1.2.3. [72] Les coefficients d’une représentation unitaire irréductible (V, π) vérifient la
relation

Cv,w ⋆ Cv′,w′ =
1

dim π
〈v′, w〉Cv,w′ .
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Rappelons que L2(G) est une représentation unitaire continue λ de G.

Théorème 1.2.4 (Peter-Weyl [69] voir aussi [21]). Soit G un groupe compact. Alors

L2(G) ≃
⊕

V ∈Ĝ

V ∗ ⊗ V.

Lemme 1.2.5. Toute représentation unitaire de G s’étend en une ⋆-représentation continue de
L1(G) selon :

π(ϕ) =

ˆ

G

ϕ(g)π(g)dg, ∀ϕ ∈ L1(G).

Pour v, w ∈ H, on pose plus précisément 〈v, π(ϕ)w〉 =
´

G
ϕ(g)〈v, π(g)w〉dg.

On définit alors une norme sur L1(G) en posant :

‖f‖ := sup
π∈Ĝ

‖π(f)‖,

qui vérifie ‖f‖ ≤ ‖f‖L1, ‖f ∗‖ = ‖f‖ et ‖f ∗f‖ = ‖f 2‖.

Démonstration. Soient ϕ, ψ ∈ L1(G). L’opérateur π(ϕ) est borné. En effet, d’une part :

|〈v, π(ϕ)w〉| = |
´

G
ϕ(g)〈v, π(g)w〉dg|

≤
´

G
|ϕ(g)||〈v, π(g)w〉|dg.

D’autre part, π est unitaire, il vient donc :

|〈v, π(ϕ)w〉| ≤
´

G
|ϕ(g)|‖v‖‖w‖dg

= ‖ϕ‖L1‖v‖‖w‖.

Cette inégalité prouve aussi que ‖π(ϕ)‖ ≤ ‖ϕ‖L1 . En utilisant le théorème de Peter-Weyl, on
obtient que ‖f‖ = 0 si et seulement si f = 0. On a pour ϕ, ψ ∈ L1(G) :

〈v, π(ϕ ⋆ ψ)w〉 =
´

G
ϕ ⋆ ψ(g)〈v, π(g)w〉dg

=
´

G

(
´

G
ϕ(h)ψ(h−1g)〈v, π(g)w〉dh

)
dg.

En posant k = h−1g et par un argument classique de Fubini, il vient :

〈v, π(ϕ ⋆ ψ)w〉 =
´

G

´

G
ϕ(h)ψ(k)〈v, π(hk)w〉dhdk

= 〈v, π(ϕ) ◦ π(ψ)w〉.

De même π(ϕ∗) = π(ϕ)∗. En effet :

〈v, π(ϕ∗)w〉 =
´

G
ϕ̄(h−1)〈v, π(h)w〉dh

=
´

G
ϕ̄(h−1)〈π(h−1)v, w〉dh.

En changeant h−1 en h, le résultat découle. En appliquant le fait que π soit une ⋆-représentation
aux propriétés de la norme d’opérateur sur un espace de Hilbert, on obtient le fait que la norme
définie est une C∗-norme.
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Définition 1.2.6. La C∗-algèbre du groupe C∗G est définie comme étant la complétion de L1(G)
pour la norme :

‖f‖ := sup
π∈Ĝ

‖π(f)‖

définie dans le lemme précédent.

Remarque 1.2.7. Par le théorème de Peter-Weyl, on sait que toute représentation unitaire irré-
ductible d’un groupe compact peut être vu comme une sous-représentation de la représentation
régulière gauche dans L2(G), notée λ, donnée par λ(g)ϕ(h) = ϕ(g−1h). Donc la norme définie
précédemment est équivalente à la norme donnée par :

‖f‖ = ‖λ(f)‖B(L2G).

1.2.2 Représentation irréductible comme L1(G)-module projectif de
type fini

Soit (V, ρ) une représentation unitaire irréductible de G. Une représentation unitaire irréduc-
tible s’identifie à un sous-module projectif de type fini de L1(G), à l’aide de la théorie des repré-
sentations des groupes compacts [40]. En utilisant le lemme 1.2.3, on voit que l’élément dim ρ

‖v‖2 Cv,v

est un projecteur de L1(G).

Lemme 1.2.8. On définit une structure de L1(G)-module à droite sur V , en posant :

v · ϕ =

ˆ

G

ϕ(g)ρ(g−1)vdg, ∀ϕ ∈ L1(G) et v ∈ V,

de sorte que ‖v · ϕ‖ ≤ ‖ϕ‖L1‖v‖. De plus, le module V s’identifie à un sous-module projectif de
type fini de L1(G), vu comme module à droite sur l’algèbre L1(G) :

φv : V → L1(G)
w Ô→ Cv,w,

où Cv,w(g) = 〈v, ρ(g)w〉 est un coefficient de ρ. L’application φv est un isomorphisme de L1(G)-
module entre V et (dim ρ

‖v‖2 Cv,v)L1(G).

Démonstration. Soient ϕ, ψ ∈ L1(G). Vérifions que l’on a bien v · (ϕ ⋆ ψ) = (v · ϕ) · ψ. On a :

v · (ϕ ⋆ ψ) =
´

G
ϕ ⋆ ψ(g)ρ(g−1)vdg

=
´

G

´

G
ϕ(h)ψ(h−1g)ρ(g−1)vdhdg.

En effectuant le changement de variables classique k = h−1g, il vient :

v · (ϕ ⋆ ψ) =
´

G

´

G
ϕ(h)ψ(k)ρ(k−1)ρ(h−1)vdhdk

= (v · ϕ) · ψ.
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Vérifions que pour tout w ∈ V l’application φv est L1(G)-linéaire. Soit ϕ ∈ L1(G). On a :

Cv,w·ϕ(g) = 〈v, ρ(g)(w · ϕ)〉
=
´

G
〈v, ρ(gh−1)w〉ϕ(h)dh.

En appliquant le changement de variable k = gh−1, il vient :

Cv,w·ϕ(g) =
´

G
〈v, ρ(k)w〉ϕ(k−1g)dk

= Cv,w ⋆ ϕ(g).

Montrons que ϕv est injective. Soit w ∈ ker(φv) alors ∀g ∈ G, on a Cv,w(g) = 〈v, ρ(g)w〉 = 0. Donc
G · w est un sous-espace vectoriel de V stable par G qui est orthogonal à v, donc ne contient pas
v. Comme V est irréductible, ce n’est possible que si G · w = 0 et donc w = 0.
Montrons que ϕv est surjective. Soit ϕ ∈ L1(G). On a :

dim ρ
‖v‖2 Cv,v ⋆ ϕ = dim ρ

‖v‖2 Cv,v·ϕ

= Cv, dim ρ

‖v‖2 v·ϕ

= φv(dim ρ
‖v‖2 w · ϕ).

De plus, l’image d’une famille génératrice de V donne une famille génératrice pour
(

dim ρ Cv,v

‖v‖2

)
L1(G).

Comme V est de dimension finie,
(

dim ρ Cv,v

‖v‖2

)
L1(G) est bien de type fini et il est projectif car c’est

l’image d’un projecteur.

Remarque 1.2.9. Dans toute cette partie, on peut remplacer L1(G) par C∗G car l’action de C∗G
sur V est continue puisque ‖v · ϕ‖ = ‖ρ(ϕ)v‖ ≤ ‖ρ(ϕ)‖‖v‖ ≤ ‖ϕ‖‖v‖ et car L1(G) s’identifie avec
une sous-algèbre dense de C∗G.

1.2.3 Classe indice

On renvoie à [50] et [75] pour les différentes notions sur les C∗-modules hilbertiens et les opéra-
teurs non bornés entre C∗-modules hilbertiens, voir aussi l’annexe A. On utilise ici des constructions
similaires à celles utilisées dans [33], [36] et [39]. Le théorème principal est le théorème 1.2.44.
Soit G un groupe compact. Soit p : M → B une fibration G-équivariante de variétés compactes,
de fibre F . On garde les notations précédentes.
Soient E± → M des familles G-équivariantes de fibrés vectoriels munies de métriques G-invariantes.
Soit P̃ : C∞(M, E+) → C∞(M, E−) une famille d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0, G-
équivariante. On suppose que l’opérateur P̃ est G-transversalement elliptique le long des fibres de
p.

Le C(B)-module E et l’adjoint formel comme opérateur non borné

Définition 1.2.10. On appelle famille continue de mesures boréliennes toute famille de mesures
{µb}b∈B telle que le support de µb soit dans Mb, ∀b ∈ B et telle que ∀f ∈ C(M), la fonction
b →
´

Mb
f(m)dµb(m) soit continue sur B.
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Remarque 1.2.11. Si M = B × F , l’ensemble des familles continues de mesures boréliennes
M0(M |B) = C(B, M(F )) pour la topologie donnée par :
µi → µ si et seulement si ∀ϕ ∈ C(M) sup

b∈B

∣∣∣
´

F
ϕ(b, f)dµi(f) −

´

F
ϕ(b, f ′)dµ(f ′)

∣∣∣ tend vers 0.

Lemme 1.2.12. Il existe toujours une famille continue de mesures boréliennes sur M .

Remarque 1.2.13. C’est un système de Haar sur M ×B M qui existe par la théorie générale et
puisque π est ouverte.

Démonstration. Soit {Vi}i∈I un recouvrement ouvert localement fini de trivialisation de M . Soit
{ϕ}i∈I une partition de l’unité sur B subordonnée à {Vi}i∈I . Notons ψi : Mi = M|Vi

→ Vi × F les
trivialisations locales données par {Vi}i∈I .
Soit µF une mesure borélienne sur F (de support F si l’on veut). On peut définir une famille
continue sur Mi, au-dessus de Vi en prenant la mesure image par ψ−1

i de la famille continue de
mesures constantes sur Vi égale à µF , c’est-à-dire : pour b ∈ Vi, on prend (ψi|Mb

)−1
∗ µF .

Notons µi cette famille continue de mesures sur Mi. Si f ∈ C(Mi) alors pour b ∈ Vi :
ˆ

Mb

f(m)dµi(m) =

ˆ

F

f ◦ ψ−1
i (b, α)dµF (α),

où (b, α) = ψi(m). La fonction de b ∈ Vi obtenue est alors continue grâce au théorème de continuité
sous le signe intégrale en théorie de la mesure.
Posons µ :=

∑
i∈I

φiµi. On a alors pour tout b ∈ B, µb =
∑
i∈I

φi(b)µi|Mb
qui est une somme finie de

mesures boréliennes puisque le recouvrement est localement fini donc est borélienne. Supposons
que f ∈ C(M) alors il existe un sous-ensemble Jf de I fini (car le recouvrement de B est localement
fini) tel que ∀b ∈ B,

ˆ

fdµb =
∑

i∈Jf

φi

ˆ

fdµi,

qui est continue en b comme somme finie de fonctions continues.

Remarque 1.2.14. Si on note |Λ|1(T V M) le fibré des 1-densités verticales alors un exemple est
fourni par une section.

Remarque 1.2.15. Si T V M est orienté, alors une forme volume fournie un exemple.

Définition 1.2.16. Soit E une famille continue de fibrés vectoriel sur M . L’ensemble C∞,0(M, E)
désigne l’ensemble des sections C∞ le long des fibres de p et continues par rapport à la base B.

Fixons une famille continue G-invariante de mesures boréliennes (µb) de support maximal.

Proposition 1.2.17. On définit sur C∞,0(M, E±) un produit scalaire hermitien à valeurs dans
C(B), en posant :

〈s, s′〉(b) =

ˆ

Mb

〈s(m), s′(m)〉E±
m

dµb(m).

La structure de module étant donnée par f · s(m) = p∗f(m)s(m) = (f ◦ p)(m)s(m), ∀f ∈ C(B) et
s ∈ C∞,0(M, E±). Ce produit scalaire est unitaire pour l’action de G.
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Démonstration. Soient λ ∈ C, f ∈ C(B) et s, s′ et s′′ ∈ C∞,0(M, E±).
La linéarité est évidente ainsi que la relation 〈s, s′〉 = 〈s′, s〉.
De plus, si ∀b ∈ B, 〈s, s〉(b) = 0 alors 〈s(m), s(m)〉 = 0, ∀m ∈ Mb. Donc ∀b ∈ B et m ∈ Mb,
s(m) = 0 et donc s = 0. Ce produit scalaire est unitaire car la métrique sur E et la famille de
mesures sont G-invariantes.

Définition 1.2.18. On définit une norme sur C∞,0(M, E±), en posant :

‖s‖ = ‖〈s, s〉‖1/2
C(B) = sup

b∈B
|〈s, s〉(b)|1/2 = sup

b∈B
‖s|Mb

‖L2(Mb,E±
b

).

On note la complétion de C∞,0(M, E±) par rapport à cette norme par E±. Les espaces E+ et E−

sont alors des C(B)-modules de Hilbert.

Remarque 1.2.19. D’après [28], les C(B)-modules de Hilbert E+ et E− sont associés aux champs
continus d’espaces de Hilbert (

∏
b∈B

L2(Mb, Eb), ∆), où ∆ est l’ensemble des sections continues du

fibré E au-dessus de B.

Remarque 1.2.20. Nous utiliserons une famille de mesure de type Lebesgue dans la suite.

On rappelle que le graphe d’un opérateur non borné (T, Dom(T )) est donné par G(T ) = {(x, Tx), x ∈
dom(T )}, où dom(T ) est le domaine de T .
Par définition de E+, on a C∞,0(M, E+)⊥ = {0}, on peut donc définir l’adjoint formel d’une famille
d’opérateurs pseudodifférentiels Q d’ordre m, en prenant pour domaine initial C∞,0(M, E+).

Définition-proposition 1.2.21. On définit l’adjoint formel d’une famille d’opérateurs pseudodif-
férentiels Q, de symbole q, comme l’opérateur C(B)-linéaire Q∗ de E− dans E+ obtenu en posant :

G(Q∗) = {(s′, s) ∈ E− × E+, ∀s′′ ∈ C∞,0(M, E+), 〈s, s′′〉 = 〈s′, Qs′′〉},

son domaine est

Dom(Q∗) = {s ∈ E−/∃s′ ∈ E+ tel que 〈Qs′′, s〉 = 〈s′′, s′〉, s′′ ∈ Dom(Q)}.

Cet opérateur coïncide avec l’adjoint formel de Q = (Qb) qui est une famille d’opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre m, dont le symbole est q∗

b (m, ξ). Si Q est G-invariant alors Q∗ est G-invariant.

Démonstration. La famille d’opérateurs pseudodifférentiels R = (Q∗
b)b∈B satisfait 〈Rs, s′〉 = 〈s, Qs′〉,

∀s ∈ C∞,0(M, E−), s′ ∈ C∞,0(M, E+). Donc par unicité de l’adjoint formel, R = Q∗.

Quelques constructions de Kasparov pour une fibration compacte

On reprend ici l’étude proposée par G. Kasparov dans [45], partie 6, dans le cadre d’une fibra-
tion compacte. On utilisera en grande partie les notations utilisées dans [45]. Tous les opérateurs
considérés sont des opérateurs pseudodifférentiels classiques. En particulier, on va montrer qu’une
famille d’opérateurs d’ordre 0 dont le symbole tend uniformément par rapport à M vers 0 à l’infini
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est un opérateur compact. On utilisera ensuite ce résultat pour définir la classe indice d’une famille
d’opérateurs G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres.
Désormais G est un groupe de Lie compact. On suppose que G agit par isométrie et que l’action de
G sur la base B est triviale. Soit m ∈ M . On note fm : G → M l’application donnée par l’action de
G sur M définie par fm(g) = g · m, f

′

m : g → TmM son application tangente en l’élément neutre de
G et f

′∗
m : T ∗

mM → g∗ son application duale. On fixe une famille continue de mesures boréliennes
G-invariante (µb)b∈B de support maximal, construite à partir d’une mesure de type Lebesgue sur
la fibre typique F .

Lemme 1.2.22. [45] L’application f ′
m est donnée par f ′

m(X) = X∗
M(m) et on a g · f

′

m(X) =
f

′

g·m(Ad(g)X). De plus, f ′
m est à valeurs dans T V M .

Démonstration. Soit X ∈ g. On a :

f ′
m(X) = TefmX =

d

dt |t=0

fm(etX) =
d

dt |t=0

etX · m = X∗
M(m).

Soit g ∈ G. On a :

g · f
′

m(X) = g · d

dt |t=0

fm(etX) =
d

dt |t=0

g · etX · m =
d

dt |t=0

getXg−1 g · m = f
′

g·m(Ad(g)X).

On a bien p∗f
′

m(X) = 0, puisque l’action sur B est triviale.

Soit gM := M ×g le fibré vectoriel trivial G-équivariant sur M , associé à g pour l’action g ·(m, v) =
(g ·m, Ad(g)v). C’est une famille de fibrés vectoriels au sens de la définition 1.1.1. Le groupe G étant
compact, on peut munir gM d’une métrique G-invariante. On notera ‖ · ‖m la famille de normes
euclidiennes associées. Par le lemme précédent, on voit que l’application f

′
: gM → TM définie

par f
′
(m, v) = f

′

m(v) est G-équivariante. Quitte à multiplier ‖ · ‖m par une fonction G-invariante
positive, on peut supposer que ∀v ∈ g, ‖f

′

m(v)‖ ≤ ‖v‖m, où ‖f
′

m(v)‖ est la norme donnée par la
métrique riemannienne au point m. On a donc que ‖f

′

m‖ ≤ 1, ∀m ∈ M . En utilisant les métriques
sur gM et TM , on identifie gM à g∗

M et TM à T ∗M . Par l’intermédiaire de ces identifications,
on peut définir une application φ : T ∗M → T ∗M par φm = f

′

mf
′∗
m . On définit enfin une forme

quadratique sur T ∗M , en posant ∀(m, ξ) ∈ T ∗M :

qm(ξ) = |〈f ′

mf
′∗
m(ξ), ξ〉| = ‖f

′∗
m(ξ)‖2

m.

On a qm(ξ) ≤ ‖ξ‖2, ∀(m, ξ) ∈ T ∗M .

Lemme 1.2.23. Soit ξ ∈ T ∗
mM . On a équivalence entre ξ est orthogonal à l’orbite par G de m et

qm(ξ) = 0.

Démonstration. En effet, si ξ est orthogonal à l’orbite de m alors en particulier il est orthogonal
à f

′

mf
′∗
mξ ∈ Tm(G · m) et donc qm(ξ) = 0. Maintenant, si qm(ξ) = 0 alors f

′∗ξ = 0 donc ∀v ∈ g,
〈f ′∗ξ, v〉 = 0 et donc ξ est orthogonal à l’orbite de m.
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Définition 1.2.24. On identifie T V M et son dual par la métrique riemannienne. On définit alors
la famille ∆G d’opérateur associée à la famille de symbole qm(ξ), pour (m, ξ) ∈ T V M .

On redéfinit maintenant la notion d’opérateur G-transversalement elliptique le long des fibres en
adaptant [1] et [45]. On va énoncer deux définitions que l’on appellera comme dans [45], définition
naïve pour la première et définition technique pour la seconde.

Définition 1.2.25. On note TGM := {(x, ξ) ∈ TM/qm(ξ) = 0}, c’est un sous-ensemble fermé de
TM . On définit alors

T V
G M = TGM ∩ T V M.

Remarque 1.2.26. Dans la suite, les symboles considérés sont de types Clifford comme dans
l’approche de [45], voir aussi [25].

Définition 1.2.27 (définition naïve). On dira qu’une famille G-invariante A d’opérateurs pseu-
dodifférentiels d’ordre 0 agissant sur un fibré E = E+ ⊕ E−, auto-adjointe et impaire pour la
graduation de E est transversalement elliptique ou que A est transversalement elliptique le long
des fibres si

sup
m∈M

‖σA(m, ξ)2 − 1Em‖ → 0

quand (m, ξ) → ∞ dans T V
G M .

Remarque 1.2.28. Rappelons que par un résultat classique, le symbole d’un opérateur comme
dans la définition 1.2.27 définit une classe de KKG(C, C0(T

V
G M)) donnée par (C0(π

∗E), σA) où
C0(π

∗E) est l’ensemble des sections de π∗E → T V
G M tendant vers 0 à l’infini.

Définition 1.2.29 (définition technique). On dira qu’une famille G-invariante d’opérateurs pseu-
dodifférentiels, auto-adjoints, d’ordre 0, A est transversalement elliptique ou que A est transver-
salement elliptique le long des fibres si son symbole σA satisfait la condition : ∀ε > 0, ∃c > 0 tel
que ∀m ∈ M et ξ ∈ T V

m M , on a :

‖σ2
A(m, ξ) − 1‖(m,ξ) ≤ c(1 + qm(ξ))(1 + ‖ξ‖2)−1 + ε,

où ‖ · ‖(m,ξ) désigne la norme d’endomorphismes sur Em.

On commence par rappeler deux résultats démontrés dans [38] proposition 2.2.2. (voir aussi [74]
proposition 6.1 et [45] théorème 3.2) dans le cadre des familles d’opérateurs.

Théorème 1.2.30 ([45], théorème 3.2). Soit P une famille d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
0, G-invariante. Supposons que son symbole principal σP soit borné à l’infini dans la direction co-
tangente verticale par une constante C > 0, c’est-à-dire ∀K ⊂ M compact

lim
|ξ|→∞

ξ∈T V M∗

‖σP (x, ξ)‖ := lim
t→∞

sup
|ξ|≥t
x∈K

‖σP (x, ξ)‖ < C.

Alors il existe une famille d’opérateurs pseudo-différentiels S d’ordre 0, G-invariante et une famille
continue d’opérateurs intégraux R à noyaux continus, G-invariante tels que P ∗P + S∗S − C2 = R.
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Proposition 1.2.31 ([45], proposition 3.3). Soit Q une famille d’opérateurs pseudodifférentiels
d’ordre 0, G-invariante telle que Q∗ = Q. Supposons que son symbole principal σQ vérifie que pour
tout sous-ensemble compact K ⊂ M :

lim
|ξ|→∞

ξ∈T V M∗

Re
(
σQ(x, ξ)

)
:= lim

t→∞
inf
|ξ|≥t
x∈K

Re
(
σQ(x, ξ)

)
> 0.

Alors il existe une famille d’opérateurs S d’ordre 0, G-invariante telle que

R = S∗S − Q

ait un noyau continu.

Avant de démontrer ces deux résultats, quelques remarques s’imposent.

Remarque 1.2.32. 1. Dans le théorème 1.2.30, la constante C ne dépend pas du compact
K, de même dans la proposition 1.2.31 la limite inférieur est strictement positive indépen-
damment de K.

2. Les deux énoncés précédents portent sur le symbole principal des opérateurs en jeu. Mais en
regardant de plus près, on se rend compte que dans des trivialisations locales par des cartes
de M , ils sont équivalents aux énoncés où l’on aurait remplacé le symbole principal par le
symbole total. En effet, dans toute carte locale, le symbole total σt

P (x, ξ) d’un opérateur P
d’ordre 0 peut s’écrire, de la manière suivante :

σt
P (x, ξ) = σ0

P (x, ξ) + σ<0
P (x, ξ),

où σ0
P (x, ξ) désigne la partie d’ordre 0 qui est le symbole principal et σ<0

P (x, ξ) qui est la
partie d’ordre strictement négatif.
D’une part, on a ∀K ⊂ U compact :

‖σt
P (x, ξ)‖ ≤ ‖σ0

P (x, ξ)‖ + ‖σ<0
P (x, ξ)‖

≤ ‖σ0
P (x, ξ)‖ + CK(1 + |ξ|)−1

≤ sup
x∈K

‖σ0
P (x, ξ)‖ + CK(1 + |ξ|)−1.

On a donc sup
x∈K

‖σt
P (x, ξ)‖ ≤ sup

x∈K
‖σ0

P (x, ξ)‖ + CK(1 + |ξ|)−1. De plus, on sait que si bi est

une suite généralisée de réels convergente vers b et si ai est une suite généralisée de réels
alors

lim
i∈I

(ai + bi) = lim
i∈I

ai + b

et
lim
i∈I

(ai + bi) = lim
i∈I

ai + b.

En appliquant ce résultat à l’inégalité sup
x∈K

‖σt
P (x, ξ)‖ ≤ sup

x∈K
‖σ0

P (x, ξ)‖ + CK(1 + |ξ|)−1, il

vient :
lim

ξ→∞
sup
x∈K

‖σt
P (x, ξ)‖ ≤ lim

ξ→∞
sup
x∈K

‖σ0
P (x, ξ)‖.
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D’autre part, on a ‖σ0
P (x, ξ)‖ = ‖σ0

P (x, ξ) + σ<0
S (x, ξ) − σ<0

P (x, ξ)‖, d’où

‖σ0
P (x, ξ)‖ ≤ ‖σt

P (x, ξ)‖ + ‖σ<0
P (x, ξ)‖,

donc comme précédemment, on obtient :

lim
ξ→∞

sup
x∈K

‖σ0
P (x, ξ)‖ ≤ lim

ξ→∞
sup
x∈K

‖σt
P (x, ξ)‖.

Pour l’énoncé avec la partie réelle de σQ l’ordre utilisé est celui induit par les endomor-
phismes positifs agissant sur des espaces vectoriels hermitiens, c’est-à-dire si A est un en-
domorphisme alors A est positif si 〈Ax, x〉 est positif pour tout x. On peut calquer ce qui
précède, en utilisant les parties réelles au lieu des normes et en majorant Re σ<0

Q (x, ξ) par
‖σ<0

Q (x, ξ)‖Id. En effet, on a alors que la limite inférieure de la partie négative est la limite
de la partie réelle qui est 0 et ne dépend alors pas du compact K.

Démonstration. On se place sur une carte locale de M trivialisant le fibré vectoriel que l’on suppose
quitte à restreindre l’ouvert de la forme V × U où V est un ouvert trivialisant la fibration et U
un ouvert de la fibre. On peut alors considérer le symbole total au lieu du symbole principal. On
va construire une suite de familles produits SV

j d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre −j et on
choisira SV équivalent à

∑
SV

j , au sens pseudodifférentiel. On souhaite faire chuter l’ordre de la
famille Q de 1 à chaque j. Au degré 0, on remarque que la partie imaginaire de Q a un symbole
total d’ordre négatif. Pour faire baisser le degré de −1, il suffit de faire baisser le degré de la partie
réelle de 1. Par hypothèse, on sait que

lim
|ξ|→∞

Re
(
σQ(x, ξ)

)
> 0

donc il existe un symbole s0(x, ξ) d’ordre 0 tel que pour |ξ| grand

s0(x, ξ)2 = Re
(
σQ(x, ξ)

)
.

Il suffit de prendre s0(x, ξ) =

√
Re

(
σQ(x, ξ)

)
qui est bien défini comme opérateur d’ordre 0 car

pour |ξ| grand Re
(
σQ(x, ξ)

)
> 0 donc on peut inverser sa racine carrée et obtenir par la formule

de la chaine les inégalités pour l’ordre 0. On va construire les Sk par récurrence, de manière que

Rj = Q − (S0 + · · · + Sj−1)
∗(S0 + · · · + Sj−1),

soit d’ordre −j. Pour j = 1, on a R1 = Q−S∗
0S0 qui est bien d’ordre −1. Comme Rj est autoadjoint,

la partie imaginaire de σRj
est d’ordre −(j + 1). Si Sj existe, il doit vérifier :

Rj+1 = Q − (S0 + · · · + Sj)
∗(S0 + · · · + Sj) = 0,

modulo l’ordre −(j + 1). On a :

Q − (S0 + · · · + Sj)
∗(S0 + · · · + Sj) = Rj − (S∗

j S0 + S∗
0Sj),
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modulo l’ordre −(j + 1). Donc modulo l’ordre −(j + 1), on doit avoir pour |ξ| grand

σRj
(x, ξ) = σ∗

Sj
(x, ξ)σS0(x, ξ) + σ∗

S0
(x, ξ)σSj

(x, ξ).

En prenant, σSj
= 1

2
(σ∗

S0
(x, ξ))−1σRj

(x, ξ), il vient :

σ∗
Sj

(x, ξ)σS0(x, ξ) + σ∗
S0

(x, ξ)σSj
(x, ξ)

= 1
2
σRj

(x, ξ)∗(σS0(x, ξ))−1σS0(x, ξ) + σ∗
S0

(x, ξ)1
2
(σ∗

S0
(x, ξ))−1σRj

(x, ξ)
= σRj

(x, ξ).

De plus, σSj
est bien d’ordre −j puisque σ∗−1

S0
est d’ordre 0 et σRj

est d’ordre −j. Soit {φU}
une partition de l’unité finie sur la fibre trivialisant M au-dessus de V telle que

∑
φ2

U = 1. Sur
chaque U , on construit une suite SU

j comme précédemment. On construit une suite d’opérateurs
Sj sur p−1(V ) par Sj =

∑
φUSU

j φU . On obtient bien une famille produit continue d’opérateurs
pseudodifférentiels SV sur V par somme finie de familles produits continues (la racine carrée est
continue et l’inversion est continue). Ensuite, on utilise une partition de l’unité finie sur B, {φ2

V }
subordonnée à un recouvrement par des ouverts V comme précedemment de B telle que

∑
φ2

V = 1,
pour construire une suite de familles d’opérateurs Sj =

∑
φV SV

j φV . D’après la remarque à la fin
de la démonstration de la proposition 3.3 dans [45], on n’est pas obligé de faire une récurrence
infinie, on peut s’arrêter lorsque l’ordre de Rj est inférieur à moins la dimension de la fibre de la

fibration. On prend S =
dim F∑
j=0

Sj, on a alors Q−S∗S = Rdim F +1. Pour que R et S soit G-invariante,

on remplace Sj par S̃j =
´

G
g · Sj.

Démonstration du théorème 1.2.30. On applique la proposition 1.2.31 à la famille d’opérateurs
Q = C2 − P ∗P . En effet, on a Re(σP ∗P ) ≤ ‖σP ‖2. Il vient Re(σQ) = C2 − σP ∗P ≥ C2 − ‖σP ‖2. On
obtient inf

|ξ|≥t
x∈K

Re
(
σQ(x, ξ)

)
≥ inf

|ξ|≥t
x∈K

(
C2 − σP ∗P (x, ξ)

)
= C2 − sup

|ξ|≥t
x∈K

(
σP ∗P (x, ξ)

)
> 0.

La proposition suivante est énoncée dans [45] pour le cas d’un opérateur :

Proposition 1.2.33. Soit T une famille d’opérateurs pseudodifférentiels auto-adjoints d’ordre 0
sur M , de symbole σT (m, ξ). Notons F la famille d’opérateurs pseudodifférentiels auto-adjoints de
symbole σF (m, ξ) = (1 + qm(ξ))(1 + |ξ|2)−1. Supposons que ∀ε > 0, il existe c > 0 tel que ∀m ∈ M
et ∀ξ ∈ T V

m M :
‖σT (m, ξ)‖ ≤ c σF (m, ξ) + ε.

Alors ∀ε > 0, il existe c1, c2 > 0 et deux familles d’opérateurs pseudodifférentiels auto-adjoints
intégraux, à noyaux continus tels que

−(c1F + ε + R1) ≤ T ≤ c2F + ε + R2.

Démonstration. Soit ε′ > ε. On a :

lim
ξ→∞

ξ∈T V M∗

Re
(
cσF (m, ξ) + ε′ − σT (m, ξ)

)
> 0, (1.1)
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puisque Re
(
σT (m, ξ)

)
≤ ‖σT ‖(m,ξ)id. En effet, on a pour ε′ > ε :

0 < c σF (m, ξ) + ε′ − Re
(
σT (m, ξ)

)
= Re

(
c σF (m, ξ) + ε′ − σT (m, ξ)

)
.

Par la proposition 1.2.31, il vient qu’il existe des familles d’opérateurs S2 d’ordre 0 et R2 à noyau
continu telles que S∗

2S2 − (cF + ε′ − T ) = R2 donc que 0 ≤ −T + cF + ε′ + R2. En changeant
T en −T , l’inégalité (1.1) reste vraie, il vient qu’il existe des familles d’opérateurs S1 d’ordre 0
et R1 à noyau continu telles que 0 ≤ T + cF + ε′ + R1. En faisant tendre ε′ vers ε, on obtient le
résultat.

Soit P̃ : C∞,0(M, E+) → C∞,0(M, E−) une famille G-invariante d’opérateurs d’ordre 0 trans-
versalement elliptique le long des fibres. On notera P : C∞,0(M, E) → C∞,0(M, E), la famille

d’opérateurs

(
0 P̃ ∗

P̃ 0

)
.

Lemme 1.2.34. Soit R une famille continue d’opérateurs intégraux à noyaux continus.

1. La famille R s’étend en un opérateur borné sur E.

2. On a R ∈ k(E).

Démonstration.

1. En effet, notons (kb
R(x, y))b∈B la famille continue de noyaux continus associés à R. En

appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

‖Rs(m)‖2
Em

≤
ˆ

Mb

‖kb
R(x, y)‖2dµb(x)

ˆ

Mb

‖sb(x)‖2dµb(x).

Donc en intégrant sur Mb, il vient :
ˆ

Mb

‖Rs(m)‖2dµb(m) ≤
ˆ

Mb

ˆ

Mb

‖kb
R(x, y)‖2dµb(x)dµb(y)

ˆ

Mb

‖s(m)‖2dµb(m),

comme
´

Mb

´

Mb
‖kb

R(x, y)‖2dµb(x)dµb(y) est continue en b par hypothèse sur (µb)b∈B, on a :

ˆ

Mb

‖Rs(m)‖2dµb(m) ≤ sup
b

ˆ

Mb

ˆ

Mb

‖kb
R(x, y)‖2dµb(x)dµb(y) sup

b

ˆ

Mb

‖s(m)‖2dµb(m),

et donc

‖Rs‖2
E ≤ sup

b

ˆ

Mb

ˆ

Mb

‖kb
R(x, y)‖2dµb(x)dµb(y)‖s(m)‖2

E .

De plus, l’opérateur R est adjoignable car

〈Rs, s′〉(b) =
´

Mb

´

Mb
〈kb

R(x, y)sb(x), s′
b(y)〉dµb(x)dµb(y)

=
´

Mb

´

Mb
〈sb(x), kb

R(x, y)∗s′
b(y)〉dµb(x)dµb(y) = 〈s, R∗s′〉(b).
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2. Soit {Ui}N
i=1 un recouvrement ouvert par des ouverts trivialisant M . La famille produit

R|Ui
: Ui → P−∞(F, E|F )

devient une famille continue d’opérateurs de Hilbert-Schmidt puisque
ˆ

Mb×Mb

‖kR|Ui
(m, n)‖2dµb(m)dµb(n)

est une fonction continue de b par hypothèse sur (µb)b∈B. On sait qu’un opérateur de Hilbert-
Schmidt est compact donc R|Ui

∈ C0(Ui, k(L2(F, E|F )) = C0(Ui)⊗̂k(L2(F, E|F )). Un argu-
ment classique montre alors que R ∈ k(E).

Remarque 1.2.35. [28] Si
(
(Hb)b∈B, ∆

)
est un champ continu d’espaces de Hilbert associé à

un C(B)-module de Hilbert E alors T ∈ k(E) si et seulement si ∀u ∈ k(E) et ε > 0 tels que
‖Tb − u(b)‖ < ε, ∃V voisinage de b tel que ∀b′ ∈ V ‖Tb′ − u(b′)‖ < ε.

Exemple 1.2.36. Si pour tout b ∈ B Hb = H alors E = C(B) ⊗ H et k(E) = C(B, k(H)), où
k(H) est munie de la norme d’opérateur.

Proposition 1.2.37. Soit P̃ : C∞,0(M, E+) → C∞,0(M, E−) une famille G-invariante d’opé-
rateurs d’ordre 0 transversalement elliptique le long des fibres. On notera P : C∞,0(M, E) →
C∞,0(M, E), la famille d’opérateurs

(
0 P̃ ∗

P̃ 0

)
. La famille d’opérateurs P s’étend en un opérateur

borné, G-invariant de LC(B)(E).

Démonstration. La famille d’opérateurs P est d’ordre 0 donc pour une constante C assez grande,
on a par le théorème 1.2.30, qu’il existe une famille d’opérateurs S d’ordre 0, G-invariante et une
famille continue d’opérateurs intégraux à noyaux continus R, G-invariante telles que

P ∗P = R + C2 − S∗S.

Il vient que pour tout s ∈ C∞,0(M, E), on a :

〈P ∗Ps, s〉 = 〈Rs, s〉 + C2〈s, s〉 − 〈S∗Ss, s〉,

donc
〈Ps, Ps〉 ≤ 〈Rs, s〉 + C2〈s, s〉 ≤ ‖Rs‖E‖s‖E + C2‖s‖2

E .

La famille d’opérateurs R est une famille d’opérateurs intégrale donc elle est bornée. On a alors

〈Ps, Ps〉 ≤ ‖R‖‖s‖2
E + C2‖s‖2

E ,

et donc ‖Ps‖2
E ≤ (‖R‖ + C2)‖s‖2

E . On pose alors ∀s ∈ E , Ps = lim
n→∞

Psn, pour (sn) une suite

d’éléments de C∞,0(M, E) convergente vers s. Cette limite a un sens car par ce qui précède, (Psn)
converge puisqu’elle est de Cauchy.
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Théorème 1.2.38. Soit P une famille d’opérateurs d’ordre 0. Supposons que lim
ξ→∞

sup
m

‖σP (m, ξ)‖ =

0 alors P ∈ k(E).

Démonstration. Par le théorème 1.2.30, on sait que ∀ε > 0, il existe des familles d’opérateurs Sε

et Rε telles que P ∗P + S∗
ε Sε − ε2 = Rε. Donc pour tout ε > 0, il vient que P ∗P ≤ ε2 + Rε. De plus,

Rε est un opérateur compact. Donc dans l’algèbre de Calkin L(E)/k(E), on a ‖P‖ ≤ ε, ∀ε > 0. Et
donc P ∈ k(E).

Corollaire 1.2.39. Soit P une famille d’opérateurs d’ordre négatif. Alors P s’étend en un opéra-
teur compact, c’est-à-dire P ∈ k(E).

Démonstration. On a sup
m∈M

‖σP (m, ξ)‖ qui tend vers 0 lorsque ξ tend vers l’infini. En appliquant le

théorème 1.2.38, on obtient le résultat.

Proposition 1.2.40. On définit une ⋆-représentation π de C∗G dans E en posant pour ϕ ∈ L1(G) :

(π(ϕ)s)(m) :=

ˆ

G

ϕ(g)(g · s)(m)dg, ∀s ∈ E

L’intégrale étant définie par 〈s′, π(ϕ)s〉 =
´

G
ϕ(g)〈s′, (g · s)〉dg, ∀s′ ∈ E.

Démonstration. Soient s, s′ ∈ E et ϕ ∈ L1(G) alors on a :

|〈s′, π(ϕ)s〉| = |
´

G
ϕ(g)〈s′, (g · s)〉dg|

≤
´

G
|ϕ(g)|‖s′‖‖(g · s)‖dg,

par G-invariance de la métrique sur E, il vient :

|〈s′, π(ϕ)s〉| ≤
´

G
|ϕ(g)|‖s‖‖s′‖dg

≤ ‖ϕ‖L1‖s‖‖s′‖.

Cet opérateur est C(B)-linéaire, en effet l’action de G sur B est triviale donc ∀f ∈ C(B), on a :

(π(ϕ)p∗fs)(m) =
´

G
ϕ(g)(g · p∗fs)(m)dg

=
´

G
ϕ(g)f(p(g−1 · m))(g · s)(m)dg

=
´

G
ϕ(g)f(g−1 · p(m))(g · s)(m)dg

= p∗f(m)
´

G
ϕ(g)(g · s)(m)dg

= (p∗fπ(ϕ)s)(m).

Par G-invariance de la métrique sur E et de la famille de mesures, on obtient que π(ϕ)∗ = π(ϕ∗).
En effet, on a :

〈π(ϕ∗)s, s′〉 =
´

G
ϕ(g−1)〈g · s, s′〉dg

=
´

G
ϕ(g−1)〈s, g−1 · s′〉dg

= 〈s, π(ϕ)s′〉.
L’égalité π(ϕ ⋆ ψ) = π(ϕ) ◦ π(ψ) est vérifiée. Développons les deux membres de l’égalité, on a :

π(ϕ ⋆ ψ)s =
´

G
(ϕ ⋆ ψ)(g)g · s dg

=
´

G

´

G
ϕ(h)ψ(h−1g)g · s dgdh



1.2 Indice d’une famille d’opérateurs transversalement elliptiques le long des fibres 37

et
π(ϕ) ◦ π(ψ)s =

´

G
ϕ(h)h · (π(ψ)s)dh

=
´

G
ϕ(h)h · (

´

G
ψ(k)k · s)dhdk

=
´

G

´

G
ϕ(h)ψ(k)hk · s dhdk.

En effectuant le changement de variable hk = g, il vient :

π(ϕ) ◦ π(ψ)s =

ˆ

G

ˆ

G

ϕ(h)ψ(h−1g)g · s dhdg,

d’où l’égalité. Par densité de l’image de L1(G) dans C∗G, on obtient le résultat ∀ϕ ∈ C∗G.

Lemme 1.2.41. La représentation π est G-équivariante pour l’action par conjugaison sur C∗G.

Démonstration. Vérifions que π est G-équivariante. On a :

π(g · ϕ)s =

ˆ

G

ϕ(g−1hg)h · sdh,

en effectuant le changement de variable k = g−1hg, il vient :

π(g · ϕ)s =
´

G
ϕ(k)gkg−1 · sdk

= (g · π(ϕ))s.

De plus, on a :
(g · ϕg · ψ)(h) =

´

G
(g · ϕ)(k)(g · ψ)(k−1h)dk

=
´

G
ϕ(g−1kg)ψ(g−1k−1hg)dk,

en posant g−1hg = t, il vient :

(g · ϕg · ψ)(h) =
´

G
ϕ(t)ψ(t−1g−1hg)dt

= (g · (ϕ ⋆ ψ))(h).

Remarque 1.2.42. Puisque P est G-invariant, il est facile de vérifier que pour tout ϕ ∈ C∗G, on
a [π(ϕ), P ] = 0.

Proposition 1.2.43. [45] Soit {vk} une base de l’algèbre de Lie g et {v∗
k} la base duale de g∗.

1. On définit une famille d’opérateurs

dG = (dG,b)b∈B : C∞,0(M, E) → C∞,0(M, E ⊗ g∗
M),

par dG(s) =
∑
k

L(v∗
k)s ⊗ v∗

k.

2. Si on étend π aux 1-formes sur G en posant π(dϕ)s =
∑
k

´

G

∂ϕ

∂vk

(h)h · s ⊗ v∗
kdh, alors pour

tout ϕ ∈ C∞(G) et tout s ∈ C∞,0(M, E), on a dG(π(ϕ)s) = π(dϕ)s.
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Démonstration. Calculons dG(π(ϕ)s). On a :

dG(π(ϕ)s) =
∑
k

L(v∗
k)π(ϕ)s ⊗ v∗

k

=
∑
k

d

dt t=0
etvkπ(ϕ)s ⊗ v∗

k

=
∑
k

´

G

d

dt t=0
ϕ(g)(etvkg) · s ⊗ v∗

k dg.

En effectuant le changement de variable etvkg = h, il vient :

dG(π(ϕ)s) =
∑
k

´

G

d

dt t=0
ϕ(e−tvkh)h · s ⊗ v∗

k dg

=
∑
k

´

G

∂ϕ

∂vk

(h)h · s ⊗ v∗
k dh

= π(dϕ)s.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette section :

Théorème 1.2.44. [45] Le triplet
(
E , π, P

)
définit une classe de KKG(C∗G, C(B)).

Démonstration. D’après la proposition 1.2.40, la représentation π est G-équivariante et par la
proposition 1.2.37, l’opérateur P ∈ LC(B)(E). Par la remarque 1.2.42, on sait que [π(ϕ), P ] = 0.
De plus, P est auto-adjoint donc (P ∗ − P ) ◦ π(ϕ) = 0. Il reste à vérifier que (1 − P 2) ◦ π(ϕ) ∈ k(E).
On note σP le symbole principal de P . Comme P est transversalement elliptique le long des fibres,
le symbole de 1 − P 2 qui est équivalent à 1 − σ2

P , vérifie l’hypothèse de la proposition 1.2.33. Donc
∀ε > 0, il existe c1, c2 > 0 et deux opérateurs intégraux, auto-adjoints, à noyaux continus R1 et
R2 tels que

−(c1F + ε + R1) ≤ 1 − P 2 ≤ c2F + ε + R2,

où F est une famille continue d’opérateurs de symbole σF (m, ξ) = (1 + qm(ξ))(1 + |ξ|2)−1. On note
∆G et ∆ les familles d’opérateurs de symboles respectifs qm(ξ) et ‖ξ‖2. On a modulo des familles
d’opérateurs d’ordre 1 que ∆G = d∗

GdG. En effet, le symbole de dG en (m, ξ) ∈ T V M est donné
par

∑
k

i〈ξ, f ′
m(vk)〉ext(v∗

k) =
∑
k

i〈f ′∗
m(ξ), (vk)〉ext(v∗

k) = i ext(f ′∗
m(ξ)). Donc le symbole de d∗

G est

donné par −i int(f ′∗
m(ξ)). On obtient alors que le symbole de d∗

GdG est donné par 〈f ′∗
m(ξ), f ′∗

m(ξ)〉 =
qm(ξ) modulo des symboles d’ordre 1. Modulo des familles d’opérateurs d’ordre négatif, la famille
d’opérateurs F est donnée par d∗

G(1 + ∆)−1dG. Par la proposition 1.2.43, on sait que dG ◦ π(ϕ) =
π(dϕ) est un opérateur borné sur E . De plus, d∗

G(1 + ∆)−1 est d’ordre −1 donc par le corollaire
1.2.39, c’est un opérateur compact. Il vient que d∗

G(1 + ∆)−1dGπ(ϕ) est compact. Pour ψ = ϕ∗ ⋆ ϕ,
on a :

−π(ϕ)∗ ◦ (c1F + ε + R1) ◦ π(ϕ) ≤ π(ϕ)∗ ◦ (1 − P 2) ◦ π(ϕ) ≤ π(ϕ)∗ ◦ (c2F + ε + R2) ◦ π(ϕ),

c’est-à-dire

−(c1F + ε + R1) ◦ π(ψ) ≤ (1 − P 2) ◦ π(ψ) ≤ (c2F + ε + R2) ◦ π(ψ),
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puisque tous les opérateurs sont G-invariants. En décomposant ψ en Re(ψ) + iIm(ψ), on voit
que ces inégalités restent vraies ∀ψ ∈ C∗G. En passant dans l’algèbre de Calkin L(E)/k(E), on
obtient que −ε‖π(ψ)‖ ≤ ‖(1 + P 2) ◦ π(ψ)‖ ≤ ε‖π(ψ)‖, ∀ψ ∈ C∗G et donc que (1 + P 2) ◦ π(ψ) est
compact.

Définition 1.2.45. On définit la classe indice Ind
M|B
G (P ) d’une famille d’opérateurs G-invariante

P , G-transversalement elliptique le long des fibres de p : M → B, par :

Ind
M|B
G (P ) = [E , π, P ] ∈ KKG(C∗G, C(B))

et IndM|B(P ) son image dans KK(C∗G, C(B)).

Remarque 1.2.46. 1. Si la famille P est invariante par rapport à l’action d’un deuxième
groupe compact H dont l’action commute avec celle de G alors on obtient une classe

Ind
M|B
G×H(P ) ∈ KKG×H(C∗G, C(B))

car l’opérateur P est H-invariant et que la représentation est H-équivariante de manière
évidente puisque les actions de G et H commutent.

2. On notera Ind
M|B
H (P ) son image dans KKH(C∗G, C(B)).

Version non bornée de la classe indice

On commence par rappeler des résultats sur les opérateurs non bornés d’un C∗-module de
Hilbert sur C0(X), pour X un espace localement compact [35]. Soient X un espace localement
compact, F un C0(X)-module de Hilbert. On note Ft la fibre en t ∈ X et pour ξ ∈ F , ξt ∈ F sa
valeur en t. Si G ⊂ F est un sous-ensemble, on pose Gt = {ξt, ξ ∈ G}.

Lemme 1.2.47. [35] Soit G un sous-module de F , on a alors Gt = (G)t. En particulier, G est
dense dans F si et seulement si Ft est dense dans Gt, ∀t ∈ X.

Démonstration. On commence par montrer que (G)t ⊂ Gt. Soit η ∈ G. Soit (ηn)n∈N une suite de
points de G convergente vers η. Par définition de ηn → η, on sait que ∀ε > 0, ∃N ∈ N tel que
∀n ∈ N si n ≥ N alors ∀t ∈ X, on a ‖ηn

t − ηt‖ ≤ ε. Donc en particulier, ηn
t0

→ ηt0 et donc ηt0 ∈ Gt0 .
Montrons maintenant l’autre inclusion. On a Gt ⊂ G ⊂ G donc Gt ⊂ G et on a Gt ⊂ Ft donc
Gt ⊂ (G)t.

Pour chaque t ∈ X, soit Tt un opérateur non borné sur Ft. On a alors un opérateur non borné
dans F défini par (Tξ)t = Ttξt avec

dom(T ) = {ξ ∈ F/ξt ∈ dom(Tt), ∀t ∈ T et Tξ ∈ F}.

Proposition 1.2.48. [35] Supposons que Tt soit auto-adjoint, pour tout t ∈ X et que T soit
densément défini. Alors T est auto-adjoint et les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est régulier ;

2. pour tout t ∈ X, (dom(T ))t est un domaine essentiel pour Tt ;
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3. pour tout t ∈ X, on a (dom(T ))t = dom(Tt).

Démonstration. On a que T est régulier si et seulement si Im(i + T ) = F . Donc par le lemme
précédent T est régulier si et seulement si Im(i + T )t = Ft et donc si et seulement si (dom(T ))t =
dom(Tt), donc (1) ⇔ (2). L’équivalence (2) ⇔ (3) provient du fait que (dom(T ))t est toujours
Tt-fermé.

Donnons la définition de famille d’opérateurs pseudodifférentiels G-invariante G-transversalement
elliptiques le long des fibres.

Définition 1.2.49. Soit P : C∞,0(M, E+) → C∞,0(M, E−) une famille d’opérateurs pseudodiffé-
rentiels d’ordre 1, G-invariante. On dit que P est G-transversalement elliptique le long des fibres
si son symbole σ(P ) : π∗E+ → π∗E− est inversible sur T V

G M \ M .

Proposition 1.2.50. [33] Soit X une G-variété compacte. Soit W → X un G-fibré vectoriel her-
mitien. Soit A0 : C∞(X, W +) → C∞(X, W ) un opérateur pseudodifférentiel G-invariant, d’ordre

positif qui est G-transversalement elliptique. Alors l’opérateur A =

(
0 A∗

0

A0 0

)
est essentiellement

auto-adjoint.

Soit P0 : C∞,0(M, E+) → C∞,0(M, E−) une famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1,

G-invariante et G-transversalement elliptique le long des fibres. Notons P̂ =

(
0 P ∗

0

P0 0

)
l’opérateur

obtenu en posant pour chaque b ∈ B, P̂b =

(
0 (P ∗

0 )b

(P0)b 0

)
, où P ∗

b désigne l’adjoint formel le long

des fibres. On note P̄b l’extension auto-adjointe de l’opérateur G-transversalement elliptiques Pb.

Proposition 1.2.51. Soit P0C
∞(M, E+) → C∞(M, E−) une famille G-invariante d’opérateurs

pseudodifférentiels G-transversalement elliptiques d’ordre 1, et soit P̂ =

(
0 P ∗

0

P0 0

)
comme avant.

Alors avec le domaine

dom(P̂ ) := {ξ ∈ E/ξb ∈ dom(P̂b), ∀b ∈ B et P̂ ξ ∈ E}
, l’opérateur non borné P̂ : E → E est essentiellement auto-adjoint. Donc si on note P sa fermeture
alors P est régulier et auto-adjoint.

Démonstration. Clairement P̂ est alors densément défini sur E car dom(P̂ ) contient C∞,0(M, E).
Pour tout b ∈ B, l’opérateur P̂b avec le domaine C∞(Mb, Eb) est essentiellement auto-adjoint
d’après la proposition 1.2.50, voir [33]. Comme dom(P ) = {ξ ∈ E , ξb ∈ dom(P̄b) et P̄ ξ ∈ E}, on
obtient par la proposition 1.2.48 que P est auto-adjoint et il reste à vérifier que P est régulier. Par
la proposition 1.2.48, il suffit de vérifier que pour tout b ∈ B, (dom(P ))b est un domaine essentiel
pour Pb. On a C∞(Mb, Eb) ⊂ (dom(P ))b, donc P est régulier.

Définition 1.2.52. [7][Module de Kasparov non borné] Soient A et B des C∗-algèbres. Un (A, B)-
module de Kasparov non borné (E, φ, D) est la donnée d’un B-module de Hilbert E, d’un ⋆-
homomorphisme gradué φ : A → L(E) et d’un opérateur non borné auto-adjoint régulier D tels
que :
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1. (1 + D2)−1φ(a) ∈ k(E), ∀a ∈ A,

2. l’ensemble des a ∈ A tels que [D, φ(a)] est densément défini et s’étend en un opérateur
borné est dense dans A.

On rappelle que G agit par conjugaison sur C∗G.

Théorème 1.2.53. Le triplet (E , π, P ), où π : C∗G → LC(B)(E) est la représentation définie dans
la proposition 1.2.40, définit un élément de KKG(C∗G, C(B)).

Démonstration. D’après la proposition 1.2.40, la représentation π est G-équivariante et par le
lemme 1.2.42, on a [π(ϕ), P ] = 0 ∀ϕ ∈ C∗G. Il reste à vérifier que (1+P 2)−1 ◦π(ϕ) ∈ k(E). Notons
∆G le Casimir qui est un opérateur pseudo-différentiel le long des fibres d’ordre 2. L’opérateur
1 + P 2 + ∆G est elliptique le long des fibres, en effet σb(1 + P 2 + ∆G) est inversible ∀b ∈ B car
σ(P ) est inversible dans le sens transverse aux orbites et σ(∆G) est inversible dans le sens des
orbites [1]. On rappelle que la résolvante d’une famille d’opérateur elliptique est compact (voir par
exemple [68]). On en déduit que sa résolvante (1 + P 2 + ∆G)−1 est compacte. On va montrer que

(1 + P 2 + ∆G)−1 ◦ π(ϕ) − (1 + P 2)−1 ◦ π(ϕ) ∈ k(E)

et donc que (1+P 2)◦π(ϕ) est compact. On note ∆ le Laplacien sur G. En utilisant que ∆Gπ(ϕ) =
π(∆φ) et que [π(ϕ), P ] = 0, on a :

(1 + P 2 + ∆G)−1 ◦ π(ϕ) − (1 + P 2)−1 ◦ π(ϕ) = −(1 + P 2 + ∆G)−1∆G(1 + P 2)−1 ◦ π(ϕ)
= −(1 + P 2 + ∆G)−1π(∆ϕ)(1 + P 2)−1.

Maintenant comme π(∆ϕ) et (1 + P 2)−1 sont bornés et que (1 + P 2 + ∆G)−1 est compact, on a
bien que (1 + P 2 + ∆G)−1 ◦ π(ϕ) − (1 + P 2)−1 ◦ π(ϕ) ∈ k(E).

Définition 1.2.54. On définit la classe indice d’une famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre
positif, G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres P , par :

Ind
M|B
G (P ) = [E , π, P ].

Remarque 1.2.55. Le lien avec la version bornée est fait dans [7], par l’intermédiaire de la
transformation de Woronowicz (voir théorème A.3.10). C’est à dire si P est une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre positif, G-invariant transversalement elliptique le long des fibres, la

version borné de son indice est donnée par [E , π,
P

(1 + P 2)1/2
].

1.2.4 K-Multiplicité

La classe indice de la section précédente peut être vue comme une classe indice IndM|B(P ) dans
KK(C∗G, C(B)), en oubliant que la représentation π est G-équivariante. On souhaite, pour une
représentation irréductible V de G, définir une classe mP (V ) ∈ K(B) donnant la multiplicité de
V dans IndM|B(P ). Une fois cette classe définie, on vérifiera que la classe obtenue en effectuant le
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produit de Kasparov de la représentation V et de la classe indice IndM|B(P ) redonne bien mP (V ).
Soit V une représentation irréductible de G. On définit un C(B)-module EG

V en posant

EG
V := (V ⊗ E)G.

La structure de C(B)-module étant celle induite par celle de E . En tant que champ continu d’es-
paces de Hilbert, il est associé à

(
(L2(Mb, V ⊗ Eb)

G)b∈B, ∆G
)
, où ∆G est l’ensemble des sections

continues de V ⊗ E au-dessus de B qui sont G-invariante. Le produit scalaire est alors donné par

〈v ⊗ s, w ⊗ t〉(b) =
´

Mb
〈
´

G
(g · (v ⊗ s))(m)dg,

´

G
(h · (w ⊗ t))(m)dh〉(V ⊗E)mdµb(m)

=
´

Mb

´

G

´

G
〈g · v, h · w〉V 〈(g · s)(m), (h · t)(m)〉Emdgdhdµb(m)

=
´

Mb
〈s(m), π(Cv,w)t(m)〉Emdµb(m)

= 〈s, π(Cv,w)t〉(b).

On définit un opérateur P G
V de LC(B)(EG

V ) en posant

P G
V := (idV ⊗ P )|EG

V
.

Lemme 1.2.56.
(
EG

V , P G
V

)
est un cycle de Kasparov qui définit une classe de KK(C, C(B)).

Démonstration. L’opérateur P G
V est auto-adjoint et linéaire, il suffit donc de vérifier que (P G

V )2 − 1
est compact. On a (P G

V )2−1 = (idV ⊗(P 2−1))|EG
V

. Soit (e1, · · · , en) une base de V . Soit s =
∑
i

ei⊗si

un élément de EG
V . On a alors

´

G
g · s = s donc

s =
´

G

∑
i

ρ(g)ei ⊗ g · sidg

=
∑
i

´

G

∑
j

Cej ,ei
(g)ej ⊗ g · sidg

=
∑
i,j

ej ⊗
´

G
Cej ,ei

(g)g · sidg

=
∑
i,j

ej ⊗ π(Cej ,ei
)si.

Il vient alors que (P G
V )2 − 1 =

∑
t,j

ej ⊗ e∗
t ⊗ (P 2 − 1) ◦ π(Cej ,et). En effet,

((P G
V )2 − 1)s = (idV ⊗ (P 2 − 1))(

∑
i,j

ej ⊗ π(Cej ,ei
)si)

=
∑
i,j

ej ⊗ (P 2 − 1) ◦ π(Cej ,ei
)si

=
∑
t,j

ej ⊗ e∗
t ⊗ (P 2 − 1) ◦ π(Cej ,et)(

∑
i

ei ⊗ si).

De plus, on sait que (dim V )Cej ,ej
⋆Cej ,et = Cej ,et et que (P 2 −1)◦π(Cej ,ej

) est compact. Soit (Rj
n)n

une suite d’opérateurs de rang fini sur E convergente vers (P 2 − 1) ◦ π(Cej ,ej
). On définit la suite

d’opérateurs de rang fini (ej ⊗ Rj
n ◦ π(Cej ,−)), alors celle-ci converge vers ej ⊗ (P 2 − 1)π(Cej ,ej

) ◦
π(Cej ,−) pour la norme d’opérateur issue du produit scalaire sur EG

V . En effet, on a

〈ej ⊗
(
(P 2 − 1) ◦ π(Cej ,ej

) − Rj
n

)
◦ π(Cej ,−)

∑
k

ek ⊗ sk,
∑
t

et ⊗ st〉(V ⊗E)G

= 〈
(
(P 2 − 1) ◦ π(Cej ,ej

) − Rj
n

) ∑
k

π(Cej ,ek
)sk,

∑
t

π(Cej ,et)st〉E ,
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d’où la convergence. On obtient que (P G
V )2 − 1 est limite d’opérateurs de rang fini et donc est

compact. On conclut que
(
EG

V , P G
V

)
définit bien une classe de KK(C, C(B)).

Définition 1.2.57. On définit la K-multiplicité mP (V ) dans IndM|B(P ) d’une représentation ir-
réductible V de G comme le fibré virtuel image de la classe

[(EG
V , P G

V )] ∈ KK(C, C(B)),

par l’isomorphisme KK(C, C(B)) ∼= K(B). Il s’agit donc d’un élément du groupe de K-théorie
topologique K(B) de B.

Proposition 1.2.58. La classe [EG
V , P G

V ] est donnée par produit de Kasparov

[V ] ⊗
C∗G

IndM|B(P ) ∈ KK(C, C(B)),

où V est le C∗G-module projectif de type fini décrit dans [40]. Ainsi la K-multiplicité de V dans
l’indice de P est l’élément de K(B) correspondant à ce produit de Kasparov via l’isomorphisme
KK(C, C(B)) ∼= K(B).

Remarque 1.2.59. Il s’agit aussi de la différence formelle de deux champs hilbertiens de dimen-
sions finies au-dessus de B.

Démonstration. La classe [V ] est donnée par le cycle [(V, 0)] ∈ KK(C, C∗G). L’opérateur idV ⊗
C∗G

P

a un sens puisque P commute avec l’action de C∗G. En utilisant la structure de C∗G-module sur V ,
il vient que ∀v ∈ V , v =

∑
k

ek · Cek,v. Donc ∀s =
∑
i

vi ⊗ si ∈ V ⊗
C∗G

E , on a s =
∑
k

ek ⊗ ∑
i

π(Cek,vi
)si.

En utilisant comme dans la proposition précédente que dim V Cej ,ej
⋆ Cej ,v = Cej ,v, on déduit de la

même manière que (idV ⊗
C∗G

P )2 − 1 est compact. En effet, le produit scalaire sur V ⊗
C∗G

E est donné

par 〈v ⊗ s, w ⊗ t〉V ⊗
C∗G

E(b) = 〈s, π(Cv,w)t〉E(b) comme dans la proposition précédente. De plus, les

C(B)-modules V ⊗
C∗G

E et (V ⊗ E)G sont isomorphes. L’isomorphisme est donné par

V ⊗
C∗G

E → (V ⊗ E)G

∑
vi ⊗ si Ô→ ∑

i

´

G
g · (vi ⊗ si)dg.

Cette application est bien définie car on a bien
´

G
g · (v · ϕ ⊗ s)dg =

´

G
g · (v ⊗ π(ϕ)s)dg. Calculons

le premier membre,
´

G
g · (v · ϕ ⊗ s)dg =

´

G

´

G
ϕ(h)gh−1v ⊗ gsdhdg

=
´

G

´

G
kv ⊗ ϕ(h)khsdhdk

=
´

G
k(v ⊗ π(ϕ)s)dk.

De plus, on a
´

G
g · (v ⊗ s)dg =

´

G

∑
k

ekCek,v(g) ⊗ gsdg

=
´

G

∑
k

ek ⊗ Cek,v(g)gsdg

=
∑
k

ek ⊗
´

G
Cek,v(g)gsdg

=
∑
k

ek ⊗ π(Cek,v)s,
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et donc l’isomorphisme est l’identité puisque v ⊗ s =
∑
k

ek · Cek,v ⊗ s =
∑
k

ek ⊗ π(Cek,v)s. On a donc

bien l’égalité [EG
V , P G

V ] = [V ] ⊗
C∗G

IndM|B(P ) modulo l’isomorphisme K(B) ∼= KK(C, C(B)).

1.3 Propriétés de l’indice

On note comme avant T V
G M := T V M ∩ TGM .

1.3.1 La flèche d’indice

Proposition 1.3.1. La classe indice Ind
M|B
G (P ) ne dépend que de la classe de [σ(P )] dans KG(T V

G M)
et l’indice induit alors un homomorphisme de groupe :

Ind
M|B
G : KG(T V

G M) −→ KKG(C∗G, C(B)).

Plus précisément, la flèche [σ] Ô→ Ind
M|B
G (P (σ)) est bien définie. Ici P (σ) est l’opérateur obtenu

par quantification de σ.

Démonstration. On suit [3] et [1]. Soit C(T V
G M) le semi-groupe des classes d’homotopies de sym-

boles transversalement elliptiques, d’ordres 0 et Cφ(T V
G M) ⊂ C(T V

G M) les éléments représentés
par des symboles dont la restriction au fibré en sphère de T V

G M est induite par un isomorphisme
de fibrés sur M . On sait que KG(T V

G M) := C(T V
G M)/Cφ(T V

G M), [3]. Il suffit de vérifier que :

1. si [σ] = [σ′] dans C(T V
G M) alors Ind

M|B
G σ = Ind

M|B
G σ′,

2. pour P et Q des opérateurs transversalement elliptiques le long des fibres, on a Ind
M|B
G (P ⊕

Q) = Ind
M|B
G (P ) + Ind

M|B
G (Q),

3. si P est induit par un isomorphisme de fibrés alors Ind
M|B
G (P ) = 0.

1. Si [σ] = [σ′] alors il existe une homotopie σt entre σ et σ′ de symboles transversalement ellip-
tiques, la quantification de cette homotopie donne une homotopie opératorielle qui donne la même
classe dans KKG(C∗G, C(B)), par définition du groupe de Kasparov KKG(C∗G, C(B)).
2. Si P : C∞,0(M, E) → C∞,0(M, E) et Q : C∞,0(M, F ) → C∞,0(M, F ) sont des opérateurs trans-
versalement elliptiques le long des fibres alors on a Ind

M|B
G (P ⊕ Q) = (E ⊕ F , πE ⊕ πF , P ⊕ Q) =

(E , πE , P ) + (F , πF , Q) = Ind
M|B
G (P ) + Ind

M|B
G (Q).

3. Si P est induit par un isomorphisme de fibrés sur M alors σ(P ) est nulle dans KG(T V M) et donc
son indice est nulle dans KKG(C, C(B)). De plus, ici la classe de σ(P ) dans KG(T V

G M) est juste la
restriction de celle dans KG(T V M) à T V

G M . Puisque l’indice dans KKG(C, C(B)) de P est nul, il
existe une homotopie opératorielle (E , St), avec St auto-adjoint et G-invariant, entre (E , S0 = P )

et (E , S1 =

(
0 U∗

U 0

)
), où U est un unitaire G-invariant. On a alors ∀ϕ ∈ C∗G [π(ϕ), St] = 0,

(S2
t − 1)π(ϕ) = 0 et S∗

t = St car (S2
t − 1) ∈ k(E). Le cycle (E , π, St) fourni alors une homotopie

opératorielle entre (E , π, P ) et (E , π, S1) ∈ KKG(C∗G, C(B)).
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Produit extérieur de familles d’opérateurs pseudodifférentielles d’ordre positif

On commence par rappeler un théorème classique sur les opérateurs pseudodifférentiels d’ordre
positif (voir par exemple [3] paragraphe 9).

Théorème 1.3.2 ([3]). Soient M → B et M ′ → B deux fibrations G-équivariantes. Soient E → M
et E ′ → M ′ des familles de fibrés vectoriels. Si P ∈ Pm(M, E) est une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre strictement positif sur E alors la famille d’opérateurs P̃ = P ⊗ id ∈
Pm

(M × M ′, E ⊠ E ′) et se restreint en une famille d’opérateurs de Pm
(M ×B M ′, E ⊠ E ′

|M×BM ′).

De plus, σ(ξ,η)(P )(e ⊗ e′) = σξ(P )(e) ⊗ e′, ∀(ξ, η) ∈ T V M × T V M ′ et e ⊗ e′ ∈ E ⊠ E ′.

Démonstration. Comme Pm est une classe d’opérateurs locaux, par partition de l’unité, on peut
se ramener au cas de familles produits sur M = U × V → V et M ′ = U ′ × V ′ → V ′, où U et U ′

sont des ouverts respectivement de Rn et Rn′
. On peut aussi supposer que les fibrés vectoriels sont

triviaux de rang 1. Alors pour f ∈ C∞(M × M ′), KU et KU ′ des compacts respectivement de U
et U ′, on a pour |α| + |β| = s − m ≥ 0 :

´

KU ×KU′

∣∣∣∂α
u ∂β

u′P̃v,v′f(v,v′)(u, u′)
∣∣∣
2
dudu′ ≤ Cv,v′

´

KU
du′ ∑

|γ|≤m+α

∣∣∣∂γ
u∂β

u′f(v,v′)(u, u′)
∣∣∣
2
du

≤ Cv,v′

´

KU ×K′
U

∑
|β|+|γ|≤s

∣∣∣∂γ
u∂β

u′f(v,v′)(u, u′)
∣∣∣
2
dudu′.

Le dernier membre est continu par rapport à (v, v′), donc pour KV ⊂ V et K ′
V ⊂ V ′ des compacts,

on obtient que :

sup
(v,v′)∈KV ×KV ′

´

KU ×KU′

∣∣∣∂α
u ∂β

u′P̃v,v′f(v,v′)(u, u′)
∣∣∣
2
dudu′

≤ C sup
(v,v′)∈KV ×KV ′

´

KU ×K′
U

∑
|β|+|γ|≤s

∣∣∣∂γ
u∂β

u′f(v,v′)(u, u′)
∣∣∣
2
dudu′.

On désigne respectivement par Hs,cpt
vert (M × M ′) et Hs,loc

vert (M × M ′) les espaces de Sovolev verticaux
des fonctions à support compact le long des fibres et des fonctions à dérivées partielles d’ordre
inférieur à s dans L2,loc. On note Opm

vert(M ×M ′) les opérateurs bornés C∞(M ×M ′) → C−∞(M ×
M ′). On a donc que si s ≥ m, P̃ est continu en tant que famille produits

Hs,cpt
vert (M × M ′) → Hs−m,loc

vert (M × M ′)

et que P Ô→ P̃ est continue de Opm
vert(M) → Opm

vert(M × M ′).
Comme Pm

est une classe locale, il suffit de montrer que pour ϕ, ψ ∈ C0(V, C∞
c (U)) et ϕ1,

ψ1 ∈ C0(V
′, C∞

c (U ′)), la famille Qv,v′ = ϕvϕ1,v′P̃v,v′ψvψ1,v′ ∈ Pm
vert(M ×M ′). Pour cela, on construit

une famille Rt ∈ P0
vert(M × M ′), définie pour t > 0 par :

(i) Q ◦ Rt ∈ Pm
vert(M × M ′),

(ii) Q ◦ Rt → Q quand t → 0 dans Opm
vert(M × M ′).

On commence par choisir une famille de fonctions σt(ξ, η), (ξ, η) ∈ Rn × Rn′
, à valeurs dans [0, 1]

telle que
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(a) σt est homogène de degré 0 et C∞ hors de (0, 0),

(b)
σt = 1 pour |ξ| < t|η|

= 0 pour |ξ| > 2t|η|.
Soit aussi χ : R → R une fonction C∞ telle que

χ(λ) = 0 pour |λ| ≤ 1
= 1 pour |λ| ≥ 2.

Posons alors
ρt(ξ, η) = 1 − χ(t||(ξ, η)||)σt(ξ, η).

On définit alors Rt par

Rt
v,v′fv,v′(u, u′) = (2π)−n−n′

ˆ

ρt(ξ, η)f̂v,v′(ξ, η)ei〈u,ξ〉+i〈u′,η〉dξdη

et Qt = Q ◦ Rt est alors donné par

Qt
v,v′fv,v′(u, u′) = (2π)−n−n′

ˆ

ϕ1,v(u′)ϕv(u)pv,v′,ψv(u, ξ)ρt(ξ, η)ψ̂1,v′f v,v′(ξ, η)dξdη

De plus, pv,v′,ψvρt est une famille continue de symboles d’ordre m telle que Qt ∈ Pm
vert(M × M ′).

Pour m > 0, on a ∣∣∣∣∣∣

∂β
u

(
pv,v′,ψv(u, ξ)(ρt(ξ, η) − 1)

)

(1 + |ξ| + |η|)m

∣∣∣∣∣∣
< Cβ,v,v′tm,

donc quand t → 0, Qt → Q dans Opm
vert(M × M ′).

Et on a σ(Qt) = ϕ1ϕσ(pψ)(1 − σt)ψ1 = ϕ1ϕσ̃(P )(1 − σt)ψψ1 qui tend vers ϕ1ϕσ̃(P )ψψ1, comme
le symbole est un objet local, on a que σ̃(P ) = σ(P̃ ).
Maintenant, en prenant V ′ = V et v′ = v dans ce qui précède, on a que P̃ se restreint en une
famille de Pm

(M ×B M ′, E ⊠ E ′
|M×BM ′).

1.3.2 Le cas des actions libres

Soit p : M → B une fibration G × H-équivariante de variétés compactes. On suppose que
l’action de G × H est triviale sur B et que H agit librement sur M . Notons πH : M → M/H la
projection, d’après [1], on sait qu’on a un isomorphisme

πH∗ : KG(T ∗V
G (M/H)) → KG×H(T ∗V

G×HM),

qui identifie les symboles d’opérateurs G-équivariants, G-transversalement elliptiques le long des
fibres de M/H → B avec les symboles d’opérateurs G × H-équivariant, G × H-transversalement
elliptiques le long des fibres de M → B. Notons π : T V M → M et π̄ : T V (M/H) → M/H les
projections. L’application inverse de π∗

H est donnée comme suit. Soit σ : π∗E+ → π∗E− un symbole
G×H-transversalement elliptique sur M . Alors on définit sans ambiguïté un symbole G-équivariant
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sur T V M G-transversalement elliptique σ : π̄∗(E+/H) → π̄∗(E−/H) par σ(m̄, ξ̄)(v̄) = σ(m, ξ)(v),
où m̄ = πH(m) ∈ M/H, ξ̄ = πH

∗ (ξ) ∈ T V
m̄ (M/H), v̄ = πH(v) ∈ (E/H)m̄.

Soit Ĥ l’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations unitaires irréductibles de H.
On note χα le caractère associé à α et Wα l’espace de la représentation α. On a une application
naturelle :

R(H × G) −→ KG(M/H)
V Ô−→ V ∗

où V ∗ = M ×H V ∗ est le G-fibré vectoriel associé à V ∗ sur M/H. On notera χ̃α le caractère
associé à χα dans R(G × H) c’est-à-dire le caractère associé à la représentation Wα tensorisée par
la représentation trivial de G. On a donc une application :

KK(C, C∗H) → KKG(C, C∗H).

De plus, on peut définir une application :

KK(C∗H,C) → KKG(C∗H,C)

en moyennant l’opérateur et la représentation est automatiquement équivariante car l’action de G
commute avec l’action de H.

Théorème 1.3.3. [1] Le diagramme suivant est commutatif :

KG(T V
G (M/H)) πH∗

//

W ∗
α⊗

��

KG×H(T V
G×HM)

Ind
M|B
G // KKG(C∗(G × H), C(B))

χ̃α⊗C∗H

��
KG(T V

G (M/H))
Ind

M/H|B
G

// KKG(C∗G, C(B)).

Dit autrement, si a ∈ KG(T ∗V
G (M/H)), alors Ind

M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a) = χ̃α ⊗C∗H Ind
M|B
G (πH∗a). En

particulier, comme élément de HomR(G)

(
R(H) ⊗ R(G), KKG(C∗G, C(B))

)
on a :

Ind
M|B
G (πH∗a) =

∑

α∈Ĥ

˜̂χα ⊗ Ind
M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a),

où χ̂α est l’élément associé à Wα dans KK(C∗H,C) et ˜̂χα son image dans KKG(C∗H,C).

Démonstration. Soit Ã : C∞,0(M, πH∗E+) → C∞,0(M, πH∗E−) une famille d’opérateurs G × H-
transversalement elliptique le long des fibres associées à πH∗a ∈ KG×H(T ∗V

G×HM). Notons πH∗E la
C∗-complétion de C∞,0(M, πH∗E) en tant que C(B)-module de Hilbert. On a :

Ind
M|B
G×H(πH∗a) = [πH∗E , πG×H , Ã] =

∑

α∈Ĥ

χα ⊗ [(Wα ⊗ πH∗E)H , πG, (idW ∗
α

⊗ Ã)|G−inv].

On a l’isomorphisme

C∞,0(M, W ∗
α ⊗ πH∗E)H −→ C∞,0(M/H, W ∗

α ⊗ E)
s Ô−→ sM/H ,
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donné par sM/H(x) = [m, s(m)], x = πH(m). On a donc un isomorphisme entre (W ∗
α ⊗ πH∗E)H et

C∞,0(M/H, W ∗
α ⊗ E)

C(B)
.

Il reste a montrer que pour un certain choix de idW ∗
α

⊗ Ã, la famille d’opérateurs idW ∗
α

⊗ A est une
famille d’opérateurs pseudodifférentiels associée à W ∗

α ⊗ a ∈ KG(T ∗V
G (M/H)).

Soit A1 : C∞,0(M/H, πH∗E+) → C∞,0(M/H, πH∗E−) une famille d’opérateurs pseudodifférentiels
d’ordre 1 associée à a. Choisissons {Oj} un système de trivialisations de πH : M → M/H et
{φ2

j} une partition de l’unité. Soit Mj = (πH)−1(Oj) = Oj × H, notons Aj
1 = φjA1φj la famille

d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1 induite sur Oj, elle se relève en une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels Ãj

1 ∈ P1(Mj, πH∗E) sur Mj, par le théorème 1.3.2. Par l’intermédiaire des
φj, cette famille d’opérateurs pseudodifférentiels peut être vue comme une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels sur M . En moyennant la somme des Ãj

1 sur G, on obtient :

Ã =

ˆ

G

g ·
∑

j

Ãj
1dg,

qui est une famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1 sur M . Comme prendre le symbole
principal commute avec le fait de relever et avec la moyenne, il vient que σ(Ã) représente πH∗a. De
plus, si on restreint Ãj

1 aux sections provenant de M/H, on retrouve la famille Aj
1 et la restriction

de Ã aux sections H-invariantes est juste la famille d’opérateurs G-invariants, d’ordre 1, A =
´

G
g · ∑

j
Aj

1dg.

Donc la famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1, A : C∞,0(M/H, E+) → C∞,0(M/H, E+)
avec [σ(A)] = a se relève en une famille d’opérateurs pseudodifférentiels Ã, d’ordre 1 avec [σ(Ã)] =
πH∗a et en restreignant Ã en l’application Ã : C∞,0(M, πH∗E+) → C∞,0(M, πH∗E−), on retrouve
A. On a bien que [(πH∗E)H , πG, Ã|H−inv] = Ind

M|B
G (a), en remplaçant a par W ∗

α ⊗ a, on obtient le
résultat.

Corollaire 1.3.4. Soit p : M → B une fibration G × H-équivariante. Supposons que l’action de
G × H soit triviale sur B et que l’action de H soit libre sur M . Alors pour a ∈ KG(T ∗V (M/H)),
on l’égalité suivante :

χ̃α ⊗C∗G Ind
M|B
G (πH∗a) = Ind

M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a),

où πH : M → M/H est la projection et Ind
M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a) est donné par l’indice G-équivariant
des familles elliptiques le long des fibres de M/H → B.

En particulier, comme élément de HomR(G)

(
R(H) ⊗ R(G), KKG(C, C(B))

)
on a :

Ind
M|B
G (πH∗a) =

∑

α∈Ĥ

˜̂χα ⊗ Ind
M/H|B
G (W ∗

α ⊗ a),

où ˜̂χα est l’élément associé à Wα dans KKG(C∗H,C).

1.3.3 Multiplicativité

Soient G et H deux groupes de Lie compacts. Soient p : M → B une fibration G-équivariante
de variétés compactes et p′ : M ′ → B′ une fibration G × H-équivariante de variétés compactes. On
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suppose que l’action de G sur B est triviale et que les actions de G et H sont triviales sur B′. Si
B = B′ alors le produit fibré M ×B M ′ est une fibration G × H-équivariante sur B. On souhaite
que l’indice du produit de a ∈ KG(T ∗V

G M) et b ∈ KG×H(T ∗V
H M ′) dans KG×H(T ∗V

G×H(M ×B M ′)) soit
calculé par un produit de l’indice de a et de l’indice de b.

Le produit de a et b est donné par le sharp-produit a♯b =

(
a ⊗ 1 −1 ⊗ b∗

1 ⊗ b a∗ ⊗ 1

)
[1], voir aussi [3], que

l’on restreint à T ∗V
G×H(M ×B M ′). Ce produit est bien défini car tout élément de KG(T ∗V

G M) peut
être représenté par un symbole sur T V M inversible sur T ∗V

G M sauf pour la section nulle [1].
Soit ∆B : B → B × B l’application diagonale. On note [∆B] l’élément du groupe de Kasparov
KKG(C(B) ⊗ C(B), C(B)) associé au cycle (C(B), ∆∗

B, 0).
Rappelons l’application de descente de Kasparov [44]. Soient A et D des G-C∗-algèbres. Rappelons
tout d’abord que si A est une G-C∗-algèbre alors on peut définir une C∗-algèbre A ⋊ G. En
effet, l’algèbre C(G, A) est une algèbre involutive pour le produit et l’involution qui suivent a1 ·
a2(t) =

´

G
a1(s) · s(a2(s

−1t))ds et a∗(t) = t(a(t−1))∗, où a, a1, a2 ∈ C(G, A). En complétant
l’image de C(G, A) par la représentation régulière C(G, A) → L(L2(G, A)) donnée par la formule
(a · l)(t) =

´

G
t−1(b(s)) · l(s−1t)ds où a ∈ C(G, A), l ∈ L2(G, A), on obtient la C∗-algèbre A ⋊ G.

Soit E un G-D-module de Hilbert alors on peut définir un D ⋊ G-module de Hilbert en posant
e · d(s) =

´

G
e(t)t(d(t−1s))dt et 〈e1, e2〉(s) =

´

G
t−1(〈e1(t), e2(ts)〉E)dt, où e, e1, e2 ∈ C(G, E) et

d ∈ C(G, D). Si π : A → LD(E) est un ∗-morphisme alors l’application π⋊G : A ⋊ G → LD(E)
donnée par (π⋊G(a)e)(t) =

´

G
π(a(s))s(e(s−1t))ds est un ∗-morphisme. Si T ∈ LD(E) alors il induit

un opérateur T̃ ∈ LD⋊G(E ⋊ G) défini par (T̃ e)(s) = T (e(s)).
L’application de descente jG : KKG(A, D) → KK(A ⋊ G, D ⋊ G) est donnée par [(E , π, T )] →
[(E ⋊ G, π⋊G, T̃ ].

Théorème 1.3.5. Soient a ∈ KG(T ∗V
G M) et b ∈ KG×H(T ∗V

H M ′). Lorsque B = B′ on note i :
M ×B M ′ →֒ M × M ′.

1. L’indice de a♯b ∈ KG×H(T ∗V
G×H(M × M ′)) est donné par le produit suivant :

IndM×M′|B×B′

(a♯b) = jGInd
M|B
G (b) ⊗C∗G IndM′|B(a) ∈ KK(C∗H ⊗ C∗G, C(B) ⊗ C(B′)).

L’inclusion T ∗V
G×H(M×BM ′) →֒ T ∗V

G×H(M×M ′) est une inclusion fermée (G×H-équivariante).

2. L’indice de i∗(a♯b) ∈ KG×H(T ∗V
G×H(M ×B M ′)) est donné par :

IndM×BM′|B(i∗a♯b) = IndM×M′|B×B(a♯b) ⊗C(B×B) [∆B].

Démonstration.
1. Soient A0 : C∞,0(M, E+

2 ) → C∞,0(M, E−
2 ) une famille d’opérateurs d’ordre 1 G-invariante,

G-transversalement elliptique représentant a et (E2, πG, A) le (C∗G, C(B′))-cycle de Kasparov non
borné associé défini à la définition 1.2.54. Soient B0 : C∞,0(M, E+

1 ) → C∞,0(M, E−
1 ) une famille

d’opérateurs d’ordre 1 G×H-invariante, H-transversalement elliptique représentant b et (E1, πH , B)
le (C∗H, C(B))-cycle G-équivariant de Kasparov non borné associé défini à la définition 1.2.54.
On note Q(T ) = T (1+T 2)−1 la transformation de Woronowicz d’un opérateur régulier autoadjoint
T . Rappelons que les classes indices associées respectivement à (E1, πG, A) et (E2, πH , B) sont
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respectivement IndM′|B′

(A0) = [(E2, πG, Q(A))] et Ind
M|B
G (b) = [(E2, πH , Q(B))]. Remarquons que

l’opérateur 1 ⊗πG
A est bien défini puisque A commute avec πG. On va montrer que le cycle

(E1 ⋊ G ⊗πG
E2, π⋊G

H ⊗πG
1, Q(B̃ ⊗πG

1 + 1 ⊗πG
A)) est le produit de Kasparov de jGInd

M|B
G (B) et

IndM′|B′

(A).
Rappelons que si P0 est une famille d’opérateur pseudodifférentiels d’ordre positif entre deux

fibrés, on note P̂ la famille d’opérateurs

(
0 P ∗

0

P0 0

)
. Remarquons que B ⊗ 1 + 1 ⊗ A est bien

l’opérateur obtenu à partir B̂ ⊗ 1 + 1 ⊗ Â pour définir la classe indice puisque ce sont deux
extensions auto-adjointe de B̂⊗1+1⊗Â qui est essentiellement auto-adjoint d’après la proposition
1.2.51. Vérifions que IndM×M′|B×B′

(A♯B) = [(E1 ⊗ E∈, πG×H , B ⊗ 1 + 1 ⊗ A)] est bien donné par
[(E1 ⋊ G ⊗πG

E2, πH ⋊ G ⊗πG
1, Q(B̃ ⊗πG

1 + 1 ⊗πG
A))].

Soit U : C∞(G, C∞,0(M, E1)) ⊗ C∞,0(M ′, E2) → C∞,0(M × M ′, E1 ⊠ E2) l’application définie par
U(s ⊗ s′) =

´

G
s(t) ⊗ g · s′dg. On vérifie facilement que U(s · ϕ ⊗ s′) = U(s ⊗ πG(ϕ)s′), ∀s ∈

C∞(G, C∞,0(M, E1)), ϕ ∈ C∞(G) et s′ ∈ C∞,0(M ′, E2) donc U induit une application encore noté
U de C∞(G, C∞,0(M, E1))⊗πG

C∞,0(M ′, E2) dans C∞,0(M ×M ′, E1⊠E2). Cette application s’étend
en un isomorphisme unitaire de E1 ⋊G ⊗πG

E2 dans E1 ⊗ E2. En effet, U(C∞(G, C∞,0(M, E1)) ⊗πG

C∞,0(M ′, E2)) est dense dans E1 ⊗ E2 et on a l’égalité 〈U(s1 ⊗πG
s2), U(s

′

1 ⊗πG
s

′

2)〉E1⊗E2 = 〈s1 ⊗πG

s2, s
′

1 ⊗πG
s

′

2〉E1⋊G⊗πG
E2 , ∀s1, s

′

1 ∈ E1 ⋊ G et s2, s
′

2 ∈ E2. Vérifions l’égalité 〈U(s1 ⊗πG
s2), U(s

′

1 ⊗πG

s
′

2)〉E1⊗E2 = 〈s1 ⊗πG
s2, s

′

1 ⊗πG
s

′

2〉E1⋊G⊗πG
E2 . On a :

〈U(s1 ⊗πG
s2), U(s

′

1 ⊗πG
s

′

2)〉E1⊗E2 =

ˆ

G

ˆ

G

〈s1(h) ⊗ h · s2, s
′

1(k) ⊗ k · s
′

2〉E1⊗E2dhdk

=

ˆ

G

ˆ

G

〈s1(h), s
′

1(k)〉E1〈s2, h−1k · s
′

2〉E2dhdk.

En effectuant le changement de variable classique g = h−1k, il vient :

〈U(s1 ⊗πG
s2), U(s

′

1 ⊗πG
s

′

2)〉E1⊗E2 =

ˆ

G

ˆ

G

〈s1(h), s
′

1(hg)〉E1〈s2, g · s
′

2〉E2dhdg

=

ˆ

G

ˆ

G

〈s2, 〈s1(h), s
′

1(hg)〉E1g · s
′

2〉E2dhdg

= 〈s1 ⊗πG
s2, s

′

1 ⊗πG
s

′

2〉E1⋊G⊗πG
E2 .

Il reste à vérifier que U entrelace les représentations et les opérateurs. Soient ψ ∈ C∞(H) et
ϕ ∈ C∞(G), s1 ∈ C∞(G, C∞,0(M, E1) et s2 ∈ C∞,0(M ′, E2). On a :

πH×G(ψ ⊗ φ)
(
U(s1 ⊗ s2)

)
= πH×G(ψ ⊗ ϕ)

( ˆ

G

s1(t) ⊗ t · s2dt
)

=

ˆ

H×G

ˆ

G

ψ(h)ϕ(g)(h, g) · (s1(t)) ⊗ (gt) · s2dtdhdg.
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En effectuant le changement de variable gt = u, on obtient :

πH×G(ψ ⊗ φ)
(
U(s1 ⊗ s2)

)
=

ˆ

H×G

ˆ

G

ψ(h)ϕ(g)(h, g) · (s1(g
−1u)) ⊗ (u) · s2dudhdg

=

ˆ

G

ˆ

G

πH(ψ ⊗ ϕ(g))g · (s1(g
−1u)) ⊗ (u) · s2dudg

=

ˆ

G

(π⋊G
H (ψ ⊗ ϕ)(s1))(u) ⊗ (u) · s2du

= U(π⋊G
H (ψ ⊗ ϕ) ⊗πG

1(s1 ⊗πG
s2)),

donc U entrelace les représentations. Calculons (B ⊗ 1 + 1 ⊗ A)(U(s1 ⊗πG
s2)). On a :

(B ⊗ 1 + 1 ⊗ A)(U(s1 ⊗πG
s2)) = (B ⊗ 1 + 1 ⊗ A)(

´

G
s1(t) ⊗ t · s2dt)

=
´

G
B(s1(t)) ⊗ t · s2 + s1(t) ⊗ t · A(s2)dt

=
´

G
(B̃s1)(t) ⊗ t · s2 + s1(t) ⊗ t · A(s2)dt

= U((B̃ ⊗πG
1 + 1 ⊗πG

A)(s1 ⊗πG
s2)),

donc U entrelace les opérateurs.
On va montrer que l’opérateur Q(B̃ ⊗πG

1 + 1 ⊗πG
A) est une Q(A)-connexion sur E1 ⋊ G ⊗πG

E2.
Écrivons

Q(B̃ ⊗πG
1 + 1 ⊗πG

A) = M1/2Q(B̃) ⊗πG
1 + N1/21 ⊗πG

Q(A),

où M =
1 + B̃2 ⊗πG

1

1 + B̃2 ⊗πG
1 + 1 ⊗πG

A2
et N =

1 + 1 ⊗πG
Ã2

1 + B̃2 ⊗πG
1 + 1 ⊗πG

A2
. Remarquons que les opéra-

teurs M et N sont bornés autoadjoint, qu’ils commutent et que leur somme M + N est égale à
1 + (1 + B̃2 ⊗πG

1 + 1 ⊗πG
A2)−1. Pour montrer que l’opérateur Q(B̃ ⊗πG

1 + 1 ⊗πG
A) est une

Q(A)-connexion sur E1 ⋊ G ⊗πG
E2 il suffit de montrer que M est une 0-connexion et que N est

une 1-connexion. On obtient alors par un résultat classique sur les connexions que M1/2 est une 0-
connexion et que N1/2 est une 1-connexion, donc que Q(B̃⊗πG

1+1⊗πG
A) est une Q(A)-connexion

puisque 1 ⊗πG
Q(A) est une Q(A)-connexion.

Vérifions que M est une 0-connexion. Il faut montrer que M ◦Ts ∈ k(E1, E1⋊G⊗πG
E2), ∀s ∈ E1⋊G.

Soient ϕ ∈ C∞(G) et s ∈ C∞,0(M, E1), on a :

M ◦ Ts⊗ϕ =
1 + B2 ⊗πG

1

1 + B2 ⊗πG
1 + 1 ⊗πG

A2
◦ Ts ◦ πG(ϕ)

=
1 + 1 ⊗πG

A

1 + B2 ⊗πG
1 + 1 ⊗πG

A2
◦ T(1+B2)s ◦ (1 + A2)−1 ◦ πG(ϕ)

= N ◦ T(1+B2)s ◦ (1 + A2)−1 ◦ πG(ϕ).

Comme (1+A2)−1◦πG(ϕ) est compact, on déduit que M ◦Ts⊗ϕ est compact car N ∈ L(E⋊G⊗πG
E2)

et T(1+B2)s ∈ L(E2, E⋊G ⊗πG
E2). De plus, l’application qui a s ∈ E1 ⋊G associe M ◦ Ts est continue

donc on obtient que ∀s ∈ E1 ⋊ G, M ◦ Ts est compact. On en déduit que M est une 0-connexion.
Pour montrer que N est une 1-connexion il suffit de vérifier que (1+B2 ⊗πG

1+1⊗πG
A2)−1 est une

0-connexion puisque M + N = 1 + (1 + B2 ⊗πG
1 + 1 ⊗πG

A2)−1. On conclut de la même manière
que précédemment puisque (1 + B2 ⊗πG

1 + 1 ⊗πG
A2)−1 = N ◦ (1 + 1 ⊗πG

A)−1.
Il reste à vérifier la condition de positivité pour les connexions. On a :

[Q(B ⊗πG
1 + 1 ⊗πG

A), Q(B) ⊗πG
1] = 2MQ(B)2 ⊗πG

1
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donc π⋊G
H (θ)⊗πG

1[Q(B ⊗πG
1+1⊗πG

A), Q(B)⊗πG
1]π⋊G

H ⊗πG
1 est positif modulo k(E1⋊G⊗πG

E2).
2. Pour la deuxième égalité, le produit à droite de Ind

M×M ′|B
G (a♯b) par [∆B] permet de voir

le module E1 ⊗ E2 comme un module sur C(B).

1.3.4 Excision de la classe indice

Dans cette section, on montre une propriété d’excision qui permet de ramener le calcul de
l’indice d’une famille d’opérateurs G-transversalement elliptique le long des fibres sur un ouvert
au-dessus de B au calcul de l’indice d’une famille d’opérateurs G-transversalement elliptique sur
une G-fibration compacte.

On commence par un rappel de [25]. Ce dernier contient les idées utilisées dans la preuve du
théorème d’excision.

Lemme 1.3.6. [25] Soit (E , π, F ) un (A, B)-bimodule de Kasparov. Soit K1 la C∗-sous-algèbre de
k(E) engendrée par [π(a), F ] , π(a)(F 2 − 1) et π(a)(F − F ∗) pour a ∈ A et les multiples par A, F
et F ∗. Soit E1 le B-sous-module fermé de E engendré par K1E. Ce module E1 est appelé le support
de (E , π, F ). Il est stable par l’action de A et de F . Notons F1 la restriction de F à E1. Les classes
de (E1, π, F1) et (E , π, F ) coïncident dans KK(A, B).

Démonstration. Soit Ẽ le sous-C(B) ⊗ C([0, 1])-module hilbertien de E ⊗ C([0, 1]) donné par Ẽ =
{e ∈ Ẽ|e(1) ∈ E1}. Soit F̃ l’opérateur définit par F̃ (e)(t) = F (e(t)), ∀e ∈ Ẽ et soit π̃ : A →
L(Ẽ) défini par π̃(ϕ)(e)(t) = π(ϕ)(e(t)). Alors (Ẽ , π̃, F̃ ) définit une homotopie entre (E , π, F ) et
(E1, π, F|E1

).

Nous utilisons le lemme suivant démontré dans [1] lemme 3.6 dans le cadre où B est le point,
voir aussi [3]. La preuve étant identique est omise ici. Soit U un ouvert d’une G-fibration compacte
p : M → B, l’action de G sur B étant triviale. Notons j : U →֒ M l’inclusion. Soit π : T V U → U
la projection du fibré tangent vertical défini par T V U = ker((p ◦ j)∗), T V U est alors un ouvert de
T V M . On note T V

G U = T V U ∩ TGM .

Lemme 1.3.7. Chaque élément a ∈ KG(T V
G U) peut être représenté par un complexe homogène sur

T V U de degré 0

0 // π∗E0 a // π∗E1 // 0

tel qu’en dehors d’un compact de U , les fibrés E0 et E1 sont triviaux et a est l’identité.

On a le théorème d’excision suivant.

Théorème 1.3.8. Soit j : U →֒ M un G-plongement ouvert. On suppose que p : M → B est une
G-fibration de variétés compactes et que l’action de G sur B est triviale.

Alors la composition KG(T V
G U)

j∗ // KG(T V
G M) IndM|B

// KK(C∗G, C(B)) ne dépend pas de
j.

Démonstration. Soit a ∈ KG(T V
G U). On note πV : T V U → U la projection. On commence par

représenter a par un symbole d’ordre 0 sur T V U

0 // πV ∗E+ σ // πV ∗E− // 0 ,
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trivial en dehors d’un compact K de U en utilisant le lemme 1.3.7. On note E = E+ ⊕ E−.
L’inclusion j définit une application j∗ en KG-théorie :

j∗ : KG(T V
G U) → KG(T V

G M).

L’application j∗ consiste à prendre la classe de l’extension de σ trivialement en dehors de U sur
M .
On note j∗E le fibré E étendu trivialement en dehors de U , E = C∞,0(M, j∗E)

C(B)
. On choisit une

famille P̃ d’opérateurs pseudodifférentiels associée à σ sur U tel que P̃ est l’identité en dehors du
support L de σ, c’est à dire si s ∈ C∞,0

c (U \ L, E+) alors P̃ s ∈ C∞,0
c (U \ L, E−) et est donné par

P (s)(x) = (ψ−
x )−1 ◦ ψ+

x )(s(x)),

où ψ± sont les trivialisations de E± en dehors de L. On note comme d’habitude P l’opérateur(
0 P̃ ∗

P 0

)
. Soit θ ∈ C∞,0

c (U, [0, 1]) une fonction égale à 1 sur L et dont le support est noté L′.

En utilisant une telle fonction θ, on étend par l’identité la famille d’opérateurs P sur M , et on
note j∗P cet opérateur sur M . Cette famille j∗P a pour symbole j∗σ et est G-transversalement
elliptique le long des fibres de p : M → B. Soit E la complétion de C∞,0(M, j∗E) comme C(B)-
module hilbertien défini comme à la section 1.2.3. On obtient alors une classe indice IndM|B(j∗P ) =
[E , π, j∗P ]. L’application j permet de voir C∞,0

c (U, E) comme sous-module de E . On note EU⊂M

la complétion de C∞,0
c (U, E) dans E . L’opérateur j∗P préserve le sous-module fermé EU⊂M . En

effet, si s ∈ C∞,0
c (U, E) alors j∗P (s) = P (s) ∈ C∞,0

c (U, E). De plus, la représentation π de C∗G
préserve EU⊂M . En effet, π préserve C∞,0

c (U, E) puisque U est un ouvert G-invariant de M donc
EU⊂M . On obtient donc une classe bien définie [EU⊂M , π, j∗P|EU⊂M

] ∈ KK(C∗G, C(B)). Le cycle
ainsi obtenu est aussi un représentant de la classe indice IndM|B(j∗P ) de j∗P . En effet, grâce au
lemme de Connes-Skandalis rappelé ci-dessus (voir Lemme 1.3.6), il suffit de montrer que les deux
cycles admettent même support, car alors les opérateurs restreints coïncideront comme nous allons
le voir. Or cela est clair dans notre situation puisque si χ ∈ C∞,0

c (U, [0, 1]) est une fonction égale
à 1 sur le support de θ alors ((j∗P )2 − id)(s) = ((j∗P )2 − id)(χs).
Soit maintenant U ′ un ouvert d’une fibration p′ : M ′ → B difféomorphe à U , on note j′ : U ′ →֒
M ′ l’inclusion. Notons f : U → U ′ le difféomorphisme, on suppose en outre que p ◦ j = (p ◦
j′) ◦ f . La classe de l’élément a ∈ KG(T V

G U) vu comme élément de KG(T V
G U ′) en utilisant f

peut être représentée par (f−1)∗σ. On associe à (f−1)∗σ l’opérateur (f−1)∗Pf ∗ que l’on étend par
l’identité sur M ′ en un opérateur j

′

∗P . On obtient alors comme pour U encore une classe indice
IndM ′|B(j

′

∗P ) = [E ′
, π

′
, j

′

∗P ] en complétant C∞,0(M ′, j
′

∗(f
−1)∗E). On définit un sous-module fermé

E ′

U ′⊂M ′ de manière similaire à EU⊂M . On obtient alors que IndM ′B(j
′

∗P ) = [E ′

U ′⊂M ′ , π
′
, j

′

∗P|
E

′

U′⊂M′

].

Mais le cycle (E ′

U ′⊂M ′ , π
′
, j

′

∗P|
E

′

U′⊂M′

) est alors unitairement équivalent au cycle (EU⊂M , π, j∗P|EU⊂M
).

En effet, si (µb)b∈B et (µ
′

b)b∈B désignent respectivement les familles de mesures de type Lebesgue
sur respectivement M et M ′ utilisées dans la définition des classes indices précédentes alors on note
h = (hb)b∈B la famille continue de dérivée de Radon-Nikodym associée au-dessus de U identifié à
U ′ en utilisant f . On obtient alors un unitaire V : EU⊂M → EU ′⊂M ′ donné par s →

√
h(f−1)∗s.

De plus, V −1(f−1)∗Pf ∗V =
1√
f ∗h

P
√

f ∗h et V −1π
′
(ϕ)V =

1√
f ∗h

π(ϕ)
√

f ∗h qui donne un cycle
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unitairement équivalent à (EU⊂M , π, j∗P|EU⊂M
). Donc la classe indice ne dépend pas du plongement

j choisi.

Remarque 1.3.9. L’équivalence entre les cycles (E , π, j∗P ) et (EU⊂M , π, j∗P|EU⊂M
) peut être dé-

duite plus immédiatement en s’inspirant de la preuve du lemme 1.3.6, voir appendice A [25]. En
effet, soit Ẽ le sous-C(B) ⊗ C([0, 1])-module hilbertien de E ⊗ C([0, 1]) donné par Ẽ = {e, e(1) ∈
EU⊂M}. Soit π̃ : C∗G → L(Ẽ) la représentation déduite de π en posant (π̃(ϕ)e)(t) = π(ϕ)(e(t)) et
soit F l’opérateur déduit de j∗P en posant F (e)(t) = j∗P (e(t)). On vérifie facilement que le cycle
(Ẽ , π̃, F ) est une homotopie entre (E , π, j∗P ) et (EU⊂M , π, j∗P|EU⊂M

).

1.3.5 Naturalité de l’indice et induction

On reprend ici quelques constructions de [1]. Soit G un groupe de Lie compact. Soit H un
sous-groupe fermé de G. Notons i : H →֒ G l’inclusion. Le groupe G est une G × H-variété pour
l’action donnée pour g, g′ ∈ G et h ∈ H par (g, h) · g′ = gg′h−1. Soit p : M → B une fibration
G-équivariante. On suppose encore que l’action de G sur B est triviale. On dispose d’un produit
[1] (voir aussi la section précédente) :

KH

(
T V

H M
)

⊗ KG×H

(
T ∗

GG
)

→ KG×H

(
T V

G×H(G × M)
)
.

Comme H agit librement sur G × M , l’espace Y = G ×H M est une variété qui fibre sur B et

KG×H

(
T V

G×H(G × M)
) ∼= KG

(
T V

G Y
)
.

L’opérateur 0 : C∞(G) → 0 est G-transversalement elliptique et T ∗
GG = G × {0}. De plus,

[σ(0)] ∈ KG×H(T ∗
GG) ∼= R(H) est la classe du fibré trivial. On peut alors définir une application i∗ :

KH(T V
H M) → KG(T V

G Y ) en composant le produit par [σ(0)] avec l’isomorphisme KG×H

(
T V

G×H(G ×
M)

) ∼= KG

(
T V

G Y
)
.

Rappelons maintenant la définition de l’élément i∗ ∈ KK(C∗G, C∗H) construit dans [41]. On fixe
des mesures de Haar sur H et G. On considère sur l’espace C(G) des fonctions continues sur G à
valeurs dans C la structure de L1(H)-module à droite induite par l’action de H à droite sur G :

ϕ · ψ(g) =

ˆ

H

ϕ(gh−1)ψ(h)dh, ∀ϕ ∈ C(G) etψ ∈ L1(H)

et la structure hermitienne à valeur dans L1(H) suivante :

〈f1, f2〉(h) =

ˆ

G

f̄1(g)f2(gh)dg.

On note J(G) la complétion de C(G) pour la norme ‖f‖ = ‖〈f, f〉‖1/2
C∗H induite par la structure

hermitienne. Notons πG : C∗G → LC∗H(J(G)) la représentation naturelle de C∗G induite par
l’action de G sur G à gauche.

Définition 1.3.10. [41] L’élément i∗ ∈ KK(C∗G, C∗H) est défini comme la classe du cycle
(J(G), πG, 0).
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Lemme 1.3.11. L’élément i∗ est l’image par l’équivalence de Morita entre C(G/H) ⋊ G et C∗H
de la représentation triviale de H vu comme fibré trivial G-équivariant sur G/H.

Démonstration. Dans KKG(C, C(G/H)) la représentation triviale de H est donnée par le cycle
(C(G/H), 0). Son image par la descente de Kasparov jG([C(G/H), 0]) = [C(G/H) ⋊ G, πG, 0] est
un élément de KK(C∗G, C(G/H)⋊G). Le cycle fourni par l’équivalence de Morita est [J(G), ρ, 0],
où ρ : C(G/H) ⋊ G → LC∗H(J(G)) est donnée par ρ(θ)s(g) =

´

G
θ(t, g)s(t−1g)dt pour θ ∈

C(G, C(G/H)) et s ∈ C(G).

Lemme 1.3.12. Notons χH
0 la classe dans KK(C, C∗H) de la représentation triviale de H. On a

l’égalité suivante :
i∗ = χH

0 ⊗C∗H jH
(
IndG|⋆([σ(0)])

)
∈ KK(C∗G, C∗H).

Démonstration. Montrons que C ⊗C∗H (L2(G) ⋊ H) est unitairement isomorphe à J(G). Soit U :
C ⊗ C(H, C(G)) → C(G) l’application linéaire définie par U(λ ⊗ s)(g) = λ

´

H
s(h, gh−1)dh, pour

λ ∈ C et s ∈ C(H, C(G)). L’action ρH de C∗H sur L2(G) ⋊ H déduite de π⋊H
G est donnée par

ρH(ψ)s(h, g) =

ˆ

H

ψ(k)s(k−1h, k−1g)dk, pour ψ ∈ C∞(H) et s ∈ C∞(H, C(G)).

Ici λ · ψ est le scalaire λ
´

H
ψ(k)dk. Soient λ ∈ C, ψ ∈ C∞(H) et s ∈ C∞(H, C(G)), on a alors

U(λ ⊗ ρH(ψ)s)(t) = λ

ˆ

H

ˆ

H

ψ(k)s(k−1u, tu−1k)dkdu,

en effectuant le changement de variable classique k−1u = r, il vient :

U(λ ⊗ ρH(ψ)s)(t) = λ

ˆ

H

ˆ

H

ψ(k)s(r, tr−1)dkdu = U(λ · ψ ⊗ s)(t).

On en déduit que U induit une application sur C ⊗C∗H L2(G) ⋊ H que l’on note encore U . L’ap-
plication U est C∗H-linéaire. En effet, pour ψ ∈ C(H) et s ∈ L2(G) ⋊ H, on a :

U(s · ψ)(g) =

ˆ

H

ˆ

H

s(h, gh−1k−1)ψ(k)dkdh = U(s) · ψ(g).

Vérifions que U est unitaire. Soient s et s′ ∈ C ⊗ C(H, C(G)). D’une part, on a :

〈U(s), U(s′)〉J(G)(h) =

ˆ

G

U(s)(g)U(s′)(gh)dg =

ˆ

G

ˆ

H

ˆ

H

s(k, gk−1)s′(t, ght−1)dkdtdg,

d’autre part, on a :

〈s, s′〉C⊗C∗HL2(G)⋊H(h) =
´

H
〈s(k), ρH(1)s′(kh)〉L2(G)dk

=
´

H

´

H

´

G

´

H
s(k, g1)s

′(u−1kh, g1u)dkdudg1.

En effectuant le changement de variables t = u−1kh, il vient :

〈s, s′〉C⊗C∗HL2(G)⋊H(h) =

ˆ

H

ˆ

G

ˆ

H

s(k, g1)s
′(t, g1kht−1)dkdtdg1.
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En effectuant le changement de variable g = g1k, il vient :

〈s, s′〉C⊗C∗HL2(G)⋊H(h) =

ˆ

H

ˆ

G

ˆ

H

s(k, gk−1)s′(t, ght−1)dtdgdk,

d’où 〈s, s′〉C⊗C∗HL2(G)⋊H = 〈U(s), U(s′)〉J(G).
Vérifions enfin que U(C ⊗ρH

C(H, C(G)) est dense dans C(G). Soit φ ∈ C(G). Soit un une unité
approchée pour l’algèbre de convolution C(H). Notons sn = 1 ⊗ρH

(un ⊗ φ). On a alors ‖U(sn) −
φ‖J(G) qui tend vers 0 quand n tend vers l’infini. En effet, ‖(U(sn) − φ)∗ ⋆ (U(sn) − φ)‖L1(H) ≤
‖U(sn) − φ‖2

2 et on a :

‖U(sn) − φ‖2
2 =

´

G

∣∣∣
´

H
un(h)1/2un(h)1/2φ(gh−1) − φ(g)dh

∣∣∣
2
dg

≤
´

G

´

H
un(h)dh

´

H
un(h)

∣∣∣φ(gh−1) − φ(g)
∣∣∣
2
dhdg

=
´

H
un(h)‖τh−1(φ) − φ‖2

2dh,

où τh−1 est la translation à droite par h−1 qui est une application continue de C(G) vers C(G) en
norme 2. De plus, le support de un se concentre sur l’élément neutre de H quand n tend vers l’infini
donc ‖U(sn) − φ‖2

2 tend vers 0 puisque ‖τh−1(φ) − φ‖2
2 tend vers 0 lorsque h tend vers l’élément

neutre de H.
Il est clair aussi que, l’opérateur U entrelace λ ⊗ρH

1 et πG. En effet, l’action de G est à gauche
et l’action de H est à droite de sorte que U ◦ π⋊H

G (θ) = πG(
´

H
θ(h)dh) ◦ U , ∀θ ∈ C(H, C(G)).

Rappelons pour finir cette preuve que le produit de Kasparov de deux cycles (E1, π1, 0) ∈ E(A, B)
et (E2, π2, 0) ∈ E(B, C) est donné par (E1 ⊗π2 E∈, π1 ⊗π2 1, 0) ∈ E(A, C) puisque π1 ⊗π2 1 est alors
compact, voir par exemple [50] [Proposition 4.7].

On note aussi i∗ : KK(C∗H, C(B)) → KK(C∗G, C(B)) le produit de Kasparov à gauche par
i∗ ∈ KK(C∗H, C∗G).

Théorème 1.3.13. [1] Le diagramme suivant est commutatif.

KH

(
T V

H M
)

i∗ //

IndM|B

��

KG

(
T V

G Y
)

IndY|B

��
KK(C∗H, C(B))

i∗

// KK(C∗G, C(B))

Démonstration. Soit a ∈ KH(T V
H M). Par multiplicativité de l’indice, on a :

IndG×M|B(a · [σ(0)]) = jH
(
IndG|⋆([σ(0)])

)
⊗C∗H IndM|B(a).

De plus, l’isomorphisme KG×H

(
T V

G×H(G×M)
) ∼= KG(T V

G Y ) envoie a · [σ(0)] sur i∗(a) par définition

de i∗. Par le théorème 1.3.3, on sait que IndY|B(i∗(a)) = χH
0 ⊗C∗H IndG×M|B(a · [σ(0)]). On déduit :

IndY|B(i∗(a)) = χH
0 ⊗C∗H

[
jH

(
IndG|⋆([σ(0)])

)
⊗C∗H IndM|B(a)

]
.

D’après le lemme précédent, on a i∗ = χH
0 ⊗C∗H jH

(
IndG|⋆([σ(0)])

)
∈ KK(C∗G, C∗H). On obtient

alors le résultat par associativité du produit de Kasparov.
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Remarque 1.3.14. [1] Tout groupe compact peut être plongé dans un groupe unitaire donc par
le théorème précédent, on peut ramener le calcul de l’indice à un groupe G connexe. Il n’est
pas en général possible de restreindre à un sous-groupe fermé quelconque. Toutefois si G0 est la
composante de l’identité d’un groupe de Lie compact G alors T V

G M = T V
G0

M et on peut alors
restreindre à G0. Il y a malheureusement une perte d’information puisque l’application naturelle
C−∞(G) → C−∞(G0) n’est pas injective (si G est par exemple fini, c’est la différence entre le
nombre de Lefschetz et l’indice).

Il est aussi possible de ramener le calcul de la flèche d’indice à celui correspondant à un tore,
et on procède maintenant à la construction de la flèche d’induction. Notons d’abord que si M
est une G-fibration compacte alors l’application (g, m) → (gH, g · m) est un difféomorphisme G-
équivariant de la G-fibration Y = G ×H M sur G/H × M . Supposons donc que G est connexe et
que H est un tore maximal de sorte que l’espace homogène G/H est une variété complexe donc
K-orientée. On dispose alors d’un opérateur de Dolbeault ∂ sur G/H dont l’indice G-équivariant
est Ind(∂) = 1 ∈ R(G). Par multiplicativité de l’indice, on a le diagramme commutatif suivant :

KG(T V
G M)

IndM|B

��

⊗
KG(T ∗(G/H)) //

IndG/H|⋆

��

KG(T V
G Y )

IndY|B

��
KK(C∗G, C(B))

⊗
KKG(C,C) // KK(C∗G, C(B)).

La multiplication par le symbole [σ(∂)] ∈ KG(T ∗(G/H)) induit donc un morphisme

k : KG(T V
G M) → KG(T V

G Y )

qui respecte la flèche d’indice.

Théorème 1.3.15. Soit H un tore maximal d’un groupe connexe G. Notons r = (i∗)
−1 ◦ k :

KG(T V
G M) → KH(T V

H M) la composition de l’homomorphisme k avec l’inverse de i∗. Le digramme
suivant est commutatif :

KG(T V
G M) r //

IndM|B

��

KH(T V
H M)

IndM|B

��
KK(C∗G, C(B)) KK(C∗H, C(B)).

i∗

oo

Démonstration. Le diagramme suivant est commutatif :

KG(T V
G M) k //

IndM|B

��

KG(T V
G Y )

IndY|B

��
KK(C∗G, C(B)) =

// KK(C∗G, C(B)).
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En effet, si a ∈ KG(T V
G M), on a :

IndY|B(k(a)) = IndY|B(a · [σ(∂)])

= jG
(
Ind(∂)

)
⊗C∗G IndM|B(a)

= jG
(
1

)
⊗C∗G IndM|B(a)

= 1 ⊗C∗G IndM|B(a)
= IndM|B(a).

En appliquant le théorème précédent, on obtient que le diagramme suivant est commutatif :

KG(T V
G M) k //

IndM|B

��

KG(T V
G Y )

IndY|B

��

KH(T V
H M)

i∗oo

IndM|B

��
KK(C∗G, C(B)) =

// KK(C∗G, C(B)) KK(C∗H, C(B)).
i∗

oo

Nous terminons ce chapitre par le théorème 1.3.16 ci-dessous qui montre la compatibilité de
la flèche d’indice G-transverse avec les flèches de Gysin. Soit donc j : M →֒ M ′ une inclusion de
G-variétés compatible avec les projections p : M → B et p′ : M ′ → B, avec M compacte. Suivant
[1], on va définir un morphisme de R(G)-modules j! : KG(T V

G M) → KG(T V
G M ′).

Soit N un voisinage tubulaire ouvert G-invariant de M dans M ′. Alors N est une G-variété et elle
peut être identifiée avec le fibré normal de M dans M ′. Le fibré T V M est une sous-G-variété fermée
de T V M ′ et le voisinage tubulaire U de T V M dans T V M ′ peut être identifié avec le fibré vectoriel
sur T V M obtenu en relevant N ⊕ N par la projection π : T V M → M . L’algèbre extérieure de
π∗(N ⊗C) définit un complexe sur T V N qui est exact en-dehors de la section nulle T V M ⊂ T V N . Il
est noté

∧
(T V N). Notons q : T V

G N → T V
G M la projection. Si E est un complexe sur T V

G M à support
compact alors le produit

∧
(T V N)|TGN ⊗ q∗E est à support compact sur T V

G N . La multiplication
par

∧
(T V N) définit un morphisme de R(G)-modules

φ : KG(T V
G M) → KG(T V

G N),

appelé homomorphisme de Thom. Comme T V
G N est un ouvert de T V

G M ′, l’inclusion induit une
application

k∗ : KG(T V
G N) → KG(T V

G M ′).

La composition de ces deux morphismes donne l’application de Gysin désirée

j! : KG(T V
G M) → KG(T V

G M ′).

Théorème 1.3.16. [1] Soit j : M →֒ M ′ un G-plongement de fibrations sur B avec M compacte.
Le diagramme suivant est commutatif :

KG(T V
G M)

j! //

IndM|B

��

KG(T V
G M ′)

IndM′|B

��
KK(C∗G, C(B)) =

// KK(C∗G, C(B))
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où IndM′|B est bien définie grâce au théorème d’excision 1.3.8.

Démonstration. Par la propriété d’excision, l’indice commute avec k∗. Il suffit donc de montrer le
théorème dans le cas d’un G-fibré vectoriel réel N sur M et où j : KG(T V

G M) → KG(T V
G N) est le

morphisme de Thom. On peut écrire N = P ×O(n) R
n, où P est un O(n)-fibré principal sur M .

L’action de G sur P commutent avec l’action de O(n) et l’action de G sur Rn est triviale. On a le
produit suivant :

KG×O(n)(T
V
G×O(n)P ) ⊗ KG×O(n)(TR

n) → KG×O(n)(T
V
G×O(n)(P × R

n)).

On a les isomorphismes suivants :

q∗
1 : KG(T V

G M) → KG×O(n)(T
V
G×O(n)P )

q∗
2 : KG(T V

G N) → KG×O(n)(T
V
G×O(n)(P × Rn)).

On obtient donc un produit

KG(T V
G M) ⊗ KG×O(n)(TR

n) → KG(T V
G N).

L’inclusion de l’origine dans Rn induit un morphisme de Bott i! : R(O(n)) → KO(n)(TRn) et
on a Ind(i!(1)) = 1 ∈ KKO(n)(C,C) d’après [3]. Comme G agit trivialement sur Rn, il vient que
Ind(i!(1)) = 1 ∈ KKG×O(n)(C,C). Le produit par i!(1) fait commuter le diagramme

KG(T V
G M)

j! //

q∗
1

��

KG(T V
G N)

q∗
2

��
KG×O(n)(T

V
G×O(n)P )

·i!(1)
// KG×O(n)(T

V
G×O(n)(P × Rn))

on en déduit que si a ∈ KG(T V
G M),

IndP×Rn|B(q∗
2(j!(a)) = IndP×Rn|B(q∗

1(a) · i!(1)).

Par multiplicativité de l’indice, il vient :

IndP×Rn|B(q∗
2(j!(a)) = jG×O(n)

(
1

)
⊗C∗G⊗C∗O(n) IndP|B(q∗

1(a)).

De plus, on a les égalités suivantes par 1.3.3 :

IndM|B(a) = χ
O(n)
0 ⊗C∗O(n) IndP|B(q∗

1(a)),

IndN |B(j!(a)) = χ
O(n)
0 ⊗C∗O(n) IndP×Rn|B(q∗

2(j!(a)),

où χ
O(n)
0 est la représentation triviale de O(n). On obtient finalement que IndM|B(a) = IndN|B(j!(a))

car jG×O(n)(1) = 1.

Remarque 1.3.17. — Les différentes propriétés de naturalité de l’indice permettent de ra-
mener le problème du calcul de l’indice à une fibration du type B × Rn → B et l’action
d’un tore H sur Rn.

— Dans ce chapitre, nous avons supposé que B est une variété pour simplifier. Toutes les
constructions présentées se transposent en utilisant le formalisme de [5].
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Chapitre 2

Passage en homologie cyclique

On souhaite obtenir des formules en cohomologie pour l’indice d’une familles d’opérateurs G-
invariantes G-transversalement elliptique le long des fibres. On va utiliser la cohomologie locale
[70] comme théorie cohomologique. On va utiliser les théorèmes de coefficients universels en KK-
théorie [73] et en HL-théorie [58] pour la classe indice d’une famille d’opérateurs G-invariants
G-transversalement elliptiques le long des fibres. Les théorèmes de coefficients universels (UCT)
sont rappelés en annexe.

2.1 Calcul de la cohomologie cyclique périodique de C∞(G)

(d’après Natsume-Nest)

On note Hn
λ (A) le n-ième groupe de cohomologie cyclique introduit dans [26].

Définition 2.1.1. Soit e un projecteur non nul d’une C∗-algèbre A. On dit que e est un projecteur
minimal si eAe = Ce.

Pour tout π ∈ Ĝ choisissons un projecteur minimal eπ ∈ End(Vπ). Notons e0 le projecteur mini-
mal correspondant à la représentation triviale de dimension 1. Soient α et β les deux applications
de S(Ĝ) dans S(Ĝ) ⊗ K définies par :

α(A)π = Aπ ⊗ e0

β(A)π = eπ ⊗ Aπ.

L’algèbre K est contenue dans les opérateurs traçables. On note Tr la trace sur K.

Proposition 2.1.2 ([60]). 1. Soit ϕ un cocycle cyclique sur S(Ĝ), alors on a :

[α∗(ϕ♯Tr)] = [ϕ] dans Hn
λ (S(Ĝ))

2. a. Si n est impair alors [β∗(ϕ♯Tr)] = 0.

b. Si n = 2k est pair alors [β∗(ϕ♯Tr)] =
1

(2πi)kk!

∑

π∈Ĝ

ϕ(eπ, · · · , eπ)Skχπ dans Hn
λ (S(Ĝ)).

61
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Démonstration. 1. On a

α∗(ϕ♯Tr)(A0, · · · , An) = ϕ♯Tr(A0 ⊗ e0, · · · , An ⊗ e0) = ϕ(A0, · · · , An)Tr((e0)
n)

= ϕ(A0, · · · , An)
.

2. On identifie End(Vπ) avec Hom(C, End(Vπ)), on a alors :

β∗(ϕ♯Tr)(A0, · · · , An) = ϕ♯Tr(e ⊗ A0, · · · , e ⊗ An)

=
∑

π0,··· ,πn

ϕ(eπ0 , · · · , eπn)Tr(A0
π0

· · · An
πn

),

mais A0
π0

· · · An
πn

Ó= 0 si et seulement si π0 = π1 = · · · = πn. On obtient donc que

β∗(ϕ♯Tr)(A0, · · · , An) =
∑

π

ϕ(eπ, · · · , eπ)Tr(A0
π · · · An

π).

Maintenant, comme ϕ est cyclique, il vient que si n est impair alors

ϕ(eπ, · · · , eπ) = (−1)nϕ(eπ, · · · , eπ) = −ϕ(eπ, · · · , eπ)

donc ϕ(eπ, · · · , eπ) = 0, ∀π ∈ Ĝ. De plus, d’après [24], on sait que Skχπ(A0, · · · , An) =
(2iπ)kk!Tr(A0

π · · · An
π).

Proposition 2.1.3 ([60]). Il existe un chemin d’homomorphismes ρt : S(Ĝ) → S(Ĝ) ⊗ K avec
ρ0 = α et ρ1 = β tel que ∀A ∈ S(Ĝ), l’application qui à t ∈ [0, 1] associe ρt(A) est différentiable.

Démonstration. Soient respectivement ǫπ,0 et ǫ0,π les isométries partielles respectivement de e0 vers
eπ et de eπ vers e0. On a ǫ∗

0,π = ǫπ,0, ǫπ,0ǫ0,π = eπ, ǫ0,πǫπ,0 = e0, ǫ0,πeπ = e0ǫ0,π et eπǫπ,0 = ǫπ,0e0.
Notons 1π l’identité de Vπ et 1 l’identité de L2(Ĝ) ⊗ L2(Ĝ). Posons

U =
∑

π

1π ⊗ (ǫπ,0 + ǫ0,π) + 1 −
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ).

L’opérateur U est auto-adjoint et unitaire, l’opération d’adjonction étant prise dans l’algèbre des
multiplicateurs de S(Ĝ) ⊗ K. En effet,

U∗U =
∑

π

1π ⊗ (ǫ0,π + ǫπ,0)(ǫ0,π + ǫπ,0) +
∑

π

1π ⊗ (ǫ0,π + ǫπ,0) −
∑

π

1π ⊗ (ǫ0,π + ǫπ,0)(e0 + eπ)

+
∑

π

1π ⊗ (ǫ0,π + ǫπ,0) + 1 −
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ) −
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ)(ǫ0,π + ǫπ,0)

−
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ) +
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ).

(2.1)
On a alors le premier terme qui se simplifie avec le sixième, le second avec le troisième, le quatrième
avec le septième et le huitième avec le neuvième. On a donc bien U∗U = 1. Soit Wπ l’unitaire de
End(Vπ ⊗Vπ) tel que Ad(Wπ) soit donné par Ad(Wπ)(Aπ ⊗Bπ) = Bπ ⊗Aπ dans End(Vπ)⊗End(Vπ).
Posons

V =
∑

π

Wπ + 1 −
∑

π

1π ⊗ 1π,
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c’est un élément de B(L2(Ĝ) ⊗ L2(Ĝ)) qui est unitaire. En effet, on a :

V ∗V =
∑

π

W ∗
π Wπ +

∑

π

W ∗
π −

∑

π

W ∗
π (1π ⊗ 1π) +

∑

π

Wπ + 1

−
∑

π

1π ⊗ 1π −
∑

π

(1π ⊗ 1π)Wπ −
∑

π

1π ⊗ 1π +
∑

π

1π ⊗ 1π.
(2.2)

Ici le premier terme se simplifie avec le cinquième, le deuxième avec le troisième, le quatrième avec
le septième et le huitième avec le neuvième. On obtient bien V ∗V = 1. Maintenant, vérifions que
Ad(V U)α(A) = β(A), ∀A ∈ S(Ĝ). On commence par calculer Ad(U)α(A), on a :

Ad(U)α(A)

= (
∑

π

1π ⊗ (ǫπ,0 + ǫ0,π) + 1 −
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ))A ⊗ e0(
∑

π

1π ⊗ (ǫπ,0 + ǫ0,π) + 1 −
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ))

= (
∑

π

Aπ ⊗ ǫπ,0 + A ⊗ e0 −
∑

π

Aπ ⊗ e0)(
∑

π

1 ⊗ (ǫπ,0 + ǫ0,π) + 1 −
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ)).

En simplifiant A ⊗ e0 avec
∑
π

Aπ ⊗ e0, il vient :

Ad(U)α(A)

=
∑

π

Aπ ⊗ ǫπ,0(
∑

π

1π ⊗ (ǫπ,0 + ǫ0,π) + 1 −
∑

π

1π ⊗ (e0 + eπ))

=
∑

π

Aπ ⊗ eπ +
∑

π

Aπ ⊗ ǫπ,0 −
∑

π

Aπ ⊗ ǫπ,0

=
∑

π

Aπ ⊗ eπ.

Calculons Ad(V )
∑

π

Aπ ⊗ eπ. On a :

Ad(V U)α(A) = V (
∑

π

Aπ ⊗ eπ)V ∗

= (
∑

π

WπAπ ⊗ eπ +
∑

π

Aπ ⊗ eπ −
∑

π

Aπ ⊗ eπ)(
∑

π

W ∗
π + 1 −

∑

π

1π ⊗ 1π)

=
∑

π

Wπ(Aπ ⊗ eπ)W ∗
π

=
∑

π

eπ ⊗ Aπ.

On a donc bien Ad(V U)α(A) = β(A).
De plus, Ad(V U) est connecté à l’identité par un chemin C∞ dans les multiplicateurs de S(Ĝ)⊗K.
En effet, V U est unitaire donc connecté à l’identité par [48] et ce chemin Ht d’unitaires est bien
dans Aut(S(Ĝ) ⊗ K) car ∀t sa norme est 1 donc (1 + λπ + λπ′)k‖Htu‖ ≤ (1 + λπ + λπ′)k‖u‖. En
utilisant le calcul fonctionnel borélien, si on écrit V U = eiA avec A auto-adjoint alors eitA est une
homotopie C∞ entre l’identité et V U dans Aut(S(Ĝ) ⊗ K).

Théorème 2.1.4 ([60]).

1. Si m est impair alors SHm
λ (C∞(G)) est réduit à zéro dans Hm+2

λ (C∞(G)). En particulier,
HP 1(C∞(G)) = 0.

2. Si m = 2n est pair alors SHm
λ (C∞(G)) = Sn+1(O(Ĝ)) dans H2n+2

λ (C∞(G)). De plus,
l’application canonique définie à la proposition C.0.7

O(Ĝ) −→ HP 0(C∞(G))
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est un isomorphisme.

Démonstration. Soit ϕ ∈ Hm
λ (C∞(G)). D’après la proposition précédente, on sait que α∗(ϕ♯Tr) −

β∗(ϕ♯Tr) ∈ ker(S) donc que
Sϕ = S(β∗(ϕ♯Tr)).

1. Si m est impair alors β∗(ϕ♯Tr) = 0 donc Sϕ = 0.

2. Si m = 2n est pair alors Sϕ = S

(
1

(2πi)nn!

∑
π

ϕ(eπ, · · · , eπ)Snχπ

)
. Il reste à vérifier que

l’application qui à π associe ϕ(eπ, · · · , eπ) dim Vπ est dans O(Ĝ), c’est-à-dire

sup
π

|ϕ(eπ, · · · , eπ)| dim Vπ(1 + λπ)−n < ∞.

Comme ϕ est continue, on a que |ϕ(eπ, · · · , eπ)| ≤ C‖eπ‖n
k donc puisque dim Vπ est dans

O(Ĝ), on obtient que ϕ(eπ, · · · , eπ) dim Vπ ∈ O(Ĝ).
Maintenant, montrons que O(Ĝ) −→ HP 0(C∞(G)) est un isomorphisme. La surjectivité
découle de ce qui précède. Montrons donc l’injectivité. Soit f ∈ O(Ĝ) tel que τf = 0 dans
HP (C∞(G)). Il existe n tel que Snτf = 0, c’est-à-dire tel que

∑
π

dim Vπf(π)Snχπ = 0. Soit

{ρπ}π∈Ĝ une famille de projecteurs engendrant K0(C
∗G) =

⊕
π
Z. On a χπ(ρπ′) = δπ,π′ . Par

[26] proposition 14, on a que

Snχπ(ρπ′ , · · · , ρπ′) = (2πi)nn!χπ(ρπ′) = (2πi)nn!δπ,π′ ,

donc on obtient que f(π) = 0 ∀π et donc que f = 0.

2.2 Application à la classe indice

On note HL(A, B) l’homologie cyclique locale bivariante de la paire de C∗-algèbres (A, B)
introduite par M. Puschnigg dans [70]. On dispose d’un caractère de Chern-Connes en homologie
cyclique locale bivariante. Ce caractère de Chern-Connes dispose de toutes les bonnes propriétés
attendues. En effet, on a le théorème suivant :

Théorème 2.2.1. [70] Soient A et C des C∗-algèbres séparables. Il existe une transformation
naturelle

ChHL : KK(A, C) → HL(A, C).

On souhaite appliquer les théorèmes de coefficients universels en K-théorie bivariante et en
homologie local cyclique bivariante rappelés en Annexe B. On doit alors vérifier que C∗G est dans
la classe N .

Lemme 2.2.2. Soit K un groupe compact. On note (Vπ)π∈K̂ les représentations unitaires irréduc-

tibles de K et
⊕̂

π∈K̂

End(Vπ) la complétion de la somme directe des End(Vπ) pour la norme uniforme
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correspondant à la structure hermitienne sur Vπ. La C∗-algèbre du groupe K est isomorphe à⊕̂

π∈K̂

End(Vπ).

Démonstration. [72] On va montrer que l’image par la représentation régulière gauche de K est
donnée par les opérateurs de la forme

∑
Aπ ⊗ idπ, avec Aπ ∈ End(Vπ) et ‖Aπ‖ → 0 quand π → ∞,

c’est-à-dire ∀ε > 0 ∃J ⊂ K̂ fini tel que sup
π /∈J

‖Aπ‖ < ε. On note ‖A‖2 la norme de Hilbert-Schmidt.

Si f ∈ L2(K) alors on a
∑
π

dim Vπ‖π(f)‖2
2 = ‖f‖2

L2(K) < ∞ donc on obtient que ‖π(f)‖2 → 0

quand π tend vers l’infini. Comme la norme d’endomorphismes est majorée par la norme de
Hilbert-Schmidt, on obtient que ‖π(f)‖ tend vers 0 quand π tend vers l’infini. De plus, L2(K)
est dense dans L1(K) car on a les inclusions C(K) ⊂ L2(K) ⊂ L1(K) donc pour toute f dans
L1(K) on a ‖π(f)‖ qui tend vers 0 quand π tend vers l’infini. Et donc ∀f ∈ C∗K, ‖π(f)‖ → 0
quand π → ∞. Donc l’image de C∗K par la représentation régulière gauche de K est contenue
dans l’ensemble des opérateurs de la forme

∑
Aπ ⊗ idπ avec Aπ ∈ End(Vπ) et ‖Aπ‖ → 0 quand

π → ∞, car on a λ(f) =
∑

π(f) ⊗ idπ avec ‖π(f)‖ → 0.
Réciproquement, il suffit de vérifier que l’image de C∗K par la représentation régulière gauche
contient la somme directe algébrique des End(Vπ). On a que λ(Cπ

ei,ej

√
dim Vπ) est donné par

1√
dim Vπ

Eπ
ij ⊗ idπ, où Eπ

ij est la matrice élémentaire. En effet, on a :

λ(
√

dim VπCπ
ei,ej

)
√

dim Vπ′Cπ′

ek,el
= Cπ

ei,el
δjkδπ,π′ ,

par le lemme 1.2.3. Comme les Eπ
ij engendrent

⊕
End(Vπ), on obtient le résultat.

Lemme 2.2.3. [58] La C∗-algèbre d’un groupe compact métrisable K appartient à N .

Démonstration. La C∗-algèbre d’un groupe compact K est isomorphe à
⊕̂

π∈K̂

End(Vπ). Comme une

somme directe est une limite inductive et que le dual d’un groupe compact métrisable est dénom-
brable [72] proposition (5.11), on a bien que C∗K est dans N .

Remarque 2.2.4. Si K est de Lie, alors il est métrisable.

Proposition 2.2.5. L’application qui à α ∈ KK(C∗G, C(B)) associe le produit de Kasparov ⊗C∗G

par α est un isomorphisme entre les groupes KK(C∗G, C(B)) et Hom(R(G), K(B)).

Démonstration. Par le lemme 2.2.3, la C∗-algèbre de G est dans N . On peut donc appliquer le
théorème de coefficients universels en KK-théorie. De plus, R(G) est libre car R(G) ≃

⊕

π∈Ĝ

Z. Donc

on obtient par le théorème de coefficients universels que KK(C∗(G), C(B)) ≃ Hom(R(G), K(B)).

Corollaire 2.2.6. Le groupe d’homologie locale cyclique bivariante HL(C∗G, C(B)) est isomorphe
à Hom(HL(C∗G), HL(C(B)).
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème B.0.7 puisque (C∗G, C(B)) satisfait le théorème
de coefficients universels en KK-théorie car C∗G ∈ N et qu R(G) est libre.

On note Hom(IndM|B(P )) l’image de la classe indice IndM|B(P ) dans Hom(R(G), K(B)). La somme∑
V ∈Ĝ

mP (V )χV peut être vue dans Hom(R(G), K(B)) de la manière suivante :

si W =
⊕

i∈I fini
Vi est la décomposition en représentations irréductibles d’une représentation W de

G alors ∑

V ∈Ĝ

mP (V )χV : W =
⊕

i∈I fini

Vi →
∑

i∈I fini

mP (Vi).

Proposition 2.2.7. L’indice d’une famille d’opérateurs G-équivariante G-transversalement ellip-
tique est totalement déterminée par ses multiplicités et on a :

Hom(IndM|B(P )) =
∑

V ∈Ĝ

mP (V )χV .

Démonstration. Par le théorème de coefficients universels B.0.6, on sait que

KK(C∗G, C(B)) ≃ Hom(R(G), K(B)).

De plus, R(G) est un module libre isomorphe à
⊕

V ∈Ĝ

Z.

Corollaire 2.2.8. Le caractère de Chern en homologie locale cyclique de la classe indice IndM|B(P )
d’une famille d’opérateurs P G-invariante, G transversalement elliptique est donné par :

ChHL(IndM|B(P )) =
∑

V ∈Ĝ

Ch(mP (V ))χV ,

où Ch(mp(V )) ∈ H(B) est le caractère de Chern usuel de l’élément mP (V ) ∈ K(B) (ici on utilise
HL(C(B)) ≃ H(B)).

Démonstration. D’après le corollaire 2.2.6, on sait que HL(C∗G, C(B)) ≃ Hom(HL(C∗G), HL(C(B)).
Donc Ch(IndM|B(P )) est totalement déterminée par ses valeurs sur les représentations irréductibles.
On sait que le caractère de Chern en homologie locale est une transformation naturelle, donc qu’elle
respecte les produits. On a donc

ChHL(IndM|B(P )) ◦ ChHL(V ) = ChHL([V ] ⊗C∗G IndM|B(P )) = Ch(mP (V )).

2.3 Indice distributionel à valeurs dans H(B)

On suppose dans cette partie que B est une variété orientée. Suivant [1], on souhaite ob-
tenir un caractère de Chern distributionnel pour les familles d’opérateurs G-transversalement
elliptiques le long des fibres. Plus précisément, si ϕ ∈ C∞(G) on souhaite savoir si la série
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∑
V ∈Ĝ

Ch(mP (V ))〈χV , ϕ〉L2(G) est convergente. Ici la série est à valeurs dans H(B) alors que dans [1]

la série est à valeurs dans C. On va montrer que le caractère de Chern de la classe indice converge
en tant que distribution sur C∞(G) à valeurs dans la cohomologie de B si la variété B est orientée.
Pour cela, on va coupler la classe indice avec un élément de la K-homologie de B. On commence
par rappeler quelques définitions et résultats de [37].

Soit T → M un fibré vectoriel réel de dimension n′. Soit m ∈ R. Soit a une fonction complexe
de classe C∞ sur l’espace total T . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute carte locale : φ : Ω × Rn′ → T (Ω ouvert de Rdim M ; φ application de fibrés),
pour tout compact K de Ω et toute paire p ∈ Ndim M , q ∈ Nn′

de multiindices, il existe une
constante C avec ∣∣∣∣∣

∂p

∂xp

∂q

∂ξq
(a ◦ φ)(x, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C(1 + ‖ξ‖)(m−|q|),

pour tout x ∈ K, ξ ∈ Rn′
.

(ii) Il existe un recouvrement de M par des cartes vérifiant (i).
On dit que a est un symbole d’ordre m. Si a est un symbole son support Supp(a) est l’adhérence
dans M de l’ensemble {x ∈ M/∃ξ ∈ Tx, a(x, ξ) Ó= 0}. Soit Sm(M, T ) l’espace des symboles d’ordre
m à support compact. L’algèbre S0(M, T ) est une sous-algèbre involutive de l’algèbre Cb(T ) des
fonctions continues bornées sur l’espace total T , son adhérence dans Cb(T ) est notée S0

. On pose
alors

Σ(M, T ) = S0
/C0(T )

où C0(T ) est l’espace des fonctions continues nulles à l’infini sur T . Si E est un fibré hermitien sur
M , on note Sm(M, T, L(E)), Σ(M, T, L(E)) les algèbres correspondantes.

Définition 2.3.1 ([37] définition A.7.1). Soit A : C∞(M, E) → C∞(M, E) un opérateur pseu-
dodifférentiel d’ordre 0 sur M . Le symbole transverse σT V M⊥(A) ∈ Σ(M, p∗T ∗B, L(E)) est la
restriction de σ(A) à T V M⊥ = (TM/T V M)∗ ≃ p∗T ∗B.

Définition 2.3.2 ([37] définition A.7.2). Un opérateur pseudodifférentiel A : C∞(M, E) →
C∞(M, E) d’ordre 0 est dit transverse si son symbole transverse est constant le long des fibres,
c’est-à-dire

σp∗T ∗B(A)(m, ξ) = σp∗T ∗B(A)(m′, ξ),

quand p(m) = p(m′) et ξ ∈ T ∗
p(m)B.

Proposition 2.3.3 ([37] Proposition A.8). Soient E1 et E2 des fibrés hermitiens sur M (et sup-
posons que le groupoïde G1 = M ×B M agit par isométrie sur E2). Soit Q : C∞(M, E2) →
C∞(M, E2) un opérateur pseudodifférentiel transverse sur M , d’ordre 0. Soit Q′ : C∞(M, E1 ⊗
E2) → C∞(M, E1 ⊗ E2) un opérateur pseudodifférentiel, d’ordre 0 tel que

σp∗T ∗B(Q′) = 1E1⊗̂σp∗T ∗B(Q) ∈ Σ(M, p∗T ∗B, L(E1⊗̂E2)).

Alors Q′ est une Q-connexion pour E1, où E1 est le C(B)-module des sections L2 le long des fibres
de E1.
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Proposition 2.3.4 ([37] proposition A.10.2). Soit P : C∞,0(M, E1) → C∞,0(M, E1) une famille
d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0 sur M . Soit Q′ un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0
sur M tel que

σp∗T ∗B(Q′) = 1E1⊗̂σ′,

où σ′ ∈ Σ(M, p∗T ∗B, L(E2)) est constant le long des fibres. Alors [P ⊗̂1, Q′] : C∞(M, E1⊗̂E2) →
C∞(M, E1⊗̂E2) est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0 et

σ([P ⊗̂1, Q′]) = [σ(P )⊗̂1, σ(Q′)].

Remarque 2.3.5. Dans ce qui précède tous les opérateurs et tous les symboles peuvent être pris
G-invariants car G est compact.

Vérifions que l’on a un produit en K-théorie entre les symboles G-transversalement elliptiques
le long des fibres et les symboles elliptiques sur la base donnant des symboles G-transversalement
elliptiques sur M .

Lemme 2.3.6. L’application

KG(T ∗V
G M) ⊗ K(T ∗B) → KG(T ∗

GM)

définie par
(σ⊗̂1 + 1⊗̂σ′)(m, ξ) = σ(m, ξ − p∗ξ)⊗̂1 + 1⊗̂σ′(p(m), p∗ξ),

pour σ ∈ KG(T ∗V
G M), σ′ ∈ K(T ∗B) et (m, ξ) ∈ T ∗

GM induit un produit en K-théorie.

Démonstration. D’une part, l’application KG(T ∗V
G M) ⊗ K(T ∗B) → KG(T ∗V

G M × T ∗B) définie par
(σ, σ′) Ô→ σ⊗̂1 + 1⊗̂σ′ induit un produit (c’est un produit de Kasparov). D’autre part, T ∗

GM =
T ∗V

G M ×M p∗T ∗B donc par restriction du produit dans T ∗V
G M × p∗T ∗B à T ∗V

G M ×M p∗T ∗B, on
définit un produit en K-théorie à valeurs dans KG(T ∗

GM).

On peut maintenant énoncer le résultat qui nous intéresse afin de pouvoir définir un indice
distributionnel. On note C∞,0 pour désigner des applications C∞ le long des fibres et continues
par rapport à la base de p : M → B.

Théorème 2.3.7. Soit P : C∞,0(M, E1) → C∞,0(M, E1) une famille autoadjointe d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre 0 G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres. Soit
Q : C∞(B, E2) un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0 elliptique sur B. Le produit de Kasparov
de la classe [E1, π, P ] = IndM|B(P ) par [Q] ∈ KK(C(B),C) est donnée par [E1⊗̂C(B)E2, Q′], où
Q′ est un opérateur pseudodifférentiel G-invariant, G-transversalement elliptique sur M d’ordre 0
dont le symbole est donné par

σ(Q′) = σ(P )⊗̂1 + 1⊗̂p∗σ(Q).

Démonstration. Si Q′ est n’importe quel opérateur G-invariant, G-transversalement elliptique sur
M alors IndM(Q′) ∈ KK(C∗G,C) est bien défini et ne dépend que de [σ(Q′)] son symbole étant
G-transversalement elliptique. Il reste à vérifier qu’un tel Q′ est une Q-connexion pour E1 et que
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∀ϕ ∈ C∗G, π(ϕ)[P ⊗̂1, Q′]π(ϕ)∗ est positif modulo les compacts. D’une part, puisque σ(Q′)|p∗T ∗B =
1⊗̂p∗σ(Q) ∈ Σ(M, p∗T ∗B, L(E1⊗̂E2)), on obtient par la proposition 2.3.3 que Q′ est une Q-
connexion pour E1. D’autre part, on obtient par la proposition 2.3.4 que [P ⊗̂1, Q′] est un opérateur
pseudodifférentiel sur M et que son symbole est donné par

σ([P ⊗̂1, Q′]) = [σ(P )⊗̂1, σ(Q′)] = σ(P )2⊗̂1,

qui est positif. De plus, Q′ et P ⊗̂1 sont G-invariants donc ils commutent avec π(ϕ). Il reste à
vérifier que [P ⊗̂1, Q′] est positif modulo les compacts. Mais σ([P ⊗̂1, Q′]) ≥ 0 donc [P ⊗̂1, Q′] ≥ 0
modulo les compacts si on prend des opérateurs d’ordre 0.

Corollaire 2.3.8. Le couplage de la classe indice d’une famille d’opérateurs pseudodifférentiels
P d’ordre 0, G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres avec un élément de
la K-homologie KK(C(B),C) de B est donné par la classe indice d’un opérateur G-invariant,
G-transversalement elliptique sur M .

Corollaire 2.3.9. Si α est un élément de K-homologie de B alors la classe [E , π, P ] ⊗C(B) α ∈
KK(C∗G,C) ≃ Hom(R(G),C) est donnée par l’indice distributionnel d’Atiyah [1], c’est-à-dire
les multiplicités de IndM|B(P ) ⊗C(B) α sont sommables au sens des distributions sur G. Notons
m([V ] ⊗C∗G IndM|B(P ) ⊗C(B) α) l’entier associé à la multiplicité [V ] ⊗C∗G IndM|B(P ) ⊗C(B) α de V
dans IndM|B(P ) ⊗C(B) α. On a alors,

∑

V ∈Ĝ

m
(
[V ] ⊗C∗G IndM|B(P ) ⊗C(B) α

)
〈χV , ϕ〉L2(G), ∀ϕ ∈ C∞(G)G

est convergente.

Démonstration. En effet, par la proposition précédente IndM|B(P ) ⊗C(B) α est représenté par la
classe indice d’un opérateur pseudodifférentiel G-transversalement elliptique sur M . Par [1], on
sait que l’indice distributionnel d’un opérateur G-transversalement elliptique Q est tempéré sur G
et est totalement déterminé par ses multiplicités, c’est-à-dire IndM(Q) =

∑

V ∈Ĝ

mQ(V )χV est bien

défini comme distribution.

On va à présent déduire de l’étude précédente que le caractère de Chern de la classe indice
d’une famille G-invariante d’opérateurs pseudodifférentiels G-transversalement elliptique est une
distribution sur G à valeurs dans la cohomologie de la base B. Pour cela, on utilise le caractère de
Chern multiplicatif bivariant en homologie locale [70]. On montre ensuite que la somme formelle∑

V ∈Ĝ

Ch(mP (V ))χV converge au sens des distributions à valeurs dans H(B) si la variété B est

orientée.

Théorème 2.3.10. Supposons que la variété B est orientée. Le caractère de Chern en homologie lo-
cale cyclique de la classe indice d’un opérateur pseudodifférentiel P G-invariant, G-transversalement
elliptique le long des fibres est une distribution à valeurs dans la cohomologie de de Rham paire de
B. On a alors

Ch(IndM|B(P )) =
∑

V ∈Ĝ

Ch(mP (V ))χV ∈ C−∞(G, H2∗(B))G.
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Démonstration. Pour montrer que Ch(IndM|B(P )) =
∑

V ∈Ĝ

Ch(mP (V ))χV converge au sens des dis-

tributions dans C−∞(G, H2∗(B))G, on va montrer que pour toute classe C ∈ H∗(B) d’un courant de
de Rham fermé sur B, le couplage 〈Ch(IndM|B(P )), C〉 est une distribution sur G. Soit C ∈ H∗(B)
la classe d’un courant de de Rham sur B. Comme le caractère de Chern est un isomorphisme après
tensorisation par C, on obtient qu’il existe λ1, . . . , λn ∈ C et α1, . . . , αn des éléments de K∗(B) tels

que C =
n∑

i=1
λiCh(αi). On a alors 〈Ch(IndM|B(P )), C〉 =

n∑
i=0

λi〈Ch(IndM|B(P )), Ch(αi)〉. Donc il suf-

fit de vérifier que ce couplage est une distribution pour les éléments du type Ch(α), avec α ∈ K∗(B).
Maintenant si α ∈ K∗(B) alors on a 〈Ch(IndM|B(P )), Ch(α)〉 ≃ ChHL([IndM|B(P )] ⊗C(B) α) par
multiplicativité du caractère de Chern en homologie locale. D’une part, si α ∈ K1(B) alors
[IndM|B(P )] ⊗C(B) α ∈ KK1(C∗G,C) = 0 et donc 〈Ch(IndM|B(P )), Ch(α)〉 = Ch([IndM|B(P )] ⊗C(B)

α) = 0. D’autre part, si α ∈ K0(B) alors on sait par le corollaire 2.3.9 que [IndM|B(P )] ⊗C(B) α =

ChHL([IndM|B(P )] ⊗C(B) α) est une distribution sur G. Le caractère de Chern est bien une distri-
bution à valeurs dans la cohomologie paire car en utilisant le théorème de coefficients universels
en homologie locale, on a ChHL(E, π, P ) ∈ HL(C∗G, C(B)) ≃ Hom(R(G) ⊗ C, K0(B) ⊗ C) ≃
Hom(R(G) ⊗ C, H2∗(B)).

Remarque 2.3.11. Dans le cas B = {⋆}, on retrouve le résultat standard (voir [61]) que le
caractère de Chern-Connes de la classe indice d’un opérateur G-invariant, G-transversalement
elliptique en cohomologie cyclique périodique, coïncide avec la distribution d’Atiyah, vue comme
trace sur C∞(G). De plus, on a Hom

(
HP0(C

∞(G)), HP0(C
∞(B))

)
= C−∞(G, H2∗(B)).



Chapitre 3

Formule délocalisée pour les familles
elliptiques

Dans ce chapitre, on va montrer une formule d’indice délocalisée en cohomologie équiva-
riante pour une famille d’opérateurs G-invariante, elliptique le long des fibres d’une fibration
G-équivariante p : M → B, où G est un groupe de Lie compact. Dans une première section,
on commence par rappeler la formule de localisation de Bismut [18]. Ensuite, dans une deuxième
section, on rappelle la localisation d’Atiyah-Segal [2] en K-théorie équivariante. Enfin, dans une
troisième partie, on montre la formule d’indice délocalisée qui nous intéresse. Le théorème principal
de ce chapitre est le théorème 3.4.22.

3.1 Formule de localisation de Bismut

On revoit ici les résultats de [18] dans notre cadre.
Soit G un groupe de Lie compact. Soient g son algèbre de Lie et X ∈ g. Soit p : M → B une
fibration G-équivariante de variétés compactes, connexes, orientées. On note XM et XB, les champs
de vecteurs engendrés par X sur M et B respectivement. On considère BX = {b ∈ B/XB(b) = 0}
et MX = {m ∈ M/XM(m) = 0}.

Lemme 3.1.1.

1. Avec les notations ci-dessus, on a p∗XM = XB.

2. La fibration p : M → B se restreint en une fibration pX : MX → BX .

Démonstration.

1. On a XB(p(m)) =
d

dt |t=0
etX · p(m) =

d

dt |t=0
p(etX · m) = p∗XM(m).

2. En effet, p(MX) est ouvert et fermé car MX est fermé dans M donc compact, ce qui implique
que p(MX) est compact et donc fermé. L’application p : p−1(p(MX)) → p(MX) est une
submersion en tout point, donc p−1(p(MX)) est ouvert, on en déduit que p(p−1(p(MX))) =
p(MX)∩Im(p) = p(MX) est ouvert car p est ouverte. Donc sur chaque composante connexe
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de BX qui est atteinte l’application p se restreint en une fibration par le théorème de fibration
de Ehresmann [32] .

On note T V M = ker p∗ le fibré tangent vertical, qui est un sous-fibré vectoriel de TM . On se
donne une métrique 〈·, ·〉 G-invariante sur M , c’est-à-dire

∀Y1, Y2 〈g · Y1, g · Y2〉 = 〈Y1, ·Y2〉,

il en existe car G est compact. On note T HM le supplémentaire orthogonal à T V M . On note NX
M

le fibré normal à MX dans M et NX
B le fibré normal à BX dans B. On peut relever NX

B par p∗ en
un sous-fibré de T HM au-dessus de M dans T HM . On le note p∗NX

B .

Théorème 3.1.2. [18]

1. Le fibré normal vertical NX
M ∩ T V M à MX s’identifie avec le fibré normal N (p−1(b) ∩

MX , p−1(b)) à p−1(b) ∩ MX dans p−1(b).

2. Le fibré normal vertical NX
M ∩T V M à MX s’identifie avec le fibré normal N (MX , p−1(BX))

à MX dans p−1(BX).

3. De plus, on a NX
M = NX

M ∩ T V M ⊕ NX
B .

Démonstration.

1. Soit m ∈ p−1(b) ∩ MX . On a :

Tmp−1(b) = T V
m M = Tm(p−1(b) ∩ MX) ⊕ Nm(p−1(b) ∩ MX , p−1(b)).

Soit w ∈ T V
m M alors w ∈ (NX

M ∩ T V M)m si et seulement si w est orthogonal à T V
m MX =

Tm

(
p−1(b) ∩ MX

)
et donc si et seulement si w ∈ Nm(p−1(b) ∩ MX , p−1(b)).

2. Soit m ∈ MX . On a :

Tmp−1(BX) = TmMX ⊕ Nm(MX , p−1(BX)),

et
T V

m M = T V
m MX ⊕ (NX

M)m ∩ T V
m M.

Alors si v ∈ NX
m ∩T V

m M , on a que v est orthogonal à T V
m MX mais v est vertical donc sa partie

horizontale est nulle et donc v est orthogonal à TmMX , c’est-à-dire v ∈ Nm(MX , p−1(BX)).
Maintenant, si v ∈ Nm(MX , p−1(BX)) alors v est orthogonal à TmMX et donc à T V

m MX ,
c’est-à -dire v ∈ NX

m ∩ T V
m M .

3. Soit m ∈ MX . On a TmM = Tmp−1(BX) ⊕ Nm(p−1(BX), M) = TmMX ⊕ NX
m ∩ T V

m M ⊕
Nm(p−1(BX), M), de plus Nm(p−1(BX), M) = (NX

B )p(m) car v ∈ (p−1
∗ NX

B )m si et seulement
si p∗v est orthogonal à Tp(m)B

X c’est-à-dire si et seulement si v ∈ T H
m p−1(BX) donc si et

seulement si v ∈ Tmp−1(BX). On a donc bien NX
M = NX

M ∩ T V M ⊕ p∗NX
B .
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Lemme 3.1.3. [[46]] Soit H un tore. Soit V une H-variété. Notons V H l’ensemble des points
fixes de V sous l’action de H. Alors le fibré normal N à V H dans V est orienté par une structure
complexe.

Remarque 3.1.4. Dans ce cas, on peut donc définir la classe d’Euler équivariante Eul(N) du fibré
normal N .

Démonstration. En effet, la dérivée de Lie L (X) par un élément X générateur de l’algèbre de
Lie h de H induit un endomorphisme antisymétrique et inversible sur le fibré normal N . Cet
endomorphisme est inversible car les champs sur lesquels il est nul sont les champs tangents aux
points fixes de H qui sont donnés par TV H = (TV )H . L’endomorphisme induit par L (X) est
antisymétrique puisqu’en prenant comme d’habitude une métrique H-invariante 〈·, ·〉 sur V , on a
pour Y et Z normaux à TV H et v ∈ V H :

L (X)〈Y, Z〉(v) =
d

dt |t=0

etX · 〈Y, Z〉(v) =
d

dt |t=0

〈Y, Z〉(e−tX · v) =
d

dt |t=0

〈Y, Z〉(v) = 0,

car v est un point fixe pour H et en utilisant la H-invariance de la métrique, il vient

L (X)〈Y, Z〉(v) =
d

dt |t=0

etX · 〈Y, Z〉(v) =
d

dt |t=0

〈Y|
e−tX ·b

, Z|
e−tX ·v

〉|
e−tX ·v

=
d

dt |t=0

〈etX · Y|
e−tX ·v

, etX · Z|
e−tX ·v

〉|v

=
d

dt |t=0

〈etX · Y, etX · Z〉(v)

= 〈L (X)Y, Z〉(v) + 〈Y, L (X)Z〉(v).
On sait qu’un endomorphisme antisymétrique induit une structure complexe.

Théorème 3.1.5 (Formule de localisation de Bismut, 1986 [18]).
On note j : BX →֒ B, i : MX →֒ M , Eul(NX

M ∩ T V M, X) la classe d’Euler équivariante du fibré
NX

M ∩ T V M au-dessus de M et
´

M |B
l’intégration le long des fibres [20]. Soit α ∈ A(M) une forme

(d + ι(X))-fermée. Alors on a l’égalité suivante dans H(BX) :

j∗

ˆ

M |B

α =

ˆ

MX |BX

i∗α

Eul(NX
M ∩ T V M, X)

.

Remarque 3.1.6. Par le lemme 3.1.3, les classes d’Euler des fibrés NX
M , NX

B sont bien définies car
les zéros de XM et XB coïncident avec les points fixes du tore engendré par eX . La classe d’Euler
de NX

M ∩ T V M est bien définie car NX
M ∩ T V M est orienté par la structure complexe induite par

celle de NX
M .

Démonstration. Soit β ∈ A(B) une forme (d + ι(X))-fermée alors j∗β est une forme fermée dans
A(BX) et p∗β est une forme (d+ι(X))-fermée dans A(M). Par la formule de localisation classique,
voir [15], on a :

ˆ

M

p∗β ∧ α =

ˆ

MX

i∗(p∗β ∧ α)

Eul(NX
M , X)

, (3.1)
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où Eul(NX
M , X) est la classe d’Euler équivariante du fibré NX

M au-dessus de MX . De plus, on a la
relation p ◦ i = j ◦ p donc i∗p∗ = p∗j∗, par intégration le long des fibres de MX sur BX , il vient :

ˆ

MX

i∗(p∗β ∧ α)

Eul(NX
M , X)

=

ˆ

BX

j∗β ∧
ˆ

MX |BX

i∗α

Eul(NX
M , X)

. (3.2)

D’autre part, par intégration le long des fibres, on a la relation classique suivante :
ˆ

M

p∗β ∧ α =

ˆ

B

β ∧
ˆ

M |B

α, (3.3)

et
´

M |B
α est (d+ ι(X))-fermée car (d+ ι(X))◦

´

M |B
=
´

M |B
◦(d+ ι(X)). On a donc que β ∧

´

M |B
α

est (d + ι(X))-fermée et par la formule de localisation appliquée à B, on a :
ˆ

B

β ∧
ˆ

M |B

α =

ˆ

BX

j∗(β ∧
´

M |B
α)

Eul(NX
B , X)

. (3.4)

En prenant le membre de droite de (3.2) qui par (3.1) et (3.3) est égal au membre de gauche de
(3.4), il vient :

ˆ

BX

j∗(β ∧
´

M |B
α)

Eul(NX
B , X)

=

ˆ

BX

j∗β ∧
ˆ

MX |BX

i∗α

Eul(NX
M , X)

. (3.5)

On identifie NX
B avec un voisinage tubulaire eX-invariant. On a (πNX

B )∗ ◦ (d + ι(X)) = (d + ι(X)) ◦
(πNX

B )∗ car πNX
B est eX-équivariante. Donc (πNX

B )∗ est une section de j∗ et donc j∗ est surjective
entre les formes (d + ι(X))-fermées de B et les formes fermées de BX . Maintenant, en appliquant
la dualité de Poincaré à BX , on obtient :

j∗(
´

M |B
α)

Eul(NX
B , X)

=

ˆ

MX |BX

i∗α

Eul(NX
M , X)

,

et donc, puisque Eul(NX
M) = p∗Eul(NX

B ) ∧ Eul(NX
M ∩ T V M), on a :

j∗

ˆ

M |B

α =

ˆ

MX |BX

i∗α

Eul(NX
M ∩ T V M, X)

.

3.2 Rappels sur le théorème d’Atiyah-Segal

Soit G un groupe de Lie compact. Soit i : Z →֒ Y un G-plongement. Ici KG(X) désigne comme
d’habitude le groupe de K-théorie G-équivariante de X et R(G) est l’anneau des représentations
virtuelles de G. Rappelons que KG(X) est muni d’une structure de R(G)-module.

Théorème 3.2.1 (Atiyah-Singer). [3]
On peut définir une application

i! : KG(TZ) → KG(TY )

telle que :



3.2 Rappels sur le théorème d’Atiyah-Segal 75

1. si j : Z ′ →֒ Z est un autre G-plongement alors on a (i ◦ j)! = i! ◦ j! ;

2. si k : Y →֒ Y est l’identité alors k! = id.

La preuve de ce théorème est faite dans [3], on la rappelle ici brièvement car elle sera importante
dans la suite.

Démonstration. On identifie Z et i(Z). Soit 〈·, ·〉 une métrique G-invariante sur Y . On peut voir
le fibré normal N à Z dans Y comme un voisinage tubulaire de Z dans Y . Le fibré vectoriel N
est alors une sous-G-variété ouverte de Y et un sous-G-fibré vectoriel de TY|Z . Le fibré vectoriel
T (TY ) tangent à TY est isomorphe au fibré π∗TY ⊕ π∗TY en identifiant la partie tangente à Y
avec le premier facteur de π∗TY ⊕ π∗TY et la partie tangente à la fibre avec le second facteur
(si γ = (γ1, γ2) est une courbe en un point (x, v) de TY de vecteur tangent w alors on associe
à w le vecteur γ′

1(0) ⊕ γ′
2(0) dans (π∗TY ⊕ π∗TY )(x,v)). Le fibré vectoriel tangent à TY peut

alors être muni d’une structure complexe. De plus, TN = TY|N est une sous-G-variété ouverte de
TY puisque N s’identifie à un ouvert de Y , et donc le fibré vectoriel TN est muni d’une struc-
ture complexe induite par celle de T (TY ). On peut donc définir un homomorphisme de Thom
ϕ : KG(TZ) → KG(TN) qui est donné par ϕ(ξ) = (TπN)∗ξ ·Λ−1, où πN : N → Z est la projection,
Λ−1 = [(TπN)∗ ∧pair TN, (TπN)∗ ∧impair TN, σ] et σ est donné par la multiplication de Clifford. De
plus, comme TN est un ouvert de TY , tout élément de KG(TN) peut être vu comme un élément
de KG(TY ) par un morphisme d’excision.
On définit i! : KG(TZ) → KG(TY ) comme la composée de l’isomorphisme de Thom et du mor-
phisme d’excision. Ce morphisme est alors indépendant de tous les choix.
Si k est l’identité alors on peut prendre Y comme voisinage tubulaire et donc le morphisme de
Thom et le morphisme d’extension sont tous les deux le morphisme identité de KG(TY ). Mainte-
nant, si on a j : Z ′ →֒ Z et i : Z →֒ Y , en notant N ′ le fibré normal de Z ′ dans Z et N ′′ = N|N ′

la restriction, qui coïncide avec le fibré normal à Z dans Y , on a alors le diagramme commutatif
suivant (voir encore [3]) :

KG(TN ′′)

ext &&

ext

++
KG(TZ ′)

T hom
//

T hom

33

KG(TN ′)
ext

//
T hom

88

KG(TZ)
T hom

// KG(TN)
ext

// KG(TY )

la composée i! ◦ j! est donnée par la composition des flèches du bas et (i ◦ j)! est donnée par la
composition des flèches bordantes entre KG(TZ ′), KG(TN ′′) et KG(TY ).

Remarque 3.2.2. L’application i! est en faite un morphisme de R(G)-modules car l’homomor-
phisme de Thom et le morphisme d’excision le sont.

On rappelle que si E est un G-fibré vectoriel de base Z, une variété compacte, alors KG(E) est un
KG(Z)-module. On note λ−1(E) l’élément de K(Z) donné par [

∧pair E] − [
∧impaire E].

Théorème 3.2.3 (Atiyah-Segal). [2]
Supposons que G soit topologiquement engendré par un seul élément g. Soit Y une G-variété



Chapitre 3 : Formule délocalisée pour les familles elliptiques 76

compacte. On note i : Y G →֒ Y l’inclusion de la sous-variété des points fixes sous l’action de G.
On note N le fibré normal à Y G dans Y . Soit Ig = {χ ∈ R(G)/χ(g) = 0} l’idéal premier de R(G).
On note encore i∗ l’application induite par fonctorialité par l’application tangente i∗ : TY G → TY
en KG-théorie.

1. La composition i∗i! est donnée par la multiplication par λ−1(N ⊗C) ∈ KG(Y G), en utilisant
le fait que KG(TY G) est un KG(Y G)-module.

2. Après localisation en Ig, l’élément λ−1(N ⊗ C) devient une unité dans le localisé KG(Y G)Ig

.

3. L’application localisée (i!)Ig : KG(TY G)Ig → KG(TY )Ig est un isomorphisme de R(G)Ig-
modules, d’inverse

i∗

λ−1(N ⊗ C)
.

La preuve de ce théorème est faite en détails dans [2], on en rappelle ici brièvement les idées.

Démonstration.

1. On a i∗i!(ξ) = i∗ ◦ ext((TπN)∗ξ · Λ−1) = ξ · λ−1(N ⊗ C) car i∗ ◦ extΛ−1 est la restriction à
la section nulle de TN → TY G.

2. On a que χ ∈ R(G) devient une unité dans R(G)Ig si χ(g) Ó= 0. On a en y ∈ TY G,

Tr(g|λ−1(N ⊗ Cy)) =
∑

(−1)iTr(λi(g)|(N ⊗ C)y)
= detC(1 − g|(N ⊗ C)y)
= detR(1 − g|Ny)
Ó= 0

car G agit sur Ny par dg : Ny → Ny et comme g est une isométrie, on a pour v Ó= 0 ∈ Ny,
g · expy(v) = expy(dg · v) Ó= expy(v) puisque expy(v) ∈ Y G que si v = 0.
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3.3 Cohomologies équivariantes et classes caractéristiques

équivariantes

On rappelle ici les différentes notions de cohomologies équivariantes qui seront utilisées par
la suite. On commence par rappeler la définition de la cohomologie équivariante à coefficients
polynomiaux, on introduit ensuite la cohomologie équivariante à coefficients C∞ et on termine avec
les notions de super-connexion G-invariante et de courbure équivariante. On termine en définissant
les différentes classes caractéristiques qui sont utilisées par la suite dans les formules d’indices
délocalisées.
Soit M une variété C∞ sur laquelle un groupe de Lie G agit à gauche par difféomorphismes C∞.
On note g l’algèbre de Lie de G. Le groupe G agit sur C∞(M) par la formule :

(g · f)(x) = f(g−1 · x),

où f ∈ C∞(M) et g ∈ G. De même, G agit comme d’habitude sur A(M).
Pour X ∈ g, on définit un champ de vecteurs sur M , noté XM par la formule :

(XM · f)(x) =
d

dt |t=0

f(exp(−tX) · x),

où exp(−tX) désigne le flot de X en l’élément neutre de G. Si G agit à droite, on pose similaire-
ment :

(XM · f)(x) =
d

dt |t=0

f(x · exp(tX)).

Soit S(g∗) l’algèbre symétrique de g∗, c’est l’algèbre des fonctions polynomiales sur g. Le produit
tensoriel S(g∗) ⊗ A(M) peut être vu comme l’algèbre des applications polynomiales de g dans
A(M). Le groupe G agit sur S(g∗) ⊗ A(M) par la formule :

(g · α)(X) = g · (α(g−1 · X)),

où α ∈ S(g∗) ⊗ A(M).

Définition 3.3.1. On définit AG(M) = (S(g∗) ⊗ A(M))G comme la sous-algèbre des éléments
G-invariants de l’algèbre S(g∗) ⊗ A(M), c’est-à-dire les éléments α de AG(M) sont les éléments de
S(g∗) ⊗ A(M) tels que :

α(g · X) = g · α(X),

on appelle ces éléments les formes différentielles équivariantes.

L’algèbre S(g∗) ⊗ A(M) est Z-graduée par :

deg(P ⊗ α) = 2deg(P ) + deg(α),

où P ∈ S(g∗) et α ∈ A(M).
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Définition 3.3.2. La différentielle équivariante dg : S(g∗) ⊗ A(M) → S(g∗) ⊗ A(M) est définie
par :

(dgα)(X) = d(α(X)) − ι(XM)(α(X)),

où ι(XM) est la contraction par le champ de vecteurs XM et d est la différentielle de de Rham sur
M .

Lemme 3.3.3. 1. L’opérateur dg augmente le degré total de 1 et préserve AG(M).

2. L’opérateur dg vérifie (d2
gα)(X) = −L (XM)(α(X)), où L (XM) est la dérivée de Lie par le

champ de vecteurs XM .

3. Sur AG(M) l’opérateur dg est de carré nul et donc (AG(M), dg) est un complexe.

Démonstration. 1. En effet, notons Ei une base de g et Ei sa base dual. Alors dg = d − ι =

d −
dim g∑
i=1

Eiι((Ei)M). La différentielle de de Rham d augmente le degré extérieur de 1 et

l’opérateur ι augmente le degré total de 1 puisque la contraction par (Ei)M diminue le degré
extérieur de 1 et que l’indéterminée Ei augmente le degré du polynôme de 1. L’opérateur
dg préserve AG(M) puisqu’on a pour α ∈ AG(M) :

(dgα)(g · X) = d(α(g · X)) − ι((g · X)M)(α(g · X))
= d(g · α(X)) − ι(g · XM)(g · α(X))
= g · (d(α(X)) − g · (ι(XM)(α(X))
= g · ((dgα)(X)).

Donc dgα ∈ AG(M).

2. On a (d2
gα)(X) = −L (XM)(α(X)) car

d2
g(α(X)) = d2(α(X))−ι(XM)d(α(X))−d(ι(XM)α(X)))+ι(XM)2(α(X)) = −L (XM)(α(X)),

puisque d2 = 0 et ι(XM)2 = 0.

3. Sur AG(M), on a (etX · α)(X) = α(X) donc la dérivée par rapport au temps est nulle.

Définition 3.3.4. La cohomologie équivariante Hpol
G (g, M) de M est la cohomologie du complexe

(AG(M), dg). Il s’agit donc de la cohomologie polynomiale. C’est un module sur Hpol
G (g, •) =

S(g∗)G.

Remarque 3.3.5. L’espace de cohomologie Hpol
G (g, M) se note aussi HG(M) [12] ou HG(g, M)

[29] ou encore Hpol(g, M) [64]. Lorsque G est compact et connexe c’est la cohomologie équivariante
usuelle de M .

Définition 3.3.6. Soit C∞(g) l’algèbre des fonctions C∞ sur g, on définit l’algèbre A∞(g, M) des
fonctions de classe C∞ sur g à valeurs dans A(M) par C∞(g) ⊗ A(M). On note encore A∞

G (g, M)
la sous-algèbre des éléments G-invariants.
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L’algèbre C∞(g) ⊗ A(M) est Z/2Z-graduée. On définit de manière analogue au cas polynomial la
différentielle équivariante.

Lemme 3.3.7. 1. L’opérateur dg est de degré 1 et préserve A∞
G (g, M).

2. L’opérateur dg vérifie (d2
gα)(X) = −L (XM)(α(X)), où L (XM) est la dérivée de Lie par le

champ de vecteurs XM .

3. Sur A∞
G (g, M) l’opérateur dg est de carré nul et donc (A∞

G (g, M), dg) est un complexe.

Définition 3.3.8. La cohomologie équivariante H∞
G (g, M) à coefficients C∞ de M est la cohomo-

logie du complexe (A∞
G (g, M), dg).

Définition 3.3.9. Si M est une variété compacte orientée sans bord, alors on peut intégrer les
formes différentielles équivariantes sur M , en définissant :

ˆ

M

: A∞
G (g, M) → C∞(g), (

ˆ

M

α)(X) =

ˆ

M

α(X).

Si α = dgν pour ν ∈ A∞
G (g, M) alors α(X)[dim M ] = d(ν(X)[dim M ]), où [·] désigne la composante de

degré ·, et donc
´

M
α(X) = 0. Donc si α est fermée de manière équivariante,

´

M
α est un élément

de C∞(g) qui ne dépend que de la classe de cohomologie équivariante de α et on note de même
ˆ

M

: Hpol(g, M) → C∞(g)G.

On peut aussi définir une cohomologie équivariante en ne considérant que des fonctions de
classes C∞ sur un ouvert G-invariant de g [29].

Définition 3.3.10. Soit U un ouvert G-invariant de g. Soit C∞(U, A(M)) l’algèbre des formes
α(X) sur M dépendant de manière C∞ de X ∈ U . Le groupe G agit sur C∞(U, A(M)) par
(g · α)(X) = g · (αg−1 · X)) pour g ∈ G, α ∈ C∞(U, A(M)), ∀X ∈ g. On note A∞

G (U, M) =
C∞(U, A(M))G la sous-algèbre des formes équivariantes. La cohomologie équivariante H∞

G (U, M)
à coefficients dans C∞(U) de M est la cohomologie du complexe (A∞

G (U, M), dg).

Définition 3.3.11. Un fibré vectoriel G-équivariant π : E → M est la donnée d’un fibré vectoriel
π : E → M muni d’une action du groupe de Lie G qui envoie fibre sur fibre de façon linéaire et de
façon compatible avec l’action sur M , c’est-à-dire g · π = π · g et gE : Ex → Eg·x est linéaire.
Un super-fibré vectoriel G-équivariant est un super-fibré vectoriel tel que E+ et E− soient des
fibrés G-équivariants.

Définition 3.3.12. Soit E un super-fibré vectoriel G-équivariant. Soit U un ouvert G-invariant
de g. L’espace des formes différentielles équivariantes à valeurs dans E est donné par

AG(M, E) =
(
S(g∗) ⊗ A(M, E)

)G
.

L’espace des formes différentielles équivariantes à coefficients C∞ à valeurs dans E est donné par

A∞
G (M, E) =

(
C∞(g) ⊗ A(M, E)

)G
.
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L’espace des formes différentielles équivariantes à coefficients dans C∞(U) à valeurs dans E est
donné par

A∞
G (U ; M, E) =

(
C∞(U) ⊗ A(M, E)

)G
.

L’action de G sur les sections C∞(M, E) d’un fibré G-équivariant E sur M est donnée par

(g · s)(m) = gE · s(g−1 · m), g ∈ G, s ∈ C∞(M, E).

Pour X ∈ g, on note L E(X) l’action infinitésimal de X sur C∞(M, E) donnée par

L
E(X) =

d

dt t=0
etX · s,

elle est appelée la dérivé de Lie.

Lemme 3.3.13. Si A est une super-connexion qui commute avec l’action de G sur A(M, E) alors
[A, L E(X)] = 0, ∀X ∈ g.

Démonstration. En dérivant en t = 0 l’expression etX · A − AetX = 0 on a [A, L E(X)] = 0.

Définition 3.3.14. La super-connexion équivariante Ag correspondant à une super-connexion
G-invariante A est l’opérateur sur C∞(g) ⊗ A(M, E) défini par :

(Agα)(X) = (A − ι(XM))(α(X)), X ∈ g.

Lemme 3.3.15. 1. On a l’égalité Ag(α ∧ θ) = dgα ∧ θ + (−1)|α|α ∧Agθ, ∀αC∞(g) ⊗ A(M) et
θ ∈ C∞(g) ⊗ A(M, E)..

2. La super-connexion équivariante Ag est bien équivariante au sens que Ag(g · α) = g ·Ag(α),
∀g ∈ G et α ∈ A∞

G (g, M).

Démonstration. 1. On a

Ag(α ∧ θ)(X) = A(α(X) ∧ θ(X)) − ι(XM)(α(X) ∧ θ(X))
= d(α(X)) ∧ θ(X) + (−1)|α|α(X) ∧ A(θ(X))

−ι(XM)(α(X)) ∧ θ(X) − (−1)|α|α(X) ∧ ι(XM)(θ(X))
= dgα ∧ θ + (−1)|α|α ∧ Agθ.

2. Commençons par vérifier que Ag est équivariante pour les sections de E. Soit s ∈ C∞(M, E)
une section de E. On a Ag(g · s) = (A − ι(XM))(g · s)(X) = g · A(s) = (g · (Ags))(X) car A

est G-équivariante et car la contraction par un champ de vecteurs d’une section est nulle.
Maintenant si α ∈ A∞

G (g, M) alors

Ag(g · α ⊗ s) = dg(g · α)) ⊗ g · s + (−1)|α|g · α(X) ⊗ Ag(g · s)
= g · (dgα) ⊗ s + (−1)|α|g · (α(X) ⊗ Ags)
= g · Ag(α ⊗ s).
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Définition 3.3.16. On définit la courbure équivariante Fg ∈ A∞
G (g, End(E)) de la super-connexion

Ag par la formule :
ε(Fg(X)) = Ag(X)2 + L

E(X),

ε désignant l’opérateur de multiplication.
Pour θ ∈ A∞

G (M, End(E)), on définit Agθ comme l’élément de A∞
G (M, End(E)) vérifiant ε(Agθ) =

[Ag, ε(θ)]

Proposition 3.3.17. La coubure équivariante Fg est un élément de AG(M, End(E)) qui vérifie
l’identité de Bianchi équivariante AgFg = 0.

Démonstration. La courbure équivariante est équivariante puisque d’une part Ag est équivariante
donc son carré aussi et d’autre part L E(X) est équivariant. Montrons que Fg(X) commute avec
la multiplication par un élément α ∈ C∞(g) ⊗ A(M). On a :

[Ag(X)2 + L E(X), ε(α(X))] = [Ag(X)2, ε(α(X))] + [L E(X), ε(α(X))]
= [Ag(X), [Ag(X), ε(α(X))]] + ε(L (X)α(X))
= [Ag(X), ε(dgα(X))] + ε(L (X)α(X))
= ε(d2

gα(X)) + ε(L (X)α(X))
= 0,

car

[L E(X), ε(α(X))] = L E(X)(α(X) ⊗ id) − α(X)L E(X)
= (L E(X)α(X)) ⊗ id + α(X) ⊗ L E(X) − α(X) ⊗ L E(X)
= ε(L (X)α(X))

et d2
gα(X) − L (X)α(X) = 0, ∀α ∈ C∞(g) ⊗ A(M).

Montrons que AgFg = 0. On a

AgFg = [Ag, Fg]
= [Ag,A

2
g + L E(X)]

= [Ag,A
2
g] + [Ag, L

E(X)]
= 0

car Ag est G-équivariante.

Définition 3.3.18. On définit le moment µ(X) de X ∈ g par rapport à la super-connexion A

comme l’élément de A+(M, End(E)) donné par

µ(X) = L
E(X) − [ι(X),A]

.

Remarque 3.3.19. On a

Fg(X) = (A − ι(X))2 + L E(X)
= F − [A, ι(X)] + L E(X)

car ι(X) et A sont de degré impaire. Donc µ(X) = Fg(X) − F ∈ AG(M, End(E)) ou encore

Fg(X) = F + µ(X), ∀X ∈ g.
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Proposition 3.3.20 (Identité de Bianchi (2)).

Aµ(X) = ι(X)F

Démonstration. On a (A−ι(X))Fg(X) = 0 par l’identité de Bianchi. Donc (A−ι(X))(µ(X)+F ) =
0, d’où Aµ(X) = ι(X)F .

Remarque 3.3.21. Si A = ∇ est une connexion alors on a [∇, ι(X)] = ∇X donc µ(X) =
L E(X) − ∇X ∈ C∞(M, End(E)). On a donc µ ∈ (g∗ ⊗ C∞(M, End(E))G ⊂ A2

G(M, End(E)).
Si A est seulement une super-connexion alors µ est linéaire en X.

3.3.1 Fonction analytique de la courbure

Soit f une fonction holomorphe sur un disque ouvert de rayon R. Soit U un ouvert de g tel que∣∣∣
∣∣∣Fg(X)

∣∣∣
∣∣∣ < R, ∀X ∈ U . On note A∞,+

G (U ; M, End(E)) la sous-algèbre des éléments de degré positif

de A∞
G (U ; M, End(E)). On peut alors définir un opérateur f(Fg) ∈ A∞,+

G (U ; M, End(E)), par

f(Fg) =
∑

n≥0

f (k)(0)

k!
F k
g .

Pour donner un sens à f(Fg), il faut montrer que la série converge dans (C∞(U)⊗C∞(M,
∧

T ∗M ⊗
End(E)))G pour sa topologie naturelle.
Pour cela, on rappelle la définition des semi-normes qui engendrent la topologie C0,∞ sur
C∞(U, C∞(M,

∧
T ∗M ⊗ End(E))), le caractère C∞ étant pris sur la variété.

Définition 3.3.22. La topologie C∞ est engendrée par les semi-normes :

pK(T ) = sup{‖T (X)‖Cd , X ∈ K ⊂ g}, où

‖S‖Cd = sup
‖Yi‖=1

sup{‖∇Yl
· · · ∇Y1S‖∞, 0 ≤ l ≤ d},

‖S‖∞ = sup{‖S(m)‖End(Em)⊗∧T ∗
mM , m ∈ M},

K décrivant les compacts de U et ∇ étant une connexion fixée sur E.

Proposition 3.3.23. La forme différentielle f(Fg) est bien définie et équivariante. C’est bien un
élément de A∞

G (U ; M, End(E)). Si R = +∞ alors f(Fg) est bien défini dans A∞
G (M, End(E)).

Démonstration. On se place sur un compact de U . Vérifions que f(Fg) est bien définie. On a
∣∣∣
∣∣∣

∞∑

k=n

f (k)(0)

k!
Fg(X)k

∣∣∣
∣∣∣
∞

≤
∞∑

k=n

|f (k)(0)|
k!

∣∣∣
∣∣∣Fg(X)

∣∣∣
∣∣∣
k

∞
, donc le reste de

∑f (k)(0)

k!
Fg(X)k converge uni-

formément sur les compacts de g, puisque
∑f (k)(0)zk

k!
converge normalement sur tout compact de
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D(0, R) ⊂ C. Pour tout k, Fg(g
−1X)k = Fg(g

−1X) · · · Fg(g
−1X) = gFg(X) · · · gFg(X) = gFg(X)k

car Fg est G-équivariante. Donc f(Fg) est G-équivariante puisqu’alors
∣∣∣
∣∣∣(g · f(Fg))(X) − f(Fg)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

=
∣∣∣
∣∣∣(g · f(Fg))(X) − (g ·

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g )(X) + (g ·

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g )(X)) − f(Fg)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

=
∣∣∣
∣∣∣(g · f(Fg))(X) − (g ·

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g )(X) +

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g (X) − f(Fg)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

≤
∣∣∣
∣∣∣(g · f(Fg))(X) − (g ·

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g )(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

+ ‖
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
F k
g (X) − f(Fg)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

≤ 2
∣∣∣
∣∣∣

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g (X) − f(Fg)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

car G agit par isométrie et ce dernier terme tend vers 0 quand n tend vers l’infini.
Lorsque l’on calcul ∇Yd

∇Yd−1
· · · ∇Y1Fg(X)k, on obtient au plus une somme de termes sur toutes

les façons de placer les d dérivations ∇Yi
devant les k dérivations Fg(X). Cette somme contient

des termes de la forme Fg(X)k0∇J1Fg(X)Fg(X)k1 · · · ∇JrFg(X)Fg(X)kr , où ∇Ji
Fg(X) désigne un

élément de la forme ∇Yis
· · · ∇Yi1

Fg(X), où i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ is. On peut majorer tous les termes de
cette somme par le même élément, ‖Fg(X)‖d

Cd‖Fg(X)‖k−d
∞ car on a au plus d termes avec du ∇. On a

donc
∣∣∣
∣∣∣∇Yd

∇Yd−1
· · · ∇Y1Fg(X)k

∣∣∣
∣∣∣
∞

≤
∑

σ∈T k
d

∣∣∣
∣∣∣Fg(X)

∣∣∣
∣∣∣
k−d

∞

∣∣∣
∣∣∣Fg(X)

∣∣∣
∣∣∣
d

Cd
≤ kd

∣∣∣
∣∣∣Fg(X)

∣∣∣
∣∣∣
d

Cd

∣∣∣
∣∣∣Fg(X)

∣∣∣
∣∣∣
k−d

∞
, où

T k
d est l’ensemble des applications d’un ensemble fini à d éléments dans un ensemble fini à k élé-

ments. De plus, la série
∑f (k)(0)kdzk

k!
a même rayon de convergence que

∑f (k)(0)zk

k!
. On obtient

donc que la convergence sur tout compact de U est C∞ par rapport à M .
Maintenant, si α ∈ A∞

G (g, M) alors
∣∣∣
∣∣∣(α ⊗ id)f(Fg)(X) − f(Fg)(α ⊗ id)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

=
∣∣∣
∣∣∣(α ⊗ id)f(Fg)(X) − (α ⊗ id)

( n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g

)
(X)

+
( n∑

k=0

f (k)(0)

k!
F k
g

)
(α ⊗ id)(X) − f(Fg)(α ⊗ id)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

≤
∣∣∣
∣∣∣(α ⊗ id)

(
f(Fg) −

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g

)
(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

+
∣∣∣
∣∣∣
( n∑

k=0

f (k)(0)

k!
F k
g − f(Fg

)
(α ⊗ id)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

≤ 2
∣∣∣
∣∣∣α(X) ⊗ id

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
F k
g (X) − f(Fg)(X)

∣∣∣
∣∣∣
∞

,

et ce dernier terme tend vers 0 quand n tend vers l’infini, on a donc bien f(Fg) ∈ A∞
G (U ; M, End(E)).

Définition 3.3.24. On peut définir une super-trace sur A∞
G (M, End(E)) puisque C∞(g) est com-

mutative. On commence par définir :

Str : C∞(g) ⊗ A(M, End(E)) → C∞(g) ⊗ A(M),
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en étendant la super-trace sur A(M, End(E)) par Str(h ⊗ α) = h ⊗ Str(α), où h ∈ C∞(g) et
α ∈ A(M, End(E)). Cette super-trace se restreint en une super-trace

Str : (C∞(g) ⊗ A(M, End(E)))G → (C∞(g) ⊗ A(M))G,

car Str(g · α(X)) = Str(α)(g · X) et g · Str(α(X)) = Str(g · α(X)).

Proposition 3.3.25. Soit f une fonction entière. La forme différentielle équivariante Str(f(Fg))
est fermée de manière équivariante et ne dépend pas de la super-connexion A choisie.

Démonstration. Si α ∈ A∞
G (M, End(E)), on a :

dStr(α(X)) = Str(Aα(X)) et − ι(XM)Str(α(X)) = Str(−ι(XM)α(X))

en sommant ces deux égalités, on a :

dgStr(α) = Str(Agα).

De plus, dg(Str(f(Fg)) = Str([Ag, f(Fg]) = 0 car [Ag, f(Fg)] = 0.
Maintenant, supposons que At soit une famille de super-connexions G-invariantes de courbure
équivariante F t

g alors on a :

d

dt
Str(f(F t

g)) = Str




[
At

g,
dAt

g

dt

]
f ′(F t

g)


 = dgStr

(
dAt

g

dt
f ′(F t

g)

)

car
df(F t

g)

dt
=

dF t
g

dt
f ′(F t

g) puisque la fonction f est analytique et

dF t
g

dt
= lim

h→0

1

h
((At+h

g )2 + µE − ((At
g)

2 + µE))

= lim
h→0

1

h
((At+h

g )2 − At+h
g At

g + At+h
g At

g − (At
g)

2)

= lim
h→0

1

h
((At+h

g )((At+h
g ) − At

g) + (At+h
g − At

g)A
t
g)

= lim
h→0

1

h
((At+h

g )((At+h
g ) − At

g) + lim
h→0

1

h
(At+h

g − At
g)A

t
g)

= At
g

dAt
g

dt
+

dAt
g

dt
At

g

= [At
g,

dAt
g

dt
]

car At
g et

dAt
g

dt
sont de degrés impairs.

D’où :

Str(f(F 1
g )) − Str(f(F 0

g )) = d

(
ˆ 1

0

Str
(dAt

g

dt
f ′(F t

g)
))

.
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3.3.2 Caractère de Chern équivariant

Soit comme avant M une variété C∞ sur laquelle un groupe de Lie G agit par difféomorphismes
C∞. Soit E = E+ ⊕ E− un super-fibré vectoriel G-équivariant et soit A une super-connexion G-
invariante sur E. On va définir dans un premier temps le caractère de Chern, puis nous définirons
le caractère de Chern d’un morphisme de fibrés G-équivariant à support compact.

Définition 3.3.26. On définit le caractère de Chern équivariant d’une super-connexion G-invariante
A par :

Ch(A, X) = Str
(

e−Fg(X)
)

,

où Fg est la courbure équivariante de A et X ∈ g.

Proposition 3.3.27. 1. La classe de cohomologie associée au caractère de Chern équivariant
Ch(A, X) de la super-connexion A dépend seulement du fibré vectoriel considéré. On peut
donc noté Ch(E, X) la classe dans H∞

G (g, M) du caractère de Chern équivariant associé à
une super-connexion G-invariante A sur E.

2. On a : Ch(E ⊕ F, X) = Ch(E, X) + Ch(F, X).

3. On a : Ch(E ⊗ F, X) = Ch(E, X) ∧ Ch(F, X).

4. Soit f : N → M une application différentiable G-équivariante entre deux G-variétés M et
N , alors Ch(f ∗E, X) = f ∗Ch(E, X).

Soit σ : E+ → E− un morphisme G-équivariant. On sait que σ est elliptique si et seulement
si son support supp(σ) = {x ∈ M |det(σ) = 0} est compact. Soit U un ouvert de M d’adhérence
compact tel que supp(σ) ⊂ U . On sait que σ réalise un isomorphisme entre les restrictions de
E+ et E− à M \ supp(σ). Soient ∇− une connexion G-invariante sur E− et ∇E+

une connexion
G-invariante sur E+, on définit une connexion sur E+ dite compatible avec ∇− par

∇+ = ϕM\supp(σ)σ
∗∇−

|M\supp(σ) + ϕU∇E+

,

où (ϕM\supp(σ), ϕU) est une partition de l’unité associée au recouvrement (M \ supp(σ)) ∪ U .
Le moment sur E± est donné par

µE±

(X) = L
E±

(X) − ∇±
X .

Définition 3.3.28. On définit le caractère de Chern équivariant d’un morphisme G-équivariant σ
comme ci-dessus par :

Ch(σ, X) := Ch(∇+)(X) − Ch(∇−)(X),

où Ch(E±, ∇±)(X) = Tr

(
e−F E±

g (X)

)
.

Proposition 3.3.29. Ch(σ, X) est une forme différentielle équivariante à support compact.
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Démonstration. En dehors de U , ∇+ est définie par ∇− et donc il en est de même pour (∇+)2.

Calculons L E+
(X)s+ =

d

dt |t=0

etX · s+, pour s+ une section de E+. Comme σ est un isomorphisme

en dehors de U , on a s+ = σ−1s−, pour s− une section de E−.

Donc L E+
(X)s+

|
M\U

=
d

dt |t=0

etX · σ−1s−
|
M\U

=
d

dt |t=0

σ−1etX · s−
|
M\U

= σ−1L E−
(X)s−

|
M\U

, la troisième

égalité découlant de la G-équivariance de σ.

On suppose maintenant que E+ et E− sont des fibrés hermitiens G-équivariants munis de
connexions hermitiennes ∇+ et ∇− G-invariantes. Soit σ∗ : E− → E+ le morphisme adjoint de
σ pour la métrique. On construit une super-connexion A particulière sur E = E+ ⊕ E− par la
formule [64], [66] :

A := ∇ + vσ,

où ∇ =

(
∇+ 0
0 ∇−

)
et vσ =

(
0 σ∗

σ 0

)
.

Soit At := ∇ + tvσ la famille à un paramètre de super-connexions. On note Ft = A2
t = ∇2 +

t[∇, vσ] + t2v2
σ la courbure de la famille At et µt(X) = L E − [At, ι(X)] le moment. La courbure

équivariante est alors

F t
g(X) = Ft + µt(X) = ∇2 + t[∇, vσ] + t2v2

σ + L
E(X) − [At, ι(X)],

et [vσ, ι(X)] = 0 donc [At, ι(X)] = ∇X .

Soit Ch(σ, ∇, t, X) := Str

(
e−F t

g(X)

)
la forme caractère de Chern équivariant de la famille de super-

connexions. On sait que

d

dt
Ch(σ, ∇, t, X) = −dgStr

(
dAt

g

dt
e−F t

g

)
(X) = −dgη(σ, ∇, t, X),

où At
g = At − ι, donc

dAt
g

dt
= vσ et η(σ, ∇, t, X) = Str

(
vσe−F t

g

)
(X). De plus,

e−F t
g(X) = exp

(
− t2 − t[∇, vσ] − (∇2 + ∇X + L

E(X))
)

décroit exponentiellement lorsque t tend vers +∞ sur M \ supp(σ). On a donc sur M \ supp(σ)
que Ch(σ, ∇, t, X) et η(σ, ∇, t, X) tendent vers 0. Maintenant, en intégrant entre 0 et t, on a

Ch(σ, ∇, 0, X) − Ch(σ, ∇, t, X) = dg

(
ˆ t

0

η(σ, ∇, s, X)ds

)
.

Il est facile de voir que cette intégrale reste bien définie quand t tend vers +∞ puisque η décroit ex-

ponentiellement. On a alors Ch(σ, ∇, 0, X)|U = Ch(σ, ∇, X)|U = dgβ avec β =

ˆ ∞

0

η(σ, ∇, s, X)ds.

On peut maintenant définir le caractère de Chern à support. Pour tout voisinage ouvert G-
invariant U de supp(σ), on considère l’algèbre AU(M) des formes différentielles sur M qui sont
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supportées dans U . Soit A∞
U (g, M) l’espace des formes différentielles G-équivariantes à support

dans U , c’est-à-dire les applications α : g → AU(M) G-équivariantes. L’espace A∞
U (g, M) est un

sous-espace de A∞(g, M) qui est stable par la différentielle dg. On note H∞
G,U(g, M) l’espace de

cohomologie correspondant.

Proposition 3.3.30 ([64]). Soit U un voisinage ouvert G-invariant de supp(σ). Soit χ ∈ C∞(M)
une fonction G-invariante, à support contenu dans U et égale à 1 sur un voisinage de supp(σ). La
forme différentielle équivariante sur M

c(σ,A, χ) = χCh(A) + dχβ(σ,A)

est fermée de manière équivariante et supportée dans U . Sa classe de cohomologie ChU(σ) ∈
HG,U(g, M) ne dépend pas du choix de (A, χ), ni du choix de la structure hermitienne sur E.

Définition 3.3.31. On définit le caractère de Chern avec support Chsup(σ) comme la collection
(ChU(σ))U , où V parcourt les voisinages ouverts G-invariants de supp(σ).

En pratique, le caractère de Chern avec support Chsup(σ) est identifié avec une classe ChU(σ) ∈
H∞

G,U(g, M), où U est un voisinage ouvert de supp(σ) assez petit.
On note π la projection du fibré cotangent (respectivement πV la projection du fibré tangent
vertical). Quand σ : π∗E+ → π∗E− (respectivement σ : πV E+ → πV E−) est un symbole elliptique
(respectivement elliptique le long des fibres), c’est-à-dire supp(σ) est compact, on peut choisir
χ ∈ C∞(T ∗M)G (respectivement dans C∞(T V M)G) à support compact, et on note

Chc(σ) ∈ H∞
G,c(g, T ∗M) (respectivement dans H∞

G,c(g, T V M))

la classe définie par la forme équivariante à support compact c(σ,A, χ).

3.3.3 Le J-genre et le Â-genre

On rappelle dans cette section la définition du J-genre et de son inverse le Â-genre qui est
défini au voisinage de 0 ∈ g.

Définition 3.3.32. Soit V → M un fibré vectoriel réel G-équivariant sur une G-variété M . Sup-
posons que V → M est muni d’une connexion G-invariante ∇ de courbure équivariante R(X) alors
le J-genre J(M, V , ∇) ∈ A∞

G (g, M) est défini par la forme différentielle équivariante

J(M, V , ∇)(X) = det

(
eR(X)/2 − e−R(X)/2

R(X)

)
.

Proposition 3.3.33. La forme différentielle équivariante J(M, V , ∇) est fermée et sa classe de
cohomologie J(M, V) ne dépend pas de la connexion G-invariante ∇ choisie. De plus, si M est
compact alors J(M, V)(X) est inversible pour X suffisamment petit.
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Démonstration. Soit A un endomorphisme, on a detA = exp(Tr(A)). On peut donc appliquer la

section 3.3.1 à la fonction exp

(
Tr

(
sinh(z/2)

z/2

))
. Donc la forme J(V , M, ∇) est fermée et sa classe

J(V , M) ne dépend pas de ∇. De plus, si M est compact alors J(V , M)(0) = Â−2(V) qui est
l’inverse du Â-genre au carré donc est inversible. On rappelle que la topologie sur A∞(g, M) est
une topologie de Fréchet. Comme dans une algèbre de Fréchet l’ensemble des éléments inversibles
est un ouvert, il vient par continuité de J(M, V , ∇) par rapport à X ∈ g que J(M, V , ∇)(X) est
inversible pour X dans un voisinage assez petit de 0 ∈ g.

Définition 3.3.34. Soit V → M un fibré vectoriel réel G-équivariant sur une G-variété M . Sup-
posons que V → M est muni d’une connexion G-invariante ∇ de courbure équivariante R(X) alors
le Â-genre équivariant Â(M, V , ∇) est défini par

Â(M, V , ∇)(X) = det1/2

(
R(X)

eR(X)/2 − e−R(X)/2

)
,

pour X dans un voisinage assez petit de 0 ∈ g.

Remarque 3.3.35. Â(M, V , ∇) est une forme différentielle équivariante, fermée et sa classe de
cohomologie Â(M, V) ne dépend pas de la connexion G-invariante ∇ d’après la proposition précé-
dente.
Lorsque la variété sera fixée, on notera simplement Â(V) = Â(M, V).

3.3.4 Les formes de localisation

Ici on introduit les formes différentielles équivariantes qui interviennent dans les formules de
localisation et délocalisation [15], [12], voir aussi [16].

Soit U une G-variété, non nécessairement compacte. Soit s ∈ G, on note U s l’ensemble des
points fixes {x ∈ U/sx = x}. Soit G(s) le centralisateur de s, c’est-à-dire l’ensemble des éléments
g ∈ G tels que gs = sg. Notons g(s) l’algèbre de Lie de G(s).

Définition 3.3.36. Soit s ∈ G. Notons N le fibré normal à M s dans M et RN(X), X ∈ g(s),
la courbure équivariante de N par rapport à une connexion G(s)-invariant. On définit une forme
G(s)-équivariante fermée sur M s par

Ds(N)(X) = det
(
1 − sNexp(RN(X))

)
, X ∈ g(s).

Définition 3.3.37. Soit E → M un fibré vectoriel euclidien orienté, d’orientation notée o. Notons
F (X) la courbure équivariante associée à une connexion métrique G-invariante. La classe d’Euler
équivariante est définie par

Eulo(E)(X) = (−2π)rg(E)/2det1/2
o (F (X)),

où det1/2
o désigne le Pfaffien donné par l’orientation de E.

Proposition 3.3.38. Les formes Ds(N) et Eulo(E) sont équivariantes et fermées. La forme Ds(N)
ne dépend pas de la connexion choisie. La forme Eulo(E) ne dépend que de l’orientation o de E.
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3.4 Formule de l’indice cohomologique pour les familles

équivariantes

3.4.1 Cas d’une action triviale sur la base

Soit G un groupe de Lie compact. On note g son algèbre de Lie. Soit p : M → B une fibration
G-équivariante entre variétés compactes, connexes, orientées. On suppose que l’action sur B est
triviale. On note encore T V M = ker(p∗) le fibré tangent vertical à M .

Par [63] il existe des G-plongements f : M →֒ B × V pour V une représentation de G de
dimension k assez grande tels que la restriction fb : p−1(b) →֒ {b} × V soit un G-plongement,
∀b ∈ B. Ce G-plongement f induit une application T V M → B × TV qui pour tout b ∈ B se
restreint en un G-plongement Tp−1(b) → {b} × TV . Soit b ∈ B. En notant Nb le fibré normal
à fb(p

−1(b)) dans V , on a que le fibré normal à Tp−1(b) → {b} × TV est Nb ⊕ Nb ≃ Nb ⊗ C.
Par l’intermédiaire d’un tel G-plongement, on peut définir une application f! : KG(T V M) →
KG(B ×TV ), en composant l’isomorphisme de Thom KG(T V M) → KG(N ⊗C) avec le morphisme
d’extension KG(N ⊗ C) → KG(B × TV ) induit par l’identification de Nb ⊗ C avec un voisinage
tubulaire de fb(p

−1(b)) dans {b} × TV . En identifiant TV avec Ck, on obtient un isomorphisme de
Bott q! : KG(B × Ck) → KG(B).

Proposition 3.4.1. [5] La composition q!f! ne dépend pas du G-plongement f choisi. Elle sera
notée p!.

Soient π : E± → M une famille continue de G-fibré vectoriels. Soit P une famille d’opérateurs
G-équivariante paramétrée par la base compacte B elliptique le long des fibres, c’est-à-dire P :
C∞,0(M, E+) → C∞,0(M, E−) vérifie :

1. ∀g ∈ G et s ∈ C∞,0(M, E+) , Pg · s = g · Ps, où (g · s±)(m) = gE± · (s±(g−1 · m)) est l’action
de G sur les sections de E± ;

2. ∀ξ Ó= 0 ∈ T V
m M , σξ(P ) : E+

m → E−
m est inversible, où σ(P ) désigne le symbole principal de

P , qui définit une classe de KG(T V M).

Définition 3.4.2. L’indice topologique de P est Ind
M|B
G,t (P ) = p!([σ(P )]) ∈ KG(B), où [σ(P )] est

la classe de σ(P ) dans KG(T V M).

On rappelle le théorème de l’indice pour les familles de [5].

Théorème 3.4.3. [5] L’indice analytique Ind
M|B
G défini dans la définition 1.1.4 et l’indice topolo-

gique Ind
M|B
G,t coïncident.

Remarque 3.4.4. L’indice topologique est un morphisme de R(G)-modules car l’isomorphisme
de Thom et le morphisme d’extension le sont. De plus, on sait que KG(Y G) ≃ K(Y G) ⊗ R(G) donc
en appliquant cet isomorphisme à T V MG et B, on obtient Ind

MG|B
G ≃ IndMG|B ⊗ idR(G).

On souhaite localiser l’indice équivariant d’un symbole de KG(T V M), généralisant l’approche
de [15] et [2]. On procède en deux étapes, on commence par une localisation d’Atiyah-Segal en
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KG-théorie suivi d’une délocalisation de Berline-Vergne en cohomologie. Pour cela, on commence
par supposer que G est un groupe topologiquement cyclique engendré par un seul élément g. On
note (T V M)G = ker(p∗)

G les points fixes de T V M sous l’action de G et i : MG → M l’inclusion
de la sous-variété des points fixes sous l’action de G. Les points fixes de T V M sont donnés par
T V MG = ker(p∗|

MG
) car p∗ commute avec l’action du groupe et on sait que les points fixes de

TM coïncident avec TMG. Il faut définir l’application i! : KG(T V MG) → KG(T V M). En notant
πT V M : T (T V M) → T V M la projection du fibré tangent à l’espace total du fibré tangent vertical,
on a T (T V M) ≃ (πT V M)∗T V M ⊕ (πT V M)∗TM . On a de même T (T V MG) ≃ (πT V M)∗T V MG ⊕
(πT V M)∗TMG. On note N le fibré normal N (MG, M) à MG dans M . Le fibré normal à T V MG dans
T V M est alors donné par N (T V MG, T V M) = (πT V M)∗(N ∩ T V M) ⊕ (πT V M)∗N = (πT V M)∗(N ∩
T V M ⊗C), la dernière égalité provient du fait que N est vertical puisque l’action sur B est triviale.
Le fibré normal N (T V MG, T V M) est donc muni d’une structure complexe. On peut définir une
application i! : KG(T V MG) → KG(T V M) comme composée de l’isomorphisme de Thom et du
morphisme d’excision, comme expliqué plus haut.

Proposition 3.4.5. [10] et [11] Le diagramme suivant est commutatif.

KG(T V MG)
i! //

Ind
MG|B
G

''

KG(T V M)

Ind
M|B
G

��
KG(B)

Démonstration. Par le théorème de l’indice pour les familles [5] rappelé au théorème 3.4.3, on sait
que Ind

M|B
G,t = Ind

M|B
G . Comme on l’a vu dans 3.4.1 l’indice topologique ne dépend pas du plongement

utilisé, on peut donc prendre la composée de l’inclusion de T V MG dans T V M et du plongement
de T V M dans B × V comme plongement pour T V MG. On a alors Ind

MG|B
G = q!f!i! = Ind

M|B
G ◦ i! et

donc le diagramme est commutatif.

Comme dans la partie précédente et par [2] :

Proposition 3.4.6. Soit Ig = {χ ∈ R(G)/χ(g) = 0} l’idéal premier de R(G).

1. La composition i∗i! est donnée par la multiplication par λ−1(N ∩ T V M ⊗C) ∈ KG(T V MG),
en utilisant le fait que KG(T V MG) est un KG(MG)-module.

2. L’élément λ−1(N ∩ T V M ⊗ C) devient une unité dans le localisé KG(T V MG)Ig après loca-
lisation en Ig.

3. L’application localisée (i!)Ig : KG(T V MG)Ig → KG(T V MG)Ig est un isomorphisme, d’inverse

i∗

λ−1(N ∩ T V M ⊗ C)
.

On va avoir besoin du théorème suivant qui est démontré dans [3].
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Théorème 3.4.7. [4] Si π : E → X est un fibré vectoriel complexe de rang n au-dessus de X
alors le diagramme suivant commute :

K(X)
i! //

Ch∧Td(E)−1

��

K(E)

Ch
��

H(X)
i! // Hcpt(E),

où les applications i! désignent les isomorphismes de Thom en K-théorie et en cohomologie.

Démonstration. On note π! l’intégration le long des fibres de E en cohomologie et Λ−1E =
[π∗ΛpairE, π∗ΛimpairE, σ] = i!(1) l’élément de Thom en K-théorie permettant de définir l’isomor-
phisme de Thom. Soit ξ un élément de K(X), on a :

π!Ch(i!ξ) = π!Ch(π∗ξ · Λ−1E) = π!

(
π∗Ch(ξ) · Ch(Λ−1E)

)
= Ch(ξ) · π!Ch(Λ−1E).

Calculons π!Ch(Λ−1E).

i∗i!π!Ch(Λ−1E) = π!Ch(Λ−1E) ∧ Eul(E)

= i∗Ch(Λ−1E)

= Ch(λ−1E)

donc π!Ch(Λ−1E) =
Ch(λ−1E)

Eul(E)
. On a

Ch(λ−1E)

Eul(E)
= Td(E)−1 car si on se donne ∇E une connexion

sur E, on a Ch(λ−1E) = Tr
( ∑

(−1)iλi(e∇E,2
)
)

= det
(
1 − e∇E,2

)
et Eul(E) = det(−∇E,2) et

Td(E) = det

(
∇E,2

e∇E,2 − 1

)
.

Après localisation, en utilisant la remarque 3.4.4, on a (Ind
MG|B
G )Ig ≃ IndMG|B ⊗ idR(G)Ig

donc

le morphisme d’évaluation commute avec le caractére de Chern de l’indice Ind
MG|B
G . On a alors,

en notant χ le morphisme caractére qui à une représentation de G associe son caractére, l’égalité
suivante Ch((Ind

MG|B
G )Ig(g)) ≃ Ch(IndMG|B)·χ(g). Après localisation, on peut donc calculer l’indice

d’un symbol de KG(T V M), en utilisant la formule cohomologique d’Atiyah-Singer de l’indice des
familles donnée dans [5]. On a :

On va maintenant regarder le lien entre le caractère de Chern tensorisé par le morphisme
caractère en g = eX pour X ∈ g et le caractère de Chern en cohomologie équivariante sur une
G-variété à action triviale.

Lemme 3.4.8. Supposons que G agit trivialement sur une variété Y . Alors on a les isomor-
phismes :

K(Y ) ⊗ R(G) → KG(Y ) et H(Y ) ⊗ C∞(g)G → H∞
G (g, Y ).

([E] − [E ′]) ⊗ V Ô→ [E ⊗ V ] − [E ′ ⊗ V ] [ω] ⊗ ϕ Ô→ [X Ô→ ωϕ(X)]
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Ici V = Y × V désigne le G-fibré trivial associé à la représentation de dimension finie V de G, On
note χ le morphisme caractère qui associe à une représentation V son caractère χV . Le diagramme
suivant est commutatif :

KG(Y ) Ch //

��

H∞
G (g, Y )

K(Y ) ⊗ R(G)
Ch⊗χ

// H(Y ) ⊗ C∞(g)G.

OO

On rappelle que Ch : KG(Y ) → H∞
G (g, Y ) est donné par Ch(E)(X) = [Str(eR(X))], où R(X)

est la courbure équivariante d’une connexion G-invariante sur le super-fibré E.

Démonstration. Soient E → Y un fibré vectoriel et V une représentation de G. Soient ∇E une
connexion sur E et ∇V = d⊗idV la connexion triviale sur Y ×V . Considérons la connexion produit
sur E ⊗ V donnée par :

∇E⊗V = ∇E ⊗ 1 + 1 ⊗ ∇V .

On a (
∇E⊗V

)2
=

(
∇E

)2 ⊗ 1 + 1 ⊗
(
∇V

)2
=

(
∇E

)2 ⊗ 1,

car d2 = 0. De plus, le moment de ∇E⊗V est donné pour tout X ∈ g par :

µE⊗V (X) = L
E⊗V (X) − ∇E⊗V

XY
=

d

dt |t=0
etX ⊗ etX · −0 =

d

dt |t=0
1 ⊗ etX · = idC∞(Y,E) ⊗C∞(Y ) X,

donc

Ch(E ⊗ V , X) = Tr


e

(
∇E⊗V

)2

+µE⊗V (X)




= Tr


e

(
∇E

)2

⊗1+idC∞(Y,E)⊗C∞(Y )X




= Tr


e

(
∇E

)2

⊗1
eidC∞(Y,E)⊗C∞(Y )X




= Tr


(e

(
∇E

)2

⊗ 1)(1 ⊗ eX)




= Tr


e

(
∇E

)2

⊗ eX




= Ch(E)χV (eX)
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Lemme 3.4.9. Soit ∇N∩T V M⊗C une connexion G-invariante sur N ∩ T V M ⊗ C et R0(X) sa
courbure équivariante. On a en g = eX :

1. Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C)(eX)

)
= Ch

(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X

)
= det

(
1 − eR0(X)

)
, (3.6a)

2. Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X

)
= Td(N ∩ T V M ⊗ C, X)−1 ∧ Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X). (3.6b)

Démonstration.

1. Comme l’action est triviale sur MG, par le lemme 3.4.8, on a :

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C)(eX)

)
= Ch

(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X

)
.

De plus, pour toute application linéaire A sur Rn, si on note Λi(A) l’application linéaire
induite sur ΛiRn alors on rappelle que :

∑
(−1)iTr

(
Λi

(
A

))
= det

(
1 − A

)
.

Il vient donc :

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X

)
= Tr

( ∑
(−1)iΛi

(
eR0(X)

))

=
∑

(−1)iTr

(
Λi

(
eR0(X)

))

= det
(
1 − eR0(X)

)
.

2. On a :

Td(N ∩ T V M ⊗ C, X)−1 ∧ Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X) = det

(
−(1 − eR0(X))

R0(X)

)
det

(
− R0(X)

)

= det
(
1 − eR0(X)

)

= Ch(λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X).

Le théorème suivant est une conséquence de la formule de Lefschetz pour les fibrations et de la
localisation de Bismut.

Théorème 3.4.10. Pour X ∈ g assez petit, l’égalité suivante est vérifiée dans H(B,C) :

Ch
(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V M |B

Ch(σ, X) ∧ Td(T V M ⊗ C, X).
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Démonstration. Par le théorème 8 de [11], on a l’égalité suivante dans la cohomologie de B :

Ch
(
(Ind

M|B
G )Ig(σ(eX)

)
=

ˆ

T V MG|B

Ch
(
i∗σ(eX)

)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C)(eX)

) ∧ Td(T V MG ⊗ C).

On a Ch
(
Ind

M|B
G (σ(eX))

)
= Ch

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
puisque l’action est trivial sur B. En réinjectant

dans l’équation, il vient :

Ch
(
(Ind

M|B
G )Ig(σ), X

)
=

ˆ

T V MG|B

Ch
(
i∗σ(eX)

)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C)(eX)

) ∧ Td(T V MG ⊗ C)

En utilisant les lemmes 3.4.8 et 3.4.9, on a :

Ch
(
i∗σ(eX)

)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C)(eX)

) =
Ch(i∗σ, X)

Td(N ∩ T V M ⊗ C, X)−1 ∧ Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)

=
i∗Ch(σ, X)

Td(N ∩ T V M ⊗ C, X)−1 ∧ Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)

=
i∗Ch(σ, X)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
∧ Td(N ∩ T V M ⊗ C, X).

On peut donc écrire les égalités suivantes :

Ch
(
(Ind

M|B
G )Ig(σ), X

)

=

ˆ

T V MG|B

i∗Ch(σ, X)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
∧ Td(N ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ Td(T V MG ⊗ C)

=

ˆ

T V MG|B

i∗Ch(σ, X)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
∧ Td

(
(T V MG ⊗ C) ⊕ (N ∩ T V M ⊗ C), X

)

=

ˆ

T V MG|B

i∗Ch(σ, X)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
∧ i∗Td(T V M ⊗ C, X)

=

ˆ

T V MG|B

i∗
(
Ch(σ, X) ∧ Td(T V M ⊗ C, X)

)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
.

De plus, pour X ∈ g assez petit, les zéros du champ engendré par X et les points fixes de eX

coïncident donc

Ch
(
(Ind

M|B
G )Ig(σ), X

)
=

ˆ

T V MX |B

i∗
(
Ch(σ, X) ∧ Td(T V MG ⊗ C, X)

)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
.

Puisque Ch(σ, X) est à support compact, on peut appliquer la formule de localisation de Bismut
(théorème 3.1.5), il vient :
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ˆ

T V MX |B

i∗
(
Ch(σ, X) ∧ Td(T V MG ⊗ C, X)

)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
=

ˆ

T V M |B

Ch(σ, X) ∧ Td(T V M ⊗ C, X),

ce qui donne le résultat souhaité.

Remarque 3.4.11. [2] Pour enlever l’hypothèse que G est un groupe topologiquement engendré
par un seul élément, il suffit de remplacer G par l’adhérence du groupe engendré par l’élément g.
En effet, si l’on note ϕ : H = < g > →֒ G l’inclusion de l’adhérence du groupe topologiquement
engendré par l’élément g dans G alors le diagramme suivant commute

KG(T V M)
ϕ∗

//

Ind
MG|B
G

��

KH(T V M)

Ind
MH|B
H

��
KG(B)

ϕ∗
// KH(B)

.

Suivant l’approche de Berline-Vergne, on va essayer de donner une formule similaire en coho-
mologie pour l’indice d’un opérateur au voisinage d’un point s ∈ G différent de l’identité. Soit
donc G un groupe de Lie compact. Soit s ∈ G, on considère le sous-groupe G(s) de G des éléments
qui commutent avec s. On note g(s) l’algèbre de Lie de G(s), elle consiste en les éléments X ∈ g

tels que s · X = X. Les G-variétés M et B sont aussi des G(s)-variétés et la fibration se restreint
en une fibration G(s)-équivariante. On a besoin pour calculer l’indice en un point g = seX pour
X ∈ g(s), assez petit, d’une modification du caractère de Chern [14].

Définition 3.4.12. Soit E un fibré G-équivariant muni d’une connexion ∇ de courbure équiva-
riante R(X). Sur l’ensemble des points fixes de s, noté M s, l’action de s sur E|Ms , noté sE, agit le
long des fibres.

Le caractère de Chern s-équivariant Chs pour s ∈ G et X ∈ g(s) est défini par :

Chs(E, X) = Tr
(
sE · eR(X)|Ms

)
∈ H∞

G(s)(g(s), M s).

Soient s ∈ G et X ∈ g(s) assez petit de sorte que le flot etX de XM et eX aient la même action
sur M pour t proche de 0. Par [15], on sait que (M s)X = M g. D’une part si m ∈ (M s)X alors
s · m = m et XM(m) = 0 donc eX · s · m = m et donc g · m = m car eXs = seX . D’autre part, si
m ∈ M g alors seX ·m = m donc s∗XM(m) = 0. On a alors XM(m) = 0 car s∗ est un isomorphisme
donc m ∈ MX , on en déduit que eX · m = m. Or s · m = seX · m = m donc m ∈ M s. On a bien
que m ∈ (M s)X puisque (M s)X = M s ∩ MX .

On peut étendre le lemme 3.4.8 comme suit :

Lemme 3.4.13. Soit Y est une G-variété.

1. Supposons que G agit trivialement sur Y . Si E est un fibré vectoriel sur Y et si V = Y × V
désigne le fibré trivial associé à une représentation V de G alors

Ch(E ⊗ V (seX)) = Chs(E ⊗ V , X).
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2. On note g = seX . Soit Y g la sous-variété des points fixes sous l’action du groupe H := < g >
topologiquement engendré par g. On note Y s la sous-variété des points fixés par s. On a

pour X assez petit les inclusions Y g � � ig,s // Y s � � is // Y , on note ig l’inclusion composée de
Y g dans Y . Si E est un fibré vectoriel sur Y et si V = Y × V désigne le fibré trivial associé
à une représentation V de H alors

ChseX (E ⊗ V ) = i∗
g,sChs(E ⊗ V , X).

Démonstration. Soit ∇E une connexion G-invariante sur E, on note R sa courbure. Soit ∇V la
connexion triviale sur V . On note RE⊗V la courbure associé sur E ⊗ V et RE⊗V (X) sa courbure
équivariante.

1. On a :

Chs(E ⊗ V , X) = Tr(sE⊗V · eRE⊗V (X))

= Tr(1 ⊗ sV · eR ⊗ eX)

= Tr(eR ⊗ sV · eX).

De plus, Tr(sV eX) = χ(seX), donc

Chs(E ⊗ V , X) = Ch(E)χ(seX)

= Ch(E ⊗ V (seX)).

2. En effet l’action de g = seX sur Y g est triviale. On a les égalités :

ChseX (E ⊗ V ) = Tr
(
seX · e

R
E⊗V

|Y g
)

= Tr
(
seX · eRE ⊗ 1|Y g

)

= Tr
(
s · eRE ⊗ eX

|Y g

)
.

L’action de X sur M g est triviale donc par la preuve du lemme 3.4.9, on sait que :

Tr
(
s · eRE ⊗ eX

|Y g

)
= Tr

(
s · eRE⊗V (X)|Y g

)
.

De plus, Tr
(
s · eRE⊗V (X)|Y g

)
= i∗

g,sTr
(
s · eRE⊗V (X)|Y s

)
= i∗

g,sChs(E ⊗ V , X).

Définition 3.4.14. [14] Soit s ∈ G. Soit E → M s un fibré vectoriel euclidien G-équivariant. Soit
∇ une connexion G-invariante. On note R(X) sa courbure équivariante. On définit pour X ∈ g(s),
la forme sur M s, G(s)-équivariante Ds(E, X) donnée par :

Ds(E, X) = det(1 − seR(X)).
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Lemme 3.4.15. Soient s ∈ G et X ∈ g(s), on note g l’élément seX . On suppose X assez petit, de

sorte que (M s)X = M g. On a les inclusions M g � � ig,s // M s � � is // M , on note ig l’inclusion de M g

dans M . On note Ng le fibré normal de M g dans M , N s
g le fibré normal de M g dans M s et Ns le

fibré normal de M s dans M . On a :

1. Ch
(
λ−1(Ng ∩ T V M ⊗ C)(seX)

)
= Ch

(
λ−1(N

s
g ∩ T V M ⊗ C), X

)
i∗
g,sChs

(
λ−1(Ns ∩ T V M ⊗ C), X

)
,

(3.7a)

2. Ch
(
λ−1(N

s
g ∩ T V M ⊗ C), X

)
= Eul(N s

g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ Td(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X)−1, (3.7b)

3. Chs

(
λ−1(N

s ∩ T V M ⊗ C), X
)

= Ds(N
s ∩ T V M, X). (3.7c)

Démonstration. 1. L’action de seX est triviale sur M g. D’une part, on a les identifications sui-
vantes :

- TM|Ms = TM s ⊕ Ns,

- TM|Mg = TM g ⊕ Ng = (TM s)|Mg ⊕ (Ns)|Mg = TM g ⊕ N s
g ⊕ (Ns)|Mg ,

donc Ng ∩ T V M = N s
g ∩ T V M ⊕ (Ns)|Mg ∩ T V M. On sait que Λ(E ⊕ E ′) = ΛE ⊗ ΛE ′ et que le

caractère de Chern est multiplicatif donc

Ch
(
λ−1(Ng ∩T V M ⊗C)(seX)

)
= Ch

(
λ−1(N

s
g ∩T V M ⊗C)(seX)

)
∧Ch

(
i∗
gλ−1(Ns∩T V M ⊗C)(seX)

)
.

D’autre part, le fibré vectoriel N s
g est un sous-fibré vectoriel du fibré vectoriel TM s sur lequel s agit

trivialement donc l’action sur N s
g est triviale. On en déduit que l’action de s sur λ−1(N

s
g ∩T V M ⊗C)

est triviale et on a :

ChseX

(
λ−1N

s
g ∩ T V M ⊗ C

)
= Ch

(
λ−1N

s
g ∩ T V M ⊗ C(seX)

)
= Ch

(
λ−1N

s
g ∩ T V M ⊗ C, X

)
,

car si on note R la courbure d’une connexion G-invariante sur λ−1N
s
g ∩ T V M ⊗ C et R(X) sa

courbure équivariante alors

Tr
(
seX · eR

)
= Tr

(
eX · (s · eR)

)

= Tr
(
eX · eR

)

= Tr
(
eR(X)

)
.

De plus, en utilisant le lemme 3.4.13, on a :

Ch
(
i∗
gλ−1(Ns∩T V M ⊗C)(seX)

)
= ChseX

(
λ−1(Ns∩T V M ⊗C)

)
= i∗

g,sChs

(
λ−1(Ns∩T V M ⊗C), X

)
.

2. On a par le calcul du lemme 3.4.9 :

Ch
(
λ−1(N

s
g ∩ T V M ⊗ C), X

)
= Ch

(
λ−1(N

s
g ∩ T V M ⊗ C), X

)

= Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ Td(N s

g ∩ T V M ⊗ C, X)−1.
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3. En notant R(X) une courbure équivariante sur N s ∩T V M et R(X)⊗C la courbure équivariante
associée sur N s ∩ T V M ⊗ C, on a :

Chs(λ−1N
s ∩ T V M ⊗ C, X) =

∑
(−1)iTr

( ∧
(seR(X)⊗C)

)

= detNs∩T V M⊗C

(
1 − seR(X)⊗C

)

= detNs∩T V M

(
1 − seR(X)

)

= Ds(N
s ∩ T V M, X).

On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théorème 3.4.16. Pour X ∈ g assez petit, l’égalité suivante est vérifiée dans la cohomologie de
B à coefficients complexes H(B,C) :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Ms|B

Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X)

Ds(Ns ∩ T V M, X)
.

Démonstration. On a Chs(Ind
M|B
G (σ), X) = Ch(Ind

M|B
G (σ)(seX)) car l’action sur B est triviale. En

appliquant, la formule de Lefschetz pour g, on obtient :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Mg |B

Ch
(
i∗
gσ(g)

)

Ch
(
λ−1(Ng ∩ T V M ⊗ C)(g)

) ∧ Td(T V M g ⊗ C).

Par le lemme 3.4.13, on a l’égalité i∗
g,sChs(σ, X) = Ch

(
i∗
gσ(g)

)
. En utilisant le lemme 3.4.15 (3.7a),

il vient :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Mg |B

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ Td(T V M g ⊗ C)

Chs(λ−1(N s
g ∩ T V M ⊗ C), X)i∗

g,sDs(Ns ∩ T V M, X)
.

En appliquant (3.7b) du lemme 3.4.15, on obtient :

Chs

(
(Ind

M|B
G )Ig(σ), X

)

=

ˆ

T V Mg |B

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ Td(T V M g ⊗ C)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ Td(N s

g ∩ T V M ⊗ C, X)−1i∗
g,sDs(Ns ∩ T V M, X)

=

ˆ

T V Mg |B

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ Td(T V M g ⊗ C) ∧ Td(N s

g ∩ T V M ⊗ C, X)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ i∗

g,sDs(Ns ∩ T V M, X)

=

ˆ

T V Mg |B

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ Td((T V M g ⊗ C) ⊕ (N s

g ∩ T V M ⊗ C), X)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ i∗

g,sDs(Ns ∩ T V M, X)
.
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De plus, on a l’égalité T V M g ⊕ N s
g = T V M s donc :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Mg |B

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ i∗

g,sTd(T V M s ⊗ C, X)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ i∗

g,sDs(Ns ∩ T V M, X)

=

ˆ

T V Mg |B

i∗
g,s

(
Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X) ∧ Ds(Ns ∩ T V M, X)−1

)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X)

Maintenant, pour X ∈ g(s) assez petit, on a M g = (M s)X et T V M g = (T V M s)X , donc :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

(T V Ms)X |B

i∗
g,s

(
Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X) ∧ Ds(Ns ∩ T V M, X)−1

)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X)

,

par le théorème 3.1.5), il vient :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)

=

ˆ

(T V Ms)X |B

i∗
g,s

(
Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X) ∧ Ds(Ns ∩ T V M, X)−1

)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X)

=

ˆ

T V Ms|B

Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X) ∧ Ds(Ns ∩ T V M, X)−1.

On a donc bien :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Ms|B

Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X)

Ds(Ns ∩ T V M, X)
.

3.4.2 Action non-triviale sur la base

Soit G un groupe de Lie compact. On note g son algèbre de Lie. Soit p : M → B une fibration
G-équivariante entre variétés compactes, connexes, orientées. On note encore T V M = ker(p∗) le
fibré tangent vertical à M et T HM son supplémentaire horizontal relativement à une métrique
G-invariante. On souhaite généraliser les calculs de la section précédente au cas où l’action sur la
base de la fibration B est non-trivial. On suppose que le groupe G est topologiquement engendré
par un seul élément g. On peut en effet toujours se ramener à ce cas en utilisant la remarque 3.4.11.
Lorsque l’inclusion BG →֒ B est K-orientée, il est possible d’étendre les théorèmes 3.4.21 et 3.4.16
au cas où l’action sur B n’est pas triviale. Pour simplifier, nous supposons que G est un tore dans
cette section de sorte que le fibré normal à BG →֒ B est complexe.

Proposition 3.4.17. [10] Si G est un tore les inclusions i : T V MG →֒ T V M et j : BG →֒ B sont
KG-orientées par des structures complexes.
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Démonstration. On note N le fibré normal à MG dans M et p∗NB le relèvement du fibré normal
NB à BG dans B par p∗ en un sous-fibré de T HM au-dessus de M . D’une part, le fibré normal NB

à BG dans B est muni d’une structure complexe puisque G est un tore (voir lemme 3.1.3). Donc
l’application j est KG-orientée et par conséquent en identifiant NB avec un voisinage tubulaire de
BG dans B, on peut définir une application de Gysin [25]

j! : KG(BG) → KG(B).

D’autre part, le fibré normal N = N (T V MG, T V M) à l’espace total T V MG dans T V M est donné
par (πN )∗(N ∩ T V M ⊗ C) ⊕ (πN )∗(p∗NB). En effet, on a les isomorphismes suivants :

T (T V M) ≃ (πT V M)∗T V M ⊕ (πT V M)∗TM,

T (T V MG) ≃ (πT V MG
)∗T V MG ⊕ (πT V MG

)∗TMG

et le fibré normal à MG dans M est donné par N = N ∩T V M ⊕p∗(NB), d’après le théorème 3.1.2.
Le fibré normal à T V MG dans T V M est bien muni d’une structure complexe. Donc l’application
i est KG-orientée et par conséquent en identifiant N avec un voisinage tubulaire de T V MG dans
T V M , on peut définir une application de Gysin [3]

i! : KG(T V MG) → KG(T V M).

Proposition 3.4.18. [10] Si G est un tore, alors le diagramme suivant est commutatif.

KG(T V MG)
i! //

Ind
MG|BG

G ��

KG(T V M)

Ind
M|B
G

��
KG(BG)

j! // KG(B)

Démonstration. D’après le théorème de l’indice d’Atiyah-Singer pour les familles équivariantes [5],
les flèches p! et pG

! , qui sont les indices topologiques correspondant respectivement aux fibrations
M → B et MG → BG, coïncident avec les indices analytiques de sorte que

p! = Ind
M|B
G et pG

! = Ind
MG|BG

G .

Ainsi pour prouver la commutativité du diagramme, il suffit de montrer que j!◦pG
! = p!◦i!. Mais

rappelons d’après [25][Theorem 2.6] (voir aussi [11] pour la version équivariante), on a précisément
pour toutes applications KG-orientées G-équivariantes f et g, g◦f est KG-orientée et (g◦f)! = g!◦f!.
En appliquant ce résultat on déduit que

j! ◦ pG
! = (j ◦ pG)! = (p ◦ i)! = p! ◦ i!.

Ainsi la preuve est terminée.
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On va, ici, encore utiliser la localisation en KG-théorie (voir [2]) et utiliser le caractère de Chern
tensorisé par le morphisme caractère de représentation.

Théorème 3.4.19. [11] L’égalité suivante est vérifiée dans la cohomologie de BG à coefficients
complexes H(BG,C) :

Ch
(
j∗Ind

M|B
G (σ(g))

)

Ch(λ−1NB(g))
=

ˆ

T V MG|BG

Ch
(
i∗σ(g)

)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(g)

) ∧ Td(T V MG ⊗ C).

Démonstration. Après localisation, les applications i! et j! deviennent des isomorphismes par le

théorème 3.2.3, d’inverses
i∗

λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)
et

j∗

λ−1NB
. On a alors :

j∗Ind
M|B
G (σ)(g)

λ−1NB(g)
= Ind

MG|BG

G

(
i∗σ(g)

λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(g)

)
. (3.8)

L’action de G sur T V MG et BG est triviale, en utilisant le théorème 8 de [11], pour calculer le

caractère de Chern de Ind
MG|BG

G

(
i∗σ(g)

λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(g)

)
, il vient :

Ch


Ind

MG|BG

G

(
i∗σ(g)

λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(g)

)


=

ˆ

T V MG|BG

Ch
(
i∗σ(g)

)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(g)

) ∧ Td(T V MG ⊗ C).

Et donc, en utilisant (3.8), on obtient :

Ch
(
j∗Ind

M|B
G (σ)

)

Ch
(
λ−1NB

) =

ˆ

T V MG|BG

Ch
(
i∗σ(g)

)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(g)

) ∧ Td(T V MG ⊗ C).

Lemme 3.4.20. Dans la cohomologie à coefficients complexes de BG, l’égalité suivante est vérifiée
en g = eX :

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(eX)

)
= Ch

(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X

)
∧ p∗Ch(λ−1N

B, X). (3.9)

Démonstration. D’une part, on a l’égalité :

λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB) = λ−1(N ∩ T V M ⊗ C) ⊗ p∗λ−1N
B,

en utilisant la multiplicativité du caractère de Chern, il vient :

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(eX)

)
= Ch

(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C)(eX)

)
∧ p∗Ch

(
λ−1N

B(eX)
)
.

D’autre part, l’action est triviale sur MG, par le lemme 3.4.8, on a :

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C)(eX)

)
= Ch

(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X

)
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et
Ch

(
λ−1N

B(eX)
)

= Ch
(
λ−1N

B, X
)

Théorème 3.4.21. Pour X ∈ g assez petit, l’égalité suivante est vérifiée dans la cohomologie
H(B, dX) :

Ch
(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V M |B

Ch(σ, X) ∧ Td(T V M ⊗ C, X).

Démonstration. Par le théorème 3.4.19, on a l’égalité suivante dans la cohomologie de BG :

Ch
(
j∗Ind

M|B
G (σ(eX))

)

Ch(λ−1NB(eX))
=

ˆ

T V MG|BG

Ch
(
i∗σ(eX)

)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(eX)

) ∧ Td(T V MG ⊗ C).

(3.10)
D’une part, par le lemme 3.4.20, on a :

Ch
(
i∗σ(eX)

)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(eX)

) =
Ch(i∗σ, X)

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X

)
∧ p∗Ch(λ−1NB, X)

.

D’autre part, par le lemme 3.4.9, on a :

Ch
(
λ−1(N ∩ T V M ⊗ C), X

)
= Td(N ∩ T V M ⊗ C, X)−1 ∧ Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X).

On a Ch
(
j∗Ind

M|B
G (σ(eX)

)
= Ch

(
j∗Ind

M|B
G (σ), X

)
puisque l’action est triviale sur BG. En réinjec-

tant dans l’équation (3.10), il vient :

Ch
(
j∗Ind

M|B
G (σ), X

)

Ch(λ−1NB, X)
=

ˆ

T V MG|BG

Ch(i∗σ, X) ∧ Td(N ∩ T V M ⊗ C, X)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ p∗Ch(λ−1NB, X)
∧ Td(T V MG ⊗ C).

De plus, on sait que Td(N ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ Td(T V MG ⊗ C) = i∗Td(T V M ⊗ C, X), donc :

j∗Ch
(
Ind

M|B
G (σ), X

)

Ch(λ−1NB, X)
= Ch(λ−1N

B, X)−1 ∧
ˆ

T V MG|BG

i∗
(
Ch(σ, X) ∧ Td(T V M ⊗ C, X)

)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
.

De plus, pour X ∈ g assez petit, les zéros du champ engendré par X et les points fixes de eX

coïncident donc

j∗Ch
(
Ind

M|B
G (σ), X

)

Ch(λ−1NB, X)
= Ch(λ−1N

B, X)−1 ∧
ˆ

T V MX |BX

i∗
(
Ch(σ, X) ∧ Td(T V M ⊗ C, X)

)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
.

Puisque Ch(σ, X) est à support compact, on peut appliquer la formule de localisation de Bismut
(théorème 3.1.5), il vient :

ˆ

T V MX |BX

i∗
(
Ch(σ, X) ∧ Td(T V MG ⊗ C, X)

)

Eul(N ∩ T V M ⊗ C, X)
= j∗

ˆ

T V M |B

Ch(σ, X) ∧ Td(T V M ⊗ C, X).
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Maintenant, en simplifiant par l’élément inversible Ch(λ−1N
B, X) et en utilisant la proposition 2.1

de [15] qui affirme que la restriction j∗ : H(B, dX) → H(BX ,C) est un isomorphisme, on obtient
le résultat souhaité.

Comme dans le cas où l’action sur la base est triviale, on va donner une formule similaire en
cohomologie pour l’indice d’un opérateur au voisinage d’un point s ∈ G différent de l’identité. Soit
donc G un groupe de Lie compact. Soit s ∈ G, on considère le sous-groupe G(s) de G des éléments
qui commutent avec s. On note g(s) l’algèbre de Lie de G(s), elle consiste en les éléments X ∈ g

tels que s · X = X. Les G-variétés M et B sont aussi des G(s)-variétés et la fibration se restreint
en une fibration G(s)-équivariante.

Théorème 3.4.22. Soient s ∈ G et X ∈ g(s), on note g l’élément seX . On suppose encore que
X est assez petit, de sorte que (M s)X = M g. On note Ns le fibré normal de M s dans M . L’égalité
suivante est alors vérifiée dans la cohomologie dX de Bs, H(Bs, dX) :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Ms|Bs

Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X)

Ds(Ns ∩ T V M, X)
.

Démonstration. On a les inclusions M g � � ig,s // M s � � is // M , on note ig l’inclusion de M g dans M .

De même, on a les inclusions Bg � � jg,s // Bs � � js // B , on note jg l’inclusion de Bg dans B. On note Ng

le fibré normal de M g dans M et N s
g le fibré normal de M g dans M s. En appliquant, le théorème

3.4.19 pour g, au-dessus de Bg, on obtient :

Ch
(
j∗

g Ind
M|B
G (σ(g))

)

Ch(λ−1NB(g))
=

ˆ

T V Mg |Bg

Ch
(
i∗
gσ(g)

)

Ch
(
λ−1(Ng ∩ T V M ⊗ C ⊕ p∗NB)(g)

) ∧ Td(T V MG ⊗ C).

En utilisant le lemme 3.4.13, on a Ch
(
j∗

g Ind
M|B
G (σ(g))

)
= j∗

g,sChs

(
(Ind

M|B
G )(σ), X

)
et Ch

(
i∗
gσ(g)

)
=

i∗
g,sChs(σ, X). En appliquant le lemme 3.4.20, il vient :

j∗
g,sChs

(
(Ind

M|B
G )Ig(σ), X

)

Ch(λ−1NB(g))
=

ˆ

T V Mg |Bg

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ Td(T V MG ⊗ C)

Ch
(
λ−1(Ng ∩ T V M ⊗ C)(g)

)
∧ p∗Ch

(
λ−1NB(g)

) .

En simplifiant par Ch
(
λ−1N

B(g)
)

et en appliquant (3.7b) du lemme 3.4.15, on obtient :

j∗
g,sChs

(
(Ind

M|B
G )Ig(σ), X

)

=

ˆ

T V Mg |Bg

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ Td(T V M g ⊗ C)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ Td(N s

g ∩ T V M ⊗ C, X)−1i∗
g,sDs(Ns ∩ T V M, X)

=

ˆ

T V Mg |Bg

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ Td(T V M g ⊗ C) ∧ Td(N s

g ∩ T V M ⊗ C, X)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ i∗

g,sDs(Ns ∩ T V M, X)

=

ˆ

T V Mg |Bg

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ Td((T V M g ⊗ C) ⊕ (N s

g ∩ T V M ⊗ C), X)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ i∗

g,sDs(Ns ∩ T V M, X)
.
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De plus, on a l’égalité T V M g ⊕ N s
g = T V M s donc :

j∗
g,sChs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Mg |Bg

i∗
g,sChs(σ, X) ∧ i∗

g,sTd(T V M s ⊗ C, X)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X) ∧ i∗

g,sDs(Ns ∩ T V M, X)

=

ˆ

T V Mg |Bg

i∗
g,s

(
Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X) ∧ Ds(Ns ∩ T V M, X)−1

)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X)

Maintenant, pour X ∈ g(s) assez petit, on a M g = (M s)X et T V M g = (T V M s)X , donc :

j∗
g,sChs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

(T V Ms)X |(Bs)X

i∗
g,s

(
Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X) ∧ Ds(Ns ∩ T V M, X)−1

)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X)

,

par le théorème 3.1.5), il vient :

j∗
g,sChs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)

=

ˆ

(T V Ms)X |(Bs)X

i∗
g,s

(
Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X) ∧ Ds(Ns ∩ T V M, X)−1

)

Eul(N s
g ∩ T V M ⊗ C, X)

= j∗
g,s

ˆ

T V Ms|Bs

Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X) ∧ Ds(Ns ∩ T V M, X)−1.

De plus, la restriction j∗
g,s : H(Bs, dX) → H(Bg) est un isomorphisme, donc on a bien :

Chs

(
Ind

M|B
G (σ), X

)
=

ˆ

T V Ms|Bs

Chs(σ, X) ∧ Td(T V M s ⊗ C, X)

Ds(Ns ∩ T V M, X)
.

3.4.3 Application au cas d’une G-fibration homogène

Le but de cette section est de faire le lien entre la formule de délocalisation de Berline-Vergne
pour un opérateur elliptique G × H-invariant et la formule le long des fibres présentée dans la
section précédente. On commence par rappeler une construction classique, voir [3].
Soient G et H deux groupes de Lie compacts. Soit P → B un H-fibré principal G-équivariant.
Soit F une G × H-variété. On définit une fibration p : M → B G-équivariante, de fibre F et de
groupe structurel H en posant M = P ×H B. Soit A : C∞(F, E+) → C∞(F, E−) un opérateur
pseudodifférentiel elliptique G × H-invariant d’ordre 1. Par [3], on sait que l’indice IndF

G×H(A) de
l’opérateur A est un élément de R(G × H). Rappelons ([3],(4.3) page 504) la flèche

µP : R(G × H) → KG(B)

qui à une G × H-représentation V associe le G-fibré vectoriel sur B donné par P ×H V . On note
respectivement p1 et p2 les respectivement première et deuxième projections de P × F . Suivant [3]
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(page 527), on définit un opérateur G-invariant Ã sur M , elliptique le long des fibres. L’opérateur
A se relève en un opérateur Ã1 sur P × F . Comme Ã1 est G × H-invariant, il induit un opérateur
Ã sur M . On restreint Ã1 aux sections constantes le long des fibres de P × F → M . Comme P est
localement un produit, on a que sur les ouverts p−1(V ) ∼= V ×F , la restriction ÃV de Ã est juste le
relevé de A, donc ÃV ∈ P1

(p−1(V )) et donc Ã ∈ P1
(M). Le symbole σ(Ã) vérifie σ(η,ξ)(Ã) = σξ(A)

donc il est elliptique le long des fibres de p. De plus, on a la proposition suivante :

Proposition 3.4.23 ([3], page 529). L’indice de Ã est donné par :

Ind
M|B
G (Ã) = [P ×H ker A] − [P ×H coker A] ∈ KG(B)

= µP (IndF
G×H(A)).

Soit s ∈ G. On note encore g l’algèbre de Lie de G et g(s) l’algèbre de Lie du centralisateur
G(s) de s dans G.

Corollaire 3.4.24. Soit X ∈ g(s). On a l’égalité suivante dans la cohomologie dX de Bs, H(Bs, dX) :

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) = Chs(µP (IndF

G×H(A)), X).

Dans la suite, on note indifféremment CW l’homomorphisme de Chern-Weil C∞(g× h)G×H →
H∞

G (g, B) et l’isomorphisme de Chern-Weil H∞
G×H(g ⊕ h, P ) → H∞

G (g, B). On note θ la 1-forme
de connexion G-invariante sur P et Θ sa courbure. On note Θ(X) = Θ − ι(X)θ sa courbure
équivariante. L’isomorphisme de Chern-Weil est donné par :

CW (α)(X) = α(X, Θ(X)), ∀α ∈ H∞
G×H(g ⊕ h, P ) et X ∈ g.

Pour plus de détails, voir [29] (voir aussi [34] et [57]). On a :

Proposition 3.4.25. [29] Le diagramme suivant est commutatif :

R(G(s) × H)
µP //

Chs=χ− (se−)

��

KG(s)(B
s)

Chs

��
C∞(g(s) × h)G(s)×H

CW
// H∞

G(s)(g(s), Bs)

En appliquant cette proposition et la formule de Berline-Vergne [15], il vient :

Corollaire 3.4.26. Soit X ∈ g(s) assez petit. On a l’égalité suivante dans la cohomologie dX de
Bs, H(Bs, dX) :

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) =

ˆ

T F s

Chs(σ(A), X, Θ(X)) ∧ Â2(TF s, X, Θ(X))

D(N (F s, F ), X, Θ(X))
.

Démonstration. Par le corollaire 3.4.24, on sait que

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) = Chs(µP (IndF

G×H(A)), X).
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En utilisant la proposition 3.4.25, il vient que :

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) = CW

(
IndF

G×H(A)
)
(X).

On obtient donc le résultat en appliquant la formule de Berline-Vergne [15] à IndF
G×H(A).

Soit s ∈ G. On a T V M = P ×H TF et T V M s = P s ×H TF s puisque l’action de G commute avec
l’action de H. Notons N (F s, F ) le fibré normal à F s dans F . La partie verticale du fibré normal
à M s = P s ×H F s dans M est alors donnée par N (M s, M) ∩ T V M = P s ×H N (F s, F ). Notons
p1 : P s × F s → P s et p2 : P s × F s → F s les projections. La 1-forme p∗

1θ est une connexion sur
P × F → P ×H F qui se restreint en une connexion sur P s × F s → P s ×H F s. On note CWP s×F s

l’isomorphisme de Chern-Weyl associé au fibré principal P s ×Hs → P s ×H F s. On a la proposition
suivante :

Proposition 3.4.27. On a les égalités suivantes :

1. Â(P s ×H TF s, X) = p∗
2Â(TF s, X, p∗

1Θ(X)) ;

2. D(N (M s, M) ∩ T V M, X) = p∗
2D(N (F s, F ), X, p∗

1Θ(X)) ;

3. Chs(σ(Ã), X) = p∗
2Chs(σ(A), X, p∗

1Θ(X)).

Démonstration. On fait la preuve pour 1.. Les assertions 2. et 3. se montrent de la même façon.
1. On a :

Â(P s ×H TF s, X) = CWP s×F s

(
Â(P s × TF s, −, −)

)
(X).

Comme P s × TF s est le tiré en arrière par p2 de TF s, il vient :

Â(P s ×H TF s, X) = CWP s×F s

(
p∗

2Â(TF s, −, −)
)
(X).

On obtient alors le résultat en appliquant l’isomorphisme de Chern-Weyl pour la courbure équiva-
riante p∗

1Θ(X).

On va vérifier que la formule d’indice pour les familles coïncide bien avec celle obtenue dans le
corollaire 3.4.26 par un calcul direct.

Corollaire 3.4.28. Soit X ∈ g(s) assez petit. On a l’égalité suivante dans la cohomologie dX de
Bs, H(Bs, dX) :

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) =

ˆ

T F s

Chs(σ(A), X, Θ(X)) ∧ Â2(TF s, X, Θ(X))

D(N (F s, F ), X, Θ(X))
.

Démonstration. On commence par appliquer la formule obtenue dans le théorème 3.4.22 pour
calculer le caractère de Chern de Ind

M|B
G (Ã). On a :

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) =

ˆ

P s×HT F s|Bs

Chs(σ(Ã), X) ∧ Â2(P s ×H TF s, X)

D(P s ×H N (F s, F ), X)
.
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En appliquant la proposition 3.4.27, on obtient :

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) =

ˆ

P s×HT F s|Bs

p∗
2Chs(σ(A), X, p∗

1Θ(X)) ∧ p∗
2Â

2(TF s, X, p∗
1Θ(X))

p∗
2D(N (F s, F ), X, p∗

1Θ(X))
.

En notant q : P s × TF s → P s ×H TF s la projection, il vient :

Chs(Ind
M|B
G (Ã), X) =

ˆ

P s×T F s|Bs

q∗

(
p∗

2Chs(σ(A), X, p∗
1Θ(X)) ∧ p∗

2Â
2(TF s, X, p∗

1Θ(X))

p∗
2D(N (F s, F ), X, p∗

1Θ(X))

)

=

ˆ

T F s

Chs(σ(A), X, Θ(X)) ∧ Â2(TF s, X, Θ(X))

D(N (F s, F ), X, Θ(X))
.
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Chapitre 4

Formule de Berline-Vergne pour les
familles G-transversalement elliptiques

Dans ce chapitre B est encore une variété orientée.

4.1 Caractère de Chern à coefficients C−∞

Ce chapitre est une application de la formule cohomologique du chapitre 2. On utilise la formule
de Berline-Vergne-Paradan [17] et [67] afin de démontrer un résultat similaire pour les familles. Le
théorème que l’on souhaite démontrer est le suivant.

Théorème. 4.2.4 Soit σ un symbole G-transversalement elliptique le long des fibres de la G-
fibration compacte p : M → B avec B orientée et G-triviale. Notons N s le fibré normal à M s dans
M .

1. Il existe une fonction Ind
G,M |B
coh : KG(T V

G M) → C−∞(G, H(B))G et une seule vérifiant les
relations locales suivantes :

Ind
G,M |B
coh ([σ])‖s(Y ) = (2iπ)− dim(Ms|B)

ˆ

T V Ms|B

Chs(A
r∗ωs(σ), Y ) ∧ Â2(T V M s, Y )

D(N s, Y )
,

∀s ∈ G, ∀Y ∈ g(s) assez petit de sorte que les classes équivariantes Â2(T V M s, Y ) et
D(N s, Y ) soient définies.

2. De plus, on a la formule d’indice suivante :

Ind
G,M |B
coh ([σ]) = Ch(IndM|B([σ])) ∈ C−∞(G, H(B))G.

On commence par rappeler quelques résultats obtenus dans [66]. Dans une deuxième section on
déforme le caractère de Chern de [67]. Dans une dernière section, on démontre le théorème énoncé
plus haut.

109
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4.1.1 Cohomologie équivariante à coefficients généralisés

Nous rappelons quelques constructions cohomologiques, notre référence principal est [49]. Soit
K un groupe de Lie compact d’algèbre de Lie k. Soit N une K-variété. Rappelons la définition
de la cohomologie équivariante à coefficients C−∞ [31], voir aussi [49]. Soit C−∞(k, A(N)) l’espace
des fonctions généralisées sur k à valeurs dans A(N). Par définition, c’est l’espace des applications
linéaires continues de l’espace D(k) des densités C∞ à support compact sur k vers A(N), où D(k)
et A(N) sont munis des topologies C∞. Donc si α ∈ C−∞(k, A(N)) et si φ ∈ D(k) alors 〈α, φ〉 est
une forme différentielle sur N notée

´

k
α(X)φ(X)dX. Une densité C∞ à support compact sur k est

appelée une densité test et une fonction C∞ à support compact sur k est appelée une fonction test.
Notons Ei une base de k et Ei sa base duale. Soit d l’opérateur sur C−∞(k, A(N)) défini par

〈dα, φ〉 = d〈α, φ〉, pour φ ∈ D(k).

Soit ι l’opérateur défini par
〈ια, φ〉 =

∑

i

ι((Ei)∗
N)〈α, Eiφ〉,

où (Ei)∗
N désigne comme d’habitude le champ engendré par Ei ∈ g sur N et où Eiφ désigne le

produit tensoriel Ei ⊗ φ. Soit alors dk l’opérateur sur C−∞(k, A(N)) défini par

dkα = dα − ια.

L’opérateur dk coïncide avec la différentielle équivariante sur C∞(k, A(N)) ⊂ C−∞(k, A(N)). Le
groupe K agit naturellement sur C−∞(k, A(N)) par 〈g · α, φ〉 = g · 〈α, g−1 · φ〉. L’action de K
commute avec les opérateurs d et ι. L’espace des fonctions généralisées de k dans A(N) qui sont
K-équivariantes se note

A−∞
K (k, A(N)) = C−∞(k, A(N))K .

L’opérateur dk préserve A−∞
K (k, N) et vérifie d2

k = 0. De manière similaire, si on remplace A(N)
par Ac(N) le sous-espaces des formes à support compact alors on peut définir A−∞

c,K (k, N) =
C−∞(k, Ac(N))K .
Nous avons aussi besoin de considérer les formes généralisées K-équivariantes qui sont seulement
définies sur un voisinages ouvert de l’origine dans k. Si O est un ouvert K-invariant de k, on note
A−∞

K (O, N) et A−∞
c,K (O, N) les espaces ainsi obtenus.

Soit similairement U un ouvert de N qui est K-invariant. L’espace des formes à coefficients géné-
ralisés à support dans U se note A−∞

U (O, N), c’est l’espace des formes différentielles à coefficients
généralisés telles qu’il existe un sous-espace fermé K-invariant Cα ⊂ U de N tel que

´

α(X)φ(X)dX
est supportée dans Cα pour toute densité test φ.

Notation 4.1.1. La cohomologie du complexe (A−∞
K (k, N), dk) se note H−∞

K (k, N).
La cohomologie du complexe (A−∞

c,K (k, N), dk) se note H−∞
c,K (k, N).

La cohomologie du complexe (A−∞
K (O, N), dk) se note H−∞

K (O, N).
La cohomologie du complexe (A−∞

c,K (O, N), dk) se note H−∞
c,K (O, N).

La cohomologie du complexe (A−∞
U (O, N), dk) se note H−∞

U (O, N).
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Si φ : N ′ → N est une application K-équivariante de K-variétés alors on obtient une application
φ∗ : A−∞(k, N) → A−∞(k, N ′) définie par

〈φ∗α, f〉 = φ∗〈α, f〉, ∀f ∈ D(k),

qui induit
φ∗ : H−∞(k, N) → H−∞(k, N ′).

Par ailleurs, il existe une application naturelle

H∞(k, N) → H−∞(k, N)

induite par l’inclusion A∞
K (k, A(N)) →֒ A−∞

K (k, A(N)). Si p : M → B est une fibration K-
équivariante orientée, alors l’intégration le long des fibres

´

M |B
définit une application de A−∞

c,K (k, M)

vers A−∞
c,K (k, B) :

〈
ˆ

M |B

α, φ〉 :=

ˆ

M |B

〈α, φ〉, ∀φ ∈ D(k),

et induit une application bien définie :
ˆ

M |B

: H−∞
c,K (k, M) → H−∞

c,K (k, B).

Notons enfin que si α ∈ H∞
c,K(k, M), et β ∈ H−∞

c,K (k, B) alors α ∧ p∗β ∈ H−∞
c,K (k, M) et

ˆ

M |B

α ∧ pβ = (

ˆ

M |B

α) ∧ β.

Faisons un petit rappel sur les restrictions de fonctions généralisées invariante [29], voir aussi
[67]. On rappelle que si s ∈ K et S ∈ k alors K(s) et K(S) désignent respectivement les centrali-
sateurs de s et S respectivement et que k(s) = Lie(K(s)) et Lie(K(S)) = k(S). Pour tout s ∈ K,
soit Us(0) un voisinage ouvert assez petit de 0 ∈ g(s) tel que l’application

[k, Y ] → kseY k−1

est un plongement ouvert de K ×K(s) Us(0) sur un ouvert de la classe de conjugaison K · s :=
{ksk−1, k ∈ K} ≃ K/K(s). Similairement, pour S ∈ k, soit US(0) un voisinage ouvert de 0 tel que
l’application [k, Y ] → Ad(k)(S + Y ) est un plongement ouvert de K ×K(S) US(0) sur un voisinage
ouvert de l’orbite adjointe K · S ≃ K/K(S). Remarquons que l’application Y → [e, Y ] réalise
Us(0) (respectivement US(0)) comme sous-variété K(s)-invariante de K×K(s)Us(0) (respectivement
K ×K(S) US(0)).
Soit Θ une fonction généralisée K-invariante par conjugaison. Pour tout s ∈ K, Θ définit une
fonction généralisée K-invariante sur K ×K(s) Us(0) ⊂ K qui admet une restriction à la sous-
variété Us(0) qui se note

Θ‖s ∈ C−∞(Us(0))K(s).
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Si Θ est C∞, on a Θ‖s(Y ) = Θ(seY ), ∀Y ∈ Us(0).
Similairement, soit θ une fonction généralisée K-invariante sur k. Pour tout S ∈ k, θ définit une
fonction généralisée K-invariante sur K ×K(S)US(0) →֒ k qui admet une restriction à la sous-variété
US(0) qui se note

θ‖S ∈ C−∞(US(0))K(S).

Si θ est C∞ alors θ‖S(Y ) = θ(S + Y ) ∀Y ∈ US(0).
On a K(seS) = K(s) ∩ K(S) ∀S ∈ Us(0). Soit Θ‖s ∈ C−∞(Us(0))K(s) la restriction de la fonction
généralisée Θ ∈ C−∞(K)K . Pour tout S ∈ Us(0), la fonction généralisée Θ‖s admet une restriction
(Θ‖s)‖S qui est une fonction généralisée K(seS)-invariante définie sur un voisinage de 0 ∈ k(s) ∩
k(S) = k(seS).

Lemme 4.1.2. [29] Soit Θ ∈ C−∞(K)K.
— Pour s ∈ K et S ∈ Us(0), l’égalité suivante de fonctions généralisées définies sur un voisi-

nage de 0 ∈ k(seS) est vérifiée
(Θ‖s)‖S = Θ‖seS .

Quand Θ ∈ C−∞(K)K est C∞ cette condition est facile à vérifier : pour Y ∈ k(seS), on a

(Θ‖s)‖S(Y ) = Θ‖s(S + Y ) = Θ(seS+Y ) = Θ(seSeY ) = Θ‖seS (Y ).

— Soient s, k ∈ K. l’égalité suivante de fonctions généralisées définies sur un voisinage de
0 ∈ k(s) est vérifiée

(Θ‖s)‖S = Θ‖ksk−1 ◦ Ad(k).

Théorème 4.1.3. [29] Soit θs ∈ C−∞(Us(0))K(s) une famille de fonctions généralisées. Supposons
que les conditions suivantes sont vérifiées dans un voisinage de 0 ∈ k(s).

— Invariance : ∀k, s ∈ K, l’égalité suivante de fonctions généralisées définies dans un voisinage
de 0 ∈ k(s) est vérifiée

θs = θksk−1 ◦ Ad(k).

— Compatibilité : ∀s ∈ K et S ∈ Us(0), l’égalité suivante de fonctions généralisées définies
dans un voisinage de 0 ∈ k(seS) est vérifiée

θs‖S = θseS .

Alors il existe une unique fonction généralisée Θ ∈ C−∞(K)K telle que, ∀s ∈ K, l’égalité Θ‖s = θs

est vérifiée dans C−∞(Us(0))K(s).

4.1.2 Le caractère de Chern de [66]

Soit K un groupe de Lie compact. Soit N une K-variété. Soit λ une 1-forme K-invariante réels
sur N . Pour tout point n ∈ N , on donc a λ(n) ∈ T ∗

nN .

Définition 4.1.4. La 1-forme λ définit une application équivariante

fλ : N → k∗ donnée par〈fλ(n), X〉 = 〈λ(n), X∗
N(n)〉.
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On note Cλ le sous-ensemble fermé K-invariant de N donné par :

Cλ = {fλ = 0}.

On se donne un morphisme lisse K-équivariant σ : E+ → E− sur N , et on note Cλ,σ le sous-
ensemble fermé invariant donné par

Cλ,σ = Cλ ∩ supp(σ) et vσ =

(
0 σ∗

σ 0

)

Soit A une super-connexion K-invariante sur E (voir section 3.3. On utilisera par la suite les
notations suivantes voir [66] :

1. Aσ,λ(t) = A + it(vσ + λ), t ∈ R ;

2. F (σ, λ,A, t)(X) = −t2v2
σ − it < fλ, X > +µA(X) + it[A, vσ] +A2 + itdλ, qui est la courbure

équivariante de Aσ,λ(t) ;

3. η(σ, λ,A, t)(X) = −Str

(
i(vσ + λ)eF (σ,λ,A,t)(X)

)
= −eitdgλ(X)Str

(
i(vσ + λ)eF (σ,A,t)(X)

)
, qui

est la forme de transgression associée au caractère de Chern de Aσ,λ(t) ;

4. β(σ, λ,A) =
´∞

0
η(σ, λ,A, t)dt, qui est une forme à coefficients généralisés, puisque la conver-

gence de
´ T

0
η(σ, λ,A, t)dt quand T tend vers l’infini a bien un sens comme distribution.

Théorème 4.1.5 (Theorem 3.19, [66]). • Pour tout voisinage ouvert K-invariant U de Cλ,σ,
prenons χ ∈ C∞(N)K qui est égale à 1 sur un voisinage de Cλ,σ et à support contenu dans U .
Alors

1.

c(σ, λ,A, χ) = χCh(A) + dχβ(σ, λ,A)

est une forme équivariante fermée à coefficients généralisés, supportée dans U .

2. Sa classe de cohomologie cU(σ, λ) ∈ H−∞
U (k, N) ne dépend pas du choix de A, χ ni de la

structure hermitienne sur E±.

3. De plus, la famille inverse cU(σ, λ) quand U parcourt les voisinages de Cλ,σ définit une
classe

Chsup(σ, λ) ∈ H−∞
Cλ,σ

(k, N),

où H−∞
Cλ,σ

(k, N) est la limite projective du système projectif (H−∞
U (k, N))Cλ,σ⊂U .

• L’image de Chsup(σ, λ) dans H−∞
supp(σ)(k, N) est égale à Chsup(σ).

• Soit F un sous-ensemble fermé K-invariant de N . Pour τ ∈ [0, 1], soit στ : E+ → E− une famille
différentiable de morphismes lisses K-équivariants et λτ une famille différentiable de 1-formes K-
invariantes telle que Cλτ ,στ ⊂ F ∀τ ∈ [0, 1]. Alors toutes les classes Chsup(στ , λτ ) coïncident dans
H−∞

F (k, N).
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4.1.3 Déformation verticale

Définition 4.1.6. Lorsque Cλ,σ est un sous-ensemble compact de N , on peut définir [66] :

Chc(σ, λ) ∈ H−∞
c (k, N)

comme l’image de Chsup(σ, λ) ∈ H−∞
Cλ,σ

(k, N) dans H−∞
c (k, N). Un représentant de Chc(σ, λ) est

alors donné par toute forme équivariante c(σ, λ,A, χ) comme ci-dessus, avec χ à support compact.

La 1-forme de Liouville sur T ∗M permet de définir par restriction une "1-forme de Liouville
verticale". Plus précisément, fixons une métrique riemannienne 〈·, ·〉 sur M . On décompose alors
TM selon TM = T V M

⊕
p∗TB. Notons π : T ∗M → M la projection, j : T ∗M → T V M∗

l’application duale de l’inclusion i : T V M →֒ TM et φ : T ∗M → TM l’isomorphisme donné par la
métrique sur M et φ|T V M : T V M∗ → T V M l’isomorphisme induit. Notons r = φ−1 ◦ i ◦ φ|T V M et
k = r ◦ j. La 1-forme de Liouville ω sur T ∗M est la 1-forme définie par 〈ω(ξ), ζ〉 = 〈ξ, Tπ(ζ)〉, où
ξ ∈ T ∗M , ζ ∈ Tξ(T

∗M) et π : T ∗M → M est la projection. On revient maintenant, à notre cadre.
Soit comme avant G un groupe de Lie et p : M → B une fibration G-équivariante de variétés
compactes. On suppose que B est orientée.

Lemme 4.1.7. Soit ω la 1-forme de Liouville sur T ∗M . La 1-forme k∗ω est G-invariante et le
sous-ensemble Ck∗ω de T ∗M est égal à Cω = T ∗

GM .

Démonstration. La 1-forme k∗ω est G-invariante car k est G-équivariante. Soient ξ ∈ T ∗M et
v ∈ Tξ(T

∗M). On a :

〈(k∗ω)ξ, v〉 = 〈ωk(ξ), Tξk(v)〉 = 〈k(ξ), Tk(ξ)π ◦ Tξk(v)〉.

De plus, on a l’égalité π ◦ k = π donc on obtient :

〈k∗ω, v〉 = 〈k(ξ), Tπ(v)〉.

Maintenant, si v = X∗
T ∗M(ξ) est donné par un élément X ∈ g alors Tπ(v) = X∗

M(π(ξ)) est
un vecteur vertical, c’est-à-dire Tπ(v) ∈ T V

π(ξ)M donc 〈k∗ω, v〉 = 〈ω, X∗
T ∗M(ξ)〉 puisque la partie

horizontale de ξ s’annule sur les vecteurs verticaux. On a donc bien que Ck∗ω est égale à Cω.

Corollaire 4.1.8. Le caractère de Chern dans H−∞
G (g, T ∗M) défini en utilisant la 1-forme de

Liouville ω est égal au caractère de Chern défini en utilisant la 1-forme k∗ω.

Démonstration. Par le théorème 3.19 de [66], on sait que si στ : E+ → E− est une famille de
morphismes lisses K-équivariants et λτ une famille de 1-formes K-invariantes tels que Cλτ ,στ ⊂ F ,
pour τ ∈ [0, 1] et F un sous-espace fermé de T ∗M , alors toutes les classes Chsup(στ , λτ ) coïncident
dans H−∞

F (k, N). On prend pour στ la famille de morphismes constante et pour λτ la famille
de 1-formes : τω + (1 − τ)k∗ω. Remarquons que la famille λτ est G-équivariante. On a pour
v ∈ Tξ(T

∗M) :
〈λτ , v〉 = τ〈ξ, Tπ(v)〉 + (1 − τ)〈k(ξ), Tπ(v)〉

donc si v est donné par un élément X ∈ g alors 〈λs, v〉 = 0 si ξ ∈ T ∗
GM . On obtient que Cλτ =

Cω = Ck∗ω, ce qui termine la preuve.
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Lemme 4.1.9. Soit ω la 1-forme de Liouville sur T ∗M . La 1-forme r∗ω est G-invariante et le
sous-ensemble Cr∗ω de T V M∗ est égal à T V

G M∗.

Remarque 4.1.10. La forme r∗ω n’est autre que la restriction de ω à T V M∗ qu’on voit comme
sous-variété de T ∗M grâce à la métrique.

Démonstration. La 1-forme r∗ω est G-invariante car r est G-équivariante. Soit ξ ∈ T V M∗. Soit
v ∈ Tξ(T

V M∗). On a :

〈r∗ω, v〉 = 〈ωr(ξ), Tk(v)〉 = 〈r(ξ), Tπ ◦ Tr(v)〉 = 〈ξ, Tπ(v)〉.

car r est l’inclusion de T V M∗ dans T ∗M et π ◦ r est la projection π restreinte à T V M∗. On en
déduit que pour que l’application fr∗ω : T V M∗ → g∗ soit nulle il faut que ξ ∈ T V

G M∗.

4.2 Formule de Berline-Vergne pour une famille G- trans-

versalement elliptique

On va commencer par énoncer la formule cohomologique de Berline-Vergne-Paradan [67] pour
un opérateur G-transversalement elliptique. On déduira de cette dernière, grâce à un produit de
Kasparov, la formule pour une famille d’opérateurs G-transversalement elliptiques le long des fibres.
On note ωs la 1-forme de Liouville sur T ∗M s et on utilise les notations du chapitre précédent.

Théorème 4.2.1 ([67], Theorem 3.18). Soit σ un symbole G-transversalement elliptique sur une
variété compacte M . Notons pour tout s ∈ G, N s le fibré normal à M s dans M . Il existe une
fonction généralisée G-invariante sur G et une seule notée IndG,M

coh ([σ]), vérifiant les relations locales
suivantes.

IndG,M
coh ([σ])‖s(Y ) = (2iπ)− dim Ms

ˆ

T ∗Ms

Chs(A
ωs(σ), Y ) ∧ Â2(TM s, Y )

D(N s, Y )
,

∀s ∈ G et ∀Y ∈ g(s) assez petit, de sorte que les classes équivariantes Â2(TM s, Y ) et D(N s, Y )
soient définies. La fonction généralisée IndG,M

coh ([σ]) ne dépend que de la classe de σ dans KG(T ∗
GM).

De plus, on a le théorème suivant qui fait le lien avec l’indice analytique IndG,M
a d’Atiyah [1] :

Théorème 4.2.2 ([67], Theorem 4.1). Les formules précédentes définissent une application

IndG,M
coh : KG(T ∗

GM) → C−∞(G)G

et on a :

IndG,M
a = IndG,M

coh .



Chapitre 4 : Formule de Berline-Vergne pour les familles G-transversalement elliptiques 116

Lemme 4.2.3. Notons j : T ∗M → T V M∗ la projection, r : T V M∗ →֒ T ∗M l’inclusion induite
par la métrique et p : M → B la projection. Soient σ ∈ KG(T V

G M∗) et σ′ ∈ K(T ∗B). Notons E le
super-fibré correspondant à σ et E ′ le super-fibré correspondant à σ′. On a l’égalité suivante dans
H−∞

G (g, T ∗M s) :

Chs(A
ωs(σ ⊗ p∗σ′), Y ) = j∗Chs(A

r∗ωs(σ), Y ) ∧ p∗Ch(σ′).

Dans ce lemme, on désigne par Aωs la restriction d’une super-connexion Aω sur E ⊗ p∗E ′,
par Ar∗ωs la restriction de Ar∗ω(σ) = A + i(vσ + r∗ω), où A est une super-connexion sur E et
A(σ′) = A′ + ivσ′ où A′ est une super-connexion sur E ′.

Démonstration. D’après le corollaire 4.1.8, on a l’égalité :

Chs(A
ωs(σ ⊗ p∗σ′), Y ) = Chs(A

j∗r∗ωs(σ ⊗ p∗σ′), Y ).

De plus, en considérant la super-connexion produit

B = j∗
A ⊗ 1 + 1 ⊗ p∗

A
′,

on obtient :
A

j∗r∗ω(σ ⊗ p∗σ) = j∗(Ar∗ω(σ) ⊗ 1) + 1 ⊗ p∗(A′(σ′)),

car vσ⊗p∗σ′ = vσ ⊗ 1 + 1 ⊗ p∗vσ′ . D’où l’égalité énoncée.

Soit σ un symbole G-transversalement elliptique le long des fibres de la G-fibration compacte
p : M → B avec B G-triviale. Nous avons défini dans le chapitre 2 le caractère de Chern de la
classe indice ChHL(IndM|B([σ])). De plus, nous l’avons identifié avec un élément Ch(IndM|B([σ])) ∈
C−∞(G, H2•(B))G dans le théorème 2.3.10. On peut restreindre un tel élément en utilisant les
restrictions de fonctions généralisées car c’est un élément de C−∞(G)G ⊗ H(B).

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal de ce chapitre :

Théorème 4.2.4. Soit σ un symbole G-transversalement elliptique le long des fibres de la G-
fibration compacte p : M → B avec B orientée et G-triviale. Notons N s le fibré normal à M s dans
M .

1. Il existe une fonction Ind
G,M |B
coh : KG(T V

G M) → C−∞(G, H(B))G et une seule vérifiant les
relations locales suivantes :

Ind
G,M |B
coh ([σ])‖s(Y ) = (2iπ)− dim(Ms|B)

ˆ

T V Ms|B

Chs(A
r∗ωs(σ), Y ) ∧ Â2(T V M s, Y )

D(N s, Y )
,

∀s ∈ G, ∀Y ∈ g(s) assez petit de sorte que les classes équivariantes Â2(T V M s, Y ) et
D(N s, Y ) soient définies.

2. De plus, on a la formule d’indice suivante :

Ind
G,M |B
coh ([σ]) = Ch(IndM|B([σ])) ∈ C−∞(G, H(B))G.
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Dans la preuve de ce théorème, on va utiliser la même astuce que dans la section précédente,
c’est-à-dire coupler la classe indice avec un opérateur elliptique sur la variété B. Plus précisément,
on fait le produit de la classe indice par un opérateur elliptique sur B afin d’obtenir la classe indice
d’un opérateur G-transversalement elliptique sur M . On utilise ensuite la puissance du caractère
de Chern en homologie cyclique locale bivariante [70] et la formule de Berline-Vergne-Paradan [67]
afin de déduire le résultat.

Démonstration. Rappelons que G(s) désigne le centraliseur de s dans G et que g(s) désigne
son algèbre de Lie. On note Us(0) ⊂ g(s) un voisinage de 0, G(s)-invariant, tel que le Â-genre

Â(T V M s, Y ) et
1

Ds(N, Y )
soient bien définis sur Us(0). Notons ns la dimension de M s et n la

dimension de B. D’après le théorème 2.3.10, on a Ch(IndM|B([σ]))‖s(Y ) ∈ H−∞
G(s)(Us(0), B) ∼=

C−∞(Us(0))G(s) ⊗ H(B). Pour déterminer Ch(IndM|B([σ]))‖s(Y ) il suffit donc de le coupler avec
l’homologie de de Rham de B. De plus, l’homologie de de Rham de B est engendrée par l’image
du caractère de Chern de la K-homologie de B. Par le corollaire 2.3.9, on sait que le couplage de
la classe indice d’une famille G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres avec la
K-homologie de B est représenté par un opérateur G-invariant, G-transversalement elliptique sur
M . Soit σ′ un symbole sur B alors on peut appliquer la formule de Berline-Vergne-Paradan [17]
rappelée au théorème 4.2.1 ci-dessus au symbole G-transversalement elliptique σ ⊗ p∗σ′, défini au
lemme 2.3.6, on a :

IndG,M
coh ([σ ⊙ p∗σ′])‖s(Y ) = (2iπ)−ns

ˆ

T ∗Ms

Chs(A
ωs(σ ⊙ p∗σ′), Y ) ∧ Â2(TM s, Y )

Ds(N, Y )
.

Par le théorème 3.1.2 on sait que TM s ∼= T V M s ⊕ p∗TB et que N est vertical car l’action de G
sur B est triviale. On a donc :

Â(TM s, Y ) = Â(T V M s, Y ) ∧ p∗Â(TB).

De plus, on a Chs(A
ωs([σ⊙p∗σ′]), Y ) = j∗Chs(A

r∗ωs([σ]), Y )∧p∗Ch(A([σ′])), où j : T ∗M → T V M∗.
On obtient donc

IndG,M
coh ([σ ⊙ p∗σ′])(seY ) =(2iπ)−ns

ˆ

T ∗Ms

j∗Chs(A
r∗ωs(σ), Y )Â2(T V M s, Y )

Ds(N, Y )
p∗

(
Ch(A(σ′))Â2(TB)

)
.

Comme B est orientée, il vient :

IndG,M
coh ([σ ⊙ p∗σ′])(seY )

=

ˆ

b∈B

(2iπ)−(ns−n)

ˆ

(T Mb)s

Chs(A
r∗ωs([σ]), Y )Â2(T V M s, Y )

Ds(N, Y )

ˆ

TbB

(2iπ)−nCh(A([σ′]))Â2(TB).
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Or,

´

T B|B
(2iπ)−nCh(A([σ′]))Â2(TB) = PD(Ch([Pσ′ ])) où [Pσ′ ] ∈ KK(C(B),C) et où Ch([Pσ′ ]) est

le caractère de Chern de [Pσ′ ] en homologie de de Rham de B et PD est la dualité de Poincaré
H•(B,C) → H•(B,C). Donc par dualité de Poincaré, on obtient que

Ind
G,M |B
coh ([σ])‖s(Y ) = (2iπ)− dim(Ms|B)

ˆ

T V Ms|B

Chs(A
r∗ωs(σ), Y ) ∧ Â2(T V M s, Y )

D(N s, Y )
,

définit un élément de C−∞(G, H(B))G = C−∞(G)G ⊗ H(B) puisque ∀σ′ ∈ K(TB) les fonctions
généralisées (IndG,M

coh (σ ⊗ σ′)‖s)s définissent un élément de C−∞(G)G d’après le théorème 3.18 de
[67].
Par le théorème 2.3.8, on sait que

IndG,M
a ([σ ⊙ p∗σ′]) = IndM|B([σ]) ⊗C(B) [Pσ′ ].

On désigne par ChHL le caractère de Chern en homologie cyclique locale [70]. Le diagramme suivant
est commutatif :

C−∞(G, H(B,C))G ⊗ H∗(B,C)
〈·,·〉 //

� _

��

C−∞(G)G
� _

��
Hom(R(G) ⊗ C, H∗(B,C)) ⊗ H∗(B,C)

∼=
��

〈·,·〉 // Hom(R(G) ⊗ C,C)

∼=
��

HL(C∗G, C(B)) ⊗ HL(C(B),C) ◦ // HL(C∗G,C),

ce qui nous permet de déduire que le produit ChHL(IndM|B([σ])) ◦ ChHL([Pσ′ ]) devient via l’isomor-
phisme HL(C∗G,C) ≃ Hom(R(G) ⊗ C,C) :

ChHL(IndM|B([σ])) ◦ ChHL([Pσ′ ]) ∼= IndG,M
a ([σ] ⊗ p∗[σ′])

Maintenant, d’après le théorème 4.2.2 voir [67], on sait que IndG,M
a = IndG,M

coh . Donc

ChHL(IndM|B([σ])) ◦ ChHL([Pσ′ ]) ∼= IndG,M
coh ([σ] ⊗ p∗[σ′]).

Comme IndG,M
coh ([σ] ⊗ p∗[σ′]) = 〈Ind

G,M |B
coh ([σ]), PD(Ch(P[σ′])〉, on obtient par dualité de Poincaré

que
ChHL(IndM|B([σ])) ≃ Ind

G,M |B
coh ([σ]).

En utilisant l’identification du théorème 2.3.10, il vient donc

Ch(IndM|B([σ])) = Ind
G,M |B
coh ([σ]).



Annexe A

Rappels Stellaires

Dans cette annexe, on rappelle les notions de C∗-algèbres, de modules de Hilbert et de bimodules
de Kasparov.

A.1 C∗-algèbres

Les différents rappels faits dans cette section sont des définitions et résultats classiques, ils
peuvent être trouvés par exemple dans [27] ou dans [77] (voir aussi [75]). On commence par rap-
peler la définition d’une C∗-algèbre.

Une algèbre involutive est une C-algèbre A munie d’une involution ∗ : A → A. On rappelle
que ∗ est une application anti-linéaire telle que (xy)∗ = y∗x∗. On rappelle qu’une algèbre de Ba-
nach A est une algèbre munie d’une norme pour laquelle elle est complète (c’est-à-dire A un espace
de Banach) vérifiant

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖, ∀x, y ∈ A.

Définition A.1.1. Une C∗-algèbre est une algèbre de Banach involutive dont la norme vérifie
l’égalité suivante appelée C∗-équation :

‖x∗x‖ = ‖x‖2,

∀x ∈ A.

Exemple A.1.2. — Soit H un espace de Hilbert. L’ensemble L(H) des opérateurs linéaires
bornés sur H est une C∗-algèbre pour l’involution donnée par l’adjonction et la norme
d’opérateur.

— L’ensemble des matrices carrées d’ordre n est donc une C∗-algèbre pour l’involution donnée
par M∗ = tM et la norme subordonnée à la norme 2.

— Soit X un espace localement compact. L’ensemble C0(X) des fonctions continues sur X à
valeurs dans C qui tendent vers 0 à l’infini est une C∗-algèbre pour la norme et l’involution
données par

‖f‖ = sup
x∈X

|f(x)| et f ∗(x) = f(x).

119
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Définition A.1.3. Soit (Ai)i∈I une famille de C∗-algèbres. Le produit de C∗-algèbres est défini
par ∏

i∈I

Ai = {(ai) : ‖(ai)‖ = sup
i∈I

‖ai‖ < ∞}.

La somme directe de C∗-algèbres est définie par
⊕

i∈I

Ai = {(ai) : lim
i→∞

‖(ai)‖ = 0},

où lim
i→∞

‖(ai)‖ = 0 signifie que ∀ε > 0, ∃J ⊂ I fini tel que ∀i /∈ J ‖ai‖ < ε.

Remarque A.1.4. 1. La C∗-algèbre
⊕
i∈I

Ai est l’adhérence de la somme directe algébrique

dans le produit
∏
i∈I

Ai.

2. Toutes les C∗-algèbres de dimensions finies sont de la forme

A ∼=
n⊕

i=1

Mkj
(C).

Remarque A.1.5. Soit A une C∗-algèbre. Si A n’est pas unitaire alors Ã = A ⊕ C est une
C∗-algèbre unitaire pour le produit

(x ⊕ t1)(y ⊕ s1) = (xy + sx + ty) ⊕ ts1,

et la norme
‖x ⊕ t1‖ = sup

z∈A
‖z‖≤1

‖xy + ty‖, ∀x, y ∈ A et s, t ∈ C.

On dit que Ã est l’algèbre obtenue par adjonction d’une unité.

Remarque A.1.6. La norme d’une C∗-algèbre A supposée unitaire est unique et est totalement
déterminée par la relation

‖x‖ = sup{t > 0 / x∗x − t2 /∈ A×}
où A× désigne l’ensemble des éléments inversibles de A.

Définition A.1.7. Soit A une C∗-algèbre supposée unitaire. Soit a ∈ A. On appelle spectre de a,
noté Spec(a) ou encore σ(a), l’ensemble des λ ∈ C tels que a − λ1 n’est pas inversible. On appelle
rayon spectral r(a) la valeur

r(a) = sup
λ∈Spec(A)

|λ|.

Le rayon spectral est inférieur à la norme d’un élément, on a égalité si l’élément est normal.

Définition A.1.8. Soit A une C∗-algèbre et soit a ∈ A. On dit que

1. a est normal si a∗a = aa∗,

2. a est autoadjoint si a∗ = a,



A.2 Modules de Hilbert 121

3. a est positif s’il existe b ∈ A tel que a = b∗b,

4. a est unitaire si a∗a = 1 = aa∗.

On note A+ l’ensemble des éléments positifs de A.

Il existe une relation d’ordre sur les éléments autoadjoints d’une C∗-algèbre A donnée par a ≤ b
si et seulement si b − a est un élément positif.

Propriété A.1.9. Soit A une C∗-algèbre et soit a ∈ A.

1. Si a est autoadjoint alors Spec(a) ⊂ R.

2. Si a est positif alors Spec(a) ⊂ R+.

3. Si a est unitaire alors Spec(a) ⊂ S1.

Si a est normal alors ces conditions sont des équivalences.

Le théorème suivant permet de décrire les C∗-algèbres commutatives.

Théorème A.1.10 (Gelfand-Naimark). Soit A une C∗-algèbre commutative. Si A est unitaire
alors A est isométriquement ∗-isomorphe à C(X) pour X un espace compact. Si A n’est pas unitaire
alors A est isométriquement ∗-isomorphe à C0(X) pour X un espace localement compact. De plus,
si A est unitaire alors X = Â est l’ensemble des caractères sur A, c’est-à-dire des morphismes
d’algèbres unitaires, non nuls ϕ : A → C.

Remarque A.1.11. 1. Si A n’est pas unitaire alors ϕ se prolonge en un morphisme unitaire
à Ã.

2. Un morphisme de C∗-algèbre est automatiquement continu.

A.2 Modules de Hilbert

A.2.1 Définitions

Dans cette section, on va rappeler la notion de C∗-module de Hilbert. Nous aurons besoin de
cette notion pour utiliser la KK-théorie de Kasparov. Pour plus de détails, on renvoie à [50], [77]
et [75].

Définition A.2.1. Soit A une C∗-algèbre. Un A-module préhilbertien est un C-espace vectoriel
E qui est un A-module à droite muni d’une application sesquilinéaire 〈·, ·〉 : E × E → A appelée
produit scalaire à valeurs dans A satisfaisant les conditions suivantes :

1. λ(xa) = (λx)a = x(λa) ∀λ ∈ C, ∀x ∈ E et a ∈ A,

2. 〈x, ya〉 = 〈x, y〉a ∀x, y ∈ E et a ∈ A,

3. 〈x, y〉∗ = 〈y, x〉 ∀x, y ∈ E,

4. 〈x, x〉 ≥ 0 ∀x ∈ E.
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Remarque A.2.2. 1. La condition 2 impose que le produit scalaire soit linéaire en la seconde
variable et la condition 3 implique qu’il soit ∗-linéaire en la première variable. On utilisera cette
convention pour les espaces de Hilbert classiques.
2. On définit de manière similaire les A-modules préhilbertiens avec une structure de A-module à
gauche.

Soit E un A-module préhilbertien. Pour ce type de A-modules, il existe une version de l’inégalité
de Cauchy-Schwarz.

Proposition A.2.3. Soit E un A-module préhilbertien. Soit x, y ∈ E alors on a dans A :

〈x, y〉〈y, x〉 ≤ ‖〈x, x〉‖〈y, y〉.

Définition A.2.4. Soit E un A-module préhilbertien. On définit une semi-norme sur E en posant
pour x ∈ E :

‖x‖ = ‖〈x, x〉‖1/2.

Un A-module de Hilbert est un A-module préhilbertien séparé complet.

Exemple A.2.5. 1. Si A = C, on retrouve les espaces de Hilbert.

2. Si A est une C∗-algèbre alors c’est un A-module de Hilbert sur elle-même pour le produit
scalaire suivant

〈a, b〉 = a∗b, a, b ∈ A.

3. Soit X un espace localement compact et soit E un fibré hermitien sur X. Alors l’espace
des sections de E nulles à l’infini C0(X, E) est un C0(X)-module de Hilbert pour le produit
scalaire donné par la métrique hermitienne.

4. Soit (Ei)i∈I une famille de A-modules de Hilbert. On définit la somme hilbertienne E =
⊕
i∈I

Ei

des Ei comme le sous-ensemble de
∏
i∈I

Ei formé des éléments (xi)i∈I tels que
∑
i∈I

〈xi, xi〉 soit

convergente dans A, muni du produit scalaire 〈(xi), (yi)〉 =
∑
i∈I

〈xi, yi〉.

5. Soit I un ensemble et soit E un A-module de Hilbert. Le A-module de Hilbert
⊕
i∈I

E se note

l2(I, E). On note HE = l2(N, E).

Définition A.2.6. Soit E un A-module de Hilbert. On définit l’orthogonal S⊥ d’une partie S de
E comme le sous-module fermé de E donné par

S⊥ = {y ∈ E, ∀x ∈ S, 〈x, y〉 = 0}.

Remarque A.2.7. Même si F est un sous-module fermé de E, on n’a pas nécessairement E =
F ⊕ F ⊥. En effet, soient X est un espace compact et Y est une partie fermée de X d’intérieur
vide. Posons E = A = C(X) et F = {f ∈ C(X)/f(t) = 0, ∀t ∈ Y }. Alors F ⊥ est l’ensemble des
f ∈ C(X) telles que f(t) = 0 si t ∈ X \ Y donc F ⊥ = {0}.

Définition A.2.8. Soient E un A-module de Hilbert et F ⊂ E un sous-module fermé de E. Le
sous-module F est dit orthocomplémenté si E = F ⊕ F ⊥.
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A.2.2 Morphismes de modules de Hilbert

Définition A.2.9. Soient E, F des A-modules de Hilbert. On dit qu’une application T : E → F
est un morphisme de A-modules de Hilbert s’il existe une application S : F → E telle que

〈Tx, y〉 = 〈x, Sy〉, ∀x ∈ E, y ∈ F.

L’application S est appelée adjoint de T et se note T ∗. On note LA(E, F ) l’ensemble des morphismes
de E dans F . On dira aussi opérateur adjoignable pour morphisme de A-modules de Hilbert. On
note simplement LA(E) ou L(E) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté à la place de LA(E, E).

Proposition A.2.10. Soient E, F des A-modules de Hilbert. Soit T ∈ LA(E, F )

1. On a T ∗ ∈ LA(F, E) et (T ∗)∗ = T .

2. L’opérateur T est A-linéaire et continu.
On a ‖T‖ = ‖T ∗‖ et ‖T‖2 = ‖T ∗T‖.

3. Soient H un A-module de Hilbert et S ∈ LA(F, H). Alors ST ∈ LA(E, H) et (ST )∗ = T ∗S∗.

4. L’ensemble LA(E, F ) est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace des applications linéaires
bornées de E dans F vus comme espaces de Banach.

5. L’algèbre LA(E) est une C∗-algèbre pour la norme d’opérateur.

Proposition A.2.11. Soit E un A-module de Hilbert.

1. Soient S, T : E → E des applications linéaires telles que pour tout x ∈ E on ait 〈x, Tx〉 =
〈x, Sx〉∗. Alors T ∈ LA(E) et T ∗ = S.

2. Soient T : E → E une application linéaire telle que pour tout x ∈ E on ait 〈x, Tx〉 =
〈x, Tx〉∗. Alors T ∈ LA(E) et T ∗ = T .

3. Si T ∈ LA(E)+ est un élement positif alors ∀x ∈ E on a 〈x, Tx〉 ∈ A+ est un élément
positif de A et ‖T‖ = sup

‖x‖≤1
‖〈x, Tx〉‖.

4. Réciproquement, soit T : E → E une application linéaire telle que pour tout x ∈ E on ait
que 〈x, Tx〉 ∈ A+ alors T ∈ LA(E)+.

Définition A.2.12. Soient E, F des A-modules de Hilbert. Soient x ∈ F , y ∈ E. Notons θx,y ∈
LA(E, F ) l’opérateur défini par

θx,y(z) = x〈y, z〉, z ∈ E.

On définit l’ensemble des opérateurs compacts kA(E, F ) de E dans F comme l’adhérence dans
LA(E, F ) de l’espace vectoriel engendré par les applications θx,y. On note kA(E) = kA(E, E), ou
plus simplement k(E).

Exemple A.2.13. 1. Si E = A alors L(A) ∼= M(A) où M(A) est l’algèbre des multiplicateurs
de A et k(A) ∼= A. Plus généralement, LA(E) ∼= M(kA(E)).

2. Si E et F sont des A-modules de Hilbert alors LA(En, F m) ∼= Mm,n(LA(E, F )) et kA(En, F m) ∼=
Mm,n(kA(E, F )).

3. Si E = HA alors k(HA) ∼= A ⊗ k(H), où H est un espace de Hilbert dénombrable.
4. Si A = C(X),E = C(X)⊗H alors LA(E) ∼= C(X, L(H)), où L(H) est munie de la topologie

∗-forte et kA(E) = C(X, k(H)), où k(H) est munie de la topologie forte.
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A.2.3 Quelques propriétés utiles sur les modules de Hilbert

On énonce maintenant le théorème de stabilisation de Kasparov qui permet de voir tout A-
module de Hilbert dénombrablement engendré comme sous-module du A-module HA.

Théorème A.2.14 (stabilisation de Kasparov). Soit E un A-module hilbertien dénombrablement
engendré. Alors les A-modules hilbertiens HA et E ⊕ HA sont isomorphes.

On rappelle la définition du produit tensoriel intérieur de module de Hilbert qui est utile dans
le calcul de produit de Kasparov.

Proposition A.2.15. Soient E un A-module de Hilbert, F un B-module de Hilbert et φ : A →
LB(F ) un ∗-homomorphisme. Pour x, y ∈ E, ξ, η ∈ F et b ∈ B posons (x ⊗ ξ)b = x ⊗ ξb et
〈x ⊗ ξ, y ⊗ η〉 = 〈ξ, φ(〈x, y〉)η〉F . Muni de la structure de B-module à droite et de l’application
sesquilinéaire ainsi définies, le produit tensoriel algébrique E ⊗ F est un B-module préhilbertien.

Définition A.2.16. Soient E un A-module de Hilbert, F un B-module de Hilbert et φ : A →
LB(F ) un ∗-homomorphisme. On définit le produit tensoriel intérieur de modules de Hilbert E⊗φF
comme le séparé complété de E ⊗ F pour le produit scalaire ci-dessus.

Proposition A.2.17. Soit T ∈ LA(E). On définit une application T ⊗φ 1 ∈ LB(E ⊗φ F ) par

(T ⊗φ 1)(x ⊗φ y) = Tx ⊗φ y.

Cette application est alors bien définie, et est injective dès que φ l’est.

Remarque A.2.18. Si φ(A) ⊂ kB(F ) alors kA(E) ⊗φ 1 ⊂ kB(E ⊗φ F ).

A.3 Opérateurs réguliers entre modules de Hilbert

Dans cette partie, on rappelle la notion d’opérateurs non bornés entre modules de Hilbert. Cette
notion sera utile pour définir des modules de Kasparov à partir d’opérateurs pseudodifférentiels
d’ordre positif. Dans un premier temps, on va faire quelques rappels généraux sur les opérateurs
non bornés. On renvoie à [75].

A.3.1 Rappels sur les opérateurs non bornés

On rappelle ici les différentes notions indispensables pour définir les opérateurs non bornés :

Soient E et F des espaces vectoriels. Rappelons les définitions classiques suivantes.
• Un opérateur (T, domT ) de E dans F est donné par un sous-espace vectoriel domT ⊂ E

appelé domaine de T et une application linéaire T : domT → F . On notera parfois T un
opérateur lorsque son domaine est clair.

• On appelle respectivement noyau et image d’un opérateur (T, domT ) le sous-espace ker T =
{x ∈ domT, Tx = 0} et le sous-espace imT = T (domT ) de F .
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• Soit T un opérateur. Le graphe de T est le sous-espace G(T ) = {(x, Tx), x ∈ domT} de
E × F . Un opérateur est totalement défini par son graphe. Et si G est un sous-espace de
E×F tels que G∩({0}×F ) = {0} alors en notant p1 : G → E et p2 : G → F les projections,
on définit un opérateur T en posant domT = p1(G) et T (p1(x)) = p2(x), ∀x ∈ G.

• On appelle extension de l’opérateur T tout opérateur S tel que G(T ) ⊂ G(S). On écrit
alors T ⊂ S.

• Soit G un espace vectoriel et soit S un opérateur de F dans G. On définit l’opérateur S +T
en posant dom(S + T ) = dom(S) ∩ dom(T ), cette addition est commutative et associative.
On définit l’opérateur ST en posant dom(ST ) = {x ∈ dom(T ), Tx ∈ dom(S)}. De plus,
si R est un autre opérateur de F vers G alors on a (R + S)T = RT + ST mais si R et
S sont des opérateurs de E dans F et que T est un opérateur de F dans G alors on a
TR + TS ⊂ T (R + S) et il n’y a pas égalité en général.

• Un opérateur T est dit injectif si ker T = {0}. Si T est un opérateur injectif de E dans F alors
l’ensemble {(x, y) ∈ F × E, (x, y) ∈ G(T )} est le graphe d’un opérateur T −1, de domaine
im(T ), appelé inverse de T . L’opérateur T −1 est injectif et (T −1)−1 = T . Si T est injectif et
que S est un opérateur injectif de F dans G alors ST est injectif et (ST )−1 = T −1S−1.

Définition A.3.1. Soient E et F des espaces localement convexes séparés.

1. Un opérateur de E dans F est dit densément défini si son domaine est dense dans E.

2. Un opérateur de E dans F est dit fermé si son graphe est un sous-espace fermé de E × F
et il est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Soit S une extension fermée d’un opérateur T . On a G(T ) ⊂ G(S) donc G(T ) ⊂ G(S). Donc
un opérateur T est fermable si et seulement si G(T ) est le graphe d’un opérateur. On appelle
fermeture et on note T l’opérateur tel que G(T ) = G(T ).

Définition A.3.2. Soit T un opérateur fermable. Un sous-espace D du domaine de T est appelé
domaine essentiel pour T si les opérateurs (T, dom(T )) et (T|D, D) ont même fermeture, c’est-à-dire
D est dense dans domT pour la topologie du graphe.

Proposition A.3.3. Soit T un opérateur continu d’un espace vectoriel normé E dans un espace de
Banach F . Alors T est fermable et sa fermeture est son prolongement par continuité à l’adhérence
de son domaine. En particulier, pour qu’un opérateur continu de E dans F soit fermé, il faut et il
suffit que son domaine soit fermé.

On aborde maintenant le cadre des opérateurs non-bornés entre modules hilbertiens.

A.3.2 Opérateurs réguliers dans les modules de Hilbert

Définition A.3.4. Soit A une C∗-algèbre. Soient E et F des A-modules de Hilbert.

1. On dit qu’un opérateur de E dans F est A-linéaire, si son graphe est un sous-A-module de
E ⊕ F .
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2. Soit T un opérateur de E dans F . Supposons que l’orthogonal dans E de domT soit réduit
à {0}. On définit l’adjoint de T qui est un opérateur A-linéaire T ∗ de F dans E en posant

G(T ∗) = {(y, x) ∈ F × E, ∀z ∈ domT, 〈x, z〉 = 〈y, Tz〉}.

Soit U0 ∈ LA(F ⊕ E, E ⊕ F ) l’unitaire qui à (y, x) ∈ F ⊕ E associe (x, −y) ∈ E ⊕ F . Le
graphe G(T ∗) de T ∗ est l’orthogonal dans le A-module F ⊕ E de U∗

0 G(T ).
3. Un opérateur T de E dans lui-même est dit autoadjoint si T ∗ = T .

Remarque A.3.5. L’adjoint T ∗ est A-linéaire et fermé par définition. Si l’orthogonal de domT
est réduit à {0} et l’orthogonal dans F de domT ∗ est réduit à {0} alors T ⊂ (T ∗)∗ donc T est
fermable.

Proposition A.3.6. Soient A une C∗-algèbre et E, F et G des A-modules de Hilbert.

1. Soient S et T des opérateurs de E dans F . Si (domT ∩ domS)⊥ = {0} alors S∗ + T ∗ ⊂
(S + T )∗. Si S ∈ LA(E, F ) alors (S + T )∗ = S∗ + T ∗.

2. Soit T un opérateur injectif de E dans F . Si les orthogonaux respectifs de domT dans E et
de imT dans F sont réduits à {0} alors T ∗ est injectif et (T ∗)−1 = (T −1)∗.

3. Soient T un opérateur de E dans F et S un opérateur de F dans G. Si les orthogonaux
respectifs de domST dans E et de domS dans F sont réduits à {0} alors T ∗S∗ ⊂ (ST )∗. Si
S ∈ LA(F, G) ou si T est l’inverse d’un opérateur borné injectif alors T ∗S∗ = (ST )∗.

On donne maintenant la définition d’opérateur régulier entre A-modules de Hilbert.

Définition A.3.7. Soient A une C∗-algèbre, E et F des A-modules de Hilbert. un opérateur T
de E dans F est dit régulier s’il est densément défini ainsi que son adjoint et si son graphe est un
sous-module orthocomplémenté du A-module de Hilbert E ⊕ F .

Proposition A.3.8. Soient A une C∗-algèbre, E et F des A-modules de Hilbert et T un opérateur
fermé de E dans F tel que l’orthogonal dans E de domT soit réduit à {0}. Notons U0 ∈ LA(F ⊕
E, E ⊕ F ) l’unitaire qui à (y, x) ∈ F ⊕ E associe (x, −y) ∈ E ⊕ F .

1. L’image de (1 + T ∗T ) est {x ∈ E, (x, 0) ∈ G(T ) + U0G(T ∗)}. L’image de (1 + TT ∗) est
{y ∈ F, (0, y) ∈ G(T ) + U0G(T ∗)}.

2. Si de plus T et T ∗ sont densément définis, les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) L’image de 1 + T ∗T est dense.

(ii) 1 + T ∗T est surjectif.

(iii) 1 + TT ∗ est surjectif.

(iv) Le graphe de T est un sous-module orthocomplémenté du A-module de Hilbert E ⊕ F .

Si T satisfait à ces conditions, il en va de même pour T ∗ et l’on a (T ∗)∗ = T .

Proposition A.3.9. Soient A une C∗-algèbre, E, F et G des A-modules de Hilbert.

1. Soient S ∈ LA(E, F ) et T un opérateur régulier de E dans F alors S + T est régulier.

2. Soient T un opérateur régulier de E dans F et S ∈ LA(F, G) un opérateur borné inversible.
L’opérateur ST est régulier.

3. Soient T ∈ LA(E, F ) un opérateur borné inversible et S un opérateur régulier de F dans G.
L’opérateur ST est régulier.
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A.3.3 Transformation de Woronowicz

Théorème A.3.10. Soit A une C∗-algèbre. Soient E et F des A-modules de Hilbert et T un
opérateur régulier de E dans F . Notons Q(T ) = Q(1 + T ∗T )−1/2.

1. On a 1 − Q(T )∗Q(T ) = (1 + T ∗T )−1 et Q(T ∗) = Q(T )∗.

2. La correspondance T Ô→ Q(T ) est une bijection entre l’ensemble des opérateurs fermés
réguliers de E dans F et opérateurs Q ∈ LA(E, F ) tels que ‖Q‖ ≤ 1 et que l’image de
(1 − Q∗Q) soit dense dans E. L’application réciproque est Q Ô→ Q((1 − Q∗Q)1/2)−1.
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Annexe B

Rappels sur l’UCT

On commence par rappeler le formalisme autour du théorème des coefficients universels, entre
autre la classe N ou "bootstrap" catégorie NC∗. Ensuite, on rappellera le théorème des coefficients
universels (UCT) en KK-théorie [73], voir aussi [19].

Définition B.0.1. Une C∗-algèbre A est dite nucléaire quand, pour toute C∗-algèbre B, il n’y a
qu’une C∗-nome sur le produit tensoriel algébrique A ⊗ B.

Définition B.0.2. Soit N la plus petite classe de C∗-algèbres séparables nucléaires avec les pro-
priétés suivantes :

(N1) N contient C,

(N2) N est stable par limites inductives dénombrables,

(N3) si 0 → A → B → C → 0 est une suite exacte et deux des termes sont dans N alors le
troisième aussi,

(N4) N est stable par KK-équivalence.

La catégorie "bootstrap" NC∗ est la catégorie dont les objets sont les C∗-algèbres dans N et les
flèches sont les ⋆-homomorphismes.

On a un théorème utile permettant de décrire la classe N [76], ce théorème est une relecture
de [73], voir aussi [19].

Théorème B.0.3. [76] La classe N est la plus petite classe de C∗-algèbres nucléaires contenant
les C∗-algèbres commutatives séparables et stables par KK-équivalence.

Proposition B.0.4. [19]

1. La classe N est stable par isomorphisme (par (N4)).

2. N contient toutes les C∗-algèbres commutatives séparables.

3. N est stable par produit tensoriel.

4. N est stable par produits croisés avec R ou Z.

5. N est stable par produits croisés avec tout groupe de Lie résoluble simplement connexe.
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On rappelle rapidement la notion de foncteur Exti
R.

Définition B.0.5. Soit R un anneau. La catégorie de tous les R-modules à gauche est une catégorie
abélienne contenant assez d’objets injectifs. Si A est un R-module à gauche alors le foncteur
HomR(A, •) est exact à gauche et ses foncteurs dérivées à droites sont les foncteurs Exti

R(A, •).

Théorème B.0.6 (Théorème des Coefficients Universels (UCT)). [73] Soient A et B des C∗-
algèbres séparables, avec A ∈ N . Il existe une suite exacte courte

0 // Ext1
Z(K∗(A), K∗(B)) δ // KK∗(A, B)

γ // Hom(K∗(A), K∗(B)) // 0.

L’application γ est de degré 0 et δ est de degré 1.
La suite est naturelle en chaque variable et se scinde non naturellement. Donc si K∗(A) est libre
ou si K∗(B) est divisible alors γ est un isomorphisme.

Démonstration. Voir [19] paragraphe 23.1.

On note HL(A, B) l’homologie cyclique locale bivariante de la paire de C∗-algèbres (A, B)
introduite par M. Puschnigg dans [70]. On a un analogue du théorème de coefficients universels en
homologie cyclique locale [58].

Théorème B.0.7 (Théorème des Coefficients Universels). [58] Soient A et B des C∗-algèbres
séparables satisfaisant le théorème de coefficients universels en KK-théorie. Alors il existe un iso-
morphisme naturel

HL∗(A, B) ≃ Hom(HL∗(A), HL∗(B)) ≃ Hom(K∗(A) ⊗Z C, K∗(B) ⊗Z C)

d’espaces vectoriels gradués.



Annexe C

Rappels d’analyse harmonique

Dans cette annexe, on va faire quelques rappels d’analyse harmonique non commutative [21].
Soient G un groupe de Lie compact et g = Lie(G). On note Ĝ l’ensemble des classes d’équiva-
lences de représentations unitaires irréductibles de G. On note dg la mesure de Haar bi-invariante,
normalisée sur G et F (Ĝ) l’algèbre

∏

π∈Ĝ

End(Vπ).

Définition-proposition C.0.1. Soit L2(Ĝ) := {(Aπ)π∈Ĝ ∈ F (Ĝ)/
∑

π∈Ĝ

dim VπTr(A∗
πAπ) < ∞}.

L’espace L2(Ĝ) est alors un espace de Hilbert pour le produit scalaire

〈(Aπ), (Bπ)〉 :=
∑

π∈Ĝ

dim VπTr(A∗
πBπ).

Définition C.0.2. Soit f ∈ L1(G). On appelle coefficients de Fourier de f les endomorphismes

π(f) =

ˆ

G

f(g)π(g)dg

et cotransformation de Fourier l’application

F̄ : L1(G) → F (Ĝ)

définie par
F̄(f) = (π(f))π∈Ĝ.

Théorème C.0.3 (Plancherel). La cotransformation de Fourier restreinte à L2(G) est une appli-
cation linéaire isométrique.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence immédiate du théorème de Peter-Weyl. En effet, le
théorème de Peter-Weyl nous dit que l’ensemble {

√
dim VπCeπ

i ,eπ
j
/π ∈ Ĝ, (eπ

i ) base orthonormée de Vπ}
est une base orthonormée de L2(G). Un calcul direct montre alors que

〈ϕ, ψ〉L2(G) = 〈F̄(ϕ), F̄(ψ)〉L2(Ĝ).
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Définition C.0.4. Soit A = (Aπ) ∈ F (Ĝ). Pour tout π ∈ Ĝ, on définit une fonction Fπ(A) sur G
par :

Fπ(A)(g) = dim VπTr(π(g)∗Aπ).

Lemme C.0.5. Les applications Fπ(A) vérifient :

〈Fπ(A), Fπ′(A)〉 = dim VπTr(A∗
πAπ)δπ,π′ .

Démonstration. Notons π(g)ki et (Aπ)ki les coefficients de π(g) et Aπ dans une base orthonormée
et π′(g)tj et (Aπ′)tj les coefficients de π′(g) et Aπ′ dans une base orthonormée. On a alors

〈Fπ(A), Fπ′(A)〉 =

ˆ

G

dim VπTr(π(g)∗Aπ) dim Vπ′Tr(π′(g)∗Aπ′)dg

= dim Vπ dim Vπ′

ˆ

G

∑

i,k

π(g)ki(Aπ)ki

∑

j,t

π′(g)tj(Aπ′)tjdg

= dim Vπ dim Vπ′

ˆ

G

∑

i,k

π(g)ki(Aπ)ki

∑

j,t

π′(g)jt(Aπ′)tjdg.

En appliquant le lemme de Schur, il vient :

〈Fπ(A), F ′
π(A)〉 = dim Vπ dim Vπ′

∑

i,j,k,t

δktδij

dim Vπ

(Aπ)ki(Aπ)tjδπ,π′

= dim Vπ′

∑

i,t

(Aπ)ti(Aπ)tiδπ,π′

= dim Vπ′Tr(A∗
πAπ)δπ,π′

Définition-proposition C.0.6. [21] Si A ∈ L2(Ĝ) alors la famille (Fπ(A)) est sommable dans
L2(G). On appelle transformée de Fourier de A, et on note F(A), la somme de cette famille. Les
applications F et F̄ sont des isomorphismes réciproques entre les espaces hilbertiens L2(G) et
L2(Ĝ).

Soit B une forme bilinéaire symétrique négative, séparante et invariante par l’action adjointe
sur g, il en existe car G est compact. On appelle élément de Casimir associé à B l’élément Γ du
centre de l’algèbre enveloppante U(g) tel que pour toute base (ei) de g vérifiant B(ei, ej) = −δij, on
ait Γ = − ∑

e2
i . Si Vπ est une représentation irréductible alors ΓVπ est une homothétie de rapport

λπ. Les nombres λπ sont positifs et même strictement positifs si π n’est pas la représentation
triviale.
Notons S(Ĝ) le sous-espace de F (Ĝ) des éléments, tels que ∀n ≥ 1 :

sup
π∈Ĝ

(1 + λπ)n‖Aπ‖ < ∞.

Le sous-espace S(Ĝ) ne dépend pas du choix du Casimir et est topologiquement isomorphe à
C∞(G) lorsqu’il est muni des semi-normes :

‖ϕ‖n = sup
π∈Ĝ

(1 + λπ)n‖π(ϕ)‖, ∀n ∈ N.
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Une fonction à valeurs complexes f sur Ĝ est dite à croissance modérée s’il existe n > 0 tel que

sup
π∈Ĝ

(1 + λπ)−n|f(π)| < ∞.

L’espace des fonctions à croissances modérées est noté O(Ĝ).

Proposition C.0.7 ([60]). On définit une trace sur C∞(G) en posant pour f ∈ O(Ĝ)

τf (ϕ) =
∑

π∈Ĝ

1

dim Vπ

Tr(π(ϕ))f(π).

De plus, l’application qui à f ∈ O(Ĝ) associe τf est injective.

On note S̃(Ĝ × Ĝ) le sous-espace de
∏

π,π′∈Ĝ2

Hom(End(Vπ′), End(Vπ)) formé des éléments f =

(fπ,π′)π,π′∈Ĝ tels que ∀n > 0
sup
π,π′

(1 + λπ + λπ′)n‖fπ,π′‖ < ∞,

c’est-à-dire
‖f‖n < ∞, ∀n > 0

Proposition C.0.8. L’espace S̃(Ĝ × Ĝ) est une algèbre pour le produit donné par

(fg)π,π′ =
∑

π′′

fπ,π′′gπ′′,π′ .

Démonstration. En effet, ce produit est bien défini car pour n assez grand, on sait que [] :
∑

π′′∈Ĝ

(1 + λπ′′)−n < ∞

donc ∑

π′′∈Ĝ

‖Aπ,π′′Bπ′′,π′‖ ≤
∑

π′′∈Ĝ

(1 + λπ + λπ′′)−k(1 + λπ′ + λπ′′)n−k‖A‖k‖B‖n−k,

pour 0 < k < n. L’inégalité précédente nous dit aussi que fg ∈ S̃(Ĝ × Ĝ).

Proposition C.0.9. Soit f ∈ S̃(Ĝ × Ĝ). On définit un opérateur Tf sur L2(Ĝ) en posant :

(TfA)π =
∑

π′∈Ĝ

fπ,π′Aπ′ .

Démonstration. Dans un premier temps, il faut vérifier que (TfA)π a bien un sens. On a

∑
π′∈Ĝ

‖fπ,π′Aπ′‖ ≤
∑

π′∈Ĝ

‖fπ,π′‖‖Aπ′‖

≤
∑

π′∈Ĝ

‖fπ,π′‖1/2‖fπ,π′‖1/2‖Aπ′‖.
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Les applications s(π′) = ‖fπ,π′‖1/2 et s′(π′) = ‖fπ,π′‖1/2‖Aπ′‖ sont de carré sommables. En effet,
∑

π′

‖fπ,π′‖ ≤ ‖fπ,π′‖n

∑

π′

(1 + λπ + λπ′)−n,

et la dernière somme est finie pour n assez grand car (1 + λπ + λπ′)−n ≤ (1 + λπ′)−n qui est
sommable indépendamment de π. En particulier, s est de carré sommable et sa somme est bornée
en π. L’application s′ est de carré sommable car A est dans L2(Ĝ) et que fπ,π′ est bornée. Donc
en appliquant Cauchy-Schwartz, il vient :

‖(TfA)π‖ ≤ (
∑

π′∈Ĝ

‖fπ,π′‖)1/2(
∑

π′′∈Ĝ

‖fπ,π′′‖‖Aπ′′‖2)1/2.

Maintenant, vérifions que TfA ∈ L2(Ĝ). D’après ce qui précède, on a :

‖(TfA)π‖2 ≤
∑

π′∈Ĝ

‖fπ,π′‖(
∑

π′′∈Ĝ

‖fπ,π′′‖‖Aπ′′‖2).

On a
∑

π′∈Ĝ

‖fπ,π′‖ ≤ ‖f‖n

∑

π,π′∈Ĝ

(1 + λπ + λπ′)−n donc sup
π∈Ĝ

∑

π′∈Ĝ

‖fπ,π′‖ a bien un sens. En sommant

sur π, on obtient :
∑

π∈Ĝ

‖(TfA)π‖2 ≤ sup
π∈Ĝ

∑

π′∈Ĝ

(‖fπ,π′‖)
∑

π∈Ĝ

(
∑

π′′∈Ĝ

‖fπ,π′′‖‖Aπ′′‖2)

≤ sup
π∈Ĝ

∑

π′∈Ĝ

(‖fπ,π′‖)2
∑

π∈Ĝ

‖Aπ′′‖2

qui est finie car A ∈ L2(Ĝ).

Proposition C.0.10. L’opérateur Tf défini précédemment pour f ∈ S̃(Ĝ × Ĝ) est un opérateur à
trace.

Démonstration. L’opérateur Tf s’écrit comme le produit de l’opérateur T(1+λ)−N et de l’opérateur
T(1+λ)N f , où (1+λ) désigne l’élément diagonal (1+λπδπ,π′)π,π′∈Ĝ de

∏

π,π′∈Ĝ2

Hom(End(Vπ′), End(Vπ)).

Ces deux opérateurs sont Hilbert-Schmidt pour N assez grand donc Tf est traçable. En effet, pour
T(1+λ)−N , on a :

∑

π

dim π∑

i,j=1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣(1 + λ)−N Eπ
ij√

dim Vπ

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

L2(Ĝ)

=
∑

π

dim V 2
π (1 + λπ)−2N .

On sait que dim Vπ est à croissance modérée donc il existe k > 0 tel que

sup
π

(
(1 + λπ)−k dim V 2

π

)
< ∞,

il vient :

∑

π

dim π∑

i,j=1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣(1 + λ)−N Eπ
ij√

dim Vπ

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

L2(Ĝ)

≤ sup
π

(
(1 + λπ)−k dim V 2

π

) ∑

π

1

(1 + λπ)2N−k
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qui est finie pour N assez grand donc T(1+λ)−N est Hilbert-Schmidt. Pour T(1+λ)N f , on a :

∑

π

dim π∑

i,j=1

‖T(1+λ)N f

Eπ
ij√

dim Vπ

‖2
L2(Ĝ)

=
∑

π

dim π∑

i,j=1

∑

π′

dim Vπ′

dim Vπ

〈(1 + λπ′)Nfπ′,πEπ
ij, (1 + λπ′)Nfπ′,πEπ

ij〉

≤
∑

π

dim π∑

i,j=1

∑

π′

dim Vπ′(1 + λπ′)2N‖fπ′,π‖2

≤
∑

π,π′

(dim Vπ)2 dim Vπ′(1 + λ)2N‖fπ,π′‖2.

Et (dim Vπ)2 dim Vπ′ est à croissance modérée donc ∃k > 0 tel que

sup
π,π′

(
(1 + λπ + λ′

π)−k dim V 2
π dim Vπ′

)
< ∞

donc ∀m ≥ 0, on obtient :
∑

π

dim π∑

i,j=1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣T(1+λ)N f

Eπ
ij√

dim Vπ

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

L2(Ĝ)

≤ sup
π,π′

(
(1 + λπ + λ′

π)−k dim V 2
π dim Vπ′

)
‖fπ,π′‖k+2N+m

∑
π,π′

(1 + λπ + λπ′)−m

qui est finie pour m assez grand.

Définition C.0.11. On appelle Tf un opérateur intégral à noyau rapidement décroissant f . L’es-
pace total K de tous les opérateurs Tf est une algèbre de Fréchet avec les semi-normes :

‖Tf‖n = sup
π,π′∈Ĝ

(1 + λπ + λπ′)n‖fπ,π′‖, n ≥ 0.
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Annexe D

Superconnexions et Classes
caractéristiques

Dans cette section, on rappelle les définitions des différentes classes caractéristiques utiles pour
énoncer des formules de l’indice en cohomologie équivariante. L’ouvrage de référence utilisé ici est
[12].

D.0.1 Super-espaces

Définition D.0.1. Un super-espace vectoriel E est un espace vectoriel Z2-gradué E = E+ ⊕ E−

et une super-algèbre est une algèbre A dont l’espace vectoriel sous-jacent est Z2-gradué et telle
que le produit respecte la Z2-graduation, c’est-à-dire Ai · Aj ⊂ Ai+j, i, j ∈ Z2.

L’algèbre des endomorphismes d’un super-espace vectoriel E est une super-algèbre avec la gradua-
tion

End+(E) = Hom(E+, E+) ⊕ Hom(E−, E−),

End−(E) = Hom(E+, E−) ⊕ Hom(E−, E+).

Définition D.0.2. Un super-fibré vectoriel sur une variété M est un fibré E = E+ ⊕ E−, où E+

et E− sont deux fibrés vectoriels sur M . Donc la fibre de E est un super-espace vectoriel.

Dans un super-espace lorsqu’on fait commuter deux éléments homogènes a et b le signe (−1)|a||b|

apparait, où |a| désigne le degré de a. On note [·, ·] le super-commutateur défini par

[a, b] = ab − (−1)|a||b|ba.

On a [a, b] + (−1)|a||b|[b, a] = 0 et l’identité de Jacobi donnée par

(−1)|a||c|[a, [b, c]] + (−1)|b||a|[b, [c, a]] + (−1)|c||b|[c, [a, b]] = 0.

Définition D.0.3. Une super-algèbre est dite super-commutative lorsque son super-commutateur
est nul.
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Exemple D.0.4. L’algèbre extérieur d’un espace vectoriel est super-commutative.

Définition D.0.5. Une super-trace sur une super-algèbre est une forme linéaire T satisfaisant
T ([a, b]) = 0.

Si E = E+ ⊕ E− et F = F + ⊕ F − sont deux super-espaces alors leur produit tensoriel E ⊗ F
est un super-espace pour la graduation

(E ⊗ F )+ = E+ ⊗ F + ⊕ E− ⊗ F −

(E ⊗ F )− = E+ ⊗ F − ⊕ E− ⊗ F +.

Si A et B sont des super-algèbres alors leur produit tensoriel A ⊗ B est la super-algèbre dont
l’espace sous-jacent est le produit tensoriel gradué de A et B muni du produit défini par

(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = (−1)|b1||a2|a1a2 ⊗ b1b2.

Ce produit est différent du produit usuel, il est parfois noté A⊗̂B pour faire la distinction.

Définition D.0.6. On définit une super-trace sur End(E) par

Str(ϕ) = TrE+(ϕ) − TrE−(ϕ).

Définition D.0.7. Soit A une super-algèbre super-commutative et E un super-espace vectoriel,
on peut étendre la super-trace sur End(E) en posant

Str : A ⊗ End(E) → A, Str(a ⊗ ϕ) = aStr(ϕ), pour a ∈ A et ϕ ∈ End(E).

Proposition D.0.8. L’extension Str : A ⊗ End(E) → A définie ci-dessus, s’annule sur les super-
commutateurs.

Démonstration. Soient a ⊗ ϕ et b ⊗ ψ. Montrons que Str[a ⊗ ϕ, b ⊗ ψ] = 0. On a

[a ⊗ ϕ, b ⊗ ψ] = (a ⊗ ϕ)(b ⊗ ψ) − (−1)(|a|+|ϕ|)(|b+|ψ|)(b ⊗ ψ)(a ⊗ ϕ)
= (−1)|b||ϕ|ab ⊗ ϕψ − (−1)|a||b|+|a||ψ|+|ϕ||b|+|ϕ||ψ|(−1)|ψ||a|ba ⊗ ψϕ
= (−1)|ϕ||b|ab ⊗ [ϕ, ψ],

car ba = (−1)|a||b|ab. On a donc Str[a ⊗ ϕ, b ⊗ ψ] = (−1)|ϕ||b|abStr[ϕ, ψ] = 0.

D.0.2 Super-connexions

Soit M une variété et E = E+ ⊕ E− un super-fibré sur M . Soit A(M, E) l’espace des formes
différentielles sur M à valeurs dans E, c’est-à-dire l’ensemble des sections du fibré

∧∗ T ∗M ⊗ E.
Cet espace est Z-gradué par le degré des formes, on note la composante de degré extérieur [i] de
α ∈ A(M, E) par α[i]. On a une Z2-graduation totale donnée par

A(M, E) = A+(M, E) ⊕ A−(M, E),
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où A+(M, E) =

(
⊕
i

A2i(M, E+)

)
⊕

(
⊕
i

A2i+1(M, E−)

)
et A−(M, E) =

(
⊕
i

A2i(M, E−)

)
⊕

(
⊕
i

A2i+1(M, E+)

)
.

Si g est un fibré de super-algèbres de Lie sur M , alors A(M, g) est une super-algèbre de Lie par
rapport au super-crochet de Lie donné par

[α1 ⊗ X1, α2 ⊗ X2] = (−1)|X1|·|α1|(α1 ∧ α2) ⊗ [X1, X2],

∀α1, α2 ∈ A(M) et ∀X1, X2 ∈ C∞(M, g).
Si E est un super-fibré de modules pour g, en notant ρ l’action alors A(M, E) est un super-module
pour A(M, g) pour l’action

ρ(α ⊗ X)(β ⊗ v) = (−1)|X|·|β|(α ∧ β) ⊗ (ρ(X)v).

En particulier, cette construction s’applique au fibré de super-algèbres de Lie End(E). Puisque∧
T ∗M ⊗ E est un fibré de modules pour la super-algèbre

∧
T ∗M ⊗ End(E), on obtient que

A(M, End(E)) est une super-algèbre de Lie pour le super-module A(M, E). Un opérateur diffé-
rentiel sur A(M, E) qui super-commute avec l’action de A(M) est donné par l’action d’un élément
de A(M, End(E)), un tel opérateur est dit local.

Définition D.0.9. Une super-connexion sur E est un opérateur différentiel impair du premier
ordre :

A : A±(M, E) → A∓(M, E),

qui satisfait la règle de Leibniz Z2-gradué :

A(α ⊗ θ) = dα ∧ θ + (−1)|α|α ∧ Aθ,

pour α ∈ A(M) et θ ∈ A(M, E).

Soit A une super-connexion sur E. Alors A peut être étendue en une super-connexion sur End(E)
par la formule :

Aα = [A, α],

où α ∈ A
(
M, End(E)

)
. Notons par exemple que Aα est bien un élément de A(M, End(E)). Soient

en effet β ∈ A(M) et γ ∈ A(M, E), alors on a

[A, α](βγ) = A(αβγ) − (−1)|α|αA(βγ)

= A
(
(−1)|α||β|βαγ

)
− (−1)|α|

(
αdβγ + (−1)|β|αβA(γ)

)

= (−1)|α||β|
(
dβαγ + (−1)|β|βA(αγ)

)
− (−1)|α|

(
αdβγ + (−1)|β|αβA(γ)

)

= (−1)|α||β|
(
(−1)|α|(|β|+1)αdβγ + (−1)|β|βA(αγ)

)
− (−1)|α|

(
αdβγ + (−1)|β|αβA(γ)

)

= (−1)|α||β|(−1)|β|
(
βA(αγ) − (−1)|α|βαA(γ)

)

= (−1)|α||β|(−1)|β|β
(
A(αγ) − (−1)|α|αA(γ)

)

= (−1)|α||β|(−1)|β|β[A, α](γ)
= (−1)|α||β|+|β|β[A, α](γ),

ce qui prouve que [A, α] commute avec le produit extérieur par les formes différentielles sur M .
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Définition D.0.10. On définit la courbure de la super-connexion A comme l’opérateur FA =
A ◦ A = A2 sur A(M, E). On notera souvent F pour FA

Proposition D.0.11. La courbure F est un opérateur local qui est donné par l’action d’une forme
différentielle F ∈ A(M, End(E)) de degré total pair. De plus, A satisfait l’identité de Bianchi
AF = 0.

Démonstration. Le degré total de A2 est pair car on change deux fois la graduation totale.
Montrons que l’opérateur A2 commute avec la multiplication par les formes α ∈ A(M). Notons
ε(α) l’opérateur de multiplication par α. On a :

[A2, ε(α)] = A2ε(α) − (−1)2|α|ε(α)A2

= Aε(dα) − (−1)|α|Aε(α)A − ε(α)A2

= ε(d2α) − (−1)|α|+1ε(dα)A − (−1)|α|ε(dα)A + (−1)|α|(−1)|α|ε(α)A2 − ε(α)A
= ε(d2α) = 0.

Donc l’action sur la partie forme et l’action sur les sections de E données par A2 commutent. Donc
l’action de A2 est bien donnée par l’action d’une forme F ∈ A(M, End(E)).
L’identité de Bianchi se vérifie facilement puisque AF = [A,A2] = 0.

Lemme D.0.12. Une super-connexion est totalement déterminée par son action sur C∞(M, E).

Remarque D.0.13. Ainsi, A est totalement déterminée par sa restriction A : C∞(M, E±) →
A∓(M, E) qui satisfait la règle de Leibniz

A(f · S) = df · S + f · As,

où f ∈ C∞(M) et s ∈ C∞(M, E).

Démonstration. On pose simplement

A(α ⊗ s) = dα ⊗ s + (−1)|α|α ⊗ As, α ∈ A(M), s ∈ C∞(M, E).

Proposition D.0.14. On peut décomposer une super-connexion A en ses composantes homogènes

A[i] qui envoient C∞(M, E) dans Ai(M, E). On a alors A =
n∑

i=0
A[i].

1. La composante homogène de degré 1, A[1] est une connexion sur E qui préserve les sous-fibrés
E+ et E−.

2. Les opérateurs A[i], i Ó= 1, sont donnés par l’action de formes différentielles ω[i] ∈ Ai(M, End(E))
sur A(M, E). On a ω[i] ∈ A(M, End−(E)) si i pair et ω[i] ∈ A(M, End+(E)) si i impair.

Démonstration. 1. Par la règle de Leibniz, on a A(fs) = df ⊗ s + f
n∑

i=0
As. Donc A[1] est une

connexion (augmente le degré de la forme de 1 et vérifie la règle de Leibniz). De plus, A[1]

préserve la graduation de E donc est la somme directe d’une connexion sur E+ et d’une
connexion sur E−.
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2. Pour i Ó= 1, on a A[i](fs) = fA[i]s donc l’action de A[i] sur une section de E est donnée par
une forme différentielle ω[i] ∈ Ai(M, E). De plus l’action de A et de A[1] +

∑
iÓ=1

ω[i] coïncident

sur C∞(M, E) et vérifient la règle de Leibniz donc sont égaux.

Corollaire D.0.15. L’espace des super-connexions est un espace affine modelé sur l’espace vecto-
riel A−(M, End(E)). Donc si As est une famille à un paramètre de super-connexions alors dAs/ds
est un élément de A−(M, End(E)).

Démonstration. L’espace des connexions est un espace affine modelé sur A1(M, End(E)), on ob-
tient donc le corollaire en appliquant la proposition précédente. La deuxième partie du corollaire
est claire car la dérivée par rapport à s de la famille de super-connexions est la limite (pour la
topologie naturelle de C∞(M,

∧
T ∗M ⊗End(E))) de (As+h −As)/h quand h tend vers 0, c’est donc

bien un élément de A−(M, End(E)).

Exemple D.0.16. Si ψ ∈ C∞(M, End−(E)) et ∇ = ∇E+
+ ∇E−

est une connexion sur E qui
préserve la graduation de E alors on peut définir une super-connexion sur E par A = ψ + ∇.

Relativement au scindage E = E+ ⊕ E−, on a A =

(
∇E+

ψ−

ψ+ ∇E+

)
donc la courbure F = A2 =

(
(∇E+

)2 + ψ−ψ+ ∇E+
ψ− + ψ−∇E−

∇E−
ψ+ + ψ+∇E+

(∇E−
)2 + ψ+ψ−

)

Remarque D.0.17. 1. Si E et F sont deux super-fibrés alors E ⊗F est un super-fibré gradué
par :

(E ⊗ F )+ = E+ ⊗ F + ⊕ E− ⊗ F −,
(E ⊗ F )− = E+ ⊗ F − ⊕ E− ⊗ F +.

Si A et B sont respectivement des super-connexions sur E et F alors on définit une super-
connexion A ⊗ 1 + 1 ⊗ B sur E ⊗ F par la formule

(A ⊗ 1 + 1 ⊗ B)(α ∧ β) = Aα ∧ β + (−1)|α|α ∧ Bβ,

pour α ∈ A(M, E) et β ∈ A(M, F ).

2. Si φ : M → N est une application lisse entre deux variétés et si E est un super-fibré sur N
muni d’une super-connexion A alors il existe une unique super-connexion φ∗A sur φ∗E telle
que φ∗A(φ∗α) = φ∗(Aα) pour tout α ∈ A(N, E), appelée le tiré en arrière de A par φ.

D.0.3 Classes caractéristiques

Soient M une variété et E un super-fibré sur M . On va définir les classes caractéristiques d’un
super-fibré. Soit A une super-connexion sur E.
Sur le fibré des endomorphismes de E, on a une super-trace définie fibre par fibre

Strx : End(E)x → C,
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par Str

(
a b
c d

)
= Tr(a) − Tr(d).

Comme
∧

T ∗
x M est une algèbre super-commutative, on peut étendre la Strx à

∧
T ∗

x M ⊗ End(E)x

en une super-trace ∧
T ∗

x M ⊗ End(E)x →
∧

T ∗
x M.

En passant au section, on obtient :

Définition D.0.18. On définit une super-trace sur A(M, End(E)) à valeurs dans A(M) à l’aide
de la super-trace précédente, par la formule

Str(α ⊗ ϕ) = α Strϕ,

pour α ∈ A(M) et ϕ ∈ C∞(M, End(E)). Cette super-trace préserve la Z2-graduation car

A±(M, End(E)) =
⊕

A2p(M, End(E)±) ⊕
⊕

A2p+1(M, End(E)∓)

et les parties provenant de End(E)− ont une trace nulle.

Définition D.0.19. Soit f(X) =
m∑

k=0

fk(0)

k!
Xk un polynôme en X. Soit A2 ∈ A(M, End(E)) la

courbure de la super-connexion A sur E. On définit f(A2) par la formule :

f(A2) =
m∑

k=0

fk(0)

k!
(A2)k.

On appelle forme caractéristique de E sur M les formes différentielles α ∈ A(M) de la forme

Strf(A2), pour une super-connexion A sur E.

Lemme D.0.20. Si α ∈ A(M, End(E)) alors dStr(α) = Str([A, α]).

Démonstration. En coordonnées locales sur un ouvert trivialisant E, la super-connexion A s’écrit
d + ω avec ω ∈ A−(M, End(E)). On a dStr(α) = Str(dα) et Str[A, α] = Str[d, α] + Str[ω, α] et
Str[ω, α] = 0 car la super-trace s’annule sur les super-commutateurs.
Donc Str[A, α] = Str[d, α] = Str(dα) = dStr(α).

Proposition D.0.21. Soit f un polynôme. La forme différentielle Str(f(A2)) est une forme dif-
férentielle fermée de degré pair.

Démonstration. Comme f(A2) est de degré pair puisque c’est une somme de puissances de A2 qui
est de degré pair et que la super-trace préserve la Z2-graduation, on obtient que Str(f(A2)) est de
degré pair. Montrons que f(A2) est une forme fermée.
Par le lemme précédent appliqué à la forme α = f(A2), on a dStr(f(A2)) = Str[A, f(A2)] = 0 car
[A, f(A2)] = Af(A2) − f(A2)A = 0.

Lemme D.0.22. Soit At une famille à un paramètre de super-connexions dérivables par rapport

à t. On a alors
dA2

t

dt
=

[
At,

dAt

dt

]
.
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Démonstration. On a

dA2
t

dt
= lim

h→0

A2
t+h − A2

t

h

= lim
h→0

A2
t+h − At+hAt + At+hAt − A2

t

h

= lim
h→0

At+h(At+h − At)

h
+ lim

h→0

(At+h − At)At

h

= [At,
dAt

dt
],

car At et
dAt

dt
sont impairs.

Lemme D.0.23. Soit αt : [0, 1] → A+(M, End(E)) une famille de formes différentielles de degrés
positifs à valeurs dans les endomorphismes de E. Soit f un polynôme alors

d

dt
Str(f(αt)) = Str

(
dαt

dt
f ′(αt)

)
.

Démonstration. Il suffit de montrer le lemme pour g(z) = zn. On a :

Str(αn
t ) = Str

(
dαn

t

dt

)

= Str
(

n∑
i=0

αi
t

dαt

dt
αn−i−1

t

)

= nStr
(

dαt

dt
αn−1

t

)
.

Proposition D.0.24. Si At est une famille à un paramètre de super-connexions dérivables par
rapport à t alors

d

dt
Str(f(A2

t )) = dStr
(

dAt

dt
f ′(A2

t )
)

.

Démonstration. En appliquant le lemme précédent à la forme αt = A2
t , on a :

d

dt
Str(f(A2

t )) = Str
(

dA2
t

dt
f ′(A2

t )
)

.

De plus, on sait par le lemme D.0.22 que
dA2

t

dt
=

[
At,

dAt

dt

]
donc

d

dt
Str(f(A2

t )) = Str
([

At,
dAt

dt

]
f ′(A2

t )
)

= Str
((

At
dAt

dt
+

dAt

dt
At

)
f ′(A2

t )
)

= Str
(
At

dAt

dt
f ′(A2

t ) +
dAt

dt
f ′(A2

t )At

)

= Str
[
At,

dAt

dt
f ′(A2

t )
]
,
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car [At, f ′(A2
t )] =

m−1∑
k=0

f (k+1)(0)

k!
[At, (A2

t )
k] = 0 puisque [At, (A2

t )] = 0. Par le lemme D.0.20, on

obtient le résultat car dStr
(

dAt

dt
f ′(A2

t )
)

= Str
[
At,

dAt

dt
f ′(A2

t )
]
.

Proposition D.0.25. Soit f un polynôme. La classe de cohomologie de Str(f(A2)) ne dépend pas
de la super-connexion choisie.

Démonstration. Soient A0 et A1 deux super-connexions alors At = (1 − t)A0 + tA1 est une famille
différentiable de super-connexions. En intégrant entre 0 et 1 la formule de la proposition précédente,
on a :

Str(f(A2
1)) − Str(f(A2

0)) = d

(
ˆ 1

0

Str
(

(A1 − A0)f
′(A2

t )
)

dt

)

et donc Str(f(A2
1)) = Str(f(A2

0)) en cohomologie.

Définition D.0.26. On définit le caractère de Chern d’une super-connexion A par :

Ch(A) = Str
(

e−A2
)

.

Proposition D.0.27. 1. La classe de cohomologie associée au caractère de Chern Ch(A) de la
super-connexion A dépend seulement du fibré vectoriel considéré, on peut donc noter Ch(E)
la classe du caractère de Chern associé à une super-connexion A sur E.

2. Le caractère de Chern est additif, c’est-à-dire Ch(E ⊕ F ) = Ch(E) + Ch(F ).

3. Le caractère de Chern est multiplicatif, c’est-à-dire Ch(E ⊗ F ) = Ch(E) ∧ Ch(F ).

4. Soit f : N → M une application différentiable entre deux variétés alors Ch(f ∗E) =
f ∗Ch(E).

Démonstration. 1. On applique la proposition précédente à la série ez =
∞∑

k=0

zk

k!
qui est une

série de rayon de convergence infini et donc tout ce qui précède a encore un sens puisque
l’on peut dériver terme à terme et écrire la série de Taylor.

2. Sur E ⊕ F , on prend comme super-connexion la super-connexion A⊕B où A est une super-
connexion sur E et B est une super-connexion sur F . On a alors Ch(E ⊕ F ) = [Ch(A ⊕
B)] = [Str(e−(A⊕B)2

)] = [Str(e−(A2⊕B2))] = [Str(e−A2 ⊕ e−B2
)] = [Str(e−A2

)] + [Str(e−B2
)] =

Ch(E) + Ch(F ).

3. Sur E ⊗ F , on prend comme super-connexion la super-connexion A ⊗ 1 + 1 ⊗ B où A est
une super-connexion sur E et B est une super-connexion sur F . On a alors Ch(E ⊗ F ) =
[Ch(A⊗ 1 + 1 ⊗B)] = [Str(e−(A⊗1+1⊗B)2

)] = [Str(e−(A2⊗1+1⊗B2))] car [A⊗ 1, 1 ⊗B] = 0. Donc
Ch(E ⊗ F ) = [Str((e−A2 ⊗ 1)(1 ⊗ e−B2

))] = [Str(e−A)][Str(e−B)] = Ch(E) ∧ Ch(F ).

4. On a Ch(f ∗E) = [Ch(f ∗A)] = [Str(e−f∗A2
)] = [Str(f ∗e−A2

)] = f ∗Ch(E).
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Définition D.0.28. Soit E un fibré vectoriel réel muni d’une connexion ∇. On définit le Â-genre
de ∇ par :

Â(∇) = det1/2
(

F/2

sinh(F/2)

)
.

En fait, par la formule det(A) = exp(Tr(log(A)), on obtient que le Â-genre est une forme différen-
tielle associée à l’exponentielle de la trace d’un polynôme, on a :

Â(∇) = exp


Tr

(
1

2
log

(
F/2

sinh(F/2)

))
.

Lemme D.0.29. 1. Le Â-genre est bien défini.

2. Le Â-genre est multiplicatif, c’est-à-dire Â(∇1 ⊕ ∇2) = Â(∇1) ∧ Â(∇2).

3. La classe de cohomologie du Â-genre ne dépend pas de la connexion choisie.

Démonstration. Notons F0, F1 et F2 les courbures associées à des connexions ∇0, ∇1 et ∇2. Notons
aussi ∇t = t∇1 + (1 − t)∇0.

1. Le Â-genre est bien défini car la courbure d’une connexion est un élément nilpotent puisqu’il
appartient à A2(M, End(E)) et donc s’annule lorsque le degré de la partie forme dépasse la
dimension de la variété.

2. On a

Â(∇1 ⊕ ∇2) = det1/2




(
F1 0
0 F2

)

(
sinh(F1/2) 0

0 sinh(F2/2)

)




= det1/2
(

F1/2

sinh(F1/2)

)
det1/2

(
F2/2

sinh(F2/2)

)

= Â(∇1) ∧ Â(∇2).

3. On a Tr

(
1

2
log

(
F1/2

sinh(F1/2)

))
−Tr

(
1

2
log

(
F0/2

sinh(F0/2)

))
= dTr

(
ˆ 1

0

d∇t

dt
g′(Ft)

)
, où g(z) est

le polynôme associé à
1

2
log

(
F/2

sinh(F/2

)
. Donc

Â(∇1) − Â(∇0) = expTr

(
1

2
log

(
F1/2

sinh(F1/2)

))
− expTr

(
1

2
log

(
F0/2

sinh(F0/2)

))

=


e

Tr

(
1

2
log

(
F1/2

sinh(F1/2)

)
−Tr

(
1

2
log

(
F0/2

sinh(F0/2)

))

− 1


Â(∇0)

=


exp


dTr

(
ˆ 1

0

d∇t

dt
g′(Ft)

)
 − 1


Â(∇0)

= 0.
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Définition D.0.30. Soit E un fibré vectoriel complexe non gradué de connexion ∇, on définit la
classe de Todd de E comme étant la classe de cohomologie associée à la forme fermée

Td(∇) = expTr


log

(
F

eF − 1

)
 = det

(
F

eF − 1

)
.

Lemme D.0.31. La classe de Todd ne dépend pas de la connexion choisie et est multiplicative.

Remarque D.0.32. Les deux dernières classes n’ont pas de sens si l’on remplace ∇ par une
super-connexion A avec du degré 0 car dans ce cas il subsiste une partie non nilpotente.
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