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❞✬♦♥❞❡s ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❞❡s tr♦✉①✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❡①❝✐t♦♥ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❧✐é à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡

♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ❡①❝✐♣❧❡① ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t

✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♣❧✉s ❜❛ss❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t tr♦✉① t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐ss♦❝✐és✳ ▲✬é✈✐✲

❞❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ❡①❝✐♣❧❡① ❡st tr♦✉✈é ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉① ❞❛♥s ❧✬❡①✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡

❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✖ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ✈✐❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❞✬♦r❞r❡

❞✬❡♥✈✐r♦♥s ✶✵✵ ♥s ❡t ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐q✉❡ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡✳ ■❧ ❡st ❛♥t✐❝✐♣é

q✉❡ ❧❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐♣❧❡① ❞é♣❡♥❞r❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✐♦♥✐✲

s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞♦♥♥❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬❛✣♥✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❛❝❝❡♣t❡✉r q✉✐✱

❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝réér❛ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s✳ ▲❛ t❤ès❡

❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é✲

❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té

❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s ❢♦rt❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té

✭❝✲à✲❞ ❧❛ ❉❋❚❇✱ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s

❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦r❣❛♥✐q✉❡s ❡t ♣✉✐s ♣❛r

✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚❇ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ✭❚❉✲❉❋❚❇ ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚❇✮ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❞❡

✐✐✐



t❤ès❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ✉♥❡ ét✉❞❡ à tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❉❋❚❇ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡

❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❛✣♥✐tés é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦r✲

t❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t

❧❡s ❛✣♥✐tés é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s ♦r❣❛♥✐q✉❡s ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧és ❛✈❡❝ ❧❛ ❉❋❚❇ ❛✈❡❝

❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❛✉t♦❝♦❤ér❛♥t ❥✉sq✉✬❛✉ tr♦✐s✐è♠❡ ♦r❞r❡ ✭❉❋❚❇✸✮ ❡t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ♣r❡✲

♠✐❡r ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧

é❝r❛♥té ✭GW ✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥✜r♠é q✉❡ ❧❛ ❉❋❚❇ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤ór✐❡

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✭❧❛ ❉❋❚ ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✮ ❞❛♥s

s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❛✣♥✐tés é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ ♣♦✉rt❛♥t

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐és ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s❡♠✐✲

❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥

❡t ❧❡s ❛✣♥✐tés é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❉❋❚❇✸ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ∆❙❈❋✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❉❋❚❇ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡

❞✉ t❡♠♣s ✭❚❉✲❉❋❚❇ ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚❇✮ ❧❛ ♣❧✉s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r

ré♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ✭❚❉✲❉❋❚ ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s

t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ❉❋❚✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❡①❝✐t♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s s♣❡❝tr❡s

❞❡s ❛❣❣ré❣❛ts ❞❡s ❡①❝✐t♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣r❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✲

✐q✉❡ ✭❘❙❍ ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞✮ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡

ré♣♦♥s❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s♣❡❝tr❡s✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱

❡t ♥♦♥ é✈✐❞❡♥t✱ ❞❡ s❛✈♦✐r sé♣❛r❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬❡♥❡r❣✐❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡

tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡♥tr❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❡①❝✐t♦♥✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❢❛✐t ❝❡❝✐ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s♦✐❣♥❡✉s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬ét❤②❧è♥❡

❡♥t❛ssé❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s❛♥s ♠♦❞✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ♣❡♥t❛❝è♥❡ ❡♥t❛ssé❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s

à ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥t✐❝✐♣é q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❘❙❍ s♦♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t

♣♦✉r ❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s❢❡rts ❞❡ ❝❤❛r❣❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡

tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❡ ❘❙❍ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣❛r❛♠étr✐s❡r ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❚❉ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❉❋❚❇✮ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡

❧♦✐♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✉ q✉❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❚❉✲❉❋❚❇ ❜❛sés s✉r ❧❡

❉❋❚❇ ♣❛r❛♠étr✐sé ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❇✸▲❨P s❡ ❝♦♠♣♦rt❛✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐✲

❧❛✐r❡ ❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❇❡t❤❡✲❙❛❧♣❡t❡r

♣♦✉r ❧❡s ❡✛❡ts ❡①❝✐t♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✏❝❤❡✈r♦♥s✑ ♦✉ ✏❛rêt❡s



❞✬❤❛r❡♥❣✑ ❞❡s ❝r②st❛✉① ❞❡ ♣❡♥t❛❝è♥❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ♦✉ q✉❡

♣♦✉r ❧❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❚❉✲

❧❝✲❉❋❚❇ ❡t ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡✱ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

q✉❛❧✐té ❞✉ ❉❋❚❇ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❉❋❚❇ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡

❧❛ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡ ❧✬❛✈❛♥✲

t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✉ ❉❋❚❇ ❛✈❡❝ ❧❡ ❉❋❚ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❉❋❚❇ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦t❡♥✲

t✐❡❧s ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❛✣♥✐tés é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡s ❡✛❡ts ❡①❝✐t♦♥✐❝s s♣❡❝tr❛✉①✳ ❊♥

❢❛✐t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❉❋❚❇ ❞❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❤étér♦❥♦♥❝t✐♦♥ ♦r❣❛♥✐q✉❡

❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ♣❡♥t❛❝è♥❡ ✭❧❡ ❞♦♥♥❡✉r ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✮ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r✐♥❡ ✭✉♥ ❛❝❝❡♣t❡✉r ❞✬é❧❡❝✲

tr♦♥s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❚✉❧❧② ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❧❡

❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ♣r♦✲

❞✉✐r❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ♥♦②❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡s s❛✉ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❡t ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r

❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤♦t♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧♦✲

❝❛❧❡ s❡ sé♣❛r❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ é❧❡❝tr♦♥✴tr♦✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❞❡s ♥♦②❛✉① ✜❣és ❢❛✈♦r✐sé❡✱ ❞✐s♦♥s✱ ♣❛r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s

♣❤②s✐❝✐❡♥s ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❝♦♥❞❡♥sé✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞é❥à ❞✐s❝✉té❡✱ ✐❧ ❡st

❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s❛✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬❡♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡

s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣r❡tt❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝✲

t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛♥s❢❡rt ❞✬❡♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ s❡

♣❛ss❡ ❡♥ ♠♦✐♥s q✉❡ ✷✵ ❢s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ t❡♥❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r

à tr❛♥s❢❡r❡r ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥

✈r❛✐ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s t❛r❞ ✈❡rs ✶✷✼ ❢s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st

tr♦♣ ♣❡t✐t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s r❛❝❝✉r❛♥❝❡s✱ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♥✬❡st q✉❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡✳

◆é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ à ❞♦♥✲

♥❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r q✉❡ ❞❡s ét✉❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❝♦♠✲

♣r❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ♠♦♥tr❡r❛✐❡♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥

t❡♠♣s ❞❡ ✈✐❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳





❆❜str❛❝t

■♥t❡r❡st ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣

♣❧❛st✐❝s ❛r❡ ❧✐❣❤t ✇❡✐❣❤t✱ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝❛st ✐♥t♦ ✈❛r✐♦✉s s❤❛♣❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡

♣r✐♥t❡❞✳ ❖r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛r❡ ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝

❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛r❡❛ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝✲

tr♦♥ ❛❝❝❡♣t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♥♦r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛t t❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ st✉❞✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞

♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❉♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧②

♠❛t❝❤❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r❧❛♣ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ ❛♥ ❡①✲

❝✐t♦♥ ♠❛② ❜❡ ❜♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡①❝✐♣❧❡① ❤❛✈✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ❝❤❛r❛❝t❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② t❤❛♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s✳ ❊✈✐❞❡♥❝❡

❢♦r t❤✐s ❡①❝✐♣❧❡① ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②

❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✖ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✵ ♥s ❛♥❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧

r❡❞ s❤✐❢t✳ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐♣❧❡① ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡

❛❝❝❡♣t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞♦✇♥❤✐❧❧ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r t❤❡

❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛✲

r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❛✐♥❧② ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❛t ♦r❣❛♥✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚❇ ✭❚❉✲❉❋❚❇✮ t♦

st✉❞② t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s

❛ t❤r❡❡✲st❡♣ st✉❞②✳

■♥ st❡♣ ♦♥❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❋❚❇ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝

❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞

✇✐t❤ ❉❋❚❇ ✇✐t❤ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ✭❉❋❚❇✸✮ ♦❢

♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛ss❡ss❡❞

❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ t✐♠❡s s❝r❡❡♥❡❞ ♣♦✲

✈✐✐



t❡♥t✐❛❧ ✭GW ✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ❉❋❚❇ t♦ ❛❝t ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❉❋❚ ✐♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦

♣r❡❞✐❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s✱ ❛❧❜❡✐t ✇✐t❤ s♦♠❡ ❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❉❋❚❇✸

✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✇✐t❤ t❤❡ ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞✳

■♥ st❡♣ t✇♦✱ ✇❡ ❛ss❡ss❡❞ ❤♦✇ ✇❡❧❧ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚❇ ✭❚❉✲

❉❋❚❇✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡✲

♦r② ✭❚❉✲❉❋❚✮ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♦r② ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s♣❡❝tr❛✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ ✉♥♦❜✈✐♦✉s✱ t♦ s❡♣❛✲

r❛t❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝

❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❞✐❞ t❤✐s ❜② ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✲st❛❝❦❡❞ ❡t❤②✲

❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✈❡r ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✲st❛❝❦❡❞

♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t t❤❛t r❛♥❣❡✲

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✉♣♦♥ ❡♥❡r❣②✲

tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉s❡❞ t♦

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ✭❚❉ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❉❋❚❇✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛rs

t♦ ❜❡ ❢❛r ❢r♦♠ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞

✉♣♦♥ ❉❋❚❇ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞✐❞ ❜❡❤❛✈❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❛♥❞

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❇❡t❤❡✲❙❛❧♣❡t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❢♦r ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✲❦♥♦✇♥ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡

♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ t❤❛♥ ❞♦❡s ❡✐t❤❡r ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✳ ❲❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s

t♦ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❚❤❡ t❤✐r❞✱ ❛♥❞ ❧❛st st❡♣ ❛s ❢❛r ❛s t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t

♦❢ ❉❋❚❇ ❜✉t r❛t❤❡r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚❇ t♦✇❛r❞s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

♦❢ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②

♦❢ ❉❋❚❇ ✇✐t❤ ❉❋❚ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❉❋❚❇ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r

st✉❞② ✇❡❧❧ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s✱

❛♥❞ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ s♣❡❝tr❛✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ✉s❡ ❉❋❚❇ ✐♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❤♦t♦✲

❞②♥❛♠✐❝s st✉❞② ♦❢ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝

❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r ❛ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡

✭❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♥♦r✮ ✐♥ ❛ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r✐♥❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❝❝❡♣t♦r✮✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❚✉❧❧②✲t②♣❡ ♠✐①❡❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✴❝❧❛ss✐❝❛❧

tr❛❥❡❝t♦r② s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❤♦✇ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

s❡♣❛r❛t❡s t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✴❤♦❧❡ ♣❛✐r ❛s ❛ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧✲t②♣❡ r❡❛❝✲

t✐♦♥✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ✜①❡❞✲♥✉❝❧❡✐ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛✈♦r❡❞ ❜②✱ s❛②✱

♠♦st s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝✐sts✳ ❆s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣



❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ ✐♥✲

t❡r♣r❡tt✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❇② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛❜♦✉t ✷✵ ❢s ✇✐t❤ ❝♦♥✲

t✐♥✉✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉♥t✐❧ ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠✉❝❤ ❧❛t❡r✱ ❛❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✷✼ ❢s✳ ❆s ♦✉r s②st❡♠ ✐s t♦♦

s♠❛❧❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡❝✉rr❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ♥♦t ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ◆❡✈✲

❡rt❤❡❧❡ss t❤✐s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧

♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✇❡ ♠❛② ❤♦♣❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r st✉❞✐❡s ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠♦r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❛② s❤♦✇ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞

❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✲❧✐❦❡ st❛t❡s✳

❆rt✐❝❧❡s

❬❉❈❚✰✶✺❪ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳❍✳▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤✱ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛✱ ❲❛❧✐❞ ❚❛♦✉❛❧✐✱ ❑❛♠❡❧

❆❧✐♠✐✱ ▼❛t❤✐❛s P✳ ▲❥✉♥❣❜❡r❣✱ P❡t❡r ❑♦✈❛❧✱ ❉❛♥✐❡❧ ❙á♥❝❤❡③✲P♦rt❛❧✱ ❛♥❞ ❉✐❡tr✐❝❤

❋♦❡rst❡r✱ ✏❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ P♦t❡♥✲

t✐❛❧s ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥ ❆✣♥✐t✐❡s ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ■♥t❡r❡st ❢♦r ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s

❆❣❛✐♥st ❋✐rst✲Pr✐♥❝✐♣❧❡s GW ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✑✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✸✱ ✻✶✻ ✭✷✵✶✺✮✳ ✭Pr♦✲

❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②

❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✶ ❆✉❣✉st ✲ ✹ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✺✱ ❉❡❜r❡❝❡♥✱ ❍✉♥❣❛r②✮

❬▼❆❉❈✶✼❪ ❚❛r❡❦ ▼❡st✐r✐✱ ❑❛♠❡❧ ❆❧✐♠✐✱ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳❍✳▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤✱ ❛♥❞ ▼❛r❦

❊✳ ❈❛s✐❞❛✱ ✏❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❖♣t♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝ Pr♦♣❡rt✐❡s

♦❢ π✲❈♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❈♦♣♦❧②♠❡rs ❢♦r ❖r❣❛♥✐❝ ▲✐❣❤t✲❊♠✐tt✐♥❣ ❉✐♦❞❡s✑✱ Pr❡♣r✐♥t✿

❤tt♣s✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴✶✼✵✽✳✵✺✷✹✼✳

❬❉❈❏✰✶✼❪ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳❍✳▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤✱ ●❛❜r✐❡❧❛ ❈❛❧✐♥❛♦ ❈♦rr❡❛✱ ❙❛❝❤❛ ❏✉✐❧✲

❧❛r❞✱ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❍✉♠❡♥✐✉❦✱ ❛♥❞ ❘♦❧❛♥❞ ▼✐tr✐↔✱ ✏❉❛✈✐❞♦✈✲❚②♣❡

❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ P❛r❛❧❧❡❧✲❙t❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❍❡rr✐♥❣✲

❜♦♥❡ ❆❣❣r❡❣❛t❡s ♦❢ P❡♥t❛❝❡♥❡✿ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②

❛♥❞ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t ❇✐♥❞✐♥❣✑✱

Pr❡♣r✐♥t✿ ❤tt♣s✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴✶✽✵✸✳✵✵✵✺✻ ✳

❬❉❈❙✰✶✼❪ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳❍✳▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤✱ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛✱ ❳✐ ❩❤✉✱ ❇❤❛❛r❛t❤✐

◆❛t❛r❛❥❛♥✱ ❍❛✐❜✐♥ ❙✉✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❍✉♠❡♥✐✉❦ ❛♥❞ ❘♦❧❛♥❞ ▼✐tr✐➣✱ ✏❍♦✇ ▲♦♥❣ ❉♦

❊♥❡r❣② ❛♥❞ ❈❤❛r❣❡ ❚r❛♥s❢❡r ❚❛❦❡❄ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❚✐❣❤t✲

❇✐♥❞✐♥❣ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚r❛❥❡❝t♦r② ❙✉r❢❛❝❡ ❍♦♣♣✐♥❣ ❙t✉❞② ♦❢ ❛

▼♦❞❡❧ ❇✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r✐♥❡✴P❡♥t❛❝❡♥❡ ❍❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ▲♦♥❣✲

❘❛♥❣❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✑✱ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳
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❆❜str❛❝t ✈✐✐
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✷ ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s ✶✶
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❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡✱ ♥❛♠❡❧② s♦❧❛r ❡♥❡r❣②✖t❤❡

❞✐r❡❝t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s✉♥❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✳

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s♦❧❛r ❡♥❡r❣② ✉s❡s ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s t♦ ❝♦♥str✉❝t ✉s❡❢✉❧✱ r♦❜✉st

♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ✭✐✳❡✳✱ s♦❧❛r✮ ❝❡❧❧s✳ ❊✈❡♥ s♦✱ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇❡r❡ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✉♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧② t♦

✉s❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✈❡r② s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♣✉r♣♦s❡s s✉❝❤ ❛s s♣❛❝❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ ❧✐❣❤t❤♦✉s❡s✳ ❙♦❧❛r

❡♥❡r❣② ❜❡❝❛♠❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛♥② ❡✈❡r②❞❛② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡

s✐❧✐❝♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛ ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡ s✐❧✐❝♦♥

❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❝❤✐♣s✳ ❇✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✐s st✐❧❧ ❧❡ss ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥

♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛r❡ ❤❡❛✈②

❛♥❞ ❢r❛❣✐❧❡✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳

❖r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡

❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣❧❛st✐❝s ❛r❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ♠♦❧❞ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✳ ❖r❣❛♥✐❝

❝✐r❝✉✐ts ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♣r✐♥t❡❞ ♦♥ ♣❛♣❡r✱ ❝❧♦t❤✱ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ✉s✐♥❣ ❡①✐st❡♥t ♦r ♦♥❧②

s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♠❛❣✐♥❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r✐♥t❛❜❧❡

♣♦rt❛❜❧❡ ♣❤♦♥❡ ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ✐ts ♦✇♥ ♣r✐♥t❡❞ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✦ ❲❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡r❡

②❡t✱ ❜✉t ✇❡ ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❙♦ ❢❛r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r

❝❡❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣❤♦t♦❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣

t❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❤♦✇ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇♦r❦✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ❡ss❡♥✲

t✐❛❧ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛r❡✿ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❡①❝✐t♦♥

✺
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❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❬✶❪✳

▼♦❞❡r♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✿ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❞♦♥❛t✐♥❣ ✭❞♦♥♦r✱ ❉✮ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞

❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❛❝❝❡♣t✐♥❣ ✭❛❝❝❡♣t♦r✱ ❆✮ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧s ❥♦✐♥ ❛t ❛ ❞♦♥♦r✲

❛❝❝❡♣t♦r ✭❉✴❆✮ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❉ t♦ ❣✐✈❡ ✉♣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♦❢

t❤❡ ❆ t♦ ❛❝❝❡♣t ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♦♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆❜s♦r❜❡❞

❧✐❣❤t ❢♦r♠s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ♣❛✐r ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤✐s

❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤♦✇ t❤❡ ❉✴❆ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ♣❛✐r ✐♥t♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❡❧❡❝tr♦♥s✮ ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✭✐✳❡✳✱ ♣♦s✐t✐✈❡

❝❤❛r❣❡s ❞✉❡ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✮ ❛t ♥❡❛r ✶✵✵✪ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠②st❡✲

r✐♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ♥❛ï✈❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✴❤♦❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞

r❡q✉✐r❡ ✵✳✶✕✵✳✺ ❡❱ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ✵✳✵✷✺ ❡❱ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬✷❪✳

❍♦✇ ❝❛♥ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤❛t t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❞♦❡s ✐t ❤❛♣♣❡♥❄ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t

♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❝❧✉❡s t♦

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤♦t♦♣r♦❝❡ss❡s✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦

❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✇❤❡r❡❛s t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❡♠♣❧♦②❡❞

✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ❝❤❛♣t❡rs✱ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r✐❣✲

✐♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❡♥t✐t❧❡❞ ✏❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥ ❆✣♥✐t✐❡s ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❡s

♦❢ ■♥t❡r❡st ❢♦r ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s ❆❣❛✐♥st ❋✐rst✲Pr✐♥❝✐♣❧❡s GW ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✑✳ ■t

♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮

✇✐t❤ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❢♦r ❡✐❣❤t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛ss❡ss ❤♦✇ ❢❛r ❚❉✲❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ❤❛✈❡ ♣r♦✲

❣r❡ss❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❏✲t②♣❡ ❉❛✈②❞♦✈ ❡①❝✐t♦♥ ❜❛♥❞s ✐♥ P❡♥✲

t❛❝❡♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

❛♥❞ ❛ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❛t ❝❤❛♣t❡r ✐s ❡♥t✐✲

t❧❡❞✿ ✏❍♦✇ ❲❡❧❧ ❉♦❡s ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣ ❘❡♣r❡s❡♥t

❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ❢♦r ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ ❏✲❚②♣❡ ❉❛✈②❞♦✈ ❊①❝✐✲

t♦♥ ❇❛♥❞s ✐♥ P❡♥t❛❝❡♥❡ ❆❣❣r❡❣❛t❡s❄✑✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞

t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❧❝✲❚❉✲❉❋❚❇✮ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲

t❡♥s❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✲❈60 ♠♦❞❡❧✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❢♦r ✺✵✵ ❢s t♦ s❡❡ ❤♦✇



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✼

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ t♦ ❛ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✲

❢❡r st❛t❡✳ ❚❤❛t ❝❤❛♣t❡r ✐s ❡♥t✐t❧❡❞✿ ✏❍♦✇ ▲♦♥❣ ❉♦ ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ❈❤❛r❣❡ ❚r❛♥s❢❡r ❚❛❦❡❄

❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚r❛✲

❥❡❝t♦r② ❙✉r❢❛❝❡ ❍♦♣♣✐♥❣ ❙t✉❞② ♦❢ ❛ ▼♦❞❡❧ ❇✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r✐♥❡✴P❡♥t❛❝❡♥❡ ❍❡t❡r♦✲

❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t▲♦♥❣✲❘❛♥❣❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✳✑✳

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ t❤✐r❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s

st♦❝❦ ♦❢ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ♦❢ ✇❤❛t ♠♦r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ♦✉r

❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ●✳ ▲✐✱ ❘✳ ❩❤✉✱ ❛♥❞ ❨✳ ❨❛♥❣✱ P♦❧②♠❡r s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳✱ ◆❛t✳ P❤♦t♦♥✐❝s ✻✱ ✶✺✸ ✭✷✵✶✷✮✳

♣❛❣❡s ✻

❬✷❪ ❙✳ ❋❡✇✱ ❏✳ ❋r♦st✱ ❛♥❞ ❏✳ ◆❡❧s♦♥✱ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♣❛✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r

❝❡❧❧s✱ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✳ ✶✼✱ ✷✸✶✶ ✭✷✵✶✺✮✳ ♣❛❣❡s ✻✱ ✷✷✹✱ ✷✷✺
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❈❤❛♣t❡r ✷

❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s

❖r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ♦✛❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ✈♦❧✲

✉♠❡ ❛t ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦❛st✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧✐❣❤t ✇❡✐❣❤t✱ ♠❛② ❜❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡

♣r✐♥t❡❞✳ ❆❧s♦✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡

❞✐✈❡rs❡ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♦♣❡♥ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

s♣❡❝tr❛✱ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❡t❝✳ ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s

st✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❝♦♥✲

✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s❡✈❡r❛❧

t②♣❡s ♦❢ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳

❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ s❡❝✲

♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ t②♣❡s ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ❝❧❛r✐✜❡s

s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✲♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛✲

♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜❢t❤ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ♦♥ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

✷✳✶ ❖r❣❛♥✐❝ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ tr② t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❖r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s✐③❡ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ♦❧✐❣♦♠❡r✱ ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠♦st ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s

✐s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ s②st❡♠s ♦❢ π ❜♦♥❞s✳ ▼♦st❧②✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❝❛r❜♦♥

❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❇✉t ②♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✜♥❞ ♦①②❣❡♥✱ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ♦r s✉❧♣❤✉r ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❚❤❡

❛t♦♠s ❛r❡ sp2✲❤②❜r✐❞✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ❛r❡ p✲❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❊❧❡❝tr♦♥s p✲♦r❜✐t❛❧ ❞❡✲

❧♦❝❛❧✐③❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ π ❜♦♥❞✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧s ✇✐t❤ ❛ π∗ ❛♥t✐❜♦♥❞✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧s ❬✺❪✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s

✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❈❤❛rt s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡♥❡✇❛❜❧❡ ❊♥❡r❣②
▲❛❜♦r❛t♦r② ✷✵✶✼✳ ❖r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✜❧❧❡❞ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✭❧♦✇❡r r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝✳✮





✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s

✷✳✷ ❚②♣❡s ♦❢ ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧

▼♦st ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❛❝t✐✈❡ ❧❛②❡rs✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡ ❞♦♥♦r s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧❛r s♣❡❝tr✉♠

✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✸✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛r✈❡st ❡♥♦✉❣❤ s♦❧❛r ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♥❡❡❞ ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t②

t♦ ❡♥s✉r❡ ❢❛st ❤♦❧❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡② ♥❡❡❞ s✉✐t❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s t♦ ✜t

✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❡♥♦✉❣❤ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❡①❝✐t♦♥s✳ ❚❤❡s❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭P❈❊✮ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❥✉♥❝t✐♦♥s✿

s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✱ ❜✐❧❛②❡r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❜✉❧❦ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥

s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✺✮✳❬✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❙♦❧❛r ❙♣❡❝tr✉♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽❪

❑❡❛r♥s ❛♥❞ ❈❛❧✈✐♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥ ✶✾✺✽ ✇❤✐❧❡ st✉❞②✐♥❣ ❛

♣r✐st✐♥❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭♠❛❣♥❡s✐✉♠ ♣❤t❤❛❧♦❝②❛♥✐♥❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❬✾❪✳

❚❤✐s ✇❛s ❛ ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✭❖❙❈✮✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❖❙❈

❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❧❡❝✲

tr♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❬❡✳❣✳✱ ✐♥❞✐✉♠ t✐♥

♦①✐❞❡ ✭■❚❖✮❪ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❬❡✳❣✳✱ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✭❆❧✮✱ ♠❛❣♥❡✲

s✐✉♠ ✭▼❣✮✱ ♦r ❝❛❧❝✐✉♠ ✭❈❛✮❪ ❤❛s ❛ ❧♦✇ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② t❤❡

♦r❣❛♥✐❝ ❧❛②❡r✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡①❝✐t♦♥s ❜② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✮ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r



❚②♣❡s ♦❢ ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧ ✶✺

♦r❜✐t❛❧ ✭▲❯▼❖✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝✲

tr♦❞❡s✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s❡t ✉♣ ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❤❡❧♣s t♦ s♣❧✐t

t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡ ❝♦❧❧❡❝ts ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡

✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝ts ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❙❝❤❡♠❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦❞❡s ❧❡❛❞s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❙✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❖❙❈s s✉✛❡r ❢r♦♠ ❧♦✇ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✶✪ ❛♥❞ ❧♦✇

q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✶✪ ❬✶✵❪✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② t♦ t❤❡

✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦

❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❡①❝✐t♦♥s ✐♥t♦ ❤♦❧❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ✇❤❡♥ ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡

❤♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇❡❞✱

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❖❙❈ ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② st❛②❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✶✪ ❢♦r ❛❜♦✉t t✇❡♥t② ②❡❛rs ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛❥♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

❜② ❚❛♥❣✳

■♥ ✶✾✽✻ ❬✶✶❪✱ ❚❛♥❣ ✐♥✈❡♥t❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❙❈ ❝❛❧❧❡❞ t✇♦ ✭♦r ❜✐❧❛②❡r✮

❧❛②❡rs ❖❙❈ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❖❙❈ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s

❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❝r❡❛t❡s ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✐s t❤❡ ❧❛②❡r

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r

❧❛②❡r ✐s t❤❡ ❞♦♥♦r✳ ❚❤❡ ❜✐❧❛②❡r ❖❙❈ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❖❙❈ ✐♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦r❣❛♥✐❝ ❧❛②❡rs ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐ts ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t✇♦✲❧❛②❡r ❖❙❈s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❖❙❈s ❜✉t✱

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛s st✐❧❧ ❧♦✇✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❖❙❈s ✐s t❤❛t ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧

❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥s ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❧❛②❡r ♥❡❡❞s ❛

t❤✐❝❦♥❡ss ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ ♥♠ t♦ ❛❜s♦r❜ s✉✣❝✐❡♥t ❧✐❣❤t ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①❝✐t♦♥s ❞✐✛✉s✐♦♥

❧❡♥❣t❤ ❛r♦✉♥❞ ✶✵ ♥♠✱ s♦ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥s r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❙❈s ✐s ❜✉❧❦ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ❖❙❈s ❬✶✷❪✳ ■♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢

❖❙❈✱ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ❛❜s♦r❜❡❞ ❧✐❣❤t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜② ❜❧❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦♥♦r

❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ❛t ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❜❧❡♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❧❡ss

t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❜✉❧❦ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ ❖❙❈s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❚②♣❡s ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❘❡❞r❛✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✶✸❪

✷✳✸ ❚❤❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ P♦✇❡r ❈♦♥✈❡r✲

s✐♦♥

❖r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❝❡♥t❧② ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ✉♣ t♦ ✶✵✪ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛♦rt ♠✉st ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❚❤❡s❡ ❡✛♦rts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛r❡✿ ✜rst✱ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♦❢

❡①❝✐t♦♥s❀ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥❀ t❤✐r❞✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s

t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❬✶✻❪✳ ❚❤❡



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ▼❡❛s✉r❡❞ ◗✉❛♥t✐t✐❡s ✶✼

❡ss❡♥t✐❛❧ st❡♣s ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻

❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛❧❧ st❡♣s ✐s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②

✭❊◗❊✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ❬✶✼✱ ✻❪✱

EQE = ηA + ηEdif + ηEdis + ηTr + ηCC , ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ηA ✐s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡s ❜②

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ❡✐t❤❡r ❞✉❡ t♦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❞♦♥♦r ♦r t❤❡ ❞♦♥♦r ❤❛s ❛ ♥❛rr♦✇ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ηEdif ✐s t❤❡ ❡①❝✐t♦♥

❞✐✛✉s✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥s t♦ ❞✐✛✉s❡ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✇✐t❤♦✉t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❑❡❡♣ ✐♥ ♦✉r ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥

❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✵ ♥♠ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ηEdis ✐s t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛t❤✇❛②s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r st❛t❡ t♦ ❣✐✈❡

s❡♣❛r❛t❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡ ηTr ❛♥❞ ηCC ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r tr❛♥s♣♦rt ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞

t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✷✵❪✳

❲❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭■◗❊✮ ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❜s♦r❜❡❞

♣❤♦t♦♥s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t✳ ❯s✉❛❧❧②✱ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭◗❊✮ r❡❢❡rs t♦

t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✶✼❪✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❛②❡r ❞♦♥♦r✲❛❝❝❡♣t♦r

❣♦✈❡r♥s ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❈❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡

❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❛②❡r✳

✷✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ▼❡❛s✉r❡❞ ◗✉❛♥t✐t✐❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡r✲

s✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣ ❛♥❞

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❜♦t❤ t②♣❡s ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧✳ ■♥ ✶✾✻✶✱ ❙❤♦❝❦❧❡② ❛♥❞

◗✉❡✐ss❡r ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❛ s✐♥✲

❣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣ ❡♥❡r❣②✳ ■t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡②✲

◗✉❡✐ss❡r ❧✐♠✐t ❡✣❝✐❡♥❝② ♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❙❤♦❝❦❧❡② ❛♥❞

◗✉❡✐ss❡r ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✳ ❍❡r❡✱ ❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❧♦ss❡s ♠❡❛♥✱

t❤❡ ❧♦ss❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥✱ s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡s✱ ❧✐❣❤t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠

s♦♠❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲





❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ▼❡❛s✉r❡❞ ◗✉❛♥t✐t✐❡s ✶✾

❝♦♥❞✉❝t♦r t♦♦❦ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦ss❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✉♥❞❡r ✸✹✪ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣ ❡♥❡r❣② ✶✳✸✹ ❡✳❱ ✭s❡❡

❋✐❣ ✷✳✼✮ ✳ ❚❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❧♦ss❡s t❤❛t ❙❤♦❝❦❧❡② ❛♥❞ ◗✉❡✐ss❡r t♦♦❦ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡✐r

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦✲❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡r♠❛❧

❧♦ss❡s✱ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❧♦ss❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❚❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡②✲◗✉❡✐ss❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❘❡❞r❛✇♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✶✼❪

✳

❙❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✭❏s❝✮ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ✭❱♦❝✮ ❛r❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✷✶❪✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❛s

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s 0✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t

✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦✉t♣✉t ✐s 0✳ ❚❤❡s❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧

t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t✱ ❛♥❞ ✜❧❧✲❢❛❝t♦r

✭❋❋✮ ❬✷✷✱ ✷✸✱ ✻❪✳ ❚❤❡ ✜❧❧✲❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

♣♦✇❡r ✭♠♣♣✮ ♦✉t♣✉t ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✱

FF =
JmppVmpp

JscV oc
, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ Jmpp ❛♥❞ Jmpp ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t

♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s

❡✣❝✐❡♥❝② ✭P❈❊✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ FF ✱ Jsc✱ ❛♥❞ Voc ❛s

PCE =
(FF )(Jsc)(Voc)

Pin

, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ Pin ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ t❤❡ ❖❙❈ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r st❛♥❞❛r❞ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t s♣❡❝✐✜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✷✺ ◦❈✱ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵✵✵W/m2✱ ❛♥ ❛✐r ♠❛ss ✶✳✺ ✭❆▼✶✳✺✮ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛ ❝❧❡❛r ❞❛② ✇✐t❤

s✉♥❧✐❣❤t ✐♥❝✐❞❡♥t ✉♣♦♥ ❛ s✉♥✲❢❛❝✐♥❣ 37◦ t✐❧t❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ❚❤❡ s✉♥ ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 48◦

❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❬✻❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❈✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❞❛r❦ ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❝✉rr❡♥ts ✐♥ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇✐t❤
❏s❝✱ ❱♦❝✱ ❋❋✱ ❏♠♣♣ ❛♥❞ ❱♠♣♣✳ ❘❡❞r❛✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✻❪✳

▼❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t r❡❧❛t✐♦♥✲

s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✮ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❧♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧

✭▲❯▼❖✮ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❬✷✹✱ ✷✺❪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥

♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t②✳✮

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲

✈♦❧t❛❣❡ ✭J ✈s✳ V ✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ J ✈s✳ V ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ J ✈s✳



❚❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛r❣❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✷✶

V ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡② ❞✐♦❞❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❙✐♠♣❧②✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❣❡t ♠♦r❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s✱

J(V ) = J0

(

e(
qV

nkT ) − 1
)

− Jgen, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ J(V ) ❛♥❞ Jo ❛r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❞❛r❦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ q ✐s

t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡✱ V ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥✱ n ✐s t❤❡ ❞✐♦❞❡ ✐❞❡❛❧✐t②

❢❛❝t♦r✱ kT ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱ ❛♥❞ Jgen
✐s t❤❡ ♣❤♦t♦❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ ❋✐❣ ✷✳✽ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡ ✭J ✈s✳

V ✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳

✷✳✺ ❚❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛r❣❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ♥♦t ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ✇❡ s❤♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡

♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❡①❝✐t♦♥ ❞✐s✲

s♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ❤❛♣♣❡♥ ❬✷✼❪✳ ❆t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❧❡✈❡❧s ♠✉st ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ❣❡t ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❡r❣②

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❈❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t ♦r❣❛♥✐❝ ❞♦♥♦r✴❛❝❝❡♣t♦r ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛ ❦❡② ❢❛❝t♦r ✐♥

t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❬✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✷✼❪✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ st✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳

❚②♣✐❝❛❧❧② s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❧♦✇ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❧♦✇

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❝❛♥♥♦t ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥

❛♥❞ ❤♦❧❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs✳ ❖❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✭❈❚✮ st❛t❡s ❬✸✶❪✱

t❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦t ❈❚ st❛t❡s ❬✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹❪✳ ❋♦r s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✉✣❝✐❡♥t

♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❢♦r ❝❤❛r❣❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r

❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✭r❛❞✐❛t✐✈❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❜♦✉t
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❝❤❛r❛❝t❡r ❛♥❞ ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ st❛t❡ ❬✸✺❪✳
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❬✸✺❪ ❆✳ ▼♦rt❡❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ❇❛rr✐❡r✲❋r❡❡ ❊❧❡❝tr♦♥✲❍♦❧❡ ❈❛♣t✉r❡ ✐♥ P♦❧②♠❡r ❇❧❡♥❞ ❍❡t❡r♦✲

❥✉♥❝t✐♦♥ ▲✐❣❤t✲❊♠✐tt✐♥❣ ❉✐♦❞❡s✳✱ ❆❞✈✳ ▼❛t❡r✳ ✶✺✱ ✶✼✵✽ ✭✷✵✵✸✮✳ ♣❛❣❡s ✷✶

❬✸✻❪ ❊✳ ❋❛❜✐❛♥♦✱ ●✳ ●r♦❡♥❤♦❢✱ ❛♥❞ ❲✳ ❚❤✐❡❧✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r

tr❛❥❡❝t♦r② s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣✳✱ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✸✺✶✱ ✶✶✶ ✭✷✵✵✽✮✳ ♣❛❣❡s ✷✷



❈❤❛♣t❡r ✸

P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

P❤♦t♦❝❤❡♠✐str② ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪ ✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ✇❤✐❝❤ tr❡❛ts t❤❡ ❝❤❡♠✲

✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❛② ❜❡

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r❜② ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t s♣❡❝tr✉♠ ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠

✶✵✵ t♦ ✹✵✵ ♥♠✮✱ ✈✐s✐❜❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭✹✵✵ ✲ ✼✺✵ ♥♠✮ ♦r ✐♥❢r❛r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭✼✺✵ ✲ ✷✺✵✵

♥♠✮✳ P❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❧✐❢❡✳ ❚❤❡② t❛❦❡ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

❢r♦♠ t❤❡✐r r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✱ ✈✐s✐♦♥✱ ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡✱ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞

t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐t❛♠✐♥ ❉ ✇✐t❤ s✉♥❧✐❣❤t✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡t❤❛♥❡ ❣❛s✱ ❛♠♠♦♥✐❛

❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❣❛s❡s ✇❤✐❝❤ r❡❛❝t t❤r♦✉❣❤ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝✲

t✐♦♥s t♦ ❢♦r♠ ♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s s✉❝❤ ❛s ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞s✳ ❖t❤❡r t❤✐♥❣s

r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐str② ❛r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✳ ❖r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛♥②

❝❤❡♠✐❝❛❧s ✇❤♦s❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❛t❤s

❛❝❝❡ss ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡r♠❛❧❧②✳ ▲✐❣❤t ✐s ❛❧s♦

❛♥ ✐♥✐t✐❛t♦r ❢♦r ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❤♦t♦♣r✐♥t✐♥❣ ✭♦✛s❡t ♣r✐♥t✐♥❣✮✱

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r✐♥t✐♥❣ ♦❢ ❝✐r❝✉✐ts ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉♥✲

❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦❧♦✉r ♦❢ ❝♦tt♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❛s ♠❛② ❜❡ ❛tt❡st❡❞ t♦ ❜②

♦❧❞ ❝✉rt❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r❜❡❞ ❡✈❡r②❞❛② ❜② t❤❡ ❝❧♦t❤ st❛rts ✇✐t❤ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧♦s❡ ♦❢ ❝❧♦t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❡❛s② ❜r❡❛❦❛❣❡ ✐♥ ♦r✲

❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❙✐♠✐❧❛r✐t② t❤❡ ♣❤♦t♦❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❧❛st✐❝✳ ❍❡r❡

r❡s❡❛r❝❤❡rs s❡❡❦ t❤❡ ❝♦❧♦rs ✭✐✳❡✳✱ ♦♣t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❡rs✮ ✇❤♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ st❛✲

❜✐❧✐③❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t t❛❦❡ ✉♣ ❤✐❣❤❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❧❡ss ❢r❛❣✐❧❡✳

❙✉❝❤ ❛s ♦rt❤♦❤②❞r♦①②❜❡♥③♦♣❤❡♥♦❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳

❚❤❡ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t t✉❜❡s✱ ①✲r❛②s✱ ✈✐s✉❛❧s ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②s ❢♦r ❜r✐❣❤t ❝❧♦❝❦s✱

✷✺



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❝♦❧♦✉r ♣❛✐♥ts ✐♥ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts✱ ❛❧❛r♠s ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡ r♦❛❞

♦r r❡❛❣❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❆❧s♦✱ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐str② ✐s ❣❛✐♥✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

t❤r♦✉❣❤ ✐ts r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣r❡❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠♦❞❡r♥ ❧✐✈✐♥❣✳

✸✳✷ ▲✐❣❤t ❆❜s♦r♣t✐♦♥

❆ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦r ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t r❡❣✐♦♥ ❤❛s t❤❡

❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①❝✐t❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ st❛t❡ I t♦ st❛t❡ K ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣②

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡s✱

EK − EI = hv. ✭✸✳✶✮

❍❡r❡✱ hv r❡♣r❡s❡♥ts ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❤❡r❡ h ✐s P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t ✭6.63×10−34❏s✮ ❛♥❞

v ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ s−1 ♦r ❍❡rt③ ✭Hz✮✳

■t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s t♦

❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r

♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱

Et = Ee + Ev + Er, ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ Et ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠✱ Ee ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②✱

Ev ✐s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ Er ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✭✐✳❡✳✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞

r♦t❛t✐♦♥❛❧✮ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ tr❡❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡♠ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✺❪✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❛❞❡q✉❛t❡❧②

❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜②

❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❛♥❞ ✈✐s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✈✐❜r♦♥✐❝ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇✱ ❛t t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v = 0 ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡

❧❡✈❡❧ S0 ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ♦❝❝✉r



▲✐❣❤t ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✷✼

❢r♦♠ t❤❛t ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡ I ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❛t st❛t❡✱

NI

N
=

e−εI/kT
∑M

J=1 e
−εJ/kT

✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ NI ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡ I✱ k ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✱ T ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ ❛♥❞ ▼ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❬✻❪✳ ❙♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

✐s ✉s✉❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳

✸✳✷✳✶ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❉✐♣♦❧❡ ▼♦♠❡♥t ❛♥❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❘✉❧❡s

❚❤❡ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ I t♦

st❛t❡ K✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ΨI ❛♥❞ ΨK r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❛♥

♦❝❝✉r ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥

tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r t♦

❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦r t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ q✉❛❞r✉♣♦❧❡

♠♦♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s

❤♦✇ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥

❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t t✐♠❡s t❤❡ ❡❝①✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡

♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

♠♦♠❡♥t ✈❡❝t♦r ♦❢ ❣✐✈❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✼✱ ♣❣✳✺❪✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥✲

str❛✐♥ts ❦♥♦✇♥ ❛s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❛❧♦✇s ✉s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ✧❛❧❧♦✇❡❞✧ ❛♥❞ ✧❢♦r❜✐❞❞❡♥✧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❙✐♠♣❧②✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞

t♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t②

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦✲

♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧

st❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ s♣✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥ ✭s✐♥❣❧❡t ↔ tr✐♣❧❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s✮

❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦ ♥♦t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ s♣✐♥ ❜❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞

t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ s♣✐♥✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ✇❤❡♥

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ✭s✐♥❣❧❡t ↔ s✐♥❣❧❡t ♦r tr✐♣❧❡t ↔
tr✐♣❧❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦r❜✐t❛❧ s②♠♠❡tr② s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ s②♠♠❡tr② s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ✐❢

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛♥❞

t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s②♠♠❡tr②

♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐❧❧ ✈❛♥✐s❤ ❬✼✱ ♣❣✳✸✵❪✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠♦st❧② r❡s❡♠❜❧❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ str♦♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠♦❧❛r

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ π t♦ π∗ ❤❛s ❤✐❣❤❡r

♠♦❧❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ n t♦ π∗ ❬✺❪✳

✸✳✷✳✷ ❇❡❡r✲▲❛♠❜❡rt ▲❛✇ ❛♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❙♣❡❝tr❛

▲✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❇❡❡r✲▲❛♠❜❡rt ❧❛✇ ❬✽❪✱ ✇❤✐❝❤

r❡❧❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I ♦❢ ❧✐❣❤t tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❛♠♣❧❡

t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I0 ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱

I

I0
= 10−εcl ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ ε ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ l ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥ ❝♠✱ ❛♥❞ c ✐s

t❤❡ ♠♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦❧✳ ❧ −1✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❊q✳ ✭✸✳✹✮✱ ✇❡ ❣❡t✱

−❧♦❣( I
I0
) = εcl ✭✸✳✺✮

❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ A✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❣❡t✱

Amolecule = Asolution − Ablank

A = εcl,
✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧❛♥❦ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ s♦❧✈❡♥t ✰ ❝♦♥t❛✐♥❡r✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❧✐❣❤t ❛❜✲

s♦r♣t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ s②st❡♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❜❡✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❧❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆ ♣❧♦t ♦❢ ♠♦❧❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✈❡r✲

s✉s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ❬✺✱ ✾❪ ❛s



❚❤❡ P❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ P❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❉❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✷✾

s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣ ✸✳✶ ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠

■♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s ♠♦r❡

s❤❛r♣ ❧✐♥❡s t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞s t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ s♦♠❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞

♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦s❡❧②✲

s♣❛❝❡❞ ♥♦r♠❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❬✼✱ ♣❣✳✾❪✳

✸✳✸ ❚❤❡ P❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ P❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❉❡❛❝t✐✲

✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊①❝✐t❡❞ st❛t❡s

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧②✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❤❛s ❡①❝❡ss ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡①❝❡ss ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦st ✇✐t❤✐♥ ❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❢ t❤❡ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇

❝❤❡♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✲

✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s ✐♥ ♣❧❛♥ts✱ ♣❤♦t♦❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✱

❛♥❞ s✉♥t❛♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡t✉r♥s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇✐t❤✲

♦✉t ❛♥② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❤❡❛t ♦r ❧✐❣❤t ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧②✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♠❛② ❛❧s♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ♦r ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❚❤❡ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s✳

❚❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✈✐❛ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♦r r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥✲

s✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧②✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ r❡❧❛①❡s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ❜② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡✳ ❲❤❡r❡❛s ✐♥

t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ t❤❡r❡ ✐s ✐♥t❡r♥❛❧

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦r ✐♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✲

✜❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s✲

❢❡r✳

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ r❡❧❛①❡s t♦

t❤❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❜② ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡

❛♥❞ ❛ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦r ❛♥♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss t②♣✐❝❛❧❧②

❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❞♦♥♦r✲❛❝❝❡♣t♦r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❡①❝❡ss ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞

❞♦♥♦r tr❛♥s❢❡rs t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ❆♥❞ t❤❡♥ ❧♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✉s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ ♣r♦♠♦t❡ ✐ts❡❧❢ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡

t❤✐r❞ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝

s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ❞♦♥♦r ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

❛❝❝❡♣t♦r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♥♦r t♦ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ❋✐❣✳

✸✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐s❡s t❤❡ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞

st❛t❡s✳

✸✳✹ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❉✐❛❣r❛♠

❆ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛② t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s

❛♥❞ t❤❡✐r tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✳ ■♥ ❛ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❞✐✲

❛❣r❛♠ ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s

❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② S0✱

S1 ✱ ❛♥❞ S2 ✇❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② T1 ✳

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t st❛t❡ ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✈❡rt✐✲

❝❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❛♥❞

r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr♦✇ t②♣❡✿ t❤❡ str❛✐❣❤t ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ r❛❞✐❛t✐✈❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✇❛✈② ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s✳





✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

✸✳✺ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❙✉r❢❛❝❡s

❊♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦rs

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤♦t♦✲

♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ❣✐✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤

t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r ❬✹❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ s②♠♠❡tr② s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥

✐s ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s

str♦♥❣❡st✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ✐s ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s

✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✭s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t st❛t❡s✮ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t

❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✐♠❛

t❤❛t t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝r♦ss✐♥❣s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s✱ ❛♥❞ st❛t❡

❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡

♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s ❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡ ♠✐♥✲

✐♠❛✱ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡

❬✶✶❪✳ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① tr❡❛t♠❡♥t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r✲

❢❛❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ P❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢✉♥♥❡❧s ❝❛♥ ❝♦♥♥❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ t♦ ❥✉♠♣ ❛♠♦♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❆ ❤✐❣❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛♥s❢❡r ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❛t t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❬✸❪✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭S0✮✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✭S1✮ ❛♥❞ tr✐♣❧❡t ❡①❝✐t❡❞

st❛t❡ ✭T1✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✸✳✺✳✶ ■♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❘❛❞✐❛t✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s ♦❢ ❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡s

■♥ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✹✱ ✇❡ ❣❛✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t✲

❡❣♦r✐s❡❞ ❛s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦r ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s

t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s t❤❡ s♣✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞

✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙✐♠♣❧②✱ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✈❡r✲

t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✶✷❪✳

❚t❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡



P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❙✉r❢❛❝❡s ✸✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✶❪

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡

♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦

❤❛♣♣❡♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠
❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✺❪





P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❙✉r❢❛❝❡s ✸✺

✸✳✺✳✶✳✷ P❤♦s❤♦r❡s❝❡♥❝❡

P❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ■t ✐s ❛

s♣✐♥ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥ ♠✉❧✲

t✐♣❧✐❝✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❢❛st r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs

❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧② ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❧♦✇❡st tr✐♣❧❡t st❛t❡ T1 ✐♥t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ S0 ❬✼❪✳

▲✐❦❡ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ♠✐rr♦r✲✐♠❛❣❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ S0 → T1 ❛❜s♦r♣t✐♦♥

s♣❡❝tr✉♠ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐s ❛ s♣✐♥

❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❧❡ss ✐♥t❡♥s❡ t❤❛♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❬✺❪✳ ■t ❤❛s t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ T1 → S0

✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❬✼❪✳ ❙♦✱ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡s ♦❢ ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡♠✐s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

10−3 − 102 s✳

✸✳✺✳✷ ■♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❘❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss Pr♦❝❡ss❡s ♦❢ ❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡s

❚❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❝r♦ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡

❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛s t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✇❤❡r❡❛s r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝r♦ss✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥

❛ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❧♦s❡❧②

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ❬✺❪✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❛❧❧♦✇s tr❡❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s

s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❛t ✐s ♥♦t t❤❡

❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞♦ ❛✛❡❝t t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❙♦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧

❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ✇❡ tr❡❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢

t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss

tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❘❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ✇✐t❤ s❛♠❡ ❡♥✲

❡r❣② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❡♥❡r❣② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣ ✸✳✼✳

✸✳✺✳✷✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥

■♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐s♦❡♥❡r❣❡t✐❝ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②

❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦st❧② st❛t❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❛t

t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♣♣❡r ✈✐❜r♦♥✐❝



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

st❛t❡ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳

Sv
n → Sv′

n−1

T v
n → T v′

n−1,
✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✱ v ❛♥❞ v′ ❛r❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧

❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✈❡r②

❤✐❣❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♣♣❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✭Sn✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧♦✇❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✭Sn−1✮✳ ❚❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st r❛t❡

♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑❛s❤❛✬s r✉❧❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ q✉❛♥t✉♠ ②✐❡❧❞s ❢r♦♠ ❛

❤✐❣❤❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s ♠✐♥✉s❝✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛st r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥

✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❤❛✈✐♥❣ s❤♦rt ❧✐❢❡

t✐♠❡s✳ ❚❤❛t ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s

❬✼❪✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✭Sn  

Sn−1✮ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−14 − 10−11s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡s ♦❢

✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭S1  

S0✮❬✺❪✳

✸✳✺✳✷✳✷ ■♥t❡rs②st❡♠ ❈r♦ss✐♥❣

■♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣✐♥✲❢♦r❜✐❞❞❡♥ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss ♣r♦❝❡ss ♦❢

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐s♦❡♥❡r❣❡t✐❝ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s



P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❙✉r❢❛❝❡s ✸✼

♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳ ❚❤r♦✉❣❤ s♣✐♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

❞✐✛❡r❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② st❛t❡s ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥

r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣✐♥

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

♥✉❝❧❡✉s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✼✱ ✺❪✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ S1  T1 ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❡✐t❤❡r ❜②

❞✐r❡❝t s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ Sn t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ T1 ♦r ❜② s♣✐♥✲♦r❜✐t

❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r st❛t❡s t❤❛♥ T1 ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

t♦ t❤❡ T1 ❬✼❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥

♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❊❧ ❙❛②❡❞✬s r✉❧❡s ❬✶✺❪ t❤❛t ✐s t❤❡

✐♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦r❜✐t❛❧

t②♣❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ s❛♠❡ ♦r❜✐t❛❧ t②♣❡✱

1(n, π∗)↔ 3(π, π∗) ❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
3(n, π∗)↔ 1(π, π∗) ❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥

1(n, π∗)↔ 3(n, π∗) ❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥
1(π, π∗)↔ 3(π, π∗) ❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥.

✭✸✳✽✮

❚❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ ✐♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣ ❤❛s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−11 − 10−8s ❬✼✱ ✺❪✳

✸✳✺✳✸ ■♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r Pr♦❝❡ss❡s ♦❢ ❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡s

❚❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ✉♥✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♠❛② ❜❡

r❛❞✐❛t✐✈❡ ♦r r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳

❚❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦

t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s t②♣❡ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❜✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❙♦♠❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ♦❝❝✉r

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ s✉❜st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ q✉❡♥❝❤❡r✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡

s✉❜st❛♥❝❡s ❢♦r q✉❡♥❝❤✐♥❣ ✐s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦①②❣❡♥✳

❆ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❤♦t♦✲

♣❤②s✐❝❛❧ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✱

M∗ ◗−→M ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ q✉❡♥❝❤❡r✱ M∗ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ M ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦r



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❛♥♦t❤❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r Q ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ M ♦r ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥

❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✲♥❛♠❡❧②✱ s❡❧❢✲q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♦r

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞

✐♠♣✉r✐t② q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ q✉❡♥❝❤❡r ❞✐✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡M ✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❜✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉rs ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤

❡①❝✐♠❡rs✱ ♦r ✈✐❛ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❡①❝✐♣❧❡①❡s✱ ♦r ❛♥ ❡①❝✐♣❧❡① ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s♦♠❡ ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡

❡❧❡❝tr♦♥✲tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✲tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❬✼❪ ✳ ■♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣②r❡♥❡ ✐rr❛✲

❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞

❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣②r❡♥❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

♦❢ ♣②r❡♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t ❛ ❧♦✇❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬✼❪ ✱ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡✇ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t

❛ ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢

♣②r❡♥❡✳ ❚❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❞✐♠❡r

♦❢ ♣②r❡♥❡✱ ❡①❝✐♠❡r [MM ]∗ ❬✶✻❪✱ ❛t ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡

❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝✐♠❡r ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦♠❡s

❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✸✳✶✵ ❛♥❞ ❋✐❣ ✸✳✽ ✳ ❚❤✐s ❡①❝✐♠❡r ❤❛s ❜❡❡♥

❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ♣②r❡♥❡ ✭M✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞

st❛t❡ ♦❢ ♣②r❡♥❡ ✭M∗✮✱

1▼∗ ✰ ▼ 1❬▼▼❪∗

✲❤ν

❬▼▼❪▼+▼

✰❤ν ✲❤ν

✭✸✳✶✵✮

❚❤❡ ❡①❝✐♠❡r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✱

Ψ❡①❝✐♠❡r = c1(ΨMM∗ ±ΨM∗M) + c2(ΨM+M− ±ΨM−M+), ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ΨMM∗ ❛♥❞ ΨM∗M ❛r❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❧♦❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ΨM+M− ❛♥❞ΨM−M+ ❛r❡ t❤❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♦♥✲♣❛✐r ♦r ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣❧✉s ♦r ♠✐♥✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❣✐✈❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✼❪✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭M∗ ✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡

✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ q✉❡♥❝❤❡r ✭Q✮✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ❡①❝✐t❡❞

❝♦♠♣❧❡① ♦r ❡①❝✐♣❧❡①✱



P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❙✉r❢❛❝❡s ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐♠❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐♠❡r ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❘❡❞r❛✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠
r❡❢✳❬✼❪

1▼∗ ✰ ◗ 1❬▼◗❪∗

✲❤ν

❬▼◗❪▼+◗

✰❤ν ✲❤ν

✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ ❡①❝✐♣❧❡① ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✲❞✐♠❡t❤②❧❛♥✐❧✐♥❡ ❜② ❛ ♥❡✇

❡♠✐ss✐♦♥ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❝✐♣❧❡①✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ ❡①❝✐♣❧❡① ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ❞♦♥♦r ✭D✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛♥

❛❝❝❡♣t♦r ✭A✮✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡①❝✐♣❧❡① ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✱

Ψ❡①❝♣❧❡① = c1ΨDA∗ + c2ΨD∗A + c3ΨD+A− + c4ΨD−A+ , ✭✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ c1 6= c2✱ c3 6= c4✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ c3ΨD+A− ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❬✼❪✳

❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝✐♠❡rs ❛♥❞ ❡①❝✐♣❧❡①❡s ✐♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐♠❡rs ❛r❡

♥♦♥♣♦❧❛r s♣❡❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①❝✐♣❧❡①❡s ❛r❡ ♣♦❧❛r s♣❡❝✐❡s✳

❆♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❝♦♠♣❧❡① ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛♥



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❡①❝✐t❡❞✲st❛t❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❝♦♠♣❧❡① ✉s✉❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✭∼✼ ➴✮✳ ❚❤❡② ❛r❡

✉s✉❛❧❧② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ s❤❡❧❧s ♦❢ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ s✐③❡✱ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❛♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐❡r ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❝❛❣❡✱ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❝♦♠♣❧❡①

❬✶✼❪✳

❆❢t❡r ❢♦r♠✐♥❣ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡①❝✐♣❧❡①❡s✱ ♦r ❡①❝✐♠❡rs✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②

❝❛♥ ❜❡ ❧♦st ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦r ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❜② ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦

❞❡❝❛② ✐♥t♦ ▼ ✰ ◗✯ ✱ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r t♦ ❣✐✈❡ M+ + Q− ♦r M− + Q+✱ ❜② t❤❡

✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❜② ✐♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❬✶✽✱ ✼❪✳

✸✳✺✳✸✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r Pr♦❝❡ss

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❛ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞

❡♥t✐t② ✭t❤❡ ❞♦♥♦r✱ D∗ ✮ ❜② tr❛♥s❢❡r ♦❢ ✐ts ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✭t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✱ A✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❝❛♥

❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭D∗ ❛♥❞ A✮✳ ❇② ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞

st❛t❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✭D ❛♥❞ A∗✮✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡s

✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧②✱ ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❜② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

❚❤❡ ✜rst ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚✇♦ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡rs✱ ♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞

❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❬✶✼❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✸✳✾✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♥❡❡❞s ✈❡r② s❤♦rt r❛♥❣❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ➴ ❬✶✼✱ ✼❪✳

❉❡①t❡r t❤❡♦r② ❬✶✾❪ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜② t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s✱

kET (exchange) ∝ e2RDA , ✭✸✳✶✹✮

✇❤❡r❡ RDA ✐s t❤❡ ❞♦♥♦r✲❆❝❝❡♣t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❬✺❪✳ ❚❤✐s s❤♦rt r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s

t♦ ♦r❜✐t❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜② ❡❧❡❝✲

tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s✉❛❧❧② ♦❝❝✉rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r

❝♦♠♣❧❡①✳

■♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛❝❝❡♣t♦r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❙♦✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡t✲



P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❙✉r❢❛❝❡s ✹✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t✲tr✐♣❧❡t ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❬✶✼❪✱

1D∗ + 1A → 1D + 1A∗ ❛❧❧♦✇❡❞
3D∗ + 1A → 1D + 3A∗ ❛❧❧♦✇❡❞

✭✸✳✶✺✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s

t②♣❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❋örst❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛✲

♥✐s♠ ♦❝❝✉rs ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s

♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❢r♦♠

D∗ t♦ D ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❢r♦♠ A t♦ A∗

✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♥♦r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤

t❤♦s❡ ✐♥ ❛❝❝❡♣t♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❛♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✶✼❪ ❛s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡

❋✐❣✳ ✸✳✶✵✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜② ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦r❜✐t❛❧

♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ➴ t♦

t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✉♣ t♦ ✶✵✵ ➴ ❬✷✵❪✳

■♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜② ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ s♣✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❚❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥

❛ ❧❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡t✲s✐♥❣❧❡t

❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜② ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡

♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ tr✐♣❧❡t✲tr✐♣❧❡t ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❬✶✼✱ ✺❪✱

1D∗ + 1A → 1D + 1A∗ ❛❧❧♦✇❡❞
3D∗ + 1A → 1D + 3A∗ ❢♦r❜✐❞❞❡♥.

✭✸✳✶✻✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ✐♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❋örst❡r✱ t❤✐s t②♣❡

♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❦♥♦✇♥ ❛s ❋örst❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❋❘❊❚✮ ❬✷✵✱ ✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❋örst❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❋❘❊❚✮✳ ❘❡❞r❛✇♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✺❪



P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❙✉r❢❛❝❡s ✹✸

❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜② ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r✳

❚❤❡ t❤✐r❞ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r

♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❝❝✉rs ❜② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❜②

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❞♦♥♦r✱

D∗ → D + ❤✈

A + ❤✈ → A∗.
✭✸✳✶✼✮

❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❡q✉✐r❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❛❜✲

s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♥♦r ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ■t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ s❡♣❛✲

r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ tr❛✈❡❧ ❛ ❧♦♥❣

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ■t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡s

♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs ❜② ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞

❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❙♦✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡t✲tr✐♣❧❡t ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❬✺✱ ✼❪✳

✸✳✺✳✸✳✷ ❊❧❡❝tr♦♥ ❚r❛♥s❢❡r Pr♦❝❡ss

❊❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst

✐♥st❛♥❝❡ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ✭✐♦♥✐③✐♥❣✮ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t✮ t♦ ❛♥ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②

❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st✲✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭▲❯▼❖✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦✐♥❞✉❝❡❞

♣r♦❝❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s t❤❡ ❞♦♥♦r ♦r ❛❝❝❡♣t♦r ❛s s❤♦✇♥

✐♥ t❤❡ ❋✐❣ ✸✳✶✷✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ♣✐❝t✉r❡✱ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s

❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞♦♥♦r t♦ t❤❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ♠❛♥② st❡♣s✳ ❚✇♦ ♦❢

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛r❡ ❡①❝✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❍❖▼❖✲▲❯▼❖ ❣❛♣ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s

❞✐r❡❝t❧② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥

❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❡①❝✐t♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❞❡❡♣❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r

✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞♦✇♥❤✐❧❧ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡①❝✐t♦♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡♣✲

❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ➴ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛♥s❢❡r r❡q✉✐r❡s ❝❧♦s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❙♣✐♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✸✳✺✳✸✳✸ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲

✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❡①❝❡ss ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆s s✉❝❤ ✐t ❡①❝❧✉❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡✲

❧❛①❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❤♦t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❝♦❧❧✐❞❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦t❤❡r

♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦r ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ r❡❧❛① t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss r❡❧❛①✲

❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−13 − 10−9s ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ❬✺❪✳

✸✳✺✳✹ P❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❘❡❛❝t✐♦♥s

●r♦✉♥❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡✲

❛❝t❛♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦

❛♥♦t❤❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❛❝t❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱

❛♥❞ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ ♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❝♦♠✲

♣❧❡①❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❜② ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇❤✐❝❤

♣✉ts t❤❡ r❡❛❝t❛♥t ✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② st❛t❡✱ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❛t

❧❡❛st t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ r❡❛❝t❛♥t

❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

♣❤♦t♦r❡❛❝t✐♦♥ ✐s st❛rt❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✲

✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✭S0✮✱ t❤❡



P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❙✉r❢❛❝❡s ✹✺

✜rst s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✭S1✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst tr✐♣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣②

s✉r❢❛❝❡ ✭T1✮✳ ❇② t❤❡ s❤❛♣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥♥❡❧

r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s

❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✐♥ t❤❡ S1 ❛♥❞ T1 ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r✲

❢❛❝❡s✳ ❆❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

r❡t✉r♥ ♣r♦❞✉❝ts ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ S1 ❛♥❞ T1 ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳

✸✳✺✳✹✳✶ ❚❤❡ P❛t❤✇❛② ♦❢ P❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❘❡❛❝t✐♦♥

❆❢t❡r ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋r❛♥❝❦ ❈♦♥❞♦♥ r✉❧❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✇✐t❤ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐s

t♦ r❡❛❝t ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿

❋✐rst✱ ❛ ❝♦♥❝❡rt❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ st❡♣ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡

♣r♦❞✉❝t s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❡r✐❝②❝❧✐❝ r❡❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❧♦✇❡st s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ S1(π, π
∗) ✇✐t❤ ❛ ❝②❝❧✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s t②♣❡

♦❢ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥❝❡rt❡❞ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❝❝✉r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

❜r❡❛❦ ❛♥❞ ❢♦r♠ σ ❛♥❞ π ❜♦♥❞s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❬✺❪✱

R→ R∗ → P. ✭✸✳✶✽✮

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❝t✐✈❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ r❛❞✐❝❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ❛♥❞ t❤❡♥

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② r❛❞✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✉s✉❛❧❧② ❞❛r❦ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❦❡t♦♥❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤

❛r❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ S1(n, π
∗) ♦r T1(n, π∗) ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s ❬✺❪✱

R→ R∗ → I → P. ✭✸✳✶✾✮

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛②s ♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ✐s ❢r♦♠

t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s s✐♠♣❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t❛♥ts✱ ♣r♦❞✉❝ts✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✱ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞

❛❣❛✐♥st t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❋♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

s✉r❢❛❝❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ st❛rt❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ❣✐✈❡s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ P❤♦t♦❝❤❡♠✐str②

❛❢t❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛❢t❡r
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳

❆❢t❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s t❤❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✜♥❞s ✐ts❡❧❢ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ♥❡✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡✇ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✱

♠❛② r❡❛❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ I ♦❢ t❤❡ ❋✐❣ ✸✳✶✸✳ ❊♥❡r❣② ✐s r❡❧❡❛s❡❞ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❚❤❡s❡ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st S1 ♦r T1 ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ♠❛②

✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❡①❝✐♠❡r ♦r ❡①❝✐♣❧❡①✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡✲

♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ ♥❡❛r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛ ✉s✉❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s

✭s❡❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ III ✐♥ t❤❡ ❋✐❣ ✸✳✶✸✮ ✉♥❧❡ss t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② ❣❡♦✲

♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❣♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❡①✐st ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ III ❋✐❣ ✸✳✶✸✳

■❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡s❡ ♠✐♥✐♠❛ ❜② ❝r♦ss✐♥❣ s♦♠❡ ❜❛rr✐❡rs✱ ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❜✉t ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ s♣❡❝✐❡s✱ t❤❡♥ t❤✐s

♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❤♦t ❡①❝✐t❡❞✲st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✭❋✐❣ ✸✳✶✸ ♣❛t❤ II✮✳ ❚❤✐s t②♣❡s ♦❢

r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❡♠✐ss✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ V ✐♥ t❤❡ ❋✐❣

✸✳✶✸✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✹✼

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❇②

❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ✇❤❡r❡ t❤❡

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♠❛② ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❛ ❝r♦ss ♦r ❛✈♦✐❞ ❡❛❝❤

♦t❤❡r ❛t t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❛❧✐❞ ❛t ❛♥❞ ♥❡❛r r❡❣✐♦♥s

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❝r♦ss✐♥❣✳ ❈♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦r ❢✉♥♥❡❧s ❛r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡

t❤❡ t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ❝r♦ss ♦r ♠♦r❡ ❤❛✈❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞

t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ❤✐❣❤✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝r♦ss✐♥❣ r✉❧❡✱

t❤❡ t♦✉❝❤✐♥❣s ♦r ❝r♦ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ ✐♥✈❛❧✐❞

❢♦r t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✉♥❧❡ss t❤❡ st❛t❡s

❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠♠❡tr②✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦r t♦✉❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t✇♦ st❛t❡s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s ❡✈❡♥✱ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr② ❬✷✶❪✳

❚❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❜❡❣✐♥ ❛♥❞ ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ❛

❝r♦ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣ ✸✳✶✸ ♣❛t❤ V II✳

■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✇❛s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ ❣✐✈❡♥ s♣✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✱

❚❤❡♥ ✉♣♣❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❢❛st ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡
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✹✳✶ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✹✳✶✳✶ ❆t♦♠✐❝ ❯♥✐ts

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r❝❡s ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡

❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✉♥✐ts✱ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡✳ ◆♦✇❛❞❛②s

t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❙②stè♠❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ✭❙■✮✳ ■♥ ❙■ ✉♥✐ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② ❱ ❢♦r t✇♦ ❝❤❛r❣❡s q1 ❛♥❞ q2 s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r ✐s

V =
q1q2

(4πǫ0)r
, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ ǫ0 ✐s t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❛

s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠ ✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✉♥✐ts✱ ♥❛♠❡❧②

V =
q′1q
′
2

r
✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡

q′1 =
q1√
4πǫ0

q′2 =
q2√
4πǫ0

✭✹✳✸✮

❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✉♥✐ts ✭❡s✉✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❙■ ✉♥✐t ❝♦✉❧♦♠❜✳ ◆♦t❡

t❤❛t ❡s✉ ❛♥❞ ❝♦✉❧♦♠❜ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ǫ0 ❤❛s ✉♥✐ts✳

❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛t♦♠✐❝

✉♥✐ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r✐s❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✇❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s②st❡♠ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥

❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢♦r♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♥st❛♥ts e ✭t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡

✺✶



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✮✱me ✭t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✮✱ ❛♥❞ ~ ✭P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥ts

h ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② 2π✮✳ ❖♥❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐t ✭❛✳✉✳✮ ♦❢ ❛♥②t❤✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ●❛✉ss✐❛♥

✉♥✐ts ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t✐♠❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣♦✇❡rs ♦❢ e✱ me✱ ❛♥❞ ~ ✇✐t❤ t❤❡

r✐❣❤t ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❡♥❡r❣②✱ ❧❡♥❣t❤✱ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t✐♠❡✱ ✳✳✳✮ ❊①❛♠♣❧❡s ❛♥❞

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❙♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❙■ ❱❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶❪✳
◗✉❛♥t✐t② ❙②♠❜♦❧ ◆❛♠❡ ❙■ ✈❛❧✉❡

▼❛ss me ▼❛ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ 9.1094× 10−31 ❦❣
❈❤❛r❣❡ e ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ 1.6022× 10−19❈

❆♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ~ P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t✴✷π 1.0546× 10−34 ❏✳s
▲❡♥❣t❤ a◦ = ~

2/(mee
2) ❇♦❤r 5.2918× 10−11♠

❊♥❡r❣② Eh = mee
4/~2 ❍❛rtr❡❡ 4.3597× 10−18 ❏

❚✐♠❡ ~
3/(mee

4) ❏✐✛② 2.41888× 10−17 s

✹✳✶✳✷ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❊q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤

✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡s✳ ■♥ ✶✾✷✻ ❬✷❪✱ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱

ĤΨ(t) = i
∂

∂t
Ψ(t), ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ Ĥ ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ Ψ(t) ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❡♥❡r❣②✱ EI ✱ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ❬✸❪✱

Ψ(t) = ΨIe
−iEI t. ✭✹✳✺✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✹✮ ❡❛s✐❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

❡q✉❛t✐♦♥✱

ĤΨI = EΨI ✭✹✳✻✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤❡♠✐str② ✶ ❜❡❝❛✉s❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s

❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ ❡t❝✳ ❬✸❪✳

✶✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str② t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱
q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ✐ss✉❡s ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ ❝❤❡♠✲
✐str②✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡✐r r❡❛❝t✐✈✐t②✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞
♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ✐s s❤❛r❡❞ ❜② s♣❡❝✐❛❧✐sts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❜r❛♥❝❤❡s✳



◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✺✸

✹✳✶✳✸ ❙♦♠❡ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❲❛✈❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s t❤❡

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st

❜❡ ✜♥✐t❡✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ s✐♥❣❧❡✲✈❛❧✉❡❞✱ r❡s♣❡❝t t❤❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ |Ψ|2 ♦✈❡r ❛❧❧ s♣❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ✉♥✐t② ✭✐✳❡✳✱ Ψ

♠✉st ❜❡ sq✉❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✮ ❬✹❪✳ ✭❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥ ✉s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳✮ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✖s✉❝❤ ❛s

❡♥❡r❣②✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠♦♠❡♥t✉♠✖❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t♦rs Â✳ ❖♥❧② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s a

♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s

ÂΨai = aΨai, ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① i ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ Ψai ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ a✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s Ψai ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

Ψ =
∑

ai

ΨaiCai, ✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡

Cai = 〈Ψai|Ψ〉, ✭✹✳✾✮

❛s ❧♦♥❣ ❛s Ψ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ Ψai ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(a) ♦❢

♠❡❛s✉r✐♥❣ a ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

p(a) = |Cai|2. ✭✹✳✶✵✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✽✮ ✐♥t♦

ĤΨ = EΨ ✭✹✳✶✶✮

❣✐✈❡s
∑

bj

ĤΨbjCbj = E
∑

bj

ΨbjCbj ✭✹✳✶✷✮

▲❡❢t ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② Ψ∗ai ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡♥ ❣✐✈❡s

∑

〈Ψai|Ĥ|Ψbj〉Cbj = ECai ✭✹✳✶✸✮

♦r

❍~C = E ~C ✭✹✳✶✹✮



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

✇❤❡r❡

Hai,bj = 〈Ψai|Ĥ|Ψbj〉 =
∫

Ψ∗ai(~x1, ~x2, ..., ~xN)ĤΨbj(~x1, ~x2, ..., ~xN)d~x1d~x2...d~xN

✭✹✳✶✺✮

◆♦t❡ ❤♦✇ Ψ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ~C ✇❤✐❧❡ Ĥ ❤❛s ❜❡✲

❝♦♠❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❍✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞

♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ✐s ❛ r❡✲♦❝❝✉r✐♥❣ t❤❡♠❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢

❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✇❤✐❝❤ ❧❛t❡r ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ❉✐r❛❝

s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s ♠❛tr✐① ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s ✇❛✈❡

♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤♦✉❣❤ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✭✹✳✶✺✮ ✐♥ ❘❡❢✳

❬✷❪✳

✹✳✶✳✹ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞✱ ❛s s✉❝❤✱ ✐s

t❤❡ s✉♠✿

Ĥ = T̂n + T̂e + Ven + Vee + Vnn , ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡✱

T̂n = −
∑

I=1,M

1

2MI

∇2
I , ✭✹✳✶✼✮

✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱

T̂e = −
∑

i=1,N

1

2
∇2

i , ✭✹✳✶✽✮

✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱

Ven = −
∑

A=1,M

∑

i=1,N

ZI

riI
, ✭✹✳✶✾✮

✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡❛r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱

Vee = +
∑

i=1,N

j>i
∑

j=1,N

1

rij
, ✭✹✳✷✵✮

✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞

Vnn = +
∑

I=1,M

J>I∑

J=1,M

ZIZJ

RIJ

, ✭✹✳✷✶✮



◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✺✺

✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r✲♥✉❝❧❡❛r r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❍❡r❡ MI ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s I✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✻✮ ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥✲

t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜♦t❤

t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✹✳✶✳✺ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛ss ♦❢

❛♥② ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❙♦ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✮

❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥s

♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s

❬✺❪✱

Ĥel = T̂e + Ven + Vee , ✭✹✳✷✷✮

s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱

ĤelΨ
el
I = Eel

I Ψ
el
I . ✭✹✳✷✸✮

■♥ t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

(

−1

2

∑

I=1,M

1

MI

∇2
I + V I

pot(❘)

)

Ψnucl(❘, t) = i
∂

∂t
Ψnucl❘, t) ✭✹✳✷✹✮

✇✐t❤

V K
pot(❘) = Eel

K(❘) +
J>I∑

I,J

ZIZJ

RIJ

, ✭✹✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ❘ = (~R1, ~R2, .., ~RM)✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② V I
pot ✐s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡

❢♦r t❤❡ It❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳

✹✳✶✳✻ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❖r❜✐t❛❧s

❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭▼❖✮✳ ❚❤❡

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~r ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s♣❛t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ψ(~r)✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡

s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t d~r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ~r ✐s ❣✐✈❡♥ |ψ(~r)|2 d~r✳ ❙♣❛t✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s

❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ s❡t ❬✻❪✱

∫

ψ∗i (~r)ψj(~r) d~r = δij. ✭✹✳✷✻✮



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

♦r ♠❛② ❜❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r② ✭✇❤✐❝❤ s♦♠❡t✐♠❡s ♦❝❝✉rs ❢♦r ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧②

❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ▼❖s✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞

s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢

t✇♦ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s α(ω) ❛♥❞ β(ω)✳ α(ω) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣✐♥ ✉♣ ✭↑✮ ❛♥❞ β(ω)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣✐♥ ❞♦✇♥ ✭↓✮✳ ω ✐s ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r α ❛♥❞ β✿

∫

σ(ω) dω = α + β. ✭✹✳✷✼✮

❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧✱ χ(~x)✱ ✇❤❡r❡ ~x r❡❢❡rs t♦ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇ ❬✻❪ ✱

χ(~x) =







ψ(~r) α(ω)

♦r

ψ(~r) β(ω)

. ✭✹✳✷✽✮

✹✳✶✳✼ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡

❊①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✈❡r② s✐♠♣❧❡ s②s✲

t❡♠s✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❛② t♦ ✜♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s❛②s t❤❛t ❛♥② tr✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ Ψ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ ❤❛s ❛♥

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

❡♥❡r❣② ✷✱

Eo ≤ E[Ψ] =
〈Ψ|Ĥ|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 . ✭✹✳✷✾✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❡❧❧s ✉s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡

❧♦✇❡st ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✿

E0 = min
Ψ

E[Ψ]. ✭✹✳✸✵✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♠❛② ❝❤♦s❡ ❛♥ ❆♥s❛t③ ❢♦r Ψ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs αi ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✭❡✳❣✳✱ ❛

♠✐♥✐♠✉♠✮ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ dE ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦ ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✷✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡t ♥♦t❛t✐♦♥ E[Ψ] ♠❡❛♥s t❤❛t E ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ Ψ✳ ❚❤❛t ✐s✱ E ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ✳
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αi✿

dE[Ψ](α1, α2, ...) =
∂E[Ψ]

∂α1

dα1 +
∂E[Ψ]

∂α2

dα2 + ... = 0 ✭✹✳✸✶✮

❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱
∂E[Ψ]

∂αi

= 0 ❢♦r ❛❧❧ ✐, ✭✹✳✸✷✮

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s dαi ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✹✳✷ ●r♦✉♥❞✲❙t❛t❡ ❚❤❡♦r②

✹✳✷✳✶ ❍❛rtr❡❡ Pr♦❞✉❝t

❆ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❍❛rtr❡❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢

N ♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✱

❍̂ =
N∑

i=1

ĥ(i), ✭✹✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ĥ(i) ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ i ❬✻❪✳

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ĥ(i) ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s χj✱

ĥ(i)χj(~xi) = εjχj(~xi). ✭✹✳✸✹✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❍̂ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t❛❧ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥✱

Ψ❍P(~x1, ~x2, ..., ~xN) = χi(~x1)χj(~x2)...χk(~xN) ✭✹✳✸✺✮

✭♦r ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧②✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✮✳ ❚❤✐s

❍❛rtr❡❡ ♣r♦❞✉❝t✭✹✳✸✺✮ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s✱

❍̂Ψ❍P = EΨ❍P, ✭✹✳✸✻✮

✇✐t❤ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✹✳✸✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ E ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲

♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧ ✐♥ Ψ❍P✱

E = εi + εj + ...+ εk. ✭✹✳✸✼✮



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❬✻❪ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ i ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ dxi✱ ❝❡♥tr❡❞ ❛t xi ✐s

|Ψ❍P(~x1, ~x2, ..., ~xN)|2d~x1...d~xN =
(
|χi(~x1)|2d~x1

) (
|χj(~x2)|2d~x2

)
...
(
|χk(~xN)|2d~xN

)
.

✭✹✳✸✽✮

❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ◆ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ① = (~x1, ~x2, ..., ~xN) ✐s s✐♠♣❧② t❤❡

♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥ i ✐♥ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧ χ(~xi) ❛t xi✳ ❚❤❡

❍❛rtr❡❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✲❡❧❡❝tr♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭■P❆✮ ❬✻❪✳

✹✳✷✳✷ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣r♦❞✉❝t s✉✛❡rs ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s✳ ❖♥❡ ♠❛✐♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ✐♥

t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣r♦❞✉❝t ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥ ✶✾✸✵ ❬✼❪✱ ❋♦❝❦

♠♦❞✐✜❡❞ ❍❛rtr❡❡✬s ♠❡t❤♦❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ◆✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛♥

❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ N ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s χi(~xi) ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❙❧❛t❡r

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱

Φ(x) =
1√
N !

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

χ1(~x1) χ2(~x1) ... χN(~x1)

χ1(~x2) χ2(~x2) ... χN(~x2)
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

χ1(~xN) χ2(~xN) ... χN(~xN)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, ✭✹✳✸✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ χi ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱

EHF = min
Φ→N

EHF [Φ] . ✭✹✳✹✵✮

❚❤❡ ❍❋ ❡♥❡r❣②✱ EHF ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

EHF [Φ] = 〈Φ|Ĥel|Φ〉 =
N∑

i=1

〈χi|ĥ|χi〉+
1

2

N∑

i,j=1

[( ii|| jj)− (ij|| ji)] , ✭✹✳✹✶✮

✇❤❡r❡✱

〈χi|ĥ|χi〉 =
∫

χ∗i (~x)[ĥχi(~x)]d~x ✭✹✳✹✷✮

❛♥❞

(pq||rs) =
∫ ∫

χ∗p(~x1)χq(~x1)
1

r12
χ∗r(~x2)χs(~x2) d~x1d~x2 , ✭✹✳✹✸✮

✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ✭❝❤❛r❣❡ ❝❧♦✉❞✮ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ✭❚❤❡ q✉❛♥t✐t②
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1/r12 ✐s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❦❡r♥❡❧✳✮

❖♣t✐♠❛❧ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊q✳ ✭✹✳✹✶✮ s✉❜❥❡❝t t♦

t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✿

L = 〈Ψ|Hel|Ψ〉 −
∑

i,j

εi,j(〈ψi|ψj〉 − δi,j) , ✭✹✳✹✹✮

✇❤❡r❡ εi,j ❛r❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✹✹✮ ②✐❡❧❞s t❤❡

❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♦r❜✐t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱

f̂ψi(~x) =
N∑

j=1

εi,jψj(~x) , ✭✹✳✹✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❋♦❝❦ ♦♣❡r❛t♦r

f̂(1) = −1

2
∇2

1 −
M∑

A=1

ZA

r1A
+ vHF (~x1) . ✭✹✳✹✻✮

✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡♣✉❧✲

s✐✈❡ ✏♣♦t❡♥t✐❛❧✑ ❢❡❧t ❜② t❤❡ it❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ N − 1 ❡❧❡❝tr♦♥s✱

vHF (~x1) =
N∑

j

(̂j(~x1)− k̂j(~x1)), ✭✹✳✹✼✮

✇❤❡r❡ ̂ ✐s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦♣❡r❛t♦r✱

̂j(~x1) =

∫

|χj(~x2)|2
1

r12
d~x2, ✭✹✳✹✽✮

✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ k̂j(~x1) ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❍❋

✏♣♦t❡♥t✐❛❧✑✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ♥♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❜✉t ✐ts ❡✛❡❝t ✇❤❡♥ ❛❝t✐♥❣

♦♥ ❛ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧ ✐s ❣✐✈✐♥❣ ❜②✱

k̂j(~x1)χ(~x1) =

(∫

χ∗j(~x2)
1

r12
χ(~x2)d~x2

)

χj(~x1). ✭✹✳✹✾✮

✭❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳✮ ❇❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❋♦❝❦ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❛ ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s✱

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ ❊q✳ ✭✹✳✹✺✮ t♦ N ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

s♣✐♥✲♦r❜✐t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱

f̂χj = εjχj, j = 1, 2, ..., N. ✭✹✳✺✵✮

❚❤❡ ǫi ❛r❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤♦s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠✳

✹✳✷✳✷✳✶ ❘♦♦t❤❛❛♥ ❊q✉❛t✐♦♥s

■♥ ✶✾✺✶ ❘♦♦t❤❛❛♥ ❬✽❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡r♠✐tt❡❞ ❍❋

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❖s✳ ❍❡

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✭▲❈❆❖✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

▼❖s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♠❛❞❡ t❤❡

❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♠♣❧♦②s ❛ s❡t ♦❢

t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s χµ✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✭❆❖s✮✱

φiσ(~r) =
∑

µ=1,K

χµ(~r)c
σ
µi , ✭✹✳✺✶✮

✇❤❡r❡ K ≥ N ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❆❖ ❜❛s✐s s❡t✳ ❚❤❡ φiσ(~r) ❛r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

♦❝❝✉♣✐❡❞ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s φiσ(~r)σ(ω) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳

❚❤❡ cσµi ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭▼❖✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ φiσ(~r)

❛r❡ t❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ cσµi✳ ❆ r✐❣♦r♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ✐♥ t❤❡ ❊q✳ ✭✹✳✺✶✮ ②✐❡❧❞s✱

f̂σ

K∑

µ=1

χµ(~r)c
σ
µq = εσα

K∑

µ=1

χµ(~r)c
σ
µq. ✭✹✳✺✷✮

▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ χν r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ K ❡q✉❛t✐♦♥s✱

K∑

µ=1

〈

χν |f̂σ|χµ

〉

cσµp = εσp

K∑

µ=1

〈χν |χµ〉 cσµp. ✭✹✳✺✸✮

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ❘♦♦t❤❛❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱

FσCσ = SCσEσ, ✭✹✳✺✹✮

✇❤❡r❡ F σ
µ,ν ✐s t❤❡ ❋♦❝❦ ♠❛tr✐①✱

F σ
µ,ν = 〈χσ

µ|f̂σ|χσ
ν 〉, ✭✹✳✺✺✮





✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

✹✳✷✳✸ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②

✹✳✷✳✸✳✶ ❚❤❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s

E[n] = ET [n] + EV [n] + EJ [n] + Exc[n] ✭✹✳✺✽✮

❚❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ✭❯❊●✮✳ ❚❤❡

✉♥✐❢♦r♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ◆ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ❝✉❜❡ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❱ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠

♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ♥❡✉tr❛❧✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❣❛s

✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t V → ∞✱ N → ∞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② n = N/V r❡♠❛✐♥✐♥❣

✜♥✐t❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② n ❬✾✱ ✶✵❪✳

❚❤❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ET [n] ❢♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② t ❛t ♣♦✐♥t ~r ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❯❊● ♦❢

❞❡♥s✐t② n(~r)✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥

❬✶✶✱ ✶✷❪t❤❛t

ET [n] =

∫

t(n(r))n(r)d~r

=
3

10
(
3π2

2
)2/3

∫

n5/3(~r)d~r. ✭✹✳✺✾✮

❋♦r ❛ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝t♦♥ ❣❛s✱

ET [nα, nβ] =
3

10
(3π2)2/3

∑

σ

∫

n5/3
σ (~r)d~r . ✭✹✳✻✵✮

❋♦r t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ M ♥✉❝❧❡✐ ✜①❡❞ ❛t {RI} ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r

❝❤❛r❣❡s {ZI}✱ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s✱

EV [n] = −
∑

I=1,M

ZI

∫
n(~r)

|~r − ~RI |
d~r. ✭✹✳✻✶✮

❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣②

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ r❡❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳ ❍❡r❡

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✭✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞♦ ♥♦t✮ ❛♥❞ t❤❛t

❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣❡❧s ✐ts❡❧❢ ✭✇❤✐❝❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲r❡♣✉❧s✐♦♥

❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛s✱



●r♦✉♥❞✲❙t❛t❡ ❚❤❡♦r② ✻✸

EJ [n] =
1

2

∫ ∫
n(~r1)n(~r2)

|~r1 − ~r2|
d~r1d~r2. ✭✹✳✻✷✮

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ Exc[n] ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❝ts EJ [n]

t♦ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣②✳

✹✳✷✳✸✳✷ ❋✐rst ❍♦❤❡♥❜❡r❣✲❑♦❤♥ ❚❤❡♦r❡♠

❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥ ✇❡r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ t❤❡② s♦✉❣❤t t♦

♣✉t ♦♥ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ■♥ ✶✾✻✹ ❬✶✸❪✱ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t✇♦

❢❛♠♦✉s t❤❡♦r❡♠s ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ ♠♦❞❡r♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡♠✱

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✱ s❛②s t❤❛t✱ ✏❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Vext(~r) ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ n(~r✮ ✉♣ t♦ ❛ tr✐✈✐❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✑✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲

♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ Vext(~r) ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② n(~r)✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t

Vext(~r) t❤✉s ❞❡t❡r♠✐♥❡s Ĥ ✉♣ t♦ ♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✭✐✳❡✳✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②

③❡r♦✮✱ t❤❡♥ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

♦❢ n(~r) ❬✶❪✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❬✶✸❪✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s V (1)
ext ❛♥❞ V

(2)
ext ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

s❛♠❡ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♥s✐t② n(~r)✱ ❛♥❞ s❡❡❦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✜① t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs Ĥ(1) ❛♥❞ Ĥ(2)✳

❊❛❝❤ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

Ψ
(1)
0 ❛♥❞ Ψ

(2)
0 ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ E(1)

0 ❛♥❞ E
(2)
0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙✐♥❝❡ Ψ
(1)
0 ❛♥❞ Ψ

(2)
0 ♠✉st ❞✐✛❡r ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❡❧❧s ✉s t❤❛t✱

E
(1)
0 < 〈Ψ(2)

0 |Ĥ(1)|Ψ(2)
0 〉. ✭✹✳✻✸✮

❲❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s✱

E
(1)
0 < 〈Ψ(2)

0 |Ĥ(1) − Ĥ(2) + Ĥ(2)|Ψ(2)
0 〉

< 〈Ψ(2)
0 |Ĥ(1) − Ĥ(2)|Ψ(2)

0 〉+ 〈Ψ
(2)
0 |Ĥ(2)|Ψ(2)

0 〉
< 〈Ψ(2)

0 |V
(1)
ext − V (2)

ext |Ψ(2)
0 〉+ E

(2)
0 ✭✹✳✻✹✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s V (1)
ext ❛♥❞ V (2)

ext ❛r❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡

❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❞❡♥s✐t②✱

E
(1)
0 <

∫ [

V
(1)
ext (~r)− V (2)

ext (~r)
]

n0(~r)dr + E
(2)
0 . ✭✹✳✻✺✮



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ♦❜t❛✐♥✱

E
(2)
0 <

∫ [

V
(2)
ext (~r)− V (1)

ext (~r)
]

n0(~r)dr + E
(1)
0 . ✭✹✳✻✻✮

❇② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡t t❤❛t

E
(1)
0 + E

(2)
0 <

∫ [

V
(2)
ext (~r)− V (1)

ext (~r)
]

n0(~r)dr +

∫ [

V
(1)
ext (~r)− V (2)

ext (~r)
]

n0(~r)dr + E
(2)
0 + E

(1)
0

<

∫ [

V
(2)
ext (~r)− V (1)

ext (~r) + V
(1)
ext (~r)− V (2)

ext (~r)
]

n0(~r)dr + E
(2)
0 + E

(1)
0

< E
(2)
0 + E

(1)
0 , ✭✹✳✻✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✭♣r♦♦❢ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✳

✹✳✷✳✸✳✸ ❙❡❝♦♥❞ ❍♦❤❡♥❜❡r❣✲❑♦❤♥ ❚❤❡♦r❡♠

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥ ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■t st❛t❡s

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

FHK [n] = min
Ψ[n]→n

〈Ψ[n]|T̂ + V̂ee|Ψ[n]〉. ✭✹✳✻✽✮

❍❡r❡ n(~r) ✐s t❤❡ tr✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s v✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲

st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❛♥❞ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

n(~r) ≥ 0,

∫

n(~r)d~r = N.

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ✐s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ EV 0[n]✱

E0 = minnEV 0[n], ✭✹✳✻✾✮

✇❤❡r❡ EV 0[n] ✐s✱

EV 0[n] = FHK [n] +

∫

Vext(~r)n(~r)d~r. ✭✹✳✼✵✮

✹✳✷✳✸✳✹ ▲❡✈② ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙❡❛r❝❤

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ tr✐❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s n ❛r❡ v✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t②



●r♦✉♥❞✲❙t❛t❡ ❚❤❡♦r② ✻✺

n ❝♦♠❡s ❢r♦♠ s♦♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✳ ❇✉t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s s❛t✐s✜♥❣ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s

n(~r) ≥ 0,

∫

n(~r)d~r = N

❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❲✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

♣r✐♥❝✐♣❧❡✱

E0 ≤ EV 0[n], ✭✹✳✼✶✮

✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❡✈② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❛r❝❤

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✻✱ ✶✺✱ ✶✹❪✳ ❲❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ✇❛② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ v✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜✐❧✐t②✳

❖♥❧② N ✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✖t❤❛t ✐s✱ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛♥

❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜② s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥② n s❛t✐s❢②✐♥❣

n(~r) ≥ 0, ✭✹✳✼✷✮

∫

n(~r)d~r = N, ✭✹✳✼✸✮

∫

|∇n1/2 |2 d~r <∞, ✭✹✳✼✹✮

✐s N ✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ▲❡✈② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ ♦❢ EV 0[n] ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❋✐rst✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧②

♠❛♥② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ψ t❤❛t ❣✐✈❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡♥s✐t② n t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Ψmin ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡

✉♥✐✈❡rs❛❧ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜② t❤❡ ✜rst

st❡♣ ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡✱

F [n] = min
Ψ→n
〈Ψ|T̂ + V̂ee| .Ψ〉 ✭✹✳✼✺✮

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ❛❧❧ N ✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❜② ❧✐❢t✐♥❣

t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✳ ❙♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②

✇✐❧❧ ❜❡✱

E0 = min
n→N

(

F [n] +

∫

n(~r)vext(~r)d~r

)

✭✹✳✼✻✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❣❡t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♥s✐t② n0 ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣②

E0 ❜② t❤❡ t✇♦ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✱

E0 = min
n→N







min
Ψ→n
〈Ψ|T̂ + V̂ee|Ψ〉+

∫

n(~r)vNe(~r)d~r
︸ ︷︷ ︸

EV 0[n]








✭✹✳✼✼✮



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

✹✳✷✳✸✳✺ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ✶✾✻✺ ❬✶✼❪✱ ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠ r❡❛❧✐s❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s②st❡♠ ♦❢ N

♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛s t❤❛t ♦❢N ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥s✳

❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♥s✐t②

n(~r) =
∑

i=1,N

|ψi(~r)|2 ✭✹✳✼✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ψi ❛r❡ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦r❜✐t❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧❧② ❜② ♠✐♥✲

✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱

E[n(~r)] = E[ψ1, ψ2, ..., ψN ] = Ts[n] + ENe[n] + J [n] + Exc[n], ✭✹✳✼✾✮

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❍❡r❡ Ts[n] ✐s t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱

TS = −1

2

∑

i=1,N

〈ψi|∇2|ψi〉, ✭✹✳✽✵✮

❛♥❞ ENe[n] ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡❛r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱

ENe[n] = −
∑

I

∫
ZIn(~r1)

r1I
d~r1. ✭✹✳✽✶✮

❚❤❡ Exc ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ✇❡ ♠✉st ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡✱

Exc[n] = T [n]− Ts[n] + Vee[n]− J [n], ✭✹✳✽✷✮

✇❤❡r❡ T [n] ✐s t❤❡ ❡①❛❝t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠✳ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦r❜✐t❛❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱

L = −1

2

N∑

i=1

〈ψi|∇2|ψi〉+
∫

Vext(~r)n(~r)d~r+Vee[n]+Exc[n]−
N∑

i=1

(〈ψi|ψi〉 − 1) , ✭✹✳✽✸✮

0 =
δL

δψi(~r)
, ✭✹✳✽✹✮

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱

F̂KSψi(~r) = ǫiψi(~r). ✭✹✳✽✺✮



●r♦✉♥❞✲❙t❛t❡ ❚❤❡♦r② ✻✼

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s②st❡♠

♦❢ ♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ♠✉st ❜❡ s✉❝❝❡s✲

s✐✈❡❧② ✜❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❧♦✇❡st t♦ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ♥♦ ✈❛❝❛♥t ♦r❜✐t❛❧s ✐♥t❡r✈❡♥✐♥❣✳ ❚❤✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ✏♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ v✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜✐❧✐t②✳✑

❊✈✐❞❡♥t❧② t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❛rtr❡❡✲

❋♦❝❦ t❤❡♦r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❛s

F̂HF = −1

2
∇2 + vext(~r) +

∫
n(~r

′

)

|~r − ~r ′ |d~r
′ − k̂. ✭✹✳✽✻✮

■♥ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱

F̂KS = −1

2
∇2 + vext(~r) +

∫
n(~r

′

)

|~r − ~r ′ |d~r
′

+ vxc(~r). ✭✹✳✽✼✮

❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r −k̂ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

♦♣❡r❛t♦r vxc(~r)✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣✲❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② n(~r)✱

vxc[n](~r) =
δExc[n]

δn(~r)
. ✭✹✳✽✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ t❤❡♦r② ✐s ❡①❛❝t ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Exc✱ ✇❤✐❧❡ ❍❛rtr❡❡✲

❋♦❝❦ t❤❡♦r② ✐s ❛❧✇❛②s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✳

✹✳✷✳✸✳✻ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t ❚②♣❡s ♦❢ ❊①❝❤❛♥❣❡✲❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❆♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥s

▲♦❝❛❧ ❉❡♥s✐t② ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❆s ♥♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧✲❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ✭▲❉❆✮✱

ELDA
xc [n] =

∫

ǫxc(n(~r))n(~r)d
3~r, ✭✹✳✽✾✮

✇❤❡r❡ ǫxc(n) ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝✲

tr♦♥ ❣❛s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧✲❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦

✐♥❝❧✉❞❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣✐♥✲❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❙❉❆✮✱

ELSDA
xc [n↑, n↓] =

∫

ǫxc(n↑(~r), n↓(~r))n(~r)d
3~r. ✭✹✳✾✵✮



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

●❧♦❜❛❧ ❍②❜r✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ●❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡ r❡✲

s✉❧ts ♥❡❛r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬✶❪✳ ❚❤❡② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♦r❞✐♥❛r✐❧② ❛r♦✉♥❞ ✷✵✪

♦❢ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❡①❝❤❛♥❣❡ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ ❛

❤❛❧❢✇❛② ❞✐♠✐♥✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣

t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

✐s t❤❡ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

EB3LY P
xc = ELSDA

x +0.2
(
EHF

x − ELSDA
x

)
+0.72EB88

x +0.81ELY P
c +0.19EVWN

c , ✭✹✳✾✶✮

✇❤❡r❡ ELSDA
x ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ▲❙❉❆ ♠❡t❤♦❞✱ EHF

x ✐s t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲

❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✱ EB88 ✐s t❤❡ ❇❡❝❦❡✬s ✶✾✽✽ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛✲

❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭●●❆✮ ❬✶✾❪✱ ELY P
c ✐s t❤❡ ▲❡❡✲❨❛♥❣✲P❛rr ●●❆ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✲

t❡♥t✐❛❧ ❬✷✵❪✱ ❛♥❞ EVWN
c ✐s t❤❡ t❤❡ ❱♦s❦♦✲❲✐❧❦✲◆✉s❛✐r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❉❆

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✷✶❪✳

❙❛❞❧②✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✷✵✪ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ t♦ r✐❣❤t s✉❝❤ ♣r♦❜✲

❧❡♠s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❉❋❚ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦r

t❤❡ ✇r♦♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r✐❣❤t

1/r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦♥❡ ❛❝q✉✐r❡s a/r✱ ✇❤❡r❡

a ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✲❝♦rr❡❝t❡❞

❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♠❛② ❡♥❤❛♥❝❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♦r❜✐t❛❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r

t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❬✷✷❪✳

❘❛♥❣❡✲❙❡♣❛r❛t❡❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ tr❡❛t✐♥❣

t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦♣❡r❛t♦r

✐♥t♦ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ♦r ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡

❝♦rr❡❝t❡❞ ①❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✇❛s ✉t✐❧✐③❡❞ ❜② ❙❛✈✐♥ ❛♥❞ ❤✐s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ❬✷✸✱ ✷✹❪ t♦ ❛❧❧❛②

t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ tr♦✉❜❧❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥t♦ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✭sr✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✭❧r✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

1

r12
=

1− ❡r❢(ωr12)
r12

︸ ︷︷ ︸

sr

+
❡r❢(ωr12)
r12

︸ ︷︷ ︸

lr

, ✭✹✳✾✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♣❛rt ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♣❛rt ✐s ❞❡❛❧t

✇✐t❤ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r❡❞ ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■♥ ❊q✳ ✭✹✳✾✷✮✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❡r❢✑



●r♦✉♥❞✲❙t❛t❡ ❚❤❡♦r② ✻✾

❣✐✈❡s t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ω ✐s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ s♦

❡r❢(ωr12) =
2√
π

∫ ωr12

0

e−t
2

dt. ✭✹✳✾✸✮

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ s❡tt❧❡❞

✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡rr♦r ❝❛♥❝❡❧✲

❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ❤②❜r✐❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❛♠❡❞ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ✐s ✉t✐❧✐③❡❞✳ ■t

❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡s t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❇✸▲❨P ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞

❜② ❚❛✇❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✺❪✳ ❚❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥✈♦❧✈❡s ✵✳✶✾ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✐♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✵✳✽✶ ❇❡❝❦❡ ✶✾✽✽ ✭❇✽✽✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t s❤♦rt✲r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ✵✳✻✺ ❍❋

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✵✳✸✺ ❇✽✽ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❡rr♦r

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ω = 0.33 ❬✷✻❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ P❧♦ts ❢♦r f(r) = 1 − ❡r❢(ωr) ❛♥❞ f(r) = 1 − [α + β❡r❢(ωr)]✳ ❘❡❞r❛✇♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✷✻❪ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α❂✵✳✶✾ ❛♥❞ β❂✵✳✹✻✳

❈❆▼✲❇✸▲❨P ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✾✷✮ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs α

❛♥❞ β ❛s✱

1

r12
=

1− [α + β · ❡r❢(ωr12)]
r12

︸ ︷︷ ︸

sr

+
α + β · ❡r❢(ωr12)

r12
︸ ︷︷ ︸

lr

, ✭✹✳✾✹✮

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

r❛♥❣❡ ❜② ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ α✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❉❋❚

❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ❜② ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✶✲✭α✰β✮✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ♣❧♦ts t❤❡ t✇♦

❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❊qs✳ ✭✹✳✾✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✾✹✮✳ ❨❛♥❛✐ ❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✲✉t✐❧✐③❡❞

❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❇✸▲❨P ❬✷✼❪ ✐s ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❊q✳ ✭✹✳✾✷✮❪ ❜✉t ✇✐t❤ α ❂

✵✳✷ ❛♥❞ β❂✵ ❢♦r t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❙❧❛t❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ESlater
X ❛♥❞ t❤❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ EHF

X ✳

✐✳❡✳✱

EB3
x = (1− α)ELDA

x + αEHF
x + EB88

x . ✭✹✳✾✺✮

✹✳✷✳✹ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t ❇✐♥❞✐♥❣

■♥ ❝❤❡♠✐str②✱ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s r❡❢❡r t♦ ✭✉s✉❛❧❧②✮ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

str✉❝t✉r❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❈■✱ ▼❇P❚✱ ❡❝t✳ ✖✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❈❙❉✭❚✮✱ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ✏❣♦❧❞

st❛♥❞❛r❞✑ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✸ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❛♠❡❧② ~✱

me✱ ❛♥❞ e✳ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❜✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡✳

❉❋❚ ✐s ❛ ❧❛r❣❡❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①t❡♥❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❛❝❝✉r❛❝② t♦ tr❡❛t ❧❛r❣❡r ♦r

♦t❤❡r ✇✐s❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s t❤❛♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s✳

❉❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢t❡♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✸✲✶✷✮ ✇❤✐❝❤

❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡✳ ❙❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✲

✈✐❞❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t st✐❧❧ ❧❛r❣❡r

❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s②st❡♠s✱ ❛❧❜❡✐t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚②♣✐❝❛❧

s❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❣❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ✭✐✮ tr❡❛t✐♥❣ ♦♥❧② ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✭✐✐✮ ♥❡✲

❣❧❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ❜✉t t✇♦✲❝❡♥t❡r ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❆❝❝✉r❛❝② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✜tt✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❡r ❛t♦♠✳ ❙t✐❧❧ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s ♠❛② ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❜✉t t❤❡♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❧♦st ❛♥❞ r❡✲

♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆ r❡❝❡♥t ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ❝❤❡♠✐str② ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ ❢♦r

✇♦r❦ ♦♥ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s❡❡❦s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s

♠❡t❤♦❞s t♦ tr❡❛t ✈❡r② ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rts ♦❢

s②st❡♠✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♠❛❦❡s ❤❡❛✈② ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮

s❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❉❋❚❇ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ♥❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐❦❡

❉❋❚✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t t♦ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞

❢r♦♠ ❉❋❚✳ ■ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✷✲❝❡♥t❡r ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❢r♦♠ ❉❋❚ ❬✷✽❪✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ s❤♦✇✐♥❣ ✐ts

✉s❡❢✉❧♥❡ss✿

✶✳ ❉❋❚❇ ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ❬✷✾✱ ✸✵❪✳
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✷✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❉❋❚❇ t♦ st✉❞② s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞

❜② ❉❋❚ ❬✸✶❪✳

✸✳ ❲❤✐❧❡ ❉❋❚ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s②st❡♠s✱ ❉❋❚❇ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❛t❤❡r

st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ tr❡♥❞s ❢r♦♠ str✉❝t✉r❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♣r❡✲

s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠s ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✸✷❪✳

✹✳ ❆❧s♦ ❉❋❚❇ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡❛❝❤✐♥❣ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ✐t ♦♥ ❛ ❧❛♣t♦♣

❝♦♠♣✉t❡r ❢♦r ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ♦r r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s

❬✸✸❪✳

❚❤❡ ❉❋❚❇ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

E = EBS + Ecoul + Erep, ✭✹✳✾✻✮

✇❤❡r❡ EBS ✐s t❤❡ ❜❛♥❞✲str✉❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②✱ Ecoul ✐s t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ Erep

✐s t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s ✐s ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤

✐s ✜t t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❖✈❡r t✐♠❡ ❉❋❚❇ ❤❛s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐ts ♦✇♥ ❏❛❝♦❜✬s ▲❛❞❞❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✮✳ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss

❡❛❝❤ r✉♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛❞❞❡r ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❧s♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❤♦✇

❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦♦♣s ❝❤♦♦s❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❡❛❝❤ r✉♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡

s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♦r❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❉❋❚❇ ✭❉❋❚❇ ✵✮✱ Ecoul ❂✵ ❛♥❞

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✐t❡r❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡❧② r❡s❡♠❜❧❡s ✇❤❛t ❛ s♦❧✐❞✲st❛t❡

♣❤②s✐❝✐st ✇♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ❛ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝❤❡♠✐st ✇♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞

❍ü❝❦❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❜❛♥❞✲str✉❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❥✉st t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢

t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s✱

EBS =
∑

i

niǫi . ✭✹✳✾✼✮

✭ni ✐s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✐t❤ ♦r❜✐t❛❧✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ♠✉st s❡t ✉♣ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❛♥

♦r❜✐t❛❧ ❙❝❤ö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

H0 ~Ci = ǫi S ~Ci, ✭✹✳✾✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧❛♥❝❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❛s✐s ♦❢ ❛t♦♠✐❝

♦r❜✐t❛❧s

ψi(~r) =
∑

µ

χµ(~r)cµi. ✭✹✳✾✾✮

❯♥❧✐❦❡ ❉❋❚✱ t❤❡s❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ♠✉st ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥

❢♦r ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ❉❋❚ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ✐s

Hµν = 〈χµ | ĥc + VH [n] + Vxc[n] |χν〉. ✭✹✳✶✵✵✮



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❏❛❝♦❜✬s ❧❛❞❞❡r ♦❢ ❉❋❚❇✳ ❉❋❚❇ ✵ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦♥✐t❡r❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥
✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡s ✭❙❈❈✮✳ ❉❋❚❇ ✷ tr❡❛ts ❙❈❈ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✇❤✐❧❡
❉❋❚❇ ✸ tr❡❛ts t❤✐r❞ ♦r❞❡r ✳

✇❤❡r❡

ĥc = −
1

2
∇2 + Vext ✭✹✳✶✵✶✮

✐s t❤❡ ❝♦r❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ttr❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♦♥✐❝

❝♦r❡s ✭❛ss✉♠❡❞ ❢r♦③❡♥✮✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② n ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

■♥ ❉❋❚❇ ✵✱ n ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s

n0 =
atoms∑

I

nI
0. ✭✹✳✶✵✷✮

❚❤✐s ❣✐✈❡s

H0
µν = 〈χµ | ĥc + VH [n0] + Vxc[n0] |χν〉. ✭✹✳✶✵✸✮

❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ r❡str✐❝t ♦✉r s❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② t✇♦✲❝❡♥t❡r t❡r♠s✱ ✇❡

✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❍ü❝❦❡❧✱

H0
µν = K Sµν

(
H0

µµ +H0
νν

2

)

. ✭✹✳✶✵✹✮

✇❤❡r❡ K❂✶✳✼ ✐s ❛ ✜tt✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❉❋❚❇ ✵ ✐s ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✳ ■♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱
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✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

Vxc[n0] =
atoms∑

I

Vxc[n
I
0]. ✭✹✳✶✵✺✮

✭■♥ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s Vxc[n0] =
∑atoms

I V I
xc[n0]✳✮ ❚❤❡♥

H0
µν =

atoms∑

I

〈χµ | ĥc + VH [n
I
0] + Vxc[n

I
0] |χν〉. ✭✹✳✶✵✻✮

❛♥❞ t❤r❡❡✲❝❡♥t❡r t❡r♠s ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❞r♦♣♣✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s 〈χµ |VH [nI
0] + Vxc[n

I
0] |χν〉

✉♥❧❡ss ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s χµ ♦r χν ✐s ♦♥ ❛t♦♠ I✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❉❋❚❇ ✵ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ EBS ❛♥❞ Erep✳ ❚❤❡ ❉❋❚ q✉❛♥t✐t②

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❉❋❚❇ ✵ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✐s

Erep = EII −
1

2

∫

VH [n0](~r)n0(~r)d~r + Exc[n0]−
∫

Vxc[n0](~r)n0(~r)d~r, ✭✹✳✶✵✼✮

✇❤❡r❡ EII ✐s t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦r❡s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s EII−
1
2

∫
VH [n0](~r)n0(~r)d~r ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡ t✇♦✲❝❡♥t❡rs ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ t❡r♠s ♠❛②

❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s
∑atoms

I,J

∫ (
Exc[n

I
0](~r)− Vxc[nI

0](~r)
)
nJ
0 (~r)d~r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t

Erep =
atoms∑

I,J

V I,J
rep (RI,J) ✭✹✳✶✵✽✮

❛♥❞ t❛❜✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s V I,J
rep (RI,J) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❞ ❛t♦♠s✳ ■♥ r❡❛❧✐t② V I,J
rep (RI,J) ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r ❛ ❜✐t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ s♦ t❤❡ t❛❜✉❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♠♣r♦✲

♠✐s❡✳

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r r✉♥❣s ♦❢ t❤❡ ❉❋❚❇ ❏❛❝♦❜✬s ❧❛❞❞❡r ❛❞❞ ✐♥ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❛♥t ❝❤❛r❣❡ ✭❙❈❈✮

❝♦rr❡❝t✐♦♥ Ecoul✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

n(~r) = n0(~r) + δn(~r) ✭✹✳✶✵✾✮

❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ t♦ s❡❝♦♥❞ ✭❉❋❚❇ ✷✮ ♦r t❤✐r❞ ✭❉❋❚❇ ✸✮ ♦r❞❡r t♦ ♦❜✲

t❛✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ Ecoul✳ ❖♥❧② ❉❋❚❇ ✷ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❉❋❚❇ ✷ t❡r♠ t♦ ❜❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐s

Ecoul =
1

2

∫ ∫ (

fxc[n0](~r, ~r
′

) +
1

|~r − ~r ′ |

)

δn(~r)× δn(~r ′

)d~rd~r
′

. ✭✹✳✶✶✵✮



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

✇❤❡r❡

fxc[n0](~r, ~r
′

) =
δ2Exc[n]

δn(~r)δn(~r ′)

∣
∣
∣
∣
n=n0

✭✹✳✶✶✶✮

❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ①❝✲❦❡r♥❡❧✳ ■❢ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

fxc[n0](~r, ~r
′

) =
atoms∑

I

fxc[n
I
0](~r, ~r

′

) ✭✹✳✶✶✷✮

❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t t❤r❡❡✲❝❡♥t❡r t❡r♠s t❤❡♥

Ecoul =
atoms∑

I,J

1

2

∫ ∫ [

fxc[n
K
0 ](~r, ~r

′

) (δK,I + δK,J − δI,J) +
1

|~r − ~r ′ |

]

δnI(~r)× δnJ(~r
′

)d~rd~r
′

.

=
atoms∑

I,J

EIJ
coul ✭✹✳✶✶✸✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥ ❉❋❚❇✱ δnI ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ❝❤❛r❣❡s

∆qI =
∑

µ∈I

∑

ν

Sµν

(
∑

i

cνi ni c
∗
µi

)

✭✹✳✶✶✹✮

❛♥❞

EI,J
coul =







1

2
U I
H(∆qI)

2; I = J

1

2
∆qI∆qJγI,J(RI,J);I 6= J

✭✹✳✶✶✺✮

❚❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡r U I
H ♠❛② ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❤❛r❞♥❡ss ♦❢ ❛t♦♠ I✳

❚❤❡ γIJ ✐s ❛ ❞✐st❛♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ❝❤❛r❣❡✲❝❤❛r❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❉❋❚❇ ✷ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥

E =
∑

µν

H0
µν

(
∑

i

cνi ni c
∗
µi

)

+
1

2

∑

I,J

∆qI∆qJγI,J(RI,J) +
∑

I<J

V I,J
rep (RI,J). ✭✹✳✶✶✻✮

▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

L = E −
∑

i

ǫi
∑

µ,ν

c∗µiSµν cνi ✭✹✳✶✶✼✮

0 =
∂L

∂c∗µi
✭✹✳✶✶✽✮



❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✼✺

❣✐✈❡s
∑

ν

(

H0
µν +

∑

I,J

∆qIγI,J
∑

κ∈J

Sκµ

)

cνi = ǫi
∑

sµνcνi. ✭✹✳✶✶✾✮

❚❤✉s t❤❡ ❉❋❚❇ ✷ ♦r❜✐t❛❧ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s

HDFTB2
µν = H0

µν +
∑

I,J

∆qIγI,J
∑

κ∈J

Sκµ. ✭✹✳✶✷✵✮

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞

❉❋❚❇ ✸ ✐s s✐♠✐❧❛r ❜✉t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

✹✳✸ ❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✹✳✸✳✶ ❙❡❝♦♥❞ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

❋✐rst q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ st❛t❡s ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♣❡r❛t♦rs

❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❖♣❡r❛t♦rs

✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✮ ❛♥❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②

❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

â†i |jkl...〉 = |ijkl...〉, ✭✹✳✶✷✶✮

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ t❤❛t

â†i : HN → HN+1 ✭✹✳✶✷✷✮

❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✱ âi✱ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ â†i ✱ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r✲

❛t♦r✱

âi : HN → HN−1 ✭✹✳✶✷✸✮

✇❤❡r❡ HN ✐s t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞❡①

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✿

abc...gh
︸ ︷︷ ︸

✈✐rt✉❛❧

| ijklmn
︸ ︷︷ ︸

♦❝❝✉♣✐❡❞

| opq...xyz
︸ ︷︷ ︸

✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ♦❝❝✉♣❛♥❝②

✭✹✳✶✷✹✮



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

■♥ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✱

Ĥ =
∑

〈p|ĥ|q〉p†q ✭✹✳✶✷✺✮

Ĥ =
∑

hpqp
†q. ✭✹✳✶✷✻✮

■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r

t❤❡♥ ✇✐❧❧ ❜❡✱

Ĥ =
∑

〈p|ĥ|q〉p†q + 1

4

∑

〈pq||rs〉p†q†sr ✭✹✳✶✷✼✮

Ĥ =
∑

〈p|ĥ|q〉p†q + 1

2

∑

(pr||qs)p†q†sr ✭✹✳✶✷✽✮

✇❤❡r❡

〈pq||rs〉 =

∫

ψ∗p(1)ψ
∗
q (2)

1

r12
ψr(1)ψs(2)d1d2

−
∫

ψ∗p(1)ψ
∗
q (2)

1

r12
ψs(1)ψr(2)d1d2

= (pr||qs)− (ps||qr) ✭✹✳✶✷✾✮

✹✳✸✳✷ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❙✐♥❣❧❡s ✭❈■❙✮

❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡

♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ✭♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❝✉✉♠✮✱

|Ψ0〉 = |Φ〉. ✭✹✳✶✸✵✮

❚❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❛s✱

|ΨI〉 =
∑

|Φa
i 〉CI

ia =
∑

a†i|Φ〉CI
ia, ✭✹✳✶✸✶✮

Ĥ|Φi〉 = EI |Φ〉. ✭✹✳✶✸✷✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❛♠♠✲❉❛♥❝♦✛ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱

A~CI = (EI − E0)
︸ ︷︷ ︸

~ωI=ωI

~CI ✭✹✳✶✸✸✮



❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✼✼

∑

jb

〈Φa
i |Â|Φb

j〉CI
jb = ωI

∑

〈Φa
i |Φb

j〉CI
jb

︸ ︷︷ ︸

CI
ia

.
✭✹✳✶✸✹✮

❲❤❡r❡✱

ωI = EI − E0, ✭✹✳✶✸✺✮

❛♥❞

A = H− E0 1. ✭✹✳✶✸✻✮

❙✐♥❝❡

〈Φa
i |Ĥ|Φb

j〉 = ❆ia,jb + 〈Φ|Ĥ|Φ〉
︸ ︷︷ ︸

E0

δijδab, ✭✹✳✶✸✼✮

✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥s✱

Aia,jb = habδij − hjiδab. ✭✹✳✶✸✽✮

❙♦ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤✐❝❤✱ ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✱ ❛r❡ ❥✉st ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❲❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥s ❛r❡

✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t❤❡♥

❆ia,jb = δijδab(ǫa − ǫi) + (jb||ai)− (ab||ji). ✭✹✳✶✸✾✮

✹✳✸✳✸ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②

■♥ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▲❘✲❚❉✲❉❋❚✱ ❈❛s✐❞❛✬s ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ❬✸✹❪ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s

[

A(ω) B(ω)
B∗(ω) A∗(ω)

][
~X(ω)
~Y (ω)

]

= ω

[

✶ ✵

✵ ✲✶

][
~X(ω)
~Y (ω)

]

✭✹✳✶✹✵✮

❍❡r❡

Aiaσ,jbτ (ω) = δσ,τδi,jδa,b (εaσ − εiτ ) +Kiaσ,bjτ (ω), ✭✹✳✶✹✶✮

Biaσ,jbτ (ω) = Kiaσ,jbτ (ω), ✭✹✳✶✹✷✮

✇❤❡r❡ εiσ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①

Kiaσ,bjτ (ω) = (ia |δσ,τfH + fσ,τ
xc (ω)| bj) , ✭✹✳✶✹✸✮



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

✇❤❡r❡

fσ,τ
xc (~r1, ~r2;ω) =

∫ +∞

−∞

eiω(t1−t2)
δ2Axc[n ↑, n ↓]

δnσ(~r1t1)δn2(~r2t2)
d(t1 − t2). ✭✹✳✶✹✹✮

✇❤❡r❡ Axc ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s

t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡♦r② ❬✸✹❪✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❘✲❚❉✲❉❋❚ t❤❡ t✇♦✲♦r❜✐t❛❧ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❚❖❚❊▼✮ ✇✐❧❧ ❜❡✱

[

ǫa − ǫi + (ia|fH |ai) + (ia|f↑,↑
xc |ai) (ia|fH + f↑,↓

xc |ai)
(ia|fH + f↑,↓

xc |ai) ǫa − ǫi + (ia|fH |ai) + (ia|f↓,↓
xc |ai)

]

×
[

Ca
i

C ā
ī

]

= ω

[

Ca
i

C ā
ī

]

✭✹✳✶✹✺✮

✇❤❡r❡ i→ a ✐s i ↑→ a ↑ ❛♥❞ ī→ ā ✐s i ↓→ a ↓✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ tr✐♣❧❡t

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✱

ωT = ǫa − ǫi + (ia|f ↑,↑xc − f ↑,↓xc |ai)

C ā
ī = −Ca

i =
1√
2
. ✭✹✳✶✹✻✮

t❤❡ s✐♥❣❧❡t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✱

ωS = ǫa − ǫi + 2(ia|fH |ai) + (ia|f ↑,↑xc + f ↑,↓xc |ai)

C ā
ī = +Ca

i =
1√
2
. ✭✹✳✶✹✼✮

✹✳✸✳✹ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t ❇✐♥❞✐♥❣

■♥ t❤❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ◆✐❡❤❛✉s ❬✸✺❪ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s

✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✲r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥

❞❡♥s✐t✐❡s φi(r)φa(r) ❜② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ qiaA t♦ ❣❡t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①✱

❑ia,jb ≈
Nat∑

A=1

Nat∑

B=1

qiaA γABq
jb
B , ✭✹✳✶✹✽✮

✇❤❡r❡ qiaA ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s✱

qiaA =
1

2

∑

µ∈A

∑

ν

(cµicνa + cνicµa)Sµν , ✭✹✳✶✹✾✮

✇❤❡r❡ Sµν ✐s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s µ ❛♥❞ ν ❛♥❞ cµi ✐s t❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧ µ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ i✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✭❑❙✮ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ s✉♠s ♦✈❡r

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s✱



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✼✾

〈i|~r|a〉 ≈
∑

A

~RAq
ia
A . ✭✹✳✶✺✵✮

■♥ t❤❡ ❚❉❉❋❚❇✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A ❛♥❞ B ❛r❡✱

Aia,jb(ω) = δi,jδa,b (εa − εi) + 2Kia,bj(ω), ✭✹✳✶✺✶✮

Bia,jb(ω) = 2Kia,jb(ω), ✭✹✳✶✺✷✮
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r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♦r②✳✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✳ ✻✸✱ ✵✽✺✶✵✽ ✭✷✵✵✶✮✳ ♣❛❣❡s ✼✽



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s



P❛rt ■■

❖r✐❣✐♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤

✽✸





❈❤❛♣t❡r ✺

❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧

❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ P♦t❡♥t✐❛❧s

❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥ ❆✣♥✐t✐❡s ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❡s

♦❢ ■♥t❡r❡st ❢♦r ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s

❆❣❛✐♥st ❋✐rst✲Pr✐♥❝✐♣❧❡s GW

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

✽✺



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ P♦t❡♥t✐❛❧s

❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥ ❆✣♥✐t✐❡s ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ■♥t❡r❡st ❢♦r ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s

❆❣❛✐♥st ❋✐rst✲Pr✐♥❝✐♣❧❡s GW ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤1,7✱ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛1,∗✱ ❲❛❧✐❞ ❚❛♦✉❛❧✐2✱

❑❛♠❡❧ ❆❧✐♠✐2✱ ▼❛t❤✐❛s P✳ ▲❥✉♥❣❜❡r❣3,4✱ P❡t❡r ❑♦✈❛❧4,5✱ ❉❛♥✐❡❧

❙á♥❝❤❡③✲P♦rt❛❧4,5✱ ❛♥❞ ❉✐❡tr✐❝❤ ❋♦❡rst❡r6

1 ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭❉❈▼✱ ❯▼❘ ❈◆❘❙✴❯❏❋ ✺✷✺✵✮✱ ■♥st✐t✉t ❞❡

❈❤✐♠✐❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ✭■❈▼●✱ ❋❘✷✻✵✼✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r

✭●r❡♥♦❜❧❡ ■✮✱ ✸✵✶ r✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❤✐♠✐❡✱ ❇P ✺✸✱ ❋✲✸✽✵✹✶ ●r❡♥♦❜❧❡ ❈❡❞❡① ✾✱ ❋r❛♥❝❡❀

❊✲♠❛✐❧✿ ❛❧❛✳❞❛r❣❤♦✉t❤❅✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r
2 ❯♥✐té ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡✿ ▼❛tér✐❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❡t ❉✐s♣♦s✐t✐❢s ➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❖r❣❛♥✐q✉❡s

✭❯❘ ✶✶❊❙✺✺✮✱ ❋❛❝✉❧té ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ▼♦♥❛st✐r✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼♦♥❛st✐r✱ ✺✵✵✵

▼♦♥❛st✐r✱ ❚✉♥✐s✐❛❀ ❊✲♠❛✐❧s✿ t❛✇❛❧✐❴✇❛❧✐❞❅②❛❤♦♦✳❢r ✭❲✳❚✳✮❀ ❦❛♠❡❛❧✐♠✐❅②❛❤♦♦✳❢r

✭❑✳❆✳✮
3 ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s✱ P❤✐❧❧✐♣s✲❯♥✐✈❡rs✐t② ▼❛r❜✉r❣✱ ❘❡♥t❤♦❢ ✺✱ ✸✺✵✸✷ ▼❛r❜✉r❣✱

●❡r♠❛♥②❀ ❊✲♠❛✐❧✿ ♠❛t❤✐❛s✳❧❥✉♥❣❜❡r❣❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
4 ❉♦♥♦st✐❛ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s ❈❡♥t❡r ✭❉■P❈✮✱ P❛s❡♦ ▼❛♥✉❡❧ ❞❡ ▲❛r❞✐③❛❜❛❧ ✹✱

❊✲✷✵✵✶✽ ❙❛♥ ❙❡❜❛st✐á♥✱ ❙♣❛✐♥❀ ❊✲♠❛✐❧s✿ ❦♦✈❛❧✳♣❡t❡r❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠ ✭P✳❑✳✮❀

sq❜s❛♣♦❞❅❡❤✉✳❡✉s ✭❉✳❙✳✲P✳✮
5 ❈❡♥tr♦ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ❞❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡s ❈❋▼✲▼P❈✱ ❈❡♥tr♦ ▼✐①t♦ ❈❙■❈✲❯P❱✴❊❍❯✱

P❛s❡♦ ▼❛♥✉❡❧ ❞❡ ❉❛❞✐③❛❜❛❧ ✺✱ ❊✲✷✵✵✶✽ ❙❛♥ ❙❡❜❛st✐á♥✱ ❙♣❛✐♥
6 ❈P▼❖❍✴▲❖▼❆✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ✶✱ ✸✺✶ ❈♦✉rs ❞❡ ❧❛ ▲✐❜❡r❛t✐♦♥✱ ✸✸✹✵✺

❚❛❧❡♥❝❡✱ ❋r❛♥❝❡❀ ❊✲♠❛✐❧✿ ❞✐❡tr✐❝❤✳❢♦❡rst❡r❅✉✲❜♦r❞❡❛✉①✳❢r
7 ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str② ✱ ❈♦❧❧❡❣❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼♦s✉❧✱ ▼♦s✉❧ ✹✶✵✵✷✱

■r❛q
∗ ❆✉t❤♦r t♦ ✇❤♦♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞❀ ❊✲♠❛✐❧✿

♠❛r❦✳❝❛s✐❞❛❅✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r❀ ❚❡❧✳✿ ✰✸✸✲✵✹✲✼✻✲✻✸✲✺✻✲✷✽✳

❆❝❛❞❡♠✐❝ ❊❞✐t♦rs✿ ❑❛r❧❤❡✐♥③ ❛♥❞ ❆❣♥❡s ◆❛❣②

❘❡❝❡✐✈❡❞✿ ✶✹ ❆✉❣✉st ✷✵✶✺ ✴ ❆❝❝❡♣t❡❞✿ ✶✾ ♥♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✺ ✴ P✉❜❧✐s❤❡❞✿ ✹ ❉❡❝❡♠❜❡r

✷✵✶✺

❆❜str❛❝t

■♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✭■Ps✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ✭❊❆s✮ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s

✐♥♣✉t ✐♥t♦ ♠♦st ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ✭Voc✮ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽✼

❝❡❧❧s✳ ❲❡ ❛ss❡ss t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ✇✐t❤ t❤❡

t❤✐r❞✲♦r❞❡r s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ✭❙❈❈✮ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✸♦❜ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❛❣❛✐♥st

❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❢♦r s♠❛❧❧❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❢♦r

❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ■Ps ❛♥❞

❊❆s✳ ❙✐♥❝❡ GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❡✇ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ t❤✐s s✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❛❧s♦ t❛❦❡♥ ❝❛r❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❉❋❚❇

✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ❜✉t ✇✐t❤ s♦♠❡

❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡st r❡s✉❧ts ✇❡r❡

❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ∆❙❈❋ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✜rst ■Ps ✭❣♦♦❞ t♦ ±✵✳✻✹✾ ❡❱✮✳ ❲❤❡♥

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ■Ps ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❬✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ✭❑❚✮ ■Ps❪ ❛s ❛♥

✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡♥❞s✳ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ❑❚ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ■Ps ❛r❡

♥❡❛r❧② ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s ∆❙❈❋ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭±✵✳✽✺✷ ❡❱ ❢♦r ✜rst ■Ps ❜✉t

±✵✳✼✵✻ ❡❱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ■Ps ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✮ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱

❙❈❈✲❉❋❚❇ ✇❛s ❛❧s♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐t❤ ■P✴❊❆ ❡rr♦rs ♦❢ ±✵✳✹✽✾✴✵✳✼✹✵ ❡❱ ❢r♦♠

∆❙❈❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ ±✵✳✸✷✻✴✵✳✹✺✽ ❡❱ ❢r♦♠ ✭❑❚✮ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✜t ❢♦r t❤❡ ❑❚ ■Ps ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡s t♦

❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❑❚ ■Ps ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇✐t❤

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥❧② ❢♦r ■Ps ♦❢ ✶✺✲✷✵ ❡❱ ♦r ❧❛r❣❡r✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t

t❤✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡rr♦rs ✐♥ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ♠❛② ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦

♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❉❋❚❇ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s

s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s ❛ r❛♣✐❞❧②✲❣r♦✇✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲❡♥♦✉❣❤ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❬✶❪ t❤❛t ❢❛❜❧❡ss ♠❛♥✉❢❛❝✲

t✉r✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r ❝✐r❝✉✐t ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ s✉❝❤ ❛s ❙P■❈❊

❬✷❪ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡ ♦✉ts♦✉r❝❡❞ t♦ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❢♦✉♥❞r② ❢♦r ❛❝t✉❛❧ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ♦r✲

❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s ❛ r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❜✉t ♠✉❝❤ ❧❡ss ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❬✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽❪

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷❪ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r t❤❡ ❛❞✲

✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ♣r✐♥t❛❜❧❡✳ ❚❤❡

♣r♦❜❧❡♠ t❤❡♥ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s ✇❡❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s r❡q✉✐r❡s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✭■Ps✮ ❛♥❞

❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ✭❊❆s✮ ❛s ✐♥♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭♦r ❝❧✉st❡rs ♦❢

♠♦❧❡❝✉❧❡s✮ ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s r❛♣✐❞❧② ♠❛❦❡s ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❝❛❧✲



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ✐❢ ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t

❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✉t ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛ss❡ss❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♣r❡✈✐♦✉s ❡✛♦rts ❬✶✸✱ ✶✹❪ ✭❘❡❢✳ ❬✶✹❪ ❝♦♥❝❡r♥s

✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞s ✐♥ ❉❋❚❇❬✶✺✱ ✶✻❪✮ ❜② ❛ss❡ss✐♥❣ ❉❋❚❇ ❛❣❛✐♥st

❛❝❝✉r❛t❡ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾❪ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■Ps

❛♥❞ ❊❆s ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❖✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ■❞❡❛❧❧② ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

❡①tr❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❛t♦♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡❞ ❝❧✉st❡r ♠♦❞❡❧s ♦r ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛

r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t

♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝❧❡❛r ❢♦r s✉❝❤ t❤✐♥❣s ❛s ❝❤❛r❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ t❤❡

s✐③❡ ♦❢ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡s✳ ❇✉t ✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ s❡❡♠✐♥❣❧② r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✲

✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❣✐✈❡s ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡

t②♣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ❛r❡ ✏♠❡❞✐✉♠✲

s✐③❡❞✑ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡

❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥ ❛r❡ ❥✉st ♦❧✐❣♦♠❡rs ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r ♣♦❧②♠❡rs

✉s❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ♠❛tt❡rs ✇♦rs❡✱ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t♦♥s ❛r❡

♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ✏♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞✑ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s♦ t❤❛t ✐t

✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧❧ ♦❢

t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ✉s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❤♦♣❡❢✉❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡

s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♠❡❡t ♦✉r ♥❡❡❞s ✐s t❤❡

❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥

t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚❇

t♦ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✶✸❪✳ ❚❤❛t st✉❞② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♠❛❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❉❋❚❇ ❤❡r❡ ❜②

❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❉❋❚❇ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❛❣❛✐♥st ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s GW ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡

♦❢t❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✭❜✉❧❦✱ t❤✐♥ ✜❧♠✱ ♦r s♦❧✉t✐♦♥✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ tr②✐♥❣ t♦ ❡①tr❛❝t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡

✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ ■Ps ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ❢♦r ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐s

❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤❡r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ■Ps ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱

❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❊❆s✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ GW ✈❛❧✉❡s ❛s t❤❡ ✏tr✉❡ ✈❛❧✉❡s✑✱ ✇❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡rr♦r

❜❛rs ♦♥ t❤❡ ❉❋❚❇ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ GW ✈❛❧✉❡s✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❊✐❣❤t t②♣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛❝❝❡♣t♦rs ♦r ❞♦♥♦rs ✐♥
♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇

♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❣♦❡s ♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r♦✲

❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❉❋❚❇ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

✇❤❡r❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧✲✉♥❞❡rst♦♦❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s

❣✐✈❡s ✉s ❛ ✉s❡❢✉❧ ✜rst ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❉❋❚❇ ♠✐❣❤t ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ r❡❛❧❧②

✐♥t❡r❡sts ✉s✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺

t❤❡♥ ❡①t❡♥❞s ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝s✳ ❚❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❛rt❤ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧✲✉♥❞❡rst♦♦❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❞❡❛rt❤ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❡♥✲

s❛t❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❜❡st ✇❤❡♥ ❢♦r ❣❛s ♣❤❛s❡ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❝❧❡❛♥❡st✳ ❲❡ t❤❡r❡✲

❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡ GW r❡s✉❧ts ❛s ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❉❋❚❇ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❢♦r

♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✺✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮

❛r❡ ♥♦✇ s♦ ❢❛♠✐❧✐❛r t❤❛t t❤❡② ❤❛r❞❧② s❡❡♠ ✇♦rt❤ ❞✐s❝✉ss✐♥❣✱ t❤✐s ✐s ❧❡ss t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r

GW ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❉❋❚❇ s❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

t♦ ❉❋❚✳ ✭❍❋ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ♠♦st t❡①t ❜♦♦❦s ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②✱ s✉❝❤ ❛s ❘❡❢✳ ❬✷✵❪

✇❤✐❧❡ ❉❋❚ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t t❡①t ❜♦♦❦s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❉❋❚ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✷✶✱ ✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺❪✳✮ ❚❤❡s❡ ❧❛tt❡r

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ■Ps

❛♥❞ ❊❆s✳ ❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❍❛rtr❡❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts ✭~ = me =

e = 1✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ q = (rq, σq) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❛❝❡

❛♥❞ s♣✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ q ✇❤✐❧❡ q = (q, tq) ✭❜♦❧❞ ❢❛❝❡✮ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡

t✐♠❡✳

❆❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭▼❖✮ ❡q✉❛t✐♦♥✱

f̂(1; ǫs)ψs(1) = ǫsψs(1) . ✭✺✳✶✮

❚❤❡ ▼❖ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠✱

f̂(1;ω) = ĥH(1) + Σ̂xc(1, ω) , ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ ĥH ✐s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②

❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ GW ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❢♦r t❤❡ ❍❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❢♦r



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✾✶

❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❉❋❚✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭①❝✮ ✏s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✑✱ Σ̂xc(1;ω)✱ ✐s ❥✉st t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❬−K̂(1)❪ ✐♥ ❍❋ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ vxc(1) =

δExc/δρ(1) ✐♥ ♣✉r❡ ❉❋❚ ✭✇❡ ✉s❡ ρ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t②✮✳ ❚❤❡ ▼❖ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥♦✇ ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ♠✐① ❍❋ ❛♥❞ ♣✉r❡ ❉❋❚ t♦ ♠❛❦❡ ❤②❜r✐❞

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❖♥❡ ✇❛② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✭✜rst✮ ■P✱ I✱ ❛♥❞ ✭✜rst✮ ❊❆✱ A✱ ✐♥ ❉❋❚✱ ✐s t♦ ❝❛rr② ♦✉t

s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✱ t❤❡

(N − 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ (N + 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ∆❙❈❋ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s

❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜②✱

IS = E
(N−1)
S − E(N)

0

AS = E
(N)
0 − E(N+1)

S , ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ E(N)
0 ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ E(N−1)

S

✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ✐ts St❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

st❛t❡✱ ❛♥❞ E(N+1)
S ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ ❜✉t ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ✐ts

St❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ■P ❛♥❞ ❊❆ ❤❛✈❡ t❤✉s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ S = 0 ✭❣r♦✉♥❞ st❛t❡✮✳ ❚♦❣❡t❤❡r t❤❡ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s

❢♦r♠ ❛ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ❜❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t S ✐s ❛ st❛t❡ ❧❛❜❡❧✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦

❛♥ ▼❖ ❧❛❜❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ s♠❛❧❧ s✳ ■♥ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞

s♣❡❝tr✉♠✱ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ■P ♦r ❊❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦r ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥

t♦ ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ S ♠❛② ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ s✳ ❚❤❡ ∆❙❈❋ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s

♠❛② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❧❛t❡r✬s tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ∆❙❈❋ ■P ♦r

❊❆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♠✐♥✉s t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣② r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤❛❧❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠♦✈❡❞

❢r♦♠ ♦r ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡ ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❜✉t

♠✉st ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❢❛✐❧ ❢♦r ♣✉r❡ ❉❋❚ ❬✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ✉♣♦♥

t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❉❆✮ ♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭●●❆s✮❪ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❤♦❧❡ ❛♥❞

❡❧❡❝tr♦♥ st❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡♥ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❬✷✻❪✳ ❆❧s♦

t❤❡∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❢❛✐❧ t♦ ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ✐♥ t❤❡ ❍❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥

t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢♦r ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦

✉s❡ t❤❡ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❥✉st t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧

❡♥❡r❣✐❡s✳ ❙✉❝❤ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❛r❡ st✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

●r❡❡♥✬s ❋✉♥❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s

❛❞❞✐♥❣ t❡r♠s t♦ t❤❡ ①❝ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② s♦ t❤❛t ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❜❡❝♦♠❡

❡①❛❝t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♠✐♥✉s t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ■Ps ❛♥❞

♠✐♥✉s t❤❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❛❧ ❊❆s✳ ▼♦r❡ ❡①❛❝t❧②✱ t❤❡ ▼❖

❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ■P s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❊❆ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❋♦r t❤❡ ■P s♦❧✉t✐♦♥s✱

ǫS = E
(N)
0 − E(N−1)

S

ψS(1) = 〈Ψ(N−1)
S |ψ̂(1)|Ψ(N)

0 〉

=
√
N

∫ (

Ψ
(N−1)
S (2, 3, · · · , N)

)∗

× Ψ
(N)
0 (1, 2, 3, · · · , N) d2d3 · · · dN , ✭✺✳✹✮

✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❊❆ s♦❧✉t✐♦♥s✱

ǫS = E
(N+1)
S − E(N)

0

ψS(1) = 〈Ψ(N)
0 |ψ̂(1)|Ψ

(N+1)
S 〉

=
√
N + 1

∫ (

Ψ
(N)
0 (2, 3, · · · , N + 1)

)∗

× Ψ
(N+1)
S (1, 2, 3, · · · , N + 1) d2d3 · · · d(N + 1) ,

✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ ψ̂(1) ✐s ❛♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ s❡❝♦♥❞✲q✉❛♥t✐③❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥✱ Ψ(N)
0 ✐s

t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ Ψ(N−1)
S ✐s t❤❡ St❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡

(N − 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ Ψ
(N+1)
S ✐s t❤❡ St❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ (N +1)✲❡❧❡❝tr♦♥

s②st❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❞✐❝❡s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ st❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦r❜✐t❛❧s s✐♥❝❡

t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ■P ✭♦r ❊❆✮ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t❛❧

❞✉❡ t♦ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ▼❖s ❛r❡ t❤❡♥ ♠♦r❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❉②s♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦r ❛s ✐♦♥✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦✈❡r❧❛♣s ✭❜♦t❤ ♥❛♠❡s ❛r❡ ✉s❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r ♦✉t❡r✲

✈❛❧❡♥❝❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t st❛t❡s ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

✏q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ r❡❣✐♠❡✑✮✱ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ✉s✉❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ ❧♦✇❡r ❝❛s❡

✭✐✳❡✳✱ ♦r❜✐t❛❧✮ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉②s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡②

❛r❡ ♥♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t② ✭〈ΨS|ΨS〉 = PS 6= 1✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭✏♣♦❧❡

str❡♥❣t❤✑✮ ♦❢ t❤❡ ▼❖s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

〈ψS|ψS〉 =
[

1− ∂

∂ω
ℜ〈ψS|Σ̂xc(ω)|ψS〉

〈ψS|ψS〉

∣
∣
∣
∣
∣
ω=ǫS

]−1

. ✭✺✳✻✮



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✾✸

◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r ▼❖ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❛♥❝❡❧s ♦✉t ♦♥ t❤❛t s✐❞❡✳

❙♦ ❢❛r t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❧❡ss ✉♥t✐❧ s❡❧❢✲

❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❜②

t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❍❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②

✐♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❜❛r❡ ✐♥t❡r❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❍❋ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st

♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s❡❝♦♥❞ ✭●❋✷✮ ❛♥❞ t❤✐r❞ ✭●❋✸✮ ♦r❞❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ③❡r♦ ❜② ❇r✐❧❧♦✉✐♥✬s t❤❡♦r❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦r❞❡r✲❜②✲♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ■Ps

❛♥❞ ❊❆s t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡❛❞s ❛t ❜❡st t♦ s❧♦✇ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r✲✈❛❧❡♥❝❡

●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❖❱●❋✮ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ●❋✷ ❛♥❞ ●❋✸ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦

♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♦r❞❡r ❡st✐♠❛t❡ ✭❘❡❢✳ ❬✷✼❪ ❛♥❞ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✷✽❪✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠♦st ♠♦❧❡❝✉❧❛r ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r

t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞✉❡ t♦ ❍❡❞✐♥ ❬✶✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s❝r❡❡♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ W (1,2)✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s❝r❡❡♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱

Σxc(1,2) = iG(1,2)W (1+,2) . ✭✺✳✼✮

❆s ❜♦t❤ G ❛♥❞ W ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❖ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ GW

♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❥✉st

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ♣r♦❝❡ss ✭G0W0 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ❛❢t❡r ❛ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s

❤❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r s♦♠❡

❡❛r❧② str✉❣❣❧❡s ❬✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪✱ t❤❡ GW ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐♥❣ t♦

❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✸✻✱ ✶✾❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦❧❞❡r ❖❱●❋ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ●r❡❡♥✬s

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡r ❜❛s✐s s❡ts t❤❛♥ ❡✐t❤❡r ❍❋ ♦r ❉❋❚✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❍❋ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❋❚ t❤✐s ✐s

❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣r♦❞✉❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✾❪✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♣✉r❡ ❉❋❚ ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡

❜❡st ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ①❝ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r②

❬✸✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r t❛r❣❡t ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥

♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✹✵❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❑♦❤♥✲❙❤❛♠

♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ✭❛♣♣❛r❡♥t❧② ♦❢t❡♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❍❋✮ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❉②s♦♥

♦r❜✐t❛❧s✳ ❆❧s♦✱ ✇❤✐❧❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠✑ ■Ps ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ■Ps✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡ t❤❛♥ ❍❋ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✱ ❥✉st



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞♦✇♥✲s❤✐❢t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✲♥✉♠❜❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✲

✐t② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ①❝✲♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✹✶❪✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✲st❛t❡ s❝✐ss♦r✬s ♦♣❡r❛t♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ ❜❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❬✹✷✱ ✹✸✱ ✹✹❪✳

❲❡ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t ❇✐♥❞✐♥❣ ❍❛✈✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❛ ❜r✐❡❢ ❜✉t ❤♦♣❡❢✉❧❧② ❛❞❡✲

q✉❛t❡❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s♦ ❛s t♦ ❦❡❡♣ t❤✐s ♣❛✲

♣❡r r❡❧❛t✐✈❡❧② s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✱ ❧❡t ✉s ♥♦✇ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❉❋❚❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❉❋❚✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ t❤❡♦r② ❤❛s ✐ts

r♦♦ts ✐♥ ✇♦r❦ ❜② ❊r✐❝❤ ❍ü❝❦❡❧ ❬✹✺✱ ✹✻✱ ✹✼❪✱ ❙❧❛t❡r ❛♥❞ ❑♦st❡r ❬✹✽❪✱ ❛♥❞ ❘♦❛❧❞ ❍♦✛✲

♠❛♥♥ ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✺✷❪✱ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ❬✺✸✱ ✺✹✱ ✺✺✱ ✺✻❪ ❛❧s♦

✐♥❝❧✉❞❡s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♠♦❞❡r♥ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❬✺✼✱ ✺✽❪ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

t❤❡♦r② ❬✺✾✱ ✻✵❪✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡

s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❛t t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❋❚❇ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❉❋❚❇ ❜❡❣❛♥ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❍ü❝❦❡❧ ♦r t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉❋❚ ❬✺✸❪✳ ❆t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ❉❋❚❇ ✐s ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡①❛❝t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ▲❉❆ ❛♥❞ ❢♦r ●●❆s ♦❢ t❤❡ ①❝ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❉❋❚❇

✇❡ ✜rst s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥t♦ ♥♦♥♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♣❛rts✱

ρ(1) =
∑

I

ρI(1) . ✭✺✳✽✮

❚❤❡ s✉♠ ✐s ♦✈❡r ❛t♦♠s I✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ✭❍✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛s✱

vH [ρ](1) =
∑

I

vH [ρI ](1) =
∑

I

vIH(1) . ✭✺✳✾✮

■♥ t❤❡ ▲❉❆ ❛♥❞ ●●❆s✱

Exc[ρ] =
∑

I

Exc[ρI ] =
∑

I

EI
xc

vxc[ρ](1) =
∑

I

vxc[ρI ](1) =
∑

I

vIxc(1) .

✭✺✳✶✵✮

❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦♣❡r❛t♦r ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡✱

vs(1) =
∑

I

vI(1) +
∑

I

vIH(1) +
∑

I

vIxc(1) . ✭✺✳✶✶✮

❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ♠❛❦❡ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢❛♠✐❧✐❛r ✐♥ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❤❡♦r② ✐♥ ♦r❞❡r



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✾✺

t♦ ❛✈♦✐❞ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❝❡♥t❡r ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤✉s ✐❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s

✭❆❖s✮ µ ❛♥❞ ν ❛r❡ ❜♦t❤ ♦♥ ❛t♦♠ I✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉❋❚❇ ♦r❜✐t❛❧

❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

fµ∈I,ν∈I = δµ,νǫ
I
µ , ✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ǫIµ ✐s t❤❡ µt❤ ❆❖ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❛t♦♠ I✳ ❋♦r ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤❡r❡ µ ✐s ♦♥

❛t♦♠ I ❛♥❞ ν ✐s ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠ J t❤❡♥✱

fµ∈I,ν∈J = 〈χµ∈I |
(
t̂s + vIs + vJs

)
|χν∈J〉 , ✭✺✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t̂ = −(1/2)∇2✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ✏♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥✑ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✶✸✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✏❞❡♥s✐t② s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱✑

fµ∈I,ν∈J = 〈χµ∈I |
(
t̂s + vI,Js

)
|χν∈J〉 , ✭✺✳✶✹✮

✇✐t❤

vI,Js = vI + vJ + vH [ρI + ρJ ] + vxc[ρI + ρJ ] , ✭✺✳✶✺✮

❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❉❋❚❇ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♠❛② ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❋❚❇ ♣r♦❣r❛♠

❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❬✶✹❪✳ ❲❤✐❝❤❡✈❡r ❝❤♦✐❝❡ ✐s

✉s❡❞✱ t❤❡ ❆❖s χµ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ s❧✐❣❤t❧② ❝♦♥✜♥❡❞ ❛t♦♠ t♦ ❡♠✉❧❛t❡

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛tr✐①✱

sµ∈I,ν∈J = 〈χµ∈I |χµ∈J〉 , ✭✺✳✶✻✮

✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①❛❝t❧②✱ ❛s ✐t ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦✲❝❡♥t❡r ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ◆♦ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡t ✉♣ ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❆❖ ❜❛s✐s s❡t✱

f~cr = ǫis~cr . ✭✺✳✶✼✮

❆ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡♥❡r❣②✑✱

Erep =
∑

I<J

GI,J . ✭✺✳✶✽✮

❚❤❡ ♣❛✐r ❡♥❡r❣✐❡s GI,J(RI,J) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ Erep ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ RI,J ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡s ❛s I ❛♥❞ J ❢♦r ❛

✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❣❡♦♠❡tr✐❡s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❉❋❚❇ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡s

t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✖♥❛♠❡❧② t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞♦ t❤✐s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡

r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✱

P =
∑

r

~crnr~c
†
r , ✭✺✳✶✾✮

❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ t❡r♠✑ ❛s✱

EBS = tr (Pf) . ✭✺✳✷✵✮

❚❤❡♥✱

fν,µ =
∂E

∂Pµ,ν

=
∂EBS

∂Pµ,ν

, ✭✺✳✷✶✮

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳

❆ ❢❡✇ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❋❚❇ s❝❤❡♠❡✱ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t

❝❤❛r❣❡ ✭❙❈❈✮ t❡r♠ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❉❋❚❇ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

❝❤❛r❣❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✻✶✱ ✻✷❪✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❋❚❇

✭❉❋❚❇✷✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ♦♥❧② ❡①♣❛♥❞❡❞ ✉♣ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✉♣♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱

t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐r❞ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❉❋❚❇✸ ❬✻✷❪✳

❲❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❉❋❚❇✸ ♠❡t❤♦❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤✉s

❣❛✐♥s ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❉❋❚❇ ❛s ❛ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡r♠ ✭Ecoul✮✱ s♦ t❤❛t

E = EBS + Erep + Ecoul . ✭✺✳✷✷✮

■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❋❚❇ ✭❉❋❚❇✷✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ♦♥❧② ❡①♣❛♥❞❡❞ ✉♣ t♦

s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✉♣♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐r❞ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡

❉❋❚❇✸ ❬✻✷❪✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❉❋❚❇✸ ♠❡t❤♦❞ ❤❡r❡✳ ❚❤✉s✱

Ecoul = E
(2)
coul + E

(3)
coul

E
(2)
coul =

1

2

∫ ∫

fHxc(1, 2)δρ(1)δρ(2) d1d2

E
(3)
coul =

1

6

∫ ∫ ∫

gxc(1, 2, 3)δρ(1)δρ(2)δρ(3) d1d2d3 , ✭✺✳✷✸✮



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✾✼

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❍ ❛♥❞ ①❝ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡✱

fHxc(1, 2) =
1

r12
+

δExc

δρ(1)δρ(2)

gxc(1, 2, 3) =
δ2Exc

δρ(1)δρ(2)δρ(3)
. ✭✺✳✷✹✮

❇② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❋❚❇✱ ✇❡

❛rr✐✈❡ ❛t✱

E
(2)
coul =

1

2

∑

I,J

∫ ∫

f I,J
Hxc(1, 2)δρ

I(1)δρ
J(2) d1d2

E
(3)
coul =

1

3

∑

I,J

∫ ∫ ∫

gI,J,Jxc (1, 2, 3)δρI(1)δρJ(2)δρJ(3) d1d2d3 , ✭✺✳✷✺✮

✇❤❡r❡ t❤r❡❡✲❝❡♥t❡r ✐♥t❡❣r❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ E(3)
coul✳ ❙❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥✱

E
(2)
coul(R) =

1

2

∑

I,J

γI,J(RI,J)∆qI∆qJ

E
(3)
coul(R) =

1

3

∑

I,J

ΓI,J(RI,J)∆qI∆q
2
J . ✭✺✳✷✻✮

❍❡r❡ ∆qI ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛t♦♠ I ✉♣♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡✱

qI =
∑

µ∈I

∑

ν

Pµ,νsµ,ν

∆qI = qI − q0I , ✭✺✳✷✼✮

γI,J ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭❊❘■✮✱ ❛♥❞ ΓI,J ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

♦❢ γI,J ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ∆qI ✭∆qJ✮✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬❊q✳ ✭✺✳✷✷✮❪

✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❖s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✱ ✉s✐♥❣

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡♥✱

fµ∈I,ν∈J = f❉❋❚❇µ∈I,ν∈J + f❙❈❈µ∈I,ν∈J , ✭✺✳✷✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❥✉st t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡ ❙❈❈ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

f❙❈❈µ∈I,ν∈J = f
❙❈❈(2)
µ∈I,ν∈J + f

❙❈❈(3)
µ∈I,ν∈J

f
❙❈❈(2)
µ∈I,ν∈J =

sµ∈I,ν∈J
2

∑

K

(γJ,K + γK,I)∆qK

f
❙❈❈(3)
µ∈I,ν∈J = sµ∈I,ν∈J

∑

τ∈K

[
1

3
(∆qIΓI,K +∆qJΓJ,K) +

∆qK
6

(ΓK,I + ΓK,J)

]

.✭✺✳✷✾✮

❆s ∆qK ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ▼❖ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cµ,i✱ t❤❡♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✼✮ ♠✉st ♥♦✇ ❜❡ s♦❧✈❡❞

s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❛② ❛ ✇♦r❞ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ❊❘■ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ■♥ ❡❛r❧② ✇♦r❦✱

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ γI,J ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ P❛r✐s❡r✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❬✻✸❪ t❤❛t✱

γI,I = ■PI − ❊❆I , ✭✺✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ■PI ❛♥❞ ❊❆I ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ♦❢

❛t♦♠ I✳ ■♥ ❉❋❚❇✸✱ t❤❡ γI,I ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❏❛♥❛❦✬s t❤❡♦r❡♠ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧

❛t♦♠ ❬✻✷❪✳ ❚❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣

✭❩❉❖✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✱

(µν||κλ) ≈ δµ,νδκ,λ(µµ||κκ) , ✭✺✳✸✶✮

❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧❧②✲s②♠♠❡tr✐❝ s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛t♦♠s✱

γI,J = γs∈I,s∈J , ✭✺✳✸✷✮

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ s❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡✈❛❧✉✲

❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t t②♣❡ ♦❢ s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ γI,J ♠❛② ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

✉♣♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚❇ ❬✺✸✱ ✺✻❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚❇✸ Γ

♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✷❪ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s

❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t ❉❋❚❇ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❡①❛❝t ❉❋❚✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡✈❡♥ ❡①♣❡❝t ✐t t♦

❜❡ ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛✐♦♥s ✭❉❋❆s✮✳ ❲❡ r❡❣❛r❞ ❉❋❚❇ ❛s ❛

♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❉❋❆ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r ♣r♦♣❡r❧②✲♣♦s❡❞

q✉❡st✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡r ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s t❤❛♥ ❝❛♥ ♥♦r♠❛❧❧② ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤

❉❋❆s✳ ❆s s✉❝❤ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❉❋❚❇ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ tr❡♥❞s✳



❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉❡t❛✐❧s ✾✾

✺✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉❡t❛✐❧s

❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✖ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❉❋❚❇✰

♣r♦❣r❛♠ ❬✻✹❪ ❢♦r ❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ●❛✉ss✐❛♥✵✾ ❬✻✺❪ ❢♦r ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮✱ ❉❋❚✱

❛♥❞ ❖❱●❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st✲❙■❊❙❚❆ ❬✻✻❪ ♣r♦❣r❛♠ ♠❜♣t❴❧❝❛♦ ❬✶✾✱ ✻✼❪

❢♦r GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛t t❤❡

s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ✈❡r✐❢②

tr✉❡ ♠✐♥✐♠❛ ❜② t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✭❛♥❞ ❜❛s✐s s❡t✮ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥s ❛s ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦♣❡rt② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡

♣r♦♣❡rt② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❛t ❛ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❜❛s✐s

s❡t✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛

✏t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡♠✐str②✑✿ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞✴❜❛s✐s s❡t ❬✻✽❪✳ ■❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡

✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛♥ ❢♦r ♣r♦♣❡rt② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❛t ❣❡♦♠❡tr② t❤❡♥

✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿ ♣r♦♣❡rt② ♠♦❞❡❧✴✴❣❡♦♠❡tr② ✉s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❖❱●❋✴✻✲

✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❖❱●❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✻✲✸✶● ❜❛s✐s s❡t

✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❋❚ ✇✐t❤ t❤❡ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❛♥❞ t❤❡ ✻✲✸✶●✯✯ ❜❛s✐s s❡t✳

❉❋❚❇✰ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✹ r❡❧❡❛s❡ ✶✳✷ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚❇✰ ♣r♦❣r❛♠ ❬✻✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

s❡t ✐♥ t❤❡ ✸♦❜ ❙❧❛t❡r✲❑♦st❡r ✜❧❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❋❚❇ s✐t❡ ❬✻✾❪✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲

❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ✭❙❈❈✮ ✇❡r❡ ❢✉❧❧ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

❦❡②✇♦r❞ ❚❤✐r❞❖r❞❡r❋✉❧❧ ❂ ❨❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❍✉❜❜❛r❞❉❡r✐✈s ❢♦r ❛❧❧ ❛t♦♠s ✭❈✱

❍✱ ◆✱ ❛♥❞ ❙✮✳ ❚❤❡ ✸♦❜ s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❉❋❚❇✸ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❜✐♦ ❛♥❞

♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥✱ ❤②❞r♦❣❡♥✱ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ❬✼✵❪✳ ■t ❛❧s♦

❝♦♥t❛✐♥s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r s✉❧❢✉r ❛♥❞ ♣❤♦s♣❤♦r✉s ❬✼✶❪ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡r❡

♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❈❧❡❛r❧② ❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❋❚❇ ❛r❡

s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳

❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♦r❜✐t❛❧s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡

✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❋❡r♠✐ ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥

t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✵✲✹✵ ❑✳

●❛✉ss✐❛♥✵✾ ❙❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✵✾

♣r♦❣r❛♠ ❬✻✺❪✖♥❛♠❡❧②✱ ❉❋❚ ✭▲❉❆ ❛♥❞ ❇✸▲❨P✮✱ ❍❋✱ ❛♥❞ ❖❱●❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❍❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ✜rst s❡t ✭❍❋✴✻✲✸✶●✯✴✴❍❋✴✻✲

✸✶●✯✮ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✻✲✸✶●✭❞✮ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✻✲✸✶●✯✮ ❜❛s✐s s❡t

❬✼✷✱ ✼✸❪✳ ●❡♦♠❡tr✐❡s ✇❡r❡ r❡♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❋ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤✐s ❜❛s✐s s❡t ❛♥❞

♠✐♥✐♠❛ ✇❡r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ r❡❛❧✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ s❡t ✭❍❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✴✻✲✸✶●✯✯✮ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ❛ st❡♣ ✐♥ ♦✉r ❖❱●❋

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r P❈❇▼ ❡✈❡♥ t❤✐s ✇❛s t♦♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❖❱●❋

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ r❡♣♦rt ♦♥❧② r❡s✉❧ts ✭❍❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✴✴✻✲✸✶●✯✯✮ ✇✐t❤ t❤❡

♠✐♥✐♠❛❧ ❙❚❖✲✸● ❜❛s✐s s❡t ❬✼✹❪✳

❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥✵✾ ✉s❡❞ ❡✐t❤❡r t❤❡ ▲❉❆ ♦r t❤❡ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧✳ ▲❉❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤❡ ❙❱❲◆ ♦♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧

❱♦s❦♦✱ ❲✐❧❦✱ ❛♥❞ ◆✉s❛✐r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘P❆✮

r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❬✼✺❪✳ ❚❤❡ ❇✸▲❨P ❬✼✻❪ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❛ ✈❛r✐✲

❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❇✸P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✼✼❪✳ ❇♦t❤ t❤❡ ▲❉❆ ❛♥❞ ❇✸▲❨P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤❡

✻✲✸✶●✭❞✮ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✻✲✸✶●✯✮ ❜❛s✐s s❡t ❬✼✷✱ ✼✸❪✳ ❆❧s♦ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠✐♥✲

✐♠❛ ❢r♦♠ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡

❢♦✉♥❞✳ ❚❤✉s r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛t t❤❡ ▲❉❆✴✻✲✸✶●✯✴✴▲❉❆✴✻✲✸✶●✯ ❛♥❞ ❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✯✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡♠✐str②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❇✸▲❨P

❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s

✻✲✸✶●✯✯✮ ❜❛s✐s s❡t ❬✼✷✱ ✼✸❪ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇❡r❡

✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❖✉r ♦✉t❡r✲✈❛❧❡♥❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❖❱●❋✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣

t❤❡ ✻✲✸✶● ❬✼✷❪ ❜❛s✐s s❡t ❛t t❤❡ ❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❖❱●❋

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❛s✐s s❡ts ❢♦r t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ P❈❇▼ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❡ ✇❡r❡

♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❙❚❖✲✸● ❜❛s✐s s❡t ❬✼✹❪ ✭❖❱●❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✯✯✮✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜❛s✐s s❡t ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❛s ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❜② ❛❧s♦ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✻✲✸✶✶✰✰●✯✯ ❜❛s✐s

s❡t ❬✼✽✱ ✼✾❪✳ ■♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✻✲✸✶● t♦ t❤❡ ✻✲✸✶✶✰✰●✯✯ ❜❛s✐s s❡t ❛t t❤❡ ❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✯✯ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❖❱●❋ ❍❖▼❖ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✵✳✹✾

❡❱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❋ ❍❖▼❖ ❡♥❡r❣② ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✵✳✶✽ ❡❱✳ ❚❤✐s

✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ▼❇P❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡r ❜❛s✐s

s❡ts t❤❛♥ ❍❋ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥✲♦✉t ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❋♦r

t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♦✉r ❖❱●❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡✱ ❜✉t ❝❡rt❛✐♥❧②

♥♦t ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✱ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡② ❛r❡ ✇❡❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s s❡t ✉s❡❞✳



❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉❡t❛✐❧s ✶✵✶

♠❜♣t❴❧❝❛♦ ❖✉r GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

♣♦st ❙■❊❙❚❆ ❬✻✻❪ ♠❜♣t❴❧❝❛♦ ❝♦❞❡ ❬✶✾✱ ✻✼❪ ❛t t❤❡ ❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯ ♦♣t✐♠✐③❡❞

❣❡♦♠❡tr✐❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥✵✾✳ ❚❤❡ ❙■❊❙❚❆ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦r♠✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❚r♦✉✐❧❧✐❡r✲▼❛rt✐♥s t②♣❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲③❡t❛ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s s❡t✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛♥♥❡r t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥ s✉❝❤

❛ ✇❛② t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✲❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭P❈❇▼✮

st✐❧❧ ✜t ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡ss ♠❡♠♦r② ✭❘❆▼✮✳ ❊✈❡♥ s♦✱ ♦✉r P❈❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

r❡q✉✐r❡❞ ✾ ❞❛②s ❛♥❞ ✽ ❤♦✉rs ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ✶✷ ❝♦r❡ ✴✶✾✵ ●❇ ❘❆▼ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭♠♦❞❡❧

♥❛♠❡✿ ■♥t❡❧✭❘✮ ❳❡♦♥✭❘✮ ✷✳✹✵ ●❍③ ❊✺✻✹✺ ❈P❯✮✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✲

❜✐t❛❧s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❊♥❡r❣②❙❤✐❢t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛✛♦r❞

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❊♥❡r❣②❙❤✐❢t ❂ ✺✵ ♠❡❱ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✶✷ ❡❱✳ ❚❤❡ ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ G0W0 ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ▲❉❆ ❙■❊❙❚❆

♦r❜✐t❛❧s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❍❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱

♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❍❋ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲s❤♦t GW

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡st ❜❡ t❡r♠❡❞ ❛ G0W0✭❍❋✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s

✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳

■♥ t❤❡ ✜rst✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲♦❢✲st❛t❡s ✭❉❖❙✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱

❉❖❙(ω) = (θ(ω − µ)− θ(µ− ω)) 1
π
ℑ
∑

s

〈ψs|Ĝ(ω)|ψs〉 , ✭✺✳✸✸✮

♦♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❣r✐❞✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❉❋❚ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ✶✳✶✺✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② µ ✐s t❤❡ ✏❋❡r♠✐

❡♥❡r❣②✑ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ■P s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❊❆ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s s❡❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ■Ps

❛♥❞ ❊❆s✳ ❙✐♥❝❡✱

G(1, 2;ω) =
∑

I

ψI(1)ψ
∗
I (2)

ω − ǫI − iη
+
∑

A

ψA(1)ψ
∗
A(2)

ω − ǫA + iη
, ✭✺✳✸✹✮

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭I✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ✭A✮ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ψS ❛♥❞ ❡♥✲

❡r❣✐❡s ǫS✳ ❍❡r❡ η ✐s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜✉t ✐s ❛ s♠❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▼❖ ❜❛s✐s s❡t ✭ψs✮✱ ❊q✳ ✭✺✳✸✸✮

r❡❞✉❝❡s t♦✱

❉❖❙(ω) =
∑

I

SIL(ω; ǫI , η) +
∑

A

SAL(ω; ǫA, η) , ✭✺✳✸✺✮

✇❤❡r❡✱

L(ω; ǫS, η) =
1

π

η

(ω − ǫS)2 + η2
, ✭✺✳✸✻✮



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ●r❛♣❤✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◗P ♠❡t❤♦❞✳ ❯♣♣❡r✿ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ω ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ 〈ψs|ĥH |ψs〉 +
ℜ〈ψs|ΣG0W0

xc (ω)|ψs〉 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✱ ❍❖▼❖ ❜❡✐♥❣ r❡❞✱ ▲❯▼❖ ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
st❛t❡s ❛r❡ ❥❛❣❣❡❞ ♠❛❣❡♥t❛✳ ❚❤❡ ◗P s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❍❖▼❖ ❛♥❞ ▲❯▼❖ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞
✇✐t❤ ❝✐r❝❧❡s✳ ▲♦✇❡r✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❉❖❙ ✳ P♦❧❡ str❡♥❣t❤s ✭t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❉❖❙✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦♣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ❝r♦ss❡s t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉r✈❡s✳

✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ SS ✐s t❤❡ ♣♦❧❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❲❡

t❤✉s ❡①♣❡❝t t❤❡ ❉❖❙ t♦ ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠❛ ❛t t❤❡ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

η ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤✲❛t✲❤❛❧❢✲♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥✳ ❚❤✐s s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s

❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✵✳✷✹ ❡❱ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s ❥✉st✐✜❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ❬✽✵❪✳ ❚❤✉s ♦✉r ❉❖❙

■P ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❡❛❦ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❉❖❙ t♦ ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ❊❆ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣❡❛❦ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣❛♣✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ✐s r❡❢❡r❡❞ t♦ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛s t❤❡

q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✭◗P✮ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ▼❖s✱ ψs✱ ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❉②s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s

✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦❧❡ str❡♥❣t❤ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✈❛r✐❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② s❧♦✇❧② ❛s



❙♠❛❧❧ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✶✵✸

✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❍❖▼❖✲▲❯▼❖ ❣❛♣✮✳ ❚❤❡♥✱

ω(◗P)
s = 〈ψs|ĥH |ψs〉+ ℜ〈ψs|ΣG0W0

xc (ω(◗P))|ψs〉 , ✭✺✳✸✼✮

✐s s♦❧✈❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◗P ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r ✉s✐♥❣

t❤❡ ❉❖❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦s ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❖✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♣♦❧❡s✳

✺✳✹ ❙♠❛❧❧ ▼♦❧❡❝✉❧❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣

❉❋❚❇ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❆ ❞✐✈✐s✐♦♥

❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭t❤✐s s❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

✭♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣

s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❧❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❝❛r❝❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱

✇❡ ✜rst r❡✈✐❡✇ ♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s ❢♦r ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣♦ ♦♥ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❋❚❇

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❉❛t❛ ❙❡ts ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❜✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❞❛t❛ ✐s ❛ ❦❡② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❡st ❝②❝❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞✱

✐♥❞❡❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧✱ ✇♦r❦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ s✉❝❤ ✏❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛ s❡ts✑ ✭❇❉❙s✮

❝❛♥ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t❤❛♥❦❧❡ss ❛s ✐t ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛s ✏❧✐t❡r❛✲

t✉r❡ ✇♦r❦✱✑ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛s ✏♥❡✇ s❝✐❡♥❝❡✳✑ ❆♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛

t❡st s❡t ✐s ❈❤❛r❧❡tt❡ ❊✳ ▼♦♦r❡✬s t❛❜❧❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛✱ ♥♦✇ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡

❆♠❡r✐❝❛♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭◆■❙❚✱ ✇✇✇✳♥✐st✳❣♦✈✮✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②✳

❋♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

✭■Ps✮ ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆■❙❚ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞

❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❉❛t❛❜❛s❡ ✭❈❈❈❇❉❇✱ ❤tt♣✿✴✴❝❝❝❜❞❜✳♥✐st✳❣♦✈✴✮✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥

t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❇❉❙ ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❜② ❍❛♠❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪ ❢♦r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠♣❧② t❛❦❡♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦✉r s♠❛❧❧✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❇❉❙✳

❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✺✻ ■Ps ✭❚❛❜❧❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ✭❊❆s✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♠♦st ❞♦ ♥♦t

❜✐♥❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❉❋❚❇ ❊❆s ❢♦r t❤❡s❡

s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❚❤❡ ✶✺ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s tr❡❛t❡❞ ❤❡r❡✳

❆♥❛❧②t✐❝❛❧ Pr♦t♦❝♦❧ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s✐♠♣❧② t❛❦❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❍❛♠❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪ t♦

♠❛❦❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ♦❢ ♠✐♥✉s ▲❉❆ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✭▲❉❆ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠

■Ps✑✮ ✈❡rs✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ▲❉❆ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps ✉♥✲

❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ❜✉t t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❉❆ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ❢♦r t❤❡s❡ s♠❛❧❧

♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❡ ❛r❡ t❤✉s ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❧❡♠♠❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦✇ ❣♦♦❞ ▲❉❆ ❑♦♦♣♠❛♥s✬

■Ps ❛r❡ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❧❡♠♠❛ ♠❛② ❛r✐s❡ ✇❤❡♥

tr②✐♥❣ t♦ ❛ss❡ss ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ♠❛② ❛❞❛♣t ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡s ✇❤✐❝❤ ❈♦✉❧s♦♥ ❤❛s ❢❛♠♦✉s❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏❣r♦✉♣ ■✑ ❛♥❞

✏❣r♦✉♣ ■■✑ ❬✽✶❪✳ ✭❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢s✳ ❬✽✷❪ ❛♥❞ ❬✽✸❪✳✮ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ ■ ❢♦❝✉s❡s ♦♥

❣❡tt✐♥❣ ❣♦♦❞ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡st t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❛ s❧♦♣❡ m ♥❡❛r ✉♥✐t② ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❝❡♣t b ♥❡❛r ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ ❣r♦✉♣ ■■ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡

❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t tr❡♥❞s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡st t❤❡♦r② ✐s ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s②st❡♠❛t✐❝✱

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t✇♦

❣✐✈❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳

■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❣r♦✉♣ ■✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣✉t❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈❡rt✐❝❛❧ ■Ps ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✷ ❡❱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ■Ps ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♣❡❛❦ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr❛ ❜❡❝❛✉s❡



❙♠❛❧❧ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✶✵✺

❛✮

❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❛✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r ▲❉❆ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✑ ✈❡rs✉s ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ■Ps ❬✹✵❪✳ ❜✮ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✹✵✮ t♦
s❤♦✇ t❤❡ ✏♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✑ ♦❢ t❤❡ ▲❉❆ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✜t✳ ❚❤❡ ✉♥✐ts ❢♦r ❜♦t❤ ❛①❡s
✐♥ t❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ✐♥ ❡❱✳



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

♦❢ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥✮ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❣r♦✉♣ ■■✱ ✇❡

❤❛✈❡ t❛❦❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✱

∆y =

√

Ey
N − 2

, ✭✺✳✸✽✮

✇❤❡r❡✱

Ey =
∑

i=1,N

(yi −mxi − b)2 ✭✺✳✸✾✮

❛s t❤❡ ♠♦st tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ♥♦✇ t❛❦❡

t❤❡ ✜t ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ❛♥❞ b ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡♠ ✐♥

t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✱

x =
1

m
y − b

m
, ✭✺✳✹✵✮

t♦ tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❇❉❙ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ✐s

∆x =

√

Ex
N − 2

=
∆y

|m| , ✭✺✳✹✶✮

✇❤❡r❡

Ex =
∑

i=1,N

(

xi −
1

m
yi +

b

m

)2

=
Ey
m2

. ✭✺✳✹✷✮

❚❤✉s ∆x ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡s✉❧ts ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✵❪ ❢♦r ❧❡❛st sq✉❛r❡ ✜ts ♦❢

✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✳ ❈♦♥s✐s✲

t❡♥t ✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✺✳✹✱ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❉❋❚ ▲❉❆ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ✭❑❚✮

✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ❜② ✹ t♦ ✻ ❡❱ ✭✐✳❡✳✱ y−x = (m− 1)x+ b ✐s ✲✸✳✽✼ ❡❱ ❛t x = ✶✵✳ ❡❱ ❛♥❞

✲✻✳✷✸ ❡❱ ❛t x = ✸✵✳ ❡❱✮ ❛♥❞ s♦ ✐s ❛ ❞✐s♠❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈♦✉❧s♦♥

❣r♦✉♣ ■✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥

t❤❡ ❉❋❚ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭①❝✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ❑❚ ■Ps

❛r❡ ❜❡tt❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈♦✉❧s♦♥ ❣r♦✉♣ ■✱ ❜✉t t❡♥❞ t♦ s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❡st✐✲

♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡❛r❧② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞

❛s ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜ t❤❛t ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❍❋ ❑❚ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

✭P❊❙✮ ■Ps ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❍❋ ❑❚ ✈❛❧✉❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❧❡ss t❤❛♥

♦♥❡ ✭❡✳❣✳✱ ✵✳✾✷ ♦r t❤❡ ✏✽✪ r✉❧❡✑ ❬✽✻✱ ✽✼❪✮✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡

♦♣❡r❛t♦r ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✭❖❊P✮ s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t

❡①❝❤❛♥❣❡✲♦♥❧② ①❝✲♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❧❡❛❞s t♦ ♠✉❝❤

✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❑❚ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② r❡✲

❞✉❝❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ✭∆y✮✳ P❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆y ✐s t❤❛t t❤❡



❙♠❛❧❧ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✶✵✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ■Ps✿ y = mx+b✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
■P ❛♥❞ y ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ■P✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❡❱✳ ❍❋✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦❀ ❖❊P✱ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡
♣♦t❡♥t✐❛❧❀ ▲❉❆✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❉❋❚❇✱ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣
✭✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡✮❀ ❙❈❈✲❉❋❚❇✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❉❋❚❇✳

▼❡t❤♦❞ m ✭✉♥✐t❧❡ss✮ b ✭❡❱✮ ∆y ✭❡❱✮ ∆x ✭❡❱✮
❑♦♦♣♠❛♥s✬ ❚❤❡♦r❡♠

❖❊Pa ✵✳✾✺✽ ✵✳✼✹✽ ✵✳✻✺✾ ✵✳✻✽✽
❍❋a ✶✳✷✸✻ ✲✷✳✶✾✷ ✵✳✻✽✻ ✵✳✺✺✺
▲❉❆a ✵✳✽✽✷ ✲✷✳✻✾✶ ✵✳✹✼✹ ✵✳✺✸✼
❉❋❚❇b ✵✳✼✺✹ ✲✶✳✵✼✶ ✵✳✻✺✶ ✵✳✽✻✸
❙❈❈✲❉❋❚❇b ✵✳✼✺✽ ✲✶✳✹✹✷ ✵✳✺✸✺ ✵✳✼✵✻

∆❙❈❋
▲❉❆c ✶✳✻✺ ✷✳✺✹ ✶✳✻✺ ✶✳✽✺

a ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✵❪✳
b Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✳
c ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ∆❙❈❋ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❧❛t❡r✬s tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ♠❡t❤♦❞✳
✧r❚❙✧ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✽✹❪✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ✜rst ■Ps ❬✹✵❪✿ y = mx+b✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■P
❛♥❞ y ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■P✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❡❱✳ ❍❋✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦❀ ❖❊P✱ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡
♣♦t❡♥t✐❛❧❀ ▲❉❆✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❉❋❚❇✱ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣
✭✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡✮❀ ❙❈❈✲❉❋❚❇✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❉❋❚❇✳

▼❡t❤♦❞ m ✭✉♥✐t❧❡ss✮ b ✭❡❱✮ ∆y ✭❡❱✮ ∆x ✭❡❱✮
❑♦♦♣♠❛♥s✬ ❚❤❡♦r❡♠

❍❋a ✶✳✶✹✸ ✲✶✳✷✼✵ ✵✳✻✶✼ ✵✳✺✹✵
❖❊Pa ✶✳✶✹✺ ✲✶✳✷✾✹ ✵✳✻✶✸ ✵✳✺✸✺
▲❉❆a ✵✳✼✷✼ ✲✶✳✵✻✹ ✵✳✸✼✹ ✵✳✺✶✹
❉❋❚❇b ✵✳✹✾✼ ✷✳✷✷✸ ✵✳✹✾✽ ✶✳✵✵✷
❙❈❈✲❉❋❚❇b ✵✳✺✻✵ ✶✳✵✻✹ ✵✳✹✼✼ ✵✳✽✺✷

∆❙❈❋
▲❉❆c ✶✳✵✵ ✵✳✹✾ ✵✳✹✸ ✵✳✹✸
❉❋❚❇b ✵✳✹✾✼ ✷✳✷✷✸ ✵✳✹✾✽ ✶✳✵✵✷
❙❈❈✲❉❋❚❇b ✵✳✽✸✽ ✷✳✷✸✾ ✵✳✺✸✹ ✵✳✻✹✾

a ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✵❪✳
b Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✳
c ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ∆❙❈❋ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❧❛t❡r✬s tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ♠❡t❤♦❞✳
✧r❚❙✧ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✽✹❪✳



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❖❊P ❝♦rr❡❝ts ♠✐s♦r❞❡r✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❑❚ ■Ps ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ ❑❚ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❖❊P ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✮ ❡♥❡r❣② ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

❢♦r ❍❋ ❛♥❞ ❖❊P ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❖❊P ♦r❜✐t❛❧s ❬✹✶❪✳ ❚❤✉s t❤❡ ❖❊P

❍❖▼❖ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧♠♦st✱ ❜✉t ♥♦t ❡①❛❝t❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❍❋ ❍❖▼❖ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ ♦✉t❧♦♦❦ ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈♦✉❧s♦♥ ❣r♦✉♣ ■■✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ∆x ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ▲❉❆ ❑❚ ♣r♦✈✐❞❡s ❛s ♠✉❝❤

♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✭✐♥❞❡❡❞ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡✮ ❛s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❍❋ ♦r ❖❊P ❑❚✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❤✐❢t❡❞✱ t❤❡ ▲❉❆ ❑❚ ■Ps ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞

✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps✳ ❈❧♦s❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❤② t❤❡ ▲❉❆ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ ❜✐t ❜❡tt❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❍❋ ♦r ❖❊P ✭s♠❛❧❧❡r ∆x✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ▲❉❆ ❑❚ ■Ps ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ♦r❞❡r

r❡✈❡rs❛❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps t❤❛♥ ❞♦ t❤❡ ❍❋ ❑❚ ■Ps✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs

✇❤❡♥ t❤❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❖❊P ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤♦✉❣❤ ∆x ✐s

❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ❖❊P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❍❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✉♣♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ tr❡♥❞s ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥

t♦ ♠♦st ✉s❡rs ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ♣r♦❣r❛♠s✱ ❜✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡

♣❧❛❝❡ t♦ s♣❡♥❞ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❣✐✈✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳ ✭❙❡❡ ❘❡❢✳ ❬✹✶❪ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❞✐s❝✉ss✐♦♥✳✮ ❙✉✣❝❡ ✐t t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✏✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ t❤♦s❡

✇❤♦ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t s✉❝❤ t❤✐♥❣s✑ ❛♥❞ t❤❛t ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✐t❡❞

♣❛♣❡rs✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥♦♥③❡r♦

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❉❆ ❛♥❞ ❍❋ ❛s ❝❛♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ◆■❙❚ ❈❈❈❇❉❇✱ ❜✉t ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ♣✉rs✉❡

t❤✐s t♦♣✐❝ ❢✉rt❤❡r ❤❡r❡✳

❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❋❚❇ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❉❋❚❇✰ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ■Ps ❛r❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦✉r ❉❋❚❇ r❡s✉❧ts r❡❧❛t✐✈❡

t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✳

❙✐♥❝❡ ❉❋❚❇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❉❋❚✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❉❋❚❇

t♦ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ♠✉❝❤ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛❧❜❡✐t ♥♦t ❡①❛❝t❧②✱ ❧✐❦❡ ❉❋❚✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❙❈❈

♦♣t✐♦♥ t♦ ❣✐✈❡ r❡s✉❧ts ❝❧♦s❡r t♦ ❉❋❚ t❤❛♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❙❈❈✳ ▲❡t ✉s ✈❡r✐❢②

t❤❛t t❤✐s ✐s tr✉❡ ❜② ❜② ✜rst ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❙❈❈ ♦♣t✐♦♥✳ ❆

tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r② ✭♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮ ✐s t❤❛t t❤❡ ∆❙❈❋ ❛♥❞

❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦✉r r❡s✉❧ts

❝♦♥✜r♠ t❤✐s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s ❤♦✇ ❉❋❚❇ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤♦♣❡✱ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♦♥❞✐♥❣

▲❉❆ ✜❣✉r❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✹✮✳ ❚❤❡ ❉❋❚❇ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps ❛r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ♦❢

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ✐♥ ♠✉❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ t❤❡ ▲❉❆ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ❑♦♦♣♠❛♥s✬



❙♠❛❧❧ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✶✵✾

❛✮

❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r ❉❋❚❇ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✑ ✈❡rs✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ■Ps✳ ❛✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r ❉❋❚❇ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✑ ✈❡rs✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
■Ps✳ ❜✮ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✹✵✮ t♦ s❤♦✇ t❤❡
✏♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✑ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚❇ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✜t✳ ❚❤❡ ✉♥✐ts ❢♦r ❜♦t❤ ❛①❡s ✐♥ t❤❡s❡
♣❧♦ts ❛r❡ ✐♥ ❡❱✳



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❉❋❚❇✰ ■Ps ✭❡❱✮ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

▼♦❧❡❝✉❧❡ ❖r❜✐t❛❧ ❊①♣t✳a ❲✐t❤♦✉t ❙❈❈ ❲✐t❤ ❙❈❈
−ǫi ∆❙❈❋ −ǫi ∆❙❈❋

✷ ❡❧❡❝tr♦♥s
❤②❞r♦❣❡♥ ✭❍2✮ 1ag ✶✺✳✹✸ ✾✳✷✻ ✾✳✷✻ ✾✳✷✻ ✶✹✳✻✼

✶✵ ❡❧❡❝tr♦♥s
♠❡t❤❛♥❡ ✭❈❍4✮ 1t2 ✶✹✳✸ ✾✳✶✼ ✾✳✶✼ ✾✳✵✵ ✶✸✳✹✶
❛♠♠♦♥✐❛ ✭◆❍3✮ 3a1 ✶✵✳✼ ✼✳✼✸ ✼✳✼✸ ✻✳✾✺ ✶✷✳✶✽
✇❛t❡r ✭❍2❖✮ 1b1 ✶✷✳✻✷ ✾✳✵✹ ✾✳✵✹ ✼✳✻✹ ✶✸✳✸✶

3a1 ✶✹✳✼✹ ✶✵✳✷✽ ✲ ✾✳✵✸ ✲
1b2 ✶✽✳✺✶ ✶✷✳✸✶ ✲ ✶✶✳✺✹ ✲
2a1 ✸✷✳✷ ✷✹✳✻✺ ✲ ✷✸✳✹✽ ✲

✶✹ ❡❧❡❝tr♦♥s
♥✐tr♦❣❡♥ ✭◆2✮ 3σg ✶✺✳✻ ✾✳✼✵ ✾✳✼✵ ✾✳✼✵ ✶✺✳✸✸

1π ✶✻✳✾✽ ✶✶✳✶✻ ✲ ✶✶✳✶✻ ✲
2σu ✶✽✳✼✽ ✶✸✳✾✽ ✲ ✶✸✳✾✽ ✲

❝❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡ ✭❈❖✮ 5σ ✶✹✳✵✶ ✾✳✶✻ ✾✳✶✻ ✾✳✶✻ ✶✹✳✹✼
1π ✶✻✳✾✶ ✶✶✳✷✶ ✲ ✶✶✳✶✽ ✲
4σ ✶✾✳✼✷ ✶✸✳✻✼ ✲ ✶✸✳✻✹ ✲

❛❝❡t②❧❡♥❡ ✭❈2❍2✮ 1πu ✶✶✳✹✾ ✽✳✸✸ ✽✳✸✸ ✼✳✽✻ ✶✷✳✷✸
3σg ✶✻✳✼ ✶✵✳✷✾ ✲ ✶✵✳✶✶ ✲
2σu ✶✽✳✼ ✶✷✳✻✻ ✲ ✶✷✳✹✺ ✲
2σg ✷✸✳✺ ✶✼✳✽✼ ✲ ✶✼✳✹✹ ✲

❤②❞r♦❣❡♥ ❝②❛♥✐❞❡ ✭❍❈◆✮ 1π ✶✸✳✽ ✾✳✼✾ ✾✳✼✾ ✾✳✸✵ ✶✹✳✶✷
5σ ✶✹✳✶✺ ✾✳✽✹ ✲ ✾✳✸✶ ✲
4σ ✶✾✳✻✽ ✶✷✳✹✷ ✲ ✶✸✳✶✶ ✲
✶✻ ❡❧❡❝tr♦♥s

❢♦r♠❛❧❞❡❤②❞❡ ✭❈❍2❖✮ 2b2 ✶✵✳✾ ✼✳✵✻ ✼✳✵✻ ✻✳✹✸ ✶✵✳✾✽
1b1 ✶✹✳✺ ✶✵✳✹✼ ✲ ✾✳✾✷ ✲
5a1 ✶✻✳✶ ✶✵✳✼✽ ✲ ✶✵✳✸✼ ✲
1b2 ✶✼✳ ✶✶✳✵✽ ✲ ✶✵✳✾✻ ✲
4a1 ✷✶✳✹ ✶✹✳✺✻ ✲ ✶✹✳✹✸ ✲

❡t❤②❧❡♥❡ ✭❈2❍4✮ 1b2u ✶✵✳✻✽ ✼✳✼✺ ✼✳✼✺ ✼✳✸✻ ✶✵✳✾✹
1b2g ✶✷✳✼✾ ✽✳✶✵ ✲ ✼✳✽✽ ✲
3ag ✶✹✳✽ ✾✳✻✺ ✲ ✾✳✸✺ ✲
1b3u ✶✺✳✶✽ ✶✵✳✸✼ ✲ ✶✵✳✵✾ ✲
2b1u ✶✾✳✶ ✶✸✳✷✵ ✲ ✶✷✳✾✶ ✲
2ag ✷✸✳✺✾ ✶✼✳✻✵ ✲ ✶✼✳✷✹ ✲

a ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✹✵❪✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❉❋❚❇✰ ■Ps ✭❡❱✮ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✳

▼♦❧❡❝✉❧❡ ❖r❜✐t❛❧ ❊①♣t✳a ❲✐t❤♦✉t ❙❈❈ ❲✐t❤ ❙❈❈
−ǫi ∆❙❈❋ −ǫi ∆❙❈❋

✷✷ ❡❧❡❝tr♦♥s
❝②❝❧♦♣r♦♣❡♥❡ ✭❈3❍4✮ 2b2 ✾✳✽✻ ✻✳✼✺ ✻✳✼✺ ✻✳✷✽ ✶✵✳✵✵

2b1 ✶✵✳✽✾ ✼✳✻✹ ✲ ✼✳✷✵ ✲
6a2 ✶✷✳✼ ✽✳✺✾ ✲ ✽✳✶✶ ✲
1b2 ✶✺✳✵✾ ✶✵✳✵✶ ✲ ✾✳✺✷ ✲
5a1 ✶✻✳✻✽ ✶✵✳✸✻ ✲ ✶✵✳✵✹ ✲
2b1 ✶✽✳✸ ✶✸✳✵✶ ✲ ✶✷✳✻✾ ✲
4a1 ✶✾✳✻ ✶✸✳✾✺ ✲ ✶✸✳✹✽ ✲

♣r♦♣②♥❡ ✭❈❍3❈❈❍✮ 2e ✶✵✳✸✼ ✼✳✼✶ ✼✳✼✶ ✼✳✶✽ ✶✵✳✽✼
1e ✶✹✳✹ ✾✳✼✶ ✲ ✾✳✻✺ ✲
7a1 ✶✺✳✺ ✶✵✳✵✵ ✲ ✾✳✻✾ ✲
6a1 ✶✼✳✷ ✶✶✳✾✶ ✲ ✶✶✳✺✻ ✲

❛❧❧❡♥❡ ✭❈3❍4✮ 2e ✶✵✳✵✷ ✼✳✷✶ ✼✳✷✶ ✻✳✽✺ ✶✵✳✹✸
1e ✶✹✳✼✺ ✾✳✾✺ ✲ ✾✳✻✼ ✲
3b2 ✶✹✳✼✺ ✾✳✾✽ ✲ ✾✳✻✽ ✲
4a1 ✶✼✳✸ ✶✶✳✾✸ ✲ ✶✶✳✻✻ ✲

❦❡t❡♥❡ ✭❈❍2❈❖✮ 2b1 ✾✳✽ ✻✳✷✼ ✻✳✷✼ ✻✳✷✵ ✶✵✳✷✶
2b2 ✶✹✳✷ ✾✳✷✹ ✲ ✾✳✷✸ ✲
1b1 ✶✺✳ ✶✵✳✻✷ ✲ ✶✵✳✼✶ ✲
1b2 ✶✻✳✸ ✶✵✳✾✸ ✲ ✶✵✳✾✼ ✲
7a1 ✶✻✳✽ ✶✶✳✵✼ ✲ ✶✶✳✶✹ ✲
6a1 ✶✽✳✷ ✶✷✳✾✹ ✲ ✶✷✳✽✻ ✲

❛❝❡t♦♥✐tr✐❧❡ ✭❈❍3❈◆✮ 2e ✶✷✳✵✽ ✽✳✻✻ ✽✳✻✻ ✽✳✹✺ ✶✷✳✸✵
7a1 ✶✸✳✶✶ ✾✳✻✾ ✲ ✽✳✾✻ ✲
1e ✶✺✳✺ ✶✵✳✷✺ ✲ ✶✵✳✸✻ ✲
6a1 ✶✼✳✹ ✶✶✳✽✶ ✲ ✶✶✳✼✼ ✲

a ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✹✵❪✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r ❉❋❚❇ ✈❡rs✉s ▲❉❆ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✳✑ ❚❤❡
✉♥✐ts ❢♦r ❜♦t❤ ❛①❡s ❛r❡ ❡❱✳

t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❉❋❚❇ ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❉❋❚

✖ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✺✳✻ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❉❋❚❇ ❛♥❞ ▲❉❆ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡

❣r❛♣❤✐❝s✱ t❤❡ ▲❉❆ ❛♥❞ ❉❋❚❇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆x ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❛r❡ ❛ r❡♠✐♥❞❡r t❤❛t ❉❋❚❇

✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✭❡rr♦r ❜❛r ♦❢ ±✵✳✽✻✸ ❡❱✮ t❤❛♥ ✐s t❤❡ ▲❉❆ ✭❡rr♦r ❜❛r

♦❢ ±✵✳✺✸✼ ❡❱✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙❈❈ ✐♥ ❉❋❚❇ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

♣❛rt✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ st✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡s ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ▲❉❆✱ ❙❈❈✲

❉❋❚❇ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✭❡rr♦r ❜❛r ♦❢ ±✵✳✼✵✻ ❡❱✮ t❤❛♥

❉❋❚❇ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✱ t❤♦✉❣❤ st✐❧❧ ❧❡ss t❤❛♥ ▲❉❆ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠

■Ps✳ ■❢ ✇❡ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❍❖▼❖✱ t❤❛♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❑♦♦♣♠❛♥s✬

t❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤ ∆❙❈❋ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t

t❤❡ ❙❈❈✮✳ ❍❡r❡ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥

❞♦❡s t❤❡ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ∆❙❈❋ ❡rr♦r ❜❛r

✭±✵✳✻✹✾ ❡❱✮ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ▲❉❆ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ❡rr♦r

❜❛r ✭±✵✳✺✶✹ ❡❱✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❛s s♠❛❧❧ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✏r❚❙✑ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡

▲❉❆ ∆❙❈❋ ■Ps ✭±✵✳✹✸ ❡❱✮ ✇❤♦s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✽✹❪✳



▼❡❞✐✉♠✲❙✐③❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✶✶✸

✺✳✺ ▼❡❞✐✉♠✲❙✐③❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❡s

❚❤❡ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s

♠❡t❤♦❞s ✇♦r❦ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ■Ps ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t

❉❋❚❇ ❜❡❤❛✈❡s ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❉❋❚ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ❡rr♦r ❜❛rs ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡

♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❉❋❚ ✭♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♠❡t❤♦❞✮ ✐s

♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❉❋❚❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❡st✲

✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss❡♠❜❧② ✐♥t♦ r❡❛❧✐st✐❝ s②st❡♠s✱ r❛♣✐❞❧② ❧❡❛❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛tt❛❝❦ ❛♥② ♦t❤❡r ✇❛② ❡①❝❡♣t ✉s✐♥❣ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞

s✉❝❤ ❛s ❉❋❚❇✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s❡❡ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢♦r

s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ s✐♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s t❡st❡❞ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ❢♦r s♠❛❧❧

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✷✻❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝✲

t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ss❡ss✐♥❣ ❉❋❚❇ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❢♦r ❛ ❇❉❙ ♦❢

✏♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞✑ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✮✳

❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❉❛t❛ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏s♠❛❧❧✱✑ ✏♠❡❞✐✉♠✱✑ ❛♥❞

✏❧❛r❣❡✑ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ✏♠❡❞✐✉♠ s✐③❡❞✑ ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞

②❡t t❤❡② ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r t❤❡ ◆■❙❚ ❈❈❇❉❇ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤

♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✻ ❛t♦♠s t♦t❛❧✳ ❖✉r ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t

✐t ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ tr❡❛t t❤❡♠ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡✱ ❛s ❡✐t❤❡r

❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ♦r ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✱ t❤♦✉❣❤ ❣❛s ♣❤❛s❡

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❢♦r t❤❡s❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤✐♥✲✜❧♠ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥

s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦r ❜② ❝②❝❧✐❝ ✈♦❧t❛♠❡tr② ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

✇❤♦s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡❛s② t♦ ❛ss❡ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥

❛♥❞ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛❢t❡r ❛ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞✑ ❬✽✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡✈✐❞❡♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❜✉❧❦ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ✈♦❧t❛♠❡tr② r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r♠ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❬✽✾❪✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❡❛s② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡

♣❧❛❝❡ ♦✉r tr✉st ♠♦r❡ ✜r♠❧② ✐♥ ❣❛s ♣❤❛s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❛♥ ✐♥ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡

r❡s✉❧ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r

t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❝❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❣❛✐♥st ❣❛s ♣❤❛s❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♠❛②



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ■Ps ❝♦♠♣❛r❡✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏GW✧ ❬❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ GW ❉❖❙ ❛♥❞
GW ◗P❪ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ✭❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳✮ ❯♥✐ts ❛r❡
✐♥ ❡❱✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦✉r GW ◗P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

✉s❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❇❉❙ ♦❢ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s✳

❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♦✉r GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✼ s❤♦✇ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s

●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ■Ps✳

■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✭❣❛s ♣❤❛s❡✮ ■Ps ❛r❡ ✐♥

♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ■Ps t❤❛♥ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✉❧❦

✭s♦❧✉t✐♦♥ ♦r t❤✐♥ ✜❧♠✮ ■Ps✳ ❚❤✐s ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡

❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❖❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ■Ps✱ ♦✉r ❖❱●❋ ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ■Ps✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r

✭❙❡❝✳ ✺✳✸✮✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❖❱●❋

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❜❛s✐s s❡ts✳ ❇♦t❤ ♦✉r GW ❉❖❙ ❛♥❞ GW ◗P ■Ps ❛❣r❡❡

❛s ✇❡❧❧✱ ♦r ❜❡tt❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ■Ps t❤❛♥ ❞♦ t❤❡ GW

■Ps t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♦♥❡ ❝❛s❡ ✭P❈❇▼✮ ✇❤❡r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r GW ❉❖❙ ❛♥❞ GW ◗P ■Ps✱ ✐t ✐s t❤❡ GW ◗P ■Ps ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❉❖❙

❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛✐❧❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❍❖▼❖ ❧❡✈❡❧ ❜❡✐♥❣ s♠❡❛r❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♥❡❛r❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡

❧❡✈❡❧s ❍❖▼❖✲✶✱ ❍❖▼❖✲✷✱ ❛♥❞ ❍❖▼❖✲✸✳

❘❡❧✐❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝



▼❡❞✐✉♠✲❙✐③❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✶✶✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

▼♦❧❡❝✉❧❡ ❊①♣t✳ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
❜✉❧❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❖❱●❋ GW

P❲ ▲✐t✳
❉❖❙p ◗Pq

♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✻✳✻✶e ✺✳✼✽b ✻✳✹✼ ✻✳✹✻ ✻✳✶✷d

✻✳✷✼c

❉■P ✺✳✸✺m ✻✳✶✵b ✻✳✾✶ ✻✳✽✾
❍2P❝ ✻✳✹✶f ✺✳✽✶b ✻✳✶✸ ✻✳✶✷ ✻✳✶✵d

P❈❇▼ ✺✳✽✼h ✼✳✶✼n ✼✳✺✷ ✼✳✸✺
✻❚ ✹✳✼m ✺✳✽✻b ✻✳✻✼ ✻✳✻✻
❉❈❱✸❚ ✻✳✵✾a ✻✳✻✽b ✼✳✼✾ ✼✳✼✽
❈60 ✻✳✹✺m ✼✳✺✼g ✼✳✹✸b ✼✳✼✻ ✼✳✼✻ ✼✳✹✶d

r✉❜r❡♥❡ ✺✳✾✷i ✻✳✺✷i ✺✳✻✵b ✻✳✺✵ ✻✳✹✾ ✻✳✸✵l

▼♦❧❡❝✉❧❡ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ ❚❤❡♦r❡♠ ∆❙❈❋
❍❋ ❇✸▲❨Po ❉❋❚❇ ❙❈❈✲ ❇✸▲❨Po ❙❈❈✲

❉❋❚❇ ❉❋❚❇
♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✺✳✾✶j ✹✳✺✾ ✺✳✸✽ ✹✳✾✼ ✺✳✾✸ ✻✳✽✶

✻✳✵✾k

❉■P ✻✳✺✹j ✺✳✶✷ ✺✳✼✸ ✺✳✸✺ ✻✳✸✷ ✻✳✾✾
❍2P❝ ✺✳✹✼j ✹✳✾✸ ✺✳✶✹ ✹✳✾✻ ✻✳✵✺ ✻✳✹✾
P❈❇▼ ✺✳✻✺ ✺✳✹✽ ✺✳✸✽ ✻✳✽✶ ✼✳✵✶
✻❚ ✻✳✹✻j ✹✳✽✷ ✺✳✶✼ ✹✳✼✾ ✺✳✽✽ ✻✳✷✷
❉❈❱✸❚ ✼✳✻✷j ✻✳✵✶ ✺✳✹✵ ✺✳✻✹ ✼✳✶✵ ✼✳✷✶
❈60 ✼✳✾✺j ✺✳✾✽ ✺✳✻✼ ✺✳✻✼ ✼✳✷✷ ✼✳✹✶
r✉❜r❡♥❡ ✻✳✵✽j ✹✳✻✼ ✺✳✸✻ ✹✳✾✵ ✺✳✽✺ ✻✳✺✾

a ❊st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❝②❝❧✐❝ ✈♦❧t❛♠♠❡tr② ✐♥ ❈❍2❈❧2 ❬✾✵❪✳ b Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❖❱●❋✴✻✲
✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✳ c Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❖❱●❋✴✻✲✸✶✶✰✰●✯✯✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✳ d

GW ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ■■ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✸✻❪✳ e ●❛s✲♣❤❛s❡ ❝❤❛r❣❡✲str✐♣♣✐♥❣ ♠❛ss s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❬✾✶❪✳
f ●❛s✲♣❤❛s❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭P❊❙✮ ❬✾✷❪✳ g ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✾✸❪✳ h ❚❤✐♥✲
✜❧♠ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❯P❙✮ ❬✾✹❪✳ i ●❛s ❛♥❞ t❤✐♥✲✜❧♠ ♣❤♦✲
t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭P❊❙✮ ❬✽✽❪✳ j Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❍❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✳
k Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❍❋✴✻✲✸✶✶✰✰●✯✯✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✳ l ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✾✺❪✳ m ❯❧tr❛✈✐♦✲
❧❡t ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❯P❙✮ ❬✾✻❪✳ n ❘❡❢✳ ❬✾✼❪✳ o Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❇✸▲❨P✴✻✲
✸✶●✯✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✳ p Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ q Pr❡s❡♥t
✇♦r❦✿ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❢♦r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

▼♦❧❡❝✉❧❡ ❊①♣t✳ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
❜✉❧❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❖❱●❋ GW

P❲ ▲✐t✳
❉❖❙a ◗Pb

♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✶✳✸✺f ✵✳✵✵✶c ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✽✶
✵✳✼✺✺ ✹ ✵✳✾✹✶ ✵✳✾✺✸

❉■P ✷✳g ✵✳✹✷✶c ✶✳✸✶ ✶✳✸✵
❍2P❝ ✶✳✵✻✸c ✶✳✻✹ ✶✳✻✽
P❈❇▼ ✺✳✾✻j ✷✳✻✸n ✶✳✾✹ ✷✳✵✶
✻❚ ✶✳✷✺m ✲✵✳✵✹✺c ✵✳✹✶✸ ✵✳✹✷✷
❉❈❱✸❚ ✸✳✾✵i ✶✳✷✵✶ ✶✳✽✺ ✶✳✽✻
❈60 ✷✳✻✽n ✶✳✹✽✻c ✷✳✶✹ ✷✳✶✹
r✉❜r❡♥❡ ✲✵✳✶✾✺c ✵✳✽✸✾ ✵✳✽✷✷ ✶✳✽✽o

▼♦❧❡❝✉❧❡ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ ❚❤❡♦r❡♠ ∆❙❈❋
❍❋ ❇✸▲❨Pe ❉❋❚❇ ❙❈❈✲ ❇✸▲❨Pe ❙❈❈✲

❉❋❚❇ ❉❋❚❇
♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✵✳✺✺✸k ✷✳✸✽ ✹✳✵✺ ✸✳✻✸ ✶✳✵✺ ✶✳✽✵

✲✵✳✷✼✹l

❉■P ✲✵✳✷✺✶k ✷✳✺✾ ✹✳✶✹ ✸✳✼✺ ✶✳✸✾ ✷✳✶✵
❍2P❝ ✵✳✹✼✽k ✷✳✽✸ ✸✳✾✹ ✸✳✻✺ ✶✳✼✶ ✷✳✵✽
P❈❇▼ ✸✳✵✾ ✸✳✽✾ ✸✳✼✺ ✶✳✾✷ ✷✳✵✼
✻❚ ✲✵✳✺✶✾k ✷✳✶✹ ✸✳✺✷ ✸✳✷✷ ✶✳✵✾ ✶✳✽✺
❉❈❱✸❚ ✵✳✼✾✷k ✸✳✹✻ ✸✳✾✸ ✹✳✶✷ ✷✳✸✼ ✷✳✻✶
❈60 ✵✳✻✼✾k ✸✳✷✷ ✸✳✽✽ ✸✳✽✾ ✷✳✻✶ ✷✳✶✺
r✉❜r❡♥❡ ✲✵✳✾✺✼k ✷✳✵✼ ✸✳✼✶ ✸✳✷✼ ✵✳✽✾ ✶✳✺✽

a Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ b Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ c Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❖❱●❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✳ d

Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❖❱●❋✴✻✲✸✶✶✰✰●✯✯✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✳ e Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❇✸▲❨P✴✻✲
✸✶●✯✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✳ f ●❛s ♣❤❛s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✲tr❛♥s❢❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
❬✾✽❪✳ g ❚❤✐♥ ✜❧♠ ❯P❙ ❛♥❞ ■P❊❙ ❬✾✻❪✳ h ❘❡❢✳ ❬✾✾❪✳ i ❈②❝❧✐❝ ✈♦❧t❛♠❡tr② ✐♥ ❈❍2❈❧2 ❬✾✵❪✳
j ❙♦❧✐❞✲♣❤❛s❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❬✶✵✵❪✳ k Pr❡s❡♥t ✇♦r❦✿ ❍❋✴✻✲✸✶●✳ l Pr❡s❡♥t
✇♦r❦✿ ❍❋✴✻✲✸✶✶✰✰●✯✯✳ m ●❛s✲♣❤❛s❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❢r♦♠ ♣❤♦t♦❞❡t❛❝❤✲
♠❡♥t ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❬✶✵✶❪✳ n ●❛s✲♣❤❛s❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❢r♦♠
❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❬✶✵✷❪✳ o GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✾✺❪✳



▼❡❞✐✉♠✲❙✐③❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✶✶✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❊❆s ❝♦♠♣❛r❡✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏GW✧ ❬❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ GW ❉❖❙ ❛♥❞
GW ◗P❪ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ✭❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳✮

❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s ❡✈❡♥ ❤❛r❞❡r t♦ ❝♦♠❡ ❛❝r♦ss t❤❛♥ ❢♦r ■Ps✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ❢♦r

t❤✐s✳ ❙♦♠❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ ■Ps✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✲

✐♥❣ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❞❛t❛✳ ❙♦♠❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠♦✈❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✉s ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❊❆s

❛r❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❆s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❜❡st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡♠✳ ❆❧s♦ ✐t ♠✉st ❜❡ r❡♠❡♠❜❡r❡❞ t❤❛t

t❤❛t ❊❆s t❡♥❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ■Ps✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❝❝❡♣t♦rs

s✉❝❤ ❛s ❈60 ❛♥❞ P❈❇▼ ✇❤♦s❡ ❊❆s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s♦ s✐♠✐❧❛r t❤❛t t❤❡② ♠❛② ❜❡

❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✽

s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r GW ❊❆s ❛❧s♦ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✭❣❛s

♣❤❛s❡✮ ❞❛t❛✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❢❡❡❧ ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ ♦✉r GW ◗P ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ❛s ❛

❇❉❙ ❢♦r ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡s❡ t♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❉❋❚❇

■Ps ❛♥❞ ❊❆s✳

❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s ❤♦✇ ❉❋❚❇ ❛♥❞ ♦t❤❡r

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ♦✉r GW ◗P ■P ❇❉❙✳ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ∆y ❛♥❞ ∆x ✈❛❧✉❡s✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❍❋ ❑❚ ❛♥❞

t❤❡ ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡st ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ GW ◗P r❡s✉❧ts✳



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❉❋❚❇✱
❙❈❈✲❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ GW ◗P ■Ps✳

❙♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣❧② t❤❡ ❍❋ ❑❚ ■Ps ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●❲ ◗P ■Ps✱ t❤♦✉❣❤ ❍❋

❑❚ ■Ps t②♣✐❝❛❧❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❇✸▲❨P

∆❙❈❋ ✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●❲ ◗P ■Ps s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ❞♦ t❤❡ ❍❋ ❑❚

■Ps✳ ❚❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ∆❙❈❋ ❛r❡ ♣❡r❤❛♣s ❝❧♦s❡r ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ●❲ ◗P

■Ps✱ ❜✉t t❤❡ tr❡♥❞ ✭s❧♦♣❡m ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✮ ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ❇✸▲❨P ∆❙❈❋ ✭m = 0.856✮

t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ∆❙❈❋ ✭m = 0.520✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ❇✸▲❨P ❑❚✱

❉❋❚❇ ❑❚ ✭s❛♠❡ ❛s ❉❋❚❇ ∆❙❈❋✮✱ ❛♥❞ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❑❚ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❞♦✇♥✳

❚❤❡ tr❡♥❞s ❛r❡ ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❇✸▲❨P ❑❚ ✭m = 0.867✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❧❡ss s♦

❜② t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❑❚ ✭m = 0.504✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✈❡r② ❜❛❞❧② ❜② t❤❡ ❉❋❚❇ ❑❚

✭m = 0.199✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ∆x ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ s❡❡

t❤❛t t❤❡ ❇✸▲❨P ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦st ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✭∆❙❈❋ ∆x = 0.256 ❡❱✱ ❑❚ ∆x = 0.270

❡❱✮ ❜✉t t❤❛t t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞ ✐s st✐❧❧ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ ✭∆❙❈❋ ∆x = 0.489 ❡❱✱ ❑❚

∆x = 0.326 ❡❱✮✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❑❚ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡✇❤❛t

♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r t❤❛♥ ❞♦❡s t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t

❝♦✉♥t ♦♥ t❤✐s ❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❋❚❇ ✐s ♥♦t ♥❡❛r❧② ❛s

❣♦♦❞ ✭∆x = 0.982 ❡❱✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ♣✉ts ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❜❡tt❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❊q✳ ✭✺✳✹✵✮❪ ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡

✜rst ■Ps ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❜✉t t❤❛t ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞

♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡



▼❡❞✐✉♠✲❙✐③❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✶✶✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ✕ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ✜rst ■Ps ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ❇❉❙ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ y = mx+b✱
✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ GW ■P ❛♥❞ y ✐s ❛♥♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■P✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❡❱✳ ❍❋✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦❀
❖❱●❋✱ ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ▲❉❆✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❉❋❚❇✱
❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡✮❀ ❙❈❈✲❉❋❚❇✱ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❉❋❚❇✳

▼❡t❤♦❞ m ✭✉♥✐t❧❡ss✮ b ✭❡❱✮ ∆y ✭❡❱✮ ∆x ✭❡❱✮
❑♦♦♣♠❛♥s✬ ❚❤❡♦r❡♠

❍❋a ✶✳✹✽✹ ✲✸✳✹✺✵ ✵✳✹✷✵ ✵✳✷✽✸
❍❋b ✶✳✵✷✶ ✲✵✳✻✼✹ ✵✳✽✺✻ ✵✳✽✸✽
❍❋c ✶✳✸✹✹ ✲✷✳✻✹✺ ✵✳✶✺✾ ✵✳✶✶✽
❖❱●❋d ✵✳✹✽✷ ✷✳✻✼✷ ✵✳✾✺✻ ✶✳✾✽✺
❖❱●❋e ✵✳✽✷✷ ✵✳✺✾✹ ✵✳✸✽✽ ✵✳✹✼✷
▲❉❆ ✵✳✼✽✷ ✲✵✳✵✷✹ ✵✳✸✻✶ ✵✳✹✻✶
❇✸▲❨P ✵✳✽✻✼ ✲✵✳✼✾✷ ✵✳✷✸✹ ✵✳✷✼✵
❉❋❚❇ ✵✳✷✵✵ ✹✳✵✸✵ ✵✳✶✾✼ ✵✳✾✽✷
❙❈❈✲❉❋❚❇ ✵✳✺✵✹ ✶✳✼✵✼ ✵✳✶✻✺ ✵✳✸✷✻

∆❙❈❋
❍❋a ✵✳✾✸✶ ✲✶✳✵✼✹ ✶✳✵✻✾ ✶✳✶✹✾
▲❉❆ ✵✳✻✹✹ ✷✳✹✼✷ ✵✳✸✶✽ ✵✳✹✾✸
❇✸▲❨P ✵✳✽✺✻ ✵✳✹✺✼ ✵✳✷✶✾ ✵✳✷✺✻
❉❋❚❇ ✵✳✷✵✵ ✹✳✵✸✵ ✵✳✶✾✼ ✵✳✾✽✷
❙❈❈✲❉❋❚❇ ✵✳✺✷✵ ✸✳✷✸✺ ✵✳✷✺✹ ✵✳✹✽✾

a ❍❋✴✻✲✸✶●✯✴✴❍❋✴✻✲✸✶●✯ b ❍❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r P❈❇▼ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❍❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯ ❧❡✈❡❧✳ c ❍❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲
✸✶●✯✯✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ P❈❇▼✳ d ❖❱●❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r P❈❇▼
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❖❱●❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯ ❧❡✈❡❧✳ e ❖❱●❋✴✻✲
✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ P❈❇▼✳



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♣❧♦t s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❈❈✲
❉❋❚❇ ❑❚ ■Ps ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ●❲ ◗P ■Ps ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ♦❢ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

✜tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ♠♦r❡ t✐❣❤t❧②✲❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✉s ♦✉r s✐♠♣❧❡

❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ❢♦r ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ✶✺ ❡❱ ♦r ❧❡ss ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱

✇❤✐❧❡ ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ✷✵ ❡❱✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❉❋❚❇ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤

♦✉rGW ◗P ❊❆ ❇❉❙✳ ❚♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✽✳ ❚❤❡ ❍❋ ❑❚ ❊❆s

❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜♦t❤ r❡❧❛①✲

✐♥❣ t❤❡ (N +1)✲❡❧❡❝tr♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣r❡❛t❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②

♦❢ t❤❡ (N +1)✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t t❤❡ ❍❋ ❑❚ ❊❆s ♠❛② ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ tr✉❡ ❊❆s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❍❋ ❑❚ ❊❆s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛r❡ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ✉♥❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡s✳

❉❋❚ ❑❚ ❊❆s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛s t❤❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ❉❋❚ ♦r✲

❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♠❛② ❜❡st ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❊❆s✳ ❚❤✐s ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❆s

❜② t❤❡ ❉❋❚❇ ❑❚ ❛♥❞ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❑❚ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s t❤❡ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s

s♦♠❡ ❛❞♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✐t ✐s ♥♦r♠❛❧ t❤❛t t❤❡ ❇✸▲❨P ❑❚ ❊❆s ❧✐❡ s♦♠❡✇❤❡r❡

✐♥❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✭❙❈❈✲✮❉❋❚❇ ❑❚ ❛♥❞ ❍❋ ❑❚ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts

✐♥ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r ❊❆s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❇✸▲❨P ❝❛s❡s✱ ✇✐t❤

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❣♦♦❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ❊❆s ❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❇✸▲❨P ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❛✲

❜❧❡ ✺✳✽ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❉❆✱ ❇✸▲❨P✱ ❛♥❞ ❙❈❈✲❉❋❚❇



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❉❋❚❇✱
❙❈❈✲❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✭y✲❛①✐s✱ ❡❱✮ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ GW ◗P ✭x✲❛①✐s✱ ❡❱✮
❊❆s✳

❑❚ ❛♥❞ ∆❙❈❋ ✈❛❧✉❡s ✐s ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t b t❤❛♥ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

t❤❡ s❧♦♣❡ m✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ❑❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ❛

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ∆❙❈❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ❝♦♠✲

♠❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦♥✲❙❈❈ ❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ t❤❡

❑❚ ❛♥❞ ∆❙❈❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣

❚❛❜❧❡s ✺✳✼ ❛♥❞ ✺✳✽✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■P ❛♥❞ ❊❆ ❇✸▲❨P

❑❚ ❛♥❞ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❑❚ ✜ts ✐s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t b r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ m✱ ❛❧s♦

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡✛❡❝t✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② t❤❡ ■P ❛♥❞

❊❆ ❇✸▲❨P ∆❙❈❋ ✜ts s❤♦✇ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t b ✇❤✐❧❡ t❤❡ ■P ❛♥❞

❊❆ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ∆❙❈❋ ✜ts s❤♦✇ ❛ ♠♦r❡ ❞✐st✐♥❝t s❤✐❢t✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② t❤❡ ❙❤♦❦❧❡② ❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣✲

♣❡♥❞✐① ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ❜② t❤❡ ❙❤♦❦❧❡②✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺❪

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✉♥✲

❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐st✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r

t❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❞ s♦❧✐❞✲st❛t❡

t❤❡♦r② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r❡q✉✐r❡ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦♠❡✲



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ✜rst ❊❆s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ❇❉❙ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ y =
mx + b✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ GW ❊❆ ❛♥❞ y ✐s ❛♥♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊❆✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❡❱✳ ❍❋✱
❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦❀ ❖❱●❋✱ ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ▲❉❆✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥❀ ❉❋❚❇✱ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡✮❀
❙❈❈✲❉❋❚❇✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❉❋❚❇✳

▼❡t❤♦❞ m ✭✉♥✐t❧❡ss✮ b ✭❡❱✮ ∆y ✭❡❱✮ ∆x ✭❡❱✮
❑♦♦♣♠❛♥s✬ ❚❤❡♦r❡♠

❍❋a ✲✵✳✽✶✼ ✶✳✼✼✷ ✵✳✶✽✶ ✵✳✷✷✷
❍❋b ✶✳✹✺✺ ✲✶✳✻✾✺ ✵✳✽✻✵ ✵✳✺✾✶
❍❋c ✵✳✾✼✶ ✲✶✳✷✽✾ ✵✳✸✹✹ ✵✳✸✺✹
❖❱●❋d ✶✳✶✽✸ ✲✵✳✼✼✼ ✵✳✹✼✺ ✵✳✹✵✷
❖❱●❋e ✵✳✾✹✽ ✲✵✳✺✼✽ ✵✳✹✽✼ ✵✳✺✶✸
▲❉❆ ✵✳✽✵✶ ✷✳✽✶✺ ✵✳✶✾✼ ✵✳✷✹✻
❇✸▲❨P ✵✳✼✻✾ ✶✳✻✹✺ ✵✳✷✶✽ ✵✳✷✽✹
❉❋❚❇ ✵✳✶✺✶ ✸✳✻✼✷ ✵✳✶✾✺ ✶✳✷✾✽
❙❈❈✲❉❋❚❇ ✵✳✹✵✼ ✸✳✵✽✾ ✵✳✶✽✻ ✵✳✹✺✽

∆❙❈❋
❍❋a ✶✳✵✷✵ ✲✵✳✽✸✸ ✵✳✹✻✵ ✵✳✹✺✶
▲❉❆ ✵✳✾✶✼ ✶✳✶✵✼ ✵✳✸✵✸ ✵✳✸✸✶
❇✸▲❨P ✵✳✾✷✻ ✵✳✸✸✵ ✵✳✸✶✼ ✵✳✸✹✷
❉❋❚❇ ✵✳✶✺✵ ✸✳✻✼✷ ✵✳✶✾✺ ✶✳✷✾✽
❙❈❈✲❉❋❚❇ ✵✳✸✹✵ ✶✳✺✺✷ ✵✳✷✺✷ ✵✳✼✹✵

a ❍❋✴✻✲✸✶●✯✴✴❍❋✴✻✲✸✶●✯ b ❍❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r P❈❇▼ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❍❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯ ❧❡✈❡❧✳ c ❍❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲
✸✶●✯✯✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ P❈❇▼✳ d ❖❱●❋✴✻✲✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r P❈❇▼
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❖❱●❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯ ❧❡✈❡❧✳ e ❖❱●❋✴✻✲
✸✶●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✯✯✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ P❈❇▼✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✸

✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ✐s ♥♦✇ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ♥♦✇ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r

✐♥♦r❣❛♥✐❝ s♦❧✐❞s✳ ■t ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛t t❤❡ ✏♥❛♥♦s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡

t✇♦ ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠s ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st✉❝✲

t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✲✶✵✵ ♥♠ ✐♥ s✐③❡✳ ❆s t❤✐s

✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ ♠♦st ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡

s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❉❋❚❇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❛ ✇❛② t♦ tr② t♦ ❡①t❡♥❞ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛❝❝✉r❛❝②

t♦ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s✳ ◆❛t✉r❛❧❧② t❤✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❛❝❝❡♣t s♦♠❡ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②

✇❤♦s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❢♦r ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ♦❢ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞

♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t❡st ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❉❋❚❇ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢ t❤✐r❞✲

♦r❞❡r ❙❈❈✲❉❋❚❇✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤✐s ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛♥ ✐s

✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♦✉r ❛❝❝❡ss t♦ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ GW ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤

✐ts❡❧❢ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t

❉❋❚❇✸ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜✸ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✜rst ■Ps ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢

±✵✳✹✽✾ ❡✈✴±✵✳✸✷✻ ❡❱ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ∆❙❈❋✴❑❚ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚♦ ❥✉❞❣❡ ❢r♦♠

❋✐❣✳ ✺✳✶✵✱ ❧♦✇❡r ■Ps ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❝❝✉r❛❝② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❈❈✲

❉❋❚❇ ❑❚ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❊❆s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ±✵✳✼✹✵ ❡❱✴±✵✳✹✺✽
❡❱ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ∆❙❈❋✴❑❚ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤✐s q✉✐t❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❛♥❞

❡①♣❡❝t t❤❛t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥s✇❡r q✉✐t❡ ❛ ❢❡✇ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ q✉❡st✐♦♥s ✐♥

♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✇✐t❤ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛✈❡❛t ❤♦✇❡✈❡r✿ ❚❤❡ r❡❛❞❡r

s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚❇

❛♥❞✴♦r ❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❛r❡ ✉s❡❞✳

❆ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡

❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r ■Ps ❛♥❞ ❊❆s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❉❋❚❇

♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❡♥❞ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢

❜❡✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❉❋❚✳ ❚❤✉s ✇❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② ✜♥❞ t❤❛t ❉❋❚❇

✐s ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❧✐❦❡ ❉❋❚ r❛t❤❡r t❤❛♥✱ s❛②✱ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❍❋✲❜❛s❡❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❙❈❈✲❉❋❚❇ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❢r♦♠ t❤❡

s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞♦ ✜♥❞ t❤❛t ✭♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ✐♥ ❉❋❚✮

t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❙❈❈✲

❉❋❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ✐♥ r❡❣✉❧❛r ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❙❈❈✲❉❋❚ ❑❚ ■Ps ❛r❡ ❛❧s♦

❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst s❡✈❡r❛❧ ■Ps s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞

❤❡♥❝❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❜❛♥❞ s♣❡❝tr❛✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤

❉❋❚✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❣♦ t♦ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱ ♠❛❦❡s

❉❋❚❇ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ ✉s ❛s ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❣♦ ✇❡❧❧ ❜❡②♦♥❞ ♠❡r❡❧② st✉❞②✐♥❣

■Ps ❛♥❞ ❊❆s t♦ ✉s✐♥❣ ❉❋❚❇ t♦ st✉❞② t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡

❞♦♥♦r✲❛❝❝❡♣t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛s ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛s ❛ ❙❤♦❝❦❧❡② ❞✐♦❞❡✳

♦❢ ♣♦❧❛r♦♥ ♣❛✐r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛s ❜❡✐♥❣ ❛ ❦❡② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ st❡♣ t♦ ♦r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦❝❡❧❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✺❪✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❤❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ♦✉r ❉❋❚❇

r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st ❣♦♦❞ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❛s ✇❡ ❣♦ ❛❧♦♥❣✳

❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❇r✐❡❢ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❙❤♦❝❦❧❡② ❉✐♦❞❡ ▼♦❞❡❧✬s

❢♦r ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s

❚❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞

♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✺✱ ✻❪✱ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

❛ s✐♠♣❧❡ ❜✐❧❛②❡r ✏❚❛♥❣✑ ❝❡❧❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t♦✉❝❤✐♥❣ ❧❛②❡rs ♦❢ ❞♦♥♦r ✭❉✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ✭❆✮

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✶✵✸❪ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡② ❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ ✭♣♣✳ ✶✶✺✲✶✶✼ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✶✵✹❪✮

❢❛♠✐❧✐❛r ❢r♦♠ t❤❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡✈✐❝❡ ❧✐t❡r❛t✉❡✳ ❆s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✱ t❤❡ ❆✲❉ ✐♥t❡r❢❛❝❡

✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✲♥ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡② t❤❡♦r②✳ ❍❡r❡ V ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡

✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛tt❡r② s②♠❜♦❧✮ ❛♥❞ R ✐s t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

✈♦❧t❛❣❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘❡❢✳ ❬✶✵✺❪✱ ♣♣✳ ✶✺✾✲✶✽✺✮✱ ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ❛❧r❡❛❞② ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠ ✭✐♥ t❤❡ ❞❛r❦ ✇✐t❤ V = 0 ❛♥❞ t❤❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✺

❝✉rr❡♥t I = 0✮✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ❜✐❧❛②❡r ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥

t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✭❘❡❢✳ ❬✶✵✺❪✱ ♣♣✳ ✹✻✷✲✹✼✵✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱

I = IL + I0

[

1− exp

(
V +RI

nVT

)]

, ✭✺✳✹✸✮

✇❤❡r❡ VT = kT/e ✐s t❤❡ ✏t❤❡r♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡✑ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❬n 6= 1 ✐s ❛♥

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥✐❞❡❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts

✭❘❡❢✳ ❬✶✵✺❪✱ ♣✳ ✶✽✻✮❪✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ✐s Isc = IL ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t

✈♦❧t❛❣❡ ✐s✱

Voc = nVT ln

(

1 +
IL
I0

)

. ✭✺✳✹✹✮

❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❜✐❛s s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t✱

lim
V→−∞

(I − IL) = I0 = eA

(
Dppn
Lp

+
Dnnp

Ln

)

, ✭✺✳✹✺✮

✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ Dp ✐s t❤❡ ❞✐✣s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r

t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✱ Dn ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡

❝❛rr✐❡rs✱ Lp ❛♥❞ Ln ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s✱ np ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢

♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ pn ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢

♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t✱

Isc = eαJph (Lp + Ln +W )A , ✭✺✳✹✻✮

✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ W ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① Jph✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣✲

t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧✱ Pop(x) = Pop(0) exp(−αx) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤✱ x ♦❢ ❧✐❣❤t ♣❡♥❡tr❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡✱ ❜✉t ✐t ❛❧r❡❛❞②

❝❛♣t✉r❡s ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣r❡s❡♥t ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡

❞✐♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r

✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞s t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡

t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡② ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♥❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r

❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❛t s♦♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧②

t✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✺✱ ✻❪ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❙❤♦❝❦✲

❧❡② ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❙✲s❤❛♣❡❞ ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡

❝✉r✈❡s s♦♠❡t✐♠❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✺✱ ✻✱ ✶✵✻✱ ✶✵✼❪✳ ❊✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲

t❡①t ♦❢ t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡② ♠♦❞❡❧ ♦r✱ ❜❡tt❡r ②❡t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s

t❡♠♣t✐♥❣ t♦ tr② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ s❡❡❦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣

♦❢ ❤♦✇ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♥❡❛r t❤❡ ❞♦♥♦r✲❛❝❝❡♣t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦

❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞✳

❖♥❡ t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s♣✐❝✉♦✉s❧② ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❡♥❡r❣② ❣❛♣✱ Eg✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

❬✶✵✽❪ ✭✐✮ t❤❛t ❛❧❧ ❛❜s♦r❜❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❛t ❡✈❡r②

♣❤♦t♦♥ ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣❛♣ Eg ✐s ❛❜s♦r❜❡❞✳ ■♥ t❤❡

♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ r❡s✉❧t ❬✶✵✾❪ t❤❛t✱

Voc ≤ Eg , ✭✺✳✹✼✮

✇✐t❤ ♥❡❛r ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ✐❞❡❛❧ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳ ❲❤✐❧❡ Voc ≈ Eg ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✹✹✮✱ ✇❡ ♠✉st r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❧✐♠✐t✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♣✱ ♦♥❧②

t❤❛t ❡✈❡r② ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❡❡❞s t❤❛t ❣❛♣✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❣❛♣

✐♥ r❡❛❧ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ s♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❚❤✉s ❛♥ ❡❛r❧② ♣❛♣❡r

♦❢ ❇r❛❜❡❝ ❡t ❛❧✳ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✮ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧

✭▲❯▼❖✮ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✇❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❣❛♣

✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✶✶✵❪✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❬✶✶✶✱ ✶✶✷❪✳ ❚❤✐s

s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❧❛tt❡r ✇♦r❦ ❬✶✶✸❪ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ♦❤♠✐❝ ❝♦♥t❛❝ts✱

Voc =
1

e

(
ǫD❍❖▼❖ − ǫA▲❯▼❖

)
+∆Vb , ✭✺✳✹✽✮

✇❤❡r❡ ■PD = −ǫD❍❖▼❖ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠♦✈❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✱ ❊❆A = −ǫA▲❯▼❖
✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✱ ❛♥❞ ∆Vb ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❢♦r

❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❢♦r

♦❤♠✐❝ ❝♦♥t❛❝ts ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❜❛♥❞ ♦✛s❡ts✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✽✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

♦❢ ❜❛♥❞ t❤❡♦r②✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✐t ✐s s✐♠♣❧② ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞♦♥♦r

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t②✱

Voc =
1

e
(❊❆A − ■PD) + ❝♦♥st❛♥t , ✭✺✳✹✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✏❝♦♥st❛♥t✑ ✐s ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❥✉♥❝✲

t✐♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✶✶✹❪✳✮



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✷✼

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✱ ❜② t❤❡ ❖❘●❆❱❖▲❚ ✭❖❘●❆♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❱❖▲❚✲

❛❣❡ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❣r❛♥t ❆◆❘✲✶✷✲▼❖◆❯✲✵✵✶✹✲✵✷ ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❆❣❡♥❝❡

◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❆◆❘✮ ✷✵✶✷ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▼♦❞è❧❡s ◆✉♠ér✐q✉❡s✳ ▼▲✱ P❑
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❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧

❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t

❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t ❇✐♥❞✐♥❣

✶✸✼



✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢

P❛r❛❧❧❡❧✲❙t❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❍❡rr✐♥❣❜♦♥❡ ❆❣❣r❡❣❛t❡s ♦❢ P❡♥t❛❝❡♥❡✿

❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t

❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚✐❣❤t ❇✐♥❞✐♥❣

❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ✶✱ ●❛❜r✐❡❧❛ ❈❛❧✐♥❛♦ ❈♦rr❡❛ ❬✶❪ ✷✱ ❙❛❝❤❛ ❏✉✐❧❧❛r❞ ✸ ✱

▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ✹✱

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ❚❤é♦r✐q✉❡✱❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭❉❈▼✮✱

■♥st✐t✉t ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ✭■❈▼●✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ●r❡♥♦❜❧❡✲❆❧♣❡s✱

✸✵✶ r✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❤✐♠✐❡✱ ❈❙ ✹✵✼✵✵✱ ✸✽✵✺✽ ●r❡♥♦❜❧❡ ❈❡❞❡① ✾✱ ❋r❛♥❝❡

❆❧❡①❛♥❞❡r ❍✉♠❡♥✐✉❦ ✺✱ ❘♦❧❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ✻✱

■♥st✐t✉t ❢ür ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ✉♥❞ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❈❤❡♠✐❡✱ ❏✉❧✐✉s✲▼❛①✐♠✐❧✐❛♥s ❯♥✐✈❡rs✐tät

❲ür③❜✉r❣✱

❊♠✐❧✲❋✐s❝❤❡r✲❙tr❛ÿ❡ ✹✷✱ ❉✲✾✼✵✼✹ ❲ür③❜✉r❣✱ ●❡r♠❛♥②

✶✳ ❛❧❛✳❞❛r❣❤♦✉t❅✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r
✷✳ ❣❝❝✼✸❅❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉
✸✳ s❛❝❤❛✳❥✉✐❧❧❛r❞❅✉♥✐✈✲s❛✈♦✐❡✳❢r
✹✳ ♠❛r❦✳❝❛s✐❞❛❅✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r
✺✳ ❛❧❡①❛♥❞❡r✳❤✉♠❡♥✐✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
✻✳ r♦❧❛♥❞✳♠✐tr✐❝❅✉♥✐✲✇✉❡r③❜✉r❣✳❞❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✸✾

❆❜str❛❝t

❊①❝✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❏✲❜❛♥❞s ✐♥ s♦❧✐❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①❝✐t♦♥

❜❛♥❞s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❜♦t❤ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❚❉✮ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡✲

♦r② ✭❉❋❚✮ ❛♥❞ ❢♦r ✐ts s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r ❚❉ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ❢♦r t❤r❡❡ r❡❛s♦♥s✿ ✭✐✮ s♦❧✐❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s

❛r❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥❧② ❜② ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

✇✐t❤ ❉❋❚ ❛♥❞ ❉❋❚❇✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❚❉✲❉❋❚

✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ✐♥ ❚❉✲❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♠✐①✐♥❣ ♠❛② ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥

❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②✱ ✐♥ t✉r♥✱ r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

❲❡ ❛ss❡ss ❤♦✇ ❢❛r ❚❉✲❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ❤❛✈❡ ♣r♦❣r❡ss❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❆♥❛❧②t✐❝

r❡s✉❧ts ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✲st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ❑❛s❤❛✬s ❡①❝✐t♦♥

♠♦❞❡❧ ❬❑❛s❤❛✱ ❘❛✇❧s✱ ❛♥❞ ❊❧✲❇❛②♦✉♠✐✱ P✉r❡ ❆♣♣❧✳ ❈❤❡♠✳ ✶✶✱ ✸✼✶ ✭✶✾✻✺✮❪ ✐♥ t❤❛t

✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r

❡①❝✐t♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞s

❤❛✈❡ ❛ ♠❛r❦❡❞❧② ❣r❡❛t❡r ❡✛❡❝t ♦♥ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t♦♥s t❤❛♥ ♦♥ ❡♥❡r❣②✲tr❛♥s❢❡r

❡①❝✐t♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✲st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s✳ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡

❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ♥❡❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝

❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥ ♦✈❡r❝♦rr❡❝✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❇✸▲❨P

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦r ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ❇✸▲❨P ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts

❢♦r ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛s ❥✉❞❣❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❇❡t❤❡✲❙❛❧♣❡t❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖❞❞❧② ❡♥♦✉❣❤ ❑❛s❤❛✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦

✇❤❡♥ ❛ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✛✲s❡t ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s✳

❚❤✐s ✐s tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣s ✐♥ ❑❛s❤❛✬s ♦r✐❣✐♥❛❧

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖✉r ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t

s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✳

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❢♦r ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲ t♦ ❧❛r❣❡✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ s✉❝❤ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❉❋❚

❤❛s ❧❛r❣❡❧② s✉♣♣❧❛♥t❡❞ t❤❡ ♦❧❞❡r ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ t❤❡♦r②✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❍❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✉♣ ❜② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣♦st✲❍❋ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦ ❉❋❚ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦♣✲

✉❧❛r✱ ♠❛❥♦r ❆❝❤✐❧❧❡s ❤❡❡❧s ♦❢ ❉❋❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r

♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❚❉✮ ❉❋❚ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t s✐♥❣❧❡✲

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲ ❛♥❞ ❧❛r❣❡✲

s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❇✉t ❚❉✲❉❋❚ ✐♥❤❡r✐ts ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❉❋❚✱ ✇✐t❤ ❛

❢❡✇ ♠♦r❡ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ❬✷✱ ✸❪✳ ❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇

❛r❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ ❉❋❚ ❛♥❞ ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ✇❤✐❝❤ ✭❛s s❤♦✉❧❞

❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❉❋❚ ❛♥❞ t♦ ❚❉✲❉❋❚✮ ✐♥❤❡r✐t ♠❛♥② ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t❤❡✐r ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ●❡♥❡r❛❧ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❣♦♦❞

s❝❛❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ t♦ ♠❛❦❡ ❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚ ✭✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✮ ❛♥❞ ❉❋❚❇ ❛♥❞

❚❉✲❉❋❚❇ ✭❢♦r st✐❧❧ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s✮ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❛t♦♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦r✲

❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ♣r❡s❡♥t

r❡❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡r♥

❉❋❚✱ ❚❉✲❉❋❚✱ ❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ s♦❧✐❞

♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞

✐♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳

❖r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥

❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❜✐♥❞✐♥❣ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦❣❡t❤❡r ❛r❡ ♣✉r❡❧② ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ■t ✐s t❤✉s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ❜❡

❛❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r❝❡s✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧

❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❉❆✮✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭●●❆s✮✱ ♠❡t❛✲

●●❆s✱ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❢❛✐❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✏❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡✑ ❛s♣❡❝t ♦❢

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ♥♦♥♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ P❡r❤❛♣s ✐r♦♥✐❝❛❧❧②✱ C6 ✈❛♥ ❞❡r

❲❛❛❧s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✖ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r❝❡s ✖ ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❜② ❚❉✲❉❋❚✳ ❆t t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✇❛② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r❝❡s ✐♥

❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s t♦ ❛❞❞ ♦♥ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✹❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦

✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❋❚ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ C6 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❖r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s r❡❧✐❡s ✉♣♦♥ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❍♦✇❡✈❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡

❝❛rr✐❡rs ♠❛② ❜❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ ❝❤❛r❣❡✲♥❡✉tr❛❧ ♣❛❝❦❡t ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡①❝✐t♦♥✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞✲♠❛tt❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❡①❝✐t♦♥s ❛r❡ ❜♦r♥ ❛s ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✏❡①❝✐t♦♥ str✉❝t✉r❡✑ ❛♥❞ ✏❡①❝✐t♦♥

❞②♥❛♠✐❝s✑ ✭♣✳ ✺ ❘❡❢✳ ❬✺❪✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❡①❝✐t♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ♠♦r❡

❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✖ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ✖ ✇❤✐❧❡

❡①❝✐t♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❢❛❧❧s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✹✶

tr❛♥s♣♦rt ❬✻❪✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❡♠✐♥❣❧② ♥❛rr♦✇ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ str✉❝t✉r❡✱ ❡①❝✐t♦♥s

s❡❡♠ t♦ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐♥❣s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡♦♣❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝✐sts

♠❛② s❡❡♠ t♦ r❡q✉✐r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✭❝r②st❛❧✮ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✺❪ ✐♥ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

❡①❝✐t♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❝❤❡♠✐sts ❬✼✱ ✽❪ ❛♥❞ ❜✐♦❝❤❡♠✐sts ❬✾❪ ❞♦ ♥♦t✳

❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♦❧✐❞s ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦r✲

t❛♥t✳ ❋r❡♥❦❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ t❡r♠ ✏❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡ts✑ ✐♥ ❤✐s ❡❛r❧② st✉❞② ♦❢ t❤❡

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❤❡❛t ✐♥ s♦❧✐❞s ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❯♥❧✐❦❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❢t❡♥ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛②

❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛ s♦❧✐❞ ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♣❤♦t♦♥✳

▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s s❤♦✉❧❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡

❝r②st❛❧ ❛♥❞ s♦ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❨❡t ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡✱ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❤♦t♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞

❧♦❝❛❧❧②✳ ❍♦✇ ♠❛② t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

❝r②st❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠s❄ ❋r❡♥❦❡❧✬s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡ts r❡s♦❧✈❡❞

t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t ♣❛r❛❞♦① ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s

t♦ ❢♦r♠ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ s♦

❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ tr❡❛t❡❞ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤✐s✱

✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐s t❤❡ ❋r❡♥❦❡❧ ❡①❝✐t♦♥ ✭❋❘✮✳ ❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ✖ t❤❡

❲❛♥♥✐❡r✲▼♦tt ❡①❝✐t♦♥ ✭❲▼✮ ❬✶✷❪ ✖ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ♠❡t❛❧s ❛♥❞ s❡♠✐❝♦♥✲

❞✉❝t♦rs✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❋❘s ❛♥❞

❲▼s ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠s ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝r②st❛❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t✱ ❤❛✈✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r

❝❤❛r❣❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤❡ ❋❘s ❛♥❞ ❲▼s

❢♦r♠ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❡①❝✐t♦♥s ❜❡✐♥❣ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥❜❡t✇❡❡♥ ❬✺❪✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛

s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝✐st✱ ❛♥ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

❛ s♦❧✐❞✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✉♣♦♥ ❋r❡♥❦❡❧ ❡①❝✐t♦♥s ❛r❡ ❉❛✈②❞♦✈ ❡①❝✐t♦♥s ❬✶✸✱ ✶✹❪ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

P❤②s✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐sts ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝✐sts s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡①❝✐t♦♥

✐❞❡❛ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t❤❛♥ ❞✐❞ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝✐sts✱ ♥❛♠❡❧② ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❡❛r✲

❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ s♣❡❝tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞②❡s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

■❢ ♥❡✇ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦s ❛♣♣❡❛r ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡② ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❏✲❜❛♥❞s

❬✶✺❪ ✭❏ ❢♦r ❏❡❧❧② ❬✶✻✱ ✶✼❪ ✇❤♦✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❙❝❤❡✐❜❡ ❬✶✽✱ ✶✾❪ ✇❡r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst

t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✮❀ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣❡❛❦s ❛♣♣❡❛r ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡②

❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❍✲❜❛♥❞s ✭❍ ❢♦r ❤②♣s♦❝❤r♦♠✐❝✮✳ ❑❛s❤❛ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ✇❡r❡ ❛❜❧❡

t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛♥❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

✐❞❡❛s ✉s❡❞ ❜② ❉❛✈②❞♦✈ ❢♦r s♦❧✐❞s ❬✼✱ ✽❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t♦♥s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ✭❉❙✮ ♦❢ ♦t❤❡r✇✐s❡



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s t❤✉s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✱ ♥♦t ❥✉st ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❧②✱ ✐❢ t❤❡

❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ ❏✲ ♦r ❍✲❜❛♥❞ ❉❙✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✲

♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❉❋❚ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●●❆s✱ ❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞s✱ ❛♥❞

r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞s✳

❨❡t ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❛s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ▲❊✮✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s tr❛♥s❢❡r✐♥❣ ❝❤❛r❣❡

❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ❛ ♥❡❛r❜② ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✱ ❈❚✮✳ ❆s ❋❘s r❡s✉❧t ❢r♦♠

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ▲❊s✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ t❤❛t ❈❚ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❏✲ ♦r

❍✲❜❛♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❈❚ ❛♥❞ ▲❊s ♠✐①✱ ❛s ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ♦❝❝✉r

✐♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❬✷✵❪✳

❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s ❢♦r ✉♥❞❡r❡st✐✲

♠❛t✐♥❣ ❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❝❧❡❛r❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❉r❡✉✇✱ ❲❡✐s♠❛♥✱

❛♥❞ ❍❡❛❞✲●♦r❞♦♥ ✐♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r ♦❢ ✷✵✵✸ ❬✷✶❪ ❜✉t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r

♣❛♣❡r ❜② ❚♦③❡r ❡t ❛❧✳ ✐♥ ✶✾✾✾ ❬✷✷❪✳ ▲❛t❡r s❡✈❡r❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡r❡ s✉❣❣❡st❡❞ t♦

❦♥♦✇ ✇❤❡♥ ❈❚ ✇❛s ❧✐❦❡❧② t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❚❉✲❉❋❚ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥

♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ Λ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾❪✳

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝s ❡✈♦❧✈❡❞ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠✉st ❤❛✈❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ✉❧tr❛♥♦♥❧♦✲

❝❛❧✐t② ✐❢ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛r❡ t♦ ❢❡❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞

❜② ❝❤❛r❣❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝✳ ❚❤✐s ❧❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥

♦❢ ❝✉rr❡♥t ✐♥t♦ ❚❉✲❉❋❚ ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✉❧tr❛♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❦❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥

✇❤② ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❡①❝✐t♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ s♦❧✐❞ ❛r❣♦♥ ❬✸✶❪✳ ❙❤❛r♠❛ ❡t

❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♣♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❚❉✲❉❋❚ s♣❡❝tr❛ ❢♦r s♦❧✐❞s ❬✸✷❪✳

❯❧❧r✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❢♦r ❜❡tt❡r

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥s ✐♥ ❝r②st❛❧ s♣❡❝tr❛ ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❚❉✲❉❋❚ ✐s t♦ ✉s❡ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞

❤②❜r✐❞s ✭❘❙❍s✮ ❛s t❤❡s❡ ❝❛♥ ✏♠❡❡t t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✑ ❬✸✻❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥

t❤❡✐r ❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ✷✵✶✵✱ ❲♦♥❣ ❛♥❞ ❍s✐❡❤ ❛r❣✉❡❞ str♦♥❣❧② ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘❙❍s ❢♦r t❤❡

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♦❧✐❣♦❛❝❡♥❡s ❬✸✼❪✳ ❲❤✐❧❡

❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✱ t❤❛t st✉❞② ✐s ❛❧s♦ ❛ ❜✐t ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

r❡❢❡rs t♦ ❡①❝✐t♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦♥❞❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❝♦♥❝❡r♥ ❤❡r❡

✐s ✇✐t❤ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❤❡❧❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s

❢♦r❝❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✇❡ ❝♦♥❝✉r ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❘❙❍s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥s✳

❚✇♦ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✇✐t❤ ❚❉✲❉❋❚ s❤♦✉❧❞ ❜❡

♠❡♥t✐♦♥♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s s✉❜s②st❡♠ ❚❉✲❉❋❚ ❬✸✽✱ ✸✾❪ ✇❤✐❝❤ ❣r❡✇ ♦✉t ♦❢ ❛ ❧✐tt❧❡ ❛rt✐❝❧❡ ❜②

❈❛s✐❞❛ ❛♥❞ ❲❡s♦➟♦✇s❦✐ ❬✹✵❪ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❚❉✲❉❋❚ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ s✉❜s②st❡♠



❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✶✹✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❚✇♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✲st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ✐❞❡❛s

♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥✐♥❣ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♠❛❞❡ ✉♣

♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡s✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧❜❡✐t ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥

♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✶❪✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♦❢

t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ❛ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✭❛♥❞ ♦♥✲❣♦✐♥❣✮ ✇♦r❦ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱ ♦✉r

♣r✐♠❛r② ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥ ❚❉✲❉❋❚❇✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② s❡❡❦s t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❤♦✇ ✇❡❧❧ st❛t❡✲

♦❢✲t❤❡✲❛rt ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♠✐♠✐❝ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❙❍s✱ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♣❡♥✲

t❛❝❡♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❆s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣♦❛❧ ✐s ❛❧s♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♣r✐♠❛r✐❧②

♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧② s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ t❤❡♥

❞♦ ❣♦ ♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ♦✉r t❡sts t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♦❧✐❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦❧❞✱ ❜✉t st✐❧❧ ❢❛✐r❧② ♣♦♣✉❧❛r✱ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❬✹✷❪ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤

✐s ❦♥♦✇♥ t♦ s❤♦✇ ❏✲❜❛♥❞s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ r❡✈✐❡✇s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❜❛s✐❝

t❤❡♦r② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❙❡❝✳ ✻✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❤♦✇ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥❞ ❙❡❝✳ ✻✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝✳ ✻✳✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✻✳✷ ❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❡①❝✐t♦♥✐❝ s②st❡♠s ✭❡✳❣✳✱ s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✹✸❪✮✳ ■♥❞❡❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② ❡①❝✐t♦♥✐❝

❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r❀ ✇❤❛t ♠❛② ❜❡ t❛❦❡♥ ❛t ✜rst ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✱ ♠❛②

t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❜❡

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝❛r❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ t❡r♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❝✐t♦♥✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞✱



✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❊t❤②❧❡♥❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍✮ ❛♥❞ ❧♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞
♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭▲✮✳

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❡❡❦ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✈✐❛ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ❤♦✇ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✉s✐♥❣ ▼❖s✱ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❛ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ♠❛② ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞

❛♥❞ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✭♠❛✐♥❧②✮ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐③❡❞

♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ ❝r❡❛t❡ ❊❚ ❛♥❞ ❈❚ ❡①❝✐t♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ s❤♦✇

❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❑❛s❤❛✬s ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✽❪

❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧②✲❡①❝✐t❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦✈❡r ▼❖s✳ ❋♦r

❝♦♥❝r❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr❡❛t t❤❡ π s②st❡♠ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✲st❛❝❦❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ❡t❤②❧❡♥❡

✭❋✐❣✳ ✻✳✶✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ tr❡❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✺ t❤❛t ✇❡

✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧❧②✲st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ t♦ ❤❡❧♣

✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✲st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s✳

✻✳✷✳✶ ▼♦♥♦♠❡r

❚❤❡ ▼❖s ♦❢ t❤❡ π s②st❡♠ ♦❢ ❡t❤②❧❡♥❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✳ ▼❖ s②♠♠❡tr✐❡s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐♦♥ ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞

❈❤❡♠✐str② ✭■❯P❆❈✮ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❬✹✹✱ ✹✺❪ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦✇❡st

❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ✉s ✐s t❤❡ s❦❡t❝❤

♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ψH(r)ψL(r) ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ~µHL✳ ❍❡r❡ ❍ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ▲ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

❚❤✐s ✐s ❡✈✐❞❡♥t❧② ❛ t✇♦✲♦r❜✐t❛❧ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❚❖❚❊▼✱ ❋✐❣✳ ✻✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❚❖❚❊▼✱ ❜✉t s♣✐♥ s②♠♠❡tr② ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥t♦ ❛❝✲

❝♦✉♥t✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡



❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✶✹✺

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❚✇♦✲♦r❜✐t❛❧ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❚❖❚❊▼✮✳

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t Φ t♦ t❤❡ st❛t❡✱

1(H,L) =
1√
2

(

â†LαâHα + â†LβâHβ

)

Φ , ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β r❡❢❡r t♦ s♣✐♥ st❛t❡s ✭✐✳❡✳✱ s♣✐♥ ✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥ ❞♦✇♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥ t❤❡

s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚❖❚❊▼✱ ✇❡ ♠❛② ❥✉st ✇r✐t❡

1(H,L) =
1√
2

(
|H, L̄|+ |L, H̄|

)

=

[
1√
2
(H(1)L(2) + L(1)H(2))

]

×
[

1√
2
(α(1)β(2)− β(1)α(2))

]

. ✭✻✳✷✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ t❤r❡❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ▼❖ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t✇♦ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❤✐t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ p ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❣r❡② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♣❛rts✳
❖✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❖s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ▼❖s✳

❝♦✉♣❧✐♥❣✱

3(H,L)MS=+1 = |H,L|

=

[
1√
2
(H(1)L(2)− L(1)H(2))

]

× [α(1)α(2)]

3(H,L)MS=0 =
1√
2

(
|H, L̄| − |L, H̄|

)

=

[
1√
2
(H(1)L(2)− L(1)H(2))

]

×
[

1√
2
(α(1)β(2) + β(1)α(2))

]

3(H,L)MS=−1 = |H̄, L̄|

=

[
1√
2
(H(1)L(2)− L(1)H(2))

]

× [β(1)β(2)] , ✭✻✳✸✮

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥ ✉s ❤❡r❡✳



❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✶✹✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❚❤❡ ❢♦✉r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ✭❚❖❚❊▼✮2 ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✳

✻✳✷✳✷ ❉✐♠❡r

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ tr❡❛t t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s s②st❡♠

❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❬✹✻✱ ✹✼✱ ✹✽✱ ✹✾❪ ❛♥❞ ❛t

❛ ❣r❡❛t❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❛t ♥❡❡❞❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ tr② t♦ ❦❡❡♣ ♦✉r

❛♥❛❧②s✐s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

s♦ t❤❛t ✇❡ ♠❛② ❣♦ t♦ tr✐♠❡rs ❛♥❞ ♦❧✐❣♦♠❡rs✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥

✐s ♠♦st ❝♦rr❡❝t ♦♥❧② ❛t ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐♠❡r ▼❖ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❋✐❣✳ ✻✳✹✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❍❡r❡✱ ❛❢t❡r ♦r❞❡r✐♥❣ ▼❖s ❜② ❡♥❡r❣②✱ ❍✲n ✐s

t❤❡ nt❤ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ▼❖ ❜❡❧♦✇ ❍ ❛♥❞ ▲✰n ✐s t❤❡ nt❤ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ▼❖ ❛❜♦✈❡ ▲✳ ❆s

❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❛❧ ♣❧❛♥❡s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ▼❖ ❡♥❡r❣②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡

♠✐❣❤t t❤✐♥❦ ♦❢ t❤✐s ❛s ❛ ❢♦✉r✲♦r❜✐t❛❧ ❢♦✉r✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤✐♥❦ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s ✭❚❖❚❊▼✮2 ❢♦r ❡✈✐❞❡♥t r❡❛s♦♥s✳

❇♦t❤ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❊❚✮ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✭❈❚✮ ❡①❝✐t♦♥s ✇✐❧❧ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ ♦✉r

❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❣❧❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ✭❚❖❚❊▼✮2 ❢r♦♠

t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▼❖s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❡❛❦❧②✲

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❊①❝✐t♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡✲❡①♣r❡ss

t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

▼❖s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜✉t r❛t❤❡r ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊❚ ❛♥❞ ❈❚ ❡①❝✐t♦♥s

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼❖s ✭❍1 ❛♥❞ ▲1✮ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ▼❖s ✭❍2 ❛♥❞ ▲2✮ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✷✳



✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❊①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✭❚❖❚❊▼✮2 ♠♦❞❡❧✳
■♥ ❡❛❝❤ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦①✱ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼❖s ✐♥
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✶ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼❖s ✐♥
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✷✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐✈✐❞❡ ♥❡❛t❧② ✐♥t♦ t✇♦ s②♠♠❡tr② t②♣❡s✱ ♥❛♠❡❧②

B1u ❛♥❞ B3g✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛s ♦♥❧② ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr②

♠❛② ♠✐①✳ P❤②s✐❝❛❧❧② r❡✲❡①♣r❡ss✐♥❣ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊❚ ❛♥❞ ❈❚

❡①❝✐t♦♥s ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❧✐❜❡rt② ✖ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ q✉❛s✐❞❡❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡s ✖ t❤❛t ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ❝❛♥

❜❡ r❡✲❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r t❤❡ B3g

tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✜rst B3g tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❤❡❛✈✐❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②

t❤❡ 1(H,L) ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ B3g tr❛♥s✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②

t❤❡ 1(H − 1, L+ 1) ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ B3g tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝❛❧❧②

❞❛r❦✳ ❙♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❥✉st ❣♦ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t♦ t❤❡ B1u ♦r❜✐t❛❧s✳

❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ B1u tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱

Ψ = c1
1(H,L+ 1) + c2

1(H − 1, L) . ✭✻✳✹✮

❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ▼❖s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ▼❖s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛s

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✹ ❧❡❛❞s t♦✱

Ψ =
c1 + c2√

2
❊❚12 +

c1 − c2√
2

❈❚12 , ✭✻✳✺✮



❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✶✹✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❑❛s❤❛✬s t❤❡♦r② ❢♦r t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

✇❤❡r❡✱

❊❚12 =
1√
2

[
1(H1, L1) +

1 (H2, L2)
]

✭✻✳✻✮

✐s t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❊❚ ❡①❝✐t♦♥ ❛♥❞✱

❈❚12 =
1√
2

[
1(H1, L2) +

1 (H2, L1)
]

✭✻✳✼✮

✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❚ ❡①❝✐t♦♥✳ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♠❛❦❡ ♥♦ ❛tt❡♠♣t

t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❋örst❡r ❛♥❞ ❉❡①t❡r ❊❚ ❡①❝✐t♦♥s✳✮ P❤②s✐❝❛❧❧② ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡
1(H − 1, L) ❛♥❞ 1(H,L + 1) tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ q✉❛s✐❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✭✐✳❡✳✱ c1 ≈ c2✮ ❛s ♦❢✲

t❡♥ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ π s②st❡♠✳ ❑❛s❤❛✬s t❤❡♦r② ✐s

r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢♦r ❡①❛❝t ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ c1 = ±c2 = 1/
√
2✮✳ ❆s ❑❛s❤❛✬s t❤❡♦r②

♣r❡❞✐❝ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ s❡❡ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥

♣❡❛❦ ❜❧✉❡✲s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐♠❡r ❊❚12 ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✼✳ ■t ✐s

s♣❧✐t ❢r♦♠ ❞✐♣♦❧❡✲❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❈❚12 ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❊❚ ❛♥❞ ❈❚ st❛t❡s ✐s t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ✭❉❙ ❂ ❊❚ ✲ ❈❚✮✳

❑❛s❤❛✬s t❤❡♦r② ♠❛② ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s❤♦✇ ❛ r❡❞ s❤✐❢t ✉♣♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

❤❡❛❞✲t♦✲t❛✐❧ ❞✐♠❡rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❈❚ st❛t❡ ✐s ❜r✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❊❚ st❛t❡ ✐s ❞❛r❦ ❬✽❪✳ ❖t❤❡r

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ t✇♦ ♣❡❛❦s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❉❙ ✇❤♦s❡ r❡❧❛t✐✈❡

✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r ❬✽❪✳



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ▼❖ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤r❡❡ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❤✐t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ p ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❣r❡② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♣❛rts✳
❖✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❖s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ▼❖s✳

✻✳✷✳✸ ❚r✐♠❡r

❚❤r❡❡ st❛❝❦❡❞ tr✐♠❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❦❡② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥

♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ♦✉t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s

❛s②♠♠❡tr② ♠❡❛♥s t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r❜✐❞❞❡♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❛r❦✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠❛② ♥♦✇

❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜r✐❣❤t✱ ✐♥ t❤❡ tr✐♠❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ✭❚❖❚❊▼✮3 ▼❖s

❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❍ü❝❦❡❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡♥②❧ r❛❞✐❝❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ s❤♦✇ t❤❡ ♥✐♥❡ s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❖♥❧② t❤❡ ✜✈❡ B1u tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ s②♠✲

♠❡tr② ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s

❢♦r t❤❡ ✜✈❡ s②♠♠❡tr②✲❛❧❧♦✇❡❞ s✐♥❣❧❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤✉s r❡str✐❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② t❤❡s❡ st❛t❡s✱

Ψ = c1
1(H,L) + c2

1(H,L+ 2) + c3
1(H − 1, L+ 1)

+ c4
1(H − 2, L) + c5

1(H − 2, L+ 2) . ✭✻✳✽✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡s❡

✜✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❧② t❤❡ 1(H,L + 2)✱ 1(H − 1, H + 1)✱ ❛♥❞
1(H−2, L) st❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠✐① t♦ ❢♦r♠ ♣❛✐r✇✐s❡ ❊❚



❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✶✺✶

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ ❚❤❡ ♥✐♥❡ s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡✐r s②♠♠❡tr② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✕ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ s②♠♠❡tr② ❛❧❧♦✇❡❞ B1u s✐♥❣❧❡t
❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❛♥❞ ❈❚ ❡①❝✐t♦♥s✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✱

Ψ = c1
1(H,L)

+
3c2 + 2c3 + 3c4

2
√
6

(
❊❚12 + ❊❚23√

3

)

+

√

2

3
c3

{√
3

2

[

❊❚13 −
1

3
(❊❚12 + ❊❚23)

]}

+
c2 − c4√

2

(
❈❚12 + ❈❚23√

2

)

+
c2 − 2c3 + c4

2
√
2

❈❚13

+ c5
1(H − 2, L+ 2) , ✭✻✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊qs✳ ✭✻✳✻✮ ❛♥❞

✭✻✳✼✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❚♦ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡
1(H,L) ✐s t♦♦ ❧♦✇ ✐♥ ❡♥❡r❣② t♦ ♠✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ❛♥❞ 1(H−2, L+2) ✐s t♦♦ ❤✐❣❤

✐♥ ❡♥❡r❣② t♦ ♠✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s✳ ❚❤❡ ❊❚ ❛♥❞ ❈❚ ❡①❝✐t♦♥s ❧✐❡ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡

✐♥ ❡♥❡r❣②✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❈❚ t❡r♠s ✈❛♥✐s❤ ✐❢ c3 = c4 = c5 ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ ❜❡ ♦❢t❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❝❛s❡✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❊❚ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ 〈❊❚12|❊❚23〉 = 〈 1(H2, L2)| 1(H2, L2)〉/2 =

1/2✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❊❚ t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r♦✉♣❡❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st❛❝❦

❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❡♥❡r❣② ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❢❡r❡❞✳

❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✺ ❢♦r t❤❡ tr✐♠❡r ♦❢ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❚❉✲

❉❋❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s t♦ ❑❛s❤❛✬s ♠♦❞❡❧✿ ✭✐✮ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ▼❖

❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s 1(H,L)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡

▼❖s t❤❛♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ▼❖s ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❈❚ ❡①❝✐t♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ r❡❛❧✐t② ❊❚ ❛♥❞ ❈❚ t❡r♠s s❤♦✉❧❞ ♠✐①✳

❚❤❡ st❛❝❦❡❞ tr✐♠❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ✐♥t❡r❛❝t✲

✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆s s✉❝❤✱ ✐t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❡①❝✐t♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭1↔ 2 ❛♥❞ 2↔ 3✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮ s❤♦✇s

t❤❛t ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ 1↔ 3 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❈❚13 ❛♥❞ ❊❚13 ❛♥❞ t❤❡✐r r❡q✉✐r❡❞ ♦rt❤♦❣♦✲

♥❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s✮ ❧❡❛❞s t♦ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❊❚

❛♥❞ ♦♥❡ ❈❚ ♣❡❛❦✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ 1↔ 3 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❛♥❞ ❉❛✈②❞♦✈ ♠✉❧t✐♣❧❡ts ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳



❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✶✺✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✕ P❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉r st❛❝❦❡❞
❡t❤②❧❡♥❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

✻✳✷✳✹ ❍✐❣❤❡r ❖❧✐❣♦♠❡rs

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s t♦ ✭❚❖❚❊▼✮N ❢♦r N > 2 ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ str❛✐❣❤t❢♦r✲

✇❛r❞ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡

t♦ ❡①♣❡❝t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ❧❛②❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❚❤✉s ✇❡ ♠❛② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✺ s❤♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇

♠♦st ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ✇❤❡♥ N = 3 t❤❛t ❛r❡ s❡❡♥ ❢♦r st✐❧❧ ❧❛r❣❡r

✈❛❧✉❡s ♦❢ N ✳

❲❡ ♠❛② ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ❢✉rt❤❡r ❜② ❛ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✶✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②

❥✉st ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐♠♣❧❡ ❍ü❝❦❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡❧② ❢❛♠✐❧✐❛r t♦ ◗✉❛♥✲

t✉♠ ❈❤❡♠✐sts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②♠♠❡tr② ❛❞❛♣t❡❞ ❧✐♥❡❛r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♠❛② t❛❦❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❣❡tt✐♥❣ ✉s❡❞ t♦✳

❚♦ ❝❛rr② ♦✉t ♦✉r t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ t✇♦ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ▼❖s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ χµ(~r) ❛r❡

❧♦♦❦❡❞ ♦♥ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❧♦❝❛❧ ❆❖s ✭▲❆❖s✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡♠ ❣✐✈❡s ✉s ❛ s❡t ♦❢ ✭❚❖❚❊▼✮2

▼❖s ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ▼❖s ✭▲▼❖s✮

ψi(~r) =
∑

µ

χµ(~r)cµ,i . ✭✻✳✶✵✮



✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

P❡r✐♦❞✐❝ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝r②st❛❧ ▼❖s ✭❈▼❖s✮

ψi(~r;~k) =
∑

~R

ψi(~r − ~R)ei
~k·~R , ✭✻✳✶✶✮

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✱

ψi(~r;~k) =
∑

µ

χµ(~r;~k)cµ,i(~k) , ✭✻✳✶✷✮

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝r②st❛❧ ❆❖s ✭❈❆❖s✮✱

χµ(~r;~k) =
1√
N
χµ(~r − ~R)ei

~k·~R . ✭✻✳✶✸✮

❚❤❡ ❢❛❝t♦r N ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ✏✜♥✐t❡

❝r②st❛❧✳✑ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❜✉t ✐t ♥♦t r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡

✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~k s❡r✈❡s ❜♦t❤ ❛s ❛ s②♠♠❡tr② ❧❛❜❡❧ ❛♥❞ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s♦rt ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ~k✲❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❈▼❖

♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

h(~k)~ci(~k) = ǫi(~k)s(~k)~ci(~k) , ✭✻✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

sµ,ν(~k) =
∑

~R

s(
~R)

µ,ν e
i~k·~R

s(
~R)

µ,ν =

∫

V=NΩ

χ∗µ(~r + ~R)χν(~r) d~r , ✭✻✳✶✺✮

❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

hµ,ν(~k) =
∑

~R

h(
~R)

µ,ν e
i~k·~R

h(
~R)

µ,ν =

∫

V=NΩ

χ∗µ(~r + ~R)ĥχν(~r) d~r . ✭✻✳✶✻✮

❍❡r❡ Ω ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥❞ NΩ ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ✏✜♥✐t❡

❝r②st❛❧✳✑

❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ s❡✈❡r❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♦♥❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❛

♥✉♠❜❡r k s✐♥❝❡ ♦✉r s②st❡♠ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭y✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇

t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛tr✐① s(k) ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❚❤❡

❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① h(k) ✐s t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥✲s✐❣❤t ✭✐✳❡✳✱ ❝♦✉❧♦♠❜✮ ✐♥t❡✲

❣r❛❧ α ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ r❡s♦♥❛♥❝❡✮ ✐♥t❡❣r❛❧s β ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ p ♦r❜✐t❛❧s ✇✐t❤✐♥



❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✶✺✺

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✕ ❇❛♥❞s ❢♦r t❤❡ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ α = 0✱ β =
−1✱ ❛♥❞ γ = 0.1✳ ❚❤❡ ♣❛✐r❡❞ ❛rr♦✇s ✭↑↓✮ ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✜❧❧❡❞ ❜❛♥❞s ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❢❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✳

❡❛❝❤ ❡t❤②❧❡♥❡s ❛♥❞ γ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t p ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t α, β < 0 ❜✉t t❤❛t γ > 0 ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

✈❡❝t♦r ~R ✐s Y s♦ t❤❛t

h(k) =
∑

Y

h(Y )eikY . ✭✻✳✶✼✮

✇❤❡r❡✱

h(Y ) =

[

A B

C A

]

A =

[

αδY,0 βδY,0

βδY,0 αδY,0

]

B =

[

0 γ (δY,0 + δY,+a)

γ (δY,0 + δY,+a) 0

]

C =

[

0 γ (δY,0 + δY,−a)

γ (δY,0 + δY,−a)

]

, ✭✻✳✶✽✮

❛♥❞ a ✐s t❤❡ y✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❛✲



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 2a✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮ t♦ ❊q✳ ✭✻✳✶✽✮ t❤❡♥ ❣✐✈❡s t❤❛t

h(k) =

[

A B(k)

C(k) A

]

A =

[

α β

β α

]

B(k) =

[

0 γ
(
1 + ei2ka

)

γ
(
1 + ei2ka

)
0

]

C(k) =

[

0 γ
(
1 + e−i2ka

)

γ
(
1 + e−i2ka

)
0

]

. ✭✻✳✶✾✮

❚❤✐s ❤❛s ❢♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧②✿

ǫ1(k) = α + β + 2γ cos(ka) ↔ ~c1(k) =









1

1

+z∗/|z|
+z∗|z|









ǫ2(k) = α + β − 2γ cos(ka) ↔ ~c2(k) =









1

1

−z∗/|z|
−z∗//|z|









ǫ3(k) = α− β − 2γ cos(ka) ↔ ~c3(k) =









1

−1
+z∗/|z|
−z∗/|z|









ǫ4(k) = α− β + 2γ cos(ka) ↔ ~c4(k) =









1

−1
−z∗/|z|
+z∗/|z|









,

✭✻✳✷✵✮

✇❤❡r❡✱

z = 1 + ei2ka . ✭✻✳✷✶✮

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❜❛♥❞ s②st❡♠✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ Γ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♥♦ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❧❧♦✇❡❞

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❛rr♦✇s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈▼❖s ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✸✮



❊①❝✐t♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✶✺✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✕ ❚❤❡ ❈▼❖s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧②✲❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ✭❚❖❚❊▼✮N ❛t t❤❡
Γ✲♣♦✐♥t✳

❜❡❛r ❛ ❝❧♦s❡ r❡s❡♠❜❧❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ▼❖s ♦❢ t❤❡ ✭❚❖❚❊▼✮2 ❞✐♠❡r ✭❋✐❣✳ ✻✳✺✮✱ s❤♦✇✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ✭❚❖❚❊▼✮2 ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✭❚❖❚❊▼✮N ❝❛s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ✭❚❖❚❊▼✮2

❞✐♠❡r✳ ❚❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ✐s t❤❡♥✱

h(k) =

[

A B

B A

]

A =

[

α β

β α

]

B =

[

0 γ

γ 0

]

, ✭✻✳✷✷✮



✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❢♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s✱

ǫ1 = α + β + γ ↔ ~c1 =









1

1

1

1









ǫ2 = α + β − γ ↔ ~c2 =









1

1

−1
−1









ǫ3 = α− β − γ ↔ ~c3 =









1

−1
1

−1









ǫ4(k) = α− β + γ ↔ ~c4 =









1

−1
−1
1









. ✭✻✳✷✸✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠ ✭❚❖❚❊▼✮N ✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❜② γ ✐♥ ✭❚❖❚❊▼✮2 r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜② 2γ ✐♥ ✭❚❖❚❊▼✮N ✱

❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❡t❤②❧❡♥❡ ✐♥ ✭❚❖❚❊▼✮2 ✐s ♦♥❧② ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦t❤❡r ❡t❤②❧❡♥❡✱

✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ❡t❤②❧❡♥❡ ✐♥ ✭❚❖❚❊▼✮N ✐s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t✇♦ ♦t❤❡r ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❦❡② ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ✭❚❖❚❊▼✮2 ❛♥❞ ✭❚❖❚❊▼✮N ✱

❧❡♥❞✐♥❣ r❡❛ss✉r❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s

❢♦r ❧❛r❣❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦s ♦❢ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲

♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ s♠❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❉❛✈②❞♦✈ ♠✉❧t✐♣❧❡ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦✉r s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❋r❡♥❦❡❧ ❡①❝✐t♦♥s ✐♥ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝ st✉❞② ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ❞✐♠❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❙❡❝✳ ✻✳✺✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❛♣♣❧② t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛♠❡rs ❛♥❞ ✉s❡ ✐t t♦ ❣❛✐♥ ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦

❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ✇♦r❦✳

✻✳✸ ✭❚❉✲✮❉❋❚ ❆◆❉ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦✉r st✉❞② ♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲

❛rt ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♠✐♠✐❝ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s



✭❚❉✲✮❉❋❚ ❆◆❉ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ✶✺✾

s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

✭❚❉✲✮❉❋❚ st✉❞② ❛♥❞ ✇❤❛t

✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ t❡st✐♥❣ ❡①✐st❛♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥

♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ r❡✈✐❡✇ s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡

♦❢ t❤✐s t♦ ❦❡❡♣ ♦✉r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜r✐❡❢ ✭❡✈❡♥ ❥✉st s❝❤❡♠❛t✐❝✮ ❜✉t ✇✐❧❧ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r

❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦r t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡s✳ ❍❛rtr❡❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts

✭~ = me = e = 1✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳

✻✳✸✳✶ ❉❋❚

❍♦❤❡♥❜❡r❣✲❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❉❋❚ ❬✺✵✱ ✺✶❪ ✐s ♥♦✇ s♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❧✐tt❧❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡

s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❛s✐❝s✳ ❋♦r t❤♦s❡ s❡❡❦✐♥❣ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s

♦❢ ❉❋❚✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❘❡❢s✳ ❬✺✷✱ ✺✸✱ ✺✹❪✳ ❖✉r ✐♥t❡♥t ❤❡r❡ ✐s ♠❛✐♥❧② t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞

✇❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤♦s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♠❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝s ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❉❋❚ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ♦❢ N ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ v❡①t ✇✐t❤ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s s②st❡♠ ♦❢ N ♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vs ✭s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡

♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ψi ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs

❛s ni✳ ❚❤❡s❡ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✱

〈ψi|ψj〉 = δi,j . ✭✻✳✷✹✮

◆♦r♠❛❧❧② ni ✐s ③❡r♦ ♦r ♦♥❡ ❜✉t ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②

♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥✱

γ(1, 2) =
∑

i

ψi(1)niψ
∗
i (2) , ✭✻✳✷✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛❧ i = 1, 2, · · · st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ it❤

❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✱

ρ(1) = γ(1, 1) . ✭✻✳✷✻✮

✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② E ✐s t❤❡ s❛♠❡

❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■t ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤r❡❡

t❡r♠s✱

E = Ec + EH + Exc , ✭✻✳✷✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦r❡ ❡♥❡r❣②✱

Ec =
∑

i

ni〈ψi|ĥc|ψi〉 , ✭✻✳✷✽✮



✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

♠❛② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱

ĥc = −
1

2
∇2 + v❡①t , ✭✻✳✷✾✮

t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❡♥❡r❣② ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣②✮✱

EH =
1

2

∫ ∫

ρ(1)

(
1

r1,2

)

ρ(2) d1d2 , ✭✻✳✸✵✮

❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①❛❝t ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭①❝✮ ❡♥❡r❣②✱

Exc = E − Ec − EH . ✭✻✳✸✶✮

❚❤✐s t❡r♠ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥s ✈❡r② s♦♦♥✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ E s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r✲

♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬❊q✳ ✭✻✳✷✹✮❪ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱

f̂ψi = ǫiψi , ✭✻✳✸✷✮

✇❤❡r❡

f̂ = ĥc + vH + vxc . ✭✻✳✸✸✮

❍❡r❡

vH(1) =

∫ (
1

r12

)

ρ(2) d2 ✭✻✳✸✹✮

✐s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞

vxc(1) =
δExc

δρ(1)
✭✻✳✸✺✮

✐s t❤❡ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✐♥✲

t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s✱

vs = v❡①t + vH + vxc . ✭✻✳✸✻✮

❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✷✮ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ f̂ ✐s ♦r❜✐t❛❧ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t✳ ❖♥❝❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❡✐t❤❡r ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✷✼✮ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

E =
∑

i

niǫi −
1

2
EH + Exc −

∫

vxc(1)ρ(1) d1 ✭✻✳✸✼✮

❚❤✐s ❧❛tt❡r ❢♦r♠ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❉❋❚❇✳

❚❤✉s ❢❛r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❛❝t✱ ❜✉t ✉s❡❧❡ss ✉♥❧❡ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✳



✭❚❉✲✮❉❋❚ ❆◆❉ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ✶✻✶

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✭s♣✐♥✮ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❉❆✮

✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ①❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❛ ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ❛♥

❛t♦♠✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ♦r s♦❧✐❞✱ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ①❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ✭❍❊●✮✱

E▲❉❆xc =

∫

ǫ❍❊●xc (ρ(1))ρ(1) d1 . ✭✻✳✸✽✮

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ ǫ❍❊●xc ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠ ❬✺✺❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❱♦s❦♦✲

❲✐❧❦✲◆✉s❛✐r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ ǫ❍❊●xc ❬✺✻❪ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

✇♦r❦✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡

s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ s♣✐♥ ❉❋❚ r❛t❤❡r t❤❛♥

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❋❚ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s♣✐♥❧❡ss ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ▲❉❆ ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❜✉t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♦✈❡r❜✐♥❞✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈✐❛

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭●●❆s✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱

E●●❆xc =

∫

ǫ❍❊●xc (ρ(1))F●●❆xc (ρ(1), x(1))ρ(1) d1 . ✭✻✳✸✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r Fxc ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡

❧♦❝❛❧ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱

x =
|~∇ρ|
ρ4/3

. ✭✻✳✹✵✮

❘❡❧❡✈❛♥t ●●❆s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❇❡❝❦❡✬s ✶✾✽✽ ✭❇✽✽✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ●●❆

❬✺✼✱ ✺✽❪✱ P❡r❞❡✇✬s ✶✾✾✶ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ●●❆ ❬✺✾✱ ✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲❡❡✱ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞

P❛rr ✭▲❨P✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ●●❆ ❬✻✸❪✳

❚❤✉s ❢❛r✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✖ t❤❛t ✐s✱

t❤♦s❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ✉♣♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ✶✾✾✸✱ ❇❡❝❦❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♦♠❡

✏❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡✑ ✐♥t♦ t❤❡ ①❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✻✹❪ ✭❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡✈❛❧✉✲

❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❋❚ ♦r❜✐t❛❧s✳✮ ❍❡ ❞✐❞ t❤✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❛♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✇❛s ✈❡r② str✐❦✐♥❣ ✐♥ t❤❛t t✐♠❡ ❛s

t❤❡② s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧

❛❝❝✉r❛❝②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ❛❧s♦ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❍♦❤❡♥❜❡r❣✲❑♦❤♥✲❙❤❛♠

t❤❡♦r② ❬✻✺❪ ❛♥❞ ✇❡ ♠✉st ♥♦✇ s♣❡❛❦ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ t❤❡♦r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

t❤❡ ①❝ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦✇ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① E[γ] r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st t❤❡

❞❡♥s✐t② ✭E[ρ]✮ ❛♥❞ t❤❡ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ①❝ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜②

v̂xcψ(1) =

∫
δExc

δγ(2, 1)
γ(1, 2)ψi(2) d2 . ✭✻✳✹✶✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡✲♦♥❧② ♦♣❡r❛t♦r ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛



✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❙❡❡ ❊q✳ ✭✻✳✹✼✮✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ µ a0 ax ac
❍❋a +∞ ✶ ✵ ✵
▲❉❆ ✵ ✵ ✵ ✶

❇✸▲❨P ✵ ✵✳✷✵ ✵✳✼✷ ✵✳✽✶
❈❆▼✲❇✸▲❨P ✵✳✸✸ ✵✳✶✾ ✵✳✹✻ ✵✳✽✶
▲❘❈✲▲❉❆ ✵✳✹ ✵ ✶ ✵

a■♥ t❤❡ ❍❋ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞r♦♣ t❤❡ E❱❲◆✽✵
c t❡r♠✳

❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞✿

E❍❋
x [γ] = −1

2

∫ ∫

γ(1, 2)

(
1

r1,2

)

γ(2, 1) d1d2

δE❍❋
x [γ]

δγ(2, 1)
= −γ(1, 2)

r1,2
. ✭✻✳✹✷✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✼✮ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ v̂xc✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❬✻✻❪✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❇✸P✾✶ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ❜② ❇❡❝❦❡ ❬✻✹❪ ❜✉t ✇✐t❤ P❡r❞❡✇✬s ✶✾✾✶ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ●●❆ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ▲❨P

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ●●❆✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

Exc = E▲❉❆
x + a0

(
E❍❋

x − E▲❉❆
x

)

+ axE
❇✽✽
x

+ E▲❉❆
c + ac

(
E▲❨P

c − E▲❉❆
c

)
, ✭✻✳✹✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ a0 = 0.20✱ ax = 0.72✱ ❛♥❞

ac = 0.81✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ ❚❉✲❉❋❚✱ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ❘❙❍s ❬✸✻❪✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥

✐♥t♦ ❛ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✭sr✮ ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✭❧r✮ ♣❛rt✱

1

r12
=

(
1

r12

)(sr)

+

(
1

r12

)(❧r)

. ✭✻✳✹✹✮

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♦r❜✐t❛❧✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱

❡r❢(µr12) =
2√
π

∫ µr12

0

e−t
2

dt . ✭✻✳✹✺✮

❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❈❆▼✮ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✻✼❪



✭❚❉✲✮❉❋❚ ❆◆❉ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ✶✻✸

✇❤❡r❡✱

(
1

r12

)(sr)

=
1− [a0 + ax❡r❢(µr12)]

r12
(

1

r12

)(❧r)

=
a0 + ax❡r❢(µr12)

r12
, ✭✻✳✹✻✮

❚❤❡ sr ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s tr❡❛t❡❞ ❜② ❉❋❚ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧r ♣❛rt ✐s tr❡❛t❡❞ ❜② ❍❋✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ❛❝ts ❛s ❛ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡

❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s✱

Exc = Esr✲▲❉❆
x + a0[E

❧r✲❍❋
x − Esr✲▲❉❆

x ]

+ axE
sr✲❇✽✽
x

+ E❱❲◆✽✵
c + ac[E

▲❨P✽✽
c − E❱❲◆✽✵

c ] , ✭✻✳✹✼✮

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❆❧s♦

s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ▲❘❈✲▲❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s t❤❡ ▲❉❆ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡

❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭▲❘❈✮ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ■✐❦✉r❛✱ ❚s✉♥❡❞❛✱ ❨❛♥❛✐✱ ❛♥❞ ❍❛r❛♦ ❬✻✽❪✳

❚❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❘❙❍ ❉❋❚❇ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭✈✐❞❡ ✐♥❢r❛✮ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥

t❤❡ ▲❘❈ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❘❙❍ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉♣♦♥ t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢♦r♠✳

❚❤❡ ❉❋❚ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤✉s ❢❛r st✐❧❧ ❤❛s ♦♥❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❢❛✐❧✉r❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢

✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✭✈❞❲✮ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❤❡❧❞ t♦❣❡t❤❡r

♣r❡❝✐s❡❧② ❜② t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✈❞❲ ❢♦r❝❡s ✐♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ t❤❡♦r②✱ ✐t ✐s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ❍❋ t♦ ❛t ❧❡❛st s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❡♦r② ✭▼❇P❚✮✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ✈❞❲ ❢♦r❝❡s ❤❛s

❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ s♦♠❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ▼❇P❚✳ ❆s ❚❉✲❉❋❚

r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ▼❇P❚ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✐s ♣❡r❤❛♣s ♥♦t s♦ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t ✈❞❲ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r

❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞✲❞✐♣♦❧❡✴✐♥❞✉❝❡❞✲❞✐♣♦❧❡ ✈❞❲ ❢♦r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧②

❛❝❝✉r❛t❡❧② ✈✐❛ ❚❉✲❉❋❚✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❡♥ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ❚❉✲❉❋❚ ✭♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r

▼❇P❚ ❛♣♣r♦❛❝❤✮ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞

♦❢ ❝❤♦✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳ ❚❤✐s ✐s ●r✐♠♠❡✬s ❉✸



✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✹❪✳ ■t ❤❛s t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣❡r✐❝❛❧ ❢♦r♠✱

E✈❞❲ =
∑

A,B

∑

n=6,8,10,···

sn
CA,B

n

Rn
A,B

[

1 + 6
(

RA,B

sr,nR
A,B
0

)−αn

]

−
∑

A,B,C

√

CA,B
6 CA,C

6 CB,C
6 (3 cos θa cos θb cos θc + 1)

(RA,BRB,CRC,A)
3

[

1 + 6
(

R̄A,B,C

sr,3R
A,B
0

)−α3

] ,

✭✻✳✹✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ C6 ❛♥❞ ♦t❤❡r ✈❞❲ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❉✲❉❋❚ ❬s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✹❪ ❢♦r

❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✸ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❡r♠s

✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✹✽✮❪✳ ❚❤✉s t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❜❡t✇❡❡♥

❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚✳ ❍♦✇❡✈❡r E✈❞❲ ❡♥t❡rs ❛s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r ✐♥t♦

t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ✐s ❛❞❞❡❞ ♦♥✱ ❛❢t❡r t❤❡

❢❛❝t✱ ❛s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣②✳ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ E✈❞❲
❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❢♦r❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

✻✳✸✳✷ ❚❉✲❉❋❚

❚❉✲❉❋❚ ✐s t❤❡ ②♦✉♥❣❡r s✐❜❧✐♥❣ ♦❢ ❉❋❚✿ ❚❤❡ ❢♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛♣❡rs ♦❢ ❉❋❚ ❬✺✵✱ ✺✶❪

✇❡r❡ ✇r✐tt❡♥ ❤❛❧❢ ❛ ❝❡♥t✉r② ❛❣♦❀ t❤❛t ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ❬✻✾❪ ❛ ♠❡r❡ ✸✵ ②❡❛rs ♦r s♦ ❛❣♦✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❚❉✲❉❋❚ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢

t✇♦ s✉♠♠❡r s❝❤♦♦❧s ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ❬✼✵✱ ✼✶❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t✇♦ t❡①t❜♦♦❦s ❬✼✷✱ ✼✸❪ ❛♥❞ ✐♥

s❡✈❡r❛❧ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡s ❬✼✹✱ ✼✺✱ ✼✻✱ ✷✱ ✼✼✱ ✼✽✱ ✼✾❪✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ✐s t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✈✐❛ r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

r❡❛❧✲t✐♠❡ ❚❉✲❉❋❚✱ ❜✉t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ✏❈❛s✐❞❛✬s ❡q✉❛t✐♦♥✑ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱

♣♣✳ ✶✹✺✲✶✺✸ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t t❡①t❜♦♦❦✱ ❘❡❢✳ ❬✼✸❪✱ ♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✵❪✳✮ ❚❤✐s

♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵ ②❡❛rs ♦❧❞✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱

[

A B

A∗ B∗

](
~X
~Y

)

= ω

[

1 0

0 −1

](
~X
~Y

)

, ✭✻✳✹✾✮

✇❤❡r❡

Aia,jb = δi,jδa,b (ǫa − ǫi) +Kia,jb

Bia,bj = Kia,bj ✭✻✳✺✵✮



✭❚❉✲✮❉❋❚ ❆◆❉ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ✶✻✺

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s r❡❢❡r t♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✭i ❛♥❞ j✮ t♦ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ✭a ❛♥❞ b✮

♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

Kpq,rs =

∫ ∫ ∫ ∫

ψ∗p(1)ψq(2)

× (fH(1, 2; 3, 4) + fxc(1, 2; 3, 4))

× ψr(3)ψ
∗
s(4) d1d2d3d4 , ✭✻✳✺✶✮

✇❤❡r❡✱

fH(1, 2; 3, 4) = δ(1− 2)
1

r1,3
δ(3− 4)

fxc(1, 2; 3, 4) =
δExc

δγ(2, 1)δγ(4, 3)
. ✭✻✳✺✷✮

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦st ❡❛s✐❧②

❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚❛♠♠✲❉❛♥❝♦✛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❚❉❆✮✱

A ~X = ω ~X . ✭✻✳✺✸✮

❚❤❡ ❚❉❆ ♠❛❦❡s ❚❉✲❉❋❚ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

✭❈■❙✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✐t ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❚❉❆ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚❉✲❍❋✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡

str❡♥❣t❤s ❛♥❞ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❚❉❆ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ t❤❡ ❚❖❚❊▼ t♦ ❣❡t t❤❡ s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ωS✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❉✲❍❋✱

ωS = ǫ❍❋L − ǫ❍❋H + 2(HL|fH |LH)− (HH|fH |LL) , ✭✻✳✺✹✮

✇❤❡r❡

(pq|fH |rs) =
∫ ∫

ψ∗p(1)ψq(1)
1

r1,2
ψ∗r(2)ψs(2) d1d2 . ✭✻✳✺✺✮

❆s ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ❍❋ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❤❛♥ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ t❤✐s

✐s ♥♦t s✉❝❤ ❛ ❣♦♦❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ R

❛s ❊q✳ ✭✻✳✺✹✮ ❜❡❝♦♠❡s r♦✉❣❤❧② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✱

ωS = I − A− 1

R
, ✭✻✳✺✻✮

❛s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱

I ≈ −ǫ❍❋H , ✭✻✳✺✼✮



✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t②✱

A ≈ −ǫ❍❋L , ✭✻✳✺✽✮

✇❤✐❧❡✱

lim
R→∞

(HL|fH |LH) = 0

lim
R→ ❧❛r❣❡

(HH|fH |LL) ≈
1

R
. ✭✻✳✺✾✮

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭▲❉❆ ❛♥❞ ●●❆s✮✱

ωS = ǫ❉❋❚L − ǫ❉❋❚H + 2(HL|fH |LH)− (HL|f ↑↑xc − f ↑↓xc |LH) , ✭✻✳✻✵✮

✇❤❡r❡

(pq|fxc|rs) =
∫ ∫

ψ∗p(1)ψq(1)
δExc

δρ(1)δρ(2)
ψ∗r(2)ψs(2) d1d2 . ✭✻✳✻✶✮

❙✐♥❝❡ ♣✉r❡ ❉❋❚ ♦r❜✐t❛❧s s❡❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝✲

tr♦♥s✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐s ♥♦t ❛ ❜❛❞ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t✉✲

✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤② ❚❉✲❉❋❚ ♦❢t❡♥ ❞♦❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❚❉✲❍❋ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❇✉t✱

✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇✐❞❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❊q✳ ✭✻✳✻✵✮

❜❡❝♦♠❡s

lim
R→ ❧❛r❣❡

ωS ≈ ǫ❉❋❚L − ǫ❉❋❚H , ✭✻✳✻✷✮

✇❤✐❝❤ ♥♦t ♦♥❧② ❤❛s t❤❡ ✇r♦♥❣ R ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜✉t ♦❢t❡♥ ❣r♦ss❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t②

♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❡①❛❝t ❚❉✲❉❋❚ ✇✐t❤ ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❝✐r❝✉♠✈❡♥ts t❤❡ ❈❚

♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ①❝ ❦❡r♥❡❧ fxc(ω)

✇❤✐❝❤ ✐♠✐t❛t❡s s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② ❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ω✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❝❤❛♥❣❡✲♦♥❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❬✽✶✱ ✸❪✱

fx(ǫa − ǫi) = (ai|fH |ia) . ✭✻✳✻✸✮

❲❤✐❧❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s

❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❉❋❚✲❧✐❦❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❚❉✲❍❋✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐t ✐s ❜❡tt❡r

t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦ ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞

s✉❝❤ ❛s ❇✸▲❨P ♦r ✈✐❛ ❛ ❘❙❍ s✉❝❤ ❛s ❈❆▼✲❇✸▲❨P✳ ❚❤❡ ❛st✉t❡ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t

t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❤❛s t❤❡ ✇r♦♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s



✭❚❉✲✮❉❋❚ ❆◆❉ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ✶✻✼

✭❡✳❣✳✱ s❡❡ t❤❡ ❉❋❚ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♣♦❧❧ ❬✽✷❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ▲❘❈✲t②♣❡ ♦❢ ❘❙❍ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❞♦❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❝✲❉❋❚❇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✻✳✸✳✸ ❉❋❚❇

❉❋❚ s❝❛❧❡s ❢♦r♠❛❧❧② ❛s O(N4) ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s N ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❉❡✲

♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✐ts ❢♦r♠❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ O(N3)✱ ❜✉t t❤❛t

st✐❧❧ ❧✐♠✐ts t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❉❋❚✳ ❚♦ ❣♦ t♦ st✐❧❧ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s ♦r r❡s♦✉r❝❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡

❞②♥❛♠✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ♦♥❧② O(N2) ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡

✉s❡❢✉❧✳

❙❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣ ❤✐st♦r② ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧② r❡✲

str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ π ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ s②st❡♠s✱ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛❞ ❜❡❡♥

❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜② ✶✾✼✵ ✭t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝

t❡①t ♦❢ P♦♣❧❡ ❛♥❞ ❇❡✈❡r✐❞❣❡ ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❬✽✸❪✮✳ ❘❡❢✳ ❬✽✹❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ✉♣✲t♦✲

❞❛t❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t q✉❡st✐♦♥

✇✐t❤ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞

❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡♠ ✈❛❧✉❡s✳ ❉❋❚❇ ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❉❋❚

✇✐t❤ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦✲❝❡♥t❡rs ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦r❜✐t❛❧s✳ ■♥ s♦

❞♦✐♥❣✱ ✏t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❬❉❋❚❪ r❡♠♦✈❡❞ ❛t ❛ str♦❦❡ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜tt✐♥❣ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs✑ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ❧❡ss r✐❣♦r♦✉s✮ ❢♦r♠

♦❢ ❉❋❚✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❉❋❚❇ ♠❛❦❡s ✐t ❛ ❤✐❣❤❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡

❛♥❞ ♠♦st q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ♣❛❝❦❛❣❡s ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❉❋❚❇✳ ◆♦ ❛tt❡♠♣t

✐s ♠❛❞❡ ❤❡r❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦rs ♦❢ ❉❋❚❇✱ ❜✉t

✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✽✻✱ ✽✼✱ ✽✽❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ✈❡r② ♥✐❝❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚❇ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❘❡❢✳ ❬✽✻❪✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❉❋❚❇ ❬✽✾❪✱ ✇❛s ❛ ♥♦♥✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♥❡✲s❤♦t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡s❡♠✲

❜❧✐♥❣ ❍♦✛♠❛♥♥✬s ❡①t❡♥❞❡❞ ❍ü❝❦❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❬✾✵✱ ✾✶✱ ✾✷✱ ✾✸❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡

✈❛❧❡♥❝❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t

t❤♦s❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s r❡♠❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ I ♦♥

✇❤✐❝❤ r❡s✐❞❡s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧ ✭❆❖✮ µ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

χµI = χµ∈I , ✭✻✳✻✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❛ s❤♦rt❡r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡



✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s✱

ρ0 =
∑

I

ρ0I . ✭✻✳✻✺✮

❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛ttr❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡✱

v❡①t[ρ0] =
∑

I

vn[ρ
0
I ] , ✭✻✳✻✻✮

❛♥❞ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛❧s♦ s❡♣❛r❛❜❧❡✱

vH [ρ0] =
∑

I

vH [ρ
0
I ] , ✭✻✳✻✼✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ s❡♣❛r❛❜❧❡✱

vxc[ρ0] =
∑

I

vxc[ρ
0
I ] , ✭✻✳✻✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭▲❉❆ ❛♥❞ ●●❆s✮✳

❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭f̂✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✱

fµI,νJ =

{

〈χµI |t̂+ vnH①❝
I |χνI〉 = ǫ0I ; I = J

〈χµI |t̂+ vnH①❝
I + vnH①❝

J |χνJ〉 ; I 6= J
, ✭✻✳✻✾✮

✇❤❡r❡

t̂ = −1

2
∇2 ✭✻✳✼✵✮

✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞

vnH①❝
I = vn[ρ

0
I ] + vH [ρ

0
I ] + v①❝[ρ

0
I ] . ✭✻✳✼✶✮

❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳✑ ❆ ♣♦♣✉❧❛r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

✐s t❤❡ ✏❞❡♥s✐t② s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ ✇❤❡r❡ v①❝[ρ0I ] + v①❝[ρ
0
J ] ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤

v①❝[ρ0I + ρ0J ]✱ ❤❡♥❝❡ r❡❞✉❝✐♥❣ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

◆♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✻✳✼✵✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② t✇♦✲❝❡♥t❡r ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞

fµI,νI = δµ,νǫ
0
µI , ✭✻✳✼✷✮

✇❤❡r❡ ǫµI ✐s t❤❡ ❆❖ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠✳ ❚❤✐s s✉✣❝❡s ❢♦r s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡



✭❚❉✲✮❉❋❚ ❆◆❉ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ✶✻✾

♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱

f~ci = ǫis~ci , ✭✻✳✼✸✮

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✭❇❙✮ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱

E❇❙ =
∑

i

niǫi . ✭✻✳✼✹✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ♥❡❣❧❡❝ts ✐♠♣♦rt❛♥t t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✸✼✮✱

❦♥♦✇♥ ✐♥ ❉❋❚❇ ❛s t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱

Er❡♣ = −
1

2
EH + E①❝ −

∫

vxc(1)ρ(1) d1 . ✭✻✳✼✺✮

■t ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❡♥❛♥t ♦❢ ❉❋❚❇ t❤❛t t❤✐s ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢

♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠ t②♣❡s✱

Er❡♣ =
∑

I<J

VI,J(RI,J) . ✭✻✳✼✻✮

❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ t❛❜✉❧❛t✐♥❣ ❣♦♦❞ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ♣❛✐r r❡♣✉❧s✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s VI,J(RI,J) ✐s ❛

♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ ❉❋❚❇✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚❇ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ✭❙❈❈✮

t❡r♠✱ E❝♦✉❧✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥s δρ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✉♣❡r♣♦✲

s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ρ0✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ t❤r♦✉❣❤ s❡❝♦♥❞✲

❬✾✹❪ ♦r t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❬✾✺❪✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❤❡r❡✳ ❲❡ s❡❡❦ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦

E❝♦✉❧ =
1

2

∫ ∫

δρ(1) (fH(1, 2) + fxc(1, 2)) δρ(2) d1d2 . ✭✻✳✼✼✮

❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ▼✉❧❧✐❦❡♥✬s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ✭❊❘■s✮ ❬✾✻❪✱

χ∗µI(1)χνJ(1) ≈
sµI,νJ
2

(
χ∗µI(1)χµI(1) + χ∗νJ(1)χνJ(1)

)
, ✭✻✳✼✽✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

ψ∗r(1)ψs(1) ≈
∑

µI

qr,sµIχ
∗
µI(1)χµI(1) , ✭✻✳✼✾✮

✇❤❡r❡

qr,sµI =
1

2

∑

νJ

(
c∗µI,rsµI,νJcνJ,s + cµI,ssµI,νJc

∗
νJ,r

)
✭✻✳✽✵✮



✶✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

✐s ❛ ▼✉❧❧✐❦❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥

χ∗µI(1)χµI(1) ≈ gI(1) , ✭✻✳✽✶✮

✇❤❡r❡ gI ✐s ❛♥ s✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❛t♦♠ I✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ s✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s

✭♣♣✳ ✻✵✲✻✸ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✽✸❪✮✳ ✭■♥ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✱ gI ♠❛② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ s✲

t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s gIl✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ gIl t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r

♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ χµI ❬✾✼❪✳✮ ❚♦❣❡t❤❡r ▼✉❧❧✐❦❡♥✬s ❊❘■ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r②✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥

ψ∗r(1)ψs(1) ≈
∑

I

qr,sI gI(1) , ✭✻✳✽✷✮

✇❤❡r❡

qr,sI =
∑

µ∈I

qr,sµI . ✭✻✳✽✸✮

❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏❣❛♠♠❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱

γI,J =

∫ ∫

gI(1) (fH(1, 2) + fxc(1, 2)) gI(2)d1d2 , ✭✻✳✽✹✮

✇❤❡r❡✱

fH(1, 2) =
1

r1,2

fxc(1, 2) =
δ2Exc

δρ(1)δρ(2)
, ✭✻✳✽✺✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s

ρ(1) =
∑

i

niψ
∗
i (1)ψi(1) ≈

∑

I

qIgI(1) , ✭✻✳✽✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ ❛t♦♠ I ✐s

qI =
∑

µ∈I

qi,iµIni . ✭✻✳✽✼✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❙❈❈ ❜❡❝♦♠❡s

E❝♦✉❧(R) =
1

2

∑

I,J

γI,J(RI,J)∆qI∆qJ . ✭✻✳✽✽✮



✭❚❉✲✮❉❋❚ ❆◆❉ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ✶✼✶

✇❤❡r❡ ∆qI ✐s t❤❡ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ❝❤❛r❣❡ ✢✉①t✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛t♦♠ I ❜❡❝❛✉s❡

δρ(1) ≈
∑

I

∆qIgI(1) . ✭✻✳✽✾✮

❙♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts γI,I ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ P❛r✐s✲

❡r✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❬✾✽❪ t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ♦❢ ❛t♦♠ I✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❉❋❚❇ ♠❛② ✇♦r❦ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ❛♥❞ t❤✐s ❞♦❡s

s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❬✾✾❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝✐t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t ❉❋❚❇ ✇❛s ♥♦t

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ✜t ❛ s✐♥❣❧❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt②✱ ❜✉t r❛t❤❡r t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❉❋❚ ❛❝r♦ss

❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❙❈❈ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❤❛♠✐❧♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐①✱

fµI,νJ =
sµI,νJ
2

∑

K

(γJ,K + γK,I)∆qK , ✭✻✳✾✵✮

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱

E = E❇❙ + Er❡♣ + E❝♦✉❧ + E✈❞❲ . ✭✻✳✾✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ ●r✐♠♠❡✬s ❉✸ ✈❞❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❋❚❇ ❡♥❡r❣② ❢♦r♠✉❧❛

❛s t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✳ ❆❞❞✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✈❞❲ t❡r♠

r❡q✉✐r❡s ♥♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❉❋❚❇ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞ ❛♥❞ ❘❙❍ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❉❋❚❇ ✐s ♥♦✇ str❛✐❣❤t❢♦r✲

✇❛r❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ♠❛❦❡

t❤❡ ❍❋ ❢♦r♠ ♦❢ ❉❋❚❇✱ ❜♦t❤ t❤❡ ①❝ ♣❛rts ♦❢ E❇❙[ρ0] ❛♥❞ ♦❢ Er❡♣[δρ] ♠✉st ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞

❜② t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠s✿

γI,J =

∫ ∫

gI(1)fH(1, 2)gJ(2) d1d2 ,

J =
∑

i,j

ni(ii|fH |jj)nj =
∑

I,J

qIγI,JqJ ,

K =
∑

i,j

ni(ij|fH |ji)nj =
∑

I,J

γI,J

(
∑

i,j

nkq
i,j
I q

j,i
J nj

)

.

✭✻✳✾✷✮

❚❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❙❍ ❉❋❚❇ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❛t ♦❢ ◆✐❡❤❛✉s ❛♥❞ ❉❡❧❧❛ ❙❡❧❧❛ ❬✶✵✵❪✳

❚❤✐s ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ◆✐❡❤❛✉s ❬✶✵✶❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✶✵✷❪✮ ❛♥❞

❜② ❍✉♠❡♥✐✉❦ ❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ❬✶✵✸✱ ✶✵✹❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ✇❛s



✶✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ ▲❘❈ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤✱ ✐ts❡❧❢✱

✇❛s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ P❇❊ ❉❋❚✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♠❡t❤♦❞

❛s ❧❝✲❉❋❚❇ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍✉♠❡♥✉✐❦ ❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ✐t ❜❡❤❛✈❡s ♥♦t

✉♥❧✐❦❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❉❋❚✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ γ✲♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

γ❧rI,J(RI,J ;µ) = ❡r❢ (µRI,J) γI,J(RI,J) , ✭✻✳✾✸✮

✇❤❡r❡ µ = 1/R♠❛① ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❍✉♠❡♥✐✉❦ ❛♥❞ ▼✐tr✐➣

❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ EBS ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞s t❤❛t t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r

s②st❡♠ ✏❛❧r❡❛❞② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✑

❬✶✵✹❪✳

✻✳✸✳✹ ❚❉✲❉❋❚❇

◆✐❡❤❛✉s ❡t ❛❧✳ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❡①t❡♥❞ ❉❋❚❇ t♦ ❚❉✲❉❋❚❇ ❬✶✵✺✱ ✾✼✱ ✶✵✻✱ ✶✵✼❪✳

❚❤✐s ✐s ❣r❡❛t❧② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❚❉✲❉❋❚ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s

❛❧r❡❛❞② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ E❝♦✉❧ t❡r♠ ♦❢ ❚❉✲❉❋❚❇✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ A ❛♥❞ B

♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❈❛s✐❞❛✬s ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♦✉t ✐♥ ❚❉✲❉❋❚❇ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇

❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Kpq,rs =
∑

I,J

qp,qI γI,Jq
s,r
J , ✭✻✳✾✹✮

✇✐t❤ γI,J ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✽✹✮✳ ❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♣✐♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥

✐♥t♦ s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t ❜❧♦❝❦s✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❘❡❢✳ ❬✶✵✽❪✳ ❚❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

〈ψp|~r|ψq〉 =
∑

I

~RIq
p,q
I . ✭✻✳✾✺✮

❖t❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✶✵✾❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✶✵✸✱ ✶✵✹❪✳

✻✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉❡t❛✐❧s

❚✇♦ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱

♥❛♠❡❧② ●❛✉ss✐❛♥✵✾ ❬✶✶✵❪ ❢♦r ❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❉❋❚❇❛❜② ❬✶✵✸✱

✶✵✹❪ ❢♦r ❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ●❛✉ss✐❛♥✵✾ ❞♦❡s

❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❧② ❉❋❚❇❛❜② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛rr②

♦✉t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥s ✉s❡❞



❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉❡t❛✐❧s ✶✼✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ✕ P❡♥t❛❝❡♥❡ ❝❛r❜♦♥ ♥✉♠❜❡r✐♥❣✳

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❣♦ ♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s

✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ st✉❞✐❡s✳

●❛✉ss✐❛♥✵✾ ❬✶✶✵❪ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ✏t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✑

✭♣✳ ✺✱ ❘❡❢✳ ❬✶✶✶❪✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❜② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡①❝✐t❡❞✲

st❛t❡ ✭✐✳❡✳✱ ❚❉✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s s❡t✳

❚❤✐s ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s

✭❚❉✲✮❉❋❆✶✴❇❛s✐s✶✴✴❉❋❆✷✴❇❛s✐s✷

✭♣✳ ✾✻✱ ❘❡❢✳ ❬✶✶✶❪✮✱ ✇❤❡r❡ ❉❋❆✷ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡

❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❇❛s✐s✷ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s✐s s❡t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❉❋❆✶ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡

❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❇❛s✐s✶ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❉✲

❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✉s❡❞ ✭▲❉❆✱ ❇✸▲❨P✱ ❍❋✱ ❈❆▼✲❇✸▲❨P

✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ●r✐♠♠❡✬s ❉✸ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✮ ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❚✇♦ ♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s s❡ts ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❙❚❖✲✸● ❜❛s✐s s❡t

❬✶✶✷✱ ✶✶✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❧✐t✲✈❛❧❡♥❝❡ ✭❤②❞r♦❣❡♥ ❬✶✶✹❪✱ ❝❛r✲

❜♦♥ ❬✶✶✺❪✮ ♣❧✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❛s✐s s❡t ❬✶✶✻❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s

t❤❛t ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❉✸✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❜❛s✐s s❡t ✉s✐♥❣ t❤❡

❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✸ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❛ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❛t ❣❡♦♠❡tr② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s s❡t ❛♥❞

t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❖❢t❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ s❤♦rt❡r ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡

❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❝♦♥t❡①t✳

❉❋❚❇❛❜② ❬✶✵✸✱ ✶✵✹❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❧❝✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❛❞✐✉s r0 ❛♥❞ t❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡r UH

t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣❛rt ♦❢ ❉❋❚❇ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡

■ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❧❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❛s s❡t t♦ R❧❝ ❂ ✸✳✵✸ ❜♦❤r s♦

µ = 1/R❧❝ = 0.33✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ µ = 0.33 ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ µ = 0.4 ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❘❈ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

❖✉r str✉❝t✉r❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ①✲r❛② ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ❣❡♦♠❡tr✐❡s

t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ❖♣❡♥ ❉❛t❛❜❛s❡ ✭❈❖❉✮ ❬✶✶✼✱ ✶✶✽❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡



✶✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ ✕ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✭Pn
st❛♥❞s ❢♦r n ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s✮✳

st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❝❛r❜♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✹✳ ❲❡ ✜rst ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡

♠♦♥♦♠❡r ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐ts ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ tr✉❡

♠✐♥✐♠❛✳ ❲❡ t❤❡♥ ✇❡♥t ♦♥ t♦ st✉❞② ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs ✇❡r❡ π✲st❛❝❦❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞

❞✐st❛♥❝❡ R ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✺✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ R ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡tr❛♠❡r

✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ st❛❝❦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

s✐③❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❝❧✉st❡r ♠♦❞❡❧s ❝✉t ♦✉t ♦❢

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✻✳✺ ❘❡s✉❧ts

❖✉r ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

♦❢ ❡①❝✐t♦♥s ✐♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✭❚❉✲✮❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥

t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❣❡t ❛ ❢❡❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢

❊❚ ✈❡rs✉s ❈❚ ❡①❝✐t♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢

s②st❡♠s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✜rst ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ✭❚❉✲✮❉❋❚✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛✐♠❡❞ ❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ❛ r❡❛❧✐t② ❝❤❡❝❦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts

♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❛s✐s s❡t

✭❚❉✲✮❉❋❚✴❙❚❖✲✸● ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s ♦✉r ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞✱



❘❡s✉❧ts ✶✼✺

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ ✕ ❙✐♠♣❧❡ ❍ü❝❦❡❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ t❤❡♦r② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡
♠♦♥♦♠❡r✳

♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❜❛s✐s s❡t s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠s ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ✜rst ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❣❛s ♣❤❛s❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ s❡❝♦♥❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧

st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s t❤❡s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ t❤❡♦r② ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✷✱

❛♥❞ ❧❛st❧② ❛ s✉❜✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳

✻✳✺✳✶ ▼♦♥♦♠❡r

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r ♣r✐♠❛r② ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r✱

✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✭▼❖s✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ s❤♦✇s

t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❍ü❝❦❡❧ ▼❖ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❍▼❖ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❬✶✶✾❪✳ ▼❖

s②♠♠❡tr✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ■❯P❆❈ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❬✹✹✱ ✹✺❪ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛ss✐❣♥❡❞✳

❚❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛t t❤❡ ▲❉❆✴❙❚❖✲✸●✱ ▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱

❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✱ ❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❈❆▼✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✱ ❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱

❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ❧❝✲❉❋❚❇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ❛t t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣♦♠❡✲

tr✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✼✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ❍ü❝❦❡❧ ▼❖ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐t ✐s t❤❡♥ r❡❧❛✲

t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝✳ ✻✳✷ ❢♦r st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠♦♥♦♠❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡tr❛❤②❞r♦❢✉r❛♥ ✭❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❧♦t ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥

❬✶✷✵❪ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✶✷✶❪✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❚❉✲❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ✭❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✮

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r s♣❡❝tr❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢



✶✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼ ✕ P❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦♥♦♠❡r ❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ▼❖s✳

♣❡❛❦s✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛❧❧ ♣❡❛❦s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽✳ ❖✉r ❝♦♥❝❡r♥ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ✇✐t❤

t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ✭✐✳❡✳✱ ❧♦♥❣❡st ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ✜rst ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❜❛s✐s s❡t ✉s✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❚❉✲▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❡❝tr✉♠ ✐s r❡❞✲s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s

s♦♠❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈✐❛ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞✱ ❜r✐♥❣s ✉s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❍❋

❡①❝❤❛♥❣❡ t♦ ❞❡❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ ♠❛t❝❤❡s

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝❡♣t✐❝✐s♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥

✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t ❛♥② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡

s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❚❉✲❉❋❚✴❙❚❖✲✸●

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❛t ❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❜❛s✐s

s❡t✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✳ ■♥❞❡❡❞

t❤✐s ❞♦❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣❡st ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸❨▲P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮ ♣❡❛❦ s❤♦✇s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛♥ ❞♦❡s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❚❉✲❧❝✲

❉❋❚❇ ♦r ❚❉✲❉❋❚❇ ♣❡❛❦✳ ✭❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽✱ ❜✉t r❛t❤❡r

✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st✐❝❦ s♣❡❝tr❛✳✮ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ s♣❡❝tr❛

❛r❡ r❡❞✲s❤✐❢t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ❚❉✲❉❋❚✴❙❚❖✲✸● s♣❡❝tr❛✳ ❚❤✐s

❜r✐♥❣s t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ r❡♠❛r❦❛❜❧② ❣♦♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉✲



❘❡s✉❧ts ✶✼✼

❛✮

❜✮

❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ ✕ P❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✿ ✭❛✮ ❚❉✲▲❉❆✱ ❚❉✲❉❋❚❇✱
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❀ ✭❜✮ ❚❉✲❇✸▲❨P✱ ❚❉✲❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❀ ✭❝✮ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✱
❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ ✐s ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥
t❡tr❛❤②❞r♦❢✉r❛♥✳ ■♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✳



✶✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ▼♦♥♦♠❡r ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦ 1✭❍✱▲✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s✳
▼❡t❤♦❞

❙t❛t❡ f ✭✉♥✐t❧❡ss✮ λ ✭♥♠✮ ∆E ✭❡❱✮
❚❉✲▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

1 1B1u ✵✳✵✷✸✹ ✼✹✹ ✶✳✻✼
❚❉✲▲❉❆✴❙❚❖✲✸●✴✴▲❉❆✴❙❚❖✲✸●

1 1B1u ✵✳✵✸✷✺ ✺✼✾ ✷✳✶✹
❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

1 1B1u ✵✳✵✹✶✺ ✻✸✸ ✶✳✾✻
❚❉✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●

1 1B1u ✵✳✵✺✾✻ ✹✾✷ ✷✳✺✷
❚❉✲❉❋❚❇✴✴❉❋❚❇

1 1B1u ✵✳✶✺✾✹ ✻✹✻ ✶✳✾✷
❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮
1 1B1u ✵✳✵✼✺✵ ✺✸✹ ✷✳✸✷
❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✴✴❈❆▼✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●
1 1B1u ✵✳✶✵✼✵ ✹✶✷ ✸✳✵✶

❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✴✴❧❝✲❉❋❚❇
1 1B1u ✵✳✸✷✶✷ ✺✶✺ ✷✳✹✵

❍❋✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮
1 1B1u ✵✳✶✹✸✻ ✹✾✶ ✷✳✺✸

❍❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮
1 1B1u ✵✳✷✷✼✾ ✸✺✼ ✸✳✹✼

❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ r❡♠❛r❦❛❜❧② ❣♦♦❞

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❡❝tr✉♠✳

❙♦♠❡ r♦✉❣❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ▼❖ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚

❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ✭♦r ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦s ✭❚❛❜❧❡ ✻✳✷✮

❛r❡ s✐♥❣❧❡t ❍❖▼❖ → ▲❯▼❖ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬1✭❍✱▲✮❪✳ ❚❤❡ 1✭❍✱▲✮ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸❨▲P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮ ♣❡❛❦ ✐s ❛t ✺✸✹ ♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✹✵ ♥♠ ❢r♦♠ ❣❛s ♣❤❛s❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❬✶✷✷❪ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ r❛r❡ ❣❛s ♠❛tr✐❝❡s ❬✶✷✸❪✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣②

♣❡❛❦s ❤❛✈❡ ♠✐①❡❞ 1✭❍✲✷✱▲✮ ❛♥❞ 1✭❍✱▲✰✷✮ ❝❤❛r❛❝t❡r ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✭❙❡❝✳ ✻✳✷✮

♦❢t❡♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ π✲❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

■t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥✜r♠ ♦✉r 1(H,L) ♣❡❛❦ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾

s❤♦✇s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ✭◆❚❖s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦

✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✻✳✶✻ ❛♥❞ ✻✳✶✼ ❝♦♥✜r♠s

t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ 1(H,L) tr❛♥s✐t✐♦♥✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚❖❚❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❡t❤②❧❡♥❡ ❛♥❞

t❤❛t ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❍ ❛♥❞ ▲ ▼❖s ♦♥ ❝❛r❜♦♥s ✻ ❛♥❞ ✶✸ ✐♥

♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✶✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ π∗ → π✳ ❚❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦



❘❡s✉❧ts ✶✼✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ ✕ ▼♦♥♦♠❡r ◆❚❖s ❛♥❞ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲
✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ✻✸✸ ♥♠✳

t❤❡ π → π∗ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❡t❤②❧❡♥❡ t❤❛t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❣♦❡s

t❤r♦✉❣❤ ❢♦r ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛s ❢♦r ❡t❤②❧❡♥❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❣r❡❛t ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✺✳✷ ❙t❛❝❦✐♥❣

❲❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡q✉❛❧❧②✲s♣❛❝❡❞ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✻✳✶✺✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤♦✉❣❤ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♦❧✐❞

♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ♦❜✈✐♦✉s ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❣r❛♣❤✐t❡ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡

✐t ♠❛② ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡q✉❛❧❧②✲s♣❛❝❡❞ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡s

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✺✳✷✳✶ ■♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s

❊q✉❛❧❧②✲s♣❛❝❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲

t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r st❛❝❦❡❞ t❡tr❛♠❡rs ✇✐t❤♦✉t r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ t❡tr❛♠❡r st❛❝❦❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ✈❛♥

❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ♥❛♠❡❧② ❛❜♦✉t ✸ ➴ ❬✶✷✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t P❊❙ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡✱ ❉❋❚ ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❯♥❝♦rr❡❝t❡❞ ❉❋❚ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡✲

s❝r✐❜❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❜✐♥❞✐♥❣ ❛s s✉❝❤ ❜✐♥❞✐♥❣ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡♥s✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✵✱

▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s❤♦✇s ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ❛❜♦✉t ✸✳✻✺ ➴ ❜✉t ▲❉❆✴❙❚❖✲✸●

❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❞♦ ♥♦t ❜✐♥❞ ✇❤✐❝❤❡✈❡r ❜❛s✐s ✐s ✉s❡❞✳ ❉❋❚❇

❛❧s♦ ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞✱ ❜✉t ✐t ✐s ❧❡ss r❡♣✉❧s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ●r✐♠♠❡✬s ❉✸ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛t ❛❜♦✉t ✸✳✼ ➴ ❢♦r ❇✸▲❨P✰❉✸✱ ❛t ❛❜♦✉t ✸✳✼✷

➴ ❢♦r ❈❆▼✲❇✸▲❨P✰❉✸✱ ❛♥❞ ❛t ❛❜♦✉t ✸✳✶ ➴ ❢♦r ❉❋❚❇✰❉✸✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✲

✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳



✶✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❛✮

❜✮

❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵ ✕ P❡♥t❛❝❡♥❡ t❡tr❛♠❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤♦✉t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦r✲
r❡❝t✐♦♥✿ ✭❛✮ ▲❉❆ ❛♥❞ ❉❋❚❇❀ ✭❜✮ ❇✸▲❨P ❛♥❞ ❉❋❚❇❀ ✭❝✮ ❈❆▼✲❇✸▲❨P✱ ❧❝✲❉❋❚❇✳



❘❡s✉❧ts ✶✽✶

❛✮

❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶ ✕ P❡♥t❛❝❡♥❡ t❡tr❛♠❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤♦✉t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦r✲
r❡❝t✐♦♥✿ ✭❛✮ ❇✸▲❨P✰❉✸ ❛♥❞ ❉❋❚❇✰❉✸❀ ✭❜✮ ❈❆▼✲❇✸▲❨P✰❉✸✱ ❧❝✲❉❋❚❇✰❉✸✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ ■♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡tr❛♠❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞
♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

▼❡t❤♦❞ ❉✐st❛♥❝❡ ✭➴✮
▲❉❆✴❙❚❖✲✸● ✸✳✼

▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ✸✳✻
❇✸▲❨P✰❉✸✴❙❚❖✲✸● ✸✳✺

❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ✸✳✻✽
❈❆▼✲❇✸▲❨P✰❉✸✴❙❚❖✲✸● ✸✳✺

❈❆▼✲❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ✸✳✼✷
❉❋❚❇✰❉✸ ✸✳✶
❧❝✲❉❋❚❇✰❉✸ ✸✳✶



✶✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❛✮

❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷ ✕ ❉✐♠❡r ◆❚❖s ❛♥❞ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿ ✭❛✮ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲
✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❉✸✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ✻✷✶ ♥♠✱ ✭❜✮ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❉✸✲
❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ✼✸✺ ♥♠✳

✻✳✺✳✷✳✷ ❊♥❡r❣② ✈❡rs✉s ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✭♥❛♠❡❧② ✸✳✼✶ ➴✮✱

✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② t♦ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❈❚ ✈❡rs✉s ❊❚ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ✭❝❛r❜♦♥s ✻ ❛♥❞ ✶✸ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✶✹✮ ♦❢ t❤❡

❍✭b2g✮ ❛♥❞ ▲✭b3u✮ ▼❖s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✻✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❍✭b2g✮ ▼❖ r❡s❡♠❜❧❡s

t❤❡ ❡t❤②❧❡♥❡ π∗ ▼❖ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ▲✭b3u✮ ▼❖ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❡t❤②❧❡♥❡ π ▼❖

✭❋✐❣✳ ✻✳✷✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ s❤♦✇s ❛ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❍→ ▲ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲♦♦❦❡❞

❛t t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❖s ❢♦r st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s

❛♥❞ t❤❡ ▼❖s ❢♦r st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡s ✐s t❤❛t ♦♥❡ ▼❖ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡

♦t❤❡r ✭✐✳❡✳✱ ❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥t✐❜♦♥❞✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❞✐♠❡r ▼❖s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ❞✐♠❡r ▼❖s ✭❋✐❣✳ ✻✳✹✮✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

c1 ❢♦r t❤❡ 1(H,L + 1) ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c2 ❢♦r t❤❡ 1(H − 1, L) ❝♦♥✲



❘❡s✉❧ts ✶✽✸

❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❈❚ ❛♥❞ ❊❚ ❡①❝✐t♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ ❊q✳ ✭✻✳✺✮✳
❉❙ ✐s t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❚ ❛♥❞ ❊❚ ❡①❝✐t♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

▼❡t❤♦❞
❙t❛t❡ f ✭✉♥✐t❧❡ss✮ λ ✭♥♠✮ ∆E ✭❡❱✮ ❊❚ ❛ ❈❚ ❜

❚❉✲▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮
1 1B1u ✵✳✵✵✵✷ ✶✵✸✸ ✶✳✷✵ ✵✳✸✪ ✾✾✳✪
2 1B1u ✵✳✵✸✷✷ ✼✸✸ ✶✳✻✾ ✾✾✳✪ ✵✳✸✪

❉❙2 ❂ ✵✳✹✾ ❡❱
❚❉✲▲❉❆✴❙❚❖✲✸●✴✴▲❉❆✴❙❚❖✲✸●

1 1B1u ✵✳✵✵✵✵ ✽✶✽ ✶✳✺✷ ✵✳✵✵✺✪ ✾✾✳✪
2 1B1u ✵✳✵✹✾✾ ✺✼✷ ✷✳✶✼ ✾✾✳✪ ✵✳✵✵✺✪

❉❙2 ❂ ✵✳✻✺ ❡❱
❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

1 1B1u ✵✳✵✵✵✺ ✼✸✺ ✶✳✻✾ ✷✪ ✾✽✳✪
2 1B1u ✵✳✵✺✼✻ ✻✷✶ ✷✳✵✵ ✾✽✳✪ ✷✪

❉❙2 ❂ ✵✳✸✶ ❡❱
❚❉✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴❙❚❖✲✸●

1 1B1u ✵✳✵✵✵✵ ✻✵✹ ✷✳✵✺ ✵✳✵✷✪ ✾✾✳✪
2 1B1u ✵✳✵✽✾✼ ✹✽✹ ✷✳✺✻ ✾✾✳✪ ✵✳✵✷✪

❉❙2 ❂ ✵✳✺✶ ❡❱
❚❉✲❉❋❚❇✴✴❉❋❚❇✰❉✸

1 1B1u ✵✳✵✵✵✶ ✽✼✷ ✶✳✹✷ ✵✳✵✺✪ ✾✾✳✪
2 1B1u ✵✳✷✽✸✶ ✻✸✹ ✶✳✾✻ ✾✾✳✪ ✵✳✵✻✪

❉❙2 ❂ ✵✳✺✹ ❡❱
❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

1 1B1u ✵✳✶✵✸✻ ✺✷✸ ✷✳✸✼ ✾✼✳✪ ✸✳✪
2 1B1u ✵✳✵✵✸✸ ✹✽✾ ✷✳✺✹ ✸✳✪ ✾✼✳✪

❉❙2 ❂ ✲✵✳✶✼ ❡❱
❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✴✴❈❆▼✲❇✸▲❨P✰❉✸✴❙❚❖✲✸●

1 1B1u ✵✳✵✵✵✹ ✹✷✸ ✷✳✾✸ ✵✳✷✪ ✾✾✳✪
2 1B1u ✵✳✶✻✷✽ ✹✵✹ ✸✳✵✼ ✾✾✳✪ ✵✳✷✪

❉❙2 ❂ ✵✳✶✹ ❡❱
❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✴✴❧❝✲❉❋❚❇✰❉✸

1 1B1u ✵✳✺✼✽✷ ✹✾✺ ✷✳✺✵ ✾✾✳✽✪ ✵✳✷✹✪
2 1B1u ✵✳✵✵✶✸ ✹✺✶ ✷✳✼✺ ✵✳✷✶✪ ✾✾✳✽✪

❉❙2 ❂ ✲✵✳✷✺ ❡❱
❚❉✲❍❋✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

1 1B1u ✵✳✷✵✽✼ ✹✼✹ ✷✳✻✷ ✾✾✳✪ ✵✳✵✼✪
2 1B1u ✵✳✵✵✵✷ ✸✸✷ ✸✳✼✸ ✵✳✵✻✪ ✾✾✳✪

❉❙2 ❂ ✲✶✳✶✶ ❡❱
❚❉✲❍❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

1 1B1u ✵✳✸✺✺✼ ✸✹✼ ✸✳✺✽ ✾✾✳✪ ✵✳✵✶✪
2 1B1u ✵✳✵✵✵✶ ✷✽✷ ✹✳✹✵ ✵✳✵✶✪ ✾✾✳✪

❉❙2 ❂ ✲✵✳✽✷ ❡❱
❛(c1 + c2)

2/2✳ ❜(c1 − c2)2/2✳



✶✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✉s✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡s ✻✳✷ ❛♥❞ ✻✳✹✳

✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ ❜r✐❣❤t ❊❚ ❡①❝✐t♦♥ ❛♥❞

❛ ♠✉❝❤ ❞❛r❦❡r ❈❚ ❡①❝✐t♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ❉❙ ❂ ❊❚ ✲ ❈❚ ✐s t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈

s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❑❛s❤❛✬s ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✳ ✻✳✼✮ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❉❙ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡①✲

❛❝t❧② ✇❤❛t ✐s s❡❡♥ ✐♥ ♦✉r ❚❉✲▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❚❉✲▲❉❆✴❙❚❖✲✸●✱ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❚❉✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✱ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✱ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❍❋

❡①❝❤❛♥❣❡ ❧❡❛❞s t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❉❙ ✐♥ t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❚❉✲

❍❋✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❚❉✲❍❋✴❙❚❖✲✸●✱ ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t

♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✻✳✷✸✮✳ ❈❛r❡❢✉❧ r❡r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❡①❝✐t♦♥ t❤❡✲

♦r② ❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ❑❛s❤❛✱ ❘❛✇❧s✱ ❛♥❞ ❊❧✲❇❛②♦✉♠✐ ❬✽❪ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡② t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝✲

❝♦✉♥t ♦♥❧② ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✉t ♥♦t ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❡✛❡❝ts✳ ❆s t❤❡s❡ ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t

❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❧❡❛❞s t♦ ❈❚ ❡①❝✐t♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ❊❚ st❛t❡s

❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② t❤❡ ❉❙ ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❉✲❉❋❚❇✴✴❉✸✲❉❋❚❇ r❡s❡♠❜❧❡s ♠♦st ❝❧♦s❡❧② t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❚❉✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸●✴✴❉✸✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲✸● ♦r ❚❉✲▲❉❆✴❙❚❖✲✸●✴✴❉✸✲▲❉❆✴❙❚❖✲
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❉❙ ✐s t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❈❚ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣②
❊❚ ❡①❝✐t♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

▼❡t❤♦❞
❙t❛t❡ f ✭✉♥✐t❧❡ss✮ λ ✭♥♠✮ ∆E ✭❡❱✮

❚❉✲❍❋✴❙❚❖✲✸●✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮
1 1B1u ✵✳✵✵✺✶ ✹✶✼ ✷✳✾✼

❆♥❛❧②s✐s
✼✼✳✽✪ 1✭❍✱▲✮
✵✳✷✪ ❛ ✭❊❚12✰❊❚23✮✴

√
3

✽✳✹✪ ❜ ✭
√
3/2✮❬❊❚13✲✭✶✴✸✮✭❊❚12✰❊❚23✮❪

✶✳✹✪ ❝ ✭❈❚12✰❈❚23✮✴
√
2

✾✳✻✪ ❞ ❈❚13

✻✳✾✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮
2 1B1u ✵✳✹✼✵✸ ✸✹✸ ✸✳✻✷

❆♥❛❧②s✐s
✵✪ 1✭❍✱▲✮

✽✾✳✹✪ ❛ ✭❊❚12✰❊❚23✮✴
√
3

✷✶✳✷✪ ❜ ✭
√
3/2✮❬❊❚13✲✭✶✴✸✮✭❊❚12✰❊❚23✮❪

✵✳✵✷✪ ❝ ✭❈❚12✰❈❚23✮✴
√
2

✵✳✵✷✪ ❞ ❈❚13

✵✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮
3 1B1u ✵✳✵✵✵✶ ✷✽✸ ✹✳✸✽

❆♥❛❧②s✐s
✹✳✸✪ 1✭❍✱▲✮
✵✳✻✺✪ ❛ ✭❊❚12✰❊❚23✮✴

√
3

✵✪ ❜ ✭
√
3/2✮❬❊❚13✲✭✶✴✸✮✭❊❚12✰❊❚23✮❪

✾✶✳✶✪ ❝ ✭❈❚12✰❈❚23✮✴
√
2

✵✳✷✷✪ ❞ ❈❚13

✸✳✼✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮
4 1B1u ✵✳✵✵✵✵ ✷✼✵ ✹✳✺✾

❆♥❛❧②s✐s
✶✽✳✸✪ 1✭❍✱▲✮
✶✳✸✪ ❛ ✭❊❚12✰❊❚23✮✴

√
3

✾✳✺✪ ❜ ✭
√
3/2✮❬❊❚13✲✭✶✴✸✮✭❊❚12✰❊❚23✮❪

✾✳✺✪ ❝ ✭❈❚12✰❈❚23✮✴
√
2

✶✼✳✽✪ ❞ ❈❚13

✹✽✳✹✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮
❉❙3 ❂ ✲✵✳✼✻ ❡❱

❚❉✲❍❋✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮
1 1B1u ✵✳✵✵✷✺ ✻✻✷ ✶✳✽✼

❆♥❛❧②s✐s
✽✶✳✵✪ 1✭❍✱▲✮
✵✳✷✪ ❛ ✭❊❚12✰❊❚23✮✴

√
3

✼✳✶✪ ❜ ✭
√
3/2✮❬❊❚13✲✭✶✴✸✮✭❊❚12✰❊❚23✮❪

✸✳✶✪ ❝ ✭❈❚12✰❈❚23✮✴
√
2

✶✸✳✾✪ ❞ ❈❚13

✵✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮
2 1B1u ✵✳✷✻✽✷ ✹✻✽ ✷✳✻✺

❆♥❛❧②s✐s
✵✪ 1✭❍✱▲✮

✽✾✳✵✪ ❛ ✭❊❚12✰❊❚23✮✴
√
3

✷✶✳✽✪ ❜ ✭
√
3/2✮❬❊❚13✲✭✶✴✸✮✭❊❚12✰❊❚23✮❪

✵✳✶✶✪ ❝ ✭❈❚12✰❈❚23✮✴
√
2

✵✳✵✵✸✪ ❞ ❈❚13

✵✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮
3 1B1u ✵✳✵✵✵✷ ✸✸✹ ✸✳✼✶

❆♥❛❧②s✐s
✹✳✵✪ 1✭❍✱▲✮
✶✳✺✪ ❛ ✭❊❚12✰❊❚23✮✴

√
3

✵✳✪ ❜ ✭
√
3/2✮❬❊❚13✲✭✶✴✸✮✭❊❚12✰❊❚23✮❪

✾✵✳✻✪ ❝ ✭❈❚12✰❈❚23✮✴
√
2

✺✳✶✪ ❞ ❈❚13

✸✳✹✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮
4 1B1u ✵✳✵✵✵✹ ✸✶✺ ✸✳✾✹

❆♥❛❧②s✐s
✶✽✳✶✪ 1✭❍✱▲✮
✶✳✶✪ ❛ ✭❊❚12✰❊❚23✮✴

√
3

✶✹✳✼✪ ❜ ✭
√
3/2✮❬❊❚13✲✭✶✴✸✮✭❊❚12✰❊❚23✮❪

✶✶✳✺✪ ❝ ✭❈❚12✰❈❚23✮✴
√
2

✷✺✳✶✪ ❞ ❈❚13

✸✻✳✽✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮
❉❙3 ❂ ✲✶✳✵✻ ❡❱

❛(3c2 + 2c3 + 3c4)
2/24✳ ❜2c23/3✳

❝(c2 − c4)2/2✳ ❞(c2 − 2c3 + c4)
2/8✳



✶✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹ ✕ ●r❛♣❤ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣s✱ E✭❊❚✮✲E✭❈❚✮✱ ♦❢ t❤❡ tr✐♠❡r
❛♥❞ ❞✐♠❡r✳ ❚❤❡ ✹✺◦ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐♠❡r ❛♥❞ tr✐♠❡r ❉❛✈②✲
❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣s✳

♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ tr✐♠❡r✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❉❛✈②❞♦✈ ♣❛✐r ♦❢ ❊❚ ❛♥❞ ❈❚ ❡①✲

❝✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❉❛✈②❞♦✈ tr✐♣❧❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ 2 1B1u✱ 3 1B1u✱ ❛♥❞ 4 1B1u

st❛t❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ ♣❛✐rs ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡✐r ❛ss✐❣♥✲

♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡s✳ ❈❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❉❛✈②✲

❞♦✈ ♣❛✐rs ❛r❡ ❝❧❡❛r ❛r❡✿ ❚❉✲▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❚❉✲▲❉❆✴❙❚❖✲

✸●✴✴▲❉❆✴❙❚❖✲✸●✱ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❚❉✲❇✸▲❨P✴❙❚❖✲

✸●✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴❙❚❖✲✸●✱ ❚❉✲❉❋❚❇✴✴❉❋❚❇✰❉✸✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✭❊❚12✰❊❚23✮✲

❞♦♠✐♥❛t❡❞ st❛t❡ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ tr✐♣❧❡t ❛♥❞ ❛❧s♦ ❤❛s

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✭❈❚12✰❈❚23✮✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ st❛t❡ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st

❡♥❡r❣② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ tr✐♣❧❡t ❛♥❞ ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✳

❆ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ tr✐♣❧❡t ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r st❛t❡s ❛♥❞ ❛❧s♦

❤❛s ♦♥❧② ❛ ❢❡❡❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛ ❜✐t ❧❡ss ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ❚❉✲

❉❋❚❇✴✴❉❋❚❇✰❉✸ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❚12✰❊❚23

❛♥❞ ❊❚13 ✐♥ t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤ ✇❡ s❤❛❧❧ s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ♣❡❛❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ✐s ❛♥ ✭❊❚12✰❊❚23✮✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ st❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹ s❤♦✇s t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡

❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✐♠❡r ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ tr✐♠❡r✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡r ✭❉❙2✮

❛♥❞ tr✐♠❡r ✭❉❙3✮ s♣❧✐tt✐♥❣s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❚❉✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❢♦r ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡✐♥❣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❚❉✲❧❝✲❉❋❚ ❛♥❞ ❢♦r ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲



❘❡s✉❧ts ✶✾✶

✸✶●✭❞✱♣✮✳

✻✳✺✳✷✳✸ ❙♣❡❝tr❛

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ tr✐♠❡r ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❜✉t

✇❡ ♠❛② ❝♦♠♣❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞

♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✷ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡

❤♦♣❡ t❤❛t ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦♠✐♥❛t❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡r ❛♥❞ tr✐♠❡r ❉❙s s❡❡♠ t♦ ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥✜r♠ t❤✐s✳ ❲❡ ♠❛②

♠❛❦❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❝❤❡❝❦ ❜② s❡❡✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❝❤❛♥❣❡ ❛s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ st❛❝❦❡❞✳ ❚❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✺✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ s❤♦✇

❛ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❊❚ ♣❡❛❦✮ ✇❤✐❝❤ ❜❧✉❡ s❤✐❢ts ❛s t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ st❛❝❦ ❣r♦✇s✳ ▼♦r❡

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❣r❛♣❤s s❤♦✇ ❛ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st s❤✐❢t ✐♥ ❣♦✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r t♦ t❤❡ ❞✐♠❡r✱ ❛ s♠❛❧❧❡r s❤✐❢t ✐♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐♠❡r t♦ t❤❡

tr✐♠❡r ❛♥❞ t❤❡♥ s❤✐❢ts ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐♥ ❣♦✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

s✉♣♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳

❖✉r ❚❉✲❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧❡❞ ✉s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠

❛❧r❡❛❞② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✵✹❪✳ ■t ✐s ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠❛❦❡

s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛♥ ✇♦✉❧❞

♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❉❋❚❇❛❜② r❡str✐❝ts t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♦r❜✐t❛❧s✱

❜✉t ✐t ✐s st✐❧❧ ✉♣ t♦ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♦♣t✐♦♥✳ ❖♥❡ ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❇✉t t❤✐s

✐❞❡❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ t♦ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦❢

♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ t❤❛t ❝♦♠❡s t♦ ♠✐♥❞ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡

❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❞♦✐♥❣ t❤✐s ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t

❤❛s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s✐③❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❡♥❞s t❤❛t ✜①❡❞ ❛❝t✐✈❡

s♣❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❛♥

❢♦r ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ s♦ ✐♥✈❛r✐❛❜❧② ❞❡s❝r✐❜❡ s♠❛❧❧❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❧❛r❣❡r

❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t

s✐③❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞

❛♥❞ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❡♥❞s✱ ❛❧❜❡✐t

❛t s♦♠❡ ❝♦st ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❛❣❣r❡❣❛ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❞♦✐♥❣ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤

❛ s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ✭❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t❡r♠s ✏s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t✑ ❛♥❞ ✏s✐③❡✲❡①t❡♥s✐✈❡✳✑ ❇♦t❤ t❡r♠s ❛r❡ ❛r❣✉❛❜❧② ❝♦rr❡❝t ❤❡r❡✱

❜✉t ✇❡ s❤❛❧❧ st✐❝❦ t♦ ✏s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t✳✑✮ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✷✻ ❛♥❞ ✻✳✷✼ ❝♦♠♣❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞







✶✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜①❡❞ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ ✷✵

♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ ✷✵ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ♣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❚❤❡ s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝✲

t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ ✷✵ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✷✵ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ♣❡r ♣❡♥t❛❝❡♥❡

♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❆s t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❜❧✉❡ s❤✐❢ts

♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❞♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❚❛♠♠✲❉❛♥❝♦✛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t ❢✉❧❧ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❛♠♠✲

❉❛♥❝♦✛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t

❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❀ ❤♦✇❡✈❡r ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ t❤❡ s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t

❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧♦✇❡r ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤♦♣❡ t❤❛t

t❤❡ ❧❛r❣❡r ❜❛s✐s s❡t ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r ❛♥❞ ❛♥s✇❡rs ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✻✳✷✽ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❚❉✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❡❝tr❛❧ ♣❡❛❦

❧♦❝❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❜② ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✶✵ ♥♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦r❡ ❧✐❦❡

✺✵ ♥♠ ❤❛❞ t❤❡ ✜①❡❞ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡✲❡①t❡♥s✐✈❡

❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥

❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✸✵ ♥♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❜♦t❤

s❤♦✇ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r ❉❛✈②❞♦✈ ♠✉❧t✐♣❧❡ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✭❞✱♣✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♠♦r❡ ❧✐❦❡ ✽✵ ♥♠ ❤❛❞ t❤❡ ✜①❡❞ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r

❋✐❣s✳ ✻✳✷✻ ❛♥❞ ✻✳✷✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛r❡❢✉❧ t♦ ✉s❡ ❛ s✐③❡✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❝♦♥✲

s✐st✐♥❣ ♦❢ ✷✵ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✷✵ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ♣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇

❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✻✳✺✳✸ ❍❡rr✐♥❣❜♦♥❡

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢

❚❉✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ t♦ s✐♠✉❧❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮ ❛♥❞ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧②

s❛t✐s✜❡❞ ❜② ♦✉r st✉❞② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧

st❛❝❦❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s t♦♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❡①❝❡♣t

❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r✳✮ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❛❧✐t② ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❧✉st❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✶✷✻✱ ✶✷✶✱ ✶✷✼❪





✶✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❛✮

❜✮

❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✵ ✕ ❍❡rr✐♥❣❜♦♥❡ ❝❧✉st❡r ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆❧❧ ❛r❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡
①✲r❛② ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✿ ✭❛✮ ♣❡♥t❛♠❡r✱ ✭❜✮ ✏✈❡rt✐❝❛❧✑ ❞❡❝❛♠❡r✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✏❤♦r✐③♦♥t❛❧✑
❞❡❝❛♠❡r✳

❛♥❞ ❢r♦♠ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✷✺✱ ✶✷✽✱ ✶✷✾✱ ✶✸✵✱ ✷✵❪✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✾✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ s❤✐❢ts ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞ s❤✐❢t✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛

❜❧✉❡ s❤✐❢t✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❜♦t❤ ❈❚ ❛♥❞ ❊❚ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ t❤❛♥ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧

st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛♠❡rs✳

❲❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠♦❞❡❧s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✵ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❝✉tt✐♥❣ ♦✉t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ①✲r❛② ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❬✶✶✼✱ ✶✶✽❪ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②

s✉❜s❡q✉❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇

❛r❡ ❢♦r t❤❡ ✏❤♦r✐③♦♥t❛❧✑ ❞❡❝❛♠❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡s

✐t ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❧❛②❡rs ♦❢ t✐❧t❡❞ st❛❝❦s ♦❢ ♣❡♥t❛♠❡rs ✇❤♦s❡ t✐❧t

❛♥❣❧❡s ❛❧t❡r♥❛t❡ ❢r♦♠ ❧❛②❡r t♦ ❧❛②❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✶ s❤♦✇s t❤❡ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ s♣❡❝tr❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ s♣❡❝tr✉♠✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❚❉✲▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❚❉✲



❘❡s✉❧ts ✶✾✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✶ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠
❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✷✶❪✳ ❚❤❡ ❈❚ ❛♥❞ ❊❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❑❛s❤❛✬s ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✾✼✮✳



✶✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞ s❤✐❢t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉✲▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ r❡❞ s❤✐❢t ❜❡✐♥❣ q✉✐t❡ ❞r❛♠❛t✐❝✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐s✲

t❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ❚❉✲▲❉❆✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r t♦♦ ♠❛♥②

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

❤❡❧♣s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜② ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♦✈❡r ❢❡✇❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❚❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ s❡♠✐✲q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮ ❜✉t ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② r❡❞✲s❤✐❢t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

❛♥❞ ❚❉✲❍❋✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❧✉❡ s❤✐❢t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ s❡♠✐✲q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❧✉❡ s❤✐❢t❡❞✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t

t♦ s❛② ❢r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✖ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ♦r

❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ✖ ✐s ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❜❡st ❥✉❞❣❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✻✳✸✷✳ ❍❡r❡ ✇❡ s❡❡

t❤❛t t❤❡ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ r❡s♦♥❛❜❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲

❉❋❚❇ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❞♦ ♥♦t ❛t ❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❈❚

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇

❧❡✈❡❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ❧❡✈❡❧s✳

✻✳✺✳✹ ❘❡✲❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❑❛s❤❛✬s ▼♦❞❡❧

❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❤♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ②♦✉ ♦♥❧② ♥❡❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛♥❡ t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❬✶✸✶✱ ✶✸✷✱ ✶✸✸❪✳ ■♥ t❤❡✐r r❡❝❡♥t ✇♦r❦

❬✶✸✸❪✱ ▼❡②❡♥❜✉r❣ ❡t ❛❧✳ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❬t❤❡✐r ❊q✳ ✭✺✮ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts❪✱

∆E =
2| ~D|2
ǫr3

[cos(φ)− 3 cos(α1) cos(α2)] , ✭✻✳✾✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✳ ❬❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✻✮ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ♦❢ ❑❛s❤❛✱ ❘❛✇❧s✱ ❛♥❞ ❊❧✲❇❛②♦✉♠✐ ❬✽❪ ✭r❡s✉❧t✐♥❣

✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ♦❢ t❤❡✐r ❛rt✐❝❧❡✮✳❪ ❲❡ tr❛♥s❧❛t❡ t❤✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❉❙ ♦❢ t❤❡ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❉❙❍❇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦ ♠♦❞❡❧ ❉❙P❙✿

❉❙❍❇ = ❉❙P❙

(
ǫP❙
ǫ❍❇

)(
rP❙
r❍❇

)3

× [cos(φ)− 3 cos(α1) cos(α2)] . ✭✻✳✾✼✮



❘❡s✉❧ts ✶✾✾

❛✮

❜✮

❝✮

❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✷ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①❝✐t♦♥ s❤✐❢ts✿ ✭❛✮ ❚❉✲
❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱ ✭❜✮ ❚❉✲❉❋❚❇✱ ✭❝✮ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ❚❉✲
❧❞✲❉❋❚❇✳



✷✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s α1 = 98.19◦✱ α2 = 22.98◦✱ φ = 58.83◦✱ ❛♥❞ r = 4.835 ➴ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ǫP❙/ǫ❍❇ ✐s ♥♦t s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥

r❡❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❥✉st ✉s❡ ✐t ❛s ❛ ✜tt✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✭❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✳✻✹ ✐♥

♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❉❙2 t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❉❙❍❇ t❤❛t ✇❡

✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❜② ❛rr♦✇s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✶✳

❙♦♠❡t❤✐♥❣ ✈❡r② r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞✿ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✱ ❚❉✲

❍❋✱ ❛♥❞ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P ♠❛✐♥ ♣❡❛❦s ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜② t❤❡ ❊❚

♣❡❛❦✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇✱ ❚❉✲❇✸▲❨P✱ ❛♥❞ ❚❉✲▲❉❆ ♠❛✐♥

♣❡❛❦s ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❚ ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❞❛r❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❊❚ ♣❡❛❦✳

❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ❤♦✇ ❑❛s❤❛✬s ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇♦r❦s ✐♥ ♦✉r ✭❚❉✲

✮❉❋❚ ❛♥❞ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤✐s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✲

st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✾✼✮✱ ♥❛♠❡❧②

∆E =
2| ~D|2
r3

(
1− 3 cos2 θ

)
, ✭✻✳✾✽✮

✇✐t❤ ǫ = 1✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✸ s✉♠♠❛r✐③❡s ✇❤❛t ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ s❡❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ t❤❡♦r②

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s s✐♠♣❧❡ ❝✉r✈❡s✳ ❆❜♦✈❡ θ = 55◦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

❡♥❡r❣② ✭❧♦✇❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ❊❚ st❛t❡❀ ❜❡❧♦✇ θ = 55◦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ✐s

✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ✭❤✐❣❤❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ❊❚ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝r♦ss❡❞ t❤❡ ❈❚ st❛t❡✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤❡♦r② ❞✐❞ ♥♦t ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣s✳ ❋♦r t❤❡ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡

str✉❝t✉r❡✱ θ ≈ 60◦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❜r✐❣❤t❡r st❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✇❤❛t ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✶✱ ❜✉t

t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣❡❛❦ ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

▲❡t ✉s t✉r♥ ♥♦✇ t♦ ❋✐❣✳ ✻✳✸✹ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦✉r ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴

❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ❝♦♠✲

♣❧✐❝❛t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ s❡❡✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛t ❛❜♦✉t

θ = 55◦ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✸✭❜✮✱ ✇❡ s❡❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧✲

❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡ t♦ ❛♥t♦t❤❡r ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s❢❡r ♥❡❛r

θ = 55◦ ✭✐✳❡✳✱ ❛t θ = 45◦✮ ❛s t❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♠✐① ❛♥❞ ♠♦✈❡ ❛♣❛rt ❛t θ = 55◦✳

❚❤✐s s❡❡♠s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ✸❉ ♣❧♦t ❬♣❛rt ✭❝✮ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✸✹❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s

❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ✇❛② ✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❞✐❛❜❛t✐❝ st❛t❡s ✭♦♥❡

✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✮ ❛r♦✉♥❞ 50◦✳ ▲❛t❡r✱ ❛t ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r

✈❛❧✉❡ ♦❢ θ = 20◦✱ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❝r♦ss✐♥❣✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♦❢ ❧✐tt❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ r❡s✉❧ts✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇✱ ❚❉✲❇✸▲❨P✱

❛♥❞ ❚❉✲▲❉❆ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ s♣❡❝tr❛ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✶✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡



❘❡s✉❧ts ✷✵✶

❛✮

❜✮

❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✸ ✕ ■❞❡❛❧ ❑❛s❤❛ ✜❣✉r❡s ❢♦r ❝♦✲♣❧❛♥❛r ✐♥❝❧✐♥❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✿
✭❛✮ ❧❛t❡r❛❧❧② s❤✐❢t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❞✐♠❡r✱ ✭❜✮ ❑❛s❤❛ ♣❧♦t ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❡♥❡r❣✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ✱ ✭❝✮ ✸❉ ♣❧♦t ♦❢ ❑❛s❤❛✬s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦r
str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳



✷✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❛✮

❜✮

❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✹ ✕ ❚❉✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❑❛s❤❛ ✜❣✉r❡s ❢♦r
❝♦✲♣❧❛♥❛r ✐♥❝❧✐♥❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✿ ✭❛✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ✱ ✭❜✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s✱ ✭❝✮ ✸❉ ♣❧♦t ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s
❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✵✸

❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣❡❛❦ ❛s ❈❚ ✐s ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❛s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢

♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❚ ❛♥❞ ❈❚ st❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✺ s❤♦✇s ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ❛ ❘❙❍✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❈❆▼✲❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ r❡s✉❧ts

❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣ ❤❡r❡✱ ❜✉t t❤❡ ❧♦✇❡r

❡♥❡r❣② ✭❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ st❛t❡ ❦❡❡♣s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✳ ❆t θ = 90◦✱ ✐t

✐s ♦❢ ❊❚ t②♣❡✱ ❜✉t s❤♦✇s s♦♠❡ ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❚ ❛♥❞ ❊❚ t②♣❡ ❛t ❛r♦✉♥❞ θ = 65◦✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✱ ❚❉✲❍❋✱ ❛♥❞ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ s♣❡❝✲

tr❛ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✶✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣❡❛❦ ❛s ❊❚

✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ❝r✐t✐❝✐s♠s t❤❛t ❑❛s❤❛✬s ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ s✉❜✲

t❧❡t✐❡s ♦❢ ♦✉r ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧

❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ r❡♠❛r❦❛❜❧② ✇❡❧❧ ❢r♦♠ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♣❛✐rs ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ ❘❙❍ ✐s ✉s❡❞✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❑❛s❤❛✬s ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✽❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①✲

♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❍✲❜❛♥❞s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥✲

t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ♦❢ ❏✲❜❛♥❞s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✲

❦♥♦✇♥ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡✲❡①❛♠✐♥❡❞ ❑❛s❤❛✬s

❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❚❉✲❉❋❚ ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖✉r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ●r✐♠♠❡✬s ❉✸ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥✜r♠ ✐s ❛❜s♦✲

❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❜✐♥❞✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ▲❉❆ ❧❡✈❡❧ ✭✇❤✐❝❤✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ✏❛❝❝✐❞❡♥t❧②✑ ❜✐♥❞s ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡✲❡♥♦✉❣❤ ❜❛s✐s s❡t ✐s ✉s❡❞✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s♦♠❡ ❍❋ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❇✸▲❨P ❤②❜r✐❞

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❉❋❚❜❛❜②

✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❞ ❞♦❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛t ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥

✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✮✳

P❡r❤❛♣s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r s♣❡❝tr❛

t❤❛♥ t❤❡ ❚❉✲▲❉❆✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇ s♣❡❝tr❛ ❤❛✈❡ t❤❡ str✉❝✲

t✉r❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❙❚❖✲✸● ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❛s✐s s❡t ❚❉✲❉❋❚ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇

s♣❡❝tr❛❧ ♣❡❛❦ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♠♦r❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r

❜❛s✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛ss✉r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r ❝❛r❡

♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t♦ ❞♦ t❤❡♠ s✐③❡

❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♦r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ✖ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ♠✉st



✷✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❛✮

❜✮

❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✺ ✕ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮✴✴❈❆▼✲❇✸▲❨P✰❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❑❛s❤❛
✜❣✉r❡s ❢♦r ❝♦✲♣❧❛♥❛r ✐♥❝❧✐♥❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✿ ✭❛✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ✱ ✭❜✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s✱ ✭❝✮ ✸❉ ♣❧♦t ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱



❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✷✵✺

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❋✐❣✳ ✻✳✸✷ ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② t❡❧❧✐♥❣ ✉s t❤❛t t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣

❢♦r t❤❡ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡

❚❉✲❇✸▲❨P ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ❧❡✈❡❧s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❡❛❦s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞✱ ❜✉t t❤❛t

t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦♥❡①✐st❛♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇r♦♥❣ ❛t t❤❡ ❈❆▼✲

❚❉✲❇✸▲❨P ❛♥❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❧❡✈❡❧s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✉s✐♥❣

❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢

♣♦❧②♦❧✐❣♦❝❡♥❡s ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❚❉✲❇✸▲❨P ♦r ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛r❡❢✉❧❧②

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳

❆❧s♦✱ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t ❛♥❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❞❡❧♦❝❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❘❡❢s✳ ❬✹✸✱ ✶✸✹❪✮✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ❛ ♠♦r❡

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❑❛s❤❛✬s ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✉t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❊❚ ❛♥❞ ❈❚ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣s✱ ✇♦r❦s ✈❡r②

✇❡❧❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❑❛s❤❛✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢❛✐❧s ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❞✐♠❡rs

✉♥❧❡ss ❘❙❍s ❛r❡ ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ t❛❦❡ ♣r♦♣❡r ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣s✳

✻✳✼ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✱ ❜② t❤❡ ❖❘●❆❱❖▲❚ ✭❖❘●❆♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❱❖▲❚✲

❛❣❡ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ●r❛♥t ❆◆❘✲✶✷✲▼❖◆❯✲✵✵✶✹✲✵✷ ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❆❣❡♥❝❡

◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❆◆❘✮ ✷✵✶✷ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▼♦❞è❧❡s ◆✉♠ér✐q✉❡s✳ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥

▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛♥❞ ■r❛q ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❢♦r s✉♣✲

♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ❛ ❈❛♠♣✉s ❋r❛♥❝❡ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣✳ ●❛❜r✐❡❧❛ ❈❛❧✐♥❛♦ ❈♦rr❡❛ ✇❛s ❛♥ ❆♠❡r✲

✐❝❛♥ ✐❘❊❯ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡ ❢♦r ❯♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡s✮ s❝❤♦❧❛r ✇❤♦ ❛❝✲

❦♥♦✇❧❡❞❣❡s s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ❈❤❡♠✐str② ✭❈❍❊✮ ●r❛♥t ◆✉♠❜❡r ✶✷✻✸✸✸✻ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✭◆❙❋✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❜❡① ❆r❝❛♥❡ ❆◆❘✲✶✶✲▲❆❇❳✲✵✵✵✸✲✵✶

❋r❡♥❝❤ ●r❛♥t✳ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ❛♥❞ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦

❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ ▼❛t❤✐❛s ❘❛♣❛❝✐♦❧✐✳ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ❛♥❞ ❆❧❛

❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ tr✐♣ t♦ ❲ür③❜✉r❣

❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ●❡r♠❛♥ ●❘❑ ✷✶✶✷ Pr♦❥❡❝t ✏❇✐r❛❞✐❝❛❧s✳✑

✻✳✽ ❆✉t❤♦r ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❜❡❣❛♥ ✇✐t❤ ❛ t✇♦ ♠♦♥t❤ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❛r❦

❊✳ ❈❛s✐❞❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❡r ♦❢ ✷✵✶✸ ✇❤❡♥ ❙❛❝❤❛ ❏✉✐❧❧❛r❞✱ t❤❡♥ ❛ ✜rst✲②❡❛r ▼❛st❡rs

st✉❞❡♥t ✐♥ ❈❤❡♠✐str②✱ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ✉s✐♥❣ ❉❋❚❇ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣♦❧②♠❡rs ✐♥

♦r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✇✐t❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❆❧❛



✷✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❤✐s P❤❉ ♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛✳ ▼❛❥♦r

❝♦❞✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❆❧❡①❛♥❞❡r ❍✉♠❡♥✐✉❦ ❛♥❞ ❜② ❘♦❧❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ✐♥ t❤❡✐r ❚❉✲❉❋❚❇

♣r♦❣r❛♠✳ ●❛❜r✐❡❧❛ ❈❛❧✐♥❛♦ ❈♦rr❡❛ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢

t❤♦s❡ ♦❢ ✉s ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚❇ ❝♦❞❡ ✈✐❛ ❤❡r ✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣

❉❋❚❇❛❜②✳ ❚❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇r✐t✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ✇✐t❤

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ●❛❜r✐❡❧❛ ❈❛❧✐♥❛♦ ❈♦rr❡❛ ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥

▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤✳

✻✳✾ ❈♦♥✢✐❝ts ♦❢ ■♥t❡r❡st

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡❝❧❛r❡ ♥♦ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✻✳✶✵ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❋♦r t❤❡ r❡❛❞❡r✬s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✉s❡❞

✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✿

❆❖ ❆t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧✳

❇✽✽ ❇❡❝❦❡✬s ✶✾✽✽ ❡①❝❤❛♥❣❡ ●●❆

❇❙ ❇❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳

❇❙❊ ❇❡t❤❡✲❙❛❧♣❡t❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳

❈❆▼ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❈❆❖ ❈r②st❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧✳

❈■❙ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

❈▼❖ ❈r②st❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

❈❚ ❈❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✳

❉✸ ●r✐♠♠❡✬s ✸✲♣❛r❛♠❡t❡r ✈❞❲ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❉❋❚ ❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❉❋❚❇ ❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣✳

❉❙ ✭❂ ❊❚ ✲ ❈❚✮ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣✳

❊❘■ ❊❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧✳

❊❚ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

❋❘ ❋r❡♥❦❡❧✳

●●❆ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳



❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✷✵✼

❍✲❜❛♥❞s ❍②♣s♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜❛♥❞s✱ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛❧ ♣❡❛❦s ❞✉❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

❍ ❍✐❣❤❡st✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

❍✲n nt❤ ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❍❖▼❖✳

❍❊● ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s✳

❍❋ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✳

❍❖▼❖ ❍✐❣❤❡st✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

■❯P❆❈ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐♦♥ ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈❤❡♠✐str②✳

❏✲❜❛♥❞s ❏❡❧❧② ❜❛♥❞s ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❙❝❤❡✐❜❡ ❜❛♥❞s✮✱ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛❧ ♣❡❛❦s ❞✉❡

t♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

▲ ▲♦✇❡st✲✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

▲✰n nt❤ ❧❡✈❡❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ▲❯▼❖✳

▲❆❖ ▲♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧✳

▲❉❆ ▲♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲❊ ▲♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

▲▼❖ ▲♦❝❛❧✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

❧r ▲♦♥❣ r❛♥❣❡✳

▲❘❈ ▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✳

▲❯▼❖ ▲♦✇❡st✲✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

▲❨P ▲❡❡✲❨❛♥❣✲P❛rr ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ●●❆✳

▼❇P❚ ▼❛♥②✲❜♦❞② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳

▼❖ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

◆❚❖ ◆❛t✉r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧✳

P❊❙ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✭❛❧s♦✱ s♦♠❡✇❤❛t ❛❜✉s✐✈❡❧②✱ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡✮✳

❘❙❍ ❘❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞✳

❙❈❈ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡✳

sr ❙❤♦rt r❛♥❣❡✳

❚❉ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

❚❉❆ ❚❛♠♠✲❉❛♥❝♦✛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❚❉✲❉❋❚ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❚❉✲❉❋❚❇ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣✳



✷✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts

❚❍❋ ❚❡tr❛❤②❞r♦❢✉r❛♥✳

❚❖❚❊▼ ❚✇♦✲♦r❜✐t❛❧ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❞❡❧✳

✭❚❖❚❊▼✮n n st❛❝❦❡❞ ❚❖❚❊▼s✳

✈❞❲ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳

❲▼ ❲❛♥♥✐❡r✲▼♦tt✳

①❝ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ Pr❡s❡♥t ❛❞❞r❡ss✿ ❉♦❝t♦r❛❧ st✉❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱

❈♦r♥❡❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ■t❤❛❝❛✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳ ♣❛❣❡s ✶✸✽

❬✷❪ ▼✳ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ❛♥❞ ▼✳ ❍✉✐①✲❘♦t❧❧❛♥t✱ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②✱ ❆♥♥✉✳ ❘❡✈✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ✻✸✱ ✷✽✼ ✭✷✵✶✷✮✳ ♣❛❣❡s ✶✹✵✱ ✶✻✹✱

✷✸✸✱ ✷✹✶

❬✸❪ ▼✳ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ❛♥❞ ▼✳ ❍✉✐①✲❘♦t❧❧❛♥t✱ ▼❛♥②✲❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✭▼❇P❚✮

❛♥❞ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ✭❚❉✲❉❋❚✮✿ ▼❇P❚ ■♥s✐❣❤ts

❆❜♦✉t ❲❤❛t ✐s ▼✐ss✐♥❣ ✐♥✱ ❛♥❞ ❈♦rr❡❝t✐♦♥s t♦✱ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚ ❆❞✐❛❜❛t✐❝ ❆♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ❡❞✐t❡❞ ❜② ◆✳ ❋❡rré✱

▼✳ ❋✐❧❛t♦✈✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✉✐①✲❘♦t❧❧❛♥t✱ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❈✉rr❡♥t ❈❤❡♠✐str②✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱

✷✵✶✺✳ ♣❛❣❡s ✶✹✵✱ ✶✻✻

❬✹❪ ❙✳ ●r✐♠♠❡✱ ❏✳ ❆♥t♦♥②✱ ❙✳ ❊❤r❧✐❝❤✱ ❛♥❞ ❍✳ ❑r✐❡❣✱ ❆ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❜

✐♥✐t✐♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❉❋❚✲❉✮ ❢♦r t❤❡

✾✹ ❡❧❡♠❡♥ts ❍✲P✉✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✶✸✷✱ ✶✺✹✶✵✹ ✭✷✵✶✵✮✳ ♣❛❣❡s ✶✹✵✱ ✶✻✹✱ ✷✷✽✱
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❬✺❪ ❘✳ ❙✳ ❑♥♦①✱ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊①❝✐t♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺ ♦❢ ❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ P❤②s✐❝s✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝

Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✻✸✳ ♣❛❣❡s ✶✹✵✱ ✶✹✶

❬✻❪ ❱✳ ▼❛② ❛♥❞ ❖✳ ❑ü❤♥✱ ❈❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❙②s✲

t❡♠s✿ ❆ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❲✐❧❡②✲❱❈❍✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✵✳ ♣❛❣❡s ✶✹✶✱ ✷✷✽

❬✼❪ ▼✳ ❑❛s❤❛✱ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊①❝✐t♦♥ ❇❛♥❞s ❛♥❞ ❈♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❇❛♥❞s ✐♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r

▲❛♠❡❧❧❛r ❙②st❡♠s✱ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ✸✶✱ ✶✻✷ ✭✶✾✺✾✮✳ ♣❛❣❡s ✶✹✶

❬✽❪ ▼✳ ❑❛s❤❛✱ ❍✳ ❘✳ ❘❛✇❧s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❊❧✲❇❛②♦✉♠✐✱ ❚❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ P✉r❡ ❆♣♣❧✳ ❈❤❡♠✳ ✶✶✱ ✸✼✶ ✭✶✾✻✺✮✳ ♣❛❣❡s ✶✹✶✱ ✶✹✹✱ ✶✹✾✱ ✶✽✹✱ ✶✾✽✱

✷✵✸

❬✾❪ ❍✳ ✈❛♥ ❆♠❡r♦♥❣❡♥✱ ▲✳ ❱❛❧❦✉♥❛s✱ ❛♥❞ ❘✳ ✈❛♥ ●r♦♥❞❡❧❧❡✱ P❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❊①❝✐✲

t♦♥s✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ✷✵✵✵✳ ♣❛❣❡s ✶✹✶

❬✶✵❪ ❏✳ ❋r❡♥❦❡❧✱ ❖♥ t❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❍❡❛t ✐♥ ❙♦❧✐❞s✳ ■✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✸✼✱

✶✼ ✭✶✾✸✶✮✳ ♣❛❣❡s ✶✹✶

❬✶✶❪ ❏✳ ❋r❡♥❦❡❧✱ ❖♥ t❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❍❡❛t ✐♥ ❙♦❧✐❞s✳ ■■✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✸✼✱

✶✷✼✻ ✭✶✾✸✷✮✳ ♣❛❣❡s ✶✹✶

❬✶✷❪ ●✳ ❍✳ ❲❛♥♥✐❡r✱ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❝r②st❛❧s✱

P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✺✷✱ ✶✾✶ ✭✶✾✸✼✮✳ ♣❛❣❡s ✶✹✶

❬✶✸❪ ❆✳ ❙✳ ❉❛✈②❞♦✈✱ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡①❝✐t♦♥s✱ ❙♦✈✳ P❤②s✳ ❯s♣✳ ✼✱ ✶✹✺ ✭✶✾✻✹✮✳
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✷✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✿ ❉❛✈②❞♦✈✲❚②♣❡ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❊✛❡❝ts
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❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚r❛❥❡❝t♦r②

❙✉r❢❛❝❡ ❍♦♣♣✐♥❣ ❙t✉❞② ♦❢ ❛ ▼♦❞❡❧ ❇✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✴P❡♥t❛❝❡♥❡

❍❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ▲♦♥❣✲❘❛♥❣❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥

❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ✶✱ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ✷✱

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ■♥♦r❣❛♥✐q✉❡ ❘é❞♦① ✭❈■❘❊✮✱ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ❈❤✐♠✐❡

▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭❉❈▼✮✱

■♥st✐t✉t ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ✭■❈▼●✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ●r❡♥♦❜❧❡✲❆❧♣❡s✱

✸✵✶ r✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❤✐♠✐❡✱ ❈❙ ✹✵✼✵✵✱ ✸✽✵✺✽ ●r❡♥♦❜❧❡ ❈❡❞❡① ✾✱ ❋r❛♥❝❡

❳✐ ❩❤✉ ✭ ✮ ❬✶❪ ✸✱ ❇❤❛❛r❛t❤✐ ◆❛t❛r❛❥❛♥ ✹✱ ❍❛✐❜✐♥ ❙✉ ✭ ✮ ❬✷❪ ✺

❉✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ◆❛♥②❛♥❣ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✺✵ ◆❛♥②❛♥❣ ✻✸✾✼✽✾✱

❙✐♥❣❛♣♦r❡

❆❧❡①❛♥❞❡r ❍✉♠❡♥✐✉❦ ✻ ❛♥❞ ✱❘♦❧❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ✼

■♥st✐t✉t ❢ür P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❈❤❡♠✐❡✱

❏✉❧✐✉s✲▼❛①✐♠✐❧✐❛♥s✲❯♥✐✈❡rs✐tät ❲ür③❜✉r❣✱

❊♠✐❧✲❋✐s❝❤❡r✲❙tr❛ÿ❡ ✹✷✱ ❉✲✾✼✵✼✹ ❲ür③❜✉r❣✱ ●❡r♠❛♥②

❆❜str❛❝t

✶✳ ❛❧❛✳❞❛r❣❤♦✉t❅✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r
✷✳ ♠❛r❦✳❝❛s✐❞❛❅✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r
✸✳ ✵✷✷✵✉st❝❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
✹✳ ♣❤②❡✈❡r❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
✺✳ ❤❜s✉❅♥t✉✳❡❞✉✳s❣
✻✳ ❛❧❡①❛♥❞❡r✳❤✉♠❡♥✐✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
✼✳ r♦❧❛♥❞✳♠✐tr✐❝❅✉♥✐✲✇✉❡r③❜✉r❣✳❞❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✷✸

❙✐① ❙t❡♣ ▼♦❞❡❧
✭✐✮ ❊①❝✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
✭✐✐✮ ❊①❝✐t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥
✭✐✐✐✮ ❊①❝✐t♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝❧♦s❡❧②✲❜♦✉♥❞

❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ✭❈❚✮ st❛t❡s ❛t t❤❡ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥
✭✐✈✮ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❈❚ st❛t❡s ✐♥t♦ ❝❤❛r❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞

st❛t❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢r❡❡ ♠♦❜✐❧❡ ❝❤❛r❣❡s
✭✈✮ ❈❤❛r❣❡ tr❛♥s♣♦rt ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥
✭✈✐✮ ❈❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ✕ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✸❪✳

❚✉❧❧②✲t②♣❡ ♠✐①❡❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣

✴❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✲❤♦♣♣✐♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥❞

t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❢♦r ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♣❤♦✲

t♦✈♦❧t❛✐❝ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡ ✭❈60✮ t♦✲

❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞

❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛❦❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♠✐❣❤t ❛t ✜rst

s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡s❡ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❝t✉❛t❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦

t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤✐♥ ❛❜♦✉t ✷✵ ❢s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♦♥❧② ❛❢t❡r ✶✽✽±✷✽ ❢s
t❤❛t r❡❛❧ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❡✈❡r❡ ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦✉r s②st❡♠ ✐s ♥♦t

❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r t♦ ♦❝❝✉r ✐rr❡✈❡rs✐❜❧② ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞♦❡s ♥♦t

r❡♠❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♠✉st r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞♦♥♦r✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡

t❤❛t t❤❡s❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞

❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣✴❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✲❤♦♣♣✐♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ♠❛②✱ ❜❡✲

❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♥❣✲

r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✴❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✲❤♦♣♣✐♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s

♠❛② ♦♣❡♥ t❤❡ ✇❛② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧

♦r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s✳

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦ ❢❛r✱ s♦❧❛r ❝❡❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛s t❤❡s❡ ♣r♦✲

✈✐❞❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❡♥❡r❣② ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡②

s♣❡♥t✳ P❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠❛♥② ②❡❛rs ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✉♥✲

❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❬✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s



✷✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

✐s ❛ r❛♣✐❞❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❬✺❪✳ ■t

✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ♥✐❝❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡r❡ ❡❛s❡ ♦❢ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r✐♥t

❝✐r❝✉✐ts ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st❛♥t ♣r✐♥t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✮✱ ❧✐❣❤t♥❡ss✱ ❛♥❞

✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ❆♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥✐❝❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r✲

❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♦r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s ✭❖P❱✮❪

❬✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾✱ ✸✱ ✶✵❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡♥❡✇❛❜❧❡ ❊♥❡r❣② ▲❛❜✬s

❜❡st ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❬✶✶❪✱ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s✐❧✐❝♦♥ s♦❧❛r ❝❡❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡t✇❡❡♥

✷✺✪ ❛♥❞ ✸✵✪ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❙❝❤♦❝❦❧❡②✲◗✉❡✐ss❡r ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ ✸✸✳✶✻✪ ❬✶✷❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✶✵✪ t♦ ✶✷✪

❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ❜❡st✳ ■t ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤✐s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ s♦♠❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t

♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦r ✇❤❡t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝②

❛r❡ st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝

s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡r✲

s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❜✉❧❦ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳

❚❤❡s❡ st❡♣s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❝✲

❝❡♣t♦r ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♥♦r ♣❤❛s❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t st❡♣ ✭✐✐✐✮

♦❝❝✉rs ♦♥ ❛ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✵ ❢s ✭❡✳❣✳✱ ✷✵✵ ❢s ❢♦r ❆P❋❖✸✴P❈❇▼

❬✶✸❪✱ ✼✵✲✶✵✵ ❢s ❢♦r ♣❡♥t❛❝❡♥❡✴❈60 ❬✶✹❪✱ ≤ ✶✵✵ ❢s ❢♦r ▼❉▼❖✲PP❱✴P❈70❇▼ ❛♥❞ ❢♦r

P❈P❉❚❇❚✴P❈70❇▼ ❬✶✺❪✱ ❛♥❞ ✽✷ ❢s ❢♦r ♣✲❉❚❙✭❋❇❚❚❤2✮2✴P❈71❇▼ ❬✶✻❪✳✮ ❚❤✐s s❤♦rt

t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❤❛s s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② ❝❡rt❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤♦s❡ ❝♦♠✐♥❣

❢r♦♠ ❛ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ t♦ ♥❡❣❧❡❝t ♥✉❝❧❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡

❈❚ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r ❦❡② ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ♦❝❝✉r

♦♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤✐s s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧❡❞ ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜✉❧❦

❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ❡①❝✐t✐♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✉s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐✲

❝❛❧ ♠♦❞❡❧❡r✬s t♦♦❧❜♦①✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠✐①❡❞ ❚✉❧❧②✲t②♣❡ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧✴❝❧❛ss✐❝❛❧

s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❖✉r s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡r✲

st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛r❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤♦✇

q✉✐❝❦❧② t❤❡② ❛r❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ❢s✳

❈❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ s❡✈✲

❡r❛❧ r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✼✱ ✸✱ ✶✵✱ ✶✽❪✳ ❚❤❡

♣r❡✈✐♦✉s❧②✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐① st❡♣ ♠♦❞❡❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❡✈❡♥ts ❛t✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢✱ t❤❡

❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❡♠❡r❣❡❞ ❛❢t❡r ❈❤✐♥❣ ❚❛♥❣✬s ❦❡② ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s

t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❧❡❛❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡

❛t ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✾❪✳ ❈❡♥tr❛❧ q✉❡st✐♦♥s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②

t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s✳ ❙t❡♣ ✭✈✮ ✐s ♦❢t❡♥

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣✉③③❧✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞ ❛ ❜❛❝❦✲♦❢✲t❤❡✲❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✷✺

✉♣♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ ❤❡t❡r♦✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t

t❤❡ ❝❤❛r❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜② ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✶✲✵✳✺ ❡❱ ✇❤✐❝❤

♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r

♦❢ ✵✳✵✷✺ ❡❱ ❬✶✽❪✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♦r❣❛♥✐❝ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ s♦❧❛r ❝❡❧❧s

❝❛♥ ✇♦r❦ ❛t ❛❧❧❄ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦♠❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛r❡

✉s✉❛❧❧② t✐♠❡✲s❝❛❧❡ s♣❡❝✐✜❝✳ ❚❤✉s ✉❧tr❛❢❛st s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♣r♦❜❡ ❡①❝✐t❡❞✲

st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ s✉❜♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❬✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ✶✺✱ ✷✸❪✱ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♥ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✭❊❋■❙❍✮ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✷✹❪ ❝❛♥ ♣r♦❜❡

❡①❝✐t❡❞✲st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ♣s t♦ ♥s t✐♠❡ s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♣r♦❜❡

❢r❡❡ ❝❛rr✐❡r ♠♦t✐♦♥ ♦♥ ♥s t♦ ♠s t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❆s ✐t st❛♥❞s✱ st❡♣ ✭✐✐✐✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s

❦♥♦✇♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥ ❛ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✵ ❢s✱ ✇❤✐❧❡ st❡♣

✭✐✈✮ ✐s ❦♥♦✇♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥ ❛ ♣s t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠

♦❢ st❡♣ ✭✐✈✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✏s✐♠♣❧❡✑ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪ ❜✉t

s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♦r ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❬✶✽❪✳

❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ s❤♦rt ❛♥❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❛❞❞r❡ss

t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❢♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ♠❛② ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t

✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭✐✐✐✮✳

❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❝❤♦s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥✳

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t s♦❧❛r ❝❡❧❧s✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦

❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✭P❡♥t✮ ❛♥❞ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r✲

❢✉❧❧❡r✐♥❡ ✭❈60✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡✈✐❝❡s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡♠ ❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ P❡♥t❛❝❡♥❡ ❜❡❧♦♥❣s

t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❝❡♥❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪✳ ■t ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♥✲

✈❡♥✐❡♥t❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♥♦r

✭❉✮✳ ❇✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r✐♥❡ ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❝❝❡♣t♦r ✭❆✮ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✷✻❪✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥✲

s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞

t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❆✴❉ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜❡❧❞✲❡✛❡❝t tr❛♥s✐st♦rs ❬✷✼❪ ❛♥❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧s

❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ❈60✴P❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✐♥❣❧❡t ✜s✲

s✐♦♥ ❬✶✹✱ ✷✾❪✳ ❍♦✇ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧✐❣♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞

❜♦t❤ ✉♣♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❛❧s♦ ✉♣♦♥ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛❧✐❣♥s ✐♥ ❛ ❤❡❛❞✲♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐❧✐❝♦♥

♦①✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✭✵✵✶✮ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❝r②st❛❧ ❬✸✵❪ ❜✉t ❛❧✐❣♥s ✐ts❡❧❢ ✐♥

❛ ✢❛t✲s✐❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✭✵✶✵✮ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡

❝r②st❛❧ ❬✸✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❡♠✐str② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏❧✐❦❡✲❧✐❦❡s✲❧✐❦❡✑

t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s♦❧✉❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ❝✉ts ♦❢ ❛ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❝r②st❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈60 ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛❞✲♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ✭✵✵✶✮



✷✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡ ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✷✼

❝✉t ♦❢ t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✢❛t✲s✐❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ✭✵✶✵✮ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❝r②st❛❧ ❬✸✷❪✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❡

s❤♦✉❧❞ ♦r✐❡♥t P❡♥t ✐♥ ❛ ❤❡❛❞✲♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈60 ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡

✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❛rt✐❝❧❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❤❡❛❞✲♦♥

❛♥❞ ✢❛t✲s✐❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❬✸✻✱ ✸✼❪✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❡ ✜♥❞ ✐t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✢❛t✲s✐❞❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦❝②❝❧✐❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❬✸✽❪ ✭t❤♦✉❣❤

♥♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦✉r ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳✮ ❆❢✲

t❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡ ❛❝❝❡♣t♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛❝❝❡♣t♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❛ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡ ❛❝❝❡♣t♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡

♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛❝❝❡♣t♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✻✱✶✸ ❝❛r❜♦♥s ✐♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❝❡♥tr❡❞ ♦✈❡r

❛ t❤❡ π✲❜♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢✉s❡❞ ✻✲♠❡♠❜❡r❡❞ r✐♥❣s ✐♥ ❈✻✵ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳ ❚❤✐s

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ▼♦❞❡❧ ✶ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✻❪✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♠✐①❡❞ ❚✉❧❧②✲

t②♣❡ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧✴❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ❬✸✾✱ ✹✵✱ ✹✶✱ ✹✷❪✳

❚❤✐s ✐s ✈❡rs✐t✐❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤❡r❡

t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r ✭❡✳❣✳✱ ❝❤❛r❣❡

❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r t②♣❡✮ ❛♥❞✱ ✐❢ ❡♥♦✉❣❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ r✉♥✱ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥

✐❞❡❛ ♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ r❛t✐♦s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤ t❤✐s

♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♠✉st ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦

❞♦ ♠❛♥② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ♠❛♥② t✐♠❡ st❡♣s ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦

✉s❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❚❉✮ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮✳ ▼✐①❡❞ ❚✉❧❧②✲t②♣❡ ❚❉✲

❉❋❚✴❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❛♣❛✈✐❝③❛✱

❚❛✈❡r♥❡❧❧✐✱ ❛♥❞ ❘♦❡t❤❧✐s❜❡r❣❡r ✐♥ ✷✵✵✼ ❬✹✸❪ ✭❘❡❢s✳ ❬✹✹✱ ✹✺❪ ♣r♦✈✐❞❡ r❡✈✐❡✇s✮✳ ❆s t❤❡

♠♦❞❡❧ s②st❡♠ st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❣❡tt✐♥❣ t♦ ❜❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚✴❝❧❛ss✐❝❛❧

s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥

t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❉❋❚ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ❬✹✻✱ ✹✼✱ ✹✽❪ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ s❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❉❋❚✳ ❚❉✲❉❋❚❇ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆✐❡❤❛✉s

❡t ❛❧✳ ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✺✷❪ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ◆❛t✉r❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①♣❡❝t

s♦♠❡ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❜✉t ❉❋❚❇ ✐s ♥♦✇ s✉✣❝✐❡♥t❧② t❡st❡❞ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s

r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ tr❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❬✺✸❪ ❛♥❞ t❤❛t

❚❉✲❉❋❚❇ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠✐♠✐❝ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❚❉✲❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❬✺✹❪✳ ▼✐tr✐➣ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ✇❡r❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② t❤❡ ✜rst t♦ ❞❡✈❡❧♦♣

♠✐①❡❞ ❚✉❧❧②✲t②♣❡ ❚❉✲❉❋❚❇✴❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ❬✺✺✱ ✺✻✱ ✺✼❪

❛♥❞ t❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❛♠❉❋❚❇❛❜② ❬✺✽❪✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s



✷✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ ●r✐♠♠❡✬s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✺✾❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞✮ ❬✭❚❉✲

✮❧❝✲❉❋❚❇❪ ❬✻✵❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞

♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥

❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✺✹❪✳

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮ ❛♥❞ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r

✭❈❚✮ r❡q✉✐r❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✭s✮ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✻✶❪✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ♥❡❣❧❡❝ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❤❛s ✽✽ ❛t♦♠s✳ ■t

✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡♠❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❧♦♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✱ ❜✉t ✐t ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ✇❡ ♠✉st

❡①♣❡❝t r❡❝✉rr❛♥❝❡s✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

st❛t❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤ ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ❛s ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✭♣✳ ✽✶✱ ❘❡❢✳ ❬✻✶❪✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré r❡❝✉rr❛♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t♦ s❡❡ ❛♥② ✜♥✐t❡ s✐③❡

❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ r❡t✉r♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts st❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❥❛r❣♦♥ ✭♣✳ ✽✶✱ ❘❡❢✳ ❬✻✶❪✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ r❡♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s

t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t♦ s❡❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ s❧♦s❤✐♥❣ ✭♠♦st ❧✐❦❡❧②✮ ♥♦♥♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②

❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❈60 ❛♥❞ P❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊❊❚✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

s✉❝❤ ❛s ❋♦❡rst❡r ♦r ❉❡①t❡r ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡

♣r♦❝❡ss ♦❝❝✉rs✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ❤❡r❡✱ ♦♥❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❊❊❚ ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ ♦❝❝✉r✳ ❖✉r ✐♥t❡r❡st ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣

t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡s ❢♦r ❊❊❚ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s❡❡ ❈❚ ❜✉t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡♣❤❛s✐♥❣✱

✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ❛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ❛✇❛② t❤❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❤♦✇ ❧♦♥❣ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛t ❛ ❜✉❧❦

❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ♦✉r ❆✴❉ s②st❡♠ ✐s ❈60✴P❡♥t✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❜❡ tr❛♥s❢❡r❡❞

❢r♦♠ P❡♥t t♦ ❈60✳

❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦❢

t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞

♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✼✳✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ ❝♦♥t❛✐♥s ♦✉r ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✼✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❚❤✐s ✐s ❛ r❡✈✐❡✇ s❡❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥t ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② s❡❧❢✲

❝♦♥t❛✐♥❡❞✳ ❆s ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧

♣❧❛❝❡s ❬✹✹✱ ✹✺✱ ✻✷❪✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉♥❞❡r✲

st❛♥❞ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚✉❧❧② ❬✸✾❪✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠✐①❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✴❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✷✾

s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ kt❤ ♥✉❝❧❡✉s

✇✐t❤ ♠❛ss Mk ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ~Rk(t) ❢♦❧❧♦✇s ◆❡✇t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✱

Mk
d2 ~Rk(t)

dt2
= −~∇kVI(R(t)) , ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ R =
[

~R1, ~R2, · · · , ~RM

]

✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❝♦❧✉♠♥✮ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞

VI ✐s t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ It❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐✱

Ĥe(r;R(r))Ψ(x, t) = i
d

dt
Ψ(x, t) , ✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡ Ĥe ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ r = [~r1, ~r2, · · · , ~rN ]✱ ~x = (~r, σ) ✐♥❝❧✉❞❡s

❜♦t❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s♣✐♥✱ ❛♥❞ x = [~x1, ~x2, · · · , ~xN ]✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠

✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❜✉t ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❡✈❡♥ ✐❢ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥

❛r❡ ❧♦st✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ It❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ❤♦♣s t♦ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡

❢♦r t❤❡ Jt❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❚✉❧❧② ❬✸✾✱ ✹✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❦♥♦✇♥ ❛s ❢❡✇❡st s✇✐t❝❤❡s s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ✭❋❙❙❍✮✳

✼✳✷✳✶ ❋❙❙❍

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥

❤♦♣s t♦ ❛ ♥❡✇ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞

Ψ(x, t) =
∑

I

ΨI(x;R(t))CI(t) , ✭✼✳✸✮

✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱

ĤeΨI(x;R(t)) = EI(R(t))ΨI(x;R(t)) . ✭✼✳✹✮

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ m ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

PI(t) = |CI(t)|2 . ✭✼✳✺✮



✷✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts CI(t) ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱

dCI(t)

dt
= −iEI(t)−

∑

J

dI,JCJ(t) , ✭✼✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✱

dI,J(R(t)) = 〈ΨI(R(t))|dΨJ(R(t))

dt
〉

=
d~R(t)

dt
· ~FI,J(R(t)) , ✭✼✳✼✮

✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①✱

~FI,J(R(t)) = 〈ΨI(R(t))|~∇R(t)|ΨJ(R(t))〉 . ✭✼✳✽✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❧❛st q✉❛♥t✐t② ✐s ❜♦t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛ ✈❡❝t♦r

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ✭〈· · · 〉 r❡❢❡rs ♦♥❧② t♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡❣r❡ss ♦❢

❢r❡❡❞♦♠✳✮ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❛t ❛ ✈❡r② ♥✐❝❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ s✇❛r♠s ♦❢

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤♦♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣♦ ❛ ❜✐t ❢✉rt❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t♦ ♦✈❡r✲

❝♦♠❡ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ♦♥❡ t❤✐♥❣✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ❡♥❡r❣②

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛❢t❡r

❛ ❤♦♣ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r s♦ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❧✉s ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t dm,n(R(t)) ♠❛② ❛t ✜rst s❡❡♠

❤❛r❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✱ ❜✉t ✐♥ ❢❛❝t ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛s✱

dI,J(R(t+
∆

2
) =

1

2∆
[〈ΨI(R(t))|ΨJ(R(t+∆)〉

− 〈ΨI(R(t+∆)|ΨJ(R(t)〉] . ✭✼✳✾✮

❆ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s

r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✱

~FI,J(R) =
〈ΨI |~∇Ĥe(R)ΨJ〉 − δI,J ~∇EI(R)

EJ(R)− EI(R)
. ✭✼✳✶✵✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ♥❡❛r ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇❤❡♥

EI(R) ≈ EJ(R)✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s ✉s✉❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ t♦

❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❜❛t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❬✻✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✸✶

✇✐t❤ t❤✐s s♦rt ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣ r❛♣✐❞❧② ❜❡❝♦♠❡s

✉♥♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳

❚✉❧❧② ❬✸✾✱ ✹✵❪ s♦❧✈❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ▼♦♥t❡

❈❛r❧♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❋❙❙❍ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡

❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ mt❤ t♦ t❤❡ nt❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡

✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

gI→J(t,∆t) =
(dPI,J(t)/dt)∆t

PI,I(t)
, ✭✼✳✶✶✮

✇❤❡r❡✱

PI,J(t) = CI(t)C
∗
J(t) . ✭✼✳✶✷✮

❆ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ξ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1)✳

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ m→ n ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ✐❢

P
(I−1)
J < ξ < P I

J , ✭✼✳✶✸✮

✇❤❡r❡

P
(I)
J =

∑

K=1,I

PJ,K ✭✼✳✶✹✮

✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst m st❛t❡s✳

✼✳✷✳✷ ❚❉✲❉❋❚ ❋❙❙❍

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♥s✐t②✲

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✉♣♦♥ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❚❉✮ ❉❋❚❇✳

❆s t❤❡s❡ ❛r❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ❛♥❞ ♦❢ ❚❉✲

❉❋❚✱ ✇❡ ♠✉st ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚ ❛♥❞ ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢

❚❉✲❉❋❚ ❋❙❙❍✳

❉❋❚ ❬✻✹✱ ✻✺❪ ✐s ♥♦✇ s♦ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❧✐tt❧❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❛✐❞ ❡①❝❡♣t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡

♥♦t❛t✐♦♥✳ ✭❘❡❢s✳ ❬✻✻✱ ✻✼✱ ✻✽❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❉❋❚✳✮ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡

❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ♦❢ N ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥

❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ v❡①t✱ ✇✐t❤ ❛ ✜❝t✐t♦✉s s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈✐♥❣

✐♥ ❛ ♥❡✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱

vs = v❡①t + vH + vxc . ✭✼✳✶✺✮

❍❡r❡

vH(~r1) =

∫
ρ(~r2)

r1,2
d~r2 ✭✼✳✶✻✮



✷✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

✐s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉❧♦♠❜✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱

ρ(~r) =
∑

i

ni|ψi(|r)|2 ✭✼✳✶✼✮

✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞

vxc(~r) =
δExc[ρ]

δρ(~r)
✭✼✳✶✽✮

✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭①❝✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ✭❍❛rtr❡❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts me = e = ~ = 1

❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳✮ ❚❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s

✭▼❖s✮ ψi ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ni s❛t✐s❢② t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛✲

t✐♦♥✱ (

−1

2
∇2 + vs

)

ψi = ǫiψi , ✭✼✳✶✾✮

❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✱

E0 =
∑

i

niǫi +G

G = −1

2

∫ ∫
ρ(~r1)ρ(~r2)

r1,2
d~r1d~r2 + Exc −

∫

vxc(~r)ρ(~r) d~r ,

✭✼✳✷✵✮

✇❤❡r❡ Exc ✐s t❤❡ ①❝ ❡♥❡r❣②✳

❚❤✉s ❢❛r t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ❡①❛❝t ❜✉t ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣r❛❝t✐❝❛❧✱ ✇❡ ♠✉st ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭❉❋❆s✮ ❢♦r t❤❡ ①❝ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t

✈❡r② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❋❆s ✇✐t❤ t❤❡

❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❆s ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♦r❜✐t❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡✳

❚❤❡ ✜rst s✉❝❤ ❉❋❆ ✇❛s ❛ ✏❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞✱✑ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❡❝❦❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

♥❡❛r t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❬✻✾❪✳ ❚❤✐s ✇❛s ❝❧❡❛r❧② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣✉r❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ t❤❡✲

♦r② ❬✼✵❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣❡r❧② r❡❜❛♣t✐③❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ t❤❡♦r② ❬✼✶❪✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡✲

❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ t❤❡♦r②✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❣❧♦❜❛❧

❤②❜r✐❞s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ✏r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞s✑ ❬❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❧♦♥❣✲r❛♥❣❡

❝♦rr❡❝t❡❞ ❤②❜r✐❞s✑ ✭❧❝✮❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❤♦rt✲r❛♥❣❡



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✸✸

✭sr✮ ♣❛rt ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ✭❧r✮ ♣❛rt✱

1

r1,2
=

(
1

r1,2

)

sr

+

(
1

r1,2

)

lr
(

1

r1,2

)

sr

=
❡r❢❝(µr12)

r1,2
(

1

r1,2

)

lr

=
❡r❢(µr12)
r1,2

, ✭✼✳✷✶✮

✇❤❡r❡ ❡r❢ ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡r❢❝ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡

❜❡❝♦♠❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s

✐♥ ❚❉✲❉❋❚✳

❚❉✲❉❋❚ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❘✉♥❣❡✲●r♦ss t❤❡♦r❡♠ ❬✼✷❪✳ ■t ❤❛s

❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t✇♦ r❡❝❡♥t ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ❬✼✸✱ ✼✹❪ ❛♥❞ ✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❛✉t❤♦r

❜♦♦❦ ❬✼✺❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡s ❬✼✻✱ ✼✼✱ ✼✽✱ ✼✾✱ ✽✵✱ ✽✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r

str❡♥❣t❤s ❢♦r ❯❱✲❱✐s s♣❡❝tr❛ ✭✉s✉❛❧❧②✮ ✉s✐♥❣ ❈❛s✐❞❛✬s ❧✐♥❡❛r✲r❡s♣♦♥s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✽✷❪✱

[

A B

B∗ A∗

](
~XI

~YI

)

= ωI

[

1 0

0 −1

](
~XI

~YI

)

✭✼✳✷✷✮

✐♥ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

vxc[ρ](~r, t) =
δExc[ρt]

δρt(~r)
, ✭✼✳✷✸✮

✇❤❡r❡ ρt(~r) = ρ(~r, t) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ~r ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ A ❛♥❞

B ♠❛tr✐❝❡s r❡q✉✐r❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❉❋❚ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♣✐♥ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② σ ❛♥❞ τ✮✳ ❲❡ ♠❛②

t❤❡♥ ✇r✐t❡ t❤❛t✱

Aiaσ,jbτ = δi,jδa,bδσ,τ (ǫaσ − ǫiσ) +Kiaσ,jbτ

Biaσ,jbτ = Kiaσ,jbτ , ✭✼✳✷✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✱

Kiaσ,jbτ =

∫ ∫

ψ∗iσ(~r1)ψaσ(~r1)

× fσ,τ
Hxc(~r1, ~r2)ψ

∗
jτ (~r2)ψb(~r2) d~r1d~r2

fσ,τ
Hxc(~r1, ~r2) =

1

r1,2
+

δ2Exc[ρα, ρβ]

δρσ(~r1)δρτ (~r2)
. ✭✼✳✷✺✮

❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s i ❛♥❞ j ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ✇❤✐❧❡ a ❛♥❞ b ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r



✷✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s✳

❚❤✉s ❢❛r t❤❡ ❚❉✲❉❋❚ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✲

✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✭♣✉r❡✮ ❉❋❆s✳ ■t ✐s ♥♦✇ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❚❉✲❉❋❚ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

❉❋❆s ✇♦r❦s ❜❡st ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t t♦♦ ♠✉❝❤ ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞

❜② ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈♦❧ts ❬✽✸✱ ✽✹❪✳ P❡❛❝❤ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ Λ ❝r✐t❡✲

r✐♦♥ t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤❡♥ ❛ ❚❉✲❉❋❚ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❈❚ ❡rr♦rs

❬✽✺✱ ✽✻✱ ✽✼✱ ✽✽✱ ✽✾✱ ✾✵✱ ✾✶❪✳

Λ =

∑

i,a κ
2
iaOia

∑

i,a κ
2
ia

κia = Xia + Yia

Oia =

∫

|ψi(~r)|2|ψa(~r)|2 d~r . ✭✼✳✷✻✮

❚❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❛t❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚ ❬✾✷✱ ✾✸✱ ✾✹✱ ✾✺✱ ✾✻✱ ✾✼❪✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ It❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s t❤❡♥✱

EI = E0 + ωI . ✭✼✳✷✼✮

❆s ✐t ✐s ♥♦✇ ❦♥♦✇♥ ❤♦✇ t♦ t❛❦❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❡♥❡r❣② E0 ❛♥❞

♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ωI ❬✾✽✱ ✾✾✱ ✶✵✵✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺❪✱ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❝♦♠❡s

♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ nt❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ♦♣❡♥✐♥❣ ✉♣

t❤❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ❚❉✲❉❋❚ ❋❙❙❍ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ❋❙❙❍ ✇❛s ❞✉❡ t♦ ❚❛♣❛✈✐❝③❛✱ ❚❛✈❡r♥❡❧❧✐✱ ❛♥❞

❘öt❤❧✐s❜❡r❣❡r ✐♥ ✷✵✵✼ ❬✹✸❪ ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P▼❉ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡② ♣r♦✲

♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❈❛s✐❞❛✬s ❆♥s❛t③ ✇❤✐❝❤ ✇❛s

♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛♥ ❛✐❞ ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❚❉✲❉❋❚ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❬✽✷❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

❛♥ ❡①❝✐t❡❞✲st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

ΨI =
∑

i,a,σ

Φaσ
iσCiaσ , ✭✼✳✷✽✮

♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ s✐♥❣❧② ❡①❝✐t❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts Φaσ
iσ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ iσ → aσ ❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥✮ ✐s ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t

CI
iaσ =

√
ǫaσ − ǫiσ

ωI

F I
iaσ , ✭✼✳✷✾✮

✇❤❡r❡
~FI ∝ (A−B)−1/2

(

~XI + ~YI

)

, ✭✼✳✸✵✮



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✸✺

✐s r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♦ t❤❛t✱
~F †I
~FI = 1 . ✭✼✳✸✶✮

❚❤✐s ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r✐♥❣ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ ♦①✐r❛♥❡

❬✶✵✻❪ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❡①✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥✲

✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❉✲❉❋❚ ❬✶✵✼❪ ✇❛s ♥♦t ❛ s❡r✐♦✉s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❚❉✲❉❋❚ ❋❙❙❍✳

❚❉✲❉❋❚ ❋❙❙❍ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚✉r❜♦▼♦❧ ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❬✶✵✽❪ ❛♥❞ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐str② ♦❢ ✈✐t❛♠✐♥✲❉ ❬✶✵✾❪✳

✼✳✷✳✸ ❚❉✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍

❆s ❚❉✲❉❋❚ ❋❙❙❍ r❡q✉✐r❡s ♠❛♥② r❡♣❡❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t

r❛♣✐❞❧② ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② r❡s♦✉r❝❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞✐❞ tr② t♦ ✉s❡

◆❡✇t♦♥✲❳ ❬✶✶✵❪ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❚❉✲❉❋❚ ❋❙❙❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ P❡♥t✴❈60 s②st❡♠✱

❜✉t ✇❡ ❢♦✉♥❞ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ t♦♦ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣

r✉♥ t✐♠❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

❚❉✲❉❋❚✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❚❉✲❉❋❚❇✳ ✭❖t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r

♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✶✶✶✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸✱ ✶✶✹❪ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t

♦❢ ❞✐r❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳✮ ❉❋❚❇ ✐s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✹✻✱ ✹✼✱ ✹✽❪✳

▲✐❦❡ ♦t❤❡r s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② t❤❡♦r✐❡s✱ ❉❋❚❇ ✉s❡s ❛♥ ❛t♦♠✲❝❡♥t❡r❡❞

♠✐♥✐♠❛❧ ❜❛s✐s s❡t ✇❤✐❝❤ tr❡❛ts ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛♥ ✐♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤✐♥ v❡①t✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ s♦ t❤❛t ♥♦ ♠♦r❡

t❤❛♥ t✇♦✲❝❡♥t❡r ✐♥t❡❣r❛❧s ♥❡❡❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❋♦r ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ t✇♦✲❝❡♥t❡r

✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r s✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧❜❡✐t ❞✐✛❡r❡♥t

s✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r l✳ ■♥

r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❚❉✲❉❋❚❇ ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✺✷✱ ✶✶✺❪✱ t♦ ❧❝✲

❉❋❚❇ ❬✶✶✻✱ ✻✵✱ ✶✶✼✱ ✶✶✽❪✱ t♦ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ♠♦st r❡❝❡♥t❧② t♦ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍

❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r② ✐s ♦♥❧② ✈❡r② ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇❡❞ ❤❡r❡✱ s♦ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❉❋❚❇ ❬✶✶✾❪ ✇❛s ♥♦♥✐♥t❡r❛t✐✈❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ µt❤ ❜❛s✐s

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛t♦♠ I ❜②✱

χµI = χµ∈I , ✭✼✳✸✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❥✉st ❛ s❤♦rt❡r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s

t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s✱

ρ0 =
∑

I

ρ0I , ✭✼✳✸✸✮



✷✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❛♥❞ t❤❡ ❍①❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ s❡♣❛r❛❜❧❡✱

vHxc[ρ] =
∑

I

vHxc[ρI ] . ✭✼✳✸✹✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭f̂✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✱

fµI,νJ =

{

δµ,ν〈χµI |t̂+ vs[ρI ]|χνJ〉 ; I = J

〈χµI |t̂+ vs[ρI ] + vHxc[ρJ ]|χνJ〉 ; I 6= J
, ✭✼✳✸✺✮

✇❤❡r❡ t̂ ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋r❡q✉❡♥t❧② vHxc[ρI ] + vHxc[ρJ ] ✐s r❡♣❧❛❝❡❞

✇✐t❤ vHxc[ρI +ρJ ] ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❋❚❇✳ ■t t❤❡♥ s✉✣❝❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥✱

f0~c0i = ǫ0i s~c
0
i , ✭✼✳✸✻✮

t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✏❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✑ ✭❇❙✮ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉❋❚❇ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱

E❇❙ =
∑

i

niǫ
0
i . ✭✼✳✸✼✮

❍❡r❡

sµI,νJ = 〈χµI |χνJ〉 ✭✼✳✸✽✮

✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t 0 ✐s ❛ r❡♠✐♥❞❡r t❤❛t t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲s❤♦t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s✳

❆♥ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❉❋❚ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✭✼✳✷✵✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡

❇❙ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t❡r♠✳ ❚❤✐s t❡r♠ ♠✉st ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡

G t❡r♠ ♣❧✉s t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏r❡♣✉❧✲

s✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✑ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❉❋❚❇✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❛❜❧❡ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡

♣♦t❡♥t✐❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛t♦♠ t②♣❡s✱

Er❡♣ =
∑

I<J

VI,J(RI,J) . ✭✼✳✸✾✮

Pr♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♣❛rt ♦❢ ❉❋❚❇ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥❞ t❛❜✉❧❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛✐r✇✐s❡

♣♦t❡♥t✐❛❧s✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤✉s ❢❛r ✐s ♥♦t ②❡t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♦r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❛s ✇❡ ♠✉st st✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠✐❝

❞❡♥s✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❞✉❡ t♦ ♦t❤❡r ❛t♦♠s ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♠❛② ❜❡ t❤r♦✉❣❤ s❡❝♦♥❞✲ ❬✶✷✵❪ ♦r t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❬✶✷✶❪✱ ❜✉t



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✸✼

♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❉❋❚❇ t♦t❛❧

❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ✭❙❈❈✮ ❝♦✉❧♦♠❜ ✭❝♦✉❧✮ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

E = EBS + Erep + Ecoul , ✭✼✳✹✵✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱

Ecoul =
1

2

∫ ∫

δρ(~r1) (fH(~r1, ~r2)

+ fxc(~r1, ~r2)) δρ(~r2) d~r1d~r2 . ✭✼✳✹✶✮

❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♥❡✇ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② ♠❛❦✐♥❣

t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ▼✉❧❧✐❦❡♥✬s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✐♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❬✶✷✷❪✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s✱

ψ∗r(~r)ψs(~r) =
∑

µ,I

qr,sµIχ
∗
µI(~r)χνJ(~r) , ✭✼✳✹✷✮

❛❢t❡r ❛ ❜✐t ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇❤❡r❡

qr,sµI =
1

2

(
c∗µI,rsµI,νJcνJ,s + cµI,ssµI,νJc

∗
νJ,r

)
✭✼✳✹✸✮

✐s ❛ ▼✉❧❧✐❦❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ cµI,r ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①✲

♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼❖s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s gI ✱

χ∗µI(~r)χµI(~r) = gI(~r) . ✭✼✳✹✹✮

■t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱

ψ∗r(~r)ψs(~r) =
∑

µI

qr,sµIχ
∗
µI(~r) ✭✼✳✹✺✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✹✹✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❣❛♠♠❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱

γI,J =

∫

gI(~r) (fH(~r1, ~r2)

+ fxc(~r1, ~r2)) gJ(~r) d~r1d~r2 . ✭✼✳✹✻✮



✷✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❆s t❤❡ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ ❛t♦♠ I✱

qI =
∑

i

qi,iI ni , ✭✼✳✹✼✮

t❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣② ❬❊q✳ ✭✼✳✹✶✮❪ ❜❡❝♦♠❡s

E❝♦✉❧ =
1

2

∑

I,J

∆qIγI,J∆qJ ✭✼✳✹✽✮

✐♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡

δρ(~r) =
∑

I

∆qIgI(~r) ✭✼✳✹✾✮

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ t❡r♠ t♦ t♦ t❤❡ ❉❋❚❇ ❡♥❡r❣②✱ ♥❛♠❡❧② ●r✐♠♠❡✬s ❉✸ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❢♦r ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✺✾❪✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❊qs✳ ✭✼✳✷✺✮ ❛♥❞ ✭✼✳✹✻✮ ♠❛❦❡s ✐t ❢❛✐r❧② ❝❧❡❛r t❤❛t ❈❛s✐❞❛✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛②

❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❉❋❚❇✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❚❉✲❉❋❚ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱

Kiaσ,jbτ =
∑

I,J

qiaI γ
σ,τ
I,J q

jb
I . ✭✼✳✺✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡

qiaI =
∑

µ∈I

qiaµI . ✭✼✳✺✶✮

❛♥❞ γσ,τI,J t❛❦❡s ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ ✐♥❞✐❝❡s σ ❛♥❞ τ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

✐♥

fσ,τ
xc (~r1, ~r2) =

δExc
δρσ(~r1)δρτ (~r2)

. ✭✼✳✺✷✮

◆♦t❡ t❤❛t ●r✐♠♠❡✬s ❉✸ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r

✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ❚❉✲❉❋❚ ♦r ❚❉✲❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❡①❝❡♣t ✐♥❞✐r❡❝t❧② t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧

❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❆s ✭❚❉✲✮❉❋❚❇ ✐s ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ✭❚❉✲✮❉❋❚✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t

✭❚❉✲✮❉❋❚❇ t♦ ✐♥❤❡r✐t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✭❚❉✲✮❉❋❚✖♥♦t❛❜❧② t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ Λ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬❊q✳ ✭✼✳✷✻✮❪ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡✈❛❧✲

✉❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ ✭❚❉✲✮❉❋❚❇✳ ■♥st❡❛❞✱ ✉s❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✸✾

❬❊q✳ ✭✼✳✹✺✮❪ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱

Oia =
∑

I,J

qr,rI

∫

gI(~r)gJ(~r) d~rq
s,s
I . ✭✼✳✺✸✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✵❪✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✭❚❉✮✲❧❝✲❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❞✐✣❝✉❧t② ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♦❢ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❛♥s ❛ r❡t✉r♥ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠

❝❤❡♠✐str② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✷✸❪ ✇❤♦s❡ s♦♠❡✇❤❛t ❧❡ss r✐❣♦r♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s♦

❢❛r ❜❡❡♥ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥ ❉❋❚❇✳ ■t ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤ ❉❋❚❇✱

♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❡①t❡♥s✐✈❡ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ❉❋❆ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s

✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❍✉♠❡♥✐✉❦ ❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ✭✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡✮ ✇❤❡r❡

❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛❞❞❡❞ ✇✐t❤

γlrI,J(RI,J) = ❡r❢(µRI,J)γI,J(RI,J) ✭✼✳✺✹✮

❛♥❞ ♥♦ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❍✉♠❡♥✐✉❦ ❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❧r ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❙ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞s t❤❛t t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r s②st❡♠ ✏❛❧r❡❛❞② ❛❝✲

❝♦✉♥ts ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✑ ❬✺✽❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱

t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ✭❚❉✲✮❧❝✲❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡❤❛✈❡ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ✭❚❉✲

✮❈❆▼✲❇✸▲❨P ♠❡t❤♦❞ ❬✺✹❪✳

❆s ❚❉✲❉❋❚❇ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❚❉✲❉❋❚✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦ s✉r✲

♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ ❚❉✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ q✉✐❝❦❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ ❚❉✲❉❋❚

❋❙❙❍ ❬✺✻✱ ✺✺✱ ✶✷✹✱ ✺✼❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥t ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①

❡❧❡♠❡♥t dI,J(R(t)✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

dI,J(R(t) ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❈❛s✐❞❛✬s ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❆♥s❛t③ ❬❊qs✳ ✭✼✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✷✾✮❪

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✼✳✾✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❬✶✷✺❪ t❤❛t

〈

Φaα
iα (R(t))|Φbβ

jβ(R(t+∆))
〉

= ❞❡t(AB)

= (❞❡tA)(❞❡tB) ,

✭✼✳✺✺✮



✷✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ N = 2n ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤❡r❡

A =












〈ψ1|ψ′1〉 · · · 〈ψ1|ψ′j〉 · · · 〈ψ1|ψ′n〉
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

〈ψi|ψ′1〉 · · · 〈ψi|ψ′j〉 · · · 〈ψi|ψ′n〉
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

〈ψn|ψ′1〉 · · · 〈ψn|ψ′j〉 · · · 〈ψn|ψ′n〉












✭✼✳✺✻✮

✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣s ♦❢ s♣✐♥ α ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞

B =












〈ψ1|ψ′1〉 · · · 〈ψ1|ψ′b〉 · · · 〈ψ1|ψ′n〉
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

〈ψa|ψ′1〉 · · · 〈ψa|ψ′b〉 · · · 〈ψa|ψ′n〉
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

〈ψn|ψ|1〉 · · · 〈ψn|ψ|b〉 · · · 〈φn|ψ′n〉












✭✼✳✺✼✮

✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣s ♦❢ s♣✐♥ β ♦r❜✐t❛❧s✳ ❯♥♣r✐♠❡❞ ❛♥❞ ♣r✐♠❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t✐♠❡s t ❛♥❞ t + ∆ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❡r❣❡r ♦❢ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ✇✐t❤ ❚❉✲

❉❋❚❇ ❋❙❙❍ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈❡r② r❡❝❡♥t❧② ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❬✺✽❪✳ ❚❤❡

✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✇❤♦ ✐s ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞

s❤♦✉❧❞ s❡❡ t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡✳

✼✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉❡t❛✐❧s

❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s

♣❛♣❡r✿ ●❛✉ss✐❛♥✵✾ ❬✶✷✻❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t st❛rt ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t

s♦♠❡ s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t s♣❡❝tr❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉❋❚❇✰ ❬✶✷✼❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧

❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❉❋❚❇❛❜② ❬✺✽❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❚✉❧❧②✲t②♣❡ ❚❉✲❧❝✲

❉❋❚❇✴❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

●❛✉ss✐❛♥✵✾ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ st❛rt ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t s♣❡❝✲

tr❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙t❛rt ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ P❡♥t ❛♥❞ ❈60 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡r❡ ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❛s✲♣❤❛s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r②st❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈r②st❛❧✲

❧♦❣r❛♣❤② ❖♣❡♥ ❉❛t❛❜❛s❡ ✭❈❖❉✮ ❬✶✷✽✱ ✶✷✾✱ ✶✸✵❪ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮ ❧❡✈❡❧ ✖ t❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ❇❡❝❦❡✬s ❇✸P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❬✻✾❪ ✇✐t❤ P❡r❞❡✇✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭●●❆✮ r❡♣❧❛❝❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ▲❡❡✲❨❛♥❣✲P❛rr ●●❆ ❬✶✸✶❪ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✶✸✷❪✮ ❬✶✸✸✱ ✻✾❪

✉s✐♥❣ t❤❡ ✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❜❛s✐s s❡t ❬✶✸✹✱ ✶✸✺❪✳



❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉❡t❛✐❧s ✷✹✶

❚❤❡ st❛rt ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ P❡♥t✴❈60 ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❝♦♠♣❧❡① ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥r❡❧❛①❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❝♦r♥❡r

♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P✲❉✸✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❧❡✈❡❧

✖ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❬✶✸✻❪ ✇❛s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ●r✐♠♠❡✬s

s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✺✾❪✳

❆ ❢❡✇ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❚❉✮ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✽✷✱ ✶✸✼✱ ✶✸✽❪ ✇❤❡r❡

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ P❡♥t ❛♥❞

❈60 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❉❋❚❇✰ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡ st❛rt ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✸✵ st❛rt ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ♦✉r ❋❙❙❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❝❧❡❛r

✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❜❡st t♦ ✉s❡ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛ q✉❛♥t✉♠

❞✐str✉❜✐t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♦r✱ ♣❡r❤❛♣s✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤

t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❜❡st ❢♦r t❤❡ P❡♥t✲❈60 ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❜✉t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♦✈❡r❧②

♥❛rr♦✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs ❬✶✸✾❪✳ ❈❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❉❋❚❇✷✴♠✐♦✲✵✲✶ ❧❡✈❡❧ ❬✶✷✵❪ ✉s✐♥❣ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✶✹✵❪ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t T ❂ ✸✵✵ ❑ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆♦sé✲❍♦♦✈❡r

t❤❡r♠♦st❛t ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ ✵✳✺ ❢s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❥✉❞❣❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛❢t❡r

✶✵✵✵ ❢s ✭❋✐❣✳ ✼✳✷✮ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ st❛rt ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❜❡❣❛♥ t♦ ❜❡

❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ✶✵✺✵ ❢s✳

❉❋❚❇❛❜② ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♠✐①❡❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✴❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② s✉r❢❛❝❡

❤♦♣♣✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❙❙❍ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✸✵✵❑ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇❛s

❡①❝✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

✈❡r② r♦✉❣❤❧② t♦ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❛♠♣❧❡

♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭♥♦t ✉s❡❞ ❤❡r❡✮✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛s❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇♦✉❧❞

❜❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇♥

t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❚❉✲❉❋❚ s♣❡❝tr❛ ♦❢ P❡♥t✴❈60 s②st❡♠s ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✼✱

✸✻✱ ✸✺❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥s ✭❢♦r r❡✈✐❡✇s ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❚❉✲❉❋❚ ❛♥❞ s✉❣❣❡s✲

t✐♦♥s ❢♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ s❡❡ ❘❡❢s✳ ❬✼✻✱ ✼✼✱ ✼✾❪✳✮ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❛s ❢♦r♠✉✲

❧❛t❡❞ ❜② ❍✉♠❡♥✐✉❦ ❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♠✐①❡❞ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✴❝❧❛ss✐❝❛❧

tr❛❥❡❝t♦r② s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❉❋❚❇❛❜② ❬✺✽❪✳

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ ✵✳✺ ❢s ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s



✷✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚❇✰ ❡q✉✐❧✐❜r❛✲
t✐♦♥✳

❛s ❧♦♥❣ ❛s ✺✵✵ ❢s✳ ❆t ❧❡❛st t❡♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❙✐♠✐❧❛r ♠✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚✴❝❧❛ss✐❝❛❧

tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ tr✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❳ ♣r♦❣r❛♠ ❬✶✹✶❪✱ ❜✉t ✇❡r❡

❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t♦♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧✳✮ ❊①❝✐t❡❞ st❛t❡

❣r❛❞✐❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✺✽❪✳✮ ❆❞✐❛❜❛t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s

❛♥❞ s❝❛❧❛r ♥♦♥✲❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✇❡r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉❝❧❡❛r t✐♠❡ st❡♣s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡

❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❬✶✹✷❪✱ ♥♦ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦♣s ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇❡r t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r st❛t❡ ✇❡r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

✇❛s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s s♦ ❛s ♥♦t t♦ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❱❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② s❝❛❧❡❞ ❛❢t❡r ❛♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ❤♦♣ s♦ t❤❛t

t❤❡ t♦t❛❧ ✭❦✐♥❡t✐❝ ♣❧✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❡♥❡r❣② ✇❛s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛rt✐❢❛❝ts

❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❜❛s✐s

♥❡❛r ❛ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢✉♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛✈♦✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❞✐❛❜❛t✐❝

❜❛s✐s ❬✻✸❪ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ✏tr✐✈✐❛❧ ❝r♦ss✐♥❣s✳✑ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t

✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♦❝❝✉r❡❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❉❋❚❇❛❜②

✇❛s ♥♦t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞✱ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳



❘❡s✉❧ts ✷✹✸

✼✳✹ ❘❡s✉❧ts

P❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ❛ ❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠✉❝❤

t♦♦ q✉✐❝❦❧② ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✶✵✵ ❢s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦

❢♦✉r s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❡①✲

♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❡♥ ♦♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❛ s✉❜s❡❝t✐♦♥

❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❈❚ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❡♥ ♦♥ ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✇❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❆ ✜♥❛❧ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❈❚ t✐♠❡s t❤❛t

✇❡ s❡❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

✼✳✹✳✶ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❙♣❡❝tr❛

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤ ❛s ❚❉✲❉❋❚ ✇✐t❤ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❡

❧♦♦❦ ❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠

♦❢ t❤✐rt② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲

✸✶●✭❞✱♣✮ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t s♣❡❝tr❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤❡

❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❛♥❞ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮ s♣❡❝tr❛ ♠❛② s❡❡♠ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣❡❛❦s ❞♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✷ ❛♥❞ ✹✳✶ ❡❱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✸ ❛♥❞ ✹✳✷ ❡❱ ❛♥❞ t✇♦ ✐♥t❡♥s❡ ♣❡❛❦s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✶ ❛♥❞ ✸✳✸ ❡❱✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ▼❖ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✹ ♠♦st ✐♥t❡♥s❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲

❇✸▲❨P ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✳ ◆♦t❡ t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❝✲

❉❋❚❇ ❛♥❞ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❤♦❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ▼❖s✳ ❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛❥♦r

♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P s♣❡❝tr✉✉♠ ❛t ✷✳✻✻ ❡❱ ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ f ❂

✵✳✵✹✾✺✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚ ♣❡❛❦ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡

▼❖ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡st ❚❉✲❧❝✲❉❋❚ ♣❡❛❦

✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ❛t ✸✳✵✸ ❡❱ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ♦❢ f ❂ ✵✳✵✵✵✵✵✵✶✳

❚❤❡ ✷✳✻✻ ❡❱ ❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P ✐s ❛ P❡♥t → ❈60 ❈❚ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✸✳✵✸ ❡❱

❚❉✲❧❝✲❉❋❚ ♣❡❛❦ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦♥ P❡♥t✳ ❖t❤❡r t❤❛♥ t❤✐s ♣❡❛❦ ♠✐s♠❛t❝❤✱

t❤❡ t✇♦ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢



✷✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇

❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P✴✻✲✸✶●✭❞✱♣✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✉s✐♥❣ ❧❝ ♠❡t❤♦❞s✳





✷✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❊♥❡r❣✐❡s ✭❡❱✮
▼❡t❤♦❞ P❡♥t ❈❚

Pr❡s❡♥t ❲♦r❦
❚❉✲❈❆▼✲❇✸▲❨P ✷✳✷✾✴✸✳✼ ✷✳✻✻✴✹✳✶
❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ✷✳✷✶✴✸✳✵✸✴✸✳✶✻ ✸✳✾

❘❡❢✳ ❬✸✻❪
❚❉✲▲❈✲❇▲❨P ✷✳✺✺ ✸✳✸✸
❚❉✲▲❈✲ωP❇❊ ✷✳✺✷ ✸✳✸✻
❚❉✲ω❇✾✼❳ ✷✳✹✹ ✸✳✶✻
❚❉✲ω❇✾✼❳❉ ✷✳✸✶ ✷✳✹✽

❚❉✲❖P❚✲▲❈✲❇▲❨P ✷✳✷✷ ✷✳✸✸
❚❉✲❖P❚✲▲❈✲ωP❇❊ ✷✳✷✸ ✷✳✷✺
❚❉✲❖P❚✲ω❇✾✼❳ ✷✳✷✸ ✷✳✸✵
❚❉✲❖P❚✲ω❇✾✼❳❉ ✷✳✷✹ ✷✳✸✶

❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢
▼♦❞❡❧ ✶ ✐♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✸✻❪✳

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✏♣r✐❝❡✑ ✇❡

♣❛② ❢♦r ✉s✐♥❣ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡

t②♣❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ t❤✐s s✐③❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤✐s

t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞♦ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

❆s ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ▼♦❞❡❧ ✶ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✻❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

♦✉r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❛t ❛rt✐❝❧❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛♣♣❡❛r t♦

✉s t♦ ❜❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✻❪ ✖

❝❡rt❛✐♥❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❧❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

✼✳✹✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡s

❍❛✈✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✭st❛t✐❝ ✈❡rt✐❝❛❧✮ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❛t r❡s✉❧ts ✐t ❣❛✈❡✳ ❲❡ r❛♥ t❤✐rt② ❚❉✲

❧❝✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭♥✉♠❜❡r❡❞ ❚r❛❥ ✶✱ ❚r❛❥ ✷✱ ✳✳✳✱ ❚r❛❥ ✸✵✮ ✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s

✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①❝✐t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s

❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t ✸✵✵ ❑ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤

❛t t❤❛t ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst s❡✈❡r❛❧ s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭S0✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ✭S1✮✳ ❋♦r

t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s ♣❡r❤❛♣s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② ✸✻✳✼✪ ♦❢ t❤❡ ❚r❛❥s ❜❡❣❛♥ ❢r♦♠



❘❡s✉❧ts ✷✹✼

S1✳ ▼♦r❡♦✈❡r ♦♥❧② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✶✻✳✼✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡

♥❡①t ❢♦✉r st❛t❡s ✭S2 ✲ S5✮✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✹✻✳✻✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ✐♥ st✐❧❧ ❤✐❣❤❡r st❛t❡s✳

◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❞❡♥s❡ st❛t❡s ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❚r❛❥s✳

❙♦♠❡ ♣r♦❣r❛♠s✱ s✉❝❤ ❛s◆❡✇t♦♥✲❳ ❬✶✹✶✱ ✶✶✵❪ ❤❛✈❡ s♣❡❝✐❛❧ r♦✉t✐♥❡s ✭❈❆▲❈❉❊◆

❛♥❞ ❚❤❡♦❉❖❘❊ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✲❳✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

♦❢ st❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ❬✶✹✸✱ ✶✹✹✱ ✶✹✺✱ ✶✹✻❪✳ ❉❋❚❇❛❜② ✐s ❧❡ss ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱

❜✉t ✐s ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❝✲❉❋❚❇ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t

st✉❞②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ❞✐r❡❝t ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s

❛♥❛❧②s✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✇❤❡r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ P❡♥t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s P✲t②♣❡ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ❜♦t❤ P❡♥t ❛♥❞ ❈60 ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ❉▲✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥

❡❧❡♠❡♥t ♦❢ s✉❜❥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r ♥♦ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ s❡❡♠s

❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t♦t❛❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❢✉③③② ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ❛ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐t ❢❛✐r❧② ❝❧❡❛r ❤♦✇ t♦ ❧❛❜❡❧

t❤❡ st❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❚r❛❥ ✶✽ ✐s ♣❛rt❧② ♦❢ P → ❉▲ ❝❤❛r❛❝t❡r✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r

t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❢ P✲t②♣❡ ✭✐✳❡✳✱ P → P ❝❤❛r❛❝t❡r✳✮

■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ✶✻ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ P✲t②♣❡ ❛♥❞ ✶✹ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s

♦❢ ❉▲✲t②♣❡✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧❧ ❜✉t t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ P✲t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②

t❤❡ 1(H,L) tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❚r❛❥ ✶✽ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ❛❜♦✉t ✸✸✪ 1(H,L)

❛♥❞ ❚r❛❥s ✹ ❛♥❞ ✻ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② 1(H,L + 1)✳ ❍♦✇❡✈❡r ❝❛✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞

❜❡ t❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ❜❛s✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛s t❤✐s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ✶✹ ❉▲✲t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧

st❛t❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ 1(H,L+ 3) tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✼✳✹✳✸ ❊①❝✐t♦♥ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ❉②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ✸✵ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❢♦r ✺✵✵ ❢s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ s♣❡❝✐❢② ❢♦r ❤♦✇ ♠❛② ♦t❤❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥

❣❡♥❡r❛❧ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✶✵ ✭✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✇❛s ❧♦✇ ✐♥ ❡♥❡r❣②✮ t♦ ✶✼

✭✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✇❛s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❡♥❡r❣②✳✮ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛

✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱

♥❛♠❡❧② ✭✐✮ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭❚❉▼✮✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ f ✱ ❛♥❞

✭✐✐✐✮ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ❛s ♠❡❛s✉r❡❞

❜② Λ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t✇♦ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✭❜✉t ♥♦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✮





❘❡s✉❧ts ✷✹✾

S1 ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ S2 ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

S3 ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ S4 ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

S5 t♦ S17 ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❆❧❧ st❛t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✺✵ ❢s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ fI ❢♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ωI ✐s r❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡ ❚❉▼

µI←0 = |〈ΨI |~r|Ψ0〉| , ✭✼✳✺✽✮

❜②

fI =
2

3
ωIµ

2
I←0 . ✭✼✳✺✾✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤✐s ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✭✐✈✮ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ✭✈✮ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r ✭✈✐✮ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ▼❖

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼❖s ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✇❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❡①❛♠✐♥❡❞✳



✷✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮ ❤❛♣♣❡♥s ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✳ ❙♦ ♦✉r ❞✐s✲

❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❊❊❚ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ♦♥ t❤❡ ❛ s❤♦rt✲t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r

♦❢ ✺✵ ❢s ♦r ❧❡ss✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻✱ S1 ❛♥❞ S4 ❞♦♠✐♥❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✺✵ ❢s✱

❜✉t ♦t❤❡r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❡❞

st❛t❡s ✐s q✉✐t❡ ❞❡♥s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❡♥❡r❣❡t✐❝ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳

▼❖ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✸✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧

❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ P✲t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧✲st❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② P → P → ❈60✳

✭❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛t❤✇❛② P → ❉▲ → ❈60✳✮ ❆❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❉▲✲t②♣❡

✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❉▲→ ❈60 → P ♣❛t❤✇❛②✳ ✭❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s

t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ❉▲ → P → ❈60✳✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ P✲t②♣❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✼✳ ■t ✐s ✐♠✲

♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t s♦♠❡t❤✐♥❣ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ❢s ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❢❛❧❧ ✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❚❉▼✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❧❡ss ❞r❛♠❛t✐❝ ❢♦r Λ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡

❝❤❛r❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦✈✐♥❣

❢r♦♠ ❛ P✲t②♣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❈60✲t②♣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r

s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❉▲✲t②♣❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✽✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ❞r❛♠❛t✐❝ ❤❡r❡✱ ❜✉t

s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✶✵✲✷✵ ❢s ✐♥t♦ ❡❛❝❤ r✉♥ ❛s ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠♦✈❡

✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ s❤♦✇

t❤❛t ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♠❛② ❛t ✜rst s❡❡♠ ♣✉③✲

③❧✐♥❣✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡

♥❛t✉r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♥♦r ✭D✮ t♦ t❤❡ ✭A✮ ❛❝❝❡♣t♦r✱

D∗ + A→ D + A∗ . ✭✼✳✻✵✮

❙✉❝❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❉❡①t♦r✬s

♠❡❝❤❛♥✐s♠✮ ♦r ✈✐❛ ❛ ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✐✳❡✳✱ ❋örst❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r

✭❋❘❊❚✮ ❬✶✹✼❪❪✳ ❇✉t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✜♥✐t❡✱ r❡❝✉rr❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✱ s♦ ✇❡ ❛❧s♦

s❡❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ♣❛ss❡❞ ❜❛❝❦ ❛❣❛✐♥✱

D + A∗ → D∗ + A . ✭✼✳✻✶✮

▲❡t ✉s tr② t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✿ ❲❡ ❛r❡ s❡❡✐♥❣

❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦♥ ❛ ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡✿ ✶✼±✶✶ ❢s ❢♦r P✲t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧✲

st❛t❡ ❚r❛❥s ❛♥❞ ✶✸±✺ ❢s ❢♦r ❉▲✲t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧✲st❛t❡ ❚r❛❥s✳ ❙✉❝❤ ❛ t✐♠❡ ✐s t♦♦ s❤♦rt

❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ t♦ ♠♦✈❡ ✈❡r② ♠✉❝❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②

✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❛s t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❢♦r♠s ❛ ❝r❡s❝❡♥t s❤❛♣❡ ❛r♦✉♥❞ ❈60 ✭❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②



❘❡s✉❧ts ✷✺✶

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✕ ❚❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ♦❢ ✜✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②
P✲t②♣❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭tr❛❥❡❝t♦r② ♥✉♠❜❡rs ✹✱ ✻✱ ✶✼✱ ✷✽✱ ❛♥❞ ✸✵✮✿ ✭❛✮ Λ✱ ✭❜✮ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
str❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ✭❝✮ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳



✷✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ✕ ❚❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ♦❢ ✜✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❉▲✲
t②♣❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭tr❛❥❡❝t♦r② ♥✉♠❜❡rs ✶✵✱ ✶✹✱ ✷✸✱ ✷✺✱ ❛♥❞ ✷✼✮✿ ✭❛✮ Λ✱ ✭❜✮ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
str❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ✭❝✮ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳



❘❡s✉❧ts ✷✺✸

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳✮ ❙✉❝❤ ❛ s❤❛♣❡ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

❢r❛❣♠❡♥ts✱ t❤❡r❡❜② ♠❛❦✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ✐t ♠✐❣❤t ♦t❤❡r✇✐s❡

❤❛✈❡ ❜❡❡♥✳

✼✳✹✳✹ ❈❤❛r❣❡ ❚r❛♥s❢❡r ❉②♥❛♠✐❝s

❆t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❖P❱s ✐s ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❤❡t❡r♦✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s

✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❡ s❡❡ ✐♥ s✐① ♦✉t ♦❢ ✸✵ ♦❢ ❚r❛❥s ❛t ✶✽✽±✷✽ ❢s✳ ❖❢ t❤❡s❡ ❚r❛❥s✱ t✇♦ ❤❛❞

P✲t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦✉r ❤❛❞ ❉▲✲t②♣❡ ✐♥✐t❛❧❧②✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳

❆s ✇❡ s❤❛❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ❧♦♦❦ ❛t t✇♦ t②♣✐❝❛❧ ❚r❛❥s✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ❜②

❝❛r❡❢✉❧❧② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦

❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❛t ✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❈❚✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❚r❛❥ ✻ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧②

P✲t②♣❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ♦♥ ❚r❛❥ ✷✼ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❉▲✲t②♣❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳

✼✳✹✳✹✳✶ ❚r❛❥ ✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ P✲t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✐♥ t✐♠❡ ❢♦r ❚r❛❥ ✻ ❛s ✐t ❤♦♣s

❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❢♦r♠ ❛ ❝❧♦s❡✲♣❛❝❦❡❞

♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✵✳ ◆♦✇ ❧❡t ✉s ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✇❤❛t ✐s

❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ❛❧♦♥❣ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❛♥❞ ❤♦❧❡ ▼❖s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ✼✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡

❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s S4✱ ❛

P✲t②♣❡ st❛t❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ♦❢ ❍→ ▲✰✶ ✭✾✻✳✺✪✮ ✇✐t❤ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ❍✲✼→ ▲✰✽

✭✸✳✺✪✮✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s ❤♦♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ S1 st❛t❡✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛

❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭✽✻✳✸✪ ❍ → ▲ ✰ ✶✸✳✼✪ ❍✲✶ → ▲✰✶✮✳ ❆❧❧ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ▼❖s ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳

❆t ✶✼✳✺ ❢s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ❤❛s

❜❡❝♦♠❡ S8 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❈60✲t②♣❡ st❛t❡ ❬✭✷✮ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✷❪✳ ❚❤❡ ▼❖ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡

st❛t❡ s❤♦✇s ❛ ♠❛❥♦r ✭✽✽✳✼✪✮ ❍✲✶ → ▲✰✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❛ ♠✐♥♦r ✭✶✶✳✸✪✮ ❍✲✷ →
▲✰✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ▼❖s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❈60✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✶✼✳✺ ❢s tr❛♥s✐t✐♦♥

✐s t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ Λ✱ ❚❉▼✱ ❛♥❞ ❖s❝ ❛r❡ ❤✐❣❤ ❢♦r P✲t②♣❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❈−60✲t②♣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ Λ ❢❛❧❧s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡

❚❉▼ ❛♥❞ ❖s❝ ❢❛❧❧ ♥❡❛r❧② t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✸✮ ❛r❡ ✐♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤✱ ❞r♦♣ ❛t

✶✼✳✺ ❢s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r✐s❡ ❛❣❛✐♥ ❛t ✷✵ ❢s✳ ❚❤❡② s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞r♦♣ ❛t ✷✷ ❢s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥

❧♦✇ ✉♥t✐❧ ✺✻ ❢s ❜❡❢♦r❡ t❤❡② r✐s❡ ✉♣ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡② r❡♠❛✐♥ ❤✐❣❤ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ✶✸ ❢s✱ ❛♥❞

t❤❡♥ ❞r♦♣ ❛❣❛✐♥ ❛t ✻✾ ❢s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐ts ♥❛t✉r❡✳





❘❡s✉❧ts ✷✺✺

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵ ✕ ❚r❛❥✳ ✻✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✷✺✵ ❢s ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳

❚❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② tr✐❝❦② t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛s t❤❡② ♦❝❝✉r ❢♦r ❜♦t❤ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❢♦r ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ▼❖ ❛♥❛❧②s✐s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✶✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲

❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✷✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts

♥❛t✉r❡ ❛t ✷✵ ❢s ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ♦♥ ❈60 t♦ ❧♦❝❛❧ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✷ ❢s ❧❛t❡r✱ ❧♦❝❛❧

♦♥ ❈60✳ ❆t ✺✻ ❢s✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❚❤✐s

❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♣ t♦ ✻✾ ❢s ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ✖ ✉♣ t♦ ✶✺✼ ❢s✳

❆t ✶✺✼✳✺ ❢s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❢r♦♠ ❛

❈60✲t②♣❡ st❛t❡ t♦ ❛ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❡ ♦♥ t❤❡ ❈60 ❛♥❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❡❧❡❝tr♦♥

♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❬✭✽✮ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✶ ❛♥❞ ✭✽✮ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✷❪✳ ❚❤✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥❣❡

✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ f ♦r ✐♥ t❤❡ ❚❉▼ ❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦♥❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ Λ ❣r❛♣❤ ❛s

❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ ✭✐✳❡✳✱ ≤ 0.5✮✳ ❚❤❡ ▼❖ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s ❛ ♠❛❥♦r ❍✲✻ →
▲ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭✻✼✳✹✪✮ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥♦r ❍✲✸ → ▲ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭✸✷✳✻✪✮✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♠❛❥♦r

❛♥❞ ♠✐♥♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❤♦❧❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❣♠❡♥ts✱ t❤✉s

❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✶✺✼✳✺ ❢s ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② t❤❡

❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❈60 t♦ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②

❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤✐s t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ♦✉r ✜♥✐t❡

s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❧❛sts ❛❜♦✉t ✶✳✺ ❢s ❜❡❢♦r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❡❞

♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ♦♥ ❈60 ❬✭✶✵✮ ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✶✶ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✶✷❪✳

❆t ✷✶✵ ❢s✱ t❤❡ ❤♦❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❝♦♠❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ❜♦t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞

t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r st❛t❡ ❛t ✷✷✶ ❢s✱ t❤✐s t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦❧❡ ♦♥ t❤❡

♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦♥ ❈60✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

▼❖s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍ → ▲✰✶ ✭✺✼✳✾✪✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡



✷✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✕ ❚r❛❥✳ ✻✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ▼❖s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳



❘❡s✉❧ts ✷✺✼

✶✮ ✵ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S4 ✷✮ ✶✼✳✺ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S8 ✸✮ ✷✵ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S8 ✹✮ ✷✷ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S10

✺✮ ✺✻ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S2 ✻✮ ✻✾ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S1 ✼✮ ✶✺✼ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S6 ✽✮✶✺✼✳✺ ❢s✱❙t❛t❡✿ S11

✾✮ ✶✺✽✳✺ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S6 ✶✵✮ ✶✻✻✳✺ ❢s✱❙t❛t❡✿ S10 ✶✶✮ ✷✶✵ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S2 ✶✷✮ ✷✷✶ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S10

✶✸✮ ✷✷✷ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S9

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷ ✕ ❚r❛❥✳ ✻✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡
❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳



✷✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❚r❛❥✳ ✻ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✿ ✭❛✮ Λ✱ ✭❜✮
♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ✭❝✮ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳



❘❡s✉❧ts ✷✺✾

❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ S10 st❛t❡✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ t❤✐s ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r st❛t❡

✐s tr❛♥s✐t♦r② ❛♥❞ ❛❢t❡r ♦♥❧② ✶ ❢s ✐t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦♥ ❈60✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦

♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r t♦ ❜❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ s②st❡♠✳

✼✳✹✳✹✳✷ ❚r❛❥ ✷✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉▲✲t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡

❲❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② P✲t②♣❡ ❚r❛❥✳ ✻✱ ❜✉t t❤✐s

t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❉▲✲t②♣❡ ❚r❛❥ ✷✼✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✹ ❛♥❞ ✼✳✶✺ s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳ ■t ❣❡♥❡r❛❧❧② st❛②s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② s✐♥❣❧❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✖

❡s♣❡❝✐❛❧❧② S1 ❛♥❞ S2✖❜✉t ❞♦❡s ♥♦t r❡♠❛✐♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡s❡ st❛t❡s✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✇❤❛t ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ❛❧♦♥❣ ✐ts tr❛✲

❥❡❝t♦r②✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✻ ❛♥❞ ✼✳✶✼ s❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✭▼❖s✮

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢

t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s S13✱ ❛ ❉▲✲t②♣❡ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t♦ S12 ❛❢t❡r

✸ ❢s✱ r❡t✉r♥s t♦ S11 ❢♦r ✶✳✺ ❢s ♠♦r❡✱ t❤❡♥ ❤♦♣s t♦ S9 ❢♦r ✶ ❢s ❜❡❢♦r❡ ❤♦♣♣✐♥❣ t♦ S6

❢♦r ✺✳✺ ❢s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ S3 ❛♥❞ S4✱ st❛②✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❢♦r ❛❜♦✉t ✵✳✺ ❢s✱ ✉♥t✐❧

✜♥❛❧❧② r❡❧❛①✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ S1 ❛❢t❡r ✶✺ ❢s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ s♦rt ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❚r❛❥ ✻✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ▼❖ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✻ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ s❡❡✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② s❧♦s❤✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥

♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ❈60✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛t ✶✻ ❢s✳ ❚❤✐s

♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✉♥t✐❧ ✶✷✼✳✺

❢s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ Λ ✈❛❧✉❡ ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ✵✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ✉s t♦ ❜❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r

✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t✿ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ Λ s✉❝❤

❛s Λ = 0.6 ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❜✉t ♦♥❧② ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✱ Λ

♠✉st ❢❛❧❧ ❧♦✇❡r st✐❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r

tr❛♥s❢❡r ✐s Λ ≤ 0.5✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✻ ❛♥❞ ✼✳✶✼ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t tr✉❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛t ✶✷✼✳✺ ❢s✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ✐s ♦♥❧② s❤♦rt ❧✐✈❡❞ ❜✉t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❝❝✉r ✇❡r❡ ✇❡ t♦ r✉♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❢♦r ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✳

✼✳✹✳✹✳✸ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❛❧❧ s✐① ❈❚ t✐♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉♠♠❛r② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛♣s ♦❢

✇❤❛t ❈❚ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ s✐① tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡

❈❚ ♠❛② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ P❡♥t t♦ ❈60 ♦r ❢r♦♠ ❈60 t♦ P❡♥t✱ ❜✉t t❤❛t✱ ✇❤✐❝❤❡✈❡r

t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❚✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❈❚ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s

✜♥✐t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳✼✳✶✾ s❤♦✇s t❤❛t ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞





❘❡s✉❧ts ✷✻✶

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺ ✕ ❚r❛❥✳ ✷✼✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✷✺✵ ❢s ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻ ✕ ❚r❛❥✳ ✷✼✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ▼❖s ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳



✷✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

∆ρ ∆ρ ∆ρ ∆ρ

✶✮ ✵ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S13 ✷✮ ✵✳✺ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S13 ✸✮ ✶✻ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S1 ✹✮ ✹✶✳✺ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S5

∆ρ ∆ρ ∆ρ ∆ρ

✺✮ ✽✾✳✺ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S1 ✻✮ ✶✵✺ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S1 ✼✮ ✶✶✽ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S5 ✽✮ ✶✷✷ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S11

∆ρ ∆ρ

✾✮ ✶✷✼✳✺ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S11 ✶✵✮ ✶✸✸ ❢s✱ ❙t❛t❡✿ S2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼ ✕ ❚r❛❥ ✷✼✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r
t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳

✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❚r❛❥s ✻ ❛♥❞ ✶✹✳ ❆♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ♦✉r

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❚ t✐♠❡ ♦❢ ✶✽✽±✷✽ ❢s ✐s ❝♦♠♠❡♥s❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ❈❚ t✐♠❡s ❛t ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❖P❱ ❞❡✈✐❝❡s ✭✐✳❡✳✱ ✷✵✵ ❢s ❢♦r ❆P❋❖✸✴P❈❇▼

❬✶✸❪✱ ✼✵✲✶✵✵ ❢s ❢♦r ♣❡♥t❛❝❡♥❡✴❈60 ❬✶✹❪✱ ≤ ✶✵✵ ❢s ❢♦r ▼❉▼❖✲PP❱✴P❈70❇▼ ❛♥❞ ❢♦r

P❈P❉❚❇❚✴P❈70❇▼ ❬✶✺❪✱ ❛♥❞ ✽✷ ❢s ❢♦r ♣✲❉❚❙✭❋❇❚❚❤2✮2✴P❈71❇▼ ❬✶✻❪✳✮

✼✳✹✳✺ ❈❤❛r❣❡ ❚r❛♥s❢❡r ❉②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤♦✉t ▲♦♥❣✲❘❛♥❣❡ ❈♦r✲

r❡❝t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛❞ ❛❧s♦ ❞♦♥❡ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❚❉✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❉❋❚✲

❇❛❜② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❝✳ ❉❡t❛✐❧s

❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ✸✵ ❚r❛❥s s❤♦✇ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❈❚

❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t✇♦ ❈❚s ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❈❚ ♦❝❝✉rs ❡①tr❡♠❡❧② q✉✐❝❦❧② ❛t

✸±✸ ❢s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❈❚ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t ✶✻±✶✶ ❢s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ✐s ❝♦♠✲

♠❡♥s❡r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❚ t✐♠❡s ❛t ❖P❱ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s

❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❧❝ ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❈❚

t✐♠❡s✳



❘❡s✉❧ts ✷✻✸

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❚r❛❥ ✷✼ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✿ ✭❛✮ Λ✱ ✭❜✮
♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ✭❝✮ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✻✺

✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❚✉❧❧②✲t②♣❡ ♠✐①❡❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t②✲

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣✴❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✈❛♥

❞❡r ❲❛❛❧s ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡ ✭❈60✮ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦✲

❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✭❈22❍14✮ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢

✸✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ ❢s ❢♦r t❤✐s ✾✻ ❛t♦♠ s②st❡♠

❛♥❞ ✇❡r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ s❡❡ ✇❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡r❡ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡

s❝❛❧❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✖ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❛❦✐♥❣ ♦♥❧②

t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❚❉✲❧❝✲

❉❋❚❇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❚✉❧❧②✬s s❡♠✐✲❝❧❛s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✖ t❤❡r❡ ✐s ❛

❝❡rt❛✐♥ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝❛❧

♣r♦❝❡ss ✐♥ s✉❝❤ ❞❡t❛✐❧✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡✱ ♥♦t ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❜✉t ❢r♦♠ ❛

t❤❡r♠❛❧❧②✲❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡

❧❛② ❛♥②✇❤❡r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ st❛t❡s ❧②✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡✳ ❇♦t❤ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡r❡ ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❞✐❞ ♥♦t ♠♦✈❡

✈❡r② ❢❛r ✐♥ ✶✵✵ ❢s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ t✇✐st ❛♥❞ t♦ ✇r❛♣ ✐ts❡❧❢

❛r♦✉♥❞ ❈60✱ ♦✛❡r✐♥❣ ❛♠♣❧❡ s②♠♠❡tr② r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠✐① ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ●❡♥✲

❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s♦♦♥ r❡❧❛①❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ❜✉t t❤❡② ❞✐❞

♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ◆♦r ✇❛s t❤❡r❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠

t♦ ❣♦ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞✱ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛s ♥♦t ♦✉r

❤♦♣❡❞✲❢♦r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥②✇❛②✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❡❡ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r t♦ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡ ❛s ❜❡✜ts ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡

❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳

❲❤❛t ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡ ✇❛s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡

♦♥ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞

t❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛❣❛✐♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ❛❜♦✉t

✷✵ ❢s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐t ✐s r❛r❡❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞

✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✜♥✐t❡✱ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❛r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡✱

s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤✳ ❍♦✇❡✈❡r ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣

✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✇❡❞ ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ s❧♦s❤✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤

♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞♦❡s t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❡①❝✐♠❡r tr❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤

✇♦✉❧❞ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❢r♦♠ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧

✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❈60 ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t♦

❝♦♥❝❧✉❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❝✐♠❡r✱ ❜✉t t❤❡ r❛♣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t

♦❢ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②

❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ r❡❧❛① ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛t❝❤ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❞✐✛✉s❡s ❛✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s s✐♠♣❧② s❧♦s❤✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ✇✐t❤✐♥



✷✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❛♥ ❡①❝✐♠❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✇❡❧❧❄

❆ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❊❚✳

❚❤❡ ❜❡st ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❈❚ ✇❛s ✇❤❡♥ Λ ❢❡❧❧ ❜❡❧♦✇ ❛❜♦✉t ✵✳✺✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s tr❛♣♣❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t

❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❢t❡r ✶✽✽±✷✽ ❢s✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ✐♥ s♦ ❢❛r ❛s

t❤✐s ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❝❤❛r❣❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❜✉❧❦ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❛♥❞ ❢♦✉♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r ❈❚ t✐♠❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ♥♦ ✇❛② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❤❡♦r② ♥♦t

❥✉st ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ s♣❡❝tr❛ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ♦✉r s②st❡♠

✐s ✜♥✐t❡✱ ❈❚ ❛❧s♦ r❡❝✉rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s r❡❝♦♠❜✐♥❡ s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ s❡♣❛r❛t❡

❛❣❛✐♥ ❛t s♦♠❡ ❧❛t❡r t✐♠❡✳ ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡r❡ ❧❛r❣❡

❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❝❤❛r❣❡ t♦ ❞✐✛✉s❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❙❤♦rt❧② ❜❡❢♦r❡ s✉❜♠✐tt✐♥❣ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❜❡❝❛♠❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛ r❡❝❡♥t❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞

♣❛♣❡r ❜② ❏♦s❡♣❤✱ ❘❛✈✈❛✱ ❛♥❞ ❇r❡❞❛s ❬✶✹✽❪ r❡♣♦rt✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❉✲ω❇✾✼❳❉ ❋❙❙❍

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r

♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦✉rs✱ ✇❡ ♠❛②

❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r ❈❚ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦r✲

r❡❝t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞

❜② t❤❡✐r r❡♣♦rt✐♥❣ ♦❢ ❛ ✷✺ ❢s ❈❚ t✐♠❡✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢

❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❡

❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐♥ s♦ ❢❛r ❛s ✇❡

❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ❛♣♣❧②✐♥❣ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ t♦ ❢s

❈❚ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r s❝❛❧✐♥❣ t❤❛♥ ❚❉✲ω❇✾✼❳❉ ❋❙❙❍✱

✇❡ ♠❛② ❤♦♣❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t st✐❧❧ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❢✉❧❧② ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r❡♣❛r✐♥❣ t❤❡

❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ t♦♦❧s t❤❛t

✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❈❚✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✇❡

❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ❜❡②♦♥❞ ❛♥② s❡r✐♦✉s ❞♦✉❜t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ st✉❞✐❡s ♦❢ ❈❚ ❛t ❖P❱ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s✳

✼✳✻ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❆❣❡♥❝②

✭❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❆◆❘✮ ❖❘●❆❱❖▲❚ ✭❖❘●❆♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❱❖▲❚✲



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✷✻✼

❛❣❡✮ ♣r♦❥❡❝t ❆◆❘✲✶✷✲▼❖◆❯✲✵✵✶✹✲✵✷✳ ❆▼▼❉ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ❛ ❋r❛♥❝♦✲■r❛q✐ P❤❉

s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛❣❡♥❝② ❈❛♠♣✉s ❋r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇✐s❤

t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ●r❡♥♦❜❧❡ ❆❧♣s ❯♥✐✈❡rs✐t②✬s ■❈▼● ✭■♥st✐t✉t ❞❡

❈❤✐♠✐❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✮ ❈❤❡♠✐str② ◆❛♥♦❜✐♦ P❧❛t❢♦r♠ P❈❊❈■❈ ✭P❧❛t❡❛✉

❞✉ ❈❡♥tr❡ ❞✬❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ■♥t❡♥s✐❢ ❡♥ ❈❤✐♠✐❡✮ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ✇♦r❦

❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ P✐❡rr❡ ●✐r❛r❞ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ❛♥❞ s✉♣✲

♣♦rt ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❜② ❙♦❝✐❡t②

♦❢ ■♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ❘❡s❡❛r❝❤ ✭❙❖■❘➱❊✮✳ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ❛♥❞ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳

❉❛r❣❤♦✉t❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ tr✐♣ t♦ ❲ür③❜✉r❣ ❢✉♥❞❡❞ ❜②

t❤❡ ●❡r♠❛♥ ●❘❑ ✷✶✶✷ Pr♦❥❡❝t ✏❇✐r❛❞✐❝❛❧s✱✑ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉s❡❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ ❉rs✳

▼❛t❤✐❛s ❘❛♣❛❝✐♦❧✐ ❛♥❞ ❍❡♠❛♥❛❞❤❛♥ ▼②♥❡♥✐✳ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ❛❝✲

❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ❤❛✈✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦✉rs❡ t❛✉❣❤t ❜② Pr♦❢✳ ▼❛r✐♦ ❇❛r❜❛tt✐ ♦♥

✏❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❖r❣❛♥✐❝ ❋❡♠t♦❝❤❡♠✐str②✑ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ t❤❡

◆❡✇t♦♥✲❳ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ▼❛r✐♦ ❇❛r❜❛tt✐ ❢♦r ❤✐s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts

♦♥ ❛♥ ❡❛r❧② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❆✳ ❍✳ ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧

s✉♣♣♦rt ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊❘❈ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t♦r ●r❛♥t ❉❨◆❆▼❖ ✭●r❛♥t ◆r✳ ✻✹✻✼✸✼✮✳

❆✉t❤♦r ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❜❡❣❛♥ ✇❤❡♥ ❇❤❛❛r❛t❤✐ ◆❛t❛r❛❥❛♥✱ ❛ ❢♦r♠❡r P❤✳❉✳ st✉❞❡♥t ♦❢ ▼❛r❦

❊✳ ❈❛s✐❞❛✱ ❧❡❢t ●r❡♥♦❜❧❡ t♦ ❞♦ ♣♦st❞♦❝t♦r❛❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❍❛✐❜✐♥ ❙✉ ✐♥ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ✉s✐♥❣

s♦❢t✇❛r❡ ❢r♦♠ ❘♦❧❛♥❞ ▼✐tr✐➣✬s ❧❛❜✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❛t s♠❛❧❧✱ ❜✉t

✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✜rst ❜② ❳✐ ❩❤✉ ✇✐t❤ ❍❛✐❜✐♥ ❙✉ ✐♥ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛s ♣❛rt ♦❢

t❤❡ P❤✳❉✳ ♣r♦❥❡❝t ♦❢ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❛r❦ ❊✳

❈❛s✐❞❛ ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡✳ ▼❛❥♦r ❝♦❞✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❆❧❡①❛♥❞❡r ❍✉♠❡♥✐✉❦ ❛♥❞ ❜② ❘♦❧❛♥❞

▼✐tr✐➣ ✐♥ t❤❡✐r ❚❉✲❉❋❚❇ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇r✐t✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡

❜② ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ❛♥❞ ❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤✳

❈♦♥✢✐❝ts ♦❢ ■♥t❡r❡st

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡❝❧❛r❡ ♥♦ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧

❚❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ✶✻ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳



✷✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

• ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ✶✹ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞

❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✳

• ❈❚ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚❉✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❋♦r t❤❡ r❡❛❞❡r✬s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✉s❡❞

✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿

Λ ❉❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s

❆ ❆❝❝❡♣t♦r✳

❇❙ ❇❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳

❈60 ❇✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r✐♥❡✳

❝♦✉❧ ❈♦✉❧♦♠❜✳

❈❚ ❈❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✳

❉ ❉♦♥♦r✳

❉❋❆ ❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❉❋❚ ❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❉❋❚❇ ❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣✳

❉▲ ❉❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✳

DKI ◆♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

❊ ❊♥❡r❣②✳

❊❋■❙❍ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝✳

❡r❢ ❊rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❡r❢❝ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❊❚ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

❊❚❚ ❊①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

❋❘❊❚ ❋örst❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

❋❙❙❍ ❋❡✇❡st s✇✐t❝❤❡s s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣✳

❢s ❋❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✳

f ❖s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✳

●●❆ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❍ ❍✐❣❤❡st✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✷✻✾

❍✲n nt❤ ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❍❖▼❖✳

❍❖▼❖ ❍✐❣❤❡st✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

❍❋ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✳

▲ ▲♦✇❡st✲✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

▲✰n nt❤ ❧❡✈❡❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ▲❯▼❖✳

▲❯▼❖ ▲♦✇❡st✲✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

❍❖▼❖ ❍✐❣❤❡st✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

▲ ▲♦✇❡st✲✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

▲✰n nt❤ ❧❡✈❡❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ▲❯▼❖✳

❧❝ ▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✳

❧❝✲❉❋❚❇ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣✳

❧r ▲♦♥❣ r❛♥❣❡✳

▲❯▼❖ ▲♦✇❡st✲✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

▼❖ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳

♠s ▼✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳

♥s ◆❛♥♦s❡❝♦♥❞s✳

◆❚❖ ◆❛t✉r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧✳

❖P❱ ❖r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s✳

P P❡♥t❛❝❡♥❡✳

P❡♥t P❡♥t❛❝❡♥❡✳

♣s P✐❝♦s❡❝♦♥❞s✳

r❡♣ ❘❡♣✉❧s✐♦♥✳

❙ ❙✐♥❣❧❡t✳

❙❈❈ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡✳

sr ❙❤♦rt r❛♥❣❡✳

❚❉ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

❚❉✲❉❋❚ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳

❚❉✲❉❋❚❇ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣✳

❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✲

✐♥❣✳

❚❉▼ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳



✷✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❚r❛❥ ❚r❛❥❡❝t♦r②✳

❯❱✲❱✐s ❯❧tr❛✈✐♦❧❡t✲✈✐s✐❜❧❡✳

①❝ ❊①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
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❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣②rr♦❧❡✱ ■♥t✳ ❏✳ ◗✉❛♥t✳ ❈❤❡♠✳ ✶✶✻✱ ✼✻✷ ✭✷✵✶✺✮✳ ♣❛❣❡s

✷✹✶

❬✶✹✵❪ ▲✳ ❩❤❡❝❤❦♦✈✱ ❚✳ ❍❡✐♥❡✱ ❙✳ P❛t❝❤❦♦✈s❦✐✐✱ ●✳ ❙❡✐❢❡rt✱ ❛♥❞ ❍✳ ❆✳ ❉✉❛rt❡✱ ❆♥

❡✣❝✐❡♥t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ tr❡❛t♠❡♥t ❢♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲❜❛s❡❞

t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t✳ ✶✱ ✽✹✶ ✭✷✵✵✺✮✳ ♣❛❣❡s ✷✹✶

❬✶✹✶❪ ▼✳ ❇❛r❜❛tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ◆❡✇t♦♥✲❳✿ ❆ ❙✉r❢❛❝❡✲❍♦♣♣✐♥❣ Pr♦❣r❛♠ ❢♦r ◆♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝

▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s✱ ❲■❘❊s✿ ❈♦♠♣✳ ▼♦❧✳ ❙❝✐✳ ✹✱ ✷✻ ✭✷✵✶✹✮✳ ♣❛❣❡s ✷✹✷✱ ✷✹✼

❬✶✹✷❪ ❏✳ ❊✳ ❙✉❜♦t♥✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❙✉r❢❛❝❡ ❍♦♣♣✐♥❣ ❱✐❡✇ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝

❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❉❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❆♥♥✳ ❘❡✈✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ✻✼✱ ✸✽✼ ✭✷✵✶✻✮✳ ♣❛❣❡s

✷✹✷

❬✶✹✸❪ ❘✳ ❈r❡s♣♦✲❖t❡r♦ ❛♥❞ ▼✳ ❇❛r❜❛tt✐✱ ❙♣❡❝❣tr✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥s❡♠❜❧❡✿ ❢♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❡♥③❡♥❡✱ ❢✉r❛♥ ❛♥❞

✷✲♣❤❡♥②❧❢✉r❛♥✱ ❚❤❡♦r✳ ❈❤❡♠✳ ❆❝❝✳ ✶✸✶✱ ✶✷✸✼ ✭✷✵✶✷✮✳ ♣❛❣❡s ✷✹✼

❬✶✹✹❪ ❑✳ ❙❡♥✱ ❘✳ ❈r❡s♣♦✲❖t❡r♦✱ ❖✳ ❲❡✐♥❣❛rt✱ ❲✳ ❚❤✐❡❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇❛r❜❛tt✐✱ ■♥t❡r❢❛❝✐❛❧

❙t❛t❡s ✐♥ ❉♦♥♦r✲❆❝❝❡♣t♦r ❖r❣❛♥✐❝ ❍❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥✐s❣❤ts ✐♥t♦

❚❤❡♦♣❤❡♥❡✲❖❧✐❣♦♠❡r✴❋✉❧❧❡r❡♥❡ ❏✉♥❝t✐♦♥s✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t✳ ✾✱ ✺✸✸

✭✷✵✶✸✮✳ ♣❛❣❡s ✷✹✼

❬✶✹✺❪ ❉✳ ❋❛③③✐✱ ▼✳ ❇❛r❜❛tt✐✱ ❛♥❞ ❲✳ ❚❤✐❡❧✱ ❍♦t ❛♥❞ ❈♦❧❞❞ ❈❤❛r❣❡✲❚r❛♥s❢❡r ▼❡❝❤❛✲

♥✐s♠s ✐♥ ❖r❣❛♥✐❝ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s✿ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡s ♦❢ ❉♦♥♦r✴❆❝❝❡♣t♦r

■♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ▲❡tt✳ ✽✱ ✹✼✷✼ ✭✷✵✶✼✮✳ ♣❛❣❡s ✷✹✼

❬✶✹✻❪ ▲✳ ❙t♦❥❛♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳✱ ◆♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝②❝❧♦♣❛r❛♣❤❡♥②❧❡♥❡s ✇✐t❤ ❚❉✲

❉❋❚❇ s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t✳ ✶✸✱ ✺✽✹✻ ✭✷✵✶✼✮✳ ♣❛❣❡s

✷✹✼

❬✶✹✼❪ ❚✳ ❋♦rst❡r✱ ✶✵t❤ ❙♣✐❡rs ▼❡♠♦r✐❛❧ ▲❡❝t✉r❡✳ ❚r❛♥s❢❡r ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝

❊①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❋❛r❛❞❛② ❉✐s❝✉ss✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ✷✼✱ ✼ ✭✶✾✺✾✮✳ ♣❛❣❡s ✷✺✵

❬✶✹✽❪ ❙✳ ❏♦s❡♣❤✱ ▼✳ ❑✳ ❘❛✈✈❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❇r❡❞❛s✱ ❈❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ▲♦✇❡st

❊①❝✐t❡❞ ❙t❛t❡ ♦❢ ❛ P❡♥t❛❝❡♥❡✲❋✉❧❧❡r❡♥❡ ❈♦♠♣❧❡①✿ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❖r❣❛♥✐❝ ❙♦❧❛r

❈❡❧❧s✱ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ▲❡tt✳ ✽✱ ✺✶✼✶ ✭✷✵✶✼✮✳ ♣❛❣❡s ✷✻✻



✷✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❍♦✇ ▲♦♥❣ ❉♦ ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ❈❤❛r❣❡ ❚r❛♥s❢❡r ❚❛❦❡❄ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞

❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❚✐❣❤t✲❇✐♥❞✐♥❣ ❉❡♥s✐t②✲❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚r❛❥❡❝t♦r②

❙✉r❢❛❝❡ ❍♦♣♣✐♥❣ ❙t✉❞② ♦❢ ❛ ▼♦❞❡❧ ❇✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r✐♥❡✴P❡♥t❛❝❡♥❡

❍❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ▲♦♥❣✲❘❛♥❣❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥

❆❧❛ ❆❧❞✐♥ ▼✳ ❍✳ ▼✳ ❉❛r❣❤♦✉t❤ ✽✱ ▼❛r❦ ❊✳ ❈❛s✐❞❛ ✾✱

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ■♥♦r❣❛♥✐q✉❡ ❘é❞♦① ✭❈■❘❊✮✱ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ❈❤✐♠✐❡

▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭❉❈▼✮✱

■♥st✐t✉t ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ✭■❈▼●✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ●r❡♥♦❜❧❡✲❆❧♣❡s✱

✸✵✶ r✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❤✐♠✐❡✱ ❈❙ ✹✵✼✵✵✱ ✸✽✵✺✽ ●r❡♥♦❜❧❡ ❈❡❞❡① ✾✱ ❋r❛♥❝❡

❳✐ ❩❤✉ ✭ ✮ ❬✶❪ ✶✵✱ ❇❤❛❛r❛t❤✐ ◆❛t❛r❛❥❛♥ ✶✶✱ ❍❛✐❜✐♥ ❙✉ ✭ ✮ ❬✷❪ ✶✷

❉✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ◆❛♥②❛♥❣ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✺✵ ◆❛♥②❛♥❣ ✻✸✾✼✽✾✱

❙✐♥❣❛♣♦r❡

❆❧❡①❛♥❞❡r ❍✉♠❡♥✐✉❦ ✶✸ ❛♥❞ ✱❘♦❧❛♥❞ ▼✐tr✐➣ ✶✹

■♥st✐t✉t ❢ür P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❈❤❡♠✐❡✱

❏✉❧✐✉s✲▼❛①✐♠✐❧✐❛♥s✲❯♥✐✈❡rs✐tät ❲ür③❜✉r❣✱

❊♠✐❧✲❋✐s❝❤❡r✲❙tr❛ÿ❡ ✹✷✱ ❉✲✾✼✵✼✹ ❲ür③❜✉r❣✱ ●❡r♠❛♥②

• ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ✶✻ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❚❛❜❧❡s ✼✳✸✱

✼✳✹✱ ❛♥❞ ✼✳✺✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✷✵ ❛♥❞ ✼✳✷✶✳

• ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ✶✹ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ❜✉❝❦✲

♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✳ ❚❛❜❧❡s ✼✳✻✱ ✼✳✼✱ ❛♥❞ ✼✳✽✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✷✷ ❛♥❞ ✼✳✷✸✳

• ❈❚ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚❉✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✼✳✾✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✳

✽✳ ❛❧❛✳❞❛r❣❤♦✉t❅✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r
✾✳ ♠❛r❦✳❝❛s✐❞❛❅✉♥✐✈✲❣r❡♥♦❜❧❡✲❛❧♣❡s✳❢r

✶✵✳ ✵✷✷✵✉st❝❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
✶✶✳ ♣❤②❡✈❡r❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
✶✷✳ ❤❜s✉❅♥t✉✳❡❞✉✳s❣
✶✸✳ ❛❧❡①❛♥❞❡r✳❤✉♠❡♥✐✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
✶✹✳ r♦❧❛♥❞✳♠✐tr✐❝❅✉♥✐✲✇✉❡r③❜✉r❣✳❞❡



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✽✸

❊①❝✐t♦♥ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮
❚r❛❥❡❝t♦r② ✷

■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.413 ❡❱✱ f = 0.310
✾✼✳✵✪ 1✭❍✱▲✮✰✸✳✵✪ 1✭❍✲✽✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.99
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 35 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.358 ❡❱✱ f = 0.265
✾✽✳✷✪ 1✭❍✱▲✮✰✶✳✽✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.986
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 35.5 ❢s✱ S = 2✱ E = 2.339 ❡❱✱ f = 0.0739
✺✷✳✸✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✶✮✰✹✼✳✼✪ 1✭❍✱▲✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.850

❚r❛❥❡❝t♦r② ✹
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 3✱ E = 2.461 ❡❱✱ f = 0.298
✾✺✳✹✪ 1✭❍✱▲✰✶✮✰✹✳✻✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✾✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.97
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 21.5 ❢s✱ S = 5✱ E = 2.183 ❡❱✱ f = 0.223
✽✻✳✾✪ 1✭❍✱▲✰✷✮✰✶✸✳✶✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✶✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.8934
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 24 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.405 ❡❱✱ f = 0.0007
✺✼✳✽✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮✰✹✷✳✷✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✶✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.708

❚r❛❥❡❝t♦r② ✻
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 4✱ E = 2.402 ❡❱✱ f = 0.288
✾✻✳✺✪ 1✭❍✱▲✰✶✮✰✸✳✺✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.97
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 17 ❢s✱ S = 2✱ E = 2.105 ❡❱✱ f = 0.312
✾✾✳✵✪ 1✭❍✱▲✰✶✮✰✶✳✵✪ 1✭❍✲✶✶✱▲✰✶✷✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.984
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 17.5 ❢s✱ S = 8✱ E = 2.359 ❡❱✱ f = 0.0018
✽✽✳✼✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✷✮✰✶✶✳✸✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✸✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.0.703

❚r❛❥❡❝t♦r② ✼
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 2✱ E = 2.431 ❡❱✱ f = 0.248
✾✹✳✾✪ 1✭❍✱▲✮✰✺✳✶✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.95
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 0.5 ❢s✱ S = 3✱ E = 2.431 ❡❱✱ f = 0.293
✾✼✳✻✪ 1✭❍✱▲✰✶✮✰✷✳✹✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✼✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.966
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 1 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.126 ❡❱✱ f = 0.0006
✾✸✳✺✪ 1✭❍✲✶✱▲✮✰✻✳✺✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.840

❚r❛❥❡❝t♦r② ✾
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.350 ❡❱✱ f = 0.307
✾✻✳✻✪ 1✭❍✱▲✮✰✸✳✹✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✾✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.99
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 4 ❢s✱ S = 4✱ E = 2.396 ❡❱✱ f = 0.275
✽✸✳✸✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✶✻✳✼✪ 1✭❍✱▲✰✷✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.791
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 4.5 ❢s✱ S = 5✱ E = 2.397 ❡❱✱ f = 0.0134
✻✸✳✽✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✶✮✰✸✻✳✷✪ 1✭❍✲✷✱▲✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.702

❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✶
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.422 ❡❱✱ f = 0.296
✾✼✳✸✪ 1✭❍✱▲✮✰✷✳✼✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.98
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 13.5 ❢s✱ S = 2✱ E = 2.401 ❡❱✱ f = 0.272
✽✶✳✻✪ 1✭❍✱▲✮✰✶✽✳✹✪ 1✭❍✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.747
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 14 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.396 ❡❱✱ f = 0.0116
✻✾✳✷✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✶✮✰✸✵✳✽✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.841

❚❛❜❧❡ ✼✳✸ ✕ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✻ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❚❤❡
t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s
✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s ✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts
✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳



✷✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❊①❝✐t♦♥ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮
❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✸

■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.437 ❡❱✱ f = 0.282
✾✻✳✺✪ 1✭❍✱▲✮✰✸✳✺✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.98
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 13 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.112 ❡❱✱ f = 0.297
✾✾✳✷✪ 1✭❍✱▲✮✰✵✳✽✪ 1✭❍✲✶✶✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.985
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 13.5 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.091 ❡❱✱ f = 0.0045
✽✻✳✶✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✶✮✰✶✸✳✾✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.897

❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✺
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.341 ❡❱✱ f = 0.278
✾✼✳✹✪ 1✭❍✱▲✮✰✷✳✻✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✼✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.97
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 16.5 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.046 ❡❱✱ f = 0.293
✾✾✳✶✪ 1✭❍✱▲✮✰✵✳✾✪ 1✭❍✲✶✵✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.979
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 17.0 ❢s✱ S = 8✱ E = 2.380 ❡❱✱ f = 0.0006
✾✾✳✶✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✶✮✰✵✳✾✪ 1✭❍✲✹✱▲✰✸✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.767

❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✼
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.374 ❡❱✱ f = 0.288
✾✺✳✻✪ 1✭❍✱▲✮✰✹✳✹✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.98
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 19 ❢s✱ S = 2✱ E = 2.042 ❡❱✱ f = 0.282
✼✽✳✸✪ 1✭❍✱▲✰✶✮✰✷✶✳✼✪ 1✭❍✱▲✰✷✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.848
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 19.5 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.451 ❡❱✱ f = 0.0009
✼✶✳✾✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✸✮✰✷✽✳✶✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✶✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.632

❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✽
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 4✱ E = 2.284 ❡❱✱ f = 0.286
✻✼✳✶✪ 1✭❍✱▲✰✷✮✰✸✷✳✾✪ 1✭❍✱▲✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.71
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 2 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.319 ❡❱✱ f = 0.248
✾✻✳✼✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✸✳✸✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✷✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.960
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 2.5 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.301 ❡❱✱ f = 0.0117
✻✾✳✾✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✷✮✰✸✵✳✶✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✷✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.814

❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✵
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.392 ❡❱✱ f = 0.297
✾✻✳✻✪ 1✭❍✱▲✮✰✸✳✹✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.99
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 4.5 ❢s✱ S = 7✱ E = 2.418 ❡❱✱ f = 0.250
✾✻✳✹✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✸✳✻✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.941
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 5.0 ❢s✱ S = 1✱ E = 1.924 ❡❱✱ f = 0.0006
✼✽✳✾✪ 1✭❍✲✶✱▲✮✰✷✶✳✶✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✶✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.814

❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✷
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.390 ❡❱✱ f = 0.287
✾✻✳✹✪ 1✭❍✱▲✮✰✸✳✻✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.98
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 6.5 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.5083 ❡❱✱ f = 0.257
✾✻✳✺✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✸✳✺✪ 1✭❍✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.942
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 7.0 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.520 ❡❱✱ f = 0.0188
✺✶✳✻✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✶✮✰✹✽✳✹✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✺✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.731

❚❛❜❧❡ ✼✳✹ ✕ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✻ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❚❤❡
t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s
✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s ✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts
✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✽✺

❊①❝✐t♦♥ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮
❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✹

■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.336 ❡❱✱ f = 0.325
✾✼✳✵✪ 1✭❍✱▲✮✰✸✳✵✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.99
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 38.5 ❢s✱ S = 4✱ E = 2.386 ❡❱✱ f = 0.286
✾✽✳✾✪ 1✭❍✱▲✰✷✮✰✶✳✶✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.977
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 39.0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.204 ❡❱✱ f = 0.0006
✻✽✳✽✪ 1✭❍✲✷✱▲✮✰✸✶✳✷✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✷✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.855

❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✻
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.327 ❡❱✱ f = 0.333
✾✻✳✷✪ 1✭❍✱▲✮✰✸✳✽✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.99
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 21.5 ❢s✱ S = 3✱ E = 2.237 ❡❱✱ f = 0.324
✾✼✳✻✪ 1✭❍✱▲✮✰✷✳✹✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✼✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.985
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 22 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.242 ❡❱✱ f = 0.0011
✺✾✳✽✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✶✮✰✹✵✳✷✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✶✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.828

❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✽
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.435 ❡❱✱ f = 0.306
✾✻✳✾✪ 1✭❍✱▲✮✰✸✳✶✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✶✵✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.98
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 23.5 ❢s✱ S = 6✱ E = 2.325 ❡❱✱ f = 0.261
✾✻✳✶✪ 1✭❍✱▲✰✷✮✰✸✳✾✪ 1✭❍✲✹✱▲✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.938
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 24 ❢s✱ S = 8✱ E = 2.394 ❡❱✱ f = 0.0105
✺✼✳✹✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✸✮✰✹✷✳✻✪ 1✭❍✲✹✱▲✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.736

❚r❛❥❡❝t♦r② ✸✵
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 2✱ E = 2.421 ❡❱✱ f = 0.224
✾✹✳✶✪ 1✭❍✱▲✮✰✺✳✾✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.91
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 19 ❢s✱ S = 4✱ E = 2.087 ❡❱✱ f = 0.296
✾✹✳✼✪ 1✭❍✱▲✰✷✮✰✺✳✸✪ 1✭❍✲✷✱▲✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.959
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 19.5 ❢s✱ S = 3✱ E = 1.925 ❡❱✱ f = 0.0003
✺✵✳✾✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✶✮✰✹✾✳✶✪ 1✭❍✲✹✱▲✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.786

❚❛❜❧❡ ✼✳✺ ✕ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✻ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ ❚❤❡
t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s
✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s ✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts
✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳



✷✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❊①❝✐t♦♥ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮
❚r❛❥❡❝t♦r② ✶

■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 14✱ E = 2.467 ❡❱✱ f = 0.127
✽✻✳✻✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✶✸✳✹✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✹✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.88
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 5 ❢s✱ S = 1✱ E = 1.998 ❡❱✱ f = 0.0002
✻✻✳✽✪ 1✭❍✲✶✱▲✮✰✸✸✳✷✪ 1✭❍✲✷✱▲✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.830
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 10 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.652 ❡❱✱ f = 0.2847
✾✼✳✾✪ 1✭❍✱▲✮✰✷✳✶✪ 1✭❍✲✽✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.983

❚r❛❥❡❝t♦r② ✸
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.265 ❡❱✱ f = 0.252
✾✼✳✶✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✷✳✾✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✶✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.96
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 0.5 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.224 ❡❱✱ f = 0.001
✻✵✳✾✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✶✮✰✸✾✳✶✪ 1✭❍✲✹✱▲✰✷✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.736
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 21.5 ❢s✱ S = 2✱ E = 2.543 ❡❱✱ f = 0.2889
✾✺✳✽✪ 1✭❍✱▲✮✰✹✳✷✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.966

❚r❛❥❡❝t♦r② ✺
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.306 ❡❱✱ f = 0.281
✾✼✳✷✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✷✳✽✪ 1✭❍✲✾✱▲✰✽✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.97
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 0.5 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.271 ❡❱✱ f = 0.001
✻✻✳✺✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✷✮✰✸✸✳✺✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✷✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.776
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 21.5 ❢s✱ S = 3✱ E = 3.061 ❡❱✱ f = 0.0008
✻✺✳✵✪ 1✭❍✲✺✱▲✮✰✸✺✳✵✪ 1✭❍✱▲✰✹✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.800

❚r❛❥❡❝t♦r② ✽
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 12✱ E = 2.401 ❡❱✱ f = 0.182
✾✸✳✹✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✻✳✻✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✻✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.91
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 4 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.473 ❡❱✱ f = 0.258
✾✹✳✽✪ 1✭❍✱▲✮✰✺✳✷✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.981
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 16 ❢s✱ S = 12✱ E = 2.846 ❡❱✱ f = 0.0015
✺✹✳✸✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✹✮✰✹✺✳✼✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✹✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.780

❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✵
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 14✱ E = 2.339 ❡❱✱ f = 0.183
✾✻✳✹✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✸✳✻✪ 1✭❍✱▲✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.88
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 3.5 ❢s✱ S = 3✱ E = 2.236 ❡❱✱ f = 0.002
✺✸✳✾✪ 1✭❍✲✹✱▲✰✷✮✰✹✻✳✶✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✶✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.754
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 14.5 ❢s✱ S = 2✱ E = 3.032 ❡❱✱ f = 0.2457
✾✷✳✺✪ 1✭❍✱▲✮✰✼✳✺✪ 1✭❍✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.898

❚❛❜❧❡ ✼✳✻ ✕ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✹ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ♣❡♥t❛❝❡♥❡
❛♥❞ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤
tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s ✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s
✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧
♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r
♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✽✼

❊①❝✐t♦♥ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮
❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✷

■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 12✱ E = 2.289 ❡❱✱ f = 0.279
✾✼✳✺✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✷✳✺✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✼✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.97
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 1 ❢s✱ S = 10✱ E = 2.182 ❡❱✱ f = 0.0003
✼✽✳✻✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✷✮✰✷✶✳✹✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✶✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.676
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 7 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.642 ❡❱✱ f = 0.2618
✾✺✳✷✪ 1✭❍✱▲✮✰✹✳✽✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.977

❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✹
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 14✱ E = 2.390 ❡❱✱ f = 0.132
✽✾✳✵✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✶✶✳✵✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✹✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.85
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 2 ❢s✱ S = 14✱ E = 2.312 ❡❱✱ f = 0.004
✼✺✳✷✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✹✮✰✷✹✳✽✪ 1✭❍✲✽✱▲✰✶✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.778
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 13.5 ❢s✱ S = 1✱ E = 3.063 ❡❱✱ f = 0.2504
✾✺✳✷✪ 1✭❍✱▲✮✰✹✳✽✪ 1✭❍✲✼✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.979

❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✻
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 15✱ E = 2.396 ❡❱✱ f = 0.228
✾✼✳✾✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✷✳✶✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✼✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.93
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 0.5 ❢s✱ S = 15✱ E = 2.368 ❡❱✱ f = 0.003
✺✵✳✸✪ 1✭❍✲✶✶✱▲✮✰✹✾✳✼✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✺✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.730
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 14.0 ❢s✱ S = 4✱ E = 2.996 ❡❱✱ f = 0.2507
✾✶✳✽✪ 1✭❍✱▲✰✷✮✰✽✳✷✪ 1✭❍✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.893

❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✾
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 9✱ E = 2.373 ❡❱✱ f = 0.255
✾✹✳✺✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✺✳✺✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✷✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.96
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 1 ❢s✱ S = 3✱ E = 2.244 ❡❱✱ f = 0.002
✺✶✳✼✪ 1✭❍✲✹✱▲✰✶✮✰✹✽✳✸✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✸✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.806
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 3 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.489 ❡❱✱ f = 0.3057
✾✼✳✷✪ 1✭❍✱▲✮✰✷✳✽✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✼✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.981

❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✶
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 16✱ E = 2.341 ❡❱✱ f = 0.151
✾✸✳✽✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✻✳✷✪ 1✭❍✲✸✱▲✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.84
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 2.5 ❢s✱ S = 9✱ E = 2.341 ❡❱✱ f = 0.001
✺✽✳✻✪ 1✭❍✲✸✱▲✰✶✮✰✹✶✳✹✪ 1✭❍✲✺✱▲✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.729
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 6.0 ❢s✱ S = 1✱ E = 2.571 ❡❱✱ f = 0.2666
✾✸✳✾✪ 1✭❍✱▲✮✰✻✳✶✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.970

❚❛❜❧❡ ✼✳✼ ✕ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✹ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ♣❡♥t❛❝❡♥❡
❛♥❞ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤
tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s ✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s
✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧
♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r
♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳



✷✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

❊①❝✐t♦♥ ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ✭❊❊❚✮
❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✸

■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 17✱ E = 2.440 ❡❱✱ f = 0.117
✽✻✳✸✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✶✸✳✼✪ 1✭❍✲✹✱▲✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.87
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 6 ❢s✱ S = 3✱ E = 2.624 ❡❱✱ f = 0.007
✺✷✳✹✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✷✮✰✹✼✳✻✪ 1✭❍✲✷✱▲✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.782
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 9.5 ❢s✱ S = 3✱ E = 3.249 ❡❱✱ f = 0.1266
✼✵✳✺✪ 1✭❍✲✻✱▲✮✰✷✾✳✺✪ 1✭❍✱▲✰✶✵✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.764

❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✺
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 12✱ E = 2.364 ❡❱✱ f = 0.155
✾✶✳✷✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✽✳✽✪ 1✭❍✲✹✱▲✰✺✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.89
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 1.0 ❢s✱ S = 12✱ E = 2.352 ❡❱✱ f = 0.012
✺✺✳✵✪ 1✭❍✲✺✱▲✰✹✮✰✹✺✳✵✪ 1✭❍✲✶✶✱▲✰✷✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.781
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 11.0 ❢s✱ S = 1✱ E = 3.057 ❡❱✱ f = 0.2392
✽✼✳✽✪ 1✭❍✱▲✮✰✶✷✳✷✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✽✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.983

❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✼
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 13✱ E = 2.322 ❡❱✱ f = 0.254
✾✼✳✾✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✷✳✶✪ 1✭❍✲✻✱▲✰✼✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.96
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 0.5 ❢s✱ S = 13✱ E = 2.303 ❡❱✱ f = 0.006
✺✻✳✷✪ 1✭❍✲✹✱▲✰✺✮✰✹✸✳✽✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✻✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.774
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 16.0 ❢s✱ S = 1✱ E = 3.111 ❡❱✱ f = 0.2390
✽✾✳✹✪ 1✭❍✱▲✮✰✶✵✳✻✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.974

❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✾
■♥✐t✐❛❧ ❊①❝✐t✳✿ t = 0 ❢s✱ S = 11✱ E = 2.371 ❡❱✱ f = 0.164
✾✷✳✽✪ 1✭❍✱▲✰✸✮✰✼✳✷✪ 1✭❍✲✼✱▲✮ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ Λ = 0.88
❇❡❢♦r❡ ❊❊❚✿ t = 1 ❢s✱ S = 11✱ E = 2.266 ❡❱✱ f = 0.004
✺✸✳✺✪ 1✭❍✲✷✱▲✰✹✮✰✹✻✳✺✪ 1✭❍✲✼✱▲✮ ♦♥ ❈60✱ Λ = 0.766
❆❢t❡r ❊❊❚✿ t = 16 ❢s✱ S = 8✱ E = 3.620 ❡❱✱ f = 0.0774
✺✻✳✵✪ 1✭❍✱▲✰✶✵✮✰✹✹✳✵✪ 1✭❍✲✶✱▲✰✶✮ ♦♥ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✱ Λ = 0.729

❚❛❜❧❡ ✼✳✽ ✕ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✹ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ♣❡♥t❛❝❡♥❡
❛♥❞ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤
tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s ✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s
✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧
♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r
♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✽✾

❚❛❜❧❡ ✼✳✾ ✕ ❈❚ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚❉✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
❚❘❆❏✳ ■♥✐t✐❛❧ ❙t❛t❡ ❈60 → P❡♥t ❈❚ P❡♥t → ❈60 ❈❚

✵ ❢s ❚✐♠❡ ✐♥ ❢s ❚✐♠❡ ✐♥ ❢s
❚❘❆❏✲✵✵✵✶ P❡♥t ✺ ✻✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✵✷ P❡♥t ✶✶ ✷✸
❚❘❆❏✲✵✵✵✸ P❡♥t ✺
❚❘❆❏✲✵✵✵✹ P❡♥t ✶✳✺ ✷✺✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✵✺ ❉▲ ✷ ✺
❚❘❆❏✲✵✵✵✻ P❡♥t ✶ ✶✸
❚❘❆❏✲✵✵✵✼ ❈60 ✽ ✶✻
❚❘❆❏✲✵✵✵✽ P❡♥t ✷ ✷✵✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✵✾ P❡♥t ✵✳✺ ✸✸✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✶✵ P❡♥t ✷ ✾
❚❘❆❏✲✵✵✶✶ P❡♥t ✷
❚❘❆❏✲✵✵✶✷ P❡♥t ✷✳✺ ✹✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✶✸ P❡♥t ✸ ✹✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✶✹ P❡♥t ✾ ✷✺
❚❘❆❏✲✵✵✶✺ P❡♥t ✵✳✺ ✸✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✶✻ P❡♥t ✶✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✶✼ P❡♥t ✵✳✺ ✹
❚❘❆❏✲✵✵✶✽ P❡♥t ✵✳✺ ✷✶
❚❘❆❏✲✵✵✶✾ ❉▲ ✶✳✺ ✽
❚❘❆❏✲✵✵✷✵ P❡♥t ✶ ✻✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✷✶ P❡♥t ✸ ✶✷
❚❘❆❏✲✵✵✷✷ P❡♥t ✶✳✺ ✸✼
❚❘❆❏✲✵✵✷✸ P❡♥t ✷✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✷✹ P❡♥t ✶ ✶✷
❚❘❆❏✲✵✵✷✺ P❡♥t ✵✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✷✻ P❡♥t ✶
❚❘❆❏✲✵✵✷✼ P❡♥t ✹✳✺ ✷✶✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✷✽ P❡♥t ✾✳✺ ✸✼✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✷✾ P❡♥t ✹ ✷✸✳✺
❚❘❆❏✲✵✵✸✵ P❡♥t ✶ ✷✸✳✺



✷✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✸✺ ❢s S1 ✸✺✳✺ ❢s S2

✶✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S3 ✷✶✳✺ ❢s S5 ✷✹ ❢s S10

✷✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✹

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S4 ✶✼ ❢s S2 ✶✼✳✺ ❢s S8

✸✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✻

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S2 ✵✳✺ ❢s S3 ✶ ❢s S1

✹✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✼

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✹ ❢s S4 ✹✳✺ ❢s S5

✺✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✾

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✶✸✳✺ ❢s S2 ✶✹ ❢s S1

✻✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✶

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✶✸ ❢s S1 ✶✸✳✺ ❢s S1

✼✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✸

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✶✻✳✺ ❢s S1 ✶✼ ❢s S8

✽✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵ ✕ P❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✶✻ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ P→ P→
❈60 ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✾✶

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✶✾ ❢s S2 ✶✾✳✺ ❢s S10

✾✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✼

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S4 ✷ ❢s S10 ✷✳✺ ❢s S10

✶✵✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✽

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✹✳✺ ❢s S7 ✺ ❢s S1

✶✶✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✵

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✻✳✺ ❢s S10 ✼ ❢s S10

✶✷✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✷

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✸✽✳✺ ❢s S4 ✸✾ ❢s S1

✶✸✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✹

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✷✶✳✺ ❢s S3 ✷✷ ❢s S1

✶✹✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✻

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S1 ✷✸✳✺ ❢s S6 ✷✹ ❢s S8

✶✺✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✽

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S2 ✶✾ ❢s S4 ✶✾✳✺ ❢s S3

✶✻✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✸✵

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶ ✕ P❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✶✻ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ P→ P→
❈60 ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳



✷✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✿ ❚✉❧❧②✲❚②♣❡ ▼✐①❡❞ ❚❉✲❉❋❚❇✴❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙❍

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S14 ✺ ❢s S1 ✶✵ ❢s S1

✶✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S10 ✵✳✺ ❢s S10 ✷✶✳✺ ❢s S2

✷✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✸

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S10 ✵✳✺ ❢s S10 ✷✶✳✺ ❢s S3

✸✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✺

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S12 ✹ ❢s S1 ✶✻ ❢s S12

✹✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✽

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S14 ✸✳✺ ❢s S3 ✶✹✳✺ ❢s S2

✺✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✵

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S12 ✶ ❢s S10 ✼ ❢s S1

✻✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✷

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S14 ✷ ❢s S14 ✶✸✳✺ ❢s S1

✼✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✹

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷ ✕ P❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✶✹ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❉▲→ ❈60

→ P ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✾✸

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S15 ✵✳✺ ❢s S15 ✶✹ ❢s S4

✽✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✻

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S9 ✶ ❢s S3 ✸ ❢s S1

✾✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✶✾

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S15 ✷✳✺ ❢s S9 ✻ ❢s S1

✶✵✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✶

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S17 ✻ ❢s S3 ✾✳✺ ❢s S3

✶✶✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✸

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S12 ✶ ❢s S12 ✶✶ ❢s S1

✶✷✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✺

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S13 ✵✳✺ ❢s S13 ✶✻ ❢s S1

✶✸✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✼

∆ρ

∆ρp

∆ρh

∆ρp

∆ρh

✵ ❢s S11 ✶ ❢s S11 ✶✻ ❢s S8

✶✹✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✷✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸ ✕ P❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✶✹ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❉▲→ ❈60

→ P ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳





P❛rt ■■■

❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

✷✾✺





❈❤❛♣t❡r ✽

❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ❞✐✈❡rs✐❢② ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦rs

♣✉s❤✐♥❣ ♠❛♥❦✐♥❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ♥♦t❛❜❧②✱ ♣❤♦✲

t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝

❝❡❧❧s✱ ♦r❣❛♥✐❝ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝❡❧❧s ✜❧❧ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♥✐❝❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱

t❤❡✐r ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ ❤✐❣❤✲✈♦❧✉♠❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ❧❡♥❞✐♥❣ t❤❡♠✲

s❡❧✈❡s t♦ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ✢❡① ❛♥❞ ❜❡♥❞

✇✐t❤♦✉t ❜r❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡✐r ❧✐❣❤t♥❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✱ t❤❡✐r ❡❛s❡

♦❢ s❤❛♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r✐♥t❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡

❧❛r❣❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ❞❡s✐❣♥✳

❚❤❡ ✜rst ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇❡r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛✛❛✐rs ✇✐t❤ ♥♦ ❞♦♥♦r✴❛❝❝❡♣t♦r ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❚❛♥❣✱ ✐t ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t

s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳ ❆s ❚❛♥❣ ❤❛❞

s❤♦✇♥ t❤❛t ❡①❝✐t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵ ♥♠✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ❡♠❡r❣❡❞

♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❜② ♣♦❧②♠❡r ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❜♦t❤ ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ t♦ ❞✐✛✉s❡ ✈❡r② ❢❛r

❜❡❢♦r❡ ✐t r❡❛❝❤❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✐s r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s ❜✉❧❦ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ✭❇❍❏✮ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳ ❙♦♠❡ ❇❍❏ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥

❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐③❡❞ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s st✐❧❧ ❧♦✇✳ ❋✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss ✐♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛✐❞❡❞ ❜② ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡s❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇♦r❦✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✭Jsc✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t✲

❛❣❡ ✭Voc✮ ❛r❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✇✐❧❧ ❜❡

❡✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡ ✜❧❧ ❢❛❝t♦r ✭❋❋✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②

♦✉t♣✉t ❜② t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t JscVoc✱ ✐s ❧❛r❣❡✳ ▼❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧❛r ❝❡❧❧

✷✾✼



✷✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✿ ❙✉♠♠❛r②

❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✮

♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭▲❯▼❖✮ ♦❢

t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜❡✲

t✇❡❡♥ Voc ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭■P✮ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ✭❊❆✮ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

♦♥ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s r❡♣♦rts ♦✉r ❛ss❡ss♠❡♥t

♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭❉❋❚❇✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

■Ps ❛♥❞ ❊❆s ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❲❡

❝❤♦s❡ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ✏s❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✑ t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡

❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t tr❡♥❞s ❢♦r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✉❝❤ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ❉❋❚❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲

❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ✭❙❈❈✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞

❛❣❛✐♥st r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■Ps ❛♥❞ ❊❆s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿ ✭✐✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❉❋❚❇ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✉s✐♥❣

t❤❡ ∆❙❈❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ✜ts t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦ts ✇❛s

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ✭∆y✮✳ P❡r❤❛♣s s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❜♦t❤ ❉❋❚❇

✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❙❈❈ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❡rr♦rs✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s r❡♣♦rts ♦✉r ❛s✲

s❡ss♠❡♥t ♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❉❋❚❇ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❉❋❚ ❢♦r

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✲

❝✉s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✲st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♦❧✐❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡✳ P❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤❡r❡ ❧✐❡s

✐♥ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❜✐♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦❣❡t❤❡r

t♦ ❢♦r♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❧✐❡s ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛

❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✉s✲

✐♥❣ ●r✐♠♠❡✬s s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❉✸ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❞❡❛❧t

✇✐t❤ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❇✸▲❨P ❤②❜r✐❞ ♦r t❤❡ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❈❆▼✲

❇✸▲❨P ❤②❜r✐❞✳ ❚❤❡ ❧❝✲❉❋❚❇ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P

✇❤✐❧❡ ❉❋❚❇ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❣r❛♠ ✭❉❋❚❇❛❜②✮ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡

❇✸▲❨P✳ ❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r ✇❡ ❤♦♣❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❜❡st t♦ ♠♦❞❡❧

❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ❍✲ ❛♥❞ ❏✲s❤✐❢ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣s✱ s❡❡♥ ✐♥ ❛❣✲

❣r❡❣❛t❡ s♣❡❝tr❛✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✲st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s

❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❖✉r

❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❛♥❣❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❤②❜r✐❞s ✭❘❙❍s✮ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t

♦♥ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t❤❡♥ ♦♥ ❡♥❡r❣②✲tr❛♥s❢❡r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r



✷✾✾

❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ P❡r❤❛♣s s♦♠❡✇❤❛t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧②✱ ❚❉✲❉❋❚❇ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛✲

s✐s ♦❢ ❇✸▲❨P ❣❛✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢

❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ s♣❡❝tr❛✳ ❲❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢

❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣♦t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s r❡♣♦rts

❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚❇ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r

❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ❤❡t❡r♦✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡

q✉❡st✐♦♥s✿ ✭✐✮ ❍♦✇ ♠✉❝❤ t✐♠❡ ❞♦❡s ✐t t❛❦❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛❝r♦ss t❤❡

❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥❄ ✭✐✐✮ ❍♦✇ ♠✉❝❤ t✐♠❡ ❞♦❡s ✐t t❛❦❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t♦♥ s❡♣❛r❛t❡s

✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❛♥❞ ❛ ❤♦❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞♦♥♦r❄ ❚♦ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s

✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❚✉❧❧②✲t②♣❡ ♠✐①❡❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇✮✴❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣❤♦t♦❞②♥❛♠✐❝s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡

♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❝♦♠♣❧❡①

♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ ♣❡♥t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡

✭❈60✮✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✾✻ ❛t♦♠ s②st❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠✉st

❝❛rr② ♦✉t ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

r❡s✉❧ts✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t

❢♦r ✺✵✵ ❢s ❢♦r ✸✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ❢r♦♠ ❛ t❤❡r♠❛❧❧②✲❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✇❛s s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❡✱ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s✱ ❢♦r t❤❡

❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✖ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡✱ ❡①♣❧✐❝✐t ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦❧❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r❜✐t❛❧s✱ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s✱ ❛♥❞

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤✐s s♦♠❡✇❤❛t ❧❛❜♦r✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡✲

❝❛✉s❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

t♦❣❡t❤❡r✱ ❜✉t ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■♥❞❡❡❞ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱

✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠✐s✐♥t❡r♣r❡tt❡❞ ❛s ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♠❡r❡❧② t❤❛t t❤❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❧♦s❤❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✲

❢❡r ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✷✵ ❢s ♦❢ t❤❡ st❛rt ♦❢

♦✉r ❞②♥❛♠✐❝s r✉♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛t ❛ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜♦✉t ✶✷✻✳✺ ❛♥❞ ✷✷✶ ❢s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

✉♣♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤✐s ✇❛s

❢♦✉♥❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ tr✉❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇✐t❤ ❤♦✇ ❧♦♥❣ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r t❛❦❡s

❛t t❤❡ ❜✉❧❦ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤❡s✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛②



✸✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✿ ❙✉♠♠❛r②

t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❛t ❛ ❞♦♥♦r✴❛❝❝❡♣t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s②st❡♠ ✐s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ t♦♦ s♠❛❧❧ ❢♦r ❡✐t❤❡r

❡♥❡r❣② ♦r ❝❤❛r❣❡ t♦ ❞✐ss✐♣❛t❡✱ ❡✈❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳ ❙♦✱ ❥✉st ❛s t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s❧♦s❤❡s

❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s♦ ✇✐❧❧ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❝❤❛r❣❡s r❡✉♥✐t❡ ❛♥❞ t❤❡♥

r❡s❡♣❛r❛t❡ ✐♥ t✐♠❡✳



❈❤❛♣t❡r ✾

❋✉t✉r❡ ❖✉t❧♦♦❦

❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ P❤❉ st✉❞✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ t✐♠❡ ❢♦r ❧♦♦❦✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦r ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✳

■t ✐s ❛ t✐♠❡ ❢♦r ❧♦♦❦✐♥❣ ❜❛❝❦ ♦♥ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡

t♦ ❛ ❣r❡❛t ❡①t❡♥t ✐♥ t❤❡ ❙✉♠♠❛r② s❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧♦♥❣ r♦❛❞✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t♦♦❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢

t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ▼✉❝❤ ✇❛s ❧❡❛r♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s✳ ◆❡✇ ❢r✐❡♥❞s ✇❡r❡ ♠❛❞❡✱ ♠❛♥② ♦❢ ✇❤♦♠ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❛ r❡s❡❛r❝❤

♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇♦r❦ r❡♣♦rt❡❞

❤❡r❡ ✐s t❤❛t ■ ✇❛s t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r ✇❤♦s❡ ❥♦❜ ✐t ✇❛s t♦ ❜r❡❛❦ ✐♥t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝

❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛t t❤❡ ♥❛♥♦✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ st❡♣s ✭❡①❝✐t♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡

s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✮ ❛r❡ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ t❤❡

♠♦st s❛t✐s❢②✐♥❣✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s ❛r✐s❡

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✱ ❛❧♠♦st ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❚❤✉s t❤❡

♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦

❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s♣❡❝tr❛✳ ■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r

✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡r❡ ✇❛s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤✐s ♣♦✐♥t

❜②✱ s❛②✱ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ❚❉✲❧❝✲❉❋❚❇ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❘❙❍ t❤❛♥ t❤❡ ❈❆▼✲❇✸▲❨P

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

▲✐❦❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♣❧❡♥t② ♦❢ r♦♦♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t

❢✉rt❤❡r✳ ■ ❛♠ ❤❛♣♣② t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t t❤❡ ✇❛②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥❡ ❡❛s②

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ✈❛r② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r

t❤❛t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ✉s❡ ❜❡tt❡r t♦♦❧s ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥

s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣♦ t♦

❧❛r❣❡r s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❞✐ss✐♣❛t❡✳ P❡r❤❛♣s st✐❧❧

♠♦r❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str② ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❣r♦✇s❄ ■ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇✱ ❜✉t ✐t

✐s ❛❧✇❛②s ✇✐s❡ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞✳ ❲❤❛t ✐s ❝❧❡❛r ✐s t❤❛t t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s t❛❦❡♥

❛ ❣♦♦❞ st❡♣ ✐♥t♦ t❤❡ ✇✐❧❞❡r♥❡ss ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ ♦❢ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✱ ✇❤❛t

✸✵✶



✸✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✾ ✿ ❋✉t✉r❡ ❖✉t❧♦♦❦

❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡tt❡r✱ ✇❤❛t t♦ ❡①♣❡❝t✱ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❛❧s♦ ✇❤❛t ♥♦t t♦ ❡①♣❡❝t s♦ t❤❛t ✇❡

❝❛♥ ❜❡ s✉r♣r✐s❡❞ ✇❤❡♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♥❡✇ ❤❛♣♣❡♥s✳ ❆♥❞ t❤✐s ✖ ❆❍❆✦✱ t❤❡ ✏❡❧❡♠❡♥t ♦❢

s✉r♣r✐s❡✑ ✖ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡✇❛r❞✐♥❣ t❤✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ✐♥

r❡s❡❛r❝❤✳



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

✸✵✸





▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✹✳✶ ❙♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❙■ ❱❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳

❬✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✶ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ■Ps✿ y = mx+ b✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ■P ❛♥❞ y ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ■P✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❡❱✳ ❍❋✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦❀

❖❊P✱ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❀ ▲❉❆✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥❀ ❉❋❚❇✱ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t

❝❤❛r❣❡✮❀ ❙❈❈✲❉❋❚❇✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❉❋❚❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✷ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ✜rst ■Ps ❬✹✵❪✿ y = mx + b✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ■P ❛♥❞ y ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■P✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❡❱✳ ❍❋✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦❀

❖❊P✱ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❀ ▲❉❆✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥❀ ❉❋❚❇✱ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t

❝❤❛r❣❡✮❀ ❙❈❈✲❉❋❚❇✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❉❋❚❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✸ ❉❋❚❇✰ ■Ps ✭❡❱✮ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✹ ❉❋❚❇✰ ■Ps ✭❡❱✮ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲

s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❝❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❢♦r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ✶✶✻

✺✳✼ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ✜rst ■Ps ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ❇❉❙ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ y =

mx+b✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ GW ■P ❛♥❞ y ✐s ❛♥♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■P✱ ❜♦t❤ ✐♥

❡❱✳ ❍❋✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦❀ ❖❱●❋✱ ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ▲❉❆✱

❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❉❋❚❇✱ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣

✭✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡✮❀ ❙❈❈✲❉❋❚❇✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡

❉❋❚❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✸✵✺



✸✵✻ ▲■❙❚ ❖❋ ❚❆❇▲❊❙

✺✳✽ ❋✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ✜rst ❊❆s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ❇❉❙ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ y =

mx+b✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡GW ❊❆ ❛♥❞ y ✐s ❛♥♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊❆✱ ❜♦t❤ ✐♥

❡❱✳ ❍❋✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦❀ ❖❱●❋✱ ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ▲❉❆✱

❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❉❋❚❇✱ ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣
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♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ ❊q✳ ✭✻✳✽✮✳ ❉❙ ✐s t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st

❡♥❡r❣② ❈❚ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣② ❊❚ ❡①❝✐t♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻
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❝✐♣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ ❊q✳ ✭✻✳✽✮✳ ❉❙ ✐s t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st
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❝✐♣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ ❊q✳ ✭✻✳✽✮✳ ❉❙ ✐s t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st

❡♥❡r❣② ❈❚ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣② ❊❚ ❡①❝✐t♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✻✳✾ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❈❚ ❛♥❞ ❊❚ ❡①❝✐t♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r✐♥✲

❝✐♣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛❝❦❡❞ ♣❡♥t❛❝❡♥❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ ❊q✳ ✭✻✳✽✮✳ ❉❙ ✐s t❤❡ ❉❛✈②❞♦✈ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st
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✼✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤♦s❡
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❚❤❡ t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r②
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❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts

✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳ ✷✽✺

✼✳✻ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✹ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ♣❡♥✲

t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s ✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r✲

❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s ✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱

t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢

t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✻
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✼✳✼ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✹ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ♣❡♥✲

t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s ✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r✲

❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s ✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱

t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢

t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✼

✼✳✽ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✶✹ st❛t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ♣❡♥✲

t❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ❜✉❝❦♠✐♥st❡r❢✉❧❧❡r❡♥❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✭t✮ t♦ ❣❡t ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❚r❛❥✳✮✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s ✭S✮✱ t❤❡ ❡♥❡r✲

❣✐❡s ✭E✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤s ✭f✮✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱

t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢

t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭Λ✮✳ P❛rts ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✽

✼✳✾ ❈❚ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚❉✲❉❋❚❇ ❋❙❙❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✾



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ❈❤❛rt s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❡❧❧s✳

❋r♦♠ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡♥❡✇❛❜❧❡ ❊♥❡r❣② ▲❛❜♦r❛t♦r② ✷✵✶✼✳

❖r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✜❧❧❡❞ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✭❧♦✇❡r r✐❣❤t

❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝✳✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷ ❙♦♠❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✸ ❙♦❧❛r ❙♣❡❝tr✉♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✹ ❙❝❤❡♠❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦❞❡s ❧❡❛❞s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✺ ❚②♣❡s ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❘❡❞r❛✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✶✸❪ ✳ ✶✻

✷✳✻ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❛t ◆✴❉ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✼ ❚❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡②✲◗✉❡✐ss❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❘❡❞r❛✇♥

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✶✼❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✽ ❈✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❞❛r❦ ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❝✉rr❡♥ts ✐♥ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇✐t❤

❏s❝✱ ❱♦❝✱ ❋❋✱ ❏♠♣♣ ❛♥❞ ❱♠♣♣✳ ❘❡❞r❛✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✻❪✳ ✷✵

✸✳✶ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✷ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧②✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳

✸✶

✸✳✸ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✹ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✶❪ ✸✸

✸✳✺ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠

❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✺❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✻ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❛♥❞ ❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❘❡❞r❛✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✶✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✼ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✲

✉❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥❧❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✵✾
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✸✳✽ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐♠❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦

t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐♠❡r ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❘❡❞r❛✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥

❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳❬✼❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✾ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ✳ ✹✶

✸✳✶✵ ❚❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✶✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❋örst❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❋❘❊❚✮✳ ❘❡❞r❛✇♥

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✺❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✶✷ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✶✸ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡

❛❢t❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✶ ❋❧♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❍❋ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✷ P❧♦ts ❢♦r f(r) = 1− ❡r❢(ωr) ❛♥❞ f(r) = 1− [α + β❡r❢(ωr)]✳ ❘❡❞r❛✇♥

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬✷✻❪ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α❂✵✳✶✾ ❛♥❞ β❂✵✳✹✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✸ ❏❛❝♦❜✬s ❧❛❞❞❡r ♦❢ ❉❋❚❇✳ ❉❋❚❇ ✵ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦♥✐t❡r❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥

✇✐t❤♦✉t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡s ✭❙❈❈✮✳ ❉❋❚❇ ✷ tr❡❛ts ❙❈❈ t♦ s❡❝♦♥❞

♦r❞❡r ✇❤✐❧❡ ❉❋❚❇ ✸ tr❡❛ts t❤✐r❞ ♦r❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶ ❊✐❣❤t t②♣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛❝❝❡♣t♦rs ♦r ❞♦♥♦rs ✐♥

♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✷ ●r❛♣❤✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◗P ♠❡t❤♦❞✳ ❯♣♣❡r✿ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞s t♦ ω ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ 〈ψs|ĥH |ψs〉+
ℜ〈ψs|ΣG0W0

xc (ω)|ψs〉 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✱ ❍❖▼❖ ❜❡✐♥❣ r❡❞✱ ▲❯▼❖ ❜❧✉❡✱

❛♥❞ ❤✐❣❤❡r st❛t❡s ❛r❡ ❥❛❣❣❡❞ ♠❛❣❡♥t❛✳ ❚❤❡ ◗P s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❍❖▼❖

❛♥❞ ▲❯▼❖ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❝✐r❝❧❡s✳ ▲♦✇❡r✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❉❖❙ ✳

P♦❧❡ str❡♥❣t❤s ✭t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❉❖❙✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ s❧♦♣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ❝r♦ss❡s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ✶✵✷

✺✳✸ ❚❤❡ ✶✺ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s tr❡❛t❡❞ ❤❡r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✹ ❛✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r ▲❉❆ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✑ ✈❡rs✉s ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ■Ps ❬✹✵❪✳ ❜✮ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣

❊q✳ ✭✺✳✹✵✮ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✏♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✑ ♦❢ t❤❡ ▲❉❆ ❧❡❛st sq✉❛r❡s

✜t✳ ❚❤❡ ✉♥✐ts ❢♦r ❜♦t❤ ❛①❡s ✐♥ t❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ✐♥ ❡❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✺ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r ❉❋❚❇ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✑ ✈❡rs✉s ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ■Ps✳ ❛✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r ❉❋❚❇ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✑

✈❡rs✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps✳ ❜✮ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♥✲

str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✹✵✮ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✏♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✑ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚❇

❧❡❛st sq✉❛r❡s ✜t✳ ❚❤❡ ✉♥✐ts ❢♦r ❜♦t❤ ❛①❡s ✐♥ t❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ✐♥ ❡❱✳ ✳ ✳ ✶✵✾



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙ ✸✶✶

✺✳✻ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r ❉❋❚❇ ✈❡rs✉s ▲❉❆ ✏❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ■Ps✳✑

❚❤❡ ✉♥✐ts ❢♦r ❜♦t❤ ❛①❡s ❛r❡ ❡❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✼ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛♥❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ■Ps ❝♦♠♣❛r❡✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏GW✧ ❬❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦

GW ❉❖❙ ❛♥❞ GW ◗P❪ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡✳ ✭❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳✮ ❯♥✐ts ❛r❡ ✐♥ ❡❱✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦✉r

GW ◗P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✽ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛♥❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❊❆s ❝♦♠♣❛r❡✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏GW✧ ❬❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦

GW ❉❖❙ ❛♥❞ GW ◗P❪ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡✳ ✭❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✾ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❉❋❚❇✱

❙❈❈✲❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ GW ◗P ■Ps✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✶✵ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♣❧♦t s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❈❈✲

❉❋❚❇ ❑❚ ■Ps ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ●❲◗P ■Ps ♦❢

♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■Ps ♦❢ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ✶✷✵

✺✳✶✶ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❉❋❚❇✱

❙❈❈✲❉❋❚❇✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✭y✲❛①✐s✱ ❡❱✮ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ GW ◗P

✭x✲❛①✐s✱ ❡❱✮ ❊❆s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✶✷ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛s ❛ ❙❤♦❝❦❧❡② ❞✐♦❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✻✳✶ ❚✇♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✲st❛❝❦❡❞ ❡t❤②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✻✳✷ ❊t❤②❧❡♥❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍✮ ❛♥❞ ❧♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉✲

♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭▲✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
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