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Résumé :

L’objectif de ce travail de thése est d’étudier quelques problémes elliptiques
et paraboliques d’écoulement de fluides non-Newtoniens incompressibles et
non isothermes gouvernés par 1’équation aux dérivées partielles de Stokes
avec la condition de Tresca sur une partie du bord quand la viscosité dépend
a la fois de la température, de la vitesse et du module du tenseur des taux
de déformations.

Dans le premier chapitre, on a fait une introduction générale.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons au couplage entre le sys-
teme de Stokes et 1’équation de la chaleur en régime stationnaire. On montre
I’existence de la solution de I'inéquation variationnelle décrivant le sytéme de
Stokes pour une température donnée quand la viscosité dépend a la fois de
la température, de la vitesse et du module du tenseur des taux de déforma-
tions en utilisant la méthode de monotonie pour la vitesse et le théoréme de
De Rham pour la pression. Dans un deuxiéme temps, on étudie 'existence
et I'unicité de la température solution de 1’équation de la chaleur avec un
terme L'(2) au second membre quand la viscosité dépend a la fois de la tem-
pérature, de la vitesse et du module du tenseur des taux de déformations.
On montre ensuite I'existence de la solution du probléme variationnel couplé
avec la viscosité dépend de la température et du module du tenseur des taux
de déformations, en utilisant le théoréme de point fixe de Schauder.

Dans le troisieme et le quatriéme chapitre, on traite ’existence et 'unicité de
la solution du sytéme de Stokes en régime instationnaire quand la viscosité
dépend de la température et du module du tenseur des taux de déformations
danslescasp=2,p > 2et g < p < 2 en utilisant la notion des semi-groupes
et la méthode de monotonie pour la vitesse et le théoréeme de De Rham pour
la pression. Par contre, lorsque la viscosité dépend de plus de la vitesse on

obtient seulement 'existence par le théoréme de point fixe de Schauder.

Mots-clés : Systéme de Stokes, la loi de Tresca, semi-groupes, théoréme

de point fixe de Schauder.



Abstract :

The objective of this thesis is to study some elliptic and parabolic problems
of the non-Newtonian flow of an incompressible and non isothermal fluid go-
verned by partial differential equation of Stokes with Tresca’s condition on a
part of the boundary when the fluid viscosity depends on temperature and
also on the modulus of strain rate tensor and the velocity of the fluid.

In the first chapter, we did a general introduction.

In the second chapter, we consider the coupling between the Stokes system
and the heat equation in steady state. We prove the existence of a solution
of the variational inequality describing the Stokes system when the fluid vis-
cosity depends on temperature and also on the modulus of strain rate tensor
and the velocity of the fluid of a given temperature by using the monotony
methods for the velocity and De Rham’s theorem for the pressure. We study
the existence and uniqueness of the temperature solution of the heat equation
with L'(€) term to the second member when the fluid viscosity depends on
temperature and also on the modulus of strain rate tensor and the velocity
of the fluid. We show the existence of a solution of the coupled variational
problem when the fluid viscosity depends on temperature and also on the
modulus of strain rate tensor by using Schauder fixed point theorem.

In the third and the fourth chapter, we treate the existence and uniqueness
of a solution of the Stokes system in unsteady state when the fluid viscosity
depends only on temperature and on the modulus of strain rate tensor in
the cases p =2, p > 2 and g < p < 2 by using the notion of semigroup and
monotony methods for the velocity and De Rham’s theorem for the pressure.
However, when the fluid viscosity depends also on the velocity of the fluid

we obtain only the existence by Schauder fixed point theorem.

Keywords : Stokes systems, Tresca’s law, semigroup, Schauder fixed point

theorem.
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Chapitre 1
Introduction générale

En 1822, le mathématicien Claude Louis Marie Henri Navier (1785 -1836)
a la suite des travaux d’Euler, présente dans un rapport a 1’Académie des
Sciences, les équations générales du mouvement d’un fluide en tenant compte
pour la premiére fois, du frottement intérieur du fluide, c’est-a-dire de la vis-
cosité. Ces lois sont acceptées et utilisées par les ingénieurs et les physiciens
et sont connues sous le nom d’équations de Navier-Stokes, car Stokes (1819

— 1903), le premier, les a intégrées dans différents cas relativement simples
([80], [38], [65])-

La résolution des équations de Navier-Stokes ou Stokes (quand le terme de
convection est négligé) nécessite des conditions aux limites :

- Les conditions aux limites de non-glissement (par exemple les conditions
aux limites de type Dirichlet pour le champ de vitesse) sont des hypothéses
fondamentales et sont généralement acceptées en mécanique des fluides avec
un fort soutien expérimental, les premiers expérimentateurs n’ayant pas ob-
servé de glissement de liquides & la frontiére de la surface solide ;

- Les conditions aux limites de glissement : le fluide ne peut traverser la sur-
face solide. Sa vitesse est forcément nulle dans la direction perpendiculaire
a la surface. En revanche, elle n’est pas forcément nulle dans les directions
tangentielles. En toute rigueur, il y a toujours un glissement ([68], [69], [79],
[35], [67]).



Le glissement du fluide a la paroi du solide peut étre sans frottement ainsi
qu’avec frottement en fonction du systéme de fluide-solide et des conditions
ambiantes ([7], [47]). La nature du frottement a la paroi doit étre fortement
lice au type de glissement [32] (pour plus de détails sur les aspects physiques
du phénomeéne de glissement, voir [68], [74], [82] et [63]) et peut étre modélisé
par des différentes lois de frottement. En effet, en 1827, C.L. Navier [62] a
proposé une condition dite de glissement avec frottement a la paroi qui per-
met de prendre en compte le glissement du fluide prés du bord et de mesurer
I'effet du frottement en considérant la composante tangentielle du tenseur
des contraintes proportionnelle & la composante tangentielle du champ de
vitesse.

Dans [31] on trouve d’autres types des lois de frottement :

- La loi de Tresca : lorsque le fluide et le solide sont en contact, 'effort
tangentiel ne peut pas dépasser un certain seuil appelé le seuil de frottement
qui est supposé connu et qui ne dépend pas de la contrainte normale.

1) Lorsque la composante tangentielle du tenseur des contraintes atteint le
seuil de frottement, le fluide et la surface se déplacent tangentiellement 1'une
par rapport a l'autre et il y a glissement. La contrainte tangentielle s’oppose
a la vitesse.

2) Lorsque la composante tangentielle du tenseur des contraintes n’atteint
pas le seuil de frottement, le fluide se déforme sans couler la paroi (il n'y a
pas de glissement le long de la paroi) et la vitesse du fluide est égale a la
vitesse de cisaillement de la paroi.

- La loi de Coulomb : cette loi introduit la dépendance entre le seuil de
frottement et la composante normale du tenseur des contraintes qui sont sup-

posés proportionnels.

L’étude mathématique des équations de Navier-Stokes ou Stokes a été faite
par beaucoup de chercheurs dans le cas des fluides Newtoniens et non- New-
toniens en régime stationnaire et instationnaire avec un glissement donnée
par les différentes lois de frottement :

- Concernant la loi de frottement de Navier on peut citer les travaux de A.
Tani 76|, A. Tani, S. Itoh, N. Tanaka 77|, S. Itoh, A. Tani [48], J. Neustupa,
P. Penel [64], C. Amrouche, N.E.H. Seloula [4], A. Rejaiba [70], H. Al Baba
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[2].

- La loi de Coulomb est moins utilisable que la loi de Tresca et les autres lois
de glissement. H. Fujita est le premier qui a étudié la loi de Tresca ([39]-[44]),
on cite aussi les travaux de G. Bayada, M. Boukrouche [8]|, M. Boukrouche,
G. Lukaszewicz [13], C. Le Roux et A. Tani [53]-[55], M. Boukrouche, R. El
Mir [14], M. Ayadi, M. K. Gdoura, T. Sassi [5], F. Messelmi, B. Merouani,
F. Bouzeghay [60], A. Bensedik, M. Boukrouche [9], I. Boussetouan [18], F.
Bouzeghaya [19], K. Takahito [75], M. Boukrouche, I. Boussetouan, L. Paoli
[15]-[17] (Tresca), M. Boukrouche, G. Lukaszewicz [12]|, L. Consiglieri [24]
(Coulomb), F. Saidi [71], [72] (Tresca et Coulomb).

Cette thése concerne 1’étude théorique mathématique de quelques problémes
elliptiques et paraboliques d’écoulement de fluides non-Newtoniens incom-
pressibles et non isothermes gouvernés par ’équation aux dérivées partielles
de Stokes avec la condition de Tresca sur une partie du bord. Notre probléme
est motivé par lubrification et aussi par les phénoménes injection/extrusion
(]69], [47]). La nouveauté dans notre travail par rapport aux travaux récents
est que la viscosité du fluide est une fonction dépendant de sa température,
sa vitesse et du module de son tenseur des taux de déformations comme dans
[9] mais nos problémes sont en régime instationnaire et stationnaire avec un
terme de type p-laplacien. Ce choix nous permet de discuter sur les valeurs
de p.

On considére ces problémes dans un domaine borné Q0 C R3 donné par
Q={(z",23) €R®, 2’ =(1;,m3) Ew et 0<az3<h(z)}

La frontiére de € sera notée 9Q =w UT; UT, avec

— T la surface supérieure d’équation z3 = h(z’) ou h est une fonction

continue lipschitzienne vérifiant
Hho,hl eR 0<hy< h(l’/) < h;.

— w un domaine borné de R? qui constitue la surface inférieure du do-

maine €2, et sa frontiére est lipschitzienne.

11



— I'; la frontiére latérale.
L’ensemble des lois de conservation nous fournit trois équations (voir ([31],
(78], [59])

1) L’équation de conservation de la masse

% +div(pev) =0  dans Qx]0,T], (1.1)
2) I'équation de conservation de la quantité du mouvement
ov .
Po <E +v- Vv) = div(o) + pof dans Qx]0, T, (1.2)

2) l'équation de conservation de I’énergie

Po (% +v- Ve) =0 : D(v) + por(0) — div(q) dans Qx]0, T,

(1.3)
ou v, 0, py désignent respectivement la vitesse, la température et la densité du
fluide, f = (f1, f2, f3) est le vecteur des forces extérieures donné, e représente
I’énergie interne spécifique du milieu continu, r est une fonction réelle qui
dépend de la température 6 et représente 'apport d’énergie par unité de
masse et de temps, ¢ est le vecteur transport d’énergie, o = (0y;)1<; ;<3 €st
le tenseur des contraintes, et D(v) = (d;;(v))1<i <3 est le tenseur des taux
de déformations défini par

1 (%Z- 8Uj .o
A =3 (axj tan) 15iiss

et avec la convention de sommation d’Einstein on note

D)) = (ds () (@),

la norme euclidienne de D(v).

Le produit de deux tenseurs o et D(v) est défini par
(o2 D(’U) = Uijdij<v)-

Si la densité pg est constante (on prend py = 1), le fluide est alors incompres-
sible et les équations (1.1)-(1.3) deviennent

div(v) =0 dans Qx]0,T7, (1.4)

12



(% +uv- Vv> = div(o) + f dans Qx]0, T, (1.5)
<% +v- Ve) =o0:Dw)+r(0) — div(q) dans Qx]0,T7. (1.6)

Le tenseur des contraintes est donné par la loi de puissance
05 = l’.)/nildij (U) — 7T5ij>

ou [ est une fonction positive donnée qui peut dépendre de la température

(voir [33]), = désigne la pression du fluide,

1 sii=j,
0ij = S,
0 sii##j,
est le symbole de Kronecker et

7= 2|D(v)|.

(1) Si 0 < n < 1, le fluide est rhéofluidifiant ou pseudoplastique,

(2) si n =1, il est Newtonien,

(3) si n > 1, il est rhéoépaississant ou dilatant.

Pour avoir le tenseur des contraintes on prend n = p — 1, [ dépend de plus

de la vitesse et du module du tenseur des taux de déformations et on pose
(@, v,|D(v)]) = 2"7%1(8, v, |D(v)]),
on obtient que le tenseur des contraintes s’écrit
0ij = 2u(0,v, |D(v)|)|D(v)["~*dij(v) — 7.

Donc, avec les trois cas précédents on a

- Si p = 2 le fluide est non-Newtonien car p est non-linéaire par rapport au
tenseur des taux de déformations,

- si 1 < p < 2 notre fluide est de type (1),

- si p > 2 notre fluide est de type (3).

D’autre part, on a
o:D(v) =2u(0,v,|D()|)|D()[P~2di(v)dij(v) — T6i5ds;(v)
= 2u(0, v, [D()])|D()[P — 7Tr(D(v)),

13



ou Tr(D(v)) désigne la trace de D(v) définie par
Tr(D(v)) = dy = div(v).
Avec (1.4) on a Tr(D(v)) =0 d’ou
o: D) = 2u(0,v, D)D)
Donc, les équations (1.5), (1.6) deviennent

(8_U +v- VU) — 2div(u(0,v, | D)) D(v)[P2D(v)) + Vi = f

ot (1.7)

dans Qx]0,T7,

<% +v- Ve) =2u(0,v, |DV)|)|D(v)[P + r(0) — div(q)

ot (1.8)

dans Qx]0, 7.
L’énergie interne du fluide est donnée par e = cf, ou le coefficient ¢ est une
chaleur spécifique, scalaire strictement positif. Dans la réalité ¢ dépend plus
ou moins, selon les matériaux, de la température. Ici, on supposera que c
est constante (on prend ¢ = 1). De plus, on suppose que le phénomeéne de
conduction de la chaleur est décrit par la loi de Fourier ([37], [31])

q=—KVo,

ou K est une fonction positive qui représente la conductivité thermique du

matériau. Donc, 1’équation (1.8) devient

(% v W) = 2u(0,v, |D(v))| D(v)" + 7(0) + div(K'V0)
dans Qx]0,T7.

De plus, on néglige le terme de convection dans (1.7) on obtient I’équation

de Stokes suivante

%— 2div(p(0, v, [D(V)NID(W)[P?D(v)) + Vo = f  dans  Qx]0, TT.

Dans notre travail, on s’intéresse 1’étude de deux problémes, le probléme

couplé entre le systéme de Stokes et I’équation de la chaleur dans le cas

14



stationnaire ou la vitesse et toutes les variables décrivant le mouvement (6

9 )
7, ...) ne dépendent pas explicitement du temps c-a-d <% =0, % = O).
Donc,
—2div(u(0,v, |D(W)|)|D(v)|P2D(v)) + V7 = f dans €,
div(v) =0 dans (2, (1.9)

v-Vl=2u(0,v, D)D)+ div(KVE) +1r(f) dans O,
et pour une température donnée le probléme instationnaire

ov . =2 (y T = ans X
g1~ 2000 DEDIDWP D) + Va = dans R0TL

div(v) =0  dans Qx]0,T].

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie le probléme couplé (1.9) quand la vis-
cosité ne dépend pas de la vitesse. Pour compléter la description du probléme
fort, on rajoute les conditions aux limites sur la vitesse et la température.

On suppose que la vitesse satisfait les conditions aux limites suivantes :
v=0 sur I}, (1.11)

v=g sur I, (1.12)

ou g est une fonction vectorielle vérifiant
/ g-ndY =0, g=0 sur I'y, g-n=0 sur w,
o0

ou n est la normale unitaire a 0f) extérieure a ).
On définit les composantes normales et tangentielles v, et v, de la vitesse
par

Up =0 N =N, Ur, =U;— UpN.
La composante normale de la vitesse est nulle sur w
v-n=0 sur  w, (1.13)
et sa composante tangentielle v, est inconnue et satisfait la loi de Tresca [31]

=k=3d\> =5—A
o] =320 or=s UT’} sur  w, (1.14)

los| < k= v, =s,

ou

15



— s est la vitesse cisaillement de la surface w qui dépend de la position
T Ew,

— o, est la composante tangentielle de on donnée par
Or; = 04Ny — OpNyy  OU Op = 045151,

— k est une fonction strictement positive dépendante de x appelée le
seuil limite pour cette contrainte tangentielle.
Pour les conditions aux limites relatives a la température, on rajoute les

conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann suivantes

=0 sur [TUly, (1.15)

K%:KVHWL:Q;, sur - w, (1.16)
on

respectivement.

On traite pour une température donnée le systéme de Stokes (1.9);—(1.9)s,
(1.11)-(1.14). Avec la condition de Tresca on obtient que la formulation varia-
tionnelle du probléme est donnée par une inéquation variationnelle elliptique.
On démontre 'existence d’une solution de I'inéquation variationnelle ellip-
tique associée a ce probléme par la méthode de monotonie. On traite deux
cas p > 2 et 1 < p < 2. Ensuite, on montre l'existence de la pression en
utilisant le théoréme de De Rham.

Dans un deuxiéme temps on étudie le probléme (1.9)3, (1.15) et (1.16) avec
p > 3. On montre I'existence et 'unicité de la température solution de ’équa-
tion variationnelle elliptique associée a ce probléme, en utilisant les théorémes
de Lax-Milgram et de point fixe de Schauder. Puis, on montre 'existence de
la solution du probléme couplé quand la viscosité ne dépend pas de la vitesse,

en utilisant le théoréme de point fixe de Schauder.

Dans le troisiéme chapitre, on traite le probléme instationnaire donné par
(1.10) dans le cas p = 2. Pour compléter la formulation du probléme, on ra-
joute les conditions aux limites homogénes sur I'; X0, T'[, non homogénes sur
', x]0,T[, et de type Tresca sur wx|0, T, et la condition initiale en t = 0.

Pour montrer 'existence d’une solution pour I'inéquation variationnelle pa-

rabolique associée & ce probléme, on étudie ce probléme quand la viscosité
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ne dépend pas de la vitesse. On montre I'existence de la solution de I'inéqua-
tion variationnelle parabolique, en utilisant la méthode de la monotonie et
la notion des semi-groupes, on démontre également 1'unicité de la solution
obtenue. Puis, on montre I'existence et 1'unicité (& une constante preés car )
est connexe) de la pression en utilisant le théoréme de De Rham. Ensuite,
lorsque la viscosité dépend de plus de la vitesse, on traite I'existence de la

solution par le théoréme de point fixe de Schauder.

Dans le quatriéme chapitre, on traite le probléme instationnaire (1.10) dans
les deux cas p > 2 et g < p < 2 avec les conditions aux limites homogeénes sur
'y x]0, T'[, non homogenes sur 'y x]0, T, et de type Tresca sur wx]0, T, et
la condition initiale en ¢ = 0. Pour montrer I'existence de la solution de I'in-
équation variationnelle parabolique associée a ce probléme dans le cas p > 2,
on utilise un principe analogue a celui du chapitre 3 (cas p = 2). Ensuite,
on montre 'existence de la solution dans le cas g < p < 2, ce cas donne lieu
a quelques complications techniques. En effet, si on veut utiliser la méthode
de la monotonie pour montrer 'existence et I'unicité de la vitesse solution
de l'inéquation variationnelle parabolique quand la viscosité ne dépend pas
de la vitesse comme dans les cas précédents on a besoin d'un espace de Hil-
bert intermédiaire entre 1’espace o on cherche la vitesse et son dual mais
malheureusement dans ce cas on n’a pas cette condition. Pour cela, pour
tout 0 < ¢ < 1 avec u = u(f,|D(v)|) on régularise notre probléme et on
revient au cas p = 2. Puis, on traite le probléme approché pour ¢ fixé, en
utilisant les résultats obtenus dans le cas p = 2 et on en déduit I'existence et
I'unicité d’une solution pour I'inéquation variationnelle parabolique associée
a ce probléme approché. Ensuite, on fait des estimations sur les solutions
des probléemes approchés indépendamment de e, puis on passe a la limite
quand € — 0 et on obtient que le probléme original en vitesse admet une
solution. Ensuite, on montre I’existence et 'unicité (& une constante preés car
) est connexe) de la pression en utilisant le théoréme de De Rham. Puis,
en prenant la fonction-test a divergence nulle dans le probléme en vitesse
et pression, on montre 'unicité de la vitesse. Lorsque la viscosité dépend de

plus de la vitesse, on traite ’existence de la solution par le théoréme de point

fixe de Schauder.
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Chapitre 2
Probléme couplé stationnaire

Dans ce chapitre, on considére un probléme variationnel couplé décrivant
le mouvement d’un fluide incompressible non-Newtonien soumis a des condi-
tions de frottements de type Tresca et des effets thermiques particuliers ou
la viscosité dépend de la température, de la vitesse du fluide ainsi que du
module du tenseur des taux de déformations. On considére ce probléme dans

le domaine €2 donné par
Q={(z,23) €R®, 2/ =(1;,m3) Ew et 0<z3<h(z)}

La frontiére de € sera notée 9Q =w UT; UT, avec

— I'y la surface supérieure d’équation z3 = h(z’) ot h est une fonction

continue lipschitzienne vérifiant
Hho,hl eR 0<hy < h(a:’) < h;.

— w un domaine borné de R? qui constitue la surface inférieure du do-

maine 2 et sa frontiére supposée lipschitzienne.

— I'y, la frontiére latérale.
Le terme stationnaire en mécanique des fluides ne signifie pas absence de
mouvement, mais independence de la vitesse et toutes les variables décrivant
le mouvement (6, 7, ...) par rapport au temps.

On désigne par D(u) = (d;j(u)1<i <3 le tenseur des taux de déformations
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défini par
1
dij(u) = 5 (Oyus + Ouy) 1<, j <3,
et avec la convention de sommation d’Einstein on a

D(u) : D(u) = dij(u)di;(u) = [D(u)]*,

ou |D(u)| est la norme euclidienne de D(u).

On note 0 = (045)1<;,j<3 le tenseur des contraintes donné par
oy = 2u(0, u, |D(u)])| D(w) P~ dij (u) — 7y, (2.1)

ol d;; est le symbole de Kronecker, 7 est la pression du fluide, u sa vitesse, 0 sa
température qui sont les inconnues du probléme, u sa viscosité. On suppose
que la viscosité p est définie sur R x R? x R, et vérifiant

Jpo, i1 €ER 0 < o < plo,e,d) <y, V(o,e,d) e R x R®* x Ry, (2.2)
la fonction d > pu(.,.,d) est monotone croissante sur R, (2.3)

la fonction (o, e,d) — u(o,e,d) est continue sur R x R* x R,. (2.4)

Dans toute la suite de ce chapitre, avec la convention de sommation d’Einstein
on note

u-v=1uv;, 1<1<3,

le produit scalaire de deux vecteurs dans R3.
Le probléme est décrit par I’équation de conservation de la quantité de mou-

vement
—2div(p(0,u, |D(uw)|)|D(u)|P"2D(u)) + V7 = f, dans €, (2.5)
I’équation de conservation de la masse (la condition d’incompressibilité)
div(u) =0 dans €, (2.6)

le phénoméne de conduction de la chaleur est décrit par la loi de Fourier,
reliant flux de la chaleur a la température 6, d’ou I’équation de conservation

d’énergie
2u(0,u, | D(u)])|D(w)|P + div(KVO) +r(0) =u-VO dans §,  (2.7)
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oup € R, tel que p > 1, f = (f1, f2, f3) représente les forces extérieures
supposées données, r est une fonction a valeurs réelles, et K est une fonction

sur €2 vérifiant
E'ko, kkeR 0< k?() <K<k Vxel (28)

Pour compléter la description du probléme, il est nécessaire de donner les
conditions aux bords pour la température 6 et la vitesse u. On rajoute au

systéme (2.5)-(2.6) les conditions aux limites pour la vitesse données par :
u=0 sur IV}, (2.9)

u=g sur I, (2.10)

ou g est une fonction vectorielle vérifiant
/ g-ndY =0, g=0sur I'1, g#0 surl'y, g-n=0 sur w, (2.11)
o0

ou n = (ny,n2,ng) = (0,0,—1) est le vecteur normal unitaire extérieur a w.
On définit les composantes normales et tangentielles u,, et u, de la vitesse
par

Up = U - T = U N, Ur, = U — UpNy;.

(3

La composante normale de la vitesse est nulle sur w
u-n=20 sur - w, (2.12)

et sa composante tangentielle u, est inconnue et satisfait la loi de Tresca [31]

HA=k=3IA>0 u, =s— Ao,
o] TA=l r=sTAg } sur  w, (2.13)

o | < k= u; =s,

ou
— s est la vitesse de cisaillement de la surface w qui dépend de la position
xr € w,

— o, est la composante tangentielle de on donnée par

O = 04Ny — OpNyy  OU Op = 0411,
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— k est une fonction strictement positive dépendante de x appelée le
seuil limite pour cette contrainte tangentielle.
Pour les conditions aux bords relatives a la température, on rajoute les condi-

tions aux limites de Dirichlet et de Neumann & ’équation (2.7) suivantes :

=0 sur TI'TyUly, (2.14)

K%:Kve-nzﬁb sur - w, (2.15)
on

respectivement, ot 0, est un flux de température donné fixé sur w vérifiant
EIC’b > 0, |9b’ < Ob. (216)

Selon le signe de la fonction #,, on peut distinguer les trois phénoménes
physiques suivantes :
(1) Silafonction 6, est strictement négative, le gradient de la température
est orienté vers la zone fluide, d’ou ’échauffement,
(2) si la fonction 6, est égale zéro, pas d’échange de chaleur a travers w,
(3) sila fonction 6, est strictement positive, le gradient de la température
est orienté a 'exterieur de la zone fluide.

Le plan de ce chapitre est comme suit :

On établit la formulation variationnelle de ce probléme. Ensuite, on com-
mence 1’étude par le premier probléeme intermédiaire, on montre l'existence
de la solution du premier probléme intermédiaire ot la température est une
donnée gouverné par une inéquation variationnelle elliptique en appliquant la
méthode de monotonie, on démontre 'existence et 'unicité (& une constante
prés car ) est connexe) de la pression en utilisant le théoréme de De Rham
[3]. Puis, on étudie le second probléme intermédiaire ou la vitesse et la pres-
sion données, on montre 'existence et 'unicité de la température solution
de I'équation variationnelle elliptique associée & ce probléme, en utilisant
les théoremes de Lax-Milgram et de point fixe de Schauder. Finalement, on
montre l'existence de la solution du probléme variationnel couplé vitesse-
pression-température avec la viscosité dépend de la température et du mo-

dule du tenseur des taux de déformations, en utilisant le théoréme de point
fixe de Schauder.

21



2.1 Formulation variationnelle

Soient p, ¢ deux nombres réels supérieurs strictement a 1 et p’; ¢ leurs
conjugués c-a-d % + :z% =1let % + % = 1 respectivement.
Dans toute la suite de ce chapitre on notera X en gras l'espace fonctionnel
X3.
Pour tout g € WipP (092) vérifiant (2.11), il existe (voir [3]) une fonction G
dans W*(Q) telle que

div(G) =0 dans Q, G=g sur I,
(2.17)
G=0 sur I't, G-n=0 sur w.

On considére les sous-espaces vectoriels des fonctions de W'?(€) suivants
VE={peW"(Q):; ¢=0 sur I''UT, et ¢-n=0 sur w},
Viaw ={p €V§; div(p) =0 dans Q},
Wok, = {p € WgP(Q);  div(p) =0 dans Q},
VE ={pe WP(Q); ¢=0 sur T},
et on pose
LF(Q) = {u e LV (Q); / w(z) dz = 0}.
On définit les espaces suivants : ’
V= {5 = (0iyhciges € (L7 (Q))°, div(6) = (0551123 € L ()},
WllijL(Q) ={weW"(Q); w=0 sur UL},
W={weD®Q); w=0 sur T;Ul.}.

On utilisera la notation bien usuelle :

fulh = ([ 19uPar)”

En vue d’établir la formulation faible du probléme, nous procédons & un
changement d’inconnue pour nous ramener & la condition aux limites de

Dirichlet homogeéne sur I'y U Tz, on pose
v=u—G. (2.18)
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La relation (2.1) devient
Gi; = 2u(0,v + G,|D(v+ G))|D(v+ G)P2dij(v + G) — 7. (2.19)
Avec (2.18) 'équation (2.5) devient
—0;0,; = fi, 1=1,2,3, (2.20)
avec (2.17), ’équation de conservation de la masse ne change pas, elle s’écrit :
div(v) =0 dans Q. (2.21)

Nous avons une nouvelle condition aux limites de Dirichlet homogéne sur
rulyg
v=0 sur [T UTI};. (2.22)

La condition aux limites pour la composante normale sur w ne change pas,
elle s’écrit :
v-n=0 sur w. (2.23)

La condition aux limites (2.13) devient :

_— S e \s
|?T| k=3d\>0 v,=s—\o,, _— (2.24)
o, < k= v, =s,
ous=s—G.
L’équation (2.7) devient
2u(0,v+ G, |D(v+ G))|D(v + G)|P + div(KVO) +r(0) (2.25)

=(v+G)-VO dans Q.

Pour la formulation variationnelle du probléme (2.20)-(2.25) avec (2.14)-

(2.15), on aura besoin du lemme suivant

Lemme 2.1 La condition de Tresca (2.24) est équivalente a la relation sui-
vante
l6-] <k, (v.—8)-0,+klv,—s=0, sur w. (2.26)
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Preuve. Si (2.24) est vérifiée alors, si |6, = k, on a v, = s — AG, pour un

certain A > 0, en conséquence
(Uy —8) - G- + kluy — 8| = =G, - 6, + kMo | = —A|6. > + M- |* = 0.

Si |6,| < k, d’aprés (2.24) v, = s et (2.26) en résulte.

Réciproquement, si |6,| = k, alors de (2.26) découle
(v —8) -0, = —|6.||vr — 8| = |&,||v; — s|cos((v, —8),5,),
d’ou
|6-||vr —s|(1 + cos((vy —8),6,)) = 0.
On a |6,| =k # 0, donc
v, —s| =0, ou 1+ cos((v;—s),6,)=0.

Si |u; —s| =0 alors v, —s =0 (dans ce cas A = 0).
Si 1+ cos((v, —s),0,) = 0 alors cos((v, —s),6,) = —1 ce qui montre que

(v, —s) et &, sont colinéaires et de sens opposés c-a-d,

dA>0 tel que v, —s=—-M\o, i.e v, =s— A7,

donc la premiére partie de (2.24) est montrée. Si |7, < k, alors de (2.26)

on a
0= (v, —8) -, +klv, — 8| > —|v, —sl||o,| + klv, —s| = |v, —s|(k — |5,]),
d’ott v, —s =0 car |6,| < k, la deuxiéme partie de (2.24) est prouvée.
Maintenant, on considére le probléme couplé suivant

Probléme 2.1 Pourp >3, 1<qg< %, 0, € LI(w), r € L>®(Q), K vérifiant
(2.8), f € I¥(Q), k € L” (w), G € W'(Q) vérifiant (2.17), s € LP(w) et
p vérifiant (2.2)-(2.4). Supposons aussi que les fonctions o — (o, .,.) et r
sont décroissantes et de plus r est lipschitzienne. On cherche 0 € W;;%FL(Q),
ve VP, etwe LE(Q) vérifiant pour tout o € VP

(B0 ) = (m.div()) + V() = V) 2 [ £ (o= v)do, (220
Q
couplé avec ’équation variationnelle

B(0,w) = L(0,w), Yw € WL (Q). (2.28)
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Ou

a(0;u,v) = /Q 20(0,u+ G, |D(u+ G))|D(u+ G) [P 2dij(u+ G)dyj(v)de,

‘P(w)z/k\so—sld:c’,

B(@,w):/QKVH-dem%—/Q((U—I—G)-Ve)wdx,

L0, w) — /S22M(Q,U+G,]D(U+G)|)|D(U+G)|pwdx

+ /r(@)wdx+/9bwd:v’.
Q w

Proposition 2.1 Le probleme fort (2.20)-(2.25) avec (2.14)-(2.15) conduit

au probléme 2.1.

Preuve. Observons d’abord que la fonctionnelle a(6;u,v) est bien définie,
en effet, de (2.2) on a

/Q 12000, 1 + G, | D(u + C))|D(u + )P~ 2dy; (u + )y (0)|da
<2 /Q D+ G2 dsy(u+ G)diy (v)] da
Du fait que
|dij(u+ G)di;(v)| = |[D(u+ G) : D(v)| < [D(u+ G)||D(v)],
on obtient
/Q 12000, 1 + G, | D(w + C))|D(u + G)P~2dy; (u + Gy (0)|da
<o /Q D(u+ G)P~'|D(v)] da.

Nous avons |D(u + G)|P~ € Ly-1(Q) et |D(v)| € LP(R), donc on déduit que
20(0,u + G, |[D(u+ G)|)|D(u + G)P~*dyj(u + G)dij(v) € LH(Q).

Pour 1 < p < 3, w dans Wiy, (Q), 6 dans Wiip (Q) et v + G
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dans W'P(Q) avec % + % + %D <lona((v+G)- V0w dans L'(Q) donc

I'intégrale de ce terme est bien définie.

Pour p > 3, en utilisant I'injection de Sobolev W'?(Q) dans (L>(92))3, on
peut considérer la fonction test w dans VV1 UFL(Q), et cette intégrale sera
aussi bien définie.

Comme ¢’ > 3, par I'injection de Sobolev WFluFL(Q) dans L>°(12), le premier

terme au second membre de L est bien définie.

Pour obtenir l'inéquation variationnelle (2.27), supposons que v, sont
suffissamment réguliéres, par exemple la fonction v € VJ, 7 € Lp'(Q) et
& € Y¥'. Alors, pour ¢ € V', on multiplie les deux cotés de 1'équation (2.20)
par (p; — v;), puis on intégre sur {2 en utilisant formellement la formule de
Green, d’ou

/ 5,0 (i — v;) dx —/ Gij(pi —vi)n; dY = / filpi —vi)dx.  (2.29)
Q o0
Comme ¢; —v; = 0 sur 'y UT', alors
/ 5'ZJ((701 — Uz‘)nj dY = / CNTU((,DZ — U,-)nj dw'.
o0 w
Observons que o;;n; est la i-éme composante du vecteur on, qui peut étre

mis sous la forme 6n = 6, + d,n avec 6, = (6,,,0+,,0.,) €t 6, = dn-n, d’ou

oijn; = 05, + 0pn;. En utilisant cette égalité, on obtient
/@j(% —v)n; da’ = / o7, (i — v;) da’ + / G (i — v;) da’.
Puisque (¢; — v;)n; = 0 sur w alors
/51‘3‘(%‘ — v;)n; dr’ = / o7, (i — v;) d’,
t (2.29) devient

/Q%a (05 — )dx—/an( 0 — v;) da’ +/fz o —v)de.  (2.30)

Introduisons & présent la condition de Tresca (2.24). Pour cela on ajoute aux

deux membres de (2.30) le terme

/k<|go—s| CJo—s|)do!
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d’ou
/ 5'1]8]<<,01 — Ui) dz -+ / k(’g@ — S’ — ‘”U — SD d.??/
Q

w (2.31)

- / Filgr— vi) dz + A,
Q

avec
A = [ v) k(e s - v shar
= [ Gaer =)+ s = )+ ko — 5| — o s]) d',

Montrons que A est positif. On déduit de (2.23) que v = v, sur w, et d’aprés

le lemme 2.1, le terme A devient
A= (@ (o9 +Hle—s) v
Ora, (p—s)>—|ol¢ j s|, et |6, < k sur w, il s’ensuit que
G, (p—8)+klp—s| >0 sur w.
Donc A est positif, et (2.31) devient
/(25ij8j(<,0,~ — ;) dx + / k(| —s| — |v—s|)dx'> /sz(% — ;) dz.

En remplacant &;; par son expression (2.19), nous obtenons l'inéquation
variationnelle suivante :

/92/1(0,1) + G, |D(v+ G))|D(v + GP2dy; (v + G)9; (i — v;) dx

—/deiv(gp) dx + / k(| —s|—|v—s|)dz' > /sz‘(%' — ;) dz,
d'out (2.27).

Maintenant, pour obtenir I’équation variationnelle (2.28), multiplions les

deux cotés de 1'équation (2.25) par w € erﬁlmL (©2), intégrons sur 2 en utili-
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sant la formule de Green et (2.14) on obtient
2/ 10,0+ G, D + @)D+ G)Pwdz
Q
+/ (Kve : n)wda;’ - / KV - Vwdzs + / r(0)w dx
w Q Q
= /((U +G) -Vl wdzx,
Q

avec (2.15) I’équation ci-dessus devient
/ KVo - Vwdx + /((U + G) - VO)wdx
Q Q

= / 2u(0,v+ G, |D(v+ G)])|D(v + G)|Pwdz
Q

—l—/r(@)wdm—l—/@bwdaj’.
Q w

2.2 Premier probléme intermédiaire

Dans cette section pour une température ¢ donnée, on montre I’existence
de la solution de l'inéquation variationnelle (2.27). Pour cela, on considére
Vopérateur A : V0. — (VPy,) quiauwe VY

Jiv @ssocie Au défini par

<Au’ 90> = a(@; u, 90)’ 2 € ‘/Ol.)div’
!

ol (.,.) désigne les crochets de dualité entre Vi, et (V)"

Maintenant, on introduit le probléme en vitesse suivant :

Probléme 2.2 Pourp>1, f e (Vy,,) . k€ Lﬁ/(w), G € W'P(Q) vérifiant
(2.17), s € LP(w), u vérifiant (2.2)-(2.4), et 6 € erf‘LFL(Q), on cherche

v e Vy ., vérifiant linéquation variationnelle elliptique suivante

(Av,p —0) +U(p) —¥(v) > (f, o —v), Yoe V. (2.32)

28



2.2.1 Reésultats préliminaires

Lemme 2.2 On a le résultat classique pour tout u € W"P(Q)

/]D(u)\pdxg/\Vu\pdx.
Q 0

Preuve. On a

p

dx

/Q\D(u)]pdx:/ﬂ‘%Vu—l—%(Vu)t
(2.33)

1 1 P
< - = ! .
< [ (31vul+ 3va)) " da

Considérons la fonction v, définie sur R* par

on a
"

vy(2) =p2" 7t y)(2) = plp — 1)

pour p > 1 on a 1/1’,’(2) > 0 donc v, est convexe donc, pour tout zi, 2o € RY

on a
1 1 1 1
Vp <§Zl + 52’2) < EVp(Zl) + 51/17(22).
Avec cette inégalité la formule (2.33) devient
1 1
/ D) dz < / (51Vulr + I(Vu)'P) dr, (2.34)
Q q \2 2
et de
Vil = > 10wl = 3 10wl = |(Vu)P,
1<1,j<3 1<i,j<3
on termine la preuve. 0

Du fait que notre viscosité n’est pas constante et dépend de la température,
la vitesse et du module du tenseur des taux de déformations on introduit la
fonction F : R3 x R3*3 — R3*3 définie par

F(A1; A2) = 20, Ars [Aa]) [ AafP 72 Ao
Avec (2.2) on a
IF(AL )l < 2m A, (2.35)
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et avec (2.4) pour tout réel p > 1 on a la fonction
(A1, X2) = F(A1, A2) est continue sur R?* x R¥*3, (2.36)

Lemme 2.3 Sous l’hypothése (2.3) la fonction (., Ag) — F (., \2) est mono-

tone sur R®3 pour tout réel p > 1.
Preuve. La fonction (., Ag) — F(., A\2) est montone c-a-d,
(FO ) = Fu, A9)) + (N = A5) >0, VX, Ay € R

En effet, distinguons les cas suivantes :
1) Si A, =033 et A\J # 033, avec (2.2) on a

(F(A1,053) = F(A, A9)) - (=A3) = F(A, A7) 1 A3
2410 A3 [
0.

AVARRAVS

uite & modifier les roles de \,, A, dés le départ, on peut se ramener au cas
29 A9

précédent si A, # 033 et A\j = 03 3.

2) Si )\,2 = >\,2/ = 03’3 on a

(F(A1, A5) — F(A1,A5)) : (A, — A3) = 0.

3) Si A}, AJ non nuls, considérons les deux cas p > 2 et 1 < p < 2 séparément :

i) Pour p > 2, on a

(FA1,A9) = FAA9)) 1 (A = A7) = 20(8, Ar, [N DA 72N, = (Mg — A9)
=200, M, D IAZ PN L (A — AG).

On note
Fyo= (0, M0, [NDIXGP2, By = (0, M0, (NS [AS P2, (2.37)
on obtient

(F(ALAY) = F(A, A9)) = (A5 =A%)
=2F N, 0 (N — A9)) — 2500 - (N, — D)
= 2FY N2 — 200\, 0 Ny — 2F5 Ny 0 MY+ 2L |\
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Du fait que
X < I,
on obtient
(FOLA) = FOALA5)) 1 (N = A9) = 21 N° = 2R A5

= 2BN[IN] + 2R A5
= 2R — 2(F + Ba) |\l
+ 25N,

en utilisant

2\ X5 AS] < IAG2 + A5,

on trouve
(]'—O\l, )\/2) - }—(/\17/\/2/)) : (Xz - )\12/)
> 2R NP — (B4 B) (1N + [X57) 4 2|\
= F [N — F1 NS — Fo Ao + Fo|A5)%,

d’ou

(FOu M) = FOLND) s M= X0) = (Fi = B) ([ — [P,
Posons
G0N, X) = (F (A, 25) = FOu, A8)) (N = ),
en remplacant Fj, Fy par ses expressions (2.37) on obtient
G0N, N5) 2 ({0, A, NG IXI2 = a0, M0, INEDINSI2)(INGI2 = X51)
= (0 A, 1) = 1a(8, M0, 15D ) (X412 = X ) [
(10, X0, XD = 0, A, ISDINGIP ) (16 = [,
d’on
G0N, N) > P57 (0, A, 1) — a0, Ao, 1)) (1412 = X5
(0, A, IS (16172 = 101772 (131 = 3
> P2 (10 M, ING1) — (0, 20, 1) (18] = 1X21) (1] + 1331
(0, A, [N (X612 = 1172 (10 = [A2),
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avec (2.2), (2.3) et la monotonie de la fonction w — w?~2 sur RT car p—2 > 0

on a
(F(A1,A9) = F (A, A7)+ (Mg = A7) = oAy, Az) > 0,

ce qui montre que (., A2) — F(., \y) est monotone.
ii) Pour 1 <p <2 ona

Bo(Ng, A7) = (2000, A, INGDINGIP NG — 2000, A, INGD)IASPTEA) = (Mg — A3),
notons
a = 2#(07 At |/\/2|)7 p= 2#(87 ALy |/\/2/|)7 (238)
on obtient
Go(Xy, Ag) = (alXgP72X; = BIAGIPTEA) = (Mg — A3),
en utilisant 'expression 2\} : Ay = [\5|? 4 |M\5]? — | Ay — A5|? on obtient

/ " 1 / — "\ p— / 1
o, V) = 5 (P2 + BIEP)N — Xg?

(G2 = IR X2 = BIG)).

Notons r = 2 — p tel que 0 < r < 1, pour |\, |\]| non nuls, on trouve

I " _ 1 1 " I|r "nr I \2
000 0) = 5 () (BRI el = X

= (BN = a2 - ).

En utilisant le fait que

[Ny = Mgl = [N — [Ag],

on obtient
1 1 T
)\/ )\/l > /\/ r A”T )\l o A// 2
600X 2 5 (1) (B + el ()~ 1)
= (BN = a2 = X))

1 1 T
> - / _ " |7 n\r / _ "
> 50l = D () ((BIF -+ @] = 1)

= (B = Al + 1)
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On a deux cas : soit [Ay| > |A]] ou |Aj| > |\,| mais comme X, et \] jouent le

méme role, on traite un seul cas.

A/
Si [A5| > |A5], on note t = ||/\/2’|| > 1, d’ou
2
)\/ )\// > |A/2/‘2 _ 1 T _ 1 _ r_ 1
¢0( 29 2) = 2|)\/|7« (t ) (Bt +O‘)(t ) (ﬁt a)(t+ )
2
A5
— G (t —1)(at — Bt").
2

Comme |Aj| < |Ay| et d’aprés I'hypothése (2.3) on obtient

Comme 0 <r=2—-p<l(carl <p<2)ett>1onat" <tetpuisque
8 < a on obtient
Bt < at = at — Bt" > 0.

On déduit donc que

d’ou le résultat.

a

Avec le lemme 2.3, on peut faire un raisonnement analogue a celui du Théo-
réme 8.9 chap 8 [51], mais la différence dans ce travail est qu’on travaille dans
I'espace V7, au lieu WyP(Q) et a la place du gradient on a le tenseur des

taux de déformations.

Lemme 2.4 Sous les hypothéses (2.2)-(2.4) Uopérateur A est borné et pseudo-

monotone.

Preuve. Soient v, p € V.., avec (2.2) on a
(Aol = | [ 206,04 GID(+ ODID( + )P 2o + Gy (o)

< o / D(v+ Q)P D ()| da.
Q
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En utilisant le lemme 2.2 et 'inégalité de Holder on obtient

[(Av, @) < 2mlo+GIT, el
< 2 (vl +IGH)" el

d’ou
(Av, ¢ -
sup LAY 2 o (Gl + 1G
o0 |lollip
alors
[Av]we v < 2m(ollip + 1Glp)" (2.39)

donc l'opérateur A est borné.
Maintenant, montrons que A est pseudo-monotone, pour cela on réécrit A

comme suit :

(Au,v) = / Flu+G,D(u+G)): D(v)dex, (2.40)
Flu+G,Du+G)) =2ul,u+ G, |D(u+ G)|)|Du+ G)P*D(u+ G).

Soit p' I'exposant conjugué de p, on a F(u + G, D(u + G)) € L¥'(Q; R3*3).
En effet, de (2.35) on a

[Flu+ G D+ @) < (2u|D(u+G)P)

= (2m)77|D(u+ G)|P € LMQ).
Soit (uy)n>o une suite qui converge faiblement vers u dans Vy,, telle que
Au, — x faiblement dans  (V{;,), (2.41)

lim sup/g]—"(un + G, D(u, + G)) : D(uy,)dx < (x,u), (2.42)

n—oo
par la définition de la pseudo-monotonie (au sens 1) (voir [51] page 206) de

I'opérateur A on doit vérifier que
X=Au et (Aup, u,) — (Au,u).

34



De (2.35) on a F(u, + G, D(u, + G)) est bornée dans L*' (Q; R**?), donc on

peut extraire de la suite (u,),>o une sous-suite notée encore (u,),>o telle que

F(up+G,D(u, +G)) =g, —g dans LF(Q;R>?). (2.43)
Avec (2.41), pour tout v € V', on a
(Au,,v) — (x,v), (2.44)

d’autre part, pour tout v € V;,, on a
(A, v) /Q]-"(un + G, D(u, +G)) : D(v)dz = /an . D(v) da,
avec (2.43) on a donc pour tout v € V.,
/ g, D(v)dr — / g: D(v)dx, (2.45)
Q Q
avec (2.44), (2.45) et l'unicité de la limite on obtient
(x,v) = /Qg : D(v) dz, (2.46)
on prend v = u dans (2.46) on obtient
(vl = [ g5 D

Avec I'égalité ci-dessus et (2.43) la formule (2.42) devient

lim sup/ g, : D(u,)dx < / g: D(u)dz. (2.47)
Q 0

n—oQ

Maintenant, on utilise le lemme 2.3 on trouve pour tout ® € LP(Q; R3*3)
/(}"(un G, Dy + G)) — Flu + G, ) : (Dluy + C) — ) > 0,
Q
d’on

/an;D(un)der/an:D(G)df"—/ggn:q)dx (2.48)

_/;(un+g,q>);(D(un+G)—<I>)dg;>0.
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En utilisant le théoréme de Rellich-Kondrachov (I'injection de V7, ~dans

.div
LP(Q) étant compacte) d’ou u, — u fortement dans L”(Q2). Donc on peut

extraire une autre sous-suite u,, — u presque partout dans €.
Avec (2.36) on a

F(u, + G, ®) — F(u+ G,P) presque partout,
avec (2.35) on a
[Flun + G, ®)| < 2@~ € Li1(Q) = IP(Q),
en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient
F(up+G,®) — Flu+ G, ®) dans L”(Q;R*>*?) fort, (2.49)

(c-a-d / | F(u, + G, ®) — F(u+ G, ®)[” dr — 0 quand n — +00)
Q

donc,

/fun—i-G Q) : (D(uy, + G) — ) dx
(2.50)
—>/.7-"u—i—G Q) : (D(u+G) — P)dz.

On passe a la limite supérieure dans (2.48) et on utilise les convergences
(2.43), (2.50) et I'inégalité (2.47) on trouve

/Qg;D(u)dx+/Qg:(D<G)—q>)dx
—/F(u—i—G,(I)):(D(u—i—G)—(I))dx
zlimsup/gn:D(un)dx—i- g: (D(G) — ®)dx
n—+o00 JQ Q
—/F(u—irG,(I)) (D(u+ G) — ®)dx >0,

d’on

/Qg:(D(u+G)—<I>)d:c—/Q}"(u+G,CI>):(D(u+G)—Q>)d:cZO,
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donc
/<g—f(u+c;, ) : (D(u+ G) — ®) dz > 0. (2.51)
[9]

On prend ® = D(u + G) + kO dans (2.51) avec £ > 0 et © € D(;R3*3),

apres la division par —x on obtient
/Q(g—]-"(u—irG,D(u—i—GH—/i@))  Odr <0, (2.52)
et avec ¢ = D(u + G) — kO, aprés la division par x on obtient
/Q(g—]:(ujLG,D(ujLG)—/f@)) :Odx > 0. (2.53)
D’autre part, de (2.36) on a pour presque tout x €
Flu+G,Du+G)£k0): 0 = Flu+G,D(u+G)):© quand ~ — 0,
et avec (2.35) on a

|F(u+ G, D(u+G) £ k0O): 0|

IN

| Fu+G,D(u+ G) £ kO)||O|
21| D(u + G) £ k0[P 10|
2 (ID(u+ G)| + x[O))"" |6,

ININA

donc, pour 0 < k < 1 on obtient
|Fu+G,Du+G)+x0): 0| < 2u(IDu+G)|+]0))""|8| e L' (),

par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue quand x — 0, on en

déduit que
/.F(u+G,D(u+G)j:/-i@) :Odr — / Flu+G,D(u+G)) : ©dx. (2.54)
Q Q

Maintenant, on passe a la limite quand k — 0 dans (2.52), (2.53), en utilisant
(2.54) on obtient

/(g ~ F(u+G,D(u+G)):0dr =0 VO e D(QR>™?),
d’ou
g=Flu+G Du+G)). (2.55)
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Avec (2.46) on a

(o) = [ gD
_ /}"(u—I—G,D(u—I—G)) . D(v) da,
Q

et de (2.40) on trouve
06 v) = (Au, v),
d’ou
X = Au. (2.56)

Reste a vérifier que (Awu,,, u,) — (Au,u), pour cela du lemme 2.3 on a

/(]—“(un +G,D(u, + Q) — Flup, + G, D(u+ Q)) : (D(up) — D(u))dx > 0,

d’ou
/]—"unJrG D(u, + @) : D(uy,) dx
/f Uy + G, D(uy + G)) : D(u) dz (2.57)
4 / Fluy + G, D(u+ G)) : (D(uy) — D(u)) d.
Avec (2.49)

/ F(u, + G, D(u+ Q)) : (D(u,) — D(u)) de — 0, (2.58)
avec (2.43), (2.55)

/}'un+G D(uy + @) : D(u )dx—/gn.D( ) da
0 (2.59)

—>/g D(u d:v—/Fu—i-GD(u—l—G)) D(u) dzx.

En passant a la limite inférieure dans (2.57), en utilisant (2.58), (2.59) on
obtient

lim inf/ F(un,+ G, D(u, + G)) : D(u,)dx
Q

n—-+o0o

> /Q]-"(u+G,D(u+G)) . D(w) dz — (Au, u).
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De (2.42), (2.56) on obtient

limsup/g]:(un + G, D(u, +G)) : D(u,)dx < (x,u) = (Au,u).

n—-+00

Nous avons donc montré que
/f(un + G, D(u, + G)) : D(u,) de = (Auy, u,) — (Au, u),
Q

ce qui montre que l'opérateur A est pseudo-monotone (au sens 1) et comme

il est borné donc A est pseudo-monotone (au sens 2) (voir [51]). 0

Théoréme 2.1 Pour f € (V3,,), k € L’_’;(w), G € W'(Q) vérifiant
(2.17), s € LP(w), p vérifiant (2.2)-(2.4) et 6 € WpliqUFL (), il existev € V..

solution du probleme 2.2.

Preuve. Du lemme 2.4 on a 'opérateur A est pseudo-monotone.
La fonction ¥ est convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Reste & montrer que A est coercif c-a-d,

Jo* e Vi, telque ¥(v*) < oo,

t
¢ (Av,v —v*) + U(v)
1m = +400.
[o]l1.p—+00 [vllip
Vérifions que v* = 0 convient. Notons
a(f,v) = p,v+G,|D(v+ G)|), (2.60)
on a
(Av,v) = 27(0,v)|D(v + G)|P2D(v+ G) : D(v + G) dx

S~— 5—

271(0,v)|D(v + G)|P2D(v + G) : D(G) dx,

d’aprés (2.2) on a
(Av,v) > 2uo/ ID(v+ Q)P dz — 2,u1/ D(v+ G~ D(G)| da.
Q Q
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En utilisant I'inégalité de Korn, il existe Ckor > 0 telle que
\ul1.p > Crornllulli, Yue Vlf’l, (2.61)

ou
juf?, = / D(w)P de.

On obtient
(Av,v) 2 2p0(Crorm)’llv + GIT, — 2 / |D(v+ G D(G)| da.
Q
En utilisant I'inégalité de Holder le lemme 2.2, on obtient

(Av,v) = 2u0(Crorn)’|lv + GIIT,

— 2o+ Gl Gy
210(Crcorn) | [Vl = Gl |"
= 2 ([l + G G 1,

v

donc
(Av, 0)

pllp = 1G] |
[oll1p

P
(lllp + 1Glp)"""

||U||1-p
= 2410 Coeorn)"|[0]175!

1Gll1s

[oll1.p

v

— 2m 1G]1

_ Gl

[oll1.p

p—1
) G

p

1

= 2ol (1+

d’ot
p

(Av,v)

[oll1.p

1G]]

[ol1.p

21 Gllip\P?!
__1(1+‘| ||1P> HG”L]D)’

[0l 1011

Z ||U||113;1 (2#0(0}(07%)17‘1 -
(2.62)

alors, pour p > 1 on a

(Av,v) 4+ ¥(v)

11m
l[vll1.p—++o0 lv]l1.p

= —I—OO7
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ce qui montre que I'opérateur A est coercif. Par application du Théoréme

8.5 page 251 [56] on conclut que le probléme 2.2 a au moins une solution.

2.2.2 Recherche de la pression

Dans cette section on va montrer l'existence et 'unicité (& une constante

prés) de la pression associée a la vitesse solution de I'inéquation (2.27).

Théoréme 2.2 Sous les hypotheéses du Théoreme 2.1, pour [ € Lp/(Q) il
eiste un unique (& une constante prés) m € LY () vérifiant Uinéquation

variationnelle elliptique (2.27).

Preuve. Soit v la solution du probléme 2.2, pour tout ¢ € Wol.’dpw(Q) on

prend ¢ = v £ v dans (2.32) on obtient I’équation variationnelle suivante :

a(0;v,¢) = (f, ). (2.63)

Considérons la forme linéaire £ définie sur Vj’ par

L) = /Q f b dz — a(6;0,0) (2.64)

Pour tout ¢ dans V¥ on a

el = | [ £ de—a@rv0)

(2.65)
<| [ £ vde] + fa@rv 0l
D’autre part, pour tout (v,) € (VF)? on a
0o 0)| = | [ 200,04 G.D(+ QDD + G 20+ Gy ()
< 2 [ 1D+ G D) d
En utilisant I'inégalité de Holder et le lemme 2.2 on obtient
(8 v, )| < 2 llv+ Gl Y1 (2.66)
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Avec (2.66) 'inéquation (2.65) devient

L@ < Nl o 1llei@) + 2pmllo + Gl 1]l
< (O llgr ) + 2t (lllp + 1G]],

ou C" désigne la constante de Poincaré.
Donc, £ est continue sur WyP(Q) et £ € (WiP(Q)) = W H(Q). Avec
(2.63) on a

L@) =0, Ve Wyh,(Q),

d’ou
L) =< V0 >worw gy wing T € W' (Q).

D’autre part, on a

(00, 0) = 2 /Q 10,0+ G, [D(w + @)D+ )P dyy (v + G)dy () da
_ /Q 10,0+ G, |D(w+ G))|D(w + G)P2diy (v + C)dibude.

Pour tout ¢ € D(€2), avec la notation (2.60) en utilisant la formule de Green

on obtient
(b0, 6) = — < div(20(0, v)| D(v + G 2D(v + ), ¥ >pr(eypiey -
De (2.64) on obtient
/Qf pdr + < div(2ﬁ(9,v)|D(U + Q)P 2D(v + G)),@b >D/(0),D)
= <V, ¢ >pa) D)
d’ou
— < div(3), % >pr(@)pie)= /Q f-bde. (2.67)

Donc

—div(c) = f dans D'(Q2).
Alors, comme f € L” (Q) on a

—div(6) = f dans LF(Q),
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c-a-d,
—0,0:; = fi-

On multiplie les deux cotés de cette derniére par ¢; — v; € V', on fait les

mémes calculs que pour obtenir (2.30) on obtient aussi

/%@(w—v@-) dw:/&ﬁ(‘Pi_Ui)dzl“'/fi(%pi_vi)dx-
Q w Q

En remplacant &;; par son expression (2.19) dans l’équation ci-dessus on
obtient

Cl(e, U, — U) ﬂ- dZU / fl Pi dl’ = / &Tz((pz - Ui) dl’l.

On ajoute aux deux membres de ’équation ci-dessus le terme ¥ (y) — ¥(v)

on obtient

a(f;v, o —v) —(m, div(p /f p—v)dr+W(p) = V(v) (2.68)

ou
Bl = [ ol vi) ' + W) — (o)
D’autre part, on a
/ p-ndY =0 VoeVf,
o0

donc, suivant [3], il existe ¢ € W?(Q) vérifiant
div(¢) =0 dans Q, @=¢ sur Of.

Donc, ¢ € V7, et avec (2.68) on a
aBiv.p—v) = [ f(@-v)dot UE) - U) = Bu.g). (269
Q
Or v vérifiant le probléme 2.2 donc avec (2.32) on a

a(0;v,

S
|
=
|
=~
Ay
|
<
+
<
;GE/)
|
<
=
v
=
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comme f € L7 (Q) C (V) on peut écrire

<f,¢—v>=/9f-(¢—v)dw,

donc,

B(v,¢) > 0.

Comme B(v, ) = B(v, ) car ¢ = ¢ sur 9Q on a

B(v,p) >0,

d’ou (2.68) devient
a(0; 0, p — v) — (m, div()) + T(p) — T(v) > / £ (p—v)dr,
Q

ce qui montre que (v, ) € Vi, X Lgl(Q) est solution de l'inéquation varia-
tionelle (2.27). O

2.3 Second probléme intermédiaire (cas p > 3)

Rappelons que la température satisfait I’équation variationnelle (2.28).

2.3.1 Reésultat d’existence (cas 1 < ¢ < %)

Dans notre travail le second membre du probléme en température est
dans L'(Q). (|11], [61]) étudient I'existence et 1'unicité de la solution de ce
genre du probléme avec la condition de Dirichlet homogéne sur la frontiére

de €2 donné par
—div(a(z,Vu)) = f dans £,
avec f € L'(Q) et a vérifiant

a(x,y)y > clyl?,

donc, pour suivre ces travaux on a besoin de choisir la conductivité thermique

K = K(z,V#) mais dans notre travail on a choisi K dépend seulement de
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x. Pour cela dans notre cas on utilise ’approximation my, que 1'on va définir
dans la suite pour montrer 'existence de la solution de I’équation variation-
nelle (2.28) comme dans [14] (ou le terme de convection est négligé) et [19]
(ou le terme de convection existe avec la conductivité thermique constante),
la différence dans notre travail est que la viscosité du fluide dépend de la
température, de la vitesse du fluide ainsi que du module du tenseur des taux
de déformations au lieu seulement de la température comme les travaux ci-

dessus.

Soit §; > 0, pour tout (\*,u) € L*(Q) x VP, et G € W"P(Q) vérifiant
(2.17), on définit la fonction suivante

. ooy 20\ u+ G D (u+ G))ID(u+ G
() = may (N 0) = s v, + G, [D{u + G)) Dl + G

d’ou
. 1
[ms, (A", u)| < 5 (2.70)

ce qui montre que mg, (A*,u) € L>*(Q). D’autre part, on a

s, (A*, )| 1 :/ 2N\, u+ G, |D(u+G)|)|D(u+G)P
51 (AT u)l[ o) o l+20 N\ u+ G| D+ G)|)|Du+ G)PP

< 2 || D(u + G)”?LP(Q))3><3‘

dx

Avec le lemme 2.2 on a
[[ms, (A", u)[| L1 ) < Con, (2.71)

ott Cor = 21 ||V (u + G)[{ o cayyoxs-

Maintenant, on considére le probléme intermédiaire suivant :

Probléme 2.3 Pourp >3, v € VP, G € W'P(Q) vérifiant (2.17), 6, €
H2(w), r € L®(Q), K vérifiant (2.8), trouver 05, € H} p, (Q) telle que

B(0s,,w) = L(05,,w) Yw € HE, r, (), (2.72)

ou
L6, w) :/mgl(ﬁ(gl,v)wd:ﬁ+/T(H(;l)wdx—i-/gbwdx’.
Q Q

w

Pour étudier ce probléme non linéaire, on considére le probléme linéarisé

correspondant suivant :
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Probléme 2.4 Pour v € V., G € W"P(Q) vérifiant (2.17), 6, € L*(w),
re L®(Q), K vérifiant (2.8), 6 € L*(Q), trouver 0, € Hy r, (Q) telle que

B(65,,w) = L(0,w) Vw e HE p, (). (2.73)

Théoréme 2.3 Pour € L*(Q), v € VP, G € W'(Q) vérifiant (2.17), p
vérifiant (2.4), 0, € L*(w), r € L>=(Q), K vérifiant (2.8), il existe un unique
05, € Hp, p, () solution du probleme 2.4.

Preuve. De (2.8) et puisque v + G € (L>(Q2))3, il existe M > 0 tel que
[B(0s,, w)| < k1|0, ||12llwllr2 + M|6s, [[12]wll 220,
en utilisant 'inégalité de Poincaré on obtient
|1 B(0s,, w)| < (k1 + MC)||05,[[1.2]|w]1.2, (2.74)

ou C* désigne la constante de Poincaré. Donc la forme B est continue.

Montrons qu’elle est coercive, de (2.8), pour tout 85, € Hp p, () on a
B<0517951) = /K’V(ng’de‘i‘/ ((U+G) -V051>951 dx
Q 0
>l 3+ [ ((0+ G0t )05, da
Q

1
>l B+ [ (0 o6 da
Q

En utilisant la formule de Green on obtient

];:/ (U—|—G)181(0§1)dx :/ 9§1<U+G>andy
Q o0 (2.75)

Q

Pour tout 65, € HE r, (Q), v € VI, et G € W'P(Q) vérifiant (2.17), on a
I =0, dou

B(0s,,05,) > koll0s, |11 2, (2.76)

donc B est coercive.
Maintenant, on montre que la forme linéaire L est continue sur Hf. ().

En effet, soit w € H}. p, (©2), comme la fonction r € L=(Q) on a

EIC1 > 07 |T(951)| < C1, (277)
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et de (2.70) en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré on
obtient

- g
L0.w)] < (C10 (5 + ) + Clalblzco) s,

ot Cpy désigne la constante de la continuité de application trace de H'(Q)
dans L?(9Q). Donc L est continue.

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique 5, € Hp p, ()
solution du probléme linéarisé 2.4. 0
Dans le théoréme suivant on montre que le probléme 2.3 admet au moins une

solution.

Théoréme 2.4 Sous les hypotheéses du théoreme 2.3. On suppose en plus
que la fonction r est lipschitzienne, alors le probleme 2.3 admet au moins

une solution.

Preuve. Pour § € L2(Q2), le théoréme 2.3 assure Pexistence et l'unicité de
05, € Hp p, () solution du probléme linéarisé 2.4. On peut alors définir

I'opérateur

T: L*Q) — L*Q)

0 — 951,

ou 65, est 'unique solution du probléme linéarisé 2.4.
On cherche Ry > 0 tel que T(Z*) C Z* ou

7" ={w € L*(Q); |w|| 2() < Ro}-
D’aprés le théoréme 2.3, T (9~) est solution du probléme 2.4 c-a-d,
B(T(9),w) = L(,w), Yw e HE o, ().
On prend w = T'(0) et de la coercivité de B et la continuité de L on obtient

KollTO)12 2 < Cosl|T(9)l|1.2,

ou ]
Cos = (C*|Q|% (5_1 + cl> n cozuebup(w)).
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Donc,
C*Cos

||T(9~)||L2(Q) < 2
0

(2.78)

C*Cos
ko

L’ensemble T(Z*) est relativement compact. En effet, pour montrer que

Alors, pour assurer que T (Z*) c Z*, il suffit de prendre Ry =

T'(Z*) est relativement compact, on doit établir que pour toute suite (65 ),>o
de T(Z*) (c-a-d, il existe 6, € Z* tel que 0 = T(6,)), on peut extraire une

sous-suite qui converge fortement dans L?(Q). En effet, on a
B0}, w) = L(0,,w), Ywe HE (), (2.79)

on prend w = 63 dans (2.79) et en utilisant la coercivité de la forme bilinéaire
B et la continuité de L on obtient

C’03

105 1.2 < T (2.80)

Donc, la suite (6§, )n>0 posséde une sous-suite notée encore (63, ),>o telle que
05 — 65, faiblement dans H[ p (Q).
Par l'injection compacte de Hy p, (€2) dans L*(€2) on obtient
05 — 05, fortement dans L*(9),

ce qui montre que T(Z *) est relativement compact.
Reste & montrer que 'opérateur T est continu. En effet, soit (én)nzo une suite

dans L?(Q) qui converge fortement vers 6. On doit donc montrer que

T(0,) = T(0) dans L*Q). (2.81)
A (6,)ns0 (resp. ), on associe 0y = T(0,) (resp. 05, = T(6)) vérifiant
(2.79) (resp. (2.73)). La suite (6§ )n>o vérifiant (2.80) donc elle possede des
sous-suites fortement convergentes dans L?(Q2). On considére une telle sous-

suite notée encore (63 )n>0. En soustrayant les deux équations variationnelles
(2.73), (2.79) on obtient

B0}, — 05,,w) = L(,w) — L(,w), Yw € H p, (). (2.82)
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En prenant w = 6§ — 05, dans (2.82) on obtient

/K|V(0§l 052 dz + Gy = Gy + G, (2.83)
Q
ou

G, = / ((U +G) - V(b5 — 951))(9§1 — 0s,) dx,

Q
G:/ mlén,v —mlé,v 05, — 05, ) du,
2= | (B 0) = mas(B.0)) (65, ~ 65,
et

Ga= [ (+(6,) = r(6)(65, — 05 .

On fait les mémes calculs pour obtenir I = 0, on obtient aussi G; = 0.

En évaluant le terme G, on a
|G| < [lms, (0n, v) = ms, (0, 0) | 20 165, = 05, || 22()- (2.84)
En utilisant I'inégalités de Cauchy-Schwarz on obtient
|G| < Coll6n — Ol 20165, — 0, [l 22 (2.85)

ou (. désigne la constante de Lipschitz de la fonction r.
Des relations (2.8), (2.83), (2.84), (2.85) et G; = 0, on obtient

Koll 05, 05,122 < (I, (B, )=, (0, 0) 20+ CollBa—Bl 1200 ) 165, =05, 120,

d’ou

C* 2

105, ~ 05 lizy < S
1 — B2y,

mlén,v —mlé,v 2
(s (s ) = mas Gy

rappelons que C* désigne la constante de Poincaré.

D’autre part, on a

s B 0) = 15, (0.0 ey = [ 1, (B, ) =, 6. 0) d,
Q

notons

&n = ’m51(émv) - m51(éav>’27

49



comme la suite 6,, — 6 fortement dans L*(Q) lorsque n — +oo, on obtient
qu’il existe une sous-suite de (§n>n20 qui converge presque partout dans €2 et
avec (2.4) on a

&, — 0, presque partout dans €2,

de plus, avec (2.70) on a

(|m51 (éﬂv U)l + ‘mél (év U>|)2
4
(61)%

[€nl

IN

IN

par le théoréeme de la convergence dominée, on en déduit que

/§ndx—>0.
Q

Maintenant, en passant a la limite quand n — 400 dans (2.86) on obtient
Jim 165, = 05 ]| r29) < 0,

d’on

dim 105, — 05,120 = 0.

On a donc obtenu que toutes les sous-suites de (63 )n>0 qui sont forte-
ment convergentes dans L?(Q) ont 65, pour limite. Donc avec (2.80) on peut
conclure que toute la suite est convergente vers 65, = T(A) dans L*(Q), ce
qui montre la continuité de 7.

D’apreés le théoreme du point fixe de Schauder, on en déduit que I'opérateur T
admet au moins un point fixe (c-a-d, T(0) = 0). Avec la notation T(0) = 65,
on obtient

0 =05,
donc le probleme 2.3 admet au moins une solution. 0

Maintenant, on considére le théoréme suivant qui montre que 1’équation va-

riationnelle (2.28) admet au moins une solution.

Théoréme 2.5 Pour 1 < ¢ < 3, v eV,  Ge WP(Q) vérifiant (2.17),
b, € L*(w), 7 € L>*(Q), K vérifiant (2.8), p vérifiant (2.4) et r est lipschit-

zienne alors I’équation variationnelle (2.28) admet au moins une solution.
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Preuve. L’idée ici est de faire tendre §; vers 0 dans I’équation variationnelle

(2.72) mais pas tout fait a cause de g. Pour cela, on prend (voir [14], [19])

= 6(05) = Sign(0s) (1~ ) € >0

(1 +165,])¢
dans (2.72) avec

(Vs

Vo(ls,) = ¢(05)Vs = 0+ 6o N

on obtient

|v951|2
(/K TES dx+/9((u+a>.ve51)¢(951)dx

/m51 951’ )¢(951)d$+/ (051)¢(051)d$ (287>

/%¢%

De (2.8) on obtient

¢ / _[V0s[° dz> Cko / (NLIPCZ:E. (2.88)

(1+ 165, )+ o (14165, )¢*

Notons
E(v, 05,, 6(05,)) = / (v + G) - V85,)6(6s,) do.

montrons que E(v,0s,¢(0s,)) = 0, en effet, on fait les méme calculs pour
obtenir = 0 on obtient aussi, £(v, 05,65, ) = 0 donc,

0 = E(v,05 +w,0s5, +w) = E(v,05,,0s5, +w)+ E(v,w, 05 + w)
= E(U76517651)+E<U79517w>+E(anaw)+E<U7w7961>7

d’ot
E(v,0s,,w) = —E(v,w,b6s,).

Soit ¢y une fonction quelconque de C*'(R) (voir [19]), on a

E<U> 651a <0(951) + 961((/)(651)) =0
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En effet, on a

E(U7 ‘9517 C0(951) + 951 C(/)(etsl)) = E<U7 8517 <0(‘951)) + E<U7 0517 951 C(/)(etsl))

= _E(U7 <0(951)7 051) + E(U7 051’ 951(6(051))
=~ [ (0 +G)- V85)6(6)05, ds
Q

+ /((U + G) . 9651)051(6(951) dx
Q
= 0.

D’autre part, d’aprés les théories classiques des EDO, I’équation différentielle

ordinaire suivante

/ . 1
Colt) + t¢(t) = Sign(t) (1 _ m)

admet une solution réelle, donc on obtient

E(U79517¢(951)) = 0. (289)

Maintenant, comme

() <

et de plus positive on obtient

Donc,

[6(05,)] = \Sign(%)(l—;))

(14 105,1)¢
) 1
< [Sign(0s,)| (1 - m)
< 1.

| /QTW(SM%M\ < / (6311605, dx

[ irts)1a,

IN

de (2.77) on obtient

\ /Q T(Gal)cb(@al)dx\ < Q. (2.90)
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D’autre part, on a

)/Qm(sl(%l,v)ﬁb(é’gl)dx‘ < /Q|m51(051,U)||¢(951)|dgl7

IN

|t 61,0} o = m, (65, 0) 3,
Q

de (2.71) on obtient

’/ﬂmal(eal,v)gb(ﬁ(gl)dx’ < Cp. (2.91)

[ooenrar| < [ 1eioten)as

< [iolar,
de (2.16) on obtient
/ eb¢(951)dx'] < Cylul. (2.92)
Finalement, avec (2.87)-(2.92) on a
V05, | Cos
_IVIaT gy < 204 2.93
< G (2:%5)

ou

004 = 001 + 01|Q| + C’b|w|.

Maintenant, pour obtenir que la suite (6s,)5,>0 est bornée dans W;;%FL(Q)
indépendamment de 47, on fait les mémes calculs comme dans [14]. En effet,

on a

V05, |2 (CH1)g
V65, |7 d = / (14 105 ]) 5 de),

en utilisant I'inégalité de Holder on obtient

2—q

|V951 |2 % / (¢+1)q 2
Tdx < ———d 14|60 = d 2.94
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on choisi ¢ tel que

(C+Da _ o |
2—-q 3—4q
en utilisant (2.93) on obtient

/Q|ve51|qcz:c < (%)%/ﬁ(u 105, )¢ dx>2.

On a l'inégalité

(a+by <27 Na” + 1), Va,b) €RL, Vp' > 1,

qui découle de la convexité de la fonction v,- définie sur R par v, (z) = 2P

pour p* > 1 (voir le lemme 2.2). En effet, on a

* 1 1 P+
Px — 9P <_ - )
(a+0b) 2a+2b

. 1 1
= 2y <§a + §b>
< 277 v (a) 4 v (D))
— 2p*_1(ap* + bp*).

En utilisant cette inégalité on obtient

(14 105,1)* < 2771 + |65, ]*)-

Donc, (2.95) devient

2—q

/Q Vs [*dv < (%)g (2[1*_1 /ﬂ(l + |051|q*) dx)T.

D’autre part, on a
(a+0)P < (a” +0"), V(a,b) eRY, Vp*€]0,1],

en effet, comme 0 < p* < 1 on a

*

p a
)z
a+b “a+b

<1 alors <
a+b

et

v

<1 alors < b )p* b

a+b a+b

o4

(2.95)

(2.96)

*

(2.97)

(2.98)



d’on

(aib)p* + (a—?—b)p* =L
b

— b + o = 1). D’ou le résultat.

En appliquant I'inégalité (2.98) dans (2.97) avec p* = 22 on obtient

@=1)@=q) C
190 de <2755 (S0 (107 4 ([

D’autre part, en utilisant 'injection de Sobolev erﬁer(Q) C L7 (Q) (car
¢ < 3 < 3) on obtient

(car

dx ) (2.99)

(/ 105,17 dm)qf* < Cos||6s, [l1.4;
Q

avec (2.99) on a

(/Q |951‘q* dx);* < CO52M (%)éoﬁﬂqq + </Q |951“1* dx)22qq>

D’autre part, pour tout a; > 0, ag > 0, ag > 0 et 0 < 57 < t; on a (voir [14])

Si (a1)" <ay+as(a)®™ alors a; < max <1, (ay + &3)ﬁ>. (2.100)

1

Pour t; = L, sy = 22 on a bien 0 < s; < t;, en effet, on a
g’ 2q 9 )

3—q 2—q 1
S Vs P R

d’ou le résultat. Donc, avec

ay = (/ 05,7 d:z:),

= Co52 w (?24> |Q|7

(@*=1)(2—-q) 004 %
et as = Cps2 29 <—> R
Cko

de (2.100) on obtient
/ 105,17 dx < Ao,
0
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ou
Aozmax( (005 W(%)Q(’Qﬂ;)"‘l))(v’

Ag est une constante ne dépend pas de d;.

Du fait que 22;‘1 > 0, on déduit que

/ |051

en remplagant dans (2.99) on obtient

9l < 22 () jr 4 407,

2 —2"1

da: <A, ,

d’ou
105, 111.4 < Cos, (2.101)

ou

Cos = (2("*‘1%‘2‘” (g:;*) (|Q| ))

De (2.101), on déduit que la suite (65, )s,~0 est bornée dans W;;%FL (Q), doncil
existe une sous-suite de (s, )s, >0 notée encore (05, )s,>o telle que pour 6; — 0
on a

05, — 0 faiblement dans WL (). (2.102)

D’apreés I'injection compacte de WFI;ILJFL(Q) dans L(2), on en déduit que
05, — 0 fortement dans L%(9Q). (2.103)

De (2.4), (2.103) on obtient pour d; — 0
pw(ls,, v+G, | D(v+G)|) = uw@,v+G,|D(v+G)|) presque partout dans €.
Donc, pour 6; — 0 on a

ms, (0s,,v) = 2u(0,v + G, |D(v+ G)))|D(v + G)|P dans L'(Q). (2.104)
Comme la fonction r est continue on a

r(0s,) = r(0), quand 0; — 0, presque partout dans (2,
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et avec (2.77), on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée, d’ott

/r(ﬁgl)wdmé/rw)wdm, quand 07 — 0. (2.105)
Q 0

En passant a la limite dans (2.72) pour 6; — 0 et en utilisant les convergences
(2.102)-(2.105) on obtient

/KVQ-dex+/((v+G)-V6’)wdx

Q Q

:/2M(Q,U+G,|D(U+G)])\D(U+G)]pwdx
Q

+/r(9)wdx+/9bwdx’, Vw € W;;‘ijL(Q),
Q w

d’otl le résultat. O

2.3.2 Résultat d’unicité (cas 1 < ¢ < 2)

Dans le théoréme suivant, on établira 'unicité de la solution de 1’équation

variationnelle (2.28).
Théoréme 2.6 Pourp >3, v e VY, G WP (Q) vérifiant (2.17), 0, €
Li(w), r € L>(R), K vérifiant (2.8). Supposons aussi que les fonctions 6 —

w(0,.,.), r sont décroissantes et de plus r est lipschitzienne. Alors l’équation

variationnelle (2.28) admet une unique solution.

Preuve. Supposons que I’équation variationnelle (2.28) admet deux solutions
61,05 € eriqurL(Q)- En notant © = 6, — 65, avec la notation (2.60) on obtient

/Kvé.de:ch/((quG).vé)wdx
Q Q

= [ 2(61.0) = 62, 0)) D0 + ) pw d (2.106)

4 / (r(61) — 7(0))wdx  Yw € WL ().
Q

Comme ¢ > qgona W C Wﬁ;(fer(Q) C Wpilp, (Q) avec W dense dans
Wl};qL/JFL(Q) et aussi dans WFI;‘IUFL(Q) (voir chapitre 5) on obtient W;;‘IU/FL(Q)
dense dans W%;C{JFL(Q), on prend

1

w = $(8) = Sign(6) (1 - m) ¢ >0,
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on obtient

VO L
g/QK<—~ dx+/Q((v+G)-V@)q§(@) da

14 |O])s+t

= [ 2(6.0) = l6,0)) D0 + ) Po(©) o
+/Q(7“(91) —r(62))9(0) dx.

D’aprés ce qui précede (cf. (2.88)) on obtient

2 52
(/ |V@| dx> Cko/ &dw,
(1+ |©])¢H! o (1+]6f)+
d’apreés ce qui précede (cf. (2.89)) on obtient

/Q«U +G)-VO)H(O) dr —

(2.107)

(2.108)

(2.109)

Maintenant, comme les fonctions 6 +— p(6,.,.) et r étant décroissantes, il

vient

(7(01,v) — 11(02,v)) (01 — 62) <0,

(r(61) — r(6)) (61 — 62) < 0.

(2.110)

(2.111)

- Si Sign(©) = Sign(fy — 6;) = 1 alors 6, — 6y > 0, de (2.110), (2.111) on

obtient
(7(0r,v) = 7i(02,v)) <0,
et
(r(6h) —r(02)) <0,
donc,
| 2(761.0) = (6a,0)) D0 + ) Po() d < 0
et,

/Q(T(91) - 7“(92))¢(é) dz <0.
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- Si Sign(©) = Sign(6, — 62) = —1 alors 6; — 0 < 0, de (2.110), (2.111) on
obtient
(7i(61,v) — Fi(Bs,v)) >0,
et
(r(01) —r(f2)) > 0.
Donc, on obtient aussi (2.112), (2.113).
Avec (2.107), (2.108), (2.109), (2.112) et (2.113) on obtient

12
/_Ei_mga
o (1+[6])H!

d’aprés (2.94) on obtient

2—¢q
2

. - Vo2 4 ~ (CHDg
ol = [ vepar < ([ Y _an)¥( [a+iens) ™,
1011, = | 1v8lds < (| - Fgimrde) ([ +18D™)

d’ou
~ Vé|2 ~ . (K+Dg
62, < /_LT_M [a+iens
1618, < (o igpen @) (f o+ 1605)

< 0

2—¢q
q

Y

alors ||(:)||1,q =0 donc © = 0; — 0y = 0 c-a-d 6; = 6y, donc on a P'unicité de la

solution de ’équation (2.28) a condition de choisir % <q = ??qu ce qui

est possible. 0

2.4 Etude du probléme couplé (cas 1 < ¢ < %)

Pour montrer ’existence du probléme couplé 2.1, on considére le probléme

suivant :

Probléme 2.5 Sous les hypothéses du probleme 2.1 et pour tout u € LP().
On cherche 0 € WlliqurL(Q); veVy,, eme LE(Q) vérifiant pour tout
peVy

o(6. w0, — v) — (m,div() + V(o) ~ V(o) 2 [ F+(p = v)do, (2114
Q
couplé avec ’équation variationnelle

B(0,w) = Ly(0,w), Ywe W (), (2.115)
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ou
a(f,u;v,p)
_ / 2u(0,u + G, | D(v + G))|D (v + G)P2di; (v + Gy (p)de,
Q

B(é’,w):/QKVH-dex%—/ﬂ((v—l—G)-V@)wdm7

La(@,w) — /Qzu(e,wc:,|D(U+G)\)|D(U+G)\pwdx

+ /r(&)wdx—l—/&bwdx’.
Q w

Avant de montrer Iexistence des solutions du probléme 2.5, on a besoin du

théoréme suivant :

Théoréme 2.7 Pourp >3, f € IP(Q), k € Lﬁ/ (w), G € W'P(Q) vérifiant
(2.17), s € LP(w), p vérifiant (2.2)-(2.4) et 6 € L*(Q), u € LP(Q) l'inéquation

variationnelle (2.114) admet une solution (v, m) € V., X LF(Q).

Preuve. Pour tout ¢ € V. on obtient I'inéquation variationnelle en vitesse

suivante :
<AUU790_U> +lp(30) —\IJ<U) = <f7()0_v>7 (2116>
ou
(Agv, o —v) =a(f,u;v, 0 —v).

Montrons que l'opérateur A, est borné, hémicontinue, monotone et coercif.
En effet, d’aprés ce qui précede (cf. (2.39)) on obtient que 'opérateur A, est
borné.

Pour montrer que A, est hémicontinu, il faut montrer que pour tout o, v, w €

P o
Vi aiv» 1 fonction :

ap : R—>R
A= ag(A) = (Au(p + Av), w)

est continue. On a

ao(N) = / 20(6,u+ G.|D((p + M) + G))|D((i + W) + G) P2
x (D((¢+ M)+ G) : D(w)) de.
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D’aprés (2.4) et pour presque tout x € Q la fonction
S(A) = 2u(0, u+G, | D((p+ 0)+G))) | D((0+ ) +G) P 2D((p+ ) +G) : D(w)

est clairement continue sur R. Soit (\,),>0 une suite convergente vers A dans
R, alors S, := S(\,) € L'(Q) et S, converge vers S(\) quand n — +oo
dans L'(Q). En effet, la suite (\,),>0 étant bornée, il existe M > 0 tel que
|An| < M, pour tout n > 0. Ainsi

Sul < 2| D((¢ + Anv) + G)PH | D(w)]
< 2 (|D(@)] + Al D()] + [D(G) )"~ D(w))
< 2 (|D(@)l + M|D(v)| + [D(G) )" D(w)],

d’ou
|Sn| < O :=2u1(|D(p)| + M|D(v)| + |D(G) )"~ D(w)],
comme O € L'() et est positive, par le théoréme de la convergence dominée,

on en déduit que S(\) € LY(Q) et

n——+o00

lim Sndac:/S()\) dx,
Q Q

c-a-d
lim ap(A,) = ag(N).

n—-+00
L’opérateur A, est donc hémicontinu.

Pour la monotonie de A, on doit établir que
(Ayvr — Ayvg, 01 — ) >0 Yoy, v9 € Vi -
On réécrit A, comme suit :
(Ayv, ) = / Fu+ G, D(v+Q)) : D(p) dx, (2.117)
ou ’
Flu+G,Dv+G))=2u0,u+G,|Dw+G))|Dw+G)P 2D+ G).
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Donc, on a

<AuU1 —Ayv, 01 — Uz) = /
Q

—F(u+ G, D(vs + G))) . D(oy — vs) da.

(]:(u + G, D(v1 + G))

En appliquant le lemme 2.3 avec
M=u+G, MNy=Dw+G), N =D(+G),
on obtient
(Auvr — Ayvy, v1 — 12) >0,

ce qui montre que l'opérateur A, est monotone.

Reste & montrer que 'opérateur A, est coercif. En effet, d’aprés ’hypothese
sur la viscosité (2.2), en utilisant le méme raisonnement que pour obtenir
que 'opérateur A est coercif on obtient aussi que 'opérateur A, est coercif.
Par application du Théoréme 8.5 page 251 [56] on conclut que l'inéquation
variationnelle (2.116) admet au moins une solution.

Maintenant, montrons 1'unicité de la solution de 'inéquation variationnelle
(2.116). En effet, on suppose que I'inéquation variationnelle (2.116) admet
deux solutions v; et vy. Donc, elles vérifiant les deux inéquations variation-

nelles suivantes :

<AUU1790_U1> +\Ij(90) _\I}(Ul) > <f790_vl>a \VIQO € V[]Z,)diw (2118)

(Agvz, p —v2) + ¥(p) = U(v2)> (f,p —v2), Y& Vg, (2119

prenons ¢ = vy dans (2.118) et ¢ = v; dans (2.119), puis en additionnant

les deux inéquations variationnelles, on aura :
(Ayvr — Ayvg, U1 — U9) < 0. (2.120)
D’autre part,
(Ayvr — Ayvg, 01 — ) = a(f,u;v1,v1 — vVy) — a(f,u; vy, vy — V)

2u(0,u+ G, |D(v1 + G)])| D(v1 + G)[P72D(v1 + G) : D(v1 — vp)dx

2u(0,u+ G, |D(vy + G)|)|D(vy + G)|P2D(vy + G) : D(vy — vo)da.

S~ 5—
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On pose
ulo,e,d) = fifo,e,d) + 2, (2.121)

ol ji est définie sur R x R? x R,.
Avec (2.2) on a

0< % < ji(o,e,d) < — % Y(o,e,d) e R x R® x Ry,  (2.122)
avec (2.3) on a
la fonction d > fi(.,.,d) est monotone croissante sur Ry, (2.123)
avec (2.4) on a
la fonction (o, e,d) — fi(0,e,d) est continue sur R x R® x Ry. (2.124)
Donc,

<AuU1 —Ayvg,v1 — U2>

= Ho /Q |D(vy + G)|P2D(vy + G) : D(vy — vy)dx
+ /Q 2ii(0,u+ G, |D(v1 + G)|)|D(vy + G)P2D(vy + G) : D(vy — vy)dx
— o /Q |D(vg + G)|P2D(vg + G) : D(vy — vy)dx
_ /Q 2(6,u+ G, [D(vs + C))|D(vs + G)P2D(vs + @) : D(vr — v2)da,
avec la notation
F(v;) = |D(v; + Q)P *D(v; + G), i=1,2,
on obtient

(Ayvr — Ayvg, 01 — g) = ,uo/ (F(Ul) — F(vg)) : D(v; — vy)dx

Q

+ [ 20a(0,u+ G, |D(vi + G)|)|D(v1 + G)[P?D(v1 + G) : D(vy — vy)dx

S— 5

2/i(0,u+ G, |D(vy + G)|)|D(vy + G)|P2D(vy + G) : D(vy — vo)da.

63



D’aprés (2.123), en utilisant le méme raisonnement que dans l'étude de la

monotonie de A, on a aussi
/ 200, u+ G, |D(v; + G)|)|D(vy + G)[P>D(v; + G) : D(vy — vg)dx
Q

- / 24i(8,u+ G, |D(vy + G))|D(vs + G)P2D (s + G) : D(vy — vy)d
Q
Z 07

d’ot

(Ayv; — Ayvg, v — Ug) > ug/ <F(U1) — F(U2)> : D(vy; — v9)dx.

Q
En utilisant 'inégalité suivante (voir [66])

SIP=24 _ (AP=27 A A et o oA T3

(ah2a =g 2.5 —9) > (5) l—iP, VegeR Wp>2, (2125)

on obtient

1\p-1
<AuU1 — Ay, 01 — U2> > <§> MO/ |D(U1 - U2)|pd$a
Q

de (2.61) on obtient

1

p—1
(Auwvr = Auvz, v = 02) 2 (5) 10(Creora)?l0n = valll, (2:126)

De (2.120), (2.126) on obtient
1\r-1 »
(3)" mo(Coorn)llo2 = vall?, <0,
d’ou
[v1r = val[1p = 0,
ce qui montre 1'unicité de la solution de l'inéquation variationnelle (2.116).
Finalement, pour montrer l'existence de la solution de l'inéquation varia-
tionnelle (2.114), on montre en utilisant le méme raisonnement que dans le
théoréme 2.2 les résultats suivants : Pour f € L” (), il existe une distribu-

tion 7 sur {2 vérifiant
Ly(Y) =<V, ¢ >paypiy V¥ € D(Q), (2.127)
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ou

— [ 1 vde—alb.wio,0)
Q
Par densité de D(Q) dans W*(Q) on a aussi
La(¥) =< VT,Y > worw () wing V¥ € WP ().

Avec (2.127) on montre que (v, 7) € Vi, ¥ L¥ () est solution de I'inéquation

variationnelle (2.114). O

Dans le théoréme suivant on montre que le probléme 2.5 admet au moins une

solution.

Théoréme 2.8 Pourp>3,1<q< %, 0, € L*(w), r € L=(Q), K vérifiant
(2.8), f € I'(Q), k € L” (), G € W(Q) vérifiant (2.17), s € LP(w),
p vérifiant (2.2)-(2.4) et w € V. Supposons aussi que les fonctions 0
w(0,.,.), r sont décroissantes et que la fonction r est lipschitzienne alors le

probleme 2.5 admet au moins une solution.

Preuve. La démonstration de ce théoréme est décomposée en 7 étapes :
Etape 1 : Pour § € L*(Q), le théoréme 2.7 assure l'existence et 'unicité de

v=uv; € VP, vérifiant pour tout ¢ € V

.div
00,005, ¢ — vg) + () — W(vg) > / £ (o —vy) de

Maintenant, on montre que v; est bornée indépendamment de 6. On prend

¢ = 0 dans l'inéquation variationnelle ci-dessus on obtient

a(f,u; v, v;) < / f-vzdx + 9(0). (2.128)
Q

A

u; vy, Up)

2u(0, 0+ G, |D(vs + G|)|D(vs + G D(vg + G) : D(vg) d

I
:3\@\9\3 =

2u(0,u + G, |D(vs + G)|)|D(vs + G)|P dx
2u(f,u+ G, |D(vs + G)|)|D(vs + G)|P2D(v; + G) : D(G) d.
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En utilisant (2.2) et I'inégalité de Korn (2.61) on obtient

06,0505, 09) = 2(Coonn il + Gl = 2 [ 1Dl + G D(G)] do
Q

En utilisant I'inégalité de Holder et le lemme 2.2 on obtient

a(0, w;v5,05) > 2(Creorn)Phol|vg + GII7,

i (2.129)
=2 [|vg + G, Gl

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder dans (2.128) et I'inégalité de

Poincaré, on obtient
a(6, w05, 05) < C'l1fll g o gl + (0), (2.130)

ot C” désigne la constante de Poincaré.

De (2.129), (2.130) on obtient
2(Crorn) pollvg + GII7 , < C'llfllgw oy l0glh + 2(0) + 24 lvg + T, |Gl

d’on

p
2(Crorn) pio|lvgllip = Gy < OIS llpr oy llvelliy + W(0)

-1
+ 2 ([vgllip + 1Glp)" G-

En divisant les deux membres de I'inéquation ci-dessus par [lvgl|7, (avec
lvgll1p # 0) on obtient

Glli, P _ w0
Q(CKorn)p:uO‘l - % S C/Hf”LP'(Q)HUé“}.pp + ||,U~(||p)
T Gy, 2
—
e (L o 2) G .
lvgll1p lvgll1p
Maintenant, on définit ’ensemble suivant :
E= {2 € R%, vérifiant I'inéquation suivante
Gllip|? . v(0
2(OK0rn>pM0‘1 - m S C/HfHLp’(Q)Zl_p + A( )
& , G e (2.132)
o
+ 22 (14 22) Gl |
z z
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Montrons que cet ensemble est borné. En effet, pour Z € E en faisant Z —
+o0o dans (2.132) nous arrivons a g < 0. C’est une contradiction avec le fait

que po > 0. Ainsi
>0, s<c (2.133)

d’ou 'ensemble E' est borné.
Comme ||vg||1,, vérifiant I'inéquation (2.131) on obtient que ||vg||1, € EU{0}
donc

AC* >0, |l <C7, (2.134)

ol C* indépendamment de 6.

Etape 2 : On considére le probléme intermédiaire linéairisé suivant

Trouver 65, € Hp p, () telle que

B(6s,,w) = Lu(6,w) Vw € H{ i, (), (2.135)
ou
La(0,w) = /m(;l’u(é,vg)wdx—i—/r(é)wdm+/6’bwdw',
Q Q w

avec

o a(f0n) — 200+ G, [Dy + Q)DL + )P
P s 200,04 G D (g + G))ID (v, + G

D’autre part, on a
nghu(é, Ué) HLl(Q) < 2 HD(Ué + G) ||](3L;D(Q))3><3-
Avec le lemme 2.2 et (2.134) on a
Ims, u(0, 05) | 1) < C, (2.136)

ot C1 = 2/ (C* + [|G[1,)"-
Le probléme linéairisé 2.4 modifié avec L, (6, w) au lieu L(f,w) admet une

unique solution s, € Hp p, (Q) (voir le théoréme 2.3).
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Etape 3 : Définissons maintenant 'opérateur T par

T: LX) = VP,  — L2
0.div

0 v s,

Montrons que 'opérateur T admet au moins un point fixe. En effet, rappelons

que 'ensemble Z* donné par
Z* = {w e LX(Q): ullz@) < Ro}.

D’aprés ce qui précede (cf. (2.78), (2.80)) on a aussi

A C*Chos
1T(0)|| 2y < o (2.137)
0

et .
1052 < 5 (2.138)

0

avec 9(?1 vérifiant

B0, w) = Lu(0,,w) Yw € HY (), (2.139)

ot (0,)n>0 est une suite dans L?(Q) qui converge fortement vers 6.
: o C o :
Donc, on déduit que T(Z*) C Z* pour Ry = % et T'(Z*) est relativement
0
compact (méme raisonnement comme dans le théoréme 2.4).

Reste & montrer que Popérateur T est continu. En effet, soit (én)nzo une suite

dans L?(Q) qui converge fortement vers 6. On doit donc montrer que

T(0,) — T(0) dans L?*(Q).
A (6,)nz0 (resp. ), on associe 0y = T(8,) (resp. 05, = T(f)) vérifiant
(2.139) (resp. (2.135)). La suite (63 )n>o vérifiant (2.138) donc elle possede des
sous-suites fortement convergentes dans L?(Q2). On considére une telle sous-
suite notée encore (63, )n>o0. En soustrayant les deux équations variationnelles
(2.135), (2.139) on obtient

~ ~ ~

B(le - 9517w) = f/u(ena w) - Lu(ea U}), Yw € Hfl‘luFL(Q)' (2140)
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En prenant w = 6§ — 05, dans (2.140) on obtient

/ K|V (@2 — 05)Pdz + S, = Sa + S5,
Q

ou

(2.141)

Sy = /Q ((Uén +G) - Vegl)(egl — 05,) dx — /Q ((vé +G) - V05,) (02 — 65,) da,

I
S— T — S —

S, ((vg, +G) - VO3 )05 — 05,) du
((v5+G) - Vbs,) (05 — 05,) dx

((vg, +G) -V (05, — 05,)) (05, — 0s,) dx

+

((Uén + G) . V951)(9?1 — 651) dCL’

((Ué + G) ' V951) (63511 - 951) dl’,

d’on
Sio= [ ((vg, +G)- V(05 —05))(05 — 05) de
((vgn — V) - VG(;I)(G?I —0s,) dz

((vg, + G) - V(05, — 05,)) (05, — 05,) dx

I
S —

Q

69

((U(;n —vp) - V951)9§1 dx — / ((Ué‘n —vp) - V951)951 dx.



D’autre part, on a
/ ((Uén +G) - V(b5 — 651))(9§1 —05,) dx
Q

- /Q ((vg, + G)i0i(05, — 05,)) (05, — 05,) dx

1

_1 / (05, +C)0: (02 — 65,)?) da,
2 Jqg "

et
/ ((vg, —vg) - Vbs,)bs, dz = / ((vg, — vg)i0i0s,) b5, dx:
Q Q
2 Q n

Donc, on fait les mémes calculs que celles pour obtenir I = 0 (voir la preuve

du Théoréme 2.3), on obtient aussi

[ (s, + 69165, — 05,)) 01, — 0 s =,

et
[ (@, = vs) - V)05 o =0
Ainsi, ’
51 = /Q ((vg, —vg) - VOs,)05, da, (2.142)
d’on

5| < / v, — v3lIV05, 1167 | de
< v, — vgllzay / V65,162 | da

< M*MHU@I—U§||1.p/ﬂ|v‘951||6?1|d$7

ou M*, M désignent les constantes de I'injection continue de W' (Q) dans
(L>°(£2))? (car p > 3) et de Poincaré dans I'espace W'?(Q) respectivement.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
151 < M*M|[vg, — vgll1p|0s, 11.2]165, [ L2(0)-
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D’aprés (2.138) et 'inégalité de Poincaré on obtient
C*Cos

165, 122(0) < —— (2.143)
0
donc, de (2.137), (2.143) on a
[S1] < Mllvg, — vgll1p, (2.144)
* Y2
ou 37 = M1 503.
ko

En évaluant le terme Sy, d’aprés ce qui précéde (cf. (2.84)) on obtient
[Sa] < [[ms1,0(Bns 05,) = 51,00, 05) |2 165, = O, [l120).  (2.145)
D’autre part, on a
1S5] < Coll0n — Ol 2l 65, — 05, | 2(5). (2.146)

ou (. désigne la constante de Lipschitz de la fonction r.

De (2.8), (2.141), (2.144), (2.145) et (2.146) on obtient
koll0, — 05,113
< (I1msyu(@ns vg,) = Moy (@ v)llz2(@) + Colldn = l2) ) 105, = O, ll20)
+M |lvg, = vgllvp,

d’ou

ko "
Gl — e

< (lIms,.a(0nsv5,) = s, (8. 0p)l|2(0) + Collf = B2 ) 165, = b5 20
+M|lvg, — vgll1p,

rappelons C* désigne la constante de Poincaré.

En appliquant 'inégalité de Young

1
ab< 2 a4 b2 VabeR, Vo>0,
2 20
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on obtient

ko
(C*) H 01 ‘951”%2(9)
T N .
< 2]{:0 (”m&,u(enpvén) - mél,u(e,vé)||L2(Q) + C’V‘Hgn — QHL?(Q))

+M|lvg, = vgllip,
d’ou

05 9
1
H 5 61HL2(Q

- - - 2
<Hma1 a0 vg,) = m5,,0(8, )|l 120) + Cr 16 — 9”L2<Q)> (2.147)

(C)M

+ ok |vg, — vgllip:

Etape 4 : Montrons que [|v;, — vgl1, — 0 quand n — +oo (c-a-d, I'ap-
plication 6 — v; € Vi, est continue pour la topologie forte). En effet, de
(2.134) on déduit qu'il existe x € Vy, telle que vz — X, montrons d’abord

que X = v;. En effet, on a

a(én,u;vén,go —vg,) +Y(p) / f(p—vs)dz, Ve Vi
en appliquant le lemme de Minty [6] cette inéquation variationnelle est équi-
valente &

a 0~n, u;©, p— + U(p / — v,
VQO € ‘/E]].Jdiv'

Comme 6, — 6 fortement dans L*(Q) et  — (6, .,.) est continue, alors on

peut extraire une sous-suite notée encore (én>n20 telle que
(B, 0+ G, |D(p+ G)|) = p(f,u+G,|D(p + G)|) presque partout.

En passant a la limite dans (2.148) on obtient

n—-+o0o

a(f, ;0,0 — %)+ V(e /f @ — X) dx > liminf ¥(v; ).
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Comme la fonctionnelle ¥ est semi-continue inférieurement et convexe pour
la topologie forte, alors, d’aprés le corollaire I11.8 [21] page 38, elle est semi-

continue inférieurement pour la topologie faible c-a-d,

liminf U(v; ) > ¥(y),
n—-+o0o
d’ou

a(0, ;0,0 — X) + V(g /f X)dz > U(R).

En appliquant une deuxiéme fois le lemme de Minty on obtient

a(@,u; %, — X) + ¥(p /f o—x)dz, Yo eV

Cette derniere inéquation admet une solution unique, donc x = vj.

D’autre part, pour tout ¢ € V. on a

a(én’ u; Uéna Y — ) + \II( / f — UG Z[', (2149)

a0, 05,0 — v5) + W() — W(vg) > / folp—up)de.  (2.150)

On prend ¢ = v; dans (2.149) et ¢ = v; dans (2.150) puis en additionnant

les deux inéquations, on aura

a(f,, u; Vg, Vg, — Ug) — a(0,u; v, vg, —vg) < 0. (2.151)

u; v, v, — vg) — alf, s v5,v5, — vg)

a(0n

{O\;Q\ ey

20(0,u + G, |D(v; + G|)|D(vs + G)P"2D(vs + G) : D(v; — v;) da,

or
a(én, ;v U5 — vg) — a(é, u; v, v — vg) =1 — Iy, (2.152)
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ol
L = / 2(Bu + G| D(vy, + C))|D(vg. +G)[P?
X DQ(Ugn +G) : D(vg, —vg) dx
- / 201(B, 0+ G, | D(v; + Q)| D(v; + G) P2
X DQ(Ug +G) : D(vg, — vg) dw,

I = /92<u(§,u+ C.1D(; + G))) — pllu + G. Dy + O)))
X |D(vg+ G)|P*D(vs + G) : D(v;, — vy) da.
En remplacant p par i+ % (cf. (2.121)) dans I; on obtient
hi= o [ 1D(eg, +G)P2D(wy, +G) : Dlvg, = vy)da
T /Q 24i(Bru + G, |D(vs, + CID(vs, + C)P2D(v. +C) : Dy, —v;)da
- /Q pol D(vg + G) P D(vg + G) : D(v;, — vg) du

B / 2/i(0,, 0+ G, |D(v5 + G|)|D(vs + G) P> D(v; + G) : D(v; —vy) dx,
Q

d’ou
h= o [ D(eg, + G)P Dy, +G) = Dlvy, =) da
~ta [ 1D(wy +G)P2D(wy +G) : Dlvy, = vy) o
+ /Q 2O, u + G, |D(vg, + G|)|D(vs, + G)|P*D(vz + G) : D(vs, — vz) dx

— / 2/1(9717 u+ G, |D(v; + G|)|D(vg + G)|p_2D(v€~ +G) : D(vg, — vg) d.
Q

Considérons la fonction F : R? x R3*3 — R3*3 définie par
F(AA2) = 2704 An A2l Ao.
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Pour \; = u+ G, Ny = D(v; +G), Ay = D(vz + G) on obtient
I = 1o / D(vs, + G)P*D(vs. +G): D(vg. — ;) de
Q
“pio [ 1Dy + G)P 2Dl + G D, ~ ) d
Q

+2/(J?(A1, Ay) = F(ALAD)) + (N — A da.
Q

On fait les mémes calculs pour obtenir la monotonie de la fonction (., Ay) —
F(., Ag) sur R**3 pour tout réel p > 1 (voir le lemme 2.3), on obtient aussi
la monotonie de la fonction (., A2) — F(., Ay) sur R¥*3 pour tout réel p > 1,

donc
12 i [ 1D(s, +G)P2D(wy, +G) : Dlvg, — vy
— 1o /Q |D(vz + G)P~*D(vs + G) : D(vz, — vp) da.
En utilisant (2.125) on obtient
I > ,uo _1/ |D(vg —vy)|F du.
De (2.151) (2.152) on obtient
wo(3)” 1/|D |pd:v</Q2<,u(§,u+G,|D(U(;+G|)
—uwm w+ G, [D(v; + GJ) ) [D(vg + G)P2D(vg + G) : D(vy, — v5) da
< / 2u(f 0+ G, 1D (w5 + C) — (B + G, Dl + G
X ]DQ(U(; + Q)P D(vg, — vg)| d.
En utilisant I'inégalité de Young (|21] page 56)

ab < éaP + O, C.=ér1, p=-L_

=10t el = () 0= (o))

4
b= |u(0,u+ G, |D(v; + G|) = p(Ba,u+ G, [D(vy + GI)| Dy + G)P,
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on obtient

/|D |pd$<20/‘,ul9u+G D(v; +C)

— (B, u + G, | D(vz + G\)] ID(v; + Q)| da.

En utilisant I'inégalité de Korn (2.61) on obtient

1\p-1
2 Creorn(3)" s, %mp<%{/peu+e|m%+cw
(2.153)
—u(0n,u+ G, |D(vg + G|) |D(vs + G)|P dx.
On pose
Cu = |80+ G, |D(w5 + G) = (B, + G, |D(wg + )| 1D + G

Comme la suite §,, — 6 fortement dans L?(Q) lorsque n — o0 on obtient
qu’il existe une sous-suite de (én)nzo qui converge presque partout dans 2.
De (2.4), on obtient

C, — 0 presque partout dans (.
Avec (2.2) on a
Cal < (20)”|D(vg + G)P € LN(9),

par le théoréeme de la convergence dominée, on en déduit que

/Cnda:—>0.
Q

En passant a la limite dans (2.153) quand n — 400 on obtient

Jim g, = vl <0,
d’ot
Tim_|og, = vyl = 0. (2.154)

Etape 5 : En utilisant la convergence (2.154) et on fait les mémes calculs

que pour obtenir (voir le théoréme 2.4)
Hm51 (én? U) — Mg, (577))”[42(9) — 07 n — 400,
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on obtient aussi
||m517u(0~n,v9~n) — m517u(0~, vg)ll 2@ —+ 0, n — 4o0. (2.155)

Maintenant, en passant a la limite quand n — +oo dans (2.147) avec les
convergences (2.154), (2.155) on obtient

im 105, — 05, ||22) <0,

d’on

JHm 1605, — 05, ][ z29) = 0.

On a donc obtenu que toutes les sous-suites de (63 )n>0 qui sont fortement
convergentes dans L?(2) ont 5 pour limite. Donc avec (2.138) on peut
conclure que toute la suite est convergente vers 05, = T(f) dans L2(Q), ce
qui montre la continuité de T.

D’aprés le théoréme du point fixe de Schauder, on en déduit que I'opérateur T
admet au moins un point fixe (c-a-d, T'(A) = 0). Avec la notation 7/(0) = 65,
on obtient

0 = 05,

d’ou (0s,,ves,) € Hp,yp, () x Vi, vérifiant

a(0s,, ;v 0 — g ) + V() — (v, )> /Qf (o — gy, ) dz,  (2.156)

et
B(0s,,w) = Lu(0s,,w) Yw € HE p (). (2.157)
Etape 6 : Passage a la limite. On prend
1
= ¢(0s,) = Sign(bs,)|1 — ——— 0
w=6(0s) = Sign(0s) (1 - 7). €0

dans 'équation (2.157) et avec (2.136) on fait les mémes calculs que pour

obtenir (2.101) on obtient aussi
105, 1]1.4 < Co, (2.158)

ou Cy est une constante indépendant de d.

Donc, comme dans le théoréme 2.5 on a les convergences (2.102)-(2.103) et
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(2.105).
D’apreés ce qui précéde (cf. (2.134)) on obtient

[ves, [l1.p < C*. (2.159)

Par le méme argument que dans la preuve de v; — v; dans V4 on obtient
aussi

vgs, — vg fortement dans V. (2.160)

)

De (2.4), (2.103) et (2.160) on obtient pour d; — 0
1(0s,, u+G, | D (v, +G)|) — p(0,u+G, | D(vs+G)|) presque partout dans €,
d’ou

Mg, u(0s,, 005, ) = 20(0,u+ G, |D(vg + G)|)|D(vg + G)|P dans  L'(9),

avec cette convergence et les convergences (2.102)-(2.103), (2.105), (2.160)
on passe a la limite quand §; — 0 dans (2.156) et (2.157) on obtient que
(0,v9) € erﬁmL(Q) X Vi 4ip verifiant

a(0,u; v, p — vg) + V() — VU(vy) > /Qf (¢ — vg) du, (2.161)

et
B(0,w) = Lu(0,w), Ywe Wri. ().

Etape 7 : Recherche de la pression. Avec (2.161), on montre en utilisant
le méme raisonnement que dans le théoréme 2.2 les résultats suivants : Pour

f e LF(Q), il existe une distribution m, sur Q vérifiant

ﬁuﬁ(w) =< Vmy, ¢ >D'(Q),D(Q) Yy € D(Q), (2.162)

ou

ﬁu,m=Lf-wdx—a<9,u;ve,,w>.

Par densité de D(Q) dans WP(Q) on a aussi

Eu,@(w) =< Vﬁe» ¢ > VV*LP’(Q)7 W(l)’p(Q) V@Z) € W(l)’p(Q)
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Avec (2.162) on montre que (vg, mg) € Vi 4, X L¥ () est solution de I'inéqua-
tion variationnelle (2.114). Donc, on déduit que (6, vq, ) € W;;‘LFL (Q) x
V3 4w X L¥(Q) est solution du probléme couplé 2.5.

On fait les mémes calculs que pour obtenir que I’équation variationnelle
(2.28) admet une unique solution on obtient aussi que l’équation varia-
tionnelle (2.115) admet une unique solution. La diffférence est que dans
I'équation (2.28) on a p = p(f,v + G,|D(v + G)|) et dans (2.115) on a

p=p0,u+G,|Dw+G)|). 0
On rajoute le théoréme suivant dont sa preuve n’est pas complétement ter-
miné.

Théoréme 2.9 Sous les hypothéses du Théoréme 2.8, le probléeme 2.1 admet

au moins une solution.

Preuve. L’existence de solution du probléme 2.1 se démontre aussi par 1’ap-
plication du théoréme de point fixe de Schauder.

Pour tout u € LP(Q), le probléme 2.5 admet au moins une solution (voir le
théoréme 2.8).

On définit alors I'application A par

A LP(Q) = WL (Q) — LP(Q)
u =0, — v = A(u),

ou 6, 'unique solution de I’équation variationnelle (2.115) et v = A(u) 'ui-
nique solution de 'inéquation variationnelle (2.114).
Maintenant, on cherche R, > 0 tel que A(Z) C Z ou

Z={pe’(Q); ol < R}
D’aprés ce qui précede (cf. (2.134)) on obtient
[A()]|lp < C7, (2.163)
par le théoréme de Rellich, 'injection de Vi, dans LP(£2) est compacte donc,
3550, Il < Flelh, ¥ € Vi (2.164)

d’ot
|A(w)|lLr@) < AC (2.165)
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Pour assurer que A(Z) C Z, il suffit de prendre R, = 7C*.

L’ensemble Z est un convexe fermé de L”(£2), de plus borné.

Pour montrer que A(Z) est relativement compact, on doit établir que pour
toute suite (A(u,)n>0 de A(Z) (c-a-d, il existe u,, € Z tel que v, = A(u,)),

on peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans L”(2). En effet,

(O, W M), 9 = A, ) + () = U(A(u,))

2.166
> [ o Am e, Vo€ Vi, (2100
)
en utilisant le méme raisonnement que dans (2.134) on obtient

ou C* indépendamment de n.
Donc, la suite (A(uy,)),>0 posséde une sous-suite notée encore (A(u,))n>o €t

il existe P € V,,;, tel que
A(u,) — P faiblement dans V7, .
Par I'injection compacte de V.~ dans L”(€2) on obtient

A(u,) — P fortement dans L"(Q),

ce qui montre que A(Z) est relativement compact.
Reste & montrer que A est continue. En effet, soit (u,),>o une suite dans
L?(€2) qui converge fortement vers u quand n — +o00. On doit donc montrer
que

A(u,) — A(u) dans LP(Q). (2.168)

Montrons que 6,,, — 6, faiblement dans WFI;‘@FL(Q). En effet, on a

B(y,, w) = Ly, (0u,,w), Yw € WL (Q). (2.169)
On prend
. 1
w = ¢(0y,) = Szgn(@un)<1 — m), ¢ >0,
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dans ’équation (2.169) on obtient

¢ [ Ktk [[(Aw) +6)- V060, ds

(14 |y,
= [ 200, (a0 + GID(A) + G)Po(Bn,) d
Q

+/Q7‘(¢9un)¢(9un)dx+/wﬁbgb(@un)da:',

ou

f,, (Guna u, + G) = (b, 0, + G, ’D(A(un> + G)D

D’aprés ce qui précede (cf. (2.88)) on obtient

VO, | / Vo |
Kl g S
C/ [+ [0, 422 SFo | e, e &

d’aprés ce qui précede (cf. (2.89)) on obtient

/Q((A(un) + G) - Vy, )o(0y,) dx = 0.

‘ /Qzﬁun (O, , u, + G)|D(A(w,) + G)Pp(0y,,) dx

< /QQHun(@um u, + G)|D(A(u,) + G)P[¢ (0, )| dz,

avec (2.2) et (2.167) on obtient

[ 200, (0, 00+ G)D(Aw) + G)P d
Q

< 2 [|A(u,) + GHIl].p
< 201 ([|A(wn)[l1p + 1Gl1p)P
<21 (C* + [|Gl1p)P-

D’aprés ce qui précede (2.90) (resp. (2.92)) on obtient
‘ / w)6(0a,) de| < 19,
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et

/quﬁ(ﬁun)d:c" < Cylwl. (2.175)

Avec (2.170)-(2.175) on a

V6, |? c,
— " dx < 2.176
/ﬂ L+ 160, )57 ™= Chy (2.176)

ou
Co =2 (C* + ||Gl1.p)" + c1[82 + Cplw].

Maintenant, on fait les mémes calculs que pour obtenir (2.101) on obtient
aussl

10w, 1,4 < Cs, (2.177)

ou Cg indépendant de n. Avec (2.177), on déduit que la suite (6y, )n>0 est
bornée dans erimL (€2), donc il existe une sous-suite de (6y,, )n>0 notée encore

(O, )n>0 telle que
0w, =T faiblement dans Wi (Q), (2.178)

et
0u, — Y fortement dans L7((2). (2.179)

Les convergences (2.4), (2.179) ne suffit pas de passer a la limite dans
p(bu,, wn + G [D(A(a,) + G))

donc il reste une question ouverte. 0
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Chapitre 3

Probléme d’écoulement

instationnaire

Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a ’étude de I’écoulement non iso-
therme d’un fluide non-Newtonien incompressible et instationnaire avec la

condition de Tresca sur une partie du bord.

L’écoulement du fluide est dit instationnaire si les variables décrivant le mou-
vement dépendent du temps.

Les fluides peuvent étre classés en deux grandes familles :

— La famille des fluides Newtoniens (comme l'eau, 'air et la plupart des
gaz) qui ont une viscosité constante ou qui ne peut varier qu’en fonc-

tion de la température.

— La deuxiéme famille est constituée par les fluides non-Newtoniens
(quasiment toute le reste...le sang, le gel,...) qui ont la particularité
d’avoir leur viscosité qui varie en fonction de la vitesse et la tempéra-
ture. Par conséquent, le tenseur des contraintes n’est plus une fonction
linéaire du tenseur des déformations. Dans ce travail on considérera

que la viscosité dépend & la fois de la température et du tenseur des
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taux de déformations. Ensuite, on va supposer que la viscosité dépend

de plus de la vitesse.

Il s’agit donc de démontrer, pour un écoulement donné ’existence et 1'unicité

de la vitesse et de la pression.

Le plan de ce chapitre est comme suit :

Nous commencons par introduire les équations qui gouvernent cet écoule-
ment, ainsi que les conditions aux limites et initiales. On considére le pro-
bléme instationnaire décrivant dans un domaine borné QC R?, le mouvement
d’un fluide non-Newtonien incompressible et non isotherme. Ce probléme est
déduit des lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement.
Ensuite, on établit la formulation variationnelle de ce probléme. On étudie
I’existence et I'unicité de la solution de l'inéquation variationnelle parabo-
lique associée a ce probléme. Pour cela, on approche le probléme variationnel
parabolique par un probléme variationnel elliptique, on utilise la notion des
semi-groupes [21] : On montre 'existence de la solution du probléme varia-
tionnel elliptique en appliquant la méthode de monotonie [56], puis on passe
a la limite pour obtenir une solution faible du probléme variationnel para-
bolique, on démontre également 'unicité de la solution obtenue. Ensuite, on
montre 'existence et I'unicité (& une constante prés car 2 est connexe) de la
pression en utilisant le théoréme de De Rham |[78|. Lorsque la viscosité dé-
pend de plus de la vitesse, on traite I’existence de la solution par le théoréme
de point fixe de Schauder [45].

3.1 Position du probléme

On note x = (71, 75, v3)€ R?, le domaine 2 est donné par

Q={(z,23) €R®, 2/ =(1;,m13) Ew et 0<z3<h(z)}

La frontiére de Q sera notée 90 =wUT; UT, avec

— Iy la surface supérieure d’équation z3 = h(z’) ot h est une fonction
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continue lipschitzienne vérifiant
Elho,hl eR 0< h() < h(l’/) < h;.

— w un domaine borné de R? qui constitue la surface inférieure du do-

maine 2 et sa frontiére est lipschitzienne.

— I'y, la frontiére latérale.

On désigne par o = (0;;)1<i ;<3 le tenseur des contraintes défini par
oij = 2u(0, | D(v)])di;(v) — 76y, (3.1)

ou

1 sit=y,
0ij = L,
0 sii#j,
est le symbole de Kronecker, v : Qx]0,T[— R3 est la vitesse du fluide, 7

sa pression, 6 désignant sa température est une donnée du probléme, 1 sa

viscosité. On suppose que cette derniére est définie sur R x R, et vérifie
o, ER: 0 < pg < p(u,a) < pg, V(u*,a) € RxRy, (3.2)

la fonction @~ p(., @) est continue et monotone sur  R. (3.3)

On note D(v) = (d;j(v))1<ij<s le tenseur des taux de déformations donné
par
dy(v) = 5@+ Bivy) 105 <3
et
D(v) : D(v) = di;(v)di;(v) = [D(v)]?,
ot |D(v)| est la norme euclidienne de D(v).

8, 2% ou . et on util
ou 0;, — ou u’, et on utilise
0.CEZ‘ ‘ ot

la convention de sommation d’Einstein pour les indices répétés, ces indices

Dans toute la suite on note indifféremment

sont dit muets par exemple au lieu (>, a;b;) on écrit (a;b;).
Les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont

données respectivement ([31], [78], [59]) par le systéme :

% + div(pov) =0 dans Qx]0, T, (3.4)

85



Po (% +v- Vv> = div(o) + pof dans Qx]0,T7, (3.5)

ou
— [ =(f1, f2, f3) est le vecteur des forces extérieures donné,
— po :]0, T[x — R représente la densité du fluide.
Si la densité pg est constante (on prend py = 1), le fluide est alors incompres-

sible. La loi de conservation de la masse (3.4) devient

div(v) =0 dans Qx]0, 7. (3.6)
On néglige le terme de convection et on remplace o par son expression (3.1),
I'équation (3.5) devient

% — 2div(p(0, |D(v)|)D(v)) + Vm = f dans Qx]0, 7. (3.7)

Dans toute la suite de ce chapitre, avec la convention de sommation d’Einstein
on note

u-v=uv;, 1<1<3,

le produit scalaire de deux vecteurs dans R3.

Pour compléter la formulation forte du probléme, on rajoute les conditions
aux limites pour la vitesse v. Afin de donner les conditions aux limites pour
la vitesse sur la frontiére de (2, nous introduisons une fonction vectorielle

indépendante du temps g = (g1, g2, g3) telle que

/g-ndeO, g=0 sur I'y, g#0 sur I'y, g-n=0 sur w,
o0

ot n = (ny,n9,n3) = (0,0, —1) est le vecteur normal unitaire extérieur a w.
On suppose que la vitesse est connue sur (I'y UT') x]0, T'[, et vérifie la condi-

tion de Dirichlet homogéne et non homogeéne suivantes
v=0 sur I1x]0,T7, (3.8)

v=g& sur T['px]0,T], (3.9)

ou & est une fonction dépendant seulement de ¢ telle que
£0) =1. (3.10)
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On définit les composantes normales et tangentielles v, et v, de la vitesse
par

Up = UV -N = U;iny;, Ur, = U; — Upny.

On suppose qu’il n’y a pas de flux a travers w donc la composante normale

de la vitesse est nulle

v-n=>0 sur  wx]|0, 77, (3.11)

par contre, il y a du frottement, c’est a dire que la composante tangentielle

v, de la vitesse est inconnue et satisfait la loi de Tresca [31]

ol =k=3A>0 v, =s— Ao,

‘O’ | <k=uv.=s } sur CUX]O,T[’ (312)

ou
— s est la vitesse cisaillement de la surface w dépendante de t et x,
— v, est la vitesse tangentielle dépendante de t et x,

— o, la composante tangentielle de on donnée par
Or, = 0451 — OpTy ou On = 041Ny,

— k est une fonction strictement positive dépendante de ¢t et x appelée
le seuil limite pour cette contrainte tangentielle.

La loi de Tresca suppose que ce seuil est connu et on a
lo-| <k sur wx]0,T7.

On adopte la notation
v(t) : Q=R

r+— v(t)(x) = v(t, x),
et on rajoute la condition initiale
v(0) =vy dans Q. (3.13)
On suppose que vy € (H'(£2))? telle que

div(vg) =0 dans €, ©vy=0 sur Iy, vgy=g sur Iy,
(3.14)

vg-n =0 sur w.
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Pour nous ramener a la condition aux limites de Dirichlet homogéne sur
(I'y UTL)x]0, T et la condition initiale nulle dans 2, nous procédons a un

changement d’inconnue, on pose :

U =1v— . (3.15)
La relation (3.1) devient
Gij = 2p(8, | D(U 4+ vo€)|)di; (T + vo€) — w65 (3.16)
On réécrit (3.7) sous la forme
v, — 0o = fi, i=1,2,3, (3.17)
donc, de (3.15) on a
v, — 0;6, = f;, i=1,2,3, (3.18)
o T, = fim Po(wo).

De (3.14), la loi de conservation de la masse (3.6) ne change pas, elle s’écrit :
div(v) =0  dans Qx]0, 7. (3.19)

Nous avons une nouvelle condition aux limites de Dirichlet homogéene sur
(Fl U FL)X]O, T[
=0 sur (I'yUIlL)x]0,T]. (3.20)

La condition aux limites pour la composante normale sur wx|0, T ne change
pas, elle s’écrit :
v-n=0 sur wx]0,T]. (3.21)

La condition aux limites (3.12) devient :

6, =k=3A>0 T, =3— Ao,

6, <k=>7,=3 } sur - wx]0,T7, (3.22)

ou s = s — vpé.
De (3.10) la condition initiale (3.13) devient

0(0) =vg — 1p€(0) =0 dans €. (3.23)

88



3.2 Formulation variationnelle

On reprend les mémes notations du chapitre 2 (X = X?) et on considére

les sous-espaces vectoriels des fonctions de H' () suivants
Vo={poceH'(Q); =0 sur TZUT, et ¢-n=0 sur w},
Voaiv ={p € Vo;  div(p) =0 dans Q},
Hy i = {0 € Hy(Q);  div(p) =0 dans Q},
Vi, ={p e H'(Q); ©=0 sur T},
et on pose
L3(Q) = {u € L*(Q); / u(z) dx = 0}.
On définit I'espace suivant : )
Y ={6 = (Gijhzijes € (LX(Q))°,  div(5) = (9;61)1<i<3 € L*(Q)}.

Maintenant, on donne les sous-espaces vectoriels des fonctions de L?(2) sui-
vants (voir [46], [78])

BE(Q) = {¢o € L*(Q); div(y) € L*(Q)},

Eo(2) ={eo € E(Q?), o-n=0 sur 00Q},
et
H = {1y € Eo(Q);  div(yp) = 0}.
Les normes des espaces de Hilbert L?(Q2), E(Q) sont données par

1 1
2 . 2
ol = ([ 1P de)*, oz = (1ol + Idi0) )"

H est un sous-espace vectoriel fermé de F()) et est muni de la norme de
E(Q) (voir [46]), donc par définition

ol = vl @)

Les normes des espaces de Banach H(l)(Q), Vo.divs Vo, H&. divs Vo, sont définies

[ (/Q|VU|2dx>%.
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On définit I'espace suivant
T
POTB) = {uw: 0T) 5 B, [ Ju(o)lfydt < oo,
0

muni de la norme

1

T 1

2

o = ([ Il dt)”
0

ou B est un espace de Banach.
Pour la formulation variationnelle du probléme (3.18)-(3.23), on rappelle le

lemme suivant (voir chapitre 2)

Lemme 3.1 La condition de Tresca (3.22) est équivalente a la relation sui-

vante
6, <k, (U,—35) -6, +klo;,—35=0, sur wx]0,T]. (3.24)

Remarque 3.1 Soient Xo = Vogin , X =X'=H , X =V 4, on sait que
les injections de Xy dans X et X dans X; sont continues et denses [46].
Sip e L*(0,T; Voai), et @ € L*(0,T; Vo.din) donc on peut dire que la fonc-
tion @ € C([0,T); H) quitte a modifier @ sur un sous-ensemble de mesure
nulle de [0,T] (voir 78] page 261 ).

On a C([0,T); H) C C([0,T]; L*(%)).

Probléme 3.1 Soient f € L*(0,T; L*(2)), k € L*(0,T; L% (w)), p vérifie
(3.2) et (3.3), 0 € L*(0,T; L*()), s € L*(0,T; L*(w)), £ € H*(0,T) vérifiant
(3.10) et vy € H'(Q) wvérifiant (3.14). On cherche © € C([0,T];L?(Q2)) N
L*(0,T; Vogin) avec 0 € L*(0,T; V] 4), €t m € H10,T; L3(Q)), vérifiant

linéquation variationnelle parabolique suivante

o, - T _ B
<§(U’ 19)L2(Q)7X>D/(O,T),D(O,T) —i—/o (a(@; U,0%) — (, dw(ﬂ))x) dt

T T
e — T  — - = N 3.25
[ (im0 - i) dez [ GO, (3.25)
0 0
Vi eVy Yy eDO,T),

et la condition initiale (3.23),
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ol (., )2y (resp. (.,.)) désigne le produit scalaire dans L*(Q) (resp. dans
L*(Q)), <., > représente le crochet de dualité entre D(0,7) et
D/(0,7),D(0,T)
D'(0,7),
Vo - R

VIO . ~
B HJ(t,w)Z/klso—S\dm’,
et
VWwxVo—R
a0;.,.): { (W) = a(l;u,v)
— [ 200, ID(u+ ) + o€y (0}
0
Proposition 3.1 Le probleme fort (3.18)-(3.23) conduit au probléme 3.1.

Preuve. Supposons les solutions U, m du probléme fort (3.18)-(3.23) suf-
fissamment réguliéres, par exemple la fonction © € L?(0,T;H'(Q2)) avec
v € L*0,T;L*Q)), # € L*0,T;L*(Q)) et 6 € L*(0,T;Y). Alors, pour
VeV xe D(0,T), on multiplie I’équation (3.18) par J¥, on intégre sur €2,

puis de 0 a T" et on utilise la formule de Green. Il vient

T T T
0 Q 0 Q 0 o0
r (3.26)
= | Gyt

Pour tout 9 € Vo on a zi =0sur I'y UT'; alors
[2)9] w

Observons que o;;n; est la i-éme composante du vecteur on, qui peut étre
mis sous la forme 6n = 6, 4+ d,n avec 6, = (6,,,0r,,0.,) et 6, = dn-n, d’oi

oijn; = 05, + opn;. En utilisant cette égalité, on obtient
Pour tout o € Vo on a 15,711 = ( sur w alors

/5}](@1)%)”] d:c’:/c}n(@,f() dl‘/,

w
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et (3.26) devient

T
/ /mmmw+/L/@@@@Mﬁ:/ /%@@mw
Q 0 w

(3.27)
/0 (f D)y @)X dt.

Introduisons a présent la condition de Tresca (3.22). Pour cela on ajoute aux

deux membres de (3.27) le terme

T
/ /k(|v+19>2— 5| — [0 — 3]) da dt
0 w

d’on
T R T R
o Ja o Ja
T ~
—|—/ /k’(|U—H9)2—§| — v — §|) da’ dt (3.28)
0 w
T T
— [ Gdpardi+ [ ad
0 0
avec

A - / 5., (Di%) + k([0 + 9% — 3 — [0 — 3]) da’

_ /571,(@1- b B — 51) + 6 (5 — Ti) + k(T + F% — 3] — |7 — 3]) do.

Montrons que A est positif. On déduit de (3.21) que T = T, sur wx]0, T, et

d’apreés le lemme 3.1, le terme A devient

A= / (T 49X — 3) + k[T + 0% — 3|) da

Or &, - (T+0Ix —3) > —|6.||[v+0x — 5, et |6,| < k sur wx]0, T, il s’ensuit

que

G- (T4 DY —8) + k[T + 9% — 5] > 0 sur wx]0,T].
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Donc A est positif, et (3.28) devient

T T
/ / Ty de dt + / / G:;0;(05%) dx dt
/ / ([T + 0% — 3| — |0 — 3|) da’ dt
_/ (f. D)2y X dt.
0

En remplacant &;; par son expression (3.16), nous obtenons l'inéquation

variationnelle suivante :

/ /vﬁlxdxdt—l—/ /Q/LH |D(T 4 16€)|)dij (T + v0€))0; (95X dax dt

—/ /wdw(&)wxdw/ /k(\6+1§§<—§]—\6—§|)dm’dt
0 Q 0 w

T
> / (fs D)z x di.

0
U

Dans toute la suite de ce travail on considére 'opérateur A : L0, T; Vo ain) —
L*(0,T;Vy 4,), qui a u € L*(0,T; Vi ain) associe Au défini par

T
A7) / a0 0, P)dt, Vg € L2(0,T: Vias),
0

ou [.,.] désigne le crochet de dualité entre L*(0,T; Vo.ain) €t L*(0,T; VY 4i)-

On note < .,. >y . le crochet de dualité entre Vj gy €t Vj 4, €t

0.div> "0
T
J(@) = / i(LP) At VB € L2(0,T: Vo). (3.29)
0
Dans toute la suite de ce chapitre, par abus de notation, on note encore
_ 0&
- _Lv )

ou L,, est une forme linéaire continue définie par
< Ly, ¢ >xrx= (V0 P)12() Vo € X,
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ol X = Vhaiw ou Vp .
Avec ces notations on introduit le probléme qui s’obtient de la méme fa-

gon que le probléme 3.1 mais on multiplie ’équation (3.18) par p — T €
L2(0,T; Viy.ai) au lieu 9%.

Probléme 3.2 Soient f € L*(0,T;Vy 4.), k € L*(0,T; L3 (w)), p vérifie
(3.2) et (3.3), 0 € L*(0,T; L*()), s € L*(0,T; L*(w)), £ € H'(0,T) véri-
fiant (3.10) et vy € H'(Q) vérifiant (3.14). On cherche v € C([0, T]; L2(Q2))N
L*(0,T; Vo.ain) avec T € L*(0,T; VY 4,) satisfaisant inéquation variation-

nelle parabolique suivante

v, % =]+ [Av,p = 0] + J () = J(0) = [f, ¢ =],

(3.30)
Vo € L2(0, T; %.div)a

et la condition initiale (3.23).

3.3 Résultats préliminaires

Lemme 3.2 Sous les hypothéses (3.2), (3.3) l'opérateur A est borné, hémi-

continu et monotone.
Preuve. Soit (,p) € (L*(0,T;V))?, de (3.2) on a
W00 P) = | [ 20610+ )5 + )y (7) ]
< 2 [ (@ + ) l:7)] da
< 2 [ 1y @Id@)] de+ 201 [ el @) de
Puisque £ € H'(0,T) C C([0,T]) avec injection continue on a
Je>0, [E@)] <c Vte[0,T]. (3.31)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski et (3.31), on

94



obtient

a(6;7, )]

VAN
[\
RS
:o\
VS
&
<.
e
T
N——
[ SIS
/
=
S
—
&
S
N—
[ I
QL
&

IN
[\
=
—
/N
&
2
S
N—
/N
]
&
<l
S
N—
IS
&

d’out

la(6;0,9)] < 2#1(/9|VU|2d:U>;</Q|v@2d$>§

N 2,ulc</Q|V¢|2dx>é(/Q\Vvoﬁda:y,

donc,

1a(0;0,9)] < 2 ||0|12]|P 1.2 + 2pacl|voll12l|P]l12. (3.32)
D’autre part, pour tout (v,%) € (L*(0,T; Vo.ain))?, on a
T
ol = | [ avg)a]
0
T
< / a(6:7,)| dt
0
T T
< o [ olhallhade+ 2melnlia | 9l
0 0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz en temps, on obtient

|[Av, &]|

201121 220,70 as) 10 20,7V a10)

2p1cl|voll 12l 21 (0,730 aie)

IN 4+ A

21 H@HLQ((LT;VO.di’U) |Ul| L2(0,T;Vo.div)

2[1,1Cﬁ||,u0||1.2||¢||L2(07T§V0Adiv)’

+
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donc

1A, @] < 2 (101 20,715 ) + VT 0oli2) @l 20700 )5 (3:33)
d’ou

|47

_ < 2t (|19l 22 07:v.a00) + VT |vo]l1.2),
720 1Pl 20,130 a0

alors

AT 20,1v7 . ) < 2000 (|01 220,735 i) T+ VT |vg|1.2), (3.34)

ce qui montre que A est borné.
Pour montrer que A est hémicontinu, il faut montrer que pour tout u, v, w €
L*(0,T; Vi.aiv), la fonction :

a; : R—=R
A= ai(A) = [Alu+ ), w)

est continue. On a

T
() = / / 2016, |D((1 + M) + vo€) ) D(( 4+ M) + vo€) : D(w) da dt
o Ja
D’aprés (3.3) et pour presque tout (¢,x) € [0,7] x Q la fonction
A= S(A) =2u(0, | D((u+ Av) + ve€)|)D((u + Av) + v€) = D(w)

est clairement continue sur R. Soit (\,),>0 une suite convergente vers A dans
R, alors S, := S(\,) € LY0,T; L)) et S, converge vers S(A\) quand
n — +oo dans L'(0,7T; L*(Q)). En effet, la suite (\,),>0 étant bornée, il
existe M > 0 tel que |\,| < M, pour tout n > 0. Ainsi

|50l

IN

2401| D{(1 + Au) + 00€) : D(w)|
201(|D(w)| + Al [D(0)] + I€][ D (o)) D(w)|
21(|D(w)] + M|D()| + ¢| D(vo)])| D(w)|

IA

IA

d’out
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[Snl <G =2 (ID(w)[[D(w)] + M[D(0)||D(w)] + ¢|D(vo)|[ D(w)]),

comme G € L'(0,T; L'(2)) et est positive, par le théoréme de la convergence
dominée, on en déduit que S(A\) € L*(0,T; L*(Q)) et

T T
lim / /Sndxdt:/ /S(/\)da:dt,
n=too Jo  Ja 0o Ja

lim a;3(A\,) = ag(N).

n—-+o0o

c-a-d

L’opérateur A est donc hémicontinu. Pour la monotonie de A, on doit établir
que
[Au — Av,u —v] >0 Yu,v € L*(0,T, Vo.aiv)-

En effet,

[Au— Av,u —v] = 2 w(0, | D(u + voé)|)dij(u + vo&)d;;(u) dz dt

N

O\o\ﬂo\»o\»
S—— 5 5— 5—

(0, | D(u + vo)|)dij(u + vo§)dij(v) dx dt
(0, |D(v + vof)|)dij (v + vo§)dij(u) dx dt

w(0,]D(v + voé)|)di; (v + vof)d;j(v) dx dt,

d’on

[Au — Av,u — v]
T

=2 w18, |D(u 4 vo)|)dij(u + vo€)d;j(u + vo€) d: dt
0o Jo

T
2 [ [ 01D+ )+ o€y (en) e
0

2

T
2/ w18, |D(u 4 vof)|)dij(u + vo€)d;j(v + vof) d dt
0

2

T
2 / (0, | Dt + 008) )iy (1t + o) sy (o€ i dit

D
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|
)
~

(0, | D(v + vof)|)dij (v + vo§)dij(u + vof) dx dt

S

S—— — 55— 55—

(0, [D(v + vo&)|)dij (v + vo&)dij (vo§) da di

+
S— S S— —

N

(0, [ D(v + vob)|)dij (v + vo)dij(v + vo§) da dt

+
[\

|
)
~

10, [D(v + vo&)|)dij (v + vo&)dij(vo§) d dt
qui se simplifie en

[Au — Av,u — v]
T
_9 / / 10, 1D (1 + 00 sy (1 + 008 )iy (u + vo8) dar it

T
2/0 1(0, | D(u 4+ vo€)|)dij(u + vo&)di; (v + vof) dx di

o)

T
2/ 1(0, | D(v + vo€)|)dij (v + vo€)di; (u + vo€) dx dt
0

)

T

+2 1(0, | D(v + voé)|)dij (v + vo€)di; (v + vof) da dt.
0

o)

Du fait que

dij(u +vo§)dij(v + vo€) = D(u + vo€) : D(v + vpf)
(3.35)

< [D(u +voé)||D(v + veé),

on obtient
T
[Au — Av,u — v] 22/ /,u(e,|D(u+vof)\)|D(u+Uof)\2d:cdt
o Ja
T
2u(6. D D 2dxd
[ [ 206100+ DD + )

2 [ [ (61Dt + ) + 16, 1D + o))
X | D(u + vo&)||D(v 4+ vo)| dz dt.
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Maintenant puisque
2|D(u + voé)||D(v + vo€)| < [D(u + voé)|* + D (v + vo§) %,
on a

Au vl = [ [ (610004 w6l - 00 100+ ne))

(1D +v§) = [D(w -+ vog)?) dev

X

donc,

Au— =] = [ [ (61004 we) - 00100+ wne))

(ID(u+v8)] = 1D +1e8)1)
<|D(u +vo€)| + | D(v + u0§)|> dz dt.

X

X

De (3.3), on tire
[AU — AU, u — U] 2 07 vu) v E L2(07 T) %.div)a

ce qui montre que A est monotone.

3.4 Probléme intermédiaire

I1 est utile d’introduire une notion de solution "plus faible" que la notion
de solution de I'inéquation variationnelle parabolique (3.30), ne faisant pas
intervenir la dérivée en temps de la fonction v.

On pose pour cela
¢={p € L*(0,T: Vo) : @ € L*(0,T;Vygs,),  B(0) =0}

Pour tout ¥ € ¢ on a



D’autre part

| ®

(1% = DllEz():

N | —
.5}

— = = — _
<P —Uv,p—v >V0lAdw7V0.div7

t
et

T
[ -7, 5 -1 = / <P =0, 0=V >y, Vo, db,
0

d’otu, pour tout p € ¢

_ _ L. _
7 -7,7-1 = B(T) — oD e

1. i (3.37)
—5112(0) = 9(0) [[z2(0) = 0.

=0
De (3.30) et (3.37), 'équation (3.36) conduit & l'inéquation variationnelle

parabolique "plus faible" suivante

@, % -0+ A0, -]+ J(?) - J(0) 2 [[. -7] Vg€
Donc, on considére le probléme "faible" suivant :
Probléme (Py)
Soient f € L*(0,T;Vy yin)s k € L*(0,T; L2 (w)), p vérifie (3.2), (3.3), 0 €
L2(0,T; L*(Y)), s € L*(0,T;L*(w)), ¢ € HY(0,T) vérifiant (3.10) et vy €
H'(Q) vérifiant (3.14), trowver © € L*(0,T; Vy.ai) vérifiant

@7 -0+ A0, e -0+ J(p) - J(0) 2 [/, 5 -7] Voeo. (338

3.5 Résultat d’existence pour le probléme (P)

Dans cette section on utilise une approximation de la dérivée en temps
qui permet d’approcher le probléme variationnel parabolique intermédiaire
(Py) par un probléme variationnel elliptique (cf dans [56] page 227).

En notant K := L(0,T; Vo), K' == L*(0,T; V] ..), H = L*(0,T;L*())

avec

KcHcCK.
d
On prend A = o on a
i e Pt) =t —h) T —5S(h)_
Ap(t) = lim 3 = lim ————5(t), (3.39)
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ou h +— S(h) est le semi groupe dans IC, H, K’ (cf dans [56] page 230) défini
par
0 si t<h,

B(t—h) si t>h. (3.40)

S(h)p(t) = {
Notons
X = L*0,T; E), E = Vyaiv, L*(€2), V4 gio-

Montrons que S(h) est une contraction dans X. En effet, la norme de S(h)

est donnée par
jae.
ISl ccxy = sup L2IZx (3.41)
z20  |[@lx
Si h =0, on a S(0) = Id, donc on obtient
1S(0) |z = 1.

Si h >0, on a de (3.40)

T

Isoplx = ([ Isopaia) = ([ iwe-miga)’

On pose t =t — h, on obtient

T—h R R % T B R %
Iswels = ([ @) < ([ 1ROl d)° = s,
d’ou
|S(h)2llx < [[@llx, (3.42)
de (3.41), (3.42) on trouve
IS0 e < 1.

Toutes les conditions de la définition 5.22 (voir chapitre 5) sont vérifiées pour
la famille (S(h))n>o avec X = K, H, ou K'. En effet
(1) Pour tout t € [0,7], € X on a S(0)p(t) = p(t) alors S(0) = Id.
(2) Montrons que pour tout € X on a

(S(h1) 0 S(h2))p = S(h1 + h2)p,
c-a-d, pour tout t € [0, 7]
S(h1)(S(h2)®)(t) = S(h1 + ha)p(1).
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Notons ¢ = S(h2)®, on doit donc vérifier que
S(h)(@)(t) = S(ln + ha)ip(t) V¥t € [0,T],
ou

si t < hy,
si chl,

SUn)(@)(1) = { i

et

_ 0 si t<h1+h27
S(hy + ha) (1) =
( 1 2)90() {@(t—fh—hﬂ si t> hy+ he.

On a ¢ = S(hy)p définie par

si t< h2,

) 0
)= { Bt —hy) si t> ho.

Cas 1 :t > hy + hg, montrons que S(hy)(p)(t) = B(t — hy — ha),
sit>hy+hgonat>hy (car hy > 0) donc

S(h1)(@)(t) = ¢(t — h1) = P(t — hy — hy),

(car t — hy > hy).
Remarquons que : si hy = 0 on a S(hy) = Id et le résultat (1) est
immeédiat.
Cas 2 : t < hy + hy, montrons que S(h1)($)(t) =
Cas 2.1 : t < hy alors S(hy)(9)(t) = 0.
Cas 2.2 : hy <t < hy + hy alors S(hy)(©)(t) = ¢(t — hy) =0,
(car t — hy < ha).
(3) Soit @ une fonction dans X. Comme C,(0,T; E) est dense dans X
(cf. [22] chapitre 1), pour tout € > 0, il existe B, € C.(0,T; E) telle
que ||p, — P||x < 5. Ainsi

1S(he —2lx = IS)@-2) — @ —2)+ S(h)e. — Pcllx
< IS()(@ —2)lx + 112 = @cllx + 15(h)P. — @cllx-
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De (3.42) on trouve

1S(Me —2llx < 27 —Blx + 1S(h)P. — Pllx
2¢ L
< T+ Is0)p. - Bl

La fonction p, est continue a support compact c-a-d, il existe [ac, be] C
10, T tel que
P(t) =0, Vt¢acb.

Donc, pour tout h €0, a.[ on a
p.(t)=0, Vtel0,h]. (3.43)

De (3.43) on obtient

1

stz ~zdx = ( ISz ~ B0 )’
= ([ 1ot m-ml )

d’ou
T—h %
stz -l = ([ o) -t + miE ). @
0

D’aprés le théoréme de Heine la fonction @, est uniformément continue
(car continue & support compact) c-a-d, pour tout ¢ > 0, il existe
do(€') > 0 tel que pour |t —t| = |h| < do(€),

1B.) — B¢ + 1)l < €.
d’on
T—h
/0 1B.() — Bt + W% dt’ < (AT — ),
donc

/0 ) — B+ WAt < ()T (3.45)
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De (3.44), (3.45) on obtient
IS(Me. —Bellx < €VT.

On choisit € = on trouve

€
3VT

[1S(h)pe —@llx <

Wl o

Ainsi, pour |h| < do(€), on a
15(h)e —9llx <e
En d’autres termes
|S(h)g —pllx =0, quand h — 0.

Le générateur infinitésimal de (S(h))n>o est —A.

Dans toute la suite de ce travail on a ¢ = KN D(A, K') d’aprés [56] page 269.
Montrons que 'opérateur A et K sont compatibles (cf. [56] page 269) c-a-d,

Vo € K, il existe une suite régularisante (U,);en € ¢ vérifiant

lim 7; =7 dans K, et, limsup[A7;,7;, —7]<0.
J—r+oo j—+oo

Proposition 3.2 Le sous-espace vectoriel K et le semi groupe S vérifient

Uinclusion sutvante

S(hK c K, Yh>0.

Preuve. On a S(h)K = {@ telle que Jy € £ vérifiant 3 = S(h)y}.

Si h = 0, I'inclusion est évidente puisque S(0) = Id.

Sih>0,onapeSh)K c-a-d, il existe y € K tel que avec (3.40) on ait

B 0 si t<h,
o(t) = S(h)y(t) = { y(t—h) si t>h.

On donne 'ensemble suivant

E, = {tel0,T]; y(t) & Vouin}
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|E,| := mesure(E,) =0 (car y € K = L*(0,T; Vo.aiv))-

Maintenant, on montre que
?(t) € Voaw pp t€0,T]
c-a-d on montre que
|Eol = {t € [0,T]; 2 ¢ Voan}| =0.
On a

{tehT]; @(t)=ylt—"h)¢Z Voa}
{t'el0,T—hl; yt') ¢ Vo)
E,N[0,T — hl,

AS

donc |Ez| = |E, N[0,T — h]| < |E,| =0, alors
|Egl = 0,

d’ou, le résultat.

D’autre part, on a

T
/ 1B, dt = / Lyt — W2, . di
T—h
_ / L), dr

T
< / (IR, .. dt = Iyl
comme y € K donc p € K. On déduit que
S(WK C K, Yh>0.

(|
D’aprés le théoréme 9.1 [56] page 270, la propriété (3.46) est donc vérifiée.
On fait un raisonnement analogue & celui du théoréme 9.2 de [56], mais la
différence dans ce travail est que 'inéquation variationnelle "faible" (3.38)
contient la fonction convexe J due a la condition aux limites de type frotte-

ment de Tresca sur w.
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Théoréme 3.1 On suppose que les hypothéses (3.2), (3.3) sont satisfaites,
alors pour f € L*(0,T;Vy ), k € L*(0,T; L% (w)), 0 € L*0,T; L*()),
s € L*(0,T; L*(w)), € € HY(0,T) vérifiant (3.10) et vo € H' () vérifiant
(3.14), il existe v € K solution de linéquation parabolique variationnelle
"faible" (3.38).

Preuve. On approche le probléme variationnel parabolique "faible" (Pg) par
une suite de problémes variationnels elliptiques.
Pour cela, on approche la dérivée en temps comme dans (3.39) et on considére
la suite de problémes variationnels elliptiques dépendant du parameétre h > 0
suivante :
Trouver vy, € K telle que, pour tout p € K
I —S(h)
—

La fonctionnelle J est convexe et propre.

U0, = T) + (AT, B = Tl + (@) — J (@) 2 [F, 7~ Tul. (3.47)

La fonctionnelle J est lipschitzienne. En effet, soient u, v deux éléments de

IC, on a

J(u) — J(v)] = )/OT/UJk(|u—§|—|v—§|)dx’dt

T
< / / |k||u — v| d’ dt.
0 w

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps, on trouve

|J(u) = J(v)| < ||k||L2(O,T;L2(w))||U - U||L2(O,T;L2(w))'
En utilisant la continuité de 'application trace de H*(Q) dans L*(99) on
obtient
Iy >0, ||u||L2(O,T;L2(w)) < Allullk, (3.48)

donc
| J(u) = J(v)| < ANkl 2072200 1w = vk, (3.49)

ce qui montre que J est lipschitzienne. Alors elle est continue donc elle est
semi-continue inférieurement sur K.
Définissons 'opérateur B de K — K’ par
I—S(h
1=

- T+ Av = Bu.
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L’opérateur B est pseudo-monotone. En effet, d’aprés le lemme 3.2 et la

proposition 2.5 [56] page 179 opérateur A est pseudo-monotone.

1—5(h)
h

u,v,w € K, la fonction

Pour montrer est hémicontinu, on doit montrer que, pour tout

- S(h)

agz)\r—>a2()\):[ .

(u+ )\U),w}

est continue sur R.

Soit (A )n>0 une suite convergente vers A dans R, alors

- S(h) z—smhﬂd+k41—sm)

a20) = [ o Ao w] = [ h

v,w|,

converge vers as(A). On déduit donc que 'opérateur est hémicon-

1—5(h)
h

- S(h)
h

tinu. Pour la monotonie de , il faut montrer que pour tout u,v € IC

[I_fm%kzpyﬂmuu—v}ZO (3.50)

Comme S est une contraction dans H, on a

[I S(h // [ 5 wdzdt >0, (3.51)

S(h) I—S(h

et puisque 'opérateur est linéaire on déduit que — est mo-

f—am

notone.

De plus l'opérateur est borné. En effet, on a

2wl = [ [ () v

< / /‘I S |v\dmdt
< / [ el + 150y do
< %(ATlJMWthﬁ+AT[JSMMMdeﬁ»

en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

[ -

1
- = (Il + ISl
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de (3.42) on obtient

I—S(h 2
[F=2 00| < 2c2ulielol.
ou C; désigne la constante de I'injection continue de I dans H.
Donc,
1-S(h)
[=]] o

sup ————— < =C7[lullx,

w0 vllc h
d’ou

=

S0, <Gl

2
ou C, = EC’Q D’ot le résultat.
I—S(h)

Comme A est pseudo-monotone,

(3.52)

monotone, hémicontinu et borné

d’aprés la remarque 2.12 [56] page 189, on en déduit que l'opérateur B est

pseudo-monotone.

On réécrit I'inéquation variationnelle (3.47) comme suit

[Bm,@—m} +J@) - J(on) > [f.e -1, VpeKk.

(3.53)

Pour appliquer le théoréme de la monotonie [56] page 251, il reste & montrer

que B est coercif c-a-d

0, € K tel que J(U,) < o0,

o - [BU, T —v,] + J(U) o
[Bllc—+oo [l '
Or
[Bo, 7 -0+ J(U) = [AU,U—1,]+ J(D)
s [0 -n) m-w)
v [0, 5]
> [Av, v —7v.]+ J(D)
I —S(h)_
— - Uy, (Uy — v)}




De (3.52) on trouve

Bu, v —v,)+J(0) > [AU,0 -1+ J(D)
HI—S(h)
h

Uy

. =7l
[AT,T —1,] + J(0)
— Cul[vilclo. —olix
[AT,T —1,] + J(0)
Chl[oullic(ITxllx + 1oll)-

v

v

L’opérateur A est coercif c-a-d
0, € K tel que J(U,) < o0,

et
, [AT, T — 1, + J (V)
lim — =+
]l —+oo 19|

En effet,

AD, 5 — 7] = 2/0 /QM(Q,]D(U+v0§)|)|D(§—U*)\Qd:cdt

+ 2/0 /QM(G,]D(6+v0§)|)D(U*+UO§):D(U—U*)d:cdt.

Pour T € K, de la positivité de la fonction J, (3.2) et (3.33), on obtient

T
[AU, 0 — v, + J(U) > 2#0/ /\D(E—U*)yz‘dazdt
0 Q

= 2u(vllx + eV Tlvoll12) D2 =l

En utilisant I'inégalité de Korn, il existe C; > 0 telle que
luli2 > Chllullr2, Vu € Vry,

ou

2, = / D(w)P da.

109

(3.54)



On trouve

T
AT, T —T] + J@) > 2Cu / 17— 025 dt — 7, — Tl
0
= 2 uolo — Bl — &7 — Tl

> 2C} oo = Tullx — ([Tl + I1Tllc),

ot ¢ = 21 ([T, ]| + eVT||vo|12). Avec Vinégalité de Cauchy-Schwarz

20 oo - oulle = 2CTmo([1llk — 20@lclo-llk + [[7-1%).

d’ou

[AT, T —1,] + J(0)

I .
> 202, oIk — 21[lllID I + ol ([l + [7ll)

iy [0l
Ainsi

[AT,T —1,] + J(0)

im — =
[ollc—+oo 0]l

Ce qui montre que A est coercif. Donc

Bu,v — v, + J(U

Bo.o v+ JO) (3.56)

im —
I5c—+00 9]

Par application du Théoréme 8.5 [56] page 251, on conclut que (3.47) a au

moins une solution U, dans K.

I1 en résulte que la suite (Tp,)n~0 est bornée dans K. En effet, on prend p = 0
dans (3.47) on obtient

]_—:’(h)ﬁh, —Up | + [.A@h, —Uh] -+ J(O) — J(@h) > [7, —@h].

Avec (3.51) et la positivité de la fonction J

(AT, 04) < [f,Un] + J(0). (3.57)
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En utilisant (3.2) et I'inégalité de Korn (3.54) on obtient
awwmm>=:/émaMMM+m@D<m+u@ D(wy) da
Q
=‘/mmwme@Mmew
Q

N /Q 20(60, | D(0h + v06)|) D(wo€) : D(Ty) da

v

2C o[ TnI1 2 +/Q?u(97 [ D(©h + vo8)[) D(vo€) : D(Un) dar.

Avec (3.2) on a
| [ 200,15 + 09Dl D(E) o
_ /Q 2010, | D@ + v0€) )i (w0 )dss (T4 | da

< 2#1/ |dij(vo€)dij(Un)| dix.
Q

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski on obtient

| /Q 24(0, DT, + 1)) D (ot : D) da

< / (Z |di; (Vo) ) (Z |d;; (Th)] >;dx
ij=1 ij=1
< o [ (3 000 OF) (X @) ar
Qg h=1 ij=1
< 2,u1</Q|Vvo§|2dx>2(/Q|VUh|2dx>2
< 2pllvodl2l[Tall12,

d’ou

a(0;0n,Tn) 2 2CF pol[OnllY o — 2umvo]lr.2 | Tallr.2.

En utilisant I'inégalité de Young :

1
af < gon + 2—552, Vo, €R, Vo >0, (3.58)
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on obtient

Ctuo 13

pa l|voéll12l|Tnll1.2 < 1TRI13.2 + m!lvo£||?.2,
d’ou
2 2 N% 2
a(t; O, On) > Cipiol[Onl]f o — Cz—Hvoflh.z- (3.59)
1Mo
Donc

T
[Aﬁh,@h] :/ a(G;Uh,Eh)dt
0

2. o 12 i 2 ’ 2 (3.60)
> Clinllf: — g—lvollts [ ¢
D’autre part,
.ol < I llerllonll 2
< sl + 2wl
en remplacant ces termes dans (3.57) on obtient
Lo 2 L7 It N
5CitollTnllic = m”f“zc' + m”%”m/o €17 dt + J(0),
d’ou
[onll% < C, (3.61)
ou .
C = G171 + 2l [ 16t + 20 7(0)]

ce qui montre que la suite (Tp,)p=0 est bornée dans K.
On en déduit qu'il existe une sous-suite notée encore (T, )~ telle que, lorsque
h — 0 on ait :

v, =v dans K faible, (3.62)

et comme A est borné, on a

Av, — x dans K' faible. (3.63)
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Comme Ty, est solution de (3.47) on obtient

(=30 5] + mi 7 — 70 + I() — ) — [F. 7=
= []_Ts(h)m,@ - Uh} + [Avy, 7 — U] + J (@) — J(Th) — [f, P — Th)

+ T(@—@),@—m} > [I—TS(h)(@_m)’@_Uh )

d’ou avec (3.51)

[L0Ws 5] + 1457~ Tl + J(7) — J(@) = (.7~ Tl

VE € K.

(3.64)

On en déduit de (3.64) et (3.39), en prenant @ € ¢, et en utilisant les conver-
gences faibles (3.62) et (3.63) que

lim sup[ ATy, 7] < limsup ([
h—0 h—0

d’on
. _ . I-Sh)_ _ _ . _ _
lim sup[ ATy, T,] < limsup ([—g@, 0 — UhD + lim sup[ AT, | + J (@)
h—0 h—0 h—0
— liminf J(0y) — liminf|f, 5 — 03]
< [AB.7 7]+ [v. 7 + J(2) ~ liminf J(@a) ~ [F. 7~ 7).
Comme la fonctionnelle J est semi-continue inférieurement et convexe pour

la topologie forte, alors, d’aprés le corollaire I11.8 [21] page 38, elle est semi-

continue inférieurement pour la topologie faible c-a-d,
liminf J(vy) > J(0), (3.65)
h—0
donc,

lirhnj(l)lp[AUh,m] <Ap, 2 -7+ .7+ (@) — J(O) - [f,p—7], (3.66)

d’oul

lim sup[ ATy, Ty — ] < [A9, @~ 7] + J(@) = J(0) + [x — e —1]. (3.67)
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Or, comme T € K, il existe une suite régularisante (T;);en qui vérifie (3.46).

En posant la suite (7;);en & la place B dans (3.67), on obtient

lim sup[ ATy, U, — 0] < [AD;,0; — 0]+ J(0;) — J(©) + [x — f,U; — 7]

h—0
Avec (3.46) et la continuité de la fonctionnelle J on a
lim sup ATy, D, — 7] < 0.
h—0
Comme A est pseudo-monotone on obtient
111}}1 iglf[.AUh,Uh -9 > [Av, v - 7], VpeKk.
%
Mais d’aprés (3.64) on a

[Av, 0 —p] < liminf[Av,, D), — @]
h—0

VAN

=

=

=R
—

IN
é.
wn
=
T

d’ou
I—5S(h
[Av,v-9] < limsup {Aw, -] +J(7)
h—0 h
- hin_}(?f J(Ty) — h%n_}élf[f,ﬁ — Tp.

Avec (3.39), (3.65), et la convergence faible (3.62)
[Av, 7 -] < [Ap, -]+ J(9) - J(U) — [/, — 7],

d’ou

MG, — 1]+ [Av, 5 — 0]+ J(9) — J(0) > [/, — 1], Vpeo,

ce qui montre que T vérifie (3.38).
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3.6 Résultat d’existence et d’unicité pour le pro-
bléme 3.2

Dans cette section on va montrer 'existence et 'unicité d’une solution
forte au sens (3.23), (3.30).

3.6.1 Résultat d’existence

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, le probléeme 3.2 admet

au moins une solution.
Preuve. On prend g = v, + UC € K avec ¥ € Voaiw €t € € D(0,T) dans
(3.47) on obtient

[

Avec la premiére inégalité on a

=2 05,0¢) 2 (7,00 - 1401, 5] = I +30) + T(00)

En utilisant (3.49)

1—5(h _ .
[ h()h,M] —(IFllr + ATl + KN 220,722 ) 1€ i (3-70)

Uh, iwc} (AT, £0C] + J (T £ 9¢) — J(@n) > [F, £4¢]. (3.69)

De la deuxiéme inégalité on a

[[ _—5(@% M < [F,4¢] — [ATp, O] + J (T, — %C) — J (),
et avec (3.49)
I—5S(h _ .
220, 5] < (e + 14Tl + Akl oz €. (37D
D’aprés (3.70), (3.71) on a
I—5S(h
=0 5] | < 7+ 14Tl + 5 e
Rappelons que l'opérateur A est borné et (Tp,)s>0 est bornée dans K, donc
I—S(h
H . (%) h;¢§” < Ol (3.72)
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ou C' est indépendant de h.
D’autre part,

[I—S(h)vh’dg :/T/ J—S(h)@ht .@)g(t)d:cdt

/Uh dxdt—/ /vht— dxdt)

T—h
/uh Y dz dt’ —/ /Uh C(t'+h) dxdt)
h

/ Ut —((t' + h)) dzdt’

1
-
-

o

Comme ¢ € D(0,T) on a supp(¢) compact inclus dans |0, T[ c-a-d, il existe
[a,b] C]0,T7] tel que

[
/T
/
h/ Tat dxdt)

(=0 Vigab
Donc pour tout h €]0,7 — b[ on a

Ct)=0 Vte[T—hT], (3.73)
De (3.73) on obtient
T—h
[I S(h h,wg / / Tu(t) - D) (C(H) = C(t + 1)) dxdt’).

D’aprés la formule de Taylor on a

2
G+ 1) = C(F) = AC(E) + GO k), D w1

(L2205, 5] =1 /Th/vh ) (h¢' (1)

+—§”(t’ + cph)) do dt/>

T—h
/ / Up(t "dxdt
T—h
/ / T(t') - 9)C" (' + cuh) d:ndt’),

d’out




donc,

[[ 5( )vh,¢g _ //Uh (t') da dt’

/ /Uh )da:dt
T—h
T—h
/ / Ta(t) - )" (¢ +ct/h)d:cdt>

En utilisant (3.73), on obtient

[I ST(hvh,wg / /Uh (t') dz dt’
/ / Ta(t) - D)C" (¢ +ctfh)dxdt>

T—h
‘2/ / Uh //t +Ctlh)

SgA(AmﬂWMWW+WMMmW

ho (T -
<56 [ [ molildsar,
0 Q

o Co = [[¢"lleo.m)-
En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

T—h
’2/ /’Uh ”t+Ch)

Comme Dinjection de XC dans L?(0, T'; L*(Q2)) est continue et la suite (Tp)ns0

(3.74)

< C0\/_||Uh||L20TL2 )||¢||L2

est bornée dans K on a

T—h
‘2/ /Uh //t+0h)

ou C est indépendant de h.

De (3.74)
//Uh (") dxdt' = [[—5(}051“1%}

T—h
——/ / Ut C"(t' + cph) dx dt'.
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Donc,

[ fow-dcw e | W?@H
+‘2/T h/vh D) (' + cph)

d’aprés (3.72) et (3.75) on a

[ s

On passe a la limite quand h — 0, on obtient

I < Clloclle + C.h.

[ [ < Oliclle (3.76)
d’ou T’ est dans K’ et
[0 < C. (3.77)
D’autre part, pour tout » € ¢ on a
v, 7]+ [Av, 5 — 0] + J (%) — J(0) — [f, % — 7]
=@, -7+ [A0,5 -1+ J(®) - J(O) - [f.7 - 7] (3.78)

T
—/ <Q0 -7 90_U>V0deo.dw dt,
0

or
T L /T o -
_/0 <P -7v.p-v VG ginVo.div dt = _5/0 a”%p - UHL?(Q) dt
1, _ 1 B
= —3lIP(T) =Dz + 5117(0) = D(0) Iz (3.79)

1, _ _
> =5 IIP(T) =o(D)ieq), V7 €6,

de (3.38) et (3.79),

[0, % -0+ [A0, 5 -0+ J (@) = J(0) = [[,% — 7] > =5 [IB(T) = 0(T) 12 ().



Soit p € ¢, on modifie @ avec
@e = @XE +U(1 - X€>7
ou X, € C*([0,T]; R) tel que

T 1 si te|0,T—¢,
Tl o siter -5,

et X(t) € [0,1]site [T —¢eT 3]
Onap €K, @ €K (car P, =FX. +BX + T (1 — X.) —TX), et 3.(0) =
?(0) =0 doup, € ¢.

Comme 7(T) = 0(T), on a

7,5~ T+ AT, 5~ 7]+ J(5) —J(0) > [F.7.-7], Vee (0.5 ), (380

d’autre part, on a
T
=l = [ 17~ P,
T
_ 2 |2
= [ a-xpr -, @
La fonction F, = (1 — X.)*|[v - @l .. € L*(0,T), et vérifie
[E)] < [0 -3, (@), vt e[0,T]

(car [1 — &| < 1) ou [T — |3, .. € L'(0,T), de plus pour presque tout
t € [0,7] on a F, — 0 lorsque ¢ — 0. Avec le théoréme de la convergence
dominée, on a ., — @ dans K fort. On peut donc passer a la limite dans
(3.80) on obtient

0% —vl+[Av, e -]+ J(®) - J(0) 2 [f, o 7], Vpeo
D’apres (3.46) ¢ est dense dans K donc on a

[6/75 - 6} + [«4@¢ - U] + J(@) - J(U) > [fva_ U]a \V’@ e K. (381)

Donc il reste seulement & montrer que ©(0) = 0, on sait déja que v € K,

v € K' donc v € C([0,T]; H) C C([0, T]; L*(Q)).
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On choisit § = ), £ ¢ € K avec ¢ € H ;. et ¢ € L*(0,T) dans (3.47) et
J(Tp £ ¢) = J(Ty,), on obtient

[I_:(h)ﬁh,zﬁé} + [ADy, O] = [f, 9], (3.82)

Pour ¢ € C*([0,T]), avec ¢ = 0 sur [b,T] tel que 0 < b < T on utilise (3.74)

on obtient

T—h
/ /Uh ") dx dt——/ /Uh DY (U + cph) da dt!

+[ AT, O¢) = [F, 9],

on passe a la limite quand h — 0 et en utilisant (3.75), on trouve

/ [ @) 9@y dwde + [0 = (7,50 (3.83)

On utilise (3.81) avec p =T + YekKouye H}
¢ =0 sur [b,T] tel que 0 < b < T on obtient

et ¢ € C*([0,T7]), avec

.div

[0, 4] + [AD, (] = [, 4¢], (3.84)
de (3.83), (3.84) on a
[, U¢] = [AD,¢¢] VO € Hy gy, V¢ € D(0,T),

puisque x — Av € K' = L*(0,T;V] 4,) C L*(0,T;(H} ;) (car H} 4. C

Vo.div), on a
X = AT, () =0 Vi € Hy g, V¢ EDO,T), (3.85)
on a D(0,T) ® H} 4, est dense dans L?(0,T; H} 4.,), d’ou
x=Av dans L*(0,T;(Hj,))-
De (3.83), on tire
/ / ) da dt’ + [AD,0¢) = [, 0], Vi) € Hy g,
V¢ e C*([0,T]), ¢=0 sur [b,T] telque 0<b<T,
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et avec (3.84) on obtient
/ / Ndrdt = [0,90¢, Ve HL,,, YCeC>®(0,T)]),
,T] tel que 0<b<T.

Par une intégration par parties on trouve

/Q (©(T) - D)(T) dr / (©(0) - $)¢(0) dz = 0,

Q

comme ((7T) =0 on a
/ B(0)-dr =0, Ve Ht,,. (3.86)
Q

Comme H} ;;, est dense dans H (cf corollaire 2.5 et le théoréme 2.8 chap I
[46]) alors pour tout T(0) € H, il existe (¥;);en € HE 4, telle que

lim ¢; =5(0) dans H,

Jj—+oo

en remplacant ¢ par @j dans (3.86) on obtient

/96(0) by dx = 0.

Par le passage a la limite quand j — 400 on trouve

D(0)]? d = [[B(0) 220 = 0
Q

d’ou
©(0) = 0.

Ce qui montre que le probléme 3.2 admet au moins une solution.

3.6.2 Résultat d’unicité

Théoréme 3.3 Sous les hypotheses du Théoreme 3.1, la solution du pro-

bléeme 3.2 est unique.
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Preuve. On suppose que le probléme 3.2 admet deux solutions U; et Us.

Donc, elles vérifient les deux inéquations suivantes
[0, =il + [Av, 2 =T + J(?) — J(0h) > [f, g —a] Vo ek, (3.87)

[0, @ — o] + [AT2, @ — o] + J (@) — J(T2) > [f, o —Ts] Vpek. (3.88)

Fixons t €]0, 7], prenons @ = Ualpy + U11)7) dans la premiére inéquation

et © = U1l + V21,7 dans la deuxieme avec

1 sur [0,¢],
Loy =

0 ailleurs,

puis en additionnant les deux inéquations, on aura :
[01 — U3, (D2 — 01)1jo9] + [ADL — AD2, (U2 — U1)1pg] = 0,
c-a~d
[0} — T, (U1 — Ta) 1] + [AT) — ATy, (U1 — Ty)1j94] < 0.
D’autre part,
T
AT, — ATy, (01 — o)1 py] = /0 (a(6;51, (1 = B2)100)
— a(8;v,, (v, — @2)1%}) dt
= /Ot(a(e;% (U1 — U2)) — a(b; 0, (U1 — U2)) di.

En utilisant le méme raisonnement que dans 1’étude de la monotonie de A,

on a aussi

/t (a(0; 01, (U1 — T2)) — a(0; Vs, (V) — T2)) dt
> [ [ (610 + ) — it 1D+ 000)

< (1D@ +v08)| = D@2 + vo8)] ) (D@ + v0)| + [ D(E: + 008)] ) dr .

Avec (3.3) on a
t
/ (a(0; 01, (T1 — Ta)) — al(8; Uz, (U1 — T2)) dt >0,
0
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d’ou
[AT) — AT, (01 — T2)Lj0,4] = 0.

Donc,

t
/ < Ull — 6,2,61 — Uy >V0/'dw»V0.dw dt < 0.
0

D’autre part,

t t
o, -1 o. .
/ < U/l — U/2, V1 — U3 >V0l.div’vo-div dt = 5 / a”?}l — UQ”%Q(Q) dt
0 0

= %(HUl(t) - @(t)HiQ(Q) — [[©1(0) —@2(0)H%2(9)> =0,

d’ot
[01(t) — T2 () [T20) < [[02(0) = T2(0) £

Or ||71(0)—12(0) Hig(ﬂ) = 0, ce qui montre I'unicité de la solution du probléme
3.2. a

3.7 Recherche de la pression

Dans cette section on étudie l'existence de la pression solution du pro-
bléme 3.1.

Lemme 3.3 ([57], [46]) I existe une application P € L(L3(Q), Hy(Q)) véri-
fiant
div(P(g)) =g, Vge Lj(Q).

Proposition 3.3 On suppose que les hypothéses (3.2), (3.3) sont satisfaites,
alors pour f € L*(0,T;Vy), k € L*(0,T; L% (w)), 6 € L*(0,T;L*(Y)), s €
L2(0,T; L*(w)), £ € HY(0,T) vérifiant (3.10) et vy € H'(Q) vérifiant (3.14),
il existe une distribution © sur Qx0, T[ vérifiant pour tout ¥ € H, ()

0 7, 0)

. —a( a(8;7,0) = —(m, div(V)), (3.89)

2@

/Q mdx = 0. (3.90)
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Preuve. Soit U 'unique solution du probléme 3.2. En prenant = v £ o
pour ¥ variant dans L?(0,T; H] ;) dans l'inéquation variationnelle (3.30),

on obtient I’équation variationelle suivante,

T T
/ < 6/, U >VO/ sivVo.div dt + / CL(Q, 6, 19) dt
0 ’ 0

. (3.91)
:/ < f U >V0dv Vo.div dt.
0

Soit J € H; 4, indépendante du temps, pour tout ¢ € [0, 7] on définit

19:{ 0 sur [0,1],

0 sinon.

Donc, (3.91) devient

t t t
/0 <T,0 >V Voaw ds—i—/o a(6;v,9) ds-/O <f0 >V Vo S
c-a-d,
(@(t), V120 +/ a(0;7,0)ds =< / fds, 9 >vi Vo -
0 0

Considérons la forme linéaire F'(t) définie sur V par

t t

F(t) (W) =< / fds, 9 > vh —(o(t), ﬁ)Lz(Q / a(0;0,9)ds VI €V},
0 0

De (3.32) on a

t
’/ G(Q;Uﬁ)ds‘ < 2 (1P|l 20,10) + eVEVoll12) 191 20.:vs)-
0

Comme
190l 2 0.7v0) = VD112,

on obtient
‘ / dS < 2 (VO] 20 mv6) + ctllvolliz) [19]]12. (3.92)
Montrons que F(t) est continue sur V. Pour tout 9 € V, on a

t
+ |(§(t)719)1,2(9)| + ‘/0 a(0:7,9) ds
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de (3.92), en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz en espace on trouve

t
W@MISHAf%WMm+memwmm
0

+ 2#1(\/E|WHL2(0,T;V0)+Ct||UoH1.2)H’l§H1.2-

D’aprés l'injection continue de V; dans L*(Q) on obtient
[EO@)] < ClII]12,

ce qui montre que F(t) est continue sur V. Remarquons que
Ft)(0) =0 Y € Hy g,

En utilisant la propositions I.1.1 et la proposition 1.1.2 (voir [78] page 14), on
obtient pour chaque t € [0, 7], 'existence et I'unicité (& une constante pres)
d’une fonction 7 (t) € L*(Q) telle que

F(t) = V(1) (3.93)

D’aprés la remarque 1.1.4 (voir [78] page 15), 'opérateur gradient est un
isomorphisme (linéaire, bijective et bicontinue) de L2($2) dans H™'(€).
De (3.93), on conclut que V# € C([0,T]; H *(Q2)), et
7€ C([0,T]; L§().
Donc
F(t)(9) =< Va(t),0 >g-roym@ V0 € Hy(Q).
De plus

F(1)(9) =< V(1)) >payp@ VD €D(Q) = (D). (3.94)

Pour tout ¥ € D(Q) = (D(Q))?, en utilisant la formule de Green dans (3.94)

on obtient

< [P0 v, ~(0. Do — [ al6:7.0)ds = ~((0).din(i).



Par la densité de D(Q2) dans H)(Q) on a aussi pour tout 9 € HL(Q)

</07ds,1§ >z —(0(), D) p2) — /0a<9;m9)ds:—(fr(t),dw(@)).

En dérivant ’équation ci-dessus par rapport a ¢t au sens des distributions, et

en posant
or
on obtient (3.89).
Avec (3.95) on a
/ wdxr = /
comme 7 € C([0,T]; L(Q)) on a (3.90). 0

Lemme 3.4 On ame HY(0,T; L(Q)).

Preuve. Multiplions (3.89) par £&* € D(0,T) et intégrons entre 0 et 7" on
obtient

T T T
/ 2(5,5)2 g*dt+/ a(e;v,ég*)dt—/ (7, div(9))E* dt
o Ot o 0 0 (3.96)

T
= / < f,19 >V0/,VO g* dt.
0
Considérons w € L%(Q) et
V= P(=),

ol P est l'opérateur linéaire continu de LZ(Q) dans Hj(Q2) défini dans le

lemme 3.3. On obtient que
div(9) = w.

En prenant 9¢* = 5 dans (3.96), on obtient

T T
/ (m, )" dt = / 8t Lz(Qf dt—l—/ a(0;0,n)dt
0 0

- (3.97)
—/ < f,’l] >V0’,V0 dt.
0
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Pour tout £&* € D(0,7) on a

T
J A RS )
d’ou
T 8 T
/0 S @Myt = - /0 CR T (3.98)

Avec (3.32) on a

T
a(b:7,m) dt| < 2 (VT[] 2o
’/0 1 L2(0,T5Vh) (3.99)

+Tcl[vollv2) 17l oo 0.7:v5)-
De (3.97) et en utilisant (3.98), (3.99) on obtient

‘/ T, )" dt‘ < ||@||L2(0,T;L2(Q))||77,||L2(0,T;L2(Q))

+ 2 (VIO 20.v0) + Tellvoll i) 17l oo 0,7:v5)
VT fll 2. Inll o=ozv)-

_|_

d’out
T
‘/ (%w)f*dt‘ < @l 202 17 | 200712 0)
0

+ 2 (VT 20,mv0) + Tellvollua) 19l o rommsen)
+ VT Fll 202 11l oo 0753132

En utilisant la continuité de 'application P et I'injection continue de H'(0,7T")
dans L*°(0,T) (voir [21] page 129) on obtient

171l oo 0,713 0)) = 1§ 200 | P ey ) < Crllw€™ | mno.7:02(0))- (3.100)

Donc, pour tout w € L3(Q2), £&* € D(0,T) on a

T
| / (m, @)€" dt] < o€ 022000, (3.101)
0

D’autre part, pour tout w* € L?(f2), on peut appliquer (3.101) en prenant

1
/w* dx,
mes§) Jq
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car on a @ € L}(Q).

D’autre part, en utilisant (3.90) on obtient

‘/OT(W, (w* — melsQ /Qw* dx))&* dt‘

_ )/OT(ﬂ,w*)g*dt—m;Q /OT(/dex)(/Qw*dx)g*dt(
_ )/OT(W,W*)g*dt‘.

Remarquons

@2 < || 22(0)

donc, pour tout w* € L?(Q2), £&* € D(0,T) on obtient

T T
| / (r )" dt] = | / (m, @) dt| < Csl[@”€ | o i2000)-
0 0

Alors, de la densité de D(0,T) ® L*(Q) dans H}(0,T; L*(2)) et de (3.90) on
conclut que m# € H1(0,T; L(Q)). De plus Vzr € H1(0,T; E'(Q)).
U

Théoréme 3.4 On suppose que les hypothéses (3.2), (3.3) sont satisfaites,
alors pour f € L*(0,T;L*(Q)), k € L*(0,T; L2 (w)), 0 € L*(0,T;L*()),
s € L*(0,T; L*(w)), € € HY0,T) vérifiant (3.10) et vo € H' () vérifiant
(3.14), il eziste v € C([0, T); L*()) N L*(0, T; Vo.aiv) avec ' € L*(0,T; VY 4i)
et m € HY0,T; L3(Q)) solution du probleme 3.1.

Preuve. De la proposition 3.3 on a pour tout 9 € D(Q)
. o -
< [,9>yw —a(%”ﬁ)

Pour f € L?(0,T;L*()) et comme V; C L*(Q) C Vj tel que l'injection de
Vo dans L?*(Q) est continue et dense, d’aprés [78| page 248, on a

CL(Q;@, '3) =< V?T,’L’é >D/(Q)7D(Q) . (3102)

L2@Q)

< £ 0 >yn=(F. 00 YfeLQ),V e,

donc (3.102) devient

. o - . _
(f, D12 — E(U’ﬁ)ww —a(0;0,9) =< V7,9 >po)ype) - (3.103)
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D’autre part, on a
o6:0.0) = [ 200, 1D(0 -+ )0 + vy (D)
Q
_ / 2016, | D(T + vot) )iy (T + 108Dy
Q

Pour tout ¥ € D(Q), en utilisant la formule de Green on obtient

Y

a(0;0,0) = — < div(2u(0, |D© + v )D@ + v0€)), ) >0 ey -

En remplacant dans (3.103) on obtient pour tout 9 € D()
. o -
(fsP)rz) — E(Uv 19)L2(Q) = — < div(0), ) >D/(2),D(Q) - (3.104)

Montrons que div(G) € H~(0,T;L*(Q)). En effet, multiplions (3.104) par
X € D(0,T) et intégrons de 0 & T" on obtient

/ (f )L2 th_/ 8t U’ﬁ)LQ(Q)th
(3.105)
/ < div(G 19 >pr(@),p©) Xdt, Vi e D(Q).
On a
T T
‘/ < div(a), i >Dp'(Q),D(Q) )A(dt‘ = ’/ (f, 1§ JL2 (@)X dt
(3.106)

/éhf 0 ¥) g2 X t‘ ‘/ Dz th“’/ at 059120 X t‘

Pour f € L?(0,T;L*(Q)), en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en

espace et en temps on obtient
‘/ 7 1§ L2 th‘ < ||?||L2(0,T;L2(Q))||7§>2||L2(0,T;L2(Q))7
d’ou
T —_— ~ — ~
‘ / <f719>L2(Q)>A< dt’ < HfHLQ(O,T;LQ(Q))H79>2|’H1(0,T;L2(Q))‘ (3.107)
0

D’autre part, on a

‘/OT%(U, &)LQ(Q)f(dt‘ = ‘ — /OT(E, L2(Q)X "dt|,
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en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

0, ~ R _ =
’/0 E(Uﬁ)LQ(Q)th‘ < |0l 2002200 19X | 220 7:12(02))»
d’ou
T o 5 B
‘/O 5(57 ﬁ)Lz(Q)th‘ <Pl 2071200 19X N 110,712 (02)) - (3.108)

En remplagant (3.107), (3.108) dans (3.106) on obtient

T
‘ / < dZU(&),’l? >D/(Q),D(Q) )A(dt
0
< (Il 2z + 101 20 rn2 @) 19X i 0,022 02))-

Alors, de la densité de D(0,7) ® D(Q) dans H}(0,T;L*()) pour la to-
pologie de H'(0,T;L*(Q)) on obtient div(s) € H~(0,T;L*()). Donc
€ H(0,T;Y). Ainsi (3.105) devient

r T o B
| G- [ S, v
0 0

" ) ) (3.109)
- / / div(5)dydrdt, Y9 € D(Q), V¥ e D(0,T).
0 Q

Comme D(Q) est dense dans L*(Q2) c-a-d il existe 9J,, € D(Q) telle que

lim ¥, =7 dans L*(Q), (3.110)

n—-+o0o

en remplacant 9 par 9, dans (3.109) on obtient

T
/ 7, D)y dt — / 0, 0) g Kl

/ / div(& OnX da dt.

Pour f € L%(0,T;L*2)), en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en

espace et en temps on obtient

(3.111)

| / (7.9 = Dz ¥dt| < [Pl razn | = DR oz
< W llzzrrz@plIXl 20100 — Oz
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en passant a la limite quand n — 400, en utilisant (3.110) on obtient

/ (f.9n)i20 th—>/ D)2 X dt. (3.112)
0
On a

T a N _ T . )
_ . _ ¥
[ 50 =D ]| = | = [ @0 =), ]

en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

T
0 o~ - R . ) - -
| / (0,00 = D), | < VT 0 a0 ¥ o0 190 = Dy

en passant a la limite quand n — 400, en utilisant (3.110) on obtient

o _ - o _ -
—(© X —(v X dt. A1

‘/OT/Qdiv(&)(@n ~ D) dud

< ||div(&) || 10,7512 ) X 2 0.0 190 — Dl (@)

On a

en passant a la limite quand n — 400, en utilisant (3.110) on obtient

T T
/ / div(5)0, % d dt — / / div(5)0 dz dt. (3.114)
0 Q 0 Q

En passant a la limite quand n — +oo dans (3.111) avec les convergences
(3.112), (3.113) et (3.114) on obtient

T L T 8 5
| Gt [ 5@0), v

- ) ) (3.115)
= / /dm(&)ﬁ;gdxdt Vi € L2(Q), Vx e D(0,T).

Maintenant, en reprenant ¥ € Vj et comme 6 € H '0,7;)), v €

L?(0,T; Viy.ain) en utilisant la formule de Green on obtient

7 /l§ L2 / , L2 A
/ o1 " ek (3.116)

/ O-ijajﬁix dx dt — /0 /aQ OijN;j 191)%) dY dt.
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Pour tout o € Vo on a 191 =0sur I'y UT' alors

T T
0 o 0 w

En utilisant ’égalité o,;n; = o, + 0, n; on obtient

T T
0 w 0 w w

Pour tout o € Vo on a @ml = 0 sur w alors

//UU n]dxdt //O’T X) dx’ dt,

et (3.116) devient

T
/(f 19)L2 th—/ 5 Uﬁ)L2<Q>th

/ /%E)ﬁzxd:pdt—/ /0'7- iX) da’ dt.

T
On ajoute aux deux membres le terme / Jj(t, o+ 9x)dt — / j(t,0)dt on
0 0

obtient
9 ~ T .
/0 a(g’ﬁ)ﬂ(ﬂ)fédt—{_/o /Q%Ojﬁzfgdxdt
T 5 T
+/ Jj(t, 0+ 9x) dt—/ j(t,0)dt (3.117)
0 0
T — ~ A ~
~ [ Gyt + Aw.d)
0
ou

A(a,&):/j(/weff(é X)da’ + (6T +9%) — j(t, v))dt.

En remplacant ;; par son expression (3.16) dans (3.117) on obtient

T 8 _ T - T ~
/ 0. ) g R+ / a(6:5, 9% dt — / (, div())5 dt
0 0 0



On a
/ O-ndY =0, Y€V,
o0

du lemme 2.2 [46], il existe 9 € H'(Q) vérifiant
div(d) =0 dans Q, 9=17 sur 9.

Donc, Je Vo.giv €t on a

T a R T R T ~
/ a(U,z?)LQ(Q)>zcirf+/ a(0;0,9x) dt+/ (j(t,U—H?)z)—j(t,U)) dt
0 0 0

>

T
- / (F. )zt + A, 9).
0

On prend 3 = T + 9y dans (3.30) on obtient
Ty . T R T R
/ —(7,9)., ;zdt+/ a(0;0,0x) dt +/ (j(t,U—i— UX) —j(t,@)) dt
o Ot L@ 0 0
T J— ~
—/0 < FOX >vr L Voa A6 >0,
Comme f € L?(0,T;L*(2)) on a

T N T o
/ f 0 div’ VO div dt = / (f7 19)]:12(9)5& dt’
0 0

donc
A(w,9) > 0.
Comme A(T,9) = A(D,9) car ¥ = 9 sur 9Q on a
A(w,9) > 0.

Donc (3.118) devient
T . T 3
/ prick LQ(Q)X dt +/ a(0;0,9x) dt —/ (7, div(¥Y)) dt
i 0 0

T
v [ (emean—iem)arz [ G e
0 0

Vi eV, VxeD,T),

de plus
v(0) =0,

ce qui montre que (T,m)e (C([0,TL*(Q) N L*0,T;Voaw)) X
H=1(0,T; L3(f2)) est solution du probléme 3.1 avec ¥’ € L*(0,T;Vy i) O
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3.8 Etude du probléme dont la viscosité dé-

pend de la vitesse

On considére désormais que la viscosité dépend a la fois de la température,
de la vitesse et du tenseur des taux de déformations. Plus précisément, on

suppose que g est définie sur R x R? x R, et vérifie

Jpo, 1 ER 0 < o < pa(u, 0, w) < g, V(u,9,w) €ER x R x Ry,
(3.119)
la fonction v+ p(.,¥,.) est continue sur R? (3.120)

la fonction w — p(.,.,w) est continue et monotone sur R,. (3.121)

On considére les équations générales de 1’écoulement non isotherme dun
fluide non-Newtonien incompressible et instationnaire dont la viscosité dé-

pend également de la vitesse

0

a—: — 2div(p(0,v, |D())D(v)) + Vo = f  dans Qx]0,T],
div(v) =0 dans Qx]0, 7.

Pour compléter la formulation forte du probléme, on rajoute les conditions

aux limites (3.8)-(3.12) et la condition initiale (3.13).

La formulation variationnelle du probléme est donnée par

Probléme 3.3 Soient f € L*(0,T; L*(2)), k € L*(0,T; L% (w)), p vérifie
(3.119)-(3.121), 0 € L2(0,T; L*()), s € L*(0,T; L*(w)), & € H'(0,T) véri-
fiant (3.10) et vy € H*(Q) vérifiant (3.14). On cherche v € C([0, T]; L2(Q2))N
L*(0,T; Vo.aiw) avec T € L*(0,T; VY 4in), €t m € HH0,T; L3(Q)), vérifiant

linéquation variationnelle parabolique suivante

o, - T ~
<§(’U, I) 2 () X>D’(O,T),D(O,T) + /0 (a*(Q; U,0%) — (m, dw(ﬁ))x) dt
T

T

[ (im0 - i) dez [ GO,
0 0

Vi eV, VxeD,T),

et la condition initiale (3.23),

134



ou

Vox Vo =R
a.(0;.,.): (u,v) = a.(0;u,v)

_ /Q 2116, 1 + 1€, [ D (1 + 168) |y (1 + v0€ gy (v) .

Maintenant, on considére le probléme en vitesse suivant

Probléme 3.4 Soient f € L*(0,T;Vy 4iw), k € L*(0,T; L% (w)), p vérifie
(3.119)-(3.121), 0 € L*(0,T; L*()), s € L*(0,T; L*(w)), £ € HY(0,T) véri-
fiant (3.10) et vy € H'(Q) vérifiant (3.14). On cherche v € C([0, T); L2(2))N
L*(0,T; Vo.aiw) avec T € L*(0,T;Vy 4i) satisfaisant linéquation variation-
nelle parabolique suivante

v, ¢ -2+ [AD, 8 -1+ J(®) - J(0) > [f,7 - 7],

(3.123)
v@ S L2(07 T7 %.div)»

et la condition initiale (3.23),

ou

T
(A0, 9] = / a.(0;7,9) dt.
0

Théoréme 3.5 Sous les hypotheses précédentes, le probléme 3.4 admet au

moins une solution.

Preuve. L’existence de solution du probléme 3.4 se démontre par I'applica-
tion du théoréme de point fixe de Schauder.
Pour tout u € L?(0,T;L*()) le probléme 3.2 modifié avec a(6, u; .,.) au lieu
de a(6;.,.) admet une unique solution v € C([0, T]; L*(Q)) N L2(0, T; Vo.aiv),
v € L*0,T;Vy 4,) (voir les théoremes 3.1, 3.2 et 3.3). On a donc

0% =]+ [A0. 7 -] + J(?) — J(0) > [f. 7 — T,

(3.124)
Vg € L2(0,T; Vo.aiv),

et la condition initiale (3.23), avec
a(f,w;u,v) = / 20(0,u + vol, | D(u + voé)|)dij (u + vo€)d;;(v)dx,
Q
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et .
[Agu,v] = / a(f,u;u,v) dt.
0

On définit Papplication A par
A: L20,T;12(Q) — L*0,T;L*(Q))
u = U.
Maintenant, on cherche R > 0 tel que A(Z) C Z ou
Z ={p € L*(0,T; L*(Q)); 1@l 20,7120 < R}
Soit u € L?(0,T; L*(Q2)) quelconque, on prend % = 0 dans (3.124) on obtient
[, 7] + [Awv, 7] < [f, 7] 4 J(0). (3.125)
Puis on remarque que l'on a
—) — T — — 1 r 8 —112
[U 7U] = /(; <v,v >V0l‘diU,V0.div dt = 5/0 EHUHL%Q) dt

Ly _
= (B0 — 100) 2.

d’ou
PR G
[, 0] = S12(T)2 - (3.126)
(car ©(0) = 0 (voir (3.23)). D’autre part on a
Fas 1 3 Cio
[f’v] = m||f‘|i2(0’T?Védw) - 12 HUH%Q(UVT;VoAdw)’ (3'127)
1

ou (' désigne la constante de Korn.

D’aprés ce qui précede (cf. (3.60)) on a

T 2 T
- — — H
A = [ alb.usm,0) db = Counllolag g — g leolls [ It
0 1Ho 0
En remplagant ce terme et (3.126), (3.127) dans (3.125) on obtient
Lo Lo i Lo
§HU<T)”L2(Q) + 501M0‘|UHL2(0,T;V0MU) < 2012/% HfHL2(o,T;VO{dw)

13 g
+ 2|2 / 2dt + J(0),
C%MOH oll.2 i €] (0)
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d’on

”’U”L2(0,T;V0'div) S \/ 057 (3128)
ou
C’—_L 2 + 212 2 ' 2dt +2C% 1 J (0
5 12 HfHLQ(O,T;V’ ) pllvoll1 2 I3 +2CT 110 J (0) .
OlMO 0.div 0

Or l'injection de L?(0,T; Vo.4i) dans L?(0,T; L*(R2)) est continue, c-a-d

I >0, ||U||L2(O,T;L2(Q)) <0l 20,1V 410) (3.129)
d’ou
101l 20,7512 0)) < 11V Cs,
c-a-d,

H]\(U)HLQ(O,T;Lz(Q)) <NV

Pour assurer que /~\(Z ) C Z, il suffit de prendre R = ~;1/Cs.

L’ensemble Z est un convexe fermé de L2(0,7T;L*(f2)), de plus borné.

Pour montrer que /~\(Z ) est relativement compact, on doit établir que pour
toute suite (Ty,)n>0 de A(Z) (c-a-d, il existe u,, € Z tel que T, = A(u,)), on
peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans L?(0, T; L*(Q)).
En effet, pour tout p € L?(0,T’; Vj.4iv) on a

[6;7¢ - 5n] + [AunUnaa - 671] + J(@) - J(ﬂn) > [fa@ - 671]7 (3130)
donc, d’aprés ce qui précéde (cf. (3.128)) on a

1Tnll 220,10 i) < Vs (3.131)

D’autre part, on prend p = U, + 9*C avec 9* € Vy g et ¢ € D(0,7T) dans
(3.130) on obtient

[0, 9] + [Au, U, £9°C] + J (0, £97°¢) — J(0,) > [f, £07¢). (3.132)
Avec la premiére inégalité on a

[, 9%¢] > [f,9°¢] — [Au, On, 9*¢] — J (0, +09%C) + J(V,).
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En utilisant (3.49)

[0, 9°C1 > =120 ,.) + 1w, Tnll 20,1307
( O.dz’u) ( (ldu;) (3133>
(kN 22 0,702 19 Cll 220,73V 010 -
Avec la deuxiéme inégalité on a
[E;w ﬁ*C] S [77 ’ﬁ*d - [AunUm ﬂ*d + J<6n - ﬁ*C) - J(Un)v
et avec (3.49)
[0, 9°¢] < (IFfll2orvg,,) + M Onll20rvz
( O.dn)) ( OAd'w) (3134>

Nk 20,1522 Cll 220,758 410) -
D’aprés (3.133), (3.134) on a

@, 9% < (IFllz2.rvz ) + 1MAwTall 20,0

YK 220,752 @))€l 200,73 i) -

D’aprés ce que précede (cf (3.34)) on a
[ Aw, Onll 22017 4, < 2000 (100l 200,725 000) + VT ||voll12),

ot ¢ > 0 est une constante qui ne dépend que de & (relation (3.31)).
De (3.131) on obtient

| Aw, Tl 2orvy ) < 201(V/C5 + VT lvo|1.2). (3.135)

De (3.135) on obtient

[, ]| < Csl|9"Cll 220,13V i)+ (3.136)

d’ou
[Tl 22079, < Co. (3.137)
En utilisant le lemme d’Aubin [36] et (3.131), (3.137) avec Xy = Vo.ain, X =

L*(Q) et X; = V], on obtient qu'’il existe une sous-suite de (T, ),>o notée

encore (Ty,)n>o vérifiant
U, — U fortement dans L*(0,T;L*(Q)), (3.138)
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ce qui montre que /~X(Z ) est relativement compact.
Reste a montrer que application A est continue. En effet, soit (u,)n>0 une

suite dans L?(0, T; L*(2)) qui converge vers u. On doit donc montrer que

A(u,) = A(u) dans L*(0,T;L*()).

A (u,)pso (resp. u), on associe T, = A(u,) (resp. © = A(u)) vérifiant
(3.130) (resp. (3.124)) et la condition initiale (3.23). La suite (U,,),>0 vérifie
(3.131) et (3.137) donc elle posséde des sous-suites fortement convergentes
dans L?(0,T; L*(€)). On considére une telle sous-suite encore notée (T, )n>o-

Fixons t €0, T], en utilisant le méme raisonnement que dans 'étude de 1'uni-

cité de la solution du probléme 3.2 on a aussi

[0, =7, (Un = D)1pog] + [Au, 00 — AuD, (0n = D)1pg] < 0. (3.139)

On a
t ~
[0, =T, (Un —0)1py] = / < Ty =0, 0y =0 >yr A
0
1 [ro,_
= 5\/ a”'l)n UHLQ(Q) dt
0
Lo _ _ _
= 5 (I7a® = BO) 20 = [70(0) = TO) ey )
d’ou
= L. _
[T~ 7, (B = D) 1iog] = 5 0(t) = D(0) 0 (3.140)
(car 1,,(0) =0(0) = 0).
D’autre part,
[Aun@n - Auﬁy (Un - 5)1[0,75]] = [Aunﬁn - AunU7 (Un - 6)1[0,t]]
(3.141)
—[ AU — Au, 0, (Un, — 0) 10 4].
Avec (3.140), (3.141), l'inéquation (3.139) devient
1
~[[Tn(t) — ()| I3210y + [Au,On — Au, T, (T, — D)1,
5 [T Otz + | ( 0.4] (3.142)

S [AUG - Aunﬂ’ (@n - 6)1[07t]]
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D’autre part,
[Aunvn - AunU7 (En - U)l[O,t]]

T
— / (a(e, Uy,; Up, (Un, — 0)1j0) — a0, u,; 0, (U, — U)l[oyt]) dt
0

= /0 (a(0,u,;0p, (U, — D)) — a(f,u,; 0, (U, —0)) dt,

t
AaTn — Au,T, (T — D)y =2 / / (60, W, + o€, | D(T, + 106)])

x D(T,, + vo€) : D(v,, — 0)dx dt
(3.143)

) 6. u, D@
/0/Qu<,u 00, | D@+ 10))
xD(T + vo€) : D(D,, — 0)dx dt.

On pose

plu,v,w) = fiu,v,w) + £, (3.144)

ou ji est définie sur R x R® x R, et d’aprés (3.119)-(3.121) la fonction

vérifie

0< % < (u,v,w) < py — %, V(u,v,w) € R x R* x Ry, (3.145)
la fonction v+ fi(.,v,.) est continue sur R (3.146)

la fonction w — fi(.,.,w) est continue et monotone sur R,. (3.147)

En remplagant (3.144) dans (3.143) on obtient
(A, B — Au, T, (T — D) j0y] = / /D T + 00 : D(Tn — 0)da di
42 / t / (0, 1 + Vo€, | DT + 06)) D (@ + v0) : D(Tn — T)da df
—uo/ /Dv+v0§ D(®, — v)dz di
_2/0 /Q/](Q,un + 008, D@ + 06E)) DO + 146€) : D (T — D) di,
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d’ou
t
Aa, T — Au, B, (Bn — B)Ls] = 10 / / D@, — 7)[2d di
0 Q
t
22 [ [ 0.1, + 0 | + ) D@+ 006) s D@ — T i
0 Q

—2/ /ﬂ(Q,un + &, | D(T + voé) ) D(0 + vo€) = D(v,, — v)dz dt.
0 Jo

En utilisant le méme raisonnement que dans I’étude de la monotonie de A,

on a aussi
t
[-Aunﬂn - Aun@a (En - @>1[0,t]] > NO/ HD(GH - E)H%H(Q))Bx?’ dt
0
t
[ (0,00 4+ 006 1D+ 00€)) = 0,00+ w06 1D+ )
0 Q
% (1D @ + v66)| = D@+ 06€)|) (1D (@ + vo€)| + [D(E + v ) da i,
de (3.147) on obtient
t
A, T — Au, B, (T — B)Li0] = o /0 |D(T — O) |y gysrs . (3.148)
D’autre part,
t
AT = A, B = Do) =2 [ [ (1l60+ 006, D@+ w0)
0 Q
— (0, u, + ot | D(T + U0£)|))D(§ "+ 0of) : D(T, — T)da di
t
< 2/ / }N(eau + vo&, [D(T + vof)])
0 JOQ
— (6, 1, + vo&, | D(T + veé)]) || D(T + vo€) || D(U, — V)| da d.
En utilisant I'inégalité de Young (3.58) on obtient
[-/éluE - Aunﬁa (671 - E)1[0,15]]
9 t
= o / / |16, u + vo€, [ D(T + vo€) )
Ho Jo Ja
— (8,1, + vo€, |D(T + 0o€)|) ' D(T + vof) Pdix di

o [* -
+—°/ /|D(Un—6)|2d$dt.
2 0 Q
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En remplacant (3.148), (3.149) dans (3.142) on obtient

1, _ po f* _ r
310~ 5Oy + 2 [ 1D(E — Dy

9 t
= o / / |10, + vog, |D(T + vo)])
Ho Jo Jo
— (6, 1 + 008, | DT + v68)])[*| D@ + vo¢) P .
On intégre de 0 a 7" (3.150) on obtient

L _ wl 1 -
315 = Tl + 5 [ 1D = Dl d

or [T _
<= / / 140, 1 + o€, | D(T + voé)
_M(O,un+v0§,|D(E+Uof)|)‘2|D(6—l—v0§)|2dxdt.

On pose

(3.150)

(3.151)

Co = [0, 0008, | D@+ 00E)]) — (0, 0, 108, | DB+ 006) ) D@ + o)

comme la suite u,, — u fortement dans L?(0, T; L*(€2)) lorsque n — +o0 on

obtient qu’il existe une sous-suite de (u,),>p qui converge presque partout

dans Q x [0, 7] et de (3.146) on a
C, — 0 presque partout dans € x [0, 7.
Avec (3.119) on a
Cnl < 4p3|D(T + vog)|* € L0, T3 L)),

par le théoréeme de la convergence dominée, on en déduit que

T
lim / /Cnd:ﬂdt:().
n—-4o00 0 Q

En passant a la limite dans (3.151) on obtient

nEToo [Tn — UHLZ(O,T;LQ(Q)) =0,

c-a-d,

Jim (5, =l oy =0
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On a donc obtenu que toutes les sous-suites de (T,),>0 qui sont fortement
convergentes dans L?(0,7;L*(€2)) ont T pour limite. Donc avec (3.131) et
(3.137) on peut conclure que toute la suite (T,,),>0 est convergente vers v =
A(u) dans L?(0,T;L*(Q)), ce qui montre la continuité de A.

Avec théoréme du point fixe de Schauder [45], on obtient que A admet un

point fixe (c-a-d A(u) = u). Avec la notation A(u) =T on obtient
u="uv,
et
[0, % =]+ 40,0 -0+ J(p) - J(0) = [/, - 7],

donc le probléme 3.4 admet au moins une solution © € C(0,T;L*(Q)) N
L*(0,T; Vo.aiw) avec ' € L*(0,T; VY 4in)- 0

Théoréme 3.6 On suppose que les hypotheses (3.119)-(3.121) sont satis-
faites, alors pour f € L*(0,T; L*(Q)), k € L*(0,T; L% (w)), 6 € L*(0,T; L*(Q)),
s € L*0,T; L*(w)), € € HY(0,T) vérifiant (3.10), vy € H'(Q) vérifiant
(3.14), il existe v € C([0,T]; L*(2)) N L2(0, T; Vo.ain) avec v € L*(0,T; VY 4i)
et m € HY0,T; L3(Q)) solution du probleme 3.3.

Preuve. D’aprés 'hypothése (3.119) sur la viscosité on vérifie que les esti-
mations (3.92), (3.99) dans la proposition 3.3 et le lemme 3.4 respectivement
sont encore vrais. Donc, en utilisant le méme raisonnement que dans la propo-
sition 3.3, le lemme 3.4 et le théoréme 3.4, on montre les résultats suivantes :
Pour tout f € L2(0,T;L*(Q)) c L?*(0,T;V]), on obtient I'existence et
I'unicité (4 une constante pres) d’une fonction 7(t) € L2*(2) et de plus
7 e C([0,T]; L3(Q)) vérifiant pour tout ¥ € D(Q)

t t
< / fds, 9 >yrv, —(0(t), )20 —/ a*(0;70,9)ds = —(7(t), div(v)).
0 0
Par la densité de D(Q) dans H)(Q) on a aussi pour tout J € H}(Q)

< /0 Fds, 9 >y — (1), )20 — /0 o+ (0:7, 9) ds = —(7(2), div(D)).
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On dérive ’équation ci-dessus par rapport a ¢t au sens des distributions, donc

avec .
o

™= ’
ot
on obtient pour tout ¥ € H(Q)

< F,0 >y —(0(t), D)2y — a*(0;0,9) = — (7, div(D)).

/7Td33:0,
Q

et on montre que 7 € H~1(0,T; LZ(Q)). Finalement, on démontre que (U, )

De plus,

est solution du probléme 3.3. 0
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Chapitre 4

Probléme instationnaire
généralisé
Dans ce chapitre, on généralise le probléme traité dans le chapitre 3.

En effet, il s’agit d’utiliser ici la formule du tenseur des contraintes o =

(0ij)1<ij<3 généralisée ainsi

0i; = 2u(0, |D(v)])| D(0) [P~ *dy (v) — b, (4.1)

{1 sii=j,
0ij = L
0 sii#j,

est le symbole de Kronecker, p € R tel que p > 1 avec p # 2 (contrairement

ou

au chapitre précédent oil le cas p = 2 a été étudié), v est la vitesse du fluide,
7 sa pression, # désignant sa température est une donnée du probléme, u sa

viscosité. On suppose que cette derniére est définie sur R x R, ; et vérifie

Jug,pr €R: 0 < po < plu,a) < pg, V(u,ua) € Rx Ry, (4.2)

la fonction @+ p(.,a) est continue (43
4.3
et monotone croissante sur R, ,
et D(v) = (d;j(v))1<i <3 désigne le tenseur des taux de déformations défini

par
1
dij(v) = 5(6#% +0v;) 1<4,j<3.
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Avec la convention de sommation d’Einstein on a
D(v) : D(v) = dij(v)di;(v) = |D(v)]?,

ou |D(v)| est la norme euclidienne de D(v).

On considére ce probléme dans un domaine borné 2 C R3 donné par
Q={(z",23) €R®, 2/ =(1;,m) €w et 0<z3<h(z)}

La frontiére de Q sera notée 90 =wUT; UT, avec

— Ty la surface supérieure d’équation z3 = h(z’) ou h est une fonction

continue lipschitzienne vérifiant
E'h(],hl eR 0< h() S h(I,) S hl.

— w un domaine borné de R? qui constitue la surface inférieure du do-

maine €2, et sa frontiére est lipschitzienne.

— I'; la frontiére latérale.
L’écoulement est gouverné par le systéme de Stokes suivant :

- L’équation de conservation de la quantité du mouvement

G — 2000 DWDIDWP D) + Va =/ dans 0. T], (44

- I'équation de conservation de la masse (la condition d’incompressibilité)
div(v) =0 dans Qx]0, T, (4.5)

ou f = (fi, fa, f3) est le vecteur des forces extérieures donné.

Dans toute la suite de ce chapitre, avec la convention de sommation d’Ein-
stein on note

u-v=1uv;, 1<1<3,

le produit scalaire de deux vecteurs dans R3.
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Pour compléter la description du probléme, on rajoute au systéme (4.4)-(4.5)

les conditions aux limites données par :
v=0 sur I'1x]0,T], (4.6)

v=g& sur I'px]0,T], (4.7)

ou £ est une fonction dépendant seulement de ¢ telle que

et g est une fonction vectorielle vérifiant
/g~ndY:0, g=0 sur Ty, ¢g-n=0 sur w, (4.9)
o0

ou n est la normale unitaire & 0f) extérieure & 2.
On définit les composantes normales et tangentielles v, et v, de la vitesse
par

Up = U --N = N, Uy, = U; — UpNy;.

7

La composante normale de la vitesse est nulle sur wx]0, T
v-n=0 sur  wx]|0, 77, (4.10)
et sa composante tangentielle v, est inconnue et satisfait la loi de Tresca [31]

ol =k=3IA>0 v, =s— Ao,

lo| <k=v, =5 } sur - wx|0,T7, (4.11)

ou
— s est la vitesse cisaillement de la surface w qui dépend de la position
T €wett,

— o, est la composante tangentielle de on donnée par
Or = O3y — 0Ny OU Oy = 035NN,

— k est une fonction strictement positive dépendante de x et t appelée

le seuil limite pour cette contrainte tangentielle.
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On rajoute la condition initiale
v(0) =vy dans €. (4.12)
On suppose que vy € (WHP(2))? telle que

div(vg) =0 dans Q, vo=0 sur I'y, vg=g sur Iy,
(4.13)

vg-n=0 sur w.

Pour nous ramener & la condition aux limites de Dirichlet homogéne sur
(I’ UT'L)x]0, T et la condition initiale nulle dans €2, nous procédons a un

changement d’inconnue, on pose :

U =v— €. (4.14)
La relation (4.1) devient
Gij = 20(0, |D(T + vo€) )| D(T + vo&)[P~?diy (T + vof) — 7wy (4.15)
On réécrit (4.4) sous la forme
U= 00y = fi, i=1,23, (4.16)
donc, avec (4.14) on a
v, — 0;64 = f;, i=1,2,3, (4.17)
ou f; = fi - %(Uo)z

Avec (4.13), la loi de conservation de la masse (4.5) ne change pas, elle s’écrit :
div(v) =0 dans Qx]0, 7. (4.18)

Nous avons une nouvelle condition aux limites de Dirichlet homogéne sur
(Iyulp)x]o, T
v=0 sur (IhUI'L)x]0,T]. (4.19)

La condition aux limites pour la composante normale sur wx|0, T ne change
pas, elle s’écrit :
v-n=0 sur wx]|0,T]. (4.20)
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La condition aux limites (4.11) devient :

ol =k=3A>0 T, =5— A0
l(fT’ T AE E) Ur =TT sur  wx]0, T, (4.21)
o, | < k=7, =3,
ou s =s— (vo)£.
Avec (4.8) la condition initiale (4.12) devient
0(0) = vg — vp€(0) =0 dans Q. (4.22)

Aprés avoir énoncé le probléme, on établit sa formulation variationnelle. En-
suite, pour montrer I’existence et 'unicité de solutions de I'inéquation varia-
tionnelle parabolique associée a ce probléme, on distingue deux cas : p > 2 et
g < p < 2. On commence notre étude par le cas p > 2 : dans ce cas on utilise
un principe analogue a celui du chapitre 3 (cas p = 2) et on obtient ’exis-
tence et I'unicité d’une solution pour cette inéquation. Par contre, lorsque la
viscosité dépend de plus de la vitesse on obtient seulement I’existence par le
théoréme de point fixe de Schauder [45]. Ensuite, on traite le cas g <p<2
qui donne lieu a quelques complications techniques. En effet, si on veut uti-
liser la méthode de la monotonie pour montrer I'existence et 'unicité de la
vitesse solution de I'inéquation variationnelle parabolique comme dans les cas
précédents on a besoin d’un espace de Hilbert intermédiaire entre ’espace ot
on cherche la vitesse et son dual mais malheureusement dans ce cas on n’a
pas cette condition. Pour cela, on régularise notre probléme. En effet, pour

tout 0 < e < 1 on modifie (4.17) avec &5; au lieu 7;; o

5%, = 2040, |D(D. + 006 ) DT + 007 + )iy (5. +v0€) — 75,5, (4.23)

)

Avec cette modification, on traite le probléme approché pour ¢ fixé, en uti-
lisant les résultats obtenus dans le chapitre 3 et on en déduit I'existence et
I'unicité d’une solution pour I'inéquation variationnelle parabolique associée
a ce probléme approché. Ensuite, on fait des estimations sur les solutions des
problémes approchés indépendamment de €, puis on passe a la limite quand
e — 0 et on obtient que le probléme original en vitesse admet une solution.
On montre l'existence et 'unicité (& une constante prés car €2 est connexe)
de la pression en utilisant le théoréme de De Rham [3]. Puis, en prenant la

fonction-test a divergence nulle dans le probléme en vitesse et pression, on
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montre I'unicité de la vitesse. Finalement, lorsque la viscosité dépend de plus

de la vitesse, on traite ’existence de la solution par le théoréme de point fixe

de Schauder [45].

4.1 Formulation variationnelle

Soient p, ¢ deux nombres réels supérieurs strictement a 1, et p’, ¢’ leurs

conjugués c-a-d, i + ﬁ =1, é + i = 1 respectivement.

On reprend les mémes notations du chapitre 2 et on rappelle les sous-espaces

vectoriels des fonctions de WHP(Q) suivant :
VE={peW"(Q); ¢=0 sur TZUl, et ¢-n=0
Voaiw = {9 €Vis  div(e) =0 dans Q},
Wodn = {9 € Wy"(Q); div(p) =0 dans Q},
VE ={pe WP(Q); ¢=0 sur T},

et on pose
(@ = {ue V'@ [ ulwydo=0),
Q

sur  w},

VW ={6 = (6i)<ijes € (L7(Q))°,  div(5) = (9;6i)1<ij<3 € L (Q)}.

Maintenant, on donne les sous-espaces vectoriels des fonctions de L?(£2) sui-

vants (voir [46], [78])

B(Q) = {vo € L*(Q);  div(vo) € L*(Q)},

H={y € L2(Q); div(p) =0, to-n=0 sur 0Q}.

Les normes des espaces de Hilbert L?(Q2), E(Q) sont données par

1 1
2 . 2
ol = ( / vdz)*, ollpe) = (10122 + ldiv(®) 2 )

H est un sous-espace vectoriel fermé de F(2) et est muni de la norme de

E(£) (voir [46]), donc par définition
[0l = vl )
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Lp P P Lp 14 4
Les normes des espaces de Banach Wg*(Q), Vi, Vi, Wy, VI sont défi-

nies par
1
lolh = ([ 190 dz)"
Q

Remarque 4.1 Soient Xg = Vi, X = X' = H, Xy = (Vyy,) . Pour
p > g les injections de Xo dans X et X dans X sont continues (voir le

théoreme d’injection de Sobolev 1.42 |25 pages 34-35 avec n = 3) et denses

6
5

théoreme de compacité de Rellich-Kondrachov 1.43 |25] page 35 avec n = 3).

[46]. De plus, pour p > 2 lUinjection de X, dans X est compacte (voir le

Considérons l’espace suivant :
E={pe L0, T;V]y) | 7 € L7(0,T; (Vi)
avec ¢ > 1 muni de la norme

12l = 1@lzeo.rve,,,) + H@/||Lq’(o,T;(v0édw)/)v Voefl.

Suivant [29] pages 54-56 on a la fonction g € C([0,T]; H) C C([0,T]; L*(Q2))
quitte & modifier p sur un sous-ensemble de mesure nulle de [0,T]. De plus,

on a

T
— = 1 _ 1,_
/0 <P P >0, Ve U= 512Dl = 5120 Le)  (4:24)

ol < ... >yr yyr estle crochet de dualité entre Vi, et (Viy,)'

Probléme 4.1 Soient f € L7(0,T; L*(Q)), k € LY(0,T; L¥ (w)), u vérifie
(4.2), (4.3), 0 € L*(0,T;L*(Q)), s € LY0,T; L’(w)), £ € W '(0,T) wéri-
fiant (4.8) et vy € W'P(Q) vérifiant (4.13). On cherche € C([0, T]; L2(22))N
L9(0,T; VP y,) avec € LI(0,T; (VP,.)), et € H™Y(0,T; LF (), vérifiant
[inéquation variationnelle parabolique suivante

o _ - v, o
(G0 D€ ooy + | (a057.50 = (rdiv(@)c) a
T

+/0T (j(t,U+1§C)—j(t,U)) dt > /0 (f, ) 2 C dt,

Vi e VP V¢ e D(0,T),

(4.25)

et la condition initiale (4.22),
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oil (., .) désigne le crochet de dualité entre LP(Q2) et L' (), (., Jr2(0) désigne le

produit scalaire dans L?(€2), <., > représente le crochet de dualité
D/(0,),D(0,T)
entre D(0,7") et D'(0,7),
Vi =R
Jt) 9 - L L
P ite) = [ Hp-sldr,
et
VP x VP - R
alb;.,.) : (u,v) = a(b;u,v)

_ / 201(60, 1D (1 + v68) )| D (1 + ) [P~ 2y (0 + 008 )iy (v)
Q
Proposition 4.1 Le probleme fort (4.17)-(4.22) conduit au probleme 4.1.

Preuve. On refait les mémes calculs pour obtenir I'inéquation variationnelle
parabolique que dans le cas p = 2, ¢ = 2 (voir chapitre 3) : on obtient ainsi

I'inéquation variationnelle (4.25). 0

Notonsq*:q_p%ﬂ,q;:%avecq—p+1>Oetq%+i:1.

Siue LY0,T;Vy) alors

(0, 1D + vo€) )| D(u + 0o P2 D(u + vo€) € L% (0, T; (L71(R))°),

T

donc / a(f;u,p) est défini dés que @ € L% (0,T;Vy).

D’autrg part, pour ¢ > p > lon a g > ¢ > 1 donc LY0,T; V7 ) C
L#(0,T; Vo gy,) et L%(0, T (Voain)") C LY(0,T; (Voain))-

Dans toute la suite de cette section on considére I'opérateur A suivant :

A L90, T VE ) — L90, T (VE,:)), qui a w € LI(0,T; VE . ) associe Au
défini par

T
(A, 7] / a0, p)dt, Ve LU0, T: VP, ),

ot [.,.] désigne le crochet de dualité entre L9(0, T; VP, ) et LI(0,T; (VE,.))-

On note .
@) = [ iRt Ve e 0TV,
0

Maintenant, on introduit le probléme suivant :
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Probléme 4.2 Soient [ € L9(0,T; L*(Q)), k € L7(0,T; Li’:(w)), [ vérifie
(4.2), (4.3), 0 € L*(0,T;L*(Q)), s € LY0,T; L’(w)), £ € W'(0,T) wéri-
fiant (4.8) et vy € W'P(Q) vérifiant (4.13). On cherche v € C([0, T]; L2(2))N

L9(0,T; VP y,) avec T € LI(0,T; (VE,.,)), vérifiant Uinéquation variation-

nelle parabolique suivante

~ ~ ~ T —_ ~
[0, 9¢] + [AT, 9¢] + J (T +9¢) — J(T) > / (F. ) g2 C .

Vo € VP, YCeDO,T).

et la condition initiale (4.22).

4.2 Reésultats préliminaires

Lemme 4.1 Pour tout u € LP(0,T; W*(Q)) et p> 1 on a

/|D(u)|pdx§/|Vu|pdx.
Q Q

Preuve. On a

P

dx

/Q|D(u)|pdx:/QEVu+%(Vu)t

1 1 P
< - - t .
_/(2(2|w|+2\<w> ) d

Considérons la fonction v, définie sur R* par

on a
/

vy(2) = p~ v(2) = plp —1)2777,

(4.26)

(4.27)

(4.28)

pour p > 1 on a v,;(z) > 0 donc v, est convexe donc, pour tout 21,2, € R}

on a

1 1 1 1
Vp <§Zl + §Zz> < (1) + 5vp(22).

Avec (4.29) la formule (4.28) devient
1 1
p < - A tp .
/Q|D(u)| dx_/Q<2|Vu| +51(V0)}?) da
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Comme

VulP = Y 0wl = Y 10l = [(Vu)P,

1<i,j<3 1<i,j<3

on obtient (4.27). 0

Lemme 4.2 Sous les hypothéses (4.2), (4.3), £ € WH(0,T), vy € WHP(Q)
vérifiant (4.13), p > 1 et ¢ > p lopérateur A est borné, hémicontinu et
monotone.

Preuve. La démonstration est décomposée en deux cas.
1) Casp>2:
Soit (7,) € (L0, T;V{F))?, avec (4.2) et pour presque tout ¢t € [0,7] on a

09,2 = | [ 200,15+ we) D IDE + ) a0+ )y () d
< 2 [ 1D@+wd)P|DE)] de
En utilisant I'inégalité de Holder et (4.27), on obtient
a(8;0.9) < 2 [T+ vo|IT, 17,
d’ou
1a(0:5.2)] < 201 ([T + 0€ll )" 1Bl (131)
Puisque ¢ € W7 (0,T) € C(]0,T]) avec injection continue on a
Je>0, [§(t)<c Vtel0,T]. (4.32)
Comme
(a+b)Pr <207 M@ + b)) V(a,b) €RE Vp, > 1, (4.33)

en appliquant cette inégalité pour p, = p — 1 (car p > 2) dans (4.31) et en
utilisant (4.32) on obtient

la(6;7,2)] < 227 w07, + vl 1@l

—1,, I=I1P=11= -1 -1 p—1||= (4.34)
< 2 |l (1@l + 207 e Hlwollt, 121 1p-
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D’autre part, pour tout (v,p) € (L9(0,T; VL, ))? on a
T
ol = | [ o5l
0
T

< [ lattiv.p)

0
< 27 / 175 @llp dt + 27 e w17, / 1Zl1p dt.
0 0

Or linjection de L7(0,T; VY ,,,) dans L% (0, T; V¥ .. ) est continue (car ¢ > ¢.)
c-a-d,

deo >0, ullpo- o,mvp (4.35)

0.div) < COHUHLQ(O’T;VP

0.div)’

en utilisant 'inégalité de Holder en temps et (4.35) on obtient

_ _ ot o
|[Av, ]| <27 160#1(||U”§q(o,T;Vo’wa) + T

vollF 1@l Laorver,, ) (4:36)
Donc

Av, @
sup _H o ll < 27 Pegpa(
»#0 ||90||Lq(07T§V0?div)

1
— | p— — - -1
- ||UH§‘1(107T9V0?MU) +c T HUOH]{-P >’

d’on

1
_ — —|p— —1gr -1
HAUHLq’(o,T;(Vgwa)/) <2 100u1(HvHiq(lo,T;VOedw) + T vollty ), (4.37)

ce qui montre que A est borné.
Pour montrer que A est hémicontinu, il faut montrer que pour tout u, v, w €
L(0,T; VY ;,), la fonction :

Qo R—R
A= ap(A) = [Alu + ), w]

est continue. On a

ao(N) = / / 206, 1D (1 + M) + 00€)) [ D((1 + Av) + 1€ [P
X (D((u+ M) +v€) : D(w)) dx dt.

D’aprés (4.3) et pour presque tout (¢,x) € [0,7] x € la fonction
S(A) = 2u(0, | D((ut v)+0o€) DD ((utAv) +0o€) P D((u+Av) +vo€) : D(w)
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est clairement continue sur R. Soit (\,),>0 une suite convergente vers A dans
R, alors S, := S(\,) € LY0,T;LY(Q)) et S, converge vers S(\) quand
n — +oo dans L'(0,T; L'(Q)). En effet, la suite (\,),>0 étant bornée, il
existe M > 0 tel que |\,| < M, pour tout n > 0. Ainsi

S|

IN

2| D((u+ Ayv) + vo8) [P D(w))]
2 (ID(w)] + Al D(v)] + [€]1D(wo) ) D(w))]
2 (ID(u)| + MID(v)| + e| D(wo)[ )"~ [D(w)],

IAINA

d’ou
S| < O =2 (|D(u)| + M|D(v)] + e[ D(vo)[ )P~ D(w)],

comme O € L'(0,T; L'(Q)) et est positive, par le théoréme de la convergence
dominée, on en déduit que S(\) € L'(0,T; L'(Q)) et

T T
lim / /Sndxdt:/ /S()\) dx dt,
n=+oo Jo  Jq 0o Ja

lim ap(A,) = ag(N).

n—-+4o0o

c-a-d

L’opérateur A est donc hémicontinu. Pour la monotonie de A, on doit établir

que
[Au—Av,u—v] >0  Vu,ve LY0,T; VY ,.)-
En effet,
[Au — Av, u — ]
T
- 2/ / (0, 1D (u+ vo8) )| D(u + vo€) P2 di; (u + vo€)dij (u — v) de dt
0 Jo
T
_2/ / (0, D (v + vo&) )| D(v + vo&) P~ dij (v + vo& ) dij(u — v) d dt.
0 Jo
Notons
Py = (0, |D(u + vo€) )| D (u + vo€) P72, (4.38)
Fy = p(0, |D(v + vo€)]) | D(v + vo€) P72, (4.39)
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d’ou
[Au — Av,u — ]
T
= [ ] (R ) ~2FD0 0): Do+ 1)
0

+2F5|D(v + vo€)[* — 2F,D(u + vp€) = D(v + Uof)) dx dt.

Du fait que Fy > 0, Fy > 0 et
D(u+v0€) : D(v+v0€) < [D(u+ vo€)[| D(w + 1) .
on obtient
[Au — Av,u — ]
> / / (2P DG + ) — 2P D(u -+ )] | D(w + o)

+2B| D(v + 0|2 = 2B D + vof) | D(v + vo€) ) dr .

En utilisant
2|D(u + vo€)|| D(v + voé)| < [D(u+ voé)|* + | D (v + voé)
on obtient
r

[Au—Av,u—v]z/O /Q<2F1|D(u+vof)|2—(F1+F2)

(| D+ vo€) 2 + |D(v + vo8)|?) + 2F5| D(v + v0§)|2> dz dt

:/OT/Q(Fl\p<u+vog)12—Fl\D(HUOg)\?

FF|D(v + v08)|? — Fo| D(u + U05>|2) da dt

- / / (Fy — B)(|ID(u + 066)[2 — [D(v + vo€) ) de dt.
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Avec (4.38), (4.39) on obtient
[Au — Av, u — ]
> /OT /Q (16, 1D+ vo)DID(w + w2
(0, 1D + 1O + 10)?)

X (|D(U +ue€)|* = [D(v + UO§)|2> dr dt
:/OT/Q ((u(Q,ID(u+Uo§)|)—M(Q,ID(v+v0§)|)>|D(u+U0€)|p—2

+12(0, 1D (o + 008) ) (1D + vo€) P2 = | D(w + vof>”"2))

% (1D(+ o) 2 = ID(v + o6 [2) da dt,

d’ou
T
Au — Av,u— o] > / / D(u + vo6)|72
0 Q

X (M(e, |D(u+ vo€)|) — (0, | D(v + voé)!))
X <|D(u 0l — [D(v + U05)|2) dz dt

—l—/OT/Qu(Q, |D(v + Uoﬁ)l)(|D(u 4 0l)[P 2 — [D(v + Uof)]p_2>

X <|D(u ) — [D(v + U0£)|2> dz dt.

Avec (4.2), (4.3) et la monotonie de la fonction w — w?~? sur R* car p—2 > 0

on a
[Au — Av,u —v] > 0,
ce qui montre que 'opérateur A est monotone.

2) Cas 1 < p < 2: Comme
(a+b)Pr <aP +07 V(a,b) € R Vp, €]0,1], (4.40)

en appliquant cette inégalité pour p, = p —1 (car 1 < p < 2) dans (4.31) et

en utilisant (4.32) on obtient
a(6;7,2)] < 2Bl + o€ 1711211 (4.41)
< 2 [ol7, 1lp + 20 ol 1% 1.
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D’autre part, pour tout (v,p) € (L9(0,T; VL, ))? on a
T
[AT,7]| = )/ a(6;7,7) dt‘
0

T
< [ o)l
0

A

T T
< 2 [ IO I dt+ 2 ol [ gl
0

En utilisant I'inégalité de Holder en temps et (4.35) on obtient

vl M@l ez, (442)

— —iip—1 e
HAU, 90” S 200;“1(HUHZZ,q((),T;VO?dw) + o 1Tq*

Donc

o L1477

1
< 2eom (01 e 5+ T fluollf,")
70 HSOHL‘I(OT Vo div) La(0,T5VY 4y,.) Lp /s

d’ou

— —p—1 A -1
1A L 0502 90 < 2om (PN a3 + ¢ T ooll7, ), (4.43)

ce qui montre que A est borné.

Pour 1 < p < 2 l'opérateur A est hémicontinu. En effet, on fait les mémes
calculs pour avoir I’hémicontinuité de A que dans le cas p > 2 et on a aussi
A hémicontinu dans le cas 1 < p < 2.

Pour la monotonie de A, on doit établir que

[Au—Av,u—v] >0 Vu,v € LU0, T; Vy z,)-

[Au — Av, u — v]
/ / 10, 1D+ vof) ) D + 0P 2D (1w + v€)

—20u(6,1D (0 + 006) ) | D(w + v6€) P 2D(w + vo€>) (D + ve)
—D(v + vof)) da dt.
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Notons
a = 2u(0,[D(u+ve€)|), B ="2u(0,|D(v+vef)|),
on obtient
T
_ _ ] = D P=2[)
[Au — Av, u — v] /0 /Q <04\ (u + vof)| (u + vo€)
“BID(v + vf)P2D(v + U0§)> C(D(u + vo€) — D(v + o)) da dt.

En utilisant I’expression

2D(u + vo€) : D(v+vp€) = |D(u+vo€) > + |D(v + vpé)|?
— |D(u+ ve€) — D(v + v,

on obtient
Tri _ .
[Au — Av,u — ] :/o /Q§<(a]D(u+vog)| 2+ BID(v + ve€)|P72)

x| D(u+ vo€) = D(v+vo€) P + (|D(u+ vof) > — [D(v+vpé)?)  (444)

w(a|D(u + v8)[P~% — B|D(v + Uog)|p*2>) dz dt.

Notons 7 =2 —ptel que 0 < r < 1 (car 1 < p < 2). Pour |D(u + vo)| et
|D(v + vo€)| non nuls, on trouve

T r1 1 "
[Au — Av,u— o] =/0 /Qa(m<u+voé>|w<v+vo£>|)

x((BID(w + vof)l" + ol D(v + vog) )

X |D(u 4 vo€) — D(v + vof) |
—(B]D(u+ voé)|" — a|D(v + voé)[")

X (ID(u+ vo€)* = |D(v + v€) ) ) da dt,
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d’on

[Au = Av,u =] Z/OT/Q%(|D(u+v0§)|1|D(v+vof)|>r
< (81D +v0)|" + al D + w68 )
<(ID(u + v68)| = [D(o + v08) )
~(BID(u+ 18" — al D(v + €)'
X(ID(u+ o) 2 = [D( + vof) ) ) du dt,

done,

[Au — Av, u — V]
1

T o -
2/0 /§2§<’D(U+UO€)| - ’D(U+UO£)‘)(|D(u—I—U0§)||D(U—|—’U0£)’>
X ((5|D(u +wo€)|" + | D(v + vo&) ") (| D(u + vo€)| — | D(v + vos)|)

~(BID(u + &)l — ol D(w + ) NI+ vog)| + [ D(v + vog)]) ) derdi.

D(u+ )|
D+ we) "

Dt O
A o 2D oo Y
((65"” +a)(S—1) = (BS"—a)(S + 1)) dx dt

D 2
_ / /:DZiZZg " S~ 1)(aS — B3") du dt.

- Si |D(u+vp€)| > |D(v + 1v€)| > 0, on note S =

[Au — Av, u — ]

v

X

Comme 0 < |D(v + vo€)| < |D(u + vo€)| et d’aprés 'hypothése (4.3) on
obtient

0 < B =2u(0,|D(v+vof)|) < 2u(0,[D(u+vof)|) = a
Pour()<7”<1ona§r§§etcommeﬁgaona
BS" < aS = aS—pS">0. (4.45)
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On déduit donc que
[Au — Av,u — v] > 0.

Quitte a modifier les roles de u et v dés le départ, on peut se ramener au
cas précédent si |D(v 4+ vo)| > |D(u + ve)| > 0.

- Si | D(u+ vp€)| = |D(v + ve€)| = 0, de (4.44) on obtient
[Au — Av,u —v] = 0.

- Si [D(u+ ve€)| # 0 et [D(v+ vo§)| = 0, de (4.44) et comme a > 0 on
obtient

T
[Au — Av,u —v] = / / alD(u + voé)|P dx dt > 0.
0 Jo
Quitte a modifier les roles de u et v dés le départ, on peut se ramener au cas

précédent si | D(u + vp€)| = 0 et | D(v 4+ vo)| # 0.

Donc l'opérateur A est monotone. 0

Remarque 4.2 Dans le cas ot ¢ > p on ne peut pas établir la coercivité de
lopérateur A qui est une propriété importante pour montrer [’existence de la

solution. En effet, l'opérateur A est coercif ssi,

3o € LY0,T; V) ;)  tel que J(0) < oo,

et
lim [Au, u — 0] + J(u) e
HUHL‘?(O,T;VO”_dw) — +00 ||u||Lq(O,T;V0’fdiv)

On a

[Au, u — 0]

T
—o [ [ 00, 1D(u + o) )ID(u + 00 P2y -+ 1€y (o — 0)
0o Ja

T
=2ALLM&WW+M@MDW+WOWMﬁ
T

—2 1200, 1D(u 4 00€))| D (u 4 vo&) [P~ dij (u + vo€)dij (ve€ + 0) da dt.
0 Q
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Du fait que
dij(u+00€)dij (o€ +0) = D(u+vof) : D(ve€+0) < [D(u0e€)||D(veé +0)|,

et de (4.2) on obtient
T
[Au,u — 0] > 2,uo/ / | D(u ~+ vo€)|P da dt
0o Jo

T
o / / D+ vé) [P D(wok + )| da dt,
0 Q

en utilisant 'inégalité de Holder en espace et avec (4.27), (4.32) on obtient
T
[Au, u — 0] > 2uqg / / | D(u + vo€)|P da dt
o Jo

T T
2l [l ool dt = 2 [k g ol
0 0
En utilisant 'inégalité de Korn, il existe Cx o, > 0 telle que
‘u’l.p 2 CKornHu”l.p Yu € Vf?la (446)

ol
uf? = / D(w)P da.
On obtient

[AU,, u — ’D] Z Q(C’Korn)pﬂﬂnu + UO&”?J’(O,T;V&)
T 1
e / I+ vo€ |12 | vo 1 it (4.47)
0

T
o / lu+ vo€ 5210 .
0

Comme LP(0,T;Vy ) C LP(0,T; VYY) et puisque ils ont la méme norme on

a
[Au, 1= 9] = 2(Crcarn) b |l oo 7,0, = o€ oo,
T
2l | (el +elloo P e (4.48)
0

T
—2u1/ (lullp + cllvollp)P~ I0llp dt.
0
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- Pour p > 2, en utilisant (4.33) on obtient
[Au,u—0] > 2(CK0rn)p/vL0‘||u”LP 0.1 4 — lv0&ll e rsvz )
T
- 2p_1M10||U0||1.p/ (Nl + & Hlwol5,') dt
0
T ) .
= 2 [l e el o] dr
0

Onave L0, T; VL) C L¥(0,T;Vy ), en utilisant l'inégalité de Holder

en temps on obtient

[Au,u =] = 2Cotom)"tio|[ullzrior72,.,) = 00 lsom
= 2 ((ellvollip o + 10l o 0z ) el re

+ TCPHU()H + 1Tq HUUH HUHLq*(OT odw))’

d’ot
[Au, u — 0] (Croom )i ’HUHLP OTVE ) — ||U0€||Lp(o,T;V1£’1)
el Korn 0
lull Loy, [ullLaorve,, )
_ 1 N
=2y ((ellvollip T + 100 0.7 MM\MWTW)
1
TP &I . )
il Tl + e T ol 10 o) )
donc,
[.Au u — A] 2(0 )p’u HuHLp 0,75VE 1) HUOSHLP OTVP) D
= Korn 0
el zao vz [ullLaorve,,) HUHLP O,V i)
=2y ((ellvollp T + 000 0 )6l e, (4.49)
1 1
el Tl + @ Tl Mol o))

D’autre part, pour 1 < p < 2, en appliquant l'inégalité (4.40) dans (4.48) on
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obtient

[Au, u — ] ||U||Lp0TVp ) [0l oo,y P
- 2(CK07"n)
HuHLq O,T‘/O dz’u) HuHLq OTVO dz’u) HuHLp OTVOPd'Lv)
=2pu1 ((ellvollip T + 10l ae om0, )t v, (4.50)
1

HUHLq O0,T:VE 1)

Pour q > p on a Uingection de LY(0,T;Vy ) dans LP(0,T; V) ,.) continue

c-a-d,

Jcg >0, |ullrorve,,) < collullaorve,, ), Vu € L0, T; s Vi div)»
d’ot
el oo,
g = 10z

donc, il est difficile de prévoir vers quot va tendre le deuzriéeme membre de
(4.49) (resp. (4.50)) quand ||lul| oo, ryvp, y — +00. Done, on en déduit que

on peut pas établir la coercivité de l'opérateur A dans le cas q > p.

D’autre part, pour p=q on a g, =p et ¢, = =p' donc,
A LP(0,T; VP ) — LP(0,T; (VP Y, qui au 6 LP(0, T3V 4,) associe Au
défini par

T
Au, 7] = / a(0;0,)dt, Vg e L0, T3 V0, ),

ot [.,.] désigne le crochet de dualité entre LP(0,T; V. ) et L' (0,T; (VE,..)').
Dans ce cas, les inéquations (4.36), (4.37), (4.42), (4.43) deviennent
1
14T, 2] < 2 (101 o v,y + 7 T ol F )1 eoo,mivg 00 (4:51)

donc,

J— — — —1 _ L/ —1
AT o .2, 00 < 2 1M1(||U||I£p(0,T;Vof{dw) + T wollf,),  (4.52)

pour p > 2 et

1
147,211 < 2 (101750 e,y + ¢ T N0l @l ooz, (453)

0. dz’u)
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et
— _p—1 _ L/ 1
1T 2y < 20Tty s+ 7T o851, (4.54)

pour 1 < p < 2 respectivement.
De plus, lopérateur A est coercif. En effet, de (4.49) (resp. (4.50)) on obtient

lvoéllLr o ) v

[Au, u — 0]

||U||LP(O,T;VO?M)

> p—1 (2 P ‘1 -
- ||u||LP(OvT;V6n.div) <CKOTn) /’LO ||u||Lp(0»T;VOZ?div)

_2p—1

1 A
" (cllvollipT> + HUHLP(O,T;v(fm))) 21y (4.55)

||U||LP(O,T;V(§?M) ||U||LP(O,T;VO?M)

1 —1 ~
X (TCPHUOH?p + TV HUOHIl).plHUHLP(OvT%Vo?dw))) ’

et
Au,u— 0 _ ||Uof||Lp(o,T;vp) P
[ : ] > Hu’ip(lo,T;Vp ; )(2<OKom)p,U0 I B
|’u"LP(O’T;V§div) O-dre HU/HLP(OvT;VOZ?div)
1 N
o, (cllvoll1pT% + HUHLI’(O,T;V(fdw))) . 211 (4.56)
”UHLP(O,T;V[)?dw) ||U||LP(O,T;VO?diU)
1 —1y A
< (T |wolly, + T oo I8, 0oy, ) )
respectivement.

Donc, pour p>1 on a

[Au, u — 0] + J(u)

11
||u||LP(0,T;V§div)_>+°° HUHLP(O,T;VOP_dw)

= +OO’

ce qui montre que l'opérateur A est coercif.

Pour cela, nous considérons dans la suite uniquement le cas p = q.

On considére la formulation variationnelle du probléme (4.17)-(4.22) avec

p=gq:

Probléme 4.3 Soient f € LV (0,T; L*()), k € Lp'(O,T;in(w)), [ vérifie
(4.2), (4.3), 0 € L*(0,T;L*(Q)), s € LP(0,T; L’(w)), £ € WY (0,T) wéri-
fiant (4.8) et vy € WHP(Q) vérifiant (4.13). On cherche T € C([0, T]; L2(Q))N
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LP(0, T3 VE ) avee O € LY (0,T;(VP,,)), m € H™Y(0,T; LY () vérifiant

linéquation variationnelle parabolique suivante

(B 000:C) g o+ (a07:0) — (o dinD)C)

T T
o o - 3 4.57
[ (ieorio - i) dz [ Fopacd, (4:57)
0 0
Vo e VP V¢ eD,T),
et la condition initiale (4.22).

Dans toute la suite de ce chapitre, par abus de notation, on note encore

N3
f_f+ELvo7

ou L,, est une forme linéaire continue définie par

< Ly, 0 >x/ x= (o, SO)LQ(Q) Vo € X,
avec X = ‘/E]I.)dim ‘/E)?div ou %p'
Maintenant, on introduit le probléme en vitesse suivant :

Probléme 4.4 Soient f € L' (0,T; (VE,.)), k € L¥(0,T; L¥ (w)), p vérifie
(4.2), (4.3), 0 € L*(0,T;L*(Q)), s € LP(0,T; L’(w)), £ € WY (0,T) wéri-
fiant (4.8) et vy € W'P(Q) vérifiant (4.13). On cherche v € C([0, T]; L2(22))N
LP(0,T; VE ) avee T € LP(0,T;(VP,.)), vérifiant Uinéquation variation-

nelle parabolique suivante
0.7 -0+ [A0, 5 - 0|+ J() - J () > [}, % -7
Ve € LP(0, T Vy gy )-

(4.58)

et la condition initiale (4.22).

4.3 Casp>2

4.3.1 Probléme intermédiaire

Dans cette section, on introduit une notion de solution "plus faible" que
la notion de solution de I'inéquation variationnelle parabolique (4.58), ne fai-

sant pas intervenir la dérivée en temps de la fonction v.
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Notons K 1= LP(0, 75 V2,), (K7)' = L7 (0, T5 (V2 ))s H = L2(0, T: LA().
Comme p > 2on a

KPP CcH C(KP).

On pose
o ={pekr: ¥ e(r), »0)=0}

Pour tout € ¢ on a

D’autre part, on a

T
[@l - Ul?@ - @] = / < @l - 6/7@ - v >(V077div)’,V0p dta
0

.div

donc avec (4.24), pour tout @ € ¢ on a

L, 1. _
@ -7,2-17] = SIP(T) = O(T)|E2
1 B ) (4.60)
—51%0) = 9(0) [|z2(@) = 0-

—0
Avec (4.58) et (4.60), I'équation (4.59) conduit a I'inéquation variationnelle

parabolique "plus faible" suivante
@70+ A0, 5 -7+ J (@) - J(O) 2 [f. — 7] Ve

Donc, on considére le probléme "faible" suivant :

Probléme (Py)

Soient f € L¥(0,T;(VP,)), k € LV (0,T; L¥ (w)), p vérifie (4.2), (4.3),
0 € L*0,T;L*(Q)), s € LP(0,T;LP(w)), £ € W'(0,T) wérifiant (4.8), et
vo € WP(Q) vérifiant (4.13), trouver © € KP vérifiant

@ -0+ [Avp -0+ J(@) - J(@) 2 [/, -V Vped’ (461)
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4.3.2 Reésultat d’existence pour le probléme (Py)

Dans cette section on utilise une approximation de la dérivée en temps
qui permet d’approcher le probléme variationnel parabolique intermédiaire

(P¢) par un probléme variationnel elliptique (cf. dans [56] page 227).

d
On prend A = pona

Ag(t) = tim PP A1), (462)

ot h +— S(h) est le semi groupe dans KP, H, (K?)" (cf dans [56] page 230)
défini par

- S(h)

0 si t<h,

S(t—h) si t>h (4.63)

S(hye(t) = {

D’apreés ce que précéde (cf. chapitre 3) on a bien que la famille (S(h))s>0 est

un semi-groupe de contractions dans X = KP, H ou (KP)’ vérifiant
1S(h)ellx < |[@llx- (4.64)

Dans toute la suite de ce travail on a ¢ = KP N D(A, (KP)") d’apres [56] page

269.

Montrons que 'opérateur A et KP sont compatibles (cf. [56] page 269) c-a-d,

pour tout T € K?, il existe une suite régularisante (T;);en € ¢F vérifiant
lim 7; =7 dans KP, et, limsup[AD;,7; —7]<0. (4.65)
J—r+oo j—>+o0

Proposition 4.2 Le sous-espace vectoriel KP et le semi groupe S vérifient

linclusion sutvante
S(h)KP C KP, Vh >0.

Preuve. On a S(h)K? = { telle que Jy € KP vérifiant @ = S(h)y}.
Si h = 0, I'inclusion est évidente puisque S(0) = Id.
Sih>0,onape Sh)KP c-a-d, il existe y € KP tel que avec (4.63) on ait

0 si t<h,

() = S(h)y(t) = { y(t—h) si t>h.

On donne ’ensemble suivant
Ey = {t € [O7T]; y(t) Q ‘/E)I.]div}’
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|E,| := mesure(E,) =0 (car y € KP = LP(0,T; Vg 4.))-

Maintenant, on montre que
@(t) S ‘/()].)div b-p te [OvTL
c-a-d on montre que

|Egl ={t € [0,T); @& Vil =0

On a
By = {tenT); @) =ylt—nh)¢& Vit
= {t'€[0,T—h); y(t') &Vt
= E,N[0,T — hl,

donc |Ez| = |E, N [0,T — k)| < |E,| =0, alors
| E| =0,

d’ou, le résultat.

D’autre part, on a

T T
— P _ . p
| el a = [, @
T—h
_ IANIVS /!
= [ g,
T
< ! P / — P
< [ WO, @ =ik
comme y € KP donc p € KP. On déduit que
S(hKP € kP, Vh >0,

a

D’aprés le théoréme 9.1 [56] page 270, la propriété (4.65) est donc vérifiée.
On utilise un principe analogue & celui du chapitre 3 (cas p = 2), mais la

différence dans cette section est que notre p > 2.
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Théoréme 4.1 On suppose que les hypothéses (4.2), (4.3) sont satisfaites,
alors pour f € LP(0,T; (VP,,)), k € LP(0,T; Lf’r/(w)), 6 € L*(0,T; L*()),
s € LP(0,T; IP(w)), £ € WH'(0,T) vérifiant (4.8), et vo € WP (Q) wvérifiant
(4.13), il existe v € KP solution de l'inéquation parabolique variationnelle
"faible" (4.61).

Preuve. On approche le probléme variationnel parabolique "faible" (Pg) par
une suite de problémes variationnels elliptiques.
Pour cela, on approche la dérivée en temps comme dans (4.62) et on considére
la suite de problémes variationnels elliptiques dépendant du paramétre h > 0
suivante :
Trouver vy, € K? telle que, pour tout p € K7

I—S(h)

h

La fonctionnelle J est convexe et propre.

Un, @ — On| + [AUL @ — Uh) + J(@) — J(Un) > [f, 7 — Tn. (4.66)

La fonctionnelle J est lipschitzienne. En effet, soient u, v deux éléments de

KP, on a

J(u) — J(v)] = )/OT/Mk:(|u—§|—|v—§|)d:v’dt

T
< / /|k||u—v|dx’dt.
0 w

En utilisant les inégalités de Holder en espace et en temps, on trouve
S () = J()| < (1]l 2o 0,700 oy |10 = 0l o0, 7m0 (00 - (4.67)

En utilisant la continuité de I’application trace de W'?(Q) dans L”(92) on
obtient
3’)/ >0 HUHLP(O,T;LP(LU)) < ")/HUH)Cp, Yu € ]Cp, (468)

donc

[J(w) = J @) < Al 2w 0,720 @ 1w = Ve, (4.69)

ce qui montre que J est lipschitzienne. Alors elle est continue donc elle est
semi-continue inférieurement sur P.
Définissons 'opérateur B de KP — (KP)" par
I —S(h
L 1-sm)

- T+ Av = Bu.
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L’opérateur B est monotone, hémicontinu et borné. En effet, d’aprés le lemme

4.2 Topérateur A monotone, hémicontinu et borné.

I—S(h)

u,v,w € KP, la fonction

Pour montrer est hémicontinu, on doit montrer que, pour tout

I—S(h)

oz2:>\l—>oz2()\):[ -

(u+ )\U),w}

est continue sur R.

Soit (A )n>0 une suite convergente vers A dans R, alors

- S(h) 1-5(h) w] R [[—S(h)

a20) = [ o Ao, w] = [ h

v, W,

est hémicon-

- S(h)
h

converge vers as(A). On déduit donc que l'opérateur

1—S(h)
h

tinu. Pour la monotonie de , il faut montrer que pour tout u, v € K?

[1_5<h)u—1_5<h)v,u—v} > 0. (4.70)

Comme S est une contraction dans H, on a

[I S(h // ] 5 udedt >0, (4.71)

S(h) —5(h)

et puisque l'opérateur est linéaire, on déduit que est mo-

I- S(h)

notone.

De plus 'opérateur est borné. En effet, on a

2| = [ [ () vivay
< /0 /Q‘%U‘Mdmdt
< [ [ul+ 1soupil e
< %(/OT/Q|qu|dxdt+/0T/ﬂ|S(h)u||v|da:dt>,

en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

[ -

1
- = (Il + ISl
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avec (4.64) on a

[F=2 00 0]] < 22 ulle ol
ou C; désigne la constante de l'injection continue de K? dans H.
Donc,

[ s
i e LS
d’ou
HI—TSWUH(KP)/ < Gy llullxr,
ou C}, = %Cf D’ou le résultat.
I —S(h)

Comme A monotone, hémicontinu et borné,

(4.72)

monotone, hémicon-

tinu et borné, on en déduit que 'opérateur B est monotone, hémicontinu et

borné. Donc, il est pseudo-monotone (cf. la proposition 2.5 [56] page 179).

On réécrit I'inéquation variationnelle (4.66) comme suit

km@—m&+ﬂ@—J@JgE¢—mL\ﬁeKﬂ

(4.73)

Pour appliquer le théoréme de la monotonie [56] page 251, il reste & montrer

que B est coercif c-a-d

Ju, € K2 tel que J(U,) < o0,

[BU, T —U,] + J(U)

[Biler—-+00 1Tl xcr - e
Or

[Bo, U -0+ J(U) = [AU,U—1,]+ J(D)
s [0 -n) m-w)
v [0, 5]
> [Av, v —7v.]+ J(D)

T—S(h)_

— - Uy, (Uy — v)}




Avec (4.72) on trouve

(Bo, v — v+ J(U) > [AU, 0 —0,] + J(D)

I—S(h)_ o
S e LA ¥
> [Av,v -1, + J(V)
= Cul[oulxer |0 = Ollicr
> [Av,7 -1, + J(U)

= Gullvudlier (1041 ke + 1[0llicr)-

D’aprés la remarque 4.2 on sait que A est coercif. Donc

lim [BU, T —v,] + J(D)

5 xcp —-+o0 17| icr

= +00.

Par application du Théoréme 8.5 [56] page 251, on conclut que (4.66) a au

moins une solution U, dans K?.

Il en résulte que la suite (Tp)p=o est bornée dans KP. En effet, on
prend @ = 0 dans (4.66) on obtient

]_—];%m, —Tp | + [AUy, —Tp] + J(0) — J(Th) > [f, —T).
Avec (4.71) et la positivité de la fonction J
(AT, Ty < [f,T4] + J(0). (4.74)
Pour presque tout ¢ € [0,77], on a

a<07 Uhu Uh)

_ /Q 208, | D (T + 16€) )| DB + 166) [P 2D(T + vo€) = D(Ty) dar
:/QZ,u(H,|D(Uh+U0§)|)|D(5h+vof)|pdx
_/Q2M(9, | D(Th + vo) )| D(0h + 0o€) P2 D (T, + vo€) = D(vof) der.

174



En utilisant (4.2) et I'inégalité de Korn (4.46) on obtient

a(0;0n,0k) = 2(Crorn)PHol[0n + vol|l7,

) (4.75)
“2p1 [ D@+ 0§D
Q
En utilisant I'inégalité de Holder on obtient
a(60;0,0n) > 2(Crorn)?tol|[Tn + Uof“?.p (4.76)
—2puc||op, + UofHﬂlHUon-
Donc,
T
[.AU}L,E]L] = / a(@;@h,ﬁh) dt
0
T
> it [ [+ vk
0
T 1
~ dpclenlln [ I+ vl dr
0
d’ou

[AD, U] > 2(Crorn )P o ||On + U0§’|§p(o,T;VFI’1)
1 _
—2pucl|vollLp T ([0 + Uo§||§p(lo,T;v§1)-
D’autre part, avec (4.74) on a
[ATw, Tn] < || ll oy Il ce + T (0),
d’ou
2(CKorn)pN'O||Eh + UOinP(O,T;Vl?l) < ||?”(’Cp)/||6h||lcp + J(O)
L -1
+ 2ol T+ o€l e
De (4.33) on obtient
—_— p ra —_—
2(Ckorn)? 00| |0l icr — ||U0§||LP(O,T;V§’1) < | fllxeryllOrllcr + J(0)
1o o _
+20 ol T ([Tl + o€l ooz )
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En divisant les deux membres de l'inégalité ci-dessus par |[n|k» (avec
| Tnl%r # 0) on obtient

lvogll oo ) v

— 1 J(0)
< ||f||(/<:p)’||vh||;lcpp + —||3h||p
Kp

Q(CKorn)p,uO ) 1-—

[
1 on s 1 (4.77)
-1 = p—
+2p /MEHUOHLPT” <1 N (||UO§||_LP(O7T;VI?1)) )
[On v [On v
D’autre part, on définit I’ensemble suivant :
E = {2’ € R}, telque 2 vérifie I'inéquation suivante
, HU0€||LP(O,T;V1?1) P R J(0)
2(C(Korn) /LO‘l - ~ S ||f||(’cp)' 2p

(4.78)

_ 1 —1
P2l (”“Of ”Li”f;vrm)p )
VA z

Montrons que ’ensemble E est borné. En effet, pour Z € E, en faisant 2 —
+0o dans (4.78) nous arrivons a pp < 0. C’est une contradiction avec le fait
que o > 0. Ainsi

iC >0, z<C,

ce qui montre que I'ensemble E est borné.
De (4.77) on obtient que ||Tp||xr € EU {0} donc

[Tl < C, (4.79)

ce qui montre que la suite (Tp,),>0 est bornée dans KP. Donc la suite (Tp,)n>0

admet une sous-suite, notée encore (Uy)p~0, telle que, lorsque A — 0 on ait :
v, = v dans KP faible, (4.80)

et comme A est borné, on a
AT, — x dans (KP)" faible. (4.81)

Comme Ty, est solution de (4.66) on obtient

[[ S(h)

25,7~ O] + AT, 7 — Tl + J(7) — J(@) — [, —

)

[aa—

:[ h( TP T + (AT B - ]+J() J@) — [F. 7 — ol
(I X
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d’on avec (4.71)

I—-Sh)_ _ _ o _ _ -
PP T+ UBP =T+ @) I 2 el
Vg € KP.

On déduit de (4.82) et (4.62), en prenant $ € ¢P, et en utilisant les conver-
gences faibles (4.80) et (4.81) que

I—S(h)
h
— J(w) = [f,? — i)

limsup[AT, 7] < limsup (| 7.7 —Tn] + 4717 + J ()

h—0 h—0

N———

I—S(h
< limsup ( [AE, Q- Eh} ) + lim sup[ Ao, P
h—0 h h—0
+ J(®) —lirhrgiglfj(@h) —hIglj(I)lf[f,@—@d
< [A¢>¢ - 6] + [Xv@] + J(@) - hIhIl_)lglf J(Uh) - [77@ - U]'

Comme la fonctionnelle J est semi-continue inférieurement et convexe pour
la topologie forte, alors, d’aprés le corollaire I11.8 [21] page 38, elle est semi-

continue inférieurement pour la topologie faible c-a-d,

J(T) < liminf J(Ty,). (4.83)

h—0
Donc,
liriljélp[flﬁh,@h] <App-vl+ . e+ J(®) - J(0) - [f.¥ 1], (4.84)
d'oit
lim sup[ ATy, Ty — ] < [A9, @ ~ 7] + J(@) = J(0) + Ix — % —1). (4.85)

Or, comme U € K7, il existe une suite régularisante (7;) ey qui vérifie (4.65).

En posant la suite (7;),en & la place ¥ dans (4.85), on obtient

lim sup[ATy,, O, — 0] < [AT;,0; — 0]+ J(T;) — J(©) +[x — f,7; — 0] Vj€N.
h—0

Avec (4.65) et la continuité de la fonctionnelle J on a

lim sup[ ATy, 7, — 7] < 0.
h—0
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Comme A est pseudo-monotone on obtient

lixhn iélf[AUh, U, — @) > [AU, T -], Vo e KP. (4.86)

Mais d’aprés (4.82) on a

AT, 7 —p] < liminf[Avy, T, — P
h—0

< h%n_)iglf ([I _}f(h)@a@— Uh] + J(®)
— J@) -7 - )
< tmew ([ 5 7 0] + @

d’ou
I—S(h
[AT,7 -] < limsup {#w, ?— vh} +J()
h—0 h
- llin_glf J(Tn) — llIgl_)l(l;lf[f,@ — Tp.

Avec (4.62), (4.83), et la convergence faible (4.80)
[Av, v -] < [Ap, o — 7]+ J(9) — J(v) = [f. % — ],
d’ou
[AD, 7 — 0] + [AT, 2 — 0] + J(p) - J(0) > [f, 7~ 7], Vpeg

ce qui montre que T vérifie (4.61).

4.3.3 Reésultat d’existence pour le probléme 4.4

On va montrer 'existence d’une solution forte au sens (4.58), (4.22).

Théoréme 4.2 Sous les hypothéses du Théoréme 4.1, le probléeme 4.4 admet
au moins une solution.
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Preuve. On prend @ = 7, + zﬁ( € KP avec ¢ € Vi e €6 C € D(0,T) dans
(4.66), on obtient

[I —5(’1)@“ ¢ + [ATh, 0] + T (O £ 5C) = T(T1) = [T, %0,

Avec la premiére inégalité on a

(L2 Wss, 5¢) = (7. 9] — (4B, 0] — J(T 4 00) + T (7).
En utilisant (4.69)
I—S(h)_ - +
=2 W,5¢) 2 =Ty + 14wy (487)

YN EN 2o 0,720 @) 1€ -

De la deuxiéme inégalité on a

(=2 00,,0¢] < [F, 6] = (AT, 0] + I (o0 = 00) — (@)
et avec (4.69)
I—-S5(h ~ -
LW, 5] < (Tl + 14Dy (4.89)

+7||k||Lp’(o,T;Lp/(w)))WCHK?-
D’aprés (4.87), (4.88) on a

I—5h)_ - _ - _
[E=20s, 5] | < (Ul + 14l + 1kl ) 1 e

Rappelons que 'opérateur A est borné et (Tp,)n>0 est bornée dans P, donc

L2, ic]| < clichen. (1.89)

ou C' est indépendant de h.
D’autre part,
I— T I - S h .
[ :/ / ( )Eht )) - 0)C(t) de

_ (/OT/( dxdt—/ T/hvht— da:dt)
(/0 /( W(t') dxdt—/ /Uh (' +h) dad
( o

/ / (Ou() - ) (C() — C(F + ) dr
@a(t') - D)) da dt/>.

+
)ﬁ\
@\
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Comme ¢ € D(0,7T) on a supp(¢) compact inclus dans |0, T[ c-a-d, il existe
[a,b] C]O, T tel que

() =0 V¢ ab]
Donc pour tout h €]0,7 — b on a

C(t)=0 Vtel[l—hT) (4.90)

Avec (4. 90) on obtient

[I S(h Uh,¢g /Th/ @) - ) (¢ g(t’+h))dxdt’).

D’aprés la formule de Taylor on a

'+ 1) = ) = hCE) + (4 ah). 0 <1,

d’ou
_ T—h
=50, 5 = L[ [
%g (¢ + cuh)) dxdt’)
T—h
— [ [@e)-dew)asar
0 Q
h rh = (N A\ (4 /
—5/0 /S;(’Uh(t) w)c (t +Ct/h> dl’dt,
donc,
— S(h N T N
i) == [ @) dc)dsar

[ @@ e

T—h
——/ /vh C"(t + cyh)dzdt’.

En utilisant (4. 90) on obtient

[I S(h h,ng / /vh Y dz dt’
/Th/ (Ta(t ”t+cth)d:vdt’>.
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On a

T—h
‘2/ /Uh D)t + cph) dadt’

<3 [ [ m@ane s eomasa

h T -
<56 [ [ molildsar,
0 Q

ou Co = [|¢"|eo.m)-
Comme p > 2, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en

temps on obtient

T—h
‘2/ /Uh t+Ch)

Comme l'injection de P dans L?(0, T'; L*(Q2)) est continue et la suite (Tp)ns0

est bornée dans KP on a

T—h
‘2/ /Uh C"(t' + ch)dx dt!

ou C est indépendant de h.

Avec (4.91)
/ /Uh (') dx dt’ ——[I 5<h)vh,7/4

T—h
__/ /Uh D" + cph) da dt'.

’/ /Uh (') - ) (t') da i’ <H ()Uh,wg”
ﬁﬂQ/Th/ﬁ% DY (' + cph)

d’aprés (4.89) et (4.92) on a

< CU\/_HUh”LQOTLQ )||1/J||L2(Q)

< C.h, (4.92)

Donc,

| / / Tu(t) - $)C () de dt| < Cicls + Cub.
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On passe a la limite quand A — 0, on obtient

)/OT/Q(W’) )¢ () dw dt!| < Cl¢] |,

d’ott ¥’ est dans (K?)" et
17" || gery < C. (4.93)

D’autre part, pour tout p € ¢” on a

7.7 -7+ AT 5 -0+ J(7) - J@) - [[.7 -7
=77 -0+ [Av, 2~ 0] + J(§) - J () - [}, 7 — 7] (4.94)
T
- / < @I B @/, p-v >(V(fdiv),7vol?dw dt’
0
or
T 1 (Mo _,
= | <R v, A= g | 5P Dl dt
0 0
L. _ L —
= =5 IB(T) = BT L) + 517(0) = T(O)[[E2(cy (4.95)
1, _ —
> —5[B(T) = 0Dy P €&,

et avec (4.61) et (4.95),

0.2 -0+ [A0,% - 0]+ J (@) = J(0) = [f. 2 — V] = =5 [B(T) = 0(T)If2 ().

Soit © € ¢P, on modifie P avec
P =pX +0(1 — X,),
ou X, € C*([0,T]; R) tel que

Xez{ 1 si te|0,T—¢,

0 sitellT—5T),
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et X(t) € [0,1]sit e [T —eT - 5]

On a p, € K7, g, € (KP) (car @, = PX +pA + V(1 — &) — VAY), et
?:(0) =9(0) = 0 d'ou g, € ¢".

Comme @ (T) =7(T), on a

0,5~ + 14D, 3. ~ T+ 1)~ J(0) > [F.7. 7). Vee (0,7), (4.96)

d’autre part, on a
T
-l = [ Ie- ol d
0 0.d
T
— _ Pl — HI|IP
_ /O - Xpo -y, di

La fonction F, = |1 — X|’||[v — 9|\, € L'(0,T), et vérifie
0.div
Bl < lo-7l, @), Ve,

(car |1 — X < 1) ou ||z — GH"’/&W € L'(0,T), de plus pour presque tout
t € [0,7] on a F, — 0 lorsque ¢ — 0. Avec le théoréme de la convergence
dominée, on a p, — » dans K? fort. On peut donc passer a la limite dans
(4.96) on obtient

0% -0+ [Av, 2 -0+ J(®) - J(0) = [[,P—7], Vped.
D’aprés (4.65) ¢ est dense dans K7, donc on a
07 -0+ A0 2 -0+ J(@) - J(@) 2 [, 7], Vpekr (497)

Donc, il reste seulement & montrer que T(0) = 0. On choisit ¢ = T, £¢ € KP
avec ) € Wy et ¢ € LP(0,T) dans (4.66) et J (T, +1¢) = J(Ts), on obtient

[I :( hh”@ (AT, ¥¢] = [F, 9. (4.98)

Pour ¢ € C*(]0,T)), avec ( = 0 sur [b, T tel que 0 < b < T on utilise (4.91)

on obtient

T—h
/ /’Uh ") dx dt——/ /vh D"t + cph) dadt’

+[ATn, 9¢) = [f,9¢], VR €0, T —b[.
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On passe a la limite quand h — 0 et en utilisant (4.92), on trouve

/ / Y d dt’ + [y, 0] = [F. 5] (4.99)

On utilise (4.97) avec G =T+ € KP ou 1) € Wk et ¢ € 0<([0,T)), avec
¢ =0sur [b,T] tel que 0 < b < T on obtient

[0, 9¢] + [AD, &¢] = [f, 4], (4.100)
avec (4.99), (4.100) on a
0] = [Av, 6] Vo € Woi,, ¥CED(O,T).

Puisque y — AT € (KP) = L¥(0,T; (Viyin)) C LP(0,T; (WOdw)’) (car

Woli C Vi), on a
[x — AT, ¢] =0 Vi € Wob V¢ e D0, T), (4.101)
et D(0,T) @ Wy est dense dans LP(0,T; W, » ), d’'ou
x=Av dans LP(0,T; (W% Y).
De (4.99), on tire
[ e b wat + m i = Fid, e Wi,
V¢ e C*([0 T]) (=0 sur [b,T] telque 0<b<T,
et avec (4.100) on obtient
/ / e d = [, ), ¥ € Wik, V¢ € 0(0, T,
sur ] telque 0<b<T.

Par une intégration par parties on trouve

/Q (©(T) - D)(T) dr / (©(0) - $)¢(0) dz = 0,

Q

comme ((7) =0 on a
/ (©(0) - ) de =0, Vo€ Wk (4.102)
Q
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Comme W, " est dense dans H (cf théoréme 2.9 avec m = 1, r = p [3]
page 117 et le théoréme 2.8 chap I [46]) alors pour tout T(0) € H, il existe
(1) jen € Wi telle que

lim ¢; =5(0) dans H,

j—+oo

en remplacant ¢ par @Z;j dans (4.102) on obtient

JREORATEE

Par le passage a la limite quand j — 400 on trouve

[ PO do = [5(0) 22 0, = 0.
Q
d’ou

©(0) = 0.

Ce qui montre que le probléme 4.4 admet au moins une solution.

4.3.4 Résultat d’unicité pour le probléme 4.4

Théoréme 4.3 Sous les hypotheses du Théoreme 4.1, la solution du pro-

bleme 4.4 est unique.

Preuve. On suppose que le probléme 4.4 admet deux solutions vU; et Us.

Donc, elles vérifient les deux inéquations suivantes

[6/17¢_Ul] + ["46176_61] + J(@) - J(Ul) > [f? a_ﬁl] V@ S Lp<07 T7 %?div)’

[6/27¢_62] + [AE%E_UQ] + J(@) - J(U2) Z [f? a_EQ] v@ € Lp<07 T7 ‘/Opdw)

Fixons ¢ €]0, 7], prenons @ = Ualpy + U117 dans la premiére inéquation

et @ = T11)py + U2ljr) dans la deuxiéme avec

Lo 1 sur [0,t],
o4 = 0 ailleurs.

185



En additionnant les deux inéquations, on aura :

[0y — Ty, (Ta — T1) Lo g] + [AT1 — A2, (T2 — T1)1j04] > 0,

[0} — T, (U1 — T2)L0,4] + [AT1 — ATs, (U1 — T2) 1] < 0.
D’autre part,

[AD, — ATy, (U1 — Va)1j0 4]

T
= / (a(e;ﬁl, (U1 —Ua)1j04) — a(0; D2, (U1 — 52)1[0@) dt
0

= /[; (a(Q;El, (@1 — UQ)) — CL(&;EQ, (51 — UQ)) d'E,

en utilisant le méme raisonnement que dans I’étude de la monotonie de A,

/Ot(a(e;@l, (01 — ) — a6, (00 — T2))

> [ [ 1D+ 009 (40,15 + 006)) ~ 4. 1D + )
x (|D@1 +0p€)[2 — |D(ws + u05)|2) dz df

+ [ 010+ ) (1D + ) = 1D + e )

x (|D(61 +0o€)[2 — |D(ws + U0£)|2> dz d.

Avec (4.2), (4.3) et monotonie de la fonction w + wP~2? sur R* car p—2 > 0

on a
/Ot(a(e;ﬁl, (T1 — D)) — a(6: T, (71 — Ta)) dif > 0,
d’ou
[AT1 — ATs, (U1 — Ua)1j04] > 0.
Donc,

t
/<m—%ﬁ—%hw <
0

0.div

)/’Vol?div dt < 0
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D’autre part,

L, 1t }
/ = Ull B UIQ’ Y1 = U2 >(V0?div)/’vop.div dt = 5/ a“vl o UQH%,Q(Q) dt
0 0
1 m Yy —_— J—
= 5 (7)) = 22020y = 171(0) = T2(0) ooy ) <0
d’ou

[01() = D2 (bl 0y < [[02(0) — T2(0) ][220y

Or ||71(0)—15(0) ||i2(9) = 0, ce qui montre 1'unicité de la solution du probléme
4.4, -

4.3.5 Reésultats d’existence pour le probléme 4.3
Recherche de la pression

Dans cette section on étudie l'existence de la pression solution du pro-
bléme 4.3.
Maintenant, on déduit du corollaire 3.1 [3] page 118 avec m = 0 le lemme

suivant :

Lemme 4.3 Soit p > 1, il eziste une application P € L(LH(Q), W;*(Q))
vérifiant
div(P(g)) = g, Vg€ Ly(Q).

Proposition 4.3 On suppose que les hypothéses (4.2), (4.3) sont satisfaites,
alors pour f € LF(0,T; (VFY), k € LY (0,T; L% (w)), 0 € L2(0,T; L*(R)),
s € LP(0,T; IP(w)), & € WY (0,T) vérifiant (4.8), et vy € W"P(Q) vé-
rifiant (4.13), il existe une distribution m sur Q2x]0,T] telle que pour tout
e WiP(Q) on a

0

a (@7 ﬁ)

< F0 >upyve — oy — A(0:0.9) = ~(m,div(D)),  (4.103)

/ mdr =0, (4.104)
Q

ou U est l'unique solution du probleme 4.4.
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Preuve. Soit U 'unique solution du probléme 4.4. En prenant = v £ o
pour ¥ variant dans LP(0,T; W, ) dans I'inéquation variationnelle (4.58),

on obtient I’équation variationelle suivante,

T T
/ < 6/’ ’19 >(V0p.div)/’voz?div dt + / a(@, U, 19) dt
0 0 (4.105)

= / < T; 79 >(V0p_div)lvv()z?div dt
0

Soit J € Woll’dpw indépendante du temps, pour tout ¢ € [0,7] on définit

19:{ 0 sur [0,1],

0 sinon.

Donc, (4.105) devient
t R ¢ 3 ¢
/0 <00 >wr yve ds—l—/o a(6;7,9)ds :/0 < fod>wr, yve,  ds,
c-a-d,
~ t ~
(1), D)oy + /0 a(6:7,9) ds —< / Fds,d >wr e

Considérons la forme linéaire F'(t) définie sur V' par

t t
F(t)(d) =< / Fds. 9 >qayvp —0(), D)gy / a(0:7,9) ds.
0 0

Puisque p > 2, avec (4.34) on obtient

t
~ 1 _
| [amdyas| < 2 ol gy + 4 NenlE 9o,
0

Comme
l ~
||19||LP(O,T;V(§’) =t7 |91, (4.106)
on obtient
| / By ds| < 27 (1015 b ey + & lollZy )19l (4.207)
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Montrons que F (t) est continue sur V. Pour tout v e V& on a

t t
|[F(t)(9)] < ‘ </O fds, 0 >wpy e |+ [(0(), D)zl +‘/O a(0;7,9) ds|.

Avec (4.107), en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz en espace on trouve

t
FOO < | [ Fas] | 190+ 100 e
0
_ 1o o _ T
+ 27 ([Tl o ey + & ol
D’aprés l'injection continue de V dans L*(Q2) on obtient
[E6)(@0)] < Cl10]1,

ce qui montre que F (t) est continue sur Vop . Maintenant, remarquons que

F)(W) =0 YJe Wyt

en utilisant le lemme 2.7 (voir [3] page 115) avec m = 1, 7' = p, r = p/, on
obtient pour chaque ¢ € [0, T, l'existence et I'unicité (& une constante prés)
d’une fonction 7 (t) € L¥'(Q) telle que

F(t) = Vi(t), (4.108)

d’ou
F(t)(9) =< V#(t),Y >paypey Y0 € D(Q). (4.109)

D’aprés le corollaire 2.5 (voir [3| page 114) avec m = 0, 'opérateur gradient
est un isomorphisme de L£ (Q) dans W% (Q). De (4.108), on conclut que
Vi e C([0,T]; W (Q)), et de plus

7 e C([0,T); LE ().

Pour tout 9 € D(Q) = (D(Q))?, en utilisant la formule de Green dans (4.109)

on obtient

t ¢
< / f dS, 0, >(VOP)/7VOP —(@(t), 19)]:‘2(9) — / CL(G, U, 19) ds = —(ﬁ'<t>, dlv(ﬁ))
0 0
Par la densité de D(Q) dans W{*(Q) on a aussi pour tout § € WP (Q)
t t
< / f dS, ¥ >(V0p)/,V0p —(U(t), 19)[;2(9) — / a(@, U, ’19) ds = —(ﬁ<t), dw(ﬁ))
0 0
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On dérive I’équation ci-dessus par rapport & ¢ au sens des distributions, et

on pose
or
= —. 4.11

=2 (4.110)
On obtient (4.103).
Avec (4.110) on a

/ mdr = / —dx,

comme 7 € C([0,T]; LF (22)) on a (4.104). O

Lemme 4.4 On am € H™(0,T; LF (Q)).

Preuve. Multiplions (4.103) par ¢ € D(0,T) et intégrons entre 0 et 7" on
obtient

T T T
/ a( 9, Cdt+/ a(e;v,éc)dt—/ (7, div(9))C dt
o Ot o 0 0 (4.111)

T
= / < f, 19 >(V0P)/’VOP Cdt
0
Considérons w € L5(Q) et
U =P(w),

oul P est Popérateur linéaire continu de L5(Q2) dans W (Q) défini dans le
lemme 4.3. On obtient que
div(9) = w.

En prenant ¢ = n dans (4.111), on obtient

T T 5 T
/0 (W,w)Cdt:/o 8t(v ﬁ)Lz(QCdt—i-/O a(0;0,n)dt

o (4.112)
_/ < f,77 >(V§)/7V(§D dt
0
Pour tout ¢ € D(0,T) on a
T ~
/ (0,012 C dt = / (T, )12 ¢ dt. (4.113)
875 0

190



Puisque p > 2, avec (4.34) on a

‘/ (0;0,n)dt| < 2P~ l,ul(T”H"UHLp(oTV”)

(4.114)
AT ool T ) 17l Lo 0,72
on obtient
T
’/O (7T7W)Cdt) < Nl 2z 10 207020
- -1
+ 2 (T 10150 2y + T ol 1l e 0,10
+ T;||7||LP'(0,T;(V({’)’)||77||L°°(O,T;V0p)a
T
| [ o] < pioliormmlnlmony
0

— —1
+ 27 Ml(T”H’U!LP(OTVp + T Hwo [T, ) 0l oo 0.2v)
+ TEH?HLP'(O,T;(Vf)’)HnHL"O(O,T;VOp)a

ol p, désigne la constante de I'injection continue de V{ dans L?*(€2). Donc

T
‘/ (w,w)(dt‘ < p*HUHLQ(O,T;LQ(Q))H77||H1(0,T;Wé’p(ﬂ))
_ -1
+2P7 lyl(TPHUHLp(OTVp)ﬂLTCp 1||UO||I1). )||77||L°°(0,T;W(1)’p(§2))
+TP||f||Lp sl oo o w0y

En utilisant la continuité de I'application P et I'injection continue de H'(0,T")
dans L>(0,T) (voir [21] page 129) on obtient

1 e 0.0 w2 20y = NN oo 0,1 [Pl win oy < CllwCllmno,7i200)-

Done, pour tout w € L{(2), ¢ € D(0,T) on a

T
‘ / (w,w)(dt‘ < C* ||l o). (4.115)
0

D’autre part, pour tout @w* € LP(Q2), on peut appliquer (4.115) en prenant

1
/w* dx,
mes§) Jq
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car on a w € Lg(Q).
En utilisant (4.104) on obtient

‘/ w_mesQ/w dx)) Cdt‘
- ‘/0 (w,w*)gdt—m;g /OT</Q7rd;c></Qw*dx>gdt‘ (4.116)
/OT(W,W*)Cdt‘.

De plus, on a

1
/’w|pdx = /‘w* /w*dx‘pdx
QO QO mesS? Q

1 P
< * “d
- /Q<|w|+mes§2‘/gw a:)
de (4.33) on obtient

p < p—1 *|p - * ’p
/|w| de < 2 /Q<]w| +(mesQ)P /Qw dx )daz

1 P
B [P Sy QO
Q]w| x+(mesQ)P—1 Qw x| ),

/Qw* dx’p) (4.117)

dx,

d’on

1
P p—1
/Q]w| dr <2 <||w 1oy + (mes)r 1

)/Qw*d:c‘p < (/Q!w*|d:c>p,

en utilisant 'inégalité de Holder on obtient

On a

P 1 p
‘/w* d:v‘ < ((mesQ)p’Hw*HLp(Q)> ,
Q
comme p et p’ sont conjugués on a B/ =p—1 donc
p
‘/w dz < (mesQ)PH|*||?,
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En remplacant dans (4.117) on obtient

/Q o d < 2| |2, 0

d’ou
||lzr ) < 2/l ||ze ), (4.118)
donc, pour tout @w* € LP(2), ¢ € D(0,T) on obtient

T T
| [ ] =| [ mw)cit] <20 Gl ramon.
0 0

Alors, avec la densité de D(0, T)® LP(2) dans HJ (0, T; LP()) et avec (4.104)
on conclut que m € H=1(0,T; LE (Q)). O

Théoréme 4.4 On suppose que les hypothéses (4.2), (4.3) sont satisfaites,
alors pour f € LY (0,T; L*(Q)), k € L¥(0,T; L‘i(w)), 6 € L*(0,T; L*)),
s € LP(0,T; IP(w)), £ € WH'(0,T) vérifiant (4.8), et vo € WP (Q) vérifiant
(4.13), et pour p > 2, il existe v € C([0,T];L*(2)) N L*(0,T;VY,,,) avec
v e LP(0,T;(VPy,)), ™€ H™Y0,T; LF(Q)) solution du probleme 4.3.

Preuve. Avec la proposition 4.3 on a pour tout 9 € D(f)

o o -
< f, ¥ >(V0P)/7V0P —a(v, 19)
Comme VI C L*(Q) (V) et que I'injection de V¥ dans L*(Q2) est continue

et dense, d’aprés [29] page 54, on a

G(Q,E, ’3) =< V7T,’l§ >D’(Q),D(Q) . (4119)

L2(Q) -

< f, 19 >(V0P)/,VOP: (?7 'lhg)LQ(Q)7
donc (4.119) devient

_ o - . _
(fs )2 — a(v’ﬁ)m(m —a(0;70,9) =< V7,90 >po)pro) - (4.120)

D’autre part, on a
a(0:7,9) = /Q 2010, |D (B + v6&)) | D(T + 168?21y (B + 106 )y (D) da
_ / 20(6,1D(5 + vol)) [ DT + 0o )Py (5 + v0€) ;b
Q
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Pour tout 9 € D(Q), en utilisant la formule de Green on obtient

a(0;0, )
= — < div(2p(8, [ DT + vo) )| D@ + 0o€) P> D(T + 6€)), ¥ >0 1
En remplacant dans (4.120) on obtient pour tout 9 € D(f)
_ o - o
(f,ﬁ)Lz(Q) — a(l}, 19)L2(Q) =—< dZ’U(U), 9 >D'(Q),D(Q) - (4121)

Montrons que div(5) € H-(0,T;L” (Q)). En effet, multiplions (4.121) par
¢ € D(0,T) et intégrons de 0 & T on obtient

(f.9)peqyC dt — mg(ﬁ
/ . i / or " e (4.122)

= —/ < d“)( ) 0] >D/(Q),D(Q) Cdt V& S D(Q)
0

T
‘ / < dZU((NT),ﬁ >D’(Q)7D(Q) th‘

— ‘/ (f,9) L2 (¢ dt— /T%(g,@)wmgdt‘ (4.123)

]/‘fﬁﬂmgﬁMW/ (@, ngﬁk

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et de Holder en temps

on obtient
‘/ LZ(QCdt‘ < TprHLP (0,T;L2(Q )||79C||L<>°(0TL2(Q))
d’ou,
‘/ L2 Cdt‘ < CCooTp”fHLp '(0,T5L2(Q)) H19C||H1 (0.7:Lr(2))(4.124)

oil ¢, ¢ désignent les constantes de I'injection continue de LP(Q) dans L?(Q)
et de H'(0,T) dans L>(0,T).

D’autre part, on a

‘/ 81& v L2<Q)C t‘ - ‘ _/T v )Lz(mC dt|, (4.125)
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en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

T
o - B By
’/ a(v,ﬁ)w(m(dt‘ <Dl 20,7120 19¢ | 220,712 )
0

T
0 - . ~
| / 20,020, C ] < el ez 10 morarey.  (4126)
0

En remplacant (4.124), (4.126) dans (4.123) on obtient

’/ < div(5),7 >proypo Cdt

< (CcooT” HfHLp’(QT;L?(Q)) + CHUHH(O,T;L?(Q)))WCHHI(O,T;LP(Q))-

Alors, avec la densité de D(0,T) @ D(Q) dans H}(0,T;LP(2)) pour la to-
pologie de H'(0,T;LP(Q)) on obtient div(5) € H '(0,T;L¥(2)). Donc
&€ H™'(0,T; 7). Ainsi (4.122) devient

T T
— = 0
/ (F. D)uoa - / 0 C

(4.127)
/ / (div(5) - 9)Cdxdt, Y9 eD(Q), V¢eD,T).

Comme D(Q) est dense dans L?(Q) c-a-d pour tout 9 € LP(Q), il existe
U, € D(Q) telle que

lim ¥, =9 dans LP(Q), (4.128)

n—+oo

en remplacant 9 par 9,, dans (4.127) on obtient

T
0
/ (F. D) <dt—/0 0 D)y

(div(a) - 9,)C dx dt.
)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et de Holder en temps

(4.129)

on obtient
_ ~ ~ l J— ~ ~
| [ G- D] < THiTlusrasonla = Dllmorason

1,— ~ -
T f1 o o,rsm2@) €] L 0.0 [9n — Pl 2 ()

1, — ~ ~
< cIv HfHLP'(O,T;LQ(Q))HCHL‘X’(O:T)H’&” — Vlwr(@)-

A\

IN
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En passant a la limite quand n — +00, en utilisant (4.128) on obtient

T L T .
/ F Bz C dt — / Fo )2 . (4.130)
0 0
On a

Q:»z

_ . _ 7 q !
‘/ ot @ L2<Q>Cdt‘ ‘ _/ 00 = V)0 ]
en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient
[ o= D] < VT I3~ T
< C\/THUHH(O,T;L?(Q))||C/||L°°(0,T)||19n — ()

en passant a la limite quand n — 400, en utilisant (4.128) on obtient
To - To _ -
/ — (7, ﬁn)Lz(Q)C dt — — (7, ﬁ)Lz(Q)Cdt. (4.131)
On a

(div(5) - (D, — 1) (dmdt’

<||dw( ) -1 0705 oy € ez 0.y [P = Dl

En passant a la limite quand n — 400, en utilisant (4.128) on obtient

/OT /Q(dz‘v(& 2)C de dt — / / (div(5) - D) dx dt. (4.132)

En passant a la limite quand n — +oo dans (4.129) avec les convergences
(4.130), (4.131) et (4.132) on obtient

/ (f ﬁ)LQ(Q)Cdt / 825 L2 Q)Cdt
/ / (div(5) -0)Cdxdt VI € LP(Q), V¢ e D(0,T).

Maintenant, en reprenant U € VP et comme ¢ € H1(0,T;)") en utilisant

la formule de Green on obtient

T
(F,9) 20y C dt — /8tvz9)L2(Q(dt

/ /awﬁﬁgdxdt—/ /aﬂawn] 0;¢) dY dt.

(4.133)



Pour tout o € VY on a 51 =0sur I'y UT'; alors

T T
0 o0 0 w

En utilisant ’égalité o,;n; = o, + 0,,n; on obtient

/OT /wa—ij(@ionj dr’ dt = /OT /w&n(&ig) A+ /w 5oy (9:0) da dt.

Pour tout 4 € VY on a @an = 0 sur w alors

//Uzy C)n;da’ dt = //O'T Q) da’ dt,

et (4.133) devient

T
| Fiear - / L 0.1)

/ /awaﬁgdxdt—/ /JT 19( )dx' dt.

T
On ajoute aux deux membres le terme / §(t, T+ 9¢) dt — / j(t,0)dt, on
0

) 0
obtient

Ty - T _ T i
/ 5 ﬁ)LQ(mcdH/ /@jajﬁigd;pdw/ (t, T+ 9¢) dt
0 0 Q 0

T . (4.134)
- [Ciea= [ Feeca+ i),
0 0
ou
~ ~ T ~ ~
Awd) = [ ([ i) de' +ite.v+30) = 2.0 dr
0 w
En remplacant ;; par son expression (4.15) dans (4.134) on obtient
T 3 T 3
/ 0. 0) g C +/0 a(6: 5, 9¢) dt —/0 (, div(9))C dt
(4.135)

~ T T_ ~ A ~
+/0 j(t,v—i—ﬁg“)dt—/o j(t,@)dt:/o (Fo )i dt + A, 9).

On a
/ 0-ndY =0, YieVP
oN
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Du lemme 3.3 [3], on en déduit qu’il existe 7 € WP (Q) vérifiant
div(d) =0 dans Q, J=19 sur 8.
Done, 9 € Vi i € 00 a
T K T R
/ 5 (T, 9 )2 Q)gdt+/o a(6;0,9Q) dt+/0 (j(t,UJroﬁg) —j(t,@)) dt
/(ﬂmm@ﬁ+ﬁmm.

0

On prend @ = T + J¢ dans (4.58) on obtient
T 5 T R T R
S D) Cdt+ [ @I A+ [ (490 — j(4,7)) dt
o Ot L) 0 0
T
_/ < 7, 1§C >(V0pd ), VP, dt > 0.
0 . v
Comme f € L (0,T;L*(Q2)) on a

T T_A
| <, dt= [ T, (4.136)
0 0

donc
A(,9) > 0.
Comme A(T,9) = A(D,9) car ¥ = 0 sur 9Q on a

Donc (4.135) devient

T 5 T ' _
/ (0.0),0 +/0 a(@;@,ﬁg)dt—/o (r, div(9C)) dt

—|—/0 <](t,v +9¢) —j(tﬁ)) dt > /OT(E D)ez (@€ dt,

v e VP Y eD(,T),

de plus ©(0) = 0, ce qui montre que (v,m)e (C([0,T];L*()) N
LP(0, T3 Vi3 yi)) X H7H0,T; Lg/(Q)) est solution du probléme 4.3 avec ¥’ €
LY (0, T; (Vi ai))- O
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44 Cas$<p<?2

Dans cette section, on traite le cas g < p < 2 ou l'espace K = LP(0,T;
V) est pas contenu dans l'espace H = L2(0,T;L*(Q2)). Ce cas donne
lieu & quelques complications techniques. Pour cela, pour tout 0 < e < 1, on
modifie (4.17) avec &;7; donné par (4.23) au lieu G;; on obtient le probleme

approché suivant :

Probléme (P})

Soient f € L*(0,T;L*(2)), k € L*(0,T; L2 (w)), pu vérifie (4.2), (4.3), 0 €
L2(0,T; L*(0)), s € L*(0,T;L*(w)), £ € H'(0,T) vérifiant (4.8) et vy €
H'(Q) wvérifiant (4.13). On cherche . € C([0,T];L2(Q)) N L*(0,T;VZ,,)
avec UL € L*(0,T; (Vi) ), me € H (0, T; L3(Q2)) satisfaisant l'inéquation

variationnelle parabolique suivante

ATH [ (057 50) = (i)

ot

D'(0,T),D(0,T
T L T (4.137)
+/ (J(t,vsﬂ%) —J(t,ve)) dt > / (fs 2@ dt,
0 0

Vi eV V¢ eD(0,T),

et la condition initiale
7:(0) =0, (4.138)

ol
a-(0;u,9) = /Q 2(12(0, | D(u+vo€) DD (u+vo€) [P~ + €)dyj (u + v ) dij (P) d.

Maintenant, on considére le probléme en vitesse suivant :

Probléme (P?)

Soient f € L*(0,T;(Viu)), k € L*(0,T; LA (w)), p vérifie (4.2), (4.3),
0 € L?(0,T; L*()), s € L*(0,T; L*(w)), £ € HY(0,T) vérifiant (4.8) et vy €
H'(Q) vérifiant (4.13). On cherche v. € C([0,T]; L*(Q))NL2(0,T; V) avec
vl e L*(0,T; (V2y,)) satisfaisant linéquation variationnelle parabolique sui-

vante

[[6/57¢ - EEH + [[Aﬁa@ - Es]] + J(@) - J(Us> 2 Hfa@ - Us”a

(4.139)
Vo € LQ(Oa T; V()2.div)7
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et la condition initiale (4.138),
ou A, est un opérateur donné par
A L0, T Vi) — L2(0, T (Viy)), qui aw € L*(0,T; V2, associe A.u
défini par
T
Mud) = [ aued e 0.7V,
0

ot [[.,.]] désigne le crochet de dualité entre L2(0,T; Vi) et L2(0,T; (Vig,))-
On note < .,. >z y2 le crochet de dualité entre Vi, et (Viy,,)"-

Dans toute la suite, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.5 Sous les hypothéses (4.2), (4.3), € € H'(0,T), v, € H'(Q)

vérifiant (4.13), lopérateur A, est borné, hémicontinu, monotone et coercif.

Preuve. Soit (U,9) € (L*(0,T;V$#))?, pour presque tout ¢ € [0,7] on a
[ ot w)ds@da| < [ D@+ wdlIDE) de
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
| [ 4@+ ot)dy@)de] < 17+ vnklhalFlha

Puisque & € H'(0,T) c C([0,T]) avec injection continue donc elle vérifie
(4.32) et on a

‘Adij(@+voﬁ)dij(¢)d$‘ < (IPllz + cllvolli2)[[@ll12-  (4.140)

Donc, pour tout (v, %) € (L*(0,T;Viy,))?, on a
T T
o Jo oT Q
< 2 [ [olhallad
0

T
+ 2€C||U0||1.2/ [@]]1.2 dt,
0

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz en temps, on obtient

0.div) |’¢||L2(O’T;V0?div)

T
0 Q

+ 205||U0H1.2H@HLl(QT;VOQM)’
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d’on

‘25 / ' / di; (T + vo)di () du dt

< 2¢||0]| g2 (0,732 4i)

(4.141)

|80||L2(0T VE 4

+25C\/_||U0||1 2||<P||L2 0,T;V2

0. dz’u)

Comme 1 < p <2 ona L0, T;Vdy,) C LP(0,T; V) avec injection conti-

nue c-a-d,

dp >0, ||u||LP 0,T;V?

0.div

) < pllullpeorne, ) Yu€ L0, T5Viy,)- (4.142)

D’autre part, pour tout (0,%) € (L*(0,T;VZ,,))?, on a
T
(Al = |40 +2e [ [ duorwddy@)ded
0
T
< Mol e [ [ duo e ot @) de ],
0 Ja
avec (4.53), (4.141) on obtient

1
A0, 2l < 2010 rye )+ T uollf ) 1@l ooz
L OTV ) Odw)(4 143)

+26(I17)l r20,12,,,) + VT Ivoll12) 1Bl 20,1,

O div 0 dw)

Avec (4.142), pour 0 <e < lona
A7 < (20 (@Il e ) + @ T luollF' )

(4.144)
+2(1ll 20,732, + VT voll2) )1l 20 72,

d’ot

[ A, 2| i p—1 ol 1.
sup < 2 (PII e,  + T uollT5'5
w20 [[@ll 2012, ) ( L2015V 4i0) )
+ 2(l0l 2oz, + VT ol12),
alors

| A UHL2(0T

0 dw)l)

A [|— | P— IR —1 A
< 2 (P07, 10,T;v0%div) + T (wollF, )

(4.145)
y T CﬁHUoHu),

+2(I17l 201 V2
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ce qui montre que A, est borné.
Pour montrer que A, est hémicontinu, il faut montrer que pour tout u, v, w €
L*(0,T;VE,,), la fonction :

a : R—-R
A= a(A) = [[Ac(u+ M), w]]

est continue. On a

ao(N) = [A(u+ M), w],  ar(\) :28/0 LD((%M)%@:D(@ da dt.

On a montré dans le lemme 4.2 que «q est continue, donc reste & montrer
que oy est continue. En effet, soit (A,),>0 une suite convergente vers A dans
R, comme \ — «;(A) est une fonction affine en A, on en déduit que ay(\,)
converge vers aj(\). Done, la fonction & est continue, ce qui montre que

l'opérateur A, est hémicontinu. Pour la monotonie de A., on doit établir que
[[Acu — Av,u—v]] >0 Vu,v € L*0,T; Vi)
En effet, on a
[Acu — Acv,u —v])] = [Au— Av,u — v]
+ 2&?/ /Du+UO£ D(u—wv)dxdt
- 25/ / D(v +vo€) : D(u — v) dx dt,
0o Ja
d’oul
T
[Acu — Acv,u —v]] = [Au— Av,u —v] + 25/ / |D(u — v)|* dz dt.
o Jao

On a montré dans le lemme 4.2 (cas 1 < p < 2) que lopérateur A est

monotone dans L*(0,7;Vy ;) donc,
[[Acu — Acv,u —v]] >0,
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ce qui montre que 'opérateur A, est monotone.

L’opérateur A. est coercif c-a-d,
30 € L*(0,T; Viy,) tel que J(0) < oo,

et
lim [[Acu,u — 0]] + J(u) e
||u||L2(0’T;VO2.div) — 400 HUHL2 0,77 Vozdzv)

En effet, on a
T
[Acu, v — 0)]= [Au,u — 0] + 25/ / D(u+ vo€) : D(u — 0) dx dt.
o Jo

D’autre part, comme g < p < 2, en appliquant l'inégalité (4.40) dans (4.48)

et en utilisant 'inégalité de Holder en temps on obtient
Auu—2] > 2 (el Ts + 19l mozag, Ml re
—2p13 (T||wol}, + T [[wo|, 10l oo,
de (4.142) on obtient
[Au,u — 0]
> =217 (c HU0||1pr + oIl 20wz, ) llu |L2 0.TV2,, (4.146)
—2p13 (T}, + T [[wo |2, 10 2ozve, )

Maintenant, on a

T T
. A _ A2
25/0 /QD(u—i—Uof).D(u 0) dx dt 25/0 /Q|D(u )" dx dt
T
2 D(0 : D(u—0)dzxd
+ 5/0 /Q (0 4+ vo€) : D(u — ) dx dt,

en utilisant 'inégalité de Korn, il existe C; > 0 telle que

lulio > Cillullis Vu e Vi, (4.147)

ul?, = / D(w)P da.
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Avec les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

T
zg/ /D(u+v0§):D(u—@)d:cdtZQsCfHu I

Od'w)
=2¢([l0ll 2 ra2,,,) + VT llvoll2)llu = Bll 20z, ),
d’o
T
25/ / D(u+ vo€) : D(u—0)dxdt
0o Jo
> 202 = 8l2x0re, ) — el zaomva,y + 18l 20mv2,0):
ou ¢ = 2(|[0l| 2022, + VT [[vol1.2)-
Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
2eCFlu — @H%Q(O,T;VOQ_ )
> 25012<Hu”i2(0,T;V02_ = 2|ulg20,m;v;2 V2 4in) 101 22 (0,T;V2 i)
otz )
d’ou
T
25/ / D(u+vp€) : D(u—0)dxdt
> 26C3 (a0 vz,,) — 2Nl 2o rwz, 1000z, (4149)

0.div
otz ) = el zoraz,.) + 1020z,
Avec (4.146) et (4.148) on obtient

(A, u = 8] = =2 elloolli,T? + plo oz, ) el rz,
~24 (T ool , + 5T v |53 10l 20702, )

+25012<||u||iQ(O,T;V2 — 2{[u[ 2 0,73V 4i) ol z2 0.7, V2,
ooz, ) ) — Celell 2oz, + 19l 0rvz,.):
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d’ou
[Acu, u — 0]

||U||L2(0,T;V0?dw)

. Lo
> =2 " (cllvollpTv + POl 2o,y

0.div

—2
)) HU/‘ pLQ(OvT;VOQ.div)

2 A p—lmy RN
- T |lwo |, + o T ool 19l sz o.zyve,,
WMHMﬂ@WJ( b iy 10l0az,,)
2eC? ) A
u — 2|ju : ) .
Wmmmfﬁ%ﬁ(nnm@ﬁgwﬂ lull 2oz, lollorye, )

de R
)) ("u“Lz(O,T;VO?diU) + HUHLQ(O,T;VQ ))

~112 .
"—HUHLZ(O,T;V2 Hu||L2(0 — 0.div
L .div

0.div

Ainsi .
. Ao u—ol) + J(w) _
”uHLQ(O’T?VO?dm) — +00 |’u"L2(O,T;VO?div)
ce qui montre que A, est coercif. 0

4.4.1 Reésultat d’existence et d’unicité pour le probléme
1
(P;)

Rappelons que dans le chapitre 3 on a étudié le cas p = 2, on a pris la
fonction f € L*(0,T; (Vis,)) = L*(0,T; (Vo.aiw)') pour montrer 'existence
et 'unicité de la vitesse solution du probléme en vitesse (ce choix nous per-
met d’utiliser le théoréme de la monotonie) et pour f € L?(0,7;L*(Q2)) on a
montré 'existence et I'unicité de la solution du probléme en vitesse et pres-
sion, donc comme on a les mémes hypothéses que dans le chapitre 3, donc on

peut considérer les deux théorémes qui montrent ’existence et 'unicité de la

solution des problémes (P?) et (P!) suivants :

Théoréme 4.5 On suppose que les hypothéses (4.2), (4.3) sont satisfaites,
alors pour f € L*(0,T; (Viy,)), k € L*(0,T; L3 (w)), 8 € L*(0,T; L*(2)),
s € L2(0,T; L*(w)), € € HY0,T) vérifiant (4.8), et vo € H'(Q) vérifiant

(4.13). Alors, le probleme (P?) admet une unique solution.

Théoréme 4.6 Supposons que les hypothéses du Théoreme 4.5 sont satis-
faites, f € L*(0,T; L*(Q)), il exviste v. € C(0,T; L*(Q))NL*(0,T; V2,,) avec
v, € L*0,T; (V2,,)) et m. € H7X(0,T; L3(9Q)) solution du probleme (PL).
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Preuve. L’existence et 1'unicité de la solution des problémes (P?) et (P})

découle directement du chapitre 3. 0

4.4.2 Estimations sur v. et 7,

Lemme 4.6 On suppose que les hypothéses (4.2), (4.3) sont satisfaites, alors
pour f € L¥(0,T;L*(Q)), k € LV (0,T; L% (w)) C L*0,T; L2 (w)), 0 €
L2(0,T; L*()), s € L*(0,T; L*(w)), € € HY0,T) vérifiant (4.8), et vy €
H'(Q) vérifiant (4.13), en notant par C différentes constantes indépendantes

de ¢, alors la solution du probleme (P?) vérifie les estimations suivantes :

[0l rorve ) < C (4.149)
Vellell 2oz, ) < C, (4.150)
10l oo (0,7:22(02)) < € (4.151)
1Pl 20 0v2,,,) < C (4.152)
et
7|l 10,7220 < C. (4.153)

Preuve. Fixons t €]0,7], on prend
_ 0 sur [0,¢],
=9 -
U, sur |t,T7,
dans (4.139) et avec la positivité de la fonction j(t,.) on obtient
t B t B
/ < 6/‘5, 65 >(v02div),7vo2div dt + / aa(g; Ua, 65) dt
0 ‘ ‘ 0

t

. (4.154)
< / <[, >(Vo?div)'vvo?di1x dt +/0 j(t’ 0) dt.

0
On a

t 1 [t
— — T — 12 ~
| <t s, = 5 [ g d
Ly _
= (IOl — 170 2oy
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d’ou
t 1 )
) — g —
/0 < Vg, Ve >(V02.di'u)/’V02.div dt = §||U5(t>||L2(Q), (4155)

(car U.(0) = 0 (voir (4.138)). D’autre part, on a

t t t
/ a.(0; 0., v.) ch?:/ a(0;v.,v.) dt + 25/ /D(@EJFUO&):D(@E) dx dt.
0 0 0 JOQ

D’apreés ce qui précede (cf. (4.47)) on obtient

t t
/ CL(Q, Ug, 65) dt~ Z Q(CKorn)pH’O / HUE + UOSHZl).p dt~
0 0 (4.156)

“2pnclooly [ 0.+ gl d.
Maintenant, on a
Qs/QD(@E +00f) : D(T.) d = 25/Q D@2 dx + 25/917@0@ . D(@.) dz.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
2 [ D(wus) s D(©) do| < 22l .
Avec I'inégalité de Korn (4.147) on obtient
26/Q D(T. + vof) : D(T:) dw > 2eCF|[Tc[3 5 — 2¢[Te] 12| vo] 1.2,
et en utilisant 'inégalité de Young
aff < gaQ + 2%62, Vo, €R, V6 >0,

on obtient ,

[Dell2llvog 12 < ngﬁst.z + =5 [voélli,

! |
202
d’on

— _ _ 9
22 [ D(o.+ ) s Do) do 2 eColly = Zalunt]B
Q 1

207



donc

25/0 /QD(Ue‘i‘Uof) . D(v.) dw dt .

t t

_ - € -

25012/ IIUEH?.zdt——Cz||vo||?.z/ [€]* dt.
0 1 0

Avec (4.156), (4.157) on obtient

t t
/ a=(0;02,0) db > 2(Crcorn)* 1o / 102 + ok |, dt
0 0
t L -
~2pclunly | 5+ o], d
0

t t
_ - € -
+eC? [ [l = Syllulls [l
0 1 0

En appliquant l'inégalité (4.40) pour p, =p — 1 (car ¢ < p < 2) on obtient

. t
/ a5(9§ U, @a) df > 2(CKorn)p:u0 / ||U€ + U0§||117~p df
0 0

t
~2pclunluy | (ol + st dE (4159
0

t t
_ s -
+€Cf/ ||Ue|!§2dt——02||Uo||f.z/ €[ dt.
0 1 0

D’autre part, comme on a f € L' (0, T;L*(Q)) et on a v, € L*(0,T;VZy,) C
L*(0,T;L*(2)) on peut écrire

t t
/ < [0 >z, yve, dt= / (f0e)L2(q) dt-
0 0
Donc, on obtient

t t
\ / < T >we yye, di| <é / Fleollo-lhpd,  (4.159)
0 0

ot ¢ désigne la constante de I'injection continue de V7, dans L?(€).
Pour 0 < ¢ < 1 et de (4.154), (4.155), (4.158) et (4.159) on obtient

1, b .
SO0 ey +2Cocmn o [0+ o,

t t 0 t
4eCt [l ydi < [ Flloipdi+ [ eoyd (@160
0 . 0 0 .
— p— BT | .
+2clvoly | DI+ o)+ gllolls [ 16F
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Avec t = T, en utilisant les inégalités de Holder en espace et en temps on
obtient

O d'w

1, _
S5 sy + 2(Cotom )| T 0 108, = o€ 0,

+502||Ua||i2 02, ) S & fll o o, T;L2(Q))||Ua||Lp(0,T;VO?dw)

-1
+J(0) + 2MIC||U0||1pr (||U5HLP 0,7V yin) + HUogH?,p(o,T;le’l))

1 2 2
+zaloll / € dr,

(4.161)

d’ou

2(OK0rn>p/~L0‘ | Pel oo, ||U05”LP(O,T;V§I)‘

0. dw

< e Fll o o2 [Telloo.rive,.y + J(0)

—1
+2MICHU0H1PTP (||UE| Lp OTV" ) + ||U0€||l£p(o,T;VFP1))

1 2 2
+zzlll / €2 dr.

En divisant les deux membres de Iinéquation ci-dessus par [|7.|[}, OT:VP . )
) k) qu

(avec |[Uc|| ooz, ) # 0) on obtient

||U05||LP(0,T;V1£’1) P

Q(CKorn)p,uo ‘ 1-—

HEEHLP((]’T?VOZM)
J(0)
||Ua||Lp 0,75V )

v p—1
L 2pacllvollip T (1 N (“UO§HLP(O,T;V§’1)) )
)

[Te| oo VE i

< 6HTHLT"(O,T;L2 ||U€||Lp 0,15V,
(4.162)

HES H LP(0,75Vy 4ivy)

1 2 g 2
ool [l
CzHUEHLP(OT VP ) L2 0

D’autre part, on définit I’ensemble suivant :

£ = {z € R}, telque z vérifie I'inéquation suivante
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vo&|| e _
lvogll e oy ) P J(0)

< &l ora2nz " +

2(C(Korn)p,uo 1—

zP

b (Il \
(b, T () (“ ol TN (4163)

VA VA

1 2 g 2
+zaglvolits [ 1eP e}

Montrons que I’ensemble £ est borné. En effet, pour z € £, en faisant z —

+oo dans (4.163) nous arrivons a gy < 0. C’est une contraduction avec le
fait que po > 0. Ainsi
iC >0, z<C, (4.164)

ce qui montre que 'ensemble £ est borné.

De (4.162) on obtient que ||T.||torvr, ) € € U{0} d’ont (4.149).

0. dz’u
Avec (4.149), (4.161) on a
80 HUEHLQ 0,T; V2 < EO”?HLP’(O,T;L%Q)) + J(O)

‘1‘2,U1C|’UO|’11>T5 <Cp71 + [[voé] i;(lovT;Vﬁ’l))

1 2 T 2
+zzloll / P,

dott (4.150).
D’autre part, avec (4.160) on a
1 T -
3 IP-(D)llz2 () < 5/0 1/ ez 0ell1p d + J(0)

T T
— - 1y o 1 -
+2u10||vo|\1.p/ (oI, + IIUoSH’f.pl)dH—02||vo!|?.2/ [€]* dt.
0 1 0

en utilisant les inégalités de Holder en espace et en temps et (4.149) on obtient

1
5IP-Ollzz(0) < ECIT Il 01020 + 7(0)

+2M10HU0H1PT” (Cp i ||U0£||LP 0TV ))

1 2 2
gl [ lePar
En prenant le sup sur ¢ € [0,7] on obtient (4.151).
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Montrons (4.152). En effet, on prend 3 = ©. + ¢ € L*0,T;V2,,)
avec ¥ € V2, et ¢ € D(0,T) dans (4.139) on obtient

[0, £0C]] + [[AD-, 0¢)] + J (0. £ @) — J(0:) > [[f, (] (4.165)
Avec la premiére inégalité on a
HE;‘? &C]] > H?a &d] - [[“4665, J}C]] - J(ﬁs + QZC) + J(Us)'

Comme la fonction J est lipschitzienne sur K = L*(0,T; Vi;,) = K (voir

chapitre 3) c-a-d, il existe v, > 0 tel que
|J(w) — J()| < Yallkl| 207 L2 [l — vllk2, Yu,v € K (4.166)

on obtient

(oL, 9¢)) > — (£l 2 o1:ve, ) T ATl 200502, 1)

(4.167)
9l Rl 20,7222 19 | 2 (0,T5V2 4,
Avec la deuxiéme inégalité de I'inéquation (4.165) on a
([, &¢)) < ([, 9] = [[ATe, &) + T (0 = 4¢) = (W),
avec (4.166)
— 7
[[0%, (] (||f||L2 ©0,15v2,,)) T A 20,73, (VZ3)) (4.168)
9l 1Kl 2 0.2:22 @) 19 20w, )
D’aprés (4.167), (4.168) on a
@ YAl < (L llz02vg ) + IATEN 20,302, (4169)

el 1l 22052200 )1 | 200

O dzv)

D’autre part, d’aprés ce qui précéde (cf. (4.143)) et avec (4.142) on obtient

LA, )] <2M1P(IIUE|ILPOTVP T oY ¢l oz

0. dzv)

+2VE(VElTll2mve ) + VEVTIlollua) W€ 20 vz, )

0.di 'u
En utilisant (4.149), (4.150) on obtient

LA, OCN)| < 20p(CP=t + T |wo |5 [0C | 120z
+2v/2(C + eeVT ||voll12)|9C | 20 v

0. dz’u

O dw)
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Pour 0 < € < 1 on obtient
~ 1 o ~

[[AD, Ol < 2ump(CP + 2T |uol B D10 2002,

+2(C + VT |voll1 ) 1PC || 201172

6 din)’
d’ot
|HA€U<€7 l/?d” <G H&CHLQ(O,T;VO?MU)? (4-170)
ou
1 _
Ci = 2pu p(CP1 + 7T |[wo|8,1) + 2(C + eVT|vo|1.2).
Donc,
AT,
[(As. 9l _

dezo V€l 20z,

d’on

A 220702, ) < Crs

et en remplacant dans (4.169), on en déduit (4.152).
Montrons (4.153). En effet, on prend +0¢ avec 9 € HE(Q) et ¢ € D(0,T)
dans (4.137) on obtient

T B T 5 T 5
—/(mﬁm®cﬁ+/(Mamﬁoﬁ—/(%mmmxm
0 0 0 (4.171)

T
:/ (f, V)€ dt.
0
Considérons w € L%(Q) et
J = P(w),

oit P est l'opérateur linéaire continu de L2(2) dans Hy(Q2) défini dans le

chapitre 3. On obtient que

div(V) = w.
En prenant ¢ = n dans (4.171), on obtient

T T 5 T
/ (7767w)<dt = _/ (Geaﬁ)Lz(Q)gl dt + / a6<0;Usan) dt
0 0 0 (4.172)

T —
—/0 (fsm)L2 (o dt.
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Avec (4.41), (4.140) on obtient

’/ a.(0;0:,n dt‘
T
= ‘/ a(0;0.,1) dt+2€/ /dij(Ug_‘_UOf)dij(n) dxdt’
oT 0 TQ
< ]/ ol v +]2z [ [ (o + )i o
o Ja

< 2M1(Tp ||U€| Lp OTV” + TcpilHUOHIl);l)HnHLOO(O,T;Vg’)

+2\/E(\/_\/E”UEHL2(O,T;VO2) + \/ETCHUOHL?)||77”Loo(o,T;VO2)-

Pour 0 < £ < 1, (4.149), (4.150) on obtient

T
1 —
[ atosmm ] < 2(mrer + T ol Dl o
0
+2(VT'C + Tellvollv.2)[1nl oo 0,7v72) -

) (4.173)

Avec (4.172), (4.173)

‘/ Te, W Cdt‘ < el 20,7120 17 | 220,722 ()
1 _ _
+ 2101/1’1(Tp0p ! +Tc” 1“UOH‘;pl)||77||L°°(0,T;V02)
+ 2<ﬁ0+TCHU0H1~2>HnHL‘”(O,T;VOQ)
+ ﬁpo”f”m(o,T;L?(Q))||77||Loo(o,T;v02),
oil po, p1 désignent les constantes de l'injection continue de V2 dans L*(Q2)

et de Vi dans V{ respectivement.
Avec (4.151) on obtient

T
‘/ (ngw)gdt‘ = ﬁpoc”ﬁHHl(&T;VoQ)
0

1 _ _

+ 2101:u1(TpOp 1+TCP 1“UOHf.pl)||n||L°°(O,T;VO2)
+ 2(VTC + Teljvollr2) Il L=o/rv2)
ﬁPO||7||L2(0,T;L2(Q))||77||Lo<>(o,T;v02)-

+

Donc, comme V2 = Vj et Hj(2) ont la méme norme (voir chapitre 3) on
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obtient

T
| / (re.@)Cat| < VTpClnll oy
0

1 _ _ _
+ 2o (TP CP LT lHUOHIIJ.pl)HUHLOO(O,T;H})(Q))
+ 2(VTC + Tel|voll1.2) 1l oo 0. 75m302))
+ \/TPOHfHL?(O,T;LQ(Q))||77HL°°(0,T;H(1)(Q))‘

En utilisant la continuité de 'application P et I'injection continue de H'(0,T")
dans L>(0,T) (voir [21] page 129) on obtient

171l e 0,713 0)) = <] 0.0 1P 130y < C @€l o2 (). (4.174)
Donc, pour tout w € L3(Q2), ¢ € D(0,T) on a
T
‘/ (Weaw)Cdt‘ < Ol 10,7222 (4.175)
0

D’autre part, pour tout w* € L*(f2), on peut appliquer (4.175) en prenant

w=w — w" dx,
mesS) Jq

car on a @ € LZ(Q).

D’autre part, comme dans le chapitre 3 on a montré que

/ modr =0, (4.176)
Q

on obtient

/ e~ — | = aanca

_ ‘/OT(ﬂa,w*)Cdt—ijQ/OT(/QWde></Qw*dx>Cdt‘
_ ‘/OT(WE,w*)gdt‘.

Remarquons

@ lz2) < |22 (),
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donc, pour tout @w* € L?(Q), ¢ € D(0,T) on a

T T
‘/ (Wafﬂ)Cdt‘ = ’/ (e, @*)Cdt| < Cll@* (om0,
0 0

ou C est une constante indépendante de e. Alors, avec la densité de D(0,T)®
L*(Q2) dans H}(0,T; L*(2)) et (4.176) on obtient (4.153). 0

4.4.3 La limite du probléme (P?) ¢ — 0

Dans cette sous section, on s’intéresse au passage a la limite quand € — 0
dans le probléme (P?). Nous utiliserons les estimations du lemme 4.6 ainsi
que le lemme d’Aubin pour déduire le probléme limite lorsque ¢ — 0.

On consideére la proposition suivante :

Proposition 4.4 [l existe une sous-suite de (U.).o, notée encore (U:)es0,

telles que les convergences suivantes ont lieu

Ue = U faiblement dans LP(0,T; V3 4.), (4.177)
T, =T faible* dans L>(0,T; L*(Q)), (4.178)
v, =7 faiblement dans L*(0,T; (Vig,)), (4.179)
U. = U fortement dans LP(0,T; LP(09)), (4.180)
et
U. — U fortement dans C([0,T]; H), (4.181)

ot H est un espace de Banach tel que L*(Q) € H C (V2y,) et Vinjection de
L*(Q) dans H est compacte.

De plus, il existe une sous-suite notée encore (7).~ vérifiant
7. — 7  faiblement dans H'(0,T; L3(Q)). (4.182)

Preuve. Notons que les estimations obtenues dans le lemme 4.6 sont
indépendantes de e. Des estimations (4.149), (4.151), on en déduit que la
suite (T.).-0 est bornée dans LP(0,T; V. )N L>®(0,T; L*(2)), donc il existe
une sous-suite de (T.)es, notée encore (U.).~g, vérifiant les convergences
(4.177) et (4.178). Avec l'estimation (4.152), (UL)e.so est bornée dans
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L*(0,T; (VEy,) ), done quitte & extraire & nouveau une sous-suite de (%),

notée encore (U.)c~g, on obtient (4.179).

D’autre part, avec le théoréeme de trace, il existe une application
Yo € L(WP(Q), Wl_%’p(aQ)) et injection de Wl_%’p(aQ) dans LP(09) est
compacte [30] ott L(9Q) = (LP(9Q))3, W' »7(9Q) = (W'~#"(09))?. Dans

toute la suite, on utilise la notation

Y(0) =0 sur OfL.

Notons Xo = V., X = L*(Q), X; = (VZ,,) tel que Xy C X avec injection
compacte et continue (car p > g) et X C X, avec injection continue.
Pour montrer la convergence (4.180) on a besoin de l'inégalité suivante : pour

tout 1) > 0, il existe ¢; > 0 tel que
[ollLron) < 0ll0]lx + cllollx, Vo € Xo. (4.183)

En effet, raisonnons par 'absurde (voir Lemme 2.1 [78| page 270). On suppose
que (4.183) est faux donc il existe 7 > 0 tel que pour tout ¢ € R¥, il existe
v € Xj tel que

[0l[Lr o) > o)l x, + cll0]lx, -

On prend ¢ = m, on obtient qu’il existe une suite (0y,)m>1 d’éléments de X
vérifiant

[Om [ @) > 0ll0mllxo + ml[Om]lx,,  Ym > 1.

D’autre part, on a ||0,,||x, # 0. En effet, supposons que ||0,,||x, = 0 donc
Um = 0, comme ’application trace est continue et linéaire, on en déduit que
Up, = 0 sur 05, c’est une contradiction avec le fait que |0y, ||Lr@o) > 0.

Donc, on considére la suite normalisée

Um,
Wy = 772 P
[[0m]] x,
qui satisfait
||wm”Lp(aQ) > TA] + 77”L||U)m||X17 Ym Z 1. (4184)
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Comme ||wy,||x, = 1, d’aprés la continuité de la trace on obtient que (wy,)m>1
est bornée dans Wl—%@(ag) et dans LP(092). En passant a la limite dans
(4.184) quand m — +o0 on obtient

| wml|x, — 0. (4.185)

Comme la suite (wy,)m>1 est bornée dans Xy alors (w,,)m>1 est bornée dans
X. Avec l'injection compacte de Xy dans X (car p > g), on en déduit qu’il
existe une sous-suite notée encore (wy,)m>1 qui converge fortement dans X
et faiblement dans Xj. De (4.185) la limite de (wy,)m,>1 doit égale a 0.
D’autre part, on a

Wy > W =0 dans X, (4.186)

Wy, — w, dans  Xj. (4.187)

Montrons que w, = 0. En effet, de (4.187) on a
< W, [ > x50 < Wiy [ >xx0, Y € X,

comme X, C X C X, pour tout f' € X onpose Lj € X, avec

Li(w) = /wadx
(f,w)x Yw € Xy C X.

On a
Lf(wm) - Lf(w*)7

donc, de (4.186) on a

i [(Fw — x| < im |l — w0

d’ou

(fiw, —w) =0 VfeX,
c-a-d, w, —w € X+ donc w, = w = 0 dans X. Alors, w,, = 0 dans X,.
Comme 'opérateur trace est linéaire et continu pour la topologie forte (voir
Théoréme I11.9 [21] page 39) on en déduit qu'il est continu pour la topologie

faible d’ou
Wy, — 0 dans Wk%’p(aﬁ).
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Comme injection de WP (052) dans LP(052) est compacte
Wy, — 0 dans  LP(0Q).
C’est une contradiction avec (4.184)
|wmllroo) > 1 >0, Vm>1,

d’ou le résultat.
Avec (4.183) on obtient

Ve = Ol zeorare)y < N0 = OllLeo,r:x0) + cillVe = Dl Leo,rx1)-
Avec (4.149) on a

1D = 0|l zr0rero0) < 0(C + ||0]|2r0,1:x0))

(4.188)
+c;l|0e — 0| e 0,1:x1)-
De plus, de 78] page 272 on a
U. — v fortement dans LP(0,7; X3).
En passant a la limite dans (4.188) quand € — 0 on obtient
lim [0 =0l 0,r:0000)) < M(C + ([0l 20 0,7:50))- (4.189)

Comme 7 > 0 est arbitraire, on peut passer a la limite quand 7 — 0 dans
(4.189) on obtient (4.180).

En appliquant le lemme de Simon, on a la convergence (4.181) quitte a ex-
traire & nouveau une sous-suite. Donc, on obtient

0 = limo.(0) = B(0). (4.190)

e—0

De lestimation (4.153), on déduit que la suite (m.).so est bornée dans
H=Y0,T;L3(f)), et quitte & extraire & nouveau une sous-suite, notée en-
core (7.)=>0, on obtient (4.182). 0
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Lemme 4.7 On suppose que les hypothéses (4.2), (4.3) sont satisfaites, alors
pour f € LP(0,T; L*()), k € L' (0,T; L¥ (w)), 0 € L2(0,T;L3(Q)), s €
L2(0,T; L*(w)), &€ € HY(0,T) vérifiant (4.8), et vy € H'(Q) vérifiant (4.13)
on a e HY0,T; L8 () et W € LP0,T; (VP,.)).

Preuve. Montrons que # € H=1(0,T; L (). En effet, avec (4.41), (4.140)
on obtient pour tout ¥ € H(Q) et ¢ € D(0,T)

T
’/0 as(e;@ﬁg)dt‘
_ ‘ /OTa(e;m,&C) dt+2¢ /0 T /Q diy (0. + 068 )diy (D) d:cdt’

< ]/OTaw;@,@o dt]+]2e/0T/Qdij(Ue+vo§)dij(5‘<) da di|

_ 1 Ly s
< 2 ([Tl ey + T7 & ol 19C oo
+2\/E(\/g||@||L2(o,T;VO2) + \/EﬁC“UOHM)||1§C||L2(0,T;v02)-

Pour 0 < £ < 1, (4.149), (4.150) on obtient

T
| / 0. (0:5.,90) dt| < ElFCl| o) + VECIIC |z (4191)
0

ou

C = 2 (CP + T & Y|u21),
C = 2(C + VTc|Jvo||12).

D’autre part, on a

T
| [ Fieacat] < plFluvararan K laryg, (4192
rappelons que p, désigne la constante de l'injection continue de V' dans

L%(Q).
De (4.151), (4.171), (4.191) et (4.192) on obtient

T
| [ (resdiv(@)s | < VIR CUoClmogy + CliC oy
0

+VECIUC]I 2 0.13v2) + p*HTHLP'(O,T;LQ(Q)) 19¢1 o 0,7v7)
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d’ou
T ~ ~ ~
‘/ (e, div(V))C dt| < Cll||19€||H1(0,T;W(1]‘p(Q))+\/EC||Q9C||L2(O,T;V02)7
0

ou
A 2—p 2—p
Cu =VTp.C+CT % +p.T% || Fll 1w 012 (0)-
En passant a la limite dans 'inéquation ci-dessus quand € — 0 on obtient
T
|| Grodiv(@)t] < ol iy V9 € HY(@), VC € DO.T)
En utilisant la formule de Green on obtient
T ~ ~
WAL e T —
0

v e D(Q), V¢ eD,T).

(4.193)

Avec la densité de D(0,T) @ WP (Q) dans H (0, T; WP(€)) on conclut que
Vi € H 10, T; W™ (Q)), donc le théoréme de De Rham [3] montre que
# € H™Y0,T; L' (Q2)). De plus, (4.182) donne que

/ mdr =0,

Q

d’ot 7 € HL(0,T; LE ().

Maintenant, on montre que @ € L¥ (0,T; (V¥,;,)). En effet, on prend +0¢
avec U € V2 et ¢ € D(0,T) dans (4.137) on obtient

0 ~ T ~
<§(Us,iﬁ)L2(Q),C> —I—/ a.(0;0., £9C) dt
0

D’(0,T),D(0,T)

_/OT(ﬂg,div(j:@))Cdt+ /OT <j(t,65i1§§) —j(t,@a)) dt  (4.194)

T ~
> /0 (f £0)p2(0C dt.

De la premiére inégalité on obtient

a _ T L T 5
(5 D)y ) > [ it = [ a0

D’(0,T),D(0,T)

+ /0 T(vra, div(D))¢ di+ /0 ' (j(t,@) —j(t,v: + @O) dt.
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D’autre part, on a

‘/ (t,02) — j(t, U5+19C)dt>‘

k([T — 8| — [0 + 0¢C — 3]) do’ dt’

r
< [ [ it e
0 w

en utilisant les inégalités de Holder en espace et en temps, on trouve

‘/ t Us - (t Ve +79C) dt)‘ < ||k||LPl(07T;LP/(w))H/&gHLP(O,T;Lp(w))'

En utilisant la continuité de I’application trace de W'?(2) dans L”(92) on
obtient

| / 3(6T2) = (8T + ) dt) | < ARl oo p19€ 0 (4:195)

et comme (4.191), (4.192) sont encore vraies pour 9 € Vg, donc

T
_/ (Uaa ) Cdt > P*HfHLp (0,T;L2( ))HQ%HLP(O,T;VOP) _C’WCHLI)(O,T;VOP)
0

T
VECIC gyt [ (rediv(@))C de
0
=YK (0,T; L7 (w ||19C||Lz> (0,T;VE)-
En passant a la limite quand € — 0 avec (4.178), (4.182) on obtient

T

T
- [ @Ot = ~Call il + [ (Fdiv@)C dt, (4199
0 0

ou
Cor = pull Fllw om0y + C + VKl 07,10 (-

D’autre part, on a
T ~ ~
‘/ (7, div(9))C dt| < ||7ATHH*1(O,T;LP'(Q))||div(19)cHH&(O,T;LP(Q))' (4.197)
0
Donc, (4.196) devient

T
/(Uaﬁ)L%Q)C/dt < Co|9C]| Lo 0,150
0

+ HﬁHH—l(o,T;LP’ Q) Hdiv(ﬁ)CHH& (0,T;LP(2))"

(4.198)
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Avec la deuxiéme inégalité de I'inéquation (4.194) on obtient

—<%(Usﬂ§)L2(Q)»C> 2 _/OT(?, Qg)LZ(Q)gdt

D'(0,7),D(0,T)

T T
4 / 0. (6:5., ) di— / (.. div(D))C dt
0 0
T ~
s [ (3t = st = 30)) de.
0
Avec (4.191), (4.192) et (4.195) on obtient
T
/0 (Te, N2y At > =pull Fll o 0,720 19 Lo 0.1y — CHIC I Lo 0,1v2)

T
~VECH gy | (e dio))C
_Jo
_’YHkHLp’(o,T;LP’(w))HﬂCHLP(O,T;Vo”)'
En passant a la limite quand ¢ — 0 avec (4.178), (4.182) on obtient

T

T
/ (T, D2 dt > —=Co|VC| Lo o,rvr) —/ (7, div(09))¢ dt.
0 0

Avec (4.197) on obtient

T
/ (@ D@ dt = = (CoalIClrorag)
0

) (4.199)
N7l 10,2520 @) 10 (D)l 113 072002 ) -
Avec (4.198), (4.199) on obtient pour tout 9 € V2, ¢ € D(0,T)
T ~ ~
— /
[ @Oad @] < Caliloory 00
+||7ATHH*1(0,T;LP’(Q)) ”div(ﬂ)C”Hé (0,T;LP(R))-
Maintenant, montrons que
. It L{ ~ % ~
[div(9)|ze@) < (3)7 [IVOlzoi) = (3)7 [|0]]1p- (4.201)

En effet, on a

ldiv@) e = / dio(9) de
3 ~
Q=
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En utilisant l'inégalité de Holder on obtient

3 3 1 3 1
S waa| < (o) (X ear)”
=1 =1 =1
< %(Z| );_3ﬁ|w§|.
1,7=1
Donc,
o)y < 37 [ 1999 do =37 |V, 0,

d’on (4.201). Alors (4.197) devient

T ~ 1 ~
|| rdiv@)cat] <3 1oly-s o 13l mory- (4202

En remplacant dans (4.200) on obtient

‘/ D20’ dt‘

L “ ~
< Coal| 0| oo, vy + 37 1 -1 0. (e 19C | 13 0.7v2)
2p = 1 ~
< CoT 2 [[9C| 22 0,vy + 37 17 -1 0,207 o 19€ | 112 0,7v77) -

En utilisant l'inégalité de Poincaré en temps on obtient

T
’/0 (U, 19)L2(Q)C/ dt|< C33||19<||H3(0,T;vg’)7

(4.203)
Vo € V2, V¢ € D(0,T),

ou
G = (CoaT = o+ 37 |7 ;3070 ()

avec cpy désigne la constante de Poincaré.

D’autre part, montrons que Vi est dense dans V. En effet, rappelons que
={peW"(Q); =0 sur TZ U, et ¢©-n=0 sur w},

oun = —€3 Sur w. Pour Y= (()0179027()03) € ‘/Op on obtient Y1 = P9 = 0 sur
[ UL et o3 = 0 sur 992 donc ¢ = (1, 2, p3) € <W1}£JFL(Q))2 ® WOLP(Q)

avec

WIl’fzJFL(Q) = {'UJ S Wl’p(Q); w=0 sur Fl U FL}
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On définit

W={weD); w=0 sur I'' UL}

Montrons que W? ® D(2) dense dans V{. En effet, on a D({2) dense dans
WyP() et W2 dense dans (Wr?, (€2))? (voir chapitre 5). On obtient donc
W? @ D(Q) dense dans V¥ et comme on a

W2eD(Q)cVEc VP,

on en déduit que Vi est dense dans V. Done, (4.203) devient

T
‘/0 (0, 2@ dt| < CasllICl a0,y (4.204)
Vi € VP, V¢ € D(0,T).
Avec la densité de D(0,T) @ VP dans H'(0,T;V{), on en déduit que v’ €
H0, T3 (V7))
De plus, par densité de Vi dans V¥ (4.200) devient
T
’ / (0, D120 dt| < ConllC]| Loo,rvr)
0 ~
+||7%||H*1(0,T;LP’(Q))“div(ﬁ)C”Hé(O,T;Ll’(Q)) (
Vo € VP, V¢ € D(0,T).

4.205)

On suppose que div()) = 0 on obtient

.div

T
‘/0 (0, D2y dt|< Coal|IC| oo rvz,,) (4.206)

¥ € Vi, V(e DO,T).
Avec la densité de D(0,T) ® V7, dans LP(0,T;Vy ,..), on en déduit que
v’ e LP(0, T (Vigi,))- O

Théoréme 4.7 Sous les hypothéses du lemme 4.7, il existe v € C([0,T7;
L2(Q)) N LP(0, T;VY,.,) avec © € LP'(0,T; (VE,,)) solution de linéquation

variationnelle suivante

0% -7+ [Av, 5 -]+ J (@) = J(v) > [, -7,

(4.207)
V@ S L2<Oa T; ‘/;)z.div)a

avec ©(0) = 0.
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Preuve. Soit 3 € L*(0,T;V2;,), comme on a f € LY (0,T;L*)) C
LP(0,T; (VP ,.)) et © —©. € L*(0,T; V2,,) C LP(0,T;VPy,,.) on peut écrire

T
F.7—-7.] = / .7 - 0o dt
0
T —
= / < f7¢_6 >(V0pdzv) VOp(iz'v dt,
0

d’ou
[f.e—u] = [f,p—1d, (4.208)
rappelons que [.,.] désigne le crochet de dualité entre LP(0,T;Vy,,) et
Lp/(O, T§ (‘/Z)?div),)'
Avec (4.139) on obtient
T
< U/ev P — >(V02dw) VE s ["4687 ©— Ea]

—i—2€/ /DUE—H)O& D@ —7v.)dxdt+ J(p) — J(0:) > [f, P — U,

T
AT, U, — 7] < / <ULP =V >z, yve, +[AU, P -7

+2s/ /DU5+UO§ D@ —©.) dadt + J(7) — J(@.) - []. 5 — T

<ULP— Ve >z, yve, T[AV:P— ]—25/ /|D o) > dx dt
—i—2€/ /D vé) dxdt—Q\/_/ /D vo€) : VeD(T,) dx dt
12z / / VED(.) : D(@)dudt + J(7) - J(T.) - [f.5— T,

donc

T
[AT,, T, — 7| _/ <v.,p— ve, +[ AT, — 7]

0 dz’v

+2a/ /D Vo) dmdt—Q\/_/ /D voé) 1 VED(T.) dz dt

12y2 / / VED(.) : D) dudt + J(7) — J(5.) — [, — 7).
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On prend 7 = )¢ avec ¢ € V2, et ¢ € D(0,T) on obtient

T
: I _— L.
lim sup[Av., U. — 7] < limsup ( / (Ve ¥) 2 (¢ dt — §\|U€(T)|]i2(m

e—0 e—0

+[AD., D¢ — U] + 2¢ / / D(vo€) : D(¥¢) da dt
—2\/_/ /Dvof ) 1 VeD(D,) dw dt
12z / / VED(T.) : D(C) du dt + 1(9¢) — J(2) — [T, 9¢ 7)),
d’ou

T
1
lim sup[ AT, . — 7] < —liminf/ (Ue, 1)z ¢ dt — §hm1nf|]’u€( )Hi2(ﬂ)

e—0 =0

+ lim sup[AT., /¢ — 1] 4 2 lim sup / / D(vo€) : D(¥¢) da dt)

e—0 e—0

—211m1nf \/’/ /Dv0§ \/_D(Ug)dxdt>

+2lim sup \/_/ /\/_D Ue) : @b()dazdt)+J(Q/J()—hm1an(UE)

e—0

— hmlnf[f v —

Comme l'opérateur A est borné et (T, ). est bornée dans LP(0,T; Vg ;) on

a
AT, — x  faiblement dans L¥ (0, T; (V?,..)). (4.209)

D’autre part, comme dans (4.67) on a
|J(©e) = J@O)] <Nkl o 0.0 (w10 = Pllzo 0,750 (0
en passant a la limite quand € — 0 en utilisant (4.180) on obtient
J(0.) — J(D). (4.210)

En utilisant I'estimation (4.150) et les convergences (4.177), (4.178), (4.209)
et (4.210) on obtient

T
. — — — 7 1 . . — 2
lim Sup[AU67U6 - U] < _/O (U7¢)L2(Q)C/ dt — 5 1llgglf ||U6(T)||L2(Q)

e—0

+00 ¢ =] + J(WC) — J(@) = [f,4¢ — 0], Y € Vg, V¢ € D(O,T).
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Par densité de D(0,T) ® V2, dans L*(0,T;V{,;,) on obtient

T
1
. — — — — — . . — 2
hr?_%lp[/lve, U. — 1] < /o <V, P >z, yve, dt— 3 hIEH_)lOIlf [0=(T) |52

+[X>¢ - 6] + J(@) - J<6) - [fa@ _6]7 V@ € LQ(OvT; ‘/E)de)

Avec le lemme 4.7 on a ¥ € LY (0,T;(Vly,)) et comme L2(0,T;VZ,.,) C
Lr(0,T;Vy ) donc

T T
— — - — —
/0 <ULP >(V02.div)/’v()2.diu dt = /0 <U,¥ >(V0édiv)/vvgfdw dt’

d’on

T
1
. JRE— — — — . . — 2
hr?_%lp[Avg, U. — 1] < /0 <V, P >wp, yyp  dt— 3 llrgglf [0=(T) |52

+ix.o -0+ J(@) —J@O) - [f.p—1], Vo e L*0,T; Vi)

On prend p = . € L*(0,T;VZ2,,) et en utilisant les convergences (4.177) et
(4.210) on obtient

T
lim sup[Av., T — 7] S/ <7, > (V2L V dt
0

P
e—s0 .div 0.div

(4.211)

Lo 2
-5 hgglf HUE(T)HL2(Q)’

avec (4.24), (4.190) on a

T
1 1
— — _ — 2 — 2
/0 ST >0 U= 51T =3 v(t;) o, (4.212)

et comme T.(T) — ©(T) faiblement dans L*(Q) on a
tim inf [7(7) 20y > 17T 2. (4213)

Donc, de (4.211), (4.212) et (4.213) on obtient

lim sup[AvT,, T. — 7] < 0.

e—0
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Comme A est pseudo-monotone on obtient

liminf[AT., . — @] > [AU,0— @], Vg e LP(0,T;V{ .- (4.214)

e—0

Mais d’apres (4.139) on a pour tout » € L*(0,T; Viy,)

(A0, 7 —p] < lim 1glf[./4va, U. — P
e—
< limsup[AT., 7. — P|

- e—0

IN

i sup (= 07 220y + [0,

+ 25/ /Dvof P)dxdt

W / / D(vof) : VED(T.) du dt
+2\/’/ /\/_Dva. ) dxdt
+ J@) - J@) - [F.7-7).

d'on

1
_§hm1nf||ve( )||L2 +hmsup[[v6,goﬂ

+ 2111? jélp / / D(ve€) : D(p) dx dt)
— 2lim inf \/E/ /D(Uof) :VeD(v.) dx dt)
0o Ja

P
<l
<
I
ASt)
VAN

e—0

+ 2limsup (ﬁ/OT/Q\/ED(@):D(@ dxdt)

e—0

+ J(@) — hIgl_)lglf J(v:) — h?;glf[f@ — U] dt.

En utilisant 'estimation (4.150) et les convergences (4.177), (4.179), (4.210)
et (4.213) on obtient

4D 0~ 7] < 5l 2y + (7,7 + T(7) — J(D)

_[f7¢_6] v@ S L2(07T7 ‘/02dw)
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Comme L*(0,T;Vi2,,) C LP(0,T; VL) et o € LY (0,T; (VPy,)) on obtient

T
@2l = / <P >0 Vi U
0

. (4.216)
= /0 <7.,p > (VP LV VE dt,
avec (4.212) on obtient
T
#.7) = [ <757, @
T
+ /0 <T, 0 >wp yyr  dt
SN
= [0.% =0+ 50Dl o)
En remplagant dans I'inéquation (4.215) on obtient (4.207).
U

4.4.4 Reésultats d’existence pour le probléme 4.3
Recherche de la pression

Théoréme 4.8 Sous les hypotheéses du lemme 4.7, il existe T € C([0,T);
L2(Q)) N LP(0, T; Vyy,,) avee T € LV (0,T; (Viy,)) et m € HY(0,T; LY ()

solution du probléme 4.3.

Preuve. En prenant = v, £ 9 € L*(0,T;Vg;,) pour ¥ variant dans
L*(0,T; Hg 4,,) dans (4.207) on obtient J(v. + ) = J(T.) et

[, (0. —0) £ 9] + [Av, (V. —©) £9] + J(0.) — J(©) > [f, (0. —©) £ 9]

En passant & la limite quand ¢ — 0, en utilisant les convergences (4.177),

(4.210) on obtient 1’équation variationelle suivante

T T
A < 6/, 19 >(V0p.div)/7voz?div dt + \/0' CL(@, U, 19) dt

T (4.217)
= / < f7 19 >(V0p'dw)/7vop,div dt
0
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Soit 9 € H} . indépendante du temps, et soit ¢ € [0,7]. On définit

19:{ 0 sur [0,1],

0 sinon.

Donc, (4.217) devient

t t !
/0 < U/’ Y >(V0édiv)lvv(fdiv ds + /0 a(9§@a 19) ds = /O < fﬂ? >(V0p.div)/vvoédw dS,

c-a-d,

t t
(U(t), ﬁ)LQ(Q) + \/O\ a(e, U, 19) ds =< /0v f ds, ¥ >(V0p.div)l’vop.div7 Vi € H&.div'

Par densité de
V={peD(Q), div(p) =0},

dans W, (voir [3]) on obtient

t t
(5(t)719)L2(Q) —1—/0 a(0;7,9)ds =< /0 fds, 0 > v v e W()l.;lpiv‘

Donc, d’aprés (4.40) (car ¢ < p < 2) on vérifie que les estimations (4.107),

(4.114) dans la proposition 4.3 et le lemme 4.4 respectivement deviennent

t
~ 1 _ _ . 7 ~
| [ at6:0,9)ds| < 2 (01 gy + ool N (4:218)
0
t

€

T
= 15| PL
‘ A a(evvan) dt’ S 2”1(Tp||U||LP(07T;V0p) (4219)
+T o7 D) Il Loeo iy,
rappelons que 1 = ¢ avec ¢ € D(0,T).
Donc, comme f € L”(0,T;L*(Q)) ¢ L (0,T;(V})) en utilisant le méme
raisonnement que dans la proposition 4.3, le lemme 4.4 on obtient ’existence

et I'unicité (& une constante prés) d'une fonction 7(t) € LP (Q) et de plus
7€ C([0,T); L¥ (Q)) vérifiant pour tout ¥ € D(€)

< / Fds, 9 >y ye —(0(t), )2 — / a(0;T,0) ds = —(7(t), div()).
0 0
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Par la densité de D() dans W ?(Q) on a aussi pour tout J € W ()

t t
< / fds, v > (vry v —(@(t),ﬁ)Lz(Q) —/ a(0;0,9)ds = —(7(t), div(V)).
0 0
On dérive ’équation ci-dessus par rapport a ¢t au sens des distributions, donc

avec

o
ot’

m =

on obtient pour tout ¥ € W3?(Q)
<0 >0z~ (B0), Dy — al0:7,7) = — (. din()),
et

De plus 7 € H=(0,T; LY (2)).
D’autre part, comme f € L (0,T;L*(2)) on peut écrire

<f9 > (VEy V= (f, 1§)L2(Q)7
donc, on fait les mémes calculs que pour obtenir (4.122) et on obtient aussi
T T o
| G- [ 5( ) e
T
- —/ < div(5), 9 >pre)po) Cdt, (4.220)
0
v € D(Q), V¢ eD(,T).

Puisque ¢ < p < 2 montrons que div(5) € H~'(0,T;L*(Q)). En effet, on a

’/ < div(c 19>D/ Cdt‘
_‘/ Drz(e)C dt - /aﬁ LQQ)cdt‘ (4.221)

< ’/0 (f, ﬁ)LQ(Q)Cdt‘ + ‘/0 E(U’ Qg)Lg(Q)(dt’-

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et de Holder en temps
on obtient

| [ G| < e THFluronason 1 Ilmonuzan 4222
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rappelons que c¢,, désigne la constante de I'injection continue de H'(0,7')
dans L>(0,T).

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

T
o - B 5
’/ a(v,ﬁ)m(m(’dt‘ <Pl L20,r:12 00 19C N 110,012 02)) - (4.223)
0

En remplagant (4.222), (4.223) dans (4.221) on obtient

T
’ / < dw(&),f} >D’(Q),D(Q) Cdt‘
0

1 B -
< (cooT™ ||f||LP'(0,T;L2(Q)) + HU||L2(0,T;L2(Q)))||T9C||H1(0,T;L2(Q))-

Alors, avec la densité de D(0,7T) ® D(Q) dans H}(0,T;L*(Q2)) pour la to-
pologie de H'(0,T;L*(Q2)) on obtient div(5) € H~(0,T;L*(Q)). Comme on

20(0, | D(© + vo&) )| D(D + vo€) P2 D(T + wo€) € L7 (0, T; (L7 (2))7),

et ® € HY0,T;L¥(Q) donc & donné par (4.15) est dans
H=Y0,T; (LP(2))?) et puisque p’ > 2 on obtient & € H~(0,T; (L*(Q))?).
Donc 6 € H71(0,T; V?). Ainsi (4.220) devient

/(f D)ooy Gt /8tU19L2(QCdt

(4.224)
//dw DNCdxdt, ¥)eD(Q), YC¢eDO,T).

Comme D(Q) est dense dans L*(Q) c-a-d pour tout 9 € L*(Q), il existe
U, € D(Q) telle que

lim 9, =9 dans L*(Q), (4.225)

n—-+o00

en remplacant 9 par 9, dans (4.224) on obtient

/ (

&)ﬂmgdt /‘at’ Un) o G
T

I,
(4.226)
/ (div(5) - 0,)C d dt.
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De (4.222) on obtient

_ ~ ~ l f— ~ ~
| / (Fn = DrzC | < T Fllw oz IS lmom 90 = Fllceqey

En passant a la limite quand n — +o00, en utilisant (4.225) on obtient

T J— ~
0

Avec (4.223) on obtient

| / SO0 = D) Ct| S D0 e Il 0 9 = Tz,

en passant a la limite quand n — 400, en utilisant (4.225) on obtient

"o
/08t< )L2<Q>Cdt—>/ 5 (0 0) 200 € It (4.228)

‘/ / (div(5) - (1, — 1)) Cd:pdt‘

< ||div(G) || - 1(0,T5L2()) HCHHl 0,7) Hﬁ —79HL2

En passant a la limite quand n — 400, en utilisant (4.225) on obtient

/OT /Q (div(c) - ¥n)¢ do dt — / / (div(5) - 9) da dt. (4.229)

En passant a la limite quand n — +oo dans (4.226) avec les convergences
(4.227), (4.228) et (4.229) on obtient

T T
- =~ 0
/ (F. DaenC i — / 0.0 g Cl

(4.230)
/ / (div(5) - 9)¢drdt Y0 € LA(Q), V¢ eD,T).
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Maintenant, en reprenant U € V2 et comme & € H~'(0,T;Y?), on fait les

mémes calculs que pour obtenir (4.135) et on obtient aussi

Ty T T o
/0 E(U’ﬁ)L2<ﬂ>Cdt+/O a(G;U,ﬁC)dt—/O (7, div(9))C dt

T r o r_ 4.231
+/D j(t,v+19§)dt—/0 j(t,v)dt:/o Fodypcdt A2

+A(T,0), YieV2 VC(eD0,T),
avec
A ~ T ~ ~
Awd) = [ ([ 600 d + 50490 - jie.)) dr
0 w
On a
/ 0-ndY =0, YieVZ
o0N
Du lemme 2.2 [46], on déduit qu'’il existe J € H'(Q) vérifiant
div(d) =0 dans Q, J=19 sur 8.
Donc, ¥ € V2, et on a
T o . T .
/0 T 0)y 0+ /O a(0;7,9¢) dt
T
_l’_

/ <j(t, T+ 9¢) — j(t, 5)) dt (4.232)
0
T p— ~ A A
— [ G0 dt + Aw.0)
0
On prend 7 = T, 4+ ¢ € L2(0,T;VZ2,,) dans (4.207) on obtient
[@,9¢ + (T. — 0)] + [AT, IC + (0. — 0)] + J (0. + 9¢) — J (D)
o (4.233)
> [f,0¢+ (v = D).
D’autre part, comme dans (4.67) on a
(@ +0) = J@+ 9] < k]l 1 0,7:10 ) 1= = Tllzoo.izr s
en passant a la limite quand € — 0 en utilisant (4.180) on obtient
J(T. +0¢) — J(@ +90). (4.234)
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En passant a la limite quand £ — 0 dans (4.233 ), en utilisant la convergence
ci-dessus et (4.177) on obtient

[@,9¢] + [AT, 0¢] + J (T +9¢) — J(D) > [f,9¢],

/ ETAGET Q)Cd”/oTa(@;W@C)dtJr/oT (j(t,@+1§()—j(t,@)) dt

—/0 < F,0¢ >wpr, yve dt > 0.
Avec (4.136) et (4.232) on obtient
A, 9) > 0.
Comme A(w,9) = A(®,0) car J = 0 sur 8Q on a
A(w,9) > 0.
Donc (4.231) devient

T o _ T . T s
/0 a( ; )LQ(Q)Cdt—F/O a(G,U,ﬁC)dt—/O (7, div(VQ)) dt

T R T
[ (o i - i) dez [ Tt
0 0
Vi e V2 V¢ eD,T).
Par densité de Vi dans V{ on obtient

/ 5 (T LQ(ﬂ)Cdt%—/OTa(Q;E,@() dt—/OT(w,dw(&g))dt

+/0 <](t,l} +9¢) —j(t,U)> dt > /OTG "@)L%Q ¢ dt,

v e VP YCeD(,T),

(4.235)

de plus

v(0) =0,
ce qui montre si s € L*(0,T;L*w)), & € W'Y (0,7) ¢ HY0,T) (car
P > 2) et vy € H'(Q) alors le probléme 4.3 admet une solution
@ me (C0,TELAQ) N LP0,T5 Vi) x H0,T; I (@) avee 7 €
LY(0,T; (Vi as))- O
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4.4.5 Reésultat d’existence et d’unicité pour le probléme
4.4

L’existence de la solution découle de 'existence du probleme 4.3. En effet,

on considére le théoréme suivant

Théoréme 4.9 Sous les hypothéses du lemme 4.7, le probleme 4.4 admet

une unique solution.

Preuve. D’aprés le théoreme 4.8, le probleme 4.3 admet une solution donc,
avec ¥ € VP et ¢ € D(0,T) dans (4.235) on obtient

ATgﬁlﬁﬁmﬁdﬁ+ATM&@50dﬁllTOUJH”%)_ﬂtm>ﬁ

T ~
> [ T

Par densité de D(0,7) ® Vyy;, dans LP(0,T;Vy ;) on obtient

v, %~ + A0, 7] + () ~ J() = [}, 7 -7,
Ve € LP(0,T5 VY yin)-

de plus
©(0) =0,

ce qui montre que le probléme 4.4 admet au moins une solution.
Maintenant, on montre que ce probléme admet une unique solution. En ef-
fet, on suppose que ce probléme admet deux solutions vy et Uy. Donc, elles

vérifient les deux inéquations suivantes

[Ellva_ﬂl] + [AUlva_Ul] + J(@) - J(Ul) Z [77 @_@1] v@ € LP((), T7 ‘/OI.)div)v

[6/27 ¢_62] + [AU% a_UQ] + J(@) - ‘](UQ) Z [77 @_@2] V@ € Lp<07 T7 ‘/Opdw)

Fixons ¢ €]0,T], prenons g = Ualjo,q + U1ly,77 dans la premiére inéquation

et © = U1lpy + U2l) ) dans la deuxiéme avec

Lo 1 sur [0,¢],
o4 = 0 ailleurs.
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En additionnant les deux inéquations, on aura :

[0y — Ty, (Ta — T1) Lo g] + [AT1 — A2, (T2 — T1)10y] > 0,

[0} — Ty, (T1 — T2)L0g] + [AT1 — ATy, (U1 — T2)104] < 0.

D’autre part,

T
(AT, — ATs, (U1 — U2)1p0] = / (Q(Q;UL (T1 —T2)1p04)
0
— a(0;0s, (U1 — 62)1[0,7:]> dt
t
_ / (a(0: T, (Ty — T)) — a(0: B, (Ty — T)) .
0

en utilisant le méme raisonnement que dans ’étude de la monotonie de A,
on a aussi

((1(9;61, (Ul — 52)) — (1(9;62, (Ul — Ug)) dt~

0 t
= [ | 5(lp@ + w2 + 81D + )
x| D(B1 + v0) — D@2 + v66) + (ID@: + vE) — DB + 066 )
% (al D(1 + vof)2 = BID(T; + o) "2 ) da .

ol
a=2u(0, D1 +vof)]), B =2u(0, D02 + vo§)])-

- Si |D(T1 + vo€)| # 0 et |D(Ta + 1vp€)| = 0 et comme « > 0 on obtient

/t(a(ﬁ;m, (U1 —02))—a(0; Dy, (U1 —03)) dt = /t/ a| D (1 +veé) [P d dt > 0.
0 0o Ja

Quitte & modifier les roles de U; et Uy dés le départ, on peut se ramener au
cas précédent si |D (U1 + vo€)| = 0 et | D (T + vo€)| # 0.
- Si ‘D(UQ + U0£>| = |D(61 + U0£)| = 0 on obtient

/0 (a(0; D1, (U1 — Uy)) — a(8; 0y, (U, — Uy)) dt = 0.
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- Si |D(T; + vo€)| et |D(T + 1vp€)| non nuls on obtient

A (a(@;@l, (Ul - 62)) — CL(Q;UQ, (Ul — 62)) df

! |D(Ts 4+ voé)|* | 5
= /0 92|D(51+Uo§)|r(5_1)
X ((55”" ta)(§—1)— (85 —a)(S + 1)) dz dt

L L,
_/0 B g V@S — 8 dedr,

ot & — |D(T1 + vof)|

— et r=2—p.
| D02 + vo8)|

- Si | D(T1 4+ vo€)| > |D(Tg + vo€)| > 0 donc avec (4.45) on a

/0 (a(0; D1, (U1 — Uy)) — a(f; 0y, (U — Uy)) dt > 0.

Quitte & modifier les roles de U; et Uy dés le départ, on peut se ramener au
cas précédent si |D(Ty + vo€)| > |D(T1 + vo€)| > 0.

Donc,
AT, — AT, (71 — )] 2 0,
d’ou

)/7‘/017 dt S 0

t
—/ — — —
/ < V] — Uy, V1 — V2 >(VP s
0

0.div

D’autre part,

¢ t

o 1t .

/ < /Ull _ ’UIQ, U1 — Vg >(V0?dw),’vop.diu dt = 5 / a“vl - 'U2Hi2(Q) dt
0 0

1

= 5 (7)) = D200 — [71(0) = T2(0) ey ) <0,
d’ou
[01(t) — Do () |72y < [[D1(0) — D2(0) |72 -

Or ||71(0)—12(0) HiQ(Q) = 0, ce qui montre I'unicité de la solution du probléme

44, -
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Remarque 4.3 - Remarquons que dans le lemme 4.7 on a montré que ™ €
H-Y0,T; Lgl(Q)). On a7 est l'unique solution du probléme 4.3 donc on prend
+0¢ avec 9 € WyP(Q) et ¢ € D(0,T) dans (4.235) on obtient

_/OT<

:/ (f.9) p2oyC dt,

|

T T
,5)L2(Q)C'dt+/0 a(0;7,0¢) dt—/o (7, div(9))¢ dt

et on écrit
T B _ T 5
[ @) g ¢+ A0, ~ [ (. di))¢
0 0
T
0

(4.236)
—/ (f.9) g2 € dit.

D’autre part, pour tout U € VZ,¢eD(0,T) on a

<%(Usﬂ§)LQ(Q)7C>

- [ Gediv@cars [ (56,0450 - 0.7 a

T
)+/ a-(0;T.,9¢) dt
0

D'(0,1),D(0,T

T ~
> /0 (f:0) p2)C di.

en utilisant ["intégration par parties en temps sur le premier terme on obtient
T B T B
- [ Eadpac s [l a
T ~ T R
—/0 (e, div(ﬁ))(dt—i—/o <j(t,6E +9¢) — j(t,@s)) dt (4.237)

T ~
> /o (f, ) )€ dt.
On a
T . T .
/aa(Q;UE,z%)dt = / a(0;0.,9¢) dt
0 0

T
+ 25/0 /QD(EE+U0§):D(1§§) dzx dt,
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d’ ot
T - - T .
/ a.(0;0.,90)dt = [Av.,0(] + 2\/5/ / VeD(.) : D(YC) dx dt
0 0o Ja

- 25/0T/QD(UO§):D(1§§) dx dt.

Comme V4, et V& ont la méme norme, on en déduit que A est borné dans
LP(0,T; (VP)') et la suite (T.)eso est bornée dans LP(0,T;VY), on obtient

AT. — x  faiblement dans L (0,T; (VP)).

L opérateur A est continu de LP(0,T;VF) fort dans L¥ (0,T;(VFY) faible
(voir [56] page 179) mais ici on n’a pas la convergence forte de la suite (T.)e>o
dans LP(0,T; V).

En passant a la limite dans (4.237), en utilisant lestimation (4.150) et les
convergences (4.178), (4.182), (4.210), (4.234) on obtient

T 5 5 T 5
/ (0.9) gy dt + [y, €] — / (. div(D))C dt
0 0
T—

T
(t, T+ 0¢) — j(t, 7)) d ) 2 d
[ (itorio-jem)az [ G ipacd
Vo e V2, YCeD(,T).

par densité de Vi dans VI on obtient

T 5 5 T 5
—/Xawﬁ@cw+qu—/Xﬁmmmxﬁ
0 0

+/T (j(t,@+ 0¢) — j(t,U)) dt > /T(fa Qg)LQ(Q)Cdt (4.238)

Vo e VP, V¢ eD(,T).

On prend £9¢ avec ¥ € WP (Q) et ¢ € D(0,T) dans Uinéquation ci-dessus
on obtient

T 5 N T N
—/ (@,ﬁ)L2(Q)§’dt+[X,19Q]—/ (#, div(D))¢ dt

- 0 (4.239)
:/0 (f, 0) 2 (@€ dt.
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En soustrayant (4.236), (4.239) on obtient

~ ~ T ~
[x, U¢] — [AD, 9] + / (7 — 7, div(9))Cdt =0
0
Vo e WyP(Q), V¢ e D0,T),

puisque x — AT € L¥ (0,T; (VF)) € L¥ (0, T; W (Q)) (car WiP(Q) C VP)

on obtient

~ T ~
[x — AT, 9¢] + / (r — 7, div(9))C dt =0
0
Vi € WyP(Q), V(e D0,T),

donc, pour identifier x on a besoin de supposer que div(¥) =0 d’ou
X — AT, 9¢] =0 YJe Wb = V¢ eDO,T).
On aD0,T)® Wol.’dpw dense dans LP(0,T; Wol.’dpl.v), d’ot
X =Av dans LF(0,T;(Wyh ).
On ne peut pas en déduire que
[x —AT,0¢] =0 YJe W,PQ), V¢eD,T),
car Wolﬁv n’est pas dense dans W(l)’p(Q). Donc, on ne peut pas établir que

T =T.

4.5 Etude du probléme dont la viscosité dé-

pend de la vitesse

Dans cette section, on considére désormais que la viscosité dépend a la
fois de la température, de la vitesse et du tenseur des taux de déformations.
Plus précisément, on suppose que p est définie sur R x R3 x R, et vérifie

Fpo, i €ER 0 < pro < pa(w, w, @) < g,

(4.240)
V(u,w,u) € R x R3 x R,
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la fonction w > p(.,w,.) est continue sur R? (4.241)

la fonction @+ pu(.,., @) est continue
(4.242)
et monotone croissante sur R,.
On considére les équations générales de 1’écoulement non isotherme d’un
fluide non-Newtonien incompressible et instationnaire dont la viscosité dé-
pend également de la vitesse

O 2div(u(6, v, |[DW))ID@)P?D)) + Vr = [ dans 0x]0, 7]
div(v) =0 dans Qx]0, 7.

Pour compléter la formulation forte du probléme, on rajoute les conditions

aux limites (4.6)-(4.11) et la condition initiale (4.12).

La formulation variationnelle du probléme forte est donnée par

Probléme 4.5 Soient f € LP(0,T; L*(Q)), k € Lp'(O,T;L’i(w)), [ vérifie
(4.240)-(4.242), 6 € L*(0,T;L*(Q)), s € L»(0,T;L7(w)), £ € W' (0,T)
vérifiant (4.8) et vy € W' (Q) wérifiant (4.13). On cherche © € C([0, T);
L2(9)) N LP(0,T; Vi) avee 0 € LF (0,75 (Viy,)), © € H-'(0,T; Lg (%))

vérifiant [inéquation variationnelle parabolique suivante

(GO0 S) o oont | (0 (0:7.00) — (. div())C)

+ /0 ' (5,74 9¢) - j(t,7)) dt > /0 T (4.243)

Vi e VP V¢ eD(,T),
et la condition initiale (4.22),

ol pg = max(p,2) et

;

Vi x Vg =R

(u,v) — a(0;u,v)

- / 206, u -+ o€, | Dlu + vo) DDl + 1) 2
Xdij(u + vo§)dij(v)da.

a*(0;.,.):

\

On considére le probléme en vitesse suivant :
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Probléme 4.6 Soient f € LP (0, T; (VP )), k € LP (0, T; Lﬁ,(w)), W vérifie
(4.240)-(4.242), 6 € L*(0,T; L*(Q)), s € L*(0,T; I"(w)), £ € WY/ (0,T)
vérifiant (4.8), et vy € WP (Q) vérifiant (4.13). On cherche © € C([0, T);
L2(Q)) N LP(0,T;VYP,,) avec @ € LP(0,T;(VPy,)), vérifiant linéquation
variationnelle parabolique suivante

0.2 -0+ [AT.7 -0+ J(®) - J(0) = [f. 77

Vo € LP(0, T V)

(4.244)

et la condition initiale (4.22).

ou -
AT, 7] = / o (0:5,7) dt.
0

Théoréme 4.10 Sous les hypothéses précédentes, le probleme 4.6 admet au

moins une solution.

Preuve. L’existence de solution du probléme 4.6 se démontre par I'applica-
tion du théoréme de point fixe de Schauder.
Pour tout u € LP(0,T;LP(Q2)) le probléme 4.4 modifié avec a(6, u; ., .) au lieu
de a(b; .,.) admet une unique solution v € C([0,T]; L*(2)) N LP(0,T; VL ,..).
v € LY (0,T; (VPy,)) (voir les théorémes 4.1 et 4.2 (cas p > 2) et les théo-
remes 4.8 et 4.9 (cas ¢ <p <2 ). On a donc

[~ 7] + [, 7 - 0]+ J() - J(0) = [[.7 - 7],
Vo € LP(0,T; Vi i)

(4.245)

et la condition initiale (4.22), avec

a(0,u;u,v)

N / 20(0, u + vo€, | D (u + vo€) )| D(u + vo€) [P~ dij(u + vo€)dij (v)dx,

Q
et
T
[Ayu,v] = / a(0,a;u,v)dt.
0

On définit Papplication A par

A: Lr(0,T;LP(Q)) — LP(0,T;LP(Q))

u = .
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Maintenant, on cherche R > 0 tel que A(Z) C Z ou
Z =A{p € LP(0, T; L (Q)); [[@ll e 0.1 ) < R}
Soit u € LP(0,7T; L"(£2)) quelconque, on prend @ = 0 dans (4.245) on obtient

[, 0] + [AD, 0] < [f, D] + J(0). (4.246)

o T 1 (Mo, .,
o= | <TI0 =5 ) glP e 4

1/, _
= S(IPD)lEze) — DO e )
d’ou
SRS S
.7 = 2 [5(T) [y (4247)
(car ©(0) = 0 (voir (4.22)).
D’aprés ce qui précede (cf. (4.47)) on obtient

[Auﬂa U] > Q(CKOT’n)pN0HU+ UO&”%P(O,T;VIZ’)
) - 1 (4.248)
—2picllvollipT7 [0+ vof]| iP(O,T;VFPI)'

- Pour p > 2, avec (4.33) on obtient

[AuU7 E] Z Q(OKorn)pMOHE + UOS“Z"(O,T;VI? )
' (4.249)

-1
—or-1 1CHUOHIPTP(HUHLP 0,T;VE,, +|’U0€"I£P(0,T;Vppl))'

En remplagant (4.247), (4.249) dans (4.246) on obtient

§||6(T)||i2(9) + 2(Ckorn) 1o |0l rorve,, ) — ||U0€||LP(O,T;VI?1)
< e o.rve, o Pl 0 + 7 (0)
+2°7 1u16||vo||1pr(||U||Lp oy 0l orvz)):
d’ou
2(Ckorn)pol [0l Lo 0,13V i) — HUOfHLP(o,T;Vrf’l)

< Il v 1Pl 0737, + (0) (4.250)

+2P 1M10’|UOH1 pr(HUHLp 0,15V i + Hvof”Lp OTV” ))'
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En divisant les deux membres de (4.250) par HEHZI}’Z)(QT;VOP.MU) (avec
||@||Lp(o,:r;voédw) # 0) on obtient
2(Croom a1 — WSO P il
Korn 0 E— < ’ (VP Y )
HUHLP(O,T;VOZZM) L0 (Vg ai0)') LP(0, T3V gi0,)
(4.251)
N J(0) N 2p*1,ulc||vo||1.pT% (1 N (HUOH‘LP(O,T;VI?I))P—l)
||U||2P(O,T;V0?div) ||UHL1"(O,T;V(fdm) ||U||L1’(O,T;V§dw) .

Remarquons que [|[|zsovr, ) € EU{0} donc comme l'ensemble E est

borné (voir (4.78) théoréme 4.1) on obtient

ac > 07 ||E||LP(O,T;VP ) < Ca (4252)

O.div/ —

d’ou
10| e 0.7 (2)) < MCs

ol 7, désigne la constante de l'injection continue de LP(0,T;Vy,,) dans
LP(0,T;LP(Q2)).

Pour assurer que A(Z) C Z, il suffit de prendre R = ~,C.

L’ensemble Z est un convexe fermé de LP(0,7; LP(Q2)), de plus borné.

Pour montrer que /~\(Z ) est relativement compact, on doit établir que pour
toute suite (Tp)pso de A(Z) (c-a-d, il existe u, € Z tel que T, = A(u,)), on
peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans L?(0,7; LP(Q)).
En effet, pour tout g € L?(0,T; V) on a

[U;ww - @n] + [‘Aunanv [ En] + J(E) - J(Un> > [f7 [ Gn]a (4253)
donc, d’aprés ce qui précede (cf. (4.252)) on a

[Oallzr,rve, ) < C- (4.254)

D’autre part, on prend ¢ = v,, £ 9*¢ avec v* € V. et ( € D(0,T) dans
(4.253) on obtient

[, £0°C) + [Au, T, £0°C] + J (0, £ 09°C) — J(0,) > [f, £9°¢]. (4.255)
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Avec la premiére inégalité on a
[0, 9°¢] > [f,9%¢] — [Au,Ons 9°C] = J (0, + 97C) + J ().
En utilisant (4.69)

[U;w 79*(] > _(”7HLP’(0,T;(VP

o) T ATl 0,z

(4.256)
FVNEN o 0,7520 @)1 Clloomv 1)

Avec la deuxiéme inégalité on a

[0, 07¢) < [f,07°C] = [Au, U0, 0] + J (00 — 97°C) — J(U),
et avec (4.69)

— * ra p—
[0, 07¢] < (|‘f||LP’(0,T;(vgfdiv)/) + ||~AunUn|’LP’(0,T;(VO?diU)’) (4.257)
+7||k||Lp’(o,T;Lp/(w)))||79*C||LP(O,T;V(§?M)-

D’apres (4.256), (4.257) on a

—/ * i —
(70" < s + MAmPallooragun oo

+’YHkHLp’(0,T;LP’ (w))) Hﬂ*CHLP(O,T;VO’Tm)'
D’aprés ce qui précede (cf. (4.52)) on a
o, Bl 0z ) < 2 (1Tl e+ T ),

ot ¢ > 0 est une constante qui ne dépend que de & (relation (4.32)).
De (4.254) on obtient

S —
HAU"UHHLp/(O,T;(V(fdw)/) S 2p_1/,61(cp_1 + Cp_lTp/ ||U0H;i;.p1>‘ (4259)

De (4.259 ) on obtient

[Ty, 07¢]| < CA||19*C||LP(07T;VO?CM), (4.260)
d’ou
||E;L||LPI(O7T;(V§diU)/) <C. (4.261)
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En utilisant le lemme d’Aubin [36] et (4.254), (4.261) avec Xo = Vi, X =
LP(Q) et X; = (V) on obtient qu'il existe une sous-suite de (Ty,),>0 notée

encore (Uy,),>o vérifiant
U, — U fortement dans LP(0,7;LP(Q2)), (4.262)

ce qui montre que /NX(Z ) est relativement compact.

- Pour g < p < 2, d’aprés (4.40) on vérifie que l'estimation (4.249),

devient

[.AuU, U] > Q(CKorn)puoHﬁ + UO&HZZP(Q,T;VFPI)

i . . (4.263)
_QMIC“UOHLPTP (HEHZP(O’T;VOITCHU) + HUOfH]zp(o,T;Vlfl))a
donc (4.252) est encore vrai et l'estimation (4.259) devient
_ _ ik 1
||Aunvn||Lp/(0’T?(V()p.diu)/) S 2#1 (Cp 1 + Cp 1TP ||U0||117_p ), (4264)

donc (4.254) et (4.261) sont encore vrais.
En utilisant le méme raisonnement que dans le cas p > 2 on obtient que

A(Z) € Z avec R = 1,C et Pensemble A(Z) est relativement compact.

- Reste a montrer que application A est continue. En effet, soit (Wp,)n>o une

suite dans LP(0,7; L"(Q2)) qui converge vers u. On doit donc montrer que

A(u,) = A(u) dans LP(0,7;LP(Q2)).
A (u,)nso (resp. u), on associe T, = A(u,) (resp. T = A(u)) vérifiant
(4.253) (resp. (4.245)) et la condition initiale (4.22). La suite (T, ),>0 vérifie
(4.254) et (4.261) donc elle posséde des sous-suites fortement convergentes
dans LP(0,T;LP(2)). On considére une telle sous-suite notée encore (T, ),>o-

Prenons @ = ©,, dans (4.245) et $ = © dans (4.253) et en additionnant les

deux inéquations on obtient

I:U;"L - Elyvn - @] + [‘AunUn - Auﬁa Up, — 6] <0. (4265)
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On a

T
—/ — — = _ i > 5 7
v, =00, =] = / S Un = U Un = U 2000 Vi dt
0

Ly _ _ _
= S (IP(T) = DD 20 = 170(0) = 0(0) [Fe(ey).
d’ou
S _
[0 = 0,0 = 0] = 5[[Ta(T) — (T[22 (4.266)
(car 7,(0) =0(0) = 0).
D’autre part,
[Aw, Un — AU, 0, — 0] = [Au,Un — Au, U, Uy, — T
(4.267)
—[ Ay — Ay, 0,0, — 7).
Avec (4.266), (4.267), I'inéquation (4.265) devient
1
—|Tn(T) —B(T) ||32(cp + [Aw, Tn — Au, 0,0 — T
5 0n(T) = 0(T) L2 + | ] (4.268)

D’autre part,
T
[Aw, U — Au, 0,0, — 0] = / <a(0, W,; Uy, Uy — U) — a0, 0,; 0,0, — 6) dt,
0
donc

T
Aw T — AT, T — ] = 2 / / 10, 1, + Vo€, | DT + 156)])
0 Q

X|D (U, + vo€)[P2D(v,, + vo€) : D(T,, — v)dx dt

. (4.269)
—2 0,u, . |D(@ D(v P2
/0 /Qm A+ 0, [ D(T + v€) )| D(T + ot
xD(U + vo€) : D(U,, — U)dx dt.
On pose
s w, @) = fu, w, @) + 22, (4.270)



ol fi est définie sur R x R® x R,, et d’aprés (4.240)-(4.242) la fonction /i
vérifie
Ho ~ ~ Ho ~ 3
0< ) < (u,w, ) Sul—?, V(u,w,u) € R x R° x Ry, (4.271)

la fonction w + fi(.,w,.) est continue sur R (4.272)

la fonction @+ fi(.,.,%) est continue
(4.273)

et monotone croissante sur ;.

En remplagant (4.270) dans (4.269) on obtient
[Aw, Un — Au, 0,0, — T
T
= Mo/ / |D(©,, + vo&) P> D(v,, + vo€) : D(v,, — v)dx dt
Q
T
#2 [ [ 0,10+ 0, D@+ 00€) ) D@+ )2
0 Q
x D(T,, + vo€) : D(T,, — 0)dx dt
T
—Ho / / |D(® + voé) [P 2D (T + vo€) : D(v,, — D)dx dt
Q
7
=2 [ [ 6.0+ 0, D@ + ) DD + o)
0 Q
xD(U + vo€) : D(v,, — v)dx dt,
d’on

[Aw,Tn — Aw, T, T, — 7]
T
= D Un p_2D Un
o [ [ (ID@+ 9D + )
D@ + vof)|P2D(T + Uog)> (D(T + 008) — D(T + v€)) da dt
T
*2/ / (0, W, + €, | D(T, + vo) )| D(T, + vo€) P (4.274)
0 Q
X D (U, + vo€) : D(U,, —0)dx dt
T
=2 [ [ (0.1, + 0, 1D+ DT+ )
X D(U + vo€) : D(U,, — U)dx dt.
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- Pour p > 2, en utilisant I'inégalité suivante (voir [66] pages 37-38)

. S et o S
(62—l 2g.e—9) = () la—iF, VageR" Wp>2,

et en utilisant le méme raisonnement que dans I’étude de la monotonie de A,

on a aussi
_ 2 A e
[Ano = A 050 = 71 = (5) o [ 1D@ =D

# [ 1D+ = (36,0 + 006, 1D + 0))
—(0,u, + ve&, | D(T + Uof)|)> <|D(5n +voé)| — [D(v + U0§)|>

X (yD(m + voé)| + |D(v + v0£)|) dx dt

T
T / / (8, + v, | D@ + 00E) ) (1D (@, + o) P2
0 Q
—|D(v + vog)v’*?) (|D(Un + voé)|? — | D(T + v0§)|2) dz dt.

Avec (4.273) et la monotonie de la fonction w — wP™? sur RT car p —2 >0

on obtient

[Ay, U — Ay, 0,0, — T

1\p-1 T
> (3)" o [ 1D =D d

(4.275)

D’autre part,
T
AuU — Ay, 0,0, — 0| =2 9, , | D(®
A = Au, 55, =7 =2 [ [ (0004 w0 [ D+ 06))
— (6, 0 + 10, [ DT + 006)]) ) ID(E + 006)

T
< DT + 1€) : DD, — T)da dt < 2/ / (6, 0+ vt | D(® + v€)])
0 Q
—11(6, , + vo&, [ D(T + veé)|)|[| D@ + vol) P~ D(U, — V)| da dt.

En utilisant I'inégalité de Young (|21] page 56)

ab < éa? + CbY, C.=érm1, p=-L (4.276)
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avec

1D, )= P (1T o (Fa LTy

o o= = (B2

b= |M<97U+U0€7 |D(6+U0§)|) - :u(‘gaun + U0£7 ’D(U+U0§)|)‘
x| D(0 + vo€) P,

on obtient
5 A 7.7, o] < oy I
[AuT — Ay, 0,0, — 7] < 5 <2> / /|D 0)|P dx dt
—i—ZC/ /|,u (0,u+ ve&, |D(T + vo€)|) (4.277)

—(0, 1, + vo&, | D(T 4 vo)]) ‘p |D(T + vo€) |Pdx dt.
En remplacant (4.275), (4.277) dans (4.268) on obtient

%Hm( ) —o(T )||Lz(g)+‘;°<;> 1/OT||D( DI

T
A _ (4.278)
< 205/0 /Q\u(f),uwo&, |D(® + vo€))

— (0, 1w, + 0o, | DO + v08) ) [ D@ + vof) [P .

En utilisant I'inégalité de Korn (4.46) on obtient

1 _ Mo 1\p-1 _ _
S 15(T) — <>||L2<m+27p(2) (Chktorn)" 1T = B0 0

T
< ZCg/O /Q |1(8, 0 + vo&, | D0 + vof)|) (4.279)

— (0, 1, + 06€, [ D + 0o )| [D(© + voé) Pl dt.

rappellons que ~; désigne la constante de linjection continue de
L2(0,T; VY,y,) dans L¥(0, T: L7 (2)).
- Pour £ < p < 2, on a 'inégalité suivante (voir [66] pages 146)

([ + [g)* (2P~ — [P 2g, 2 — 9) > (p = V)|z —gf*, Vi,geR",

d’out



en utilisant 'inégalité (4.33) (car p > £ > 1) on obtient

2—p

C,la — P < ((|f’p—2§j |92, 2 — Q>>§ (\@,p I |g|p) > (4.280)

ou

—1)%
¢, - =1
o(p—1) &2

D’autre part, en utilisant le méme raisonnement que dans 1’étude de la mo-

notonie de A (cas 1 < p < 2) avec
o= 210“(97 u, + 'U()ga |D<6n + Uﬂg)l)v 5 = 2[1(9, u, + UOS? |D(6 + U0§)|)7
dans (4.274) on obtient

[Aw,Tn — Ay, 0,0, — 7|

> [ (D@ + 067D, + ) = D@ + )P D + )
: (D(T,, + vo€) — D(T + vo€)) dx dt.

Avec (4.280) on a

T
cp/ /!D(@n—6)|pdxdt
0 Q

< /0 ' /Q ((!D(m F )P 2D(B, + v06) — [D(E + )P D(E + w0t

(D(@n + 008) = D+ 006)) )" (ID(@n + 008) P + D@+ we€) ) * dudt,
en utilisant les inégalités de Holder en espace et en temps on obtient

OpHD(@n - U) ||§,P(0,T;(LP(Q))9)

= (/0 /Q(!D(Un +008) P2 D(Ty + v0€) — | D(T + 0o€) P2 D(T + v )

: (D0, + vof) — D(U + 1€)) da dt)g

2—p

2

x(/OT/Q(|D(Un+v0§)|p+|D(E+U0§)|p) drdt)
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d’on
2 _
(Co) P | D(Tn — )| 2o (0.2 1002

< /0 /Q <’D(6n + Uof)yp—?D(Un + ’Ugg) - ‘D(U+ Uof)’p_2D(@—{— UOf))
: <D<6n +vo€) — D(T + UOS)) dx dt

2—p
P

(HD(U'rz + U0§)||Lp (O,T5(Lr())?) T 1D + UOf)”Lp 0,T;(LP(Q ))9)>

Puisque 0 < % < 2 <1 (car  <p<2), en utilisant (4.40) on obtient

(Cp)% |D(T, — ) H%P(O,T;(LP(Q)P)
T
< D(v, P=2D(v, —|D(v P=2D(v
< [ [ (D@ + ) D@, + 1) - D@ + v Dlo -+ un))
 (D(Ty + vo€) — D(T + vof)) d dt
% (11D + w0l acans) + I1DE + o) oo rmias )

Donc, avec || D (D +voé) | o(o,7;(zo(@)2) 00 [ D0+ 008) |20 (0,7:(2r(2))9) non nul

on obtient

/UT/Q (1ID@0 + 06) 2D (@, + vo) = [D(T + 168) 2D (T + o))

: (D(, + vo) — D(U + 1o€)) da dt
> (C,) |1 D(vn, __)H%p (0,75(LP(€2))°)
a 1D, + U05)||LP(OT (@) D + UO£)||LP (0,T5(LP (22 ))9)

AN

d’on

[Aw,Tn — Aw, T, T, — 7]
HD(_ __)H%p (0,T;(LP(2))9)
1D (v, + UOS)HLI’(OT (e D + UO@”LP (0,T5(LP (0 ))9)

ASEIN)

> 110(Cyp)

D’autre part, avec (4.27) on a

— 2—
1D (v + UO&)”LI’ 0,75 (LP(Q))?) T 1D + UOS)HLp?o,T;(Lp(Q))Q)
2—p
)+ ol ez

< 2-p

(HUHL”(OT Ve div) ||U0§HLP(0,T;VF1”1)) )

|Un||LP 0,7 Vopdw
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et de (4.252), (4.254) on obtient
| D(Tn + UOf)HLp(OT (LP(Q))° + |-D(T + U0£)||LP (0,T3(LP(2))?) < GO>
d’ou
(AL
—_ _ — Mo P _ _
(A, Tn — Au, U, Uy — 0] 2 TPHD(% — ) Eooryreys.  (4:281)

0

D’autre part,

T
(A = A0, -7 =2 [ /Q (1000 + 006 [ D + 008))
0

(0, 0+ o€, |D(O + 10€))) ) [ D(© + 06&) P D(@ + vog) : DT — O)elr

T
SQ/O /Q|M(9,U+U05,’D(§+U0§)D
— (8, + vo&, | D(T + voé) ) [| D@ + vo) [P~ D(Ty, — ©)|d dt.

- Si |D(Tp — 0)||tr0,750))9) 7 0, en utilisant I'inégalité de Young (4.276)

avec

AR

,UO(CP)

0

. _ ,UO(CP) p—1
Ce - (HD(Un - )HLp (0,T;(LP(Q))?) 4C~0 > )

b= |:u<97 u+ U0€7 |D(U + U0§)|) - :U’(‘gv u, + UOS? ’D(E—F UOf)D‘
x| D(T + vo&) [P,

Y

=1

LSAIN]

on obtient
_ T (¢ I
[AuD — Ay, 0,7, — 7] < —||D(U U)||2LP(0,T;(LP(Q))9)
0G5
_ Ko P\ p-1
+2lD— Gy
I = Do (e

/ /‘MQ u + v, [D(U + vof)|)

—u(0,u, + vo&, | D(T + ve€)|) ‘p D(T + vo€)|Pdx dt.
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En remplagant 'inéquation ci-dessus et (4.281) dans (4.268) on obtient

L. — MO(C) _
~N[Tn(T) = 0(D)i210) + —=— D00 — )| 200 22020 (2)))
2 2C,

ST

fo(Cp)? \ 7
Mo (e)

/ /|,u6 u + vo&, | D(T + vp€)])

— (0, w, 4 vo&, | D(T + voé)| }p |D(U + voé)|Pdx dt.

<2||D(v, —

En divisant les deux membres de l'inégalité ci-dessus par

ID(@n = D) 720 2o (c2)5):
on obtient
U LAp <o (G
2Co LP(0,T5(LP(€))?) = 4C,

x/o /Q\u(e,u+uog,|p(@+vog)|)
— (8, 1, + 0o, [ DT + vo) )7 [D(© + vo) Pda dt.

En utilisant I'inégalité de Korn (4.46) on obtient

Mo(Cp)%(CKorn)p/ — M ﬁ
2,}/{)/60 ||U UHLP (0,T;LP(Q2)) — 2( 4C~O )
T 4.282
></ / |1(0, 1 + v, | D(T + vpé)]) | )
0 Q

_N(ea u, + UO&? ‘D(U + UOS)’)’p/‘D(U + UOS)’pdm dt?

rappelons que 7y, désigne la constante de I'injection continue de L?(0,T; V' ,,.)
dans LP(0,T;LP(Q)).
Remarquons que cette inégalité est encore vraie si || D (T, —0) ||y (0,120 (02))9) =

0 ou si || D(0y, + vo&)| Lro,ryrr))0) = |1D@ + vob) || e 0,750 ))9) = O-
Maintenant, on pose

Wa = |6, utvo€, [ D@+006)]) — 6, 006, | D@+006) )| | D0+ 008) P,
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comme la suite u,, — u fortement dans L?(0,T; L”(Q2)) lorsque n — +oc on
obtient qu’il existe une sous-suite de (u,),>p qui converge presque partout
dans Q x [0, 7] et de (4.241) on a

W, — 0 presque partout dans € x [0, 7.
Avec (4.240) on a
(Wl < 2p)7[D(© + )| € L0, T; L(92)),

et par le théoréeme de la convergence dominée, on en déduit que

T
lim / /Wndxdt:O. (4.283)
0 Q)

n—+00

En passant a la limite dans (4.279) et (4.282), en utilisant (4.283) on obtient

Jim 7 = Bl <0

c-a-d,

Jim 7 = Tl sao ) =0

On a donc obtenu que toutes les sous-suites de (U, ),>0 qui sont fortement
convergentes dans LP(0,7T; LP(§2)) ont T pour limite dans les deux cas p > 2
et 2 < p < 2. Donc avec (4.254) et (4.261) on peut conclure que toute la

suite (Tp)n>0 est convergente vers U = A(u), ce qui montre la continuité de

A.
Avec théoréme du point fixe de Schauder, on obtient que A admet un point

fixe (c-a-d A(u) = u). Avec la notation A(u) = T on obtient
u="uv,

et

[0, % =7 + [A0, 7 = 0] + J(3) = J(0) = [f, 2 — 7,
donc le probléme 4.6 admet au moins une solution © € C(0,T;L*(Q)) N
Lp(()’ T7 ‘/Oz?div) avec V' S Lp’(()’ T7 (‘/()pdzv),)

256



Théoréme 4.11 On suppose que f € LP (0,T; L*(Q)), k € LP (0, T; L{’; (w)),
p vérifie (4.240)-(4.242), 0 € L*(0,T;L*(Q0)), s € LP(0,T; L (w)), £ €
W0, T) vérifiant (4.8), et vy € W' P(Q) wérifiant (4.13), il existe T €
C(0,T; L*(Q) N LP(0,T; VE ) avec o € LY (0,T; (VP ,,)) et m € H7H0,T;
LY (Q)) solution du probleme 4.5.

Preuve. D’aprés I'hypothése (4.240) sur la viscosité on vérifie que les estima-
tions (4.107), (4.114) dans la proposition 4.3 et le lemme 4.4 respectivement
(cas p > 2) et aussi les estimations (4.218), (4.219) dans le théoréme 4.8
respectivement (cas % < p < 2) sont encore vraies. Donc, en utilisant le
méme raisonnement que dans la proposition 4.3, le lemme 4.4 et le théoreme
4.4 (cas p > 2) et le théoréme 4.8 (cas £ < p < 2), on montre les résultats
suivants : Pour tout f € L” (0, T;L*(Q)) c L¥ (0,T; (V?)"), on obtient l'exis-
tence et I'unicité (& une constante prés) d’une fonction 7(t) € L' (Q) et de

plus # € C([0, T); L () vérifiant pour tout 9 € D(€2)

t t
< / Fds, 9>y ve — (), 0)g2) — / a*(0;5,9) ds = —(#(t), div(D)).
0 0

Par la densité de D(Q) dans W{*(Q) on a aussi pour tout § € W (Q)

t t
< / f ds, 19 >(V0P)/7VOP —(E(t), 19)]-_‘2(9) — / CL* (0, @, 19) ds = —(ﬁ(t), dlv(ﬁ))
0 0

On dérive ’équation ci-dessus par rapport a ¢t au sens des distributions, donc

avec

or
T=—,
ot
on obtient pour tout ¥ € Wy (Q)

<f.9 >y vy —(O(), 7§)L2(Q) — a*(6;0,0) = —(m, div(9)).

/Wdazzo,
Q

et on montre que T € H (0, T; L‘SI(Q)). Finalement, on démontre que (7, 7)

De plus,

est solution du probléme 4.5. 0
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Chapitre 5
Rappels d’analyse fonctionnelle

L’objectif de ce chapitre est de rappeler certaines notions et des résultats
fondamentaux utilisés dans cette thése. Pour ce chapitre on peut prendre 2
désignant un domaine borné lipschitzien de R® muni de la mesure de Lebesgue
dx.

On va rappeler quelques définitions et résultats sur la topologie faible et les

espaces de Sobolev a valeurs réelles et a valeurs vectorielles.

5.1 Topologie faible

Définition 5.1 [21] On note E un espace de Banach, E' son dual topolo-
gique. On appelle topologie faible sur E et que l'on note o(E, E'), la topologie

la moins fine rendant continues toutes les formes linéaires f € E'.

Définition 5.2 [21| Si z, — z dans o(E,E’), on notera et on dira que

T, — x converge faiblement vers x dans E.

Proposition 5.1 [21] Soit E un espace de Banach et x,, une suite d’éléments
de E, alors

T, =1z pour o(E,E)&[< fix,>><fx,> VfeFL],
si x,—x pour o(E,E") alors |x,| estbornéeet |z| < liminf |z ]|-
n—-+00

Définition 5.3 [21]| Soient E un espace de Banach, E" son bidual et J l'in-
jection canonique de E dans E”. On dit que E est réflexif si J(E) = E".
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Théoréme 5.1 (Kakutani)|21] Soit E un espace de Banach. Alors E est

réflexif si et seulement si
Bp ={z € E;[lz|| < 1}
est compact pour la topologie o(E, E").

Définition 5.4 [21] Un espace métrique séparable est un espace métrique qui

contient un sous ensemble dense et dénombrable.

5.2 Espace fonctionnels

Les espaces de Sobolev jouent un role important dans 1’étude des équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques. Dans la théorie des
équations d’évolution paraboliques, il y a lieu de faire jouer en général des

roles distincts a la variable temporelle et aux variables d’espace.

Un domaine lipschitzien (ou domaine avec une frontiére lipschitzienne) est un
domaine dans un espace euclidien dont la frontiére est "suffisamment régu-
liere" dans le sens qu’elle peut localement étre représentée comme le graphe
d’une fonction continue lipschitzienne. Beaucoup de théorémes de prolonge-
ment de Sobolev demandent que le domaine d’étude soit un domaine lip-
schitzien. Par conséquent, beaucoup d’équations aux dérivées partielles et de

problémes variationnels sont définis sur des domaines lipschitziens.

5.2.1 Les espaces L'(2)

Dans ce paragraphe, nous donnons immédiatement des définitions, des
théorémes ainsi que des résultats de réflexivité, de séparabilité et de dualité

concernant ’espace LF((2).

Définition 5.5 (Les espaces £P(2))[34] Pour 1 < p < oo, on note LP(2)

l’espace des fonctions mesurables u a valeurs réelles telles que

/ |u|P dx < oo,
0
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et, pour une telle fonction, on pose

ol = ( [ fupa)”

Pour 1 < p < oo, 'application u — ||ul|, est une semi-norme sur £P(2) mais
en général ce n’est pas une norme. En effet, ||ul[, = 0 ssi u est nulle presque

partout. La relation
uRv ssi u=wv presque partout dans €2

est une relation d’équivalence sur L£P(€).

Définition 5.6 (Les espaces L?(Q))[34] On définit l’espace LP(S) comme
quotient de 'espace LP(Q)), par le sous-espace vectoriel des fonctions nulles
presque partout. Ce quotient identifie donc les fonctions qui sont dans la

meéme classe pour la relation d’équivalence R.

La semi-norme ||.||, sur £P(§2) définit une norme sur LP(§2) (voir par exemple
[21]). Donc

[ullr) = [lullp.
Définition 5.7 [34] Soit u une fonction mesurable & valeurs réelles, on dit

que u est essentiellement bornée s’il existe C' > 0 tel que |u(x)| < C presque
partout dans 0 (c-a-d mes({z; |u(z)| > C}) =0).

Définition 5.8 (L’espace L£>())[34] L’espace L>*(S2) est défini comme
l’espace vectoriel des fonctions essentiellement bornées, muni de la semi-
norme

|t|o = Inf{C; |u(z)| < C  presque partout sur Q} = supess{|u(z)|,z € Q}.

Définition 5.9 (L’espace L>(02))[34] L’espace L>*(Q2) est comme précé-
demment, le quotient de L>(§2) par le sous-espace des fonctions nulles presque

partout.

La semi-norme ||.|| sur £>°(£2) définit une norme sur L>(2) (voir par

exemple [21]). Donc

[ullLoe @) = llullo-
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Théoréme 5.2 (Inégalité de Holder)[21] Soient p et p' deux exposants
conjugués (}—17—4— ﬁ =1) tels que 1 < p,p/ < o0. Si f € LP(Q) et g € LV (Q),
alors fg € L*(Q) et on a

HngLl(Q) < ||f||LP(Q)||g||Lp/(Q)_

Dans le cas particulier p = q = 2 on obtient l'inégalite de Cauchy-Schwarz

I fallzry < I flle2@llgllz2@)-

Théoréme 5.3 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)|21|
Soit (fn)n>0 une suite de fonction de L'(). On suppose que

a) fo(x) = f(x) presque partout sur S,

b) il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaquen, |fn(z)| < g(z)

presque partout sur Q.

Alors f € L'(Q) et || fo — fllzr@ — 0.

Théoréme 5.4 (Fischer-Riesz) [21] Pour tout 1 < p < oo, LP(Q2) est un
espace de Banach.

Théoréme 5.5 [21] Pour tout 1 < p < oo, LP(Q) est un espace réflexif.
Théoréme 5.6 [21] Pour tout 1 < p < oo, LP(2) est un espace séparable.

Définition 5.10 On désigne par C.(QQ) Uespace des fonctions continues a

support compact, c-a-d :
Ce(Q) ={ueC(Q);u(x) =0,V € Q\K ou K C estun compact}.

On désigne par C*(Q)) lespace des fonctions k fois contindment différen-
tiables sur 2

Ci(Q) = C*(Q) N Ce(Q),
C=(Q) = NCHQ), C=(Q) = C=(Q) N C.(Q).

Dans toute la suite, on utilise la notation D(Q2) au lieu C°(£2).

Théoréme 5.7 (Densité)|21] L’espace C.(2) est dense dans LP(Q2) pour
tout 1 < p < 0.
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Théoréme 5.8 (Densité)|21] L’espace D(Q2) est dense dans LP(S) pour
tout 1 < p < 0.

Théoréme 5.9 (Comparaison entre les espaces LF(2))[1] Supposons
que Q est de mesure finie et 1 < p <71 < o0, siu € L"(Q) alors u € LP(Q)
et

lll ooy < 1025 .
Donce, L"(Q2) C LP(QY) avec injection continue.
Siu € L*(R), alors

Tim [l 1y = Il (o)

Finalement, si u € LP(§2) pour 1 < p < oo et s’il existe une constante C' > 0
telle que
ullr@) < C pour tout p>1,

alors u € L>(§2) et
||u||Loo(Q) S C

Théoréme 5.10 (Dualité dans LP(Q2)) [1| Soit p un réel tel que 1 < p <
00. Le dual topologique de LP(SQ) est L' (Q) ou p' est le nombre conjugué de
p (c-a-d, %—i— z% =1).

Proposition 5.2 [1] Le dual de L*(Q) est L=(1).

Nous tournons maintenant notre attention sur les notions de convergence
dans les espaces LP(2). La notion naturelle, appelée convergence forte, est
celle induite par la norme ||.||»(q). Nous aurons souvent besoin d’une notion
plus faible de convergence connue sous le nom de convergence faible (cf.
Section 1.1).

Théoréme 5.11 [25] On a
1 Siu, — u dans LP(Q) alors ||uy||Lr@) = ||[u||r@) quand n tend vers

00, I <p < oo,
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2 Sil<p<ooetsiu, — u dans LP(Q) alors, il existe une constante
v > 0 telle que ||u,| ) < 77, de plus [[ul|Lro) < Hminf, e [[un || @)
(cf. proposition 5.1).

3 511 <p<ooets’iexiste une constante v > 0 telle que ||| 1r) <

7, alors la suite (uy)nen admet une sous-suite notée encore (Uy)nen €t
u € LP(Q) telle que u, — u dans LP(2) (cf. théorémes 5.1 et 5.5).

5.2.2 L’espace de Sobolev a valeurs réelles W/ (Q)

Définition 5.11 [21] Soit p € R avec 1 < p < o0, l'espace de Sobolev
WP (Q) est défini par

W(Q) = {u € I7(9), 31,52, 35 € 1/()  tels que

0 _ .
/ é;;? dr = /gigoo dx,Yoo € D(QY) Vi=1, 2,3}.

Pour u € W'(Q) on note

ou L v < Ju Ou Ou )
=g, ¢ uU=\>"—"H73_>3_ )
8@- g 8:61 81’2 (91:3
L’espace WP(Q) est muni de la norme
Lp( » 1<p<
lullwisiey = ooy + Z = p<oo

ou parfois de la norme équivalente

) st 1 <p<oo.
LP(Q)

oy = (el + Z =

On pose
HY(Q) = W2(Q).

L’espace H'(§2) est muni du produit scalaire

3
ou Ov

(u, V) () = (u,v)20) + Z (%’ %)H(Q)’
i=1 g !
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la norme associée

1 Ou |2
JR— 2 P
[l 1) = (Ilullmm + ; H@xi‘ L2

est équivalente a la norme

1
2
Q)> ’

s = o+ 2,
Proposition 5.3 [21] L’espace W'P(2) est un espace de Banach pour 1 <
p < oo, WHP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < co.

Théoréme 5.12 (Théoréme d’injection de Sobolev) [25] On a
— Si1 <p<3,alors WH(Q) C LYQ) pour tout q € [1,p*]on 1% =

1_1
p 3’

— sip =3, alors WHP(Q) C LY(Q) pour tout q € [1,+00],

— sip >3, alors WHP(Q) C L=(Q),

avec injection continue.

Maintenant, on considére le théoréme de compacité de Rellich-Kondrachov

suivant :

Théoréme 5.13 [25] On a
— Sip <3, alors WHP(Q) € LYUQ) pour tout q € [1,p*[on 1% =

D=
Wl
-

— sip =23, alors W'P(Q) C LY(Q) pour tout q € [1,+00],

— sip >3, alors WP(Q) C C(Q),
avec injection compacte. En particulier W'P(Q)) C LP(Q) avec injection com-

pacte pour tout p.

Remarque 5.1 [21]| - En dimension 1 d’espace, avec a,b € R, tout élément
de WhP(Ja, b]) (qui est donc une classe de fonctions) peut étre assimilé & une
fonction continue, au sens ot il existe un représentant de la classe qui est

continu. Ceci tient au fait qu’en dimension 1, toute fonction de WP(]a, b[)
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peut s’écrire comme lintégrale de sa dérivée. Soit v € WP(Ja,b]) ; alors il

existe une fonction u € C([a,b]) telle que

u=1u presque partout sur la,bl,

w(z) = u(y) —i—/ u'(2)dz, Y,y € |a,b].
Yy
- Pour 1 < p < o0, il existe une constante positive C' telle que
[ullzoeapy < Cllullwiop, Yu € WH(a,b),

autrement dit WP(a,b) C L*>(a,b) avec injection continue pour tout 1 <

p < o0

5.2.3 L’espace W,”(Q)

Définition 5.12 [21] Soit p € R avec 1 < p < oo, l'espace Wy (Q) désigne
la fermeture de C}(Q) dans W'?(Q). On note

Hy () = Wy (9).

L’espace W,7(Q) muni de la norme induite par W'?(Q) est un espace de
Banach séparable, il est réflexif si 1 < p < co. L’espace HJ(f2) est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire de H(().

Remarque 5.2 - On vérifie aisément a l'aide d’une suite régularisante p,
que D(Q) est dense dans W, (Q). Autrement dit on peut utiliser indiffére-
ment D(Q) au liew CH(Q) dans la définition de Wy*(Q) (voir [21] remarque
19 page 171).

- Avec la remarque 21 |21] page 173-174 on obtient que les théorémes 5.12 et
5.13 sont vrais pour W, ().

On désigne par W17 (Q), p' = %, 1 < p < oo l'espace dual de Wol’p(Q) et
par H~1(Q) lespace dual de H} ().
On identifie L*(Q) et son dual. On a le schéma

H}(Q) c L*(Q) c H(Q),
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avec injection continue et dense.

PourQbornéet§§p<ooona
WyP(Q) C L3(Q) ¢ W (Q).

avec injection continue et dense.

Dans l'espace W, () on a l'inégalité suivante :

Théoréme 5.14 (Inégalité de Poincaré)|21] [l existe C' > 0 telle que
follis) < ClI Vol Yo € Wa?(@) (1< p < oo),

ou C ne dépend que de ) et p.

On déduit de cette inégalité :

Corolaire 5.1 [21] La semi-norme de W'?(Q) définie par
[vlwrr@) = [Vl Lr @),
vérifie dans W, P (Q)
IVollzo@ < lvllwise) < (C+DIVOll@), Vo€ Wy"(Q).

C’est donc une norme sur Wy (Q) équivalente & la norme - lwrr). Sur
Hy(Q) Uexpression (u,v)piqy = (Vu, Vo)) est un produil scalaire qui

induit la norme ||Vv|| 2 équivalente a la norme ||v|| g1 ).

5.2.4 L’espace W' (Q)

Définition 5.13 [21] Soit m > 2 un entier et soit 1 < p < co. On définit

par récurrence

W™P(Q) = {u € W™ hP(Q); g;f e Wmhr(Q), Vi = 1,2,3}.

1l revient au méme d’introduire

3
WmP(Q) = {u € LP(Q);Va  avec |a| < m,|a| = Zai, 9. € LP(2)  tel que

i=1
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/QuDagoda: = (—1)'“'/an<pd:c Vo € D()}.

On note D*u = g,.

L’espace W™P(Q)) est muni de la norme

[ullwme@) = Z | D%ul| Lr ()

0<|a|<m

5.2.5 Espaces de Sobolev fractionnaires W*?((Q2)

On peut définir une famille d’espaces intermédiaires entre LP(Q) et WP ().

Plus précisément si 0 < s <1 (s € R) et 1 < p < 00, on pose

Wer(Q) = {u € LP(Q); W e LP(Q x Q)},

muni de la norme naturelle (voir [21], [26], [27])

Ju(@) = u(y)” ;
. p
]| /yu\ dx+/ g @ dy) .

On définit enfin W*P(QQ) pour s réel, s non entier, s > 1 comme suit : on

écrit s = m + o avec m la partie entiére de s, 0 < ¢ < 1, et on pose
WeP(Q) = {u e W™P(Q); D*u € WIP(Q)Va  avec |a| =m},

muni de la norme (voir [27], [28])

fulweriey = (llymoiey + 3 1D ullymniey)

laj=m

5.2.6 Trace des fonctions des espaces de Sobolev

Théoréme 5.15 [46], [51] Soit 1 < p < oo. Il existe une unique applica-
tion linéaire continue vy : WHP(Q) — LP(O) qui prolonge application de

restriction u — ulaq définie sur un sous-espace dense C'(€2).

Proprietés 5.1 [46] Les propriétés les plus importantes de la trace sont les

sutvantes :
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i) Siue Wh(Q), alors, en fait u|gpg € Wl_%’p(aQ) et
lulonll 115 g = Cllullwrr).
i) Le noyau de opérateur trace est WyP(Q), c-a-d,

Wol’p(Q) ={uec W(Q); ulgg = 0}.

iii) On a la formule de Green :

Ju ov S
vdr = —/u dx—i—/ wo(it, &) do Yu,v € H(Q),
QO 8@ Q axz 80

ot do la mesure superficielle sur OS2 et 1 est le vecteur unitaire de
la normale extérieure a 0L, u et v sont & comprendre comme ~o(u),

Y0(v). Noter que lintégrale de surface a un sens puisque u,v € L*(02).

De plus, dans le cas p # 2 on a la formule de Green suivante (voir [23], [30]) :
Pour 1 < p,p’ < oo tels que §+Z% =1.SiueW?(Q)etve W (Q)ona
ou ov

vdr=— | u

dx—i—/ wv (1, €;) do.
o0

Pour tout u € W(Q) et v € (W' (Q))? on a (voir [20])

/udiv(v)dx—l—/v'Vudx:/ u(v - n)do.
Q Q o0

- Suivant [30], si p €]1,00], la trace v : WHP(Q) — LP(0N) est compacte. Il
revient au méme de dire que WP (092) s’injecte de fagon compacte dans

LP(99).

5.2.7 Espace de fonctions nulles sur une partie du bord

de

On définit

Wﬁlp(Q) ={uecW?(Q); u=0 sur I'}.
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Théoréme 5.16 (23] page 281) On suppose que |I'1| = mes(I'y) > 0 alors

il existe une constante C' > 0 telle que
||UHLp(Q) < CHVUHLp(Q), Yu € W;ip(Q) (1 <p< OO) (5.1)

Preuve. En utilisant les indications données dans [26] Exercice 2.9 page 110
on fait un raisonnement analogue a celui du cas p = 2 (voir par exemple [50],
[58]). En effet, pour montrer l'inégalité (5.1), notons d’abord que d’aprés la

définition de la norme W1P(Q) c’est équivalent & montrer que
3C > 1, ”unl,p(Q) < CHVUHLP(Q), Yu € WI};p<Q) (1 <p< OO) (52)

Procédons par ’absurde : supposons au contraire qu’il existe une suite de
fonctions (uy,),>2 de Wllip (Q) telle que

|t [l wre) > )| Vi Lo (0)-

Normant cette suite dans W'?(Q), on a la suite v, = {n telle que
[unlwrr@)
1
lvnllwiry =1, ||Von|lr) < - Vn > 2. (5.3)

Le théoréeme 5.13 indique en particulier que l'injection de W1P(2) dans
LP(Q) est compacte (de toute suite bornée de W'P(Q) on peut extraire une
sous-suite convergente fortement dans LP(Q)). De (5.3) la suite (vy,),>2 est
bornée dans WP (Q), il existe donc une sous-suite notée encore (v,),>2 qui
converge faiblement dans W?(Q) et fortement dans LP((2), donc est en par-
ticulier de Cauchy dans LP(€2) c-a-d ||v, — v || Lr() — 0 quand n et n' tendent

vers +00. On en déduit avec (5.3)
v — vl wie) = |vn — V|| o) + |V (0 — ) [l Lr) = 0 1, n' — 400

donc (v,,)n>2 est une suite de Cauchy dans Wllip (Q). Or erip () est complet
pour la norme de W?(Q) (car ferm¢ dans W'P(Q)) complet), et (v,)n>2
converge fortement vers un élément v € Wllip (Q) (Vv, — Vv dans LP(Q)
quand n tend vers 0o). De (5.3) et I'unicité de la limite on obtient Vv = 0.
Donc, comme 2 ouvert connexe la fonction v est constante et puisque elle
est nulle sur une partie du bord on a v = 0 : en contradiction avec 1 =

lvnllwir)y = ||v]lwir@) quand n tend vers +o0. Dot le résultat.
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Remarque 5.3 D’aprés la définition de la norme de l'espace WP(Q) et
linégalité (5.2) on a

IVl o) < Jullwiegy < ClIVullpo@), Yue WrP(Q),

; 1 : o
donc Uexpression | Vu|| ey est une norme sur Wr?(Q) qui est équivalente

a la norme ||ullwir).

Dans toute la suite on note indifféremment ou 0; et on utilise la conven-

L
tion de sommation d’Einstein pour les indices répétés, ces indices sont dit

muets par exemple au lieu (. a;b;) on écrit (a;b;).
On note D(v) = (d;j(v))1<ij<s le tenseur des taux de déformations donné
par
1 o
dij(’l)) = 5(8j’0i + (9@-1)]') 1< 1,] < 3,
et avec la convention de sommation d’Einstein on a

D(v) : D(v) = dj(v)di;(v) = |D(v)/?,

ou |D(v)| est la norme euclidienne de D(v).

Notons

(L(Q)° =LP(Q), (W'(Q)* =W (Q), (Wp/(Q)° =V,

ol = ([ (90l dz)",
b = ([ 1DGIPds)".

La norme de 'espace W'?(Q) est défini par

et

[ollwiri) = vllee@) + (vl

Théoréme 5.17 (Inégalité de Korn dans W'?(Q2)) [49] theo 5.13) Soit

p un réel avec 1 < p < oo alors

300, ol <C(ll,+vlp), Yoe W Q). (4
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Théoréme 5.18 (Inégalité de Korn dans Vi) Soit p un réel avec 1 <

p < oo alors
EICKorn > 0, |U|1.p > CKOT‘nHU”l.p) Yo € VII‘JN (55)
avec |I'1| > 0.

Preuve.(Voir [81] quand Q C R?) Raisonnons par I'absurde. Si le résultat

est inexact, il existe une suite (v, ),>1 de VFp1 telle que
1
lonllip =1, |vnlip < - Vn > 1. (5.6)
D’otl, il existe une sous-suite notée encore (vp)ns1, et v € WH(Q) telle que

v, — v faiblement dans W'"P(Q).

L’injection W*(Q) C L?(Q) est compacte, par conséquent quitte a extraire

une autre sous-suite notée encore (Un)n>1, on a
v, — v fortement dans LP(Q),

donc (vp)n>1 est en particulier de Cauchy dans LP(€2) c-a-d ||v, — vy ||lLr @) —
0 quand n et n’ tendent vers +o0o. On en déduit avec (5.6) et le théoréme
5.17

v — Un’HW““(ﬂ) = [lun — Un/”Lp(Q) + [lon — U”/Hl'p

=

1
< [lvn — Un’“zr:P(Q) + <|Un = Onli, + [l = U”'Hip(9)> =0

quand n,n’ — +oo
donc (vy,)ns1 est une suite de Cauchy dans W'?(Q), et alors
v, — v fortement dans WHP(Q).

Comme V¥ est fermé¢ dans W'(Q), on a v € V.
Ainsi,
[unl1p = [V1p = [[D()[ Lr(yyss,
et la majoration (5.6) implique que D(v) = 0. Donc, la fonction v est un
déplacement rigide (voir [31]) : il existe (a,b) € R x R? tel que
v(xr) =a+bAz, presquetout x € (),
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ou A désigne le produit vectoriel entre b et x.

On a de plus v = 0 sur I'y. D’aprés [52], si b # 0 alors I'ensemble des
solutions de I'équation v(x) = a + b Az = 0 est au plus une droite, ce qui a
nouveau est contradictoire avec le fait que I'y n’est pas réduit & une droite
(car |I'y| = mes(I'y) > 0). Donc b = 0, ce qui implique v(z) = a = 0 sur I'
d’ot v = 0, ce qui contredit 'hypothése 1 = ||v, |1, = ||v||1, quand n tend

vers 0o, d’ou le résultat. 0

Maintenant, on définit
W={weD®Q); w=0 sur TyUI'}
Wl p () ={weW"™(Q); w=0 sar TUIL}.
Théoréme 5.19 L’espace W est dense dans WFIQZFL(Q).

Preuve. Montrons que W dense dans W;;’LFL(Q) c-a-d, pour tout u €
Wt p, (Q), il existe u, € W vérifiant

u, — u dans WFI;{JFL(Q). (5.7)
Notons
QL =Q={(,23) €R® o' =(z1,13)€w et 0<z3<h(a)}
On définit

Q- ={(«/,25) eR’, o' = (x1,20) €Ew et —h(z') <z3 <0},

jon
I

0, UQ_ U,
= {(2,23) €R®, 2’ = (2,m) €Ew et —h(a)<x3<h(2)},

avec
Qg = {(;pl’xg,) € ]1{37 T = (1;17;52) Cw et x3= O}

En appliquant le lemme IX.2 [21] page 158 avec

Q=9 Q:=0,=0Q, Qy=Y,
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on obtient pour u € WH?(Q2) un prolongement par réflexion u* € WhP(Q)

défini par

(0 ) = u(z',xs)  siaz >0,
’ u(z', —x3) sizz <O.

Rappelons que
00 =wulUTly,

donc par réflexion on obtient
9Q=T,UT, UT,UT;,
ol f;, fz désignent les symétriques de I'y, T';, respectivement.
Pour tout u € WI};’LFL (), remarquons que par symétrie on a
w =0 sur 09,

d’ont u* € WP ().
Comme D(Q) dense dans W, 7(Q) on sait que pour tout u* € WyP(Q), il

existe u}, € D(Q) vérifiant
ut —u* dans W,P(Q),
d’ou
Up = urlg = u|log =u dans er‘fer<Q)v

5.2.8 Les espaces L?(0,7T; B)

Dans ce paragraphe, on présente brievement quelques résultats utiles sur
les espaces de fonctions a valeurs dans un espace de Banach B. Pour T > 0,

on définit les espaces suivants :

Définition 5.14 [22] Soit 1 < p < oo, on note LP(0,T; B) l’ensemble des
(classes de) fonctions u :]0,T[— B mesurables telles que t — ||u(t)||p est
dans LP(0,T). Pour w € L?(0,T; B) on note

1

T 1
oz = ( [ lulpde)”. s 1<p<os,
0
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|ullLeorpy = Inf{C;|lu(t)||s < C presque partout sur 10,7}

sup essl||u(t)||s-

t€]0,T']

Remarque 5.4 [21]| La plupart des propriétés rencontrées dans le cas & va-
leurs réelles sont encore valables moyennant des hypotheses convenables sur B
(B réflexif, ou bien B séparable). Par exemple, si B réflexif et si 1 < p < o0
alors LP(0,T; B) est réflexif et son dual s’identifie & LY (0,T; B') ot p est le

LOué s 11
nombre conjugué de p (c-a-d, st =1)

Théoréme 5.20 (Convergence dominée de Lebesgue) [29] Soit 1 <
p < oo et (f,) une suite de fonction de |0,T[— B. Si la suite
a) fn(t) — f(t) presque partout sur 0,77,
b) il existe une fonction g € LP(0,T) telle que pour chaque n > 1,
| fu(t)]l5 < g(t) presque partout sur ]0,T,
alors f € LP(0,T; B) et f, — f dans LP(0,T; B).

Lemme 5.1 (d’Aubin)|78], [36] Soient Xy, X, X trois espaces de Banach,
on suppose que Xy et Xq sont réflexifs, l'injection Xq C X est continue et
compacte, et l'injection X C X est continue. Soit T > 0 et pg,p1 > 1. On

considére [’espace suivant
Y ={ve L™0,T;Xy);v € LP(0,T; X))}
muni de la norme

[olly = [[vllzroox0) + 1Vl 2o (0,7:70)-
Alors, Uinjection de Y dans LP°(0,T; X) est compacte.

Lemme 5.2 (de Simon)|73| Soient Xy, X, X trois espaces de Banach tels
que, linjection Xo C X est continue et compacte, et [injection X C X, est
continue. Si F' est borné dans LP(0,T; Xy) ou 1 < p < oo, et %—f est borné
dans L'(0,T; X;). Alors F est relativement compact dans LP(0,T; X).

Si F' est borné dans L>(0,T; Xo) et %—I; est borné dans L"(0,T; Xy) our > 1,
alors F' est relativement compact dans C([0,T]; X).
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Proposition 5.4 Soient B un espace de Banach, B’ son dual topologique
et H un sous-espace fermé de L*(Q) (L2(Q) = (L*(Q))?) muni du produit
scalaire (., .)r2(q) induit par L?(Q), H = H' son dual topologique. Supposons
que B C H avec injection continue et dense (d'ov B C H = H' C B').
Considérons [’espace

E={ueL”0,T;B) |u e L¥(0,T; B")},

avec 1 < p < oo et p son exposant conjugué c-a-d % +I% = 1 muni de la

norme
lulle = llullzro.rm) + 14/l o 0,7 5)-

Alors, toutes les fonctions de € admettent un représontant continue de 0,7] —
H et & c C(0,T); H) c C([0,T);L%(Q)) avec injection continue. Lorsque
u,v€E BCB ona

<uU,0 >p.p= (ﬁ, @)Lz(g).
De plus, on a

T
1 1
| < vt m it = S e = 51O

Preuve. On fait le méme raisonnement que dans [29] pages 54-56 o on a
L*(Q) au lieu H, d’ou le résultat. O

5.2.9 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

Définition 5.15 [29] On note D(0,T) l’espace des fonctions définies sur
10,T[ & valeurs réelles de classe C™ et dont le support est compact dans
10, T[. Lorsque K est un compact de |0, T, k € N et ¢ € D(0,T), on note

vek(9) = sup  [o(1)].

0<i<k,teK

Pour tout compact K de |0,T[ et pour tout k € N, vy, ¢ est une semi-norme
sur D(0,T).

Définition 5.16 [29] Une distribution vectorielle sur]0,T[ a valeurs dans un

espace de Banach B est une application linéaire T : D(0,T) — B vérifiant :
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pour tout compact K de 10, T, il existe k € N et Cx > 0 tel que, pour tout
¢ € D(0,T) a support dans K, on a

1T()|lB < Crvrx ().

On note D'(0,T; B) lespace des distributions sur |0, T a valeurs dans B.

En théorie des distributions on note en général

T(¢) =<T,¢ >porp)p01), Yo E€DOT).

Définition 5.17 [29] Une suite (T,,),>1 € D'(0,T; B) converge au sens des
distributions vers T € D'(0,T; B) si, pour tout ¢ € D(0,T)

< Ty, >pro,1:B),001)—><T, P >p1(0,1:B)D0OT) -

Définition 5.18 [29] La dérivée d’une distribution T € D'(0,T; B) est la
distribution T" € D'(0,T; B) définie par

<T,¢ >pio,1;8),p0,1)= — < T, ¢ >pi(0,1;B),00,1) VO E D(0,T).

Définition 5.19 [22] Soit 1 < p < co. On note W'?(0,T; B) l’ensemble des
(classes de) fonctions f € LP(0,T; B) telle que f' € LP(0,T; B), au sens de
D'(0,T; B). Pour f € W(0,T; B) on note

| fllwrro.rs8) = 1 fll oo,y + 11| 2o 0.1:8)-

Pour p =2 on a

H'Y(0,T; B) = W"*(0,T; B).

5.3 Inéquations Variationnelles Elliptiques

Soient V un espace de Banach réflexif séparable, V’ son dual topologique,
< .,. >y y le crochet de dualité entre VetV

Définition 5.20 (|56] déf 2.1 page 179)
Un opérateur AV — V' est dit pseudo-monotone si :
(i) A est borné,
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(i) lorsque u; — u dans V (faible) pour j — 400, et

limsup < Auj, uj —u >3, < 0,
J—+o0

alors

liminf < Auj,u; —v >p p2< Au,u—0 >p 0y, Vo eV
J—+oo

Proposition 5.5 ([56] propo 2.5 page 179)
Soit A:V — V'. Alors

A borné, hémicontinu et monotone = A pseudo-monotone.

Définition 5.21 [10] Soient X un espace topologique, f : X — R une fonc-

tion et xg € X. On dit que f est semi-continue supérieurement en xq si

limsup f(z) < f(xo).

T—T0

On dit que f est semi-continue inférieurement en xq si

liminf f(z) > f(x).

T—T0

Remarque 5.5 [10] Une fonction est continue en un point si et seulement

si elle est semi-continue supérieurement et inférieurement en ce point.

Théoréme 5.21 ([56] theo 8.5 page 251)
Soit A un opérateur pseudo monotone de V.— V', @ une fonction convere

propre, semi-continue inférieurement, on suppose qu’il existe v, tel que

< AV, v = v 505 ()

p(v,) < oo el = +00.

11m
[[v]|—+00 vl

Alors, pour tout ]?E V' il existe v € V solution de Uinéquation variationnelle

< Av,u—v >y Fp(u) — p(v) >< fiu—v >pip, VU € V.
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5.4 Semi groupes d’opérateurs

Définition 5.22 (|21] chap 7)
Soit X espace de Banach, on dit que la famille d’opérateurs linéaires (S(h))n>o
de L(X) est un semi groupe (fortement continu) si

(1) 5(0) = Id,

(2) Vhi,ha >0, S(h1) o S(hs) = S(hy + hs),

(3) Ve € X, limp0S(h)x =z,

(3) est équivalent a limy,_,o ||S(h)x — z||x = 0.
On dit que S(h) est une contraction si

1S lexy < 1.

5.4.1 Geénérateur infinitésimal de semi-groupe

On définit le générateur infinitésimal A de domaine D(A) d’un semi

groupe fortement continu (S(h)),>o comme l'opérateur non borné
A:D(A)C X — X,

ou
D(A)={re X: ,llir% Sth)z —z existe dans X},
—

c-a-d, il existe z, € X tel que

HM—ZL‘* — 0 quand h — 0,
h X
et en utilisant cette limite finie on a :
Ve e D(A), Ap = lim 2T
h—0 h

5.5 Opérateurs compacts

Définition 5.23 Soient X* un espace topologique et M une partie de X*,
on dit que M est relativement compacte si son adhérence M est une partie
compacte de X*. En d’autres termes, M sous-ensemble de X* est relative-
ment compact quand de toute suite d’éléments de M on peut extraire une

sous-suite convergente, dont la limite est dans X*.
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Définition 5.24 [21| Soient E, F deux espaces de Banach, on dit qu’un
opérateur T € L(E, F) est compact si T(Bg) est relativement compact pour
la topologie forte. En d’autres termes, on dit que T’ est compact si, pour toute
suite bornée (Tn)nen dans E, la suite (T(xy,))nen admet une sous-suite qui

CONvErge.

Théoréme 5.22 (Théoréme de point five de Schauder) [45]
Soient X* un espace de Banach et Z un ensemble fermé convexe et non vide
de X*. Soit T wune application continue de Z dans Z telle que T(Z) est

relativement compacte. Alors, T a un point five dans Z.
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Conclusion et Perspectives

Cette partie conclut la thése en donnant un bilan du travail effectué et les
perspectives envisageables.

Dans notre travail on a traité quelques problémes elliptiques et paraboliques
d’écoulement de fluides non-Newtoniens incompressibles et non isothermes
gouvernés par le systéme de Stokes avec la condition non linéaire de Tresca
sur une partie du bord. Le choix de la viscosité dépend & la fois de la tempé-
rature, de la vitesse et du tenseur des taux de déformations et ’apparence du
terme de type p-Laplacien dans le tenseur des contraintes se sont avérés étre
un obstacle majour dans cette thése pour montrer 'existence et 'unicité.
On a montré :

— L’existence de la solution de 'inéquation variationnelle elliptique dé-
crivant le systéme de Stokes pour une température donnée quand la
viscosité dépend a la fois de la température, de la vitesse et du module
du tenseur des taux de déformations.

— L’existence et 'unicité de la température solution de I’équation de la
chaleur avec un terme L!(€) au second membre quand la viscosité
dépend a la fois de la température, de la vitesse et du module du
tenseur des taux de déformations.

— L’existence d’une solution d’un probléme variationnel couplé elliptique
entre le systéeme de Stokes et ’équation de la chaleur quand la viscosité
ne dépend pas de la vitesse.

— L’existence d’une unique solution d'un probléme parabolique quand
la viscosité ne dépend pas de la vitesse dans les cas p = 2, p > 2 et
g <p<2.

— L’existence de la solution du probléme parabolique quand la viscosité
dépend a la fois de la température, de la vitesse et du tenseur des taux
de déformations dans les cas précédents.

Les principales perspectives de recherche qui apparaissent a l'issue de cette
these sont diverse. Nous voudrions présenter certains développements pos-
sibles des travaux de cette thése, et plus généralement recenser quelques
questions qui sont a notre connaissance ouvertes :

— L’existence de la solution du probléme variationnel couplé elliptique
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quand la viscosité dépend a la fois de la température, de la vitesse et
du tenseur des taux de déformations.

L’unicité de la solution quand la viscosité dépend a la fois de la tem-
pérature, de la vitesse et du tenseur des taux de déformations.
L’é¢tude de I'équation de la chaleur parabolique et le couplage avec
le systeme de Stokes instationnaire dans les cas p = 2, p > 2 et
S<p<2

L’étude asymptotique en espace et en temps des problémes traités et
aussi I’étude numérique de ces problémes.

Refaire I’étude du chapitre 2, on néglige le terme v - V8 dans notre
équation et de prendre la conductivité thermique dépend de la tem-

pérature.
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