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Résumé :

L’objectif de ce travail de thèse est d’étudier quelques problèmes elliptiques

et paraboliques d’écoulement de fluides non-Newtoniens incompressibles et

non isothermes gouvernés par l’équation aux dérivées partielles de Stokes

avec la condition de Tresca sur une partie du bord quand la viscosité dépend

à la fois de la température, de la vitesse et du module du tenseur des taux

de déformations.

Dans le premier chapitre, on a fait une introduction générale.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons au couplage entre le sys-

tème de Stokes et l’équation de la chaleur en régime stationnaire. On montre

l’existence de la solution de l’inéquation variationnelle décrivant le sytème de

Stokes pour une température donnée quand la viscosité dépend à la fois de

la température, de la vitesse et du module du tenseur des taux de déforma-

tions en utilisant la méthode de monotonie pour la vitesse et le théorème de

De Rham pour la pression. Dans un deuxième temps, on étudie l’existence

et l’unicité de la température solution de l’équation de la chaleur avec un

terme L1(Ω) au second membre quand la viscosité dépend à la fois de la tem-

pérature, de la vitesse et du module du tenseur des taux de déformations.

On montre ensuite l’existence de la solution du problème variationnel couplé

avec la viscosité dépend de la température et du module du tenseur des taux

de déformations, en utilisant le théorème de point fixe de Schauder.

Dans le troisième et le quatrième chapitre, on traite l’existence et l’unicité de

la solution du sytème de Stokes en régime instationnaire quand la viscosité

dépend de la température et du module du tenseur des taux de déformations

dans les cas p = 2, p > 2 et 6
5
< p < 2 en utilisant la notion des semi-groupes

et la méthode de monotonie pour la vitesse et le théorème de De Rham pour

la pression. Par contre, lorsque la viscosité dépend de plus de la vitesse on

obtient seulement l’existence par le théorème de point fixe de Schauder.

Mots-clés : Système de Stokes, la loi de Tresca, semi-groupes, théorème

de point fixe de Schauder.
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Abstract :

The objective of this thesis is to study some elliptic and parabolic problems

of the non-Newtonian flow of an incompressible and non isothermal fluid go-

verned by partial differential equation of Stokes with Tresca’s condition on a

part of the boundary when the fluid viscosity depends on temperature and

also on the modulus of strain rate tensor and the velocity of the fluid.

In the first chapter, we did a general introduction.

In the second chapter, we consider the coupling between the Stokes system

and the heat equation in steady state. We prove the existence of a solution

of the variational inequality describing the Stokes system when the fluid vis-

cosity depends on temperature and also on the modulus of strain rate tensor

and the velocity of the fluid of a given temperature by using the monotony

methods for the velocity and De Rham’s theorem for the pressure. We study

the existence and uniqueness of the temperature solution of the heat equation

with L1(Ω) term to the second member when the fluid viscosity depends on

temperature and also on the modulus of strain rate tensor and the velocity

of the fluid. We show the existence of a solution of the coupled variational

problem when the fluid viscosity depends on temperature and also on the

modulus of strain rate tensor by using Schauder fixed point theorem.

In the third and the fourth chapter, we treate the existence and uniqueness

of a solution of the Stokes system in unsteady state when the fluid viscosity

depends only on temperature and on the modulus of strain rate tensor in

the cases p = 2, p > 2 and 6
5
< p < 2 by using the notion of semigroup and

monotony methods for the velocity and De Rham’s theorem for the pressure.

However, when the fluid viscosity depends also on the velocity of the fluid

we obtain only the existence by Schauder fixed point theorem.

Keywords : Stokes systems, Tresca’s law, semigroup, Schauder fixed point

theorem.
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Chapitre 1

Introduction générale

En 1822, le mathématicien Claude Louis Marie Henri Navier (1785 -1836)

à la suite des travaux d’Euler, présente dans un rapport à l’Académie des

Sciences, les équations générales du mouvement d’un fluide en tenant compte

pour la première fois, du frottement intérieur du fluide, c’est-à-dire de la vis-

cosité. Ces lois sont acceptées et utilisées par les ingénieurs et les physiciens

et sont connues sous le nom d’équations de Navier-Stokes, car Stokes (1819

– 1903), le premier, les a intégrées dans différents cas relativement simples

([80], [38], [65]).

La résolution des équations de Navier-Stokes ou Stokes (quand le terme de

convection est négligé) nécessite des conditions aux limites :

- Les conditions aux limites de non-glissement (par exemple les conditions

aux limites de type Dirichlet pour le champ de vitesse) sont des hypothèses

fondamentales et sont généralement acceptées en mécanique des fluides avec

un fort soutien expérimental, les premiers expérimentateurs n’ayant pas ob-

servé de glissement de liquides à la frontière de la surface solide ;

- Les conditions aux limites de glissement : le fluide ne peut traverser la sur-

face solide. Sa vitesse est forcément nulle dans la direction perpendiculaire

à la surface. En revanche, elle n’est pas forcément nulle dans les directions

tangentielles. En toute rigueur, il y a toujours un glissement ([68], [69], [79],

[35], [67]).
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Le glissement du fluide à la paroi du solide peut être sans frottement ainsi

qu’avec frottement en fonction du système de fluide-solide et des conditions

ambiantes ([7], [47]). La nature du frottement à la paroi doit être fortement

liée au type de glissement [32] (pour plus de détails sur les aspects physiques

du phénomène de glissement, voir [68], [74], [82] et [63]) et peut être modélisé

par des différentes lois de frottement. En effet, en 1827, C.L. Navier [62] a

proposé une condition dite de glissement avec frottement à la paroi qui per-

met de prendre en compte le glissement du fluide près du bord et de mesurer

l’effet du frottement en considérant la composante tangentielle du tenseur

des contraintes proportionnelle à la composante tangentielle du champ de

vitesse.

Dans [31] on trouve d’autres types des lois de frottement :

- La loi de Tresca : lorsque le fluide et le solide sont en contact, l’effort

tangentiel ne peut pas dépasser un certain seuil appelé le seuil de frottement

qui est supposé connu et qui ne dépend pas de la contrainte normale.

1) Lorsque la composante tangentielle du tenseur des contraintes atteint le

seuil de frottement, le fluide et la surface se déplacent tangentiellement l’une

par rapport à l’autre et il y a glissement. La contrainte tangentielle s’oppose

à la vitesse.

2) Lorsque la composante tangentielle du tenseur des contraintes n’atteint

pas le seuil de frottement, le fluide se déforme sans couler la paroi (il n’y a

pas de glissement le long de la paroi) et la vitesse du fluide est égale à la

vitesse de cisaillement de la paroi.

- La loi de Coulomb : cette loi introduit la dépendance entre le seuil de

frottement et la composante normale du tenseur des contraintes qui sont sup-

posés proportionnels.

L’étude mathématique des équations de Navier-Stokes ou Stokes a été faite

par beaucoup de chercheurs dans le cas des fluides Newtoniens et non- New-

toniens en régime stationnaire et instationnaire avec un glissement donnée

par les différentes lois de frottement :

- Concernant la loi de frottement de Navier on peut citer les travaux de A.

Tani [76], A. Tani, S. Itoh, N. Tanaka [77], S. Itoh, A. Tani [48], J. Neustupa,

P. Penel [64], C. Amrouche, N.E.H. Seloula [4], A. Rejaiba [70], H. Al Baba
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[2].

- La loi de Coulomb est moins utilisable que la loi de Tresca et les autres lois

de glissement. H. Fujita est le premier qui a étudié la loi de Tresca ([39]-[44]),

on cite aussi les travaux de G. Bayada, M. Boukrouche [8], M. Boukrouche,

G. Łukaszewicz [13], C. Le Roux et A. Tani [53]-[55], M. Boukrouche, R. El

Mir [14], M. Ayadi, M. K. Gdoura, T. Sassi [5], F. Messelmi, B. Merouani,

F. Bouzeghay [60], A. Bensedik, M. Boukrouche [9], I. Boussetouan [18], F.

Bouzeghaya [19], K. Takahito [75], M. Boukrouche, I. Boussetouan, L. Paoli

[15]-[17] (Tresca), M. Boukrouche, G. Łukaszewicz [12], L. Consiglieri [24]

(Coulomb), F. Saidi [71], [72] (Tresca et Coulomb).

Cette thèse concerne l’étude théorique mathématique de quelques problèmes

elliptiques et paraboliques d’écoulement de fluides non-Newtoniens incom-

pressibles et non isothermes gouvernés par l’équation aux dérivées partielles

de Stokes avec la condition de Tresca sur une partie du bord. Notre problème

est motivé par lubrification et aussi par les phénomènes injection/extrusion

([69], [47]). La nouveauté dans notre travail par rapport aux travaux récents

est que la viscosité du fluide est une fonction dépendant de sa température,

sa vitesse et du module de son tenseur des taux de déformations comme dans

[9] mais nos problèmes sont en régime instationnaire et stationnaire avec un

terme de type p-laplacien. Ce choix nous permet de discuter sur les valeurs

de p.

On considère ces problèmes dans un domaine borné Ω ⊂ R
3 donné par

Ω = {(x′, x3) ∈ R
3, x′ = (x1, x2) ∈ ω et 0 < x3 < h(x′)}.

La frontière de Ω sera notée ∂Ω = ω ∪ Γ1 ∪ ΓL avec

— Γ1 la surface supérieure d’équation x3 = h(x′) où h est une fonction

continue lipschitzienne vérifiant

∃h0, h1 ∈ R 0 < h0 ≤ h(x′) ≤ h1.

— ω un domaine borné de R
2 qui constitue la surface inférieure du do-

maine Ω, et sa frontière est lipschitzienne.
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— ΓL la frontière latérale.

L’ensemble des lois de conservation nous fournit trois équations (voir ([31],

[78], [59])

1) L’équation de conservation de la masse

∂ρ0
∂t

+ div(ρ0υ) = 0 dans Ω×]0, T [, (1.1)

2) l’équation de conservation de la quantité du mouvement

ρ0

(∂υ
∂t

+ υ · ∇υ
)
= div(σ) + ρ0f dans Ω×]0, T [, (1.2)

2) l’équation de conservation de l’énergie

ρ0

(∂e
∂t

+ υ · ∇e
)
= σ : D(υ) + ρ0r(θ)− div(q) dans Ω×]0, T [,

(1.3)

où υ, θ, ρ0 désignent respectivement la vitesse, la température et la densité du

fluide, f = (f1, f2, f3) est le vecteur des forces extérieures donné, e représente

l’énergie interne spécifique du milieu continu, r est une fonction réelle qui

dépend de la température θ et représente l’apport d’énergie par unité de

masse et de temps, q est le vecteur transport d’énergie, σ = (σij)1≤i,j≤3 est

le tenseur des contraintes, et D(υ) = (dij(υ))1≤i,j≤3 est le tenseur des taux

de déformations défini par

dij(υ) =
1

2

( ∂υi
∂xj

+
∂υj
∂xi

)
1 ≤ i, j ≤ 3,

et avec la convention de sommation d’Einstein on note

|D(υ)| =
(
dij(υ)dij(υ)

) 1
2
,

la norme euclidienne de D(υ).

Le produit de deux tenseurs σ et D(υ) est défini par

σ : D(υ) = σijdij(υ).

Si la densité ρ0 est constante (on prend ρ0 = 1), le fluide est alors incompres-

sible et les équations (1.1)-(1.3) deviennent

div(υ) = 0 dans Ω×]0, T [, (1.4)

12



(∂υ
∂t

+ υ · ∇υ
)
= div(σ) + f dans Ω×]0, T [, (1.5)

(∂e
∂t

+ υ · ∇e
)
= σ : D(υ) + r(θ)− div(q) dans Ω×]0, T [. (1.6)

Le tenseur des contraintes est donné par la loi de puissance

σij = lγ̇n−1dij(υ)− πδij,

où l est une fonction positive donnée qui peut dépendre de la température

(voir [33]), π désigne la pression du fluide,

δij =

{
1 si i = j,

0 si i 6= j,

est le symbole de Kronecker et

γ̇ = 2|D(υ)|.

(1) Si 0 < n < 1, le fluide est rhéofluidifiant ou pseudoplastique,

(2) si n = 1, il est Newtonien,

(3) si n > 1, il est rhéoépaississant ou dilatant.

Pour avoir le tenseur des contraintes on prend n = p − 1, l dépend de plus

de la vitesse et du module du tenseur des taux de déformations et on pose

µ(θ, υ, |D(υ)|) = 2p−3l(θ, υ, |D(υ)|),

on obtient que le tenseur des contraintes s’écrit

σij = 2µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2dij(υ)− πδij.

Donc, avec les trois cas précédents on a

- Si p = 2 le fluide est non-Newtonien car µ est non-linéaire par rapport au

tenseur des taux de déformations,

- si 1 < p < 2 notre fluide est de type (1),

- si p > 2 notre fluide est de type (3).

D’autre part, on a

σ : D(υ) = 2µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2dij(υ)dij(υ)− πδijdij(υ)

= 2µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p − πTr(D(υ)),
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où Tr(D(υ)) désigne la trace de D(υ) définie par

Tr(D(υ)) = dii = div(υ).

Avec (1.4) on a Tr(D(υ)) = 0 d’où

σ : D(υ) = 2µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p.

Donc, les équations (1.5), (1.6) deviennent

(∂υ
∂t

+ υ · ∇υ
)
− 2div(µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2D(υ)) +∇π = f

dans Ω×]0, T [,

(1.7)

(∂e
∂t

+ υ · ∇e
)

= 2µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p + r(θ)− div(q)

dans Ω×]0, T [.

(1.8)

L’énergie interne du fluide est donnée par e = cθ, où le coefficient c est une

chaleur spécifique, scalaire strictement positif. Dans la réalité c dépend plus

ou moins, selon les matériaux, de la température. Ici, on supposera que c

est constante (on prend c = 1). De plus, on suppose que le phénomène de

conduction de la chaleur est décrit par la loi de Fourier ([37], [31])

q = −K∇θ,

où K est une fonction positive qui représente la conductivité thermique du

matériau. Donc, l’équation (1.8) devient

(∂θ
∂t

+ υ · ∇θ
)

= 2µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p + r(θ) + div(K∇θ)
dans Ω×]0, T [.

De plus, on néglige le terme de convection dans (1.7) on obtient l’équation

de Stokes suivante

∂υ

∂t
− 2div(µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2D(υ)) +∇π = f dans Ω×]0, T [.

Dans notre travail, on s’intéresse l’étude de deux problèmes, le problème

couplé entre le système de Stokes et l’équation de la chaleur dans le cas
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stationnaire où la vitesse et toutes les variables décrivant le mouvement (θ,

π, ...) ne dépendent pas explicitement du temps c-à-d
(∂υ
∂t

= 0,
∂θ

∂t
= 0
)
.

Donc,




−2div(µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2D(υ)) +∇π = f dans Ω,

div(υ) = 0 dans Ω,

υ · ∇θ = 2µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p + div(K∇θ) + r(θ) dans Ω,

(1.9)

et pour une température donnée le problème instationnaire




∂υ

∂t
− 2div(µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2D(υ)) +∇π = f dans Ω×]0, T [,

div(υ) = 0 dans Ω×]0, T [.

(1.10)

Dans le deuxième chapitre, on étudie le problème couplé (1.9) quand la vis-

cosité ne dépend pas de la vitesse. Pour compléter la description du problème

fort, on rajoute les conditions aux limites sur la vitesse et la température.

On suppose que la vitesse satisfait les conditions aux limites suivantes :

υ = 0 sur Γ1, (1.11)

υ = g sur ΓL, (1.12)

où g est une fonction vectorielle vérifiant
∫

∂Ω

g · n dY = 0, g = 0 sur Γ1, g · n = 0 sur ω,

où n est la normale unitaire à ∂Ω extérieure à Ω.

On définit les composantes normales et tangentielles υn et υτ de la vitesse

par

υn = υ · n = υini, υτi = υi − υnni.

La composante normale de la vitesse est nulle sur ω

υ · n = 0 sur ω, (1.13)

et sa composante tangentielle υτ est inconnue et satisfait la loi de Tresca [31]

|στ | = k ⇒ ∃λ ≥ 0 υτ = s− λστ ,

|στ | < k ⇒ υτ = s,

}
sur ω, (1.14)

où
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— s est la vitesse cisaillement de la surface ω qui dépend de la position

x ∈ ω,

— στ est la composante tangentielle de σn donnée par

στi = σijnj − σnni où σn = σijnjni,

— k est une fonction strictement positive dépendante de x appelée le

seuil limite pour cette contrainte tangentielle.

Pour les conditions aux limites relatives à la température, on rajoute les

conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann suivantes

θ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL, (1.15)

K
∂θ

∂n
= K∇θ · n = θb sur ω, (1.16)

respectivement.

On traite pour une température donnée le système de Stokes (1.9)1−(1.9)2,

(1.11)-(1.14). Avec la condition de Tresca on obtient que la formulation varia-

tionnelle du problème est donnée par une inéquation variationnelle elliptique.

On démontre l’existence d’une solution de l’inéquation variationnelle ellip-

tique associée à ce problème par la méthode de monotonie. On traite deux

cas p ≥ 2 et 1 < p ≤ 2. Ensuite, on montre l’existence de la pression en

utilisant le théorème de De Rham.

Dans un deuxième temps on étudie le problème (1.9)3, (1.15) et (1.16) avec

p > 3. On montre l’existence et l’unicité de la température solution de l’équa-

tion variationnelle elliptique associée à ce problème, en utilisant les théorèmes

de Lax-Milgram et de point fixe de Schauder. Puis, on montre l’existence de

la solution du problème couplé quand la viscosité ne dépend pas de la vitesse,

en utilisant le théorème de point fixe de Schauder.

Dans le troisième chapitre, on traite le problème instationnaire donné par

(1.10) dans le cas p = 2. Pour compléter la formulation du problème, on ra-

joute les conditions aux limites homogènes sur Γ1×]0, T [, non homogènes sur

ΓL×]0, T [, et de type Tresca sur ω×]0, T [, et la condition initiale en t = 0.

Pour montrer l’existence d’une solution pour l’inéquation variationnelle pa-

rabolique associée à ce problème, on étudie ce problème quand la viscosité
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ne dépend pas de la vitesse. On montre l’existence de la solution de l’inéqua-

tion variationnelle parabolique, en utilisant la méthode de la monotonie et

la notion des semi-groupes, on démontre également l’unicité de la solution

obtenue. Puis, on montre l’existence et l’unicité (à une constante près car Ω

est connexe) de la pression en utilisant le théorème de De Rham. Ensuite,

lorsque la viscosité dépend de plus de la vitesse, on traite l’existence de la

solution par le théorème de point fixe de Schauder.

Dans le quatrième chapitre, on traite le problème instationnaire (1.10) dans

les deux cas p > 2 et 6
5
< p < 2 avec les conditions aux limites homogènes sur

Γ1×]0, T [, non homogènes sur ΓL×]0, T [, et de type Tresca sur ω×]0, T [, et

la condition initiale en t = 0. Pour montrer l’existence de la solution de l’in-

équation variationnelle parabolique associée à ce problème dans le cas p > 2,

on utilise un principe analogue à celui du chapitre 3 (cas p = 2). Ensuite,

on montre l’existence de la solution dans le cas 6
5
< p < 2, ce cas donne lieu

à quelques complications techniques. En effet, si on veut utiliser la méthode

de la monotonie pour montrer l’existence et l’unicité de la vitesse solution

de l’inéquation variationnelle parabolique quand la viscosité ne dépend pas

de la vitesse comme dans les cas précédents on a besoin d’un espace de Hil-

bert intermédiaire entre l’espace où on cherche la vitesse et son dual mais

malheureusement dans ce cas on n’a pas cette condition. Pour cela, pour

tout 0 < ε < 1 avec µ = µ(θ, |D(υ)|) on régularise notre problème et on

revient au cas p = 2. Puis, on traite le problème approché pour ε fixé, en

utilisant les résultats obtenus dans le cas p = 2 et on en déduit l’existence et

l’unicité d’une solution pour l’inéquation variationnelle parabolique associée

à ce problème approché. Ensuite, on fait des estimations sur les solutions

des problèmes approchés indépendamment de ε, puis on passe à la limite

quand ε → 0 et on obtient que le problème original en vitesse admet une

solution. Ensuite, on montre l’existence et l’unicité (à une constante près car

Ω est connexe) de la pression en utilisant le théorème de De Rham. Puis,

en prenant la fonction-test à divergence nulle dans le problème en vitesse

et pression, on montre l’unicité de la vitesse. Lorsque la viscosité dépend de

plus de la vitesse, on traite l’existence de la solution par le théorème de point

fixe de Schauder.
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Chapitre 2

Problème couplé stationnaire

Dans ce chapitre, on considère un problème variationnel couplé décrivant

le mouvement d’un fluide incompressible non-Newtonien soumis à des condi-

tions de frottements de type Tresca et des effets thermiques particuliers où

la viscosité dépend de la température, de la vitesse du fluide ainsi que du

module du tenseur des taux de déformations. On considère ce problème dans

le domaine Ω donné par

Ω = {(x′, x3) ∈ R
3, x′ = (x1, x2) ∈ ω et 0 < x3 < h(x′)}.

La frontière de Ω sera notée ∂Ω = ω ∪ Γ1 ∪ ΓL avec

— Γ1 la surface supérieure d’équation x3 = h(x′) où h est une fonction

continue lipschitzienne vérifiant

∃h0, h1 ∈ R 0 < h0 ≤ h(x′) ≤ h1.

— ω un domaine borné de R
2 qui constitue la surface inférieure du do-

maine Ω et sa frontière supposée lipschitzienne.

— ΓL la frontière latérale.

Le terme stationnaire en mécanique des fluides ne signifie pas absence de

mouvement, mais independence de la vitesse et toutes les variables décrivant

le mouvement (θ, π, ...) par rapport au temps.

On désigne par D(u) = (dij(u)1≤i,j≤3 le tenseur des taux de déformations
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défini par

dij(u) =
1

2
(∂jui + ∂iuj) 1 ≤ i, j ≤ 3,

et avec la convention de sommation d’Einstein on a

D(u) : D(u) = dij(u)dij(u) = |D(u)|2,

où |D(u)| est la norme euclidienne de D(u).

On note σ = (σij)1≤i,j≤3 le tenseur des contraintes donné par

σij = 2µ(θ, u, |D(u)|)|D(u)|p−2dij(u)− πδij, (2.1)

où δij est le symbole de Kronecker, π est la pression du fluide, u sa vitesse, θ sa

température qui sont les inconnues du problème, µ sa viscosité. On suppose

que la viscosité µ est définie sur R× R
3 × R+, et vérifiant

∃µ0, µ1 ∈ R : 0 < µ0 ≤ µ(o, e, d) ≤ µ1, ∀(o, e, d) ∈ R× R
3 × R+, (2.2)

la fonction d 7→ µ(., ., d) est monotone croissante sur R+, (2.3)

la fonction (o, e, d) 7→ µ(o, e, d) est continue sur R× R
3 × R+. (2.4)

Dans toute la suite de ce chapitre, avec la convention de sommation d’Einstein

on note

u · v = uivi, 1 ≤ i ≤ 3,

le produit scalaire de deux vecteurs dans R
3.

Le problème est décrit par l’équation de conservation de la quantité de mou-

vement

−2div(µ(θ, u, |D(u)|)|D(u)|p−2D(u)) +∇π = f, dans Ω, (2.5)

l’équation de conservation de la masse (la condition d’incompressibilité)

div(u) = 0 dans Ω, (2.6)

le phénomène de conduction de la chaleur est décrit par la loi de Fourier,

reliant flux de la chaleur à la température θ, d’où l’équation de conservation

d’énergie

2µ(θ, u, |D(u)|)|D(u)|p + div(K∇θ) + r(θ) = u · ∇θ dans Ω, (2.7)
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où p ∈ R, tel que p > 1, f = (f1, f2, f3) représente les forces extérieures

supposées données, r est une fonction à valeurs réelles, et K est une fonction

sur Ω vérifiant

∃k0, k1 ∈ R 0 < k0 ≤ K ≤ k1 ∀x ∈ Ω. (2.8)

Pour compléter la description du problème, il est nécessaire de donner les

conditions aux bords pour la température θ et la vitesse u. On rajoute au

système (2.5)-(2.6) les conditions aux limites pour la vitesse données par :

u = 0 sur Γ1, (2.9)

u = g sur ΓL, (2.10)

où g est une fonction vectorielle vérifiant
∫

∂Ω

g · n dY = 0, g = 0 sur Γ1, g 6= 0 surΓL, g · n = 0 sur ω, (2.11)

où n = (n1, n2, n3) = (0, 0,−1) est le vecteur normal unitaire extérieur à ω.

On définit les composantes normales et tangentielles un et uτ de la vitesse

par

un = u · n = uini, uτi = ui − unni.

La composante normale de la vitesse est nulle sur ω

u · n = 0 sur ω, (2.12)

et sa composante tangentielle uτ est inconnue et satisfait la loi de Tresca [31]

|στ | = k ⇒ ∃λ ≥ 0 uτ = s− λστ ,

|στ | < k ⇒ uτ = s,

}
sur ω, (2.13)

où

— s est la vitesse de cisaillement de la surface ω qui dépend de la position

x ∈ ω,

— στ est la composante tangentielle de σn donnée par

στi = σijnj − σnni où σn = σijnjni,
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— k est une fonction strictement positive dépendante de x appelée le

seuil limite pour cette contrainte tangentielle.

Pour les conditions aux bords relatives à la température, on rajoute les condi-

tions aux limites de Dirichlet et de Neumann à l’équation (2.7) suivantes :

θ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL, (2.14)

K
∂θ

∂n
= K∇θ · n = θb sur ω, (2.15)

respectivement, où θb est un flux de température donné fixé sur ω vérifiant

∃Cb > 0, |θb| ≤ Cb. (2.16)

Selon le signe de la fonction θb, on peut distinguer les trois phénomènes

physiques suivantes :

(1) Si la fonction θb est strictement négative, le gradient de la température

est orienté vers la zone fluide, d’où l’échauffement,

(2) si la fonction θb est égale zéro, pas d’échange de chaleur à travers ω,

(3) si la fonction θb est strictement positive, le gradient de la température

est orienté à l’exterieur de la zone fluide.

Le plan de ce chapitre est comme suit :

On établit la formulation variationnelle de ce problème. Ensuite, on com-

mence l’étude par le premier problème intermédiaire, on montre l’existence

de la solution du premier problème intermédiaire où la température est une

donnée gouverné par une inéquation variationnelle elliptique en appliquant la

méthode de monotonie, on démontre l’existence et l’unicité (à une constante

près car Ω est connexe) de la pression en utilisant le théorème de De Rham

[3]. Puis, on étudie le second problème intermédiaire où la vitesse et la pres-

sion données, on montre l’existence et l’unicité de la température solution

de l’équation variationnelle elliptique associée à ce problème, en utilisant

les théorèmes de Lax-Milgram et de point fixe de Schauder. Finalement, on

montre l’existence de la solution du problème variationnel couplé vitesse-

pression-température avec la viscosité dépend de la température et du mo-

dule du tenseur des taux de déformations, en utilisant le théorème de point

fixe de Schauder.
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2.1 Formulation variationnelle

Soient p, q deux nombres réels supérieurs strictement à 1 et p′, q′ leurs

conjugués c-à-d 1
p
+ 1

p′
= 1 et 1

q
+ 1

q′
= 1 respectivement.

Dans toute la suite de ce chapitre on notera X en gras l’espace fonctionnel

X3.

Pour tout g ∈ W1− 1
p
,p(∂Ω) vérifiant (2.11), il existe (voir [3]) une fonction G

dans W1,p(Ω) telle que

div(G) = 0 dans Ω, G = g sur ΓL,

G = 0 sur Γ1, G · n = 0 sur ω.
(2.17)

On considère les sous-espaces vectoriels des fonctions de W1,p(Ω) suivants

V p
0 = {ϕ ∈ W1,p(Ω); ϕ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL et ϕ · n = 0 sur ω},

V p
0.div = {ϕ ∈ V p

0 ; div(ϕ) = 0 dans Ω},

W 1,p
0.div = {ϕ ∈ W1,p

0 (Ω); div(ϕ) = 0 dans Ω},

V p
Γ1

= {ϕ ∈ W1,p(Ω); ϕ = 0 sur Γ1},

et on pose

Lp
′

0 (Ω) = {u ∈ Lp
′

(Ω);

∫

Ω

u(x) dx = 0}.

On définit les espaces suivants :

Yp′ = {σ̃ = (σ̃ij)1≤i,j≤3 ∈ (Lp
′

(Ω))9, div(σ̃) = (∂jσ̃ij)1≤i,j≤3 ∈ Lp′(Ω)},

W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω) = {w ∈ W 1.q(Ω); w = 0 sur Γ1 ∪ ΓL},

W = {w ∈ D(Ω); w = 0 sur Γ1 ∪ ΓL}.

On utilisera la notation bien usuelle :

‖u‖1.p =
(∫

Ω

|∇u|p dx
) 1

p

.

En vue d’établir la formulation faible du problème, nous procédons à un

changement d’inconnue pour nous ramener à la condition aux limites de

Dirichlet homogène sur Γ1 ∪ ΓL, on pose

υ = u−G. (2.18)
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La relation (2.1) devient

σ̃ij = 2µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p−2dij(υ +G)− πδij. (2.19)

Avec (2.18) l’équation (2.5) devient

−∂jσ̃ij = fi, i = 1, 2, 3, (2.20)

avec (2.17), l’équation de conservation de la masse ne change pas, elle s’écrit :

div(υ) = 0 dans Ω. (2.21)

Nous avons une nouvelle condition aux limites de Dirichlet homogène sur

Γ1 ∪ ΓL

υ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL. (2.22)

La condition aux limites pour la composante normale sur ω ne change pas,

elle s’écrit :

υ · n = 0 sur ω. (2.23)

La condition aux limites (2.13) devient :

|σ̃τ | = k ⇒ ∃λ ≥ 0 υτ = s − λσ̃τ ,

|σ̃τ | < k ⇒ υτ = s,

}
sur ω, (2.24)

où s = s−G.

L’équation (2.7) devient

2µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p + div(K∇θ) + r(θ)

= (υ +G) · ∇θ dans Ω.
(2.25)

Pour la formulation variationnelle du problème (2.20)-(2.25) avec (2.14)-

(2.15), on aura besoin du lemme suivant

Lemme 2.1 La condition de Tresca (2.24) est équivalente à la relation sui-

vante

|σ̃τ | ≤ k, (υτ − s) · σ̃τ + k|υτ − s| = 0, sur ω. (2.26)

23



Preuve. Si (2.24) est vérifiée alors, si |σ̃τ | = k, on a υτ = s − λσ̃τ pour un

certain λ > 0, en conséquence

(υτ − s) · σ̃τ + k|υτ − s| = −λσ̃τ · σ̃τ + kλ|σ̃τ | = −λ|σ̃τ |2 + λ|σ̃τ |2 = 0.

Si |σ̃τ | < k, d’après (2.24) υτ = s et (2.26) en résulte.

Réciproquement, si |σ̃τ | = k, alors de (2.26) découle

(υτ − s) · σ̃τ = −|σ̃τ ||υτ − s| = |σ̃τ ||υτ − s|cos((υτ − s), σ̃τ ),

d’où

|σ̃τ ||υτ − s|(1 + cos((υτ − s), σ̃τ )) = 0.

On a |σ̃τ | = k 6= 0, donc

|υτ − s| = 0, ou 1 + cos((υτ − s), σ̃τ ) = 0.

Si |υτ − s| = 0 alors υτ − s = 0 (dans ce cas λ = 0).

Si 1 + cos((υτ − s), σ̃τ ) = 0 alors cos((υτ − s), σ̃τ ) = −1 ce qui montre que

(υτ − s) et σ̃τ sont colinéaires et de sens opposés c-à-d,

∃λ ≥ 0 tel que υτ − s = −λσ̃τ i.e υτ = s − λσ̃τ ,

donc la première partie de (2.24) est montrée. Si |σ̃τ | < k, alors de (2.26)

on a

0 = (υτ − s) · σ̃τ + k|υτ − s| ≥ −|υτ − s||σ̃τ |+ k|υτ − s| = |υτ − s|(k − |σ̃τ |),

d’où υτ − s = 0 car |σ̃τ | < k, la deuxième partie de (2.24) est prouvée.

Maintenant, on considère le problème couplé suivant

Problème 2.1 Pour p > 3, 1 < q < 3
2
, θb ∈ Lq(ω), r ∈ L∞(Ω), K vérifiant

(2.8), f ∈ Lp′(Ω), k ∈ Lp
′

+(ω), G ∈ W1,p(Ω) vérifiant (2.17), s ∈ Lp(ω) et

µ vérifiant (2.2)-(2.4). Supposons aussi que les fonctions o 7→ µ(o, ., .) et r

sont décroissantes et de plus r est lipschitzienne. On cherche θ ∈ W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω),

υ ∈ V p
0.div et π ∈ Lp

′

0 (Ω) vérifiant pour tout ϕ ∈ V p
0

a(θ; v, ϕ− v)− (π, div(ϕ)) + Ψ(ϕ)−Ψ(v) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− v) dx, (2.27)

couplé avec l’équation variationnelle

B(θ, w) = L(θ, w), ∀w ∈ W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω). (2.28)
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Où

a(θ; u, v) =

∫

Ω

2µ(θ, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p−2dij(u+G)dij(v)dx,

Ψ(ϕ) =

∫

ω

k|ϕ− s| dx′,

B(θ, w) =

∫

Ω

K∇θ · ∇w dx+
∫

Ω

((v +G) · ∇θ)w dx,

L(θ, w) =

∫

Ω

2µ(θ, v +G, |D(v +G)|)|D(v +G)|pw dx

+

∫

Ω

r(θ)w dx+

∫

ω

θbw dx
′.

Proposition 2.1 Le problème fort (2.20)-(2.25) avec (2.14)-(2.15) conduit

au problème 2.1.

Preuve. Observons d’abord que la fonctionnelle a(θ; u, v) est bien définie,

en effet, de (2.2) on a
∫

Ω

|2µ(θ, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p−2dij(u+G)dij(v)|dx

≤ 2µ1

∫

Ω

|D(u+G)|p−2|dij(u+G)dij(v)| dx.

Du fait que

|dij(u+G)dij(v)| = |D(u+G) : D(v)| ≤ |D(u+G)||D(v)|,

on obtient
∫

Ω

|2µ(θ, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p−2dij(u+G)dij(v)|dx

≤ 2µ1

∫

Ω

|D(u+G)|p−1|D(v)| dx.

Nous avons |D(u+G)|p−1 ∈ L
p

p−1 (Ω) et |D(v)| ∈ Lp(Ω), donc on déduit que

2µ(θ, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p−2dij(u+G)dij(v) ∈ L1(Ω).

Pour 1 < p ≤ 3, w dans W 1,s
Γ1∪ΓL

(Ω), θ dans W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω) et v + G
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dans W1,p(Ω) avec 1
s
+ 1

q
+ 1

p
≤ 1 on a ((v + G) · ∇θ)w dans L1(Ω) donc

l’intégrale de ce terme est bien définie.

Pour p > 3, en utilisant l’injection de Sobolev W1,p(Ω) dans (L∞(Ω))3, on

peut considérer la fonction test w dans W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω), et cette intégrale sera

aussi bien définie.

Comme q′ > 3, par l’injection de Sobolev W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω) dans L∞(Ω), le premier

terme au second membre de L est bien définie.

Pour obtenir l’inéquation variationnelle (2.27), supposons que υ, π sont

suffissamment régulières, par exemple la fonction υ ∈ V p
0 , π ∈ Lp

′

(Ω) et

σ̃ ∈ Yp′ . Alors, pour ϕ ∈ V p
0 , on multiplie les deux côtés de l’équation (2.20)

par (ϕi − υi), puis on intègre sur Ω en utilisant formellement la formule de

Green, d’où
∫

Ω

σ̃ij∂j(ϕi − υi) dx−
∫

∂Ω

σ̃ij(ϕi − υi)nj dY=

∫

Ω

fi(ϕi − υi) dx. (2.29)

Comme ϕi − υi = 0 sur Γ1 ∪ ΓL alors
∫

∂Ω

σ̃ij(ϕi − υi)nj dY =

∫

ω

σ̃ij(ϕi − υi)nj dx
′.

Observons que σ̃ijnj est la i-ème composante du vecteur σ̃n, qui peut être

mis sous la forme σ̃n = σ̃τ + σ̃nn avec σ̃τ = (σ̃τ1 , σ̃τ2 , σ̃τ3) et σ̃n = σ̃n ·n, d’où

σ̃ijnj = σ̃τi + σ̃nni. En utilisant cette égalité, on obtient
∫

ω

σ̃ij(ϕi − υi)nj dx
′ =

∫

ω

σ̃τi(ϕi − υi) dx
′ +

∫

ω

σ̃nni(ϕi − υi) dx
′.

Puisque (ϕi − υi)ni = 0 sur ω alors
∫

ω

σ̃ij(ϕi − υi)nj dx
′ =

∫

ω

σ̃τi(ϕi − υi) dx
′,

et (2.29) devient
∫

Ω

σ̃ij∂j(ϕi − υi) dx =

∫

ω

σ̃τi(ϕi − υi) dx
′ +

∫

Ω

fi(ϕi − υi) dx. (2.30)

Introduisons à présent la condition de Tresca (2.24). Pour cela on ajoute aux

deux membres de (2.30) le terme
∫

ω

k(|ϕ− s| − |υ − s|) dx′,
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d’où
∫

Ω

σ̃ij∂j(ϕi − υi) dx+

∫

ω

k(|ϕ− s| − |υ − s|) dx′

=

∫

Ω

fi(ϕi − υi) dx+ A,
(2.31)

avec

A =

∫

ω

σ̃τi(ϕi − υi) + k(|ϕ− s| − |υ − s|) dx′

=

∫

ω

σ̃τi(ϕi − si) + σ̃τi(si − υi) + k(|ϕ− s| − |υ − s|) dx′.

Montrons que A est positif. On déduit de (2.23) que υ = υτ sur ω, et d’après

le lemme 2.1, le terme A devient

A =

∫

ω

(σ̃τ · (ϕ− s) + k|ϕ− s|) dx′.

Or σ̃τ · (ϕ− s) ≥ −|σ̃τ ||ϕ− s|, et |σ̃τ | ≤ k sur ω, il s’ensuit que

σ̃τ · (ϕ− s) + k|ϕ− s| ≥ 0 sur ω.

Donc A est positif, et (2.31) devient
∫

Ω

σ̃ij∂j(ϕi − υi) dx+

∫

ω

k(|ϕ− s| − |υ − s|) dx′≥
∫

Ω

fi(ϕi − υi) dx.

En remplaçant σ̃ij par son expression (2.19), nous obtenons l’inéquation

variationnelle suivante :

∫

Ω

2µ(θ, υ +G, |D(υ +G|)|D(υ +G|p−2dij(υ +G)∂j(ϕi − υi) dx

−
∫

Ω

πdiv(ϕ) dx+

∫

ω

k(|ϕ− s| − |υ − s|) dx′ ≥
∫

Ω

fi(ϕi − υi) dx,

d’où (2.27).

Maintenant, pour obtenir l’équation variationnelle (2.28), multiplions les

deux côtés de l’équation (2.25) par w ∈ W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω), intégrons sur Ω en utili-
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sant la formule de Green et (2.14) on obtient

2

∫

Ω

µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|pw dx

+

∫

ω

(
K∇θ · n

)
w dx′ −

∫

Ω

K∇θ · ∇w dx+
∫

Ω

r(θ)w dx

=

∫

Ω

((υ +G) · ∇θ)w dx,

avec (2.15) l’équation ci-dessus devient
∫

Ω

K∇θ · ∇w dx+
∫

Ω

((υ +G) · ∇θ)w dx

=

∫

Ω

2µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|pw dx

+

∫

Ω

r(θ)w dx+

∫

ω

θbw dx
′.

2.2 Premier problème intermédiaire

Dans cette section pour une température θ donnée, on montre l’existence

de la solution de l’inéquation variationnelle (2.27). Pour cela, on considère

l’opérateur A : V p
0.div → (V p

0.div)
′ qui à u ∈ V p

0.div associe Au défini par

〈Au, ϕ〉 = a(θ; u, ϕ), ϕ ∈ V p
0.div,

où 〈., .〉 désigne les crochets de dualité entre V p
0.div et (V p

0.div)
′.

Maintenant, on introduit le problème en vitesse suivant :

Problème 2.2 Pour p > 1, f ∈ (V p
0.div)

′, k ∈ Lp
′

+(ω), G ∈ W1,p(Ω) vérifiant

(2.17), s ∈ Lp(ω), µ vérifiant (2.2)-(2.4), et θ ∈ W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω), on cherche

υ ∈ V p
0.div vérifiant l’inéquation variationnelle elliptique suivante

〈Aυ, ϕ− υ〉+Ψ(ϕ)−Ψ(υ) ≥ 〈f, ϕ− υ〉, ∀ϕ ∈ V p
0.div. (2.32)
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2.2.1 Résultats préliminaires

Lemme 2.2 On a le résultat classique pour tout u ∈ W1,p(Ω)
∫

Ω

|D(u)|p dx ≤
∫

Ω

|∇u|p dx.

Preuve. On a
∫

Ω

|D(u)|p dx =

∫

Ω

∣∣∣1
2
∇u+ 1

2
(∇u)t

∣∣∣
p

dx

≤
∫

Ω

(1
2
|∇u|+ 1

2
|(∇u)t|

)p
dx.

(2.33)

Considérons la fonction νp définie sur R∗
+ par

νp(z) = zp,

on a

ν ′p(z) = pzp−1, ν ′′p (z) = p(p− 1)zp−2,

pour p > 1 on a ν ′′p (z) ≥ 0 donc νp est convexe donc, pour tout z1, z2 ∈ R
∗
+

on a

νp

(1
2
z1 +

1

2
z2

)
≤ 1

2
νp(z1) +

1

2
νp(z2).

Avec cette inégalité la formule (2.33) devient
∫

Ω

|D(u)|p dx ≤
∫

Ω

(1
2
|∇u|p + 1

2
|(∇u)t|p

)
dx, (2.34)

et de

|∇u|p =
∑

1≤i,j≤3

|∂jui|p =
∑

1≤i,j≤3

|∂iuj|p = |(∇u)t|p,

on termine la preuve.

Du fait que notre viscosité n’est pas constante et dépend de la température,

la vitesse et du module du tenseur des taux de déformations on introduit la

fonction F : R3 × R
3×3 → R

3×3 définie par

F(λ1, λ2) = 2µ(., λ1, |λ2|)|λ2|p−2λ2.

Avec (2.2) on a

|F(λ1, λ2)| ≤ 2µ1|λ2|p−1, (2.35)
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et avec (2.4) pour tout réel p > 1 on a la fonction

(λ1, λ2) 7→ F(λ1, λ2) est continue sur R
3 × R

3×3. (2.36)

Lemme 2.3 Sous l’hypothèse (2.3) la fonction (., λ2) 7→ F(., λ2) est mono-

tone sur R
3×3 pour tout réel p > 1.

Preuve. La fonction (., λ2) 7→ F(., λ2) est montone c-à-d,

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2) ≥ 0, ∀λ′2, λ′′2 ∈ R

3×3.

En effet, distinguons les cas suivantes :

1) Si λ′2 = 03,3 et λ′′2 6= 03,3, avec (2.2) on a

(F(λ1, 03,3)−F(λ1, λ
′′
2)) : (−λ′′2) = F(λ1, λ

′′
2) : λ

′′
2

≥ 2µ0|λ′′2|p

≥ 0.

Quite à modifier les rôles de λ′2, λ
′′
2 dès le départ, on peut se ramener au cas

précédent si λ′2 6= 03,3 et λ′′2 = 03,3.

2) Si λ′2 = λ′′2 = 03,3 on a

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2) = 0.

3) Si λ′2, λ
′′
2 non nuls, considérons les deux cas p ≥ 2 et 1 < p ≤ 2 séparément :

i) Pour p ≥ 2, on a

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2) = 2µ(θ, λ1, |λ′2|)|λ′2|p−2λ′2 : (λ

′
2 − λ′′2)

− 2µ(θ, λ1, |λ′′2|)|λ′′2|p−2λ′′2 : (λ
′
2 − λ′′2).

On note

F1 = µ(θ, λ1, |λ′2|)|λ′2|p−2, F2 = µ(θ, λ1, |λ′′2|)|λ′′2|p−2, (2.37)

on obtient

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2)

= 2F1λ
′
2 : (λ

′
2 − λ′′2))− 2F2λ

′′
2 : (λ

′
2 − λ′′2)

= 2F1|λ′2|2 − 2F1λ
′
2 : λ

′′
2 − 2F2λ

′
2 : λ

′′
2 + 2F2|λ′′2|2.
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Du fait que

λ′2 : λ
′′
2 ≤ |λ′2||λ′′2|,

on obtient

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2) ≥ 2F1|λ′2|2 − 2F1|λ′2||λ′′2|

− 2F2|λ′2||λ′′2|+ 2F2|λ′′2|2

= 2F1|λ′2|2 − 2(F1 + F2)|λ′2||λ′′2|
+ 2F2|λ′′2|2,

en utilisant

2|λ′2||λ′′2| ≤ |λ′2|2 + |λ′′2|2,

on trouve

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2)

≥ 2F1|λ′2|2 − (F1 + F2)(|λ′2|2 + |λ′′2|2) + 2F2|λ′′2|2

= F1|λ′2|2 − F1|λ′′2|2 − F2|λ′2|2 + F2|λ′′2|2,

d’où

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2) ≥ (F1 − F2)(|λ′2|2 − |λ′′2|2).

Posons

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) = (F(λ1, λ

′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2),

en remplaçant F1, F2 par ses expressions (2.37) on obtient

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) ≥ (µ(θ, λ1, |λ′2|)|λ′2|p−2 − µ(θ, λ1, |λ′′2|)|λ′′2|p−2)(|λ′2|2 − |λ′′2|2)

=
(
µ(θ, λ1, |λ′2|)− µ(θ, λ1, |λ′′2|)

)(
|λ′2|2 − |λ′′2|2

)
|λ′2|p−2

+
(
µ(θ, λ1, |λ′′2|)|λ′2|p−2 − µ(θ, λ1, |λ′′2|)|λ′′2|p−2

)(
|λ′2|2 − |λ′′2|2

)
,

d’où

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) ≥ |λ′2|p−2

(
µ(θ, λ1, |λ′2|)− µ(θ, λ1, |λ′′2|)

)(
|λ′2|2 − |λ′′2|2

)

+µ(θ, λ1, |λ′′2|)
(
|λ′2|p−2 − |λ′′2|p−2

)(
|λ′2|2 − |λ′′2|2

)

≥ |λ′2|p−2
(
µ(θ, λ1, |λ′2|)− µ(θ, λ1, |λ′′2|)

)(
|λ′2| − |λ′′2|

)(
|λ′2|+ |λ′′2|

)

+µ(θ, λ1, |λ′′2|)
(
|λ′2|p−2 − |λ′′2|p−2

)(
|λ′2|2 − |λ′′2|2

)
,
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avec (2.2), (2.3) et la monotonie de la fonction w 7→ wp−2 sur R+ car p−2 ≥ 0

on a

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2) = φ0(λ

′
2, λ

′′
2) ≥ 0,

ce qui montre que (., λ2) 7→ F(., λ2) est monotone.

ii) Pour 1 < p ≤ 2, on a

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) = (2µ(θ, λ1, |λ′2|)|λ′2|p−2λ′2 − 2µ(θ, λ1, |λ′′2|)|λ′′2|p−2λ′′2) : (λ

′
2 − λ′′2),

notons

α = 2µ(θ, λ1, |λ′2|), β = 2µ(θ, λ1, |λ′′2|), (2.38)

on obtient

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) = (α|λ′2|p−2λ′2 − β|λ′′2|p−2λ′′2) : (λ

′
2 − λ′′2),

en utilisant l’expression 2λ′2 : λ
′′
2 = |λ′2|2 + |λ′′2|2 − |λ′2 − λ′′2|2 on obtient

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) =

1

2

(
(α|λ′2|p−2 + β|λ′′2|p−2)|λ′2 − λ′′2|2

+ (|λ′2|2 − |λ′′2|2)(α|λ′2|p−2 − β|λ′′2|p−2)
)
.

Notons r = 2− p tel que 0 ≤ r < 1, pour |λ′2|, |λ′′2| non nuls, on trouve

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) =

1

2

( 1

|λ′2||λ′′2|
)r(

(β|λ′2|r + α|λ′′2|r)|λ′2 − λ′′2|2

− (β|λ′2|r − α|λ′′2|r)(|λ′2|2 − |λ′′2|2)
)
.

En utilisant le fait que

|λ′2 − λ′′2| ≥ |λ′2| − |λ′′2|,

on obtient

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) ≥ 1

2

( 1

|λ′2||λ′′2|
)r(

(β|λ′2|r + α|λ′′2|r)(|λ′2| − |λ′′2|)2

− (β|λ′2|r − α|λ′′2|r)(|λ′2|2 − |λ′′2|2)
)

≥ 1

2
(|λ′2| − |λ′′2|)

( 1

|λ′2||λ′′2|
)r(

(β|λ′2|r + α|λ′′2|r)(|λ′2| − |λ′′2|)

− (β|λ′2|r − α|λ′′2|r)(|λ′2|+ |λ′′2|)
)
.
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On a deux cas : soit |λ′2| ≥ |λ′′2| ou |λ′′2| ≥ |λ′2| mais comme λ′2 et λ′′2 jouent le

même rôle, on traite un seul cas.

Si |λ′2| ≥ |λ′′2|, on note t =
|λ′2|
|λ′′2|

≥ 1, d’où

φ0(λ
′
2, λ

′′
2) ≥ |λ′′2|2

2|λ′2|r
(t− 1)

(
(βtr + α)(t− 1)− (βtr − α)(t+ 1)

)

=
|λ′′2|2
|λ′2|r

(t− 1)(αt− βtr).

Comme |λ′′2| ≤ |λ′2| et d’après l’hypothèse (2.3) on obtient

0 < β = 2µ(θ, λ1, |λ′′2|) ≤ 2µ(θ, λ1, |λ′2|) = α.

Comme 0 < r = 2 − p < 1 (car 1 < p ≤ 2) et t ≥ 1 on a tr ≤ t et puisque

β ≤ α on obtient

βtr ≤ αt⇒ αt− βtr ≥ 0.

On déduit donc que

(F(λ1, λ
′
2)−F(λ1, λ

′′
2)) : (λ

′
2 − λ′′2) = φ0(λ

′
2, λ

′′
2) ≥ 0.

d’où le résultat.

Avec le lemme 2.3, on peut faire un raisonnement analogue à celui du Théo-

rème 8.9 chap 8 [51], mais la différence dans ce travail est qu’on travaille dans

l’espace V p
0.div au lieu W 1,p

0 (Ω) et à la place du gradient on a le tenseur des

taux de déformations.

Lemme 2.4 Sous les hypothèses (2.2)-(2.4) l’opérateur A est borné et pseudo-

monotone.

Preuve. Soient υ, ϕ ∈ V p
0.div, avec (2.2) on a

|〈Aυ, ϕ〉| =
∣∣∣
∫

Ω

2µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p−2dij(υ +G)dij(ϕ)dx
∣∣∣

≤ 2µ1

∫

Ω

|D(υ +G)|p−1|D(ϕ)| dx.
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En utilisant le lemme 2.2 et l’inégalité de Hölder on obtient

|〈Aυ, ϕ〉| ≤ 2µ1‖υ +G‖p−1
1.p ‖ϕ‖1.p

≤ 2µ1(‖υ‖1.p + ‖G‖1.p)p−1‖ϕ‖1.p,

d’où

sup
ϕ 6=0

|〈Aυ, ϕ〉|
‖ϕ‖1.p

≤ 2µ1(‖υ‖1.p + ‖G‖1.p)p−1,

alors

‖Aυ‖(V p
0.div)

′ ≤ 2µ1(‖υ‖1.p + ‖G‖1.p)p−1, (2.39)

donc l’opérateur A est borné.

Maintenant, montrons que A est pseudo-monotone, pour cela on réécrit A

comme suit :

〈Au, v〉 =
∫

Ω

F(u+G,D(u+G)) : D(v) dx, (2.40)

où

F(u+G,D(u+G)) = 2µ(θ, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p−2D(u+G).

Soit p′ l’exposant conjugué de p, on a F(u + G,D(u + G)) ∈ Lp
′

(Ω;R3×3).

En effet, de (2.35) on a

|F(u+G,D(u+G))|p′ ≤ (2µ1|D(u+G)|p−1)
p

p−1

= (2µ1)
p

p−1 |D(u+G)|p ∈ L1(Ω).

Soit (un)n≥0 une suite qui converge faiblement vers u dans V p
0.div telle que

Aun ⇀ χ faiblement dans (V p
0.div)

′, (2.41)

et

lim sup
n→∞

∫

Ω

F(un +G,D(un +G)) : D(un) dx ≤ 〈χ, u〉, (2.42)

par la définition de la pseudo-monotonie (au sens 1) (voir [51] page 206) de

l’opérateur A on doit vérifier que

χ = Au et 〈Aun, un〉 −→ 〈Au, u〉.
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De (2.35) on a F(un +G,D(un +G)) est bornée dans Lp
′

(Ω;R3×3), donc on

peut extraire de la suite (un)n≥0 une sous-suite notée encore (un)n≥0 telle que

F(un +G,D(un +G)) = gn ⇀ g dans Lp
′

(Ω;R3×3). (2.43)

Avec (2.41), pour tout v ∈ V p
0.div on a

〈Aun, v〉 → 〈χ, v〉, (2.44)

d’autre part, pour tout v ∈ V p
0.div on a

〈Aun, v〉 =
∫

Ω

F(un +G,D(un +G)) : D(v) dx =

∫

Ω

gn : D(v) dx,

avec (2.43) on a donc pour tout v ∈ V p
0.div

∫

Ω

gn : D(v) dx→
∫

Ω

g : D(v) dx, (2.45)

avec (2.44), (2.45) et l’unicité de la limite on obtient

〈χ, v〉 =
∫

Ω

g : D(v) dx, (2.46)

on prend v = u dans (2.46) on obtient

〈χ, u〉 =
∫

Ω

g : D(u) dx.

Avec l’égalité ci-dessus et (2.43) la formule (2.42) devient

lim sup
n→∞

∫

Ω

gn : D(un) dx ≤
∫

Ω

g : D(u) dx. (2.47)

Maintenant, on utilise le lemme 2.3 on trouve pour tout Φ ∈ Lp(Ω;R3×3)

∫

Ω

(F(un +G,D(un +G))−F(un +G,Φ)) : (D(un +G)− Φ) dx ≥ 0,

d’où
∫

Ω

gn : D(un) dx+

∫

Ω

gn : D(G) dx−
∫

Ω

gn : Φ dx

−
∫

Ω

F(un +G,Φ) : (D(un +G)− Φ) dx ≥ 0.

(2.48)
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En utilisant le théorème de Rellich-Kondrachov (l’injection de V p
0.div dans

Lp(Ω) étant compacte) d’où un → u fortement dans Lp(Ω). Donc on peut

extraire une autre sous-suite un → u presque partout dans Ω.

Avec (2.36) on a

F(un +G,Φ) −→ F(u+G,Φ) presque partout,

avec (2.35) on a

|F(un +G,Φ)| ≤ 2µ1|Φ|p−1 ∈ L
p

p−1 (Ω) = Lp
′

(Ω),

en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

F(un +G,Φ) −→ F(u+G,Φ) dans Lp′(Ω;R3×3) fort, (2.49)

(c-à-d
∫

Ω

|F(un +G,Φ)−F(u+G,Φ)|p′ dx −→ 0 quand n −→ +∞)

donc,
∫

Ω

F(un +G,Φ) : (D(un +G)− Φ) dx

−→
∫

Ω

F(u+G,Φ) : (D(u+G)− Φ) dx.
(2.50)

On passe à la limite supérieure dans (2.48) et on utilise les convergences

(2.43), (2.50) et l’inégalité (2.47) on trouve

∫

Ω

g : D(u) dx+

∫

Ω

g : (D(G)− Φ) dx

−
∫

Ω

F(u+G,Φ) : (D(u+G)− Φ) dx

≥ lim sup
n→+∞

∫

Ω

gn : D(un) dx+

∫

Ω

g : (D(G)− Φ) dx

−
∫

Ω

F(u+G,Φ) : (D(u+G)− Φ) dx ≥ 0,

d’où
∫

Ω

g : (D(u+G)− Φ) dx−
∫

Ω

F(u+G,Φ) : (D(u+G)− Φ) dx ≥ 0,
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donc
∫

Ω

(g −F(u+G,Φ)) : (D(u+G)− Φ) dx ≥ 0. (2.51)

On prend Φ = D(u + G) + κΘ dans (2.51) avec κ > 0 et Θ ∈ D(Ω;R3×3),

après la division par −κ on obtient
∫

Ω

(g −F(u+G,D(u+G) + κΘ)) : Θ dx ≤ 0, (2.52)

et avec Φ = D(u+G)− κΘ, après la division par κ on obtient
∫

Ω

(g −F(u+G,D(u+G)− κΘ)) : Θ dx ≥ 0. (2.53)

D’autre part, de (2.36) on a pour presque tout x ∈ Ω

F(u+G,D(u+G)± κΘ) : Θ → F(u+G,D(u+G)) : Θ quand κ→ 0,

et avec (2.35) on a

|F(u+G,D(u+G)± κΘ) : Θ| ≤ |F(u+G,D(u+G)± κΘ)||Θ|
≤ 2µ1|D(u+G)± κΘ|p−1|Θ|
≤ 2µ1

(
|D(u+G)|+ κ|Θ|

)p−1|Θ|,

donc, pour 0 < κ < 1 on obtient

|F(u+G,D(u+G)± κΘ) : Θ| ≤ 2µ1

(
|D(u+G)|+ |Θ|

)p−1|Θ| ∈ L1(Ω),

par le théorème de convergence dominée de Lebesgue quand κ → 0, on en

déduit que
∫

Ω

F(u+G,D(u+G)±κΘ) : Θ dx→
∫

Ω

F(u+G,D(u+G)) : Θ dx. (2.54)

Maintenant, on passe à la limite quand κ→ 0 dans (2.52), (2.53), en utilisant

(2.54) on obtient
∫

Ω

(g −F(u+G,D(u+G))) : Θ dx = 0 ∀Θ ∈ D(Ω;R3×3),

d’où

g = F(u+G,D(u+G)). (2.55)

37



Avec (2.46) on a

〈χ, v〉 =

∫

Ω

g : D(v) dx

=

∫

Ω

F(u+G,D(u+G)) : D(v) dx,

et de (2.40) on trouve

〈χ, v〉 = 〈Au, v〉,

d’où

χ = Au. (2.56)

Reste à vérifier que 〈Aun, un〉 → 〈Au, u〉, pour cela du lemme 2.3 on a
∫

Ω

(F(un +G,D(un +G))−F(un +G,D(u+G)) : (D(un)−D(u)) dx ≥ 0,

d’où
∫

Ω

F(un +G,D(un +G)) : D(un) dx

≥
∫

Ω

F(un +G,D(un +G)) : D(u) dx

+

∫

Ω

F(un +G,D(u+G)) : (D(un)−D(u)) dx.

(2.57)

Avec (2.49)
∫

Ω

F(un +G,D(u+G)) : (D(un)−D(u)) dx −→ 0, (2.58)

avec (2.43), (2.55)
∫

Ω

F(un +G,D(un +G)) : D(u) dx =

∫

Ω

gn : D(u) dx

→
∫

Ω

g : D(u) dx =

∫

Ω

F(u+G,D(u+G)) : D(u) dx.
(2.59)

En passant à la limite inférieure dans (2.57), en utilisant (2.58), (2.59) on

obtient

lim inf
n→+∞

∫

Ω

F(un +G,D(un +G)) : D(un) dx

≥
∫

Ω

F(u+G,D(u+G)) : D(u) dx = 〈Au, u〉.

38



De (2.42), (2.56) on obtient

lim sup
n→+∞

∫

Ω

F(un +G,D(un +G)) : D(un) dx ≤ 〈χ, u〉 = 〈Au, u〉.

Nous avons donc montré que
∫

Ω

F(un +G,D(un +G)) : D(un) dx = 〈Aun, un〉 → 〈Au, u〉,

ce qui montre que l’opérateur A est pseudo-monotone (au sens 1) et comme

il est borné donc A est pseudo-monotone (au sens 2) (voir [51]).

Théorème 2.1 Pour f ∈ (V p
0.div)

′, k ∈ Lp
′

+(ω), G ∈ W1,p(Ω) vérifiant

(2.17), s ∈ Lp(ω), µ vérifiant (2.2)-(2.4) et θ ∈ W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω), il existe υ ∈ V p
0.div

solution du problème 2.2.

Preuve. Du lemme 2.4 on a l’opérateur A est pseudo-monotone.

La fonction Ψ est convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Reste à montrer que A est coercif c-à-d,

∃υ∗ ∈ V p
0.div tel que Ψ(υ∗) <∞,

et

lim
‖υ‖1.p→+∞

〈Aυ, υ − υ∗〉+Ψ(υ)

‖υ‖1.p
= +∞.

Vérifions que υ∗ = 0 convient. Notons

µ(θ, υ) = µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|), (2.60)

on a

〈Aυ, υ〉 =

∫

Ω

2µ(θ, υ)|D(υ +G)|p−2D(υ +G) : D(υ +G) dx

−
∫

Ω

2µ(θ, υ)|D(υ +G)|p−2D(υ +G) : D(G) dx,

d’après (2.2) on a

〈Aυ, υ〉 ≥ 2µ0

∫

Ω

|D(υ +G)|p dx− 2µ1

∫

Ω

|D(υ +G)|p−1|D(G)| dx.
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En utilisant l’inégalité de Korn, il existe CKorn > 0 telle que

|u|1.p ≥ CKorn‖u‖1.p ∀u ∈ V p
Γ1
, (2.61)

où

|u|p1.p =
∫

Ω

|D(u)|p dx.

On obtient

〈Aυ, υ〉 ≥ 2µ0(CKorn)
p‖υ +G‖p1.p − 2µ1

∫

Ω

|D(υ +G)|p−1|D(G)| dx.

En utilisant l’inégalité de Hölder le lemme 2.2, on obtient

〈Aυ, υ〉 ≥ 2µ0(CKorn)
p‖υ +G‖p1.p

− 2µ1‖υ +G‖p−1
1.p ‖G‖1.p

≥ 2µ0(CKorn)
p
∣∣‖υ‖1.p − ‖G‖1.p

∣∣p

− 2µ1(‖υ‖1.p + ‖G‖1.p)p−1‖G‖1.p,

donc

〈Aυ, υ〉
‖υ‖1.p

≥ 2µ0(CKorn)
p

∣∣‖υ‖1.p − ‖G‖1.p
∣∣p

‖υ‖1.p

− 2µ1
(‖υ‖1.p + ‖G‖1.p)p−1

‖υ‖1.p
‖G‖1.p

= 2µ0(CKorn)
p‖υ‖p−1

1.p

∣∣∣1− ‖G‖1.p
‖υ‖1.p

∣∣∣
p

− 2µ1‖υ‖p−2
1.p

(
1 +

‖G‖1.p
‖υ‖1.p

)p−1

‖G‖1.p,

d’où

〈Aυ, υ〉
‖υ‖1.p

≥ ‖υ‖p−1
1.p

(
2µ0(CKorn)

p
∣∣∣1− ‖G‖1.p

‖υ‖1.p

∣∣∣
p

− 2µ1

‖υ‖1.p

(
1 +

‖G‖1.p
‖υ‖1.p

)p−1

‖G‖1.p
)
,

(2.62)

alors, pour p > 1 on a

lim
‖υ‖1.p→+∞

〈Aυ, υ〉+Ψ(υ)

‖υ‖1.p
= +∞,
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ce qui montre que l’opérateur A est coercif. Par application du Théorème

8.5 page 251 [56] on conclut que le problème 2.2 a au moins une solution.

2.2.2 Recherche de la pression

Dans cette section on va montrer l’existence et l’unicité (à une constante

près) de la pression associée à la vitesse solution de l’inéquation (2.27).

Théorème 2.2 Sous les hypothèses du Théorème 2.1, pour f ∈ Lp′(Ω) il

existe un unique (à une constante près) π ∈ Lp
′

0 (Ω) vérifiant l’inéquation

variationnelle elliptique (2.27).

Preuve. Soit υ la solution du problème 2.2, pour tout ψ ∈ W 1,p
0.div(Ω) on

prend ϕ = υ ± ψ dans (2.32) on obtient l’équation variationnelle suivante :

a(θ; υ, ψ) = 〈f, ψ〉. (2.63)

Considérons la forme linéaire L définie sur V p
0 par

L(ψ) =
∫

Ω

f · ψ dx− a(θ; υ, ψ). (2.64)

Pour tout ψ dans V p
0 on a

|L(ψ)| =
∣∣∣
∫

Ω

f · ψ dx− a(θ; υ, ψ)
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫

Ω

f · ψ dx
∣∣∣+ |a(θ; υ, ψ)|.

(2.65)

D’autre part, pour tout (υ, ψ) ∈ (V p
0 )

2 on a

|a(θ; υ, ψ)| =
∣∣∣
∫

Ω

2µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p−2dij(υ +G)dij(ψ)dx
∣∣∣

≤ 2µ1

∫

Ω

|D(υ +G)|p−1|D(ψ)| dx.

En utilisant l’inégalité de Hölder et le lemme 2.2 on obtient

|a(θ; υ, ψ)| ≤ 2µ1‖υ +G‖p−1
1.p ‖ψ‖1.p. (2.66)
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Avec (2.66) l’inéquation (2.65) devient

|L(ψ)| ≤ ‖f‖
L
p′ (Ω)‖ψ‖L

p(Ω) + 2µ1‖υ +G‖p−1
1.p ‖ψ‖1.p

≤
(
C ′‖f‖

L
p′ (Ω) + 2µ1(‖υ‖1.p + ‖G‖1.p)p−1

)
‖ψ‖1.p,

où C ′ désigne la constante de Poincaré.

Donc, L est continue sur W1,p
0 (Ω) et L ∈ (W1,p

0 (Ω))′ = W−1,p′(Ω). Avec

(2.63) on a

L(ψ) = 0, ∀ψ ∈ W 1,p
0.div(Ω),

d’où

L(ψ) =< ∇π, ψ >
W

−1,p′ (Ω),W1,p
0 (Ω) ∀ψ ∈ W1,p

0 (Ω).

D’autre part, on a

a(θ; υ, ψ) = 2

∫

Ω

µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p−2dij(υ +G)dij(ψ)dx

= 2

∫

Ω

µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p−2dij(υ +G)∂jψidx.

Pour tout ψ ∈ D(Ω), avec la notation (2.60) en utilisant la formule de Green

on obtient

a(θ; υ, ψ) = − < div
(
2µ(θ, υ)|D(υ +G)|p−2D(υ +G)

)
, ψ >D

′(Ω),D(Ω) .

De (2.64) on obtient
∫

Ω

f · ψ dx + < div
(
2µ(θ, υ)|D(υ +G)|p−2D(υ +G)

)
, ψ >D

′(Ω),D(Ω)

= < ∇π, ψ >D
′(Ω),D(Ω),

d’où

− < div(σ̃), ψ >D
′(Ω),D(Ω)=

∫

Ω

f · ψ dx. (2.67)

Donc

−div(σ̃) = f dans D′(Ω).

Alors, comme f ∈ Lp′(Ω) on a

−div(σ̃) = f dans Lp′(Ω),
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c-à-d,

−∂jσ̃ij = fi.

On multiplie les deux cotés de cette dernière par ϕi − υi ∈ V p
0 , on fait les

mêmes calculs que pour obtenir (2.30) on obtient aussi
∫

Ω

σ̃ij∂j(ϕi − υi) dx =

∫

ω

σ̃τi(ϕi − υi) dx
′+

∫

Ω

fi(ϕi − υi) dx.

En remplaçant σ̃ij par son expression (2.19) dans l’équation ci-dessus on

obtient

a(θ; υ, ϕ− υ)− (π, div(ϕ))−
∫

Ω

fi(ϕi − υi) dx =

∫

ω

σ̃τi(ϕi − υi) dx
′.

On ajoute aux deux membres de l’équation ci-dessus le terme Ψ(ϕ) − Ψ(υ)

on obtient

a(θ; υ, ϕ− υ) −(π, div(ϕ))−
∫

Ω

f · (ϕ− υ) dx+Ψ(ϕ)−Ψ(υ)

= B̃(υ, ϕ),
(2.68)

où

B̃(υ, ϕ) =

∫

ω

σ̃τi(ϕi − υi) dx
′ +Ψ(ϕ)−Ψ(υ).

D’autre part, on a ∫

∂Ω

ϕ · n dY = 0 ∀ϕ ∈ V p
0 ,

donc, suivant [3], il existe ϕ̂ ∈ W1,p(Ω) vérifiant

div(ϕ̂) = 0 dans Ω, ϕ̂ = ϕ sur ∂Ω.

Donc, ϕ̂ ∈ V p
0.div et avec (2.68) on a

a(θ; υ, ϕ̂− υ)−
∫

Ω

f · (ϕ̂− υ) dx+Ψ(ϕ̂)−Ψ(υ) = B̃(υ, ϕ̂). (2.69)

Or υ vérifiant le problème 2.2 donc avec (2.32) on a

a(θ; υ, ϕ̂− υ)− 〈f, ϕ̂− υ〉+Ψ(ϕ̂)−Ψ(υ) ≥ 0,
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comme f ∈ Lp′(Ω) ⊂ (V p
0.div)

′ on peut écrire

〈f, ϕ̂− υ〉 =
∫

Ω

f · (ϕ̂− υ) dx,

donc,

B̃(υ, ϕ̂) ≥ 0.

Comme B̃(υ, ϕ̂) = B̃(υ, ϕ) car ϕ̂ = ϕ sur ∂Ω on a

B̃(υ, ϕ) ≥ 0,

d’où (2.68) devient

a(θ; υ, ϕ− υ)− (π, div(ϕ)) + Ψ(ϕ)−Ψ(υ) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− υ) dx,

ce qui montre que (υ, π) ∈ V p
0.div × Lp

′

0 (Ω) est solution de l’inéquation varia-

tionelle (2.27).

2.3 Second problème intermédiaire (cas p > 3)

Rappelons que la température satisfait l’équation variationnelle (2.28).

2.3.1 Résultat d’existence (cas 1 < q < 3

2
)

Dans notre travail le second membre du problème en température est

dans L1(Ω). ([11], [61]) étudient l’existence et l’unicité de la solution de ce

genre du problème avec la condition de Dirichlet homogène sur la frontière

de Ω donné par

−div(a(x,∇u)) = f dans Ω,

avec f ∈ L1(Ω) et a vérifiant

a(x, y)y ≥ c|y|p,

donc, pour suivre ces travaux on a besoin de choisir la conductivité thermique

K = K(x,∇θ) mais dans notre travail on a choisi K dépend seulement de
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x. Pour cela dans notre cas on utilise l’approximation mδ1 que l’on va définir

dans la suite pour montrer l’existence de la solution de l’équation variation-

nelle (2.28) comme dans [14] (où le terme de convection est négligé) et [19]

(où le terme de convection existe avec la conductivité thermique constante),

la différence dans notre travail est que la viscosité du fluide dépend de la

température, de la vitesse du fluide ainsi que du module du tenseur des taux

de déformations au lieu seulement de la température comme les travaux ci-

dessus.

Soit δ1 > 0, pour tout (λ∗, u) ∈ L2(Ω) × V p
0.div et G ∈ W1,p(Ω) vérifiant

(2.17), on définit la fonction suivante

(λ∗, u) 7→ mδ1(λ
∗, u) =

2µ(λ∗, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p
1 + 2δ1µ(λ∗, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p ,

d’où

|mδ1(λ
∗, u)| ≤ 1

δ1
, (2.70)

ce qui montre que mδ1(λ
∗, u) ∈ L∞(Ω). D’autre part, on a

‖mδ1(λ
∗, u)‖L1(Ω) =

∫

Ω

2µ(λ∗, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p
1 + 2δ1µ(λ∗, u+G, |D(u+G)|)|D(u+G)|p dx

≤ 2µ1‖D(u+G)‖p(Lp(Ω))3×3 .

Avec le lemme 2.2 on a

‖mδ1(λ
∗, u)‖L1(Ω) ≤ C01, (2.71)

où C01 = 2µ1‖∇(u+G)‖p(Lp(Ω))3×3 .

Maintenant, on considère le problème intermédiaire suivant :

Problème 2.3 Pour p > 3, υ ∈ V p
0.div, G ∈ W1,p(Ω) vérifiant (2.17), θb ∈

H
1
2 (ω), r ∈ L∞(Ω), K vérifiant (2.8), trouver θδ1 ∈ H1

Γ1∪ΓL
(Ω) telle que

B(θδ1 , w) = L̂(θδ1 , w) ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω), (2.72)

où

L̂(θδ1 , w) =

∫

Ω

mδ1(θδ1 , υ)w dx+

∫

Ω

r(θδ1)w dx+

∫

ω

θbw dx
′.

Pour étudier ce problème non linéaire, on considère le problème linéarisé

correspondant suivant :
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Problème 2.4 Pour υ ∈ V p
0.div, G ∈ W1,p(Ω) vérifiant (2.17), θb ∈ L2(ω),

r ∈ L∞(Ω), K vérifiant (2.8), θ̃ ∈ L2(Ω), trouver θδ1 ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω) telle que

B(θδ1 , w) = L̂(θ̃, w) ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω). (2.73)

Théorème 2.3 Pour θ̃ ∈ L2(Ω), υ ∈ V p
0.div, G ∈ W1,p(Ω) vérifiant (2.17), µ

vérifiant (2.4), θb ∈ L2(ω), r ∈ L∞(Ω), K vérifiant (2.8), il existe un unique

θδ1 ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω) solution du problème 2.4.

Preuve. De (2.8) et puisque υ +G ∈ (L∞(Ω))3, il existe M > 0 tel que

|B(θδ1 , w)| ≤ k1‖θδ1‖1.2‖w‖1.2 +M‖θδ1‖1.2‖w‖L2(Ω),

en utilisant l’inégalité de Poincaré on obtient

|B(θδ1 , w)| ≤ (k1 +MC∗)‖θδ1‖1.2‖w‖1.2, (2.74)

où C∗ désigne la constante de Poincaré. Donc la forme B est continue.

Montrons qu’elle est coercive, de (2.8), pour tout θδ1 ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω) on a

B(θδ1 , θδ1) =

∫

Ω

K|∇θδ1 |2 dx+
∫

Ω

(
(υ +G) · ∇θδ1

)
θδ1 dx

≥ k0‖θδ1‖21.2 +
∫

Ω

(
(υ +G)i∂iθδ1

)
θδ1 dx

≥ k0‖θδ1‖21.2 +
1

2

∫

Ω

(υ +G)i∂i(θ
2
δ1
) dx.

En utilisant la formule de Green on obtient

I :=

∫

Ω

(υ +G)i∂i(θ
2
δ1
) dx =

∫

∂Ω

θ2δ1(υ +G)ini dY

−
∫

Ω

θ2δ1∂i(υ +G)i dx.

(2.75)

Pour tout θδ1 ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω), υ ∈ V p
0.div et G ∈ W1,p(Ω) vérifiant (2.17), on a

I = 0, d’où

B(θδ1 , θδ1) ≥ k0‖θδ1‖21.2, (2.76)

donc B est coercive.

Maintenant, on montre que la forme linéaire L̂ est continue sur H1
Γ1∪ΓL

(Ω).

En effet, soit w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω), comme la fonction r ∈ L∞(Ω) on a

∃c1 > 0, |r(θδ1)| ≤ c1, (2.77)
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et de (2.70) en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré on

obtient

|L̂(θ̃, w)| ≤
(
C∗|Ω| 12

( 1

δ1
+ c1

)
+ C02‖θb‖L2(ω)

)
‖w‖1.2,

où C02 désigne la constante de la continuité de l’application trace de H1(Ω)

dans L2(∂Ω). Donc L̂ est continue.

D’après le théorème de Lax-Milgram, il existe un unique θδ1 ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω)

solution du problème linéarisé 2.4.

Dans le théorème suivant on montre que le problème 2.3 admet au moins une

solution.

Théorème 2.4 Sous les hypothèses du théorème 2.3. On suppose en plus

que la fonction r est lipschitzienne, alors le problème 2.3 admet au moins

une solution.

Preuve. Pour θ̃ ∈ L2(Ω), le théorème 2.3 assure l’existence et l’unicité de

θδ1 ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω) solution du problème linéarisé 2.4. On peut alors définir

l’opérateur

T̃ : L2(Ω) → L2(Ω)

θ̃ 7→ θδ1 ,

où θδ1 est l’unique solution du problème linéarisé 2.4.

On cherche R0 > 0 tel que T̃ (Z∗) ⊂ Z∗ où

Z∗ = {w ∈ L2(Ω); ‖w‖L2(Ω) ≤ R0}.

D’après le théorème 2.3, T̃ (θ̃) est solution du problème 2.4 c-à-d,

B(T̃ (θ̃), w) = L̂(θ̃, w), ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω).

On prend w = T̃ (θ̃) et de la coercivité de B et la continuité de L̂ on obtient

k0‖T̃ (θ̃)‖21.2 ≤ C03‖T̃ (θ̃)‖1.2,

où

C03 =
(
C∗|Ω| 12

( 1

δ1
+ c1

)
+ C02‖θb‖L2(ω)

)
.
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Donc,

‖T̃ (θ̃)‖L2(Ω) ≤
C∗C03

k0
. (2.78)

Alors, pour assurer que T̃ (Z∗) ⊂ Z∗, il suffit de prendre R0 =
C∗C03

k0
.

L’ensemble T̃ (Z∗) est relativement compact. En effet, pour montrer que

T̃ (Z∗) est relativement compact, on doit établir que pour toute suite (θnδ1)n≥0

de T̃ (Z∗) (c-à-d, il existe θ̃n ∈ Z∗ tel que θnδ1 = T̃ (θ̃n)), on peut extraire une

sous-suite qui converge fortement dans L2(Ω). En effet, on a

B(θnδ1 , w) = L̂(θ̃n, w), ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω), (2.79)

on prend w = θnδ1 dans (2.79) et en utilisant la coercivité de la forme bilinéaire

B et la continuité de L̂ on obtient

‖θnδ1‖1.2 ≤
C03

k0
. (2.80)

Donc, la suite (θnδ1)n≥0 possède une sous-suite notée encore (θnδ1)n≥0 telle que

θnδ1 ⇀ θδ1 faiblement dans H1
Γ1∪ΓL

(Ω).

Par l’injection compacte de H1
Γ1∪ΓL

(Ω) dans L2(Ω) on obtient

θnδ1 → θδ1 fortement dans L2(Ω),

ce qui montre que T̃ (Z∗) est relativement compact.

Reste à montrer que l’opérateur T̃ est continu. En effet, soit (θ̃n)n≥0 une suite

dans L2(Ω) qui converge fortement vers θ̃. On doit donc montrer que

T̃ (θ̃n) → T̃ (θ̃) dans L2(Ω). (2.81)

A (θ̃n)n≥0 (resp. θ̃), on associe θnδ1 = T̃ (θ̃n) (resp. θδ1 = T̃ (θ̃)) vérifiant

(2.79) (resp. (2.73)). La suite (θnδ1)n≥0 vérifiant (2.80) donc elle possède des

sous-suites fortement convergentes dans L2(Ω). On considère une telle sous-

suite notée encore (θnδ1)n≥0. En soustrayant les deux équations variationnelles

(2.73), (2.79) on obtient

B(θnδ1 − θδ1 , w) = L̂(θ̃n, w)− L̂(θ̃, w), ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω). (2.82)
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En prenant w = θnδ1 − θδ1 dans (2.82) on obtient

∫

Ω

K|∇(θnδ1 − θδ1)|2 dx+G1 = G2 +G3, (2.83)

où

G1 =

∫

Ω

(
(υ +G) · ∇(θnδ1 − θδ1)

)
(θnδ1 − θδ1) dx,

G2 =

∫

Ω

(
mδ1(θ̃n, υ)−mδ1(θ̃, υ)

)(
θnδ1 − θδ1

)
dx,

et

G3 =

∫

Ω

(r(θ̃n)− r(θ̃))(θnδ1 − θδ1) dx.

On fait les mêmes calculs pour obtenir I = 0, on obtient aussi G1 = 0.

En évaluant le terme G2, on a

|G2| ≤ ‖mδ1(θ̃n, υ)−mδ1(θ̃, υ)‖L2(Ω)‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω). (2.84)

En utilisant l’inégalités de Cauchy-Schwarz on obtient

|G3| ≤ Cr‖θ̃n − θ̃‖L2(Ω)‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω), (2.85)

où Cr désigne la constante de Lipschitz de la fonction r.

Des relations (2.8), (2.83), (2.84), (2.85) et G1 = 0, on obtient

k0‖θnδ1−θδ1‖
2
1.2 ≤

(
‖mδ1(θ̃n, υ)−mδ1(θ̃, υ)‖L2(Ω)+Cr‖θ̃n−θ̃‖L2(Ω)

)
‖θnδ1−θδ1‖L2(Ω),

d’où

‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω) ≤ (C∗)2

k0

(
‖mδ1(θ̃n, υ)−mδ1(θ̃, υ)‖L2(Ω)

+Cr‖θ̃n − θ̃‖L2(Ω)

)
,

(2.86)

rappelons que C∗ désigne la constante de Poincaré.

D’autre part, on a

‖mδ1(θ̃n, υ)−mδ1(θ̃, υ)‖2L2(Ω) =

∫

Ω

|mδ1(θ̃n, υ)−mδ1(θ̃, υ)|2 dx,

notons

ξn = |mδ1(θ̃n, υ)−mδ1(θ̃, υ)|2,
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comme la suite θ̃n → θ̃ fortement dans L2(Ω) lorsque n → +∞, on obtient

qu’il existe une sous-suite de (θ̃n)n≥0 qui converge presque partout dans Ω et

avec (2.4) on a

ξn → 0, presque partout dans Ω,

de plus, avec (2.70) on a

|ξn| ≤ (|mδ1(θ̃n, υ)|+ |mδ1(θ̃, υ)|)2

≤ 4

(δ1)2
,

par le théorème de la convergence dominée, on en déduit que
∫

Ω

ξn dx→ 0.

Maintenant, en passant à la limite quand n→ +∞ dans (2.86) on obtient

lim
n→+∞

‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω) ≤ 0,

d’où

lim
n→+∞

‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω) = 0.

On a donc obtenu que toutes les sous-suites de (θnδ1)n≥0 qui sont forte-

ment convergentes dans L2(Ω) ont θδ1 pour limite. Donc avec (2.80) on peut

conclure que toute la suite est convergente vers θδ1 = T̃ (θ̃) dans L2(Ω), ce

qui montre la continuité de T̃ .

D’après le théorème du point fixe de Schauder, on en déduit que l’opérateur T̃

admet au moins un point fixe (c-à-d, T̃ (θ̃) = θ̃). Avec la notation T̃ (θ̃) = θδ1
on obtient

θ̃ = θδ1 ,

donc le problème 2.3 admet au moins une solution.

Maintenant, on considère le théorème suivant qui montre que l’équation va-

riationnelle (2.28) admet au moins une solution.

Théorème 2.5 Pour 1 < q < 3
2
, υ ∈ V p

0.div, G ∈ W1,p(Ω) vérifiant (2.17),

θb ∈ L2(ω), r ∈ L∞(Ω), K vérifiant (2.8), µ vérifiant (2.4) et r est lipschit-

zienne alors l’équation variationnelle (2.28) admet au moins une solution.

50



Preuve. L’idée ici est de faire tendre δ1 vers 0 dans l’équation variationnelle

(2.72) mais pas tout fait à cause de q. Pour cela, on prend (voir [14], [19])

w = φ(θδ1) = Sign(θδ1)
(
1− 1

(1 + |θδ1 |)ζ
)
, ζ > 0,

dans (2.72) avec

∇φ(θδ1) = φ′(θδ1)∇θδ1 =
ζ∇θδ1

(1 + |θδ1 |)ζ+1
,

on obtient

ζ

∫

Ω

K
|∇θδ1 |2

(1 + |θδ1 |)ζ+1
dx+

∫

Ω

((υ +G) · ∇θδ1)φ(θδ1) dx

=

∫

Ω

mδ1(θδ1 , υ)φ(θδ1) dx+

∫

Ω

r(θδ1)φ(θδ1) dx

+

∫

ω

θbφ(θδ1) dx
′.

(2.87)

De (2.8) on obtient

ζ

∫

Ω

K
|∇θδ1 |2

(1 + |θδ1 |)ζ+1
dx≥ ζk0

∫

Ω

|∇θδ1 |2
(1 + |θδ1 |)ζ+1

dx. (2.88)

Notons

E(υ, θδ1 , φ(θδ1)) =

∫

Ω

((υ +G) · ∇θδ1)φ(θδ1) dx,

montrons que E(υ, θδ1 , φ(θδ1)) = 0, en effet, on fait les même calculs pour

obtenir I = 0 on obtient aussi, E(υ, θδ1 , θδ1) = 0 donc,

0 = E(υ, θδ1 + w, θδ1 + w) = E(υ, θδ1 , θδ1 + w) + E(υ, w, θδ1 + w)

= E(υ, θδ1 , θδ1) + E(υ, θδ1 , w) + E(υ, w, w) + E(υ, w, θδ1),

d’où

E(υ, θδ1 , w) = −E(υ, w, θδ1).

Soit ζ0 une fonction quelconque de C1(R) (voir [19]), on a

E(υ, θδ1 , ζ0(θδ1) + θδ1ζ
′
0(θδ1)) = 0.
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En effet, on a

E(υ, θδ1 , ζ0(θδ1) + θδ1ζ
′
0(θδ1)) = E(υ, θδ1 , ζ0(θδ1)) + E(υ, θδ1 , θδ1ζ

′
0(θδ1))

= −E(υ, ζ0(θδ1), θδ1) + E(υ, θδ1 , θδ1ζ
′
0(θδ1))

= −
∫

Ω

((υ +G) · ∇θδ1)ζ ′0(θδ1)θδ1 dx

+

∫

Ω

((υ +G) · ∇θδ1)θδ1ζ ′0(θδ1) dx

= 0.

D’autre part, d’après les théories classiques des EDO, l’équation différentielle

ordinaire suivante

ζ0(t) + tζ ′0(t) = Sign(t)
(
1− 1

(1 + |t|)ζ
)
,

admet une solution réelle, donc on obtient

E(υ, θδ1 , φ(θδ1)) = 0. (2.89)

Maintenant, comme (
1− 1

(1 + |θδ1 |)ζ
)
≤ 1,

et de plus positive on obtient

|φ(θδ1)| =
∣∣∣Sign(θδ1)

(
1− 1

(1 + |θδ1 |)ζ
)∣∣∣

≤ |Sign(θδ1)|
(
1− 1

(1 + |θδ1 |)ζ
)

≤ 1.

Donc,

∣∣∣
∫

Ω

r(θδ1)φ(θδ1) dx
∣∣∣ ≤

∫

Ω

|r(θδ1)||φ(θδ1)| dx

≤
∫

Ω

|r(θδ1)| dx,

de (2.77) on obtient

∣∣∣
∫

Ω

r(θδ1)φ(θδ1) dx
∣∣∣ ≤ c1|Ω|. (2.90)
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D’autre part, on a

∣∣∣
∫

Ω

mδ1(θδ1 , υ)φ(θδ1) dx
∣∣∣ ≤

∫

Ω

|mδ1(θδ1 , υ)||φ(θδ1)| dx

≤
∫

Ω

|mδ1(θδ1 , υ)| dx = ‖mδ1(θδ1 , υ)‖L1(Ω),

de (2.71) on obtient

∣∣∣
∫

Ω

mδ1(θδ1 , υ)φ(θδ1) dx
∣∣∣ ≤ C01. (2.91)

On a
∣∣∣
∫

ω

θbφ(θδ1) dx
′
∣∣∣ ≤

∫

ω

|θb||φ(θδ1)| dx′

≤
∫

ω

|θb| dx′,

de (2.16) on obtient

∣∣∣
∫

ω

θbφ(θδ1) dx
′
∣∣∣ ≤ Cb|ω|. (2.92)

Finalement, avec (2.87)-(2.92) on a

∫

Ω

|∇θδ1 |2
(1 + |θδ1 |)ζ+1

dx ≤ C04

ζk0
, (2.93)

où

C04 = C01 + c1|Ω|+ Cb|ω|.

Maintenant, pour obtenir que la suite (θδ1)δ1>0 est bornée dans W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω)

indépendamment de δ1, on fait les mêmes calculs comme dans [14]. En effet,

on a
∫

Ω

|∇θδ1 |q dx =
(∫

Ω

|∇θδ1 |q

(1 + |θδ1 |)
(ζ+1)q

2

(1 + |θδ1 |)
(ζ+1)q

2 dx
)
,

en utilisant l’inégalité de Hölder on obtient

∫

Ω

|∇θδ1 |q dx ≤
(∫

Ω

|∇θδ1 |2
(1 + |θδ1 |)ζ+1

dx
) q

2
(∫

Ω

(1 + |θδ1 |)
(ζ+1)q
2−q dx

) 2−q
2
, (2.94)
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on choisi ζ tel que
(ζ + 1)q

2− q
≤ q∗ =

3q

3− q
,

en utilisant (2.93) on obtient
∫

Ω

|∇θδ1 |q dx ≤
(C04

ζk0

) q
2
(∫

Ω

(1 + |θδ1 |)q
∗

dx
) 2−q

2
. (2.95)

On a l’inégalité

(a+ b)p∗ ≤ 2p
∗−1(ap

∗

+ bp
∗

), ∀(a, b) ∈ R
∗
+, ∀p∗ > 1, (2.96)

qui découle de la convexité de la fonction νp∗ définie sur R∗
+ par νp∗(z) = zp

∗

pour p∗ > 1 (voir le lemme 2.2). En effet, on a

(a+ b)p∗ = 2p
∗

(1
2
a+

1

2
b
)p∗

= 2p
∗

νp∗
(1
2
a+

1

2
b
)

≤ 2p
∗−1
(
νp∗(a) + νp∗(b)

)

= 2p
∗−1(ap

∗

+ bp
∗

).

En utilisant cette inégalité on obtient

(1 + |θδ1 |)q
∗ ≤ 2q

∗−1(1 + |θδ1 |q
∗

).

Donc, (2.95) devient
∫

Ω

|∇θδ1 |q dx ≤
(C04

ζk0

) q
2
(
2q

∗−1

∫

Ω

(1 + |θδ1 |q
∗

) dx
) 2−q

2
. (2.97)

D’autre part, on a

(a+ b)p∗ ≤ (ap
∗

+ bp
∗

), ∀(a, b) ∈ R
∗
+, ∀p∗ ∈]0, 1[, (2.98)

en effet, comme 0 < p∗ < 1 on a

a

a+ b
≤ 1 alors

( a

a+ b

)p∗
≥ a

a+ b
,

et

b

a+ b
≤ 1 alors

( b

a+ b

)p∗
≥ b

a+ b
,
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d’où
( a

a+ b

)p∗
+
( b

a+ b

)p∗
≥ 1,

(car
a

a+ b
+

b

a+ b
= 1). D’où le résultat.

En appliquant l’inégalité (2.98) dans (2.97) avec p∗ = 2−q
2

on obtient

∫

Ω

|∇θδ1 |q dx ≤ 2
(q∗−1)(2−q)

2

(C04

ζk0

) q
2
(
|Ω| 2−q

2 +
(∫

Ω

|θδ1 |q
∗

dx
) 2−q

2
)
. (2.99)

D’autre part, en utilisant l’injection de Sobolev W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω) ⊂ Lq
∗

(Ω) (car

q < 3
2
< 3) on obtient

(∫

Ω

|θδ1 |q
∗

dx
) 1

q∗ ≤ C05‖θδ1‖1.q,

avec (2.99) on a

(∫

Ω

|θδ1 |q
∗

dx
) 1

q∗ ≤ C052
(q∗−1)(2−q)

2q

(C04

ζk0

) 1
2
(
|Ω|

2−q
2q +

(∫

Ω

|θδ1 |q
∗

dx
) 2−q

2q
)
.

D’autre part, pour tout a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0 et 0 < s1 < t1 on a (voir [14])

Si (a1)
t1 ≤ a2 + a3(a1)

s1 alors a1 ≤ max
(
1, (a2 + a3)

1
t1−s1

)
. (2.100)

Pour t1 = 1
q∗

, s1 =
2−q
2q

on a bien 0 < s1 < t1, en effet, on a

t1 − s1 =
3− q

3q
− 2− q

2q
=

1

6
> 0,

d’où le résultat. Donc, avec

a1 =
(∫

Ω

|θδ1 |q
∗

dx
)
,

a2 = C052
(q∗−1)(2−q)

2q

(C04

ζk0

) 1
2 |Ω|

2−q
2q ,

et a3 = C052
(q∗−1)(2−q)

2q

(C04

ζk0

) 1
2
,

de (2.100) on obtient
∫

Ω

|θδ1 |q
∗

dx ≤ A0,
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où

A0 = max
(
1,
(
C052

(q∗−1)(2−q)
2q

(C04

ζk0

) 1
2 (|Ω|

2−q
2q ) + 1

))6)
,

A0 est une constante ne dépend pas de δ1.

Du fait que 2−q
2
> 0, on déduit que

(∫

Ω

|θδ1 |q
∗

dx
) 2−q

2 ≤ A
2−q
2

0 ,

en remplaçant dans (2.99) on obtient
∫

Ω

|∇θδ1 |q dx ≤ 2
(q∗−1)(2−q)

2

(C04

ζk0

) q
2
(
|Ω| 2−q

2 + A
2−q
2

0

)
,

d’où

‖θδ1‖1.q ≤ C06, (2.101)

où

C06 =

(
2

(q∗−1)(2−q)
2

(C04

ζk0

) q
2
(
|Ω| 2−q

2 + A
2−q
2

0

)) 1
q

.

De (2.101), on déduit que la suite (θδ1)δ1>0 est bornée dansW 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω), donc il

existe une sous-suite de (θδ1)δ1>0 notée encore (θδ1)δ1>0 telle que pour δ1 → 0

on a

θδ1 ⇀ θ faiblement dans W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω). (2.102)

D’après l’injection compacte de W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω) dans Lq(Ω), on en déduit que

θδ1 → θ fortement dans Lq(Ω). (2.103)

De (2.4), (2.103) on obtient pour δ1 → 0

µ(θδ1 , υ+G, |D(υ+G)|) → µ(θ, υ+G, |D(υ+G)|) presque partout dans Ω.

Donc, pour δ1 → 0 on a

mδ1(θδ1 , υ) → 2µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p dans L1(Ω). (2.104)

Comme la fonction r est continue on a

r(θδ1) → r(θ), quand δ1 → 0, presque partout dans Ω,
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et avec (2.77), on peut appliquer le théorème de la convergence dominée, d’où
∫

Ω

r(θδ1)w dx→
∫

Ω

r(θ)w dx, quand δ1 → 0. (2.105)

En passant à la limite dans (2.72) pour δ1 → 0 et en utilisant les convergences

(2.102)-(2.105) on obtient
∫

Ω

K∇θ · ∇w dx+
∫

Ω

((υ +G) · ∇θ)w dx

=

∫

Ω

2µ(θ, υ +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|pw dx

+

∫

Ω

r(θ)w dx+

∫

ω

θbw dx
′, ∀w ∈ W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω),

d’où le résultat.

2.3.2 Résultat d’unicité (cas 1 < q < 3

2
)

Dans le théorème suivant, on établira l’unicité de la solution de l’équation

variationnelle (2.28).

Théorème 2.6 Pour p > 3, υ ∈ V p
0.div, G ∈ W1,p(Ω) vérifiant (2.17), θb ∈

Lq(ω), r ∈ L∞(Ω), K vérifiant (2.8). Supposons aussi que les fonctions θ 7→
µ(θ, ., .), r sont décroissantes et de plus r est lipschitzienne. Alors l’équation

variationnelle (2.28) admet une unique solution.

Preuve. Supposons que l’équation variationnelle (2.28) admet deux solutions

θ1, θ2 ∈ W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω). En notant Θ̃ = θ1−θ2, avec la notation (2.60) on obtient
∫

Ω

K∇Θ̃ · ∇w dx+
∫

Ω

((υ +G) · ∇Θ̃)w dx

=

∫

Ω

2
(
µ(θ1, υ)− µ(θ2, υ)

)
|D(υ +G)|pw dx

+

∫

Ω

(r(θ1)− r(θ2))w dx ∀w ∈ W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω).

(2.106)

Comme q′ > q on a W ⊂ W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω) ⊂ W 1,q

Γ1∪ΓL
(Ω) avec W dense dans

W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω) et aussi dans W 1,q

Γ1∪ΓL
(Ω) (voir chapitre 5) on obtient W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω)

dense dans W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω), on prend

w = φ(Θ̃) = Sign(Θ̃)
(
1− 1

(1 + |Θ̃|)ζ
)
, ζ > 0,
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on obtient

ζ

∫

Ω

K
|∇Θ̃|2

(1 + |Θ̃|)ζ+1
dx+

∫

Ω

((υ +G) · ∇Θ̃)φ(Θ̃) dx

=

∫

Ω

2
(
µ(θ1, υ)− µ(θ2, υ)

)
|D(υ +G)|pφ(Θ̃) dx

+

∫

Ω

(r(θ1)− r(θ2))φ(Θ̃) dx.

(2.107)

D’après ce qui précède (cf. (2.88)) on obtient

ζ

∫

Ω

K
|∇Θ̃|2

(1 + |Θ̃|)ζ+1
dx≥ ζk0

∫

Ω

|∇Θ̃|2
(1 + |Θ̃|)ζ+1

dx, (2.108)

d’après ce qui précède (cf. (2.89)) on obtient
∫

Ω

((υ +G) · ∇Θ̃)φ(Θ̃) dx = 0. (2.109)

Maintenant, comme les fonctions θ 7→ µ(θ, ., .) et r étant décroissantes, il

vient

(µ(θ1, υ)− µ(θ2, υ))(θ1 − θ2) ≤ 0, (2.110)

(r(θ1)− r(θ2))(θ1 − θ2) ≤ 0. (2.111)

- Si Sign(Θ̃) = Sign(θ1 − θ2) = 1 alors θ1 − θ2 ≥ 0, de (2.110), (2.111) on

obtient

(µ(θ1, υ)− µ(θ2, υ)
)
≤ 0,

et

(r(θ1)− r(θ2)) ≤ 0,

donc,
∫

Ω

2
(
µ(θ1, υ)− µ(θ2, υ)

)
|D(υ +G)|pφ(Θ̃) dx ≤ 0, (2.112)

et,
∫

Ω

(r(θ1)− r(θ2))φ(Θ̃) dx ≤ 0. (2.113)
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- Si Sign(Θ̃) = Sign(θ1 − θ2) = −1 alors θ1 − θ2 < 0, de (2.110), (2.111) on

obtient

(µ(θ1, υ)− µ(θ2, υ)
)
≥ 0,

et

(r(θ1)− r(θ2)) ≥ 0.

Donc, on obtient aussi (2.112), (2.113).

Avec (2.107), (2.108), (2.109), (2.112) et (2.113) on obtient
∫

Ω

|∇Θ̃|2
(1 + |Θ̃|)ζ+1

dx ≤ 0,

d’après (2.94) on obtient

‖Θ̃‖q1,q =
∫

Ω

|∇Θ̃|q dx ≤
(∫

Ω

|∇Θ̃|2
(1 + |Θ̃|)ζ+1

dx
) q

2
(∫

Ω

(1 + |Θ̃|)
(ζ+1)q
2−q

) 2−q
2
,

d’où

‖Θ̃‖21,q ≤
(∫

Ω

|∇Θ̃|2
(1 + |Θ̃|)ζ+1

dx
)(∫

Ω

(1 + |Θ̃|)
(ζ+1)q
2−q

) 2−q
q

≤ 0,

alors ‖Θ̃‖1.q = 0 donc Θ̃ = θ1− θ2 = 0 c-à-d θ1 = θ2, donc on a l’unicité de la

solution de l’équation (2.28) à condition de choisir (ζ+1)q
2−q

≤ q∗ = 3q
3−q

ce qui

est possible.

2.4 Étude du problème couplé (cas 1 < q < 3
2)

Pour montrer l’existence du problème couplé 2.1, on considère le problème

suivant :

Problème 2.5 Sous les hypothèses du problème 2.1 et pour tout u ∈ Lp(Ω).

On cherche θ ∈ W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω), υ ∈ V p
0.div et π ∈ Lp

′

0 (Ω) vérifiant pour tout

ϕ ∈ V p
0

a(θ,u; υ, ϕ− υ)− (π, div(ϕ)) + Ψ(ϕ)−Ψ(υ) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− υ) dx, (2.114)

couplé avec l’équation variationnelle

B(θ, w) = Lu(θ, w), ∀w ∈ W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω), (2.115)
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où

a(θ,u; υ, ϕ)

=

∫

Ω

2µ(θ,u +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p−2dij(υ +G)dij(ϕ)dx,

B(θ, w) =

∫

Ω

K∇θ · ∇w dx+
∫

Ω

((v +G) · ∇θ)w dx,

Lu(θ, w) =

∫

Ω

2µ(θ,u +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|pw dx

+

∫

Ω

r(θ)w dx+

∫

ω

θbw dx
′.

Avant de montrer l’existence des solutions du problème 2.5, on a besoin du

théorème suivant :

Théorème 2.7 Pour p > 3, f ∈ Lp′(Ω), k ∈ Lp
′

+(ω), G ∈ W1,p(Ω) vérifiant

(2.17), s ∈ Lp(ω), µ vérifiant (2.2)-(2.4) et θ ∈ L2(Ω), u ∈ Lp(Ω) l’inéquation

variationnelle (2.114) admet une solution (υ, π) ∈ V p
0.div × Lp

′

0 (Ω).

Preuve. Pour tout ϕ ∈ V p
0.div on obtient l’inéquation variationnelle en vitesse

suivante :

〈Auυ, ϕ− υ〉+Ψ(ϕ)−Ψ(υ) ≥ 〈f, ϕ− υ〉, (2.116)

où

〈Auυ, ϕ− υ〉 = a(θ,u; υ, ϕ− υ).

Montrons que l’opérateur Au est borné, hémicontinue, monotone et coercif.

En effet, d’après ce qui précède (cf. (2.39)) on obtient que l’opérateur Au est

borné.

Pour montrer que Au est hémicontinu, il faut montrer que pour tout ϕ, υ, w ∈
V p
0.div, la fonction :

α0 : R → R

λ 7→ α0(λ) = 〈Au(ϕ+ λυ), w〉

est continue. On a

α0(λ) =

∫

Ω

2µ(θ,u +G, |D((ϕ+ λυ) +G)|)|D((ϕ+ λυ) +G)|p−2

× (D((ϕ+ λυ) +G) : D(w)) dx.
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D’après (2.4) et pour presque tout x ∈ Ω la fonction

S(λ) = 2µ(θ,u+G, |D((ϕ+λυ)+G)|)|D((ϕ+λυ)+G)|p−2D((ϕ+λυ)+G) : D(w)

est clairement continue sur R. Soit (λn)n≥0 une suite convergente vers λ dans

R, alors Sn := S(λn) ∈ L1(Ω) et Sn converge vers S(λ) quand n → +∞
dans L1(Ω). En effet, la suite (λn)n≥0 étant bornée, il existe M > 0 tel que

|λn| <M, pour tout n ≥ 0. Ainsi

|Sn| ≤ 2µ1|D((ϕ+ λnυ) +G)|p−1|D(w)|
≤ 2µ1(|D(ϕ)|+ |λn||D(υ)|+ |D(G)|)p−1|D(w)|
≤ 2µ1(|D(ϕ)|+M|D(υ)|+ |D(G)|)p−1|D(w)|,

d’où

|Sn| ≤ O := 2µ1(|D(ϕ)|+M|D(υ)|+ |D(G)|)p−1|D(w)|,

comme O ∈ L1(Ω) et est positive, par le théorème de la convergence dominée,

on en déduit que S(λ) ∈ L1(Ω) et

lim
n→+∞

∫

Ω

Sn dx =

∫

Ω

S(λ) dx,

c-à-d

lim
n→+∞

α0(λn) = α0(λ).

L’opérateur Au est donc hémicontinu.

Pour la monotonie de Au, on doit établir que

〈Auv1 − Auv2, v1 − v2〉 ≥ 0 ∀v1, v2 ∈ V p
0.div.

On réécrit Au comme suit :

〈Auυ, ϕ〉 =
∫

Ω

F(u +G,D(υ +G)) : D(ϕ) dx, (2.117)

où

F(u +G,D(υ +G)) = 2µ(θ,u +G, |D(υ +G)|)|D(υ +G)|p−2D(υ +G).
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Donc, on a

〈Auv1 − Auv2, v1 − v2〉 =
∫

Ω

(
F(u +G,D(v1 +G))

−F(u +G,D(v2 +G))
)
: D(v1 − v2) dx.

En appliquant le lemme 2.3 avec

λ1 = u +G, λ′2 = D(v1 +G), λ′′2 = D(v2 +G),

on obtient

〈Auv1 − Auv2, v1 − v2〉 ≥ 0,

ce qui montre que l’opérateur Au est monotone.

Reste à montrer que l’opérateur Au est coercif. En effet, d’après l’hypothèse

sur la viscosité (2.2), en utilisant le même raisonnement que pour obtenir

que l’opérateur A est coercif on obtient aussi que l’opérateur Au est coercif.

Par application du Théorème 8.5 page 251 [56] on conclut que l’inéquation

variationnelle (2.116) admet au moins une solution.

Maintenant, montrons l’unicité de la solution de l’inéquation variationnelle

(2.116). En effet, on suppose que l’inéquation variationnelle (2.116) admet

deux solutions υ1 et υ2. Donc, elles vérifiant les deux inéquations variation-

nelles suivantes :

〈Auυ1, ϕ− υ1〉+Ψ(ϕ)−Ψ(υ1) ≥ 〈f, ϕ− υ1〉, ∀ϕ ∈ V p
0.div, (2.118)

〈Auυ2, ϕ− υ2〉+Ψ(ϕ)−Ψ(υ2)≥ 〈f, ϕ− υ2〉, ∀ϕ ∈ V p
0.div, (2.119)

prenons ϕ = υ2 dans (2.118) et ϕ = υ1 dans (2.119), puis en additionnant

les deux inéquations variationnelles, on aura :

〈Auυ1 −Auυ2, υ1 − υ2〉 ≤ 0. (2.120)

D’autre part,

〈Auυ1 −Auυ2, υ1 − υ2〉 = a(θ,u; υ1, υ1 − υ2)− a(θ,u; υ2, υ1 − υ2)

=

∫

Ω

2µ(θ,u +G, |D(υ1 +G)|)|D(υ1 +G)|p−2D(υ1 +G) : D(υ1 − υ2)dx

−
∫

Ω

2µ(θ,u +G, |D(υ2 +G)|)|D(υ2 +G)|p−2D(υ2 +G) : D(υ1 − υ2)dx.
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On pose

µ(o, e, d) = µ̃(o, e, d) +
µ0

2
, (2.121)

où µ̃ est définie sur R× R
3 × R+.

Avec (2.2) on a

0 <
µ0

2
≤ µ̃(o, e, d) ≤ µ1 −

µ0

2
, ∀(o, e, d) ∈ R× R

3 × R+, (2.122)

avec (2.3) on a

la fonction d 7→ µ̃(., ., d) est monotone croissante sur R+, (2.123)

avec (2.4) on a

la fonction (o, e, d) 7→ µ̃(o, e, d) est continue sur R× R
3 × R+. (2.124)

Donc,

〈Auυ1 −Auυ2, υ1 − υ2〉

= µ0

∫

Ω

|D(υ1 +G)|p−2D(υ1 +G) : D(υ1 − υ2)dx

+

∫

Ω

2µ̃(θ,u +G, |D(υ1 +G)|)|D(υ1 +G)|p−2D(υ1 +G) : D(υ1 − υ2)dx

−µ0

∫

Ω

|D(υ2 +G)|p−2D(υ2 +G) : D(υ1 − υ2)dx

−
∫

Ω

2µ̃(θ,u +G, |D(υ2 +G)|)|D(υ2 +G)|p−2D(υ2 +G) : D(υ1 − υ2)dx,

avec la notation

F (υi) = |D(υi +G)|p−2D(υi +G), i = 1, 2,

on obtient

〈Auυ1 −Auυ2, υ1 − υ2〉 = µ0

∫

Ω

(
F (υ1)− F (υ2)

)
: D(υ1 − υ2)dx

+

∫

Ω

2µ̃(θ,u +G, |D(υ1 +G)|)|D(υ1 +G)|p−2D(υ1 +G) : D(υ1 − υ2)dx

−
∫

Ω

2µ̃(θ,u +G, |D(υ2 +G)|)|D(υ2 +G)|p−2D(υ2 +G) : D(υ1 − υ2)dx.
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D’après (2.123), en utilisant le même raisonnement que dans l’étude de la

monotonie de Au, on a aussi
∫

Ω

2µ̃(θ,u +G, |D(υ1 +G)|)|D(υ1 +G)|p−2D(υ1 +G) : D(υ1 − υ2)dx

−
∫

Ω

2µ̃(θ,u +G, |D(υ2 +G)|)|D(υ2 +G)|p−2D(υ2 +G) : D(υ1 − υ2)dx

≥ 0,

d’où

〈Auυ1 −Auυ2, υ1 − υ2〉 ≥ µ0

∫

Ω

(
F (υ1)− F (υ2)

)
: D(υ1 − υ2)dx.

En utilisant l’inégalité suivante (voir [66])

(|x̂|p−2x̂− |ŷ|p−2ŷ, x̂− ŷ) ≥
(1
2

)p−1

|x̂− ŷ|p, ∀x̂, ŷ ∈ R
3 ∀p > 2, (2.125)

on obtient

〈Auυ1 −Auυ2, υ1 − υ2〉 ≥
(1
2

)p−1

µ0

∫

Ω

|D(υ1 − υ2)|pdx,

de (2.61) on obtient

〈Auυ1 −Auυ2, υ1 − υ2〉 ≥
(1
2

)p−1

µ0(CKorn)
p‖υ1 − υ2‖p1.p. (2.126)

De (2.120), (2.126) on obtient

(1
2

)p−1

µ0(CKorn)
p‖υ1 − υ2‖p1.p ≤ 0,

d’où

‖υ1 − υ2‖1.p = 0,

ce qui montre l’unicité de la solution de l’inéquation variationnelle (2.116).

Finalement, pour montrer l’existence de la solution de l’inéquation varia-

tionnelle (2.114), on montre en utilisant le même raisonnement que dans le

théorème 2.2 les résultats suivants : Pour f ∈ Lp′(Ω), il existe une distribu-

tion π sur Ω vérifiant

Lu(ψ) =< ∇π, ψ >D
′(Ω),D(Ω) ∀ψ ∈ D(Ω), (2.127)
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où

Lu(ψ) =

∫

Ω

f · ψ dx− a(θ,u; υ, ψ).

Par densité de D(Ω) dans W1,p
0 (Ω) on a aussi

Lu(ψ) =< ∇π, ψ >
W

−1,p′ (Ω), W
1,p
0 (Ω) ∀ψ ∈ W1,p

0 (Ω).

Avec (2.127) on montre que (υ, π) ∈ V p
0.div×L

p′

0 (Ω) est solution de l’inéquation

variationnelle (2.114).

Dans le théorème suivant on montre que le problème 2.5 admet au moins une

solution.

Théorème 2.8 Pour p > 3, 1 < q < 3
2
, θb ∈ L2(ω), r ∈ L∞(Ω), K vérifiant

(2.8), f ∈ Lp′(Ω), k ∈ Lp
′

+(ω), G ∈ W1,p(Ω) vérifiant (2.17), s ∈ Lp(ω),

µ vérifiant (2.2)-(2.4) et u ∈ V p
0.div. Supposons aussi que les fonctions θ 7→

µ(θ, ., .), r sont décroissantes et que la fonction r est lipschitzienne alors le

problème 2.5 admet au moins une solution.

Preuve. La démonstration de ce théorème est décomposée en 7 étapes :

Étape 1 : Pour θ̃ ∈ L2(Ω), le théorème 2.7 assure l’existence et l’unicité de

υ = υθ̃ ∈ V p
0.div vérifiant pour tout ϕ ∈ V p

0.div

a(θ̃,u; υθ̃, ϕ− υθ̃) + Ψ(ϕ)−Ψ(υθ̃) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− υθ̃) dx.

Maintenant, on montre que υθ̃ est bornée indépendamment de θ̃. On prend

ϕ = 0 dans l’inéquation variationnelle ci-dessus on obtient

a(θ̃,u; υθ̃, υθ̃) ≤
∫

Ω

f · υθ̃ dx+Ψ(0). (2.128)

On a

a(θ̃,u; υθ̃, υθ̃)

=

∫

Ω

2µ(θ,u +G, |D(υθ̃ +G|)|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃) dx

=

∫

Ω

2µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G)|)|D(υθ̃ +G)|p dx

−
∫

Ω

2µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G)|)|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(G) dx.
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En utilisant (2.2) et l’inégalité de Korn (2.61) on obtient

a(θ̃,u; υθ̃, υθ̃) ≥ 2(CKorn)
pµ0‖υθ̃ +G‖p1.p − 2µ1

∫

Ω

|D(υθ̃ +G)|p−1|D(G)| dx.

En utilisant l’inégalité de Hölder et le lemme 2.2 on obtient

a(θ̃,u; υθ̃, υθ̃) ≥ 2(CKorn)
pµ0‖υθ̃ +G‖p1.p

−2µ1‖υθ̃ +G‖p−1
1.p ‖G‖1.p.

(2.129)

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Hölder dans (2.128) et l’inégalité de

Poincaré, on obtient

a(θ̃,u; υθ̃, υθ̃) ≤ C ′‖f‖
L
p′ (Ω)‖υθ̃‖1.p +Ψ(0), (2.130)

où C ′ désigne la constante de Poincaré.

De (2.129), (2.130) on obtient

2(CKorn)
pµ0‖υθ̃ +G‖p1.p ≤ C ′‖f‖

L
p′ (Ω)‖υθ̃‖1.p +Ψ(0) + 2µ1‖υθ̃ +G‖p−1

1.p ‖G‖1.p,

d’où

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖υθ̃‖1.p − ‖G‖1.p
∣∣∣
p

≤ C ′‖f‖
L
p′ (Ω)‖υθ̃‖1.p +Ψ(0)

+ 2µ1

(
‖υθ̃‖1.p + ‖G‖1.p

)p−1‖G‖1.p.

En divisant les deux membres de l’inéquation ci-dessus par ‖υθ̃‖
p
1.p (avec

‖υθ̃‖1.p 6= 0) on obtient

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣1− ‖G‖1.p
‖υθ̃‖1.p

∣∣∣
p

≤ C ′‖f‖
L
p′ (Ω)‖υθ̃‖

1−p
1.p +

Ψ(0)

‖υθ̃‖
p
1.p

+
2µ1

‖υθ̃‖1.p

(
1 +

‖G‖1.p
‖υθ̃‖1.p

)p−1

‖G‖1.p.
(2.131)

Maintenant, on définit l’ensemble suivant :

E =
{
ẑ ∈ R

∗
+, vérifiant l’inéquation suivante

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣1− ‖G‖1.p
ẑ

∣∣∣
p

≤ C ′‖f‖
L
p′ (Ω)ẑ

1−p +
Ψ(0)

ẑp

+
2µ1

ẑ

(
1 +

‖G‖1.p
ẑ

)p−1

‖G‖1.p
}
.

(2.132)
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Montrons que cet ensemble est borné. En effet, pour ẑ ∈ E en faisant ẑ →
+∞ dans (2.132) nous arrivons à µ0 ≤ 0. C’est une contradiction avec le fait

que µ0 > 0. Ainsi

∃C∗ > 0, ẑ ≤ C∗, (2.133)

d’où l’ensemble E est borné.

Comme ‖υθ̃‖1.p vérifiant l’inéquation (2.131) on obtient que ‖υθ̃‖1.p ∈ E∪{0}
donc

∃C∗ > 0, ‖υθ̃‖1.p ≤ C∗, (2.134)

où C∗ indépendamment de θ̃.

Étape 2 : On considère le problème intermédiaire linéairisé suivant

Trouver θδ1 ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω) telle que

B(θδ1 , w) = L̂u(θ̃, w) ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω), (2.135)

où

L̂u(θ̃, w) =

∫

Ω

mδ1,u(θ̃, υθ̃)w dx+

∫

Ω

r(θ̃)w dx+

∫

ω

θbw dx
′,

avec

mδ1,u(θ̃, υθ̃) =
2µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G)|)|D(υθ̃ +G)|p

1 + 2δ1µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G)|)|D(υθ̃ +G)|p
.

D’autre part, on a

‖mδ1,u(θ̃, υθ̃)‖L1(Ω) ≤ 2µ1‖D(υθ̃ +G)‖p(Lp(Ω))3×3 .

Avec le lemme 2.2 et (2.134) on a

‖mδ1,u(θ̃, υθ̃)‖L1(Ω) ≤ C1, (2.136)

où C1 = 2µ1(C∗ + ‖G‖1.p)p.
Le problème linéairisé 2.4 modifié avec L̂u(θ̃, w) au lieu L̂(θ̃, w) admet une

unique solution θδ1 ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω) (voir le théorème 2.3).

67



Étape 3 : Définissons maintenant l’opérateur T̂ par

T̂ : L2(Ω) → V p
0.div → L2(Ω)

θ̃ 7→ υθ̃ 7→ θδ1 .

Montrons que l’opérateur T̂ admet au moins un point fixe. En effet, rappelons

que l’ensemble Z∗ donné par

Z∗ = {w ∈ L2(Ω); ‖w‖L2(Ω) ≤ R0}.

D’après ce qui précède (cf. (2.78), (2.80)) on a aussi

‖T̂ (θ̃)‖L2(Ω) ≤
C∗C03

k0
, (2.137)

et

‖θnδ1‖1.2 ≤
C03

k0
, (2.138)

avec θnδ1 vérifiant

B(θnδ1 , w) = L̂u(θ̃n, w) ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω), (2.139)

où (θ̃n)n≥0 est une suite dans L2(Ω) qui converge fortement vers θ̃.

Donc, on déduit que T̂ (Z∗) ⊂ Z∗ pour R0 =
C03

k0
et T̂ (Z∗) est relativement

compact (même raisonnement comme dans le théorème 2.4).

Reste à montrer que l’opérateur T̂ est continu. En effet, soit (θ̃n)n≥0 une suite

dans L2(Ω) qui converge fortement vers θ̃. On doit donc montrer que

T̂ (θ̃n) → T̂ (θ̃) dans L2(Ω).

A (θ̃n)n≥0 (resp. θ̃), on associe θnδ1 = T̂ (θ̃n) (resp. θδ1 = T̂ (θ̃)) vérifiant

(2.139) (resp. (2.135)). La suite (θnδ1)n≥0 vérifiant (2.138) donc elle possède des

sous-suites fortement convergentes dans L2(Ω). On considère une telle sous-

suite notée encore (θnδ1)n≥0. En soustrayant les deux équations variationnelles

(2.135), (2.139) on obtient

B(θnδ1 − θδ1 , w) = L̂u(θ̃n, w)− L̂u(θ̃, w), ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω). (2.140)
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En prenant w = θnδ1 − θδ1 dans (2.140) on obtient

∫

Ω

K|∇(θnδ1 − θδ1)|2 dx+ S1 = S2 + S3, (2.141)

où

S1 =

∫

Ω

(
(υθ̃n +G) · ∇θnδ1

)
(θnδ1 − θδ1) dx−

∫

Ω

(
(υθ̃ +G) · ∇θδ1)(θnδ1 − θδ1) dx,

S2 =

∫

Ω

(
mδ1,u(θ̃n, υθ̃n)−mδ1,u(θ̃, υθ̃)

)(
θnδ1 − θδ1

)
dx,

et

S3 =

∫

Ω

(r(θ̃n)− r(θ̃))(θnδ1 − θδ1) dx.

On a

S1 =

∫

Ω

(
(υθ̃n +G) · ∇θnδ1

)
(θnδ1 − θδ1) dx

−
∫

Ω

(
(υθ̃ +G) · ∇θδ1

)
(θnδ1 − θδ1) dx

=

∫

Ω

(
(υθ̃n +G) · ∇(θnδ1 − θδ1)

)
(θnδ1 − θδ1) dx

+

∫

Ω

(
(υθ̃n +G) · ∇θδ1

)
(θnδ1 − θδ1) dx

−
∫

Ω

(
(υθ̃ +G) · ∇θδ1

)
(θnδ1 − θδ1) dx,

d’où

S1 =

∫

Ω

(
(υθ̃n +G) · ∇(θnδ1 − θδ1)

)
(θnδ1 − θδ1) dx

+

∫

Ω

(
(υθ̃n − υθ̃) · ∇θδ1

)
(θnδ1 − θδ1) dx

=

∫

Ω

(
(υθ̃n +G) · ∇(θnδ1 − θδ1)

)
(θnδ1 − θδ1) dx

+

∫

Ω

(
(υθ̃n − υθ̃) · ∇θδ1

)
θnδ1 dx−

∫

Ω

(
(υθ̃n − υθ̃) · ∇θδ1

)
θδ1 dx.
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D’autre part, on a
∫

Ω

(
(υθ̃n +G) · ∇(θnδ1 − θδ1)

)
(θnδ1 − θδ1) dx

=

∫

Ω

(
(υθ̃n +G)i∂i(θ

n
δ1
− θδ1)

)
(θnδ1 − θδ1) dx

=
1

2

∫

Ω

(υθ̃n +G)i∂i
(
(θnδ1 − θδ1)

2
)
dx,

et
∫

Ω

(
(υθ̃n − υθ̃) · ∇θδ1

)
θδ1 dx =

∫

Ω

(
(υθ̃n − υθ̃)i∂iθδ1

)
θδ1 dx

=
1

2

∫

Ω

(υθ̃n − υθ̃)i∂i
(
θ2δ1
)
dx.

Donc, on fait les mêmes calculs que celles pour obtenir I = 0 (voir la preuve

du Théorème 2.3), on obtient aussi
∫

Ω

(
(υθ̃n +G) · ∇(θnδ1 − θδ1)

)
(θnδ1 − θδ1) dx = 0,

et ∫

Ω

(
(υθ̃n − υθ̃) · ∇θδ1

)
θδ1 dx = 0.

Ainsi,

S1 =

∫

Ω

(
(υθ̃n − υθ̃) · ∇θδ1

)
θnδ1 dx, (2.142)

d’où

|S1| ≤
∫

Ω

|υθ̃n − υθ̃ ||∇θδ1 ||θnδ1 | dx

≤ ‖υθ̃n − υθ̃‖(L∞(Ω))3

∫

Ω

|∇θδ1 ||θnδ1 | dx

≤ M∗M̂‖υθ̃n − υθ̃‖1.p
∫

Ω

|∇θδ1 ||θnδ1 | dx,

où M∗, M̂ désignent les constantes de l’injection continue de W1,p(Ω) dans

(L∞(Ω))3 (car p > 3) et de Poincaré dans l’espace W1,p(Ω) respectivement.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

|S1| ≤M∗M̂‖υθ̃n − υθ̃‖1.p‖θδ1‖1.2‖θnδ1‖L2(Ω).
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D’après (2.138) et l’inégalité de Poincaré on obtient

‖θnδ1‖L2(Ω) ≤
C∗C03

k0
, (2.143)

donc, de (2.137), (2.143) on a

|S1| ≤ M̃‖υθ̃n − υθ̃‖1.p, (2.144)

où M̃ =M∗M̂
C∗C2

03

k20
.

En évaluant le terme S2, d’après ce qui précède (cf. (2.84)) on obtient

|S2| ≤ ‖mδ1,u(θ̃n, υθ̃n)−mδ1,u(θ̃, υθ̃)‖L2(Ω)‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω). (2.145)

D’autre part, on a

|S3| ≤ Cr‖θ̃n − θ̃‖L2(Ω)‖ θnδ1 − θδ1‖L2(Ω), (2.146)

où Cr désigne la constante de Lipschitz de la fonction r.

De (2.8), (2.141), (2.144), (2.145) et (2.146) on obtient

k0‖θnδ1 − θδ1‖21.2
≤
(
‖mδ1,u(θ̃n, υθ̃n)−mδ1,u(θ̃, υθ̃)‖L2(Ω) + Cr‖θ̃n − θ̃‖L2(Ω)

)
‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω)

+M̃‖υθ̃n − υθ̃‖1.p,

d’où

k0
(C∗)2

‖θnδ1 − θδ1‖2L2(Ω)

≤
(
‖mδ1,u(θ̃n, υθ̃n)−mδ1,u(θ̃, υθ̃)‖L2(Ω) + Cr‖θ̃n − θ̃‖L2(Ω)

)
‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω)

+M̃‖υθ̃n − υθ̃‖1.p,

rappelons C∗ désigne la constante de Poincaré.

En appliquant l’inégalité de Young

ab ≤ ̺

2
a2 +

1

2̺
b2, ∀ a,b ∈ R, ∀̺ > 0,
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on obtient

k0
2(C∗)2

‖θnδ1 − θδ1‖2L2(Ω)

≤ (C∗)2

2k0

(
‖mδ1,u(θ̃n, υθ̃n)−mδ1,u(θ̃, υθ̃)‖L2(Ω) + Cr‖θ̃n − θ̃‖L2(Ω)

)2

+M̃‖υθ̃n − υθ̃‖1.p,

d’où

‖θnδ1 − θδ1‖2L2(Ω)

≤ (C∗)4

k20

(
‖mδ1,u(θ̃n, υθ̃n)−mδ1,u(θ̃, υθ̃)‖L2(Ω) + Cr‖θ̃n − θ̃‖L2(Ω)

)2

+
(C∗)2M̃

2k0
‖υθ̃n − υθ̃‖1.p.

(2.147)

Étape 4 : Montrons que ‖υθ̃n − υθ̃‖1.p → 0 quand n → +∞ (c-à-d, l’ap-

plication θ̃ 7→ υθ̃ ∈ V p
0.div est continue pour la topologie forte). En effet, de

(2.134) on déduit qu’il existe χ̂ ∈ V p
0.div telle que υθ̃n ⇀ χ̂, montrons d’abord

que χ̂ = υθ̃. En effet, on a

a(θ̃n,u; υθ̃n , ϕ− υθ̃n) + Ψ(ϕ)−Ψ(υθ̃n) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− υθ̃n) dx, ∀ϕ ∈ V p
0.div

en appliquant le lemme de Minty [6] cette inéquation variationnelle est équi-

valente à

a(θ̃n,u;ϕ, ϕ− υθ̃n) + Ψ(ϕ)−Ψ(υθ̃n) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− υθ̃n) dx,

∀ϕ ∈ V p
0.div.

(2.148)

Comme θ̃n → θ̃ fortement dans L2(Ω) et θ 7→ µ(θ, ., .) est continue, alors on

peut extraire une sous-suite notée encore (θ̃n)n≥0 telle que

µ(θ̃n,u +G, |D(ϕ+G)|) → µ(θ̃,u +G, |D(ϕ+G)|) presque partout.

En passant à la limite dans (2.148) on obtient

a(θ̃,u;ϕ, ϕ− χ̂) + Ψ(ϕ)−
∫

Ω

f · (ϕ− χ̂) dx ≥ lim inf
n→+∞

Ψ(υθ̃n).
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Comme la fonctionnelle Ψ est semi-continue inférieurement et convexe pour

la topologie forte, alors, d’après le corollaire III.8 [21] page 38, elle est semi-

continue inférieurement pour la topologie faible c-à-d,

lim inf
n→+∞

Ψ(υθ̃n) ≥ Ψ(χ̂),

d’où

a(θ̃,u;ϕ, ϕ− χ̂) + Ψ(ϕ)−
∫

Ω

f · (ϕ− χ̂) dx ≥ Ψ(χ̂).

En appliquant une deuxième fois le lemme de Minty on obtient

a(θ̃,u; χ̂, ϕ− χ̂) + Ψ(ϕ)−Ψ(χ̂) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− χ̂) dx, ∀ϕ ∈ V p
0.div.

Cette dernière inéquation admet une solution unique, donc χ̂ = υθ̃ .

D’autre part, pour tout ϕ ∈ V p
0.div on a

a(θ̃n,u; υθ̃n , ϕ− υθ̃n) + Ψ(ϕ)−Ψ(υθ̃n) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− υθ̃n) dx, (2.149)

a(θ̃,u; υθ̃, ϕ− υθ̃) + Ψ(ϕ)−Ψ(υθ̃) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− υθ̃) dx. (2.150)

On prend ϕ = υθ̃ dans (2.149) et ϕ = υθ̃n dans (2.150) puis en additionnant

les deux inéquations, on aura

a(θ̃n,u; υθ̃n , υθ̃n − υθ̃)− a(θ̃,u; υθ̃ , υθ̃n − υθ̃) ≤ 0. (2.151)

a(θ̃n,u; υθ̃n , υθ̃n − υθ̃)− a(θ̃,u; υθ̃ , υθ̃n − υθ̃)

=

∫

Ω

2µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃n +G|)|D(υθ̃n +G)|p−2D(υθ̃n +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

−
∫

Ω

2µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G|)|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx,

or

a(θ̃n,u; υθ̃n , υθ̃n − υθ̃)− a(θ̃,u; υθ̃ , υθ̃n − υθ̃) = I1 − I2, (2.152)
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où

I1 =

∫

Ω

2µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃n +G)|)|D(υθ̃n +G)|p−2

× D(υθ̃n +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

−
∫

Ω

2µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G)|)|D(υθ̃ +G)|p−2

× D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx,

I2 =

∫

Ω

2
(
µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G)|)− µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G)|)

)

× |D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx.

En remplaçant µ par µ̃+
µ0

2
(cf. (2.121)) dans I1 on obtient

I1 = µ0

∫

Ω

|D(υθ̃n +G)|p−2D(υθ̃n +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

+

∫

Ω

2µ̃(θ̃n,u +G, |D(υθ̃n +G|)|D(υθ̃n +G)|p−2D(υθ̃n +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

−
∫

Ω

µ0|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

−
∫

Ω

2µ̃(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G|)|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx,

d’où

I1 = µ0

∫

Ω

|D(υθ̃n +G)|p−2D(υθ̃n +G)) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

−µ0

∫

Ω

|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

+

∫

Ω

2µ̃(θ̃n,u +G, |D(υθ̃n +G|)|D(υθ̃n +G)|p−2D(υθ̃n +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

−
∫

Ω

2µ̃(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G|)|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx.

Considérons la fonction F̃ : R3 × R
3×3 → R

3×3 définie par

F̃(λ1, λ2) = 2µ̃(., λ1, |λ2|)|λ2|p−2λ2.
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Pour λ1 = u +G, λ′2 = D(υθ̃n +G), λ′′2 = D(υθ̃ +G) on obtient

I1 = µ0

∫

Ω

|D(υθ̃n +G)|p−2D(υθ̃n +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

−µ0

∫

Ω

|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

+2

∫

Ω

(F̃(λ1, λ
′
2)− F̃(λ1, λ

′′
2)
)
: (λ′2 − λ′′2) dx.

On fait les mêmes calculs pour obtenir la monotonie de la fonction (., λ2) 7→
F(., λ2) sur R

3×3 pour tout réel p > 1 (voir le lemme 2.3), on obtient aussi

la monotonie de la fonction (., λ2) 7→ F̃(., λ2) sur R
3×3 pour tout réel p > 1,

donc

I1 ≥ µ0

∫

Ω

|D(υθ̃n +G)|p−2D(υθ̃n +G) : D(υθ̃n − υθ̃)

−µ0

∫

Ω

|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx.

En utilisant (2.125) on obtient

I1 ≥ µ0

(1
2

)p−1
∫

Ω

|D(υθ̃n − υθ̃)|p dx.

De (2.151), (2.152) on obtient

µ0

(1
2

)p−1
∫

Ω

|D(υθ̃n − υθ̃)|p dx ≤
∫

Ω

2
(
µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G|)

−µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G|)
)
|D(υθ̃ +G)|p−2D(υθ̃ +G) : D(υθ̃n − υθ̃) dx

≤
∫

Ω

2
∣∣∣µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G|)− µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G|)

∣∣∣

×|D(υθ̃ +G)|p−1|D(υθ̃n − υθ̃)| dx.

En utilisant l’inégalité de Young ([21] page 56)

ab ≤ ǫ̂ap + Cǫ̂b
p′ , Cǫ̂ = ǫ̂

−1
p−1 , p′ =

p

p− 1
,

avec

a = |D(υθ̃n − υθ̃)|, ǫ̂ =
µ0

4

(1
2

)p−1

, Cǫ̂ =
(µ0

4

(1
2

)p−1)− 1
p−1
,

b =
∣∣∣µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G|)− µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G|)

∣∣∣|D(υθ̃ +G)|p−1,
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on obtient

µ0

2

(1
2

)p−1
∫

Ω

|D(υθ̃n − υθ̃)|p dx ≤ 2Cǫ̂

∫

Ω

∣∣∣µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G|)

−µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G|)
∣∣∣
p′

|D(υθ̃ +G)|p dx.

En utilisant l’inégalité de Korn (2.61) on obtient

µ0

2
(CKorn)

p
(1
2

)p−1

‖υθ̃n − υθ̃‖
p
1.p ≤ 2Cǫ̂

∫

Ω

∣∣∣µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G|)

−µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G|)
∣∣∣
p′

|D(υθ̃ +G)|p dx.
(2.153)

On pose

Cn =
∣∣∣µ(θ̃,u +G, |D(υθ̃ +G|)− µ(θ̃n,u +G, |D(υθ̃ +G|)

∣∣∣
p′

|D(υθ̃ +G)|p.

Comme la suite θ̃n → θ̃ fortement dans L2(Ω) lorsque n → +∞ on obtient

qu’il existe une sous-suite de (θ̃n)n≥0 qui converge presque partout dans Ω.

De (2.4), on obtient

Cn → 0 presque partout dans Ω.

Avec (2.2) on a

|Cn| ≤ (2µ1)
p′ |D(υθ̃ +G)|p ∈ L1(Ω),

par le théorème de la convergence dominée, on en déduit que
∫

Ω

Cn dx→ 0.

En passant à la limite dans (2.153) quand n→ +∞ on obtient

lim
n→+∞

‖υθ̃n − υθ̃‖1.p ≤ 0,

d’où

lim
n→+∞

‖υθ̃n − υθ̃‖1.p = 0. (2.154)

Étape 5 : En utilisant la convergence (2.154) et on fait les mêmes calculs

que pour obtenir (voir le théorème 2.4)

‖mδ1(θ̃n, υ)−mδ1(θ̃, υ)‖L2(Ω) → 0, n→ +∞,
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on obtient aussi

‖mδ1,u(θ̃n, υθ̃n)−mδ1,u(θ̃, υθ̃)‖L2(Ω) → 0, n→ +∞. (2.155)

Maintenant, en passant à la limite quand n → +∞ dans (2.147) avec les

convergences (2.154), (2.155) on obtient

lim
n→+∞

‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω) ≤ 0,

d’où

lim
n→+∞

‖θnδ1 − θδ1‖L2(Ω) = 0.

On a donc obtenu que toutes les sous-suites de (θnδ1)n≥0 qui sont fortement

convergentes dans L2(Ω) ont θδ1 pour limite. Donc avec (2.138) on peut

conclure que toute la suite est convergente vers θδ1 = T̂ (θ̃) dans L2(Ω), ce

qui montre la continuité de T̂ .

D’après le théorème du point fixe de Schauder, on en déduit que l’opérateur T̂

admet au moins un point fixe (c-à-d, T̂ (θ̃) = θ̃). Avec la notation T̂ (θ̃) = θδ1
on obtient

θ̃ = θδ1 ,

d’où (θδ1 , υθδ1 ) ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω)× V p
0.div vérifiant

a(θδ1 ,u; υθδ1 , ϕ− υθδ1 ) + Ψ(ϕ)−Ψ(υθδ1 )≥
∫

Ω

f · (ϕ− υθδ1 ) dx, (2.156)

et

B(θδ1 , w) = L̂u(θδ1 , w) ∀w ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω). (2.157)

Étape 6 : Passage à la limite. On prend

w = φ(θδ1) = Sign(θδ1)
(
1− 1

(1 + |θδ1 |)ζ
)
, ζ > 0,

dans l’équation (2.157) et avec (2.136) on fait les mêmes calculs que pour

obtenir (2.101) on obtient aussi

‖θδ1‖1,q ≤ C2, (2.158)

où C2 est une constante indépendant de δ1.

Donc, comme dans le théorème 2.5 on a les convergences (2.102)-(2.103) et
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(2.105).

D’après ce qui précède (cf. (2.134)) on obtient

‖υθδ1‖1.p ≤ C∗. (2.159)

Par le même argument que dans la preuve de υθ̃n → υθ̃ dans V p
0.div on obtient

aussi

υθδ1 → υθ fortement dans V p
0.div. (2.160)

De (2.4), (2.103) et (2.160) on obtient pour δ1 → 0

µ(θδ1 ,u+G, |D(υθδ1+G)|) → µ(θ,u+G, |D(υθ+G)|) presque partout dans Ω,

d’où

mδ1,u(θδ1 , υθδ1 ) → 2µ(θ,u +G, |D(υθ +G)|)|D(υθ +G)|p dans L1(Ω),

avec cette convergence et les convergences (2.102)-(2.103), (2.105), (2.160)

on passe à la limite quand δ1 → 0 dans (2.156) et (2.157) on obtient que

(θ, υθ) ∈ W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω)× V p
0.div vérifiant

a(θ,u; υθ, ϕ− υθ) + Ψ(ϕ)−Ψ(υθ) ≥
∫

Ω

f · (ϕ− υθ) dx, (2.161)

et

B(θ, w) = Lu(θ, w), ∀w ∈ W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω).

Étape 7 : Recherche de la pression. Avec (2.161), on montre en utilisant

le même raisonnement que dans le théorème 2.2 les résultats suivants : Pour

f ∈ Lp′(Ω), il existe une distribution πθ, sur Ω vérifiant

Lu,θ(ψ) =< ∇πθ, ψ >D
′(Ω),D(Ω) ∀ψ ∈ D(Ω), (2.162)

où

Lu,θ(ψ) =

∫

Ω

f · ψ dx− a(θ,u; υθ, , ψ).

Par densité de D(Ω) dans W1,p
0 (Ω) on a aussi

Lu,θ(ψ) =< ∇πθ, ψ > W
−1,p′ (Ω), W

1,p
0 (Ω) ∀ψ ∈ W1,p

0 (Ω).
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Avec (2.162) on montre que (υθ, πθ) ∈ V p
0.div×L

p′

0 (Ω) est solution de l’inéqua-

tion variationnelle (2.114). Donc, on déduit que (θ, υθ, πθ) ∈ W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω) ×
V p
0.div × Lp

′

0 (Ω) est solution du problème couplé 2.5.

On fait les mêmes calculs que pour obtenir que l’équation variationnelle

(2.28) admet une unique solution on obtient aussi que l’équation varia-

tionnelle (2.115) admet une unique solution. La diffférence est que dans

l’équation (2.28) on a µ = µ(θ, υ + G, |D(υ + G)|) et dans (2.115) on a

µ = µ(θ,u +G, |D(υ +G)|).

On rajoute le théorème suivant dont sa preuve n’est pas complètement ter-

miné.

Théorème 2.9 Sous les hypothèses du Théorème 2.8, le problème 2.1 admet

au moins une solution.

Preuve. L’existence de solution du problème 2.1 se démontre aussi par l’ap-

plication du théorème de point fixe de Schauder.

Pour tout u ∈ Lp(Ω), le problème 2.5 admet au moins une solution (voir le

théorème 2.8).

On définit alors l’application Λ par

Λ : Lp(Ω) → W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω) → Lp(Ω)

u 7→ θu 7→ υ = Λ(u),

où θu l’unique solution de l’équation variationnelle (2.115) et υ = Λ(u) l’ui-

nique solution de l’inéquation variationnelle (2.114).

Maintenant, on cherche R∗ > 0 tel que Λ(Z) ⊂ Z où

Z = {ϕ ∈ Lp(Ω); ‖ϕ‖L
p(Ω) ≤ R∗}.

D’après ce qui précède (cf. (2.134)) on obtient

‖Λ(u)‖1.p ≤ C∗, (2.163)

par le théorème de Rellich, l’injection de V p
0.div dans Lp(Ω) est compacte donc,

∃γ̃ > 0, ‖ϕ‖L
p(Ω) ≤ γ̃‖ϕ‖1.p, ∀ϕ ∈ V p

0.div, (2.164)

d’où

‖Λ(u)‖L
p(Ω) ≤ γ̃C∗. (2.165)
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Pour assurer que Λ(Z) ⊂ Z, il suffit de prendre R∗ = γ̃C∗.

L’ensemble Z est un convexe fermé de Lp(Ω), de plus borné.

Pour montrer que Λ(Z) est relativement compact, on doit établir que pour

toute suite (Λ(un)n≥0 de Λ(Z) (c-à-d, il existe un ∈ Z tel que υn = Λ(un)),

on peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans Lp(Ω). En effet,

a(θun
,un; Λ(un), ϕ− Λ(un)) + Ψ(ϕ)−Ψ(Λ(un))

≥
∫

Ω

f · (ϕ− Λ(un)) dx, ∀ϕ ∈ V p
0.div,

(2.166)

en utilisant le même raisonnement que dans (2.134) on obtient

‖Λ(un)‖1.p ≤ C∗, (2.167)

où C∗ indépendamment de n.

Donc, la suite (Λ(un))n≥0 possède une sous-suite notée encore (Λ(un))n≥0 et

il existe P ∈ V p
0.div tel que

Λ(un)⇀ P faiblement dans V p
0.div.

Par l’injection compacte de V p
0.div dans Lp(Ω) on obtient

Λ(un) → P fortement dans Lp(Ω),

ce qui montre que Λ(Z) est relativement compact.

Reste à montrer que Λ est continue. En effet, soit (un)n≥0 une suite dans

Lp(Ω) qui converge fortement vers u quand n→ +∞. On doit donc montrer

que

Λ(un) → Λ(u) dans Lp(Ω). (2.168)

Montrons que θun
⇀ θu faiblement dans W 1,q

Γ1∪ΓL
(Ω). En effet, on a

B(θun
, w) = Lun

(θun
, w), ∀w ∈ W 1,q′

Γ1∪ΓL
(Ω). (2.169)

On prend

w = φ(θun
) = Sign(θun

)
(
1− 1

(1 + |θun
|)ζ
)
, ζ > 0,
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dans l’équation (2.169) on obtient

ζ

∫

Ω

K
|∇θun

|2
(1 + |θun

|)ζ+1
dx+

∫

Ω

((Λ(un) +G) · ∇θun
)φ(θun

) dx

=

∫

Ω

2µ
un
(θun

,un +G)|D(Λ(un) +G)|pφ(θun
) dx

+

∫

Ω

r(θun
)φ(θun

) dx+

∫

ω

θbφ(θun
) dx′,

(2.170)

où

µ
un
(θun

,un +G) = µ(θun
,un +G, |D(Λ(un) +G)|).

D’après ce qui précède (cf. (2.88)) on obtient

ζ

∫

Ω

K
|∇θun

|2
(1 + |θun

|)ζ+1
dx≥ ζk0

∫

Ω

|∇θun
|2

(1 + |θun
|)ζ+1

dx, (2.171)

d’après ce qui précède (cf. (2.89)) on obtient
∫

Ω

((Λ(un) +G) · ∇θun
)φ(θun

) dx = 0. (2.172)

On a
∣∣∣
∫

Ω

2µ
un
(θun

,un +G)|D(Λ(un) +G)|pφ(θun
) dx

∣∣∣

≤
∫

Ω

2µ
un
(θun

,un +G)|D(Λ(un) +G)|p|φ(θun
)| dx,

avec (2.2) et (2.167) on obtient

∣∣∣
∫

Ω

2µ
un
(θun

,un +G)|D(Λ(un) +G)|p dx
∣∣∣

≤ 2µ1‖Λ(un) +G‖p1.p
≤ 2µ1(‖Λ(un)‖1.p + ‖G‖1.p)p
≤ 2µ1(C∗ + ‖G‖1.p)p.

(2.173)

D’après ce qui précède (2.90) (resp. (2.92)) on obtient

∣∣∣
∫

Ω

r(θun
)φ(θun

) dx
∣∣∣ ≤ c1|Ω|, (2.174)
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et
∣∣∣
∫

ω

θbφ(θun
) dx′

∣∣∣ ≤ Cb|ω|. (2.175)

Avec (2.170)-(2.175) on a

∫

Ω

|∇θun
|2

(1 + |θun
|)ζ+1

dx ≤ C∗

ζk0
, (2.176)

où

C∗ = 2µ1(C∗ + ‖G‖1.p)p + c1|Ω|+ Cb|ω|.

Maintenant, on fait les mêmes calculs que pour obtenir (2.101) on obtient

aussi

‖θun
‖1,q ≤ C6, (2.177)

où C6 indépendant de n. Avec (2.177), on déduit que la suite (θun
)n≥0 est

bornée dans W 1,q
Γ1∪ΓL

(Ω), donc il existe une sous-suite de (θun
)n≥0 notée encore

(θun
)n≥0 telle que

θun
⇀ Υ faiblement dans W 1,q

Γ1∪ΓL
(Ω), (2.178)

et

θun
→ Υ fortement dans Lq(Ω). (2.179)

Les convergences (2.4), (2.179) ne suffit pas de passer à la limite dans

µ(θun
,un +G, |D(Λ(un) +G)|)

donc il reste une question ouverte.
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Chapitre 3

Problème d’écoulement

instationnaire

Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’étude de l’écoulement non iso-

therme d’un fluide non-Newtonien incompressible et instationnaire avec la

condition de Tresca sur une partie du bord.

L’écoulement du fluide est dit instationnaire si les variables décrivant le mou-

vement dépendent du temps.

Les fluides peuvent être classés en deux grandes familles :

— La famille des fluides Newtoniens (comme l’eau, l’air et la plupart des

gaz) qui ont une viscosité constante ou qui ne peut varier qu’en fonc-

tion de la température.

— La deuxième famille est constituée par les fluides non-Newtoniens

(quasiment toute le reste...le sang, le gel,...) qui ont la particularité

d’avoir leur viscosité qui varie en fonction de la vitesse et la tempéra-

ture. Par conséquent, le tenseur des contraintes n’est plus une fonction

linéaire du tenseur des déformations. Dans ce travail on considérera

que la viscosité dépend à la fois de la température et du tenseur des
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taux de déformations. Ensuite, on va supposer que la viscosité dépend

de plus de la vitesse.

Il s’agit donc de démontrer, pour un écoulement donné l’existence et l’unicité

de la vitesse et de la pression.

Le plan de ce chapitre est comme suit :

Nous commençons par introduire les équations qui gouvernent cet écoule-

ment, ainsi que les conditions aux limites et initiales. On considère le pro-

blème instationnaire décrivant dans un domaine borné Ω⊂ R
3, le mouvement

d’un fluide non-Newtonien incompressible et non isotherme. Ce problème est

déduit des lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement.

Ensuite, on établit la formulation variationnelle de ce problème. On étudie

l’existence et l’unicité de la solution de l’inéquation variationnelle parabo-

lique associée à ce problème. Pour cela, on approche le problème variationnel

parabolique par un problème variationnel elliptique, on utilise la notion des

semi-groupes [21] : On montre l’existence de la solution du problème varia-

tionnel elliptique en appliquant la méthode de monotonie [56], puis on passe

à la limite pour obtenir une solution faible du problème variationnel para-

bolique, on démontre également l’unicité de la solution obtenue. Ensuite, on

montre l’existence et l’unicité (à une constante près car Ω est connexe) de la

pression en utilisant le théorème de De Rham [78]. Lorsque la viscosité dé-

pend de plus de la vitesse, on traite l’existence de la solution par le théorème

de point fixe de Schauder [45].

3.1 Position du problème

On note x = (x1, x2, x3)∈ R
3, le domaine Ω est donné par

Ω = {(x′, x3) ∈ R
3, x′ = (x1, x2) ∈ ω et 0 < x3 < h(x′)}.

La frontière de Ω sera notée ∂Ω = ω ∪ Γ1 ∪ ΓL avec

— Γ1 la surface supérieure d’équation x3 = h(x′) où h est une fonction
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continue lipschitzienne vérifiant

∃h0, h1 ∈ R 0 < h0 ≤ h(x′) ≤ h1.

— ω un domaine borné de R
2 qui constitue la surface inférieure du do-

maine Ω et sa frontière est lipschitzienne.

— ΓL la frontière latérale.

On désigne par σ = (σij)1≤i,j≤3 le tenseur des contraintes défini par

σij = 2µ(θ, |D(υ)|)dij(υ)− πδij, (3.1)

où

δij =

{
1 si i = j,

0 si i 6= j,

est le symbole de Kronecker, υ : Ω×]0, T [→ R
3 est la vitesse du fluide, π

sa pression, θ désignant sa température est une donnée du problème, µ sa

viscosité. On suppose que cette dernière est définie sur R× R+, et vérifie

∃µ0, µ1 ∈ R : 0 < µ0 ≤ µ(u∗, ũ) ≤ µ1, ∀(u∗, ũ) ∈ R× R+, (3.2)

la fonction ũ 7→ µ(., ũ) est continue et monotone sur R+. (3.3)

On note D(υ) = (dij(υ))1≤i,j≤3 le tenseur des taux de déformations donné

par

dij(υ) =
1

2
(∂jυi + ∂iυj) 1 ≤ i, j ≤ 3,

et

D(υ) : D(υ) = dij(υ)dij(υ) = |D(υ)|2,

où |D(υ)| est la norme euclidienne de D(υ).

Dans toute la suite on note indifféremment
∂

∂xi
ou ∂i,

∂u

∂t
ou u′, et on utilise

la convention de sommation d’Einstein pour les indices répétés, ces indices

sont dit muets par exemple au lieu (
∑

i
aibi) on écrit (aibi).

Les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont

données respectivement ([31], [78], [59]) par le système :

∂ρ0
∂t

+ div(ρ0υ) = 0 dans Ω×]0, T [, (3.4)
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ρ0

(∂υ
∂t

+ υ · ∇υ
)
= div(σ) + ρ0f dans Ω×]0, T [, (3.5)

où

— f = (f1, f2, f3) est le vecteur des forces extérieures donné,

— ρ0 :]0, T [×Ω → R représente la densité du fluide.

Si la densité ρ0 est constante (on prend ρ0 = 1), le fluide est alors incompres-

sible. La loi de conservation de la masse (3.4) devient

div(υ) = 0 dans Ω×]0, T [. (3.6)

On néglige le terme de convection et on remplace σ par son expression (3.1),

l’équation (3.5) devient

∂υ

∂t
− 2div(µ(θ, |D(υ)|)D(υ)) +∇π = f dans Ω×]0, T [. (3.7)

Dans toute la suite de ce chapitre, avec la convention de sommation d’Einstein

on note

u · v = uivi, 1 ≤ i ≤ 3,

le produit scalaire de deux vecteurs dans R
3.

Pour compléter la formulation forte du problème, on rajoute les conditions

aux limites pour la vitesse υ. Afin de donner les conditions aux limites pour

la vitesse sur la frontière de Ω, nous introduisons une fonction vectorielle

indépendante du temps g = (g1, g2, g3) telle que

∫

∂Ω

g · n dY = 0, g = 0 sur Γ1, g 6= 0 sur ΓL, g · n = 0 sur ω,

où n = (n1, n2, n3) = (0, 0,−1) est le vecteur normal unitaire extérieur à ω.

On suppose que la vitesse est connue sur (Γ1∪ΓL)×]0, T [, et vérifie la condi-

tion de Dirichlet homogène et non homogène suivantes

υ = 0 sur Γ1×]0, T [, (3.8)

υ = gξ sur ΓL×]0, T [, (3.9)

où ξ est une fonction dépendant seulement de t telle que

ξ(0) = 1. (3.10)
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On définit les composantes normales et tangentielles υn et υτ de la vitesse

par

υn = υ · n = υini, υτi = υi − υnni.

On suppose qu’il n’y a pas de flux à travers ω donc la composante normale

de la vitesse est nulle

υ · n = 0 sur ω×]0, T [, (3.11)

par contre, il y a du frottement, c’est à dire que la composante tangentielle

υτ de la vitesse est inconnue et satisfait la loi de Tresca [31]

|στ | = k ⇒ ∃λ ≥ 0 υτ = s− λστ ,

|στ | < k ⇒ υτ = s,

}
sur ω×]0, T [, (3.12)

où

— s est la vitesse cisaillement de la surface ω dépendante de t et x,

— υτ est la vitesse tangentielle dépendante de t et x,

— στ la composante tangentielle de σn donnée par

στi = σijnj − σnni où σn = σijnjni,

— k est une fonction strictement positive dépendante de t et x appelée

le seuil limite pour cette contrainte tangentielle.

La loi de Tresca suppose que ce seuil est connu et on a

|στ | ≤ k sur ω×]0, T [.

On adopte la notation

υ(t) : Ω → R

x 7−→ υ(t)(x) = υ(t, x),

et on rajoute la condition initiale

υ(0) = υ0 dans Ω. (3.13)

On suppose que υ0 ∈ (H1(Ω))3 telle que

div(υ0) = 0 dans Ω, υ0 = 0 sur Γ1, υ0 = g sur ΓL,

υ0 · n = 0 sur ω.

(3.14)
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Pour nous ramener à la condition aux limites de Dirichlet homogène sur

(Γ1 ∪ ΓL)×]0, T [ et la condition initiale nulle dans Ω, nous procédons à un

changement d’inconnue, on pose :

υ = υ − υ0ξ. (3.15)

La relation (3.1) devient

σ̃ij = 2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)− πδij. (3.16)

On réécrit (3.7) sous la forme

υ′i − ∂jσij = fi, i = 1, 2, 3, (3.17)

donc, de (3.15) on a

υ′i − ∂jσ̃ij = f i, i = 1, 2, 3, (3.18)

où f i = fi −
∂ξ

∂t
(υ0)i.

De (3.14), la loi de conservation de la masse (3.6) ne change pas, elle s’écrit :

div(υ) = 0 dans Ω×]0, T [. (3.19)

Nous avons une nouvelle condition aux limites de Dirichlet homogène sur

(Γ1 ∪ ΓL)×]0, T [

υ = 0 sur (Γ1 ∪ ΓL)×]0, T [. (3.20)

La condition aux limites pour la composante normale sur ω×]0, T [ ne change

pas, elle s’écrit :

υ · n = 0 sur ω×]0, T [. (3.21)

La condition aux limites (3.12) devient :

|σ̃τ | = k ⇒ ∃λ ≥ 0 υτ = s̃− λσ̃τ ,

|σ̃τ | < k ⇒ υτ = s̃,

}
sur ω×]0, T [, (3.22)

où s̃ = s− υ0ξ.

De (3.10) la condition initiale (3.13) devient

υ(0) = υ0 − υ0ξ(0) = 0 dans Ω. (3.23)
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3.2 Formulation variationnelle

On reprend les mêmes notations du chapitre 2 (X = X3) et on considère

les sous-espaces vectoriels des fonctions de H1(Ω) suivants

V0 = {ϕ ∈ H1(Ω); ϕ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL et ϕ · n = 0 sur ω},

V0.div = {ϕ ∈ V0; div(ϕ) = 0 dans Ω},

H1
0.div = {ϕ ∈ H1

0(Ω); div(ϕ) = 0 dans Ω},

VΓ1 = {ϕ ∈ H1(Ω); ϕ = 0 sur Γ1},

et on pose

L2
0(Ω) = {u ∈ L2(Ω);

∫

Ω

u(x) dx = 0}.

On définit l’espace suivant :

Y = {σ̃ = (σ̃ij)1≤i,j≤3 ∈ (L2(Ω))9, div(σ̃) = (∂jσ̃ij)1≤i≤3 ∈ L2(Ω)}.

Maintenant, on donne les sous-espaces vectoriels des fonctions de L2(Ω) sui-

vants (voir [46], [78])

E(Ω) = {ψ0 ∈ L2(Ω); div(ψ0) ∈ L2(Ω)},

E0(Ω) = {ψ0 ∈ E(Ω), ψ0 · n = 0 sur ∂Ω},

et

H = {ψ0 ∈ E0(Ω); div(ψ0) = 0}.

Les normes des espaces de Hilbert L2(Ω), E(Ω) sont données par

‖υ‖L
2(Ω) =

(∫

Ω

|υ|2 dx
) 1

2
, ‖υ‖E(Ω) =

(
‖υ‖2

L
2(Ω) + ‖div(υ)‖2L2(Ω)

) 1
2
.

H est un sous-espace vectoriel fermé de E(Ω) et est muni de la norme de

E(Ω) (voir [46]), donc par définition

‖υ‖H = ‖υ‖L
2(Ω).

Les normes des espaces de Banach H1
0(Ω), V0.div, V0, H

1
0.div, VΓ1 sont définies

par

‖υ‖1.2 =
(∫

Ω

|∇υ|2 dx
) 1

2
.
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On définit l’espace suivant

L2(0, T ;B) = {u : [0, T ] → B,

∫ T

0

‖u(t)‖2B dt <∞},

muni de la norme

‖u‖L2(0,T ;B) =
(∫ T

0

‖u(t)‖2B dt
) 1

2
,

où B est un espace de Banach.

Pour la formulation variationnelle du problème (3.18)-(3.23), on rappelle le

lemme suivant (voir chapitre 2)

Lemme 3.1 La condition de Tresca (3.22) est équivalente à la relation sui-

vante

|σ̃τ | ≤ k, (υτ − s̃) · σ̃τ + k|υτ − s̃| = 0, sur ω×]0, T [. (3.24)

Remarque 3.1 Soient X0 = V0.div , X = X ′ = H , X1 = V ′
0.div, on sait que

les injections de X0 dans X et X dans X1 sont continues et denses [46].

Si ϕ ∈ L2(0, T ;V0.div), et ϕ′ ∈ L2(0, T ;V ′
0;div) donc on peut dire que la fonc-

tion ϕ ∈ C([0, T ];H) quitte à modifier ϕ sur un sous-ensemble de mesure

nulle de [0, T ] (voir [78] page 261).

On a C([0, T ];H) ⊂ C([0, T ];L2(Ω)).

Problème 3.1 Soient f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), k ∈ L2(0, T ;L2
+(ω)), µ vérifie

(3.2) et (3.3), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant

(3.10) et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant (3.14). On cherche υ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;V0.div) avec υ′ ∈ L2(0, T ;V ′

0.div), et π ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)), vérifiant

l’inéquation variationnelle parabolique suivante

〈 ∂
∂t

(υ, ϑ̃)L2(Ω), χ̂
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

∫ T

0

(
a(θ; υ, ϑ̃χ̂)− (π, div(ϑ̃))χ̂

)
dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃χ̂)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt,

∀ϑ̃ ∈ V0 ∀χ̂ ∈ D(0, T ),

(3.25)

et la condition initiale (3.23),
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où (., .)L2(Ω) (resp. (., .)) désigne le produit scalaire dans L2(Ω) (resp. dans

L2(Ω)),
〈
., .
〉
D′(0,T ),D(0,T )

représente le crochet de dualité entre D(0, T ) et

D′(0, T ),

j(t, .) :





V0 → R

ϕ 7→ j(t, ϕ) =

∫

ω

k|ϕ− s̃| dx′,

et

a(θ; ., .) :





V0 × V0 → R

(u, v) 7→ a(θ; u, v)

=

∫

Ω

2µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(v)dx.

Proposition 3.1 Le problème fort (3.18)-(3.23) conduit au problème 3.1.

Preuve. Supposons les solutions υ, π du problème fort (3.18)-(3.23) suf-

fissamment régulières, par exemple la fonction υ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) avec

υ′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), π ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) et σ̃ ∈ L2(0, T ;Y). Alors, pour

ϑ̃ ∈ V0, χ̂ ∈ D(0, T ), on multiplie l’équation (3.18) par ϑ̃χ̂, on intègre sur Ω,

puis de 0 à T et on utilise la formule de Green. Il vient
∫ T

0

∫

Ω

υ′iϑ̃iχ̂ dx dt+

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂j(ϑ̃iχ̂) dx dt−
∫ T

0

∫

∂Ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dY dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt.

(3.26)

Pour tout ϑ̃ ∈ V0 on a ϑ̃i = 0 sur Γ1 ∪ ΓL alors
∫

∂Ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dY =

∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dx
′.

Observons que σ̃ijnj est la i-ème composante du vecteur σ̃n, qui peut être

mis sous la forme σ̃n = σ̃τ + σ̃nn avec σ̃τ = (σ̃τ1 , σ̃τ2 , σ̃τ3) et σ̃n = σ̃n ·n, d’où

σ̃ijnj = σ̃τi + σ̃nni. En utilisant cette égalité, on obtient
∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dx
′ =

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iχ̂) dx
′ +

∫

ω

σ̃nni(ϑ̃iχ̂) dx
′.

Pour tout ϑ̃ ∈ V0 on a ϑ̃ini = 0 sur ω alors
∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dx
′ =

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iχ̂) dx
′,
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et (3.26) devient

∫ T

0

∫

Ω

υ′iϑ̃iχ̂ dx dt+

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂j(ϑ̃iχ̂) dx dt =

∫ T

0

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iχ̂) dx
′ dt

+

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt.

(3.27)

Introduisons à présent la condition de Tresca (3.22). Pour cela on ajoute aux

deux membres de (3.27) le terme

∫ T

0

∫

ω

k(|υ + ϑ̃χ̂− s̃| − |υ − s̃|) dx′ dt,

d’où
∫ T

0

∫

Ω

υ′iϑ̃iχ̂ dx dt+

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂j(ϑ̃iχ̂) dx dt

+

∫ T

0

∫

ω

k(|υ + ϑ̃χ̂− s̃| − |υ − s̃|) dx′ dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt+

∫ T

0

Adt,

(3.28)

avec

A =

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iχ̂) + k(|υ + ϑ̃χ̂− s̃| − |υ − s̃|) dx′

=

∫

ω

σ̃τi(υi + ϑ̃iχ̂− s̃i) + σ̃τi(s̃i − υi) + k(|υ + ϑ̃χ̂− s̃| − |υ − s̃|) dx′.

Montrons que A est positif. On déduit de (3.21) que υ = υτ sur ω×]0, T [, et

d’après le lemme 3.1, le terme A devient

A =

∫

ω

(σ̃τ · (υ + ϑ̃χ̂− s̃) + k|υ + ϑ̃χ̂− s̃|) dx′.

Or σ̃τ · (υ + ϑ̃χ̂− s̃) ≥ −|σ̃τ ||υ + ϑ̃χ̂− s̃|, et |σ̃τ | ≤ k sur ω×]0, T [, il s’ensuit

que

σ̃τ · (υ + ϑ̃χ̂− s̃) + k|υ + ϑ̃χ̂− s̃| ≥ 0 sur ω×]0, T [.
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Donc A est positif, et (3.28) devient

∫ T

0

∫

Ω

υ′iϑ̃iχ̂ dx dt+

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂j(ϑ̃iχ̂) dx dt

+

∫ T

0

∫

ω

k(|υ + ϑ̃χ̂− s̃| − |υ − s̃|) dx′ dt

≥
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt.

En remplaçant σ̃ij par son expression (3.16), nous obtenons l’inéquation

variationnelle suivante :

∫ T

0

∫

Ω

υ′iϑ̃iχ̂ dx dt+

∫ T

0

∫

Ω

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ))∂j(ϑ̃iχ̂) dx dt

−
∫ T

0

∫

Ω

πdiv(ϑ̃)χ̂ dx dt+

∫ T

0

∫

ω

k(|υ + ϑ̃χ̂− s̃| − |υ − s̃|) dx′ dt

≥
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt.

Dans toute la suite de ce travail on considère l’opérateur A : L2(0, T ;V0.div) →
L2(0, T ;V ′

0.div), qui à u ∈ L2(0, T ;V0.div) associe Au défini par

[Au, ϕ] =
∫ T

0

a(θ; u, ϕ)dt, ∀ϕ ∈ L2(0, T ;V0.div),

où [.,.] désigne le crochet de dualité entre L2(0, T ;V0.div) et L2(0, T ;V ′
0.div).

On note < ., . >V ′

0.div ,V0.div
le crochet de dualité entre V0.div et V ′

0.div et

J(ϕ) =

∫ T

0

j(t, ϕ) dt, ∀ϕ ∈ L2(0, T ;V0.div). (3.29)

Dans toute la suite de ce chapitre, par abus de notation, on note encore

f = f +
∂ξ

∂t
Lυ0 ,

où Lυ0 est une forme linéaire continue définie par

< Lυ0 , ϕ >X
′,X= (υ0, ϕ)L2(Ω) ∀ϕ ∈ X,

93



où X = V0.div ou V0 .

Avec ces notations on introduit le problème qui s’obtient de la même fa-

çon que le problème 3.1 mais on multiplie l’équation (3.18) par ϕ − υ ∈
L2(0, T ;V0.div) au lieu ϑ̃χ̂.

Problème 3.2 Soient f ∈ L2(0, T ;V ′
0.div), k ∈ L2(0, T ;L2

+(ω)), µ vérifie

(3.2) et (3.3), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) véri-

fiant (3.10) et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant (3.14). On cherche υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩
L2(0, T ;V0.div) avec υ′ ∈ L2(0, T ;V ′

0.div) satisfaisant l’inéquation variation-

nelle parabolique suivante

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ],

∀ϕ ∈ L2(0, T ;V0.div),
(3.30)

et la condition initiale (3.23).

3.3 Résultats préliminaires

Lemme 3.2 Sous les hypothèses (3.2), (3.3) l’opérateur A est borné, hémi-

continu et monotone.

Preuve. Soit (υ, ϕ) ∈ (L2(0, T ;V0))
2, de (3.2) on a

|a(θ; υ, ϕ)| =
∣∣∣
∫

Ω

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx
∣∣∣

≤ 2µ1

∫

Ω

|dij(υ + υ0ξ)||dij(ϕ)| dx

≤ 2µ1

∫

Ω

|dij(υ)||dij(ϕ)| dx+ 2µ1

∫

Ω

|ξ||dij(υ0)||dij(ϕ)| dx.

Puisque ξ ∈ H1(0, T ) ⊂ C([0, T ]) avec injection continue on a

∃c > 0, |ξ(t)| ≤ c ∀t ∈ [0, T ]. (3.31)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski et (3.31), on
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obtient

|a(θ; υ, ϕ)| ≤ 2µ1

∫

Ω

( 3∑

i,j=1

|dij(υ)|2
) 1

2
( 3∑

i,j=1

|dij(ϕ)|2
) 1

2
dx

+ 2µ1c

∫

Ω

( 3∑

i,j=1

|dij(ϕ)|2
) 1

2
( 3∑

i,j=1

|dij(υ0)|2
) 1

2

≤ 2µ1

∫

Ω

( 3∑

i,j=1

|∂jυi|2
) 1

2
( 3∑

i,j=1

|∂jϕi|2
) 1

2
dx

+ 2µ1c

∫

Ω

( 3∑

i,j=1

|∂jϕi|2
) 1

2
( 3∑

i,j=1

|∂j(υ0)i|2
) 1

2
,

d’où

|a(θ; υ, ϕ)| ≤ 2µ1

(∫

Ω

|∇υ|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|∇ϕ|2 dx
) 1

2

+ 2µ1c
(∫

Ω

|∇ϕ|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|∇υ0|2 dx
) 1

2
,

donc,

|a(θ; υ, ϕ)| ≤ 2µ1‖υ‖1.2‖ϕ‖1.2 + 2µ1c‖υ0‖1.2‖ϕ‖1.2. (3.32)

D’autre part, pour tout (υ, ϕ) ∈ (L2(0, T ;V0.div))
2, on a

|[Aυ, ϕ]| =
∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υ, ϕ) dt
∣∣∣

≤
∫ T

0

|a(θ; υ, ϕ)| dt

≤ 2µ1

∫ T

0

‖υ‖1.2‖ϕ‖1.2 dt+ 2µ1c‖υ0‖1.2
∫ T

0

‖ϕ‖1.2 dt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz en temps, on obtient

|[Aυ, ϕ]| ≤ 2µ1‖ϕ‖L2(0,T ;V0.div)‖υ‖L2(0,T ;V0.div)

+ 2µ1c‖υ0‖1.2‖ϕ‖L1(0,T ;V0.div)

≤ 2µ1‖ϕ‖L2(0,T ;V0.div)‖υ‖L2(0,T ;V0.div)

+ 2µ1c
√
T‖υ0‖1.2‖ϕ‖L2(0,T ;V0.div),

95



donc

|[Aυ, ϕ]| ≤ 2µ1(‖υ‖L2(0,T ;V0.div) + c
√
T‖υ0‖1.2)‖ϕ‖L2(0,T ;V0.div), (3.33)

d’où

sup
ϕ 6=0

|[Aυ, ϕ]|
‖ϕ‖L2(0,T ;V0.div)

≤ 2µ1(‖υ‖L2(0,T ;V0.div) + c
√
T‖υ0‖1.2),

alors

‖Aυ‖L2(0,T ;V ′

0.div)
≤ 2µ1(‖υ‖L2(0,T ;V0.div) + c

√
T‖υ0‖1.2), (3.34)

ce qui montre que A est borné.

Pour montrer que A est hémicontinu, il faut montrer que pour tout u, υ, w ∈
L2(0, T ;V0.div), la fonction :

α1 : R → R

λ 7→ α1(λ) = [A(u+ λυ), w]

est continue. On a

α1(λ) =

∫ T

0

∫

Ω

2µ(θ, |D((u+ λυ) + υ0ξ)|)D((u+ λυ) + υ0ξ) : D(w) dx dt

D’après (3.3) et pour presque tout (t, x) ∈ [0, T ]× Ω la fonction

λ→ S(λ) = 2µ(θ, |D((u+ λυ) + υ0ξ)|)D((u+ λυ) + υ0ξ) : D(w)

est clairement continue sur R. Soit (λn)n≥0 une suite convergente vers λ dans

R, alors Sn := S(λn) ∈ L1(0, T ;L1(Ω)) et Sn converge vers S(λ) quand

n → +∞ dans L1(0, T ;L1(Ω)). En effet, la suite (λn)n≥0 étant bornée, il

existe M > 0 tel que |λn| < M , pour tout n ≥ 0. Ainsi

|Sn| ≤ 2µ1|D((u+ λnυ) + υ0ξ) : D(w)|
≤ 2µ1(|D(u)|+ |λn||D(υ)|+ |ξ||D(υ0)|)|D(w)|
≤ 2µ1(|D(u)|+M |D(υ)|+ c|D(υ0)|)|D(w)|

d’où
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|Sn| ≤ G := 2µ1(|D(u)||D(w)|+M |D(υ)||D(w)|+ c|D(υ0)||D(w)|),

comme G ∈ L1(0, T ;L1(Ω)) et est positive, par le théorème de la convergence

dominée, on en déduit que S(λ) ∈ L1(0, T ;L1(Ω)) et

lim
n→+∞

∫ T

0

∫

Ω

Sn dx dt =
∫ T

0

∫

Ω

S(λ) dx dt,

c-à-d

lim
n→+∞

α1(λn) = α1(λ).

L’opérateur A est donc hémicontinu. Pour la monotonie de A, on doit établir

que

[Au−Aυ, u− υ] ≥ 0 ∀u, υ ∈ L2(0, T, V0.div).

En effet,

[Au−Aυ, u− υ] = 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(u) dx dt

− 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(υ) dx dt

− 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(u) dx dt

+ 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(υ) dx dt,

d’où

[Au−Aυ, u− υ]

= 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(u+ υ0ξ) dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(υ0ξ) dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(υ + υ0ξ) dx dt

+2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(υ0ξ) dx dt
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−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(u+ υ0ξ) dx dt

+2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(υ0ξ) dx dt

+2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(υ + υ0ξ) dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(υ0ξ) dx dt

qui se simplifie en

[Au−Aυ, u− υ]

= 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(u+ υ0ξ) dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(υ + υ0ξ) dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(u+ υ0ξ) dx dt

+2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(υ + υ0ξ) dx dt.

Du fait que

dij(u+ υ0ξ)dij(υ + υ0ξ) = D(u+ υ0ξ) : D(υ + υ0ξ)

≤ |D(u+ υ0ξ)||D(υ + υ0ξ)|,
(3.35)

on obtient

[Au−Aυ, u− υ] ≥ 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|2 dx dt

+

∫ T

0

∫

Ω

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|2 dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

(
µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|) + µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)

)

× |D(u+ υ0ξ)||D(υ + υ0ξ)| dx dt.
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Maintenant puisque

2|D(u+ υ0ξ)||D(υ + υ0ξ)| ≤ |D(u+ υ0ξ)|2 + |D(υ + υ0ξ)|2,

on a

[Au−Aυ, u− υ] ≥
∫ T

0

∫

Ω

(
µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)− µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)

)

×
(
|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(υ + υ0ξ)|2

)
dx dt,

donc,

[Au−Aυ, u− υ] ≥
∫ T

0

∫

Ω

(
µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)− µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)

)

×
(
|D(u+ υ0ξ)| − |D(υ + υ0ξ)|

)

×
(
|D(u+ υ0ξ)|+ |D(υ + υ0ξ)|

)
dx dt.

De (3.3), on tire

[Au−Aυ, u− υ] ≥ 0, ∀u, υ ∈ L2(0, T ;V0.div),

ce qui montre que A est monotone.

3.4 Problème intermédiaire

Il est utile d’introduire une notion de solution "plus faible" que la notion

de solution de l’inéquation variationnelle parabolique (3.30), ne faisant pas

intervenir la dérivée en temps de la fonction υ.

On pose pour cela

φ = {ϕ ∈ L2(0, T ;V0.div) : ϕ′ ∈ L2(0, T ;V ′
0.div), ϕ(0) = 0}.

Pour tout ϕ ∈ φ on a

[ϕ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ]− [f, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) = [υ′, ϕ− υ]+

+[Aυ, ϕ− υ]− [f, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) + [ϕ′ − υ′, ϕ− υ].
(3.36)
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D’autre part

< ϕ′ − υ′, ϕ− υ >V ′

0.div ,V0.div
=

1

2

∂

∂t
(‖ϕ− υ‖2

L2(Ω)),

et

[ϕ′ − υ′, ϕ− υ] =

∫ T

0

< ϕ′ − υ′, ϕ− υ >V ′

0.div ,V0.div
dt,

d’où, pour tout ϕ ∈ φ

[ϕ′ − υ′, ϕ− υ] =
1

2
‖ϕ(T )− υ(T )‖2

L2(Ω)

−1

2
‖ϕ(0)− υ(0)︸ ︷︷ ︸

=0

‖2
L2(Ω) ≥ 0.

(3.37)

De (3.30) et (3.37), l’équation (3.36) conduit à l’inéquation variationnelle

parabolique "plus faible" suivante

[ϕ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ] ∀ϕ ∈ φ.

Donc, on considère le problème "faible" suivant :

Problème (P0)

Soient f ∈ L2(0, T ;V ′
0.div), k ∈ L2(0, T ;L2

+(ω)), µ vérifie (3.2), (3.3), θ ∈
L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (3.10) et υ0 ∈
H1(Ω) vérifiant (3.14), trouver υ ∈ L2(0, T ;V0.div) vérifiant

[ϕ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ] ∀ϕ ∈ φ. (3.38)

3.5 Résultat d’existence pour le problème (P0)

Dans cette section on utilise une approximation de la dérivée en temps

qui permet d’approcher le problème variationnel parabolique intermédiaire

(P0) par un problème variationnel elliptique (cf dans [56] page 227).

En notant K := L2(0, T ;V0.div), K′ := L2(0, T ;V ′
0.div), H := L2(0, T ;L2(Ω))

avec

K ⊂ H ⊂ K′.

On prend Λ =
d

dt
, on a

Λϕ(t) = lim
h→0

ϕ(t)− ϕ(t− h)

h
= lim

h→0

I − S(h)

h
ϕ(t), (3.39)
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où h 7→ S(h) est le semi groupe dans K, H, K′ (cf dans [56] page 230) défini

par

S(h)ϕ(t) =

{
0 si t < h,

ϕ(t− h) si t ≥ h.
(3.40)

Notons

X = L2(0, T ; Ẽ), Ẽ = V0.div,L
2(Ω), V ′

0.div.

Montrons que S(h) est une contraction dans X. En effet, la norme de S(h)

est donnée par

‖S(h)‖L(X) = sup
ϕ 6=0

‖S(h)ϕ‖X
‖ϕ‖X

. (3.41)

Si h = 0, on a S(0) = Id, donc on obtient

‖S(0)‖L(X) = 1.

Si h > 0, on a de (3.40)

‖S(h)ϕ‖X =
(∫ T

0

‖S(h)ϕ(t)‖2
Ẽ
dt
) 1

2
=
(∫ T

h

‖ϕ(t− h)‖2
Ẽ
dt
) 1

2
.

On pose t̃ = t− h, on obtient

‖S(h)ϕ‖X =
(∫ T−h

0

‖ϕ(t̃)‖2
Ẽ
dt̃
) 1

2 ≤
(∫ T

0

‖ϕ(t̃)‖2
Ẽ
dt̃
) 1

2
= ‖ϕ‖X ,

d’où

‖S(h)ϕ‖X ≤ ‖ϕ‖X , (3.42)

de (3.41), (3.42) on trouve

‖S(h)‖L(X) ≤ 1.

Toutes les conditions de la définition 5.22 (voir chapitre 5) sont vérifiées pour

la famille (S(h))h≥0 avec X = K,H, ou K′. En effet

(1) Pour tout t ∈ [0, T ], ϕ ∈ X on a S(0)ϕ(t) = ϕ(t) alors S(0) = Id.

(2) Montrons que pour tout ϕ ∈ X on a

(S(h1) ◦ S(h2))ϕ = S(h1 + h2)ϕ,

c-à-d, pour tout t ∈ [0, T ]

S(h1)(S(h2)ϕ)(t) = S(h1 + h2)ϕ(t).
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Notons ϕ̂ = S(h2)ϕ, on doit donc vérifier que

S(h1)(ϕ̂)(t) = S(h1 + h2)ϕ(t) ∀t ∈ [0, T ],

où

S(h1)(ϕ̂)(t) =

{
0 si t < h1,

ϕ̂(t− h1) si t ≥ h1,

et

S(h1 + h2)ϕ(t) =

{
0 si t < h1 + h2,

ϕ(t− h1 − h2) si t ≥ h1 + h2.

On a ϕ̂ = S(h2)ϕ définie par

ϕ̂(t) =

{
0 si t < h2,

ϕ(t− h2) si t ≥ h2.

Cas 1 : t ≥ h1 + h2, montrons que S(h1)(ϕ̂)(t) = ϕ(t− h1 − h2),

si t ≥ h1 + h2 on a t ≥ h1 (car h2 ≥ 0) donc

S(h1)(ϕ̂)(t) = ϕ̂(t− h1) = ϕ(t− h1 − h2),

(car t− h1 ≥ h2).

Remarquons que : si h2 = 0 on a S(h2) = Id et le résultat (1) est

immédiat.

Cas 2 : t < h1 + h2, montrons que S(h1)(ϕ̂)(t) = 0.

Cas 2.1 : t < h1 alors S(h1)(ϕ̂)(t) = 0.

Cas 2.2 : h1 ≤ t < h1 + h2 alors S(h1)(ϕ̂)(t) = ϕ̂(t− h1) = 0,

(car t− h1 < h2).

(3) Soit ϕ une fonction dans X. Comme Cc(0, T ; Ẽ) est dense dans X

(cf. [22] chapitre 1), pour tout ǫ > 0, il existe ϕǫ ∈ Cc(0, T ; Ẽ) telle

que ‖ϕǫ − ϕ‖X ≤ ǫ
3
. Ainsi

‖S(h)ϕ− ϕ‖X = ‖S(h)(ϕ− ϕǫ)− (ϕ− ϕǫ) + S(h)ϕǫ − ϕǫ‖X
≤ ‖S(h)(ϕ− ϕǫ)‖X + ‖ϕ− ϕǫ‖X + ‖S(h)ϕǫ − ϕǫ‖X .
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De (3.42) on trouve

‖S(h)ϕ− ϕ‖X ≤ 2‖ϕ− ϕǫ‖X + ‖S(h)ϕǫ − ϕǫ‖X
≤ 2ǫ

3
+ ‖S(h)ϕǫ − ϕǫ‖X .

La fonction ϕǫ est continue à support compact c-à-d, il existe [aǫ, bǫ] ⊂
]0, T [ tel que

ϕǫ(t) = 0, ∀t /∈ [aǫ, bǫ].

Donc, pour tout h ∈]0, aǫ[ on a

ϕǫ(t) = 0, ∀t ∈ [0, h]. (3.43)

De (3.43) on obtient

‖S(h)ϕǫ − ϕǫ‖X =
(∫ T

0

‖S(h)ϕǫ(t)− ϕǫ(t)‖2Ẽ dt
) 1

2

=
(∫ T

h

‖ϕǫ(t− h)− ϕǫ(t)‖2Ẽ dt
) 1

2
,

d’où

‖S(h)ϕǫ − ϕǫ‖X =
(∫ T−h

0

‖ϕǫ(t′)− ϕǫ(t
′ + h)‖2

Ẽ
dt′
) 1

2
. (3.44)

D’après le théorème de Heine la fonction ϕǫ est uniformément continue

(car continue à support compact) c-à-d, pour tout ǫ′ > 0, il existe

δ0(ǫ
′) > 0 tel que pour |t′ − t| = |h| ≤ δ0(ǫ

′),

‖ϕǫ(t′)− ϕǫ(t
′ + h)‖Ẽ ≤ ǫ′,

d’où
∫ T−h

0

‖ϕǫ(t′)− ϕǫ(t
′ + h)‖2

Ẽ
dt′ ≤ (ǫ′)2(T − h),

donc
∫ T−h

0

‖ϕǫ(t′)− ϕǫ(t
′ + h)‖2

Ẽ
dt′ ≤ (ǫ′)2T. (3.45)
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De (3.44), (3.45) on obtient

‖S(h)ϕǫ − ϕǫ‖X ≤ ǫ′
√
T .

On choisit ǫ′ =
ǫ

3
√
T

on trouve

‖S(h)ϕǫ − ϕǫ‖X ≤ ǫ

3
.

Ainsi, pour |h| ≤ δ0(ǫ
′), on a

‖S(h)ϕ− ϕ‖X ≤ ǫ.

En d’autres termes

‖S(h)ϕ− ϕ‖X → 0, quand h→ 0.

Le générateur infinitésimal de (S(h))h≥0 est −Λ.

Dans toute la suite de ce travail on a φ = K∩D(Λ,K′) d’après [56] page 269.

Montrons que l’opérateur Λ et K sont compatibles (cf. [56] page 269) c-à-d,

∀υ ∈ K, il existe une suite régularisante (υj)j∈N ∈ φ vérifiant

lim
j→+∞

υj = υ dans K, et, lim sup
j→+∞

[Λυj, υj − υ] ≤ 0. (3.46)

Proposition 3.2 Le sous-espace vectoriel K et le semi groupe S vérifient

l’inclusion suivante

S(h)K ⊂ K, ∀h ≥ 0.

Preuve. On a S(h)K = {ϕ telle que ∃y ∈ K vérifiant ϕ = S(h)y}.
Si h = 0, l’inclusion est évidente puisque S(0) = Id.

Si h > 0, on a ϕ ∈ S(h)K c-à-d, il existe y ∈ K tel que avec (3.40) on ait

ϕ(t) = S(h)y(t) =

{
0 si t < h,

y(t− h) si t ≥ h.

On donne l’ensemble suivant

Ey = {t ∈ [0, T ]; y(t) 6∈ V0.div},
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|Ey| := mesure(Ey) = 0 (car y ∈ K = L2(0, T ;V0.div)).

Maintenant, on montre que

ϕ(t) ∈ V0.div p.p t ∈ [0, T ],

c-à-d on montre que

|Eϕ| = |{t ∈ [0, T ]; ϕ 6∈ V0.div}| = 0.

On a

Eϕ = {t ∈ [h, T ]; ϕ(t) = y(t− h) 6∈ V0.div}
= {t′ ∈ [0, T − h]; y(t′) 6∈ V0.div}
= Ey ∩ [0, T − h],

donc |Eϕ| = |Ey ∩ [0, T − h]| ≤ |Ey| = 0, alors

|Eϕ| = 0,

d’où, le résultat.

D’autre part, on a
∫ T

0

‖ϕ(t)‖2V0.div dt =

∫ T

h

‖y(t− h)‖2V0.div dt

=

∫ T−h

0

‖y(t′)‖2V0.div dt
′

≤
∫ T

0

‖y(t′)‖2V0.div dt
′ = ‖y‖2K,

comme y ∈ K donc ϕ ∈ K. On déduit que

S(h)K ⊂ K, ∀h ≥ 0.

D’après le théorème 9.1 [56] page 270, la propriété (3.46) est donc vérifiée.

On fait un raisonnement analogue à celui du théorème 9.2 de [56], mais la

différence dans ce travail est que l’inéquation variationnelle "faible" (3.38)

contient la fonction convexe J due à la condition aux limites de type frotte-

ment de Tresca sur ω.
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Théorème 3.1 On suppose que les hypothèses (3.2), (3.3) sont satisfaites,

alors pour f ∈ L2(0, T ;V ′
0.div), k ∈ L2(0, T ;L2

+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (3.10) et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant

(3.14), il existe υ ∈ K solution de l’inéquation parabolique variationnelle

"faible" (3.38).

Preuve. On approche le problème variationnel parabolique "faible" (P0) par

une suite de problèmes variationnels elliptiques.

Pour cela, on approche la dérivée en temps comme dans (3.39) et on considère

la suite de problèmes variationnels elliptiques dépendant du paramètre h > 0

suivante :

Trouver υh ∈ K telle que, pour tout ϕ ∈ K
[I − S(h)

h
υh, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ− υh] + J(ϕ)− J(υh) ≥ [f, ϕ− υh]. (3.47)

La fonctionnelle J est convexe et propre.

La fonctionnelle J est lipschitzienne. En effet, soient u, v deux éléments de

K, on a

|J(u)− J(v)| =
∣∣∣
∫ T

0

∫

ω

k(|u− s̃| − |v − s̃|) dx′ dt
∣∣∣

≤
∫ T

0

∫

ω

|k||u− v| dx′ dt.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps, on trouve

|J(u)− J(v)| ≤ ‖k‖L2(0,T ;L2(ω))‖u− v‖L2(0,T ;L2(ω)).

En utilisant la continuité de l’application trace de H1(Ω) dans L2(∂Ω) on

obtient

∃γ > 0, ‖u‖L2(0,T ;L2(ω)) ≤ γ‖u‖K, (3.48)

donc

|J(u)− J(v)| ≤ γ‖k‖L2(0,T ;L2(ω))‖u− v‖K, (3.49)

ce qui montre que J est lipschitzienne. Alors elle est continue donc elle est

semi-continue inférieurement sur K.

Définissons l’opérateur B de K → K′ par

υ 7→ I − S(h)

h
υ +Aυ = Bυ.
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L’opérateur B est pseudo-monotone. En effet, d’après le lemme 3.2 et la

proposition 2.5 [56] page 179 l’opérateur A est pseudo-monotone.

Pour montrer
I − S(h)

h
est hémicontinu, on doit montrer que, pour tout

u, v, w ∈ K, la fonction

α2 : λ 7→ α2(λ) =
[I − S(h)

h
(u+ λυ), w

]

est continue sur R.

Soit (λn)n≥0 une suite convergente vers λ dans R, alors

α2(λn) =
[I − S(h)

h
(u+ λnυ), w

]
=
[I − S(h)

h
u, w

]
+ λn

[I − S(h)

h
υ, w

]
,

converge vers α2(λ). On déduit donc que l’opérateur
I − S(h)

h
est hémicon-

tinu. Pour la monotonie de
I − S(h)

h
, il faut montrer que pour tout u, υ ∈ K

[I − S(h)

h
u− I − S(h)

h
υ, u− υ

]
≥ 0. (3.50)

Comme S est une contraction dans H, on a

[I − S(h)

h
u, u
]
=

∫ T

0

∫

Ω

(I − S(h)

h
u
)
· u dx dt ≥ 0, (3.51)

et puisque l’opérateur
I − S(h)

h
est linéaire on déduit que

I − S(h)

h
est mo-

notone.

De plus l’opérateur
I − S(h)

h
est borné. En effet, on a

∣∣∣
[I − S(h)

h
u, v
]∣∣∣ =

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(I − S(h)

h
u
)
· v dx dt

∣∣∣

≤
∫ T

0

∫

Ω

∣∣∣I − S(h)

h
u
∣∣∣|v| dx dt

≤ 1

h

∫ T

0

∫

Ω

(|u|+ |S(h)u|)|v| dx dt

≤ 1

h

(∫ T

0

∫

Ω

|u||v| dx dt+
∫ T

0

∫

Ω

|S(h)u||v| dx dt
)
,

en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient
∣∣∣
[I − S(h)

h
u, v
]∣∣∣ ≤ 1

h

(
‖u‖H‖v‖H + ‖S(h)u‖H‖v‖H

)
,
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de (3.42) on obtient

∣∣∣
[I − S(h)

h
u, v
]∣∣∣ ≤ 2

h
C2
i ‖u‖K‖v‖K,

où Ci désigne la constante de l’injection continue de K dans H.

Donc,

sup
v 6=0

∣∣∣
[
I−S(h)

h
u, v
]∣∣∣

‖v‖K
≤ 2

h
C2
i ‖u‖K,

d’où
∥∥∥I − S(h)

h
u
∥∥∥
K′

≤ Ch‖u‖K, (3.52)

où Ch =
2

h
C2
i . D’où le résultat.

Comme A est pseudo-monotone,
I − S(h)

h
monotone, hémicontinu et borné

d’après la remarque 2.12 [56] page 189, on en déduit que l’opérateur B est

pseudo-monotone.

On réécrit l’inéquation variationnelle (3.47) comme suit
[
Bυh, ϕ− υh

]
+ J(ϕ)− J(υh) ≥ [f, ϕ− υh], ∀ϕ ∈ K. (3.53)

Pour appliquer le théorème de la monotonie [56] page 251, il reste à montrer

que B est coercif c-à-d

∃υ∗ ∈ K tel que J(υ∗) <∞,

et

lim
‖υ‖K→+∞

[Bυ, υ − υ∗] + J(υ)

‖υ‖K
= +∞.

Or

[Bυ, υ − υ∗] + J(υ) = [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

+
[I − S(h)

h
(υ − υ∗), (υ − υ∗)

]

+
[I − S(h)

h
υ∗, (υ − υ∗)

]

≥ [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

−
[I − S(h)

h
υ∗, (υ∗ − υ)

]
.
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De (3.52) on trouve

[Bυ, υ − υ∗] + J(υ) ≥ [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

−
∥∥∥I − S(h)

h
υ∗

∥∥∥
K′

‖υ∗ − υ‖K
≥ [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

− Ch‖υ∗‖K‖υ∗ − υ‖K
≥ [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

− Ch‖υ∗‖K(‖υ∗‖K + ‖υ‖K).

L’opérateur A est coercif c-à-d

∃υ∗ ∈ K tel que J(υ∗) <∞,

et

lim
‖υ‖K→+∞

[Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

‖υ‖K
= +∞.

En effet,

[Aυ, υ − υ∗] = 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ − υ∗)|2 dx dt

+ 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)D(υ∗ + υ0ξ) : D(υ − υ∗) dx dt.

Pour υ ∈ K, de la positivité de la fonction J , (3.2) et (3.33), on obtient

[Aυ, υ − υ∗] + J(υ) ≥ 2µ0

∫ T

0

∫

Ω

|D(υ − υ∗)|2 dx dt

− 2µ1(‖υ∗‖K + c
√
T‖υ0‖1.2)‖υ∗ − υ‖K.

En utilisant l’inégalité de Korn, il existe C1 > 0 telle que

|u|1.2 ≥ C1‖u‖1.2, ∀u ∈ VΓ1 , (3.54)

où

|u|21.2 =
∫

Ω

|D(u)|2 dx.
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On trouve

[Aυ, υ − υ∗] + J(υ) ≥ 2C2
1µ0

∫ T

0

‖υ − υ∗‖21.2 dt− c′‖υ∗ − υ‖K

= 2C2
1µ0‖υ − υ∗‖2K − c′‖υ∗ − υ‖K

≥ 2C2
1µ0‖υ − υ∗‖2K − c′(‖υ∗‖K + ‖υ‖K),

où c′ = 2µ1(‖υ∗‖K + c
√
T‖υ0‖1.2). Avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz

2C2
1µ0‖υ − υ∗‖2K ≥ 2C2

1µ0(‖υ‖2K − 2‖υ‖K‖υ∗‖K + ‖υ∗‖2K),

d’où

[Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

‖υ‖K

≥ 2C2
1µ0

‖υ‖2K − 2‖υ‖K‖υ∗‖K + ‖υ∗‖2K
‖υ‖K

− c′(‖υ∗‖K + ‖υ‖K)
‖υ‖K

.

(3.55)

Ainsi

lim
‖υ‖K→+∞

[Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

‖υ‖K
= +∞.

Ce qui montre que A est coercif. Donc

lim
‖υ‖K→+∞

[Bυ, υ − υ∗] + J(υ)

‖υ‖K
= +∞. (3.56)

Par application du Théorème 8.5 [56] page 251, on conclut que (3.47) a au

moins une solution υh dans K.

Il en résulte que la suite (υh)h>0 est bornée dans K. En effet, on prend ϕ = 0

dans (3.47) on obtient

[I − S(h)

h
υh,−υh

]
+ [Aυh,−υh] + J(0)− J(υh) ≥ [f,−υh].

Avec (3.51) et la positivité de la fonction J

[Aυh, υh] ≤ [f, υh] + J(0). (3.57)
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En utilisant (3.2) et l’inégalité de Korn (3.54) on obtient

a(θ; υh, υh) =

∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)D(υh + υ0ξ) : D(υh) dx

=

∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)|D(υh)|2 dx

+

∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)D(υ0ξ) : D(υh) dx

≥ 2C2
1µ0‖υh‖21.2 +

∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)D(υ0ξ) : D(υh) dx.

Avec (3.2) on a
∣∣∣
∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)D(υ0ξ) : D(υh) dx
∣∣∣

=

∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)|dij(υ0ξ)dij(υh)| dx

≤ 2µ1

∫

Ω

|dij(υ0ξ)dij(υh)| dx.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski on obtient
∣∣∣
∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)D(υ0ξ) : D(υh) dx
∣∣∣

≤ 2µ1

∫

Ω

( 3∑

i,j=1

|dij(υ0ξ)|2
) 1

2
( 3∑

i,j=1

|dij(υh)|2
) 1

2
dx

≤ 2µ1

∫

Ω

( 3∑

i,j=1

|∂j((υ0)iξ)|2
) 1

2
( 3∑

i,j=1

|∂j(υh)i|2
) 1

2
dx

≤ 2µ1

(∫

Ω

|∇υ0ξ|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|∇υh|2 dx
) 1

2

≤ 2µ1‖υ0ξ‖1.2‖υh‖1.2,

d’où

a(θ; υh, υh) ≥ 2C2
1µ0‖υh‖21.2 − 2µ1‖υ0ξ‖1.2‖υh‖1.2.

En utilisant l’inégalité de Young :

αβ ≤ δ

2
α2 +

1

2δ
β2, ∀α, β ∈ R, ∀δ > 0, (3.58)
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on obtient

µ1‖υ0ξ‖1.2‖υh‖1.2 ≤
C2

1µ0

2
‖υh‖21.2 +

µ2
1

2C2
1µ0

‖υ0ξ‖21.2,

d’où

a(θ; υh, υh) ≥ C2
1µ0‖υh‖21.2 −

µ2
1

C2
1µ0

‖υ0ξ‖21.2. (3.59)

Donc

[Aυh, υh] =

∫ T

0

a(θ; υh, υh) dt

≥ C2
1µ0‖υh‖2K − µ2

1

C2
1µ0

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt.
(3.60)

D’autre part,

|[f, υh]| ≤ ‖f‖K′‖υh‖K

≤ 1

2C2
1µ0

‖f‖2K′ +
C2

1µ0

2
‖υh‖2K,

en remplaçant ces termes dans (3.57) on obtient

1

2
C2

1µ0‖υh‖2K ≤ 1

2C2
1µ0

‖f‖2K′ +
µ2
1

C2
1µ0

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt+ J(0),

d’où

‖υh‖2K ≤ C, (3.61)

où

C =
1

C4
1µ

2
0

[
‖f‖2K′ + 2µ2

1‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt+ 2C2
1µ0J(0)

]
,

ce qui montre que la suite (υh)h>0 est bornée dans K.

On en déduit qu’il existe une sous-suite notée encore (υh)h>0 telle que, lorsque

h→ 0 on ait :

υh ⇀ υ dans K faible, (3.62)

et comme A est borné, on a

Aυh ⇀ χ dans K′ faible. (3.63)
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Comme υh est solution de (3.47) on obtient

[I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ− υh] + J(ϕ)− J(υh)− [f, ϕ− υh]

=
[I − S(h)

h
υh, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ− υh] + J(ϕ)− J(υh)− [f, ϕ− υh]

+
[I − S(h)

h
(ϕ− υh), ϕ− υh

]
≥
[I − S(h)

h
(ϕ− υh), ϕ− υh

]
,

d’où avec (3.51)

[I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ− υh] + J(ϕ)− J(υh) ≥ [f, ϕ− υh],

∀ϕ ∈ K.
(3.64)

On en déduit de (3.64) et (3.39), en prenant ϕ ∈ φ, et en utilisant les conver-

gences faibles (3.62) et (3.63) que

lim sup
h→0

[Aυh, υh] ≤ lim sup
h→0

([I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ] + J(ϕ)

− J(υh)− [f, ϕ− υh]
)
,

d’où

lim sup
h→0

[Aυh, υh] ≤ lim sup
h→0

([I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

])
+ lim sup

h→0
[Aυh, ϕ] + J(ϕ)

− lim inf
h→0

J(υh)− lim inf
h→0

[f, ϕ− υh]

≤ [Λϕ, ϕ− υ] + [χ, ϕ] + J(ϕ)− lim inf
h→0

J(υh)− [f, ϕ− υ].

Comme la fonctionnelle J est semi-continue inférieurement et convexe pour

la topologie forte, alors, d’après le corollaire III.8 [21] page 38, elle est semi-

continue inférieurement pour la topologie faible c-à-d,

lim inf
h→0

J(υh) ≥ J(υ), (3.65)

donc,

lim sup
h→0

[Aυh, υh] ≤ [Λϕ, ϕ− υ] + [χ, ϕ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ], (3.66)

d’où

lim sup
h→0

[Aυh, υh − υ] ≤ [Λϕ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) + [χ− f, ϕ− υ]. (3.67)
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Or, comme υ ∈ K, il existe une suite régularisante (υj)j∈N qui vérifie (3.46).

En posant la suite (υj)j∈N à la place ϕ dans (3.67), on obtient

lim sup
h→0

[Aυh, υh−υ] ≤ [Λυj, υj−υ]+J(υj)−J(υ)+ [χ− f, υj−υ] ∀j ∈ N.

Avec (3.46) et la continuité de la fonctionnelle J on a

lim sup
h→0

[Aυh, υh − υ] ≤ 0.

Comme A est pseudo-monotone on obtient

lim inf
h→0

[Aυh, υh − ϕ] ≥ [Aυ, υ − ϕ], ∀ϕ ∈ K. (3.68)

Mais d’après (3.64) on a

[Aυ, υ − ϕ] ≤ lim inf
h→0

[Aυh, υh − ϕ]

≤ lim inf
h→0

([I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ J(ϕ)

− J(υh)− [f, ϕ− υh]
)

≤ lim sup
h→0

([I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ J(ϕ)

− J(υh)− [f, ϕ− υh]
)
,

d’où

[Aυ, υ − ϕ] ≤ lim sup
h→0

[I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ J(ϕ)

− lim inf
h→0

J(υh)− lim inf
h→0

[f, ϕ− υh].

Avec (3.39), (3.65), et la convergence faible (3.62)

[Aυ, υ − ϕ] ≤ [Λϕ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ],

d’où

[Λϕ, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ], ∀ϕ ∈ φ,

ce qui montre que υ vérifie (3.38).
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3.6 Résultat d’existence et d’unicité pour le pro-

blème 3.2

Dans cette section on va montrer l’existence et l’unicité d’une solution

forte au sens (3.23), (3.30).

3.6.1 Résultat d’existence

Théorème 3.2 Sous les hypothèses du Théorème 3.1, le problème 3.2 admet

au moins une solution.

Preuve. On prend ϕ = υh ± ψ̃ζ ∈ K avec ψ̃ ∈ V0.div et ζ ∈ D(0, T ) dans

(3.47) on obtient

[I − S(h)

h
υh,±ψ̃ζ

]
+ [Aυh,±ψ̃ζ] + J(υh ± ψ̃ζ)− J(υh) ≥ [f,±ψ̃ζ].(3.69)

Avec la première inégalité on a

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
≥ [f, ψ̃ζ]− [Aυh, ψ̃ζ]− J(υh + ψ̃ζ) + J(υh).

En utilisant (3.49)

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
≥ −(‖f‖K′ + ‖Aυh‖K′ + γ‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ψ̃ζ‖K. (3.70)

De la deuxième inégalité on a

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
≤ [f, ψ̃ζ]− [Aυh, ψ̃ζ] + J(υh − ψ̃ζ)− J(υh),

et avec (3.49)

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
≤ (‖f‖K′ + ‖Aυh‖K′ + γ‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ψ̃ζ‖K. (3.71)

D’après (3.70), (3.71) on a

∣∣∣
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]∣∣∣ ≤ (‖f‖K′ + ‖Aυh‖K′ + γ‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ψ̃ζ‖K.

Rappelons que l’opérateur A est borné et (υh)h>0 est bornée dans K, donc

∣∣∣
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]∣∣∣ ≤ C‖ψ̃ζ‖K, (3.72)
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où C est indépendant de h.

D’autre part,

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
=

∫ T

0

∫

Ω

((I − S(h)

h
υh(t)

)
· ψ̃
)
ζ(t) dx dt

=
1

h

(∫ T

0

∫

Ω

(υh(t) · ψ̃)ζ(t) dx dt−
∫ T

h

∫

Ω

(υh(t− h) · ψ̃)ζ(t) dx dt
)

=
1

h

(∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ(t′) dx dt′ −

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ(t′ + h) dx dt′

)

=
1

h

(∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)

(
ζ(t′)− ζ(t′ + h)

)
dx dt′

+

∫ T

T−h

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ(t′) dx dt′

)
.

Comme ζ ∈ D(0, T ) on a supp(ζ) compact inclus dans ]0, T [ c-à-d, il existe

[a, b] ⊂]0, T [ tel que

ζ(t) = 0 ∀t /∈ [a, b].

Donc pour tout h ∈]0, T − b[ on a

ζ(t) = 0 ∀t ∈ [T − h, T ], (3.73)

De (3.73) on obtient

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
=

1

h

(∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)

(
ζ(t′)− ζ(t′ + h)

)
dx dt′

)
.

D’après la formule de Taylor on a

ζ(t′ + h)− ζ(t′) = hζ ′(t′) +
h2

2
ζ ′′(t′ + ct′h), 0 ≤ ct′ ≤ 1,

d’où
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
= −1

h

(∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)

(
hζ ′(t′)

+
h2

2
ζ ′′(t′ + ct′h)

)
dx dt′

)

= −
(∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

+
h

2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′
)
,
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donc,
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
= −

(∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

−
∫ T

T−h

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

+
h

2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′
)
.

En utilisant (3.73), on obtient

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
= −

(∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

+
h

2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′
)
.

(3.74)

On a
∣∣∣h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′
∣∣∣

≤ h

2

∫ T

0

∫

Ω

|υh(t′)||ψ̃||ζ ′′(t′ + ct′h)| dx dt′

≤ h

2
C0

∫ T

0

∫

Ω

|υh(t′)||ψ̃| dx dt′,

où C0 = ‖ζ ′′‖C([0,T ]).

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient
∣∣∣h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ch) dx dt′

∣∣∣ ≤ h

2
C0

√
T‖υh‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ψ̃‖L

2(Ω).

Comme l’injection de K dans L2(0, T ;L2(Ω)) est continue et la suite (υh)h>0

est bornée dans K on a
∣∣∣h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ch) dx dt′

∣∣∣ ≤ C∗h, (3.75)

où C∗ est indépendant de h.

De (3.74)
∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ = −

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]

−h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′.
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Donc,

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

∣∣∣ ≤
∣∣∣
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]∣∣∣

+
∣∣∣h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′
∣∣∣,

d’après (3.72) et (3.75) on a

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

∣∣∣ ≤ C‖ψ̃ζ‖K + C∗h.

On passe à la limite quand h→ 0, on obtient

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(υ(t′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′
∣∣∣ ≤ C‖ψ̃ζ‖K, (3.76)

d’où υ′ est dans K′ et

‖υ′‖K′ ≤ C. (3.77)

D’autre part, pour tout ϕ ∈ φ on a

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ]

= [ϕ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ]

−
∫ T

0

< ϕ′ − υ′, ϕ− υ >V ′

0.div ,V0.div
dt,

(3.78)

or

−
∫ T

0

< ϕ′ − υ′, ϕ− υ >V ′

0.div ,V0.div
dt = −1

2

∫ T

0

∂

∂t
‖ϕ− υ‖2

L2(Ω) dt

= −1

2
‖ϕ(T )− υ(T )‖2

L2(Ω) +
1

2
‖ϕ(0)− υ(0)‖2

L2(Ω)

≥ −1

2
‖ϕ(T )− υ(T )‖2

L2(Ω), ∀ϕ ∈ φ,

(3.79)

de (3.38) et (3.79),

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ] ≥ −1

2
‖ϕ(T )− υ(T )‖2

L2(Ω).

Si ϕ(T ) = υ(T ) on a bien

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ].
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Soit ϕ ∈ φ, on modifie ϕ avec

ϕǫ = ϕXǫ + υ(1−Xǫ),

où Xǫ ∈ C∞([0, T ];R) tel que

Xǫ =

{
1 si t ∈ [0, T − ǫ],

0 si t ∈ [T − ǫ
2
, T ],

et Xǫ(t) ∈ [0, 1] si t ∈ [T − ǫ, T − ǫ
2
].

On a ϕǫ ∈ K, ϕ′
ǫ ∈ K′ (car ϕ′

ǫ = ϕ′Xǫ + ϕX ′
ǫ + υ′(1− Xǫ)− υX ′

ǫ), et ϕǫ(0) =

ϕ(0) = 0 d’où ϕǫ ∈ φ.

Comme ϕǫ(T ) = υ(T ), on a

[υ′, ϕǫ−υ]+ [Aυ, ϕǫ−υ]+J(ϕǫ)−J(υ) ≥ [f, ϕǫ−υ], ∀ǫ ∈
(
0,
T

2

)
, (3.80)

d’autre part, on a

‖ϕǫ − ϕ‖2K =

∫ T

0

‖ϕǫ − ϕ‖2V0.div dt

=

∫ T

0

(1−Xǫ)
2‖υ − ϕ‖2V0.div dt.

La fonction Fǫ = (1−Xǫ)
2‖υ − ϕ‖2V0.div ∈ L1(0, T ), et vérifie

|Fǫ(t)| ≤ ‖υ − ϕ‖2V0.div(t), ∀t ∈ [0, T ]

(car |1 − Xǫ| ≤ 1) où ‖υ − ϕ‖2V0.div ∈ L1(0, T ), de plus pour presque tout

t ∈ [0, T ] on a Fǫ → 0 lorsque ǫ → 0. Avec le théorème de la convergence

dominée, on a ϕǫ → ϕ dans K fort. On peut donc passer à la limite dans

(3.80) on obtient

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ], ∀ϕ ∈ φ.

D’après (3.46) φ est dense dans K donc on a

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ], ∀ϕ ∈ K. (3.81)

Donc il reste seulement à montrer que υ(0) = 0, on sait déjà que υ ∈ K,

υ′ ∈ K′ donc υ ∈ C([0, T ];H) ⊂ C([0, T ];L2(Ω)).
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On choisit ϕ = υh ± ψ̃ζ ∈ K avec ψ̃ ∈ H1
0.div et ζ ∈ L2(0, T ) dans (3.47) et

J(υh ± ψ̃ζ) = J(υh), on obtient

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
+ [Aυh, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ]. (3.82)

Pour ζ ∈ C∞([0, T ]), avec ζ = 0 sur [b, T ] tel que 0 < b < T on utilise (3.74)

on obtient

−
∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ − h

2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′

+[Aυh, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ],

on passe à la limite quand h→ 0 et en utilisant (3.75), on trouve

−
∫ T

0

∫

Ω

(υ(t′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ + [χ, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ]. (3.83)

On utilise (3.81) avec ϕ = υ ± ψ̃ζ ∈ K où ψ̃ ∈ H1
0.div et ζ ∈ C∞([0, T ]), avec

ζ = 0 sur [b, T ] tel que 0 < b < T on obtient

[υ′, ψ̃ζ] + [Aυ, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ], (3.84)

de (3.83), (3.84) on a

[χ, ψ̃ζ] = [Aυ, ψ̃ζ] ∀ψ̃ ∈ H1
0.div, ∀ζ ∈ D(0, T ),

puisque χ − Aυ ∈ K′ = L2(0, T ;V ′
0.div) ⊂ L2(0, T ; (H1

0.div)
′) (car H1

0.div ⊂
V0.div), on a

[χ−Aυ, ψ̃ζ] = 0 ∀ψ̃ ∈ H1
0.div, ∀ζ ∈ D(0, T ), (3.85)

on a D(0, T )⊗H1
0.div est dense dans L2(0, T ;H1

0.div), d’où

χ = Aυ dans L2(0, T ; (H1
0.div)

′).

De (3.83), on tire

−
∫ T

0

∫

Ω

(υ(t′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ + [Aυ, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ], ∀ψ̃ ∈ H1
0.div,

∀ζ ∈ C∞([0, T ]), ζ = 0 sur [b, T ] tel que 0 < b < T,
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et avec (3.84) on obtient

−
∫ T

0

∫

Ω

(υ(t′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ = [υ′, ψ̃ζ], ∀ψ̃ ∈ H1
0.div, ∀ζ ∈ C∞([0, T ]),

ζ = 0 sur [b, T ] tel que 0 < b < T.

Par une intégration par parties on trouve
∫

Ω

(υ(T ) · ψ̃)ζ(T ) dx−
∫

Ω

(υ(0) · ψ̃)ζ(0) dx = 0,

comme ζ(T ) = 0 on a
∫

Ω

υ(0) · ψ̃ dx = 0, ∀ψ̃ ∈ H1
0.div. (3.86)

Comme H1
0.div est dense dans H (cf corollaire 2.5 et le théorème 2.8 chap I

[46]) alors pour tout υ(0) ∈ H, il existe (ψ̃j)j∈N ∈ H1
0.div telle que

lim
j→+∞

ψ̃j = υ(0) dans H,

en remplaçant ψ̃ par ψ̃j dans (3.86) on obtient
∫

Ω

υ(0) · ψ̃j dx = 0.

Par le passage à la limite quand j → +∞ on trouve
∫

Ω

|υ(0)|2 dx = ‖υ(0)‖2
L
2(Ω) = 0,

d’où

υ(0) = 0.

Ce qui montre que le problème 3.2 admet au moins une solution.

3.6.2 Résultat d’unicité

Théorème 3.3 Sous les hypothèses du Théorème 3.1, la solution du pro-

blème 3.2 est unique.
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Preuve. On suppose que le problème 3.2 admet deux solutions υ1 et υ2.

Donc, elles vérifient les deux inéquations suivantes

[υ′1, ϕ− υ1] + [Aυ1, ϕ− υ1] + J(ϕ)− J(υ1) ≥ [f, ϕ− υ1] ∀ϕ ∈ K, (3.87)

[υ′2, ϕ− υ2] + [Aυ2, ϕ− υ2] + J(ϕ)− J(υ2) ≥ [f, ϕ− υ2] ∀ϕ ∈ K. (3.88)

Fixons t ∈]0, T ], prenons ϕ = υ21[0,t] + υ11]t,T ] dans la première inéquation

et ϕ = υ11[0,t] + υ21]t,T ] dans la deuxième avec

1[0,t] =

{
1 sur [0, t],

0 ailleurs,

puis en additionnant les deux inéquations, on aura :

[υ′1 − υ′2, (υ2 − υ1)1[0,t]] + [Aυ1 −Aυ2, (υ2 − υ1)1[0,t]] ≥ 0,

c-à-d

[υ′1 − υ′2, (υ1 − υ2)1[0,t]] + [Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]] ≤ 0.

D’autre part,

[Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]] =

∫ T

0

(
a(θ; υ1, (υ1 − υ2)1[0,t])

− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)1[0,t]

)
dt̃

=

∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃.

En utilisant le même raisonnement que dans l’étude de la monotonie de A,

on a aussi
∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃

≥
∫ t

0

∫

Ω

(
µ(θ, |D(υ1 + υ0ξ)|)− µ(θ, |D(υ2 + υ0ξ)|)

)

×
(
|D(υ1 + υ0ξ)| − |D(υ2 + υ0ξ)|

)(
|D(υ1 + υ0ξ)|+ |D(υ2 + υ0ξ)|

)
dx dt̃.

Avec (3.3) on a
∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃ ≥ 0,
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d’où

[Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]] ≥ 0.

Donc,
∫ t

0

< υ′1 − υ′2, υ1 − υ2 >V ′

0.div ,V0.div
dt̃ ≤ 0.

D’autre part,
∫ t

0

< υ′1 − υ′2, υ1 − υ2 >V ′

0.div ,V0.div
dt̃ =

1

2

∫ t

0

∂

∂t
‖υ1 − υ2‖2L2(Ω) dt̃

=
1

2

(
‖υ1(t)− υ2(t)‖2L2(Ω) − ‖υ1(0)− υ2(0)‖2L2(Ω)

)
≤ 0,

d’où

‖υ1(t)− υ2(t)‖2L2(Ω) ≤ ‖υ1(0)− υ2(0)‖2L2(Ω).

Or ‖υ1(0)−υ2(0)‖2L2(Ω) = 0, ce qui montre l’unicité de la solution du problème

3.2.

3.7 Recherche de la pression

Dans cette section on étudie l’existence de la pression solution du pro-

blème 3.1.

Lemme 3.3 ([57], [46]) Il existe une application P ∈ L(L2
0(Ω),H

1
0(Ω)) véri-

fiant

div(P (g)) = g, ∀g ∈ L2
0(Ω).

Proposition 3.3 On suppose que les hypothèses (3.2), (3.3) sont satisfaites,

alors pour f ∈ L2(0, T ;V ′
0), k ∈ L2(0, T ;L2

+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈
L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (3.10) et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant (3.14),

il existe une distribution π sur Ω×]0, T [ vérifiant pour tout ϑ̃ ∈ H1
0(Ω)

< f, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

− ∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
− a(θ; υ, ϑ̃) = −(π, div(ϑ̃)), (3.89)

et de plus ∫

Ω

πdx = 0. (3.90)
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Preuve. Soit υ l’unique solution du problème 3.2. En prenant ϕ = υ ± ϑ

pour ϑ variant dans L2(0, T ;H1
0.div) dans l’inéquation variationnelle (3.30),

on obtient l’équation variationelle suivante,
∫ T

0

< υ′, ϑ >V ′

0.div ,V0.div
dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ) dt

=

∫ T

0

< f, ϑ >V ′

0.div ,V0.div
dt.

(3.91)

Soit ϑ̃ ∈ H1
0.div indépendante du temps, pour tout t ∈ [0, T ] on définit

ϑ =

{
ϑ̃ sur [0, t],

0 sinon.

Donc, (3.91) devient
∫ t

0

< υ′, ϑ̃ >V ′

0.div ,V0.div
ds +

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds =

∫ t

0

< f, ϑ̃ >V ′

0.div ,V0.div
ds,

c-à-d,

(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) +

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds =<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >V ′

0.div ,V0.div
.

Considérons la forme linéaire F̃ (t) définie sur V0 par

F̃ (t)(ϑ̃) =<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds ∀ϑ̃ ∈ V0.

De (3.32) on a

∣∣∣
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds
∣∣∣ ≤ 2µ1

(
‖υ‖L2(0,T ;V0) + c

√
t‖υ0‖1.2

)
‖ϑ‖L2(0,T ;V0).

Comme

‖ϑ‖L2(0,T ;V0) =
√
t‖ϑ̃‖1.2,

on obtient
∣∣∣
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds
∣∣∣ ≤ 2µ1

(√
t‖υ‖L2(0,T ;V0) + ct‖υ0‖1.2

)
‖ϑ̃‖1.2. (3.92)

Montrons que F̃ (t) est continue sur V0. Pour tout ϑ̃ ∈ V0 on a

|F̃ (t)(ϑ̃)| ≤
∣∣∣ <

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

∣∣∣+ |(υ(t), ϑ̃)L2(Ω)|+
∣∣∣
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds
∣∣∣,
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de (3.92), en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz en espace on trouve

|F̃ (t)(ϑ̃)| ≤
∥∥∥
∫ t

0

f ds
∥∥∥
V ′
0

‖ϑ̃‖1.2 + ‖υ(t)‖L
2(Ω)‖ϑ̃‖L

2(Ω)

+ 2µ1

(√
t‖υ‖L2(0,T ;V0) + ct‖υ0‖1.2

)
‖ϑ̃‖1.2.

D’après l’injection continue de V0 dans L2(Ω) on obtient

|F̃ (t)(ϑ̃)| ≤ C‖ϑ̃‖1.2,

ce qui montre que F̃ (t) est continue sur V0. Remarquons que

F̃ (t)(ϑ̃) = 0 ∀ϑ̃ ∈ H1
0.div.

En utilisant la propositions I.1.1 et la proposition I.1.2 (voir [78] page 14), on

obtient pour chaque t ∈ [0, T ], l’existence et l’unicité (à une constante près)

d’une fonction π̃(t) ∈ L2(Ω) telle que

F̃ (t) = ∇π̃(t). (3.93)

D’après la remarque I.1.4 (voir [78] page 15), l’opérateur gradient est un

isomorphisme (linéaire, bijective et bicontinue) de L2
0(Ω) dans H−1(Ω).

De (3.93), on conclut que ∇π̃ ∈ C([0, T ];H−1(Ω)), et

π̃ ∈ C([0, T ];L2
0(Ω)).

Donc

F̃ (t)(ϑ̃) =< ∇π̃(t), ϑ̃ >H
−1(Ω),H1

0(Ω) ∀ϑ̃ ∈ H1
0(Ω).

De plus

F̃ (t)(ϑ̃) =< ∇π̃(t), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) ∀ϑ̃ ∈ D(Ω)) = (D(Ω))3. (3.94)

Pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω) = (D(Ω))3, en utilisant la formule de Green dans (3.94)

on obtient

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).
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Par la densité de D(Ω) dans H1
0(Ω) on a aussi pour tout ϑ̃ ∈ H1

0(Ω)

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).

En dérivant l’équation ci-dessus par rapport à t au sens des distributions, et

en posant

π =
∂π̃

∂t
, (3.95)

on obtient (3.89).

Avec (3.95) on a ∫

Ω

πdx =

∫

Ω

∂π̃

∂t
dx,

comme π̃ ∈ C([0, T ];L2
0(Ω)) on a (3.90).

Lemme 3.4 On a π ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)).

Preuve. Multiplions (3.89) par ξ∗ ∈ D(0, T ) et intégrons entre 0 et T on

obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ξ∗ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ξ∗) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃))ξ∗ dt

=

∫ T

0

< f, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

ξ∗ dt.

(3.96)

Considérons ̟ ∈ L2
0(Ω) et

ϑ̃ = P (̟),

où P est l’opérateur linéaire continu de L2
0(Ω) dans H1

0 (Ω) défini dans le

lemme 3.3. On obtient que

div(ϑ̃) = ̟.

En prenant ϑ̃ξ∗ = η dans (3.96), on obtient

∫ T

0

(π,̟)ξ∗ dt =

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)L2(Ω)ξ

∗ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, η) dt

−
∫ T

0

< f, η >V ′
0 ,V0

dt.

(3.97)
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Pour tout ξ∗ ∈ D(0, T ) on a
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)L2(Ω)ξ

∗ dt = −
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)(ξ
∗)′ dt,

d’où
∫ T

0

∂

∂t
(υ, η)L2(Ω) dt = −

∫ T

0

(υ, η′)L2(Ω) dt. (3.98)

Avec (3.32) on a

∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υ, η) dt
∣∣∣ ≤ 2µ1(

√
T‖υ‖L2(0,T ;V0)

+Tc‖υ0‖1.2)‖η‖L∞(0,T ;V0).

(3.99)

De (3.97) et en utilisant (3.98), (3.99) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ξ∗ dt
∣∣∣ ≤ ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η′‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ 2µ1(
√
T‖υ‖L2(0,T ;V0) + Tc‖υ0‖1.2)‖η‖L∞(0,T ;V0)

+
√
T‖f‖L2(0,T ;V ′

0)
‖η‖L∞(0,T ;V0),

d’où
∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ξ∗ dt
∣∣∣ ≤ ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η′‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ 2µ1(
√
T‖υ‖L2(0,T ;V0) + Tc‖υ0‖1.2)‖η‖L∞(0,T ;H1

0(Ω))

+
√
T‖f‖L2(0,T ;V ′

0)
‖η‖L∞(0,T ;H1

0(Ω)).

En utilisant la continuité de l’application P et l’injection continue deH1(0, T )

dans L∞(0, T ) (voir [21] page 129) on obtient

‖η‖L∞(0,T ;H1
0(Ω)) = ‖ξ∗‖L∞(0,T )‖P̟‖H

1
0(Ω) ≤ C7‖̟ξ∗‖H1(0,T ;L2(Ω)). (3.100)

Donc, pour tout ̟ ∈ L2
0(Ω), ξ

∗ ∈ D(0, T ) on a

∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ξ∗ dt
∣∣∣ ≤ C8‖̟ξ∗‖H1(0,T ;L2(Ω)). (3.101)

D’autre part, pour tout ̟∗ ∈ L2(Ω), on peut appliquer (3.101) en prenant

̟ = ̟∗ − 1

mesΩ

∫

Ω

̟∗ dx,
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car on a ̟ ∈ L2
0(Ω).

D’autre part, en utilisant (3.90) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(π, (̟∗ − 1

mesΩ

∫

Ω

̟∗ dx))ξ∗ dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

(π,̟∗)ξ∗ dt− 1

mesΩ

∫ T

0

(∫

Ω

π dx

)(∫

Ω

̟∗ dx

)
ξ∗ dt

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

(π,̟∗)ξ∗ dt
∣∣∣.

Remarquons

‖̟‖L2(Ω) ≤ ‖̟∗‖L2(Ω),

donc, pour tout ̟∗ ∈ L2(Ω), ξ∗ ∈ D(0, T ) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ξ∗ dt
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ T

0

(π,̟∗)ξ∗ dt
∣∣∣ ≤ C8‖̟∗ξ∗‖H1(0,T ;L2(Ω)).

Alors, de la densité de D(0, T )⊗L2(Ω) dans H1
0 (0, T ;L

2(Ω)) et de (3.90) on

conclut que π ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)). De plus ∇π ∈ H−1(0, T ;E ′(Ω)).

Théorème 3.4 On suppose que les hypothèses (3.2), (3.3) sont satisfaites,

alors pour f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), k ∈ L2(0, T ;L2
+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (3.10) et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant

(3.14), il existe υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;V0.div) avec υ′ ∈ L2(0, T ;V ′
0.div)

et π ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)) solution du problème 3.1.

Preuve. De la proposition 3.3 on a pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω)

< f, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

− ∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
− a(θ; υ, ϑ̃) =< ∇π, ϑ̃ >D

′(Ω),D(Ω) . (3.102)

Pour f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) et comme V0 ⊂ L2(Ω) ⊂ V ′
0 tel que l’injection de

V0 dans L2(Ω) est continue et dense, d’après [78] page 248, on a

< f, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

= (f, ϑ̃)L2(Ω) ∀f ∈ L2(Ω), ∀ϑ̃ ∈ V0,

donc (3.102) devient

(f, ϑ̃)L2(Ω) −
∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
− a(θ; υ, ϑ̃) =< ∇π, ϑ̃ >D

′(Ω),D(Ω) . (3.103)
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D’autre part, on a

a(θ; υ, ϑ̃) =

∫

Ω

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)dij(ϑ̃)dx

=

∫

Ω

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)dij(υ + υ0ξ)∂jϑ̃idx.

Pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω), en utilisant la formule de Green on obtient

a(θ; υ, ϑ̃) = − < div(2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)D(υ + υ0ξ)), ϑ̃ >
D′(Ω),D(Ω)

.

En remplaçant dans (3.103) on obtient pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω)

(f, ϑ̃)L2(Ω) −
∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
= − < div(σ̃), ϑ̃ >D

′(Ω),D(Ω) . (3.104)

Montrons que div(σ̃) ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). En effet, multiplions (3.104) par

χ̂ ∈ D(0, T ) et intégrons de 0 à T on obtient
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

= −
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) χ̂ dt, ∀ϑ̃ ∈ D(Ω).

(3.105)

On a
∣∣∣
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) χ̂ dt

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt

−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt
∣∣∣+
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

∣∣∣.
(3.106)

Pour f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en

espace et en temps on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt
∣∣∣ ≤ ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃χ̂‖L2(0,T ;L2(Ω)),

d’où
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt
∣∣∣ ≤ ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃χ̂‖H1(0,T ;L2(Ω)). (3.107)

D’autre part, on a

∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

∣∣∣ =
∣∣∣−
∫ T

0

(υ, ϑ̃)
L2(Ω)

χ̂′ dt
∣∣∣,
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en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

∣∣∣ ≤ ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃χ̂′‖L2(0,T ;L2(Ω)),

d’où

∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

∣∣∣ ≤ ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃χ̂‖H1(0,T ;L2(Ω)). (3.108)

En remplaçant (3.107), (3.108) dans (3.106) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) χ̂ dt

∣∣∣

≤ (‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω)))‖ϑ̃χ̂‖H1(0,T ;L2(Ω)).

Alors, de la densité de D(0, T ) ⊗ D(Ω) dans H1
0 (0, T ;L

2(Ω)) pour la to-

pologie de H1(0, T ;L2(Ω)) on obtient div(σ̃) ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). Donc

σ̃ ∈ H−1(0, T ;Y). Ainsi (3.105) devient

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

div(σ̃)ϑ̃χ̂ dx dt, ∀ϑ̃ ∈ D(Ω), ∀χ̂ ∈ D(0, T ).

(3.109)

Comme D(Ω) est dense dans L2(Ω) c-à-d il existe ϑ̃n ∈ D(Ω) telle que

lim
n→+∞

ϑ̃n = ϑ̃ dans L2(Ω), (3.110)

en remplaçant ϑ̃ par ϑ̃n dans (3.109) on obtient

∫ T

0

(f, ϑ̃n)L2(Ω)χ̂ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n)

L2(Ω)
χ̂ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

div(σ̃)ϑ̃nχ̂ dx dt.

(3.111)

Pour f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en

espace et en temps on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃n − ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt
∣∣∣ ≤ ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω))‖(ϑ̃n − ϑ̃)χ̂‖L2(0,T ;L2(Ω))

≤ ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω))‖χ̂‖L2(0,T )‖ϑ̃n − ϑ̃‖L
2(Ω),
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en passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (3.110) on obtient
∫ T

0

(f, ϑ̃n)L2(Ω)χ̂ dt→
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt. (3.112)

On a
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n − ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

∣∣∣ =
∣∣∣−
∫ T

0

(υ, ϑ̃n − ϑ̃)
L2(Ω)

χ̂′ dt
∣∣∣,

en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n − ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

∣∣∣ ≤
√
T‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖χ̂′‖L∞(0,T )‖ϑ̃n − ϑ̃‖L

2(Ω),

en passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (3.110) on obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n)

L2(Ω)
χ̂ dt→

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt. (3.113)

On a
∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

div(σ̃)(ϑ̃n − ϑ̃)χ̂ dx dt
∣∣∣

≤ ‖div(σ̃)‖H−1(0,T ;L2(Ω))‖χ̂‖H1
0 (0,T )

‖ϑ̃n − ϑ̃‖L
2(Ω),

en passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (3.110) on obtient
∫ T

0

∫

Ω

div(σ̃)ϑ̃nχ̂ dx dt→
∫ T

0

∫

Ω

div(σ̃)ϑ̃χ̂ dx dt. (3.114)

En passant à la limite quand n → +∞ dans (3.111) avec les convergences

(3.112), (3.113) et (3.114) on obtient
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

div(σ̃)ϑ̃χ̂ dx dt ∀ϑ̃ ∈ L2(Ω), ∀χ̂ ∈ D(0, T ).

(3.115)

Maintenant, en reprenant ϑ̃ ∈ V0 et comme σ̃ ∈ H−1(0, T ;Y), υ ∈
L2(0, T ;V0.div) en utilisant la formule de Green on obtient

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

=

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂jϑ̃iχ̂ dx dt−
∫ T

0

∫

∂Ω

σ̃ijnj(ϑ̃iχ̂) dY dt.

(3.116)
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Pour tout ϑ̃ ∈ V0 on a ϑ̃i = 0 sur Γ1 ∪ ΓL alors
∫ T

0

∫

∂Ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dY dt =

∫ T

0

∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dx
′ dt.

En utilisant l’égalité σ̃ijnj = σ̃τi + σ̃nni on obtient

∫ T

0

∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dx
′ dt =

∫ T

0

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iχ̂) dx
′ +

∫

ω

σ̃nni(ϑ̃iχ̂) dx
′ dt.

Pour tout ϑ̃ ∈ V0 on a ϑ̃ini = 0 sur ω alors
∫ T

0

∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iχ̂)nj dx
′ dt =

∫ T

0

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iχ̂) dx
′ dt,

et (3.116) devient

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt

=

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂jϑ̃iχ̂ dx dt−
∫ T

0

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iχ̂) dx
′ dt.

On ajoute aux deux membres le terme
∫ T

0

j(t, υ + ϑ̃χ̂) dt−
∫ T

0

j(t, υ) dt on

obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt+

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂jϑ̃iχ̂ dx dt

+

∫ T

0

j(t, υ + ϑ̃χ̂) dt−
∫ T

0

j(t, υ) dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt+ Â(υ, ϑ̃),

(3.117)

où

Â(υ, ϑ̃) =

∫ T

0

(∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iχ̂) dx
′ + j(t, υ + ϑ̃χ̂)− j(t, υ)

)
dt.

En remplaçant σ̃ij par son expression (3.16) dans (3.117) on obtient

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃χ̂) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃))χ̂ dt

+

∫ T

0

j(t, υ + ϑ̃χ̂) dt−
∫ T

0

j(t, υ) dt =

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt+ Â(υ, ϑ̃).

(3.118)
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On a ∫

∂Ω

ϑ̃ · n dY = 0, ∀ϑ̃ ∈ V0,

du lemme 2.2 [46], il existe ϑ̂ ∈ H1(Ω) vérifiant

div(ϑ̂) = 0 dans Ω, ϑ̂ = ϑ̃ sur ∂Ω.

Donc, ϑ̂ ∈ V0.div et on a
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̂)

L2(Ω)
χ̂ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̂χ̂) dt+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̂χ̂)− j(t, υ)

)
dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt+ Â(υ, ϑ̂).

On prend ϕ = υ + ϑ̂χ̂ dans (3.30) on obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̂)

L2(Ω)
χ̂ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̂χ̂) dt+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̂χ̂)− j(t, υ)

)
dt

−
∫ T

0

< f, ϑ̂χ̂ >V ′

0.div ,V0.div
dt ≥ 0.

Comme f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) on a
∫ T

0

< f, ϑ̂χ̂ >V ′

0.div ,V0.div
dt =

∫ T

0

(f, ϑ̂)L2(Ω)χ̂ dt,

donc

Â(υ, ϑ̂) ≥ 0.

Comme Â(υ, ϑ̂) = Â(υ, ϑ̃) car ϑ̂ = ϑ̃ sur ∂Ω on a

Â(υ, ϑ̃) ≥ 0.

Donc (3.118) devient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
χ̂ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃χ̂) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃χ̂)) dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃χ̂)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt,

∀ϑ̃ ∈ V0 ∀χ̂ ∈ D(0, T ),

de plus

υ(0) = 0,

ce qui montre que (υ, π)∈
(
C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;V0.div)

)
×

H−1(0, T ;L2
0(Ω)) est solution du problème 3.1 avec υ′ ∈ L2(0, T ;V ′

0.div).
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3.8 Étude du problème dont la viscosité dé-

pend de la vitesse

On considère désormais que la viscosité dépend à la fois de la température,

de la vitesse et du tenseur des taux de déformations. Plus précisément, on

suppose que µ est définie sur R× R
3 × R+, et vérifie

∃µ0, µ1 ∈ R : 0 < µ0 ≤ µ(u, ṽ, w) ≤ µ1, ∀(u, ṽ, w) ∈ R× R
3 × R+,

(3.119)

la fonction v 7→ µ(., ṽ, .) est continue sur R
3, (3.120)

la fonction w 7→ µ(., ., w) est continue et monotone sur R+. (3.121)

On considère les équations générales de l’écoulement non isotherme d’un

fluide non-Newtonien incompressible et instationnaire dont la viscosité dé-

pend également de la vitesse

∂υ

∂t
− 2div(µ(θ, υ, |D(υ)|)D(υ)) +∇π = f dans Ω×]0, T [,

div(υ) = 0 dans Ω×]0, T [.

Pour compléter la formulation forte du problème, on rajoute les conditions

aux limites (3.8)-(3.12) et la condition initiale (3.13).

La formulation variationnelle du problème est donnée par

Problème 3.3 Soient f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), k ∈ L2(0, T ;L2
+(ω)), µ vérifie

(3.119)-(3.121), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) véri-

fiant (3.10) et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant (3.14). On cherche υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩
L2(0, T ;V0.div) avec υ′ ∈ L2(0, T ;V ′

0.div), et π ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)), vérifiant

l’inéquation variationnelle parabolique suivante

〈 ∂
∂t

(υ, ϑ̃)L2(Ω), χ̂
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

∫ T

0

(
a∗(θ; υ, ϑ̃χ̂)− (π, div(ϑ̃))χ̂

)
dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃χ̂)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)χ̂ dt,

∀ϑ̃ ∈ V0 ∀χ̂ ∈ D(0, T ),

(3.122)

et la condition initiale (3.23),
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où

a∗(θ; ., .) :





V0 × V0 → R

(u, v) 7→ a∗(θ; u, v)

=

∫

Ω

2µ(θ, u+ υ0ξ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(v)dx.

Maintenant, on considère le problème en vitesse suivant

Problème 3.4 Soient f ∈ L2(0, T ;V ′
0.div), k ∈ L2(0, T ;L2

+(ω)), µ vérifie

(3.119)-(3.121), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) véri-

fiant (3.10) et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant (3.14). On cherche υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩
L2(0, T ;V0.div) avec υ′ ∈ L2(0, T ;V ′

0.div) satisfaisant l’inéquation variation-

nelle parabolique suivante

[υ′, ϕ− υ] + [A∗υ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ],

∀ϕ ∈ L2(0, T ;V0.div),
(3.123)

et la condition initiale (3.23),

où

[A∗υ, ϕ] =

∫ T

0

a∗(θ; υ, ϕ) dt.

Théorème 3.5 Sous les hypothèses précédentes, le problème 3.4 admet au

moins une solution.

Preuve. L’existence de solution du problème 3.4 se démontre par l’applica-

tion du théorème de point fixe de Schauder.

Pour tout u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) le problème 3.2 modifié avec a(θ,u; ., .) au lieu

de a(θ; ., .) admet une unique solution υ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;V0.div),

υ′ ∈ L2(0, T ;V ′
0.div) (voir les théorèmes 3.1, 3.2 et 3.3). On a donc

[υ′, ϕ− υ] + [Auυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ],

∀ϕ ∈ L2(0, T ;V0.div),
(3.124)

et la condition initiale (3.23), avec

a(θ,u; u, v) =
∫

Ω

2µ(θ,u + υ0ξ, |D(u+ υ0ξ)|)dij(u+ υ0ξ)dij(v)dx,
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et

[Auu, v] =

∫ T

0

a(θ,u; u, v) dt.

On définit l’application Λ̃ par

Λ̃ : L2(0, T ;L2(Ω)) → L2(0, T ;L2(Ω))

u 7→ υ.

Maintenant, on cherche R > 0 tel que Λ̃(Z) ⊂ Z où

Z = {ϕ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)); ‖ϕ‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ R}.

Soit u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) quelconque, on prend ϕ = 0 dans (3.124) on obtient

[υ′, υ] + [Auυ, υ] ≤ [f, υ] + J(0). (3.125)

Puis on remarque que l’on a

[υ′, υ] =

∫ T

0

< υ′, υ >V ′

0.div ,V0.div
dt =

1

2

∫ T

0

∂

∂t
‖υ‖2

L2(Ω) dt

=
1

2

(
‖υ(T )‖2

L2(Ω) − ‖υ(0)‖2
L2(Ω)

)
,

d’où

[υ′, υ] =
1

2
‖υ(T )‖2

L2(Ω), (3.126)

(car υ(0) = 0 (voir (3.23)). D’autre part on a

[f, υ] ≤ 1

2C2
1µ0

‖f‖2L2(0,T ;V ′

0.div)
+
C2

1µ0

2
‖υ‖2L2(0,T ;V0.div)

, (3.127)

où C1 désigne la constante de Korn.

D’après ce qui précède (cf. (3.60)) on a

[Auυ, υ] =

∫ T

0

a(θ,u; υ, υ) dt ≥ C2
1µ0‖υ‖2L2(0,T ;V0.div)

− µ2
1

C2
1µ0

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt.

En remplaçant ce terme et (3.126), (3.127) dans (3.125) on obtient

1

2
‖υ(T )‖2

L
2(Ω) +

1

2
C2

1µ0‖υ‖2L2(0,T ;V0.div)
≤ 1

2C2
1µ0

‖f‖2L2(0,T ;V ′

0.div)

+
µ2
1

C2
1µ0

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt+ J(0),
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d’où

‖υ‖L2(0,T ;V0.div) ≤
√
C5, (3.128)

où

C5 =
1

C4
1µ

2
0

[
‖f‖2L2(0,T ;V ′

0.div)
+ 2µ2

1‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt+ 2C2
1µ0J(0)

]
.

Or l’injection de L2(0, T ;V0.div) dans L2(0, T ;L2(Ω)) est continue, c-à-d

∃γ1 > 0, ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ γ1‖υ‖L2(0,T ;V0.div), (3.129)

d’où

‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ γ1
√
C5,

c-à-d,

‖Λ̃(u)‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ γ1
√
C5.

Pour assurer que Λ̃(Z) ⊂ Z, il suffit de prendre R = γ1
√
C5.

L’ensemble Z est un convexe fermé de L2(0, T ;L2(Ω)), de plus borné.

Pour montrer que Λ̃(Z) est relativement compact, on doit établir que pour

toute suite (υn)n≥0 de Λ̃(Z) (c-à-d, il existe un ∈ Z tel que υn = Λ̃(un)), on

peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)).

En effet, pour tout ϕ ∈ L2(0, T ;V0.div) on a

[υ′n, ϕ− υn] + [Aun
υn, ϕ− υn] + J(ϕ)− J(υn) ≥ [f, ϕ− υn], (3.130)

donc, d’après ce qui précède (cf. (3.128)) on a

‖υn‖L2(0,T ;V0.div) ≤
√
C5. (3.131)

D’autre part, on prend ϕ = υn ± ϑ∗ζ avec ϑ∗ ∈ V0.div et ζ ∈ D(0, T ) dans

(3.130) on obtient

[υ′n,±ϑ∗ζ] + [Aun
υn,±ϑ∗ζ] + J(υn ± ϑ∗ζ)− J(υn) ≥ [f,±ϑ∗ζ]. (3.132)

Avec la première inégalité on a

[υ′n, ϑ
∗ζ] ≥ [f, ϑ∗ζ]− [Aun

υn, ϑ
∗ζ]− J(υn + ϑ∗ζ) + J(υn).
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En utilisant (3.49)

[υ′n, ϑ
∗ζ] ≥ −(‖f‖L2(0,T ;V ′

0.div)
+ ‖Aun

υn‖L2(0,T ;V ′

0.div)

+γ‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ϑ∗ζ‖L2(0,T ;V0.div).
(3.133)

Avec la deuxième inégalité on a

[υ′n, ϑ
∗ζ] ≤ [f, ϑ∗ζ]− [Aun

υn, ϑ
∗ζ] + J(υn − ϑ∗ζ)− J(υn),

et avec (3.49)

[υ′n, ϑ
∗ζ] ≤ (‖f‖L2(0,T ;V ′

0.div)
+ ‖Aun

υn‖L2(0,T ;V ′

0.div)

+γ‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ϑ∗ζ‖L2(0,T ;V0.div).
(3.134)

D’après (3.133), (3.134) on a

|[υ′n, ϑ∗ζ]| ≤ (‖f‖L2(0,T ;V ′

0.div)
+ ‖Aun

υn‖L2(0,T ;V ′

0.div)

+γ‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ϑ∗ζ‖L2(0,T ;V0.div).

D’après ce que précède (cf (3.34)) on a

‖Aun
υn‖L2(0,T ;V ′

0.div)
≤ 2µ1(‖υn‖L2(0,T ;V0.div) + c

√
T‖υ0‖1.2),

où c > 0 est une constante qui ne dépend que de ξ (relation (3.31)).

De (3.131) on obtient

‖Aun
υn‖L2(0,T ;V ′

0.div)
≤ 2µ1(

√
C5 + c

√
T‖υ0‖1.2). (3.135)

De (3.135) on obtient

|[υ′n, ϑ∗ζ]| ≤ C6‖ϑ∗ζ‖L2(0,T ;V0.div), (3.136)

d’où

‖υ′n‖L2(0,T ;V ′

0.div)
≤ C6. (3.137)

En utilisant le lemme d’Aubin [36] et (3.131), (3.137) avec X0 = V0.div, X =

L2(Ω) et X1 = V ′
0.div on obtient qu’il existe une sous-suite de (υn)n≥0 notée

encore (υn)n≥0 vérifiant

υn → υ fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)), (3.138)
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ce qui montre que Λ̃(Z) est relativement compact.

Reste à montrer que l’application Λ̃ est continue. En effet, soit (un)n≥0 une

suite dans L2(0, T ;L2(Ω)) qui converge vers u. On doit donc montrer que

Λ̃(un) → Λ̃(u) dans L2(0, T ;L2(Ω)).

A (un)n≥0 (resp. u), on associe υn = Λ̃(un) (resp. υ = Λ̃(u)) vérifiant

(3.130) (resp. (3.124)) et la condition initiale (3.23). La suite (υn)n≥0 vérifie

(3.131) et (3.137) donc elle possède des sous-suites fortement convergentes

dans L2(0, T ;L2(Ω)). On considère une telle sous-suite encore notée (υn)n≥0.

Fixons t ∈]0, T ], en utilisant le même raisonnement que dans l’étude de l’uni-

cité de la solution du problème 3.2 on a aussi

[υ′n − υ′, (υn − υ)1[0,t]] + [Aun
υn −Auυ, (υn − υ)1[0,t]] ≤ 0. (3.139)

On a

[υ′n − υ′, (υn − υ)1[0,t]] =

∫ t

0

< υ′n − υ′, υn − υ >V ′

0.div ,V0.div
dt̃

=
1

2

∫ t

0

∂

∂t
‖υn − υ‖2

L2(Ω) dt̃

=
1

2

(
‖υn(t)− υ(t)‖2

L2(Ω) − ‖υn(0)− υ(0)‖2
L2(Ω)

)
,

d’où

[υ′n − υ′, (υn − υ)1[0,t]] =
1

2
‖υn(t)− υ(t)‖2

L2(Ω). (3.140)

(car υn(0) = υ(0) = 0).

D’autre part,

[Aun
υn −Auυ, (υn − υ)1[0,t]] = [Aun

υn −Aun
υ, (υn − υ)1[0,t]]

−[Auυ −Aun
υ, (υn − υ)1[0,t]].

(3.141)

Avec (3.140), (3.141), l’inéquation (3.139) devient

1

2
‖υn(t)− υ(t)‖2

L2(Ω) + [Aun
υn −Aun

υ, (υn − υ)1[0,t]]

≤ [Auυ −Aun
υ, (υn − υ)1[0,t]].

(3.142)
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D’autre part,

[Aun
υn −Aun

υ, (υn − υ)1[0,t]]

=

∫ T

0

(
a(θ,un; υn, (υn − υ)1[0,t])− a(θ,un; υ, (υn − υ)1[0,t]

)
dt̃

=

∫ t

0

(a(θ,un; υn, (υn − υ))− a(θ,un; υ, (υn − υ)) dt̃,

donc

[Aun
υn −Aun

υ, (υn − υ)1[0,t]] = 2

∫ t

0

∫

Ω

µ(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|)

×D(υn + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

−2

∫ t

0

∫

Ω

µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

×D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃.

(3.143)

On pose

µ(u, v, w) = µ̃(u, v, w) +
µ0

2
, (3.144)

où µ̃ est définie sur R × R
3 × R+, et d’après (3.119)-(3.121) la fonction µ̃

vérifie

0 <
µ0

2
≤ µ̃(u, v, w) ≤ µ1 −

µ0

2
, ∀(u, v, w) ∈ R× R

3 × R+, (3.145)

la fonction v 7→ µ̃(., v, .) est continue sur R
3, (3.146)

la fonction w 7→ µ̃(., ., w) est continue et monotone sur R+. (3.147)

En remplaçant (3.144) dans (3.143) on obtient

[Aun
υn −Aun

υ, (υn − υ)1[0,t]] = µ0

∫ t

0

∫

Ω

D(υn + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

+2

∫ t

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|)D(υn + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

−µ0

∫ t

0

∫

Ω

D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

−2

∫ t

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃,
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d’où

[Aun
υn −Aun

υ, (υn − υ)1[0,t]] = µ0

∫ t

0

∫

Ω

|D(υn − υ)|2dx dt̃

+2

∫ t

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|)D(υn + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

−2

∫ t

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃.

En utilisant le même raisonnement que dans l’étude de la monotonie de A,

on a aussi

[Aun
υn −Aun

υ, (υn − υ)1[0,t]] ≥ µ0

∫ t

0

‖D(υn − υ)‖2(L2(Ω))3×3 dt̃

+

∫ t

0

∫

Ω

(
µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|)− µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

)

×
(
|D(υn + υ0ξ)| − |D(υ + υ0ξ)|

)(
|D(υn + υ0ξ)|+ |D(υ + υ0ξ)|

)
dx dt̃,

de (3.147) on obtient

[Aun
υn −Aun

υ, (υn − υ)1[0,t]] ≥ µ0

∫ t

0

‖D(υn − υ)‖2(L2(Ω))3×3 dt̃. (3.148)

D’autre part,

[Auυ −Aun
υ, (υn − υ)1[0,t]] = 2

∫ t

0

∫

Ω

(
µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
)
D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

≤ 2

∫ t

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣|D(υ + υ0ξ)||D(υn − υ)|dx dt̃.

En utilisant l’inégalité de Young (3.58) on obtient

[Auυ −Aun
υ, (υn − υ)1[0,t]]

≤ 2

µ0

∫ t

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣2|D(υ + υ0ξ)|2dx dt̃

+
µ0

2

∫ t

0

∫

Ω

|D(υn − υ)|2 dx dt̃.

(3.149)
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En remplaçant (3.148), (3.149) dans (3.142) on obtient

1

2
‖υn(t)− υ(t)‖2

L2(Ω) +
µ0

2

∫ t

0

‖D(υn − υ)‖2(L2(Ω))3×3 dt̃

≤ 2

µ0

∫ t

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣2|D(υ + υ0ξ)|2dx dt̃.

(3.150)

On intègre de 0 à T (3.150) on obtient

1

2
‖υn − υ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) +

µ0T

2

∫ t

0

‖D(υn − υ)‖2(L2(Ω))3×3 dt̃

≤ 2T

µ0

∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣2|D(υ + υ0ξ)|2dx dt.

(3.151)

On pose

Cn =
∣∣µ(θ,u+υ0ξ, |D(υ+υ0ξ)|)−µ(θ,un+υ0ξ, |D(υ+υ0ξ)|)

∣∣2|D(υ+υ0ξ)|2,

comme la suite un → u fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)) lorsque n→ +∞ on

obtient qu’il existe une sous-suite de (un)n≥0 qui converge presque partout

dans Ω× [0, T ] et de (3.146) on a

Cn → 0 presque partout dans Ω× [0, T ].

Avec (3.119) on a

|Cn| ≤ 4µ2
1|D(υ + υ0ξ)|2 ∈ L1(0, T ;L1(Ω)),

par le théorème de la convergence dominée, on en déduit que

lim
n→+∞

∫ T

0

∫

Ω

Cn dx dt = 0.

En passant à la limite dans (3.151) on obtient

lim
n→+∞

‖υn − υ‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ 0,

c-à-d,

lim
n→+∞

‖υn − υ‖L2(0,T ;L2(Ω)) = 0.
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On a donc obtenu que toutes les sous-suites de (υn)n≥0 qui sont fortement

convergentes dans L2(0, T ;L2(Ω)) ont υ pour limite. Donc avec (3.131) et

(3.137) on peut conclure que toute la suite (υn)n≥0 est convergente vers υ =

Λ̃(u) dans L2(0, T ;L2(Ω)), ce qui montre la continuité de Λ̃.

Avec théorème du point fixe de Schauder [45], on obtient que Λ̃ admet un

point fixe (c-à-d Λ̃(u) = u). Avec la notation Λ̃(u) = υ on obtient

u = υ,

et

[υ′, ϕ− υ] + [Aυυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ],

donc le problème 3.4 admet au moins une solution υ ∈ C(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;V0.div) avec υ′ ∈ L2(0, T ;V ′

0.div).

Théorème 3.6 On suppose que les hypothèses (3.119)-(3.121) sont satis-

faites, alors pour f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), k ∈ L2(0, T ;L2
+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (3.10), υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant

(3.14), il existe υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;V0.div) avec υ′ ∈ L2(0, T ;V ′
0.div)

et π ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)) solution du problème 3.3.

Preuve. D’après l’hypothèse (3.119) sur la viscosité on vérifie que les esti-

mations (3.92), (3.99) dans la proposition 3.3 et le lemme 3.4 respectivement

sont encore vrais. Donc, en utilisant le même raisonnement que dans la propo-

sition 3.3, le lemme 3.4 et le théorème 3.4, on montre les résultats suivantes :

Pour tout f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ⊂ L2(0, T ;V ′
0), on obtient l’existence et

l’unicité (à une constante près) d’une fonction π̃(t) ∈ L2(Ω) et de plus

π̃ ∈ C([0, T ];L2
0(Ω)) vérifiant pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω)

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −
∫ t

0

a∗(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).

Par la densité de D(Ω) dans H1
0(Ω) on a aussi pour tout ϑ̃ ∈ H1

0(Ω)

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −
∫ t

0

a∗(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).
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On dérive l’équation ci-dessus par rapport à t au sens des distributions, donc

avec

π =
∂π̃

∂t
,

on obtient pour tout ϑ̃ ∈ H1
0(Ω)

< f, ϑ̃ >V ′
0 ,V0

−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) − a∗(θ; υ, ϑ̃) = −(π, div(ϑ̃)).

De plus, ∫

Ω

πdx = 0,

et on montre que π ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)). Finalement, on démontre que (υ, π)

est solution du problème 3.3.
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Chapitre 4

Problème instationnaire

généralisé

Dans ce chapitre, on généralise le problème traité dans le chapitre 3.

En effet, il s’agit d’utiliser ici la formule du tenseur des contraintes σ =

(σij)1≤i,j≤3 généralisée ainsi

σij = 2µ(θ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2dij(υ)− πδij, (4.1)

où

δij =

{
1 si i = j,

0 si i 6= j,

est le symbole de Kronecker, p ∈ R tel que p > 1 avec p 6= 2
(
contrairement

au chapitre précédent où le cas p = 2 a été étudié
)
, υ est la vitesse du fluide,

π sa pression, θ désignant sa température est une donnée du problème, µ sa

viscosité. On suppose que cette dernière est définie sur R× R+, et vérifie

∃µ0, µ1 ∈ R : 0 < µ0 ≤ µ(u, ũ) ≤ µ1, ∀(u, ũ) ∈ R× R+, (4.2)

la fonction ũ 7→ µ(., ũ) est continue

et monotone croissante sur R+,
(4.3)

et D(υ) = (dij(υ))1≤i,j≤3 désigne le tenseur des taux de déformations défini

par

dij(υ) =
1

2
(∂jυi + ∂iυj) 1 ≤ i, j ≤ 3.
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Avec la convention de sommation d’Einstein on a

D(υ) : D(υ) = dij(υ)dij(υ) = |D(υ)|2,

où |D(υ)| est la norme euclidienne de D(υ).

On considère ce problème dans un domaine borné Ω ⊂ R
3 donné par

Ω = {(x′, x3) ∈ R
3, x′ = (x1, x2) ∈ ω et 0 < x3 < h(x′)}.

La frontière de Ω sera notée ∂Ω = ω ∪ Γ1 ∪ ΓL avec

— Γ1 la surface supérieure d’équation x3 = h(x′) où h est une fonction

continue lipschitzienne vérifiant

∃h0, h1 ∈ R 0 < h0 ≤ h(x′) ≤ h1.

— ω un domaine borné de R
2 qui constitue la surface inférieure du do-

maine Ω, et sa frontière est lipschitzienne.

— ΓL la frontière latérale.

L’écoulement est gouverné par le système de Stokes suivant :

- L’équation de conservation de la quantité du mouvement

∂υ

∂t
− 2div(µ(θ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2D(υ)) +∇π = f dans Ω×]0, T [, (4.4)

- l’équation de conservation de la masse (la condition d’incompressibilité)

div(υ) = 0 dans Ω×]0, T [, (4.5)

où f = (f1, f2, f3) est le vecteur des forces extérieures donné.

Dans toute la suite de ce chapitre, avec la convention de sommation d’Ein-

stein on note

u · v = uivi, 1 ≤ i ≤ 3,

le produit scalaire de deux vecteurs dans R
3.
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Pour compléter la description du problème, on rajoute au système (4.4)-(4.5)

les conditions aux limites données par :

υ = 0 sur Γ1×]0, T [, (4.6)

υ = gξ sur ΓL×]0, T [, (4.7)

où ξ est une fonction dépendant seulement de t telle que

ξ(0) = 1, (4.8)

et g est une fonction vectorielle vérifiant
∫

∂Ω

g · n dY = 0, g = 0 sur Γ1, g · n = 0 sur ω, (4.9)

où n est la normale unitaire à ∂Ω extérieure à Ω.

On définit les composantes normales et tangentielles υn et υτ de la vitesse

par

υn = υ · n = υini, υτi = υi − υnni.

La composante normale de la vitesse est nulle sur ω×]0, T [

υ · n = 0 sur ω×]0, T [, (4.10)

et sa composante tangentielle υτ est inconnue et satisfait la loi de Tresca [31]

|στ | = k ⇒ ∃λ ≥ 0 υτ = s− λστ ,

|στ | < k ⇒ υτ = s,

}
sur ω×]0, T [, (4.11)

où

— s est la vitesse cisaillement de la surface ω qui dépend de la position

x ∈ ω et t,

— στ est la composante tangentielle de σn donnée par

στi = σijnj − σnni où σn = σijnjni,

— k est une fonction strictement positive dépendante de x et t appelée

le seuil limite pour cette contrainte tangentielle.
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On rajoute la condition initiale

υ(0) = υ0 dans Ω. (4.12)

On suppose que υ0 ∈ (W 1,p(Ω))3 telle que

div(υ0) = 0 dans Ω, υ0 = 0 sur Γ1, υ0 = g sur ΓL,

υ0 · n = 0 sur ω.

(4.13)

Pour nous ramener à la condition aux limites de Dirichlet homogène sur

(Γ1 ∪ ΓL)×]0, T [ et la condition initiale nulle dans Ω, nous procédons à un

changement d’inconnue, on pose :

υ = υ − υ0ξ. (4.14)

La relation (4.1) devient

σ̃ij = 2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2dij(υ + υ0ξ)− πδij. (4.15)

On réécrit (4.4) sous la forme

υ′i − ∂jσij = fi, i = 1, 2, 3, (4.16)

donc, avec (4.14) on a

υ′i − ∂jσ̃ij = f i, i = 1, 2, 3, (4.17)

où f i = fi −
∂ξ

∂t
(υ0)i.

Avec (4.13), la loi de conservation de la masse (4.5) ne change pas, elle s’écrit :

div(υ) = 0 dans Ω×]0, T [. (4.18)

Nous avons une nouvelle condition aux limites de Dirichlet homogène sur

(Γ1 ∪ ΓL)×]0, T [

υ = 0 sur (Γ1 ∪ ΓL)×]0, T [. (4.19)

La condition aux limites pour la composante normale sur ω×]0, T [ ne change

pas, elle s’écrit :

υ · n = 0 sur ω×]0, T [. (4.20)
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La condition aux limites (4.11) devient :

|σ̃τ | = k ⇒ ∃λ ≥ 0 υτ = s̃− λσ̃τ ,

|σ̃τ | < k ⇒ υτ = s̃,

}
sur ω×]0, T [, (4.21)

où s̃ = s− (υ0)τξ.

Avec (4.8) la condition initiale (4.12) devient

υ(0) = υ0 − υ0ξ(0) = 0 dans Ω. (4.22)

Après avoir énoncé le problème, on établit sa formulation variationnelle. En-

suite, pour montrer l’existence et l’unicité de solutions de l’inéquation varia-

tionnelle parabolique associée à ce problème, on distingue deux cas : p > 2 et
6
5
< p < 2. On commence notre étude par le cas p > 2 : dans ce cas on utilise

un principe analogue à celui du chapitre 3 (cas p = 2) et on obtient l’exis-

tence et l’unicité d’une solution pour cette inéquation. Par contre, lorsque la

viscosité dépend de plus de la vitesse on obtient seulement l’existence par le

théorème de point fixe de Schauder [45]. Ensuite, on traite le cas 6
5
< p < 2

qui donne lieu à quelques complications techniques. En effet, si on veut uti-

liser la méthode de la monotonie pour montrer l’existence et l’unicité de la

vitesse solution de l’inéquation variationnelle parabolique comme dans les cas

précédents on a besoin d’un espace de Hilbert intermédiaire entre l’espace où

on cherche la vitesse et son dual mais malheureusement dans ce cas on n’a

pas cette condition. Pour cela, on régularise notre problème. En effet, pour

tout 0 < ε < 1 on modifie (4.17) avec σ̃εij au lieu σ̃ij où

σ̃εij = 2(µ(θ, |D(υε + υ0ξ)|)|D(υε + υ0ξ)|p−2 + ε)dij(υε + υ0ξ)− πεδij. (4.23)

Avec cette modification, on traite le problème approché pour ε fixé, en uti-

lisant les résultats obtenus dans le chapitre 3 et on en déduit l’existence et

l’unicité d’une solution pour l’inéquation variationnelle parabolique associée

à ce problème approché. Ensuite, on fait des estimations sur les solutions des

problèmes approchés indépendamment de ε, puis on passe à la limite quand

ε → 0 et on obtient que le problème original en vitesse admet une solution.

On montre l’existence et l’unicité (à une constante près car Ω est connexe)

de la pression en utilisant le théorème de De Rham [3]. Puis, en prenant la

fonction-test à divergence nulle dans le problème en vitesse et pression, on
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montre l’unicité de la vitesse. Finalement, lorsque la viscosité dépend de plus

de la vitesse, on traite l’existence de la solution par le théorème de point fixe

de Schauder [45].

4.1 Formulation variationnelle

Soient p, q deux nombres réels supérieurs strictement à 1, et p′, q′ leurs

conjugués c-à-d, 1
p
+ 1

p′
= 1, 1

q
+ 1

q′
= 1 respectivement.

On reprend les mêmes notations du chapitre 2 et on rappelle les sous-espaces

vectoriels des fonctions de W1,p(Ω) suivant :

V p
0 = {ϕ ∈ W1,p(Ω); ϕ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL et ϕ · n = 0 sur ω},

V p
0.div = {ϕ ∈ V p

0 ; div(ϕ) = 0 dans Ω},

W 1,p
0.div = {ϕ ∈ W

1,p
0 (Ω); div(ϕ) = 0 dans Ω},

V p
Γ1

= {ϕ ∈ W1,p(Ω); ϕ = 0 sur Γ1},

et on pose

Lp
′

0 (Ω) = {u ∈ Lp
′

(Ω);

∫

Ω

u(x) dx = 0},

Yp′ = {σ̃ = (σ̃ij)1≤i,j≤3 ∈ (Lp
′

(Ω))9, div(σ̃) = (∂jσ̃ij)1≤i,j≤3 ∈ Lp′(Ω)}.

Maintenant, on donne les sous-espaces vectoriels des fonctions de L2(Ω) sui-

vants (voir [46], [78])

E(Ω) = {ψ0 ∈ L2(Ω); div(ψ0) ∈ L2(Ω)},

H = {ψ0 ∈ L2(Ω); div(ψ0) = 0, ψ0 · n = 0 sur ∂Ω}.

Les normes des espaces de Hilbert L2(Ω), E(Ω) sont données par

‖υ‖L
2(Ω) =

(∫

Ω

|υ|2 dx
) 1

2
, ‖υ‖E(Ω) =

(
‖υ‖2

L
2(Ω) + ‖div(υ)‖2L2(Ω)

) 1
2
.

H est un sous-espace vectoriel fermé de E(Ω) et est muni de la norme de

E(Ω) (voir [46]), donc par définition

‖υ‖H = ‖υ‖L
2(Ω).
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Les normes des espaces de Banach W
1,p
0 (Ω), V p

0.div, V
p
0 , W 1,p

0.div, V
p
Γ1

sont défi-

nies par

‖υ‖1.p =
(∫

Ω

|∇υ|p dx
) 1

p

.

Remarque 4.1 Soient X0 = V p
0.div, X = X ′ = H, X1 = (V p

0.div)
′. Pour

p ≥ 6
5

les injections de X0 dans X et X dans X1 sont continues (voir le

théoreme d’injection de Sobolev 1.42 [25] pages 34-35 avec n = 3) et denses

[46]. De plus, pour p > 6
5

l’injection de X0 dans X est compacte (voir le

théoreme de compacité de Rellich-Kondrachov 1.43 [25] page 35 avec n = 3).

Considérons l’espace suivant :

Ê = {ϕ ∈ Lq(0, T ;V p
0.div) | ϕ′ ∈ Lq

′

(0, T ; (V p
0.div)

′)},

avec q > 1 muni de la norme

‖ϕ‖Ê = ‖ϕ‖Lq(0,T ;V p
0.div)

+ ‖ϕ′‖Lq′ (0,T ;(V p
0.div)

′), ∀ϕ ∈ Ê .

Suivant [29] pages 54-56 on a la fonction ϕ ∈ C([0, T ];H) ⊂ C([0, T ];L2(Ω))

quitte à modifier ϕ sur un sous-ensemble de mesure nulle de [0, T ]. De plus,

on a
∫ T

0

< ϕ′, ϕ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt =
1

2
‖ϕ(T )‖2

L2(Ω) −
1

2
‖ϕ(0)‖2

L2(Ω), (4.24)

où < ., . >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

est le crochet de dualité entre V p
0.div et (V p

0.div)
′.

Problème 4.1 Soient f ∈ Lq
′

(0, T ;L2(Ω)), k ∈ Lq
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), µ vérifie

(4.2), (4.3), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ Lq(0, T ;Lp(ω)), ξ ∈ W 1,q′(0, T ) véri-

fiant (4.8) et υ0 ∈ W1,p(Ω) vérifiant (4.13). On cherche υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩
Lq(0, T ;V p

0.div) avec υ′ ∈ Lq
′

(0, T ; (V p
0.div)

′), et π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)), vérifiant

l’inéquation variationnelle parabolique suivante

〈 ∂
∂t

(υ, ϑ̃)L2(Ω), ζ
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

∫ T

0

(
a(θ; υ, ϑ̃ζ)− (π, div(ϑ̃))ζ

)
dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ V p
0 ∀ζ ∈ D(0, T ),

(4.25)

et la condition initiale (4.22),
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où (., .) désigne le crochet de dualité entre Lp(Ω) et Lp
′

(Ω), (., .)L2(Ω) désigne le

produit scalaire dans L2(Ω),
〈
., .
〉
D′(0,T ),D(0,T )

représente le crochet de dualité

entre D(0, T ) et D′(0, T ),

j(t, .) :





V p
0 → R

ϕ 7→ j(t, ϕ) =

∫

ω

k|ϕ− s̃| dx′,

et

a(θ; ., .) :





V p
0 × V p

0 → R

(u, v) 7→ a(θ; u, v)

=

∫

Ω

2µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2dij(u+ υ0ξ)dij(v)dx.

Proposition 4.1 Le problème fort (4.17)-(4.22) conduit au problème 4.1.

Preuve. On refait les mêmes calculs pour obtenir l’inéquation variationnelle

parabolique que dans le cas p = 2, q = 2 (voir chapitre 3) : on obtient ainsi

l’inéquation variationnelle (4.25).

Notons q∗ =
q

q−p+1
, q′∗ =

q

p−1
avec q − p+ 1 > 0 et 1

q∗
+ 1

q′∗
= 1.

Si u ∈ Lq(0, T ;V p
0 ) alors

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2D(u+ υ0ξ) ∈ Lq
′
∗(0, T ; (L

p
p−1 (Ω))9),

donc
∫ T

0

a(θ; u, ϕ) est défini dès que ϕ ∈ Lq∗(0, T ;V p
0 ).

D’autre part, pour q ≥ p > 1 on a q ≥ q∗ > 1 donc Lq(0, T ;V p
0.div) ⊂

Lq∗(0, T ;V p
0.div) et Lq

′
∗(0, T ; (V p

0.div)
′) ⊂ Lq

′

(0, T ; (V p
0.div)

′).

Dans toute la suite de cette section on considère l’opérateur A suivant :

A : Lq(0, T ;V p
0.div) → Lq

′

(0, T ; (V p
0.div)

′), qui à u ∈ Lq(0, T ;V p
0.div) associe Au

défini par

[Au, ϕ] =
∫ T

0

a(θ; u, ϕ)dt, ∀ϕ ∈ Lq(0, T ;V p
0.div),

où [., .] désigne le crochet de dualité entre Lq(0, T ;V p
0.div) et Lq

′

(0, T ; (V p
0.div)

′).

On note

J(ϕ) =

∫ T

0

j(t, ϕ) dt, ∀ϕ ∈ Lq(0, T ;V p
0.div).

Maintenant, on introduit le problème suivant :
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Problème 4.2 Soient f ∈ Lq
′

(0, T ;L2(Ω)), k ∈ Lq
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), µ vérifie

(4.2), (4.3), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ Lq(0, T ;Lp(ω)), ξ ∈ W 1,q′(0, T ) véri-

fiant (4.8) et υ0 ∈ W1,p(Ω) vérifiant (4.13). On cherche υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩
Lq(0, T ;V p

0.div) avec υ′ ∈ Lq
′

(0, T ; (V p
0.div)

′), vérifiant l’inéquation variation-

nelle parabolique suivante

[υ′, ϑ̃ζ] + [Aυ, ϑ̃ζ] + J(υ + ϑ̃ζ)− J(υ) ≥
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ V p
0.div, ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.26)

et la condition initiale (4.22).

4.2 Résultats préliminaires

Lemme 4.1 Pour tout u ∈ Lp(0, T ;W1,p(Ω)) et p > 1 on a
∫

Ω

|D(u)|p dx ≤
∫

Ω

|∇u|p dx. (4.27)

Preuve. On a
∫

Ω

|D(u)|p dx =

∫

Ω

∣∣∣1
2
∇u+ 1

2
(∇u)t

∣∣∣
p

dx

≤
∫

Ω

(1
2
|∇u|+ 1

2
|(∇u)t|

)p
dx.

(4.28)

Considérons la fonction νp définie sur R∗
+ par

νp(z) = zp,

on a

ν ′p(z) = pzp−1, ν ′′p (z) = p(p− 1)zp−2,

pour p > 1 on a ν ′′p (z) ≥ 0 donc νp est convexe donc, pour tout z1, z2 ∈ R
∗
+

on a

νp

(1
2
z1 +

1

2
z2

)
≤ 1

2
νp(z1) +

1

2
νp(z2). (4.29)

Avec (4.29) la formule (4.28) devient
∫

Ω

|D(u)|p dx ≤
∫

Ω

(1
2
|∇u|p + 1

2
|(∇u)t|p

)
dx. (4.30)
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Comme

|∇u|p =
∑

1≤i,j≤3

|∂jui|p =
∑

1≤i,j≤3

|∂iuj|p = |(∇u)t|p,

on obtient (4.27).

Lemme 4.2 Sous les hypothèses (4.2), (4.3), ξ ∈ W 1,q′(0, T ), υ0 ∈ W1,p(Ω)

vérifiant (4.13), p > 1 et q ≥ p l’opérateur A est borné, hémicontinu et

monotone.

Preuve. La démonstration est décomposée en deux cas.

1) Cas p > 2 :

Soit (υ, ϕ) ∈ (Lq(0, T ;V p
0 ))

2, avec (4.2) et pour presque tout t ∈ [0, T ] on a

|a(θ; υ, ϕ)| =
∣∣∣
∫

Ω

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx
∣∣∣

≤ 2µ1

∫

Ω

|D(υ + υ0ξ)|p−1|D(ϕ)| dx.

En utilisant l’inégalité de Hölder et (4.27), on obtient

|a(θ; υ, ϕ)| ≤ 2µ1‖υ + υ0ξ‖p−1
1.p ‖ϕ‖1.p,

d’où

|a(θ; υ, ϕ)| ≤ 2µ1(‖υ‖1.p + ‖υ0ξ‖1.p)p−1‖ϕ‖1.p. (4.31)

Puisque ξ ∈ W 1,q′(0, T ) ⊂ C([0, T ]) avec injection continue on a

∃c > 0, |ξ(t)| ≤ c ∀t ∈ [0, T ]. (4.32)

Comme

(a+ b)p∗ ≤ 2p∗−1(ap∗ + bp∗) ∀(a, b) ∈ R
∗
+ ∀p∗ > 1, (4.33)

en appliquant cette inégalité pour p∗ = p − 1 (car p > 2) dans (4.31) et en

utilisant (4.32) on obtient

|a(θ; υ, ϕ)| ≤ 2p−1µ1(‖υ‖p−1
1.p + ‖υ0ξ‖p−1

1.p )‖ϕ‖1.p
≤ 2p−1µ1‖υ‖p−1

1.p ‖ϕ‖1.p + 2p−1µ1c
p−1‖υ0‖p−1

1.p ‖ϕ‖1.p.
(4.34)
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D’autre part, pour tout (υ, ϕ) ∈ (Lq(0, T ;V p
0.div))

2, on a

|[Aυ, ϕ]| =
∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υ, ϕ) dt
∣∣∣

≤
∫ T

0

|a(θ; υ, ϕ)| dt

≤ 2p−1µ1

∫ T

0

‖υ‖p−1
1.p ‖ϕ‖1.p dt+ 2p−1µ1c

p−1‖υ0‖p−1
1.p

∫ T

0

‖ϕ‖1.p dt.

Or l’injection de Lq(0, T ;V p
0.div) dans Lq∗(0, T ;V p

0.div) est continue (car q ≥ q∗)

c-à-d,

∃c0 > 0, ‖u‖Lq∗ (0,T ;V p
0.div)

≤ c0‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

, (4.35)

en utilisant l’inégalité de Hölder en temps et (4.35) on obtient

|[Aυ, ϕ]| ≤ 2p−1c0µ1(‖υ‖p−1
Lq(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ϕ‖Lq(0,T ;V p
0.div)

.(4.36)

Donc

sup
ϕ 6=0

|[Aυ, ϕ]|
‖ϕ‖Lq(0,T ;V p

0.div)

≤ 2p−1c0µ1(‖υ‖p−1
Lq(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p ),

d’où

‖Aυ‖Lq′ (0,T ;(V p
0.div)

′) ≤ 2p−1c0µ1(‖υ‖p−1
Lq(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p ), (4.37)

ce qui montre que A est borné.

Pour montrer que A est hémicontinu, il faut montrer que pour tout u, υ, w ∈
Lq(0, T ;V p

0.div), la fonction :

α0 : R → R

λ 7→ α0(λ) = [A(u+ λυ), w]

est continue. On a

α0(λ) =

∫ T

0

∫

Ω

2µ(θ, |D((u+ λυ) + υ0ξ)|)|D((u+ λυ) + υ0ξ)|p−2

× (D((u+ λυ) + υ0ξ) : D(w)) dx dt.

D’après (4.3) et pour presque tout (t, x) ∈ [0, T ]× Ω la fonction

S(λ) = 2µ(θ, |D((u+λυ)+υ0ξ)|)|D((u+λυ)+υ0ξ)|p−2D((u+λυ)+υ0ξ) : D(w)
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est clairement continue sur R. Soit (λn)n≥0 une suite convergente vers λ dans

R, alors Sn := S(λn) ∈ L1(0, T ;L1(Ω)) et Sn converge vers S(λ) quand

n → +∞ dans L1(0, T ;L1(Ω)). En effet, la suite (λn)n≥0 étant bornée, il

existe M > 0 tel que |λn| <M, pour tout n ≥ 0. Ainsi

|Sn| ≤ 2µ1|D((u+ λnυ) + υ0ξ)|p−1|D(w)|
≤ 2µ1(|D(u)|+ |λn||D(υ)|+ |ξ||D(υ0)|)p−1|D(w)|
≤ 2µ1(|D(u)|+M|D(υ)|+ c|D(υ0)|)p−1|D(w)|,

d’où

|Sn| ≤ O := 2µ1(|D(u)|+M|D(υ)|+ c|D(υ0)|)p−1|D(w)|,

comme O ∈ L1(0, T ;L1(Ω)) et est positive, par le théorème de la convergence

dominée, on en déduit que S(λ) ∈ L1(0, T ;L1(Ω)) et

lim
n→+∞

∫ T

0

∫

Ω

Sn dx dt =

∫ T

0

∫

Ω

S(λ) dx dt,

c-à-d

lim
n→+∞

α0(λn) = α0(λ).

L’opérateur A est donc hémicontinu. Pour la monotonie de A, on doit établir

que

[Au−Av, u− v] ≥ 0 ∀u, v ∈ Lq(0, T ;V p
0.div).

En effet,

[Au−Av, u− v]

= 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2dij(u+ υ0ξ)dij(u− v) dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(v + υ0ξ)|p−2dij(υ + υ0ξ)dij(u− v) dx dt.

Notons

F1 = µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2, (4.38)

F2 = µ(θ, |D(v + υ0ξ)|)|D(v + υ0ξ)|p−2, (4.39)

156



d’où

[Au−Av, u− v]

=

∫ T

0

∫

Ω

(
2F1|D(u+ υ0ξ)|2 − 2F1D(u+ υ0ξ) : D(v + υ0ξ)

+2F2|D(v + υ0ξ)|2 − 2F2D(u+ υ0ξ) : D(v + υ0ξ)
)
dx dt.

Du fait que F1 ≥ 0, F2 ≥ 0 et

D(u+ υ0ξ) : D(v + υ0ξ) ≤ |D(u+ υ0ξ)||D(v + υ0ξ)|,

on obtient

[Au−Av, u− v]

≥
∫ T

0

∫

Ω

(
2F1|D(u+ υ0ξ)|2 − 2F1|D(u+ υ0ξ)||D(v + υ0ξ)|

+2F2|D(v + υ0ξ)|2 − 2F2|D(u+ υ0ξ)||D(v + υ0ξ)|
)
dx dt.

En utilisant

2|D(u+ υ0ξ)||D(v + υ0ξ)| ≤ |D(u+ υ0ξ)|2 + |D(v + υ0ξ)|2,

on obtient

[Au−Av, u− v] ≥
∫ T

0

∫

Ω

(
2F1|D(u+ υ0ξ)|2 − (F1 + F2)

×(|D(u+ υ0ξ)|2 + |D(v + υ0ξ)|2) + 2F2|D(v + υ0ξ)|2
)
dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

(
F1|D(u+ υ0ξ)|2 − F1|D(v + υ0ξ)|2

+F2|D(v + υ0ξ)|2 − F2|D(u+ υ0ξ)|2
)
dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

(F1 − F2)(|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(v + υ0ξ)|2) dx dt.
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Avec (4.38), (4.39) on obtient

[Au−Av, u− v]

≥
∫ T

0

∫

Ω

(
µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2

−µ(θ, |D(v + υ0ξ)|)|D(v + υ0ξ)|p−2
)

×
(
|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(v + υ0ξ)|2

)
dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

((
µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)− µ(θ, |D(v + υ0ξ)|)

)
|D(u+ υ0ξ)|p−2

+µ(θ, |D(v + υ0ξ)|)
(
|D(u+ υ0ξ)|p−2 − |D(v + υ0ξ)|p−2

))

×
(
|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(v + υ0ξ)|2

)
dx dt,

d’où

[Au−Av, u− v] ≥
∫ T

0

∫

Ω

|D(u+ υ0ξ)|p−2

×
(
µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)− µ(θ, |D(v + υ0ξ)|)

)

×
(
|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(v + υ0ξ)|2

)
dx dt

+

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(v + υ0ξ)|)
(
|D(u+ υ0ξ)|p−2 − |D(v + υ0ξ)|p−2

)

×
(
|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(v + υ0ξ)|2

)
dx dt.

Avec (4.2), (4.3) et la monotonie de la fonction w 7→ wp−2 sur R+ car p−2 > 0

on a

[Au−Av, u− v] ≥ 0,

ce qui montre que l’opérateur A est monotone.

2) Cas 1 < p < 2 : Comme

(a+ b)p∗ ≤ ap∗ + bp∗ ∀(a, b) ∈ R
∗
+ ∀p∗ ∈]0, 1[, (4.40)

en appliquant cette inégalité pour p∗ = p− 1 (car 1 < p < 2) dans (4.31) et

en utilisant (4.32) on obtient

|a(θ; υ, ϕ)| ≤ 2µ1(‖υ‖p−1
1.p + ‖υ0ξ‖p−1

1.p )‖ϕ‖1.p
≤ 2µ1‖υ‖p−1

1.p ‖ϕ‖1.p + 2µ1c
p−1‖υ0‖p−1

1.p ‖ϕ‖1.p.
(4.41)
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D’autre part, pour tout (υ, ϕ) ∈ (Lq(0, T ;V p
0.div))

2, on a

|[Aυ, ϕ]| =
∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υ, ϕ) dt
∣∣∣

≤
∫ T

0

|a(θ; υ, ϕ)| dt

≤ 2µ1

∫ T

0

‖υ‖p−1
1.p ‖ϕ‖1.p dt+ 2µ1c

p−1‖υ0‖p−1
1.p

∫ T

0

‖ϕ‖1.p dt.

En utilisant l’inégalité de Hölder en temps et (4.35) on obtient

|[Aυ, ϕ]| ≤ 2c0µ1(‖υ‖p−1
Lq(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ϕ‖Lq(0,T ;V p
0.div)

. (4.42)

Donc

sup
ϕ 6=0

|[Aυ, ϕ]|
‖ϕ‖Lq(0,T ;V p

0.div)

≤ 2c0µ1(‖υ‖p−1
Lq(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p ),

d’où

‖Aυ‖Lq′ (0,T ;(V p
0.div)

′) ≤ 2c0µ1(‖υ‖p−1
Lq(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p ), (4.43)

ce qui montre que A est borné.

Pour 1 < p < 2 l’opérateur A est hémicontinu. En effet, on fait les mêmes

calculs pour avoir l’hémicontinuité de A que dans le cas p > 2 et on a aussi

A hémicontinu dans le cas 1 < p < 2.

Pour la monotonie de A, on doit établir que

[Au−Av, u− v] ≥ 0 ∀u, v ∈ Lq(0, T ;V p
0.div).

On a

[Au−Av, u− v]

=

∫ T

0

∫

Ω

(
2µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2D(u+ υ0ξ)

−2µ(θ, |D(v + υ0ξ)|)|D(v + υ0ξ)|p−2D(v + υ0ξ)
)
:
(
D(u+ υ0ξ)

−D(v + υ0ξ)
)
dx dt.
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Notons

α = 2µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|), β = 2µ(θ, |D(v + υ0ξ)|),

on obtient

[Au−Av, u− v] =

∫ T

0

∫

Ω

(
α|D(u+ υ0ξ)|p−2D(u+ υ0ξ)

−β|D(v + υ0ξ)|p−2D(v + υ0ξ)
)
: (D(u+ υ0ξ)−D(v + υ0ξ)) dx dt.

En utilisant l’expression

2D(u+ υ0ξ) : D(v + υ0ξ) = |D(u+ υ0ξ)|2 + |D(v + υ0ξ)|2

− |D(u+ υ0ξ)−D(v + υ0ξ)|2,

on obtient

[Au−Av, u− v] =

∫ T

0

∫

Ω

1

2

(
(α|D(u+ υ0ξ)|p−2 + β|D(v + υ0ξ)|p−2)

×|D(u+ υ0ξ)−D(v + υ0ξ)|2 + (|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(v + υ0ξ)|2)

×(α|D(u+ υ0ξ)|p−2 − β|D(v + υ0ξ)|p−2)
)
dx dt.

(4.44)

Notons r = 2 − p tel que 0 < r < 1 (car 1 < p < 2). Pour |D(u + υ0ξ)| et

|D(v + υ0ξ)| non nuls, on trouve

[Au−Av, u− v] =

∫ T

0

∫

Ω

1

2

( 1

|D(u+ υ0ξ)||D(v + υ0ξ)|
)r

×
(
(β|D(u+ υ0ξ)|r + α|D(v + υ0ξ)|r)

×|D(u+ υ0ξ)−D(v + υ0ξ)|2

−(β|D(u+ υ0ξ)|r − α|D(v + υ0ξ)|r)

×(|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(v + υ0ξ)|2)
)
dx dt,
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d’où

[Au−Av, u− v] ≥
∫ T

0

∫

Ω

1

2

( 1

|D(u+ υ0ξ)||D(v + υ0ξ)|
)r

×
(
(β|D(u+ υ0ξ)|r + α|D(v + υ0ξ)|r)

×(|D(u+ υ0ξ)| − |D(v + υ0ξ)|)2

−(β|D(u+ υ0ξ)|r − α|D(v + υ0ξ)|r)

×(|D(u+ υ0ξ)|2 − |D(v + υ0ξ)|2)
)
dx dt,

donc,

[Au−Av, u− v]

≥
∫ T

0

∫

Ω

1

2
(|D(u+ υ0ξ)| − |D(v + υ0ξ)|)

( 1

|D(u+ υ0ξ)||D(v + υ0ξ)|
)r

×
(
(β|D(u+ υ0ξ)|r + α|D(v + υ0ξ)|r)(|D(u+ υ0ξ)| − |D(v + υ0ξ)|)

−(β|D(u+ υ0ξ)|r − α|D(v + υ0ξ)|r)(|D(u+ υ0ξ)|+ |D(v + υ0ξ)|)
)
dx dt.

- Si |D(u+ υ0ξ)| ≥ |D(v + υ0ξ)| > 0, on note S̃ =
|D(u+ υ0ξ)|
|D(v + υ0ξ)|

≥ 1, d’où

[Au−Av, u− v] ≥
∫ T

0

∫

Ω

|D(v + υ0ξ)|2
2|D(u+ υ0ξ)|r

(S̃ − 1)

×
(
(βS̃r + α)(S̃ − 1)− (βS̃r − α)(S̃ + 1)

)
dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

|D(v + υ0ξ)|2
|D(u+ υ0ξ)|r

(S̃ − 1)(αS̃ − βS̃r) dx dt.

Comme 0 < |D(v + υ0ξ)| ≤ |D(u + υ0ξ)| et d’après l’hypothèse (4.3) on

obtient

0 < β = 2µ(θ, |D(v + υ0ξ)|) ≤ 2µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|) = α.

Pour 0 < r < 1 on a S̃r ≤ S̃ et comme β ≤ α on a

βS̃r ≤ αS̃ ⇒ αS̃ − βS̃r ≥ 0. (4.45)
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On déduit donc que

[Au−Av, u− v] ≥ 0.

Quitte à modifier les rôles de u et v dès le départ, on peut se ramener au

cas précédent si |D(v + υ0ξ)| ≥ |D(u+ υ0ξ)| > 0.

- Si |D(u+ υ0ξ)| = |D(v + υ0ξ)| = 0, de (4.44) on obtient

[Au−Av, u− v] = 0.

- Si |D(u + υ0ξ)| 6= 0 et |D(v + υ0ξ)| = 0, de (4.44) et comme α > 0 on

obtient

[Au−Av, u− v] =

∫ T

0

∫

Ω

α|D(u+ υ0ξ)|p dx dt ≥ 0.

Quitte à modifier les rôles de u et v dès le départ, on peut se ramener au cas

précédent si |D(u+ υ0ξ)| = 0 et |D(v + υ0ξ)| 6= 0.

Donc l’opérateur A est monotone.

Remarque 4.2 Dans le cas où q > p on ne peut pas établir la coercivité de

l’opérateur A qui est une propriété importante pour montrer l’existence de la

solution. En effet, l’opérateur A est coercif ssi,

∃υ̂ ∈ Lq(0, T ;V p
0.div) tel que J(υ̂) <∞,

et

lim
‖u‖Lq(0,T ;V p

0.div)
→ +∞

[Au, u− υ̂] + J(u)

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

= +∞.

On a

[Au, u− υ̂]

= 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2dij(u+ υ0ξ)dij(u− υ̂) dx dt

= 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2dij(u+ υ0ξ)dij(υ0ξ + υ̂) dx dt.
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Du fait que

dij(u+υ0ξ)dij(υ0ξ+ υ̂) = D(u+υ0ξ) : D(υ0ξ+ υ̂) ≤ |D(u+υ0ξ)||D(υ0ξ+ υ̂)|,

et de (4.2) on obtient

[Au, u− υ̂] ≥ 2µ0

∫ T

0

∫

Ω

|D(u+ υ0ξ)|p dx dt

−2µ1

∫ T

0

∫

Ω

|D(u+ υ0ξ)|p−1|D(υ0ξ + υ̂)| dx dt,

en utilisant l’inégalité de Hölder en espace et avec (4.27), (4.32) on obtient

[Au, u− υ̂] ≥ 2µ0

∫ T

0

∫

Ω

|D(u+ υ0ξ)|p dx dt

−2µ1c‖υ0‖1.p
∫ T

0

‖u+ υ0ξ‖p−1
1.p dt− 2µ1

∫ T

0

‖u+ υ0ξ‖p−1
1.p ‖υ̂‖1.p dt.

En utilisant l’inégalité de Korn, il existe CKorn > 0 telle que

|u|1.p ≥ CKorn‖u‖1.p ∀u ∈ V p
Γ1
, (4.46)

où

|u|p1.p =
∫

Ω

|D(u)|p dx.

On obtient

[Au, u− υ̂] ≥ 2(CKorn)
pµ0‖u+ υ0ξ‖pLp(0,T ;V p

Γ1
)

−2µ1c

∫ T

0

‖u+ υ0ξ‖p−1
1.p ‖υ0‖1.p dt

−2µ1

∫ T

0

‖u+ υ0ξ‖p−1
1.p ‖υ̂‖1.p dt.

(4.47)

Comme Lp(0, T ;V p
0.div) ⊂ Lp(0, T ;V p

Γ1
) et puisque ils ont la même norme on

a

[Au, u− υ̂] ≥ 2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

− ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

−2µ1c‖υ0‖1.p
∫ T

0

(‖u‖1.p + c‖υ0‖1.p)p−1 dt

−2µ1

∫ T

0

(‖u‖1.p + c‖υ0‖1.p)p−1‖υ̂‖1.p dt.

(4.48)
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- Pour p > 2, en utilisant (4.33) on obtient

[Au, u− υ̂] ≥ 2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

− ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

− 2p−1µ1c‖υ0‖1.p
∫ T

0

(‖u‖p−1
1.p + cp−1‖υ0‖p−1

1.p ) dt

− 2p−1µ1

∫ T

0

(‖u‖p−1
1.p + cp−1‖υ0‖p−1

1.p )‖υ̂‖1.p dt.

On a υ̂ ∈ Lq(0, T ;V p
0.div) ⊂ Lq∗(0, T ;V p

0.div), en utilisant l’inégalité de Hölder

en temps on obtient

[Au, u− υ̂] ≥ 2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

− ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

− 2p−1µ1

(
(c‖υ0‖1.pT

1
q∗ + ‖υ̂‖Lq∗ (0,T ;V p

0.div)
)‖u‖p−1

Lq(0,T ;V p
0.div)

+ Tcp‖υ0‖p1.p + cp−1T
1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖Lq∗ (0,T ;V p
0.div)

)
,

d’où

[Au, u− υ̂]

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

≥ 2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

− ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

−2p−1µ1

(
(c‖υ0‖1.pT

1
q∗ + ‖υ̂‖Lq∗ (0,T ;V p

0.div)
)‖u‖p−2

Lq(0,T ;V p
0.div)

+
1

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

(
Tcp‖υ0‖p1.p + cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖Lq∗ (0,T ;V p
0.div)

))
,

donc,

[Au, u− υ̂]

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

≥ 2(CKorn)
pµ0

‖u‖p
Lp(0,T ;V p

0.div)

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

∣∣∣
p

−2p−1µ1

(
(c‖υ0‖1.pT

1
q∗ + ‖υ̂‖Lq∗ (0,T ;V p

0.div)
)‖u‖p−2

Lq(0,T ;V p
0.div)

+
1

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

(
Tcp‖υ0‖p1.p + cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖Lq∗ (0,T ;V p
0.div)

))
.

(4.49)

D’autre part, pour 1 < p < 2, en appliquant l’inégalité (4.40) dans (4.48) on
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obtient

[Au, u− υ̂]

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

≥ 2(CKorn)
pµ0

‖u‖p
Lp(0,T ;V p

0.div)

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

∣∣∣
p

−2µ1

(
(c‖υ0‖1.pT

1
q∗ + ‖υ̂‖Lq∗ (0,T ;V p

0.div)
)‖u‖p−2

Lq(0,T ;V p
0.div)

+
1

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

(
Tcp‖υ0‖p1.p + cp−1T

1
q′∗ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖Lq∗ (0,T ;V p
0.div)

))
.

(4.50)

Pour q > p on a l’injection de Lq(0, T ;V p
0.div) dans Lp(0, T ;V p

0.div) continue

c-à-d,

∃cq > 0, ‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

≤ cq‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

, ∀u ∈ Lq(0, T ;V p
0.div),

d’où

‖u‖p
Lp(0,T ;V p

0.div)

‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

≤ cq‖u‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)
,

donc, il est difficile de prévoir vers quoi va tendre le deuxième membre de

(4.49) (resp. (4.50)) quand ‖u‖Lq(0,T ;V p
0.div)

→ +∞. Donc, on en déduit que

on peut pas établir la coercivité de l’opérateur A dans le cas q > p.

D’autre part, pour p = q on a q∗ = p et q′∗ =
p

p−1
= p′ donc,

A : Lp(0, T ;V p
0.div) → Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′), qui à u ∈ Lp(0, T ;V p
0.div) associe Au

défini par

[Au, ϕ] =
∫ T

0

a(θ; u, ϕ)dt, ∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div),

où [., .] désigne le crochet de dualité entre Lp(0, T ;V p
0.div) et Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′).

Dans ce cas, les inéquations (4.36), (4.37), (4.42), (4.43) deviennent

|[Aυ, ϕ]| ≤ 2p−1µ1(‖υ‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ϕ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

, (4.51)

donc,

‖Aυ‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′) ≤ 2p−1µ1(‖υ‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ), (4.52)

pour p > 2 et

|[Aυ, ϕ]| ≤ 2µ1(‖υ‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ϕ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

, (4.53)
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et

‖Aυ‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′) ≤ 2µ1(‖υ‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ), (4.54)

pour 1 < p < 2 respectivement.

De plus, l’opérateur A est coercif. En effet, de (4.49) (resp. (4.50)) on obtient

[Au, u− υ̂]

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

≥ ‖u‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)

(
2(CKorn)

pµ0

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

∣∣∣
p

−2p−1µ1

(c‖υ0‖1.pT
1
p + ‖υ̂‖Lp(0,T ;V p

0.div)
)

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

)
+

2p−1µ1

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

×
(
Tcp‖υ0‖p1.p + cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖Lp(0,T ;V p
0.div)

))
,

(4.55)

et

[Au, u− υ̂]

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

≥ ‖u‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)

(
2(CKorn)

pµ0

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

∣∣∣
p

−2µ1

(c‖υ0‖1.pT
1
p + ‖υ̂‖Lp(0,T ;V p

0.div)
)

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

)
+

2µ1

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

×
(
Tcp‖υ0‖p1.p + cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖Lp(0,T ;V p
0.div)

))
.

(4.56)

respectivement.

Donc, pour p > 1 on a

lim
‖u‖

Lp(0,T ;V
p
0.div

)
→+∞

[Au, u− υ̂] + J(u)

‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

= +∞,

ce qui montre que l’opérateur A est coercif.

Pour cela, nous considérons dans la suite uniquement le cas p = q.

On considère la formulation variationnelle du problème (4.17)-(4.22) avec

p = q :

Problème 4.3 Soient f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), µ vérifie

(4.2), (4.3), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ Lp(0, T ;Lp(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T ) véri-

fiant (4.8) et υ0 ∈ W1,p(Ω) vérifiant (4.13). On cherche υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩
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Lp(0, T ;V p
0.div) avec υ′ ∈ Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′), π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)) vérifiant

l’inéquation variationnelle parabolique suivante
〈 ∂
∂t

(υ, ϑ̃)L2(Ω), ζ
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

∫ T

0

(
a(θ; υ, ϑ̃ζ)− (π, div(ϑ̃))ζ

)
dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ V p
0 ∀ζ ∈ D(0, T ),

(4.57)

et la condition initiale (4.22).

Dans toute la suite de ce chapitre, par abus de notation, on note encore

f = f +
∂ξ

∂t
Lυ0 ,

où Lυ0 est une forme linéaire continue définie par

< Lυ0 , ϕ >X
′,X= (υ0, ϕ)L2(Ω) ∀ϕ ∈ X,

avec X = V p
0.div, V

2
0.div ou V p

0 .

Maintenant, on introduit le problème en vitesse suivant :

Problème 4.4 Soient f ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), µ vérifie

(4.2), (4.3), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ Lp(0, T ;Lp(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T ) véri-

fiant (4.8) et υ0 ∈ W1,p(Ω) vérifiant (4.13). On cherche υ ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩
Lp(0, T ;V p

0.div) avec υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′), vérifiant l’inéquation variation-

nelle parabolique suivante

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ]

∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div).

(4.58)

et la condition initiale (4.22).

4.3 Cas p > 2

4.3.1 Problème intermédiaire

Dans cette section, on introduit une notion de solution "plus faible" que

la notion de solution de l’inéquation variationnelle parabolique (4.58), ne fai-

sant pas intervenir la dérivée en temps de la fonction υ.
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Notons Kp := Lp(0, T ;V p
0.div), (Kp)′ := Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′), H := L2(0, T ;L2(Ω)).

Comme p > 2 on a

Kp ⊂ H ⊂ (Kp)′.

On pose

φp = {ϕ ∈ Kp : ϕ′ ∈ (Kp)′, ϕ(0) = 0}.

Pour tout ϕ ∈ φp on a

[ϕ′, ϕ− υ] +[Aυ, ϕ− υ]− [f, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) = [υ′, ϕ− υ]

+[Aυ, ϕ− υ]− [f, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) + [ϕ′ − υ′, ϕ− υ].
(4.59)

D’autre part, on a

[ϕ′ − υ′, ϕ− υ] =

∫ T

0

< ϕ′ − υ′, ϕ− υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt,

donc avec (4.24), pour tout ϕ ∈ φp on a

[ϕ′ − υ′, ϕ− υ] =
1

2
‖ϕ(T )− υ(T )‖2

L2(Ω)

−1

2
‖ϕ(0)− υ(0)︸ ︷︷ ︸

=0

‖2
L2(Ω) ≥ 0.

(4.60)

Avec (4.58) et (4.60), l’équation (4.59) conduit à l’inéquation variationnelle

parabolique "plus faible" suivante

[ϕ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ] ∀ϕ ∈ φp.

Donc, on considère le problème "faible" suivant :

Problème (Pf )

Soient f ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), µ vérifie (4.2), (4.3),

θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ Lp(0, T ;Lp(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T ) vérifiant (4.8), et

υ0 ∈ W1,p(Ω) vérifiant (4.13), trouver υ ∈ Kp vérifiant

[ϕ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ] ∀ϕ ∈ φp. (4.61)
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4.3.2 Résultat d’existence pour le problème (Pf)

Dans cette section on utilise une approximation de la dérivée en temps

qui permet d’approcher le problème variationnel parabolique intermédiaire

(Pf ) par un problème variationnel elliptique (cf. dans [56] page 227).

On prend Λ =
d

dt
, on a

Λϕ(t) = lim
h→0

ϕ(t)− ϕ(t− h)

h
= lim

h→0

I − S(h)

h
ϕ(t), (4.62)

où h 7→ S(h) est le semi groupe dans Kp, H, (Kp)′ (cf dans [56] page 230)

défini par

S(h)ϕ(t) =

{
0 si t < h,

ϕ(t− h) si t ≥ h.
(4.63)

D’après ce que précède (cf. chapitre 3) on a bien que la famille (S(h))h≥0 est

un semi-groupe de contractions dans X = Kp,H ou (Kp)′ vérifiant

‖S(h)ϕ‖X ≤ ‖ϕ‖X . (4.64)

Dans toute la suite de ce travail on a φp = Kp∩D(Λ, (Kp)′) d’après [56] page

269.

Montrons que l’opérateur Λ et Kp sont compatibles (cf. [56] page 269) c-à-d,

pour tout υ ∈ Kp, il existe une suite régularisante (υj)j∈N ∈ φp vérifiant

lim
j→+∞

υj = υ dans Kp, et, lim sup
j→+∞

[Λυj, υj − υ] ≤ 0. (4.65)

Proposition 4.2 Le sous-espace vectoriel Kp et le semi groupe S vérifient

l’inclusion suivante

S(h)Kp ⊂ Kp, ∀h ≥ 0.

Preuve. On a S(h)Kp = {ϕ telle que ∃y ∈ Kp vérifiant ϕ = S(h)y}.
Si h = 0, l’inclusion est évidente puisque S(0) = Id.

Si h > 0, on a ϕ ∈ S(h)Kp c-à-d, il existe y ∈ Kp tel que avec (4.63) on ait

ϕ(t) = S(h)y(t) =

{
0 si t < h,

y(t− h) si t ≥ h.

On donne l’ensemble suivant

Ey = {t ∈ [0, T ]; y(t) 6∈ V p
0.div},
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|Ey| := mesure(Ey) = 0 (car y ∈ Kp = Lp(0, T ;V p
0.div)).

Maintenant, on montre que

ϕ(t) ∈ V p
0.div p.p t ∈ [0, T ],

c-à-d on montre que

|Eϕ| = |{t ∈ [0, T ]; ϕ 6∈ V p
0.div}| = 0.

On a

Eϕ = {t ∈ [h, T ]; ϕ(t) = y(t− h) 6∈ V p
0.div}

= {t′ ∈ [0, T − h]; y(t′) 6∈ V p
0.div}

= Ey ∩ [0, T − h],

donc |Eϕ| = |Ey ∩ [0, T − h]| ≤ |Ey| = 0, alors

|Eϕ| = 0,

d’où, le résultat.

D’autre part, on a

∫ T

0

‖ϕ(t)‖p
V

p
0.div

dt =

∫ T

h

‖y(t− h)‖p
V

p
0.div

dt

=

∫ T−h

0

‖y(t′)‖p
V

p
0.div

dt′

≤
∫ T

0

‖y(t′)‖p
V

p
0.div

dt′ = ‖y‖pKp ,

comme y ∈ Kp donc ϕ ∈ Kp. On déduit que

S(h)Kp ⊂ Kp, ∀h ≥ 0.

D’après le théorème 9.1 [56] page 270, la propriété (4.65) est donc vérifiée.

On utilise un principe analogue à celui du chapitre 3 (cas p = 2), mais la

différence dans cette section est que notre p > 2.
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Théorème 4.1 On suppose que les hypothèses (4.2), (4.3) sont satisfaites,

alors pour f ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

s ∈ Lp(0, T ;Lp(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T ) vérifiant (4.8), et υ0 ∈ W1,p(Ω) vérifiant

(4.13), il existe υ ∈ Kp solution de l’inéquation parabolique variationnelle

"faible" (4.61).

Preuve. On approche le problème variationnel parabolique "faible" (Pf ) par

une suite de problèmes variationnels elliptiques.

Pour cela, on approche la dérivée en temps comme dans (4.62) et on considère

la suite de problèmes variationnels elliptiques dépendant du paramètre h > 0

suivante :

Trouver υh ∈ Kp telle que, pour tout ϕ ∈ Kp

[I − S(h)

h
υh, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ− υh] + J(ϕ)− J(υh) ≥ [f, ϕ− υh]. (4.66)

La fonctionnelle J est convexe et propre.

La fonctionnelle J est lipschitzienne. En effet, soient u, v deux éléments de

Kp, on a

|J(u)− J(v)| =
∣∣∣
∫ T

0

∫

ω

k(|u− s̃| − |v − s̃|) dx′ dt
∣∣∣

≤
∫ T

0

∫

ω

|k||u− v| dx′ dt.

En utilisant les inégalités de Hölder en espace et en temps, on trouve

|J(u)− J(v)| ≤ ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω))‖u− v‖Lp(0,T ;Lp(ω)). (4.67)

En utilisant la continuité de l’application trace de W1,p(Ω) dans Lp(∂Ω) on

obtient

∃γ > 0 ‖u‖Lp(0,T ;Lp(ω)) ≤ γ‖u‖Kp , ∀u ∈ Kp, (4.68)

donc

|J(u)− J(v)| ≤ γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω))‖u− v‖Kp , (4.69)

ce qui montre que J est lipschitzienne. Alors elle est continue donc elle est

semi-continue inférieurement sur Kp.

Définissons l’opérateur B de Kp → (Kp)′ par

υ 7→ I − S(h)

h
υ +Aυ = Bυ.
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L’opérateur B est monotone, hémicontinu et borné. En effet, d’après le lemme

4.2 l’opérateur A monotone, hémicontinu et borné.

Pour montrer
I − S(h)

h
est hémicontinu, on doit montrer que, pour tout

u, v, w ∈ Kp, la fonction

α2 : λ 7→ α2(λ) =
[I − S(h)

h
(u+ λυ), w

]

est continue sur R.

Soit (λn)n≥0 une suite convergente vers λ dans R, alors

α2(λn) =
[I − S(h)

h
(u+ λnυ), w

]
=
[I − S(h)

h
u, w

]
+ λn

[I − S(h)

h
υ, w

]
,

converge vers α2(λ). On déduit donc que l’opérateur
I − S(h)

h
est hémicon-

tinu. Pour la monotonie de
I − S(h)

h
, il faut montrer que pour tout u, υ ∈ Kp

[I − S(h)

h
u− I − S(h)

h
υ, u− υ

]
≥ 0. (4.70)

Comme S est une contraction dans H, on a

[I − S(h)

h
u, u
]
=

∫ T

0

∫

Ω

(I − S(h)

h
u
)
· u dx dt ≥ 0, (4.71)

et puisque l’opérateur
I − S(h)

h
est linéaire, on déduit que

I − S(h)

h
est mo-

notone.

De plus l’opérateur
I − S(h)

h
est borné. En effet, on a

∣∣∣
[I − S(h)

h
u, v
]∣∣∣ =

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(I − S(h)

h
u
)
· v dx dt

∣∣∣

≤
∫ T

0

∫

Ω

∣∣∣I − S(h)

h
u
∣∣∣|v| dx dt

≤ 1

h

∫ T

0

∫

Ω

(|u|+ |S(h)u|)|v| dx dt

≤ 1

h

(∫ T

0

∫

Ω

|u||v| dx dt+
∫ T

0

∫

Ω

|S(h)u||v| dx dt
)
,

en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient
∣∣∣
[I − S(h)

h
u, v
]∣∣∣ ≤ 1

h

(
‖u‖H‖v‖H + ‖S(h)u‖H‖v‖H

)
,
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avec (4.64) on a

∣∣∣
[I − S(h)

h
u, v
]∣∣∣ ≤ 2

h
C2
i ‖u‖Kp‖v‖Kp ,

où Ci désigne la constante de l’injection continue de Kp dans H.

Donc,

sup
v 6=0

∣∣∣
[
I−S(h)

h
u, v
]∣∣∣

‖v‖Kp

≤ 2

h
C2
i ‖u‖Kp ,

d’où
∥∥∥I − S(h)

h
u
∥∥∥
(Kp)′

≤ Ch‖u‖Kp , (4.72)

où Ch =
2

h
C2
i . D’où le résultat.

Comme A monotone, hémicontinu et borné,
I − S(h)

h
monotone, hémicon-

tinu et borné, on en déduit que l’opérateur B est monotone, hémicontinu et

borné. Donc, il est pseudo-monotone (cf. la proposition 2.5 [56] page 179).

On réécrit l’inéquation variationnelle (4.66) comme suit
[
Bυh, ϕ− υh

]
+ J(ϕ)− J(υh) ≥ [f, ϕ− υh], ∀ϕ ∈ Kp. (4.73)

Pour appliquer le théorème de la monotonie [56] page 251, il reste à montrer

que B est coercif c-à-d

∃υ∗ ∈ Kp tel que J(υ∗) <∞,

lim
‖υ‖Kp→+∞

[Bυ, υ − υ∗] + J(υ)

‖υ‖Kp

= +∞.

Or

[Bυ, υ − υ∗] + J(υ) = [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

+
[I − S(h)

h
(υ − υ∗), (υ − υ∗)

]

+
[I − S(h)

h
υ∗, (υ − υ∗)

]

≥ [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

−
[I − S(h)

h
υ∗, (υ∗ − υ)

]
.
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Avec (4.72) on trouve

[Bυ, υ − υ∗] + J(υ) ≥ [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

−
∥∥∥I − S(h)

h
υ∗

∥∥∥
(Kp)′

‖υ∗ − υ‖Kp

≥ [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

− Ch‖υ∗‖Kp‖υ∗ − υ‖Kp

≥ [Aυ, υ − υ∗] + J(υ)

− Ch‖υ∗‖Kp(‖υ∗‖Kp + ‖υ‖Kp).

D’après la remarque 4.2 on sait que A est coercif. Donc

lim
‖υ‖Kp→+∞

[Bυ, υ − υ∗] + J(υ)

‖υ‖Kp

= +∞.

Par application du Théorème 8.5 [56] page 251, on conclut que (4.66) a au

moins une solution υh dans Kp.

Il en résulte que la suite (υh)h>0 est bornée dans Kp. En effet, on

prend ϕ = 0 dans (4.66) on obtient

[I − S(h)

h
υh,−υh

]
+ [Aυh,−υh] + J(0)− J(υh) ≥ [f,−υh].

Avec (4.71) et la positivité de la fonction J

[Aυh, υh] ≤ [f, υh] + J(0). (4.74)

Pour presque tout t ∈ [0, T ], on a

a(θ; υh, υh)

=

∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)|D(υh + υ0ξ)|p−2D(υh + υ0ξ) : D(υh) dx

=

∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)|D(υh + υ0ξ)|p dx

−
∫

Ω

2µ(θ, |D(υh + υ0ξ)|)|D(υh + υ0ξ)|p−2D(υh + υ0ξ) : D(υ0ξ) dx.
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En utilisant (4.2) et l’inégalité de Korn (4.46) on obtient

a(θ; υh, υh) ≥ 2(CKorn)
pµ0‖υh + υ0ξ‖p1.p

−2µ1

∫

Ω

|D(υh + υ0ξ)|p−1|D(υ0ξ)| dx.
(4.75)

En utilisant l’inégalité de Hölder on obtient

a(θ; υh, υh) ≥ 2(CKorn)
pµ0‖υh + υ0ξ‖p1.p

−2µ1c‖υh + υ0ξ‖p−1
1.p ‖υ0‖1.p.

(4.76)

Donc,

[Aυh, υh] =

∫ T

0

a(θ; υh, υh) dt

≥ 2(CKorn)
pµ0

∫ T

0

‖υh + υ0ξ‖p1.p dt

− 2µ1c‖υ0‖1.p
∫ T

0

‖υh + υ0ξ‖p−1
1.p dt,

d’où

[Aυh, υh] ≥ 2(CKorn)
pµ0‖υh + υ0ξ‖pLp(0,T ;V p

Γ1
)

−2µ1c‖υ0‖1.pT
1
p‖υh + υ0ξ‖p−1

Lp(0,T ;V p
Γ1

)
.

D’autre part, avec (4.74) on a

[Aυh, υh] ≤ ‖f‖(Kp)′‖υh‖Kp + J(0),

d’où

2(CKorn)
pµ0‖υh + υ0ξ‖pLp(0,T ;V p

Γ1
)

≤ ‖f‖(Kp)′‖υh‖Kp + J(0)

+ 2µ1c‖υ0‖1.pT
1
p‖υh + υ0ξ‖p−1

Lp(0,T ;V p
Γ1

)
.

De (4.33) on obtient

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖υh‖Kp − ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

≤ ‖f‖(Kp)′‖υh‖Kp + J(0)

+2p−1µ1c‖υ0‖1.pT
1
p (‖υh‖p−1

Kp + ‖υ0ξ‖p−1
Lp(0,T ;V p

Γ1
)
).
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En divisant les deux membres de l’inégalité ci-dessus par ‖υh‖pKp (avec

‖υh‖pKp 6= 0) on obtient

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

‖υh‖Kp

∣∣∣
p

≤ ‖f‖(Kp)′‖υh‖1−pKp +
J(0)

‖υh‖pKp

+
2p−1µ1c‖υ0‖1.pT

1
p

‖υh‖Kp

(
1 +

(‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

‖υh‖Kp

)p−1)
.

(4.77)

D’autre part, on définit l’ensemble suivant :

E =
{
ẑ ∈ R

∗
+, tel que ẑ vérifie l’inéquation suivante

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

ẑ

∣∣∣
p

≤ ‖f‖(Kp)′ ẑ
1−p +

J(0)

ẑp

+
2p−1µ1c‖υ0‖1.pT

1
p

ẑ

(
1 +

(‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

ẑ

)p−1)}
.

(4.78)

Montrons que l’ensemble E est borné. En effet, pour ẑ ∈ E, en faisant ẑ →
+∞ dans (4.78) nous arrivons à µ0 ≤ 0. C’est une contradiction avec le fait

que µ0 > 0. Ainsi

∃C > 0, ẑ ≤ C,
ce qui montre que l’ensemble E est borné.

De (4.77) on obtient que ‖υh‖Kp ∈ E ∪ {0} donc

‖υh‖Kp ≤ C, (4.79)

ce qui montre que la suite (υh)h>0 est bornée dans Kp. Donc la suite (υh)h>0

admet une sous-suite, notée encore (υh)h>0, telle que, lorsque h→ 0 on ait :

υh ⇀ υ dans Kp faible, (4.80)

et comme A est borné, on a

Aυh ⇀ χ dans (Kp)′ faible. (4.81)

Comme υh est solution de (4.66) on obtient
[I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ− υh] + J(ϕ)− J(υh)− [f, ϕ− υh]

=
[I − S(h)

h
υh, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ− υh] + J(ϕ)− J(υh)− [f, ϕ− υh]

+
[I − S(h)

h
(ϕ− υh), ϕ− υh

]
≥
[I − S(h)

h
(ϕ− υh), ϕ− υh

]
,
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d’où avec (4.71)

[I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ− υh] + J(ϕ)− J(υh) ≥ [f, ϕ− υh],

∀ϕ ∈ Kp.

(4.82)

On déduit de (4.82) et (4.62), en prenant ϕ ∈ φp, et en utilisant les conver-

gences faibles (4.80) et (4.81) que

lim sup
h→0

[Aυh, υh] ≤ lim sup
h→0

([I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ [Aυh, ϕ] + J(ϕ)

− J(υh)− [f, ϕ− υh]
)

≤ lim sup
h→0

([I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

])
+ lim sup

h→0
[Aυh, ϕ]

+ J(ϕ)− lim inf
h→0

J(υh)− lim inf
h→0

[f, ϕ− υh]

≤ [Λϕ, ϕ− υ] + [χ, ϕ] + J(ϕ)− lim inf
h→0

J(υh)− [f, ϕ− υ].

Comme la fonctionnelle J est semi-continue inférieurement et convexe pour

la topologie forte, alors, d’après le corollaire III.8 [21] page 38, elle est semi-

continue inférieurement pour la topologie faible c-à-d,

J(υ) ≤ lim inf
h→0

J(υh). (4.83)

Donc,

lim sup
h→0

[Aυh, υh] ≤ [Λϕ, ϕ− υ] + [χ, ϕ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ], (4.84)

d’où

lim sup
h→0

[Aυh, υh − υ] ≤ [Λϕ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) + [χ− f, ϕ− υ]. (4.85)

Or, comme υ ∈ Kp, il existe une suite régularisante (υj)j∈N qui vérifie (4.65).

En posant la suite (υj)j∈N à la place ϕ dans (4.85), on obtient

lim sup
h→0

[Aυh, υh−υ] ≤ [Λυj, υj−υ]+J(υj)−J(υ)+ [χ− f, υj−υ] ∀j ∈ N.

Avec (4.65) et la continuité de la fonctionnelle J on a

lim sup
h→0

[Aυh, υh − υ] ≤ 0.
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Comme A est pseudo-monotone on obtient

lim inf
h→0

[Aυh, υh − ϕ] ≥ [Aυ, υ − ϕ], ∀ϕ ∈ Kp. (4.86)

Mais d’après (4.82) on a

[Aυ, υ − ϕ] ≤ lim inf
h→0

[Aυh, υh − ϕ]

≤ lim inf
h→0

([I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ J(ϕ)

− J(υh)− [f, ϕ− υh]
)

≤ lim sup
h→0

([I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ J(ϕ)

− J(υh)− [f, ϕ− υh]
)
,

d’où

[Aυ, υ − ϕ] ≤ lim sup
h→0

[I − S(h)

h
ϕ, ϕ− υh

]
+ J(ϕ)

− lim inf
h→0

J(υh)− lim inf
h→0

[f, ϕ− υh].

Avec (4.62), (4.83), et la convergence faible (4.80)

[Aυ, υ − ϕ] ≤ [Λϕ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ],

d’où

[Λϕ, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ], ∀ϕ ∈ φp,

ce qui montre que υ vérifie (4.61).

4.3.3 Résultat d’existence pour le problème 4.4

On va montrer l’existence d’une solution forte au sens (4.58), (4.22).

Théorème 4.2 Sous les hypothèses du Théorème 4.1, le problème 4.4 admet

au moins une solution.
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Preuve. On prend ϕ = υh ± ψ̃ζ ∈ Kp avec ψ̃ ∈ V p
0.div et ζ ∈ D(0, T ) dans

(4.66), on obtient
[I − S(h)

h
υh,±ψ̃ζ

]
+ [Aυh,±ψ̃ζ] + J(υh ± ψ̃ζ)− J(υh) ≥ [f,±ψ̃ζ].

Avec la première inégalité on a
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
≥ [f, ψ̃ζ]− [Aυh, ψ̃ζ]− J(υh + ψ̃ζ) + J(υh).

En utilisant (4.69)
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
≥ −(‖f‖(Kp)′ + ‖Aυh‖(Kp)′

+γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω)))‖ψ̃ζ‖Kp .
(4.87)

De la deuxième inégalité on a
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
≤ [f, ψ̃ζ]− [Aυh, ψ̃ζ] + J(υh − ψ̃ζ)− J(υh),

et avec (4.69)
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
≤ (‖f‖(Kp)′ + ‖Aυh‖(Kp)′

+γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω)))‖ψ̃ζ‖Kp .
(4.88)

D’après (4.87), (4.88) on a
∣∣∣
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]∣∣∣ ≤ (‖f‖(Kp)′ + ‖Aυh‖(Kp)′ + γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω)))‖ψ̃ζ‖Kp .

Rappelons que l’opérateur A est borné et (υh)h>0 est bornée dans Kp, donc
∣∣∣
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]∣∣∣ ≤ C‖ψ̃ζ‖Kp , (4.89)

où C est indépendant de h.

D’autre part,
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
=

∫ T

0

∫

Ω

((I − S(h)

h
υh(t)

)
· ψ̃
)
ζ(t) dx dt

=
1

h

(∫ T

0

∫

Ω

(υh(t) · ψ̃)ζ(t) dx dt−
∫ T

h

∫

Ω

(υh(t− h) · ψ̃)ζ(t) dx dt
)

=
1

h

(∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ(t′) dx dt′ −

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ(t′ + h) dx dt′

)

=
1

h

(∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)

(
ζ(t′)− ζ(t′ + h)

)
dx dt′

+

∫ T

T−h

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ(t′) dx dt′

)
.

179



Comme ζ ∈ D(0, T ) on a supp(ζ) compact inclus dans ]0, T [ c-à-d, il existe

[a, b] ⊂]0, T [ tel que

ζ(t) = 0 ∀t /∈ [a, b].

Donc pour tout h ∈]0, T − b[ on a

ζ(t) = 0 ∀t ∈ [T − h, T ]. (4.90)

Avec (4.90) on obtient

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
=

1

h

(∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)

(
ζ(t′)− ζ(t′ + h)

)
dx dt′

)
.

D’après la formule de Taylor on a

ζ(t′ + h)− ζ(t′) = hζ ′(t′) +
h2

2
ζ ′′(t′ + ct′h), 0 ≤ ct′ ≤ 1,

d’où
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
= −1

h

(∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)

(
hζ ′(t′)

+
h2

2
ζ ′′(t′ + ct′h)

)
dx dt′

)

= −
∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

−h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′,

donc,
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
= −

∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

+

∫ T

T−h

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

−h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′.

En utilisant (4.90), on obtient

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
= −

(∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

+
h

2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′
)
.

(4.91)
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On a

∣∣∣h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′
∣∣∣

≤ h

2

∫ T

0

∫

Ω

|υh(t′)||ψ̃||ζ ′′(t′ + ct′h)| dx dt′

≤ h

2
C0

∫ T

0

∫

Ω

|υh(t′)||ψ̃| dx dt′,

où C0 = ‖ζ ′′‖C([0,T ]).

Comme p > 2, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en

temps on obtient

∣∣∣h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ch) dx dt′

∣∣∣ ≤ h

2
C0

√
T‖υh‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ψ̃‖L

2(Ω).

Comme l’injection de Kp dans L2(0, T ;L2(Ω)) est continue et la suite (υh)h>0

est bornée dans Kp on a

∣∣∣h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ch) dx dt′

∣∣∣ ≤ C∗h, (4.92)

où C∗ est indépendant de h.

Avec (4.91)

∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ = −

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]

−h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′.

Donc,

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

∣∣∣ ≤
∣∣∣
[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]∣∣∣

+
∣∣∣h
2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′
∣∣∣,

d’après (4.89) et (4.92) on a

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′

∣∣∣ ≤ C‖ψ̃ζ‖Kp + C∗h.
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On passe à la limite quand h→ 0, on obtient

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(υ(t′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′
∣∣∣ ≤ C‖ψ̃ζ‖Kp ,

d’où υ′ est dans (Kp)′ et

‖υ′‖(Kp)′ ≤ C. (4.93)

D’autre part, pour tout ϕ ∈ φp on a

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ]

= [ϕ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ]

−
∫ T

0

< ϕ′ − υ′, ϕ− υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt,

(4.94)

or

−
∫ T

0

< ϕ′ − υ′, ϕ− υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt = −1

2

∫ T

0

∂

∂t
‖ϕ− υ‖2

L2(Ω) dt

= −1

2
‖ϕ(T )− υ(T )‖2

L2(Ω) +
1

2
‖ϕ(0)− υ(0)‖2

L2(Ω)

≥ −1

2
‖ϕ(T )− υ(T )‖2

L2(Ω), ∀ϕ ∈ φp,

(4.95)

et avec (4.61) et (4.95),

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ] ≥ −1

2
‖ϕ(T )− υ(T )‖2

L2(Ω).

Si ϕ(T ) = υ(T ) on a bien

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ].

Soit ϕ ∈ φp, on modifie ϕ avec

ϕǫ = ϕXǫ + υ(1−Xǫ),

où Xǫ ∈ C∞([0, T ];R) tel que

Xǫ =

{
1 si t ∈ [0, T − ǫ],

0 si t ∈ [T − ǫ
2
, T ],
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et Xǫ(t) ∈ [0, 1] si t ∈ [T − ǫ, T − ǫ
2
].

On a ϕǫ ∈ Kp, ϕ′
ǫ ∈ (Kp)′ (car ϕ′

ǫ = ϕ′Xǫ + ϕX ′
ǫ + υ′(1 − Xǫ) − υX ′

ǫ), et

ϕǫ(0) = ϕ(0) = 0 d’où ϕǫ ∈ φp.

Comme ϕǫ(T ) = υ(T ), on a

[υ′, ϕǫ−υ]+ [Aυ, ϕǫ−υ]+J(ϕǫ)−J(υ) ≥ [f, ϕǫ−υ], ∀ǫ ∈
(
0,
T

2

)
, (4.96)

d’autre part, on a

‖ϕǫ − ϕ‖pKp =

∫ T

0

‖ϕǫ − ϕ‖p
V

p
0.div

dt

=

∫ T

0

|1−Xǫ|p‖υ − ϕ‖p
V

p
0.div

dt.

La fonction Fǫ = |1−Xǫ|p‖υ − ϕ‖p
V

p
0.div

∈ L1(0, T ), et vérifie

|Fǫ(t)| ≤ ‖υ − ϕ‖p
V

p
0.div

(t), ∀t ∈ [0, T ],

(car |1 − Xǫ| ≤ 1) où ‖υ − ϕ‖p
V

p
0.div

∈ L1(0, T ), de plus pour presque tout

t ∈ [0, T ] on a Fǫ → 0 lorsque ǫ → 0. Avec le théorème de la convergence

dominée, on a ϕǫ → ϕ dans Kp fort. On peut donc passer à la limite dans

(4.96) on obtient

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ], ∀ϕ ∈ φp.

D’après (4.65) φp est dense dans Kp, donc on a

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ], ∀ϕ ∈ Kp. (4.97)

Donc, il reste seulement à montrer que υ(0) = 0. On choisit ϕ = υh±ψ̃ζ ∈ Kp

avec ψ̃ ∈ W 1,p
0.div et ζ ∈ Lp(0, T ) dans (4.66) et J(υh± ψ̃ζ) = J(υh), on obtient

[I − S(h)

h
υh, ψ̃ζ

]
+ [Aυh, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ]. (4.98)

Pour ζ ∈ C∞([0, T ]), avec ζ = 0 sur [b, T ] tel que 0 < b < T on utilise (4.91)

on obtient

−
∫ T

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ − h

2

∫ T−h

0

∫

Ω

(υh(t
′) · ψ̃)ζ ′′(t′ + ct′h) dx dt

′

+[Aυh, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ], ∀h ∈]0, T − b[.
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On passe à la limite quand h→ 0 et en utilisant (4.92), on trouve

−
∫ T

0

∫

Ω

(υ(t′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ + [χ, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ]. (4.99)

On utilise (4.97) avec ϕ = υ± ψ̃ζ ∈ Kp où ψ̃ ∈ W 1,p
0.div et ζ ∈ C∞([0, T ]), avec

ζ = 0 sur [b, T ] tel que 0 < b < T on obtient

[υ′, ψ̃ζ] + [Aυ, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ], (4.100)

avec (4.99), (4.100) on a

[χ, ψ̃ζ] = [Aυ, ψ̃ζ] ∀ψ̃ ∈ W 1,p
0.div, ∀ζ ∈ D(0, T ).

Puisque χ − Aυ ∈ (Kp)′ = Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′) ⊂ Lp
′

(0, T ; (W 1,p
0.div)

′) (car

W 1,p
0.div ⊂ V p

0.div), on a

[χ−Aυ, ψ̃ζ] = 0 ∀ψ̃ ∈ W 1,p
0.div, ∀ζ ∈ D(0, T ), (4.101)

et D(0, T )⊗W 1,p
0.div est dense dans Lp(0, T ;W 1,p

0.div), d’où

χ = Aυ dans Lp
′

(0, T ; (W 1,p
0.div)

′).

De (4.99), on tire

−
∫ T

0

∫

Ω

(υ(t′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ + [Aυ, ψ̃ζ] = [f, ψ̃ζ], ∀ψ̃ ∈ W 1,p
0.div,

∀ζ ∈ C∞([0, T ]), ζ = 0 sur [b, T ] tel que 0 < b < T,

et avec (4.100) on obtient

−
∫ T

0

∫

Ω

(υ(t′) · ψ̃)ζ ′(t′) dx dt′ = [υ′, ψ̃ζ], ∀ψ̃ ∈ W 1,p
0.div, ∀ζ ∈ C∞([0, T ]),

ζ = 0 sur [b, T ] tel que 0 < b < T.

Par une intégration par parties on trouve
∫

Ω

(υ(T ) · ψ̃)ζ(T ) dx−
∫

Ω

(υ(0) · ψ̃)ζ(0) dx = 0,

comme ζ(T ) = 0 on a
∫

Ω

(υ(0) · ψ̃) dx = 0, ∀ψ̃ ∈ W 1,p
0.div. (4.102)
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Comme W 1,p
0.div est dense dans H (cf théorème 2.9 avec m = 1, r = p [3]

page 117 et le théorème 2.8 chap I [46]) alors pour tout υ(0) ∈ H, il existe

(ψ̃j)j∈N ∈ W 1,p
0.div telle que

lim
j→+∞

ψ̃j = υ(0) dans H,

en remplaçant ψ̃ par ψ̃j dans (4.102) on obtient
∫

Ω

(υ(0) · ψ̃j) dx = 0.

Par le passage à la limite quand j → +∞ on trouve
∫

Ω

|υ(0)|2 dx = ‖υ(0)‖2
L
2(Ω) = 0,

d’où

υ(0) = 0.

Ce qui montre que le problème 4.4 admet au moins une solution.

4.3.4 Résultat d’unicité pour le problème 4.4

Théorème 4.3 Sous les hypothèses du Théorème 4.1, la solution du pro-

blème 4.4 est unique.

Preuve. On suppose que le problème 4.4 admet deux solutions υ1 et υ2.

Donc, elles vérifient les deux inéquations suivantes

[υ′1, ϕ−υ1]+[Aυ1, ϕ−υ1]+J(ϕ)−J(υ1) ≥ [f, ϕ−υ1] ∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div),

[υ′2, ϕ−υ2]+[Aυ2, ϕ−υ2]+J(ϕ)−J(υ2) ≥ [f, ϕ−υ2] ∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div).

Fixons t ∈]0, T ], prenons ϕ = υ21[0,t] + υ11]t,T ] dans la première inéquation

et ϕ = υ11[0,t] + υ21]t,T ] dans la deuxième avec

1[0,t] =

{
1 sur [0, t],

0 ailleurs.
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En additionnant les deux inéquations, on aura :

[υ′1 − υ′2, (υ2 − υ1)1[0,t]] + [Aυ1 −Aυ2, (υ2 − υ1)1[0,t]] ≥ 0,

c-à-d

[υ′1 − υ′2, (υ1 − υ2)1[0,t]] + [Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]] ≤ 0.

D’autre part,

[Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]]

=

∫ T

0

(
a(θ; υ1, (υ1 − υ2)1[0,t])− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)1[0,t]

)
dt̃

=

∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃,

en utilisant le même raisonnement que dans l’étude de la monotonie de A,

on a aussi
∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃

≥
∫ t

0

∫

Ω

|D(υ1 + υ0ξ)|p−2
(
µ(θ, |D(υ1 + υ0ξ)|)− µ(θ, |D(υ2 + υ0ξ)|)

)

×
(
|D(υ1 + υ0ξ)|2 − |D(υ2 + υ0ξ)|2

)
dx dt̃

+

∫ t

0

∫

Ω

µ(θ, |D(υ2 + υ0ξ)|)
(
|D(υ1 + υ0ξ)|p−2 − |D(υ2 + υ0ξ)|p−2

)

×
(
|D(υ1 + υ0ξ)|2 − |D(υ2 + υ0ξ)|2

)
dx dt̃.

Avec (4.2), (4.3) et monotonie de la fonction w 7→ wp−2 sur R+ car p− 2 > 0

on a
∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃ ≥ 0,

d’où

[Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]] ≥ 0.

Donc,
∫ t

0

< υ′1 − υ′2, υ1 − υ2 >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt̃ ≤ 0.
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D’autre part,
∫ t

0

< υ′1 − υ′2, υ1 − υ2 >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt̃ =
1

2

∫ t

0

∂

∂t
‖υ1 − υ2‖2L2(Ω) dt̃

=
1

2

(
‖υ1(t)− υ2(t)‖2L2(Ω) − ‖υ1(0)− υ2(0)‖2L2(Ω)

)
≤ 0,

d’où

‖υ1(t)− υ2(t)‖2L2(Ω) ≤ ‖υ1(0)− υ2(0)‖2L2(Ω).

Or ‖υ1(0)−υ2(0)‖2L2(Ω) = 0, ce qui montre l’unicité de la solution du problème

4.4.

4.3.5 Résultats d’existence pour le problème 4.3

Recherche de la pression

Dans cette section on étudie l’existence de la pression solution du pro-

blème 4.3.

Maintenant, on déduit du corollaire 3.1 [3] page 118 avec m = 0 le lemme

suivant :

Lemme 4.3 Soit p > 1, il existe une application P ∈ L(Lp0(Ω),W1,p
0 (Ω))

vérifiant

div(P(g)) = g, ∀g ∈ Lp0(Ω).

Proposition 4.3 On suppose que les hypothèses (4.2), (4.3) sont satisfaites,

alors pour f ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0 )

′), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

s ∈ Lp(0, T ;Lp(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T ) vérifiant (4.8), et υ0 ∈ W1,p(Ω) vé-

rifiant (4.13), il existe une distribution π sur Ω×]0, T [ telle que pour tout

ϑ̃ ∈ W
1,p
0 (Ω) on a

< f, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
− ∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
− a(θ; υ, ϑ̃) = −(π, div(ϑ̃)), (4.103)

et ∫

Ω

πdx = 0, (4.104)

où υ est l’unique solution du problème 4.4.
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Preuve. Soit υ l’unique solution du problème 4.4. En prenant ϕ = υ ± ϑ

pour ϑ variant dans Lp(0, T ;W 1,p
0.div) dans l’inéquation variationnelle (4.58),

on obtient l’équation variationelle suivante,

∫ T

0

< υ′, ϑ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ) dt

=

∫ T

0

< f, ϑ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt.

(4.105)

Soit ϑ̃ ∈ W 1,p
0.div indépendante du temps, pour tout t ∈ [0, T ] on définit

ϑ =

{
ϑ̃ sur [0, t],

0 sinon.

Donc, (4.105) devient

∫ t

0

< υ′, ϑ̃ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

ds +
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds =

∫ t

0

< f, ϑ̃ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

ds,

c-à-d,

(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) +

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds =<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

.

Considérons la forme linéaire F̃ (t) définie sur V p
0 par

F̃ (t)(ϑ̃) =<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds.

Puisque p > 2, avec (4.34) on obtient

∣∣∣
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds
∣∣∣ ≤ 2p−1µ1(‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+ cp−1t
1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ϑ‖Lp(0,T ;V p
0 ).

Comme

‖ϑ‖Lp(0,T ;V p
0 ) = t

1
p‖ϑ̃‖1.p, (4.106)

on obtient

∣∣∣
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds
∣∣∣ ≤ 2p−1µ1(t

1
p‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+ cp−1t‖υ0‖p−1
1.p )‖ϑ̃‖1.p. (4.107)
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Montrons que F̃ (t) est continue sur V p
0 . Pour tout ϑ̃ ∈ V p

0 on a

|F̃ (t)(ϑ̃)| ≤
∣∣∣ <

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0

∣∣∣+ |(υ(t), ϑ̃)L2(Ω)|+
∣∣∣
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds
∣∣∣.

Avec (4.107), en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz en espace on trouve

|F̃ (t)(ϑ̃)| ≤
∥∥∥
∫ t

0

f ds
∥∥∥
(V p

0 )′
‖ϑ̃‖1.p + ‖υ(t)‖L

2(Ω)‖ϑ̃‖L
2(Ω)

+ 2p−1µ1(t
1
p‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+ cp−1t‖υ0‖p−1
1.p )‖ϑ̃‖1.p.

D’après l’injection continue de V p
0 dans L2(Ω) on obtient

|F̃ (t)(ϑ̃)| ≤ C‖ϑ̃‖1.p,

ce qui montre que F̃ (t) est continue sur V p
0 . Maintenant, remarquons que

F̃ (t)(ϑ̃) = 0 ∀ϑ̃ ∈ W 1,p
0.div,

en utilisant le lemme 2.7 (voir [3] page 115) avec m = 1, r′ = p, r = p′, on

obtient pour chaque t ∈ [0, T ], l’existence et l’unicité (à une constante près)

d’une fonction π̃(t) ∈ Lp
′

(Ω) telle que

F̃ (t) = ∇π̃(t), (4.108)

d’où

F̃ (t)(ϑ̃) =< ∇π̃(t), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) ∀ϑ̃ ∈ D(Ω). (4.109)

D’après le corollaire 2.5 (voir [3] page 114) avec m = 0, l’opérateur gradient

est un isomorphisme de Lp
′

0 (Ω) dans W−1,p′(Ω). De (4.108), on conclut que

∇π̃ ∈ C([0, T ];W−1,p′(Ω)), et de plus

π̃ ∈ C([0, T ];Lp
′

0 (Ω)).

Pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω) = (D(Ω))3, en utilisant la formule de Green dans (4.109)

on obtient

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).

Par la densité de D(Ω) dans W
1,p
0 (Ω) on a aussi pour tout ϑ̃ ∈ W

1,p
0 (Ω)

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).
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On dérive l’équation ci-dessus par rapport à t au sens des distributions, et

on pose

π =
∂π̃

∂t
. (4.110)

On obtient (4.103).

Avec (4.110) on a ∫

Ω

πdx =

∫

Ω

∂π̃

∂t
dx,

comme π̃ ∈ C([0, T ];Lp
′

0 (Ω)) on a (4.104).

Lemme 4.4 On a π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)).

Preuve. Multiplions (4.103) par ζ ∈ D(0, T ) et intégrons entre 0 et T on

obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃))ζ dt

=

∫ T

0

< f, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
ζ dt.

(4.111)

Considérons ̟ ∈ Lp0(Ω) et

ϑ̃ = P(̟),

où P est l’opérateur linéaire continu de Lp0(Ω) dans W1,p
0 (Ω) défini dans le

lemme 4.3. On obtient que

div(ϑ̃) = ̟.

En prenant ϑ̃ζ = η dans (4.111), on obtient

∫ T

0

(π,̟)ζ dt =

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, η) dt

−
∫ T

0

< f, η >(V p
0 )′,V p

0
dt.

(4.112)

Pour tout ζ ∈ D(0, T ) on a

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt = −

∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt. (4.113)
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Puisque p > 2, avec (4.34) on a

∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υ, η) dt
∣∣∣ ≤ 2p−1µ1(T

1
p‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+Tcp−1‖υ0‖p−1
1.p )‖η‖L∞(0,T ;V p

0 ),

(4.114)

on obtient
∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ζ dt
∣∣∣ ≤ ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η′‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ 2p−1µ1(T
1
p‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+ Tcp−1‖υ0‖p−1
1.p )‖η‖L∞(0,T ;V p

0 )

+ T
1
p‖f‖Lp′ (0,T ;(V p

0 )′)‖η‖L∞(0,T ;V p
0 ),

d’où
∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ζ dt
∣∣∣ ≤ ρ∗‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η‖H1(0,T ;V p

0 )

+ 2p−1µ1(T
1
p‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+ Tcp−1‖υ0‖p−1
1.p )‖η‖L∞(0,T ;V p

0 )

+ T
1
p‖f‖Lp′ (0,T ;(V p

0 )′)‖η‖L∞(0,T ;V p
0 ),

où ρ∗ désigne la constante de l’injection continue de V p
0 dans L2(Ω). Donc

∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ζ dt
∣∣∣ ≤ ρ∗‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η‖H1(0,T ;W1,p

0 (Ω))

+2p−1µ1(T
1
p‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+ Tcp−1‖υ0‖p−1
1.p )‖η‖L∞(0,T ;W1,p

0 (Ω))

+T
1
p‖f‖Lp′ (0,T ;(V p

0 )′)‖η‖L∞(0,T ;W1,p
0 (Ω)).

En utilisant la continuité de l’application P et l’injection continue deH1(0, T )

dans L∞(0, T ) (voir [21] page 129) on obtient

‖η‖L∞(0,T ;W1,p
0 (Ω)) = ‖ζ‖L∞(0,T )‖P̟‖

W
1,p
0 (Ω) ≤ C ′‖̟ζ‖H1(0,T ;Lp(Ω)).

Donc, pour tout ̟ ∈ Lp0(Ω), ζ ∈ D(0, T ) on a

∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ζ dt
∣∣∣ ≤ C∗‖̟ζ‖H1(0,T ;Lp(Ω)). (4.115)

D’autre part, pour tout ̟∗ ∈ Lp(Ω), on peut appliquer (4.115) en prenant

̟ = ̟∗ − 1

mesΩ

∫

Ω

̟∗ dx,
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car on a ̟ ∈ Lp0(Ω).

En utilisant (4.104) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(π, (̟∗ − 1

mesΩ

∫

Ω

̟∗ dx))ζ dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

(π,̟∗)ζ dt− 1

mesΩ

∫ T

0

(∫

Ω

π dx

)(∫

Ω

̟∗ dx

)
ζ dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

(π,̟∗)ζ dt
∣∣∣.

(4.116)

De plus, on a
∫

Ω

|̟|p dx =

∫

Ω

∣∣∣̟∗ − 1

mesΩ

∫

Ω

̟∗ dx
∣∣∣
p

dx

≤
∫

Ω

(
|̟∗|+ 1

mesΩ

∣∣∣
∫

Ω

̟∗ dx
∣∣∣
)p
dx,

de (4.33) on obtient
∫

Ω

|̟|p dx ≤ 2p−1

∫

Ω

(
|̟∗|p + 1

(mesΩ)p

∣∣∣
∫

Ω

̟∗ dx
∣∣∣
p)
dx

= 2p−1
(∫

Ω

|̟∗|p dx+ 1

(mesΩ)p−1

∣∣∣
∫

Ω

̟∗ dx
∣∣∣
p)
,

d’où
∫

Ω

|̟|p dx ≤ 2p−1
(
‖̟∗‖p

Lp(Ω) +
1

(mesΩ)p−1

∣∣∣
∫

Ω

̟∗ dx
∣∣∣
p)
. (4.117)

On a
∣∣∣
∫

Ω

̟∗ dx
∣∣∣
p

≤
(∫

Ω

|̟∗| dx
)p
,

en utilisant l’inégalité de Hölder on obtient

∣∣∣
∫

Ω

̟∗ dx
∣∣∣
p

≤
(
(mesΩ)

1
p′ ‖̟∗‖Lp(Ω)

)p
,

comme p et p′ sont conjugués on a
p

p′
= p− 1 donc

∣∣∣
∫

Ω

̟∗ dx
∣∣∣
p

≤ (mesΩ)p−1‖̟∗‖p
Lp(Ω).
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En remplaçant dans (4.117) on obtient
∫

Ω

|̟|p dx ≤ 2p‖̟∗‖p
Lp(Ω),

d’où

‖̟‖Lp(Ω) ≤ 2‖̟∗‖Lp(Ω), (4.118)

donc, pour tout ̟∗ ∈ Lp(Ω), ζ ∈ D(0, T ) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(π,̟)ζ dt
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ T

0

(π,̟∗)ζ dt
∣∣∣ ≤ 2C∗‖̟∗ζ‖H1(0,T ;Lp(Ω)).

Alors, avec la densité de D(0, T )⊗Lp(Ω) dans H1
0 (0, T ;L

p(Ω)) et avec (4.104)

on conclut que π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)).

Théorème 4.4 On suppose que les hypothèses (4.2), (4.3) sont satisfaites,

alors pour f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

s ∈ Lp(0, T ;Lp(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T ) vérifiant (4.8), et υ0 ∈ W1,p(Ω) vérifiant

(4.13), et pour p > 2, il existe υ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lp(0, T ;V p
0.div) avec

υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′), π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)) solution du problème 4.3.

Preuve. Avec la proposition 4.3 on a pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω)

< f, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
− ∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
− a(θ; υ, ϑ̃) =< ∇π, ϑ̃ >D

′(Ω),D(Ω) . (4.119)

Comme V p
0 ⊂ L2(Ω) ⊂ (V p

0 )
′ et que l’injection de V p

0 dans L2(Ω) est continue

et dense, d’après [29] page 54, on a

< f, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
= (f, ϑ̃)L2(Ω),

donc (4.119) devient

(f, ϑ̃)L2(Ω) −
∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
− a(θ; υ, ϑ̃) =< ∇π, ϑ̃ >D

′(Ω),D(Ω) . (4.120)

D’autre part, on a

a(θ; υ, ϑ̃) =

∫

Ω

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2dij(υ + υ0ξ)dij(ϑ̃)dx

=

∫

Ω

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2dij(υ + υ0ξ)∂jϑ̃idx.
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Pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω), en utilisant la formule de Green on obtient

a(θ; υ, ϑ̃)

= − < div(2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ)), ϑ̃ >
D′(Ω),D(Ω)

.

En remplaçant dans (4.120) on obtient pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω)

(f, ϑ̃)L2(Ω) −
∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
= − < div(σ̃), ϑ̃ >D

′(Ω),D(Ω) . (4.121)

Montrons que div(σ̃) ∈ H−1(0, T ;Lp′(Ω)). En effet, multiplions (4.121) par

ζ ∈ D(0, T ) et intégrons de 0 à T on obtient
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt

= −
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) ζ dt, ∀ϑ̃ ∈ D(Ω).

(4.122)

On a
∣∣∣
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) ζ dt

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt
∣∣∣+
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣.

(4.123)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et de Hölder en temps

on obtient
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt
∣∣∣ ≤ T

1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖L∞(0,T ;L2(Ω)),

d’où,

∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt
∣∣∣ ≤ cc∞T

1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;Lp(Ω))(4.124)

où c, c∞ désignent les constantes de l’injection continue de Lp(Ω) dans L2(Ω)

et de H1(0, T ) dans L∞(0, T ).

D’autre part, on a

∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣ =

∣∣∣−
∫ T

0

(υ, ϑ̃)
L2(Ω)

ζ ′ dt
∣∣∣, (4.125)
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en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣ ≤ ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ ′‖L2(0,T ;L2(Ω)),

d’où
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣ ≤ c‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;Lp(Ω)). (4.126)

En remplaçant (4.124), (4.126) dans (4.123) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) ζ dt

∣∣∣

≤ (cc∞T
1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω)) + c‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω)))‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;Lp(Ω)).

Alors, avec la densité de D(0, T ) ⊗ D(Ω) dans H1
0 (0, T ;L

p(Ω)) pour la to-

pologie de H1(0, T ;Lp(Ω)) on obtient div(σ̃) ∈ H−1(0, T ;Lp′(Ω)). Donc

σ̃ ∈ H−1(0, T ;Yp′). Ainsi (4.122) devient
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃)ζ dx dt, ∀ϑ̃ ∈ D(Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.127)

Comme D(Ω) est dense dans Lp(Ω) c-à-d pour tout ϑ̃ ∈ Lp(Ω), il existe

ϑ̃n ∈ D(Ω) telle que

lim
n→+∞

ϑ̃n = ϑ̃ dans Lp(Ω), (4.128)

en remplaçant ϑ̃ par ϑ̃n dans (4.127) on obtient
∫ T

0

(f, ϑ̃n)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n)

L2(Ω)
ζ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃n)ζ dx dt.
(4.129)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et de Hölder en temps

on obtient
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃n − ϑ̃)L2(Ω)ζ dt
∣∣∣ ≤ T

1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖(ϑ̃n − ϑ̃)ζ‖L∞(0,T ;L2(Ω))

≤ T
1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ζ‖L∞(0,T )‖ϑ̃n − ϑ̃‖L

2(Ω)

≤ cT
1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ζ‖L∞(0,T )‖ϑ̃n − ϑ̃‖L

p(Ω).
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En passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (4.128) on obtient
∫ T

0

(f, ϑ̃n)L2(Ω)ζ dt→
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt. (4.130)

On a
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n − ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣ =

∣∣∣−
∫ T

0

(υ, ϑ̃n − ϑ̃)
L2(Ω)

ζ ′ dt
∣∣∣,

en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n − ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣ ≤

√
T‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ζ ′‖L∞(0,T )‖ϑ̃n − ϑ̃‖L

2(Ω)

≤ c
√
T‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ζ ′‖L∞(0,T )‖ϑ̃n − ϑ̃‖L

p(Ω),

en passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (4.128) on obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n)

L2(Ω)
ζ dt→

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt. (4.131)

On a
∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(
div(σ̃) · (ϑ̃n − ϑ̃)

)
ζ dx dt

∣∣∣

≤ ‖div(σ̃)‖
H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖ζ‖H1

0 (0,T )
‖ϑ̃n − ϑ̃‖L

p(Ω).

En passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (4.128) on obtient
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃n)ζ dx dt→
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃)ζ dx dt. (4.132)

En passant à la limite quand n → +∞ dans (4.129) avec les convergences

(4.130), (4.131) et (4.132) on obtient
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃)ζ dx dt ∀ϑ̃ ∈ Lp(Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ).

Maintenant, en reprenant ϑ̃ ∈ V p
0 et comme σ̃ ∈ H−1(0, T ;Yp′) en utilisant

la formule de Green on obtient
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt

=

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂jϑ̃iζ dx dt−
∫ T

0

∫

∂Ω

σ̃ijnj(ϑ̃iζ) dY dt.

(4.133)
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Pour tout ϑ̃ ∈ V p
0 on a ϑ̃i = 0 sur Γ1 ∪ ΓL alors

∫ T

0

∫

∂Ω

σ̃ij(ϑ̃iζ)nj dY dt =

∫ T

0

∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iζ)nj dx
′ dt.

En utilisant l’égalité σ̃ijnj = σ̃τi + σ̃nni on obtient

∫ T

0

∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iζ)nj dx
′ dt =

∫ T

0

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iζ) dx
′ +

∫

ω

σ̃nni(ϑ̃iζ) dx
′ dt.

Pour tout ϑ̃ ∈ V p
0 on a ϑ̃ini = 0 sur ω alors
∫ T

0

∫

ω

σ̃ij(ϑ̃iζ)nj dx
′ dt =

∫ T

0

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iζ) dx
′ dt,

et (4.133) devient
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt

=

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂jϑ̃iζ dx dt−
∫ T

0

∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iζ) dx
′ dt.

On ajoute aux deux membres le terme
∫ T

0

j(t, υ + ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

j(t, υ) dt, on

obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

∫

Ω

σ̃ij∂jϑ̃iζ dx dt+

∫ T

0

j(t, υ + ϑ̃ζ) dt

−
∫ T

0

j(t, υ) dt =

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt+ Â(υ, ϑ̃),

(4.134)

où

Â(υ, ϑ̃) =

∫ T

0

(∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iζ) dx
′ + j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt.

En remplaçant σ̃ij par son expression (4.15) dans (4.134) on obtient

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃))ζ dt

+

∫ T

0

j(t, υ + ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

j(t, υ) dt =

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt+ Â(υ, ϑ̃).

(4.135)

On a ∫

∂Ω

ϑ̃ · n dY = 0, ∀ϑ̃ ∈ V p
0 .
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Du lemme 3.3 [3], on en déduit qu’il existe ϑ̂ ∈ W1,p(Ω) vérifiant

div(ϑ̂) = 0 dans Ω, ϑ̂ = ϑ̃ sur ∂Ω.

Donc, ϑ̂ ∈ V p
0.div et on a

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̂)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̂ζ) dt+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̂ζ)− j(t, υ)

)
dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̂ζ)L2(Ω) dt+ Â(υ, ϑ̂).

On prend ϕ = υ + ϑ̂ζ dans (4.58) on obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̂)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̂ζ) dt+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̂ζ)− j(t, υ)

)
dt

−
∫ T

0

< f, ϑ̂ζ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt ≥ 0.

Comme f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)) on a
∫ T

0

< f, ϑ̂ζ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt =

∫ T

0

(f, ϑ̂ζ)L2(Ω), (4.136)

donc

Â(υ, ϑ̂) ≥ 0.

Comme Â(υ, ϑ̂) = Â(υ, ϑ̃) car ϑ̂ = ϑ̃ sur ∂Ω on a

Â(υ, ϑ̃) ≥ 0.

Donc (4.135) devient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃ζ)) dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ V p
0 ∀ζ ∈ D(0, T ),

de plus υ(0) = 0, ce qui montre que (υ, π)∈
(
C([0, T ];L2(Ω)) ∩

Lp(0, T ;V p
0.div)

)
× H−1(0, T ;Lp

′

0 (Ω)) est solution du problème 4.3 avec υ′ ∈
Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′).
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4.4 Cas 6
5 < p < 2

Dans cette section, on traite le cas 6
5
< p < 2 où l’espace Kp = Lp(0, T ;

V p
0.div) n’est pas contenu dans l’espace H = L2(0, T ;L2(Ω)). Ce cas donne

lieu à quelques complications techniques. Pour cela, pour tout 0 < ε < 1, on

modifie (4.17) avec σ̃εij donné par (4.23) au lieu σ̃ij on obtient le problème

approché suivant :

Problème (P1
ε)

Soient f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), k ∈ L2(0, T ;L2
+(ω)), µ vérifie (4.2), (4.3), θ ∈

L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (4.8) et υ0 ∈
H1(Ω) vérifiant (4.13). On cherche υε ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;V 2

0.div)

avec υ′ε ∈ L2(0, T ; (V 2
0.div)

′), πε ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)) satisfaisant l’inéquation

variationnelle parabolique suivante
〈 ∂
∂t

(υε, ϑ̃)L2(Ω), ζ
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

∫ T

0

(
aε(θ; υε, ϑ̃ζ)− (πε, div(ϑ̃))ζ

)
dt

+

∫ T

0

(
j(t, υε + ϑ̃ζ)− j(t, υε)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ V 2
0 ∀ζ ∈ D(0, T ),

(4.137)

et la condition initiale

υε(0) = 0, (4.138)

où

aε(θ; u, ϕ) =

∫

Ω

2
(
µ(θ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2+ ε

)
dij(u+ υ0ξ)dij(ϕ)dx.

Maintenant, on considère le problème en vitesse suivant :

Problème (P2
ε)

Soient f ∈ L2(0, T ; (V 2
0.div)

′), k ∈ L2(0, T ;L2
+(ω)), µ vérifie (4.2), (4.3),

θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (4.8) et υ0 ∈
H1(Ω) vérifiant (4.13). On cherche υε ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;V 2

0.div) avec

υ′ε ∈ L2(0, T ; (V 2
0.div)

′) satisfaisant l’inéquation variationnelle parabolique sui-

vante

[[υ′ε, ϕ− υε]] + [[Aευε, ϕ− υε]] + J(ϕ)− J(υε) ≥ [[f, ϕ− υε]],

∀ϕ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div),

(4.139)

199



et la condition initiale (4.138),

où Aε est un opérateur donné par

Aε : L
2(0, T ;V 2

0.div) → L2(0, T ; (V 2
0.div)

′), qui à u ∈ L2(0, T ;V 2
0.div) associe Aεu

défini par

[[Aεu, ϕ]] =

∫ T

0

aε(θ; u, ϕ)dt ∀ϕ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div),

où [[.,.]] désigne le crochet de dualité entre L2(0, T ;V 2
0.div) et L2(0, T ; (V 2

0.div)
′).

On note < ., . >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

le crochet de dualité entre V 2
0.div et (V 2

0.div)
′.

Dans toute la suite, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.5 Sous les hypothèses (4.2), (4.3), ξ ∈ H1(0, T ), υ0 ∈ H1(Ω)

vérifiant (4.13), l’opérateur Aε est borné, hémicontinu, monotone et coercif.

Preuve. Soit (υ, ϕ) ∈ (L2(0, T ;V 2
0 ))

2, pour presque tout t ∈ [0, T ] on a
∣∣∣
∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx
∣∣∣ ≤

∫

Ω

|D(υ + υ0ξ)||D(ϕ)| dx,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
∣∣∣
∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx
∣∣∣ ≤ ‖υ + υ0ξ‖1.2‖ϕ‖1.2.

Puisque ξ ∈ H1(0, T ) ⊂ C([0, T ]) avec injection continue donc elle vérifie

(4.32) et on a
∣∣∣
∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx
∣∣∣ ≤ (‖υ‖1.2 + c‖υ0‖1.2)‖ϕ‖1.2. (4.140)

Donc, pour tout (υ, ϕ) ∈ (L2(0, T ;V 2
0.div))

2, on a

∣∣∣2ε
∫ T

0

∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx dt
∣∣∣ ≤ 2ε

∫ T

0

∣∣∣
∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx
∣∣∣ dt

≤ 2ε

∫ T

0

‖υ‖1.2‖ϕ‖1.2 dt

+ 2εc‖υ0‖1.2
∫ T

0

‖ϕ‖1.2 dt,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz en temps, on obtient
∣∣∣2ε
∫ T

0

∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx dt
∣∣∣ ≤ 2ε‖υ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
‖ϕ‖L2(0,T ;V 2

0.div)

+ 2cε‖υ0‖1.2‖ϕ‖L1(0,T ;V 2
0.div)

,
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d’où
∣∣∣2ε
∫ T

0

∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx dt
∣∣∣

≤ 2ε‖υ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

‖ϕ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

+2εc
√
T‖υ0‖1.2‖ϕ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
.

(4.141)

Comme 1 < p < 2 on a L2(0, T ;V 2
0.div) ⊂ Lp(0, T ;V p

0.div) avec injection conti-

nue c-à-d,

∃ρ̂ > 0, ‖u‖Lp(0,T ;V p
0.div)

≤ ρ̂‖u‖L2(0,T ;V 2
0.div)

∀u ∈ L2(0, T ;V 2
0.div). (4.142)

D’autre part, pour tout (υ, ϕ) ∈ (L2(0, T ;V 2
0.div))

2, on a

|[[Aευ, ϕ]]| =
∣∣∣[Aυ, ϕ] + 2ε

∫ T

0

∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx dt
∣∣∣

≤ |[Aυ, ϕ]|+
∣∣∣2ε
∫ T

0

∫

Ω

dij(υ + υ0ξ)dij(ϕ) dx, dt
∣∣∣,

avec (4.53), (4.141) on obtient

|[[Aευ, ϕ]]| ≤ 2µ1(‖υ‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ϕ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

+2ε(‖υ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

+ c
√
T‖υ0‖1.2)‖ϕ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
.

(4.143)

Avec (4.142), pour 0 < ε < 1 on a

[[Aευ, ϕ]]| ≤
(
2µ1

(
ρ̂p‖υ‖p−1

L2(0,T ;V 2
0.div)

+ cp−1T
1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ρ̂
)

+2
(
‖υ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
+ c

√
T‖υ0‖1.2

))
‖ϕ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
,

(4.144)

d’où

sup
ϕ 6=0

[[Aευ, ϕ]]|
‖ϕ‖L2(0,T ;V 2

0.div)

≤ 2µ1

(
ρ̂p‖υ‖p−1

L2(0,T ;V 2
0.div)

+ cp−1T
1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ρ̂
)

+ 2
(
‖υ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
+ c

√
T‖υ0‖1.2

)
,

alors

‖Aευ‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′) ≤ 2µ1

(
ρ̂p‖υ‖p−1

L2(0,T ;V 2
0.div)

+ cp−1T
1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ρ̂
)

+2
(
‖υ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
+ c

√
T‖υ0‖1.2

)
,

(4.145)
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ce qui montre que Aε est borné.

Pour montrer que Aε est hémicontinu, il faut montrer que pour tout u, υ, w ∈
L2(0, T ;V 2

0.div), la fonction :

α̃ : R → R

λ 7→ α̃(λ) = [[Aε(u+ λυ), w]]

est continue. On a

α̃(λ) = α0(λ) + α1(λ),

où

α0(λ) = [A(u+ λυ), w], α1(λ) = 2ε

∫ T

0

∫

Ω

D((u+ λυ) + υ0ξ) : D(w) dx dt.

On a montré dans le lemme 4.2 que α0 est continue, donc reste à montrer

que α1 est continue. En effet, soit (λn)n≥0 une suite convergente vers λ dans

R, comme λ 7→ α1(λ) est une fonction affine en λ, on en déduit que α1(λn)

converge vers α1(λ). Donc, la fonction α̃ est continue, ce qui montre que

l’opérateur Aε est hémicontinu. Pour la monotonie de Aε, on doit établir que

[[Aεu−Aεv, u− v|] ≥ 0 ∀u, v ∈ L2(0, T ;V 2
0.div).

En effet, on a

[[Aεu−Aεv, u− v]] = [Au−Av, u− v]

+ 2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(u+ υ0ξ) : D(u− v) dx dt

− 2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(v + υ0ξ) : D(u− v) dx dt,

d’où

[[Aεu−Aεv, u− v]] = [Au−Av, u− v] + 2ε

∫ T

0

∫

Ω

|D(u− v)|2 dx dt.

On a montré dans le lemme 4.2 (cas 1 < p < 2) que l’opérateur A est

monotone dans Lp(0, T ;V p
0.div) donc,

[[Aεu−Aεv, u− v]] ≥ 0,
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ce qui montre que l’opérateur Aε est monotone.

L’opérateur Aε est coercif c-à-d,

∃υ̂ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div) tel que J(υ̂) <∞,

et

lim
‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
→ +∞

[[Aεu, u− υ̂]] + J(u)

‖u‖L2(0,T ;V 2
0.div)

= +∞.

En effet, on a

[[Aεu, u− υ̂]]= [Au, u− υ̂] + 2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(u+ υ0ξ) : D(u− υ̂) dx dt.

D’autre part, comme 6
5
< p < 2, en appliquant l’inégalité (4.40) dans (4.48)

et en utilisant l’inégalité de Hölder en temps on obtient

[Au, u− υ̂] ≥ −2µ1(c‖υ0‖1.pT
1
p + ‖υ̂‖Lp(0,T ;V p

0.div)
)‖u‖p−1

Lp(0,T ;V p
0.div)

−2µ1

(
Tcp‖υ0‖p1.p + cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖Lp(0,T ;V p
0.div)

)
,

de (4.142) on obtient

[Au, u− υ̂]

≥ −2µ1ρ̂
p−1(c‖υ0‖1.pT

1
p + ρ̂‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)
)‖u‖p−1

L2(0,T ;V 2
0.div)

−2µ1

(
Tcp‖υ0‖p1.p + ρ̂cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖L2(0,T ;V 2
0.div)

)
.

(4.146)

Maintenant, on a

2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(u+ υ0ξ) : D(u− υ̂) dx dt = 2ε

∫ T

0

∫

Ω

|D(u− υ̂)|2 dx dt

+2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ̂ + υ0ξ) : D(u− υ̂) dx dt,

en utilisant l’inégalité de Korn, il existe C1 > 0 telle que

|u|1.2 ≥ C1‖u‖1.2 ∀u ∈ V 2
Γ1
, (4.147)

où

|u|21.2 =
∫

Ω

|D(u)|2 dx.
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Avec les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(u+ υ0ξ) : D(u− υ̂) dx dt ≥ 2εC2
1‖u− υ̂‖2L2(0,T ;V 2

0.div)

−2ε(‖υ̂‖L2(0,T ;V 2
0.div)

+ c
√
T‖υ0‖1.2)‖u− υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)
,

d’où

2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(u+ υ0ξ) : D(u− υ̂) dx dt

≥ 2εC2
1‖u− υ̂‖2L2(0,T ;V 2

0.div)
− c′ε(‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
+ ‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)
),

où c′ = 2(‖υ̂‖L2(0,T ;V 2
0.div)

+ c
√
T‖υ0‖1.2).

Avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

2εC2
1‖u− υ̂‖2L2(0,T ;V 2

0.div)

≥ 2εC2
1

(
‖u‖2L2(0,T ;V 2

0.div)
− 2‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)

+‖υ̂‖2L2(0,T ;V 2
0.div)

)
,

d’où

2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(u+ υ0ξ) : D(u− υ̂) dx dt

≥ 2εC2
1

(
‖u‖2L2(0,T ;V 2

0.div)
− 2‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)

+‖υ̂‖2
L2(0,T ;V 2

0.div)

)
− c′ε(‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
+ ‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)
).

(4.148)

Avec (4.146) et (4.148) on obtient

[[Aεu, u− υ̂]] ≥ −2µ1ρ̂
p−1(c‖υ0‖1.pT

1
p + ρ̂‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)
)‖u‖p−1

L2(0,T ;V 2
0.div)

−2µ1

(
Tcp‖υ0‖p1.p + ρ̂cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖L2(0,T ;V 2
0.div)

)

+2εC2
1

(
‖u‖2L2(0,T ;V 2

0.div)
− 2‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)

+‖υ̂‖2L2(0,T ;V 2
0.div)

)
− c′ε(‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
+ ‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)
),
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d’où

[[Aεu, u− υ̂]]

‖u‖L2(0,T ;V 2
0.div)

≥ −2µ1ρ̂
p−1(c‖υ0‖1.pT

1
p + ρ̂‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)
)‖u‖p−2

L2(0,T ;V 2
0.div)

− 2µ1

‖u‖L2(0,T ;V 2
0.div)

(
Tcp‖υ0‖p1.p + ρ̂cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ‖υ̂‖L2(0,T ;V 2
0.div)

)

+
2εC2

1

‖u‖L2(0,T ;V 2
0.div)

(
‖u‖2L2(0,T ;V 2

0.div)
− 2‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
‖υ̂‖L2(0,T ;V 2

0.div)

+‖υ̂‖2L2(0,T ;V 2
0.div)

)
− c′ε

‖u‖L2(0,T ;V 2
0.div)

(‖u‖L2(0,T ;V 2
0.div)

+ ‖υ̂‖L2(0,T ;V 2
0.div)

).

Ainsi

lim
‖u‖L2(0,T ;V 2

0.div)
→ +∞

[[Aεu, u− υ̂]] + J(u)

‖u‖L2(0,T ;V 2
0.div)

= +∞,

ce qui montre que Aε est coercif.

4.4.1 Résultat d’existence et d’unicité pour le problème

(P1

ε
)

Rappelons que dans le chapitre 3 on a étudié le cas p = 2, on a pris la

fonction f ∈ L2(0, T ; (V 2
0.div)

′) = L2(0, T ; (V0.div)
′) pour montrer l’existence

et l’unicité de la vitesse solution du problème en vitesse (ce choix nous per-

met d’utiliser le théorème de la monotonie) et pour f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) on a

montré l’existence et l’unicité de la solution du problème en vitesse et pres-

sion, donc comme on a les mêmes hypothèses que dans le chapitre 3, donc on

peut considérer les deux théorèmes qui montrent l’existence et l’unicité de la

solution des problèmes (P2
ε) et (P1

ε) suivants :

Théorème 4.5 On suppose que les hypothèses (4.2), (4.3) sont satisfaites,

alors pour f ∈ L2(0, T ; (V 2
0.div)

′), k ∈ L2(0, T ;L2
+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (4.8), et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant

(4.13). Alors, le problème (P2
ε) admet une unique solution.

Théorème 4.6 Supposons que les hypothèses du Théorème 4.5 sont satis-

faites, f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), il existe υε ∈ C(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;V 2
0.div) avec

υ′ε ∈ L2(0, T ; (V 2
0.div)

′) et πε ∈ H−1(0, T ;L2
0(Ω)) solution du problème (P1

ε).
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Preuve. L’existence et l’unicité de la solution des problèmes (P2
ε) et (P1

ε)

découle directement du chapitre 3.

4.4.2 Estimations sur υε et πε

Lemme 4.6 On suppose que les hypothèses (4.2), (4.3) sont satisfaites, alors

pour f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)) ⊂ L2(0, T ;L2
+(ω)), θ ∈

L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (4.8), et υ0 ∈
H1(Ω) vérifiant (4.13), en notant par C différentes constantes indépendantes

de ε, alors la solution du problème (P2
ε) vérifie les estimations suivantes :

‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

≤ C, (4.149)

√
ε‖υε‖L2(0,T ;V 2

0.div)
≤ C, (4.150)

‖υε‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C, (4.151)

‖υ′ε‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′) ≤ C, (4.152)

et

‖πε‖H−1(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (4.153)

Preuve. Fixons t ∈]0, T ], on prend

ϕ =

{
0 sur [0, t],

υε sur ]t, T ],

dans (4.139) et avec la positivité de la fonction j(t, .) on obtient
∫ t

0

< υ′ε, υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt̃+

∫ t

0

aε(θ; υε, υε) dt̃

≤
∫ t

0

< f, υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt+

∫ t

0

j(t, 0) dt̃.

(4.154)

On a
∫ t

0

< υ′ε, υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt̃ =
1

2

∫ t

0

∂

∂t
‖υε‖2L2(Ω) dt̃

=
1

2

(
‖υε(t)‖2L2(Ω) − ‖υε(0)‖2L2(Ω)

)
,
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d’où
∫ t

0

< υ′ε, υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt̃ =
1

2
‖υε(t)‖2L2(Ω), (4.155)

(car υε(0) = 0 (voir (4.138)). D’autre part, on a

∫ t

0

aε(θ; υε, υε) dt̃ =

∫ t

0

a(θ; υε, υε) dt̃+ 2ε

∫ t

0

∫

Ω

D(υε + υ0ξ) : D(υε) dx dt̃.

D’après ce qui précède (cf. (4.47)) on obtient

∫ t

0

a(θ; υε, υε) dt̃ ≥ 2(CKorn)
pµ0

∫ t

0

‖υε + υ0ξ‖p1.p dt̃

−2µ1c‖υ0‖1.p
∫ t

0

‖υε + υ0ξ‖p−1
1.p dt̃.

(4.156)

Maintenant, on a

2ε

∫

Ω

D(υε + υ0ξ) : D(υε) dx = 2ε

∫

Ω

|D(υε)|2 dx+ 2ε

∫

Ω

D(υ0ξ) : D(υε) dx.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

∣∣∣2ε
∫

Ω

D(υ0ξ) : D(υε) dx
∣∣∣ ≤ 2ε‖υε‖1.2‖υ0ξ‖1.2.

Avec l’inégalité de Korn (4.147) on obtient

2ε

∫

Ω

D(υε + υ0ξ) : D(υε) dx ≥ 2εC2
1‖υε‖21.2 − 2ε‖υε‖1.2‖υ0ξ‖1.2,

et en utilisant l’inégalité de Young

αβ ≤ δ

2
α2 +

1

2δ
β2, ∀α, β ∈ R, ∀δ > 0,

on obtient

‖υε‖1.2‖υ0ξ‖1.2 ≤
C2

1

2
‖υε‖21.2 +

1

2C2
1

‖υ0ξ‖21.2,

d’où

2ε

∫

Ω

D(υε + υ0ξ) : D(υε) dx ≥ εC2
1‖υε‖21.2 −

ε

C2
1

‖υ0ξ‖21.2,
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donc

2ε

∫ t

0

∫

Ω

D(υε + υ0ξ) : D(υε) dx dt̃

≥ εC2
1

∫ t

0

‖υε‖21.2 dt̃−
ε

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ t

0

|ξ|2 dt̃.
(4.157)

Avec (4.156), (4.157) on obtient
∫ t

0

aε(θ; υε, υε) dt̃ ≥ 2(CKorn)
pµ0

∫ t

0

‖υε + υ0ξ‖p1.p dt̃

−2µ1c‖υ0‖1.p
∫ t

0

‖υε + υ0ξ‖p−1
1.p dt̃

+εC2
1

∫ t

0

‖υε‖21.2 dt̃−
ε

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ t

0

|ξ|2 dt̃.

En appliquant l’inégalité (4.40) pour p∗ = p− 1 (car 6
5
< p < 2) on obtient

∫ t

0

aε(θ; υε, υε) dt̃ ≥ 2(CKorn)
pµ0

∫ t

0

‖υε + υ0ξ‖p1.p dt̃

−2µ1c‖υ0‖1.p
∫ t

0

(‖υε‖p−1
1.p + ‖υ0ξ‖p−1

1.p ) dt̃

+εC2
1

∫ t

0

‖υε‖21.2 dt̃−
ε

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ t

0

|ξ|2 dt̃.

(4.158)

D’autre part, comme on a f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)) et on a υε ∈ L2(0, T ;V 2
0.div) ⊂

L2(0, T ;L2(Ω)) on peut écrire
∫ t

0

< f, υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt̃ =

∫ t

0

(f, υε)L2(Ω) dt̃.

Donc, on obtient
∣∣∣
∫ t

0

< f, υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt̃
∣∣∣ ≤ c̃

∫ t

0

‖f‖L
2(Ω)‖υε‖1.p dt̃, (4.159)

où c̃ désigne la constante de l’injection continue de V p
0.div dans L2(Ω).

Pour 0 < ε < 1 et de (4.154), (4.155), (4.158) et (4.159) on obtient

1

2
‖υε(t)‖2L2(Ω)+2(CKorn)

pµ0

∫ t

0

‖υε + υ0ξ‖p1.p dt̃

+εC2
1

∫ t

0

‖υε‖21.2 dt̃ ≤ c̃

∫ t

0

‖f‖L
2(Ω)‖υε‖1.p dt̃+

∫ t

0

j(t, 0) dt̃

+2µ1c‖υ0‖1.p
∫ t

0

(‖υε‖p−1
1.p + ‖υ0ξ‖p−1

1.p ) dt̃+
1

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ t

0

|ξ|2 dt̃.

(4.160)
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Avec t = T , en utilisant les inégalités de Hölder en espace et en temps on

obtient

1

2
‖υε(T )‖2L2(Ω) + 2(CKorn)

pµ0

∣∣∣‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

− ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

+εC2
1‖υε‖2L2(0,T ;V 2

0.div)
≤ c̃‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖υε‖Lp(0,T ;V p

0.div)

+J(0) + 2µ1c‖υ0‖1.pT
1
p

(
‖υε‖p−1

Lp(0,T ;V p
0.div)

+ ‖υ0ξ‖p−1
Lp(0,T ;V p

Γ1
)

)

+
1

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt,

(4.161)

d’où

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

− ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

≤ c̃‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

+ J(0)

+2µ1c‖υ0‖1.pT
1
p

(
‖υε‖p−1

Lp(0,T ;V p
0.div)

+ ‖υ0ξ‖p−1
Lp(0,T ;V p

Γ1
)

)

+
1

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt.

En divisant les deux membres de l’inéquation ci-dessus par ‖υε‖pLp(0,T ;V p
0.div)

(avec ‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

6= 0) on obtient

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

∣∣∣
p

≤ c̃‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖υε‖1−pLp(0,T ;V p
0.div)

+
J(0)

‖υε‖pLp(0,T ;V p
0.div)

+
2µ1c‖υ0‖1.pT

1
p

‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

(
1 +

( ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

)p−1)

+
1

C2
1‖υε‖pLp(0,T ;V p

0.div)

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt.

(4.162)

D’autre part, on définit l’ensemble suivant :

E =
{
z ∈ R

∗
+, tel que z vérifie l’inéquation suivante
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2(CKorn)
pµ0

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

z

∣∣∣
p

≤ c̃‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))z
1−p +

J(0)

zp

+
2µ1c‖υ0‖1.pT

1
p

z

(
1 +

(‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

z

)p−1)

+
1

C2
1zp

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt
}
.

(4.163)

Montrons que l’ensemble E est borné. En effet, pour z ∈ E , en faisant z →
+∞ dans (4.163) nous arrivons à µ0 ≤ 0. C’est une contraduction avec le

fait que µ0 > 0. Ainsi

∃C > 0, z ≤ C, (4.164)

ce qui montre que l’ensemble E est borné.

De (4.162) on obtient que ‖υε‖Lp(0,T ;V p
0.div)

∈ E ∪ {0} d’où (4.149).

Avec (4.149), (4.161) on a

εC2
1‖υε‖2L2(0,T ;V 2

0.div)
≤ c̃C‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω)) + J(0)

+2µ1c‖υ0‖1.pT
1
p

(
Cp−1 + ‖υ0ξ‖p−1

Lp(0,T ;V p
Γ1

)

)

+
1

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt,

d’où (4.150).

D’autre part, avec (4.160) on a

1

2
‖υε(t)‖2L2(Ω) ≤ c̃

∫ T

0

‖f‖L
2(Ω)‖υε‖1.p dt̃+ J(0)

+2µ1c‖υ0‖1.p
∫ T

0

(‖υε‖p−1
1.p + ‖υ0ξ‖p−1

1.p ) dt̃+
1

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt̃,

en utilisant les inégalités de Hölder en espace et en temps et (4.149) on obtient

1

2
‖υε(t)‖2L2(Ω) ≤ c̃C‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω)) + J(0)

+2µ1c‖υ0‖1.pT
1
p

(
Cp−1 + ‖υ0ξ‖p−1

Lp(0,T ;V p
Γ1

)

)

+
1

C2
1

‖υ0‖21.2
∫ T

0

|ξ|2 dt.

En prenant le sup sur t ∈ [0, T ] on obtient (4.151).
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Montrons (4.152). En effet, on prend ϕ = υε ± ψ̃ζ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div)

avec ψ̃ ∈ V 2
0.div et ζ ∈ D(0, T ) dans (4.139) on obtient

[[υ′ε,±ψ̃ζ]] + [[Aευε,±ψ̃ζ]] + J(υε ± ϕ̃ζ)− J(υε) ≥ [[f,±ψ̃ζ]]. (4.165)

Avec la première inégalité on a

[[υ′ε, ψ̃ζ]] ≥ [[f, ψ̃ζ]]− [[Aευε, ψ̃ζ]]− J(υε + ψ̃ζ) + J(υε).

Comme la fonction J est lipschitzienne sur K2 = L2(0, T ;V 2
0.div) = K (voir

chapitre 3) c-à-d, il existe γ∗ > 0 tel que

|J(u)− J(v)| ≤ γ∗‖k‖L2(0,T ;L2(ω))‖u− v‖K2 , ∀u, v ∈ K2 (4.166)

on obtient

[[υ′ε, ψ̃ζ]] ≥ −(‖f‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′) + ‖Aευε‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′)

+γ∗‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

.
(4.167)

Avec la deuxième inégalité de l’inéquation (4.165) on a

[[υ′ε, ψ̃ζ]] ≤ [[f, ψ̃ζ]]− [[Aευε, ψ̃ζ]] + J(υε − ψ̃ζ)− J(υε),

avec (4.166)

[[υ′ε, ψ̃ζ]] ≤ (‖f‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′) + ‖Aευε‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′)

+γ∗‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

.
(4.168)

D’après (4.167), (4.168) on a

|[[υ′ε, ψ̃ζ]]| ≤ (‖f‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′) + ‖Aευε‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′)

+γ∗‖k‖L2(0,T ;L2(ω)))‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

.
(4.169)

D’autre part, d’après ce qui précède (cf. (4.143)) et avec (4.142) on obtient

|[[Aευε, ψ̃ζ]]| ≤ 2µ1ρ̂(‖υε‖p−1
Lp(0,T ;V p

0.div)
+ cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

+2
√
ε(
√
ε‖υε‖L2(0,T ;V 2

0.div)
+
√
εc
√
T‖υ0‖1.2)‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
.

En utilisant (4.149), (4.150) on obtient

|[[Aευε, ψ̃ζ]]| ≤ 2µ1ρ̂(C
p−1 + cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

+2
√
ε(C +

√
εc
√
T‖υ0‖1.2)‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
.
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Pour 0 < ε < 1 on obtient

|[[Aευε, ψ̃ζ]]| ≤ 2µ1ρ̂(C
p−1 + cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p )‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

+2(C + c
√
T‖υ0‖1.2)‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0.div)
,

d’où

|[[Aευε, ψ̃ζ]]| ≤ C1‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2
0.div)

, (4.170)

où

C1 = 2µ1ρ̂(C
p−1 + cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ) + 2(C + c
√
T‖υ0‖1.2).

Donc,

sup
ψ̃ζ 6=0

|[[Aευε, ψ̃ζ]]|
‖ψ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0.div)

≤ C1,

d’où

‖Aευε‖L2(0,T ;(V 2
0.div)

′) ≤ C1,

et en remplaçant dans (4.169), on en déduit (4.152).

Montrons (4.153). En effet, on prend ±ϑ̃ζ avec ϑ̃ ∈ H1
0(Ω) et ζ ∈ D(0, T )

dans (4.137) on obtient

−
∫ T

0

(υε, ϑ̃)
L2(Ω)

ζ ′ dt+

∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt.

(4.171)

Considérons ̟ ∈ L2
0(Ω) et

ϑ̃ = P (̟),

où P est l’opérateur linéaire continu de L2
0(Ω) dans H1

0(Ω) défini dans le

chapitre 3. On obtient que

div(ϑ̃) = ̟.

En prenant ϑ̃ζ = η dans (4.171), on obtient
∫ T

0

(πε, ̟)ζ dt = −
∫ T

0

(υε, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt+

∫ T

0

aε(θ; υε, η) dt

−
∫ T

0

(f, η)L2(Ω) dt.

(4.172)
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Avec (4.41), (4.140) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

aε(θ; υε, η) dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υε, η) dt+2ε

∫ T

0

∫

Ω

dij(υε + υ0ξ)dij(η) dx dt
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υε, η) dt
∣∣∣+
∣∣∣2ε
∫ T

0

∫

Ω

dij(υε + υ0ξ)dij(η) dx dt
∣∣∣

≤ 2µ1(T
1
p‖υε‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+ Tcp−1‖υ0‖p−1
1.p )‖η‖L∞(0,T ;V p

0 )

+2
√
ε(
√
T
√
ε‖υε‖L2(0,T ;V 2

0 ) +
√
εTc‖υ0‖1.2)‖η‖L∞(0,T ;V 2

0 ).

Pour 0 < ε < 1, (4.149), (4.150) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

aε(θ; υε, η) dt
∣∣∣ ≤ 2µ1(T

1
pCp−1 + Tcp−1‖υ0‖p−1

1.p )‖η‖L∞(0,T ;V p
0 )

+2(
√
TC + Tc‖υ0‖1.2)‖η‖L∞(0,T ;V 2

0 ).

(4.173)

Avec (4.172), (4.173)

∣∣∣
∫ T

0

(πε, ̟)ζ dt
∣∣∣ ≤ ‖υε‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η′‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ 2ρ1µ1(T
1
pCp−1 + Tcp−1‖υ0‖p−1

1.p )‖η‖L∞(0,T ;V 2
0 )

+ 2(
√
TC + Tc‖υ0‖1.2)‖η‖L∞(0,T ;V 2

0 )

+
√
Tρ0‖f‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η‖L∞(0,T ;V 2

0 ),

où ρ0, ρ1 désignent les constantes de l’injection continue de V 2
0 dans L2(Ω)

et de V 2
0 dans V p

0 respectivement.

Avec (4.151) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(πε, ̟)ζ dt
∣∣∣ ≤

√
Tρ0C‖η‖H1(0,T ;V 2

0 )

+ 2ρ1µ1(T
1
pCp−1 + Tcp−1‖υ0‖p−1

1.p )‖η‖L∞(0,T ;V 2
0 )

+ 2(
√
TC + Tc‖υ0‖1.2)‖η‖L∞(0,T ;V 2

0 )

+
√
Tρ0‖f‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η‖L∞(0,T ;V 2

0 ).

Donc, comme V 2
0 = V0 et H1

0(Ω) ont la même norme (voir chapitre 3) on
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obtient

∣∣∣
∫ T

0

(πε, ̟)ζ dt
∣∣∣ ≤

√
Tρ0C‖η‖H1(0,T ;H1

0(Ω))

+ 2ρ1µ1(T
1
pCp−1 + Tcp−1‖υ0‖p−1

1.p )‖η‖L∞(0,T ;H1
0(Ω))

+ 2(
√
TC + Tc‖υ0‖1.2)‖η‖L∞(0,T ;H1

0(Ω))

+
√
Tρ0‖f‖L2(0,T ;L2(Ω))‖η‖L∞(0,T ;H1

0(Ω)).

En utilisant la continuité de l’application P et l’injection continue deH1(0, T )

dans L∞(0, T ) (voir [21] page 129) on obtient

‖η‖L∞(0,T ;H1
0(Ω)) = ‖ζ‖L∞(0,T )‖P̟‖H

1
0(Ω) ≤ C ′′‖̟ζ‖H1(0,T ;L2(Ω)). (4.174)

Donc, pour tout ̟ ∈ L2
0(Ω), ζ ∈ D(0, T ) on a

∣∣∣
∫ T

0

(πε, ̟)ζ dt
∣∣∣ ≤ C‖̟ζ‖H1(0,T ;L2(Ω)). (4.175)

D’autre part, pour tout ̟∗ ∈ L2(Ω), on peut appliquer (4.175) en prenant

̟ = ̟∗ − 1

mesΩ

∫

Ω

̟∗ dx,

car on a ̟ ∈ L2
0(Ω).

D’autre part, comme dans le chapitre 3 on a montré que
∫

Ω

πε dx = 0, (4.176)

on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(πε, (̟
∗ − 1

mesΩ

∫

Ω

̟∗ dx))ζ dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

(πε, ̟
∗)ζ dt− 1

mesΩ

∫ T

0

(∫

Ω

πε dx

)(∫

Ω

̟∗ dx

)
ζ dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

(πε, ̟
∗)ζ dt

∣∣∣.

Remarquons

‖̟‖L2(Ω) ≤ ‖̟∗‖L2(Ω),
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donc, pour tout ̟∗ ∈ L2(Ω), ζ ∈ D(0, T ) on a

∣∣∣
∫ T

0

(πε, ̟)ζ dt
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ T

0

(πε, ̟
∗)ζ dt

∣∣∣ ≤ C‖̟∗ζ‖H1(0,T ;L2(Ω)),

où C est une constante indépendante de ε. Alors, avec la densité de D(0, T )⊗
L2(Ω) dans H1

0 (0, T ;L
2(Ω)) et (4.176) on obtient (4.153).

4.4.3 La limite du problème (P2

ε
) ε→ 0

Dans cette sous section, on s’intéresse au passage à la limite quand ε→ 0

dans le problème (P2
ε). Nous utiliserons les estimations du lemme 4.6 ainsi

que le lemme d’Aubin pour déduire le problème limite lorsque ε→ 0.

On considère la proposition suivante :

Proposition 4.4 Il existe une sous-suite de (υε)ε>0, notée encore (υε)ε>0,

telles que les convergences suivantes ont lieu

υε ⇀ υ faiblement dans Lp(0, T ;V p
0.div), (4.177)

υε ⇀ υ faible* dans L∞(0, T ;L2(Ω)), (4.178)

υ′ε ⇀ υ′ faiblement dans L2(0, T ; (V 2
0.div)

′), (4.179)

υε → υ fortement dans Lp(0, T ;Lp(∂Ω)), (4.180)

et

υε → υ fortement dans C([0, T ]; H̃), (4.181)

où H̃ est un espace de Banach tel que L2(Ω) ⊂ H̃ ⊂ (V 2
0.div)

′ et l’injection de

L2(Ω) dans H̃ est compacte.

De plus, il existe une sous-suite notée encore (πε)ε>0 vérifiant

πε ⇀ π̂ faiblement dans H−1(0, T ;L2
0(Ω)). (4.182)

Preuve. Notons que les estimations obtenues dans le lemme 4.6 sont

indépendantes de ε. Des estimations (4.149), (4.151), on en déduit que la

suite (υε)ε>0 est bornée dans Lp(0, T ;V p
0.div)∩L∞(0, T ;L2(Ω)), donc il existe

une sous-suite de (υε)ε>0, notée encore (υε)ε>0, vérifiant les convergences

(4.177) et (4.178). Avec l’estimation (4.152), (υ′ε)ε>0 est bornée dans
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L2(0, T ; (V 2
0.div)

′), donc quitte à extraire à nouveau une sous-suite de (υ′ε)ε>0,

notée encore (υ′ε)ε>0, on obtient (4.179).

D’autre part, avec le théorème de trace, il existe une application

γ̂0 ∈ L(W1,p(Ω),W1− 1
p
,p(∂Ω)) et l’injection de W1− 1

p
,p(∂Ω) dans Lp(∂Ω) est

compacte [30] où Lp(∂Ω) = (Lp(∂Ω))3, W1− 1
p
,p(∂Ω) = (W 1− 1

p
,p(∂Ω))3. Dans

toute la suite, on utilise la notation

γ̂0(υ) = υ sur ∂Ω.

Notons X0 = V p
0.div, X = L2(Ω), X1 = (V 2

0.div)
′ tel que X0 ⊂ X avec injection

compacte et continue (car p > 6
5
) et X ⊂ X1 avec injection continue.

Pour montrer la convergence (4.180) on a besoin de l’inégalité suivante : pour

tout η̂ > 0, il existe cη̂ > 0 tel que

‖ṽ‖L
p(∂Ω) ≤ η̂‖ṽ‖X0 + cη̂‖ṽ‖X1 ∀ṽ ∈ X0. (4.183)

En effet, raisonnons par l’absurde (voir Lemme 2.1 [78] page 270). On suppose

que (4.183) est faux donc il existe η̂ > 0 tel que pour tout c ∈ R
∗
+, il existe

ṽ ∈ X0 tel que

‖ṽ‖L
p(∂Ω) > η̂‖ṽ‖X0 + c‖ṽ‖X1 .

On prend c = m, on obtient qu’il existe une suite (ṽm)m≥1 d’éléments de X0

vérifiant

‖ṽm‖L
p(∂Ω) > η̂‖ṽm‖X0 +m‖ṽm‖X1 , ∀m ≥ 1.

D’autre part, on a ‖ṽm‖X0 6= 0. En effet, supposons que ‖ṽm‖X0 = 0 donc

ṽm = 0, comme l’application trace est continue et linéaire, on en déduit que

ṽm = 0 sur ∂Ω, c’est une contradiction avec le fait que ‖ṽm‖L
p(∂Ω) > 0.

Donc, on considère la suite normalisée

wm =
ṽm

‖ṽm‖X0

,

qui satisfait

‖wm‖L
p(∂Ω) > η̂ +m‖wm‖X1 , ∀m ≥ 1. (4.184)
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Comme ‖wm‖X0 = 1, d’après la continuité de la trace on obtient que (wm)m≥1

est bornée dans W1− 1
p
,p(∂Ω) et dans Lp(∂Ω). En passant à la limite dans

(4.184) quand m→ +∞ on obtient

‖wm‖X1 → 0. (4.185)

Comme la suite (wm)m≥1 est bornée dans X0 alors (wm)m≥1 est bornée dans

X. Avec l’injection compacte de X0 dans X (car p > 6
5
), on en déduit qu’il

existe une sous-suite notée encore (wm)m≥1 qui converge fortement dans X

et faiblement dans X0. De (4.185) la limite de (wm)m≥1 doit égale à 0.

D’autre part, on a

wm → w = 0 dans X, (4.186)

wm ⇀ w∗ dans X0. (4.187)

Montrons que w∗ = 0. En effet, de (4.187) on a

< wm, f̃ >X0,X
′
0
→< w∗, f̃ >X0,X

′
0
, ∀f̃ ∈ X ′

0,

comme X0 ⊂ X ⊂ X ′
0, pour tout f̃ ∈ X on pose Lf̃ ∈ X ′

0 avec

Lf̃ (w) =

∫

Ω

f̃w dx

= (f̃ , w)X ∀w ∈ X0 ⊂ X.

On a

Lf̃ (wm) → Lf̃ (w∗),

donc, de (4.186) on a

lim
m→+∞

|(f̃ , wm − w)X | ≤ lim
m→+∞

‖f̃‖X‖wm − w‖X → 0,

d’où

(f̃ , w∗ − w) = 0 ∀f̃ ∈ X,

c-à-d, w∗ − w ∈ X⊥ donc w∗ = w = 0 dans X. Alors, wm ⇀ 0 dans X0.

Comme l’opérateur trace est linéaire et continu pour la topologie forte (voir

Théorème III.9 [21] page 39) on en déduit qu’il est continu pour la topologie

faible d’où

wm ⇀ 0 dans W1− 1
p
,p(∂Ω).
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Comme injection de W1− 1
p
,p(∂Ω) dans Lp(∂Ω) est compacte

wm → 0 dans Lp(∂Ω).

C’est une contradiction avec (4.184)

‖wm‖L
p(∂Ω) > η̂ > 0, ∀m ≥ 1,

d’où le résultat.

Avec (4.183) on obtient

‖υε − υ‖Lp(0,T ;Lp(∂Ω)) ≤ η̂‖υε − υ‖Lp(0,T ;X0) + cη̂‖υε − υ‖Lp(0,T ;X1).

Avec (4.149) on a

‖υε − υ‖Lp(0,T ;Lp(∂Ω)) ≤ η̂(C + ‖υ‖Lp(0,T ;X0))

+cη̂‖υε − υ‖Lp(0,T ;X1).
(4.188)

De plus, de [78] page 272 on a

υε → υ fortement dans Lp(0, T ;X1).

En passant à la limite dans (4.188) quand ε→ 0 on obtient

lim
ε→0

‖υε − υ‖Lp(0,T ;Lp(∂Ω)) ≤ η̂(C + ‖υ‖Lp(0,T ;X0)). (4.189)

Comme η̂ > 0 est arbitraire, on peut passer à la limite quand η̂ → 0 dans

(4.189) on obtient (4.180).

En appliquant le lemme de Simon, on a la convergence (4.181) quitte à ex-

traire à nouveau une sous-suite. Donc, on obtient

0 = lim
ε→0

υε(0) = υ(0). (4.190)

De l’estimation (4.153), on déduit que la suite (πε)ε>0 est bornée dans

H−1(0, T ;L2
0(Ω)), et quitte à extraire à nouveau une sous-suite, notée en-

core (πε)ε>0, on obtient (4.182).
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Lemme 4.7 On suppose que les hypothèses (4.2), (4.3) sont satisfaites, alors

pour f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈
L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ H1(0, T ) vérifiant (4.8), et υ0 ∈ H1(Ω) vérifiant (4.13)

on a π̂ ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)) et υ′ ∈ Lp
′

0, T ; (V p
0.div)

′).

Preuve. Montrons que π̂ ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)). En effet, avec (4.41), (4.140)

on obtient pour tout ϑ̃ ∈ H1
0(Ω) et ζ ∈ D(0, T )

∣∣∣
∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ) dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υε, ϑ̃ζ) dt+2ε

∫ T

0

∫

Ω

dij(υε + υ0ξ)dij(ϑ̃ζ) dx dt
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υε, ϑ̃ζ) dt
∣∣∣+
∣∣∣2ε
∫ T

0

∫

Ω

dij(υε + υ0ξ)dij(ϑ̃ζ) dx dt
∣∣∣

≤ 2µ1(‖υε‖p−1
Lp(0,T ;V p

0 )
+ T

1
p′ cp−1‖υ0‖p−1

1.p )‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 )

+2
√
ε(
√
ε‖υε‖L2(0,T ;V 2

0 ) +
√
ε
√
Tc‖υ0‖1.2)‖ϑ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0 ).

Pour 0 < ε < 1, (4.149), (4.150) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ) dt
∣∣∣ ≤ Ĉ‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 ) +
√
εC‖ϑ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0 ). (4.191)

où

Ĉ = 2µ1(C
p−1 + T

1
p′ cp−1‖υ0‖p−1

1.p ),

C = 2(C +
√
Tc‖υ0‖1.2).

D’autre part, on a

∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt
∣∣∣ ≤ ρ∗‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 ), (4.192)

rappelons que ρ∗ désigne la constante de l’injection continue de V p
0 dans

L2(Ω).

De (4.151), (4.171), (4.191) et (4.192) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt
∣∣∣ ≤

√
Tρ∗C‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;V p

0 ) + Ĉ‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 )

+
√
εC‖ϑ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0 ) + ρ∗‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 ),
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d’où
∣∣∣
∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt
∣∣∣ ≤ C11‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;W1,p

0 (Ω)) +
√
εC‖ϑ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0 ),

où

C11 =
√
Tρ∗C + ĈT

2−p
2p + ρ∗T

2−p
2p ‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω)).

En passant à la limite dans l’inéquation ci-dessus quand ε→ 0 on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(π̂, div(ϑ̃))ζ dt
∣∣∣ ≤ C11‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;W1,p

0 (Ω)), ∀ϑ̃ ∈ H1
0(Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ).

En utilisant la formule de Green on obtient
∣∣∣
∫ T

0

(∇π̂, ϑ̃)ζ dt
∣∣∣ ≤ C11‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;W1,p

0 (Ω))

∀ϑ̃ ∈ D(Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.193)

Avec la densité de D(0, T )⊗W1,p
0 (Ω) dans H1

0 (0, T ;W
1,p
0 (Ω)) on conclut que

∇π̂ ∈ H−1(0, T ;W−1,p′(Ω)), donc le théorème de De Rham [3] montre que

π̂ ∈ H−1(0, T ;Lp
′

(Ω)). De plus, (4.182) donne que
∫

Ω

π̂ dx = 0,

d’où π̂ ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)).

Maintenant, on montre que υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′). En effet, on prend ±ϑ̃ζ
avec ϑ̃ ∈ V 2

0 et ζ ∈ D(0, T ) dans (4.137) on obtient

〈 ∂
∂t

(υε,±ϑ̃)L2(Ω), ζ
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

∫ T

0

aε(θ; υε,±ϑ̃ζ) dt

−
∫ T

0

(πε, div(±ϑ̃))ζ dt+
∫ T

0

(
j(t, υε ± ϑ̃ζ)− j(t, υε)

)
dt

≥
∫ T

0

(f,±ϑ̃)L2(Ω)ζ dt.

(4.194)

De la première inégalité on obtient

〈 ∂
∂t

(υε, ϑ̃)L2(Ω), ζ
〉
D′(0,T ),D(0,T )

≥
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ) dt

+

∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt+

∫ T

0

(
j(t, υε)− j(t, υε + ϑ̃ζ)

)
dt.
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D’autre part, on a
∣∣∣
∫ T

0

(
j(t, υε)− j(t, υε + ϑ̃ζ) dt

)∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

∫

ω

k(|υε − s̃| − |υε + ϑ̃ζ − s̃|) dx′ dt
∣∣∣

≤
∫ T

0

∫

ω

|k||ϑ̃ζ| dx′ dt,

en utilisant les inégalités de Hölder en espace et en temps, on trouve
∣∣∣
∫ T

0

(
j(t, υε)− j(t, υε + ϑ̃ζ) dt

)∣∣∣ ≤ ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω))‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;Lp(ω)).

En utilisant la continuité de l’application trace de W1,p(Ω) dans Lp(∂Ω) on

obtient
∣∣∣
∫ T

0

(
j(t, υε)− j(t, υε + ϑ̃ζ) dt

)∣∣∣ ≤ γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω))‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 )(4.195)

et comme (4.191), (4.192) sont encore vraies pour ϑ̃ ∈ V 2
0 , donc

−
∫ T

0

(υε, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt ≥ −ρ∗‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 ) − Ĉ‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 )

−√
εC‖ϑ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0 )+

∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt

−γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω))‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 ).

En passant à la limite quand ε→ 0 avec (4.178), (4.182) on obtient

−
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt ≥ −C22‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 ) +

∫ T

0

(π̂, div(ϑ̃))ζ dt, (4.196)

où

C22 = ρ∗‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω)) + Ĉ + γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω)).

D’autre part, on a
∣∣∣
∫ T

0

(π̂, div(ϑ̃))ζ dt
∣∣∣ ≤ ‖π̂‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖div(ϑ̃)ζ‖H1

0 (0,T ;L
p(Ω)). (4.197)

Donc, (4.196) devient
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt ≤ C22‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 )

+‖π̂‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖div(ϑ̃)ζ‖H1
0 (0,T ;L

p(Ω)).

(4.198)
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Avec la deuxième inégalité de l’inéquation (4.194) on obtient

−
〈 ∂
∂t

(υε, ϑ̃)L2(Ω), ζ
〉
D′(0,T ),D(0,T )

≥ −
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt

+

∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt

+

∫ T

0

(
j(t, υε)− j(t, υε − ϑ̃ζ)

)
dt.

Avec (4.191), (4.192) et (4.195) on obtient
∫ T

0

(υε, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt ≥ −ρ∗‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 ) − Ĉ‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 )

−√
εC‖ϑ̃ζ‖L2(0,T ;V 2

0 )−
∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt

−γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω))‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 ).

En passant à la limite quand ε→ 0 avec (4.178), (4.182) on obtient
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt ≥ −C22‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 ) −
∫ T

0

(π̂, div(ϑ̃))ζ dt.

Avec (4.197) on obtient
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt ≥ −

(
C22‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 )

+‖π̂‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖div(ϑ̃)ζ‖H1
0 (0,T ;L

p(Ω))

)
.

(4.199)

Avec (4.198), (4.199) on obtient pour tout ϑ̃ ∈ V 2
0 , ζ ∈ D(0, T )

∣∣∣
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt
∣∣∣ ≤ C22‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 )

+‖π̂‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖div(ϑ̃)ζ‖H1
0 (0,T ;L

p(Ω)).

(4.200)

Maintenant, montrons que

‖div(ϑ̃)‖Lp(Ω) ≤ (3)
1
p′ ‖∇ϑ̃‖Lp(Ω) = (3)

1
p′ ‖ϑ̃‖1.p. (4.201)

En effet, on a

‖div(ϑ̃)‖p
Lp(Ω) =

∫

Ω

|div(ϑ̃)|p dx

=

∫

Ω

∣∣∣
3∑

i=1

∂iϑ̃i

∣∣∣
p

dx.
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En utilisant l’inégalité de Hölder on obtient

∣∣∣
3∑

i=1

(1)∂iϑ̃i

∣∣∣ ≤
( 3∑

i=1

(1)p
′

) 1
p′
( 3∑

i=1

|∂iϑ̃i|p
) 1

p

≤ 3
1
p′

( 3∑

i,j=1

|∂jϑ̃i|p
) 1

p

= 3
1
p′ |∇ϑ̃|.

Donc,

‖div(ϑ̃)‖p
Lp(Ω) ≤ 3

p

p′

∫

Ω

|∇ϑ̃|p dx = 3
p

p′ ‖∇ϑ̃‖p
Lp(Ω),

d’où (4.201). Alors (4.197) devient

∣∣∣
∫ T

0

(π̂, div(ϑ̃))ζ dt
∣∣∣ ≤ 3

1
p′ ‖π̂‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖ϑ̃ζ‖H1

0 (0,T ;V
p
0 ). (4.202)

En remplaçant dans (4.200) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt
∣∣∣

≤ C22‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p
0 ) + 3

1
p′ ‖π̂‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖ϑ̃ζ‖H1

0 (0,T ;V
p
0 )

≤ C22T
2−p
2p ‖ϑ̃ζ‖L2(0,T ;V p

0 ) + 3
1
p′ ‖π̂‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖ϑ̃ζ‖H1

0 (0,T ;V
p
0 ).

En utilisant l’inégalité de Poincaré en temps on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt
∣∣∣≤ C33‖ϑ̃ζ‖H1

0 (0,T ;V
p
0 ),

∀ϑ̃ ∈ V 2
0 , ∀ζ ∈ D(0, T ),

(4.203)

où

C33 = (C22T
2−p
2p cPt + 3

1
p′ ‖π‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))),

avec cPt désigne la constante de Poincaré.

D’autre part, montrons que V 2
0 est dense dans V p

0 . En effet, rappelons que

V p
0 = {ϕ ∈ W1,p(Ω); ϕ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL et ϕ · n = 0 sur ω},

où n = −e3 sur ω. Pour ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ V p
0 on obtient ϕ1 = ϕ2 = 0 sur

Γ1 ∪ ΓL et ϕ3 = 0 sur ∂Ω donc ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ (W 1,p
Γ1∪ΓL

(Ω))2 ⊗W 1,p
0 (Ω)

avec

W 1,p
Γ1∪ΓL

(Ω) = {w ∈ W 1,p(Ω); w = 0 sur Γ1 ∪ ΓL}.
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On définit

W = {w ∈ D(Ω); w = 0 sur Γ1 ∪ ΓL}.
Montrons que W 2 ⊗ D(Ω) dense dans V p

0 . En effet, on a D(Ω) dense dans

W 1,p
0 (Ω) et W 2 dense dans (W 1,p

Γ1∪ΓL
(Ω))2 (voir chapitre 5). On obtient donc

W 2 ⊗D(Ω) dense dans V p
0 et comme on a

W 2 ⊗D(Ω) ⊂ V 2
0 ⊂ V p

0 ,

on en déduit que V 2
0 est dense dans V p

0 . Donc, (4.203) devient
∣∣∣
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt
∣∣∣ ≤ C33‖ϑ̃ζ‖H1

0 (0,T ;V
p
0 ),

∀ϑ̃ ∈ V p
0 , ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.204)

Avec la densité de D(0, T ) ⊗ V p
0 dans H1(0, T ;V p

0 ), on en déduit que υ′ ∈
H−1(0, T ; (V p

0 )
′).

De plus, par densité de V 2
0 dans V p

0 (4.200) devient
∣∣∣
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt
∣∣∣ ≤ C22‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0 )

+‖π̂‖H−1(0,T ;Lp′ (Ω))‖div(ϑ̃)ζ‖H1
0 (0,T ;L

p(Ω))

∀ϑ̃ ∈ V p
0 , ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.205)

On suppose que div(ϑ̃) = 0 on obtient
∣∣∣
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt
∣∣∣≤ C22‖ϑ̃ζ‖Lp(0,T ;V p

0.div)

∀ϑ̃ ∈ V p
0.div ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.206)

Avec la densité de D(0, T ) ⊗ V p
0.div dans Lp(0, T ;V p

0.div), on en déduit que

υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′).

Théorème 4.7 Sous les hypothèses du lemme 4.7, il existe υ ∈ C([0, T ];

L2(Ω)) ∩ Lp(0, T ;V p
0.div) avec υ′ ∈ Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′) solution de l’inéquation

variationnelle suivante

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ],

∀ϕ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div),

(4.207)

avec υ(0) = 0.
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Preuve. Soit ϕ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div), comme on a f ∈ Lp

′

(0, T ;L2(Ω)) ⊂
Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′) et ϕ− υε ∈ L2(0, T ;V 2
0.div) ⊂ Lp(0, T ;V p

0.div) on peut écrire

[[f, ϕ− υε]] =

∫ T

0

(f, ϕ− υε)L2(Ω) dt

=

∫ T

0

< f, ϕ− υε >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt,

d’où

[[f, ϕ− υε]] = [f, ϕ− υε], (4.208)

rappelons que [., .] désigne le crochet de dualité entre Lp(0, T ;V p
0.div) et

Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′).

Avec (4.139) on obtient
∫ T

0

< υ′ε, ϕ− υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

+[Aυε, ϕ− υε]

+2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υε + υ0ξ) : D(ϕ− υε) dx dt+ J(ϕ)− J(υε) ≥ [f, ϕ− υε],

d’où

[Aυε, υε − υ] ≤
∫ T

0

< υ′ε, ϕ− υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

+[Aυε, ϕ− υ]

+2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υε + υ0ξ) : D(ϕ− υε) dx dt+ J(ϕ)− J(υε)− [f, ϕ− υε]

≤
∫ T

0

< υ′ε, ϕ− υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

+[Aυε, ϕ− υ]− 2ε

∫ T

0

∫

Ω

|D(υε)|2 dx dt

+2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) : D(ϕ) dx dt− 2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) :
√
εD(υε) dx dt

+2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

√
εD(υε) : D(ϕ) dx dt+ J(ϕ)− J(υε)− [f, ϕ− υε],

donc

[Aυε, υε − υ] ≤
∫ T

0

< υ′ε, ϕ− υε >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

+[Aυε, ϕ− υ]

+2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) : D(ϕ) dx dt− 2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) :
√
εD(υε) dx dt

+2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

√
εD(υε) : D(ϕ) dx dt+ J(ϕ)− J(υε)− [f, ϕ− υε].
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On prend ϕ = ψ̂ζ avec ψ̂ ∈ V 2
0.div et ζ ∈ D(0, T ) on obtient

lim sup
ε→0

[Aυε, υε − υ] ≤ lim sup
ε→0

(
−
∫ T

0

(υε, ψ̂)L2(Ω)ζ
′ dt− 1

2
‖υε(T )‖2L2(Ω)

+[Aυε, ψ̂ζ − υ] + 2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) : D(ψ̂ζ) dx dt

−2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) :
√
εD(υε) dx dt

+2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

√
εD(υε) : D(ψ̂ζ) dx dt+ J(ψ̂ζ)− J(υε)− [f, ψ̂ζ − υε]

)
,

d’où

lim sup
ε→0

[Aυε, υε − υ] ≤ − lim inf
ε→0

∫ T

0

(υε, ψ̂)L2(Ω)ζ
′ dt− 1

2
lim inf
ε→0

‖υε(T )‖2L2(Ω)

+ lim sup
ε→0

[Aυε, ψ̂ζ − υ] + 2 lim sup
ε→0

(
ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) : D(ψ̂ζ) dx dt
)

−2 lim inf
ε→0

(√
ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) :
√
εD(υε) dx dt

)

+2 lim sup
ε→0

(√
ε

∫ T

0

∫

Ω

√
εD(υε) : D(ψ̂ζ) dx dt

)
+ J(ψ̂ζ)− lim inf

ε→0
J(υε)

− lim inf
ε→0

[f, ψ̂ζ − υε].

Comme l’opérateur A est borné et (υε)ε>0 est bornée dans Lp(0, T ;V p
0.div) on

a

Aυε ⇀ χ faiblement dans Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′). (4.209)

D’autre part, comme dans (4.67) on a

|J(υε)− J(υ)| ≤ ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω))‖υε − υ‖Lp(0,T ;Lp(ω)),

en passant à la limite quand ε→ 0 en utilisant (4.180) on obtient

J(υε) → J(υ). (4.210)

En utilisant l’estimation (4.150) et les convergences (4.177), (4.178), (4.209)

et (4.210) on obtient

lim sup
ε→0

[Aυε, υε − υ] ≤ −
∫ T

0

(υ, ψ̂)L2(Ω)ζ
′ dt− 1

2
lim inf
ε→0

‖υε(T )‖2L2(Ω)

+[χ, ψ̂ζ − υ] + J(ψ̂ζ)− J(υ)− [f, ψ̂ζ − υ], ∀ψ̂ ∈ V 2
0.div, ∀ζ ∈ D(0, T ).
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Par densité de D(0, T )⊗ V 2
0.div dans L2(0, T ;V 2

0.div) on obtient

lim sup
ε→0

[Aυε, υε − υ] ≤
∫ T

0

< υ′, ϕ >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt− 1

2
lim inf
ε→0

‖υε(T )‖2L2(Ω)

+[χ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ], ∀ϕ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div).

Avec le lemme 4.7 on a υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′) et comme L2(0, T ;V 2
0.div) ⊂

Lp(0, T ;V p
0.div) donc

∫ T

0

< υ′, ϕ >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt =

∫ T

0

< υ′, ϕ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt,

d’où

lim sup
ε→0

[Aυε, υε − υ] ≤
∫ T

0

< υ′, ϕ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt− 1

2
lim inf
ε→0

‖υε(T )‖2L2(Ω)

+[χ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ)− [f, ϕ− υ], ∀ϕ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div).

On prend ϕ = υε ∈ L2(0, T ;V 2
0.div) et en utilisant les convergences (4.177) et

(4.210) on obtient

lim sup
ε→0

[Aυε, υε − υ] ≤
∫ T

0

< υ′, υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt

−1

2
lim inf
ε→0

‖υε(T )‖2L2(Ω),

(4.211)

avec (4.24), (4.190) on a

∫ T

0

< υ′, υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt =
1

2
‖υ(T )‖2

L2(Ω)−
1

2
‖ υ(0)︸︷︷︸

=0

‖2
L2(Ω), (4.212)

et comme υε(T )⇀ υ(T ) faiblement dans L2(Ω) on a

lim inf
ε→0

‖υε(T )‖2L2(Ω) ≥ ‖υ(T )‖2
L
2(Ω). (4.213)

Donc, de (4.211), (4.212) et (4.213) on obtient

lim sup
ε→0

[Aυε, υε − υ] ≤ 0.
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Comme A est pseudo-monotone on obtient

lim inf
ε→0

[Aυε, υε − ϕ] ≥ [Aυ, υ − ϕ], ∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div). (4.214)

Mais d’après (4.139) on a pour tout ϕ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div)

[Aυ, υ − ϕ] ≤ lim inf
ε→0

[Aυε, υε − ϕ]

≤ lim sup
ε→0

[Aυε, υε − ϕ]

≤ lim sup
ε→0

(
− 1

2
‖υε(T )‖2L2(Ω) + [[υ′ε, ϕ]]

+ 2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) : D(ϕ) dx dt

− 2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) :
√
εD(υε) dx dt

+ 2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

√
εD(υε) : D(ϕ) dx dt

+ J(ϕ)− J(υε)− [f, ϕ− υε]
)
,

d’où

[Aυ, υ − ϕ] ≤ −1

2
lim inf
ε→0

‖υε(T )‖2L2(Ω) + lim sup
ε→0

[[υ′ε, ϕ]]

+ 2 lim sup
ε→0

(
ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) : D(ϕ) dx dt
)

− 2 lim inf
ε→0

(√
ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) :
√
εD(υε) dx dt

)

+ 2 lim sup
ε→0

(√
ε

∫ T

0

∫

Ω

√
εD(υε) : D(ϕ) dx dt

)

+ J(ϕ)− lim inf
ε→0

J(υε)− lim inf
ε→0

[f, ϕ− υε] dt.

En utilisant l’estimation (4.150) et les convergences (4.177), (4.179), (4.210)

et (4.213) on obtient

[Aυ, υ − ϕ] ≤ −1

2
‖υ(T )‖2

L
2(Ω)

+ [[υ′, ϕ]] + J(ϕ)− J(υ)

−[f, ϕ− υ] ∀ϕ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div).

(4.215)
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Comme L2(0, T ;V 2
0.div) ⊂ Lp(0, T ;V p

0.div) et υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′) on obtient

[[υ′, ϕ]] =

∫ T

0

< υ′, ϕ >(V 2
0.div)

′,V 2
0.div

dt

=

∫ T

0

< υ′, ϕ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt,

(4.216)

avec (4.212) on obtient

[[υ′, ϕ]] =

∫ T

0

< υ′, ϕ− υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt

+

∫ T

0

< υ′, υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt

= [υ′, ϕ− υ] +
1

2
‖υ(T )‖2

L
2(Ω),

En remplaçant dans l’inéquation (4.215) on obtient (4.207).

4.4.4 Résultats d’existence pour le problème 4.3

Recherche de la pression

Théorème 4.8 Sous les hypothèses du lemme 4.7, il existe υ ∈ C([0, T ];

L2(Ω)) ∩ Lp(0, T ;V p
0.div) avec υ′ ∈ Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′) et π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω))

solution du problème 4.3.

Preuve. En prenant ϕ = υε ± ϑ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div) pour ϑ variant dans

L2(0, T ;H1
0.div) dans (4.207) on obtient J(υε ± ϑ) = J(υε) et

[υ′, (υε − υ)± ϑ] + [Aυ, (υε − υ)± ϑ] + J(υε)− J(υ) ≥ [f, (υε − υ)± ϑ].

En passant à la limite quand ε → 0, en utilisant les convergences (4.177),

(4.210) on obtient l’équation variationelle suivante

∫ T

0

< υ′, ϑ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ) dt

=

∫ T

0

< f, ϑ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt.

(4.217)
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Soit ϑ̃ ∈ H1
0.div indépendante du temps, et soit t ∈ [0, T ]. On définit

ϑ =

{
ϑ̃ sur [0, t],

0 sinon.

Donc, (4.217) devient

∫ t

0

< υ′, ϑ̃ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

ds +
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds =

∫ t

0

< f, ϑ̃ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

ds,

c-à-d,

(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) +

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds =<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

, ∀ϑ̃ ∈ H1
0.div.

Par densité de

V = {ϕ ∈ D(Ω), div(ϕ) = 0},

dans W 1,p
0.div (voir [3]) on obtient

(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) +

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds =<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

, ∀ϑ̃ ∈ W 1,p
0.div.

Donc, d’après (4.40) (car 6
5
< p < 2) on vérifie que les estimations (4.107),

(4.114) dans la proposition 4.3 et le lemme 4.4 respectivement deviennent

∣∣∣
∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds
∣∣∣ ≤ 2µ1(t

1
p‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+ cp−1t‖υ0‖p−1
1.p )‖ϑ̃‖1.p, (4.218)

et

∣∣∣
∫ T

0

a(θ; υ, η) dt
∣∣∣ ≤ 2µ1(T

1
p‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0 )

+Tcp−1‖υ0‖p−1
1.p )‖η‖L∞(0,T ;V p

0 ),

(4.219)

rappelons que η = ϑ̃ζ avec ζ ∈ D(0, T ).

Donc, comme f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)) ⊂ Lp
′

(0, T ; (V p
0 )

′) en utilisant le même

raisonnement que dans la proposition 4.3, le lemme 4.4 on obtient l’existence

et l’unicité (à une constante près) d’une fonction π̃(t) ∈ Lp
′

(Ω) et de plus

π̃ ∈ C([0, T ];Lp
′

0 (Ω)) vérifiant pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω)

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).
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Par la densité de D(Ω) dans W
1,p
0 (Ω) on a aussi pour tout ϑ̃ ∈ W

1,p
0 (Ω)

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −

∫ t

0

a(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).

On dérive l’équation ci-dessus par rapport à t au sens des distributions, donc

avec

π =
∂π̃

∂t
,

on obtient pour tout ϑ̃ ∈ W
1,p
0 (Ω)

< f, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
− ∂

∂t
(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) − a(θ; υ, ϑ̃) = −(π, div(ϑ̃)),

et ∫

Ω

πdx = 0.

De plus π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)).

D’autre part, comme f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)) on peut écrire

< f, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
= (f, ϑ̃)L2(Ω),

donc, on fait les mêmes calculs que pour obtenir (4.122) et on obtient aussi
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt

= −
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ D(Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.220)

Puisque 6
5
< p < 2 montrons que div(σ̃) ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). En effet, on a

∣∣∣
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) ζ dt

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt
∣∣∣+
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣.

(4.221)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et de Hölder en temps

on obtient
∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt
∣∣∣ ≤ c∞ T

1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;L2(Ω)),(4.222)
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rappelons que c∞ désigne la constante de l’injection continue de H1(0, T )

dans L∞(0, T ).

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps on obtient

∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣ ≤ ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;L2(Ω)). (4.223)

En remplaçant (4.222), (4.223) dans (4.221) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

< div(σ̃), ϑ̃ >D
′(Ω),D(Ω) ζ dt

∣∣∣

≤ (c∞T
1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω)) + ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω)))‖ϑ̃ζ‖H1(0,T ;L2(Ω)).

Alors, avec la densité de D(0, T ) ⊗ D(Ω) dans H1
0 (0, T ;L

2(Ω)) pour la to-

pologie de H1(0, T ;L2(Ω)) on obtient div(σ̃) ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). Comme on

a

2µ(θ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ) ∈ Lp
′

(0, T ; (Lp
′

(Ω))9),

et π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)) donc σ̃ donné par (4.15) est dans

H−1(0, T ; (Lp
′

(Ω))9) et puisque p′ > 2 on obtient σ̃ ∈ H−1(0, T ; (L2(Ω))9).

Donc σ̃ ∈ H−1(0, T ;Y2). Ainsi (4.220) devient

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃)ζ dx dt, ∀ϑ̃ ∈ D(Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.224)

Comme D(Ω) est dense dans L2(Ω) c-à-d pour tout ϑ̃ ∈ L2(Ω), il existe

ϑ̃n ∈ D(Ω) telle que

lim
n→+∞

ϑ̃n = ϑ̃ dans L2(Ω), (4.225)

en remplaçant ϑ̃ par ϑ̃n dans (4.224) on obtient

∫ T

0

(f, ϑ̃n)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n)

L2(Ω)
ζ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃n)ζ dx dt.
(4.226)
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De (4.222) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

(f, ϑ̃n − ϑ̃)L2(Ω)ζ dt
∣∣∣ ≤ c∞T

1
p‖f‖Lp′ (0,T ;L2(Ω))‖ζ‖H1(0,T )‖ϑ̃n − ϑ̃‖L

2(Ω).

En passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (4.225) on obtient

∫ T

0

(f, ϑ̃n)L2(Ω)ζ dt→
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt. (4.227)

Avec (4.223) on obtient

∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n − ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt
∣∣∣ ≤ ‖υ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ζ‖H1(0,T )‖ϑ̃n − ϑ̃‖L

2(Ω),

en passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (4.225) on obtient

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃n)

L2(Ω)
ζ dt→

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt. (4.228)

On a

∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(
div(σ̃) · (ϑ̃n − ϑ̃)

)
ζ dx dt

∣∣∣

≤ ‖div(σ̃)‖H−1(0,T ;L2(Ω))‖ζ‖H1
0 (0,T )

‖ϑ̃n − ϑ̃‖L
2(Ω).

En passant à la limite quand n→ +∞, en utilisant (4.225) on obtient

∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃n)ζ dx dt→
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃)ζ dx dt. (4.229)

En passant à la limite quand n → +∞ dans (4.226) avec les convergences

(4.227), (4.228) et (4.229) on obtient

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt−
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt

= −
∫ T

0

∫

Ω

(div(σ̃) · ϑ̃)ζ dx dt ∀ϑ̃ ∈ L2(Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.230)
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Maintenant, en reprenant ϑ̃ ∈ V 2
0 et comme σ̃ ∈ H−1(0, T ;Y2), on fait les

mêmes calculs que pour obtenir (4.135) et on obtient aussi
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃))ζ dt

+

∫ T

0

j(t, υ + ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

j(t, υ) dt =

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt

+Â(υ, ϑ̃), ∀ϑ̃ ∈ V 2
0 , ∀ζ ∈ D(0, T ),

(4.231)

avec

Â(υ, ϑ̃) =

∫ T

0

(∫

ω

σ̃τi(ϑ̃iζ) dx
′ + j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt.

On a ∫

∂Ω

ϑ̃ · n dY = 0, ∀ϑ̃ ∈ V 2
0 .

Du lemme 2.2 [46], on déduit qu’il existe ϑ̂ ∈ H1(Ω) vérifiant

div(ϑ̂) = 0 dans Ω, ϑ̂ = ϑ̃ sur ∂Ω.

Donc, ϑ̂ ∈ V 2
0.div et on a

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̂)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̂ζ) dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̂ζ)− j(t, υ)

)
dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̂ζ)L2(Ω) dt+ Â(υ, ϑ̂).

(4.232)

On prend ϕ = υε + ϑ̂ζ ∈ L2(0, T ;V 2
0.div) dans (4.207) on obtient

[υ′, ϑ̂ζ + (υε − υ)] + [Aυ, ϑ̂ζ + (υε − υ)] + J(υε + ϑ̂ζ)− J(υ)

≥ [f, ϑ̂ζ + (υε − υ)].
(4.233)

D’autre part, comme dans (4.67) on a

|J(υε + ϑ̂ζ)− J(υ + ϑ̂ζ)| ≤ ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω))‖υε − υ‖Lp(0,T ;Lp(ω)),

en passant à la limite quand ε→ 0 en utilisant (4.180) on obtient

J(υε + ϑ̂ζ) → J(υ + ϑ̂ζ). (4.234)
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En passant à la limite quand ε→ 0 dans (4.233 ), en utilisant la convergence

ci-dessus et (4.177) on obtient

[υ′, ϑ̂ζ] + [Aυ, ϑ̂ζ] + J(υ + ϑ̂ζ)− J(υ) ≥ [f, ϑ̂ζ],

d’où
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̂)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̂ζ) dt+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̂ζ)− j(t, υ)

)
dt

−
∫ T

0

< f, ϑ̂ζ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt ≥ 0.

Avec (4.136) et (4.232) on obtient

Â(υ, ϑ̂) ≥ 0.

Comme Â(υ, ϑ̂) = Â(υ, ϑ̃) car ϑ̂ = ϑ̃ sur ∂Ω on a

Â(υ, ϑ̃) ≥ 0.

Donc (4.231) devient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃ζ)) dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ V 2
0 ∀ζ ∈ D(0, T ).

Par densité de V 2
0 dans V p

0 on obtient
∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃ζ)) dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ V p
0 ∀ζ ∈ D(0, T ),

(4.235)

de plus

υ(0) = 0,

ce qui montre si s ∈ L2(0, T ;L2(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T ) ⊂ H1(0, T ) (car

p′ > 2) et υ0 ∈ H1(Ω) alors le problème 4.3 admet une solution

(υ, π)∈
(
C([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lp(0, T ;V p

0.div)) × H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)) avec υ′ ∈
Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′).
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4.4.5 Résultat d’existence et d’unicité pour le problème

4.4

L’existence de la solution découle de l’existence du problème 4.3. En effet,

on considère le théorème suivant

Théorème 4.9 Sous les hypothèses du lemme 4.7, le problème 4.4 admet

une unique solution.

Preuve. D’après le théorème 4.8, le problème 4.3 admet une solution donc,

avec ϑ̃ ∈ V p
0.div et ζ ∈ D(0, T ) dans (4.235) on obtient

∫ T

0

∂

∂t
(υ, ϑ̃)

L2(Ω)
ζ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ζ) dt+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt

≥
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt.

Par densité de D(0, T )⊗ V p
0.div dans Lp(0, T ;V p

0.div) on obtient

[υ′, ϕ− υ] + [Aυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ],

∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div).

de plus

υ(0) = 0,

ce qui montre que le problème 4.4 admet au moins une solution.

Maintenant, on montre que ce problème admet une unique solution. En ef-

fet, on suppose que ce problème admet deux solutions υ1 et υ2. Donc, elles

vérifient les deux inéquations suivantes

[υ′1, ϕ−υ1]+[Aυ1, ϕ−υ1]+J(ϕ)−J(υ1) ≥ [f, ϕ−υ1] ∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div),

[υ′2, ϕ−υ2]+[Aυ2, ϕ−υ2]+J(ϕ)−J(υ2) ≥ [f, ϕ−υ2] ∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div).

Fixons t ∈]0, T ], prenons ϕ = υ21[0,t] + υ11]t,T ] dans la première inéquation

et ϕ = υ11[0,t] + υ21]t,T ] dans la deuxième avec

1[0,t] =

{
1 sur [0, t],

0 ailleurs.
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En additionnant les deux inéquations, on aura :

[υ′1 − υ′2, (υ2 − υ1)1[0,t]] + [Aυ1 −Aυ2, (υ2 − υ1)1[0,t]] ≥ 0,

c-à-d

[υ′1 − υ′2, (υ1 − υ2)1[0,t]] + [Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]] ≤ 0.

D’autre part,

[Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]] =

∫ T

0

(
a(θ; υ1, (υ1 − υ2)1[0,t])

− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)1[0,t]

)
dt̃

=

∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃,

en utilisant le même raisonnement que dans l’étude de la monotonie de A,

on a aussi
∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃

=

∫ t

0

∫

Ω

1

2

(
(α|D(υ1 + υ0ξ)|p−2 + β|D(υ2 + υ0ξ)|p−2)

×|D(υ1 + υ0ξ)−D(υ2 + υ0ξ)|2 + (|D(υ1 + υ0ξ)|2 − |D(υ2 + υ0ξ)|2)
×(α|D(υ1 + υ0ξ)|p−2 − β|D(υ2 + υ0ξ)|p−2)

)
dx dt̃,

où

α = 2µ(θ, |D(υ1 + υ0ξ)|), β = 2µ(θ, |D(υ2 + υ0ξ)|).

- Si |D(υ1 + υ0ξ)| 6= 0 et |D(υ2 + υ0ξ)| = 0 et comme α > 0 on obtient

∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1−υ2))−a(θ; υ2, (υ1−υ2)) dt̃ =
∫ t

0

∫

Ω

α|D(υ1+υ0ξ)|p dx dt̃ ≥ 0.

Quitte à modifier les rôles de υ1 et υ2 dès le départ, on peut se ramener au

cas précédent si |D(υ1 + υ0ξ)| = 0 et |D(υ2 + υ0ξ)| 6= 0.

- Si |D(υ2 + υ0ξ)| = |D(υ1 + υ0ξ)| = 0 on obtient

∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃ = 0.

237



- Si |D(υ1 + υ0ξ)| et |D(υ2 + υ0ξ)| non nuls on obtient
∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃

≥
∫ t

0

∫

Ω

|D(υ2 + υ0ξ)|2
2|D(υ1 + υ0ξ)|r

(S̃ − 1)

×
(
(βS̃r + α)(S̃ − 1)− (βS̃r − α)(S̃ + 1)

)
dx dt

=

∫ t

0

∫

Ω

|D(υ2 + υ0ξ)|2
|D(υ1 + υ0ξ)|r

(S̃ − 1)(αS̃ − βS̃r) dx dt,

où S̃ =
|D(υ1 + υ0ξ)|
|D(υ2 + υ0ξ)|

et r = 2− p.

- Si |D(υ1 + υ0ξ)| ≥ |D(υ2 + υ0ξ)| > 0 donc avec (4.45) on a
∫ t

0

(a(θ; υ1, (υ1 − υ2))− a(θ; υ2, (υ1 − υ2)) dt̃ ≥ 0.

Quitte à modifier les rôles de υ1 et υ2 dès le départ, on peut se ramener au

cas précédent si |D(υ2 + υ0ξ)| ≥ |D(υ1 + υ0ξ)| > 0.

Donc,

[Aυ1 −Aυ2, (υ1 − υ2)1[0,t]] ≥ 0,

d’où
∫ t

0

< υ′1 − υ′2, υ1 − υ2 >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt̃ ≤ 0.

D’autre part,
∫ t

0

< υ′1 − υ′2, υ1 − υ2 >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt̃ =
1

2

∫ t

0

∂

∂t
‖υ1 − υ2‖2L2(Ω) dt̃

=
1

2

(
‖υ1(t)− υ2(t)‖2L2(Ω) − ‖υ1(0)− υ2(0)‖2L2(Ω)

)
≤ 0,

d’où

‖υ1(t)− υ2(t)‖2L2(Ω) ≤ ‖υ1(0)− υ2(0)‖2L2(Ω).

Or ‖υ1(0)−υ2(0)‖2L2(Ω) = 0, ce qui montre l’unicité de la solution du problème

4.4.
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Remarque 4.3 - Remarquons que dans le lemme 4.7 on a montré que π̂ ∈
H−1(0, T ;Lp

′

0 (Ω)). On a π est l’unique solution du problème 4.3 donc on prend

±ϑ̃ζ avec ϑ̃ ∈ W
1,p
0 (Ω) et ζ ∈ D(0, T ) dans (4.235) on obtient

−
∫ T

0

(υ, ϑ̃)
L2(Ω)

ζ ′ dt+

∫ T

0

a(θ; υ, ϑ̃ζ) dt−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃))ζ dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

et on écrit

−
∫ T

0

(υ, ϑ̃)
L2(Ω)

ζ ′ dt+ [Aυ, ϑ̃ζ]−
∫ T

0

(π, div(ϑ̃))ζ dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt.

(4.236)

D’autre part, pour tout ϑ̃ ∈ V 2
0 , ζ ∈ D(0, T ) on a

〈 ∂
∂t

(υε, ϑ̃)L2(Ω), ζ
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ) dt

−
∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt+

∫ T

0

(
j(t, υε + ϑ̃ζ)− j(t, υε)

)
dt

≥
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt.

en utilisant l’intégration par parties en temps sur le premier terme on obtient

−
∫ T

0

(υε, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt+

∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ) dt

−
∫ T

0

(πε, div(ϑ̃))ζ dt+

∫ T

0

(
j(t, υε + ϑ̃ζ)− j(t, υε)

)
dt

≥
∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt.

(4.237)

On a
∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ) dt =

∫ T

0

a(θ; υε, ϑ̃ζ) dt

+ 2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υε + υ0ξ) : D(ϑ̃ζ) dx dt,
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d’où
∫ T

0

aε(θ; υε, ϑ̃ζ̂) dt = [Aυε, ϑ̃ζ̂] + 2
√
ε

∫ T

0

∫

Ω

√
εD(υε) : D(ϑ̃ζ) dx dt

+ 2ε

∫ T

0

∫

Ω

D(υ0ξ) : D(ϑ̃ζ) dx dt.

Comme V p
0.div et V p

0 ont la même norme, on en déduit que A est borné dans

Lp
′

(0, T ; (V p
0 )

′) et la suite (υε)ε>0 est bornée dans Lp(0, T ;V p
0 ), on obtient

Aυε ⇀ χ faiblement dans Lp
′

(0, T ; (V p
0 )

′).

L’opérateur A est continu de Lp(0, T ;V p
0 ) fort dans Lp

′

(0, T ; (V p
0 )

′) faible

(voir [56] page 179) mais ici on n’a pas la convergence forte de la suite (υε)ε>0

dans Lp(0, T ;V p
0 ).

En passant à la limite dans (4.237), en utilisant l’estimation (4.150) et les

convergences (4.178), (4.182), (4.210), (4.234) on obtient

∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt+ [χ, ϑ̃ζ]−

∫ T

0

(π̂, div(ϑ̃))ζ dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt

∀ϑ̃ ∈ V 2
0 , ∀ζ ∈ D(0, T ).

par densité de V 2
0 dans V p

0 on obtient

−
∫ T

0

(υ, ϑ̃)L2(Ω)ζ
′ dt+ [χ, ϑ̃ζ]−

∫ T

0

(π̂, div(ϑ̃))ζ dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt

∀ϑ̃ ∈ V p
0 , ∀ζ ∈ D(0, T ).

(4.238)

On prend ±ϑ̃ζ avec ϑ̃ ∈ W
1,p
0 (Ω) et ζ ∈ D(0, T ) dans l’inéquation ci-dessus

on obtient

−
∫ T

0

(υ, ϑ̃)
L2(Ω)

ζ ′ dt+ [χ, ϑ̃ζ]−
∫ T

0

(π̂, div(ϑ̃))ζ dt

=

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt.

(4.239)

240



En soustrayant (4.236), (4.239) on obtient

[χ, ϑ̃ζ]− [Aυ, ϑ̃ζ] +
∫ T

0

(π − π̂, div(ϑ̃))ζ dt = 0

∀ϑ̃ ∈ W
1,p
0 (Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ),

puisque χ−Aυ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0 )

′) ⊂ Lp
′

(0, T ;W−1,p′(Ω)) (car W
1,p
0 (Ω) ⊂ V p

0 )

on obtient

[χ−Aυ, ϑ̃ζ] +
∫ T

0

(π − π̂, div(ϑ̃))ζ dt = 0

∀ϑ̃ ∈ W
1,p
0 (Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ),

donc, pour identifier χ on a besoin de supposer que div(ϑ̃) = 0 d’où

[χ−Aυ, ϑ̃ζ] = 0 ∀ϑ̃ ∈ W 1,p
0.div, ∀ζ ∈ D(0, T ).

On a D(0, T )⊗W 1,p
0.div dense dans Lp(0, T ;W 1,p

0.div), d’où

χ = Aυ dans Lp
′

(0, T ; (W 1,p
0.div)

′).

On ne peut pas en déduire que

[χ−Aυ, ϑ̃ζ] = 0 ∀ϑ̃ ∈ W
1,p
0 (Ω), ∀ζ ∈ D(0, T ),

car W 1,p
0.div n’est pas dense dans W

1,p
0 (Ω). Donc, on ne peut pas établir que

π = π̂.

4.5 Étude du problème dont la viscosité dé-

pend de la vitesse

Dans cette section, on considère désormais que la viscosité dépend à la

fois de la température, de la vitesse et du tenseur des taux de déformations.

Plus précisément, on suppose que µ est définie sur R× R
3 × R+, et vérifie

∃µ0, µ1 ∈ R : 0 < µ0 ≤ µ(u, w, ũ) ≤ µ1,

∀(u, w, ũ) ∈ R× R
3 × R+,

(4.240)
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la fonction w 7→ µ(., w, .) est continue sur R
3, (4.241)

la fonction ũ 7→ µ(., ., ũ) est continue

et monotone croissante sur R+.
(4.242)

On considère les équations générales de l’écoulement non isotherme d’un

fluide non-Newtonien incompressible et instationnaire dont la viscosité dé-

pend également de la vitesse

∂υ

∂t
− 2div(µ(θ, υ, |D(υ)|)|D(υ)|p−2D(υ)) +∇π = f dans Ω×]0, T [,

div(υ) = 0 dans Ω×]0, T [.

Pour compléter la formulation forte du problème, on rajoute les conditions

aux limites (4.6)-(4.11) et la condition initiale (4.12).

La formulation variationnelle du problème forte est donnée par

Problème 4.5 Soient f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), µ vérifie

(4.240)-(4.242), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ Lp0(0, T ;Lp0(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T )

vérifiant (4.8) et υ0 ∈ W1,p0(Ω) vérifiant (4.13). On cherche υ ∈ C([0, T ];

L2(Ω)) ∩ Lp(0, T ;V p
0.div) avec υ′ ∈ Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′), π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω))

vérifiant l’inéquation variationnelle parabolique suivante

〈 ∂
∂t

(υ, ϑ̃)L2(Ω), ζ
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

∫ T

0

(
a∗(θ; υ, ϑ̃ζ)− (π, div(ϑ̃))ζ

)
dt

+

∫ T

0

(
j(t, υ + ϑ̃ζ)− j(t, υ)

)
dt ≥

∫ T

0

(f, ϑ̃)L2(Ω)ζ dt,

∀ϑ̃ ∈ V p
0 ∀ζ ∈ D(0, T ),

(4.243)

et la condition initiale (4.22),

où p0 = max(p, 2) et

a∗(θ; ., .) :





V p
0 × V p

0 → R

(u, v) 7→ a(θ; u, v)

=

∫

Ω

2µ(θ, u+ υ0ξ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2

×dij(u+ υ0ξ)dij(v)dx.

On considère le problème en vitesse suivant :
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Problème 4.6 Soient f ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)), µ vérifie

(4.240)-(4.242), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ Lp0(0, T ;Lp0(ω)), ξ ∈ W 1,p′(0, T )

vérifiant (4.8), et υ0 ∈ W1,p0(Ω) vérifiant (4.13). On cherche υ ∈ C([0, T ];

L2(Ω)) ∩ Lp(0, T ;V p
0.div) avec υ′ ∈ Lp

′

(0, T ; (V p
0.div)

′), vérifiant l’inéquation

variationnelle parabolique suivante

[υ′, ϕ− υ] + [A∗υ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ]

∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div).

(4.244)

et la condition initiale (4.22).

où

[A∗υ, ϕ] =

∫ T

0

a∗(θ; υ, ϕ) dt.

Théorème 4.10 Sous les hypothèses précédentes, le problème 4.6 admet au

moins une solution.

Preuve. L’existence de solution du problème 4.6 se démontre par l’applica-

tion du théorème de point fixe de Schauder.

Pour tout u ∈ Lp(0, T ;Lp(Ω)) le problème 4.4 modifié avec a(θ,u; ., .) au lieu

de a(θ; ., .) admet une unique solution υ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lp(0, T ;V p
0.div),

υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′) (voir les théorèmes 4.1 et 4.2 (cas p > 2) et les théo-

rèmes 4.8 et 4.9 (cas 6
5
< p < 2 ). On a donc

[υ′, ϕ− υ] + [Auυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ],

∀ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div),

(4.245)

et la condition initiale (4.22), avec

a(θ,u; u, v)

=

∫

Ω

2µ(θ,u + υ0ξ, |D(u+ υ0ξ)|)|D(u+ υ0ξ)|p−2dij(u+ υ0ξ)dij(v)dx,

et

[Auu, v] =

∫ T

0

a(θ,u; u, v) dt.

On définit l’application Λ̃ par

Λ̃ : Lp(0, T ;Lp(Ω)) → Lp(0, T ;Lp(Ω))

u 7→ υ.
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Maintenant, on cherche R > 0 tel que Λ̃(Z) ⊂ Z où

Z = {ϕ ∈ Lp(0, T ;Lp(Ω)); ‖ϕ‖Lp(0,T ;Lp(Ω)) ≤ R}.

Soit u ∈ Lp(0, T ;Lp(Ω)) quelconque, on prend ϕ = 0 dans (4.245) on obtient

[υ′, υ] + [Auυ, υ] ≤ [f, υ] + J(0). (4.246)

Or

[υ′, υ] =

∫ T

0

< υ′, υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt =
1

2

∫ T

0

∂

∂t
‖υ‖2

L2(Ω) dt

=
1

2

(
‖υ(T )‖2

L2(Ω) − ‖υ(0)‖2
L2(Ω)

)
,

d’où

[υ′, υ] =
1

2
‖υ(T )‖2

L2(Ω), (4.247)

(car υ(0) = 0 (voir (4.22)).

D’après ce qui précède (cf. (4.47)) on obtient

[Auυ, υ] ≥ 2(CKorn)
pµ0‖υ + υ0ξ‖pLp(0,T ;V p

Γ1
)

−2µ1c‖υ0‖1.pT
1
p‖υ + υ0ξ‖p−1

Lp(0,T ;V p
Γ1

)
.

(4.248)

- Pour p > 2, avec (4.33) on obtient

[Auυ, υ] ≥ 2(CKorn)
pµ0‖υ + υ0ξ‖pLp(0,T ;V p

Γ1
)

−2p−1µ1c‖υ0‖1.pT
1
p (‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0.div)

+ ‖υ0ξ‖p−1
Lp(0,T ;V p

Γ1
)
).

(4.249)

En remplaçant (4.247), (4.249) dans (4.246) on obtient

1

2
‖υ(T )‖2

L2(Ω) + 2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

− ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

≤ ‖f‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′)‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

+ J(0)

+2p−1µ1c‖υ0‖1.pT
1
p (‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0.div)

+ ‖υ0ξ‖p−1
Lp(0,T ;V p

Γ1
)
),

d’où

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

− ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

∣∣∣
p

≤ ‖f‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′)‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

+ J(0)

+2p−1µ1c‖υ0‖1.pT
1
p (‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0.div)

+ ‖υ0ξ‖p−1
Lp(0,T ;V p

Γ1
)
).

(4.250)
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En divisant les deux membres de (4.250) par ‖υ‖p
Lp(0,T ;V p

0.div)
(avec

‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

6= 0) on obtient

2(CKorn)
pµ0

∣∣∣1−
‖υ0ξ‖Lp(0,T ;VΓ1

)

‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

∣∣∣
p

≤ ‖f‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′)‖υ‖1−pLp(0,T ;V p
0.div)

+
J(0)

‖υ‖p
Lp(0,T ;V p

0.div)

+
2p−1µ1c‖υ0‖1.pT

1
p

‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

(
1 +

(‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p
Γ1

)

‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

)p−1
)
.

(4.251)

Remarquons que ‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

∈ E ∪ {0} donc comme l’ensemble E est

borné (voir (4.78) théorème 4.1) on obtient

∃C > 0, ‖υ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

≤ C, (4.252)

d’où

‖υ‖Lp(0,T ;Lp(Ω)) ≤ γ1C,

où γ1 désigne la constante de l’injection continue de Lp(0, T ;V p
0.div) dans

Lp(0, T ;Lp(Ω)).

Pour assurer que Λ̃(Z) ⊂ Z, il suffit de prendre R = γ1C.

L’ensemble Z est un convexe fermé de Lp(0, T ;Lp(Ω)), de plus borné.

Pour montrer que Λ̃(Z) est relativement compact, on doit établir que pour

toute suite (υn)n≥0 de Λ̃(Z) (c-à-d, il existe un ∈ Z tel que υn = Λ̃(un)), on

peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans Lp(0, T ;Lp(Ω)).

En effet, pour tout ϕ ∈ Lp(0, T ;V p
0.div) on a

[υ′n, ϕ− υn] + [Aun
υn, ϕ− υn] + J(ϕ)− J(υn) ≥ [f, ϕ− υn], (4.253)

donc, d’après ce qui précède (cf. (4.252)) on a

‖υn‖Lp(0,T ;V p
0.div)

≤ C. (4.254)

D’autre part, on prend ϕ = υn ± ϑ∗ζ avec ϑ∗ ∈ V p
0.div et ζ ∈ D(0, T ) dans

(4.253) on obtient

[υ′n,±ϑ∗ζ] + [Aun
υn,±ϑ∗ζ] + J(υn ± ϑ∗ζ)− J(υn) ≥ [f,±ϑ∗ζ]. (4.255)
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Avec la première inégalité on a

[υ′n, ϑ
∗ζ] ≥ [f, ϑ∗ζ]− [Aun

υn, ϑ
∗ζ]− J(υn + ϑ∗ζ) + J(υn).

En utilisant (4.69)

[υ′n, ϑ
∗ζ] ≥ −(‖f‖Lp′ (0,T ;(V p

0.div)
′) + ‖Aun

υn‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′)

+γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω)))‖ϑ∗ζ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

.
(4.256)

Avec la deuxième inégalité on a

[υ′n, ϑ
∗ζ] ≤ [f, ϑ∗ζ]− [Aun

υn, ϑ
∗ζ] + J(υn − ϑ∗ζ)− J(υn),

et avec (4.69)

[υ′n, ϑ
∗ζ] ≤ (‖f‖Lp′ (0,T ;(V p

0.div)
′) + ‖Aun

υn‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′)

+γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω)))‖ϑ∗ζ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

.
(4.257)

D’après (4.256), (4.257) on a

|[υ′n, ϑ∗ζ]| ≤ (‖f‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′) + ‖Aun
υn‖Lp′ (0,T ;(V p

0.div)
′)

+γ‖k‖Lp′ (0,T ;Lp′ (ω)))‖ϑ∗ζ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

.
(4.258)

D’après ce qui précède (cf. (4.52)) on a

‖Aun
υn‖Lp′ (0,T ;(V p

0.div)
′) ≤ 2p−1µ1(‖υn‖p−1

Lp(0,T ;V p
0.div)

+ cp−1T
1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ),

où c > 0 est une constante qui ne dépend que de ξ (relation (4.32)).

De (4.254) on obtient

‖Aun
υn‖Lp′ (0,T ;(V p

0.div)
′) ≤ 2p−1µ1(Cp−1 + cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ). (4.259)

De (4.259 ) on obtient

|[υ′n, ϑ∗ζ]| ≤ Ĉ‖ϑ∗ζ‖Lp(0,T ;V p
0.div)

, (4.260)

d’où

‖υ′n‖Lp′ (0,T ;(V p
0.div)

′) ≤ Ĉ. (4.261)
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En utilisant le lemme d’Aubin [36] et (4.254), (4.261) avec X0 = V p
0.div, X =

Lp(Ω) et X1 = (V p
0.div)

′ on obtient qu’il existe une sous-suite de (υn)n≥0 notée

encore (υn)n≥0 vérifiant

υn → υ fortement dans Lp(0, T ;Lp(Ω)), (4.262)

ce qui montre que Λ̃(Z) est relativement compact.

- Pour 6
5
< p < 2, d’après (4.40) on vérifie que l’estimation (4.249),

devient

[Auυ, υ] ≥ 2(CKorn)
pµ0‖υ + υ0ξ‖pLp(0,T ;V p

Γ1
)

−2µ1c‖υ0‖1.pT
1
p (‖υ‖p−1

Lp(0,T ;V p
0.div)

+ ‖υ0ξ‖p−1
Lp(0,T ;V p

Γ1
)
),

(4.263)

donc (4.252) est encore vrai et l’estimation (4.259) devient

‖Aun
υn‖Lp′ (0,T ;(V p

0.div)
′) ≤ 2µ1(Cp−1 + cp−1T

1
p′ ‖υ0‖p−1

1.p ), (4.264)

donc (4.254) et (4.261) sont encore vrais.

En utilisant le même raisonnement que dans le cas p > 2 on obtient que

Λ̃(Z) ⊂ Z avec R = γ1C et l’ensemble Λ̃(Z) est relativement compact.

- Reste à montrer que l’application Λ̃ est continue. En effet, soit (un)n≥0 une

suite dans Lp(0, T ;Lp(Ω)) qui converge vers u. On doit donc montrer que

Λ̃(un) → Λ̃(u) dans Lp(0, T ;Lp(Ω)).

A (un)n≥0 (resp. u), on associe υn = Λ̃(un) (resp. υ = Λ̃(u)) vérifiant

(4.253) (resp. (4.245)) et la condition initiale (4.22). La suite (υn)n≥0 vérifie

(4.254) et (4.261) donc elle possède des sous-suites fortement convergentes

dans Lp(0, T ;Lp(Ω)). On considère une telle sous-suite notée encore (υn)n≥0.

Prenons ϕ = υn dans (4.245) et ϕ = υ dans (4.253) et en additionnant les

deux inéquations on obtient

[υ′n − υ′, υn − υ] + [Aun
υn −Auυ, υn − υ] ≤ 0. (4.265)
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On a

[υ′n − υ′, υn − υ] =

∫ T

0

< υ′n − υ′, υn − υ >(V p
0.div)

′,V
p
0.div

dt

=
1

2

∫ T

0

∂

∂t
‖υn − υ‖2

L2(Ω) dt̃

=
1

2

(
‖υn(T )− υ(T )‖2

L2(Ω) − ‖υn(0)− υ(0)‖2
L2(Ω)

)
,

d’où

[υ′n − υ′, υn − υ] =
1

2
‖υn(T )− υ(T )‖2

L2(Ω). (4.266)

(car υn(0) = υ(0) = 0).

D’autre part,

[Aun
υn −Auυ, υn − υ] = [Aun

υn −Aun
υ, υn − υ]

−[Auυ −Aun
υ, υn − υ].

(4.267)

Avec (4.266), (4.267), l’inéquation (4.265) devient

1

2
‖υn(T )− υ(T )‖2

L2(Ω) + [Aun
υn −Aun

υ, υn − υ]

≤ [Auυ −Aun
υ, υn − υ].

(4.268)

D’autre part,

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ] =

∫ T

0

(
a(θ,un; υn, υn − υ)− a(θ,un; υ, υn − υ

)
dt,

donc

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ] = 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|)

×|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2

×D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt.

(4.269)

On pose

µ(u, w, ũ) = µ̃(u, w, ũ) +
µ0

2
, (4.270)
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où µ̃ est définie sur R × R
3 × R+, et d’après (4.240)-(4.242) la fonction µ̃

vérifie

0 <
µ0

2
≤ µ̃(u, w, ũ) ≤ µ1 −

µ0

2
, ∀(u, w, ũ) ∈ R× R

3 × R+, (4.271)

la fonction w 7→ µ̃(., w, .) est continue sur R
3, (4.272)

la fonction ũ 7→ µ̃(., ., ũ) est continue

et monotone croissante sur R+.
(4.273)

En remplaçant (4.270) dans (4.269) on obtient

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ]

= µ0

∫ T

0

∫

Ω

|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

+2

∫ T

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|)|D(υn + υ0ξ)|p−2

×D(υn + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

−µ0

∫ T

0

∫

Ω

|D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2

×D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt̃,

d’où

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ]

= µ0

∫ T

0

∫

Ω

(
|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ)

−|D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ)
)
: (D(υn + υ0ξ)−D(υ + υ0ξ)) dx dt

+2

∫ T

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|)|D(υn + υ0ξ)|p−2

×D(υn + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt

−2

∫ T

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)|D(υ + υ0ξ)|p−2

×D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt.

(4.274)
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- Pour p > 2, en utilisant l’inégalité suivante (voir [66] pages 37-38)

(|x̂|p−2x̂− |ŷ|p−2ŷ, x̂− ŷ) ≥
(1
2

)p−1

|x̂− ŷ|p, ∀x̂, ŷ ∈ R
n ∀p > 2,

et en utilisant le même raisonnement que dans l’étude de la monotonie de A,

on a aussi

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ] ≥
(1
2

)p−1

µ0

∫ T

0

‖D(υn − υ)‖p(Lp(Ω))9 dt

+

∫ T

0

∫

Ω

|D(υn + υ0ξ)|p−2
(
µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|)

−µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
)(

|D(υn + υ0ξ)| − |D(υ + υ0ξ)|
)

×
(
|D(υn + υ0ξ)|+ |D(υ + υ0ξ)|

)
dx dt

+

∫ T

0

∫

Ω

µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
(
|D(υn + υ0ξ)|p−2

−|D(υ + υ0ξ)|p−2
)(
|D(υn + υ0ξ)|2 − |D(υ + υ0ξ)|2

)
dx dt.

Avec (4.273) et la monotonie de la fonction w 7→ wp−2 sur R
+ car p− 2 > 0

on obtient

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ]

≥
(1
2

)p−1

µ0

∫ T

0

‖D(υn − υ)‖p(Lp(Ω))9 dt.
(4.275)

D’autre part,

[Auυ −Aun
υ, υn − υ] = 2

∫ T

0

∫

Ω

(
µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
)
|D(υ + υ0ξ)|p−2

×D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt ≤ 2

∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣|D(υ + υ0ξ)|p−1|D(υn − υ)|dx dt.

En utilisant l’inégalité de Young ([21] page 56)

ab ≤ ǫ̂ap + Cǫ̂b
p′ , Cǫ̂ = ǫ̂

−1
p−1 , p′ =

p

p− 1
, (4.276)
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avec

a = |D(υn − υ)|, ǫ̂ = µ0

4

(1
2

)p−1

, Cǫ̂ =
(µ0

4

(1
2

)p−1) −1
p−1
,

b = |µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)− µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣

×|D(υ + υ0ξ)|p−1,

on obtient

[Auυ −Aun
υ, υn − υ] ≤ µ0

2

(1
2

)p−1
∫ T

0

∫

Ω

|D(υn − υ)|p dx dt

+2Cǫ̂

∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣p′ |D(υ + υ0ξ)|pdx dt.

(4.277)

En remplaçant (4.275), (4.277) dans (4.268) on obtient

1

2
‖υn(T )− υ(T )‖2

L2(Ω) +
µ0

2

(1
2

)p−1
∫ T

0

‖D(υn − υ)‖p(Lp(Ω))9 dt

≤ 2Cǫ̂

∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣p′ |D(υ + υ0ξ)|pdx dt.

(4.278)

En utilisant l’inégalité de Korn (4.46) on obtient

1

2
‖υn(T )− υ(T )‖2

L2(Ω) +
µ0

2γp1

(1
2

)p−1

(CKorn)
p‖υn − υ‖p

Lp(0,T ;Lp(Ω))

≤ 2Cǫ̂

∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣p′ |D(υ + υ0ξ)|pdx dt,

(4.279)

rappellons que γ1 désigne la constante de l’injection continue de

Lp(0, T ;V p
0.div) dans Lp(0, T ;Lp(Ω)).

- Pour 6
5
< p < 2, on a l’inégalité suivante (voir [66] pages 146)

(|x̂|+ |ŷ|)2−p(|x̂|p−2x̂− |ŷ|p−2ŷ, x̂− ŷ) ≥ (p− 1)|x̂− ŷ|2, ∀x̂, ŷ ∈ R
n,

d’où
((

|x̂|+ |ŷ|
)p) 2−p

2
(
(|x̂|p−2x̂− |ŷ|p−2ŷ, x̂− ŷ)

) p
2 ≥ (p− 1)

p
2 |x̂− ŷ|p,
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en utilisant l’inégalité (4.33) (car p > 6
5
> 1) on obtient

Cp|x̂− ŷ|p ≤
(
(|x̂|p−2x̂− |ŷ|p−2ŷ, x̂− ŷ)

) p
2
(
|x̂|p + |ŷ|p

) 2−p
2
, (4.280)

où

Cp =
(p− 1)

p
2

2(p−1)
(2−p)

2

.

D’autre part, en utilisant le même raisonnement que dans l’étude de la mo-

notonie de A (cas 1 < p < 2) avec

α = 2µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υn + υ0ξ)|), β = 2µ̃(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|),

dans (4.274) on obtient

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ]

≥ µ0

∫ T

0

∫

Ω

(
|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ)− |D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ)

)

: (D(υn + υ0ξ)−D(υ + υ0ξ)) dx dt.

Avec (4.280) on a

Cp

∫ T

0

∫

Ω

|D(υn − υ)|p dx dt

≤
∫ T

0

∫

Ω

((
|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ)− |D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ)

)

:
(
D(υn + υ0ξ)−D(υ + υ0ξ)

)) p
2
(
|D(υn + υ0ξ)|p + |D(υ + υ0ξ)|p

) 2−p
2
dx dt,

en utilisant les inégalités de Hölder en espace et en temps on obtient

Cp‖D(υn − υ)‖p
Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

≤
(∫ T

0

∫

Ω

(
|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ)− |D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ)

)

:
(
D(υn + υ0ξ)−D(υ + υ0ξ)

)
dx dt

) p
2

×
(∫ T

0

∫

Ω

(
|D(υn + υ0ξ)|p + |D(υ + υ0ξ)|p

)
dx dt

) 2−p
2
,
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d’où

(Cp)
2
p‖D(υn − υ)‖2Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

≤
∫ T

0

∫

Ω

(
|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ)− |D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ)

)

:
(
D(υn + υ0ξ)−D(υ + υ0ξ)

)
dx dt

×
(
‖D(υn + υ0ξ)‖pLp(0,T ;(Lp(Ω))9) + ‖D(υ + υ0ξ)‖pLp(0,T ;(Lp(Ω))9)

) 2−p
p

.

Puisque 0 < 2−p
p
< 2

3
< 1 (car 6

5
< p < 2), en utilisant (4.40) on obtient

(Cp)
2
p‖D(υn − υ)‖2Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

≤
∫ T

0

∫

Ω

(
|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ)− |D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ)

)

:
(
D(υn + υ0ξ)−D(υ + υ0ξ)

)
dx dt

×
(
‖D(υn + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9) + ‖D(υ + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9)

)
.

Donc, avec ‖D(υn+υ0ξ)‖Lp(0,T ;(Lp(Ω))9) ou ‖D(υ+υ0ξ)‖Lp(0,T ;(Lp(Ω))9) non nul

on obtient
∫ T

0

∫

Ω

(
|D(υn + υ0ξ)|p−2D(υn + υ0ξ)− |D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ)

)

:
(
D(υn + υ0ξ)−D(υ + υ0ξ)

)
dx dt

≥ (Cp)
2
p

‖D(υn − υ)‖2Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

‖D(υn + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9) + ‖D(υ + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9)

,

d’où

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ]

≥ µ0(Cp)
2
p

‖D(υn − υ)‖2Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

‖D(υn + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9) + ‖D(υ + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9)

.

D’autre part, avec (4.27) on a

‖D(υn + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9) + ‖D(υ + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9)

≤
(
‖υn‖Lp(0,T ;V p

0.div)
+ ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

)2−p

+
(
‖υ‖Lp(0,T ;V p

0.div)
+ ‖υ0ξ‖Lp(0,T ;V p

Γ1
)

)2−p
,
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et de (4.252), (4.254) on obtient

‖D(υn + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9) + ‖D(υ + υ0ξ)‖2−pLp(0,T ;(Lp(Ω))9) ≤ C̃0,

d’où

[Aun
υn −Aun

υ, υn − υ] ≥ µ0(Cp)
2
p

C̃0

‖D(υn − υ)‖2Lp(0,T ;(Lp(Ω))9). (4.281)

D’autre part,

[Auυ −Aun
υ, υn − υ] = 2

∫ T

0

∫

Ω

(
µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
)
|D(υ + υ0ξ)|p−2D(υ + υ0ξ) : D(υn − υ)dx dt

≤ 2

∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣|D(υ + υ0ξ)|p−1|D(υn − υ)|dx dt.

- Si ‖D(υn − υ)‖Lp(0,T ;(Lp(Ω))9) 6= 0, en utilisant l’inégalité de Young (4.276)

avec

a = |D(υn − υ)|, ǫ̂ = ‖D(υn − υ)‖2−p
Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

µ0(Cp)
2
p

4C̃0

,

Cǫ̂ =
(
‖D(υn − υ)‖2−p

Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

µ0(Cp)
2
p

4C̃0

) −1
p−1
,

b = |µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)− µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣

×|D(υ + υ0ξ)|p−1,

on obtient

[Auυ −Aun
υ, υn − υ] ≤ µ0(Cp)

2
p

2C̃0

‖D(υn − υ)‖2Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

+2‖D(υn − υ)‖
p−2
p−1

Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

(µ0(Cp)
2
p

4C̃0

) −1
p−1

×
∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣p′ |D(υ + υ0ξ)|pdx dt.
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En remplaçant l’inéquation ci-dessus et (4.281) dans (4.268) on obtient

1

2
‖υn(T )− υ(T )‖2

L2(Ω) +
µ0(Cp)

2
p

2C̃0

‖D(υn − υ)‖2Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

≤ 2‖D(υn − υ)‖
p−2
p−1

Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)

(µ0(Cp)
2
p

4C̃0

) −1
p−1

×
∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣p′ |D(υ + υ0ξ)|pdx dt.

En divisant les deux membres de l’inégalité ci-dessus par

‖D(υn − υ)‖
p−2
p−1

Lp(0,T ;(Lp(Ω))9),

on obtient

µ0(Cp)
2
p

2C̃0

‖D(υn − υ)‖p′
Lp(0,T ;(Lp(Ω))9)≤ 2

(µ0(Cp)
2
p

4C̃0

) −1
p−1

×
∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣p′ |D(υ + υ0ξ)|pdx dt.

En utilisant l’inégalité de Korn (4.46) on obtient

µ0(Cp)
2
p (CKorn)

p′

2γp
′

1 C̃0

‖υn − υ‖p′
Lp(0,T ;Lp(Ω))≤ 2

(µ0(Cp)
2
p

4C̃0

) −1
p−1

×
∫ T

0

∫

Ω

∣∣µ(θ,u + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)

−µ(θ,un + υ0ξ, |D(υ + υ0ξ)|)
∣∣p′ |D(υ + υ0ξ)|pdx dt,

(4.282)

rappelons que γ1 désigne la constante de l’injection continue de Lp(0, T ;V p
0.div)

dans Lp(0, T ;Lp(Ω)).

Remarquons que cette inégalité est encore vraie si ‖D(υn−υ)‖Lp(0,T ;(Lp(Ω))9) =

0 ou si ‖D(υn + υ0ξ)‖Lp(0,T ;(Lp(Ω))9) = ‖D(υ + υ0ξ)‖Lp(0,T ;(Lp(Ω))9) = 0.

Maintenant, on pose

Wn =
∣∣µ(θ,u+υ0ξ, |D(υ+υ0ξ)|)−µ(θ,un+υ0ξ, |D(υ+υ0ξ)|)

∣∣p′ |D(υ+υ0ξ)|p,
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comme la suite un → u fortement dans Lp(0, T ;Lp(Ω)) lorsque n→ +∞ on

obtient qu’il existe une sous-suite de (un)n≥0 qui converge presque partout

dans Ω× [0, T ] et de (4.241) on a

Wn → 0 presque partout dans Ω× [0, T ].

Avec (4.240) on a

|Wn| ≤ (2µ1)
p′ |D(υ + υ0ξ)|p ∈ L1(0, T ;L1(Ω)),

et par le théorème de la convergence dominée, on en déduit que

lim
n→+∞

∫ T

0

∫

Ω

Wn dx dt = 0. (4.283)

En passant à la limite dans (4.279) et (4.282), en utilisant (4.283) on obtient

lim
n→+∞

‖υn − υ‖Lp(0,T ;Lp(Ω)) ≤ 0,

c-à-d,

lim
n→+∞

‖υn − υ‖Lp(0,T ;Lp(Ω)) = 0.

On a donc obtenu que toutes les sous-suites de (υn)n≥0 qui sont fortement

convergentes dans Lp(0, T ;Lp(Ω)) ont υ pour limite dans les deux cas p > 2

et 6
5
< p < 2. Donc avec (4.254) et (4.261) on peut conclure que toute la

suite (υn)n≥0 est convergente vers υ = Λ̃(u), ce qui montre la continuité de

Λ̃.

Avec théorème du point fixe de Schauder, on obtient que Λ̃ admet un point

fixe (c-à-d Λ̃(u) = u). Avec la notation Λ̃(u) = υ on obtient

u = υ,

et

[υ′, ϕ− υ] + [Aυυ, ϕ− υ] + J(ϕ)− J(υ) ≥ [f, ϕ− υ],

donc le problème 4.6 admet au moins une solution υ ∈ C(0, T ;L2(Ω)) ∩
Lp(0, T ;V p

0.div) avec υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′).
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Théorème 4.11 On suppose que f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)), k ∈ Lp
′

(0, T ;Lp
′

+(ω)),

µ vérifie (4.240)-(4.242), θ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), s ∈ Lp0(0, T ;Lp0(ω)), ξ ∈
W 1,p′(0, T ) vérifiant (4.8), et υ0 ∈ W1,p0(Ω) vérifiant (4.13), il existe υ ∈
C(0, T ;L2(Ω))∩Lp(0, T ;V p

0.div) avec υ′ ∈ Lp
′

(0, T ; (V p
0.div)

′) et π ∈ H−1(0, T ;

Lp
′

0 (Ω)) solution du problème 4.5.

Preuve. D’après l’hypothèse (4.240) sur la viscosité on vérifie que les estima-

tions (4.107), (4.114) dans la proposition 4.3 et le lemme 4.4 respectivement

(cas p > 2) et aussi les estimations (4.218), (4.219) dans le théorème 4.8

respectivement (cas 6
5
< p < 2) sont encore vraies. Donc, en utilisant le

même raisonnement que dans la proposition 4.3, le lemme 4.4 et le théorème

4.4 (cas p > 2) et le théorème 4.8 (cas 6
5
< p < 2), on montre les résultats

suivants : Pour tout f ∈ Lp
′

(0, T ;L2(Ω)) ⊂ Lp
′

(0, T ; (V p
0 )

′), on obtient l’exis-

tence et l’unicité (à une constante près) d’une fonction π̃(t) ∈ Lp
′

(Ω) et de

plus π̃ ∈ C([0, T ];Lp
′

0 (Ω)) vérifiant pour tout ϑ̃ ∈ D(Ω)

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −

∫ t

0

a∗(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).

Par la densité de D(Ω) dans W
1,p
0 (Ω) on a aussi pour tout ϑ̃ ∈ W

1,p
0 (Ω)

<

∫ t

0

f ds, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) −

∫ t

0

a∗(θ; υ, ϑ̃) ds = −(π̃(t), div(ϑ̃)).

On dérive l’équation ci-dessus par rapport à t au sens des distributions, donc

avec

π =
∂π̃

∂t
,

on obtient pour tout ϑ̃ ∈ W
1,p
0 (Ω)

< f, ϑ̃ >(V p
0 )′,V p

0
−(υ(t), ϑ̃)L2(Ω) − a∗(θ; υ, ϑ̃) = −(π, div(ϑ̃)).

De plus, ∫

Ω

πdx = 0,

et on montre que π ∈ H−1(0, T ;Lp
′

0 (Ω)). Finalement, on démontre que (υ, π)

est solution du problème 4.5.
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Chapitre 5

Rappels d’analyse fonctionnelle

L’objectif de ce chapitre est de rappeler certaines notions et des résultats

fondamentaux utilisés dans cette thèse. Pour ce chapitre on peut prendre Ω

désignant un domaine borné lipschitzien de R3 muni de la mesure de Lebesgue

dx.

On va rappeler quelques définitions et résultats sur la topologie faible et les

espaces de Sobolev à valeurs réelles et à valeurs vectorielles.

5.1 Topologie faible

Définition 5.1 [21] On note E un espace de Banach, E ′ son dual topolo-

gique. On appelle topologie faible sur E et que l’on note σ(E,E ′), la topologie

la moins fine rendant continues toutes les formes linéaires f ∈ E ′.

Définition 5.2 [21] Si xn → x dans σ(E,E ′), on notera et on dira que

xn ⇀ x converge faiblement vers x dans E.

Proposition 5.1 [21] Soit E un espace de Banach et xn une suite d’éléments

de E, alors

xn ⇀ x pour σ(E,E ′) ⇔ [< f, xn >→< f, xn > ∀f ∈ E ′],

si xn ⇀ x pour σ(E,E ′) alors ‖xn‖ est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖.

Définition 5.3 [21] Soient E un espace de Banach, E ′′ son bidual et J l’in-

jection canonique de E dans E ′′. On dit que E est réflexif si J(E) = E ′′.
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Théorème 5.1 (Kakutani)[21] Soit E un espace de Banach. Alors E est

réflexif si et seulement si

BE = {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1}

est compact pour la topologie σ(E,E ′).

Définition 5.4 [21] Un espace métrique séparable est un espace métrique qui

contient un sous ensemble dense et dénombrable.

5.2 Espace fonctionnels

Les espaces de Sobolev jouent un rôle important dans l’étude des équa-

tions aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques. Dans la théorie des

équations d’évolution paraboliques, il y a lieu de faire jouer en général des

rôles distincts à la variable temporelle et aux variables d’espace.

Un domaine lipschitzien (ou domaine avec une frontière lipschitzienne) est un

domaine dans un espace euclidien dont la frontière est "suffisamment régu-

lière" dans le sens qu’elle peut localement être représentée comme le graphe

d’une fonction continue lipschitzienne. Beaucoup de théorèmes de prolonge-

ment de Sobolev demandent que le domaine d’étude soit un domaine lip-

schitzien. Par conséquent, beaucoup d’équations aux dérivées partielles et de

problèmes variationnels sont définis sur des domaines lipschitziens.

5.2.1 Les espaces Lp(Ω)

Dans ce paragraphe, nous donnons immédiatement des définitions, des

théorèmes ainsi que des résultats de réflexivité, de séparabilité et de dualité

concernant l’espace Lp(Ω).

Définition 5.5 (Les espaces Lp(Ω))[34] Pour 1 ≤ p < ∞, on note Lp(Ω)
l’espace des fonctions mesurables u à valeurs réelles telles que

∫

Ω

|u|p dx <∞,
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et, pour une telle fonction, on pose

‖u‖p =
(∫

Ω

|u|p dx
) 1

p

.

Pour 1 ≤ p <∞, l’application u 7→ ‖u‖p est une semi-norme sur Lp(Ω) mais

en général ce n’est pas une norme. En effet, ‖u‖p = 0 ssi u est nulle presque

partout. La relation

uRv ssi u = v presque partout dans Ω

est une relation d’équivalence sur Lp(Ω).

Définition 5.6 (Les espaces Lp(Ω))[34] On définit l’espace Lp(Ω) comme

quotient de l’espace Lp(Ω), par le sous-espace vectoriel des fonctions nulles

presque partout. Ce quotient identifie donc les fonctions qui sont dans la

même classe pour la relation d’équivalence R.

La semi-norme ‖.‖p sur Lp(Ω) définit une norme sur Lp(Ω) (voir par exemple

[21]). Donc

‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p.

Définition 5.7 [34] Soit u une fonction mesurable à valeurs réelles, on dit

que u est essentiellement bornée s’il existe C > 0 tel que |u(x)| ≤ C presque

partout dans Ω (c-à-d mes({x; |u(x)| > C}) = 0).

Définition 5.8 (L’espace L∞(Ω))[34] L’espace L∞(Ω) est défini comme

l’espace vectoriel des fonctions essentiellement bornées, muni de la semi-

norme

‖u‖∞ = inf{C; |u(x)| ≤ C presque partout sur Ω} = sup ess{|u(x)|, x ∈ Ω}.

Définition 5.9 (L’espace L∞(Ω))[34] L’espace L∞(Ω) est comme précé-

demment, le quotient de L∞(Ω) par le sous-espace des fonctions nulles presque

partout.

La semi-norme ‖.‖∞ sur L∞(Ω) définit une norme sur L∞(Ω) (voir par

exemple [21]). Donc

‖u‖L∞(Ω) = ‖u‖∞.
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Théorème 5.2 (Inégalité de Hölder)[21] Soient p et p′ deux exposants

conjugués ( 1
p
+ 1

p′
= 1) tels que 1 ≤ p, p′ ≤ ∞. Si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp

′

(Ω),

alors fg ∈ L1(Ω) et on a

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lp′ (Ω).

Dans le cas particulier p = q = 2 on obtient l’inégalite de Cauchy-Schwarz

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖g‖L2(Ω).

Théorème 5.3 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[21]

Soit (fn)n≥0 une suite de fonction de L1(Ω). On suppose que

a) fn(x) → f(x) presque partout sur Ω,

b) il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x)

presque partout sur Ω.

Alors f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1(Ω) → 0.

Théorème 5.4 (Fischer-Riesz) [21] Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(Ω) est un

espace de Banach.

Théorème 5.5 [21] Pour tout 1 < p <∞, Lp(Ω) est un espace réflexif.

Théorème 5.6 [21] Pour tout 1 ≤ p <∞, Lp(Ω) est un espace séparable.

Définition 5.10 On désigne par Cc(Ω) l’espace des fonctions continues à

support compact, c-à-d :

Cc(Ω) = {u ∈ C(Ω); u(x) = 0, ∀x ∈ Ω\K où K ⊂ Ω est un compact}.

On désigne par Ck(Ω) l’espace des fonctions k fois continûment différen-

tiables sur Ω

Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω),

C∞(Ω) = ∩kCk(Ω), C∞
c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω).

Dans toute la suite, on utilise la notation D(Ω) au lieu C∞
c (Ω).

Théorème 5.7 (Densité)[21] L’espace Cc(Ω) est dense dans Lp(Ω) pour

tout 1 ≤ p <∞.
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Théorème 5.8 (Densité)[21] L’espace D(Ω) est dense dans Lp(Ω) pour

tout 1 ≤ p <∞.

Théorème 5.9 (Comparaison entre les espaces Lp(Ω))[1] Supposons

que Ω est de mesure finie et 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞, si u ∈ Lr(Ω) alors u ∈ Lp(Ω)

et

‖u‖Lp(Ω) ≤ |Ω|( 1p )−( 1
r
)‖u‖Lr(Ω).

Donc, Lr(Ω) ⊂ Lp(Ω) avec injection continue.

Si u ∈ L∞(Ω), alors

lim
p→∞

‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖L∞(Ω).

Finalement, si u ∈ Lp(Ω) pour 1 ≤ p <∞ et s’il existe une constante C > 0

telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C pour tout p ≥ 1,

alors u ∈ L∞(Ω) et

‖u‖L∞(Ω) ≤ C.

Théorème 5.10 (Dualité dans Lp(Ω)) [1] Soit p un réel tel que 1 < p <

∞. Le dual topologique de Lp(Ω) est Lp
′

(Ω) où p′ est le nombre conjugué de

p (c-à-d, 1
p
+ 1

p′
= 1).

Proposition 5.2 [1] Le dual de L1(Ω) est L∞(Ω).

Nous tournons maintenant notre attention sur les notions de convergence

dans les espaces Lp(Ω). La notion naturelle, appelée convergence forte, est

celle induite par la norme ‖.‖Lp(Ω). Nous aurons souvent besoin d’une notion

plus faible de convergence connue sous le nom de convergence faible (cf.

Section 1.1).

Théorème 5.11 [25] On a

1 Si un → u dans Lp(Ω) alors ‖un‖Lp(Ω) → ‖u‖Lp(Ω) quand n tend vers

∞, 1 ≤ p ≤ ∞.
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2 Si 1 ≤ p < ∞ et si un ⇀ u dans Lp(Ω) alors, il existe une constante

γ > 0 telle que ‖un‖Lp(Ω) ≤ γ, de plus ‖u‖Lp(Ω) ≤ lim infn→∞ ‖un‖Lp(Ω)

(cf. proposition 5.1).

3 Si 1 < p <∞ et s’il existe une constante γ > 0 telle que ‖un‖Lp(Ω) ≤
γ, alors la suite (un)n∈N admet une sous-suite notée encore (un)n∈N et

u ∈ Lp(Ω) telle que un ⇀ u dans Lp(Ω) (cf. théorèmes 5.1 et 5.5).

5.2.2 L’espace de Sobolev à valeurs réelles W 1,p(Ω)

Définition 5.11 [21] Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace de Sobolev

W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω), ∃g̃1, g̃2, g̃3 ∈ Lp(Ω) tels que

∫

Ω

u
∂ϕ0

∂xi
dx = −

∫

Ω

g̃iϕ0 dx, ∀ϕ0 ∈ D(Ω) ∀i = 1, 2, 3
}
.

Pour u ∈ W 1,p(Ω) on note

∂u

∂xi
= g̃i et ∇u =

( ∂u
∂x1

,
∂u

∂x2
,
∂u

∂x3

)
.

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
3∑

i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Lp(Ω)

si 1 ≤ p ≤ ∞.

ou parfois de la norme équivalente

‖u‖W 1,p(Ω) =
(
‖u‖p

Lp(Ω) +
3∑

i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
p

Lp(Ω)

) 1
p

si 1 ≤ p <∞.

On pose

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

L’espace H1(Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
3∑

i=1

( ∂u
∂xi

,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

,
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la norme associée

‖u‖H1(Ω) =
(
‖u‖2L2(Ω) +

3∑

i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
2

L2(Ω)

) 1
2
,

est équivalente à la norme

‖u‖H1(Ω) = ‖u‖L2(Ω) +
3∑

i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
L2(Ω)

.

Proposition 5.3 [21] L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤
p ≤ ∞, W 1,p(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞.

Théorème 5.12 (Théorème d’injection de Sobolev) [25] On a

— Si 1 ≤ p < 3, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) pour tout q ∈ [1, p∗]où 1
p∗

= 1
p
− 1

3
,

— si p = 3, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) pour tout q ∈ [1,+∞[,

— si p > 3, alors W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω),

avec injection continue.

Maintenant, on considère le théorème de compacité de Rellich-Kondrachov

suivant :

Théorème 5.13 [25] On a

— Si p < 3, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) pour tout q ∈ [1, p∗[où 1
p∗

= 1
p
− 1

3
,

— si p = 3, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) pour tout q ∈ [1,+∞[,

— si p > 3, alors W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

avec injection compacte. En particulier W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) avec injection com-

pacte pour tout p.

Remarque 5.1 [21] - En dimension 1 d’espace, avec a, b ∈ R, tout élément

de W 1,p(]a, b[) (qui est donc une classe de fonctions) peut être assimilé à une

fonction continue, au sens où il existe un représentant de la classe qui est

continu. Ceci tient au fait qu’en dimension 1, toute fonction de W 1,p(]a, b[)
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peut s’écrire comme l’intégrale de sa dérivée. Soit u ∈ W 1,p(]a, b[) ; alors il

existe une fonction ũ ∈ C([a, b]) telle que

u = ũ presque partout sur ]a, b[,

ũ(x) = ũ(y) +

∫ x

y

u′(z)dz, ∀x, y ∈ [a, b].

- Pour 1 ≤ p ≤ ∞, il existe une constante positive C telle que

‖u‖L∞(a,b) ≤ C‖u‖W 1,p(a,b), ∀u ∈ W 1,p(a, b),

autrement dit W 1,p(a, b) ⊂ L∞(a, b) avec injection continue pour tout 1 ≤
p ≤ ∞ .

5.2.3 L’espace W 1,p

0
(Ω)

Définition 5.12 [21] Soit p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞, l’espace W 1,p
0 (Ω) désigne

la fermeture de C1
c (Ω) dans W 1,p(Ω). On note

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

L’espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de

Banach séparable, il est réflexif si 1 < p <∞. L’espace H1
0 (Ω) est un espace

de Hilbert pour le produit scalaire de H1(Ω).

Remarque 5.2 - On vérifie aisément à l’aide d’une suite régularisante ρn
que D(Ω) est dense dans W 1,p

0 (Ω). Autrement dit on peut utiliser indiffére-

ment D(Ω) au lieu C1
c (Ω) dans la définition de W 1,p

0 (Ω) (voir [21] remarque

19 page 171).

- Avec la remarque 21 [21] page 173-174 on obtient que les théorèmes 5.12 et

5.13 sont vrais pour W 1,p
0 (Ω).

On désigne par W−1,p′(Ω), p′ = p

p−1
, 1 ≤ p < ∞ l’espace dual de W 1,p

0 (Ω) et

par H−1(Ω) l’espace dual de H1
0 (Ω).

On identifie L2(Ω) et son dual. On a le schéma

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω),
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avec injection continue et dense.

Pour Ω borné et 6
5
≤ p <∞ on a

W 1,p
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ W−1,p′(Ω).

avec injection continue et dense.

Dans l’espace W 1,p
0 (Ω) on a l’inégalité suivante :

Théorème 5.14 (Inégalité de Poincaré)[21] Il existe C > 0 telle que

‖v‖Lp(Ω) ≤ C‖∇v‖Lp(Ω), ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞),

où C ne dépend que de Ω et p.

On déduit de cette inégalité :

Corolaire 5.1 [21] La semi-norme de W 1,p(Ω) définie par

|v|W 1,p(Ω) = ‖∇v‖Lp(Ω),

vérifie dans W 1,p
0 (Ω)

‖∇v‖Lp(Ω) ≤ ‖v‖W 1,p(Ω) ≤ (C + 1)‖∇v‖Lp(Ω), ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

C’est donc une norme sur W 1,p
0 (Ω) équivalente à la norme ‖.‖W 1,p(Ω). Sur

H1
0 (Ω) l’expression (u, v)H1

0 (Ω) = (∇u,∇v)L2(Ω) est un produit scalaire qui

induit la norme ‖∇v‖L2(Ω) équivalente à la norme ‖v‖H1(Ω).

5.2.4 L’espace Wm,p(Ω)

Définition 5.13 [21] Soit m ≥ 2 un entier et soit 1 ≤ p ≤ ∞. On définit

par récurrence

Wm,p(Ω) = {u ∈ Wm−1,p(Ω);
∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω), ∀i = 1, 2, 3}.

Il revient au même d’introduire

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); ∀α avec |α| ≤ m, |α| =
3∑

i=1

αi, ∃gα ∈ Lp(Ω) tel que
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∫

Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

gαϕdx ∀ϕ ∈ D(Ω)}.

On note Dαu = gα.

L’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖Lp(Ω).

5.2.5 Espaces de Sobolev fractionnaires W s,p(Ω)

On peut définir une famille d’espaces intermédiaires entre Lp(Ω) etW 1,p(Ω).

Plus précisément si 0 < s < 1 (s ∈ R) et 1 ≤ p <∞, on pose

W s,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω);

|u(x)− u(y)|
|x− y|s+ 3

p

∈ Lp(Ω× Ω)

}
,

muni de la norme naturelle (voir [21], [26], [27])

‖u‖W s,p(Ω) =
(∫

Ω

|u|p dx+
∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|sp+3

dx dy
) 1

p

.

On définit enfin W s,p(Ω) pour s réel, s non entier, s > 1 comme suit : on

écrit s = m+ σ avec m la partie entière de s, 0 < σ < 1, et on pose

W s,p(Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω);Dαu ∈ W σ,p(Ω) ∀α avec |α| = m},

muni de la norme (voir [27], [28])

‖u‖W s,p(Ω) =
(
‖u‖p

Wm,p(Ω) +
∑

|α|=m

‖Dαu‖p
Wσ,p(Ω)

) 1
p

.

5.2.6 Trace des fonctions des espaces de Sobolev

Théorème 5.15 [46], [51] Soit 1 ≤ p < ∞. Il existe une unique applica-

tion linéaire continue γ0 : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω) qui prolonge l’application de

restriction u 7→ u|∂Ω définie sur un sous-espace dense C1(Ω).

Proprietés 5.1 [46] Les propriétés les plus importantes de la trace sont les

suivantes :
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i) Si u ∈ W 1,p(Ω), alors, en fait u|∂Ω ∈ W 1− 1
p
,p(∂Ω) et

‖u|∂Ω‖
W

1− 1
p ,p

(∂Ω)
≤ C‖u‖W 1,p(Ω).

ii) Le noyau de l’opérateur trace est W 1,p
0 (Ω), c-à-d,

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω); u|∂Ω = 0}.

iii) On a la formule de Green :
∫

Ω

∂u

∂xi
v dx = −

∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫

∂Ω

uv(~n, ~ei) dσ ∀u, v ∈ H1(Ω),

où dσ la mesure superficielle sur ∂Ω et ~n est le vecteur unitaire de

la normale extérieure à ∂Ω, u et v sont à comprendre comme γ0(u),

γ0(v). Noter que l’intégrale de surface a un sens puisque u, v ∈ L2(∂Ω).

De plus, dans le cas p 6= 2 on a la formule de Green suivante (voir [23], [30]) :

Pour 1 ≤ p, p′ <∞ tels que 1
p
+ 1

p′
= 1. Si u ∈ W 1,p(Ω) et v ∈ W 1,p′(Ω) on a

∫

Ω

∂u

∂xi
v dx = −

∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫

∂Ω

uv(~n, ~ei) dσ.

Pour tout u ∈ W 1,p(Ω) et v ∈ (W 1,p′(Ω))3 on a (voir [20])
∫

Ω

u div(v) dx+

∫

Ω

v · ∇u dx =

∫

∂Ω

u(v · n) dσ.

- Suivant [30], si p ∈]1,∞], la trace γ0 : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω) est compacte. Il

revient au même de dire que W 1− 1
p
,p(∂Ω) s’injecte de façon compacte dans

Lp(∂Ω).

5.2.7 Espace de fonctions nulles sur une partie du bord

de Ω

On définit

W 1,p
Γ1

(Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω); u = 0 sur Γ1}.
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Théorème 5.16 ([23] page 281) On suppose que |Γ1| = mes(Γ1) > 0 alors

il existe une constante C > 0 telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
Γ1

(Ω) (1 ≤ p <∞). (5.1)

Preuve. En utilisant les indications données dans [26] Exercice 2.9 page 110

on fait un raisonnement analogue à celui du cas p = 2 (voir par exemple [50],

[58]). En effet, pour montrer l’inégalité (5.1), notons d’abord que d’après la

définition de la norme W 1,p(Ω) c’est équivalent à montrer que

∃C > 1, ‖u‖W 1,p(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
Γ1

(Ω) (1 ≤ p <∞). (5.2)

Procédons par l’absurde : supposons au contraire qu’il existe une suite de

fonctions (un)n≥2 de W 1,p
Γ1

(Ω) telle que

‖un‖W 1,p(Ω) > n‖∇un‖Lp(Ω).

Normant cette suite dans W 1,p(Ω), on a la suite vn =
un

‖un‖W 1,p(Ω)

telle que

‖vn‖W 1,p(Ω) = 1, ‖∇vn‖Lp(Ω) <
1

n
∀n ≥ 2. (5.3)

Le théorème 5.13 indique en particulier que l’injection de W 1,p(Ω) dans

Lp(Ω) est compacte
(
de toute suite bornée de W 1,p(Ω) on peut extraire une

sous-suite convergente fortement dans Lp(Ω)
)
. De (5.3) la suite (vn)n≥2 est

bornée dans W 1,p(Ω), il existe donc une sous-suite notée encore (vn)n≥2 qui

converge faiblement dans W 1,p(Ω) et fortement dans Lp(Ω), donc est en par-

ticulier de Cauchy dans Lp(Ω) c-à-d ‖vn−vn′‖Lp(Ω) → 0 quand n et n′ tendent

vers +∞. On en déduit avec (5.3)

‖vn − vn′‖W 1,p(Ω) = ‖vn − vn′‖Lp(Ω) + ‖∇(vn − vn′)‖Lp(Ω) → 0 n, n′ → +∞

donc (vn)n≥2 est une suite de Cauchy dans W 1,p
Γ1

(Ω). Or W 1,p
Γ1

(Ω) est complet

pour la norme de W 1,p(Ω) (car fermé dans W 1,p(Ω) complet), et (vn)n≥2

converge fortement vers un élément v ∈ W 1,p
Γ1

(Ω) (∇vn → ∇v dans Lp(Ω)

quand n tend vers ∞). De (5.3) et l’unicité de la limite on obtient ∇v = 0.

Donc, comme Ω ouvert connexe la fonction v est constante et puisque elle

est nulle sur une partie du bord on a v = 0 : en contradiction avec 1 =

‖vn‖W 1,p(Ω) → ‖v‖W 1,p(Ω) quand n tend vers +∞. D’où le résultat.
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Remarque 5.3 D’après la définition de la norme de l’espace W 1,p(Ω) et

l’inégalité (5.2) on a

‖∇u‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖W 1,p(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
Γ1

(Ω),

donc l’expression ‖∇u‖Lp(Ω) est une norme sur W 1,p
Γ1

(Ω) qui est équivalente

à la norme ‖u‖W 1,p(Ω).

Dans toute la suite on note indifféremment
∂

∂xi
ou ∂i et on utilise la conven-

tion de sommation d’Einstein pour les indices répétés, ces indices sont dit

muets par exemple au lieu (
∑

i
aibi) on écrit (aibi).

On note D(υ) = (dij(υ))1≤i,j≤3 le tenseur des taux de déformations donné

par

dij(υ) =
1

2
(∂jυi + ∂iυj) 1 ≤ i, j ≤ 3,

et avec la convention de sommation d’Einstein on a

D(υ) : D(υ) = dij(υ)dij(υ) = |D(υ)|2,

où |D(υ)| est la norme euclidienne de D(υ).

Notons

(Lp(Ω))3 = Lp(Ω), (W 1,p(Ω))3 = W1,p(Ω), (W 1,p
Γ1

(Ω))3 = V p
Γ1
,

‖υ‖1.p =
(∫

Ω

|∇υ|p dx
) 1

p

,

et

|υ|1.p =
(∫

Ω

|D(υ)|p dx
) 1

p

.

La norme de l’espace W1,p(Ω) est défini par

‖υ‖W
1,p(Ω) = ‖υ‖L

p(Ω) + ‖υ‖1.p.

Théorème 5.17 (Inégalité de Korn dans W1,p(Ω)) [49] theo 5.13) Soit

p un réel avec 1 < p <∞ alors

∃C > 0, ‖υ‖p1.p ≤ C
(
|υ|p1.p + ‖υ‖p

L
p(Ω)

)
, ∀v ∈ W1,p(Ω). (5.4)
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Théorème 5.18 (Inégalité de Korn dans V p
Γ1

) Soit p un réel avec 1 <

p <∞ alors

∃CKorn > 0, |υ|1.p ≥ CKorn‖υ‖1.p, ∀v ∈ V p
Γ1
, (5.5)

avec |Γ1| > 0.

Preuve.(Voir [81] quand Ω ⊂ R
2) Raisonnons par l’absurde. Si le résultat

est inexact, il existe une suite (υn)n>1 de V p
Γ1

telle que

‖vn‖1.p = 1, |vn|1.p <
1

n
∀n > 1. (5.6)

D’où, il existe une sous-suite notée encore (υn)n>1, et υ ∈ W1,p(Ω) telle que

υn ⇀ υ faiblement dans W1,p(Ω).

L’injection W1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) est compacte, par conséquent quitte à extraire

une autre sous-suite notée encore (υn)n>1, on a

υn → υ fortement dans Lp(Ω),

donc (υn)n>1 est en particulier de Cauchy dans Lp(Ω) c-à-d ‖υn−υn′‖L
p(Ω) →

0 quand n et n′ tendent vers +∞. On en déduit avec (5.6) et le théorème

5.17

‖υn − υn′‖W
1,p(Ω) = ‖υn − υn′‖L

p(Ω) + ‖vn − vn′‖1.p

≤ ‖υn − υn′‖p
L
p(Ω) + C

1
p

(
|υn − υn′ |p1.p + ‖υn − υn′‖p

L
p(Ω)

) 1
p → 0

quand n, n′ → +∞

donc (υn)n>1 est une suite de Cauchy dans W1,p(Ω), et alors

υn → υ fortement dans W1,p(Ω).

Comme V p
Γ1

est fermé dans W1,p(Ω), on a v ∈ V p
Γ1

.

Ainsi,

|υn|1.p → |υ|1.p = ‖D(υ)‖(Lp(Ω))3×3 ,

et la majoration (5.6) implique que D(υ) = 0. Donc, la fonction υ est un

déplacement rigide (voir [31]) : il existe (a, b) ∈ R
3 × R

3 tel que

υ(x) = a+ b ∧ x, presque tout x ∈ Ω,
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où ∧ désigne le produit vectoriel entre b et x.

On a de plus v = 0 sur Γ1. D’après [52], si b 6= 0 alors l’ensemble des

solutions de l’équation υ(x) = a+ b ∧ x = 0 est au plus une droite, ce qui à

nouveau est contradictoire avec le fait que Γ1 n’est pas réduit à une droite

(car |Γ1| = mes(Γ1) > 0). Donc b = 0, ce qui implique υ(x) = a = 0 sur Γ1

d’où υ = 0, ce qui contredit l’hypothèse 1 = ‖υn‖1.p → ‖υ‖1.p quand n tend

vers ∞, d’où le résultat.

Maintenant, on définit

W = {w ∈ D(Ω); w = 0 sur Γ1 ∪ ΓL}.

W 1,p
Γ1∪ΓL

(Ω) = {w ∈ W 1,p(Ω); w = 0 sur Γ1 ∪ ΓL}.

Théorème 5.19 L’espace W est dense dans W 1,p
Γ1∪ΓL

(Ω).

Preuve. Montrons que W dense dans W 1,p
Γ1∪ΓL

(Ω) c-à-d, pour tout u ∈
W 1,p

Γ1∪ΓL
(Ω), il existe un ∈ W vérifiant

un → u dans W 1,p
Γ1∪ΓL

(Ω). (5.7)

Notons

Ω+ = Ω = {(x′, x3) ∈ R
3, x′ = (x1, x2) ∈ ω et 0 < x3 < h(x′)}.

On définit

Ω− = {(x′, x3) ∈ R
3, x′ = (x1, x2) ∈ ω et − h(x′) < x3 < 0},

Ω̃ = Ω+ ∪ Ω− ∪ Ω0

= {(x′, x3) ∈ R
3, x′ = (x1, x2) ∈ ω et − h(x′) < x3 < h(x′)},

avec

Ω0 = {(x′, x3) ∈ R
3, x′ = (x1, x2) ∈ ω et x3 = 0}.

En appliquant le lemme IX.2 [21] page 158 avec

Q = Ω̃, Q+ = Ω+ = Ω, Q0 = Ω0,
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on obtient pour u ∈ W 1,p(Ω) un prolongement par réflexion u∗ ∈ W 1,p(Ω̃)

défini par

u∗(x′, x3) =

{
u(x′, x3) si x3 > 0,

u(x′,−x3) si x3 < 0.

Rappelons que

∂Ω = ω ∪ Γ1 ∪ ΓL,

donc par réflexion on obtient

∂Ω̃ = Γ1 ∪ ΓL ∪ Γ
∗

1 ∪ Γ
∗

L,

où Γ
∗

1, Γ
∗

L désignent les symétriques de Γ1, ΓL respectivement.

Pour tout u ∈ W 1,p
Γ1∪ΓL

(Ω), remarquons que par symétrie on a

u∗ = 0 sur ∂Ω̃,

d’où u∗ ∈ W 1,p
0 (Ω̃).

Comme D(Ω̃) dense dans W 1,p
0 (Ω̃) on sait que pour tout u∗ ∈ W 1,p

0 (Ω̃), il

existe u∗n ∈ D(Ω̃) vérifiant

u∗n → u∗ dans W 1,p
0 (Ω̃),

d’où

un = u∗n|Ω → u∗|Ω = u dans W 1,p
Γ1∪ΓL

(Ω),

d’où (5.7).

5.2.8 Les espaces Lp(0, T ;B)

Dans ce paragraphe, on présente brièvement quelques résultats utiles sur

les espaces de fonctions à valeurs dans un espace de Banach B. Pour T > 0,

on définit les espaces suivants :

Définition 5.14 [22] Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on note Lp(0, T ;B) l’ensemble des

(classes de) fonctions u :]0, T [→ B mesurables telles que t 7→ ‖u(t)‖B est

dans Lp(0, T ). Pour u ∈ Lp(0, T ;B) on note

‖u‖Lp(0,T ;B) =
(∫ T

0

‖u‖pB dt
) 1

p

, si 1 ≤ p <∞,
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‖u‖L∞(0,T ;B) = inf{C; ‖u(t)‖B ≤ C presque partout sur ]0, T [}
= sup

t∈]0,T [

ess‖u(t)‖B.

Remarque 5.4 [21] La plupart des propriétés rencontrées dans le cas à va-

leurs réelles sont encore valables moyennant des hypothèses convenables sur B

(B réflexif, ou bien B séparable). Par exemple, si B réflexif et si 1 < p <∞
alors Lp(0, T ;B) est réflexif et son dual s’identifie à Lp

′

(0, T ;B′) où p′ est le

nombre conjugué de p (c-à-d, 1
p
+ 1

p′
= 1).

Théorème 5.20 (Convergence dominée de Lebesgue) [29] Soit 1 ≤
p <∞ et (fn) une suite de fonction de ]0, T [→ B. Si la suite

a) fn(t) → f(t) presque partout sur ]0, T [,

b) il existe une fonction g ∈ Lp(0, T ) telle que pour chaque n ≥ 1,

‖fn(t)‖B ≤ g(t) presque partout sur ]0, T [,

alors f ∈ Lp(0, T ;B) et fn → f dans Lp(0, T ;B).

Lemme 5.1 (d’Aubin)[78], [36] Soient X0, X, X1 trois espaces de Banach,

on suppose que X0 et X1 sont réflexifs, l’injection X0 ⊂ X est continue et

compacte, et l’injection X ⊂ X1 est continue. Soit T > 0 et p0, p1 > 1. On

considère l’espace suivant

Y = {v ∈ Lp0(0, T ;X0); v
′ ∈ Lp1(0, T ;X1)}

muni de la norme

‖v‖Y = ‖v‖Lp0 (0,T ;X0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;X1).

Alors, l’injection de Y dans Lp0(0, T ;X) est compacte.

Lemme 5.2 (de Simon)[73] Soient X0, X, X1 trois espaces de Banach tels

que, l’injection X0 ⊂ X est continue et compacte, et l’injection X ⊂ X1 est

continue. Si F est borné dans Lp(0, T ;X0) où 1 ≤ p < ∞, et ∂F
∂t

est borné

dans L1(0, T ;X1). Alors F est relativement compact dans Lp(0, T ;X).

Si F est borné dans L∞(0, T ;X0) et ∂F
∂t

est borné dans Lr(0, T ;X1) où r > 1,

alors F est relativement compact dans C([0, T ];X).
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Proposition 5.4 Soient B un espace de Banach, B′ son dual topologique

et H un sous-espace fermé de L2(Ω) (L2(Ω) = (L2(Ω))3) muni du produit

scalaire (., .)L2(Ω) induit par L2(Ω), H = H ′ son dual topologique. Supposons

que B ⊂ H avec injection continue et dense (d’où B ⊂ H = H ′ ⊂ B′).

Considérons l’espace

Ê = {u ∈ Lp(0, T ;B) | u′ ∈ Lp
′

(0, T ;B′)},

avec 1 < p < ∞ et p′ son exposant conjugué c-à-d 1
p
+ 1

p′
= 1 muni de la

norme

‖u‖Ê = ‖u‖Lp(0,T ;B) + ‖u′‖Lp′ (0,T ;B′).

Alors, toutes les fonctions de Ê admettent un représontant continue de [0, T ] →
H et Ê ⊂ C([0, T ];H) ⊂ C([0, T ];L2(Ω)) avec injection continue. Lorsque

ũ, ṽ ∈ B ⊂ B′ on a

< ũ, ṽ >B′,B= (ũ, ṽ)L2(Ω).

De plus, on a

∫ T

0

< u′, u >B′,B dt =
1

2
‖u(T )‖2

L2(Ω) −
1

2
‖u(0)‖2

L2(Ω).

Preuve. On fait le même raisonnement que dans [29] pages 54-56 où on a

L2(Ω) au lieu H, d’où le résultat.

5.2.9 Espaces de Sobolev à valeurs vectorielles

Définition 5.15 [29] On note D(0, T ) l’espace des fonctions définies sur

]0, T [ à valeurs réelles de classe C∞ et dont le support est compact dans

]0, T [. Lorsque K est un compact de ]0, T [, k ∈ N et φ ∈ D(0, T ), on note

νk,K(φ) = sup
0≤l≤k, t∈K

|φ(l)(t)|.

Pour tout compact K de ]0, T [ et pour tout k ∈ N, νk,K est une semi-norme

sur D(0, T ).

Définition 5.16 [29] Une distribution vectorielle sur ]0, T [ à valeurs dans un

espace de Banach B est une application linéaire T : D(0, T ) → B vérifiant :
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pour tout compact K de ]0, T [, il existe k ∈ N et CK > 0 tel que, pour tout

φ ∈ D(0, T ) à support dans K, on a

‖T (φ)‖B ≤ CKνk,K(φ).

On note D′(0, T ;B) l’espace des distributions sur ]0, T [ à valeurs dans B.

En théorie des distributions on note en général

T (φ) =< T, φ >D′(0,T ;B),D(0,T ), ∀φ ∈ D(0, T ).

Définition 5.17 [29] Une suite (Tn)n≥1 ∈ D′(0, T ;B) converge au sens des

distributions vers T ∈ D′(0, T ;B) si, pour tout φ ∈ D(0, T )

< Tn, φ >D′(0,T ;B),D(0,T )→< T, φ >D′(0,T ;B),D(0,T ) .

Définition 5.18 [29] La dérivée d’une distribution T ∈ D′(0, T ;B) est la

distribution T ′ ∈ D′(0, T ;B) définie par

< T ′, φ >D′(0,T ;B),D(0,T )= − < T, φ′ >D′(0,T ;B),D(0,T ) ∀φ ∈ D(0, T ).

Définition 5.19 [22] Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On note W 1,p(0, T ;B) l’ensemble des

(classes de) fonctions f ∈ Lp(0, T ;B) telle que f ′ ∈ Lp(0, T ;B), au sens de

D′(0, T ;B). Pour f ∈ W 1,p(0, T ;B) on note

‖f‖W 1,p(0,T ;B) = ‖f‖Lp((0,T ;B)) + ‖f ′‖Lp((0,T ;B).

Pour p = 2 on a

H1(0, T ;B) = W 1,2(0, T ;B).

5.3 Inéquations Variationnelles Elliptiques

Soient Ṽ un espace de Banach réflexif séparable, Ṽ ′ son dual topologique,

< ., . >Ṽ ′,Ṽ le crochet de dualité entre Ṽ et Ṽ ′.

Définition 5.20 ([56] déf 2.1 page 179)

Un opérateur A : Ṽ → Ṽ ′ est dit pseudo-monotone si :

(i) A est borné,
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(ii) lorsque uj ⇀ u dans Ṽ (faible) pour j → +∞, et

lim sup
j→+∞

< Auj, uj − u >Ṽ ′,Ṽ≤ 0,

alors

lim inf
j→+∞

< Auj, uj − v >Ṽ ′,Ṽ≥< Au, u− v >Ṽ ′,Ṽ , ∀v ∈ Ṽ .

Proposition 5.5 ([56] propo 2.5 page 179)

Soit A : Ṽ → Ṽ ′. Alors

A borné, hémicontinu et monotone ⇒ A pseudo-monotone.

Définition 5.21 [10] Soient X̃ un espace topologique, f̃ : X̃ → R une fonc-

tion et x0 ∈ X̃. On dit que f̃ est semi-continue supérieurement en x0 si

lim sup
x→x0

f̃(x) ≤ f̃(x0).

On dit que f̃ est semi-continue inférieurement en x0 si

lim inf
x→x0

f̃(x) ≥ f̃(x0).

Remarque 5.5 [10] Une fonction est continue en un point si et seulement

si elle est semi-continue supérieurement et inférieurement en ce point.

Théorème 5.21 ([56] theo 8.5 page 251)

Soit A un opérateur pseudo monotone de Ṽ → Ṽ ′, ϕ une fonction convexe

propre, semi-continue inférieurement, on suppose qu’il existe υ∗ tel que

ϕ(υ∗) <∞ et lim
‖υ‖→+∞

< Aυ, υ − υ∗ >Ṽ ′,Ṽ +ϕ(υ)

‖υ‖ = +∞.

Alors, pour tout f̂ ∈ Ṽ ′ il existe υ ∈ Ṽ solution de l’inéquation variationnelle

< Aυ, u− υ >Ṽ ′,Ṽ +ϕ(u)− ϕ(υ) ≥< f̂, u− υ >Ṽ ′,Ṽ , ∀u ∈ Ṽ .
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5.4 Semi groupes d’opérateurs

Définition 5.22 ([21] chap 7)

Soit X espace de Banach, on dit que la famille d’opérateurs linéaires (S(h))h≥0

de L(X) est un semi groupe (fortement continu) si

(1) S(0) = Id,

(2) ∀h1, h2 ≥ 0, S(h1) ◦ S(h2) = S(h1 + h2),

(3) ∀x ∈ X, limh→0 S(h)x = x,

(3) est équivalent à limh→0 ‖S(h)x− x‖X = 0.

On dit que S(h) est une contraction si

‖S(h)‖L(X) ≤ 1.

5.4.1 Générateur infinitésimal de semi-groupe

On définit le générateur infinitésimal A de domaine D(A) d’un semi

groupe fortement continu (S(h))h≥0 comme l’opérateur non borné

A : D(A) ⊂ X → X,

où

D(A) = {x ∈ X : lim
h→0

S(h)x− x

h
existe dans X},

c-à-d, il existe x∗ ∈ X tel que
∥∥∥S(h)x− x

h
− x∗

∥∥∥
X
→ 0 quand h→ 0,

et en utilisant cette limite finie on a :

∀x ∈ D(A), Ax = lim
h→0

S(h)x− x

h
.

5.5 Opérateurs compacts

Définition 5.23 Soient X∗ un espace topologique et M une partie de X∗,

on dit que M est relativement compacte si son adhérence M est une partie

compacte de X∗. En d’autres termes, M sous-ensemble de X∗ est relative-

ment compact quand de toute suite d’éléments de M on peut extraire une

sous-suite convergente, dont la limite est dans X∗.
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Définition 5.24 [21] Soient E, F deux espaces de Banach, on dit qu’un

opérateur T ∈ L(E,F ) est compact si T (BE) est relativement compact pour

la topologie forte. En d’autres termes, on dit que T est compact si, pour toute

suite bornée (xn)n∈N dans E, la suite (T (xn))n∈N admet une sous-suite qui

converge.

Théorème 5.22 (Théorème de point fixe de Schauder) [45]

Soient X∗ un espace de Banach et Z un ensemble fermé convexe et non vide

de X∗. Soit T une application continue de Z dans Z telle que T (Z) est

relativement compacte. Alors, T a un point fixe dans Z.

279



Conclusion et Perspectives

Cette partie conclut la thèse en donnant un bilan du travail effectué et les

perspectives envisageables.

Dans notre travail on a traité quelques problèmes elliptiques et paraboliques

d’écoulement de fluides non-Newtoniens incompressibles et non isothermes

gouvernés par le système de Stokes avec la condition non linéaire de Tresca

sur une partie du bord. Le choix de la viscosité dépend à la fois de la tempé-

rature, de la vitesse et du tenseur des taux de déformations et l’apparence du

terme de type p-Laplacien dans le tenseur des contraintes se sont avérés être

un obstacle majour dans cette thèse pour montrer l’existence et l’unicité.

On a montré :

— L’existence de la solution de l’inéquation variationnelle elliptique dé-

crivant le système de Stokes pour une température donnée quand la

viscosité dépend à la fois de la température, de la vitesse et du module

du tenseur des taux de déformations.

— L’existence et l’unicité de la température solution de l’équation de la

chaleur avec un terme L1(Ω) au second membre quand la viscosité

dépend à la fois de la température, de la vitesse et du module du

tenseur des taux de déformations.

— L’existence d’une solution d’un problème variationnel couplé elliptique

entre le système de Stokes et l’équation de la chaleur quand la viscosité

ne dépend pas de la vitesse.

— L’existence d’une unique solution d’un problème parabolique quand

la viscosité ne dépend pas de la vitesse dans les cas p = 2, p > 2 et
6
5
< p < 2.

— L’existence de la solution du problème parabolique quand la viscosité

dépend à la fois de la température, de la vitesse et du tenseur des taux

de déformations dans les cas précédents.

Les principales perspectives de recherche qui apparaissent à l’issue de cette

thèse sont diverse. Nous voudrions présenter certains développements pos-

sibles des travaux de cette thèse, et plus généralement recenser quelques

questions qui sont à notre connaissance ouvertes :

— L’existence de la solution du problème variationnel couplé elliptique
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quand la viscosité dépend à la fois de la température, de la vitesse et

du tenseur des taux de déformations.

— L’unicité de la solution quand la viscosité dépend à la fois de la tem-

pérature, de la vitesse et du tenseur des taux de déformations.

— L’étude de l’équation de la chaleur parabolique et le couplage avec

le système de Stokes instationnaire dans les cas p = 2, p > 2 et
6
5
< p < 2.

— L’étude asymptotique en espace et en temps des problèmes traités et

aussi l’étude numérique de ces problèmes.

— Refaire l’étude du chapitre 2, on néglige le terme υ · ∇θ dans notre

équation et de prendre la conductivité thermique dépend de la tem-

pérature.
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