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INTRODUCTION 

 

 

 

 

 

La détermination du champ de pression dans un écoulement et/ou des efforts sur 

un profil en mouvement à partir de mesures de vitesses effectuées dans le milieu fluide 

est une problématique actuelle qui intéresse de nombreux domaines de recherche en 

mécanique des fluides. Dans notre travail, nous apportons notre contribution à ce 

problème en proposant une méthode originale qui permet, à partir de champs de vitesse 

instationnaires obtenus par mesure optiques PIV, dans un premier temps d’approcher 

ces champs dans l’ensemble du milieu (profil inclus) en utilisant la théorie des 

polynômes orthogonaux de Legendre. Dans un deuxième temps, nous utilisons ces 

vitesses polynomiales dans l’équation de Navier - Stokes, ce qui nous permet ainsi 

d’obtenir des gradients de pression polynomiaux dans l’ensemble du milieu fluide et de 

pouvoir ainsi calculer les champs de pression dans l’écoulement et d’en déduire par 

l’équation de bilan de quantité de mouvements les efforts sur un profil mobile en 

oscillation.  

Après une validation numérique de notre méthode, on procède à la mise en place 

d’un système expérimental et différents types d’oscillations sont alors étudiés et 

comparés 

Ce mémoire s’organise autour de quatre chapitres. 

 

 Le chapitre 1, est consacré à une étude bibliographique de notre sujet :  

Pour débuter ce chapitre, sans être exhaustif, nous listons quelques articles sur 

des travaux concernant les écoulements autour des profils oscillants qui sont les objets 

de notre recherche. Nous développons ensuite les méthodes de projection polynomiale 

et leurs applications dans le domaine de mécanique des fluides que nous exploiterons 

par la suite. Nous présentons différentes méthodes du calcul de pression, présentes dans 
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la littérature avec un focus sur la méthode d’intégration séquentielle et de minimisation 

quadratique développée récemment dans l’équipe, et qui nous permettra dans le chapitre 

deux de calculer le champ de pression à partir des gradients de pression. Pour finir, nous 

listons différentes méthodes de calcul d’efforts, et présentons en particulier l’équation 

de bilan de quantité de mouvement sur un domaine de référence contenant le profil.  

 

Le chapitre deux, est le développement des outils mathématiques nécessaires 

aux calculs de pression et d’efforts :  

Après un rappel sur les polynômes de Legendre et sur le travail de M. Druon 

(Druon, 2009) sur l’approximation de champs de vitesse d’un écoulement fluide par 

polynômes orthogonaux, nous utilisons sa méthode pour estimer un champ de vitesse 

polynomial dans un domaine d’observation contenant un profil en oscillation. Le 

nouveau champ est ainsi défini dans l’ensemble du domaine (profil inclus). Ensuite en 

injectant ce champ (restreint au milieu fluide) dans l’équation de Navier-Stokes, nous 

obtenons, pour chaque instant, des champs de gradients de pression polynomiaux 

instantanés que nous intégrons pour calculer le champ de pression. Cette méthode 

semble efficace sur des petits domaines sans profil mais ne nous permet pas d’obtenir 

des résultats acceptables dans le domaine complet. Pour la reconstruction dans 

l’ensemble du domaine, nous utilisons alors une méthode d’intégration séquentielle et 

de minimisation quadratique développée dans l’équipe, (Jeon, et al., 2015) pour 

remonter aux champs de pression à partir des gradients de pression. La dernière section 

de ce chapitre est consacrée à l’estimation des efforts de portance et traînée sur le profil 

en effectuant un bilan de quantité de mouvement sur un volume de contrôle 

judicieusement choisi pour un profil en oscillation. 

Cette méthode est validée, pour un profil immobile, sur un cas obtenu par 

simulation numérique (où nous connaissons le champ de pression et les efforts) et sur 

un cas expérimental (toujours sur un profil immobile) pour le champ de pression. 

 

Le chapitre trois décrit le dispositif expérimental, ainsi que les techniques de 

traitement et de post-traitements des données :  

Plus concrètement, le dispositif expérimental nous permet d’obtenir par mesures 

optiques PIV deux images instantanées couvrant la superficie de notre domaine 
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d’observation. Dans un premier temps, pour assembler en une seule image ces images 

obtenues par les particules PIV et plusieurs cameras nous utilisons le logiciel Davis. 

Ensuite par la méthode FTEE (Fluid Trajectory Evaluation based on an Ensemble-

averaged cross-correlation) nous traitons les images assemblées pour obtenir les champs 

de vitesse expérimentaux. Pour caractériser les mécanismes de la dynamique de 

l’écoulement et l’évolution des structures tourbillonnaires au cours du temps ainsi que 

les différentes zones qui caractérisent l’écoulement, nous calculons les grandeurs 

dérivées des champs instantanées de vitesses (vorticité, second invariant du tenseur de 

gradient de vitesses) et des grandeurs statistiques (vitesse moyenne,  écart type, intensité 

turbulente). 

 

Le chapitre quatre est un chapitre de résultats et d’analyse : 

Dans cette section, nous appliquons aux données obtenues par notre dispositif 

expérimental décrit au chapitre 3, les méthodes de calculs de champs de pression et 

d’efforts du chapitre 2. Pour cela, nous nous intéressons à un profil NACA0015 

immobile et auquel nous imposons deux types d’oscillation : oscillation en « Triangle », 

oscillation en « dents de Scie ». Nous étudions l’influence de la fréquence et de 

l’amplitude sur les grandeurs instantanées (vitesse, pression, efforts...) ainsi que sur des 

grandeurs moyennes (intensité turbulente, efforts moyens) et comparons les résultats 

expérimentaux obtenus.  

 

Ce mémoire s’achève par une conclusion qui résume la contribution et les 

apports de notre travail et les perspectives envisagées. 
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Introduction 

Dans les systèmes de récupération d’énergie, on rencontre souvent des 

configurations avec des profils oscillants ou des profils pour lesquels on peut faire 

varier l’angle pour améliorer les performances de la machine. Par exemple, dans une 

turbine, les aubes de guidage (wicket gate) sont des éléments très importants (FIGURE 

1. 1). Ils contrôlent l’écoulement d’eau qui entre dans la turbine et son orientation. Une 

série de petites ouvertures entre les aubes de guidage entoure la turbine (le distributeur). 

Plus les aubes sont ouvertes, plus l’eau coulera dans la roue de turbine ce qui entraîne 

des vitesses débitantes plus élevées durant la rotation de la turbine. Le contrôle de 

l’ouverture ou de fermeture des aubes de guidage permettra de changer la puissance de 

la turbine pour correspondre au niveau d'énergie souhaitée.  

 

 

FIGURE 1. 1 Schéma des aubes de guidage dans une turbine (Source http://gerler-

engineering.com/terminology/). 

 

Un autre exemple est le cas des éoliennes à axe vertical (Laneville & Vittecoq, 

1986) ; (Ploesteanu, et al., 2003) ; (Wang, et al., 2010). Durant la rotation du rotor, les 

profils subissent une modification cyclique de l’angle d’incidence par rapport à 

l’écoulement absolu. La décomposition du mouvement de la pale dans ce cas est une 
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oscillation autour d’un angle d’incidence mais également une variation cyclique du 

courant incident (Gorle, et al., 2016). (FIGURE 1. 2). 

 

 

FIGURE 1. 2 Vitesse et force agissant sur la pale durant le cycle de rotation 

 (Gorle, et al., 2016). 

 

Pour simplifier dans un premier temps l’écoulement étudié et pour développer 

les outils qui nous permettront de remonter à la distribution de pression et des efforts, 

une configuration simplifiée est choisie : l’écoulement autour d’un profil oscillant. Cet 

écoulement a fait l’objet de différentes études pour des valeurs initiales d’incidences 

variables mais aussi pour des amplitudes d’oscillation sinusoïdale variables. 

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord la littérature sur l’écoulement 

autour d’un profil oscillant. Ensuite comme nous nous plaçons dans des configurations 

où les mesures directes des efforts par une balance sont difficiles, nous présenterons des 

outils qui permettent une modélisation de l’écoulement et ensuite des méthodes de 

calcul de la pression ou des efforts à partir de mesure de champs des vitesses. 
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FIGURE 1. 3 Variation azimutale de l’incidence de la pale et de la vitesse relative W 

pour différente vitesse réduite  (Gorle, 2015).  

1.1 Les profils oscillants 

J. M. Anderson (Anderson, et al., 1998) a introduit dans son étude, les 

principaux paramètres d’un profil oscillant dans un mouvement de translation 

périodique verticale pour un nombre de Reynolds 𝑅𝑒 = 40 000. 

Le profil est caractérisé par (FIGURE 1. 4), la longueur de corde c, la vitesse de 

l’écoulement V vue par le profil, basée sur la composition des vitesses liée à la vitesse 

uniforme U et au mouvement transversal harmonique h(t), d’amplitude h0 et de la 

fréquence ω et une rotation harmonique avec 𝜃(𝑡), d’amplitude 𝜃0 et de la fréquence ω. 

Les efforts agissant sur le profil, FD(t) (Drag dans la direction x) et FL(t) (Lift dans la 

direction y) et un  couple M(t) sont calculés en O qui est le centre de rotation, la distance 

du centre O au bord d’attaque est notée b. Si on pose T est la période d’oscillation, F est 

la valeur moyenne au fil du temps de FD(t), P est la puissance d’entrée moyenne par 

cycle : 

𝐹 =
1

𝑇
∫ 𝐹𝐷(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0

 

𝑃 =
1

𝑇
(∫ 𝐹𝐿(𝑡)

𝑑ℎ

𝑑𝑡

𝑇

0

(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝑀(𝑡)
𝑑𝜃

𝑑𝑡
(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

) 
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Le coefficient de puissance cp est défini suivante : 

𝑐𝑝 =
𝑃

1
2𝜌𝑆0𝑉

3
 

Le coefficient d’efforts cT : 

𝑐𝑇 =
𝐹

1
2𝜌𝑆0𝑉

2
 

Où 

𝜌 : la densité du fluide. 

𝑆0 : l’aire d’une surface du profil. 

Avec le profil d’envergure s, on a : 𝑆0 = 𝑐. 𝑠 

L’efficacité propulsive, 𝜂𝑃, est définie pour être le rapport entre la puissance 

utile sur la puissance d’entrée : 

𝜂𝑃 =
𝐹𝑉

𝑃
=
𝑐𝑇
𝑐𝑝

 

 

FIGURE 1. 4 Les principaux paramètres de mouvement, h(t) et 𝜽(𝒕), du profil oscillant 

(Anderson, et al., 1998). 

 

La fréquence non-dimensionnelle, appelée ici le nombre de Strouhal St : 

𝑆𝑡 =
𝑓𝐴

𝑉
 

Où 

𝑓 : la fréquence d’oscillation du profil (Hz). 𝑓 = 𝜔/(2𝜋) 

𝐴 : la distance transversale parcourue.  
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Dans le cas général, on peut obtenir 𝐴 = 2ℎ0. 

Un paramètre dérivé donnant une indication de l’importance de la performance 

d’un profil est l’angle nominal maximum d’attaque. Si α(t) désigne l’angle d’attaque 

instantané, référencé au point de pivot (FIGURE 1. 5) alors : 

𝑡𝑎𝑛[𝛼(𝑡) + 𝜃(𝑡)] =
1

𝑉

𝑑ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) 

Le maximum de α(t) doit être déterminé par méthode numérique et sera noté par 

αmax. Dans le cas le plus simple, on peut avoir une approximation de 𝛼𝑚𝑎𝑥, noté 𝛼0, par 

la méthode expérimentale.  

𝛼0 = 𝑡𝑎𝑛
−1 (

𝜔ℎ0
𝑉
) − 𝜃0 

 

FIGURE 1. 5 L’angle d’attaque nominal 𝜶(t) pour un profil oscillant (Anderson, et al., 

1998). 

 

J. S. Lee (Lee, et al., 2006) propose une autre méthode pour déterminer les 

paramètres du mouvement de battement dans un écoulement de nombres de Reynolds 

103 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 105 (FIGURE 1. 6) : 

 

 

FIGURE 1. 6 Schéma du mouvement de battement (Lee, et al., 2006). 
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𝑦(𝑡) = ℎ0sin (𝑘𝑡) 

𝛼(𝑡) = 𝛼0sin (𝑘𝑡 + 𝜙) 

Où 

𝑦(𝑡) : le mouvement plongeant. 

𝛼(𝑡) : le mouvement de tangage. 

k : la fréquence réduite en termes de c, 2𝜋𝑓𝑐/𝑉∞, 𝑓 est la fréquence (Hz), 𝑉∞ est 

la vitesse d’écoulement libre. 

ℎ0 : l’amplitude de mouvement plongeant. 

𝜙 : l’angle de phase différent entre le mouvement plongeant et le mouvement de 

tangage. 

M. R. Amiralaei (Amiralaei, et al., 2010), effectue une étude sur les effets des 

paramètres instationnaires sur l’aérodynamique d’un profil NACA0012 oscillant avec 

un faible nombre de Reynolds (555 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 5000). Ils ont utilisé la simulation 

numérique directe (Computational Fluid Dynamics) pour résoudre l’équation de Navier 

- Stokes : 

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 0 

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡
+
𝜕𝑢𝑖𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑗
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

 

Où i = 1 et 2 représentent les coordonnées x et y, ui est la vitesse dans la direction i. 

 

FIGURE 1. 7 Schéma du maillage de type O autour du profil (a), le domaine de calcul 

et les conditions aux limites (b) (Amiralaei, et al., 2010). 
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Les simulations sont effectuées avec 26 × 103 cellules et la résolution 

temporelle de 2000 pas de temps à l’intérieur d’un cycle d’oscillation. La limite de 

domaine est fixée à 30 × 𝑐 du profil (FIGURE 1. 7). 

L’équation de mouvement de tangage est donnée par l’expression : 

𝛼 = 𝛼0 + 𝑑 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑓𝑡) 

 

FIGURE 1. 8 Schématisation des paramètres d’études des  travaux de M.R. Amiralaei 

(Amiralaei, et al., 2010). 

Ils donnent quelques résultats typiques des coefficients aérodynamiques en 

fonction du temps pour différentes amplitudes d’oscillation (FIGURE 1. 9 - FIGURE 1. 

12) : 

 

FIGURE 1. 9 Coefficients adimensionnels de la force de portance en fonction du temps 

au cours d’un cycle d’oscillation :  d=2° ;  d=4° ;  d=6° ;  d=8° et d=10° 

 (Amiralaei, et al., 2010) 
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(a) (b) (c) 

FIGURE 1. 10 Sillage et structures tourbillonnaires créés au cours de l'oscillation du 

profil pour les paramètres suivants d=10° ; k=0,1 ; Re=555. 

(a)  = -9,75° ; (b)  = -7,8° ; (c)  = -5,6° (Amiralaei, et al., 2010). 

 

 

FIGURE 1. 11 Représentation des coefficients de la force de portance (Cl) en fonction 

de l'angle d'attaque (k=0,1 ; Re=555) : d=2° ; d=4° ; d=6° ; d=8° et d=10°  

(Amiralaei, et al., 2010). 
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FIGURE 1. 12 Représentation des coefficients de la force de traînée (Cd) en fonction de 

l'angle d'attaque (k=0,1 ; Re=555) : d=2° ; d=4° ; d=6° ; d=8° et d=10° 

 (Amiralaei, et al., 2010). 

 

Dans une étude expérimentale, Lee et Gerontakos (Lee & Gerontakos, 2004) 

étudient l’écoulement instationnaire généré autour d’un un profil NACA0012 oscillant, 

de longueur de corde c = 15cm, d’envergure de 37,5cm, dans un canal 0,9𝑚 × 1,2𝑚 ×

2,7𝑚,  avec un nombre de Reynolds 𝑅𝑒 = 1.35 × 105. La mesure est réalisée par un 

réseau de fils chauds (Multi-element hot-film sensor_MHFS) intégrés sur la paroi du 

profil, soit un total de 140 MHFS séparés par une distance entre les capteurs de s = 

1,25mm (FIGURE 1. 13) mais également des capteurs de pression dans la section 

médiane. Une gamme de fréquences d’oscillation f0 = 0,05 à 8,5 Hz est explorée. La 

fréquence d’oscillation a été mesurée avec une précision de  0,02 Hz. L’angle 

d’attaque instantané 𝛼(𝑡)  (= 𝛼𝑚 + ∆𝛼. 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡, 𝑜ù 𝜔 = 2𝜋𝑓0), le signal de référence de 

phase, 𝜏 = 𝜔𝑡, ont été enregistrés par un potentiomètre, avec une précision de  0,1°. 

Le profil est en oscillation sinusoïdale autour de l’angle de décrochage statique 𝛼𝑠𝑠, 

avec une fréquence réduite, 𝜅 = 𝜔𝑐/2𝑢∞, comprise entre 0,0125 et 0,3. 

Les structures de l’écoulement sur le profil oscillant ont été visualisées dans un 

tunnel avec de la fumée et ont été enregistrées avec une caméra de 60 Hz à une vitesse 

d’obturation de 1/1000s. 
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FIGURE 1. 13 Schématisation du profil NACA0012 (a) et le tableau MHFS (b, c) 

 (Lee & Gerontakos, 2004). 

 

Les courbes des coefficients de la force de portance (Cl) de la force de traînée 

(Cd) et de moment (Cm) (FIGURE 1. 14). 

L’ensemble de ces résultats montrent qu’il est possible de faire varier fortement 

les coefficients aérodynamiques en fonction de la fréquence d’oscillation et de son 

amplitude. Cependant la forme du signal d’oscillation n’a pas variée. Enfin pour 

chacune de ces études, les efforts ont été estimés dans les cas où le profil est en 

mouvement soit par des méthodes optiques et par le bilan de quantité de mouvement, 
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soit à partir de mesure de pression obtenue tout le long du profil, soit enfin, à partir de 

calculs numériques. 

 

 

FIGURE 1. 14 Coefficients de portance, de traînée et de moment Cl, Cd et Cm en 

fonction de l'angle d'attaque, avec 𝜅 = 0,05 :  

___, croissante  ; …., décroissante  ; …., valeurs statiques. 

 

Dans la section qui suit, nous présentons quelques méthodes de projection 

polynomiale qui permettront par la suite un calcul plus direct des efforts ou de la 

pression. 

1.2 Bases de polynômes orthogonaux. 

Il existe dans la littérature un certain nombre d’outil de modélisation du 

mouvement (Black, et al., 1997) ; (Yacoob & Black, 1999) ; (Fleet, et al., 2000) ; (Wu, 

et al., 2000) ; (Bruno, 2001), pouvant s’adapter aux différents domaines des sciences 

expérimentales ayant recours à l’analyse du mouvement. Dans cette thèse, nous nous 

intéressons aux modèles polynomiaux et plus particulièrement à l’utilisation des bases 

de polynômes orthogonaux pour modéliser le mouvement. Nous présentons ici quelques 

résultats obtenus par différents auteurs (Druon, 2009) ; (Liu & Ribeiro, 2012). 

Avant de présenter quelques utilisations des bases de polynôme dans la 

littérature, nous présentons le cadre plus général de l’approximation de fonctions dans 

des espaces pré-hilbertiens.  

1.2.1 Introduction et définitions 

Nous cherchons à approximer de façon globale, c’est-à-dire sur l’ensemble d’un 

domaine , une fonction continue 𝑓(𝑥), définie sur ce domaine, par un approximant 
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𝑓𝑛(𝑥) ayant un nombre fixe et fini de paramètres 𝐴 = {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛}𝑛∈ℕ+ . La forme 

générale de la solution est donc la suivante : 

𝑓𝑛(𝑥) =∑𝛼𝑖𝑃𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 (1.1) 

avec {𝑃𝑖} un ensemble de polynômes.  

Un autre problème concerne la mesure de la validité de l’approximation. En 

effet, pour évaluer la qualité du nouveau modèle, il est nécessaire de pouvoir mesurer 

l’écart, appelé aussi distance, entre la fonction à approcher et son approximation. Par 

conséquent, on doit dans un premier temps préciser comment mesurer la distance entre 

deux fonctions 𝑓(𝑥) et 𝑓𝑛(𝑥). Cette distance est fréquemment définie à partir de normes 

Lp, notées ‖. ‖𝑝 et définies par 

‖𝑓(𝑥)‖𝑝 = [∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
Ω

]

1/𝑝

 (1.2) 

Dans notre travail, le produit scalaire est toujours pondéré par une fonction de 

poids 𝜔(𝑥). Il est calculé de la façon suivante : 

〈𝑓1(𝑥) | 𝑓2(𝑥)〉 = ∫ 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥
Ω

 (1.3) 

avec Ω le domaine de définition. Concernant la fonction distance, nous utilisons la 

norme L2. La distance entre deux fonctions est donnée par : 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)‖2 = √〈𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)  |  𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)〉 (1.4) 

Pour les approximants linéaires, la norme L2 est fréquemment utilisée et nous 

verrons par la suite que la détermination de la meilleure approximation au sens de la 

norme L2 par un approximant linéaire est un problème qui peut être résolu rapidement et 

complètement. 

À partir des fonctions approximantes et de la fonction distance, on peut chercher 

la meilleure approximation 𝑓𝑛(𝑥) de 𝑓(𝑥), c’est-à-dire l’ensemble des paramètres 

𝐴 = {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛}𝑛∈ℕ+  tels que ‖𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)‖2 soit minimal au sens de la norme L2. 

En fait, ce problème de minimisation revient à résoudre le système suivant (Rice, 1969): 
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{
  
 

  
 ∑𝛼𝑗〈𝑃1(𝑥)  |  𝑃𝑗(𝑥)〉 = ⟨𝑓(𝑥)  |  𝑃1(𝑥)⟩

𝑛

𝑗=1

             ⋮              ⋮              ⋮

∑𝛼𝑗〈𝑃𝑛(𝑥)  |  𝑃𝑗(𝑥)〉 = ⟨𝑓(𝑥)  |  𝑃𝑛(𝑥)⟩

𝑛

𝑗=1

 (1.5) 

Qui s’écrit sous la forme matricielle suivante : 

Φ𝐴 = 𝐵 (1.6) 

où 

Φ = (
⟨𝑃1(𝑥)  |  𝑃1(𝑥)⟩ ⋯ ⟨𝑃1(𝑥)  |  𝑃𝑛(𝑥)⟩

⋮ ⋱ ⋮
⟨𝑃𝑛(𝑥)  |  𝑃1(𝑥)⟩ ⋯ ⟨𝑃𝑛(𝑥)  |  𝑃𝑛(𝑥)⟩

) 

𝐴 = (

𝛼1
⋮
𝛼𝑛
)  et  𝐵 = (

⟨𝑓(𝑥)  |  𝑃1(𝑥)⟩
⋮  

⟨𝑓(𝑥)  |  𝑃𝑛(𝑥)⟩
) 

Φ est inversible car 𝑓𝑛(𝑥) est unique donc A est unique et on peut calculer les 

paramètres A de la façon suivante : 

𝐴 = Φ−1𝐵 (1.7) 

Le problème est alors ramené à un problème d’inversion de matrice. Cependant 

selon la taille ou le conditionnement de la matrice Φ, cette opération peut être coûteuse 

en temps de calcul et instable numériquement. En effet, l’inversion d’une matrice de 

taille 𝑛 × 𝑛 par la méthode d’élimination de Gauss-Jordan nécessite 
2

3
𝑛3 opérations. Par 

contre, si les approximants {𝑃𝑖(𝑥)} sont orthogonaux deux à deux, c’est-à-dire, si : 

⟨𝑃𝑖(𝑥)   |   𝑃𝑗(𝑥)⟩ = ‖𝑃𝑖‖2
2𝛿𝑖,𝑗             (𝑖, 𝑗) ∈ {1,2, … , 𝑛}2 (1.8) 

avec 𝛿𝑖,𝑗 le symbole de Kronecker.  

Dans ce cas, la matrice Φ est diagonale. Le système (1.6) est par conséquent 

facilement inversible. Les coefficients i sont alors donnés par : 

𝛼𝑖 =
⟨𝑓(𝑥)  |  𝑃𝑖(𝑥)⟩

⟨𝑃𝑖(𝑥)   |    𝑃𝑖(𝑥)⟩
          ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} (1.9) 

 

L’erreur d’approximation de 𝑓(𝑥) par 𝑓𝑛(𝑥) est égale à : 
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‖𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)‖2 = √(‖𝑓(𝑥)‖2
2 −∑𝛼𝑖2⟨𝑃𝑖(𝑥)  |  𝑃𝑖(𝑥)⟩

𝑛

𝑖=1

) (1.10) 

Si le système est orthonormal, on a : 

⟨𝑃𝑖(𝑥)  |  𝑃𝑗(𝑥)⟩ = 𝛿
𝑖,𝑗          (𝑖, 𝑗) ∈ {1,2, … , 𝑛}2 (1.11) 

La matrice Φ est alors la matrice identité. Et l’équation (1.7) devient : 

𝐴 = 𝐵 (1.12) 

Les coefficients i sont alors obtenus comme suit : 

𝛼𝑖 = ⟨𝑓(𝑥)  |  𝑃𝑖(𝑥)⟩            ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} (1.13) 

Et l’erreur d’approximation de 𝑓(𝑥) par 𝑓𝑛(𝑥) est égale à : 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)‖2 = √(‖𝑓(𝑥)‖2
2 −∑𝛼𝑖2

𝑛

𝑖=1

) (1.14) 

Dans la suite, nous considérons des fonctions de base 𝑃𝑖(𝑥) polynomiales. 

1.2.2 Les bases polynomiales 

Dans notre travail, nous limitons notre étude à des champs bidimensionnels à 

deux composantes (2D-2C). Un champ de déplacement ℱ est défini de la façon 

suivante : 

ℱ ∶  Ω ⊂  ℝ2  →  ℝ2 

           (𝑥, 𝑦)    ⟼ (𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑉(𝑥, 𝑦)) 
(1.15) 

avec 𝑈 ∶  Ω ⊂  ℝ2  →  ℝ et 𝑉 ∶  Ω ⊂  ℝ2  →  ℝ deux applications correspondant 

respectivement aux déplacements horizontaux et verticaux aux points de coordonnées 

(𝑥, 𝑦)  ∈  Ω 

Une famille de fonctions polynomiales à deux variables réelles de degré n dans 

ℝ[𝑥, 𝑦] est définie de la manière suivante : 

𝑃𝐼𝐽(𝑥, 𝑦) =∑∑𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝑖(𝑦)𝑗

𝐽

𝑗=0

𝐼

𝑖=0

 (1.16) 



 

 

- 21 - 

 

où 𝐼 ∈  ℕ+ est le degré maximal selon x, 𝐽 ∈  ℕ+  est le degré maximal selon y et {ai,j} 

est l’ensemble des coefficients réels du polynôme. Le degré global du polynôme est 

alors 𝐼 + 𝐽. 

On peut générer une famille de fonctions orthogonales à partir de la formule de 

récurrence à trois termes suivante : 

𝑃𝑛+1(𝑥) = (𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛)𝑃𝑛(𝑥) − 𝑐𝑛𝑃𝑛−1(𝑥) 

𝐸𝑡                           𝑃𝐼𝐽(𝑥, 𝑦) = 𝑃𝐼(𝑥)𝑃𝐽(𝑦) 
(1.17) 

Les valeurs an, bn et cn correspondant à quelques familles de polynômes 

orthogonaux connus sont présentées dans le TABLEAU 1. 1. Ces polynômes sont alors 

orthogonaux deux à deux sur le domaine   par rapport au produit scalaire défini en 

(1.3), relativement à la fonction de poids 𝜔(𝑥, 𝑦). Les polynômes Pi,j générés sont de 

degré i+j. 

La règle d’orthonormalité : 

〈𝑃𝑖𝑗  | 𝑃𝑘𝑙〉 = 𝛿
(𝑖,𝑗),(𝑘,𝑙) (1.18) 

avec 𝛿(𝑖,𝑗),(𝑘,𝑙) le symbole de Kronecker défini de la façon suivante : 

𝛿(𝑖,𝑗),(𝑘,𝑙) = {
1 𝑠𝑖 (𝑖, 𝑗) = (𝑘, 𝑙)

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛                  
 (1.19) 

 

Famille  𝜔(𝑥, 𝑦) an bn cn 

Legendre [−1; 1]2 1 

2𝑛 + 1

𝑛 + 1
 

0 

𝑛

𝑛 + 1
 

Tchebychev 

(1
er

 sorte) [−1; 1]2 

1

√(1 − 𝑥)2(1 − 𝑦)2
 

2 0 1 

Tchebychev 

(2
e
 sorte) [−1; 1]2 

1

√(1 − 𝑥)2(1 − 𝑦)2
 

2 0 1 

Laguerre [0;∞]2 𝑒−(𝑥+𝑦) 
−1

𝑛 + 1
 

2𝑛 + 1

𝑛 + 1
 

𝑛

𝑛 + 1
 

Hermite [−∞;∞]2 𝑒−
𝑥2+𝑦2

2  2 0 2n 

TABLEAU 1. 1 Quelques familles de polynômes orthogonaux connus. 
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ℬ = {𝑃𝑖𝑗}𝑖∈{0..𝐼},𝑗∈{0..𝐽} est donc composée de polynômes orthonormaux. Nous 

appelons D le degré de cette base le degré le plus élevé des polynômes qui la composent 

et nous trions ces polynômes par ordre lexicographique croissant des exposants des 

degrés de x et y. Une base bidimensionnelle de degré D est alors constituée de 

l’ensemble des polynômes {𝑃𝑖,𝑗} avec 𝑖 + 𝑗 ≤ 𝐷 : 

ℬ𝐷 = {𝑃00; 𝑃01; 𝑃02… ;𝑃0𝐷; 𝑃10; 𝑃11; 𝑃12… ; 𝑃1(𝐷−1);… ; 𝑃(𝐷−1)0; 𝑃(𝐷−1)1; 𝑃𝐷0} (1.20) 

Le nombre de polynômes qui composent une base de degré D est alors : 

𝑛 =
(𝐷 + 1)(𝐷 + 2)

2
 

Notre travail s’appuie sur une partie des travaux de thèse de M. Druon (Druon, 

2009). Dans son travail, il utilise une base orthogonale des polynômes de Legendre pour 

modéliser le mouvement. L’intérêt des polynômes de Legendre, c’est de travailler en 

coordonnée cartésienne sur une fenêtre de donnée rectangulaire, et de mettre en poids 

identique sur chaque vecteur vitesse de la fenêtre. De plus, la fonction de poids 

{𝜔(𝑥, 𝑦) = 1} simplifie considérablement les équations permettant de calculer les 

coefficients de projection, ce qui diminue les temps de calcul. 

Une représentation tabulaire d’une base bidimensionnelle est donnée (FIGURE 

1. 15). 

 

FIGURE 1. 15 Représentation tabulaire d’une base bidimensionnelle de degré D. 

M. Druon (Druon, 2009) a réussi à modéliser le mouvement par des polynômes 

orthogonaux. Dans sa thèse, il a analysé le comportement de sa méthode sur trois 

séquences expérimentales représentant des mouvements fluides complexes. La première 
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séquence représente un écoulement de Couette au sein d’une cavité rigide. Les deux 

autres séquences représentent un écoulement en aval d’un demi-cylindre pour un 

nombre de Reynolds faible (Re = 437) et un écoulement en aval d’un cylindre carré 

pour un nombre de Reynolds modéré (Re = 1000). 

Pour la première séquence en utilisant une base de polynômes de degré faible, il 

modélise l’écoulement à l’intérieur de la cavité et en étudiant la valeur des quelques 

coefficients issus de cette modélisation, il a alors interprété physiquement ce 

mouvement dominant. 

La figure (FIGURE 1. 16) donne un exemple de la modélisation de l’écoulement 

par la méthode de M. Druon (Druon, 2009). Pour les deux autres écoulements, M. 

Druon a montré que l’étude l’évolution des coefficients de projection polynomiaux les 

plus importants au sens de l’énergie cinétique permet, par exemple, de déterminer la 

période d’oscillation des lâchers tourbillonnaires et de faire au même titre que la POD 

une analyse qualitative des écoulements. En outre, comme les bases de polynômes ne 

dépendent pas des données, les temps de calculs des coefficients sont très rapides. 

 

FIGURE 1. 16 Séquence « cavité » : (a) le champ instantané extrait de la séquence 

originale ; (b) modélisation simplifiée du champ par une base de degré 1 et (c) 

modélisation simplifiée du champ par une base de degré 5 (Druon, 2009). 

Une approche connexe utilisant des polynômes complexes et limitée à la 2D a 

été développée par W. Liu et al. (Liu & Ribeiro, 2012). Ils reconstruisent un champ de 

vecteur par la formule suivante : 

𝐹(𝑧) ≈ 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘𝜙𝑘(𝑧, 𝜎)

𝑁

𝑘=−𝐿

 

où 𝑎𝑘 ∈ ℂ sont des coefficients ; 𝜙𝑘(𝑧, 𝜎) sont des monômes complexes 𝑧𝑘 pondérés 

par la fonction de base radiale suivant : 
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𝜙𝑘(𝑧, 𝜎) = {

1

𝐶𝑘
‖𝑧‖

−𝑘
𝑧𝑘𝑒

(−
‖𝑧‖2

𝜎2
)
          𝑠𝑖  ‖𝑧‖ > 0

0                                         𝑠𝑖  ‖𝑧‖ ≤ 0

 

𝐶𝑘 est une constante de normalisation. 

Les fonctions de base 𝜙𝑘 sont orthonormées pour le produit hermitien  

〈𝑓(𝑧), 𝑔(𝑧)〉  = ∫ 𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)𝑑𝑧
ℂ

 

Les coefficients 𝑎𝑘 peuvent être calculés en utilisant le produit hermitien pour 

projeter un champ de vecteur f sur les fonctions de base 𝜙𝑘 comme suit : 

𝑎𝑘 = ∫ 𝑓(𝑧)𝜙̅𝑘(𝑧, 𝜎)𝑑𝑧
ℂ

= ∫ 𝑓(𝑧). 𝜙𝑘(𝑧, 𝜎)𝑑𝑧
ℂ

+ 𝑖 ∫ 𝑓(𝑧). 𝑖𝜙𝑘(𝑧, 𝜎)𝑑𝑧
ℂ

 

𝑎𝑘 = 𝑎𝑘,1⏟
𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒

+ 𝑖𝑎𝑘,2⏟
𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒

 

𝜙̅𝑘 est le complexe conjugué de 𝜙𝑘. 

Le symbole 〈 , 〉 est le produit scalaire entre les vecteurs dans le champ de 

vecteur f et les vecteurs dans le champ de vecteur 𝜙𝑘. 

En notant : 𝜙𝑘 = 𝜙𝑘,1 ;  𝑖𝜙𝑘 = 𝜙𝑘,2 et 〈𝑓(𝑧), 𝜙𝑘,𝑗(𝑧, 𝜎)〉  = ∫ 𝑓(𝑧). 𝜙𝑘(𝑧, 𝜎)𝑑𝑧ℂ
 

𝑎𝑘,𝑗 = 〈𝑓(𝑧), 𝜙𝑘,𝑗(𝑧, 𝜎)〉 avec j = 1, 2. 

 

La (FIGURE 1. 17) donne les premiers éléments de cette base polynomiale. 
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FIGURE 1. 17 Les bases 𝝓𝒌,𝒋 dans le travail de (Liu & Ribeiro, 2012). 

 

Le champ de vecteur est reconstruit comme suit : 

𝑓(𝑧) = ∑ [𝑎𝑘,1𝜙𝑘,1(𝑧, 𝜎) + 𝑎𝑘,2𝜙𝑘,2(𝑧, 𝜎)]

𝑁

𝑘=−𝐿

 

Ce modèle est utilisé au sein d’un processus de détection multi-échelle de 

structures cohérentes que l’on peut voir sur la FIGURE 1. 18. 

 

FIGURE 1. 18 Processus utilisé pour la modélisation et la reconstruction d’un champ 

de vecteur dans le travail de (Liu & Ribeiro, 2012). 
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En 2010, ils ont appliqué leur algorithme de détection de structures à différentes 

échelles sur les images satellites des systèmes météo de l’Organisation européenne pour 

l’exploitation des satellites météorologiques.  

 

FIGURE 1. 19 Structures cohérentes détectées sur les images satellite EUMESTAT. La 

colonne de gauche présente les images originales, la colonne centrale les lignes de 

courant du champ de vitesse estimées (après élimination du champ laminaire) et la 

colonne de droite présente les structures cohérentes détectées ainsi que leurs tailles 

(Liu & Ribeiro, 2012). 

 

Les images ont été prises entre le 10 Mars et le 15 Mars, par le satellite MSG-15 

(FIGURE 1. 19). Dans la figure, les tourbillons sont marqués par les cercles, les images 

réelles obtenues par le satellite (à gauche) et les champs de vecteur de simulation (à 

droite). 

1.3 Présentation des méthodes de calcul de pression 

A partir de ces modèles d’écoulement, l’objectif étant de calculer la pression et 

les efforts nous faisons maintenant l’inventaire des méthodes pour obtenir un champ de 

pression et les efforts à partir de mesures. 
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1.3.1 Introduction 

Dans un écoulement, l’aspect dynamique est généralement représenté et suivi 

par les structures tourbillonnaires et la pression dynamique du fluide. En outre, la 

pression a également un rôle important dans la détermination de la force sur la surface 

de l’objet, que ce soit pour des écoulements  stationnaires ou instationnaires. 

Traditionnellement, la pression en surface est obtenue expérimentalement par des petits 

orifices sur l’objet qui sont reliés au transducteur de pression. Plus récemment, une 

technique optique basée sur une peinture sensible à la pression et connue sous le nom de 

peinture sensible à la pression (PSP_ Pressure-Sensitive Paint) a été mise au point et 

repose sur l’application d’un revêtement luminescent sensible à la pression (McLachlan, 

et al., 1995) ; (Liu, et al., 1999). Cette technique est utilisée dans le domaine 

aérodynamique et ne peut être employée en hydrodynamique. 

Contrairement à la détermination de la pression sur la surface, la détermination 

de la pression instantanée dans le champ d’écoulement est très difficile. Les sondes de 

pression de type Pitot ou composées de nombreux trous sont souvent utilisées pour 

fournir la caractérisation du champ d’écoulement moyen ou instationnaire, mais leur 

capacité de réponse reste très limitée d’une part et d’autre part la mesure reste intrusive. 

L’utilisation de bulles d’air microscopiques BIB (Bubble-Image Barometry) comme des 

capteurs de pression statique dans l’écoulement a été proposée et appliquée par un 

certain nombre de chercheurs (Ooi & Acosta, 1984) ; (Ran & Katz, 1994) ; (Akonur & 

Prasad, 2000). Le principe de fonctionnement de cette technique est que les bulles 

réagissent à la pression statique qui les entoure en modifiant la taille, qui est déterminé 

par une technique holographique.  

Une seconde approche possible est l’utilisation des champs de vitesse mesurés 

par des techniques PIV (Particle Image Velocimetry). Ces techniques sont largement 

utilisées dans les domaines de l’aérodynamique et de l’hydrodynamique. Elles 

fournissent des mesures de vecteur de vitesse instantanée dans une section transversale 

d’un écoulement, avec deux ou trois composantes de la vitesse. Aujourd’hui,  

l’utilisation de caméras numériques modernes et du matériel informatique dédié permet 

même de remonter à la mesure des trois composantes dans un petit volume. Le travail 

de synthèse de B. W. van Oudheusden (Oudheusden, 2013), souligne les différentes 

approches existantes pour calculer la pression et donne leurs avantages et inconvénients.  

Dans le travail pionnier de Schwabe (1935), un enregistrement 

cinématographique de traceurs de particules en suspension dans l’écoulement d’eau 



 

 

- 28 - 

 

autour d’un cylindre circulaire a été utilisé. La distribution de la vitesse instantanée a été 

déterminée à partir de la longueur des lignes d’éléments de trajectoire ou « streaks » qui 

ont été formées par les particules de traceur en imposant un temps de pause au cours de 

l’enregistrement.  

La pression a ensuite été déterminée à partir des données de vitesse au moyen 

d’un réseau curvilinéaire, où la pression est intégrée le long des lignes de courant 

instantanées en appliquant la relation de Bernoulli instationnaire, combinée à 

l’intégration de la force centrifuge dans les directions perpendiculaires aux lignes. La 

pression au point de stagnation a été prise comme valeur de référence pour l’intégration 

(FIGURE 1. 20). 

 

FIGURE 1. 20 Visualisations de l’écoulement et des champs de pression extraits 

(isobares) à deux instants dans le développement de tourbillons de l’écoulement autour 

d’un cylindre circulaire, dans l’étude de Schwabe (Oudheusden, 2013). 

 

Toujours en utilisant le même type de technique de mesure, (Imaichi & Ohmi, 

1983) et (David, 1996) calculent le champ de pression à partir des champs de vitesse 

deux composantes autour d’un obstacle en intégrant les équations de Navier - Stokes. 

L’introduction de PIV numérique (Willert & Gharib, 1991)  et les applications 

liées au traitement des données numériques sont les conditions d’extraction de la 

pression à partir des données de vitesse PIV (Charonko, et al., 2010) ; (Auteri, et al., 

2015) ; (Azijli, et al., 2016). (Jakobsen, et al., 1997), (Jensen & Pedersen, 2004) ont 

utilisé des données PIV pour déterminer l’accélération et la pression dans le phénomène 
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d’ondes. (Liu & Katz, 2004) ont utilisé un système à deux caméras séparées par une 

polarisation orthogonale pour mesurer la pression instationnaire dans un écoulement de 

cavité. 

1.3.2 Contexte théorique 

B. W. van Oudheusden (Oudheusden, 2013) présente les différentes approches 

possibles pour calculer la pression à partir de mesures de champs.  

En considérant l’écoulement incompressible et en supposant que la densité et la 

viscosité du fluide sont des valeurs connues, l’équation de Navier - Stokes peut être 

utilisée pour calculer le gradient de pression à partir de l’équation de quantité de 

mouvement, en utilisant la vitesse instantanée u et le champ d'accélération : 

∇𝑝 = −𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
+ 𝜇∇2𝑢 (1.21) 

où 
𝐷𝑢

𝐷𝑡
 est l’accélération matérielle, à savoir l'accélération d'une particule de fluide,  sa 

masse volumique et  sa viscosité dynamique. 

La vue Eulérienne permet de calculer le terme d’accélération matérielle à partir 

de champs de vitesse calculée à des instants proches : 

𝐷𝑢

𝐷𝑡
=
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ (𝑢. ∇)𝑢 (1.22) 

La perspective Lagrangienne nécessite de suivre un groupe de particules dans 

son déplacement : 

𝐷𝑢

𝐷𝑡
=
𝑑𝑢𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑑𝑢(𝑥𝑖(𝑡), 𝑡)

𝑑𝑡
 (1.23) 

où 𝑥𝑖(𝑡) et 𝑢𝑖(𝑡) sont la position et la vitesse de la particule i à l’instant t. 

Comme approche alternative pour le calcul du champ de pression, on peut 

utiliser l’équation de Poisson pour la pression, qui est obtenue en prenant la divergence 

de l’équation (1.21) : 

∇2𝑝 = ∇. (∇𝑝) = ∇. (−𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
+ 𝜇∇2𝑢) (1.24) 

Après la substitution de l’équation (1.22), et sous l’hypothèse que le champ de 

vitesse  est à divergence nulle (écoulement incompressible), i.e. ∇. 𝑢 = 0 , on obtient : 

∇2𝑝 = −𝜌∇. (𝑢. ∇)𝑢 
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La détermination de la pression par la méthode PIV peut être divisée en trois 

étapes : 

- Acquisition des données de vitesse par PIV ; 

- Traitement des données de vitesse pour le calcul du gradient de pression ; 

- Calcul le champ de pression, par intégration spatiale du gradient de pression 

ou de l’équation de Poisson. 

Quelle que soit la méthode choisie, les étapes d’intégration sont des étapes 

sensibles à la qualité des données et le champ de pression est toujours obtenu à une 

constante près qu’il faudra essayer de fixer avec un point de référence. 

Depuis quelques années, les travaux de recherche se sont intensifiés dans ce 

domaine et dans le cadre d’un projet Européen NIOPLEX, plusieurs approches ont été 

nouvellement développées. Elles utilisent de façon générale les mêmes concepts 

(gradient de pression ou équation de Poisson) mais peuvent être résolues de façon 

différente en fonction également du type des données originales. 

Comme on peut le retrouver dans une étude comparative présentée par (Blinde, 

et al., 2016), des approches ont été développées pour utiliser des données résolues en 

temps de type PTV (données irrégulières) et d’autres pour des données résolues en 

temps de type PIV (données sur un maillage). Ces données volumiques résolues en 

temps sont obtenues par une simulation par ZDES derrière un culot. 

 

FIGURE 1. 21 Détail du maillage avec croquis de la géométrie (Blinde, et al., 2016). 
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FIGURE 1. 22 Vitesse moyenne (a) ; Pression moyenne (b) ; Intensité de turbulence (c) 

et RMS de fluctuations de pression normalisées (d) (Blinde, et al., 2016). 

 

Des méthodes basées sur l’intégration du gradient de pression par Fourier (FFA) 

(Huhn, et al., 2016), en résolvant une équation vitesse-vorticité à partir d’une méthode 

vortex (IVIC) (Schneiders & Scarano, 2016), en résolvant l’équation de Poisson sur des 

données irrégulières (Neeteson & Rival, 2015) sont comparées pour des données PTV et 

montrent des évaluations des champs de pression de grande qualité. De la même façon à 

partir de données PIV résolue en temps des méthodes de résolution de l’équation de 

Poisson en utilisant les approches Lagrangiennes (ILAG) (Jeon, et al., 2015) et 

Eulériennes (EUL) sont développées mais également des approches plus spécifiques à 

certains cas comme celles utilisant l’hypothèse de Taylor (TH) (Kat & 

Ganapathisubramani, 2012) ou encore la méthode des vortex basé sur un seul pas de 

temps (VOR). 

Les deux figures suivantes représentent les résultats comparatifs obtenus sur le 

coefficient de pression pour les différentes méthodes dans le cas de données PTV 

(FIGURE 1. 23) et dans le cas de données PIV (FIGURE 1. 24). Celles-ci font partie 

d’un cas test proposé par (Blinde, et al., 2016) s’appuyant sur une base de données 

volumiques résolues en temps obtenues par simulation numérique de grande qualité. 
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FIGURE 1. 23 Résultats et erreurs en appliquant des techniques de reconstruction 

basée sur des données PTV: champs reconstruits à gauche, erreur de reconstruction sur 

un instantané pour le plan central et RMS de l’erreur basé sur 50 champs reconstruits 

et sur l’ensemble des sections.  
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FIGURE 1. 24 Résultats et erreurs en appliquant des techniques de reconstruction 

basée sur des données PIV: champs reconstruits à gauche, erreur de reconstruction sur 

un instantané pour le plan central et RMS de l’erreur basé sur 50 champs reconstruits 

et sur l’ensemble des sections.   
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1.3.3 Les approches récentes de calcul de pression développées dans le 

laboratoire 

1. Méthode par intégration  (Tronchin, 2013) 

Le champ de pression est obtenu sur un maillage bidimensionnel  par intégration 

du gradient de pression sur le domaine de calcul. Le champ de gradient de pression est 

obtenu à partir des champs de vitesse absolus par l’équation de Navier-Stokes. 

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
= −𝜌(

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡
+∑𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

2

𝑗=1

) + 𝜇∑
𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
2

2

𝑗=1

 

Le champ de pression est calculé par intégration de manière itérative en 

imposant comme condition initiale un champ de pression nul. Lors de chaque itération, 

les valeurs du champ de pression sur le maillage sont modifiées en fonction des 

gradients de pression locaux et des valeurs locales du champ de pression de l’itération 

précédente. En notant n l’itération du calcul sur un nœud d’indices ij, les équations 

régissant l’algorithme se notent : 

𝑝𝑖𝑗
𝑛=0 = 0          ∀𝑖𝑗 

𝑝𝑖𝑗
𝑛+1 =

1

𝑆
(𝛿𝐴. 𝐴𝑖𝑗

𝑛 + 𝛿𝐵. 𝐵𝑖𝑗
𝑛 + 𝛿𝐶 . 𝐶𝑖𝑗

𝑛 + 𝛿𝐷 . 𝐷𝑖𝑗
𝑛) 

Avec :   𝑆 = 𝛿𝐴 + 𝛿𝐵 + 𝛿𝐶 + 𝛿𝐷 

 

𝐴𝑖𝑗
𝑛 = 𝑝(𝑖−1)𝑗

𝑛 + 𝛿𝑥

𝜕𝑝
𝜕𝑥
|
(𝑖−1)𝑗

+
𝜕𝑝
𝜕𝑥
|
𝑖𝑗

2
 

𝐵𝑖𝑗
𝑛 = 𝑝(𝑖+1)𝑗

𝑛 − 𝛿𝑥

𝜕𝑝
𝜕𝑥
|
(𝑖+1)𝑗

+
𝜕𝑝
𝜕𝑥
|
𝑖𝑗

2
 

𝐶𝑖𝑗
𝑛 = 𝑝𝑖(𝑗−1)

𝑛 + 𝛿𝑦

𝜕𝑝
𝜕𝑦
|
𝑖(𝑗−1)

+
𝜕𝑝
𝜕𝑦
|
𝑖𝑗

2
 

𝐷𝑖𝑗
𝑛 = 𝑝𝑖(𝑗+1)

𝑛 − 𝛿𝑦

𝜕𝑝
𝜕𝑦
|
𝑖(𝑗+1)

+
𝜕𝑝
𝜕𝑦
|
𝑖𝑗

2
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𝛿𝐴 = 1 si le point 𝑀(𝑖−1)𝑗 est situé dans le domaine D(t), (𝛿𝐴 = 0 sinon) 

𝛿𝐵 = 1 si le point 𝑀(𝑖+1)𝑗 est situé dans le domaine D(t), (𝛿𝐵 = 0 sinon) 

𝛿𝐶 = 1 si le point 𝑀𝑖(𝑗−1) est situé dans le domaine D(t), (𝛿𝐶 = 0 sinon) 

𝛿𝐷 = 1 si le point 𝑀𝑖(𝑗+1) est situé dans le domaine D(t), (𝛿𝐷 = 0 sinon) 

Le calcul du champ de pression dépend des valeurs locales des champs de 

vitesse par le biais du calcul du gradient de pression. Cette dépendance implique une 

sensibilité aux erreurs locales, et à leur propagation au fur et à mesure des itérations du 

processus de calcul. Pour limiter les erreurs dans le processus de calcul du champ de 

pression, T. Tronchin (Tronchin, et al., 2015) a découpé le domaine de calcul D en n 

sections (D0, D1, D2,…, Dn) en fonction de la fiabilité locale des données.  

D0 : représente la partie du domaine dans laquelle les données sont jugées 

les plus bruitées, généralement proches du profil. 

Dn : représente la partie du domaine dans laquelle les données sont jugées 

les plus fiables, généralement située où l’écoulement est le moins perturbé. 

On considère ici un point Mij comme appartenant à une zone comportant moins 

d’erreurs en comparant la norme de Frobenius du tenseur gradient de vitesse par rapport 

à la valeur moyenne de ce terme sur le domaine. 

‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿𝑉⃗ ‖
𝐹
= √∑∑(

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
)

22

𝑗=1

2

𝑖=1

 

Le calcul de la pression en chaque point appartenant à un sous-domaine Dn de D 

est effectué en excluant du calcul les sous-domaines Dk (k < n). De cette manière, la 

transmission de l’information sur le domaine d’intégration au cours des itérations se fait 

uniquement des parties Dn vers les parties Dk. Le calcul sur le sous-domaine Dn est donc 

effectué de manière séparée au reste du domaine D.  

La norme moyenne sur le domaine de calcul est déterminée, et les sous-parties 

Dk sont définies telles que : 

𝑀 ∈ 𝐷2 𝑠𝑖                               ‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖
𝐹𝑀
< 𝐿0‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖

𝐹

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

𝑀 ∈ 𝐷1𝑠𝑖 𝐿0‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖
𝐹

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ < ‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖
𝐹𝑀
< 𝐿1‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖

𝐹

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
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𝑀 ∈ 𝐷0 𝑠𝑖 𝐿1‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖
𝐹

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ < ‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖
𝐹𝑀
                                 

D2 : le sous-domaine où l’écoulement est le moins perturbé. 

D0 : le sous-domaine où l’écoulement est le plus bruité. 

L0, L1 : les paramètres réglables du filtre. 

‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖
𝐹𝑀

 : la norme du tenseur gradient de vitesse au point M. 

‖𝑔𝑟𝑎𝑑̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ 𝑉⃗ ‖
𝐹

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  : la norme moyenne sur le domaine de calcul des tenseurs 

gradients de vitesse. 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIGURE 1. 25 Les sous-domaines de calculs 

 

Dans son travail, T. Tronchin (Tronchin, 2013) a représenté la densité de 

probabilité d’erreur obtenue sur le calcul de champs de pression au cours d’une demi-

période (l’erreur est déterminée par comparaison aux données issues du calcul DNS). 

Les calculs sont effectués sans et avec application du filtre et en adoptant différentes 

valeurs pour les paramètres L0 et L1. 

Les champs de pression sont calculés pour différents instants au cours du 

mouvement du profil. La cinématique adoptée se caractérise par une phase 

d’accélération, une phase à vitesse constante, et une phase de décélération. L’évolution 

de l’écoulement à proximité du profil, sur le domaine de calcul du champ de pression, 

implique alors une variation temporelle de l’erreur obtenue. La (FIGURE 1. 27) 

représente l’évolution au cours d’une demi-période de l’erreur moyenne absolue sur le 

calcul des champs de pression. Les paramètres Li = {1; 5}. 
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FIGURE 1. 26 Densité de probabilité d’erreur obtenue sur le calcul de champs de 

pression sans et avec application du filtre, en adoptant différentes valeurs des 

paramètres Li du filtre lors de l’intégration du gradient de pression. 

 

 

FIGURE 1. 27 Erreurs moyennes absolues obtenues sur le calcul de champs de 

pression au cours d’une demi-période, sur le domaine D et les sous-domaines de 

calcul_Dk. 

Ces résultats suggèrent la nécessité d’adapter le filtre appliqué lors de 

l’intégration à chaque cas traité. Bien que cette méthode puisse être améliorée, les 

calculs suivants seront effectués en utilisant les paramètres Li = {1; 5}. Ces paramètres 

ne sont probablement pas optimaux, mais permettent néanmoins une réduction d’erreur 

moyenne d’environ 50%. 

La FIGURE 1. 28 représente la différence absolue entre la pression obtenue par 

DNS et la pression calculée par intégration, sans (à gauche) et avec (à droite) 

l’application du filtre lors de l’intégration du gradient de pression. 
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FIGURE 1. 28 Erreur absolue p obtenue sur le calcul d’un champ de pression à 

gauche et au milieu, et représentation des sous-domaines de calculs à droite. Les plans 

orthogonaux à l’envergure sont situés de 1 à 4 cordes de l’emplanture de haut en bas. 

 

2. Intégration séquentielle du gradient de pression par minimisation quadratique 

(Jeon, et al., 2015) 

Y.J. Jeon et al. (Jeon, et al., 2015) ont également utilisé une intégration 

séquentielle par rapport à des sous-domaines, c’est-à-dire, que le domaine d’intégration 

entier est divisé, afin d’empêcher la propagation d’erreur provenant des régions moins 

fiables à d’autres. De plus, ils ont amélioré cette technique en introduisant de nouveaux 

critères basés à la fois sur l’image du profil et la norme de Frobenius du tenseur de 

gradient de pression tenseur comme filtre de sélection des zones. 
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Dans la méthode de Y.J. Jeon (Jeon, et al., 2015), le domaine d’intégration est 

discrétisé en cinq sous-domaines: masked (Dmask), near-edge (D4), near-body (D3), wake 

(D2) and outer regions (D1), (FIGURE 1. 29). 

 

 

FIGURE 1. 29 Sous-domaines d'intégration de la méthode de Y.J. Jeon et al. 

 (Jeon, et al., 2015). 

 

Les points du maillage sont attribués à chaque sous-domaine en fonction de la 

fiabilité de la mesure locale. Tout d’abord, la région masquée Dmask est introduit à la fois 

pour exclure les points du maillage à l’intérieur de l’image du profil enregistrée et 

d’examiner l’effet de perspective. Étant donné que le gradient de pression à proximité 

des bords avant et arrière est imprécis en raison de grandes forces de scission, ils sont 

considérés comme appartenant au domaine le moins fiable D4 (le domaine circulaire 

d’un diamètre dedge). En outre, pour prendre en compte la possibilité d’une erreur dans 

un voisinage du profil, les points du maillage à l’intérieur d’une distance de dbody à 

partir de l’image du profil enregistré sont considérés comme étant la région proche du 

profil D3. Dans l’expérience TR-PIV, D4 et D3 sont définies avec dedge = 72 pixels et 

dbody= 44 pixels (= 4.5Δh) respectivement. 

Avec le sous-domaine D2, Y.J. Jeon (Jeon, et al., 2015) utilise la norme de 

Frobenius locale du tenseur gradient de pression sur le domaine de calcul est 

déterminée, et le sous-domaine D2 est définie telles que : 
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𝑀 ∈ 𝐷2 𝑠𝑖              ‖
∇𝑝̿̿̿̿

𝜌
 ‖
𝐹𝑀

= √∑∑(
𝜕(𝑝𝑖/𝜌)

𝜕𝑥𝑗
)

2

𝑗𝑖

≥ 0.005        [1/∆𝑡−2] 

Les sous-domaines discrétisées et les champs de gradient de pression 

correspondant sont ensuite livrés à la reconstruction séquentielle de moindre carré. 

Pour cela, une fonction de coût s est définie comme la somme au carré des 

différences entre le gradient de pression évalué par PIV et celui que l’on cherche à 

reconstruire pour un sous-domaine donné 

𝑠 = ∑|∇𝑝𝑃𝐼𝑉(𝑥) − ∇𝑝(𝑥)|

𝑥∈𝐷

 

Où ∇p𝑃𝐼𝑉 est le gradient de pression mesuré, ∇p est le gradient de pression 

reconstruit, x est la position du vecteur.  

La valeur de pression aux points de grille xg qui appartient à un certain domaine 

D  sont donc un ensemble que l’on peut regrouper sour la forme d’un vecteur p. 

𝑝 = 𝑣𝑒𝑐(𝑝) = {𝑝𝑛(𝑥𝑔,𝑛)}
𝑇
= [𝑝1(𝑥𝑔,1)𝑝2(𝑥𝑔,2)…𝑝𝑁(𝑥𝑔,𝑁)]

𝑇
 

Le gradient  de la pression pgrad à déterminer peut s’écrire sous la forme : 

𝑝𝑔𝑟𝑎𝑑 = 𝑣𝑒𝑐(∇𝑝) = 𝐺𝑝+𝑏 

Où b est la condition aux limites et G est la matrice gradient de taille  M × N, 

avec M le nombre de gradients à prendre en compte. G peut aussi être choisi comme un 

noyau pondéré ou lissé.  

Les champs de pression des sous-domaines plus fiables ont été utilisés comme 

conditions aux bords de Dirichlet pour reconstruire les champs de pression des 

prochains sous-domaines en intégrant successivement les domaines dans l’ordre 

suivant : D1  D2  D3  D4. 
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Résultats : 

 

(1) (2) (3) 

FIGURE 1. 30 Résultats obtenus par (Jeon, et al., 2015), avec le profil fixe NACA0015 

de corde c = 80mm, l’angle d'attaque  = 30°. 

La norme de Frobenius du gradient de pression (1), le champ de vitesse (2), le champ 

de pression (3). La ligne pointillée en bleue est la limite entre le sous-domaine D1 et les 

autres. 

1.4 Présentation de la méthode de calcul des efforts 

Dans cette section, nous présentons une méthode pour l’évaluation non-intrusive 

des efforts instationnaires. Dans la littérature, on retrouve des approches basées sur le 

bilan de quantité de mouvement (Noca, et al., 1997) ; (Kurtulus, et al., 2007), sur la 

vorticité impulsionnelle (Noca, et al., 1999) ; (Unal, et al., 1997), sur la circulation  

(Jardin, et al., 2009) ou encore des approches basées sur les écoulements moyens et le 

tenseur de Reynolds (Oudheusden, et al., 2007). 
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L’ensemble de ces méthodes a été développé pour pouvoir remonter aux efforts 

générés autour d’un profil fixe. 

Des études comparatives ont montré un bon accord entre les méthodes et donc 

nous travaillerons ici seulement sur l’approche par bilan de quantité de mouvement. 

A partir de la deuxième loi de Newton, l’équation utilisée pour le calcul des 

efforts 𝐹 (𝑡) transmis au profil s’écrit donc : 

𝐹 (𝑡) = −𝜌∭
𝜕𝑉⃗ 

𝜕𝑡
𝑑𝑉

𝑉

− 𝜌∬ (𝑉⃗ . 𝑛⃗ )
𝑆

𝑉⃗ 𝑑𝑆 −∬ 𝑝𝑛⃗ 𝑑𝑆
𝑆

+∬ 𝜏̿𝑛⃗ 
𝑆

𝑑𝑆 (1.25a) 

Où 

𝑛⃗  : la normale extérieure à la surface S 

𝜌 : la densité de fluide  

𝑉⃗  : le vecteur vitesse du fluide 

𝜏̿ : le tenseur des contraintes 

Dans le cas d’un volume de contrôle en mouvement, (David, et al., 2009) ont 

élaboré une formule pour déterminer l’effort 𝐹 (𝑡) qui tient compte de la vitesse du 

volume de contrôle : 

𝐹 (𝑡) = −𝜌∭
𝜕𝑉⃗ 

𝜕𝑡
𝑑𝑉

𝑉

− 𝜌∬ (𝑉⃗ . 𝑛⃗ )
𝑆

(𝑉⃗ − 𝑉⃗ 𝑠)𝑑𝑆 −∬ 𝑝𝑛⃗ 𝑑𝑆
𝑆

+∬ 𝜏̿𝑛⃗ 
𝑆

𝑑𝑆 (1.25b) 

Où 

𝑉⃗ 𝑠 : la vitesse du volume de contrôle. 

 

 

FIGURE 1. 31 Représentation du volume de contrôle utilisé pour l’équation de bilan de 

quantité de mouvement (David, et al., 2009). 
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Les deux premiers termes et le dernier terme sur le côté droit de l’équation 

(1.25) peuvent être obtenus expérimentalement à partir de mesures TR-PIV. Ils 

représentent respectivement la variation de quantité de mouvement au sein du volume 

de contrôle, la convection et l’effet des forces visqueuses sur la surface du volume de 

contrôle. Le calcul du terme de pression nécessite la connaissance du champ de pression 

relatif sur la surface extérieure du volume de contrôle, obtenu par intégration de son 

gradient (procédé décrit dans la section précédente). Pour des applications 2D, 

(Kurtulus, et al., 2007) intègrent la pression sur le contour entourant la surface de 

contrôle. Avec des mesures volumiques, (Tronchin, et al., 2015) utilisent pour le bilan 

de quantité de mouvement cette fois ci le volume et donc la pression a besoin d’être 

définie sur les surfaces complètes entourant le volume de contrôle. 

Dans notre travail, un modèle 2D est appliqué dans le domaine D et sur le bord 

S. Le terme de viscosité peut être ignoré si le volume de contrôle est suffisamment 

éloigné du corps. En utilisant 𝑛⃗ 𝑑𝑆 = [𝑑𝑦   − 𝑑𝑥]𝑇 et 𝐹 = [𝐷     𝐿]𝑇, où D (Drag force la 

force de traînée) et L (Lift force la force de portance) : 

[
𝐷
𝐿
] = −𝜌∬ [

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦

] + 𝜌∮ [
−𝑢2𝑑𝑦 +𝑢𝑣𝑑𝑥

−𝑢𝑣𝑑𝑦 +𝑣2𝑑𝑥
]

𝑆𝐷

+∮ [
−𝑝𝑑𝑦
𝑝𝑑𝑥

]
𝑆

 (1.26) 

L’évaluation les forces de traînée et de portance par les coefficients CD et CL est 

effectué comme suit : 

[
𝐶𝐷
𝐶𝐿
] =

[
 
 
 

𝐷

1/2𝜌𝑈∞2𝐻
𝐿

1/2𝜌𝑈∞2𝐻]
 
 
 

= [
𝐶𝐷𝑡
𝐶𝐿𝑡
] + [

𝐶𝐷𝑚
𝐶𝐿𝑚

] + [
𝐶𝐷𝑝
𝐶𝐿𝑝

] (1.27) 

𝑈∞ : La vitesse d’écoulement libre 

(t) : Le terme instationnaire 

(m) : Le terme convectif 

(p) : Le terme de pression 
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Conclusion 

Dans ce chapitre bibliographique, nous avons présenté certains thèmes liés à 

notre travail. Ils peuvent se résumer en quelques points suivants : 

- L’écoulement autour d’un profil oscillant a fait l’objet de plusieurs études 

expérimentales et numériques. Pour les études expérimentales, du fait du 

mouvement, des mesures embarquées sur le profil ou des mesures par des 

techniques optiques sont nécessaires pour caractériser les modifications de forces 

obtenues en fonction des fréquences d’oscillation. 

- La base de polynôme semble être un outil très efficace pour modéliser le 

mouvement. L'utilisation d’une représentation polynomiale facilite le  calcul 

intégral,  différentiel et l’interpolation. La base polynomiale est indépendante des 

caractéristiques physiques du mouvement et peut être calculée en amont.  

- A partir de mesures PIV résolues en temps, il semble aujourd’hui possible d’accéder 

à l’accélération matérielle et aux gradients de pression dans l’écoulement.  Ces 

données pour les écoulements instationnaires complexes sont une base pour la 

détermination de la pression statique de l’écoulement, en combinant le champ de 

vitesse mesuré avec les équations de l’écoulement. Le principe de la méthode repose 

essentiellement sur le fait que, pour les écoulements incompressibles, tous les 

termes cinématiques dans l’équation de mouvement peuvent être dérivés à partir des 

données du champ de vitesse, ce qui permet de calculer facilement  le gradient de 

pression. Ensuite, la pression peut être calculée soit à partir d’une intégration 

spatiale directe du gradient de pression, ou par l’intégration de l’équation de 

Poisson. 

- A partir de l’évaluation non-Intrusive du  champ des vitesses par la méthode optique 

de type PIV et en combinant avec l’équation de bilan de quantité de mouvement, 

nous avons aujourd’hui  la possibilité d’identifier les efforts sur des objets en 

mouvement dans un écoulement complexe.  
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L’objet de ce chapitre est de définir un certain nombre d’outils mathématiques 

permettant d’analyser et de reconstruire les champs de pression et les efforts sur un 

profil (en mouvement ou non) placé dans un écoulement fluide.  

L’ensemble de ce travail a pour base une approximation polynomiale du champ 

de vitesse fluide expérimental,  utilisant les polynômes de Legendre, et fait suite aux 

travaux de thèse de M. Druon (Druon, 2009). Ensuite, cette approximation polynomiale 

du champ de vitesse nous permet de calculer, en injectant ce nouveau champ dans 

l’équation de Navier - Stokes, un champ de gradient de pression polynomial que nous 

intégrons pour obtenir un champ de pression polynomial. Ce calcul, sera validé sur un 

cas test numérique, et ensuite sur un cas expérimental avec de nouvelles difficultés 

(restriction du domaine de départ, reconstruction du champ de pression par une méthode 

d’intégration séquentielle développée par Y.J. Jeon (Jeon, et al., 2015). Enfin, la 

dernière partie de ce chapitre est consacrée à l’estimation des efforts de portance et 

traînée sur le profil, en effectuant un bilan de quantité de mouvement (Kurtulus, et al., 

2007), (Jardin, et al., 2009) sur un volume de contrôle judicieusement choisi. La 

particularité de cette dernière partie sera d’utiliser le caractère polynomial pour faire des 

calculs et obtenir des expressions quasi analytiques. 

Nous nous limitons à des champs à deux dimensions spatiales, bien que la 

généralisation à la troisième dimension ne présente pas pour ce chapitre de difficultés 

majeures.  

2.1 Approximation du champ de vitesse d’un écoulement fluide 

par polynômes orthogonaux 

 La famille de polynômes orthogonaux que nous utilisons est la famille des 

polynômes de Legendre. L’intérêt des polynômes de Legendre est de travailler en 

coordonnées cartésiennes sur une fenêtre de donnée rectangulaire, et de mettre un poids 

identique en chaque point et donc sur chaque vecteur vitesse de la fenêtre. De plus, la 

fonction de poids {𝜔(𝑥1, 𝑥2) = 1} simplifie considérablement les équations permettant 

de calculer les coefficients de projection, ce qui diminue les temps de calcul et de 

reconstruction.  

Nous commençons ce paragraphe par un rappel de quelques propriétés sur la 

famille des polynômes de Legendre.  
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2.1.1 Les polynômes de Legendre 1D et 2D 

2.1.1.1 Définition des polynômes de Legendre 1D 

Les polynômes de Legendre (1752-1833) sont des polynômes orthogonaux1 sur 

l’intervalle [−1,+1], qui prennent la valeur +1 au point +1. Si Pn est le polynôme de 

Legendre de degré n et Pm est le polynôme de Legendre de degré m, on a : 

∫ 𝑃𝑛(𝑥)𝑃𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0           𝑠𝑖 𝑛 ≠ 𝑚
+1

−1

 (2.1) 

∫ (𝑃𝑛(𝑥))
2
𝑑𝑥 =

2

(2𝑛 + 1)
 

+1

−1

 (2.2) 

On en déduit aisément que si Qp est un polynôme de degré p < n alors 

∫ 𝑃𝑛(𝑥)𝑄𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 0 
+1

−1

 

et les deux premiers polynômes : 

𝑃0(𝑥) = 1 (2.3) 

𝑃1(𝑥) = 𝑥 (2.4) 

 

Les polynômes de Legendre peuvent être obtenus grâce à la formule de 

Rodriguès (1794-1851) : 

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2 − 1)𝑛 (2.5) 

 

2.1.1.2 Relation de récurrence à trois polynômes consécutifs  

On a la formule de récurrence de Bonnet : 

(𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) − (2𝑛 + 1)𝑥𝑃𝑛(𝑥) + 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥) = 0 (2.6) 

Cette expression, avec les deux premiers polynômes (2.3) et (2.4), permet 

d’obtenir la famille complète des polynômes 

 2

2

1
( ) (3 1)

2
P x x     

                                                 
1
 Dans son travail, Martin DRUON, appelle polynômes de Legendre les polynômes normalisés. 
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3

3

1
( ) (5 3 )

2
P x x x    

4 2

4

1
( ) (35 30 3)

8
P x x x     

… 

 

2.1.1.3 Relation de récurrence et polynômes dérivés  

Plusieurs relations de récurrence font intervenir des dérivées 

𝑃𝑛
′(𝑥) = 𝑥𝑃𝑛−1

′ (𝑥) + 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥) (2.7) 

𝑛𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥𝑃𝑛
′(𝑥) − 𝑃𝑛−1

′ (𝑥)        𝑛 ≠ 0 (2.8) 

Ou encore en combinant 

(2𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝑥) = 𝑃𝑛+1
′ (𝑥) − 𝑃𝑛−1

′ (𝑥)       𝑛 ≠ 0 (2.9) 

D’où les expressions des polynômes dérivés en fonction des polynômes initiaux. 

𝑃2𝑛
′ (𝑥) = ∑(4𝑘 − 1)𝑃2𝑘−1(𝑥)

𝑛

𝑘=1

        𝑛 ≥ 1 (2.10) 

𝑃2𝑛+1
′ (𝑥) = ∑(4𝑘 + 1)𝑃2𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

 (2.11) 

 

2.1.1.4 Approximation polynomiale d’une fonction 𝒇(𝒙) 

 Soit une fonction 𝑓(𝑥) continue par morceaux sur l’intervalle [−1,+1], on va 

projeter la fonction sur l’espace vectoriel des polynômes de degré ≤ n. 

En d’autres termes, on cherche le polynôme de degré ≤ n, noté 𝑓𝑛, qui minimise 

la fonctionnelle 𝑄 ⟼ ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑄(𝑥))2𝑑𝑥
+1

−1
 où Q est un polynôme de degré ≤ n. 

On a alors : 

𝑓𝑛(𝑥) = ∑𝛼𝑘𝑃𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

 (2.12) 
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où 𝑃𝑘(𝑥) est le polynôme de Legendre de degré k  et 𝛼𝑘 le coefficient de projection est 

égal à : 

𝛼𝑘 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑃𝑘(𝑥)𝑑𝑥
+1

−1

∫ 𝑃𝑘
2(𝑥)𝑑𝑥

+1

−1

 (2.13) 

 

2.1.1.5 Les polynômes de Legendre 2D  

 Les polynômes de Legendre 2D de degré n sont des polynômes orthogonaux sur 

[−1,+1] × [−1,+1] définis par : 

𝑃𝑖𝑗(𝑥, 𝑦) =  𝑃𝑖(𝑥)𝑃𝑗(𝑦) ;                   𝑖 +  𝑗 = 𝑛 

Les 𝑃𝑖(𝑥) et 𝑃𝑗(𝑦) étant les polynômes de Legendre 1D. 

Soit une fonction 𝑢(𝑥, 𝑦) continue par morceaux sur [−1, +1] × [−1,+1], on va 

projeter la fonction sur l’espace vectoriel des polynômes de degré ≤ n.  

En d’autres termes, on cherche le polynôme de degré ≤ n, noté 𝑢𝑛, qui minimise 

la fonctionnelle 𝑄 ⟼ ∬ (𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑄(𝑥, 𝑦))2𝑑𝑥𝑑𝑦
+1

−1
 où Q est un polynôme de degré ≤ 

n. 

On a alors : 

𝑢𝑛(𝑥, 𝑦) =∑∑𝑢𝑖𝑗𝑃𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 (2.14) 

où les coefficients de projections sont donnés par la formule : 

𝑢𝑖𝑗 =
∬ 𝑢(𝑥, 𝑦)𝑃𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
+1

−1

∬ 𝑃𝑖𝑗
2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

+1

−1

 (2.15) 

Ces résultats se généralisent au cas 3D. 

 

2.1.2 Approximation polynomiale du champ de vitesse d’un écoulement 

fluide 

Les résultats de cette parties sont développés dans les travaux de thèse de M. 

Druon (Druon, 2009) nous en donnons un bref aperçu en l’adaptant à notre étude.  
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Nous considérons notre domaine d’observation ou/et de vitesses mesurées, 

représenté par une fenêtre rectangulaire, Ω = [0, 𝑙] × [0, 𝐿]  de point générique 𝑚 de 

coordonnées (𝑥, 𝑦). En effectuant un changement d’échelle (ie ; changement de 

coordonnées affines) nous transformons notre fenêtre Ω en une fenêtre normalisée 

𝑆 = [−1,+1] × [−1, +1] de point générique 𝑀 de coordonnées (𝑋, 𝑌). 

Dans notre cas, on a le changement simple suivant : 

𝑋 =
2

𝑙
𝑥 − 1;                    𝑌 =

2

𝐿
𝑦 − 1 

 

FIGURE 2. 1 La fenêtre d’observation et la fenêtre normalisée. 

 

Par la suite, nous noterons en minuscule les grandeurs se rattachant à la fenêtre 

d’observation (le domaine physique), et en majuscule les mêmes grandeurs dans la 

fenêtre normalisée.  

Par exemple, le champ des vitesses observées dans Ω : (𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) va se 

transformer dans 𝑆 en (𝑈(𝑋, 𝑌), 𝑉(𝑋, 𝑌)) , où le point 𝑀(𝑋, 𝑌) est l’image du point 

𝑚(𝑥, 𝑦) avec 𝑈(𝑋, 𝑌) = 𝑢(𝑥, 𝑦) et 𝑉(𝑋, 𝑌) = 𝑣(𝑥, 𝑦). 

C’est ce dernier champ que nous approximons, en utilisant les polynômes de 

Legendre, par un champ polynomiale de degré 𝑛, suivant le schéma ci-dessous 

(FIGURE 2. 2) dû à M. Druon (Druon, 2009). 

Un des intérêts d’utiliser une représentation polynomiale est simplement que la 

base (orthogonale) de projection ne dépend que de la géométrie de la fenêtre 

d’observation et non des caractéristiques physiques de l’écoulement. Elle est construite 

et stockée, indépendamment de l’observation. 

-1

x

y

-1

1

1

X

Y

l

L 0

0
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FIGURE 2. 2 : Processus utilisé pour la modélisation et la reconstruction d’un champ 

de déplacement. 

 

On obtient alors, pour chaque instant, pour une approximation de degré n : 

𝑈𝑛(𝑋, 𝑌, 𝑡) =∑∑𝑈𝑖𝑗(𝑡)𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 (2.16) 

𝑉𝑛(𝑋, 𝑌, 𝑡) =∑∑𝑉𝑖𝑗(𝑡)𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 (2.17) 

où la famille 𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌) est la base orthogonale des polynômes de Legendre de degré n, et 

les 𝑈𝑖𝑗(𝑡), 𝑉𝑖𝑗(𝑡)  sont les coefficients de projection associés. 

Les coefficients de projection sont obtenus grâce aux calculs des intégrales 

suivantes : 

𝑈𝑖𝑗(𝑡) =
∬ 𝑈(𝑋, 𝑌, 𝑡)𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)𝑑𝑋𝑑𝑌𝑆

∬ 𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)𝑑𝑋𝑑𝑌𝑆

 

𝑉𝑖𝑗(𝑡) =
∬ 𝑉(𝑋, 𝑌, 𝑡)𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)𝑑𝑋𝑑𝑌𝑆

∬ 𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)𝑑𝑋𝑑𝑌𝑆
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Par exemple, pour fixer les idées, pour  la base de degré 𝑛 =  2, on a : 

𝑈2(𝑋, 𝑌, 𝑡) = ∑∑𝑈𝑖𝑗(𝑡)𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)

2−𝑖

𝑗=0

2

𝑖=0

 

𝑉2(𝑋, 𝑌, 𝑡) = ∑∑𝑉𝑖𝑗(𝑡)𝑃𝑖𝑗(𝑋, 𝑌)

2−𝑖

𝑗=0

2

𝑖=0

 

Qui s’écrit sous forme développée : 

𝑈2(𝑡) = 𝑈00(𝑡). 𝑃00 + 𝑈01(𝑡). 𝑃01 + 𝑈02(𝑡). 𝑃02 + 𝑈10(𝑡). 𝑃10 + 𝑈11(𝑡). 𝑃11 + 𝑈20(𝑡). 𝑃20 

𝑉2(𝑡) = 𝑉00(𝑡). 𝑃00 + 𝑉01(𝑡). 𝑃01 + 𝑉02(𝑡). 𝑃02 + 𝑉10(𝑡). 𝑃10 + 𝑉11(𝑡). 𝑃11 + 𝑉20(𝑡). 𝑃20 

avec les 6 éléments de base:  𝑃00 =
1

2
;  𝑃01 =

√3

2
𝑌; 𝑃02 =

√5

4
(3𝑌2 − 1); 

    𝑃10 =
√3

2
𝑋; 𝑃11 =

3

2
𝑋𝑌; 𝑃20 =

√5

4
(3𝑋2 − 1) 

Avant de reconstruire le champ de pression, nous nous intéresserons à la 

reconstruction polynomiale de deux champs de vitesses fluides. Le premier en 

reconstruisant des données simulées numériquement, et le deuxième, en reconstruisant 

un champ expérimental. Cela fait l’objet des deux paragraphes suivants. 

 

2.1.3 Reconstructions polynomiales 

Pour les deux champs de vitesse tests étudiés dans ce paragraphe, nous avons 

considéré des champs avec une difficulté supplémentaire, la présence d’un profil dans le 

milieu fluide qui va créer une non régularité des valeurs mesurées ou observées. Ceci en 

prévision du calcul des efforts sur un profil développé à la fin de ce chapitre. Les profils 

sont immobiles, une vitesse nulle est mise aux points internes au profil. 

 

2.1.3.1 Reconstruction d’un champ simulé numériquement 

Notre cas test est le cas d’un profil NACA0012 mis en incidence à 45° dans un 

écoulement. Le calcul a été fait en utilisant le code de calcul Star CCM
+
 9 avec 

résolution directe de équations de Navier - Stokes par une méthode de volume finis (le 

maillage est celui utilisé dans le cadre de la thèse de T. Jardin (Jardin, 2009). 
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FIGURE 2. 3 : Le profil dans l’air, angle d’attaque 45°. 

Nous avons les caractéristiques suivantes: 

- 𝑐 =  1 𝑚 ;  𝑈 =  1 𝑚/𝑠 ;   =  1 𝑘𝑔/𝑚3 ;   =  0.001 𝑚2/𝑠  

- Nombre de Reynolds de l’écoulement :  𝑅𝑒 =
𝑈.𝑐

𝜈
= 1000 

- Angle d’attaque = 45° 

- Et le domaine de calcul est rectangulaire 𝑙 =  3,26𝑚;  𝐿 =  2,34𝑚. 

Pour chaque instant, nous conservons dans un fichier les valeurs du vecteur 

vitesse ainsi que les valeurs de pression en 164 × 118 points espacés régulièrement 

avec ∆𝑥 = ∆𝑦 = 0,02𝑚. 

Nous disposons ainsi de 200 fichiers séquencés tous les 𝑡 =  0.02 𝑠 

1. Reconstruction du champ de  vitesse  polynomiale sur l’ensemble du domaine  

Nous obtenons alors 200 champs simulés, avec par exemple pour les quatre 

instants, T1 50 (le fichier 00050.dat) ; T2 100 (le fichier 00100.dat) ; T3 150 (le fichier 

00150.dat) ; T4 200 (le fichier 00200.dat), les résultats issus de la simulation numérique 

sont les suivants : 

 

Champ de vitesses simulé T1 50 

 

Champ de vitesses simulé T2 100 

45°

cU
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Champ de vitesses simulé T3 150 

 

Champ de vitesses simulé T4 200 

FIGURE 2.4 Les champs de vitesses simulés. 

 

En utilisant la méthode développée au paragraphe précédent à chaque instant, 

nous obtenons 200 champs de vitesse polynomiaux. Par exemple, à l’instant T1 50 et 

pour différents degrés polynomiaux (d 5, d 10, d 15, d 20, d 25), nous obtenons les 

résultats suivants : 

 

Champ de vitesses simulé T1 50 

 

Reconstruction polynomiale d 5 

 

Reconstruction polynomiale d 10 

 

Reconstruction polynomiale d 15 



 

 

- 56 - 

 

 

Reconstruction polynomiale d 20 

 

Reconstruction polynomiale d 25 

 

FIGURE 2.5 Les reconstructions sur l’ensemble du domaine pour l’instant T1 50. 

 

Et pour les instants T2 100, T3 150, T4 200 avec un degré polynomial de 25 : 

 

Champ de vitesses simulé T2 100 

 

Reconstruction polynomiale T2 100 d 25 

 

Champ de vitesses simulé T3 150 

 

Reconstruction polynomiale T3 150 d 25 
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Champ de vitesses simulé T4 200 

 

Reconstruction polynomiale T4 200 d 25 

FIGURE 2. 6  Les reconstructions sur l’ensemble du domaine pour l’instant T2 100, 

T3 150 et T4 200. 

 

Ces premières reconstructions permettent de mettre en évidence la 

reconnaissance, grâce à l’approche polynomiale, des différentes structures présentes 

dans l’écoulement, et ceci à partir d’un degré polynomial de l’ordre de 15, avec de plus 

en plus de précision lorsque le degré augmente. Nous observons aussi une mauvaise 

reconstruction dans la zone proche profil, les polynômes ayant tendances à lisser les 

valeurs mesurées. Nous n’avons pas pu tester des degrés supérieurs car la famille 

polynomiale alors construite avait de forts défauts d’orthogonalité, ce qui entravaient 

une bonne reconstruction. 

Pour s’affranchir des problèmes de reconstruction liés à la présence du profil, 

nous allons étudier dans le paragraphe suivant des sous domaines hors profil.  

2. La reconstruction  sur des sous-domaines fluide sans profil 

Dans ce paragraphe, on isole une partie du champ pour mieux représenter 

l’écoulement et s’affranchir du profil en faisant une sélection partielle du champ (dans 

le fichier originel simulé). 

Nous choisissons deux sous-domaines sans profil inclus (appelés respectivement 

crop1 et crop2), du fichier 00050.dat correspondant à l’instant T1 50. Ces deux sous-

domaines sont présentés dans la figure ci-dessous : 
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FIGURE 2.7 Les sous-domaines fluides sans profil. 

La taille du crop1 : 69 × 49 points 

La taille du crop2 : 78 × 58 points 

En utilisant la même méthode de reconstruction que précédemment, à l’instant 

T1 50 et pour différents degrés polynomiaux (d 5, d 10, d 15, d 20, d 25), nous obtenons 

les résultats suivants : 

Pour le sous-domaine « crop1 »  

 

Crop1 simulé 

 

Crop1 reconstruit d 5 

 

Crop1 reconstruit d 10 

 

Crop1 reconstruit d 15 



 

 

- 59 - 

 

 

Crop1 reconstruit d 20 

 

Crop1 reconstruit d 25 

FIGURE 2.8 La reconstruction du champ de vitesse sur le sous-domaine « crop1 ». 

 

Contrairement au cas du domaine complet avec profil, nous observons une 

bonne reconstruction, en tout point du domaine, du champ de vitesses dès le degré 15.  

Nous traçons, ci-dessous,  l’évolution de l’erreur moyenne en fonction du degré 

de l’approximation. Elle converge jusqu’au degré 25 et ensuite les défauts 

d’orthogonalité de la famille de polynômes la fait diverger rapidement. 

 

 

FIGURE 2.9 Évolution de l’erreur moyenne de vitesses en valeur absolue du sous-

domaine « crop1 » en fonction du degré de l’approximation polynomiale. 
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Pour le sous-domaine « crop2 », nous observons les mêmes résultats : 

 

 

Crop2  simulé 

 

Crop2 reconstruit  d 5 

 

Crop2 reconstruit  d 10 

 

Crop2 reconstruit  d 15 

 

Crop2 reconstruit  d 20 

 

Crop2 reconstruit  d 25 

FIGURE 2.10 La reconstruction du champ de vitesse sur le sous-domaine « crop2 ». 
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FIGURE 2.11 Évolution de l’erreur moyenne de vitesses en valeur absolue du sous-

domaine « crop2 » en fonction du degré de l’approximation polynomiale. 

 

2.1.3.2 Reconstruction d’un champ expérimental 

Notre deuxième cas test est le cas d’un profil NACA0012 mis en incidence à 30° 

dans l’eau. Les valeurs du champ de vitesses ont été obtenues expérimentalement par  

R. Leroux (Leroux, 2012). (FIGURE 2. 12) 

Pour la mesure 2D-2C PIV, R. Leroux (Leroux, 2012) a utilisé un profil 

NACA0012 en résine transparente dans une veine carrée de largeur 160mm. Les 

dimensions du profil sont de 60mm pour la longueur de la corde et de 160mm pour 

l’envergure. Les angles d’attaque peuvent être réglés à : 0° ; 10° ; 15° ; 20° et 30°. Le 

nombre de Reynolds Re = 1000.  

La source Laser est de type Nd-YAG de la marque Quantel pulsé qui possède 

une énergie de 2120mJ et deux cavités indépendantes. L’intervalle de temps t entre 

les deux flashs laser est adapté en fonction de la vitesse de l’écoulement considéré (t = 

78 ms pour Re = 1000). Le dispositif est équipé d’une caméra Pulnix Dual tap 

Accupixel disposant d’un capteur 2048×2048 pixels. L’ensemencement est effectué 

avec des particules polyamide de diamètre moyen 15µm et de masse volumique  = 

1,06g/cm
3
. 
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(a) (b) (c) 

FIGURE 2. 12 Photo d’ensemble du dispositif expérimental (a), veine hydrodynamique 

(b), profil NACA 0012 incliné ici à 20° (c) (Leroux, 2012). 

 

 

 

FIGURE 2. 13 Le profil dans l’eau, angle d’attaque 30° 

 

Dans le cas où l’angle d’attaque = 30°, nous avons les caractéristiques suivantes: 

𝑅𝑒 =
𝑈. 𝑐

𝜈
= 1000 

Avec : c = 60mm ;  = 10
-6

kg/mm
3 

;  = 1mm
2
/s  U = 16,667mm/s 

Et le domaine de mesure est rectangulaire :  

𝑙 = 211,955𝑚𝑚 ;  𝐿 =  105,978𝑚𝑚. 

Pour chaque instant, nous conservons dans un fichier les valeurs du vecteur 

vitesse  en 233 × 117 points espacés régulièrement avec ∆𝑥 = ∆𝑦 = 0,9136𝑚𝑚 

Nous disposons ainsi de 101 fichiers séquencés tous les 𝑡 =  0.07813 𝑠. 

30°
c

U
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1. Reconstruction du champ de vitesse polynomiale sur l’ensemble du domaine  

Les résultats et les conclusions étant identiques à celles du premier cas test 

simulé, on ne donnera comme exemple qu’un seul instant T (correspondant au  fichier 

de données VEL_0000010.dat) et seulement les degrés d’approximation 20 et 25. 

 

 

Champ de vitesse expérimental 

 

Champ de vitesse reconstruit avec un degré 20. 

 

Champ de vitesse reconstruit avec un degré 25. 

FIGURE 2.14 Les reconstructions sur l’ensemble du domaine à l’instant T. 
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2. La reconstruction  sur un sous-domaine fluide sans profil 

De même que  pour les données simulées, pour les données expérimentales nous 

extrayons un sous-domaine sans profil en 133 × 72 points (issu du fichier 

VEL_0000010.dat), illustré par  la figure ci-dessous : 

 

 

FIGURE 2. 15 Le sous-domaine sans profil 

 

Et les reconstructions polynomiales en degré 20 et 25 

 

Champ de vitesse expérimental sur le domaine sans profil 

 

Champ de vitesse reconstruit avec un degré 20 
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Champ de vitesse reconstruit avec un degré 25 

FIGURE 2. 16 Approximations du champ de vitesse dans le sous-domaine pour les 

degrés 20 et 25. 

  

Après avoir reconstruit les champs de vitesse par une approximation 

polynomiale, nous allons utiliser ces dernières pour obtenir un champ de gradient de 

pression polynomiale. Ceci nous permettra de calculer un champ de pression, ce qui fait 

l’objet du prochain paragraphe. 

2.2 Méthode de calcul du champ de pression 

L’étude se fera en 2D sur un domaine rectangulaire [0, 𝑙] × [0, 𝐿].  

En utilisant la première partie, la décomposition polynomiale du champ de 

vitesse de l’écoulement fluide, le champ de vitesse fluide 𝑉⃗ = (𝑈𝑛, 𝑉𝑛) sur le domaine 

normalisé [−1, +1] × [−1,+1] est approximé par le champ polynomial de degré n, par 

un changement d’échelle, on obtient dans le domaine physique (ou domaine 

d’observation). 

Nous rappelons que nous notons en minuscule les grandeurs se rattachant à la 

fenêtre d’observation (le domaine physique), et en majuscule les mêmes grandeurs dans 

le domaine normalisé des polynômes de Legendre. 

𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) =∑∑𝑢𝑖𝑗(𝑡)𝑥
𝑖𝑦𝑗

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 (2.18) 

𝑣𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) =∑∑𝑣𝑖𝑗(𝑡)𝑥
𝑖𝑦𝑗

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 (2.19) 
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où les coefficients de projection 𝑢𝑖𝑗(𝑡) et 𝑣𝑖𝑗(𝑡) peuvent aussi être polynomiaux (pour 

chaque instant t). 

En remplaçant le champ de vitesse fluide par son approximation polynomiale 

dans l’équation de Navier - Stokes : 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= −𝜌 [

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑛
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑥

+ 𝑣𝑛
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑦

− 𝜈 (
𝜕2𝑢𝑛
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑛
𝜕𝑦2

)] (2.20) 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= −𝜌 [

𝜕𝑣𝑛
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑛
𝜕𝑣𝑛
𝜕𝑥

+ 𝑣𝑛
𝜕𝑣𝑛
𝜕𝑦

− 𝜈 (
𝜕2𝑣𝑛
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣𝑛
𝜕𝑦2

)] (2.21) 

On obtient un champ de gradient de pression polynomial, où on peut exprimer 

chaque partie analytiquement de la façon suivante : 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑡

=
𝜕(∑ ∑ 𝑢𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑡
 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑥

=
𝜕(∑ ∑ 𝑢𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑥
=∑∑𝑖𝑢𝑖𝑗𝑥

𝑖−1𝑦𝑗
𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=1

 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑦

=
𝜕(∑ ∑ 𝑢𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑦
=∑∑𝑗𝑢𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗−1
𝑛−1

𝑗=1

𝑛

𝑖=0

 

𝜕2𝑢𝑛
𝜕𝑥2

=
𝜕2(∑ ∑ 𝑢𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑥2
=∑∑𝑖(𝑖 − 1)𝑢𝑖𝑗𝑥

𝑖−2𝑦𝑗
𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=2

 

𝜕2𝑢𝑛
𝜕𝑦2

=
𝜕2(∑ ∑ 𝑢𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑦2
=∑∑𝑗(𝑗 − 1)𝑢𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗−2
𝑛−𝑖

𝑗=2

𝑛

𝑖=0

 

De même : 

𝜕𝑣𝑛
𝜕𝑡

=
𝜕(∑ ∑ 𝑣𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑡
 

𝜕𝑣𝑛
𝜕𝑥

=
𝜕(∑ ∑ 𝑣𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑥
=∑∑𝑖𝑣𝑖𝑗𝑥

𝑖−1𝑦𝑗
𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=1

 

𝜕𝑣𝑛
𝜕𝑦

=
𝜕(∑ ∑ 𝑣𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑦
=∑∑𝑗𝑣𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗−1
𝑛−1

𝑗=1

𝑛

𝑖=0
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𝜕2𝑣𝑛
𝜕𝑥2

=
𝜕2(∑ ∑ 𝑣𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑥2
=∑∑𝑖(𝑖 − 1)𝑣𝑖𝑗𝑥

𝑖−2𝑦𝑗
𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=2

 

𝜕2𝑣𝑛
𝜕𝑦2

=
𝜕2(∑ ∑ 𝑣𝑖𝑗(𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑗𝑛−𝑖
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 )

𝜕𝑦2
=∑∑𝑗(𝑗 − 1)𝑣𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗−2
𝑛−𝑖

𝑗=2

𝑛

𝑖=0

 

 

Que l’on peut mettre sous la forme condensée : 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=∑∑𝑝𝑖𝑗

1 (𝑡)

𝑁−𝑖

𝑗=0

𝑁

𝑖=0

𝑥𝑖𝑦𝑗 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=∑∑𝑝𝑖𝑗

2 (𝑡)

𝑁−𝑗

𝑖=0

𝑁

𝑗=0

𝑥𝑖𝑦𝑗  

où N = 2n - 1. 

Où les coefficients polynomiaux sont donnés par les expressions : 

 𝑝00
1 = −𝜌 [

𝜕𝑢00
𝜕𝑡

+ (𝑢00𝑢10 + 𝑣00𝑢10) − 2𝜈(𝑢20 + 𝑢02)]  

 𝑝00
2 = −𝜌 [

𝜕𝑣00
𝜕𝑡

+ (𝑢00𝑣10 + 𝑣00𝑣10) − 2𝜈(𝑣20 + 𝑣02)]  

et pour 0 < 𝑖 + 𝑗 ≤ 2𝑛 − 1 ;  0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖 ;  0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑗 : 

𝑝𝑖𝑗
1 = −𝜌 [

𝜕𝑢𝑖𝑗

𝜕𝑡
+ ∑ ((𝑖 − 𝑘 + 1)𝑢𝑘𝑙𝑢(𝑖−𝑘+1)(𝑗−𝑙) + (𝑗 − 𝑙 + 1)𝑣𝑘𝑙𝑢(𝑖−𝑘)(𝑗−𝑙+1)) −𝑘,𝑙

𝜈 ((𝑖 + 2)(𝑖 + 1)𝑢(𝑖+2)𝑗 + (𝑗 + 2)(𝑗 + 1)𝑢𝑖(𝑗+2))]      

𝑝𝑖𝑗
2 = −𝜌 [

𝜕𝑣𝑖𝑗

𝜕𝑡
+ ∑ ((𝑖 − 𝑘 + 1)𝑢𝑘𝑙𝑣(𝑖−𝑘+1)(𝑗−𝑙) + (𝑗 − 𝑙 + 1)𝑣𝑘𝑙𝑣(𝑖−𝑘)(𝑗−𝑙+1)) −𝑘,𝑙

𝜈 ((𝑖 + 2)(𝑖 + 1)𝑣(𝑖+2)𝑗 + (𝑗 + 2)(𝑗 + 1)𝑣𝑖(𝑗+2))]   

    

Remarque importante : On peut se limiter à travailler dans le domaine normalisé 

de Legendre [−1,+1] × [−1,+1]. C’est la démarche que nous avons suivi 

numériquement. 
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En utilisant le changement d’échelle : 

𝑋 =
2

𝑙
𝑥 − 1;                    𝑌 =

2

𝐿
𝑦 − 1 

On a alors les formules 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=
𝜕𝑝

𝜕𝑋

𝜕𝑋

𝜕𝑥
=
2

𝑙

𝜕𝑝

𝜕𝑋
;                    

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=
𝜕𝑝

𝜕𝑌

𝜕𝑌

𝜕𝑦
=
2

𝐿

𝜕𝑝

𝜕𝑌
 

qui permettent en les injectant dans l’équation de Navier - Stokes d’obtenir un champ 

vectoriel dans le domaine normalisé: 

𝜕𝑝

𝜕𝑋
= −𝜌

𝑙

2
[
𝜕𝑈𝑛
𝜕𝑡

+
2

𝑙
𝑈𝑛
𝜕𝑈𝑛
𝜕𝑋

+
2

𝐿
𝑉𝑛
𝜕𝑈𝑛
𝜕𝑌

− 𝜈 (
4

𝑙2
𝜕2𝑈𝑛
𝜕𝑋2

+
4

𝐿2
𝜕2𝑈𝑛
𝜕𝑌2

)] (2.22) 

𝜕𝑝

𝜕𝑌
= −𝜌

𝐿

2
[
𝜕𝑉𝑛
𝜕𝑡
+
2

𝑙
𝑈𝑛
𝜕𝑉𝑛
𝜕𝑋

+
2

𝐿
𝑉𝑛
𝜕𝑉𝑛
𝜕𝑌

− 𝜈 (
4

𝑙2
𝜕2𝑉𝑛
𝜕𝑋2

+
4

𝐿2
𝜕2𝑉𝑛
𝜕𝑌2

)] (2.23) 

l est la largeur de la fenêtre d’observation. 

L est la hauteur de la fenêtre d’observation. 

 est la masse volumique du fluide. 

 est la viscosité cinématique du fluide. 

Nous utilisons cinq instants consécutifs pour calculer le champ de gradient de 

pression. Par exemple, nous avons cinq champs de vecteurs consécutifs aux temps t1; t2; 

t3; t4; t5; l’étape de temps entre deux champs consécutifs est t. Le champ de gradient 

de pression à l’instant t3 est calculé comme suit: 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= −𝜌 [

𝑈𝑛(𝑡5) − 𝑈𝑛(𝑡1)

4 ∗ ∆𝑡
+
2

𝑙
𝑈𝑛(𝑡3)

𝜕𝑈𝑛(𝑡3)

𝜕𝑋
+
2

𝐿
𝑉𝑛(𝑡3)

𝜕𝑈𝑛(𝑡3)

𝜕𝑌

− 𝜈 (
4

𝑙2
𝜕2𝑈𝑛(𝑡3)

𝜕𝑋2
+
4

𝐿2
𝜕2𝑈𝑛(𝑡3)

𝜕𝑌2
)] 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= −𝜌 [

𝑉𝑛(𝑡5) − 𝑉𝑛(𝑡1)

4 ∗ ∆𝑡
+
2

𝑙
𝑈𝑛(𝑡3)

𝜕𝑉𝑛(𝑡3)

𝜕𝑋
+
2

𝐿
𝑉𝑛(𝑡3)

𝜕𝑉𝑛(𝑡3)

𝜕𝑌

− 𝜈 (
4

𝑙2
𝜕2𝑉𝑛(𝑡3)

𝜕𝑋2
+
4

𝐿2
𝜕2𝑉𝑛(𝑡3)

𝜕𝑌2
)] 
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que l’on met sous la forme : 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=∑∑𝑝𝑖𝑗

′1(𝑡)

𝑁−𝑖

𝑗=0

𝑁

𝑖=0

𝑋𝑖𝑌𝑗  (2.24) 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=∑∑𝑝𝑖𝑗

′2(𝑡)

𝑁−𝑗

𝑖=0

𝑁

𝑗=0

𝑋𝑖𝑌𝑗 (2.25) 

Les coefficients 𝑝𝑖𝑗
′1(𝑡) et 𝑝𝑖𝑗

′2(𝑡) s’expriment en fonctions des coefficients 𝑈𝑖𝑗(𝑡) 

et 𝑉𝑖𝑗(𝑡). 

Il reste alors à refaire un changement de variable pour obtenir l’expression du 

gradient de pression polynomial dans le domaine physique: 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=∑∑𝑝𝑖𝑗

1 (𝑡)

𝑁−𝑖

𝑗=0

𝑁

𝑖=0

𝑥𝑖𝑦𝑗 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=∑∑𝑝𝑖𝑗

2 (𝑡)

𝑁−𝑗

𝑖=0

𝑁

𝑗=0

𝑥𝑖𝑦𝑗  

 

2.2.1 Reconstruction du champ de pression par intégration polynomiale 

On cherche alors le champ de pression p tel que : 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=∑∑𝑝𝑖𝑗

1 (𝑡)𝑥𝑖𝑦𝑗
𝑁−𝑖

𝑗=0

𝑁

𝑖=0

 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=∑∑𝑝𝑖𝑗

2 (𝑡)𝑥𝑖𝑦𝑗
𝑁−𝑖

𝑗=0

𝑁

𝑖=0

 

Malheureusement, ce champ vectoriel polynomial a peu de chance d’être un 

champ de gradient, il n’est pas de rotationnel nul dans la plupart des cas. Nous allons 

donc intégrer par rapport à x, intégrer par rapport à y et faire la moyenne. 

L’intégration par rapport à x nous donne: 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) =∑∑
1

𝑖 + 1
𝑝𝑖𝑗
1 (𝑡)𝑥𝑖+1𝑦𝑗

𝑁−𝑖

𝑗=0

+∑
1

𝑗 + 1
𝑝0𝑗
2 (𝑡)𝑦𝑗+1

𝑁

𝑗=0

+ 𝑝0

𝑁

𝑖=0
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En intégrant par rapport à y, on peut aussi écrire : 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑
1

𝑗 + 1
𝑝𝑖𝑗
2 (𝑡)𝑥𝑖𝑦𝑗+1

𝑁−𝑗

𝑖=0

+∑
1

𝑖 + 1
𝑝𝑖0
1 (𝑡)𝑥𝑖+1

𝑁

𝑖=0

+ 𝑝0

𝑁

𝑗=0

 

Ce qui permet d’obtenir la formule d’un champ de pression « moyen » en 

utilisant directement les formules (2.22), (2.23), (2.24), (2.25): 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

2
(∑∑

1

𝑖 + 1
𝑝𝑖𝑗
1 (𝑡)𝑥𝑖+1𝑦𝑗

𝑁−𝑖

𝑗=0

+∑
1

𝑗 + 1
𝑝0𝑗
2 (𝑡)𝑦𝑗+1

𝑁

𝑗=0

𝑁

𝑖=0

+∑∑
1

𝑗 + 1
𝑝𝑖𝑗
2 (𝑡)𝑥𝑖𝑦𝑗+1

𝑁−𝑗

𝑖=0

+∑
1

𝑖 + 1
𝑝𝑖0
1 (𝑡)𝑥𝑖+1

𝑁

𝑖=0

𝑁

𝑗=0

) + 𝑝0 

 

2.2.1.1  Le calcul du champ de pression polynomial (cas simulé 

numériquement) 

1. Le champ de gradient pression 

Pour le calcul nous prendrons l’approximation du champ de vitesse polynomiale 

de degré 25, et nous nous limiterons à l’instant T1 50. 

Dans le cas du domaine entier, nous obtenons les gradients de pression présentés 

en FIGURE 2. 17 : 

 

 

Grad pression simulé (dPx) 

 

Grad pression reconstruit (dPx) d25 
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Grad pression simulé (dPy) 

 

Grad pression reconstruit (dPy) d25 

FIGURE 2. 17 Reconstruction du champ de gradient pression sur le domaine entier. 

 

Dans le  sous-domaine sans profil « crop1 » du fichier 00050.dat, on obtient : 

 

crop 1 : grad pression simulé (dPx) 

 

crop 1 : grad pression reconstruit (dPx) d25 

 

crop 1 : grad pression simulé (dPy) 

 

crop 1 : grad pression reconstruit (dPy) d25 

FIGURE 2. 18 reconstruction du champ de gradient pression sur le sous-domaine 

« crop1 ». 
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Dans  le sous-domaine sans profil « crop2 » du fichier 00050.dat, on obtient: 

 

crop 2 : grad pression simulé (dPx) 

 

crop 2 : grad pression reconstruit (dPx) d25 

 

crop 2 : grad pression simulé (dPy) 

 

crop 2 : grad pression reconstruit (dPy) d25 

FIGURE 2. 19 Les résultats du champ de gradient pression sur le sous-domaine 

« crop2 ». 

 

On observe une bonne approximation du champ de gradient de pression pour 

l’ensemble des domaines fluides hors profil. 

2. Le champ de pression polynomial  pour le cas simulé numériquement 

Nous calculons le champ de pression par la méthode d’intégration polynomiale 

« moyenne » développée au paragraphe 2.2.1 : 

Pour l’ensemble du domaine on obtient : 
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Champ de pression simulé T1 50 

 

Champ de pression reconstruit T1 50 d25 

FIGURE 2. 20 La reconstruction du champ de pression sur le domaine entier. 

 

Sur les sous-domaines sans profil  crop1 et crop2 du fichier 00050.dat, on 

obtient : 

 

Crop1  

 

Champ de pression simulé 

 

Champ de pression reconstruit d25 

Crop2  

 

Champ de pression simulé 

 

Champ de pression reconstruit d25 

FIGURE 2. 21 La reconstruction du champ de pression sur les sous-domaines sans 

profil (Crop1 et Crop2). 
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L’approximation polynomiale de degré 25 permet de reconstruire le champ de 

pression pour les deux sous-domaines sans profil dans le cas de données 2D simulées 

numériquement. 

 

2.2.1.2 Le calcul du champ de pression polynomial (cas expérimental) 

1. Le champ de gradient de pression 

Sur le domaine complet, on obtient pour le champ de gradient pression 

polynomial de degrés 20 et 25: 

 

gradient pression expérimental dPx 

 

gradient pression expérimental dPy 

 

gradient pression reconstruit dPx d20 

 

gradient pression reconstruit dPy d20 

 

gradient pression reconstruit dPx d25 

 

gradient pression reconstruit dPy d25 

FIGURE 2. 22 La reconstruction du champ de gradient pression sur tout le domaine (d 

20 et d 25). 
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Le champ de gradient de pression est fortement lissé par son approximation 

polynomiale, et les zones sont bien respectées sauf au voisinage proche du profil (ce qui 

était déjà le cas pour le champ de vitesse) 

Dans le sous-domaine sans profil, nous construisons le champ de gradient de 

pression polynomial pour les degrés d’approximation 20 et 25 

Les observations sont identiques aux précédentes (le domaine avec profil) avec 

une meilleure définition des zones.  

 

 

gradient pression expérimental dPx 

 

gradient pression expérimental dPy 

 

gradient pression reconstruit dPx d20 

 

gradient pression reconstruit dPy d20 

 

gradient pression reconstruit dPx d25 

 

gradient pression reconstruit dPy d25 

FIGURE 2. 23 La reconstruction du champ de gradient pression sur un sous-domaine 

sans profil. 

 

2. Le champ de pression polynomial  pour le cas expérimental 

Nous calculons, à nouveau, le champ de pression par la méthode d’intégration 

polynomiale « moyenne » développée au paragraphe 2.2.1 : 
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Pour l’ensemble du domaine on obtient : 

 

Champ de pression reconstruit d20 

 

Champ de pression reconstruit d25 

FIGURE 2. 24 La reconstruction du champ de pression sur tout le domaine (d 20 et 25) 

 

Sur le sous-domaine sans profil  du fichier VEL_0000010.dat on obtient : 

 

Champ de pression reconstruit d20 

 

Champ de pression reconstruit d25 

FIGURE 2. 25 Le champ de pression polynomial sur le sous-domaine. 

 

Malgré des champs de gradients de pression acceptables dans le cas  

expérimental, la méthode d’intégration moyenne polynomiale du champ de gradient de 

pression ne permet pas d’obtenir une bonne approximation du champ de pression sur le 

cas expérimental étudié ce qui n’était pas le cas du champ numérique.  

Pour tenter de palier à ce problème, nous allons donc utiliser dans le prochain 

paragraphe la méthode développée par T. Tronchin (Tronchin, 2013) et par Y.J Jeon 

(Jeon, et al., 2015) au sein de l’équipe Hydée (cf. chapitre 1.3.3), pour reconstruire par 

intégration directe séquentielle et minimisation quadratique, le champ de pression à 

partir d’un champ de gradient de pression. 
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2.2.2 Reconstruction du champ de pression par une méthode d’intégration 

séquentielle et de minimisation quadratique du gradient de pression 

La méthode de reconstruction utilisée dans ce paragraphe est la méthode 

d’intégration séquentielle et de minimisation quadratique (Jeon, et al., 2015)  présentée 

dans le chapitre 1 paragraphe 1.3.3. 

Par exemple, avec le champ de gradient de pression polynomial calculé par les 

formules (2.24) et (2.25), la méthode d’intégration séquentielle pour calculer le champ 

de pression donne les résultats suivants : 

Le cas simulé numériquement  

 

Champ de pression simulé T1 50 

 

Champ de pression reconstruit T1 50 d20 

 

Champ de pression reconstruit T1 50 d25 

FIGURE 2. 26 Les champs de pression par intégration directe séquentielle 

Le cas expérimental 

Dans ce cas, nous calculerons le coefficient de pression Cp, pour pouvoir 

comparer nos résultats à ceux obtenus par la méthode « FTEE + Sequential 

Integration » (Jeon, et al., 2015), développée dans l’équipe: 

𝐶𝑝 =
𝑝 − 𝑝∞
1
2𝜌𝑢∞

2
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Pour comparer, nous donnons le résultat de la méthode « FTEE + Sequential 

Integration » (Jeon, et al., 2015) (FIGURE 2. 28). 

 

Champ de pression reconstruit T1 10 d20 

 

Champ de pression reconstruit T1 10 d25 

FIGURE 2. 27 Les champs de pression par la méthode de Y.J. Jeon (Jeon, et al., 2015). 

 

FTEE : Fluid Trajectory Evaluation based on Ensemble-averaged Cross-correlation 

FIGURE 2. 28 Le champ de pression par la méthode « FTEE + Sequential 

Integration » (Jeon, et al., 2015). 
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On peut  voir que, les résultats du champ de pression entre les deux méthodes 

sont assez identiques. 

Les résultats obtenus à partir des gradients de pression polynomiaux de degré 25 

sont satisfaisants ce qui engage à utiliser la méthode de reconstruction intégration 

directe et séquentielle  couplée avec la méthode polynomiale pour obtenir les gradients 

de pression, aussi bien dans un domaine sans obstacle que dans un domaine avec 

obstacle. 

Par la suite nous utiliserons une approximation polynomiale de ce champ de 

pression sur le domaine complet pour calculer les efforts sur le profil. 

2.3 Méthode de calcul des efforts 

Cette section est consacrée à l’estimation des efforts de portance et traînée sur le 

profil en effectuant un bilan de quantité de mouvement (Kurtulus, et al., 2007) ; (Jardin, 

et al., 2009) sur un volume de contrôle judicieusement choisi. La particularité de cette 

dernière partie sera d’utiliser le caractère polynomial pour faire des calculs et obtenir 

des expressions quasi analytiques. 

Les mouvements éventuels du profil (indéformable) étant des oscillations autour 

d’un point situé au quart avant du profil, nous choisissons comme domaine de bilan de 

quantité de mouvement le domaine 𝐷(𝑡) = (𝐷0(𝑡) − 𝑝𝑟𝑜𝑓𝑖𝑙(𝑡)) (FIGURE 2. 29). Le 

domaine 𝐷0(𝑡) étant un disque de rayon strictement supérieur à k*c, où c est la longueur 

de corde du profil pour que le bord extérieur soit dans le milieu fluide. 

 

FIGURE 2. 29 Le domaine utilisé pour l’équation de bilan de quantité de mouvement. 

C

D(t)

Df (t)

3/4 C

D(t)
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Les mouvements de notre domaine de contrôle seront les mouvements du profil. 

C’est-à-dire, un mouvement de solide rigide d’oscillation autour du centre du disque. 

Pour obtenir les équations donnant les efforts sur le profil, nous partons de 

l’équation de Navier - Stokes incompressible que nous intégrons sur le domaine 𝐷(𝑡). 

(en notant 𝑣  la vitesse fluide) 

𝑑𝑖𝑣 𝑣 = 0 

𝜌( ∬
𝜕𝑣 

𝜕𝑡
+ (𝑣 . grad 𝑣 )  𝑑𝑆

𝐷(𝑡)

) = − ∬grad 𝑝 𝑑𝑆

𝐷(𝑡)

+ 𝜈 ∬Δ 𝑣 𝑑𝑆

𝐷(𝑡)

 

Cette dernière équation devient : en notant 𝜕𝐷(𝑡) le bord du domaine et 𝑛⃗  la 

normale extérieure sortante 

𝜌( ∬
𝜕𝑣 

𝜕𝑡
𝑑𝑆 + ∬(𝑣 . 𝑛⃗ )𝑣   𝑑𝑙 

𝜕𝐷(𝑡)𝐷(𝑡)

) = − ∬ 𝑝 𝑛⃗  𝑑𝑙

𝜕𝐷(𝑡)

+ 𝜈 ∬ grad 𝑣  . 𝑛⃗  𝑑𝑙

𝜕𝐷(𝑡)

 

 

Si on note 𝑤⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑡) le champ de vitesse du domaine 𝐷(𝑡) on a : 

∬
𝜕𝑣 

𝜕𝑡
𝑑𝑆

𝐷(𝑡)

=
𝑑

𝑑𝑡
∬𝑣 𝑑𝑆

𝐷(𝑡)

− ∬(𝑤⃗⃗ . 𝑛⃗ )𝑣   𝑑𝑙 

𝜕𝐷(𝑡)

 

En décomposant le bord du domaine en la partie fluide extérieure 𝜕𝐷𝑓(𝑡) et 

l’interface avec le profil 𝜕𝐷𝑝𝑟(𝑡) et en utilisant les diverses conditions aux limites : 

𝑣 − 𝑤⃗⃗ = 0 sur 𝜕𝐷𝑝𝑟(𝑡) 

𝑤⃗⃗ . 𝑛⃗ = 0 sur 𝜕𝐷𝑓(𝑡) (cette dernière condition est due aux mouvements 

d’oscillation étudiés et au choix de 𝐷(𝑡)). 

On obtient alors l’équation donnant les efforts sur le profil 𝐹  

𝐹 (𝑡) = −𝜌
𝑑

𝑑𝑡
∬𝑣 𝑑𝑆

𝐷(𝑡)⏟        
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒

− 𝜌 ∫ 𝑣 (𝑣 . 𝑛⃗ )𝑑𝑙

𝜕𝐷𝑓(𝑡)⏟          
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓

− ∫ 𝑝. 𝑛⃗ 𝑑𝑙

𝜕𝐷𝑓(𝑡)⏟      
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛

+ 𝜈 ∫ grad 𝑣 . 𝑛⃗ 𝑑𝑙

𝜕𝐷𝑓(𝑡)⏟            
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑡é

 
(2.26) 

où      𝐹 (𝑡) = ∬ 𝑝 𝑛⃗  𝑑𝑙
𝜕𝐷𝑝𝑟(𝑡)

− 𝜈∬ grad 𝑣  . 𝑛⃗  𝑑𝑙
𝜕𝐷𝑝𝑟(𝑡)
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Par la suite, nous poserons : 

𝐹 (𝑡) = −𝜌𝐹 1(𝑡) − 𝜌𝐹 2(𝑡) − 𝐹 3(𝑡) + 𝜈𝐹 4(𝑡) (2.27) 

Ou bien encore : 

𝐹𝑥(𝑡) = −𝜌𝐹1𝑥(𝑡) − 𝜌𝐹2𝑥(𝑡) − 𝐹3𝑥(𝑡) + 𝜈𝐹4𝑥(𝑡) 

𝐹𝑦(𝑡) = −𝜌𝐹1𝑦(𝑡) − 𝜌𝐹2𝑦(𝑡) − 𝐹3𝑦(𝑡) + 𝜈𝐹4𝑦(𝑡) 

où   𝐹 1 : le terme instationnaire ;  𝐹 2 : le terme convectif 

𝐹 3 : le terme de pression ;  𝐹 4 : le terme de viscosité 

 

FIGURE 2. 30 Le nouveau système de coordonnées. 

  

Pour estimer l’ensemble de ces termes, nous allons utiliser les approximations 

polynomiales de degré n obtenus dans les paragraphes précédents. Mais pour pouvoir 

mener les calculs analytiquement, nous faisons un nouveau changement de coordonnées 

(FIGURE 2. 30) en posant : 

𝑥∗ = 𝑥 − 𝑥0;          𝑦
∗ = 𝑦 − 𝑦0 

où le point (𝑥0, 𝑦0) est le centre de rotation du profil. 

Nous obtenons de nouveaux polynômes d’approximation : 

𝑣 𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡);    𝑝𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡) etc… 

 

C

D(t)

Df (t)

x

y

y*

x*

x0

y0
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2.3.1 Calcul du terme instationnaire 

L’approximation polynomiale étant définie sur tout le disque 𝐷0(𝑡), nous 

estimerons le terme instationnaire 

𝐹 1 = 
𝑑

𝑑𝑡
∬𝑣 𝑑𝑆

𝐷(𝑡)

 

par 

𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝑣 𝑛𝑑𝑆

𝐷0(𝑡)

−
𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝑤⃗⃗ 𝑑𝑆

𝑝𝑟𝑜𝑓𝑖𝑙(𝑡)

 

où encore comme le profil est animé d’un mouvement de solide rigide : 

𝐹 1 =
𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝑣 𝑛𝑑𝑆

𝐷0(𝑡)

− Γ (𝐺𝑝𝑟) 

où Γ (𝐺𝑝𝑟) est l’accélération du centre d’inertie du profil. 

Nous calculons le terme instationnaire comme suit : 

𝐹 1(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
∬𝑣 𝑑𝑆

𝐷(𝑡)

{
  
 

  
 
𝐹1𝑥(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝑢𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡)𝑑𝑥∗𝑑𝑦∗

𝐷0(𝑡)

− Γx = 𝐹1𝑥
′ (𝑡) − Γx

𝐹1𝑦(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝑣𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡)𝑑𝑥∗𝑑𝑦∗

𝐷0(𝑡)

− Γy = 𝐹1𝑦
′ (𝑡) − Γy

 (2.28) 

où le calcul de 𝐹1𝑥
′ (𝑡) s’effectue de la manière suivante : 

𝐹1𝑥
′ (𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝑢𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡)𝑑𝑥∗𝑑𝑦∗

𝐷0(𝑡)

=
𝑑

𝑑𝑡
∑∑𝑎𝑖𝑗(𝑡)

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∬𝑥∗𝑖𝑦∗𝑗𝑑𝑥∗𝑑𝑦∗

𝐷0(𝑡)

 

Avec le domaine circulaire D(t) (𝑥∗ = 𝑟. 𝑐𝑜𝑠𝜃;   𝑦∗ = 𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜃), on a : 

𝐹1𝑥
′ (𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
∑∑𝑎𝑖𝑗(𝑡)

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∫ ∫(𝑟. 𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑖(𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑟. 𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑅

0

2𝜋

0

 

𝐹1𝑥
′ (𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
∑∑𝑎𝑖𝑗(𝑡)

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

𝑅𝑖+𝑗+2

𝑖 + 𝑗 + 2
∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑑𝜃

2𝜋

0

 (2.29) 
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De la même façon : 

𝐹′1𝑦(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝑣𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡)𝑑𝑥∗𝑑𝑦∗

𝐷0(𝑡)

 

𝐹1𝑦
′ (𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
∑∑𝑏𝑖𝑗(𝑡)

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

𝑅𝑖+𝑗+2

𝑖 + 𝑗 + 2
∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑑𝜃

2𝜋

0

 (2.30) 

𝑎𝑖𝑗(𝑡) 𝑒𝑡 𝑏𝑖𝑗(𝑡) sont des coefficients de champ de vitesse 𝑢𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡)𝑒𝑡 𝑣𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡) 

Pour calculer le terme instationnaire, nous utilisons cinq champs consécutifs. Par 

exemple, nous avons cinq champs de vecteurs consécutifs aux temps t1; t2; t3; t4; t5; Le 

terme instationnaire de t3 est calculé comme suit: 

𝐹1𝑥
′ (𝑡3) =

𝐹1𝑥
′ (𝑡5) − 𝐹1𝑥

′ (𝑡1)

4 ∗ ∆𝑡
 

𝐹1𝑦
′ (𝑡3) =

𝐹1𝑦
′ (𝑡5) − 𝐹1𝑦

′ (𝑡1)

4 ∗ ∆𝑡
 

2.3.2 Calcul du terme convectif 

𝐹 2(𝑡) = ∫ 𝑣 (𝑣 . 𝑛⃗ )𝑑𝑙

𝜕𝐷𝑓(𝑡)

= ∫ 𝑣 [(𝑣 ). 𝑛⃗ ]𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

 

Avec un domaine circulaire, le vecteur normal extérieur au bord est 𝑛⃗ =

{𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑠𝑖𝑛𝜃} 

𝐹 2(𝑡) =

{
  
 

  
 
𝐹2𝑥(𝑡) = ∫ 𝑢𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡). [𝑢𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡). 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑣𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡). 𝑠𝑖𝑛𝜃]𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

𝐹2𝑦(𝑡) = ∫ 𝑣𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡). [𝑢𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡). 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑣𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡). 𝑠𝑖𝑛𝜃]𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

 (2.31) 

Après le changement, on a : 

𝐹2𝑥(𝑡) = ∑∑ 𝑅𝑖+𝑗+1 [𝑐𝑖𝑗(𝑡)∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑖+1(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑑𝜃

2𝜋

0

+ 𝑑𝑖𝑗(𝑡)∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗+1𝑑𝜃

2𝜋

0

]

2𝑛−𝑖

𝑗=0

2𝑛

𝑖=0

 (2.32) 

𝐹2𝑦(𝑡) = ∑∑ 𝑅𝑖+𝑗+1
2𝑛−𝑖

𝑗=0

2𝑛

𝑖=0

[𝑑𝑖𝑗(𝑡)∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑖+1(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑑𝜃

2𝜋

0

+ 𝑒𝑖𝑗(𝑡)∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗+1𝑑𝜃

2𝜋

0

] (2.33) 
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𝑐𝑖𝑗(𝑡) est le coefficient de champ de 𝑢𝑛
2  

𝑑𝑖𝑗(𝑡) est le coefficient de champ de 𝑢𝑛. 𝑣𝑛 

𝑒𝑖𝑗(𝑡) est le coefficient de champ de 𝑣𝑛
2 

 

2.3.3 Calcul du terme de pression 

𝐹 3(𝑡) = ∫ 𝑝. 𝑛⃗ 𝑑𝑙

𝜕𝐷𝑓(𝑡)

= ∫ 𝑝. 𝑛⃗ 𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

=

{
 
 

 
 
𝐹3𝑥(𝑡) = ∫ 𝑝𝑛 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

𝐹3𝑦(𝑡) = ∫𝑝𝑛 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑅𝑑𝜃

2

0

 (2.34) 

𝐹3𝑥(𝑡) = ∫ 𝑝 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

=∑∑𝑝𝑖𝑗(𝑡)𝑅
𝑖+𝑗+1

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑖+1(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑑𝜃

2𝜋

0

 (2.35) 

𝐹3𝑦(𝑡) = ∫ 𝑝 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

=∑∑𝑝𝑖𝑗(𝑡)𝑅
𝑖+𝑗+1

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗+1𝑑𝜃

2𝜋

0

 (2.36) 

𝑝𝑖𝑗(𝑡) est le coefficient de champ de pression 𝑝𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡) 

2.3.4 Calcul du terme de viscosité 

𝐹 4(𝑡) = ∫ grad 𝑣 . 𝑛⃗ 𝑑𝑙 =

𝜕𝐷𝑓(𝑡)

 

=

{
 
 

 
 
𝐹4𝑥(𝑡) = ∫ (

𝜕𝑢𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡)

𝜕𝑥∗
𝑐𝑜𝑠𝜃 +

𝜕𝑢𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡)

𝜕𝑦∗
𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

𝐹4𝑦(𝑡) = ∫ (
𝜕𝑣𝑛(𝑥

∗, 𝑦∗, 𝑡)

𝜕𝑥∗
𝑐𝑜𝑠𝜃 +

𝜕𝑣𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡)

𝜕𝑦∗
𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

 

(2.37) 

𝜕𝑢𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡)

𝜕𝑥∗
=∑∑𝑖. 𝑎𝑖𝑗(𝑡). 𝑥

∗𝑖−1

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

. 𝑦∗𝑗 =∑∑𝑖. 𝑎𝑖𝑗(𝑡). (𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑖−1. (𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

𝜕𝑢𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡)

𝜕𝑦∗
=∑∑𝑗. 𝑎𝑖𝑗(𝑡). 𝑥

∗𝑖

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

. 𝑦∗𝑗−1 =∑∑𝑗. 𝑎𝑖𝑗(𝑡). (𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑖. (𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗−1

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0
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𝜕𝑣𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡)

𝜕𝑥∗
=∑∑𝑖. 𝑏𝑖𝑗(𝑡). 𝑥

∗𝑖−1

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

. 𝑦∗𝑗 =∑∑𝑖. 𝑏𝑖𝑗(𝑡). (𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑖−1. (𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

𝜕𝑣𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑡)

𝜕𝑦∗
=∑∑𝑗. 𝑏𝑖𝑗(𝑡). 𝑥

∗𝑖

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

. 𝑦∗𝑗−1 =∑∑𝑗. 𝑏𝑖𝑗(𝑡). (𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑖. (𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗−1

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

Par la suite, on a: 

𝐹4𝑥(𝑡) =∑∑(𝑖 + 𝑗). 𝑎𝑖𝑗(𝑡). 𝑅
𝑖+𝑗−1

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑑𝜃

2𝜋

0

 (2.38) 

𝐹4𝑦(𝑡) =∑∑(𝑖 + 𝑗). 𝑏𝑖𝑗(𝑡). 𝑅
𝑖+𝑗−1

𝑛−𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑑𝜃

2𝜋

0

 (2.39) 

Dans toutes les formules précédentes, apparaît l’intégrale : 

𝐼(𝑖, 𝑗) = ∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑗𝑑𝜃

2𝜋

0

 

Par intégration par parties successives, on obtient : 

Si 𝑖 ou 𝑗 est impair  𝐼(𝑖, 𝑗) = 0 (2.40) 

Si i et j sont pairs (on pose : i=2m ; j = 2n ;  m, n = 0, 1, 2, 3, …), on a : 

𝐼(𝑖, 𝑗) = 𝐼(2𝑚, 2𝑛) = ∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑚(𝑠𝑖𝑛𝜃)2𝑛𝑑𝜃 =

2𝜋

0

 

=
(2𝑛 − 1) × (2𝑛 − 3) × (2𝑛 − 5) × …× (2𝑛 − (2𝑛 − 1)) × (2𝑚 + 2𝑛)!

(2𝑚 + 1) × (2𝑚 + 3) × (2𝑚 + 5) × …× (2𝑚 + (2𝑛 − 1)) × 2(2𝑚+2𝑛−1) × (𝑚 + 𝑛)! × (𝑚 + 𝑛)!
 (2.41) 

Ce qui nous permet de calculer complètement les efforts sur le profil 

2.3.5 Les résultats avec le profil fixe 

Dans nos deux cas test, le profil est immobile, le terme instationnaire 𝐹 1(𝑡) est 

égal à 𝐹 1
′(𝑡) (l’accélération du centre d’inertie du profil étant nulle) et nous choisissons 

le milieu de la corde c (c = 1m) comme centre de notre disque de contrôle. (FIGURE 2. 

31). 
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FIGURE 2. 31 Le domaine de contrôle dans le cas du profil fixe. 

 

1. Calcul en approchant directement le  champ de pression original 

Dans ce cas, nous disposons de la valeur des efforts sur le profil ainsi que du 

champ de pression calculé. Ce dernier champ va nous permettre d’avoir des valeurs de 

références pour le terme de pression. Grâce à la méthode de projection polynomiale, 

développée dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous approximons ce champ de 

pression original par un polynôme de degré 25 pour calculer le terme de pression 𝐹 3(𝑡). 

Nous présentons ci-dessous le résultat du calcul des efforts  pour différents 

rayons des domaines de contrôle (0,6m ; 0,7m ; 0,8m et 0,9m), que nous comparons aux 

calculs des efforts simulés originaux (FIGURE 2. 32). Ainsi que l’apport de chaque 

terme d’efforts  𝜌𝐹 1(𝑡), 𝜌𝐹 2(𝑡), 𝐹 3(𝑡), 𝜈𝐹 4(𝑡) à l’effort global (on se limitera à 𝑅 =

0,8m) (FIGURE 2. 33). 
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R = 0,6 m ; degré 25 

 

R = 0,7 m; degré 25 
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R = 0,8 m; degré 25 

 

R = 0,9 m; degré 25 

FIGURE 2. 32 Les résultats du calcul des efforts avec le champ de pression originale. 
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FIGURE 2. 33 Apport de chaque terme d’efforts à R=0,8m 

 

La viscosité de l’air étant très faible, le terme de viscosité F4  0, les termes 

restants affectent grandement la valeur d’effort F, en particulier les termes de pression 

F3 et convectif F2. 

 

2. Calcul en utilisant le champ de pression reconstruit à partir des champs de vitesses 

polynomiaux 

A partir des champs de vitesses polynomiaux reconstruits, nous calculons les 

champs de gradient de pression polynomiaux par l’équation de Navier - Stokes. Et par 

la méthode d’intégration séquentielle nous reconstruisons le champ de pression sur 

l’ensemble du domaine. Enfin nous projetons ce champ de pression obtenu sur l’espace 

des polynômes de degré 25 pour obtenir un champ de pression polynomiale pour 

calculer le terme de pression 𝐹 3(𝑡). Les autres termes étant inchangés par rapport au 

calcul précédent. 

Nous présentons ci-dessous les résultats du calcul des efforts pour différents 

rayons des domaines de contrôle  (0,6m ; 0,7m ; 0,8m et 0,9m), que nous comparons 

aux calculs des efforts simulés originaux. Nous comparons aussi les deux termes de 

pressions obtenus (à partir du champ de pression original et du champ intégré) 

(FIGURE 2. 34). 
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R = 0,6 m; degré 25 

 

R = 0,7 m; degré 25 
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R = 0,8 m ; degré 25 

 

R = 0,9 m; degré 25 

FIGURE 2. 34 Les résultats du calcul des efforts avec le champ de pression 

reconstruction. 

 

Avec des données numériques, on peut voir que les résultats obtenus sont 

proches des originaux et indépendants du rayon du volume de contrôle. 
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Conclusion 

 

- La méthode des polynômes orthogonaux permet une bonne approximation du 

champ de vitesse (en particulier avec les domaines sans profil).  

- L’intérêt d’utiliser une représentation polynomiale est simplement que la base 

(orthogonale) de projection ne dépend que de la géométrie de la fenêtre 

d’observation et non des caractéristiques physiques de l’écoulement. 

- Le champ de gradient de pression est obtenu par dérivation des polynômes à 

partir de l'équation de Navier-Stokes combinés avec la méthode d'intégration 

séquentielle et de minimisation quadratique. la combinaison de ces deux 

méthodes semble une alternative prometteuse pour le calcul des champs de 

pression dans un écoulement complexe et le calcul des efforts sur un profil 

d’aile. 

- Le domaine de contrôle circulaire est adapté au  cas du profil oscillant et devra 

être modifié pour d’autres types de mouvement. 

- La méthode peut être facilement étendue pour le cas 3D. 
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Dans ce chapitre, nous présentons le montage expérimental utilisé pour nos 

essais ainsi que le dispositif qui permet la mise en place d’une cinématique oscillatoire 

de l’aile. Les techniques de mesure sont ensuite présentées en insistant sur la technique 

de vélocimétrie par imagerie de particules résolues en temps. Nous terminons ce 

chapitre par les principaux post-traitements utilisés lors de l’analyse des résultats. 

3.1 Description du montage expérimental 

 

 

FIGURE 3. 1 Photo d’ensemble du dispositif expérimental. 

 

Le montage expérimental est composé d’un tunnel hydrodynamique 

fonctionnant en boucle fermé de section carrée pour la zone de mesure qui a des 

dimensions de 0,23𝑚 × 0,23𝑚 × 0,7m (FIGURE 3. 1). L'écoulement dans le tunnel 

est généré par une hélice pour laquelle la vitesse de rotation du moteur est ajustable en 

utilisant un variateur. La plage de fonctionnement varie de quelques 10 cm/s à 5 m/s 

environ. L’eau utilisée est dégazée et la température de l’eau est égale à la température 

ambiante (de l’ordre de 20°C), la viscosité cinématique de l’eau est égale à  = 10
-6

 

m
2
/s. Le profil utilisé est un profil symétrique NACA0015 (FIGURE 3. 2). Ce profil est 

réalisé en résine Araldite et peint en noir, sa corde et son envergure mesurent 
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respectivement 80mm et 228mm.  Le profil est fixé à un moteur asservi (FIGURE 3. 

3(b)) pour créer les oscillations du profil. Ce moteur de marque LEROY-SOMER et de 

type Pjn DYNABLOC (PJN 0802 B5 BS U/95 U2 B 30 0 BA RA A 100190) permet 

d’obtenir une loi cinématique de mouvement avec une fréquence variant de 0 à 15Hz 

environ pour des amplitudes de 0° à 4°. Les paramètres du moteur sont précisés dans la 

FIGURE 3. 4. 

 

 

FIGURE 3. 2 Le profil NACA 0015. 

 

 

 

(a) 

 

 

(b) 

FIGURE 3. 3 Le profil NACA0015 et les tubes de Pitot (a), le moteur asservi (b). 
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FIGURE 3. 4 Les paramètres du moteur asservi. 

 

La vitesse V est la vitesse uniforme que nous appellerons la vitesse à l’infini en 

amont du profil, elle est déterminée à partir des valeurs p (Pa) du tube de Pitot 

1 placée en amont et à mi-hauteur lors de la mesure dans la veine (FIGURE 3. 3 (a)). 
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𝑉∞ = √
2∆𝑝

𝜌
   (𝑚/𝑠) (3.1) 

Le nombre de Reynolds est déterminé en fonction de la corde c du profil, de la 

vitesse V de l’écoulement et des caractéristiques  et µ du fluide : 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑉∞𝑐

𝜇
 (3.2) 

Pour obtenir le nombre Re = 10
5
, on a besoin d’ajuster la valeur de la vitesse à 

l’infini : 

𝑉∞ =
𝑅𝑒. 𝜇

𝜌. 𝑐
=
𝑅𝑒. 𝜈

𝑐
=
105. 10−6

8. 10−2
= 1,25 (𝑚/𝑠) 

Pour changer la vitesse d’écoulement dans le tunnel, nous avons fait varier la 

vitesse de rotation N (tr/min) du moteur entrainant l’hélice  de la pompe à eau et 

mesurer  la vitesse de l’écoulement V grâce à l’équation (3.1). Nous avons pu alors 

choisir la rotation du moteur N = 400 (tr/min) pour obtenir une vitesse de 1.25 m/s 

(FIGURE 3. 5) : 

 

 

FIGURE 3. 5 Graphique de la corrélation entre la rotation du moteur et la vitesse de 

l’écoulement. 

y = 0.0032x - 0.0374 
R² = 1 
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Loi d’oscillation 

Le profil tourne autour de son axe situé au ¼ de corde. L’angle moyen 

d’incidence du profil est choisi à 15° pour assurer un décrochage dynamique 

systématique et massif. On cherche alors à osciller autour de cette position pour des 

valeurs de faibles amplitudes  2° et  4° et à des fréquences autour de la fréquence 

naturelle obtenue dans cette configuration. Cette fréquence naturelle est déterminée 

pour le profil fixe à partir d’un capteur de pression placé en aval et nommé tube de Pitot 

2 et qui permet d’obtenir la fréquence naturelle de lâcher tourbillonnaire de 9.2 Hz 

(FIGURE 3. 6).  

 

FIGURE 3. 6 Densité Spectrale de Puissance du signal de pression enregistrée par le 

Pitot 2 situé derrière un profil immobile. 

 

On peut définir un nombre de Strouhal dans ce cas basé sur la fréquence des 

tourbillons, la hauteur d’obstruction du profil et la vitesse de l’écoulement 

𝑆𝑡 =
𝑓 × 𝑠𝑖𝑛𝛼 × 𝑐

𝑉∞
= 0.152 

On choisira donc pour les fréquences d’oscillations la fréquence naturelle f = 

9.2Hz et des fréquences  3.3 Hz autour de cette fréquence. Donc, les fréquences 

d’oscillations sont les suivantes: 5.9Hz ; 9.2Hz et 12.5Hz.  
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FIGURE 3. 7 Définition des paramètres de mouvement principaux pour un profil 

oscillant. 

 

La variation de l’angle  est exprimée par l’équation suivante : 

𝛼(𝑡) = 𝛼0 + 𝑑 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑓𝑡) 

𝛼(𝑡) : angle instantané d’attaque ;  𝛼0 : angle d’attaque moyen 

d : amplitude d’oscillation ;   f : fréquence d’oscillation 

Dans notre travail, les paramètres utilisés sont les suivants : 

 𝛼0 = 15° ; 𝑑 = 0°; 2° 𝑒𝑡 4°.   

Les signaux imposés : 

Cas Notation Amplitude (°) 

(°) 

Fréquence(Hz) 

(Hz) 1 Profil fixe 0 0 

2 Triangle 2 5.9 

3 Triangle 2 9.2 

4 Triangle 2 12.5 

5 Triangle 4 5.9 

6 Triangle 4 9.2 

7 Triangle 4 12.5 

8 Scie 45 2 5.9 

9 Scie 135 2 5.9 

TABLEAU 3. 1 Tableau des cas d’oscillation d’étude. 
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Les signaux imposés pour le moteur asservi sont chargés par un programme. 

Dans notre travail, les signaux ne seront pas sinusoïdaux mais auront soit la forme d’un 

triangle, soit la forme d’une dent de scie asymétrique. Les différents cas étudiés sont 

résumés dans le tableau (TABLEAU 3. 1). 

Plus précisément, dans le cas « Scie 135 » (Cas N°9) la fréquence d’oscillation 

est de 5.9Hz, et l’amplitude d’oscillation de 2°, le signal imposé pour le moteur asservi 

est décrit comme représenté par la FIGURE 3. 8  où 𝑇 =  
1

5.9
 (𝑠) est la période 

d’oscillation: 

 

FIGURE 3. 8 Signal imposé pour le cas « Scie 135 ». 

 

A partir des images de la mesure PIV, nous évaluons l’angle d’attaque du profil 

(t) réel imposé par le moteur. Nous obtenons alors la valeur de (t) qui est la loi 

d’oscillations réelle du profil. Cette loi est représentée par la FIGURE 3. 9 : 

 

 

FIGURE 3. 9 Signal réponse du profil pour le cas « Scie 135 ». 
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De même, les autres cas pour un signal triangulaire sont illustrés dans les 

FIGURE 3. 10, FIGURE 3. 11 et FIGURE 3. 12. A noter néanmoins que la réponse 

image ne donne pas toujours un signal très précis mais cela était la seule possibilité de 

contrôle in situ. 

 

  

FIGURE 3. 10 Signal imposé et réponse pour le cas « Scie 45 ». 

 

 

 

 

Signal imposé triangulaire Signal réponse triangulaire_5,9Hz 

  

Signal réponse triangulaire_9,2Hz Signal réponse triangulaire_12,5Hz 

FIGURE 3. 11 Signal imposé et réponse pour les cas « Triangle », amplitude 2°. 
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Signal imposé triangulaire Signal réponse triangulaire_5,9Hz 

 
 

Signal réponse triangulaire_9,2Hz Signal réponse triangulaire_12,5Hz 

 

FIGURE 3. 12 Signal imposé et réponse pour les cas « Triangle », amplitude 4°. 

 

3.2 Système de mesure 

Nous utilisons une technique de mesure optique de vélocimétrie par imagerie de 

particules 2D2C c’est-à-dire deux composantes de la vitesse dans un plan (PIV 2D2C) 

pour déterminer les champs vectoriels instantanés d’un écoulement bidimensionnel 

instationnaire.  

 

Les particules : 

Dans notre travail, nous utilisons des particules de polyamide (de marque 

Vestosint R) de diamètre moyen 15µm avec une distribution gaussienne autour de ce 

diamètre de  5 µm. Ces particules ont une masse volumique de 1.016 g/cm
3
 et 

permettent de suivre l’écoulement. 
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Les caméras : 

Nous avons deux caméras Photron FASTCAM SA1.1 pour nous permettre 

d’augmenter la taille du champ étudié. Les caractéristiques des caméras sont précisées 

dans le TABLEAU 3. 2 et la FIGURE 3. 13 . 

 

Les caractéristiques de camera 

Fabricant Photron 

Modèle Fastcam SA1.1 - 675K-M3 

Type de capteur CMOS 

Taille du capteur 20 x 20 mm² 

Taille d'un pixel 20 x 20 µm² 

Résolution 1024 x 1024 pixels 

Vitesse à pleine résolution 5400 images/s 

Temps inter-trame minimal 1 µs 

Mémoire interne 32 Go (soit 21.841 images) 

Compatibilité logicielle LaVision 

Monture d'objectif Nikon F 

Masse 6,6 kg (sans objectif) 

 

TABLEAU 3. 2 Les caractéristiques des cameras 

 

  

FIGURE 3. 13 Une caméra avec son objectif. 
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Les objectifs : 

Dans notre travail, nous utilisons deux objectifs TOKINA Macro 100mm à 

ouverture f5.6. Ils permettent d’enregistrer l’image avec une bonne qualité sans 

introduire de distorsions. Cela nous permettra par la suite de pouvoir recombiner les 

images issues de chaque caméra plus facilement. 

 

 

FIGURE 3. 14 L’objectif Tokina Macro 100mm f1:2.8 

 

Les lasers : 

Nous utilisons deux lasers pour augmenter la taille du champ éclairé mais 

également pour éliminer les zones d’ombre générées par profil. Les caractéristiques des 

lasers sont indiquées dans le TABLEAU 3. 3 et la FIGURE 3. 15. 

Les deux lasers sont disposés sur les parties supérieure et inférieure de la veine 

d’essais pour éclairer de part et d’autre le profil NACA0015 placé avec l’angle 

d’attaque de +15°. Le schéma d’expérience est représenté sur la FIGURE 3. 16. Le 

centre du repère est fixé au centre de rotation du profil à ¼ de corde du bord d’attaque, 

l’axe x est l’axe longitudinale, positif dans le sens de l’écoulement principal et l’axe y 

est l’axe vertical positif dans le sens ascendant. Les séquences d’images ont été 

enregistrées en utilisant deux caméras de 1024 × 1024 pixels fonctionnant en tandem à 

une fréquence de 2 kHz. Pour chaque cas expérimental, 21841 images ont été 

enregistrées en permanence par chaque caméra. La fenêtre physique d’observation est 

de 328 × 175 mm
2
, correspondant à 1876 × 1008 pixels en raison du chevauchement des 

deux plans d’image. 
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Les lasers 

Caractéristiques 

TERRA PIV 

(en haut) 

QUANTRONIX 

(en bas) 

Fabricant Continuum Quantronix 

Modèle Terra PIV 527-100-M Darwin-527-30-MM-PIV 

Type Nd-YLF Nd-YLF 

Longueur d’onde 527 nm 527 nm 

Energie / Puissance 
2 x 30 mJ de 0,1 à 1 kHz / 

2 x 50 W à 3 kHz 
2 x 18 mJ à 1 kHz 

Diamètre des faisceaux 3 mm 2 mm 

Durée des impulsions < 210 ns < 150 ns 

Gamme de fréquences de 0.1 à 10kHz de 0.1 à 10kHz 

Numéro de série 14 / 7178-2 2158 

Masse 32 kg 32 kg 

Energie à la cadence 

utilisée 
15mJ à la fréquence 2kHz 13mJ à la fréquence 2kHz 

 

TABLEAU 3. 3 Les caractéristiques des lasers. 

 

 

(a) 

 

(b) 

FIGURE 3. 15 Les lasers, TERRA PIV en haut (a) et QUANTRONIX en bas (b) 
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FIGURE 3. 16 Illustration de la zone mesurée. 

 

 

FIGURE 3. 17 Vue générale du dispositif expérimental en fonctionnement. 
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3.3 Traitement des données 

Les données ont été enregistrées et synchronisées avec le système Lavision. La 

fusion des images est réalisée avec ce même logiciel puis le traitement des images pour 

obtenir les champs de vitesse a quand lui été réalisé à partir d’un logiciel maison de 

traitement d’images s’appuyant sur la librairie SLIP (Tremblais, et al., 2010). 

3.3.1 Prétraitement des images 

Étape d’assemblage des deux images 

Dans notre travail, nous utilisons une plaque d’étalonnage (ou mire) qui nous 

permettra de localiser avec précision les points sur les images ce qui est la base pour 

l’étape d’assemblage des deux images (FIGURE 3. 18). Autrement dit, cette mire nous 

permet d’établir un modèle de caméra entre l’espace physique et le repère image et nous 

permet ensuite d’assembler les deux images pour en créer une seule. 

 

  

(a) (b) 

FIGURE 3. 18 La plaque d’étalonnage avec des points de coordonnées (a) et le 

diagramme illustration (b). 

 

Dans la FIGURE 3. 19, les deux images enregistrées par les deux caméras sont 

présentées avec les coordonnées de localisation du raccordement (indiquées par les 

flèches rouges) pour faire un assemblage. 
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(a) 

 

(b) 

FIGURE 3. 19 Le résultat de camera 1 (a) et le résultat de camera 2 (b) 

 

Dans le logiciel Davis, nous utilisons la fonction Image Stitching pour effectuer 

l’assemblage des images. Après la mise en œuvre, le résultat obtenu est représenté dans 

la FIGURE 3. 20. 

 

 

FIGURE 3. 20 L'image a été fusionné par la fonction « Image Stitching ». 

 

Masque dynamique 

Pour éliminer le profil dans le champ de vecteur, nous utilisons des masques qui 

sont créés par segmentation des images PIV. Dans le cas du profil fixe, nous avons 

besoin seulement d’un masque avec l’angle d’attaque  fixe. Mais dans le cas du profil 
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oscillant, nous avons besoin de plusieurs  masques correspondant aux différents angles 

d’attaque (t), Il faut donc segmenter toutes les images pour obtenir les masques 

associés. 

 

 

FIGURE 3. 21 Le masque est utilisé dans la construction du champ vectoriel. 

 

Ce masque dynamique, développé sous la librairie Slip, s’appuie sur une 

décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) de la série temporelle d’images 

dans une zone proche du profil et permet à partir des deux premiers modes d’obtenir la 

position du profil autour de son axe de rotation pour chaque instant. 

 

3.3.2 Méthode FTEE (Fluid Trajectory Evaluation based on an Ensemble-

averaged cross-correlation) 

Nous avons utilisé la méthode d’estimation des vitesses FTEE développée par 

Y.J. Jeon et al (Jeon, et al., 2014) pour traiter des données expérimentales de PIV 

résolue en temps. 

Dans cette méthode FTEE, le mouvement local de fluide est approximé par une 

trajectoire Lagrangienne de forme polynomiale.  Cette trajectoire polynomiale pour 

décrire le mouvement de fluide s’appuie sur plusieurs  images successives d’un  même 

ensemble de particules et maximise une valeur moyenne des inter-corrélations entre les 

différentes images, notée 𝐶𝑒𝑛𝑠. Cette approche permet de réduire l’erreur de mesure 

mais également la taille de la fenêtre d’analyse et donc d’améliorer la résolution 

temporelle de mesure (Earl, et al., 2016).  
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Cela permet d’obtenir non seulement la vitesse, mais aussi l'accélération 

matérielle. 

 

 

FIGURE 3. 22 Schéma de FTEE. 

 

Plus précisément, en description Lagrangienne, (en notant t la durée entre deux 

images consécutives et 𝑛 =
𝑡

Δ𝑡
 l’étape de temps normalisée) le mouvement de fluide 

peut être décrit comme suit : 

𝑥𝑝(𝑥, 𝑛) = 𝑥 + 𝛤(𝑥, 𝑛) (3.3) 

où 𝛤(𝑥, 𝑛) est la trajectoire relative de la particule fluide issue de x le vecteur de 

position dans l’image de particules de référence à n = 0.   

Si de plus on suppose la trajectoire polynomiale, on a alors pour tout 𝑛 =

−𝑇 à + 𝑇. 

Γ(𝑥, 𝑛) = ∑𝑎𝑞(𝑥)𝑛
𝑞

𝑃

𝑞=1

 

où P est le degré du polynôme et 𝑎𝑞  le coefficient polynomial du monôme de degré q. 

La valeur d’inter-corrélation entre deux images pour les temps normalisés 0 et n 

le long de la trajectoire, 𝐶𝑛(Γ(𝑥, 𝑛)), peut s'exprimer comme suit : 

𝐶𝑛(𝛤(𝑥, 𝑛)) = ∫ 𝐼0(𝑥)𝐼𝑛(𝑥 + 𝛤(𝑥, 𝑛))𝑑𝑥
𝑊0

 (3.4) 
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où 𝐼𝑛(𝑥) est l’image déformée des particules au temps n et 𝑊0  la fenêtre d’observation 

contenant l’image des particules 𝐼0(𝑥). 

La valeur moyenne de l’inter-corrélation des différentes images, 𝐶𝑒𝑛𝑠, est 

introduite comme suit : 

𝐶𝑒𝑛𝑠(𝑎(𝑥)) =
1

2𝑇
∑ 𝐶𝑛(𝛤(𝑥, 𝑛))

+𝑇

𝑛=−𝑇

 (3.5) 

où 𝑎(𝑥) est l’ensemble des coefficients polynomiaux.  

C’est cette valeur que nous maximisons par la suite. 

Pour corriger le coefficient polynomial de k-ième degré, 𝑎𝑘, nous définissons la 

carte moyenne d’inter- corrélation d’ensemble : 

𝑅𝑘(∆𝑎𝑘) =
1

2𝑇
∑ ∫ 𝐼0(𝑥)𝐼𝑛(𝑥 + 𝛤(𝑥, 𝑛) + 𝛥𝑎𝑘𝑛

𝑘)𝑑𝑥
𝑊0

+𝑇

𝑛=−𝑇

 (3.6) 

D’autre part, en notant 𝐼𝑛
Γ(𝑥,𝑛)

 l’image de particules déformée le long de la 

trajectoire Γ(𝑥, 𝑛). 

𝐼𝑛
𝛤(𝑥,𝑛)(𝑥) = 𝐼𝑛(𝑥 + 𝛤(𝑥, 𝑛)) (3.7) 

On peut définir la carte d’inter-corrélation entre l’image de référence 𝐼0 et 

l’image déformée 𝐼𝑛
Γ(𝑥,𝑛)

 comme suit : 

𝑅𝑛
𝛤(𝑥,𝑛)(𝛥𝑥) = ∫ 𝐼0(𝑥)𝐼𝑛

𝛤(𝑥,𝑛)(𝑥 + 𝛥𝑥)𝑑𝑥
𝑊0

 

= ∫ 𝐼0(𝑥)𝐼𝑛(𝑥 + 𝛥𝑥 + 𝛤(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝑛))𝑑𝑥
𝑊0

 

(3.8) 

où Δ𝑥 est la valeur qui maximise la valeur de la carte d’inter-corrélation. Cette valeur 

Δ𝑥 est nulle si on est sur le chemin optimal mais plus généralement proche de 0. Par 

conséquent, on peut appliquer un développement de Taylor à l’ordre 1 pour obtenir : 

𝑅𝑛
𝛤(𝑥,𝑛)(𝛥𝑥) = ∫ 𝐼0(𝑥)𝐼𝑛(𝑥 + 𝛤(𝑥, 𝑛) + 𝐽(𝛤(𝑥, 𝑛))𝛥𝑥)𝑑𝑥

𝑊0

 (3.9) 

où J désigne la matrice jacobienne du schéma image déformé.  
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FIGURE 3. 23 Illustration schématique de la relation entre une trajectoire et une carte 

de corrélation croisée calculée correspondante (Jeon, et al., 2014). 

 

Si on pose ∆𝑥𝑝ℎ𝑦 = 𝐽(Γ(𝑥, 𝑛))Δ𝑥 ;   

On a : 

𝐶𝑛(𝛤(𝑥, 𝑛) + 𝛥𝑥𝑝ℎ𝑦) = 𝑅𝑛
𝛤(𝑥,𝑛)(𝛥𝑥) (3.10) 

A partir de l’équation 3.9 et 3.10, l’équation 3.6 peut être écrit de la façon 

suivante : 

𝑅𝑘(∆𝑎𝑘) =
1

2𝑇
∑ 𝑅𝑛

𝛤(𝑥,𝑛)
(
𝛥𝑎𝑘𝑛

𝑘

𝐽(𝛤(𝑥, 𝑛))
)

+𝑇

𝑛=−𝑇

 (3.11) 

Ce qui nous permet de calculer  les coefficients polynomiaux optimaux de 

manière itérative. 

La carte d’inter-corrélation 𝑅𝑘(∆𝑎𝑘) est construite en changeant par étapes Δak. 

La matrice jacobienne en chaque point de grille est évaluée en faisant référence 

aux points de grille voisins dans un schéma de différence finie centrée. Dans le cas d'un 

système 2D, la matrice J peut être exprimée comme suit : 
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𝐽(𝛤(𝑥, 𝑛)) =

[
 
 
 
 
2𝛿𝑥 + 𝛤+𝛿𝑥 − 𝛤−𝛿𝑥

2𝛿𝑥

𝛤+𝛿𝑥 − 𝛤−𝛿𝑥
2𝛿𝑦

𝛤+𝛿𝑦 − 𝛤−𝛿𝑦

2𝛿𝑥

2𝛿𝑦 + 𝛤+𝛿𝑦 − 𝛤−𝛿𝑦

2𝛿𝑦 ]
 
 
 
 

 (3.12) 

où δx et δy désignent l’espacement des grilles dans les directions horizontale et 

verticale, et Γ± δx et Γ± δy correspondent à des trajectoires voisines. 

A partir des images obtenues par PIV sur lesquelles nous appliquons  la méthode 

FTEE, nous construisons le champ de vitesse par dérivation de la trajectoire 

polynomiale optimale. Pour cela nous définissons tout d’abord un maillage cartésien 

auquel nous incluons le masque dynamique défini précédemment. 

Nous sommes alors confrontés à l’influence des paramètres suivants : 

- La taille du maillage : l’image est divisée en petits carrés, leur taille est 

en pixels. 

- Le degré du polynôme : 2 ou 3 

- Le nombre d’images : 5 images ou 7 images ou 9 images 

Nous avons testé différentes configurations de paramètres pour déterminer celle 

qui serait la plus adaptée à notre étude (TABLEAU 3. 4).  

 

Taille du maillage Degré du polynôme Nombre d'images 

64 → 16 2 {
5
7
9

 

64 → 16 3 {
5
7
9

 

64 → 32 2 {
5
7
9

 

64 → 32 3 {
5
7
9

 

 

TABLEAU 3. 4 Les paramètres des différents cas d’études. 
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Après l’évaluation du niveau de détail et la reconstitution des images obtenues, 

nous avons choisit les paramètres pour le traitement des données comme suit : 

- La taille du maillage : 64  32  

- Degré du polynôme : 3  

- Le nombre d’images : 7 images. 

Un exemple de champs d’accélération et de vitesse obtenus par la méthode 

FTEE  est présenté FIGURE 3. 24. 

 

Champ d’accélération  

 

Champ de vitesse 

FIGURE 3. 24 Exemple de champ d’accélération et de vitesse calculé par la méthode 

FTEE (Jeon, et al., 2014) à un instant donné. 

3.4 Post Traitement des données 

Les mesures PIV et leurs traitements ont  permis d’avoir des cartographies de 

champs de vitesse de l’écoulement autour d’un profil fixe ou en mouvement. Nous 

définissons maintenant des grandeurs statistiques et des grandeurs dérivées instantanées 

qui vont nous permettre de caractériser les mécanismes régissant la dynamique de 

l’écoulement et l’évolution temporelle des structures tourbillonnaires. 

3.4.1 Grandeurs statistiques 

Dans cette partie, nous nous référons à la méthode de calcul utilisée dans le 

travail de thèse de D. Calluaud (Calluaud, 2003) et de S. Hamidouche (Hamidouche, 

2013). 

Vitesse moyenne, écarts types et intensité turbulente 

Dans la mesure PIV, chaque image représente une matrice de base de données 

bidimensionnelle à un instant ti. A l’intérieur de chaque matrice les vitesses de 
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composantes cartésiennes (𝑢, 𝑣) sont définies par leurs positions. C’est-à-dire, pour 

chaque position (𝑥, 𝑦) à un instant ti, les composantes 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑖), 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑖) du champ 

de vitesse sont déterminées.  

Différentes grandeurs statistiques peuvent être alors calculées à partir de N 

échantillons successifs (𝑖 = 1, 2, … ,𝑁).  

- Les moyennes statistiques pour chaque composante de vitesse: 

𝑢̅(𝑥, 𝑦) =
1

𝑁
∑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑖)

𝑁

𝑖=1

 

𝑣̅(𝑥, 𝑦) =
1

𝑁
∑𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑖)

𝑁

𝑖=1

 

- Les écarts types "𝑅𝑀𝑆" (Root Mean Square) pour chaque composante de 

vitesse: 

𝑅𝑀𝑆(𝑢) (𝑥, 𝑦) = √
1

𝑁 − 1
∑[𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑖) − 𝑢̅(𝑥, 𝑦)]2
𝑁

𝑖=1

 

𝑅𝑀𝑆(𝑣) (𝑥, 𝑦) = √
1

𝑁 − 1
∑[𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑖) − 𝑣̅(𝑥, 𝑦)]2
𝑁

𝑖=1

 

- L’intensité turbulente moyenne de l’écoulement "𝐼𝑡" qui caractérise la 

distribution de l’énergie cinétique. 

𝐼𝑡2𝐷(𝑥, 𝑦) = √
1

2

𝑅𝑀𝑆(𝑢)2(𝑥, 𝑦) + 𝑅𝑀𝑆(𝑣)2(𝑥, 𝑦)

𝑈𝑜2
 

3.4.2 Grandeurs dérivées 

1. Vorticité 

La vorticité traduit les rotations locales au sein d’un écoulement et permet de 

localiser les zones de cisaillement et de structures tourbillonnaires. Le vecteur vitesse de 

rotation locale Ω⃗⃗  est la partie antisymétrique du tenseur des gradients de vitesse, il est 

égal à la moitié du vecteur vorticité 𝜔⃗⃗  : 
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Ω⃗⃗ =
1

2
𝜔⃗⃗ =

1

2
𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑈⃗⃗  

ainsi le vecteur vorticité s’écrit comme suit : 

𝜔⃗⃗ = 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑈⃗⃗ = 𝜔𝑥𝑋 + 𝜔𝑦𝑌⃗ + 𝜔𝑧𝑍  

Dans le cas de la mesure PIV bidimensionnelle, la vitesse 𝑈⃗⃗  est mesurée dans le 

plan de mesure (𝑂𝑥𝑦). Et alors, seule la composante de la vorticité 𝜔𝑧 peut être 

déterminée. 

𝜔𝑧 =
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
 

Pour un maillage cartésien, la composante de la vorticité au nœud interne (𝑚, 𝑛) 

sera calculée par un opérateur de différence finie centré: 

𝜔𝑧 =
𝑣(𝑚 + 1, 𝑛) − 𝑣(𝑚 − 1, 𝑛)

2Δ𝑥
−
𝑢(𝑚, 𝑛 + 1) − 𝑢(𝑚, 𝑛 − 1)

2Δ𝑦
 

où Δ𝑥, Δ𝑦 sont des distances selon x et selon y entre deux nœuds adjacents. 

2. Second invariant du tenseur gradient de vitesse 

Le calcul de la vorticité ne permet de différentier une zone de cisaillement d’une 

zone tourbillonnaire. Pour pallier à cet inconvénient, et identifier les structures 

cohérentes de l’écoulement nous utiliserons le critère Q. Le scalaire Q s’exprime à 

partir de la partie symétrique 𝑆̿ et de la partie anti-symétrique Ω̿ du tenseur gradient de 

vitesse. 

𝑄 =
1

2
(‖Ω̿‖

2
− ‖𝑆̿‖

2
) 

Dans le cas bidimensionnel, le critère approximant le second invariant 𝑄 du 

tenseur gradient de vitesse est notée par la suite 𝑄2𝐷. 

𝑄2𝐷 = −
1

2
[
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
] 

Comme dans le cas de la vorticité, le scalaire 𝑄2𝐷 au nœud interne (𝑚, 𝑛) du 

maillage sera calculé comme suit : 

𝑄2𝐷 = −
1

2
[
𝑢(𝑚, 𝑛 + 1) − 𝑢(𝑚, 𝑛 − 1)

2Δ𝑦
×
𝑣(𝑚 + 1, 𝑛) − 𝑣(𝑚 − 1, 𝑛)

2Δ𝑥
] 
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Pour les nœuds sur les bords du maillage, un opérateur de différence finie 

décentré peut être appliqué pour calculer. 
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Dans ce chapitre nous présenterons tout d’abord les résultats obtenus pour 

l’écoulement généré autour du profil NACA0015 fixe à un nombre de Reynolds de 10
5
 

puis nous nous intéresserons au profil en rotation pour différentes lois de mouvement. 

Cette analyse s’appuiera sur les champs de vitesse, de vorticité et de critère Q en deux 

dimensions (Q2D) mais également sur les champs de pression reconstruits et les efforts. 

 

4.1 Résultats et analyse 

4.1.1 Le profil fixe 

1. Les champs de vitesse 

Avec les paramètres de l’écoulement fluide, les dispositifs de mesure et les 

étapes de traitement indiqués au chapitre 3, nous obtenons des images du champ 

vectoriel des vitesses dans le milieu fluide que nous complétons sur l’ensemble du 

domaine en imposant une vitesse nulle à l’intérieur du profil. Pour le cas du profil fixe, 

le masque est extrait à partir d’une des images recombinées de mesures PIV. On peut 

noter sur la figure que le masque sur la partie intrados ne correspond pas trop bien au 

champ mesuré. Cela est principalement lié à l’association des images qui dans cette 

zone uniquement est légèrement mise en défaut. 

Les résultats de vitesses adimensionnées (
𝑉

𝑉∞
) sont présentés à différents instants 

(FIGURE 4.1). Pour pouvoir facilement faire des comparaisons par la suite nous avons 

choisi d’extraire à chaque fois 4 champs instantanés positionnés dans le temps à 

0. 𝑇(𝑇1); 𝑇/4(𝑇2); 𝑇/2(𝑇3) 𝑒𝑡 3𝑇/4(𝑇4) du cycle de lâchers tourbillonnaires (une 

période correspond à un cycle de lâcher donc l’inverse de la fréquence naturelle de 

l’écoulement (9,2Hz) ; (T est la période du lâcher (s) et 𝑇 =
1

𝑓
;  f  est la fréquence 

mesurée en Hz). 
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Champ de déplacement n°3249 (T1) 

 

Champ de déplacement n°3290 (T2) 

 

Champ de déplacement n°3342 (T3) 

 

Champ de déplacement n°3408 (T4) 

FIGURE 4.1 Les champs de vitesse adimensionnée expérimentale (profil fixe). 

 

Sur la figure, on constate un lâcher tourbillonnaire alternatif de type Karman 

ainsi que des tourbillons générés aux bords d’attaque et de fuite du profil. Ces 

tourbillons plus visibles avec le critère Q2D (FIGURE 4. 2) mettent en évidence la forte 

intensité tourbillonnaire de ces petits tourbillons générés par le fort cisaillement entre 

l’écoulement principal fortement accéléré autour du profil et le sillage. Ces tourbillons 

alimentent ensuite les tourbillons plus larges de sillage dont on retrouve la signature sur 

le signal de pression mesuré par le tube de Pitot en aval.  

 

Champ de critère Q2D n°3249 (T1) 

 

Champ de critère Q2D n°3290 (T2) 



 

 

- 123 - 

 

 

Champ de critère Q2D n°3342 (T3) 

 

Champ de critère Q2D n°3408 (T4) 

FIGURE 4. 2 Les champs de critère Q2D expérimentaux (profil fixe). 

Pour mieux comprendre l’écoulement moyen, nous nous intéressons aux 

grandeurs statistiques développées au chapitre 3. 

Pour assurer la convergence statistique (FIGURE 4. 3), nous avons calculé les 

valeurs de la vitesse moyenne adimensionnée sur 4000 fichiers consécutifs (durée 2s).  

Nous choisissons dans le champ d’intensité turbulente quelques points de 

l’écoulement situés à l’aval de l’obstacle où l’intensité turbulente est forte, pour vérifier 

la convergence statistique des composantes 𝑢̅ et 𝑣̅ de la vitesse moyenne et des écarts 

types 𝑅𝑀𝑆(𝑢), 𝑅𝑀𝑆(𝑣). Pour 4000 fichiers, nous remarquons que la convergence de 

ces grandeurs est assurées (FIGURE 4. 3). 

 

FIGURE 4. 3 Convergence des  grandeurs statistiques en un point où l’intensité 

turbulente est forte (X/c = 1.06 ; Y/c = 0.1). 
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Nous donnons ci-dessous le champ de la norme de la vitesse moyenne (FIGURE 

4.4). 

Le champ de vitesse moyenne montre le fort ralentissement des vitesses dans le 

sillage à l’extrados du profil jusqu’à 1.5 corde environ. Le profil fait réellement office 

de masque sur toute la hauteur du profil en incidence (environ 0.3 Y/c) dans 

l’écoulement et le ralentissement s’atténue ensuite progressivement suivant X/c mais 

aussi selon Y/c. La forte accélération de part et d’autre du profil est responsable de la 

formation des petites structures en raison du cisaillement entre ces zones accélérées et le 

sillage. 

 

Champ ‖
𝑉̅

𝑉̅∞
‖ calculé sur une durée de 2 secondes. 

FIGURE 4.4 Le champ de vitesse moyenne (profil fixe). 

 

Pour déterminer l’intensité turbulente 𝐼𝑡2𝐷, nous calculons tout d’abord les 

écarts types 𝑅𝑀𝑆(𝑢) et 𝑅𝑀𝑆(𝑣) (toujours sur 4000 fichiers pour assurer la convergence 

statistique (FIGURE 4. 3)). Nous donnons FIGURE 4. 5 les résultats pour le  profil fixe. 

 

Champ d’écart type 𝑅𝑀𝑆(𝑢) 
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Champ d’écart type 𝑅𝑀𝑆(𝑣) 

 

Champ d’intensité turbulente 𝐼𝑡2𝐷 

FIGURE 4. 5 Les champs d’écart type et d'intensité turbulente (profil fixe). 

 

En amont du profil et sur l’intrados, la fluctuation des vitesses est négligeable (la 

vitesse est toujours proche de la vitesse moyenne),  de plus on observe une large zone 

très fluctuante sur l’extrados et l’aval du profil. Cette zone correspond à la zone 

d’évolution tourbillonnaire observée dans l’étude des champs de vitesse. On observe 

aussi en proche profil et à l’extrados une zone peu fluctuante qui semble correspondre à 

une zone de décollement et de recirculation de l’écoulement. 

2. Les champs de pression 

Comme décrit au chapitre 2, à  partir des champs de vitesse expérimentaux et de  

la méthode de M. Druon (Druon, 2009) nous obtenons des champs de vitesse 

polynomiaux de degré 25. Nous calculons ensuite des champs de gradient pression 

polynomiaux en utilisant l’équation de Navier - Stokes. Enfin, nous calculons les 

différents champs de pression par la méthode d’intégration de Y.J. Jeon (Jeon, et al., 

2015).   
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Dans la méthode de Y.J. Jeon (Jeon, et al., 2014), les domaines d’intégration D3 

et D4 sont définis avec dedge = 0.16c et dbody = 0.1c (= 5.5∆ℎ) respectivement où c est la 

longueur de corde du profil et ∆ℎ est la distance entre deux noeuds du maillage, 

∆ℎ = 0.018𝑐. 

Les résultats du champ de pression sont donnés FIGURE 4. 6 pour toujours les 4 

mêmes temps caractéristiques. 

 

 

Champ de pression n°3249 (T1) 

 

Champ de pression n°3290 (T2) 

 

Champ de pression n°3342 (T3) 

 

Champ de pression n°3408 (T4) 

FIGURE 4. 6 Les champs de pression (profil fixe). 

 

L’étude du champ de pression en proche profil permet de mettre en évidence les 

zones de fortes dépression qui sont des zones d’activités tourbillonnaires ainsi que la 

zone de décollement que nous avons pu remarquer lors des analyses précédentes. 

Nous calculons aussi la grandeur Q2D pour les champs de vitesse polynomiaux 

(FIGURE 4. 7) aux 4 instants. 
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Champ de critère Q2D n°3249 (T1) 

 

Champ de critère Q2D n°3290 (T2) 

 

Champ de critère Q2D n°3342 (T3) 

 

Champ de critère Q2D n°3408 (T4) 

FIGURE 4. 7 Les champs de critère Q2D polynomiaux (profil fixe). 

 

L’étude du critère Q2D polynomiale, démontre le caractère lissant de la 

projection polynomiale qui permet d’avoir un changement d’échelle au niveau des 

structures tourbillonnaires, on voit apparaitre des structures tourbillonnaires plus 

importantes regroupant l’ensemble des petites structures visibles par le critère Q2D 

expérimental et clairement le lâcher alternatif tourbillonnaire de type Karman. 

Toutes ces conclusions partielles nous permettent d’envisager un fort coefficient 

de traînée, ce que nous vérifions par la suite en calculant les efforts sur le profil. 

3. Les efforts 

Comme indiqué au chapitre 2, nous calculons des efforts par la formule : 

𝐹 (𝑡) = −𝜌
𝑑

𝑑𝑡
∬𝑣 𝑑𝑆

𝐷(𝑡)⏟        
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒

− 𝜌 ∫ 𝑣 (𝑣 . 𝑛⃗ )𝑑𝑙

𝜕𝐷𝑓(𝑡)⏟          
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓

− ∫ 𝑝. 𝑛⃗ 𝑑𝑙

𝜕𝐷𝑓(𝑡)⏟      
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛

+ 𝜈 ∫ grad 𝑣 . 𝑛⃗ 𝑑𝑙

𝜕𝐷𝑓(𝑡)⏟            
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑡é

 

Nous présentons ci-dessous (FIGURE 4. 8 et FIGURE 4. 9) le résultat du calcul 

des efforts sur 4000 fichiers consécutifs (durée 2s), avec un rayon du domaine de 

contrôle 𝑅 = 70𝑚𝑚. L’axe du temps est donné sous la forme adimensionnelle (t/T). 
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Les valeurs des efforts de traînée Fx(t) et portance Fy(t) sont exprimées sous la 

forme de coefficients adimensionnels Cx(t) et Cy(t) définis par: 

𝐶𝑥(𝑡) =
𝐹𝑥(𝑡)

1
2 𝜌𝑐𝑉∞

2
;                 𝐶𝑦(𝑡) =

𝐹𝑦(𝑡)

1
2 𝜌𝑐𝑉∞

2
  

Les valeurs des coefficients moyens (toujours sur 4000 fichiers consécutifs) sont 

calculées comme suit : 

𝐶𝑥̅̅̅̅ =
1

𝑁
∑𝐶𝑥(𝑡𝑖);

𝑁

𝑖=1

               𝐶𝑦̅̅̅̅ =
1

𝑁
∑𝐶𝑦(𝑡𝑖) 

𝑁

𝑖=1

 

 

FIGURE 4. 8 Les coefficients adimensionnels 𝑪𝒙(𝒕) et 𝑪𝒙̅̅̅̅  (la ligne pointillée en bleu) 

 

FIGURE 4. 9 Les coefficients adimensionnels 𝑪𝒚(𝒕) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅  (la ligne pointillée en gris). 

 

Les valeurs calculées de Cx et Cy, sont des valeurs qui suivent le décrochage 

statique du profil NACA0015. Les valeurs expérimentales (Sarraf, et al., 2010) ; 

(Prothin, et al., 2010) de décrochage trouvées dans la littérature pour des Re de 5 × 105 
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(contre 𝑅𝑒 =  105 dans notre cas) sont de l’ordre de 0.8 pour le coefficient de portance 

(contre 0.6 dans notre cas) et de 0.25 pour le coefficient de traînée mais avec une 

évolution rapide et croissante avec l’incidence (contre 0.4 dans notre cas, ce qui peut 

sembler surévalué mais peut être lié au conditions de confinements de notre 

expérience). 

4.1.2 Le profil oscillant 

Comme nous l’avons présenté dans la description du montage expérimental du 

chapitre 3. Nous nous intéressons à deux types d’oscillation, la première en triangle et la 

deuxième en dent de scie, à diverses  fréquences et amplitudes. 

Comme dans le cas du profil fixe nous obtenons par PIV et traitements les 

champs vectoriels de vitesse à chaque instant dans le milieu fluide que nous complétons 

sur l’ensemble du domaine d’observation (profil compris) en mettant les vitesses de 

solide indéformable aux nœuds internes au profil. 

 

4.1.2.1 L’oscillation en triangle 

1. Les champs de vitesse 

Différentes fréquences (5.9Hz ; 9.2Hz ; 12.5Hz) et différentes amplitudes (2° ; 

4°) ont été étudiées (cf. Chapitre 3), pour cette partie  nous nous limiterons à un seul 

cas, une fréquence d’oscillation de 9.2 Hz  (fréquence naturelle du profil avec un angle 

d’attaque de 15°) et une amplitude de 4° (FIGURE 4. 10).  

 

FIGURE 4. 10 Le signal imposé (Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4°). 

 

Les résultats des autres études précitées ont été mises en annexe de ce mémoire. 
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Nous avons, comme dans le cas du profil fixe, choisi d’extraire 4 champs instantanés 

0. 𝑇(𝑇1); 𝑇/4(𝑇2); 𝑇/2(𝑇3) 𝑒𝑡 3𝑇/4(𝑇4) (FIGURE 4. 11). Dans ce cas, 𝑇 =
1

9.2
 (𝑠). 

 

Champ de déplacement n°113 (T1) 

 

Champ de déplacement n°155 (T2) 

 

Champ de déplacement n°204 (T3) 

 

Champ de déplacement n°262 (T4) 

FIGURE 4. 11 Les champs de vitesse adimensionnée expérimentaux  

(Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4°). 

Nous observons, que le profil ne masque plus l’écoulement et que ce dernier ne 

semble plus présenter de phénomène de décollement.  Nous observons aussi une faible 

activité tourbillonnaire réduite au contour proche profil et à un sillage bien défini 

contrairement au cas du profil fixe. Ceci est confirmé par l’étude du  critère Q2D 

(FIGURE 4. 12). 

 

Champ de critère Q2D n°113 (T1) 

 

Champ de critère Q2D n°155 (T2) 
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Champ de critère Q2D n°204 (T3) 

 

Champ de critère Q2D n°262 (T4) 

FIGURE 4. 12 Les champs de critère Q2D expérimentaux  

(Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4°). 

 

Nous calculons alors les valeurs de la vitesse moyenne dans le cas profil 

oscillant. Nous présentons ci-dessous le champ de vitesse moyenne adimensionnée 

‖
𝑉̅

𝑉̅∞
‖ sur 4000 fichiers consécutifs (durée 2s). 

 

FIGURE 4. 13 Le champ de vitesse moyenne (Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4°). 

 

La vitesse moyenne est peu ralentie par le profil qui ne fait plus office de 

masque (ce qui pouvait déjà être observé sur les champs de vitesse instantanée). Le 

champ de vitesse moyenne contourne le profil de manière très régulière avec une 

accélération à l’extrados. 

Pour compléter notre première analyse, nous calculons les écarts types 𝑅𝑀𝑆(𝑢) 

et 𝑅𝑀𝑆(𝑣) et d’intensité turbulente 𝐼𝑡2𝐷 (toujours sur 4000 fichiers) FIGURE 4. 14. 
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Champ d’écart type 𝑅𝑀𝑆(𝑢) 

 

Champ d’écart type 𝑅𝑀𝑆(𝑣) 

 

Champ d’intensité turbulente 𝐼𝑡2𝐷 

FIGURE 4. 14 Les champs d’écart type et d'intensité turbulente 

(Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4°). 

 

On observe des fluctuations plus importantes au bord de fuite, où se forment les 

tourbillons de bord de fuite et une perturbation beaucoup plus légère à l’extrados du 

bord d’attaque, zone de cisaillement où se forment de petites structures tourbillonnaires 
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se propageant le long du profil pour s’agréger au bord de fuite et se retrouver 

convectées dans le sillage étroit.  

2. Les champs de pression 

En utilisant la même méthode que dans le cas du profil fixe et en utilisant le 

masque dynamique décrit au chapitre 3, à partir des champs de vitesse polynomiaux 

nous calculons des champs de gradient pression d’où nous déduisons les champs de 

pression (FIGURE 4. 15).  

 

 

Champ de pression n°113 (T1) 

 

Champ de pression n°155 (T2) 

 

Champ de pression n°204 (T3) 

 

Champ de pression n°262 (T4) 

FIGURE 4. 15 Les champs de pression (Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4°). 

 

La répartition des pressions est cohérente avec le mouvement en triangle du 

profil. Tout d’abord une surpression sur l’intrados due à l’augmentation de l’angle 

d’attaque (de 15° à 19°) apparaît, ensuite l’angle d’attaque diminue (de 19° à 15°) de T2 

à T3 ce qui fait apparaitre la surpression sur 3/4 corde arrière de l’extrados, enfin cette 

surpression diminue quand l’angle d’attaque devient égal à 11°. Le profil oscillant 

autour de son quart de corde avant, on observe le phénomène inverse sur le quart avant 

de l’intrados. 
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Champ de critère Q2D n°113 (T1) 

 

Champ de critère Q2D n°155 (T2) 

 

Champ de critère Q2D n°204 (T3) 

 

Champ de critère Q2D n°262 (T4) 

FIGURE 4. 16 Les champs de critère Q2D polynomiaux  

(Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4°). 

 

Le calcul du scalaire Q2D pour les champs de vitesse polynomiaux (FIGURE 4. 

16) confirme que l’activité tourbillonnaire est limitée à une région proche profil et dans 

un sillage étroit de bord de fuite. 

 

3. Les efforts 

Nous présentons ci-dessous les résultats du calcul des efforts pour le cas 

d’oscillation « Triangle », une fréquence d’oscillation de 9.2Hz et une amplitude de 4°. 

Le rayon de domaine de contrôle est conservé 𝑅 = 70𝑚𝑚 et le calcul est effectué 

toujours sur 4000 fichiers consécutifs. 

Les analyses des champs instantanés et moyens nous permettent de supposer que 

les efforts de traînée vont être bien plus faibles que ceux calculés dans le cas du profil 

fixe, ce qui est effectivement vérifié par le calcul. 
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Les résultats pour les coefficients de traînée et de portance sont présentés sur les 

FIGURE 4. 17, FIGURE 4. 18. 

 

 

FIGURE 4. 17 Les coefficients adimensionnels 𝑪𝒙(𝒕) et 𝑪𝒙̅̅̅̅  (la ligne pointillée en bleu). 

 

 

 

FIGURE 4. 18 Les coefficients adimensionnels 𝑪𝒚(𝒕) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅  (la ligne pointillée en gris). 

 

Les efforts de portance sont eux bien plus importants que ceux calculés dans le 

cas du profil fixe et leur cycle sur une période en fonction de l’amplitude d’oscillation 

de l’angle d’attaque est bien périodique et stable dans le temps comme le montre le 

calcul sur plusieurs cycles consécutifs (FIGURE 4. 19). 
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FIGURE 4. 19 Coefficient des efforts de portance Cy() sur un cycle d’oscillation. 

 

4.1.2.2 L’oscillation en dent de scie  

1. Les champs de vitesse 

Nous présentons ci-dessous les résultats du calcul des champs instantanés pour 

le cas « Scie 45 », une fréquence d’oscillation de 5.9Hz et une amplitude de 2°,  dans un 

cycle d’oscillation 0. 𝑇(𝑇1); 3𝑇/8(𝑇2∗); 𝑇/2(𝑇3) 𝑒𝑡 5𝑇/8(𝑇4∗), (FIGURE 4. 20) et 

(FIGURE 4. 21) avec T cette fois ci égal à 
1

5.9
 (𝑠).  

Les résultats de l’autre cas « Scie 135 » sont présentés en annexe de ce mémoire. 

 

 

FIGURE 4. 20 Le signal imposé (Scie 45). 
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Champ de déplacement n°386 (T1) 

 

Champ de déplacement n°535 (T2
*
) 

 

Champ de déplacement n°585 (T3) 

 

Champ de déplacement n°631 (T4
*
) 

FIGURE 4. 21 Les champs de vitesse expérimentaux (Scie 45). 

L’étude des champs instantanés de vitesses montre qu’ils sont beaucoup moins 

perturbés que dans le cas du profil fixe, le mouvement de rotation rapide entre T2
*
 et 

T4
*
 semble recoller l’écoulement à l’extrados qui semble se décoller lors de la phase 

lente. Pendant la phase lente, une légère zone de recirculation semble subsistée sur 

l’extrados, ce qui semble se confirmer par l’étude des champs statistiques d’écart type et 

d’intensité turbulente (FIGURE 4. 23) ainsi que par l’étude du scalaire Q2D (FIGURE 4. 

24). 

Le champ de vitesse moyenne confirme aussi que le profil masque moins 

l’écoulement, mais on observe quand même une zone  de faible vitesse sur les ¾ arrière 

de l’extrados et limité au profil (FIGURE 4. 22). 

 

FIGURE 4. 22 Le champ de vitesse moyenne (Scie 45). 
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Champ d’écart type 𝑅𝑀𝑆(𝑢) 

 

Champ d’écart type 𝑅𝑀𝑆(𝑣) 

 

Champ d’intensité turbulente 𝐼𝑡2𝐷 

FIGURE 4. 23 Les champs d’écart type et d'intensité turbulente (Scie 45). 
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Champ de déplacement n°386 (T1) 

 

Champ de déplacement n°535 (T2
*
) 

 

Champ de déplacement n°585 (T3) 

 

Champ de déplacement n°631 (T4
*
) 

FIGURE 4. 24 Les champs de critère Q2D expérimentaux (Scie 45). 

 

2. Les champs de pression 

Comme dans le cas « Triangle » précédent, la répartition  de pression autour du 

profil (FIGURE 4. 25) est cohérente avec le mouvement d’oscillation imposé. Tout 

d’abord une surpression sur le 1/4 avant de l’intrados due à l’augmentation de l’angle 

d’attaque (de 15° à 17°), ensuite l’angle d’attaque diminue rapidement (de 17° à 15°) de 

T2
*
 à T3 ce qui fait apparaitre la surpression sur 1/4 corde arrière de l’extrados, enfin 

l’angle d’attaque continue à décroitre rapidement (de 15° à 13°) de T3 à T4
*
.  Le temps 

T4
*
 proposé est dans le début de la phase croissante plus lente, de l’angle d’attaque on 

retrouve alors une surpression sur l’ensemble de l’intrados avec une plus forte valeur 

sur la ½ corde arrière qu’on peut comparer à la répartition de pression observée sur la 

première image (T1). Pour des temps légèrement inférieurs, on est sur la fin de la phase 

de décroissance rapide et on observe une surpression sur la ½ corde arrière de l’extrados 

qui amplifie les résultats de la troisième image (T3). 
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Champ de pression n°386 (T1) 

 

Champ de pression n°535 (T2
*
) 

 

Champ de pression n°585 (T3) 

 

Champ de pression n°631 (T4
*
) 

 

FIGURE 4. 25 Les champs de pression (Scie 45). 

 

3. Les efforts 

Les analyses précédentes permettent de supposer que les efforts de traînée vont 

être plus faibles que le cas fixe. Ceci est confirmé par les résultats des efforts que nous 

avons calculé pour le cas « Scie 45 », (FIGURE 4. 26), (FIGURE 4. 27) et (FIGURE 4. 

28). Il est difficile de le comparer avec le cas triangle précédent les fréquences et 

amplitudes étant différentes, ce qui entrainent des efforts très différents. On comparera 

avec le cas « Triangle » de fréquence 5.9Hz et d’amplitude 2° dans le paragraphe 

suivant. 
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FIGURE 4. 26 Les coefficients adimensionnels 𝑪𝒙(𝒕) et 𝑪𝒙̅̅̅̅  (la ligne pointillée en bleu). 

 

 

FIGURE 4. 27 Les coefficients adimensionnels 𝑪𝒚(𝒕) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅  (la ligne pointillée en gris). 

 

Les efforts de portance sont meilleurs que ceux calculés pour le profil fixe, mais 

leur calcul sur un cycle d’une période en fonction de l’amplitude d’oscillation de l’angle 

d’attaque est instable dans le temps comme le montre le calcul sur plusieurs cycles 

consécutifs (FIGURE 4. 28) 
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FIGURE 4. 28 coefficient de la force de portance Cy() (Scie 45). 

4.2 Comparaison des résultats 

Dans cette partie, nous comparons les différentes configurations expérimentales. 

Nous nous limitons aux champs de vitesse moyenne, aux champs d’intensité 

turbulente et aux efforts de portance et de traînée sur le profil pour effectuer les 

comparaisons. 

Dans notre travail, les cas expérimentaux ont été divisés en trois types 

différents : le profil fixe, le signal « Triangle » et le signal « dent de Scie ». 

Nous commencerons par comparer le cas fixe avec les différents cas 

« Triangle », ensuite le cas « Fixe » et « Triangle » (de fréquence 5.9Hz, d’amplitude 

2°) avec les différents cas « dent de Scie ». 

 

4.2.1 Comparaison entre le cas « Fixe » et les cas « Triangle » 

1. Les champs de vitesse moyenne 

Dans le premier type, nous proposons les images des résultats de comparaison 

pour le cas profil fixe et les cas des signaux « Triangle ». Tout d’abord, les résultats de 

comparaison des champs de vitesse moyenne, (FIGURE 4. 29). 
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Profil fixe 

 

Triangle, fréquence 5.9Hz, amplitude 2° 

 

Triangle, fréquence 5.9Hz, amplitude 4° 

 

Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 2° 

 

Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4° 

 

Triangle, fréquence 12.5Hz, amplitude 2° 

 

Triangle, fréquence 12.5Hz, amplitude 4° 

FIGURE 4. 29 Les champs de vitesse moyenne adimensionnée. 

 

Le champ de vitesse moyenne pour la fréquence 5.9Hz et l’amplitude 2° 

présente des caractéristiques proches du profil fixe avec tout de même une amélioration  

due à un masquage moindre de l’écoulement. Les autres champs de vitesse moyenne 
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des profils en oscillations présentent tous les mêmes particularités : le profil ne masque 

plus l’écoulement, le contournement du bord d’attaque, une augmentation de vitesse à 

l’extrados qui semble montrer une amélioration du recollement de l’écoulement et 

permet de limiter au profil proche et à un sillage étroit de bord de fuite l’activité 

tourbillonnaire. Ces différents points sont à la fois améliorés par l’augmentation de la 

fréquence qui, à amplitude constante, présente un net gain quand l’amplitude est de 2 

degré (le profil masque de moins en moins l’écoulement), mais aussi par l’augmentation 

d’amplitude de 2° à 4°,  qui dès 4° montre que la fréquence de 5.9Hz permet d’avoir 

une performance remarquable. Il semble sur cette comparaison que le gain en amplitude 

est plus conséquent que le gain en fréquence quand on est autour de la fréquence 

naturelle. 

2. Les champs d’intensité turbulente 

Ensuite, nous comparons les  différents champs d’intensité turbulente It2D 

(FIGURE 4. 30).  

Le champ d’intensité turbulente pour la fréquence 5.9Hz et l’amplitude 2° 

présente une taille de zone turbulente proche de celle du profil fixe mais avec des 

caractéristiques un peu différentes : une zone très cisaillée à l’extrados du bord 

d’attaque, lieu de formation de structures tourbillonnaires importantes qui s’éloignent 

du profil et qui sont convectées dans un large sillage turbulent. Les autres champs 

d’intensité turbulente des profils en oscillations présentent tous les mêmes 

particularités : Une zone d’intensité turbulente le long du profil qui se prolonge en un 

sillage étroit. L’augmentation d’amplitude de 2° à 4° augmente légèrement les valeurs 

d’intensité turbulentes (sauf le cas de fréquence 5.9Hz). La corrélation à la fréquence est 

plus délicate, il semble néanmoins que le cas de la fréquence naturelle 9.2Hz associée à 

une amplitude de 2° donne les plus faibles valeurs de l’intensité turbulente. 

Les comparaisons faites précédemment sur les champs de vitesse moyenne et les 

champs d’intensité turbulente, permettent de supposer des performances en efforts, de 

traînée et de portance, supérieures dans le cas des profils oscillants, avec un gain faible 

pour le cas de  fréquence 5.9Hz et d’amplitude 2°. 
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Profil fixe. 

 

Triangle, fréquence 5.9Hz, amplitude 2° 

 

Triangle, fréquence 5.9Hz, amplitude 4° 

 

Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 2° 

 

Triangle, fréquence 9.2Hz, amplitude 4° 

 

Triangle, fréquence 12.5Hz, amplitude 2° 

 

Triangle, fréquence 12.5Hz, amplitude 4° 

FIGURE 4. 30 Les champs d’intensité turbulente. 

3. Les efforts de traînée et de portance 

Nous présentons nos résultats de calculs (FIGURE 4. 31) et (FIGURE 4. 32) des 

coefficients de traînée (Cx) et de portance (Cy) .  
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Profil fixe, |𝐶𝑥̅̅̅̅ |  0.4 

 

Triangle, fré_5.9Hz_amp 2°, |𝐶𝑥̅̅̅̅ |   0.5 

 

Triangle, fré_5.9Hz_amp 4°, |𝐶𝑥̅̅̅̅ |   0.07 

 

Triangle, fré_9.2Hz_amp 2°, |𝐶𝑥̅̅̅̅ | ≈ 0.11   

 

Triangle, fré_9.2Hz_amp 4°, |𝐶𝑥̅̅̅̅ | ≈ 0.09 

 

Triangle, fré_12.5Hz_amp 2°, |𝐶𝑥̅̅̅̅ | ≈0.08 

 

Triangle, fré_12.5Hz_amp 4°, |𝐶𝑥̅̅̅̅ | ≈ 0.07 

FIGURE 4. 31 Les résultats de comparaison des coefficients de traînée. 

 

Ces résultats confirment les analyses précédentes. On peut aussi remarquer que 

les résultats du Cy sont périodiques et stables sur des cycles consécutifs (sauf pour le 

cas 5.9Hz ; 2°). On peut remarquer que pour l’amplitude de 4° le coefficient de traînée 
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est peu sensible aux différentes fréquences étudiées, ce qui n’est pas le cas de la 

portance qui augmente de façon significative avec la fréquence. 

 

Profil fixe, |𝐶𝑦̅̅̅̅ |   0,6 

 

 Triangle, fré_5.9Hz_amp 2°, |𝐶𝑦̅̅̅̅ | ≈ 0.84  

 

Triangle, fré_5.9Hz_amp 4°, |𝐶𝑦̅̅̅̅ |   1,13 

 

Triangle, fré_9.2Hz_amp 2°, |𝐶𝑦̅̅̅̅ | ≈ 0.95 

 

Triangle, fré_9.2Hz_amp 4°, |𝐶𝑦̅̅̅̅ | ≈ 1.32 

 

Triangle, fré_12.5Hz_amp 2°, |𝐶𝑦̅̅̅̅ | ≈ 1.0 

 

Triangle, fré_12.5Hz_amp 4°, |𝐶𝑦̅̅̅̅ | ≈ 1.55 

FIGURE 4. 32 Les résultats de comparaison des coefficients de portance. 
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4.2.2 Comparaisons entre les cas  « Fixe », « Triangle » (5.9Hz ; 2°)  et « dent 

de Scie » 

1. Les champs de vitesse moyenne 

Dans cette partie nous comparons les champs de vitesse moyenne des 

configurations « Fixe »  et « Triangle » de fréquence 5.9Hz amplitude 2° aux deux 

configurations dent de scie  « Scie 45 » et « Scie 135 » (FIGURE 4. 33). 

 

Profil fixe 

 

Triangle, fréquence 5.9Hz, amplitude 2° 

 

Scie 45, fréquence 5.9Hz, amplitude 2° 

 

Scie 135, fréquence 5.9Hz, amplitude 2° 

FIGURE 4. 33 Les champs de vitesse moyenne adimensionnée. 

 

Nous observons comme dans le cas triangle une amélioration par rapport au cas 

fixe mais aussi par rapport au cas triangle de fréquence 5.9Hz amplitude 2° étudié 

précédemment. L’oscillation de type « Scie 45 » semble être une alternative très 

intéressante si on ne dispose que d’une possibilité de 5.9HZ et de très faible amplitude. 

Le fait de pivoter le bord d’attaque vers le haut rapidement semble permettre de 

raccrocher l’écoulement alors que le cas « Scie 135 » qui pivote le bord d’attaque vers 

le bas rapidement ne semble pas avoir cet avantage. Cela semble confirmé par le calcul 

des champs d’intensité turbulente présenté ci-dessous. 
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2. Les champs d’intensité turbulente 

La comparaison entre les différents champs d’intensité turbulente It2D est 

présentée FIGURE 4. 34. 

 

 

Profil fixe 

 

Triangle, fréquence 5.9Hz, amplitude 2° 

 

Scie 45, fréquence 5.9Hz, amplitude 2° 

 

Scie 135, fréquence 5.9Hz, amplitude 2° 

FIGURE 4. 34 Les champs d’intensité turbulente. 

 

Le champ d’intensité turbulente du cas « Scie 45 » a une zone turbulente plus 

petite et beaucoup plus étroite que celle du cas « Scie 135 » et le cas « Scie 45 » parait 

toujours très intéressant comparé au cas triangle de fréquence 5.9Hz amplitude 2°. 

Le calcul des efforts sur le profil va confirmer cette impression.  

 

3. Les efforts de traînée et de portance 

 Les comparaisons entre les coefficients de traînée et de portance sont présentées 

(FIGURE 4. 35) et (FIGURE 4. 36). 
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Profil fixe, |𝐶𝑥̅̅̅̅ |  0.4 

 

Triangle, fré_5.9Hz_amp 2°, |𝐶𝑥̅̅̅̅ |   0.5 

 

Scie 45, fréquence 5.9Hz, amplitude 2°, 

|𝐶𝑥̅̅̅̅ | ≈ 0.08 

 

Scie 135, fréquence 5.9Hz, amplitude 2°, 

|𝐶𝑥̅̅̅̅ | ≈ 0.24 

FIGURE 4. 35 Les résultats de comparaison des coefficients de traînée. 

 

 

Profil fixe, |𝐶𝑦̅̅̅̅ |   0,6 

 

 Triangle, fré_5.9Hz_amp 2°, |𝐶𝑦̅̅̅̅ | ≈ 0.84  

 

Scie 45, fréquence 5.9Hz, amplitude 2°, 

|𝐶𝑦̅̅̅̅ | ≈ 0.96 

 

Scie 135, fréquence 5.9Hz, amplitude 2°, 

|𝐶𝑦̅̅̅̅ | ≈ 0.94 

FIGURE 4. 36 Les résultats de comparaison des coefficients de portance. 
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Cette dernière comparaison nous prouve encore que le cas « Scie 45 » a des 

performances bien meilleures que le cas « Triangle » aux mêmes fréquences et 

amplitudes. Ces performances sont équivalentes au cas triangle amplitude 2° et 

fréquence 12.5Hz. 

 

 

Conclusion 

 

Dans ce chapitre, nous avons comparé différents types d’oscillation, à 

différentes fréquences (autour de la fréquence naturelle) et amplitudes, ce qui nous a 

permis de déduire certaines similitudes et certaines différences qui pourront servir dans 

l’avenir dans le choix des types d’oscillation requis pour obtenir l’effet désiré (meilleur 

portance, peu de traînée, intensité turbulente faible…). Ce travail n’est pas exhaustif, les 

résultats observés autour de la fréquence naturelle pour un angle d’attaque de 15° et un 

profil NACA0015 devront être complétés par d’autres configurations avec des angles 

d’attaques différents (par exemple le fait de recoller l’écoulement et de supprimer la 

zone de recirculation est-il reproductible pour d’autres profils, d’autres incidences). 
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Conclusion générale et perspectives  

 

 

 

Dans ce mémoire, nous avons proposé : 

 Dans un premier temps une méthode de calcul des champs de pressions et 

d’efforts de traînée et de portance sur un profil fixe ou oscillant, à partir de données 

numériques ou de données expérimentales.   

Pour cela, nous avons fait le choix d’une projection polynomiale (Druon, 2009), 

d’un champ de vitesse expérimental, pour plusieurs raisons : 

- Facilité et rapidité pour calculer les intégrales, les dérivées et interpoler.  

- Calcul de la base polynomiale en amont indépendamment des 

caractéristiques physiques de l’écoulement. 

- Capacité de compresser des données en utilisant une base polynomiale. 

- Calcul analytique des champs de gradients de pression par dérivation 

polynomiale dans l’équation de Navier-Stokes. 

Contrairement aux domaines restreints sans profil, l’intégration polynomiale 

pour reconstruire les champs de pression n’a pas donné de résultats acceptables quand le 

domaine d’intégration contenait le profil. Nous avons alors utilisé une méthode de 

calcul de champ de pression développée dans l’équipe Hydée (Jeon, et al., 2015), qui 

nous a permis à partir des champs de gradient polynomiaux d’approcher, de manière 

satisfaisante, le champ de pression dans tout le domaine, profil inclus. Ce champ de 

pression obtenu a lui-même été approché par une méthode de projection polynomiale 

pour construire un champ de pression polynomial. 

 Ces différents champs polynomiaux (vitesse et pression) ont été injectés dans 

l’équation de bilan quantité de mouvement dans un domaine circulaire (adapté aux 

mouvements d’oscillation  du profil) pour calculer de façon quasi-analytique les efforts 

de traînée et de portance sur un profil en oscillation. Cette méthode de calcul d’efforts a 

été validée pour un écoulement simulé autour d’un profil fixe. 
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 Dans un deuxième temps, il nous a paru primordial d’utiliser ce nouvel 

outil de compréhension à l’étude de champs expérimentaux autour de profil en 

oscillation. Pour cela, nous avons mis en place une série d’essais expérimentaux sur un 

profil NACA0015 dans un tunnel hydrodynamique : 

- Autour  du profil fixe à 15° d’angle d’attaque, ce qui nous a permis de 

déterminer sa fréquence naturelle de 9.2Hz. 

- Autour du profil oscillant à des fréquences de 5.9Hz, 9.2Hz et 12.5Hz et 

des amplitudes de 2° et 4°. 

Par des méthodes optiques PIV, nous avons obtenus des images qui par 

traitements, en particulier la méthode FTEE nous a permis d’obtenir des champs de 

vitesse instantanée. 

C’est à partir de ces champs que nous avons appliqués la méthode que nous 

avons développée et décrite au point un pour obtenir les champs de pression et les 

efforts instantanés de traînée et de portance. Pour nous aider à la compréhension de la 

dynamique de ces écoulements, nous avons complété nos résultats par le calcul de 

grandeurs statistiques (champ de vitesse moyenne, champ d’intensité turbulente) et par 

la valeur instantanée de Q2D. 

 Enfin, avec l’ensemble des méthodes et outils, nous avons analysé les 

écoulements expérimentaux dus aux différents types d’oscillations imposées au profil, 

et calculé les champs de pression et les efforts. Cela nous a permis de faire des 

comparaisons d’efficacité, qui laisse apparaitre les améliorations pour des oscillations à 

des fréquences supérieures ou égales à la fréquence naturelle  (par exemple diminution 

de l’intensité turbulente qui entraine une diminution des efforts de traînée, augmentation 

des efforts de portance) la même conclusion peut être apporté pour l’augmentation 

d’amplitude. 

Nous avons observé que pour le profil oscillant à la fréquence naturelle et avec 

une amplitude de 2°, l’intensité turbulente est la plus faible des cas étudiés ; l’oscillation 

semble alors recoller l’écoulement et on observe un sillage très étroit. Ces 

caractéristiques de l’écoulement semblent communes à l’ensemble des cas oscillants 

pour une fréquence et une amplitude suffisante. 

 

Les perpectives qu’offre ce travail sont diverses et variées, on pourrait citer : 

 Dans la méthode d’évaluation du champ de pression et des efforts : 
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- Améliorer la base polynomiale, on est limité à un degré 25 car les bases 

de degré supérieur présentent des défauts d’orthogonalité. 

- Le passage 2D à 3D qui ne devrait pas poser de problème pour le calcul 

du champ de pression. Pour le calcul des efforts on utilisera un volume 

de contrôle cylindrique avec surement une étude plus particulière pour 

les deux extrémités du cylindre. 

- Pour calculer les efforts, on peut étudier d’autres mouvements  de profil 

avec cette fois un volume de contrôle rectangulaire. Il faudra faire alors 

un changement afine des coordonnées, dans notre calcul polynomial, 

pour suivre les mouvements de translation et rotation du profil. 

- … 

 Dans la comparaison et l’analyse : 

- Tester des configurations autour d’angles d’attaque différents. Pour voir 

si on observe les mêmes phénomènes physiques (recollement, intensité 

turbulente plus faible…) 

- Tester d’autres fréquences et d’autres amplitudes pour mieux évaluer des 

tendances 

- … 

Pour conclure, ce travail de thèse ajoute un nouvel outil qui nous aidera à être 

discriminant, dans nos choix de mouvement et de configuration, quand des profils 

seront mis en mouvement. Par exemple, suivant les systèmes de récupération d’énergie 

envisagés, les critères optimaux peuvent être très différents. Pour un système de 

contrôle optimal de turbine, le critère de priorité est de minimiser la perte d’énergie de 

l’écoulement lorsqu’il se déplace à travers les aubes de guidage, il nous faudra alors 

plutôt minimiser l’intensité turbulente, mais dans le cas des éoliennes à axe vertical, le 

critère de priorité est de réduire le coefficient de traînée et d’augmenter le coefficient de 

portance, et dans ce cas une bonne évaluation de ces deux critères est nécessaire, et 

notre travail nous permettra cette sélection. 
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Annexe 

 

 

 

 

 

 

 

Cas profil fixe 

 

Champ de déplacement n°3249 (T1) 

 

Champ de déplacement n°3290 (T2) 

 

Champ de déplacement n°3342 (T3) 

 

Champ de déplacement n°3408 (T4) 

 

FIGURE 0. 1 Les champs de vitesse expérimentaux. 
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Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 2 Les champs de grandeur statistique.   

 

 

Champ de pression n°3249 (T1) 

 

Champ de pression n°3290 (T2) 

 

Champ de pression n°3342 (T3) 

 

Champ de pression n°3408 (T4) 

FIGURE 0. 3 Les champs de pression. 
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FIGURE 0. 4 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 

 

FIGURE 0. 5 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅ . 
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Cas dent de Scie 135 ; fréquence 5,9Hz ; amplitude 2° 

0. 𝑇(𝑇1);
𝑇

8
(𝑇2∗);

𝑇

2
(𝑇3);

7𝑇

8
(𝑇4∗) 

 

Champ de déplacement n°220 (T1) 

 

Champ de déplacement n°266 (T2
*
) 

 

Champ de déplacement n°380 (T3) 

 

Champ de déplacement n°494 (T4
*
) 

FIGURE 0. 6 Les champs de vitesse expérimentaux. 

 

Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 7 Les champs de grandeur statistique. 
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Champ de pression n°220 (T1) 

 

Champ de pression n°266 (T2
*
) 

 

Champ de pression n°380 (T3) 

 

Champ de pression n°494 (T4
*
) 

FIGURE 0. 8 Les champs de pression. 

 

 

FIGURE 0. 9 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 
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FIGURE 0. 10 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅ . 

 

 

FIGURE 0. 11 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(). 
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Cas dent de Scie 45 ; fréquence 5,9Hz ; amplitude 2° 

0. 𝑇(𝑇1);
3𝑇

8
(𝑇2∗);

𝑇

2
(𝑇3);

5𝑇

8
(𝑇4∗) 

 

Champ de déplacement n°386 (T1) 

 

Champ de déplacement n°535 (T2
*
) 

 

Champ de déplacement n°585 (T3) 

 

Champ de déplacement n°631 (T4
*
) 

FIGURE 0. 12 Les champs de vitesse expérimentaux. 

 

Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 13 Les champs de grandeur statistique. 
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Champ de pression n°386 (T1) 

 

Champ de pression n°535 (T2
*
) 

 

Champ de pression n°585 (T3) 

 

Champ de pression n°631 (T4
*
) 

 

FIGURE 0. 14 Les champs de pression. 

 

 

FIGURE 0. 15 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 
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FIGURE 0. 16 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅ . 

 

 

FIGURE 0. 17 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(). 
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Cas Triangle ; fréquence 5,9Hz ; amplitude 2° 

 

Champ de déplacement n°23 (T1) 

 

Champ de déplacement n°120 (T2) 

 

Champ de déplacement n°195 (T3) 

 

Champ de déplacement n°293 (T4) 

FIGURE 0. 18 Les champs de vitesse expérimentaux. 

 

 

Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 19 Les champs de grandeur statistique. 
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Champ de pression n°23 (T1) 

 

Champ de pression n°120 (T2) 

 

Champ de pression n°195 (T3) 

 

Champ de pression n°293 (T4) 

FIGURE 0. 20 Les champs de pression. 

 

 

FIGURE 0. 21 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 
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FIGURE 0. 22 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅ .  

 

 

FIGURE 0. 23 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(). 
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Cas Triangle ; fréquence 5,9Hz ; amplitude 4° 

 

Champ de déplacement n°87 (T1) 

 

Champ de déplacement n°181 (T2) 

 

Champ de déplacement n°245 (T3) 

 

Champ de déplacement n°351 (T4) 

FIGURE 0. 24 Les champs de vitesse expérimentaux. 

 

 

Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 25 Les champs de grandeur statistique. 
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Champ de pression n°87 (T1) 

 

Champ de pression n°181 (T2) 

 

Champ de pression n°245 (T3) 

 

Champ de pression n°351 (T4) 

FIGURE 0. 26 Les champs de pression. 

 

 

FIGURE 0. 27 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 
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FIGURE 0. 28 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅ . 

 

 

FIGURE 0. 29 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(). 
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Cas Triangle ; fréquence 9.2Hz ; amplitude 2° 

 

Champ de déplacement n°214 (T1) 

 

Champ de déplacement n°265 (T2) 

 

Champ de déplacement n°315 (T3) 

 

Champ de déplacement n°375 (T4) 

FIGURE 0. 30 Les champs de vitesse expérimentaux. 

 

 

Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 31 Les champs de grandeur statistique. 
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Champ de pression n°214 (T1) 

 

Champ de pression n°265 (T2) 

 

Champ de pression n°315 (T3) 

 

Champ de pression n°375 (T4) 

FIGURE 0. 32 Les champs de pression. 

 

 

FIGURE 0. 33 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 
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FIGURE 0. 34 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅  

 

 

FIGURE 0. 35 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(). 
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Cas Triangle ; fréquence 9,2Hz ; amplitude 4° 

 

Champ de déplacement n°113 (T1) 

 

Champ de déplacement n°155 (T2) 

 

Champ de déplacement n°204 (T3) 

 

Champ de déplacement n°262 (T4) 

FIGURE 0. 36 Les champs de vitesse expérimentaux. 

 

 

Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 37 Les champs de grandeur statistique. 
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Champ de pression n°113 (T1) 

 

Champ de pression n°155 (T2) 

 

Champ de pression n°204 (T3) 

 

Champ de pression n°262 (T4) 

FIGURE 0. 38 Les champs de pression. 

 

 

FIGURE 0. 39 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 
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FIGURE 0. 40 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅ . 

 

 

FIGURE 0. 41 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(). 
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Cas Triangle ; fréquence 12,5Hz ; amplitude 2° 

 

Champ de déplacement n°244 (T1) 

 

Champ de déplacement n°273 (T2) 

 

Champ de déplacement n°309 (T3) 

 

Champ de déplacement n°356 (T4) 

FIGURE 0. 42 Les champs de vitesse expérimentaux. 

 

 

Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 43 Les champs de grandeur statistique. 
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Champ de pression n°244 (T1) 

 

Champ de pression n°273 (T2) 

 

Champ de pression n°309 (T3) 

 

Champ de pression n°356 (T4) 

FIGURE 0. 44 Les champs de pression. 

 

 

FIGURE 0. 45 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 
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FIGURE 0. 46 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅ . 

 

 

FIGURE 0. 47 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(). 
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Cas Triangle ; fréquence 12,5Hz ; amplitude 4°
 

 

Champ de déplacement n°1262 (T1) 

 

Champ de déplacement n°1288 (T2) 

 

Champ de déplacement n°1326 (T3) 

 

Champ de déplacement n°1369 (T4) 

FIGURE 0. 48 Les champs de vitesse expérimentaux. 

 

 

Champ d’écart type RMS_u 

 

Champ de vitesse moyenne 

 

Champ d’écart type RMS_v 

 

Champ d’intensité turbulente It2D 

FIGURE 0. 49 Les champs de grandeur statistique. 
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Champ de pression n°1262 (T1) 

 

Champ de pression n°1288 (T2) 

 

Champ de pression n°1326 (T3) 

 

Champ de pression n°1369 (T4) 

FIGURE 0. 50 Les champs de pression. 

 

 

FIGURE 0. 51 Représentation de coefficient de la force de traînée Cx(t) et 𝑪𝒙̅̅̅̅ . 
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FIGURE 0. 52 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(t) et 𝑪𝒚̅̅ ̅̅ . 

 

 

FIGURE 0. 53 Représentation de coefficient de la force de portance Cy(). 
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Calcul de pression et d’efforts sur un profil en mouvement : 

application aux systèmes de récupération d’énergie 

 

Résumé  

 

La détermination du champ de pression dans un écoulement et/ou des efforts sur 

un profil en mouvement à partir de mesures de vitesses effectuées dans le milieu fluide 

est une problématique actuelle qui intéresse de nombreux domaines de recherche en 

mécanique des fluides. On pourrait citer en particulier,  les systèmes de récupération 

d’énergie (éolienne, hydrolienne) ou bien les systèmes de contrôle optimal d’aubes de 

guidage de turbine, etc… 

Dans ce mémoire, nous apportons notre contribution à ce problème en proposant 

dans un premier temps, une méthode originale qui permet, à partir de champs de 

vitesses instationnaires obtenus par mesure optiques PIV, d’approcher ces champs dans 

l’ensemble du milieu (profil inclus) en utilisant la théorie des polynômes orthogonaux 

de Legendre. L’équation de Navier-Stokes permet alors d’obtenir des gradients de 

pression polynomiaux dans l’ensemble du milieu fluide et de pouvoir ainsi calculer le 

champ de pression dans l’écoulement et ensuite, en utilisant l’équation de bilan de 

mouvement dans un domaine de référence judicieusement choisi, de déterminer les 

efforts sur un profil mobile en oscillation. Cette méthode est alors validée sur un profil 

fixe à partir de données simulées numériquement et de données expérimentales. 

Dans un deuxième temps, après une série de mesures optiques PIV sur un profil 

NACA0015 soumis à différents types d’oscillations, nous appliquons la méthode décrite 

précédemment pour reconstruire les champs de pressions instationnaires et évaluer les 

efforts instantanées et moyens sur le profil. L’étude d’un certains nombres de plages de 

fréquences et d’amplitudes permet de comparer nos résultats, pour la recherche d’une 

meilleure efficacité. 

Mots Clefs : écoulements fluides instationnaires, polynômes de Legendre, profil 

oscillant, PIV, pression, efforts 

 



 

 

 

 

Calculation of pressure and forces on a moving profile : 

application to energy recovery systems 

 

Abstract 

 

The determination of the pressure field in a flow and/or forces on a moving 

profile from measurements of velocities carried out in the fluid is a current problem that 

is of interest to many domains of research in fluid mechanics like the energy recovery 

systems (wind, hydro) or the speed control of hydraulic turbines, etc… 

In this PhD thesis, we make a contribution to this problem by initially proposing 

an original method which allows us to approach unsteady velocity fields in the whole of 

the flow obtained by PIV optical measurements (including the profile) using Legendre's 

orthogonal polynomial theory. The Navier-Stokes equations then make it possible to 

obtain polynomial pressure gradients in the whole of the fluid and thus to be able to 

calculate the pressure field in the flow by using the momentum balance equation in a 

judiciously chosen reference range, to determine the forces on an oscillating mobile 

profile. This method is then validated on a fixed profile using numerically simulated 

data and experimental data. 

In a second step, from series of flow PIV measurements on a NACA0015 profile 

subjected to different types of oscillations, we apply the method described above to 

reconstruct the unsteady pressure fields and to evaluate the instantaneous and average 

forces on the profile. The study of a certain number of ranges of frequencies and 

amplitudes makes it possible to compare our results, in order to seek a better efficiency. 

Keywords : Unsteady fluid flows, Legendre polynomials, oscillating profile, 

PIV, pressure, force 


