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Notations

Lorsqu’aucune confusion n’est possible, certaines grandeurs se voient attribuer une
notation identique, communément admise et utilisée. Afin de ne pas alourdir les équations,
les variables adimensionnées ne sont pas marquées comme telles, la distinction avec les
variables dimensionnées est laissée à l’appréciation du lecteur. Toute ambiguïté sera levée
dans le corps du texte.

Tableau 1 – Nomenclature : grandeurs à symboles latins

Symbole Nom Unité (SI)
a Diffusivité thermique m2/s
A Aire de section de passage m2

A Potentiel vecteur du champ magnétique T·m
Aσ, Bσ Paramètres de conductivité électrique S/m, J/mol
A, B, Tv Coefficients VFT m2/s, J/mol, K
B Champ magnétique T
c Célérité de la lumière m/s
C Fraction volumique en particules −
Cl, Ch Fraction volumique en particules faible, élevée −
C Moment par rapport à l’axe des forces fluides N·m
Ca Fraction volumique compacte −
cp Capacité thermique massique à pression constante J/kg/K
Cp Seuil de percolation −
d, D Diamètre m
d Densité −
d Tenseur des taux de déformation s−1

Dh Diamètre hydraulique m
D Matrice de différentiation discrète −
e Épaisseur de matériau granulaire m
E Densité Spectrale de Puissance intégrée −
E Champ électrique N/C
(ex, ey, ez) Base cartésienne orthonormale −
Ec Énergie cinétique J
Ep Énergie potentielle J
Em Énergie mécanique J
Ev Puissance de dissipation visqueuse W
f Fréquence Hz
g Accélération de la pesanteur m/s2

h Coefficient de transfert thermique W/m2/K
h Niveau de verre m

xv
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H Coefficient de transfert thermique total W/m2/K
I Intensité de courant électrique A
j Densité de courant A/m2

k Nombre d’onde m−1

k Conductivité S/m ou W/m/K
kB Constante de Boltzmann m2·kg/s2/K
kc Nombre d’onde de coupure m−1

l Taille d’une coupe m
l Hauteur immergée m
L Taille du système m
m Masse kg
n Vecteur unitaire normal sortant −
n Indice de réfraction −
n Porosité −
NA Nombre d’Avogadro mol−1

Nc Nombre de mailles −
p, P Périmètre m
p Fraction de code parallélisée −
p′ Pression statique Pa
P Densité Spectrale de Puissance adimensionnée −
pJ Densité volumique de puissance Joule W/m3

PJ Puissance Joule totale W
q Flux thermique surfacique W/m2

qr Flux thermique radiatif interne W/m2

Q Débit volumique d’écoulement interne m3/s
r Coefficient de corrélation linéaire −
R Rayon m
R Ratio de conductivités −
Rn Constante universelle des gaz parfaits J/mol/K
s Taux de croissance s−1

s, t Exposants critiques −
S Surface m2 (3D) m (2D)
Slatence Accélération en latence −
S Source volumique de quantité de mouvement N/m3

t Temps s
T Température K
T Période temporelle s
Tc, Th Température froide, chaude K
Text Température du domaine extérieur K
Tf Température de sintérisation K
TM Température de mélange K
T+ Température à la frontière du fluide K
u(u, v, w) Vitesse du fluide m/s
U Vitesse imposée m/s
U Tension électrique V
v Valeur de voxel −
vt Valeur de voxel seuil −
V Potentiel scalaire électrique V
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Wb Puissance mécanique du bullage W
x Vecteur position m
(x, y, z) ou
(x1, x2, x3)

Coordonnées cartésiennes m

Tableau 2 – Nomenclature : grandeurs à symboles grecs

Symbole Nom Unité (SI)
α Exposant d’entravement −
α Coefficient de sous-relaxation −
β Coefficient de dilatation thermique K−1

βp Coefficient de masse volumique particulaire −
βr Coefficient d’atténuation du rayonnement m−1

γ̇ Taux de cisaillement s−1

γ Exposant de loi d’échelle −
γ Tension superficielle N/m
γ Courbure géométrique m−1

Γ Coefficient de diffusion m2/s
δ, δt Épaisseur de couche limite dynamique, thermique m
δ Épaisseur de peau électromagnétique m
δ Angle de perte rad
δ Distribution de Dirac −
∆ Largeur de classe de rayons adimensionnée −
ε Émissivité −
ε0 Permittivité du vide F/m
ζ Coefficient de pression particulaire Pa
η Viscosité dynamique Pa·s
θ Angle polaire rad
κ Diffusivité des particules m2/s
λ Longueur d’onde m
λ Conductivité thermique effective W/m/K
λt Conductivité thermique vraie W/m/K
λr Conductivité thermique de Rosseland W/m/K
µ0 Perméabilité magnétique du vide T·m/A
µ, v Paramètres de loi log-normale −
ν Viscosité cinématique m2/s
ξ Longueur d’autocorrélation m
ξ Source thermique K/s
ξ Distance de sédimentation du front m
ρ Masse volumique kg/m3

ρ Densité de charge électrique C/m3

σ Constante de Stefan-Boltzmann W/m2/K4

σ Conductivité électrique S/m
σ Écart type relatif −
σw Constante de Wien K·m
τ Vitesse de sédimentation de Stokes m/s
τ Constante de temps s
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τ Tenseur des contraintes N/m2

φ Fonction indicatrice de phase −
Φ Flux thermique global W (3D) W/m (2D)
Φ2D, Φ3D Histogramme de distribution apparente, réelle −
Φ± Fonctions d’échelle de conductivité effective −
χ Facteur d’accélération de la sédimentation −
ψ Fonction de courant m2/s
Ψ Coefficient de saut −
Ψ Rapport d’aspect −
ω Pulsation rad/s
ω Vitesse de rotation rad/s
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Tableau 3 – Nomenclature : nombres adimensionnés

Symbole Nom
A Atwood
Bi Biot
Br Brinkman
D Température de Vogel adimensionnée
Gr Grashof
Grp Grashof massique
Ha Hartmann
In Paramètre de chauffage par effet Joule
Mg Marangoni
N Stuart
N Vitesse de sédimentation adimensionnée
Nu Nusselt
Np Newton
N+ Stark
Pe Péclet
Pep Péclet particulaire
Pn Pearson
Pr Prandtl
Re Reynolds
Rm Reynolds magnétique
Rω Paramètre d’écran
Ri Richardson
Rip Richardson massique
Sc Schmidt
St Stokes

Tableau 4 – Notations de calcul tensoriel - s, a et T désignent respectivement un scalaire,
un vecteur et un tenseur d’ordre 2

Symbole Opérateur Notation indicielle
en coordonnées
cartésiennes

∇s Gradient de s ∂s
∂xj

∇a Gradient de a ∂ai

∂xj

∇ · a Divergence de a ∂aj

∂xj

∇ · T Divergence de T ∂Tij

∂xj

∇ ∧ a Rotationnel de a −
∇2s Laplacien de s ∂2s

∂xj∂xj

∇2a Laplacien de a ∂2ai

∂xj∂xj

∇4s Bilaplacien de s ∂4s
∂xi∂xi∂xj∂xj
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1.1 Vitrification des déchets radioactifs

1.1.1 Principe de confinement

Après son passage en réacteur nucléaire, le combustible fait l’objet d’un recyclage
permettant l’extraction et la séparation de deux éléments d’un fort intérêt industriel,
l’uranium et le plutonium, n’ayant pas subi de fission nucléaire. Le cycle du combustible
nucléaire est sujet à une continuelle réflexion dans le but d’optimiser la production d’élec-
tricité tout en minimisant la quantité de déchets non valorisables. Une part de ces déchets
(environ 4 %) reste cependant non valorisable à ce jour à l’aide des technologies connues,
qui sont soit inadaptées soit trop coûteuses. Ces déchets issus du combustible usé, dit ul-
times, viennent s’ajouter aux déchets contaminés produits par l’industrie nucléaire. Mais
à la différence de ces derniers, ils contiennent à la fois des produits de fission de haute
activité et des actinides mineurs possédant un temps de demi-vie long. Dès le milieu du
XXème siècle, le confinement à long terme est évoqué comme étant une solution intéres-
sante pour la gestion du caractère irradiant et potentiellement contaminant de ces déchets.
Le choix porte très vite sur un conditionnement sous forme solide, à l’intérieur d’une ma-
trice stabilisante, plutôt que sous forme liquide. Il est alors montré qu’une incorporation
de ces déchets à l’échelle atomique permet une rétention suffisante et durable. Le condi-
tionnement s’est révélé satisfaisant dans des matrices vitreuses, dont l’absence d’ordre
à moyenne distance permet l’incorporation à l’échelle atomique de toute une diversité
d’éléments radioactifs.

1.1.2 Procédés d’élaboration

Dès lors que la vitrification a été choisie pour le conditionnement à long terme des
déchets ultimes, l’enjeu a consisté à développer des procédés performants à échelle indus-
trielle, en termes d’étapes de prétraitement, de formulation des verres, d’élaboration et de
stockage. Ces procédés constituent l’étape ultime du retraitement du combustible, gérant
la part des déchets n’ayant pas pu être recyclés et revalorisés. Parmi eux, le procédé d’éla-
boration du verre constitue une étape importante, où les solutions chimiques contenant
les radioisotopes issues du traitement du combustible usé sont mélangées à une fritte de
verre inactive produite en amont. Le mélange est alors porté à une température de plus
de 1100 ◦C et brassé dans un four, permettant les diverses réactions chimiques nécessaires
ainsi que son homogénéisation. Le verre élaboré est ensuite coulé dans un conteneur en
acier inoxydable adapté à l’entreposage et au stockage à long terme grâce à l’ouverture
programmée d’un orifice de coulée situé en fond de four. Les procédés décrits sont dits
à « coulée discontinue », chaque coulée de verre en conteneur ayant seulement lieu après
une phase d’alimentation-élaboration.

Plusieurs procédés d’élaboration des verres nucléaires ont été développés ou sont en
cours de conception. Tous sont différents à bien des égards, leurs différences de concep-
tion provenant en partie de la composition chimique des déchets à vitrifier, plus ou moins
corrosifs ou nécessitant une température d’élaboration plus ou moins élevée. Nous n’abor-
derons pas ici de manière exhaustive l’ensemble des procédés développés afin de nous
concentrer sur l’expérience française, dont Advocat et al. [1] font une présentation ex-
haustive. La première conception d’une chaîne de vitrification française en deux étapes
(évaporation et calcination de la solution de déchets puis vitrification en four par l’ajout
de fritte de verre), mise au point et utilisée au centre de Marcoule, s’est déclinée sous
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la forme d’un procédé dit en « pot chaud ». Dans ce design, le mélange de fritte et de
déchets calcinés est chauffé indirectement par le chauffage du creuset métallique par induc-
tion électromagnétique. Ce procédé est actuellement en fonctionnement en France depuis
sa conception (production de la Hague démarrée en 1989) et a permis la production de
nombreux colis de verre, actuellement stockés sur le site de l’usine de retraitement de la
Hague et sur le centre de Marcoule. L’augmentation du temps de séjour des crayons de
combustible en réacteur au cours des quarante dernières années ainsi que le traitement de
combustible provenant de réacteurs expérimentaux ou bien de l’étranger a entraîné une
évolution de la composition des déchets nucléaires. Gérer et s’adapter à ces variations de
composition peut nécessiter en particulier le développement et l’utilisation de nouvelles
formulations de verre et d’un nouveau four d’élaboration, appelé « creuset froid ». Dans
ce nouveau design, les matériaux du creuset sont moins soumis à la corrosion qu’en pot
chaud, permettant ainsi d’atteindre des températures de chauffe plus importantes, néces-
saires à la bonne élaboration du verre final et à l’augmentation des taux d’incorporation.
Si la température de chauffe en pot chaud est limitée à 1150 ◦C environ, en raison de la
corrosion des matériaux par le verre en fusion au contact direct des parois, le creuset froid
est refroidi par une circulation interne d’eau sous pression, le chauffage du verre étant
assuré par l’induction électromagnétique directe de courants de Foucault dans la charge
verrière. Une couche de verre relativement froide sépare alors le mélange en fusion du
creuset, éliminant quasi-totalement tout phénomène de corrosion de ce dernier et permet-
tant d’atteindre des températures de chauffe de l’ordre de 1300 ◦C. La durée de vie de ce
four d’élaboration est donc potentiellement bien plus grande que celle du procédé en pot
chaud, ce qui permet de limiter la production de nouveaux déchets contaminés liés au
processus de retraitement (« déchets secondaires technologiques ») ainsi que la fréquence
des opérations de maintenance du procédé.

1.2 Description du creuset froid inductif

1.2.1 Conception et fonctionnement

Le procédé d’élaboration pour la vitrification des déchets ultimes qui nous intéresse et
tel que conçu au CEA met en jeu un four de fusion cylindrique de type creuset froid induc-
tif, d’un diamètre de 650 mm et dont la structure principale est faite d’acier inoxydable
refroidi par une circulation interne d’eau pressurisée (cf. figures 1.1 et 1.2). Le creuset
est placé au sein d’un inducteur également refroidi par une circulation interne d’eau et
alimenté par un circuit de puissance oscillant piloté par l’opérateur. Afin de permettre
l’induction directe de courants de Foucault au sein de la charge de verre et de déchets à
fondre, la paroi latérale du creuset, appelée « virole » est sectorisée. Cette paroi est en effet
découpée en plusieurs secteurs verticaux accolés les uns aux autres de manière à former
le creuset mais tous séparés par une fine couche de matériau diélectrique empêchant la
formation de courants induits circulant sur l’ensemble de la circonférence du creuset. En
l’absence de sectorisation, le creuset jouerait le rôle de blindage électromagnétique et em-
pêcherait toute induction dans la charge. Grâce à la sectorisation, mise en place également
sur le fond du creuset appelé « sole », la circulation des courants induits dans l’acier est
limitée à chaque secteur. Ainsi, dans une telle configuration, l’amplitude du champ magné-
tique à l’intérieur du creuset est voisine de celle du champ que créerait l’inducteur en son
centre en l’absence de creuset. L’induction directe permet alors de chauffer, de fondre et de
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maintenir à température élevée la charge placée dans le creuset. Comme mentionné plus
tôt, cette configuration particulière présente l’avantage décisif de maintenir une couche de
verre relativement froide entre la charge et les parois refroidies du creuset, qui constitue
une isolation à la fois chimique, électrique et thermique, limitant ainsi considérablement
l’altération des matériaux composant le creuset. Elle présente, en retour, l’avantage de
limiter la pollution de la charge par les produits de corrosion des matériaux du creuset.
Enfin, ce procédé montre une plus grande réactivité que l’élaboration en pot chaud car la
commande de l’alimentation de l’inducteur se répercute immédiatement sur la puissance
transmise à la charge.

Cette conception principale est améliorée par l’ajout de plusieurs éléments internes
actifs ou passifs. Parmi les internes passifs, on trouve deux cannes refroidies à l’intérieur
desquelles sont placés des capteurs thermocouples. Les embouts de ces cannes, immer-
gés dans le verre en fusion, ne sont pas refroidis et sont donc constitués de matériaux
nobles résistants aux altérations mentionnées plus haut. La soudure chaude des thermo-
couples est placée dans ces embouts atteignant rapidement la température du bain de
verre environnant et permettant sa mesure. Les internes actifs sont les éléments refroidis
permettant une bonne homogénéisation thermique [2] et chimique de la fonte : l’agitateur
mécanique et les injecteurs de gaz (« bulleurs »). L’agitateur mécanique est un agitateur
rotatif à deux pales refroidi par une circulation interne d’eau. Les trois injecteurs de gaz
(généralement de l’air) sont fixés à la sole du creuset et également refroidis à l’eau. Il est
important de noter qu’une telle géométrie ne possède en particulier aucune invariance par
rotation.

Dans les procédés mettant en jeu des champs magnétiques oscillants, il est délicat de
tenter d’imposer à l’ensemble des éléments un potentiel électrique de référence ou « masse »
(potentiel de la terre par exemple) car une force électromotrice se développe aux bornes
de toute portion de matériau conducteur. Les éléments du creuset froid sont donc pour la
plupart laissés en potentiel flottant. Les courants passant à travers l’inducteur ainsi que les
courants induits dans l’ensemble des structures métalliques dissipent une certaine quantité
d’énergie thermique par effet Joule, s’élevant typiquement à un tiers de la puissance totale
fournie par l’alimentation électrique.

1.2.2 Le matériau « verre nucléaire » en creuset froid

Les verres produits en creuset froid ont connu plusieurs formulations selon le type de
déchets nucléaires traités. Les travaux présentés s’appliquent en grande partie à l’ensemble
de ces verres avec une étude plus approfondie des verres de type UOx, élaborés pour le
conditionnement des déchets issus du passage en Réacteurs à Eau Pressurisée (REP) à
usage civil des combustibles à base d’oxyde d’uranium. À composition de flux de déchets
nucléaires connue (issus des étapes amonts de traitement), les étapes de formulation de
verre permettent de proposer une composition chimique susceptible de présenter les carac-
téristiques nécessaires au bon fonctionnement du procédé de vitrification en creuset froid
parmi lesquels des conductivité électrique et fluidité suffisantes à l’état fondu ou encore
l’homogénéité (phase amorphe unique). Malgré cette première phase d’optimisation, cer-
taines fontes verrières de l’industrie nucléaire (en particulier les verres borosilicates de type
UOx) présentent une phase constituée de divers métaux, essentiellement platinoïdes, non
dissoute dans la matrice de verre [3], à l’origine d’un changement de comportement de la
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(a) Photographie d’un creuset froid instrumenté en
fonctionnement au CEA
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(b) Schéma représentatif du creuset froid et de son inducteur mentionnant les principaux paramètres
nominaux de procédé et dimensions caractéristiques

Figure 1.1 – Creuset froid utilisé pour l’élaboration de verre
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Figure 1.2 – Photographie de l’intérieur du creuset froid lors de la fusion de verre -
l’agitateur mécanique se trouve ici hors du bain, couvert de verre solidifié

fonte en convection essentiellement dû à la modification de ses propriétés électriques [4–6]
et de sa rhéologie [7, 8]. La présence de cette phase est associée à la faible solubilité de
ces éléments dans les verres. Cette phase est dispersée, présente sous la forme de parti-
cules à l’état solide ou parfois liquide d’une taille de l’ordre de 10µm. Nous qualifierons
ces particules de « platinoïdes » bien qu’il ait été montré qu’elles contiennent parfois des
métalloïdes supplémentaires formant des alliages avec les platinoïdes à proprement parler,
notamment de palladium-tellure [9–11]. Le procédé d’élaboration doit alors montrer une
certaine robustesse vis-à-vis de cette inhomogénéité, qui passe par la compréhension fine
des phénomènes causés par la présence de cette phase non dissoute.

Le tableau 1.1 rassemble quelques propriétés physico-chimiques typiques des verres
utilisés à la température nominale d’élaboration. Ces valeurs, combinées aux principaux
paramètres nominaux de procédé et dimensions caractéristiques présentés sur la figure
1.1 permettent une première évaluation des nombres adimensionnés caractéristiques du
problème multiphysique (dont des définitions précises seront données plus tard dans ces
travaux), rassemblées dans le tableau 1.2. Ces valeurs indiquent en particulier que :

— L’induction électromagnétique se trouve dans un régime intermédiaire, entre régime
de grande peau (Rω < 1) et de fine peau (Rω ≫ 1) ;

— L’écoulement de verre est laminaire ;
— Les échanges thermiques sont majoritairement convectifs ;
— Les particules de platinoïdes de taille nominale et non agrégées se comportent

comme des traceurs.
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Tableau 1.1 – Quelques propriétés physico-chimiques typiques des verres utilisés à la
température nominale d’élaboration

Symbole Propriété Valeur
σ Conductivité électrique 40 S/m
ρ Masse volumique 2,5.103 kg/m3

η Viscosité dynamique 4 Pa·s
λ Conductivité thermique 5 W/m/K
cp Capacité thermique massique 1,6.103 J/kg/K
ρp Masse volumique des particules de platinoïdes 8,3.103 kg/m3

Tableau 1.2 – Quelques nombres adimensionnés typiques de l’élaboration de verre en
creuset froid

Nombre Valeur
Paramètre d’écran Rω 8,5
Reynolds Re 200
Péclet Pe 2.105

Stokes St 4.10−8

1.3 Modélisation et simulation numérique du creuset
froid : motivations et état de l’art

Dans nos travaux, le terme « modélisation » est entendu au sens de « modélisation ma-
thématique », c’est-à-dire l’écriture de systèmes d’équations représentant, avec un certain
degré d’approximation, les phénomènes réels. Le terme « simulation » désignera quant à
lui systématiquement la « simulation numérique », c’est-à-dire l’adaptation aux moyens
de calcul numériques de la modélisation proposée notamment grâce au développement de
schémas numériques d’intégration.

De nombreuses équipes de toutes nationalités ont développé par le passé et déve-
loppent actuellement des procédés industriels (qui ne concernent pas seulement l’indus-
trie nucléaire) basés sur la technologie du creuset froid. Le principal avantage du creuset
froid poussant ces équipes à l’utiliser est la minimisation de la pollution de la charge lors
de son élaboration, permettant la production de matériaux d’un haut niveau de pureté.
On distingue généralement deux grandes familles de creusets froids, les premiers dédiés à
la production de métaux et semi-conducteurs à haute valeur ajoutée (comme le silicium
photovoltaïque), les autres destinés à la production d’oxydes dont les verres. Bien que
de conceptions semblables, les phénomènes observés diffèrent grandement entre ces deux
familles. En particulier, les métaux et semi-conducteurs, présentant des conductivités élec-
triques importantes et des viscosités relativement faibles, entraînent l’apparition de forts
couplages magnétohydrodynamiques et d’écoulements turbulents, non observés dans le
cas de la fusion de verres. C’est à cette dernière application que ces travaux sont dédiés.
Parmi les pays utilisateurs de la fusion d’oxydes en creuset froid, on trouve les États-Unis,
la Russie, la France, l’Allemagne mais aussi la Corée du Sud ou encore l’Inde et plus ré-
cemment la Chine. Ces pays possèdent pour la plupart un programme de développement
national de la technologie de creuset froid dédié à la problématique régalienne de vitrifica-
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tion des déchets radioactifs. Ce programme comporte systématiquement une composante
de modélisation et de simulation numérique du creuset froid inductif. En effet, bien que
massivement instrumenté, le creuset froid et sa charge constituent des éléments difficiles
à observer en cours de fonctionnement en raison des conditions extrêmes de température,
de champ magnétique ou encore de sollicitation chimique. La démarche de modélisation
mathématique des procédés et, si besoin, leur résolution par simulation numérique, est
une démarche en fort développement dans le domaine de l’ingénierie et notamment de l’in-
génierie des systèmes industriels (R&D de type « Model and Simulation-based Systems
Engineering »), nécessitant la prise en compte de nombreux phénomènes physiques cou-
plés. Cette démarche s’inscrit d’une part dans la volonté de dimensionner les systèmes lors
des phases de conception et de valider le comportement de produits en développement,
notamment dans le cas où l’observation et la mesure de ce comportement sont complexes.
La compréhension des comportements constitue alors la première étape vers l’optimisation
du produit. D’autre part, et dans un second temps, l’utilisation de modèles calibrés offre
la possibilité d’anticiper et de prédire le comportement des produits développés, dans une
large gamme de points de fonctionnement. Notre démarche s’inscrit donc pleinement dans
les cinq grandes fonctions de la modélisation selon F. Varenne et al. [12] : observation et
expérimentation, présentation intelligible, théorisation, discussion et décision.

Au regard de la description du procédé, trois physiques jouent un rôle crucial dans la
technologie du creuset froid appliqué à la fusion de verre :

— L’électromagnétisme ;
— La mécanique des fluides ;
— La thermique.

La complexité de la modélisation d’un tel système réside principalement dans le cou-
plage fort qui existe entre ces différentes physiques. Ce couplage peut se décomposer
formellement en deux sortes. Le premier type de couplage est l’apparition dans la mo-
délisation d’une physique d’un terme associé à une autre physique (champ de vitesse du
fluide, puissance dissipée par effet Joule...). Un second type de couplage apparaît lorsque
les propriétés physico-chimiques entrant en jeu dans la modélisation d’une physique sont
dépendantes de grandeurs relevant d’une autre physique (viscosité du fluide dépendante
de la température, conductivité électrique dépendante de la température...).

Les thèses de L. Jacoutot [13] et E. Sauvage [14] ont proposé une revue de littérature
exhaustive sur l’historique du développement des modèles et simulations numériques du
creuset froid dédié à la fusion d’oxydes du début des années 2000. L’augmentation expo-
nentielle des capacités de calcul ces dernières années a amené les équipes de recherche à
proposer d’une part des modélisations de plus en plus fines des trois physiques et d’autre
part des résolutions sur des géométries tridimensionnelles. Une autre tendance est tou-
tefois observée, celle de simplifier les approches de modélisation afin de ne pas alourdir
inutilement les simulations numériques. Cette démarche est motivée par l’intérêt crois-
sant des industriels de bénéficier de simulations numériques prédictives mais relativement
faciles à mettre en œuvre et robustes lors d’un changement substantiel des paramètres
(physico-chimiques ou géométriques). Nous proposons ici un suivi des publications les
plus récentes traitant des stratégies de modélisation de l’élaboration d’oxydes en creuset
froid. Les revues bibliographiques sur des sujets plus spécifiques seront abordées dans les
sections dédiées.
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En 2012, Gopalakrishnan et Thess [15] ont proposé une approche de modélisation
multiphysique du creuset froid basée sur une solution analytique du problème d’induction
électromagnétique dans un cylindre, représentant la charge, soumis à un champ magné-
tique harmonique uniforme. Le terme de puissance Joule dissipée localement alors obtenu
est modulé a posteriori par des fonctions de pondération permettant la prise en compte des
inhomogénéités spatiales de champ magnétique et de conductivité électrique. Les équa-
tions de la thermohydraulique sont quant à elle résolues par simulation numérique, la
puissance Joule précalculée agissant simplement comme un terme source dans l’équation
de transport de l’énergie thermique. L’étude propose une comparaison avec une simulation
numérique couplée basée sur le logiciel COMSOL Multiphysics R©, montrant un très
bon accord des champs de température obtenus. Dans ce type de stratégie, les champs
électromagnétiques et les courants induits dans la charge sont donc prescrits et totalement
indépendants à la fois de la présence d’internes métalliques baignant dans la charge de
verre (comme l’agitateur mécanique) et des autres physiques.

En 2015, Nacke et al. [16] propose également de limiter les coûts de calcul associés à
la résolution du problème électromagnétique en important dans la simulation numérique
thermohydraulique une carte de champ électromagnétique précalculée à l’aide d’une réso-
lution numérique des équations de Maxwell sur l’ensemble du système inducteur-creuset.
Ils utilisent pour cela la suite de logiciels d’ANSYS R©. La carte de champ électromagné-
tique permet de dériver la puissance Joule dissipée localement dans la charge ainsi que les
forces de Lorentz s’appliquant sur le fluide. Ils obtiennent un bon accord avec les résul-
tats de l’étude expérimentale de leur procédé, notamment pour les flux thermiques de la
charge d’alumine vers le creuset. Dans cette étude, le couplage entre électromagnétisme
et les autres physiques est également unidirectionnel.

En 2017, Chen et al. [17] propose un modèle simplifié 2D résolvant de manière simul-
tanée et couplée l’induction électromagnétique et la thermique lors de la phase transitoire
de démarrage d’un creuset froid, afin d’optimiser la technique de démarrage par anneau
suscepteur. Les auteurs insistent sur le fait qu’un couplage fort entre ces deux physiques
est nécessaire lors de la résolution numérique de phases transitoires où la température du
verre change drastiquement au cours du temps, en raison des fortes variations de conduc-
tivité électrique associées et donc de puissance Joule injectée. Peu de détails sont toutefois
donnés concernant les techniques de couplage utilisées, et ces travaux montrent qu’il est
encore impossible avec les capacités de calcul actuelles de résoudre un problème transitoire
de longue durée (quelques heures) sur une géométrie tridimensionnelle.

1.4 Objectifs et démarche

1.4.1 Avancées attendues

La présente étude a pour objectif de proposer un modèle multiphysique prenant en
compte les divers couplages considérés comme influençant au premier ordre l’ensemble
du problème. Notre modélisation est de manière générale dédiée au comportement de
la fonte et non à celui du procédé de fusion (champ électromagnétique en dehors de
la charge, thermique des composants du creuset...) ni à l’évolution chimique du verre.
L’étude devra démontrer l’exhaustivité de l’approche, en termes à la fois de phénomènes
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considérés et d’hypothèses réalisées, dont les domaines de validité devront être précisés.
Le but est alors d’augmenter la prédictibilité des simulations numériques de l’élaboration
de verre en creuset froid et de proposer des explications aux phénomènes observés lors de
la mise en œuvre du procédé. À ce titre, voici les axes de travail et les avancées attendues,
indispensables à l’utilisation future de la simulation numérique des creusets froids de
vitrification. Certains sont numériques, d’autres sont centrés sur la prise en compte de
phénomènes physiques jusqu’à présent négligés ou ignorés :

— Comprendre et améliorer la modélisation du transport d’énergie : ajouter un modèle
de transport radiatif adapté, évaluer et modéliser l’impact de la morphologie du
contact entre verre et paroi du creuset, proposer une loi d’échelle du flux thermique
adaptée au cas d’un fluide à viscosité fortement dépendante de la température ;

— Comprendre et modéliser l’impact des particules de platinoïdes sur l’élaboration :
ajouter un modèle de transport de particules, évaluer l’impact des particules sur les
propriétés physico-chimiques de la fonte verrière et son évolution magnéto-thermo-
hydraulique ;

— Développer un code de simulation numérique multiphysique permettant la résolu-
tion simultanée et couplée de l’ensemble des physiques à l’échelle industrielle : les
codes de calcul devront être précis, stables et optimisés en temps.

1.4.2 Méthodologie

Séquence des points abordés

La première partie de cette étude est dédiée à la dérivation de l’ensemble des modèles
et équations permettant la prise en compte des phénomènes d’intérêt se produisant lors
de la fusion de verre en creuset froid. Le chapitre suivant détaille les méthodes de simu-
lation numériques conçues et utilisées pour la résolution du problème couplé. Les trois
chapitres suivant permettent d’aborder des points spécifiques cruciaux qui mettent en
avant le comportement particulier de la fonte. En soi, ces chapitres n’apportent pas de
nouveaux éléments de modélisation à proprement parler mais ils révèlent et quantifient
des phénomènes multiphysiques et multi-échelles contenus a priori dans les formulations
explicitées dans le premier chapitre et observés sur creuset froid. Enfin, nous dédions une
partie à la mise en œuvre des modèles et codes de simulation numérique pour le cas du
creuset froid et à la comparaison des résultats avec des mesures réalisées sur les prototypes
de creuset froid utilisés au CEA.

Techniques d’analyse

Nos travaux s’appuient sur plusieurs outils mathématiques qui, pour des raisons de
clarté du discours, ne seront pas présentés dans le détail. Nous utiliserons en particulier
l’analyse spectrale appliquée au traitement du signal, l’analyse de stabilité linéaire ou
encore l’analyse de couche limite.

Nous attacherons d’autre part une grande importance à définir des échelles de gran-
deur (temps, longueur...) de référence afin de proposer une écriture adimensionnée des
problèmes d’évolution rencontrés dans la modélisation. Cette approche présente de nom-
breux avantages. L’adimensionnement permet en premier lieu de simplifier le problème
en ramenant le nombre de paramètres déterminants à son strict minimum qui, d’après
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le théorème de Vaschy-Buckingham, correspond au nombre de paramètres initiaux dimi-
nué du nombre de dimensions physiques indépendantes (parmi les 7 fondamentales). Un
deuxième avantage est associé à la compréhension des phénomènes physiques gouvernant
le système. Si un paramètre dimensionné est révélateur d’une propriété physico-chimique,
son association au sein d’un nombre adimensionné avec d’autres paramètres est révéla-
trice de l’intensité d’un phénomène physique causé par cette propriété physico-chimique
et apporte donc bien plus d’informations. D’autres avantages sont d’ordre numérique.
Entre autres, l’adimensionnement permet en effet de déterminer les paramètres des sché-
mas de discrétisation (taille de la maille, du pas de temps...) indépendamment de la taille
physique du système et de la durée physique de son observation. Il permet également, in-
dépendamment de l’intensité des phénomènes, d’observer les termes dominants du schéma
en comparant leur valeur à 1, facilitant ainsi les phases de développement et de débogage.
Enfin, un bon choix d’échelles caractéristiques permet de ramener les évaluations numé-
riques des champs simulés (vitesse, température, potentiels électromagnétiques...) à des
valeurs proches de l’unité et ainsi d’éviter des problèmes liés à la précision de la représen-
tation numérique des flottants (« erreur machine »), même si la valeur numérique physique
du champ est « faible » lorsque exprimée dans les unités du Système International. Un
désavantage de cette méthode réside toutefois dans l’impossibilité de contrôler la cohé-
rence des équations encodées au moins d’un point de vue dimensionnel, mais ce travail
doit être réalisé en amont, durant la phase de modélisation.
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Nous abordons dans cette section les hypothèses et choix de modélisation réalisés pour
l’ensemble des physiques en jeu. Afin d’atteindre l’objectif de disposer d’un outil de si-
mulation numérique multiphysique adapté aux caractéristiques techniques de la fusion
de verre en creuset froid (géométrie dépendante du temps en raison de la présence d’un
agitateur mécanique, nombreux couplages...) et optimisé en temps, nous faisons en par-
ticulier le choix de limiter la modélisation à l’espace occupé par la fonte de verre. Si cet
aspect est classique dans le cadre de la modélisation thermohydraulique, il reste beaucoup
moins répandu dans le cadre de la simulation électromagnétique de la fusion de matériaux
car, hormis les fours à électrodes, les dispositifs inducteurs de champ électromagnétique
se trouvent en général à l’extérieur du creuset et sont sans contact physique avec la fonte.
Nous montrerons dans la section dédiée à la modélisation électromagnétique qu’une for-
mulation en potentiels accompagnée de conditions aux limites pertinentes permettent une
telle restriction spatiale.

De ces choix découlent des formulations mathématiques adaptées à la description du
système multiphysique, principalement sous la forme d’équations aux dérivées partielles
accompagnées de leurs conditions aux limites du domaine spatial considéré. Nous optons
pour des formulations locales (et non intégrales) pour lesquelles la recherche de solutions
est facilitée par l’existence de nombreuses méthodes de résolution d’équations différen-
tielles analytiques ou numériques. Le système d’équations et les conditions aux limites
sont supposés formuler un problème bien posé au sens de Hadamard, bien que, entre
autre, l’existence systématique d’une solution forte des équations de Navier-Stokes reste à
prouver. Des solutions peuvent être déterminées sous forme analytique dans quelques cas,
qui serviront d’ailleurs de benchmarks. Toutefois, nous ne pouvons concevoir une solution
analytique pour la modélisation couplée du creuset froid, en particulier en raison de sa
géométrie spatiale complexe. Nous aurons donc recours à des méthodes de simulation nu-
mérique, présentées dans le chapitre suivant.

Certaines hypothèses simplificatrices seront faites et justifiées, permettant la dérivation
des équations et des conditions aux limites à résoudre. Dans l’hypothèse des milieux conti-
nus, réalisée dans le cadre de cette étude, les lois fondamentales sont connues. L’éventuel
désaccord entre les résultats de la modélisation et de la simulation et ceux de l’expérimen-
tation nécessiterait donc la remise en cause, soit des hypothèses de modélisation ayant
permis la simplification du problème, soit de la véracité des mesures physiques réalisées.
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Chapitre 2 - Modélisation et formulation

2.1 Électromagnétisme

Lors de la conception d’un creuset froid inductif, tout est mis en œuvre pour que le
champ magnétique produit par l’inducteur pénètre en profondeur dans la charge à chauf-
fer. D’une part, la virole du creuset est sectorisée pour annihiler le phénomène de blindage
électromagnétique dû au développement de courants modérateurs dans les structures mé-
talliques. D’autre part, la fréquence des courants d’alimentation de l’inducteur est choisie
de telle sorte que l’épaisseur de peau électromagnétique dans la charge de verre chaud soit
suffisamment grande. Le but est de s’approcher d’un champ magnétique uniforme dans
la charge. Cependant, à champ magnétique quasi-uniforme ne correspond pas une densité
de puissance de chauffage par induction uniforme mais globalement proportionnelle au
carré de la distance à l’axe du creuset (en particulier nulle sur l’axe). À cette première
inhomogénéité vient s’ajouter d’autres inhomogénéités dues :

— à la présence d’internes immergés dans la charge (agitateur, cannes de mesure de
température...) détournant les courants induits ;

— aux variations spatiales de conductivité électrique du verre, plus faible au contact
du creuset par exemple (en raison de la relative faible température du verre).

Afin de capturer dans la modélisation la non-uniformité de la densité de puissance Joule
induite et les impacts thermiques qui s’en suivent, il est donc nécessaire de modéliser
l’évolution du champ électromagnétique dans la charge de verre. Nous nous attacherons
également à expliciter les équations à résoudre dans le cas stationnaire car nous montre-
rons dans ces travaux que l’utilisation à petite échelle de la formulation électrostatique
découlant de cette modélisation électromagnétique permet de proposer un modèle de
conductivité électrique du verre dépendante de la température et de la concentration en
particules de platinoïdes.

2.1.1 Équations de Maxwell

Les équations de Maxwell régissent l’évolution du champ électromagnétique (E,B).
Nous considérerons un système matériel de taille caractéristique L composé de matériaux
conducteurs linéaires isotropes localement non-polarisables et non-magnétiques 1. Cette
étude s’inscrit dans l’Approximation des Régimes Quasi Stationnaires (ARQS) magné-
tique. Cette approximation est valable dans le cas des régimes stationnaires et, dans le
cas des régimes harmoniques, pour des milieux suffisamment conducteurs (donc hors verre
trop froid, par exemple) et pour des temps de propagation d’onde électromagnétique à
travers le système faibles devant la période temporelle de l’excitation :

Lω

c
≪ 1

où ω et c désignent respectivement la pulsation du champ électromagnétique et la célérité
de la lumière. Dans les développements qui suivent, les termes négligés dans l’ARQS seront
placés entre crochets. Sans charges électriques ni courants imposés (sources), les équations
de Maxwell s’écrivent alors :

1. C’est le cas des éléments rencontrés dans les verres nucléaires. En particulier, le dioxyde de ru-
thénium et le palladium sont deux espèces très faiblement paramagnétiques et le tellure est très faible-
ment diamagnétique (leur susceptibilité magnétique à 293 K valant respectivement 1,1.10−4, 7,7.10−4 et
−2,3.10−5).
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∇ · E =
ρ

ε0

(2.1)

∇ · B = 0 (2.2)

∇ ∧ E = −∂B
∂t

(2.3)

∇ ∧ B = µ0j +

[

µ0ε0
∂E
∂t

]

(2.4)

auxquelles il est nécessaire d’ajouter la loi d’Ohm locale (relation constitutive de ferme-
ture) :

j = σ (E + u ∧ B)

où j désigne la densité de courant, u la vitesse locale du matériau (de l’ordre de U),
ρ la densité volumique de charges électriques libres et σ la conductivité électrique du
matériau (réelle). Dans cette étude, seuls sont rencontrés les cas de matériaux immobiles
ou bien mobiles en régime harmonique de pulsation ω élevée (U ≪ ωL), ce qui permet de
simplifier la loi d’Ohm locale en :

j = σE (2.5)

stipulant que tout champ électrique entraîne un mouvement des charges libres (sans re-
tard). Par application de l’opérateur divergence à l’équation de Maxwell-Ampère 2.4, et
en utilisant l’équation de Maxwell-Gauss 2.1, on obtient l’équation de conservation de la
charge :

[

∂ρ

∂t

]

+ ∇ · j = 0 (2.6)

La conductivité électrique des matériaux pouvant varier fortement dans l’espace, nous
utiliserons une formulation en potentiels A − V (respectivement potentiel vecteur du
champ magnétique et potentiel scalaire électrique). D’autres potentiels peuvent être utili-
sés, notamment T − Ω (respectivement potentiel vecteur du champ électrique et potentiel
scalaire magnétique) mais cette dernière est préférable dans les cas de fortes variations de
perméabilité magnétique, ce qui est exclu dans notre étude. Le champ électromagnétique
s’écrit en fonction des potentiels choisis selon :

E = −∇V − ∂A
∂t

B = ∇ ∧ A

satisfaisant ainsi immédiatement l’équation de Maxwell-Thomson 2.2 et Maxwell-Faraday
2.3. L’équation de conservation de la charge 2.6, en utilisant la loi d’Ohm 2.5 et la relation
entre champ électrique et potentiels, donne quant à elle :

∇ ·
(

σ

(

∇V +
∂A
∂t

))

= 0 (2.7)

L’équation de Maxwell-Ampère 2.4 donne enfin, en utilisant la loi d’Ohm et les rela-
tions entre champs et potentiels :
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∇ (∇ · A) − ∇2A + µ0σ

(

∇V +
∂A
∂t

)

= 0 (2.8)

Le système 2.7-2.8 permet de résoudre le problème électromagnétique.

L’équation de Maxwell-Gauss 2.1 est utilisée pour déterminer, si besoin, la densité
volumique de charge locale ρ. On notera qu’en raison d’une conductivité électrique variable
dans l’espace, cette densité volumique de charges peut être non nulle et est donnée par :

ρ = −ε0

(

∇2V +
∂∇ · A
∂t

)

où bien, en utilisant 2.6 et 2.1 :

ρ = −ε0
∇σ
σ

· E (2.9)

Les charges électriques se concentrent donc près des forts gradients de conductivité
(lorsque ceux-ci sont dans la direction du champ électrique) et notamment à l’interface
entre matériaux composant un milieu hétérogène (polarisation de Maxwell-Wagner). De
manière générale, les variations spatiales de conductivité électrique (dans notre cas dues à
une dépendance de la conductivité à la température et à la présence de particules conduc-
trices électroniques en suspension) entraînent une redistribution des courants avec une
concentration de ces derniers près des zones de forte conductivité.

Deux cas sont à considérer pour la résolution du problème électromagnétique : le cas
stationnaire et le cas harmonique. Comme nous le verrons par la suite, le cas stationnaire
permettra de proposer un modèle de conductivité effective du matériau. Dans ce cas, le
système 2.7-2.8 est découplé et la résolution du potentiel électrique suffit. Le problème
s’écrit alors simplement :

∇ · (σ∇V ) = 0 (2.10)

Dans le cas harmonique, les équations de Maxwell étant linéaires (dans le cas des
milieux non ferroélectriques et non ferromagnétiques), toute excitation harmonique de
pulsation ω crée un champ électromagnétique de pulsation unique et identique ω. Le
système peut donc être résolu plus efficacement en régime harmonique. Dans le cas de
variations temporelles harmoniques de pulsation ω, le système 2.7-2.8 devient par applica-
tion de la transformation de Fourier temporelle, pour les amplitudes complexes (en notant
X l’amplitude complexe de X) :

∇ · (σ (∇V + iωA)) = 0

∇ (∇ · A) − ∇2A + µ0σ (∇V + iωA) = 0

La solution physique réellement observée dans le système correspondant à une ampli-
tude complexe solution X est alors donnée par (x désigne le vecteur position) :

X(x, t) = Re (X(x) exp(iωt)) = Re (X(x)) cos(ωt) + Im (X(x)) cos
(

ωt+
π

2

)
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En particulier, en définissant la période temporelle du champ électromagnétique T =
2π
ω

:

X(x, t) =

{

Re (X(x)) si t = nT, n ∈ N

Im (X(x)) si t =
(

n− 1
4

)

T, n ∈ N
∗

Le matériau étant localement non-polarisable et non-magnétique, l’énergie transmise
par le champ électromagnétique au matériau est uniquement issue des courants libres par
effet Joule (pas de chauffage diélectrique par exemple). La densité volumique (moyennée
temporellement dans le cas harmonique) de puissance Joule dissipée dans le milieu sous
forme thermique est alors donnée par 2 :

pJ =







||j||2
σ

dans le cas stationnaire
||j||2
2σ

dans le cas harmonique

et la puissance totale dissipée dans le volume de matériau considérée est :

PJ =
∫

Ω
pJdv

En réalité, la puissance Joule instantanée dissipée dans le matériau est proportionnelle
au carré de la norme du champ électrique. Ainsi dans le cas harmonique il s’agit d’une
fonction du temps de pulsation 2ω. L’utilisation de la densité volumique moyenne (et non
instantanée) dans l’équation de la thermique dans le cas harmonique constitue toutefois
une très bonne approximation pour les « hautes fréquences » (période temporelle des
champs courte devant les temps caractéristiques d’advection et de diffusion des autres
physiques).

2.1.2 Méthodes d’imposition d’un champ électromagnétique ex-
terne

Nous considérerons principalement deux types de champ électromagnétique externe
imposé. Le premier est le champ électrique constant, utilisé pour le calcul de conductivité
effective du verre nucléaire. Dans la pratique électrotechnique, un tel champ électrique
est produit par l’alimentation de deux électrodes par un générateur de tension continue.
L’intensité du champ électrique est alors le rapport entre la tension imposée et la distance
entre les électrodes. Le deuxième type de champ considéré sera le champ magnétique
harmonique, utilisé pour le calcul des cartes de puissance Joule dissipée. L’induction né-
cessite en effet l’excitation du système par une source d’énergie électromagnétique appelé
inducteur. L’inducteur est un dipôle qui, lorsqu’il est parcouru par un courant électrique
alternatif débité par le générateur auquel il est connecté, produit un champ magnétique
harmonique concentré entre ses spires et susceptible d’induire des courants de Foucault
dans la charge à chauffer.

Dans la pratique de simulation numérique des problèmes électromagnétiques relatifs
au creuset froid, il est commun de modéliser l’ensemble du dispositif électrotechnique
(électrodes ou inducteur) et de résoudre la physique de l’électromagnétisme dans l’en-
semble des domaines physiques en présence, à savoir, le milieu ambiant (air, vide...),

2. Dans toute l’étude, || · || désigne la norme euclidienne canonique pour les espaces vectoriels réels et
la norme hermitienne canonique pour les espaces vectoriels complexes.
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les structures métalliques (inducteur, creuset...) ainsi que la charge (verre, métal...) [19].
Le domaine simulé présente une certaine extension spatiale, permettant l’application de
conditions aux limites sur les champs ou potentiels électromagnétiques « loin » du dispo-
sitif. Le champ électromagnétique externe est alors imposé par l’application d’une tension
aux bornes ou d’un courant à travers le dipôle simulé. Cette méthode de simulation glo-
bale présente l’avantage de fournir des résultats de dimensionnement électrotechnique
comme l’impédance complexe globale du système et de proposer une représentation fine
de la répartition spatiale des champs électromagnétiques externes imposés pouvant être
fortement non uniformes. En revanche, elle soulève plusieurs difficultés comme la gestion
numérique des différents domaines physiques et de leurs frontières (interfaces entre maté-
riaux conducteurs et non conducteurs), nécessitant des maillages de l’espace conséquents.

Largement implantée dans les logiciels de calculs électromagnétiques dédiés, une se-
conde méthode consiste à simplifier le dispositif électrotechnique en sources de champ
modèles [20]. Ainsi, des électrodes sont remplacées par des nappes de charges électriques
surfaciques imposées, et les inducteurs sont remplacés par des nappes de courants sur-
faciques imposés. Dans le deuxième cas, le champ magnétique créé par l’inducteur est
calculé dans l’ensemble du domaine grâce à la loi de Biot et Savart reliant champ magné-
tique et densité surfacique de courants. Cette méthode présente l’avantage de s’abstenir
de la modélisation du domaine métallique constitué par le dipôle et donc également d’al-
léger le maillage. Elle présente par contre le désavantage de ne plus fournir de résultats
concernant l’impédance du système global et de ne pas rendre compte parfaitement des
éventuelles inhomogénéités de champ imposé liées à la forme particulière du dipôle. Sub-
siste également la présence de plusieurs domaines physiques et de leurs frontières.

Nous proposons dans cette étude une autre méthode, basée sur l’utilisation des condi-
tions aux limites sur les potentiels scalaire et vectoriel au bord du domaine occupé par la
charge (dans notre cas de verre). Cette méthode virtualise à l’extrême la présence du dipôle
électrotechnique et des éventuels autres structures métalliques (creuset, internes...) et ne
nécessite pas non plus de modélisation du milieu ambiant. La modélisation se limite donc
au domaine occupé par la charge que l’on souhaite soumettre à un champ électromagné-
tique externe, ce qui supprime toute frontière entre matériaux et allège considérablement
le maillage. Cette méthode permet d’imposer un champ électromagnétique quelconque
dans la charge mais présente le désavantage de ne pas fournir de résultats concernant
le comportement du champ électromagnétique à l’extérieur de la charge ni de résultats
électrotechniques dimensionnants. En particulier, il devient impossible d’évaluer le ren-
dement électromagnétique de l’ensemble charge/creuset (rapport de la puissance injectée
dans la charge et de la puissance totale délivrée par le générateur). Les relations entre
champs et potentiels montrent qu’un champ électrique constant est associé à un gradient
de potentiel scalaire ∇V tandis qu’un champ magnétique harmonique est associé au ro-
tationnel de l’amplitude complexe du potentiel vecteur ∇ ∧ A. Un choix judicieux des
conditions aux limites sur les potentiels permet ainsi d’imposer de tels champs et une
attention toute particulière doit donc être portée à ces conditions aux bords du domaine
modélisé. Nous montrerons également qu’il est possible d’imposer la nullité des courants
électriques sortant de la charge. Ces idées sont également développées dans les travaux
récents de Beckstein et al [21].
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2.1.3 Condition de jauge de Coulomb

Dans les simulations numériques en régime harmonique, il sera fait usage de la condi-
tion de jauge de Coulomb ∇·A = 0 afin d’améliorer la stabilité du schéma numérique (dû
au fait que les composantes de A ne sont plus directement corrélées dans l’équation de
Maxwell-Ampère). Selon la propriété d’invariance de jauge, la même solution physique, en
ce qui concerne le champ électromagnétique et la puissance Joule dissipée dans le maté-
riau, est alors obtenue. Nous utiliserons la technique dite de jaugeage explicite [22]. Dans
ce cas, le système à résoudre est simplifié en considérant :

∇ · (σ (∇V + iωA)) = 0

∇2A − µ0σ (∇V + iωA) = 0

qui est équivalent au système initial 2.7-2.8 lorsque tous deux augmentés par la condition
de jauge. Lorsque des conditions aux limites sont imposées sur les potentiels (avec une
condition de Dirichlet en au moins un point de la frontière), le potentiel vecteur solution
est unique. La condition de jauge n’est alors strictement respectée par la solution de
ce système simplifié que si des conditions aux bords cohérentes pour le potentiel vecteur
sont prescrites. En effet, si les potentiels sont solutions du système avec jaugeage explicite,
alors :

∇2 (∇ · A) = 0

qui entraîne ∇ · A = 0 avec un bon choix des conditions aux bords [22,23]. Le respect de
la condition de jauge est vérifié a posteriori en s’assurant que 3 :

||∇ · A||L2

||∇ ∧ A||L2

≪ 1

2.1.4 Conditions aux limites

Comme décrit plus tôt, la formulation choisie permet de manière générale une implé-
mentation simple des conditions aux limites de champ électromagnétique externe constant
ou harmonique.

Champ électrique constant

Nous considérons pour l’exemple un domaine cubique d’arête L (cf. figure 2.1(a)). Dans
le cas stationnaire, afin de modéliser un champ électrique constant, nous imposerons une
différence de potentiel scalaire électrique ∆V = Vmax − Vmin en imposant une condition
de Dirichlet sur deux faces parallèles du domaine (situées en z = 0 et z = L) et une
condition de Neumann homogène (pas de courant normal) aux autres frontières. Cette
situation correspond alors à l’imposition d’un champ électrique uniforme E = −∆V

L
ez.

3. Dans toute l’étude, || · ||L2 désigne la norme L2 sur les espaces de fonctions vectorielles ou scalaires,
réelles ou complexes, définies sur l’espace physique modélisé Ω.
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Champ magnétique harmonique

Nous considérons pour l’exemple le cas d’un domaine cubique (respectivement cylin-
drique) d’arête (respectivement de rayon) L. Dans le cas harmonique, afin de modéliser
un champ magnétique, nous imposerons :

— Dans le cas d’un domaine cubique (cf. figure 2.1(b)), une différence de potentiel
vecteur magnétique ∆A = Amax − Amin en imposant une condition de Dirichlet
A = (0, Amin/max, 0) sur deux faces parallèles du domaine (situées en x = 0 et
x = L) et une condition de Neumann homogène aux autres frontières ;

— Dans le cas d’un domaine cylindrique 4 (cf. figure 2.1(c)), un potentiel vecteur or-
thoradial A = Aθeθ est imposé sur la face latérale du domaine et une condition de
Neumann homogène aux autres frontières. Pour la cohérence des notations, nous
poserons dans ce cas Amax = 2Aθ et Amin = 0.

Une condition de Neumann homogène est appliquée à toutes les frontières pour le
potentiel scalaire sauf pour une face (appelée « masse ») où la condition de Dirichlet
V = 0 est imposée pour empêcher l’existence de plusieurs solutions (le potentiel scalaire
étant défini à une constante spatiale près). Afin d’imposer un courant normal nul, il est
nécessaire de remplacer la condition de Neumann homogène pour le potentiel scalaire par
une condition de Neumann inhomogène [21,24] :

j · n = 0 ⇔ ∂V

∂n
= −iωA · n

Ce sera notamment le cas aux interfaces entre verre et parois refroidies, où la présence
d’une couche composée d’un mélange de fritte de verre infondue et d’air constitue un
bon isolant électrique. Cette situation correspond à l’imposition d’un champ magnétique
variable uniforme (écrit dans l’espace temporel) B = ∆A

L
cos(ωt)ez.

2.1.5 Adimensionnement dans le cas harmonique

Le système est adimensionné en choisissant la taille caractéristique du domaine L
comme échelle de longueur et ω−1 comme échelle de temps. Les composantes du potentiel
vecteur sont adimensionnées par la transformation A 7→ A−Ay,min

∆Ay
et le potentiel scalaire

par la transformation V 7→ V
∆AyωL

. En définissant la fonction adimensionnée de conduc-
tivité électrique fσ = σ

σ0
(avec σ0 une conductivité électrique de référence), on obtient le

système final :

∇ · (fσ (∇V + iA)) = 0 (2.11)

∇2A −Rωfσ (∇V + iA) = 0 (2.12)

où Rω est le paramètre d’écran :

4. On rappelle qu’un champ magnétique uniforme vertical peut être produit au sein d’une nappe de
courants cylindrique de hauteur infinie dont un potentiel vecteur orthoradial s’écrirait (r désignant la
distance à l’axe de la nappe) :

A(r) ∝ reθ
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(a) Champ électrique constant dans un
domaine cubique

(b) Champ magnétique harmonique dans un do-
maine cubique

(c) Champ magnétique harmonique
dans un domaine cylindrique

Figure 2.1 – Imposition de champ électromagnétique grâce aux conditions aux limites sur
les potentiels

Rω = µ0σ0ωL
2 = 2

(

L

δ0

)2

avec l’épaisseur de peau électromagnétique δ0 =
√

2
µ0σ0ω

. L’adimensionnement des condi-
tions aux limites présentées est direct et ne fait intervenir aucun paramètre adimensionné
supplémentaire. Ainsi, le paramètre d’écran est, dans notre approche et sous les hypo-
thèses retenues, le seul paramètre déterminant. Le cas de faible paramètre d’écran est
appelé régime de grande peau et est associé à un pénétration importante du champ élec-
tromagnétique externe imposé dans la charge. Le cas de fort paramètre d’écran décrit
quant à lui le régime de fine peau, associé à la limitation du champ électromagnétique à
la région périphérique de la charge, d’une épaisseur de l’ordre de δ0.

2.2 Thermohydraulique

Lorsque le verre présent dans le creuset chauffe sous l’action du champ électroma-
gnétique, des transferts thermiques au sein de la charge et à ses frontières assurent la
redistribution de l’énergie thermique. La température atteinte au sein du verre est alors
la conséquence d’un équilibre entre puissance injectée par effet Joule et puissance échangée
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avec l’extérieur (creuset refroidi, internes et atmosphère au contact de la surface libre),
gouverné par l’équation de transport de l’énergie thermique. Lorsque le verre est suffi-
samment chaud et fluide pour entrer, de manière forcée ou naturelle, en convection, son
mouvement intervient de manière prépondérante dans le transport de l’énergie et modi-
fie drastiquement le champ de température et la puissance échangée avec l’extérieur. Ce
mouvement est régi par les équations de Navier-Stokes, décrivant la conservation de la
masse et de la quantité de mouvement.

2.2.1 Équations de Navier-Stokes et de l’énergie

Dans cette étude, on considère de manière générale un système fluide fermé Ω de taille
caractéristique L, soumis à la pesanteur, auquel on impose localement une température
chaude Th et au contact d’une surface indéformable Sc à la température froide imposée Tc.
Nous étudions le cas d’un fluide en convection forcée, de vitesse imposée caractéristique
U et les hypothèses suivantes seront faites :

— fluide Newtonien en phase condensée ;
— écoulement laminaire et incompressible ;
— rayonnement interne peu pénétrant ;
— chaleur générée par dissipation visqueuse négligeable.

Sous ces hypothèses, le tenseur des contraintes prend, en particulier, la forme 5 :

τ = −p′
✶ + 2ηd

où p′ désigne la pression statique, η la viscosité dynamique et d le tenseur des taux de
déformation. Nous utiliserons le modèle de bullage développé dans le cadre du creuset
froid par E. Sauvage [14], qui se réduit à l’introduction d’une source volumique de quan-
tité de mouvement S, modélisant l’entraînement du fluide par les bulles ascendantes le
traversant et supposée indépendante du temps. Ce terme étant seulement introduit dans
la simulation thermohydraulique du creuset froid, il ne sera pas écrit dans les développe-
ments analytiques afin d’alléger les écritures. Nous nous intéressons au cas où un courant
est induit dans le volume grâce à un champ magnétique harmonique imposé. Cette in-
duction entraîne la dissipation d’énergie sous forme thermique dans le matériau, qui agit
comme une source volumique pJ dans le transport de l’énergie thermique. Enfin, aucune
enthalpie de changement d’état n’est à prendre compte dans l’équation de l’énergie lors
d’une transition vitreuse.

Dans toute cette étude, les équations liées à la dynamique sont écrites et résolues dans
un référentiel considéré galiléen et aucun terme inertiel n’y apparaît donc. Conformément
aux hypothèses précédemment établies, les équations de Navier-Stokes et l’équation de
transport de la température s’écrivent sous la forme 6 [25] :

5. La seconde viscosité ne joue aucun rôle dans les écoulements incompressibles.
6. La forme du terme de viscosité est due à la viscosité variable :

∇ · (2ηd) = ∇ · (η(∇u + t∇u))

= ∇ · (η∇u) + ∇ · (η t∇u)

= ∇ · (η∇u) + t∇u · ∇η car ∇ · u = 0
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∇ · u = 0 (2.13)

ρ

(

∂u
∂t

+ ∇u · u

)

= −∇p′ + ∇ · (η∇u) + t∇u · ∇η + ρg + [S] (2.14)

ρcp

(

∂T

∂t
+ u · ∇T

)

= ∇ · (λt∇T ) − ∇ · qr + pJ (2.15)

2.2.2 Approximation de Rosseland

L’équation de transport de l’énergie thermique fait apparaître explicitement les trois
modes fondamentaux de transfert d’énergie, par conduction (∇ · (λt∇T )), convection
(−ρcpu · ∇T ) et rayonnement (−∇ · qr). De manière générale, le transport d’énergie
thermique par rayonnement au sein d’un matériau est le fruit de l’interaction entre le
rayonnement électromagnétique émis par le matériau et ce même matériau et est régi
par l’équation de transfert radiatif. La résolution de cette équation permet en particulier
d’obtenir une expression pour le flux radiatif qr. Dans le cas de rayonnement interne
peu pénétrant (milieu optiquement épais de coefficient d’atténuation βr), l’approximation
de Rosseland permet d’avoir une évaluation simple du flux radiatif interne, issue de la
résolution de l’équation de transfert radiatif dans la limite βrL ≫ 1 :

qr ≈ −λr∇T
où la conductivité de Rosseland (dans le cas de diffusion du rayonnement isotrope) est [26] :

λr =
16n2σT 3

3βr

n et σ désignant respectivement l’indice de réfraction du milieu et la constante de Stefan-
Boltzmann. La conductivité thermique effective (mesurée en laboratoire) est alors définie
par :

λ = λt + λr

et le flux thermique total par q = −λ∇T , ce qui donne, en remplacement de 2.15 :

ρcp

(

∂T

∂t
+ u · ∇T

)

= ∇ · (λ∇T ) + pJ (2.16)

Il faut garder à l’esprit que cette approximation n’est pas valable au voisinage des
parois [27] car le rayonnement n’est plus isotrope. Une correction a été proposée par
Goldstein et Howell dans le cas de corps noirs [28, 29] puis Larsen dans l’hypothèse de
corps gris diffusant, qui ont introduit un saut de température (extension du saut de
Deissler) entre la température du fluide en proche paroi T et la température du fluide
à considérer pour les conditions aux limites avec l’extérieur du domaine fluide T+. Leur
analyse a été réalisée dans le cas de transferts thermiques par conduction-rayonnement,
en négligeant la diffusion du rayonnement (pure absorption), menant ainsi à :

T 4 = T+4 − Ψ(N+)λr

σ

∂T

∂n
sur ∂Ω (2.17)
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où le coefficient de saut Ψ(N+) est une fonction décroissante du paramètre de couplage
conduction-rayonnement (nombre de Stark, noté N+) à la limite du domaine fluide :

N+ =
λtβr

4n2σT+3

Nous utiliserons l’expression analytique du saut déterminée par Goldstein et Howell
[28] valable dans le cas de corps noirs et négligerons ainsi la correction numérique de
Larsen due à l’hypothèse de corps gris diffusant :

Ψ(N+) =
3

4π

∫ 1

0
arctan





πx3

N+

2
− 2x2 − x3 ln

(

1−x
1+x

)



 [π]dx

où le modulo de l’intégrande est choisi comme la plus petite valeur positive. La figure 2.2(a)
représente le coefficient de saut ainsi que son approximation numérique utilisée dans le
logiciel ANSYS Fluent R©. La condition de saut permet de prolonger la résolution de
l’équation 2.16 jusqu’à la frontière du domaine fluide et ainsi une bonne évaluation des
flux thermiques à travers les limites du domaine. On notera que la solution alors obtenue
s’éloigne de la solution physique près de la frontière (dans une région d’épaisseur 1/βr)
comme schématisé sur la figure 2.2(b). Dans les faits, il ne peut en effet pas exister de
saut de température en présence de phénomènes de conduction, et un fort gradient de
température apparaît près des parois du domaine.
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Figure 2.2 – Gestion de l’approximation de Rosseland en bord de domaine

L’évaluation du saut nécessite de connaître en particulier la conductivité de Rosseland
λr, ce qui revient à connaître l’indice de réfraction du fluide ainsi que son coefficient
d’atténuation du rayonnement βr dans la gamme des rayonnements à considérer. Dans le
cas du creuset froid, il s’agit de la gamme des infrarouges de longueur d’onde de l’ordre
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du micromètre. En effet, selon la loi du déplacement de Wien, la longueur d’onde associée
au pic d’émission de flux lumineux d’un corps noir est :

λmax =
σw

T

où σw = 2, 898.10−3 K·m est la constante de Wien et T la température du corps en
Kelvins. Pour la gamme de températures des procédés de vitrification, où T ≈ 1500 K,
λmax ≈ 2µm.

L’indice de réfraction peut être évalué à partir de la composition chimique du verre [26].
Pour un verre de type UOx, nous obtenons n = 1,55. Des mesures d’atténuation du
rayonnement infrarouge (proche) ont été réalisées sur un simulant 7 de verre de type
UOx 8 afin de déterminer une valeur du coefficient d’atténuation. Comme observé sur la
figure 2.3, considérer une valeur moyenne βr ≈ 2,4.103 m−1 uniforme sur le spectre consti-
tue une approximation acceptable dans l’infrarouge. Cette valeur conforte l’utilisation de
l’approximation de Rosseland dans notre cas de fonte verrière en creuset froid puisque
βrL ∼ 103 ≫ 1.
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Figure 2.3 – Coefficient d’atténuation d’un verre de type UOx en fonction de la longueur
d’onde du rayonnement dans le proche infrarouge - modèle de coefficient constant utilisé
dans l’approximation de Rosseland

2.2.3 Approximation de Boussinesq

En présence d’inhomogénéités du champ de température, on constate dans la plupart
des milieux matériels une plus ou moins grande variation locale de masse volumique. La
présence d’une espèce en concentration inhomogène dans un fluide (dans notre cas sous
formes de particules) occasionne également des variations locales de masse volumique du
mélange (si cette espèce possède une densité différente de celle du fluide). Ces variations
locales de densité entraînent des mouvements de convection pouvant être importants.
Bien que l’on ait considéré un fluide incompressible pour l’établissement des équations de
Navier-Stokes, il est possible de prendre en compte ces effets de dilatation thermique et de

7. L’ensemble des mesures réalisées ou reportées dans nos travaux sont relatives à des simulants de
verres nucléaires, c’est-à-dire des verres de composition et comportement chimiques très proches du verre
radioactif mais faisant intervenir des isotopes stables des différents éléments.

8. Travaux de E. Régnier (compte-rendu d’essai CEA/DEN/MAR/DTCD/SECM/LDMC/59).
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rétroaction des particules sur le fluide grâce à une approximation de Boussinesq [30,31], en
retenant un développement de Taylor de la masse volumique autour de T = Tc et C = 0
(où C dénote la fraction volumique locale en particules) à l’ordre 1 dans le terme de
pesanteur de l’équation de la quantité de mouvement et à l’ordre 0 partout ailleurs 9 [25] :

ρ = ρf (T )(1 − C) + ρpC = ρf (T )(1 + βpC) ≈ ρ0(1 − β(T − Tc) + βpC) (2.18)

avec :

ρ0 = ρ(T = Tc, C = 0)

β = − 1
ρ0

∂ρ

∂T
(T = Tc, C = 0)

βp =
ρp

ρf (T )
− 1 ≈ ρp

ρ0

− 1 =
1
ρ0

∂ρ

∂C
(T = Tc, C = 0)

où ρf , ρp, β et βp désignent respectivement la masse volumique du fluide suspendant, la
masse volumique des particules, le coefficient de dilatation thermique et le coefficient de
masse volumique particulaire. En posant g = gĝ, p = p′

ρ0
− g · x (x désigne le vecteur

position et ĝ le vecteur unitaire d’orientation de la pesanteur) et ν = η
ρ0

, on a directement,
en remplacement de 2.14 :

∂u
∂t

+ ∇u · u = −∇p+ ∇ · (ν∇u) + t∇u · ∇ν − β(T − Tc)gĝ + βpCgĝ (2.19)

Cette approximation est valable dans le cas de faible dilatation thermique β∆T ≪ 1
et de suspensions suffisamment diluées βpC̄ ≪ 1 (où C̄ désigne la fraction volumique
moyenne en particules). Elle devient inutilisable dans les zones d’accumulation de parti-
cules (par sédimentation par exemple), où la forte charge de particules peut entraîner de
fortes variations de masse volumique.

Des mesures de masse volumique d’un verre de type UOx, de fraction volumique en
particules donnée C, réalisées à des températures différentes, permettent de proposer une
valeur de référence de la masse volumique ρ0 (à la température de référence Tc = 340 K et
sans platinoïdes) et une valeur du coefficient de dilatation thermique β grâce à la relation :

ρf =
ρ− ρpC

1 − C
≈ ρ0 (1 − β(T − Tc))

Les mesures de la masse volumique effective ρ ont été réalisées sur un verre de type UOx
chargé en particules de platinoïdes à la concentration C = 0,7 % et de masse volumique
moyenne ρp ≈ 8,3.103 kg/m3. Les résultats concernant la masse volumique du verre sans
particules extrapolée grâce à la relation précédente sont présentés sur la figure 2.4. Les
valeurs ρ0 = 2,7.103 kg/m3 et β = 8,2.10−5 K−1 sont obtenues. Ces mesures permettent
également d’obtenir βp = 2,1.

9. La densité des particules est supposée indépendante de la température.
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Figure 2.4 – Masse volumique d’un verre de type UOx sans particules de platinoïdes -
modèle affine utilisé dans l’approximation de Boussinesq

2.2.4 Écriture des conditions aux bords

Conditions aux limites mécaniques

Les conditions aux bords mécaniques sont des conditions portant sur la vitesse du
fluide et sa pression statique (non décrite ici) en frontière de domaine. Les frontières (y
compris les surfaces physiquement libres) sont toutes considérées indéformables bien que
l’agitation mécanique entraîne en générale de légères déformations de la surface libre.
Pour la vitesse et sauf mention contraire, une condition de non glissement est appliquée
sur toutes les parois soit une condition de Dirichlet :

u = uw

où uw est la vitesse de la paroi. Dans certains cas, restreints à des surfaces considérées
planes, on utilisera plutôt une condition d’imperméabilité à laquelle il faut ajouter une
condition d’équilibre des contraintes tangentes à la frontière 10 (la composante tangentielle
d’un vecteur x est notée xt

11) :

u · n = uw · n, 2η (d · n)t = η (∇u · n)t = τ

où τ désigne la contrainte tangentielle appliquée par l’extérieur sur le fluide et n la normale
sortante du domaine. Nous considérons alors deux contraintes possibles :

— Dans le cas de surfaces libres, où le fluide est en général en contact avec un fluide
bien moins visqueux (l’air par exemple), la contrainte tangentielle se réduit à la
contrainte de Marangoni liée à une tension superficielle de l’interface γ thermodé-
pendante :

10. On utilise :
(

t∇u · n
)

t
= ∇(u · n)t = 0

où la première égalité découle de l’hypothèse de frontière plane et la seconde est due à l’imperméabilité
sur une frontière plane indéformable.

11. En notant n la normale sortante du domaine, la composante tangentielle s’obtient par la projection
orthogonale :

xt = x − (x · n)n
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τ = (∇γ)t =
dγ
dT

(∇T )t

Pour les verres borosilicates utilisés et dans la gamme de températures considérée,
la tension superficielle de l’interface entre le verre et l’air diminue avec la tempé-
rature avec − dγ

dT
∼ 10−5 − 10−4 N/m/K [26] ;

— Dans le cas d’une condition de glissement sur une frontière, on considère que la
frontière n’applique aucune force sur le fluide soit :

τ = 0

Conditions aux limites thermiques

Nous dérivons dans cette section les conditions aux limites à appliquer pour la ré-
solution du champ de température. Ces conditions s’obtiennent en équilibrant le flux
thermique total provenant du fluide avec les échanges conducto-convectif et par rayonne-
ment entre le fluide et le domaine extérieur. La frontière du fluide et le domaine extérieur
sont considérés comme des corps gris diffusant d’émissivités respectives (égales à l’ab-
sorptivité, selon la loi du rayonnement de Kirchhoff) ε1 et ε2. L’expression générale de cet
équilibre à la frontière est donnée par :

q · n = −λ∂T
∂n

= hext(T+ − Text) + εextσ(T+4 − T 4
ext) (2.20)

où n est la normale sortante du domaine fluide, hext le coefficient d’échange conducto-
convectif et Text la température du domaine extérieur. Dans le cas du creuset froid, cette
température décrira soit la température ambiante de l’air loin de la surface libre, soit
la température de la paroi refroidie en contact avec le verre. Dans ce dernier cas, cette
température sera prise égale à la celle de l’eau de refroidissement étant donné la très faible
résistance thermique induite par la couche limite d’eau turbulente et l’épaisseur d’acier
séparant la charge de cette eau.

En notant respectivement S1 et S2 les surfaces de la frontière du fluide (supposée
localement convexe) et du domaine extérieur englobant, d’après [32] :

εext =
1

1/ε1 + S1

S2
(1/ε2 − 1)

(2.21)

Dans le cas d’un domaine extérieur étendu loin de la frontière libre du fluide (S2 ≫ S1),
on a εext ≈ ε1 et le domaine extérieur agit alors comme un corps noir. C’est typiquement
le cas de la surface libre d’une fonte verrière en creuset froid. Dans le cas contraire de
surfaces en regard proches (ou en contact, S2 = S1), on obtient :

εext =
1

1/ε1 + 1/ε2 − 1
≤ min(ε1, ε2) (2.22)

Le coefficient d’échange conducto-convectif total H(T ) est alors défini par :

H(T ) =
−λ∂T

∂n

T+ − Text

(2.23)

Grâce à l’équation de saut supplémentaire 2.17, la condition aux limites est totalement
résolue en T et T+. La prise en compte des échanges radiatifs sur toutes les surfaces de
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la charge et pas seulement à la surface libre est capitale dans le cas de la fusion de verre
en creuset froid [33,34].

Dans le cas de fluides opaques et de parois en contact relativement froides, impliquant
une forte valeur du paramètre de couplage conduction-rayonnement, le saut peut être
négligé en considérant T+ = T obtenue grâce à 2.17 dans la limite :

Ψ(N+)λr

4σT+4

∣

∣

∣

∣

∣

∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

∣

=
4Ψ(N+)n2

3βrT+

∣

∣

∣

∣

∣

∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

∣

≪ 1

La condition aux limites généralement utilisée dans les études thermohydrauliques est
alors obtenue :

− λ
∂T

∂n
= hext(T − Text) + εextσ(T 4 − T 4

ext) (2.24)

Il est intéressant de quantifier l’importance relative du flux échangé par rayonne-
ment et par conduction-convection [35]. Il apparaît directement que le ratio entre terme
conducto-convectif et radiatif dans la condition aux bords 2.24 est donné par le nombre
adimensionné :

N ′ =
hext

εextσ(T + Text)(T 2 + T 2
ext)

=















hext

4εextσT 3 si T ≈ Text
hext

εextσT 3 si T ≫ Text
hext

εextσT 3
ext

si T ≪ Text

Dans l’approximation de saut négligeable T+ ≈ T , on a H(T ) = hext(1 + 1/N ′). Ainsi,
lorsque le fluide est au contact imparfait d’une paroi chaude, les transferts radiatifs sont
prédominants. Ils sont négligeables lorsque le contact thermique est suffisamment bon et
au contact de parois relativement froides.

2.2.5 Adimensionnement

Équations d’évolution

Nous choisissons de poser ν = ν0fν , cp = cp0fcp
et λ = λ0fλ, ce qui entraîne, en

remplacement de 2.19 et 2.16 :

∂u
∂t

+ ∇u · u = −∇p+ ν0(∇ · (fν∇u) + t∇u · ∇fν) − β(T − Tc)gĝ + βpCgĝ

fcp

(

∂T

∂t
+ u · ∇T

)

= a0∇ · (fλ∇T ) +
1

ρ0cp0

pJ (2.25)

où a0 = λ0

ρ0cp0
. Les fonctions adimensionnées f permettent de décrire la dépendance des

propriétés physiques à la température. Nous réalisons l’adimensionnement du système
en utilisant pour échelle de longueur L. Pour la thermique, on utilise la température
adimensionnée :

T − Tc

Th − Tc

=
T − Tc

∆T
La densité de puissance Joule est adimensionnée selon les choix de la modélisation

électromagnétique en régime harmonique. Deux échelles de temps sont possibles : l’échelle
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de temps caractéristique d’advection par le fluide L/U et le temps caractéristique de
diffusion visqueuse L2/ν0. Ainsi, nous avons respectivement le système adimensionné final :

∇ · u = 0 (2.26)
∂u
∂t

+ ∇u · u − 1
Re

(

∇ · (fν∇u) + t∇u · ∇fν

)

+
Gr

Re2
T ĝ − Grp

Re2
Cĝ = −∇p (2.27)

fcp

(

∂T

∂t
+ u · ∇T

)

− 1
RePr

∇ · (fλ∇T ) − In

RePr
pJ = 0 (2.28)

ou :

∇ · u = 0 (2.29)
∂u
∂t

+ ∇u · u −
(

∇ · (fν∇u) + t∇u · ∇fν

)

+GrT ĝ −GrpCĝ = −∇p (2.30)

fcp

(

∂T

∂t
+ u · ∇T

)

− 1
Pr

∇ · (fλ∇T ) − In

Pr
pJ = 0 (2.31)

où on définit respectivement le nombre de Grashof, le Grashof particulaire (ou massique),
le nombre de Reynolds et de Prandtl par :

Gr =
β∆TgL3

ν2
0

, Grp =
βpgL

3

ν2
0

, Re =
LU

ν0

, P r =
ν0

a0

et In est le paramètre de chauffage par effet Joule, ratio entre les valeurs caractéristiques
de puissance Joule injectée et de flux thermique à travers la paroi froide :

In =
σ0ω

2∆A2L2

λ0∆T

Négliger la convection thermique naturelle reviendrait à supposer un faible nombre de
Richardson Ri = Gr

Re2 ≪ 1 et négliger la convection solutale (décrite plus tard) reviendrait
à supposer un faible nombre de Richardson massique Rip = Grp

Re2 ≪ 1. Il est nécessaire de
vérifier que le nombre de Brinkman est suffisamment faible pour négliger les phénomènes
thermiques de dissipation visqueuse dans l’équation de l’énergie :

Br =
ρ0ν0U

2

λ0∆T
≪ 1

Conditions aux limites

L’adimensionnement de la plupart des conditions aux limites présentées est direct et
ne fait intervenir aucun paramètre adimensionné supplémentaire, hormis deux d’entre
elles. La condition aux bords mécanique relative à l’équilibre des contraintes tangentielles
à la surface libre adimensionnée s’écrit, en utilisant respectivement l’échelle de temps
caractéristique d’advection par le fluide et l’échelle de temps de diffusion visqueuse :

fν (∇u · n)t = sgn

(

dγ
dT

)

Mg

PrRe
(∇T )t

ou :
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fν (∇u · n)t = sgn

(

dγ
dT

)

Mg

Pr
(∇T )t

où on définit le nombre de Marangoni par :

Mg =

∣

∣

∣

∣

∣

dγ
dT

∣

∣

∣

∣

∣

L∆T
ρ0ν0a0

L’adimensionnement de la condition aux limites thermique donne quant à elle (on
considère par souci de simplicité le cas T+ ≈ T et la dépendance des nombres adimen-
sionnés à la température n’est pas explicitée) :

−fλ
∂T

∂n
= Bi

(

1 +
1
N ′

)

(T − Text)

où on définit le nombre de Biot :

Bi =
hextL

λ0

2.2.6 Dépendance à la température des propriétés du verre nu-
cléaire

De nombreux phénomènes thermohydrauliques trouvent leur origine dans la dépen-
dance des propriétés physiques du fluide à la température. La dépendance de la masse
volumique à la température, à l’origine des phénomènes de convection thermique naturelle,
a déjà été prise en compte grâce à la mise en place d’une approximation de Boussinesq.
Nous présentons ici de manière détaillée les dépendances des propriétés thermiques et de
la viscosité du verre.

Propriétés thermiques

Des mesures de conductivité thermique et de capacité thermique ont été réalisées
sur un verre de type UOx pour déterminer leur dépendance à la température, prise en
compte dans la modélisation. La conductivité thermique vraie λt et la capacité thermique
cp n’ayant pas de formule analytique accessible sur la gamme de températures considérée,
on choisira d’évaluer ces grandeurs pour toute température en utilisant une interpolation
linéaire entre deux points de mesure. Les résultats sont regroupés dans la figure 2.5.

Viscosité

La viscosité du verre est fortement dépendante de la température. Ces variations sont
bien capturées par une loi Vogel-Fulcher-Tammann (VFT) :

ν = A exp

(

B

Rn(T − Tv)

)

(2.32)

Cette loi montre de très bons résultats pour des températures proches de la tempé-
rature de transition vitreuse mais n’est plus valable à des températures relativement très
inférieures ou très supérieures à Tg [36]. Dans la gamme des températures balayée par les
procédés de vitrification, les déviations à haute température ne sont pas atteintes et les dé-
viations à basse température ne sont pas déterminantes dans l’évolution hydrodynamique
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Figure 2.5 – Conductivité thermique et capacité thermique d’un verre de type UOx en
fonction de la température

du fluide qui se trouve être en phase « solide ». Salez et al. [37] ont proposé un modèle
élémentaire de réorganisation moléculaire dite en « chaînes coopératives » permettant de
retrouver la loi de viscosité VFT. Ils proposent ainsi une interprétation de la température
de Vogel Tv ainsi que des relations liant A, B et Tv qui expliquent la présence de fortes
corrélations entre ces trois paramètres observées pour différents verres. Tv est ainsi inter-
prétée comme la température à laquelle plus aucune relaxation n’est possible (individuelle
ou coopérative). Sa relation avec Tg reste toutefois, dans ce cadre, indéterminée car la dé-
finition de la température de transition vitreuse est liée à la définition d’une échelle de
temps considérée comme longue par rapport à la durée d’observation. L’introduction de
la température Tv brise alors la symétrie entre température chaude et froide qui existait
dans un système où la viscosité était considérée indépendante de la température.

La viscosité cinématique A est « la viscosité du fluide à très haute température ». Dans
de nombreuses situations, les températures rencontrées dans le système ne sont pas assez
élevées pour considérer que A soit la viscosité de référence. Bien que le choix ν0 = A soit
théoriquement possible, l’évaluation des paramètres adimensionnés du système résultant
d’un tel choix peut donner des valeurs très éloignées des valeurs typiques rencontrées
localement au sein du fluide. Pour pallier cet écart, la viscosité de référence est prise
égale à ν0 = A/fmin

ν , où fmin
ν est choisi tel que la viscosité cinématique au sein du fluide

soit raisonnablement proche de ν0. Afin de supprimer le mauvais comportement de la
loi VFT aux basses températures (T très proche ou inférieur à Tv), on force fν = fmax

ν

pour cette gamme de température, où fmax
ν est choisi suffisamment fort pour capturer

la « solidification » du verre. Lors des simulations numériques, le type de verre utilisé
nous pousse à choisir fmin

ν = 10−2 et fmax
ν = 106 entraînant une borne supérieure de la

viscosité dynamique de l’ordre de 105 Pa·s, supérieure d’un ordre de grandeur à la viscosité
du « point d’écoulement » introduit par l’industrie verrière valant 104 Pa·s. En écriture
adimensionnée, la loi VFT s’écrit alors :

fν(T ) = fmin
ν exp

(

1
Pn(T −D)

)

(2.33)

ajoutant ainsi deux paramètres adimensionnés caractérisant respectivement le rapport de
la différence de températures et de « l’énergie d’activation » (nombre de Pearson noté
Pn) et la position relative de la température caractéristique du fluide aux températures
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chaude et froide notée D :

Pn =
Rn∆T
B

,D =
Tv − Tc

∆T

2.2.7 Modélisation de la résistance thermique aux parois

Dans le cas où le contact thermique entre la charge à fondre (initialement sous forme
granulaire) et les parois refroidies est suffisamment bon, il est naturel de penser qu’il
existe au sein du verre proche de la paroi une surface isotherme à la température ca-
ractéristique de coalescence, ou sintérisation, du matériau granulaire Tf . Dans le cas des
verres, Tf est choisie égale à la température de transition vitreuse. Plusieurs études uti-
lisent ce principe pour remplacer la condition aux limites thermiques par une condition
de Dirichlet T+ = Tf [14–16]. L’équipe de recherche allemande de Hanovre [16] obtient
notamment une bonne prédiction quantitative des transferts thermiques avec cette mé-
thode dans le cadre de la fusion de poudre d’alumine en creuset froid. Toutefois, l’étude
de E. Sauvage [14] concernant la fusion d’une charge de fritte de verre en creuset froid
a montré que l’hypothèse selon laquelle l’isotherme Tf serait présente dans le verre en
fusion mène systématiquement à une forte surestimation du flux thermique reçu par les
éléments refroidis. Ce constat permet d’affirmer que la température de la frontière du
domaine fluide dépasse Tf en certains points, ce qui n’est possible que grâce à des effets
de tension superficielle empêchant le verre fluide de s’approcher de la paroi extérieure
froide 12. Ceci est dû à la résistance thermique importante induite par la présence d’air à
l’interface.

La prédiction quantitative des flux thermiques nécessite alors la modélisation précise
de l’interface entre fluide et paroi. L’analyse de la structure et des phénomènes de transfert
d’énergie proches de la paroi doit permettre de proposer un coefficient d’échange conducto-
convectif hext entrant en jeu dans les conditions aux limites thermiques. La présence d’un
mélange hétérogène de fritte de verre infondue et d’air stagnant au niveau des parois
froides entraîne l’apparition d’une forte résistance de contact (« gap conductance ») 13.
L’importance de cette résistance affecte le flux thermique en provenance de la fonte ver-
rière. La modélisation du contact thermique entre verre et parois refroidies revient alors
à proposer une valeur ou une expression pour le coefficient d’échange conducto-convectif
hext.

Des études précédentes concernant la fusion de métaux en creuset proposent une ex-
pression du coefficient d’échange basé sur une résolution locale du transfert thermique par
conduction et par rayonnement à travers la couche d’air séparant la fonte et le creuset.
Deux grandeurs physiques interviennent alors de manière prédominante : l’épaisseur de
cette zone et sa conductivité thermique [38, 39]. Mortensen [40] prescrit arbitrairement
l’épaisseur de la couche et propose d’évaluer la conductivité thermique à la température
moyenne (T+ + Text)/2. M’Hamdi et al. [41] ont ensuite proposé un modèle d’évolution
de l’épaisseur de couche d’air gouverné par la dilatation thermique du lingot. Ces études

12. Travaux de P. Girardin (DTE/STS/SDC NT 92/58), référence interne CEA.
13. Dans certains cas, où une part importante de la charge est sous forme de fritte dans le creuset

(au démarrage de la fusion par exemple), la modélisation par résistance de contact est caduque et une
modélisation de la fritte en tant que milieu poreux est nécessaire. Ces cas ne seront pas abordés dans
cette étude.
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montrent la nécessité de considérer une valeur de hext dépendante de la température de
paroi. Dans le cas du creuset froid appliqué à la fusion de verre, la morphologie du contact
est également dépendante du flux thermique surfacique local. En effet, lorsque ce dernier
est important, la fritte a tendance à fondre de plus en plus près de la paroi froide, en-
traînant une diminution de l’épaisseur de la couche fritte/air et donc une amélioration
du contact thermique (augmentation de hext). Cette dynamique doit être prise en compte
dans la modélisation.

Nous proposons ici un modèle de résistance thermique basé sur l’existence d’une couche
de fritte de verre d’épaisseur e entre la frontière du fluide et la surface du domaine extérieur
(dont la température imposée Text est supposée inférieure à Tf ). Cette couche est composée
d’un matériau granulaire (mélange hétérogène de grains solides de conductivité λf et d’air
de conductivité λa) de conductivité thermique effective λe.

(a) Photographie de la couche ré-
sistive au contact de la virole du
creuset froid après refroidissement

(b) Modèle de couche résis-
tive pour l’évaluation de la
résistance de contact à la pa-

roi

(c) Schéma de résistances équivalentes du modèle
de couche isolante

Figure 2.6 – Couche résistive fritte/air entre la fonte et la paroi refroidie

L’hypothèse « opposée » à l’existence de l’isotherme Tf est l’hypothèse de flux ther-
mique localement uniforme au bord, qui permet une résolution analytique de la condition
aux limites thermique, sachant que la réalité des transferts se situera entre ces deux bornes
analytiques. Les hypothèses suivantes sont considérées :

— Le flux surfacique q = q · n = H(T+ − Text) est localement uniforme le long de la
frontière ;

— Le fluide présente une vitesse nulle le long de la frontière et une température
moyenne locale T+ ;

— La paroi est faiblement courbée ;
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— La couche granulaire ne participe pas aux échanges radiatifs ;
— La conductivité du verre est indépendante de la température pour T ≤ Tf .
Le coefficient d’échange thermique est alors donné par (valide dans le cas de faible

courbure emax(|γmin|, |γmax|) ≪ 1, où γmin et γmax sont les courbures principales de la
paroi) :

hext =
λe

e
(2.34)

Afin d’évaluer l’épaisseur de couche granulaire e, nous considérons un chemin C recti-
ligne orienté selon la normale n reliant la fonte verrière à la paroi extérieure et ne passant
que par le verre à une température T ≤ Tf . Le long de ce chemin, en négligeant les
échanges radiatifs devant les échanges conductifs, q = −λf∇T . Alors :

∫

C
q · ndl = qe = λf (Tf − Text)

⇒ e =
λf (Tf − Text)
H(T+ − Text)

(2.35)

En remplaçant e par sa formule 2.35 dans 2.34 puis en utilisant la formule du coefficient
d’échange thermique global issue de 2.23 :

H(T ) = hext + εextσ(T+ + Text)(T+2 + T 2
ext)

nous obtenons la formule du coefficient d’échange, valide pour e ≪ L (cas du creuset
froid) :

hext =
σεext(T+4 − T 4

ext)
λf

λe
(Tf − Text) − (T+ − Text)

(2.36)

La conductivité thermique effective du milieu granulaire de porosité n (on considère
que la pression de contact ainsi que l’éventuelle dilatation thermique des grains ne mo-
difie pas significativement la valeur de porosité du milieu granulaire), dans le cas de flux
localement uniforme, s’obtient par [18] :

λe =
λfλa

nλf + (1 − n)λa

La conductivité de l’air est évaluée selon la formule empirique suivante, valide dans
la gamme des températures considérées, à la température moyenne (T+ + Text)/2 (T en
Kelvins, λa en W/m/K) :

λa(T ) = 1,5207.10−11T 3 − 4,857.10−8T 2 + 1,0184.10−4T − 3,9333.10−4

Lorsque la présence d’air est négligée (n = 0), hext présente une forte et soudaine
augmentation pour T+ ≈ Tf et, pour les flux thermiques suffisamment élevés, la condition
aux limites dégénère en une condition de Dirichlet :

T+ ≈ Tf

Ce cas correspond alors à l’autre borne analytique évoquée, qui considère la présence
de l’isotherme Tf dans la zone périphérique de la charge, et qui est donc retrouvée dans
la limite n = 0 du modèle de résistance thermique développé.
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La condition aux bords thermique constitue une équation de la forme :

F
(

q

σεextTf
4 ,
T+

Tf

, n

)

= 0

La résolution numérique de cette équation pour différentes valeurs de flux thermique
nous donne un faisceau de courbes de température aux bords du domaine fluide en fonction
de la porosité de la couche de fritte infondue, représenté sur la figure 2.7.

q/(σεextTf
4
)
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Figure 2.7 – Température au bord du domaine fluide en fonction de la porosité de la couche
de fritte infondue pour différentes valeurs de flux thermique - un rapport de conductivités
indépendant de la température λf

λa
= 20 et Text

Tf
= 0,41 ont été prescrits

Le développement présenté ne tient pas compte de l’éventuel mouvement de l’air situé
dans la couche pariétale de fritte de verre qui pourrait, dans une mesure qu’il reste à
évaluer, modifier les échanges thermiques considérés. Enfin, l’épaisseur de fritte infondue
est amenée à diminuer lors de l’augmentation transitoire du flux thermique. Lorsque le
flux thermique revient à des valeurs plus faibles, l’épaisseur de fritte infondue ne peut
pas augmenter, la coalescence due à la fusion du verre étant un phénomène irréversible.
Ce phénomène d’hystérésis a déjà été observé dans certaines situation rencontrées sur
des prototypes de creuset froid et peut être pris en compte dans la simulation numérique
instationnaire du problème thermohydraulique. Pour ce faire, l’épaisseur de milieu granu-
laire doit être gardée en mémoire et systématiquement comparée à l’épaisseur de milieu
granulaire recalculée lors de l’évaluation de la condition aux limites thermique.

2.3 Transport de particules

Afin d’étudier l’influence des particules de platinoïdes sur le système, il est nécessaire
de développer un modèle d’évolution de la fraction volumique en particules. Le problème
du transport de particules (liquides ou solides) dans un fluide est a priori résolu par l’écri-
ture de la conservation de la quantité de mouvement de la ou des phases fluides (équations
de Navier-Stokes) et de la quantité de mouvement de la phase solide éventuelle (équations
de la dynamique d’un solide indéformable). À ces lois s’ajoutent les conditions mécaniques
aux interfaces (cinétiques et dynamiques) assurant les transferts d’énergie mécanique et
éventuellement des lois régissant les collisions interparticulaires. Ce type de formulation
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permet un suivi Lagrangien de chaque particule au sein du fluide et permet alors d’obtenir
une valeur précise de la fraction volumique locale en particules au sein de la suspension. Le
véritable challenge dans la modélisation du transport de particules vient de leur nombre
colossal, qui rend impossible à l’heure actuelle la résolution numérique des équations men-
tionnées et donc un tel suivi Lagrangien. Pour donner un ordre d’idée, une masse de 300 kg
de verre chargé en platinoïdes à une fraction volumique de 0,7 % contient plus de mille
milliards de particules. L’approche Eulérienne décrite par la suite permet de contourner
cette difficulté majeure. Nous nous attacherons à dériver une équation d’évolution de la
fraction volumique en particules dans le cadre de cette approche Eulérienne, en explicitant
l’ensemble des hypothèses et approximations ainsi que leur domaine de validité.

2.3.1 Approche Eulérienne

Nous considérons dans cette section la modélisation des particules en suspension sous
la forme d’un champ scalaire continu, dénommée modèle à un fluide. De tels modèles Eu-
lériens ont notamment été initiés dans le cadre des phénomènes de sédimentation par les
théories de Kynch [42,43]. Ces dernières décennies, avec le développement des capacités de
calcul parallèle, ils ont permis la simulation numérique de problèmes complexes comme les
suspensions diluées en écoulement turbulent [44]. Ils ont également déjà été proposés dans
le cadre de la simulation numérique du comportement des platinoïdes dans les fontes ver-
rières [45,46] et ont montré non seulement un bon accord avec les données expérimentales
mais également une certaine facilité de mise en œuvre. Contrairement à plusieurs travaux
de modélisation du transport des platinoïdes tentant de modéliser la diversité des parti-
cules [46, 47] en multipliant les équations de transport pour chaque classe de particules
(forme, taille...), nous faisons ici le choix d’inclure cette diversité des morphologies dans
le terme de diffusion. Ce terme, parfois absent des modélisations de transport, à pour-
tant l’avantage de fournir une écriture simple de phénomènes microscopiques complexes
à caractère macroscopique diffusif [48].

2.3.2 Détermination d’une équation de transport

Considérons un mélange de fines particules sphériques de diamètre dp et de masse
volumique ρp en suspension dans un liquide visqueux incompressible de masse volumique
ρf et de viscosité dynamique η. Le mélange est localement à la température T et soumis
à l’accélération de la pesanteur g = gĝ. C désigne la fraction volumique locale de parti-
cules dans le mélange et u le champ de vitesse du fluide, supposé connu. D’autre part, on
suppose qu’il existe un champ de vitesse locale moyenne des particules up.

Conservation de la masse de particules

L’écriture locale de la conservation de la masse de particules dans la suspension s’écrit :

∂C

∂t
+ ∇ · (Cup) = 0

Démonstration. On considère un ensemble de particules dans un volume élémentaire dV
de surface dS, de normale unitaire sortante n. Le bilan de masse de particules pendant
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un temps infinitésimal δt s’écrit :

ρpdV (C(t+ δt) − C(t)) = −
∮

dS
ρpCδtup · nd2s

Entraînant, par application du théorème de Green-Ostrogradski 14 :

ρpdV (C(t+ δt) − C(t)) = −ρpδt
∫

dV
∇ · (Cup)d2v ≈ −ρpδtdV∇ · (Cup)

et donc le résultat.

Équilibre dynamique des particules

Les particules sont supposées suffisamment fines pour pouvoir négliger tout phéno-
mène d’inertie. L’équilibre dynamique des particules est donc satisfait à tout instant. Le
volume élémentaire dV sera supposé en mouvement localement rectiligne uniforme (cen-
trifugation négligée par exemple). Chaque particule de cet ensemble est individuellement
soumise à sa traînée de Stokes (particules considérées sphériques et, dans un premier
temps, uniques dans un milieu infini), au poids et à la poussée d’Archimède. Les forces
de pressions non hydrostatiques seront négligées. Les interactions entres les particules de
l’ensemble et les autres sont traitées en considérant que les particules avoisinant cette
ensemble exercent une force de pression pp = ζC répartie sur l’enveloppe de dV , soit une
force volumique −ζ∇C où ζ dépend du type de diffusion discuté dans la section 2.3.3.
L’équilibre dynamique s’écrit alors :

CdV

πd3
p/6

(

3πηdp(u − up) +
πd3

p

6
(ρp − ρf )g

)

− ζ∇CdV = 0

Cet équilibre peut être dérivé de l’équation de Basset-Boussinesq-Oseen dans laquelle
les termes instationnaires d’accélération, de masse ajoutée et de force de Basset ainsi que
les forces de pression non hydrostatique ont été négligés tandis qu’une force d’interaction
interparticulaire a été ajoutée. Il est nécessaire de vérifier que le nombre de Reynolds par-
ticulaire est suffisamment faible pour appliquer cette relation d’équilibre (et notamment
l’expression de la traînée de Stokes) :

Rep =
dpρf ||up − u||

η
≪ 1

14. Ce théorème (également dénommé théorème de Gauss, donnant parfois son nom aux méthodes de
discrétisation spatiale dans le cadre des méthodes volumes finis) appliqué à une fonction vectorielle f sur
un volume V à l’intérieur d’une surface fermée S de normale extérieure n s’énonce ainsi :

∫

V

∇ · fdv =
∮

S

f · nds

Appliqué à un tenseur d’ordre 2 noté T, il s’énonce de la même manière :
∫

V

∇ · Tdv =
∮

S

T · nds

Lorsqu’il est appliqué au tenseur d’ordre 2 particulier T = f✶, avec f un champ scalaire, il prend la
forme :

∫

V

∇fdv =
∮

S

fnds
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Dans le cas d’un fluide en écoulement laminaire, de vitesse caractéristique U et de
dimension caractéristique L, l’inertie des particules est en effet négligeable pour un nombre
de Stokes suffisamment faible :

St =
ρpd

2
pU

18ηL
≪ 1

les particules agissant alors comme des traceurs (mis à part leur tendance à sédimenter et
à interagir entre elles). Le champ de vitesse des particules est alors directement obtenu :

up = u + τ ĝ − κ

C
∇C

où τ et κ désignent respectivement la vitesse de sédimentation de Stokes et la diffusivité
des particules dans le fluide :

τ =
d2

p(ρp − ρf )g
18η

(2.37)

κ =
d2

pζ

18η
(2.38)

L’introduction de la valeur du champ de vitesse des particules dans l’équation de
conservation de la masse entraîne l’équation d’évolution de la fraction volumique de par-
ticules :

∂C

∂t
+ u · ∇C + ∇ · (τCĝ) = ∇ · (κ∇C) (2.39)

Au niveau de parois imperméables, la condition aux limites est directement donnée
par :

∂C

∂n
− τ

κ
ĝ · nC = 0

où n désigne la normale sortante du domaine.

Nous négligerons tout phénomène de thermophorèse qui apparaîtrait dans le cas non-
isotherme. Cet effet de migration des particules soumises à un gradient thermique n’a en
effet pas été observé pour des suspensions de platinoïdes dans du verre fondu [49].

Correction pour les particules liquides ou non sphériques

Dans le cas de particules liquides (gouttes), un écoulement se développe au sein même
de la particule (appelé écoulement interne), qui a tendance à diminuer la force de trainée
appliquée par le fluide suspendant. L’expression de la traînée de Stokes présente alors
un facteur correctif entraînant une modification de la vitesse terminale de sédimentation,
donnée par l’équation d’Hadamard-Rybczynski [50,51] :

τ =
d2

p(ρp − ρf )g
18η

1 + η̄

2/3 + η̄

où η̄ = ηp/η est le rapport entre la viscosité du liquide constituant la particule et celle du
fluide suspendant. Dans le cas de particules non sphériques, un facteur de forme intervient
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également comme préfacteur dans la formule de la vitesse terminale de Stokes et tend à
diminuer cette dernière. Ces contributions ne modifient toutefois pas l’ordre de grandeur
de la vitesse de sédimentation.

Entravement

Le terme de sédimentation ne montre pas de phénomène d’entravement car la for-
mule de la traînée de Stokes utilisée est uniquement valable pour une sphère unique dans
un milieu infini. Les fractions volumiques rencontrées ne permettent cependant pas de
traiter la suspension comme une suspension diluée et les interactions interparticulaires
sont à prendre en compte. Nous ajoutons donc a posteriori un facteur d’entravement en
supposant que la présence de particules ralentit la sédimentation d’une particule via des
interactions hydrodynamiques entres particules voisines et via le mouvement local ascen-
dant du fluide suspendant déplacé par les particules [52]. On cherche donc une fonction
d’entravement fe telle que le terme de sédimentation s’écrive :

∇ · (τfe(C)ĝC)

Cette fonction doit être décroissante avec la fraction volumique, continûment différen-
tiable, strictement positive et prendre la valeur 1 pour C = 0. Richardson et Zaki [53] ont
proposé la forme :

fe(C) = (1 − C)α

Démonstration. Nous proposons ici une démonstration de l’expression générale de la fonc-
tion d’entravement de Richardson et Zaki grâce à la démarche de Mooney [54] et Krieger
et Dougherty [55], en faisant le postulat que chaque particule « voit » autour d’elle un
fluide suspendant dont les propriétés sont données par la fraction volumique locale C. Soit
une telle fonction f et C ∈ [0; 1[. La fraction volumique C dans un volume V peut être
décomposée en l’apport d’une première fraction volumique C1 ≤ C donnant un fluide de
propriété f(C1) puis l’ajout d’une fraction C2 = C−C1

1−C1
dans ce nouveau fluide de volume

effectif (1 − C1)V donnant un fluide de propriété f(C1)f(C2). Il vient donc :

∀C1 ≤ C, f(C) = f(C1)f
(

C − C1

1 − C1

)

En différenciant partiellement cette expression par rapport à C, puis en prenant C1 =
C, on obtient :

∀C ∈ [0; 1[, d ln(f) =
−αdC
1 − C

, α ≥ 0

Soit :

∀C ∈ [0; 1[, f(C) = (1 − C)α

qui respecte l’ensemble des conditions voulues.

Richardson et Zaki déterminent de plus expérimentalement les valeurs de l’exposant
α (appelé exposant d’entravement) selon le Reynolds particulaire. Dans notre cas de
faible Reynolds particulaire (Rep ≤ 0,2), la valeur admise est α = 4,65. Cette fonction
d’entravement a l’inconvénient d’annuler la vitesse de sédimentation pour une fraction
volumique C = 1, alors qu’expérimentalement, cette annulation est observée pour un
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empilement compact avec C ≈ 0,6−0,7 dans le cas de particules sphériques de même taille
(empilement hexagonal ou cubique à faces centrées). Pour pallier ce problème, Michaels
et Bolger [56] proposent la fonction d’entravement :

fe(C) =
(

1 − C

Ca

)4,65

où Ca est la fraction volumique d’agglomération maximale effective des particules. Les
particules de platinoïdes telles que celles composées principalement de palladium, quasi-
sphériques, ont probablement une compacité de l’ordre de 60 %. Mais contrairement aux
particules sphériques rigides, les platinoïdes tels que les particules d’oxyde de ruthénium
(en forme d’aiguilles) présentent une compacité effective d’agglomération Ca bien plus
faible, de l’ordre de 6 %, comme il sera observé par la suite. Cette valeur est fortement
dépendante de la forme des particules et est attribuée au phénomène de volume exclu
pour les particules non sphériques.

L’équation de transport des particules 2.39 devient alors :

∂C

∂t
+ u · ∇C + ∇ ·

(

τ ĝC
(

1 − C

Ca

)α
)

= ∇ · (κ∇C) (2.40)

Au niveau de parois imperméables immobiles, la condition aux limites est donnée par :

∂C

∂n
− τ

κ
ĝ · nC

(

1 − C

Ca

)α

= 0 (2.41)

où n désigne la normale sortante du domaine.

La non linéarité de l’équation de transport dans le cas d’un entravement non né-
gligeable entraîne en particulier l’amincissement des éventuels fronts de sédimentation
(« self-sharpening » [48]) voire l’apparition de chocs de fraction volumique. Ces phéno-
mènes ne sont toutefois observés qu’à haute fraction volumique et sont limités par le terme
de diffusivité.

Dans le cas particulier de paramètres τ et κ constants, l’équation d’évolution 2.40
devient :

∂C

∂t
+ u · ∇C + τ ĝ · ∇

(

C
(

1 − C

Ca

)α
)

= κ∇2C

2.3.3 Détermination de la diffusivité

Dans le cas de petites particules browniennes sans interactions (solution dite colloï-
dale), la pression des particules avoisinantes est issue de l’agitation thermique soit [57] :

pp =
C

πd3
p/6

kBT ⇔ ζ =
pp

C
=

kBT

πd3
p/6

où kB désigne la constante de Boltzmann. En remplaçant le coefficient ζ dans 2.38 par
l’expression obtenue, on retrouve ainsi la diffusivité de Stokes-Einstein :

κS−E =
kBT

3πηdp
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Dans le cas de particules moins fines, la diffusion est d’origine hydrodynamique. Il
s’agit de multiples processus d’interaction entre les particules et le fluide et entre par-
ticules, menant à une dispersion équivalente. Le régime de diffusivité (brownienne ou
hydrodynamique) dépend de la valeur du nombre de Péclet particulaire :

Pep =
||up||dp

κS−E

=
3π||up||d2

pη

kBT

Il peut être considéré comme le rapport de l’échelle de temps de diffusion brownienne
sur une distance égale à la taille de la particule d2

p/κS−E et du temps caractéristique de
déplacement de la particule sur une distance égale à sa taille dp/||up||. Si Pep ≪ 1, la
diffusion est d’origine thermique. Des valeurs plus élevées du Péclet particulaire indiquent
l’importance des phénomènes hydrodynamiques, ce qui est le cas pour une suspension
de particules de platinoïdes dans un verre fondu, notamment en raison de leur taille
micrométrique. Comme montré par de nombreuses études, le tenseur de diffusion est
en général non scalaire (diffusion anisotrope). Toutefois, seule une diffusion Fickienne
isotrope sera considérée dans cette étude. De nombreuses études s’attachent également à
proposer des valeurs numériques ou des lois d’échelle de diffusion hydrodynamique. Parmi
elles, citons deux cas classiques :

— Dans le cas d’un fluide au repos (expérience de sédimentation), la loi d’échelle est
communément admise [58] :

κ ∼ dpτ

à laquelle une dépendance supplémentaire à la fraction volumique en particules a
pu être observée et caractérisée [58] ;

— Dans le cas d’un fluide en mouvement (u 6= 0), la dispersion peut être induite par
cisaillement et entraîne une diffusivité de la forme [59–61] :

κ ∼ d2
pγ̇

On notera qu’avec ce type de mécanisme, la diffusivité de particules non sphériques
dans un fluide en écoulement est en général bien supérieure à leur diffusivité dans
un fluide au repos.

Dans le cadre de la modélisation proposée, seule la dépendance du coefficient de dis-
persion à la température liée à la dépendance à la température de la viscosité du fluide
suspendant [3] ainsi qu’à la polydispersion des particules sera prise en compte. Une part
importante de dispersion est en effet liée à la diversité des morphologies des particules
considérées [62] et notamment leur granulométrie, appelée diffusivité de polydispersion.

Nous démontrons dans cette section qu’une dispersion gaussienne des tailles de parti-
cules entraîne bien un profil de fraction volumique de type diffusif lors de la sédimentation
dans un fluide au repos. Une expression de la diffusivité est alors proposée, permettant
une évaluation numérique a priori de la diffusivité de polydispersion. Supposons pour
cela que la taille des particules suit une loi normale d’espérance dp et d’écart type relatif
(coefficient de variation) σ considéré faible. La taille d’une particule s’écrit alors :

dp + d′
p où

d′
p

dp

∼ N (0, σ2), σ ≪ 1
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Dans le référentiel se déplaçant à la vitesse τ̄ ĝ, où τ̄ = d2
p(ρp−ρf )g

18η
, cette particule chute

à la vitesse de Stokes τ(d′
p) :

τ(d′
p) =

(

1 +
d′

p

dp

)2

τ̄ − τ̄ ≈ 2d′
p

dp

τ̄

Sa position à l’instant t est ainsi donnée par :

p(d′
p, t) = τ(d′

p)t ≈ 2d′
p

dp

τ̄ t ∼ N (0, (2tστ̄)2)

Afin de faciliter la démonstration, nous ne considérons aucune interaction entre parti-
cules. Dans le cas d’une suspension monodispersée de fraction volumique initiale C̄ sans
autres sources de diffusivité, le profil du front de sédimentation est donné par la fonc-
tion de Heaviside (dans le référentiel se déplaçant à la vitesse τ̄ ĝ muni d’un repère d’axe
vertical orienté selon ey = −ĝ) :

C̄H(p(0, t) − y) = C̄H(−y)

Dans le cas d’une suspension polydispersée, le profil s’obtient alors par un processus
de moyenne sur les positions possibles des particules :

C(t, y) =
∫ +∞

−∞

C̄

2tστ̄
√

2π
exp

(

− p2

2(2tστ̄)2

)

H(p(d′
p, t) − y)dp

= C̄
∫ +∞

y

1
2tστ̄

√
2π

exp

(

− p2

2(2tστ̄)2

)

dp

=
C̄

2
erfc

(

y

2
√

2tστ̄

)

où erfc désigne la fonction d’erreur complémentaire. Il s’agit bien d’un profil de diffusion
avec une diffusivité :

κ = 2σ2τ̄ 2t (2.42)

où t désigne le temps de sédimentation. La largeur du front de sédimentation δ est définie
comme la distance séparant les fronts de concentration C̄/4 et 3C̄/4. En utilisant la forme
du profil obtenue, on a :

δ = 4
√

2 erf−1
(1

2

)

στ̄ t

où erf désigne la fonction d’erreur de Gauss. La largeur du front δ croît donc linéairement
avec le temps (super-diffusion), comme observé dans des travaux précédents [63,64]. Sui-
vant ces travaux, en définissant la distance de sédimentation par ξ = τ̄ t, nous obtenons
la relation :

δ

ξ
= 4

√
2 erf−1

(1
2

)

σ ≈ 2,7σ (2.43)

La figure 2.8 montre la comparaison entre les données expérimentales issues de [64] et
la prédiction 2.43, qui révèle un très bon accord. À une distance de sédimentation donnée,
on a bien κ = 2σ2τ̄ ξ ∝ τ̄ . Ainsi, dans notre cas, diffusivité hydrodynamique et vitesse de
Stokes présentent la même dépendance à la viscosité du fluide suspendant ainsi qu’à la
taille des particules.
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Figure 2.8 – Comparaison pour des suspensions polydisperses entre la relation 2.43 et les
données expérimentales issues de [64] - les étiquettes de données indiquent l’écart type de
polydispersion σ

2.3.4 Dépendance des paramètres de transport à la température

La source de non uniformité de la vitesse de sédimentation de Stokes τ et de la diffu-
sivité des particules κ réside principalement dans les variations de la viscosité du fluide
apparaissant dans leur définition (τ, κ ∝ 1/η), cette viscosité étant thermo-dépendante
η = ρ0ν0fν(T ) 15. τ0 et κ0 sont alors définis tels que :

τ =
τ0

fν

, κ =
κ0

fν

(2.44)

2.3.5 Mode de sédimentation « en agrégats »

Plusieurs études ont montré que les particules de platinoïdes présentaient une ten-
dance à l’agrégation dans des verres peu cisaillés, formant des « clusters » de particules en
surconcentration proche de (ou bien même dépassant) la fraction volumique d’aggloméra-
tion maximale Ca observée dans les expériences de sédimentation sans agitation [7,8]. Ces
études ont par ailleurs montré que cette agrégation réversible donnait naissance au com-
portement non Newtonien des suspensions de platinoïdes. Il est intéressant de déterminer
la vitesse de sédimentation de cet ensemble de particules dans le cas où il est considéré
comme un agrégat sphérique imperméable de fraction volumique (compacité) Ca.

Dans l’établissement de l’équation de transport, il a été considéré que chaque particule
était individuellement soumise à sa traînée de Stokes (cf. figure 2.9). La résistance à
l’avancement d’un ensemble de volume dV s’écrit alors comme la somme de ces traînées
de Stokes :

dD = − CdV

πd3
p/6

3πηdpup = −18ηCdV
d2

p

up

La vitesse de sédimentation (où l’entravement est négligé) s’obtient grâce à l’équilibre
avec le poids et la poussée d’Archimède subis par l’ensemble valant :

15. Dans la pratique, sauf expérience dédiée de la section 5.2.2, nous utiliserons la viscosité effective de
la suspension obtenue par mesures rhéologiques à haut taux de cisaillement, où la présence des particules
a un effet mineur sur la valeur de la viscosité [8].
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dP = CdV (ρp − ρf )gĝ

Une vitesse de sédimentation égale à la vitesse de Stokes up = τ ĝ est alors obtenue.
Dans le cas d’un agrégat de particules imperméable, la résistance à l’avancement exercée
par le fluide s’écrit sous la forme d’une traînée de Stokes globale relative à la taille de
l’agrégat da (définie par dV = πd3

a/6, cf. figure 2.9) :

dD′ = −3πηdau′
p

La vitesse de sédimentation s’obtient de même grâce à l’équilibre avec le poids et la
poussée d’Archimède subis par l’ensemble valant :

dP′ = CadV (ρp − ρf )gĝ

Nous obtenons directement [65] :

u′
p = Ca

(

da

dp

)2

τ ĝ = Ca

(

da

dp

)2

up

En particulier, la vitesse de sédimentation « en agrégats » peut donc être soit supérieure
soit inférieure à la vitesse de sédimentation individuelle, selon la compacité et la taille
de l’agrégat. À titre d’exemple, certains agrégats de particules de platinoïdes observés
(cas de l’oxyde de ruthénium ou des mélanges oxyde de ruthénium-palladium-tellure)
présentent un diamètre da ≈ 100µm et une compacité Ca ≈ 10 % qui entraîneraient une
augmentation de la vitesse de sédimentation d’un facteur 10 par rapport à la vitesse de
Stokes d’une particule indépendante. Dans le cas où ce phénomène serait prédominant,
sa prise en compte dans l’équation de transport (que le fluide soit au repos ou non) est
réalisée par une simple correction de la vitesse terminale de sédimentation de Stokes τ et
de la diffusivité des particules κ par le facteur sans dimension Ca

(

da

dp

)2
. D’autres études

proposent des corrections prenant en compte la perméabilité et la forme des agrégats
[66, 67]. La valeur de la vitesse de sédimentation se situe alors entre les deux limites
déterminées dans cette étude.

Figure 2.9 – Lignes de courant du fluide suspendant autour des particules pour les deux
modes de sédimentation (particules individuelles à gauche ou « en agrégats » à droite)
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2.3.6 Adimensionnement

Il existe trois échelles de temps légitimes pour l’adimensionnement de l’équation d’évo-
lution de la fraction volumique en particules, menant à trois possibilités d’adimensionne-
ment de l’équation de transport des particules présentées ici.

Fluide au repos

Dans un fluide au repos, le système est adimensionné avec la longueur caractéristique
L et le temps caractéristique de diffusion L2/κ0. L’adimensionnement de la température
est identique aux sections précédentes.

∂C

∂t
− N ∇ ·

(

f−1
ν C

(

1 − C

Ca

)α

ĝ

)

− ∇ · (f−1
ν ∇C) = 0 (2.45)

où on définit le paramètre adimensionné :

N =
τ0L

κ0

N s’interprète comme le rapport de l’échelle de temps de diffusion et de l’échelle de
temps d’advection des particules par la pesanteur et est donc analogue à un nombre de
Péclet. Plus N est élevé, moins le système est diffusif.

Fluide en mouvement

Dans le cas où le mouvement du fluide est à considérer, il est judicieux d’utiliser soit
le temps caractéristique d’advection par le fluide L/U , soit le temps caractéristique de
diffusion visqueuse L2/ν0, donnant respectivement :

∂C

∂t
+ u · ∇C +

N
ReSc

∇ ·
(

f−1
ν C

(

1 − C

Ca

)α

ĝ

)

− 1
ReSc

∇ · (f−1
ν ∇C) = 0

ou :

∂C

∂t
+ u · ∇C +

N
Sc

∇ ·
(

f−1
ν C

(

1 − C

Ca

)α

ĝ

)

− 1
Sc

∇ · (f−1
ν ∇C) = 0

Avec l’introduction d’un nouveau paramètre adimensionné, le nombre de Schmidt :

Sc =
ν0

κ0

Dans tous les cas, l’adimensionnement de la condition aux limites d’imperméabilité
est direct et n’entraîne pas l’apparition de nouveaux paramètres adimensionnés.

2.4 Retour sur les couplages

2.4.1 Couplages pris en compte

Le schéma 2.10 a pour objectif de récapituler l’ensemble des couplages pris en compte
dans la modélisation des phénomènes magnéto-thermo-hydrauliques proposée. En particu-
lier, certains couplages engendrent des phénomènes bien connus dans ce type de situation
physique, parmi lesquels les phénomènes de convection naturelle :
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— La convection thermique due à une masse volumique du verre ρ dépendante de la
température ;

— La convection thermo-capillaire due à une tension superficielle de l’interface air/verre
γ dépendante de la température ;

— La convection « solutale » due à une masse volumique du verre ρ dépendante de sa
concentration en platinoïdes. Nous n’utiliserons pas, par la suite, le terme « solu-
tale », réservé au cas d’espèces dissoutes, car les platinoïdes sont majoritairement
présents dans le verre sous forme de particules insolubles.

Par ailleurs, l’hydrodynamique influence le transport de l’énergie thermique et des par-
ticules grâce au phénomène d’advection par la vitesse du fluide u. Le champ de tempéra-
ture est également directement dépendant de la résolution du problème électromagnétique
qui détermine la puissance Joule dissipée dans le matériau pJ agissant comme un terme
source d’énergie thermique. Le problème électromagnétique dépend quant à lui totalement
de la valeur de la conductivité électrique σ dépendante à la fois de la température et de
la concentration en particules conductrices électroniques comme nous le montrerons par
la suite. Enfin, la forte dépendance de la viscosité du fluide η à la température modifie
drastiquement le comportement hydrodynamique de la fonte ainsi que le transport des
particules en suspension.

Figure 2.10 – Schéma représentatif des couplages entre physiques considérés

2.4.2 Phénomènes négligés

Dépendances des propriétés physico-chimiques

Toutes les dépendances des propriétés physico-chimiques n’ont pas été prises en compte
dans notre modélisation, notamment :

— Les propriétés optiques (indice de réfraction n et coefficient d’atténuation βr) sont
considérées indépendantes de la température et de la concentration en particules
de platinoïdes. On notera que ces particules, de nature métallique et de taille
supérieure au micromètre, sont en effet opaques au rayonnement et apportent donc
une contribution à l’atténuation du rayonnement ;

— Nous négligerons dans notre étude la dépendance de la conductivité thermique et
de la capacité thermique de la suspension au taux de platinoïdes.
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Outre les couplages négligés en ne considérant pas toutes ces dépendances, certains
phénomènes issus du couplage entre différentes physiques sont de faible intensité et ont
donc été négligés. Quelques-uns ont déjà été abordés (comme la thermophorèse), les autres
sont évoqués dans cette section par souci d’exhaustivité.

Impact des particules sur la viscosité de la suspension

D’un point de vue macroscopique, la viscosité apparente d’une suspension est en gé-
néral une fonction dépendante de la fraction volumique de particules en raison de la
dissipation d’énergie occasionnée par les interactions non conservatrices entre particules
et entre les particules et le fluide [68] ainsi que des interactions chimiques. On observe alors
également une dépendance de la viscosité au taux de cisaillement 16 entraînant un carac-
tère fortement non-Newtonien. Les verres nucléaires n’échappent pas à ce phénomène [4]
et l’on observe pour les verres de type UOx un comportement rhéofluidifiant avec deux
plateaux Newtoniens à bas et haut taux de cisaillement séparés par une région en loi de
puissance [7, 8]. L’importante viscosité à bas taux de cisaillement est due à la formation
d’agrégats (échelle de la centaine de micromètres) entraînant une forte dissipation locale
d’énergie. Ces agrégats se brisent à relatif haut taux de cisaillement [47], entraînant l’ap-
parition du deuxième plateau Newtonien de plus faible viscosité. Ces effets rhéologiques
ne seront toutefois pas pris en compte dans la modélisation car Puig et al. [7] puis Ha-
notin et al. [8] ont montré que les suspensions de particules de platinoïdes dans le verre
présentaient de forts effets (anti-)thixotropiques avec une échelle de temps de variation de
la viscosité de l’ordre de 100 s, très grande devant le temps caractéristique de transport
des particules dans le creuset L/U ≈ 1 s. La prise en compte de ce phénomène nécessi-
terait de plus un modèle de viscosité dépendant du temps ainsi qu’un suivi Lagrangien
de particules, hors d’atteinte dans notre modélisation Eulérienne. Enfin les calculs menés
dans le cadre de ces travaux et présentés dans le chapitre dédié à la simulation numérique
du creuset froid ont montré qu’en régime nominal de fonctionnement, seulement 5 % du
volume total de verre en convection se trouve à un instant donné soumis à un taux de
cisaillement inférieur à 1 s−1 et à une température supérieure à 1000 ◦C, conditions néces-
saires à la formation des agrégats de platinoïdes [8]. Nous utiliserons alors une viscosité
effective de la suspension obtenue par mesures rhéologiques à haut taux de cisaillement.

Magnétohydrodynamique

Les couplages potentiels entre électromagnétisme et hydrodynamique sont dans notre
cas négligeables :

— Influence du fluide sur l’électromagnétisme : le mouvement d’un fluide conducteur
peut distordre le champ électromagnétique (convection du champ) et entre égale-
ment en jeu dans la loi constitutive d’Ohm. Ces impacts sont faibles en raison d’un
Reynolds magnétique faible et des hautes fréquences utilisées, respectivement :

Rm = µ0σLU ≪ 1, U ≪ ωL

— Influence de l’électromagnétisme sur le mouvement du fluide : on considérera le
fluide localement électriquement neutre (malgré les variations spatiales de conduc-
tivité électrique). D’autre part, le fluide conducteur, parcouru par des courants
libres dans un champ électromagnétique, est soumis aux forces de Lorentz. Ces

16. Dans toute l’étude, le taux de cisaillement est défini par γ̇ =
√

2d .. d =
√

2dijdij .
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forces sont toutefois négligeables devant les contraintes fluides (pression dynamique
et viscosité) en raison de faibles nombres de Stuart et d’Hartmann, respectivement :

N =
B2σL

ρU
≪ 1, Ha = BL

√

σ

η
≪ 1

Forces électromagnétiques sur les particules

Les particules restant globalement neutres (entraînant ainsi l’absence d’électropho-
rèse), les seules forces électromagnétiques en jeu sont les forces de magnétophorèse et de
diélectrophorèse, toutes deux négligeables en raison de faibles gradients macroscopiques
d’énergie électromagnétique. On peut montrer que la déviation des particules des lignes
de courant du fluide ||u−up||

||u|| est, respectivement pour la magnétophorèse et la diélectro-
phorèse, de l’ordre de :

B2d2
p

ηULµ0

≪ 1

et 17 :

ε0E
2d2

p

ηUL
∼
(

Lω

c

)2 B2d2
p

ηULµ0

≪ 1

Les forces électromagnétiques qui s’exercent sur les particules sont donc trop faibles
pour les éloigner de leur comportement de traceur.

2.5 Conclusion

Les études présentées dans cette partie ont apporté plusieurs réponses concernant
l’approche de modélisation des différentes physiques de l’élaboration de verre en creuset
froid. L’étude du problème électromagnétique a en particulier permis de :

— Proposer une formulation compacte des équations de Maxwell, réduites spatiale-
ment à la charge à fondre ;

— Présenter une méthode d’imposition d’un champ électromagnétique externe basée
sur la prescription de conditions aux limites portant sur les potentiels.

L’étude du problème thermohydraulique a quant à elle portée sur la modélisation rigou-
reuse du transport de l’énergie mécanique et thermique avec notamment une modélisa-
tion complète des transferts thermiques par conduction-rayonnement aux frontières de la
charge de verre. En particulier, les travaux portant sur la prise en compte de la morpho-
logie de la couche de broyat de verre séparant la fonte des parois refroidies ont permis
de proposer une expression analytique du coefficient de transfert thermique. Nous nous
sommes également attachés à démontrer la pertinence d’une modélisation Eulérienne du
transport des particules de platinoïdes en suspension dans le verre. Il a en particulier été
démontré que le terme de diffusion permettait la prise en compte de la polydispersion de
la taille des particules lors de leur sédimentation. Enfin, une attention toute particulière a
été portée sur la prise en compte de l’ensemble des couplages multiphysiques influençant
de manière décisive l’évolution du système. Les techniques de résolution numérique des
équations sont présentées dans le chapitre suivant.

17. D’après l’équation de Maxwell-Faraday 2.3, E ∼ LωB.

50



Chapitre 3
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La complexité des équations des modèles développés et de la géométrie du domaine
spatial nous pousse à résoudre ces équations par la simulation numérique. Nous présentons
dans cette section les techniques de résolution utilisées, certaines déjà largement utilisées,
d’autres plus originales. Nous optons pour une approche de volumes finis pour l’ensemble
des physiques, particulièrement adaptée aux formulations choisies, où toute équation a été
interprétée comme une équation de transport, voire de simple diffusion. La formulation en
potentiels des équations de Maxwell a notamment permis la disparition de l’opérateur ro-
tationnel, inadapté au cadre des volumes finis. De plus, ce choix permet à terme de faciliter
le rassemblement des résolutions numériques des différentes physiques au sein d’un code
de calcul unique utilisant un espace de mémoire vive unique, et ce sur un maillage unique,
potentiellement non conforme. Avec l’avènement du calcul haute performance parallélisé,
cette démarche de code de simulation et de maillage unique est aujourd’hui adoptée par
des équipes de recherche de plus en plus nombreuses. Elle permet en effet de supprimer les
coûts d’opérations liés à l’échange de données entre les physiques (lecture et écriture de
champs, interpolations spatiales...), typiques des approches dites « 2-meshes-2-solvers ».
Les travaux de Beckstein et al. [21, 24] et Lüdtke et al. [69], concernant en particulier
la résolution des équations de l’électromagnétisme dans des logiciels initialement conçus
pour la mécanique des fluides numérique, attestent de cette tendance.

51



Modélisation multiphysique de l’élaboration de verre en creuset froid

3.1 Schémas numériques et codes de calcul

3.1.1 Discrétisation spatiale

La résolution numérique par volumes finis se base sur l’intégration sur un volume de
contrôle des équations à résoudre et l’utilisation du théorème de Green-Ostrogradski pour
l’approximation de ces intégrales. Le théorème de Green-Ostrogradski permet d’évaluer
l’intégrale de dérivées partielles de champs sur le volume de contrôle grâce à la valeur
des champs sur les faces du volume. Dans la plupart des cas, les volumes de contrôle
sont les éléments du maillage et l’on discrétise les champs par leur valeur aux centres des
mailles (cellules). Toute écriture de schéma de discrétisation spatiale se ramène donc à
proposer une évaluation de la valeur des champs aux faces grâce aux valeurs aux centres,
qui détermine alors la stabilité et la précision du schéma. Pour les termes de diffusion, on
utilise un schéma aux différences finies centré (d’ordre 2) pour évaluer le champ (qui est
alors un gradient) à la face. Sauf mention contraire, pour les termes d’advection, on utilise
une interpolation linéaire des champs dans les cellules pour obtenir la valeur aux faces,
ce qui constitue un schéma linéaire précis d’ordre deux en espace, stable sous condition
de faible Péclet de maille [70]. Dans la pratique, lorsque la condition de faible Péclet de
maille exige un maillage trop fin (cas des faibles diffusivités), le schéma est stabilisé par un
décentrement amont (« upwinding ») et/ou on introduit une non-linéarité de type limiteur
de gradient en bornant les valeurs obtenues par interpolation pour éviter l’explosion de
nouveaux extrema numériques 1, ce qui entraîne un schéma d’ordre entre un et deux en
espace. À titre d’exemple, nous explicitons un schéma de discrétisation d’ordre deux des
termes d’advection et de diffusion (dans le cas d’un maillage conforme).

Termes d’advection

Les termes d’advection 2 sont de la forme générale ∇ · f , où f est un champ vectoriel
de coordonnées cartésiennes (fx, f y, f z). Dans le schéma final, l’évaluation de l’intégrale
de ce terme sur une maille ne doit faire intervenir que les valeurs du champ f aux centres
des mailles. Soit Vi la maille considérée (cf. figure 3.1). Sa surface est

⋃

k Fk, où les Fk

sont les faces de la maille. Une première utilisation du théorème de Green-Ostrogradski
donne :

∫

Vi

∇ · fdv =
∮

⋃

k
Fk

f · nds ≈
∑

k

Fkfk · nk

où fk et nk désignent respectivement la valeur du champ f interpolée à la face Fk et la
normale à Fk (sortante de la maille). Le choix du schéma intervient alors pour l’évaluation
des fk. L’interpolation linéaire consiste en l’utilisation d’un développement de Taylor à
l’ordre 1. En notant dxk le vecteur joignant le centre de la maille Vi au centre d’une de
ses faces Fk, la valeur du champ extrapolée à cette face à partir de la valeur au centre de
la maille amont (méthode du décentrement amont) fi est calculée par :

fk ≈ fi + ∇fi · dxk

1. Le théorème de barrière d’ordre de Godunov stipule en effet qu’il n’existe pas de schéma linéaire
d’ordre supérieur à un ne produisant pas de nouveaux extrema (monotone).

2. La discrétisation présentée ne s’applique pas à l’équation de continuité ∇ · u = 0 qui traduit
la conservation de la masse dans le cas incompressible considéré, et qui sera prise en compte par une
méthode de prédiction-correction.
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où ∇fi est l’évaluation du gradient (tenseur d’ordre 2) du champ au centre de la maille.
Cette valeur nécessite seulement le calcul des 3 composantes ∇fx

i , ∇f y
i et ∇f z

i . Nous pré-
sentons ici la méthode de Green-Gauss basée sur les cellules. Avec une deuxième utilisation
du théorème de Green-Ostrogradski, pour la composante ∇fx

i par exemple :

∇fx
i ≈ 1

V– (Vi)

∫

Vi

∇fxdv =
1

V– (Vi)

∮

⋃

k
Fk

fxnds ≈ 1
V– (Vi)

∑

k

Fkf
x
k nk

où fx
k est l’évaluation de la composante fx à la face Fk, cette fois obtenue simplement par

moyenne arithmétique :

fx
k =

fx
i + fx

j

2
où j désigne la cellule adjacente à la cellule i par la face considérée Fk (maille en aval) ;

Figure 3.1 – Représentation schématique de deux mailles d’espace voisines (cas conforme)

Termes de diffusion

La forme générale des termes de diffusion est ∇ · (Γ∇f), où Γ et f sont des champs
scalaires. Avec les mêmes notations que précédemment, l’utilisation du théorème de Green-
Ostrogradski donne :

∫

Vi

∇ · (Γ∇f)dv =
∮

⋃

k
Fk

Γ∇f · nds ≈
∑

k

FkΓk∇fk · nk

où Γk désigne la valeur du « coefficient de diffusion » à la face Fk et ∇fk désigne la valeur
du gradient du champ f à la face Fk. Cette fois-ci, on utilise le schéma aux différences
finies centré suivant :

∇fk · nk ≈ fj − fi

dx

où dx est la distance entre les centres des mailles i et j, séparées par la face Fk. Pour
des maillages non réguliers (où nk n’est pas strictement un vecteur directeur de la droite
joignant les centres des cellules i et j), cette formule est corrigée par un calcul secondaire,
non décrit ici. Les variations spatiales du « coefficient de diffusion » Γ pouvant être très
élevées, l’interpolation de cette propriété aux faces des mailles est réalisée par moyenne
harmonique au lieu de l’interpolation linéaire (moyenne arithmétique) [71,72].
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3.1.2 Discrétisation temporelle

Dans le cas de simulations instationnaires, le terme de dérivée temporelle est discré-
tisé par un schéma d’Euler implicite (inconditionnellement stable) ou explicite (stable
sous condition de Courant-Friedrichs-Lewy) précis d’ordre un.

À titre d’exemple, nous précisons le cas d’un schéma d’Euler explicite. Soit A un opé-
rateur différentiel (d’espace), l’équation d’évolution d’un champ indifféremment scalaire
ou vectoriel f s’écrit de manière générale :

∂f
∂t

= A(f)

Le temps est discrétisé avec un pas de temps ∆t. Le schéma s’écrit alors (en notant n
l’itération temporelle) :

fn+1 − fn

∆t
= A(fn)

Après intégration sur une maille de contrôle Vi, on obtient :

fn+1
i ≈ fn

i +
∆t

V– (Vi)

∫

Vi

A(fn)dv

où l’intégrale du terme de droite est évaluée grâce aux techniques de discrétisation spatiale
décrites plus haut.

3.1.3 Codes de calcul

Hormis le cas instationnaire avec discrétisation en temps explicite (où l’avancement
en temps se réduit à un calcul explicite), la discrétisation spatiale et temporelle d’une
équation se ramène à un système numérique (linéaire ou non) discret, résolu par des
méthodes numériques classiques (méthodes multigrilles, algorithme itératif de Gauss-
Seidel...). Même si le système obtenu peut être linéaire, les méthodes itératives sont
préférées à la résolution directe, trop coûteuse. Une grande partie des codes de calcul
sont développés en langage C++ [73] grâce à la bibliothèque open source OpenFoam R©.
Certains codes (associés à des problèmes d’évolution 1D, à des problèmes aux valeurs
propres ou encore à des problématiques de traitement du signal) sont développés avec le
logiciel de calcul numérique open source Scilab R© qui offre des opérations vectorielles
optimisées. Enfin, les simulations numériques nécessitant un plus grand travail de prétrai-
tement (CAO, génération de maillages non réguliers...) et de post-traitement (évaluation
d’un grand nombre de grandeurs intégrées, visualisation...) sont effectuées sous la suite de
logiciels propriétaires d’ANSYS (ANSYS Fluent R©, ANSYS Meshing R©...), l’outil
User-Defined Function (UDF) permettant d’augmenter les modèles existants par l’écri-
ture de nouveaux codes de calcul et routines en langage C.

Dans le cadre des équations de Navier-Stokes, il existe une difficulté supplémentaire
due à la présence dans l’équation de la quantité de mouvement du terme de pression qui
ne possède pas d’équation d’évolution propre mais qui est nécessaire au maintien de la
conservation de la masse. En général, cette difficulté est dépassée par la mise en place
de méthodes itératives. Nous utilisons ici la méthode de prédiction-correction SIMPLE
pour les champs u et p dans les cas stationnaires et PISO dans les cas instationnaires. Les
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couplages avec l’équation de la température sont résolus par ségrégation, comme exposé
dans la section 3.4. La résolution numérique du problème thermohydraulique est déjà
implémenté dans les codes de calcul existants, qui sont précis et stables, et n’a donc pas
fait l’objet de développements particuliers. Seul l’ajout de termes sources de quantité de
mouvement (liés à la rétroaction des particules sur le fluide et à l’effet du bullage d’air au
sein du fluide) ont été ajoutés de manière explicite.

Lorsque la demande en capacité de calcul et/ou le besoin en mémoire vive est élevé,
les codes sont parallélisés soit grâce à la bibliothèque open source OpenMP, permettant
de répartir les tâches de calcul sur une architecture à mémoire partagée, soit grâce à la
bibliothèque open source Open MPI, permettant l’exécution de processus parallèles en
utilisant une architecture de mémoire distribuée. L’avantage de l’architecture à mémoire
distribuée réside dans le fait qu’il n’y a pas de limite a priori sur le nombre de processus
tandis que l’architecture à mémoire partagée est limitée par le nombre de cœurs des CPUs.
Les travaux présentés ont en particulier bénéficié des moyens de calcul du Centre de Cal-
cul Recherche et Technologie (CCRT) et notamment du supercalculateur COBALT.

Les sections suivantes ont en particulier pour but de détailler les développements
réalisés relatifs à certains des codes volumes finis mentionnés dans le tableau 3.1. Les
développements des codes K-OF, SP-SCI et ST-SCI sont quant à eux évoqués plus
tard, lors de leur utilisation.

Tableau 3.1 – Liste des codes de calcul développés lors de cette étude. La première partie
du tableau est relative aux codes volumes finis qui, sauf mention contraire, permettent
des simulations tridimensionnelles

Référence Problème Langage/logiciel/bibliothèque Cœurs
AV-OF Induction C++/OpenFoam R© 1
AV-AF Induction C/ANSYS Fluent R© 20
C-OF Transport de particules C++/OpenFoam R© 1
C-AF Transport de particules C/ANSYS Fluent R© 1
C-SCI Transport de particules (1D) Scilab R© 1
K-OF Conductivité effective C++/OpenFoam R© 64
SP-SCI Analyse spectrale d’image C/Scilab R© 1
ST-SCI Stabilité linéaire Scilab R© 1

3.2 Simulation de l’induction électromagnétique

3.2.1 Principe

Dans le cas du régime harmonique, pour l’écriture des codes de calcul AV-OF et
AV-AF, la formulation complexe du problème 2.11-2.12 doit être explicitée en utilisant
la décomposition algébrique des amplitudes complexes des potentiels :

A = Ar + iAi

V = Vr + iVi
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Les potentiels étant couplés, plusieurs itérations de résolution sont nécessaires, et ce au
sein de chaque pas de temps s’il s’agit d’une simulation couplée instationnaire. Le critère
de convergence est la stabilisation de la puissance Joule totale dissipée dans le domaine
PJ . Dans les problèmes d’induction électromagnétique (régime harmonique), les courants
de Foucault induits dans le système par le champ magnétique externe imposé s’opposent
aux effets de ce champ (loi de modération de Lenz) en générant un champ magnétique en
opposition de phase. Lorsque le paramètre d’écran est élevé, le champ magnétique variable,
créé par cette première génération de courants de Foucault, induit lui-même des courants
de deuxième génération générant un champ magnétique variable modérateur cette fois-
ci en phase avec le champ externe, et ainsi de suite. Ce phénomène physique se traduit
numériquement par l’apparition d’oscillations lors du processus de convergence. Au cours
des itérations de couplage, les courants électriques sont donc sous-relaxés (coefficient de
sous-relaxation α ∈]0; 1]) pour faciliter la convergence, notamment hors du régime de
grande peau électromagnétique (paramètre d’écran élevé). Avec l’utilisation de la jauge
de Coulomb, nous proposons l’algorithme suivant (en notant k l’itération de couplage) :

résoudre
[

∇ ·
(

fσ

(

∇V k+1
r − Ak

i

))

= 0
]

→ V k+1
r

(1 − α)jk
r + α

(

−fσ

(

∇V k+1
r − Ak

i

))

→ jk+1
r

résoudre
[

∇2Ak+1
r +Rωjk+1

r = 0
]

→ Ak+1
r

résoudre
[

∇ ·
(

fσ

(

∇V k+1
i + Ak+1

r

))

= 0
]

→ V k+1
i

(1 − α)jk
i + α

(

−fσ

(

∇V k+1
i + Ak+1

r

))

→ jk+1
i

résoudre
[

∇2Ak+1
i +Rωjk+1

i = 0
]

→ Ak+1
i

−1
2

∫

Ω

(

jk+1
r ·

(

∇V k+1
r − Ak+1

i

)

+ jk+1
i ·

(

∇V k+1
i + Ak+1

r

))

dv → P k+1
J

si





∣

∣

∣P k+1
J − P k

J

∣

∣

∣

P k+1
J

≤ tol



 alors fin sinon continuer

Cette formulation présente l’avantage de se ramener à la résolution de quatre équations
associées à des problèmes de diffusion avec terme source explicite, pour lesquels un schéma
d’ordre deux en espace est précis et stable. La tolérance sur l’erreur relative de la puissance
Joule sera tol = 10−5.

3.2.2 Formulation alternative du schéma pour la résolution du
potentiel scalaire

L’équation du potentiel scalaire (à potentiel vecteur explicite) à résoudre 2.11 s’écrit :

∇ · (fσ (∇V )) = −i (∇fσ · A + fσ∇ · A)

En l’état, lors de la résolution numérique, cette formulation nécessite à la fois l’évalua-
tion par moyenne harmonique de la conductivité électrique aux faces des mailles pour le
terme de diffusion du potentiel scalaire, ainsi que l’évaluation du gradient de la conduc-
tivité entrant en jeu dans le terme source explicite. La conductivité pouvant varier for-
tement, cette dernière évaluation donne des valeurs numériques très élevées, s’avère peu
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précise et cause alors des instabilités numériques lors de la résolution du système couplé.
Nous proposons dans cette section un nouveau schéma numérique permettant d’atténuer
ces problématiques. En développant le terme de diffusion présent dans la formule précé-
dente, on obtient la forme strictement équivalente :

∇2V = −∇ ln(fσ) · ∇V − i (∇ ln(fσ) · A + ∇ · A) (3.1)

qui s’interprète comme une équation de diffusion pour le potentiel scalaire avec un « coeffi-
cient de diffusion » unitaire (ne nécessitant donc aucune interpolation) et un terme source
(terme de droite) faisant intervenir le gradient du logarithme de la conductivité électrique.
Pour fσ > 1, l’évaluation du gradient du logarithme de la conductivité électrique donne
alors des valeurs numériques plus faibles pour le terme source. Il est possible de montrer
que la discrétisation spatiale de cette formulation conduit à un schéma numérique précis
d’ordre deux proche du schéma classique. L’ordre deux découle naturellement du fait que
des méthodes de discrétisation spatiale d’ordre deux sont utilisées pour tous les termes
de 3.1. Nous tenons toutefois à démontrer cette précision en appliquant les méthodes de
discrétisation à la formulation alternative proposée puis en appliquant au schéma obtenu
la méthode de l’équation modifiée [74]. En plus de mettre en lumière le schéma numérique
final, à comparer au schéma classique, cette démonstration nous permet d’évaluer le terme
d’erreur du schéma.

Démonstration. La démonstration est restreinte au cas de l’équation de diffusion générale
sans terme source :

∇ · (Γ∇f) = 0 (3.2)

pour laquelle notre formulation alternative s’écrit :

∇2f = −∇ ln (Γ) · ∇f (3.3)

Nous explicitons alors le schéma issu de la discrétisation spatiale pour la résolution du
problème de diffusion sur un domaine 1D maillé régulièrement. Trois cellules successives
i − 1, i et i + 1, de taille ∆x, sont considérées. En utilisant la méthode de Green-Gauss
basée sur les cellules pour la discrétisation des gradients du membre de droite de 3.3, on
obtient le système linéaire :

fi = fi−1

(

1
2

− 1
8

ln

(

Γi+1

Γi−1

))

+ fi+1

(

1
2

+
1
8

ln

(

Γi+1

Γi−1

))

À titre de comparaison, dans le cas de la formulation classique 3.2 avec schéma aux
différences finies centré et moyenne harmonique de la conductivité aux faces, le système
linéaire final s’écrit :

fi = fi−1





1

1 + Γi+1(Γi+Γi−1)
Γi−1(Γi+Γi+1)



+ fi+1





1

1 + Γi−1(Γi+Γi+1)
Γi+1(Γi+Γi−1)





Dans les deux cas, fi est bien un barycentre des valeurs du champ f dans les deux
cellules voisines. En supposant f et Γ régulières, solutions du problème discrétisé et en
notant x l’abscisse du centre de la cellule i, l’utilisation des développements de Taylor
dans le schéma numérique alternatif entraîne :

∂x(Γ∂xf)(x)
∆x2

2Γ(x)
+ e(x)

∆x4

2Γ(x)
= 0
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où le terme d’erreur s’écrit :

e(x) =
1
6

(

∂3
xxxf∂xΓ + ∂xf∂

3
xxxΓ

)

+
1
2
∂2

xxf∂
2
xxΓ +

1
3Γ(x)2

∂xf(∂xΓ)3 +
Γ(x)
12

∂4
xxxxf +O(∆x)

ce qui montre que f et Γ sont solutions de l’équation de diffusion modifiée :

∂x(Γ∂xf)(x) + e(x)∆x2 = 0

Le schéma est donc bien précis d’ordre deux en espace.

Dans le cas d’une conductivité non-uniforme, le terme d’erreur présente des dérivées
paires et impaires du champ f , si bien que le schéma proposé peut présenter à la fois un
comportement numérique diffusif et dispersif [74]. On notera toutefois que dans les zones
de conductivité uniforme, le schéma devient purement diffusif (e(x) ∼ Γ(x)∂4

xxxxf). La
conductivité électrique étant généralement une fonction discontinue de l’espace, notam-
ment à l’interface entre différents matériaux, nous comparons le comportement du schéma
alternatif à celui du schéma classique en comparant la valeur du poids attribué à la cellule
amont pour un choc prescrit du coefficient de diffusion (cf. figure 3.2) :

Γi−1 = R, Γi+1 = 1 et Γi = 1 ou R

Nous obtenons bien deux schémas très proches. Cette formulation alternative a été
utilisée dans le code AV-AF, permettant une stabilisation de ce dernier. Plusieurs schémas
de discrétisation peuvent être testés et comparés en modifiant simplement la méthode
d’évaluation du gradient du logarithme de la conductivité. Des méthodes de moindres
carrés basée sur les cellules ou de Green-Gauss basée sur les nœuds semblent alors donner
les meilleurs résultats mais n’ont pas été décrites ici, la seconde n’ayant en particulier pas
d’analogue 1D.
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Figure 3.2 – Comparaison du poids barycentrique de la cellule amont pour le schéma à
moyenne harmonique et le schéma proposé

3.2.3 Benchmarks

Les benchmarks réalisés, qui consistent en la comparaison des résultats de simulation
avec un code existant ou un résultat analytique dans le cas d’une géométrie simple, ont
plusieurs objectifs :
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— Vérifier la bonne implémentation, la précision et la stabilité des schémas numé-
riques utilisés pour la simulation du problème électromagnétique ;

— Vérifier la précision et l’efficacité de la méthode d’imposition de champs électro-
magnétiques externes par les conditions aux limites sur les potentiels ;

— Évaluer le biais systématiques introduit par l’absence de modélisation des éventuels
internes métalliques baignant dans la charge soumise à l’induction.

Cas analytique : puissance Joule dissipée dans une sphère soumise à un champ
magnétique uniforme

Nous nous intéressons ici à la puissance Joule dissipée dans une boule conductrice
plongée au centre d’un milieu cubique de taille caractéristique L (arête) et de relative faible
conductivité (prise comme référence) et soumise à un champ magnétique externe uniforme
harmonique. Nous rappelons que dans l’ensemble des simulations numériques présentées
dans ces travaux, un unique domaine est considéré. Ainsi, dans ce cas benchmark, la
présence de la boule conductrice est simplement signifiée par un champ de conductivité
électrique adimensionnée prescrit :

σ(x) =

{

R si ||x|| < da

2

1 sinon

où l’on note x le vecteur position adimensionné (origine au centre du domaine), R ≫ 1 la
valeur adimensionnée de la conductivité électrique de la boule et da son diamètre adimen-
sionné. Dans le cadre des hypothèses réalisées, la puissance Joule totale adimensionnée
dissipée dans la boule, en négligeant tout développement de courants dans le milieu en-
globant, s’écrit [75] :

PJ =
πd3

a

8Rω

Im







j2

(

(1 + i)
√

R′
ω/2

)

j0

(

(1 + i)
√

R′
ω/2

)







où R′
ω = 1

4
d2

aRωR est le paramètre d’écran de la boule et jn désigne la fonction sphérique
de Bessel de première espèce et d’ordre n. Les relations asymptotiques respectivement
pour le régime de grande et de fine peau électromagnétique, sont données par :

Im







j2

(

(1 + i)
√

R′
ω/2

)

j0

(

(1 + i)
√

R′
ω/2

)





















=
R′

ω→0+

R′

ω

15
+ o (R′

ω)

=
R′

ω→+∞
3√
2R′

ω

+ o
(

1√
R′

ω

)

La figure 3.3(a) présente les résultats obtenus lors d’une simulation tridimensionnelle
(code AV-OF) pour différentes valeurs de conductivité R ∈ [[1; 9]]×107, pour un diamètre
da = 0,4 et un paramètre d’écran Rω = 10−5. Le maillage a été raffiné près de l’interface
de la sphère (cf. figure 3.3(b)) afin de conserver un nombre satisfaisant de mailles dans
l’épaisseur de peau électromagnétique δa(R) :

δa(R) =

√

2
RRω

≥ 4,7.10−2 ≫ ∆xmin ≈ 4,2.10−3

Nous observons un très bon accord avec la solution analytique, avec toutefois un
faible écart à haut paramètre d’écran, dû à la concentration des courants induits près
de la surface de la boule, nécessitant un maillage de plus en plus fin pour maintenir une
bonne précision. La condition de chauffage optimal s’écrit :
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R′
ω ≈ 10 ⇔ da ≈ 4,5δa (3.4)
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Figure 3.3 – Boule conductrice soumise à un champ magnétique externe uniforme harmo-
nique - simulation numérique et résultats analytiques

Comparaison à un code existant : puissance Joule dissipée dans un cylindre
présentant une inclusion

Nous réalisons une autre comparaison entre le code AV-AF et le logiciel propriétaire
Flux R© 3D pour une géométrie et des paramètres proches de ceux rencontrés pour une
charge de verre en creuset froid. Nous considérons pour cela un domaine Ω, représenté
sur la figure 3.4 constitué d’un cylindrique de rayon R = 0, 325 m, de hauteur 0,4 m et
de conductivité uniforme σ = 10 S/m (conductivité typique du verre autour de 1000 ◦C)
muni d’une cavité sphérique vide de rayon 5 cm. Dans le code AV-AF, la surface de la
cavité sphérique constitue une frontière du domaine simulé : le problème électromagné-
tique n’est donc pas résolu dans le volume de la cavité. Dans Flux R© 3D, le volume de la
cavité est au contraire simulé et soit laissé vide, soit il contient une boule de rayon 4 cm,
de conductivité uniforme et égale à 107 S/m (conductivité typique d’un métal comme
l’acier), traitée grâce à une formulation en impédance de surface [20].

Le système est soumis à un champ magnétique harmonique, de pulsation ω = 1,8.106

rad/s. Dans la simulation numérique réalisée sous Flux R© 3D, ce champ est créé par une
nappe cylindrique de courant orthoradial de rayon 1 m et de hauteur 2 m englobant le
domaine Ω, produisant au niveau de ce domaine un champ quasi-uniforme et vertical.
L’intensité du courant dans la nappe est fixée en valeur efficace à I = 2.103 A. Dans le
code AV-AF, la condition aux limites de Dirichlet pour le potentiel vecteur sur la face
latérale du domaine conducteur A = Aθeθ est imposée, où Aθ = 2.10−4 T·m est choisi tel
que la même puissance Joule globale de 42 kW soit dissipée dans Ω dans les deux codes de
calcul. Une condition de Neumann homogène est appliquée sur toutes les autres frontières
(cavité sphérique, base et surface supérieure du cylindre). La simulation électromagné-
tique est alors limitée au domaine Ω.
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On considère deux chemins sur lesquels la densité de puissance Joule pJ est évaluée : la
droite passant par les centres du cylindre et de l’inclusion sphérique L1 ainsi que le demi-
équateur de l’inclusion sphérique L2. Sur la figure 3.5, les profils de densité de puissance
Joule sont comparés entre eux et, sur L1, à la solution analytique sans inclusion sous
hypothèse de grande peau électromagnétique, donnée par :

pJ =
σ

2

(

Aθωx

R

)2

Un très bon accord est obtenu entre les différentes situations et les différents codes, ce
qui montre que la technique d’imposition de champ externe par les conditions aux limites
donne de bons résultats, et que, même si la présence de métal est négligée, le biais sur la
puissance Joule dissipée reste relativement modéré et localisé. L’erreur maximale sur la
densité de puissance Joule est en effet d’environ 30 % et reste localisée à la surface même
de l’inclusion sphérique, en regard de la paroi cylindrique de la charge. L’augmentation
locale de la puissance dissipée dans le matériau au niveau de l’inclusion par rapport au
cas analytique sans inclusion est due à la déviation des courants induits comme observé
sur la figure 3.6.

Figure 3.4 – Configuration physique étudiée - un cylindre conducteur présentant une cavité
sphérique est plongé dans un champ magnétique harmonique
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Figure 3.5 – Comparaison des profils de densité de puissance Joule dissipée dans un
cylindre conducteur présentant une cavité sphérique isolée - code développé AV-AF et
Flux R© 3D (avec et sans boule métallique)

Figure 3.6 – Courants induits en quadrature de phase avec le champ magnétique imposé
- observation de la déviation due à la présence d’une inclusion isolée électriquement de la
charge

3.3 Simulation du transport des particules

3.3.1 Transport 1D dans un fluide au repos

Un code de simulation 1D (C-SCI) a été développé afin de résoudre l’équation conser-
vative d’évolution de la fraction volumique 2.40 sans mouvement macroscopique du fluide
suspendant. Il sera utilisé par la suite pour les comparaisons expérimentales de profils de
sédimentation de particules de platinoïdes dans des verres nucléaires soumis à un trai-
tement thermique sans agitation. Nous considérons la sédimentation de particules dans
un domaine de hauteur L dans le cas u = 0. Par convention, on choisit l’orientation de
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la pesanteur ĝ = −ey. La solution est recherchée sous la forme C(t, y) et vérifie alors
l’équation conservative issue de 2.45 :

∂C

∂t
+

∂

∂y

(

−1
fν

(

∂C

∂y
+ NC

(

1 − C

Ca

)α
))

= 0

La condition aux limites s’écrit quant à elle :

∂C

∂y
+ NC

(

1 − C

Ca

)α

= 0 en y = 0,1

Le domaine est maillé régulièrement avec le pas d’espace adimensionné ∆y. Nous
optons pour un schéma de discrétisation spatiale centré, stable sous condition de faible
Péclet de maille (Pe∆y = N ∆y) et l’on utilise un schéma d’Euler explicite d’ordre un
pour l’intégration temporelle, avec un pas de temps ∆t suffisamment faible pour assurer
le respect de la condition CFL et donc la stabilité du schéma. Le schéma final (précis
d’ordre un en temps et deux en espace) est donc le schéma FTCS (Forward-Time Central-
Space) [76]. La figure 3.7 montre le profil de concentration au cours du temps pour N = 20
et une fraction volumique initiale uniforme de 1 %, dans le cas isotherme non entravé
(fν = 1 et α = 0). On distingue les trois zones typiques d’un processus de sédimentation :
la zone de fluide claire en haut du domaine, la zone de sédimentation uniforme ainsi que
la couche de compactage en fond de domaine. Le front de sédimentation se déplace à la
vitesse de Stokes adimensionnée N .
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Figure 3.7 – Profils de sédimentation 1D obtenus par simulation pour N = 20, C(t =
0) = 10−2 et différents horizons de temps

3.3.2 Fluide en mouvement

Discrétisation du terme d’advection

Lorsque le terme d’advection par le fluide est présent, apparaît une problématique
d’ordre numérique qui réside dans la faible diffusivité des particules. Nous utilisons dans
le code C-AF, comme présenté plus haut, un schéma d’ordre supérieur à un pour la
discrétisation du terme d’advection par le fluide, afin d’éviter une trop grande diffusion
numérique typique du schéma d’ordre un (qui serait alors dominante). L’utilisation d’un
schéma d’ordre deux entraîne l’apparition d’une condition de stabilité de faible Péclet de
maille (en notant ∆x la dimension caractéristique d’une maille) :

63



Modélisation multiphysique de l’élaboration de verre en creuset froid

Pe∆x =
U∆x
κ0

= ReSc
∆x
L

Cette condition est généralement atteinte par un raffinement du maillage (diminu-
tion de ∆x), mais la trop faible diffusivité des particules de platinoïdes demanderait une
augmentation déraisonnable du nombre de mailles dans les cas tridimensionnels. Afin de
pallier cette difficulté, nous proposons ici une technique de décentrement amont « hybri-
dée » du terme d’advection-sédimentation apparaissant dans l’équation de transport 2.40,
qui s’écrit sous la forme :

∇ · (Ψ(u, T, C)C)

où :

Ψ(u, T, C) = u + τ(T )ĝ
(

1 − C

Ca

)α

Comme mentionné plus haut, l’écriture d’un schéma consiste en l’évaluation des champs
aux faces. Or le terme de flux à l’intérieur de l’opérateur divergence est un produit des
deux champs C et Ψ(u, T, C). Le schéma proposé est alors le suivant :

— Ψ(u, T, C) est évalué à la face grâce à un schéma centré (d’ordre 2) ;
— C est évalué à la face grâce à un schéma du second ordre décentré amont soit

une interpolation linéaire à la face à partir de la valeur au centre de la maille si-
tuée en amont. En notant n la normale à la face sortante de la maille courante, si
Ψ(u, T, C) · n > 0, la maille amont est la maille courante, sinon, la maille amont
est la maille voisine.

Utiliser la limitation de gradient ou augmenter l’ordre du schéma de discrétisation
spatiale du terme d’advection peut également être efficace dans certains cas. Si le schéma
d’ordre deux est classiquement dispersif, un schéma d’ordre trois est diffusif et limite donc
en partie l’apparition de nouveaux extrema (ondelettes numériques non physiques). Ainsi,
dans les cas où la diffusivité des particules est négligée (Sc → +∞), on utilisera un schéma
d’ordre trois avec limiteur « Superbee » pour l’advection des particules, notamment dans
le code C-OF.

Accélération de la cinétique de sédimentation individuelle

Une seconde difficulté, d’ordre physique, réside dans la grande variabilité des échelles
de temps caractéristiques des phénomènes hydrodynamique, thermique et de transport par
sédimentation des particules. Le rapport d’échelle de temps d’advection par le fluide (de
la quantité de mouvement, de l’énergie et des particules) et de sédimentation individuelle
des particules est donné par le facteur adimensionné :

τ0

U
=

N
ReSc

≈ 10−7

Comme nous le détaillerons par la suite, les phénomènes d’agglomération par sédimen-
tation individuelle en fond de four pour des particules de taille nominale et non agrégées
n’apparaissent donc qu’à très long terme, voire sont inexistants. De tels temps physiques
sont impossibles à atteindre lors d’une simulation numérique instationnaire. En multi-
pliant la vitesse terminale de sédimentation de Stokes et la diffusivité des particules par
χ ≥ 1, on montre que l’équation de transport des particules 2.40 devient :
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DC

D(χt)
+ τ0∇ ·

(

f−1
ν C

(

1 − C

Ca

)α

ĝ

)

= κ0∇ · (f−1
ν ∇C)

Cette manipulation, utilisée dans le code C-AF, correspond donc à une accélération
de la dynamique de transport par sédimentation individuelle d’un facteur χ. Du point de
vue physique, deux phénomènes peuvent être à l’origine d’une telle accélération :

— Comme τ0, κ0 ∝ d2
p, cela correspond à une augmentation de la taille des particules

d’un facteur
√
χ ;

— Comme démontré lors de l’étude de la sédimentation des particules, l’accélération
peut être due à une forte agrégation, avec χ = Ca

(

da

dp

)2
.

Du point de vue numérique, cette accélération permet la stabilisation du schéma numé-
rique due à un nouveau Péclet de maille valant χ−1Pe∆x.

Imposition de la conservation de la masse totale de particules

Le modèle de transport de particules est accompagné de conditions aux bords de
type Neumann inhomogène stipulant l’imperméabilité des frontières du domaine. Ainsi,
aucune valeur de référence pour la fraction volumique n’est présente dans les équations
à résoudre et seul l’état initial (en général une fraction volumique homogène égale à la
fraction volumique moyenne C̄) fixe la valeur numérique du champ C au cours du calcul.
Selon les processus de convergence, et notamment lors du calcul d’un état stationnaire
avec le code C-AF, « l’héritage » de l’état initial peut être perdu et il est nécessaire
d’ajuster la valeur du champ C pour assurer que la fraction volumique moyenne dans le
domaine reste identique à sa valeur initiale. C’est pourquoi, lors des itérations externes,
le champ C se voit appliquer la transformation linéaire suivante, permettant le respect de
la condition de conservation de la masse de particules :

C 7→ C
C̄ V– (Ω)
∫

Ω Cdv

En se rapprochant d’un état convergé, cette transformation tend vers l’identité.

3.4 Stratégie de couplage par ségrégation

Le couplage entre les différentes physiques est géré par une méthode de ségrégation :
les équations régissant les différents champs sont résolues l’une après l’autre. Lors de la
résolution d’une physique, si un champ relatif à une autre physique est nécessaire, l’unique
champ stocké en mémoire est utilisé (méthode « on-the-fly »). En plus des itérations dites
« internes » associées aux équations de Navier-Stokes (résolution du couplage vitesse-
pression) et aux équations de Maxwell (résolution du couplage entre potentiels), dans
le cas d’une simulation stationnaire ou instationnaire avec schéma temporel implicite,
l’ensemble des physiques est résolu plusieurs fois lors d’itérations dites « externes », jusqu’à
convergence de l’ensemble des physiques et de leurs couplages. La figure 3.8 schématise
la stratégie de couplage présentée, dans les cas stationnaire et instationnaires.
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(a) Cas stationnaire (b) Cas instationnaire explicite

(c) Cas instationnaire implicite

Figure 3.8 – Stratégie de couplage par ségrégation

3.5 Conclusion

Après une brève description des techniques numériques de type volumes finis et des
choix de langages et architectures pour leur codage, nous avons présenté dans ce chapitre
plusieurs techniques originales de résolution numérique des équations régissant le pro-
blème multiphysique, implémentées dans les codes développés pour les besoins de l’étude.
Parmi celles-ci, les techniques relatives à la résolution du problème d’induction électro-
magnétique :

— Une stratégie de résolution du couplage entre potentiels électromagnétiques ;
— Une nouvelle formulation du schéma de résolution de l’équation du potentiel sca-

laire électrique, permettant de limiter les problématiques de stabilité de couplage
liées aux fortes variations spatiales de conductivité électrique ;

— Une analyse quantitative des biais introduits par les choix de modélisation (impo-
sition de champs par les conditions aux limites, absence des internes métalliques).

Les techniques relatives à la résolution du transport des particules au sein d’une fonte
de verre agitée ou non ont également fait l’objet d’une attention toute particulière. Les
principales difficultés résidant dans leur très faible diffusivité ainsi que dans l’absence de
référence de concentration a priori. Enfin, nous avons explicité la méthode de couplage
par ségrégation utilisée pour la résolution des couplages multiphysiques, mise en œuvre in-
différemment pour des simulations stationnaires et instationnaires implicites ou explicites.
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L’ensemble des méthodes a spécifiquement été choisi pour permettre l’intégration de
tous les codes de calcul au sein d’un même outil de résolution efficace, stable, précis et
rapide. Comme nous le montrerons par la suite, cette approche permet notamment de
bénéficier d’une accélération en latence quasi-optimale lors de l’augmentation du nombre
de cœurs de calcul, en maximisant la fraction de code parallélisé d’une part puis, d’autre
part, en permettant un bon équilibrage des charges de calcul et en limitant les temps de
communication entre cœurs.
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Chapitre 4

Induction électromagnétique dans
une suspension
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La nature du matériau à l’échelle microscopique, telle que décrite en introduction de
ces travaux (voir section 1.2.2), pose le problème de son comportement vis-à-vis de l’in-
duction électromagnétique. Les verres nucléaires considérés se présentant sous la forme
d’une suspension de particules de platinoïdes de forte conductivité électrique en compa-
raison à la matrice de verre homogène, les courants induits par la présence d’un champ
magnétique harmonique sont a priori différents, en localisation et en intensité, de ceux
qui se développeraient dans un matériau homogène. Tout comme pour la modélisation
mécanique de cette suspension, il est aujourd’hui impossible de considérer une modélisa-
tion prenant en compte le matériau sous sa forme hétérogène, où chaque particule serait
représentée, sous la forme d’une inclusion fortement conductrice et où l’induction électro-
magnétique y serait résolue. Nous utiliserons alors la technique dite d’homogénéisation,
où le matériau est considéré comme une phase homogène dont les propriétés physico-
chimiques sont supposées uniquement fonction de la fraction volumique en inclusions et
d’éventuelles grandeurs intensives thermodynamiques (comme la température). Dans le
cadre de l’induction électromagnétique et sous l’ensemble des hypothèses réalisées, nous
avons montré que la seule propriété d’intérêt est la conductivité électrique. Le but de cette
section est donc de proposer un modèle de conductivité électrique effective du matériau
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dépendant du taux de platinoïdes ainsi que de sa température. Nous nous attacherons
également à montrer que l’utilisation de cette technique d’homogénéisation est pertinente
pour l’évaluation précise de la densité de puissance Joule dissipée dans le matériau en
énonçant des critères de séparation d’échelle permettant de fixer les limites de validité de
cette modélisation par homogénéisation.

Cette étude fait suite à de nombreux travaux expérimentaux concernant la mesure et la
modélisation de la conductivité effective de verres contenant des particules de platinoïdes.
Il est important de noter que, dans toutes ces études, la morphologie des particules est
très variable. Citons en particulier les travaux relatifs aux résistances à couche épaisse à
base d’oxyde de ruthénium et de verre [77, 78] et ceux relatifs aux verres nucléaires de
Krause et Luckscheiter [79, 80], Simonnet et al. [5] et Pflieger et al. [81]. Ces travaux se
basent principalement sur la mesure de la conductivité électrique d’échantillons de verre
par impédancemétrie et mettent en exergue plusieurs phénomènes :

— Pour toute concentration en platinoïdes, une augmentation de la température en-
traîne une augmentation de la conductivité ;

— Pour toute température, l’augmentation de la fraction volumique en particules de
platinoïdes augmente la conductivité effective ;

— L’existence d’un phénomène de percolation c’est-à-dire la mise en place d’un che-
min continu de particules associé à une augmentation soudaine de la conductivité
électrique de la suspension lors du dépassement d’une fraction volumique en par-
ticules de platinoïdes critique appelé « seuil de percolation ».

Ils sont toutefois en général limités par la connaissance seulement approximative de la
fraction volumique en particules des échantillons soumis à la mesure ainsi que par le
maintien quasi-impossible d’un état de dispersion satisfaisant (agrégation et décantation
lors de l’élaboration des échantillons en laboratoire). Contrairement à eux, l’obtention de
valeurs de conductivité effective est ici assurée par la résolution numérique de courants
électriques à travers des échantillons de verre numérisés par microtomographie aux rayons
X. En plus des résultats de conductivité, l’imagerie des échantillons permet une analyse
et un contrôle préalable de leur teneur et de l’état de dispersion des particules.

Lors de l’élaboration de verre en creuset froid, la fréquence du champ magnétique
imposé doit être ajustée afin de respecter la condition de chauffage optimal de la charge
(relation donnée entre taille de la charge et épaisseur de peau). Techniquement, le circuit
générateur oscillant doit être adapté pour que cette fréquence optimale corresponde à sa
fréquence de résonance. Ainsi, en raison d’une différence de plusieurs ordres de grandeur
de conductivité électrique (et donc d’épaisseur de peau), il est dans les faits impossible
d’assurer le chauffage d’une masse de verre possédant un taux de platinoïdes qui dépas-
serait le seuil de percolation avec une adaptation du générateur correspondant à un verre
relativement peu chargé en platinoïdes. Or, les essais récents réalisés au CEA concernant
la vitrification des déchets UOx ont montré que des taux de charge moyens de plus de 3 %
de platinoïdes en volume pouvaient être atteints sans altération du procédé ni modification
de l’adaptation du générateur. Ce taux dépasse largement les préconisations des travaux
de Simonnet et al. [5] qui observait un seuil de percolation électrique de l’ordre de 1 % et
ces essais récents attestent donc d’un seuil de percolation électrique au moins supérieur
à 3 %. Les travaux qui suivent ont en particulier pour but d’évaluer précisément le seuil
de percolation mais également la dépendance de la conductivité au taux de platinoïdes
avant ce seuil de percolation, non abordé jusqu’à présent.
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Nous développons dans un premier temps une formulation analytique de la conducti-
vité effective d’un matériau diphasique dont la répartition spatiale des inclusions conduc-
trices est connue. Les conductivités des deux matériaux sont supposées connues. L’expres-
sion développée n’est pas utilisable en l’état dans une simulation où le matériau serait
considéré comme homogène car elle présuppose la connaissance de la répartition spa-
tiale des particules qui n’est justement pas modélisée. Nous présentons alors les différents
modèles de conductivité effective développés jusqu’alors, proposant des expressions ana-
lytiques fonctions de la fraction volumique en inclusions conductrices, supposées rendre
compte d’un grand nombre de répartitions spatiales appartenant à une classe d’agen-
cement (en série, en parallèle ou plus complexes). Notre choix portera sur un modèle
de percolation que nous raccorderons (mathématiquement parlant) de manière continue.
Nous nous attacherons alors à déterminer les paramètres de ce modèle par la résolution
numérique de la formulation analytique de conductivité effective sur un grand nombre de
répartitions spatiales de particules obtenues grâce à l’imagerie d’un échantillon de verre
par microtomographie aux rayons X. Enfin, le modèle sera augmenté afin de prendre en
compte la forte dépendance à la température de la conductivité de la matrice de verre,
d’origine ionique.
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4.1 Conductivité électrique effective de milieux hé-
térogènes diphasiques

Nous nous intéressons dans cette partie à la détermination par simulation à petite
échelle de la conductivité électrique effective d’une suspension de particules de plati-
noïdes, présentant une conductivité électrique (conductivité électronique de type métal
ou semi-conducteur) importante, dans un verre chaud conducteur ionique. Nous visons
ainsi l’intégration d’une loi de conductivité dépendante de la fraction volumique locale
en platinoïdes à la simulation macroscopique développée. Cette démarche de simulation
multi-échelle se base sur la théorie de l’homogénéisation ou « upscaling ». Mottram [82]
a proposé une revue des différents modèles analytiques (théoriques et semi-empiriques)
permettant de calculer la conductivité effective de matériaux hétérogènes diphasiques.
Wang et al. [83] ont proposé une revue récente plus étendue de l’ensemble des modèles
analytiques et exposent les principes de la méthode numérique utilisée dans cette section.
Les modèles de percolation sont détaillés dans [84–86]. L’homogénéisation est présentée
de manière extensive dans [86].

4.1.1 Hypothèses

Nous supposerons que le contact entre les phases est parfait et l’effet tunnel est négligé.
Les milieux considérés sont isotropes (ce qui sera démontré par la suite), entraînant un
tenseur de conductivité effective scalaire.

Bien que chaque phase (matrice et particules) soit localement très faiblement polari-
sable aux fréquences considérées, chaque particule peut subir une polarisation de Maxwell-
Wagner qui, à relativement basse fréquence, pourrait se traduire par l’apparition de cou-
rants de polarisation (relaxation diélectrique de Maxwell-Wagner-Sillars [87]). Dans ce cas,
les courants observés à grande échelle sont de deux natures. D’une part se développent
des courants de conduction assurés par le déplacement des charges libres (électrons ou
ions) dans les matériaux, considérés ohmiques :

j = σE

et d’autre part les courants de polarisation mésoscopiques de Maxwell-Wagner-Sillars
(se rajoutant à la polarisation du vide et à la polarisation diélectrique intrinsèque des
matériaux), en général déphasés :

j
p

= iωε0εrE

où εr = ε′ − iε′′ est la permittivité relative complexe. Les courants totaux sont alors reliés
au champ électrique par la relation :

j
t

= j + j
p

= σE

où l’on définit la conductivité complexe :

σ = σ + iωε0εr = (σ + ωε0ε
′′) + iωε0ε

′

Des expériences d’impédancemétrie permettent de mesurer cette conductivité com-
plexe σ en fonction de la fréquence et de la température du matériau pour une concentra-
tion en particules donnée. Des mesures ont été réalisées sur un simulant de verre nucléaire
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de type UOx chargé en particules de platinoïdes à l’aide d’un montage à quatre électrodes.
Comme observé sur la figure 4.1 (le comportement de l’angle de perte à faible fréquence
est dû à la polarisation des électrodes de mesure [88]), quelle que soit la température
(en-dessous de la température de transition vitreuse et donc a fortiori au-dessus, où la
conductivité ionique augmente considérablement), ces mesures montrent que :

σAC = Reσ indépendant de ω

tan δ =
Reσ
Im σ

=
σ + ωε0ε

′′

ωε0ε′ ≫ 1

où tan δ est la tangente de l’angle de perte, ce qui entraîne :

σ ≫ ωε0ε
′

σ ≫ ωε0ε
′′

Nous supposerons donc que les courants de polarisation sont faibles devant les courants
de conduction et donc que le matériau reste non-polarisable à l’échelle macroscopique. La
conductivité effective est ainsi réelle et indépendante de la fréquence et peut donc être
déterminée par des simulations de conduction de courant stationnaires.
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Figure 4.1 – Propriétés électriques à basse température d’un simulant de verre nucléaire
de type UOx chargé en particules de platinoïdes, obtenues par impédancemétrie à quatre
électrodes

4.1.2 Formulation générale

Nous dérivons dans cette section une formule analytique de la conductivité effective
d’un milieu hétérogène diphasique lorsque la distribution spatiale des inclusions est par-
faitement connue. Par souci de généralité, les conductivités évoquées dans cette partie
seront notées k car elles peuvent décrire indifféremment une conductivité électrique ou
thermique.
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Calcul de la conductivité effective d’un milieu hétérogène à géométrie connue

Le milieu hétérogène binaire est modélisé par une fonction indicatrice de phase φ
valant 0 dans les zones occupées par la matrice (continue) de conductivité km et 1 dans
les inclusions (discontinues) de conductivité ki. La conductivité dépend alors de φ selon :

k(φ) = φki + (1 − φ)km

On considère un cube de matériau V (de normale sortante n) de côté L, auquel est
imposé un champ constant fmin sur sa face inférieure notée S et fmax sur sa face supérieure
notée S ′. Une condition de Neumann homogène est imposée sur les faces latérales. Comme
montré en particulier dans le cas électromagnétique (équation 2.10), le problème se réduit
à la résolution de l’équation générale :

∇ · (k(φ)∇f) = 0

Figure 4.2 – Domaine matériel considéré pour le calcul de conductivité effective

Dans le cas où l’on assimile le matériau à une phase homogène de conductivité effective
ke, le champ f solution est directement donné par :

f = fmin + z
fmax − fmin

L
La conductivité effective du matériau hétérogène ke se calcule alors en identifiant des

grandeurs intégrées du cas inhomogène et homogène effectif. L’identification du flux à
travers la surface S entraîne par exemple :

keL
2 (fmax − fmin)

L
= −

∫

S
k(φ)∇f · nds

⇒ ke =
−1

(fmax − fmin)L

∫

S
k(φ)∇f · nds

De manière équivalente, il est également possible d’identifier l’analogue de la puissance
dissipée par effet Joule dans le cas électromagnétique stationnaire :

keL
3

(

fmax − fmin

L

)2

=
∫

V
k(φ)||∇f ||2dv

⇒ ke =
1

(fmax − fmin)2L

∫

V
k(φ)||∇f ||2dv
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Démonstration. Ces deux formules sont strictement équivalentes. En effet, grâce au théo-
rème de Green-Ostrogradski :

∫

S
k(φ)∇f · nds+

∫

S′

k(φ)∇f · nds =
∫

V
∇ · (k(φ)∇f) dv = 0

⇒
∫

S′

k(φ)∇f · nds = −
∫

S
k(φ)∇f · nds

qui entraîne, en intégrant par parties :

∫

V
k(φ)∇f · ∇fdv =

∫

S
fk(φ)∇f · nds+

∫

S′

fk(φ)∇f · nds−
∫

V
f∇ · (k(φ)∇f) dv

= −(fmax − fmin)
∫

S
k(φ)∇f · nds

Adimensionnement et expression finale

On définit le rapport des conductivités R = ki

km
et la fonction adimensionnée de conduc-

tivité :

fk(φ,R) =
k

km

= 1 + φ(R − 1)

L’échelle de longueur est L et le champ f est adimensionné par la transformation
f 7→ f−fmin

fmax−fmin
. La conductivité effective s’obtient alors par :

ke

km

=
∫

V
fk(φ)||∇f ||2dv = −

∫

S
fk(φ)∇f · nds (4.1)

où f vérifie :

∇ · (fk(φ)∇f) = 0 (4.2)

avec pour conditions aux limites :

f = 0 sur S, f = 1 sur S ′,
∂f

∂n
= 0 partout ailleurs

La fraction volumique en inclusions dans le domaine s’obtient par :

C =
∫

V
φdv (4.3)

4.1.3 Modèles analytiques de conductivité effective

Nous développons dans cette partie un modèle de percolation permettant de rendre
compte de l’augmentation subite de conductivité lorsque la fraction volumique en inclu-
sions conductrices dépasse une valeur critique appelée seuil de percolation Cp. Dans les
modèles de percolation, le comportement est décrit grâce à l’introduction d’exposants
critiques s et t, la conductivité effective du milieu se mettant alors sous la forme [84–86] :
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ke

km

=



















(

Cp−C
Cp

)−s
si C < Cp

R
(

C−Cp

1−Cp

)t
si C > Cp

R
s

t+s si C = Cp

, où R =
ki

km

avec, a priori, 1 ≤ t ≤ 2. Les paramètres t, s et Cp sont liés aux caractéristiques géomé-
triques du milieu diphasique [85].

Cette expression n’est pas continue au seuil de percolation. Plusieurs études, dont
Clerc et al. propose une revue [85], ont montré que le comportement de la conductivité
effective près du seuil de percolation devait être décrit grâce à l’introduction de fonctions
d’échelle Φ± telles que :

ke

km

= R|C − Cp|t Φ±

(

1
R|C − Cp|t+s

)

où Φ− et Φ+ sont les fonctions d’échelles utilisées respectivement sous et au-dessus du
seuil de percolation. Nous proposons dans cette étude un raccordement continu, dit C0,
du modèle de percolation classique :

ke

km

=























(

Cp−C+CR
−

1
t+s

Cp

)−s

si C < Cp

R

(

C−Cp+(1−C)R
−

1
t+s

1−Cp

)t

si C > Cp

qui assure en particulier le respect de la relation suivante décrivant la conductivité théo-
rique au seuil de percolation [89] :

ke

km

(C = Cp) = R
s

t+s

Ce modèle raccordé peut être augmenté vers un modèle C1 avec la condition de dérivée
continue à la percolation (les trois paramètres t, s et Cp ne sont alors plus indépendants) :

Cp =
s

t+ s

Dans le cas C1, les fonctions d’échelle correspondantes sont :

Φ−(x) = x
(

t+ s

s

(

1 −R− 1
t+s

)

+ x
1

t+s

)−s

Φ+(x) =
(

t+ s

t

(

1 −R− 1
t+s

)

+ x
1

t+s

)t

Ces fonctions d’échelles ainsi que la condition de dérivée continue satisfont des pro-
priétés élémentaires nécessaires [85,89] :

— Φ−(x) ∼
x→0+

x et Φ+(x) ∼
x→0+

cst > 0 ;

— Φ±(x) ∼
|x|→+∞

x
t

t+s , ce qui assure ke

km
(C = Cp) = R

s
t+s = RCp (formule géomé-

trique) ;
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— Dans le cas 1D où les exposants critiques sont s = 1 et t = 0, on a bien Cp = 1 et
la formule exacte de l’agencement en séries :

ke

km

= RΦ−

(

1
R(1 − C)

)

=
1

1 + C(1/R − 1)

— Dans le cas de réciprocité (cas 2D par exemple) où les exposants critiques vérifient
s = t, on a bien Cp = 1

2
, ke

km
(C = Cp) =

√
R et la condition :

Φ−(x)Φ+(x) = x

qui assure la condition de réciprocité explicitée dans [85,90].

La largeur de la région critique est δC ∼ R− 1
t+s . De nombreux modèles de conductivité

effective existent. Quelques-uns sont reportés sur la figure 4.3. Nous avons montré que la
formule d’ordre un associé à l’agencement en séries était un cas particulier du modèle de
percolation C1. Nous montrons également que d’autres modèles peuvent être interprétés
comme des cas particuliers du modèle de percolation proposé :

— L’agencement parallèle est le dual de l’agencement séries, et s’obtient avec les
exposants critiques s = 0 et t = 1, qui entraîne Cp = 0 (dans l’agencement parallèle,
un chemin conducteur existe dès que la fraction volumique en inclusions est non
nulle). En effet, dans ce cas :

Φ+(x) =
(

1 − 1
R

)

+
1
x

et :

ke

km

= RCΦ+

( 1
RC

)

= 1 + C(R − 1)

— Le modèle géométrique est le cas limite s → +∞. On montre dans ce cas que :

ke

km

= RC

Nous montrerons par la suite que le modèle de percolation C0 permet une bonne
représentation de la conductivité effective d’un verre nucléaire chargé en particules de
platinoïdes.

4.1.4 Benchmark

La résolution numérique du problème de conduction (code K-OF, basé sur le schéma
de discrétisation spatiale déjà présenté) revient à la résolution d’une équation de diffusion
sans terme source. Le maillage est raffiné près des interfaces entre inclusions conductrices
et matrice. Bien que le problème à résoudre ne présente qu’un seul champ inconnu f ,
plusieurs itérations sont nécessaires lorsque le maillage est non conforme (après raffine-
ment) ou lorsque la résolution est parallélisée sur plusieurs cœurs de calcul, les processus
échangeant leurs valeurs aux bords à chaque itération. Le critère de convergence est la
stabilisation de la valeur de conductivité effective ke/km. La méthode présentée est testée
et validée par la comparaison de ses résultats avec des cas particuliers de champ de phase
φ dont la conductivité effective peut être obtenue analytiquement :

— Agencement en parallèle : φ = 1 si x < C, 0 sinon ;
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Figure 4.3 – Quelques modèles de conductivité effective fonction de la fraction volumique
en inclusions pour les paramètres R = 104, Cp = 0,25, t = 2 et s = 2/3 - les modèles sont
détaillés dans [84–86]

— Agencement en séries : φ = 1 si z < C, 0 sinon ;
— Champ exponentiel : φ = exp(βz)−1

R−1
, β < ln(R).

Les résultats sont rassemblés dans le tableau 4.1 et montrent un excellent accord entre
conductivité effective calculée et attendue.

Tableau 4.1 – Benchmark du code de calcul de la conductivité effective de milieux hété-
rogènes K-OF avec un rapport de conductivités R = 103

Cas ke/km (th. ) Paramètre ke/km (num. ) Erreur
%

Parallèle 1 + C(R − 1) C = 0,4 400,6 0
Séries 1

1+C(1/R−1)
C = 0,4 1,66556 0

Exponentiel β
1−exp(−β)

β = 4 4,07470 1,6.10−3

4.2 Étude d’un verre chargé en particules de plati-
noïdes

4.2.1 Acquisition et prétraitement de mesures par microtomo-
graphie

La détermination de modèles de conductivité effective de matériaux diphasiques réels
se base sur l’acquisition de leur structure par diverses techniques d’imagerie. Dans notre
cas, le champ de phase φ décrivant la répartition spatiale des particules de platinoïdes dans
un simulant de verre nucléaire est issu de mesures par microtomographie aux rayons X
réalisées 1 sur une ligne de l’European Synchrotron Radiation Facility (ESRF, ligne ID19).
Ces mesures se présentent sous la forme d’un champ scalaire échantillonné spatialement
sur un maillage régulier composé de voxels cubiques d’arête 0,16 ± 0,01µm (précision
relative de 6 % sur l’évaluation des longueurs). L’utilisation de ce type d’imagerie pour

1. Acquisitions réalisées par la société Novitom.
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la détermination précise de propriétés de transport comme la conductivité électrique a
déjà montré de très bons résultats en accord avec les mesures expérimentales [91]. Les
valeurs v en chaque voxel du champ sont obtenues par une transformation affine des
mesures brutes de tomographie (sensible à la densité des phases), projetant ces valeurs
dans l’intervalle [[0; 255]] (encodées sur 8 bits). Pour chacun des échantillons, présentés par
la suite, les mesures ont porté sur un cylindre inscrit dans un cube d’arête 0,32 mm. Elles
se présentent donc sous la forme de 2000×2000×2000 valeurs de voxels enregistrées dans
un fichier unique dont la taille est de 8 Go ≈ 7,45 Gio.

Description des échantillons

Trois échantillons de verre de type UOx ont été tomographiés, présentant des teneurs
moyennes en platinoïdes différentes. L’échantillon 1 est un prélèvement de verre réalisé par
trempe lors de son élaboration en creuset froid à l’échelle du pilote industriel. L’analyse
chimique par ICP-AES 2 de cet échantillon 1 indique une fraction volumique en particules
de 2,5 %. L’échantillon 2, quant à lui, est un prélèvement dans la couche sédimentée (à une
altitude d’environ 7 mm) issue de la sédimentation de verre de type UOx pendant 211 h
(expérience de sédimentation sans agitation présentée dans la section 5.2.2), dont la figure
4.4 regroupe plusieurs vues. La fraction volumique initiale moyenne en platinoïdes de cet
échantillon avant sédimentation était de 0,7 %. Comme les résultats obtenus par LIBS 3

de la section 5.2.2 le montrent, les particules se retrouvent dans une couche sédimentée
mesurant environ un cinquième de la hauteur initiale de l’échantillon. Une estimation de
la fraction volumique moyenne en particules dans cette couche est donc 3 − 4 %. Enfin,
l’échantillon 3 est un prélèvement réalisé sur un amas centimétrique de platinoïdes retrouvé
après élaboration du verre en creuset froid dans des conditions de fonctionnement du
procédé dégradées permettant l’apparition de telles structures.

Isotropie et Volume Élémentaire Représentatif

Préalablement au calcul de la conductivité effective des échantillons numérisés, nous
portons notre attention sur deux interrogations typiques dans ce type d’étude d’homogé-
néisation :

— La structure microscopique est-elle isotrope ? Il est en effet nécessaire de vérifier
s’il existe ou non à cette échelle une orientation préférentielle des particules. Nous
avons, lors du développement analytique de la méthode de calcul, fait l’hypothèse
d’un milieu isotrope, entraînant un tenseur de conductivité effective scalaire ;

— Quelle doit-être la taille du domaine cubique de simulation numérique ? Cette ques-
tion renvoie à la détermination du Volume Élémentaire Représentatif (VER).

Nous proposons ici de répondre à ces interrogations grâce à l’analyse spectrale des
données issues de la microtomographie, en calculant une estimation de la Densité Spectrale
de Puissance (DSP) spatiale bidimensionnelle de coupes d’un échantillon tomographié.
Les coupes utilisées sont des sections carrées de côté l = 164µm (contenant 1024 × 1024
pixels), pris comme longueur de référence pour l’adimensionnement du problème. La DSP
P est définie comme l’espérance du carré du module de la transformée de Fourier du signal
traité divisée par sa taille (au sens strict, lorsque sa taille tend vers l’infini), et est donc
révélatrice de son contenu fréquentiel :

2. Inductively Coupled Plasma Atomic Emission Spectroscopy
3. Laser Induced Breakdown Spectroscopy
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(a) Cliché MEB - les particules de platinoïdes ap-
paraissent en clair - la hauteur de l’image mesure

200µm

(b) Iso-contour de densité permettant
l’observation en perspective de l’ensemble
des particules après analyse par microto-

mographie aux rayons X

(c) Iso-contour de densité permettant
l’observation en perspective des particules
de palladium-tellure seules après analyse

par microtomographie aux rayons X

Figure 4.4 – Observation des particules de platinoïdes (billes de palladium-tellure et ai-
guilles de dioxyde de ruthénium) dans l’échantillon 2 de verre sédimenté pendant 211 h
à 1200 ◦C et soumis à analyse par Microscopie Électronique à Balayage (MEB) et par
microtomographie aux rayons X
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P (k) =
E

(

∣

∣

∣

∫

Ω ṽ(r)e−ik·rdr
∣

∣

∣

2
)

V– (Ω)

où ṽ est le champ de valeurs issu de la microtomographie normalisé et centré (ṽ ∈ [−1; 1]
et
∫

Ω ṽds = 0) 4. En supposant l’ergodicité et l’homogénéité des données, l’espérance est
remplacée par une moyenne sur 50 coupes de l’échantillon. L’estimation de la DSP obte-
nue est donc un périodogramme moyenné.

L’isotropie du signal peut être attestée par l’indépendance de la DSP à la direction
du vecteur d’onde k. De plus, le théorème de Wiener-Khinchin indique que la DSP est
également la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation du signal traité, et
permet donc d’obtenir des informations sur les corrélations spatiales des coupes soumises
à l’analyse. En particulier, nous pouvons obtenir leur longueur d’autocorrélation. Nous
définissons pour cela la densité spectrale de puissance intégrée sur le cercle de rayon k
(noté S(k)) :

E(k) =
∮

S(k)
P (k)dS(k)

Ce spectre présente un vecteur d’onde de coupure kc, relié à la longueur d’autocorré-
lation ξ par :

ξ ≈ 2π
kc

Le vecteur d’onde de coupure est calculé à partir de l’intersection des courbes de loi
d’échelle du spectre E(k) à haut et bas vecteur d’onde. La taille du VER sera alors prise
environ égale à dix fois la moyenne des longueurs d’autocorrélation des échantillons étu-
diés.

Les résultats des analyses spectrales des trois échantillons étudiés, obtenus grâce au
code SP-SCI sont regroupés sur la figure 4.5 et dans le tableau 4.2. La DSP montre
clairement l’isotropie des échantillons. De plus, nous obtenons dans notre cas une valeur
moyenne de la longueur d’autocorrélation ξ̄ ≈ 6,1µm ∼ dp. La taille du VER sera donc
prise égale à 64µm pour les calculs de conductivité effective (taille correspondant à 400
voxels).

Seuillage

La figure 4.6 représente la fréquence d’apparition des valeurs v dans deux des échan-
tillons étudiés. Le champ de phase φ est obtenu par un traitement de seuillage des données
issues de la tomographie :

φ =

{

1 si v ≥ vt

0 si v < vt

4. Numériquement, la transformée de Fourier est calculée par un algorithme Fast Fourier Transform
(FFT). Nous choisissons de pré-multiplier le signal par une fenêtre 2D d’apodisation de Hamming (obtenue
par produit dyadique de deux fenêtres 1D) pour diminuer le biais d’évaluation spectrale due à la taille
finie de l’échantillon.
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(a) Estimation de la DSP P (k) de l’échantillon 3 - représentation des
droites kx = 0 et ky = 0 - les DSP des autres échantillons sont très
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Figure 4.5 – Analyse spectrale des échantillons tomographiés

Tableau 4.2 – Fractions volumiques moyennes (entre parenthèses la valeur a priori) et
valeurs de la longueur d’autocorrélation obtenues par analyse des résultats de tomographie
d’échantillons de verre de type UOx

Échantillon Fraction volumique moyenne C̄ ξ
% µm

1 2,5 (ICP-AES : 2,5) 4,1
2 3,5 (LIBS : 3 − 4) 7,7
3 11,2 6,6

Plusieurs techniques permettent de déterminer la valeur seuil vt, basées pour la plupart
sur l’analyse de l’histogramme des valeurs rencontrées dans l’échantillon (méthode d’Otsu,
détection de vallées...). Nous optons ici pour une méthode simple à mettre en œuvre et
efficace dans notre cas, où vt est une valeur seuil choisie telle que la fraction volumique dans
l’un des échantillons soit égale à la valeur attendue d’après la composition chimique du
verre. Les autres méthodes évoquées donnent des résultats très similaires. Après seuillage,
le champ de phase présente une très bonne précision (localisation des interfaces) en raison
de la différence significative de densité entre la matrice de verre et l’oxyde de ruthénium,
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Figure 4.6 – Fréquence d’apparition des valeurs v dans deux des échantillons tomographiés.
Les trois portions de courbe représentent respectivement, de gauche à droite, les valeurs
correspondant à la matrice de verre, au dioxyde de ruthénium et à l’alliage de palladium-
tellure - l’intégration de la fréquence correspondant aux deux dernières portions donne la
fraction volumique moyenne en particules

le palladium et le tellure. Pour tous les échantillons, le seuil choisi est vt = 127. Ce choix
entraîne des fractions volumiques moyennes en particules, issues de l’évaluation numérique
de l’équation 4.3 sur l’ensemble de chaque échantillon, cohérentes (cf. tableau 4.2).

4.2.2 Résultats des simulations numériques

Nous présentons ici les résultats de simulation numérique de conductivité obtenus
grâce au code K-OF et la détermination des paramètres du modèle de percolation pour
un verre de type UOx chargé en platinoïdes. Les simulations sont menées sur plusieurs
domaines, chacun composé de 4003 voxels soit un cube (VER) d’arête 64µm, répartis
dans les différents échantillons. À ces échelles, les échantillons présentent une disparité de
fraction volumique locale permettant d’évaluer la conductivité effective pour différentes
fractions C proches de la fraction volumique moyenne de l’échantillon. Après raffinement
du maillage aux interfaces particule-verre, ce dernier compte de 70 à 110 millions de
mailles. Les calculs sont donc parallélisés sur 64 cœurs. Nous choisissons enfin un ratio de
conductivité R = 106, typique d’un verre chaud chargé en platinoïdes.

La figure 4.7 montre le type de résultats obtenus par tomographie et après résolution
numérique sur un sous-domaine. La figure 4.8 présente l’ensemble des valeurs de conduc-
tivité électrique effective obtenues. Ces valeurs sont très bien décrites par le modèle de
percolation C0 développé pour lequel les paramètres ont été ajustés, et valent :

Cp = 5,5 %, s = 0,63 et t = 2,0 (4.4)

Cette correspondance montre en particulier qu’il n’existe pas d’ordre structural parti-
culier dans la suspension, menant à un comportement typique des agencements aléatoires.
On observe une augmentation modérée de la conductivité électrique pour des fractions
volumiques inférieures au seuil de percolation puis une augmentation soudaine de trois
ordres de grandeurs lorsque des chemins de conduction continus se forment. Les valeurs
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des exposants critiques sont typiques des problèmes de percolation et sont comparables
aux valeurs données par Clerc et al. [85] (s = 0,73 ± 0,01 et t = 1,9 ± 0,1), Carcia et
al. [77] (t = 2) ainsi que Yamaguchi et Nakamura [78] (t = 1,80). La valeur du seuil de
percolation obtenue est relativement faible (en comparaison au seuil de percolation d’une
suspension de particules sphériques d’environ 25 %), en raison de la présence de particules
avec un fort rapport d’aspect (aiguilles). Elle correspond à la prédiction analytique pour
les particules à fort rapport d’aspect Ψ (rapport de leur longueur et de leur diamètre,
dans le cas des particules de dioxyde de ruthénium, Ψ ≈ 10) [92,93] :

Cp ≈ 0,6
Ψ

Pour ce type de morphologie, la valeur du seuil de percolation obtenue est toutefois plus
grande que la valeur obtenue expérimentalement par Simonnet et al. ainsi que Pflieger
et al. [5, 81] de l’ordre de 1 %, avec parfois un exposant critique t > 2 non physique.
Cette faible valeur du seuil de percolation peut être attribuée à plusieurs phénomènes
déjà identifiés dans ces études :

— La dissolution modérée de dioxyde de ruthénium et de palladium [78], contribuant
alors à la conductivité de la matrice de verre ;

— L’existence de phénomènes plus complexes de transport électronique : effet tunnel,
hopping, micro-claquages ;

— La sédimentation et l’agrégation des particules lors de l’élaboration des échantillons
soumis à l’impédancemétrie.

Les deux premiers points mentionnés favorisent l’apparition de courants électroniques
passants entre des particules sans contact géométrique. Le dernier point contribue à une
forte incertitude sur la teneur et l’état de dispersion des particules dans le verre. Ainsi,
les « seuils de percolation » observés dans ces études correspondent en effet à une aug-
mentation conséquente de conductivité de type électronique, mais qui reste très faible par
rapport à la conductivité d’un échantillon réellement percolé (avec contact géométrique
des particules). Dans le cas d’un verre en creuset froid et donc majoritairement chaud,
la conductivité ionique est le mode de conduction prédominant dans la matrice de verre
chaud comme l’atteste la dépendance à la température étudiée par la suite, et les cou-
rants électroniques liés à la dissolution des platinoïdes ou de l’effet tunnel et du hopping
ne sont donc visibles qu’à faible température [94]. Ces effets seront donc négligés et nous
utiliserons les valeurs des paramètres obtenus par simulation numérique 4.4.

4.2.3 Prise en compte d’une conductivité du verre dépendante
de la température

Dérivation du modèle thermo-dépendant

Un couplage avec la thermique apparaît dans les équations électromagnétiques en
raison d’une conductivité électrique du matériau dépendante de sa température. Dans le
cas des verres chauds où la conductivité électrique est due au transport ionique (cations
de relative petite taille), plusieurs études théoriques et expérimentales permettent de
proposer des lois de variation avec la température. Toutes, dans une certaine gamme de
température, se rapprochent d’une loi de type Arrhenius de la forme [26,95] :

σm(T ) = Aσ exp
(

− Bσ

RnT

)
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(a) Coupe dans un plan (ex, ey) des données brutes is-
sues de la microtomographie v - représentation filaire

d’un sous-domaine de simulation

(b) Résultats de simulation - les
platinoïdes apparaissent en clair, la
surface violette est une iso-contour
de densité de courant électrique, qui
forme un chemin continu entre les
deux faces (haute et basse) impo-
sant la différence de potentiel - re-
présentation filaire du découpage du

sous-domaine pour les 64 cœurs

Figure 4.7 – Calculs de conductivité électrique sur l’échantillon tomographié 2
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Figure 4.8 – Conductivité électrique effective d’une suspension de platinoïdes, comparaison
entre plus de 200 points obtenus par simulation numérique et modèle de percolation C0

où Aσ et Bσ s’interprètent respectivement comme la conductivité électrique du verre à
très haute température et l’énergie d’activation du transport ionique.

D’autre part, nous disposons maintenant d’une loi de conductivité effective C0 dépen-
dante de la fraction volumique locale en particules :
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σe(C) =



























σm

(

Cp−C+C( σi
σm

)−
1

t+s

Cp

)−s

si C < Cp

σi

(

C−Cp+(1−C)( σi
σm

)−
1

t+s

1−Cp

)t

si C > Cp

où σi est la conductivité des particules (supposée indépendante de la température). En
admettant que les paramètres t, s et Cp varient peu dans la gamme des ratios de conduc-
tivité σi/σm rencontrés dans la plage de températures considérée, en combinant ces deux
expressions, nous obtenons un modèle de conductivité effective dépendante de la tempé-
rature et du taux de platinoïdes, donné par l’expression :

σ(T,C) =



























Aσ exp
(

− Bσ

RnT

)

(

Cp−C+C( σi
Aσ

exp( Bσ
RnT ))−

1
t+s

Cp

)−s

si C < Cp

σi

(

C−Cp+(1−C)( σi
Aσ

exp( Bσ
RnT ))−

1
t+s

1−Cp

)t

si C > Cp

Cette expression prévoit notamment un comportement fondamentalement différent de
la conductivité effective aux basses températures entre le cas non percolé (C < Cp) et le
cas percolé (C > Cp). Dans le premier cas, la conductivité effective tend à s’annuler à
faible température, la matrice de verre devenant de moins en moins conductrice :

σ(T,C < Cp) ∼
T →0

exp
(

− Bσ

RnT

)

→
T →0

0

Dans le second cas, même si la matrice de verre conduit de moins en moins, un chemin
percolé de particules de platinoïdes persiste et conduit le courant par transport électro-
nique, menant ainsi à une conductivité effective non nulle et pouvant même être très
élevée dans le cas de suspensions fortement concentrées :

σ(T,C > Cp) →
T →0

σi

(

C − Cp

1 − Cp

)t

Des mesures de conductivité électrique par impédancemétrie à quatre électrodes 5 sur
un échantillon de verre de type UOx de fraction volumique en particules de platinoïdes
C = 0,7 % (de conductivité électrique considérée égale à σi = 106 S/m) ont été réalisées
et permettent de proposer les valeurs pour les paramètres de conductivité du verre Aσ =
3,9.104 S/m et Bσ = 8,4.104 J/mol (cf. figure 4.9). La valeur d’énergie d’activation obtenue
correspond à une barrière énergétique de l’ordre de l’électron-volt Bσ/NA = 0,87 eV,
typique du transport de cations monovalents dans les verres de silice [96].

Forme adimensionnée

Nous définissons une conductivité de référence σ0 = Aσ/f
max
σm

, où fmax
σm

est choisi tel que
σ0 soit raisonnablement proche de la conductivité électrique de la suspension rencontrée
dans le procédé (fmax

σm
= 104). La loi d’Arrhenius ajoute un paramètre adimensionné

au problème, rapport entre la différence de températures du système ∆T et l’énergie
d’activation Bσ :

5. Mesures réalisées par le laboratoire CEMTHI UPR3079.
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Figure 4.9 – Comparaison entre les mesures de conductivité électrique d’un verre de type
UOx obtenues par impédancemétrie à quatre électrodes et les prédictions du modèle
de conductivité effective thermo-dépendante pour les paramètres Aσ = 3,9.104 S/m et
Bσ = 8,4.104 J/mol

H =
Rn∆T
Bσ

En définissant le nombre adimensionné correspondant au zéro absolu T0 = −Tc

∆T
(où Tc

est exprimée en Kelvins), nous pouvons écrire (avec T la température adimensionnée) :

σm(T ) = σ0f
max
σm

exp

(

− 1
H(T − T0)

)

En définissant le rapport de conductivités R = σi/σ0, nous obtenons la conductivité
effective sous forme adimensionnée :

fσ(T,C) =
σ(T,C)
σ0

=











































fmax
σm

exp
(

− 1
H(T −T0)

)







Cp−C+C

(

R
fmax

σm
exp

(

1
H(T −T0)

))

−
1

t+s

Cp







−s

si C < Cp

R







C−Cp+(1−C)

(

R
fmax

σm
exp

(

1
H(T −T0)

))

−
1

t+s

1−Cp







t

si C > Cp

4.3 Pertinence de l’utilisation d’une conductivité élec-
trique effective dans le calcul de la puissance Joule

Nous discutons dans cette section de la pertinence de l’utilisation d’une conductivité
électrique effective en lieu et place de l’utilisation d’un champ de conductivité qui pren-
drait en compte chaque particule, comme réalisé dans les simulations à petite échelle.

Dans le cas stationnaire, par définition de la conductivité effective, nous avons démon-
tré que la puissance Joule dissipée dans le milieu hétérogène était exactement donnée par
la puissance Joule dissipée dans le milieu homogène. La discussion se réduit donc au cas
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harmonique. Nous sommes dans le cas où l’épaisseur de peau électromagnétique dans les
particules δi est grande devant leur taille caractéristique ce qui entraîne l’inexistence d’in-
duction propre ou bien mutuelle entre particules voisines (les particules n’influencent pas
le champ magnétique imposé). Ce cas vérifie donc une première condition de séparation
d’échelle nécessaire au processus d’homogénéisation :

dp

δi

≪ 1 ⇔ dp

L
≪ (RRω)−1/2 (4.5)

Deux domaines de concentration en particules sont à considérer, à savoir en-dessous
et au-delà du seuil de percolation électrique :

— Pour C ≥ Cp : nous avons montré dans Rognin et al. [97] qu’au-delà du seuil de
percolation, des boucles de courants induits se forment à l’échelle macroscopique
en suivant les chemins conducteurs formés par les particules. D’un point de vue
quantitatif, il a été montré que tout se passait comme si l’induction de puissance
Joule avait lieu dans un milieu de conductivité effective évaluée à la concentration
en particules C ;

— Pour C < Cp : en-dessous du seuil de percolation, les courants induits sont de deux
natures. L’une d’elle sont les courants induits dans chaque particule « isolée »,
l’autre étant constituée des courants induits à l’échelle macroscopique dans la sus-
pension et issus de la conduction électrique alternativement à travers la matrice et
les particules. Deux cas sont alors à distinguer dans ce domaine selon l’importance
relative de ces deux phénomènes. Si la puissance Joule issue de l’induction dans
chaque particule isolée domine, nous avons montré que la puissance Joule injectée
dans la suspension est bien évaluée par la somme des puissances induites dans
chaque particule [97]. Dans le cas inverse où la puissance Joule injectée à l’échelle
macroscopique dans la suspension non percolée domine, tout se passe également
comme si l’induction de puissance Joule avait lieu dans un milieu de conductivité
effective évaluée à la concentration en particules C, (pareillement au cas C ≥ Cp).

Nous dérivons ici un critère de choix entre ces deux cas en considérant l’induction
électromagnétique dans une suspension, de taille caractéristique L et de fraction
volumique C < Cp, de particules conductrices de taille caractéristique dp et de
conductivité σi, au sein d’une matrice modérément conductrice de conductivité
σm. Nous considérerons pour simplifier la discussion le cas de faible écrantage
pour la matrice et les particules. Dans ce cas, la puissance Joule dissipée dans les
particules isolées par unité de volume suit la loi d’échelle [75] :

pJ,i ∝ σiC(dpωB)2

et la puissance Joule volumique dissipée dans la suspension par les boucles de
courants macroscopiques est telle que (en considérant une conductivité effective
σe ∼ σm) :

pJ,m ∝ σm(LωB)2

Le rapport de ces deux puissances est donc donné par le nombre sans dimension
CR

(

dp

L

)2
(qui est maximal pour C ≈ Cp).

L’utilisation de la conductivité effective pour le calcul de la puissance Joule dans tous
les domaines de concentration en particules est donc pertinent dans le cas :
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CpR

(

dp

L

)2

≪ 1 ⇔ dp

L
≪ (RCp)−1/2 (4.6)

qui est une deuxième condition de séparation d’échelle. Les situations ne vérifiant pas
cette condition nécessitent la prise en compte de l’induction dans chaque particule isolée
dans les zones de fractions volumiques inférieures au seuil de percolation.

Figure 4.10 – Représentation schématique des courants électriques dominants dans une
suspension de particules plus conductrices que la matrice soumise à induction électro-
magnétique - de gauche à droite, le cas percolé C ≥ Cp, le cas non percolé C < Cp où
les courants intraparticulaires dominent et le cas non percolé C < Cp où les courants
macroscopiques dominent

4.4 Conclusion

Nous avons abordé en profondeur, dans cette étude de l’induction électromagnétique
dans une suspension, les méthodes de prise en compte de la nature hétérogène du matériau
verre nucléaire dans le problème d’induction selon la démarche suivante :

— Après avoir en particulier justifié le caractère non-polarisable du matériau à l’échelle
macroscopique, nous avons développé un modèle de conductivité électrique effective
continu basé sur les modèles existants issus de la théorie de la percolation ;

— Des simulations numériques à petite échelle de conduction de courant à travers
des échantillons de verre nucléaire tomographiés ont alors permis une calibration
fine du modèle, permettant d’obtenir une formule analytique paramétrée de la
conductivité effective en fonction du taux de platinoïdes ;

— Comme dans toute étude d’homogénéisation, la question de la détermination du
Volume Élémentaire Représentatif a fait l’objet d’un traitement particulier et nous
avons proposé une technique originale basée sur la détermination de la longueur
d’autocorrélation par analyse spectrale d’images. Cette analyse a également per-
mis de justifier le caractère isotrope des suspensions de particules de platinoïdes
rencontrées dans les verres de type UOx ;

— Nous avons également composé la dépendance de la conductivité électrique au taux
de platinoïdes avec la dépendance de la conductivité du verre à la température,
issue de l’activation du transport ionique à haute température ;

— Enfin, nous avons démontré la pertinence de l’utilisation de la théorie de l’homogé-
néisation dans le cas de l’induction électromagnétique en explicitant deux critères
de séparation d’échelle et en présentant nos travaux publiés sur la question [97].
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Les résultats obtenus complètent un pan important de la modélisation multiphysique du
procédé d’élaboration en intégrant à l’aide d’une démarche multi-échelle les caractéris-
tiques particulières du matériau. La concentration en particules ne peut en général pas
être considérée homogène dans la suspension, entraînant donc en particulier des variations
spatiales de conductivité électrique. Le chapitre suivant permet d’aborder des phénomènes
clés de transport des particules, redistribuant les particules dans la fonte.
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Comportement des particules en
suspension
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La modélisation du champ de particules développée permet de rendre compte de plu-
sieurs phénomènes typiques des suspensions de particules qui jouent un rôle important
dans la physique du creuset froid inductif. Nous abordons deux de ces phénomènes de
manière qualitative et quantitative, mettant en avant la capacité du modèle développé à
en rendre compte. Nous démontrons notamment, grâce à une analyse de stabilité linéaire,
que le couplage existant entre transport des particules et équations de Navier-Stokes dû à
une masse volumique de la suspension dépendante du taux de platinoïdes est bien capturé
grâce à l’approximation de Boussinesq utilisée. Nous montrerons que ce couplage permet
d’expliquer le phénomène d’entraînement des particules d’une couche de verre surchargée
en particules vers les zones moins concentrées de la fonte. Ce phénomène est en particulier
à l’œuvre lors de l’alimentation de déchets surchargés en métalloïdes en surface d’une fonte
de verre. Nous abordons dans un second temps le cas de sédimentation des particules dans
un fluide statique initialement homogène. Des comparaisons expérimentales permettent
alors d’attester de la représentativité du modèle de transport en matière de localisation
spatiale des particules lors d’un processus de sédimentation dans un verre au repos.
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5.1 Instabilité de Rayleigh-Taylor

Tout comme dans le cas de variations de masse volumique dues à une inhomogénéité
du champ de température, la dépendance de la masse volumique de la suspension à la
fraction volumique en particules (explicitée dans la formule 2.18) peut entraîner la modifi-
cation de l’écoulement du fluide voire l’apparition d’instabilités de type Rayleigh-Bénard
et Rayleigh-Taylor, parfois dénommées « sédimentation en nuage » [52,98–101]. Par ana-
logie avec les instabilités associées à une stratification du champ de température, nous
savons qu’une stratification du champ de particules, telle que le gradient de concentration
est opposé à la gravité, est linéairement instable pour un Grashof particulaire Grp suffi-
samment élevé. Ce type de situation donne lieu au développement et à la propagation de
polypes de Rayleigh-Taylor [102] qui entraînent le mélange de la suspension et dans un
second temps, son homogénéisation associée à la diffusivité des particules. Ce phénomène
a été massivement étudié en raison de sa forte occurrence dans de nombreuses situations
naturelles ou applications industrielles mettant en jeu des suspensions de particules. Une
revue de littérature exhaustive a été proposée par Chou et al. [103], qui s’intéressent par
ailleurs à la simulation numérique de telles instabilités et à l’impact de la sédimenta-
tion individuelle des particules. Nous montrons dans cette étude qu’une stratification de
concentration pour une suspension de particules relativement diluée s’identifie exactement
au cas d’une stratification de deux fluides immiscibles de densités proches dans la limite
des grands nombres de Schmidt.

Nous étudions dans cette partie de manière quantitative ce mode de sédimentation
dans le cas d’un fluide non agité, notamment à l’aide d’une analyse de stabilité linéaire
temporelle. Cette analyse permet d’évaluer l’échelle de temps de ce type de phénomène,
comparée par la suite aux échelles de temps de sédimentation individuelle des particules
et d’advection par un fluide forcé. Dans un second temps et grâce à des considérations
énergétiques, nous proposons une majoration de la vitesse macroscopique du fluide induite
par les instabilités de Rayleigh-Taylor.

5.1.1 Force appliquée par les particules sur le fluide suspendant

Lorsqu’un ensemble de particules sédimente sans phénomène d’inertie dans une por-
tion de fluide dV , le fluide exerce sur les particules une traînée de Stokes permettant
d’équilibrer leur poids diminué de la poussée d’Archimède. D’après la troisième loi de
Newton, l’ensemble de particules considéré applique donc au fluide en contact une force
opposée, donnée par :

dF = CdV (ρp − ρf )gĝ

soit une force volumique :

f = C(ρp − ρf )gĝ ≈ ρ0Cβpgĝ

Il s’agit du terme de force volumique ajouté à l’équation de mouvement du fluide
dans l’approximation de Boussinesq. Ce terme modélise donc l’impact des particules sé-
dimentant sur le fluide suspendant et l’on parle de couplage bidirectionnel (« two-way
coupling »). Cette force est compensée par l’apparition d’une pression supplémentaire au
sein du fluide qui, lors d’un déséquilibre, entraîne la mise en mouvement macroscopique
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du fluide.

La modélisation de la dépendance de la densité du fluide à la fraction volumique locale
en particules peut également être interprétée comme la modélisation de la sédimentation
aux grandes échelles. En effet, le terme de sédimentation de l’équation de transport des
particules permet de modéliser l’entraînement par la gravité des particules ou agrégats de
particules n’étant pas représentés dans le champ macroscopique C. Dès lors que l’inhomo-
généité de la distribution de particules est capturée par le champ C (strates ou amas de
taille macroscopique), le terme de Boussinesq de l’équation de la quantité de mouvement
du fluide permet de modéliser l’entraînement de l’amas par la gravité, associé à un champ
de vitesse du fluide macroscopique.

5.1.2 Analyse de stabilité linéaire temporelle d’une stratifica-
tion

Suivant la démarche de Voltz et al. [104] et Burns et al. [105], nous déterminons
dans cette partie le taux de croissance de l’instabilité dans le cas bidimensionnel d’une
couche de haute fraction volumique Ch surnageant une couche de relative faible fraction
volumique Cl (∆C = Ch − Cl > 0). Si Burns et al. [105] étudient l’impact de la vitesse
de sédimentation individuelle des particules et montrent un ralentissement de l’instabilité
de Rayleigh-Taylor, nous nous intéressons au contraire au cas où les particules agissent
comme des traceurs parfaits (sans sédimentation ni diffusivité, limite des grands nombres
de Schmidt). Nous montrons alors grâce à une analyse de stabilité linéaire que notre cas
de suspension diluée suit l’équation de dispersion analytique démontrée par Menikoff et
al. [106] dans le cas de deux fluides immiscibles de densités sensiblement différentes. Ce
résultat est intimement lié au fait que l’hypothèse de suspension diluée implique un faible
nombre d’Atwood :

A =
ρ(Ch) − ρ(Cl)
ρ(Ch) + ρ(Cl)

≪ 1

Démonstration. Dans le cas de suspension diluée (βpC̄ ≪ 1), en utilisant le développement
de Taylor de la masse volumique de la suspension 2.18, il vient :

A =
βp∆C

2(1 + βpC̄)
≈ βp∆C

2

Or,

βp∆C
2

≤ βpC̄ ≪ 1

Cas sans terme de viscosité du fluide

La détermination analytique (théorie de l’écoulement potentiel et application de l’équa-
tion de Bernoulli) de la relation de dispersion associée aux perturbations de cet état de
stratification au repos nous donne une évaluation d’une borne supérieure du taux de crois-
sance de l’instabilité de nombre d’onde k avec approximation de suspension isotherme
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suffisamment diluée non visqueuse et de particules non diffusives sans sédimentation in-
dividuelle (Sc ≫ N et Sc ≫ 1) [102] :

√

√

√

√

ρ(Ch) − ρ(Cl)
ρ(Ch) + ρ(Cl)

gk ≈
√

1
2
βpg∆Ck

soit, en valeur adimensionnée :

ssup =

√

k

2
Grp∆C (5.1)

Démonstration. Nous démontrons ici que ssup se retrouve analytiquement dans l’étude
directe de la stabilité linéaire temporelle des équations d’évolution déterminées aupara-
vant, pour lesquelles une approximation de Boussinesq a été réalisée. Sous les hypothèses
mentionnées, on a :

∇ · u = 0
∂u
∂t

+ ∇u · u +GrpCey = −∇p
∂C

∂t
+ u · ∇C = 0

Dans le formalisme de la fonction de courant ψ, définie telle que u = (∂yψ,−∂xψ), ce
système s’écrit :

∂t∇2ψ + ∂yψ∂x∇2ψ − ∂xψ∂y∇2ψ −Grp∂xC = 0

∂tC + ∂yψ∂xC − ∂xψ∂yC = 0

L’état de base stratifié considéré s’écrit :

ψ = 0, C(y) =

{

Ch si y ≥ 0
Cl si y < 0

On considère alors une perturbation de l’état de base (ψ,C) (faible en norme L2) telle
que (ψ+ψ,C+C) satisfait les équations d’évolution. En développant ces équations et en
négligeant les termes du second ordre, nous obtenons le système d’équations linéarisées
satisfait par les perturbations de l’état de base suivant (δ désigne ici la distribution de
Dirac) :

∂t∇2ψ = Grp∂xC (5.2)

∂tC = ∆Cδ(y)∂xψ (5.3)

complété par la condition aux limites d’instabilité localisée à l’interface pour la fonction
de courant lim

y→±∞
ψ, ∂yψ... = 0 et de Neumann homogène pour la fraction volumique

lim
y→±∞

∂yC = 0. L’équation 5.2 montre que la présence d’oscillations dans l’interface entre

fluide chargé et moins chargé en particules produit de la vorticité (on rappelle que, dans le
formalisme de la fonction de courant, la vorticité est donnée par −∇2ψ). La différentiation
en temps de 5.2 et l’élimination de la fraction volumique grâce à 5.3 donne :
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∂2
tt∇2ψ = Grp∆Cδ(y)∂2

xxψ (5.4)

Pour une perturbation de la forme ψ = ψ̄(y) exp (st+ ikx) (le système étudié n’étant
pas confiné dans la direction x), 5.4 prend la forme :

s2∇2ψ̄ = −k2Grp∆Cδ(y)ψ̄ (5.5)

Or, d’après le théorème de Kelvin, dans chacune des deux phases, l’écoulement reste
irrotationnel, entraînant l’équation suivante (compatible avec 5.4 pour y 6= 0) :

∇2ψ = 0 ⇒ ∂2
yyψ̄ = k2ψ̄

Grâce à la condition aux limites pour la fonction de courant, voulue continue en y = 0,
on obtient :

ψ̄ = ψ̄(y = 0) exp(−k|y|)
⇒ ∇2ψ̄ = ∂2

yyψ̄ − k2ψ̄ = −2ψ̄(y = 0)kδ(y)

L’intégration de 5.5 selon y donne alors la relation de dispersion finale :

s2 =
k

2
Grp∆C

soit le résultat voulu 5.1.

Cas visqueux

En réalité, on a toujours s < ssup pour tout nombre d’onde, en raison des phénomènes
de dissipation visqueuse d’énergie cinétique (mais aussi en raison de la sédimentation
individuelle des particules et de la miscibilité associée à leur diffusivité [105]). De plus,
ces phénomènes stabilisent les instabilités de haut nombre d’onde k qui présentent de
fortes oscillations si bien que le mode dominant (le plus instable, s = smax maximal)
est fini (kmax < +∞). L’équation de dispersion générale des instabilités de Rayleigh-
Taylor dans le cas 2D ou 3D de fluides stratifiés visqueux non miscibles a été déterminée
analytiquement par Chandrasekhar [107] et adaptée par Menikoff [106] au cas limite de
faible saut de masse volumique (faible nombre d’Atwood) :

s2 + k2s
(

1 +
√

1 +
s

k2

)

− k

2
Grp∆C = 0 (5.6)

kmax et smax s’obtiennent numériquement à partir de cette équation implicite de dis-
persion :

kmax ≈ 0,418 (Grp∆C)
1
3

smax ≈ 0,282 (Grp∆C)
2
3 ≈ 1,618k2

max

(5.7)
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Démonstration. kmax et smax vérifient à la fois l’équation de dispersion implicite 5.6 ainsi
que la condition d’optimalité obtenue en dérivant cette équation de dispersion par rapport
au vecteur d’onde et en utilisant ∂s

∂k
= 0, soit le système :

s2 + k2s
(

1 +
√

1 +
s

k2

)

− k

2
Grp∆C = 0 (5.8)

ks



1 +
√

1 +
s

k2
− s

2k2
√

1 + s
k2



− 1
4
Grp∆C = 0 (5.9)

qui admet un couple solution de la forme :

k = α (Grp∆C)
1
3 , s = β (Grp∆C)

2
3

avec :

β2 + α2β



1 +

√

1 +
β

α2



− α

2
= 0 (5.10)

αβ



1 +

√

1 +
β

α2
− β

2α2
√

1 + β
α2



− 1
4

= 0 (5.11)

La résolution numérique de ce système non linéaire donne alors α ≈ 0,418 et β ≈ 0,282.

Nous cherchons donc à montrer que notre cas de stratification d’une suspension diluée,
sans sédimentation individuelle ni diffusion de particules suit la même équation de dis-
persion et présente donc des instabilités se développant avec un taux de croissance smax.
La dérivation analytique de l’équation de dispersion par l’étude des équations d’évolution
de la fraction volumique et de Navier-Stokes comme réalisée dans le cas non visqueux
est également possible dans le cas visqueux en suivant la démarche de Burns et al. [105]
mais reste fastidieuse. Nous lui préférons donc une méthode numérique en évaluant la rela-
tion de dispersion s(k) sous l’approximation de Boussinesq par analyse de stabilité linéaire
temporelle numérique des équations d’évolution puis en comparant les résultats avec 5.6 1.

Dans le cas où la viscosité est prise en compte, le système linéarisé devient (conditions
aux limites identiques au cas non visqueux) :

∂t∇2ψ = Grp∂xC + ∇4ψ (5.12)

∂tC = ∆Cδ(y)∂xψ (5.13)

la première équation représentant le processus de production-diffusion de vorticité. Le
système étudié n’étant pas confiné dans la direction x, on considère les perturbations de
la forme φ = (ψ,C) = φ̄ exp (st+ ikx). Le système linéarisé s’écrit ainsi sous la forme du
problème aux valeurs propres généralisé :

(Aε − sB)φ̄ = 0

1. Le développement d’une approche de résolution numérique permet également d’aborder le cas de
profils verticaux de base C(y) plus complexes que le saut de concentration et notamment le cas d’interfaces
diffuses, non solubles analytiquement.
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où, en notant D ≡ ∂y :

Aε =

(

(D2 − k2)2
ikGrp

ik∆Cfε(y) 0

)

B =

(

D2 − k2 0
0 1

)

où fε(y) = 1−tanh2(y/ε)
2ε

est une approximation de δ(y) pour ε → 0.

Le code développé ST-SCI permet une résolution numérique de ce problème pour
tout nombre d’onde k. L’écriture d’un tel code se ramène au choix d’un maillage de
l’espace 1D ainsi qu’au choix d’une technique de dérivation discrète. Nous optons pour
une méthode spectrale [108] qui, à nombre de mailles identique, offre une bien meilleure
précision qu’une méthode aux différences finies. Ainsi, φ̄ est approximé par une somme
de n polynômes de Chebyshev et évalué aux points de Gauß-Lobatto yi = cos

(

(i−1)π
n−1

)

(transportés sur [−∞; +∞] par y 7→ − ycy√
2(1−y2)

qui place la moitié des points du maillage
dans l’intervalle entourant le saut de concentration [−yc; yc]). Avec cette méthode, la
matrice de différentiation est donnée par :

D1j = Dnj = 0, 1 ≤ j ≤ n

Dii =
yi(1 − y2

i )√
2yc(1 + y2

i )
, 1 < i < n

Dij =

√
2(−1)i+j(1 − y2

i )2

cjyc(yj − yi)(1 + y2
i )
, 1 < i < n et j 6= i

où cj = 1 sauf c1 = cn = 2. Les conditions aux limites sont intégrées aux matrices
discrétisées A et B (méthode Tau [109]). L’intégration des conditions aux limites aux
matrices discrétisées entraîne l’apparition de valeurs propres non physiques (« spurious
eigenvalues ») dues à l’apparition de lignes de zéros. Afin de détecter et supprimer ces
valeurs propres non physiques, la résolution numérique du problème aux valeurs propres
généralisé est réalisée pour deux n (nombre de polynômes de Chebyshev utilisés dans la
discrétisation) légèrement différents. Les valeurs propres physiques sont celles qui varient
le moins dans cette opération tandis que les valeurs propres non physiques, purement
numériques, changent drastiquement [110, 111]. Pour chaque vecteur d’onde k prescrit,
s(k) est alors le maximum des parties réelles des valeurs propres physiques trouvées.

Afin de valider le code de calcul, nous comparons ses résultats à viscosité nulle 2 avec
les résultats analytiques déjà obtenus. La figure 5.1 montre la comparaison de la relation
s(k) et de la fonction de courant du vecteur propre le plus instable (associé au plus
grand nombre d’onde considéré k = 15) et présente un très bon accord. Les paramètres
numériques utilisés sont n = 145, yc = 2.10−2 et ε = 7.10−4.

2. En négligeant le terme de viscosité, on a une matrice Aε simplifiée, associée au système d’équations
linéarisées 5.2-5.3 :

Aε =
(

0 ikGrp

ik∆Cfε(y) 0

)
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Figure 5.1 – Comparaison des résultats analytiques et calculés par le code d’analyse
de stabilité linéaire temporelle ST-SCI dans le cas non visqueux pour Grp = 1,6.106,
∆C = 5.10−3 et k ∈ [0; 15]

Lorsque la viscosité est prise en compte, la branche des taux de croissance positifs sous
approximation de Boussinesq se confond avec celle donnée par l’équation de dispersion
5.6 (cf. figure 5.2). Les résultats montrent donc une bonne modélisation de l’instabilité de
Rayleigh-Taylor avec l’approximation de Boussinesq avec un amortissement des perturba-
tions de haut nombre d’onde. Nous avons également montré que l’équation de dispersion
de Chandrasekhar-Menikoff dans le cas de suspensions suffisamment diluées et de grand
nombres de Schmidt est pertinente dans notre cas. Pour des valeurs typiques de la fusion
de verre de type UOx en creuset froid Grp = 1,6.106 et ∆C = 5.10−3, nous obtenons en
particulier les valeurs :

kmax ≈ 8,4, smax ≈ 113

cohérentes avec les formules analytiques 5.7.

En valeurs dimensionnées, 5.7 s’écrit :

kmax ≈ 0,418ν− 2
3 (βp∆Cg)

1
3 , smax ≈ 0,282ν− 1

3 (βp∆Cg)
2
3 (5.14)

En particulier, ces valeurs sont indépendantes de la taille du système. Le temps carac-
téristique associé aux instabilités de Rayleigh-Taylor est alors donné par 1/smax. La taille
caractéristique des polypes de Rayleigh-Taylor est, dans le cas du creuset froid, de l’ordre
de son rayon.

5.1.3 Simulation numérique directe

Nous montrons dans cette section que les taux de croissance obtenus par analyse de
stabilité linéaire temporelle se retrouvent lors de la simulation numérique directe des
équations de Navier-Stokes et de transport des particules grâce au code de calcul C-OF.
Nous nous attachons également à dériver et vérifier numériquement une borne supérieure
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Figure 5.2 – Résultats obtenus avec le code d’analyse de stabilité linéaire temporelle
ST-SCI dans le cas visqueux avec approximation de Boussinesq pour ∆C = 5.10−3 et
k ∈ [0; 15]

de la vitesse atteinte au sein de la suspension lors de la déstabilisation de Rayleigh-
Taylor. Nous considérons ici le cas de la cavité carrée fermée bidimensionnelle présentant
une stratification de fraction volumique initiale :

C(t = 0, y) =

{

10−2 si y ≥ 1/2
5.10−3 si y < 1/2

à laquelle on ajoute un bruit Gaussien de 1 % pour favoriser le déclenchement de l’insta-
bilité. Des conditions aux limites de glissement sur les parois latérales de la cavité et de
non-glissement sur les parois horizontales sont imposées pour la vitesse ainsi qu’un flux
nul pour la fraction volumique en particules. Ces conditions aux limites imposent k = n π

L

avec n ∈ N
∗ pour des instabilités se développant fortement. Nous étudions un saut de

concentration de valeur ∆C = 5.10−3 pour différentes valeurs du Grashof particulaire.
Les termes de sédimentation et de diffusivité sont ici négligés (Sc ≫ N et Sc ≫ 1).

La norme L2 du champ de vitesse ||u||L2(Ω) est évaluée au cours du temps (cf. figure
5.3) et permet de déterminer le taux de croissance de l’instabilité s par la relation suivante,
valable au début du développement de l’instabilité (domaine linéaire) :

||u||L2(Ω)(t) ∝ exp(st)

La sortie du domaine linéaire se traduit par une limitation de la croissance de l’insta-
bilité puis des oscillations liées au phénomène de ballottement (« sloshing ») de la zone
de fluide surchargée en particules. Nous pouvons déterminer une borne supérieure pour
||u||L2(Ω), basée sur un bilan d’énergie mécanique du fluide. L’énergie potentielle de pesan-
teur maximale du fluide est celle de l’état initial, tandis que le système possède une énergie
potentielle minimale lorsque les deux strates sont inversées. Comme l’énergie mécanique
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Figure 5.3 – Norme L2 du champ de vitesse ||u||L2(Ω)(t) lors de la simulation numérique
d’une cavité carrée fermée initialement stratifiée pour différentes valeurs du Grashof par-
ticulaire Grp ∈ {5,3.105; 8.105; 1,6.106}

ne peut que décroître au cours de l’évolution en raison des phénomènes de dissipation
visqueuse, l’écart (en valeur absolue) entre ces deux valeurs est une borne supérieure de
l’énergie cinétique du fluide :

Ec ≈ ρ(Cl) + ρ(Ch)
4

||u||2L2(Ω) < |∆Ep| =
∆ρgL3

4
entraînant l’inégalité adimensionnée :

||u||L2(Ω) < ||u||L2(Ω),max =

√

1
2
Grp∆C (5.15)

Pour Grp = 1,6.106, comme le montre la figure 5.4(a), nous observons le développe-
ment exponentiel d’un polype (correspondant au mode n = 2), ce qui est cohérent avec
la valeur de kmax/π = 2,7 obtenue par l’analyse de stabilité linéaire. À titre de compa-
raison, la figure 5.4(b) est une photographie prise par Klouzek et al. [99] d’un polype de
Rayleigh-Taylor observé lors de la sédimentation de cristaux de spinelle dans du verre
fondu traité à 950 ◦C pendant 23 h. Les valeurs des taux de croissances obtenues par si-
mulation numérique directe sont reportées dans le tableau 5.1 et montrent un très bon
accord avec les valeurs attendues d’après l’analyse et données par la relation 5.7. La légère
différence entre ces valeurs est liée a priori au confinement vertical et à l’amortissement
par diffusion numérique. Sont également reportées, pour chaque Grashof particulaire, la
norme L2 maximale de la vitesse obtenue au cours de la simulation, qui est bien inférieure
à la borne analytique donnée par la relation 5.15.

Tableau 5.1 – Comparaison quantitative entre simulation numérique directe et analyse de
stabilité linéaire de la croissance des instabilités de Rayleigh-Taylor dans une suspension
de particules diluée et stratifiée

Grp s (simu.) smax max
(

||u||L2(Ω)

)

(simu.) ||u||L2(Ω),max

5,3.105 50,9 54,0 11,8 36,4
8.105 67,1 71,1 16,1 44,7
1,6.106 105 113 22,1 63,2
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(a) Champ de fraction volumique issu de la simulation
pour Grp = 1,6.106 et ∆C = 5.10−3 au temps t = 0,1

(b) Photographie d’un polype de
Raytleigh-Taylor observé lors de la sé-
dimentation de cristaux de spinelle
dans du verre fondu (traité à 950 ◦C

pendant 23 h) [99]

Figure 5.4 – Comparaison des résultats de la simulation de sédimentation en nuage avec
des observations expérimentales de cristaux de spinelle dans du verre fondu

5.2 Sédimentation dans un fluide au repos

Si la section précédente s’intéresse au transport de particules dans une situation de
stratification initiale, nous nous intéressons dans cette partie à l’étude de la sédimentation
des particules dans une suspension initialement homogène présentant donc une tendance
à la décantation. Contrairement aux instabilités de Rayleigh-Taylor, ce processus est to-
talement modélisé par l’équation de transport des particules 2.40 à travers les termes de
sédimentation et de diffusion.

5.2.1 Sédimentation totale

Nous dérivons dans cette section une évaluation de la fraction volumique obtenue
en fond de domaine après sédimentation totale des particules. La solution d’équilibre
est indépendante de la fonction de thermo-dépendance fν qui n’agit que sur le régime
transitoire du processus. Dans le cas d’un entravement négligeable (α = 0), elle est de la
forme (après application de la conservation de la quantité totale de particules) :

C(t → +∞) =
N C̄ exp(−N y)
1 − exp(−N )

où C̄ est la fraction volumique moyenne de la suspension, qui est égale à la fraction
volumique initiale dans le cas d’un état initial uniforme. Quelle que soit la valeur de
l’exposant d’entravement α > 1, la fraction volumique à la bordure supérieure du domaine
(y = 1) est minimale. À la bordure inférieure du domaine (y = 0), elle est maximale et on
montre qu’elle vaut à l’équilibre, pour N suffisamment grand et C̄ suffisamment faible :

Cmax = Ca



1 −
[

1 + (α− 1)N C̄

Ca

]
1

1−α



+O(Cmin) (5.16)
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qui est une fonction croissante de N et C̄ et décroissante de l’entravement α (cf. figure 5.5).
Cette valeur est systématiquement inférieure à Ca tant que α > 1, condition également
présente dans l’étude de Richardson et Zaki [53]. On rappelle que la valeur admise dans
notre cas de faible nombre de Reynolds particulaire est α = 4,65.

Démonstration. À l’équilibre, le flux est uniformément nul :

∂C

∂y
+ NC

(

1 − C

Ca

)α

= 0

⇒ ∂

∂y







(

1 − C
Ca

)1−α

1 − α





 = N C

Ca

En intégrant cette expression sur le domaine puis en considérant C(y = 1) = Cmin

négligeable devant Ca, ce qui est valable pour N suffisamment grand et C̄ suffisamment
faible, on obtient la relation voulue.
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Figure 5.5 – Fraction volumique maximale à l’équilibre en fond de domaine pour N = 22
et Ca = 0,6 en fonction de la fraction volumique moyenne

5.2.2 Comparaisons expérimentales

Configuration

Nous proposons de vérifier la consistance du modèle de transport de particules par
la comparaison directe entre des champs de fraction volumique expérimentaux obtenus
par un processus de sédimentation dans un fluide au repos et les prédictions du modèle.
L’ensemble des expériences est mené sur des simulants de verres nucléaires de type UOx
chargés en particules de platinoïdes (RuO2, Pd-Te, dont la taille micrométrique assure
un régime de diffusion hydrodynamique et non brownien) en concentrations différentes.
Les mesures rhéologiques réalisées sur le verre sans particules de platinoïdes indiquent
que sa viscosité suit une loi VFT (voir formule 2.32) de paramètres A = 3,38.10−6 m2/s,
B = 3,88.104 J/mol et Tv = 691 K. Pour l’ensemble des quatre expériences menées, le
protocole de traitement thermique et d’analyse des échantillons s’est décliné ainsi :

— Dans un premier temps, une masse de verre chargé en platinoïdes connue est in-
troduite dans un creuset cylindrique sous forme de broyat ;
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— Le creuset est ensuite placé dans un four de laboratoire permettant le traitement
thermique sans agitation (palier de sédimentation d’une durée prescrite suivi d’un
palier de recuit autour de la température de transition vitreuse) ;

— Après refroidissement, l’échantillon est coupé verticalement et soumis à une ana-
lyse par LIBS où les différents points de mesure sont répartis uniformément sur une
verticale de l’échantillon. La fraction volumique en particules est alors mesurée par
l’intensité d’une raie d’émission caractéristique de l’élément constitutif (située dans
le proche ultraviolet), considérée proportionnelle (le coefficient de proportionnalité
est déterminé par la condition de conservation de la fraction volumique moyenne
dans l’échantillon). L’incertitude sur la mesure par LIBS est estimée à 5 % relatif
sur la fraction volumique et ±0,5 mm pour la position verticale.

Les caractéristiques de chaque expérience sont regroupées dans le tableau 5.2. Nous
avons réalisé trois premières expériences dans des conditions de température uniforme
(1200 ◦C ou 1300 ◦C). Lors de la quatrième expérience, le verre a au contraire été soumis
à un gradient vertical de température uniforme et constant dans la zone de verre non
figé (de conductivité thermique approximativement uniforme). La surface du bain a été
maintenue à Th = 1215 ◦C tandis que le bas de l’échantillon est refroidi de telle sorte
qu’une température de 839 ◦C soit relevée à une hauteur de 1,75 cm dans l’échantillon.
Bien que les variations de conductivité thermique du verre en-dessous de cette tempéra-
ture ne permettent pas l’établissement d’un gradient uniforme de température dans tout
l’échantillon, la température est quand même extrapolée linéairement dans cette région
froide car elle ne joue plus aucun rôle à court terme puisque la « solidification » du verre
à ces températures empêche toute sédimentation. Ainsi, la situation est équivalente à une
situation de gradient uniforme dans tout l’échantillon avec une température imposée en
bas de Tc = 592 ◦C. Cette configuration permet d’éviter le déclenchement d’instabilités
de Rayleigh-Bénard. Des mesures de température ont été menées dans l’échantillon afin
de contrôler la distribution de température. Ce type de configuration ne présente pas non
plus d’effet de thermophorèse [49].

Tableau 5.2 – Caractéristiques des expériences de sédimentation réalisées sur des verres
chargés en particules de platinoïdes - les éléments entre parenthèses sont présents en
suspension mais ne sont pas considérés

Expérience Particules C̄ Hauteur Température Durée
% cm ◦C h

1 RuO2 0,53 2,6 1300 16
2 RuO2 (Pd) 0,52 5,0 1200 25 − 101
3 RuO2 (Pd) 0,48 4,9 1200 211
4 Pd 0,19 4,5 592 − 1215 65

Analyse de la dispersion des particules

Un des paramètres importants dans les expériences de sédimentation est la granulo-
métrie des particules utilisées et notamment l’écart type relatif σ de leur dispersion de
diamètre. Cette valeur entre notamment en jeu dans l’évaluation du coefficient de diffusi-
vité κ donné par la formule 2.42. La détermination expérimentale de la distribution des
tailles de particules est une problématique courante dans l’étude des suspensions et des
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milieux granulaires. Des méthodes et des algorithmes d’analyse d’image ont été développés
pour y répondre. Nous utiliserons ici une technique dite de stéréologie [112] permettant
de résoudre le « problème corpusculaire ». Il s’agit d’estimer la distribution des tailles de
particules (appelée distribution réelle) à partir de la mesure de la distribution des tailles
de particules sur des sections planes du verre (appelée distribution apparente). Ces deux
distributions diffèrent en général, notamment pour des raisons géométriques. En effet, une
suspension de particules monodisperse donne par exemple une dispersion de diamètres ap-
parents, le plan de coupe ne passant pas systématiquement par le centre des particules.
Cette technique présente l’avantage d’être facile à implémenter et très peu coûteuse en
capacités de calcul. Elle a été initiée par les travaux de Wicksell [113] et modifiée en parti-
culier par Saltykov [114]. L’estimation la plus simple à mettre en œuvre, utilisée dans nos
travaux, présuppose une répartition spatiale homogène de particules de forme sphérique
dans l’échantillon analysé. Nous étudierons donc uniquement la dispersion des particules
de palladium-tellure dans l’échantillon 2 présenté dans le chapitre précédent. L’objectif
est d’obtenir ainsi une première évaluation du paramètre σ.

100 sections carrées de côté l = 164µm sont extraites des données de microtomogra-
phie aux rayons X réalisées et présentées dans le chapitre précédent. Les longueurs seront
adimensionnées par la taille de la coupe l. Dans un premier temps, nous évaluons la dis-
tribution apparente expérimentale de l’ensemble des coupes. Une technique d’extraction
du contour des particules et de leur périmètre implémentée dans le logiciel open source
ImageJ est utilisée. Elle permet d’obtenir une liste d’environ 2600 rayons observés 3. Nous
notons R = 3,7.10−2 le rayon maximal adimensionné et définissons n = 150 classes de
rayons de largeur ∆ = R/n :

(](i− 1)∆; i∆])1≤i≤n

Les sections de particules dont l’aire est inférieure à une valeur seuil (2,9.10−5) consti-
tuant un bruit de mesure potentiel, elles ne sont pas prises en compte dans le calcul de
l’histogramme apparent expérimental. Soit Φ2D et Φ3D les vecteurs histogrammes des dis-
tributions respectivement apparente et réelle (normalisés au sens de la norme 1). Ainsi,
par définition, Φ3D

i est la fraction de particules de rayon compris entre (i − 1)∆ et i∆
dans l’échantillon. Une analyse géométrique montre alors que, à une normalisation près :

Φ2D = BΦ3D (5.17)

où la matrice définie positive B est donnée par :

Bij =

{
√

j2 − (i− 1)2 − √
j2 − i2 si i ≤ j

0 sinon

La résolution du problème corpusculaire peut donc se faire grâce à l’inversion de B
(« Wicksell unfolding »). Toutefois, cette technique entraîne souvent des valeurs négatives
dans le vecteur histogramme de la distribution réelle en raison du bruit de mesure de la
distribution apparente expérimentale et de l’absence de comptage des rayons faibles. Nous

3. Les particules de palladium-tellure étant convexes, la détermination des rayons apparents dans les
coupes se base sur la mesure du périmètre du contour de la section de particule p. D’après la formule de
Barbier, en définissant le rayon apparent comme la moitié de la moyenne des diamètres de Féret dans
toutes les directions du plan de coupe, on a la relation p = 2πr [112].
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utiliserons une méthode alternative inspirée de [115] en présupposant une distribution
réelle de type log-normale Log-N (µ, v) soit, à une normalisation près :

Φ3D
i =

1
i∆

√
2πv

exp

(

−(ln(i∆) − µ)2

2v

)

La distribution log-normale est typique des suspensions de particules et des justifi-
cations théoriques ont été proposées [116]. Les paramètres µ et v sont alors ajustés afin
de maximiser la correspondance entre Φ2D donné par 5.17 et l’histogramme apparent
expérimental. L’écart type relatif de la distribution réelle est donné par :

σ =
√
ev − 1
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Figure 5.6 – Distributions réelle et apparente des rayons de particules de palladium-tellure
dans un échantillon de verre

Les résultats sont présentés sur la figure 5.6. Nous observons clairement que le pic
de fréquence dans la distribution apparente se situe à des rayons plus faibles que celui
de la distribution réelle. Les sections de particules dans le plan de coupe ont en effet
un rayon au plus égal au rayon réel de la particule. Une fréquence plus importante des
faibles rayons apparents est observée, également due au processus de coupe. Une valeur
σ = 0,3 est obtenue pour l’échantillon étudié. Nous rappelons que cette valeur constitue
seulement une première estimation de l’écart type relatif des suspensions de particules
de nos expériences car, entre autres, les particules de dioxyde de ruthénium ne sont pas
considérées et les particules de palladium-tellure sont supposées parfaitement sphériques.

Simulation numérique de la sédimentation individuelle

L’ensemble des expériences est simulé à l’aide du code développé C-SCI, en ajustant
les paramètres τ0, κ0 et Ca autour des valeurs de références données par les formules
analytiques. Dans la configuration présentée, les ordres de grandeur caractéristiques de la
suspension de particules sont dp ∼ 10µm, η ∼ 4 Pa·s et ρp − ρf ∼ 6.103 kg/m3, donnant
une première évaluation de la vitesse de sédimentation de Stokes :

τ0 =
d2

p(ρp − ρf )g
18η

≈ 10−7 m/s

Le temps de traitement thermique varie, pour les différentes expériences, entre 16 h
et plus de 200 h. Pour des temps de sédimentation de cet ordre, la formule analytique
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obtenue pour la diffusivité d’origine polydispersive 2.42, évaluée avec un écart-type de
polydispersion σ = 0,3 est :

κ0 = 2σ2τ 2
0 t ≈ 10−10 − 10−9 m2/s

L’exposant d’entravement utilisé est α = 4,65. On vérifie que le nombre de Reynolds
particulaire est suffisamment faible pour entrer dans le cadre du modèle développé. En
effet, ||up − u|| = ||up|| ∼ τ0, entraînant :

Rep ∼ dpτ0

ν0

≈ 10−9 ≪ 1

Nous négligerons dans la modélisation l’influence des billes de palladium-tellure sur la
sédimentation du dioxyde de ruthénium, ce qui constitue une approximation. En effet, les
particules influencent la sédimentation des autres particules à travers le phénomène non
linéaire d’entravement, si bien que les espèces ne peuvent pas être traitées séparément (pas
de propriété de superposition). Toutefois, aux concentrations rencontrées, faibles devant
leur fraction d’agglomération maximale, l’impact des billes de palladium-tellure est en
effet limité.

Résultats

Les figures 5.7 et 5.8 rassemblent les profils expérimentaux, comparés aux résultats
de simulation. Le tableau 5.3 référence les paramètres de simulation utilisés pour chaque
expérience. Dans les cas isothermes, un accord satisfaisant est observé entre modèle et ex-
périence, avec une agglomération des particules en fond de creuset et un appauvrissement
quasi-total du verre surnageant en particules. L’écart observé dans la couche sédimentée
est attribué à une diminution de la diffusivité des particules dans cette zone ainsi qu’à
l’influence par entravement des particules de palladium-tellure. Dans le cas de l’expérience
non-isotherme, la décantation a lieu dans la zone de verre fluide tandis que la zone figée ne
subit aucune évolution significative. L’écart entre mesures et modèle observé pour y > 0,7
est a priori dû à la présence résiduelle de particules de palladium de très petite taille ainsi
qu’à la présence systématique de palladium dissout dans le verre ne sédimentant pas et
non pris en compte dans le modèle. Un fond homogène de concentration volumique proche
de la valeur de la limite de solubilité de l’espèce concernée est alors observé. Les valeurs
du paramètre N sont comparables entre les différentes expériences, avec une tendance des
particules de palladium à être plus diffusives. La faible valeur de la fraction volumique
d’agglomération maximale pour le dioxyde de ruthénium est en accord avec les valeurs
expérimentales reportées dans d’autres études Ca ≈ 6 % [117].

Tableau 5.3 – Paramètres du modèle de transport utilisés pour la simulation numérique des
expériences de sédimentation réalisées sur des verres chargés en particules de platinoïdes

Expérience τ0 κ0 Ca N
×10−7 m/s ×10−9 m2/s %

1 1,5 0,20 6 19,5
2 3,5 1,0 6 17,5
3 3,5 1,0 6 17,2
4 5,7 3,5 60 7,3
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Figure 5.7 – Comparaison des profils expérimentaux et issus de la simulation d’expérience
de sédimentation de verres chargés en particules de platinoïdes isothermes - les barres
d’erreur ont la taille des symboles
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Figure 5.8 – Comparaison du profil expérimental et issu de la simulation d’une expérience
de sédimentation de verre chargé en particules de platinoïdes et soumis à un gradient
thermique - les barres d’erreur ont la taille des symboles
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5.3 Conclusion

Ce chapitre apporte des réponses détaillées à la question du transport des particules
de platinoïdes dans un verre élaboré en creuset froid. En particulier, nous avons montré :

— Que l’évolution d’une stratification de concentration de particules de platinoïdes
satisfaisait l’équation de dispersion des instabilités de Rayleigh-Taylor dans le cas
des faibles nombres d’Atwood ;

— Que la décantation des particules dans un verre au repos pouvait être prédite avec
précision grâce à notre approche Eulérienne, et notamment dans le cas de suspen-
sions présentant un gradient de température et donc une solidification partielle du
verre. Pour cela, des expériences de sédimentation ont été menées sur des échan-
tillons de verre nucléaire de type UOx et une technique originale d’obtention de
profils de concentration par LIBS a été mise en œuvre.

L’étude réalisée permet notamment l’évaluation précise des temps caractéristiques de
chaque phénomène de transport des particules identifié, présentés dans le tableau 5.4.

Tableau 5.4 – Temps caractéristiques des différents phénomènes de transport de particules
et application numérique au cas de fusion de verre en creuset froid pour des paramètres
nominaux de fonctionnement

Phénomène Temps caractéristique Tendance
s

Advection par le fluide LU−1 ∼ 1 Homogénéisation par diffusion
Rayleigh-Taylor ν

1
3 (βp∆Cg)− 2

3 ∼ 1 Homogénéisation par diffusion
Sédimentation individuelle Lτ−1 ∼ 106 Séparation

Ainsi, pour une taille de particules nominale dp ∼ 10µm, la comparaison des échelles
de temps indique que le phénomène de sédimentation individuelle ne peut pas entraîner
l’accumulation de platinoïdes en fond de creuset. Cette tendance ne peut apparaître que
lors d’une augmentation considérable de la taille des particules ou bien leur agrégation
due à des phénomènes physico-chimiques non abordés dans cette modélisation.
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Chapitre 6

Comportement thermique du creuset
froid

6.1 Loi d’échelle de flux thermique en régime de convection forcée110

6.1.1 Principe d’évaluation des transferts thermiques . . . . . . . . . 110
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Un des objectifs clé de la modélisation multiphysique est de disposer d’une compré-
hension fine et d’une évaluation prédictive des transferts thermiques ayant lieu au sein
du procédé d’élaboration. Cette section est dédiée à la compréhension du comportement
des flux thermiques reçus par les parois refroidies du creuset lorsque la température de
chauffe atteinte au sein du verre varie (soit en raison d’oscillations involontaires, soit
lors d’un changement de consigne de conduite du procédé). L’analyse des transferts ther-
miques dans les modélisations thermohydrauliques est un exercice courant, basée sur une
analyse de couche limite [118]. Nous montrons que la forte dépendance à la température
de la viscosité du fluide en convection entraîne une modification de la loi de corrélation
flux-température et nous déterminons la forme de cette nouvelle loi, faisant intervenir les
paramètres de viscosité du fluide, dans le régime de convection forcée stationnaire. Nous
nous intéresserons dans un second temps à caractériser la réponse dynamique du creuset
froid lors d’une modification de la puissance Joule injectée. Enfin, des comparaisons ex-
périmentales avec les mesures recueillies sur creuset froid permettent de vérifier la loi de
corrélation proposée.
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6.1 Loi d’échelle de flux thermique en régime de convec-
tion forcée

6.1.1 Principe d’évaluation des transferts thermiques

Dans une volonté de distinguer les effets physiques, on prendra dans le cadre de cette
étude fλ = fcp

= 1 et le transport radiatif sera négligé. La condition aux limites ther-
mique est également simplifiée. Sans échanges radiatifs aux parois, la condition aux limites
obtenue, dite de Robin, s’écrit :

−∂T

∂n
= Bi(T − Text)

où l’on rappelle l’expression du nombre de Biot caractérisant le contact thermique entre
le fluide et les surfaces solides Bi = hextL

λ
. Nous utiliserons deux cas limites courants de

cette condition :
— Dans le cas d’un bord associé à l’imposition des températures chaude et froide, on

considère un contact thermique parfait, c’est-à-dire le cas des grands nombres de
Biot (Bi ≫ 1), menant à la condition aux limites de Dirichlet :

T = Text

Text prenant la valeur Th ou Tc ;
— Dans le cas d’une frontière thermiquement isolante (adiabatique) c’est-à-dire le

cas des faibles nombres de Biot (Bi ≪ 1), on obtient la condition aux limites de
Neumann homogène :

∂T

∂n
= 0

Avec ces simplifications, le flux thermique dimensionné reçu par la paroi froide Sc est
donné par :

Φ =
∫

Sc

(−λ∇T ) · nds = −λ
∫

Sc

∂T

∂n
ds

Le nombre de Nusselt global froid Nu est défini comme le rapport des flux conducto-
convectif et purement conductif à travers la paroi froide :

Nu =
∫

Sc

∂T
∂n

ds
∫

Sc

∂T
∂n

ds|∇2T =0

où
∫

Sc

∂T
∂n

ds|∇2T =0 est un terme purement géométrique. On rappelle qu’un nombre de Nus-
selt proche de 1 traduit la domination du transfert thermique par conduction tandis que
l’augmentation progressive de ce nombre indique la mise en place et la domination du
transfert par convection. Évaluer les déterminants du flux de chaleur revient à déterminer
une loi de corrélation pour Nu en fonction des nombres adimensionnés du problème (notés
ici X1, X2... pour la généralité du discours). Les lois de corrélation entre flux thermique
et nombres adimensionnés sont généralement des lois puissances, au moins dans certaines
gammes de paramètres. Nous définissons de manière générale l’exposant de transfert ther-
mique local γ, s’apparentant à une élasticité, et permettant d’évaluer la sensibilité du flux
thermique au différentiel de température imposé du système ∆T :
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γ =
∑

j

γj

où

γj =
Xj

Nu

∂Nu

∂Xj

les Xj désignant les paramètres adimensionnés tels que Xj ∝ ∆T . Si γj est indépendant
ou faiblement variable avec Xj, alors on a la relation :

Nu ∼ X
γj

j

Dans cette étude, une loi d’échelle pour le nombre de Nusselt est dérivée de l’analyse
des équations adimensionnées et vérifiée par simulation numérique dans le cadre d’une
géométrie classique de cavité carrée fermée. Nous nous attachons également à proposer
une loi locale affine de type Newton pour l’évaluation pratique des transferts thermiques.

6.1.2 Analyse de couche limite à viscosité constante

Nous considérons le cas de convection forcée où la convection thermique naturelle et
solutale sont négligeables (Ri ≪ 1, Rip ≪ 1). Tout comme le cas d’une fonte de verre
brassée, l’écoulement est laminaire, de faible Reynolds et de Prandtl relativement élevé.
Comme présenté sur la figure 6.1, nous considérons un domaine bidimensionnel carré Ω de
côté L (dans le plan orthogonal à ez par convention) muni d’une paroi chaude verticale (pas
d’induction électromagnétique), d’une paroi froide verticale et de deux parois adiabatiques
horizontales. La paroi chaude impose une vitesse verticale orientée vers le haut Uey. Pour
la vitesse, nous imposons une condition de non glissement sur les parois chaude et froide
de la cavité et de glissement sur les parois adiabatiques.

Figure 6.1 – Configuration de la cavité carrée fermée

On rappelle que dans le cas 2D, les « surfaces » possèdent la dimension d’une longueur.
La relation entre flux surfacique dimensionné et nombre de Nusselt s’écrit alors :

Φ = −λ
∫

Sc

∂T

∂n
ds = −λNu

∫

Sc

∂T

∂n
ds|∇2T =0 = λ∆TNu

Lorsque la viscosité est indépendante de la température, le système adimensionné à
résoudre 2.26-2.27-2.28 est invariant lors d’un changement des températures du système
(lorsque les autres paramètres physiques sont constants). Pour cette raison, le nombre de
Nusselt ne dépend pas des températures du système. Il vient donc directement la loi affine
du flux thermique :
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Φ = λ∆TNu(Re, Pr) ∝ Th − Tc

En particulier, l’exposant thermique γ est systématiquement nul. Dans le régime de
conduction (faible Reynolds), Nu ≈ 1. Dans le régime de convection, la loi de corrélation
Nu(Re, Pr) est déterminée par les phénomènes de transfert thermique en présence d’une
couche limite dynamique créée par une plaque entraînée. Dans le régime de nombre de
Prandtl élevé (Pr > 1), la couche limite thermique est systématiquement plus fine que la
couche limite dynamique et son épaisseur détermine le flux thermique [119]. Une analyse
d’échelle permet d’obtenir la loi de corrélation recherchée :

Nu ∼ Re1/2Pr1/3

Démonstration. La preuve passe par l’évaluation de l’épaisseur de couche limite thermique
chaude. Le rapport des épaisseurs des couches limites thermique et dynamique est donné
par [120] :

δt

δ
∼ Pr−1/3

On détermine alors l’épaisseur de la couche limite dynamique par l’analyse des équa-
tions adimensionnées 2.26 et 2.27. Tout d’abord, dans cette couche limite d’épaisseur δ,
on a :

x ∼ δ, y ∼ 1, v ∼ 1, T ∼ 1

L’équation de conservation de la masse permet de déterminer l’ordre de grandeur de
u :

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 ⇒ u ∼ δ

L’équation de conservation de la quantité de mouvement projetée sur l’axe x s’écrit :

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− 1
Re

(

∂

∂x

(

fν
∂u

∂x

)

+
∂

∂y

(

fν
∂u

∂y

)

+
∂u

∂x

∂fν

∂x
+
∂v

∂x

∂fν

∂y

)

= −∂p

∂x

Les ordres de grandeur du terme d’inertie et du terme visqueux doivent être égaux
dans la couche limite, soit :

δ ∼ 1
Re

1
δ

⇒ δ ∼ Re−1/2 (6.1)

D’où :

δt ∼ Re−1/2Pr−1/3

Enfin, en régime stationnaire, le flux global chaud est identique au flux global froid,
donnant le nombre de Nusselt :

Nu =
∫

Sh

∂T

∂n
ds ∼

∣

∣

∣

∣

∣

∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

∼ 1
δt

∼ Re1/2Pr1/3
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Les résultats de simulation sont présentés sur la figure 6.2. Pour Pr = 200, on obtient
bien Nu ≈ 1 dans le régime de conduction et Nu ∼ Re1/2 dans le régime de convection.
Nous avons également vérifié la dépendance au nombre de Prandtl en fixant Re = 7. L’ex-
posant 1/3 est bien obtenu pour un nombre de Prandtl suffisamment élevé. La transition
vers le régime de convection est observée pour un nombre de Péclet Pe = RePr ≈ 200. Si
l’exposant du nombre de Prandtl montre une certaine généralité, il n’en est pas de même
pour l’exposant du nombre de Reynolds qui varie en général, faiblement, selon le type de
géométrie considérée [121].
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Figure 6.2 – Dépendance du nombre de Nusselt Nu aux paramètres adimensionnés dans le
cas d’un fluide de viscosité indépendante de la température - comparaison entre simulation
numérique et résultats de l’analyse de couche limite

6.1.3 Impact d’une viscosité fortement thermo-dépendante

L’introduction d’une loi pour la viscosité introduit systématiquement une nouvelle
température caractéristique dans le système, non pas due aux conditions expérimentales
mais aux caractéristiques intrinsèques du fluide étudié. L’apparition de cette nouvelle
température caractéristique appelle à la définition d’un nouveau paramètre adimensionné
déterminant dans l’évolution du système thermohydraulique et donc dans l’évaluation du
flux thermique [122] et de la stabilité de l’écoulement [123–126]. Dans le cas du modèle
VFT, il s’agit de la température de Vogel Tv, présentant une relation directe avec la
température de transition vitreuse dans le cas de liquides en surfusion [127]. La présence
d’un tel couplage provoque une forte interaction entre couches limites thermiques et dy-
namiques, notamment lors de la solidification du fluide dans les zones de relative faible
température [128]. Cette différence de nature entre zone chaude et froide du système brise
les propriétés de symétrie des champs de vitesse et de température rencontrées notamment
dans la convection naturelle en cavité fermée [129]. Sieder et Tate [130] semblent avoir été
les premiers à proposer l’introduction d’un nouveau paramètre adimensionné dans les lois
de corrélation du nombre de Nusselt pour tenir compte de la variation de la viscosité du
fluide avec la température. Considérant un changement de viscosité localement affine avec
la température, le nombre adimensionné introduit est donné par le rapport ν(Th)/ν(Tc).
Toutefois, les lois de corrélation alors proposées sont uniquement valables pour des fluides
dont la viscosité ne varie que très faiblement par rapport à un verre proche de sa tempéra-
ture de transition vitreuse et ne prennent donc pas en compte un quelconque phénomène
de solidification sur les parois recevant le flux thermique. Leur approche est notamment
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toujours utilisée pour évaluer les transferts thermiques d’un fluide chaud sous agitation
mécanique dans un réservoir cylindrique refroidi, sous la forme de la loi de corrélation de
Chilton et al. [131] :

Nu ∼ Re2/3Pr1/3

(

ν(Th)
ν(Tc)

)0,14

le préfacteur numérique et les exposants pouvant varier légèrement selon la géométrie
(notamment la forme de l’agitateur et de la paroi [132]). La détermination de nouvelles
lois de corrélation dans le cas d’une viscosité fortement dépendante de la température et
de solidification du fluide dans les zones froides a notamment été motivée par l’étude de
la convection naturelle des manteaux planétaires [128,133–136]. D’autres études plus gé-
nérales ont permis la mise au point de méthodes analytiques et numériques permettant le
calcul et la vérification de lois de corrélation du Nusselt [137–139]. L’ensemble de ces tra-
vaux proposent chacun une loi de corrélation, dépendante de la loi de viscosité considérée.
Mais ils mettent cependant tous en avant un régime de transfert thermique particulier dit
de « couche stagnante » (ou de « haut contraste de viscosité ») où une couche de fluide figé
ne participant pas à la détermination du flux thermique apparaît. La loi de corrélation du
flux thermique est alors obtenue par une étude de couche limite faisant apparaître deux
points cruciaux : l’introduction d’un nouveau nombre adimensionné relatif à la dépen-
dance de la viscosité à la température et le choix de la température à laquelle évaluer la
viscosité présente dans les nombres adimensionnés classiques. Nous proposons dans cette
étude une analyse systématique permettant d’obtenir une loi d’échelle pour le Nusselt dans
le cadre de la convection de verres suivant une loi de viscosité de Vogel-Fulcher-Tammann.

La discussion doit donc porter sur l’apparition dans le système de deux nombres adi-
mensionnés relatifs à la loi VFT 2.33, le Pearson Pn et la température de Vogel adimen-
sionnée D. Lorsque le différentiel de température imposé ∆T augmente, le nombre de
Pearson augmente et, lorsque D > 0 (c’est-à-dire Tv > Tc), une portion du fluide est soli-
difiée au niveau de la paroi froide (et seulement une portion tant que D est suffisamment
faible devant 1) tandis que le reste du fluide entre en convection thermique (si le Reynolds
Re est suffisamment fort). On a en effet :

lim
P n→+∞

fν(T ) =

{

fmax
ν si T < D
fmin

ν si T > D

Nous montrons dans cette section la nature très particulière du régime de convec-
tion thermique lorsqu’une partie du fluide se « solidifie » au contact de la paroi refroi-
die. Dans ce type de système semi-fluide, on distingue deux zones, à savoir une zone de
thermo-convection et une zone de fluide figé où les transferts thermiques sont d’origine
conductive. De manière générale, en régime stationnaire, la présence de deux zones induit
la contrainte d’égalité entre le flux thermique traversant la zone fluide et le flux dans
la zone de conduction. Cette contrainte du système sous-entend la présence d’un degré
de liberté. Dans le cas d’un fluide de viscosité constante au contact d’un solide indéfor-
mable conduisant la chaleur (contact supposé suffisamment bon), ce degré de liberté est
la température de l’interface fluide-solide. Toutefois, dans le cas d’un fluide se solidifiant,
le solide est le fluide figé lui-même et la température de l’interface est donc, par définition,
la température de fusion du fluide. Le degré de liberté devient alors l’épaisseur de fluide
figé. Le flux traversant la zone fluide ne dépend alors plus du degré de liberté puisqu’il
ne dépend que des paramètres du fluide et des conditions aux limites (températures et
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forçage imposés) de la zone fluide. Dans ce cas, le flux est donc imposé par la zone en
thermo-convection et détermine l’épaisseur de fluide figé par l’équilibrage du flux conduc-
tif avec le flux conducto-convectif imposé. La figure 6.3 représente les degrés de liberté
dans les deux cas.

Figure 6.3 – Représentation schématique des degrés de liberté associés au transfert ther-
mique d’une paroi chaude vers une paroi froide dans un système fluide-solide - à gauche
le cas d’un solide indéformable, à droite le cas du fluide solidifié au contact de la paroi
froide

D’où la dérivation de la loi de corrélation qui suit. Dans le régime de conduction, Nu ≈
1 et γ = 0. Dans le régime de convection (haut Reynolds et haut Pearson), l’introduction
de la viscosité thermo-dépendante engendre un couplage entre thermique et hydraulique,
inexistant dans le cas de convection forcée comme montré auparavant. Nous faisons alors
l’hypothèse que le nombre de Nusselt observé est équivalent au nombre de Nusselt qui
serait observé dans un fluide à viscosité constante et égale à la viscosité évaluée à la
température moyenne (Tv + Th)/2 soit en valeur adimensionnée (1 +D)/2.

Nu ∼
(

Re
ν0

ν(Tv+Th

2
)

)1/2 (

Pr
ν(Tv+Th

2
)

ν0

)1/3

∼ Re1/2Pr1/3fν((1 +D)/2)−1/6

Le troisième facteur contribue à la dépendance du nombre de Nusselt au nombre de
Pearson Pn = Rn∆T

B
à travers la loi de viscosité fν . L’exposant de transfert thermique

local devient alors non nul :

γ =
Pn

Nu

∂Nu

∂Pn
= Pnfν((1 +D)/2)1/6∂fν((1 +D)/2)−1/6

∂Pn

= − Pn

6fν((1 +D)/2)
∂fν((1 +D)/2)

∂Pn

=
1

3Pn(1 −D)

qui est lentement variable à haut Pn, entraînant donc une dépendance de la forme Nu ∼
Pnγ. Nous obtenons en particulier γ > 0 et lim

P n→+∞
γ = 0. En valeurs dimensionnées :

γ =
B

3Rn(Th − Tv)
=

1
3

ln

(

ν(Th)
A

)

L’exposant thermique obtenu est ainsi fortement dépendant des paramètres dimen-
sionnés de viscosité du verre à savoir son énergie d’activation B et sa température de
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Vogel Tv. L’expression montre en particulier que l’exposant thermique non nul en régime
de convection est dû à l’écart entre la viscosité du fluide à la température chaude consi-
dérée et sa viscosité à très haute température A. Autrement dit, γ traduit le phénomène
de fluidification avec l’augmentation de Pn et donc l’augmentation du flux thermique
convectif.

Nous déterminons enfin la dépendance en D = Tv−Tc

∆T
pour D > 0. La portion de fluide

solidifiée au contact de la paroi froide contient en particulier l’isotherme Tv : tout se passe
alors comme si le fluide était au contact d’une paroi froide à la température Tv, et ce
indépendamment de la température réelle de cette paroi Tc. Ainsi, le flux thermique doit
être égal à celui de la situation où Tc = Tv, c’est-à-dire ∆T ′ = ∆T (1−D), Pn′ = Pn(1−D)
et D′ = 0. On notera en particulier que γ est invariant dans cette transformation. Soit
donc, pour le flux thermique, pour γ faiblement variable :

Φ ≈ λ∆T (1 −D)Nu(Re, Pr, Pn(1 −D))

∼ λ∆TRe1/2Pr1/3Pnγ(1 −D)1+γ

donnant pour le nombre de Nusselt la loi d’échelle finale :

Nu ∼ Re1/2Pr1/3Pnγ(1 −D)1+γ (6.2)

Cette loi traduit en particulier le fait que, dans le régime de convection et si Tv > Tc,
le flux thermique est indépendant de la température de la paroi froide :

Φ ∝ (Th − Tv)1+γ (6.3)

D’autre part, l’exposant thermique obtenu montre des valeurs bien supérieures aux
valeurs typiques des lois de corrélation à viscosité constante (dans le cas de convection
thermique naturelle, une analyse de couche limite, non présentée ici, montre que γ = 1/4)
traduisant la possibilité de variations particulièrement fortes du flux thermique lors de
modifications de la température chaude.

Cette loi de corrélation du flux thermique en régime de convection forcée est compa-
rée aux résultats de simulations numériques stationnaires (cf. figure 6.4). Pour cela, on
fixe les nombres de Prandtl Pr = 200 et de Reynolds Re = 10, assurant ainsi le régime
convectif de transfert thermique (nombre de Péclet Pe = RePr > 200). Le problème
thermohydraulique est alors résolu pour un ensemble de valeurs des deux nombres adi-
mensionnés introduits par la loi VFT. Dans un premier temps, on fixe la température de
Vogel adimensionnée D = 0,1. Le nombre de Pearson Pn est augmenté graduellement à
partir d’une valeur minimale où une partie du fluide n’est pas solidifiée (simulation inco-
hérente dans le cas d’un forçage si le fluide est totalement solidifié). À partir d’un nombre
fini de couples (Pni, Nui)i obtenus par simulation numérique et classés par ordre de Pni

croissant, l’exposant local γi = γ(Pni) est évalué numériquement par différences finies
centrées :

γi =
ln(Nui+1) − ln(Nui−1)
ln(Pni+1) − ln(Pni−1)

Dans un second temps, en fixant Pn = 0,7, nous montrons que la dépendance en D est
également cohérente en prenant la valeur centrale de D pour l’évaluation de l’exposant
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γ ≈ 0,5. Les résultats sont présentés sur la figure 6.5, où l’on observe un bon accord avec
le modèle développé.

(a) Carte de température adi-
mensionnée T ∈ [0; 1]

(b) Carte de viscosité et lignes de courant colorées
par la vitesse adimensionnée ||u|| ∈ [0; 1]

Figure 6.4 – Résultats de simulation numérique de la cavité fermée entraînée avec un
fluide à viscosité fortement dépendante de la température pour les paramètres Pn = 0,6,
D = 0,1, Pr = 200 et Re = 10. Une couche de fluide solidifié est présente le long de la
paroi froide
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Figure 6.5 – Résultats de simulation numérique de la cavité entraînée permettant d’ap-
précier l’influence du Pearson Pn et de D sur les transferts thermiques pour un fluide à
viscosité dépendante de la température - comparaison avec le modèle analytique proposé

6.1.4 Détermination d’une température de mélange

Il est habituel d’exprimer le flux thermique surfacique sous la forme d’une loi de
Newton du type :

Φ
Sc

= h(Th − TM)
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où h est un coefficient conducto-convectif 1 indépendant « au moins directement » de la
température et TM la température de mélange [121]. Ce type de loi est par exemple sou-
vent utilisée dans les cas d’écoulements internes en conduite. Toutefois, il est important de
relever que, dans le cas d’un couplage fort entre la thermique et la dynamique (convection
naturelle ou, dans notre cas, en raison d’une viscosité dépendante de la température), le
coefficient de transfert thermique h et la température de mélange TM sont dépendants
des températures du système. Nous proposons ici une telle approximation affine du flux
thermique en fonction d’une température chaude T ′

h proche d’une température chaude Th

à laquelle est évaluée la température de mélange.

Dans le régime de conduction, on a directement TM = Tc et on obtient le résultat
classique de la conduction où le flux thermique est proportionnel au différentiel de tem-
pérature. Lorsque le système se trouve au contraire en régime de convection thermique,
nous utilisons un développement de Taylor à l’ordre 1 autour de Th. Pour une température
chaude T ′

h = Th + ε∆T (ε ≪ 1), on a ∆T ′ = ∆T (1 + ε), entraînant Pn′ = Pn(1 + ε),
D′ ≈ D(1 − ε) et le flux purement conductif λ∆T (1 + ε). D’où, pour le flux surfacique :

Φ
Sc

=
λ∆T (1 + ε)Nu(Re, Pr, Pn(1 + ε), D(1 − ε))

Sc

≈ λ∆T
L

(1 + ε)

(

Nu(Re, Pr, Pn,D) +
∂Nu

∂Pn
εPn− ∂Nu

∂D
εD

)

En utilisant 6.2, pour γ faiblement variable, il vient la loi affine :

Φ(T ′
h)

Sc

= h (T ′
h − TM) (6.4)

où h est un coefficient ne dépendant pas de T ′
h et la température de mélange est :

TM = Th − Th − Tv

1 + γ

La température de mélange est en particulier indépendante de la température froide
et de l’intensité du forçage mécanique. Elle ne dépend que de la température de travail
Th et des paramètres de viscosité VFT B et Tv.

6.2 Réponse dynamique

Après nous être intéressés à la loi de corrélation entre flux thermique et température
chaude imposée, nous nous intéressons dans cette section à la réponse dynamique du
creuset froid. Considérons un fluide à viscosité thermo-dépendante dans un domaine 3D
indéformable Ω de taille caractéristique L et de masse m, chauffé par induction électro-
magnétique directe agissant comme une source thermique ξ = pJ

ρcp
de valeur moyenne ξ̄

dans Ω. Le système est refroidi par sa surface Sc maintenue à la température froide Tc qui
absorbe un flux thermique global noté Φ. Le fluide est brassé par un agitateur mécanique
de vitesse de rotation ω. On suppose que le système est en régime de convection forcée

1. On évitera la confusion entre h et hext. Le premier coefficient correspond au transport thermique
global au sein du fluide tandis que le deuxième correspond au contact entre fluide et parois (considéré
dans ce cas modèle soit nul, soit infini).
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suffisamment intense pour considérer que la température en dehors des couches limites est
homogène et proche de la température chaude maximale Th. Nous démontrons dans cette
section que ce système modèle de creuset froid peut être considéré comme un système
linéaire invariant du premier ordre pour les faibles perturbations d’un état thermique sta-
tionnaire. Nous nous attacherons à donner une formule analytique pour la constante de
temps. On considère d’autre part que cette constante de temps est suffisamment grande
devant le temps caractéristique d’évolution des champs thermohydrauliques (de l’ordre
de 1/ω) et la condition τω ≫ 1 devra donc être vérifiée a posteriori. Ainsi la loi de flux
thermique 6.4 obtenue dans la section précédente est considérée valable à tout instant.

En travaillant en valeurs dimensionnées, l’équation de la thermique s’écrit :

∂T

∂t
+ u · ∇T = a∇2T + ξ

En intégrant cette équation sur Ω et en divisant par le volume de fluide, sous les
hypothèses mentionnées, nous obtenons :

∂Th

∂t
+

Φ
cpm

= ξ̄ (6.5)

Considérons alors un faible changement de forçage thermique massique autour d’une
solution stationnaire du problème

(

Th, ξ̄ = Φ(Th)
cpm

)

. L’équation linéarisée pour la perturba-
tion s’écrit alors, en utilisant la relation 6.4 :

∂δTh

∂t
+

1
τ
δTh = δξ̄ (6.6)

On obtient donc bien un système dynamique linéaire invariant du premier ordre de
constante de temps :

τ =
cpm(Th − TM)

Φ(Th)

Démonstration. Soit un état perturbé solution de 6.5 :

T ′
h = Th + δTh

ξ̄′ = ξ̄ + δξ̄

En injectant ces expressions dans l’équation d’évolution 6.5 et comme
(

Th, ξ̄ = Φ(Th)
cpm

)

est
solution du problème stationnaire, nous obtenons :

∂δTh

∂t
+

Φ(T ′
h) − Φ(Th)
cpm

= δξ̄

Or, d’après 6.4 :
Φ(T ′

h) = hSc (T ′
h − TM)

En particulier, pour δTh = 0 :

Φ(Th) = hSc (Th − TM) ⇒ hSc =
Φ(Th)
Th − TM
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menant à :

Φ(T ′
h) = Φ(Th + δTh) = Φ(Th) + hScδTh = Φ(Th) +

Φ(Th)
Th − TM

δTh

D’où :
∂δTh

∂t
+

Φ(Th)
cpm(Th − TM)

δTh = δξ̄

Dans le cas d’un fluide de viscosité constante en convection forcée, la valeur de τ
s’obtient pour TM = Tc, menant au résultat classique τΦ = cpm∆T . Pour le cas de forte
dépendance de la viscosité à la température, τ dépend explicitement de la température
de mélange et donc des paramètres de viscosité VFT du verre.

6.3 Comparaisons expérimentales

6.3.1 Configuration

Cette section est dédiée à la vérification de la loi de corrélation de flux thermique dé-
rivée analytiquement. Nous avons considéré la puissance thermique reçue par l’agitateur
mécanique du creuset froid, en rotation à la vitesse angulaire ω de l’ordre de plusieurs tours
par minute. Différents verres sont testés avec différentes températures chaudes, quantités
et vitesses de rotation de l’agitateur. Dans ce type de procédé, le bilan de flux thermique
passant du verre vers un élément refroidi est réalisé grâce à la mesure de l’échauffement
de l’eau de refroidissement (de température moyenne Tc ≈ 340 K) après son passage dans
les circuits internes. Il est donc possible de tracer une courbe de flux thermique en fonc-
tion d’une température chaude imposée sous condition de forçage (vitesse de rotation de
l’agitateur) constant ou bien en fonction du forçage à température de chauffe constante.
Afin d’éliminer la possible contribution de la variation de la qualité du contact thermique
entre la fonte et les parois refroidies aux variations de flux thermique (augmentation ir-
réversible de hext liée à la coalescence des grains de fritte), nous choisissons de réaliser
des paliers de température et de vitesse d’agitation décroissantes. L’incertitude sur les
puissances considérées est évaluée à 6 %, ±5 K sur les températures de bain de verre et
±5,2.10−2 rad/s pour la vitesse de rotation de l’agitateur.

Dans les conditions opératoires, la convection thermique naturelle est négligeable. En
effet, le creuset possédant une taille caractéristique L ≈ 0,3 m, et en notant U ≈ 1 m/s la
vitesse caractéristique de l’agitateur dans le verre :

Ri =
βgL∆T
U2

≈ 0,1 ≪ 1

Lorsque les mesures sont réalisées, les verres chargés en platinoïdes utilisés sont suf-
fisamment homogènes pour négliger également la convection solutale. Enfin, la chaleur
générée par dissipation visqueuse est négligeable :

Br =
ρ0ν0U

2

λ0∆T
≈ 10−3 ≪ 1
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Tableau 6.1 – Paramètres VFT des différents verres utilisés

Verre A B Tv

m2/s J/mol K
a 9,9.10−7 5,1.104 651
b 2,1.10−7 7,7.104 487
c 4,3.10−6 3,3.104 859
d 8,1.10−7 5,6.104 556
e 7,4.10−6 3,4.104 717

Cinq verres borosilicates différents ont été utilisés, dont le verre de type UOx (noté
ici e). Pour chaque verre, les paramètres VFT ont été mesurés et sont présentés dans le
tableau 6.1.

Afin de déterminer le temps typique de stabilisation des échanges thermiques, nous
évaluons la constante de temps du creuset froid utilisé. Comme montré par la suite, la
masse de verre utilisée est m ≈ 290 kg, sa capacité thermique massique à haute tem-
pérature cp ≈ 1,6.103 J/kg/K et la température imposée vaut Th ≈ 1500 K. Dans ces
conditions, la puissance thermique passant du verre à l’ensemble des éléments refroidis
est Φ ≈ 150 kW. D’où, pour les paramètres VFT considérés, une constante de temps :

τ =
cpm(Th − TM)

Φ
≈ 8.102 s ≫ 1

ω

Le temps de réponse (stabilisation à 99 %) pour la réalisation des mesures sera alors
pris au moins égal à 5τ ≈ 1 h pour l’ensemble des verres et situations opératoires.

6.3.2 Résultats

Les résultats des différentes situations opératoires sont ici présentés. Nous avons re-
porté sur la figure 6.6, pour chaque expérience, la courbe Φ(T ′

h) issue de la stabilisation
du système à plusieurs températures chaudes de consigne proches, à vitesse d’agitation
constante. Une courbe de tendance de type loi de Newton est ajustée pour chaque expé-
rience :

Φ(T ′
h) = hSc (T ′

h − TM)

où le préfacteur hSc et la température de mélange TM sont ajustés. Nous obtenons un
bon accord avec la valeur théorique de TM , où Th est choisie comme la température
centrale de l’échantillon de données (moyenne arithmétique des températures extrêmes),
comme présenté dans le tableau 6.2. Cette température de mélange ainsi calculée varie
modérément selon les verres étudiés. La dépendance de la viscosité à la température
entraîne une modification profonde de la température de mélange, qui, dans le cas du
creuset froid, vaudrait TM = Tc ≈ 340 K si cette dépendance n’était pas prise en compte
(γ = 0).

Les verres b et c sont ensuite testés avec des vitesses de rotation de l’agitateur diffé-
rentes pour des températures chaudes imposées fixes. De l’analyse précédente, on déduit
une loi puissance pour la valeur du flux thermique en fonction de la vitesse angulaire de
l’agitateur ω :

Nu ∼ Re1/2 ⇒ Φ ∼ ω1/2

121



Modélisation multiphysique de l’élaboration de verre en creuset froid

Tableau 6.2 – Comparaison entre valeurs théoriques et expérimentales de la température
de mélange pour les différentes expériences

Expérience Verre Masse ω Th TM (exp.) TM (th.)
kg rad/s K K K

1 a 281 4,4 1480 1247 1240
2 b 280 5,2 1593 1349 1301
3 d 300 5,2 1519 1249 1230
4 c 294 5,2 1523 1360 1302
5 e 281 6,3 1482 1250 1206

Sur la figure 6.6 sont tracées les courbes de flux thermique reçu par l’agitateur Φ(ω)
issues de la stabilisation du système à plusieurs vitesses de rotation. Pour chaque courbe,
on calcule l’exposant de loi puissance expérimental, à comparer avec la valeur théorique
de 1

2
. Un accord satisfaisant est observé, comme présenté dans le tableau 6.3 avec un

exposant de loi puissance expérimental moyen de 0,49 ≈ 1
2
.

Tableau 6.3 – Valeurs expérimentales de l’exposant de loi puissance du flux thermique en
fonction de la vitesse de rotation de l’agitateur

Expérience Verre Masse Th Exposant
kg K

1 b 251 1523 0,53
2 c 294 1573 0,45
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Figure 6.6 – Variations du flux thermique reçu par l’agitateur lors de la fusion de verre
en creuset froid

Les variations observées expérimentalement montrent toute l’utilité pratique de l’ap-
proximation de Newton développée. Les gammes de paramètres couvertes sont en effet
trop étroites pour distinguer une quelconque courbure avec la précision des mesures : en
plus de sa compacité, l’utilisation d’une loi affine se montre suffisamment prédictive.
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6.4 Conclusion

L’approche de modélisation du procédé d’élaboration de verre en creuset froid permet
entre autres d’apporter des réponses aux phénomènes observés sur les procédés en opé-
ration. Parmi ceux-ci, la variation du flux thermique reçu par les éléments refroidis du
creuset particulièrement importante lors d’un changement de température de consigne.
Nous avons montré dans ce chapitre, grâce à une analyse des équations de transport, que
ce phénomène caractéristique était lié à la forte dépendance de la viscosité du verre à sa
température. Nous avons opté pour la méthodologie suivante :

— Dans un premier temps, une analyse de couche limite prenant en compte l’impact
de la loi de viscosité de Vogel-Fulcher-Tammann a permis de proposer une loi de
corrélation originale pour le nombre de Nusselt, validée par simulation numérique
d’un cas modèle de cavité entraînée ;

— Cette loi de corrélation a ensuite permis de dériver une loi de Newton en proposant
une formule analytique pour la température de mélange, directement dépendante
des paramètres VFT propres à chaque verre ;

— Des comparaisons entre températures de mélange prédites par l’analyse et observées
sur creuset froid lors de la fusion de différents verres a alors permis la validation
de l’approche.

En plus des capacités prédictives des lois proposées, nous avons calculé la constante de
temps liée à la réponse temporelle du creuset froid lors d’un changement de puissance Joule
globalement injectée dans la charge. Ce résultat permettra entre autres le paramétrage
d’une solution de régulation prédictive de la température atteinte au sein du verre lors du
fonctionnement du creuset froid.

123



Modélisation multiphysique de l’élaboration de verre en creuset froid

124



Chapitre 7

Simulation numérique couplée
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Cette dernière section a pour but de présenter les applications directes de l’ensemble
des développements théoriques, analytiques et numériques à la simulation couplée de si-
tuations physiques typiques du procédé de creuset froid. Nous nous attacherons à détailler
l’ensemble des phénomènes physiques observés et reproduits dans les simulations. Diffé-
rentes campagnes de mesures expérimentales ont permis des comparaisons quantitatives
précises sur de nombreux points, tant thermiques que mécaniques.

Quatre cas ont été considérés dans notre étude :
— Cas 0 - Test de couplage sur géométrie simplifiée ;
— Cas 1 - Creuset froid en régime nominal ;
— Cas 2 - Creuset froid avec sédimentation des platinoïdes ;
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— Cas 3 - Creuset froid avec mesure spécifique de flux thermique surfacique.

Les cas étudiés ont été choisis pour entrer dans la démarche de soutien industriel de
l’exploitant dans le cadre du lancement prochain du projet de vitrification des effluents
issus du retraitement des combustible usés des Réacteurs à Eau Pressurisée civils en
creuset froid. À ce titre, le verre considéré dans cette section sera de type UOx, dont les
propriétés ont déjà été présentées par ailleurs dans ces travaux. Les valeurs de certains
paramètres communes à l’ensemble des simulations présentées sont regroupées dans le
tableau 7.1.

Tableau 7.1 – Valeurs de certains paramètres physico-chimiques utilisées pour les simula-
tions numériques couplées appliquées au procédé de creuset froid

Paramètre physico-chimique Notation Valeur
Masse volumique de référence ρ0 2,7.103 kg/m3

Paramètre VFT A 7,4.10−6 m2/s
Paramètre VFT B 3,4.104 J/mol
Température de Vogel Tv 717 K
Coefficient de dilatation thermique β 8,2.10−5 K−1

Coefficient de masse volumique particulaire βp 2,1
Pulsation électromagnétique ω 1,8.106 rad/s
Paramètre de conductivité électrique Aσ 3,9.102 S/m
Paramètre de conductivité électrique Bσ 8,4.104 J/mol
Conductivité électrique des particules σi 1.106 S/m
Seuil de percolation Cp 5,5 %
Exposant critique s 0,63
Exposant critique t 2,0

Il est nécessaire de vérifier la validité des deux conditions de séparation d’échelles 4.5
et 4.6 afin de s’assurer que le modèle de conductivité électrique effective est valide dans
les configurations considérées. Les plus petites structures macroscopiques observées sont
de l’ordre de la taille de l’amas de particules considéré dans le cas 0, da = 1 cm. Pour des
particules de platinoïdes de taille caractéristique dp ∼ 10µm, on a bien :

dp

δi

= 1,1.10−2 ≪ 1 et

(

dp

da

)2

RCp = 1,4.10−2 ≪ 1

Nous utiliserons les codes de calcul thermohydraulique liés soit à la bibliothèque Open-
Foam R© (cas 0) soit au logiciel ANSYS Fluent R© (cas 1, 2 et 3), tous deux augmentés
des codes développés respectifs AV-OF, C-OF et AV-AF, C-AF.
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7.1 Cas 0 - Test de couplage sur géométrie simplifiée

Nous nous intéressons dans cette section au comportement d’un amas de platinoïdes
dans un verre chauffé par induction. L’amas est défini comme une zone spatiale restreinte
de verre présentant une concentration en particules de platinoïdes bien supérieure à celle
du verre avoisinant. De tels amas ont déjà été observés dans les procédés de vitrification
lors d’expériences en modes de fonctionnement dégradés et peuvent présenter des concen-
trations supérieures à la fraction volumique d’agglomération maximale Ca observée lors
d’expériences de sédimentation sans agitation.

7.1.1 Configuration physique

La portion de verre simulée est un cylindre de révolution de rayon et hauteur L chauffé
par induction de courants via l’imposition d’un champ magnétique externe harmonique
vertical et refroidi par sa base maintenue à la température froide Tc. L’amas présente
initialement une forme sphérique de diamètre da et est centré dans le domaine. La sédi-
mentation individuelle et la diffusion des particules sera négligée. Le contact thermique à
la paroi froide sera considéré parfait et les échanges radiatifs seront négligés, de même que
la dépendance à la température de la conductivité thermique et de la capacité thermique
massique du verre. Le tableau 7.2 regroupe les valeurs des paramètres physico-chimiques
utilisés, typiques d’une fonte verrière de type UOx en creuset froid (sauf l’intensité du
champ magnétique imposé qui est nettement supérieure) tandis que le tableau 7.3 ex-
plicite la valeur des paramètres adimensionnés correspondants utilisés dans le code de
simulation.

Tableau 7.2 – Valeurs des paramètres utilisées pour la simulation couplée d’un amas de
platinoïdes dans du verre chauffé par induction

Paramètre physico-chimique Notation Valeur
Rayon du domaine L 2,5 cm
Diamètre de l’amas da 1 cm
Fraction volumique en particules dans le verre C̄ 1 %
Fraction volumique en particules dans l’amas Camas 25 %
Température froide imposée Tc 340 K
Température chaude de référence Th 1473 K
Conductivité thermique λ 4 W/m/K
Capacité thermique cp 1,6.103 J/kg/K
Différence de potentiel magnétique ∆A 1,35.10−3 T·m

Le temps caractéristique de dissipation visqueuse L2/ν0 ∼ 1 s sera utilisé comme ré-
férence. Étant donnée la symétrie axiale du problème, nous optons pour une simulation
bidimensionnelle axisymétrique en supposant la solution du problème invariante dans une
rotation autour de l’axe du cylindre. Le domaine de simulation se réduit alors à une demi-
section verticale centrée. Le maillage du domaine est régulier, contient 200 × 300 mailles
et le pas de temps est pris égal à ∆t = 2.10−2, permettant le respect de la condition
CFL (utilisation d’un schéma de discrétisation temporelle de type Euler explicite). Une
condition de non-glissement est imposée sur la base du domaine et de glissement sur les
autres frontières. Des conditions de flux nul sont imposées sur toutes les frontières pour
la température et la fraction volumique en particules hormis sur la base où une condition
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Tableau 7.3 – Valeurs des nombres adimensionnés déterminants

Paramètre adimensionné Notation Valeur
Diamètre adimensionnée de l’amas da 0,4
Nombre de Grashof Gr 26
Grashof particulaire Grp 5,9.102

Nombre de Prandtl Pr 8.102

Nombre de Pearson Pn 0,28
Température de Vogel adimensionnée D 0,33
Paramètre de chauffage Joule In 3,2
Paramètre d’écran Rω 5,5.10−3

− H 0,11
Rapport de conductivité R 2,6.105

Zéro absolu adimensionné T0 −0,30

de Dirichlet est imposée pour la température. Le champ magnétique externe variable har-
monique est modélisé grâce aux conditions aux limites sur les potentiels.

L’état initial est obtenu par une première résolution du problème stationnaire en im-
posant u = 0 dans tout le domaine. Cet état est donc équilibré du point de vue thermique,
le flux thermique à travers la base compensant exactement la puissance Joule induite dans
le domaine. Plus précisément, si Φ désigne le flux thermique adimensionné à travers la
surface froide, alors, dans un état thermique stationnaire, l’intégration de 2.31 sur l’en-
semble du domaine donne Φ = InPJ . Cette relation est valable dans l’état initial mais
également lorsque l’évolution de l’amas se stabilise à long terme.

7.1.2 Résultats
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Figure 7.1 – Évolution des grandeurs thermiques intégrées au cours du temps : puissance
Joule totale et flux thermique à travers la base refroidie - les pics de puissance Joule courts
et de faible intensité correspondent à l’apparition des polypes de Rayleigh-Taylor

Les résultats de simulation instationnaire sont représentés sur les figures 7.1 et 7.2.
L’induction électromagnétique dans l’amas, plus conducteur électrique que le verre moins
chargé en particules, entraîne une augmentation de sa température et du verre environ-
nant par conduction. L’amas se trouve donc au milieu d’une poche de verre fluide et
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commence à chuter en raison de sa densité également plus élevée que le verre environ-
nant. La chute de l’amas est associée à son étalement lié à l’impact sur un verre plus froid
et au développement d’instabilités de Rayleigh-Taylor. Ces instabilités entraînent le mé-
lange de l’amas avec du verre moins chargé et donc une certaine dilution. On notera que la
concentration maximale ne dépasse pas la concentration initiale de l’amas de particules.
L’étalement de l’amas augmente l’intensité des courants induits car la surface soumise
au flux magnétique augmente. Cette augmentation d’intensité cause une élévation de la
puissance Joule induite, accompagnée, avec un certain retard, de l’augmentation du flux
thermique traversant la base refroidie.
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(a) pJ(t = 0) (b) C(t = 0)

(c) pJ(t = 43) (d) C(t = 43)

(e) pJ(t = 150) (f) C(t = 150)

Figure 7.2 – Champ de fraction volumique en particules (droite) et densité de puissance
dissipée par effet Joule (gauche) à différents instants - iso-contour bleue de viscosité fν =
10 dessinant la poche de verre fluide (η < 20 Pa·s)
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7.2 Cas 1 - Creuset froid en régime nominal

7.2.1 Configuration physique et intensité des phénomènes

Configuration du creuset froid pour les verres de type UOx

Le creuset froid utilisé, dit Creuset Froid Nucléarisé, a été présenté dans la section
1.2.1. À cette géométrie s’ajoute un élément actif appelé « canne de recalage ». Il s’agit
d’une canne refroidie par eau plongeant de quelques centimètres dans la fonte de verre et
y injectant de l’air au niveau d’un orifice placé à son extrémité inférieure. Ajoutant un
brassage supplémentaire, la mesure de la pression de l’air injecté permet également de
déduire le niveau du bain de verre (hauteur de la surface libre dans le creuset) lors du
fonctionnement. Le régime nominal considéré dans ces travaux est caractérisé par :

— Une température mesurée au niveau des embouts des cannes de température Th =
1473 K ;

— Un niveau de verre constant de 450 mm (pas d’alimentation de matière) correspon-
dant à un volume de verre V– (Ω) = 0, 147 m3 ;

— Une vitesse de rotation de l’agitateur mécanique ω = 6,28 rad/s (soit 1 révolution
par seconde) ;

— Une fraction volumique en particules de platinoïdes homogène C̄ = 0,7 % ;
— Un débit d’injection d’air de 5 mmol/s pour chacun des 4 injecteurs.

La figure 7.3 présente la géométrie utilisée pour les simulations numériques des cas 1
et 2.

Figure 7.3 – Géométrie du creuset froid simulé - deux cannes de température à gauche,
3 injecteurs d’air sur la sole, arbre de l’agitateur centré et canne de recalage à droite -
les pales de l’agitateur mécanique ainsi que les doigts de gant des thermocouples ont été
volontairement dissimulés pour raison de confidentialité

La masse pour le potentiel électrique est imposée sur les embouts des cannes de tempé-
rature. La dépendance à la température de la tension superficielle de l’interface air/verre
est fixée à dγ

dT
= −10−4 N/m/K [13]. Les paramètres associés aux conditions aux limites

thermiques sont regroupés dans le tableau 7.4. La température extérieure lors d’un contact
avec un élément refroidi du creuset froid est fixée à une valeur de 340 K, proche de la tem-
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pérature de l’eau de refroidissement, bien que cette valeur ne soit qu’une estimation, pour
différentes raisons :

— La température de l’eau de refroidissement varie au sein de l’ensemble des éléments
du creuset froid, de 300 K à 360 K ;

— La conduction-convection de chaleur à travers la couche limite d’eau de refroidis-
sement turbulente et l’acier inoxydable séparant la charge de cette eau entraîne un
différentiel de température δT ≈ 40 K ;

— La présence de courants de Foucault dans les éléments du creuset froid peut causer
un échauffement local des parties métalliques.

Quant à la porosité de la fritte de verre n, une première évaluation a été déterminée à
partir de la mesure à froid de la densité apparente dfritte ≈ 1,3 d’un volume important de
fritte grâce à la relation :

n =
dverre − dfritte

dverre − dair

≈ 1 − dfritte

dverre

≈ 0,5

Cette valeur est à considérer pour les parois présentant une couche granulaire rela-
tivement épaisse, typiquement les parois du creuset froid (sole et virole). Sur les autres
parois, celles des internes immergés dans la fonte, cette valeur est fortement diminuée
pour attester des observations des couches granulaires. Un ajustement de ces valeurs de
porosité a été réalisé afin d’améliorer la prédictibilité des flux thermiques surfaciques.

Tableau 7.4 – Valeurs des paramètres dimensionnés déterminants les conditions aux limites
thermiques utilisées lors de la simulation d’une fonte de verre en creuset froid

Frontière εext Text hext λf Tf n
K W/m2/K W/m/K K

Surface libre [14] 0,4 550 15 − − −
Sole et virole 0,34 340 − 1,0 820 0,45
Autres frontières 0,34 340 − 1,0 820 0,13

Intensité de quelques phénomènes modélisés

Cette section est dédiée à l’évaluation numérique de plusieurs nombres adimensionnés
permettant de quantifier l’intensité respective de certains phénomènes en jeu, non évaluée
jusqu’à présent dans notre étude. Le tableau 7.5 rassemble ces évaluations, desquelles
nous pouvons déduire les faits respectifs suivants :

— Le flux thermique aux parois est très dépendant de la qualité du contact thermique
entre verre et structures du creuset ;

— C’est l’agitation mécanique et non la convection thermo-capillaire qui gouverne le
mouvement tangentiel de la surface libre ;

— Le saut de température aux frontières (dans l’approximation de Rosseland) est
faible ;

— La distribution des particules est plus impactée par l’agitation mécanique que par
la sédimentation en nuage ;

— L’agitation mécanique assure une très bonne mise en suspension des particules de
taille nominale non agrégées.
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Tableau 7.5 – Valeurs de quelques nombres adimensionnés déterminant l’intensité des
phénomènes en régime nominal de fonctionnement du creuset froid - les paramètres déjà
évalués plus tôt dans l’étude ne sont pas reportés

Nombre Valeur
Biot Bi 10
Mg/Pe 10−2

Stark N+ 10
RipC̄ 4.10−2

N/(ReSc) 10−7

La remise en suspension des particules étant assurée en régime nominal, l’équation de
transport des particules ne sera pas résolue dans le cas 1 considéré dans cette section et
un champ homogène de fraction volumique C̄ sera donc imposé.

7.2.2 Paramètres numériques et stratégie de convergence

La géométrie est maillée grâce à l’outil ANSYS Meshing R©. Toutes les parois pré-
sentent un maillage de couche limite fin permettant la résolution précise des gradients
de champ dans ces zones. Le maillage est divisé en deux zones en contact non conforme.
La première est une zone englobant la partie de l’agitateur mécanique non invariante par
rotation autour de son axe, la deuxième zone comprenant le reste du maillage. Cette di-
vision du maillage permet de résoudre la rotation de l’agitateur grâce, soit à un modèle
de référentiels multiples (MRF, pour « Multiple Reference Frame ») soit à un modèle de
maillage glissant (SMM, pour « Sliding Mesh Model ») décrits dans [140–142]. Le maillage
résultant atteint un nombre de mailles Nc ≈ 4,5.106.

La stratégie de convergence utilisée est la suivante. Le problème stationnaire est
d’abord résolu selon la méthode présentée dans la section 3.4. Hormis le champ de tem-
pérature et le champ de fraction volumique en particules initialisés à une valeur uniforme
respectivement de 1473 K et 0,7 %, tous les champs sont initialisés à une valeur uniformé-
ment nulle (y compris une source volumique de quantité de mouvement liée au bullage
initialement nulle S = 0). L’intensité du champ magnétique imposée est ajustée de manière
dynamique au cours des itérations externes afin de stabiliser la température (échantillon-
née à la surface des embouts contenant les thermocouples) à la température de consigne
chaude désirée. En pratique, cet ajustement est réalisé grâce à une modification de la
valeur du potentiel vecteur magnétique orthoradial appliqué comme condition aux limites
de Dirichlet sur la paroi latérale de la charge. De plus, toutes les 50 itérations externes, S
est recalculée grâce à la méthode de suivi Lagrangien de particules présentée dans les tra-
vaux de E. Sauvage [14], et ce jusqu’à convergence globale du problème stationnaire. Cet
état stationnaire obtenu par la méthode MRF n’est toutefois pas une solution physique
du problème puisque la géométrie est maintenue invariante dans le calcul, ce qui n’est pas
le cas en réalité (même dans un éventuel référentiel tournant). L’unique solution physique
du problème est un état instationnaire périodique, qui peut être obtenue grâce à un calcul
instationnaire utilisant la méthode SMM. La simulation instationnaire est donc lancée
après convergence du calcul stationnaire, selon la méthode présentée dans la section 3.4,
jusqu’à obtention d’un régime périodique. Pour chaque pas de temps, 20 itérations ex-
ternes sont effectuées, assurant ainsi la convergence. L’état périodique est repéré grâce à
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la mise en place d’une évolution temporelle périodique des grandeurs intégrées (puissance
Joule globale, moment des forces fluides sur l’agitateur...).

Afin d’atteindre des temps physiques de l’ordre de la minute en un temps de calcul
raisonnable (quelques jours), la résolution du problème couplé est parallélisée sur 20 cœurs
de calcul et le pas de temps est pris égal à ∆t = 2.10−2 s pour la résolution du problème
instationnaire. Ce pas de temps est relativement grand par rapport au temps mis par le
fluide de vitesse caractéristique U pour traverser une maille de taille caractéristique ∆x :

∆x
U

∼ 1
U

3

√

V– (Ω)
Nc

∼ 3.10−3 s ≪ ∆t

empêchant tout respect de la condition CFL. Nous optons donc pour une méthode de
discrétisation temporelle de type Euler implicite, inconditionnellement stable. L’ensemble
des champs (température, vitesse, fraction volumique en particules...) est stabilisé après
environ 30 s de temps physique simulé.

7.2.3 Étude qualitative des résultats de simulation couplée

Réponse à l’induction électromagnétique

Le potentiel vecteur magnétique imposé nécessaire pour maintenir une température
nominale du verre est Aθ = 2,1.10−4 T·m ce qui correspond à un champ magnétique
externe imposé d’amplitude B = 2Aθ/L = 1,29 mT (L = 32,5 cm désignant le rayon
du creuset). La mesure in situ de cette valeur de champ étant indisponible, seule la
pertinence de l’ordre de grandeur du champ magnétique peut être contrôlée. La valeur
obtenue est bien cohérente avec la valeur du champ magnétique créé par l’inducteur utilisé,
de diamètre D ∼ 1 m et traversé par un courant d’intensité I ∼ 2.103 A :

B ∼ µ0I

D
∼ 2 mT

La valeur de l’épaisseur de peau électromagnétique évaluée à la température nominale
est δ = 14 cm, qui satisfait la condition de chauffage optimal 3.4. Nous avons enfin vé-
rifié que la condition de jauge de Coulomb était en effet respectée dans nos simulations,
puisque :

||∇ · A||L2

||∇ ∧ A||L2

∼ ||∇ · A||L2

B
√

V– (Ω)
∼ 3.10−2 ≪ 1

L’induction électromagnétique crée une première génération de courants de Foucault
en quadrature de phase avec le champ magnétique externe imposé. Comme attendu d’après
la valeur de l’épaisseur de peau, cette première génération de courants induits produit
à son tour un champ magnétique modérateur en quadrature de phase avec le champ
magnétique imposé. La figure 7.4 présente les normes des composantes réelle et imaginaire
du potentiel vecteur magnétique (normalisées par Aθ) sur un rayon du creuset en fonction
de la distance à l’axe r (normalisée par le rayon). Nous distinguons bien une modération
du champ en phase, avec un éloignement de la composante réelle de sa valeur qui serait
observée dans un domaine vide.

La figure 7.5 est une représentation de la densité de puissance Joule dissipée dans
le verre. Comme attendu, la majeure partie de la puissance dissipée est localisée aux
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Figure 7.4 – Observation du phénomène de modération du champ magnétique dans la
charge de verre en fusion - normes des composantes réelle et imaginaire du potentiel
vecteur magnétique (normalisées par Aθ) sur un rayon du creuset en fonction de la distance
à l’axe r (normalisée par le rayon)

extrémités latérales de la charge, où les courants induits sont intenses. Au contact du
creuset, elle est toutefois restreinte en raison de la relative basse température du verre
et la diminution de conductivité électrique associée. Des excès de puissance dissipée près
des éléments immergés sont également observés, dus à la déviation des courants induits
à ce niveau (on rappelle que les éléments du creuset sont isolés électriquement de la
charge en raison de la couche de fritte de verre infondue présente à leur surface). La
figure 7.6 est une vue du potentiel électrique induit en quadrature de phase Vi dans un
plan de coupe horizontal. Nous pouvons observer l’apparition d’une différence de potentiel
(force électromotrice) de l’ordre de la dizaine de Volts autour des cannes, associée à ce
phénomène.

Figure 7.5 – Puissance dissipée par effet Joule dans la charge de verre pJ lors de la
simulation numérique du creuset froid en régime nominal de fonctionnement
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Figure 7.6 – Potentiel scalaire électrique en quadrature de phase avec le champ magné-
tique imposé Vi lors de la simulation numérique du creuset froid en régime nominal de
fonctionnement - vue d’un plan de coupe horizontal

Champs de température et de vitesse dans la fonte

La figure 7.7 présente les iso-contours de source volumique de quantité de mouvement
verticale liée au bullage S · ez = 500 N/m3, dessinant le contour des trains de bulles
injectées dans la fonte. Nous pouvons observer la déformation de ces trains liée à l’agitation
mécanique. La figure 7.8 présente quant à elle le champ de vitesse du fluide U . La vitesse
maximale, d’environ 1 m/s est observée aux extrémités des pales de l’agitateur mécanique
et les trains de bulles induisent une vitesse du fluide de l’ordre de 0,5 m/s.

Le champ de température du verre est représenté sur la figure 7.9, où nous observons
en particulier la très bonne homogénéité thermique de la fonte assurée par l’ensemble des
phénomènes de convection. À champ de température donné, le champ de masse volumique
du verre peut être évalué grâce à la formule 2.18 et son intégration sur le volume de fluide
permet d’obtenir la masse de verre présente dans le creuset selon :

m =
∫

Ω
ρ(T,C)dv = m0

(

1 − β

V– (Ω)

∫

Ω
(T − Tc)dv + βpC̄

)

où la masse de référence du verre froid sans platinoïdes est définie par m0 = ρ0 V– (Ω) =
397 kg. En raison de l’hypothèse de surface libre indéformable, la masse de verre cal-
culée peut varier très légèrement lors de simulations instationnaires si la température
moyenne varie. Dans la pratique, les grandeurs thermiques intégrées telles que la tem-
pérature moyenne du verre et les flux thermiques du verre vers le creuset froid varient
imperceptiblement et elles seront donc calculées à un instant quelconque du régime pé-
riodique établi. Le calcul de la masse donne m ≈ 369 kg, comparable à la valeur mesurée
expérimentalement sur procédé de 354 kg.
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Figure 7.7 – Iso-contours de source volumique de quantité de mouvement verticale liée
au bullage S · ez = 500 N/m3 lors de la simulation numérique du creuset froid en régime
nominal de fonctionnement - observation de trois colonnes de bullage liées aux injecteurs
de la sole et une colonne liée à l’injection d’air à l’extrémité de la canne de recalage

Figure 7.8 – Champ de vitesse du fluide ||u|| lors de la simulation numérique du creuset
froid en régime nominal de fonctionnement

7.2.4 Bilan d’énergie global

Bilan thermique

Une large part des travaux de modélisation et simulation numérique présentés a pour
but de disposer d’un code de simulation présentant une évaluation prédictive des trans-
ferts thermiques de la charge de verre vers les différents éléments du creuset. L’analyse
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Figure 7.9 – Champ de température du verre T lors de la simulation numérique du creuset
froid en régime nominal de fonctionnement

du contact thermique aux frontières présentant une couche de fritte de verre granulaire
est l’une des contributions majeures à la réduction de l’écart observé dans les études pré-
cédentes entre les flux thermiques obtenus par simulation et ceux effectivement mesurés
sur le creuset froid mis en œuvre au CEA [14]. Cette section est dédiée à la comparaison
quantitative des flux thermiques échangés nouvellement calculés avec leur valeur nominale
obtenue classiquement sur le procédé 1.

Dans le creuset froid nucléarisé, le flux thermique sortant de la surface libre de la
fonte de verre est transféré aux éléments du creuset en regard de cette surface c’est-à-dire
majoritairement son dôme et la partie émergée de la virole. Ces transferts sont liés à la
convection turbulente de l’air surnageant la fonte et, dans une bien plus grande mesure,
au rayonnement de la surface libre. L’étude de E. Sauvage [14] a permis l’estimation de
la part relative de flux issu de la surface libre reçue par le dôme et la partie émergée de la
virole (la part minoritaire reçue par les parties émergées des cannes de température, de
recalage et de l’agitateur n’étant pas prise en compte). Ces travaux montrent que, dans le
cas de notre géométrie de creuset froid en régime nominal et des émissivités rencontrées,
environ deux tiers du flux thermique sortant de la surface de la fonte est absorbé par la
partie émergée de la virole, la part restante étant absorbée par le dôme. Le flux reçu par
la partie immergée de la virole issu de la simulation se verra donc ajouter la quantité 2

3
Φs

(où Φs désigne ici le flux thermique sortant de la surface de la fonte) afin d’obtenir une
estimation du flux total reçu par la virole. Quant au flux thermique reçu par le dôme, non
simulé, il sera estimé par la quantité 1

3
Φs. Cette méthode, simple à mettre en œuvre, reste

approximative, en raison des hypothèses liées à son utilisation, notamment de surface libre
isotherme.

Dans le procédé, l’énergie thermique transmise à l’eau de refroidissement à deux ori-

1. A. Ledoux et H. Nonnet : H15UOX29CV06, CE, SCDV.320, 2016, référence interne CEA
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gines distinctes :
— Le flux thermique transmis par le verre aux parois ;
— La dissipation d’énergie électromagnétique dans les parois métalliques par induc-

tion et effet Joule.
La modélisation telle qu’abordée dans ces travaux permet de calculer la première

contribution, majoritaire. La comparaison quantitative de flux thermique en provenance
du verre nécessite donc la mise en place d’une méthodologie expérimentale afin de séparer
les deux contributions. Pour ce faire, deux phases successives sont mises en place lors
d’un « essai » sur procédé. Une première phase, dite « essai à vide », consiste en l’applica-
tion d’une tension nominale aux bornes de l’inducteur sans verre à l’intérieur du creuset.
Nous mesurons alors d’une part la puissance électrique active débitée par le générateur
et, d’autre part, la puissance thermique dissipée dans les différentes structures du creuset
par effet Joule grâce à la mesure de l’échauffement des eaux de refroidissement. Cette
dernière puissance de perte Joule est loin d’être négligeable et atteint par exemple pour
la virole environ 40 kW. La deuxième phase est l’expérience à proprement parlé, où le
creuset contient la charge de verre en fusion. Les mêmes mesures que lors de la première
phase sont alors réalisées en temps réel. En faisant l’hypothèse que la contribution par
perte Joule dans les parois métalliques est inchangée entre les deux situations, les flux
thermiques transmis par le verre aux structures sont évalués en soustrayant aux mesures
de la deuxième phase celle de l’essai à vide.

Les valeurs de flux thermique sont reportées dans le tableau 7.6 où un bon accord est
observé, en termes de flux thermique total mais également de répartition sur les différents
éléments refroidis. Une erreur relative importante est toutefois observée pour la sole du
creuset. À ce jour, aucune explication ne peut être proposée pour justifier un tel écart,
d’autant plus que, comme nous le verrons par la suite, des relevés d’épaisseur de matériau
granulaire infondu au contact de la sole montrent un très bon accord avec la simulation.
D’autre part, la puissance électrique moyenne fournie par le générateur au verre est dé-
finie comme la valeur de la puissance électrique active débitée par le générateur mesurée
lors de la deuxième phase, diminuée de la puissance électrique active débitée dans le cas
d’un creuset froid vide. Aux erreurs expérimentales près et si aucun changement d’état
physique ni aucune réaction chimique exothermique ou endothermique ne se produisent
au sein de la fonte, la somme des flux thermiques mesurés dans chaque structure et cette
puissance électrique moyenne fournie au verre doivent être égales. Dans le cas présenté, un
très bon accord est obtenu entre ces deux valeurs expérimentales, la valeur de puissance
électrique transmise étant évaluée à 16 7,9 kW.

Bilan mécanique

Le bilan d’énergie mécanique globale Em permet d’évaluer l’intensité des sources et
puits d’énergie mécanique. Il permet entre autres de quantifier précisément l’efficacité de
l’agitation mécanique dans le creuset en évaluant numériquement la puissance mécanique
transmise par l’agitateur au verre. L’écriture de ce bilan est obtenue à partir des équations
de Navier-Stokes. Dans le cas du creuset froid, considéré comme système fermé, il s’écrit
[25] :

dEm

dt
= Cω − Ev +Wb (7.1)
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Tableau 7.6 – Comparaison quantitative entre expérience et simulation numérique de flux
thermiques reçus par les différents éléments refroidis du creuset en régime nominal de
fonctionnement - incertitude relative expérimentale de 6 %

Élément Flux expérimental Flux simulé Erreur relative
kW kW %

Agitateur 23,9 26,2 9,6
Virole 95,5 99,9 4,6
Sole 16,6 26,1 57,2
Dôme 12,5 13,5 8,0
Cannes et injecteurs 19,0 15,6 17,9
Total 167,5 181,3 8,2

où l’on définit respectivement la puissance de dissipation visqueuse Ev et la puissance
mécanique apportée au fluide par les trains de bulles Wb par :

Ev =
∫

Ω
2ηd .. ddv

Wb =
∫

Ω
S · udv

et où C est le moment par rapport à l’axe de rotation de l’agitateur des forces exercées
par le fluide sur l’agitateur 2 défini par :

C =
∫

S
r ∧ (τ · n)ds · ω̂ =

∫

S
det(r, τ · n, ω̂)ds

S désignant la surface de l’agitateur, n sa normale sortante, r le vecteur reliant le point
de pivot choisi sur l’axe de rotation aux points de la surface de l’agitateur et ω̂ le vecteur
directeur unitaire de l’axe de rotation de l’agitateur. En supposant que le système a
atteint un état périodique, l’équation de bilan d’énergie mécanique 7.1 permet de calculer
le couple moyen de l’agitateur (< · >t désignant la moyenne temporelle) :

< C >t=
1
ω

〈Ev −Wb〉t

Dans la pratique, cette dernière expression s’avère plus précise que la formule défi-
nissant le couple, nécessitant l’évaluation des contraintes visqueuses à la surface, que la
présence d’une couche de verre figée rend imprécise (très faibles taux de déformation et
viscosité décuplée). La figure 7.10 représente les variations temporelles de Ev − Wb lors
de deux tours complets de l’agitateur à la vitesse ω = 6,28 rad/s, obtenues par simulation
numérique instationnaire. Nous obtenons alors une valeur moyenne du couple agitateur
< C >t= 3,5 N·m. Cette valeur est à comparer avec la valeur expérimentale typique
mesurée sur creuset froid lors de l’agitation de verre de type UOx à la même vitesse
< C >t≈ 2 N·m. La simulation nous permet ici d’obtenir la valeur du nombre de Newton
caractérisant l’efficacité du système d’agitation mécanique :

Np =
8π3 < C >t

ρd5ω2
= 1,1

2. Que l’on appellera abusivement couple de l’agitateur, bien que la résultante des forces fluides soit
en général non nulle et compensée par le système de fixation de l’arbre et le poids de l’agitateur.
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où d désigne le diamètre de l’agitateur et ρ la masse volumique moyenne du verre chargé
en particules. Cette valeur est typique des agitateurs simples dans une cuve de mélange
sans déflecteurs et pour le nombre de Reynolds rencontré dans notre configuration [143].
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Figure 7.10 – Évolution temporelle de la puissance de dissipation visqueuse totale diminuée
de la puissance mécanique transmise au verre par les trains de bulles Ev −Wb lors de deux
tours complets de l’agitateur à la vitesse ω = 6,28 rad/s en régime périodique établi

7.2.5 Couche pariétale de fritte de verre

Après vidange totale du four de fusion, une partie du verre ne s’écoule pas par l’orifice
de coulée et reste au fond du creuset. Il s’agit d’une couche de verre figée sur la sole appelée
reliquat. Après démontage du four (séparation de la virole de la sole) et retrait de cette
couche de verre, la part de fritte de verre qui n’a pas subi de fusion, située entre la charge
fondue et la sole est observable (cf. figure 7.11). 112 relevés d’épaisseur de cette couche
de fritte infondue ont été réalisés grâce à un pied à coulisse avec jauge de profondeur.
Dans la pratique, une part de fritte de verre reste fixée au reliquat de verre fondu lors
du retrait de ce dernier et, pour en tenir compte, une épaisseur constante de l’ordre de
la taille des grains de fritte (environ 4 mm) est systématiquement ajoutée à la mesure.
Après interpolation par splines, nous obtenons une carte d’épaisseur de fritte infondue e
sur la sole du creuset. Ce résultat expérimental est directement comparable aux résultats
de simulation (cf. figure 7.12 et 7.13), pour lesquels l’épaisseur s’obtient numériquement
grâce à l’inversion de 2.34 :

e =
λe

hext

Cette épaisseur est inversement proportionnelle au flux thermique surfacique local q
(démontré dans la section 2.2.7). Les cartes présentées sont donc une image de la répar-
tition du flux thermique sur la sole du creuset, où les zones de relative faible épaisseur
sont révélatrices de flux thermiques locaux relativement élevés et donc de sollicitations
thermiques importantes.
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Figure 7.11 – Reliquat de verre présent sur la sole du creuset après vidange totale (en
cours de retrait) - couche de fritte de verre restante après retrait du reliquat de verre
coalescé
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(a) Résultats expérimentaux obtenus sur creuset
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Figure 7.12 – Épaisseur de fritte de verre infondue sur la sole du creuset e
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Figure 7.13 – Comparaison quantitative entre simulation et expérience de l’épaisseur de
fritte de verre infondue sur la sole du creuset e

142



Chapitre 7 - Simulation numérique couplée appliquée au procédé de creuset froid

7.3 Cas 2 - Creuset froid avec sédimentation des pla-
tinoïdes

Comme nous l’avons décrit précédemment, le régime nominal du creuset froid est
caractérisé par des paramètres de fonctionnement bien définis (agitation mécanique, débits
d’injection d’air, température atteinte sur les cannes de mesure de température...). Lorsque
des conditions de fonctionnement largement en dehors du régime nominal sont atteintes
lors de phases de test du creuset froid, certaines zones de verre peuvent se trouver à
des températures et des taux de cisaillement en dehors d’une gamme acceptable assurant
la stabilité thermodynamique et l’homogénéité du verre. Ces écarts sont à l’origine de
l’agrégation des particules de platinoïdes pouvant être observée lors de tels régimes de
fonctionnement. Le cas 2 discuté ici permet d’aborder la situation de sédimentation des
particules de platinoïdes lorsque ces dernières présentent une forte agrégation ou une taille
bien supérieure à leur taille nominale. Les valeurs des paramètres du modèle de transport
sont choisies en accord avec les expériences de sédimentation réalisées : vitesse terminale de
Stokes τ0 = 3,5.10−7 m/s, diffusivité κ0 = 1,0.10−9 m2/s et fraction compacte Ca = 10 %.
Nous utiliserons, comme présenté dans la section 3.3.2, une accélération de sédimentation
χ = 105, qui correspond à une forte agrégation de particules pour laquelle la convection
forcée n’assure plus une remise en suspension suffisante (N/(ReSc) ∼ 10−2).

7.3.1 Sédimentation des platinoïdes

Au début du calcul stationnaire, un champ uniforme de fraction volumique de valeur
C̄ = 0,7 % est prescrit. La figure 7.14 représente le champ de fraction volumique en
particules dans le creuset après obtention du régime périodique établi. On observe un
appauvrissement du verre en convection au détriment d’une accumulation en fond de
creuset, en raison d’une remise en suspension insuffisante par l’agitation mécanique et les
injecteurs d’air.

L’obtention de cartes expérimentales précises de sédimentation de platinoïdes sur la
sole du pilote industriel étant complexe, nous comparons les résultats de simulation nu-
mérique avec les résultats obtenus par Riva et al. 3 lors d’expériences en similitude hy-
draulique (cf. figure 7.15). L’expérience a été réalisée à température ambiante dans une
cuve transparente à l’image du creuset froid nucléarisé en vraie grandeur. Une similitude
hydraulique approchée avec le régime nominal est assurée par l’utilisation d’un volume
de 147 litres d’huile méthylpolysiloxane de viscosité cinématique adaptée ainsi que la re-
production des systèmes d’agitation (agitateur mécanique et injecteurs d’air, d’intensité
adaptée), des cannes de température et de recalage. Les particules utilisées sont des billes
de céramique (ZrO2−SiO2) à la fraction volumique moyenne de 0,18 %. Les paramètres
expérimentaux sont reportés dans le tableau 7.7 et permettent l’évaluation de la vitesse
de sédimentation de Stokes dans l’huile utilisée :

τ =
d2

p(ρp − ρf )g
18η

≈ 2.10−5 m/s

La similitude concernant la dynamique de remise en suspension n’est donc pas assurée
avec nos simulations puisque cette valeur de vitesse de Stokes entraîne :

3. Travaux de R. Riva et al. (DEN/DTCD/SE2T/LTGD/2008-011)
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Figure 7.14 – Champ de fraction volumique en particules de platinoïdes dans le verre
C lors de la simulation numérique du creuset froid en régime de sédimentation (forte
agrégation de particules)

N
ReSc

=
τ

U
∼ 10−5 ≪ 10−2

Ceci est toutefois compensé par une plus grande fraction compacte des particules uti-
lisées dans la similitude, dont la forme sphérique implique une valeur de l’ordre de 60 %.
En effet, la concentration maximale atteinte en fond de creuset étant une fonction crois-
sante de la fraction compacte (voir équation 5.16), une telle valeur permet d’atteindre
des concentrations en particules suffisamment importantes sur la sole pour être obser-
vées. Enfin, hormis le phénomène de décantation et de diffusion, les particules utilisées se
comportent bien comme des traceurs (St ∼ 10−5 ≪ 1).

Tableau 7.7 – Paramètres expérimentaux de l’expérience de sédimentation en similitude
hydraulique approchée réalisée par Riva et al.

Paramètre Valeur
Diamètre des particules 200 − 400µm
Masse volumique des particules 3850 kg/m3

Masse volumique de l’huile 970 kg/m3

Viscosité cinématique de l’huile 8,9.10−3 m2/s

Une bonne concordance est observée, avec une agglomération de particules sous l’agi-
tateur mécanique ainsi que des amas au niveau des injecteurs d’air. L’agglomération de
particules sous l’agitateur mécanique est typique des suspensions de particules en rota-
tion. On observe en effet dans les fluides centrifugés par agitation mécanique (agitateur en
rotation au centre d’un réservoir) la mise en place d’un écoulement cellulaire secondaire.
Cet écoulement est dû au déséquilibre entre gradient de pression et forces d’inertie près
du fond du réservoir [144], dans la couche limite d’Ekman d’épaisseur donnée par 6.1 :

144



Chapitre 7 - Simulation numérique couplée appliquée au procédé de creuset froid

δ ∼
√

ν

ω
≈ 1,5 cm

En général, l’écoulement secondaire présente une cellule de convection où le fluide
s’éloigne du centre au niveau de l’agitateur, s’enfonce dans le réservoir puis migre à
nouveau vers le centre au fond du réservoir pour remonter sous forme de colonne as-
cendante centrale. Lorsque des particules sédimentantes sont présentes, cet écoulement
tend à concentrer les particules sédimentées sous l’agitateur alors qu’intuitivement, les
forces inertielles telles que la force centrifuge (négligeables dans notre cas) auraient ten-
dance à repousser les particules vers la périphérie du réservoir. Ce phénomène porte le
nom de « paradoxe des feuilles de thé » et a été en particulier décrit et expliqué par A.
Einstein [144].

(a) Carte obtenue par simulation
numérique - iso-contour blanche de
fraction volumique en particules

5,3 %

(b) Résultats obtenus en similitude hy-
draulique par Riva et al. après un bras-

sage de 4 h

Figure 7.15 – Zones de sédimentation préférentielle des particules de platinoïdes sur la
sole du creuset

Dans les zones de sédimentation, la fraction volumique en particules simulée dépasse le
seuil de percolation Cp = 5,5 % et atteint environ 6 %. De telles concentrations impactent
donc l’induction électromagnétique et le comportement thermique de la fonte.

7.3.2 Modification de la réponse à l’induction électromagné-
tique et des flux thermiques

En raison de l’augmentation locale significative de conductivité électrique, l’accumu-
lation de platinoïdes en fond de creuset entraîne une concentration des courants induits
dans ces zones, dissipant une forte puissance Joule, comme le montre la figure 7.16. Afin
de maintenir une température nominale de 1473 K, le champ magnétique imposé doit
alors être diminué à B = 1,26 mT, soit une diminution de 2,4 % par rapport à sa valeur
nominale.

Le tableau 7.8 reporte les impacts de la sédimentation des particules de platinoïdes
sur les flux thermiques reçus par les éléments du creuset en provenance du verre, évalués
par simulation numérique. Le phénomène de sédimentation tend à redistribuer les flux
thermiques. Ainsi, malgré la diminution du champ magnétique imposé, la sole du creuset
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Figure 7.16 – Déviation des lignes de courants induits en quadrature de phase ji vers les
zones de sédimentation des platinoïdes, colorées par la puissance Joule locale

subit par exemple une augmentation significative du flux thermique en provenance du
verre.

Tableau 7.8 – Comparaison quantitative de flux thermiques reçus par les différents élé-
ments refroidis du creuset entre un régime nominal de fonctionnement et un régime de
sédimentation des platinoïdes.

Élément Flux simulé Évolution relative
kW %

Agitateur 26,0 −0,4
Virole 101,4 +1,5
Sole 27,9 +6,9
Dôme 11,5 −14,8
Cannes et injecteurs 16,0 +2,6
Total 182,8 +0,8

7.3.3 Performances de la simulation numérique

La résolution numérique du cas 2 fait usage de l’ensemble du modèle, transport des
particules compris. Ce cas est donc particulièrement intéressant pour l’étude des perfor-
mances globales de la simulation numérique proposée dans nos travaux. Les processeurs
utilisés sont des Intel R© Xeon R© E5 − 2670 v2.

Accélération en latence

La plupart des développements réalisés permettent de paralléliser de manière efficace
les calculs menés dans le cadre du creuset froid industriel. Nous étudions ici l’accélération
en latence de la simulation magnéto-thermo-hydraulique basée sur le logiciel ANSYS
Fluent R© augmenté des codes développés dans le cadre de ces travaux AV-AF et C-
AF. Cette étude permet notamment d’évaluer la fraction parallélisée p du code de calcul
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complet, c’est-à-dire la fraction exécutée de manière simultanée par l’ensemble des cœurs
alloués pour la simulation, qui constitue un estimateur quantitatif de l’efficacité de la
résolution du problème multiphysique. Différentes simulations numériques ont ainsi été
lancées avec un nombre de cœurs différents sur une architecture à mémoire partagée. La
tache de calcul a consisté en 30 itérations externes d’un cas stationnaire. L’évaluation de
l’accélération en latence se base sur la mesure du temps nécessaire au code parallélisé sur
N cœurs pour exécuter cette tache T (N) et la comparaison au temps pris par le code non
parallélisé pour exécuter cette même tache T (1). En considérant la parallélisation optimale
(équilibrage des charges de calcul, temps de communication courts...), l’accélération en
latence en fonction du nombre de cœurs utilisé N est donné par la loi d’Amdahl [145] :

Slatence(N) =
T (1)
T (N)

=
1

1 − p+ p
N

La figure 7.17 présente les résultats obtenus ainsi que la loi d’Amdahl se rappro-
chant le plus des accélérations observées, obtenue pour une valeur de fraction parallélisée
p = 97,2 %. Une telle valeur révèle une très bonne efficacité de la résolution du cou-
plage magnéto-thermo-hydraulique et permet, sur un grand nombre de cœurs de calcul,
d’atteindre une accélération en latence maximale :

Slatence(N → +∞) =
1

1 − p
≈ 36

 1

 3

 5

 7

 9

 11

 13

 15

 17

 19

 21

 1  3  5  7  9  11  13  15  17  19  21

S
la

te
n

c
e

N

Amdahl (p=97,2%)
observée

Figure 7.17 – Accélération en latence observée lors de la simulation numérique du creuset
froid - comparaison à la loi d’Amdahl pour une valeur de fraction parallélisée p = 97,2 %

Temps caractéristiques de calcul

De manière générale, une itération externe de résolution de l’ensemble des physiques
dure environ 30 s lorsque le calcul est parallélisé sur 20 cœurs. Les temps de convergence
pour l’obtention d’un régime périodique établi dans le cas 2 sont donc les suivants :

— Calcul stationnaire MRF : 200 itérations externes en 100 min de temps de calcul ;
— Calcul instationnaire SMM : 1500 pas de temps soit un temps physique de 30 s en

250 h de temps de calcul.
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7.4 Cas 3 - Creuset froid avec mesure spécifique de
flux thermique surfacique

7.4.1 Conception d’un outil de mesure spécifique

Nous nous sommes attachés à concevoir un instrument de mesure spécifique capable
d’évaluer précisément le flux thermique qu’il reçoit en provenance de la charge de verre
dans laquelle il est plongé, afin de permettre des comparaisons expérimentales encore plus
précises entre simulation numérique et mesures sur procédé. Sur le procédé, cet instrument
est installé au détriment de la canne de recalage. Afin d’augmenter la précision de mesure,
l’instrument devait notamment vérifier deux critères clés, qu’aucune structure du creuset
froid ne satisfaisait :

— Une zone de mesure totalement immergée dans la fonte de verre ;
— Une géométrie limitant la dissipation de puissance Joule dans les structures mé-

talliques le composant.
La première condition permet d’éliminer la contribution du rayonnement de la sur-

face de verre au flux thermique mesuré, en général non négligeable lorsqu’une partie de
l’élément considéré présente une partie émergée. La deuxième condition se traduit essen-
tiellement par une condition de faible rayon, limitant ainsi le flux magnétique à travers le
composant.

Principe de mesure

Considérons un cylindre de rayon R et hauteur l immergé dans le fluide en convec-
tion, refroidi par une circulation interne d’eau pressurisée. L’eau descend avec un débit
volumique Q à l’intérieur d’une veine centrale et remonte dans l’espace annulaire exté-
rieur comme représenté sur la figure 7.18. q dénote le vecteur flux thermique surfacique
en provenance du verre et n la normale sortante du domaine de verre. Te(z) et Ts(z) dé-
notent respectivement la température de l’eau (hors des couches limites) à l’altitude z dans
la veine intérieure et extérieure. Nous cherchons à mesurer le flux thermique surfacique
moyen reçu par le cylindre :

q̄ =
1

2πl

∫ 2π

0

∫ l

0
q · ndzdθ

Figure 7.18 – Géométrie du cylindre de mesure de flux thermique

Le cylindre est instrumenté avec n ≥ 2 couples de thermocouples (l’un dans la veine
centrale et l’autre dans l’espace annulaire extérieur) régulièrement espacés d’une altitude
∆z = l/(n − 1), fournissant une série de n mesures du différentiel (Ts − Te)(z) notée
(∆Ti)1≤i≤n. Lorsque q = 0, nous mesurons une série d’offsets (∆T0i)1≤i≤n 6= 0 en raison
de l’erreur systématique de chaque thermocouple que l’on considérera constante sur la
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plage de températures d’eau considérée. Les mesures de température collectées lors de
l’expérimentation permettent alors de déterminer le flux thermique selon :

q̄ =
6ρeaucp,eauQ

∆z(n− 1)n(n+ 1)πR

n
∑

i=1

(

(∆Ti − ∆T0i)
(

i− n+ 1
2

))

(7.2)

Démonstration. En considérant les propriétés thermodynamiques de l’eau constante dans
la gamme de températures considérée, le bilan énergétique sur une portion du cylindre
située entre z et z + dz s’écrit :

∫ 2π

0
q · nRdθdz = ρeaucp,eauQ (Te(z) + Ts(z + dz) − Te(z + dz) − Ts(z))

⇒ 1
2π

∫ 2π

0
q · ndθ =

ρeaucp,eauQ

2πR
dTs − Te

dz

Le différentiel thermique (Ts − Te)(z) est alors approximé par une régression linéaire
par méthode des moindres carrés :

(Ts − Te)(z) ≈ αz + β

où :

α =
12

∆z(n− 1)n(n+ 1)

n
∑

i=1

(

(∆Ti − ∆T0i)
(

i− n+ 1
2

))

≈ dTs − Te

dz

D’où le résultat.

On définit l’erreur d’interpolation par err = 1−r2, où r est le coefficient de corrélation
linéaire. L’utilisation de la régression linéaire permet la prise en compte de l’ensemble des
mesures (∆Ti)1≤i≤n. La sensibilité de l’évaluation du flux thermique à la mesure ∆Ti est
donnée par (C désignant une constante positive) :

∣

∣

∣

∣

∣

∂q̄

∂∆Ti

∣

∣

∣

∣

∣

=
2C

∣

∣

∣i− n+1
2

∣

∣

∣

∆z(n− 1)n(n+ 1)
≤ C

ln
∼ 1
n

Ainsi, l’augmentation du nombre de couples de thermocouples permet de diminuer
l’influence du bruit de mesure de chaque couple. On notera que l’utilisation d’un nombre
impair de couples est peu judicieuse car la mesure ∆Tn+1

2
aurait un poids nul dans l’éva-

luation du flux thermique.

Choix de la géométrie de la veine extérieure

Le calcul précédent est valable seulement si les températures mesurées sont indépen-
dantes de la position angulaire des thermocouples θ. Dans la pratique, où le flux surfacique
peut être très inhomogène le long de la circonférence du cylindre de mesure, la veine de
remontée d’eau est « enroulée » autour de la veine centrale pour que la condition d’in-
dépendance soit respectée. Le circuit extérieur est donc un hélicoïde de pas p comme
présenté sur la figure 7.19. Cette configuration permet également (et surtout) d’améliorer
la précision de la mesure grâce à une augmentation du coefficient d’échange thermique
dans la couche limite turbulente d’eau de la paroi externe. Ce phénomène a deux causes :
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— La première est géométrique. En effet, le coefficient d’échange thermique dans la
couche turbulente d’eau de la paroi externe est une fonction croissante du nombre
de Reynolds basé sur le diamètre hydraulique de la veine extérieure :

ReDh
=
UDh

νeau

où U = Q/A est la vitesse de l’eau, avec A l’aire de la section de passage de la
veine extérieure, qui est un rectangle de longueur a et de hauteur b. En notant
P = 2(a+ b) le périmètre de la section de passage de la veine extérieure :

ReDh
=

4Q
Pνeau

∝ Q

P

Or, le périmètre mouillé d’une section annulaire est minoré par 2πR tandis que
le périmètre mouillé d’une section d’hélicoïde 2(a + b) peut être pris aussi petit
que voulu en augmentant le diamètre de la veine intérieure (diminuant ainsi b) et
en réduisant le pas p (diminuant ainsi a). Ainsi, la diminution du pas de l’héli-
coïde (augmentation du nombre de tours) permet une augmentation du coefficient
d’échange thermique. Dans la pratique, l’apparition de fortes pertes de charges ré-
gulières lorsque le pas de l’hélicoïde est trop faible impose un pas minimum. Xing
et al. [146] ont montré que les configurations avec des rapports d’aspect a/b faibles
permettaient de diminuer les pertes de charges régulières sans altérer le coefficient
d’échange thermique ;

— La seconde est l’apparition d’un écoulement radial secondaire dans la veine hé-
licoïdale, augmentant le transfert thermique convectif vers l’eau de refroidisse-
ment [146].

Figure 7.19 – Géométrie interne du cylindre de mesure de flux thermique - les flèches
indiquent le sens de circulation de l’eau de refroidissement

Dans les deux cas mentionnés, l’augmentation du coefficient d’échange thermique per-
met une diminution du débit d’eau Q tout en maintenant un refroidissement suffisant
de la paroi externe pour éviter de dépasser la température d’ébullition de l’eau. La di-
minution de Q permet, à flux surfacique donné, d’augmenter l’échauffement de l’eau de
refroidissement et donc la précision relative de la mesure.

Instrumentation et implantation sur le creuset froid inductif

L’eau de refroidissement est maintenue à une température de 300 K en entrée du
circuit interne grâce à un échangeur thermique muni d’un régulateur PID. Le débit d’eau
est mesuré grâce à un débitmètre à ailette en ligne et ajusté grâce à une vanne à pointeau
manuelle, placés en aval du circuit interne. La zone cylindrique de mesure est munie de 8
thermocouples compensés de type K (4 couples de 2) régulièrement espacés en altitude,
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et fixée au bout d’une canne support refroidie fixée et isolée électriquement du creuset
(cf. figure 7.20). L’ensemble des structures immergées sont en acier inoxydable.

(a) CAO du haut de corps
de canne support - fiches des
thermocouples, raccords des
circuits de refroidissement,

semelle isolante

(b) Placement de la canne de
mesure (vue de l’embout) dans

le creuset avant l’expérience

Figure 7.20 – Canne de mesure de flux implantée sur le creuset froid nucléarisé

7.4.2 Comparaisons quantitatives de flux thermique

Nous présentons les résultats obtenus lors d’une campagne de fusion de verre de type
UOx en creuset froid 4. L’essai a comporté trois phases de mesures :

— Sans aucune induction électromagnétique et circuits de refroidissement en marche,
les offsets (∆T0i)1≤i≤4 à flux thermique nul ont été mesurés et sont reportés dans
le tableau 7.9 ;

— À vide de verre et inducteur alimenté, la puissance dissipée par effet Joule dans les
internes de mesure s’est avérée négligeable, de l’ordre de 100 W ;

— Lors de la fusion d’une masse m ≈ 281 kg de verre de type UOx.

Le rayon de l’embout de mesure de flux est R = 20 mm et sa hauteur efficace l =
129 mm. Le débit d’eau de refroidissement circulant dans ses internes était de Q ≈
350 dm3/h, assurant ainsi l’absence de points d’ébullition dans l’interne de mesure. La
figure 7.21 présente l’évolution au cours du temps de la température chaude de consigne
Th et du flux thermique surfacique moyen q̄ reçu par l’embout de mesure lors de deux
paliers de stabilisation à différentes températures de consigne. Sur la période représentée,
l’erreur d’interpolation était stable, variant entre 1,5 % et 4,0 % avec une valeur moyenne
de 2,7 %, ce qui démontre à la fois la précision et la stabilité importantes de la mesure de
flux thermique ainsi que son homogénéité le long du cylindre de mesure.

Le cas est par ailleurs résolu par simulation numérique instationnaire (méthode SMM)
selon la stratégie déjà présentée. Le niveau de verre prescrit est de 340 mm et les tempéra-
tures de 1423 K et 1473 K sont maintenues en utilisant un champ magnétique de 1,42 mT.

4. E. Sauvage : C15UOX30RE16, CE, SCDV.314, 2016, référence interne CEA
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Tableau 7.9 – Série d’offsets (∆T0i)1≤i≤4 mesurés à flux thermique nul

Couple ∆T0

K
1 0,7
2 0,1
3 0,0
4 0,8
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Figure 7.21 – Évolution au cours du temps de la température chaude de consigne Th et
du flux thermique surfacique moyen q̄ reçu par l’embout de mesure lors de paliers de
stabilisation à différentes températures de consigne

Le fait que la même valeur du champ magnétique soit nécessaire au maintien des deux
températures est dû à la chute de conductivité électrique pour la plus faible température,
entraînant une dissipation de puissance Joule par induction électromagnétique moins puis-
sante que pour la température nominale, à champ imposé identique. Par contre, la valeur
du champ magnétique doit être plus élevée que dans le cas nominal (cas 1) en raison de
la différence de niveau de verre h :

B ∼
√

1 +
L

h

Démonstration. En considérant que la charge est un cylindre de hauteur h variable et de
rayon L fixé, pour un régime stationnaire, la puissance Joule globale PJ ∼ B2 V– (Ω) ∼
B2L2h doit compenser le flux thermique échangé aux frontières Φ ∼ Sc ∼ (Lh + L2).
D’où :

B2L2h ∼ (Lh+ L2)

et donc la relation proposée.

La figure 7.22 présente la répartition du flux thermique surfacique sur l’embout de me-
sure obtenue par simulation, pour une température de consigne de 1473 K. Nous observons
une forte inhomogénéité radiale (et non axiale), avec un maximum de flux thermique en
regard de l’agitateur. Les comparaisons quantitatives entre les flux thermiques surfaciques
stabilisés expérimentaux et les résultats de simulation sont présentées dans le tableau 7.10.
Un bon accord est observé. Sont également reportées dans ce tableau les valeurs moyennes
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du coefficient d’échange thermique hext donnée par 2.36 à la surface de l’instrument de me-
sure et du coefficient d’échange thermique global H donné par 2.23. Ces valeurs montrent
en particulier qu’une part non négligeable du flux thermique est échangée sous forme ra-
diative et sont cohérentes avec la valeur proposée récemment par Chen et al. [17] lors de
l’étude d’une fonte d’oxyde en creuset froid, de 300 W/m2/K. Le modèle de coefficient
d’échange capture bien l’amélioration du contact thermique lors d’une augmentation de
température, due à la diminution de l’épaisseur de couche granulaire séparant la charge
des surfaces refroidies.

Figure 7.22 – Répartition du flux thermique surfacique sur l’embout de mesure obtenue
par simulation numérique instationnaire, pour une température de consigne de 1473 K

Tableau 7.10 – Comparaisons quantitatives de flux thermique surfacique sur un instrument
de mesure dédié

Th q̄ (exp.) q̄ (simu.) Erreur relative hext H
K ×105 W/m2 ×105 W/m2 % W/m2/K W/m2/K
1423 1,58 1,78 12,7 121 181
1473 2,02 2,22 9,9 153 217

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué l’ensemble des développements mathématiques
et numériques à quatre cas représentatifs des conditions expérimentales du creuset froid
inductif dédié à la vitrification des déchets issus des réacteurs à usage civil. Si le premier
cas étudié a permis de valider l’efficacité de l’approche multiphysique et multi-échelle mise
en place grâce à l’analyse d’une configuration simple, il montre également l’importance
des phénomènes dus au couplage des différentes physiques et leur impact sur des gran-
deurs intégrées telles que puissance électromagnétique dissipée et flux thermiques.
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Nous nous sommes par la suite intéressés à la simulation numérique de trois cas sur
géométrie réelle. Les paramètres numériques optimaux ont été détaillés étant donnés les
capacités et les temps de calcul disponibles. Le cas 1 correspond notamment à la simu-
lation la plus précise et la plus complète à l’heure actuelle d’une élaboration de verre
de type UOx en creuset froid et constitue à ce jour une référence au même titre que les
campagnes expérimentales de qualification du procédé de creuset froid réalisées au CEA.
L’étude qualitative et quantitative des résultats numériques ainsi que leur comparaison
à plusieurs résultats expérimentaux obtenus sur procédé a mis en exergue la capacité de
notre modélisation à rendre compte précisément des transferts d’énergie et de l’état de la
fonte lors d’un régime périodique établi. Nous obtenons en particulier une bonne prédic-
tibilité des valeurs de flux thermiques reçus par les éléments refroidis du creuset et une
cartographie précise des zones les plus sollicitées électriquement et thermiquement. Le cas
2 constitue une étude du phénomène de sédimentation des particules de platinoïdes dans
le cas où ce phénomène est observé c’est-à-dire en régime de fonctionnement dégradé ayant
entraîné une forte agrégation ou augmentation de la taille des particules et accélérant ainsi
leur sédimentation. Les zones de sédimentation préférentielles sur la sole du creuset ont
été comparées aux résultats obtenus lors de travaux en similitude hydraulique, montrant
une correspondance très satisfaisante. L’impact d’une telle accumulation sur l’induction
électromagnétique et la thermique a alors été étudié. Le cas 3 s’intéresse plus précisé-
ment à la comparaison quantitative de flux thermique reçu par un instrument de mesure
spécialement conçu pour cette étude, totalement immergé dans la fonte de verre et muni
d’un dispositif de mesure ayant montré des performances très satisfaisantes en termes de
précision et de stabilité. Des valeurs numériques ont alors été données pour le coefficient
d’échange thermique global et s’avèrent comparables à la littérature récente.

Enfin, nous avons mené une étude des performances de la simulation numérique en
termes d’accélération en latence et temps total de calcul lors de la parallélisation sur
plusieurs cœurs de calcul sur une architecture à mémoire partagée de 20 cœurs. Grâce à
l’ensemble des développements réalisés au cours de nos travaux, la valeur de la fraction
parallélisée atteint plus de 97 % pour la résolution de l’ensemble des physiques couplées.
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Nous résumons dans cette dernière partie les principales avancées issues des travaux
présentés, où un ensemble de phénomènes magnéto-thermo-hydrauliques a été étudié,
caractérisé, modélisé puis simulé à l’échelle industrielle. Les limites de notre approche et
les perspectives d’amélioration associées sont également abordées.
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8.1 Conclusions

8.1.1 Modélisation thermohydraulique

Amélioration de la modélisation du transport d’énergie. Cette étude a pro-
posé une prise en compte du rayonnement à la fois au sein de la fonte verrière opaque mais
également aux frontières du domaine fluide, grâce à une écriture précise des conditions
aux limites thermiques. La présence d’une couche de fritte de verre au contact des parois
refroidies a nécessité le développement d’un modèle de résistance de contact thermo-
dépendante permettant d’améliorer le bilan thermique simulé. Nous avons démontré que
notre modèle s’approchait de la condition de Dirichlet généralement utilisée dans la limite
des faibles porosités de couche granulaire.

Étude analytique de l’impact d’une viscosité du verre fortement dépen-
dante de la température sur les flux thermiques. Une analyse de couche limite
a permis de proposer une nouvelle loi de corrélation entre flux thermique et paramètres
du problème (température de chauffe, intensité d’agitation, paramètres VFT...). Cette loi
explique en particulier les fortes variations de flux thermique observées sur le procédé
de creuset froid lors d’une variation de la température de consigne et prédit avec une
grande précision les variations attendues en fonction de paramètres rhéologiques du verre
mesurables en laboratoire. Elle permet également de détecter de possibles dérives de tem-
pératures mesurée ou de composition chimique du verre lorsque ses prédictions sont mises
en défaut.

Instrumentation pour la mesure précise de flux thermique. Un instrument
de mesure de flux thermique sur creuset froid a été conçu, dimensionné, fabriqué et mis
en service sur les prototypes du laboratoire. Cet instrument, refroidi et immergé dans
le bain de verre, a pour but de mesurer précisément le flux thermique surfacique moyen
qu’il reçoit en provenance du verre, pour différents points de fonctionnement du procédé.
Le principe a démontré une grande robustesse ainsi qu’une grande précision de mesure,
permettant des comparaisons quantitatives directes à l’échelle du pilote avec les résultats
de simulation numérique globale du procédé. Il a entre autres mené à la validation du
modèle de contact thermique entre fonte et parois refroidies et donc à l’évaluation précise
du coefficient d’échange thermique moyen lié à la présence d’une couche de fritte de verre
infondue.

8.1.2 Modélisation des particules et de l’induction

Modélisation d’une phase de particules conductrices. Une grande partie de
l’étude a été dédiée à la prise en compte de la présence de particules de platinoïdes dans
les verres de type UOx. Nous avons ainsi proposé une modélisation de leur transport
au sein du verre, agité ou non, soutenue par des résultats expérimentaux. Une approche
Eulérienne a été choisie, en décrivant les particules sous la forme d’un champ de concen-
tration volumique variable dans le temps et l’espace. Cette formulation nous a permis de
prendre en compte des phénomènes de transport des particules comme leur sédimentation
entravée ou encore leur diffusivité de polydispersion.

Étude du comportement des particules en suspension. La modélisation du
transport des particules de platinoïdes a permis d’appréhender et de quantifier leur com-
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portement dans une fonte verrière. Plusieurs phénomènes ont été abordés, comme la sé-
dimentation individuelle ou « en nuage » et l’agglomération sous écoulement secondaire.
L’étude précise de la croissance des instabilités de Rayleigh-Taylor dans le cas d’une couche
de verre chargée en platinoïdes surnageant une zone moins concentrée constitue un pas en
avant vers l’étude de l’alimentation du creuset froid en matière durant son fonctionnement.

Étude de l’induction dans une suspension de particules. Après avoir démontré
la pertinence de l’utilisation d’une conductivité électrique effective, nous avons appliqué
nos codes de simulation à l’échelle microscopique en résolvant le passage de courants
électriques à travers des échantillons de verres tomographiés. Nous avons ainsi été en
mesure de démontrer l’apparition d’un phénomène de percolation et de déterminer une loi
de conductivité effective dépendante de la fraction volumique en particules, pouvant être
intégrée directement à la simulation électromagnétique macroscopique pour la résolution
de l’induction. Cette approche multi-échelle a entre autres permis de quantifier l’impact
de la présence d’amas de platinoïdes près de la sole du creuset froid, en ce qui concerne
le flux thermique reçu par le creuset et la répartition des courants induits.

8.1.3 Simulation numérique

Développement d’un code de simulation numérique multiphysique. Nous
nous sommes attachés à développer des codes de calcul précis et stables s’appuyant sur la
méthode des volumes finis pour l’ensemble des physiques du problème, permettant ainsi
la résolution complète du problème couplé tel que défini par les étapes de modélisation.
Un soin particulier a été apporté à la fois aux méthodes de résolution des différents cou-
plages qu’aux méthodes de discrétisation spatiale et temporelle, facilitant et accélérant
ainsi la convergence vers une solution précise. Un bénéfice décisif a pu être tiré du choix
de modélisation de l’induction électromagnétique, permettant la résolution des équations
de Maxwell uniquement dans la charge de verre et ce dans le logiciel ANSYS Fluent R©.
Ce choix permet entre autres de bénéficier d’un code de calcul unique, d’une résolution
des couplages efficace et des outils puissants du logiciel tel que la méthode de maillage
glissant (SMM).

Analyse du cas d’application. L’application à l’échelle pilote de la simulation
numérique au cas de la fusion de verre de type UOx en creuset froid dans des condi-
tions nominales du procédé tel que conçu au CEA a permis de caractériser précisément
les phénomènes magnéto-thermo-hydrauliques avec une description des différents champs
physiques et des évaluations quantitatives des bilans d’énergie thermique et mécanique.
Des points de comparaisons expérimentaux ont été mis en avant et révèlent une bonne
prédictibilité du modèle.

8.2 Perspectives

Les résultats des travaux réalisés et présentés ont de nombreuses applications directes
à l’élaboration de verre en creuset froid dans le cadre du conditionnement des déchets
nucléaires. La modélisation proposée offre une compréhension poussée des phénomènes
observés expérimentalement. L’amélioration simultanée des mesures de flux thermique
sur creuset, des bilans thermiques obtenus par simulation numérique et des lois de corré-
lations analytiques, permettent une optimisation du dimensionnement des équipements et
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l’émission de recommandations de conduite du procédé. Fort des analyses présentées dans
ces travaux, le CEA proposera à court terme [147] une méthode indirecte de mesure de la
température du verre grâce à l’alliance d’une mesure de flux thermique précise en temps
réel et de mesures rhéologiques du verre réalisées en amont. Enfin, l’évaluation numérique
de la constante de temps liée à la réponse dynamique du creuset froid à un changement
de puissance injectée permet d’entrevoir la réalisation de mécanismes de régulation pré-
dictive calibrés pour le contrôle de la température de la charge.

Lors d’une campagne de vitrification type menée à l’usine de la Hague, les cycles
d’alimentation, d’élaboration et de coulée en conteneur métallique se succèdent continuel-
lement, si bien que le creuset froid ne se trouve que très rarement en régime stationnaire
sans alimentation ni vidange de matière et sans réaction chimique ou changement d’état.
Dans nos travaux, l’analyse de cet état, considéré comme nominal, nous a permis une étude
comparative poussée. Si la phase de vidange du creuset a été traitée dans les travaux de M.
Lima da Silva [148], la modélisation et la simulation du procédé doit maintenant s’intéres-
ser à la phase d’alimentation du creuset en matière. Cette démarche devra se décomposer
en plusieurs études permettant l’augmentation de la modélisation :

— L’élaboration chimique du verre, c’est-à-dire le mélange et la réaction de la solution
calcinée de produits de fissions et d’actinides mineurs avec la fritte de verre, impacte
le procédé à la fois sur le bilan thermique global mais également sur le plan de la
morphologie des particules de platinoïdes. La prise en compte de ces phénomènes
nécessite entre autres l’étude de la cinétique des réactions chimiques d’élaboration ;

— L’ajout de matière entraîne un changement de volume de la fonte et nécessite,
pour sa modélisation, le relâchement de l’hypothèse de surface libre indéformable
et immobile.

La modélisation de cette phase d’alimentation et des phénomènes chimiques associés
constituerait un pas en avant vers la compréhension et la prédiction du procédé d’élabora-
tion, laissant notamment entrevoir la possible augmentation des capacités d’alimentation
du four.

Enfin, les modèles développés et les approches de simulation numérique associées
peuvent être appliqués à d’autres utilisations de la technologie de creuset froid comme le
retraitement de déchets nucléaires composés de verre et de métaux formant deux phases
continues distinctes ou le recyclage des verres plombés composant les tubes cathodiques
des anciens téléviseurs. Nos travaux sont compatibles avec des modèles de turbulence ou
d’écoulement diphasique nécessaires à l’extension de leurs applications.
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RÉSUMÉ

La vitrification des déchets radioactifs de haute activité et vie longue permet d’assurer leur confinement
à long terme grâce à l’intégration à l’échelle atomique des radioisotopes au sein d’une matrice vitreuse.
Parmi les différents procédés de vitrification, celui basé sur l’utilisation d’un creuset froid à induction
électromagnétique directe présente de nombreux avantages. Il est à ce titre en fonctionnement depuis
2010 à l’usine française de retraitement de la Hague. Affiner la compréhension et la modélisation des
phénomènes en jeu dans un creuset froid lors de l’élaboration de verre constitue un enjeu décisif pour le
soutien industriel et l’appui des démarches d’optimisation du procédé. Dans cette optique, nos travaux
proposent un modèle multiphysique ainsi qu’une simulation numérique prédictive prenant en compte l’en-
semble des phénomènes couplés régissant le comportement de la charge de verre lors de son élaboration
en creuset froid, en termes de convection, de flux thermiques et d’interactions électromagnétiques. Dans
un premier temps sont formulées les hypothèses de travail permettant la modélisation mathématique du
système magnéto-thermo-hydraulique avec un degré d’approximation contrôlé. Nous mettons notamment
en place une approche multi-échelle pour la prise en compte de la nature diphasique du verre nucléaire,
constitué d’une matrice homogène présentant des particules métalliques micrométriques de platinoïdes
en suspension. La résolution numérique du modèle couplé est alors assurée par le développement et l’uti-
lisation de codes de simulation précis, stables et optimisés, en proposant des schémas numériques et des
méthodes de couplage adaptés. Une grande part de nos travaux est dédiée à l’analyse des phénomènes
physiques caractéristiques de la fusion du verre, liés de manière générale aux propriétés physico-chimiques
variables du matériau (viscosité, masse volumique, conductivité électrique...). Sont notamment étudiés
deux grands axes qui constituent des apports applicatifs importants : le transport, la réponse à l’induc-
tion et la sédimentation des particules de platinoïdes ainsi que les échanges thermiques entre le verre
en fusion et les parois refroidies du creuset. Des lois d’échelle pour l’évaluation de l’intensité respective
de ces phénomènes sont dérivées de l’analyse du modèle couplé. Enfin, des comparaisons expérimentales
précises, à la fois à petite échelle et à l’échelle industrielle, permettent de valider l’approche choisie et les
résultats obtenus.

Mots clés : mécanique des fluides, verre, transfert thermique, creuset froid, suspension, induction élec-
tromagnétique

ABSTRACT

The vitrification of high-level nuclear waste ensures their long-term confinement through atomic integra-
tion of radioisotopes within a vitreous matrix. Among the various vitrification processes, the one based on
the use of a cold crucible with direct electromagnetic induction shows many advantages. Thus it has been
in operation since 2010 at the French reprocessing plant at La Hague. Refining the understanding and the
modeling of the phenomena involved during glass melting inside a cold crucible constitutes a decisive stake
for industrial support and process optimization. In this context, our work presents a multiphysics model as
well as a predictive numerical simulation taking into account all the coupled phenomena governing the be-
havior of the glass melt, in terms of convection, heat fluxes and electromagnetic interactions. The working
hypotheses are first formulated, allowing the mathematical modeling of the magneto-thermo-hydraulic
system with a controlled degree of approximation. In particular, we design a multi-scale approach to
take into account the diphasic nature of nuclear glass, consisting of a homogeneous matrix seeded with
micrometric particles mostly made of platinum-group metals. The numerical resolution of the coupled
model is then assured by the development and use of precise, stable and optimized simulation codes, by
proposing numerical schemes and adapted coupling methods. A large part of our work is dedicated to
the analysis of the physical phenomena characteristic of glass melting, generally related to the variable
physicochemical properties of the material (viscosity, density, electrical conductivity...). In particular, two
main axes are studied here with important applications: transport, response to the induction and settling
of the platinum-group metal particles and heat transfers between the molten glass and the cooled walls
of the crucible. Scaling laws for the evaluation of the respective intensity of these phenomena are derived
from the coupled model analysis. Finally, precise experimental comparisons, both on a small scale and
on an industrial scale, make it possible to validate the chosen approach and the outcoming results.

Keywords: fluid mechanics, glass, heat transfer, cold crucible, suspension, electromagnetic induction
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