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RESUME

L’objectif de la these est I’étude mathématique et ’analyse numérique du probleme
non linéaire de Sobolev. Un premier chapitre est consacré a ’analyse a priori pour le
probleme de Sobolev o on utilise des méthodes de semi-discrétisation explicite en temps.
Des estimations d’erreurs ont été obtenues assurant que les schémas numériques utilisés
convergent lorsque le pas de discrétisation en temps et le pas de discrétisation en espace
tendent vers zéro. Dans le second chapitre, on s’intéresse au probleme de Sobolev sin-
gulierement perturbé. En vue de la stabilité des schémas numériques, on utilise dans cette
partie des méthodes numériques implicites (la méthode d’Euler et la méthode de Crank-
Nicolson) pour discréti-ser le probleme par rapport au temps. Dans le troisieme chapitre,
on présente des applications et des illustrations ot on utilise le logiciel ” FreeFem+-+".
Dans le dernier chapitre, on considere une équation de type Sobolev et on s’intéresse a
la dérivation d’estimations d’erreur a posteriori pour la discrétisation de cette équation
par la méthode des éléments finis conforme en espace et un schéma d’Euler implicite en
temps. La borne supérieure est globale en espace et en temps et permet le controle effectif
de l'erreur globale. A la fin du chapitre, on propose un algorithme adaptatif qui permet
d’atteindre une précision relative fixée par I'utilisateur en raffinant les maillages adaptati-
vement et en équilibrant les contributions en espace et en temps de l'erreur. On présente

également des essais numériques.

Mots-Clés

Equation de Sobolev, estimation d’erreur, estimation d’erreur a posteriori, algorithme

adaptatif.






ABSTRACT

The purpose of this work is the mathematical study and the numerical analysis
of the nonlinear Sobolev problem. A first chapter is devoted to the a priori analysis for
the Sobolev problem, where we use an explicit semidiscretization in time. A priori error
estimates were obtained ensuring that the used numerical schemes converge when the time
step discretization and the spatial step discretization tend to zero. In a second chapter, we
are interested in the singularly perturbed Sobolev problem. For the stability of numerical
schemes, we used in this part implicit semidiscretizations in time (the Euler method and
the Crank-Nicolson method). Our estimates of Chapters 1 and 2 are confirmed in the
third chapter by some numerical experiments. In the last chapter, we consider a Sobolev
equation and we derive a posteriori error estimates for the discretization of this equation
by a conforming finite element method in space and an implicit Euler scheme in time. The
upper bound is global in space and time and allows effective control of the global error.
At the end of the chapter, we propose an adaptive algorithm which ensures the control
of the total error with respect to a user-defined relative precision by refining the meshes
adaptively, equilibrating the time and space contributions of the error. We also present

numerical experiments.

Keywords

Sobolev equation, error estimate, a posteriori error estimate, adaptive algorithm.
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Introduction générale

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et les technologies d’aujourd’hui
sont en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles. C’est en effet grace
a la modélisation de ces phénomenes au travers d’EDP que I'on a pu comprendre le role
de tel ou tel parametre, et surtout obtenir des prévisions parfois extréemement précises.

Certaines de ces équations peuvent étre résolues analytiquement et leurs solutions
exactes sont connues. Toutefois, pour un nombre important d’équations, la solution exacte
est inconnue. C’est dans cette optique que les recherches se sont penchées sur les méthodes
numériques pour pouvoir approcher les solutions exactes de ces équations. Ces méthodes
numériques nécessitent de transformer le probleme continu en un probléeme discret en utili-
sant des méthodes de discrétisation spatiale et temporelle. Ainsi ces méthodes fournissent
des solutions approchées qui sont le plus souvent dans un espace de dimension finie. La
discrétisation de ces équations par ces méthodes numériques donne lieu en général a des
systemes linéaires. Une question importante se pose : est ce que la résolution de ce systeme
fournit une solution approchée de bonne qualité ? Cette question est liée au probleme d’es-
timer et de controler I’erreur entre la solution exacte et la solution approchée. En d’autres

termes, il s’agit de déterminer la précision de la méthode numérique.

Dans cette these, nous nous intéressons a la discrétisation et a 'analyse d’erreur des

équations non linéaires du type Sobolev suivantes
Ayug + Agu = f, (1)

ou A; et A, sont des opérateurs différentiels pouvant dépendre de u et de t. Ce type
d’équation n’est pas récent, il a été proposé pour la premiere fois en 1954 par Sobolev [68]
d’ou le nom. Il sont I'une des nombreuses équations aux dérivées partielles importantes
qui modélisent, I’écoulement du fluide dans un milieu poreux fissuré [10], écoulement
diphasique en milieu poreux avec une pression capillaire dynamique [23, 37], conduction
thermique dans les systémes a deux températures [18, 73] et le cisaillement a l'ordre 2
dans les fluides [22, 72].

Les résultats d’existence de tels problemes sont prouvés pour des équations semi-
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INTRODUCTION GENERALE

linéaires ou non-autonomes (i.e., le cas ou A; et Ay ne dépendent que de t) dans [53, 65,
66, 31, 16, 67] par exemple, ou les auteurs exploitent le fait que A; est inversible. Ce qui
leur a permis de réduire le probleme a une équation d’évolution du premier ordre avec
un opérateur borné (non autonome) et le résultat d’existence suit facilement. La méme
idée a été utilisée dans [43] pour montrer un résultat d’existence pour le cas des équations
quasi-linéaires.

Concernant ’analyse de I’erreur pour diverses méthodes, de nombreux travaux sont pu-
bliés dans la littérature mathématique et qui traitent divers problemes de Sobolev de type
(1). Pour la méthode de Crank-Nicolson en temps combinée avec la méthode des éléments
finis, Arnold, Douglas et Thomée [4] et Wahlbin [79] ont considéré une approximation
totalement discrete d’'un probleme linéaire et semi-linéaire de Sobolev respectivement en
dimension 1 avec une condition aux limites et ils ont établi I'ordre de convergence optimal
dans diverses normes et la superconvergence nodale. Citons aussi ’approche proposée par
Ewing et Lin [30, 52] des équations non-linéaires de Sobolev ou ils ont obtenu un ordre
de convergence optimal en norme H! et L? respectivement. Dans [5, 25], on trouve une
approximation par la méthode de Petrov-Galerkin et dans [32, 58, 57, 70], les auteurs
proposent une approximation totalement discrete par la méthode de Crank-Nicolson en
temps combinée avec la méthode discontinue de Galerkin.

Les estimations d’erreur a priori étudiées dans les papiers précédents fournissent des

bornes sur la différence entre la solution exacte (qu’on appelle u) et la solution approchée

(qu’on appelle wu,, ;) dans une certaine norme || - ||, sous la forme
[ — un|| < C(AL h)ull., (2)
ou || - ||« differe en général de || - || et C'(At, h) est une fonction positive de At et h qui

tend vers zéro lorsque At et h tendent vers zéro. Ces estimations sont utilisées afin de
justifier théoriquement la convergence de la méthode numérique. Elles sont établies en
supposant certaines régularités sur la solution exacte (ces régularités peuvent ne pas étre
vérifiées en pratique). De plus, la constante générique C' qui apparait dans I’estimation
(2) est, soit inconnue, soit difficile & estimer. Cependant, la difficulté la plus importante
est que la norme de la solution exacte ||ul|. n’est pas calculable, simplement parce que la
solution exacte est inconnue. Donc, en pratique, la borne supérieure (2) ne permet pas le
controle effectif de I'erreur et par suite ne peut pas servir comme critere d’arrét pour un
algorithme de résolution.

Pour pouvoir développer une méthode adaptative, on va avoir recours a des estimations
d’erreur a posteriori. L’intérét de ces estimations est de fournir des bornes sur I'erreur qui
peuvent étre évaluées des que la solution approchée a été calculée. En effet, ces bornes

sont évaluées uniquement en fonction de la solution approchée, des données du probleme

2/154



INTRODUCTION GENERALE

et des données du maillage. Ainsi, (7}, D, u, ;) est un estimateur d’erreur a posteriori si

||u_un,h|| S n(ThaD7un,h)v (3)

ou 7y, est le maillage et D est I’ensemble des données du probleme.

Pour les problemes de Sobolev, plusieurs travaux ont été effectués dans le cadre de la
méthode des éléments finis conformes. On cite entre autres, [60], [78] et Bergam, Bernardi
et Mghazli [11] pour I’équation de la chaleur et Verfiirth [77] pour I’équation de convection-
diffusion-réaction. Cascén, Ferragut, et Asensio [17] obtiennent une estimation d’erreur a
posteriori pour I’équation de la chaleur discrétisée par des éléments finis mixtes et Nicaise
et Soualem [56] pour la méthode des éléments finis non conformes. Dans le cadre des
méthodes de Galerkin discontinues, on cite Sun et Wheeler [69], Ern et Proft [28], Yang
et Chen [80], et Chen et Yang [19], qui dérivent des estimations d’erreur a posteriori pour
le probléme de convection-diffusion instationnaire, et Georgoulis, Lakkis, et Virtanen [33]
qui présentent une estimation d’erreur a posteriori pour un probleme de diffusion ins-
tationnaire. Houston et Siili [39] dérivent des estimations d’erreur a posteriori pour un

probleme de convection-diffusion instationnaire par la méthode de Lagrange-Galerkin.

Amara, Nadau et Trujillo [3] présentent une estimation d’erreur a posteriori pour
I’équation de la chaleur discrétisée par la méthode des volumes finis centrés par maille
sur un maillage rectangulaire en utilisant les schémas a 5 ou 9 points. Ces estimations
sont établies en utilisant une interprétation du schéma volumes finis en termes d’une
méthode d’éléments finis mixtes. L’étude est basée sur les travaux de Bergam, Bernardi
et Mghazli [11] ot 'erreur est décomposée en erreur temporelle et erreur spatiale et ensuite
chacune de ces composantes est bornée par un indicateur. Cette technique de séparation
des erreurs est également utilisée par Aboulaich, Achchab et Darouichi [2] qui consideérent
un probleme de transport unidimensionnel discrétisé par les volumes finis centrés par
sommets. Ces estimations d’erreur a posteriori sont dérivées pour la norme d’énergie de
I’erreur.

Ce travail comporte principalement quatre parties

e une premiere est consacrée a ’analyse a priori par un schéma explicite d’un probleme
quasi-linéaire de Sobolev,

e s’ensuit une seconde consacrée a l’analyse a priori par un schéma implicite d’un
probleme singulierement perturbé de Sobolev,

e la troisieme partie est orientée vers des applications et des illustrations numériques,

e la derniere partie est consacrée a ’analyse a posteriori pour une équation de Sobolev.

Dans le Chapitre 1, nous considérons une approximation numérique de 1’équation
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INTRODUCTION GENERALE

quasi-linéaire de type Sobolev suivante

{ Aq(t,u)uy + Ao(t,u)u = f(t,u), dans V', 0<t<T, 1)

u(0) = uy, dans V,

dans un espace de Hilbert V' ou, pour tout ¢t € [0,7] et pour tout u € V, A;(t,u) est
un isomorphisme de V' sur son dual V', tandis que As(¢,u) est un opérateur borné de V/
dans V. Ces hypotheses sur les opérateur A;(t,u) et As(t, u) permettent de réécrire notre
équation comme une équation différentielle ordinaire posée a priori dans V. En d’autres

termes, le probleme (4) peut s’écrire sous la forme

{ uy = F(t,u(t)), dans V, 0<t<T, 5)

u(0) = up, dans V,

ot Ft,u(t)) = Ai(t,u(®)) " f(t,u(t)) — A (t,u(t)) P Ax(t, u(t))u(t). Ce qui nous permet
d’utiliser les schémas numériques standards pour les EDO pour la discrétisation temporelle
de notre probleme.

Notre objectif principal dans ce chapitre est d’effectuer une analyse générale pour des
schémas totalement discrets. On utilise une discrétisation abstraite en espace basée sur
une famille de sous espaces de dimension finie V}, de V' (h joue le role de la taille de maille),
et une discrétisation en temps basée sur les deux schémas d’FEuler et Runge-Kutta d’ordre
deux. Ces deux schémas numériques consistent a calculer la solution a 'instant courant
en utilisant des valeurs calculées aux instants précédents (sont des schémas explicites!) et
en partant de u(t = 0) = uy.

Ce chapitre est divisé en deux sections. La Section 1.1 est consacrée a 1’étude du cas
particulier des équations semi-linéaires de Sobolev, c’est-a-dire le cas ou les opérateurs
Aq(t,u) et As(t,u) ne dépendent ni de la variable temporelle ¢, ni de la variable spatiale w.
Les résultats obtenus sont ensuite généralisés aux équations quasi-linéaires dans la Section
1.2. Dans les deux cas étudiés et pour démontrer I'estimation d’erreur entre la solution
exacte de notre probleme et la solution totalement discrete, on a d’abord démontré une
estimation d’erreur entre la solution exacte et la solution semi-discrete en temps, ensuite
on a démontré une estimation d’erreur entre la solution semi-discrete en temps et la
solution totalement discrete (ces estimations sont obtenues sous certaines hypotheses de
régularité). En combinant ces deux estimations, on trouve le résultat principal de ce
chapitre, si U, est la solution totalement discrete de la solution exacte u au point ¢,
obtenue par le schéma d’Euler ou le schéma de Runge-Kutta d’ordre 2, on a I’estimation
d’erreur

|lu(tn) — Unnll < C((AL)P + hq(S)%

pour tout n = 1,..., N, ou At est le pas de temps, p = 1 (resp. p = 2) pour le schéma d’Eu-

ler (resp. Runge-Kutta), ¢(s) est 1ié a des hypotheses abstraites qu’on a supposé (mais en
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pratique cela dépend de la régularité de la donnée initiale et I'espace des éléments finis

choisi), et C' est une constate positive indépendante de h et At.

Dans le Chapitre 2, on considere une approximation numérique de I’équation linéaire

de type Sobolev suivante

{ Uet + €A1ucy + Asue = f(t), dans V', 0<t<T, (6)

ue(0) = uo, dans V,

ol € est une constante positive et pour ¢ = 1 ou 2, 'opérateur A; est un isomorphisme de
I’espace de Hilbert V sur son dual V’'. On suppose de plus que les deux opérateurs sont
auto-adjoints définis positifs dans un autre espace de Hilbert H (V — H).

Un probleme de type (6) avec Ay = A; a également été utilisé pour approximer certains

problémes paraboliques en temps [29], [64]. S’il existe une solution u. du probléme (6),

Oue
ot

le compact [0, T] vers u et u; respectivement, ot u est la solution du probleme d’évolution

alors lorsque € tend vers 07, cette solution et sa dérivée convergent uniformément sur

ut+A2u:f7 (7)

avec la condition initiale u(0) = ug. Le probleme (7) est généralement instable et mal
posé dans H dans le sens de Hadamard [35]. En 1960, Lattes et Lions [49] ont introduit
la méthode de quasi-réversibilité (Q.R.) qui consiste a modifier 1égerement les problemes
de type (7) pour les rendre bien posés et numériquement résolubles. L’idée générale de
cette méthode est de remplacer 'opérateur Ay dans (7) par une perturbation. Dans [64],
Showalter a approximé le probleme (7) avec une condition finale u(7") = g, ou g € H par
le probleme (6) avec A; = Ay et f = 0.

Comme dans le Chapitre 1, on peut considérer notre probleme comme une équation
différentielle ordinaire semi-linéaire a valeurs dans l’espace de Hilbert V. Ce qui per-
met d’utiliser les schémas numériques standards pour les EDO pour la discrétisation
de notre probleme en temps. L’opérateur (I + ¢A;) 1Ay est borné de V' dans V mais
(I + €A;) ™' Asl vy tend vers infini lorsque € tend vers zéro, et donc 'utilisation d'un
schéma numérique explicite n’est pas appropriée dans ce cas, vu que la constante de sta-
bilité dépend de la norme de cet opérateur. Pour cette raison, on a utilisé dans ce chapitre
des schémas implicites puisqu’ils sont inconditionnellement stables.

Via le changement d’inconnue v = (I + eAl)%u, et sous quelques hypotheses de
régularité, I'utilisation d’un résultat de [71] nous permet de démontrer I'estimation d’er-

reur suivante entre la solution exacte et la solution totalement discrete (noté wy,p)
lu(tn) = unnlle < Ce+ b+ (AL)),
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pour tout n = 1,...., NN € N* ou p = 1 (resp. p = 2) si on utilise le schéma d’Euler
implicite (resp. de Crank-Nicolson) pour la discrétisation temporelle. Pour démontrer
cette estimation, on a décomposé notre probleme en un probleme homogene avec une
condition initiale uy € V' et un probleme non homogene avec une condition initiale nulle.
On a commencé dans la Section 2.1 le probleme homogene et ensuite dans la Section 2.2
le probleme non homogene.

Dans le Chapitre 3, il s’agit de présenter quelques applications, et d’illustrer numériqg-
uement les estimations d’erreur obtenues dans les chapitres précédents a 1’aide de Free-
fem++. A chaque application présentée dans ce chapitre et avant de passer aux illus-
trations numériques, on vérifie d’abord que le probleme particulier qu’on a choisi rentre
bien dans notre cadre abstrait. Pour la discrétisation en espace, on a utilisé la méthode
des éléments finis qui est basée sur un maillage de €2, et {2 étant un domaine borné de
R? d = 2 ou 3). Dans la Section 3.1, on présente les applications pour le cas des equations
linéaires et semi-linéaires et ensuite dans la Section 3.2 on présente les applications pour
le cas des équations quasi-linéaires, enfin, dans la Section 3.3, on présente une application
pour le cas d’un probleme perturbé singulierement.

Dans le Chapitre 4, nous effectuons une analyse d’erreur a posteriori pour la discrétis-
ation du probleme de Sobolev suivant, par la méthode des éléments finis conforme et le

schéma d’Euler implicite

Liu 4+ Lou = f dans Q x (0,7,
u(-,t) =0 sur 02 x (0,7, (8)
u(-,0) = uy dans €,

ou L;, i = 1 ou 2 est un opérateur elliptique d’ordre 2 et  C R% d = 2 ou 3, un
domaine polygonal (polyédrique pour d = 3) ouvert et borné, de frontiere 99, et (0,T)
un intervalle de temps. Dans la Section 4.1, on présente le probleme semi-discrétisé et le
probleme totalement discrétisé en utilisant le schéma d’Euler implicite et la méthode des
éléments finis conforme, dans la Section 4.2, nous rassemblons les notions et les résultats
que nous utilisons tout au long de ce chapitre, ensuite, la borne supérieure et inférieure
de l'erreur en temps sont obtenues dans la Section 4.3 et la borne supérieure et inférieure
de I'erreur en espace sont obtenues dans la Section 4.4. On présente dans la Section 4.5 la

borne globale de I’erreur. Enfin, dans la section 4.6, on présente quelques tests numériques.
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— Chapitre 1 o .
Analyse a priori par un schéma

explicite en temps d’un probleme de

Sobolev

Résumé

Nous considérons un probleme quasi-linéaire de type Sobolev dans un espace
de Hilbert V. Pour approcher ce probleme, nous proposons deux schémas
numériques explicites et nous prouvons des estimations d’erreur avec des hy-

potheses minimales.

Sommaire
1.1 Les équations semi-linéaires . . . . . . . . . ... ... ... ... 9
1.1.1  Semi-discrétisation explicite en temps . . . . . . . . ... ... 10
1.1.2  Schéma totalement discrétisé . . . . . . . . .. ... ... ... 15
1.2 Les équations quasi-linéaires . . . . . . . . .. . ... ... ...... 22
1.2.1  Existence et unicité de la solution exacte . . . . . . .. .. .. 23
1.2.2  Semi-discrétisation explicite en temps . . . . . . . . ... ... 25
1.2.3  Schéma totalement discrétisé . . . . . . . . .. ... ... ... 29

Soit H un espace de Hilbert réel et soit V' un autre espace de Hilbert avec injection
continue et dense dans H (on note V < H). On notera par V' l'espace dual de V,
par (-, -)y le produit scalaire de H et par (-,-)y vy le produit de dualité entre V' et V.
Par T'identification standard de H avec H' on obtient les injections continues et denses
V — H ~ H' < V'. Les normes de V' et H seront notées respectivement || - || et || - || z.

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations quasi-linéaires de la forme suivante

(1.1)

Ap(t,u)ug + Az (t,u)u = f(t,u), dans V', 0<t<T,
u(0) = wy, dans V,

ou chacun des opérateurs A;(t,u) : V — V', t € [0,T],u € V,i = 1,2, est associé & une
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forme bilinéaire a;(t; u; -, ), par la relation suivante
a;(t; u;v,w) = (A (t, w)v, w)v v, Yo, w € V. (1.2)

Tout au long de ce chapitre, on suppose que
H; (continuité uniforme de a;(¢;u;-,-) par rapport a t et u) pour i = 1 ou 2, il existe
une constante M; > 0 indépendante de t et u telle que pour tout ¢ € [0,T] et tout
u,v,w €V, on a
|ai(t; w; v, w)| < Mi|v[[f|wl].

H, (coercivité uniforme de aq(t; u; -, -) par rapport a t et ) il existe une constante o > 0

indépendante de t et u telle que pour tout ¢ € [0,T] et tout u,v € V, on a
ar (t;usv,v) > al|v|*. (1.3)

L’hypothese Hy est équivalente & la continuité uniforme (par rapport a t et u) de A;(¢, u)
de V dans V', avec ||A;(t,u)||zov,yy < M; pour tout t € [0,7] et v € V; tandis que
I'hypothese Hy et le Lemme de Lax-Milgram assurent que 'opérateur A;(¢,u), est un
isomorphisme de V' sur V” avec || A (¢, u) ||z v) < < pour tout ¢ € [0,T] et u € V.

On a aussi besoin d’introduire la restriction de A;(¢,u) & H, a savoir 'opérateur non borné

défini par
D(A;(t,u)) ={v eV :3g € H tel que a;(t;u;v,w) = (g, w)y pour tout w € V},
Ai(t,u) = g.
Comme lopérateur A;(t,u),t € [0,7],u € V est inversible, on peut donc composer les

deux membres de la premicre équation de (1.1) par Ay(t,u)"! et obtenir le probleme

équivalent

{ w + A(t,u)u = g(t,u), dans V, 0<t<T, (1.4)
u(0) = o, dans V,

ot A(t,u) = A;(t,u) ' As(t,u) est un opérateur borné de V dans V' (uniformément par
rapport a ¢ et u grace aux hypotheses Hy et Hy avec || A(t, )|y < 22, pour tout

t €[0,T] et u € V) et g(t,u) = Ay(t,u)"  f(t,u). Le probleme (1.1) peut s’écrire alors

sous la forme suivante

{ up = F(t,u), dans V, 0<t<T, (15)

u(0) = o, dans V,

ou F(t,u) = g(t,u)—.A(t, u)u. La solution exacte de ce probleme (si elle existe) est donnée

par
u(t) = ug +/0 F(r,u(r))dr. (1.6)

On utilisera souvent la définition suivante

8/154



CHAPITRE 1. ANALYSE A PRIORI PAR UN SCHEMA EXPLICITE EN TEMPS
D’UN PROBLEME DE SOBOLEV

Définition 1.0.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert. Une fonction f : [0,T] x
E — F est dite (E, F)-continiment lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable

uniformément en t, s’il existe une constante positive L telle que
1f(t,0) = f(t,w)l[r < Lllv —wllp, Yo,weE, viel0,T].

St E = F, on dira tout simplement f est E-continiment lipschitzienne par rapport a la

deuxieme variable uniformément en t.

1.1 Les équations semi-linéaires

Dans ce cas, le probleme (1.1) se réduit a

{ Ajug + Agu = f(t,u), dans V', 0<t<T, (L.7)

u(0) = uy, dans V,

alors que les hypotheses Hy et Ha sont tout simplement la continuité des formes bilinéaires
(indépendantes de t et u) a;(-,-), i = 1,2, et la coercivité de a4 (-, -). Le probleme équivalent

(1.4) s’écrit sous la forme

{ Ut+Au:g(t7u)7 dans V, 0<t§T’ (18)

u(0) = o, dans V,

o A = A;'Ay est un opérateur borné de V dans V et g(t,u) = A;'f(t,u). On a le
résultat suivant d’existence et d’unicité pour le probleme (1.8) (voir le Théoréme 6.1.5 de

[59])-

Théoreme 1.1.1. Sous les Hypothéses Hi-Ha, on suppose que ug € V et que f est
continument différentiable de [0,T] x V dans V'. Alors le probleme (1.8) (par équivalence
(1.7)) admet une unique solution u € C*([0,T]; V).

Si la fonction f € C*([0,T] x V; V'), avec k = 1,2, on peut en déduire un résultat sur
I'ordre de dérivabilité de la solution u, et calculer les dérivées successives de u a 1’aide de
fonctions construites récursivement a partir de f. C’est utile pour obtenir des majorations,
fondées sur la formule de Taylor, de I’erreur commise dans une approximation numérique

de w.

Lemme 1.1.2. Si la fonction f € C*([0,T] x V; V'), avec k = 1,2, la solution t — u(t)

de l’équation (1.7) est de classe C* sur [0, T] a valeurs dans V.
Preuve : Pour k = 1, il s’agit simplement de 1’égalité
u(t) = —Au(t) + AT f(t,u(t)), Vt € [0,T).
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1.1. LES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES

Du Théoreme 1.1.1 et du fait que les opérateurs A et A;* sont bornés, on voit facilement

que la fonction ¢ — w,(t) est continiment dérivable et la formule de dérivation s’écrit

u'(t) = —Au'(t) + AT (g—{(t, u(t)) + g—i(t,u(t))u’(t)) .

Si on suppose de plus que f € C*([0,T] x V; V"), la fonction t — u”(t) est contintiment

dérivable sur [0,7] et on a

o f o f o
u(t)) + 25 () (6) + 525 (1 u(®) W (8), 0/(1)

of "
+ %(t, u(t))u (t)}.

0*f
ot? (t

u®(t) = —Au"(t) + A} {

1.1.1 Semi-discrétisation explicite en temps

On considere une subdivision réguliere (t; = iAt)Y, de 'intervalle [0, 7], ot N € N* et
At = L le pas de discrétisation en temps. Soit ¢ : [0,7] x V x [0, At] — V une fonction
continue. On cherche a estimer la solution u de (1.5) aux points (t,),n = 1,..., N — 1,
en partant de u(ty = 0) = up et en estimant étape par étape les valeurs de u(t,41) en

utilisant la formule de variation des constantes

ltnsr) = u(ty) + /t " PO u(r))dr.

Dans la suite, on utilisera une méthode d’approximation a un pas qui consiste a approcher
tny1

[ F(7,u(r))dr par la fonction At¢(t,, u(t,), At), i.e., la solution approchée du probleme
tn
(1.5) est donnée par le schéma suivant :

Up = uo, (1 9)
Upi1 = Un + Atg(t,, Uy, At), n=0,..., N — 1. '

La convergence de ce schéma numérique est basée sur I'estimation de l'erreur de consis-

tance locale.

Définition 1.1.3. L’erreur de consistance locale E; relative a la solution exacte u de (1.5)

est définie par
Ei(tai1) = ultner) — u(ty) — Atd(tn, u(t,), At), Yn=0,...,N — 1. (1.10)

Le théoreme suivant est une généralisation d’un résultat tres connu pour les équations
différentielles ordinaires de la forme u; = F(t,u), ot F est & valeurs dans R¥, k& € N* (voir

par exemple le Théoreme 3.5 de [36]).
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CHAPITRE 1. ANALYSE A PRIORI PAR UN SCHEMA EXPLICITE EN TEMPS
D’UN PROBLEME DE SOBOLEV

Théoreme 1.1.4. Sous les hypothéses du Théoreme 1.1.1, soit u la solution exacte du
probléeme (1.5). On suppose que ¢ est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable

uniformément en t, i.e., il existe une constante positive L telle que
lp(t,u, At) — p(t, v, At)|| < Ll|ju —vl||,Vt € [0,T],u,v € V, (1.11)

et on suppose que l’erreur locale vérifie ['estimation suivante pour un certain p € N et

pour une certaine constante positive C'
| Ey(tns1)]] < C(AHPT ¥n=0,...,N — 1.
Alors, Uerreur globale e, = u(t,) — U, satisfait
lenl < C(AE)P, n=0,1,...,N.
Preuve : On a d’apres (1.10)
W(tna1) = ulty) + Atd(t,, u(t,), At) + Ei(tne1), n=0,...,N — 1.
Alors, par (1.9), et comme ¢ est lipschitzienne, on obtient

lentall < llenll + Atllo(tn, ultn), At) = ¢(tn, Un, At)[| + [ Er(tnia) |
< (1 + LA |len|| + C(AL)P. (1.12)

Par itération sur n avec 1 <n < N, il est facile de démontrer que

—_

H@n” < (1 + LAt)”HeOH + C’(At)lﬂ-l (1 + LAt)n_k_l,

3

k=0
Comme ey = 0, on obtient
n—1
leall < CAHPTYY (14 LA+

< n(At)pH(]; i LAY
< (ADP(1+ LADN
= (AHP{(1+ LAt)zs }TE
S (ApP(2e)"t

Nous nous concentrons maintenant sur deux schémas particuliers.
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1.1. LES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES

Schéma d’Euler explicite

Ce schéma correspond au choix ¢(t,u, At) = F(t,u), et donc prend la forme

U() = Ug-
(1.13)
Upsr1 = U, + AtF(t,,Uy,), n=0, ---, N —1.

Dans ce cas, on a 'estimation d’erreur suivante.

Proposition 1.1.5. Sous les hypothéses Hy et Ha, on suppose que ug € V et f €
CY([0,T|xV;V"). Soient u la solution exacte du probléme (1.7) et U, la solution approchée
donnée par le schéma d’Euler explicite (1.13). Alors lerreur locale E; définie par (1.10)

vérifie 'estimation suivante
|E(tos)| S (AH)? YVO<n< N -1 (1.14)
En outre, l'erreur globale satisfait
lu(t,) — Unl| S At, Y0 <n<N. (1.15)

Preuve : Par le développement de Taylor avec reste intégral a I’ordre 1, on a
tn+1
u(tns1) = u(t,) + Atd(t,) + / (tne1 — T)u"(T)dT.
tn

On remplace cette valeur de u(t,,1) dans (1.10), on obtient

tnt1
Ei(tny1) = / (tni1 — T)u"(7)dT.
tn

Or la fonction t — u”(t) est continue sur le compact [0, 7] d’apres le Lemme 1.1.2, d’ou

t'n+1
|Btar) < sup [ (0] / (toss — 7)dr
tn

t€[0,T]

tn+1 1
S / (thrl - T)dT = §(At)2
tn

Pour la deuxieme assertion, notons d’abord que la continuité différentiable de f sur [0, T x
V dans V' implique que f est (V, V')-continiiment lipschitzienne par rapport a la deuxieme
variable uniformément en ¢. Alors du fait que A; est un isomorphisme de V dans V' et A
est borné de V' dans V, la fonction F' est V-continiment lipschitzienne par rapport a la
deuxieéme variable uniformément en ¢, i.e. ¢(t,u, At) = F(t,u), satisfait 'inégalité (1.11).

D’ou le résultat en appliquant le Théoreme 1.1.4. [
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CHAPITRE 1. ANALYSE A PRIORI PAR UN SCHEMA EXPLICITE EN TEMPS
D’UN PROBLEME DE SOBOLEV

Schéma de Heun (Runge-Kutta d’ordre 2)

Cette méthode est un peu plus complexe a mettre en oeuvre car la méthode numérique
utilisée pour intégrer la fonction F' sur chaque intervalle [t,,,.1] est la méthode du

Trapeze, i.e.,

Ot u, At) = = (F(t,u) + F(t + At,u+ AtF(t, u))).

N | —

Cette méthode nécessite donc I'évaluation de F en t, ou la fonction u(t) est déja connue
mais aussi en t,,1 ou la fonction u(t) n’est pas encore connue, d’ou le besoin de trouver
une approximation de u en ce point. Dans la méthode de Heun, une premiere estimation
de U,41 est obtenue en utilisant la méthode d’Euler (1.13). Cette estimation est utilisée
pour calculer F'(t, 41, u(tni1))-

Plus précisément, I’approximation par la méthode de Heun consiste a réaliser le calcul de

la récurrence suivante

Uo = uo,
Uiy =U, + AtF(t,,U,), (1.16)
Un+1 =U, + %[F(tna Un) + F<tn+1, U:;_,,_J],?’L =0,... 7]\/v — 1.
Proposition 1.1.6. Sous les Hypothéses Hy-Ha, on suppose queug € V et f € C*([0,T] x
V;V'). Alors Uerreur locale définie par (1.10) satisfait

1B (tnsn)I| S (A%, V0 <n < N —1.

Par conséquent, on a

lu(t,) — Unll < (At)?, YO <n < N.

Preuve : Rappelons que v € C3([0,T];V) grace au Lemme 1.1.2, et alors par le

développement de Taylor de u avec reste intégral a l'ordre 2, on a

tn+1

i) =u(t) + Al 0) + 500 4 5 [ b = 7P i

tn

(At)? OF (AL)? OF

=u(ty) + AtF(t,, u(t,)) + 5 E(tn,u(tn)) + T%(tn,u(tn))u'(tn)
—i—% /(tn+1 — T)2U(3)(T)d7.

De plus et comme f € C*([0,T] x V; V") il est facile de voir que F € C*([0,T] x V; V),
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1.1. LES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES

donc par le développement de Taylor de F' avec reste intégral a 'ordre 1, on a

F(tpg1, ultn) + AtF(ty, u(t,))) = F(tnsr, ult )+Atu'( n))
= F(tp,u(t,)) + DF(tn,u( ) (AL At (t,))

+ /(1 — 7)D*F(t, + TAt u(t,) + TAtY (t,))
(AL, At (t,), (AL, At (t,))) d,

ou DF(t,,u(t,)) est la différentielle au sens de Fréchet de F' au point (t,,u(t,)), i.e.,

DF(tn, u(t,))(At, At (t,)) = AtaF(tn,u( ))+AtaaF

- (tns )0 (1),

et pour (t,u) € [0,T] x V, D?*F(t,u) € L(R x V,R x V;V)) est la différentielle seconde

au sens de Fréchet de F' au point (¢,u) ce qui donne

2 2

D*F(t,u) ((At, At (t,)), (AL, At/ (t,))) = (At)%—f( u) + 2(At)? gg( w)u'(t,)
82

+HAL) 2( ) (W (tn), ' (tn)).

Par conséquent

Bl = ) —u(t) - % [F(tu(t)) + P (trn ulta) + AL (1, u(1,))]
2H/ 2w () — (A02(1 — ) (T b+ 7, ultn) + 7 (1)
+28t8u (tn + T, u(ty) + 70/ (t,))u' (L)
5’2

5 (tn 4 Tultn) + 7 (1) (0 (1), o (80)) ) |

par l'inégalité triangulaire et comme la fonction u’ est bornée sur [0, 7], on obtient

It 5 [ {2l + (@020 = ) (158 o 7, tt) + )

0

ZE At u(t) + AR ()]
6758 T u T u n

O0*F ,
157 Bt + AL u(ty) + AL (L)) jdr
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CHAPITRE 1. ANALYSE A PRIORI PAR UN SCHEMA EXPLICITE EN TEMPS
D’UN PROBLEME DE SOBOLEV

D’une part, on obtient grace au Lemme 1.1.2
At

/ PO < s ) /
€

0
At

< / 2 < (A,
0

D’autre part et comme F' € C*([0,T] x V; V), les termes restants de 'intégrale précédente

sont majorés par

2 2

(@0 sup {1 1+ () + 7 )]+ 55 b4 7 00) + 7 6

92F
S Tt + ),
d’ou la premiere assertion. Comme pour le schéma d’Euler, il facile de vérifier que

‘|¢(t7u7At) - ¢(t,U, At)” 5 (1 + At)Hu o UH?\V/t S [O,T],U,U eV,

ce qui implique que ¢ est lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable uniformément
en t. La deuxieme assertion est alors une conséquence directe du Théoreme 1.1.4 et de la

proposition précédente. [

1.1.2 Schéma totalement discrétisé

Pour un parametre positif A (qui joue le role de la taille de maille), on suppose donné
un sous-espace de dimension finie V}, de V' et on cherche a construire une approximation
totalement discrete du probleme (1.1). Pour cela, introduisons quelques notations utiles.

Pour ¢ =1 ou 2, on considere une approximation discrete A, ; de A;, définie par
(A; pun, Uh>v};,vh = a;(un,vn), Yup,vn € Vi,
ol a,(.,.) est la forme bilinéaire continue définie sur V' x V par (1.2), i.e.,
a;(u,v) = (A, v)vr v, Yu,v € V.

On définit 'opérateur de projection P, de V sur V}, associé a la forme bilinéaire a, (-, -),

i.e., pour chaque v € V| Pyv € V}, est I'unique solution de
a1 (Ppv,wy) = a1 (v, wp), Ywy, € Vi,

On introduit de méme 'opérateur de projection orthogonale @), de V' sur V} associé au

produit scalaire (+,-)y. Si on note par
-l = V()
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1.1. LES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES

la norme sur V' associée a la forme bilinéaire a; (-, ), par la continuité et la coercivité de
ai(+,-) (les hypotheses H; et Hy), on a

Vallul| < flufly < v/ Millul] Vu € V. (1.17)

On considére maintenant le probleme discret (en espace) du probléeme (1.1)

{Al,huh,t + A2,huh = fh(ta Uh), dans Vh7 0 S 13 S Tv (1 18)

up(0) = Pruy, dans Vj,,

ou fu(t,up) = Inf(t,up), et I : V' — V/ est Popérateur linéaire continu défini de sorte
que
(fultun), vn)vy v, = (f(Ewn), vn)vrv, Vou € Vi

Comme dans le cas continu, les hypotheses Hy et Hy permettent de conclure grace au
Lemme de Lax-Milgram que A; ;, est un isomorphisme de Vj, sur V;/. On peut alors com-

poser la premiere équation de (1.18) par Al_i et obtenir le probleme discret équivalent

{uh,t + Ahuh = gh(tv Uh); dans Vh7 0<t< T’ (119)

uh(O) = Phu(], dans Vh,

ot A, = A} Aay et gn(t,up) = A fu(t,un). Notons que l'opérateur Ay est borné (uni-

formément par rapport a h) de V}, dans lui méme comme le montre le résultat suivant.

Lemme 1.1.7. Sous les hypothéses Hy et Ha, on a

M,
Malley = == (1.20)
Preuve : Par définition, on a
| AT 4 Az pwn|
bl = sup ==
whp €V, wp 70 HwhH

Pour un wy, € Vi, wy, # 0 fixé, on pose u;, = Al_,llAgvhwh. Alors uy, appartient a Vj, et vérifie
ay(un, vp) = az(wp, vp), Yo, € Vi,

par définition de a;,7 = 1,2. En posant v, = u;, dans cette identité et en tenant compte

des hypotheses Hy et Ha, on trouve
aflunl® < az(wn, un) < Majwl]unll,

ce qui implique (1.20).
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CHAPITRE 1. ANALYSE A PRIORI PAR UN SCHEMA EXPLICITE EN TEMPS
D’UN PROBLEME DE SOBOLEV

Notons que le probleme (1.19) peut étre écrit de maniere équivalente comme une EDO

dans Vj, :

{U/h7t = Fy(t,up),dans V3,0 <t <T, (1.21)

up(0) = Pyug, dans V,
ou Fy(t,up) = gn(t,up) — Apuy. Par le schéma d’Euler explicite et le schéma de Runge-
Kutta d’ordre 2, la solution approchée du probleme (1.21) est donnée par les récurrences

suivantes respectivement :

Uy = P
04 = Satio (1.22)
Un+1,h = Un,h + Ach(tTw Un,h); n = 07 ceey N — 17
et
Uo,n = Prug
U:;_H’h = Un,h + Ach<tn> Un,h)a (123)
Uniih = Unp + S Fu(tn, Unp) + Fu(tns1, Ujyy ) n=10,...,N — 1.
Remarque 1.1.8. Pour chaque up, € Vy, les hypotheses Hy et Hy impliquent que
gh<t, uh) = Phg(t,uh), YVt € [0, T] (124)

En effet, comme Ay pgn(t, un) = Inf(t, us), on obtient

ar(gn(t,un),vn) = (f(t,un), va)vry, Yop € V.

Par la dédinition de Py, on a
ar(Prg(t,un), vn) = a1(g(t, un), vn) = ar (A7 f(t,un), va),
et par la définition de la forme bilinéaire ay(-,-), on trouve
ar(gn(t,up),vn) = a1 (Prg(t,up),vy), Yo, € Vp,
d’ot (1.24) par le lemme de Lax-Milgram.

Notre analyse d’erreur du schéma totalement discret est basée sur les hypotheses

suivantes.

Hj Il existe deux espaces de Hilbert D, et 158_1 (s > 1 est un parametre) tels que
D, < V et que Ay (t,u) est un isomorphisme de D, dans D,_1, et Ay(t, u) est borné

de D, dans Ds_l, avec
1At ) g, 00y + 142t W)l p, 5,0y S 1
pour tout ¢t € [0,7] et u e V.
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1.1. LES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES

H, Pour tout parametre s de ’hypothese Hj, il existe un nombre réel positif g(s) tel
que

lp = Quell S 1l ellp,, Ve € Dy (1.25)

En pratique, sous ’hypothese V' — H, D, correspond au domaine des puissances de

Aq(t,u) ou & un sous-domaine de Dy (ainsi Dy_y = A;(t,u)D,), tandis que 'estimation
(1.25) provient d’une estimation d’erreur d’interpolation. En particulier pour s = 1, on
peut choisir Dy = D(A;(t;u)) et Dy = H, si D(A;(t;u)) est indépendant de t et de u,
et si on peut vérifier les hypotheses précédentes. On réfere au chapitre 3 pour quelques
illustrations concretes. L’hypothese Hg est écrite dans le cas général (i.e. dans le cas ou

A;(t,u) dépend de t et u) pour pouvoir I'utiliser pour les équations quasi-linéaires.
Remarque 1.1.9. Sous les hypotheéses Hi-Hy, on a
le = Pupll S 7 llelln,, Vo € Ds. (1.26)

En effet, pour ¢ € Dy, on a par (1.17)

1 1 M,
—Poll < —llo—Pol; < —|l¢— </ -
le — Pl < \/allso ol < ﬁllw Qnellr < - | — Qnell,
d’ot (1.26) grace a Hy.

Dans I’analyse du probleme semi-discrétisé en temps, on avait besoin de supposer que
f est continiment différentiable sur [0,7] x V dans V' pour assurer 'existence de la
solution exacte, mais pour démontrer les résultats de cette sous-section (a 'exception du

Corollaire 1.1.14 ou intervient la solution exacte), il suffit de supposer que

Hs f est (V,V’)-continiment lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uni-

formément en t.

Proposition 1.1.10. Sous les hypothéses Hi-Hs, si on suppose de plus que f € C([0,T]x
V:D,_1), alors pour tout t € [0,T] et (v,v3) € Dy x Vj, on a

1B (t,on) = E(t,0)l| S llo = vall + 85 (ol o, + [, )]

Do 1) (1.27)

Preuve : Par la définition de Fj, et F et l'inégalité triangulaire, on a pour tout
t € [0,7] et tout (v,vs) € Dy X Vp,

1E5(t, on) = F(E0) |1 < llgn(t, on) — g(t,0) || + [Av — Apon]|. (1.28)

Commencons par estimer le premier terme du membre de droite de cette inégalité, on a

par I'inégalité triangulaire
lgn(t, va) — g(t, V)| < llgn(t, va) — Pag(t, v)[| + | Pag(t,v) — g(t, v)|].
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CHAPITRE 1. ANALYSE A PRIORI PAR UN SCHEMA EXPLICITE EN TEMPS
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D’une part, d’apres la remarque précédente et le fait que A;' est borné de V’/ dans V
(hypothese Hy) et la continuité lipschitzienne de f par rapport a la deuxiéme variable

uniformément en ¢ (I’hypothese Hy), on a

lgn(t,vn) = Prg(t, )]l = 1P (g(t, va) — g(t,0)) | S lg(t, vn) — g(ta, v)
= AT (f(t, o) = f(t,0))]
< | f(Evn) = FE )]

S llon = oll-

D’autre part et grace a (1.17), Phypothese Hy et le fait que A" est borné de D, dans

D1, (I’hypothese Hs) on obtient

1 Pog(t,v) — g(t,v)|| < b9 |g(t,v)|

Ds S hq(S)Hf(t’ U)Ds_l

Par conséquent

g (8, vn) — g(t, 0)I S llow — vl + A £(2,0)|

b, (1.29)
Reste alors a estimer le deuxieme terme, on a

|Av — Apop]| < ||Av — Py Av|| + || PrAv — Apuog]].
Comme Av € D, du fait que v € Dy, on en déduit des hypotheses Hy et Hs que

v — Podol] S 1O |Av]lp, S A9 o], (1.30)

Posons maintenant w = Av et w;, = Apvy, donc par définition de a; et as, on a

ar(w, x) = az(v,x) et ai(wn, x) = az(va, x),
pour tout x € Vj,. On a aussi par définition de P,

a1 (Pyw, x) = a1(w,x), Vx € Vj.

Par conséquent
a1 (Pyw — wp, x) = az(v —vp, x), Vx € V. (1.31)

En choisissant dans (1.31), x = P,w — w on obtient grace a la coercivité de a; et la
continuité de a-
[Phw = wall S v = wall. (1.32)

De (1.30) et (1.32), on en déduit que

v — Apon|| S B7lv]

d’ou (1.27). n
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1.1. LES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES

Lemme 1.1.11. Supposons que ug € D, que f € C([0,T] x V;D,_1) est (V,D,_y)-
continument lipschitzienne par rapport a la deuziéeme variable uniformément en t, et que
Uhypothése Ha est satisfaite. Alors la suite (U,)N_, définie par (1.16) est bornée dans D,

i.€.,

\Unllp, S1, Vn=1,...,N.

Preuve : Par construction (voir (1.16)), on a

At

|Unsa P (LA ]

. < [|Un]

D+ I (b1, Un + ALF (0, U) 1, )

At
< NUllp, + 5 (1, Un) = F(£2,0)

D, + [[E'(tn, 0)]

Dy

+| F(tns1, Un + AtF (t,,Uy,)) — F(tns1,0)]

D, + [[F(tns1,0)|

0)

Par la définition de F et le fait que A1_1 est borné de Ds—l dans D,, on a :

D’une part,

1F(ta, 0)llp, = 147 f (ta, 0)lp. S 1/ (20, 0)]

D’autre part, sachant que A est borné dans D, et compte tenu de 'hypothese de lipschit-

b Vn=0,1,...,N. (1.33)

zianité de f, on trouve pour tout u,v € Dy, et pour tout ¢ € [0,T]

|1F (¢, u) — F(t,0)||lp, < [A(u = v)||p, + [lg(t, u) — g(t,v)]|p,
. H ATt u) = f(t,v)]
D T |‘f<t7u) - f(ta U)Hﬁs_l
p, + [[u—

S llu =l (1.34)

Ds—l)

At
p, + o (L + A f({tn, 0)llp, ,

< lu—v| D,

S llu =]

S llu =]

Alors

1Un 1]

. < ||Un

D + AtHF(tna Un)|

p, + [/ (tn, 0)]

At
b, + 5 (21U by + 11 (tns1,0)

At)?
S+ ADUallo, + B Pt U) — Fita,0)

2 2
At
F2 A i, 05,
S L+ A Unllp, + At f (tn, 0l p,_, + ALl (tns1, 0)ll 5, -

Par récurrence, on démontre que

n—1

1Unllp, S (14 A8)"[uollp, + At D> (1 4+ A" (| £ (8, 0I5, , + [1f (b1, 015, )

k=0

Comme pour tout 0 < k < N
(1+ A <14+ AN el

le résultat découle puisque f est continue de [0,7] x V' a valeurs dans D,_;. [
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Lemme 1.1.12. Sous les hypotheéses Hy-Hjy et les hypothéses du Lemme 1.1.11, soit U,
(resp. Unp) la solution approchée donnée par (1.16) (resp. (1.23)). Alors Uerreur e, ), =

U, — U, satisfait l’estimation suivante
lennll S B,
Preuve : Par 'inégalité triangulaire, on a
At
lentinll < lleanll + - [1En(tn, Unp) = F(ta, Un)|
At
+ 7||Fh(1tn+1, Uph + AtFy(tn, Upp)) — F (tngr, Un + AtF (8, Uy)) |-

Puisque ug € Dy, on vérifie facilement par récurrence que U,, € D,, V1 < n < N, donc

grace a la Proposition 1.1.10

Dy T ||f(tm Un)|

HFh(tm Un,h) - F(tm Un)” SJ ||en,h|| + hQ(s)(HUn‘ Ds,l)‘

En appliquant aussi la méme proposition et en utilisant 1'inégalité précédente, on trouve

| Fi(tns1, Ung + AtFy(tn, Unp)) — F (tns1, U + AtF (8, Uy)) ||
5 (1 + At)Hen,h” + hq(s)(”UnHDs + Hf(tm Un>| Ds_1 + Hf(tn-&-l’ Un + AtF(tm Un)) HDS,l)‘

Par conséquent

lentinll S (1 + Ab)lennll
+hq(s)At(|’Un| D, T+ ||f(tn7 Un)|

Par récurrence, il est facile de démontrer que

ooy 1 (tngr, Un + ALF (80, Un)) I, ) -

n—1

leanll S L+ A6y leon ] + ho9 A S (1 + Aty (||Uk|

k=0

Ds (1.35)

+[1f (e, Uk)|

bt H e, Ui+ AP0, G, ).
Comme uy € Dy, on a grace a I’hypothese Hy

leo.ll = lluo — Pauoll < A7 uo|

b.. (1.36)

De I’hypothese f est (V, Ds_l)—continﬁment lipschitzienne, et puisque D; s’injecte continiiment

dans V, on obtient

1S (trs Ul p,_, S WUk, + 1Lf (s O)l 5, - (1.37)
De méme,
1f (trrr, Up + ALF (b, U))lp, ., S NUkllp, + ALIE @, U)o, =+ [1f (Er1, Ol 5,
S NUllp, + 1f (1, 0) [l 5,

p, + [[F'(tx; 0)]

D,)-
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Utilisons les estimations (1.33) et (1.34) démontrées dans la preuve du lemme précédent,

on obtient

p, + || f(trs1,0)|

[f (trgrs U + AtF(t, Up)llp, , S (1+ A1) U] b, T A (e, 0)l 5, -

Insérons cette derniere inégalité avec (1.36) et (1.37) dans (1.36), on en déduit grace au
Lemme 1.1.11 et la continuité de f de [0, 7] x V dans D,_; que

lennll S R |ug || p, + h?n. At.

Remarque 1.1.13. Sous les mémes hypothéses du Lemme 1.1.12, si on approxime la
solution du probléme (1.7) par le schéma d’Euler (1.22), on peut démontrer comme dans

le cas d’un schéma de Runge-Kutta que
HUn - Un,hH 5 hae),

Corollaire 1.1.14. Sous les hypothéses H1-Hy, on suppose que ug € Ds, f € C([0,T] x
V; Ds—l); que [ est (V, f)s_l)—contmﬁment lipschitzienne par rapport a u uniformément
ent, et que f € CP([0,T] x V; V'), p =1 ou 2. Soient u la solution exacte du probleme
(1.7) et Upp, la solution approchée donnée par (1.22) pour p =1 (resp. (1.23) pour p = 2).
Alors

lu(tn) — Unnll S (AP + R, (1.38)

Preuve : Conséquence directe :
e de la Remarque 1.1.13 et de la Proposition 1.1.5 pour le schéma d’Euler,
e du Lemme 1.1.12 et de la Proposition 1.1.6 pour le schéma de Runge-Kutta.

1.2 Les équations quasi-linéaires

Apres avoir étudié a la section précédente des équations de Sobolev semi-linéaires,
nous nous intéressons dans cette section aux équations de Sobolev quasi-linéaires (1.1),

i.e., on considere le probleme quasi-linéaire

Ay (t,u)uy + As(t,u)u = f(t,u), dans V', 0<t<T,
u(0) = up, dans V.

Il est bien connu qu’il n'y a pas existence de solution classique globale de ce type de

problemes de Cauchy. T. Kato et A. Pazy ont montré un résultat d’existence locale de la

solution (la solution existe pour un ¢ suffisamment petit) sous certaines hypotheses sur la

partie quasi-linéaire et la partie semi-linéaire de I’équation de Cauchy (voir [59, 43]).
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1.2.1 Existence et unicité de la solution exacte

Afin d’établir I'existence et I'unicité de la solution locale du probleme (1.7), on a besoin

d’hypotheses supplémentaires. Soit W une boule ouverte dans V.

Hg 11 existe v € (0,1] tel que pour i =1 ou 2

|as(t; ysu,v) = ai(s; 23u,0) | S ([t =s|" + ly =2l lullllv]l, Yy, 2, u,0 € Vit s € [0, T).
(1.39)

H; f est une fonction bornée sur [0, 7] x V dans V' :
|ft0)|v S 1, Ve [0,T], VoeV.
Hg Pour tout v € W, la fonction t — f(¢,v) est continue de [0, 7] dans V'.
Donnons maintenant quelques conséquences de ces hypotheses.

Lemme 1.2.1. Sous les hypothéses Hy, Hy et Hg, la fonction (t,v) — Aj(t,v)~! est
continiment lipschitzienne sur [0,T] x V' pour la norme de L(V', V) uniformément en t

et en v, t.e.,
HA1<Z€,U)71 — Al(to,vo)ill‘ﬁ(vl,v) S ’t - to"y + H’U - UQH, vt,to € [O,T],U,Uo eV. (140)

Preuve : Soient v,vy € V et soient ¢,y € [0,T] fixés arbitrairement. Alors par

définition, on a

- A(t,v) " h — Aq(tg,vo) " th

| A1 (t,0) ™" = Ai(to, v0) ey = sup 1A (2, v) 1(to, v0) H
heV',h#0 |\ B[

Maintenant pour un h € V', h # 0, si on pose ¢ = Ai(t,v) " h, et ¢o = Ai(to,vo) A,

alors

{ al(t; U3 ¢17 w)

= (h,V)vy, VeV,
al(tO;U; ¢271/’> - <

)1/}>V’,V7 V¢ € ‘/7

ce qui donne

Gl(t;’lﬁ o1 — ¢2,7/J) = al(tOSUOS ¢2a¢) - al(tﬂ); ¢2,w), Vi eV.

En choisissant 1 = ¢1 — ¢, et en utilisant les hypotheses Hy et Hg, on obtient

(It = to|” + [lv — vol|) || A1 (to, vo) "' A
S ([t —to]” + [lv —wol)[| Ay,

o1 = 2ll < (It = to" + [[v = woll) |2

ce qui prouve l'estimation (1.40). =
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Corollaire 1.2.2. Sous les hypothéses Hy, Hy et Hg, la fonction (t,v) — A(t,v) est

continiment lipschitzienne sur [0, T] X V' pour la norme L(V') uniformément en t, v, i.e.,

HA(t,’l]) - A(t07UO)||L(V) S ’t — to"y + ”U — U()H, vt,to € [O,T], \V/’U,’UO eV. (141)
Et alors
| A(t, v)v — A(t, vo)vo|| S (14 [Jvo]])||lv — vol|, Yt € [0,T], Yv,vy € V. (1.42)

Preuve : Par définition et pour ¢,ty € [0,T],v,v9 € V fixés, on a

At v) — A(to, vo)llcvy < [J[Ai(E,0) 7 (A2(t, v) — As(to, v0))|l vy
+ (ALt )" = Ai(to, vo) 1) Az(to, vo) |l vy
< N(Ax(t,0) vl A2t v) — As(to, vo) [l cevvy

+ ALt 0) T = Ai(to, vo) v vyl Aa(to, vo) vy
Puisque I'hypothese Hg pour ¢ = 2 est équivalente a
[A2(t,v) = Aa(to, vo)lleovvy S [ = tol” + [lv = wol],

on conclut (1.41) par (1.40) et les hypotheses Hy et Ha. Par I'inégalité triangulaire et
(1.41), on a

I A(t, v)v — A(t, vo)vol|

IN

A, v) (v = o) || + [|A(E, v)vo — A(t, vo) vl

S v = woll + flv = wol[[[voll,
dott (1.42). .

Corollaire 1.2.3. Sous les hypothéses Hy ,Hy et Hs-Hsg, la fonction g(t,u) = Ay (t,u) " f(t, u)

satisfait les propriétés suivantes

1. g est bornée sur [0,T] x V i.e.
lg@t,v) < 1, Yu,v eV, vt e[0,T],

2. g est 'V -continument lipschitzienne par rapport a la deuriéme variable uniformément
ent i.e.
lg(t,u) —g(t,v)|| S ||lu—v|, Yu,veV, Vtel0,T]. (1.43)

3. Pour tout v € W, la fonction t — g(t,v) est continue de [0,T] dans V.

Preuve :
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1. Conséquence directe des hypotheses Ho et Hy.
2. Soient v, vy € V et t,ty € [0,T], alors par I'hypothese Hy, on peut écrire
lg(t,v) —g(to, vo)|

< ALt v) 7 (f(E,v) = fto,v0)) |+ || (Ar(t,v) ™" — Ay(to,vo) ') f(to, vo)l]
Sf(tv) = f(to, vo)llve + |A(t, )~ = Ax(to, vo) "l eovr vy | f (o, ) [y

Donc grace a 'hypothese Hy et (1.40), on obtient

lg(t,v) = g(to,vo)ll < £ (t,v) = f(to, vo)llv: + [t — to|” + [lv — wo. (1.44)
En particulier, si ty = t, cette estimation et la propriété de lipschitzianité de f
induisent (1.43).

3. Si vy =v € W dans l'estimation (1.44), on trouve

lg(t,v) = g(to, V)| < N F(t,0) = f(to, 0)|lvr + [t = Lol

et la continuité de g découle de 'hypothese Hg.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer notre résultat d’existence.

Théoreme 1.2.4. On fize une boule ouverte W de V' et on suppose que ug € W. Sous les
hypothéses Hy, Ha et Hs-Hsg, il existe T € (0, T tel que le probléme (1.4) (et alors (1.1)

et (1.5)) admet une unique solution
we C([0, 7, W) N CH([0, T V).

Preuve : On applique le Théoreme 6 de [43] avec I'espace de Hilbert X =Y =V
et la boule fixée W. Les hypotheses (A1), (A2) et (A4) de ce Théoreme sont trivialement
satisfaites car les opérateurs A(t,v) sont bornés dans V, I'hypothese (A3) est satisfaite
grace au Corollaire 1.2.2; tandis que 'hypothese (fl) est satisfaite grace au Corollaire
1.2.3. m

1.2.2 Semi-discrétisation explicite en temps

On considere un entier N > 0 et on pose At = TWI le pas uniforme de discrétisation en
temps, ou 1" est le temps d’existence de u. Pour tout 0 < n < N, on note U,, I'approxi-
mation de u(t,), t, = nAt. Comme dans le cas d’un probleme semi-linéaire, on utilisera
ici les deux schémas d’Euler explicite et de Runge-Kutta qui consistent a : partant de

Uy = ug, chercher U, tel que
Ups1 = U, + AtF(t,,U,), n=0,..., N, (1.45)
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pour le schéma d’Euler, et

{ Ur,y = U, + AtF(t,, U,),

Ar i} (1.46)
Un+1 = Un + 5 [F(tn, Un) + F<tn+17 Un+1>]7 n = 0, ceey N,
pour celui de Runge-Kutta.

Lemme 1.2.5. On suppose que ug € W. Sous les hypothéses Hy, Hy et Hs-Hz, la fonction
F' est localement lipschitzienne par rapport a la deuziéme variable uniformément en t, i.e.
pour tout t € [0,T]

|F(t,u) = F@ )| S llu—vl, Vue W,Vv e V.
Preuve : Par définition de F| il est facile de voir que
[F(t,u) = F(t,0)|| < lg(t,w) — gt v)|| + AL, v)v — AL, w)ul].

Le résultat s’en suit grace au Corollaire 1.2.3, 2., a I'inégalité (1.42) et au fait que u € W.

Comme la fonction F’ est seulement localement lipschitzienne, on a besoin d’une version

légerement modifiée du Théoreme 1.1.4.

Théoreme 1.2.6. Sous les hypothéses du Théoreme 1.2.4, soit u la solution exacte du
probléme (1.5). On suppose que ¢ est localement lipschitzienne par rapport a la deuziéme
variable uniformément par rapport at, i.e., il existe une constante positive L indépendante
de t et At telle que

llo(t, u, At) — p(t,v, At)|| < Llju —v||, YVt € [0,T],u € W,v €V, (1.47)
et on suppose qu’il existe p € N tel que l’erreur locale vérifie
1By (tnsn)|| S (AP VR =0,...,N — 1.
Alors, Uerreur globale e, = u(t,) — U, satisfait
llea|| < (At)P, Vn=0,1,..., N.
Preuve : D’apres (1.10), on a
U(tnt1) = ulty) + Ato(tn, u(ty), At) + Ei(tyt1), n=0,...,N — 1.

Alors, par (1.9), I'hypothese de lipschitzianité sur ¢ et le fait que v € C([0,7"]; W), on
obtient

lentall < llenll + Atllo(tn, ultn), At) = ¢(tn, Un, At)[| + [ Er(tnia) |

< (1 + LAY e + (AP (1.48)
On termine comme dans la preuve du Théoreme 1.1.4. [
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Proposition 1.2.7. Sous les hypotheses du Théoréme 1.2.4, on suppose que la solution
ezacte u du probléme (1.1) a la régularité C*([0,T'); V). Si U, est la solution approchée

donnée par le schéma d’Euler explicite (1.45), alors Uerreur e, = u(t,) — U, satisfait
|u(t,) — Unl| S At, Y0 <n < N.

Preuve : Notons d’abord que le Lemme 1.2.5 assure que ¢(t, u, At) = F(t,u) satisfait
(1.47).
D’autre part, et comme dans la preuve de la Proposition 1.1.5, on obtient par un développement

de Taylor avec reste intégral a ’ordre 1

tnt1
Ey(tny1) = / (tnr1 — T)u"(7)dT.

in

Par conséquent, on en déduit de notre hypothese sur u que

1B (tn )| S (A%

On conclut grace au Théoreme 1.2.6. [

Pour voir sous quelles hypotheses on peut assurer la régularité C?([0,7"]; V') pour la

solution u, on montre d’abord le lemme suivant.

Lemme 1.2.8. Si la fonction Ay : (t,v) — Ai(t,v) est différentiable sur [0,T] x V,
alors la fonction B : (t,v) — Ay(t,v)~" lest aussi. Plus précisément, si DA;(tg,vo) €
LR x V,L(V, V")) est la différentielle au sens de Fréchet de la fonction Ay au point
(to,v0) € [0,T] x V, alors DB(to,v9) € LR x V,L(V', V), la différentielle au sens de

Fréchet de la fonction B au point (tg,vo), est donnée par
DB(to, ’Uo)<t, U) = —Al(t(), Uo)_lDAl(to, Uo)(t, U)Al (t(), ’Uo)_l
Preuve : On a

lim ——— H t + 1o, v+ Uo) - Al (to, ’Uo)il + A1 (to, ’Uo)ilDAl(to, Uo)(t, 'U)Al (to, ’Uo)i1 H
It)ll—0 || (2, )|

1
_ l A t,v 1A t,U —A t+t’v+v
lew)li=0 H(th{H 1(to, v0) ! (Au(to, vo) — Au(t + to 0)

+D A (to, vo) (£, v) Ax(to, vo) " Ar (t + to, v + v0)) A (t + to, v + vo)*1||}

< dim [ (to, o) el = G bR b A, (¢ to,0 4 v0) 7|

! ”(tlziﬁ;() W(Al(tov vo) "t — At + to, v+ vp) ).
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Cette derniere limite est nulle par définition de DA, (to,v) et d’apres la continuité de la
fonction (¢,v) — A;(t,v) (voir Lemme 1.2.1).

On vérifie de méme que si 2 (tg, vg) € L(R, L(V, V")) (resp. 2L (tg, vo) € L(V, L(V,V")))
est la différentielle partielle de A; en (tg,vy) par rapport a t (resp. par rapport a v), alors

0B 0A
—(to, Uo)t = —Al (to, Uo)ila—tl(to, ’Uo)t Al((to, Uo)il.

0B 0A
resp. %(%UO)U = —Al(tm’Uo)fla—Ul(fo, vo)v Ay (to, vo) .

]
Remarque 1.2.9. Dans le cas semi-linéaire, I'hypotheése f € CY([0,T"] x V; V') suffit
pour assurer la régularité w € C*([0,T"]; V) (voir Lemme 1.1.2). Mais dans le cas quasi-
linéaire, vu que
wy = F(t,u) = g(t,u) — A(t,u)u = Ay (t,u) " (f(t,u) — Ax(t, u)u),
et compte tenu du lemme précédent, on a besoin de supposer de plus que la fonction
(t,v) = Ai(t,v),i = 1,2, est différentiable (au sens de Fréchet) sur [0,T'] x V, et que

1285 (¢, ) | cricovivry + 1% (8 V)] cvicorvyy S 1, VEE[0,T],v € V.

Proposition 1.2.10. Sous les hypothéses du Théoréme 1.2./4, on suppose que la solution
ezacte u du probleme (1.1) a la régularité C3([0,T']; V). Si U, est la solution approchée
donnée par le schéma de Runge-Kutta (1.46), alors on a
lu(t,) — Unll < (At)?, YO <n < N.
Preuve : Grace au Lemme 1.2.5, on vérifie facilement que

(¢, u, At) = b(t, v, AL S (L+ Ab)Ju — o), ¥t € [0,T),u € Wov € V,

1
ce qui implique que ¢(t, u, At) = §(F(t’ u) + F(t + At,u+ AtF(t,u))) satisfait (1.47).
D’autre part, et comme dans la preuve de la Proposition 1.1.6, on obtient par un développe-

ment de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2

Bt || S (AL)°.
Le résultat découle du Théoreme 1.2.6. ]
Remarque 1.2.11. Dans le cas semi-linéaire, I'hypothese f € C*([0, T xV; V') implique
la régularité u € C3([0,T';V) d’aprés le Lemme 1.1.2. Dans le cas quasi-linéaire, on

a besoin de supposer de plus que la fonction (t,v) — A;(t,v),i = 1,2, est deux fois
différentiable (au sens de Fréchet) sur [0,T'] x V' avec

||82 i(t i + ||82 z'(75 i
v . R4 v . RV
6t2 ) L(R,R;L(V;V) (91}2 ) LV V,L(V;V)
+ ||82 iu )| <1, vVtelo,T,veV
—(t,v LV 4]0 :
I LIRV:LV;V)) S s
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1.2.3 Schéma totalement discrétisé

On suppose toujours qu’il existe un sous espace de dimension finie Vj, de V, h > 0, et

on considere 'approximation discrete A; (¢, up) de A;(t,uy), 7 = 1,2, définie par
(Ain(t, un)vn, wa)vy v, = ai(t; up; vp, wy), Yon, wy € Vi, Vi = 1,2, (1.49)

ou a;(t;up; -, ), i = 1,2 est la forme bilinéaire définie par (1.2).

Pour tout ¢ € [0,T] et u € V, on définit 'opérateur de projection Py (t,u) associé a la
forme bilinéaire a;(t; u;-,-), i.e., pour chaque v € V, P,(t,u)v € V}, est I'unique solution
de

a1 (t; u; Py(t, w)v, wp) = a1 (t; u;v,wy), Ywy, € V.
Si on note par
[ leo = Var(t;v;, ),

la norme associée a la forme bilinéaire a;(¢; u;-,-), on trouve grace a la continuité et la

coercivité uniformes de a;(t;v;-, ) (hypotheses Hy et Hy), que
valull < lullee < v Millull, vt e [0,T],Yu,ve V. (1.50)

On considere maintenant le probleme semi-discret (en espace) du probleme (1.51)

{ Aqp(t up)up e + Ao (t, un)un = fr(t,uy), dans Vi, 0<t <T, (1.51)

up(0) = Py(to, uo)uo, dans V},

ou fr(t,up) = In(f(t,un)) et I, est 'opérateur défini dans le cas semi-linéaire.
Comme dans le cas continu, I'opérateur Ay, (t,us),t € [0,T],up € V3 étant inversible, ce

probleme est donc équivalent a

(1.52)

Upt + .Ah(t, uh)uh = gh(t, uh), dans Vh, 0<t< T,
up(0) = Py(to, uo)uo, dans Vj,

ou Ah(t,uh) = Al,h(t,uh)_lAg,h(t,uh) et gh(t,uh) = Al,h(t,uh)_lfh(t,uh). Le Lemme
suivant montre que l'opérateur Ay, (¢, up,) est borné (uniformément par rapport a h) de V,
dans lui méme.

Lemme 1.2.12. Sous les hypothéses Hy et Hy, on a pour chaque t € [0,T] et v, € V},
M,

HAh(tavh)”ﬁ(Vh) < o (1.53)
Preuve : Soient t € [0,7] et v, € V}. On a
Ap(t,
ARt o) ey = sup  AAnlb o)l
whe‘/}uwh#o ||wh||
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Pour un wy, € Vi, wy, # 0 fixé, on pose v}, = Ay p, (¢, v3) 1 Ag 1 (¢, vp)wp, alors on a par (1.49)

ay (t;vn; vy, 1) = ao(t; vps W, 1), Yeon € V.

En posant ¢, = v}, dans cette égalité et en utilisant les hypotheses Hy et Hy, on trouve
allvpl* < as(t; vn; wn, vy) < Mollwalll|vg ],

d’ou (1.53). n
Notons que le probleme (1.52) peut étre écrit de maniere équivalente comme une EDO
dans V}, :

{ Upt = Fh<t, uh), dans Vh, O0<t< T, (154)

up(0) = Py(to, uo)ug, dans Vj,

ou Fy(t,up) = gn(t,up) — Ap(t, up)uy. Par conséquent, son approximation par un schéma
d’Euler explicite ou par un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2, prend respectivement les

formes

{ Uo,n = Pi(to, uo)ug (1.55)

Un+1,h = Un,h + Ach(tn7 Un,h); n=0,..., N — L,

ou

Uon = Pi(to, uo)uo
v in = Unn + AtFy(tn, Unp), (1.56)
Unith = Uni + S Fu(tn, Unp) + Fu(tni1, Upy )], n=0,...,N — 1.

Remarque 1.2.13. Pour chaque uj, € Vj,, il est facile de vérifier, sous les hypotheéses Hy

et Hy, que
gh(t,uh) = Ph(t,uh)g(t, uh), Vt € [0, T] (157)

En effet, comme Ay ,(t,up)gn(t, un) = Inf(t,uy), on obtient
a1 (& un; gn(t, un), vn) = (f(E, un), vn)vry,  Vou € Vi
D’une part, la définition de Py(t,uy) implique que
a (t; un; Pu(t, un)g(t, un), vn) = ay(t;un; g(t, un), vn) = ay(t;un; Ay un) £ (£, un), vp).-
D’autre part, par la définition de la forme bilinéaire a,(t;uy;-,-), on trouve que
ay (t; un; gn(t, un), vn) = ay(t; up; Pu(t, un)g(t, un), vn),  Vop € Vi,
d’ou (1.57) par le lemme de Lax-Milgram.

30,154



CHAPITRE 1. ANALYSE A PRIORI PAR UN SCHEMA EXPLICITE EN TEMPS
D’UN PROBLEME DE SOBOLEV

Proposition 1.2.14. Sous les hypothéses Hy-Hg, on suppose que f € C([0, T]xV; Dy_1).
Alors pour tout t € [0,T] et (v,vp) € Ds X Vi, on a

1Eu(t.on) = F(t, o)l S L+ [ol)llo = onll + 2™ (lollp, + [ £t )5, ). (1.58)
Preuve : Fixons t € [0, 7] et (v,v,) € Ds x V. Par I'inégalité triangulaire on a
[Ew(t,vn) = F (&, 0)|| < llgn(t,vn) — g(t, 0)|| + AL v)v — An(t, vn)val|-

On estime d’abord le premier terme du membre de droite de cette inégalité. L’identité
(1.57) donne

lgn(t,vn) = g(t; o)l < llgn(t, vn) = Ba(t, vn)g(t 0) || + [[(Pa(t; vn) = Dg(t,v)]
= NPt on)(g(t; vn) — g )| + [ (Pa(t, vn) = Dg(t, v)]]

D’une part, en utilisant (1.50), on obtient

[Pu(t, on)(9(E,vn) = g(t, )| < \/—IIPh(t »un)(9(E,vn) = (8 0)) e,

<

\/—Ilg(t »on) = 9(&0) e,

< \fug ton) = g(t,)

S ||v — nll;

ou la derniere inégalité est due au Corollaire 1.2.3, 2.

D’autre part, on obtient en utilisant toujours la double inégalité (1.50)

|(Pu(t,vn) — Dg(t,v)]| < %H(Ph(t»vh) — Dg(t,v) ||t
< %n@h — Dg(t, 0)||em

M,
< MyQu — nott. v
Grace a 'hypothese (1.25), on trouve

(Pt  on) = Dg(t, o) S W™ lg(t,v)llp

SHONf(E )l p, -

Pour le deuxieme terme, on a

|A(t, v)v — Ap(t,vp)on|| < || A(t, v)v — At vp)v|| + || A(E, vp)v — Pr(t, vp)A(t, vp)v||
+{| Pu(t, vp)A(t, vp)v — Ag(t, vp)op .
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Or, d’apres le Corollaire 1.2.2
A, v)o = At vp)vl| S [lv —wall|Jvl

On a aussi grace a (1.50)

M
(L = Pu(t, vn))A(E, vn)v]] <4/ FIH(I — @Qu)A(t, vn)v,
comme A(t,v,)v € Dy du fait que v € Dy, on en déduit de 'hypothese (1.25) que

17 = Pa(t, o)At vn)v]| S W7 LA, vn)v]lp, S B lv]lp,

Reste a estimer le dernier terme. Pour cela, on pose w = A(t, v,)v et wy, = Ax(t, vp)vp,

donc par définition de a; et as, on a

ar(t;vpw, ) = ag(t;vpyv,9), Y €V,

et
ay (t; vp wh, n) = ag(t; vp; vn, Yn), Yo, € Vi,

et par définition de P, (t,vy), on a
ay (t; vn; Pu(t, vn)w, ¥n) = ai(t; vn; w, ¥n), Yo, € Vi

Par conséquent

ay (t; vp; P (t, vp)w — wp, ) = ag(t;vp; v — vn, n), Vb € Vi, (1.59)

En choisissant dans (1.59), ¢, = P, (t, vy)w — wy,, on obtient grace aux hypotheses Hy et
H,

| Pr(t, vn)w — wp| S v — val.

Alors

1Pu(t, on) A(t, vo)o — An(t, vn)on]| S A7 o]

D, + [[v = vn[|(1 + [|v]

D,)-

Ce qui prouve que (1.58) a lieu. n

Remarque 1.2.15. On vérifie facilement que le Lemme 1.1.11 reste vrai (sous les mémes
hypothéses) dans le cas quasi-linéaire. Il suffit d’utiliser le fait que les opérateurs Ay (t,u)™" :
Ds_y — Dy et Ay(t,u) © Dy — D,_y sont bornés uniformément par rapport d t et u

(hypothése Hg).
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Lemme 1.2.16. Supposons que les hypothéses du Lemme 1.1.12 sont satisfaites en plus
des hypotheéses Hg-Hg. Soit U, (resp. U, ) la solution approchée donnée par (1.16) (resp.

(1.56)). Alors Uerreur e, = U, — Uy, est majorée comme suit
lenn]l < RIS, (1.60)

Preuve : Par 'inégalité triangulaire, on a

At

lentinll < Nlewnll + 1 Eu(ta, Unn) = F(ta, Un) |
At
+EJMM%HJMW+AMM%1%@)—FQM%U5+AHW%JQDN

La suite de la preuve est comme dans le cas semi-linéaire (Lemme 1.1.12), en utilisant la
Proposition 1.2.14 au lieu de la Proposition 1.1.10 pour majorer les deux derniers termes

du membre de droite de cette inégalité. [

Remarque 1.2.17. Sous les mémes hypothéses du Lemme 1.2.16, si le schéma d’Fuler

(1.55) est utilisé pour approcher la solution du probleme (1.1), alors 'estimation d’erreur
(1.60) reste valide.

Corollaire 1.2.18. Sous les Hypothéses Hyi-Hg, on suppose que ug € W N Dy, f €
C([0,T)xV; D,_1), que f est (V, Dy_y)-continiiment lipschitzienne par rapport d la deuziéme
variable uniformément en t, et que la solution exacte u du probléme (1.1) appartient a
CPH[0,T"; V), p =1 ou 2. Soit U, , sa solution approchée donnée par (1.55) pour p =1

resp. (1.56) pour p = 2). Alors on a l’estimation d’erreur globale
(resp- .
[u(tn) — Unnll S (At)P + 1) W1 <n < N.

Preuve : Conséquence directe :
e de la Proposition 1.2.7 et de la Remarque 1.2.17 pour le schéma d’Euler,
e de la Proposition 1.2.10 et du Lemme 1.2.16 pour le schéma de Runge-Kutta.
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— Chapitre 2 — .
Analyse a priori pour un schéma

implicite en temps d’'un probleme

singulierement perturbé

Résumé

Nous considérons un probleme de Sobolev singulierement perturbé dans un es-
pace de Hilbert V. Pour approcher ce probleme, nous proposons deux schémas

numériques implicites et nous prouvons des estimations d’erreur.

Sommaire
2.1 Le probleme homogene . . . . . .. .. .. ... ... ... 38
2.1.1  Etude du probleme semi-discrétisé implicite . . . . . . .. .. 38
2.1.2  Etude du probleme semi-discrétisé en espace . . . . . . . ... 41
2.2 Le probleme non homogene . . . . . . ... ... ... L. 56
2.2.1  Le probléeme semi-discrétisé en temps . . . . . . .. ... ... 56
2.2.2  Le probleme totalement discrétisé . . . . ... ... ... ... 59

On considere deux espaces de Hilbert H et V' muni de deux produits scalaires différents
(-, )m, (+,-)v et on suppose que V < H avec injection continue et dense. L’identification
de H avec son dual réalise une injection de cet espace dans V', le dual de V, ce qui donne
le triple de Gelfand V' < H — V’. On notera par (-, )y le produit de dualité entre V'
et Vet par |- || et || - ||z les normes de V' et H respectivement. Ce chapitre est consacré

a I’étude du probleme de Sobolev suivant

{ Uer + €Ajuey + Ague = f(t), dans V', 0<t<T, (2.1)

ue(0) = o, dans V,

ou € est une constante positive et pour i = 1, 2, 'opérateur A; est un isomorphisme de V'

sur V.
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Nous nous intéressons dans ce chapitre a trouver une approximation totalement discrete
du probleme (2.1).
On associe a chacun des opérateurs A; : V. — V' i = 1,2, une forme bilinéaire

symétrique a; par la relation
a;(u,v) = (Aju, v)yr v, Vu,v € V. (2.2)

On suppose que les formes a; sont continues et coercives. On notera M; > 0 la constante

de continuité et a; > 0 la constante de coercivité de a;, ¢ = 1,2. On a alors
lai(u, v)| < Mi[ulllv]l, et a;(v,v) > aif|o]|* Yu,ve V.

Ceci assure grace au lemme de Lax-Milgram que les opérateurs (I + €A;), € > 0, et Ay
sont des isomorphismes de V' sur V’. Pour tout ¢ = 1,2, on introduit la restriction de A;
sur H (on la notera aussi 4;) qu’on peut considérer comme un opérateur non borné dans
H défini par

D(A;)) ={ueV; g, € H tel que a;(u,v) = (gu,v)y pour tout v € V}

et
Aju = gy, Yu € D(A;).

On munira D(A;) de la norme du graphe :

1/2
lullpeayy =(llullf + | Asull)

Y

qui fait de D(A;) un espace de Hilbert. L’opérateur non borné A;, i = 1,2, ainsi défini est
auto-adjoint défini positif et est un isomorphisme de D(A;) sur H. Par conséquent, A; est

inversible et il existe une constate 3; > 0 telle que
|Aiull g > Billullg, pour tout u € D(A;).

On suppose de plus que l'injection de D(A;) dans V' est compacte. Comme conséquence
de cette hypothese, A; est & inverse compact et donc a un spectre discret. Soient {1 },"%

ses valeurs propres et {1;};"% les vecteurs propres associés.

On a aussi besoin d’introduire D(A¥), k > 2, domaines des puissances entieres de A;,
i=1,2,
D(A¥) = {v € D(AF); Aw € D(AFY)}.
D(AF) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

k
(U, U)D(Af) = Z(Azua AgU)Hv

J=0
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et la norme correspondante

k 1

3 2

lll ey = (§ j||Azu||%I) .
7=0

Comme l'opérateur (I + €A;) est inversible, on peut donc composer les deux membres

de la premiere équation de (2.1) par (I 4+ €A;)~! et obtenir le probleme équivalent

{ Uer + Acue = fe(t), dans V, 0<t<T, (2.3)

ue(0) = o, dans V,

ot Ac = (I +€A)) Ay et fo = (I + €Ay)7tf. Lopérateur A, est borné de V' dans lui

meéme et on a

M.

2
[Aelleor < ae (2.4)

En effet, on a par définition

Aeﬁ = Sup
Mdleoy = smp

alors pour u € V,u # 0, si on pose ¢ = A.u = (I + €A;) "' Ayu, on obtient

ol + ear(p, ) = as(u, ).

De la coercivité de a; et de la continuité de as, on trouve
arel|pl|® < Malull [l

d’ou (2.4).
On peut donc considérer notre probleme comme une équation différentielle ordinaire semi-
linéaire & valeurs dans l'espace de Hilbert V, i.e. le probleme (2.3) (et alors (2.1)) est

équivalent a

(2.5)
u(0) = uy, dans V,

ou F.(t,uc(t)) = fo(t) — Acuc(t).
Si on suppose que uy € V et f € C°([0,T],V"), alors par le Théoreme de Cauchy-

{ Uer = Fe(t,u.), dans V, 0<t<T,

Lipschitz-Picard le probleme (2.5) (et alors (2.1)) admet une unique solution u, € C*([0, T,
V) (voir Théoreme 7. 3 de [15]).

Nous pouvons utiliser, comme dans le chapitre précédent, les schémas d’approximation
standards pour la discrétisation temporelle de notre probleme. Mais de (2.4), on remarque
que || Acl|zvy tend vers +oo lorsque e tend vers zéro, et donc l'utilisation d’un schéma

numérique explicite n’est pas appropriée dans ce cas, vu que la constante de stabilité
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dépend de || Ac||z(v). Pour cette raison, nous allons utiliser dans ce chapitre des schémas
numeériques implicites qui sont inconditionnellement stables.
Par la formule de variation des constantes, la solution exacte du probleme (2.5) est

donnée par
t
ue(t) = ug +/ F(t,u(7))dr. (2.6)
0

Pour étudier une approximation de u., on décompose le probleme (2.1) en un probleme
homogene avec une condition initiale égale ug et un probleme non homogene avec condition
initiale nulle.

On commence d’abord par étudier le probleme homogene. Tout au long de ce chapitre, la

solution exacte u. du probleme (2.3) sera notée tout simplement u.

2.1 Le probleme homogeéne

2.1.1 Etude du probleme semi-discrétisé implicite

On considere le probleme (2.3) avec f. =0, i.e.

{ut—l-Aeu:O, dans V, 0<t<T, 2.7)

u(0) = uy, dans V.
Soit (t; = iAt)N,) une subdivision réguliere de I'intervalle [0,7], ot N € N* et At = L
est le pas de discrétisation en temps. On cherche & approcher la solution exacte u de (2.7)
aux points (¢,11),n =0,..., N — 1, en partant de u(ty = 0) = ug et en estimant étape par

étape les valeurs de u(t,1) grace a la formule

ultnsr) = ulty) + /t " e u(r)dr

Par le schéma d’Euler implicite (qui consiste a approcher I'intégrale fti"“ F.(r,u(r))dr

par AtF,(tpi1,u(tnt1))), la solution semi-discrete du probleme (2.7) est donnée par
Upt1 = Up + AtF (tny1,Ups), n=0,...,N—1,
ou de maniere équivalente
(I +AtA)upi1 = up, n=0,...,N—1. (2.8)

Et, par le schéma de Crank-Nicolson (qui consiste a approcher 'intégrale fti”“ F(r,u(r))dr

par 2L (F.(ty, u(tn)) + F(tpi1, u(tos1)))), cette solution est donnée par

At
Upp1 = Up + 7(F€(tn,un) + F.(ths1,Uns1)), n=0,...,N—1,
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ce qui équivaut a

1 1
(I + SAtAJu ey = (I = SALA w1 =0,. N — 1. (2.9)

Dans ce qui suit, on aura besoin du résultat technique suivant

Lemme 2.1.1. Pour touty € H, on a
k
(L +€eA) 2yl < lyllu, k=1,2.

Preuve : Comme 'opérateur A; est auto-adjoint a résolvante compacte, ses vecteurs
propres {t,};% forment une base hilbertienne de l'espace H. Pour tout y € H, on a alors

la décomposition suivante
o

y="> (y,)ut,

=1

et donc
k k

(I +€A) 2y => (1+ew) 2 (y, ) uth,

=1
ce qui implique par la formule de Parseval que

(7 +eA)"Zyllh = 3 (1 +ean) ™y, ) ul?
=1
< Y 1w )ul =yl

=1
puisque (1 +ev)* > 1, VI > 1. n

Pour des valeurs de € > 0, on montre des estimations d’erreur entre la solution exacte
du probleme (2.7) et la solution approchée du probleme semi-discrétisé par la méthode
d’Euler implicite (2.8) (ou par la méthode de Crank-Nicolson (2.9)) en utilisant d’une

part, le Théoréme 7.1 de [71] apres un changement d’inconnue approprié et d’autre part

le lemme précédent.

Lemme 2.1.2. On suppose que ug € D(Ay). Soit u la solution exacte du probléme (2.7)
et soit u,, la solution approchée donnée par le schéma d’Euler implicite (2.8). Alors

[u(tn) = unlln < Atlluol| pas)-

Preuve : L'opérateur A, n’est pas auto-adjoint. Pour se ramener au cas auto-adjoint,

on fait le changement d’inconnue suivant

{ v = (I + eAy)7u,

1 (2.10)
Vo = (I + €A1>EUO
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le probleme (2.1) est alors équivalent a

{ v+ Bu=0, dans H, 0<t<T, e>0, (2.11)

v(0) = vy, dans H,

avec B, = (I +€A;) "2 Ay(I + €A;) ™2 qui est bien auto-adjoint défini positif. On considére
le schéma d’Euler implicite, & partir de vy, la solution approchée du probleme (2.11) est

donnée par
Vpi1 = (I + AtB) v, 0<n<N-—1. (2.12)

Comme l'opérateur B, est auto-adjoint défini positif, alors par le Théoreme 7.1 de [71,

page 114] on a pour les solutions de (2.11) et (2.12)
lvn, —v(t)|ln S At)|Bevo|lg, V1<n<N.

Mais B.vg = B (I + eAl)%uo =+ eAl)_%Aguo. Sachant que Asuy € H, on conclut grace
au Lemme 2.1.1 que
[1Bevollur < [[A2uol| i, (2.13)

ce qui donne

v —v(to) g S Atl|uol| peas)-

Par récurrence sur n, 0 < n < N, on peut vérifier facilement que
vn = (I + €Ay)2uy. (2.14)

En effet, cette identité est vérifiée pour n = 0 par définition de vy. Si on suppose mainte-

nant que (2.14) est vraie, on a grace a (2.12)
(I +AtB v, 1 =v, = (I + eAl)%un,
en composant les deux membres de cette égalité par (I + eAl)_%, on trouve
(I + AtANI + €Ay) 2 0p41 = Un,

et grace a (2.8), on obtient

Un+l1 = ([ + €A1)%un+1.

Par conséquent et grace au Lemme 2.1.1, on obtient

(I + eAr) "2 (0(tn) — va)lln

< Hv(tn) - Un||H7

[u(tn) = unlla

d’ou le résultat. -
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Pour montrer maintenant une estimation d’erreur entre la solution exacte et la solution

semi-discrétisée par le schéma de Crank-Nicolson, on a besoin de supposer que
H) D(A)) = D(A,) et || Ayul|lg ~ ||Asul| g, pour tout u € D(A;).

Lemme 2.1.3. On suppose que I’hypothese HYy a lieu et ug € D(A32). Soit u la solution
exacte du probléeme (2.1) et soit u, la solution approchée donnée par le schéma de Crank-
Nicolson (2.9). Alors

[u(tn) = unllar S (A)*[luollpaz), Y1 <n < N.

Preuve : Toujours par le méme changement d’inconnue (2.10) et en utilisant [71,

Théoreme 7.1, page 114], on obtient
[vn = v(ta) i S (A BZvolla,

ol v est la solution exacte du probleme (2.11) et v,, est la solution approchée donnée par

le schéma de Crank-Nicolson suivant
1 1
Unt1 = (I + §AtBE)_1(I — §Atb’e)vm n=0,..N-1.
En appliquant le Lemme 2.1.1 et 'hypothese H), on a pour tout ug € D(A3)

1B2vo]|r = B2 + €AV zugllr = (I +eAr) 2 As(I + eAy) ™ Aguo|
5 HAl([—FEAl)ilAQ’U,OHH.

En tenant compte du fait que les opérateurs A; et (I +eA;)™! commutent, on obtient en

appliquant encore une fois le Lemme 2.1.1
1BZvoll i < (1AL Azuol |,

le résultat se déduit donc de Hj. n

2.1.2 Etude du probleme semi-discrétisé en espace

Pour un parametre positif h, on suppose qu’il existe un sous-espace de dimension finie

Vi, de V, et on considere une approximation discrete A, ; de A;,7 = 1,2 comme suit

(Aipun, vr)vy v, = ai(un,vn), Yup, vy € Vp, (2.15)

ou a;(-, ) est la forme bilinéaire définie sur V' x V par (2.2). On considere maintenant le

probleme discret (en espace) suivant

{ ([ + €A1,h)uh,t + AQ,huh =0, dans V,{, 0<t< T, e >0, (2 16)

uh(O) = Phuo, dans Vh,
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ou P, est l'opérateur de projection orthogonale de V' sur Vj, associé au produit scalaire

de H, i.e., pour tout v € V, P,v est I'unique solution de
(th,wh)H = (v,wh)H, Ywy, € V.

La forme bilinéaire a4 (-, -) étant continue et coercive, opérateur (I+€A; )" est inversible
de V}, dans V}. Donc on peut composer la premiere équation de (2.16) par (I + €Ay ) !

et obtenir le probleme semi-discret équivalent

Upt + Acpup, =0, dans Vi, 0<t<T, e>0, (2.17)
up(0) = Pruy, dans Vj,, '
ol Agh = ([ + €A17h)71A2,h.
Lemme 2.1.4. On a
Menllemy < 2 (2.18)
E,h ﬁ(Vh) — 0616. ‘

Preuve : Par définition, on a

||(] + EAL}L)_lAQ,hU)hH
[Acnlleqy = sup
wp €V, wp 70 HwhH
Pour un wy, € Vi, wy, # 0 fixé, on pose u, = (I + €Ay 4) 1 Aspwy,. Alors uy, appartient a
Vj, et vérifie
(up, vp) g + €ay(up, vy) = ag(wp,vy), Yo, € Vi,
par définition de a;,7 = 1,2. En posant v, = wu;, dans cette identité et en tenant compte

de la coercivité de la forme bilinéaire a; et de la continuité de la forme as, on obtient
ean[[up||* < My|[wp]|[|unl,

ce qui donne (2.18). [

Comme l'opérateur A, ; est borné dans V},, on peut alors considérer notre probleme
comme une EDO a valeurs dans V) et par conséquent utiliser les schémas numériques
standards pour discrétiser le probleme (2.17) en temps. Mais puisque ||Acz|lzv;,) tend
vers 400 lorsque € tend vers 0, alors comme dans la section précédente et en vue de la
stabilité nous allons utiliser les deux schémas numériques implicites d’Euler et de Crank-

Nicolson donnés par les récurrences suivantes respectivement
(I + At.AQh)Un_H’h = Unp,h, V0 S n S N — 17 (219)
1 1
([ + §At./4€7h>un+1’h = (I - §A67h)un7h, VO S n S N — 1, (220)
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avec U, = Ppug.

On cherche a estimer I’erreur entre la solution exacte du probleme (2.1) et la solution
approchée donnée par le schéma numérique totalement discret (2.19) (ou (2.20)). Pour

cela on a besoin d’introduire les hypotheses suivantes.
HY, I'inégalité inverse
lonll S 27 Inlls ¥ on € Vi,
est vérifiée (c’est le cas pour des triangulations quasi-régulieres).

H; Pour i =1 ou 2,
1450 Prw = A ulli S B2 ull, Yu e V.

H,
If = Puflle S K2 fllpay, YV f € D(A).
Hy
||f - th” 5 h||f||D(A1)7 \V/f € D(Al)

On commence par donner quelques résultats qui nous seront utiles pour montrer le résultat

principal de cette section.
Lemme 2.1.5. Sous l'hypothése Hy, on a
AT ull e ~ ([ A ull, Vu € H.
Preuve : Par définition, on a pour tout u € H

A*l
A7l = sup [t
vEH w#£0 HUHH

Comme les opérateurs A;' et A5 sont auto-adjoints, on a

|(u, AT ') | |(u, A7 A AT 0) i (A3, AAT )

||A1_1u||H: sup ————>— = sup = sup
vEH v#0 ||U||H v€H v#£0 ||?J||H vEH v#0 ||U||H

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et H}, on trouve

AT ullg < ||AZ ullg sup

< ||ASY .
v H vt ||'U||H ~ || 2 UHH

En intervertissant A; et Ay, on obtient || Ay u||g < || A7 ||z, d’ott équivalence cherchée.
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Lemme 2.1.6. Sous ['hypothése Hy, on a pour i =1 ou 2,

1Asnonllr < B2 6nllr, Yon € Vi, (2.21)

par conséquent
1A Unller 2 12 n i, Yion € Vi (2.22)

Preuve : Soit ¢, € V},. D’apres la définition de la forme bilinéaire a;, ¢ = 1 ou 2, on a
(Ainbn, v) e = ai(¢n, vn), Yo, € Vy,
en prenant v, = A; ,¢p, et par la continuité de a;(-,-), on a
[ Aindnll 3 = ai(dn, Aindn) < M;|onlll| Aspdnl|-

(2.21) se déduit alors de 'hypothese H5. Soit maintenant ¢y, € V}, en appliquant I'inégalité
(2.21) a ¢p, = A;’;wh, on trouve

[l < A2 1A Yl
d'out (2.22). "
Proposition 2.1.7. Sous les hypothéses H}-Hj, on a
[Avpunlla S 1 Aepunlle < (| Avpunll, Yun € Vi
Preuve : Grace a 'hypothese Hj, on a pour u;, € Vj,
1A pun — A7 Yupllr S PPluplle, i=1,2. (2.23)
Par (2.23) pour i = 1 et le Lemme 2.1.5, on a

AT i + B

AL unlle <
S A sl + B2 un a-

Donc par 'inégalité (2.23) pour i = 2, on obtient

1A unlla S VAl + B[,
et d’apres le Lemme 2.1.6, on conclut que [|A] huh||H | A huh||H On vérifie de méme
que
1A yunllr S AL punl| - (2.24)
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Des lors,

‘ (Al,huh; (Ph)H|

HAl,huh”H = sup
PhEVh,pn#0 HSOhHH
= sup ‘ (Al’hAz_}LAQ’huh’ SOh)Hl
ohEVhpn 0 lonlla

On obtient en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz

A5 L Avnenlla

| AL punll e < ||Agpunlle sup
©h €V, op#0 ||§0h||H

mais par (2.24), on a

1Az n Avnenlle S llenlla,
ce qui donne la premiere inégalité. La seconde s’obtient en intervertissant les roles des
indices 1 et 2. n

Comme dans le cas continu et afin de démontrer des estimations d’erreur, on utilise le

changement d’inconnue suivant

= (I + €A,z
Vo,n = (I + €A17h)2u07h.
Par conséquent le probleme (2.16) est équivalent a
pt + Bepvp =0, dans Vj, 0<t<T, >0, (2.26)
’Uh(()) = Vo,h, dans Vh,

ou B, = (L + EAL}L)_%AQJL(I + eAl,h)_%. Par le schéma d’Euler implicite et le schéma
de Crank-Nicolson, la solution approchée du probléme (2.26) est donnée par les formules

suivantes respectivement
Un+1,n = (I + AtBe,h>_1Un,h7 0 S n S N — ]-7 (227)

1 1
Vpprn = (I + 5Atzs;,,_b)—l(f — §At857h)vn,h, 0<n<N-1. (2.28)

Par récurrence et le fait que la solution exacte du probleme (2.26) est donnée par
Uh<tn) = vO,heinAt BE’h7 Vo0 S n S NJ

il est facile de voir que l'erreur entre la solution exacte du probleme (2.26) et la solution
approchée donnée par le schéma d’Euler implicite (2.27) (ou le schéma de Crank-Nicolson
(2.28)) vérifie pour tout 0 <n < N

Uh<tn> — Unh = En<AtBe,h)U0,h>
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oll pour un opérateur linéaire B

E.(B) = { (I+B)™—emB, (pour Euler implicite), (2.20)

(I +3B)"(I —3B)" —e ™5, (pour Crank-Nicolson).
Lemme 2.1.8. Sous les hypotheses H} a HY, pour tout w € V, on a l'estimation suivante
145w — B wl|m + | A5, Paw — B Powlli < ellw|| . (2.30)

Par conséquent
1B w — B, Puwlli S (e + h?)l[wl|a. (2.31)

Preuve : Soit w € V. Par définition et 'inégalité triangulaire, on a

145w — B 'wllr = |4y w — (I + €Ay 2A; (I + eAy)2wl|y
< (I = (I +eAn)?) A7 wl| g + [|A7 (w — (I + €Ar)2w)| g
+H((I+€A1)2 — DA (w— (I +e44 )%’LU)”H

Donc on estime les trois termes du membre de droite de cette inégalité. Pour tout y €

D(A;), on a par la formule de Parseval

(1— (1 +en)?)?(y, 1) ul®

NE

I(F = (T +eA)2)yl} =

=1

2,2
€“V;

Y (1+ (14 ey)

’(%%)H‘z

NE

(SIS

l )*

< @) vl vn
=1

= €[ Awlk

En utilisant ’hypothese Hj, on obtient alors
H(I — (I +€A )1/2)A Yw|lg < e|lAAs w||lg < el|wl|a. (2.32)

Par la méme formule de Parseval, on a

lw — (I + eA)Pwll} = le— 1+ e) 1/2|2 I(w o)l
> 621/2
< e
SIS AT,
=1
S g,

par conséquent et comme 'opérateur A, ' est borné de V’/ dans V, on obtient
1A (w = (I + eA)w)|| S el|wl|. (2.33)
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De la méme fagon et pour y € V, on a

I +eA) = Dxllz = Y10+ e = 1P(x v)al
=1

< ZEVI|(X7¢l)H|2
I=1

< ellyl?

S ey,

= ellxI*,

ce qui donne par (2.33)

IN

1+ A = DA (w— (T eA)w)ln < Vel Ay (w— (I + eA)w)]|

< (@ [lw]n. (2.34)
Des inégalités (2.32)-(2.34), on obtient alors
145w = B wlli S eflwla

On procede de méme pour majorer ]|A2’7,11Phw—8;,1Phw||H par €||w|| g. L'opérateur linéaire
Ay, étant symétrique dans l'espace de dimension finie V},, il admet un nombre fini de
valeurs propres qu’on notera {v;;,}" et les vecteurs propres associés {1} forment
une base orthonormale de V. L’hypothese H) est remplacée par la Proposition 2.1.7.
Ainsi, on obtient (2.30).

Pour (2.31), on a par l'inégalité triangulaire
1B w — B Powlli < [ Ay w = B wlli + | Ay, Pow — By Pawll i + (| Ay w — Az Pywl|,
d’ou le résultat grace a (2.30) et 'hypothese Hy. =
Lemme 2.1.9. Pour tout v, € Vj,, on a

1+ €Arn) ™= onllar < ol

Preuve : Soit v, € V},, alors v, s’écrit dans la base {@Z)Lh}fi’ﬁ

Np,

vp = Z(Uh, Yin) Hn,

=1

ce qui entraine
Np,

(I+€Ary) 2, = Z(l + evip) 2 (0, V) ¥,

=1
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et donc par la formule de Parseval

Np,

(T + eAr)"2ull = > (1 + ) ™ (vn, vun)

=1

Np
> wn, i) ul® = loall3
=1

IA

Proposition 2.1.10. On suppose que les hypothéses H a Hy ont lieu et que ug € D(A).
Soient vy, la solution du probléme (2.26) et vy, la solution approchée donnée par le schéma
d’Euler implicite (2.27). Alors

lon(tn) — vanlle S (e 4+ At + B?)|Jugl|piay, V1 <n<N. (2.35)
Et par conséquent
llun(tn) — unplle < (e + At + h2)||u0||D(A1), V1i<n<N, (2.36)

ot uy, est la solution du probléme (2.17) et u,p, la solution approchée donnée par le schéma
d’Euler implicite (2.19).

Preuve : Par I'inégalité triangulaire, on a
|lon(tn) — vnnlle = || En(AtBep)vorlln < || En(AtBes)Prvoll g + || En(AtBey) (von, — Prvo) || a-

Or pour tout v € V, il est facile de vérifier par simple calcul que
g—1 ‘
Pyw =Y BPy(B ' =B P)B " v+ B IPBWw, q=1 ou 2, (2.37)
=0

ol th = I. En appliquant cette égalité pour v = vy et ¢ = 1, on obtient
| En(AtBe ) Povoll i < || En(AtBep) Pr(B. ' — By Pu)Bevo|l i + || En(AtBe ) B, PuBevol| -
Par [71, Lemme 7.2, p. 124], on a

|Ea(AtB ) PABL] ey S (A, 0<j < qn >0, (2.38)

Appliquons cette inégalité au membre de droite de la précédente, d’abord avec j = 0 pour

le premier terme ensuite avec j = 1 pour le second, on obtient

IEn(AtBey)Povolla S (B — By Pa)Bevoll i + At||Bevol| -

€
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En utilisant le Lemme 2.1.8, I'inégalité (2.13) et I'hypothese HY, on en déduit
| En(AtBe ) Pyvolln < (e + B + At)||uol| peay)- (2.39)
Pour I'autre terme, encore une fois par (2.38) avec j = 0, on a

| En(AtBe ) (von — Prvo)llar S llvon — Provolla = || Pa(von — vo)lla
< Nlvon — vollu-
Or
o — vollz = (I + eAvp)2 Pouo — (I + A1) 2ug|| o

< (I + €Arp)? Poug — Pouoll + |luo — (I + €A1)2ug| i + || Patto — ol .

Par I'hypothese HY, on a
| Prto — wollir S B*[luoll peay)- (2.40)

Pour les autres termes, on a déja démontré dans la preuve du Lemme 2.1.8 que
1
luo — (1 + €A1)2uol|mr < €llAvuollr < €lluollpiay),

et
1
(I + €A1,0)2 Phuo — Puuoll S €llAvnPruol|a-

Donc il suffit d’estimer ||A; ,Pruol| . En effet, on a par définition

A Prug, v
| Ay pPrugllg =  sup ’< 1,h LU0, h)H|
Un €V 70 [0n] 1

Comme A, , Pyuy € H, on a

‘(Al,hPhUOWh)H’ = |ay(Pruo, vn)|

IN

la1 (Prug — ug, vp)| + |ai (ug, vp)|

= |a1(Pruo — ug, vp)| + |(Ar1uo, vp) |

IN

M |[Pyuo — uollllvall + | Avuol[[vnl|ar-
Et utilisant les hypotheses HS, et Hy, on obtient
|(AvnPuuo, )| S lluoll peayllonll

ce qui donne
[ A nPouollm S [luollpeay)- (2.41)

Par conséquent
[vo. = vollar < (e + h*)|uoll pay)- (2.42)
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De (2.39) et (2.42), on conclut la majoration (2.35).

Finalement, puisque
1
Jun(tn) = unnlla = [[(I+ €Arn) ™2 (Un(tn) = vnn) | o,
I'estimation (2.44) se déduit alors du Lemme 2.1.9 et de (2.35). =

Remarque 2.1.11. De la méme fagon, si on a ug € D(A3),vy, la solution du probléme
(2.26) et vy la solution approchée donnée par le schéma de Crank-Nicolson (2.28), on

peut démontrer que

|vn(tn) — vanllar S (e + h% + (At)2)\|u0HD(A§), V1<n<N. (2.43)
Et par conséquent

lun(tn) = wnpllmr S (e + % + (A [uoll pag), ¥1<n <N, (2.44)

ot uy, est la solution du probléme (2.17) et uy,p, la solution approchée donnée par le schéma
Crank-Nicolson (2.20).

Proposition 2.1.12. Sous les hypothéses Hy o Hy, on suppose que ug € D(A3). Soient

v et vy les solutions des problemes (2.11) et (2.26) respectivement. Alors
loa(t) = v(®)llr < (e + h*)lluoll peag)-
Preuve : L’erreur e, = v, — v satisfait l'identité suivante

B;iPhehi +en = B_y(PuBev — Bepvp) +vp — v
= (B! - B;,%Ph)Bev.
Si on note p = —(B; ' — B_, Py)Bev, alors pour tout s € [0,7T], et tout ¢ € H
(B Preng(s),0)u + (en(s), ©)u = (p(s),0)m, (2.45)
en choisissant ¢ = 2ep,,(s) dans (2.45), on obtient

_ d
2(B_ Pueng ent)r + 2(ens ene)n = 2(p, ens)n = 25(/?, en)un — 2(pe, en)u-

Or, (B, Puens(s), ent(s))m = (B;éPheh,t(s), Preni(s))g > 0 puisque B, j, est défini positif.
Et alors, apres une intégration par rapport a s, et en appliquant 'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on trouve

lea®IZ < llea(O)Z + 2llp®) lalen®lli + 210(0) | llen(0) o + 2 / lou(s) |2 llen(s) s
< ig§\|€h(8)\!H<l\eh(0)!\H+4ssgg>!\p(8)HH+2 / lpe(s)llids).
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Comme v est la solution exacte du probleme (2.11), alors

v(s) = vy + /Os v (t)dt,

et grace a la définition de p, on a

p(s) = p(0) + / Cpt)dt, Vs € [0,7).

Alors .
sup |[p(s)]lu < ||P(0)HH+/ o2 () || 2.
s€[0,T] 0

Par conséquent, si |le,(7)]| = sup ||en(s)||q, on obtient

s€[0,T]

lea(lla < llea(m) < len(O) | + p(0)]|x +/0 e (@) rdt.

D’une part, on a par (2.42)
len(0)llzr = llvo — vollmr < (e + A% [[uollpay).
D’autre part, en utilisant le Lemme 2.1.8 et (2.13), on conclut que
lp(O)[er = (B = BLy Po)Bevollsr < (e + 1) [|Bevollmr < (e + h%)[[uoll pas).

I nous reste donc a estimer fDT lpe(8)||pds. Par définition et le Lemme 2.1.8, on a
T T
| Islads = 1B = B3R Bus) s
0 0
T
< (4 1) [ 1B)nds,
0
ce qui donne le résultat si on démontre que
T
| 1B s < o (2.40
0
En effet, comme v est la solution exacte du probleme (2.11), on a
(vt(s) + Bo(s), Bev(s))H =0,
alors par 'inégalité de Cauchy-Schwarz et par intégration par rapport a t, on obtient
T T
/ |Bev(s)||mds < / ||ve(s)|| mrds. (2.47)
0 0
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On pose maintenant w = v;, donc w vérifie ’équation : w; + Bow = 0, dans H,0 < t <
T, € >0, et w(0) = —Bwy, et comme 'opérateur B, est auto-adjoint défini positif, on en

déduit que
[v:() | = [[w(s)|lm = lle”Pw(O0)|m S [[w(0)]|a = [[Bevolla
Alors, (2.47) implique
T
| 1B lds S B0l
0

par conséquent

T T
/ 1Bov(s)l| rds = / 1Baw(s)[ds < |Bawl(0)]lx
0 0

= [|BZvoll-

Et a la fin en utilisant la derniere estimation dans la preuve du Lemme 2.1.3, on conclut

(2.46). .

Dans le Corollaire suivant, p = 1 si on considere le schéma d’Euler et p = 2 si on

considere celui de Crank-Nicolson.

Corollaire 2.1.13. Sous les hypothéses H) - Hy, on suppose que ug € D(A3). Soit v la
solution exacte du probléeme (2.11) et v, la solution totalement discréte donnée par le
schéma numérique (2.27) (ou (2.28)). Alors

[o(tn) = vanllar S (€ + 12 + (At))||uoll pea)- (2.48)

Par conséquent, si u la solution exacte du probleme (2.1) et u,y la solution totalement

discréte donnée par le schéma (2.8). Alors
[u(tn) = unpllc S (€41 + (A)P)[[uoll paz), (2.49)
ot || - ||« est la norme définie par
lyll. = [IAT Y[l Vy € H.

Preuve : La premiere estimation est une conséquence directe des Propositions 2.1.12
et 2.1.10 pour le schéma d’Euler, de la Proposition 2.1.12 et la Remarque 2.1.11 pour le

schéma de Crank-Nicolson. Pour la deuxieme estimation, on a par 1'inégalité triangulaire

lu(tn) = wanlls < 1A (u(tn) = v(ta) i + (AT (v(tn) = van) |
HICAT = A7) (o — wnn) i + AT, (Wnh — wan) -
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Par la formule de Parseval, on a

1A (u(tn) = vtz = 1A (T + eA) ™ Po(ta) — o(ta)) 15

v (L4 en) ™2 = 12| (o(ta), )l

€2 1/12

(T4 e) 2 4+1)2(1+ er)

2
=1
Zu (0(t2), 1)
=1

S EX It el = ot

=1

Pour le deuxieme terme, on a grace a (2.48)

IAT ((tn) = vl S lv(ta) = vanlla S (e + h* + (A1) [[uol peay)-

Grace a 'hypothese Hj et le Lemme 2.1.9, on a

1A = AT O — tnp)llr S PPl[vnn — tnlla
= Rh*|vpn — (I + €A17h)_1/2vn’h||H
< B ([lvnnlle + (7 + €Arn) v nlla)
S W onplla

En utilisant toujours la formule de Parseval, on a pour le dernier terme

Np
||A1_,ilz(vn,h - Un,h>||§{ = Z ylth(I — (1 + eylyh)_1/2)2|(vn7h, ¢l,h)H|2
I=1
all 2,2
= —2 EVip 2
= lzl Yin (14 evpp)V2 +1)2(1 + evy) | (V. by Vi) H|
Np,
< S il = vl
1=1

Pour terminer la preuve, il nous reste alors amajorer ||v,x|lm et ||v(¢,)||n. Et comme
d’apres (2.48), on a

[onnlla < Mo — o)l + lo(tn)llm
S (e + R+ (A uoll peag) + l[v(ta) |,

ceci revient donc aestimer ||v(t)||y pour ¢t € [0,T]. Or, v est la solution du probleme (2.11)
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et comme B, est auto-adjoint défini positif, pour tout ¢ € [0, T

I+ eAy)2ug||%

—~

@1 < lwllz =1l

(1 + evn)| (o, ) |*

NE

o~
Il

1
oo

[(uo, ) l” + € > wil (uo, i)’

1 =1

NE

l

1
= uollF; + el Af uoll;

A

luol* < lluollpia),

ce qui permet de conclure. [

Si A; = Ay = A, le probleme (2.1) avec f = 0 se réduit a

{ uy + €Auy + Au =0, dans V', 0<t<T, (2.50)

u(0) = up, dans V.

Ce type de probléme est une approximation du probléeme (7) introduite pour la premiére
fois par Yosida [81].

Dans ce cas, Uopérateur A, = (I+€A)~! A étant auto-adjoint défini positif dans espace de
Hilbert H, on n’a pas besoin d’introduire ’opérateur B,. Les techniques utilisées dans cette

section seront appliquées directement a l'opérateur A. pour montrer le résultat suivant.

Théoréme 2.1.14. Sous les hypothéses Hy et HYy, on suppose que ug € D(A3). Soit u la
solution ezacte du probléme (2.50) et soit u,p la solution totalement discréte donnée par

le schéma d’Euler implicite (2.19). Alors on a l’estimation suivante
u(tn) = wnnlla S (At + h?)|uol|pazy, 0<n < N. (2.51)
Preuve : Par I'inégalité triangulaire, on a
[ultn) = wnnllm < llunn = wn(tu) =+ [lun(tn) = uw(tn)l - (2.52)

Pour estimer le premier terme du membre de droite de cette inégalité, on procede de
méme que dans la preuve de la Proposition 2.1.10, en remplacant I'opérateur B, par A..

Ainsi, on a

[tnp — un(to)lla = || En(AtAL) Pauolla
< IEn(AtAcn) Pu(AZY — AZLPo) Acuoll i + | En(AtAcp) Az PrAcuo| 1

Par le Lemme 7. 2 de [71], on obtient
= wn ()l S A = Ay Pr) Actioll i + Atl| Acuo|l 1
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En utilisant maintenant les hypotheses Hj, H/, et le Lemme 2.1.1, on trouve

I(AT = AL Pu) Acuoll

€

(A7 + el) Acug — (A, + el) PrAcuol o

< AT Aaug — Ay PrAcuol i + €l Acug — PrAcuo ||
< eh?|| Acuo|l g + eh2||A€u0||D(A) (2.53)
S B fluollpeaz).

Par conséquent

= wn(ta)lli S (At + 1) Juoll paz).

Maintenant, et afin d’estimer le second terme du membre de droite de I'inégalité (2.52), on

utilise des arguments similaires a ceux de la preuve de la Proposition 2.1.12. On obtient

T
[un(tn) = u(tn)llm < lluo = Puuolla + [lp(0)]| +/ e ()] ds,
0

ot p=—(A" — A, Pr) Acu.
Par I'hypothese HY;, on a directement

luo — Pouolle S 72lluoll peay-
D’autre part, on a d’apres I'hypothese Hj et le Lemme 2.1.1
o)l = I(AZ" = AZu Pu) Acuollsr S 72 luol| peaz).

Appliquons 'inégalité (2.53) a u:(s) au lieu de ug, on obtient
T T
[ lo@lnds £ [ 1A = AP A (s) nds
0 0
T
S 1 [ (Aol + Ao ds.
0
Comme dans la preuve de la Proposition 2.1.12, on peut démontrer que
T
/ | Acuel |t S (| AZuoll e < Nluollpaz).
0

et aussi de démontrer, comme l'opérateur A, est auto-adjoint sur D(A), que

T
/H&W%wﬁSW@%%wﬁwwmm,
0

d’ou le résultat. n
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2.2 Le probleme non homogene

2.2.1 Le probleme semi-discrétisé en temps

Revenons maintenant au probléme non homogene (2.1) avec la condition initiale u(0) =

0, i.e., on considere le probleme suivant

{ (I +eA)u + Agu = f(t), dans V', 0<t<T, e>0, (2.54)

u(0) =0, dans V,

ou f est contintiment différentiable de [0, 7] dans V’. Comme dans la section précédente,
nous allons utiliser des schémas numériques implicites pour la discrétisation en temps de ce
probleme. Pour cela, on considere toujours la subdivision réguliere (¢;At)Y, de intervalle
[0,T],0u N € N* et At = % le pas de discrétisation en temps. Donc, par le schéma d’Euler
implicite et le schéma de Crank-Nicolson, la solution approchée du probleme (2.54) est

donnée par les formules suivantes respectivement

(I +AtA)up1 = up + Atfe(tyir), 0<n < N-—1, (2.55)

1 1 1
(I + §At¢4€)un+1 = (I - §AtA€)un + §(f€(tn+1) + fe(tn), 0<n<N-—-1, (2.56)
ou Uy = 0, AE = (I + €A1)_1A2 et fe(t) = (I + €A1)_lf(t).
Proposition 2.2.1. Sous [’hypothése HYy, on suppose que f € C*([0,T], H)NC([0,T], D(A)).

Soit u la solution exacte du probléme (2.54) et soit u, la solution approchée donnée par
le schéma d’Euler implicite (2.55). Alors

T
Jut) = wln S 8¢( sup 1fSlpan+ [ 17@ludr), Vi<n <N (250)
] 0

s€[0,T

Preuve : Toujours par le changement d’inconnue (2.10), on peut réécrire le probleme

(2.54) sous la forme suivante

(2.58)

v+ Bv = ge(t), dans H, 0<t<T, e>0,
v(0) =0, dans H,

ot Be = (I + €Ay) 2 Ay(I 4 €Ay) 72 et g(t) = (I + €Ay) "2 f(1).
Par la formule de variation des constantes, la solution exacte au point ¢,.1, 0 < n <

N — 1, est donnée par
At
(tn1) = e 2Feu(ty) +/ e~ (BBey (¢, + 7)dr.
0
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Dans le but de montrer l'estimation d’erreur (2.57), on commence d’abord par estimer
I’erreur entre v et la solution semi-discrete en temps par le schéma d’Euler implicite

donnée par

Upy1 = (I + AtB) v, + Atge(tns), 0<n< N —1. (2.59)

Donc par récurrence, l'erreur e, = v, — v(t,) satisfait

n—1

1
en = At Z E,—j-1(AtB.) <g€(tj+1) - / A SAt)dS)
0

j=0
par conséquent, e, = e, + €2, ol

n—1

1
el = At Z E,_;_1(AtB,) / e~ (A=sADB g (15 4 sAt)ds,
0

J=0

et

—_

n—

1
= Y B i) - [ 1 4 sanis),
- 0

i
o

ou E, est la fonction définie par (2.29). En utilisant le Théoreme 7.1 de [71] et le fait que
At—sAt)B,

e < commute avec F,_;_1(AtB,), on obtient
n—1 1
leallm < AtZ/ e AT A0B B, i 1 (AB)ge(t; + sAt) | mds
7=0 70
n—1 1
< Aty / 1B 1 (AUBg.(t; + sAL)| s
=070
n—1 1 n—1 tj+1
S AP [ 1Bt + s80luds = At 3" [ [Bugn(s) s
j=0 70 j=0 7t

Grace au Lemme 2.1.1 et 'hypothese HY}, on obtient

IBege(s)llm = (I + A1) "2 A(I + €Ar) ' £(s) |
S AL +eA) T (sl
S A +eAd) T f(s)
= (I +eA) A f(s)ln
S NAf(8)la (2.60)
On conclut que
ledlln S At [ 175 b (261
0
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On estime maintenant ||e2|| . Par le développement de Taylor avec reste intégral a ordre
1 appliqué a g. et 'inégalité triangulaire, on a

n—1 1

Il < 0310+ At J>(ge<tj>— / ewsmge(tj)ds)ufl
0

ti+1
n—1 ti 1 J+
+ AtZH I+ AtB)~ "1 J>(/ gé(T)dT—/e(AtSAt)Bé /gé(T)deS)HH.
t; rd ’
(At—sAt)B.

Comme l'opérateur B, est auto-adjoint défini positif dans H, |le” coy S let

(I + AtB)~ "1 gy < 1, le deuxieme terme du membre de droite de la derniere

inégalité est majoré par

Tl ot
a3 [ o) e
=0 7t

Par définition de g, et en utilisant le Lemme 2.1.1, on obtient

41 tn
AtZ/ e |HdT—AtZ/ (I + eAy) <T)||Hd7,§m/ () | dr
0

Pour le premier terme, on a

n—1

1
ALY (1 + AtB) ) <ge<tj>— / e(AtS“)Bfge(tj)czs)HH
Jj=0 0

n—1 1
SALY llty) = [ S8, (t)ds .
=0 0
Or, d’apres le Lemme 8. 1 de [71], on a

1
lget) — / (A58 g (£ V|| < AF|Bege(t) 1o

ce qui permet d’en déduire grace a (2.60)

n—1

1
ALY (T + AtB) 1-”(96(@)— / e-<At—8At>Beg€<tj>ds)||H S (A ZHf o
=0 0
S AAtSUPHf()HDOh%
s<tp,
Par conséquent

el At(sup 17 pea + [ 1) ). (2.62)

0
On obtient ainsi de (2.61) et (2.62)

tn
[oa = ota)lli S At(sup 1£($)llpean +/0 1f' ()l

ce qui prouve par le Lemme 2.1.1 que (2.57) a lieu. n
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2.2.2 Le probleme totalement discrétisé

Dans le méme cadre que celui de la sous section 2.1.2, on passe maintenant a la semi-
discrétisation en espace. On suppose toujours qu’il existe un sous espace de dimension finie
Vi, de V' et on cherche a construire une approximation totalement discrete du probleme

(2.54). Donc on considere le probleme discret suivant

{ (I + €Ay p)uns + Aspup = fr(t), dans V), 0<t<T, (2.63)
up(0) =0, dans V},
ol A p, Agy sont les approximations de A;, Ay dans V), respectivement définis dans la
section 2.1.2 par (2.15), et fy(t) = I f(t) ou I, : V! — V) est Popérateur linéaire continu
défini par

(fu(),vn)vy v, = (F(), vn) vy, Yop € Vi
Remarque 2.2.2. Comme dans la Proposition 2.2.1, on aura toujours besoin de I’hy-
pothese f € C([0,7T], D(A;)) pour établir des estimations d’erreur. Ainsi la fonction
f est aussi a valeurs dans V' et H puisque D(A4;) — V < H. Comme conséquence,
fn(t) = Pnf(t) pour tout t € [0,T]. En effet, on sait que P, f(t) € V}, qui s’identifie & un
sous-espace de son dual V.

D’apres ce qui précede, on a alors
(Puf @), vn)vyvi = (Paf (), on)n = (f(t),on)n
= (f(t),vn)vv.
Comme dans la section 2.1, le probleme (2.63) est équivalent a

Unt + Acpup = fen(t), dans Vi, 0<t<T, e>0,
up(0) =0, dans Vj,

ou A@h = (I + €A17h)_1A27h et fgh(t) = ([ + EALh)_lfh(t).

Par le schéma d’Euler implicite et le schéma de Crank-Nicolson, la solution totalement

(2.64)

discrete du probleme (2.64) (ou (2.63)) est donnée par les formules suivantes respective-

ment
(] + AtA57h)un+17h = U, + f€7h(tn+1), (2.65)
1 1 1
(1 + §At-/46,h)un+1,h = (1 - §At-/46,h>un,h + §(fe,h(tn+l,h) + fe,h(tn>)7 (266)

ouugp=0et 0<n<N-—-1.

Proposition 2.2.3. Sous les hypothéses Hy a Hy, on suppose que f € CY([0,T],H) N
C([0,T], D(A1)). Soit up la solution eracte du probléme (2.64) et soit wu, la solution

totalement discréte donnée par le schéma (2.65). Alors, on a l’estimation d’erreur suivante

T
lun(tn) = tnnlli S (e + At + h?) sup ||f(S)I|D<A1>+At/ 17 () | adr,
0

s€[0,7
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pour tout 1 <n < N.
Preuve : En utilisant le changement d’inconnue (2.25), le probleme (2.63) est équivalent

au probleme semi-discret du probleme (2.58) suivant

{ Ui+ Bepvn = gen(t), dans Vi, 0<t <T, (2.67)

vp(0) =0, dans Vj,

ol th = ([ + EALh)*%Ag’h(I + €A17h)7% et ge,h(t) = (I + EALh)*%fh(t).
On sait par la formule de variation des constantes que la solution de (2.67) au point ¢,

s’écrit comme suit
At
O (tagr) = e 2By (t,) + / e~ B=Beng L (ty +7)dr, YVO<n < N-—1.
0

Par le schéma d’Euler implicite, la solution totalement discrete du probleme (2.67) est

donnée par
Ong1n = (I + AtBep) pn + Atgen(tnyr), VO<n < N—1. (2.68)

Donc par récurrence Uerreur e, ;, = v, 5, — v(t,,) satisfait e, , = el +e2,, ou

n—1 1
ei}h = At Z En_j_1(AtB. ) / e~ (A=sADBan g L (L 4 sAt)ds,
j=0 0
et
-1 1
i Z (I + AtBep)~ (n=1-7) (ggh(tjﬂ) —/ e’(At’SAt)BE’hggh(tj + sAt)ds).
j=0 0

Par conséquent et dans le but d’estimer ||, x|z, on estime les deux termes [le;, ,|lx et

(At—sALB

ez 1|l Comme e~ «h commute avec E,_;_1(AtB.;) et en utilisant le fait que

—(At—sAb) B,

e |y S 1, car Popérateur B, est auto-adjoint dans H, on obtient
n—1 1

leballn < ACY [ Euys(AtB0) [ Smo0ng, (1 4 s
§=0 0

n—1 1
S AY [ 1B (AtB)gualts + 580 nds
. 0

nolooptin
= 3 [ 1B BB (s
j=0 71t
Mais, par I'inégalité triangulaire

| En(AtBen)gen (g < | En(AtBep)Page(s)ln + || En(AtBen)(gen(s) — Puf(s)) |l
+ || En(AtBey) (Puf(s) — Puge(s))la-
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En utilisant, comme dans la preuve de la Proposition 2.1.10, I'égalité (2.37) avec v =

ge(s),s € [0,T] et ¢ = 1, et par application de (2.38) et du Lemme 2.1.8, on obtient

[ En(AtBen) Eage(s)| m (e + 1% + At)||1Bege(s)l|

S
S (e 0+ AD[£(s)lpan,

la derniere inégalité est due a (2.60). Pour les autres termes, en utilisant (2.38) avec j = 0

et la définition de g, g, on obtient
| En(AtBep) (gen(s) — Puf(s))llm + [ En(AtBen) (Puf(s) — Prge(s))llu

< N gen(s) = Puf )i + 1£(s) = ge()llm (2.69)
(I + eArp) 2 Puf(s) — Puf(s)llar + 1 £(s) — (I + eA) "2 f(s)]|ar

Toujours par la formule de Parseval et comme f(s) € D(A;), pour tout s € [0,7], on a

(1— (1 +e)2)?|(f(s), 1) u]

NE

If(s) = (T +eA) 2 f()|} =

=1

VP

(1+ev)?2+ (1+ e)

o)

&Y vl(f(s), vn)ul?

€2||f(s)||2D(A1)' (2.70)

|(f (), ¥)ul’

A
NE

=1

124\
I

N

Ainsi que, pour tout y, € V},, on a

Np,

lyn = (I + eAvn) 2yl = D> (1= (L4 evn)2)?|(yn, tr) |
=1
Np, 2.2

(%
> 2 |(yn, Vi) |

—1 (1 + GVl,h)% + (1 + El/lyh)

AN

N

N,
€ zh: Ve (ns thun)
I=1
= Al (271)
Par conséquent, en utilisant (2.41) avec f(s) au lieu de ug, obtient
(7 + eArn) " 2Puf (s) = Puf(s)ller S ell AunPaf (s)llr S ell £ ()]l peay.

Finalement, on a

tn
lebll S (e + 12 + A) / 1£() [ panyds.
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Nous allons maintenant estimer ||e721’ u|lz. Pour cela, en utilisant le développement de Taylor

avec reste intégral a l'ordre 1 de g, on obtient

||€i,h||H <L + Iy,

ou .
n—1
I= A YD+ ABL) D (gu(t) — [ g (1))
Jj=0 0
et
. - 1 ti+1
L= 8¢S+ 8B ([ g yar = [ @8 [y yirds)
Jj=0 t 0 t;

jem (A1 80Ben | gy S 1 (1 + AtBp) ™y S 1 (car

l'opérateur B, est auto-adjoint défini posmf dans H), le Lemme 2.1.9 et le fait que

En utilisant le fait que |

| Prllzcay S 1, on trouve

tn
L <At / g ()l
= At/ I—|—6A1h 2th'(7')||Hd7'
§At/ |th ||Hd7
|

< At / () .

O

o

Pour I, on a

n—1 1
LS ALY [lgenlt) - / (B ABL g  (4 d|
=0 0

n— 1
< ACY lgoa(t) = Paglty) + [ e OB (Pugit) — g (t)ds
—0 0
n—1

1
ALY [Pagilty) = [ S0 P ().
0

J=0

(At=sADBen|| 4y < 1, le premier terme du membre de droite de cette

Toujours comme ||e™

derniere inégalité est majoré par (voir la majoration de(2.69))

8030t = Pl < 515 1aea) = Bl )+ 1S5 = Fag )l

S eﬁtz 1F ) [Dean

= € sup ||f( )Ipeay)-
s€[0,7
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Pour I'autre terme, en utilisant 1'égalité (2.37) avec v = g.(¢;), on obtient

n—1 1 L
At Y (| Page(t;) — [y e Bms808n Bg (t;)ds| g

=0
n—1

1
< Atz |1Pu(B:" = B Pr)Bege(t;) — / e~ (Bims8Ban Py (B — B_Py)Bege(t;)ds| i
0
1
+At2||8 PuB.g.(t;) / ¢~ (BB BLP, B g (1)ds |

0

D’apres le Lemme 2.1.8 et (2.60), on a

n—1 1
ALY (IPu(BSY =B Pa)Bege(t;) — / e” (B A0Bn P (B — B Pr)ge(t;)ds|
. 0

S AtZH Bt — By Pu)Bege(t;) | m
S (€+h2) sup || f(s)[pa,)-
s€[0,7T

Et d’apres le Lemme 8.1 de [71] et encore une fois de (2.60), on a
n—1 1
At Z 1B PuBege(t;) — / em (A B0B BN P B ge(t)ds|| i
0

(At) :E::Hlifhl3 w PuBege(t;)]

S At sup Hf( )pary.
s€[0,T]

Par conséquent

I < (e A1) sup (£ opan
s€[0,T]

ce qui donne

tn
(2ol S (et AL+ ) sup [1£(s)llppay + At / V()
0

s€[0,T

On en déduit que

T
fonn = on(ta)lr 5 (e A+ ) ( sup 1) loen + [ 1) oo dr)

s€[0,7
T
LA / 1 ()| e (2.72)
0

A la fin et pour conclure le résultat principal de ce théoreme il suffit d’utiliser le fait que
up = (I + eAl,h)_%vh, Unp = (I + eAl,h)_%vn,h, 0 <n<N, et le Lemme 2.1.9. n
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Remarque 2.2.4. De la méme facon et sous les hypothéses Hy a Hg, si on suppose que
feC(0,T], D(A3))NC?([0,T], H) et que f € C([0,T], D(A1)), uy, est la solution exacte
du probléeme (2.64) et u,,; est la solution donnée par le schéma de Crank-Nicolson (2.66),

on peut démontrer que
T
()=l S (A0 sup I ot s 17 o+ | 1576,
s€[0,T7] s€[0,T7] 0

pour tout 1 <n < N.

Dans la proposition suivante, on montre une estimation d’erreur entre la solution

exacte du probleme (2.54) et la solution du probléeme semi-discrétisé en espace.

Proposition 2.2.5. Sous les hypothéses H-H, on suppose que f € C([0,T], D(Ay)) N
C?([0,T], H). Soit v (resp. vy,) la solution du probléeme (2.58) (resp. (2.67)). Alors

T
[on(tn) —v(tn)ln < (6+h2)< Sup, Hf(S)!ID(A1>+/O (Hf(s)||H+Hf/<5>||H+HfH<5)HH)d5>-
se|0,
Preuve : On a lerreur e, = v;, — v satisfait

-1 -1 -1
BE’hPhehyt +e, = Bthh,t + vy, — Bﬂhv;ht -0

= B;li (ge,h - Phge) + P,

ot p=—(B7' — B;,iPh)Bgv. Alors, pour tout s € [0, 7] et tout ¢ € H

€

(Bs (Preni(s) + Puge(s) = gen(s)), @), + (en(s), )y = (p(5). ) 1y

en choisissant dans cette égalité ¢ = 2(ens + ge — gen)(S), on obtient

2(B_y Prlent 4 ge — gen)(5), (eng + 9 — gen)()) y + 2(en(s), (ens + ge — 9en)(5))
= 2(p(s), (ens + ge = gen)(s)) -

En intégrant par rapport a s et en utilisant le fait que B, ) est auto-adjoint défini positif,

on obtient

t

lea(®)l < 200(),en(t))sr +2 / (—pu(s).en(s)ds + 2 / (P(5), 9e(5) — gen(s))ds

0
t

—|—2/(€h(5>,ge,h(3) — 9e(8))m,

0
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ce qui donne d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

lea®lZ < 20p(0) lallen(t) i + 2 2 1oe(s) rllen(s) ] ds
2 / len()lgen(s) — ge(s) s + 2 / 1005 1l e (5) — gels) el

< suplen(s)ln Clo(O)ln +2 / () s + 2 / 19en(s) — ge(s) ]l ds)

2 / ()l llgen(s) — g(s) s,
0

t
En tenant compte du fait que ||p(t)||g < / llpe(s)]|gds, on obtient
0

lent®r < sup a4 | s)luds +2 [ llaon(s) = auls) L)
#2 [ 1p(6)nllen(s) = a5

D’une part, pour tout s € [0,77], on a grace a (2.71), I'hypothese H), et (2.70)

Hgah(s) - ge(s)”H

I(1 + €Avn) 2 Puf(s) = (I 4 €A) 2 f(s) |l

< (T4 €Avn) P Pof(s) = Puf(s)lla + [|1Puf(s) = f(s)|m
I f(s) = (I +€A) 2 F () lu

S e+ ()lIpean,

et par conséquent
t t
[CAGIFSS IIGh(T)IIH(/0 1pe(s) | s + (6+h2)/ 1£ ()l pcaryds)

He 1) s 1109 / ()l ds,

s€[0,T

ot [len(7)|la = sup |len(s)ln-
s€[0,T

D’autre part, on a d’apres le Lemme 2.1.8

t
/ lo(s)llrds = / |(B- — B2} P)Boo(s) | ds < (¢ + 1?) / 1Boo(s)llds,

t
||Pt Meds = || (B = By Pu)Bevi(s) | mds S (e +h%) [ [[Beve(s)|| mds.
0

Mais comme v est la solution du probléeme (2.58), on a

(ve(s), B ()i + [1Bev(s) |l = (ge(s), Bev(s))
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alors grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

t t t
/ |Boo(s) | ds < / l9c(5) s + / lon(s) s
0 0 0

On pose maintenant w = v;, donc w vérifie I’équation suivante

{ wy + Baw = g, dans H, 0<t<T, (2.73)

w(0) = g.(0), dans H,

et comme l'opérateur B, est auto-adjoint défini positif, on trouve
t
[oellr = [lw®)llg < [Jw(0)][a +/ 19e(T) | rdr
0

= g0 + / 9. (7) .

On conclut que, si v est la solution du probléeme (2.58), alors
t t t
[ 1Bauds < [ o) lnds+ gl + [ g7 luar
t t
N /O 1f(s)l[rds + [ f(0)|[ +/0 L () |edr,

en vertu du Lemme 2.1.1. En appliquant cette inégalité a w, la solution de probleme
(2.73), on obtient

t t
[ IBaluds = [ |B.0(s)nds
0 Ot .
S [ gt s + o)+ [ 9”7 Imdr
0 0

S /0Hf’(S)HHd8+!If’(O)\!H+/O L) |zl

Par conséquent

len®lr < (6+h2)||€h(T)HH<Hf’(0)IIH+/0 (IIf(S)HD<A1>+IIf/(S)HHJrHf”(S)HH)dS>
+H(e+h?)? Sup]Hf(S)HD(An(Hf(O)IIH+/0 (Hf(S)|IH+Hf’(S)HH)dS)-

s€[0,T
On en déduit par l'inégalité 2ab < a® + b? que
¢ 2
Jen( Iy 5 G+ 12 ( (17O + [ (6 ooy + 176 + 1776 ) s)
2 ¢ . 2
+(Csup 15’ + (1O + [ (5l +1£))as)).
s€[0,T 0

d’ou le résultat. -
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Corollaire 2.2.6. Sous les hypothéses Hy a Hg, on suppose que f € C([0,T], D(A1)) N
C%([0,T), H). Soit v la solution ezacte du probléme (2.67) et v, la solution totalement
discréte donnée par le schéma d’Euler implicite (2.68). Alors on a l’estimation globale

sutvante

[on(tn) — v(ta)lln S (e + At + h?) ( s 1 ()l par) + ||f|!w2ﬂ1<[o,T1,H>>-
se|0,

Par conséquent, siu est la solution exacte du probléme (2.54) et w, , la solution totalement

discréte donnée par le schéma d’Euler implicite (2.55), on a

k) = unalls < (e + At + h?)( sup () Ippan + HfHWM([O,T],H))-

s€[0,T7]

Preuve : La premiere estimation est une conséquence directe de 'inégalité (2.72) et
de la Proposition 2.2.5. La deuxieme estimation se démontre de maniere similaire comme

pour le cas homogene (Corollaire 2.1.13). n
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Chapitre 3
Applications et résultats numériques

Résumé

On se propose dans cette partie, de détailler des applications et de présenter

des illustrations numériques des probléemes modeles étudiés dans les chapitres

précédents.
Sommaire
3.1 Applications pour des équations semi-linéaires particulieres . . . . . . 69
3.1.1  Opérateurs elliptiques d’ordre deux : le cas régulier . . . . . . 69
3.1.2  Opérateurs elliptiques d’ordre deux : le cas singulier . . . . . . 74

3.1.3  Opérateurs elliptiques d’ordre deux a coefficients discontinus :

le cas singulier . . . . . .. .. L Lo oo 7

3.1.4 Résultats numériques . . . . . . . . .. ... 82

3.2 Applications pour des équations quasi-linéaires de Sobolev . . . . . . 92
3.2.1 Le cas d’une équation non autonome . . . .. ... ... ... 92

3.2.2  Le cas d'une équation quasi-linéaire . . . . . . . .. ... ... 95

3.3 Applications pour une équation de Sobolev singulierement perturbée . 105

3.1 Applications pour des équations semi-linéaires par-

ticulieres

3.1.1 Opérateurs elliptiques d’ordre deux : le cas régulier

Soit 2 un domaine borné de R%, d > 1 & frontiere lipschitzienne. Pour i = 1,2, soit L;

Iopérateur elliptique d’ordre deux de la forme

d d
Li(w, DoJu = = dula()d) + D b (@)dsu + (), (3.1)
k(=1 k=1
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3.1. APPLICATIONS POUR DES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES
PARTICULIERES

oll a,E?Z = ag,)c € C%(Q), b,(f), ¢ € L>*(€Q). On suppose de plus qu'il existe o, > 0 tel que

d
Z ag}(m)&fk > a,|¢?, V€ € RY

k=1

Dans ce cas, on introduit les formes bilinéaires continues a; sur H} () x HJ ()

d d
a;(u,v) = /Q (Z ag)@(m) Opu Ov + Z b,(j) (2)0pu v + 9 (z)u v) dz,Yu,v € H ().
kf=1 k=1

Ainsi leurs opérateurs associés A;
<Aiu7 U>V’,V = CLi(U, U)avuu v E Hé (Q>7

sont continus de H}(€) dans son dual H~ (). Ces opérateurs satisfont les hypotheses

H; et Hy du Chapitre 1 avec V = H}(Q) et H = L*(Q), si on suppose que a; est coercive
d
sur H2 () (qui est le cas si div b® = 3 9pb" = 0 et ¢ > 0 par exemple).
k=1

Par conséquent le probleme

Lyug + Lou = f(t,u), dans Q x (0,7),
u =0, sur 092 x (0,7, (3.2)
u(0) = uy, dans Hj(Q),

est bien posé pour une donnée initiale uy € H}(Q) et f contintiment différentiable de
[0, 7] x H}(Q) dans H1(Q). Ce systéme est une équation semi-linéaire de Sobolev sur
qui a été analysée dans [4, 30, 54, 57, 58, 66] dans certaines situations particulieres avec
des conditions aux limites de type Neumann. Ces conditions aux limites entrent aussi
dans notre cadre en remplagant simplement H}(Q2) par H'(2) (et en supposant que a;
est coercive dans H'(Q)).

Afin de vérifier les hypotheses Hs et Hy, nous allons caractériser le domaine de A;
(comme un opérateur non borné dans H) et de Alg dans certaines situations particulieres.

Dans le premier cas, nous utilisons le résultat de Kadlec.

Lemme 3.1.1. Sous les hypotheses précédentes sur les coefficients de L;,i = 1,2, et si §2

est convexe ou a bord de classe OV, on a
D(Ay) = H*(2) N Hy () — D(Ay). (3.3)
Preuve : Pour i = 1, ou 2, rappelons que
D(A;) ={u € Hy(Q) : Aju € L*(Q)}.
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Donc u € H}(Q) est dans D(A;) si et seulement si il existe f € L?(Q) tel que

ai(u,v) = /va dx,Yv € Hi(Q). (3.4)

Ceci est équivalent a

/ 1 x)Opulyv dx = / hvdx, Vv € Hy (),
Qpe=1

Q

d

ot h = f— > b"0u — cWu appartient & L2(Q) grace aux hypotheses sur les coefficients
k=1

et le fait que u € H}(Q). Alors grace au résultat de Kadlec [42] (voir aussi [34, Théoréme

3.2.1.3]), on conclut que u € H*(2). Ceci prouve l'inclusion
D(A;) — H*(Q) N Hy(Q).
L’inclusion inverse étant triviale, on a montré que
[ullpeay ~ lull 2(0), Vu € D(Ay).

Il est clair que D(A;) = H*(Q)NH () C D(As), et donc pour u € D(A;), Lyu appartient
a L2(Q) avec

[ullpas) = lull ) + 1L2ullr2@) S llullr2@)
ce qui prouve U'injection continue de D(A;) dans D(A,). n
A Taide de ce résultat, comme premier exemple on peut prendre D; = D(A;) et

Dy = H, puisque A; est un isomorphisme de D(A;) dans H et Ay est borné de D(A;)
3
dans H. La caractérisation du domaine de A7 et des hypotheses supplémentaires sur les

coefficients de L et Ly permettent de construire un second choix de paires D, Ds,l.
Lemme 3. 1 2 Supposons que la frontiére de Q est de classe C**, a,(f’)z = ag,l € CH(Q),
et que bk , ¢ e COYQ). Alors
D(A?) — ATVHYQ) = {u e H3(Q) N HAQ) : Ayu=0 sur 99} (3.5)
Par ailleurs, st nous avons
,(”) ag}l) et d? - n=d" . n surdQ, (3.6)
ot n est le vecteur normal unitaire sortant le long de la fronti¢re OS) et d = (all(i))gl:1 est

le vecteur donné par
d
= — Z 8ka,(f7)l + bl(l)
k
3
Alors Ay est borné de D(A?) dans H}(Q).
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3
Preuve : Soit u € D(A?), donc il existe un h € H}(Q) tel que
Alu = h,

alors Aju = 0 sur 99Q. De plus grace a [34, Théoreme 2.5.1.1, p. 128], u € H?*(Q), d’on
I'inclusion

D(A?) <5 {u € H}Q) N HN Q) : Aju=0 sur 9Q).

L’inclusion inverse étant triviale, la premiere assertion est prouvée.

3
On passe maintenant a la deuxieme assertion. Fixons u € D(A}), alors par la régularité
des coefficients de Lo, on voit directement que Ayu = Lou appartient & H'(Q). Il reste

donc a vérifier que c’est égale a zéro sur la frontiere de €. Pour cela, nous remarquons

que
d
Liu = — Z a,(i)gﬁkagu +d9 . Vu + Dy,
k,t=1

Ainsi sur la frontiere, en décomposant le gradient de u en sa partie tangentielle et sa

partie normale, et en rappelant que u = 0 sur la frontiere, on obtient

d
Liu = — Z a,(i)gakagu + (d(i) -n)Opu sur 0.
k(=1

L’hypothese (3.6) implique alors que
Lou = Lqu sur 050,

ce qui termine la preuve puisque Liu = 0 sur la frontiere. [

Notons qu’un résultat similaire peut rester vrai pour des frontieres moins régulieres.

En effet, c’est le cas par exemple pour un carré et pour L; réduit a 'opérateur de Laplace.
Lemme 3.1.3. Si Q est le carré (0,1)% du plan et Ly = A, alors (3.5) reste vrai.

Preuve : On utilise un argument de la preuve du Lemme 2.4 dans [38]. Soit v €
D(Alg) — D(A;) = H*(Q) N H{(Q), donc g = Av € H(Q). Alors par la régularité
elliptique, v € H3(2\ V), ol V est un voisinage des coins. Il reste & montrer la régularité
H? pres des coins. Par symétrie, il suffit de montrer cette régularité pres de 0. Fixons alors
une fonction radiale de troncature 7 telle que n = 1 pres de 0 et supp n C B(0, %) Par
conséquent u = nv (prolongée par 0 en dehors de son support) appartient & H?((0,00)?)N
H((0,00)?) et vérifie

Au = nAv+2VnVu + vAn

on o -
= ng+ 2—77—1) +vAn=fe€ H&((O,OO)Q).

or Or
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On pose maintenant
U(z,y) = u(lz], [y]) signzy et F(z,y) = f(|z], |y]) sign zy.
Comme fz—g et y>0) = fly=0 et 250y = 0, F € H'(R?). Or d’aprés [63, p.85),
AU = F,

au sens des distributions. Ainsi U € H3(R?), par conséquent v € H3((0,00)?) et finalement
v e H3(Q). n

—ojw

En conclusion, si (3.5) et (3.6) sont valides, on peut prendre D3, = D(A

) et

Maintenant pour construire le schéma totalement discret, nous allons utiliser une
méthode des éléments finis basée sur un maillage de €). Pour cela, on considere une famille
de maillages {7y, }, de Q avec Tp, = (K))i=1

(ou des triangles). Pour simplifier 'analyse, on suppose que le bord de € est exactement

N, ot les éléments finis K sont des tétraedres

.....

triangulé et on considere la méthode des éléments finis de Lagrange comme illustrée dans
[12]. Aussi, pour chaque élément K, on note par Fy I'application qui envoie I’élément de

référence K & K (voir Figure 3.1).

a2

as

(0,0) (1,0)

FIGURE 3.1 — Triangle de référence-Transformation affine.

A partir de cette triangulation 7, on définit 'espace d’approximation V,, C HE ()
par
Vi = {on € HI(Q) : |l o Fii' € Py(K) VK € T, (3.7)

A

ou P,(K) est 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a p.

Dans ce cadre, par le Corollaire 5.2 de [12] (voir aussi le Théoreme 3.2.2 de [20]),

Phypothese Hy est satisfaite pour s = 1 (sous hypothese (3.3)) ou s = 2 ( sous les
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hypotheses (3.5) et (3.6)), avec g(s) = 2s — 1 et le choix p > ¢(s), i.e., pour tout ¢ € D,

on a
I — Quepll < B9 ]

Enfin, les schémas totalement discrets du probleme (3.2) peuvent étre formulés comme

Ds-

suit :

e Le schéma d’Euler explicite consiste a trouver U, 1 € V}, solution de

ai (Un-‘rl,}w Xh) = al(Un,ha Xh) - Ata2(Uvn,ha Xh) + At(f(tn7 Un,h)a Xh): (38)

pour tout x; € Vj,, qui permet de calculer U,y 5, a partir de la connaissance de U, p,
et de f(tn,Unp).

e De méme, par le schéma de Runge-Kutta d’ordre 2, on cherche Uy, , € V}, solution
de

ar(Uy g1 Xn) = a1(Unny, Xn) + At(fr(tn, Unp), Xn) — Atag(Unn, Xn), VX0 € Vi,

et ensuite U, 41 € V}, solution de

al(Un—i-l,h - Un,ha Xh) = 4 [(f(tny Un,h) + f(tn-i-lv Un+1,h)> Xh) - GZ(Un,h + Un+1> Xh)] 3

2
(3.9)
pour tout x; € V.

3.1.2 Opérateurs elliptiques d’ordre deux : le cas singulier

On reste dans le méme cadre que précédemment sauf qu’ici nous supposons que {2 est
un polygone non convexe de R?. Dans ce cas, il est bien connu que le Lemme 3.1.1 n’est
plus valable (voir [34, Chap. 4] par exemple), mais 'utilisation des espaces de Sobolev avec
poids [61, 34] nous permettra de prouver un résultat approprié pour traiter le probleme
(3.2) dans notre cadre abstrait.

Nous commencons par la définition de ces espaces de Sobolev avec poids (voir [61] ou la
Définition 8.4.1.1 de [34]). Puisque les résultats de régularité (et des stratégies de maillage
raffiné) sont purement locaux, sans perte de généralité, on suppose que 2 a seulement un
coin non convexe qu’on suppose étre I’origine 0. Pour tout = € €, on note r(z) la distance
de z a 0.

Dans cette sous section, on suppose que pour un [ € N,[ > 2 fixé, les coefficients de
L; satisfont agi)l = al(fli € C'2(Q), b,(f), c,(j) € C'2(Q).

Définition 3.1.4. Pour o € R et k € N*, on définit

L2(Q) = {ue Ll . (Q):rue L*(Q)},

loc

VEQ) = {ue L2 (Q):rotP=kDly e L2(Q), V5 € N* 1 |B| < k).
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Ces espaces sont des espaces de Hilbert munis respectivement des normes naturelles

lullz@) = lr*ullz2q),
||U||%/§(Q) = Z ||7“a+|/6|_kDBUH%2(Q)-
1BI<k

Lemme 3.1.5. On a
Hy(Q) = V5 (Q).

Preuve : Par le Théoréme 1.4.4.4 de [34], on a si u € H (), alors
plu € L*(Q)

ou p(x) est la distance de z au bord, i.e. p(z) = mé% |z —y| < |z| = r(x), donc
=

[l < fp~tul.

On rappelle que par le Théoreme 11.1.1 de [48], le plus petit exposant singulier A, > 0
vérifie
1
5
Notons que pour un [ € N, [ > 2 fixé et pour ¢ = 1 ou 2, 'opérateur

Ao > (3.10)
A V) N HG(Q) = VI72(Q),u s Liu,

est borné pour tout y € Rtel que l —1 -\, <~ <[ — % D’ou la difficulté principale est
de prouver que A est un isomorphisme de V!(Q) N Hj(€2) dans V72(€2) pour un choix

approprié de . Ceci est le but du résultat suivant.

Théoreme 3.1.6. Fizons |l € N, > 2. Alors pour tout v € R tel que

l—l—Aa<7<l—;, (3.11)

Ay est un isomorphisme de V!(Q) N Hy(Q) dans VI7*(Q).

Preuve : Considérons h € VVZ_Z(Q). Alors

heVa(), avec f=~—(1—-2)< <. (3.12)

N | —

Montrons qu’alors h € H=1(Q). En effet pour v € H}(2) on écrit

/h vdr = /7“7([2) hor= o P77 de,

Q Q
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mais 77177 est borné car [ — 1 —v > 0, r~'v € L*(Q) (par le Lemme 3.1.5) et 77~ (=2} €
L*(€) donc le produit est dans L'(Q), autrement dit par (3.11)

‘/hvdm‘ S ||h||L;,(Q)||U||L31(Q) S ||h||v4*2(9)||v||Hg(Q),
Q

ceci montre que
1-2 -1
V() — H(Q).
Ainsi, il existe une et une seule solution v € Hg(£2) au probléme
ar(u,v) = /hv, Vv € Hy (). (3.13)
Q

Maintenant on remarque que (3.12) implique que
h e Vg5(Q),
pour tout S € R tel que % —e < <1, avec € > 0 suffisamment petit. En effet, on a par
(3.11)
1
—(l-2)<=
v=(=-2) <3,
donc grace au Théoreme 11.9.1 de [48], on obtient
u e Vi(Q).

On utilise maintenant un argument de localisation et un
théoreme de comparaison. Fixons n une fonction de tronca-
ture telle que n = 1 prés de 0. Alors nu € VZ(I') (T étant le
cone pres de 0) et vérifie
Ai(qu) = nAu+ [A;nlu
= nh+[A;nu

FIGURE 3.2 — Fonction

de troncature 7.
Mais on sait que u € H'(Q) loin du coin, donc [Ay;nju € HH(Q) mais [Ay;n]u =0

pres de 0, donc [Ay;nju € VI7*(T') et comme nh € V7*(T'), on a
Ai(nu) € VWZ_Q(F).
Par le Théoréme 1.4.4 de [48], on obtient
nu € Vy(T),

tant que
[—1—7v<Aq

ce qui est vrai par hypothese. [
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Ce Théoreme permet de vérifier que ’hypothese Hg est satisfaite avec D, = VWZ(Q) N
HY(Q) et Dy_y = VI72(Q), pour tout v € (1 — A4, 1), et par conséquent le probleme (3.2)
est bien posé. Il est bien connu que la diminution de régularité implique que le taux de
convergence, pour une MEF standard basée sur un maillage quasi-uniforme, est diminué
mais en utilisant un maillage localement raffiné (pres de 0), I'hypothese Hy est satisfaite

avec ¢(s) = 1 lorsqu’on choisit | = 2, voir [61] ou le Théoreme 8.4.1.6 de [34].

3.1.3 Opérateurs elliptiques d’ordre deux a coefficients discon-

tinus : le cas singulier

Nous étendons maintenant le cadre précédent au cas ou les coefficients des parties
principales de L; et Lo sont constants par morceaux. Dans ce cas, le Lemme 3.1.1 n’est plus
valable en général (voir [45, 46, 50, 55] par exemple). Comme précédemment 'utilisation
des espaces de Sobolev avec poids nous permettra de faire entrer le probleme (3.2) dans
notre cadre abstrait.

Les hypotheses sur notre domaine et nos opérateurs sont les suivantes : On suppose
que §2 est partitionné en sous-domaines €2;, j = 1,---,J, avec J un entier positif tels que

les €2; sont des polygones ouverts disjoints et que
_ ;=

Notons ey, £ = 1,--- | L, 'ensemble des arétes intérieures, i.e., I’ensemble des segments
droits des intersections des Q; M€ avec j # j', qui ne sont pas inclus dans le bord de .
De méme ’ensemble S des sommets de €) est simplement 1’ensemble de tous les sommets
des €;.

Dans la suite nous utiliserons les espaces & poids V¥(€2) qui sont des espaces & poids

par morceaux, plus précisément, si r(z) est la distance aux sommets des €2;, on pose
VEQ) ={ve L’ (Q):v; € VFQ),Vji=1,--, T},

oll v; := |, désigne la restriction de v a €2;. Ces espaces sont des espaces de Hilbert pour
la norme naturelle.

On suppose maintenant que les opérateurs L; sont elliptiques d’ordre 2 et sont de
la forme précédente (3.1) mais avec des coefficients a,(;;)g = ag,)f réguliers par morceaux,
autrement dit la restriction de a,(j’)g a Q; est réguliere (C*°(€2;)). Comme précédemment
on suppose également que la forme bilinéaire a; associée a A; est coercive de sorte que
Aj; est un isomorphisme de H} () dans H~(Q).

Pour faciliter I'exposé, pour ¢ = 1 ou 2, introduisons la matrice symétrique M; =

(ag)g)k,g:m et le saut du flux du gradient de u a travers une aréte e, comme suit

[MVu-n]), = ((MiVu)mj - (MZVu)mj,) g,
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lorsque e, = Qj N Qj/ et ng est le vecteur normal unitaire a e, orienté de €2; vers 2.
Nous rappelons maintenant le Corollaire 4.4 de [55] qui est valable en dimension 2

sous 'hypothese v < 1 car il existe r > 1 tel que
2 r
L3(Q) = L"(Q). (3.14)

Théoreme 3.1.7. Supposons que v € (0,1) et que le segment (0,1 — =] ne contient pas

d’exposant singulier de Ay pour tous les sommets de €). Alors pour tout f € Li(Q) et

hy € Vi (eg), £ =1,--- | L, il existe une solution faible u € Hy(Q) NV2(Q) au probléme

{ L1Uj:fj dans Qjaj:17"' ,J, (3 15)

[[M1VU'TL]:|£:}L( surepl=1,--- L,

dans le sens que
ar(u,v) = F(v),Yv € Hy(),

ot la forme linéaire F' est donnée par

F(v) = /Q fa)o(e)de + ) / heyo(z) do(z), Yo € HL(Q).

Notons que la forme F' définie précédemment est bien continue sur Hg(§2) car pour
tout v € (0,1), il existe r € (1, 2] tel que

V2 (eg) = L7 (ep). (3.16)
En effet par définition, on a que

1

Vi (e) = Vo' 2 (e,

VI

1
donc tout w € V;?(e,) vérifiera

P € L*(ey).

Siy < 1, on obtient directement que w € L?(e;), par contre si y € (0, 3), comme
ri 7 e L' (ey),

pour tout ¢ < (y — )7, grace a I'inégalité de Holder on montre que w € L"(e;) pour un
certain r > 1.

Ce théoreme permet de vérifier que I'’hypothese Hg est satisfaite avec Dy = V$ Q)N
HL(Q) et Dy = L3(Q) x 1, V2 (ey), pour tout v € (1 — A,, 1), lorsque A, est le plus
petit exposant singulier positif de A;. En effet, le résultat précédent affirme que A; est un

isomorphisme de D; dans Dy, il nous reste & montrer que A, est borné de D; dans Dj.
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Lemme 3.1.8. A, est borné de D, dans D,_;.

Preuve : Fixons v € V() N H(2), alors Ayv est dans H~'(Q) et vaut

(Agv,w)y = as(v,w)
d

— /Q<Za2( )8gv8kw+zb 8kvw+c()() w) dzx,

ke f=1

pour tout w € HL(€). Comme b9 et v sont dans L2(R), il reste & transformer
le premier terme de ce second membre. Pour cela on fixe d’abord w € D(f2). Par une

application de l'inégalité de Holder, il existe r > 1 tel que
8gvj S Wl’T(Qj),Vj =1,---,J

Ainsi une application de la formule de Green sur chaque 2; donne

/a,(f;(x) O Opywdx = —Z/ Ok(a, ,(x) Op)v wdx
Q
+ Z/ [M;Vu - n] Jw(x)do(r)
=1 Ve

pour tout w € D(2). Comme Qk(a,(j; de)v (resp. [[MyVu - nﬂz) appartient a L (€2), (resp.
V2 (eg)) et que HY(Q) s’injecte dans L*(2) pour tout s > 1 et en se rappelant (3.16)
(3.14), grace a I'inégalité de Holder, 1'égalité précédente reste vraie pour tout w € Hj ().

Ainsi on en déduit que

J
(Agv,w) = Z/ij wj dx
j=179

3 / [MVu - ] () do (@),
(=1 7€

pour tout w € H} (). Ceci termine le Lemme vu la régularité de Lyv; et de [[MQVU/ . nﬂg.

En conclusion le probleme (3.2) est bien posé si on prend une donnée initiale ug dans
Dy et f(t,u) continue a valeurs dans Dy. Comme 2 la sous-section précédente, en utilisant
un maillage localement raffiné (pres des coins), 'hypothese Hy est vraie avec g(s) = 1, en

appliquant [61] ou le Théoreme 8.4.1.6 de [34] dans chaque sous-domaine €.

Remarque 3.1.9. Prés d'un sommet extérieur ou €2 est convexe ou si les coefficients
aé)e sont continus en un sommet intérieur, alors le théoreme du shift est valable dans les
espaces de Sobolev standard et donc il n’est pas nécessaire de prendre les données dans

des espaces a poids pres de ce sommet et il suffit de les prendre dans H?.
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Remarque 3.1.10. Si L, est fortement elliptique, alors cet opérateur peut avoir une
singularité S, prés d’'un sommet, avec 0 < u < 1, autrement dit S, € H}(£2) se comporte

comme 7* pres d’'un sommet, est régulier par morceaux ailleurs et vérifie
LQS# =g S L2<Q)

Alors la fonction u(x,t) = S,(x) est clairement solution de (3.2) avec f = g et donnée
initiale S, :

Liuy + Lou = g, dans € x (0,7),

u =0, sur 02 x (0,7),

u(0) =5, dans H} ().
Cette solution est bien fournie par notre cadre abstrait si on prend le parametre v de

maniere appropriée, en effet il suffit de prendre
v > max{l — pu,1 — A}

Pour éviter de prendre des données initiales dans des espaces a poids, nous allons
étendre le cadre précédent. Pour cela, pour chaque sommet intérieur s € S;, on fixe une
fonction de troncature réguliere 7, qui vaut 1 pres de s et est nulle sur un voisinage des

autres sommets. On introduit alors

Dy =D; @ Span {n;: s € St}
autrement dit v € D1 ssi il existe v, € Dy et des coefficients ¢, € R, s € Sy tels que

V= Uy + Z CsT)s- (3.17)
Sesint

Cet espace est de Hilbert pour le produit scalaire naturel

(0,0") = (v, V), + Y sl

Svslesint

— ! /
lorsque v = vy + ) s Cslls 6V = v, + Y g CiMse

Nous pouvons alors démontrer le lemme suivant.

int

Lemme 3.1.11. L’opérateur A;lAQ est borné de 151 dans lui-meéme.

Preuve : Prenons v € Dy, alors il admet la décomposition (3.17) et donc

Ayv = Ayvy,, + Z csAoms.

SESint

Comme on a vu au Lemme 3.1.8 que Ayv,, est dans Dy, il reste & montrer que Agng est
aussi dans Do. Si tel est le cas, alors Asv sera dans Do et on conclut grace au Théoreme
3.1.7.
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Fixons donc s € Sy et calculons Agn,. Par définition on a

<A27787w> = ag(U,W)

d d
= / (Z ay(@) D Ow + Y b (@)D, w + D (), w) dz,
Q k=1

k,b=1

pour tout w € Hj (). Mais comme 7, est réguliere, on peut appliquer la formule de Green

pour trouver

J
(Agv,w) = Z/Lg’f]s’j wj dx
j=1"9

L
+ Z/ [MoVn, - n]) yw(z) do(z).
=1 "ee
Comme 7, est constant pres des sommets de 2, on en déduit que Lon, ; € L?Y(Q) et que
1 .
[M>Vn, - nﬂg € V2 (er), ce qui montre que Agn, € Dy ;. "

Corollaire 3.1.12. Si f € C([0,T]; L*(Q) et ug € {v € HJ(Q) : v; € H*(Q)}, alors le

probleme

Liug + Lou = f, dans Q x (0,7,
u=0, sur 092 x (0,7,
u(0) = uy, dans H}(Q).

a une solution unique u € C'([0,T]; Dy).

Preuve : Grace aux inégalités de Hardy [34, p. 28], toute fonction ug € {v € H(Q) :
v; € H*(Q)} admet la décomposition
o =ty + Y u(5)ns,
sesint
avec u,, € V() pour tout € > 0, ce qui montre que uy € Dy. Comme L2(Q) — L2(Q),
on aura de plus que A;'f € C([0,T], D;) et on conclut grace & la continuité de A;' A, de

D; dans lui-méme. m

Dans le cadre de ce corollaire, nous trouvons une solution u € C'([0,T]; Dy). Donc
nos résultats de convergence seront garantis si on montre ’hypothese Hy avec ¢(s) = 1
et des maillages raffinés mais pour ¢ dans D;. Mais une telle estimée est vérifiée car tout
Y E Dy s’écrit

P=0ut Y s
SE€Sing
avec @, € Dj et des coefficients ¢, € R. Pour le premier terme, on a par [61] ou le
Théoreme 8.4.1.6 de [34] que

low = Ihpuwllie S hllewlln,,
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ou I, est 'interpolé de Lagrange. Pour le deuxieme terme, comme les fonctions 7y sont

au moins dans H?(€2), une estimée d’interpolation standard donne

p. Sh.

Y

H773 - Ih775H1,Q N thsy

En conclusion la fonction I, vérifie

le = Inellre < Rllellp,

ce qui prouve 'hypothese Hy avec ¢(s) = 1.

3.1.4 Résultats numériques

Pour la validation de nos résultats du Chapitre 1 (voir le Corollaire 1.1.14), on propose
des exemples tests. Dans chaque test proposé, on commence par choisir dans (3.2) les deux
opérateurs Lq et Lo et le domaine 2. Et ensuite on construit la courbe d’erreur en norme
H () en espace et en temps. Dans les Tests 3.1.1 et 3.1.2 on présente les résultats
numériques pour le cas d’'une équation linéaire en prenant L; = [ — A et Ly = —A (A
étant lopérateur Laplace) avec € un polygone convexe de R? dans le premier test et
non convexe dans le deuxieme. Toujours pour le cas d'une équation linéaire le Test 3.1.3
représente des résultats numériques en prenant dans (3.2), Ly = —A et L; = —div aV,
avec a constante par morceaux. Comme la recherche de solution exacte pour ce type de
probleme n’est pas triviale, la vérification des résultats abstraits se fera en choisissant
une solution exacte arbitraire, notée u, de fagon a obtenir la fonction f (second membre)
et up (donnée initiale). Dans le Test 3.1.4, on présente les résultats numériques pour le
cas d’une équation semi-linéaire. Comme la solution exacte est inconnue, on estimera les
ordres de convergence en espace et en temps d’une maniere différente par rapport aux
premiers tests.

Les calculs numériques qui suivront ont été réalisés avec freefem++ [1]. Tout au long de
cette sous section on note

1Unlloo = max [[Unllme), ¥ (Un)n € (H'(Q).

0<n<N

Test 3.1.1. (Le cas régulier) Le domaine ) sera le carré (0,1)? C R2. Comme solution

exacte, on prend
u(t,z,y) = (1l —x)y(l —y)sin(t),Vt € [0,T], x,y € (0,1).

u satisfait clairement la condition aux limites u = 0 sur la frontiere du domaine, i.e. sur

chaque coté du carré. En calculant directement f, on obtient
ftx,y) = (1 —x)y(1 —y) cos(t) + 2(sin(t) + cos(t))(x(1 — z) + y(1 —y)).
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FIGURE 3.3 — Triangulation réguliere du carré Q = (0,1)? pour h = 0.2.

FiGURE 3.4 — La solution ap- F1GURE 3.5 — La solution exacte
prochée par le schéma d’Euler du probléme (3.2) au temps final
(3.8) du probleme (3.2) au temps T=1.

final T =1 avec At =h =0.1.

Nous présentons premierement les tests sur le schéma d’Euler explicite (3.8), i.e.

(Un-‘rl,h - Un,h
At

Un+1,h - Un,h

,Xh) + (V( At

), Vxn) + (VUi Vxn) = (f(ta), xn), Yxu € Vi

La Figure 3.3 montre la triangulation réguliere du carré (0,1)2. La solution approchée
obtenue par ce schéma est illustrée dans la Figure 3.4 au temps final T = 1 avec At =
h = 0.1. La Figure 3.5 montre la solution exacte au temps final 7= 1. On construit la
courbe d’erreur en norme H} () en espace et en temps. Pour construire la courbe d’erreur
a l'instant final en espace, on fixe le pas de temps en prenant At = 0.001 (i.e., on choisit
le pas de temps At suffisamment petit de sorte que l'erreur due a la discrétisation en
temps soit négligeable) et on calcule erreur avec différents pas d’espace. De méme, pour
construire la courbe d’erreur en temps a 'instant final, on fixe le pas d’espace en prenant
h = 0.00625 de sorte que 'erreur due a la discrétisation en espace soit négligeable et on

calcule I'erreur avec différents pas de temps. Les résultats numériques sont résumés dans
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le Tableau 3.1 pour l'espace et dans le Tableau 3.2 pour le temps. En utilisant 1’échelle

h [utn, z,y) = Unpllso
0.1 1.92 e-004
0.05 9.71 e-005
0.025 4.95 e-005
0.0125 2.65 e-005
0.00625 1.63 e-005

Tableau 3.1 — L’évolution de l’erreur

par le schéma d’Euler (3.8) au temps

final 7" = 0.1 pour différents h avec

At = 0.001.

At lu(tn, z,y) — Unnlloo
0.1 3.98 e-002
0.05 1.96 e-002
0.025 9.83 e-003
0.0125 5.06 e-003
0.00625 2.85 e-003

Tableau 3.2 — L’évolution de l'erreur
par le schéma d’Euler (3.8) au temps
final T = 1 pour différents At avec
h = 0.00625.

logarithmique, on obtient la droite de régression d’équation y = 0.942—6.394 pour 'espace

et la droite de régression d’équation y = = — 0.9 pour le temps. L’erreur en norme H; (£2)

est donc d’ordre 1 en espace et d’ordre 1 en temps, ce qui est compatible avec I'estimation

(1.38) du Corollaire 1.1.14. Les courbes d’erreurs sont illustrées dans la Figure 3.6.

régression d’équation y = 0.94x — 6.39

2107 |
=
.:F
<
’Eo.io—45 [ / 1 N
1
| |
1072 1071

log()

régression d’équation y =z — 0.9

e

1 .

log(At)

1071

FIGURE 3.6 — Erreur en norme Hj(2) par le schéma d’Euler explicite (3.8) en espace et

en temps au temps final 7T'.

Nous présentons maintenant les résultats numériques relatifs au schéma numérique de

Runge-Kutta d’ordre 2 (3.9) ou 'espace d’approximation V}, est basé sur la méthode des

éléments finis IPy. Dans ce cas on prend comme solution exacte

u(t,z,y) = [2(1—2)y(1 —y)] sin(t),
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qui appartient alors a C'(]0,T; D(AI%)) En calculant f, on obtient
cos(t) [z(1 — z)y(1 — y)}3
+6(cos(t) +sin(t)) (y(1 — y) + 2(1 — 2)[(z(1 = 2)y(1 — y))*

—((y = y")* (1 = 22)" + (2 — 27)*(1 — 2)*)|.

ftzy) =
h [utn, z,y) — Unplloo
0.1 4.98 e-006
0.05 1.44 e-006
0.025 3.78 e-007
0.0125 9.58 e-008
0.00625 2.40 e-008

Tableau 3.3 — L’évolution de lerreur

par le schéma de Runge-Kutta (3.9) et
MEFP, au temps final 7" = 0.1 pour
différents h avec At = 0.001.

régression d’équation y = 1.8z — 3.5

g1075 | |
=
<

5 ]

EE =71 N

210 i 2 |

1 ]

| |
1072 107!

log(h)

At fultn, 2,y) = Unplloo
1 0.000145
0.5 2.92 -005
0.25 6.49 ¢-006
0.125 1.54 ¢-006
0.0625 4.36 ¢-007

Tableau 3.4 — L’évolution de l’erreur

par le schéma de Runge-Kutta (3.9) et
et MEFPy au temps final 7" = 20 pour
différents At avec h = 0.00625.

régression d’équation y = 2.33x — 3.83

log(At)

1074 E
B

=10} ]

N i

\b_E 4

k= 5 |

1070} A E

1 N

| |
107! 10°

FIGURE 3.7 — Erreur en norme H}(Q) par le schéma de Runge-Kutta (3.9) en espace et

en temps au temps final 7.

A partir des Tableaux 3.3 et 3.4 (ou de la Figure 3.7), on voit que 'ordre de convergence

en norme H'(Q)) du schéma numérique (3.9) est 2 en espace et 2 en temps. Ainsi on

retrouve exactement l'ordre de convergence théorique de (3.9) fourni par le Corollaire

1.1.14.
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Test 3.1.2. (Le cas singulier) Passons maintenant au cas singulier, on choisit pour €2
le domaine non convexe )0, 2[*\[1, 2[x]0, 1[C R

Nous prendrons comme solution exacte
20
u(t, z,y) = r?3(x, y) sin (;)x(Q —2)y(2 —y)sin(t),vt > 0, (x,y) € Q,

ici, pour tout (z,y) € Q, r(x,y) est la distance entre (z,y) et le coin non convexe (z =
Ly=1)et €0, %71’] Apres quelques calculs, on trouve

ft,z,y) = r3(x,y) sin(?)x@ — 2)y(2 — y) cos(t) + (sin(t) + cos(t))

(377 0) (— sinGa(z — 2002 = ) + cos( a2 — 2)(2 — 2)

—2r?3(x,y) sin 2—38(7;(2 —y)+x(2— x))

La Figure 3.8 montre la solution approchée du probleme (3.2) obtenue par le schéma
numérique (3.8) au temps final 7' = 1 avec At = 0.1 et un pas de discrétisation en espace
h = 0.1. Et la Figure 3.9 montre la solution exacte au temps final 7' = 1.

Le Tableau 3.5 (ou la Figure 3.10 a gauche) représente 1’évolution de I'erreur au temps
final T = 0.1 pour différents A, ot on a choisi le pas de temps At suffisamment petit
de sorte que l'erreur due a la discrétisation en temps soit négligeable (ici on a choisi
At = ﬁ). De la méme facon, le Tableau 3.6 (ou la Figure 3.10 a droite) représente
I’évolution de 'erreur au temps final 7' = 1 pour différents At ou h est suffisamment petit

de sorte que la discrétisation en espace soit négligeable (ici on a choisi h = 8—10).

h | ultn, 2, y) = Unpllo At | Ju(tn, 7,y) — Unallso
0.2 0.0136 0.2 0.7238
0.1 6.83e-003 0.1 0.3527
0.05 3.43e-003 0.05 0.1737
0.025 1.74e-003 0.025 0.0868
0.0125 9.05e-004 0.0125 0.0447
Tableau 3.5 — L’évolution de l'erreur Tableau 3.6 — L’évolution de l'erreur
par le schéma d’Euler (3.8) et MEFP, par le schéma d’Euler (3.8) et MEFP,
au temps final 7' = 0.1 pour différents au temps final 7' = 1 pour différents At
h avec At = 0.001. avec h = 0.00625.

Test 3.1.3. Dans ce cas, on choisit le domaine Q = (—1,1) x (0,1) C R?, l'opérateur

Lo = —A, et Popérateur L; = — div aV, avec a constante par morceaux, i.e.,
) € dans Oy,
1 dans Ql U Qg,
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FiGURE 3.8 — La solution ap- FIGURE 3.9 — La solution exacte
prochée par le schéma d'Euler du probleme (3.2) au temps final
(3.8) du probleme (3.2) au temps T =1.

final T =1 avec At = h =0.1.
ol € est un parametre positif. Posons
Q=Qn{(rcosf,rsinf):r>0et 0<0< %},
Qo =QN{(rcosf,rsind) :r>0et % <l < %r},
Q3 =QN{(rcosh,rsind) :r >0 et ?ZTW <6 <},

et, comme d’habitude, (r,8) sont les cordonnées polaires de (z,y) centrés a l'origine.
Dans ce cas, si € # 1, Popérateur L, avec les conditions aux limites de Dirichlet a une

singularité en (0,0) donnée par (voir [55])

7 sin(\6) dans Q,
Sy=4 (% sin(A0) + iy cos(w)) dans O,
r sin(A(m — 0)) dans Qg,

avec \ = 4 arcsin (, /L).
s e+1

par conséquent on prend
u(t,z,y) = sintSy(z,y),vt > 0,z,y € Q,
qui est considérée comme la solution exacte de
Ajuy + Aqu = (sint)h,
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T T 7T L
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FIGURE 3.10 — Erreur en norme H} () par le schéma d’Euler (3.8) en espace et en temps

au temps final 7.

ouh € f)g est le saut de % A travers les arétes e; = Q1 Ny et ey = Oy N Q3. Cela signifie

que u est la solution de

/ (V- Vot Vu- Vo) dedy = 3 / (2] yvdo, Vo € HL(S).
Q

i=1,2
=12,

Nous avons approché ce probleme par le schéma d’Euler (3.8), ou V}, est basé sur la
méthode des éléments finis P; sur des maillages uniformes ou raffinés (pres de 0)( voir
Figure 3.11) avec le choix € = 3 cela donne A\ = 2/3. L’ordre de convergence de l'erreur en
espace est présenté au Tableau 3.7 pour des maillages uniformes ou raffinés (voir Figure
3.11 pour h = 0.2) avec At = 0.0001 et un temps final 7" = 0.1.

A partir de Tableau 3.7, on voit que I'ordre de convergence en norme H'({2) en espace
est 2/3 (resp. 1) pour un maillage uniforme ( resp. un maillage raffiné). Ici, par souci de
brieveté, nous ne présentons pas l'ordre de convergence de l'erreur en temps parce que

nous nous intéressons a l'influence des singularités spatiales.

Test 3.1.4. (Le cas d’une équation semi-linéaire) Considérons maintenant le probleme

(3.2) sur le carré unité Q = (0,1)? et une donnée initiale nulle avec
ft,u) =v1+1t+u (3.18)

Il est clair que la fonction f est continiiment différentiable de [0,7] x Hj(Q2) dans R.
Dans ce cas la solution exacte est inconnue, donc on ne peut pas calculer ’erreur entre la
solution approchée et la solution exacte comme dans les exemples précédents, on va alors

utiliser les solutions numériques U,, o5, Up.1, €t U, 12, et estimer 'ordre de convergence en
) ’ 31 3 / 7
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FIGURE 3.11 — A gauche : maillage initial uniforme avec h = 0.2, a droite : maillage
initial raffiné pres de 0.

[u(tn, ) = Unpllo
h maillage uniforme maillage raffiné
0.2 0.0244 0.018
0.1 0.0164 0.0087
0.05 0.0105 0.0045
0.025 0.0064 0.0024
0.0125 0.0041 0.0013

Tableau 3.7 — L’évolution de l'erreur par le schéma d’Euler (3.8) et et MEFP; au temps

final T'= 0.1 pour différents h en utilisant un maillage initial uniforme ou raffiné pres de
0 pour At = 0.0001 et € = 3.
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—e—maillage uniforme
—=— maillage raffiné

102 10!
log(h)

FIGURE 3.12 — Erreur en norme H{(£2) en espace au temps final 7' = 0.1 avec un maillage

uniforme et un maillage raffiné pour At = 0.0001.

espace comme suit

(3.19)

||Un,h - Un,2h||oo )
HUn,h/Q - Un,h“oo ’

ou Uy et Uy /2 sont les solutions totalement discretes pour les pas de maillage 2h et

L’ordre de convergence en espace = log, (

h/2, respectivement et un At suffisamment petit. De la méme facon, on calcule 'ordre de

convergence en temps

(3.20)

)

L’ordre de convergence en temps = log, ( ALJ2 s
HUn,h - Uthoo

ol Uﬁﬁt et Uﬁ Z/ ? sont les solutions totalement discrétes pour les pas de temps 2At et
At /2, respectivement et avec un pas de maillage h suffisamment petit.

La Figure 3.13 montre la solution totalement discrete U, obtenue par le schéma
d’Euler (3.8) et les éléments IP; au temps final T'= 1 avec At = 0.1 et h = 0.1. Le Tableau
3.8 montre 'ordre de convergence pour différents Az, ot on a choisi A suffisamment petit

de sorte que l'erreur due a la discrétisation en espace soit négligeable (ici h = %). De la
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At |U — U2 lso | L'ordre de convergence
0.1 0.035 1
0.05 0.017 1
0.025 0.0085 1
0.0125 0.0042 1
0.00625 0.0021 1
0.003125 0.0010

Tableau 3.8 — L’ordre de convergence pour différents At avec h = ﬁ.

Le pas de maillage | |Uy,n — Upnanlls | L'ordre de convergence
0.1 0.00582 0.94
0.05 0.00302 0.978
0.025 0.00153 1
0.0125 0.00076 1
0.00625 0.00038 1
0.003125 0.00019

Tableau 3.9 — L’ordre de convergence pour différents h avec At = m.

oo
oo
ooz
oo
oo
ocmam
oomcs
oo
oo
oo
LRSS
.70

FIGURE 3.13 — La solution numérique U, ; obtenue par le schéma d’Euler (3.8) avec
At=0.1et h=0.1.
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h |Unp — Un2nlloo | L'ordre de convergence
0.1 0.00078 1.81
0.05 0.00022 1.85
0.025 6.18 e-005 1.87
0.0125 1.68 e-005 1.89
0.00625 4.53 e-006

Tableau 3.10 — L’ordre de convergence pour différents h avec At = ﬁ pour le schéma
d’Euler et EFP2.

At U — U2l | L'ordre de convergence
0.1 0.032 0.962
0.05 0.0166 0.9816
0.025 0.0084 0.9908
0.0125 0.0042 0.9954
0.00625 0.0021 0.997
0.003125 0.001

Tableau 3.11 — L’ordre de convergence pour différents At avec h = ﬁ pour la méthode
d’Euler et EFP2.

méme facon le Tableau 3.9 représente I'ordre de convergence pour différents h, ot on a
choisi At suffisamment petit (At = =) de sorte que I'erreur due & la discrétisation en
temps soit négligeable.

De méme, le Tableau 3.10 (resp. 3.11) représente 1'ordre de convergence en espace (resp.

en temps) en utilisant la méthode des éléments finis Ps.

3.2 Applications pour des équations quasi-linéaires
de Sobolev

3.2.1 Le cas d’une équation non autonome

Dans ce paragraphe, nous nous concentrons sur le cas non autonome, i.e., on sup-
pose que les opérateurs A;(t,u) et As(t,u) dépendent seulement de la variable tempo-
relle ¢, mais correspondent toujours aux opérateurs différentiels du second ordre. Plus

précisément, dans un domaine borné Q de R? d > 1 a frontiere lipschitzienne, pour
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1= 1,2, L; est l'opérateur différentiel d’ordre deux de la forme

d d
Li(z,D,, t)u = — Z 6k(a,(j’)g(x, t)Opu) + Z b,(;) (z,1)0pu + 9 (z, t)u,
kyf=1 k=1

ot a}, = afly € C([0,T); C®H(Q)NCO([0, T); L=(), by, ¢ € CO([0, T]; L=(R)), pour
certains v € (0, 1]. Supposons de plus que 'opérateur L; est uniformément elliptique, i.e.,

il existe un a,, > 0 tel que

d
> af)(x, )& > aulé?,VE € RY L € [0,T).

k,0=1

Dans ce cas, la forme bilinéaire a;(t;-,-),7 = 1,2, est indépendante de u et est définie par

a;(t; v, w) / (Z ay, o(z,t)0pvOpw + Zb( (z,t)Opvw + P (z, t)vw) dr,

o \kt=1
pour tout v, w € H}(Q), et pour tout ¢ € [0, T], Popérateur A;(t) défini par
(A;()u,v)yry = a;(t,u,v),Yu,v € Hy(S2),

est continu de H}(Q) dans H~ (). Enfin, si on suppose que la forme bilinéaire a; est
uniformément coercive sur H}(Q), alors les hypotheses Hy, Ha et Hg seront satisfaites.
Comme dans la sous-section 3.1.1, on peut montrer que D(A;(t)) = H*(2) N H{ (), pour
tout ¢ € [0,77] si la frontiere de Q est C™!' ou si Q est convexe. Par conséquent, sous
cette hypothese supplémentaire, les hypotheses Hz et Hy avec Dy = H?*(Q) N HM(Q) et
Dy = L*(Q) seront satisfaites si Vj, est défini par (3.7) avec p = 1. Finalement, sous les

hypotheses Hs et Hy-Hg sur f, le probleme suivant

Ly (t)ut + Lg(t)u = f(t, U), dans €2 x (O, T),
u=0, sur 09 x (0,7), (3.21)
u(0) = uo, dans HJ(Q),

est bien posé et on peut 'approximer par le schéma totalement discret d’Euler (voir (1.22))
a1 (tn; Unt1,ns Xn) = a1(tn; Unps Xn) — Ataa(tn; Unp, Xn) + A(f(tn; Unp), Xn)s VXb € Vi

Test 3.2.1. Nous illustrons maintenant cette théorie en choisissant dans (3.21), Q =
(0,1)2, Li(t) =T — (1 + t)A et Ly(t) = —(1 + t)A. Il est clair que les formes bilinéaires
(ai(t; -, -))ico,r) satisfont les hypotheses précédentes, en particulier on voit directement
que

|la;(t;u,v) — ai(s;u,v)| S|t = s|lulll|lvll, Vu,ve Hy(Q),Vt,sel0,T).
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On commence d’abord par le cas d’une équation linéaire en considérant la solution exacte
u(t,z,y) = sin(mx) sin(my) sint, V(z,y) € Q,t > 0.

La solution approchée est illustrée dans la Figure 3.14 pour At = 0.1 et A = 0.1 au
temps final T = 1 et la Figure 3.15 montre la solution exacte au temps final 7' = 1. On
construit la courbe d’erreur en norme H{(€2) en espace a l'instant 7' = 0.1 et en temps
a l'instant T' = 1. Pour l'erreur en espace, on fixe le pas de temps en prenant a l'instant
T = 0.1, N = 1000 i.e., At = 0.001 et on calcule I'erreur avec différents pas d’espace.
De méme, pour 'erreur en norme H}(Q2) en temps, on fixe le pas d’espace en prenant
T =1,N =320, i.e., h = 0.003125 et on calcule I'erreur avec différents pas de temps At.
Les résultats numériques sont récapitulés dans le Tableau 3.12 pour 'espace et dans le

Tableau 3.13 pour le temps. En utilisant une échelle logarithmique, on obtient la droite

FiGURE 3.14 — La solution ap- FIGURE 3.15 — La solution exacte
prochée par le schéma d’Euler du probléme (3.21) au temps final
(3.8) du probléme (3.21) au temps T=1.

final T =1 avec At = h =0.1.

de régression y = 0.97x — 1.18 pour l'espace et la droite de régression y = 0.95z — 0.288
pour le temps. Comme dans le cas linéaire, I'erreur en norme Hj(f2) est donc d’ordre 1

en espace et en temps. Les courbes d’erreur sont données dans la Figure 3.16.

Test 3.2.2. On passe maintenant au cas d’'une équation semi-linéaire en prenant le terme
source f(t,u) défini par (3.18) et la donnée initiale u(0) = 0.

La Figure 3.17 montre la solution totalement discrete U, au temps final 7' = 1
avec At = h = 0.1. L’ordre de convergence en temps (resp. en espace) est présenté au
Tableau 3.14 avec h = Téo (resp. 3.15 avec At = ﬁ). Ces résultats sont en accord avec
Iestimation d’erreur qu’on a déja montré au Corollaire 1.1.14.
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h | luln, 2, y) = Unilloo At | ultn, 2,y) = Unpll
0.2 0.063 0.2 0.168
0.1 0.0325 0.1 0.082
0.05 0.0163 0.05 0.040
0.025 0.0082 0.025 0.021
0.0125 0.0042 0.0125 0.013
0.00625 0.0023 0.00625 0.0066

Tableau 3.12 — L’évolution de l'erreur Tableau 3.13 — L’évolution de l'erreur
par le schéma d’Euler (3.8) au temps

final T" = 1 pour différents At avec h =

par le schéma d’Euler (3.8) au temps
final 7" = 0.1 pour différents h avec

At = 0.001. 0.00625.
At |U, — U2 lso | L'ordre de convergence
0.1 0.01632 0.94
0.05 0.00853 0.96
0.025 0.00437 0.98
0.0125 0.00221 0.99
0.00625 0.00111 1
0.003125 0.00055

Tableau 3.14 — L’ordre de convergence pour différents At avec h = ﬁ.

3.2.2 Le cas d’une équation quasi-linéaire

Test 3.2.3. (Exemple en dimension 1) Dans cet exemple, on considere I’équation

quasi-linéaire

Qu D () (2, u) 2 4 py(w,u)2) = f(t,u), dans (0,1) x (0,T),

u =0, sur 9(0,1) x (0,7, (3.22)
u(0) = up, dans (0,1),
ou p1, p2 : (0,1) x R — R sont deux fonctions continues vérifiant
e il existe deux constantes positive 5, M telles que
B<pi(z,u) <M, et |paz,u)| < M V(z,u) € Q xR, (3.23)

e la fonction p;,7 = 1,2, est globalement lipschitzienne, i.e., il existe une constante

L; > 0 telle que

lpi(z, 1) — pi(z, )| < Lilu —al, V(x,u,0) € (Q x R?). (3.24)
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régression d’équation y=0.97 x-1.18 régression d’équation y=0.97 x-1.18

/40715 | | A1071 L |
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= =
= <
S102) | £
: A1E i
-2 | N
10-25 |- 4 1077 | ]
0 1 L 1 ]
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1072 1071 102 101

log(h)

log(At)

FIGURE 3.16 — Erreur en norme H{(f2) en espace au temps final 7' = 0.1 et en temps au

temps final T' = 1.

h WUnpn — Un2nlloo | L'ordre de convergence
0.1 0.00559 0.95
0.05 0.00290 0.98
0.025 0.00147 0.90
0.0125 0.00074 0.99
0.00625 0.000337 1
0.003125 0.00018

Tableau 3.15 — L’ordre de convergence pour différents h avec At =

1
4000

Avec ces hypotheses, les formes bilinéaires a;(u; -, -),7 = 1,2, définies sur H}(Q) x H (),

par

ov dw

Ox Ox

ov dw

al(u;v’w):/o (pl(aj’u(a’;))———{—U’LU)dZE et as(u;v,w) :/o 02(9%“(55))%%‘133’

sont indépendantes de t et satisfont les hypotheses Hy, Ho et Hg. En effet, par (3.23)

combiné avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient pour tout u, v, w € H}(Q)

1 v w
jar(ws v, w)| <[5 (MIG2] G514+ o] |w])de

§5||UHLN(Q)HU4|H4(Qp

d’ott la continuité de ay(u;-,-) sur Hy(Q) x Hy(Q), de méme pour la forme bilinéaire

as(u;-,-). La coercivité de ay(u; -, -) découle directement de I'hypothese p;(x,u) > S (voir
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FIGURE 3.17 — La solution numérique U, obtenue par le schéma d’Euler (3.8) avec
At =h=0.2.

(3.23)). Enfin, pour tout u, @, v,w € H}(), on a par (3.24)

Jai(uw; v, w) = ai(@0,0)| < Li [ fu(e) = a(x)] |55] [52] de

< sup |u(z |f| |dx

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que H*(Q) — C(Q) (par le théoréme d’injec-

tion de Sobolev), on obtient

lai(u; v, w) — a; (U0, )| S lu— @l g l[v] e llwl @),

d’ou 'hypothese Hg.
Pour la discrétisation temporelle, on utilise le schéma d’Euler explicite. On note N le
nombre de sous intervalles de temps. Le schéma explicite d’Euler du probleme (3.22) est

alors : chercher U, connaissant U,, tel que

Upir — U, 8 (Upir — U, ou, ]
- g U () < e U | = v, 329
Upi1(0) = Upsr (1) = 0,n = 0,1, .., N — 1. (3.26)

Ainsi, la formulation variationnelle du probleme (3.25)-(3.26) s’écrit : connaissant U,, €
H{(S2), on recherche une fonction U, 1 € H(Q) tel que pour tout v € Hy ()

1 1 1

Upi1 — Uy, 1 0 ov ouU,, ov
/—At vdr + At/pl(x U )a (Um_l—Un)%dx-l-/pg(:C U )a—gdm
0 0
1
/ftn,U yodr, n=0,1,..., N — 1. (3.27)
0
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On considére maintenant une subdivision uniforme de U'intervalle [0, 1] en N sous-intervalles

On pose h = x;,1 —x; pour 0 < i < N — 1. Pour obtenir le schéma totalement discret, on

construit une approximation par éléments finis I’; basée sur ’espace de dimension finie

Vh = {Uh S H&(Q);Uh

[xi7xi+1]€ Plao <1< N: Uh(()) = vh(l) = O}

Le probleme discret du probleme (3.28) est alors : rechercher U, dans V},, connaissant
Unn € Vi, tel que pour tout v, de Vj,, n =0,1,..., N — 1,

1 1

U, Un 1 ov
/ = hAt At //)1 z, Unh (Un+1,h - Un,h)a_xh dx
0

0

1

OUpp 0

—|-/[)2 x, Unh [L’h avh /f tnaUnh)'Uh dx. (3 28)
0

Pour les illustrations numériques, on considere le terme source f défini par (3.18), une

condition initiale nulle ug = 0 et

1 u? u?
pi(z,u) = 5 11w p2(z,u) = T2
Il est clair que
1 3

§§,01(33',U)§—, et p2($,U)§1, VZ'EQ,UER.

Comme dans les exemple tests 3.1.4 et 3.2.2, on calcule I'ordre de convergence en espace

\V]

(resp. en temps) par la formule (3.19) (resp. (3.20)). Le Tableau 3.16 montre 'ordre de

At Jus, — 253!l | Vordre de convergence
0.1 0.0048 1
0.05 0.0024 1
0.025 0.0012 1
0.0125 0.0006 1
0.00625 0.0003 1
0.003125 0.00015

Tableau 3.16 — L’ordre de convergence pour différents At avec h = 0.003125.

convergence pour différents At, ot on a choisi h suffisamment petit (h = 320) de sorte
que l'erreur due a la discrétisation en espace soit négligeable. Tandis que le Tableau 3.17

représente 'ordre de convergence pour différents h, avec At suffisamment petit (At =
1
000 )-
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h ||tnp, — Unonl|loo | Vordre de convergence
0.1 0.006 1
0.05 0.003 1
0.025 0.0015 1
0.0125 0.00073 1
0.00625 0.00036 1
0.003125 0.00018

Tableau 3.17 — L’ordre de convergence pour différents h avec At = 0.001.

Test 3.2.4. (Exemple en dimension 2) Sur le carré unité Q = (0,1)? de R? on

considere le probleme

A(pr(z, u)Auy) + A(pa(z, u)Au) = f(t,u), dans Q x (0,T),
u=2%"=0, sur 99 x (0,7), (3.29)
u(0) = wy, dans HZ(Q),

ol % désigne la dérivée normale extérieure de u sur 0€), p; et ps sont deux fonctions dans
C%(Q x R,R) vérifiant les hypotheses (3.23)-(3.24) avec des dérivées partielles secondes
uniformément bornées en = et en u.

Pour tout u € HZ(Q), et i = 1 ou 2, on définit la forme bilinéaire a;(u, -, ) par
a;(u;v,w) = / (pi(z, w)AvAw)dz, Yv,w € H (), (3.30)
)

qui satisfait immédiatement les hypotheses Hy et Hg, grace a I'injection H2(Q) «— C(Q)
(conséquence du théoreme d’injection de Sobolev). Pour vérifier '’hypothese Hy, on re-

marque tout d’abord par (3.23) que
a1 (u;v,0) > B[ Av[F2(q), Yo € H ().

Deuxiémement, comme l'opérateur de Laplace est un isomorphisme de H?(Q2) N H}(Q2)
dans L?*(Q2), on a
||U||H2(Q) Sj HA’UHLQ(Q),\V/’U c H2<Q) N Hé(Q)

Ces deux estimations montrent que Hy a lieu puisque HZ(2) est inclus dans H%(Q) N
H} ().

Afin de vérifier Hz et Hy, nous utilisons le résultat suivant.

Lemme 3.2.1. Pour tout u € HZ(2), on a

D(A(u)) = HY(Q) N H3(Q) — D(Ax(u)). (3.31)
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Preuve : Pour un u € HZ(Q) fixé, rappelons que
D(A;(u)) = {v € HF(Q) : Aj(u)v € L*(Q)}.

On voit donc que v € HZ(Q) appartient a D(A;(u)) si et seulement si il existe f € L*(Q)
tel que

Alp(z,u)Av) = f,

au sens des distributions (par souci de brieveté, on écrit p(x, u) pour p;(z,u)). Par la regle

du produit de Leibniz, on obtient de maniere équivalente
plz, u)A% = [ = f — Alp(z, u(x))]Av - 2V [p(z, u(z))] - VAw. (3.32)

La difficulté est de montrer que le membre de droite de cette égalité est dans L*(1).

D’abord par la regle de dérivation en chaine, on a

Oilp(z, u(x))] = Oip(z, u(x)) + Oup(z, u(z))Oiu(x),
07 [p(x, u(@))] = 05 p(x, u(x)) + op(a, u(x))dpu(x)dyu(w)
+ Oup(z, u(:r;))@fju(x),

pour tout 7, j € {1,2}. Notons que ces identités impliquent directement que
———— € H*(Q). (3.33)

Avec ces identités, pour i = 1 ou 2, on voit aussi que

Oi[p(x, u(x))]0;Av = O;p(x, u);Av + Oyp(z, u)Oud; Av, (3.34)
et que
Alp(z, u(z))]Av = ZT](J: w)Av, (3.35)

ol on a posé

Ti(z,u) = (Ap)(z, u),
Ty(w,u) = Oup(z, u){(Oru)* + (Opu)*},
T3(z,u) = Oup(z, u)Au.

Dans un premier temps, pour ¢ = 1 ou 2, on montre que
Oi[p(z,u(x))]0;Av e H*(Q2),Vs € (1,2). (3.36)
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D’apres l'identité (3.34), il suffit de montrer que chaque terme de son membre de droite
appartient & H~*(Q), pour tout s € (1,2). Pour cela, on remarque que 9;Av € H~(Q),
et O;u € H'(Q)). Par les hypotheses de régularité sur p, on voit que

Oip(z, 1), Oup(w,w)0u € H(Q). (3.37)
Comme le Théoreme 1.4.4.2 de [34] implique que le produit
uwv € H*(Q),Vs € (1,2), (3.38)

siu e HY(Q) et v e H (), on conclut que (3.36) a lieu. De méme pour j = 1,2 ou 3,

on montre que

Tj(z,u)Av € H*(Q),Vs € (1,2). (3.39)

Comme Ap est borné et par la régularité v € H?(£2), on obtient directement 7 (x, u)Av €
L?(Q2), on en déduit donc (3.39) pour j = 1. Maintenant par le théoréme d’injection de
Sobolev, H'(Q) < LP(Q), pour tout p > 1, donc par I'inégalité de Holder, on trouve

(Ou)*Av € LYQ),Vi = 1,2,

puisque la condition 1 = % + % est vérifiée si p = 4. Comme 0%p(z,u) est borné, on en
déduit que Ty(z,u)Av € L1(€), ce qui implique (3.39) pour j = 2, car H3(Q) — C(9),
grace au théoréme d’injection de Sobolev. Enfin, les régularités u,v € H?() impliquent
que AuAv € LY(Q) et donc Ty(z,u)Av € LY(), et on en conclut comme pour j = 2.

A ce stade de la preuve, par (3.36) et (3.39), on en déduit que f (défini dans (3.32))
appartient & H~*(Q), pour tout s € (1,2). Par la propriété de régularité (3.33) et le
Théoreme 1.4.4.2 de [34], on conclut que

L @Y e (1),

Par le Théoreme 2 de [14] et le Corollaire 5.12 de [24], on obtient

ve H75(Q),Vs € (1,2),

ou de maniere équivalente

v € H*¢(Q),Ve € (0,1).

Cette régularité supplémentaire permet de montrer que
Ailp(x, u(z)))9;Av € H(Q),¥e' € (0,1), (3.40)

pout=1ou?2et
Ti(z,u)Av € H™(Q),Ve' € (0,1), (3.41)
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pou j = 1,2 ou 3. Pour la premiére assertion, par la régularité 0;Av € H¢(Q2), (3.37) et
le Théoreme 1.4.4.2 de [34], on conclut (3.40) pour & > e. Pour la deuxiéme assertion,

comme les dérivées secondes de p; sont bornées, on constate d’abord que
Ty (z,u)Av € L*(9),

d’ott (3.41) pour j = 1. Pour j = 2 on remarque que (dyu)? + (Oou)? appartient a L2(£2)
en vertu de l'injection H'(Q) < LP(Q), pour tout p > 1, et 'inégalité de Holder. Comme

on obtient directement Au € L?(Q), on conclut que
T;(z,u) € L*(2), pour j = 2,3.

Encore une fois, le Théoreme 1.4.4.2 de [34] induit (3.41) pour ¢ > ¢, et j =2, 3.
Par sa définition, on déduit que f appartient & H _El(Q), pour tout ¢ € (0,1), et par
(3.33) et le Théoréme 1.4.4.2 de [34] on obtient

A?v € H5(Q),Ve € (0,1).
Grace au Théoreme 2 de [14] et au Corollaire 5.12 de [24], on déduit que
ve H75(Q),ve € (0,1).

Cette régularité implique que 9;Av € H'™¢(Q), pour tout € € (0,1) ainsi 9;Av € LP(Q),

pour tout p > 1, ce qui permet de montrer que
Oilp(x, u(x))]0;Av € L*(9).

Plus simplement comme Av appartient & H27¢(), pour tout € € (0, 1), il est borné dans
Q2 et par conséquent
T;(x,u)Av € L*(Q).

Cela conduit a la propriété finale
A%y e LA(Q),

et par le Théoréme 2 de [14], on conclut que v € H*(Q). "
Nous avons alors montrer que D(A;(u)) — H*(Q) N HZ(£2), ce qui termine la preuve

puisque l'injection réciproque est triviale.

A Taide de ce Lemme, 'hypothese Hs est satisfaite avec le choix Dy = H*(Q) N HZ(2) et

Dy = L2(Q).

Comme D'espace variationnel est inclus dans H?((), l'utilisation d’élément finis de

continuité seulement C° n’est pas adéquate, car la dérivée seconde de telles fonctions
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FIGURE 3.18 — L’élément HCT.

n’est en général pas L%(€2), ce qui n’est pas utilisable dans un cadre standard. Nous allons
alors utiliser la méthode des éléments finis C' "HCT” (Hsieh, Chough et Tocher) décrite
dans [20] par exemple, c¢’est une méthode d’approximation conforme et les éléments HCT
sont des macro-éléments (voir Figure 3.18). En effet, chaque triangle K est subdivisé en
trois sous-triangles en ajoutant un point interne au triangle (par exemple le barycentre),
et 'espace d’approximation V} est un sous-espace de polynomes de degré 3 sur chaque
sous-triangle K, convenablement assemblés pour que la fonction discrete sur le triangle
K = U2 K; appartienne a C*(K), i.e.,

PK:{’UECd( )

(K;),1 <i<3},
et alors
Vi=1{veC'Q):v|x€ Px,VK € Tp,v = gn =0 sur 09} C H3(Q).
Pour plus de détails, voir [20, p. 341]. Le Théoréme 6.1.6 de [20] implique que
le = Pupllmzi@) S P2llellmaw), Vo € HH(Q) N HG(Q),

d’out 'hypothese Hy avec ¢(1) = 2.
Le schéma explicite totalement discret d’Euler du probleme (3.29) est alors donné par :

trouver U,41 € Vj, solution de

U, Un,,
/{pl xZ, Unh ( + hAt h)AU}L +,02($ Un h)AU hAUh}dl’ = /f tn,Un h)vh dl’

pour tout v, € V.

2
u
1+u?? le

terme source f(t,u) défini par (3.18) et une donnée initiale nulle u(0) = 0. La Figure 3.19

Nous illustrons finalement ce cas en choisissant py(z,u) = 1 + 5 +u2, pa(z,u) =

représente la solution totalement discrete U, ;, et la Figure 3.20 représente son gradient au
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temps final T = 1 avec At = h = 0.1 L’ordre de convergence en temps (resp. en espace)

est présenté au Tableau 3.18 avec h = 1%60 (resp. 3.19 avec At = ﬁ), ol un ordre un en

temps et deux en espace est obtenu.

FIGURE 3.19 — La solution approchée U, ; obtenue par le schéma d’Euler (3.8) avec
At = h = 0.1 a l'instant final T = 1.

At |U, — U2l | L'ordre de convergence
0.1 0.00375 1
0.05 0.00184 1
0.025 0.00091 1
0.0125 0.00044 1
0.00625 0.00022 1
0.003125 0.00011

Tableau 3.18 — L’ordre de convergence pour différents At avec h = 0.00625.

h |Un.h — Unonlloo | L'ordre de convergence
0.1 0.00106 1.82
0.05 0.0003 1.90
0.025 8.07 e-005 1.92
0.0125 2.12 e-005 1.98
0.00625 5.36 e-006
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(a) Ou (b) O2u

FI1GURE 3.20 — Le gradient de la solution approchée, avec At = h = 0.1 a 'instant final
T=1.

3.3 Applications pour une équation de Sobolev sin-

gulierement perturbée

Dans cette section, nous nous intéressons a un cas particulier du probleme étudié au
Chapitre 2. Nous nous intéressons notamment au cas ou A; = A,. On considere alors le

probleme de Sobolev suivant

Uet — €Auey — Aue = f, dans Q x (0,7,
ue = 0, sur 092 x (0,7,
ue(0) = o, dans Hj (),

(3.42)

oll € est une constante positive et Q = (0,1)2.
Dans [44, 51], les auteurs proposent 1’étude de cette perturbation, via le changement
d’inconnue v = (I — A)u,.

Dans ce cas, la forme bilinéaire symétrique a;, i = 1 ou 2 est définie par

a;(u,v) = (Vu, Vo) , o, Yu,v € Hy(Q).

(@)’
Cette forme bilinéaire symétrique est continue sur H}(Q) x H}(Q2) et est coercive sur
H}(Q). Par conséquent, pour i = 1,2, 'opérateur A; associé a la forme a;

<Aiu7 U>V’,V = ai(u,v), vua (S H&(Q)7

est continu de H}(2) dans son dual H1(Q), et les hypotheses de I'introduction du Cha-
pitre 2 sont satisfaites avec V = H}(Q) et H = L?().
Pour le schéma totalement discret, on utilise d’'une part, comme dans les sections

précédentes, la méthode des éléments finis (qui est basée sur un maillage de §2) pour la
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discrétisation en espace et on choisit I’espace V}, défini par (3.7) comme espace d’approxi-
mation. D’autre part, pour la discrétisation temporelle, on utilise comme dans 1’étude
théorique du Chapitre 2, le schéma d’Euler implicite ou le schéma de Crank-Nicolson.

e Le schéma d’Euler implicite qui consiste a trouver w1, par

Un+1,h — Unh Un+1,n — Un,h

(+T7 <Ph)L2(Q) + €a1(+T7 SOh) + a2(un+1,h; ©) = (f(tn), SOh)LQ(Q)a
(3.43)

pour tout ¢, € Vj,.

e Le schéma de Crank-Nicolson qui consiste a trouver .1, par
Upt1,h — Unp Upt1,h — Unh 1
(T’ SOh) 12(Q) + €G1(T, SOh) + §a2<un+1,h — Un s Ph)
1

= §(f(tn) + [(tns1) on) 2 () (3.44)

pour tout ¢, € Vj,.
On sait bien que, si la famille {V} };, basée sur une famille de triangulations uniformément
réguliere et V}, est 'espace composé de fonctions polynomiales par morceaux, alors il existe

une constante positive C' indépendante de h telle que

Ixllm20) < Ch M Ixllz2@), VX € Vi

Pour plus de détails voir par exemple [20]. Ainsi 'hypothese H) est satisfaite. Dans la

preuve du Théoreme 2. 2 de [71, page 30|, on a
HA;;Phu — A;luHLz(Q) S h2”’LLHL2(Q), Vu € LQ(Q),
d’ou I'hypothese Hj. Pour les illustrations numériques, on prend comme solution exacte

uc(t, z,y) = (Ve + 1) sin(t) sin(rz) sin(ry).

Le Tableau 3.20 (ou la Figure 3.21) montre 1'évolution de U'erreur en norme L*(Q2) pour
différentes valeurs de ¢ avec un pas de temps At et un pas de maillage h suffisamment
petits (At = 0.001 et A = 0.00625). Ces résultats montrent que erreur en norme L?(2)
ne dépend pas de e. Pour un ¢ fixé, le Tableau 3.21 (resp. 3.22) représente ’évolution de
I'erreur par le schéma d’Euler implicite pour différents pas de temps (resp. pour différents
pas de maillage) avec un pas de maillage h = 0.00625 (resp. avec un pas de temps
At = 0.001). Le Tableau 3.23 montre I’évolution de l'erreur par le schéma de Crank-

Nicolson en norme L?(€2) pour différents pas de temps avec un pas de maillage h = 0.00625.

L’erreur en norme L?(Q) est donc d’ordre un (resp. deux) en temps pour le schéma
d’Euler implicite (resp. de Crank-Nicolson) et deux en espace, ce qui est en accord avec

les résultats théoriques du Chapitre 2.
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€ 1072 1073 1074 107° 106 1077 | 1078 1079

e (tn) — unpllso | 0.0639 | 0.0529 | 0.0495 | 0.0484 | 0.0481 | 0.048 | 0.0479 | 0.0479

Tableau 3.20 — L’ordre de convergence pour différents At avec h = 0.00625.

107810771075107°10~*1073107210*

log(e)

FIGURE 3.21 — L’évolution de l'erreur en norme L*(Q) pour différentes valeurs de € avec

At = 0.0001 et h = 0.00625.

At |ue(tn) — unnllz2 (@
0.1 0.00103
0.05 0.00052
0.025 0.0002
0.0125 0.0001
0.00625 0.00005

Tableau 3.21 — L’évolution de l'erreur
en norme L*(Q)) par le schéma d’Euler
implicite (3.43) au temps final 7' = 1
pour différents At avec h = 0.00625 et
e=1073.

h lue(tn) — unpllL2(0)
01 0.00091
0.05 0.00022
0.025 5.72 ¢-005
0.0125 1.43 e-005
0.00625 3.57 ¢-006

Tableau 3.22 — L’évolution de 'erreur
en norme L*(Q) par le schéma d’Eu-
ler (3.43) au temps final 7' = 0.1 pour
différents h avec At = 0.001 et ¢ =
1073.
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3.3. APPLICATIONS POUR UNE EQUATION DE SOBOLEV SINGULIEREMENT
PERTURBEE

10—3 L 1 10_3 F B
g B

= =107 §

<= = ]

Z, Z ]

< < |

B e &

i 1 ] T

I ! ! ! Lo | | T N | ! ! ! T R |
1072 107! 1072 107!
log(At) log(h)

FIGURE 3.22 — Erreur en norme L*(Q2) en espace au temps final 7' = 0.1 avec un maillage

uniforme et un maillage raffiné pour At = 0.0001.

At | [Jue(ty) — unpllz2o)
1 0.00341
0.5 0.00087
0.25 0.000193
0.125 3.76¢-005
0.0625 8.598¢-006

Tableau 3.23 — L’évolution de Perreur en norme L*(Q2) par le schéma de Crank-Nicolson
(3.44) au temps final T = 10 pour différents At avec h = 0.00625 et ¢ = 1073.
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— Chapitre 4 . -
Analyse a posteriori pour un probleme

de Sobolev

Résumé

On considere une équation de type Sobolev et on s’intéresse a la dérivation
d’estimations d’erreur a posteriori pour la discrétisation de cette équation par
la méthode des éléments finis conforme en espace et le schéma d’Euler implicite

en temps. A la fin de ce chapitre, on présente quelques tests numériques.

Sommaire
4.1 Le probleme semi-discret et totalement discret . . . . ... ... ... 111
4.1.1  La discrétisation en temps par le schéma d’Euler implicite . . 111
4.1.2  La discrétisation totale . . . . . ... ... o 0oL 111
4.2  Quelques outils d’analyse . . . . .. . ... ... L. 115
4.3 Analyse d’erreur a posteriori pour le probléeme semi-discrétisé . . . . . 116
4.4 Analyse a posteriori de la discrétisation spatiale . . . . ... ... .. 119
4.4.1 Borne supérieure de U'erreur . . . . . . .. .. ... ... ... 120
4.4.2 Borne inférieure de U'erreur . . . . . . . . ... ... ... ... 123
4.5 Analyse a posteriori pour le probleme totalement discrétisé . . . . . . 125
4.6  Résultats numériques . . . . . . ..o 127
4.6.1 Dépendance de 'erreur . . . . . . . . ... ... ... ... .. 130
4.6.2  Algorithme adaptatif . . . . ... ... ... ... ... ... 132

Soit © un ouvert borné de R% d = 2 ou 3, a frontiere I' polygonale (d = 2) ou
polyédrale (d = 3). Soit 7" un nombre réel positif fixé.
Pour ¢+ = 1, 2, soit L; 'opérateur elliptique d’ordre 2

d d
Li(w, DoJu = = > dla()d) + > b (@)dsu + (),
k(=1 k=1
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olt a,(;)e = ag,)c, bt ) € L() et on introduit la forme bilindaire

d d
a;(u,v) = /Q (Z ag)g(:v)aguakv + Z b,gi)(x)é?kuv + c(i)(x)uv) dx,Yu,v € HL ().
k=1

k=1

On suppose que a; et as sont symétriques, et ay est non négative, i.e.,
as(u,u) > 0,Yu € H(), (4.1)
et que a; est coercive sur HJ(f2), c’est a dire il existe a > 0 tel que
a1 (u,uw) > allul|fq, Vu € Hy (). (4.2)

Dans ce chapitre, on considere I'équation de Sobolev suivante : trouver u solution du

probleme
Liuy + Lou = f dans Q x (0,7),
u(-,t) =0 sur 002 x (0,7), (4.3)
u(-,0) = up dans €,

ou uy est la dérivée de u par rapport a t. On suppose que la fonction f satisfait f €
L*(0,T; H'(2)) et la donnée initiale ug € Hg(2). Sous ces hypotheses, le probleme (4.3)
ou de maniere équivalente

ay (ug(t),v) + ag(u(t),v) = (f(t),v),Yv € H3(Q),V a.e. t € (0,T), (4.4)

admet une unique solution (faible) dans C([0, T]; H3(Q)), voir Théoréme 1.1.1 du Chapitre
1. Sans perte de généralité, on peut supposer que asy est aussi coercive sur H} (), en effet

par le changement d’inconnu
a(-,t) = e Mu(-, 1),

pour un nombre réel positif A, il est clair que le probléme (4.4) est équivalent &

ay (e (t),v) + ag(u(t),v) = (e Mf(t),v),Yv € Hy(Q),V ae. t € (0,T), (4.5)

aa(u, v) = ag(u,v) + Aai (v, v), Yu,v € Hy(Q),

est clairement coercive sur Hj(f2) grace a (4.1)-(4.2). Ainsi, nous supposons aussi dans ce

qui suit que ay est coercive et on note par

lulli = Vai(u,u),Vu € H&(Q),

deux normes équivalentes de Hj(2). On munit H!(Q) de la norme duale || - || _; obtenue

en utilisant la dualité avec la deuxieme norme de HJ(€2), en d’autres termes

lolls = s L5 yo e miq),
veHL(Q),0#0 [v][2
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CHAPITRE 4. ANALYSE A POSTERIORI POUR UN PROBLEME DE SOBOLEV

4.1 Le probleme semi-discret et totalement discret

4.1.1 La discrétisation en temps par le schéma d’Euler implicite

On suppose maintenant que f € C([0,7]; H'(Q)). On consideére une suite strictement
croissante de temps discrets noté {t,}o<,<n tel que tg = 0 et ty = T et on définit, pour
tout 1 < p < N, l'intervalle discret I, :== (t,-1,%,] et le pas de temps 7, :=t, —t,_;. On
note par 7 = IISI;E;%V 7, le pas global de discrétisation en temps.

L’approximation semi-discréte du probléme continu (4.3) par le schéma d’Euler impli-

cite consiste a trouver une suite (u”)o<p<y solution de

Ly (—> + Lou? = fPdans 2 1 <p <N,

Tp
uP =0 sur 02 1 <p<N,

u® = g dans Q,

(4.6)

avec fP = f(-,t,). Ce probleme admet une unique solution faible u? € Hj (), dont la

formulation variationnelle est

a1 (———,v) + ag(uf,v) = / fPv, Vv € Hy(Q), (4.7)
Tp Q
ou par équivalence
ay (uP,v) + Thag(uf, v) = ar (U’ v) + Tp/ [P, € Hy(Q). (4.8)
Q

L’existence et l'unicité de la solution du probleme variationnel (4.8) est une conséquence

directe du lemme de Lax-Milgram.

Remarque 4.1.1. L’analyse d’erreur a posteriori que nous effectuons ci-dessous pour le

systéme (4.8) est immédiatement applicable au schéma d’Euler explicite

ay p(——,v) + ax(uf,v) = / P, Yo € Hy(S2),
Q

ot

a1 p(u,v) = a1 (u,v) — Has(u,v),

qui est uniformément coercive en p, si T, est assez petit.

4.1.2 La discrétisation totale

On discrétise maintenant le probléme (4.8) en espace. Pour cela, on définit un ensemble

de maillages {7}, }o<p<n de Q correspondant aux différents pas de temps {t, }o<p<n. Ces
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4.1. LE PROBLEME SEMI-DISCRET ET TOTALEMENT DISCRET

maillages sont tels que, pour tout 0 < p < N, Q = |J KeTy, K. Les éléments du maillage
sont par convention des fermés et ils sont tels que 'intersection des intérieurs de deux
éléments distincts est vide. Pour simplifier, on suppose que les maillages sont triangulaires

et conformes (dans le sens ot ils ne contiennent pas des ” noeuds orphelins”, voir Figure

4.1).

neeud orphelin

FIGURE 4.1 — a gauche : maillage non conforme en 2d, a droite : maillage conforme en 2d.

Ces maillages sont supposés réguliers. Cela signifie que, pour tout 0 < p < N, si hg
désigne le diametre d’un élément K € T}, et p; désigne le diametre de la boule inscrite
dans K, alors il existe une constante k indépendante des maillages {7}, }o<p<n telle que

hi

— <k, VK € Tph-
PK

Le maillage initial Tp;, désigne le maillage utilisé pour approcher la condition initiale alors
que les maillages T}, pour tout 0 < p < N, désignent les maillages utilisés pour passer
du temps t,_; au temps ¢,,. Pour chaque 0 < p < N, on associe a chaque maillage 7}, son

pas noté h, = max hg.
KGTph

Pour tout K € T, on désigne par Ex l'ensemble de ses arétes/faces. Ensuite, on
désigne par &, lensemble de toutes les arétes/faces de T, par £ I'ensemble des
arétes/faces situées a l'intérieur de 7p,. Enfin, pour deux éléments K et L € T, et
pour une aréte/face £ € Ex N &L on désigne par

s=505]+ 12,
2°|E| - |E]
sa hauteur moyenne.
Pour tout 0 < p < N, I'espace des éléments finis conforme associé au maillage T}, est

noté V,, et est défini par :
Vo = {v € Hy(Q) : vx € P1,VK € Ty} C Hy ().

L’approximation totalement discrete du probleme (4.3) en utilisant le schéma d’Euler
implicite et la méthode des éléments finis conforme est donnée par : étant donné une

approximation ug € Vo de ug, trouver uj, € Vpp, 1 < p < N, tel que
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CHAPITRE 4. ANALYSE A POSTERIORI POUR UN PROBLEME DE SOBOLEV

1

Uy = Uy
ar ( . V) + ag(uy, vp) = /fpvh, Yoy, € Vi, (4.9)
P Q
ou de maniere équivalente
ar (ul, vp) + Tpag(ul  vy) = ay (Ul o) + 7 /fpvh, Yy, € V. (4.10)
Q

Définition 4.1.2. Soit u? la solution du probléme (4.8) et u} la solution de (4.10), alors
on désigne l’erreur spatiale par

P _ P _ ,P
e =Uu Uy, -

Rappelons maintenant quelques notations utiles et propriétés utilisées ci-dessous.

Pour une aréte/face E, on désigne le vecteur normal orienté vers I'extérieur par ng.
Etant donné une aréte/face intérieure E, nous choisissons une direction normale arbitraire
ng et on désigne par Kjy et Koy les deux éléments partageant cette aréte/face. Dans toute

la suite on suppose que ng pointe vers K comme dans la figure 4.2.

ng

K Kext
int

FIGURE 4.2 — Exemple de deux éléments partageant le bord E et de normale ng.

Le saut d’une fonction v a travers une aréte/face E' & un point x est défini par

lim (v(z 4+ ang) —v(z — ang) si E € £,

= a—07t
[ () si B € Epn \ EXL.
Notons que le signe de [[U(:Jc)ﬂ » dépend de l'orientation de ng. Toutefols, une quantité
comme un saut de gradient [[Vv “n E]] 1 est indépendante de cette orientation.

Dans la suite, nous utiliserons les patchs locaux : pour un élément K, on définit le
patch de K (noté wg) par 'ensemble de tous les éléments qui ont une aréte/face commune
avec K (voir la Figure 4.3). Pour une aréte/face E, soit wg 'union des deux éléments
ayant E comme aréte/face et enfin pour un nceud z, on note par w, 'union des deux
éléments ayant x comme nceud. De méme, on note par wg (resp. wg) 'union de tous les

triangles partageant un nceud avec K (resp. F).

On définit maintenant 'opérateur d’interpolation de Clément que 1'on note 2. Pour

cela on introduit les notations suivantes :
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AN

FIGURE 4.3 — Patch d’un élément K.

e On note par Ny, ensemble des nceuds de la triangulation T, et par N it Pensemble

des neeuds intérieurs de la triangulation 7). Pour chaque nceud o € lm

e on note plus loin par A, la fonction chapeau standard associée a x, c’est a dire
Az € Vp, et satisfait
Aa(y) = 0oy, Yy € NG

Finalement, 'opérateur d’interpolation de Clément I : LQ(Q) — V,p, est défini par :
Buw= 3 |wl™ (/ ) | (4.11)
zeNint

On rappelle quelques inégalités basées sur I'opérateur d’interpolation de Clément qui ont

été démontrées dans [21].

Lemme 4.1.3. Pour tout w € H}(2), on a

lw — 12| S hic|[Vwllag, VK € Ty, (4.12)
lw — 12w S b2 Vwl|s,, VE € &5, (4.13)
HVIngK S IV, VK € T (4.14)

Soit 1 <p < N, et K € T,,. On définit le résidu d’élément par

uP — upfl
R = f( 1)) - Ly (u) Lo,

Tp

tandis que si £ € 5;;}, alors le résidu d’aréte (ou de face) est

Jom = Ii (A \V4 <uh L > —|—A2Vuh> -nEﬂE,

ot pour i = 1 ou 2, A;(d x d) est une matrice symétrique donnée par
«Ai::<aﬁ2

>1<kx<d'
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CHAPITRE 4. ANALYSE A POSTERIORI POUR UN PROBLEME DE SOBOLEV

4.2 Quelques outils d’analyse

Dans cette section, on donne quelques propriétés satisfaites par I’erreur spatiale e? que

nous utiliserons dans la preuve des estimations d’erreur spatiale.

Lemme 4.2.1 (Orthogonalité de Galerkin). L’erreur e? satisfait la relation d’orthogona-
lité de Galerkin
ep — ep_l
a1(————,vn) + az(e”,vn) = 0, Yoy, € V. (4.15)
p

Preuve : Il suffit de soustraire (4.7) avec v = v), € V,;, a I'identité (4.9).

Lemme 4.2.2. L’erreur eP satisfait

P _ op—1
m(%,mc@(e&v) - > /R%er Z/Jg,nv,w e HL(Q). (4.16)
p KeTph K EE:‘/';‘;L E
Preuve : Nous remarquons tout d’abord que
eP — ep~1 uP — P!
al(—7 U) + a2(6p7 U) = al(—v U) + a2(up7 U)
Tp Tp
uP — upfl
= (al(u,v) - a2<u§,v)> .
Tp

Nous transformons le premier terme en utilisant (4.7) et le second par intégration par

parties élément par élément, rappelons que
d .
a;(u,v) = Z / ((AiVu -V + Z b,(;)akuv + c(i)uv> .
KeT,, 7 K k=1

Cela permet de conclure.

Les lemmes ci-dessus nous permettent de prouver le

Lemme 4.2.3. On a lidentité suivante

ar (e, eP) + mpaz(e?, e’) = ar (e’ e?) + 7, Z /R’}{(ep — IeP)
KeTph K

> fE T8 (e — I%eP). (4.17)

Beeh!
Preuve : On écrit
as(ef, eP) = ay(eP, e — I%eP) + as(eP, IneP),

alors on transforme le premier terme en utilisant (4.16) avec v = e? — I2€P et le deuxieme

terme en utilisant la relation d’orthogonalité de Galerkin (4.15) avec vy, = I2eP.
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4.3. ANALYSE D’ERREUR A POSTERIORI POUR LE PROBLEME
SEMI-DISCRETISE

4.3 Analyse d’erreur a posteriori pour le probleme
semi-discrétisé

Inspiré par [41, 60, 11, 13, 56], qui ont considéré 'équation de la chaleur, on définit
I'indicateur d’erreur en temps par

=72l — b e, 1 < p < N. (4.18)

. 7 . . ’ . . 71
La seule différence avec les papiers cités ci-dessus repose sur la norme choisie de uj, —u} .

Par souci de brieveté, on introduit les notations suivantes :

e 7, f désigne la fonction en escalier qui est constante et est égale f(¢,) sur chaque
intervalle (t,-1,%,), 1 <p < N.

e Pour une suite v? € V,;, & H} (), 0 < p < N, on note v, I'interpolant de ”Lagrange”
qui est affine sur chaque intervalle [t,_1,%,], 1 < p < N, et égale & v” en t,, ie.,

défini par,

t,—1
ve(t) = Z—oP 4

Tp

t—t,
— L Yt € [ty 1,t,),1 <p < N.
Tp

e Enfin, on note e, = u — u,, 'erreur temporelle.
Comme
Opur = Up——up_l sur (tp-1,1p),
Tp
I’équation semi-discrete (4.8) est alors équivalente a
a1 (Opur(t),v) + ag(uP,v) = (fP,v),Yv € Hy(Q),Vt € (t,_1,t,). (4.19)

En prenant la différence avec (4.4), on dérive I’équation résiduelle

a1(9e(t),v) + az(e-(t), v) = ((f — 7 f)(?), v) (4.20)
+ag((uP — u,)(t),v),Yv € Hy(Q),V ae. t € (t, 1,1,).

Cette identité permet de prouver 'estimation d’erreur suivante

Théoréme 4.3.1 (Borne supérieure de U'erreur en temps). On a [’estimation suivante
tn n
2 2 2
Jertt)+ [l (o) ds £ St (1.21)
0 1
tn
2 2
[ e = w6V s+ 1 = 5 -
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CHAPITRE 4. ANALYSE A POSTERIORI POUR UN PROBLEME DE SOBOLEV

Preuve : L’équation résiduelle (4.20) avec v = e,(t) donne

a1(Orer (1), e-(t)) + as(e-(t), e-(t)) = ((f — 7 [)(t), e-(t))
+ as((uP —u,)(t),e,(1)),V ae. t € (tp_1,1p).

Comme a; est symétrique, on a

(O (1), e-(1)) = 50 (er (1), e-(1)),

En intégrant 'identité ci-dessus en temps sur l'intervalle (¢,_1,t,), on trouve

31651, er)) = Gan(ertya).exltya)) + [ aafer(t).eo(0)

a[WU—mﬁ@&w»w+[pMWmewww»w

En utilisant 1'inégalité de Young, on obtient

3 (Er (1), 1) = gon(er(ty). i) 4 [ aler)en() (122

-
tp tp
< [T -mp@Pdes [ - u) e
tp71 tpfl
On estime maintenant le second terme du membre de droite de cette inégalité. D’abord

par définition de u,, il est clair que

tp . -
| = u) ol = 2 - (4.23)
tp—1

P

Deuxiemement, en utilisant I'inégalité triangulaire, on écrit simplement

72—y < o 7Pl =l = (4.24)

Montrons maintenant que

tp
Tl = up | + 7l =3 < 6/ 1 (ur = unr) (B)]13 dt. (4.25)

tp—1
En effet, par définition, on a
t t

— _ _ t—tp—1
T T t = P pl_ pl P
(e = ) (0) = 2™ ) 4

(up - u]li)7Vt S [tpfb pr],
et alors

2 tp_t ? p—1 p—1)2 t_tp—l ’ P D2
I(ur —wnr) Oz = { —— | "™ o+ { ——— ) [lv" =l
p

p
Q(tp — t)(t — tp71>
7

ag(uP™t — Ul P — ub), Yt € (t,_1,t,).
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SEMI-DISCRETISE

En intégrant cette expression en t € (t,_1,1,), on trouve apres des calculs simples

tp T, _ _ _
/ (7 — unr) ()3 dt = gp(\lup’1 —up 5+ [u? = |13+ ao(u’ Tt —uh uP — ).
tp—1

p—

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure (4.25). Par conséquent, I'identité (4.23)
et les estimations (4.24), (4.25) impliquent que

/t O — )@ 2 de < () + / " — ) (D)2

P

Cette estimation dans (4.22) donne

ar(er(tp), ex(tp)) — ar(er(tp-), e-(tp-1)) + /t ’ az(er(t), e-(2))

p—

<P+ / N = O i+ / "ty — ) ()2

D P

En sommant cette estimation sur p pour 1 < p < n, on conclut le résultat. [

Corollaire 4.3.2 (Seconde borne supérieure de l'erreur en temps). On a [l'estimation

sutvante
||at67||%2(0,tn;Hé(Q)) S Z(U?f (4.26)
p=1

tn
[ e = )6V ls 4 1 = 5 -
Preuve : L’équation résiduelle (4.20) donne directement

10ce (D)l S 1I(f =7 ) ()]
+ ller(Oll2 + [[(w” = ur)(#)ll2, VE € (tp-1,tp).

En intégrant le carré de cette inégalité en t € (¢,_1,t,) et en sommant sur p, on obtient

/ "Ndrer ()2 dt < / N = D)@, dt
0 0
4 / len(8) 2 dt + / I — ) (1) dt.

Le deuxieéme terme du membre de droite de cette inégalité est estimé dans (4.21), tandis

que le troisieme terme est estimé via (4.26). ]

Passons maintenant a la borne inférieure de I'erreur en temps.
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Théoréme 4.3.3 (Borne inférieure de l'erreur en temps). Pour toutp=1,--- /N, on a

lestimation suivante

(n7)? 5/tp (le (113 + lIore-()I17) dt (4.27)

+ 1l = upll3 + ™t = [3)

2
+ 1f = 7 fll 2, m-1(0))-
Preuve : Par I'inégalité triangulaire, on peut écrire

S 2P — o+  — s+ [ — ). (4.28)

~ 'p

Il reste donc a estimer le terme T;/QHUP — uP~|5. Nous rappelons d’abord l'identité (4.23)

Tp p p—11|2 r P 2
Sl ="z = (W = ur)(£)]]3 dt.
tp—1

P

En prenant v = (u? —u,)(t) comme fonction test dans (4.20), avec t € (t,_1,%,), on obtient

(O (1), (u” = ur)(1)) + az(ex (1), (u” — ur) (1) = ((f = 7 f)(2), (v = ur)(1))
+ as((uP — ur)(t), (uP —u,)(t)),V ae. t € (ty-1,tp).

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de la forme a; et la coercivité de

a9, on trouve
1(w” = ur) ()13 < N0er@)IIF + ller O3 + I(f = 7 ) O21.V ae. t € (ty-1, ).

En intégrant cette estimation en t € (f,-1,%,), on en déduit

t

T - P

1 5/ (lle- (@113 + 10ee-(ONF + [1f — 77 f112;) dt.
tp—1

P

Le résultat découle en insérant cette estimation dans (4.28). ]

4.4 Analyse a posteriori de la discrétisation spatiale

Le but de cette section est de dériver une estimation d’erreur a posteriori pour la
discrétisation du probleme (4.3) avec la méthode des éléments finis en espace donnée par
le schéma (4.9). Notre estimation borne Perreur calculée en norme Hg(§2) entre la solution

exacte u et la solution qu.
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4.4.1 Borne supérieure de l’erreur

Comme d’habitude [76] le résidu d’élément exact R%., est remplacé par un le résidu

d’élément approché

D p u],'; - u]liil P
rhe=ft — Ly | +—"— ) — Lo}, (4.29)

Tp

ol f} est une approximation de f(-,t,). On peut choisir

ik |K|/fxt

pour tout K & T,.

Définition 4.4.1 (Définition de l'estimateur). Soit p > 1. L’estimateur d’erreur locale

1y est défini par

Wy = hiclbelle + S hd* 18]

Eelk

tandis que ’estimateur d’erreur global n? est défini par

KGTph

Les termes d’approzimations locales et globales sont définis par

& =hill f(oty) = Fillows (€)%= D (ER)™

KETph

Théoreme 4.4.2 (Borne supérieure de l'erreur). On a ['estimation suivante
le" 1+ mlle?ls < D ml()? + (€9)°) + el (4.30)
p=1 p=1

Preuve : Cette estimation est une conséquence du Lemme 4.2.3 en estimant de
maniere appropriée chaque terme du membre de droite de identité (4.17). On a par

définition de RY, et rf.

—n!
™y / Ri(e —I2e’) =7, ) / 7 e AL Lol (e? — I2eP)

KETph KETph
eP — JO0eP
+7 o€?)
KGTh
_ p 0 _p
=Ty E,/TK( — Ige?) +, E/ e’ —Ige?).
KeT,,” K KET,n
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En utilisant successivement 'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'inégalité (4.12) et la définition

(4.4.1) de I'estimateur locale et le terme d’approximation, on obtient

> / Ri(e — 106" < S haellPielle + 1o ty) = F21) €]

KeTyn KeT,,

S D O + ) €]y -

KETph

Par I'inégalité de Cauchy Schwarz discrete, on a

S (0 + ) [, < {( S ) (Y (€ 1/2} S e, )2

KGTph KGTph KETph KGTph
= (" + &€’ |10
Grace a la coercivité de as, on obtient
»> / Ri(e? = 18e") S (" + €)%l S (0 + €)1 e”la (4.31)

KeT, ph
De méme, en utilisant (4.13) on estime le terme résiduel de bord :

/ I = 12e) < S8 ller — 127,
EEE‘“

int
Besy

1/2
S ZH‘Jg,n”EhE‘/ |ep|1,d)E

int
Begi

fS Z TI?{ |€p|1,LDK :

KETph
Comme précédemment, I'inégalité de Cauchy-Schwarz discrete implique que
S [ Faler = 1) S 10 S (132
Eegmt

Les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young impliquent que
ar(e"™, ") < JleHlulle” ]l
< U + eI,
Cette estimée et (4.31), (4.32) dans l'identité (4.17) donnent
le?I[F + 7 lle”ll3 < %(Ilepl\lf +le”[17)
+ Crp(n” + €7)[|€P |2

Lo
< ST+ e”ll?)
2

C 1
+ P+ @) + Sl
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pour une certaine constante C' > 0 qui dépend seulement de I’angle minimal de T}, ou
dans la deuxieme étape, nous utilisons a nouveau l'inégalité de Young. Apres quelques
simplifications, cette estimation est équivalente a

le” Il + Tplle? 13 < [le" 1T + CPny(n” + €7)2,
le résultat se déduit donc en prenant la somme sur p=1,...,n. [

Corollaire 4.4.3 (Deuxi¢me borne supérieure de l'erreur). On a l'estimation suivante

10n(ur = w720 mmrz ) S D To((F)? + (€9)%) + [1€]I7. (4.33)

p=1
Preuve : Par la coercivité de a;, on a
a1 (0y(ur — upr)(t), )

10u(ur — ) (Ol < sup VEE (brty). (434)
veHL(Q) [[v]lx
En utilisant la propriété
ep — ep_l
Op(ur — upr)(t) = T—th € (tp-1,tp),
P

et 'équation semi-discrete (4.8), pour tout ¢ € (f,-1,1,) on peut écrire
a1 (Op(ur — up,)(t),v) = RP(v) — az(eP, v),

ot le résidu RP est défini par

up —up

Rp(”) = (f('>tp>vv) - (11( ,U) - OJ?(ufnU)?vv < H&(Q)

Tp
Comme 1'égalité (4.10) implique que
RP(vp,) = 0,V € Vi,
Iidentité ci-dessus devient
a1 (0 (ur — ups)(t),v) = RP(v —vp) — ag(eP,v), Yo, € Vo, t € (tp-1,t,).

Prenant v, = Icv, en appliquant la formule de Green (voir la preuve du Lemme 4.2.2), et

en utilisant les estimations (4.12) et (4.13), on obtient
|RP (v —wn)| S (7 +&€°)|[v]l1,
et donc
a1 (0 (ur — unr) (), )| S (07 + €0 + [l ||2)[[v]l1, VE € (tp-1,tp)-
Cette estimation dans (4.34), donne

10¢(tr — une) ()10 S 17 + 67+ [[€7]2.

En intégrant le carré de cette estimation en t € (t,_1,%,) et en sommant sur p=1,--- ,n,

le résultat découle de l'estimation (4.30). =

122/154



CHAPITRE 4. ANALYSE A POSTERIORI POUR UN PROBLEME DE SOBOLEV

4.4.2 Borne inférieure de ’erreur

Nous établissons maintenant la borne de erreur inférieure de lestimateur 7} de
maniére plus ou moins standard (voir [76]). Puisque nous considérons un probléeme non
stationnaire, Nous avons besoin des hypotheses suivantes (voir [13, 78]), qui sont faciles

a vérifier dans un contexte adaptatif :

Hypothese 4.4.4. Pour tout 1 < p < N, il existe une triangulation conforme Tph telle

que, chaque K de T(,_y), ou de Ty, est l'union d’éléments K de Tph tel que hx ~ hi.

Nous avons également besoin de I’hypothese suivante sur les coefficients des opérateurs
L;.

Hypothese 4.4.5. Pour tout 1 < p < N, eti = 1,2, les coefficients a,(j’)g, b,(j) et ¢ sont

constants sur chaque élément K de Tph.

Théoréme 4.4.6 (Borne inférieure locale de l'erreur). Sous les Hypothéses J.4.4 et 4.4.5,
alors pour tout 1 <p < N et tout K € Ty, on a

D e’ —er! P
M S 1=l + 1"l + > & (4.35)
p K'Cwgk
Preuve :

Résidu d’élément Fixons un élément arbitraire K € T}, et en rappelant (4.29), on pose
whe == b1l

ot b = []4! AK est la fonction bulle standard associée & K (voir par exemple [76]). Les

inégalités inverses standards (cf. [76]) et le Lemme 4.2.2 avec v = wh. donnent

I ~ /K et = /K (2 = F(aty))us + /K Rl
P _ ep—1

:/K(ff—f(',tp))w%—i-al(e—,w%)+a2(ep,w’l’<).

Tp

Par conséquent, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant encore une fois les

1

inégalités inverses standards (rappelons que u et u) sont des polynomes d’ordre 1

en K), on obtient

Il S ————llux + B e i + L3 = FC o)l el
p
Cela prouve l’estimation
ep — ep_l
hicllrille S |——— i + €l + hell fr, — ()| 5 (4.36)

Tp
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Maintenant pour K € T}, 'Hypothese 4.4.4 implique que
Wl S > PRI %
KeTn:KCK
En utilisant Pestimation (4.36) et le fait que hy < hx pour K C K, on obtient

ep J— ep_l

hK“T%HK’ﬁ|F——;———HLK“+|WPHLK‘+§§- (4.37)
p

Résidu d’aréte
Ensuite, on considere une aréte (ou une face) arbitraire £ de T, et on définit

y p
Wg = bEJE,n

En utilisant estimation inverse et le Lemme 4.2.2 avec v = w%,, on obtient

RS [T = C ) 4 e - [ Rt
E

T, ~ JK
p KGTP}L

Alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz, les inégalités inverses et I'estimation (4.36) donnent

1/2 e’ — et
B [ alle S D U=l + e + Al fF = £ ) le):
KeTy,:ECK P

Par 'Hypothese 4.4.4, on conclut que

1/2 el — eP~1
W [Tl S D Ul + el + &5). (4.38)
KCwg p
La conclusion découle des estimations (4.37) et (4.38). "

Corollaire 4.4.7 (Deuxieme borne inférieure locale de lerreur). Sous les Hypothéses
4.4.4 et 4.4.5, on a pour tout 1 < p < N et tout K € Ty,

tp
(M) S / 10u(tr — w1 e A+ Tl e + 70 Y (€)™ (4.39)
tp—1 K'Cwgk
Preuve : Conséquence directe de la propriété

O(ur —up, )(t) = — Ve (-1, ty),
p

et le Théoréme 4.4.6. m
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4.5 Analyse a posteriori pour le probleme totalement
discrétisé
Pour tout n = 1,--- , N, on note 'erreur global E(t,) au point ¢, par
E(tn)* = [lu(ta) — whlli + [lu” — wj]i
+ 1|0 (v — ur)‘|i2(o,tn;H3(Q)) + (|0 (ur — Uhr)H%%o,tn;H&(Q))

" /O n(“(u - Uq—)(', 8)”% + ||<u7— - uhT)('7 8)”%) ds

En combinant les résultats des sections précédentes, on obtient les bornes supérieures

et inférieures globales suivantes :

Théoréme 4.5.1 (Bornes d’erreur globales). Pour tout n = 1,--- /N, on a la borne

supérieure suivante

n
Et)* S () + (1)) (4.40)
p=1
1 = 7 f ey + D (€0
p=1
+ 11T + mlle”.
De plus, sous les hypotheses 4.4.4 et 4.4.5, pour toutn =1,--- | N, on a la borne inférieure

sutvante

n

() + 7)) S Eta)’ (4.41)

p=1

+[If = 7TTf”L2 Oytn;H )+ZTP (&)?

Preuve : Commencons par la borne supérieure de l'erreur. D’abord par l'inégalité

triangulaire, on a

E(tn)” < luta) — u"[[} + [Ju" — up

+ 10her 220tz + 1906(tr = wne) L2030
tn

+/ (lex (9115 + 1 (ur — unr) (-, 9)]3) ds
0

Par le Théoreme 4.3.1 et le Corollaire 4.3.2, il est facile de vérifier que
tn 1
1 p-1y2 2
/0 [(ur — une) (-, 8) |13 ds < ZT (™ = uh 13 + llw? — g l2),
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ce qui implique

n n

E(t)? Y )+ mllu? — b3
p=1 p=1

+1f = 7 f 20 1o + 1" — uhlly

+ 110k (tr = )l 204,30 + T2ll€”]l5-

On conclut par I'application du Théoreme 4.4.2 et du Corollaire 4.4.3. On passe mainte-

nant & la borne inférieure de 'erreur. En sommant (4.27) sur p=1,--- ,n, on trouve

n

S 2 S / “(len @12+ e (0)2) dt

p=1

n
+ D Tl = up 3 + |3
p=1

+ Hf - WTf"%Q(O,tn;H*I(Q))'

D’une part, par I'estimation (4.25), on obtient

n

Z(Uf)2 S E(tn)2 +[If = WTfH%%o,tn;Hfl(Q))- (4.42)

p=1

D’autre part, par le Corollaire 4.4.7, on a
n tn n n
PRAUDESS /0 100 (ur — ) (DT e dt+ Y llelIF + Y To(€R)*.
p=1 p=1 p=1

Grace toujours a (4.25), on obtient

> nlF)? S B(ta) + Y 1(€")2 (4.43)
p=1 p=1
D’ou l'estimation (4.41) grace a (4.42) et (4.43). =

Remarque 4.5.2. Sous les Hypotheses 4.4.4 et 4.4.5, le Théoreme 4.5.1 indique que

lerreur E(t,) est équivalente a I'estimateur d’erreur global
n 1/2
(Z ((nf)? + Tp(np)2)> ,
p=1

a des termes approximatifs pres. Dés lors, cet estimateur d’erreur global peut étre utilisé

pour un algorithme adaptatif.
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4.6 Reésultats numériques

Notre but est de confirmer notre analyse théorique par quelques tests numériques.
Comme notre contribution principale concerne l'estimateur de l’erreur spatiale, nous
concentrons uniquement nos efforts sur sa validité. Les deux premiers exemples servent
a confirmer l'efficacité et la fiabilité de notre estimateur d’erreur. Les derniers exemples
illustrent 1'utilisation de notre estimateur pour présenter un algorithme de raffinement (ou
déraffinement) adaptatif de maillage pour une solution ayant un comportement singulier

€1n espace.

Test 4.6.1. Cet exemple consiste a résoudre 1’équation bidimensionnelle de Sobolev sur
le carré unité ©Q =0, 1[x]0,1[ avec Ly = I — A et Ly = —A (A est 'opérateur standard
de Laplace). Ici, nous utilisons 1'élément de Lagrange sur un maillage régulier T,;, = T},
obtenu en divisant chaque segment par p, 1 < p < N, sous intervalles et en divisant
chaque carré obtenu en deux triangles (voir Figure 3.3).

Les tests sont effectués avec T' = 1s et la solution exacte u suivante :
u(t,z,y) = e ‘ay(x — 1)(y — 1), sur Qx]0, 1],
avec la donnée initiale
uo(z,y) = zy(z —1)(y — 1), dans ©,
et u(.,t);r = 0, pour tout ¢ €]0,1[. On fixe 7, = 0.1s, alors N = T'/7, = 10.
Tout d’abord, nous vérifions que la solution numérique uj converge vers la solution
exacte. Pour cela, nous avons tracé |u(ty) — uy|7q par rapport aux degrés de liberté

(DoF= 3n? — 4n + 2 avec h = 1/n) & la Figure 4.4. Donc d’apres les résultats obtenus,

I'ordre de convergence est un en espace (avec At = 0.001) et en temps (avec h = 0.00625).

Maintenant, on passe a la confirmation des principaux résultats théoriques que sont

les bornes supérieure et inférieure de l'erreur (4.26) et (4.35).

Fiabilité de ’estimateur spatial

On rappelle la borne supérieure de ’erreur obtenue dans le Théoreme 4.4.2
e[} + D mllell3 S D m((P)? + (€0)%) + 1|15, (4.44)
p=1 p=1

ou, pour tout 1 <p < N

2= )= (hclrfelle + > 1 Tem

KETph KETph EE&‘K

|E)27
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_]_ T I T
—e— En espace
~1510 —=— FEn temps ||
= 2| f
S
I
iE?——2.5 - :
E |
—3.5 | :
| | | | |
2 3 4 5 6
Dof

FIGURE 4.4 -~ Lerreur [Ju(ty) — uy ||3 o par rapport & Dof pour un maillage uniforme.

(€@P= > (€)=Y hlfCt) = fll,

KETph KETph

On définit donc le rapport entre le membre de gauche et le membre de droite de 'inégalité
(4.44) a linstant final T = 1s :

N
eI+ 22 mllel
p:

N
leolli+ 22 m 2 ((f)? + hicllf” = filc)

KETph

N _
qup_

b

qui est appelé l'indice d’efficacité. Il mesure la fiabilité de I'estimateur et est lié a l'es-
timation d’erreur supérieure globale. Le Théoreme 4.4.2, montre que qi\; est majoré par
une constante. Cela est confirmé par nos résultats numériques présentés au Tableau 4.1

et a la Figure 4.5.

Efficacité de I’estimateur spatial

Nous rappelons maintenant la borne inférieure locale de I’erreur du Théoreme 4.4.6

ep_

p et ! p
e S Il + 11”1 + &,
p K'Cwgi
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DoF | ¢ | ab,
5 | 0.125 | 0.20
208 | 0.0759 | 0.16
16 | 800 |0.0614 ] 0.14
32 | 3136 | 0.0557 | 0.13
64 | 12416 | 0.0532 | 0.127
128 | 49408 | 0.0519 | 0.125
256 | 197120 | 0.0514 | 0.124
512 | 787456 | 0.0513 | 0.123

Tableau 4.1 — qi\; et ¢, par rapport & Dof pour un maillage uniforme.

09| 8 —0.71 i

-1} 1 =075 8

Z5 111 | 28-08] 8
S5 S

191 —0.85 |- 8

_13 i | | | | | i _09 I | | | | | |

2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
Dof Dof

FIGURE 4.5 qi\; et ¢, par rapport a Dof pour un maillage uniforme.

et on définit le rapport entre le membre de gauche et le membre de droite de cette inégalité
a l'instant final T'= 1s:

nx

IEH%X eP—ep™l p p
o || = [l + €°lhws + 22 &
K'Cwgk

N _
Qow =

qui est lié a la borne inférieure de 'erreur locale et mesure 'efficacité de I'estimateur.
Selon la Figure 4.5 (voir aussi le Tableau 4.1), giy, est borné par une constante comme

on ’a montré au Théoreme 4.3.3. Donc notre estimateur spatial est également efficace.

Test 4.6.2. (Maillage non structuré)
Afin de valider la fiabilité et l'efficacité de notre estimateur d’erreur spatial, on ap-

proxime le méme probleme que précédemment avec les mémes éléments mais sur différents
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DoF ql:p qﬁw
4 56 | 0.0819 | 0.1525
208 | 0.0630 | 0.13077
16 800 | 0.0556 | 0.1153
32 3136 | 0.0542 | 0.10899
64 | 12416 | 0.05398 | 0.1060
128 | 49408 | 0.05387 | 0.1051
256 | 197120 | 0.0534 | 0.105

Tableau 4.2 — qi\]; et ¢, par rapport & DoF pour un maillage non structuré.

maillages non structurés en partant d’'un maillage non structuré de 0.2 pas de maillage
(voir la Figure 4.6) et en divisant chaque triangle en 4 triangles par un raffinement régulier

[76]. La Figure 4.7 (voir aussi le Tableau 4.2) représente les indices qi\; et ¢l par rap-

FIGURE 4.6 — Maillage non structuré avec h = 0.2.

port aux degrés de liberté. Les résultats obtenus sont cohérents comme dans 1’exemple

précédent.

4.6.1 Dépendance de ’erreur

De nos considérations précédentes, l'erreur entre la solution exacte et la solution
approchée dépend du pas de maillage et/ou du pas de discrétisation en temps. Afin
d’illustrer ce phénomeéne, comme dans [60], on considére un exemple ou l'erreur due a
la discrétisation en temps est plus importante que 'erreur due a la discrétisation en es-

pace, et un autre exemple ou le contraire apparait. Pour cela, on considere le probleme
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—1.1F -
—0.85 - -
—1.15} -
2§ 2509} i
—1.2 -
105l | —0.95 |- -
| | | | | | | | | |
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
Dof Dof

FIGURE 4.7 — qf); et ¢, par rapport & Dof pour un maillage non structuré.

(4.3) pour un =0, 1[x]0,1[ et T' = 1s, avec les solutions exactes u; et uy définies par
uy(t, x,y) = sin(wt) sin(mx) sin(7y),

us(t, x,y) = sintsin(7wz) sin(ry).

Les résultats numériques sont présentés dans les tableaux 4.3 et 4.4, ou nous présentons
les valeurs de 'indicateur spatial 7, 'indicateur temporel 7, Uerreur ||e|| = max, le? || (o)
et 'indice d’efficacité spatial pour différents pas de maillage et un pas de temps fixé.

Dans le premier exemple, le Tableau 4.3 montre que l'erreur est principalement due
a la discrétisation en temps. En effet, pour un pas de temps fixé et différents pas de
maillage, 'erreur est presque constante. Tandis que pour un pas de maillage fixé, ’erreur
est diminuée pour différents pas de temps. Nous remarquons en outre une relation étroite
entre 'erreur et I'indicateur temporel.
Pour le deuxieme exemple et a partir du Tableau 4.4, I’erreur est principalement due a la
discrétisation en espace, puisque nous voyons des relations inverses entre 'erreur et le pas
de temps et la taille de maillage, alors qu’on détecte une relation étroite entre 'erreur et
I'indicateur spatial. Dans le premier exemple qi\; est corrélée a l'erreur, tandis que pour
le second, la distorsion vient des termes d’approximation. Observons en outre que ces
tests numériques montrent que l'indicateur temporel 7; est indépendant de h, tandis que
I'indicateur spatial 7 est principalement indépendant de 7,,.
Cette propriété tres importante de découplement des deux parties de I'erreur est utilisée
efficacement dans notre algorithme adaptatif décrit ci-dessous, car les raffinements par

rapport au temps (resp. par rapport a I'espace) ou les déraffinements sont basés sur 7,

(resp. n).
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h=1/n 0.1 0.05 0.025 | 0.0125 0.1 0.05 0.025 | 0.0125
dt 0.1 0.1 0.1 0.1 0.05 0.05 0.05 0.05
n 4.62 2.32 1.16 0.58 4.34 2.16 1.08 0.54
Mt 0.22 0.22 0.22 0.22 0.077 0.077 0.077 0.077
lle]| 0.53 0.53 0.53 0.53 0.26 0.26 0.26 0.26
qu]\; 1.77e-4 | 1.5e-4 | 1.5e-4 | 1.5e-4 || 4.77e-5 | 4.25e-5 | 4.25e-5 | 4.77e-5

h=1/n 0.1 0.05 0.025 | 0.0125 0.1 0.05 0.025 | 0.0125
dt 0.025 0.025 0.025 0.025 0.0125 0.0125 0.0125 | 0.0125
n 4.48 2.24 1.12 0.56 4.60 2.30 1.15 0.57
M 0.027 0.027 0.027 0.027 0.009 0.009 0.009 0.009
llell 0.13 0.13 0.13 0.13 0.06 0.06 0.06 0.06
qft\; 1.57e-5 | 1.46e-5 | 1.02e-5 | 1.01e-5 || 3.70e-6 | 3.60e-006 | 3.54e-6 | 3.50e-6

Tableau 4.3 — Résultats de convergence ou on a utilisé une triangulation uniforme et un

pas de temps constant pour le premier exemple.

4.6.2 Algorithme adaptatif

A partir de nos considérations théoriques et des exemples de la sous-section précédente,
un algorithme adaptatif doit utiliser de maniere appropriée I'indicateur spatial 7, I'indica-
teur temporel 7, et I'erreur d’approximation €. Pour concevoir cet algorithme, on définit

I'indicateur d’erreur global 7 suivant :

- (i((uf)? F )+ Tp<s>2>)m.

Pour la solution approchée uy,,, nous définissons 'estimateur d’erreur relative Ind par

. n
I une (-, 1)) 2dt

Soient une tolérance ¢ et un parametre 0 < a < 1 donnés. L’objectif de notre schéma adap-

Ind?

(4.45)

tatif est de générer une séquence de sous-intervalles [¢,_1,t,] et de construire le maillage
Ton,p = 1,..., N de fagon que Ind défini par (4.45), est proche de J. Ceci se traduit par
I'inégalité suivante :

(1—a)d <Ind < (1+ «)d. (4.46)

Pour cela, pour p =1, ..., N, on définit les deux bornes locales suivantes :
e Celle de gauche Gb” définie par

tp
GB? = (1 — )% / Vs (- )2t (4.47)
tp—1

P
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h=1/n 0.1 0.05 0.025 | 0.0125 0.1 0.05 0.025 | 0.0125

dt 0.1 0.1 0.1 0.1 0.05 0.05 0.05 0.05
i 2.56 1.29 0.65 0.32 2.52 1.27 0.065 0.32
M 0.039 0.039 | 0.039 | 0.039 0.014 0.014 | 0.014 | 0.014

lell 030 | 016 | 008 | 004 || 030 | 016 | 008 | 0.04
¢ | 1.36e-4 | 4.13¢-5 | 25 | 1.18e-5 || 1.36e-4 | 4.13e-5 | 2e-5 | 1.18¢-5

h=1/n 0.1 0.05 0.025 | 0.0125 0.1 0.05 0.025 | 0.0125

dt 025 | 0.0.25 | 0.025 | 0.025 || 0.025 | 0.0125 | 0.0125 | 0.0125
" 252 | 1.27 | 0.64 | 0.32 252 | 1.27 | 0.64 | 0.32
M 0.0049 | 0.0049 | 0.0049 | 0.0049 || 0.0017 | 0.0017 | 0.0017 | 0.0017
lell 030 | 0.16 | 008 | 004 || 030 | 0016 | 0.08 | 0.04

1.36e-4 | 4.13e-5 | 2e-5 | 1.18e-5 || 1.36e-4 | 4.13e-5 | 2e-5 | 1.18e-5

qup

Tableau 4.4 — Résultats de convergence ou on a utilisé une triangulation uniforme et un

pas de temps constant pour le deuxieme exemple.
e Celle de droite Db” définie par
Db? := (1 + «)?§? /tp 1 Vun. (-, t)||dt. (4.48)
tp1
Si, pour tout p =1, ..., N, la condition
Gb” < (117)* + 7(n")* + 7,(€7)* < Db, (4.49)

est satisfaite, alors en sommant sur p, p = 1, ..., N, on obtient (4.46). Donc pour un temps
discret ¢,_1, notre algorithme consiste a choisir le pas de temps ¢, et le maillage de fagon a
vérifier (4.49) pour tout p. Ceci sera réalisé en utilisant les éléments nP et P pour controler
la taille du maillage et en utilisant 1} et &P pour controler le pas de temps. En d’autres
termes, on cherche & construire le maillage 7}, et a choisir le pas de temps 7, de facon a

vérifier les inégalités suivantes :

Gb? < ()2 +7 (@) < Db, (4.50)
Gb < (1) + (5p) &7 < pwr. (4.51)

Structure globale de ’algorithme en espace

A un temps discret ¢,y donné, l'algorithme adaptatif en espace possede la structure

générale suivante :
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(el) Considérer un maillage initial 7,,,, poser n := 1.
(e2) Résoudre le probleme sur T, et pour tout K € T,;, calculer les indicateurs
d’espace locaux 7%, I'indicateur d’espace global 7, ainsi que &,.
(e3) Silinégalité (4.51) est satisfaite, alors arréter et poser T,, = T,,,. Sinon, choisir
les éléments a raffiner (ou déraffiner) et construire le nouveau maillage T 1.
Remplacer dans ce cas n par (n + 1) et reprendre a I'étape (e2).
Cette boucle est destinée a étre répétée jusqu’a ce que la condition (4.51) soit assurée. Ce

principe est présenté par la Figure 4.8.

Début —| Maillage T,
n=1 ]

Calculer —— uy, (7°)%,(nf)? (€7)*, Gb?, Db”

n=n+1 v
i La condition (4.51)

Raffinement /déraffinement «—— Marquer —m/ Oui

Fin

FI1GURE 4.8 — Schéma d’une boucle d’adaptation de maillage.

Comme le probleme est instationnaire, le processus de raffinement doit combiner le
controle du pas d’espace et du pas de temps. On va alors considérer la stratégie globale
suivante :

(t1) Pour un pas de temps donné, si (4.50) est vérifiée, raffiner (ou déraffiner) le

maillage en utilisant les étapes (el)-(e3). Sinon, raffiner (ou déraffiner) le pas de
temps et reprendre les étapes (el)-(e3). Cet algorithme est présenté dans le Pro-

gramme 4.6.3. Notons qu’il est similaire & celui proposé dans [60, 56].

Remarque 4.6.1. (Critéres de marquage) A l'étape (e3) et si la condition (4.51)
n’est pas satisfaite, la question qui se pose est de décider quels éléments du maillage
doivent étre raffinés ou déraffinés : on parle de technique de marquage. On trouve dans
la litérature plusieurs techniques de marquage [75, 26, 6, 27, 40]. Dans ce travail, on a
utilisé la stratégie du maximum qui se décrit comme suit :

e Un élément K € T, est marqué pour raffinement si

77}( > 7Y ref max nK7
KeTyn
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ou 7 ref € (0,1) est donné. Cette stratégie sélectionne les éléments dont la valeur de
I'indicateur est plus grande que l'indicateur maximal multiplié par 7 e

Pour des valeurs élevées de v o (proches de 1), la stratégie devient tres sélective
alors que les valeurs petites de 7, (proche de 0) correspondent au choix d’une
grande partie des éléments du maillage. Typiquement, une valeur de v .o = 0.5 est

utilisée ; voir par exemple, Verfiirth [75].

e Inversement, un élément K est marqué pour déraffinement si 7% < 7 geret Moy, AVEC

0< 7Y deref < 7 ref-

Remarque 4.6.2. (Techniques de raffinement et de déraffinement) Pour des
maillages triangulaires, il existe essentiellement deux stratégies de raffinement permet-
tant de préserver la régularité du maillage [7, 8, 9, 62, 74, 47] :
e R1 : Diviser les triangles en joignant le milieu de ’aréte la plus longue au sommet
opposé a cette aréte (longest edge bisection).
e R2 : Diviser les triangles en 4 en joignant les milieux des 3 arétes (regular refine-

ment).

FIGURE 4.9 — Raffinement R1 a gauche et R2 a droite.

En ce qui concerne le déraffinement, les raffinements sont inversés. Dans ce travail on

utilise la technique R2.

Programme 4.6.3. (L’algorithme adaptatif)

Poser n = 1, Ty, 7.... On initialise tous les parametres utilisés.
while ¢t < T do

Caleuler (172, (1)2,

(€™)? Rb",Lb"

if (1,5 + (77")?) < Lb" then

Le pas temps actuel est de taille petite
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T =27 Déraffiner le pas de temps
else if (7,2 + (57)?) < Rb" then
if 7,((7")?2 + ©2) < Lb” then
Continuer avec le critere La triangulation est trop fine
N < 1.5 minng
else if 7,((1")? + €X) < Rb" then

La triangulation est correcte

=t+T passer au temps discret suivant
n:=n+1
else
Continuer avec le critere La triangulation est trop grossiere
Nr > 0.5 minnk Raffiner le maillage
end if
else

Le pas de temps est trop grand

T:=1/2 Raffiner le pas de temps
end if
Construire le nouveau maillage

end while
Afin de tester notre schéma adaptatif, nous considérons deux exemples.

Test 4.6.4. Dans cet exemple, on considere le probleme modele sur le carré unité €2 =

10,1[x]0,1[ avec L; = I — A, Ly = —A. On prend comme solution exacte

u(t,z,y) = B(t) * exp(—=50 * r’(x,y,1)), (4.52)

avec m2(t,x,y) = (x — 04 %t — 0.3)* + (y — 0.4t — 0.3)%, et

8(t) = { 1 — exp(—50 % (0.98 % t +0.01)2) it < 1/1.96, (453)

| 1 —exp(—50 % (1 —0.98 % ¢+ 0.01)2)  sinon.
Cette solution correspond a une Gaussienne dont le centre se déplace du point (0.3,0.3)
au temps ¢t = 0s au point (0.7,0.7) au temps ¢t = 1s. La figure 4.10 représente la solution
approchée aux temps ¢t = 0.1, t = 0.5 et t = 1 et la figure 4.12 représente a ces méme
temps les maillages adaptatifs avec a = 0.5 et 6 = 0.25. On observe que le raffinement

adaptatif suit bien le déplacement de la solution.

Test 4.6.5. Dans cet exemple, on considere le probleme (4.3) avec toujours Ly = I — A

et Ly = —A sur le domaine | — 1, 1[2\]0, 1[x]0, —1[. Comme solution exacte on prend
2
u(r,0) = et r?3sin (50),
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aaaaa

;;;;;;;

s

;;;;;

e vt

(a) t=0.1 (b) t=0.5

(c)t=1

FIGURE 4.10 — La solution approchée apres un raffinement adaptatif aux temps ¢t = 0.1,

t = 0.5 et t = 1 respectivement avec a = 0.5 et § = 0.25.

ou (1, 8) sont les coordonnées polaires centrées en (0, 0). Dans ce cas, v a un comportement
singulier le long de l'aréte (0,0)x]0,T[. Ce comportement se traduit par un raffinement
du maillage pres de (0,0) lors de 'algorithme adaptatif, comme le montre la Figure 4.12
pour t = 0.1. Nous ne présentons pas les maillages pour d’autres pas de temps car ils ont

une forme quasiment identique celui du cas ¢t = 0.1.

137/154



’

’

4.6. RESULTATS NUMERIQUES

460

(b) n =20, t, = 0.5, N,

441

(a) n=4, t, =0.1, N,

441

(¢) n =40, t, =1, N,

FIGURE 4.11 — Maillage apres le raffinement adaptatif a t = 0,1, ¢ = 0.5 et t = 1 avec

a=0.5etd=0.25.
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FIGURE 4.12 — Maillage apres le raffinement adaptatif a¢ = 0,1 avec a = 0.5 et § = 0.25.
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Chapitre A
Les codes en FreeFem++

Sommaire
A.1 Les codes pour une équation linéaire . . . . . . . . .. ... ... ... 141
A.2 Les codes pour une équation semi-linéaire . . . . . . ... ... .. .. 145
A.3 Les codes pour une équation quasi-linéaire . . . . . ... ... .. .. 147

FreeFem++ [1] est un logiciel destiné a la résolution numérique d’équations aux
dérivées partielles, posées en dimension deux ou trois d’espace, par la méthode des éléments
finis. Dans ce paragraphe, on donne les codes en freefem++ que I'on a modifié pour réaliser

les calculs dans les chapitres précédents.

A.1 Les codes pour une équation linéaire

Le programme A.1.1 résout le probleme linéaire de Sobolev suivant
u — Auy — Au = f(t), dans Q x (0,7),
u=0, sur 082 x (0,7), (A.1)
u(0) = uy, dans Hj(Q),
avec une discrétisation par le schéma d’Euler explicite en temps et la méthode des éléments

finis P;. Il suffit de changer dans le code P; par Py ou Pj3 si on veut utiliser la méthode

des éléments finis Py ou Ps.

Programme A.1.1. (Pour le schéma d’Euler)

intn=---
mesh Th=square(n, n); //1a définition du maillage
fespace Vh(Th, P1); //la définition de I'espace V},

Vh uh, vh, uhn;
real t=0, T=1, dt=0.1, dt2=1, erreur=0;
real [int] erreur2(10);

erreur2=0;
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func f=-- -; //second membre

func u=---; //solution exacte

func dxu=- - -; func dyu=---;; // le gradient de la solution exacte

problem Eulerexplicite(uh,vh, solver=LU)= //la formulation variationnelle

int2d(Th)( (dx(uh)*dx(vh)+dy(uh)*dy(vh))+uh*vh))

-int2d(Th)( (dt*f4+uhn)*vh)
-int2d(Th)((1-dt)*(dx(uhn)*dx(vh)+dy(uhn)*dy(vh)))

+on(1, 2, 3, 4, uh=0); //on peut modifier la condition sur le bord
int i=0;

for(i; i<3; i++){

dt=dt/2, t=dt, uhn=0, erreur=0;

for(t; t< T; i++){

Eulerexplicite ;

uhn=uh;

erreur=max(erreur, sqrt(int2d(Th)(square(dxu-dx(uh))+square(dyu-dy(uh))))) ;
}

erreur2|i]=erreur;

}

i=0;

for(i; i<5; i++){

dt2=dt2/2;

cout<<”L’erreur vaut :” <<erreur2(i)<< "dt="<< dt2<< endl;

}

Programme A.1.2. (Pour le schéma de Runge-Kutta)

int n = 20;

mesh Th=square(n, n);

real t=0, t1=1 T=1, dt=0.1, erreur=0;

erreur2=0;

fespaceVh (Th, P1);

Vh uh, vh, uhn, uhl, uhnl;

func f1=x*(1-x)*y*(1-y)*cos(t1)+2*(sin(t1)+cos(t))* (x-x*x)*(y-y*y) ;
func f2=x*(1-x)*y*(1-y)*cos(t1+dt)+2*(sin(t1+dt)+cos(t+dt) ) *(x-x*x)* (y-y*y) ;
func u=x*(1-x)*y*(1-y)*sin(t1) ;

func dxu=(1-2*x)*y*(1-y)*sin(t1);

func dyu=x*(1-x)*(1-2*y)*sin(t1) ;

problem Eulerexplicite(uhl,vh, solver=LU)=

int2d(Th)( (dx(uhl)*dx(vh)+dy(uhl)*dy(vh))+uhl*vh))
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-int2d(Th)( (dt*f1+uhn)*vh)
-int2d(Th)((1-dt)*(dx(uhn)*dx(vh)+dy(uhn)*dy(vh))

+on(l, 2, 3, 4, uhl=g);

problem RungeKutta(uh,vh, solver=LU)=

int2d(Th)( (dx(uh)*dx(vh)+dy(uh)*dy(vh))+uh*vh))
“int2d(Th)( (0.5*dt*f1-+uhn)*vh)
-int2d(Th)((1-0.5*dt)*(dx(uhn)*dx(vh)+dy(uhn)*dy(vh))
-int2d(Th)(0.5*dt*(f2*vh-(dx(uh1)*dx(vh)+dy(uhl)*dy(vh)))
+on(1, 2, 3, 4, uh=g);

t=dt, uhn=0, t1=0;

for(t; t< T; i++){

Eulerexplicite ;

RungeKutta;

uhn=uh;

t1=t1+dt;

erreur=max (erreur, sqrt(int2d(Th)(square(dxu-dx(uh))+square(dyu-dy(uh))))) ;
plot(uh, fill=1, value=true) ;

cout<<”L’erreur vaut :” <<erreur<< endl;

}

Programme A.1.3. ((Pour le cas singulier)

//La définition de 2 = (—1,1) x (0,1) pour un maillage uniforme
int n=10;

real T=0.1, dt=0.01, t=0, epsilon=3, al=1,a2=epsilon, a3=1;
border M(t=0,1) { x=-1+t; y=0; label=1; };

border D1(t=0,1){ x=t; y=0; label=2;};

border D2(t=0,1){ x=1; y=t; label=3; };

border D31(t=0,1){ x=1-t; y=1; label=4;};

border D32(t=1,2) { x=1-t ;y=1;label=5; };

border D4(t=0,1) { x=-1; y=1-t; label=6; };

border E1(t=0,1){x=t;y=t;label=T7;};

border E2(t=0,1){x=t-1; y=1-t ;label=8;} ;

border E3(t=0,1){x=0;y=1-t;label=9;} ;

//La définition de © = (—1,1) x (0, 1) pour un maillage raffiné
border M(t=0,1) { x=-(exp(z*t)-1)/(exp(z)-1); y=0; label=1; };
border D1(t=0,1){ x=-(exp(z*t)-1)/(exp(z)-1); y=0; label=2;} ;
border D2(t=0,1){ x=1; y=t; label=3; };

border D31(t=0,1){ x=1-t; y=1; label=4;} ;
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border D32(t=1,2) { x=1-t ;y=1;label=5; };

border D4(t=0,1) { x=-1; y=1-t; label=6; };

border E1(t=0,1){ x=(exp(z*t)-1)/(exp(z)-1) ;y=y=(exp(z*t)-1)/(exp(z)-1) ;label=7:} ;
border E2(t=0,1){x=-(exp(z*t)-1)/(exp(z)-1) ; y=y=(exp(z*t)-1)/(exp(z)-1) ;label=8;} ;
border E3(t=0,1){x=0;y=(exp(z*t)-1)/(exp(z)- ) ;label=9;} ;

mesh Th = buildmesh(M(n)+D1(n)+D2(n)+D31(n)+D32(n)+D4(n)+E1(n)
+E2(n)+E3(n));

fespace Vh(Th, P1);

fespace VO(Th,P0);

V0 reg=region;

Vh uh, vh, uhn;

int Omegal=reg(0.80, 0.10);

int Omega2l= reg(0.4, 0.80) ;

int Omega22=reg(-0.4, 0.80) ;

int Omega3=reg(-0.80,0.20) ;

func a=al*(region==0megal)+a2*(region==0mega2l)+a2*(region==0mega22)
+a3*(region==0mega3) ;

func 1=(4/pi)*asin(sqrt(1/(1+epsilon)));

func r=sqrt(x"2+y"2);

func thetal=atan2(yx);

func theta2=x!=07 atan2(y,x) : pi/2;

func ul=sin(t)*(sqrt(x"2+y"2))" (1)*sin(I*thetal ) *(region==0megal ) ;

func u21=sin(t)*(sqrt(x"2 +y~2))"(1)*(((2/(epsilon+1))*sin(1*thetal))
+((epsilon-1)/(sqrt(epsilon)*(epsilon+1)))*cos(1*thetal ) )*(region==0mega2l) ;
func u22=sin(t)*(sqrt(x"2+y"2)) " (1)*(((2/(epsilon+1))*sin(1*(theta2))
+((epsilon-1)/(sqrt(epsilon)*(epsilon+1)))*cos(1*(theta2))))*(region==0mega22) ;
func u3=sin(t)*(sqrt(x"2+y"2))" (1) *sin(1*(pi-theta2))*(region==0mega3) ;
problem Eulerexplicite(uh,vh,solver=LU) =

int2d(Th)( a*(dx(uh)*dx(vh) +dy(uh)*dy(vh)))

-int2d(Th)( (a-a*dt)* (dx(uhn)*dx(vh)+dy(uhn)*dy(vh)) )

-int2d(Th)( dt*( (1I*r"(1-1)*(a2-1)"2) /(sqrt(a2)*(a2+1)"(3./2)) )*vh)
-int2d(Th)(dt*( (I*r"(1-1)*(a2-1)"3) /(sqrt(a2)*(a2+1)"(5./2)) )*vh)

+on(2,3, uh=ul)+on(4, uh=u2l)4on(5,uh=u22)+on(1,6,uh=u3);

uhn=0; t=dt; Vh truerror=0;

for(t;t<T; t=t-+dt){

Eulerexplicite ;

uhn=uh;
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Vh uex2=ul+u2l+u22+u3;
error = uh - (ul4+u2l+u224u3);
real normerror = int2d(Th)( error”2+dx(error) 2+dy(error) 2 );

7

cout << "error=" <<sqrt(normerror) <<endl;

}

A.2 Les codes pour une équation semi-linéaire

On présente maintenant les codes que 'on a modifié pour calculer ’ordre de conver-
gence en temps et en espace dans le cas d’une équation semi-linéaire. Comme on ’a déja
mentionné au chapitre 3,la solution exacte étant inconnue, I'erreur ne peut étre calculée
explicitement. Pour cette raison, on a utilisé une autre méthode qui consiste a déterminer

I'ordre de convergence en espace et en temps par les relations suivantes :

||Un,h - Un,2h||oo )
HUn,h/Q - Un,h“oo 7

)

A
U — US|

L’ordre de convergence en espace = log, (

L’ordre de convergence en temps = log, (

Le code suivant consiste a calculer, pour un pas de maillage suffisamment petit, 'erreur
commise entre la solution numérique pour un pas de temps At et la solution numérique

pour le pas de temps suivant 2At.

Programme A.2.1. (L’ordre de convergence en temps)
int n=20;

mesh Th=square(nn);

real t=1, T=1, dt, dt1=0.003125,dt2=dt1/2;

fespace Vh(Th,P1);

Vh uh,vh,uhn=0, uhl=uhn, uh2=uhn;

func g=0;

func f=sqrt(1+t+uhn*uhn);

t=dt2, dt=dt2;

Eulerexplicite ;

uh2=uh;

test = sqrt(int2d(Th)(square(dx(uh2)-dx(uhl))+square(dy(uh2)-dy(uhl))));
t=dtl;

for(t; tjT; t=t4+dt1){

uhn=uh2, dt=dt2;

Eulerexplicite ;
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uh2=uh, dt=dtl, uhn=uhl, uhl=uh;

test = max(test,sqrt(int2d(Th)((dx(uh2)-dx(uh1))4(dy(uh2)-dy(uhl)))));
t=t+dt2, dt=dt2, uhn=uh2;

prob;

uh2=uh;

test = max(test, sqrt(int2d(Th)((dx(uh2)-dx(uh1))+(dy(uh2)-dy(uhl)))));
t=t-dt2;

plot(uh,fill=1);

cout << "erreur =7 << test << endl;

}

De méme pour calculer 'ordre de convergence en espace. Le code suivant consiste
a calculer, pour un pas de temps suffisamment petit, ’erreur commise entre la solution
numérique pour un pas de maillage h et la solution numérique pour le pas de maillage

suivant 2h.

Programme A.2.2. (L’ordre de convergence en temps)
mesh Th=square(10,10);

mesh Th2=square(20,20) ;

real t=1, T=0.1,dt=0.001,dt2=dt ;

fespace Vh(Th,P1);

fespace Vh2(Th2,P1);

Vh uh,vh,uhn=0;

Vh2 uh2,vh2, uhn2=0;

func g=0;

f=sqrt(1+t+uhn*uhn);

plot (uhn fill=1);

problem Eulerexplicitel(uh,vh,solver=LU) =

int2d(Th)( (dx(uh)*dx(vh) +dy(uh)*dy(vh))+uh* vh)

- int2d(Th)((dt*f4+uhn)*vh)
-int2d(Th)((dt-1)*(dx(uhn)*dx(vh)+dy(uhn)*dy(vh)))
+on(1,2,3.4,uh=g);

problem Eulerexplicite2(uh2,vh2,solver=LU) =
int2d(Th2)( (dx(uh2)*dx(vh2) +dy(uh2)*dy(vh2))+uh2*vh2)
- int2d(Th2)((dt*f+uhn2)*vh2)
-int2d(Th2)((dt-1)*(dx(uhn2)*dx(vh2)+dy(uhn2)*dy(vh2)))
+on(1,2,3,4,uh2=g) ;

real test;

t=dt;
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for(t; t<T; t=t+dt){

prob;

prob2;

uhn2=uh2;

uhn=uh;

test = max(test,sqrt(int2d(Th)(square(dx(uh)-dx(uh2))+square(dy(uh)-dy(uh2)))));
plot(uh,fill=1);

}

cout << "erreur =" << test jj endl;

A.3 Les codes pour une équation quasi-linéaire

Le code suivant consiste & résoudre sur un domaine Q = (0, 1), le probléme quasi-
linéaire suivant et calculer I'ordre de convergence par une discrétisation en temps par le

schéma d’Euler et en espace par la méthode des éléments finis C' "HCT”

A(pr(z, u)Auy) + A(pa(z, u)Au) = f(t,u), dans Q x (0,T),
u=2% =0, sur 02 x (0,7, (A.2)
u(0) = wy, dans HZ(9),

avec py(z,u) = 3 + l_ﬁ%, p2(x,u) = 11% et f(t,u) =v1+t+u’

Programme A.3.1. (’ordre de convergence en espace)
load " Element HCT”

load 7qf11t025”

real dt=0.001, T=0.1, t=dt;

func g=0;

int n=10; mesh Th=square(n, n);

mesh Th2=square(2*n, 2*n) ;

fespace Vh(Th, HCT);

fespace Vh2(Th2, HCT);

macro bilaplacien(u, v) ( dxx(u)*dxx(v)+dyy(u)*dyy(v)+2*dxy(u)*dxy(v))
Vh[uhl,uhlx,uhly], [vh, vhx,vhy], [uhln, uhlnx, uhlny];
Vh2 [uh2,uh2x, uh2y], [vh2,vh2x,vh2y], [uh2n,uh2nx,uh2ny] ;
QF2 fHCT5 = tripleQF (qf5pT) ;
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A.3. LES CODES POUR UNE EQUATION QUASI-LINEAIRE

problem probl1([uhl, uhlx, uhly], [vh,vhx,vhy], solver=LU) =

int2d(Thl,qft= qfHCT5)( (0.54+(uhln"2/(14+uhln"2)))*bilaplacien(uhl,vh))
—int2d(Thl)(dt*f*vh)

—int2d(Thl, qft=qfHCT5)( (0.54+(uhln"2/(14+uhln"2)))*bilaplacien(uhln, vh))
+int2d(Thl, qft=qfHCT5)(dt*(uh1n"2/(1+uhln"2))*bilaplacien(uhln, vh))
+on(1, 2, 3, 4,uh1=0, uh1x=0,uhly=0);

problem prob2([uh2, uh2x, uh2y], [vh,vhx,vhy], solver=LU) =

int2d(Th2,qft= qfHCT5)( (0.54+(uh2n"2/(1+uh2n*uh2n)))*bilaplacien(uh2,vh))
—int2d(Th2)(dt*Fvh)

—int2d(Th2, qft=qfHCT5)( (0.5+(uh2n"2/(14uh2n"2)))*bilaplacien(uh2n, vh))
+int2d(Th2, qft=qfHCT5)(dt*(uh2n"2/(14uh2n"2))*bilaplacien(uh2n, vh))
+on(1, 2, 3, 4,uh2=0, uh2x=0,uh2y=0);

[uhln, uhlnx, uhlny]=[0, 0, 0], [uh2n, uh2nx, uh2ny|=[0, 0, 0] ;

real test;

for(t; t<T; t=t+dt){

probl; prob2;

[uh2n,uh2nxuh2ny|=[uh2,uh2x,uh2y] ; [uhln, uhlnx, uhlny]=[uhl, uhlx, uhly];
test = max(test, sqrt(int2d(Th)(square(dxx(uh1)- dxx(uh2))

+square(dyy (uhl)-dyy(uh2))+2*square(dxy(uhl)-dxy(uh2)))));

plot(uhl, cmm="u", fill=1, value=true);

cout << "erreur =7 << test << endl;

}

148,154



Bibliographie

1]
2]

[10]

http ://www.freefem.org.

R. Aboulaich, B. Achchab, and A. Darouichi. A posteriori error estimate for a one-
dimensional pollution problem in porous media. C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 347(19-
20) :1217-1222, 2009.

M. Amara, L. Nadau, and D. Trujillo. A posteriori error estimator for finite vo-
lume schemes, volume 31 of Monogr. Semin. Mat. Garcia Galdeano. Prensas Univ.

Zaragoza, Zaragoza, 2004.

D. N. Arnold, J. Douglas, Jr., and V. Thomée. Superconvergence of a finite element
approximation to the solution of a Sobolev equation in a single space variable. Math.
Comp., 36(153) :53-63, 1981.

P. Avilez-Valente and F. J. Seabra-Santos. A Petrov-Galerkin finite element scheme
for the regularized long wave equation. Comput. Mech., 34(4) :256-270, 2004.

I. Babuv ska and W. C. Rheinboldt. Error estimates for adaptive finite element
computations. SIAM J. Numer. Anal., 15(4) :736-754, 1978.

R. E. Bank. The efficient implementation of local mesh refinement algorithms. In
Adaptive computational methods for partial differential equations (College Park, Md.,
1983), pages 74-81. SIAM, Philadelphia, PA, 1983.

R. E. Bank. PLTMG : a software package for solving elliptic partial differential
equations, volume 7 of Frontiers in Applied Mathematics. Society for Industrial and
Applied Mathematics (STAM), Philadelphia, PA, 1990. Users’ guide 6.0.

R. E. Bank, A. H. Sherman, and A. Weiser. Refinement algorithms and data struc-
tures for regular local mesh refinement. In Scientific computing (Montreal, Que.,
1982), IMACS Trans. Sci. Comput., I, pages 3-17. IMACS, New Brunswick, NJ,
1983.

G. I. Barenblatt, V. M. Entov, and V. M. Ryzhik. Theory of fluid flow through
natural rocks. Dordrecht : Kluwer, 1990.

149/154



BIBLIOGRAPHIE

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

A. Bergam, C. Bernardi, and Z. Mghazli. A posteriori analysis of the finite element
discretization of a nonlinear parabolic equations. Math. Comp., 74(251) :1117-1138,
2005.

C. Bernardi. Optimal finite-element interpolation on curved domains. SIAM J.
Numer. Anal., 26(5) :1212-1240, 1989.

C. Bernardi and R. Verfiirth. A posteriori error analysis of the fully discretized time-
dependent Stokes equations. M2AN Math. Model. Numer. Anal., 38(3) :437-455,
2004.

H. Blum and R. Rannacher. On the boundary value problem of the biharmonic
operator on domains with angular corners. Math. Methods Appl. Sci., 2(4) :556-581,
1980.

H. Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. Uni-

versitext. Springer, New York, 2011.
R. W. Carroll and R. E. Showalter. Singular and degenerate Cauchy problems. Aca-

demic Press [Harcourt Brace Jovanovich, Publishers|, New York-London, 1976. Ma-

thematics in Science and Engineering, Vol. 127.

J. M. Cascon, L. Ferragut, and M. I. Asensio. Space-time adaptive algorithm for the
mixed parabolic problem. Numer. Math., 103(3) :367-392, 2006.

P. J. Chen and M. E. Gurtin. On a theory of heat conduction involving two tempe-
ratures. Z. Angew. Math. Phys., 19 :614-627, 1968.

Y. Chen and J. Yang. A posteriori error estimation for a fully discrete discontinuous
Galerkin approximation to a kind of singularly perturbed problems. Finite Elem.
Anal. Des., 43(10) :757-770, 2007.

P. G. Ciarlet. The finite element method for elliptic problems. North-Holland, Am-
sterdam, 1978.

P. Clément. Approximation by finite element functions using local regularization.
Rev. Francgaise Automat. Informat. Recherche Opérationnelle Sér., 9(R-2) :77-84,
1975.

B. D. Coleman and W. Noll. An approximation theorem for functionals, with ap-
plications in continuum mechanics. Arch. Rational Mech. Anal., 6 :355-370 (1960),
1960.

C. Cuesta, C. J. van Duijn, and J. Hulshof. Infiltration in porous media with dynamic
capillary pressure : travelling waves. Furopean J. Appl. Math., 11(4) :381-397, 2000.
M. Dauge. Elliptic boundary value problems on corner domains — smoothness and

asymptotics of solutions, volume 1341 of Lecture Notes in Mathematics. Springer,
Berlin, 1988.

150/154



BIBLIOGRAPHIE

[25]

[20]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[39]

[40]

A. Dogan. Numerical solution of regularized long wave equation using Petrov-

Galerkin method. Comm. Numer. Methods Engrg., 17(7) :485-494, 2001.

W. Dorfler. A convergent adaptive algorithm for Poisson’s equation. SIAM J. Numer.
Anal., 33(3) :1106-1124, 1996.

K. Eriksson and C. Johnson. Adaptive finite element methods for parabolic problems.
I. A linear model problem. SIAM J. Numer. Anal., 28(1) :43-77, 1991.

A. Ern and J. Proft. A posteriori discontinuous Galerkin error estimates for transient
convection-diffusion equations. Appl. Math. Lett., 18(7) :833-841, 2005.

R. E. Ewing. The approximation of certain parabolic equations backward in time by
Sobolev equations. SIAM J. Math. Anal., 6 :283-294, 1975.

R. E. Ewing. Time-stepping Galerkin methods for nonlinear Sobolev partial diffe-
rential equations. SIAM J. Numer. Anal., 15(6) :1125-1150, 1978.

H. Gajewski and K. Zacharias. Uber eine weitere Klasse nichtlinearer Differential-
gleichungen im Hilbert-Raum. Math. Nachr., 57 :127-140, 1973.

F. Gao and X. Wang. A modified weak Galerkin finite element method for Sobolev
equation. J. Comput. Math., 33(3) :307-322, 2015.

E. H. Georgoulis, O. Lakkis, and J. M. Virtanen. A posteriori error control for
discontinuous Galerkin methods for parabolic problems. SIAM J. Numer. Anal.,
49(2) :427-458, 2011.

P. Grisvard. Elliptic problems in nonsmooth domains, volume 24 of Monographs and
Studies in Mathematics. Pitman, Boston—London—Melbourne, 1985.

J. Hadamard. Lectures on the Cauchy problem in Linear Partial Differential Equa-
tions. Yale University Press, New Haven, Conn., 1923.

E. Hairer, S. P. Ng rsett, and G. Wanner. Solving ordinary differential equations. I,
volume 8 of Springer Series in Computational Mathematics. Springer-Verlag, Berlin,
second edition, 1993. Nonstiff problems.

S. M. Hassanizadeh and W. G. Gray. Thermodynamic basis of capillary pressure in
porous media. Water Resour. Res., 29 :858-879, 1993.

T. Hell, A. Ostermann, and M. Sandbichler. Modification of dimension-splitting
methods—overcoming the order reduction due to corner singularities. IMA J. Numer.

Anal., 35(3) :1078-1091, 2015.

P. Houston and E. Sili. Adaptive Lagrange-Galerkin methods for unsteady
convection-diffusion problems. Math. Comp., 70(233) :77-106, 2001.

H. Jarausch. On an adaptive grid refining technique for finite element approximations.
SIAM J. Sci. Statist. Comput., 7(4) :1105-1120, 1986.

151/154



BIBLIOGRAPHIE

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

C. Johnson, Y. Y. Nie, and V. Thomée. An a posteriori error estimate and adaptive
timestep control for a backward Euler discretization of a parabolic problem. STAM
J. Numer. Anal., 27(2) :277-291, 1990.

J. Kadlec. The regularity of the solution of the Poisson problem in a domain whose
boundary is similar to that of a convex domain. Czechoslovak Math. J., 14 (89) :386—
393, 1964.

T. Kato. Quasi-linear equations of evolution, with applications to partial differential
equations. In Spectral theory and differential equations (Proc. Sympos., Dundee,
1974 ; dedicated to Konrad Jorgens), pages 25-70. Lecture Notes in Math., Vol. 448.
Springer, Berlin, 1975.

D. N. Keck and M. A. McKibben. On a McKean-Vlasov stochastic integro-differential
evolution equation of Sobolev-type. Stochastic Anal. Appl., 21(5) :1115-1139, 2003.

R. B. Kellogg. Singularities in interface problems. In B. Hubbard, editor, Numerical
solution of partial differential equations II, pages 351-400. Academic Press, New
York-London, 1971.

R. B. Kellogg. On the Poisson equation with intersecting interfaces. Appl. Analysis,
4 :101-129, 1975.

I. Kossaczky. A recursive approach to local mesh refinement in two and three dimen-

sions. J. Comput. Appl. Math., 55(3) :275-288, 1994.
V. A. Kozlov, V. G. Maz’ya, and J. Rossmann. Spectral Problems Associated with

Corner Singularities of Solutions to Elliptic Equations. Mathematical Surveys and

Monographs, 85. American Mathematical Society, Providence, RI, 2001.

R. Lattes and J.-L. Lions. Méthode de quasi-réversibilité et applications. Travaux et
Recherches Mathématiques, No. 15. Dunod, Paris, 1967.

K. Lemrabet. Régularité de la solution d’'un probleme de transmission. J. Math.
Pures et Appl., 56 :1-38, 1977.

K. B. Liaskos, I. G. Stratis, and A. N. Yannacopoulos. Pseudoparabolic equations
with additive noise and applications. Math. Methods Appl. Sci., 32(8) :963-985, 2009.

Y. P. Lin. Galerkin methods for nonlinear Sobolev equations. Aequationes Math.,
40(1) :54-66, 1990.

J.-L. Lions. E’quations différentielles opérationnelles et problemes aux limites. Die
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Bd. 111. Springer-Verlag, Berlin-
Gottingen-Heidelberg, 1961.

T. Liu, Y.-p. Lin, M. Rao, and J. R. Cannon. Finite element methods for Sobolev
equations. J. Comput. Math., 20(6) :627-642, 2002.

152/154



BIBLIOGRAPHIE

[55]

[56]

[57]

[58]

2 R

S. Nicaise and A.-M. Sandig. General interface problems I. Math. Methods in the
Appl. Sc., 17 :395-429, 1994.

S. Nicaise and N. Soualem. A posteriori error estimates for a nonconforming finite
element discretization of the heat equation. M2AN Math. Model. Numer. Anal.,
39(2) :319-348, 2005.

M. R. Ohm and H. Y. Lee. L?-error analysis of fully discrete discontinuous Galerkin
approximations for nonlinear Sobolev equations. Bull. Korean Math. Soc., 48(5) :897—
915, 2011.

M. R. Ohm, H. Y. Lee, and J. Y. Shin. L?-error estimates of the extrapolated Crank-
Nicolson discontinuous Galerkin approximations for nonlinear Sobolev equations. J.
Inequal. Appl., pages Art. ID 895187, 17, 2010.

A. Pazy. Semigroups of linear operators and applications to partial differential equa-
tions, volume 44 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York, 1983.
M. Picasso. Adaptive finite elements for a linear parabolic problem. Comput. Methods
Appl. Mech. Engrg., 167(3-4) :223-237, 1998.

G. Raugel. Résolution numérique par une méthode d’éléments finis du probleme
de Dirichlet pour le laplacien dans un polygone. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B,
286(18) :A791-A794, 1978.

M. a.-C. Rivara. Mesh refinement processes based on the generalized bisection of
simplices. SIAM J. Numer. Anal., 21(3) :604-613, 1984.

L. Schwartz. Mathematics for the physical sciences. Hermann, Paris ; Addison-Wesley
Publishing Co., Reading, Mass.-London-Don Mills, Ont., 1966.

R. E. Showalter. The final value problem for evolution equations. J. Math. Anal.
Appl., 47 :563-572, 1974.

R. E. Showalter. The Sobolev equation. I. Applicable Anal., 5(1) :15-22, 1975.
R. E. Showalter. The Sobolev equation. II. Applicable Anal., 5(2) :81-99, 1975.

R. E. Showalter. Hilbert space methods for partial differential equations. Pitman,
London, 1977. Monographs and Studies in Mathematics, Vol. 1.

S. L. Sobolev. On a new problem of mathematical physics. Izv. Akad. Nauk SSSR.
Ser. Mat., 18 :3-50, 1954.

S. Sun and M. F. Wheeler. L?*(H') norm a posteriori error estimation for discon-
tinuous Galerkin approximations of reactive transport problems. J. Sci. Comput.,
22/23 :501-530, 2005.

T. Sun and D. Yang. A priori error estimates for interior penalty discontinuous

galerkin method applied to nonlinear sobolev equations. Applied Mathematics and
Computation, 200(1) :147 — 159, 2008.

153/154



BIBLIOGRAPHIE

[71]

V. Thomée. Galerkin finite element methods for parabolic problems, volume 25 of
Springer Series in Computational Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, second edi-
tion, 2006.

T. W. Ting. Certain non-steady flows of second-order fluids. Arch. Rational Mech.
Anal., 14 :1-26, 1963.

T. W. Ting. A cooling process according to two-temperature theory of heat conduc-
tion. J. Math. Anal. Appl., 45 :23-31, 1974.

R. Verfiirth. A posteriori error estimators for the Stokes equations. Numer. Math.,
55(3) :309-325, 1989.

R. Verfiirth. A posteriori error estimation and adaptive mesh-refinement techniques.
In Proceedings of the Fifth International Congress on Computational and Applied
Mathematics (Leuven, 1992), volume 50, pages 67-83, 1994.

R. Verfiirth. A review of a posteriori error estimation and adaptive mesh-refinement
techniques. Wiley-Teubner, Chichester; Stuttgart, 1996.

R. Verfiirth. Error estimates for some quasi-interpolation operators. M2AN Math.
Model. Numer. Anal., 33(4) :695-713, 1999.

R. Verfiirth. A posteriori error estimates for finite element discretization of the heat
equation. Clalcolo, pages 40 :195-212, 2003.

L. Wahlbin. Error estimates for a Galerkin method for a class of model equations for
long waves. Numer. Math., 23 :289-303, 1975. With an appendix by Lars Wahlbin,
Jim Douglas, Jr. and Todd Dupont.

J.-m. Yang and Y .-p. Chen. A unified a posteriori error analysis for discontinuous Ga-
lerkin approximations of reactive transport equations. J. Comput. Math., 24(3) :425—
434, 2006.

K. Yosida. Functional analysis. Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaf-
ten, Band 123. Academic Press, Inc., New York; Springer-Verlag, Berlin, 1965.

154/154



	Introduction générale
	Analyse a priori par un schéma explicite en temps d'un problème de Sobolev
	Les équations semi-linéaires 
	Les équations quasi-linéaires

	Analyse a priori pour un schéma implicite en temps d'un problème singulièrement perturbé
	Le problème homogène
	Le problème non homogène

	Applications et résultats numériques
	Applications pour des équations semi-linéaires particulières
	Applications pour des équations quasi-linéaires de Sobolev
	Applications pour une équation de Sobolev singulièrement perturbée

	Analyse a posteriori pour un problème de Sobolev
	Le problème semi-discret et totalement discret
	Quelques outils d'analyse
	Analyse d'erreur a posteriori pour le problème semi-discrétisé
	Analyse a posteriori de la discrétisation spatiale 
	Analyse a posteriori pour le problème totalement discrétisé
	Résultats numériques

	Annexe Les codes en FreeFem++
	Les codes pour une équation linéaire
	Les codes pour une équation semi-linéaire
	Les codes pour une équation quasi-linéaire

	Bibliographie

