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Introduction

Motivation

L'asservissement visuel est une technique qui utilise des informations visuelles ex-
traites des images, obtenues à l'aide d'un ou plusieurs capteurs, pour contrôler le dé-
placement d'un robot par une commande en boucle fermée (Hutchinson et al., 1996;
Chaumette et Hutchinson, 2006, 2007). Les trente dernières années ont vu apparaître
d'importants progrès dans ce domaine avec des applications dans le contexte de la mani-
pulation d'objets industriels (Lippiello et al., 2007), de la robotique médicale (Abolmae-
sumi et al., 2002; Krupa et al., 2003) ou, plus récemment pour la navigation de drones
(Barajas et al., 2013; Máthé et al., 2016). Généralement, l'objectif de l'asservissement
visuel est d'e�ectuer une tâche de positionnement ou de suivi en minimisant la di�érence
entre un vecteur s(t) de primitives courantes et un vecteur s∗ de primitives désirées. Les
premières primitives considérées en asservissement visuel étaient de type géométrique
tels que les points (Wilson et al., 1996), les lignes (Andre� et al., 2002) ou les moments
géométriques (Tahri et al., 2015). Ces approches géométriques dépendent fortement de
la capacité de la méthode à détecter, extraire et suivre les primitives visuelles durant la
procédure de contrôle du robot.

Récemment, de nouvelles méthodes d'asservissement visuel ont émergé permettant
d'éviter la contrainte de détecter et suivre tout au long de la tâche des primitives vi-
suelles géométriques. Ces méthodes, dites directes, utilisent l'information globale conte-
nue dans les pixels de l'image. La plus simple des primitives directes est la photomé-
trie, c'est-à-dire l'ensemble des valeurs des intensités des pixels de l'image (Collewet et
Marchand, 2011) mais d'autres, plus complexes, existent comme l'information mutuelle
(Dame et Marchand, 2011), la somme des variances conditionnelles de l'image (Richa
et al., 2011), la transformée de Fourier (Kallem et al., 2007; Marturi et al., 2016), les
mélanges de Gaussiennes (Crombez et al., 2015) ou encore les moments photométriques
(Bakthavatchalam et al., 2013). Ces techniques d'asservissement visuel direct sont sou-
vent considérées comme étant plus précises que les méthodes utilisant des primitives
visuelles géométriques, mais elles ont cependant un domaine de convergence plus réduit.

Le travail décrit dans cette thèse traite du développement d'une approche d'asser-
vissement visuel direct utilisant des représentations multi-échelles caractérisant les in-
formations spatiales mais également fréquentielles de l'image. Les représentations multi-
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4 Introduction

échelles d'une image sont obtenues en appliquant successivement des �ltres passe-hauts
et passe-bas à une image, suivis d'un sous-échantillonnage. Chaque niveau de �ltrage
contient alors des détails de plus en plus �ns au �l des décompositions. En complé-
ment de l'obtention de plusieurs niveaux de détails, ces méthodes permettent d'avoir
également une représentation parcimonieuse de l'image, c'est-à-dire une représentation
dans laquelle la plupart des coe�cients ont une valeur proche de zéro. Les coe�cients
non nuls re�ètent alors l'information essentielle de l'image. La première représenta-
tion multi-échelle fut la représentation pyramidale laplacienne d'une image, inventée en
1983 par Burt et Adelson (Burt et Adelson, 1983), qui est caractérisée par l'application
successive de noyaux Gaussiens sur une image. Ce concept fut ensuite étendu par Si-
moncelli (Simoncelli et Freeman, 1995) pour améliorer les représentations des courbes
et des points d'intérêts. L'analyse harmonique a contribué à l'essor des représentations
multi-échelles. Cette discipline découle directement de l'analyse de Fourier et s'intéresse
aux représentations des signaux sous forme d'une succession d'ondes. Pour élaborer une
représentation multi-échelle intéressante, un système d'ondes optimal est construit pour
décrire la structure d'une image. L'élaboration de tels systèmes est un axe de recherche
majeur des mathématiques appliquées modernes.

De toute évidence, le concept le plus célèbre en analyse harmonique se trouve dans
la théorie des ondelettes. Contrairement à la transformée de Fourier, qui ne contient
que des informations fréquentielles sur un signal et a fortiori une image, la transformée
en ondelettes permet une localisation à la fois en espace et en fréquence de ce signal.
Une première dé�nition d'une ondelette fut donnée en 1910 par Haar (Haar, 1910).
Cependant, ce sont les travaux de Meyer (Meyer, 1986), de Daubechies (Daubechies,
1988) et de Mallat (Mallat, 1989), dans la �n des années 1980, qui rendirent la trans-
formée en ondelettes discrète applicable dans de nombreux domaines. La transformée
en ondelettes d'une image est depuis un outil largement utilisé en traitement d'images
pour des applications très variées comme par exemple : la compression (Christopoulos
et al., 2000), le �ltrage, la détection ou le suivi d'objet (Argoul et al., 1990). Bien que
la transformée en ondelettes soit bien adaptée pour décrire les singularités d'un signal
à une dimension, elle n'est pas forcément optimale pour décrire des images (Donoho,
2001). Ce constat a motivé de nombreuses recherches sur l'élaboration de transformées
multi-échelles sensibles aux hautes fréquences plus localisées dans l'espace 2D que les
ondelettes. Les curvelets (Candes et Donoho, 2000), les contourlets (Do et Vetterli,
2003) ou plus récemment, les shearlets (Labate et al., 2005; Kutyniok et Labate, 2012b)
sont typiquement des transformées adaptées aux signaux 2D. Ces outils trouvent de
nombreuses applications en traitement d'images comme le débruitage (Easley et al.,
2009), la restauration d'image (King et al., 2013) ou la détection de contours (Yi et al.,
2008; Kutyniok et Petersen, 2015; Reisenhofer et al., 2016). Malgré leur rôle important
en traitement d'images, les représentations multi-échelles n'ont été considérées que très
tardivement dans une boucle de commande par asservissement visuel. Le premier travail
dans cette voie a été présenté en 2016 dans (Ourak et al., 2016c) où un asservissement
visuel à 6 degrés de liberté (ddl) utilisant les coe�cients obtenus grâce aux �ltres passe-
bas d'une transformée en ondelettes a été développé.
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Contexte et objectifs

Cette thèse a été réalisée sous la co-supervision de l'équipe Rainbow (ex : Laga-
dic) de l'Inria Rennes Bretagne Atlantique et de l'équipe MiNaRoB du département
AS2M du laboratoire FEMTO-ST de Besançon grâce au �nancement de la région Bre-
tagne et du projet ANR NEMRO (http://www.agence-nationale-recherche.fr/
Projet-ANR-14-CE17-0013).

Projet NEMRO : Le projet NEMRO traite du diagnostic précoce des maladies neu-
rodégénératives comme Alzheimer ou Parkinson. En e�et, di�érentes études cli-
niques ont montré une corrélation entre la perte d'odorat et l'apparition de ce
type de maladies. L'enjeu est alors de déterminer quel est le lien de causalité,
c'est-à-dire si la perte d'odorat est un signe de dégénérescence neuronale ou si
l'altération du fonctionnement des neurones entraîne la non-stimulation des cel-
lules olfactives.
Ce projet vise donc au développement d'un endoscope nasal �exible de diamètre
millimétrique capable de naviguer dans les fosses nasales jusqu'à atteindre les mu-
queuses olfactives. Ces muqueuses contiennent des cellules olfactives de quelques
dizaines de millimètres directement liées au cerveau. L'endoscope envisagé est un
robot �exible avec sur sa partie distale une sonde OCT (Tomographie par cohé-
rence optique) �brée, permettant la visualisation 3D de chaque muqueuse olfactive
a�n de pouvoir l'étudier. Ce système sera un moyen de caractérisation dynamique
in-vivo et non-invasif permettant d'e�ectuer des images 3D à haute résolution
(biopsies optiques 3D). Il permettra le suivi de l'évolution dans le temps de la
perte d'odorat et sa répercussion sur la dégénérescence neuronale grâce à un sys-
tème �able à coût réduit.
Des techniques de commande par retour visuel permettront la navigation intra-
nasale, notamment pour la réalisation des biopsies optiques 3D reproductibles,
obtenues par le capteur OCT. La reproductibilité permettra le repositionnement
sur des zones d'intérêt au cours de l'évolution de la pathologie. Dans le contexte de
ce projet, mes travaux portent plus particulièrement sur l'élaboration d'une nou-
velle approche d'asservissement visuel utilisant les représentations multi-échelles
des images.

L'asservissement visuel sur appareil OCT est un domaine très novateur (Ourak et al.,
2016a,b). Cette modalité présente également de nombreuses similitudes avec l'imagerie
échographique pour laquelle davantage de travaux ont été réalisés en asservissement
visuel (Abolmaesumi et al., 2001; Lee et al., 2007; Krupa et al., 2016) a�n de procurer
des systèmes d'aide à la visualisation échographique ou au guidage d'outils pour les
chirurgiens.

http://www.agence-nationale-recherche.fr/Projet-ANR-14-CE17-0013
http://www.agence-nationale-recherche.fr/Projet-ANR-14-CE17-0013


6 Introduction

Les résultats présentés dans ce manuscrit sont le fruit de deux ans et demi de re-
cherches, dont deux ans réalisés sur le site de Rennes, plus spécialisé en imagerie écho-
graphique, et six mois sur le site de Besançon, plus spécialisé en imagerie par OCT.
L'objectif de la thèse était de répondre à la question suivante :

Comment utiliser les transformées multi-échelles pour améliorer la robustesse aux
conditions défavorables des asservissements visuels utilisant des modalités d'images mé-
dicales très bruitées comme l'imagerie échographique ou la tomographie par cohérence
optique ?

Contributions

Les contributions majeures de cette thèse sont les suivantes :

• Une méthode d'asservissement visuel robuste aux bruits en imagerie échogra-
phique reposant sur l'utilisation de la transformée en shearlets.

• Une méthode générique d'asservissement visuel reposant sur les transformées
multi-échelles.

• Une validation expérimentale de l'asservissement visuel et une comparaison des
performances obtenues pour di�érents types de transformées multi-échelles dans
le cas de la commande d'une caméra CCD embarquée sur un robot à 6 ddl.

• Une validation de la méthode d'asservissement visuel utilisant la transformée en
ondelettes sous-échantillonnée de l'image fournie par un capteur OCT pour la
commande d'un robot à 3 ddl.

• Une comparaison entre di�érentes transformées multi-échelles pour une tâche d'ac-
quisition comprimée par un capteur OCT.

Structure du document

L'organisation de ce document s'articule autour de cinq chapitres :

• Dans le premier chapitre, nous rappellerons les éléments de vision par ordinateur
nécessaires à la compréhension de l'asservissement visuel. Ensuite, nous présente-
rons les principes de base de la commande d'un robot par asservissement visuel.
Les notions de primitives visuelles, de matrice d'interaction, d'erreur visuelle, ainsi
que di�érents types d'asservissement visuel (2D, 3D, 2D1

2) y seront décrits. En�n,
la dernière partie de ce chapitre sera consacrée à la présentation de di�érentes pri-
mitives visuelles 2D, en distinguant les approches géométriques et les approches
directes. L'asservissement visuel utilisant les points comme information visuelle
ainsi que celui utilisant l'information photométrique de l'image sont les deux ap-
proches les plus importantes pour la compréhension de nos contributions, même si
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d'autres (moments géométriques, information mutuelle, mélanges de gaussiennes)
y seront également présentées.

• Dans le second chapitre, nous introduirons des éléments importants de l'analyse de
Fourier et de l'analyse harmonique. Une première section sera consacrée à la trans-
formée de Fourier et aux représentations fréquentielles des images, en distinguant
les transformées continues et les transformées discrètes. Une deuxième section
présentera l'analyse multi-résolution et les transformées multi-échelles avec, d'une
part, les transformées en ondelettes et, d'autre part, en shearlets. Ces transformées
seront utilisées en tant que primitives visuelles dans les approches de commande
par asservissement visuel proposées dans les chapitres 3 et 4.

• Le troisième chapitre s'articulera autour de l'imagerie échographique. Une pre-
mière section présentera les modalités d'imagerie médicale utilisées dans les tra-
vaux de thèse (imagerie échographique et OCT). Une deuxième section exposera
notre première contribution à l'asservissement visuel utilisant l'imagerie échogra-
phique : l'utilisation des coe�cients de la transformée en shearlets d'une image
en tant que primitives visuelles avec une estimation numérique de la matrice d'in-
teraction pour réaliser une commande à 6 ddl. La dernière section présentera une
formulation analytique de cette matrice d'interaction pour le cas d'une commande
à 3 ddl. Les résultats de ces deux contributions ont été validés par simulation et
également avec un robot anthropomorphique sur lequel une sonde échographique
a été montée.

• Le quatrième chapitre exposera une généralisation des méthodes présentées dans
le chapitre 3 a�n de pouvoir utiliser diverses transformées multi-échelles en tant
que primitives dans une commande d'asservissement visuel. La première section
présentera le modèle fondé sur les ondelettes et celui fondé sur les shearlets. La
deuxième section introduira les résultats de simulation et expérimentaux obtenus
pour une tâche de positionnement d'une caméra CCD embarquée sur un robot
à 6 ddl. Ces tests ont permis de comparer les transformées en ondelettes et en
shearlets issues de deux variantes d'implémentation : sous-échantillonnées et non
sous-échantillonnées. En�n, la dernière section exposera les résultats obtenus par
un asservissement visuel utilisant la transformée en ondelettes sous-échantillonnées
de l'image fournie par un dispositif OCT.

• Dans le dernier chapitre, nous présenterons le concept d'acquisition comprimée.
Nous étudierons comment accélérer l'acquisition des données d'un appareil OCT
grâce à cette technique en comparant di�érents masques d'acquisition et di�é-
rentes transformées multi-échelles servant à la reconstruction de l'image.
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Notations

Dans ce document, nous utiliserons des lettres en gras pour représenter les vec-
teurs (exemple : s) et des lettres en gras et en majuscule pour représenter les matrices
(exemple : A). Les valeurs scalaires et les fonctions continues seront représentées par
des lettres en italique (par exemple x, resp. f). Les coe�cients d'un vecteur ou d'une
matrice seront représentés grâce à un indice (par exemple : hn, resp. An,m).

Pour une meilleure compréhension du document, le lecteur est invité à se référer au
tableau suivant :

Notations Description
Ensembles

RN Ensemble des nombres réels de dimension N
N et N0 Ensemble des entiers naturels, respectivement sans et avec 0

Z Ensemble des entiers relatifs
L2(RN ) Espace des fonctions réelles de carré intégrable de dimension N
`2(Z) Espace des suites de carrés sommables

Fonctions et matrices usuelles
|.| Valeur absolue
d . e Fonction de seuillage
〈., .〉 Produit scalaire de L2

x Complexe conjugué de x
.ᵀ Transposée

detA Déterminant de la matrice A
IN Matrice identité de RN
A+ Pseudo-inverse de Moore-Penrose de A
ker Noyau
∆I Gradient de l'image I
.̂ Transformée de Fourier
i Unité imaginaire
∗ Convolution(
n
k

)
Coe�cient binomial (k parmi n)
Géométrie projective

Xo = (Xo, Yo, Zo) Coordonnées d'un point dans le repère objet
Fo Repère objet

Xc = (Xc, Yc, Zc) Coordonnées d'un point dans le repère caméra
Fc Repère caméra
P Plan image

(x, y) Coordonnées métriques d'un point
f Distance focale

(u, v) Coordonnées en pixels d'un point
κ Matrice des paramètres intrinsèques de la caméra
X Coordonnées homogènes de X

cMo Transformation homogène de Fo vers Fc
Notations usuelles en asservissement visuel

r et r∗ Poses courantes et désirées, respectivement
s et s∗ Primitives visuelles courantes et désirées, respectivement
I et I∗ Images courantes et désirées, respectivement
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v Vecteur de vitesse de la caméra
vx, vy, vz Vitesses linéaires
ωx, ωy, ωz Vitesse angulaires

e Erreur visuelle
Ls Matrice d'interaction

L̂s Approximation de la matrice d'interaction
Lp Matrice d'interaction relative à un point
λ Gain de la loi de commande de type Gauss-Newton

H = Ls
>Ls Matrice Hessienne de s

µ Paramètre de la loi de commande de type Levenberg-Marquardt
L Fonction de Lyapunov

tx, ty, tz Translations selon les axes x, y et z
rx, ry, rz Rotations selon les axes x, y et z

Notations spéci�ques à ce manuscrit en asservissement visuel
si (i = [ph, w, sh]) Primitives visuelles photométriques, ondelettes et shearlets
ei (i = [ph, w, sh]) Vecteur d'erreur visuelle photométrique, ondelettes et shearlets

Lsph Matrice d'interaction dans le cas de l'approche photométrique

Lsw et L̃sw Matrice d'interaction de l'approche ondelette et son approximation

Lssh et L̃ssh Matrice d'interaction de l'approche shearlet et son approximation
Lp(x, y) Matrice d'interaction du point (x, y) dans le cas de l'approche photométrique
Lpw(x, y) Matrice d'interaction du point (x, y) dans le cas de l'approche ondelette
Lpsh(x, y) Matrice d'interaction du point (x, y) dans le cas de l'approche shearlet

Zc Profondeur du plan image
It Image observée à l'instant t, considérée comme une fonction continue

It(x, y) Intensité de l'image au point (x, y) à l'instant t
Notations relatives aux représentations multi-échelles

D2 et Tm Opérateurs de dilatation dyadique et de translation de L2(R2)

φ
(1)
m Fonction d'échelle de L2(R2)

ψ
(1)
j,m Ondelette horizontale de L2(R2) au niveau j translatée de m

ψ
(2)
j,m Ondelette verticale de L2(R2) au niveau j translatée de m

ψ
(3)
j,m Ondelette diagonale de L2(R2) au niveau j translatée de m

φ Fonction d'échelle de L2(R)
ψ Fonction génératrice d'ondelettes de L2(R)
Wψf Transformée en ondelettes de la fonction f ∈ L2(R2)
h et g Filtres passe-bas et passe-haut, respectivement

ψ
(1)
j,k,m Shearlet verticale de L2(R2) au niveau j, avec le découpage k translatée de m

ψ
(2)
j,k,m Shearlet horizontale de L2(R2) au niveau j, avec le découpage k translatée de m

DM Opérateur de transformation géométrique de L2(R2)
DA Opérateur de dilatation de L2(R2) avec la matrice d'échelle A
DSk

Opérateur de découpage de L2(R2) avec la matrice de découpage Sk

Sψf Transformée en shearlets de la fonction f ∈ L2(R2)

Table 1 � Liste des notations

��������������������������-



Chapitre 1

Asservissement visuel

L'asservissement visuel est un procédé permettant de contrôler le déplacement d'un
robot en utilisant des données visuelles issues d'une ou plusieurs caméras. Une première
utilisation d'un capteur de vision en boucle fermée, améliorant la précision de position-
nement d'un robot, a été décrite dans les travaux de Shirai et Inoue (Shirai et Inoue,
1973). Cependant, ce n'est que vers la �n des années 1980 que le concept d'asservisse-
ment visuel est réellement apparu (Weiss et al., 1987; Feddema et Mitchell, 1989). En
règle générale, l'image est fournie par une caméra monoculaire et correspond à une pro-
jection en perspective d'un environnement 3D sur un plan 2D (image) qui n'est autre
que le capteur électronique de la caméra. L'asservissement visuel peut faire également
appel à d'autres types de capteurs comme les caméras stéréoscopiques qui permettent
d'avoir deux vues di�érentes d'une même scène (Alkhalil et Doignon, 2012; Tamadazte
et Andre�, 2014), des caméras RGB-D qui donnent, en plus de l'information image 2D,
une estimation de la profondeur de chaque point de l'image (Nakhaeinia et al., 2014;
Teulière et Marchand, 2014) ou encore, des caméras infra-rouges (Mayya et Doignon,
2011). Le sommaire ci-dessous résume le contenu de ce premier chapitre :
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1.1 Éléments de vision par ordinateur

Cette section s'intéresse aux di�érentes notions mathématiques et géométriques né-
cessaires pour la compréhension de la suite du manuscrit. Nous nous limiterons dans
un premier temps aux images issues de caméras conventionnelles (caméras à lumière
blanche). Nous aborderons plus tard, dans un autre chapitre, l'imagerie échographique
et celle par OCT qui font parties des objectifs applicatifs des travaux de cette thèse.

1.1.1 Formation d'une image

Une image conventionnelle est une représentation en deux dimensions (2D) d'un
monde en trois dimensions (3D). La manière la plus simple de comprendre la formation
d'une image numérique est de s'intéresser à la chambre noire et à la caméra sténopé.
Une chambre noire est un ancien instrument optique qui permet d'obtenir une projec-
tion de la lumière sur une surface plane. Elle est composée d'une boite percée d'un petit
trou servant à faire passer la lumière. Une image vient alors se former sur la surface
opposée à ce trou. Il s'agit de l'image inversée de la réalité extérieure 1. Les plus an-
ciennes traces écrites sur la chambre noire dates du IVème siècle. De nombreux grands
peintres et artistes de la Renaissance, dont Vermeer 2, ont également utilisé ce principe
pour peindre leurs ÷uvres (voir Figure 1.3). Si du papier photosensible est placé sur
la surface plane de la chambre noire, nous pouvons obtenir une photographie après un
temps d'impression (exposition) pouvant aller jusqu'à plusieurs heures, c'est le principe
de la caméra sténopé. La première photographie connue a été vraisemblablement prise
avec un tel système en 1827 par Niépce (voir Figure 1.4). Par la suite et progressive-
ment, le trou de la chambre noire a été remplacé par des capteurs dans nos appareils
photographiques actuels mais le principe reste globalement le même.

Figure 1.3 � Gravure représentant un peintre utilisant une chambre noire.

1. L'÷il reçoit également une image inversée du réel et notre cerveau la redresse.
2. voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Chambre_noire

https://fr.wikipedia.org/wiki/Chambre_noire
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Figure 1.4 � Point de vue du Gras : la première image permanente réussie et connue de
l'histoire de la photographie, prise par l'inventeur français Nicéphore Niépce (1765-1833)
en 1826 ou 1827.

De nos jours, les capteurs numériques d'images sont présents dans de nombreux ob-
jets de la vie quotidienne : appareil photo, webcam, caméra de surveillance ou encore
dans nos téléphones portables. Leur but est de retranscrire, aussi �dèlement que pos-
sible, l'image d'un objet éclairé. Si les premières caméras fonctionnaient avec des �lms
photographiques en tant que détecteurs, nous avons vu l'émergence depuis les années
1970 de capteurs optoélectroniques qui sont toujours d'actualité. Le plus ancien est le
capteur CCD ("Charged Coupled Device"), inventé par Smith et Boyle dans les Labo-
ratoires Bell en 1969 (voir Figure 1.5(a)). Ce capteur permet la collecte, le transfert
et la conversion de la charge électrique générée par des photons incidents, capturés par
les cellules photovoltaïques. Il a valu à ses créateurs le Prix Nobel de physique en 2009.
Le deuxième capteur optique majeur est le système CMOS ("Complimentary Metal
Oxyde Semiconductor") qui est composé de photodiodes, où chaque cellule photovol-
taïque possède sa propre collecte et sa propre conversion de la charge générée par les
photons incidents (voir Figure 1.5(b)). Chacun de ces capteurs possède des avantages
et des inconvénients. Le capteur CCD a une meilleure sensibilité à la lumière que le
capteur CMOS, cela dit, il consomme plus d'énergie et est plus coûteux à la fabrication.
Ce sont ces derniers points qui ont amené les fabriquants de smartphones à privilégier
l'utilisation du capteur CMOS. Sa structure permet également de réaliser du traitement
d'images embarqué, ce qui supprime la di�érence de qualité d'images avec le capteur
CCD.
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Pour obtenir les coordonnées en pixel (u, v) du point imagem, nous pouvons réécrire
la relation (1.1) sous forme linéaire en utilisant les coordonnées homogènes :uv

1

 = κ

xy
1

 avec κ =

px 0 u0

0 py v0

0 0 1

 (1.2)

où (u0, v0) représentent les coordonnées en pixel du centre optique.

Soient lx et ly, les dimensions d'un pixel en largeur et en hauteur, alors nous pou-
vons écrire px = f

lx
et py = f

ly
. Nous appelons κ, la matrice des paramètres intrinsèques

de la caméra (u0, v0, px, py). Cette matrice est calculée hors-ligne à l'aide d'algorithmes
d'étalonnage (Heikkila et Silven, 1997; Sturm et Maybank, 1999; Z. Zhang, 2000). Des
paramètres de compensation sont parfois considérés a�n de corriger les distorsions op-
tiques (tangentielles, radiales, etc).

1.1.3 Coordonnées homogènes et changement de repère

Dé�nition 1.1. Coordonnées homogènes : Un point M de coordonnées 3D X =
(X,Y, Z) dans l'espace peut être désigné par ses coordonnées homogènes sous la forme
X = (X,Y, Z, 1). Les coordonnées homogènes sont pratiques pour appliquer des trans-
formations à un point 3D telles que les changements de repères : les rotations, les trans-
lations, les homothéties ou encore les projections. Ces transformations sont alors repré-
sentées sous la forme de matrices de taille 4× 4.

Dans l'espace cartésien, un point 3D M exprimé dans le repère Cartésien Fo, par
Xo = (Xo, Yo, Zo), peut être exprimé dans le repère Cartésien Fc, donnant Xc =
(Xc, Yc, Zc) par la relation :

Xc = cRoXo +c to (1.3)

Cependant, Xo ∈ R3 peut également être décrit avec ses coordonnées homogènes
Xo = (Xo, Yo, Zo, 1). Cette représentation nous permet de réécrire la relation (1.3) sous
forme d'une équation linéaire comme suit :

Xc = cMoXo avec cMo =

[
cRo

cto
0 1

]
(1.4)

La matrice cMo est appelée transformation homogène de Fo vers Fc. Le vecteur cto =
(tx, ty, tz)

ᵀ est la translation nécessaire sur chaque axe pour aller du repère Fc au repère
Fo. r = (rx, ry, rz)

ᵀ correspond au vecteur unité de l'axe de rotation et θ ∈] − π, π[ à
l'angle de rotation entre les deux repères. Nous obtenons alors :

cRo(r, θ) = I3 + [r]× sin θ + [r]2×(1− cos θ) (1.5)



I3 R3 [r]×
r

[r]× =




0 −rz +ry
+rz 0 −rx
−ry +rx 0



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s = (c
∗
tc, θu) et s∗ = 0, ici, un découplage entre les mouvements en translation et

en rotation est obtenu tandis que la trajectoire de la caméra suit une ligne droite
dans le repère monde.

Cependant, l'inconvénient de cette méthode est qu'il n'y a aucun contrôle dans le
repère de l'image et les primitives visuelles nécessaires à l'estimation de la pose
courante du robot peuvent sortir du champ de vision de la caméra. De plus, cette
approche est très sensible aux bruits et aux erreurs d'étalonnage de la caméra
et/ou du robot. L'utilisation des asservissements visuels 3D est particulièrement
intéressante dans le cas où le capteur visuel utilisé permet d'obtenir des informa-
tions d'ordre 3D sur la scène, c'est le cas des caméras stéréoscopiques (Kim et al.,
2009; Alkhalil et Doignon, 2012; Doignon, 2015).

Asservissement visuel 2D ou "Image-based visual servoing" (IBVS) :

Dans cette approche, s est obtenu directement à partir des données visuelles 2D
de l'image (Chaumette et al., 1993; Chesi et al., 2000). Dans ce cas, s représente
souvent les coordonnées d'un ensemble de points de l'image et a les paramètres
intrinsèques de la caméra et une estimation de la profondeur Z des points de
l'image. La commande est alors e�ectuée directement dans l'image et non-plus
dans l'espace Cartésien. Les primitives extraites de l'image peuvent être géomé-
triques (points (Wilson et al., 1996), droites (Andre� et al., 2002), moments géo-
métriques d'un contour (Tahri et Chaumette, 2003; Tahri et al., 2015) ou peuvent
être globales (analyse en composante principales (Deguchi et Noguchi, 1996), pho-
tométrie (Collewet et Marchand, 2011), mélange de Gaussiennes (Crombez et al.,
2015), etc). L'avantage de ce type d'asservissement est sa robustesse au bruit et
aux erreurs d'étalonnage non seulement de la caméra mais aussi du robot (Espiau,
1994). Une estimation de la profondeur des points de la scène est souvent néces-
saire. Néanmoins, seule une connaissance approximative du modèle 3D de l'objet
d'intérêt est requise (les travaux de (Malis et al., 2010) montrent que ce n'est pas
toujours le cas, en particulier avec les caméras catadioptriques). En revanche, cette
approche implique des trajectoires du robot dans l'espace 3D parfois complexes
ainsi qu'un risque accru de tomber dans un minimum local (la convergence est
assurée d'un point de vue théorique uniquement dans un voisinage de la position
désirée). Des exemples de primitives visuelles étudiées pour cette approche seront
détaillés dans la section 1.3.

Asservissement visuel 2D1
2 ou "Hybrid visual servoing" :

Ici, des informations à la fois de natures 2D et 3D sont utilisées (Malis et Chau-
mette, 2000; Abdelkader et al., 2005; Hadj-Abdelkader et al., 2006a). Un schéma
de contrôle ne nécessitant pas de modèle 3D de l'objet mais assurant une zone de
convergence plus importante que celle d'une approche IBVS, est proposé. L'as-
servissement visuel 2D1

2 s'appuie sur l'estimation du déplacement de la caméra
à chaque itération a�n d'o�rir une loi de commande découplée contrôlant les 6
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ddl. s est alors dé�ni de la manière suivante : s = [st, θu] où st est un ensemble
de primitives 2D permettant le contrôle des mouvements de translations et θu
est la rotation entre les poses courante et désirée, typiquement utilisée dans les
approches PBVS. Le vecteur des informations visuelles s est donc dé�ni sur la
base de données 2D et 3D. La loi de commande ainsi synthétisée permet de sépa-
rer la rotation de la translation de la caméra, et d'obtenir un fort découplage de
la commande. L'avantage majeur de cette approche se trouve dans le fait que la
connaissance du modèle géométrique 3D de l'objet n'est plus nécessaire contrai-
rement à la méthode purement 3D.

Une fois le choix de s e�ectué, il est possible de mettre en place une commande
en vitesse pour contrôler les déplacements de la caméra ou de l'e�ecteur du robot. Le
torseur de vitesse, noté v est constitué de six composantes, trois linéaires vx, vy, vz
et trois angulaires ωx, ωy, ωz. Le lien entre v et s est alors obtenu grâce à la matrice
d'interaction, qui sera abordée ci-dessous.

1.2.2 Matrice d'interaction

Dé�nition 1.2. Matrice d'interaction : La relation entre la variation temporelle
des primitives visuelles

.

s ∈ Rk et la vitesse de la caméra v ∈ R6 est exprimée par une
matrice Ls ∈ Rk×6, appelée matrice d'interaction relative à s.

.

s = Lsv (1.8)

La matrice d'interaction nous permet également de relier la vitesse de la caméra à la
variation de l'erreur e. En e�et, en associant les relations (1.7) et (1.8) et en considérant
une con�guration caméra embarquée, l'expression suivante peut être obtenue :

.
e = Lev (1.9)

Par ailleurs, dans la con�guration caméra déportée, la relation (1.9) devient :

.
e = Le

cVrv (1.10)

avec cVr la matrice qui permet d'exprimer le torseur vitesse v de l'e�ecteur (initialement
exprimé dans le repère de base) dans le repère caméra :

cVr =

[
cRr [ctr]

c
×Rr

03
cRr

]
(1.11)

De plus, dans le cas usuel où
.
s∗ = 0, nous pouvons considérer que Le = Ls.

A�n d'obtenir une décroissance exponentielle de l'erreur visuelle .e = −λe, le torseur
de vitesses est obtenu (pour la con�guration caméra embarquée) de la manière suivante :

v = −λLs
+e (1.12)

où Ls
+ est la pseudo-inverse de Moore-Pensore de Ls (voir dé�nition ci-après).
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Dé�nition 1.3. Pseudo-inverse de Moore-Penrose : La pseudo inverse A+ ∈
Rm×k d'une matrice A ∈ Rk×m de rang r est la seule matrice véri�ant les conditions
suivantes :

• AA+A = A

• A+AA+ = A+ (A+ est un inverse pour le semi-groupe multiplicatif) ;

• (AA+)ᵀ = AA+ (AA+ est une matrice hermitienne) ;

• (A+A)ᵀ = A+A (A+A est également hermitienne).

En pratique,
si k = m = r, alors A+ = A−1,
si k > m et r = m alors A+ = (AᵀA)−1Aᵀ et A+A = Im,
si m > k et r = k alors A+ = Aᵀ(AᵀA)−1 et AA+ = Ik,
sinon, A+ est obtenue grâce à une décomposition en valeurs singulières (SVD).

Lorsque la matrice Ls est carrée et de rang plein, la loi de commande devient :

v = −λLs
−1e (1.13)

où Ls
−1 est la matrice inverse de Ls.

Néanmoins, dans des systèmes réels, il est di�cile de connaître parfaitement la ma-
trice Ls alors, souvent, nous nous contentons d'utiliser une approximation de Ls, notée
L̂s (Hutchinson et al., 1996). La plupart des lois de commande par asservissement visuel
sont construites sur ce modèle. Une seconde approche, consiste à utiliser une matrice
d'interaction constante calculée à la position désirée Ls

∗ (Espiau et al., 1992). En�n,

les deux approches peuvent être combinées en utilisant L̂s
+

= 1
2(L̂s + Ls

∗)+.

Il est également possible de modi�er la relation (1.12) en utilisant une optimisation
de type Levenberg-Marquardt (Marquardt, 1963). La loi de commande devient alors :

v = −λ(H + µdiag(H))−1Ls
ᵀ(s(t)− s∗

)
(1.14)

avec H = Ls
ᵀLs, la matrice Hessienne de s. Lorsqu'une valeur élevée pour µ (µ = 1) est

utilisée, l'optimisation correspond à un algorithme de descente de gradient, entraînant
des déplacements plus importants lorsque le gradient est faible tandis qu'une valeur
faible de µ (µ = 10−3) revient à utiliser la technique de type Gauss-Newton présentée
en (1.12).
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1.2.3 Analyse de la stabilité

En théorie du contrôle, la notion de stabilité de Lyapunov fait référence pour l'étude
du comportement des systèmes dynamiques. L'idée de Lyapunov consiste à dire que si
tous les points d'un système démarrent autour d'un point P et que tous ces points
restent autour de P , alors ce dernier est stable au sens de Lyapunov (Lyapunov, 1992).
La méthode de Lyapunov peut être utilisée pour étudier la stabilité d'un système en
boucle fermée (Chaumette et Hutchinson, 2006). Pour cela, la fonction de Lyapunov L
peut être dé�nie comme suit :

L =
1

2
‖e(t)‖2 (1.15)

Les conditions permettant à L de décroître en fonction du temps sont alors recherchées
en calculant la dérivée de L :

.
L = eᵀ

.
e (1.16)

= −λeᵀLsL̂s
+e (1.17)

Ainsi, pour obtenir la stabilité globale du système, il faut véri�er la condition suivante :

LsL̂s
+ > 0. (1.18)

Dans le cas IBVS, la dimension k de s est souvent supérieure à 6, c'est-à-dire qu'au

moins trois primitives visuelles 2D sont considérées, LsL̂s
+ ∈ Rk×k peut avoir un rang

supérieur à 6 et donc des noyaux non nuls. Les con�gurations dans lesquelles e ∈ ker Ls
+

correspondent alors à des minima locaux.

Dé�nition 1.4. Noyau d'une application linéaire : Si f est une application linéaire
d'un espace vectoriel V dans un espace vectoriel W , alors le noyau de f est dé�ni par

ker(f) = {x ∈ V | f(x) = 0W } (1.19)

où 0W est l'élément neutre de l'espace vectoriel W .

La condition (1.18) permet alors seulement de garantir la stabilité asymptotique lo-
cale au voisinage de la con�guration désirée. En pratique, ce voisinage est souvent assez
large. Bien que cette relation paraisse assez simple, son étude reste encore un domaine
d'investigation de la communauté de l'asservissement visuel.

Dans le cas PBVS, la stabilité asymptotique globale est obtenue dès lors que LsL̂s
−1 =

I6 sous la contrainte forte que les coordonnées des di�érents repères (robot, caméra, ob-
jet) soient parfaitement corrects.

1.3 Exemples d'asservissements visuels 2D

La notion de primitives visuelles a été brièvement présentée dans la section précé-
dente et le lecteur a déjà pu constater l'importance du choix des primitives en asser-
vissement visuel. Cette section vise à présenter di�érentes primitives possibles. Dans
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le cadre de cette thèse, nous présenterons des primitives visuelles de type 2D. Nous
pouvons les classer en deux grandes catégories :

• Les primitives géométriques qui sont extraites de l'images par des procédés de
traitement d'image complexes (détection, suivi et mise en correspondance, etc.)

• Les primitives directes qui peuvent être obtenues avec des algorithmes de traite-
ment d'images globaux mais sans étape de suivi visuel.

1.3.1 Approches géométriques

Les approches géométriques sont les premières ayant été développées en asservis-
sement visuel. Elles consistent à segmenter l'image pour y détecter des formes géomé-
triques connues (points, segments, ellipses, etc) ou même des contours de forme complexe
pour construire la matrice d'interaction associée. Cette section présentera l'élaboration
de cette dernière à partir de di�érentes primitives visuelles.

Points : La primitive visuelle la plus simple à considérer est sans doute le point
(Chaumette et Hutchinson, 2006). En se mettant dans le cadre d'un asservissement
visuel en con�guration caméra embarquée, un point 3D X de coordonnées (Xc, Yc, Zc)
exprimé dans le repère caméra Fc est projeté dans le plan image P en un point 2D,
dé�ni de la manière suivante :

x = Xc/Zc = (u− u0)/px (1.20)

y = Yc/Zc = (v − v0)/py (1.21)

En considérant X comme une primitive visuelle, l'expression suivante peut être
obtenue : .

X = Lpv (1.22)

et la matrice d'interaction Lp relative au point X est donnée par :

Lp =

[
−1/Zc 0 x/Zc xy −(1 + x2) y

0 −1/Zc y/Zc 1 + y2 −xy −x

]
(1.23)

La valeur de Zc correspond à la profondeur du point par rapport au repère ca-
méra. Une approximation de sa valeur est souvent utilisée. De plus, il faut au moins
trois points pour dé�nir une commande à 6 ddl. Pour cela, une concaténation de trois
matrices Lp1, Lp2 et Lp3, correspondant à trois points X1,X2,X3 est réalisée pour
construire la matrice d'interaction associée (Michel et Rives, 1993). Cependant, plus
de trois points sont en général utilisés pour obtenir de la redondance d'informations
visuelles dans la commande, comme le montre la Figure 1.9, issue d'un exemple de la
librairie ViSP (Visual Servoing Platform) (Marchand et al., 2005).

D'autres approches géométriques utilisant des primitives visuelles de formes simples
ont été développées en considérant des segments, des droites, des sphères, des cercles
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(a) Début du positionnement (b) Positionnement en cours (c) Fin du positionnement

Figure 1.9 � Exemple d'une tâche d'asservissement visuel avec 4 points.

ou encore des cylindres. Ces dernières sont présentées dans (Chaumette et al., 1993).
Même si généralement les coordonnées cartésiennes sont utilisées dans la modélisation
de la matrice d'interaction, des coordonnées cylindriques peuvent être également uti-
lisées (Iwatsuki et Okiyama, 2005) ou encore polaires comme dans (Hadj-Abdelkader
et al., 2006b). En�n, certaines approches ont utilisé des moments géométriques en tant
qu'informations visuelles (Chaumette, 2004; Mebarki et al., 2010; Tahri et al., 2015).
Cette dernière approche fera l'objet du prochain paragraphe.

Moments géométriques : Développée pour la première fois en 2003 par Tahri (Tahri
et Chaumette, 2003), l'approche utilisant les moments géométriques a été améliorée par
la suite dans (Tamtsia et al., 2013) et (Tahri et al., 2015).

Dé�nition 1.5. Moments 2D d'ordre i + j : Soit S la surface couverte par un objet
sur une image, alors les moments d'ordre i+ j de S (i, j ∈ N) sont donnés par :

mi,j =

∫ ∫
S
xiyjdxdy (1.24)

où (x, y) sont les coordonnées des points de S.

Le moment d'ordre 0 (m0,0) de S correspond à son aire et ceux d'ordre 1 (m0,1,m1,0)
sont reliés aux coordonnées du barycentre (xg, yg) de S par la relation :

xg =
m1,0

m0,0
et yg =

m0,1

m0,0
(1.25)

L'idée est alors d'utiliser des primitives visuelles construites à partir de moments
de di�érents ordres et de formuler la matrice d'interaction associée a�n de réaliser
la tâche d'asservissement visuel souhaitée (voir Figure 1.10). Des combinaisons de
certains moments, pouvant être centrés, sont dé�nis a�n d'être invariants à certaines
transformations (translation, rotation, changement d'échelle). Dans Tahri et Chaumette
(2003), le vecteur s est choisi de la manière suivante :

s = [xn, yn, an, s4, s5, θ] (1.26)

où an = Z∗
m∗

0,0

m0,0
, xn = anxg, yn = anyg, θ est l'orientation principale de l'objet et (s4, s5)

sont deux invariants aux translations, aux rotations et aux changements d'échelle servant
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à contrôler les rotations selon les axes x et y. Le choix des primitives (s4, s5), calculées
avec des moments d'ordre 3 à 5, dépendent de la forme de l'objet d'intérêt. Ce point
constitue son principal inconvénient.

Figure 1.10 � Asservissement visuel utilisant les moments géométriques : (a) image
désirée (b) image initiale (c) erreur sur chaque composante de s (d) vitesse appliquée à
la caméra (cm/s et ◦/s) (Chaumette, 2004).

Une nouvelle sorte de moments, appelés "moments décalés" (shifted moments) est
utilisée dans (Tahri et al., 2015) pour dé�nir (s4, s5).

Dé�nition 1.6. Moments décalés 2D d'ordre i + j : Soit S la surface couverte
par un objet sur une image, alors les moments décalés d'un vecteur (xg − xsh, yg − ysh)
d'ordre i+ j de S (i, j ∈ N) sont donnés par :

µi,j =

∫ ∫
S

(x− xg + ssh)i(y − yg + ysh)jdxdy (1.27)

où (x, y) sont les coordonnées des points de S et (xg, yg) est son centre de gravité.

L'utilisation des moments décalés permet d'éviter l'obtention de moments nuls dus
aux éventuelles symétries de l'objet. Néanmoins, pour préserver les invariances aux
transformations (translations, rotations et changements d'échelle) les points de décalage
(xsh, ysh) doivent être choisis avec précaution. Deux choix sont considérés, le premier
fondé sur les moments de l'objet, le deuxième fondé sur des points du contour de l'objet
(voir Figure 1.11). Ce deuxième choix impose la détection et le suivi de deux points



s4, s5
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contrainte du �ux optique, a été mise en ÷uvre (Collewet et al., 2008; Collewet et Mar-
chand, 2011). Il faut noter que cette contrainte du �ux optique stipule que l'intensité
d'un point image est indépendante du temps, ce qui n'est pas toujours le cas lors du
changement des conditions d'illumination dans la scène par exemple. D'autres approches
plus robustes à ce type de conditions défavorables sont apparues utilisant les gradients
de l'image (Marchand et Collewet, 2010), l'information mutuelle (Dame et Marchand,
2011), la somme de variances conditionnelles d'une image (Richa et al., 2011; Delabarre
et Marchand, 2012), les modèle de mélanges de Gaussiennes (Crombez et al., 2015) ou
encore plus récemment les histogrammes (Bateux et Marchand, 2017). Une technique
utilisant les moments photométriques a également été mise en ÷uvre dans (Bakthavat-
chalam et al., 2013). En�n, l'utilisation récente de méthodes d'apprentissage de type
réseaux de neurones a été étudiée dans (Bateux et al., 2017).

Dans cette section nous détaillerons essentiellement la méthode photométrique et
quelques approches dérivées de cette dernière.

Photométrie : Dans l'asservissement visuel photométrique, introduit dans (Colle-
wet et Marchand, 2011), la primitive visuelle utilisée est constituée d'un ensemble �ni
d'intensités lumineuses des N pixels de l'image (xn, yn)n≤N ⊂ R2 à l'instant t :

sph(t) =
(
I(x1, y1, t), I(x2, y2, t), . . . , I(xN , yN , t)

)ᵀ
. (1.28)

L'image I est composée de valeurs d'intensité I(x, t), avec x ∈ Z2 les coordonnées
spatiales de ces valeurs.

Pour atteindre une position désirées s∗ph, le robot doit annuler progressivement l'er-
reur dé�nie par :

eph(t) = sph(t)− s∗ph (1.29)

Pour ce faire, il est nécessaire de relier la variation temporelle des intensités des
pixels de l'image aux mouvements de la caméra. Dans (Collewet et Marchand, 2011), les
auteurs établissent cette relation grâce à une matrice d'interaction Lsph dé�nie comme :

dsph(t)

dt
= Lsph(t)v(t). (1.30)

Sous réserve de respecter la continuité temporelle de la luminance introduite dans
(Horn et Schunck, 1981), et en notant ∇It(x, y) la dérivée spatiale de l'image I en
chaque point de l'image de coordonnées (x, y) à l'instant t, l'équation de contrainte du
�ux optique peut s'écrire :

∂I(x, y, t)

∂t
= −

(
∇It(x, y)

)ᵀ(dx
dt
,
dy

dt

)ᵀ

. (1.31)

En utilisant le vecteur de vitesse v de la caméra, la relation (1.31) peut s'écrire

∂I(x, y, t)

∂t
= −

(
∇It(x, y)

)ᵀ
Lp(x, y)v(t), (1.32)
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où Lp(x, y) représente la matrice d'interaction d'un point 2D, dé�ni en (1.23).
Les relations (1.30) et (1.32) permettent alors de calculer la matrice d'interaction

Lsph pour tous points-pixels à l'instant t :

Lsph(t) = −


(
∇It(x1, y1)

)ᵀ
Lp(x1, y1)

...(
∇It(xN , yN )

)ᵀ
Lp(xN , yN )

 ∈ RN×6 (1.33)

Finalement, le vecteur de vitesses de la caméra v est obtenu grâce à une optimisation
de type Levenberg-Marquardt :

v = −λ(H + µdiag(H))−1Lsph
ᵀeph (1.34)

où λ > 0 est un gain positif, µ est un facteur de poids.

Figure 1.12 � Expérience de robustesse à l'approximation de la profondeur Zc de
l'image ; (a) image initiale (b) image �nale (c) I − I∗ à la position initiale (d) I − I∗ à
la position �nale (Collewet et Marchand, 2011).

Grâce à l'utilisation d'informations redondantes et d'une absence d'étapes de traite-
ment d'images complexes (détection, segmentation, mise en correspondance, etc), cette
méthode s'avère d'une grande précision. Dans (Collewet et Marchand, 2011), elle est
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comparée à un asservissement visuel géométrique utilisant une extraction de points d'in-
térêt par un descripteur de type SURF. Elle a démontré une précision dix fois supérieure
à l'asservissement visuel 2D standard, ceci dans des conditions nominales. Cette mé-
thode s'avère également robuste aux occultations et ne nécessite pas d'estimation précise
de la profondeur Zc lors de la tâche de positionnement (voir Figure 1.12). Cependant,
la non-linéarité de la relation (1.33) impose l'utilisation d'une méthode d'optimisation
non-linéaire (ici la méthode Levenberg-Marquardt).

Information mutuelle : L'asservissement visuel utilisant l'information mutuelle
est une des premières méthodes directes robuste aux occultations et aux changements
d'illumination. Pour cela, l'entropie de Shannon est utilisée, issue de la théorie de l'in-
formation (Shannon, 1948).

Dé�nition 1.7. Entropie de Shannon : L'entropie H(I) est une mesure de variabilité
d'une variable aléatoire, ici une image notée I. Si i est une valeur possible de I(i)(i ∈
[0, 255]) (l'intervalle [0, 255] représentant les niveaux de gris d'un pixel de l'image) et
pI(i) est la distribution de probabilité de i, alors l'entropie de Shannon de la variable I
est donnée par :

H(I) = −
255∑
i=0

pI(i) log(pI(i)) (1.35)

Dé�nition 1.8. Entropie conjointe : L'entropie conjointe H(I, I∗) entre deux va-
riables, ici l'image courante I et l'image désirée I∗, représente la variabilité entre ces
deux variables. L'entropie conjointe est alors dé�nie par :

H(I, I∗) = −
255∑
i=0

255∑
j=0

pII∗(i, j) log(pII∗(i, j)) (1.36)

où pII∗(i, j) est la distribution de probabilité conjointe de i et j.

Dé�nition 1.9. Information mutuelle : L'information mutuelle entre les images I
et I∗ est alors donnée par :

MI(I, I∗) = H(I) +H(I∗)−H(I, I∗) (1.37)

Il est alors possible d'obtenir l'information mutuelle entre l'image courante et l'image
désirée en utilisant la formule :

MI(t) =
∑
ij

pII∗(i, j) log

(
pII∗(i, j)

pI(i)pI∗(j)

)
(1.38)

La Figure 1.13 compare les fonctions de coût de la méthode photométrique et de
l'information mutuelle. Ces fonctions sont dé�nies par la minimisation de C = 1

2‖e‖
2

dans le cas de la photométrie et la maximisation de MI(I, I∗) dans le cas de l'informa-
tion mutuelle.
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Figure 1.13 � Évaluation de l'asservissement visuel utilisant l'information mutuelle
MIi en présence de bruit, d'occultations et de changements d'illumination, en utilisant
i intervalles de niveaux de gris. La deuxième et la troisième ligne représentent, respec-
tivement, la fonction de coût photométrique et celle de l'information mutuelle (Dame
et Marchand, 2011).

Ainsi, l'information mutuelle permet de mesurer la similarité entre deux images et
peut être appliquée à des modalités d'imagerie di�érentes du moment qu'il existe un re-
couvrement su�sant entre l'image courante et l'image désirée. La Figure 1.14, montre
un asservissement visuel associé à une plani�cation de trajectoire où l'image courante
est obtenue par une caméra monoculaire tandis que l'image désirée provient d'une carte
géographique. Néanmoins, un inconvénient de cette méthode est qu'elle nécessite l'uti-
lisation de courbes de régression (B-spline) pour calculer la matrice d'interaction.

Somme des variances conditionnelles : La somme des variances conditionnelles
d'une image est une autre méthode directe reposant sur la théorie de l'information.
Élaborée pour des tâches de suivi par (Richa et al., 2011), elle fut ensuite étendue à des
tâches de positionnement dans (Delabarre et Marchand, 2012).

Dé�nition 1.10. Somme des variances conditionnelles d'une image : La somme
des variances conditionnelles d'une image (SV C) est dé�nie de la manière suivante :

SCV =
∑
x

(
I(x)− Î(x)

)
(1.39)

Le terme Î est obtenu grâce à l'espérance E calculée grâce à une distribution de
probabilité jointe entre I et I∗.

Î = E (I(x)|I∗(x)) (1.40)

Cette méthode consiste à ne plus considérer les pixels de l'image comme primitives
visuelles mais les variances conditionnelles pour chaque pixel. La matrice d'interaction
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Figure 1.14 � Exemple d'asservissement visuel utilisant l'information mutuelle dans
une tâche de navigation. Un chemin est appris avec une carte géographique et la tâche
d'asservissement est réalisée sur des images de cartographies issues d'images satellites.
(Dame et Marchand, 2011).
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utilisée par cette méthode ne nécessite que le calcul du gradient de l'image, ce qui la
rend plus simple d'utilisation que la méthode reposant sur l'information mutuelle. D'un
autre côté, elle s'avère peu robuste aux changements locaux d'illumination.

Mélanges de Gaussiennes : Une autre méthode directe se démarque par ses per-
formances, il s'agit de l'approche de mélanges de Gaussiennes (Crombez et al., 2015)
dans laquelle chaque pixel u = (u, v) est représenté par une distribution Gaussienne, de
la forme :

g(u,u0, Iu, λg) = exp

(
−(u− u0)2 + (v − v0)2

2λ2
gI

2
u

)
(1.41)

où u0 = (u0, v0) représente les coordonnées du centre de chaque Gaussienne calculée
dans l'image et λg est un paramètre contrôlant l'extension de la Gaussienne. L'e�et du
paramètre λg sur le mélange de Gaussiennes est visible sur le Figure 1.15. Le mélange
de Gaussiennes en un point u est alors donné par :

gm(u, I) =
∑
x

g(u,u0, Iu, λg) (1.42)

Figure 1.15 � In�uence de λg (a) image en niveaux de gris (b) représentation 2D et (e)
3D du mélange de Gaussiennes pour λg = 0.01, (c)-(f) pour λg = 0.03 et (d)-(g) pour
λg = 0.05 (Crombez et al., 2015).

Cette approche présente un large domaine de convergence et permet de faire un
asservissement visuel même lorsqu'il y a un faible recouvrement photométrique entre
l'image courante et l'image désirée (voir Figure 1.16).
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34 Asservissement visuel : état de l'art

désirée alors l'erreur à minimiser pour réaliser la tâche de positionnement est ν − ν∗.
Dans le cas d'une translation selon les axes x et y, S est simplement l'image I. Sous

réserve de disposer d'un noyau K lisse et di�érentiable (∇K = ∂K
∂x ), les vitesses de

translations
.
tx et

.
ty peuvent être obtenues de la manière suivante :

(
.
tx,

.
ty)ᵀ = −(νtxy − ν∗txy)

∫
R2

∇K(x)I(x, t)dx (1.44)

Pour connaître la vitesse linéaire de la translation tz et la vitesse angulaire de la
rotation rz le long de l'axe optique, S est pris comme la transformée de Fourier, notée
F , de l'image I. En notant ξ ∈ Z2 les index des valeurs de la transformée de Fourier de
l'image, les deux relations suivantes sont obtenues :

.
tz = (νtz − ν∗tz)

∫
R2

K ′(ξ)ξF (ξ, t)dξ (1.45)

.
rz = −(νrz − ν∗rz)

∫
R2

K ′(ξR−π
2
ξF (ξ, t)dξ (1.46)

où, R−π
2
est l'opérateur de translation suivant :

Rθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
(1.47)

Cette approche est très élégante du point de vue théorique. Cependant, cette loi de
commande préconise un contrôle au fur et à mesure des di�érents ddl (en e�et, il est
conseillé de contrôler d'abord tz avant tx et ty). De plus, seuls quatre ddl sont comman-
dés car les noyaux utilisés ne permettent pas de dé�nir les rotations rx et ry. En�n, le
choix du noyau à utiliser peut s'avérer di�cile. Un mauvais choix peut entraîner des
problèmes d'instabilité et de convergence (Kallem, 2009). Une technique assez similaire
a été utilisée dans (Marturi et al., 2016) pour une tâche d'asservissement visuel utilisant
un microscope électronique à balayage comme capteur visuel. La méthode propose éga-
lement une manière de déterminer les deux degrés de liberté manquants à l'aide d'une
transformée de Fourier sphérique. La Figure 1.17 montre les résultats de cette méthode
dans des conditions nominales d'utilisation.

Moments photométriques : Cette méthode présentée dans (Bakthavatchalam
et al., 2013) réunit l'approche fondée sur les moments géométriques et la méthode
photométrique. Elle présente également quelques similarités avec la méthode à noyaux
de convolution présentée ci-dessus. En d'autres termes, cette méthode permet d'associer
les avantages d'une méthode géométrique, comme le large domaine de convergence, à
ceux d'une méthode directe, c'est-à-dire la redondance d'informations visuelles et donc
la précision.

Dé�nition 1.11. Moments photométriques d'ordre i+ j : Soit I une image, alors
les moments d'ordre i+ j de I (i, j ∈ N) sont donnés par la relation :

mij =

∫ ∫
xiyjI(x, y, t)dxdy (1.48)
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Figure 1.17 � Asservissement visuel pour un tâche de nanopositionnement en condition
norminale (a) image désirée (b) image courante (c) di�érence initiale entre les deux
images (d) di�érence �nale entre les deux images (Marturi et al., 2016).

L'ensemble {xi, yj} forme une base polynomiale sur laquelle les moments de l'image
sont obtenus par projection. Ces moments ne sont pas orthogonaux et contiennent une
redondance de l'information comme dans toutes les approches directes. Si l'approche
des moments géométriques reposait sur une étape de segmentation de contour, celle
de la méthode des moments photométriques permet de dépasser cette limitation en
considérant toute l'information disponible dans l'image. La dérivée des moments pho-
tométriques est alors obtenue par la formule :

.
Lij =

∫ ∫
xiyj

∂I(x, y, t)

∂t
dxdy (1.49)

En exprimant la dérivée des moments photométriques en fonction du torseur des vitesses
v de la caméra, la formule suivante est alors obtenue :

.
mij = Lijv (1.50)

En reliant la profondeur de la scène aux coordonnées des points du plan image par
la formule 1

Zc
= Ax + By + C (Chaumette, 2004), où A, B, C sont les paramètres

de ce plan, la matrice d'interaction Lij peut être uniquement dé�nie en fonction des
paramètres A, B et C et des moments d'ordre i+ j + 1. Les moments photométriques
peuvent être également perçus comme des noyaux de type xiyj .

Transformée en ondelettes : Si les méthodes se servant de la transformée de
Fourier utilisent des primitives visuelles fréquentielles pour réaliser un asservissement
visuel, elles n'en restent pas moins limitées puisqu'elles ne prennent pas en compte les
informations spatiales contenues dans l'image. C'est pour cette raison qu'une première
approche exploitant les ondelettes est apparue en 2016 (Ourak et al., 2016c). La trans-
formée en ondelettes permet en e�et une représentation simultanée dans l'espace et en
fréquences d'une image.
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Une décomposition en ondelettes d'une image permet d'obtenir quatre sous-images
(notées Γ0, ΓH , ΓV et ΓD). Γ0 représente une approximation de l'image, ΓH les détails
horizontaux de l'image, ΓV les détails verticaux et ΓD les détails diagonaux comme le
montre la Figure 1.18.

Figure 1.18 � (a) Image originale (b) décomposition en ondelettes avec en (1) Γ0, en
(2) ΓV , en (3) ΓH et en (4) ΓD (Ourak et al., 2016c).

Les primitives visuelles utilisées sont les coe�cients d'ondelettes de Γ0, tandis que
ceux de ΓH et ΓV sont dérivés a�n de remplacer les gradients utilisés dans l'équation
(1.31) de l'approche photométrique (voir Figure 1.19). Cette première formulation des
coe�cients d'ondelettes dans un asservissement visuel a montré un comportement in-
téressant de la loi de commande en termes de robustesse aux occultations partielles et
aux changements d'illumination. Le vecteur des primitives visuelles ne contient qu'une
partie limitée des coe�cients de la transformée en ondelettes de l'image mais cette mé-
thode ouvre la voie vers l'utilisation des transformées multi-échelles en asservissement
visuel.
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Figure 1.19 � Résultats d'une tâche de positionnement à 6 ddl réalisée par un asser-
vissement visuel dont les primitives visuelles sont les coe�cients d'ondelettes (Ourak
et al., 2016c).
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1.4 Conclusion

Nous avons pu voir dans ce chapitre les éléments de base de la vision par ordina-
teur, de la formation d'une image par la projection 2D d'un monde en 3D et de quelques
outils géométriques (coordonnées cartésiennes, changement de repère, coordonnées ho-
mogènes). Nous nous sommes ensuite intéressés à la partie commande, en distinguant
deux con�gurations possibles en asservissement visuel : la caméra embarquée et la ca-
méra déportée. Nous avons également abordé le concept de la matrice d'interaction qui
permet de relier la variation temporelle des primitives visuelles au torseur cinématique
de la caméra. La dernière section de ce chapitre nous a permis de présenter quelques
types de primitives visuelles en distinguant les approches géométriques (nécessitant des
algorithmes de suivi visuel) et les approches directes (utilisant des primitives visuelles de
type globales). La méthode photométrique présente l'avantage d'être très précise grâce
à la redondance dans les données utilisées. Cependant, son principal défaut est son
manque de robustesse lorsqu'il y a des perturbations lumineuses dans l'image. D'autres
méthodes directes corrigent les inconvénients de la méthode photométrique, comme
celle utilisant l'information mutuelle. Robuste aux occultations partielles et aux chan-
gements d'illumination, cette dernière méthode est également très intéressante lorsque
di�érentes modalités d'images sont considérées dans la même boucle de commande. La
méthode de mélange de Gaussiennes est également une alternative intéressante à la mé-
thode photométrique puisqu'elle permet une convergence de la tâche d'asservissement
visuel même lorsqu'il y a peu de recouvrement photométrique entre l'image courante
et l'image désirée. Nous avons également vu des méthodes à noyaux de convolution,
qui présentent une formulation théorique fondée sur la transformée de Fourier. En�n,
une première méthode tirant parti des ondelettes a été présentée, ouvrant la voie vers
l'utilisation des représentations multi-échelles en asservissement visuel.



Chapitre 2

Espace fréquentiel et

représentations multi-échelles

La décomposition d'images selon d'autres bases que la base spatiale, permet de repré-
senter l'information visuelle d'une manière di�érente rendant possible l'accès à certains
détails. La �n du chapitre 1 a présenté quelques travaux utilisant ces représentations
dans la boucle de commande d'un asservissement visuel. Le chapitre 2 est consacré à
l'introduction des représentations fréquentielles (transformée de Fourier) ainsi que celles
permettant une expression simultanée des informations visuelles dans l'espace temps-
fréquence comme les transformées en ondelettes. Ces éléments fondamentaux vont nous
permettre, par la suite, de bien situer nos contributions scienti�ques dans l'utilisation
des représentations multi-échelles en asservissement visuel. Une première section de ce
chapitre sera consacrée à l'analyse de Fourier. Cette théorie est le concept précurseur
des représentations multi-échelles qui feront l'objet d'une seconde section. Nous y dé-
taillerons la théorie des ondelettes 1D et 2D ainsi qu'une transformée 2D découlant des
ondelettes : les shearlets. Le sommaire ci-dessous présente la structure de ce chapitre :
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2.1 Analyse de Fourier

Né en 1768 et rapidement orphelin, Joseph Fourier (voir Figure 2.1) se démarque
par son intelligence, en particulier en mathématiques et en sciences physiques. Mal-
gré une enfance très modeste, il béné�ciera des changements amenés par la révolution
française et des transformations de la société pour produire un travail scienti�que avant-
gardiste. En e�et, à cette époque où les domaines de recherche étaient très cloisonnés,
son approche à l'intersection des sciences de la physique et des mathématiques, ren-
daient les idées de Fourier di�cilement acceptables par la communauté scienti�que. Sa
"théorie analytique de la chaleur" est considérée comme son ÷uvre majeure, même si
elle traite des sciences physiques, les apports mathématiques de ce travail sont consi-
dérables (Fourier, 1822). Néanmoins, les séries et la transformée de Fourier furent très
largement critiquées à l'époque par Laplace, Lagrange et Poisson. Ce n'est que depuis
la �n du XXème siècle que l'analyse de Fourier a été revue à sa juste valeur. La poro-
sité croissante entre les di�érents domaines scienti�ques et l'émergence du numérique
en sont les raisons principales. En e�et, si l'on retrouve l'analyse de Fourier en théorie
des nombres, en acoustique et même en cristallographie, c'est en traitement du signal
qu'elle est omniprésente. Plus qu'une théorie, l'analyse de Fourier constitue un véritable
outil pour les ingénieurs et les scienti�ques d'aujourd'hui, et c'est ce qui rend son travail
particulièrement moderne.1

Figure 2.1 � Portrait de Joseph Fourier (1768-1830).

1. Fourier est également l'un des premiers à avoir proposé une théorie de l'e�et de serre, base de la
climatologie.
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2.1.1 Transformée de Fourier continue

L'analyse de Fourier repose sur le constat que toute fonction périodique peut se
décomposer sous forme de séries trigonométriques (séries de Fourier) exprimées sous la
forme suivante :

f(x) =
∑

an cosnx+ bn sinnx (2.1)

a0 constitue alors la composante continue, a1 et b1 les composantes fondamentales et
an et bn (n > 1) les harmoniques.

Par ailleurs, si ce genre de décompositions est courante à l'époque de Fourier, puisque
déjà largement utilisé par Euler par exemple, la véritable contribution de Fourier a été
d'étendre cette représentation à toutes les fonctions intégrables sur R, donnant lieu à
la transformée de Fourier.

Dé�nition 2.1. Transformée de Fourier : Si f est une fonction intégrable sur R et
i est l'unité imaginaire, sa transformée de Fourier est la fonction F(f) = f̂ donnée par
la formule :

F(f) : ξ 7→ f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(t) e−iξt dt (2.2)

où t ∈ R représente le temps et ξ représente la fréquence.

Dé�nition 2.2. Transformée de Fourier inverse : Si la transformée de Fourier
de f , notée f̂ , est elle-même une fonction intégrable, la formule dite de transformée de
Fourier inverse, notée F−1, est donnée par la formule :

f(t) = F−1(f̂)(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ξ) e+iξt dξ (2.3)

Nous dirons alors que f est dé�nie dans le domaine temporel et que f̂ est dé�-
nie dans celui des fréquences. Par exemple, la fonction échelon peut être décomposée
comme une somme in�nie de fonctions sinus. La Figure 2.2 (a) montre comment la
somme de trois fonctions sinusoïdales approxime la fonction échelon. La Figure 2.2
(b) représente la transformée de Fourier de notre somme, nous observons des pics dont
l'abscisse correspond à la fréquence de chacun des trois sinus utilisés pour approximer
la fonction échelon. Augmenter le nombre de fonctions sinus dans la somme permettrait
une approximation de plus en plus �ne de la fonction échelon et ferait apparaître de
plus en plus de pics dans sa transformée de Fourier.

Théorème 2.1. Égalité de Parseval : La transformée de Fourier préserve la norme.

‖f‖2 = ‖f̂‖2, i.e.

∫ +∞

−∞
|f(t)|2 dt =

∫ +∞

−∞
|f̂(ξ)|2 dξ (2.4)
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Figure 2.2 � Décomposition d'une fonction échelon avec 3 sinusoïdes et transformée
de Fourier de cette même fonction.

Le théorème de Parserval signi�e que l'énergie totale d'un signal ne change pas selon
la représentation choisie : fréquentielle ou temporelle.

Dé�nition 2.3. Produit de convolution : Le produit de convolution est un opérateur
bilinéaire et un produit commutatif, noté ∗ , qui à deux fonctions f et g fait correspondre
une autre fonction f ∗ g dé�nie par :

(f ∗ g)(t′) =

∫ +∞

−∞
f(t′ − t)g(t) dt =

∫ +∞

−∞
f(t)g(t′ − t) dt (2.5)

Il est à noter également qu'un certain nombre de transformations dans le domaine
temporel peuvent être facilement retranscrites dans le domaine fréquentiel. Le Ta-
bleau 2.1 illustre ces équivalences. Par exemple, la contraction du signal dans le do-
maine temporel implique une dilatation du signal dans le domaine fréquentiel.
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Table 2.1 � Équivalences entre domaine temporel et fréquentiel grâce à la transformée
de Fourier.

Transformation Domaine temporel Domaine spectral
Convolution (f ∗ g)(t) f̂(ξ).ĝ(ξ)

Multiplication (f.g)(t) 1
2π (f̂ ∗ ĝ)(ξ)

Translation temporelle f(t− t0) f̂(ξ).e−iξξ0

Modulation temporelle f(t).eitξ0 f̂(ξ − ξ0)

Dilatation f( ta) |a|f̂(aξ)

Dérivation temporelle f ′(t) iξf̂(ξ)

Dérivation fréquentielle t.f(t) i
2π f̂(ξ)

2.1.2 Transformée de Fourier discrète

La transformée de Fourier discrète permet d'évaluer une représentation spectrale
d'un signal échantillonné sur une fenêtre de temps �nie. En considérant un signal comme
un échantillon, et donc comme une suite ζ de N termes ζ(0)...ζ(N − 1), sa transformée
de Fourier discrète est donnée par la formule suivante :

ζ̂(k) =
N−1∑
n=0

ζ(n)e−2iπk n
N pour 0 6 k < N (2.6)

Le résultat est une suite ζ̂ de N termes correspondants à une approximation de la
transformée de Fourier continue de ce signal aux points de fréquence fk = kfe

N k ∈
[0, N − 1], avec fe la fréquence d'échantillonnage du signal. La transformée inverse est
alors donnée par la formule ci-dessous :

ζ(n) =
1

N

N−1∑
k=0

ζ̂(k)e2iπn k
N (2.7)

Pour un signal échantillonné à la fréquence fe, la transformée de Fourier discrète
renseigne sur toutes les fréquences situées entre −fe2 et fe

2 .

En traitement du signal, l'algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT) est
largement employé depuis les années 1960 (Cooley et Tukey, 1965). Cet algorithme
utilise la récursivité pour obtenir la représentation fréquentielle d'un signal de taille N
avec une complexité de N × logN contre N2 itérations en utilisant une méthode de
transformée non optimisée.

2.1.3 Applications et limites de la transformée de Fourier

En traitement d'images, des transformées de Fourier 2D sont utilisées. L'information
temporelle devient ainsi spatiale. La Figure 2.3 montre la transformée de Fourier d'une
image 2D. L'énergie est très concentrée sur le centre de l'image, c'est-à-dire sur les basses
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fréquences. Pour cette raison, il est intéressant de représenter la transformée de Fourier
de l'image en échelle logarithmique (voir Figure 2.3 (c)) a�n de mieux distinguer les
di�érentes fréquences de l'image.

Dé�nition 2.4. Transformée de Fourier 2D : si f est une fonction de R2 dans
R de variable (x, y), alors sa transformée de Fourier au point (ξ1, ξ2) dans l'espace
fréquentiel est dé�nie par :

f̂(ξ1, ξ2) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) · e−i(ξ1x+ξ2y)dxdy. (2.8)
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Figure 2.3 � Illustration de la transformée de Fourier sur une image 2D. Les basses

fréquences de l'image I se situent proche du centre de
∣∣∣Î∣∣∣.

La transformée de Fourier est largement utilisée dans di�érents domaines de l'ima-
gerie. En e�et, la plupart des dégradations (fenêtrage, échantillonnage, bruit) subies
par une image lors de son acquisition s'expriment de manière simple dans l'espace de
Fourier. Par exemple, une image �oue peut être considérée comme la convolution d'une
image nette avec un �ltre Gaussien. Or, la convolution dans le domaine spatial cor-
respond à une simple multiplication dans le domaine fréquentiel. Étant donné que la
complexité d'une convolution est de N2P avec N le nombre de pixels de l'image et P la
taille du support du noyau de la convolution, il est alors plus intéressant de faire cette
convolution dans le domaine de Fourier dès lors que P > log(N). Certaines convolutions
dans l'espace de Fourier permettent également d'éviter des phénomènes de repliement
de spectres ou de réaliser un �ltrage passe-haut ou passe-bas sur l'image.

La Figure 2.4 montre que la transformée de Fourier ne prend pas en compte la
localisation spatiale des informations de l'image. La transformée de l'image représentée
sur la Figure 2.4 (a) est la même que celle montrée en Figure 2.4 (c) alors que le
carré représenté sur ces deux images a été translaté sur les axes x et y. En 1946, Gabor
a proposé une approche découpant le signal en plusieurs parties. Cette méthode est
appelée transformée de Fourier à court terme ou encore, transformée de Fourier à fenêtre
glissante (Gabor, 1946). L'application de la transformée de Fourier sur une section locale
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Figure 2.4 � Résultat de la transformée de Fourier d'un motif en carré placé à dif-
férentes positions dans l'image. La translation du carré blanc dans l'image n'a aucun
impact sur sa transformée de Fourier.

d'un signal, appelée fenêtre, permet alors de réunir des informations fréquentielles sur
di�érentes portions du signal. Cependant, la taille �xe de la fenêtre empêche une bonne
visualisation des basses-fréquences (respectivement des hautes-fréquences) dans le cas
d'une fenêtre plutôt étroite (respectivement large) et induit souvent des problèmes sur
les bords de l'image. La base de cosinus locaux s'appuie sur la même idée, elle est
notamment utilisée pour la compression JPEG, permet d'éviter les e�ets de bords et
découpe l'image en sous-images a�n de donner des informations de localisation en espace
et non plus seulement en fréquence. Certains signaux correspondent à une succession
de phases stationnaires où la fréquence est stable sur une longue durée, et de phases
transitoires, où il y a de fortes variations de fréquences sur une courte durée. C'est pour
cette raison qu'est apparue l'idée d'adapter la dimension des fenêtres temps/fréquence.

2.2 Représentations multi-échelles

Pendant longtemps l'analyse de Fourier a été la seule technique permettant la dé-
composition d'un signal discret en fréquences et sa reconstruction sans pertes. Si Gabor
a apporté une modi�cation intéressante à la transformée de Fourier en utilisant une
fenêtre glissante, ce n'est qu'en 1984 que Morlet et Grossmann introduisent la trans-
formée en ondelettes, terme français qui deviendra "wavelets" en anglais. Entre 1984
et 1988 se développèrent ainsi les bases de la théorie des ondelettes. Meyer rassem-
bla en 1986 toutes les découvertes précédentes sur le sujet (Meyer, 1986) et dé�nit
les ondelettes orthogonales, tandis que Mallat �t le lien entre les ondelettes et l'analyse
multi-résolution (Mallat, 1989). En�n, Daubechies mis au point une famille d'ondelettes
orthogonales qui reste une des plus utilisées aujourd'hui (Daubechies, 1988). C'est no-
tamment ces ondelettes, dites de Daubechies, qui sont utilisées dans le standard JPEG
2000 (Christopoulos et al., 2000). La théorie des ondelettes a eu des répercussions ma-
jeures dans de nombreux domaines allant du codage numérique à la détection d'ondes
gravitationnelles, ce qui a valu à Meyer le prix Abel en 2017. Tandis que la transformée
en ondelettes a été intensément étudiée et mise en application depuis les années 1980,
d'autres transformées similaires ont par la suite été développées comme les curvelets
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(Candes et Donoho, 2000) ou les contourlets (Do et Vetterli, 2003). Les shearlets, qui
sont plus récentes, ont été introduites pour la première fois en 2005 (Labate et al., 2005).

Dans cette thèse, deux représentations multi-échelles seront utilisées dans le cadre de
la mise en ÷uvre de lois de commande par asservissement visuel. Nous nous contenterons
donc de présenter ces deux transformées, à savoir les ondelettes et les shearlets.

2.2.1 Analyse multi-résolution

L'analyse multi-résolution (AMR) est une méthode utilisée dans la plupart des trans-
formées en ondelettes discrètes (Digital Wavelet Transform - DWT). Elle fut introduite
en 1988 par Mallat et Meyer (Mallat, 1989) mais découle directement des méthodes
pyramidales inventées par Burt et Adelson (Burt et Adelson, 1983).

Dé�nition 2.5. Représentation pyramidale d'une image : En traitement d'images,
la représentation pyramidale d'une image est une décomposition multi-échelle dans la-
quelle l'image est successivement sous-échantillonnée et lissée. On obtient alors plusieurs
niveaux de décomposition (voir F igure 2.5).

Figure 2.5 � Représentation pyramidale d'une image avec 5 niveaux de décomposition.
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Soit E = L2(R) l'espace vectoriel des fonctions réelles à carré intégrable, la structure
AMR consiste à projeter une fonction f sur des sous-espaces vectoriels de E dé�nis d'une
manière bien précise, décrite ci-dessous.

Dé�nition 2.6. Analyse multi-résolution : Une analyse multi-résolution de l'es-
pace vectoriel E est dé�nie comme la suite de sous-espaces vectoriels V j véri�ant les
conditions suivantes :

• ∀j ∈ Z, V j ⊂ V j+1 : les sous-espaces sont emboîtés,

•
⋃
j∈Z Vj = 0 : les sous-espaces ne se recoupent pas,

•
⋂
j∈Z Vj = E : l'union des sous-espaces forme E,

• ∀j,∃(φjm)k∈Z formant une base orthonormée de V j,

• ∀j ∈ Z, f(.) ∈ V j ⇐⇒ f(2 × .) ∈ V j+1 : V j+1 est l'image de V j par une
dilatation de facteur 2,

• ∀(j,m) ∈ Z2, f(.) ∈ V j ⇐⇒ f(. − 2jm) ∈ V j : V j est invariant par translation
de 2j.

Puisque V j ⊂ V j+1, ∃W j tel que V j+1 = V j ⊕W j . Avec ⊕ l'opérateur de supplé-
mentaire orthogonal. Cela revient à dire que W j est le supplémentaire orthogonal de
V j dans V j+1. Pour former une AMR, il faut alors trouver une famille de m fonctions
(ψjm) formant une base de W j , sachant que la famille de m fonctions (φjm) forme une
base de V j . Pour cela, on se sert de la relation suivante :

V j+1 = V 1 ⊕W 1 ⊕W 2 ⊕ ...⊕W j (2.9)

Chaque fonction f ∈ V j+1 possède une unique décomposition de la forme :

f(t) = α1φ
1
1 +

j∑
i=1

∑
m∈Z

βjmψ
j
m(t) (2.10)

La fonction φ1
1, appelée fonction d'échelle dans la théorie des ondelettes, est su�sante

pour déterminer l'emboîtement des espaces vectoriels V 1 ⊂ V 2 ⊂ ... ⊂ V j+1. Former
une base d'ondelettes de niveau j consistera alors à dé�nir un ensemble de fonctions
(ψjm) formant une base orthonormale deW j en respectant la condition V j+1 = V j⊕W j .

2.2.2 Transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes permet une localisation dans l'espace et en fréquence
mais plus encore car elle comporte des notions de multi-résolution permettant d'a�ner
la localisation spatiale de la fonction.
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Base d'ondelettes 1D : Une base d'ondelettes dans l'espace des fonctions réelles
de carré intégrable L2(R) est réalisée en translatant et en dilatant une fonction parti-
culière appelée "ondelette mère" ψ. Le but est d'obtenir des fonctions situées sur des
supports temporels et fréquentiels di�érents. Pour cela, des opérateurs de dilatation et
de translation, dit dyadiques, sont utilisés :

ψjm(t) =
√

2jψ(2jt−m) (2.11)

où j correspond à la dilatation de l'ondelette et m à sa translation temporelle. La
Figure 2.6 montre la façon dont les di�érentes bases de représentation du signal dé-
coupent le plan temps/fréquence. La base des ondelettes permet un découpage dont
les résolutions changent à la fois dans la dimension temporelle mais aussi dans les
fréquences. La Figure 2.7 nous montre comment la dilatation j et la translation m
des ondelettes permettent à cette ondelettes de s'inscrire dans une portion du plan
temps/fréquence.

(a) Base temporelle. (b) Base fréquentielle. (c) Base de Gabor. (d) Base des onde-
lettes.

Figure 2.6 � Découpage du plan temps/fréquence en fonction de di�érentes bases de
représentations.

Deux exemples de fonctions ondelettes mères sont les ondelettes de Haar (Haar,
1910) et les ondelettes de Daubechies (Daubechies, 1988), illustrées sur la Figure 2.8
avec leurs fonctions d'échelles correspondantes.

Dé�nition 2.7. Transformée en ondelettes 1D : La transformée en ondelettes
Wψf d'une fonction f ∈ L2(R), selon une fonction mère ψ ∈ L2(R) est donnée par le
produit scalaire suivant :

(Wψf)(j,m) = 〈f, ψjm〉 =

∫
R

f(t)ψjm(t)dt, (2.12)

où j ∈ Z dé�nit l'échelle, m ∈ Z la localisation de l'ondelette ψjm et ψjm représente son
complexe conjugué.

Il est à remarquer que dilater et translater la fonction génératrice ψ changent la
fréquence et le degré de la localisation. Les plus hautes fréquences correspondent à de
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de fonctions génératrices d'ondelettes sur L2(R2) :

φ(1)(u, v) = φ(u)φ(v),

ψ(1)(u, v) = φ(u)ψ(v),

ψ(2)(u, v) = ψ(u)φ(v),

ψ(3)(u, v) = ψ(u)ψ(v),

(2.15)

Cela signi�e que la transformée en ondelettes 2D consiste en l'application successive
de deux fonctions 1D ; la première sur les lignes et la deuxième sur les colonnes de
l'image 1. En 2D, les opérateurs de dilatation et de translation sont dé�nis de la manière
suivante :

Dé�nition 2.9. Opérateur dyadique de dilatation : Soit une fonction f de L2(R2)
et (u, v) les coordonnées pixelliques d'un point de l'image, l'opérateur de dilatation dya-
dique D2 de f est dé�ni par :

D2 f(u, v) = 2f(2u, 2v) (2.16)

Dé�nition 2.10. Opérateur de translation : Soit une fonction f de L2(R2), (u, v)
les coordonnées pixelliques d'un point de l'image et m = (m1,m2) un vecteur de trans-
lation, l'opérateur de translation Tm de f est dé�ni par :

Tm f(u, v) = f(u−m1, v −m2) (2.17)

Il su�t alors d'opérer les transformations présentées en (2.16) et (2.17) sur les fonc-
tions du système (2.15) pour obtenir une base de transformée en ondelettes 2D.

Dé�nition 2.11. Base de transformée en ondelettes 2D : Soit φ(1) une fonction
d'échelle 2D et ψ(1), ψ(2), ψ(3) les fonctions ondelettes générant les détails verticaux,
horizontaux et diagonaux de l'image, j représente le niveau de décomposition (c'est-à-
dire le nombre de fois où l'opérateur D2 est appliqué) et m ∈ Z2 le vecteur de translation,
alors l'union suivante nous donne un système de transformée en ondelettes 2D :{

φ(1) = Tm φ(1) : m ∈ Z2
}
∪{

ψ
(l)
j = Dj

2 Tm ψ(l) : j ∈ N0,m ∈ Z2, l ∈ {1, 2, 3}
}
,

(2.18)

Comme l'illustre la Figure 2.10, ces transformations permettent de localiser les
fonctions génératrices dans des portions du domaine fréquentiel de l'image ouvrant la
possibilité à la formulation d'une analyse multi-résolution.

1. Dans le chapitre 4, la fonction φ(1) sera notée ψ(0) pour davantage de généricité.



Wψf f ∈ L2(R2)
ψ ∈ L2(R2)

(Wψf)(j,m) = 〈f, ψj,m〉 =
∫∫

R2

f(u, v)Dj
2Tm ψ(u, v)dudv,

j ∈ Z m ∈ Z2 ψj,m

j = 1
〈I, φ1

1〉 〈I, ψ1
1〉 〈I, ψ2

1〉 〈I, ψ3
1〉

j = 2 〈I, φ1
1〉

〈I, φ1
2〉 〈I, ψ1

2〉 〈I, ψ2
2〉 〈I, ψ3

2〉 j

I ∈ �2(Z2)
I φ(1)

j ∈ Z
I

I
h g



j = 1 j = 2

j = 1 j = 2

I



54 Espace fréquentiel et représentations multi-échelles

2.2.3 Applications de la transformée en ondelettes

Les applications des ondelettes sont nombreuses et couvrent di�érents domaines.
Nous nous limiterons dans cette sous-section aux applications de traitement du signal,
et en particulier de traitement d'images.

• Compression :

· Sons : Les algorithmes de compression audio utilisent les capacités de l'au-
dition humaine, optimales à certaines fréquences bien dé�nies. L'allocation
des fréquences utilisées pour réaliser une transformée en ondelettes est choi-
sie dans le spectre d'audition humaine. Les fréquences contenant l'énergie la
plus importante (c'est-à-dire des coe�cients d'ondelettes élevés) sont détec-
tées, et une enveloppe est calculée autour de ces fréquences permettant de
mettre à zéro les coe�cients d'ondelettes dans le voisinage (Rioul et Vetterli,
1991; Strang et Nguyen, 1996). La transformée en ondelettes est également
utilisée en audionumérique pour réaliser des tâches de séparation de sources
sonores (Plumbley et al., 2010).

· Images : Les images peuvent être analysées et synthétisées grâce à des
banques de �ltres 2D. Les ondelettes traduisant les basses fréquences re-
présentent des zones uniformes tandis que celles de hautes fréquences repré-
sentent les régions plus texturées. Après une décomposition en ondelettes, les
standards de compression réalisent des allocations mémoires di�érentes selon
l'entropie des di�érents coe�cients. En e�et, une séquence de bits est pro-
duite pour chaque coe�cient. Plus le coe�cient est probable, plus sa taille
mémoire est faible (Rieder et Nossek, 1997). Les images, décomposées en
coe�cients d'ondelettes, peuvent également être compressées en ignorant les
coe�cients situés sous un certain seuil (Grgic et al., 2001). Ce seuil est déter-
miné par l'estimation du ratio signal sur bruit souhaité. La compression utili-
sant les ondelettes a été rapportée dans la littérature notamment pour l'ima-
gerie médicale (Erickson et al., 1998), en imagerie satellite (Delaunay et al.,
2010) ou encore pour la représentation d'empreintes digitales dans la base de
données du FBI (Bradley et Brislawn, 1994). Cependant, c'est l'utilisation
des ondelettes dans le standard de compression JPEG2000 qui est la plus
connue (Bradley et Brislawn, 1994). Grâce à une étape préparatoire visant à
découper l'image en tuiles rectangulaires, compressées indépendamment et à
la transformée en ondelettes, JPEG2000 (Christopoulos et al., 2000) permet
de représenter l'image avec une taille mémoire réduite et des performances
supérieures aux autres standards (Usevitch, 2001). La Figure 2.13 montre
la compression de la même image par JPEG et JPEG2000, des artefacts ap-
paraissent sur la compression JPEG, car les hautes fréquences sont �ltrées
rendant les contours ou le texte �ous.



•

http://www.fnordware.com/j2k/jp2samples.html
http://www.fnordware.com/j2k/jp2samples.html


56 Espace fréquentiel et représentations multi-échelles

Figure 2.15 � Exemple de détection de piétons combinant les ondelettes et des machines
à vecteur de support (Mao et Chao, 2010).

· Tatouage numérique : Cette technique permet d'ajouter des informations
de copyright ou d'autres messages de véri�cation à une image ou à un autre
document numérique (Martin et al., 2008). Le message inclus dans le si-
gnal hôte est constitué d'un ensemble de bits dont le contenu dépend de
l'application. La transformée en ondelettes permet notamment de réaliser
des tatouages invisibles, qui modi�ent le signal d'une manière impercep-
tible par l'utilisateur �nal (Kundur et Hatzinakos, 1998; Barni et al., 2001;
Agreste et al., 2007). La localisation espace/fréquence des ondelettes et leur
aspect multi-échelle leurs permettent d'être robustes aux attaques géomé-
triques (consistant à retirer le tatouage de l'image). En�n, elles rendent le
tatouage compatible avec le standard JPEG2000.

• Restauration d'image :

· Fusion d'images : Dans (Li et al., 1995; Nunez et al., 1999; Pajares et
De La Cruz, 2004), la transformée en ondelettes est utilisée pour réaliser de
la fusion d'images issues de modalités di�érentes. La transformée en onde-
lettes présente en e�et de nombreux avantages pour ce type d'applications.
Elle préserve l'information et permet de fusionner certains coe�cients d'on-
delettes, issues de di�érentes images. De plus, l'aspect multi-échelle permet
de traiter des images de résolutions di�érentes. Cette application est parti-
culièrement intéressante en imagerie médicale (voir Figure 2.16).



Représentations multi-échelles 57

Figure 2.16 � Fusion (c) de deux images issues d'une IRM (a) et d'un PET-scan (b)
grâce à la transformée en ondelettes (Pajares et De La Cruz, 2004).

· Débruitage : Les ondelettes sont également très utilisées en débruitage
d'images par seuillage des coe�cients d'ondelettes proches de zéro (Sardy
et al., 2001; Xie et al., 2002; Chen et al., 2005). Ce seuillage s'appuie sou-
vent sur la méthode de Dohono et Johnstone (Donoho et Johnstone, 1994),
où le signal est décomposé en plusieurs niveaux d'ondelettes avant de subir
un seuillage variant selon les niveaux. Deux types de seuillage existent, le
seuillage brut et le seuillage doux. Ils sont dé�nis par les relations suivantes :

ybrut =

{
x(t) |x(t)| > a

0 |x(t)| ≤ a (2.20)

ydoux =

{
signe(x(t))(|x(t)| − a) |x(t)| > a

0 |x(t)| ≤ a (2.21)

où a est la valeur de seuil. Le signal est ensuite reconstruit à partir des coef-
�cients d'ondelettes restants après seuillage.

Il est toutefois important de signaler que la transformée en ondelettes n'est pas
optimale pour modéliser les particularités anisotropes d'une image, c'est-à-dire les sin-
gularités curvilignes ou les zones fortement texturées. Ceci est dû au caractère isotrope
de l'opérateur D2 dé�ni en (2.16). Puisque D2 traite les deux axes de l'image de manière
égale, les ondelettes 2D de hautes fréquences ne sont pas bien adaptées aux singulari-
tés autres que les singularités verticales, horizontales ou diagonales. Une décomposition
récente fondée sur des opérateurs anisotropes a été proposée pour s'a�ranchir de la limi-
tation de ne pas pouvoir traiter les informations anisotropes. Il s'agit de la transformée
en shearlets, qui est décrite dans la sous-section suivante.
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2.2.4 Transformée en shearlets

Contrairement aux transformées en ondelettes, les shearlets concernent uniquement
les signaux 2D ou 3D mais ne sont pas adaptées aux signaux 1D. Nous verrons dans
un premier temps la manière dont est constituée une base de shearlets 2D et ses ap-
plications en imagerie numérique. Nous aborderons également les di�érentes méthodes
d'implémentation possibles des shearlets étudiées dans la littérature.

Base de shearlets 2D : Un système de shearlets peut être obtenu par dilatation
anisotrope, translation et découpage d'un nombre �ni de fonctions génératrices (Labate
et al., 2005). Ces opérations sont réalisées dans L2(R2) en appliquant un opérateur de
translation dé�ni en (2.17), un opérateur de dilatation anisotrope DA et un opérateur
de découpage DSk .

Soit |det M| la valeur absolue du déterminant d'une matrice M, alors l'opérateur DM

agit sur la fonction f ∈ L2(R2) de variable u = (u, v) correspondant aux coordonnées
d'un pixel, de la façon suivante :

DM(f(u)) = |det M|1/2 f(Mu), où M ∈ R2×2 (2.22)

Le choix de la matrice M détermine alors si l'opérateur DM est une dilatation ou
un découpage.

Dé�nition 2.13. Opérateur de dilatation anisotrope : En choisissant M comme
une matrice dite de dilatation anisotrope A ou Ã, on obtient les opérateurs de dilatation
anisotrope DA et DÃ. Deux matrices sont nécessaires car la transformée en shearlets
repose sur l'élaboration de deux cônes horizontal et vertical dans l'espace fréquentiel. Les
matrices A et Ã les plus couramment utilisées sont :

A =

(
2 0

0
√

2

)
, et Ã =

(√
2 0

0 2

)
, (2.23)

Dé�nition 2.14. Opérateur de découpage : En choisissant M comme une matrice
de découpage ( "shear matrice" en anglais) Sk, on obtient l'opérateur de découpage DSk .
Sk est dé�nie par :

Sk =

(
1 k
0 1

)
, où k ∈ Z, (2.24)

Comme nous pouvons le voir sur la Figure 2.17, grâce à la dilatation anisotrope,
les coe�cients de shearlets de hautes fréquences présents sur la dernière ligne de la
Figure 2.17 (b) sont allongés et mieux adaptés pour représenter les informations per-
tinentes d'une image (par exemple, les contours) tandis que ceux des hautes fréquences
des ondelettes, illustrées par la dernière ligne de la Figure 2.17 (a), sont beaucoup
moins localisés.
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(a) Filtres d'ondelettes discrets 2D.
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(b) Filtres de shearlets discrets 2D.

Figure 2.17 � Comparaison entre les �ltres discrets 2D des ondelettes et des shear-
lets. Le domaine spatial est représenté sur les colonnes de gauche tandis que celui des
fréquences est donné sur les colonnes de droite.

Dé�nition 2.15. Système conique de shearlets : Pour une fonction d'échelle 2D
φ(1) ∈ L2(R2) et pour des fonctions génératrices de shearlets ψ(1), ψ(2) ∈ L2(R2), un
système conique de shearlets peut être dé�ni de manière analogue à celui des ondelettes
présenté en (2.18). Ce système est le suivant :{

φ
(1)
m = Tm φ(1) : m ∈ Z2

}
∪{

ψ
(1)
j,k,m = Dj

A DSk Tm ψ(1) : j ∈ N0, |k| <
⌈
2
j
2

⌉
,m ∈ Z2

}
∪{

ψ
(2)
j,k,m = Dj

Ã
DSk

ᵀ Tm ψ(2) : j ∈ N0, |k| <
⌈
2
j
2

⌉
,m ∈ Z2

}
,

(2.25)

avec d · e la fonction de seuillage.

La condition |k| <
⌈
2
j
2

⌉
empêche les orientations de l'opérateur de découpage de

dépasser 45◦. Cela force le support des shearlets, dans le domaine fréquentiel, à res-
ter dans les cônes dans lesquels la fonction génératrice correspondante est localisée.
Ainsi, pour couvrir tout le domaine fréquentiel, il est important de choisir des fonctions
génératrices ψ(1) et ψ(2) portées par des cônes di�érents. Le découpage du cône de fré-
quences horizontal induit par le système (2.25) est représenté schématiquement sur la
Figure 2.18.
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• ShearLab 3D (Kutyniok et al., 2016), qui contient une implémentation 2D mais
aussi 3D de la transformée en shearlets non sous-échantillonnée dite "compactly
supported".

La Figure 2.19 montre le niveau de décomposition j = 0 de la transformée en shear-
lets tandis que les Figures 2.20 et 2.21 présentent les coe�cients d'une transformée en
shearlets non sous-échantillonnée d'une image de taille 256×256 pixels résultant de deux
niveaux de décompositions (j = 1, j = 2). Le paramètre jmax correspond au nombre
de niveaux utilisés dans la transformée en shearlets et le paramètre de découpage k
contrôle son orientation. Toutes les matrices générées font la même taille que l'image
de départ. La comparaison avec les Figures 2.23 et 2.24 permet de voir la di�érence
avec une transformée sous-échantillonnée. L'avantage des shearlets sous-échantillonnées
est que le nombre total de coe�cients reste du même ordre de grandeur que le nombre
de pixels de l'image de départ, tandis que les transformations non sous-échantillonnées
ont beaucoup plus de coe�cients. Par exemple, pour une image de 256× 256 pixels, la
transformée en shearlets non sous-échantillonnée avec le paramètre jmax = 2 possède
851968 coe�cients contre 151552 pour sa version sous-échantillonnée. Il est important
de noter qu'une transformée en ondelettes classique aurait eu 65536 coe�cients indé-
pendamment du nombre de décompositions.

1 256

1

256

Figure 2.19 � Représentation basses fréquences (j = 0) de l'image initiale obtenue par
la fonction d'échelle de l'approche non sous-échantillonnée.

De manière générale, avec les ondelettes ou les shearlets, le niveau j = 1 est toujours
le plus détaillé (correspondant aux plus hautes fréquences), suivi par le niveau j = 2,
etc. En revanche, nous utiliserons toujours, dans la suite, le niveau j = 0 pour désigner
l'approximation basses fréquences de l'image.
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Figure 2.20 � Transformées en shearlets non sous-échantillonnées (jmax = 2) issues du
cône horizontal de fréquences avec des niveaux j et des découpages k di�érents.
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Figure 2.21 � Transformées en shearlets non sous-échantillonnées (jmax = 2) issues du
cône vertical de fréquences avec des niveaux j et des découpages k di�érents.
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Figure 2.22 � Représentation basses fréquences (j = 0) de l'image initiale, obtenue par
la fonction d'échelle de l'approche sous-échantillonnée.
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Figure 2.23 � Transformées en shearlets sous-échantillonnées (jmax = 2) issues du cône
horizontal de fréquences avec des niveaux j et des découpages k di�érents.
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Figure 2.24 � Transformées en shearlets sous-échantillonnées (jmax = 2) issues du cône
vertical de fréquences avec des niveaux j et des découpages k di�érents.
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2.2.6 Applications de la transformée en shearlets

Les applications des shearlets sont semblables à celles des ondelettes, hormis pour
les signaux sonores. En e�et, les shearlets sont spécialement conçues pour traiter les
signaux 2D.

• Détection ou ajout d'information :

· Segmentation et détection : De nombreuses applications requièrent la
détection automatique de certaines informations, en particulier les contours
ou les points d'intérêt des images. L'orientation des contours peut être une
information d'importance et la représentation d'une image en shearlets est
spécialement conçue pour capturer l'information de structures anisotropes.
La première approche permettant d'obtenir la localisation et l'orientation
des contours d'une image à l'aide des shearlets a été développée par Yi et ses
collègues (Yi et al., 2009). La Figure 2.25 montre que les performances de la
segmentation de contour utilisant les shearlets surpassent celles de l'approche
utilisant les ondelettes. La prise en compte des valeurs complexes dans la
transformée en shearlets a également été considérée pour la détection de
�ammes (Reisenhofer et al., 2016).

Figure 2.25 � Résultats de détection de contours. De gauche à droite : Image initiale,
image bruitée, détection avec �ltre de Sobel, avec les ondelettes, avec les shearlets (Yi
et al., 2009).

· Tatouage numérique : Comme vu dans les applications des ondelettes, les
images numériques peuvent être recopiées illégalement très facilement. Une
méthode pour assurer leur authenticité est d'utiliser un tatouage numérique.
Ce tatouage ne doit pas changer l'apparence de l'image. De plus, l'algorithme
utilisé pour ce tatouage doit être réversible. Des approches utilisant les shear-
lets ont donc été développées à cette �n ces dernières années (Ahmaderaghi
et al., 2014; Mardanpour et Chahooki, 2016).

• Restauration d'images :

· Séparation d'images : Les images contiennent parfois di�érentes classes
de composants qui di�èrent par leur structure morphologique, telles que les
points et les courbes. Dans de nombreuses applications, il est nécessaire de
séparer ces caractéristiques. En imagerie médicale, les neurones sont, par
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exemple, composés d'épines et de dendrites. Les méthodes récentes d'analyse
harmonique ont abouti à des résultats convaincants. Les di�érents compo-
sants peuvent être séparés à l'aide de la parcimonie de l'image dans des repré-
sentations multi-échelles et d'algorithmes de minimisation en norme l1 (voir
Figure 2.26). Les transformées en shearlets sont spéci�quement construites
pour représenter e�cacement les données anisotropes. Leur combinaison avec
les systèmes d'ondelettes, qui révèlent bien les singularités ponctuelles, forme
un choix naturel pour cette tâche (Kutyniok et Lim, 2010).

Figure 2.26 � Séparation d'une image représentant des neurones. De gauche à droite :
images initiales, épines extraites de l'image, dendrites extraites de l'image (Kutyniok et
Lim, 2010).

· Débruitage : Comme nous l'avons déjà mentionné, les images peuvent être
débruitées à partir de leur transformées en ondelettes, en seuillant les coe�-
cients des ondelettes puis en appliquant la transformée inverse. Cependant,
cette méthode a tendance à produire des artefacts autour de discontinuités
pointues. Pour surmonter ce problème, les shearlets ont été utilisées à la
place des ondelettes dans des algorithmes plus sophistiqués (Easley et al.,
2009; Chen et al., 2013). Dans (Kutyniok et al., 2016), de nombreuses appli-
cations des shearlets sont rapportées notamment pour le débruitage d'images
avec diverses représentations non sous-échantillonnées (ondelettes, curvelets,
shearlets,...). Les résultats d'une étude comparative entre l'utilisation des
ondelettes et de deux implémentations di�érentes des shearlets : FFST et
Shearlab3D y sont présentées (voir Figure 2.27). Le score Peak Signal Noise
Ratio (PSNR) est utilisé pour e�ectuer cette comparaison. Plus ce score est
élevé, plus la reconstruction obtenue est proche de l'image initiale. L'implé-
mentation des shearlets joue un rôle dans les performances des algorithmes
utilisés. Pour cette raison, nous avons fait le choix d'utiliser la librairie Shear-
lab3D dans le contexte de l'asservissement visuel. Ces travaux seront discutés
dans les chapitres suivants.
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(a) Image bruitée, PSNR=16.06 (b) Reconstruction avec des ondelettes,
PSNR=23.55

(c) Reconstruction avec les shearlets de la
librairie FFST, PSNR=25.49

(d) Reconstruction avec les shearlets de la
librairie Shearlab3D, PSNR=26.28

Figure 2.27 � Comparaison de la reconstruction d'une image en utilisant les ondelettes
ou les shearlets (Kutyniok et al., 2016).
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2.3 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de nous familiariser avec la transformée de Fourier stan-
dard et certaines autres méthodes inspirées de celle-ci comme les travaux de Gabor.
Nous pouvons souligner que Gabor a apporté une première méthode fournissant une
représentation temps-fréquence d'un signal. Ceci grâce à l'introduction du concept de
la fenêtre glissante dans la transformée de Fourier standard. Cependant, l'utilisation
d'une fenêtre glissante, dont la taille est �xée au préalable, pose le problème de la re-
présentation des signaux transitoires. En e�et, si la taille de la fenêtre est faible, elle ne
permet pas de localiser les basses fréquences et inversement. En conséquence, le choix
de la fenêtre s'est avéré être un dilemme important. Les ondelettes sont apparues par
la suite pour y remédier. En e�et, la transformée en ondelettes à l'avantage de fournir
une représentation à la fois spatiale et fréquentielle du signal avec des fenêtres de tailles
variables. La transformée en ondelettes nous donne ainsi une représentation encore plus
hiérarchique des informations contenues dans un signal, notamment parce qu'elle forme
une analyse multi-résolution. Son application la plus célèbre est le standard de com-
pression JPEG2000. De nombreuses transformées, dérivées des ondelettes, sont ensuite
apparues. L'une d'entre elles, la transformée en shearlets, a particulièrement retenu
notre attention. Cette transformée, spécialement conçue pour détailler les singularités
des signaux 2D (les images) a montré sa précision en détection de contours ou en débrui-
tage d'image. Son utilisation dans une tâche de commande par asservissement visuel
utilisant les images échographiques sera le thème du prochain chapitre.
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Chapitre 3

Asservissement visuel utilisant les

shearlets appliqué à l'imagerie

échographique

Nous avons pu voir dans le chapitre précédent que les shearlets étaient très robustes
au bruit. En général, l'imagerie médicale est caractérisée par un rapport signal/bruit
défavorable. Ceci est d'autant plus vrai lorsqu'il s'agit de l'échographie ou encore de la
tomographie par cohérence optique (OCT). Ces deux modalités seront présentées dans
une première section. Ensuite, nous verrons dans une seconde section comment nous
avons mis au point une commande fondée sur les shearlets avec une estimation numé-
rique de la matrice d'interaction. En�n, une troisième section présentera une méthode
permettant l'élaboration analytique de la matrice d'interaction pour une commande
d'asservissement visuel. Les deux méthodes seront évaluées en simulation et sur un
système de validation expérimental utilisant l'imagerie échographique. Le sommaire ci-
dessous présente la structure de ce chapitre :

Sommaire

3.1 Imagerie médicale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.1.1 Imagerie échographique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.1.2 Tomographie par cohérence optique . . . . . . . . . . . . . . 80

3.2 Matrice d'interaction numérique . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.2.1 Concept et implémentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.2.2 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.2.3 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.3 Matrice d'interaction analytique . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3.3.1 Concept et implémentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3.3.2 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.3.3 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

69







72

Historiquement, l'étude des ultrasons a été largement développée durant la première
guerre mondiale a�n de détecter les sous-marins (Chilowsky et Langevin, 1916). Si
quelques travaux ont tenté d'utiliser les ultrasons en imagerie médicale (Dussik, 1942;
Ludwig et Struthers, 1949), ce n'est qu'en 1952 que le médecin Wild et l'électronicien
Reid ont inventé l'échographe tel qu'on le connaît actuellement, en l'appliquant dans le
cadre de la recherche de tumeurs cérébrales (Wild et Reid, 1952). Son usage courant en
obstétrique est apparu dans les années 1970.

Principe de formation de l'image ultrasonore : L'élément de base d'une sonde
échographique est le transducteur piézoélectrique qui, associé à un balayage électro-
nique, permet d'obtenir une image 2D, techniquement appelée B-scan. La piézoélec-
tricité est un phénomène permettant la production d'électricité à partir de certains
matériaux qui se polarisent sous l'action de contraintes mécaniques et réciproquement
se déforment sous l'application d'un champ électrique (Curie, 1880). Certains minéraux
comme le quartz, comportant des agencements atomiques réguliers (isotropes), sont en
e�et susceptibles de produire une di�érence de potentiel sous l'e�et d'une déformation
mécanique et à l'inverse se déforment s'ils sont soumis à une di�érence de potentiel. Ce
phénomène est utilisé en électronique pour capter et transformer les sons en signaux
électriques (microphone) ou pour convertir des signaux électriques en vibrations sonores
(écouteurs). Ce type de matériaux est également largement utilisé dans la conception
de micro-actionneurs à haute résolution. Les transducteurs piézoélectriques positionnés
sur l'extrémité de la sonde échographique jouent à la fois le rôle d'émetteur et de récep-
teur de l'onde ultrasonore. L'émission d'une onde ultrasonore se fait successivement sur
chaque transducteur le long d'un ensemble de lignes de tir balayant l'image. Les échos
enregistrés s'atténuent en fonction des obstacles rencontrés par l'onde incidente. A�n de
supprimer la couche d'air qui sépare le tissu de la sonde, du gel échographique est utilisé.

La célérité c du son est reliée à la fréquence f et à la longueur d'onde Λ de l'onde
sonore par la relation :

c = Λf (3.1)

Des fréquences entre 7 et 20 MHz sont utilisées généralement pour observer les struc-
tures super�cielles et des fréquences comprises entre 1 et 6 MHz permettent d'atteindre
les structures plus profondes, au détriment de la résolution de l'image. En pénétrant
dans les di�érentes couches des tissus, les ondes ultrasonores subissent un phénomène
de ré�exion dû à la présence d'une interface entre deux tissus. En considérant que la
longueur d'onde est petite par rapport à la structure rencontrée, l'interaction à la fron-
tière de deux milieux possédant des propriétés acoustiques di�érentes peut être décrite
par la loi de Snell-Descartes.

Dé�nition 3.1. Lois de Snell-Descartes : Soit un milieu 1 avec une vitesse de
propagation du son c1 et un milieu 2 avec une vitesse de propagation du son c2. Soit
une onde incidente arrivant sur l'interface entre les deux milieux avec un angle θi par
rapport à la normale au plan d'incidence (voir F igure 3.4).
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algorithmes de détection y sont comparés. Le système d'imagerie échographique ro-
botisée utilisé dans ce travail est présenté sur la Figure 3.6 (a) et le résultat de la
détection de la section d'artère carotide avec la méthode Star-Kalman est présenté en
Figure 3.6 (b). Des méthodes de détection de contours type "snake" ont également été
utilisées dans (Krupa et al., 2016) pour maintenir la visibilité d'un élément anatomique
d'intérêt par asservissement visuel.

(a) Système expérimental d'imagerie ultra-
sonore de la carotide assistée par un robot.

(b) Suivi de l'artère carotide par la mé-
thode Star-Kalman.

Figure 3.6 � Illustration d'une approche utilisant des primitives visuelles géométriques
pour une tâche d'asservissement visuel échographique (Abolmaesumi et al., 2002).

Le guidage de la sonde a également été considéré avec des déplacements dans et
en dehors du plan d'observation de la coupe échographique obtenue. Dans (Lee et al.,
2007), l'application consiste à dissoudre un calcul rénal à l'aide d'un transducteur ul-
trasonique de forte intensité par une méthode de focalisation d'énergie ultrasonore. Un
asservissement visuel échographique, utilisant deux coupes orthogonales dont l'intersec-
tion contient le point focal des ultrasons focalisés, est mis en ÷uvre pour une commande
à 3 ddl. Le but étant de suivre les mouvements du calcul rénal, dus aux mouvements
physiologiques du patient. Les informations visuelles utilisées sont les coordonnées 3D
du centre du calcul rénal.

D'autres approches se servent de l'imagerie échographique pour faire du guidage
d'outils. En e�et, le diagnostic de nombreux cancers passe d'abord par une biopsie,
notamment pour le cancer du sein (Mallapragada et al., 2011; Kobayashi et al., 2012)
mais surtout dans le cas du cancer de la prostate, nécessitant l'utilisation d'une sonde
trans-rectale (Han et al., 2012; Vitrani et al., 2016). Dans (Hong et al., 2004), un bras
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robotisé est commandé par asservissement visuel échographique pour insérer une ai-
guille dans la vésicule biliaire a�n de réaliser un drainage. Plus récemment, une autre
approche d'asservissement visuel échographique a permis l'insertion d'une aiguille de
ponction �exible dans le plan d'observation d'une sonde ultrasonore 2D (Neubach et
Shoham, 2010). La tâche consistait à amener le bout de l'aiguille à un endroit prédé�ni
par l'utilisateur tout en contournant des obstacles en modi�ant la courbure de l'aiguille.
Ces méthodes utilisent également des techniques de prédiction de la trajectoire de l'ai-
guille à travers les tissus.

Les travaux de Vitrani (Vitrani et al., 2005, 2007) ont permis un asservissement
visuel de 4 ddl d'un instrument de chirurgie a�n d'assister la chirurgie sur c÷ur bat-
tant. Les primitives visuelles utilisées étaient de type géométriques. Cette méthode a
été validée in vivo lors d'une opération où l'outil est inséré dans le ventricule gauche
d'un c÷ur de cochon (voir Figure 3.7).

Figure 3.7 � Banc expérimental composé d'un robot et d'une sonde échographique
utilisés pour insérer un outil dans le ventricule gauche d'un c÷ur de cochon (Vitrani
et al., 2007).

De nombreuses primitives géométriques ont été utilisées en asservissement visuel
échographique. Dans (Mebarki et al., 2010), une matrice d'interaction fondée sur l'ap-
proche des moments géométriques a été modélisée dans le cas d'une image échogra-
phique. Les primitives visuelles suivantes sont proposées pour contrôler les 6 ddl du
robot tenant la sonde échographique :

s = (xg, yg, α,
√
a, µ1, µ2) (3.4)

où (xg, yg) représente le centre de gravité de l'objet, α représente l'orientation principale
de l'objet, a représente son aire, µ1 est une valeur obtenue à partir des moments d'ordres
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2 et µ2 est obtenue à partir d'une combinaison des moments d'ordre 3 (voir paragraphe
1.3.1). La matrice d'interaction associée à cette méthode utilise une estimation du vec-
teur normal à la surface du contour observé. En pratique, ce vecteur est estimé en ligne
à l'aide de coupes successives, utilisant des techniques d'odométrie. La Figure 3.8 (a)
montre l'expérience réalisée pour valider une technique d'asservissement visuel à 6 ddl
fondée sur les moments géométriques à l'aide d'un objet en gélatine immergé dans un
bac d'eau, avec en Figure 3.8 (b) la segmentation de l'objet en question. Dans (Nadeau
et al., 2016), cette méthode a été étendue à trois plans échographiques orthogonaux.

(a) Installation pour validation expérimentale d'asservissement vi-
suel fondé sur les moments géométriques.

(b) Détection d'une objet sur une image échographique.

Figure 3.8 � Validation de la méthode des moments géométriques en asservissement
visuel échographique 2D (Mebarki et al., 2010).

Pour pallier à l'inconvénient de devoir faire une segmentation de chaque image, une
méthode directe utilisant l'intensité des pixels (voir paragraphe 1.3.2) appliquée à l'as-
servissement échographique a été mise en ÷uvre pour la première fois en 2011 avec une
sonde échographique 2D (Nadeau et Krupa, 2011). Elle a été améliorée par la suite pour
asservir les mouvements en dehors du plan d'observation et étendue à l'utilisation d'une
sonde 3D (Nadeau et Krupa, 2013). Cette approche est fondamentale à la compréhen-
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sion de notre étude assimilant les shearlets. Nous commencerons par la décrire dans le
cas du contrôle d'une sonde échographique 2D dans le plan d'observation, puis nous
verrons comment contrôler les mouvements hors de ce plan.

Soit I, l'image échographique et R une région d'intérêt de taille m × n pixels dans
l'image, la primitive visuelle utilisée s correspond alors a un vecteur composé de toutes
les intensités contenues dans la région d'intérêt de l'image échographique :

s = (I1,1...Iu,v...Im,n) (3.5)

La matrice d'interaction associée à s nécessite alors de connaître la dérivée de s
par rapport au temps. Notons I(x, t) l'intensité du point située en x = (x, y, z), les
coordonnées (en mètre) du point exprimées dans le repère de la sonde échographique à
l'instant t. Nous avons alors la relation suivante :

.
I(x, t) =

∂I(x, t)

∂x

ᵀ
.
x +

∂I(x, t)

∂t
(3.6)

avec
∂I(x, t)

∂x
= ∇I = (∇Ix∇Iy∇Iz)

ᵀ (3.7)

L'hypothèse que l'intensité d'un point reste constante dans une image échographique
sur un faible intervalle de temps ∆t, c'est-à-dire que ∂I(x,t)

∂t = 0, est alors utilisée. La
relation suivante est alors obtenue :

.
I(x, t) = ∇I

.
x (3.8)

La variation temporelle de x peut être obtenue à partir de la vitesse de la sonde v,
en utilisant la formule de composition des vitesses suivante :

.
x =

1 0 0 0 z −y
0 1 0 −z 0 x
0 0 1 y −x 0

v (3.9)

Dans le cadre d'utilisation d'une sonde 2D, la section observée se trouve dans une
coupe où z = 0. La matrice d'interaction associée à un point Iu,v de l'image de coor-
données pixelliques (u, v) est alors obtenue comme suit :

LIu,v =
[
∇Ix ∇Iy ∇Iz y∇Iz −x∇Iz x∇Iy − y∇Ix

]
∈ R1×6 (3.10)

∆Ix et ∆Iy peuvent être calculées depuis l'image tandis que le terme ∆Iz, correspondant
au gradient de l'intensité de l'image dans la direction orthogonale au plan image n'est
pas calculable directement. Deux approches ont été proposées pour estimer ce gradient :

• en appliquant des petites translations à la sonde dans les directions hors du plan
d'observation a�n d'obtenir des coupes tangentes à ce plan et de calculer ∆Iz à
partir de ces coupes.
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Figure 3.9 � Tâche de suivi avec un sonde échographique 2D : (a) image désirée,
(b) courbe de la norme l'erreur visuelle entre l'intensité des pixels de l'image courante
et ceux de l'image désirée, (c) image échographique courante obtenue à t = 33s, soit
le moment où la norme de l'erreur visuelle est la plus élevée, (d) image de di�érence
correspondante, (e) image échographique lors de la dernière itération de la tâche de
suivi, (f) image de di�érence correspondante (Nadeau et Krupa, 2013).
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• en estimant en ligne la di�érence d'intensité entre des coupes successives grâce à
l'odométrie du robot.

La matrice d'interaction associée à s est obtenue en concaténant les matrices LIu,v ∈
R1×6 de tous les pixels contenus dans une région d'intérêt R.

Ls = [LI1,1 . . .LIm,n ]ᵀ (3.11)

La loi de commande suivante, de type Gauss-Newton, peut alors être utilisée :

v = −λ L̂s
+

(s(t)− s∗) (3.12)

La Figure 3.9 présente les résultats d'une tâche de suivi utilisant l'intensité des
pixels de l'image échographique provenant d'une sonde 2D comme information visuelle.
Nous pouvons également noter que dans le cas d'une sonde échographique 3D, la ré-
gion d'intérêt R est un volume et toutes les composantes du gradient sont directement
disponibles pour calculer la matrice d'interaction.

La deuxième modalité d'imagerie médicale utilisée, dans ce travail, est la tomogra-
phie par cohérence optique (OCT). Elle sera présentée dans la suite de ce document.

3.1.2 Tomographie par cohérence optique

La tomographie par cohérence optique (OCT) est une des plus récentes innovations
en matière d'imagerie médicale non-invasive. Les bases de cette technique ont été posées
en 1991 par les équipes de Huang (Swanson et al., 1992) qui l'ont testée en condition
ex vivo sur la rétine d'un ÷il et l'artère coronaire. Des tests en conditions in vitro ont
ensuite été réalisés sur la rétine par les équipes de Fercher en 1993 (Fercher, 1993) et
également par les équipes de Huang, la même année (Swanson et al., 1993). Si l'OCT a
largement montré son e�cacité en ophtalmologie par le diagnostic des glaucomes ou les
maladies de la macula (Schuman et al., 1995; Pulia�to et al., 1995), son utilisation en
dermatologie (Pierce et al., 2004) ou par voie endoscopique (Tearney et al., 1997) est
de plus en plus plébiscitée.

Principe de formation de l'image OCT : Le principe de fonctionnement d'un
appareil OCT est très proche de celui d'un appareil échographique par ultrasons. Si
des ultrasons sont utilisés dans le cas d'échographies, dans le cas de l'OCT, de la lu-
mière dans l'infrarouge proche (entre 600 nm et 1300 nm) est utilisée. Cette lumière est
absorbée par les tissus biologiques sur environ un millimètre de profondeur. Le temps
de parcours du rayon lumineux nous informe sur la position des di�érentes couches du
tissu et sur ses propriétés optiques (Fujimoto, 2003). La vitesse de la lumière ne permet
pas d'étudier le délai entre l'émission du signal et la réception de son écho comme avec
les ultrasons. C'est grâce à une technique d'interférométrie à faible cohérence de type
Michelson qu'une image peut être reconstruite à partir des rayons lumineux envoyés sur
l'échantillon (Michelson et Morley, 1887).



M1 M2

M2 d M1′ M1
d 2d

•

•





Imagerie médicale 83

(a) Image de la mouche obtenue à l'aide de
la caméra CCD.

(b) Image 2D correspondant.

Figure 3.13 � Illustration de l'obtention d'une coupe de type "B-scan" (image OCT
2D).

(a) Image de la mouche obtenue à
l'aide de la caméra CCD.

(b) Volume 3D correspondant.

Figure 3.14 � Illustration de l'obtention d'une coupe de type "C-scan" (image OCT
3D).

Asservissement visuel OCT : Les seuls travaux d'asservissement visuel OCT ont
été réalisés par M. Ourak et ses collègues en 2016 (Ourak et al., 2016a,b). Dans ces tra-
vaux, une commande d'asservissement visuel pour réaliser des tâches répétées de biopsie
optique a été mise au point. Ce travail utilise des informations du domaine fréquentiel
pour calculer le déplacement relatif entre deux coupes OCT successives. Il permet le
contrôle d'un système micro-robotique dans le plan de la coupe OCT (voir Figure 3.15).

Dans (Ourak et al., 2016b), cette loi de commande est étendue à 6 ddl en utilisant
d'une part la coupe OCT pour contrôler les ddl du plan d'observation de la coupe OCT
mais aussi l'image obtenue par la caméra CCD pour les 3 ddl restants. La disposition
des degrés de liberté est représentée sur la Figure 3.16.
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Figure 3.15 � Technique d'asservissement visuel OCT utilisant les ondelettes. Première
ligne : images OCT lors d'une tâche d'asservissement visuel à 3 ddl ; deuxième ligne :
les images correspondantes obtenues par la caméra CCD. (Ourak et al., 2016a).

Figure 3.16 � Représentation de la tâche de positionnement réalisée par asservissement
visuel OCT (Ourak et al., 2016b).

Après cette présentation des modalités d'imagerie médicale utilisées dans cette thèse,
nous montrerons nos deux contributions en asservissement visuel appliqué à l'imagerie
échographique.
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3.2 Matrice d'interaction numérique

Cette première contribution consiste à étudier la pertinence du choix des coe�cients
en shearlets comme informations visuelles pour l'asservissement visuel d'un bras robo-
tique à 6 ddl. A�n de simpli�er l'étude, nous avons dans un premier temps estimer
numériquement la matrice d'interaction. Pour ce faire, nous avons étudié la variation
temporelle des coe�cients d'une transformée en shearlets lorsqu'un déplacement est
appliqué à la sonde échographique. Cette loi de commande a été testée en simulation
puis expérimentalement à l'aide d'une sonde échographique 2D interagissant avec une
maquette d'abdomen en gélatine (Du�ot et al., 2016c).

3.2.1 Concept et implémentation

Cette section s'intéresse au choix de l'implémentation des shearlets. Comme men-
tionné précédemment (voir section 2.2.5), la transformée en shearlets possède plusieurs
manières d'être implémentées. Le choix de la variante guidera ainsi la méthode élaborée
pour le calcul de la matrice d'interaction associée.

Choix des shearlets à utiliser : Comme présentées dans la section 2.2.4, les shear-
lets SψI d'une image I selon une fonction génératrice ψ sont données pour un niveau

de détails j ∈ Z, avec un paramètre de découpage |k| <
⌈
2
j
2

⌉
et de translation m ∈ Z2

par le produit scalaire suivant :

(SψI)(j, k,m) = 〈I, ψj,k,m〉 (3.13)

En faisant varier les paramètres j et k (en pratique m dépend du nombre total de
niveau de décomposition jmax) des coe�cients de shearlets sous-échantillonnées sont
obtenus. Ils correspondent à deux cônes : le cône vertical (c = 1) ou le cône horizontal
(c = 2). La Figure 3.17 montre la représentation des coe�cients des shearlets d'une
image composée de 128 × 128 pixels avec 5 niveaux de décomposition (jmax = 5).
Chaque niveau contient un certain nombre de sous-images correspondant aux di�érents

paramètres de découpage k, respectant la règle |k| <
⌈
2
j
2

⌉
.

Loi de commande : Pour mettre en oeuvre notre première loi de commande, nous
avons calculé les coe�cients des shearlets d'une image donnée en utilisant le niveau
j = 5 avec k = [−1, 0, 1] du cône horizontal (c = 1) et vertical (c = 2) pour dé�nir
les primitives visuelles. Ainsi les primitives visuelles utilisées pour calculer la matrice
d'interaction sont dé�nies par la concaténation des coe�cients des shearlets comme suit :

s =

〈
I, ψj,k,m

〉
(jmax=5)

j = 5, k = {−1, 0, 1}, c = {1, 2} (3.14)

Ce qui correspond aux 6 sous-images les moins détaillées de la transformée en shearlets
de l'image originale (Lena) présentées sur la Figure 3.17.
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Figure 3.17 � Coe�cients des shearlets (jmax = 5) calculés à partir de la photographie
Lena. (a) Image originale (b) coe�cients du cône horizontal (c) coe�cients du cône
vertical.

Nous avons calculé la matrice d'interaction Ls
∗ à la position désirée à l'aide d'une

procédure hors ligne. Cette dernière consiste en application successive et indépendante
de petits déplacements de la sonde échographique. Ces petits déplacements corres-
pondent aux 3 translations ∆x, ∆y, ∆z et aux 3 rotations ∆rx, ∆ry, ∆rz le long
et autour de chaque axe du repère Cartésien attaché à la sonde (voir Figure 3.18).

Les di�érences mesurées sur chaque coe�cient des shearlets ∆sl∆x, ∆sl∆y, ∆sl∆z,

∆sl∆rx , s
l
∆ry

, ∆sl∆rz induites par ces petits déplacements permettent de calculer la l
ème

ligne de la matrice d'interaction Ls
∗ de la manière suivante :

Ls(l)
∗ =

(∆sl∆x
∆x

∆sl∆y
∆y

∆sl∆z
∆z

∆sl∆rx
∆rx

∆sl∆ry
∆ry

∆sl∆rz
∆rz

)
∈ R1×6 (3.15)

Nous obtenons la matrice d'interaction en concaténant les N lignes de Ls
∗ :

Ls
∗ =

 Ls(1)∗

...
Ls(N)∗

 (3.16)

La loi de commande est alors la suivante :

v = −λ L∗s
+ (s(t)− s∗) (3.17)



λ > 0 L∗
s
+ L∗

s

×
×
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couleur cyan sur les images). Plus précisément, seuls les 96 coe�cients correspondant
aux paramètres j = 5 et k = {−1, 0, 1} sont calculés. Les vitesses, générées par la loi
de commande (3.17), sont appliquées à la sonde virtuelle avec un gain λ = 0.5 a�n
d'atteindre la position désirée. La translation en y ne sera pas asservie visuellement car
en pratique ce degré de liberté est contrôlé par une commande en e�ort pour maintenir
le contact de la sonde avec l'abdomen. Dans la suite, le symbole × sera utilisé pour
indiquer que la direction y n'a pas été asservie visuellement. Les Figures 3.22(a)-(b)
montrent respectivement l'image initiale observée avec une erreur de positionnement
initiale ∆einit (mm, deg) = (9, × , 5, 2, 2, 5), et l'image désirée. La Figure 3.22(c)
représente une image qui correspond à la di�érence entre l'image courante et l'image
désirée selon une formule qui sera souvent utilisée par la suite :

Idiff =
(I− I∗) + 255

2
(3.19)

Grâce à l'ajout de la valeur 255, une convergence parfaite se traduit alors par une image
Idiff complètement grise. Sur la Figure 3.22(d), qui correspond à l'image de di�érence
obtenue à la convergence de l'asservissement avec ∆efinal (mm, deg) =

(
0.1, × , 0.2,

0.02, 0.18, 0.08
)
, l'image contient essentiellement du bruit de type speckle, inhérent aux

images échographiques.
Les Figures 3.21 et 3.23 illustrent la décroissance de l'erreur de positionnement

sur chaque degré de liberté ainsi que l'évolution de la vitesse au cours du temps.
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Figure 3.21 � [Simulation] Erreurs de positionnement sur chaque degré de liberté.

Ce premier résultat de simulation montre la faisabilité d'un asservissement visuel
utilisant les coe�cients des shearlets comme signal d'entrée de la boucle de commande.
Son utilisation avec une vraie sonde échographique embarquée sur un bras robotique
sera le thème de la prochaine sous-section.
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ne bouge. L'objectif est de retourner à la position désirée automatiquement en utilisant
l'asservissement visuel proposé. Cette position désirée pourrait correspondre à une image
acquise quelques jours plus tôt par un médecin qui souhaite se replacer au même endroit
pour une ré-examination. La direction y correspond à celle de contact entre la sonde et
l'abdomen en gélatine. Il est très important d'appliquer des mouvements très délicats
dans cette direction pour ne pas endommager le matériel. Dans ce but, une commande
en force selon cette direction est e�ectuée, en maintenant une force désirée de contact
de 2N tandis que les 5 autres ddl sont contrôlés par asservissement visuel.

Résultats obtenus sous conditions nominales La Figure 3.25 représente les
images obtenues avec une erreur de positionnement entre l'image initiale I0 et l'image
désirée I∗ de ∆einit (mm, deg) = (7, × , 8, 2,2, 2). L'erreur de positionnement �nale
obtenue à la convergence est de ∆efinal (mm, deg) = (0.16, × , 0.09, 0.09, 0.22, 0.07),
traduisant une précision importante de l'approche proposée.

Figure 3.25 � [Validation expérimentale] Séquence d'images acquises pendant la tâche
de positionnement : (a) image initiale I(r0), (b) image désirée I(r∗), (c) image de di�é-
rence Idiff initiale, (d) Idiff �nale.

La Figure 3.26 présente l'évolution de l'erreur de positionnement obtenue durant
la tâche. Nous pouvons voir que les erreurs de positionnement en translation suivent
une trajectoire de type décroissance exponentielle. L'erreur sur les rotations hors-plan
(erx,ery) connait, quant à elle, une phase de divergence avant de décroître également
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vers zéro. Ce comportement peut être expliqué par l'estimation numérique de la matrice
d'interaction avec de petits déplacements de la sonde qui est peu adapté aux rotations
hors-plan. La Figure 3.27 présente l'évolution de la vitesse sur chaque ddl. Ces vitesses
décroissent rapidement.
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Figure 3.26 � [Validation expérimentale] Erreurs de positionnement sur chaque degré
de liberté.
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Figure 3.27 � [Validation expérimentale] Évolution de la vitesse sur chaque degré de
liberté.

Des tâches de positionnement avec d'autres positions initiales ont été réalisées. Le
Tableau 3.1 résume les erreurs de positionnement initiales et �nales enregistrées pen-
dant les di�érents tests e�ectués.

L'utilisation des coe�cients de la transformée en shearlets de l'image présente de
bons résultats pour des tâches d'asservissement visuel en termes de précision lorsque le
déplacement initial de la sonde est peu important. Dans cette optique, nous avons testé
notre loi de commande pour une tâche de suivi.
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Table 3.1 � Étude de la robustesse du contrôleur (4Ti (mm),4Ri (deg), e0 et ef repré-
sentent respectivement les erreurs initiales et �nales acquises pendant l'accomplissement
des di�érentes tâches de positionnement.)

ef and e0 4Tx 4Ty 4Tz 4Rx 4Ry 4Rz
e0 1 × 2 5 5 5
ef 0,41 × 0,09 0,06 0,13 0,14

e0 10 × 5 5 5 5
ef 0,3 × 0,26 0,37 0,5 0,21

e0 7 × 8 2 2 2
ef 0,16 × 0,09 0,09 0,22 0,07

e0 8 × 5 2 2 5
ef 0,41 × 0,11 0,11 0,3 0,85

e0 4 × 5 5 5 5
ef 0,3 × 0,06 0,1 0,22 0,08

e0 2 × 4 5 5 4
ef 0,09 × 0,02 0,03 0,35 0,31

Moyenne 0,28 × 0,10 0,13 0,29 0,28
Écart-type 0,13 × 0,08 0,12 0,13 0,29

Tâche de compensation des mouvements de la sonde : Cette tâche consiste à
déplacer automatiquement la sonde échographique pour suivre le mouvement de l'ab-
domen en gélatine déplacé manuellement. Dans ce cas, l'image désirée est également
l'image initiale, le but de l'asservissement est de la maintenir invariante. L'idée est de
compenser d'éventuels mouvements physiologiques du patient durant un examen écho-
graphique. Pour cette expérience, nous avons déplacé l'abdomen avec une amplitude de
mouvement ∆A (mm, deg) = (20, 2, 2, 3, 17, 3). Comme le montre la Figure 3.28,
notre contrôleur fondé sur les shearlets compense e�cacement les mouvements appli-
qués sur l'abdomen en gélatine.

Les premiers résultats de notre investigation ont montré que nous pouvions e�ec-
tivement utiliser les coe�cients des shearlets d'une image dans une loi de commande
d'asservissement visuel échographique. Néanmoins, ce premier travail se base sur une
estimation numérique de la matrice d'interaction. Nous avons donc essayé d'utiliser une
autre implémentation des shearlets pour obtenir une formulation analytique de la ma-
trice d'interaction. Cette étude présentée ci-après constitue une seconde contribution
du travail de cette thèse.
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Figure 3.28 � Évolution de la norme de l'erreur des coe�cients shearlets de l'image
lors d'une tâche de suivi.

3.3 Matrice d'interaction analytique

Cette troisième partie présente la mise en place d'une commande d'asservissement
visuel fondée sur les shearlets non sous-échantillonnées avec une estimation analytique
de la matrice d'interaction associée. Cette méthode a été testée en simulation puis
expérimentalement à l'aide d'une sonde échographique 2D et d'un abdomen en gélatine
(Du�ot et al., 2016a).

3.3.1 Concept et implémentation

Dans cette section, il est question du choix des primitives visuelles et du calcul
analytique de la matrice d'interaction.

Choix des shearlets à utiliser : Dans la méthode présentée dans la section précé-
dente, la commande visuelle avait pour signal d'entrée les coe�cients de la transformée
sous-échantillonnée des shearlets (Easley et al., 2008). Avec ce type de transformée, un
nombre de coe�cients du même ordre de grandeur que l'image initiale de taille n×m
pixels était obtenu (ce nombre variant selon le nombre de niveau j et d'orientations k
considérés). Les ondelettes possèdent, quant à elles, un nombre d'orientations �xe (3) à
chaque niveau. Nous proposons à présent d'utiliser une autre implémentation des shear-
lets : les shearlets non sous-échantillonnées (Kutyniok et al., 2016). Pour chaque couple
(j, k), nous avons désormais une image composée de n×m coe�cients. Le niveau j = 0
correspond à une représentation grossière de l'image tandis que pour j = 4, nous avons
4 valeurs de k correspondant chacune à un niveau de détail focalisé sur une direction
di�érente. L'idée est d'utiliser ces 5 imagettes (en réalité les coe�cients de shearlets)
comme signal d'entrée dans notre boucle de commande :

s =

〈
I, ψj,k,m

〉
(jmax=4)

j = {0, 4}, k = {−1, 0, 1}, c = {1, 2} (3.20)
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où s est le vecteur d'informations visuelles de taille 5×m×n correspondant à la conca-
ténation des valeurs des coe�cients des 5 imagettes représentées sur la Figure 3.29.
Ces imagettes résultent des deux niveaux de décomposition focalisés sur les basses fré-
quences de l'image. Chacune des q ∈ [1, 2, 3, 4, 5] imagettes sera notées Iq dans la suite.

(a) I1 : j = 0 (b) I2 : j = 4 ; k = −1 ; c = 1 (c) I3 : j = 4 ; k = 0 ; c = 1

(d) I4 : j = 4 ; k = 1 ; c = 1 (e) I5 : j = 4 ; k = 0 ; c = 2

Figure 3.29 � Coe�cients des shearlets non sous-échantillonnées calculés à partir de
la photographie de Lena.

Une di�érence notable entre l'implémentation de la transformée non sous-échantillonnées
et sa variante sous-échantillonnée est qu'au niveau j = jmax, c'est à dire la représenta-
tion la moins détaillée, quatre représentations seulement sont calculées contre six pour
la méthode utilisant les shearlets sous-échantillonnées. En e�et, dans l'implémentation
non sous-échantillonnée des shearlets, les représentations { k = −1 ; c = 1 } et { k = 1 ;
c = 2} sont équivalentes ainsi que les représentations { k = 1 ; c = 1 } et { k = −1 ;
c = 2 }. Pour cette raison, une seule des deux représentations est utilisée uniquement,
ce qui réduit à quatre le nombre de représentations di�érentes.

Loi de commande : Nous avons considéré uniquement le contrôle des 3 ddl de
la sonde qui correspondent aux mouvements dans le plan de l'image échographique
(tx, ty, rz)

ᵀ avec rz la rotation autour de l'axe orthogonal au plan de l'image échogra-
phique. De manière similaire à l'approche d'asservissement visuel utilisant les intensités
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des pixels de l'image échographique (Nadeau et Krupa, 2013), chaque ligne LIi,j,q ∈ R1×3

de la matrice d'interaction Ls ∈ R(5×m×n)×3 qui relie la variation d'intensité du pixel
(i, j) de l'imagette q au vecteur vitesse v = (vx, vy, ωθ) est donné par :

LIi,j,q =
[
∇Iqx(i, j) ∇Iqy(i, j) x∇Iqy(i, j)− y∇Iqx(i, j)

]
∈ R1×3 (3.21)

où x et y sont les coordonnées métriques 2D du pixel (i, j) exprimées dans le repère de
la sonde 2D centré sur le milieu de l'image échographique :(

x
y

)
=

(
sx(j − j0)
sy(i− i0)

)
(3.22)

avec (sx, sy) la taille en mètre d'un pixel et (i0, j0) les coordonnées en pixels du centre
de l'image échographique.

Par ailleurs, ∇Iqi,j = [∇Iqx(i, j) ∇Iqy(i, j)] correspond au gradient spatial 2D associé
au pixel (i, j) qui peut être calculé par l'application d'un �ltre dérivatif sur l'image. La
matrice d'interaction Ls ∈ R(5.m.n)×3 relative aux primitives visuelles s est alors obtenue
en concaténant les LIi,j,q relatifs à chaque pixel :

Ls =

 LI1,1,1
...

LIm,n,5

 (3.23)

L'utilisation des shearlets non sous-échantillonnées permet d'être sensible aux sin-
gularités (points d'intérêt, zone texturée, contours, etc) de l'image, grâce aux imagettes
Iq focalisées sur des fréquences de l'image dans des directions distinctes (c'était déjà le
cas avec la méthode sous-échantillonnée décrite précédemment). L'avantage, ici, est de
pouvoir aussi calculer une estimation analytique de la matrice d'interaction. L'implé-
mentation des shearlets non sous-échantillonnées, issue de ShearLab3D, une librairie
sous Matlab nous a imposé l'appel de fonctions Matlab dans notre implémentation
C++ ainsi que le transfert de données entre Matlab et C++. L'inconvénient étant
que le transfert de données entre les deux langages augmente le temps de calcul de la
méthode.

3.3.2 Résultats de simulation

Ces travaux de validation utilisent le même simulateur que celui décrit au paragraphe
3.2.2. Nous nous intéresserons particulièrement à l'étude du domaine de convergence
de la nouvelle loi de commande utilisant une matrice d'interaction analytique. Nous
discuterons, par la suite, les performances de la méthode en conditions nominales et
défavorables (présence de bruits ou d'occultations partielles).

Domaine de convergence : A�n d'évaluer cette nouvelle information visuelle, nous
avons calculé la fonction de coût, présentée dans l'équation (3.18), lors de déplacement
de la sonde échographique en translation le long des axes x et y et en rotation autour
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de l'axe z orthogonal au plan de l'image. Le domaine de convergence obtenu est alors
représenté en évaluant cette fonction numériquement. Elle est rappelée ci-dessous :

C(s) =
(

(s− s∗)ᵀ(s− s∗)
) 1

2
(3.24)

(a) Conditions nomi-
nales

(b) Occultations par-
tielles

(c) Bruit Gaussien (d) Bruit de speckle

Figure 3.30 � Di�érentes images désirées utilisées lors de la validation de la loi de
commande proposée.

Nous avons comparé les résultats d'un asservissement visuel utilisant l'intensité des
pixels de l'image, de la méthode des shearlets sous-échantillonnées et des shearlets non
sous-échantillonnées. Ces comparaisons ont été réalisées dans des conditions nominales
(voir Figure 3.30 (a)) mais aussi en rajoutant du bruit ou des occultations partielles
aux images pendant la tâche de positionnement (voir Figure 3.30 (b)-(c)-(d)).
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Figure 3.31 � Domaine de convergence des di�érentes méthodes : intensité des pixels,
shearlets sous-échantillonnées ou non.

La Figure 3.31 compare les cônes de convergence des trois méthodes suscitées.
Chaque cône possède une forme convexe avec un minimum global bien dé�ni. Aux alen-
tours de la position désirée, le domaine de convergence reste convexe dans les approches
utilisant les sheralets alors qu'il devient concave pour l'approche fondée sur l'intensité
des pixels. A noter que la méthode fondée sur les shearlets sous-échantillonnées pré-
sente de nombreux minima locaux. Ceci provient du fait que dans cette approche, nous
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n'avions pas pris en compte le niveau j = 0 (voir Figure 3.29(a) pour son équivalent
non sous-échantillonnées), c'est à dire les plus basses fréquences de l'image originale.
Cette information, proche de l'information d'intensité des pixels de l'image est très riche.

(a) Intensité des pixels. (b) Shearlets non sous-échant.

Figure 3.32 � Comparaison des cônes de convergence sous l'e�et d'occultations par-
tielles.

En présence d'une occultation partielle, le cône de convergence des shearlets non
sous-échantillonnées est plus évasé que celui de l'approche utilisant les intensité des
pixels mais présente deux minima, ce qui est un gros inconvénient, comme le montre
la Figure 3.32. En présence d'un bruit Gaussien, les shearlet non sous-échantillonnées
o�rent un cône permettant une convergence plus rapide vers le minimum lorsque l'on
est loin de la position désirée (voir Figure 3.33).
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(b) Shearlets non sous-échant.

Figure 3.33 � Comparaison des cônes de convergence en présence de bruit Gaussien.

En présence de bruit de type speckle, la Figure 3.34 montre que le cône obtenu par
les shearlets non sous-échantillonnées est beaucoup plus lisse que celui de l'approche
fondée sur l'intensité des pixels. Les images échographiques étant naturellement a�ectées
par ce type de bruit, cette méthode est un bon candidat pour l'asservissement visuel
échographique.
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(b) Shearlets non sous-échant.

Figure 3.34 � Comparaison des cônes de convergence en présence de bruit de speckle.

Tâche de positionnement : Le test consiste à réaliser une tâche de positionnement
automatique à 3 ddl en utilisant l'approche analytique avec les shearlets non sous-
échantillonnées et à les comparer avec la méthode fondée sur l'intensité des pixels. La
tâche consiste en l'atteinte d'une position désirée à partir d'une position initiale arbi-
traire. A chaque acquisition d'image, les coe�cients des shearlets sont calculés et les
vitesses v = (vx, vy, ωz)

ᵀ sont appliquées au bras robotique qui porte la sonde échogra-
phique.

Nous avons e�ectué six tests di�érents pour comparer la méthode analytique fon-
dée sur les shearlets non sous-échantillonnées et l'approche intensité. Cest tests ont été
réalisés suivant trois scénarios di�érents : conditions nominales, présence de bruit Gaus-
sien et sous l'e�et d'un bruit de speckle. La Figure 3.35 montre l'image initiale (a) et
l'image de di�érence Idiff (b) observées lors du démarrage de ces six tests.

(a) Image initiale I0. (b) Image initiale Idiff .

Figure 3.35 � Images de référence pour tous les tests.

Pour chaque test, l'erreur de positionnement initiale est de ∆einit = (10, 5, 20)
(mm,mm,deg) et le gain λ a été réglé empiriquement a�n d'avoir la convergence la plus
rapide tout en évitant l'apparition de comportements oscillatoires du robot. La région
d'intérêt est entourée en couleur cyan (voir Figure 3.36).
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(a) Conditions nominales. (b) Bruit Gaussien. (c) Bruit de speckle.

Figure 3.36 � Représentation des images désirées pour la comparaison entre l'approche
intensité et les shearlets.

Le temps d'exécution d'une itération a été �xée à 40ms, ce qui correspond à une
cadence d'acquisition de la sonde échographique virtuelle de 25 images par seconde.
Pour les deux approches, les meilleurs performances ont été obtenues avec des gains de
λ = 0.08 dans les conditions nominales, λ = 0.03 avec du bruit Gaussien et λ = 0.05
pour du bruit de speckle.

Conditions nominales : Dans ce scénario, les erreurs �nales obtenues par l'approche
shearlets et celle utilisant l'intensité convergent toutes vers zéro et les images de di�é-
rences obtenues, en �n de tâche, sont similaires (voir Figure 3.37).

Les Figures 3.38 et 3.39 montrent l'évolution de l'erreur de positionnement et de
la vitesse appliquée sur chaque ddl pour les deux méthodes suscitées. La méthode des
shearlets est plus rapide que celle fondée sur l'intensité des pixels (environ 15 itérations
pour les shearlets contre 140 pour la méthode fondée sur l'intensité des pixels).

(a) Shearlet non sous-échantillonnées. (b) Intensité des pixels.

Figure 3.37 � Images de di�érence obtenues après convergence.
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Figure 3.38 � [Simulation] Courbes d'erreurs de positionnement et de vitesses obtenues
avec l'approche intensité en conditions nominales.
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Figure 3.39 � [Simulation] Courbes d'erreurs de positionnement et de vitesses obtenues
avec les shearlets en conditions nominales.

Bruit gaussien : Lorsque du bruit Gaussien est ajouté sur l'image désirée, les deux
approches convergent également vers zéro. Les évolutions des erreurs des vitesses sont
similaires à celles du premier test.

Bruit speckle : Lorsque du bruit de speckle est ajouté, l'image de di�érence �nale
obtenue avec les shearlets est quasiment grise, signe d'une bonne convergence (voir
Figure 3.40 (a)) alors que l'autre approche échoue à ce test (voir Figure 3.40 (b)).
Cela con�rme les résultats obtenus dans le paragraphe 3.3.2, montrant que l'approche
fondée sur l'intensité est moins adaptée au bruit de type speckle que celle des shearlets.

L'erreur de positionnement et l'évolution de la vitesse pour les deux approches sont
présentées sur les Figures 3.41 et 3.42. Le résultat des shearlets est comparable à
celui obtenu en condition nominale, cette méthode n'est pas a�ectée par le bruit de
type speckle. En revanche, l'approche intensité échoue à converger dans ce cas et tombe
dans un minimum local.
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(a) Shearlet non sous-échantillonnées. (b) Intensité des pixels.

Figure 3.40 � Erreur �nale dans le cas d'un bruit de type speckle.
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Figure 3.41 � [Simulation] Courbes d'erreurs de positionnement et de vitesses obtenues
de l'approche intensité avec du bruit de type speckle.
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Figure 3.42 � [Simulation] Courbes d'erreurs de positionnement et de vitesses obtenues
des shearlets avec du bruit de type speckle.
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Les résultats de simulation sont en adéquation avec les cônes de convergence obtenus
dans le paragraphe 3.3.2. En e�et, la forme convexe du cône des shearlets au voisinage
de la position désirée présageait une convergence rapide de la loi de commande. Cette
rapidité est con�rmée par le nombre d'itérations nécessaires (moins de 20) pour conver-
ger. L'étude de ces cône indiquait également que la méthode fondée sur les shearlets
n'était pas a�ectée par le bruit de type speckle. La simulation a con�rmé ces résultats.
Ce speckle est un inconvénient majeur des images échographiques, même s'il contient de
l'information permettant de caractériser certains tissus par leur texture (Krupa et al.,
2007).

3.3.3 Résultats expérimentaux

Les résultats expérimentaux ont été obtenus avec le même système que celui présenté
en section 3.2.3. Certaines images captées lors d'une tâche de positionnement contenant
beaucoup d'occultations sont présentées sur la Figure 3.43. Les courbes de position-
nement et d'évolution de la vitesse correspondantes (voir Figure 3.44) montrent que
l'approche des shearlets non sous-échantillonnées est robuste aux occultations partielles.

(a) t=0 (b) t=14 secondes

(c) t=20 secondes (d) t=26 secondes

Figure 3.43 � Séquence d'images lors d'une tâche de positionnement expérimentale à
3 ddl.
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La courbe de la Figure 3.44 (a) montre une erreur de positionnement avec une dé-
croissance exponentielle après une courte divergence en etx tandis que la Figure 3.44 (b)
montre l'évolution du vecteur de vitesse. Le comportement du contrôleur reste très si-
milaire à celui observé en simulation.
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Figure 3.44 � [Simulation] Courbes d'erreurs de positionnement et de vitesses obtenues
par l'approche des shearlets en conditions nominales.

Le test expérimental a été reproduit plusieurs fois en utilisant : la méthode intensité
(I), la méthode des shearlets sous-échantillonnées (SE) présentée en section 3.2 et la
méthode des shearlets non sous-échantillonnées (SNE). Trois scénarios ont été considé-
rés : conditions nominales, bruit Gaussien et bruit speckle. Pour chaque scenario, trois
positions initiales di�érentes ont été testées. Les gains optimaux : λ = 0.008 pour la
méthode I, λ = 0.007 pour la méthode SE and λ = 1 pour la méthode SNE ont été
choisis. De plus, la boucle de commande n'a pas la même durée pour chaque méthode
avec 40ms pour I, 60ms pour SE et 200ms pour NSE.
Le Tableau 3.2 résume les résultats obtenus dans chaque cas. La méthode SNE fonc-
tionne pour chaque test, la méthode I échoue deux fois lors de l'ajout du bruit de
speckle. Le cône de cette méthode intensité était très impacté par la présence de speckle,
cet échec est donc en adéquation avec les résultats de simulation. La méthode SE échoue
pour une seule position initial sans "explications".

L'inconvénient majeur de la méthode SNE est le temps de calcul nécessaire pour ob-
tenir les coe�cients des shearlets. Nous avons alors un temps de boucle de 200ms, mais
le temps de convergence demeure du même ordre que pour les deux autres méthodes
car cette approche nécessite peu d'itérations pour converger.
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Table 3.2 � Étude de la robustesse des lois de commande pour les méthodes intensité
(I), shearlets sous-échantillonnées (SE) et shearlets non sous-échantillonnées (SNE) (ex
(mm), ez (deg), ∆einit and ef représentent les erreurs de positionnements initiales et
�nales.)

SNE I SE
ef and e0 ex ez ex ez ex ez

∆einit 10 8 10 8 10 8
ef Nominal 0.3 0.063 0.3 0.057 0.4 0.5
ef Gaussian 0.3 0.106 0.5 0.017 1.3 1.2
ef Speckle 0.2 0.487 0.4 0.0744 0.02 0.12

∆einit 15 5 15 5 15 5
ef Nominal 0.2 0.109 0.4 0.080 0.1 0.44
ef Gaussian 0.7 0.091 0.4 0.022 0.07 0.09
ef Speckle 0.3 0.206 échec échec 1.7 2.1

∆einit 5 10 5 10 5 10
ef Nominal 0.3 0.051 0.6 0.114 échec échec
ef Gaussian 0.9 0.143 0.3 0.051 échec échec
ef Speckle 0.3 0.0171 échec échec échec échec

temps moyen 14.6 secondes 17 secondes 14 secondes

3.4 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre les particularités de certaines modalités d'imagerie
médicale (échographie et OCT) qui sont caractérisées par un rapport signal/bruit géné-
ralement défavorable. Deux méthodes d'asservissement visuel fondées sur les shearlets
(sous-échantillonnées et non sous-échantillonnées) ont été présentées utilisant deux im-
plémentations di�érentes et démontrent expérimentalement une robustesse au bruit de
type speckle. Si la première méthode, utilisant des shearlets dites sous-échantillonnées,
nécessite peu de coe�cients pour le calcul de la matrice d'interaction, elle se base sur
une estimation numérique de cette dernière et possède un cône de convergence réduit.
Les primitives visuelles considérées n'incluent pas les basses-fréquences de l'image (ni-
veau j = 0), ce qui explique l'étroitesse de ce cône de convergence. La seconde méthode
proposée a�n de réaliser un asservissement visuel sur imagerie échographique robuste
au bruit de speckle, repose sur l'utilisation de shearlets dites non sous-échantillonnées,
et inclut les basses fréquences de l'image. Cette variante d'implémentation des shearlets
permet aisément de dé�nir une formulation analytique de la matrice d'interaction mais
engendre le transfert de nombreuses données et un temps de calcul important. Le cha-
pitre suivant permettra d'établir les fondements d'un asservissement visuel générique
utilisant di�érentes représentations multi-échelles. Nous exposerons le cas des ondelettes
et des shearlets (sous-échantillonnées ou non).



Chapitre 4

Généralisation à l'asservissement

visuel fondé sur les transformées

multi-échelles

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment la transformée en shearlets sous-
échantillonnée avait été validée pour une tâche d'asservissement visuel sur l'imagerie
échographique avec une estimation numérique de la matrice d'interaction. Une pre-
mière formulation analytique de cette matrice a ensuite été présentée. Même si elle a
montré un plus grand domaine de convergence et une meilleure robustesse aux bruits et
occultations, cette nouvelle formulation est applicable uniquement avec les coe�cients
des shearlets non-échantillonnés. Elle possède également l'inconvénient d'être coûteuse
en temps de calcul. Dans ce chapitre, nous présenterons une méthode générique d'as-
servissement visuel fondée sur les représentations multi-échelles et testée sur des images
fournies par une caméra conventionnelle. Quatre transformées multi-échelles seront étu-
diées et comparées, à savoir les ondelettes et les shearlets dans leurs versions sous-
échantillonnées ou non. L'approche utilisant les ondelettes sous-échantillonnées sera
également validée sur une autre modalité d'imagerie médicale qui est la tomographie
par cohérence optique (OCT). Le sommaire ci-dessous présente la disposition de ce
chapitre :
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4.1 Principe de l'asservissement visuel fondé sur les trans-
formées multi-échelles

Nous avons voulu établir une méthode permettant d'utiliser des transformées multi-
échelles en asservissement visuel avec une approche analytique la plus générique possible.
Nous distinguerons, dans la suite, le cas des ondelettes et des shearlets, mais le principe
qui sera développé pourrait être étendu à d'autres transformées multi-échelles. L'en-
semble de ces résultats théoriques ainsi que la validation sur caméra conventionnelle a
fait l'objet d'une publication (Du�ot et al., 2018).

4.1.1 Approche utilisant la transformée en ondelettes

Au lieu d'utiliser l'intensité de chaque pixel de l'image comme préconisé dans la mé-
thode d'asservissement visuel photométrique (voir section 1.3.2), nous proposons d'utili-
ser dans cette nouvelle approche, les coe�cients d'ondelettes de l'image. En considérant
un ensemble de L ∈ N fonctions génératrices d'ondelettes (ψ(l))l≤L ⊂ L2(R2) comme
introduites en (2.15), nous pouvons dé�nir les primitives visuelles comme étant la conca-
ténation du produit scalaire de l'image à l'instant t, notée It, avec les fonctions généra-
trices d'ondelettes ψ(l)

j,m où j correspond à l'échelle de la transformée, l ∈ {0, 1, 2, 3} le
type de fonction ondelette (générant une approximation du signal ou des détails verti-
caux, horizontaux ou diagonaux) et m = (m1,m2) un facteur de translation dépendant
de j.
En utilisant la notation suivante :

(Wψ(l)f)(j,m) = 〈It, ψ(l)
j,m〉 =

∫∫
R2

I(x, y, t)ψ
(l)
j,mdxdy, (4.1)

nous pouvons dé�nir le vecteur des primitives visuelles sous la forme suivante :

sw(t) =
(

(Wψ(l1)It)(j1,m1), (Wψ(l2)It)(j2,m2), . . . , (Wψ(lN )It)(jN ,mN )
)ᵀ

(4.2)

L'erreur visuelle est donnée, en utilisant les coe�cients d'ondelettes de l'image, par :

ew(t) = sw(t)− s∗w (4.3)
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A�n de minimiser ew, une solution consiste à mettre en ÷uvre une loi de commande
fondée sur une optimisation de type Levenberg-Marquardt :

v(t) = −λ
(
H(t) + µ diag

(
H(t)

))−1(
Lsw(t)

)ᵀ
ew(t), (4.4)

où λ > 0 est un gain, µ > 0 un poids et H(t) =
(
Lsw(t)

)ᵀ
Lsw(t) est la matrice Hes-

sienne associée à sw. Une haute valeur pour µ (µ = 1) correspond à une optimisation
de type de descente de gradient tandis qu'une valeur faible de µ (µ = 10−3) revient à
utiliser la technique de Gauss-Newton présentée en (1.12).

La di�culté est alors de dé�nir la matrice d'interaction Lsw ∈ RN×6 qui relie le
vecteur de vitesse de la caméra v à la variation temporelle des coe�cients d'ondelettes :

dsw(t)

dt
= Lsw(t)v(t) (4.5)

La formulation analytique de cette nouvelle matrice d'interaction, sera établie de
deux manières, dans la suite de ce document. Premièrement nous présenterons la for-
mulation exacte de cette matrice et dans un second temps, une approximation qui a
l'avantage d'être moins coûteuse en temps de calcul par rapport à la version exacte. A
noter que notre première intuition était de générer à partir d'une base d'ondelettes ψ(l),
une base d'ondelettes Ψ(l) dont la transformée donnerait directement les coe�cients de
la transformée utilisant les ondelettes ψ(l) appliquée sur la dérivée de l'image initiale.
Cette approche n'a toutefois pas porté ses fruits.

Matrice d'interaction fondée sur les coe�cients d'ondelettes : En supposant
que les fonctions génératrices d'ondelettes ψ(l)

j,m ainsi que les intensités de l'image It
sont di�érentiables et en utilisant la dé�nition du produit scalaire pour les fonctions de
L2(R2) (voir équation (4.1)), nous pouvons écrire la relation suivante :

d(Wψ(l)It)(j,m)

dt
=

d
〈
It, ψ

(l)
j,m

〉
dt

=

d
∫∫
R2

I(x, y, t)ψ
(l)
j,m(x, y) dxdy

dt
(4.6)

Dé�nition 4.1. Théorème de transport de Reynolds dans R2 : Soit f une fonction
de L2(R2) alors, le théorème de transport de Reynolds nous permet d'écrire la relation
suivante :

d

dt

∫
R2

fdV =

∫
R2

∂f

∂t
dV (4.7)

Ce théorème peut être appliqué à l'équation (4.6), nous permettant d'écrire la rela-
tion suivante :

d(Wψ(l)It)(j,m)

dt
=

d
〈
It, ψ

(l)
j,m

〉
dt

=

∫∫
R2

∂I(x, y, t)

∂t
ψ

(l)
j,m(x, y) dxdy (4.8)
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Or nous avons vu dans le paragraphe sur l'asservissement visuel photométrique (voir
section 1.3.2) que la continuité du �ux optique nous permet d'écrire la relation (1.32),
rappelée ci-dessous :

∂I(x, y, t)

∂t
= −

(
∇It(x, y)

)ᵀ
Lp(x, y)v(t), (4.9)

où ∇It(x, y) est le gradient de l'image It et où Lp est la matrice d'interaction associée
à un point de la scène de coordonnées (x, y) dans le plan image et de profondeur Z par
rapport au repère caméra, dé�nie par la relation suivante :

Lp(x, y) =

[
−1/Z 0 x/Z xy −(1 + x2) y

0 −1/Z y/Z 1 + y2 −xy −x

]
(4.10)

Grâce à l'égalité (4.9), l'équation (4.8) peut alors s'écrire de la manière suivante :

d
〈
It, ψ

(l)
j,m

〉
dt

= −
∫∫
R2

(
∇It(x, y)

)ᵀ
Lp(x, y)v(t)ψ

(l)
j,m(x, y)dxdy (4.11)

A�n de simpli�er les notations, nous utiliserons dans la suite l'égalité suivante :

I
(i)
t =

(
∇It(x, y)

)ᵀ
Lp(x, y)ei, (4.12)

où i ∈ {1, . . . , 6} et ei ∈ R6 est le ième vecteur unité canonique de R6. En d'autres

termes, I(i)
t correspond à la ième colonne d'une matrice d'interaction de l'approche d'as-

servissement visuel photométrique.
Nous obtenons alors la relation suivante :

d
〈
It, ψ

(l)
j,m

〉
dt

= −
∫∫
R2

[
I

(1)
t , I

(2)
t , I

(3)
t , I

(4)
t , I

(5)
t , I

(6)
t

]
ψ

(l)
j,m(x, y)v(t)dxdy (4.13)

Or, par dé�nition, nous savons que :∫∫
R2

I
(i)
t ψ

(l)
j,m(x, y)dxdy =

〈
I

(i)
t , ψ

(l)
j,m(x, y)

〉
= (Wψ(l)I

(i)
t )(j,m) (4.14)

Finalement, pour répondre à la dé�nition (4.5), la matrice d'interaction Lsw peut
s'écrire comme suit :

Lsw(t) = −


(Wψ(l1)I

(1)
t )(j1,m1) · · · (Wψ(l1)I

(6)
t )(j1,m1)

...
. . .

...

(Wψ(lN )I
(1)
t )(jN ,mN ) · · · (Wψ(lN )I

(6)
t )(jN ,mN )

 ∈ RN×6 (4.15)

La Figure 4.1 illuste le principe utilisé pour obtenir la matrice d'interaction Lsw

en schématisant les équations présentées précédemment. Nous pouvons remarquer qu'en
retirant du schéma les transformées en ondelette, nous obtenons le principe d'élaboration
de la matrice d'interaction associée à l'information photométrique.
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Approximation de la matrice d'interaction fondée sur les coe�cients d'on-
delettes : Bien que la transformée en ondelettes rapide (FWT) soit un algorithme
de complexité (O(n)), calculer la matrice d'interaction à chaque itération revient à ef-
fectuer six transformées en ondelettes en plus de celle nécessaire pour obtenir le vecteur
d'informations visuelles. Pour limiter le temps de calcul, nous pouvons, soit réduire le
nombre de niveaux de décompositions de la transformée, ou bien construire une ap-
proximation de la matrice d'interaction Lsw qui utilise uniquement deux transformées
en ondelettes.

Dé�nition 4.2. Support d'une fonction : Le support d'une fonction ou d'une appli-
cation est la partie de son ensemble de dé�nition sur laquelle se concentre l'information
utile de cette fonction. Pour une fonction numérique, c'est la partie du domaine où elle
n'est pas nulle.

Nous supposons dans la suite que toutes les fonctions génératrices ψ(l) sont com-

pactes sur leur support dans le domaine spatial. Il en résulte que les vitesses
(
dx
dt ,

dy
dt

)
de l'équation du �ux optique, présentée en (1.31), restent constantes sur le support des

ondelettes ψ(l)
j . Cette supposition reste inchangée en remplaçant Lp(x, y) dans l'inté-

grale (4.11) par une matrice Lpw(j,m) qui dépend uniquement du centre du support

des ondelettes ψ(l)
j et cela pour chaque niveau j. Ainsi, la matrice Lpw(j,m) peut être

simplement calculée en évaluant Lp au niveau du centre du support des ondelettes :

Lpw(j,m) = Lp(2−jm1, 2
−jm2). (4.16)

En utilisant la relation (4.16), une approximation L̃sw(t) ≈ Lsw(t) de la matrice
d'interaction associée aux ondelettes à l'instant t peut être obtenue en e�ectuant uni-
quement deux transformées en ondelettes, une sur la dérivée partielle en x de l'image,
l'autre sur celle en y :

L̃sw(t) = −


(

(Wψ(l1)
∂It
∂x )(j1,m1), (Wψ(l1)

∂It
∂y )(j1,m1)

)
Lpw(j1,m1)

...(
(Wψ(lN )

∂It
∂x )(jN ,mN ), (Wψ(lN )

∂It
∂y )(jN ,mN )

)
Lpw(jN ,mN )

 ∈ RN×6

(4.17)
La Figure 4.2 résume le principe utilisé pour obtenir la matrice d'interaction ap-

prochée L̃sw à l'aide d'un schéma. En le comparant à la Figure 4.1, nous pouvons
constater que cette manière d'obtenir la matrice d'interaction demande de réaliser trois
fois moins de transformées en ondelettes que la précédente.

Ainsi, les paragraphes précédents ont montré comment utiliser la transformée en
ondelettes du gradient de l'image pour calculer notre matrice d'interaction. La section
suivante montrera comment étendre ce résultat aux shearlets.
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4.1.2 Approche utilisant la transformée en shearlets

Les représentations fondées sur les shearlets peuvent être également utilisées de la
même manière que celles des ondelettes pour dé�nir la matrice d'interaction. Pour un
nombre �ni L ∈ N de fonctions génératrices de shearlets (ψ(l))l≤L ⊂ L2(R2), les informa-
tions visuelles correspondent aux coe�cients des shearlets dé�nies avec ln, jn,mn, kn ⊂
{1, . . . , L} × N × Z2 × Z. ln représente la fonction génératrice utilisée, jn correspond
à l'échelle, mk à l'opérateur de translation et kn à celui de découpage (shearing en
anglais). Ces primitives visuelles sont données à l'instant t par :

ssh(t) =
(

(Sψ(l1)It)(j1, k1,m1), . . . , (Sψ(lN )It)(jN , kN ,mN )
)ᵀ

(4.18)

Le terme (Sψ(l)It)(j, k,m) est dé�ni de deux manières di�érentes selon le cône dans
lequel la transformée en sheartlet est calculée.

Si la fonction génératrice de shearlets ψ(l) appartient au cône fréquentiel horizontal,
(Sψ(l)It)(j, k,m) correspond à :

(Sψ(l)It)(j, k,m) =

∫∫
R2

It(x, y) Dj
A DSk Tm ψ(l)(x, y)dxdy (4.19)

Si la fonction génératrice de shearlets ψ(l) appartient au cône fréquentiel vertical, il est
donné par la relation :

(Sψ(l)It)(j, k,m) =

∫∫
R2

It(x, y) Dj

Ã
DSk

ᵀ Tm ψ(l)(x, y)dxdy (4.20)

Nous dé�nissons l'erreur visuelle à minimiser comme suit :

esh(t) = ssh(t)− s∗sh (4.21)

Nous proposons comme dans le cas des ondelettes d'utiliser une loi de commande
avec optimisation de type Levenberg-Marquardt pour calculer le vecteur vitesse de com-
mande à appliquer au robot :

v(t) = −λ
(
H(t) + µ diag

(
H(t)

))−1(
Lssh(t)

)ᵀ
esh(t), (4.22)

où λ > 0 est un gain, µ > 0 un facteur de poids et H(t) =
(
Lssh(t)

)ᵀ
Lssh(t).

Matrice d'interaction fondée sur les coe�cients des shearlets : De manière
similaire aux équations (4.8) à (4.12), la matrice d'interaction associée au vecteur ssh à
l'instant t peut être écrite sous la forme suivante :

Lssh(t) = −


(Sψ(l1)I

(1)
t )(j1, k1,m1) · · · (Sψ(l1)I

(6)
t )(j1, k1,m1)

...
. . .

...

(Sψ(lN )I
(1)
t )(jN , kN ,mN ) · · · (Sψ(lN )I

(6)
t )(jN , kN ,mN )

 ∈ RN×6

(4.23)
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Son obtention consiste à appliquer, de manière analogue au cas des ondelettes, une
transformée en shearlets sur chaque colonne de la matrice d'interaction dé�nie dans la
méthode photométrique.

Approximation de la matrice d'interaction fondée sur les coe�cients des
shearlets : La di�érence entre la méthode des ondelettes et celle des shearlets se
trouve dans la dé�nition de la matrice d'interaction approchée L̃ssh . Ceci est dû au fait
que le centre du support des shearlets n'est pas seulement déterminé par le paramètre
j mais dépend également du découpage k. En faisant l'hypothèse que le centre du
support des shearlets est situé autour de l'origine du domaine spatial, nous obtenons
deux formulations de Lpsh(j, k,m). Dans le cas où la fonction génératrice de shearlets
appartient au cône fréquentiel horizontal, nous pouvons écrire :

Lpsh(j, k,m) = Lp

(
2−j(m1 − km2), 2−j/2m2

)
, (4.24)

Dans le cas où la fonction génératrice de shearlets appartient au cône fréquentiel
vertical, nous utilisons la relation suivante :

Lpsh(j, k,m) = Lp

(
2−j/2m1, 2

−j(m2 − km1)
)
, (4.25)

L'approximation de la matrice d'interaction L̃ssh(t) ≈ Lssh(t) est donnée, de manière
analogue à celle des ondelettes, par :

L̃ssh(t) = −


(

(Sψ(l1)
∂It
∂x )(j1, k1,m1), (Sψ(l1)

∂It
∂y )(j1,m1)

)
Lpsh(j1, k1,m1)

...(
(Sψ(lN )

∂It
∂x )(jN , kN ,mN ), (Sψ(lN )

∂It
∂y )(jN , kN ,mN )

)
Lpsh(jN ,mN )

 ∈ RN×6

(4.26)
Dans cette section, nous avons exposé la méthodologie pour calculer la matrice

d'interaction lorsque les informations visuelles sont constituées des coe�cients de la
transformée en ondelettes ou en shearlets de l'image. Contrairement à l'approche de la
section 3.3, celle-ci permet également d'utiliser des transformées sous-échantillonnées
réduisant le temps de calcul par rapport à celles non sous-échantillonnées.

4.2 Simulation et validation expérimentale sur caméra conven-
tionnelle

A�n de comparer les approches d'asservissement visuel utilisant les ondelettes et
les shearlets, nous avons considéré di�érents scénarios. Il est à noter que pour chaque
méthode, nous avons implémenté une version sous-échantillonnée et sa variante non
sous-échantillonnée, ce qui nous amène à comparer quatre méthodes au total. Ces no-
tions de transformées sous-échantillonnées ou non ont été présentées dans le chapitre 2.
Dans un premier temps, des simulations ont permis de comparer nos quatre méthodes
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à celle de la photométrie provenant de la librairie ViSP, ceci dans des conditions favo-
rables et dégradées. Dans un deuxième temps, les deux méthodes sous-échantillonnées
ont été validées expérimentalement (les méthodes non sous-échantillonnées présentant
des résultats moins pertinents).

4.2.1 Détails d'implémentation

Nous avons développé un simulateur en C++ permettant de tester chaque méthode
dans di�érentes conditions de travail. Le calcul des coe�cients d'ondelettes (ondelettes
sous-échantillonnées : e-ondelette et non sous-échantillonnées : ne-ondelette) et ceux
des shearlets (shearlets sous-échantillonnées : e-shearlet et non sous-échantillonnées :
ne-shearlet) est e�ectué sous l'environnement Matlab en utilisant Matlab wavelet
toolbox 1 et Shearlab 3D 2. Des fonctions permettant de calculer les ondelettes ou
les shearlets ont été appelées dans l'algorithme principal codé en C++. Le résultat
des transformées est retourné par Matlab vers cet algorithme. Ce choix de ne pas
se focaliser sur la réécriture des toolboxs des ondelettes et des shearlets permet de
consacrer davantage de temps aux aspects théoriques de ce travail de thèse qu'aux
détails d'implémentation ou d'optimisation de code.

méthodes e-ondelette e-shearlet ne-ondelette ne-shearlet

matrice d'interaction Lsw Lssh Lsw Lssh

tLs 208.18 ms 498.57 ms 392.93 ms 220.65 ms
tloop 100 ms 140 ms 700 ms 800 ms
ns 20 059 24 576 262 144 327 680
nlevel 2 2 1 1

Table 4.1 � Tableau récapitulatif des di�érentes méthodes. tLs : temps de calcul de la
matrice d'interaction, tloop durée d'une itération, ns : taille du vecteur d'informations
visuelles, nlevel : nombre de niveaux de décompositions utilisé dans la transformée en
ondelettes ou en shearlets.

Le Tableau 4.1 montre le temps de boucle requis pour les di�érentes étapes de la
commande (c'est-à-dire le temps de calcul du vecteur des informations visuelles et celui
de la matrice d'interaction). La matrice d'interaction a été calculée une seule fois à la
position désirée et maintenue constante durant toute la tâche d'asservissement visuel.
Le nombre de niveaux de décomposition nlevel des di�érentes méthodes varie selon le cas
d'une approche sous-échantillonnée ou non sous-échantillonnée. En e�et, plus ce nombre
est grand, plus le vecteur si (i = [w, sh]) est de taille importante. Ainsi, dans le cas
des méthodes non sous-échantillonnées, un seul niveau de décomposition est considéré
(correspondant à plus de 250000 coe�cients) engendrant déjà un temps de calcul non
négligeable. De plus, pour chaque cas, les coe�cients très haute-fréquences qui corres-
pondent à du bruit dans l'image n'ont pas été pris en compte.

1. https ://fr.mathworks.com/products/wavelet.html
2. http ://www.shearlab.org/software
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A�n d'obtenir le meilleur comportement possible avec toutes les lois de commande,
nous avons choisi d'utiliser des gains adaptatifs pour λ et µ :

λ = 10log10(‖Idiff‖)−7,5

µ = 102∗log10(‖Idiff‖)−17

où le gain λ et le facteur de poids µ décroissent lorsque l'image courante 3 I se rapproche
de l'image désirée I∗. Cela permet d'avoir une vitesse v élevée au début de la tâche
d'asservissement tout en évitant les oscillations en �n de tâche. Les valeurs 7,5 et 17
ont été choisies empiriquement.

1 256
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(a) Image initiale I.
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(b) sw dans le cas e-ondelette.

Figure 4.3 � Image initiale et sa transformée en ondelettes sous-échantillonnées.

Les Figures 4.3, 4.4, 4.5 et 4.6 présentent les décompositions en ondelettes et en
shearlets sous-échantillonnées ou non, utilisées dans la loi de commande, obtenues à
partir de l'image 4.3(a) :

• Le vecteur d'informations visuelles sw est obtenu en appliquant une transformée
en ondelettes de niveau 3 (voir Figure 4.3(b)). Le coin en haut à gauche contient
l'approximation basses fréquences de taille 32× 32 pixels de l'image originale. Les
autres coe�cients correspondent aux détails horizontaux, verticaux et diagonaux
de l'image aux niveaux de décomposition j = 2 et j = 3. Le premier niveau
(contenant essentiellement du bruit) n'est pas utilisé dans la commande et n'est
donc pas représenté sur la �gure.

• La concaténation des quatre matrices représentées sur la Figure 4.4 nous donne le
vecteur des informations visuelles sw de la méthode ne-ondelette de niveau j = 4.

3. Dans la section 4.1, l'image considérée comme une fonction continue de l'espace L2(R2) était
notée It, alors que dans la suite de ce chapitre, nous noterons l'image courante I, car elle est considérée
cette fois-ci comme une matrice.
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Figure 4.4 � sw dans le cas ne-ondelette.

La première matrice correspond à une approximation de l'image initiale tandis
que les trois autres correspondent aux détails horizontaux, verticaux et diagonaux
de cette image. Chaque matrice possède la même taille que l'image initiale.
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Figure 4.5 � ssh dans le cas e-shearlet.

• La concaténation des six matrices représentées sur la Figure 4.5 forme le vecteur
d'informations visuelles ssh. Ces matrices sont obtenues en appliquant une trans-
formée en shearlets sous-échantillonnées à l'image initiale, avec quatre niveaux de
décompositions. Chaque coin supérieur gauche correspond à une approximation
de taille 16×16 pixels de l'image initiale mettant l'accent sur les fréquences de six
directions distinctes. Les autres coe�cients représentent les détails aux niveaux
j = 3 et j = 4 de la transformée. Les coe�cients de niveaux j = 1 et j = 2 n'ont
pas été représentés puisque nous les considérons comme étant associés à du bruit.

• La concaténation des cinq matrices représentées sur la Figure 4.6 forme le vecteur
des informations visuelles ssh obtenue avec la méthode des shearlets non sous-
échantillonnées avec 4 niveaux de décomposition. La première matrice correspond
à l'approximation basse fréquence de l'image initiale tandis que les quatre autres
correspondent aux détails dans di�érentes directions. Comme pour les ondelettes
non sous-échantillonnées, seuls les coe�cients de niveau j = 4 ont été conservés.
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Figure 4.6 � ssh dans le cas ne-shearlet.

4.2.2 Domaine de convergence

A�n de juger de l'e�cacité des approches fondées sur les ondelettes et les shearlets
précédemment présentées, nous avons utilisé le simulateur développé a�n de représenter
les cônes de convergence de chacune des approches. Ils sont calculés en faisant varier les
degrés de liberté du robot virtuel de la même manière que dans le chapitre 3.

(a) ondelettes sous-échantillonnées (b) shearlets sous-échantillonnées

Figure 4.7 � Cône de convergence le long des axes x et y des approches sous-
échantillonnées.

Nous pouvons constater sur les Figures 4.7 et 4.8 qu'un minimum global est
bien dé�ni pour chaque méthode. Ceci montre qu'elles permettent toutes d'obtenir une
convergence vers la position désirée sans "grande di�culté".
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(a) ondelettes non sous-échantillonnées (b) shearlets non sous-échantillonnées

Figure 4.8 � Cône de convergence le long des axes x et y des approches non sous-
échantillonnées.

4.2.3 Simulation

(a) (b) (c)

Figure 4.9 � Image désirée (a) en conditions nominales, (b) avec une occultation par-
tielle (c) avec une variation d'illumination.

A�n d'analyser les performances des lois de commande présentées dans la section
précédente, nous avons réalisé plusieurs simulations sous di�érentes conditions de travail.
Chaque loi de commande a été testée dans des conditions nominales (voir Figure 4.9(a))
ou défavorables : occultations partielles (voir Figure 4.9(b)) et variations d'illumination
(voir Figure 4.9(c)). L'erreur initiale de positionnement entre l'image initiale et l'image
désirée est représentée sur la Figure 4.10.

Le Tableau 4.2 présente les trois positions initiales considérées, notées test 1, test
2 et test 3. Chacune de ces positions sera testée dans chaque scénario mentionné aupa-
ravant.

Nous utilisons la di�érence d'image, notée Idiff entre l'image courante et l'image
désirée pour une meilleure visualisation de la qualité de convergence (Idiff est complè-
tement grise lorsque l'image �nale est similaire à l'image désirée) des di�érentes lois de
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(a) (b) (c)

Figure 4.10 � Di�érence Idiff à t = 0 : (a) pour le test 1, (b) pour le test 2, (c) pour
le test 3.

test # ∆Tx ∆Ty ∆Tz ∆Rx ∆Ry ∆Rz �gure

test 1 10 −10 100 5 −5 10 Fig. 4.10(a)
test 2 5 −5 100 −20 10 −5 Fig. 4.10(b)
test 3 −2 2 −50 5 10 −30 Fig. 4.10(c)

Table 4.2 � Erreur de positionnement initiale e0 entre la pose de la caméra à l'état
initial et désiré (∆T en mm et ∆R en degrés).

commandes (voir l'équation (3.19)). La taille d'un côté d'un pixel de l'image planaire
simulée est �xée à η =1,2mm.

Conditions nominales [scenario 1 ] : Considérons le premier scénario visant à
étudier le comportement des quatre lois de commande dans des conditions nominales
d'utilisation. En pratique, nous réalisons trois tests dans lesquels la caméra virtuelle
observe une scène planaire et se trouve à une position donnée où l'image désirée est
enregistrée. La caméra rejoint alors une position de départ, entraînant une erreur de
positionnement initiale. Cette erreur e = e0 (e ∈ SE(3)) pour chaque test est indiquée
dans le Tableau 4.2. L'erreur de positionnement �nale ef est mesurée à la convergence
de la commande.

Le Tableau 4.3 rapporte les résultats obtenus par les quatre méthodes proposées
ainsi que ceux dans le cas de la méthode photométrique. A la convergence, l'erreur �nale
en translation ∆Ti (i = [x, y, z]) a une valeur d'environ 10−4mm et celle en rotation
∆Ri (i = [x, y, z]) d'environ 10−4 degré pour chaque méthode. Il en résulte que tous
les contrôleurs présentent les mêmes performances en termes de précision en conditions
nominales.

Occultations partielles [scenario 2 ] : Le scenario 2 traite de la validation des
quatre méthodes et de leur comparaison avec l'approche photométrique dans le cas
d'occultations partielles. Il permet d'étudier le comportement de chaque méthode lors-
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méthode / test 4Tx 4Ty 4Tz 4Rx 4Ry 4Rz
e0 test 1 10 -10 100 5 -5 10
ef photométrie 10−4 10−4 10−4 10−4 -10−4 10−4

ef e-ondelette 10−4 10−4 10−4 10−4 -10−4 10−4

ef e-shearlet 10−4 10−4 10−4 10−4 -10−4 10−4

ef ne-ondelette 10−4 10−4 10−3 10−4 -10−3 10−4

ef ne-shearlet 10−4 10−4 10−3 10−3 -10−4 10−4

e0 test 2 5 -5 100 -20 10 -5
ef photométrie 10−4 10−4 10−4 10−4 -10−4 10−4

ef e-ondelette 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4

ef e-shearlet 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4

ef ne-ondelette 10−4 10−4 10−4 10−3 10−4 −10−4

ef ne-shearlet 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4

e0 test 3 -2 2 -50 5 10 -30
ef photométrie 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4

ef e-ondelette 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4

ef e-shearlet 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4

ef ne-ondelette 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4

ef ne-shearlet 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4 10−4

Table 4.3 � [scenario 1] Comparaison des di�érentes lois de commande dans des condi-
tions nominales. 4Ti (mm), 4Ri (deg), e0 et ef représentent respectivement les erreurs
de positionnement initiales et �nales.

qu'une partie de l'image désirée est dissimulée par la présence d'une zone de saturation
(ou tout autre type d'occultations) comme le montre la Figure 4.9(b). Les mêmes er-
reurs initiales de positionnement que celles utilisées pour le scenario 1 sont considérées
ici. Comme présenté sur le Tableau 4.4, lors du test 1, les quatre contrôleurs ainsi que
la méthode photométrique convergent vers la position désirée malgré une erreur statique
pour les rotations hors plan (Rx et Ry) ainsi que pour la translation Tz. Cependant,
l'approche e-ondelette réagit mieux, notamment pour la translation le long de l'axe z.
De manière générale, les méthodes utilisant les ondelettes et les shearlets présentent
de meilleures performances que la photométrie dans ce scénario. En�n, pour le test 3,
tous les contrôleurs échouent (7) en raison de l'erreur de positionnement initiale e0 trop
grande combinée à l'occultation partielle de l'image désirée.
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test / méthode 4Tx 4Ty 4Tz 4Rx 4Ry 4Rz
e0 test 1 10 -10 100 5 -5 10
ef photométrie 0.69 0.01 -4.61 4.30 -5.64 0.05
ef e-ondelette 0.56 -0.16 0.52 4.43 -5.60 0.17
ef e-shearlet 0.56 -0.16 -1.94 4.31 -5.51 0.08
ef ne-ondelette 0.78 -0.14 -2.79 4.30 -5.60 0.15
ef ne-shearlet 0.74 -0.14 -2.74 4.33 -5.54 0.13
e0 test 2 5 -5 100 -20 10 -5
ef photométrie 1.18 -0.24 -42.84 -20.29 9.14 -1.50
ef e-ondelette 0.55 2.06 -11.06 -20.30 9.17 -1.27
ef e-shearlet 0.52 1.18 -28.98 -20.40 9.18 -1.50
ef ne-ondelette 1.10 0.10 -31.24 -20.37 9.18 -1.43
ef ne-shearlet 1.04 0.16 -31.04 -20.36 9.22 1.47
e0 test 3 -2 2 -50 5 10 -30
ef photométrie 7 7 7 7 7 7

ef e-ondelette 7 7 7 7 7 7

ef e-shearlet 7 7 7 7 7 7

ef ne-ondelette 7 7 7 7 7 7

ef ne-shearlet 7 7 7 7 7 7

Table 4.4 � [scenario 2] Comparaison des di�érents contrôleurs dans le cas d'occulta-
tions partielles. 4Ti (mm), 4Ri (deg), e0 et ef représentent respectivement les erreurs
de positionnement initiales et �nales. 7 = échec.

Variations d'illumination [scenario 3 ] : Le scenario 3 traite de la validation
des quatre méthodes et de leur comparaison avec la photométrie dans le cas de va-
riations d'illumination appliquées sur l'image désirée. Ainsi, l'image désirée I∗ (voir
Figure 4.9(c)) est acquise avec une saturation due à une source de lumière tandis que
les images courantes sont capturées dans des conditions normales pendant la tâche de
positionnement. Le Tableau 4.5 montre que tous les contrôleurs convergent pour le
test 1. Cependant, en raison des variations d'illumination, une erreur plus importante
sur les rotations hors plan (Rx and Ry) peut être observée (voir Figure 4.11). Lors du
test 2 les méthodes utilisant les shearlets et les ondelettes convergent près de la posi-
tion désirée contrairement à l'approche photométrique. Les erreurs statiques observées
au niveau de la translation le long de l'axe z et des rotations Rx et Ry peuvent être
expliquées par le fait que même si les approches présentées sont robustes aux perturba-
tions extérieures, la loi de commande utilise des informations globales qui sont fortement
impactées par ces perturbations. Ainsi, l'information commune entre l'image initiale et
l'image désirée est faible, entraînant des erreurs statiques non-négligeables. En�n, lors
du test 3, seules les approches de type sous-échantillonnées ne divergent pas. Cela est dû
au fait que le vecteur des informations visuelles contient moins de coe�cients intégrant
des informations peu pertinentes que dans les approches non sous-échantillonnées.
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test / méthode 4Tx 4Ty 4Tz 4Rx 4Ry 4Rz
e0 test 1 10 -10 100 5 -5 10
ef photométrie 0.84 0.57 -31.49 4.27 -5.61 -0.26
ef e-ondelette 0.10 0.69 -23.48 4.43 -5.65 -0.10
ef e-shearlet 0.52 0.49 -13.57 4.26 -5.60 -0.07
ef ne-ondelette 0.83 0.60 -23.66 4.26 -5.65 -0.22
ef ne-shearlet 0.78 0.59 -22.76 4.27 -5.62 -0.21
e0 test 2 5 -5 100 -20 10 -5
ef photométrie 7 7 7 7 7 7

ef e-ondelette 0.34 0.66 -59.68 -20.27 9.25 -2.40
ef e-shearlet 0.80 0.89 -52.28 -20.31 9.28 -2.12
ef ne-ondelette 1.34 0.456 -60.99 -20.32 9.33 -2.20
ef ne-shearlet 1.20 0.52 -59.19 -20.28 9.35 -2.22
e0 test 3 -2 2 -50 5 10 -30
ef photométrie 7 7 7 7 7 7

ef e-ondelette -5.26 -20.07 -176.26 2.91 10.28 -5.21
ef e-shearlet 26.50 -22.76 -317.09 2.26 10.73 -0.04
ef ne-ondelette 7 7 7 7 7 7

ef ne-shearlet 7 7 7 7 7 7

Table 4.5 � [scenario 3 ] Comparaison des di�érents contrôleurs dans le cas de variations
d'illumination. 4Ti (mm), 4Ri (deg), e0 et ef représentent respectivement les erreurs
de positionnement initiales et �nales. 7 = échec.

(a) e-ondelette (b) e-shearlet

Figure 4.11 � [scenario 3, test 3 ] Images de di�érences Idiff à la convergence lors de
variations d'illumination. Même s'il y a une erreur statique, la méthode ne diverge pas.

L'objectif de ces simulations était l'étude de la capacité des quatre contrôleurs dé-
veloppés à réussir des tâches d'asservissement visuel dans di�érentes conditions d'uti-
lisation ainsi que leur comparaison avec la méthode photométrique. Nous avons pu
constater que les approches proposées permettent d'atteindre les objectifs en conditions
nominales comme le laissait pressentir l'étude des cônes de convergence. Lorsqu'il y a
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la présence de perturbations externes, les lois de commande convergent toujours malgré
parfois une importante erreur statique sur les rotations hors plan (Rx et Ry) ou sur la
translation Tz. De plus, la méthode photométrique échoue sur certains cas comme dans
le scénario comportant des variations d'illumination, à cause notamment de son modèle
reposant sur l'hypothèse forte de continuité du �ux optique. Même si les approches
utilisant les ondelettes et les shearlets utilisent la même hypothèse, elles y sont plus
robuste car seule la transformées de niveau j = 0 s'appuie fortement sur cette hypo-
thèse. Les autres niveaux comporte des coe�cients élevés pour des contours de l'image
selon certaines directions. Ces informations changent peu selon le type d'illumination.
Nous pouvons également remarquer que les versions sous-échantillonnées fournissent de
meilleurs résultats lors de conditions défavorables que celles non sous-échantillonnées,
en plus d'être moins coûteuses en temps de calcul (tloop = 120 ms pour les méthodes
sous-échantillonnées contre tloop = 700 ms pour les méthodes non sous-échantillonnées).
Cela est dû au fait qu'elles comportent davantage de niveaux de détails contenus dans
un nombre restreint de coe�cients tandis que les approches non sous-échantillonnées
contiennent beaucoup plus de coe�cients, mais dont la plupart sont très proches de
zéro, et contiennent, de ce fait, peu d'information utile. De plus, les détails de certains
niveaux, assimilable à du bruit, ne sont pas conservés dans le vecteur si (i = [w, sh]).
Dans la suite, nous retiendrons uniquement les méthodes e-ondelette et e-shearlet.

Robustesse aux erreurs d'étalonnage [scenario 4 ] : La simulation permet aussi
de tester facilement la robustesse des contrôleurs proposés aux erreurs d'étalonnage de la
caméra. Nous avons ici étudié la robustesse aux erreurs sur les paramètres intrinsèques
de la caméra. Ainsi, les deux méthodes sous-échantillonnées sont comparées sur ce point.
Deux paramètres ont été volontairement entachés d'erreurs : les coordonnées du point
principal et la distance focale (voir Tableau 4.6). En e�et, les vraies coordonnées du
point principal de l'image sont [u0 , v0] = (160, 120) pixels tandis que la vraie distance
focale est px = py = 870 pixels. Lorsque l'erreur est en faveur d'une surestimation de la
distance focale, les deux méthodes convergent mais nécessitent davantage d'itérations.
Cependant, à l'inverse, lorsque l'erreur est en faveur d'une sous-estimation de la distance
focale, la méthode d'ondelettes sous-échantillonnées atteint un minimum local tandis
que la méthode des shearlets sous-échantillonnées converge vers le minimum global.

Table 4.6 � Étude de la robustesse des contrôleurs aux erreurs sur la distance focale
avec l'erreur de positionnement initiale correspondant au test 2.

Longueur focale erronée Erreur e-ondelette e-shearlet

en pixels (en %) en itérations en itérations
435 -50 7 3 190 itérations
609 -30 7 3 440 itérations
696 -20 3 700 3 580 itérations
870 0 3 950 3 1030 itérations
1305 +50 3 2970 3 3720 itérations
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Les deux méthodes convergent lorsque la longueur focale erronée est 20% plus faible
que sa valeur exacte (px = py = 696 pixels). Cette erreur a donc été conservée pour le
test suivant où nous avons également volontairement modi�é les coordonnées du point
principal. Les résultats sont présentés dans le tableau 4.7 et ne montrent aucune
di�érence entre les deux méthodes, qui peuvent être considérées comme robustes à ce
type d'erreur.

Table 4.7 � Étude de la robustesse des contrôleurs aux erreurs d'étalonnage sur le point
principal de l'image avec l'erreur de positionnement initiale correspondant au test 1.

Coordonnées erronées Distance e-ondelette e-shearlet

(160,120) 0 3 (160 itérations) 3 (70 itérations)
(320,240) 200 3 (360 itérations) 3 (180 itérations)
(160,-100) 220 3 (540 itérations) 3 (170 itérations)
(-200,120) 360 3 (310 itérations) 3 (330 itérations)
(500,-200) 467 7 7

Après avoir démontré en simulation l'intérêt des approches sous-échantillonnées par
rapport à celles non sous-échantillonnées, nous allons étudier le comportement de ces
lois de commande dans des conditions expérimentales.

4.2.4 Validation expérimentale

A�n de valider expérimentalement les méthodes d'asservissement visuel proposées
dans ce chapitre, nous utilisons un système robotique cartésien à 6 ddl (voir Figure 4.12).
Une caméra de type CCD est montée sur l'e�ecteur du robot dans une con�guration
caméra embarquée. Cette caméra permet d'obtenir des images de taille 450× 450 pixels
à une cadence de 25 images par seconde. Ces images sont ensuite redimensionnées à
256 × 256 pixels. Notre boucle de commande est gérée par une station de travail PC
équipée d'un processeur 2,4 GHz sous la distribution Linux. Comme pour la simula-
tion, les transformées en ondelettes et en shearlets sont réalisées sous Matlab avec la
Matlab Wavelet Toolbox et Shearlab 1.1. En�n, tous les calculs sont e�ectués
en considérant une profondeur de la scène constante de Z = 0.8m.

Pour cette validation expérimentale, nous avons comparé les méthodes sous-échantillonnées
e-ondelette et e-shearlet. Comme pour la partie simulation, nous avons réalisé des tests
en conditions nominales et défavorables a�n de déterminer et de comparer les perfor-
mances de ces deux approches. Le Tableau 4.8 présente les deux erreurs de position-
nement initiales considérées pour chacun de ces tests. La scène planaire est remplacée
par un objet 3D dans les derniers tests de cette section.

Conditions nominales et scène planaire [scenario 1 ] : La première validation
expérimentale consiste à tester de deux contrôleurs e-ondelette et e-shearlet dans des
conditions nominales d'utilisation avec une profondeur de scène �xe. La Figure 4.13
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Figure 4.12 � Photographie du système expérimental avec une scène planaire.

Test ∆Tx (mm) ∆Ty (mm) ∆Tz (mm) ∆Rx(◦) ∆Ry(
◦) ∆Rz(

◦)

test 1 5 50 100 5 -5 -4
test 2 -20 -30 -20 10 2 2

Table 4.8 � Erreur initiale e0 entre l'image initiale I et l'image désirée I∗ dans le cas
d'une scène planaire.

nous montre l'image obtenue par la caméra à di�érents moments de la tâche de position-
nement : la Figure 4.13(a) montre l'image désirée I∗, la Figure 4.13(b) l'image de dif-
férence Idiff entre l'image désirée et l'image initiale, tandis que les Figures 4.13(c)-(d)
illustrent respectivement Idiff �nale (à la convergence) pour les approches e-ondelette
et e-shearlet. Les deux méthodes convergent de manière précise vers la position désirée.

L'erreur de positionnement e durant la tâche, pour chaque ddl, est visible sur les
Figures 4.14 et 4.15. Ces valeurs sont obtenues à partir des encodeurs très précis du
robot. La Figure 4.14 représente l'évolution de l'erreur pour la méthode e-ondelette
tandis que la Figure 4.15 présente celle de la méthode e-shearlet. Nous pouvons voir que
tous les ddl du robot convergent vers leur position désirée. Néanmoins, la décroissance
de l'erreur n'est pas exponentielle en raison de notre loi de commande qui utilise un
algorithme de type Levenberg-Marquardt avec un gain adaptatif.
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(a) (b) (c) (d)

Figure 4.13 � [scenario 1, test 1 ] (a) image désirée I∗ (b) image de di�érence initiale
Idiff , (c) image de di�érence �nale Idiff dans le cas e-ondelette, et (d) dans le cas
e-shearlet.

Les valeurs de l'erreur de positionnement �nale pour chacune des deux méthodes
sont :

• e-ondelette

· translation : moyenne(∆Ti) = 0,30 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0,029 deg

• e-shearlet

· translation : moyenne(∆Ti) = 0,08 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0,014 deg

Le contrôleur e-ondelette atteint la position désirée en 500 itérations tandis que celui
e-shearlet converge en seulement 400 itérations. De plus, la méthode e-shearlet présente
une meilleure précision en translation et en rotation.
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Figure 4.14 � [scenario 1, test 1 ] Erreur de positionnement e avec la méthode e-
ondelette.



Simulation et validation expérimentale sur caméra conventionnelle 129

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

50 100 150 200 250 300 350 400

T
ra
n
sl
at
io
n
[m

]

itérations
etx ety etz

-4

-2

0

2

4

6

8

50 100 150 200 250 300 350 400

R
ot
at
io
n
[d
eg
]

itérations
erx ery erz

Figure 4.15 � [scenario 1, test 1 ] Erreur de positionnement e avec la méthode e-shearlet.

Les résultats pour le test 2 sont présentés sur la Figure 4.16. Nous pouvons consta-
ter que les deux contrôleurs convergent avec précision comme le montrent les images de
di�érence Idiff �nales complètement grise. (Figure 4.16(c) et (d)).

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.16 � [scenario 1, test 2 ] (a) image désirée I∗ (b) image de di�érence initiale
Idiff , (c) Idiff �nale dans le cas e-ondelette, et (d) dans le cas e-shearlet.
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Figure 4.17 � [scenario 1, test 2 ] Erreur de positionnement e avec la méthode e-
ondelette.
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Figure 4.18 � [scenario 1, test 2 ] Erreur de positionnement e avec la méthode e-shearlet.

La décroissance de l'erreur e sur chaque ddl pour le test 2 a été représentée sur la
Figure 4.17 pour la méthode e-ondelette et sur la Figure 4.18 pour celle e-shearlet.
Les résultats sont très comparables à ceux obtenus pour le test 1 même si la commande
a un comportement davantage non-linéaire en début de tâche. Cette fois-ci, la méthode
e-ondelette met 700 itérations pour converger contre 300 pour la méthode e-shearlet.
Finalement, les valeurs numériques d'erreurs de positionnement �nales en translation
et en rotation à la �n de la tâche sont :

• e-ondelette

· translation : moyenne(∆Ti) = 0,15 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0,16 deg

• e-shearlet

· translation : moyenne(∆Ti) = 0,13 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0,02 deg

En conditions nominales, la sensibilité de la méthode e-shearlet à des fréquences
selon di�érentes directions, adaptées aux informations visuelles anisotropes, semble lui
conférer un avantage en termes de rapidité de convergence ainsi qu'une meilleure préci-
sion que la méthode e-ondelette. Néanmoins, les courbes d'erreur de positionnement pour
les deux tests montrent un comportement plus instable pour l'approche des shearlets
que celle des ondelettes. Nous pouvons également noter qu'en �n de tâche, les courbes
d'erreur de positionnement prennent une allure de décroissance exponentielle. Cela est
dû au fait qu'à partir d'un moment, l'image courante devient si proche de l'image dési-
rée que ‖Idiff‖ est faible. Or cette valeur est utilisée pour adapter en ligne la valeur de
µ dans notre optimisation de type Levenberg-Marquardt (voir équation (4.27)). Lorsque
µ a une faible valeur, la loi de commande revient à utiliser une optimisation de type
Gauss-Newton.
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Occultations partielles et scène planaire [scenario 2 ] : Dans ce scénario, nous
avons étudié le comportement des deux contrôleurs en présence d'occultations par-
tielles sur l'image désirée. A cette �n, l'image désirée a été cachée par un objet 3D
qui en plus de couvrir une partie de l'image, induit des e�ets d'ombres non négli-
geables. La Figure 4.19(a) montre l'image désirée I∗ sur laquelle l'objet 3D a été posé
(puis retiré lors de la tâche de positionnement). L'image Idiff initiale est montrée à
la Figure 4.19(b). En�n, les Figures 4.19(c)-(d) montrent que les deux approches
atteignent la position désirée avec la même précision.

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.19 � [scenario 2, test 1 ] (a) image désirée I∗ (b) image de di�érence initiale
Idiff , (c) Idiff �nale dans le cas e-ondelette, et (d) dans le cas e-shearlet.
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Figure 4.20 � [scenario 2, test 1 ] Erreur de positionnement e avec la méthode e-
ondelette.

La décroissance de l'erreur de positionnement pour chaque méthode est présentée à
la Figure 4.20 pour la méthode e-ondelette et à la Figure 4.21 pour celle e-shearlet.
Les deux méthodes convergent mais l'erreur de positionnement �nale n'est pas aussi
faible qu'en conditions nominales.
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Figure 4.21 � [scenario 2, test 1 ] Erreur de positionnement e avec la méthode e-shearlet.

Les valeurs numériques des erreurs de positionnement �nales en translation et en
rotation sont :

• e-ondelette

· translation : moyenne(∆Ti) = 2.91 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0,19 deg

• e-shearlet

· translation : moyenne(∆Ti) = 7.91 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0,49 deg

De manière générale, l'occultation générée par l'objet 3D a davantage perturbé la
convergence en translation qu'en rotation. Cependant, l'approche e-ondelette est plus
précise pour tous les ddl en présence d'occultations.

Ce scénario a également été réalisé avec l'erreur initiale de positionnement du test 2
ainsi qu'un autre objet 3D. La Figure 4.22(a) nous présente l'image désirée avec l'occul-
tation partielle, la Figure 4.22(b) l'image de di�érence initiale et les Figures 4.22(c)-
(d) montrent les images de di�érence à la �n de la tâche de positionnement. Nous pou-
vons voir que cette fois-ci la méthode e-ondelette converge avec précision vers la position
désirée (Figure 4.22 (c)) tandis que la méthode e-shearlet échoue (Figure 4.22(d)).
Finalement les erreurs de positionnement à la convergence sont :

• e-ondelette

· translation : moyenne(∆Ti) = 3.57 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0.28 deg
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• e-shearlet

· translation : 7

· rotation : 7

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.22 � [scenario 2, test 2 ] (a) image désirée I∗ (b) image de di�érence initiale
Idiff , (c) Idiff �nale dans le cas e-ondelette, et (d) Idiff dans le cas e-shearlet.

Ce deuxième test expérimental est cohérent avec le premier et permet d'a�rmer que
la méthode e-ondelette est plus robuste aux occultations que la méthode e-shearlet.

Variations d'illumination et scène planaire [scenario 3 ] : La Figure 4.23(a)
montre l'image désirée exposée à un spot lumineux, la Figure 4.23(b) celle de di�érence
initiale et les Figure 4.23(c)-(d) illustrent respectivement l'image de di�érence �nale
pour l'approche e-ondelette et e-shearlet. Pour ce premier test, la méthode e-shearlet
converge avec une erreur statique et des oscillations tandis que l'approche e-ondelette
tombe dans un minimum local après 400 itérations.

Figure 4.23 � [scenario 3, test 1 ] (a) image désirée I∗ (b) image de di�érence initiale
Idiff , (c) Idiff �nale dans le cas e-ondelette, et (d) dans le cas e-shearlet.

Pour le test 2, dont les résultats sont présentés sur la Figure 4.24, les deux mé-
thodes atteignent la position désirée avec une erreur statique plus importante. Cela peut
s'expliquer par le fait que, comme pour l'approche photométrique, le modèle utilisé pour
établir les matrices d'interaction de ces approches repose l'hypothèse de la continuité du
�ux optique. Cette hypothèse n'est pas validée en cas de variations d'illuminations sur
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(a) (b) (c) (d)

Figure 4.24 � [scenario 3, test 2 ] (a) image désirée I∗ (b) image de di�érence initiale
Idiff , (c) Idiff �nales dans le cas e-ondelette, et (d) dans le cas e-shearlet.

l'image. Cependant, les méthodes ne divergent pas complètement, ce qui leur confère
une meilleure robustesse à cette hypothèse que la méthode photométrique. Cela peut
être expliqué par le fait que les transformées en ondelettes et en shearlets autres que
celle de niveau j = 0, sont parcimonieuses, avec des hauts coe�cients pour des contours
de l'image selon certaines directions et une majorité de coe�cients proches de zéros
ailleurs. Ces transformées sont donc peu impacté par les changements d'illumination.

Les valeurs de l'erreur de positionnement �nale sont :

• e-ondelette

· translation : moyenne(∆Ti) = 23,5 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 1,3 deg

• e-shearlet

· translation : moyenne(∆Ti) = 21,3 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 1,3 deg

Conditions nominales et scène 3D [scenario 4] : Jusqu'à présent, les scénarios
présentés utilisaient essentiellement des scènes planaires. Dans ce dernier scénario de
validation, nous avons remplacé la photographie utilisée précédemment par un objet 3D
tout en augmentant l'angle d'incidence entre la caméra et cet objet (voir Figure 4.25).
Bien que les contrôleurs aient été élaborés dans le cas général, notre caméra monoculaire
ne nous permet pas d'obtenir une valeur exacte de la profondeur Z pour chaque point
de l'image. Le but de ce scénario est donc d'évaluer la robustesse de nos contrôleurs
aux erreurs sur la profondeur de la scène. Les deux erreurs initiales considérées dans ce
scénario entre l'image initiale I et l'image désirée I∗ sont présentées dans le Tableau
4.9.
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Figure 4.25 � Photographie du banc expérimental avec une scène 3D.

Test ∆Tx (mm) ∆Ty (mm) ∆Tz (mm) ∆Rx(◦) ∆Ry(
◦) ∆Rz(

◦)

test 3 40 30 50 -5 2 -3
test 4 -100 -40 -200 3 -3 4

Table 4.9 � Erreur de positionnement initiale e0 entre l'image initiale I et l'image
désirée I∗ pour une scène 3D.

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.26 � [scenario 4, test 3] (a) image désirée I∗ (b) image de di�érence initiale
Idiff , (c) Idiff �nale dans le cas e-ondelette, et (d) dans le cas e-shearlet.

Les valeurs numériques des erreurs de positionnement �nales pour le test 3 sont :

• e-ondelette

· translation : moyenne(∆Ti) = 0.43 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0.03 deg

• e-shearlet

· translation : moyenne(∆Ti) = 0.15 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0.02 deg
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Figure 4.27 � [scenario 4, test 3] Erreur de positionnement e avec la méthode e-
ondelette.
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Figure 4.28 � [scenario 4, test 3] Erreur de positionnement e avec la méthode e-
shearlet.

Les deux méthodes sont très précises (moins d'un millimètre d'erreur en transla-
tion et moins de 0.05 degrés en rotation) pour le test 3. Les deux lois de commande
convergent comme dans le cas d'une scène planaire (voir Figure 4.26), mais la méthode
e-shearlet présente une phase oscillatoire (voir Figure 4.27 et 4.28).

Pour le test 4, l'erreur initiale en translation est plus importante que pour le test 3. La
Figure 4.29 nous montre que la méthode e-ondelette converge avec une bonne précision
tandis que celle e-shearlet échoue. Les valeurs numériques des erreurs de positionnement
�nales sont :

• e-ondelette

· translation : moyenne(∆Ti) = 0.53 mm

· rotation : moyenne(∆Ri) = 0.11 deg
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(a) (b) (c) (d)

Figure 4.29 � [scenario 4, test4](a) image désirée I∗ (b) image de di�érence initiale
Idiff , (c) Idiff �nale dans le cas e-ondelette, et (d) dans le cas e-shearlet.

• e-shearlet

· translation : moyenne(∆Ti) = 7

· rotation : moyenne(∆Ri) = 7

Ce dernier scenario a montré expérimentalement que la méthode e-ondelette sur-
passe les performances de celle e-shearlet. Nous pouvons souligner que les rotations
appliquées dans le cas d'une scène 3D sont assez faibles, mais une rotation de plus de 10
degrés faisait sortir l'objet 3D du champ de la caméra, à moins d'y associer un important
mouvement de translation. De tels déplacements ne permettent pas la convergence des
méthodes présentées dans ce chapitre, car elles ne sont pas assez robustes aux approxi-
mations sur la profondeur Z de la scène. Nous pouvons par conséquent conclure qu'en
présence d'une scène 3D, la convergence peut être obtenue à condition d'avoir une erreur
de positionnement initiale faible et ceci malgré la forte hypothèse d'une profondeur Z
constante en chaque point de l'image.

Ainsi, cette validation expérimentale de l'asservissement visuel sur caméra CCD a
permis de comparer les deux approches sous-échantillonnées. La méthode e-shearlet est
légèrement plus précise en conditions nominales et plus robuste aux erreurs d'étalonnage
et aux variations d'illumination mais la méthode e-ondelette surpasse la méthode e-
shearlet lorsqu'il y a présence d'occultations ou une scène 3D. En conclusion, la méthode
à privilégier dépendra du type de conditions défavorables susceptibles d'apparaître dans
l'application visée. Nous avons choisi de tester la méthode e-ondelette sur des images
de type OCT. Ce sujet sera développé dans la prochaine section.



(Tx, Ty, Tz)max =
(50, 100, 12.7) (Rx, Ry, Rz)max = (10, 10, 10)(◦)

µ ◦
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Le système d'imagerie OCT utilisé est présenté en Figure 4.30. Il s'agit d'un ap-
pareil OCT fréquentiel Telesto II de l'entreprise THORLABS caractérisé par des ré-
solutions axiale et latérale de 5.5µm and 7µm avec une profondeur de pénétration de
3.5mm. Dans notre étude, nous asservissons la plate-forme robotique placée sous le sys-
tème OCT, sur lequel se trouve un échantillon à analyser. Nous sommes donc dans une
con�guration de type caméra déportée.

Pour des raisons techniques, il n'a pas été possible d'asservir la plate-forme robotique
en rotation. Par conséquent, l'asservissement visuel, proposé ici, traite uniquement les 3
ddl correspondant aux trois translations. Comme pour notre validation avec une caméra
CCD, le niveau de détail contenant les informations de plus hautes fréquences n'a pas été
conservé a�n de �ltrer le bruit de l'image, particulièrement présent avec cette modalité
d'imagerie.

4.3.2 Détails d'implémentation

Les informations utilisées dans l'asservissement visuel sont composées des coe�cients
de la transformée en ondelettes de l'image I. Plus précisément, il s'agit des niveaux de
détails j = 2 et j = 3 d'une transformée en ondelettes à 3 niveaux de décompositions :

sw(t) =
(

(Wψ(l1)It)(j1,m1), (Wψ(l2)It)(j2,m2), . . . , (Wψ(lN )It)(jN ,mN )
)ᵀ
, (4.27)

avec ji ∈ {2, 3} et li ∈ {0, 1, 2, 3}, (voir section 4.1.1) et mi, facteur de translation,
dépendant de la valeur de j.

Comme précédemment, l'erreur entre les positions initiale et désirée est donnée
comme suit :

ew(t) = sw(t)− s∗w (4.28)

La Figure 4.31 permet de se représenter les informations visuelles utilisées dans la
loi de commande.

La matrice d'interaction associée à sw nécessite alors de connaître la dérivée par
rapport au temps de sw. Soit I(x, t) l'intensité du point située en x = (x, y, z), les
coordonnées (en mètre) du point exprimées dans le repère de la coupe OCT à l'instant
t. Nous avons alors la relation suivante :

.
I(x, t) =

∂I(x, t)

∂x

ᵀ
.
x +

∂I(x, t)

∂t
(4.29)

avec
∂I(x, t)

∂x
= ∇I = [∇Ix∇Iy∇Iz]

ᵀ (4.30)
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Figure 4.31 � Transformée en ondelettes d'une image OCT acquise sur un objet arti-
�ciel "lego".

Comme dans les travaux de (Nadeau et Krupa, 2013), en imagerie échographique,
l'hypothèse que l'intensité d'un point reste constante dans une image OCT sur un faible
intervalle de temps ∆t, c'est-à-dire que ∂I(x,t)

∂t = 0 est alors utilisée. Ici encore, il s'agit
d'une hypothèse forte compte tenu du bruit (speckle) contenu dans ce type d'image. La
relation suivante est alors obtenue :

.
I(x, t) = ∇I

.
x (4.31)

Pour calculer les composantes de ∇I liées aux translations selon la direction y, nous
devons acquérir deux coupes parallèles de chaque côté de notre position désirée, comme
illustré sur la Figure 4.32, a�n de permettre une estimation numérique du gradient 3D
de l'image désirée (Nadeau et Krupa, 2013).

La variation temporelle de x peut être obtenue à partir de la vitesse de la sonde v,
en utilisant la formule de composition des vitesses suivante :

.
x =

1 0 0 0 z −y
0 1 0 −z 0 x
0 0 1 y −x 0

v (4.32)

La section observée se trouve dans une coupe où y = 0. La matrice d'interaction
associée à un point Iu,v de l'image de coordonnées pixelliques (u, v) est alors obtenue
comme suit :

LIu,v =
[
∇Ix ∇Iy ∇Iz −z∇Iy z∇Ix − x∇Iz x∇Iy

]
∈ R1×6 (4.33)

Dans notre cadre de validation, seuls les translations sont asservies donc seule une
projection de LIu,v sur ses trois premières composantes est utilisée. La matrice d'inter-
action relative à sw est alors donnée par la relation suivante :



Ls (t) = −




(Wψ(l1)∇Ix)(j1,m1) (Wψ(l1)∇Iy)(j1,m1) (Wψ(l1)∇Iz)(j1,m1)

(Wψ(lN )∇Ix)(jN ,mN ) (Wψ(lN )∇Iy)(jN ,mN ) (Wψ(lN )∇Iz)(jN ,mN )


 ∈ RN×3

v(t) = −λ
(
H(t) + µ diag

(
H(t)

))−1(
Ls (t)

)ᵀ
e (t),
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L'évolution de l'erreur de positionnement sur chaque ddl est présentée sur la
Figure 4.36 et la norme de l'erreur ‖e‖ = ‖sw − s∗w‖ sur la Figure 4.37. L'ensemble
des erreurs converge vers 0 en environ 80 itérations. L'évolution des erreurs de posi-
tionnement est linéaire témoignant d'une commande stable. L'évolution de la norme de
l'erreur n'est, quant à elle, pas lisse. Nous pouvons supposer que cet aspect est proba-
blement dû à la présence de bruit speckle dans les images OCT mais cette hypothèse
demande à être véri�ée.
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Figure 4.36 � lego : erreurs de positionnement.
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Figure 4.37 � lego : norme de l'erreur entre coe�cients ondelettes de l'image courante
et ceux de l'image désirée.
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L'évolution de l'erreur sur chaque degré de liberté est présentée sur la Figure 4.40.
Nous observons le même comportement que pour le test sur la pièce de lego, avec une
évolution très linéaire de l'erreur de positionnement. De même, l'évolution de la norme
des coe�cients en ondelettes de l'image ‖e‖ = ‖sw − s∗w‖ est visible sur la Figure 4.41
et sa décroissance vers 0 con�rme la bonne convergence de la loi de commande proposée,
avec une convergence très rapide en �n de tâche.

−0.5
−0.4
−0.3
−0.2
−0.1

0
0.1
0.2
0.3

50 100 150 200 250

m
m

itérations

tx
ty
tz

Figure 4.40 � Morceau de crevette : erreurs de positionnement.
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Figure 4.41 � Morceau de crevette : norme de l'erreur entre coe�cients ondelettes de
l'image courante et ceux de l'image désirée.

L'objectif de cette section était l'étude de notre approche fondée sur les ondelettes
en imagerie OCT. A l'aide des deux types d'échantillon, le premier non-biologique et
le second biologique, nous avons montré que la commande permettait d'obtenir des
résultats satisfaisants en termes de précision et de robustesse au bruit, très présent en
OCT.



Conclusion 147

4.4 Conclusion

Nous avons proposé quatre lois de commandes fondées sur les représentations multi-
échelles (ondelettes et shearlets) a�n de réaliser une tâche d'asservissement visuel à 6
ddl. Pour chacune des méthodes, nous avons mis au point une matrice d'interaction
analytique reliant la variation temporelle des coe�cients d'ondelettes ou de shearlets
à celles des vitesses du capteur visuel (caméra conventionnelle ou système d'imagerie
OCT). Les approches sous-échantillonnées et non sous-échantillonnées ont été prises
en compte et comparées en simulation. Elles ont toutes montré une importante préci-
sion lors de conditions nominales d'utilisation. Cependant, les di�érents scénarios de
simulation ont mis en évidence que les approches sous-échantillonnées étaient plus inté-
ressantes que celles non sous-échantillonnées. En e�et, elles sont d'une part plus robustes
aux conditions défavorables (occultations partielles, variations d'illumination) et d'autre
part moins coûteuses en temps de calcul. La suppression des plus hautes fréquences du
signal dans l'élaboration du vecteur d'informations visuelles permet de �ltrer le bruit
de l'image.

Les approches sous-échantillonnées ont été également validées expérimentalement
avec des conditions nominales ou dégradées. Elles ont montré une précision de moins
d'un millimètre en translation et de moins d'un demi-degré en rotation en conditions
nominales. Si la comparaison entre les approches sous-échantillonnées et non sous-
échantillonnées a mis en évidence la supériorité des approches sous-échantillonnées, en
terme de robustesse aux conditions défavorables, la comparaison entre les méthodes e-
ondelette et e-shearlet est plus nuancée. Ainsi, nous avons pu constater que la méthode
e-shearlet est plus robuste aux erreurs d'étalonnage du capteur de vision et aux varia-
tions d'illumination tandis que l'approche e-ondelette est plus robuste aux occultations
partielles et à une mauvaise estimation de la profondeur de la scène (objets 3D). De
plus, la méthode e-ondelette permet un calcul plus rapide de la matrice d'interaction.
La rapidité de la commande avec cette méthode pourrait être améliorée en utilisant une
implémentation en C++ lors du calcul des coe�cients en e-ondelette par des librairies
préexistantes, ce qui serait impossible dans l'immédiat avec l'approche e-shearlet, puis-
qu'aucune implémentation C++ de la transformée en shearlets n'existe pour le moment.

En�n, nous avons étudié la faisabilité d'une commande utilisant la méthode e-
ondelette sur un dispositif OCT. Malgré la nature très bruitée des images OCT, la
méthode reste fonctionnelle avec un comportement tout à fait satisfaisant. En e�et,
l'erreur �nale moyenne obtenue à la convergence est de 0.01mm (soit environ 3% de la
moyenne des déplacements initiaux).
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Chapitre 5

Shearlets en acquisition

comprimée : application à l'OCT

Dans le cadre d'un ambitieux projet traitant du diagnostic des maladies neurodégé-
nératives (Alzheimer, Parkinson) par l'étude du dysfonctionnement du système olfactif
(muqueuse olfactive), nous avons mené des travaux sur l'acquisition comprimée. Dans
ce projet, un micro-robot �exible endonasal équipé, en sa partie distale, d'un système
d'imagerie de type OCT pour l'acquisition de biopsies optiques 3D est utilisé. L'OCT
est une modalité pour laquelle l'acquisition peut être très coûteuse en temps en raison de
la manipulation et du transfert d'un grand nombre de données. Le but de nos recherches
est la simulation d'une acquisition comprimée permettant un balayage intelligent de la
zone à analyser et permettant de réduire le temps d'acquisition sans perte de qualité
d'image. Nous avons donc simulé une méthode d'acquisition partielle de l'image avec
un masque en spirale suivie d'une reconstruction utilisant di�érentes représentations
multi-échelles dans lesquelles le signal est parcimonieux. Ces reconstructions obtenues
avec une adaptation de l'algorithme Fast Iterative Soft-Thresholding" (FISTA) ont été
comparées à l'aide de deux métriques : "Peak Signal Noise Ratio" (PSNR) et "Struc-
tural Similarity" (SSIM) a�n de déterminer quelle transformée multi-échelle donne la
reconstruction la plus proche de l'image de départ. Le sommaire ci-dessous présente la
disposition de ce chapitre :
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5.1 Bases de l'acquisition comprimée

Le concept d'acquisition comprimée permet d'améliorer l'acquisition et la recons-
truction d'un signal grâce à la résolution d'un système linéaire sous-déterminé. Cette
technique fut introduite par Candès, Donoho, Romberg et Tao (Candes et Wakin, 2008)
qui démontrèrent qu'il est possible de dépasser la limite imposée par le théorème de
Shannon (voir ci-dessous), longtemps considéré comme fondamental en théorie de l'in-
formation.

Théorème 5.1. Théorème de Shannon-Nyquist : La représentation discrète d'un
signal nécessite des échantillons régulièrement espacés à une fréquence d'échantillonnage
supérieure au double de la fréquence maximale présente dans ce signal.

Réciproquement, l'échantillonnage avec des échantillons régulièrement espacés peut
décrire un signal à condition qu'il ne contienne aucune fréquence supérieure à la moitié
de celle de l'échantillonnage, dite fréquence de Nyquist.

Pour obtenir une bonne reconstruction du signal sans respecter le théorème de Shan-
non, la théorie de l'acquisition comprimée consiste à dé�nir une base dans laquelle le
signal à reconstruire est parcimonieux ("sparse" en anglais), c'est-à-dire une base dans
laquelle le signal contient un nombre important de coe�cients nuls. C'est ensuite grâce
à une minimisation prenant en compte la parcimonie du signal dans cette base que nous
pouvons l'approximer. Depuis les années 2000, l'utilisation de la parcimonie (c'est-à-dire
des matrices creuses) est un domaine largement étudié en traitement du signal. L'acqui-
sition comprimée est désormais en plein essor et compte des milliers d'articles, couvrant
un nombre important de domaines d'applications : �ltrage des signaux, manipulations
de grands volumes de données, etc. La parcimonie des représentations en ondelettes a
notamment été très utilisée dans les standards de compression comme MPEG (Le Gall,
1991) ou JPEG2000 (Christopoulos et al., 2000). Une nouvelle tendance consiste à utili-
ser la parcimonie directement dans l'élaboration des capteurs d'imagerie a�n de prendre
cette information en compte dès l'étape d'acquisition des données et d'éviter de stocker
toutes les mesures et de les compresser ensuite. Les laboratoires Nokia Bell labs ont
notamment créé des caméras sans lentille fonctionnant sur le principe de l'acquisition
comprimée (Huang et al., 2013). La parcimonie peut également être utilisée pour la
reconstruction de données sismiques (Wang et al., 2011), pour la séparation de sources
sonores (Yang et al., 2015) ou pour la restauration d'images dégradées (Xu et Wang,
2009).

5.1.1 Problème d'optimisation

Depuis le milieu des années 2000, Dohono, Candès et Romberg ont démontré qu'il
est possible de reconstruire un signal et a fortiori une image de taille n avec seulement
m mesures (m << n) sous réserve de respecter certaines conditions, développées dans la
suite de cette section (Candès et Romberg, 2005; Candes et al., 2006a; Romberg, 2008;
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Même si cette dé�nition reste valable pour la norme l0, la dé�nition suivante est souvent
utilisée :

‖ς‖0 = #(i|ςi 6= 0) (5.5)

Cela signi�e que la norme l0 d'un vecteur ς correspond au nombre de coe�cients non
nuls de ce vecteur.

Pour des raisons topologiques, c'est-à-dire de la forme des sphères unités pour les
di�érentes normes considérées (voir Figure 5.2), la norme l2 ne permet pas d'obtenir
un vecteur parcimonieux comme solution (Romberg, 2008; Davenport et al., 2011). En
e�et, sur cet exemple en dimension 2, nous pouvons voir une droite correspondant aux
vecteurs respectant l'égalité b = Φς et leur intersection avec les sphères unités en norme
lp avec p ∈ {0, 1, 2}. La solution obtenue pour p = 2 possède ses deux coordonnées ς1
et ς2 non nulles alors que les solutions pour p = 0 et p = 1 présente une coordonnée
nulle. Étendue à Rn, l'intersection d'un hyperplan avec la boule unité des normes l0 et
l1 aura toujours davantage de coe�cients nuls que l'intersection avec celle de la norme
l2. En pratique, la norme l0 n'est pas utilisée car cette technique s'avère trop coûteuse
en temps de calcul, revenant à essayer

(
n
k

)
combinaisons pour un signal k-sparse de taille

n. En e�et, la minimisation en norme l0 est un problème NP complet 1. De ce fait, la
norme l1 est la plus adaptée. Le problème peut alors s'écrire :

min‖σ‖1 sachant que b = ΦΨσ = Ωσ (5.6)

Dé�nition 5.3. Propriété de restriction isométrique (RIP) : Pour chaque k ∈ N,
dé�nir l'isométrie de constante δk ∈]0, 1[ de la matrice Ω consiste à trouver le plus petit
nombre véri�ant l'inégalité suivante pour tout vecteur σ k-sparse :

(1− δk)‖σ‖22 ≤ ‖Ωσ‖22 ≤ (1 + δk)‖σ‖22 (5.7)

Candes et ses collègues ont montré que si la matrice Ω ∈ Rm×n est RIP(2k, δ2k)
avec σ ∈ Rn un vecteur k-sparse alors ς est la seule solution au problème (5.6) (Candes
et al., 2006a).

Le nombre de mesures m nécessaires pour obtenir une parfaite reconstruction du
signal dépend de la parcimonie du signal dans la base parcimonieuse. Des véri�cations
numériques suggèrent, qu'en pratique, la plupart des signaux k-sparses peuvent être
parfaitement reconstruits lorsque m ≥ 4k (Lustig et al., 2007). Si un signal n'est pas k-
sparse, alors la qualité de la reconstruction obtenue sera aussi précise que celle obtenue
en gardant les k plus grands coe�cients du signal (Candes et al., 2006b).

5.1.2 Reconstruction d'un signal

Il existe de nombreux algorithmes de reconstruction en acquisition comprimée. Le
travail présenté dans (Qaisar et al., 2013) nous permet de les diviser en six catégories :

1. Un problème NP complet est un problème pour lequel toute solution proposée peut être rapide-
ment véri�ée mais pour lequel aucune solution ne peut être trouvée e�cacement.
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Relaxation convexe : ce type d'algorithme utilise la programmation linéaire pour
reconstruire le signal. Les variantes les plus connues sont "Basic Pursuit" (BP)
(Chen et al., 2001) ou "Least Angle Regression" (LARS) (Candès et Recht, 2009).
Ces méthodes ont l'inconvénient de donner un résultat précis uniquement quand
la solution est très parcimonieuse (Cai et Zhang, 2014).

Algorithmes gloutons : Ces algorithmes résolvent le problème de reconstruction de
manière itérative par des sélections aléatoires de colonnes dans la matrice Ω.
L'algorithme le plus connu pour reconstruire petit à petit le support de la solution
est "Orthogonal Matching Pursuit" (OMP) (Blumensath et al., 2012). Néanmoins,
comme leur nom l'indique, ces algorithmes sont coûteux en ressources.

Algorithmes de seuillages itératifs : Ces techniques utilisent des seuillages bruts
ou doux en partant de mesures bruitées du signal, obtenues grâce à la transposée
de Ω (Daubechies et al., 2004; Blumensath et Davies, 2009). Les méthodes "Fast
iterative soft thresholding" (ISTA) (Daubechies et al., 2004) et la méthode "Ap-
proximate message passing" (AMP) (Donoho et al., 2010) sont les plus courantes.

Algorithmes combinatoires : Gilbert et ses collègues ont développé ces techniques
e�caces et très rapides mais qui nécessitent que la matrice de mesures Φ soit
creuse, c'est-à-dire qu'elle soit constituée de nombreux coe�cients nuls (Gilbert
et al., 2007).

Algorithmes de Bregman : Ces algorithmes découpent le problème d'optimisation
de départ en sous-problèmes qui sont résolus de manière itérative (Yin et al.,
2008). Ils sont très bien adaptés aux implémentations GPU (Graphics Processing
Unit).

Nous avons choisi d'éliminer les algorithmes gloutons en raison de leur coût en temps
de calcul. Ne connaissant pas le degré de parcimonie de la solution de notre problème
et n'ayant pas de matrice de mesures creuse, nous avons également écarté les méthodes
de relaxation convexe et les algorithmes combinatoires. En�n, les méthodes de mini-
misation non convexes et les algorithmes de Bregman étant moins documentés dans
la littérature, nous avons choisi d'utiliser un algorithme de seuillage itératif dans nos
travaux. Par ailleurs, ces algorithmes sont très utilisés en imagerie IRM, qui présente
des similitudes avec l'OCT.

De ISTA à FISTA : Le problème d'optimisation rencontré est le suivant

Aς = b (5.8)

avec A, une matrice de mesures, b, les mesures connues et ς le vecteur à reconstruire.
Le modèle standard d'optimisation pour estimer ς est de la forme :

minς (f(ς) + g(ς)) (5.9)
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où f et g sont des fonctions qui dépendent de la méthode de résolution utilisée. Par
exemple ce modèle appliqué aux moindres carrés donne :

ςLS = minς‖Aς − b‖22 (5.10)

avec f(ς) = ‖Aς − b‖22 et g(ς) = 0 (5.11)

En ajoutant une régularisation de Tikhonov pour contraindre la norme de ς, le
modèle devient :

ςTIK = minς‖Aς − b‖22 + ‖Γς‖22 (5.12)

avec f(ς) = ‖Aς − b‖22 et g(ς) = ‖Γς‖22 (5.13)

où Γ, appelée matrice de Tikhonov, est souvent égale à la matrice identité.

En acquisition comprimée, la norme de ς est également régularisée en utilisant cette
fois la norme l1. Le modèle devient :

ς l1 = minς‖Aς − b‖22 + ‖ς‖1 (5.14)

avec f(ς) = ‖Aς − b‖22 et g(ς) = l‖ς‖1 (5.15)

Formellement, les conditions nécessaires pour appliquer un algorithme de type "Ite-
rative Shrinkage-Thresholding" (ISTA) (Daubechies et al., 2004) sont les suivantes :

• f + g a un minimum ς∗ dans Rn.

• f et g sont convexes.

• f est lisse et di�érentiable.

• g est connue et f peut être approximée par une fonction du 1er ordre.

ISTA utilise alors un processus itératif dont l'étape principale est :

ςk+1 = proxg(ςk − tk∇f(ςk)) (5.16)

Dans le cas d'une régularisation en norme l1 dé�nie en (5.14) :

• proxg est une fonction de seuillage de type Ta(ς) = (|ςi| − a) ∗ signe(ςi)

• tk ∈ [0, 1/‖AᵀA‖] est un pas de gradient.

• ∇f(ς) = Aᵀ(Aς − b).

La méthode de gradient accélérée de Nesterov (Nesterov et al., 2007) permet de
rendre l'algorithme ISTA plus rapide. L'algorithme obtenu est appelé "Fast Iterative
Shrinkage-Thresholding Algorithm (FISTA) (voir Algorithme 1). Alors que ISTA a
une complexité de O(1/k), FISTA possède une complexité de O(1/k2). Cette accélé-
ration de Nesterov introduit un terme ϑ qui prend en compte les gradients de l'étape
précédente dans le calcul de la solution courante, permettant une convergence plus ra-
pide vers notre solution k-sparse désirée.
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Données : f , proxg, ς0

Résultat : ς
ϑ1 = ς0, t1 = 1;
Tant que ςk+1 − ςk > ε

ςk+1 = proxg(ϑk − tk∇f(ϑk))

tk+1 =
1+
√

1+4t2k
2

ϑk+1 = ςk + tk−1
tk+1

(ςk − ςk−1)

Fin
Algorithme 1 : FISTA

5.1.3 Acquisition comprimée en imagerie

L'acquisition comprimée a été utilisée pour les systèmes radar (Baraniuk et Steeghs,
2007), ou la séparation de sources sonores (Xu et Wang, 2009) mais c'est en image-
rie qu'elle trouve le plus d'applications notamment en imagerie médicale 3D. Une des
contributions les plus impressionnantes a été réalisée à l'Université de Rice par Richard
Baraniuk et ses collègues (Duarte et al., 2008). Il s'agit d'une "Single pixel caméra"
(SPC). Cette caméra, composée d'un seul détecteur de photons permet de reconstruire
des images avec très peu de mesures. La Figure 5.3 (a) montre l'image obtenue en
photographiant un ballon de football avec une caméra traditionnelle dont la résolution
est de 64× 64 pixels (soit 4096 pixels) et la Figure 5.3 (b) montre l'image reconstruite
par acquisition comprimée à partir de seulement 1600 mesures aléatoires prises avec la
caméra SPC. Cette technique a été améliorée récemment pour aboutir à l'acquisition
comprimée ultrarapide (Satat et al., 2017).

L'acquisition comprimée a également été utilisée pour le traitement d'images sis-
miques. Ces images sont en e�et parcimonieuses dès qu'une transformée en curvelets
leur est appliquée. Ce type de données étant de hautes dimensions (deux pour la source,
deux pour le récepteur et une dimension pour le temps) et souvent incomplètes, l'acqui-
sition comprimée est par conséquent très largement utilisée dans ce domaine (Herrmann
et Hennenfent, 2008; Herrmann et al., 2012).

En�n, la troisième modalité d'image ayant largement béné�cié de la théorie de l'ac-
quisition comprimée est l'imagerie médicale, notamment l'IRM grâce au travail de Lus-
tig, Dohono et Pauly dès 2007 (Lustig et al., 2007). Le travail de Vasanawala et ses
collègues témoigne de 2 ans d'expérimentations de l'acquisition comprimée en pédiatrie
(Vasanawala et al., 2011). De nombreuses méthodes de reconstructions ont été explorées
par la suite, comme des algorithmes de minimisation non convexes (Qu et al., 2010a),
des techniques de Bregman (Smith et al., 2012) ou de seuillages itératifs (Qu et al.,
2010b). Certains travaux, plus récents, utilisent l'algorithme FISTA en imagerie IRM
(Pejoski et al., 2015; Huang et al., 2017). Des recherches sur l'acquisition comprimée
avec l'imagerie ultrasonore ont également été menées, notamment par les équipes de
l'IRIT à Toulouse (Quinsac et al., 2012) et du Creatis à Lyon (Liebgott et al., 2012).
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L'utilisation de l'acquisition comprimée permettrait de réaliser des biopsies 3D beau-
coup plus rapidement et également de réduire les éventuels artefacts dus au temps d'ac-
quisition. Pour analyser un point P1 puis un point P2, la conception de l'appareil OCT
impose la nécessité de balayer tous les points situés sur la trajectoire entre P1 et P2

par les faisceaux laser du dispositif OCT. L'idée de faire des acquisitions partielles de
données selon une trajectoire du faisceau laser en spirale nous est apparue comme la
manière la plus rapide pour couvrir une surface donnée tout en respectant les contraintes
cinématiques du système de balayage de l'appareil OCT, qui repose sur l'actionnement
de miroirs galvanométriques. Néanmoins, la théorie de l'acquisition comprimée préco-
nise l'utilisation de masques aléatoires pour l'acquisition des données. Le travail de
Vasanawala a montré qu'un masque respectant une distribution de Poisson permettait
une reconstruction précise des données manquantes à l'acquisition (Vasanawala et al.,
2011). La question que nous nous sommes posée ici était de savoir si un masque en spi-
rale pouvait donner des résultats aussi précis qu'un masque aléatoire. Pour cela, nous
avons implémenté un algorithme dérivé de FISTA et comparé ces deux types de masques
sur des images numériques d'échantillons typiquement obtenues par l'OCT. Nous avons
appliqué notre algorithme avec trois bases dans lesquelles le signal est parcimonieux : les
ondelettes, les curvelets et les shearlets. Ces recherches ont fait l'objet d'une publication
(Du�ot et al., 2016b).

5.2.1 Nouvelle formulation de l'algorithme FISTA

Considérons b comme étant le vecteur de mesures OCT, Φ la matrice des coordon-
nées spatiales de b, Ψ la base dans laquelle le signal est parcimonieux. Le problème
d'optimisation à résoudre est alors de la forme suivante :

ς l1 = min
ς
‖Φς − b‖22 + ‖Ψς‖1 (5.17)

avec ‖Φς − b‖22 représentant la correspondance entre l'inconnue ς et les mesures b et
‖Ψς‖1 représentant la parcimonie de ς dans la base Ψ. Selon la formulation de FISTA,
f(ς) est pris comme étant ‖Φς − b‖22 et g(ς) est dé�nie comme ‖Ψς‖1. En suivant
l'Algorithme 1, proxg et ∇f sont dé�nis comme ci-dessous :

• proxg = Ta(ς) = (|ςi| − a)× signe(ςi), une fonction seuil de paramètre a.

• ∇f(ς) = (ΦΨ−1)T (ΦΨ−1ς − b) où Ψ−1 est la transformée inverse de Ψ.

Dans notre cas, pour accélérer l'algorithme et pour tester di�érentes bases où le
signal est parcimonieux (puisque la matrice Ψ est implémentée sous forme de fonction
pour les transformées en curvelets et les shearlets, ∇f n'est pas calculable en tant que
matrice), nous avons modi�é l'algorithme initial FISTA en e�ectuant un changement
sur proxg et ∇f . Ces changements sont les suivants :

• proxg = Ψ−1Ta(Ψ(ς))
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• ∇f(ς) = ΦT (Φς − b)

Notre algorithme, appelé µ-FISTA est présenté ci-dessous (voir Algorithme 2).

Données : A, a, ς0

Résultat : ς
ϑ1 = ς0, t1 = 1;
Tant que ςk+1 − ςk > ε

ςk = Ψ−1Ta(Ψ(ϑk − tkΦT (Φϑk − b))) ;

tk+1 =
1+
√

1+4t2k
2 ;

yk+1 = ςk + tk−1
tk+1

(ςk − ςk−1);

Fin
Algorithme 2 : µ-FISTA

5.2.2 Validation numérique

A�n de comparer quantitativement les di�érentes bases parcimonieuses, nous utili-
serons deux métriques pour calculer la similarité entre l'image de référence Ir et l'image
reconstruite Ic avec µ-FISTA. Le premier est le PSNR.

Dé�nition 5.4. Peak Signal Noise Ratio (PSNR) : Soient deux images Ir et Ic
de longueur N , alors le PSNR entre ces deux signaux est donné par :

PSNR = 10 ∗ log10(
2552

MSE
) avec MSE =

(Ic − Ir)
2

N
(5.18)

Comparer les deux images Ic et Ir simplement avec leur signal ne donne pas toujours
une bonne visualisation de leur similarité morphologique. C'est pourquoi, nous avons
également considéré une métrique appelée "Structural SIMilarity" (SSIM) dont la valeur
est située entre -1 et 1.

Dé�nition 5.5. Structural SIMilarity (SSIM) : Soient deux signaux Ir et Ic de
longueur N , alors le SSIM entre ces deux signaux est donné par :

SSIM = [ss(Ic, Ir)].[ls(Ic.Ir].[cs(Ic.Ir)] (5.19)

avec ss, ls et cs, la similarité de structure, de luminance et de contraste entre les deux
images. Ainsi, (5.19) peut être reformulée comme suit :

SSIM =
(2mIcmIr + c1)(2vIcvIr + c2)(2covIcIr + c3)

(m2
Ic

+ m2
Ir

+ c1)(v2
Ic

+ v2
Ir

+ c2)(vIcvIr + c3)
(5.20)

avec

• mI la moyenne de I.
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• v2
I la variance de I.

• covI1I2 la covariance de I1 et I2

• c1, c2 et c3 des variables servant à stabiliser la division.

Une comparaison des résultats fournis par l'algorithme µ-FISTA avec di�érentes
bases parcimonieuses et l'image reconstruite avec une simple interpolation bilinéaire a
été réalisée. Ainsi, six images de taille 256 × 256 pixels obtenues respectivement par
l'imagerie OCT d'un morceau de raisin, de kiwi, de banane, de poulet et de deux échan-
tillons de tissus biologiques (voir Figure 5.4) ont été reconstruites à partir des données
acquises. Pour évaluer notre procédure de reconstruction, un masque a été appliqué
à l'image OCT de référence, a�n de simuler une acquisition partielle des données. La
qualité de la reconstruction a ensuite été mesurée par les deux métriques précédemment
présentées, à savoir le PSNR et le SSIM.

(a) Raisin (b) Kiwi (c) Banane

(d) Poulet (e) Tissu biologique 1 (f) Tissu biologique 2

Figure 5.4 � Séquence d'images OCT de di�érents échantillons utilisés pour la valida-
tion de la méthode d'optimisation µ-FISTA.

La théorie de l'acquisition comprimée nous suggère d'utiliser un masque aléatoire
pour obtenir les données (voir Figure 5.5(a)). Cependant, ce choix s'avère di�cile à
réaliser dans le cas de l'OCT en raison de la cinématique des miroirs de balayage. De ce
fait, nous avons comparé le masque aléatoire avec un masque en spirale (voir Figure 5.5
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(a) Masque aléatoire (b) Masque en spirale

Figure 5.5 � Masques utilisés pour simuler l'acquisition partielle de données (20%
d'échantillons sont utilisés pour la reconstruction).

(b)). Ce type de masque est compatible avec l'appareil OCT et permet d'acquérir de
nombreuses données dans une zone dé�nie dans un temps minimum.

Les Figures 5.6 et 5.7 montrent respectivement la moyenne des PSNR et la
moyenne des SSIM pour nos échantillons qui sont obtenus pour plusieurs types de
reconstruction (interpolation bilinéaire ou bien µ-FISTA avec ondelettes, curvelets ou
shearlets comme base parcimonieuse) avec un masque aléatoire (lignes en pointillées)
ou un masque en spirale (lignes continues). Di�érents pourcentages d'échantillonnage
ont été testés et comparés.

Un masque en spirale réduit la qualité de notre reconstruction avec les curvelets, mais
avec les deux autres bases, à savoir les ondelettes et les shearlets, ce masque montre
les mêmes performances que le masque aléatoire. La reconstruction obtenue avec les
shearlets permet d'obtenir le meilleur PSNR quels que soient le masque utilisé et le
pourcentage de données acquises. A contrario, les curvelets présentent le PSNR le plus
faible pour les deux types de masques utilisés, mais l'écart avec les autres méthodes est
d'autant plus important lorsqu'un masque en spirale est utilisé. La Figure 5.7 permet
de distinguer plus aisément les résultats des di�érentes méthodes. En e�et, l'utilisation
de l'algorithme µ-FISTA avec les shearlets donne les meilleurs résultats dès que l'on dis-
pose de moins de 50 % de données. A partir de 60 % de données acquises, l'interpolation
bilinéaire donne les meilleurs scores au SSIM. Ces scores légèrement plus élevés que ceux
de l'approche utilisant les shearlets sont parfaitement compréhensibles, car avec peu de
données manquantes, une interpolation bilinéaire permet une bonne reconstruction de
l'image.
Ainsi, l'étude des courbes PSNR et SSIM préconise de manière non-équivoque l'utilisa-
tion de l'algorithme µ-FISTA avec la transformée en shearlets quel que soit le type de
masque d'acquisition, mais plus encore, elle montre qu'avec cette transformée l'utilisa-
tion d'un masque en spirale n'entraîne aucune dégradation de la qualité de la recons-
truction de l'image.
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(a) Masque aléatoire
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(b) Masque en spirale

Figure 5.6 � PSNR pour di�érents pourcentages de données acquises, avec des masques
aléatoires et en spirale.
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(a) Masque aléatoire
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Figure 5.7 � SSIM pour di�érents pourcentages de données acquises, avec des masques
aléatoires et en spirale.
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Les Figures 5.9, 5.10, 5.12 et 5.13 présentent quelques exemples de reconstruc-
tion pour les deux masques (aléatoire et en spirale) pour di�érentes valeurs d'échan-
tillonnage et di�érentes images. Avec les deux masques, la reconstruction utilisant une
interpolation bilinéaire induit des artefacts structurels particulièrement visibles sur les
Figures 5.12(a) et 5.13(a).

Avec l'algorithme µ-FISTA, le choix de la transformée permettant de rendre notre
signal parcimonieux a�ecte beaucoup la qualité de reconstruction de l'image :

• Avec les ondelettes, certains détails importants de l'image reconstruite sont man-
quants, ce qui est particulièrement visible dans l'exemple du kiwi où certaines
tâches sur l'échantillon n'apparaissent plus (voir Figures 5.12(b) et 5.13(b)).

• Avec les curvelets, µ-FISTA fournit une reconstruction proche de l'image de départ
avec un masque aléatoire. Cette qualité de reconstruction est particulièrement
visible sur la Figure 5.9(c). Cependant, cette base n'est pas adaptée au masque en
spirale. En e�et, sur les Figures 5.10(c) et 5.13(c), nous pouvons voir apparaître
les spirales du masque au sein de l'image reconstruite. Cela est probablement dû
au fait que la transformée en curvelets intègre des rotations. Le masque en spirale
peut perturber le passage du signal dans cette base.

• Avec les shearlets, que ce soit avec l'échantillon de poulet ou celui de kiwi, toute
l'information est conservée dans la reconstruction. Les Figures 5.12(d) et 5.13(d)
ne présentent pas de tâches manquantes comme cela était le cas pour les recons-
tructions utilisant les ondelettes ou les curvelets. En revanche, de faibles di�érences
peuvent être remarquées entre le masque aléatoire et le masque en spirale dans le
cas de l'échantillon de poulet. En e�et, de légers artefacts sont présents sur parties
les plus texturées de la Figure 5.10(d).

Ces observations obtenues à l'÷il nu sont bien en adéquation avec les résultats des
courbes de PSNR (voir Figure 5.6) et de SSIM (voir Figure 5.7).
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(a) Image de référence. (b) Masque aléatoire avec 50%
de données.

(c) Masque en spirale avec
46% de données.

Figure 5.8 � Image de référence et masques utilisés pour échantillon du poulet.

(a) Interpolation bili-
néaire

(b) µ-FISTA avec on-
delettes

(c) µ-FISTA avec cur-
velets

(d) µ-FISTA avec
shearlets

Figure 5.9 � Résultats des reconstructions sur l'échantillon de poulet avec un masque
aléatoire et 50% de données.

(a) Interpolation bili-
néaire

(b) µ-FISTA avec on-
delettes

(c) µ-FISTA avec cur-
velets

(d) µ-FISTA avec
shearlets

Figure 5.10 � Résultats des reconstructions sur l'échantillon de poulet avec un masque
spirale et 46% de données.
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(a) Image de référence (b) Masque aléatoire avec 30%
de données

(c) Masque avec 31% de don-
nées

Figure 5.11 � Image de référence et masques utilisés pour l'échantillon du kiwi.

(a) Interpolation bili-
néaire

(b) µ-FISTA avec on-
delettes

(c) µ-FISTA avec cur-
velets

(d) µ-FISTA avec
shearlets

Figure 5.12 � Résultats des reconstructions sur l'échantillon de kiwi avec un masque
aléatoire et 30% de données.

(a) Interpolation bili-
néaire

(b) µ-FISTA avec on-
delettes

(c) µ-FISTA avec cur-
velets

(d) µ-FISTA avec
shearlets

Figure 5.13 � Résultats des reconstructions sur l'échantillon de kiwi avec un masque
spirale et 31% de données.
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5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude préliminaire de l'utilisation de l'ac-
quisition comprimée en imagerie OCT. Nous avons modi�é l'algorithme FISTA pour
l'adapter à notre problématique. Notre algorithme, appelé µ-FISTA, a permis de com-
parer qualitativement et quantitativement plusieurs bases dans lesquelles notre image
de départ est parcimonieuse (constituée d'un grand nombre de zéros). Ces comparaisons
ont été réalisées à l'aide de deux métriques : le PSNR et le SSIM. Elles ont montré que
la base des shearlets o�rait les meilleures performances en terme de qualité de recons-
truction. L'observation des di�érentes reconstructions à l'÷il nu con�rme les résultats
obtenus à l'aide des courbes de PSNR et de SSIM de chaque méthode. L'appareil OCT ne
permettant pas de réaliser de masque aléatoire d'acquisition de mesures, préconisé dans
la littérature, notre méthode a permis également de simuler l'utilisation d'un masque
en spirale. En e�et, ce dernier est davantage en adéquation avec la cinématique de l'ap-
pareil. Ainsi, l'utilisation d'une trajectoire en spirale pour e�ectuer l'acquisition des
données OCT est compatible avec l'utilisation de l'algorithme µ-FISTA et n'a�ecte que
très peu la qualité de reconstruction de l'image en utilisant la transformée en shearlets.
Une perspective intéressante à ce travail serait l'utilisation simultanée de l'acquisition
comprimée et de l'asservissement visuel avec cette modalité d'imagerie.
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Depuis une dizaine d'années, l'utilisation de robots s'est développée dans de nom-
breux domaines. Le monde de l'industrie utilise des robots depuis les années 1960 pour
e�ectuer des tâches élémentaires mais di�ciles pour l'Homme (soulever des objets très
lourds, travailler dans un environnement hostile, agir à haute cadence). Cependant, les
nombreux progrès e�ectués dans le domaine de l'informatique avec des capacités de
calculs toujours plus puissantes, et ce même pour des technologies embarquées, tendent
à faire réaliser aux robots des tâches de plus en plus complexes. Ainsi, on retrouve des
robots dans de nouveaux domaines comme la robotique domestique (exemple : Roomba
de iRobot), la robotique militaire (exemple : Drone predator de l'US Air Force) ou
les voitures autonomes (exemple : Google Car). La robotique médicale s'est également
largement développée avec des robots interventionnels (exemple : DaVinci de Intui-
tive Surgical) ou des robots pour la visualisation comme les porte-endoscopes servant
à assister le médecin durant ses interventions grâce à un retour visuel (qui peut être
multimodal) de la zone à opérer. Quel que soit le domaine d'application, la commande
de tels robots nécessite d'interpréter les signaux fournis par les di�érents capteurs (cap-
teurs de lumière, de son, d'ultrasons ou de force). Le travail présenté dans ce manuscrit
s'est intéressé à l'utilisation d'informations visuelles a�n de contrôler un système ro-
botique, en considérant plusieurs types de capteurs : une caméra standard, une sonde
échographique et un système d'imagerie OCT.

L'objectif principal de cette thèse était l'élaboration de nouvelles approches d'asser-
vissement visuel fondées sur les représentations multi-échelles telles que les ondelettes
et les shearlets. Le chapitre 1 a rappelé les principes de la vision par ordinateur et a
dressé un bref inventaire des di�érentes méthodes d'asservissement visuel existantes. Le
chapitre 2 a introduit les représentations multi-échelles, en particulier la transformée
en ondelettes et une de ses extensions : la transformée en shearlets. Dans les deux cas,
la distinction entre la transformée sous-échantillonnée (possédant autant de coe�cients
que de pixels dans l'image initiale) et sa variante non sous-échantillonnée (possédant
jusqu'à 10 fois plus de coe�cients que de pixels dans l'image initiale) a été soulignée.
Les chapitres 3 et 4 ont discuté les contributions scienti�ques de cette thèse, en l'oc-
currence le développement de plusieurs lois de commande dont le signal est le résultat
d'une transformée d'ondelettes ou de shearlets (plusieurs variantes ont été proposées).
En�n le chapitre 5 s'est intéressé à l'utilisation des représentations multi-échelles en
acquisition comprimée dans le but de pouvoir réaliser un asservissement visuel sur des
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données incomplètes obtenues par des méthodes d'acquisition comprimée, même si cela
reste une perspective à long terme.

Contributions

Le chapitre 3 a montré les premiers résultats prometteurs de l'utilisation des shear-
lets en asservissement visuel échographique. Dans un premier temps, une loi de com-
mande utilisant une matrice d'interaction estimée numériquement est présentée. Cette
matrice relie la variation temporelle des coe�cients des shearlets et la vitesse spatiale de
la sonde échographique. Ce travail, a ensuite été étendu par le calcul d'une nouvelle ma-
trice d'interaction qui est cette fois-ci analytique. Néanmoins, cette dernière n'est appli-
cable qu'avec une version non sous-échantillonnée de la transformée en shearlets. Cette
première formulation a permis de montrer des performances intéressantes en termes de
précision et de robustesse de la loi de commande qui en découle, notamment par rap-
port aux conditions de travail non-favorables qui caractérisent l'imagerie ultrasonore.
Cependant, le fait de ne pas pouvoir utiliser de représentations sous-échantillonnées
constituait un inconvénient majeur de cette méthode.

Dans le chapitre 4, l'attention a été portée sur le formalisme mathématique des
nouvelles primitives visuelles étudiées et par conséquent, la mise en ÷uvre de matrices
d'interaction analytique associées. Ces matrices d'interaction ont été formalisées en
utilisant quatre types d'informations visuelles multi-échelles di�érentes, à savoir les co-
e�cients des ondelettes sous-échantillonnées ou non et ceux des shearlets, également
sous-échantillonnées ou non. Cette loi de commande est un asservissement visuel direct
évitant les étapes de détection, d'extraction, de suivi et de mise en correspondance de
points d'intérêt qui incombent aux approches géométriques. Néanmoins, la décomposi-
tion du signal dans l'espace des ondelettes ou celui des shearlets permet une représen-
tation de l'image qui met l'accent sur ses singularités (comme les contours, les points
d'intérêt ou les zones texturées), en les associant à des coe�cients de valeur élevée tandis
que les zones de l'image plus uniformes sont caractérisées par des coe�cients proches de
0. Plusieurs scénarios de simulation ont pu mettre en valeur la supériorité des approches
sous-échantillonnées sur celles non sous-échantillonnées en termes de précision, de rapi-
dité et de robustesse. En�n, des résultats expérimentaux ont permis de valider les lois
de commande d'asservissement visuel proposées pour la tâche de positionnement d'une
caméra CCD embarquée sur un robot à 6 ddl. Si la méthode utilisant la transformée en
ondelettes est plus robuste aux occultations, celle utilisant les shearlets semble meilleure
en terme de robustesse aux changements d'illumination. En�n, la méthode utilisant les
ondelettes sous-échantillonnées a été validée sur une autre modalité d'imagerie, l'OCT,
montrant des résultats intéressants pour ce type d'images très bruitées.
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Dans le chapitre 5, nous avons testé en simulation un algorithme d'acquisition com-
primée appliqué à l'imagerie OCT. L'acquisition parcimonieuse des données (environ
30% des données sont considérées pour la reconstruction d'une image entière) est ef-
fectuée suivant des trajectoires de balayage spéci�ques compatibles avec la cinématique
d'une structure robotique, par exemple, une trajectoire sous forme d'une spirale. Di�é-
rentes représentations multi-échelles ont été testées : ondelettes, curvelets, shearlets. Il
s'est avéré que la transformée en shearlets o�re la meilleure reconstruction comparées
aux autres méthodes. Ce travail ouvre la voie vers l'association de l'acquisition compri-
mée à l'asservissement visuel dans la même boucle de commande. En d'autres termes,
les tâches de perception et d'action peuvent être combinées de manière originale dans
la même boucle.

Perspectives

A court terme

L'inconvénient majeur des méthodes présentées dans ce manuscrit demeure le temps
requis pour le calcul des coe�cients en ondelettes et en shearlets. Dans ce travail, nous
avons utilisé des librairies développées sousMatlab, puisqu'il n'existe pas d'implémen-
tation de la transformée en shearlets en C++. Nous espérons pouvoir obtenir un temps
de calcul 10 fois plus rapide en utilisant une des nombreuses implémentations C++ de
la transformée en ondelettes. Pour la transformée en shearlets, nous avons commencé la
mise en ÷uvre d'une librairie C++ de la version sous-échantillonnée, mais ce dévelop-
pement est à poursuivre. Les performances gagnées en temps de calcul pourraient nous
permettre d'utiliser une matrice d'interaction, calculée à chaque itération à la position
courante et non plus seulement à la position désirée.

De plus, nous avons mis en place dans le chapitre 4, une matrice d'interaction
approximée, nécessitant moins de transformées en ondelettes ou en shearlets pour sa
construction que celle que nous avons testée expérimentalement. L'étude des perfor-
mances de cette matrice d'interaction est un autre axe de recherche à court terme.
L'utilisation de cette matrice réduirait encore le temps d'exécution d'une boucle de
commande dans le cadre d'une matrice d'interaction estimée en ligne à chaque itération.

Une autre perspective à court terme serait d'étendre notre commande utilisant la
transformée en ondelettes d'une image OCT à 6 ddl en contrôlant également les rota-
tions du robot parallèle supportant l'échantillon à analyser.

A moyen terme

De futurs travaux pourraient s'intéresser à l'utilisation des valeurs imaginaires de la
transformée en ondelettes ou en shearlets a�n d'étudier si l'amplitude des valeurs com-
plexes de ces transformées permettrait d'augmenter davantage la robustesse de notre
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approche (ce qui est notre intuition). L'étude théorique de la stabilité de la commande
est également un autre axe de recherche à mener.

Une autre perspective à moyen terme serait de faire varier les niveaux de décomposi-
tions utilisés lors de la commande en commençant par considérer uniquement les niveaux
les plus grossiers puis de plus en plus détaillés en se rapprochant de la position désirée.
En d'autres termes, utiliser les avantages de la matrice d'interaction multi-échelles pour
développer des lois de commandes de plus en plus précises. Ceci permettrait d'augmen-
ter le domaine de convergence sans a�ecter la précision de la commande.

L'utilisation d'une caméra RGB-D a�n de connaître la profondeur des points de
l'image est également à envisager. En e�et, la méthode proposée dans le chapitre 4
permettait la convergence sur des scènes 3D uniquement dans le cas de déplacements
assez faibles.

En�n, nous pouvons poursuivre ces travaux a�n de valider notre méthode pour
des tâches de suivi où l'objectif serait de compenser les mouvements physiologiques du
patient durant un examen échographique ou l'acquisition d'une biopsie optique à l'aide
d'un système de tomographie par cohérence optique. Une étude de la robustesse de la
loi de commande utilisant les ondelettes et/ou les shearlets aux déformations observées
dans les images échographiques semble également être une perspective prometteuse.
L'utilisation du simulateur présenté dans le chapitre 3 associé à une séquence d'images
échographiques avec un organe se déformant permettrait de mettre en ÷uvre cette étude.

A long terme

La perspective la plus ambitieuse de ce travail serait d'e�ectuer un asservissement
visuel à partir de la transformée en shearlets de données partiellement acquises, sans
passer par une reconstruction au préalable de l'image a�n d'exploiter au maximum la
parcimonie du signal obtenu à l'aide des transformées en ondelettes ou en shearlets. Un
travail préliminaire a été fourni sur ce sujet dans le dernier chapitre de cette thèse. Cette
perspective est particulièrement intéressante dans le domaine de l'imagerie médicale où
les capteurs visuels utilisés nécessitent de réaliser un balayage de la scène pour acquérir
l'image. En e�et, une diminution du temps d'acquisition d'une image échographique 3D
ou OCT 3D permettrait de réduire les artefacts sur l'image dus à d'éventuels mouve-
ments du patient.

En�n, un asservissement visuel multi-modal est envisageable à long terme. En e�et,
nous avons vu que les transformées multi-échelles étaient particulièrement utilisées dans
le domaine de la fusion d'images. Nous pouvons alors imaginer une tâche d'asservisse-
ment visuel échographique dans lequel l'image à la position désirée est donnée par une
modalité d'imagerie invasive (exemple : scanner à rayon X) ou peu rapide (exemple :
IRM).
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Résumé

L'asservissement visuel est un procédé consistant à utiliser l'information visuelle
obtenue par un capteur a�n de commander un système robotique. Ces informations,
appelées primitives visuelles peuvent être d'ordre 2D ou 3D. Le travail présenté ici porte
sur une nouvelle approche 2D utilisant des primitives directes : les décompositions de
l'image en ondelettes ou en shearlets. Ces représentations présentent en e�et l'avantage
de décrire l'image sous di�érentes formes, mettant l'accent soit sur les basses fréquences
de l'image, soit sur les hautes fréquences selon plusieurs directions. Les travaux de cette
thèse montrent la précision et la robustesse de l'approche utilisant la décomposition en
shearlets dans le cadre de l'imagerie échographique. Néanmoins, sa contribution ma-
jeure est l'élaboration d'une commande permettant d'utiliser au choix les ondelettes ou
les shearlets ainsi que la validation de cette méthode sur caméra monoculaire et sur
capteur de type tomographie par cohérence optique dans di�érentes conditions d'utili-
sation. Cette méthode présente des performances signi�catives en termes de précision
et de robustesse et ouvre la porte vers une utilisation couplée de l'asservissement visuel
et de l'acquisition comprimée.

Mots clefs : Ondelette, Shearlet, Représentation multi-échelle, Asservissement
visuel direct, Acquisition comprimée

Abstract

A visual servoing scheme consists of a closed-loop control approach which uses visual
information feedback to control the movement of a robotic system. This data, called
visual features, can be 2D or 3D. This thesis deals with the development of a new ge-
neration of 2D direct visual servoing methods in which the signal control inputs are
the coe�cients of a multiscale image representation. Specially, we consider the use of
multiscale image representations that are based on discrete wavelet and shearlet trans-
formations. This kind of representations allows us to obtain several descriptions of the
image based on either low or high frequencies levels. Indeed, high coe�cients in the
wavelet or in the shearlet transformation of the image correspond to image singulari-
ties. This thesis has begun with the development of a shearlet-based visual servoing
for ultrasound imaging that has performed well in precision and robustness for this
medical application. Nevertheless, the main contribution is a framework allowing us to
use several multi-scale representations of the image. It was then tested with conven-
tional white light camera and with an optical coherence tomography imaging system
with nominal and unfavorable conditions. Then, the wavelet and the shearlet based me-
thods showed their accuracy and their robustness in several conditions and led to the
use of both visual servoing and compressed sensing as the main perspective of this work.

Keywords : Wavelet, Shearlet, Multiscale representation, Direct visual servoing,
Compressed sensing
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