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Introduction

De nombreux marins et explorateurs scandinaves du xixe siècle ont rap-
porté des récits d’un phénomène étrange apparaissant lors de la naviga-
tion dans certaines zones aux abords des côtes. Dans certaines embouchures
et bras de mers, les bateaux se trouvaient parfois très fortement ralentis,
sans raisons apparentes. Demeuré inexpliqué pendant de nombreuses années,
ce mystère appelé "phénomène des eaux-mortes" a été résolu au début du
xxe siècle grâce aux travaux de recherche de Vagn Walfrid Ekman. Il proposa
une explication se basant sur le fort gradient de densité présent dans l’eau à
ces endroits là.

En effet, dans les hautes latitudes du globe, on retrouve des profils océa-
niques typiques créés par l’érosion des glaciers, appelés Fjords. Dans ces
Fjords, l’eau de surface issue des glaciers est très peu concentrée en sel. À
l’inverse, quelques mètres en dessous, l’eau provenant des océans est très sa-
lée. À l’interface entre ces deux milieux, des ondes peuvent se propager, et
influencer le mouvement d’un bateau, sans signature en surface.

Cet exemple est une manifestation de l’existence des ondes internes. Ces
ondes, qui sont le sujet global d’étude de ma thèse, peuvent exister dès qu’un
fluide présente une inhomogénéité en densité, c’est-à-dire dès qu’il est strati-
fié. C’est le cas de l’eau dans les océans, de l’air dans l’atmosphère, et même
de l’intérieur des étoiles.

L’objectif global de cette thèse est de mieux comprendre la dynamique
des ondes internes dans l’océan. Celles-ci sont générées essentiellement du
fait de l’interaction entre les marées barotropes et la bathymétrie d’une part
et du forçage par le vent à la surface d’autre part. Elles se propagent ensuite
dans l’océan et interagissent avec d’autres ondes ou avec les topographies
des fonds sous-marins. La compréhension de ces interactions est fondamen-
tale pour modéliser la circulation océanique globale. En effet, les ondes in-
ternes interviennent dans le mélange de la stratification océanique et jouent
alors un rôle dans la dynamique des courants à l’échelle de la planète. De
manière à mieux tenir compte des ondes internes dans les simulation de la
dynamique océanique et atmosphérique, il est essentiel de bien comprendre
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la génération des ondes internes, leur propagation sur des grandes distances,
et leur interactions avec l’environnement. On doit alors mieux comprendre
ces phénomènes tridimensionnels.

Cet objectif sera examiné suivant trois axes. L’étude des réflexion des
ondes internes est bien connue dans la littérature dans le cas idéalisé d’une
surface plane [88]. Nous étudierons la réflexion d’ondes internes sur des sur-
faces courbes, ce qui permettra de se rapprocher du cas océanique réel. Le
cœur de cette thèse portera sur l’étude d’une structure appelée attracteur
d’ondes. Cette structure, largement étudiée expérimentalement en deux di-
mensions [58, 72, 45, 49, 61, 6, 11], permet de concentrer l’énergie des ondes
internes. Cette focalisation d’énergie peut alors mener à un fort mélange de
la stratification. Notre étude portera essentiellement sur les configurations
tridimensionnelles (souvent abrégé 3D dans ce document), qui n’ont été que
rarement considérées jusqu’alors [80, 81, 48]. Une dernière étude portera sur
les interactions et instabilités entre ondes internes, notamment la génération
de courant moyen.

Notre approche sera principalement expérimentale. Nous allons recréer
des océans miniatures en laboratoire, générer des ondes internes et observer
leurs comportements et interactions. Notre démarche sera appuyée par des
calculs de trajectoires par ordinateur, permettant d’avoir des intuitions sur
la propagation de ces ondes.

Cette thèse est organisée en six chapitres :

Introduction aux ondes internes
Dans la première partie de ce chapitre, on établit les équations linéaires des
ondes internes. Les hypothèses prises afin d’obtenir ces équations sont dis-
cutées en regard des conditions expérimentales dans lesquelles nous nous
placerons par la suite. On rappelle les principales conséquences de la rela-
tion de dispersion sur la propagation et la réflexion des ondes internes. Nous
replaçons ensuite l’étude de ces ondes dans le contexte océanique et atmo-
sphérique, en décrivant la stratification de ces milieux et en discutant la
validité des hypothèses faites dans la partie précédente. Nous revenons en-
fin au laboratoire, où nous décrivons les méthodes employées pour créer un
fluide stratifié, générer ces ondes, les observer, les analyser.

Non linéarités et réflexions sur une surface courbe
Ce chapitre est l’occasion de discuter de plusieurs effets non linéaires qui
peuvent apparaître lors de la propagation et la réflexion des ondes internes.
Nous abordons de manière théorique et expérimentale l’instabilité par Ré-
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sonance Triadique (TRI), qui est la déstabilisation d’une onde interne en
deux ondes secondaires, de pulsations et de longueurs d’ondes différentes.
Puis nous nous intéressons à la génération d’harmoniques lors de l’interac-
tion entre deux faisceaux d’ondes. Cette interaction est créée par le biais
de la réflexion d’une onde interne sur une surface. En effet, au niveau de
la zone de réflexion, a lieu une interaction entre le faisceau incident et le
faisceau réfléchi. Nous finissons ce chapitre par une étude expérimentale dé-
taillée de la réflexion d’une onde interne sur une surface courbe. On cherche
à observer, en fonction de la courbure de la surface, la présence d’une onde
rétro-réfléchie, prédite par la théorie. Cette dernière étude à été réalisée avec
Bastien Gili-Tos, stagiaire au laboratoire en 2016.

Attracteurs 2D
Après une brève introduction générale aux attracteurs d’ondes internes, nous
étudions d’un point de vue théorique et expérimental le cas particulier des
attracteurs dans une géométrie bidimensionnelle trapézoïdale. Le diagramme
des phases de ce système est exploré à l’aide de tracés de rayons, puis ex-
périmentalement. Nous avons également réalisé au début de ma thèse, avec
Christophe Brouzet ancien doctorant de l’équipe, des expériences menant à
une étude détaillée d’une zone particulière de ce diagramme. Cette étude
montre que la dynamique de l’attracteur est fortement dépendante de la géo-
métrie de celui-ci. L’article [11] détaille ces résultats ainsi que leurs liens avec
l’instabilité triadique.

Attracteurs 3D : approche numérique
Le cœur de cette thèse est l’étude des attracteurs en trois dimensions. Ce
chapitre expose leurs propriétés d’un point de vue numérique et théorique.
On détaille tout d’abord la propagation puis la réflexion des ondes en 3D. La
loi de réflexion fait apparaître un phénomène de piégeage des ondes suivant
une direction privilégiée. On étudie ce phénomène d’abord dans une géomé-
trie simple, proche de celles étudiées en deux dimensions. Notre étude nous
permet de faire le lien entre le piégeage et la présence des attracteurs d’ondes.
Une géométrie plus complexe est finalement étudiée, et permet de postuler
des conditions plus générale d’existence des attracteurs. Les développements
de ce chapitre ont été grandement aidés par Leo Maas, spécialiste des attrac-
teurs d’ondes internes.

Attracteurs 3D : approche expérimentale
Ce chapitre est le pendant expérimental du chapitre précédent. Deux sé-
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ries d’expériences visant à prouver l’effet de piégeage et la présence d’at-
tracteurs sont réalisées. Tout d’abord on considère une géométrie quasi-
bidimensionnelle trapézoïdale avec un forçage non homogène suivant la lar-
geur. On montre que les attracteurs sont créés en même temps sur toute la
largeur de la cuve. Puis on étudie une géométrie de canal, afin de créer une
situation dans laquelle l’effet de piégeage est spectaculaire. Une quantifica-
tion de cet effet de piégeage est proposée, à l’aide de la vérification de la
relation de dispersion. Cette situation peut s’apparenter au cas concret océa-
nique du canal du St Laurent, au Canada. Pour cette partie expérimentale,
nous avons bénéficié de l’aide et des idées de Evgeny Ermanyuk, professeur
invité et collaborateur de longue date. L’article [76] présente ces résultats
expérimentaux ainsi que les principales idées sur le piégeage des rayons en
3D.

Génération de courant moyen
Les idées développées dans ce dernier chapitre sont nées d’une collaboration
avec Triantaphyllos Akylas et Takeshi Kataoka. Nous avons réalisé des ex-
périences de génération de courant moyen dû à la propagation tridimension-
nelle d’un faisceau d’ondes internes. Les résultats obtenus sont comparés avec
une théorie développée et résolue numériquement par Akylas et Kataoka. La
comparaison à faible forçage montre un bon accord entre les expériences et la
théorie, dans le régime transitoire. À plus fort forçage, des effets non linéaires
importants apparaissent et les simulations ne décrivent plus exactement ce
qu’il se passe expérimentalement.



Chapitre I

Introduction aux ondes internes

A Théorie linéaire des ondes internes . . . . . . . . . 15
1. Physique des fluides stratifiés . . . . . . . . . . . . 15
2. Propagation des ondes internes . . . . . . . . . . . 17

2.a Hypothèses simplificatrices . . . . . . . . 17
2.b Équation d’onde linéaire . . . . . . . . . 19
2.c Validité des hypothèses . . . . . . . . . . 23

3. Réflexion des ondes internes . . . . . . . . . . . . . 25
3.a Conditions aux limites . . . . . . . . . . . 25
3.b Réflexion sur une paroi inclinée . . . . . . 26
3.c Focalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

B Les ondes internes dans la nature . . . . . . . . . . 28
1. Les ondes internes dans l’océan . . . . . . . . . . . 29

1.a Retour sur les hypothèses . . . . . . . . . 30
1.b Génération des ondes internes . . . . . . 32
1.c Circulation océanique et mélange . . . . . 33

2. Les ondes internes dans l’atmosphère . . . . . . . . 35
C Étude expérimentale des ondes internes . . . . . . 37

1. Obtention d’une stratification . . . . . . . . . . . . 37
1.a Méthodes de remplissage . . . . . . . . . 37
1.b Mesure de la stratification . . . . . . . . 38

2. Génération des ondes internes . . . . . . . . . . . . 39
2.a Générateurs . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.b Ondes planes ou modes . . . . . . . . . . 42

3. Observation des ondes internes . . . . . . . . . . . 43
3.a Schlieren synthétique . . . . . . . . . . . 43

13



14 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX ONDES INTERNES

3.b Vélocimétrie par Imagerie de Particules
(PIV) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.c Lignes de colorant . . . . . . . . . . . . . 45
4. Outils d’analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.a Algorithme de corrélation . . . . . . . . . 46
4.b Transformée de Hilbert . . . . . . . . . . 46
4.c Diagramme temps-fréquence . . . . . . . 48
4.d Mesure de longueur d’onde . . . . . . . . 49

D Étude numérique des ondes internes . . . . . . . . 50
1. Tracé de rayons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2. Résolution numérique d’équations . . . . . . . . . 52
3. Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . 52



A. THÉORIE LINÉAIRE DES ONDES INTERNES 15

Introduction

Ce chapitre, découpé en 4 parties, est l’occasion d’introduire tous les outils
et notions que nous utiliserons abondamment dans les chapitres suivants.

Dans la partie A, nous modélisons un milieu stratifié en faisant un cer-
tain nombre d’hypothèses, discutées par la suite. Une approche linéaire nous
permet ensuite de formaliser la génération, la propagation et la réflexion des
ondes internes.

La partie B replace l’étude des ondes internes dans un contexte naturel,
dans l’atmosphère et dans l’océan. On s’intéresse à la génération, la propaga-
tion et la visualisation de ces ondes ainsi qu’à leurs rôles dans la dynamique
globale du milieu dans lequel elles se propagent.

Les parties C et D introduisent les outils expérimentaux et numériques
permettant d’étudier les ondes internes en laboratoire. Tout d’abord nous
discutons la possibilité de créer des océans miniatures en laboratoire, puis
nous présentons les méthodes de visualisation et de traitement des données
expérimentales. Enfin un rapide aperçu des différentes méthodes numériques
utilisables pour étudier les ondes internes est présenté.

A Théorie linéaire des ondes internes

Dans cette partie théorique, nous allons identifier les principales proprié-
tés des ondes internes. Pour ce faire, nous allons nous restreindre à l’aspect
linéaire des ondes internes. Cette simplification est nécessaire pour la plupart
des calculs. Après avoir modélisé un milieu stratifié, on montrera comment
des oscillations peuvent naître dans ces milieux. La relation de dispersion
nous donnera la façon dont se propagent les ondes. Nous finirons par l’étude
des réflexions sur des surfaces planes.

1. Physique des fluides stratifiés

Les ondes internes sont des ondes qui apparaissent dans les fluides stra-
tifiés.

Un fluide stratifié en densité est un fluide dont la densité est inhomo-
gène, généralement dépendante de la hauteur. Dans un tel fluide, l’équilibre
mécanique à la hauteur z, se traduit par la loi de l’hydrostatique

∂P

∂z
= −ρ̄(z)g (I.1)

où g est la constante de pensanteur, ρ̄ la densité du fluide à l’équilibre et
P la pression. Pour tout ce document, nous choisissons l’orientation de l’axe
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(Oz) selon la verticale ascendante.

Considérons maintenant l’aspect dynamique. Afin d’appliquer le prin-
cipe fondamental de la dynamique, il nous faut définir une particule fluide.
Sa taille doit être suffisamment grande pour que l’on puisse considérer des
grandeurs d’ensemble sur la particule fluide, mais suffisamment petite pour
considérer la densité constante au sein de la particule. Une particule de fluide,
de densité ρ, placée dans un fluide de densité ρ̄(z) est soumise à la poussée
d’Archimède

−→
Πa ainsi qu’à la force de pesanteur. La résultante des forces,

appelée flottabilité s’écrit :

−→
R =

−→
Πa(z)− ρg−→ez = (ρ̄(z)− ρ) g−→ez (I.2)

Si ρ < ρ̄(z), la particule subit une force résultante vers le haut, et tend à
remonter, c’est le cas de la Fig. I.1. À l’inverse, si ρ > ρ̄(z), la particule est
plus dense que le fluide environnant et tombe. De là, on en déduit que pour
avoir un fluide stratifié stable, il faut que la densité du fluide diminue avec
la hauteur.

ρ(zp) = ρ′(zp) + ρ̄(zp + δz)

zp

R

z

δz

g

Figure I.1 – Oscillation d’une particule dans un fluide stratifié. Les nuances
de gris indiquent la densité locale. La particule de fluide de densité ρ(zp) est
plongée dans un fluide de densité environnante ρ̄(zp + δz). La résultante des
forces

−→
R est orientée suivant les z positifs. Notons que pour ce schéma δz est

négatif.

Considérons donc un fluide stable et écrivons le principe fondamental
de la dynamique pour une particule de fluide, déplacée de δz, autour de sa
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position d’équilibre zp :

ρ̄(zp + δz)
d2δz

dt2
= (ρ̄(zp + δz)− ρ̄(zp)) g (I.3)

d2δz

dt2
=

g

ρ̄(zp + δz)

∂ρ̄(zp)

∂z
δz (I.4)

d2δz

dt2
= −N2(zp)δz (I.5)

L’équation (I.5) est l’équation différentielle d’un oscillateur harmonique
de pulsation N(zp). Cette pulsation caractéristique du milieu, appelée pul-
sation de flottabilité ou pulsation de Brunt-Väisälä, est définie par

N(z) =

√
− g

ρ̄(z)

∂ρ̄

∂z
(I.6)

Ayant pris un fluide stable, ∂ρ̄/∂z < 0, la pulsation N est bien réelle. Une
particule de fluide oscillera autour de sa position d’équilibre à la pulsation N .
Plus N est important, plus la période de l’oscillation sera courte. À l’inverse,
pour un fluide non stratifié, N = 0 rad.s−1, il n’y a pas d’oscillations. Pour
l’instant nous n’avons pas considéré d’amortissement, les oscillations sont
donc du durée infinie.

On voit alors comment des ondes peuvent apparaître dans un fluide strati-
fié. La flottabilité crée un mécanisme de rappel, chaque particule de fluide est
un oscillateur de pulsation N autour de sa position d’équilibre. Une excita-
tion à la fréquence des oscillateurs va donc mener à une onde propagative. On
peut d’ores et déjà avoir une intuition de la relation de dispersion des ondes
internes avec ce raisonnement. Si la fréquence d’excitation est plus faible
que N , les particules ne peuvent pas osciller verticalement. En oscillant avec
un certain angle par rapport à la verticale, la fréquence de l’oscillateur de-
vient plus faible et peut correspondre à celle de l’excitation. On voit alors ici
poindre de manière qualitative une propriété essentielle des ondes internes,
l’angle de propagation est rélié à la fréquence des oscillations.

2. Propagation des ondes internes

2.a Hypothèses simplificatrices

Nous allons nous placer dans un cadre assez restrictif afin de dégager les
principales caractéristiques des ondes internes. Dans la partie 2.c, nous allons
revenir sur la validité des hypothèses faites ici et voir en quoi les propriétés
des ondes internes sont modifiées.
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• Nous faisons tout d’abord l’approximation d’une pulsationN constante.
D’un point de vue théorique, cela permettra de simplifier de nom-
breuses équations. N constant signifie que le gradient de densité doit
être exponentiel : ρ(z) = ρ0e

−N2z/g, ce qui d’un point de vue ex-
périmental est complexe à réaliser. Cependant, la distance typique
de variation de ρ est δ = g/N2. Pour les stratifications que nous
réaliserons, l’échelle de l’expérience sera toujours inférieure à la dis-
tance δ, on peut donc faire un développement limité de l’exponentielle
à l’ordre 1. De plus, avec l’approximation de Boussinesq que nous al-
lons discuter dans la suite, la définition commune de N devient

N(z) =

√
− g

ρ0

∂ρ̄

∂z
(I.7)

On peut donc considérer expérimentalement qu’une stratification li-
néaire équivaut à une valeur de N constante.
Expérimentalement, réaliser une stratification linéaire est plus simple
et plus stable qu’un autre type de stratification. En effet l’équation
de diffusion de l’agent stratifiant c s’écrit, si l’on suppose une relation
linéaire entre le flux et le gradient de l’agent stratifiant

∂c

∂t
= D∆c (I.8)

Dans le cas d’une stratification linéaire, ∂c/∂t = 0, la stratification
n’évolue donc pas avec le temps.
• Nous considérons le fluide en jeu comme incompressible. De plus, nous

négligeons la diffusion de l’agent stratifiant (qui dans notre cas est le
chlorure de sodium). Le long d’une trajectoire, on peut donc écrire

Dρ

Dt
= 0 (I.9)

D’autre part, on peut toujours écrire l’équation de continuité, prove-
nant de la conservation de la masse :

Dρ

Dt
+ ρ.
−→∇−→v = 0 (I.10)

En utilisant l’hypothèse d’incompressibilité, l’équation de continuité
devient, comme on a l’habitude

−→∇−→v = 0. Cependant les équations
(I.9) et (I.10) constituent deux relations indépendantes, l’hypothèse
de conservation de la masse ayant juste été réécrite sous une forme
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tenant compte de l’incompressibilité. Pour l’établissement des équa-
tions du mouvement, on prendra alors en compte ces deux équations
indépendamment.
• Nous supposons pour l’instant, que la viscosité du fluide est nulle.

Cela permet de simplifier le terme en ν∆−→v dans l’équation de Navier-
Stokes.
• Une approximation souvent faite en géophysique est l’approximation

de Boussinesq qui consiste à approximer ρ̄(z) par ρ0 = 〈ρ̄〉 la densité
moyenne sur toute la stratification. On fait cette substitution dans
tous les termes faisant intervenir ρ̄(z), sauf dans le terme de flottabilité
puisqu’il contient la différence ρ′ = ρ− ρ̄(z), la densité de la particule
moins la densité à l’équilibre à la profondeur z.
• Nous ferons pour l’instant l’approximation d’un fluide bidimensionnel,

contenu dans le plan xOz. On peut alors introduire la fonction courant
ψ définie, dans le cas incompressible par

∂ψ

∂x
= −vz et

∂ψ

∂z
= vx (I.11)

qui permettra d’établir les équations du mouvement plus facilement.
• Nous étudions de plus des variations faibles des grandeurs d’intérêt

(ρ, v, p).
−→
V =

−→
V0 +−→v , P = P0 + p, ρ = ρ̄(z) + ρ′(x, y, z, t) (I.12)

avec |v| � |V |, p � P et ρ′ � ρ. Nous négligerons donc les termes
faisant apparaître les produits des grandeurs v, p et ρ′ apparaissant
dans l’équation de Navier-Stokes.
• Nous allons nous placer dans un référentiel galiléen. C’est-à-dire que

nous allons négliger les forces de Coriolis et d’inertie d’entraînement
dans l’application du principe fondamental de la dynamique. En pra-
tique cela revient à négliger le terme Ω~z ∧ ~v, où Ω est la vitesse de
rotation du référentiel et ~v la vitesse typique considérée. Pour quan-
tifier l’effet de la force de Coriolis sur les trajectoires, on introduit
généralement le nombre de Rossby, défini par Ro = v/(ΩLc) où Lc est
une longueur caractéristique. On va supposer ici que Ro � 1 et ainsi
négliger l’effet de la rotation.

2.b Équation d’onde linéaire

Nous sommes en présence d’un milieu se composant d’une succession
d’oscillateurs. Ce système possède un grand nombre de degrés de liberté, il
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va donc pouvoir être le siège d’oscillations collectives, c’est à dire d’ondes.
Nous allons donc chercher à écrire une équation d’onde pour ce système.

Avec nos hypothèses, les équations qui régissent l’évolution du fluide sont

ρ0
∂vx
∂t

+
∂p

∂x
= 0 Navier-Stokes suivant x (I.13)

ρ0
∂vz
∂t

+
∂p

∂z
− ρ′g = 0 Navier-Stokes suivant z (I.14)

∂ρ′

∂t
+
(−→v .−−−→grad

)
ρ = 0 Incompressibilité (I.15)

∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

= 0 Conservation de la masse (I.16)

On réécrit ces équations en utilisant la fonction courant. De plus, on
simplifie la pression en dérivant l’équation (I.13) par ∂/∂z et l’équation (I.14)
par ∂/∂x puis en les soustrayant. On obtient alors le système suivant

ρ0
∂∆ψ

∂t
− ∂ρ′

∂x
g = 0 (I.17)

∂ρ′

∂t
+
N2ρ0

g

∂ψ

∂x
= 0 (I.18)

En combinant les deux équations, on peut éliminer ρ′, on obtient alors

∂2∆ψ

∂t2
+N2∂

2ψ

∂x2
= 0 (I.19)

L’équation obtenue a la même forme que des équations d’ondes classique
(D’Alembert, Klein-Gordon) mais une différence fondamentale est que cette
équation est anisotrope. En effet la dérivée par rapport à x brise la symétrie
entre x et z. Évidemment c’est la force de gravité qui induit cette brisure de
symétrie.

Solutions en ondes planes
Nous allons chercher des solutions sous la forme d’ondes planes. On va

donc raisonner avec un champ ψ complexe afin de simplifier les notations.
Pour trouver le champ réel, il suffira de prendre (ψ + ψ?)/2. Les solutions
sont donc de la forme

ψ = ψ0e
i(ωt−kxx−kzz) (I.20)

En introduisant cette forme dans l’équation (I.19), on obtient

ω2(k2
x + k2

z) = N2k2
x (I.21)
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Cette relation de dispersion anisotrope est à la base de nombreuses pro-
priétés spécifiques aux ondes internes. Introduisons l’angle θ défini comme
l’angle que fait le vecteur d’onde avec la verticale : sin θ = kx/

√
k2
x + k2

z . On
obtient alors

ω2 = N2 sin2 θ (I.22)

Mise sous cette forme, la relation de dispersion montre explicitement
que l’angle du vecteur d’onde est directement relié à la fréquence de l’onde,
comme nous l’avions pressenti dans la discussion qualitative de la partie
précédente. Le vecteur d’onde k n’est spécifié que par sa direction. La relation
ne donne pas de contrainte sur les normes kx et kz, mais seulement sur leur
rapport. Aucune longueur d’onde particulière n’est favorisée. Cette propriété
aurait pu se deviner dès l’équation (I.19), qui ne faisait apparaître aucune
échelle caractéristique.

Une autre conséquence de cette relation de dispersion est qu’une solution
réelle n’existe que si ω < N . Au delà, le vecteur d’onde est complexe est
l’onde est exponentiellement amortie. Pour une valeur ω imposée, inférieure
à N , il existe alors quatre directions possibles pour le vecteur d’onde

θ = ± arcsin
ω

N
et θ = π ± arcsin

ω

N
(I.23)

Ces 4 directions sont a priori toutes possibles. Afin d’avoir plus d’intui-
tion sur la façon dont se propage l’onde, calculons sa vitesse de phase cφ et
sa vitesse de groupe cg. Celles-ci peuvent facilement s’établir à partir de la
relation de dispersion

cφ = ±N sin θ

k
(sin θ−→ex + cos θ−→ez ) (I.24)

cg = ±N cos θ

k
(− cos θ−→ex + sin θ−→ez ) (I.25)

On remarque que −→cφ.−→cg = 0 : la vitesse de phase et la vitesse de groupe
sont orthogonales. Cette propriété surprenante est encore une caractéristique
typique des ondes internes. La vitesse de phase étant dirigée selon

−→
k , et

inclinée d’un angle θ par rapport à la verticale, on en déduit que la vitesse
de groupe est inclinée d’un angle θ par rapport à l’horizontale. La direction
de la vitesse particulaire par rapport à l’horizontale −→v est donnée par

arctan
vz
vx

= − arctan

(
∂ψ

∂x

(
∂ψ

∂z

)−1
)

= − arctan
kx
kz

= ±θ [π] (I.26)

La vitesse particulaire est orientée dans la même direction que la vitesse
de groupe. Cette propriété est plus répandue dans le domaines de ondes, c’est
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le cas par exemple des ondes sonores. Par contre, l’orthogonalité de la vitesse
de groupe avec les plans de phases est caractéristique des ondes internes.

On résume ces propriétés de propagation dans le schéma Fig. I.2.

cg
cφ

cg

cφ

θ

θ

cg
cφ

cg

cφ

z

ω

Figure I.2 – Oscillation d’un objet à la pulsation ω, générant 4 faisceaux
d’ondes internes, inclinés de θ, −θ, π − θ, −π + θ par rapport à l’horizon-
tale. Les vitesses de groupe cg et de phase cφ sont représentées pour chaque
faisceau.

Sur la Fig. I.2, un objet oscillant à la fréquence ω génère 4 faisceaux
d’ondes. Les vitesses de phases et de groupes sont dans des directions relatives
telles que

signe(cg,x) = signe(ωcφ,x) et signe(cg,z) = −signe(ωcφ,z) (I.27)

Notons ici que la longueur d’onde, qui n’est pas prescrite par la relation
de dispersion, est en fait imposée par la façon de générer les ondes. En effet
la longueur d’onde générée sera dictée par l’objet oscillant créant le forçage.
Dans nos expériences, nous allons utiliser des forçages qui ne génèrent qu’un
seul faisceau de longueur d’onde contrôlée, en imposant une excitation de
type onde plane, ou alors deux ondes planes se superposant donnant lieu à
une structure dite de mode. On détaille Fig. I.3, dans le cas d’un forçage en
ondes plane, la composition d’un faisceau d’ondes internes.

La vitesse particulaire est représentée par les flèches grises. Les traits
noirs obliques représentent les équi-phases typiques (0 et ±π) de l’onde. Le
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cgcφ

z

x

θ

Figure I.3 – Champ de vitesse créé avec un forçage par un profil d’onde
plane, représenté par la sinusoïde penchée. Les lignes noires représentent des
iso-phases. La vitesse particulaire est représentée par les flèches grises. Le
faisceau d’ondes est incliné d’un angle θ par rapport à l’horizontale.

forçage en ondes planes est indiqué par la sinusoïde penchée à gauche. La
vitesse de phase cφ, inclinée d’un angle θ par rapport à la verticale, indique le
sens de propagation de la sinusoïde. La vitesse de groupe cg est alignée avec
la vitesse particulaire et inclinée d’un angle θ par rapport à l’horizontale.

2.c Validité des hypothèses

Maintenant que nous avons dégagé les principales propriétés des ondes
internes, nous allons discuter la pertinence des hypothèses faites précédem-
ment, dans le cadre de nos expériences. Bien sûr les expériences que nous
allons réaliser en laboratoire ont pour but de représenter des situations na-
turelles. La pertinence des hypothèses vis-à-vis des conditions réelles de pro-
pagation des ondes internes sera discutée dans la partie B.

• Dans le cas d’un stratification non linéaire, le chemin suivi par les
ondes n’est plus une ligne droite, mais une ligne courbe. Il faut donc
être prudent quant au rapport de la longueur d’onde de l’onde sur la
distance typique de variation de la stratification [49] avant d’appli-
quer les mêmes méthodes d’analyses et de prédictions que pour une
stratification linéaire.
• Si l’on prend en compte la viscosité, on doit ajouter dans les équations
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(I.13,I.14), le terme ν∆−→v . Les équations restent linéaires et on peut
réécrire le système sous forme matricielle. En notant k la norme du
vecteur d’onde, on obtient après quelques calculs :



−k2(iω + νk2) i

g

ρ0
kx

iN2 ρ0

g
kx iω



(

Ψ
ρ′

)
=

(
0
0

)
(I.28)

ce qui donne la relation de dispersion suivante :

k2(iω + νk2)iω +N2k2
x = 0 (I.29)

Cette relation de dispersion peut conduire à des ondes évanescentes et
modifie de manière générale la pulsation de l’onde par rapport au cas
non visqueux. On peut montrer [5] que pour une viscosité prise égale à
celle de l’eau ν = 10−6m2.s−1, la variation de pulsation est de moins de
1% dans les cas que nous allons considérer. Nous allons donc supposer
que la viscosité est nulle dans la suite de ce manuscrit, pour le calcul de
la relation de dispersion. Cependant, dans les chapitres II et VI, nous
allons devoir prendre en compte la viscosité, afin d’expliquer certains
phénomènes. La relation de dispersion restera cependant identique à
celle du cas non visqueux.
• L’approximation de Boussinesq consiste à négliger la variation de den-

sité avec z dans les termes autres que le terme de flottabilité. Cette
approximation n’est alors valable que si la variation maximale ∆ρ̄ est
faible devant ρ0. Dans nos expériences, la densité varie en moyenne
entre 1000 g.L−1 et 1050 g.L−1, l’approximation est donc valable à 5%
près. Notons qu’il existe très peu de travaux théoriques sur les ondes
internes en dehors de la validité de cette approximation.
• Le caractère bidimensionnel de l’écoulement est une hypothèse forte.

Dans nos cuves, l’épaisseur est plus faible que les autres grandeurs
d’un facteur 2 à 10 ce qui ne permet pas toujours de considérer a
priori les écoulements comme bidimensionnels. Dans certains cas, la
bidimensionalité des écoulements à été vérifiée a posteriori . L’étude
des ondes internes et notamment des attracteurs d’ondes internes dans
des géométries tridimensionnelles sera faite dans les chapitres IV et
V.
• Dans nos expériences, le caractère non linéaire de la propagation des

ondes internes dépend de l’amplitude du forçage mais également, des
structures d’attracteurs que nous allons étudier. Expérimentalement,
nous devrons prendre en compte les non linéarités lors de l’observation
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d’instabilités des faisceaux d’ondes internes. Elles seront étudiées dans
les chapitres II et VI.
• Typiquement dans nos expériences, Ro ' 103− 104. L’approximation

qui consiste à négliger les termes dus à la rotation semble ici évidente,
mais elle le sera moins dans le cas concret océanique.

3. Réflexion des ondes internes

3.a Conditions aux limites

Nous ferons l’hypothèse de parois imperméables. Ces hypothèses sont tout
à fait raisonnable pour les parois de nos dispositifs expérimentaux. Les ondes
vont également se réfléchir sur des surfaces libres en haut de nos cuves. Étant
donné la différence de masses volumique entre l’air et l’eau, on considérera
que la réflexion sur une surface libre est identique à celle sur une paroi solide.

Dans le cas non visqueux, la condition aux limites est une condition de
glissement sur la paroi, ce qui impose Ψ = Cte le long de la paroi. Nous
prendrons cette constante nulle dans nos calculs. Cette condition n’est pas
vérifiée pour une unique onde incidente Ψi = Ψi

0 e
i(~ki.~x−ωt). On doit alors

faire intervenir une onde réfléchie pour satisfaire la condition aux bords. En
notant Ψr l’onde réfléchie, on peut écrire, sur la paroi

Ψi
0 e

i(~ki.~x−ωt) + Ψr(x, z, t) = 0 (I.30)

Traitons pour commencer le cas particulier d’une paroi verticale x = 0.
On a alors

Ψr(0, z, t) = −Ψi
0 e

i(kizz−ωt) (I.31)

Cette relation étant valable quelque soit t et z, on en déduit :
• L’onde réfléchie est également une onde plane
• L’onde réfléchie possède la même pulsation ω
• Le vecteur d’onde vertical kz est invariant par réflexion : kiz = krz = kz

En utilisant de plus la relation de dispersion des ondes internes, on a

kix
kiz

= ± tan θ = ±k
r
x

krz
=⇒ krx = ±kix (I.32)

La condition krx = kix signifierait que le vecteur d’onde n’est pas modifié
par la réflexion sur la paroi, donc que la vitesse de groupe non plus, et donc
que l’onde traverserait la paroi, ce qui est proscrit. On a donc krx = −kix.
L’angle de propagation de l’onde par rapport à la verticale est alors l’opposé
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de celui de propagation. Dans ce cas particulier, la réflexion est dite spécu-
laire, c’est le cas de la réflexion de la plupart des ondes dont on a l’habitude
(ondes acoustiques, mécaniques, lumineuses). Bien sûr le raisonnement est
identique pour une paroi horizontale, sauf que cette fois-ci c’est l’angle de
propagation par rapport à l’horizontale qui est conservé.

Nous allons maintenant analyser la réflexion sur une surface plane incli-
née. Nous avons distingué ce dernier cas des réflexions sur des plans verticaux
et horizontaux, car la réflexion n’est plus du tout spéculaire pour les plans
inclinés.

3.b Réflexion sur une paroi inclinée

Adoptons la même démarche que dans la section précédente, cette fois-
ci pour une paroi inclinée d’un angle α par rapport à l’horizontale. Nous
définissons alors les coordonnées associées au repère lié au plan

η = cos(α)x+ sin(α)z (I.33)
ξ = cos(α)z − sin(α)x (I.34)

La condition de réflexion (I.31) s’écrit alors

Ψr(ξ = 0, η, t) = −Ψi
0e
i(kiηη−ωt) (I.35)

De même l’onde réfléchie est une onde plane qui se propage à la même fré-
quence. Cette fois-ci, le vecteur d’onde conservé est kη = cos(α)kx+sin(α)kz.
On peut donc déterminer le vecteur d’onde réfléchi ~kr, avec le système d’équa-
tions suivant

cos(α)kix + sin(α)kiz = cos(α)krx + sin(α)krz (I.36)
kix
kiz

=
krx
krz

= ± tan θ (I.37)

Avant de discuter la résolution de l’équation et l’impact de la réflexion
sur la longueur d’onde, notons que de même que précédemment, on peut
déterminer de manière unique le vecteur d’onde réfléchi ~kr, en supprimant
"à la main" la solution qui ne respecte pas la condition d’imperméabilité.
Sans détailler tous les calculs, décrivons les 3 cas que l’on peut rencontrer,
schématisés Fig. I.4.

Sur cette figure, on a tracé le rayon incident en vert et le rayon réfléchi
en rouge. La croix des 4 possibilités de directions est représentée en gris.
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θ > α θ = α θ < α

θ

α

θ

α

θ

α

sur-critique critique sous-critique

Figure I.4 – Les 3 cas de réflexion bidimensionnelle d’une onde sur une
surface plane inclinée. Le rayon incident est représenté en vert, et le rayon
réfléchi en rouge. En gris sont représentés les deux autres directions de pro-
pagation permises par la relation de dispersion, mais empêchées par la pente.

• Réflexion sur-critique : θ > α. C’est le cas de la figure I.4(a). La
propagation vers le bas est empêchée par la pente. Le rayon repart
vers le haut.
• Réflexion sous-critique : θ < α. C’est le cas de la figure I.4(c). La

propagation vers la droite est empêchée par la pente. Le rayon repart
vers la gauche.
• Réflexion critique : α = θ. C’est le cas de la figure I.4(b). Le rayon a

théoriquement deux possibilités pour repartir.
Ce dernier cas est intéressant d’un point de vue expérimental et théo-

rique. Théoriquement, le faisceau réfléchi possède des propriétés étonnantes :
une longueur d’onde et une vitesse de groupe nulle, et une amplitude infinie.
Des travaux réalisés par Dauxois & Young [19] montrent comment résoudre
ce paradoxe en considérant les effets non linéaires tels que la création d’har-
moniques. Expérimentalement, cette situation ne peut pas être atteinte exac-
tement. Cependant, lorsqu’on s’approche de la réflexion critique, du fait de
la forte concentration d’énergie, on observe bien la création d’harmoniques.

Dans les schémas que nous venons de discuter, nous n’avons pris en
compte qu’un seul rayon se réfléchissant sur la paroi. On a donc caché les ef-
fets sur la longueur d’onde. Revenons alors sur le système (I.36) pour discuter
ces effets.

3.c Focalisation

L’équation (I.36) stipule que la longueur d’onde (ou le vecteur d’onde)
suivant la pente est conservée. Cela implique que la longueur d’onde totale
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n’est pas conservée. En effet, si l’on exprime à partir du système (I.37), le
rapport γ des vecteurs d’ondes incident et réfléchi, on obtient :

γ =
kr
ki

=
λi
λr

=

∣∣∣∣
sin(θ + α)

sin(θ − α)

∣∣∣∣ (I.38)

γ > 1 signifie que la longueur d’onde de l’onde réfléchie est plus petite
que la longueur d’onde de l’onde incidente. Cela signifie que la réflexion a
concentré l’énergie de l’onde interne. Cette focalisation de l’énergie dépend
uniquement des deux angles θ et α. Cette focalisation peut se comprendre
géométriquement. Plaçons-nous dans le cas d’une réflexion sous critique et
traçons Fig. I.5 trois iso-phases de l’onde incidente, dans le cas d’une réflexion
sur une surface horizontale et sur une surface inclinée.

λrλi

λr
λi

α

Figure I.5 – Réflexion d’un faisceau d’ondes internes sur une surface ho-
rizontale (à gauche) et inclinée (à droite). La longueur d’onde du faisceau
incident en vert et réfléchi en rouge est indiquée.

Avec la construction que l’on a définie précédemment, on trace facilement
les trois rayons réfléchis. Bien sûr dans le cas de la surface horizontale, la
longueur d’onde est inchangée, λr = λi. Dans le cas de la surface plane, les
surfaces iso-phases réfléchies sont beaucoup plus proches les uns des autres,
synonyme d’augmentation d’énergie.

Lorsque θ − α → 0, le paramètre de focalisation diverge. On retrouve le
cas de la réflexion critique, tracé Fig. I.4(b).

Bien sûr, par principe de retour inverse des rayons 1, on a une défocalisa-
tion si les rayons se propagent dans l’autre sens.

1. Ce principe s’applique étant donné que l’équation d’évolution ne fait intervenir
qu’une dérivée seconde par rapport au temps
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B Les ondes internes dans la nature

En présence de gravité, les fluides se stratifient de manière naturelle. C’est
pourquoi on rencontre des fluides stratifiés sur terre. Les deux principaux sont
l’atmosphère d’une part et les océans, mers et certains lacs d’autre part.

Mentionnons seulement ici que les ondes internes peuvent également se
rencontrer dans un contexte astrophysique. En effet, l’intérieur des planètes
peut également être partiellement stratifié. Par exemple sur Terre, le noyau
externe liquide est stratifié, et donc potentiellement siège d’ondes internes
[73]. Des mesures réalisées par gravimétrie suggèrent la présence d’ondes
internes inertielles dans ce noyau externe, suite à une série de violents séismes
[65].

1. Les ondes internes dans l’océan

À la différence de nos expériences, l’océan est stratifié à la fois par un
gradient de sel et par un gradient de température, chacun intervenant de
manière significative dans l’évolution de la densité dans l’océan. Des mesures
in situ sont réalisées à l’aide de sondes qui mesurent la salinité et la tempé-
rature et sont plongées sur toute la profondeur de l’océan. Ces sondes sont
très chères et elles sont facilement abimées lors des mesures, ce qui explique
que peu de mesures in situ sont disponibles. La figure I.6 montre des relevés
réalisés dans l’océan Pacifique, extrait de [35].

Sur cette figure on remarque que l’océan peut se découper en trois couches :
• La couche homogène, située au niveau de la surface. Cette couche a

une épaisseur typique de 100 m mais qui varie beaucoup en fonction
de nombreux paramètres atmosphériques. L’homogénéisation de cette
couche est due aux interactions de la surface avec l’atmosphère (vents,
échanges thermiques).
• La pycnoclyne, couche de forte stratification, de l’ordre d’une centaine

de mètres d’épaisseur, avec une pulsation de flottabilité d’environ 10−2

rad.s−1. Une très forte stratification limite les mouvements entre la
surface et les couches plus profondes de l’océan. La position de la
pycnoclyne varie entre une centaine de mètres jusqu’à un kilomètre de
la surface en fonction de nombreux paramètres comme la température
de la surface, les latitudes et longitudes considérées, les vents...
• Une zone abyssale, qui s’étend de la pycnoclyne jusqu’à la topogra-

phie, de pulsation de flottabilité comprise entre 10−3 et 10−4 rad.s−1.
C’est principalement cette dernière couche, de stratification quasi-
linéaire, que nous essayons de modéliser avec nos expériences.
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Figure I.6 – Mesures in situ des profils de température (a), salinité (b),
densité (c), et pulsation de flottabilité (d) en fonction de la profondeur. Les
mesures ont été réalisées à 40◦N dans l’océan Pacifique. Données extraites de
[35].

Les ondes internes portent bien leur nom : Du fait de la stratification des
océans, les ondes ne peuvent apparaître que dans la pycnoclyne ou la couche
abyssale plus profonde. On ne peut donc pas les observer directement comme
les ondes à surface de l’eau ou les solitons. Cependant, des techniques ont été
développées pour visualiser des traces laissées par la génération de ces ondes
à la surface.

La première méthode consiste à observer les rugosités de la surface de
l’eau, à l’aide d’une imagerie par Radar à Ouverture Synthétique (SAR en
anglais). On montre Fig. I.7(a), un exemple de données résultant de cette
méthode, permettant de visualiser la propagation des ondes internes [47].
Une autre méthode consiste à mesurer la température de la surface de l’eau
grâce à des mesures aériennes infrarouge[27]. La figure I.7(b) montre des
oscillations de la température de la surface de l’eau, signe de la présence
d’ondes internes au niveau de la pycnocline.

Ces méthodes restent difficile à utiliser pour étudier les ondes internes
océaniques, notamment celles qui ont lieu dans la zone abyssale, dont les
signatures à la surface sont très faibles.
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Figure I.7 – Visualisation d’ondes internes dans l’océan à travers leur si-
gnature sur les rugosités (à gauche) et la température (à droite) de la surface
de l’eau. Extrait de [47] et [27]

1.a Retour sur les hypothèses

Pour faire les calculs, nous avons modélisé notre fluide avec un certain
nombre d’hypothèses, qui seront pour la plupart vérifiées dans les expériences
que nous allons mener en laboratoire. Mais ces hypothèses sont-elles accep-
tables pour décrire les ondes internes dans l’océan ? Nous allons revenir sur
chacune d’elle, dans le contexte océanique, et discuter leur pertinence.

• Le profil de stratification n’est pas constant dans les océans, comme
on peut le voir Fig. I.6. Cependant, en se restreignant à la zone située
sous la pycnocline, N est plus ou moins constant, avec une valeur de
10−3 à 10−4 rad.s−1.
• L’échelle de dissipation visqueuse reste la même que pour dans nos

expériences, cependant dans l’océan, les longueurs d’ondes caracté-
ristiques des ondes internes sont de l’ordre de la centaine de mètres.
Les ondes internes peuvent alors se propager sur des milliers de kilo-
mètres avant d’être atténuées. On peut donc négliger la viscosité lors
de la propagation de faisceaux. Cependant, si l’on se retrouve dans un
cas de très forte focalisation, l’amplitude devenant très importante,
les effets visqueux et la dissipation turbulente doivent être pris en
compte.
• L’approximation de Boussinesq est encore mieux vérifiée dans l’océan

que dans nos expériences. En effet, comme le montre la figure I.6, les
variations de densité sont de quelques g.L−1.
• L’hypothèse de bidimensionnalité n’est bien sûr pas vérifiée dans les
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océans. Par contre, certaines topographies particulières peuvent, dans
certains cas être approximées par des géométries bidimensionnelles,
ou plutôt des géométries tridimensionnelles invariantes suivant une
direction. Cette hypothèse est la plus fragile de celles que nous faisons,
c’est pourquoi nous avons étudié dans cette thèse la propagation des
ondes internes en trois dimensions.
• Le caractère non linéaire des ondes n’intervient que lors de fortes

amplitudes, ou d’interactions entre faisceaux. Cette hypothèse n’est
pas non plus vérifiée partout dans les océans, mais loin des zones de
mélange et de fortes interactions, l’hypothèse de linéarité reste valable.
De plus on montrera dans le chapitre suivant, que les solutions en
ondes planes obtenues pour les équations linéaires vérifient également
les équations non linéaires.
• Dans nos équations, nous avons négligé le terme linéaire des forces non

galiléenne : ΩT ~z∧~v. Pour les ondes internes dans l’océan, la pulsation
f à considérer dépend de la latitude λ à laquelle les observations sont
réalisées, f = 2ΩT sinλ. En ordre de grandeur, Ro ' 10−2 ce qui ne
permet pas de négliger les effets de la rotation. Dans le cas linéaire,
l’introduction de ce terme modifie la relation de dispersion comme
suit

ω2 = N2 sin θ + f2 cos θ (I.39)

L’ajout de la rotation créé une pulsation de coupure basse. En effet,
pour que la pulsation soit réelle, il faut que f < ω < N (si bien sûr
f < N). Cette modification ne modifie pas drastiquement la propaga-
tion des ondes dans l’océan, sauf à une latitude dite critique. À cette
latitude 2f = ω, et l’onde transfère une partie de son énergie dans
la génération de deux ondes filles de pulsation ω/2. En dehors de la
modification de la relation de dispersion, on peut noter que les parti-
cules de fluides n’effectuent plus des mouvements oscillants suivant la
direction de propagation, mais des mouvements elliptiques, dont l’ex-
centricité est contrôlée par ω et f , dans des plans inclinés de l’angle θ
par rapport à l’horizontale.

1.b Génération des ondes internes

Les ondes internes dans l’océan sont générées majoritairement par deux
mécanismes. Le premier provient de phénomènes atmosphériques violents
comme des tempêtes, qui agitent la surface de l’océan. Ces mouvements sont
transmis à la pycnocline, où des ondes internes sont alors générées [79]. Le
second mécanisme, provient de l’interaction d’un courant océanique avec une
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topographie sous marine. En effet, selon la vitesse typique du courant U
et la hauteur de l’obstacle h, des ondes internes peuvent être générées. On
introduit le nombre de Froude

Fr =
U

Nh
(I.40)

qui permet de quantifier le rapport entre l’énergie cinétique et l’énergie po-
tentielle de l’écoulement. Si Fr < 1, la vitesse de l’écoulement n’est pas
suffisante pour soulever les particules de fluide sur la hauteur de la topogra-
phie. Si Fr > 1, le courant soulève les particules de fluide vers un milieu
moins dense. Comme vu en introduction, les particules vont alors osciller,
créant ainsi des ondes internes.

D’où proviennent les courants dans les océans ? Une des principales sources
de mouvement est dû au phénomène de marées. En effet, la marée est un mou-
vement global de l’eau, mais on peut de manière équivalente considérer l’eau
immobile et la topographie en mouvement. On est donc ramené à la situation
d’un objet oscillant dans un fluide stratifié. Les périodes de forçage princi-
pales sont d’environ 12 h (marée semi-diurne) ou 24 h (marée diurne), ce qui
correspond à des pulsations de l’ordre de 10−4 rad.s−1. Les ondes internes
sont donc globalement très peu inclinées, bien que l’angle de propagation
varie en fonction de la profondeur.

Une autre source importante de courants dans l’océan est dû aux refroi-
dissements/réchauffements de l’eau. À cela s’ajoute la salinité qui participe
également à la stratification. Nous allons voir quel est le rôle des ondes in-
ternes dans la circulation océanique globale.

1.c Circulation océanique et mélange

La circulation océanique à grande échelle appelée couramment circula-
tion thermohaline, est pilotée comme son nom l’indique par des gradients
de température et de salinité de l’eau sur la planète. De manière très sché-
matique, on peut résumer la circulation thermohaline en plusieurs étapes.
Les eaux salées des pôles plongent vers le fond des océans. Ce mouvement
entraîne les eaux chaudes de surface proche de l’équateur, de faible densité.
De même, une nouvelle aspiration a lieu au niveau des masses d’eau denses
vers le haut, c’est la remontée convective. Une cellule de circulation est sché-
matisée Fig. I.8(a).

En réalité, ce nom de circulation thermohaline est incorrect car de nom-
breux autres phénomènes ont des rôles primordiaux pour expliquer ces mou-
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Figure I.8 – À gauche : Exemple d’une cellule de circulation océanique,
extrait de [93]. À droite : Mesure in situ du coefficient de diffusion turbulente
pour une section longitudinale du bassin du Brésil, extrait de [78]

vements. Entre autres, l’évaporation et le forçage dû aux vents y jouent des
rôles non négligeables. De plus, la bathymétrie joue un rôle très important
dans la circulation à l’échelle du globe. Tout ceci fait que la description simple
de la cellule de circulation est plus une exception que la règle générale.

Sur le schéma Fig. I.8(a), les flèches en zigzag représentent le mélange,
nécessaire pour que la stratification reste stable et que la remontée convective
ait bien lieu. Ce mouvement est beaucoup plus coûteux énergétiquement que
les deux autres étapes de la circulation, car des eaux denses (car froides et
salées) doivent remonter proche de la surface. La puissance nécessaire pour
que cette remontée ait lieu est de l’ordre de 1TW à 2TW [70]. L’énergie des
marées transferée aux ondes internes est estimée à 1 TW [93].

Les ondes internes pourraient alors apporter en partie l’énergie nécessaire
à la remontée convective et au maintien de la stratification. En effet, le mé-
lange à ce niveau est décrit à l’aide d’un coefficient de diffusion turbulente 2

qui compare le flux vertical de densité à la variation verticale de densité. Plus
ce coefficient est fort, plus il y a de mélange dans le fluide. Des mesures in
situ de ce coefficient sont représentées Fig. I.9 [78].

Sur cette figure, on observe une diffusivité turbulente faible en dehors
des zones possédant des topographies irrégulières. Les ondes internes étant
plus facilement générées si la hauteur des topographies h est faible, elles
ont plus de probabilité d’être créées au niveau des topographies irrégulières.

2. Ce coefficient est une sorte de diffusion effective, bien plus important que la diffusion
moléculaire.
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Figure I.9 – Bilan énergiétique, des différents phénomènes physiques ap-
portant de l’énergie à l’océan, ainsi que les principaux échanges énergiques
ayant lieu au sein des océans. Extrait de [93], avec erratum "Internval waves
1.4 EJ".

Vraisemblablement, la présence d’ondes internes augmente le coefficient de
diffusivité turbulente, ce qui renforce l’hypothèse de leur rôle sur la stratifica-
tion océanique. Cette question est complexe et ne peut être prise séparément
des autres échanges énergétiques qui ont lieu dans l’océan. Pour donner un
aperçu de la complexité de ces échanges, un schéma, tiré de [93] résume les
différents échanges énergétiques qui peuvent avoir lieu.

2. Les ondes internes dans l’atmosphère

De part sa facilité d’accès, l’atmosphère à été le premier fluide stratifié à
être étudié. L’utilisation de ballons sondes a permis d’établir des profils de
densité sur plusieurs dizaines de kilomètres, révélant une structure en couches
complexe, dont une partie allant de 6 km à 18 km est présentée Fig. I.10

L’atmosphère étant compressible, les grandeurs tracées ici sont des quan-
tités (température, densité,...) "potentielles". Dans notre raisonnement de
début de chapitre, nous avons considéré les oscillations d’une particule de
fluide qui montait et descendait dans un champ de densité, tout en gar-
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Figure I.10 – Profils de température (à gauche) et de pulsatition de flo-
tabilité (à droite) entre 6 et 20 km d’altitude, réalisés à 45◦N. Les mesures
proviennent de données récoltées par sonde radio pendant 5 ans. La ligne
en traits pleins représente la position moyenne de la tropopause. Des profils
similaires sont obtenus à d’autres latitudes. Extrait de [7].

dant sa densité propre. Pour un fluide compressible, une particule qui monte
dans une zone de pression plus faible subit une détente, considérée comme
adiabatique. Cette détente crée alors un refroidissement, qui augmente la
densité de la particule et modifie alors sa dynamque. Il faut tenir compte des
changements de température pour étudier la stabilité de la stratification. On
compare alors les densités de particules fictives qui seraient ramenées adia-
batiquement à la surface à la pression atmosphérique. Ces densités sont dites
potentielles.

Génération d’ondes internes
Dans le cas de la troposphère, la période de Brunt-Väisälä est de l’ordre

de 10 minutes. Pour obtenir des ondes internes, le forçage doit avoir une
fréquence de forçage de cet ordre de grandeur 3. Des forçages suffisamment
rapides peuvent apparaître : un vent suffisamment intense soufflant sur une
topographie d’une taille de quelques kilomètres induit une excitation à la
bonne fréquence. Une telle configuration peut se rencontrer dans la nature,
comme par exemple sur la Fig. I.11, qui a été prise sur l’île d’Amsterdam,
dans l’océan Indien ou au dessus d’une ville en Chine.

3. La limite basse est due à la rotation.
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Figure I.11 – Ondes internes générées dans l’atmosphère et visualisées à
l’aide des nuages, créées au dessus de l’île Amsterdam dans l’océan Indien (à
gauche) et dans la ville de Shiyan (Chine).

Les ondes internes générées, en bas à gauche de la figure de gauche,
induisent des mouvements verticaux de l’air. L’air humide à basse altitude
est entraîné dans une zone à haute altitude, créant de la condensation et
donc la formation de nuages, ce qui rend les ondes internes visibles.

Ces ondes sont peuvent devenir instables et induire du mélange dans
l’atmosphère. La modélisation de ces phénomènes permettrait d’améliorer
les modèles météorologiques actuels.

C Étude expérimentale des ondes internes

Dans ce manuscrit, l’étude des ondes internes est principalement expé-
rimentale. Pour ce faire nous allons créer des "océans miniatures". Par là,
on entend un fluide stratifié linéairement en densité. Pour réaliser cette stra-
tification, nous allons uniquement utiliser un gradient de sel. En effet, un
gradient de température est bien plus complexe à maintenir constant au
cours d’une expérience.

Les cuves en plexiglass dans lesquelles nous réaliserons nos expériences,
sont de dimensions différentes en fonction des besoins expérimentaux. Nous
préciserons avant chaque expérience, les dimensions de la cuve utilisée.

1. Obtention d’une stratification

1.a Méthodes de remplissage

Dans toute nos expériences, nous réaliserons des stratifications linéaires.
Une stratification linéaire peut facilement être obtenue grâce à la méthode
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dite des deux bacs [74]. Cette méthode fonctionne si l’on souhaite remplir une
cuve de section constante. L’idée est d’ajouter de l’eau de moins en moins
salée au cours du remplissage. On dispose de bacs, un rempli d’eau pure et un
d’eau salée, de même section S et de deux pompes. Si l’on injecte le fluide par
le haut de la cuve, on doit d’abord injecter l’eau la plus salée, avec un débit
Q1. Le bac d’eau salée est alors relié à un flotteur permettant le remplissage
par le haut. On souhaite ensuite ajouter de l’eau moins salée. Le bac d’eau
pure est relié au bac d’eau salée avec un débit Q2, et une hélice permettant
d’homogénéiser le bac d’eau salée. Au cours du remplissage, l’eau dans le
bac d’eau salée devient de moins en moins salée et donc on ajoute bien un
fluide de moins en moins dense. En choisissant Q1 = 2Q2, on obtient une
stratification linéaire.

Le temps de remplissage dans nos expérience varie en fonction de la cuve,
mais est environ de 4 h. Un remplissage avec un débit faible limite le mé-
lange lors du remplissage et permet d’obtenir une meilleure stratification.
Ces contraintes expérimentales nous obligent à changer de stratification dès
que l’on souhaite changer de type de forçage ou de géométrie. Récemment,
notre équipe à mis au point un générateur dont chaque partie est entière-
ment pilotée par un moteur, permettant de changer les profils de générations
d’ondes sans avoir à réaliser une nouvelle stratification.

1.b Mesure de la stratification

La stratification obtenue avec la méthode précédente est mesurée avec une
sonde conductimétrique. La sonde que nous utilisons mesure à la fois la tem-
pérature et la conductance électrique du fluide entre deux plaques conduc-
trices. La conductance électrique dépend de la concentration d’ions présents
dans la solution, de la température et de la taille des plaques conductrices.
Afin de convertir la tension de la sonde en densité ρ̄(z) dans le fluide, nous
devons étalonner la sonde. L’étalonnage se fait avec des échantillons de den-
sités connus précisément grâce à un densimètre AntonPaar. Ce densimètre
fonctionne en mesurant la fréquence de résonance d’un capillaire rempli du
fluide à étudier. Cette méthode permet une mesure avec une précision de
0.001 kg.L−1.

La sonde est ensuite attachée à un moteur permettant de descendre len-
tement dans le fluide, afin de créer le moins de mouvements possible. La
température et la densité sont mesurées continument. Un exemple d’une me-
sure de la densité est représentée Fig. I.12. Une régression affine, représentée
en traitillées, est tracée en décalé de la courbe pour être plus visible.
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Figure I.12 – Exemple d’un profil de densité obtenu avec la sonde conduc-
timétrique.Le profil de densité est tracé en bleu. La courbe rouge indique la
régression linéaire permettant d’obtenir N = 0.819 rad.s−1.

La régression permet de trouver la valeur de N pour la stratification. On
remarque que l’hypothèse de linéarité de la stratification est vérifiée sauf aux
extrémités de la cuve. En effet, en haut et en bas de la cuve, on observe une
couche homogène de quelques centimètres. Cette couche homogène est due
en haut de la cuve à l’évaporation de l’eau sur le dessus de la cuve, ce qui
augmente progressivement la densité. D’autres problèmes lors du remplis-
sage augmentent la taille des couches homogène. Avec le temps, la taille de
ces couches homogènes augmente, à cause des conditions aux bords, qui ne
respectent pas les conditions de stationnarité de la stratification linéaire.

2. Génération des ondes internes

Maintenant que nous avons créé un dispositif permettant de préparer
un fluide stratifié linéairement, nous devons trouver un moyen de générer des
ondes, de forme et d’amplitude contrôlable et excitable à la fréquence voulue.

La génération contrôlée d’ondes internes n’est pas évidente. En effet la
relation de dispersion n’imposant pas de longueur caractéristique, celle-ci
est entièrement déterminée 4 par l’objet oscillant. Un étude détaillée de ce

4. au moment de la génération.



40 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX ONDES INTERNES

problème [36, 38] montre que les facteurs principaux jouant sur le spectre
spatial de l’onde sont : la taille de l’objet, sa forme, l’amplitude des oscil-
lations et l’épaisseur de la couche limite visqueuse (fonction de la fréquence
d’oscillation).

2.a Générateurs

Deux types de générateurs ont été utilisés pendant cette thèse, suivant la
taille de la cuve utilisée.

Le premier générateur a été développé par Gostiaux et al [38], caractérisé
par Mercier et al [68] et amélioré par Bordes [8]. Ce générateur est composé
d’un arbre à cames qui entraîne en rotation des disques (voir Fig. I.13). La
position e du centre du disque par rapport au centre de l’arbre à cames est
réglable et permet ainsi de modifier l’amplitude d’oscillation entre 0 et 15
mm. L’arbre est composé de 6 ergots, disposés tous les 60◦. À cela s’ajoute le
système d’encoches de fixation des disques sur l’arbre, qui est de trois types
possibles, représenté en bas de la figure I.13. Soit les encoches sont alignées
avec la direction de translation (A), soit elles sont déphasées de ±15◦ (B et
B’), soit elles sont déphasées de 30◦ (C). Avec ce système, chaque disque peut
osciller avec une phase discrète, comprise entre 0◦ et 345◦, avec un incrément
minimal de 15◦ entre deux disques.

Le générateur est composé de 47 disques entraînant des plaques de 6
mm d’épaisseur. On peut alors forcer le fluide sur une hauteur maximale de
280 mm. En pratique, on ne peut pas générer de forçage sur les quelques
centimètres au fond de la cuve, à cause du système de maintient des plaques
et de l’arbre. Le générateur est conçu pour occuper exactement la largeur
des cuves larges de 170 mm. En pratique, on ne force les ondes que sur 150
mm de large, toujours à cause du système de maintien.

L’entraînement de l’arbre à cames est réalisé par un moteur à courant
continu. La tension délivrée dans l’induit du moteur permet de modifier la
fréquence de rotation des disques. En pratique, en tenant en compte la valeur
moyenne de N , les angles accessibles sont compris entre 15−20◦ et 60−70◦.
La limite inférieure est due aux frottements qui ont lieu entre les cames et
qui empêchent les mouvements trop lents. La limite supérieure est due au
fait que, pour des angles importants, on cherche à générer des ondes qui sont
quasi verticales, avec un mouvement horizontal des plaques. L’efficacité du
générateur diminue alors fortement quand θ tend vers 90◦.

Ce générateur permet alors de créer de nombreux profils d’excitations.
Nous utiliserons principalement deux profils, l’onde plane ou le mode 1. Nous
allons détailler ces deux types de profils dans la partie suivante.
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Figure I.13 – Générateur d’ondes interne. En haut à gauche : principe d’une
came, d’excentricité e entrainant une plaque rectangulaire. En haut à droite :
générateur composé d’un empilement de plaques, réglé pour générer une onde
plane. Les plaques ont alors toutes la même excentricité, mais des phases
différentes. En bas : différents types de disques possibles. Chaque cas différe
de par la position d’un des ergots (représenté par une croix rouge) par rapport
à la direction de translation (indiquée par les traitillés).

Un autre générateur, utilisé seulement dans la grande cuve, permet de
générer, sur quasiment toute la hauteur de la cuve ( 900 mm ), un mode 1.
L’amplitude du générateur est réglable. Récemment, Géraldine Davis, avec
l’aide des ateliers de mécanique et d’électronique de l’ENS, a développé un
système permettant de contrôler de manière continue cette amplitude de
forçage et donc d’en changer au cours d’une expérience. J’ai peu utilisé ce
générateur, ainsi que la grande cuve durant ma thèse. Les mesures expéri-
mentales obtenues avec cette cuve et ce forçage se situent principalement
dans le chapitre III et dans l’annexe du chapitre V.
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2.b Ondes planes ou modes

Onde Plane
Avec le dispositif présenté Fig. I.13, on peut créer un profil de type onde

plane. Pour cela on choisit pour les différentes plaques, la même amplitude
et un déphasage constant entre deux plaques successives. Le mouvement des
plaques s’effectue suivant x. On ne peut alors imposer que λz, la longueur
d’onde suivant z. Le mouvement des plaques du générateur s’écrit :

ζ(z, t) = a sin (ωt− kzz) (I.41)

avec a l’amplitude du générateur, ω la fréquence de forçage, et kz le vecteur
d’onde suivant z. Le champ de vitesse en tout point (x, z) de la cuve s’écrit :

vx(x, z, t) = vx,0 sin (ωt− kxx− kzz) (I.42)
vz(x, z, t) = vz,0 sin (ωt− kxx− kzz) (I.43)

Le vecteur d’onde kx est déduit de kz et de ω avec la relation (I.21).
À cause de l’épaisseur des plaques et du déphasage minimal de 15◦ entre

chaque plaque, on ne peut générer que 5 valeurs de λ possibles, en utilisant
3, 6, 8, 12 ou 24 plaques par longueur d’ondes, créant des λz valant 18 mm,
36 mm, 48 mm, 72 mm, 144 mm.

Modes Verticaux
Le fait que le fluide soit compris entre deux parois horizontales, crée une

sorte de cavité, pour laquelle il existe des excitation analogues a des modes
propres. On impose que la vitesse verticale soit nulle sur les bords z = 0 et
z = H. Le formalisme en ondes planes n’est alors pas bien adapté pour décrire
la propagation des ondes internes. En cherchant des solutions à ce problème
sous la forme Ψ = f(z)ei(ωt−kxx), on obtient l’équation différentielle suivante

d2f

dz2
+ kx

(
N2

ω2
− 1

)
f(z) = 0 (I.44)

Cette équation est celle d’un oscillateur harmonique de pulsation spatiale
|kx|
√

N2

ω2 − 1. Pour que les conditions aux limites soient respectées, la pulsa-
tion ne prend que certaines valeurs n, les modes propres :

kx = ±nπ
H

(
N2

ω2
− 1

)
(I.45)

Ainsi, les fonctions fn, formant une base des solutions pour la fonction cou-
rant, s’écrivent

fn(z) = sin
(nπz
H

)
(I.46)
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Mode 1 Pour générer un mode 1, nous imposerons une excitation des
plaques du générateur de la forme

ζ(z, t) = a sin(ωt) cos
(πz
H

)
(I.47)

Le champ de vitesse en tout point de la cuve s’écrit alors

vx(x, z, t) = vx,0 cos
(πz
H

)
cos (ωt− kxx) (I.48)

vz(x, z, t) = vz,0 sin
(πz
H

)
sin (ωt− kxx) (I.49)

Un mode 1 peut être vu comme une superposition de deux ondes planes
se propageant avec des vecteurs d’ondes kz = ±π/H opposés et le même
vecteur kx = π tan θ/H.

Ce type de forçage est intéressant du point de vue expérimental, car il
permet de créer des ondes avec une grande longueur d’onde, donc d’avoir une
plus faible dissipation.

3. Observation des ondes internes

Il nous faut maintenant trouver un moyen d’observer les ondes générées.
Si la physique des ondes internes est connue depuis plus de cinquante ans,
la visualisation des ondes s’est grandement améliorée depuis les années 2000,
grâce au développement du traitement informatique.

3.a Schlieren synthétique

La méthode de Schlieren synthétique, couramment abrégé Schlieren par
abus de langage est une méthode optique utilisable lorsque l’indice optique du
milieu est modifié. Dans notre cas, la concentration en sel est linéairement
proportionnelle à l’indice optique. La traversée d’un milieu non-homogène
en indice optique s’accompagne d’une déviation du rayon lumineux vers les
zones de plus fort indice. On peut remonter au gradient d’indice optique à
partir de la déviation de la lumière par passage dans la cuve seulement si l’on
suppose que le champ d’indice optique est bidimensionnel. Cette méthode ne
pourra alors plus être utilisée dans les chapitres où l’on explorera les aspects
3D de la propagation des ondes internes.

Afin de repérer facilement des déviations de rayons lumineux, on place
derrière la cuve un écran composé de points blancs et noirs disposé aléatoi-
rement 5, représenté Fig. I.14(a). Ensuite, l’algorithme CIV détaillé dans la

5. Il est nécessaire d’avoir un motif aléatoire, sinon un déplacement égal a un vecteur
de base du réseau apparaît comme nul.
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partie 4.a, compare une photo sans mouvement avec la même photo lors de
mouvements, ce qui permet de remonter au gradient d’indice optique, donc
au gradient de densité locale et donc de visualiser la propagation des ondes
internes.

Figure I.14 – Exemples d’images obtenue lors d’une mesure par Schlieren
(à gauche) et par PIV (à droite).

3.b Vélocimétrie par Imagerie de Particules (PIV)

La technique de Vélocimétrie par Imagerie de Particules appelée couram-
ment PIV pour Particule Image Velocimetry, permet de mesurer directement
le champ de vitesse. Pour cela des particules réfléchissantes sont introduites
dans le fluide et sont éclairées par une nappe laser. Le suivi des particules
permet alors de remonter directement aux mouvements du fluide. Le même
algorithme CIV est utilisé pour traiter les images des particules, sauf que pour
obtenir la vitesse des particules, on compare une image avec la suivante 6. La
distance parcourue et l’écart temporel entre les images permet de remonter
au champ de vitesse sur toute la partie du fluide éclairée par la nappe laser.
Ici, dans le cas d’écoulements bidimensionnels, on fait l’approximation que
le champ de vitesse observé est invariant dans la largeur de la cuve. Cette
méthode pourra être utilisée pour étudier une coupe bidimensionnelle d’écou-
lements tridimensionnels. Un exemple d’une image des particules illuminées
par une nappe laser est présentée Fig. I.14 (b)

Les particules sont placées dans le fluide, soit dans les bacs au moment
du remplissage, soit par dessus la cuve quelques temps avant de réaliser des

6. De manière plus générale, on compare deux images suffisamment proches temporel-
lement afin que les déplacements considérés soient faibles.
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mesures. Deux types de particules ont été utilisées dans nos expériences. Les
premières sont des particules de borosilicate de densité 1.1 kg.L−1 et de dia-
mètre moyen 10 µm. Les secondes sont des particules de même diamètre, mais
recouvertes d’une fine pellicule d’argent, afin de mieux réfléchir la lumière.
Leur densité est donc plus élevée, de l’ordre de 1.4 kg.L−1. Dans les deux
cas, les particules ont une vitesse de sédimentation qui fait qu’elles tombent
au fond de la cuve. Cette vitesse est en pratique négligeable par rapport aux
vitesses en jeu dans nos expériences. Cependant, pour les particules les plus
lourdes, cette sédimentation implique de remettre quotidiennement des par-
ticules dans le milieu, on doit donc les ajouter sur le dessus de la cuve, ce
qui pose parfois des problèmes techniques.

3.c Lignes de colorant

Une dernière méthode de visualisation, non utilisée dans cette thèse, est
de déposer dans le fluide des lignes de colorants. De la fluorescéine est im-
bibée sur des fils de cotons, tendus par une structure et espacés entre eux
de quelques centimètres. Une fois la cuve remplie, on introduit la structure
dans la cuve et on la translate, déposant ainsi du colorant sur certaines lignes
d’iso-densité. Avec Géraldine Davis, nous avons réalisé un tel dispositif dans
la grande cuve. La figure I.15 représente les lignes de colorant obtenues. Les
zones de mélange proches des parois sont générées lors de l’entrée et de la
sortie de la structure soutenant les fils.

Figure I.15 – Lignes de fluorescéine déposées dans le fluide après stratifica-
tion. La géométie étudiée dans cet exemple est celle d’un trapèze.

Une déformation des lignes permet de remonter au champ de vitesse
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du fluide. Cette méthode initialement introduite par Hopfinger [46] a été
rendue quantitative par Flor [32], en soustrayant l’image initiale aux images
suivantes. Un des problèmes de cette méthode est la diffusion de l’agent
fluorant qui tend rapidement à grossir les lignes de colorant.

4. Outils d’analyse

4.a Algorithme de corrélation

Pour les méthodes de Schlieren et PIV, nous utilisons un algorithme per-
mettant de calculer soit le déplacement de points noirs sur l’écran Schlieren
par rapport à une image de référence, soit le déplacement de particules entre
deux images. L’algorithme de corrélation, CIVx développé par Fincham &
Delerce [28], est utilisé à travers l’interface uvmat, développée par Joel Som-
meria. Chaque image est découpée en blocs, dont la taille doit être choisie
en fonction du nombre de particules et de leurs tailles. Dans l’analyse de
PIV, pour chaque bloc de l’image, à un temps t donné, l’algorithme cherche
dans l’image à t+ δt, à retrouver la position de chaque ancien bloc. Ainsi on
obtient le vecteur déplacement global dans dans cette zone de l’espace pen-
dant le temps δt. Pour l’analyse SS, on compare toujours l’image à un temps
donné avec l’image initiale, prise avant de générer tout mouvement. L’inter-
face uvmat permet de modifier la taille des blocs, des boites de recherche, de
prendre en compte la rotation et la déformation des boîtes.

On montre Fig. I.16 un exemple du résultat du traitement CIVx réalisé
sur des données de PIV, lors de la génération d’une onde plane.

4.b Transformée de Hilbert

La transformée de Hilbert est très utile pour l’étude des ondes internes.
Cette méthode de démodulation, déjà appliquée pour les ondes thermo-
capillaires [33, 34], à été utilisée dans le contexte des ondes internes pour
la première fois en 2008 [67]. Depuis cette méthode est devenue classique
pour analyser les ondes internes.

Transformée de Hilbert en temps
Stricto sensu, la transformée de Hilbert est une transformation linéaire

d’une fonction réelle s(t) permet d’associer au signal son équivalent ima-
ginaire ŝ(t). Dans ce cas la représentation analytique du signal est sa =
s(t) + iŝ(t). En exemple, appliquons cette définition sur une onde plane en



C. ÉTUDE EXPÉRIMENTALE DES ONDES INTERNES 47

500400300200100

100

200

300

x [mm]

z
[m

m
]

√
v2x + v2z

0

0.2

0.4

[mm/s]

Figure I.16 – Exemple du champ de vitesses obtenu après traitement CIV
d’une mesure de PIV. Le générateur, à droite, génère une onde plane com-
portant 3 longueurs d’ondes.

dimension 1

ψ(z, t) = A cos(ωt− kzz) [Hilbert]Transformée de ψa(z, t) = Aei(ωt−kzz)

(I.50)
Le champ à valeurs réelles a été transformé en son équivalent à valeur

complexe, de telle sorte que ψ(z, t) = Re(ψa(z, t)). Cette opération peut être
vue comme le fait de prendre la transformée de Fourier du signal et d’enlever
les composantes de fréquences négatives, puis de multiplier par un facteur 2
pour toujours obtenir ψ(z, t) = Re(ψa(z, t)).

Dans toute cette thèse, nous appellerons par abus de langage 7, transfor-
mée de Hilbert, l’opération de démodulation complexe qui se base sur cette
transformation. À partir d’un signal temporel s(x, z, t), nous réalisons les
étapes suivantes :

• Calcul de la représentation analytique du signal sa(x, z, t).
• Transformée de Fourier temporelle du signal sa.
• Filtrage passe-bande sur la fréquence que l’on souhaite conserver et

multiplication par un facteur 2.
• Transformée de Fourier inverse du signal filtré.

7. Cet abus de langage est largement pratiqué dans la littérature.
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• Calcul de la partie réelle du résultat précédent, afin de retrouver le
champ réel, filtré à la fréquence souhaitée.

En pratique dans nos études, on utilisera majoritairement la transformée
de Hilbert pour enlever le bruit d’un champ de vitesse ou de gradient de
densité. En effet, dans la plupart de nos expériences, nous n’aurons qu’une
seule fréquence présente, celle de forçage. Les autres fréquences présentes sont
alors généralement du bruit lié à l’acquisition ou au traitement du signal. En
pratique toujours, nous effectuerons, pour un temps t0 donné, une trans-
formée de Fourier sur une fenêtre centrée autour de t0, puis la transformée
inverse, donnant finalement le champ réel filtré à un temps t0. Cependant, la
transformée de Fourier ayant été réalisée sur une zone du temps, l’image à t0
n’est pas exactement le champ physique filtré à la fréquence voulue, mais une
moyenne sur la fenêtre temporelle du champ filtré. Bien sûr en fonction des
situations, il faudra adapter la taille de la fenêtre temporelle, si l’on souhaite
plutôt observer un régime transitoire ou permanent.

Une autre application courante que nous verrons aux chapitres II et VI,
est de filtrer le signal à d’autres pulsations afin d’observer les effets non li-
néaires. En particulier, on filtrera à 2ω pour visualiser la génération d’harmo-
niques dans certains cas, ou bien à ω = 0 rad.s−1 pour visualiser la création
de courant moyen, ou encore à ω1 et ω2 (avec ω1 + ω2 = ω) pour étudier
l’Instabilité Résonante Triadique (TRI).

Transformée de Hilbert en espace
On peut réaliser exactement le même traitement, mais en faisant cette

fois des transformées de Fourier en espace. L’intérêt est alors de pouvoir
filtrer, dans l’espace (kx, kz), les ondes se propageant vers la gauche ou vers la
droite, vers le haut ou vers le bas. Pour cela on utilisera des filtres conservant
un quadrant de l’espace (kx, kz). Attention, la transformée en espace doit
forcément être précédée d’une transformée temporelle. Sinon, on ne peut pas
distinguer les ondes de la forme eωt+kxx et e−ωt−kxx, et de même pour z.

Cette transformée est particulièrement adaptée pour les ondes internes,
qui peuvent, à une fréquence donnée, se propager suivant 4 directions dif-
férentes. On peut ainsi séparer les 4 directions de propagations. On donne
Fig. I.17 un exemple, extrait de [67], qui montre en pratique la séparation
des quatre faisceaux.

4.c Diagramme temps-fréquence

Dans les cas où les non linéarités ne peuvent plus être négligées, un forçage
à ω peut conduire entre autres à l’apparition d’harmoniques 2ω, 3ω, de sous-
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Figure I.17 – À gauche : Champ de gradient de densité obtenu lors de
l’oscillation d’un objet situé au centre du fluide. À droite : champs obtenus
après filtrage spatiale de Hilbert. Dans chaque sous figure, la flèche indique
la zone de l’espace des k qui a été conservée lors du filtrage. Extrait de [67]

harmoniques ω/2, ou bien de mouvement à fréquence nulle, appelé courant
moyen. Afin de visualiser l’évolution de l’amplitude de ces différents termes
au cours du temps, nous utilisons un diagramme dit temps-fréquence [31].
Grossièrement, cela consiste à faire une transformée de Fourier sur une petite
fenêtre temporelle centrée sur un temps t0, et décaler progressivement la
valeur de t0. On obtient alors une série de spectrogrammes. Mis bout à bout,
on représente une évolution du contenu fréquentiel du signal au cours du
temps.

En pratique on calculera, pour un signal s(x, z, t), la grandeur

Sr(ω, t) =

〈∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
dt′∂rs(x, z, t′)eiωt

′
h(t− t′)

∣∣∣∣
2
〉

(I.51)

où r = x ou z. La moyenne se fait en général sur tout le champ afin de
diminuer le bruit, mais peut se faire sur une région spécifique de l’espace. h
représente une fenêtre de lissage. Le choix de la taille de la fenêtre de lissage
est crucial. En effet, une grande fenêtre de lissage assure une bonne résolution
fréquence, mais une mauvaise résolution temporelle, et vice versa si l’on choi-
sit une petite fenêtre de lissage. Dans ces diagrammes, nous représenterons
la grandeur log10(Sr(ω, t)/S0 où S0 = 〈Sz(ω, t)〉t est la moyenne temporelle
de la composante fréquentielle associée à l’onde mère.

4.d Mesure de longueur d’onde

Afin de mesurer la longueur d’onde des ondes en jeu, on peut, dans la
dernière étape de la transformée de Hilbert, prendre l’argument du champ
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filtré, au lieu de la partie réelle. Cela permet d’avoir accès, toujours à un
temps donné, à l’évolution spatiale de la phase.

De là, on peut calculer le gradient de la phase en tout point pour avoir
directement accès à k et donc à λ. En pratique, on est rarement en présence
d’un champ ayant une unique longueur d’onde sur tout l’espace. On sera
donc amené à faire une sélection sur une zone ou une ligne et à prendre la
valeur la plus probable dans la densité de probabilité (PDF) des valeurs de
k obtenus.

D Étude numérique des ondes internes

Par "simulation numérique", on entend généralement l’exécution d’un
programme réalisé par ordinateur visant à simuler une situation physique.
Cependant du point de vue du temps de calcul et de la pertinence des résul-
tats, il est important de distinguer les simulations qui résolvent les équations
physiques qui généralement sont très coûteux en temps, et les programmes
qui ne modélisent pas la véritable situation physique, se basant généralement
sur des approximations fortes.

Par la suite, nous allons utiliser beaucoup d’algorithmes de tracés de
rayons, qui se basent en effet sur des hypothèses fortes concernant la pro-
pagation des ondes internes. Pour éviter toute confusion avec des "vraies"
simulations numériques qui résolvent les équations de Navier-Stokes, nous
n’emploierons pas les termes "simulations numérique" pour parler de ces
algorithmes de tracés de rayons, qui sont très peu coûteux en temps.

1. Tracé de rayons

Nous avons vu que la réflexion sur des parois des ondes internes se fait
selon certaines lois particulières. Pour nos travaux, nous cherchons à obte-
nir un programme qui prédise le parcours des ondes internes dans diverses
géométries, afin de les étudier ensuite expérimentalement. Au lieu de cher-
cher à résoudre numériquement les équations de Navier-Stokes pour notre
problème, dans les différentes géométries étudiées, nous allons plutôt utiliser
une méthode de résolution dite des caractéristiques. Cette méthode consiste
à chercher des lignes caractéristiques sur lesquelles le champ d’intérêt (ici la
fonction courant) ne varie pas. Notre programme calculera alors seulement
la trajectoire de ces caractéristiques, sans faire une description de tout le
champ d’onde associé.
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Avant cela nous devons montrer que, dans notre modèle sans dissipation,
l’énergie contenue dans un faisceau d’onde interne reste constant sur une
caractéristique au cours de la propagation et lors de la réflexion. Repartons de
l’équation hyperbolique obtenue dans le chapitre précédent pour la fonction
courant, pour des ondes planes :

∂2Ψ

∂x2
− ω2

N2

∂2Ψ

∂z2
= 0 (I.52)

(I.53)

En effectuant un redimensionnement approprié, propre à chaque géomé-
trie, on se ramène à l’étude de l’équation suivante :

∂2Ψ

∂x2
− ∂2Ψ

∂z2
= 0 (I.54)

(
∂Ψ

∂x
− ∂Ψ

∂z

)(
∂Ψ

∂x
+
∂Ψ

∂z

)
= 0 (I.55)

En posant ξ = x+ z et η = x− z, qui définissent les équations des caracté-
ristiques, l’équation (I.55) devient

∂2Ψ

∂η∂ξ
= 0 (I.56)

ce que l’on peut résoudre en définissant deux fonctions arbitraires f+ et f−
des variables η et ξ, Ψ(x, z) = f+(η) + f−(ξ). Les conditions aux limites
permettent alors de lier les deux fonctions. En supposant que dans notre
géométrie pour l’instant quelconque, on ait un fond plat, c’est-à-dire que la
fonction Ψ s’annule en z = 0, on obtient la condition suivante

f−(x) = −f+(x) (I.57)

La solution se réécrit alors Ψ(x, z) = f(η) − f(ξ). En utilisant une seconde
condition de réflexion sur une autre surface, on peut montrer [59] que f reste
constante après réflexion.

Cette propriété nous permet de dire que la fonction courant reste constante
le long d’une caractéristique, même après réflexion. On peut donc s’intéres-
ser à la trajectoire des caractéristiques dans la géométrie. Attention cette
"trajectoire" ne peut pas a priori être reliée à une évolution temporelle de
la fonction courant. En effet pour établir l’équation (I.55), nous avons enlevé
la dépendance temporelle de la fonction courant. L’approche des tracés de
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rayon n’est alors a priori pas valide pour des régimes transitoires.

On remarque que cette méthode des caractéristiques ne fonctionne qu’en
dimension 2 et que parce que l’équation (I.55) est factorisable. En dimensions
trois, les courbes caractéristiques ne sont plus des lignes mais des arc de cônes.
Comme nous le verrons dans le chapitre IV, on peut décrire la position de
rayons d’ondes internes en paramétrant leur position sur le cône. On réalisera
alors des simulations de tracés de rayons également en trois dimensions. Ces
tracés ne permettront pas de remonter de manière analytique au champ de
pression et de vitesse comme c’est le cas en deux dimensions, mais donneront
une intuition sur la propagation en 3D.

2. Résolution numérique d’équations

Les équations que nous avons obtenues dans le cadre linéaire sont simples
et solubles analytiquement. Dans le cadre non-linéaire, notamment concer-
nant la génération de courant moyen abordée dans le chapitre VI, on sera
amené, malgré de nombreuses hypothèses simplificatrices, à résoudre numé-
riquement des équations. Les résolutions numériques présentées dans ce cha-
pitre ont été réalisées par Takeshi Kataoka. La résolution spatiale consiste en
une méthode pseudo spectrale sur une grille de 128 × 64 × 64. L’évolution
temporelle est réalisée avec une méthode Runge-Kutta à l’ordre 4.

3. Simulations numériques

Des simulations numériques directes des équations de Navier-Stokes peuvent
être réalisées afin de confronter les résultats expérimentaux. De nombreuses
simulations d’ondes internes ont déjà été réalisées, mais peu dans le cas
particulier des attracteurs d’ondes internes [42, 44, 51]. Des comparaisons
très précises ont été effectuées entre des expériences réalisées par Christophe
Brouzet et des simulations numériques réalisées par Illias Sibgatullin, avec un
excellent accord [13]. Le code utilisé pour ce dernier article est une version du
code Nek5000 [29, 30] qui utilise principalement une méthode de résolution
spectrale, ce qui a l’avantage de pouvoir simuler des géométries 3D complexes.

Dans cette thèse, nous n’utiliserons cependant pas de comparaison avec
des simulations numériques directes.
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Conclusion

Les ondes internes sont présentes dès qu’un milieu stratifié est excité. Une
théorie linéaire simple des ondes internes permet de dégager les propriétés
principales de ces ondes. La relation de dispersion très particulière relie la
fréquence avec l’angle de propagation de ces ondes. Cette loi est à l’origine
de nombreuses propriétés troublantes des ondes internes, notamment le fait
que la réflexion des ondes ne soit plus spéculaire.

Expérimentalement, nous pouvons créer des situations similaires à celles
rencontrées dans l’océan, en créant un milieu stratifié stable, et en générant
des ondes de diverses formes dans ce milieu. Au fil des années, notre équipe
a développé de nombreux outils pour visualiser et analyser ces ondes. À cela,
se rajoutent des tracés de rayons permettant de faire des prédictions et de
concevoir des expériences.

Nous sommes donc armés pour étudier divers phénomènes apparaissant
avec les ondes internes.
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Introduction

Dès les premières études expérimentales de la génération et de la pro-
pagation de faisceaux d’ondes internes par Mowbray & Rarity dans les an-
nées 60, des écarts par rapport à la théorie linéaire ont été observés [20].
McEwan est l’un des premiers à prendre en compte théoriquement les non
linéarités et les interactions entre ondes, et à faire des mesures pour véri-
fier ses prédictions [63, 64]. Depuis, de nombreuses études ont été réalisées
sur les instabilités et aspects non linéaires lors de la propagation d’un fais-
ceau d’ondes internes. On peut regrouper ces effets en deux grandes parties :
d’un côté les interactions entre ondes, qui regroupent entre autre l’instabilité
triadique appelée TRI pour Triadic Resonance Instability 1 et la génération
d’harmoniques, et de l’autre côté la création de courant moyen (Mean Flow
en anglais). Une récente étude fait le bilan des connaissances actuelles sur
ces deux familles d’instabilités [18].

La partie A de ce chapitre sera consacrée à l’instabilité triadique. La
théorie de cette instabilité sera développée succinctement puis sera illustrée
qualitativement. L’instabilité générant un courant moyen sera seulement évo-
quée dans cette partie ; elle sera traitée de manière détaillée dans le chapitre
VI.

La partie B commence par un bref historique des avancées théoriques
concernant la génération d’harmoniques. Nous présenterons ensuite une ex-
périence permettant d’illustrer qualitativement la génération d’harmoniques
lors d’un rebond et de discuter des règles de Jiang et Marcus [50].

Dans la partie C, on s’attardera sur un aspect souvent non considéré,
qui est la réflexion d’un faisceau sur une surface courbe. Cette nous amènera
à montrer un écart important à la théorie des rayons, bien que l’on reste
dans le cadre linéaire. La théorie de Baines développée dans l’article [4] sera
présentée et des expériences quantitatives viendront valider cette théorie.

Dans tout ce chapitre, nous ferons encore l’approximation de considérer
les phénomènes comme étant bidimensionnels.

1. parfois abusivement appelée PSI pour Parametric Subharmonic Instability, cette ap-
pellation n’étant valable que si les deux ondes secondaires générées ont la même pulsation,
qui est alors la moitié de la pulsation de l’onde primaire.
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A Instabilité d’un faisceau d’ondes internes

Dans le chapitre précédent, nous avons établi les équation de propagation
dans le cadre d’un fluide non visqueux et pour des mouvements faibles, ce qui
permettait de négliger les termes non linéaires de l’équation. Nous allons ici
revenir sur ces deux approximations et regarder l’effet de la viscosité et des
non linéarités sur la propagation d’ondes internes. Nous restons cependant
dans le cadre des approximations de Boussinesq, et des autres approximations
faites au chapitre I.

1. Instabilité Triadique Résonante (TRI)

1.a Théorie

L’Instabilité Triadique Résonante, abrégée TRI, est un mécanisme ré-
sonant d’interactions faisant intervenir trois ondes. De manière générale on
parle de résonance d’ondes pour parler d’interactions résonantes entre un
nombre quelconque d’ondes. Dans la suite de cette partie, nous n’allons par-
ler que d’interactions triadiques, c’est-à-dire impliquant trois ondes, car c’est
l’interaction qui est la plus susceptible de se produire, mais la démarche que
nous emploierons est la même pour une interaction entre un nombre quel-
conque d’ondes. Comme nous allons le montrer, cette interaction provient
des termes quadratiques dans les équations de Navier-Stokes.

Dans nos expériences, l’instabilité triadique intervient dans le cas où une
onde plane de forte amplitude, appelée onde primaire, se déstabilise en trans-
férant une partie de son énergie à deux ondes secondaires qui croissent à
partir du bruit. Nous allons établir ces conditions en partant des équations
d’évolutions non linéaires et en considérant une solution sous la forme d’une
somme de trois ondes planes de fréquence ω et de vecteur d’onde

−→
k et en re-

gardant les conditions pour que trois ondes puissent interagirent de manière
résonante.

Nous nous plaçons donc dans le même cadre d’étude que le chapitre 1,
sauf que cette fois les termes non linéaires et la viscosité ne sont pas négligés.
Les équations du mouvements s’écrivent alors

∂ρ

∂t
+
(−→v · −−−→grad

)
ρ = 0 (II.1)

∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

= 0 (II.2)

∂−→v
∂t

+ (−→v · ∇)−→v = − 1

ρ0
∇p′ − ρ′

ρ0
g−→z + ν∆−→v (II.3)
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Nous allons également utiliser l’opérateur jacobien, défini comme

J(f, g) = ∂xf∂zg − ∂xg∂zf (II.4)

afin de simplifier les notations. De plus, nous considérons toujours le mouve-
ment comme étant bidimensionnel, nous pouvons donc réutiliser la fonction
courant ψ définie par

∂ψ

∂z
= vx

∂ψ

∂x
= −vz (II.5)

Avec ces nouvelles notations, les équations s’écrivent

∂ρ′

∂t
+ J(ρ′, ψ) = −N

2ρ0

g

∂ψ

∂x
(II.6a)

∂ψ

∂t∂z
+ J(∂zψ,ψ) = − 1

ρ0

∂p′

∂x
+ ν

∂∆ψ

∂z
(II.6b)

− ∂ψ

∂t∂x
+ J(∂xψ,ψ) = − 1

ρ0

∂p′

∂z
+ ν

∂∆ψ

∂x
− ρ′

ρ0
g (II.6c)

En combinant les équations (II.6c) et (II.6b), on peut éliminer la pression p′.
On obtient alors

∂ρ′

∂t
+ J(ρ′, ψ) = −N

2ρ0

g

∂ψ

∂x
(II.7a)

∂∆ψ

∂t
+ J(∆ψ,ψ) = − g

ρ0

∂ρ′

∂x
+ ν∆2ψ (II.7b)

Dans la littérature, on introduit généralement la flottabilité b = gρ′/ρ0. En
utilisant cette notation et en réécrivant les équations en mettant l’évolution
temporelle à gauche et les termes de forçage à droite, on obtient

∂b

∂t
= −N2∂ψ

∂x
+ J(b, ψ) (II.8a)

∂∆ψ

∂t
= − ∂b

∂x
+ ν∆2ψ + J(∆ψ,ψ) (II.8b)

Sous cette forme, on distingue bien quelles sont les sources de variations
de flottabilité et de vitesse. Notons que les deux jacobiens représentent les
seuls termes non linéaires de ces équations. Ce système d’équations décrit
la dynamique non-linéaire en deux dimensions d’un fluide visqueux stratifié
en densité, dans l’approximation de Boussinesq. Nous allons supposer une
solution de la forme d’une somme de trois ondes planes, indexées par p = 0,
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1 ou 2 et regarder dans quelles conditions ces interactions sont résonantes.
Les solutions pour la densité et la fonction courant s’écrivent alors

b =
2∑

p=0

Rp(t) exp(i(
−→
kp · −→rp − ωjt)) + c.c. (II.9a)

ψ =
2∑

p=0

Ψp(t) exp(i(
−→
kp · −→rp − ωjt)) + c.c. (II.9b)

L’interaction entre les trois ondes doit provenir des termes non linéaires de
l’équation. Nous allons donc calculer séparément ces termes. La partie linéaire
des équations (II.8a) et (II.8b) s’écrit

∂b

∂t
+N2∂ψ

∂x
=

2∑

p=0

(
Ṙp − iωpRp + iN2kx,pΨp

)
ei(
−→
kp·−→r −ωpt) + c.c.

(II.10a)

∂∆ψ

∂t
+
∂b

∂x
− ν∆2ψ = −

2∑

p=0

(−→
k2
p(Ψp − iωpΨp) + ikx,pRp + ν

−→
k4
pΨp

)
ei(
−→
kp·−→r −ωpt) + c.c.

(II.10b)

Cette partie linéaire est forcée par les termes non linéaires écrit sous la
forme de Jacobiens. Calculons leurs contributions.

J(b,Ψ) =
2∑

p=0

∑

p 6=q
[(−kx,pkz,q + kz,pkx,q)RpΨq] e

i((
−→
kp+
−→
kq)·−→r −(ωp+ωq)t)

− [(−kx,pkz,q + kz,pkx,q)RpΨq∗] ei((
−→
kp−
−→
kq)·−→r −(ωp−ωq)t) + c.c

(II.11a)

J(∆Ψ,Ψ) =
2∑

p=0

∑

p 6=q

[
(kx,pkz,q − kz,pkx,q)k2

pΨpΨq

]
ei((
−→
kp+
−→
kq)·−→r −(ωp+ωq)t)

−
[
(kx,pkz,q − kz,pkx,q)k2

pΨpΨq∗
]
ei((
−→
kp−
−→
kq)·−→r −(ωp−ωq)t) + c.c

(II.11b)

Notons tout d’abord que ces termes non linéaires sont nuls dans le cas
d’une seule onde plane. Les solutions en ondes planes des équations linéa-
risés (II.8a) et (II.8b) sont donc aussi solutions des équations non linéaires.
Cependant dans le cas d’une combinaison d’ondes planes, ces termes ne sont
plus nuls.
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Pour que l’égalité (II.8a) (resp. (II.8b)) soit valable, il faut que les argu-
ments des exponentielles des termes des équations (II.10a) et (II.11a) (resp.
(II.10b) et (II.11b)) soient les mêmes 2, ce qui donne deux conditions, une
sur les vecteurs d’ondes et une sur les pulsations des ondes :

−→
k0 =

−→
k1 +

−→
k2 (II.12a)

ω0 = ω1 + ω2 (II.12b)

Sous ces conditions de résonances, et moyennant d’autres hypothèses 3, on
peut écrire des équations d’évolution pour les termes Ψp et Rp, qui décrivent
une croissance exponentielle 4. Ainsi, lors de la propagation d’une onde plane,
parmi le bruit ambiant, les deux ondes secondaires vérifiant les conditions
de résonances (II.12a) et (II.12b) vont être amplifiées. On retrouve bien ce
qui est observé expérimentalement, c’est-à-dire la déstabilisation d’une onde
primaire en deux ondes secondaires de plus faible pulsations.

Dans la littérature, on trouve souvent ces conditions de résonance avec des
signes ± à la place des signes +. Il ne s’agit que d’une convention sur l’onde
qu’on choisit d’appeler onde primaire (baptisée aussi onde mère), qui est
labellisée par 0. Le cas que nous rencontrons expérimentalement correspond
à celui d’une onde mère se séparant en deux ondes secondaire ou ondes filles
de pulsations plus petites. On est donc bien dans le cas où ω0 = ω1 + ω2. La
génération d’harmoniques que nous allons étudier dans la partie B correspond
à un cas où deux ondes interagissent et donnent naissance à une nouvelle onde
de pulsation plus grande, on a alors ω0 = ω1 − ω2.

Notons également que cette instabilité n’est triadique que parce que nous
avons cherché des solutions de la forme (II.9a) et (II.9b). En effet si nous
avions considéré une superposition de n ondes planes, nous aurions obtenus
les conditions de résonances suivantes :

−→
k0 =

n∑

p=1

−→
kp (II.13a)

ω0 =

n∑

p=1

ωp (II.13b)

Cependant on peut montrer que les taux de croissances sont d’autant
plus faibles que le nombre d’ondes interagissant est grand. L’instabilité tria-

2. Les exponentielles formant une base, si les arguments des exponentielles ne sont pas
égaux, les coefficients en pré-facteurs doivent être nuls, et on n’obtient pas d’instabilité.

3. La variation de l’amplitude de l’onde primaire est considérée comme lente et l’am-
plitude des ondes secondaires négligeable.

4. Au début du régime transitoire seulement.
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dique apparaît alors au dépend des autres interactions dans notre cas. In
fine, cette instabilité et ces conditions de résonances particulières sont majo-
ritairement dues aux termes non linéaires dans l’équation de Navier-Stokes.
On retrouve donc cette instabilité dans d’autres domaines de la physique
où des termes analogues apparaissent, comme par exemple pour les ondes
gravito-capillaires.

1.b Visualisation expérimentale

Au début de ma thèse, j’ai d’abord étudié avec Christophe Brouzet des
structures appelées "attracteurs d’ondes internes" dans une géométrie consi-
dérée comme bidimensionnelle. Cette étude en deux dimensions fait l’objet
du chapitre III. Retenons juste pour l’instant que les attracteurs permettent
de focaliser les ondes internes sur une petite zone et ainsi créer des ondes
de très fortes amplitudes. C’est dans ce cadre que nous avons pu observer
l’instabilité triadique. Le but de cette partie est simplement de montrer qua-
litativement cette instabilité et ses conséquences.

Ces expériences de TRI ont été réalisées dans une cuve de 1550×920×170
mm3. La stratification linéaire à été réalisée en utilisant la méthode des
deux bacs, donnant une pulsation de Brünt-Vaïsala N = 0.87 rad.s−1. Le
mouvement du générateur est celui d’un mode 1, généré à l’aide de l’arbre
à cames présenté précédemment. La méthode de visualisation utilisée est le
Schlieren Synthétique, qui donne accès au gradient de densité dans la cuve. La
figure II.1 présente trois images de la norme du gradient de densité, obtenues
directement après utilisation de l’algorithme CIV. La figure de gauche (resp.
milieu, droite) est obtenue après 45 (resp. 75, 215) périodes de forçage.

Tout d’abord sur la figure de gauche on observe, une structure d’attrac-
teur 5. Il n’y a qu’un seul angle de propagation θ = 52◦, aux symétries π− θ,
π+θ et −θ près. Sur la figure centrale, on observe en haut à droite, en plus de
la structure précédente, un mouvement avec un autre angle de propagation,
signe d’une autre fréquence d’oscillation que ω0. Ce mouvement n’est pré-
sent que sur une petite zone de l’image. En revanche, sur la figure de droite,
après 215 périodes de forçage, l’instabilité s’est développée et a envahi to-
talement l’espace. La structure d’attracteur présente sur la figure de gauche
n’est presque plus visible sur la figure de droite.

5. Cette structure en particulier est celle d’un attracteur (2,1). Pour ce chapitre, nous
ne nous intéressons pas à cette structure ; elle nous sert ici seulement à concentrer l’énergie
pour obtenir de la TRI.
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Figure II.1 – Norme du gradient de densité obtenu après 45 (resp. 75, 215)
périodes de forçage à gauche (resp. centre, droite). L’angle de propagation
est θ = 52◦ et N = 0.87 rad.s−1 ce qui donne T = 9.16 s. L’amplitude de
forçage est de 4 mm.

S’agit-il bien de TRI ? Nous avons montré que la TRI consistait en la
création de deux nouvelles ondes à partir d’une onde mère. Or, nous n’avons
vu a priori ici qu’une seule nouvelle onde. Afin de décortiquer le mouvement
très complexe de la figure II.1, nous allons utiliser des outils déjà présentés :
le temps fréquence et la transformée de Hilbert.

On calcule Fig. II.2 le temps fréquence du champ de gradient de densité
présenté Fig. II.1.

À temps court, on n’observe qu’une seule fréquence sur la figure 6, cor-
respondant à la fréquence de forçage. Elle vaut environ ω0/N ≈ 0.8, ce qui
équivaut à un angle de propagation de 52◦. Après environ 40 périodes de
forçage, On voit apparaître deux nouvelles ondes de pulsations ω1 et ω2. On
remarque que les valeurs de ces nouvelles pulsations vérifient bien la condition
de résonance triadique relative aux pulsations (II.12b) :

ω1

N
≈ 0.45 et

ω2

N
≈ 0.35 =⇒ ω1 + ω2 ' ω0 (II.14)

Grâce au diagramme temps-fréquence, les deux ondes secondaires sont
facilement identifiables alors qu’on ne les voit pas sur l’image brute. Les deux

6. Notons que le diagramme temps fréquence possède un très fort courant moyen, sur-
ement dû a un artefact lors du traitement des images. En effet, ce courant apparaît dès le
début de l’expérience, il ne peut pas provenir d’une instabilité. De plus, des expériences
identiques réalisées en PIV ne montrent pas un tel courant.
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Figure II.2 – Temps-fréquence du champ de gradient de densité précédent.

angles de propagation étant θ1 ≈ 20◦ et θ2 ≈ 26◦, les deux contributions sont
difficilement distinguables sur la figure II.1. Afin de visualiser chaque onde
séparément, on effectue une transformée de Hilbert en filtrant le signal à ω0,
ω1 et ω2. Nous effectuons la transformation sur un temps long (32 périodes de
l’onde mère), quand l’instabilité est bien développée, afin d’avoir des fortes
amplitudes pour les ondes secondaires. Le résultat est présenté Fig. II.3

Le filtrage de Hilbert est réalisé pour ω0 (resp. ω1, ω2) sur la figure de
gauche (resp. milieu, droite). On distingue bien la séparation du champ en
trois composantes. La forme d’attracteur est présente sur la figure de gauche.
Sur les deux figures suivantes, on remarque bien deux nouveaux angles de
propagations différents. L’instabilité est installée depuis longtemps car les
ondes secondaires ont eu le temps de se propager et de rebondir plusieurs
fois sur les parois.

Dans notre cas triadique, la seconde condition de résonance (II.12a) s’écrit :
−→
k1 +

−→
k2 =

−→
k0 (II.15)

Pour vérifier cette condition, on ne peut pas calculer
−→
k sur chacune des

images de la figure Fig. II.3. En effet, cette condition n’est valable que lors
de la création des ondes. La longueur d’onde variant dans notre géométrie
(car il y a un rebond sur une pente incliné), les longueurs d’ondes des ondes
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Figure II.3 – Transformée de Hilbert temporelle du champ de gradient de
densité de l’expérience présentée dans les deux figures précédentes. La figure
de gauche (resp. centre, droite) représente la partie du signal qui oscille à la
fréquence ω0 (resp. ω1, ω2). Le filtrage de Hilbert à été réalisé sur 32 périodes
de l’onde primaire.

secondaires changent au cours de la propagation. On peut appliquer les mé-
thodes de dérivation de la phase présentées au chapitre précédent mais à
temps court, lorsque l’instabilité n’est pas très développée. Dans notre cas,
nous avons obtenus

−→
k0 =

∣∣∣∣
−0.37± 0.08
0.256± 0.07

cm,
−→
k1 =

∣∣∣∣
−0.69± 0.15

1.28± 0.3
cm,

−→
k2 =

∣∣∣∣
−0.55± 0.15
−1.25± 0.3

cm

(II.16)
Les barres d’erreur sont assez importantes car l’instabilité est très peu

installée au moment de la mesure de
−→
k .

La relation (II.15) est vérifiée en tenant compte des grandes barres d’er-
reurs obtenus pour le calcul de

−→
k . Il a été observé sur plusieurs expériences

indépendantes et sur des simulations numériques directes qu’une des ondes
secondaires possède un spectre en k proche d’une décomposition bi-modale.
Ce comportement n’est pour l’instant pas compris et mérite d’être étudié
plus en détails. Le fait que cette instabilité puisse apparaître avec le type de
géométrie que l’on étudiera plus tard est contraignant d’un point de vue expé-
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rimental. En effet, on a bien vu Fig. II.1 que si l’on s’intéresse seulement à la
structure à la fréquence ω0, l’apparition d’autres fréquences complique beau-
coup l’analyse. Même si l’on peut séparer les champs à différentes fréquences
temporelles, la structure est modifiée par l’instabilité puisqu’une partie de
l’énergie de l’attracteur est transmise aux ondes secondaires. Dans la suite
de nos expériences, nous resterons prudents, notamment dans le choix des
amplitudes de forçage, afin que les résultats ne soient pas perturbés par le
développement de la TRI.

2. Génération de courant moyen

Évoquons seulement ici qu’un faisceau d’onde interne peut lors de sa
propagation donner naissance à un écoulement moyen horizontal. Cette gé-
nération de courant moyen intervient entre autres pour un faisceau seul lors
d’une propagation tridimensionnelle. En effet la variation de l’amplitude du
faisceau dans la direction transverse à la direction de propagation est essen-
tielle pour que le faisceau transfère une partie de son énergie à un courant
moyen. Le chapitre VI est consacré à cette étude.

Notons également que l’on peut obtenir la génération de courant moyen
dans un écoulement bidimensionnel, en faisant interagir deux faisceaux d’ondes
[89] mais cette configuration n’a pas été étudiée dans ce manuscrit.

B Interactions entre deux faisceaux : Génération
d’harmoniques

1. Travaux antérieurs

Lors de la réflexion d’une onde interne sur un plan incliné, le faisceau inci-
dent et le faisceau réfléchi se superposent au niveau de la surface. Cette zone
de superposition peut être plus ou moins grande en fonction de l’inclinaison
α de la pente, de l’angle de propagation de l’onde incidente θ ainsi que de sa
longueur d’onde. Nous ne nous intéresserons pas au courant moyen dans cette
partie. Nous allons donc concentrer ici notre étude sur la génération d’har-
moniques. Sauf mention contraire, dans cette partie, le mot harmonique ne
fera référence qu’aux ondes de fréquences 2ω. Notons que le mécanisme de
création de ces ondes est le même que la TRI. En effet, ici on est dans le
cas où deux ondes de fréquences ω se rencontrent et créent une onde à la
fréquence 2ω respectant ainsi la condition de résonance temporelle.

S. Thorpe a été le premier à étudier ces interactions dans son article
[91]. Partant des fonctions courant pour des ondes planes incidentes et ré-
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fléchies satisfaisant les conditions de bords, il montre que ces deux champs
interagissent via les termes non linéaires des équations de propagations, ana-
logues à ceux des équations (II.9a) et (II.9b). Les termes d’ordre 2 obtenus
comportent un terme à fréquence nulle, donc un terme de courant moyen et
un terme à deux fois la fréquence de forçage ω. Nous ne nous intéresserons
pas aux termes d’ordre supérieurs, de très faible amplitude. Cependant un
problème apparait dans les calculs Thorpe, et l’onde harmonique créée ne
respecte pas les conditions aux limites lors de la réflexion sur le plan incliné.
Dans son article, Thorpe est obligé d’introduire une autre onde à la pulsation
2ω de manière ad hoc afin de respecter la condition d’imperméabilité.

Les travaux de Tabaei et al. [89] reprennent les calculs de Thorpe dans
le cas d’un faisceau d’onde interne. Ils n’introduisent pas d’ondes supplé-
mentaires afin de satisfaire la condition de bord, et décrivent les conditions
géométriques d’obtentions d’harmoniques propagatives et la quantité d’éner-
gie transférée sous cette forme. Une des premières visualisation expériemen-
tale des ondes internes est présentée dans l’article de Gostiaux et al. [37].
Cependant la théorie faiblement non-linéaire développée par Tabaei et al.
ne s’applique pas aux cas expérimentaux de l’article [37]. De plus, théori-
quement, Jiang et Marcus [50] montrent que les conditions de génération
d’harmoniques proposées par Tabaei et al. mènent dans certains cas à des
rayons ne pouvant satisfaire la relation de dispersion. Ils proposent alors de
nouvelles règles de sélection, qui vont au delà de la génération d’harmoniques
puisqu’elles permettent de prédire quand l’interaction entre deux faisceaux
quelconques donne lieu à une troisième onde, et si oui, dans quelle(s) direc-
tion(s). De plus, ils effectuent des simulations numériques de collisions de
deux rayons, qui ne donnent parfois pas lieu à la génération d’harmoniques,
alors que la théorie de Tabaei et al. en prédisent. D’autres simulations nu-
mériques [83, 43] et des expériences [83, 87, 39] vont également dans ce sens,
en confirmant la théorie de Jiang et Marcus.

D’un point de vue théorique, pour l’instant seuls les aspects géométriques
de la surface où a lieu la création d’harmoniques sont bien compris [50]. Les
travaux de [83] prédisent que l’amplitude de ces harmoniques sera maximale
lorsque les faisceaux incidents et réfléchis sont de même amplitude. Comme
le décrit Nicolas Grisouard dans sa thèse [39], de nombreux phénomènes non
linéaires interviennent lors de la réflexion, et pour l’instant notre descrip-
tion ne nous permet pas de savoir quantitativement quels seront les champs
générés par cette réflexion.
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2. Observation expérimentale

Cette courte partie permet d’illustrer expérimentalement la génération
d’harmoniques d’un faisceau d’ondes. Nous avons observé ce phénomène lors
d’expériences visant à créer une onde rétro-réfléchie (que nous discuterons
dans la partie C). Pour une étude expérimentale et théorique détaillée de la
génération d’harmoniques, on pourra se référer à [39, 18].

Nous avons réalisé nos expériences dans une cuve de 1600×425×170 mm3

stratifiée linéairement en utilisant la méthode des deux bacs. La pulsation
de Brünt-Vaïsala pour l’expérience ci dessous est N = 0.92 rad.s−1. Une
onde plane comportant deux longueurs d’ondes de 7 cm est générée avec
une pulsation ω = 0.41 rad.s−1. La méthode de visualisation utilisée est le
Schlieren Synthétique, ce qui donne accès au gradient de densité dans la
cuve. Dans l’expérience, l’onde se réfléchie sur une surface courbe proche
d’un quart de cercle (voir Fig. II.4) réalisé avec une plaque de PVC courbée
et fixé à un support placé au fond de la cuve. La figure II.4 présente le champ
de gradient de densité filtré à ω (à gauche) et 2ω (à droite).

100 200 300 400

100

200

300

x [mm]

z
[m

m
]

ω

100 200 300 400

x [mm]

2ω

−4

−2

0

2

4

∂xρ

[kg/m4]

Figure II.4 – Transformée de Hilbert temporelle obtenue sur une expérience
de rebond d’un faisceau d’onde sur une surface courbe. Le champ de gradient
de densité suivant x est filtré à ω, pulsation du faisceau principal sur la figure
de gauche, et à 2ω sur la figure de droite.

L’onde forcée avec un angle θ = 30◦ rebondit d’abord sur la surface libre
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en haut de la cuve puis sur la surface circulaire. La figure de droite, filtrée à
2ω montre qu’à chaque rebond, une onde est créée. L’angle de propagation
de l’harmonique créée est beaucoup plus important. En effet, étant donné la
pulsation de l’onde mère ω = 0.41 rad.s−1, on s’attend à un angle de propa-
gation d’environ 68 ◦. On mesure expérimentalement θ = 69± 1◦.

Dans notre cas d’interaction d’un faisceau avec sa réflexion sur une paroi,
les règles de Jiang et Marcus [50] stipulent que pour que l’interaction donne
naissance à une onde harmonique, il faut qu’il y ait un changement de signe
de la composante de la vitesse de groupe suivant z. Dans ce cas, un seul
faisceau de l’onde à 2ω est créé 7. Sur la figure II.4, la première réflexion sur
la surface libre correspond bien à un changement de signe de cz, comme le
prévoit les règles de sélection de Jiang et Marcus. Dans le cas de la deuxième
réflexion, la réflexion est plus complexe, car sur une surface courbe. Dans
notre cas, même si ce n’est pas très visible sur la partie gauche de la figure
de gauche, la réflexion est à la fois sur-critique (une partie du faisceau réfléchi
repars vers le haut) et sous-critique (une partie du faisceau réfléchi repars
vers le bas). On observe une génération d’harmonique. Pour que cela soit
compatible avec les règles de Jiang et Marcus, la composante cz doit changer
de signe, la génération d’harmonique doit être alors associée à la réflexion
sur-critique, bien que le rayon sous critique soit de plus forte amplitude.

Les règles de Jiang & Marcus sont donc respectées pour une réflexion sur
une paroi horizontale. Dans le cas d’une réflexion sur une surface courbe, la
situation est plus complexe et les règles de sélections ne nous permettent pas
de conclure, notamment au niveau de l’amplitude des harmoniques, sans une
étude préalable de la courbure de la surface.

Nous allons voir dans la partie suivante que l’étude des réflexion sur des
surfaces courbes fait apparaître un nouveau phénomène de rétro-réflexion.

C Réflexion sur une surface courbe

Toute cette partie s’appuie fortement sur l’article théorique de Baines [4]
datant de 1971. Il prédit que lorsqu’un faisceau d’onde interne rebondit sur
une surface non plane, en plus de l’onde réfléchie "classique", une onde peut
se propager dans le sens contraire à l’onde incidente. Malgré l’ancienneté de
cette prédiction, aucune expérience n’a montré clairement la présence de cette
onde. À notre connaissance, seul un article de conférence de S. Dalziel [17]

7. Dans le cas de deux faisceaux se rencontrant, deux faisceau d’harmoniques sont créés.
Mais ici, du fait de la pente, un seul des faisceaux est possible.
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met en exergue dans le cas d’une unique expérience une onde rétro réfléchie
après rebond sur une surface sinusoïdale, mais l’accent n’est pas mis sur
cette onde dans l’article. Nous nous proposons dans cette partie de mettre
en évidence expérimentalement ce phénomène et de décrire qualitativement
les conditions d’obtention d’une telle réflexion, en fonction de la courbure de
la surface. La figure II.5 schématise le problème. Afin de ne pas confondre
avec l’onde rétro-réfléchie, l’onde habituellement appelé onde réfléchie est
parfois labellisée "onde transmise".

1. Théorie

η ξz

x

Onde
incidente

cg

Onde
rétro-réfléchie

cg

Onde
réfléchie

cg

Figure II.5 – Schéma de réflexion d’un faisceau d’ondes internes sur une
surface courbe. Les directions ξ et η sont définies comme étant les direc-
tions de propagation des ondes incidente et réfléchie. L’onde rétro-réfléchie
ou Back-Reflected Wave est également représentée en traitillés.

1.a Position du problème

Notre but est de quantifier le rebond des ondes internes sur des surfaces
courbes, considérées comme imperméables. Pour cela, nous nous plaçons dans
une géométrie bidimensionnelle, ce qui permet d’utiliser la fonction courant
ψ(x, z, t) afin de décrire le mouvement. De plus nous négligeons la viscosité.
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L’équation de propagation de la fonction courant, établie dans le chapitre
précédent, est la suivante :

∂2

∂t2
4ψ +N2ψxx = 0 (II.17)

En supposant une dépendance temporelle de la forme ψ = Ψ(x, z)e−iωt, on
peut réécrire l’équation précédente :

Ψxx − c2Ψzz = 0 avec c2 =
ω2

N2 − ω2
(II.18)

avec ω la pulsation de l’onde, comprise entre 0 et N . Cette équation est
analogue à une équation d’onde avec x qui joue le rôle du temps et c la
vitesse. On peut ainsi trouver la forme des solutions de l’équation (II.18) en
faisant le changement de variable

ξ = z + cx et η = z − cx (II.19)

Ce changement de variable revient à se placer dans le repère lié à l’onde
incidente (voir Fig. II.5). De plus nous pouvons, par un redimensionnement
de la hauteur, prendre c = 1, afin d’avoir un repère orthogonal. Les solutions
de (II.18) s’écrivent alors génériquement de la forme

Ψ = f(ξ) + g(η) (II.20)

En suivant les notations généralement introduites dans la littérature [4, 84],
on peut réécrire l’équation de la surface courbe z = h(x) en fonction de ξ ou
η

ξ = −K(η) ou η = −H(ξ) (II.21)

Les signes − dans les définitions de H et K sont tels que ces deux fonctions
soient croissantes.

On peut maintenant revenir à notre problème de réflexion sur une surface
courbe. La condition de non pénétration à la frontière s’écrit simplement

Ψ = 0 sur la surface (II.22)

Considérons une onde plane incidente de nombre d’onde k1 suivant ξ (donc
de vitesse de groupe suivant les η négatifs).

Ψi = Ψ0 exp(ik1ξ) (II.23)
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La théorie linéaire suppose que l’onde plane transmise s’écrit simplement de
la forme

Ψt = −Ψ0 exp(−ik1K(η)) (II.24)

Ainsi, on obtient bien Ψi + Ψt = 0 sur la surface définie par ξ = −K(η).

Cependant, du fait de la courbure de la surface, la décomposition spatiale
de Ψ en série de Fourier n’est pas triviale, et on peut obtenir une partie des
ondes planes de la décomposition qui ont une vitesse de groupe suivant les ξ
décroissants, c’est-à-dire qui se rapprochent de la pente. La solution simple
que la théorie propose satisfait bien la condition sur la surface, mais ne peut
pas correspondre à notre problème d’une unique onde incidente arrivant sur
une surface courbe depuis η = +∞.

Nous allons expliciter plus en détail ce problème dans la sous partie sui-
vante, mais vérifions tout de suite que ce problème n’apparaît pas lorsque
l’on a une paroi plane. En effet, dans ce cas, l’équation de la pente s’écrit
K = Aη, avec A positif (voir Fig. II.5 et l’équation (II.21)). Ainsi l’onde
réfléchie (II.24) est directement écrite sous la forme d’une onde plane. L’am-
plitude de la vitesse de phase de cette onde est ω/(k1A), négative suivant η,
signe que l’onde plane réfléchie a bien une vitesse de groupe positive suivant
ξ et donc que l’onde s’éloigne bien de la pente.

Comment trouver l’expression de l’onde réfléchie afin qu’elle satisfasse
bien les conditions imposées par les sources d’ondes ? Baines [4] a répondu à
cette question 8 en exprimant une condition sur la fonction d’onde réfléchie,
appelée condition de radiation.

1.b Condition de radiation

Supposons simplement que Ψt = F (η) et cherchons une condition sur F
pour que le flux d’énergie associé à l’onde réfléchie soit dirigé suivant les ξ
positifs. Écrivons la décomposition de F selon ses modes de Fourier :

F (η) =
1

2π

∫ +∞

0
exp(−ikη)F̂ (k)dk +

1

2π

∫ +∞

0
exp(ikη)F̂ (−k)dk (II.25)

Le second terme de l’équation représente les ondes qui se propagent vers les
ξ négatifs (voir Fig. II.5). Dans notre problème avec une source unique en

8. Une condition de radiation équivalente avait déjà été obtenue par Cox & Sandstrom
[14] en 1962 pour la génération des ondes internes.
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η = +∞, ce terme doit être nul. Cela conduit à la condition dite de radiation :

F (η) =
i

π
P
[∫ ∞

−∞

F (η′)
η′ − ηdη

′
]

(II.26)

où P désigne la valeur principale de l’intégrale. Dans son article, Baines
réexprime cette condition sous la forme d’une équation de Fredholm de second
type, mais aucune de ces expressions n’est facilement exploitable, et ne donne
d’intuition sur la fonction courant réfléchie Ψr. Dans la sous-section suivante,
nous allons tenter de dégager le sens physique de cette condition.

1.c Interprétation

Nous allons nous appuyer sur l’article de Sandstrom [84] afin de mieux
expliciter les écarts à la prédiction par la théorie linéaire. Repartons de la
solution simple supposée par la théorie :

Ψi + Ψt = 0 sur la surface (II.27)

Séparons Ψt en deux parties, une qui satisfait la condition de radiation
(II.26), notée Ψ1 et une autre partie qui, par construction, n’est composée
que d’ondes se propageant suivant les ξ décroissants, notée Ψt1.

Ψt(η) = Ψ1(η) + Ψt1(η) (II.28)

Afin d’annuler la partie ne satisfaisant pas à la condition de radiation, on
rajoute artificiellement une source virtuelle d’ondes située en η = +∞ d’am-
plitude identique et de phase opposée à Ψt1. Cette source virtuelle donne lieu
à une fonction courant Ψr(ξ) telle que

Ψr(ξ)−Ψt1(η) = 0 en η = −H(ξ) (II.29)

La somme Ψi + Ψ1 + Ψr satisfait bien la condition limite de la paroi, mais
Ψr a une partie ne satisfaisant pas à la condition de radiation. De même que
précédemment, on peut écrire Ψr(ξ) = Ψ2(ξ)+Ψr2(ξ) avec Ψr2 ne satisfaisant
pas à la condition de radiation. Il faut de nouveau considérer une source
virtuelle, cette fois à η = +∞ permettant d’annuler la partie Ψr2. On voit
bien que de cette façon, on peut construire deux suites de fonctions Ψ2p et
Ψ2p+1 telles que

Ψt(η) = Ψ1(η) + Ψ3(η) + . . . (II.30)
Ψr(ξ) = Ψ2(ξ) + Ψ4(ξ) + . . . (II.31)
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et telle que
Ψi + Ψt + Ψr = 0 (II.32)

sur la surface, et chacune des ondes vérifie par construction la condition de
radiation. On a ainsi construit, partant de la solution de la théorie linéaire,
une suite de fonctions qui vérifient la condition de radiation et la condition
limite sur la surface courbe. De plus chaque terme de la série sert à annuler
une partie du terme précédent. L’amplitude de chaque nouveau terme dimi-
nue par rapport au précédent, car il correspond a une correction de celui-ci.
La convergence de cette série à été explorée par Mied et Dungan [69], qui
donnent aussi une manière numérique de trouver les amplitude associées aux
Ψp.

La construction précédente nous permet d’imaginer la possibilité d’une
onde rétro-réfléchie. Cette onde très particulière est totalement contre-intuitive.
Cette onde est appelée Back-Reflected Wave par Baines [4] ou encore back-
scattered wave par Mied et Dugan [69], nous l’appellerons BRW par la suite.

Afin d’observer ce phénomène dans nos expériences, résumons les condi-
tions générales pour visualiser cette onde et les caractéristiques principales
de ce la BRW.

1.d Conditions d’obtention

Sans spécifier la forme de la surface de réflexion, on peut quand même
obtenir des conditions pour lesquelles la BRW peut ne pas exister. En ef-
fet, si l’on se place dans le cadre d’une surface dont l’équation est C2 et
toujours dans le cas d’une surface sur-critique, alors on peut montrer que
l’amplitude de la BRW tends vers 0 lorsque la longueur d’onde de l’onde
incidente tends vers 0 ou vers +∞. La limite k → 0 correspond au cas où
la courbure de la surface est grand devant le vecteur d’onde, c’est-à-dire que
la longueur d’onde est très grande devant la distance caractéristique de la
surface, qui paraît alors comme une aspérité sur une surface plane. De même,
le cas k → +∞ correspond à une onde dont la longueur d’onde est très petite
devant la taille typique de la surface, qui est alors localement assimilable à
un plan, la réflexion se fait alors aussi de manière classique.

Afin d’observer cette onde rétro-réfléchie, nous devons donc prévoir une
surface dont la taille typique est de l’ordre de grandeur de la longueur d’onde
de l’onde incidente.
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Dans l’article [4], certaines géométries particulières sont étudiées. Ces
simplifications permettent à Baines de faire deux nouvelles prédictions, va-
lables dans les trois cas particuliers étudiés :

• L’onde rétro-réfléchie ne possède qu’une seule longueur d’onde.
• L’energie totale de l’onde rétro-réfléchie est de l’ordre de 10% à 20%

de celle de l’onde incidente.
Ces résultats ont été obtenus pour des géométries particulières qui ne

correspondent pas à notre dispositif expérimental. Cependant l’article de
Baines suggère que ces résultats sont robustes, et donc nous nous attendons
à des résultats vérifiant ces conditions dans nos expériences.

2. Résultats expérimentaux

Figure II.6 – Image d’une des bosses utilisées pour effectuer les rebonds.
Les grandeurs ` et h permettent de décrire la courbure de la bosse. L’écran
Schlieren permettant de faire les mesures se situe en arrière plan.

2.a Dispositif expérimental

Nous avons réalisé nos expériences dans une cuve de 1600×170×425 mm3

stratifiée uniformément, en utilisant la méthode des deux bacs. La stratifica-
tion de la cuve à été mesurée avec une sonde conductimétrique permettant
de connaître la valeur de la fréquence de Brunt-Vaisala N . Dans ces expé-
riences, la fréquence typique de travail est N = 0.8 rad.s−1. La surface courbe
consiste en une bosse de PVC de 2 mm d’épaisseur, de hauteur h et de lon-
gueur ` fixée sur des rails en aluminium. (voir Fig. II.6). Différents trous ont
été réalisés sur les bords de la bosse afin de pouvoir ajuster sa hauteur et



C. RÉFLEXION SUR UNE SURFACE COURBE 75

sa longueur en la fixant à différents endroits du rail. La bosse est bien sûr
invariante par translation suivant sa largeur de la cuve et occupe quasiment
toute la largeur de la cuve ; nous ne considérerons donc pas par la suite les
effets tridimensionnels.

La génération d’ondes internes se fait à l’aide d’un générateur d’onde dé-
crit précédemment. Le générateur nous permet de choisir la fréquence et la
longueur d’onde de l’onde plane forcée. Dans toutes les expériences, l’oscil-
lation du générateur est de la forme :

ζ(z, t) = a sin

(
ωt+

2πz

λz

)
(II.33)

où a = 4 mm et λz = 145 mm représentent respectivement l’amplitude du
générateur et la longueur d’onde verticale du faisceau, fixées pour toutes les
expériences de cette partie.

Les ondes internes sont visualisées grâce à la technique de Schlieren syn-
thétique, dont l’écran de points aléatoires est placé en arrière plan de la
Fig. II.6. Seule la partie centrée sur la bosse est visualisée dans cette image, et
dans nos expériences. Le générateur se situe hors champ, à droite de la pente.
Une caméra AVT (Allied Vision Technologie) Pike de 2452×2054 pixels est
utilisée pour enregistrer les mouvements. La caméra, suivie d’un objectif de
focale 125 mm, se situe à 1700 mm du bords de la cuve, et l’écran à 520 mm
du même bord de la cuve. La fréquence d’acquisition de la caméra est de 2
Hz pour toutes les expériences, ce qui est largement suffisant pour résoudre
la fréquence principale du signal (qui est de l’ordre de 0.1 Hz).

Afin de déduire le champ de vitesse de l’onde, nous utilisons l’algorithme
CIV présentée dans le chapitre précédent. Afin de déterminer si la BRW est
présente, nous allons utiliser la transformation de Hilbert du signal, suivant
les variables d’espaces. L’idée est la même que pour la transformation tem-
porelle. On prend la transformée de Fourier du système temporellement puis
spatialement, on filtre les fréquences (spatiales) qui nous intéressent, puis on
fait la transformation inverse. Nous allons filtrer suivant les quatre quarts
de l’espace des (kx, kz), c’est-à-dire suivant (kx, kz > 0), (kx > 0 > kz),
(0 > kx, kz), (kz > 0 > kx). Cette décomposition nous permet de classer les
ondes suivant leur direction de propagation. Ainsi, nous pourrons isoler les
ondes qui vont vers la bosse, des ondes qui s’en éloignent, vers la gauche ou
vers la droite.
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2.b Observation de la BRW

Présentons une expérience dans laquelle l’observation de l’onde rétro-
réfléchie est visible de manière spectaculaire. Pour cette géométrie, la hauteur
vaut h = 36 mm la longueur de la bosse est ` = 260 mm, soit environ deux
fois la longueur d’onde incidente.

La figure Fig. II.7 montre le gradient de densité d’un faisceau d’onde in-
terne se réfléchissant sur la bosse projeté suivant la direction de propagation
de l’onde (c’est-à-dire suivant ξ ou η en fonction des quadrants), labellisée σ
dans la figure. Les quatre images représentent les quatre quadrants défi-
nis précédemment, obtenus grâce à la transformée de Hilbert spatiale. Afin
d’améliorer encore la qualité des images, le signal à été préalablement filtré
suivant ω avec une transformée de Hilbert temporelle. Sur chaque image, une
flèche en haut à droite indique le sens de propagation de l’onde, donnant le
quadrant dans lequel le champ est filtré.

Tout d’abord on observe Fig. II.7(a) l’onde incidente arrivant de la droite
et Fig. II.7(b) l’onde réfléchie, suivant la théorie classique. On peut de plus
clairement observer Fig. II.7(d) une onde qui est générée au niveau de la
pente et qui repart dans le sens opposé à l’onde incidente Fig. II.7(a). L’ab-
sence de tout mouvement sur la Fig. II.7(c) permet de conclure que l’onde
présente sur la Fig. II.7(d) ne provient que de la réflexion de l’onde incidente.
Cette onde est donc bien, comme prédit par Baines, une onde rétro-réfléchie
ou BRW. La figure comporte deux barres de couleurs, une liée aux figures (a)
et (b) et l’autre liée aux figures (c) et (d), d’amplitude deux fois plus faible,
afin de mieux distinguer les ondes dans chaque panel.

On peut alors revenir sur les prédictions de Baines concernant l’onde
rétro-réfléchie :

• La BRW ne comporte qu’une seule longueur d’onde. La longueur
d’onde mesurée est λ = (65± 2) mm.
• L’amplitude de la BRW est approximativement deux fois plus faible

que l’onde incidente. Si l’on considère le rapport de l’énergie totale
entre la BRW et l’onde incidente, on trouve qu’environ 5% de l’éner-
gie incidente est transférée sous forme de BRW. Cette mesure est
comparable à la prédiction de Baines faite sur un exemple particulier
de surface. Cependant, la viscosité intervient dans notre expérience,
alors qu’elle n’est pas présente dans la théorie de Baines.
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Figure II.7 – Transformée de Hilbert spatiale du gradient de densité sui-
vant σ. Le filtrage spatial se fait suivant les 4 quadrants de l’espace des k,
permettant de séparer les ondes suivant 4 directions de propagation. On a
représenté en haut à gauche de chaque figure, la vitesse de groupe présente
dans ce cadrant après filtrage. Afin de mieux visualiser le phénomène, l’am-
plitude de la barre de couleur associée aux deux images du bas est deux fois
plus faible que celle correspondant aux deux images du haut.

2.c Espace des phases

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré expérimentalement
l’existence d’une onde rétro-réfléchie, contraire à la prédiction de la théo-
rie des rayons, mais conformément à la littérature [4, 84, 69]. Nous allons
maintenant faire varier la géométrie de la surface de rebond et observer dans
quel cas la BRW existe.

Nous avons deux paramètres de géométrie à faire varier, la hauteur h et la
longueur ` de la bosse. Rappelons que, qualitativement, c’est le rapport entre
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la longueur d’onde incidente et les dimensions de la bosse qui entre en jeu
ici. Il faut donc adimensionner les variables h et ` par la longueur d’onde de
l’onde. Cependant, ce qu’il faut considérer lors de la réflexion est la longueur
d’onde suivant les axes x et z. Nous avons donc pris comme paramètres de
l’expérience, les grandeurs adimensionnées :

h∗ =
h cos θ

λ
=

h

λz
(II.34)

`∗ =
` sin θ

λ
=

`

λx
(II.35)

Ces nouvelles grandeurs adimensionnées doivent donc être comparées à 1,
puisque les conditions intuitives d’apparition de BRW est h, ` = O(λ). Nous
avons donc tracé, Fig. II.8, la présence ou l’absence de BRW, en fonction
de h∗ et `∗. Nous avons de plus distingué le cas où la BRW est présente,
mais de très faible amplitude, ce qui permet de mieux préciser la frontière
d’existence de l’onde. Bien sûr, notre dispositif expérimental ne permet pas de
faire varier ces paramètres sur une grande gamme. Nous pouvons cependant
tirer quelques résultats de nos expériences.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.1

0.2

0.3

0.4

`*

h*

Forte BRW
Faible BRW
Pas de BRW

Figure II.8 – Carte de présence de la BRW en fonction de h∗ et `∗. Chaque
point représente une expérience. Les cas où l’onde rétro-réfléchie est présente
sans ambiguïté dans les analyses sont représentés par des carrés rouges plein.
Les cas ou la BRW n’est pas présente sont représentés par des cercles bleus.
Les cas intermédiaires sont représentés par des losanges rouges creux.
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Comme attendu intuitivement, pour h∗ � 1, et `∗ � 1, la surface est
quasi plate, la réflexion est donc classique. Cette zone correspond à la partie
en bas à droite du diagramme. Pour h∗ � 1 et `∗ � 1, en bas à gauche du
diagramme, la bosse peut se voir comme une petite aspérité à la surface d’un
fond plat. En prenant en compte les effets de viscosité, que nous discuterons
dans la partie suivante, on s’attend à ce que l’onde voit une surface plate,
et donc à une réflexion classique. Même si nous n’avons pas pu l’explorer
ici, pour h∗ � 1 et des faibles valeurs de `∗, on se trouve dans le cas limite
de murs verticaux, la réflexion attendue est donc une réflexion sous-critique
classique. Pour la partie en haut à droite du diagramme, les dimensions de
la bosse sont trop grandes en comparaison de la longueur d’onde. L’onde se
réfléchie alors sur une surface localement plane.

Ainsi la zone de présence des BRW est un ilot entouré par quatre zones
limites pour lesquelles la réflexion est celle prévue par la théorie des rayons.
Avec notre dispositif expérimental, nous n’avons pas pu explorer tous les
contours de cet ilot, notamment pour des fortes valeurs de h∗, ce qui demande
de contraindre fortement la surface. On pourrait envisager d’explorer cette
zone soit en diminuant λ, soit en augmentant θ.

Du fait du système de génération des ondes, diminuer grandement λ n’est
en pratique pas possible. En effet, le profil de l’onde étant créé par des cames
de quelques mm d’épaisseur, on ne peut pas diminuer trop λ au risque de ne
plus générer un profil d’onde plane. Le forçage étant horizontal, il est difficile
de forcer un mouvement oscillant pour des fortes valeurs de θ, puisque le
mouvement est alors quasiment vertical. L’efficacité de notre générateur est
alors réduite, et l’amplitude de l’onde incidente faible.

2.d Effet de la viscosité

Afin de rendre encore plus frappant cet écart à la théorie linéaire, nous
avons réalisé la même expérience que précédemment mais avec une bosse
triangulaire. L’idée est de reproduire une des surfaces courbes pour lequel la
BRW était fortement présente, mais uniquement avec deux plaques droite.
Ainsi, avec cette géométrie triangulaire, la théorie des rayons s’applique très
simplement et prévoit une réflexion sur-critique classique sur une ou les deux
pentes, en fonction de la position et la taille du faisceau incident.

On se place donc dans les mêmes conditions que pour une expérience
ayant générée une forte BRW : λz = 145 mm, θ = 42◦. On observe de
même Fig. II.9, la transformée de Hilbert suivant les quatre quadrants de
l’espace des k, du champ de gradient de densité suivant σ, préalablement



80 CHAPITRE II. NON LINÉARITÉS EN 2D

filtré temporellement à ω.
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Figure II.9 – Transformée de Hilbert spatiale du gradient de densité sui-
vant σ dans le cas d’une bosse triangulaire. L’amplitude de la barre de couleur
associée aux deux images du bas est deux fois plus faible que celle correspon-
dant aux deux images du haut.

On observe également très clairement une onde rétro-réfléchie. De même
que sur la figure II.7, l’amplitude de la BRW est environ la moitié de l’onde
incidente et le faisceau rétro-réfléchi ne possède qu’une seule longueur d’onde.

Lors de la réflexion, l’onde n’est pas affectée par les variations brusques
de pente. La viscosité est bien sûr à l’œuvre ici. À la surface de la pente, une
couche limite est présente. Son épaisseur est de quelques mm ce qui permet
dans notre cas de lisser la surface triangulaire pour se retrouver dans le cas
précédent d’une surface courbe.

Cet effet de la viscosité permet aussi de conclure qu’on ne s’attend pas à
des modifications importantes de la réflexion sur une surface présentant des
aspérités de quelques mm, ce qui correspond à la zone en bas à gauche de
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notre diagramme.

Conclusion

SHG

TRI
MF

BRW

Figure II.10 – Schéma résumé représentant de nombreux écarts à la théorie
linéaire des rayons. La TRI en mauve montre l’instabilité triadique. L’onde en
rouge représente l’onde rétro-réfléchie (ou BRW) discutée dans la partie 3. Le
sigle SHG associé à l’onde en vert signifie "Second Harmonic Generation" et
représente la génération d’harmoniques. La flèche bleue représente le courant
moyen qui sera discuté dans le chapitre VI.

Le schéma Fig. II.10 résume les principaux écarts à la théorie des rayons
que nous avons décrits dans ce chapitre lors de la propagation et réflexion
d’une onde interne sur une surface. La solution de la théorie linéaire des
rayons est représentée en noir, et les écarts à cette théorie sont représentés
en couleur. Détaillons chacun d’eux :

• La TRI pour Triadic Resonance Instability, représentée en mauve sur
la figure II.10 est le fait qu’un faisceau d’onde peut se déstabiliser en
donnant lieu à deux nouvelles ondes de pulsations spatiales et tempo-
relles vérifiant les conditions (II.12a) et (II.12b).
• La SHG, pour Second Harmonic Génération, en vert sur la figure, peut

apparaître lorsque deux faisceaux d’ondes de même fréquence se ren-
contrent. Ici, l’interaction provient de la superposition des faisceaux
incidents et réfléchis lors de la réflexion sur une surface. Cette inter-
action peut créer une onde à la fréquence double de l’onde incidente.
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Elle peut aussi être décrite comme une instabilité triadique, avec cette
fois l’interaction entre deux ondes qui en donnent une troisième.
• La BRW ou Back-Reflected Wave, en rouge, est une onde rétro réflechie

qui se propage dans le sens opposé à l’onde incidente. Cette onde
n’apparaît que lors d’une réflexion sur une surface dont la courbure
est de l’ordre de grandeur de la longueur d’onde incidente.
• Le Mean Flow, en bleu, ou courant moyen, apparaît lorsque l’am-

plitude de l’onde incidente varie suivant la direction transverse à la
direction de propagation. Il sera étudié plus en détails dans le chapitre
VI.



Chapitre III

Les attracteurs d’ondes
bidimensionnels

A Introduction aux attracteurs d’ondes internes . . 84
B Géométrie trapézoïdale : Tracés de rayons . . . . 88

1. Définition de la géométrie . . . . . . . . . . . . . . 88
2. Diagramme (d,τ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

C Géométrie trapézoïdale : Étude expérimentale . . 95
1. Dispositifs expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . 95
2. Attracteur (1,1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3. Autres régions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.a Attracteur (2,1) . . . . . . . . . . . . . . 102
3.b Réflexion sous critique . . . . . . . . . . . 103

83



84 CHAPITRE III. ATTRACTEURS BIDIMENSIONNELS

Introduction

Dans les deux chapitres précédents, nous nous sommes essentiellement
concentrés sur la propagation et la réflexion des ondes internes sans consi-
dérer le domaine de propagation. Dans cette partie, nous allons présenter
une nouvelle composante propre à la propagation dans un domaine fermé :
les attracteurs. En effet, à cause de la relation de dispersion très particulière
des ondes internes, les réflexions successives dans une géométrie fermée vont,
dans la très grande majorité des cas, faire converger l’onde sur un cycle li-
mite. Après une introduction générale sur les attracteurs d’ondes, nous nous
intéressons aux attracteurs créés dans une géométrie trapézoïdale bidimen-
sionnelle, d’abord avec des algorithmes de tracés de rayons, puis expérimen-
talement.

Ce sujet d’étude n’est pas neuf. Le premier article sur les attracteurs
d’ondes internes à été écrit par Maas & Lam en 1995 [59]. La première visua-
lisation expérimentale est également due à Maas et al. [58] quelques années
plus tard. Depuis, de nombreuses expériences [72, 45, 49, 61, 6, 11] ainsi que
des simulations numériques [42, 44, 51, 13] et avancées théoriques [57, 60] ont
été faites à ce sujet. Récemment le caractère instable de ces attracteurs 2D
à travers l’instabilité de TRI été mis en évidence dans notre équipe [86, 12].

A Introduction aux attracteurs d’ondes internes

L’approche choisie ici pour introduire les attracteurs d’ondes internes se
fonde sur l’article de Maas & Lam [59]. La figure III.2 regroupe quelques
images empruntés à cet article

Un système bien connu des physiciens qui conduit à un point fixe est
l’application logistique. En fonction du paramètre de contrôle µ, cette appli-
cation T : x→ µx(1−x) admet des points fixes, des doublement de périodes
ou bien des comportements chaotiques. Pourtant, on peut appréhender ce
système d’une façon simple en traçant la fonction T (x) ainsi que la droite
y = x. Ainsi chaque itération de l’application T peut être calculée et repré-
sentée simplement, en reportant chaque valeur T (xn), sur l’axe x à l’aide
de la droite unité, permettant ainsi de calculer T (xn+1). Nous avons tracé
Fig. III.1(a) cette application pour une valeur de µ conduisant à un cycle.

Une autre manière d’étudier cette application logistique est de calculer
l’exposant de Lyapunov associé. Intuitivement, l’exposant de Lyapunov d’un
système peut être vu comme le taux de croissance (ou de décroissance) au
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Figure III.1 – Application logistique pour une valeur de µ conduisant à
un cycle limite. La valeur initiale x0 est indiquée en rouge. La courbe bleue
permet de calculer xn+1 connaissant xn.

cours du temps, de la distance entre deux trajectoires infiniment proches.
Dans le cas unidimensionnel, l’exposant de Lyapunov λ d’une application T
peut être calculé grâce à l’équation suivante 1 :

λ = lim
N→+∞

1

N

N−1∑

n=0

ln

∣∣∣∣
dT (xn)

dx

∣∣∣∣ (III.1)

Le signe de l’exposant de Lyapunov permet de conclure très rapidement
quant à la présence d’attracteurs ou non. En effet, λ < 0 signifie que deux
trajectoires avec des points de départ proches vont converger exponentielle-
ment vite l’une vers l’autre. À l’inverse, λ > 0 signifie que le système est (au
moins localement) chaotique. Un écartement ou rapprochement polynomial
entre deux trajectoires correspond à un exposant de Lyapunov nul.

Nous allons, pour commencer, prendre une géométrie simple de parabole
représentée Fig. III.2(a) et utiliser une représentation visuelle similaire à celle
de la Fig. III.1 afin d’appréhender les attracteurs d’ondes internes. Dans
cette géométrie, la propagation des ondes se réduit à observer la position de

1. Cette définition peut se généraliser en dimension quelconque, en utilisant le théorème
d’Oseledec [23]
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réflexion d’une onde sur la surface libre au n-ième rebond, notée xn et le sens
de propagation dans le bassin, à savoir droite ou gauche.

Figure III.2 – Figures extraites de [59]. En haut à gauche : géométrie para-
bolique. Les positions de la caractéristique sont repérées par les réflexions à
la surface, notée xn. L’équation de la parabole est H(x). En bas à gauche :
attracteur obtenu pour une certaine valeur de τ . Deux positions initiales
sont envisagées, en trait plein (resp. en trait tiretés), correspondant à un
rayon partant vers la gauche (resp. vers la droite). Les deux caractéristiques
convergent vers le même cycle limite, en forme d’ailes de papillons. Le sens de
parcours est représenté par les grandes flèches. À droite : application T (x, s).
La courbe rouge (resp. bleue) représente l’application pour s = +1 (resp.
s = −1). Deux trajectoires, en traitillés et en traits pleins noirs sont repré-
sentées. Elles convergent toutes les deux vers le cycle limite représenté en
traits noirs pleins.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la fonction de courant
d’une onde interne reste constante le long d’une caractéristique, même après
réflexion. On peut donc s’intéresser à la trajectoire des caractéristiques dans
la géométrie parabolique. On peut alors calculer en partant d’un point x0,
les nouveaux points d’intersections x1, x2, ...xn de la caractéristique avec la
surface libre.

On définit une application T exactement comme dans le cas de l’applica-
tion logistique, qui permet de trouver xn+1 en fonction de xn. Cependant, du
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fait de la propagation des ondes dans les deux sens de propagation, l’appli-
cation T doit prendre en compte le sens de propagation de l’onde. On définit
donc T : x, s→ T (x, s), la variable s prenant les valeurs +1 ou −1 et précise
si l’onde se propage vers la gauche ou vers la droite.

Dans l’exemple de la parabole, l’équation de H(x) est explicite, on calcule
donc explicitement Fig. III.2(b) la quantité T (x, s) pour des paramètres de
géométrie et d’angles de propagation donnés.

La figure III.2(b) est complexe à lire, et nous n’allons pas utiliser ce genre
de représentation dans la suite de ce manuscrit. On peut donc en première
lecture sauter ce paragraphe. Cependant cette approche est intéressante pour
comprendre comment traiter les attracteurs d’ondes internes lorsqu’on est
habitué à des attracteurs plus "classiques". L’application T (x, s) se compose
de deux courbes, chacune en deux parties. La courbe en rouge (resp. bleue)
correspond à l’application T (x,+1) (resp. T (x,−1)). La trajectoire de la
particule se construit en partant d’un point initial x0 puis en construisant le
point suivant par réflexion sur une des deux courbes (en fonction de la valeur
de s). À chaque réflexion, en fonction de la position, l’onde peut soit changer
de sens de propagation, soit garder le même sens de propagation. La partie
en traitillés de chaque courbe (en haut à droite pour la courbe rouge et en
bas à droite pour la courbe bleu) indique que l’onde garde le même sens de
propagation, donc la même valeur de s, donc l’intersection suivante se fera
avec la même courbe. À l’inverse, la partie en trait plein signifie que l’onde
change de sens de propagation, la prochaine intersection se fera alors avec
l’autre courbe. Avec ces règles de tracé, pour la géométrie correspondant aux
courbes III.2(b), on voit apparaître un cycle limite. Un point initial x0 est
considéré, avec deux directions de propagation opposées, représentées en trait
plein (sinit = +1) et en traitillés (sinit = -1). Les deux trajectoires conduisent
au même cycle limite carré, compris entre deux valeurs limites définies par les
pointillées. Ce cycle limite se compose de deux points (sur la surface z = 0)
symétriques par rapport à l’origine. On remarque de plus une alternance
entre s = +1 et s = −1, l’onde change de sens de propagation entre les deux
points. Ces informations sont suffisantes pour construire le cycle limite dans
l’espace réel. La trajectoire réelle est représentée Fig. III.2(c). Il s’agit d’un
attracteur d’ondes internes.

Cet exemple de géométrie parabolique nous a permis d’introduire les
attracteurs de manière simple. Dans la suite, nous n’allons pas poursuivre
l’analyse avec des graphiques du genre de celui figure III.2(b), car pour la
géométrie trapézoidale que nous allons étudier, il faudrait différentier quatre
cas, selon si l’onde se déplace en haut à gauche, en bas à droite, etc. Notre
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étude se fondera plus sur les valeurs des exposants de Lyapunov et les tracés
des caractéristiques.

Il peut paraître surprenant que pour la très grande majorité des géo-
métries fermés, la propagation des ondes internes conduit à la formation
d’attracteurs. L’intuition venant des mathématiques nous fait dire que les
trajectoires de boules sur des billards de diverses formes sont généralement
chaotiques. Mais ces études dans diverses géométries 2D se basent sur une
loi de réflexion spéculaire. Ici la loi de réflexion des ondes internes contraint
beaucoup plus le système dans les choix de directions de propagation, et
empêche tout chaos.

B Géométrie trapézoïdale : Tracés de rayons

Nous allons étudier les attracteurs 2D dans une géométrie trapézoïdale
définie Fig. III.3. Cette géométrie particulière a été introduite et longuement
étudiée, d’abord théoriquement par L. Maas [59] puis expérimentalement et
numériquement [58, 44, 11, 13].

Cette géométrie est choisie notamment pour sa simplicité. Elle ne possède
qu’un seul côté qui ne soit ni vertical, ni horizontal. La focalisation n’a donc
lieu que sur cette paroi. Les calculs et tracés de rayons sur cette géométrie
sont donc faciles. D’un point de vue expérimental, c’est également une géo-
métrie facilement réalisable. Cette géométrie sera étudiée à l’aide de tracés
de rayons et expérimentalement durant toute la suite de ce chapitre. De plus,
nous nous servirons de cette géométrie de base pour réaliser des géométries
3D simples dans le chapitre consacré aux attracteurs en trois dimensions.

1. Définition de la géométrie

La géométrie est définie figure Fig. III.3(a) par un trapèze de hauteur H
et de longueur L et d’angle α. L’angle θ d’inclinaison de la caractéristique
est pris par rapport à l’horizontale. On définit alors x′ et z′ tels que

x′ =
2x

L
− 1 (III.2)

z′ =
2z

L

√
N2

ω2
0

− 1 (III.3)

Ce redimensionnement provient de la volonté de se retrouver exactement
dans le cas de l’équation adimensionnée du chapitre précédent. La hauteur
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Figure III.3 – Géométrie de trapèze étudiée par la suite. La figure (a) in-
dique la géométrie avec les paramètres physiques, H, L, α et θ, ainsi que les
axes x et z. La figure (b) indique les paramètres de la géométrie redimen-
sionnée, caractérisée par τ et d, et avec un angle de propagation θ = 45◦.

devient alors

τ =
2H

L

√
N2

ω2
0

− 1 (III.4)

et la taille de la cuve peut être reliée à la position de la pente à la surface
libre

d = 1− 2H

L
tanα (III.5)

De plus, dans cette nouvelle géométrie, l’angle de propagation des ondes
est toujours θ = 45◦, et l’angle de la pente est défini par

tanα′ = tanα tan θ (III.6)

Dans toute la suite de notre étude théorique, nous allons nous placer dans
cette géométrie re-dimensionnée. Retenons que, de cette façon, l’angle de la
pente est contrôlé par d, et l’angle de propagation des ondes est déterminé
par τ . Lors de la représentation des tracés de rayons, nous reviendrons à la
géométrie réelle afin de mieux voir les différences dues à l’angle de propaga-
tion.
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2. Diagramme (d,τ)

Leo Maas a exploré cette géométrie théoriquement et numériquement. En
calculant la fonction courant de manière exacte, on peut en déduire la valeur
de l’exposant de Lyapunov λ en fonction des paramètres de la géométrie et de
l’angle de propagation. En représentant log10(−λ) pour chaque point (d, τ),
on obtient le diagramme présenté Fig. III.4

−1 −0.5 0 0.5 1
0

2

4

6

d

τ

Figure III.4 – Diagramme (d, τ) extrait de [58]. L’échelle des couleurs à
droite représente la valeur de log10(−λ). Les régions claires correspondent
à des zones pour lequel l’exposant de Lyapunov est fortement négatif, donc
une convergence rapide. Les régions plus foncées correspondent à des valeurs
de λ proche de zéro, donc faiblement attractives. Les exemples de tracés de
rayons dans cette partie sont représentés par les disques noirs situé à d = 0.32
et les expériences présentées dans la partie suivante sont représentés par des
cercles noirs à d = 0.5.

L’échelle des couleurs nous indique que les valeurs de log10(−λ) vont de
approximativement 0 à -10, c’est-à-dire, des valeurs de λ comprises entre −1
et −10−10, donc toujours négatives. En effet, on peut montrer que l’exposant
de Lyapunov est toujours négatif, ou (quasi) nul dans certains cas singuliers,
mais jamais positif [59, 58]. À la différence des trajectoires dans des billards,
ou de l’application logistique, il n’y a pas de chaos dans ces systèmes. À part
quelques cas singuliers, toutes les trajectoires conduisent à un attracteur. Les
zones les plus claires du diagramme sont celles pour lesquelles la convergence
de deux trajectoires est la plus forte, c’est à dire les zones dans lesquelles les
attracteurs focalisent le plus. Explorons ces zones à l’aide des algorithmes de
tracé de rayons.
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On choisit des valeurs de paramètres tels que le point (d = 0.32, τ = 1.77)
soit dans la grande zone triangulaire du diagramme, située au dessus de la
ligne en traitillés. On lance un rayon avec la position initiale (x = 0, z =
H/3). La trajectoire obtenue est représentée sur la figure Fig. III.5.

L0L0

H

0

(a) (b)

Figure III.5 – Tracé de rayons pour deux conditions initiales différentes. La
petite flèche indique le point de départ du rayon et les flèches épaisses indique
le sens de parcours de l’attracteur formé. Les traits tiretés noirs montrent que
l’attracteur obtenu dans les deux cas est le même. Les paramètres géomé-
triques sont H/L = 2/3, α = 27◦, et θ = 37◦, ce qui donne des paramètres
(d, τ) = (0.32,1.77).

On observe Fig. III.5(a) une convergence du rayon vers un cycle limite. Ce
cycle limite se compose de quatre "branches" qui sont les quatre segments qui
composent l’attracteur. Le sens de parcours du cycle limite est représenté par
les flèches placées sur chaque branche. L’attracteur possède quatre réflexions
sur les parois, trois réflexions sur les parois horizontales et une réflexion sur
la paroi inclinée. Bien sûr, c’est cette réflexion sur la paroi inclinée qui est
intéressante et qui, étant donné le sens de parcours de l’attracteur, conduit
ici à la focalisation.

Sur la figure III.5(b), nous avons pris une nouvelle condition initiale d’un
rayon partant cette fois d’une autre position et avec un angle θ opposé au
précédent. On remarque que l’attracteur obtenu est le même et qu’il est
parcouru dans le même sens. En fait quelque soit le point initial, pour ces
paramètres d et τ , l’attracteur final obtenu sera le même. Cet attracteur est
labellé (1,1) car il présente une réflexion sur la surface z = H, et une réflexion
sur la paroi inclinée. Cet attracteur est le plus simple que l’on puisse créer,
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c’est pourquoi il est très souvent étudié expérimentalement, théoriquement ou
numériquement. De manière générale nous appellerons un attracteur (m,n),
un attracteur possédant m réflexions sur la surface et n réflexion sur la paroi
inclinée.

Que se passe-t-il si l’on choisit d’autres valeurs de (d, τ) tout en restant
dans cette région ? Nous avons tracé Fig. III.6 en rouge deux autres attrac-
teurs correspondants à la même valeur de d mais deux valeurs de τ situés
aux extrémités de la zone. On observe alors que l’attracteur obtenu dans
les deux cas est toujours un attracteur (1,1), mais sa forme est fortement
modifiée par rapport aux figures III.5(a) et III.5(b). Chaque zone claire du
diagramme correspond à un unique attracteur (m,n), et que la forme de cet
attracteur varie en fonction du point dans la zone considérée. Les limites de
la zone (1,1) sont définies par τ < 2 pour le haut du triangle et τ = 1 − d
pour le bas du triangle (pour d < 0). Pour une valeur de τ égale à 2, l’attrac-
teur (1,1) sera réduit à une ligne, et ne pourra plus exister pour des valeurs
supérieures. Pour des valeurs de τ en dessous de la ligne traitillée, c’est-à-dire
pour θ < α, la réflexion sur la pente devient sous-critique.

Figure III.6 – Deux exemples d’attracteurs placés sur le diagramme (d, τ),
pour la même valeur de d et deux valeurs de τ proches des frontières de la
zone (1,1). On reconnait dans les deux cas l’attracteur (1,1), déformé par
rapport aux figures III.5(a) et III.5(b).

Explorons alors les autres régions remarquables du diagramme (d, τ).
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Nous avons réalisé Fig. III.7 des tracés de rayons pour deux zones parti-
culières du diagramme, représentée par les disques noirs sur le diagramme
Fig. III.4.

(a) (b)2

3

1

L0L

H

0

Figure III.7 – Tracé de rayons pour deux autres attracteurs. Les paramètres
sont identiques à ceux de la figure III.5, excepté pour l’angle de propagation.
Figure (a) : θ = 58◦, donc τ = 0.83, l’attracteur obtenu est un (2,1). Figure
(b) : θ = 15.2◦, donc τ = 4.91, l’attracteur obtenu est un (1,3)

L’attracteur de gauche Fig. III.7(a) est un attracteur (2,1). Il possède une
réflexion supplémentaire sur la surface, mais toujours qu’une seule réflexion
sur la paroi inclinée, ce qui fait qu’il reste très proche de l’attracteur (1,1).
Cependant la focalisation n’est pas identique. En effet cet attracteur apparaît
pour un angle θ plus proche de π/2−α, la focalisation est donc plus grande.
L’exposant de Lyapunov est alors élevé en valeur absolue pour cet attracteur.

L’attracteur de droite Fig. III.7(b) est plus intéressant, il s’agit d’un at-
tracteur (1,3) car il possède trois réflexions sur la paroi inclinée. D’après le
sens de parcours de l’attracteur, deux de ces réflexions sont focalisante (les
réflexions notées 1 et 2 sur le diagramme) et une défocalisante (notée 3 sur la
figure). La focalisation dans ce cas sera moindre car la réflexion défocalisante
compense exactement une des réflexions focalisantes. L’angle associé à cet
attracteur étant plus faible que dans le cas (1,1), l’exposant de Lyapunov
associé est plus faible.

On remarque dans le diagramme que ces attracteurs (m,n) existent pour
des zones de plus en plus petites. Attention cependant à ne pas oublier que le
diagramme est tracé en fonction de grandeurs adimensionnées. Expérimen-
talement, pour savoir quelles zones sont accessibles, il serait plus intéressant
de tracer un diagramme (α, θ) car ce sont les paramètres que l’on contrôle
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physiquement.
Que se passe-t-il dans les zones de diagramme où l’exposant de Lyapunov

est très faible en valeur absolue ? Traçons Fig. III.8(a) le parcours des rayons
pour des valeurs (d, τ) donnant un exposant de Lyapunov quasi-nul.

(a) (b)

L0L0

H

Figure III.8 – Tracé de rayons dans deux autres cas particuliers. Les pa-
ramètres sont identiques à ceux de la figure III.5, excepté pour l’angle de
propagation. Figure (a) : θ = 21◦, donc τ = 3.47, l’attracteur obtenu possède
de nombreuses réflexions sur la pente et sur la surface libre. Figure (b) :
θ = 75◦, donc τ = 0.36, on obtient une convergence vers un attracteur-point
situé dans le coin de la cuve.

On remarque que pour cette valeur, le trajet d’un rayon est très com-
plexe et l’attracteur final occupe quasiment tout l’espace. La focalisation
globale de l’attracteur est faible, mais positive. Le nombre de réflexions fo-
calisantes doit donc être supérieur au nombre de réflexions défocalisantes.
Cette propriété, très générale, nous permet de dire qu’il ne peut pas exister
d’attracteur (m,2n). En effet, on ne peut pas construire d’attracteurs possé-
dant un nombre pair de réflexions sur la paroi inclinée, toutes focalisantes.
Et avec n réflexions focalisantes et n réflexions défocalisantes, on obtient une
focalisation totale nulle, ce qui ne conduit pas à un attracteur. Ces régions
avec exposant de Lyapunov strictement nul apparaissent pour des valeurs
singulières de d et τ . Pour ces valeurs, pour chaque condition initiale, on
obtient un cycle limite différent. Numériquement ou expérimentalement, il
est bien sûr impossible d’obtenir de telles conditions.

Une dernière zone reste à explorer, celle située sous la ligne en tratillés
dans le diagramme Fig. III.4. Cette zone est définie par τ < 1 − d, c’est à
dire, ramené aux grandeurs physiques, π/2 − α > θ. On est donc dans le
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cas d’une réflexion sous critique. Le tracé de rayon pour ce cas est présenté
Fig. III.8(b). On voit que le rayon est piégé dans le coin de la pente. On est
dans le cas où l’attracteur est réduit à un point.

On voit qu’avec cette simple géométrie trapézoïdale, des comportements
très variés peuvent apparaître. Nous allons essayer de mettre en évidence ces
divers comportements expérimentalement.

C Géométrie trapézoïdale : Étude expérimentale

Une étude expérimentale détaillée des attracteurs bidimensionnels se trouve
dans la thèse de Christophe Brouzet [10]. Certaines figures discutées dans ce
chapitre ont été réalisées au début de ma thèse, à partir d’expériences ef-
fectuées en commun avec Christophe, et sont également présentes dans son
manuscrit.

1. Dispositifs expérimentaux

Nous allons nous concentrer sur l’étude des attracteurs dans la géométrie
trapézoïdale étudiée avec les tracés de rayons. Pour ce faire, nous allons
utiliser deux dispositifs expérimentaux qui sont représentés par le schéma
Fig. III.9

Figure III.9 – Dessin technique d’une des cuves utilisées. Le générateur,
représenté à gauche, force les ondes sur une hauteur H. À droite, la pente
est inclinée d’un angle α par rapport à la verticale. La longueur L de la cuve
est ici définie comme la distance entre le générateur et la pente, au fond de
la cuve. La sonde conductimétrique est représentée à gauche au dessus du
générateur.
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Les deux dispositifs sont des cuves de taille H × L ×W . Dans chacun
d’eux est placée une pente d’inclinaison α par rapport à la verticale. Les deux
dispositifs diffèrent seulement par les dimensions H et L. Une des cuves est
de taille 435×800×170 mm3 et l’autre fait 900×2000×170 mm3. Du fait de
la faible épaisseur de la cuve, on considère que ces dispositifs se comportent
comme des géométries 2D. Le caractère bidimensionnel des mouvements gé-
nérés à été vérifié dans la petite cuve par Brouzet [13] en réalisant plusieurs
nappes laser xz à différentes positions y de la cuve. Les expériences de cette
partie réalisées en Schlieren Synthétique ont été effectuées dans la grande
cuve, donnant une meilleure visualisation des champs de vitesse. Cependant,
au moment de faire ces expériences, nous n’avions pas encore réussi à obtenir
des nappes laser satisfaisantes sur un plan xz de la cuve, notamment à cause
de la trop forte absorption. Les visualisations par méthode PIV sont alors
réalisées dans la cuve de taille 435× 800× 170, avec un meilleur signal laser.

Tentons de retrouver expérimentalement les structures d’attracteurs ob-
tenues avec les tracés de rayons. Nous allons commencer notre étude en pre-
nant des paramètres de géométrie et de forçage menant à un attracteur (1,1).
Nous prendrons dans toute cette partie un forçage de type mode 1 sur toute
la hauteur du fluide, d’amplitude 2 mm.

2. Attracteur (1,1)

Pour des paramètres d = 0.5 et τ = 1.76 (centré au milieu de la zone
(1,1) du diagramme (d, τ), on effectue une acquisition Schlieren. À partir
du traitement CIV, on obtient le champ de gradient de densité sur toute la
cuve. On représente alors Fig. III.10, le champ

√
(∂ρ′/∂x)2 + (∂ρ′/∂z)2 dans

le régime stationnaire.
Sur cette figure, on observe très clairement la forme de l’attracteur (1,1)

attendue. La ligne tiretée est l’attracteur obtenu par tracé de rayons avec
les mêmes paramètres géométriques. On observe que la branche numérotée 1
dans le diagramme est la plus énergétique. C’est normal puisque cette branche
se situe juste après la paroi inclinée. La réflexion précédant la branche 1 vient
de concentrer l’énergie. L’énergie diminue alors progressivement suivant le
parcours de l’attracteur jusqu’à la branche 4, suivi d’une nouvelle réflexion
sur la paroi inclinée qui focalise de nouveau l’énergie.

Dans une théorie sans dissipation, comme chaque rebond sur le plan in-
cliné focalise l’énergie et que les autres rebonds ne défocalisent pas, l’épais-
seur des branches est théoriquement infinie. Dans notre expérience, elle est
contrôlée par la viscosité.
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Figure III.10 – Norme instantanée du gradient de densité, filtré à la pulsa-
tion ω, pour des paramètres donnant un attracteur (1,1). d = 0.5 et τ = 1.76.
La prédiction obtenue par tracé de rayons est représentée en traits blancs. Le
sens de propagation de l’onde est indiqué par les flèches. Les branches sont
numérotées de 1 à 4, la branche 1 étant la plus énergétique, juste après la
réflexion.

L’attracteur d’ondes internes peut être vu comme un outil permettant
de passer des grandes longueurs d’ondes aux petites longueurs d’ondes. En
effet, le forçage est ici fait sur toute la hauteur du fluide, la longueur d’onde
verticale associée est alors 2× 900 = 1800 mm. Les longueurs d’ondes obte-
nues dans le régime stationnaire sont de l’ordre de 100 mm. On a donc, dûe
à la focalisation, un transfert des grandes longueurs d’ondes vers les petites
longueurs d’ondes. Cette propriété est très intéressante et pourrait expliquer
en partie le mélange dans les océans. Pour que les eaux salées et douces se
mélangent dans les océans, les mouvements du fluide doivent atteindre une
longueur d’onde de l’ordre de l’échelle de dissipation visqueuse. Cette struc-
ture permet d’atteindre rapidement cette échelle. L’efficacité du mélange des
attracteurs a déjà été explorée [51] notamment dans notre équipe [86, 12], et
est encore un sujet de recherche actuel.

Nous n’avons considéré qu’un seul point donnant l’attracteur (1,1) dans le
diagramme (d, τ). Quelle est la forme de l’attracteur (1,1) pour d’autres va-
leurs de d et τ qui restent dans le triangle (1,1) ? Nous avons réalisé plusieurs
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expériences à d fixé en faisant varier τ (ce qui est le plus commode expéri-
mentalement). Ces différents points sont représentés par les cercles noirs sur
la figure Fig. III.4. On représente Fig. III.11 les différents champs résultants.
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Figure III.11 – Amplitude de la norme du gradient de densité, filtré à
ω, pour différents paramètres donnant un attracteur (1,1). Pour toutes les
images, d = 0.5, et τ augmente et vaut 1.62 (a), 1.70 (b), 1.76 (c), 1.83 (d),
1.90 (e) et 1.98 (f). Les prédictions obtenues par tracé de rayons dans chaque
cas sont représentées en traits blancs. Les positions de ces expériences dans
le diagramme (d, τ) sont représentées Fig. III.4 par les cercles noirs. La figure
(c) correspond à la figure III.10

Les prédictions de l’algorithme de tracé de rayons sont superposées en
traitillés aux figures. Pour cette figure, nous avons choisi de tracer l’amplitude
de la partie oscillante, c’est à dire l’enveloppe du signal. En effet de manière
générale dans le régime stationnaire, on peut écrire le champ de gradient
de densité sur une branche comme A(~r) cos(ωt− ~k.~r), nous ne représentons
pour cette figure que l’amplitude A(~r). On perd l’information sur la longueur
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d’onde des branches, mais cette image a l’avantage de ne pas dépendre du
temps. La figure (c) correspond à l’amplitude de la Fig. III.10. On remarque
que les prédictions s’accordent encore très bien avec les expériences. Dans
chaque cas on retrouve la structure de l’attracteur (1,1) avec quatre branches
d’énergie décroissante à partir de la pente.

Malgré le fait que le forçage soit constant, on voit clairement que l’énergie
stockée dans l’attracteur n’est pas la même dans chaque cas. Nous avons donc
enquêté sur l’aspect énergétique des attracteurs (1,1).

Étude énergétique de la région d’attracteur (1,1)
Pour cette étude, comme nous voulons avoir directement accès à l’énergie

cinétique, nous devons utiliser une visualisation PIV qui permet d’obtenir le
champ des vitesses dans la cuve. Nous devons donc utiliser pour ces expé-
riences la petite cuve de 435× 800× 170 mm3.

Observons d’abord pour une expérience donnée, l’évolution temporelle de
la moyenne de l’énergie cinétique adimensionnée sur toute la cuve.

K =

∫

S
dxdz0.5(v2

x + v2
z)

0.5(aω0)2S
(III.7)

On trace une évolution de K en fonction du temps Fig. III.12.
On observe tout d’abord un régime transitoire, d’une durée d’environ 25

périodes T0. Tout au long de l’évolution, des oscillations de K ont lieu. Dans
le régime stationnaire, K oscille entre deux valeurs notées Kmin et Kmax.
Cette oscillation se fait à la pulsation 2ω. Pour comprendre l’origine de ces
oscillations, il faut s’intéresser à la structure des branches de l’attracteur.
On trace Fig. III.13 une coupe perpendiculaire à la branche 4 de l’attracteur
(1,1) de la figure III.10.

Sur cette figure, est tracée en bleu la valeur du champ 2 ∂ρ/∂x, ainsi
que l’enveloppe de la branche, en traitillés noirs. Lors de la propagation,
l’évolution de la phase va modifier le champ sous l’enveloppe, la norme du
champ total va donc être modifiée par la phase absolue de la branche. La
valeur de l’énergie cinétique dans une branche va donc osciller. Comme la
phase oscille à la pulsation ω, la phase de la norme du carré du champ oscille
à la pulsation 2ω. On obtient alors, sur toute la cuve, une énergie cinétique qui
évolue en fonction de l’enveloppe de chaque branche et des phases relatives

2. Cette courbe représente un champ de gradient de densité, permet seulement de
comprendre l’origine des oscillations. Pour nos calculs, nous utiliserons bien les données
obtenus avec la méthode PIV, pour avoir directement accès aux vitesses.



100 CHAPITRE III. ATTRACTEURS BIDIMENSIONNELS

0 25 50 75 100 125 150
0

2

4

6

8

t/T0

K

Figure III.12 – Exemple de l’évolution temporelle de l’énergie cinétique adi-
mensionnée dans la cuve, pour une expérience menant à un attracteur (1,1).
La ligne blanche tireté représente la valeur moyenne de l’énergie cinétique
dans le régime stationnaire. Les deux lignes noires tiretés représentent les
valeurs minimales et maximales Kmin et Kmax de l’énergie cinétique dans le
régime stationnaire.

des ondes dans les branches. À cause de la dissipation visqueuse, l’énergie de
chaque branche est différente. Cet effet d’oscillation dépend de l’épaisseur des
branches, du nombre de longueurs d’ondes dans une branche, de la géométrie
de l’attracteur... On s’attend donc à des valeurs de Kmin et Kmax différentes
en fonction des paramètres de l’expérience.

Pour se convaincre de cela, nous avons effectué une série de 50 expériences
pour différentes valeurs de d et τ , tout en restant dans la zone de l’attracteur
(1,1). Nous avons regardé l’évolution sur cette zone des deux quantités :
〈K〉, la valeur moyenne de l’énergie cinétique contenue dans l’attracteur, et
R = Kmin/Kmax. L’évolution interpolée de ces grandeurs sont tracées par
dessus la zone (1,1) du diagramme (d, τ), Fig. III.14.
〈K〉 peut être vu comme la susceptibilité du système face au forçage.

Pour certaines valeurs des paramètres, situées plutôt au milieu de la zone,
le système emmagasine plus d’énergie que pour d’autres. On a alors un phé-
nomène analogue à celui de la résonance d’un oscillateur forcé. Cependant
la situation est différente puisqu’ici il n’y a pas de condition de résonance :
toutes les fréquences conduisent à un attracteur. Les formes d’attracteurs
ayant le maximum d’énergie cinétique sont situées au centre, donc de forme
proche d’un carré. On comprend que pour les attracteurs "allongés" comme
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Figure III.13 – Gradient de densité suivant x d’une coupe perpendiculaire
branche 4 de l’attracteur de la figure III.10. L’enveloppe du signal est repré-
senté en traitillés, et le signal instantané est représenté en traits pleins bleu.
L’abscisse η est la coordonnée qui paramètre une ligne perpendiculaire à la
branche, l’origine ayant été ici prise au début de la branche.
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Figure III.14 – Structure de 〈K〉 (à gauche) et R (à droite) dans l’espace (d,
τ) pour une partie de la zone de l’attracteur (1,1). Une partie du diagramme
(d, τ) est représentée en arrière-plan. La ligne noire en trait plein sur la figure
de droite représente le contour à la valeur R = 0.5.

Fig. III.11(f), les interactions entre branches opposées peuvent conduire à
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une diminution forte des vitesses et donc de l’énergie de l’attracteur.
Les valeurs de R nous renseignent sur l’amplitude de ces oscillations. Une

forte valeur de R signifie que les oscillations à 2ω de l’énergie cinétique sont
faibles. On voit ici encore l’effet de la géométrie de l’attracteur, qui fait que
les oscillations dues à la phase sont faibles quand l’attracteur est carré, et
fortes quand l’attracteur est allongé.

3. Autres régions

3.a Attracteur (2,1)

De même que pour les figures III.7 et III.8, on peut tenter d’explorer ex-
périmentalement d’autres régions du diagramme (d,τ). Notons encore qu’ex-
périmentalement, on a accès à α et ω et pas directement à d et τ . Certaines
zones qui semblent suffisamment grandes pour être atteintes expérimentale-
ment (notamment pour les grandes valeurs de τ) sont en réalité trop petites
compte tenu de nos incertitudes expérimentales.

Nous avons cependant réussi à obtenir Fig. III.15 un attracteur (2,1) dans
deux configurations différentes.
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Figure III.15 – Norme du gradient de densité, filtré à ω, pour d = 0.5. Sur la
figure de gauche (resp. droite) τ = 0.86 (resp. τ = 0.93). Les prédictions par
tracé de rayons sont représentées en traitillés blancs. Ces deux expériences
sont représentées par des cercles noirs sur le diagramme (d, τ).

On reconnait la structure de l’attracteur (2,1) comme prédite par les
tracés de rayons Fig. III.15. De même que précédemment, on observe une
décroissance de l’amplitude du signal le long de l’attracteur à partir de la
réflexion focalisante sur la pente. Du point de vue de la focalisation et de
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l’étude de la cascade énergétique vers les petites échelles, cet attracteur est
différent du premier dans le sens où le facteur de focalisation étant plus
fort, une plus grande amplitude est obtenue juste après la réflexion sur la
paroi inclinée. Certains termes non linéaires, négligeables dans le cas d’une
focalisation plus faible, sont ici non négligeables et peuvent mener à un régime
transitoire et donc à une cascade d’énergie différente.

3.b Réflexion sous critique

Expérimentalement, Il est facile de se placer dans le cas de réflexions
sous-critiques, correspondant au coin en bas à gauche du diagramme. Dans
ce cas, on ne s’attend pas à avoir d’attracteur, mais on s’attend à concentrer
l’énergie sur le coin en bas à droite de la cuve. Il est alors intéressant de
vérifier si, conformément aux tracés de rayons Fig. III.8(b), les ondes sont
bien piégées par la pente. Pour cela, on sépare le signal obtenu en deux
parties, suivant si les ondes se propagent vers la gauche ou vers la droite de
la cuve. On utilise la transformée de Hilbert en espace, en filtrant suivant les
cas kx > 0 ou kx < 0. On montre Fig. III.16 deux images de ce traitement
appliqué à ∂ρ′/∂x.
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Figure III.16 – Gradient de densité horizontal, pour d = 0.5, et τ = 0.43, po-
sition repérée par un cercle noir sur le diagramme (d,τ). L’attracteur obtenu
est un point situé dans le coin (x = L,H = 0). La composante horizontale
de champ à été filtrée, selon les x croissants (a) ou les x décroissants (b). Les
rectangles noires en haut de chaque figure indique quelle partie de l’espace
des vecteurs d’ondes k est conservée.



104 CHAPITRE III. ATTRACTEURS BIDIMENSIONNELS

On observe alors bien une propagation des ondes suivant seulement une
seule direction. Sur la figure III.16(a), on voit la structure de mode, du au
forçage, qui se propage suivant les x positifs. La figure III.16(b) montre bien
qu’aucune onde ne se propage suivant les kx < 0. L’énergie est alors vrai-
semblablement concentrée dans le coin de la cuve sous la pente. Cependant,
on ne voit aucun mouvement Fig. III.16 qui indique cela. Il s’agit ici d’une
limitation de la méthode de Schlieren. Les ondes se concentrant sur une très
faible portion de l’espace, l’amplitude du mouvement est tel que l’on crée des
retournements, et mélange le fluide. Ce mélange s’accompagne d’un trouble
qui dévie fortement et dans des directions très diverses, les rayons lumineux
provenant de l’écran Schlieren. Cette méthode de visualisation ne peut plus
alors être utilisée ici. Si l’on souhaite visualiser les retournements et les forts
mouvements qui ont lieu dans le coin de la cuve, il faut utiliser un traitement
PIV, en faisant néanmoins attention à ce que les mouvements restent bien
bidimensionnels et que les particules ne quittent pas la nappe laser entre
deux acquisitions d’images.

Dans toutes les expériences que nous avons réalisées, les prédictions de
tracés de rayons ont été vérifiées. On pourra donc s’appuyer sur ces algo-
rithmes de calcul de trajectoires pour tester par ordinateur des géométries
d’intérêt avant de les réaliser expérimentalement.

Conclusion

Ce chapitre a présenté les attracteurs d’ondes internes, de manière théo-
rique et expérimentale, dans la géométrie trapézoïdale bidimensionnelle.

La partie A introduit les attracteurs d’ondes internes, en utilisant les ou-
tils habituellement utilisés pour traiter les attracteurs dans d’autres domaines
de la physique, notamment les exposants de Lyapunov.

La partie B analyse théoriquement et à l’aide de tracé de rayons une
géométrie particulière, celle d’un trapézoïde. Le diagramme III.4 regroupe
les valeurs des exposants de Lyapunov en fonction des paramètres de cette
géométrie, permettant de décrire les différents types d’attracteurs que l’on
peut rencontrer dans cette géométrie.

La partie C présente les premières expériences que j’ai effectuées, de
manière à étudier ce diagramme expérimentalement. Notamment, l’aspect
énergétique des attracteurs (1,1) est explorée. On met ainsi en évidence que
l’énergie transférée à l’attracteur dépend fortement de la position de l’attrac-
teur dans le diagramme III.4.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons restreint notre étude des attrac-
teurs d’ondes internes aux géométries bidimensionnelles. Bien sûr, la topogra-
phie des fonds sous-marins ne peut généralement pas être considérée comme
2D. Pour pouvoir davantage se rapprocher de cas océanographiques, nous al-
lons dans ce chapitre prolonger l’étude des tracés de rayons à des géométries
tridimensionnelles.

La propagation des ondes internes en trois dimensions a été étudiée pour
la première fois d’un point de vue théorique par Phillips en 1963 [75] puis
par Eriksen quelques années plus tard [25]. Dans la littérature, peu d’études
ont été réalisées sur des tracés de rayons d’ondes internes en trois dimensions
[71, 80]. Parmi ces études, les géométries de sphères et de coquilles sphériques
ont été les plus explorées car elles revêtent un intérêt particulier en géophy-
sique et surtout en astrophysique. En effet, pour modéliser l’intérieur des
planètes gazeuses, on considère une enveloppe gazeuse stratifiée (au moins
partiellement) entourant un cœur solide ou liquide [21]. Des ondes internes
peuvent alors se propager dans cette coquille stratifiée et influencer de nom-
breux aspects de la dynamique de la planète [3]. Des études sur des ondes
inertielles ont aussi été réalisées, dans des géométries sphériques [80, 81],
mais aussi dans des bassins rectangulaires [62] ou paraboliques [22]. Les al-
gorithmes de tracé de rayons en 3D dans ces géométries particulières ont
montré que l’on retrouvait les mêmes attracteurs d’ondes que ceux obtenus
en 2D. Contre toute attente, ces attracteurs restent bidimensionnels, c’est à
dire que le cycle limite formant l’attracteur est contenu dans un plan.

Plusieurs questions se posent d’ores et déjà :
• Comment les ondes internes se propagent-elles et se réfléchissent-elles

en 3D ? Étant donné la relation de dispersion, la propagation des ondes
internes en 2D peut être décrite à l’aide de la croix de St Andrews,
et trois types de réflexions existent en fonction de l’angle que fait la
pente avec l’horizontale. En trois dimensions, il nous faut trouver les
nouvelles lois de propagations et de réflexions.
• Comment les attracteurs bidimensionnels sont-ils créés dans des géo-

métries 3D ? Dans quels cas ces attracteurs existent-ils ?
• Existe-il des attracteurs réellement tridimensionnels (c’est à dire des

attracteurs dont le cycle limite ne peut être contenu dans un plan) ?
Nous allons répondre à ces questions, en cherchant d’abord les conditions

de propagation et réflexion, puis en se plaçant dans une géométrie 3D très
proche de celle du chapitre précédent, afin d’observer des attracteurs 2D. Puis
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dans la dernière partie, nous étudierons une géométrie un peu plus complexe,
permettant d’appréhender les attracteurs 3D.

La première partie de ce chapitre correspond a un travail déjà connu
[75, 25, 62] mais nous essayerons d’apporter un éclairage nouveau sur ces
résultats.

La seconde partie de cette thèse présente des travaux de tracés de rayons
semblables a certaines études dans la bibliographie [62, 80, 81], mais des
géométries en rotation.

La troisième partie étudie les attracteurs dans une géométrie purement
tridimensionnelle, qui à notre connaissance n’est pas abordée dans la littéra-
ture.

A Propagation et réflexion en 3D

1. Propagation en 3D

Comme dans les chapitres précédents, nous nous placerons dans le cas
d’un fluide non visqueux et linéairement stratifié en densité suivant l’axe z,
confondu avec l’axe de la pesanteur. Les équations de Navier-Stokes et de
continuité s’écrivent alors :

∂vx
∂t

= − 1

ρ0

∂p

∂x
(IV.1)

∂vy
∂t

= − 1

ρ0

∂p

∂y
(IV.2)

∂vz
∂t

= − 1

ρ0

∂p

∂z
− ρ− ρ̄(z)

ρ0
g (IV.3)

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

= 0 (IV.4)

La seule différence avec les chapitres précédents se situe dans le fait que
cette fois-ci, les trois dimensions entrent en jeu, la fonction courant ne nous
permet alors pas de simplifier le système d’équations. Nous allons donc établir
directement une équation sur la vitesse de l’onde. En dérivant l’équation
(IV.3) par rapport au temps t, on peut faire apparaître N2 = − g

ρ0
∂ρ
∂z . En
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effet

∂2vz
∂t2

= − 1

ρ0

∂2p

∂t∂z
− g

ρ0

∂ρ

∂t
(IV.5)

= − 1

ρ0

∂2p

∂t∂z
− g

ρ0

∂z

∂t

∂ρ

∂z
(IV.6)

= −N2vz −
1

ρ0

∂2p

∂t∂z
(IV.7)

Dérivons alors l’équation (IV.7) deux fois par rapport à x

∂4vz
∂t2∂x2

+N2∂
2vz
∂x2

=
∂2

∂t∂z

∂

∂x

(
− 1

ρ0

∂p

∂x

)
(IV.8)

De même pour y

∂4vz
∂t2∂y2

+N2∂
2vz
∂y2

=
∂2

∂t∂z

∂

∂y

(
− 1

ρ0

∂p

∂y

)
(IV.9)

Sommons les deux équations précédentes (IV.8) et (IV.9) et remplaçons −1
ρ0

∂p
∂x

par ∂vx
∂t et −1

ρ0
∂p
∂y par ∂vy

∂t en vertu des équations (IV.1) et (IV.2). On obtient
alors :

∂2

∂t2

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂y2

)
+N2

(
∂2vz
∂y2

+
∂2vz
∂x2

)
=

∂2

∂t∂z

(
∂

∂x

∂vx
∂t

+
∂

∂y

∂vy
∂t

)

(IV.10)
Dans le second membre de l’équation, on peut de nouveau inverser les dé-
rivées suivant t et x. Utilisons cette fois l’équation d’incompressibilité pour
remplacer ∂vx

∂x +
∂vy
∂y par −∂vz

∂z

∂2

∂t2

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂y2

)
+N2

(
∂2vz
∂y2

+
∂2vz
∂x2

)
= − ∂2

∂t2
∂2vz
∂z2

(IV.11)

On obtient finalement l’équation suivante pour vz

∂2

∂t2
∆vz +N2∆⊥vz = 0 (IV.12)

où ∆⊥ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∆y2
.

Afin de trouver une solution à cette équation, nous allons chercher une so-
lution en ondes planes pour la vitesse verticale, de la forme vz = vz0e

i(ωt−~k.~x),
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avec ~k le vecteur d’onde et ω la pulsation de l’onde. Substituée dans l’équa-
tion (IV.12), on obtient

(
k2
x + k2

y + k2
z

)
ω2 −N2

(
k2
x + k2

y

)
= 0 (IV.13)

On retrouve alors une relation de dispersion similaire au cas bidimensionnel :

ω2

N2
=

k2
x + k2

y

k2
x + k2

y + k2
z

(IV.14)

⇔ ω

N
= ± sin θ (IV.15)

où θ est toujours défini comme l’angle que fait le rayon d’onde avec l’horizon-
tale ou le vecteur d’onde avec la verticale. Les ondes internes d’une fréquence
ω donnée restent donc astreintes à se déplacer avec un angle θ fixé. En trois
dimensions, cette condition donne un cône de possibilités. En effet, on peut
traduire la condition précédente mathématiquement

vz = ±vh tan θ (IV.16)

avec vh la vitesse dans le plan horizontal (x,y), de norme
√
v2
x + v2

y . En
passant l’équation précédente au carré, on obtient

1

tan2 θ
v2
z = v2

x + v2
y (IV.17)

l’équation d’un cône d’ouverture π/2−θ. On définit dans la Fig. IV.1 l’angle
φ permettant de décrire la position du rayon sur le cône. Cet angle sera appelé
dans la suite angle horizontal de propagation, par opposition avec l’angle θ
qui permet de positionner verticalement le rayon dans l’espace.

Pour l’instant, la référence de l’angle φ est prise par rapport à l’axe y,
de manière arbitraire, mais nous verrons l’utilité de cette convention par la
suite.

La propagation d’un rayon d’onde interne à la fréquence ω peut alors
être décrit par sa position (x,y,z) et les deux angles (θ, φ). Notons que,
généralement, pour décrire la cinématique d’un objet, on utilise les trois
composantes de position et de vitesse. Avec le jeu de paramètres que nous
avons choisi, la norme du vecteur vitesse n’est pas connue. Cependant, comme
en deux dimensions, la norme de la vitesse va être modifiée au cours des
rebonds sur la paroi. De plus, nous ne nous intéressons ici qu’à la direction
de propagation de l’onde dans le canal.

Dans toute la suite du chapitre, nous allons considérer que l’onde se
propage à θ = 45◦ par rapport à la verticale. Cette considération permet
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Figure IV.1 – Cône de propagation représentant l’espace des possibilités de
propagation d’une onde interne avec un angle θ. Un rayon d’onde interne
d’angle horizontal φ est représenté en vert. Vue en perspective (à gauche) et
vue de dessus (à droite).

de simplifier de nombreuses équations et se fait sans perte de généralité car,
quelle que soit l’inclinaison θ des ondes, on peut étirer ou comprimer l’axe
des z d’un facteur tan θ pour se ramener au cas θ = 45◦. Dans ce cas là,
dans le système de coordonnées choisi à la Fig. IV.1, les composantes de
la vitesse de groupe (d’un rayon d’ondes internes) se propageant avec un
angle φ s’écrivent (vx, vy, vz) = (vz sinφ, −vz cosφ, vz), ce qui donne bien
v2
z = v2

x + v2
y .

2. Réflexion sur un plan incliné

Maintenant que nous avons exhibé les nouveautés de la propagation des
ondes internes en trois dimensions, nous allons chercher à obtenir la loi de
réflexion de ces ondes sur une paroi inclinée. On comprend que la réflexion va
être également plus complexe qu’en deux dimensions, où l’onde ne pouvait
emprunter que deux chemins distincts. Ici, nous devons déterminer la position
de l’onde sur le cône de propagation, c’est-à-dire l’angle φ après le rebond.

2.a Conditions de réflexion

De même que dans le chapitre précédent, nous allons considérer une ré-
flexion sur une paroi imperméable, c’est-à-dire que la vitesse normale à la
paroi doit être nulle. Afin d’établir la loi de réflexion, nous allons considérer
le rebond d’une onde interne sur un plan, incliné d’un angle α par rapport
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R0 x

αy

z
−→g

x1 R1

y1y1
z1

Figure IV.2 – Repères R0 et R1 utilisés pour décrire la réflexion sur une
paroi inclinée d’un angle α.

à l’horizontale, la stratification étant bien sûr toujours suivant la verticale
(voir Fig. IV.2). Nous noterons les grandeurs exprimées dans le repère R1

avec un indice 1 et pour alléger les notations, les grandeurs sans indices sont
exprimées dans le repère R0. Nous nous plaçons dans le repère R1, lié au
plan incliné, afin d’exprimer facilement la condition d’imperméabilité :

vz1(x, y, z = y tanα) = 0 (IV.18)

où −→v1 = (vx1 ≡ vx, vy1 , vz1) sont les composantes du champ de vitesse dans
le repère R1. L’écriture de la vitesse particulaire incidente et réfléchie s’écrit

Ai exp
[
i
(
ωit−

−→
ki · −→r

)]
+Ar exp

[
i
(
ωrt−

−→
kr · −→r

)]
(IV.19)

Au niveau de la paroi, cette équation donne entre autres le fait que la
pulsation de l’onde ω reste constante au cours de la propagation. L’angle θ
n’est donc pas modifié au cours du rebond. De plus, la condition d’imperméa-
bilité sur la paroi et l’absence de viscosité dans notre modèle nous permettent
d’affirmer que la composante de la vitesse de groupe orthogonale à la paroi
doit s’annuler au niveau de la paroi. Par invariance selon la direction x, la
composante de la vitesse de groupe suivant cette direction reste constante
lors du choc. On peut alors résumer les conditions de réflexion suivant trois
conditions :
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(a) La composante le long de la pente, transverse à la pente, est inchan-
gée : vx,r = vx,i.

(b) La composante normale à la pente change de signe : vz1,r = -vz1,i.
(c) L’onde réfléchie se situe sur le même cône que l’onde incidente : θi =

θr.

2.b Loi de réflexion

Pour établir une loi de réflexion, nous allons tout d’abord rester dans
le cas particulier d’un plan incliné d’un angle α par rapport à l’axe y du
repère R0 introduit Fig. IV.2. Étant donné les composantes (vx,i, vy,i, vz,i)
de la vitesse avant le choc dans le repère R0, on cherche à obtenir la vitesse
−→v r = (vx,r, vy,r, vz,r) après réflexion, dans le repère R0. Les deux conditions
(a) et (b) de réflexion obtenues précédemment sont valables dans le repère
R1, tourné d’un angle α par rapport à l’axe −→x :

vz1,r = −vz1,i et vx1,r = vx1,i (IV.20)

La troisième condition, équivalente à dire que les ondes se propagent sur le
cône d’ouverture θ, s’exprime plus simplement dans le repère R0. En expri-
mant donc les trois conditions (a), (b) et (c) dans le repère R0, on obtient

vz,r cosα− vy,r sinα = −(vz,i cosα− vy,i sinα) (IV.21)
vx,r = vx,i (IV.22)
v2
z,r = v2

x,r + v2
y,r (IV.23)

v2
z,i = v2

x,i + v2
y,i (IV.24)

Les deux dernières équations représentent le fait que l’onde incidente et l’onde
réfléchie se propagent sur le cône d’ouverture π/2− θ. En soustrayant cette
équation à l’équation du cône pour l’onde réfléchie, on peut réécrire l’équation
sous forme factorisée. De plus, en posant s = tanα, on peut encore simplifier
le système d’équations ci-dessus. On obtient

vz,r + vz,i = s(vy,r + vy,i) (IV.25)
vx,r = vx,i (IV.26)

(vz,r − vz,i)(vz,r + vz,i) = (vy,r − vy,i)(vy,r + vy,i) (IV.27)

Dans le cas de parois non horizontales, le terme (vy,r − vy,i) est non nul ;
on peut donc remplacer (vy,r + vy,i) par (vz,r−vz,i)(vz,r+vz,i)

(vy,r−vy,i) dans la première
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équation ci-dessus. On obtient alors un système de deux équations pour les
inconnues vz,r et vy,r :

vz,r + vz,i = s(vy,r + vy,i) (IV.28)
vy,r − vy,i = s(vz,r − vz,i) (IV.29)

La résolution de ce système, avec l’invariance de la vitesse suivant x nous
donne les équations suivantes :

vz,r =
−(1 + s2)vz,i + 2svy,i

1− s2
(IV.30)

vy,r =
(1 + s2)vy,i − 2svz,i

1− s2
(IV.31)

vx,r = vx,i (IV.32)

Grâce à ce système d’équations, on peut calculer la trajectoire de n’im-
porte quel rayon d’onde interne. Dans les calculs qui seront effectués par la
suite, à chaque rebond sur une paroi inclinée, on appliquera les transforma-
tions ci-dessus, suivie d’une renormalisation de la vitesse. En effet, comme
en deux dimensions, la norme de la vitesse n’est pas conservée lors d’un re-
bond sur une paroi inclinée. Pour éviter toute divergence dans les calculs
numériques, la norme de la vitesse est ramenée à 1 après chaque rebond.

2.c Réflexion dans le cas général

Dans le cas d’une surface de fond définie par l’équation z = h(x, y), le
gradient de la pente n’est plus forcément constant, ni aligné avec un des axes
du repère initial R0. Pour se ramener au cas précédent, il faut procéder en
plusieurs étapes :

• Calculer
−→∇S(x, y) = − (∂h/∂x−→x + ∂h/∂y−→y ), qui est l’opposée de la

projection sur le plan xy du gradient de la pente au point d’impact
considéré. Dans le premier cas étudié,

−→∇S(x, y) = s−→y .
• Effectuer une rotation du repère R0 d’axe z afin d’aligner l’axe y1 avec−→∇S(x, y).
• Utiliser le système d’équations (IV.31) afin de trouver la vitesse de

l’onde réfléchie dans le repère tourné.
• Faire la rotation inverse pour obtenir les composantes (vx,r, vy,r, vz,r)

dans le repère initial R0.

On peut maintenant calculer la trajectoire d’une onde interne dans n’im-
porte quelle géométrie. Mais avant cela, essayons de tirer de ces formules les
principales conséquences sur la propagation des rayons.
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3. Étude de la loi de réflexion

On se place de nouveau dans le cas de la géométrie simple d’une pente
inclinée décrite précédemment. Afin de simplifier l’étude, on va établir une
loi sur l’angle réfléchi φr en fonction de l’angle incident φi. Les angles φi et
φr sont définis Fig. IV.3. Le rapport vx,r/vz,r donne directement :

sinφr =
(1− s2)vx,i

−(1 + s2)vz,i + 2svy,i
(IV.33)

=
(1− s2)vx,i

(−(1 + s2)− 2s cosφi)vz,i
(IV.34)

=
(s2 − 1) sinφi

1 + s2 + 2s cosφi
(IV.35)

On peut réécrire cette équation en terme uniquement de sinφi ce qui
simplifiera son analyse :

sinφr =
(s2 − 1) sinφi

1 + s2 ± 2s
√

1− sin2 φi
= f(sinφi, s) (IV.36)

Cette loi de réflexion, déjà démontrée par Phillips [75] a été explicitée par
Manders & Maas [62], reste valable pour des murs horizontaux et verticaux.
En effet, pour des murs horizontaux, s = 0, seule la composante suivant z de
la vitesse est inversée, les deux autres composantes étant inchangées. D’après
notre définition de φr, on en déduit φr = φi− π, ce qui est en accord avec la
formule (IV.36). Pour une réflexion sur un mur vertical, s = ±∞, on a alors
(vx,r, vy,r, vz,r) = (vx,i,∓vy,r,±vz,i) donc φr = −φi ou φr = π − φi.

Afin de mieux comprendre la variation d’angle lors du rebond, au lieu
de regarder l’angle réfléchi, il est plus judicieux de regarder le nouvel angle
incident φ′i que fera le rayon lorsqu’il reviendra rebondir sur la paroi inclinée.
On peut imaginer dans le cas du rayon vert de la Fig. IV.3, que le rayon
réfléchi en rouge, va rebondir sur des murs verticaux et horizontaux pour
finalement se réfléchir de nouveau sur la paroi avec un angle φ′i = π + φr
(rayon rouge en pointillé de la Fig. IV.3). Une trajectoire permettant ce
type de réflexion est représentée Fig. IV.4(a). Bien sûr, ce n’est pas le cas
général puisque le rayon peut par exemple ne taper que sur un mur vertical
puis horizontal et revenir avec un angle φ′i = −φr mais nous étudions pour
l’instant un cas simple qui va permettre de tirer des propriétés globales sur
cette loi de réflexion. Attention, dans la Fig. IV.4, les valeurs des angles φ
du rayon sont indiquées après chaque rebond, mais comme on regarde une
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−→∇S α

θ

φi

φi

φr

φi′ = π + φr

−→∇S

Figure IV.3 – Réflexion d’une onde interne sur une paroi inclinée d’un
angle α par rapport à l’horizontale. On définit φ′i comme l’angle que fait
le rayon réfléchi comme si il était vu comme un nouveau rayon incident.
Dans cet exemple, le nouveau rayon incident, tracé en traitillés, est tel que
φ′i = π + φr. Vue en perspective (à gauche) et de dessus (à droite).

α

φi

φ
′
i

(a) α

φi

φ
′
i

(b) α

φi

φ
′
i

(c)

Figure IV.4 – Possibilités de rebonds d’un rayon dans le cas sur-critique
(figure de gauche) et sous-critique (figure du milieu et de droite). À côté de
chaque trajet, l’angle de propagation φ est indiqué. Sur la figure de droite, le
trajet du rayon est représenté en traitillés gris après le second rebond. Pour
chaque figure, le rayon incident est représenté en vert, et le rayon réfléchi en
rouge.

projection de la trajectoire sur un plan yz, l’angle φ n’est pas directement
visible.

Le gradient de la pente s étant donné, on peut alors étudier l’application f
qui donne φ′i en fonction de φi. Nous allons étudier séparément les cas s < 1,
s > 1 et s = 1.
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3.a Cas de réflexions sur-critiques : s < 1

Pour s < 1, on ne considère que le cône supérieur Fig. IV.1, le cône
inférieur étant entièrement situé sous la pente. On trace donc Fig. IV.5,
l’angle φ′i pour toutes les valeurs possibles de φi, et ce pour plusieurs valeurs
de s inférieures à 1. On trace également en noir la bissectrice φ′i = φi.

−π −π/2 0 π/2 π
−π

−π/2

0

π/2

π

φi

φ
′
i

s
0.2
0.5
0.8

Figure IV.5 – Fonction φ′i = f(φi, s) pour φi ∈ [−π, π], pour plusieurs
valeurs de s. La bissectrice φ′i = φi est représentée en noir.

La première chose remarquable Fig. IV.5 est que quelle que soit la valeur
de s, la courbe intersecte la droite unité en 0. Ce qui signifie que φ = 0◦ est
un point fixe de l’application f : l’angle φ = 0◦ d’un rayon d’onde interne
reste inchangé après réflexion sur une paroi ∀s. Comme f ′(0) < 1 quelle que
soit s, le point fixe φ = 0 est toujours stable. À l’inverse, les points fixes en
±π sont instables car f ′(±π) > 1. La réflexion sur une paroi inclinée d’un
angle α par rapport à y tend donc à aligner φ avec l’axe y qui correspond ici
à la direction du gradient de la pente

−→∇S. Cet effet, que nous appellerons par
la suite piégeage, permet d’expliquer de nombreux résultats présents dans ce
chapitre et le suivant. On voit ici qu’il est judicieux de choisir la référence de
mesure des angles horizontaux telle que φ = 0◦ correspond à la direction de−→∇S, lorsque celle-ci est constante. On remarque aussi Fig. IV.5 que plus s
est proche de 1, plus l’effet de piégeage est rapide.
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3.b Cas de réflexions critiques : s = 1

Dans ce cas théorique, l’angle de la pente coïncide avec l’angle d’ouverture
du cône. Les formules donnant vy,r et vz,r divergent, la formule donnant
l’application f reste cependant valable et donne φ′i = 0 quelle que soit φi. Le
piégeage est donc total dès la première réflexion.

3.c Cas de réflexions sous-critiques : s > 1

À la différence du cas 2D, il n’y a a priori pas de modification brusque des
possibilités de direction de propagation pour l’onde réfléchie lors du passage
de s < 1 à s > 1. En effet, sur la Fig. IV.6 on observe que le cône supérieur
est partiellement inaccessible. Le schéma de droite montre une vue de dessus
du cône et les zones accessibles pour les demi-cônes supérieur et inférieur.
En calculant l’intersection du plan avec le cône, on voit que ces zones sont
définies à l’aide de l’angle φ` = arctan

√
s2 − 1. Il faut donc restreindre φi à

l’intervalle [−π + φ`, π − φ`] pour le cône supérieur et [−φ`, φ`] pour le cône
inférieur. La figure IV.7 présente à gauche les réflexions dans le cas du cône
supérieur (vz,i < 0) et à droite les réflexions dans le cas du cône inférieur
(vz,i > 0). Étudions les deux cas séparément.

−π + φ`

π − φ`

−φ`

φ`

Figure IV.6 – Cône des possibilités de propagation dans le cas sous-critique.
Le plan coupe partiellement le cône du haut et du bas (figure de gauche). Le
secteur angulaire possible pour φi sur le cône supérieur (resp. inférieur) est
représenté en bleu (resp. mauve) sur les deux figures.

• Pour les ondes arrivant sur le cône supérieur, φi ∈ [−π + φ`, π − φ`].
On peut alors montrer que vz,r est tout le temps négatif, signe que
l’onde réfléchie est sur le demi-cône inférieur. Alors que le rayon ré-
fléchi aurait pu a priori se propager sur le cône supérieur avec un
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autre angle, on retrouve quelque chose de similaire au cas bidimen-
sionnel, avec un changement brusque de l’onde réfléchie du cône de
propagation supérieur au cône de propagation inférieur.
Le cas de réflexions sur des parois verticales et horizontales afin que
φ
′
i = π + φr n’est donc pas possible. Il faut alors plutôt considérer

le schéma Fig. IV.4(b) dans lequel l’onde ne se réfléchit que sur une
paroi verticale avant de rebondir de nouveau sur la paroi inclinée. On
a alors φ′i = −φr. On trace alors Fig. IV.7 la fonction g = −f .

φi ∈ [−π + φ`,π − φ`] φi ∈ [−φ`,φ`]

−π −π/2 0 π/2 π
−π

−π/2

0

π/2

π

φi

φ
′
i

s
1.1 1.5
2.5 5

−π −π/2 0 π/2 π
−π

−π/2

0

π/2

π

φi

s
1.1
1.5
2.5
5

Figure IV.7 – Tracé de φ′i = g(φi, s) = −f(φi, s) pour plusieurs valeurs
de s, dans le cas d’une onde arrivant depuis le cône supérieur (figure de
gauche, vz,i = −1) et depuis le cône inférieur (figure de droite, vz,i = 1). La
bissectrice φ′i = φi est représentée en noir. Du fait du caractère sous-critique,
seules certaines valeurs de φi sont possibles. Elles sont indiquées en haut des
figures.

On observe que, cette fois encore, la réflexion tend à faire conver-
ger l’angle de propagation vers φ = 0, l’unique point fixe stable de
l’application. Cependant dans la géométrie de canal que nous étu-
dierons, ce cas est peu intéressant, car pour s > 1 comme nous le
verrons par la suite et comme on peut le deviner Fig. IV.4(b), tous
les rayons convergent vers l’intersection du bas de la pente avec la
verticale créant un attracteur dégénéré réduit à un point.
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• Pour les ondes situées sur le cône inférieur, φi ∈ [−φ`, φ`]. De même,
on montre que vz,r > 0 quelle que soit φi, l’onde se propage alors sur
une partie du cône supérieur. Ce cas correspond en fait au cas précé-
dent mais avec le sens des rayons inversés. On peut alors envisager une
suite de réflexions tracées sur le schéma Fig. IV.4(c). On se ramène
de nouveau à l’étude de g = −f mais avec vz,i > 0. La fonction est
tracée sur le graphe de gauche de la Fig. IV.7. La réflexion est cette
fois dépiégeante dans le sens où |φ′i| > |φi| quelle que soit s. Le point
fixe 0 est instable. Cependant, on voit que avec ce type d’inclinaison,
on ne peut pas avoir indéfiniment des rebonds sur la paroi tels que
vz,i > 0 et on se ramène rapidement au cas précédent où vz,i < 0 (des-
siné Fig. IV.4(c)). De plus, même si on imagine un canal infiniment
haut, il n’y a pas d’effet d’"anti piégeage", avec une convergence vers
φ = π. En effet, au cours des itérations de la fonction g, on obtient
une valeur de φ′i de plus en plus grande jusqu’à ce que φ′i > φ`. À ce
moment là, on ne peut plus considérer de rebond avec vz > 0 et on se
ramène donc au cas précédent et à la convergence vers φ = 0.

En résumé, dans les situations que nous avons imaginées précédemment,
quelle que soit la valeur de s et de φi, l’onde finit toujours par être focalisée
dans un plan orienté suivant

−→∇S. Ces situations ne sont pas exhaustives,
mais nous ont permis de déduire cette propriété de piégeage. Nous verrons
par la suite que l’effet de piégeage prend des formes plus complexe et peut
dans certains cas ne pas avoir lieu.

3.d Focalisation ou piégeage ?

Nous avons nommé piégeage l’effet de l’alignement de l’angle φ avec
−→∇S.

Cet effet est a priori indépendant de l’effet de focalisation décrit dans le
chapitre précédent. La focalisation a lieu lorsque la distance entre deux rayons
diminue après le rebond. En 3D, on peut définir une focalisation en regardant
l’écart angulaire φ2−φ1 entre deux rayons. La réflexion sur une paroi inclinée
peut être piégeante ou dépiégeante comme le montre la Fig. IV.8.

La courbe en jaune représente la fonction f pour la valeur s = 0.8. Les
croix représentent la valeur de l’angle φ pour deux rayons, suivis pendant
deux rebonds successifs sur la paroi inclinée. Les angles initiaux sont φ1

et φ2. La représentation Fig. IV.8 montre que l’écart entre les deux rayons
augmente après le premier rebond puis diminue de nouveau. En ce sens,
la première réflexion est défocalisante alors que la deuxième réflexion est
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Figure IV.8 – Tracé de φ′i pour s = 0.8 et pour φi > 0. Deux rebonds
successifs ont été représentés pour deux rayons d’angles initiaux φ1 et φ2. Le
code couleur est le même que précédemment, c’est à dire que les rayons inci-
dents sont représentés en vert et les rayons réfléchis en rouge. La bissectrice
φ
′
i = φi est représentée en noir.

focalisante. Les deux réflexions sont piégeantes puisqu’elles font tendre les
angles φ1 et φ2 vers 0. La défocalisation a lieu entre deux rayons φ1 et φ2

dès que f ′(φ) > 1 sur l’intervalle [φ1,φ2] et inversement pour la focalisation,
elle a lieu si f ′(φ) < 1 sur cet intervalle. On voit que c’est bien le cas pour
notre exemple Fig. IV.8. f ′(φ) > 1 sur l’intervalle [φ1,φ2] donnant lieu à
une défocalisation, puis f ′(φ) < 1 sur l’intervalle [φ′1,φ

′
2] créant ainsi une

focalisation.

Maintenant que nous avons compris l’effet de piégeage créé par la réflexion
sur une pente inclinée, nous allons le mettre en évidence dans une géométrie
simple. L’idée est de se placer dans le cas de la Fig. IV.4(a) afin d’observer
un piégeage important.
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B Attracteurs 2D dans des géométries 3D

1. Choix de la géométrie

Dans toute cette partie, nous allons étudier une géométrie particulière,
celle d’un canal avec pour fond une paroi inclinée comme indiqué sur la
Fig. IV.9. C’est en fait la même géométrie que celle dans laquelle on s’est
placée pour démontrer les lois de réflexions (IV.31). Étudier une géométrie
de canal, et plus particulièrement cette géométrie simple a plusieurs intérêts :

L

W

H

α
zz

y x

Figure IV.9 – Géométrie étudiée. La hauteur H, la longueur L et la largeur
W du canal sont indiquées sur le schéma. Dans toutes les figures suivantes, les
dimensions seront exprimées en mm afin de rester cohérent avec les conven-
tions des autres chapitres.

• Un intérêt géophysique
On retrouve des topographies de type canal dans des estuaires et bras
de fleuves qui sont stratifiés. Un cas particulier qui a attiré notre at-
tention est celui de l’estuaire du canal du fleuve Saint Laurent, situé
au Canada (appelé LSLE pour Lower St. Lawrence Estuary dans la
littérature). Sa géométrie varie peu sur ses 1000 km de long, et le fond
du canal est globalement lisse avec une géométrie "en U" [24]. Ce ca-
nal en particulier présente un important site de génération d’ondes
internes dues à la marée [92]. Il est donc pertinent d’étudier la propa-
gation et les réflexions des ondes internes dans ce type de géométries.
• Un intérêt expérimental

La topographie du fond choisie dans cette section consiste en une
pente inclinée d’un angle α par rapport à l’horizontale (voir Fig. IV.9),
invariante suivant le long du canal. Elle est donc facile à reproduire ex-
périmentalement. Nous explorerons dans la section suivante d’autres
types de géométries.
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• Un intérêt théorique
Dans la section précédente, nous avons vu que lorsqu’un rayon d’onde
interne rebondit sur une pente inclinée si les rebonds se produisent
toujours de sorte que φ′i = φi (voir Fig. IV.4(a)), on peut obtenir
une onde qui se propage avec un angle φ = 0 et donc dans un plan yz
transverse au canal. On se retrouve alors dans le cas d’une propagation
bidimensionnelle. Pour obtenir cet effet de piégeage, on peut penser à
créer une géométrie transverse conduisant à des attracteurs. En effet,
dans le cas d’attracteurs, le chemin de l’onde étant stationnaire, l’en-
chaînement des rebonds sur la paroi inclinée est périodique ; on peut
donc comprendre l’évolution de l’angle φ au cours de la propagation.

2. Attracteurs (1,1)

Commençons par l’étude de la propagation avec des paramètres tels que
la géométrie transversale (i.e. la géométrie dans le plan yz) permette de
créer des attracteurs (1,1). Nous sommes alors bien sûr dans un cas d’une
réflexion sur-critique. En effet, dans l’esprit de la section précédente, l’idée
est de créer un système de rebonds dans lequel l’angle φi d’incidence sur la
paroi soit toujours entre 0 et π. Dans ce cas, on se place sur la partie droite
de la courbe Fig. IV.5 et donc l’angle φ tend vers le point fixe 0. Le cycle de
l’attracteur (1,1) permet cela, car la réflexion sur la paroi se fait toujours de
telle sorte que φ′i = φi, comme on le voit dans le schéma de la Fig. IV.4(a).

Les paramètres importants pour les tracés de rayons sont les suivants :
• (L, H, W , α) qui contrôlent la géométrie du canal. La longueur du

canal L n’a a priori pas d’importance. Nous prendrons L = 1000 mm
sauf mention contraire.
• θ, l’angle vertical de propagation des ondes. Dans cette section, on

choisit θ en accord avec H, W , α tel que les valeurs de d et τ de la
géométrie transverse conduisent à un attracteur (1,1). Rappelons que
dans les tracés de rayons, on se ramène toujours à un angle θ = 45◦

en modifiant la hauteur H d’un facteur tan θ.
• (x0, y0, z0, φ0), les paramètres initiaux de lancer du rayon, et vz0 qui

permet de choisir sur quel demi-cône est lancé le rayon.
Une première trajectoire de rayons d’ondes internes dans cette géométrie

est tracée Fig. IV.10 en perspective et Fig. IV.11 de côté et de dessus. Dans
ces deux représentations graphiques, la couleur du rayon change avec sa pro-
pagation pour mieux visualiser son avancement.

On voit Fig. IV.10 et Fig. IV.11(a) que le rayon, ayant initialement une
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Figure IV.10 – Trajectoire des rayons dans la géométrie de canal étudié
pour H = 350, W = 400, L = 1000, α = 20◦, θ = 35◦. Le point de départ est
situé sur la paroi x = 0. Les rebonds sur les parois sont représentés par des
croix rouges. La couleur du rayon change avec sa propagation pour mieux
visualiser son avancement.

propagation dans la direction longitudinale du canal, finit avec une propaga-
tion totalement transverse après quelques rebonds. La Fig. IV.11(b) montre
la structure créée dans le plan transverse, qui est bien celle d’un attracteur
(1,1), identique à ceux obtenus avec le programme bidimensionnel. Une dif-
férence fondamentale avec la propagation 2D est que, de côté, les rayons ne
se propagent pas avec les mêmes quatre angles θ, −θ, π − θ, π + θ. En effet,
c’est la projection θ⊥ qui est visualisée dans la représentation de côté. θ⊥ ne
vaut θ que lorsque φ = 0.

Comme attendu dans cette géométrie [62], en partant d’une
propagation tridimensionnelle, on retrouve des attracteurs (1,1)
bidimensionnels. Comme anticipé dans la section précédente, l’ef-
fet de piégeage est responsable de cette bidimensionalisation. Nous
avons ici choisi des valeurs de paramètres telles que le piégeage commence
dès le premier rebond et telles que l’effet ne soit pas trop rapide afin de bien
pouvoir le visualiser.

Plutôt que de regarder l’évolution de l’angle φ au cours de la propaga-
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Figure IV.11 – Vue de dessus et de côté de la trajectoire de la Fig. IV.10.
Seuls les rebonds sur la paroi inclinée ont été marqués par des croix rouges.
On observe la convergence de φ vers 0. Sur la figure de droite, on voit la
forme du cycle limite qui est celle d’un attracteur (1,1). La couleur du rayon
change avec sa propagation pour mieux visualiser son avancement.

tion, on peut s’intéresser à la vitesse vx de propagation le long du canal.
Théoriquement vx reste constant alors que vy et vz tendent vers l’infini lors
de la propagation. Dans les calculs de tracé de rayons effectués, afin de ne
pas avoir des quantités qui divergent, on normalise la vitesse après chaque
rebond. Ainsi lors du piégeage 1 , vz → ±1/

√
2 , vy → ±1/

√
2 et vx → 0. On

trace donc Fig. IV.12 la vitesse vx en fonction du nombre de rebonds.
Chaque rebond est repéré par une croix. On observe que certains rebonds

ne modifient pas vx ; ce sont ceux sur les parois horizontales ou verticales. À
l’inverse, les rebonds sur la paroi inclinée font diminuer vx. On observe bien
une alternance entre trois rebonds sur les parois verticales et horizontales, et
un rebond focalisant sur la paroi inclinée, en accord avec la structure d’at-
tracteur (1,1).

Physiquement, la vitesse vx reste constante lors des rebonds et c’est la

1. On se place toujours dans le cas d’une propagation à θ = 45◦ sans perte de généra-
lités.
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Figure IV.12 – Évolution de la vitesse vx du rayon au cours de la propa-
gation en échelle linéaire (figure de gauche) et semi-logarithmique (figure de
droite). On observe une succession de trois rebonds non piégeants suivi d’un
piégeant.

vitesse dans le plan transverse qui augmente exponentiellement. D’un point
de vue océanographique, les ondes internes générées sont généralement d’am-
plitude suffisamment faible pour se propager sur des dizaines de milliers de
kilomètres avant de s’atténuer. Dans un cas de piégeage d’énergie dans un
plan transverse, l’énergie associée à la propagation suivant x sera négligeable.
L’atténuation sera alors gouvernée par la distance parcourue transversale-
ment à vx.

2.a Temps de piégeage

Par analogie avec le coefficient de focalisation γ calculé au chapitre pré-
cédent, on peut calculer un coefficient γp qui traduit la vitesse de piégeage de
l’onde. Étant donné l’étude précédente, notamment la Fig. IV.5, on s’attend
à ce que le piégeage soit plus important pour des valeurs de s proches de 1.

Pour cela, regardons après un rebond la variation entre la vitesse avant
le rebond vx et la nouvelle vitesse normalisée v′xn
1

γp
=

vx
v′xn

=
vx
vx√

v′2x +v′2y +v′2z

=
√
v′2x + v′2y + v′2z

=

√
v2
x +

1

(1− s2)2

[
(v2
y + v2

z)((1 + s2)2 + 4s2)− 8svyvz(1 + s2)
]
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À la différence du cas 2D, ce coefficient ne dépend pas exclusivement de la
géométrie. Afin d’obtenir un coefficient qui soit indépendant des composantes
de la vitesse, il faut faire l’approximation que le rayon est déjà proche de la
convergence, i.e. que vx est déjà négligeable devant vy et vz. De plus, en
utilisant la normalisation v2

y + v2
z ≈ 1 et vyvz = −1/2, on obtient

γp =
v
′
xn

vx
=

1− s2

(1 + s)2
(IV.37)

Dans le cadre de cette approximation, la convergence est exponentielle et
vx(N) = vx(0) γNp = vx(0) eN ln γp avecN le nombre de rebonds. Ce coefficient
γp est bien toujours inférieur à 1 et décroissant avec le gradient de la pente s
et tend vers 0 quand s tend vers 1. Dans l’exemple présenté à la Fig. IV.12(b)
cette approximation est très rapidement vérifiée. La pente de la Fig. IV.12(b)
donne un coefficient directeur qui vaut ln γp,num ' −0.091. La géométrie
utilisée pour l’exemple de la Fig. IV.12 correspond à un angle de 8◦ soit
s = 0.178 2. Pour comparer ce coefficient avec ce que prévoit la formule
précédente, il faut faire attention au fait que seul un rebond sur quatre est
piégeant et que les trois autres laissent inchangées les normes des vitesses.
On doit diviser le coefficient théorique obtenu par 4. Après calcul, on obtient
ln γp,th ' −0.090.

2.b Temps de convergence

Il faut différencier le temps de piégage, défini précédemment comme l’in-
verse de ln γp, du temps de convergence, défini comme le temps que met le
rayon pour être piégé. En effet, les rebonds successifs sur les bords verticaux
et horizontaux du canal font qu’on ne se retrouve pas tout le temps dans
le cas φ′i = φi de la Fig. IV.4(a). Plusieurs rebonds dépiégeants peuvent
s’enchaîner et retarder la convergence.

La Fig. IV.13 représente trois exemples avec des temps de convergence
très différents. Entre les différents tracés, seule la position initiale y0 varie.
Les dimensions de la cuve restent inchangées par rapport au calcul de rayons
Fig. IV.10, cependant, afin de visualiser correctement cet effet, nous avons
pris une valeur de α plus faible pour que le piégeage soit plus lent. Nous
avons modifié la valeur de θ en fonction, afin d’obtenir un attracteur (1,1).

On observe dans les trois cas que la vitesse change de signe de nombreuses
fois, preuve de rebonds sur les parois du canal. Puis l’on retrouve une conver-
gence exponentielle vers 0, comme décrit précédemment. On voit que, dans

2. On a pris une faible valeur de s afin que le piégeage ne soit pas trop rapide
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Figure IV.13 – Évolution de la vitesse vx pour y0 = 0.1W (gauche) y0 =
0.5W (centre) y0 = 0.85W (droite). Les paramètres de la géométrie sont
H =350, L =1000, W =400, α = 6◦, θ = 38.3◦. Les paramètres initiaux sont
z0 = 0.2H, x0 = 0, φ0 = 90◦.

cet exemple, la phase de décroissance exponentielle se fait sur un nombre de
rebonds négligeable devant la première phase d’évolution.

Le temps de piégeage défini dans le paragraphe précédent est en fait
rarement la grandeur pertinente pour obtenir le temps de convergence de
l’attracteur. La dynamique de piégeage du rayon étant principalement due
à la première phase du régime dit transitoire. Dans cette phase, le rayon se
déplace dans l’espace (x, y, z, φ) jusqu’à tomber dans une zone de piégeage
exponentielle. Pour mieux visualiser ces "puits" de convergence rapide, on a
observé Fig. IV.14 le temps de convergence pour différentes valeurs de φ0 et
y0.

Les zones noires représentent les valeurs de φ0 et y0 pour lesquelles le
piégeage a lieu en moins de Nc = 60 rebonds 3. Cette valeur Nc a été choisie
au vu du temps de décroissance exponentielle observé Fig. IV.13. On voit
alors qu’une grande région de l’espace des paramètres initiaux proches de
φ0 = 0 amène en moins de Nc rebonds à une convergence exponentielle.
Dans les autres cas, en rouge sur la figure, le rayon effectue une successions

3. On a pris comme critère que le piégeage avait eu lieu si la vitesse après les Nc rebonds
est inférieure à 10−3.
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Figure IV.14 – Temps de convergence en fonction des paramètres initiaux
φ0 et y0, les autres paramètres restant inchangées par rapport à la figure pré-
cédente. La zone noire représente les paramètres pour lesquelles le piégeage
a lieu en moins de 60 rebonds.

de rebonds piégeant et non piégeant avant d’atteindre 4 des valeurs de φ et
y qui soient dans le puits de convergence.

En résumé, malgré une valeur de s proche de 1 qui laisserait supposer
une décroissance rapide de vx, en fonction de la géométrie et des conditions
initiales, le piégeage peut être très long. Dans la suite de ce chapitre nous
ne nous intéresserons pas au temps de piégeage d’un rayon. Cependant ces
considérations sont importantes dès que l’on prend en compte la viscosité,
et nous l’utiliserons notamment dans le chapitre suivant où l’on cherchera à
obtenir un piégeage rapide afin de limiter les effets dissipatifs.

2.c Position du plan de focalisation

Au delà du temps de convergence, la position finale de l’attracteur en x est
une question importante et sera également utile dans l’étude expérimentale.
On note x∞ la position du plan yz vers lequel le rayon converge. Il faut alors
étudier systématiquement la position du plan de convergence en fonction des

4. Les autres paramètres de propagation, z et x ont un rôle moindre dans cette étude.
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paramètres initiaux (x0, y0, z0, φ0). Cette étude, notamment la dépendance
en y0 et z0, sera d’une grande utilité pour le chapitre suivant.

Pour cela, on étudie au bout d’un nombre de rebonds N donné, quelle
est la position x∞ qu’a atteint le rayon dans le canal. Bien sûr, comme on
l’a vu, la vitesse vx n’atteint 0 qu’asymptotiquement ; le rayon ne converge
alors jamais réellement dans un plan x =cst. Cependant, d’un point de vue
numérique, on peut considérer que le rayon a convergé lorsque vx est quelques
ordres de grandeurs en dessous de vy et vz. En exemple, les Fig. IV.15(a)
et (b) montrent pour plusieurs points initiaux les attracteurs correspondants.
Dans la Fig. IV.15(a), x0 et φ0 sont fixés et y0 et z0 varient. La couleur de
l’attracteur formé correspond à celle du point initial. Dans la figure IV.15(b),
la position du point initial est fixée à (x0 = 0, y0 = 0.5W , z0 = 0.9H) et φ0

varie.
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Figure IV.15 – Attracteurs obtenus pour différentes conditions initiales, les
autres paramètres restant fixes. Sur la figure de gauche, les points de lancer
initiaux y0 et z0 sont indiqués par les croix de même couleur que l’attracteur
correspondant. Sur la figure de droite, seul l’angle initial φ0 varie, entre 20◦

pour l’attracteur vert et 90◦ pour l’attracteur rouge, le point de lancer initial
est indiqué en noir.

Les rayons focalisent tous vers la même forme d’attracteur, mais pas
dans le même plan de focalisation. Cette variation n’est pas très importante
quand y0 et z0 varient. Elle l’est par contre beaucoup plus quand φ0 varie.
Notamment, si φ0 = 0◦, on retrouve tout de suite le cas 2D et donc la position
du plan de focalisation est x∞ = x0.
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Avant de faire une étude systématique en fonction des paramètres ini-
tiaux, il faut préciser que comme dans le cas 2D, tous les points initiaux
conduisent au même attracteur. La forme de l’attracteur est donnée par les
paramètres d et τ . Nuançons tout de suite cette dernière affirmation en préci-
sant que pour certaines valeurs singulières des paramètres initiaux, les rayons
peuvent échapper à la focalisation et ne jamais converger vers un attracteur
dans un plan x = cst. Nous étudierons ces structures étranges appelés whis-
pering modes dans la section 4..

On représente figure IV.16 une carte de la position du plan de focalisation
x∞ en fonction de y0 et z0 dans les deux cas vz = 1 (à gauche) et vz = −1 (à
droite). La focalisation est généralement plus lente dans le cas vz = 1 car le
premier rebond sur la paroi inclinée est retardé par rapport au cas vz = −1.
Mais ce n’est pas toujours le cas, les discontinuités présentes sont dues aux
rebonds sur le bord x = L du canal, ce qui amène à des rebonds qui retardent
le piégeage. La partie bleue foncée en bas à droite des deux figures représente
la partie qui se situe sous la pente mise artificiellement à x∞ = 0 ; nous ne
nous intéresserons pas à l’évolution de rayons dans cette région.
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Figure IV.16 – Position du plan de focalisation x∞ pour différentes condi-
tions initiales de y0 et z0. Les autres paramètres, notamment x0 et φ0 sont
fixés pour ces tracés. Pour la figure de gauche (resp. droite) vz = 1 (resp.
vz = −1). Le triangle bleu foncé en bas à droite représente la zone inaccessible
sous la pente.
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Ces exemples montrent que même dans une géométrie simple donnant un
attracteur (1,1) carré, la convergence vers le plan de focalisation peut être
complexe et réserve des surprises.

3. Diagramme des phases

Étudions maintenant ce qu’il se passe dans d’autres cas que celui de l’at-
tracteur (1,1). Par analogie avec le diagramme (d, τ) présenté au chapitre 2,
on peut tracer un diagramme similaire pour nos expériences, en prenant en
compte les paramètres (α, θ, H, W ) et en faisant un redimensionnement
similaire à celui réalisé dans le chapitre 2. La géométrie transverse étant
par construction identique à celle bidimensionnelle étudiée, on retrouve en
fait exactement le même diagramme que celui du chapitre III, si on le trace
en fonction de d et τ . Nous allons plutôt tracer un diagramme en fonction
de θ et α pour une géométrie donnée. Ce diagramme n’a pas l’universalité
du diagramme (d, τ) puisqu’il n’est valable que pour H et W données. Ce-
pendant, il permet de mieux visualiser les zones principales des attracteurs
simples. De plus, les grandeurs H, L et W sont données par les dimensions
de la cuve utilisée pour réaliser l’expérience. Ce ne sont donc pas des para-
mètres que l’on peut faire varier facilement et continûment 5. Nous utilisons
ici les valeurs H = 360 mm et W = 410 mm (L étant toujours égale à 1000
mm) qui correspondent aux valeurs utilisées dans les expériences présentées
dans le chapitre suivant. Les conditions initiales sont également fixées et sans
importance car, comme vu précédemment, (à part pour des valeurs très pré-
cises) les conditions initiales n’influent pas sur la forme de l’attracteur mais
seulement sur la position du plan de focalisation.

Le diagramme des phases tracé Fig. IV.17 se compose de 2 figures. La
figure de gauche (resp. droite) donne le nombre de rebonds Np (resp. Ny) de
la structure stationnaire créée sur la paroi inclinée (resp. sur le mur vertical
y = 0). Les diagrammes ne sont tracés que pour α < arctan (H/W ) ' 41◦,
car pour des valeurs supérieures, la géométrie n’est plus celle d’un trapèze,
mais celle d’un triangle et tous les attracteurs sont réduits à des points. La
combinaison des deux figures permet donc de savoir de quel type d’attracteur
il s’agit.

• Tout d’abord, on remarque que la partie diagonale supérieure de
chaque figure est occupée par une zone bleu foncé. Cette zone, ana-
logue à la zone inférieure gauche du diagramme (d, τ), représente
les cas de réflexions sous-critiques dans lesquelles toutes les ondes

5. Ce n’est pas tout à fait vrai. On peut ne pas remplir la cuve sur toute la hauteur et
dans le chapitre suivant nous réduirons artificiellement la valeur de W .
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Figure IV.17 – Type d’attracteur créé en fonction des paramètres α et θ
pour les valeurs H = 360 mm et W = 410 mm (L étant toujours égale à
1000 mm). La figure de gauche (resp. droite) donne le nombre de rebonds Np

(resp. Ny) de l’attracteur. La zone triangulaire en haut à droite représente le
cas des réflexions sous-critique où l’attracteur est réduit à un point. Les sym-
boles ♠,♥,♦,♣ correspondent aux coordonnées de 4 situations particulières
tracées Fig. IV.18.

convergent vers le fond du canal en y = 0 : l’attracteur est réduit à un
point. On note que cette zone apparaît pour α > θ, ce qui correspond
bien au cas de la réflexion sous-critique.
• Les secondes structures facilement identifiables sont les "langues"

bleues sur le diagramme de gauche et colorées sur le diagramme de
droite. Le fait que les langues soient toutes bleues sur le diagramme de
gauche signifie que ces régions correspondent toutes à un attracteur
avec un seul rebond sur la pente. Ce sont donc des attracteurs (n,
1). La couleur de chaque langue sur le diagramme de droite indique
la valeur Ny = n. Deux types d’attracteurs, un (1,1) et un (3,1) sont
tracés en haut de la Fig. IV.18. Ces langues sont également présentes
en bas à droite du diagramme (d, τ) mais beaucoup moins visibles.
• D’autres sous-structures apparaissent dans ce couple de diagrammes,
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notamment des langues secondaires colorées dans les deux diagrammes,
signe d’attracteurs plus complexes (n, p). Deux autres attracteurs, un
(1,3) et un attracteur (9,4) sont tracés en bas de la Fig. IV.18. Une
grande partie restante des figures correspond à (Ny, Np) > 10.

Nous avons choisi cette valeur de 10 pour visualiser facilement les zones
précédentes. Si l’on modifie la gamme de couleurs, on s’aperçoit que toutes
les régions correspondent à des zones d’attracteurs plus ou moins complexes.
En effet, comme dans le diagramme (d, τ), pour tous les points (α,
θ), il existe attracteur. Les seuls cas pour lesquels il n’y a pas d’attracteur
apparaissent pour des valeurs singulières des paramètres, ce qui n’a pas de
réalité numérique. On remarque qu’il n’existe pas de région avec Np pair.

♠ ♥

♦ ♣

Figure IV.18 – Quatre exemples d’attracteurs placés sur le diagramme des
phases précédent Fig. IV.17. ♠ Attracteur (1,1), ♣ Attracteur (3,1), ♦ At-
tracteur (1,3), ♥ Attracteur (9,4).

Cette propriété des attracteurs déjà discutée dans le chapitre précédent est
très importante pour le piégeage et nous reviendrons sur cette remarque dans
la section suivante.
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3.a Attracteur (1,3)

Étudier un attracteur (1,3) permet de mieux comprendre comment le
piégeage a lieu et dans quels cas il peut ne pas avoir lieu. En effet, nous
avons vu dans le chapitre précédent que pour les attracteurs (1,2n+ 1), il y
a n réflexions qui sont défocalisantes et n + 1 focalisantes, permettant ainsi
à l’attracteur d’exister. En effet, en 2D, s’il y a plus de réflexions défocali-
santes que focalisantes, les rayons s’éloignent en moyenne les uns des autres,
expliquant l’absence d’attracteurs.

Le trajet des rayons dans le cas d’un attracteur (1,3) est tracé Fig. IV.19.
Les réflexions numérotées 1 et 2 se font suivant la direction du gradient de la
pente et sont donc focalisantes. La réflexion 3 se fait dans le sens contraire et
est donc défocalisante. On considère ici que le parcours des rayons non encore
totalement piégés dans un plan yz est quasi-identique à celui d’un attracteur
(1,3) bidimensionnel. On peut s’en convaincre en regardant le parcours des
rayons vu de dessus (Fig. IV.19 droite). Après un certain nombre de re-
bonds 6, le rayon fait 3 rebonds sur la paroi du fond. La position des rebonds
varie avec le piégeage mais pas leur nature focalisante ou défocalisante.

Qu’en est-il du piégeage dans ces cas là ? D’après la discussion de la
Fig. IV.5, nous avons vu que toutes les réflexions amènent au piégeage. Ce-
pendant pour que le piégeage ait lieu, nous avions supposé que les réflexions
sur les murs verticaux et horizontaux étaient tels que φ′i = φi. Ce qui n’est
pas le cas ici.

La Fig. IV.20 présente la projection du rayon dans le plan xy dans le cas
des trois réflexions de l’attracteur (1,3) de la Fig. IV.19.

La Fig. IV.20(a) (resp. (b),(c)) montre la réflexion numérotée 2 (resp.
3,1) dans la Fig. IV.19. Du fait du parcours formé par l’attracteur (1,3), le
rayon réfléchi après la réflexion 2 arrive sur la pente avec un angle incident
φi 3 = −φr 2. La réflexion suivante se fait encore avec φi 1 = −φr 3. On re-
marque alors que du point de vue de la réflexion 1, la réflexion 3 précédente
a augmenté l’angle φ, contribuant donc à un dépiégeage.

Cette propriété se traduit sur la vitesse vx qui ne tend plus vers 0 de ma-
nière monotone. Le tracé de vx dans le cas de la convergence vers l’attracteur
(1,3) est tracé Fig. IV.21.

Mis à part les réflexions sur les parois verticales et horizontales qui ne

6. Ce nombre de rebonds dépend fortement des conditions initiales, de la même manière
que dans la Fig. IV.13. Nous avons pris ici des paramètres qui permettaient de représenter
clairement la convergence de l’attracteur.



136 CHAPITRE IV. ATTRACTEURS 3D : APPROCHE NUMÉRIQUE

0200400

0

100

200

300

3
1

2

y

z

0 400 800
0

200

400

x

y

Figure IV.19 – Tracé de rayons dans une géométrie transverse donnant un
attracteur (1,3) vue de côté (figure de gauche) et vue de dessus (figure de
droite). Seuls les rebonds sur la paroi inclinée ont été marqués d’une croix
rouge. Le début de la trajectoire du rayon, toujours à x = 0, n’a pas été
représenté par souci de clarté. Sur la figure de gauche, le trajet des rayons a
été représenté et les rebonds sur la paroi sont numérotés.
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Figure IV.20 – Successions des trois réflexions sur la paroi inclinée pour
la trajectoire de l’attracteur (1,3) représentée Fig. IV.19. Les rayons verts
(resp. rouges) représentent les rayons incidents (resp. réfléchis)

changent pas la vitesse vx, on observe bien deux types de réflexions. Les
réflexions 1 et 2, qui diminuent vx en valeur absolue et la réflexion 3 qui
augmente vx en valeur absolue. On voit bien que la convergence vers φ = 0
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Figure IV.21 – Vitesse vx au cours de la propagation pour le tracé de
la Fig. IV.19. L’enchaînement de deux rebonds fait diminuer vx en valeur
absolue (rebonds numérotés 1 et 2), et un rebond augmente vx en valeur
absolue (rebond 3).

gagne du fait qu’on a deux fois plus de réflexions piégeantes que dépiégeantes.

Concernant la vitesse de convergence, le facteur γp est toujours donné
par la formule (IV.37) mais multiplié par un facteur 1/3. En effet, la suc-
cession des réflexions 2 et 3 laisse la vitesse vx inchangée ; Seulement un
tiers des réflexions sur la paroi inclinée font effectivement diminuer la vitesse
globalement.

En résumé de cette sous partie, comme dans le cas bidimensionnel, les at-
tracteurs existent quelles que soient les valeurs des paramètres de géométries
sauf pour des valeurs singulières. Numériquement ou expérimentalement on
ne peut pas obtenir ces valeurs singulières. Pourrait-on alors conclure, que du
point de vue de l’expérimentateur, le piégeage est toujours présent quelle que
soit les paramètres ? Et donc que la propagation 3D tends toujours à être bi-
dimensionnelle ? Comme on vient de le voir avec l’étude de l’attracteur (1,3),
le piégeage peut être ralenti très fortement. Et nous allons montrer que dans
certains cas, il peut aussi ne pas avoir lieu.
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4. Cas de non piégeage

Le dépiégeage peut-il gagner sur le piégeage ? Nous avons évoqué précé-
demment deux cas dans lequels le piégeage peut ne pas avoir lieu. Il s’agit des
cas où les paramètres sont tels qu’en deux dimensions, un attracteur ne peut
pas exister, et des whispering modes. Nous allons successivement revenir sur
ces deux exemples d’abord de manière théorique, puis discuter leur réalité
physique.

4.a Attracteur (n, 2)

Reprenons la figure IV.19. Que ce passe-t-il si l’on enchaîne seulement
des réflexions de type 2-3-2-3 ? Comme rappelé précédemment, ce type de
cas correspondrait à un attracteur (n, 2), qui n’existe pas. En effet, dans
le cas bidimensionnel, deux réflexions sur la paroi inclinée, une focalisante
et une défocalisante, ne permettent pas de faire converger les rayons sur un
cycle limite. En moyenne les rayons ne s’éloignent ni ne se rapprochent les
uns des autres ; l’exposant de Lyapunov correspondant est nul.

Comme explicité dans le chapitre 2, ces cas n’apparaissent que pour des
valeurs singulières des paramètres. Mais on peut se placer aussi proche que
possible de ces valeurs et observer ce qu’il se passe dans le cas tridimensionnel.

La Fig. IV.22 montre que l’on peut obtenir un quasi-attracteur (1,2).
Il ne s’agit pas d’un attracteur au sens strict pour deux raisons. Première-
ment le piégeage n’a pas lieu, on n’a donc pas de cycle limite à proprement
parler. Deuxièmement cette structure n’est pas stationnaire. En effet si on
attend suffisamment longtemps, on converge vers un véritable attracteur 7

beaucoup plus compliqué. Cependant, pour ces paramètres, le piégeage est
très lent car en première approximation il y autant de réflexions piégeantes
que dépiégeantes, rendant la convergence parfois très lente. Si les paramètres
sont choisis très proches d’une valeur singulière, le cycle limite a n réflexions
focalisantes et n − 1 réflexions défocalisantes avec n grand. On se ramène
donc à un cas similaire à celui présenté pour l’attracteur (1,3) mais avec une
convergence encore plus lente.

4.b Les whispering modes

Il existe une autre structure particulière pour lequel les rayons peuvent
échapper au piégeage, il s’agit des whispering gallery modes que l’on pourrait
appeler en français galeries de chuchotements. Ces structures particulières

7. Une structure avec plus de rebonds piégeants que dépiégeants.
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Figure IV.22 – Vue de côté (figure de gauche) et de dessus (figure de droite)
du chemin des rayons pour une géométrie proche de celle d’un attracteur
(1,2), pour lequel l’exposant de Lyapunov associé est nul. Les rebonds sur la
paroi inclinée ont été représentés par des croix rouges.

ont été étudiées par Rabitti et Maas [81] pour des ondes inertielles dans les
géométries sphériques. Ce nom vient de l’analogie avec certains modes des
ondes sonores où la propagation se fait sur les parois 8 dans lesquels les ondes
restent confinées sur le bords.

Dans notre cas, ces modes existent pour des paramètres et des conditions
initiales très particulières. Ces conditions sont telles que le piégeage et le
dépiégeage se compensent parfaitement.

La Fig. IV.23 montre une partie des trajets effectués par un rayon. Pour
les valeurs de paramètres H = 360, L = 500, W = 410, θ = 39◦, α = 23.52◦,
on obtient les valeurs d = 0.01 et τ = 1.88 qui conduisent normalement à un
attracteur (1,1).

Quelle est la structure de ce whispering mode ? On voit tout d’abord que
celui-ci ne s’étend pas sur toute la largeur du canal, mais reste concentré sur

8. Ces modes peuvent donner lieu à des expériences grandeur nature spectaculaires.
Par exemple dans une pièce circulaire, pour parler à quelqu’un à l’autre bout de la pièce, il
suffit de parler en direction du mur pour que l’onde acoustique se transmette. L’atténuation
est beaucoup plus faible que dans le cas d’une propagation 3D libre, et ainsi chuchoter
suffit pour être entendu.
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Figure IV.23 – À gauche, trajectoire d’un rayon dans le cas d’un whispering
mode pour les conditions initiales φ0 = 122.476◦, x0 = 0, y0 = 320, z0 = 324.
À droite, représentation de l’évolution de l’angle φ de la trajectoire de gauche.
Le rayon arrive sur la paroi inclinée avec un angle φi, tracé en vert, et repart
avec un angle φr tracé en rouge. La réflexion sur la paroi y = W transforme
l’angle de propagation φ en π − φ, symbolisé par l’arc de cercle noir. Le
nouveau rayon incident arrive avec l’angle φ′i = φi. La géométrie choisie
(d = 0.1, τ = 1.84) conduit théoriquement à un attracteur (1,1).

un bord du canal. Si l’on regarde de plus près les valeurs prises par φ lors de
la propagation, on a en réalité qu’une seule valeur (aux symétries par rapport
à x ou y près). Cette valeur est telle que l’angle réfléchi vérifie φr = −φi.
Ainsi, comme on le voit sur la Fig. IV.23, le nouvel angle incident au rebond
suivant est φ′i = −φr = +φi. On se retrouve donc dans un cas stationnaire.

On peut calculer théoriquement cet angle en utilisant la loi (IV.36). En
effet, on cherche a obtenir φr = −φi c’est-à-dire

s2 − 1

1 + s2 + 2s cosφ
= −1 (IV.38)

(s2 − 1) = −(1 + s2 + 2s cosφ) (IV.39)
−2s2 = 2s cosφ (IV.40)
cosφ = −s (IV.41)

ce qui donne comme solution φ = π−arccos s = 180◦−57.52◦ = 122.48◦ avec
la valeur s = 0.537 utilisée dans la Fig. IV.23. C’est bien la valeur obtenue
avec l’algorithme de tracé de rayons.

Pour trouver ces valeurs particulières, on peut réutiliser le programme
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permettant de calculer la distance x∞ de l’attracteur en fonction des condi-
tions initiales. Détecter les whispering modes revient à chercher les valeurs
pour lesquelles on ne converge pas vers une valeur x∞. De plus on utilise
le fait que dans la structure du whispering mode présentée, les rayons ne
touchent pas la paroi y = 0. Cela permet de distinguer ces modes d’un cas
où les rayons n’ont pas encore totalement convergé. On représente alors de la
même manière que dans la Fig. IV.16, les whispering modes sur un diagramme
en fonction des paramètres initiaux. Une étude préalable ayant montré que
les variations en z0 et en x0 influent très peu sur l’existence et/ou la position
des whispering modes, on n’étudiera pas ici leurs influences. Le calcul de la
convergence ou non de φ en fonction y0 et φ0 est effectué Fig. IV.24 pour
deux nombres de rebonds différents. Les zones de non convergence, c’est-à-
dire les zones d’existence des whispering modes sont représentées en blanc,
les autres couleurs indiquant toujours la valeur de x∞.
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Figure IV.24 – Position du plan de focalisation x∞ pour différentes condi-
tions initiales de y0 et φ0. Les autres paramètres sont fixés pour ces calculs.
Sur la figure de gauche, N = 104 alors que sur la figure de droite, 100 fois
plus de rebonds ont été effectués avant de s’intéresser à l’état final. Les zones
blanches représentent les zones de non convergence, indiquant les whispering
modes.

On observe tout d’abord sur la figure de gauche que la zone blanche
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représentant les whispering mode se situe approximativement entre φ0 =
122.4◦ et φ0 = 122.5◦, soit pour une plage de paramètres très faible. Dans
le diagramme de droite de la Fig. IV.24, 100 fois plus de rebonds ont été
effectués avant de vérifier la convergence. On observe alors que la zone de
whispering mode est beaucoup plus fine, signe que la plupart des whispering
modes du diagramme précédent n’en sont en fait pas, et convergent vers
un attracteur si l’on attend suffisamment longtemps. Finalement, les "vrais"
whispering mode qui ne convergent théoriquement jamais ne sont obtenus
que pour des valeurs singulières des conditions initiales. C’est cohérent avec
le calcul théorique de l’angle effectué précédemment, une seule valeur de φ
correspond à ce whispering mode.

Un autre type de whispering mode peut exister en utilisant cette fois les
rebonds sur les bords du canal x = 0 et x = L. En utilisant le principe
de retour inverse des rayons, le rayon réfléchi par un premier rebond peut
revenir exactement selon la direction du rayon incident, c’est-à-dire tel que
φ
′
i = φr (voir Fig. IV.25).

paroi y =W

paroi x = L

paroi y = 0

paroi x = 0

Figure IV.25 – Trajectoire des rayons dans le cas d’un autre whispering
mode

Dans ce cas, si l’on enchaîne une succession de rebonds présentés Fig. IV.25,
le rayon n’est jamais piégé. Cependant, afin d’avoir φ′i = φr, il faut qu’entre
chaque rebond sur la paroi inclinée, le rayon rebondisse sur une unique paroi
verticale (y = 0 ou y = W ) et une unique paroi horizontale (x = 0 ou x = L).
Ces conditions ne sont réalisées que pour des géométries plus cubiques, loin
de celles de canaux qui ont un intérêt géophysique pour les ondes internes.
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Qu’en conclure alors sur le non-piégeage ? Nous avons vu durant toute
cette section que le piégeage est intimement lié à la présence d’attracteurs
dans la géométrie de la coupe transverse du canal. En effet, en 2D, dès que les
rebonds focalisants sont suffisants pour gagner sur les rebonds défocalisants,
alors on a un attracteur. Cela signifie qu’en 3D les successions de rebonds
vont conduire à un piégeage. Or, dans le type de géométrie que nous avons
considérée, les attracteurs existent quels que soient les angles (α, θ) et les
valeurs H etW sauf pour des valeurs singulières. Le piégeage a donc toujours
lieu, sauf pour ces valeurs singulières.

On pourrait penser que ces conditions sur les paramètres sont beaucoup
trop contraignantes pour qu’elles soient satisfaites expérimentalement. Ce-
pendant, du fait que les autres structures focalisent l’énergie, la dissipation
est beaucoup plus grande pour ces structures. Ainsi si l’on injecte de l’énergie
sur une gamme continue de fréquence, les seuls modes persistants seront ceux
qui ont le plus faible taux de dissipation, c’est-à-dire justement les cas où le
piégeage n’a pas lieu. Les whispering modes constituent une autre exception
au piégeage. De même que précédemment, au vu des paramètres expérimen-
taux, on pourrait penser que ces modes ne sont pas observables. Cependant,
dans la propagation d’ondes internes dans un canal suffisamment long, ces
whispering modes pourraient être observés. En effet, si pour des valeurs de
paramètres, le piégeage a lieu très tôt dans le canal, les whispering modes
constituent le seul type de propagation qui peut échapper au piégeage. Une
mesure loin en aval du canal révèlerait alors ces modes si ils ont été excités
en amont.

En outre, des mesures expérimentales ne permettraient pas de faire la
différence entre les structures exactes ou les structures "transitoires" (whispe-
ring mode, ou cas de non attracteurs). Ainsi d’un point de vue expérimental,
il est plus pertinent de considérer la Fig. IV.24(a) que la Fig. IV.24(b).

De plus, nous n’avons pas pris en compte l’atténuation visqueuse dans les
tracés de rayons. Elle est faible pour les ondes internes créées dans les océans,
puisqu’elles peuvent se déplacer sur des milliers de kilomètres avant de s’at-
ténuer [82]. Cependant, dans nos calculs de tracés de rayons, la distance
parcourue par les rayons avant d’être piégés peut être beaucoup plus grande.
Notamment, dans le cas précédent du quasi attracteur (1,2), la convergence
vers le vrai cycle limite peut ne jamais être observée expérimentalement au
profit de la forme géométrique transitoire du quasi-attracteur.
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Ainsi d’un point de vue expérimental, on ne peut espérer voir le piégeage
que lorsqu’il est rapide. De plus, dans la problématique géophysique du pié-
geage dans le canal du Saint Laurent que nous avons exposée partie 1., nous
devons aussi nous restreindre au cas où l’onde ne rebondit pas non plus sur
le bord x = L du canal. En effet, notre modélisation très simpliste de canal
suppose aussi qu’arrivée au bout du canal, l’onde se réfléchit simplement sur
la paroi. En réalité, ce qui s’y passe est plus complexes et nécessite une des-
cription plus réaliste de la bathymétrie du bord. Une importante partie de
l’énergie peut y être dissipée ou alors transmise dans la partie suivante du
canal, malgré un talus océanique assez élevé [24].

C Une géométrie totalement tridimensionnelle

Toutes les géométries étudiées précédemment étaient invariantes par trans-
lation suivant la longueur du canal. Nous nous intéressons ici à une géométrie
"totalement" 3D dans le sens où la géométrie 2D transverse varie avec la
propagation dans le canal. En plus de son intérêt fondamental, cette étude
permet de se placer dans des conditions plus réalistes que celles des canaux
précédemment étudiés. Comme pour le passage de la géométrie bidimension-
nelle à tridimensionnelle, nous allons étudier une géométrie très proche de
celle étudiée section B. En effet, la géométrie d’étude de cette partie, sché-
matisée Fig. IV.26, consiste simplement en un fond plat ayant effectué une
rotation d’angle α par rapport à l’axe x et d’angle β par rapport à l’axe y.
Cette géométrie diffère donc du canal Fig. IV.9 seulement par l’inclinaison
supplémentaire β de la pente.

1. Choix de la géométrie

Précisons tout de suite que cette géométrie peut être décrite d’une autre
manière. Les deux rotations peuvent se ramener à une seule rotation d’axe
x′, obtenue par rotation d’un angle ψ négatif autour de z. Cet angle vérifie
tanψ = − tanβ/ tanα (voir Fig. IV.26). Dans ce nouveau repère (x′, y′,
z′ = z), l’inclinaison de la pente est due à une rotation d’un angle χ par
rapport à l’axe y′. L’angle χ vérifie la relation suivante :

tanχ =
tanα+ tanψ tanβ√

1 + tanψ2
(IV.42)

Dans toute la suite de l’étude de cette géométrie, nous préférerons rester
dans le repère (x, y, z) lié aux murs verticaux et horizontaux du canal. En
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Figure IV.26 – Géométrie du canal incliné

particulier, nous continuerons à compter l’angle φ par rapport à l’axe y.
Cette convention permet de calculer plus facilement les angles réfléchis après
rebonds sur les murs verticaux et horizontaux. Cependant il nous faut changer
la fonction f permettant d’obtenir φ′i en fonction de φi. En effet, l’effet de
focalisation tend à aligner l’angle de propagation φ selon le gradient de la
pente qui n’est plus ici suivant y, mais suivant y′, tourné d’un angle ψ par
rapport à y, comme montré sur la figure IV.26. Avec cette convention, la
nouvelle loi (IV.36) donnant φr en fonction de φi s’écrit alors :

sin(φr − ψ) =
(s2 − 1) sin(φi − ψ)

(1 + s2) + 2s cos(φi − ψ)
(IV.43)

Nous noterons la fonction associée à cette transformation fψ. On a bien
comme nouveau point fixe φ∗ = ψ.

2. Condition de piégeage

Comment l’effet de piégeage est-il alors modifié ? Dans les géométries
étudiées précédemment, les murs verticaux y = 0 et y = L étaient orientés
perpendiculairement à la direction de piégeage donnée par

−→∇S.
Ici ce n’est plus le cas. Si l’on considère une onde qui à un moment de sa

propagation est piégée dans un plan transverse yz, la réflexion sur la paroi
inclinée va avoir tendance à orienter l’onde suivant

−→∇S et donc à la faire
sortir du plan transverse. À l’inverse, si l’on considère une onde qui se pro-
page telle que φi = ψ, une réflexion sur un mur vertical donnera φ′i = π − φ
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dépiégeant alors l’onde.
De cette constatation on peut tout de suite déduire que dans cette géométrie,
on ne peut pas obtenir d’attracteurs bidimensionnels comme précédemment.
On peut en déduire une condition plus générale pour qu’une onde se propa-
geant dans une géométrie 3D puisse converger dans un plan. Il faut qu’en
tout point du contour du plan, le vecteur

−→∇S soit contenu dans
le plan, et que les parois verticales soient orthogonales à ce même
plan 9. Dans notre géométrie, si l’on aligne les murs orthogonalement à

−→∇S,
on retrouve bien sûr le cas de la première géométrie de canal étudié.

Cette condition permet de conclure sur la présence d’attracteurs bidimen-
sionnels, mais ne dit rien sur la possibilité d’attracteurs 3D. Cette question
est bien plus complexe que la précédente. Dans ce manuscrit, on se contentera
de montrer quelques aspects nouveaux liés à ces changements. Ces résultats
préliminaires montrent que l’étude et la classification des attracteurs et/ou
des whispering modes dans une géométrie 3D quelconque est un travail de
fourmi qui pour l’instant semble difficilement généralisable.

3. Attracteurs 3D

3.a Un quasi-attracteur 2D

Malgré l’impossibilité apparente de créer des attracteurs 2D, on peut
quand même se placer dans des cas où la géométrie transverse est proche de
celle permettant des attracteurs (1,1) en 2D. Intuitivement, cela permet de
considérer des structures composées d’un petit nombre de rebonds et donc
plus simple à appréhender, si bien sûr elles existent. Exhibons une structure
tridimensionnelle stationnaire obtenue pour les paramètres suivants : H =
650, L = 1000, W = 400, α = 20◦, β = 7.5◦, θ = 42◦, et tentons de
comprendre comment elle est construite.

Nous avons tracé Fig. IV.27 la structure stationnaire obtenue. La figure
de gauche est une vue en perspective et la figure de droite est une vue de
côté. Une vue de dessus zoomée sur le bord x = L du canal, est représentée
et annotée sur la figure suivante Fig. IV.28.

Comme on le voit sur la figure de gauche, la structure est confinée proche
du bord du canal x = L. De côté, la structure a une forme très proche de
celle d’un attracteur (1,1). En revanche, vu de dessus, on voit clairement
le caractère tridimensionnel. Deux rebonds ont lieu sur la paroi inclinée. La

9. Même si il est de norme infini, on peut définir l’orientation de
−→∇S pour des murs

verticaux, mais la loi de réflexion d’une onde sur un mur vertical n’a pas tendance à orienter
φ suivant une direction privilégiée.
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Figure IV.27 – Structure stationnaire créée dans le cas 3D pour les pa-
ramètres suivants : H = 650, L = 1000, W = 400, θ = 43.2◦, α = 20◦,
β = 12.5◦. La figure de gauche (resp droite) représente une vue en perspec-
tive (resp côté). Une vue de dessus dans laquelle seul le bord du canal a été
représenté, est tracée et commentée Fig. IV.28.

succession des rebonds ainsi que les angles de propagation ont été représentés
sur la vue de dessus du chemin de l’attracteur Fig. IV.28.

Suivons le trajet d’un rayon sur ce cycle en partant en bas à droite de la
structure. Notons φ1 l’angle initial, ici négatif. Après un rebond sur la paroi
x = L et un sur la paroi y = W , le rayon rebondit sur la paroi inclinée. Le
nouvel angle de propagation est φ2 = fψ(π + φ1). Après trois réflexions sur
des murs verticaux, le rayon rebondit de nouveau sur la paroi inclinée. Le
nouvel angle de propagation φ3 = fψ(−φ2) doit être égal à −π− φ1 afin que
le rayon parcourt bien un cycle. L’angle φ1 vérifie alors l’équation suivante :

φ1 = −π − fψ(−φ2) (IV.44)
= −π − fψ(−fψ(π + φ1)) (IV.45)

La résolution analytique de cette équation n’est pas possible, car entre autres,
fψ(−φ) n’est pas facilement simplifiable du fait de la présence de ψ qui brise
la symétrie par rapport à l’axe y.
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Figure IV.28 – Attracteur 3D de la Fig. IV.27 vu de desssus. Seul le bord
du canal a été représenté (x allant de 850 à 1000) afin de mieux visualiser la
forme de la structure.

3.b Plans de focalisation

Pour ces valeurs de paramètres, les formes des structures stationnaires
obtenues ne sont pas toutes les mêmes. Cependant, toutes les structures sont
des cycles limites, et ont toutes deux rebonds sur la paroi x = L, signe que le
mécanisme d’existence de ces différentes structures est le même que celui de
la structure présentée Fig. IV.28. Ce comportement diffère de la géométrie
de canal simple où les attracteurs, bien que dans des plans différents, avaient
tous la même forme. Ici la structure stationnaire créée dépend de la condition
initiale 10.

On montre Fig. IV.29 les structures stationnaires obtenues, pour les
mêmes paramètres géométriques que précédemment, pour différentes valeurs
de φ0 (à gauche) et pour différentes valeurs de y0 et z0 (à droite).

On voit bien que malgré une légère variation dans la structure, le cycle
limite est quasiment le même pour toutes les conditions initiales. On se rap-
proche donc du cas précédent, mais cette fois-ci, les attracteurs ne peuvent

10. Ce cas est également possible dans certaines géométries 2D.
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Figure IV.29 – Attracteurs obtenus pour différentes conditions initiales, en
faisant varier φ0 entre −80◦ et 80◦ (à gauche) et en faisant varier y0 entre
0 et W ainsi que z0 entre 0 et H (à droite). Les paramètres géométriques
restent les mêmes que dans la figure précédente.

être créés que très proche de la paroi x = L. Le changement de géométrie
dans la longueur du canal fait que les zones de piégeage qui avant se ré-
partissaient sur toute la longueur du canal, sont maintenant confinées dans
une région beaucoup plus restreinte. On a donc un "super" attracteur dans
le sens où l’énergie est focalisée dans une région beaucoup plus petite que
précédemment.

3.c D’autres formes d’attracteurs 3D

Ici les valeurs sont telles qu’un seul rebond suffit pour piéger l’onde.
Mais pour des valeurs plus faible de s et plus importantes de ψ, l’onde peut
mettre longtemps avant de se piéger. La Fig. IV.30 présente deux exemples de
structures plus complexes mais construites sur le même principe de piégeage
progressif par les rebonds sur la paroi inclinée puis dépiégeage dû au rebond
sur la paroi x = L.

Nous n’avons exhibé ici que quelques structures 3D stationnaires, toutes
utilisant au moins un rebond sur la paroi x = L. Cependant, du fait de la
compétition entre le piégeage de φ selon la direction

−→∇S et les rebonds sur
les parois verticales, d’autres structures plus complexes sont envisageables.
De plus, la forte dépendance dans les conditions initiales sur la forme de
l’attracteur laisse penser que les whispering modes existent plus facilement
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Figure IV.30 – Deux autres attracteurs obtenus. Pour la figure de gauche
(resp. droite) les valeurs des angles sont : α = 15◦ (resp. 15◦), β = 7.3◦ (resp.
15◦) et θ = 30◦ (resp. 35◦). Les autres paramètres restants inchangés par
rapport au tracé précédent.

dans ces géométries.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord rappelé les principales caractéris-
tiques de la propagation en trois dimensions. Celle-ci présente une complexité
bien plus grande que la propagation en deux dimensions, bien que la relation
de dispersion reste inchangée par rapport à la propagation bidimensionnelle.
La propagation des ondes sur un cône au lieu d’une croix fait apparaître un
nouvel angle de propagation φ qui permet de décrire la position de l’onde
dans le plan horizontal. Nous avons étudié l’évolution de cet angle lors de
réflexions sur des plans inclinés. Cette étude a montré l’apparition d’un phé-
nomène très intéressant, que nous avons appelé piégeage, qui tend à aligner φ
avec le gradient de la pente inclinée lors de rebonds successifs sur cette pente.

Nous avons ensuite étudié en détail ce piégeage dans la géométrie simple
d’un canal invariant par translation. La géométrie transverse est celle du tra-
pèze étudié dans le chapitre précédent. Cette analyse a permis de faire le lien
entre l’existence du piégeage et la présence d’attracteurs bidimensionnels. La
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différence fondamentale est que dans le cas tridimensionnel, il n’existe pas
qu’un seul attracteur vers lequel tous les rayons convergent, mais une infinité
répartie suivant la longueur du canal. L’étude expérimentale de ce cas sera
traitée dans le chapitre suivant.

Nous avons ensuite modifié la géométrie de ce canal suivant la longueur,
brisant ainsi l’invariance par translation, pour faire un pas supplémentaire
vers une structure réaliste. Dans cette nouvelle géométrie, nous avons montré
qu’il n’existe pas d’attracteurs bidimensionnels. En effet, le phénomène de
piégeage menant à un attracteur impose un certain nombre de contraintes.
Il doit exister un plan dans lequel

−→∇S est inclus en tout point au contour de
ce plan et que les parois verticales soient perpendiculaires à ce plan. Dans ce
cas, si une onde se retrouve piégée dans ce plan, elle le reste.

Nous avons cependant exhibé, dans notre géométrie 3D, une structure tri-
dimensionnelle, ayant des propriétés très similaires à des attracteurs. Cette
structure est unique ce qui fait qu’expérimentalement il serait aisé de l’ob-
server. Comme nous allons le voir dans le chapitre suivant, dans le cas des
attracteurs 2D, il est facile d’identifier la structure du champ de vitesse, mais
comme l’énergie est répartie sur un grande zone de l’espace, une étude éner-
gétique est difficile. Pour la structure 3D de quasi-attracteur, toute l’énergie
est concentré sur le bord de la cuve, ce qui est facilement observable. Cepen-
dant, la structure précise de l’attracteur et sa forme tridimensionnelle sont
plus complexes à analyser.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons mettre en évidence de manière expérimen-
tale le phénomène de piégeage, explicité au chapitre précédent, et ce grâce à
deux dispositifs différents.

Le premier dispositif expérimental est identique à la géométrie trapézoï-
dale étudiée en deux dimensions, sauf que la largeur de la cuve est bien plus
grande, afin de considérer les effets tridimensionnels. Avec cette géométrie,
nous cherchons à comprendre quels sont les effets de la propagation tridi-
mensionnelle sur une situation bien connue de création d’attracteur.

Le deuxième dispositif expérimental est une géométrie de canal dont le
fond est une pente inclinée. Avec ce dispositif, on cherche tout d’abord à
mettre en évidence le piégeage. On verra que ce piégeage peut être localisé
dans une région de l’espace en fonction des paramètres de forçage et de la
géométrie.

A Effets 3D sur la géométrie trapézoïdale

Expérimentalement, il est plus simple de partir d’une expérience déjà
étudiée, et de la complexifier légèrement. C’est ce que nous avons choisi de
faire ici en partant de la géométrie de l’attracteur 2D présentée chapitre 2,
que nous avons agrandie suivant la largeur afin de faire entrer en jeu les effets
3D, négligeables jusqu’alors [13]. Cette géométrie, représentée Fig. V.1 est
tridimensionnelle pour deux raisons :

• La largeur de la cuve n’est pas négligeable devant les autres dimen-
sions.
• le forçage n’a pas lieu sur toute la largeur de la cuve.
La question est alors de savoir, dans le cas d’attracteurs (1,1), ce qui

diffère de la situation 2D. Que se passe-t-il au centre de la cuve ? Et sur les
côtés, là où le forçage n’a pas lieu ?

Avant toute chose, notons que dans cette géométrie, on s’attend à un effet
de piégeage suivant x. En effet, le vecteur

−→∇S est orienté cette fois suivant
x, la référence φ = 0◦ est alors prise suivant l’axe x.

Nous visualiserons le mouvement à l’aide de coupes de la cuve suivant
des plans xz, à différentes positions dans la dimension transverse y.

1. Prédiction par tracés de rayons

Un autre intérêt de réaliser des expériences dans une géométrie tridi-
mensionnelle, est de tester les prédictions de notre algorithme de tracé de
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Figure V.1 – Représentation du dispositif expérimental de la géométrie
trapézoïdale vue en perspective (figure de gauche) et de dessus (figure de
droite). Les paramètres pour cette expérience sont H = 320 mm, L = 570
mm, W = 800 mm, α = 57◦.

rayons en trois dimensions, et notamment de vérifier si l’effet de piégeage
prédit existe vraiment. Le générateur d’onde, situé à (x = 0, y = 0) sur la
figure V.1, est composé de plaques ayant un mouvement oscillant suivant x.
Théoriquement, les ondes générées devraient avoir un angle de propagation
φ = 0◦ dès leur création, c’est-à-dire être directement piégées suivant l’axe x.
Dans ce cas, les tracés de rayons de notre algorithme se ramènent à des tracés
en deux dimensions. Et comme la géométrie transverse est un trapèze avec
des valeurs de d et τ donnant un attracteur (1,1), on obtient un attracteur
dans la zone de forçage et aucun rayon en dehors.

Afin d’avoir des effets tridimensionnels 1, nous allons supposer que le gé-
nérateur ne génère pas que des ondes transverses. Nous supposons que les
angles φ des ondes créées au niveau du générateur sont non nuls, mais assez
faible, de l’ordre de quelques degrés, ce qui reste après tout une hypothèse
assez naturelle. Dans ce cas, les ondes ne sont pas piégées initialement et
auront alors un parcours tridimensionnel.

Nous effectuons donc des lancers de rayons pour plusieurs angles φ proches
de 0◦. L’angle θ reste constant et est choisi pour que les rayons forment un
attracteur (1,1). Afin de simplifier les représentations, nous considérerons que
tous les rayons sont lancés depuis le centre du générateur en x = 0, y = 0 et
z = H/2.

On trace Fig. V.2 les trajectoires de trois rayons, avec des angles initiaux
différents. La trajectoire initiale est représentée en traitillés et le cycle limite
obtenu est dessiné en traits plein. Sur la vue en perspective, on reconnaît la

1. et pour anticiper les résultats des expériences
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Figure V.2 – La géométrie trapézoïdale vue en perspective (figure de
gauche) et de face (figure de droite). La pente est représentée par le rec-
tangle bleu incliné. Le générateur est représenté par le rectangle noir dans le
plan x = 0. Les trajectoires de trois rayons partant du centre du générateur,
avec différents angles initiaux φ0 sont représentées. Pour le rayon vert φ0 = 0,
en rouge φ0 = 7◦ et en magenta φ0 = −5◦.

forme d’attracteur (1,1) pour les trois cycles limites finaux. La vue de dessus
montre qu’après une propagation tridimensionnelle, les rayons finissent pié-
gés dans des plans yz. Le rayon vert est bien sûr piégé dès le début car son
angle initial est 0◦. Les deux autres rayons sont piégés après avoir parcouru
une certaine distance, dépendante de l’angle φ initial. Si cet effet est présent,
on s’attend alors expérimentalement à avoir un champ de vitesse non nul en
dehors de la zone de forçage.

Afin de savoir quelle est la répartition de l’énergie en dehors de la zone de
forçage, on effectue un nouveau tracé de rayons, dans la géométrie de notre
expérience, en prenant plusieurs rayons avec des angles initiaux différents.
Sur la figure V.3, nous avons représenté les directions initiales de quelques
rayons partant du centre et leurs cycles finaux. Les angles initiaux φ sont
répartis entre −5◦ et 5◦. Au vue de la répartition des plans yz de piégeage,
un écart de seulement ±5◦ en l’angle initial suffit pour que les attracteurs se
répartissent sur toute la largeur de la cuve.

Il est difficile de savoir quel est expérimentalement la dispersion angulaire
en φ générée lors du forçage. Cette dispersion peut a priori dépendre de la
façon dont sont générées les ondes, de la fréquence de forçage, de la viscosité...
Cela étant, on s’attend dans les expériences à ce que les ondes créées aient des
angles φ initiaux non nuls et donc que les attracteurs ne soient pas répartis
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Figure V.3 – Tracé de rayons pour les mêmes paramètres géométriques que
pour le dispositif expérimental. Les rayons partant du centre du générateur,
avec différents angles φ0 compris entre -5 ◦ et +5◦ sont représentés en vert, et
les cycles limites atteints après quelques réflexions sont représentés en noir.

uniquement au centre de la cuve. Si l’effet de piégeage a bien lieu, et que la
dispersion angulaire lors du forçage n’est pas négligeable, on devrait observer
des attracteurs en dehors de la zone de forçage.

2. Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est représenté Fig. V.1. Ce dispositif vu de côté,
c’est-à-dire dans le plan xz, est bien identique à la géométrie 2D étudiée au
chapitre III. Nous avons réalisé nos expériences dans une cuve de 1200 ×
800 × 400 mm3. La géométrie d’étude est définie par W , L et H. Ces deux
derniers paramètres sont ajustables expérimentalement. La pente qui occupe
toute la largeur de la cuve, a un angle réglable α qui peut être supérieur à
90 ◦. La longueur L de la géométrie est définie comme la plus grande des
deux longueurs du trapèze de la géométrie transverse. C’est-à-dire que pour
un angle α supérieur (resp. inférieur) à 90 ◦, la longueur L est prise en bas
(resp. en haut) de la cuve. La hauteurH de remplissage de la cuve dépend des
expériences, mais elle se situe généralement vers 350 mm. La stratification
de la cuve a été mesurée avec une sonde conductimétrique permettant de
connaître la valeur de la fréquence de Brunt-Vaisala N . Dans ces expériences,
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la fréquence typique de travail est N = 0.8 rad.s−1.
La génération d’ondes internes se fait à l’aide du même générateur que

précédemment qui permet de choisir la fréquence, la longueur d’onde ver-
ticale, et le nombre de longueurs d’onde contenues dans le faisceau d’onde
plane forcée. Rappelons que ce générateur est large de 150 mm, ce qui cor-
respond ici à un forçage sur moins de 20% de la largeur seulement. Pour
toute nos expériences dans cette géométrie, l’oscillation du générateur est de
la forme :

ζ(z, t) = a sin(ωt) cos(πz/H) (V.1)

où a = 5 mm représente l’amplitude du générateur, fixée pour toutes les
expériences de cette partie. Rappelons que l’oscillation du générateur à bien
sûr lieu suivant x.

Puisque nous nous intéressons aux mouvements tridimensionnels, nous ne
pouvons plus visualiser les ondes avec la méthode de schlieren synthétique,
puisque cette méthode moyenne les mouvements sur toute la distance entre la
caméra et l’écran. Nous allons donc utiliser la PIV, décrite dans le chapitre I,
permettant de visualiser directement le mouvement du fluide en observant le
déplacement des particules illuminées par un laser. Pour cela, nous plaçons
dans le fluide des particules sphériques de 10 µm de diamètre recouvertes
d’argent, que nous illuminons à l’aide de nappes laser créées suivant différents
plans xz. Les nappes lasers sont créées sur le dessus de la cuve à l’aide
de miroirs et de deux lentilles divergentes accolées de focales −4 mm. Ce
dispositif optique peut coulisser le long de la cuve afin de créer des nappes à
différentes valeurs de y. Les images sont enregistrées avec une caméra AVT
(Allied Vision Technologie) Stingray de 1382×1034 pixels située environ à
1700 mm du bord de la cuve. Un objectif de focale variable est utilisé afin de
pouvoir faire facilement la mise au point sur les différentes nappes laser. La
fréquence d’acquisition de la caméra est de 2 Hz pour toutes les expériences,
ce qui est largement suffisant pour résoudre la fréquence principale du signal
(qui est de l’ordre de 0.1 Hz pour les fréquences que nous utiliserons).

3. Étalement de l’attracteur

Nous avons réalisé des expériences visant à recréer les situations classiques
déjà étudiées en 2D, mais avec notre dispositif 3D. Nous avons choisi les
paramètres α = 57◦, H = 320 mm et L = 360 mm, ce qui donne des valeurs
de d et τ qui correspondent à un point dans la zone d’attracteur (1,1) dans le
diagramme des phases présenté dans le chapitre III. Le choix de cette valeur
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de l’angle α peut sembler étrange car ce n’est pas ce qui est habituellement
fait dans les expériences 2D.
D’un point de vue expérimental, cela se justifie car les particules de PIV
sont ajoutées en haut de la cuve. Un angle α positif empêche de placer des
particules sous la pente, rendant impossible la visualisation du mouvement
dans cette zone. Cependant des expériences ont été réalisées avec un angle
α supérieur à 90 ◦ pour être exactement dans la même géométrie que dans
les expériences 2D. Les données brutes obtenues sont identiques à celles que
nous allons présenter, mais elles sont plus bruitées, notamment sous la pente.

3.a Régime stationnaire

La première série d’expériences consiste à observer le régime permanent
dans plusieurs plans xz à différents y. Pour cela, on génère des ondes en
continu et on effectue les mesures après environ 120 périodes de forçage 2.
Les résultats sont présentés Fig. V.4.

La figure V.4 présente la projection sur un plan xz de la norme du champ
de vitesse, pour différentes coupes de y = 25 mm à y = 275 mm. Le géné-
rateur étant situé à y = 0 mm et faisant 150 mm de large. On observe
quasiment le même champ de vitesses sur toutes les coupes réalisées. Signa-
lons que les coupes symétriques pour des valeurs de y < 0 cm ne sont pas
représentées, car les plans étant situées plus loin de la caméra, moins de si-
gnal PIV parvient jusqu’au capteur et le signal est plus bruité. Nous avons
cependant vérifié que les champs de vitesses obtenues étaient qualitativement
identiques de part et d’autre de l’origine des y.

On retrouve bien le résultat prédit par les tracés de rayons, à savoir que
la structure d’attracteur se propage sur toute la largeur de la cuve, bien que
le forçage n’ait lieu qu’au centre. L’explication que nous fournissent les tracés
de rayons nous suggère que le générateur ne force pas strictement les ondes
avec un angle φ = 0◦, mais qu’il existe une certaine dispersion angulaire
autour de l’angle de forçage 0◦. Les prédictions de la figure V.3 montrant
qu’il suffit d’une variation de quelques degrés pour que les ondes générées à
partir du centre du générateur se retrouvent sur les bords, cette explication
est tout à fait plausible.

Cependant, intuitivement on peut penser à un autre mécanisme beaucoup
plus simple et qui ne fait pas intervenir le piégeage, permettant d’expliquer
l’invariance du champ de vitesse suivant y. On peut simplement supposer

2. Rien ne prouve pour l’instant que ce temps d’attente soit effectivement suffisant pour
être dans le régime stationnaire.



160 CHAPITRE V. ATTRACTEURS 3D : ÉTUDE EXPÉRIMENTALE

100

200

300

z
[m

m
]

y = 25 mm y = 75 mm y = 125 mm

0

10

20

200 400

100

200

300

x [mm]

z
[m

m
]

y = 175 mm

200 400
x [mm]

y = 225 mm

200 400
x [mm]

y = 275 mm

0

10

20

[mm/s]

Figure V.4 – Norme de la vitesse, filtrée avec la transformée de Hilbert à
la fréquence de forçage, pour différents plans xz. Pour le plan y = 225 mm,
le tracé de l’attracteur est superposé au champ de vitesse. Les paramètres
expérimentaux sont L = 360 mm, W = 800 mm, H = 320 mm, α = 57◦,
N = 1.14 rad.s−1 et ω = 0.515 rad.s−1

que le champ de vitesse est principalement créé dans la zone du forçage,
puis qu’il se propage par viscosité vers les bords de la cuve. Afin de savoir
si ce mécanisme est envisageable ou non, nous avons effectué une autre série
d’expériences, en observant cette fois-ci le régime transitoire.

3.b Régime transitoire

Le but de cette étude en régime transitoire est de savoir si un simple mé-
canisme par viscosité peut expliquer le champ de vitesse des coupes observé
Fig. V.4. Si un mécanisme par viscosité est à l’œuvre, le temps d’établisse-
ment du régime stationnaire sur les tranches excentrées sera beaucoup plus
long qu’au centre. En effet, étant donné le champ de vitesse au centre de
la cuve et la viscosité de l’eau, pour avoir des vitesses du même ordre de
grandeur sur les côtés, il faudrait attendre de l’ordre de 105s soit environ 104
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périodes.
À l’inverse, le mécanisme que nous avons proposé en utilisant le piégeage

et le fait que le générateur ne forçait pas les ondes strictement suivant la
direction x, est beaucoup plus rapide. Le temps d’établissement d’une struc-
ture d’attracteur est quasiment identique que le rayon soit piégé au centre
ou proche d’un bord de la cuve.

Avec exactement la même géométrie que précédemment, nous avons donc
étudié l’établissement de l’attracteur pour plusieurs plans xz. Ainsi, entre
chaque mesure, le générateur est éteint, et on attend d’avoir disparition totale
du champ de vitesse avant de faire une nouvelle mesure pour une autre valeur
de y.

Sur la figure V.5, nous avons tracé la norme de la vitesse
√
v2
x + v2

y suivant
l’axe z en fonction du temps et de la position en y de la nappe laser. Les
oscillations à la fréquence 2ω0, comme présentées dans le chapitre III ont été
retirées afin de ne se concentrer que sur le régime transitoire.
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Figure V.5 – Évolution de v2
x+v2

z en fonction du temps, pour des valeurs de
y comprises entre 25 mm et 350 mm. Les oscillations à la fréquence de forçage
ont été enlevées du signal afin de mieux visualiser le régime transitoire.

On voit bien que, pour toutes les coupes, du milieu à un bord de la
cuve, tous les attracteurs croissent avec le même temps caractéristique et
atteignent le régime stationnaire au bout de environ 30 périodes. Cette série
d’expériences permet donc d’infirmer le mécanisme intuitif de propagation
par viscosité. À elles seules, ces expériences ne permettent pas d’affirmer de
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manière certaine que l’explication avec le piégeage est la bonne, mais elles
donnent de forts arguments en sa faveur. Cette étude du régime transitoire
nous permet également de vérifier a posteriori que la première expérience
présentée Fig. V.4, effectuée après 120 périodes de forçage, correspondaient
bien au régime stationnaire.

En conclusion, dans cette partie nous avons modifié la géométrie classique
bidimensionnelle de trapèze. Dans cette nouvelle géométrie 3D, le forçage
n’a lieu que sur 150 mm au milieu de la cuve, d’une largeur de 800 mm.
Notre but était alors d’étudier le champ de vitesse en dehors de la zone
de forçage. Nos expériences montrent que la structure d’attracteur est quasi
invariante le long de la cuve. De plus, une étude du régime transitoire dans de
nombreuses coupes de la cuve montre que le temps de création des attracteurs
est identique sur toute la cuve, donnant du poids au mécanisme de piégeage.

L’effet de piégeage est donc bien présent dans cette expérience, mais peu
spectaculaire, car les ondes sont forcées avec un angle déjà proche de 0◦. La
prochaine expérience a pour but de rendre l’effet de piégeage encore plus
visible.

B Piégeage dans un canal

L’expérience développée dans cette partie a été en partie imaginée à par-
tir d’observations in situ faites dans l’estuaire du canal Saint Laurent situé au
Canada [92]. Dans cet estuaire, des ondes internes de fortes amplitudes sont
générées par la marée [15, 24]. Cependant des mesures d’amplitude quelques
dizaines de kilomètres en aval de la zone de génération montrent que les ondes
internes ont été grandement atténuées. Cette atténuation ne peut s’expliquer
à l’aide de la viscosité, trop faible pour avoir un rôle sur de si courtes dis-
tances [2]. Le phénomène de piégeage semble un bon candidat pour expliquer
cette diminution importante des ondes. En effet, si les ondes sont piégées se-
lon la direction transverse au canal, la quantité d’ondes se propageant à une
certaine distance est fortement diminuée. On cherche donc à reproduire ex-
périmentalement une situation de piégeage d’ondes internes dans un canal.
La bathymétrie de l’estuaire considéré est plutôt simple et peut se modéliser
assez facilement par une géométrie transverse de parabole, quasi invariante
dans le sens de propagation du canal. Nous allons encore simplifier cette
modélisation en ne considérant qu’une unique pente d’angle α sur toute la
largeur du canal, comme représenté sur la figure V.6.

Cette simplification permet d’alléger la mise en place de l’expérience. On
retrouve également la géométrie étudié dans le chapitre précédent, ce qui va
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Figure V.6 – Dispositif expérimental de la géométrie de canal : Vue de
perspective (figure de gauche) et de côté (figure de droite). Les paramètres
utilisés pour cette expérience sont H = 360 mm, L = 1000 mm, W = 410
mm et α = 23◦.

nous permettre de nous appuyer sur les tracés de rayons pour trouver les
bons choix de paramètres et interpréter les résultats.

1. Choix des paramètres

Contrairement à l’océan, dans nos expériences, du fait des relativement
faibles longueurs d’ondes, la viscosité joue un rôle important. On souhaite
alors prendre des paramètres amenant à un piégeage rapide. C’est-à-dire que
l’on ne va pas considérer tous les cas où l’onde est piégée après de nombreux
rebonds sur les extrémités x = 0 et x = L de la cuve. Comme nous l’avons
vu dans le chapitre précédent, le meilleur candidat pour un piégeage rapide
est la structure d’attracteur (1,1).

En plus de mettre en évidence le piégeage, nous souhaitons montrer la
localisation du piégeage, c’est-à-dire le fait que les attracteurs formés, sous
certaines conditions d’excitations, ne se répartissent pas entièrement dans la
cuve, à la différence de la première expérience présentée dans ce chapitre.

Résumons alors toutes les contraintes expérimentales que nous devons
prendre en compte pour prendre les meilleurs paramètres :

• Le piégeage doit se faire sur une distance assez faible devant l’atténua-
tion visqueuse, mais ne doit pas avoir lieu trop près de la génération
des ondes. La distance typique d’atténuation visqueuse dépend de la
longueur d’onde, mais dans nos expériences, elle est de l’ordre du
mètre.
• Le piégeage doit se faire sur une zone de taille faible devant la longueur
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de la cuve, typiquement de l’ordre de 200-300 mm.
• Le cycle limite obtenu doit être facilement identifiable. Notamment

la branche 1 de l’attracteur ne doit pas être trop proche de la pente,
mais l’attracteur ne doit pas être non plus trop étroit.

L’optimisation de ces contraintes à été faite grâce aux études par tracés
de rayons. Pour cela, nous avons considéré la distance moyenne parcouru par
les rayons avant d’être focalisés, en fonction de la géométrie, l’angle et de
la position du forçage. Cette étude nous a amené à prendre les paramètres
suivants : H = 360 mm, L = 1000 mm, W = 410 mm et α = 23◦. Le forçage
se fera à un angle proche de 30◦. Deux types de forçage seront utilisés par la
suite, selon que l’on souhaite étudier seulement le piégeage (Partie 3.) ou la
localisation de ce piégeage (Partie 4.).

2. Dispositif expérimental

Pour ces expériences, le dispositif expérimental et les méthodes de visua-
lisations sont identiques à celles présentées Section 2.. Une différence majeure
réside dans le fait que la pente occupe cette fois toute la largeur W de la
cuve et est inclinée d’un angle α. La longueur de la pente étant fixée, l’angle
α dépend de W . La largeur de la cuve peut être artificiellement modifiée en
disposant une plaque amovible sur toute la longueur L, ce qui permet de
choisir α. Le dispositif expérimental est représenté Fig. V.6.

3. Piégeage des ondes

Avant de faire des expériences visant à montrer la localisation des attrac-
teurs, cherchons d’abord à montrer le piégeage, c’est à dire la convergence
de la propagation des ondes dans des plans yz. Pour cela nous utilisons un
forçage de type mode 1, créant des ondes avec des grandes longueurs d’ondes,
et ainsi moins sujettes à l’atténuation. Le champ de vitesse pour un plan yz
à x = 700 mm est visible figure V.7.

Les traits noirs superposés à l’image représentent la trajectoire finale des
ondes, donnée par les tracés de rayons. La simulation a été effectuée pour la
même géométrie et pour la même fréquence de forçage que dans l’expérience.
Qualitativement, on observe bien un champ de vitesse qui ressemble à celui
d’un attracteur et qui correspond à celui attendu par les tracés de rayons.

Quantifions maintenant l’effet de piégeage. Pour cela, nous avons envisagé
deux options. La première est de s’intéresser à la répartition énergétique dans
le canal. En effet, si le piégeage est fort, l’énergie va rester concentrée dans
la zone de forçage et être très faible après. Cependant cette méthode n’a pas
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Figure V.7 – Amplitude de la norme de la vitesse, filtré avec la transformée
de Hilbert à la pulsation de forçage ω = 0.51 rad.s−1 (avec N = 1.0 rad.s−1,
pour la coupe à x = 700 mm. La trajectoire finale obtenue par les tracés
de rayons est superposée à l’image. Le forçage est réalisée par un mode 1
d’amplitude 5 mm.

aboutie.
La seconde idée est de s’intéresser à l’angle de propagation des ondes.

Dans les tranches étudiées, on a accès à la projection suivant un plan yz du
champ de vitesse total. Si le piégeage est total, la projection du champ sur
la coupe est équivalent au champ total. On définit l’angle de propagation
transverse θ⊥ = arcsin(kz/k⊥), où k⊥ = (k2

y +k2
z)

1/2 . La comparaison de cet
angle avec l’angle imposé par la fréquence de forçage ω du générateur permet
alors de quantifier l’effet de piégeage.

Pour calculer θ⊥ de manière précise, on procède en plusieurs étapes :
• On effectue une transformée de Hilbert à la fréquence ω sur le champ

de vitesse −→v (y, z, t).
• On calcule l’énergie Eω(y, z, t) à partir du champ de vitesse −→vω(y, z, t).
• On utilise une transformée de Fourier en espace pour passer deEω(y, z, t)

à Eω(ky, kz, t)
• On utilise un changement de variable pour exprimer l’énergie en fonc-

tion de
−→
k⊥ et θ⊥.

• On intègre l’énergie sur
−→
k⊥ pour obtenir Eω(θ⊥, t)
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• On moyenne temporellement afin d’obtenir 〈Eω(θ⊥)〉t noté par la suite
E(θ⊥)

Avoir avoir vérifié cette méthode sur des attracteurs 2D, appliquons-la
aux ondes observées Fig. V.7 et traçons Fig. V.8 l’énergie Eω(θ⊥).

−180 −90 0 90 180
0

1. 10−5

2. 10−5
−π + θ −θ θ π − θ

θ⊥ [◦]

E(θ⊥)

Figure V.8 – Répartition angulaire de la densité d’énergie E(θ⊥) pour le
champ de vitesse filtré de la figure V.7. Les quatres lignes verticales repré-
sentent les quatres valeurs d’angles de propagation attendues compte tenu
de la fréquence de forçage.

Les lignes verticales noires sont situées aux quatre abscisses où l’on s’at-
tend à trouver de l’énergie, c’est à dire θ,−θ,−π+θ, π−θ. Sur la Fig. V.8, on
voit bien que la répartition énergétique se fait autour de ces axes verticaux,
signe que l’onde vérifie bien la relation de dispersion. On peut conclure que,
dans le cas du champ de vitesse présenté Fig. V.7, la propagation se fait en
très grande majorité dans le plan de la nappe laser, signe donc d’un piégeage
quasi-total.

La figure précédente nous permet d’affirmer que le piégeage a bien eu
lieu dans cette expérience. Comparé à l’expérience de la partie précédente,
ce piégeage est bien plus important, car l’angle φ initial de forçage des ondes
est proche de 90◦ et l’angle φ final de propagation est nul.

La série suivante d’expériences vise à montrer que le piégeage peut être
localisé dans une portion de la cuve. Cela permettra entre autres d’affirmer
expérimentalement que le bord x = L de la cuve n’est pas nécessaire pour
le piégeage. Ce qui donnera un plus grand poids quant à l’application de ces
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études et du phénomène de piégeage dans des cas océaniques tel que l’estuaire
du Saint Laurent.

4. Localisation du piégeage

Pour arriver à obtenir un piégeage localisé dans notre cuve de "seulement"
1200 mm de long, nous devons cette fois générer des ondes sur une zone
plus restreinte de l’espace. Afin de trouver les paramètres optimaux pour
le forçage, on s’aide d’une simulation de tracé de rayons identique à celle
présentée Fig. IV.16 du chapitre IV. On calcule les trajectoires des rayons
d’ondes internes pour toutes les positions initiales (y,z) disponibles et on note
la valeur x∞ atteinte par les rayons lorsqu’ils finissent piégés. On obtient,
pour les paramètres de l’expérience, la figure suivante.
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z 0
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m
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Figure V.9 – Carte des valeurs de x∞ en fonction des paramètres initiaux
y0 et z0. Les autres paramètres de lancers sont x0 = 0 et φ0 = 90◦. Les
paramètres de la géométrie correspondent à ceux de l’expérience. La région
en traitillés blancs représente la localisation du forçage utilisée pour obtenir
la figure V.7. La région en noir représente la localisation du forçage utilisé
pour obtenir la figure V.10. Le triangle bleu correspond à la zone sous la
pente, auquel nous ne nous intéressons pas.

On observe une forte dépendance de x∞ en la position de forçage. La
zone représentée en blanc correspond à l’emplacement du générateur dans le
cas de l’expérience présentée Fig. V.7. On voit que dans ce cas on génère des
attracteurs sur une grande région de la cuve, ce qui ne permet pas de montrer
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la localisation. Nous devons alors prendre en compte plusieurs contraintes si
l’on veut observer une localisation du piégeage :

• La zone de forçage doit se faire sur une hauteur réduite, afin de ne
pas exciter une trop grande zone en x dans la cuve.
• La longueur d’onde typique du forçage ne doit pas être trop faible,

afin de diminuer la dissipation.
• Les attracteurs générés ne doivent pas être situés trop près, ni trop

loin du générateur, afin de visualiser une évolution de l’angle θ⊥.
L’optimisation des trois arguments ci-dessus nous ont amené à prendre

un forçage de la forme d’un faisceau d’ondes plane, contenant une seule lon-
gueur d’onde de valeur λ = 75 mm centré en (y = 325 mm, z = 195 mm).
L’emplacement de ce forçage dans la largeur de la cuve est représenté par les
traitillés noirs Fig. V.9. Ce forçage génère alors théoriquement une zone de
piégeage située entre x = 400 mm et x = 600 mm.

Nous réalisons donc, avec ce forçage, et toujours dans la même géométrie,
des mesures en régime stationnaire, en observant les champs de vitesse sur
des tranches de x = 50 mm à x = 700 mm. On représente Fig. V.10 la norme
du champ de vitesse filtré à la fréquence de forçage. Les tranches pour des
valeurs de x supérieures à 400 mm n’ont pas été représentées car le champ
de vitesse était négligeable dans cette région.

Qualitativement, on observe bien ce qu’on recherchait, c’est à dire une
zone de piégeage localisée. En effet, avant x = 100 mm on observe une forte
amplitude, mais sans structure particulière. Entre x = 100 mm et x = 250
mm, on observe bien que l’énergie se structure sous la forme d’un attracteur
(1,1). Puis, après x = 300 mm, l’énergie est atténuée et possède moins la
forme d’attracteur attendue.

Pourquoi une telle différence sur la position de la zone de piégeage, entre
la valeur estimée (400 − 600 mm) et la valeur observée (100 − 250 mm) ?
Plusieurs raisons sont envisageables.

La première est que la carte Fig. V.9 varie fortement en fonction des
paramètres géométriques. Une erreur de quelques dixièmes de degrés sur
l’angle de la pente peut entraîner un changement important de la position
de la zone de piégeage. De même, la couche homogène présente en haut de
la cuve modifie la hauteur H. On a également montré dans le chapitre II que
la couche limite a une forte importance sur la réflexion des ondes. L’onde
voit alors une géométrie effective lissée par rapport à la géométrie que l’on
impose. Tout cela fait que les paramètres géométriques ne peuvent pas être
estimés très précisément.

Une deuxième raison est que, pour tracer la carte Fig. V.9, on a consi-
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Figure V.10 – Amplitude de la norme de la vitesse, filtrée avec la transfor-
mée de Hilbert à la fréquence de forçage, pour différents plans yz. Pour le
plan x = 250 mm, les tracés de rayons obtenus sont superposés au champ de
vitesse. Les paramètres expérimentaux sont L = 1000 mm, W = 410 mm,
H = 360 mm, α = 23◦, N = 0.89 rad.s−1 et ω = 0.45 rad.s−1. Le forçage se
fait par un faisceau d’onde plane d’amplitude 5 mm et contenant une seule
longueur d’onde de valeur 75 mm.

déré que les ondes étaient générées avec un angle φ0 = 90◦. Comme on l’a
montré dans la partie A, pour un forçage de type mode 1, ce n’est pas le cas.
Il est très difficile d’estimer la répartition de l’énergie forcée en fonction de
l’angle. Cette répartition dépend a priori de la forme, de la fréquence et de
l’amplitude du forçage...Comme pour la géométrie, la carte des positions x∞
dépend aussi fortement de φ0.

Afin de quantifier ce piégeage, nous allons calculer la direction de pro-
pagations des ondes pour chaque tranche en x. Cependant, on ne peut pas
aveuglément prendre l’abscisse du maximum dans la courbe de Eω(θ) et dé-
créter que cela représente l’angle de propagation. En effet, parfois l’énergie
n’est pas piquée autour d’une valeur, et ainsi prendre le maximum ne corres-
pond à rien. On donne un exemple Fig. V.11 de l’évolution de E(θ⊥) d’un
champ de vitesse filtré spatialement par transformée de Hilbert pour ky > 0
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et kz > 0, correspondant donc à une branche d’un attracteur.
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Figure V.11 – Exemple de la répartition angulaire de l’énergie E(θ⊥) pour
la norme de la vitesse filtrée temporellement et spatialement pour kz, ky > 0
pour trois plans yz. x = 50 mm (resp. 250 mm, 450 mm) pour la figure de
gauche (resp. millieu, droite).

On observe, proche du générateur (x = 50 mm, courbe de gauche), que
l’énergie ne se propage pas à la valeur attendue, représentée par la line verti-
cale noire. L’énergie n’est pas non plus centrée sur un seul pic. Une partie de
l’onde se propage quasiment transversalement à la nappe laser. Pour des x
plus éloignés (x = 250 mm, courbe du centre), l’énergie est quasi-entièrement
focalisée autour d’un seul pic dont la valeur correspond à celle attendue par
la relation de dispersion : le piégeage a eu lieu et les ondes se propagent
quasiment suivant la nappe laser. Plus loin en aval (x = 450 mm, courbe de
droite), les ondes se propagent toujours à la valeur attendue, mais l’énergie
est beaucoup moins importante. Cette décroissance est à la fois due au pié-
geage qui a eu lieu en amont et à l’amortissement visqueux.

Afin de savoir quand il est pertinent de prendre la position du maximum
de l’énergie en fonction de θ⊥, Nous introduisons la quantité suivante :

R =
max(E(θ⊥))∫

tranche(v
2
y + v2

x)dydz
(V.2)

qui est le rapport entre l’amplitude du pic dans le graphe E = f(θ⊥) et
l’énergie totale présente dans la tranche. Si R est relativement grand, cela
signifie que l’énergie est principalement focalisée autour d’un unique pic, et
ainsi regarder la position du pic a du sens. À l’inverse, si cette quantité est
faible, on ne peut pas définir de pic principal, ni de direction privilégie de
propagation de l’énergie.
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On calcule alors ce rapport pour les deux branches les plus énergétiques,
c’est-à-dire les branches 2 (ky, kz < 0) et 1 (kz < 0 < ky).
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Figure V.12 – Rapport R en fonction de la position x du plan yz, pour les
deux branches les plus énergétiques de l’attracteur. La branche 2 (ky, kz <
0) est représentée à gauche et la branche 1 (kz < 0 < ky) à droite. Les lignes
en traitillés représentent la région où R > max(R)/2 pour la branche 1.

En s’intéressant à la branche la plus énergétique des deux, c’est à dire
la courbe de droite, on peut définir un intervalle de confiance dans lequel
R > max(R)/2, représenté par les lignes en traitillés Fig. V.12. Dans cet
interval, qui correspond à une zone comprise entre x = 130 mm et x = 320
mm, on peut s’intéresser à la position des pics dans les courbes E(θ⊥). On
trace Fig. V.13, pour les deux mêmes branches que précédemment, la position
du pic principal en fonction de la position de la tranche en x.

L’intervalle défini sur la courbe précédente est également représenté sur
ces courbes. Dans cet intervalle, on peut s’intéresser aux angles de propa-
gations, et les comparer aux valeurs données par la relation de dispersion.
Ces derniers sont représentés par les lignes noires horizontales dans les deux
graphes Fig. V.13. On remarque que dans l’intervalle de confiance, la valeur
de θ⊥ est très proche de celle attendue. En dehors de l’intervalle, la direction
de propagation n’est pas clairement définie. On peut donc affirmer que la
propagation dans un plan transverse se fait à θ⊥ = θ dans l’intervalle de
confiance défini précédemment. Ainsi dans cette zone, le piégeage est quasi
total. Avant, la propagation ne s’effectue pas suivant une direction privilégiée,
alors qu’après, l’énergie est plus faible. On a bien un piégeage localisé.

Cette expérience montre qu’il est possible d’obtenir expérimentalement
un piégeage des ondes et une localisation du piégeage dans une zone ré-
duite. Cette situation pourrait s’appliquer dans les océans, notamment dans
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Figure V.13 – Position θ⊥ du maximum d’amplitude de E(θ⊥) en fonction
de x. Les lignes en traitillés représentent la même zone que définie précédem-
ment. Les lignes noires verticales représentent les valeurs de θ attendues par
la relation de dispersion.

l’estuaire du Saint Laurent. La topographie de cet estuaire est tel que, par
rapport à nos expériences, le canal est très allongé, L� H,W . On peut alors
facilement obtenir un piégeage localisé, sans nécessiter de rebond sur le bord
x = L du canal, qui dans la réalité est bien sûr beaucoup plus complexe que
dans notre expérience. Quant à la zone de localisation, il faudrait modéliser
de manière précise la bathymétrie de cet estuaire pour avoir une idée de sa
position par rapport à la zone de génération des ondes.

Conclusion

Le but des expériences réalisées dans ce chapitre était de montrer de
manière expérimentale le phénomène de piégeage des ondes. Pour cela nous
avons pris des géométries très simples et similaires à celles étudiées pour
comprendre le piégeage dans le chapitre précédent.

Dans les expériences réalisées partie A, on s’est placé dans une géométrie
quasi identique à celle des attracteurs 2D, mais dans une cuve large et avec
un forçage uniquement au centre de la cuve. On a alors montré expérimen-
talement que la propagation tridimensionnelle était telle que les attracteurs
se répartissaient sur toute la largeur de la cuve. Une étude du régime tran-
sitoire dans différentes tranches de la cuve montre que l’établissement de la
structure d’attracteur est très rapide, ce qui donne du poids au mécanisme
de piégeage.

Dans les expériences de la partie B, notre but était de quantifier le pié-
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geage. Bien que le forçage soit suivant x, les ondes finissent bien piégées dans
des plans yz. Nous avons quantifié cet effet en calculant les angles de pro-
pagation des ondes dans les plans observés, et en les comparant aux angles
attendus compte tenu de la fréquence de forçage. Dans une deuxième série
d’expériences, nous avons montré que ce piégeage pouvait être localisé, c’est-
à-dire que les plans yz dans lesquels convergent les ondes occupent une partie
réduite de l’espace. Pour cela nous avons observé les angles de propagation
pour différents plans yz du canal, montrant ainsi que le piégeage n’avait lieu
que dans une faible zone de l’espace. Ce piégeage localisé pourrait s’appliquer
dans des cas océanographiques tel que celui de l’estuaire du Saint Laurent.
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Introduction

Ce chapitre expérimental, s’inscrit dans la continuité des expériences sur
la génération de courant moyen réalisées par Guilhem Bordes durant sa thèse
à l’ÉNS de Lyon [8]. Ces expériences ont donné lieu à un article dans lequel
une description du phénomène est faite, à l’aide de la méthode des échelles
multiples [9]. Ces résultats expérimentaux sont également discutés dans les
articles [52] et [26].

Des développements théoriques très récents, par Fan, Akylas et & Ka-
taoka [26] nous ont conduit à faire de nouvelles expériences afin de tes-
ter les prédictions théoriques. Nous utilisons exactement le même dispositif
que Bordes [9], à savoir un générateur placé au centre d’une cuve forçant
un faisceau d’ondes planes composée de trois longueurs d’ondes de valeur
λz = 38 mm. Nous réaliserons nos expériences avec deux amplitudes de
forçages différentes, afin de tester les modèles dans les cas faiblement et for-
tement non linéaire.

Le caractère tridimensionnel du dispositif est, comme nous allons le voir,
essentiel pour la génération de courant moyen.

A Aspects Analytiques

1. Contexte

Dans le domaine des ondes internes, on appelle courant moyen, un mouve-
ment du fluide à fréquence nulle, par opposition à la propagation d’une onde
interne de fréquence non nulle. De par la relation de dispersion, ce courant
ne peut être qu’horizontal. La génération de courant moyen sera ici étudiée
par le biais de la propagation d’un faisceau d’ondes internes.

La première mention de la génération de courant moyen vient de Ligh-
thill [55]. Il montre qu’à la manière des ondes acoustiques, en considérant
des effets dissipatifs et les non linéarités, un faisceau d’ondes internes peut
transférer une partie de son énergie à un courant.

Ces idées ont permis à Plumb & McEwan [77] de réaliser la première ex-
périence quantitative de génération de courant moyen dans un fluide stratifié.

Depuis de nombreuses expériences [96] et développements théoriques ont
été faits à ce propos. Une revue complète des avancées sur ce sujet à été
publiée récemment [18].

Une série d’expériences et de comparaisons numériques, réalisée par Gri-
souard [39, 41] a montré l’importance des effets tridimensionnels dans la
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génération du courant moyen. Depuis des études théoriques et des expé-
riences ont été réalisées en trois dimensions, afin de saisir l’importance d’une
dimension transverse sur la génération de courant moyen.

L’étude expérimentale de Bordes [9] est accompagnée d’un modèle théo-
rique utilisant une description en échelles multiples afin de décrire l’évolution
de l’enveloppe du faisceau d’ondes. Ce modèle théorique, permet de montrer
l’importance de la variation transversale du faisceau dans la génération du
courant moyen. Une étude théorique plus poussée du dispositif expérimental
[9] à été réalisée par Kataoka & Akylas [52]. Dans cet article, des équations
décrivant la création de courant moyen sont résolues numériquement et com-
parées aux données expérimentales, avec un accord qualitatif. Cependant une
des hypothèses dans cet article est de considérer un faisceau étroit, c’est-à-
dire que la taille du faisceau est faible devant la taille transversale typique
de l’enveloppe. Cette condition n’est pas respectée dans l’expérience puisque
la taille du faisceau est de 120 mm, et le forçage a lieu sur 150 mm de large.

Le dernier article de Fan, Kataoka & Akylas [26] prend en compte un
modèle plus proche de l’expérience, qui décrit les interactions entre le courant
moyen et le faisceau d’onde. Les résolutions numériques des équations qu’ils
obtiennent permettent de retrouver des effets observés dans les expériences de
Bordes, notamment le fléchissement du faisceau d’onde induit par le courant
moyen. Nous allons décrire succinctement la théorie présentée dans l’article
[26], et les équations qui y sont résolues, avant de les comparer dans la partie
2.d à nos expériences.

2. Analyse de Fan, Kataoka & Akylas (2018)

Cette section a pour but de résumer l’étude de Fan, Kataoka et Akylas
[26], en l’adaptant à notre cas, c’est à dire sans rotation (f = 0), et avec
un changement de repère pour coïncider avec nos définitions. Nous allons
cependant garder la plupart des notations et définitions. Entre autres, pour
cette partie, nous indiquerons les dérivées partielles spatiales et temporelles
par un indice en dessous de la variable dérivée. Ainsi UT = ∂U/∂T . De plus
notons ici que toutes les grandeurs considérées dans l’article et dans cette
section sont adimensionnées.

Les auteurs établissent les équations d’évolution du courant moyen à par-
tir de la vorticité potentielle. Dans notre cas sans rotation, cette quantité est
proportionnelle au rotationnel suivant z : Ωz =

(−→∇ ∧−→v
)
· −→z .

L’importance de cette grandeur à été mise en évidence par Lighthill [56].
La dynamique de Ωz est associée à un mouvement horizontal à fréquence
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nulle, c’est-à-dire au courant moyen. Dans le cas linéaire et sans viscosité,
cette dynamique est découplée de la propagation des ondes internes. Cepen-
dant en présence de perturbations, ces deux "modes" deviennent couplés,
et un transfert d’énergie peut s’effectuer des ondes internes vers le courant
moyen (ou réciproquement). C’est cette approche qui est utilisée dans cet
article pour décrire la génération de courant moyen.

Le contexte de base est de considérer un faisceau d’ondes planes défini
par le champ de vitesse suivant 1 :

(vx, vy, vz) = (1, 0, 0)A(η, ξ, z)ei(η−ωt) + c.c. (VI.1)

où ξ la direction de propagation de l’onde et η est la direction de la vitesse de
phase, comme défini dans les chapitres précédents. A(η, ξ, z) est l’enveloppe
du faisceau, supposée varier lentement suivant ces trois directions. Un tel
faisceau est abrévié dans le papier par MNMB pour modulated nearly mono-
chromatic bream. On introduit un paramètre ε qui contrôle la modulation de
l’enveloppe du MNMB. ε peut être vu comme le rapport entre la longueur
d’onde du faisceau et la longueur caractéristique de variation de l’enveloppe.
L’analyse en échelles multiples nécessite alors de bien choisir la puissance de
ce paramètre ε dans la définition des nouvelles variables évoluant lentement.
Dans notre problème, quatre effets affectent la propagation d’un faisceau :

• La dispersion suivant la direction de propagation, ξ
• La dispersion dans la direction transverse à la propagation, η
• L’action du courant moyen
• L’atténuation visqueuse

Le choix habituellement fait dans la littérature est de considérer ces effets
comme faibles, mais du même ordre de grandeur. Cette condition amène à
une définition des nouvelles variables du système comme suit

X = ε2 ξ (VI.2)
Y = ε y (VI.3)
Z = ε η (VI.4)
T = ε2 t (VI.5)
ν = ε2 β (VI.6)

Le paramètre β traduit le fait que le nombre de Reynolds (∝ 1/ν) doit
être proportionnelle à ε−2 pour que la dispersion et la dissipation agissent
sur la même échelle spatiale.

1. Dans l’expression dans l’exponentielle, le temps est également adimensionné, car ω
est sans dimension.
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Pour compléter le redimensionnement, on spécifie l’amplitude des champs
dépendants des nouvelles coordonnées : Les vitesses (U, V,W ), la pression P
et la densité R, en fonction de ε. En stipulant des conditions sur la production
et la variation de la vorticité potentielle selon T , on se ramène aux équations

(vx, vy, vz) = ε(U, 0, 0)ei(η−ωt) + c.c.+ ε2(Ū , V̄ , W̄ ) + · · · (VI.7)

ρ = εRei(η−ωt) + c.c.+ ε2R̄+ · · · (VI.8)
p = εPei(η−ωt) + c.c.+ εP̄ + · · · (VI.9)

Les termes Ū , V̄ , W̄ , R̄, P̄ ne sont pas multipliés par eiωt, ce sont des termes
à fréquence nulle, ils décrivent donc le courant moyen. Tous ces termes dé-
pendent a priori des trois variables d’espace et du temps. On insère ensuite
ces relations dans les équations de base décrivant un fluide stratifié, avec
viscosité. En premier lieu, on trouve à l’ordre 3 en ε, une équation décrivant
l’évolution de l’amplitude associée à l’onde plane, U

UT + iW̄U + cgUX − i
cos2 θ

2ω
UY Y +

β

2
U = 0 (VI.10)

où cg est la vitesse de groupe. Cette équation lie la variation de U sur l’échelle
de temps T , aux autres dérivées de U , par rapport à X et Y , ainsi qu’à la
viscosité représentée par le terme en βU . Un dernier terme essentiel est iW̄U ,
qui couple l’onde primaire avec W̄ , le terme associé au courant moyen suivant
z.

Pour fermer le système, il faut une équation d’évolution du courant moyen
suivant z. L’établissement de cette équation se fait en considérant l’évolution
de la densité potentielle. Toujours pour f = 0, l’équation se simplifie et on
obtient :

[
W̄Y Y + ω2W̄ZZ − δ(U∗U)Y Y

]
T

= βδ(U∗U)Y Y (VI.11)

où δ = 2 sin2 θ/ω. Cette équation montre les deux contributions principales
à la création de courant, à l’ordre le plus bas en ε.

• La première contribution est due au terme [δ(U∗U)Y Y ]T . Ce terme ne
fait pas intervenir la viscosité, représentée dans cette analyse par β.
On en conclut alors que la génération de courant moyen peut avoir
lieu même dans un fluide non visqueux. Cette contribution nécessite
cependant une variation latérale de l’amplitude associée au faisceau.
• La deuxième contribution fait intervenir le terme βδ(U∗U)Y Y . Cette

contribution est quant à elle nulle dans un fluide non visqueux. Elle
nécessite également une variation de l’amplitude suivant la largeur de
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la cuve. Cependant, n’ayant pas de dérivée temporelle, c’est directe-
ment un terme de création de W̄Y Y , qui peut mener à une croissance
linéaire du courant moyen en fonction du temps.

Cette analyse montre, entre autres, que le courant moyen généré à partir
de la propagation d’un faisceau unique n’est possible que par une variation
de l’amplitude du faisceau dans la direction transverse à la direction de pro-
pagation, que le fluide soit considéré comme visqueux ou non visqueux. Cette
propriété nouvelle va à l’encontre des idées reçues selon lesquelles ce forçage
nécessitait forcément un terme visqueux.

Faisons ici une parenthèse par rapport aux expériences présentées dans
le chapitre précédent. Ces expériences ont été faites en trois dimensions et
dans un contexte où la viscosité est assez importante. Pourquoi n’avons nous
pas parlé de courant moyen dans ce contexte ? La plupart de ces expériences
ont été réalisées avec un forçage de type mode 1, ce qui augmente fortement
la longueur d’onde, et diminue ainsi la longueur d’atténuation visqueuse, le
courant moyen est donc moins fort. De plus nous avons regardé les champs
de vitesses dans des plans transverses à la direction de forçage, ce qui rend
quasi-invisible la présence d’un éventuel courant moyen.

Les deux équations (VI.10) et (VI.11) forment un système décrivant l’évo-
lution d’une onde plane, du courant moyen créé, et de l’interaction de l’un sur
l’autre. Ce système est résolu numériquement dans l’article [26], en utilisant
pour l’équation (VI.10) un terme de forçage dans le membre de droite, afin
de mimer le forçage dans les expériences. Nous comparerons dans la partie
2.d les champs de vitesse obtenus lors de nos expériences avec ceux donnés
par ces simulations. Ces comparaisons très récentes ne sont pas dans l’article
[26]. Nous écrirons très prochainement un article en collaboration avec Aky-
las et Kataoka, où nous discuterons la comparaisons entre nos expériences et
leurs théorie.

B Résultats expérimentaux

1. Dispositif expérimental

Nous avons réalisé des expériences dans une cuve de 1200×800×350 mm3,
stratifiée uniformément, en utilisant la méthode des deux bacs. Dans ces ex-
périences, la fréquence typique de travail est N = 0.85 rad.s−1. Comme dans
le chapitre précédent, l’axe y est suivant la largeur de la cuve, de 800 mm,
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et d’origine y = 0 au centre de la cuve. La génération d’ondes se fait à l’aide
du générateur à cames, placé en y = 0. Le générateur permet de choisir la
fréquence et la longueur d’onde verticale de l’onde plane forcée. Dans toutes
les expériences, l’oscillation du générateur est de la forme :

ζ(z, t) = a sin

(
ωt+

2πz

λz

)
(VI.12)

où a est l’amplitude du générateur en mm et λz est la longueur d’onde verti-
cale du faisceau d’onde plane créée et vaut 38 mm. L’oscillation se fait sur une
hauteur de 120 mm, située entre z = 150 mm et z = 270 mm. On force donc
un faisceau d’ondes planes possédant 3 longueurs d’ondes. Ces paramètres
d’onde plane sont les mêmes que ceux utilisés par Guilhem Bordes [9]. Pour
nos expériences, l’amplitude du générateur sera soit de 5 mm, soit de 10 mm.

Comme la largeur de la cuve est très grande devant la taille de forçage,
on s’attend à avoir une variation du champ de vitesse en fonction y. Nous ne
pouvons donc pas visualiser les ondes avec la méthode de Schlieren, puisque
cette méthode moyenne les mouvements sur toute la distance entre la caméra
et l’écran. Nous allons donc utiliser la visualisation par PIV. Pour cela, nous
plaçons dans le fluide des particules sphériques de 10 µm de diamètre recou-
vertes d’argent, que nous illuminons à l’aide de nappes laser créées suivant
différents plans xz. Pour ces expériences préliminaires, nous ne réaliserons
quasiment que des tranches au centre de la cuve, c’est-à-dire à y = 0. Les
images sont enregistrées avec une caméra AVT (Allied Vision Technologie)
Stingray de 1382×1034 pixels située environ à 1400 mm du bord de la cuve.
Un objectif de focale variable est utilisé afin de pouvoir faire facilement la
mise au point sur les différentes nappes laser. La fréquence d’acquisition de la
caméra est de 2 Hz pour toutes les expériences, ce qui est largement suffisant
pour résoudre la fréquence principale du signal (qui est de l’ordre de 0.1 Hz
pour les fréquences que nous utiliserons).

2. Génération de courant moyen

2.a Visualisation de l’écoulement

Afin de visualiser le courant moyen obtenu, nous utilisons la méthode de
filtrage par transformée de Hilbert, qui permet de séparer à la fois la com-
posante à fréquence nulle, qui donnera le courant moyen, et la composante à
la fréquence de forçage, qui donnera le forçage en ondes planes.
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On trace Fig. VI.1 les deux champs instantanés obtenus après filtrages
aux pulsations 0 et ω, après un long temps de forçage 2.

filtrage à ω filtrage à ω = 0
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Figure VI.1 – Faisceau d’ondes planes (à gauche) et courant moyen (à
droite) obtenus par filtrage de Hilbert d’une expérience de PIV, avec un
forçage en ondes planes de 5 mm d’amplitude, dans le régime stationnaire.
Le générateur est représenté par la barre verticale noire.

On observe à gauche la forme de l’onde plane créée. On distingue bien les
trois longueurs d’ondes de l’onde plane. Comme la longueur d’onde est faible,
l’effet de la viscosité est important, et le faisceau s’atténue rapidement. Sur
la figure de droite, on observe un fort champ de vitesse, situé spatialement
dans la même zone que l’onde plane, c’est-à-dire incliné du même angle. Pour
se convaincre que cet écoulement est bien un courant moyen comme prédit
par la théorie, traçons Fig. VI.2 les vitesses horizontales et verticales de ce
courant à fréquence nulle.

On observe sur la figure de gauche, en dehors de mouvements situés au
niveau de la couche de mélange, l’absence quasi totale de vitesse verticale, et
un seul bloc de vitesse horizontale dirigée vers les x croissants. Ce mouvement
correspond bien à un mouvement d’advection qui est celui de l’écoulement
moyen. Il est intéressant de noter que ce mouvement d’advection se situe
dans la zone inclinée du faisceau d’ondes. C’est donc une "instabilité" du

2. On vérifie a posteriori que ce temps d’attente est suffisant pour être dans le régime
stationnaire.
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Figure VI.2 – Composante horizontale (à gauche) et verticale (à droite) du
courant moyen de la figure VI.1(b). Le générateur est représenté par la barre
verticale noire.

faisceau, qui a lieu tout au long de la propagation, qui génère ce courant.
Cependant, le courant moyen crée une advection suivant x. Pour le forçage
de cette expérience, a = 0.5 mm, le courant moyen est suffisamment faible
pour être atténué rapidement par viscosité, on ne voit alors pas l’effet du
courant sur le faisceau. Pour un courant moyen plus fort, on s’attend à ce
que le courant s’étale en dehors de la zone de propagation du faisceau.

2.b Régime transitoire

Afin de quantifier l’évolution de la génération de courant moyen en fonc-
tion du temps, nous avons réalisé de nombreux filtrages du champ total, à
différents temps. Pour chaque filtrage obtenu, nous avons calculé l’ampli-
tude relative associé au courant moyen et à l’onde plane. Afin de ne pas
prendre en compte les effets visqueux, dépendant de l’angle de propagation,
il faut comparer l’énergie des faisceaux proches du générateur. En pratique,
on prend une zone de quelques centimètres de large proche du générateur,
englobant verticalement tout le faisceau, on calcule l’énergie sur cette zone,
puis on divise l’amplitude obtenue par la taille de la zone et par cos θ afin de
ne pas avoir un biais dû à l’inclinaison du faisceau. On peut, pour a = 0.5
mm, réaliser la même procédure pour le courant moyen car il est également
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incliné.
On trace Fig. VI.3, ces amplitudes obtenues tous les 13 T0 pour des

fenêtres temporelles de 26 T0, pour l’onde plane (à gauche) et pour le courant
moyen (à droite). L’amplitude associée à l’onde plane est notée Ω tandis que
celle du courant moyen est notée MF, pour Mean Flow.

Dans cette figure et dans les suivantes, les amplitudes associées aux deux
composantes ω et = 0 sont tracés en U.A. (pour unités arbitraires). En effet,
notre méthode de mesure de l’amplitude nécessite de considérer une zone et
de faire la moyenne de l’amplitude donnée par la transformée de Fourier sur
cette zone. Nous avons choisi une zone facilement définissable qui permet de
comparer les expériences entre elles mais qui ne donne pas l’amplitude de
l’onde de manière absolue. Pour ce faire, on aurait dû considérer la zone qui
correspond exactement à l’étalement de l’onde primaire et du courant moyen
dans chaque cas, et calculer l’amplitude moyenne pour cette région.
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Figure VI.3 – Amplitude associée à l’onde plane (à droite) et au courant
moyen (à gauche) dans la transformée de Fourier du signal. La transformée
de Fourier est réalisée sur des fenêtres de taille 26 T0, espacées de 13 T0. Les
amplitudes du courant moyen et de l’onde primaire sont en unités arbitraires
(U.A.)

Sur la figure de gauche, l’amplitude des ondes planes atteint très rapi-
dement sa valeur moyenne, alors que sur la figure de droite, l’amplitude liée
au courant moyen présente un régime transitoire important. On peut noter
que la rétroaction du courant moyen sur l’onde plane semble faible puisque



B. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 185

l’augmentation de l’amplitude associée au courant moyen ne modifie pas
l’amplitude associée à l’onde plane.

2.c Régime permanent

Une question importante est de savoir, à amplitude fixée, quels para-
mètres favorisent cette génération de courant moyen. Pour ces expériences,
nous avons fait varier l’angle de propagation pour les deux amplitudes a = 5
mm et a = 10 mm. Rappelons ici que la variation de la fréquence, entraîne
une variation de la longueur d’onde, du fait de la façon dont on génère les
ondes. De même que précédemment, nous avons analysé l’évolution tempo-
relle du courant moyen et de l’onde plane pour des angles allant de θ = 20◦

à θ = 55◦. Nous nous sommes ensuite intéressés à l’amplitude atteinte par
les deux composantes du champ, dans le régime stationnaire.

Faible forçage
On compare Fig. VI.4 la valeur du plateau en fonction de l’angle, pour

l’onde plane et pour le courant moyen, ainsi que pour le rapport R de l’am-
plitude du courant moyen divisée par l’amplitude de l’onde plane.
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Figure VI.4 – Amplitude de l’onde plane (à gauche) et du courant moyen
(au milieu) atteinte dans le régime stationnaire en fonction de l’angle de pro-
pagation des ondes. La grandeur R représente le rapport des deux grandeurs
précédentes. Le forçage est de 5 mm.

La courbe associée à l’onde plane nous donne l’efficacité du générateur.
Cette évolution en fonction de l’angle est suprenante car comme mentionné
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dans le chapitre d’introduction, plus la fréquence de forçage est élevée, moins
l’amplitude devrait être importante. En effet, le mouvement des plaques du
générateur est horizontal, alors que les hautes fréquences correspondent à
des mouvements quasi verticaux, l’onde forcée a alors une très faible am-
plitude. Expérimentalement, on ne retrouve pas ce fait, pour cette gamme
d’angles. Mentionnons cependant que des expériences à plus haute fréquence
(θ > 60◦) ont été réalisées mais ont été écartées des analyses car dans ces cas,
l’amplitude de l’onde plane était trop faible et le bruit dominait. Pour cette
gamme de fréquence, il semblerait que la génération des ondes soit plus effi-
cace pour les "grands" angles. Notons cependant que notre méthode donne
accès à l’amplitude de l’onde plane proche du générateur. Une étude com-
plète de l’efficacité du générateur devrait également tenir compte du fait que
les grandes fréquences sont atténuées plus rapidement.

La courbe donnant l’amplitude du courant moyen ne peut pas être discu-
tée telle quelle. Puisque l’amplitude du courant moyen est directement reliée
à celle de l’onde plane, et que celle-ci varie en fonction de l’angle, on considère
la grandeur R qui est définie comme le rapport de l’amplitude du courant
moyen divisée par l’amplitude associée à l’onde plane. Ainsi on s’affranchit
de la variation de l’amplitude effective de l’onde plane créée.

On voit alors que l’amplitude du courant moyen croît avec l’angle, jusqu’à
atteindre un plateau vers R = 1. Pour le cas où la génération de courant
moyen est la plus forte, θ ' 40 à 50◦, l’onde plane transfère plus de la moitié
de son énergie au courant moyen. Ici l’effet de la viscosité est très important,
comme on a pu le voir Fig. VI.1. Le terme de génération de courant moyen
en présence de viscosité (voir eq.(VI.11)) domine. Dans l’océan, on ne peut
pas s’attendre à un phénomène de cette envergure, car la viscosité est très
faible.

Fort forçage
Nous avons réalisé des expériences similaires pour a = 10 mm. Dans ce

cas, le courant moyen n’est pas spatialement localisé dans le faisceau de l’onde
plane. Cet aspect sera détaillé dans la partie 2.d. Notons ici que l’on ne peut
plus utiliser la même zone d’intégration proche du générateur pour calculer
l’amplitude associé au courant moyen. Afin de comparer le courant moyen
à l’onde plane, nous utilisons la même méthode d’intégration pour les deux
champs, à savoir prendre quasiment toute la zone visualisée. Ces courbes ne
pourront alors pas être comparées au cas de faible forçage. Les résultats de
ces données sont tracées Fig. VI.5.

Sur cette série de figures, on remarque que R admet un maximum pour
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θ = 40◦. Pour cette valeur, l’amplitude du courant moyen est bien supérieure
à toutes les autres. On peut donc penser que pour cette mesure, une source
extérieure à notre dispositif est à l’origine d’un courant moyen supplémen-
taire. Si l’on omet cette valeur, on retrouve un comportement similaire à celui
dans le cas d’un faible forçage, c’est à dire une croissance de R suivi d’un
plateau vers R = 1.

Bien sûr pour compléter cette étude, il faudrait obtenir le comportement
pour des angles supérieurs à 50◦, mais nous ne pouvons pas, avec le dispositif
actuel, générer des ondes suffisamment énergétiques à ces angles.

2.d Comparaison avec le modèle théorique

Dans cette section, nous allons comparer les résultats obtenus avec les
résolutions numériques des équations (VI.10) et (VI.11) dans le cas d’un
forçage identique au notre.

Nous avons effectué deux séries d’expériences, avec a = 5 mm et a = 10 mm.
Le faible forçage permet de tester la théorie faiblement non linéaire qui pré-
voit l’apparition d’un courant moyen. Les expériences avec a = 10 mm
montrent les limites de cette théorie. Une première chose à noter est que
les équations obtenues par Fan, Kataoka et Akylas [26] ne prédisent pas de
saturation de l’amplitude du courant moyen. On ne fera alors que des com-
paraisons dans le régime transitoire.

Comparaison à faible forçage
Sur la double page suivante, nous comparons les images du régime tran-

sitoire pour θ = 30◦, a = 5 mm, avec les champs obtenus par résolution
numérique. Les images représentant l’onde plane sont sur la page de gauche
et le courant moyen est représenté sur la page de droite. Pour chaque page,
les images issues des expériences sont à gauche et les champs de vitesses
théoriques sont à droite. Les échelles de couleur sur les deux colonnes de fi-
gures sont les mêmes. Les images expérimentales ont été obtenues par filtrage
temporelle d’une fenêtre de 12 T0.

On observe un bon accord entre les expériences et la théorie. En effet, les
amplitudes associées aux ondes planes et au courant moyen sont les mêmes.
De plus, le courant moyen est également situé spatialement dans la zone de
propagation des ondes. On peut cependant noter une légère différence dans
la répartition spatiale du courant moyen qui "s’étale" un peu plus dans nos
expériences.

La théorie faiblement non linéaire décrit donc bien, pour cette amplitude
de forçage, le régime transitoire de création du courant moyen.
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Figure VI.5 – Amplitudes de l’onde plane (à gauche) et du courant moyen
(au milieu) atteintes dans le régime stationnaire en fonction de l’angle de pro-
pagation des ondes. La grandeur R représente le rapport des deux grandeurs
précédentes. L’amplitude du forçage est de 10 mm.

Comparaison à fort forçage

Comparons maintenant théorie et expérience dans le régime transitoire,
dans le cas d’une plus forte amplitude a = 10 mm, toujours pour θ = 30◦. De
même que précédemment, on présente sur la double page suivante les images
représentant l’onde plane sur la page de gauche et le courant moyen sur la
page de droite.

On remarque maintenant une différence qualitative entre le courant moyen
observé et celui prédit.

Expérimentalement le courant moyen a maintenant une très forte compo-
sante dans une zone totalement horizontale, et ce dès les premières périodes
de forçage. Comme anticipé, ce courant moyen est cette fois-ci suffisamment
fort pour créer une advection en dehors de la zone de propagation du fais-
ceau. Le courant n’est alors plus limité à la zone de propagation du faisceau,
et s’en échappe dès sa création.

Sur les images expérimentales du courant moyen on peut deviner une
faible composante inclinée selon l’angle θ. Cette composante est sûrement
due au forçage par le faisceau résultant, mais comme celui-ci est de très
faible amplitude, le courant moyen associé est alors de nature similaire aux
expériences précédentes.
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La composante majoritaire reste alors celle quasi totalement horizontale.
La théorie ne prévoit pas un tel comportement. Pour a = 10 mm, le courant
moyen prédit a une forme similaire à celui obtenu pour a = 5 mm, avec
seulement une amplitude plus importante. La résolution analytique prévoit
cependant un fléchissement des faisceaux. Cette propriété n’est pas claire-
ment visible dans notre expérience mais l’est dans les expériences de Bordes,
discutées dans l’article [52].
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Modification de la théorie

Pour pallier ce problème, Akylas et Kataoka ont très récemment com-
plexifié le développement théorique présenté dans ce chapitre. En prenant
en compte les termes d’ordre supérieur dans le développement des équations
(VI.7) à (VI.9), on obtient des équations d’évolutions qui font intervenir des
termes fortement non linéaires, qui étaient négligeables dans le cas du faible
forçage.

La dernière figure présente, à gauche, les mêmes figures issues de l’expé-
rience, pour a = 1cm et θ = 30◦, mais avec à droite, les champs de vitesses
obtenus avec la théorie modifiée.

On observe alors clairement que les nouveaux termes ajoutés modifient
considérablement la forme et l’amplitude du champ moyen. Celui-ci n’est
plus incliné suivant θ mais quasi-totalement dirigé suivant x. L’advection
suivant la direction horizontale est alors comparable à celle obtenue expéri-
mentalement. Cependant l’amplitude du courant moyen dans la simulation
est bien moindre. De plus, on observe que la théorie modifiée prévoit que le
courant moyen advecté possède une sorte de "bulle" d’intensité plus élevée
qui s’éloigne du générateur au cours du temps. Alors que nos expériences
suggèrent que l’intensité du courant moyen, prise sur une ligne horizontale,
décroit en s’éloignant du générateur.

Ces différences de comportements sont encore à comprendre. La théorie
doit encore être approfondie notamment afin de comparer les amplitudes
atteintes dans le régime stationnaire. De son côté l’expérience doit également
être améliorée, afin de proposer des comparaisons pour plusieurs angles et a
des temps plus long et également des coupes horizontales du courant moyen,
qui permettraient des meilleurs comparaisons avec la théorie.
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Conclusion

La génération de courant moyen à partir de la propagation d’un faisceau
d’ondes internes est encore mal comprise. Cependant, des études théoriques
fondées sur un développement en échelles multiples ont permis de découvrir
les éléments clés menant à ce phénomène. La variation d’amplitude du fais-
ceau dans la direction transverse à la propagation est essentielle ; Ainsi la
génération de courant moyen par propagation d’un faisceau d’ondes planes
ne peut être observée qu’en trois dimensions.

Les expériences que nous avons réalisées avaient pour but de confronter
les prédictions théoriques de Fan, Kataoka et Akylas [26]. Ces prédictions sur
la forme et l’amplitude du courant moyen généré sont obtenues par résolu-
tion numérique d’équations obtenues à partir d’un développement en échelles
multiples sur un faisceau d’ondes internes.

À faible amplitude, les expériences et la théorie s’accordent bien dans le
régime transitoire. Dans le régime permanent, expérimentalement on observe
que l’amplitude du courant moyen est de l’ordre de grandeur de celle de
l’onde. Le rapport entre ces deux grandeurs a été étudié pour différentes
expériences en fonction de l’angle de propagation, mais ne peut pas être
expliqué par la théorie, qui ne prévoit pas de saturation.

À forte amplitude, on remarque une grande différence dans la forme du
courant moyen obtenu dans le régime transitoire. En effet dans nos expé-
riences le courant moyen a une composante verticale importante, alors que
dans le modèle théorique, le courant moyen reste dans la zone de propa-
gation du faisceau, comme dans le cas faiblement non linéaire. La théorie
exposée dans l’article [26] ne prédit pas cet effet fortement non-linéaire. Très
récemment, une amélioration du modèle a permis de retrouver cet effet, rap-
prochant ainsi la théorie des expériences.

Il faut bien sûr poursuivre dans cette voie là. Les comparaisons à des
temps plus long pourraient contraindre encore plus le modèle et ainsi l’amé-
liorer. Une étude pour différents angles et différentes longueurs d’ondes per-
mettrait de valider la description théorique sur une large gamme de para-
mètres, ce qui aiderai ensuite de prédire l’importance de cette génération
dans une situation océanique réelle.



Conclusion

Les nombreux doctorants de l’équipe qui m’ont précédé ont grandement
contribué à l’étude des ondes internes, de leur propagation, leur réflexions,
leur conséquences sur la stratification...tout cela avec l’objectif de mieux de
mieux décrire les phénomènes océaniques dûs aux ondes internes. J’ai pour-
suivi cette quête selon trois axes : la réflexion sur des surfaces courbes, l’étude
des attracteurs d’ondes internes dans des géométries tridimensionnelles et la
création de courant moyen.

La réflexion sur des surfaces courbes est souvent idéalisée par le cas des
surfaces planes, mais ce cas est peu présent dans l’océan. Une étude des
surfaces courbes est alors pertinente pour décrire la situation réelle océa-
nographique. Deuxièmement, les attracteurs d’ondes ont été principalement
étudiés en 2D mais afin de savoir s’ils peuvent exister dans l’océan, le cas
tridimensionnel doit être considéré. Enfin un faisceau d’ondes internes se pro-
pageant en trois dimensions est instable. Il peut notamment se déstabiliser en
générant un courant moyen. La compréhension de ce phénomène permettrait
de savoir s’il peut avoir lieu dans l’océan et si oui avec quelle ampleur.

Nous allons revenir sur les avancées dans chacune de ces parties, et dé-
tailler les questions qui restent en suspens à la suite de nos considérations.

Réflexion sur une surface courbe

Résumé
En deux dimensions, lors de la réflexion d’une onde sur une surface
courbe, la théorie de Baines [4] prévoit dans certains cas l’existence
d’une onde réfléchie dans le sens opposé de l’onde incidente. La pré-
sence de cette onde dépend de la courbure de la surface et de la
longueur d’onde. Ce sujet à été très peu abordé expérimentalement
dans la littérature. À notre connaissance, un seul article de conférence
prend en compte l’existence d’une onde rétro-réfléchie lors de la ré-
flexion sur une surface courbe [17]. Dans le chapitre II, nous avons
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montré expérimentalement, pour la première fois de manière claire,
l’existence de cette onde. Grâce à la transformée de Hilbert en es-
pace, on peut clairement identifier ou non la présence de cette onde
lors d’un rebond sur une bosse. Nous avons réalisé un diagramme des
phases de présence de cette Back Reflected Wave (BRW) en fonction
de la hauteur h∗ et de la longueur `∗ de la bosse, adimensionnées par la
longueur d’onde de l’onde incidente. Cette étude montre en effet que
l’onde rétro-réfléchie n’existe que lorsque les dimensions de la bosse
sont légèrement inférieures à la longueur d’onde de l’onde incidente.
Nous avons de plus étudié le rôle de la viscosité sur la réflexion. On a
considéré une pente triangulaire ayant les mêmes paramètres h∗ et `∗

qu’une expérience sur une bosse courbe conduisant à une forte BRW.
Bien que les tracés de rayons prévoient dans ce cas un comportement
très simple pour l’onde réfléchie, du fait de la viscosité, la surface
effective "vue" par l’onde est courbe, et on observe alors une onde
rétro-réfléchie.

Perspectives
L’étude du diagramme des phases gagnerait à être complétée, notam-
ment en explorant les fortes valeurs de h∗. Cela permettrait de loca-
liser la zone précise d’existence de la BRW. Pour ce faire, en plus de
prendre des matériaux très souples pour gagner sur l’amplitude de va-
riation de h∗ dans nos dispositifs, on peut changer la longueur d’onde
incidente et faire varier l’angle de propagation de l’onde. Pour cette
étude, nous avons dû réaliser un remplissage pour chaque nouvelle
géométrie et chaque nouvelle longueur d’onde. L’utilisation du géné-
rateur GOAL, développé récemment au laboratoire, nous permettrait
alors, pour une géométrie donnée, de changer la longueur d’onde de
l’onde sans avoir à vider puis remplir à nouveau la cuve. On peut aussi
envisager un autre dispositif permettant de faire varier la géométrie de
la surface depuis l’extérieur de la cuve. D’un point de vue théorique, la
condition de radiation de Baines est difficile à exploiter. On pourrait
cependant développer un calcul pour notre géométrie permettant de
comparer les données expérimentales avec, entre autres, la longueur
d’onde de l’onde rétro-réfléchie ainsi que son intensité.
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Attracteurs 3D : étude par tracés de rayons

Résumé
Une première contribution de cette thèse à l’étude de la propaga-
tion des ondes internes est tout d’abord l’étude par tracés de rayons.
Les lois de tracés de rayons en trois dimensions sont connues depuis
longtemps [75], mais n’ont été explicitées que récemment [57]. Les at-
tracteurs d’ondes en trois dimensions n’ont été étudiés par tracés de
rayons que dans des géométries sphériques [80]. Nous avons voulu gé-
néraliser certains résultats de cet article en explicitant le lien entre les
attracteurs bidimensionnels et l’effet de piégeage par réflexion sur une
surface plane inclinée. On a montré dans une géométrie simple que le
piégeage dans un plan transverse à la géométrie est lié à la possibilité
d’obtenir un attracteur dans la géométrie bidimensionnelle associée.
On donne ensuite des conditions plus générales s’appliquant dans une
géométrie totalement tridimensionnelle pour obtenir un attracteur
bidimensionnel. Cette étude est complétée par des tracés de struc-
tures purement tridimensionnels. Ces pseudo attracteurs présentent
des caractéristiques similaires aux attracteurs bidimensionnels mais
sont plus complexes à identifier et visualiser.

Perspectives
L’étude par tracés de rayons des attracteurs en trois dimensions est
nouvelle et de nombreuses choses restent à explorer. Tout d’abord on
pourrait valider le critère d’existence des attracteurs bidimensionnels
en trois dimensions, en considérant des géométries tridimensionnelles
complexes. Ensuite une étude plus poussée des structures attractives
totalement 3D est nécesssaire. Existe-t-il de "vrais" attracteurs 3D ?
Sont-ils autant présents que dans des géométries 2D ? Sont-ils pré-
sents dans l’océan ? Pour répondre à cette dernière question, on peut
envisager de réaliser des tracés de rayons dans une géométrie qui est
celle des fonds marins. En effet, comme des cartes bathymétriques
de l’ensemble des fonds marins ont été réalisées, on pourrait alors,
connaissant les principaux lieux de génération des ondes internes, cal-
culer les trajectoires des rayons dans cette cuve géante.
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Attracteurs 3D : étude expérimentale

Résumé
D’un point de vue expérimental, on a montré tout d’abord l’existence
d’attracteurs bidimensionnels dans des géométries tridimensionnelles.
La géométrie de départ est celle d’un trapèze, mais contrairement au
cas 2D, la largeur de la cuve est cette fois comparable aux autres
grandeurs. De plus le forçage n’est pas uniforme suivant la largeur.
Cette expérience a montré que des attracteurs bidimensionnels sont
créés sur les bords de la cuve comme au centre. Cette observation est
en accord avec les tracés de rayons effectués dans cette géométrie.
La deuxième expérience a pour but de montrer de manière spectacu-
laire le phénomène de piégeage. Dans une géométrie de canal, nous
avons quantifié cet effet et créé un piégeage localisé sur une partie du
canal. Dans la littérature, des expériences similaires ont été réalisées,
dans le cas d’ondes inertielles [62], et pour des ondes intertielles dans
des géométries axisymétriques [81] mais pas dans le contexte océa-
nique d’ondes internes dans un canal. En effet, cette expérience peut
être rapprochée de mesures in situ réalisées dans le canal du Saint
Laurent au Canada. En effet ces mesures montrent que les ondes in-
ternes générées à l’embouchure du canal ne sont plus visibles quelques
dizaines de kilomètres plus loin, ce qui ne peut pas s’expliquer par
l’atténuation visqueuse. Le piégeage des ondes dans la direction trans-
verse au canal est alors un bon candidat pour expliquer ce phénomène.
L’article [76] présente ces résultats expérimentaux ainsi que les prin-
cipales idées sur le piégeage des rayons en 3D.

Perspectives
Afin de poursuivre dans cette direction, d’autres mesures in situ plus
proches du lieu d’émission des ondes seraient intéressantes. De plus
on pourrait expérimentalement et avec des calculs de trajectoires, raf-
finer la description de la topographie du canal du Saint Laurent afin
de prédire précisément où pourraient se trouver ces ondes internes
piégées.
Une autre étude expérimentale pourrait être réalisée dans la géomé-
trie tridimensionnelle étudiée numériquement dans la partie 3. Une
mesure proche de la paroi et au centre de la cuve devrait permettre
de visualiser les structures attractives prévues.
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Courant moyen
Résumé

Notre étude du courant moyen s’inscrit dans la continuité des études
de Guilhem Bordes, ancien doctorant au laboratoire. En effet Guil-
hem a réalisé des expériences de génération de courant moyen dans
une géométrie tridimensionnelle, qui ont donné lieu à un article [9].
Depuis de nombreux groupes s’intéressent au problème et essayent de
décrire théoriquement ce transfert d’énergie [52, 26, 40]. Nous avons
reproduit ces expériences de propagation d’un faisceau d’ondes planes
dans une géométrie tridimensionnelle, en faisant varier l’amplitude de
forçage et l’angle de propagation. Dans nos conditions expérimentales,
cette propagation s’accompagne de la génération d’un fort courant
moyen. Nos observations du courant moyen à deux amplitudes de
forçages montrent une grande différence entre le cas faiblement non
linéaire et fortement non linéaire. Ces observations sont comparées à
une récente théorie réalisée par Fan, Akylas et Kataoka [26]. Dans le
cas faiblement non linéaire, la théorie s’accorde avec les observations
expérimentales, et le courant moyen est qualitativement de la bonne
forme et de la bonne amplitude. Dans le cas fortement non linéaire,
on observe un courant moyen quasi horizontal qui se propage en de-
hors de la zone définie par le faisceau d’ondes. Les données issues d’un
premier modèle théorique ne reproduisaient pas cette tendance, mais
récemment un développement plus poussé de la théorie a permis de
retrouver l’advection de courant moyen en dehors de la zone de for-
çage.

Perspectives
D’un point de vue expérimental, de nombreuses choses restent à explo-
rer. Dans nos expériences, la forme du forçage à été prise identique à
celle de Guilhem Bordes. Une étude faisant varier la longueur d’onde
indépendamment de la fréquence, ainsi que le nombre de longueurs
d’ondes du faisceau serait pertinente pour mieux comprendre la gé-
nération de courant moyen dans le cas du forçage par une onde plane
tronquée. De plus, ici seules des visualisations verticales ont été effec-
tuées. On peut également observer le courant moyen généré à l’aide
du champ de vitesse horizontal, donnant davantage d’informations
sur le faisceau tridimensionnel. D’un point de vue théorique, le mo-
dèle bien que récemment adapté pour décrire les effets fortement non
linéaires, admet encore certains problèmes, notamment la saturation
de l’amplitude du courant moyen, non observée théoriquement.
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Résumé

Les ondes internes de gravité jouent un rôle essentiel dans la dynamique
océanique. La relation de dispersion anisotrope de ces ondes conduit à des
lois de réflexion qui sont différentes de celles dont nous avons l’habitude avec
les ondes acoustiques ou les rayons lumineux.

Dans cette thèse de doctorat, nous nous intéressons aux structures créées
par ces ondes en deux dimensions puis en trois dimensions. Dans la plupart
des géométries 2D, le parcours des ondes va converger vers un attracteur.
Nous étudions d’abord expérimentalement, dans une géométrie trapézoïdale,
l’aspect énergétique d’un de ces attracteurs d’ondes. Nous examinons ensuite
expérimentalement la transformation de ces attracteurs dans des géométries
tridimensionnelles. Dans certaines géométries, la réflexion des ondes conduit
à un phénomène de piégeage dans un plan 2D. Ce phénomène, d’abord étudié
à l’aide de tracés de rayons, a été reproduit dans une géométrie trapézoïdale
ainsi que dans une géométrie de canal. Cette mise en évidence expérimentale
du piégeage pourrait expliquer certaines mesures in-situ réalisées dans l’es-
tuaire du Saint Laurent où la propagation des ondes internes est encore mal
comprise.

Cette thèse est enrichie par deux études expérimentales portant sur la
propagation et la réflexion d’un faisceau d’ondes internes : d’une part, la
génération d’un courant moyen dans le cas d’un faisceau se propageant dans
une géométrie tridimensionnelle et d’autre part la génération d’ondes rétro-
réfléchies lors de la réflexion sur des surfaces courbes.
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