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Introduction

Toutes les géométries sont associées a une famille de courbes élémentaires :
les courbes de courbure géodésique constante. Elles sont les outils fondamen-
taux de la géométrie sur lesquels reposent tous les raisonnements. Une étude
approfondie de leur comportement est donc naturelle et indispensable & la com-
préhension générale de la géométrie. Le coeur de cette thése est une étude topolo-
gique du flot horocyclique, lequel repose sur 'une des courbes élémentaires de la
géométrie hyperbolique : ’horocycle. Plus précisément, nous étudierons ’adhé-
rence des orbites du flot horocyclique sur les surfaces Riemanniennes modelées
sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C|Im(z) > 0}, muni de la métrique
hyperbolique dz? = (d2? + dy?)/y>.

Mais prenons tout d’abord I’exemple du plan euclidien R2. Les courbes élé-
mentaires sont la droite, ou géodésique, qui réalise la plus courte distance entre
chacun de ses points, et le cercle qui est ’ensemble des points a égale distance
d’un centre. La droite est caractérisée par une courbure géodésique nulle, et le
cercle par une courbure géodésique strictement positive.

Considérons maintenant une surface modelée sur le plan euclidien. On s’in-
terroge alors sur ’allure de la projection des droites et des cercles sur cette
surface. Topologiquement, la projection du cercle sera toujours compacte. En
revanche, le comportement des droites est plus diversifié. Elles peuvent se refer-
mer sur elles-mémes pour donner une courbe compacte (droite de pente ration-
nelle sur le tore (R/Z x R/Z)), étre fermées non-compactes (droite infinie dans
un cylindre), ou s’enrouler indéfiniment dans la surface pour former une courbe
dense dans celle-ci (droite de pente irrationnelle sur le tore (R/Z x R/Z)).

De son coté, le demi-plan de Poincaré H posséde une classe plus riche de
courbes élémentaires qui peuvent étre rangées dans quatre familles distinctes
(voir figure 1 ci-dessous) selon leur courbure géodésique.

— Les géodésiques, de courbure nulle. Ces courbes minimisent la distance
entre chacun de leurs points. Ce sont des demi-droites euclidiennes verti-
cales ou des demi-cercles euclidiens perpendiculaires & ’axe des réels. Ces
courbes sont & l'origine du flot géodésique ggr dans le fibré unitaire tangent
T'H de H, qui déplace tout élément de T'H le long de la géodésique a
laquelle il est tangent.

— Les , de courbure strictement comprise entre 0 et 1. Tout hy-
percycle a ses points & égale distance d’une méme géodésique. De plus,
I’ensemble des points & une distance non-nulle donnée d’une géodésique g
est la réunion de deux hypercycles de part et d’autre de g, dont les points
extrémaux coincident avec ceux de g. Si g est une demi-droite verticale,
les hypercycles associés sont des demi-droites euclidiennes non verticales.
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FIGURE 1 — Les quatre courbes élémentaires de la géométrie hyperbolique

Cercle hyperbolique

Hypercycles

Horocycle

Géodésique

Sinon, ce sont des portions de cercles euclidiens.

— Les horocycles, de courbure égale & 1. Ce sont des cercles euclidiens tan-
gents a I’axe des réels, ou des droites euclidiennes horizontales. Ces courbes
sont & I'origine du flot horocyclique hg dans T H, qui déplace tout élément
de T'H le long de I’horocycle auquel il est perpendiculaire.

— Les cercles hyperboliques, de courbure strictement plus grande que 1. Ce
sont aussi des cercles euclidiens, mais avec un centre différent.

Considérons maintenant une surface hyperbolique S := T'\H, ou I" est un
groupe discret d’isométries positives de H.

Les cercles hyperboliques se projettent toujours sur des courbes compactes
sur S, mais les projections des autres courbes sont trés riches topologiquement.
Par exemple, la projection d’une géodésique peut étre compacte, fermée non
compacte, ou dense comme en géométrie euclidienne (voir par exemple [[Ted39]
pour des résultats détaillés). Mais elle peut aussi ne pas étre fermée, sans étre
dense. Dans ce cas-l4, son ensemble de points d’accumulations peut étre borné
ou non borné. Le comportement d’un hypercycle, qui est & distance constante
d’une géodésique, est similaire.

La topologie des projections d’horocycles sur des surfaces géométriquement
finies (i.e. la réunion d’un ensemble compact avec un nombre fini de bouts cus-
pidaux et de trompettes, la figure 2 en représente un exemple) est bien connue.
Elle est trés rigide, en ce sens que ses possibilités sont restreintes. Nous en
reparlerons plus loin.

En revanche, si S est géométriquement infinie (i.e. S n’est pas géométrique-
ment finie, la figure 3 en représente deux exemples), la topologie des projections
d’horocycles est mal connue et nous manquons de classification pour ce cas de
figure. Nous nous intéresserons dans cette thése non pas aux horocycles sur S5,
mais aux projections des orbites du flot horocyclique de 7 H sur le fibré unitaire
tangent 715 de S. Cela définit le flot horocyclique dans 7S, que ’on notera
également hg. Le flot géodésique sur T*S est défini de la méme maniére et nous
le noterons aussi gg.



Contrairement a la littérature sur le flot géodésique qui est abondante, celle
sur le flot horocyclique est assez rare (et encore plus en ce qui concerne les sur-
faces géométriquement infinies). Les premiéres traces d’une étude topologique
approfondie du flot horocyclique remonte & E. Hopf et G. Hedlund dans les
années 1930. L’article | | est d’un intérét tout particulier pour nous. Son
résultat le plus connu est le suivant : si S est une surface hyperbolique com-
pacte, toutes les orbites horocycliques hru sont denses dans T'S. Ce sont les
premiéres surfaces sur lesquelles la topologie des orbites horocycliques a été in-
tégralement déterminée. Ce résultat est déduit d’une propriété plus forte, qui va
nous intéresser par la suite. Pour I’énoncer, notons €2, I’ensemble non-errant du
flot horocyclique sur TS, 1l est défini comme ’ensemble de tous les éléments
u de TS tels que pour tout voisinage ouvert U de u dans T'S, l’ensemble
h:U N U est non-vide pour des valeurs arbitrairement grandes de t. C’est sur
cet ensemble que la topologie du flot horocyclique est intéressante : en effet, si
u n’appartient pas a 2, alors 'orbite hru est simplement divergente et n’ad-
met donc aucun point d’accumulation. La propriété de G. Hedlund s’énonce
alors ainsi : supposons que Q, = T'S et considérons u dans T'S et u(R"), la
demi-géodésique associée a u sur S. Si u(R™) n’est pas quasi-minimisante, alors
Uorbite horocyclique hru est dense dans T'S. Une demi-géodésique u(R™) est
dite non quasi-minimisante lorsque pour toute constante C' > 0, il existe un
temps Tc > 0 tel que pour tout ¢ > Te, on a d(u(0),u(t)) <t —C.

Ce résultat met en lumiére un lien profond entre une propriété de la demi-
géodésique u(R™) et orbite horocyclique correspondante hgu. Nous pouvons le
percevoir au travers de la relation bien connue de quasi-commutativité entre les
deux flots : pour tous réels ¢ et s, on a :

gshitg—s = hies. (1)

Dans Darticle | |, P. Eberlein poursuit I’étude topologique des orbites
horocycliques et généralise la propriété obtenue précédemment par Hedlund
pour obtenir I’équivalence suivante.

Caractérisation de P. Eberlein : l'orbite hgu est dense dans €2, si et seule-
ment si la demi-géodésique uw(RT) n’est pas quasi-minimisante.

Le fait d’étudier le flot géodésique pour comprendre le flot horocyclique est
une approche devenue classique, mais la profondeur du lien unissant ces deux
flots se développe encore.

Observons ici que sur une surface géométriquement finie, il n’existe que
deux types de demi-géodésiques g(R™) quasi-minimisantes : celles qui partent
sans jamais revenir soit dans une trompette (auquel cas g n’appartient pas a
Qpr), soit dans un bout cuspidal (auquel cas g appartient & Q). Ces types de
demi-géodésiques sont représentées respectivement par u(R™) et v(R™) sur la
figure 2. Les orbites horocycliques issues des vecteurs de départ de telles demi-
géodésiques sont simples & déterminer : elles sont respectivement divergentes, et
périodiques. Ainsi, la topologie des orbites horocycliques est entiérement connue
sur les surfaces hyperboliques géométriquement finies : une orbite hru est soit
dense dans Qj, (si u(R™) n’est pas quasi-minimisante), soit compacte (si u est
hg-périodique), soit fermée non-compacte (si u n’appartient pas a Qp).

Le comportement du flot horocyclique semble donc plus rigide que celui du
flot géodésique, mais il reste cependant un cas a étudier : celui des surfaces
géométriquement infinies. C’est sur ces surfaces que prendra place toute 'étude
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FIGURE 2 — Surface géométriquement finie

bout cuspidal

trompette

topologique présentée dans cette thése.

Parmi les exemples les plus simples de surfaces géométriquement infinies,
on trouve les flites hyperboliques non-tordues (voir sous-section 1.4.1). Une
telle surface peut étre construite en considérant une suite infinie de pantalons
hyperboliques, chacun collé au suivant le long de bords de longueurs égales. Il
faut de plus qu’une demi-géodésique quasi-minimisante les rencontre tous en
croisant orthogonalement leurs bords collés. On colle enfin une trompette ou
un bout cuspidal aux bords des pantalons qui ne sont pas recollés & un autre
pantalon. Le premier dessin de la figure 3 en représente un exemple. Sur celui-
ci, les pantalons sont recollés le long des géodésiques v, et la demi-géodésique
u(RT) est quasi-minimisante et les croise toutes orthogonalement. Une étude
détaillée de ces surfaces et de la géométrie des demi-géodésiques qu’elle contient
est présentée dans [ |. Un autre exemple de surface géométriquement infinie
est celui des revétements abéliens de surfaces compactes (second dessin de la
figure 3).

Les surfaces géométriquement infinies offrent de nouvelles possibilités pour
les demi-géodésiques quasi-minimisantes, et par 14 méme, pour la topologie des
orbites horocycliques. Nous verrons en effet que sur ces surfaces, il existe tou-
jours une demi-géodésique quasi-minimisante «(R™) telle que u appartient & Q,
mais u(R™) ne part pas dans un bout cuspidal (voir proposition 1.3.7). Comme



FI1GURE 3 — Exemples élémentaires de surfaces géométriquement infinies

Flate hyperbolique non-tordue

Revétement abélien d’une surface compacte
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nous l'avons expliqué précédemment, ces demi-géodésiques n’existent pas sur
les surfaces géométriquement finies. Nous dirons donc que ce sont des demi-
géodésiques quasi-minimisantes infinies. Les demi-géodésiques u(R™) et v(R™)
sur la flite hyperbolique de la figure 3 en sont des représentations. Ce sont ces
demi-géodésiques que nous allons étudier pour appréhender le comportement
topologique du flot horocyclique propre aux surfaces géométriquement infinies.

La premiére partie de notre travail porte sur l’intersection entre
I’adhérence hgu et la demi-géodésique gr-+u.

Cette partie a été motivée par la question suivante : sous quelles conditions
une surface hyperbolique admet-elle un ensemble minimal pour le flot horocy-
cliqgue ? C’est-a-dire, un fermé non-vide de T'S invariant par hg dans lequel
toutes les orbites horocycliques sont denses. Dans 1’étude d’un flot, ces en-
sembles sont importants cas ils permettent de restreindre leur étude & certains
sous-ensembles de T1S.

Le résultat de G. Hedlund mentionné précédemment implique que lorsque
la, surface S est compacte, alors T'S est I'unique ensemble minimal pour hg.
Si S est géométriquement finie et s’il n’y a pas d’orbite hg-périodique, ce que
nous avons vu sur la topologie des orbites horocycliques dans ce cas implique
que ’ensemble non-errant §2;, et les orbites divergentes sont les seuls ensembles
hr-minimaux. S’il y a des orbites périodiques, elles constituent, avec les orbites
divergentes, les seuls ensembles hg-minimaux de T*S.

Placons-nous maintenant sur une surface hyperbolique S géométriquement
infinie. Dans ce cas, les seuls ensembles hg-minimaux connus sont les orbites ho-
rocycliques périodiques et les orbites divergentes. A part cela, tous les résultats
sont des résultats de non-existence. Le premier d’entre eux est que {2, n’est pas
un ensemble minimal. En effet, comme nous ’avons vu, il existe toujours sur ces
surfaces une demi-géodésique quasi-minimisante infinie. D’aprés la caractérisa-
tion de P. Eberlein, cela implique qu’il existe des hg-orbites de €;, non denses
dans .

Les autres résultats de non-existence ont tous été obtenus grace a I’argument
bien connu suivant, qui invite & une étude de l’intersection entre ’adhérence
hru et la demi-orbite gr+u. Il repose sur la relation de quasi-commutation (1)
entre les flots géodésiques et horocycliques énoncée précédemment : supposons
S géométriquement infinie, et considérons u dans T'S. S’il existe t # 0 tel
que giu € hru, alors Uadhérence hpu n'est pas un ensemble hr-minimal. Cette
propriété est utilisée par M. Kulikov dans [ | pour construire la premiére
surface hyperbolique sans ensemble hg-minimal connue. Cela tranche avec le
flot géodésique, qui admet toujours des ensembles minimaux. Par la suite, C.
Lo et M. Gaye ont construit dans [ | d’autres exemples. La méme pro-
priété est également utilisée par S. Matsumoto dans | | qui démontre que,
sur une surface géométriquement infinie, lorsqu’une demi-géodésique issue d’un
vecteur u rencontre une infinité de géodésiques fermées de longueurs majorées
supérieurement, alors I’adhérence hru contient un vecteur g;u pour un ¢ # 0.
1l obtient ainsi toute une famille de surfaces hyperboliques sur lesquelles le flot
horocyclique n’admet pas d’ensemble minimal.

La minimalité d’un ensemble a par ailleurs une conséquence topologique
importante : si une orbite hgxu n’est pas fermée mais que son adhérence hru
est hg-minimale, alors l’orbite hru est récurrente : il existe une suite de temps



(tn)n non-bornée telle que lim, hy,u = u. La question de la récurrence a été
reliée dans | Jet| | au rayon d’injectivité le long de la demi-géodésique
uw(RT). Pour un point x d’une surface, notons Inj(z) le rayon d’injectivité de S
en x, défini par :

Inj(z) = Ini%l d(Z,~vT),

YyE
y#Id

ou T est un relevé de x dans H. La valeur de ce rayon donne la taille de la surface
en .
On définit alors la finesse asymptotique Inj(u(R")) d’une demi-géodésique
u(RT), par :
Inj(u(R")) := liminf Inj(u(t)).

— t—+4o00

Elle donne la limite des tailles des parties les plus fines de S traversées par
u(RT).

Y. Coudéne et F. Maucourant montrent dans [ | que l'orbite hgu d’un
vecteur u non hg-périodique est récurrente si la finesse asymptotique de u(R™))
est nulle.

Notre premier résultat aboutit & une description plus détaillée du compor-
tement topologique du flot horocyclique en précisant son lien avec la finesse
asymptotique de u(R™). Il permet de retrouver les résultats précédemment men-
tionnés de S. Matsumoto et Coudéne-Maucourant et de construire une classe de
surfaces hyperboliques sans ensemble hg-minimal potentiellement plus grande
que celle donnée par S. Matsumoto.

Théoréme A (| ). Soit T un groupe fuchsien tel que la surface quotient
S :=T\H soit géométriquement infinie. Soit u dans [’ensemble non-errant Qy,
de hg sur T1S. On suppose que u(R™) est quasi-minimisante et que u n'est pas
hr-périodique.

Alors, si Inj(u(RT)) < +oo, il existe une suite de temps (t,)n convergeant
vers +oo telle que g; u € hgu pour tout n.

De plus, si Inj(u(R)) =0, alors gg+u C hgu.

Corollaire (Corollaire 3.1.2). Soient S et u un élément de TS satisfaisant les
mémes hypothéses que dans le théoréme A. Si Inj(u(R1)) = 0, alors pour tout

v appartenant & hgu, on & gr+v C hru.

Notons ici que le théoréme A est d’un intérét particulier pour les surfaces
dites weakly tame, sur lesquelles O. Sarig étudie les mesures ergodiques infinies
du flot horocyclique (voir | |). En effet, sur de telles surfaces, dés que u(R™)
est quasi-minimisante et si u n’est pas hg-périodique, alors Inj(u(R™1)) < +oc.
Faisons aussi observer que étant donné un fermé hg-invariant A, la recherche de
temps t tels que g;A N A soit non-vide est au coeur des travaux de M. Ratner
sur la classification des mesures invariantes sur TS (voir | | ou [ D.

Corollaire (Théoréme 3.2.6). Si S est une surface géométriqguement infinie
sans bout cuspidal, alors si toute demi-géodésique de S a une finesse asympto-
tique finie, le fibré unitaire T'S n’admet pas d’ensemble minimal pour le flot
horocyclique.

Le théoréme A pose la question d’une caractérisation de la finesse asympto-
tique de w(R™) en fonction de la topologie de I'orbite horocyclique hru.



INTRODUCTION

D’aprés ce théoréme, si la finesse asymptotique de u(R™) est nulle et si u
n’est pas hr-périodique, alors 'orbite hru est récurrente. La réciproque est-elle
vraie ? Plus généralement, si la finesse asymptotique de u(R™) est nulle et si u
n’est pas hg-périodique, alors la demi-orbite géodésique gr+u est incluse dans
hru. La réciproque est-elle vraie?

Dans | |, on trouve I’énoncé suivant (Proposition 3) : soit M une variété
riemannienne de courbure négative a géométrie bornée. Soit u dans T M tel que
la demi-géodésique u(R™) est asymptotiquement quasi-minimisante. Alors, pour
tout t € R, la feuille fortement stable W*°(gyu) est localement fermée.

Quand M est une surface hyperbolique S, cet énoncé devient : s’il existe C' >
0 tel que Inj(x) > C pour tout x dans S, alors si Uorbite hgu est récurrente, la
demi-géodésique u(R™) n’est pas quasi-minimisante. En particulier, si u(R™1) est
quasi-minimisante, alors 'orbite hgu est localement fermée. Cela implique en
particulier que dans ce dernier cas, gg+u n’est pas inclus dans hgu. Pour obtenir
cette traduction, nous utilisons en fait le théoréme D que nous introduirons plus
tard. Il fournit dans ce cas I’égalité entre W**u et hgru. Cet énoncé semble donc
répondre positivement & la caractérisation de la finesse asymptotique par la
topologie horocyclique.

Cependant, il y avait une erreur dans la preuve et cet énoncé est faux. Le
résultat suivant fournit un contre-exemple et permet de plus de répondre né-
gativement aux deux réciproques proposées plus haut. Ainsi, la seule étude de
hru N gr+u ne permet pas de caractériser la finesse asymptotique.

Théoréme B (| ). Il existe une surface hyperbolique géométriquement
infinie S, avec un rayon d’injectivité supérieur a une constante C' > 0 en tout
point et un élément u de T'S tel que :

(i) w(R™") est quasi-minimisante.
(ii) gr+u C hgru.
(iii) C < Inj(u(R™)) < 4-o0.
En particulier, Uorbite hgu n’est pas localement fermée.

La surface que ’on construira pour démontrer le théoréme B est une flite
hyperbolique tordue (voir section 1.4.1).

La seconde partie de notre travail porte sur la comparaison entre
I’orbite hru et la feuille fortement stable

Wesy = {v e T'S| tilgl D(giu, grv) = 0},

ott D est une distance dans T'H projetée sur T'S.

L’égalité hgu = W%y est vraie lorsque S = H. De plus, 'inclusion hgu C
W#%u est vérifiée sur toutes les surfaces hyperboliques. Cependant, dans le cas
général, I'inclusion réciproque n’est pas directe. Il n’est en effet pas évident
que la limite lim;—, o D(gtu, gyv) = 0 entraine que v appartient & hru. Bien
que 'égalité entre hru et W*%u soit souvent supposée vraie dans la littérature,
implicitement ou explicitement, nous verrons qu’elle n’est toutefois pas tout le
temps vérifiée.

Nous commencerons cependant par établir les adhérences de ces ensembles
coincident toujours. Ainsi, I’étude de I’adhérence hru revient dans tous les cas
a celle de la feuille Wssu.



Théoréme C. Soit S := I'\H une surface hyperbolique et v dans T*S. On a
hru = Wssu.

Nous montrerons ensuite que 1’égalité entre hru et W*%u est bien vérifiée
lorsque la finesse asymptotique de la demi-géodésique u(RT) est strictement
positive.

Théoréme D. Soient S := I'\H une surface hyperbolique et v dans T'S. On
a limplication
(Inj(u(RY)) > 0) = (hgu = W>u).

En particulier, si S = I'\H est une surface géométriquement finie sans bout
cuspidal, alors tout u de TS satisfait ’hypothése du théoréme D. Donc on a
hru = W3y pour tout u de T'S. De plus, si G est un sous-groupe quelconque
de I', alors on peut remarquer que pour tout z de H, on a

min d > min d .
mip (z,gz)_rvnelgl (z,72)
g#ld y#Id

Cela implique que la finesse asymptotique de toute demi-géodésique u(R™) de
S’ := G\H est aussi strictement positive, et donc que pour tout u dans 715",
on a hru = W*%u.

Le résultat suivant donne en revanche toute une classe de vecteurs u pour
lesquels I'égalité entre hru et W*5u n’est pas vérifiée. De plus, si u est un
tel vecteur, alors W*°u est une réunion indénombrable d’orbites horocycliques
distinctes.

Théoréme E. Soit S := I'\H une surface hyperbolique géométriquement infinie
et u dans T'S non hgr-périodique et tel que u(R*) rencontre une infinité de
géodésique fermées de longueurs tendant vers 0.

Alors hgu # W*%u. De plus, dans ce cas, W*u est une réunion non-
dénombrable d’orbites horocycliques distinctes.

Nous verrons a la section 1.4.1 que ’on peut construire une flite non-tordue
de sorte que la suite des longueurs des bords des pantalons recollés entre eux
converge vers 0. Sur une telle flite, une demi-géodésique u(R™) traversant tous
les pantalons rencontre une infinité de géodésiques fermées de longueur tendant
vers 0. Nous pourrons alors déduire du corollaire 3.1.2, du théoréme C et du
théoréme E le corollaire suivant.

Corollaire (Corollaire 4.3.5). I existe une surface hyperbolique S et un élément
w appartenant a TS tels que l’adhérence hru est une réunion indénombrable
de double orbites hrgr+v distinctes.

L’adhérence de cette orbite horocyclique se démarque fortement de toutes
celles connues jusqu’a présent.



Chapitre 1

Demi-géodésiques d’une
surface hyperbolique

Dans cette thése, nous établissons certaines propriétés topologiques du flot
horocyclique en I’étudiant conjointement avec le flot géodésique. Comme nous
le verrons, le comportement d’une orbite horocyclique hgu dépend de celui de la
demi-géodésique u(RT). Nous allons ainsi avoir besoin d’établir des propriétés
spécifiques & chacun de ces deux flots. Ce premier chapitre est dédié au flot
géodésique.

Nous ne ferons pas d’introduction générale a la géométrie hyperbolique, et
présenterons uniquement le matériel nécessaire a cette thése. Une introduction
détaillée a la géomeétrie hyperbolique peut-étre trouvée dans [ I, [ | ou
encore | I

Ce chapitre est organisé comme indiqué ci-dessous.

Etude des différents types d’isométries et de leurs lignes de niveau. Nous
étudierons les isométries hyperboliques et paraboliques séparément, en présen-
tant leurs dynamique et les différentes courbes fondamentales qui leurs sont
associées.

Plusieurs outils pour ’étude des demi-géodésiques. Nous présenterons les dif-
férents outils qui nous permettront de relier la géométrie des demi-géodésiques &
la topologie du flot horocyclique. Nous définirons ainsi successivement, le cocycle
de Busemann, les différents types de points limites d’un groupe fuchsien et les
domaines de Dirichlet. Ces outils seront ensuite mis au service d’une compré-
hension géométrique des demi-géodésiques sur une surface hyperbolique. Nous
introduirons a ce moment-1a la notion clé de demi-géodésique quasi-minimisante.

Développements autour du rayon d’injectivité. Nous définirons la notion de
finesse asymptotique d’une demi-géodésique. Ce sera ’occasion d’introduire plu-
sieurs exemples fondamentaux de surfaces hyperboliques sur lesquelles nous ob-
serverons plusieurs comportements de demi-géodésiques. Nous démontrerons en-
fin les propositions clés 1 et 2 page 48 et 49 en lien avec la finesse asymptotique.
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1.1. LES ISOMETRIES HYPERBOLIQUES, PARABOLIQUES, ET LEURS
LIGNES DE NIVEAU

1.1 Les isométries hyperboliques, paraboliques,
et leurs lignes de niveau

Nous munissons le demi-plan {z € C|Im(z) > 0} de la métrique dz?> =
(dz? + dy?)/y?. C’est le modeéle du demi-plan de Poincaré pour la géométrie
hyperbolique, que ’on notera H. La topologie de H est la méme que celle induite
par la distance euclidienne, et H n’est donc pas compact. Nous le compactifions
en prenant son adhérence dans C U {co}. Nous noterons H(oco) := RU {co} son
bord a I'infini et H = H U H(co) son adhérence. Plus précisément, un ensemble
ouvert de H est soit un ouvert de HUR pour la topologie induite par la distance
euclidienne, soit la réunion du complémentaire d’un compact de HU R avec le
point oo. Si D est un sous-ensemble de H, nous noterons D(0o) le bord & I'infini
de D, défini par D(c0) = D N H(oo). Enfin, nous noterons 9D le bord de D
dans H.

Le groupe des isométries de H conservant l'orientation s’identifie & PSLo(R),
qui agit sur H par homographie. Cette action se prolonge a H :

a b = az+b
’Y—:l:(c d)GPSL2(R).Z€H}—>fY'Z'_CZ+d'
Classification des isométries | ]- Une isométrie non triviale v ap-

partenant & PSLy(R) est de I'un des trois types suivants.
(i) elliptique : elle fixe un unique point dans H.
(ii) parabolique : elle fixe un unique point dans H(oco).
(iii) hyperbolique : elle fixe deux points distincts dans H(co).

Sion considére une matrice M de SLo(R) représentant une isométrie v de
PSL2(R), alors le type de «y peut étre déterminé par la trace de M. Si |Tr(M)| <
2, alors «y est elliptique. Si |Tr(M)| = 2 et si v est différent de Iidentité, alors ~
est parabolique. Enfin, si |[Tr(M)| > 2, alors v est hyperbolique.

Identification de PSLy(R) avec T'H.

On note T'H le fibré unitaire tangent de H. Soit v dans PSLy(R) défini par
vz = (az+b)/(cz+d). On a

b _
vz(z,ﬂ)ETlHH<az+ “ )

cz+d’ (cz + d)?

Cette action de PSLy(R) sur T'H est simplement transitive (voir | 1,
propriété 1.2.3).

Fixons alors I’élément (4, @ip) dans T1H, oil @i est le vecteur unitaire vertical.
On identifie PSLy(R) & T'H via :

v € PSLy(R) — (i, 1) € T H.

Les groupes que nous considérerons par la suite seront sans élément ellip-
tique. Par conséquent, nous bornons notre étude aux isométries hyperboliques
et paraboliques.

Les notations que nous allons introduire sont résumées dans la figure 1.1
page 19.
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CHAPITRE 1. DEMI-GEODESIQUES D’UNE SURFACE
HYPERBOLIQUE

1.1.1 Isométries hyperboliques, géodésiques, hypercycles

Soient 7 et £ deux points distincts de H(oo). On note (7,£) la géodésique
ayant ces deux points comme extrémités. Si co € {7, £}, alors (7, £) est une demi-
droite euclidienne verticale. Sinon, ¢’est un demi-cercle euclidien orthogonal a4 R
en 7 et £. Pour un point z de H, on note [z, &) la demi-géodésique d’extrémités
z et £ Si 2’ est un autre point de H, le segment hyperbolique compris entre z
et 2’ est noté [z, 2].

Avant d’étudier les isométries hyperboliques, nous énoncons la proposition
suivante sur les positions relatives de deux géodésiques partageant une extrémité
commune.

Proposition 1.1.1. Soient g1 = (m,&) et go = (92,€) deux géodésiques dis-
tinctes. Ces géodésiques ne se croisent pas dans H. En particulier, g, est entie-
rement incluse dans une composante connexe de H — go.

Démonstration. Quitte & prendre les images de g1 et go par un élément de
PSL2(R), on peut supposer que & = co. Alors g; et go sont deux géodésiques
verticales et le résultat est direct. O

Soit maintenant ~ une isométrie hyperbolique et z un point de H quelconque.
Les points de H(oco) définis par
+ . 3 n - 3 —-n
yTi= lm yt(z) ety = lim y7(2)
ne dépendent pas du point z choisi. Ce sont les deux points fixes de v dans
H(oo) et ils sont respectivement qualifiés d’attractif et de répulsif. Pour tout
x € H(oo) —{y~,7"}, on ade plus lim,,— 0o 7" (z) = 7T et lim, 1007 " (z) =
~~. La géodésique (y~,~T) est invariante par «y et s’appelle I’aze de translation
de .
On note I(y) := inﬂf{d(z,yz) la longueur de translation de . Pour un point
FAS

z dans H, on a
d(z,72) =1U(y) <= z€(y",7").

La longueur de translation de 7y et la trace d’une matrice représentant v dans
SLo(R) sont reliées par 'expression donnée dans la proposition suivante.

Proposition 1.1.2. Soit v une isométrie hyperbolique et M une matrice de
SLo(R) représentant ~y. Alors

|Tr(M)| = 2cosh(i(v)/2).

Démonstration. Quitte a conjuguer v dans PSL2(R), on peut supposer que v~ =

0 et v© = oo. Alors il existe un réel A > 1 tel que v : 2 — Xz. Dans ce cas,

i appartient a axe de v et I(y) = d(i, Ai) = In()\). La matrice a coefficients
1/2

positifs correspondant & vy est M = ()\0 )\01/2), d’ott

Tr(M) = exp(l(7)/2) + exp(—1(7)/2) = 2cosh(l(7)/2).
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1.1. LES ISOMETRIES HYPERBOLIQUES, PARABOLIQUES, ET LEURS
LIGNES DE NIVEAU

La proposition suivante permet d’exprimer la fonction de déplacement z +—
d(z,vz) d’une isométrie hyperbolique 7 en fonction de la longueur de translation
de v et de la distance de z a ’axe de .

Proposition 1.1.3 (Fonction déplacement, | | Théoréme 7.35.1.). Pour
toute tsométrie hyperbolique v et tout z dans H, on a

d(2,72) I(7)

sinh = cosh(s) sinh 5

o s = d(z, (v~,7).

Pour une isométrie hyperbolique v fixée, la valeur d(z,~z) ne dépend donc
que de la distance du point z & I’axe de ~. Ainsi les courbes & distance constante
de I’axe de « constituent des lignes de niveau pour la fonction de déplacement
de 7.

Définition 1.1.4 (Hypercycle). Soient n et & deux points distincts de H(oco) et
z un point dans H. La courbe passant par z dont tous les points sont a distance
constante de la géodésique (n, &) est appelée hypercycle. On la notera Hy(n,&; 2).
Si z appartient & la géodésique (n,§), Uhypercycle Hy(n,&; z) est simplement la
géodésique (1,§).

Considérons un point 2" sur Uhypercycle Hy(n, &; z) différent de z. On notera
Hy(n,&; 2, 2') la portion de Hy(n, &; z) comprise entre z et z'. On notera de méme
Hy(n,&;2,m) et Hy(€, &5 2,€) les portions de Hy(n, &; z) respectivement comprises
entre z et n, et z et €.

Si oo € {n,&}, Phypercycle Hy(n, &; z) est une demi-droite euclidienne d’ex-
trémités n et £ et passant par z. L'image d’un hypercycle par une isométrie
est encore un hypercycle. Celle-ci agissant sur H par homographie, I'image de
Hy(n,&; z) par v est donc une portion de cercle euclidien ou de droite eucli-
dienne. Ainsi, si oo ¢ {n,£}, Phypercycle Hy(n, &; z) est une portion de cercle
euclidien reliant n a £ (figure 1.1 page 19).

La proposition suivante permet de situer les différents hypercycles ayant des
extrémités communes les uns par rapport aux autres.

Proposition 1.1.5. Soient n et £ deux points de H(co) et z un point de H
n’appartenant pas o la géodésique (n,€). Notons D la composante conneze de
H — (n,£) contenant z. L’hypercycle Hy(n,&; z) est entiérement inclus dans D.
De plus, si 2’ est un point de D — Hy(n,&; z), alors hypercycle Hy(n,&;7') est
entierement inclus dans la composante connexe de D — Hy(n, &; z) contenant 2’

Démonstration. 11 suffit d’observer que la géodésique (n,&) et les hypercycles
Hy(n,&; 2z) et Hy(n,&;2') sont contenus dans des droites euclidiennes ou des
cercles euclidiens. Ces courbes se coupent en au plus deux points. Comme elles
se rencontrent déja en n et £, cela implique qu’elles n’ont pas d’autre intersection.
Chacune est donc contenue dans la composante connexe de H auquel on a retiré
les deux autres courbes. O

Observons enfin qu’une isométrie hyperbolique v déplace un point z de H
le long de 'hypercycle Hy(y~,~vT; 2). En effet, quitte & conjuguer 'isométrie
dans PSLy(R), on peut supposer que v~ = 0 et v7 = oo. Dans ce cas, 7y est la
fonction z +— Az pour un certain nombre réel A > 1. On remarque alors bien
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HYPERBOLIQUE

que pour tout point z dans H, le point «z appartient a I’hypercycle Hy (0, co; 2).
D’aprés la proposition 1.1.5, cela implique que si z n’appartient pas a (y~,v™"),
alors pour tout entier k € Z le point v¥z appartient & la méme composante
connexe de H — (y~,7") que z. Observons ici plus précisément que le point
~z appartient a la portion d’hypercycle Hy(0, co; 2, 00) de Hy(0, 0o; z) comprise
entre z et co. Nous noterons simplement Hy(v;2) & la place de Hy(y~,~v7; 2)
par la suite ( et de méme pour les portions d’hypercycles).

Le flot géodésique dans T'H

Prenons une géodésique orientée ¢ dans H paramétrée par longueur d’arcs
t — ¢(t). Notons z = ¢(0) et prenons un élément ¢ dans le fibré unitaire tangent
T!H de H en z tel que ¢/(0) = ©. On définit le flot géodésique gr sur T H par

g:(2,0) = (c(t), (1))

On le notera par la suite ¢g;0 pour plus de concision. La notation ©(t) désigne
la projection de g, € T'H sur H et on dit que g;9 est basé en 9(¢). On note
0(—00) et 0(+00) les extrémités négatives et positives respectivement de la
géodésique 0(R) dans H(co). On dit que v est dirigé vers 0(c0).

gtv

0(—00) 0(00)

Remarquons que le flot géodésique commute avec 'action de PSLy(R) sur
T'H : pour tout t dans R, @ dans T'H et v dans PSLy(R), on a

gtYU = VGt U.

Avec I'identification de T'H & PSLy(RR), on vérifie facilement que Paction du
flot géodésique sur THH s’identifie a Paction & droite sur PSLy(R) du groupe

matriciel ,
ez 0
A: t t R .
{(5 %) e}

C’est-a-dire que si I’on considére un élément @ de T'H, identifié & + (Z Z)
dans PSLy(R), alors

guii € TVH —> + (Z Z) (60 e?) € PSLy(R).
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Les médiatrices

Cette partie sur les géodésiques est 1’occasion pour nous de donner I’équation
de la médiatrice d’un segment hyperbolique [z, p], pour un point p # ¢ quelconque
dans H.

Proposition 1.1.6. Considérons un point p = R+ il dans H tel que I # 1, ou
R = Re(p) et I = Im(p). L’équation de la médiatrice du segment hyperbolique
[i,p] est donnée par :

(m+i>2+y2]<1+&>

Si I =1 et p+# i, alors I'équation de la médiatrice de [i,p] est donnée par
x=R/2.

En particulier, la médiatrice d’un segment hyperbolique quelconque est une
géodésique.

Démonstration. Nous utilisons la formule suivante ([ | Exercice 1.8) :
d(a,b) B la — b
2 2/Im(a)Im(b)

En l’appliquant & un point z = x + 4y sur la médiatrice de [i, p], nous obtenons
I’égalité :

Va,b € H, sinh

iz  __ lp—=

2¢/Im(i)Im(z)  2y/Im(p)Im(z)’

d’ou

i — z[*Im(p) = |p — 2|>.

C’est-a-dire
I + Iy — 1) = (x — R)* + (y — 1),

ce qui donne, en arrangeant les termes :
(I -1)+2eR+y*(I - 1)=R*+ 1> - I.
Si I =1, on obtient x = R/2. Sinon,

R2
I—-1

1

TR A

C’est I’équation d’un cercle euclidien centré sur 'axe des réels, ce qui définit
bien une géodésique de H. De plus, si [z, 2] est un segment hyperbolique quel-
conque, on peut considérer v dans PSLs(R) telle que vz = i. Alors, la médiatrice
de [yz,72'] est une géodésique, donc celle de [z, z’] aussi. O

R 2 2

)

Etant donnée une médiatrice M d’un segment hyperbolique [i, p], nous au-
rons réguliérement besoin de déterminer quelle composante connexe de H — M
a le point oo dans son bord & l'infini. La proposition suivante donne un critére
pour le déterminer.
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Proposition 1.1.7. Soit p un point de H différent de i. Notons M la médiatrice
du segment hyperbolique [i,p] et D la composante connexe de H — M contenant
i. Le point oo appartient au bord & 'infini D(00) si et seulement si la médiatrice
M ne rencontre pas la demi-géodésique [i,0), ce qui équivaut ¢ Im(p) < 1.

Démonstration. Puisque D est connexe par arcs, le point oo appartient & D(00)
si et seulement si toute la demi-géodésique [i,00) est incluse dans D. Puisque
M = 0D, cela arrive si et seulement si M ne rencontre pas [i, 00). Il ne reste plus
qu’a étudier cette intersection en fonction de I = Im(p), a I’aide de ’équation
de M donnée par la proposition 1.1.6.

Si I # 1, alors en remplacant = par 0 dans I’équation de M on trouve

R2

y2=1—+m(

I-1).

Cette derniére équation a une solution y > 1si I > 1, ce qui implique que [, 00)
rencontre M. Sinon, si I < 1, cette équation a soit une solution y < 1, soit pas
de solution. Dans ce cas, M ne rencontre pas [i,00). Finalement, si I = 1, alors
R = Re(p) # 0 puisque p # i. Alors M a pour équation z = R/2 et [i,00) ne
rencontre pas M. O]

1.1.2 Isométries paraboliques, horocycles, cocycle de Bu-
semann

Pour deux points z et 2’ dans H, on note C(z;2’) le cercle hyperbolique de
centre z passant par z’. Le cercle C(z; ') est aussi un cercle euclidien, mais avec
un centre différent de z.

Considérons une suite de cercles hyperboliques C(z,, 2’) passant par un point
fixe 2/, dont les centres z, convergent vers un point { dans le bord H(co). La
courbe que ’on obtient & la limite est un horocycle, centré en & et passant par
z'. C’est une droite horizontale si £ = oo et un cercle euclidien tangent a R
sinon. On le note Ho(¢; z’). Notons directement que 'image d’un horocycle par
une isométrie de PSL2(IR) est encore un horocycle.

Le cocycle de Busemann

Le cocycle de Busemann permet de mesurer ’écartement entre deux horo-
cycles centrés au méme point de H(oo).

Soit ¥ un vecteur de T'H basé en z et pointant vers ¢ € H(oo). Soit 2’ un
point de H. Il existe un temps ¢ € R tel que (t) appartienne a Ho(, 2'). On
définit le cocycle de Busemann centré en £ entre z et 2’ par

Be(z,2') =1t.

Le cocycle de Busemann est constant sur les horocycles : si x appartient a
Ho(&; 2) et o’ appartient & Ho(¢;2'), alors Be(x,2') = Be(z,2'). Remarquons
aussi que Ho(&; z) = {2’ € H| Be(z,2") = 0}.

L’ensemble H — Ho(¢; 2) est composé de deux composantes connexes. L’une
d’elles ne contient que £ dans son bord a I'infini. On appelle I’adhérence de cette
composante connexe dans H I’horodisque centré en £ et passant par z et on le
note Ho™ (¢; 2).
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On observe alors que

n [ d(Ho(¢,2),Ho(€,2'))  siz' € Hot(&2)
Be(z,2) = {—d(Ho(&z),Ho(&z’)) si z € Ho'(&;2)

La proposition suivante donne une autre maniére de calculer le cocycle de
Busemann.

Proposition 1.1.8 (Section I.1.4, | ). Soit & un point de H(oco) et z et 2’
deuz points de H. Considérons une demi-géodésique u(R1) quelconque telle que
u(o0) = &. Alors

Be(z,2') = lim d(za(t)) —d(z',a(t)).

t—+oc0
Le cocycle de Busemann vérifie les propriétés classiques suivantes.

Propriété 1.1.9. Soient v dans PSLy(R), & dans H(co) et z, 2’ et 2" dans H.
On a :

(i) BE(szl) = _BE(Zlvz):

(it) Bye(vz,v2') = Be(z,2'),
(iii) Be(z,2") = Be(z,2') + Be(2', 2"),
(iv) —d(z,2") < Be(z,2') <d(z,7).

Par ailleurs, le cocycle de Busemann entre deux points se déplacant sur deux
demi-géodésiques de mémes extrémités est constant au cours du temps :

Proposition 1.1.10. Soient 7 et ¥ deuzx vecteurs de T'H pointant vers un
méme point £ de H(oo). Pour tout s dans R, on a

Be(a(0),0(0)) = Be(u(s), v(s))-
Démonstration. 11 suffit d’écrire :
Be(a(0),0(0)) = Be(u(0),u(s)) + Be(a(s), v(s)) + Be(0(s), 2(0))
et de constater que Be(4(0),4(s)) = s = —Be(0(s),0(0)). O

Nous nous servons de la proposition 1.1.10 pour établir une autre maniére
de calculer le cocycle de Busemann.

Propriété 1.1.11. Soient @ et © deuz vecteurs de T'H pointant vers un méme
point & de H(c0). On a :

- im_d(@(0), 50)  si 9(0) € Ho* (&(0))
Be(@(0),500) =\ _ "y aqaq), 5(t)  si a(0) € Ho' (€:5(0))

t——+o0

Démonstration. Notons tg = Be(%(0),%(0)). D’aprés la proposition 1.1.10, pour
tout réel ¢ on a

lto] = |Be(a(t), o(t))| < d(a(t),o(t)) < d(u(t), a(t + to)) + d(a(t + to), v(t)).
C’est-a-dire :

[to] < d(a(t),v(t)) < [to] + d(a(t + to), o(t))- (L.1)
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Quitte & multiplier les vecteurs 4 et ¥ par une isométrie -, on peut supposer
que £ = co. Observons alors que les égalités

Boo(u(t +t0),0(t)) = Boo(a(t + t0), a(t)) + Boo (u(t), 0(t)) = —to + 1o = 0

impliquent que @(t+to) appartient & Ho(oo; 0(t)). Ainsi, Im(t(t+ty)) = Im(d(t))
et la distance euclidienne entre (¢t + to) et () est constante et égale & C :=
|Re(ua(t 4 to)) — Re(0(t))|. Donc la distance hyperbolique d(a(t + to), 0(t)) est
plus petite que C/Im(a(t)). Puisque 4(00) = oo, cette derniére distance converge
vers 0 quand t tend vers +oo.

L’encadrement de la distance d(u(t), 9(¢)) donnée par les inéquations (1.1)
impliquent ainsi lim;_, 1 d(@(t),9(t)) = |to|. Or, si 9(0) € Hot(&;4(0)), alors
to > 0, donc tg = [to| = limy—s 100 d(a(t),o(¢)). Sinon, dans 'autre cas, to =
—to] = — limy—s 400 d(@(t), 0(¢)). O

Nous ne définissons pas ici le flot horocyclique car nous le ferons au chapitre 2
qui lui est consacré.

Les isométries paraboliques

Soit v une isométrie parabolique. Nous noterons 4" ou -~ son unique point
fixe dans H(oo). Cette isométrie est conjuguée dans PSLy(R) & z — z+ 1. Ainsi,
elle déplace tout point z de H le long de I’horocycle Ho(y™"; 2), que nous noterons
simplement Ho(7; z) dans la suite.

Comme le montre la proposition suivante, les horocycles centrés en 4+ sont
aussi les lignes de niveau de la fonction de déplacement z — vz de ~.

Proposition 1.1.12 (| |, section 6). Soient v une isométrie parabolique et
zo dans H quelconque. Notons 1,(zo) la distance I, (zy) = d(20,7%0).
Pour tout z dans H, on a :

sinh 7d(z,2'yz) = ¢°sinh 7l (220)

ot s := B+ (2,20).

La proposition suivante permet de situer les horocycles centrés en un méme
point £ de H(co) les uns par rapport aux autres.

Proposition 1.1.13. Soient £ un point de H(co) et z et 2’ deux points de H tels
que z' n’appartient pas a l’horocycle Ho(§; z). Notons D la composante connezxe
de H — Ho(&; z) contenant 2'. L’horocycle Ho(&; 2') est entiérement inclus dans
D.

Démonstration. 11 suffit d’observer que les horocycles Ho(; z) et Ho(&; ') sont
inclus dans des cercles euclidiens tangents 'un a "autre en £. Ces cercles n’ont
donc pas d’autre intersection que & et donc Ho(; 2’) est bien entiérement inclus
dans D. O

Nous introduisons une derniére définition concernant les portions d’horo-
cycles.
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FIGURE 1.1 — Résumé des notations. Ici, v; est hyperbolique et v, parabolique

C(z; 23) #3

Définition 1.1.14. Fizons une isométrie parabolique y et un point z dans
H. L’horocycle Ho(~y;z) auquel on retire le point z contient deux composantes
connexes. Nous noterons Ho(v; z,7") celle qui contient vz, et Ho(v;z,v~) celle
qui contient v~ 'z.

Observons pour terminer que si 7 est une isométrie parabolique et z un
point de H, alors pour tout entier naturel non nul n, le point 4"z appartient a
Ho(v; z,7T) et le point v~ "z & Ho(vy; 2,7~ ). Il suffit pour le voir de remarquer
que dans le cas particulier o v : z — z 4 1, cette observation est directe.
De plus, si 2’ est un point de H n’appartenant pas a Ho(~y;z), alors d’aprés
la proposition 1.1.13, pour tout entier k le point v¥z’ appartient a la méme
composante connexe de H — Ho(y; 2) que 2.

1.1.3 Positions relatives des points dans H(co)

Nous aurons besoin d’étudier l'intersection entre des géodésiques, des hyper-
cycles et des horocycles. L’existence d’une telle intersection dépend de la posi-
tion des extrémités de ces courbes dans H(oco) les unes par rapport aux autres.
Pour repérer les positions relatives des points dans H(co), nous introduisons la
définition suivante.

Définition 1.1.15. Nous dirons que quatre points distincts 11, 12, 13 et 1y de
H(co) sont rangés, ou positionnés, dans cet ordre si ny et ny appartiennent d
des composantes connezes différentes de H(oo) — {n1,n3}. Nous noterons :

M1 N2 113 LN (1.2)

Notons ici que 'on a 1y 172 1n3 113 si et seulement si les géodésiques (11,73)
et (1m2,74) se rencontrent dans H. Nous pouvons ainsi observer directement que
la condition (1.2) est équivalente a la condition 7y 214 2 3 1 1j2. Elle est aussi
équivalente a 12111 14103, ou encore a Ny lnzinz 1. Observons qu’elle implique
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F1GURE 1.2 — Proposition 1.1.16
vt =00

Hy(7; 20) ok 2

n v =0 3

aussi que les points 73 et 14 appartiennent a la méme composante connexe de
H(oo) — {n1,m2}.

Les deux propositions suivantes sont & la base des propositions clefs 1 et 2
page 48 et 49 ,qui sont au cceur de cette thése.

Proposition 1.1.16. Soient v une isométrie hyperbolique et n et & deux points
distincts des points fizes de vy dans H(co). On suppose que n0iy~ 1E1y™. Alors,
si zo et ¢ sont deux points sur la géodésique (n,§) tels que § € [20,&), pour tout
entier k dans Z, on a

V" 20,€) N Hy(v; §) # 0 (1.3)

Démonstration. Pour toute cette démonstration, le lecteur pourra se référer a la
figure 1.2. On rappelle que si § appartient a (y~,~v7), alors 'hypercycle Hy(v; §)
est simplement la géodésique (y~,~1).

Fixons un entier relatif k. Notons D la composante connexe de H — Hy(~; )
telle que le point ¢ appartienne au bord a 'infini D(co) de D. Par définition
de D, son bord dans H est D = Hy(v;q) et nous devons donc montrer que
[Y* 20, €) rencontre D. Remarquons que D a vy~ et 7 comme extrémités dans
H(oo). Ainsi, puisque le point & est distinct des points fixes de +, il appartient &
lintérieur de D dans H. Cela implique qu’il existe 2’ sur [y~"zp, £) tel que toute
la demi-géodésique [2/,&) est incluse dans D. Ainsi, il nous suffit de montrer
que le point v*z, appartient & D¢, le complémentaire de D, pour en déduire
directement que le segment hyperbolique [y*zg, 2] rencontre 9D et conclure la
démonstration.
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Fi1GURE 1.3 — Proposition 1.1.17

v~ =0 n &

Avant de poursuivre, rappelons ici que le point v¥z, appartient & ’hypercycle
Hy(v; 20), et que celui-ci est entiérement inclus soit dans D, soit dans D¢ d’aprés
la proposition 1.1.5. Ainsi, zy et v*2y appartiennent soit tous les deux a D, soit
tous les deux & D°. On est donc ramenés & montrer que 2y appartient a D€.

Quitte a conjuguer v dans PSLy(R), on peut supposer que v~ = 0 et
~T = oo. Alors, d’aprés notre hypothése, les points 7 et £ appartiennent &
des composantes différentes de H(oo) — {0, 00} et sont donc de signes opposés.
Ainsi, la géodésique (1, ) ne rencontre 'hypercycle Hy(7; ¢), qui est une demi-
droite euclidienne partant de 0, que au point ¢. La demi-géodésique [q,§) est
donc incluse dans D et la demi-géodésique (7, G dans D¢. Comme le point zg
appartient & (7, ¢] par hypothése, il appartient & D¢, ce qui conclut. O

Rappelons avant d’énoncer la proposition suivante que lorsque ’on considéré
une isométrie parabolique «, les notations v+ et v~ désignent toutes les deux
I'unique point fixe de ~.

Proposition 1.1.17. Soient v une isométrie hyperbolique ou parabolique et n
et & deux points distincts des points fizes de v dans H(oo). On suppose que l'on
amiy~tniyT €. Alors, si zg et G sont deuz points sur la géodésique (n,€) tels
que G € [20,€), on a pour tout entier I dans N :

[y '20,€) N Hy(v:G) # 0 si v est hyperbolique
[v"l20,€) N Ho(7y;4) # 0 si v est parabolique.

Démonstration. Pour toute cette démonstration, le lecteur pourra se référer a
la figure 1.3.
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Fixons un entier naturel [. Si 7 est hyperbolique (resp. parabolique), notons
D la composante connexe de H—Hy(v; ) (resp. H—Ho(~; ¢)) telle que le point &
appartienne au bord a U'infini D(co) de D. Par définition de D, son bord dans H
est 0D = Hy(v;q) (resp. 0D = Ho(~;q)). Ainsi, comme dans la démonstration
de la proposition 1.1.16, nous devons montrer que [y~ "z2q, ) rencontre 9D et il
suffit pour cela de trouver un point z sur [y~ "zp,§) appartenant & D¢. Le point
v "z appartient & la portion d’hypercycle Hy(y;y~,20) (resp. a la portion
d’horocycle Ho(y; v, z), voir définition 1.1.14). Celle-ci est entiérement incluse
soit dans D, soit dans D¢ d’aprés la proposition 1.1.5 (resp. 1.1.13). Ainsi, si 2
appartient & D€, le point gamma™ "z appartient aussi & D¢ et on conclut en
posant z = v~ "zy. Nous supposons donc maintenant que z, appartient a D.

Traitons tout d’abord le cas ou < est hyperbolique. Quitte & conjuguer v
dans PSLy(R), on peut supposer que v~ = 0 et v© = oo. Alors, il existe un
réel A > 1 tel que v : 2 — Az. Le point v "2 = (1/)\)"2¢ appartient donc
a la portion d’hypercycle Hy(~;0, z0), qui est le segment de droite euclidienne
compris entre 0 et zy. Par ailleurs, si I’on a 72 0?& 00, c’est-a-dire si les points
7 et £ appartiennent & des composantes différentes de H(oco) — {0, 0o}, alors la
proposition 1.1.16 conclut directement. On suppose donc que 7 et £ sont dans
la méme composante de H(oo) — {0, 00}, c’est-a-dire que 1 et £ ont le méme
signe. Nous allons supposer pour la suite que ce signe est positif (le cas ou il est
négatif se traitant de la méme maniére).

Puisque v~ 1n = (1/A)n, les point v~ 17 et n ont le méme signe et 0 < vy~ 1n <
7. De plus, par hypothése, n1y 17201 &. Les points € et v~'n n’appartiennent
donc pas a la méme composante de H(co) — {0,n}. Ainsi, nous avons

0<y np<n<é (1.4)

Le bord & l'infini D(c0) de D, qui contient &, est donc égal a l'intervalle réel
[0,00) auquel on rajoute le point co. Donc 7 et £ sont tous les deux dans l'in-
térieur de D(o0). L’intersection (1,£) N D contient au plus deux points, que
Pon note ¢1 et ga avec g2 € [g1,£). On a donc ¢ = q1 ou ¢ = go, et si cette
intersection est réduite & un point, on a § = ¢1 = g2 (sur la figure 1.3, on a
supposé q; # gz = §). Alors, les demi-géodésiques (1, q1] et [g2,&) sont entie-
rement incluses dans D, et le segment [qy, o] dans D¢. Comme § appartient &
[20, &), le point zg appartient & (7, ¢]. Comme ¢ = ¢; ou § = ¢2 et comme on a
supposé que zp appartient & D, on a zg € (1, ¢1]. Alors la portion d’hypercycle
Hy(~; 20, 0) est incluse dans la composante connexe D’ de D — (7, £) ayant pour
bord dans H

OD" =Hy(v;0,¢1) U (1, ¢1]

et pour bord a l'infini
D'(c0) = [0,7).

Le point v~ "z, qui appartient a la portion d’hypercycle Hy(~; 0, zo), appartient
donc & D’. Mais la demi-géodésique [y~ "zp, ) n’est pas incluse dans D’ puisque
&, qui est strictement supérieur a ny d’apreés (1.4), n’appartient pas & D’(c0). Donc
elle coupe OD’. Puisque la géodésique (7, §) et la demi-géodésique [y~ "z, &) ont
une extrémité commune, d’aprés la proposition 1.1.1, [y~ "zp,{) ne rencontre
pas (n,€). En particulier, [y"20,£) ne rencontre pas (7, ¢q1]. Ainsi, [y "20,£)
rencontre forcément I’autre composante de bord de D’, c’est-a-dire ’hypercycle
Hy(v;0,q1), qui est inclus dans dD. Cela conclut.
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Supposons finalement que =y est une isométrie parabolique. Quitte a la conju-
guer dans PSLy(R), on peut supposer que v~ = oo et que v : z — z+ 1. On
suit exactement les mémes étapes que dans le cas ou 7y est hyperbolique et 7, et
¢ ont le méme signe. Par hypothése, les points v~ ' =n — 1 et ¢ sont dans des
composantes connexes différentes de H(oco) — {n, co}. Ainsi, on a

n—1<n<¢.

On note ¢; et ¢y les points de l'intersection (n,£) N Ho(y; §), avec g2 € [q1,£).
Comme précédemment, zo appartient a la demi-géodésique (7, ¢1]. La demi-
portion d’horocycle Ho(y; z0,7~) est donc incluse dans la composante connexe
D’ de D — (n,&) ayant pour bord dans H

dD" =Ho(v; q1,7~) U (1, q1]

et pour bord & l'infini
D'(00) =]oo,n] U co.

Comme dans le cas hyperbolique, la demi-géodésique [y~ "zp,&) ne coupe pas
(n,q1], donc elle coupe 9D’ sur la composante de bord Ho(~v;q1,7~) qui est
incluse dans 9D. O

Les trois prochaines propositions seront utilisées au chapitre 3. La premiére
énonce le fait que, quitte a remplacer v par 7, on peut toujours supposer que
I’on est dans la situation de la proposition 1.1.17.

Proposition 1.1.18. Soit v une isométrie hyperbolique ou parabolique. Soit n
et & deux points distincts de H(co), différents des points fizes de . Alors, quitte
a remplacer v par y~1, on peut supposer que

niy tniyT e

Démonstration. Nous devons montrer que, quitte & remplacer v par v~ !, les
points 7711 et ¢ appartiennent & des composantes connexes de H(co) — {n,y~}
différentes. Supposons donc que v~ 'n et € appartiennent & la méme composante.

SiI’isométrie 7 est hyperbolique, quitte & la conjuguer dans PSLy(RR), on peut
supposer que 7~ = 0 et v+ = co. C’est-a-dire que v est la fonction v : z — Az
pour un certain réel A > 1. On observe alors que, puisque v 'n = (1/\)n et
yn = An, les points v~ 1, v et 1 sont de méme signe et

0< |yl <Inl <l

Puisque v~ 17 et £ sont dans la méme composante connexe de H(co) — {n,0}, le
point ¢ a le méme signe que v~ ' et

0 < €] < n| < |yn| < oo

1

En remplacant v par 7=, on a donc v~ = oo et

niy ey,

ce qui est bien équivalent a 1 yInuyT g
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Si v est parabolique, quitte a la conjuguer dans PSLy(R), nous pouvons
supposer que Y~ =ooet v:z+> 2+ 1. Alors v 'n=n—1et yp =n+1, donc

v in<n <.
Puisque v~ 17 et ¢ sont dans la méme composante de H(oo) — {1, 0o}, on a aussi

E<n<yn < 0.

En remplacant « par y~', on obtient £ 192y~ oo, ce qui est équivalent &

iy iy RE 0

La proposition suivante permet de passer d’une condition sur la position de
~~ et v~ i par rapport & i et ¢ & une condition sur la position de v et v¢ par
rapport a ces mémes deux points.

Proposition 1.1.19. Soient v une isométrie hyperbolique ou parabolique, et n
et & deux points distincts dans H(oco) et différents des points fizes de .
On aniy iy~ 1€ siet seulement si iyt 1yELE.

Démonstration. Notons Cy la composante connexe de H(oco) — {n,7~} qui ne
contient pas & et Cy celle de H(oo) — {71, £} qui ne contient pas 7. Nous devons
montrer que Y~ 'n appartient & C; si et seulement si v¢ appartient & Cs.
Supposons tout d’abord que 7 est hyperbolique et que le point v~ 'n appar-
tienne a C7. Quitte & conjuguer v dans PSLy(R), on peut supposer que v~ = 0
et v© = oo. Dans ce cas, 7 : z — Az pour un certain réel A > 1. Supposons
par exemple que 7 est strictement positif (le cas ou 1 est négatif se traite de la
méme maniére). Alors, C; =]0, 7| et £ appartient & | — 0o, 0] ou & |n, co[. Ainsi,
(> est un intervalle de la forme | — 00, £[ ou de la forme ¢, oo[. Dans les deux
cas, v¢ = X appartient & C5. On traite la réciproque de la méme maniére.
Supposons maintenant que 7y est parabolique. On conjugue v dans PSLs(R)
de sorte que y* = oo et v : z +— z + 1. Alors, comme v~ ' = n— 1, on a
Cy =]oo,n] et € appartient a |n, oo[. Donc C5 est de la forme |, 00[ et & = £+1
appartient & Cy. La réciproque se traite de la méme maniére. O

La proposition suivante permet de passer d’une condition sur la position des
points 1 et v£ par rapport a vT et £, & une condition sur 5 et y"*£ par rapport
a ces mémes deux mémes points, pour un entier naturel n non nul.

Proposition 1.1.20. Soit v une isométrie parabolique ou hyperbolique. Soient
n et & deuz points de H(oco) différents des points fizes de y. Alors si iy 1y€1E,
on a Ny 1y ELE pour tout entier | dans N non nul.

Démonstration. Fixons un entier naturel [ non nul. Si v est hyperbolique, on
la conjugue comme d’habitude dans PSLy(R) pour avoir v~ = 0, v© = oo
et v : 2z +— Az pour un réel A > 1. Alors v& = A et +'¢ = A& Ainsi, les
points &, v¢ et v!¢ ont le méme signe et |¢] < |v€] < [7'€] < co. Les point ¢
et 7'¢ appartiennent donc & la méme composante connexe de H(oo) — {yF,¢}.
Comme 7 appartient a 'autre composante connexe par hypothése, cela implique
directement 1 yT 1yl €.

Si v est parabolique, on la conjugue pour avoir v© = oo et v : z > z + 1.
Alors vé =&+ 1et ylé = ¢+ 1, don

N << <A< oo
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Ainsi, y¢ et 4'¢ sont dans la méme composante connexe de H(co) — {yF, ¢}

Puisque 1 appartient & I'autre composante par hypothése, cela implique n2y1
l

YELE. O

Nous terminons cette section sur la proposition suivante dont nous nous
servirons au chapitre 4.

Proposition 1.1.21. Soient v une isométrie hyperbolique et n et £ deux points
distincts de H(oo) différents des points fizes de 7.
Alors les deux points suivant sont vérifiés.

(i) v~ LyT €€,
(i3) Siy~ vyt aniE, alors v~ iyt ryn €.

Démonstration. Quitte a conjuguer v dans PSLs(R), on peut supposer que v~ =
0 et v© = oo. Alors v : z — Az pour un certain A > 1. Alors v¢ = A\{. Donc les
points £ et A( ont méme signe et

0 < €] < || < o0.

Cela implique v~ 1 £y 1™, ce qui est équivalent & v~ 1y 1 yELE.

Ensuite, puisque les points £ et 1 appartiennent & la méme composante
connexe de H(oco) — {0,00} par hypothése, ils ont méme signe. Toujours par
hypotheése, le point 7 n’est pas dans la méme composante connexe de H(oco) —
{0, &} que 0. Cela implique

0 <[ <n| < oo. (1.5)

Comme v§ = X et yn = An, ils ont le méme signe que £ et n et d’apreés les
inégalités (1.5) on a
0 <[] < || < oc.

Cela implique v~ 1 v£1yn1y™, ou encore vy~ 1y L ym L. O

1.2 Groupes fuchsiens, points & I’infini, domaines
de Dirichlet

Soit ' un sous-groupe de PSLy(R). Le sous-groupe I' agit proprement dis-
continument sur H si et seulement si il est discret dans PSLy(R) (voir | 1,
Théoréme 2.2.6). Dans ce cas, on dit que I' est un groupe fuchsien. Nous sup-
poserons toujours que I' n’a pas d’élément elliptique. Le quotient S := I'\H est
alors une surface riemannienne. En notant 7 la projection canonique de H sur
S, on équipe S de la distance définie par

ds(n(x),7(y)) = inf d(z,y(y))-
~el’
Dans la suite, la distance dg sera seulement notée d.
Remarquons aussi ici que le fibré unitaire tangent T'S est identifié au quo-
tient I'\PSL2(R) = I'\T'H. Nous n’aurons pas besoin de distance sur T'H et
T'S avant le chapitre 4, et nous l'introduirons donc a ce moment-Ila.
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1.2.1 Les points a l’'infini

Fixons pour la suite une groupe fuchsien I' sans élément elliptique. Nous
allons associer & I" un ensemble de points de H(co) important pour 'étude de
sa dynamique.

Définition 1.2.1. Soient I' un groupe fuchsien et z dans H. L’ensemble suivant
ne dépend pas z et s’appelle ’ensemble limite de T.

L(T) =Tz NH(co).

Remarquons que tous les points fixés par des isométries hyperboliques ou
paraboliques sont dans L(I'). On appellera groupe non-élémentaire un groupe
T tel que le cardinal de L(T") est strictement supérieur & 2. On peut montrer
que dés que cette condition est vérifiée, L(T") est un ensemble de cardinal infini
(voir [ |, section 3.3.4).

Proposition 1.2.2 (Proposition 1.3.6, | ). Si T n’est pas élémentaire,
alors L(T') est minimal pour T' : c¢’est le plus petit ensemble T-invariant fermé
non-vide de H(oo). En particulier, toutes les I'-orbites de points de L(I") sont
denses dans L(T).

L’ensemble L(T") va nous permettre d’établir des correspondances entre les
différents points de vue que ’on adoptera dans nos théorémes et dans nos dé-
monstrations : énoncé sur une surface hyperbolique et traduction en terme d’ac-
tion de T' sur H et H(oco). Pour cela, nous devons distinguer plusieurs types de
points dans L(T).

Les points coniques

Définition 1.2.3. Un point & dans H(oo) est dit conique relativement o T sl
existe une suite (v,)n dans T et z dans H tels que lim~,z = £ et
n

sup d(')/nza [Z,g)) < +00.

On note L.(T") lensemble des points coniques.

Remarquons ici que si le point £ est conique pour I'; alors le point z dans la
définition 1.2.3 peut étre remplacé par n’importe quel autre point 2z’ de H, et la
demi-géodeésique [z, &) par n’importe quelle demi-géodésique dirigée vers £.

Notons aussi que la suite de points (v, 2)n rencontre tous les voisinages de £
dans H = H U H(co), donc ¢ appartient & L(T'). Ainsi, on a bien L.(I') C L(T).

Les points fixes des isométries hyperboliques sont dans L.(T") puisque les
suites (v"*(z))n et (v~ ™(z))n convergent vers y* et v~ respectivement le long de
I’hypercycle Hy(v; z). Celui-ci est & distance constante ’axe (y~,v") et donc a
distance bornée de toute demi-géodésique de direction v~ ou 4.

Les points horocycliques

Définition 1.2.4. Un point £ dans H(oco) est dit horocyclique relativement a T

si pour tout z dans H, on a sup Be¢(z,7z) = +00. On note Ly (I") cet ensemble.
~yel
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Ainsi, un point £ est horocyclique relativement a I' si pour tout z dans
H, Torbite I'(z) rencontre tous les horodisques centrés en £. Puisque 1'on peut
inclure dans tout voisinage de ¢ dans H un horodisque centré en &, cela veut
dire que 'orbite I'(z) rencontre tous les voisinages de £. Donc on a bien Ly, (T") C
L(T).

L’inclusion L.(I') C Lj(T) est directe.

Les points paraboliques

Définition 1.2.5. Un point £ dans H(oo) est dit parabolique relativement ¢ T’
s’il existe une isométrie parabolique v de T telle que v+ = £. On note L,(T) cet
ensemble.

Si € est fixé par une isométrie parabolique +, alors pour tout point z dans
H, la suite (y"2)y converge vers v = £ le long du demi-horocycle Ho(vy; z, 7).
Celui-ci rencontre tous les voisinages de v+ dans H, donc y* appartient & L(T).
Ainsi, on a L,(I') C L(I).

D’aprés le théoréme suivant, si £ est parabolique, il existe un horodisque
centré en ¢ ne rencontrant aucune de ses images non triviales par I'.

Théoréme 1.2.6. [Théoréme 3.17, section I, [ J] Soit & dans L,(T). Il
existe zg tel que
YHO™ (& 20) N Ho™ (& 20) = 0

pour tout v dans I qui ne fixe pas &.

On remarque alors que le point zy vérifie sup Be (20, 7%0) = 0, ce qui implique
yel’
en particulier que le points £ n’est pas horocyclique.

Corollaire 1.2.7. L,(I') N Ly(T") = 0.

1.2.2 Domaine de Dirichlet

Nous utiliserons au chapitre 3 un domaine fondamental particulier : celui de
Dirichlet. D’une part, celui-ci nous permettra de construire aisément un groupe
I libre et discret (proposition 1.2.12). D’autre part, il nous fournira un critére
trés utile pour montrer qu’un point ¢ de L(I") n’est pas horocyclique (proposi-
tion 1.2.11).

Soit zp un point quelconque fixé de H. Pour toute isométrie v de PSLa(R)
différente de l'identité et non elliptique, on note H,, () le demi-plan défini par :

Hzo(’y) = {Z €H ‘ d(Z,Z()) < d(z,'yzo)}.

Le bord 0H,,(vy) de H,,(y) dans H correspond & la médiatrice du segment
hyperbolique [zg,v20]. La proposition suivante est directe.

Proposition 1.2.8. Soit v une isométrie non elliptique et zo un point de H.

On a

Y(OH=, (v71)) = OHL:, () et y(Hz, (v71) = HE, (7) U OHL, (),

ou HY,  est le complémentaire de H, dans H.
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Définition 1.2.9 (Domaine de Dirichlet). Soit I un groupe fuchsien sans élé-
ment elliptique. Le domaine de Dirichlet D, (T') centré en zy de T' est défini
par

D, (L) := ﬂ H, (7)-

yel’

y#id
Le domaine de Dirichlet D, (I") est un domaine fondamental convexe pour
Paction de T (voir | |, section 3.3.5). Par la suite, nous travaillerons uni-

quement avec des domaines de Dirichlet centrés en ¢. Nous énoncons donc les
propositions suivantes avec zy = ¢, mais elles sont bien entendu vraies pour zg
quelconque.

Le domaine de Dirichlet va nous donner des critéres pour étudier les points
limites du groupe I'. Le premier d’entre eux est que tous les points qui n’appar-
tiennent pas a ’ensemble limite de I' ont une image par un élément de I' dans
le bord a l'infini de D;(T").

Proposition 1.2.10 (Proposition 1.4.10, | ). Soit T un groupe fuchsien
sans élément elliptique. Si & n’appartient pas 4 L(T'), alors il existe v dans ' tel
que ¥¢ appartient au bord & Uinfini D;(T)(c0) de D;(T).

Par la suite, nous aurons besoin de détecter des points limites non horocy-
cliques de I'. La proposition suivante offre un moyen de le faire grace au domaine
de Dirichlet.

Proposition 1.2.11. Soit I' un groupe fuchsien sans élément elliptique. Un
point & de H(oo) appartient @ D;(T')(c0) si et seulement si

sup Be(i,7t) = 0.
yel’

En particulier, D;(T)(c0) N Ly (T) = 0.

Démonstration. Quitte a conjuguer I' dans PSLy(R), on peut supposer £ = oo.
Par définition du domaine de Dirichlet, le point co appartient a D;(I")(o0) si
et seulement si pour tout isométrie différente de l'identité de I', on a co €
H; () (o0). Prenons une telle isométrie v et notons p le point ~yi. Le bord 0H,(7)
correspond ainsi & la médiatrice du segment [¢, p] et d’aprés la proposition 1.1.7,
le point oo appartient a H;(y)(co) si et seulement si Im(p) < 1. Cette derniére
condition est équivalent & By, (4,v%) < 0.

O

Nous terminons cette section sur la proposition suivante. Celle-ci fournit un
critére pour déterminer si un groupe est fuchsien. Elle donne de plus son domaine
de Dirichlet en fonction de ses générateurs et de leurs inverses seulement.

Proposition 1.2.12. Considérons une suite (vy,)n d’isométries non elliptiques
éventuellement toutes différentes dans PSLs(R). Supposons que si k et | sont
deuz indices distincts, alors

(B ) UH () 1 (BES7) U HS () = 0.

Alors le groupe T' :==< 7, n € N > est un groupe fuchsien et l’ensemble

D= ﬂ H; (vn) N ﬂ H; (v, )

neN neN
est le domaine de Dirichlet D;(T") de I" centré en i.
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Démonstration. Notons D l'intérieur de D. Nous allons commencer par montrer
Vy el —{id}, yDN D = 0. (1.6)

Soit v dans I' différent de l'identité quelconque. Prenons z dans D et écrivons
v = ’ylkl‘ ...’yfn:” comme un mot réduit en les lettres ,. C’est-a-dire que pour
tout indice j < m, on a l; # l;41. Ici, pour tout n le nombre k,, appartient a Z
et nous notons €, = +1 ou —1 son signe.

Avec un argument de ping-pong classique, nous montrons par récurrence que
vz appartient a H?(vfll) Puisque z appartient a D en particulier il appartient
a l'intérieur de Hj;(v, 6'”) Ainsi, d’apres la proposition 1.2.8, v, '”z appartient
a H (v ). Fixons malntenant un entier n dans lintervalle [2, m] et supposons

que z, = fyl ) % z appartienne a Hf(v;"). D’aprés nos hypothéses, les en-

sembles Hf(y;™) et Hf(, e '™") ne se rencontrent pas. Ainsi, z, appartient a

Hi(y, "7

o D’aprés la prop051ti0n 1.2.8, cela implique que fyl_ 6’“”’lzn appartient
a H (v, "~!). Par récurrence, nous obtenons bien que vz appartient a H(v;}).

Pulsque HE (7 N D= (), le point vz n’appartient pas a D. Nous en déduisons
donc (1.6).

Nous montrons maintenant qu’il existe V (i) un voisinage ouvert de ¢ d’adhé-
rence compacte ne rencontrant aucun des demi-plans H$(vy,) et H$(v, ). Sup-
posons par ’absurde qu’un tel V(i) n’existe pas. Nous pouvons alors extraire
une suite infinie de médiatrices (OH,;(v,))n telle que la distance de OH;(y,,) & @
converge vers 0 quand n tend vers +oco. Cela implique en particulier I'existence
de demi-plans H;(vx) et H;(vy;), avec k différent de I, tels que l'intersection
HS (y,) N HS () n’est pas vide. Cela contredit notre hypothése et donc V(4)
existe.

On observe alors que V (7) est inclus dans D, et d’aprés (1.6), pour tout «y de
" différent de l'identité, v¢ n’appartient pas & V(). Cela implique que l’action
de T" sur H est proprement discontinue, et donc que I' est un groupe fuchsien.

Remarquons maintenant que d’aprés la définition de D, on a directement
D;(T") C D. D’autre part, comme D;(I") est un domaine fondamental de T', on
sait que T'D;(T) = H et yD;(~) N D;(T) = § pour toute isométrie ~ différente
de l'identité. Ainsi, on a nécessairement D C D;(T"), ce qui conclut. O

Définition 1.2.13 (Groupe de Schottky). Un groupe engendré par une suite
d’éléments (vn)n satisfaisant les hypothéses de la proposition 1.2.12 est appelé
un groupe de Schottky. Si la suite (v,)N est infinie, on dira que c’est un groupe
de Schottky infini.

Dans la section 1.4.1, nous nous servirons de la proposition 1.2.11 et de la
proposition 1.2.12 pour construire des exemples de groupes de Schottky infinis.

1.2.3 Surfaces élémentaires

Soit 7, une isométrie hyperbolique. Posons I', le groupe engendré par -, et
Sp := 'y \H la surface quotient. Cette surface est représentée sur la figure 1.4.

Notons g la projection de I’axe de v, sur Sy. Si 'on retire g & Sy, il reste
deux composantes connexes isométriques. Nous appelons trompette de la surface
Sy P'une ou lautre de ces composantes.
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FIGURE 1.4 — Les deux surfaces élémentaires

trompette

bout cuspidal

Sh Sp

Définition 1.2.14. Soient S une surface hyperbolique et A un sous-ensemble
de S. On dit que A est une trompette de S s’il existe une isométrie hyperbolique
v telle que A soit isométrique a une trompette de < v > \H.

Soit 7y, une isométrie parabolique. Posons I', le groupe engendré par v, et
Sy :=I')\H la surface quotient. Cette surface est représentée sur la figure 1.4.

Considérons un horocycle Ho(v,; z) passant par un point z de H et notons h
sa projection sur S,. Si I’on retire h de S, I'une des deux composantes connexe
restante est la projection de T',\Ho™ (7,; 2) sur S,. Nous appelons cette compo-
sante un bout cuspidal de S,.

Définition 1.2.15. Soient S une surface hyperbolique et C' un sous-ensemble
de S. On dit que C' est un bout cuspidal de S s’il existe une isométrie parabolique
v telle que C soit isométrique a un bout cuspidal de <~ > \H.

Nous établissons maintenant qu’a tout isométrie parabolique v d’un groupe
fuchsien I" est associé un bout cuspidal dans la surface I'\H. Rappelons avant cela
que le stabilisateur I'c d’un point £ de L(I") est toujours cyclique (voir [ D-

Proposition 1.2.16. Soit I' un groupe fuchsien contenant une isométrie pa-
rabolique vo. Alors la surface S := T\H contient un bout cuspidal associé a

Yo-

Démonstration. Soit 7, telle que le sous-groupe cyclique I'y fixant 4 soit en-
gendré par y,. D’aprés le théoréme 1.2.6, il existe 2y dans H tel que pour tout
isométrie v ne fixant pas 'y;r ,on a

YHo™t (75 20) N Ho™ (75 20) = 0. (1.7)

De plus, la projection canonique g : To\Ho" (y,;20) — I'\H est injective. En
effet, si une isométrie v de I' envoie une classe I'gy sur une classe T'yy’, ou
y et y' appartiennent & Ho™ (7,; 2o), alors ~vHo™ (7p; 20) rencontre Ho™ (Vp; 20).
D’aprés (1.7), cela implique que ~y appartient a Iy, et donc T'gy = Toy/'.

Alors, le sous-ensemble I'g\Ho™ (7p; 20) de S est bien isométrique & un bout
cuspidal de la surface T'g\H. O
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1.3 Surfaces géométriquement finies et surfaces
géométriquement infinies

Dans cette section, nous allons définir les surfaces géométriquement infinies
sur lesquelles aura lieu notre étude topologique.

Avant cela, définissons la notion de cété et de sommet d’'un domaine de
Dirichlet. Considérons une isométrie non triviale v d’'un groupe fuchsien I' sans
éléement elliptique. Supposons que Uintersection entre D;(I") et OH;(-y) soit non-
vide et non réduite & un point. On dit que cette intersection est un coté du
domaine D;(T"). Elle est soit un segment géodésique, soit une demi-géodésique,
soit une géodésique entiére. Les sommets de D;(I") sont par définition toutes les
extrémités de ses cotés (et appartiennent donc potentiellement a H(co)).

Définition 1.3.1 (Surfaces géométriquement finies et surfaces géomeétriquement
infinies). Soit T un groupe fuchsien sans élément elliptique. La surface S := T'\H
est dite géométriqguement finie (resp. géométriquement infinie) si le domaine de
Dirichlet D;(T) posséde un nombre fini (resp. infini) de cotés. On dit aussi que
le groupe ' est géométriquement fini (resp. géométriqguement infini).

La finitude géométrique d’un groupe fuchsien se caractérise grace a son en-
semble limite.

Théoréme 1.3.2 (Théoréme 4.13, section I de [ D). Soit T un groupe fuch-
sien sans élément elliptique et S := T\H la surface quotient. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) S est géométriquement finie.
(ii) L(T) = L(T) U Ly(T).
(i1i) L(T") = Ly(T) U L,y(T).

On peut déduire directement de ce théoréme le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.3. Le groupe I' est géométriquement infini si et seulement si il
existe & dans L(T) qui n’est ni horocyclique, ni parabolique.

Ce sont précisément ces nouveaux types de points limites, qui n’apparaissent
que sur les groupes fuchsiens géométriquement infinis, qui vont nous intéresser
par la suite. Nous traduisons maintenant les résultats de cette section en termes
de demi-géodésiques quasi-minimisantes.

1.3.1 Caractérisation de la finitude géométrique en termes
de demi-géodésiques

Nous faisons ici le lien entre les différents types de points limites de I' et
le comportement des demi-géodésiques sur la surface quotient S := T'\H. Le
corollaire 1.3.3 fera alors apparaitre un type de demi-géodésique propre aux
surfaces géométriquement infinies que nous étudierons au chapitre 3.

Commencons par les points limites coniques.

Proposition 1.3.4. Soient & un point de L(T') et a(RT) une demi-géodésique
de H telle que i(c0) = £. Le point £ est conique si et seulement si a(RT) se
projette sur S en une demi-géodésique u(R™) qui repasse une infinité de fois
dans un ensemble compact.
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Démonstration. Par définition de L ("), on sait qu’il existe z dans H et (v,)n
dans T tels que lim,_, 1 oo Y0z = £ et sup,, d(ynz, @(RT)) < C pour une certaine
constante C' > 0. C’est-a-dire qu’il existe t,, — +oo telle que d(vy,z,u(t,)) < C
pour tout n. Ainsi, la demi-géodésique u(R™) repasse une infinité de fois dans
I’adhérence de la boule centrée en la projection de z sur S et de rayon C.
Réciproquement, si u(R™) repasse une infinité de fois dans un compact K de
S, alors il existe une suite d’éléments -, de I tels que @(R™) rencontre fynf( pour
tout n. En prenant un point z appartenant a f(, on a bien lim,,, 400 Yz =€ et
sup,, d(vnz, [2,£)) < +o0. O

La propriété correspondante pour les points horocycliques fait intervenir la
notion de demi-géodésique quasi-minimisante, au coeur du chapitre 3.

Définition 1.3.5 (Demi-géodésique quasi-minimisante). Une demi-géodésique
w(RT) dune surface hyperbolique S est dite quasi-minimisante s’il existe une
constante réelle C > 0 telle que pour tout temps t > 0 on ait :

d(u(0),u(t)) >t - C.

On dit de plus que uw(R") est minimisante si pour tout temps t > 0 on a
d(u(0),u(t)) = t.

Ainsi, une demi-géodésique u(R™) est quasi-minimisante si la distance entre
u(0) et u(t) est réalisée & une constante preés par le chemin u([0,¢]) (de longueur
t), pour tous les temps ¢ > 0.

Remarquons ici qu’une définition équivalente serait : u(R™) n’est pas quasi-
minimisante si pour toute constante C' > 0 il existe un temps T¢ tel que pour
tout ¢ > T, on a d(u(0),u(t)) <t — C.

Si un point & est conique relativement a I'; alors d’aprés la proposition 1.3.4,
toute demi-géodésique 4(RT) d’extrémité & se projette en une demi-géodésique
qui n’est pas quasi-minimisante sur S.

Proposition 1.3.6. Un point & de L(I") est horocyclique si et seulement si toute
demi-géodésique w(R™) d’extrémité & se projette sur S en une demi-géodésique
w(RY) qui n’est pas quasi-minimisante.

Démonstration. Notons z le point base de u. Par définition d’un point horocy-
clique, on sait que sup Be(z,7z) = +o0c. D’aprés la proposition 1.1.8, on a

yel’

sup, lim_d(z (1)) = d(y2, () = +oc.

C’est-a-dire que pour toute constante C' > 0, il existe v dans I" et un temps
T¢ tel que pour tout temps t > T on a d(z,a(t)) — d(vz, a(t)) > C.
Or, d(z,a(t)) =t et d(u(0),u(t)) < d(yz,u(t)) pour tout v dans I'. D’otr
VC >0, IT¢, Vt > T, t — d(u(0),u(t)) > C.

Cela est bien équivalent au fait que la demi-géodésique u(R™) n’est pas
quasi-minimisante. O
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Si u se reléve en un élément % dans T'H pointant vers un point fixe d’une
isométrie parabolique, comme L,(I')N Ly, (T") = ) d’aprés la proposition 1.2.7, la
demi-géodésique u(R™") est quasi-minimisante. Notons aussi que si u(oco0) ¢ L(I),
alors en particulier 4(oc) ¢ Lp(T) et donc u(RT) est quasi-minimisante. Ce
sont d’aprés le théoréme 1.3.2 les seules demi-géodésiques quasi-minimisantes
existant sur une surface géométriquement finie.

Ce méme théoréme peut étre reformulé de la maniére suivante.

Proposition 1.3.7 (La finitude géométrique par les demi-géodésiques). Soit '
un groupe fuchsien sans élément elliptique et S := I'\H la surface quotient. Les
deux propositions suivantes sont équivalentes.

(i) La surface S est géométriquement infinie.

(ii) Il existe un élément u dans l’ensemble nmon errant Q) de hg sur T'S
non hg-périodique, et tel que la demi-géodésique u(R™) de S est quasi-
minimisante.

La demi-géodésique u(R™) de la figure 3 en introduction est une représenta-
tion d’une telle demi-géodésique quasi-minimisante. Nous allons leur donner un
nom.

Définition 1.3.8 (Demi-géodésique quasi-minimisante infinie). Une demi-géo
désique quasi-minimisante d’une surface hyperbolique S = T\H sera dite infinie
si son vecteur de départ est dans [’ensemble non errant du flot horocyclique et
n’est pas hr-périodique. De maniére équivalente, l'extrémité u(oo) d’un relevé
de uw(RT) dans H appartient & L(T') — Ly(T') — L,(T).

Prenons un groupe fuchsien I' sans élément elliptique. D’aprés la propo-
sition 1.2.11, si £ appartient au bord a l'infini D;(I")(c0) du domaine de Diri-
chlet, alors £ ¢ L, (T). Ainsi, d’aprés la proposition 1.3.6, toute demi-géodésique
w(RT) de H ayant son extrémité @(oo) dans D;(T")(o0) se projette sur S en une
demi-géodésique quasi-minimisante. En étudiant le bord & 'infini du domaine de
Dirichlet, nous pouvons donc détecter des demi-géodésiques quasi-minimisantes
u(RT) de S. 1l sera de plus facile par la suite de déterminer quels sont les points
de D;(T")(c0) qui ne sont pas dans L(I") ou qui sont dans L,(T'), et quels sont
ceux qui sont dans L(I") — L,(I"). C’est-a-dire que le domaine de Dirichlet nous
permettra de trouver des demi-géodésiques quasi-minimisantes infinies de S, ce
qui sera crucial dans la construction de nos exemples.

Corollaire 1.3.9. Si un point & appartient au bord a linfini du domaine de
Dirichlet centré en i d’un groupe ', alors toute demi-géodésique u(R™) telle que
i(o0) = & se projette en une demi-géodésique u(R™) quasi-minimisante sur la
surface S = T'\H.

1.4 Finesse asymptotique et exemples sur des sur-
faces
Soit S := T'\H une surface hyperbolique. Dans toute la suite, lorsque ’on

considérera un point = de S, ou un élément u de TS, alors les notations avec
un tilde, ¥ ou 1, désigneront toujours leurs relevés dans H ou T1H.
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Le rayon d’injectivité donne la valeur de la taille de la surface en un point
donné. Il sera mis en lien avec la notion de demi-géodésique quasi-minimisante
dans le théoréme A.

Introduisons les deux définitions suivantes.

Définition 1.4.1 (Rayon d’injectivité et Finesse asymptotique). Soit S := I'\H
une surface hyperbolique. Soient x dans S et T un relevé quelconque de x dans
H. Le rayon d’injectivité de S en x est défini par

Inj(z) = 12{‘ d(z,v%).
’7¢1d

Soit u(R™) une demi-géodésique de S. On appelle finesse asymptotique de
w(RY) la limite inférieure du rayon d’injectivité le long de celle-ci, et on la note
Inj(u(RY)) :

- + e . . -
Inj(u(R™)) = lim inf Inj(u(t)).

Nous pouvons d’ores et déja discuter de la finesse asymptotique de trois
types de demi-géodésiques

Proposition 1.4.2. Soient ' un groupe fuchsien et S := I'\H la surface quo-
tient. Si u(R™) est une demi-géodésique telle que I'extrémité u(oco) est un point
conique de T', alors Inj(u(RT)) < +oc.

Démonstration. La demi-géodésique u(R™) repasse toujours dans un compact de
S d’apres la proposition 1.3.4. Cela implique directement Inj(u(RT)) < 400. O

Proposition 1.4.3. Soient T’ un groupe fuchsien et S := T\H la surface quo-
tient. Si u(RT) est une demi-géodésique telle que lextrémité a(oo) est un point
parabolique de T, alors Inj(u(RT)) = 0.

Démonstration. Notons « une isométrie parabolique fixant #(co). Il suffit de
constater que lorsque ¢ tend vers +oo, la distance d(a(t),va(t)) tend vers 0. O

Proposition 1.4.4. Soient I' un groupe fuchsien et S := I'\H la surface quo-
tient. Si u(R™) est une demi-géodésique telle que l'extrémité u(oo) dans H(oo)
n’appartient pas a L(T), alors Inj(u(R™)) = +oo0.

Démonstration. Supposons, par ’absurde, que Inj(u(R')) = o < 4o00. Quitte
a conjuguer le groupe T, on peut supposer que %(co) = oo et %(0) = i. Il existe
donc une suite (v, )y d’éléments tous différents de I'identité dans T' et une suite
de temps (¢,)n qui tend vers +oo telles que

nglfoo d(t(ty), yu(ty,)) = a.

Observons maintenant que les éléments ~,, peuvent étre choisis tous distincts.
En effet, procédons par ’absurde et supposons qu’il existe une isométrie fixée v
satisfaisant lim,—, 4o d(@(t,), Yu(t,)) = a. Alors, si 7 est hyperbolique, d’aprés
la proposition 1.1.3, ’axe de v est a distance bornée de (0,00). En particulier,
oo € {v~,7"}. Cela implique que oo appartient & L(T'), ce qui est une contra-
diction. On raisonne de la méme maniére si I’on suppose que v est parabolique
en utilisant la proposition 1.1.12.
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En observant que B (Yni, Yn@(tn)) < d(vni, yna(tn)) = d(i,4(t,)) = tn, et
By (a(ty),4) = —t,, on peut faire le calcul suivant.

Boo(1ni,1) = Boo (Y, Yal(tn)) + Boo(Ynt(tn), u(tn)) + Boo (U(tn), 1)
< tn + Boo (Y t(tn), U(tn)) — tn
< d(a(tn), Y t(tn))-

Cette derniére quantité converge vers o. Puisque les éléments ~,, sont tous dis-
tincts, cela implique qu’il existe un horodisque centré en co contenant une in-
finité de points distincts v,i. Puisque I' est un groupe discret, ces points ne
peuvent pas s’accumuler en un point de H. Donc ils s’accumulent en oo, ce qui
est impossible puisque oo n’appartient pas a L(T). O

Nous pouvons déduire de ces trois propositions la finesse asymptotique des
demi-géodésiques d’une surface géométriquement finie.

Proposition 1.4.5. Soient I' un groupe fuchsien géométriquement fini sans
élément elliptique et uw(R") une demi-géodésique sur la surface quotient S :=
P\H. Si @ dans T'H est dirigé vers un point de L(T), alors Inj(u(R*")) < +o0.
Sinon, Inj(u(R")) = +o0. o

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.3.2, soit le point @(oco) est parabolique,
soit il est conique, soit il n’appartient pas & L(T'). Il ne reste alors qu’a appliquer
les trois propositions précédentes. O

1.4.1 Les fliites

Nous présentons ici une classe de surfaces hyperboliques géométriquement,
infinies & la fois simple et pourtant trés riche. Ces surfaces ont été étudiées
spécifiquement par A. Haas, A. Basmajian ou encore A. Starkov (voir [ I,

[Bas93], [Stads]).

Définition 1.4.6 (Fliute hyperbolique). Soit I' un groupe fuchsien et S := I'\H
la surface quotient. Nous dirons que S est une flite si I est un groupe de Schottky
infini engendré par une suite (v, )n d’isométries hyperboliques dont les azes sont
emboités : pour tout n > 1, les axes de v,—1 et yp1 sont dans des composantes
connexes différentes de H — (v, ,7,").

Rappelons que la définition d’un groupe de Schottky infini a été donnée
page 29 (définition 1.2.13). La terminologie "flite" a été choisie par rapport a
Pallure de ces surfaces (voir figure 1.6 par exemple).

Soit F' = I'\H une flate, ou I' =< 7, |n € N >. Nous distinguerons par
la suite deux types de flate : les tordues et les non tordues. Pour les définir,
désignons pour tout n par a, le segment hyperbolique joignant 'axe de ~, a
celui de 7,41 et orthogonal aux deux.

Définition 1.4.7 (Flates non tordues et flites tordues). Une flite F' est dite
non tordue si les segments géodésiques a, appartiennent tous a une seule et
méme demi-géodésique w(R1) de H. Dans le cas contraire, F est dite tordue.
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FIGURE 1.5 — Les domaines de Dirichlet des flites

Flate non-tordue

Flute tordue
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On peut voir allure typique du domaine de Dirichlet d’une flite non tordue
et d’une flate tordue sur la figure 1.5. Les géodésique C’, en bleu foncé repré-
sentent les médiatrices OH; (), et les géodésiques C,, les médiatrices OH; (v, 1).
Les zones en bleu clair correspondent aux demi-plans H$(vy,,) et H¢(v;, ). D’apreés
la proposition 1.2.12, D;(T") est la partie de H & l’extérieur des zones colorées
en bleu clair sur ces figures.

Définition 1.4.8 (Flite fine, constante ou épaisse). La flite F est dite fine si
a = liminf, 4o I(yn) = 0. Elle est dite constante (resp. épaisse) si 0 < o <
+o0 (resp. o = 400).

Pour une étude détaillée des fliites non tordues et de leurs demi-géodésiques,
le lecteur peut se référer a | | ou| |. Pour une étude des flites tordues,
il peut se référer a [ ]

Nous construisons maintenant plusieurs fliites non tordues sur lesquelles nous
pourrons observer plusieurs demi-géodésiques quasi-minimisantes infinies (défi-
nition 1.3.8) ayant des valeurs de finesse asymptotique nulle, strictement positive
ou infinie. Les flutes Fy, F» et F3 sont tirées de | | et la flate Fy de [ ]
Une flite tordue sera construite au chapitre 3 pour démontrer le théoréme B.

Les exemples de fliites non tordues de | ]

Considérons une suite de géodésiques (C),)n d’extrémités toutes positives
dans H(o0), de rayons et de centres euclidiens r, € RT et x,, € H(co) respec-
tivement, avec x, < z,11 pour tout n. Supposons de plus que xy = ro et que
pour tout n, le demi-cercle euclidien C,, soit tangent & C),41 dans H(co). Pour
tout n > 1, on a donc x,, = 2 ZZ;S ri + r,. Considérons maintenant pour tout
n > 1 lisométrie ~,, définie par la matrice M,, dans SLa(R) :

2
Tn o Zn
My=(rm ™%,
Tn

La trace de M, étant strictement plus grande que 2, l'isométrie -, est hyper-
bolique. Observons alors que pour n > 1, les images de z,, + r, et x, — r, sont
respectivement, égales & —x,, — r, et —x, + r,. Ainsi, les images des cercles C,
pour n > 1 par les isométries ~, sont les cercles C/, symétriques des cercles C,,
par rapport a la verticale (0, 00).

Cela implique en particulier que pour tout n, on a d(i,C},) = d(i,Cy). On a
donc

d(i,Cy) = d(ni, 1 Cn) = d(7ni, C,).-

Ainsi, pour tout n, on a OH;(vy,) = C! et OH;(y, ') = C,. Or, puisque les
cercles C, ont été choisis tangents les uns aux autres, si k et [ sont deux indices
distincts, alors

(HS (v 1) UHE () N (HE (1) UHS () = 0.
Alors, d’apreés la proposition 1.2.12, le groupe I' :=< 7, |n > 1 > est un groupe

de Schottky infini, engendré par une suite d’éléments hyperboliques dont les
axes sont emboités. La surface quotient S := I'\H est donc une flite.
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D’apreés la proposition 1.2.12, son domaine de Dirichlet D;(T") est

Di(T) = () Hi(ya) N () Hi(r, ).

n>1 n>1

Un rapide calcul montre que les points fixes des éléments ~,, sont les points
++4/x2 —r2. Ainsi, les axes des éléments v, sont symétriques par rapport a la
verticale (0,00). Cela montre que la géodésique (0, 00) croise tous les axes des
éléments ~y,, orthogonalement, et donc que la surface S := I'\H est une flite non
tordue. Le domaine fondamental de cette flite a la méme allure que celui de la
flite non tordue sur la figure 1.5, excepté que les cercles C,, sont tangents les
uns aux autres (de méme pour les cercles CY).

Proposition 1.4.9. Soit g [’élément de T'H basé en i et dirigé vers oo.
La demi-géodésique o(R™) se projette sur S := T'\H en une demi-géodésique
uo(R™") quasi-minimisante infinie.

Démonstration. Nous devons montrer que le point co appartient a L(T') —
L,(T') — Ly(T"). Pour tout n, le point v,i appartient au demi-plan H(v,).
La suite (y,i)n converge ainsi vers le point oo, qui appartient donc a L(T).
Puisqu’il appartient & D;(T")(c0), il n’appartient pas & Ly (T') d’apreés la propo-
sition 1.2.11. Enfin, si v est une isométrie non triviale de I', on I’écrit en un
mot réduit ’ylkll ’ylk et un argument de ping-pong (voir la démonstration de
la proposition 1.2.12) montre que le point oo appartient a H(y;'), ott €1 est le
signe de k;. Ainsi, yoo # 0o et co n’appartient pas & L,(I). O

La proposition suivante montre que la finesse asymptotique de uo(R™) s’étu-
die directement a 1’aide des longueurs de translation des éléments -,

Proposition 1.4.10. On a :

Ingj(uo (R1)) = liminf (7).

n——+00

Démonstration. Pour tout n, on note z, le point d’intersection de ’axe de =,
avec tg(R™). On a donc d(zy,, Yn2n) = I(vn). Puisque lim,, 4 o 2, = 00, on a

. Jr < . .
Inj(uo(R™)) < Liminfi(y,).
Supposons maintenant par I’absurde que ’on ait

o= @(uo(Rﬂ) <L:= Eglfgfl(%)

Quitte & passer & une sous-suite, on peut supposer que L = lim,_ 400 {(Vn)-
Prenons alors un nombre € > 0 tel que a < L —e.

1l existe un entier naturel N; tel que pour tout n > Ny, on a d(zn, Ynzn) =
I(yn) > L — e. Rappelons que les géodésique C,, et C! sont symétriques par
rapport & (0,00) et que le bord dD;(T") du domaine de Dirichlet centré en ¢ de
I est la réunion de toutes les géodésiques C,, et C/,. Ainsi, pour tout ¢, on a

d(to(t),0D;(T)) = mind(to(t), Cp,) > min %d(C’n, Cl) = milr\ll %l(’yn)
ne

neN neN

38



1.4. FINESSE ASYMPTOTIQUE ET EXEMPLES SUR DES SURFACES

Observons que pour tout entier k fixé, on a

lim d(ﬂo(t), Ck) = +o0.

t——+oo

Ainsi, pour tout NV, il existe T tel que si ¢ > Ty, alors

(1), 0Di(T)) = min d(io(t), Ca) = min 51(7).

Donc pour tout t > T, , on a
1
d(ﬁo(t)7 6D1(F)) > i(L — 6). (18)

Considérons maintenant une suite de points (z/,)y convergeant vers oo le
long de [i,00) = Gp(R™) ainsi qu'une suite (v, )y d’éléments de T telles que
limy, 40 d(2},,75,%5,) = . Considérons aussi un entier naturel Ny tel que pour
tout n > Ni on ait d(z),~,7,) < L —e. Pour tout n, notons p,, le point de
OHLi(v,,) U OH, (v, 1) tel que

min{d(zim OH; (7;))7 d('z;w OH; (’7;1_1)) = d(z;wpn)'

Par définition du domaine de Dirichlet, le point p,, appartient & 0D, (I") UDg(T).
Comme d(z,,pn) < d(z),7,25)/2, si n > Na, alors d(z),,pn) < (L — €)/2. Cela
implique que pour n > N, on a

d(z,8D;(T)) < %(L —e). (1.9)

Si l'on prend enfin un entier n > Ny tel que 2] appartienne a [a(T, ), 00),
les inéquation (1.8) et (1.9) sont en contradiction. Ainsi, o = L. O

En jouant sur les valeurs des nombres r,, dans la définition des matrices M,
nous pouvons faire varier leurs traces et par la-meéme les longueurs (7, ) d’aprés
la proposition 1.1.2. Nous construisons ainsi les trois fliites suivantes.

— La flite non tordue fine Fy. Si lon fixe r, = > nl, alors les traces des
matrices M, convergent vers 2, et donc les longueurs (v, ) convergent
vers 0 et Inj(uo(R*)) = 0 d’aprés la proposition 1.4.10.

— La flite non-tordue constante F». Sil’on fixe r, = 2 et x,, = 2r,, alors les
longueurs /() sont constantes et 0 < Inj(uo(RT)) = I(y,) < +o0.

— La flite non-tordue épaisse Fs. Si l'on fixe r,, = %, alors les longueurs
I(vn) tendent vers 400 et 'on a Inj(ug(R™)) = +oo0.

La figure 1.6 récapitule ces trois possibilités.

L’exemple de flate non tordue de | |

Nous construisons ici une flite non tordue F; ayant la particularité suivante.
Il existe une demi-géodésique ug(R™") quasi-minimisante infinie sur Fy qui ne
rencontre aucune géodésique fermée. C'est-a-dire qu’un relevé o (RT) de up(R™)
dans H a son extrémité y(co) dans L(I') — L,(I') — Lyp(I') et ne rencontre
pourtant aucun axe d’isométrie hyperbolique. Ce comportement trés spécial est
différent de celui des demi-géodésiques exhibées sur les trois flites présentées
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FIGURE 1.6 — Trois types de flites non-tordues

La fltite fine I}

La flite constante Fy

La flate épaisse F3
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FIGURE 1.7 — Domaine fondamental de la flite non tordue épaisse Fy

précédemment. Il donne lieu & une orbite horocyclique intéressante que nous
étudierons au chapitre 3.

Pour toutes les notations qui suivent, le lecteur peut se référer a la figure 1.7.
Considérons les horocycles H; = Ho(oo; 1) et Hy = Ho(0;4). Ils sont image 1'un
de Pautre par la réflexion R d’axe A = (—1,1). Prenons ensuite une suite de
demi-géodésiques (g, )y partant toutes de i et dont les extrémités &, sont toutes
positives et convergent vers +oo dans R. Enfin, considérons une suite (e,)n de
réels strictement positifs convergeant vers 0.

Notons maintenant (p,)y la suite de points telle que pour tout n on ait
Dn € gn et Boo(pn,i) = €,. Clest-a-dire que en posant I,, = Im(p,), on a
I, = 1 — ¢,. Notons par ailleurs C), la médiatrice de [¢, p,] et e1(n) et ea(n) ses
deux extrémités dans H(co) avec e1(n) < ex(n).

Proposition 1.4.11. On a :

ngToo a (n) - ngr—ir-loo = (TL) = oo

Démonstration. Notons R, la partie réelle de p,, pour tout n. D’aprés la pro-
position 1.1.6, la médiatrice C,, a pour équation

Puisque I,, = 1 — ¢,,, en notant ¢, le centre euclidien de C, et d,, son rayon

41



CHAPITRE 1. DEMI-GEODESIQUES D’UNE SURFACE
HYPERBOLIQUE

euclidien, on a

Rn R2 1/2
et (10 )

I, -1 (I, — 1
R &+ R2\ "7
€n €z
_ ei (Rn — RovT— 6, (/R + 1)“2)
:Eﬁ(y-¢ﬁ:;¢y33+n”ﬁ
€n

_ Rn 1—(1-¢,) (ei/RTQL—Fl)

e 1+ vI—6 (2/R2 +1)Y?
/R +1
"1+ VI—6n(2/R2 +1)Y?
Puisque lim, 5106, = 0 et lim, 4o R, = 400, on obtient que si n est
assez grand, alors ej(n) > R,/3. Ainsi, lim, 1 e1(n) = 4+00. On obtient

lim,, 40 €2(n) = 400 en observant simplement que e;(n) < es(n) pour tout
n. O

D’aprés la proposition 1.4.11, quitte & extraire une sous-suite, nous pouvons
supposer que les médiatrices C), sont disjointes et satisfont ez(n) < ej(n+ 1)
pour tout n. On peut supposer de plus

li d(Cy, C, = . 1.10
n_lﬂ_loo (Cn, Cnpy1) = +o00 ( )
Cela implique en particulier que pour toute constante K fixée, il existe un entier
N tel que pour tout n > N, pour tout k # n, on a

d(C,, C) > K. (1.11)

On définit maintenant C], = R(C,) la réflexion de C,, par rapport a la
géodésique A= (—1,1) pour tout n, et on définit -, 'isométrie hyperbolique
dont 'axe est perpendiculaire a C), et C/, et telle que v, (Cy,) = CJ,. Alors pour
tout n on a d(i,Cy) = d(i, C}). Ainsi,

d(i, 07/7,) = d('}/nia ’Ynon) = d('Yniz C?”L)

Donc, pour tout n, on a 9H;(v,,) = C!, et OH;(v,, 1) = C,,. De plus, par construc-
tion, si k et [ sont deux indices distincts, alors

(HF (1) UHE (1)) N (H (1) UHS () = 0.

D’aprés la proposition 1.2.12; le groupe I' :=< 7, |n > 1 > est un groupe de
Schottky infini, engendré par une suite d’éléments hyperboliques dont les axes
sont emboités. La surface quotient Fy := I'\H est donc une flate. Par construc-
tion, la géodésique A rencontre tous les axes (v;;, ;") perpendiculairement. Par
ailleurs, on a liminf, 1. I(y,) = +oo. Ainsi, Fy est une flite non tordue
épaisse. D’apres la proposition 1.2.12, son domaine de Dirichlet D;(T") est

Di(T) = () Hi(ya) 0 () Hi(y -

n>1 n>1
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Cette surface est représentée sur la figure 1.8, ou A est la projection de A
sur Fjy.

Proposition 1.4.12. La demi-géodésique tig(RT) = [i,00) de T H se projette
sur Fy en une demi-géodésique quasi-minimisante infinie de finesse asymptotique
infinie.

Démonstration. Par construction, pour tout n, on a v, i = p,. Cela implique
lim,, o 7, 1 = 00, donc le point oo appartient 4 L(T). Par un argument de
ping-pong (voir la démonstration de la proposition 1.2.12 par exemple), si v est
un élément de I' différent de 'identité, alors yoo # oo. Donc co ¢ L, (I'). Enfin,
d’apres la proposition 1.2.11, le point co n’est pas dans Lp(T'). Ainsi, uo(R™)
est bien une demi-géodésique quasi-minimisante infinie.

Montrons maintenant que Inj(u(R*")) = 4o00. Soit K une constante stricte-
ment positive. Nous allons montrer qu’il existe un temps Tk tel que pour tout
t > Tk, on a Inj(u(t)) > K, c’est-a-dire d(a(t),ya(t)) > K pour tout v dans T’
différent de I’identité. Considérons donc un tel élément v et écrivons-le comme
un mot réduit en les lettres -, :

k km
Y=Y

ou k, a pour signe ¢, = +1 pour tout n et [; # [;11 pour tout j.

Observons tout d’abord que par construction, on a lim, 4o d(Cp, Cl) =
lim,, 4 o0 I(7n) = +00. Ainsi, on peut trouver N(K, 1) tel que pour tout n >
N(K,1) on ait I(y,) > K. On considére alors le temps T'(K, 1) tel que pour
tout ¢ > T'(K, 1), pour tout n < N(K,1) on ait d(u(t),C,) > K.

Ensuite, d’aprés la condition (1.11), nous pouvons considérer un certain en-
tier N(K,2) tel que pour tout n > N(K,2) et pour tout k différent de n,
on a d(Cp,Cy) > K. On considére alors un temps T'(K,2) tel que pour tout
t > T(K,2) et pour tout n < N(K,2). on ait d(u(t),C,) > K.

Soit alors Tk = max{T(K,1),T(K,2)} et t > Tk. Le point ~a(t) appar-
tient a Hf(v;'). En particulier, d(a(t),vu(t)) > d(a(t),Cy,). Ainsi, si [; <
max{N (K, 1), N(K,2)}, alors d(u(t),yu(t)) > K par définition de Tk, N(K, 1)
et N(K,2). Maintenant, si [ > max{N(K,1), N(K,2)}, on remarque que

d(a(t),va(t)) = d(y, " a(t), v - adt) > d(Cry, Cr) > K
par définition de N(K,2). O

Si lon conjugue T' par une isométrie de PSLy(R) pour envoyer (—1,1) sur
(0,00), nous obtenons un groupe I' dont le domaine de Dirichlet centré en i a
une allure plus classique donnée sur la figure 1.9, ot & un élément = de D;(T)
on a associé I'élément conjugué & de Dy(I).

1.5 Finesse asymptotique et tours des demi-géodésiques

1.5.1 Tours d’une demi-géodésique

Considérons une demi-géodésique «(R™) sur une surface hyperbolique S croi-
sant une géodésique fermée g de longueur I(g). Notons t( le premier temps tel
que u(tg) € g et paramétrons g de sorte que g(0) = u(tp). Considérons alors
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F1GURE 1.8 — Flite non tordue épaisse
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FI1GURE 1.9 — Domaine fondamental du groupe I

©.0)

A;—’_ A:_I_. .
Y2 V3

la courbe C suivant u(R™1) jusqu’a u(tp), puis faisant un tour autour de g,
puis continuant le long de w(R™). Formellement, C(t) = u(t) si t < tg, puis
C(t) = g(t —to) sit € [to, to + 1(g)] et enfin C(t) = u(t —to) si t > to + I(g).

Posons alors v I'élément de TS tel que v(0) = u(0) = C(0) et v(RT) est
dans la méme classe d’homotopie que C(R™).

Dans H, la géodésique g se reléve en une géodésique g qui est I’axe d’une
isométrie hyperbolique ~. Si ’on reléve nos courbes et géodésiques dans H nous
obtenons la situation de la figure 1.10, ou les relevés C'(R*) et #(R*) ont la
méme extrémité yi(oo).

Pour décrire cette situation, nous dirons que v(R™) a fait un tour autour de
g par rapport a u(R™). Nous généralisons cette situation au cas ot u(R™) et g
ne se croisent pas nécessairement.

Définition 1.5.1 (Triplets (%), (xx) et tours d’une demi-géodésique). Soit T’
un groupe fuchsien sans élément elliptique. Soit @ et © dans T'H et u et v leurs
projections sur T'S.

(i) Dans H : le triplet (4,v,) est en position () si 4(0) = 0(0) et v(o0) =
~vi(oo). Nous dirons qu’il est en position (%) si de plus v est hyperbolique
et u(R™) croise l'aze de .

(resp. (%*)) si il existe une

(ii) Dans S : le couple (u,v) est en position (*)
0,7) associé est en position (%)

isométrie v dans T telle que le triplet (@,
(resp. (xx)) dans H.

(iii) Si le triplet (4, 0,7™) est en position (%), nous dirons aussi que la demi-
géodésique v(R™) fait n tours autour de ~y par rapport o uw(R™).
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FIGURE 1.10 — Tours autour d’une géodésique

Prenons un couple (u,v) en position () sur une surface hyperbolique S =
I'\H associé & un triplet (i,d,v). Appliquons v~! & la demi-géodésique 9(R™).
On remarque que v~ '9(c0) = @(00). Ainsi, en notant B := By(s) (7~ '9(0), @(0)),
on a

Bi(oo) (Y '9(B), @(0)) = Ba(oe) (v '9(B),7~'5(0)) + B
= -B+B=0.

Ainsi, d’aprés la propriété 1.1.11 , on a

lim d(y~'9(t + B),u(t)) = Bao) (v ' 9(B),@(0)) = 0.

t——+oo

D’aprés la définition de la distance d sur S, cela implique

lim d(v(t + B),u(t)) = 0.

t—+o0
D’ou la définition suivante.

Définition 1.5.2 (Temps pris pour des tours de demi-géodésiques). Si (u,v) est
un couple de TS en position (x) associé a un triplet (i, 0,7), nous dirons que
le temps pris par v(R™) pour faire le tour autour de ~ est By ooy (v~ 10(0),(0)).
Si v(R™) a fait n tours autour de vy, le temps pris pour faire ces n tours est par
définition By(o) (v~ "0(0),4(0)).

Observons que le temps pris pour faire un ou plusieurs tours n’est pas né-
cessairement positif. En effet, il est possible que B ooy (7719(0),%(0)) soit stric-
tement négatif.

46



1.5. FINESSE ASYMPTOTIQUE ET TOURS DES DEMI-GEODESIQUES

1.5.2 Conséquences de la finesse asymptotique

La finesse asymptotique a plusieurs implications sur les demi-géodésiques.
La proposition suivante donne une conséquence de la finesse asymptotique d’une
demi-géodésique u(R*) d’une surface S := I'\H sur la position de certains points
fixes d’isométries de T'.

Proposition 1.5.3. Soit I' un groupe fuchsien sans éléments elliptique. Soient
w(RY) une demi-géodésique de H et (G, )n une suite de points convergeant vers
(00) le long de w(RT). Soit (v,)n une suite d’isométries de T toutes distinctes
telle que

lm  d(Gn, YnGn) < +00.

n—-+oo
Alors
lim v = lim ~ = a(c0).
n—-+4oo ’yn n—+4o0o ’Yn ( )

Démonstration. Quitte a conjuguer I' dans PSLy(R), nous pouvons supposer
que u(00) = 0o et 4(—o0) = 0.

Traitons tout d’abord le cas ot une infinité d’éléments ~,, sont hyperboliques.
On suppose alors par l’absurde que quitte & passer & une sous-suite de (7)),
on ait 1 :=lim,_, 4oy, # 00 ou & :=lim,_, Y # 0o.

Supposons premiérement que n # £. Alors, pour tout z dans H, la distance
d(z, (v, ,7)) est bornée supérieurement. Ainsi, puisque I(v,) < d(gn,VnGn)
pour tout n, la proposition 1.1.3 implique que pour tout z dans H, les points
Ynz restent dans un compact. Cela contredit le fait que I" est un groupe discret.

Supposons maintenant que n = & # oco. Si les éléments -, sont hyperbo-
liques, on considére la demi-géodésique [p, £) partant d’un point p sur (0, 00) et
orthogonale & @(R) = (0,00) (si 7 = & = 0 on considére n’importe quel point p
sur (0,00)). Pour n suffisamment grand, on a d(p, (v, ,%")) < d(gqn, (3, %,))-
Ainsi, la proposition 1.1.3 implique que d(p,vnp) < d(gn,Vnqn). Puisque que
les distances d(gy,,Vngn) sont bornées supérieurement, nous obtenons & nouveau
une contradiction avec le fait que I' est discret.

Si les éléments ~y,, sont paraboliques, on procéde & nouveau par ’absurde et
on suppose que quitte & passer a une sous-suite, on a lim, v, = 7 # oo.
Fixons zp dans H. Puisque les points ¢, convergent vers oo, le point zy appartient
a I’horodisque Ho™ (y;F; ¢,) a partir d’un certain rang. Donc 0 = B_+(20,20)) <
B+ (gn,20)). Ainsi, la proposition 1.1.12 implique que pour n assez grand on
a d(20,vn20) < d(qn,Ynqn), ce qui contredit une fois de plus le fait que T est
discret.

Ainsi,

n=§=oc.
O

Nous utiliserons par la suite cette proposition dans le cadre du corollaire
suivant

Corollaire 1.5.4. Soient S := I'\H une surface hyperbolique et u(R™") est une
demi-géodésique quasi-minimisante infinie de S avec une finesse asymptotique
finie. Alors il existe une suite de points (¢,)n dans H convergeant vers a(oo) le
long de a(R™T) et une suite d’isométries toutes distinctes (v, )y dans T telles que

Jm d(Gn, Ynda) = Inf(w(RT)) et lim vy, = lim 47 =i(c0).  (1.12)

n—-+oo
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Démonstration. Par définition de la finesse asymptotique, nous obtenons direc-
tement une suite de points (g, )y et une suite d’isométries (v, )y satisfaisant

ngr_{_loo d(dna’Yndn) < +4o00.
Il reste & montrer que les isométries -, peuvent étre choisies toutes distinctes
pour appliquer la proposition 1.5.3. Supposons par ’absurde qu’il existe une
isométrie v telle que v, = = pour une infinité d’indices n. Alors en passant &
une sous-suite on a lim, oo d(Gn,7qn) < +oo. D’aprés les proposition 1.1.3
et 1.1.12, cela implique que la suite de points (G, )y converge vers le point fixe
v+ de 7. Ainsi, u(c0) = vT. Ainsi, (o) est un point parabolique ou conique
de T', ce qui contredit notre hypothése. O

Nous allons maintenant voir dans la proposition suivante que la finesse
asymptotique permet d’encadrer le temps pris par une demi-géodésique pour
faire des tours. C’est la proposition la plus importante de ce chapitre. Elle sera
au cceur des démonstrations des théorémes A et E.

Proposition Clef 1. Soient 0(R") une demi-géodésique de H et vy une isomé-
trie hyperbolique. Supposons que 'on ait 9(—o0) 1y~ 19(c0) 1y T et prenons un
point G sur O(RT). Pour tout entier k dans Z, on a :

| Bogoo) (v~ 5 495(0),4745(0))| < d(d@,7d):
En particulier, si 9(R™) croise l'aze de v, on a

[Bi(oe) (75 V5(0),47F5(0))| < 1(7):

Démonstration. Fixons un entier relatif k. En notant n = 0(—o00) et £ = 9(+00),
on a par hypothése ny £y, Notons zg = 9(0). On peut donc appliquer la pro-
position 1.1.16 pour obtenir que l'intersection de la demi-géodésique [y~ *zg, &)

avec ’hypercycle Hy(v; ¢) n’est pas vide. Notons p un point de cette intersection.

Puisque p appartient a [y %z, &), on a

k

Be(p, v F20) = —d(p, v *20).

De plus, comme p appartient & Hy(v;q), d’aprés la proposition 1.1.3, on a
d(yv~'p,p) = d(G,7q)- On effectue alors le calcul suivant.
Be(y~ "tV 20,77%20) = Be(y ™"V 20,7 7p) + Be(v ', p) + Be(p,v " 20)
< d(y~* 20,77 p) + d(yp,p) — d(p, v 20)
= d(y"20,p) + d(G,7q) — d(p,"20)
= d(q,79)

Pour obtenir I'inégalité Be(y~*+1 2z, v*2,) > —d(q,7§), on prend main-
tenant un point p’ dans I’intersection de la demi-géodésique [y~ 1z, €) avec
Ihypercycle Hy(v; ¢). On a alors

Be(y™ "Wz, p') = d(p', v~ * 1 2)

et d(p’,vp') = d(¢,7q). On peut alors effectuer un calcul similaire :
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Be(y~ % 20,7 % 20) = Be(y~ ¥ 20, p') + Be(p',79') + Be(vp', v 20)
> d(y~ "z, p') —d(p',p") — d(vp', 7 F 20)

d(y~ " 20, p) — d(G,7G) — d(p', v~ T 2)

= —d(q,79)

Si 9(RT) rencontre I'axe de «, alors dans les calculs précédents on peut
considérer le point ¢ appartenant a l'intersection la demi-géodésique [zg, £) avec
Paxe de . On aura alors d(q,vq) = l(7), ce qui conclut. O

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la proposition clef 1 .

Corollaire 1.5.5. Soit S := T'\H une surface hyperbolique et (u,v) un couple
de TS en position (»x) associé a un triplet (@,9,v). Alors le temps pris par
v(RT) pour tourner autour de v par rapport ¢ uw(RV) appartient o l’intervalle

[=1(7), ()]

Démonstration. On remarque tout d’abord que puisque la demi-géodésique (R ™)
croise l'axe de 7, les points %(—o0) et u(oco) appartiennent a des composantes
différentes de H(oo) — {y~,7"}. Ainsi on a

a(—00) 1y~ ta(oo) 1y

Alors, en appliquant la proposition clef 1 avec k = 0, on obtient

| Ba(oo) (v~ 1(0), @(0))| < I(7).

Puisque 9(0) = @(0), le tour pris par v(R1) pour faire un tour autour de ~ par
rapport & u(R™1) appartient bien a I'intervalle [—I(v),l(7)]. O

Nous établissons maintenant une proposition similaire valable avec une autre
condition sur le rangement des points dans H(oo).

Proposition Clef 2. Soient 9(RT) une demi-géodésique de H et v une iso-
métrie non elliptique. Supposons que 'on ait ©(—00) 1y 10(—00) 1y~ 10(00) et
prenons un point ¢ sur 0(R1) différent de ©(0).

Pour tout entier | dans N, on a :

Bi(ooy (v~ "5(0),7719(0)) < d(d,7q).-

Sil>1, on a de plus

Bi(oo) (7" 5(0),47'9(0)) > —d(d,7d).-

Démonstration. Posons n = 0(—o00) et £ = 0(+00) ainsi que 2o = ©(0). Alors le
point ¢ appartient & la demi-géodésique [z9, £). Par hypothése, on a iy~ iy .
On peut donc appliquer la proposition 1.1.17 pour obtenir que l'intersection
de la demi-géodésique [y~'29, &) avec ’hypercycle Hy(v; q) (ou Ho(v;q) si v est
parabolique) n’est pas vide. Notons p un point de cette intersection. De la méme
maniére que dans la démonstration de la proposition 1.5.2, on effectue les calculs
suivants.
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Be(y 29,77 20) = Be(yv™ 20,77 p) + Be(v'p,p) + Be(p, v '20)
< d(y "W,y ) +d(v ' p,p) — d(p, 7 20)
= d(y "'z0,p) + d(§,7§) — d(p,7 " 20)
Si 1 > 1, on prend un point dans lintersection de la courbe [y~(F1 2, €)

avec I'hypercycle Hy(v;q) (ou Ho(v;q) si v est parabolique) et on effectue un
calcul similaire :

Be(y~ 2,77 20) = Be(v " 20, p') + Be (0, vp') + Be(vp', 7' 20)
> d(y~ "z, p) = d(p',vp') — d(vp v 20)
= d(yv V2, p) — d(G,7q) — dp', vV 2)
= —d(g,79)

O

Nous déduisons de la proposition clef 2 un autre corollaire sur une surface
hyperbolique.

Corollaire 1.5.6. Soit S := I'\H une surface hyperbolique et (u,v) un couple
de T'S en position (x) associé a un triplet (@,v,7v). Soit § le point de a(RT) tel
que d(q,7q) = min,cqr+) d(z,72). Alors le temps pris par v(R™) pour tourner
autour de v par rapport a uw(R™) est plus petit que d(G,q).

Démonstration. D’aprés la proposition 1.1.18, en notant n = @(—o00) et & =
@(+00), quitte & remplacer v par y~!, on peut supposer que I'on a

niy ImiyT g
Alors, en appliquant la proposition clef 2 avec k = 0, on obtient
Bi(oo) (v "(0), %(0)) < d(q,7q)-

Puisque 9(0) = @(0), le tour pris par v(R*) pour faire un tour autour de + par
rapport & u(R™) est bien plus petit que d(q,7q)- O
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Chapitre 2

Flot horocyclique

Nous présentons dans ce chapitre les outils dont nous aurons besoin pour
étudier la dynamique topologique du flot horocyclique. La proposition la plus
importante est la proposition 2.3.2, classique, qui permet d’exprimer la conver-
gence d’une orbite horocyclique dans un fibré TS := I'\T*H a l'aide de fonc-
tions de Busemann et de ’action du groupe I' sur H et H(co). La plupart de nos
démonstrations concernant I’adhérence d’orbites horocycliques reposent dessus.

Nous donnerons aussi une version duale de ’étude topologique du flot horo-
cyclique en terme d’action linéaire, qui permettra dans les chapitres a venir de
donner un autre éclairage sur les résultats obtenus.

Comme dans la partie précédente, si S est une surface hyperbolique et si u
appartient & T1S, alors 7 désigne un relevé de u dans T'H. De méme, si @ a été
défini dans T'H, alors u est sa projection sur T'S.

2.1 Le flot horocyclique dans T'H et T'S

Considérons un vecteur @ de T'H et une paramétrisation par longueur d’arc
¢ : R — Ho(u(c0);w(0)) de 'horocycle défini par @. Supposons que cette para-
meétrisation satisfasse ¢(0) = @(0) et que le couple (d¢/dt(0), @) constitue une
base positivement orientée de I'espace tangent Ty(o)H & H en (0).

Pour tout temps ¢, on définit h,@ 1’élément de T H basé en h,@(0) = ¢(t) et
dirigé vers h;fi(0o) = @(o0). L’application h de R x T'H dans T'H définie par

h(t, @) = hy(a)
définit un flot, que l'on appelle le flot horocyclique (voir figure 2.1).

Remarque 2.1.1. Pour tout @ dans T'H et t dans R, on a @(o0) = hyii(00).
De plus, le cocycle de Busemann est invariant par le flot horocyclique dans le
sens suivant :

B&(oo) (ﬂ(O), hta(o)) =0.

Point de vue matriciel

En utilisant I'identification entre PSLy(R) et T'H explicitée au début de la
section 1.1, on peut définir I'action du flot horocyclique comme I’action & droite
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CHAPITRE 2. FLOT HOROCYCLIQUE

FIGURE 2.1 — Flot horocyclique dans T'H

(t) Ho(u(oo); u(0))

(o0)

du sous-groupe de matrices unipotentes

v {(s e

sur PSLy(R). L’action h; ~ T'H s’identifie donc a I'action PSLy(R) ~~ N.
a b
c

C’est-a-dire que si I’on considére un élément @ dans T'H, identifié & + ( d

dans PSLy(R), alors ’élément h,a € T H est identifié a

+ (‘C‘ Z) ((1) i) € PSLy(R).

Lien avec le flot géodésique

Les flots géodésiques et horocycliques vérifient la relation fondamentale sui-
vante.

Proposition 2.1.2. Pour tous les temps t et s et tout élément @ dans T H, on
a

gths'& = hse*tgt'ah

Démonstration. On vérifie cette égalité directement avec la version matricielle

de ces flots.
1 s\ /e 0 B ez 0 1 set
0 1)\0 ez2) \0 ez2)\0 1 )°

On peut notamment se servir de cette propriété pour démontrer la proposi-
tion suivante.

[NEY

O

Proposition 2.1.3. Soient i et © deuz éléments de T'H. Les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes.
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(i) © € hgii

(i) lim_d(i(r),5()) = 0
Démonstration. Supposons tout d’abord que ¥ = hgu. Alors, ¢;0 = gihst =
hse—tg¢ d’aprés la remarque ci-dessus. Pour tout ¢ > 0, on a ainsi d(u(t), 9(t)) <
|s|e~t. Cette distance tend bien vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo.

Réciproquement, si tliin d(a(t),o(t)) = 0, on obtient directement que la
——+o00

condition % (00) = ¥(00) est nécessaire. Il ne reste plus qu’a observer que d’aprés
la proposition 1.1.11, on a

0= lim d(i(t),5(t)) = Bagoo((0), 5(0)).

t——+oo

Cela implique que @ et ¥ sont basés sur le méme horocycle centré en u(occ). O

Définition du flot horocyclique sur une surface

Proposition 2.1.4. Pour tous vy, @ et t dans PSLy(R), T'H et R respective-
ment, on a

Yyhit = hyya.

Démonstration. D’aprés la remarque 2.1.1, pour tout vecteur v de T1H le vec-
teur h,v a méme direction que le vecteur v. Ainsi, les vecteurs yh et hyy@ ont
la méme direction ~(00).

De plus, les vecteurs yh,u et hyyu sont basés sur le méme horocycle puisque
d’aprés la remarque 2.1.1, on a

Biyi(oo) (hy@(0), 7h4(0)) = Brii(oo) (v8(0), ¥h:(0)) = Bi(oc) (4(0), hrt(0)) = 0.

Il ne reste plus qu’a observer que h; déplace le vecteur @ le long de I’horocycle
Ho(u(o0);@(0)) dans le sens indiqué par le signe de ¢, et & distance |¢| pour
la distance induite le long de cet horocycle. L’élément ~ conservant les angles
orientés, le point vh.%(0) est bien a distance [¢| de v@(0) pour la distance induite
sur Ho(y@(00)), et dans le méme sens que hyya(0). O

Grace a la proposition 2.1.4 nous pouvons définir le flot horocyclique sur un
quotient TS = I'\T'H, avec I' un groupe fuchsien : I'ensemble h;I'% est égal &
la classe Th,@i de T1S. Nous noterons & nouveau hg ce flot.

Remarquons que par définition de la distance d sur S et hg sur T'S, la
proposition 2.1.3 ne donne plus qu’une implication dans TS :

Proposition 2.1.5. Soient u et v deux éléments de T'S. Si v € hgu, alors
limOo d(u(t),v(t)) = 0.

t—+

Démonstration. 1l existe v tel que v appartient & hgu. On a alors

lim d(a(t), y5(t)) = 0

t—+oo

d’aprés la proposition 2.1.3. Cela implique limy_, o d(u(t), v(t)) = 0. O
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CHAPITRE 2. FLOT HOROCYCLIQUE

2.2 Action duale du flot horocyclique

L’application vect que nous allons définir va permettre de traduire un résul-
tat de convergence horocyclique sur une surface hyperbolique en un résultat de
convergence d’une orbite linéaire dans R2. Notons E le quotient de R? —{(0,0)}
par {41}. On considére I’application vect : T'H — E définie par

+exp (%Bﬁ(m)(i, 11(0))) A/ 1+ a?%(00) <ﬂ(i>o)> si 4(00) # oo

vect(@) = 1
+exp (5 Ba(oo) (1, 4(0))) <0) si t(o0) = 00

Ceci définit une application continue et surjective. Plus précisément, pour
tout éléement W de E, 'image réciproque Vect_l(ﬁ) est une orbite horocy-
clique. En effet, si @ et © appartiennent a vect™' (@), alors @(co0) = ©(c0) et
Bii(oo) (1, %(0)) = By(oo(i,7(0)). Ainsi, application vect est constante sur les
trajectoires du flot horocyclique. Si @ est un élément de T'H, nous noterons v
son image dans F par ’application vect.

Nous pouvons donc définir I’application vect sur le quotient de T H par les
trajectoires horocycliques, c’est-a-dire sur le quotient PSLy(R)/N. L’application
vect définit alors une bijection de PSLy(R)/N vers E.

Notons maintenant que le groupe PSLy(R) agit linéairement sur F : pour

un élément + (z) de Eet y= (Z Z) de PSLy(R), on pose

AN az + by
voE <y) =+ <ca:+dy) ’
Les actions de PSLy(R) sur T H et de PSLy(R) sur E sont équivariantes. C’est-
a-dire :

Proposition 2.2.1 (Proposition V.1.7, | ). Pour tout v dans PSLy(R) et
@ dans T'H, on a
vect(vya) = - vect(a).

Voici maintenant la propositions que nous utiliserons pour ’expression li-
néaire de nos résultats.

Proposition 2.2.2. Soit T’ un groupe fuchsien et S := T'\H la surface quotient.
Soient i et ¥ dans T'H, se projetant sur u et v dans T'S, et soient q etV
leurs images par l’application vect. Alors

v € hru si et seulement si ¥ eld.

Démonstration. Le vecteur v appartient & hru si et seulement si il existe une
suite de temps (¢, )y telle que lim,,_, 4~ h¢, u = v. Ainsi, il existe une suite (v, )y
dans T telle que
lim ~vy,he, 0 =10.
n—4oo

Comme D’application vect est continue, on obtient lim, o vect(yphe, @) =
. D’apreés la proposition 2.2.1, on a vect(yphe, ) = ypvect(hy, @) pour tout
n. Enfin, puisque vect est constante sur les trajectoires horocycliques, on a
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2.3. PROPOSITION FONDAMENTALE POUR L’ETUDE DE LA
DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE DU FLOT HOROCYCLIQUE

vect(hy, @) = vect(@) = U pour tout n. Ainsi, on a limy,_ 4o Y0 @ = ¥, cest-
a-dire que o appartient a T4.

Réciproquement, si ¥ appartient & ['«, alors il existe une suite (vn)n dans
T telle que lim,, s 1 o Yo W = U. 1l existe donc une suite (tn)n telle que

lim hy ypt =0,
n—-+oo

ce qui conclut. O

2.3 Proposition fondamentale pour 1’étude de la
dynamique topologique du flot horocyclique

Dans cette section, I' est un groupe fuchsien fixé et S := I'\H la surface
quotient. Considérons une suite (u,)y d’éléments de TS convergeant vers un
élément v de T1S. La convergence de la suite (u,)y se traduit dans T H par
Pexistence d’une suite (y,)y de T' telle que que ngl}rloo Yl = 0. Clest-a-dire,

RETOO Ynlin(0) = 0(0) et ngrfoo Ynlin(00) = ¥(00).

Ainsi, pour une suite de temps (¢, )n, la suite (hy, u, )y converge vers v si et
seulement si il existe une suite (y,)y de PSLa(R) telle que

lim  yp@n(00) = 0(00) et lirf Ynhu, Un (0) = 0(0). (2.1)
n—-+00

n—-+oo
Nous énoncons maintenant une condition plus pratique & étudier.

Proposition 2.3.1. I existe une suite de temps (L) telle que hy, u, converge
vers v dans TS si et seulement s’il existe une suite (v, )n de PSLy(R) telle que
les deux conditions suivantes soient vérifiées.

(i) lim_piin(o0) = #(00).

Démonstration. D’aprés ce qui précéde cet énoncé, nous devons montrer que
les conditions (2.1) sont équivalentes aux conditions de la proposition 2.3.1.
Commencons par supposer qu’il existe une suite (7, )y de PSLo(R) satisfaisant
les conditions (2.1). On peut écrire

B, (00) (T 16,1 (0)) = By, 4, (00) (i, Y in (0)) = By, 4, (00) (i Yn e, Tn (0)),

ot la derniére égalité est obtenue en utilisant la remarque 2.1.1. D’aprés (2.1),
le membre de droite converge vers By (o) (%,7(0)), ce qui conclut.

Pour le sens réciproque, quitte a conjuguer le groupe I' dans PSLa(R), nous
pouvons supposer que (0) = i. Alors,

Tim By o0 (35 00 (0)) = By (5, 5(0)) = 0. (2:2)

Considérons la suite de temps (t,)y telle que pour tout n, le point hy, @y (0)
appartienne & la géodésique passant par v, 'i et d’extrémité i, (oco). Ainsi,
d(i, Ynhe, @ (0)) = d(vy, 14, he,, 1, (0)) = £Ba, (00) (Y 15 ht,, U (0)). Done,

Bﬂn(oo) (,y;lL ﬂ/n (0)) = Bﬂn(oo) (7;11" htnan (0)> = id(% 'Ynhtnﬁn(o))'
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CHAPITRE 2. FLOT HOROCYCLIQUE

Cette distance tend vers 0 quand n tend vers +o0o d’aprés I’équation (2.2). D’ou

lim ~ynhe, 0,(0) =i = 9(0).

n—-+oo

O

Supposons maintenant que ’on cherche & déterminer si un vecteur v appar-
tient & ’adhérence hru. Dans ce cadre, la proposition précédente devient :

Proposition 2.3.2 (Proposition clé sur la convergence horocyclique). Soient
u et v deux éléments de T'S ou S = I'\H. Le vecteur v appartient a [’adhé-
rence hru si et seulement si il existe une suite (v, )y dans T telle que les deux
conditions suivantes soient vérifiées.

(i) lim_sni(o0) = i(00).

Notons de plus (t,)n une suite de temps telle que lim,_, oo hy, u = v. Alors
la suite (t,)n peut étre prise mon bornée dans R si et seulement si hgu est
périodique ou si les éléments v, peuvent étre supposés tous distincts.

Démonstration. Si la suite (t,)y n’est pas bornée dans R, nous supposons par
Pabsurde que hru n’est pas périodique et que les éléments (7, )y ne peuvent pas
étre choisis tous distincts. En particulier, v appartient & hgru — hgu et il existe
dans T tel que 7, = v pour une infinité d’indices n. On obtient alors ~vii(oco) =
17(00) et Bﬁ(oo) (’y*li,ﬂ(())) = Bwﬁ(oo)(ia'ya(o)) = B;,(OC)(Z,{)(O)) C’est-a-dire
que les vecteur vu et ¥ sont sur la méme orbite horocyclique, et donc les vecteurs
u et v aussi. Cela contredit le fait que v appartient & hgu — hgu.

Réciproquement, si hgu est périodique, alors hru est compacte et v appar-
tient & hgru. En particulier, on peut considérer une suite de temps (¢, )y non
bornée telle que lim,,_, 4 o hy,, u = v. Sinon, si les éléments -,, peuvent étre sup-
posés tous distincts, nous supposons par l’absurde que la suite (¢, )y est bornée.
Quitte & passer & une sous-suite, nous pouvons considérer un temps 7" tel que
lim,, 4400 t, =7T. On a donc

lim hpy,a = 0.
n—-+o0o

Puisque les éléments ~, sont tous distincts, cela implique que tous les points
hry,(0) sont distincts et convergent vers 9(0). Cela contredit le fait que T est
un groupe discret. O
Récurrence

Définition 2.3.3. Un élément u de T'S est dit récurrent pour le flot horocy-
clique s’il existe une suite de temps (t,)n non bornée dans R telle que

lim he, u=u.
n— oo

On dit aussi que lorbite hru est récurrente.

Cette propriété se caractérise a 'aide de la proposition 2.3.1 :
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2.4. LIENS ENTRE POINTS LIMITES, DEMI-GEODESIQUES ET
ORBITES HOROCYCLIQUES

Corollaire 2.3.4. Une orbite hgu non périodique est récurrente si et seulement
si il existe une suite d’éléments tous distincts (v, )n de T telle que

() Jdm ya(co) = a(co).

Démonstration. Supposons tout d’abord ’existence d’une telle suite (v, )y de T.
En observant que

nous déduisons de ’hypothése (ii) que

im Bioo) (1,1, (0)) = Bi(oo) (i, (0)).
En utilisant la proposition 2.3.2, nous obtenons une suite (¢, )y non bornée dans
R telle que lim,, oo Ve, U = U.

Réciproquement, si 'orbite hgru est récurrente, nous considérons une suite
(tn)n non bornée dans R telle que lim,,—, 4 by, u = u. Puisque par hypothése
hru n’est pas périodique, la proposition 2.3.2 donne une suite (v, )y d’éléments
tous distincts de I" telle que

nEIJIrloo ’Vnﬂ(oo) = ﬂ,(OO) et ngrfoo Bﬂ(oo) (’ygliv Q(O)) = Bﬁ(oo)(ia 71(0))
1 suffit d’observer que By (oo) (75, 11, @(0)) = Bi(oo) (Yo M1, 1) + Ba(oo) (i, @(0)) pour
conclure.
O

2.4 Liens entre points limites, demi-géodésiques
et orbites horocycliques

2.4.1 Points paraboliques
L’ensemble limite parabolique se traduit en termes d’orbite horocyclique.

Proposition 2.4.1. Une orbite hgu est périodique si et seulement si i(o0)
appartient 6 L,(T'). En particulier, hgu = hru.

Démonstration. Si @(oo) est parabolique, il existe v une isométrie parabolique
telle que v (oo) = u(o0) et yu(0) € Ho(u(oo);w(0)). Ainsi, il existe T tel que
yu = hpu, c’est-a-dire, u = hpu.

D’autre part, si u est hg-périodique, il existe ~ tel que ya = hrt et ya(oo) =
t(00). Comme ~y déplace @(0) le long de I’horocycle Ho(i(oo);@(0)), c’est une
isométrie parabolique. O

Corollaire 2.4.2. Si u est hg-périodique, alors [’orbite W est discréte.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.4.1, on a hgu = hgu. Alors, d’apreés la
proposition 2.2.2, on a
I'd =T.
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CHAPITRE 2. FLOT HOROCYCLIQUE

2.4.2 Ensemble non-errant du flot horocyclique

Nous tournons maintenant notre attention vers les points de H(oco) qui n’ap-
partiennent pas a L(T"). La proposition suivante montre que I’ensemble des élé-
ments « de TS qui présentent une adhérence d’orbite horocyclique hru poten-
tiellement non triviale est ’ensemble des vecteurs dont un relevé dans H pointe
vers un point de L(T") dans H(co).

Proposition 2.4.3. Soient S = T\H une surface hyperbolique u un élément de
TS tel que @(oo) n’appartient pas o L(T).
(i) L’orbite hgu est fermée et non compacte.

(ii) Siv n’appartient pas a hgu, alors u n'appartient pas & l’adhérence de hgv.

Démonstration. Puisque @(co) n’appartient pas a L(T'), en particulier, @(oo)
n’est pas parabolique. Ainsi, 'orbite hgu n’est pas compacte (voir proposi-
tion 2.4.1 plus bas). Supposons maintenant qu’il existe un élément v de TS tel
que v appartienne & hgu — hgu. Puisque v ¢ hgu, il existe une suite de temps
divergente (t,)y telle que h u converge vers v. Cela implique que la suite d’élé-
ments (v, )y dans I' répondant aux conditions de la proposition 2.3.1 contient
une infinité d’éléments distincts. Mais puisque les nombres Bj(oo) (v, Y, @(0))
convergent dans R, la suite de points (v;, 14)y contient un nombre infini d’élé-
ments qui s’accumulent le long d’un horocycle centré en 4(oc). Cela implique
en particulier que @(oo) appartient & L(T'), ce qui est une contradiction.
Supposons maintenant que u € hgrv — hgv. Alors, le méme raisonnement
que précédemment implique que ¥(oo) appartient & L(T'). Mais comme L(T") est
un ensemble fermé T'-invariant, une suite (7,0(c0))y ne peut pas s’accumuler
sur un point n’appartenant pas & L(T"). En particulier, elle ne peut pas conver-
ger vers 4(o0o). La propriété (i) de la proposition 2.3.2 permet d’aboutir & une
contradiction. O

En particulier, la proposition 2.2.2 implique que si 4(o0) ¢ L(T'), alors 'or-
bite I't est discréte dans E.

Nous faisons maintenant le lien entre 1’ensemble limite L(T") et ’ensemble
non-errant du flot horocyclique.

Définition 2.4.4. L’ensemble non-errant d’un flot & : R x X — X est l’en-
semble des éléments x de X tels que pour tout voisinage ouvert V de x il existe
une suite de temps (t,)n non-bornée telle que pour tout n on ait

O, VNV £
On note cet ensemble Qg .

Il se trouve que I’ensemble non-errant du flot horocyclique correspond pré-
cisément & I'ensemble des u dans TS tels que %(oco) appartient & L(T).

Proposition 2.4.5. [Proposition V.2.11, [ ] On a ’égalité d’ensembles :
O, ={ueT'S|u(c0) € L(T)}.

Ainsi, lorsque nous étudierons la topologie d’une orbite horocyclique, nous
nous restreindrons souvent & son ensemble non-errant 2;,. Nous noterons par
. 57 e , L. , , <1
ailleurs §2;, 'image par ’application vect de l’ensemble €2;,, c’est-a-dire :

On = {@ € E|a(o0) € L(T)}.
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2.4. LIENS ENTRE POINTS LIMITES, DEMI-GEODESIQUES ET
ORBITES HOROCYCLIQUES

Notons aussi que d’aprés la proposition 2.4.3, si u appartient a €y, alors hgu
est inclus dans .

2.4.3 Points horocycliques

Le théoréme suivant traite les points limites horocycliques, ou de maniére
équivalente, les vecteurs u tels que la demi-géodésique u(RT) n’est pas quasi-
minimisante.

Théoréme 2.4.6 (| ). Pour un élément u de TS, on a hgu = Qy, si et
seulement si la demi-géodésique uw(R™) n’est pas quasi-minimisante. Ceci équi-
vaut encore & (oo) € Lp(T).

Ce théoréme a un corollaire sur 'adhérence d’orbites horocycliques issues de
demi-géodésiques quasi-minimisantes.

Corollaire 2.4.7. Soit u dans T'S tel que u(RT) est quasi-minimisante. Si v
appartient a hru, alors U(R+) est quasi-minimisante.

Démonstration du corollaire 2.4.7. Cela provient simplement du fait que hgv C
hru. En effet, supposons que v(R") ne soit pas quasi-minimisante. Alors d’aprés
le théoréme 2.4.6, on a hgv = €, C hgu. Toujours d’aprés le méme théoréme,
cela contredit le fait que u(R™1) est quasi-minimisante. O

Notons ici la proposition suivante qui permet de donner une version linéaire
du théoréme 2.4.6.

Proposition 2.4.8 (| |, Lemme 3.2). Soient S = I'\H une surface hyper-
bolique et u dans T'S. Le point (o) appartient a L (L) si et seulement si il
existe une suite (v,)n dans T telle que lim,, 1o v, ¢ = 0.

Théoréme 2.4.9 (Version linéaire du théoréme 2.4.6). Soit T' un groul)_e> fuch-
sien et U dans E tel que i(co) appartienne o L(T). Alors, T4 = Q si et
seulement si0 € T .

2.4.4 Caractérisation de la finitude géométrique par les
orbites horocycliques

En traduisant le théoréme 1.3.2 et le corollaire 1.3.3 grace au théoréme 2.4.6,
nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 2.4.10. La surface S est géométriquement infinie si et seulement
si la restriction du flot horocyclique a son ensemble non-errant admet une orbite
ni dense dans cet ensemble, ni périodique. De plus, une orbite horocyclique hru
satisfait ces propriétés si et seulement si la demi-géodésique u(R™") est quasi-
minimisante et infinie.

C’est ce type d’orbites, associées aux géodésiques quasi-minimisantes infinies,
que nous étudierons dans le chapitre 3.
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Chapitre 3

Rencontre entre hpu et gpu

Ce chapitre concerne 1’étude topologique des orbites horocycliques associées
aux demi-géodésiques quasi-minimisantes infinies. Nous avons vu au chapitre 2
(voir proposition 2.4.10) que ces orbites ne sont ni denses ni périodiques dans
I’ensemble non errant €25, du flot horocyclique. Nous obtiendrons une premiére
idée de leur allure & travers 1’étude de I'intersection entre hgu et gru (voir Théo-
réme A). Celui-ci repose sur I’étude des implications de la finesse asymptotique
de la demi-géodésique u(R™). Comme nous le verrons, I’étude de cette intersec-
tion est & la base de plusieurs résultats sur le flot horocyclique. Nous déduirons
aussi du Théoréme A une classe de surfaces hyperboliques sans ensemble mini-
maux pour le flot horocyclique.

Nous montrerons aussi (Théoréme B) que bien que la finesse asymptotique
d'une demi-géodésique u(R*) a des conséquences sur I'intersection hgu N gru,
elle ne suffit pas a la caractériser.

3.1 Effet de la finesse asymptotique sur la topo-
logie horocyclique

3.1.1 Démonstration du Théoréme A

On rappelle que si 7 est une isométrie parabolique, on note v~ ou 7+ son
unique point fixe dans H(co).

Théoréme A. Soit S := I'\H une surface hyperbolique géométriquement infi-
nie, ou I est un groupe fuchsien sans élément elliptique. Soit w(R™) une demi-
géodésique quasi-minimisante infinie de S.

Alors, si 0 < Inj(u(R™)) < +o0, il existe une suite de temps (r,)y conver-

geant vers +oo telle que g, u € hru pour tout n.
De plus, si Inj(u(RT)) =0, alors gg+u C hgu.

Considérons un relevé @ de v dans T'H. A conjugaison prés, on peut supposer
que 4(0) = i et @(oc0) = co. Notons que @(—o0) = 0.

Considérons un nombre réel r. D’aprés la proposition 2.3.2, I’élément g,u
appartient & ’adhérence hgu si et seulement si I’on peut trouver une suite d’élé-
ments (ay,,)y dans T telle que
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3.1. EFFET DE LA FINESSE ASYMPTOTIQUE SUR LA TOPOLOGIE
HOROCYCLIQUE

(1) limy—y oo @00 = 00.

(i) limy, s 400 Boo(, Y, i) = Boo(i,a(r)) = 1.
L’objectif de notre démonstration est de construire les éléments «,, auxquels
appliquer cette équivalence.

Considérons une suite de points (¢,)n convergeant vers u(co) le long de
[i,00) = [@(0), @(c0)) et une suite d’isométries (v, )y dans I' telle que
. ~ ~ _ . +
i d(Gns Yndn) = Inj(u(R7)).

S’il existe une isométrie v telle que v = 7, pour une infinité d’indices n,
alors d’apres les propositions 1.1.3 et 1.1.12, le fait que les distances d(Gn,yqn)
convergent impliquent que le point co est fixé par . Mais par hypothése, la
demi-géodésique u(RT) est quasi-minimisante infinie. C’est-a-dire que le point
oo appartient & L(I') — L,(T') — Ly (T'). En particulier, le point co n’est pas fixé
par une isométrie de I', donc on peut supposer que toutes les isométries ~,, sont
différentes. Nous pouvons donc appliquer la proposition 1.5.3 pour obtenir

lim ~, = lim 7, =oc. (3.1)

Quitte & passer & une sous-suite, on peut en particulier supposer que pour tout
n, les points 0, co, v, et ;" sont tous distincts. On applique alors la proposi-
tion 1.1.18 et on suppose, quitte & remplacer certaines isométries vy, par 7, !,
que pour tout n on a

027,102, 1 oo.

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soient ¢ > 0 et I un intervalle de RT de longueur I(I) =
Inj(u(R")) + €. Pour tous les entiers naturels n et k, on définit le nombre
r(n, k) = Boo(7;, ¥4, 1).

Pour tout n suffisamment grand, il existe un entier naturel k, tel que le
nombre r(n, k,) appartient a I.

Démonstration. D’aprés la proposition clef 2 page 49, pour tout 5 > 0 on a
Boo (471,75 Y1) < d(Gns nin)-
Puisque limy, 4 o d(Gn, nGn) = Inj(u(RT)), si n est assez grand on a pour tout

j>0 -
Boo (v 74,7, i) < U(T). (3.2)

Observons maintenant que 1’on a la décomposition

k—1

r(n,k) = Boo(y, "1, 7, M),
=0

Ainsi, d’aprés (3.2), pour n assez grand, r(n, k) est une somme de k termes tous
plus petits que I(7]).

D’autre part, puisque la suite (7, *i)xen converge vers 7, # oo, pour tout
non a

lim Boo(y,%i,i) = lim r(n, k) = 4oo0.

k— 400 k— 400
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Ainsi, si n est assez grand, r(n, k) est une somme, de k termes tous plus petit
que I(I), qui converge vers +oo lorsque k tend vers +oo. Il existe donc un entier
naturel k, tel que le nombre r(n, k,) := Boo (v, *"i,i) appartient & l'intervalle
1. O

Quitte & prendre une sous-suite de (7y,)n, on peut supposer que l'entier k,
donné par le lemme 3.1.1 existe pour tout n.

Preuve du théoréeme A. Fixons un nombre € > 0 et un intervalle I comme dans
le lemme 3.1.1. Considérons la suite (k, )y donnée par ce méme lemme et posons
Qy := yFn pour tout n dans N.

Puisque I’on a supposé 017,,1017,, 1 oo, on a aussi 027, 2 y,00 2 oo d’aprés
la proposition 1.1.19. Comme a;f = ", d’aprés la proposition 1.1.20, on a
0t tap0000. Les réels o et a,,00 ont donc le méme signe et |o;f | < a0
D’apreés les limites (3.1), on a donc

De plus, d’aprés le lemme 3.1.1, tous les nombre r(n, k,) = Boo (v, *7i,4) =
Boo(av; Y4, i) appartiennent a Uintervalle I. La suite (Boo (v, ti,7))y admet un
point d’accumulation r dans I. Ainsi, g,u appartient & hgu.

Considérons maintenant une partition (I;)y de R en intervalles tous de taille
Inj(u(RT)) + €. On peut appliquer le méme raisonnement que précédemment &
chacun des intervalles I; pour obtenir, pour tout [, un temps r; dans Uintervalle
I, tel que gy, u appartient & hru. Ceci conclut dans le cas Inj(u(RT)) > 0.

Si Inj(u(RT)) = 0, les intervalles I; sont alors de taille 0 + ¢ pour un ¢ > 0
arbitrairement petit. En faisant tendre e vers 0, on obtient bien que gg+u est
inclus dans hgu. O

Nous déduisons du théoréme A le corollaire suivant sur les adhérences hgu.

Corollaire 3.1.2. Soit S := I'\H une surface hyperbolique géométriquement
infinie, ou [' est un groupe fuchsien sans élément elliptique. Soit uw(R") une
demi-géodésique quasi-minimisante infinie de S.

Si la finesse asymptotique de u(RT) est nulle, alors hru est une réunion de
double orbites gr+hgrv.

Démonstration. Soient v un élément dans hru et ¢ un temps strictement positif.
Il existe une suite (¢, )y telle que lim,, o by, u = v. Alors, lim,, s 4o grhe, u =
g:v. D’aprés la propriété de quasi-commutativité des flots gg et hg (voir propo-
sition 2.1.2), on peut trouver pour tout n un temps t, tel que

gihe, u = hy giu.

On a donc lim, hy giu = gyv. Ainsi, gyv appartient a hgrgiu. Or, d’apres le
théoréme A, l’élément g,u appartient & hru. Donc hrgiu est inclus dans hru
et en passant a l’adhérence, on obtient hrgiu C hru, et gv € hru, ce qui
conclut. 0O

Lorsque 'on traduit le théoréme A et le corollaire 3.1.2 en utilisant ['action
duale du flot horocyclique, nous obtenons :
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Corollaire 3.1.3 (Dualité du théoréme A et du corollaire 3.1.2);>Sous les hy-
pothéses du théoréme A, considérons le vecteur U = vect(i) de Qp. On a :

(i) si 0 < Inj(u(RT)) < +oo, alors il existe une suite de réels (\,)n tous
supérieurs ou égaux G 1 et convergeant vers +oo telle que /\n7 appartient
a ladhérence de TU pour tout n.

(i) Si Inj(u(RT)) = 0, alors pour tout Y dans T, toute la demi-droite
(1+ RV est incluse dans T4 .

A Taide de la proposition 2.4.8, nous en déduisons ’existence d’orbites li-
néaires trés particuliéres.

Corollaire 3.1.4. [l existe un sous-groupe I discret de SLy(R) ayant une or-
bite dans R? dont ’adhérence est une réunion de demi-droites vectorielles ne
rencontrant pas un certain voisinage de 0.

Démonstration. D’aprés le point (i¢) du corollaire 3.1.3, il existe un groupe I'
dont I'adhérence d’une orbite I't/ s’écrit comme une réunion de demi-droites
vectorielles. Si I'on choisit de plus un élément U tel que 4(oco) appartient a
L(T) — Ly,(T"), alors d’aprés la proposition 2.4.8, I'orbite 't/ ne rencontre pas
un certain voisinage de 0. O

Nous verrons au chapitre 4 que dans certains cas, ces demi-droites sont en
quantité indénombrables.

3.2 Application a la minimalité

Considérons une surface hyperbolique S := I'\H et rappelons la définition
suivante.

Définition 3.2.1. Un sous-ensemble M de T'S est dit minimal pour le flot
horocyclique si pour tout w dans M, on a hgu = M.

Proposition 3.2.2. Soit S = T'\H une surface géométriquement finie. Si l’en-
semble L,(T") n’est pas vide, alors les seuls ensembles hr-minimauz sont les
orbites hg-périodiques et les orbites horocycliques fermées non compactes. Si-
non, l’ensemble Qy est le seul ensemble hg-minimal avec les orbites fermées
non compactes.

Démonstration. D’aprés la proposition 1.3.2, puisque S est géométriquement
finie, on a L(T') = L (I')UL,(T). Considérons un élément u de TS et supposons
tout d’abord que ’ensemble L,(I") n’est pas vide. Si u(oo) appartient & L, (T"),
alors u est hgr-périodique et l'orbite hgu constitue un ensemble Ag-minimal. Si
(o0) n’appartient pas a L(T"), c’est-a-dire si u n’appartient pas a I’ensemble
non errant {2, alors d’aprés la proposition 2.4.3 'orbite hgru est fermée non
compacte, ce qui implique en particulier que ’orbite hgu est hg-minimal. Enfin,
d’aprés le théoréme 2.4.6, si i(oo) appartient & Lj,(I'), alors hgu = Q. En
particulier, puisque L,(I') n’est pas vide, adhérence hru contient une orbite
périodique qui n’est donc pas dense dans hru. Cela implique que hru n’est pas
hr-minimal.

En revanche, si ’ensemble L,(I") est vide, alors L(I') = Ly (I") et pour tout
u dans TS, on a hgu = Qy,. Ainsi, Q, est hr-minimal. O
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La proposition suivante donne un critére pour la recherche d’ensembles hg-
minimaux sur les surfaces géométriquement infinies.

Proposition 3.2.3. Soient S := T\H une surface hyperbolique géométrique-
ment infinie et u dans Qy sur T1S. Supposons qu’il existe to # 0 tel que g u
appartient a hgru. Alors hgxu n’est pas un ensemble minimal pour le flot horocy-
clique.

Démonstration. La démonstration repose sur observation suivante : si hgu =
Qy,, alors hru n’est pas hg-minimale. En effet, d’aprés la proposition 2.4.10, il
existe v dans , tel que hrv est un fermé strictement inclus dans Q.

Par hypothése, il existe o # 0 tel que l'intersection de g;, hgu avec hru n’est
pas vide. Nous allons montrer que ceci implique que si hru est hg-minimal, alors
hru = Q. D’aprés Pobservation faite juste avant, ceci est impossible, ce qui
implique que hru n’est pas hg-minimal. Notons donc F := hgu et G := FNg;, F
et supposons par ’absurde que F' est hg-minimal.

Montrons en premier lieu que G est hg-invariant. Pour cela, considérons un
élément f dans G et s dans R quelconque et montrons que hgf appartient & G.
Soit f’ dans F tel que gy, f' = f. D’une part, hsf € F car F est hg-invariant.
D’autre part, hsf = hsgi, /' = grohs ' € g1, F pour un certain s’ d’apreés la
proposition 2.1.2. Ainsi, hsf appartient bien a G.

Comme G est un ensemble fermé et hg-invariant, on en déduit que hg f est
inclus dans G. Mais comme F est hg-minimal, hg f = F. Ainsi, G = F. On en
déduit que g,, " = F et par suite, pour tout entier k dans Z, on a gy, F' = F.
Cela implique en particulier que g, f appartient & F pour tout entier k dans
7. Considérons maintenant F et f les relevés de F et f dans T'H et leurs

images ? = vect(F) et 7 = vect(f) dans E. Alors pour tout entier k dans Z,
le point exp(kto/2) f appartient & ?, ce qui implique que 0 appartient & ?
D’aprés la proposition 2.4.8, cela implique que f(oco) € Ly (7). Ainsi, d’apreés le
théoréme 2.4.6, hg f = F = Qp,, ce qui conclut. O

La proposition 3.2.3 a été utilisée par C. Lo et M. Gaye qui montrent
dans | | le résultat suivant.

Théoréme 3.2.4 (| ). Soit S = T'\H une surface hyperbolique géométri-
quement infinie. Si L(T') — Ly, (T') — L, (T") ne contient gu’un nombre dénombrable
de points, alors T'S n’admet pas d’ensemble minimal pour le flot horocyclique.

La proposition 3.2.3 a d’autre part été utilisée par S. Matsumoto qui montre
dans | ] le résultat suivant.

Théoréme 3.2.5 (| ). Soit S une surface hyperbolique géométriquement
infinie. S’il existe une constante C' > 0 telle que toute demi-géodésique quasi-
minimisante u(RT) de S rencontre une suite de géodésiques fermées de longueurs
toutes plus petites que C, alors T'S n’admet pas d’ensemble minimal pour le flot
horocyclique.

Pour notre part, nous déduisons de la proposition 3.2.3 et du théoréme A le
résultat suivant.

Théoréme 3.2.6. Soit S = I'\H une surface hyperbolique géométriquement
infinie telle que la finesse asymptotique de toutes les demi-géodésiques u(R™)
de S est finie. Alors, si I' n’a pas d’isométrie parabolique, T'S n’admet aucun
sous-ensemble hg-minimal.
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3.3. ETUDES D’ORBITES HOROCYCLIQUES SUR LES FLUTES NON
TORDUES

Démonstration. Soit u dans TS et @ un relevé de v dans T H. Par hypothése,
Inj(uw(R™)) < 4o00. Ainsi, d’apreés la proposition 1.4.4, on sait que u(oo) € L(T),
et donc u appartient a Q. Si @(oco) appartient & Ly,(T'), alors hgu = Qj, et il
existe tg # 0 tel que g;,u € hgu. D’aprés la proposition 3.2.3, cela implique que
hru n’est pas hr-minimal.

Supposons maintenant que @(oo) n’appartient pas a Ly, (T"). Par hypothése,
u(o0) appartient donc & L(I")— Ly (I')— L, (I") et on peut appliquer le théoréme A.
Il existe donc & nouveau ¢y # 0 tel que g, u € hgu, ce qui conclut. O

Notons ici que ’hypothése de C. Lo et M. Gaye dans le théoréme 3.2.4 permet
de traiter le cas de certaines surfaces contenant des demi-géodésiques quasi-
minimisantes infinies de finesse asymptotique infinie. Notre théoréme ne traite
pas ce cas-1a mais est en revanche plus général si la surface ne contient pas de
telles demi-géodésiques. Remarquons aussi que notre hypothése est & priori plus
générale que celle du théoréme 3.2.5 de S. Matsumoto. Nous n’avons cependant
pas d’exemple de surface S et de vecteur u dans TS tels que Inj(u(R™")) < 400
et u(RT) ne rencontre pas une suite de géodésiques fermées de longueurs bornées
supérieurement.

3.3 Etudes d’orbites horocycliques sur les fltites
non tordues

La flite non tordue fine F| (définie page 39)

Proposition 3.3.1. Sur le fibré unitaire de la flite non tordue Fy, l'adhérence
hrug est une réunion de double orbites gr+hgrv.

Démonstration. 11 suffit de constater que ug(R™) satisfait les hypotheses du
corollaire 3.1.2 d’aprés les propositions. O

La flite non tordue constante F;, (définie page 39)

Considérons une demi-géodésique quasi-minimisante infinie u(R™) dont la
finesse asymptotique n’est pas nulle. Le théoréme A ne permet pas de détermi-
ner totalement l'intersection entre 'adhérence hgu et la demi-orbite gg+u. La
proposition suivante montre qu’il est possible que l'orbite hgxu ne soit pas ré-
currente. En particulier, cela implique que la demi-orbite gr+u n’est pas incluse
dans hgu. Cette proposition montre donc que dans le cadre du théoréme A, I'in-
tersection hgru N gp+u peut différer selon que la finesse asymptotique de u(R™)
est nulle ou strictement positive.

Proposition 3.3.2. Sur le fibré unitaire de la flite non tordue constante Fb,
ladhérence hruo contient une suite non bornée d’éléments g, uo et ne contient
pas la demi-orbite gp+ugy entiére.

Démonstration. Observons tout d’abord que I'on a Im(vi) < § pour tout v dans
I" différent de I'identité (voir | ])- Cela implique en particulier que pour un
élément v différent de I'identité, on a Bo,(y~1i,4) > In(4). Ainsi, d’aprés le
corollaire 2.3.4, 'orbite hgu n’est pas récurrente. On en déduit directement que
la demi-orbite géodésique gr+ug n’est pas incluse dans hrug. O
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Nous verrons cependant dans la section 3.4 (Théoréme B) que ’on peut
construire une fliite tordue sur laquelle il y a une demi-géodésique u(R™*) quasi-
minimisante infinie telle que Inj(u(R¥)) > 0 et gr+u C hru.

La flate non tordue épaisse F; (définie page 39)

Les proposition 3.3.3 et 3.3.4 traitent du cas ol la finesse asymptotique d’une
demi-géodésique quasi-minimisante infinie u(R™) est infinie. Comme nous allons
le voir, I’orbite hgu peut étre fermée ou non fermée selon les cas.

Proposition 3.3.3. Sur le fibré unitaire de la flite non tordue épaisse F3, la
demi-géodésique ug(R1) est quasi-minimisante infinie et de finesse asymptotique
infinie, et lorbite horocyclique hrug est fermée et non compacte.

Démonstration. En effet, d’apres | |, pour toute suite d’éléments (7, )n tous
distincts dans I'; on a
. —1: -\ _
ngrfw Boo (7, i,1) = +o0.
D’aprés la proposition 2.3.2, cela implique que l’orbite horocyclique satisfait
h]Ru = h]R’U,. O

La flate non tordue F; (définie page 39)

Proposition 3.3.4. Sur le fibré unitaire de la flite non tordue Fy, la demi-
géodésique ug(RT) est quasi-minimisante infinie et de finesse asymptotique in-
finie, et 'orbite horocyclique hgug n’est pas fermée.

Démonstration. Notons ¥ I’élément de T Fy tel que son relevé ¥ soit basé en 7 et
dirigé vers 0. C’est-a-dire que v est le vecteur opposé a u. Nous allons montrer
que v appartient & hru — hru.

Observons que pour tout n, on a 7, 14 = p,. Ainsi, By (7,
la suite d’éléments tous différents (v, )y satisfait :

i,i) = €,. Donc

Jlim Boo (v, 1i,8) = 0.
Par ailleurs, on a
lim v,00 = 0.

n—-+oo

D’aprés la proposition 2.3.2, cela implique bien que v appartient a hgu. [

3.4 Démonstration du théoréme B

Reprenons ’énoncé de F. Ledrappier (| |) page 8 que nous avons traduit
dans notre situation ainsi :

S’il existe C > 0 tel que Inj(x) > C pour tout x dans S, alors si une demi-
géodésique u(R1) est quasi-minimisante, 'orbite hgu est localement fermée et
non récurrente.

D’aprés cet énoncé, le résultat de la proposition 3.3.2 ne serait pas propre a la
flite I, et se généraliserait a toute demi-géodésique u(R™) quasi-minimisante
infinie de finesse asymptotique sur une surface S strictement positive. L’idée
développée dans le démonstration de cet énoncé est la suivante. Si ’on considére
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FiGURE 3.1 — Tour avec un angle

un couple (u, v) en position (xx) de T'S associé & un triplet (i, ?,) en position
(%x), alors le temps pris par v(R™) pour faire un tour autour de + par rapport a
u(R™1) dépend de la longueur I(v). Ce temps pris semble & priori ne pas pouvoir
étre arbitrairement petit si la longueur I(y) n’est pas arbitrairement petite.
Cela implique en particulier d’aprés le corollaire 2.3.4 que 1’horocycle hru ne
peut étre récurrent. Mais ce raisonnement est faux : on a vu (corollaire 1.5.5)
que le temps pris par v(R*) pour faire un tour autour de + par rapport a
u(RT) est compris entre —I(g) et I(g). Or, la valeur exacte de ce temps pris
dépend de I’angle d’intersection entre la demi-géodésique u(R™) et la projection
de T'axe de v sur S. Ce phénoméne est représenté sur la photographie de la
figure 3.1. Celle-ci représente une partie d’une flite hyperbolique, composée de
trois pantalons hyperboliques recollés le long de géodésiques fermées simples que
nous appellerons ;1 et v2 (ce sont les géodésiques séparant chacun des blocs).
Notons u(R™1) la demi-géodésique représentée par la corde rouge et v(R™) la
demi-géodésique représentée par la corde noire. Alors nous pouvons observer
que la demi-géodésique v(RT) fait deux tours sur la surface (autour de ; et
) par rapport & u(RT). Cependant, les deux morceaux des demi-géodésiques
représentés ici sont de méme longueur. Autrement dit, le temps pris par la
demi-géodésique v(RT) pour faire ces deux tours par rapport a u(R™") est nul.

Nous allons nous servir de cette idée pour prouver le théoréme B en construi-
sant une surface sur laquelle une demi-géodésique u(R™) rencontre une infinité
de géodésiques fermées de longueurs toutes plus grande qu’une constante stricte-
ment positive fixée (pour que la finesse asymptotique de u(R™) soit strictement
positive), mais avec des angles variant de sorte que le temps pris pour tourner
autour de ces géodésiques fermées puisse étre arbitrairement petit.

La surface que nous obtiendrons est une flate tordue (définition 1.4.6) sur
laquelle le rayon d’injectivité est partout plus grand qu’une constante stricte-
ment positive. Sur celle-ci, le vecteur u est tel que la demi-géodésique u(R™) est
quasi-minimisante infinie et Padhérence hru contient gg+u.
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Théoréme B. Il existe une surface hyperbolique géométriquement infinie S
ayant un rayon d’injectivité partout supérieur & une constante C' > 0 et un
vecteur v € Qy, sur TS tel que :

(i) u(R") est quasi-minimisante.
(ii) gr+u C hgu.
(iwi) C < Inj(u(R™)) < 4-o00.
En particulier, Uorbite hgu est récurrente et pas localement fermée.

Démonstration. Considérons, pour tout nombre rationnel ¢ € [4,+o00[ et tout
n € N*, l'isométrie hyperbolique :

ou (r,)n est la suite de nombres réels définie par :

r = 2
Tn = 3rp_1,Vn > 2.

Observons ici que pour la valeur ¢ = 4, nous retrouvons les isométries qui en-
gendrent la flite non tordue constante F,. Soit maintenant une premiére famille
d’isométries

Ty :={ggmn, ¢ € Q N[4,+00[, n € N}

0 1
ol ¢ est un nombre rationnel dans |1,4[, n un entier naturel strictement positif,
et tgn := —7n(\/q — 2). On pose :

. . . - . s 1t
On conjugue ensuite les isométries g4, par les isométries Ty, ,, := ( “n) .

hym = qug 9anTym
_(4-va ral(y/7 — 2)% = 3]
— Vi '

On définit alors une deuxiéme famille d’isométries
Ty :={hgn, ¢ € QN]1,4[, n € N*}.
Enfin, nous réunissons ces deux familles en posant
T =71 ULy ={fgn,q € QN|1,+oo[,n € N*},

ou pour tout g dans QN]1,4o0[ et pour tout n dans N* lisométrie f,,, est
définie par :

— fon = hgn st ¢ € QN]1,4],

— fan = Gggn si g € QN 4, 400).

Nous allons montrer que ’on peut choisir une infinité d’éléments ~,, dans 7
vérifiant les deux points suivants.

(i) Sik #1, alors (HE (v, ") UHE(y)) N (HE(y; ) UHE (1)) = 0.
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(ii) Pour tout rationnel ¢ > 1 fixé, il existe une infinité d’éléments -, appar-
tenant au sous-ensemble {f, ., |m > 0} de Z.

Le groupe engendré par ces éléments -, sera alors discret d’apres la proposi-
tion 1.2.12. Nous allons pouvoir choisir de tels éléments +,, grace a la proposition
suivante. Pour tout isométrie hyperbolique v, notons ¢() le centre dans H(oo)
de la médiatrice OH;(y) vue comme demi-cercle euclidien et e;(y) et ex(y) ses
extrémités dans H(oco), avec |e1 ()] < |ea(Y)]-

Proposition 3.4.1. Pour tout rationnel q¢ dans |1,4+o0c[, on a :

. . _ . -1y _
(i) nEI-&r-loo c(fgn) = —oc et nll}r_sr_loo c(fgm) = +o0,
(ii) HETW el(fyn) = —o0 et nll)r-‘yl-loo ei(fon) = +oo pourl =1,2,

(iii) pour tout entier naturel n > 1, la médiatrice OH;(f, ) ne rencontre pas

Uhypercycle H := Hy(0,00; 1 + 2i/\/5) d’extrémités 0 et oo et passant par

1+ 2i/v/5.

La démonstration de cette proposition étant purement calculatoire, nous la
reportons & la section 3.5 pour plus de lisibilité.

Considérons maintenant n’importe quelle bijection 1 : N +— QN |1, +o00[ xN
et (¢m,w2(m)) = ¥(m) les deux coordonnées de 1»(m). On peut donc écrire

L = {fqma(m), m € N},

qui est maintenant une famille indexée par N. Notons bien que pour chaque
rationnel ¢ € ]1, +o0[, il y a une infinité d’entiers m tels que fq,. v, (m) = fq,p2(m)-
On définit maintenant une constante C' > 0 par

2C = d((0,00), H),

ot H est 'hypercycle H = Hy(0, 00; 14 2i//5) d’extrémités 0 et oo passant par
1+i(2/V/5).

Construction des éléments v,. Posons Yo = fq, 4(0)- Ensuite, pour tout m >
1, on définit v, = fq,. w(nn)s O Ny est le plus petit entier parmi les entiers
p > 0 satisfaisant les trois propriétés suivantes.

L le1(fon )l > le2(ym-1)l; et ler(£5. ! )| > le2(vi10)1.

2. d(OH;(fq,..p), OHL(fy,! ) = 2C

qm,P
3. d(OH;(fy, ), OHi(vE))) > C et d(OH,(f;1,),0H; (7)) > C pour tout
entier s < m.

Les point 1. et 3. proviennent directement du point (iz) de la proposition 3.4.1.
Pour le point 2., on remarque que tous les points de la médiatrice OH, (f,,, ») ont
une partie réelle positive par construction et qu’elle ne rencontre pas H d’aprés
le point (éii) de la proposition 3.4.1. Comme la médiatrice OH;(f,,! ) a tous ses
points de partie réelle négative, on en déduit

d(OH;(fy,,..p), OHi(f,,) ) > d((0, 00), H) = 2C.

On pose maintenant I' :=< ~,,, m € N >. D’aprés la proposition 1.2.12, le
groupe I' est discret. Nous allons montrer que la surface S = I'\H répond au
théoréme B.
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D’aprés la proposition 1.2.12, le domaine de Dirichlet de T" centré en i est :

Di(T) = () Hi(ym) N () Hil)-

meN meN

Fixons @ dans T1H défini par @(0) = i et @(c0) = oo et considérons sa projection
u dans TS := I'\(T'H). Puisque le point oo appartient & D;(T")(cc), la demi-
géodésique u(R™) est quasi-minimisante d’aprés la proposition 1.2.11. Le point
(7) du théoréme B est donc vérifié.

Le point (i) du théoréme B repose sur la proposition 2.3.2. Par définition
des éléments f; ,, on a

1 —ray/gsiqg>4
e re(y/g—4) sig < L

Ainsi, pour tout rationnel ¢ > 1,

ngrfoo (;,too = o0. (3.3)

De plus, puisque liIJIrl Im(fy (7)) = 1/q pour tout ¢ > 1,
n—-+0oo

i
i B(funi) = Box (1) = (o). (3.9
Rappelons que pour tout ¢ € QN]1, +oo[, il y a une infinité d’éléments f, ,, dans
I'. Ainsi, en appliquant la proposition 2.3.2 avec (3.3) et (3.4), on obtient que
tous les éléments g|1,(4)|u appartiennent & hru. D’ott le point (i) du théoréme B.

Prenons maintenant un point z dans D;(T") quelconque et un élément v =
Yib ook dans T différent de lidentité quelconque, écrit comme mot réduit
en les générateurs ~,, de I'. Pour tout entier [ < k — 1, on a donc m; # my1.
Sik =1, alors v = 'yf,;l et le point vz appartient a Hi('yf,;l). Ainsi

d(z,v2) = d(z,v'2)
> max(d(z, OH; (ym, ), d(z, aHi(%_z})))

Comme d(OH; (v, ), 8Hi(7;11)) > 2C par hypothése, on obtient d(z,vz) > C.

Si k > 1, alors le point 7;,’ 2 appartient a H;(v,,%) et le point 2, ... vk 2
a H;(v,2,). Ainsi,

d(z,72) = (2,73, - W 2) = Oy 2908, -0k, %)
> d(OH; (v;,), OH, (7:2,))
> C.

Il s’ensuit que le rayon d’injectivité sur S est partout plus grand que C. Par
ailleurs, la demi-géodésique [i, 00) croise tous les axes des éléments -, puisque
les points v,, et v, sont de signes opposés et convergent vers oo dans H(co).
Donc, en particulier, elle croise tous les axes des éléments f4 . D’aprés la pro-
position 1.1.2, tous les éléments f; ,, ont la méme longueur de translation. Ainsi,
la finesse asymptotique de u(R™) est finie, ce qui termine la démonstration du
point (i74) du théoréme B. O
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3.5 Démonstration de la proposition 3.4.1

Nous aurons besoin du lemme de géométrie euclidienne suivant.

Lemme 3.5.1. Soit C un cercle euclidien centré sur la droite réelle R, de centre
c et de rayon r. Alors, sir < 2/3 ¢, le cercle C ne croise pas la droite euclidienne
D d’équation y = 2/\/533

Démonstration. Supposons qu’il existe un point (z,y) appartenant a C N D.
Alors

Ainsi,

9
5x2—2xc+02—7’220.

Le discriminant de cette équation est

36 16 36
A:4c2——5(02—7“2):—*5024-*57"2
16 , 36 4,
2242 o2 <,
< 50+5 9c<

O

Démonstration de la proposition 3.4.1 : Nous allons travailler séparément sur
les deux familles Z; et Z» constituant Z et nous isolerons donc le cas ¢ €]1,4]
du cas q €4, +o0[.

Premier cas : on fixe ¢ € [4,4+00). On a

PR Gk Vi
(1= @)ra +iva)(Va+ )
g+ =
\/Zl(l_Q)rn_T\/j . 1
= I +1 -
q+ = q+ =

TTL T’IL

On pose fg.ni = Ry +ilyn, avec

V(1 = q)rn — L2 1
Ry = 1 et Iy, = 1
q+ = q+ =2

TTL

Notons que lim,,, { o 7, = +00 et que (1 —¢)//q est non nul puisque ¢ > 1.
Ainsi, lorsque n tend vers +o00, on a les équivalence

(I-9q)
= Tn €
n—-4o0o \/a

La proposition 1.1.6 donne alors I’équivalence suivante :

Rq,n

Ryn
C(fq,n) = 7[ - = *Tn\/a-

q,n




CHAPITRE 3. RENCONTRE ENTRE HrU ET GrU

Les centres c(fq,,) des médiatrices OH;(f;) convergent donc bien vers —oo
quand n tend vers +oo.

Etudions maintenant les rayon euclidiens r(f,.,) de ces médiatrices. On a :

(fom) = /T 1+% ’ - LM__LC(f ) (3.5)
i on (Iqm—l)z nﬁf;oo \/(jlq,n_l - \/a q,n .

Ainsi,

el(fq,n) = C(fq,n) + T(fq,n) = rn(l - \/(j)

n—-+oo
Puisque |ea(fq.n)| > le1(fqn)l, les extrémités e;(fq.,) des médiatrices OH, (fq.)
convergent vers —oo quand n tend vers +oo pour [ = 1, 2.
Etudions maintenant la médiatrice 9H;(f,}). On a :

L Valg = D+ 1

1= +1 .
q,n 1 1
q+r,2 q+r,2

La partie réelle de f,- Li est Popposée de celle de f, i et leurs parties imaginaires
sont égales, donc les géodésiques OH;(f;}) et OH;(fq,n) sont symétriques par
rapport a I'axe imaginaire. On déduit maintenant de I’équation (3.5) que pour
tout n suffisamment grand, puisque ¢ appartient & [4, oo, on a

1C(fq,n) < glc(fqn)‘

n—)/\j—oo q -3

|7 (fq,n)]

Ainsi, d’aprés le lemme 3.5.1, cela implique que la géodésique 8Hi(fq_ﬁ) ne
rencontre pas I'hypercycle H = Hy(0, 00;1 4 2i//5).
Deuxiéme cas : on fixe ¢ € QN]L,4[. On a
AT =2 =)
gt = i

(4 - va)i+rm((va-2?-3)(Vi+ )

¢+ 5z
_ryaVE-2P -3 - (- ve)
q+;x q+;z

On pose fqni = Rgn +ilyn, avec

rav/a((Va—2)? = 3) — (4 = /q)

Rypn =

q+ 5
et 1
Iyn = 1
a+z
Comme ¢ €]1,4[, le nombre /g((,/g — 2)*> — 3) est non nul. On a donc les
équivalences
-2)2-3 1
Ry = puWAZD 23y L
7 n—+oo \/g 7 n—+4oo g
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La proposition 1.1.6 donne alors I’équivalence suivante.

Rn ( _2)2_3
q, - _rn\/(j \fl_q .

Van) =~ 777 1 S

Une étude de fonction montre que la constante /g((\/q — 2)* — 3)/(1 — q) est

supérieure ou égale & 2. Ainsi, les centres c(f,,) des médiatrices OH;(f,.)
convergent donc bien vers —oo quand n tend vers +oo.

Etudions maintenant les rayons euclidiens r(f, ) de ces médiatrices. On a :

2

1
R ’ 1 R 1
n) = I’ﬂ 1 7’”7(1 = 77”%(1 = —— n
T(fQ7 ) V sq ( + (In_’q _ 1)2) n——+too \/(j]n,q _ 1 \/ac(ffb )7

ot 1/,/q appartient a I'intervalle réel |1/2,1[. Ainsi,
e1(fon) =c(fon) +7(fon) = rm(l—9q).

n—+oo
Puisque |ea(fq.n)| > le1(fq.n)l, les extrémités e;(f,,n) des géodésiques OH, (fy.n)
convergent vers —oo quand n tend vers +oo pour [ =1, 2.
On traite maintenant le cas de f, ) pour ¢ €]1,4[. On a

1 V(A -2 - 3)
o L +d-4

(iva—ra((VG— 22 = 3)(4— 7 — )
(4= a2+

—ra(4— V(T —2)? = 3)+ ¥ 1

= +1 -

TR (= VaP +

71 s .
On pose f,nt = Ry pn + ily .y, avec

p - V(a2 - 3) + ¥
q,n (4—\/6)24‘%

et
_ 1

Iy=—
9, (4_\/(»])2"_7%

Puisque ¢ €]1,4[, le nombre (4 —/q)[(v/q — 2)* — 3] est non nul. Ainsi, lorsque
n tend vers 400, on a les équivalences

_ (V7—2)*—-3
nogoo ™ Va4

Rq,n

et
1

I = .
q,n n—Jo00 (4_\/6)2
La proposition 1.1.6 donne alors I’équivalence suivante :

Rq,n - ((\/a — 2)2 - 3)(\/6 — 4)

-1\ _
C(fq,n) - Iq,n 1 nteo Tn 1— (4 — \/6)2
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Puisque le nombre (((\f —2)2 =3)(/g—4))/(1 — (4 — \/q)?) est négatif pour
q €]1,4[, les centres ¢(f, ) des médiatrices OH; (f,}) convergent vers 400 quand

n tend vers +o0.
Etudions maintenant les rayons euclidiens r( fin) de ces médiatrices. On a

1
R? 2 1 R 1
—1y _ n,q an -1
Tan) = Vina (Hm,q—nz) n T T Vil -1 1=y e
(3.6)
Alinsi,

1
-1y _ =1y -1
1h) = eUh) =r ) | A A+ =
Puisque limy, ;o0 ¢(fgn) = 400 et |er(f 4] < lea(f, 4], les extrémités e;(f, 1)
des géodésique OH,( fa 1) convergent vers +oo quand n tend vers +oo, pour
I = 1,2. On utilise maintenant ’équation (3.6). Puisque ¢ €]1,4[, le nombre
1/(4 — \/q) appartient & ]1/3,1/2[. Ainsi, pour tout n suffisamment grand, on a

).

1

(fom) c(fon) <

2
D AT “elfd)

D’aprés le lemme 3.5.1, cela implique que la géodésique H,( fa, 1) ne rencontre
pas ’hypercycle H = Hy(0, 00; 1 + 2i//5). O

Questions et remarques

Quelles sont les formes possibles de 'ensemble T := {t | g;u € hgu} lorsque
Inj(u(R*)) > 07
~ Dans le théoréme A, lorsque Inj(u(R¥)) > 0, on obtient une suite de temps
(tn)n convergeant vers +oo dans 7. Mais on voit avec le théoréme B que, tou-
jours sous la condition Inj(u(R*)) > 0, Pensemble T' peut étre égal a RT. Il
serait aussi facile de modifier cet exemple pour que 7' soit un ensemble de la
forme a + R* pour un certain a > 0.

On peut par ailleurs montrer que si t1 et to appartiennent & 7', alors t; + to
aussi. C’est-a-dire que 7" est toujours un semi-groupe. On peut ainsi se demander
si ’ensemble 7" pourrait prendre la forme de n’importe quel semi-groupe de R¥.
En particulier, est-il possible que T' soit un ensemble discret et infini?

Que se passe-t’il lorsque Inj(u(R")) = +oo ?

Lorsque u n’appartient pas a4 I’ensemble non-errant, nous avons déja remar-
qué (voir 2.4.3) que Inj(u(R*)) = +oco et que lorbite hgru est fermée. Nous
avons aussi construit deux surfaces sur lesquelles Inj(u(R1)) = 400 et u est
dans Q,. Nous avons montré que sur la flite non tordue Fj, Porbite hpu est
fermée, et donc dans ce cas T = {0}. En revanche, nous avons vu que sur la
flite non tordue Fy, 'orbite hgru n’est pas fermée. A-t-on toujours dans ce cas
T=1{0}?

Est-ce que la situation Inj(u(RT)) = +oo donne lieu a de nouveauz types
d’ensembles hg-minimauz ¢

Sur une surface géométriquement infinie sans bout cuspidal ni trompette, les
résultats présentés impliquent que si toutes les demi-géodésiques de la surface
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satisfont Inj(u(R1)) < 400, alors elle ne contient pas d’ensemble minimal pour
le flot horocyclique. Le cas Inj(u(R*)) = 400 demeure donc la seule possibilité
pour qu'il y ait un ensemble minimal qui ne soit pas simplement une orbite to-
pologiquement fermée sur une surface hyperbolique. C’est le dernier cas & traiter
pour connaitre tous les types d’ensembles minimaux pour le flot horocyclique
en dimension 2.

Que se passe-t-il en dimension supérieure ?

Considérons une variété hyperbolique M de dimension 3. L’étude du flot
horocyclique en dimension 2 se généralise & I’étude du feuilletage horosphérique
en dimension 3 ou plus (voir [ | par exemple). Dans | |, il est prouvé
que si u appartient & T*M, alors si Inj(u(RT)) = 0, ’horosphére issue de u est
récurrente. On trouve par ailleurs dans | | une étude détaillée des demi-
géodésiques quasi-minimisantes et des conditions de finesse asymptotique sur
u(RT) en dimension 3.

Nous pourrions alors nous demander si le théoréme A se généralise a la
dimension supérieure. Le probléme qui survient lorsque ’on essaie de construire
une démonstration identique & celle du théoréme A est que celle-ci repose sur
des intersections de courbes dont ’existence n’est pas garantie en dimensions
supérieure ou égale & 3.
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Chapitre 4

Sur la relation entre feuille
fortement stable et orbite
horocyclique.

Considérons le fibré unitaire tangent 7'S d’une surface hyperbolique S que
nous munirons d’une distance D. La feuille fortement stable d’un vecteur v dans
TS relativement & D est définie par :

Wy ={ve TS| ti}? D(gru, grv) = 0}

Nous verrons que lorsque S = H, ’égalité d’ensembles hgu = W%y est toujours
vérifiée. Cette propriété semble caractéristique des orbites horocycliques, mais
nous verrons cependant que les relations d’inclusion entre ces deux ensembles
et leurs adhérences sont plus complexes que cela. Voici 'organisation de ce
chapitre.

Quelques préparatifs dans T'H. Considérons une demi-géodésique v(R™) fai-
sant un tour autour d’une géodésique fermée simple ~ par rapport & une demi-
géodésique u(R™) sur S. L’objectif de cette partie est la preuve de la proposi-
tion 4.1.5 qui permet de majorer la distance D(g;u, g;v) pour tout temps ¢t € R™.
Cette proposition est au coeur de la preuve du théoréme E.

FEtude de la relation d’inclusion entre hgu et WsSu. Nous verrons dans cette
partie que I’égalité hgru = WSy est toujours vérifiée (Théoréme C).

Etude de la relation d’inclusion entre hgru et W*u. Nous commencerons
par le cas ot Inj(u(R*)) > 0 qui généralise la situation dans H : on a I'éga-
lité hgpu = W*5u (Théoréme D). En revanche, nous verrons ensuite que lorsque
u(RT) croise une suite de géodésiques fermées de longueur tendant vers 0 (et
donc en particulier la finesse asymptotique de u(R™) est nulle), alors la feuille
fortement stable W*%u contient une réunion indénombrable d’orbites horocy-

cliques (Théoréme E).
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FIGURE 4.1 — Transport paralléle et angle 6(a, 0)
8, o)
T.u

4.1 Lemmes géométriques dans T H

Commencons tout d’abord par fixer une distance pour travailler dans T1H.
Prenons un vecteur % dans 7 H ainsi qu’un point z dans H. Notons 7. le vec-
teur de T1H déduit de % par transport paralléle le long du segment hyperbolique
[@(0), 2]. Si ¥ est un autre vecteur de T H, nous notons alors (@, ) Pangle non
orienté formé par les deux vecteurs Tj)@ et 0. La figure 4.1 (ot 9(0) = 2)
résume cela. On considére la distance D suivante dans T H. Pour tout @ et @
dans T'H, on pose

D(ii, 8) == d((0), 5(0)) + 0(a, v).

Elle est équivalente & la métrique Dg plus classique de Sasaki!, mais elle nous
permettra des calculs plus aisés.

Les isométries de H conservant les angles, pour tout v de PSLy(R), on a
O(yu,y0) = O(u,v). Ainsi, si S = I'\H est une surface hyperbolique, nous pou-
vons définir la distance suivante sur 719, que I’on note encore D par commodité.
Pour tout u et v de TS, on pose :

D(u,v) = min D(@,~?).
yell
Le premier lemme est tiré de | |. Il est vrai en courbure variable, mais
nous n’utiliserons que la version dans H, dont nous redonnons ici une preuve.

Lemme 4.1.1. Pour tout n > 0, il existe € > 0 tel que pour tout @ et v dans
TH tels que @(o0) = 9(00) et d(@(0),9(0)) <€, on a D(a,v) < n.

Démonstration. Procédons par ’absurde et considérons un 7 > 0 qui contre-
dirait ce lemme. Prenons une suite (e,)y de nombres strictement positifs et
convergeant vers 0. On considére alors pour tout n des vecteurs u,, et 0, tels
que Uy, (00) = U, (00) et d(y,(0),0,(0)) < €, et

D (@i, 0p) = d(1n(0), 9, (0)) + 0(ti, D) > 1.

1. Celleci est définie par Dg(u,v) = 1/d2(u(0),v(0)) + 02 (u,v).
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CHAPITRE 4. SUR LA RELATION ENTRE FEUILLE FORTEMENT
STABLE ET ORBITE HOROCYCLIQUE.

Pour n suffisamment grand, on a €, < ¥ et donc (i, ,) > 7

Considérons maintenant pour tout n une isométrie vy, de PSLa(R) telle que
vn1(0) = 4. On peut considérer des sous-suites de (&, )y et de (T,)y telles que
Ynln, converge vers un certain vecteur o basé en i et -, 0, converge vers un vec-
teur ¥ lui aussi basé en i. Comme pour tout n suffisamment on a (v, @y, Yn0n) =
(i, 0n) > 3, en particulier, & # ©. Mais comme pour tout n on a vy,u(c0) =
Yn0(00), alors @ = ¥, ce qui est une contradiction. O

Nous faisons ici une petite pause dans les lemmes géométriques pour discuter
de la relation entre hrw et W*%% dans T'H car pour cela le lemme 4.1.1 suffit.

Le cas de H

Considérons un vecteur % dans 7 H quelconque. D’aprés la proposition 2.1.3,
l'orbite hrt satisfaisait la propriété fondamentale :

V0 € hgdi, lim d(a(t), 5(t)) = 0.

Nous allons démontrer une propriété plus forte : I'orbite horocyclique hru est
égale 4 la feuille fortement stable W*%4.

Proposition 4.1.2. Pour tout @ dans T'H, on a
W*e4 = hgd.

Démonstration. Soit ¥ dans hrt. On a tiigrnoo d(u(t),v(t)) = 0 et giu(oo) =
t(oc0) = ¢40(c0) pour tout ¢. En appliquant le lemme 4.1.1, on obtient alors
directement tETwD(gta’gtﬁ) = 0. Ainsi, v appartient & W*4.

Soit maintenant ¢ dans W**a. Cela implique que t_l}grnoo d(a(t),v(t)) = 0.
Par labsurde, si 9(c0) # o0, on a directement t_lgrnoo d(a(t),v(t)) = 400, donc

nécessairement, v(o00) = oo = @(o0). Ensuite, d’aprés la proposition 1.1.11, on
a Boo(u(0),9(0)) = , 1121 d(u(t),o(t)) = 0. Donc v € hgi. O
—+o0

Suite des lemmes géométriques
Nous aurons besoin pour la suite d’un résultat de géométrie euclidienne.

Lemme 4.1.3 (Lemme de géométrie euclidienne). Soient Ty et Ty deuz triangles
euclidiens de sommets respectifs Ay = A, Bi=B et Cy et Ay =A, B, =B et
C5. Supposons que les angles Ak et Bk aux sommets Ay et By des triangles Ty,
appartiennent a |0, Z[. On a alors I'implication

A12A2:>BA12BA2.

Démonstration. Notons ay, by et ci les longueurs des cotés des triangles Ty
opposées aux sommets Ay, By et Cj respectivement. Notons que l'on a a :=
a1 = ag et b:= by = by. On utilise la relation des sinus de géométrie euclidienne
pour obtenir :

a b a b

sin(A;)  sin(By)  sin(4y)  sin(Bs)
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De cela on déduit

sm(@l) B sin(Bil).
Sin(AQ) Sin(BQ)

Pour les notations du lemme suivant, le lecteur peut se référer a la figure 4.2.

Lemme 4.1.4. Définissons pour tout s > 0 le vecteur w, de T'H basé en i et
tel que wy(c0) = s. Pour tout I > 0 on note p(s,1) le point d’intersection entre
la demi-géodésique ws(RY) et Uhypercycle Hy(0, 0051 + ).

Notons 0(s,l) l'angle d’intersection entre le segment hyperbolique [i,p(s,1)]
et la portion Hy(0,00;0,p(s,l)) de Uhypercycle Hy(0, co; p(s,1)) comprise entre
0 et p(s,l). Ona :

lim 6(s,1) =0,

s——+00
=0

au sens ot pour tout € > 0, il existe S, et L. tels que si s > S, et | < L, alors
0(s,1) <e.

Démonstration. Nous allons commencer par montrer que la premiére application
partielle 6(-,1) : s — 0(s,l) admet une limite 5; lorsque s — 400 et que la
fonction [ — [; converge vers 0 lorsque [ tend vers 0.

Notons f§(s,1) Pangle entre la demi-géodésique (0, p(s,1)] et la portion d’hy-
percycle Hy(0,00;0,p(s,1)). Soient s1 # so. Il existe une isométrie hyperbo-
lique v : z — Az telle que yp(s1,1) = p(se,l). Cette isométrie conforme fixe
Hy(0,00;1 + i) = Hy(0,00;p(s,1)) et envoie (0,p(s1,!)] sur (0,p(sz2,1)]. Ainsi,
B(s1,1) = B(s2,1). Notons [, cette valeur.

Observons ensuite que lorsque s tend vers 400, la distance entre 7 et la demi-
géodésique (0, p(s,1)] tend vers 0, donc l’angle 0(s,1) — §; aussi et on a pour tout
[>0:

SLHEOOG(S’ 1) =p5. (4.1)

De plus, pour tout s, on a
li =i =0. 4.2
lim 5(s, 1) = lim §, = 0 (4.2)

Nous allons maintenant montrer que la deuxiéme application partielle
0(s,-) : L 6(s,1)

est croissante. Considérons pour cela I; < [y et le point £ € R au centre du
cercle euclidien contenant ws(R™). Soient alors les deux triangles euclidiens T}
et To de sommets 0, &, p(s,l1) et 0, &, p(s,l2) respectivement. Notons Ay et
By (resp. As et By) les angles de Ty (resp. Tb) aux sommets 0 et p(s,l1) (resp.
0 et p(s,l2)). Alors, I; < Iy entraine A, > As. Le lemme 4.1.3 implique alors
By > Bs. 1l suffit maintenant d’observer que 7/2 = By + 0(s,l1) = By + 0(s,l2)
pour en déduire I'inégalité 0(s,l1) < 0(s,l2). Ainsi, la fonction (s, ) : I — 0(s,1)
est croissante.

Soit alors € > 0. D’aprés la limite (4.2), il existe L. tel que si I < L,
alors §; < €/2. D’aprés la limite (4.1), il existe S. tel que si s > S, alors
|0(s, L) — Br.| < €/2. En particulier, 6(s, L) < e. Enfin, puisque la fonction
0(s,-) : L+ 0(s,1) est croissante, si | < L., alors 0(s,l) < (s, L). Cela conclut.

O
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FIGURE 4.2 — Lemme 4.1.4

(0, p(s, 1)) wy(R+)

p(s,1)
B(s,l) = i
7 J0(s, 1)

l Hy(0, 00: 0, p(s, 1))

0 ws(00) = s

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition clef de cette premiére
section. On rappelle que la définition des triplets en position (xx) est donnée
dans la définition 1.5.1.

Proposition 4.1.5. Soient n > 0 et un triplet (@,0,7) en position (x*) dans
H. Supposons de plus que la distance de u(0) a (y~,v") soit plus grande que 1.
Notons 1 = By () (v (0), @(0)).

Il existe un nombre €(n) > 0 tel que si () < e(n), V'inégalité suivante est
vérifiée.

Q:= sup {min(D(ge4r0, ge), D(ge1r0,79:0)) } < 1.

Avant de rentrer dans le cceur de la démonstration, traduisons ce résultat

sur une surface hyperbolique.

Corollaire 4.1.6. Soient S := T\H une surface hyperbolique, n un nombre
strictement positif, et (u,v) un triplet en position (xx) sur T1S associé a un
triplet (u,v,7). Supposons de plus que la distance de @ (0) a (y~,7") soit plus
grande que 1. Notons r le temps pris par v(RT) pour faire un tour autour de
par rapport a u(RT).

Il existe e(n) > 0 tel que si l(y) < €(n), alors pour tout t dans R on a

D(gi4rv, gru) <.

Démonstration de la proposition 4.1.5. Pour nos figures et nos raisonnements,
nous supposerons que 1 est positif. Ainsi, v~ est négatif et 9(c0) = yoo > 7.
Les raisonnements seraient identiques en supposant v* négatif. Les figures sont
faites avec @(0) =i et 4(o0) = 0o (ce que ’on peut toujours supposer, quitte &
conjuguer v dans PSLy(R)). Notons t., le temps tel que a(t,) € (v~,7") (voir
figure 4.3).

Commencons par montrer que la demi-géodésique ©(R™) croise le segment
hyperbolique [u(t,),vu(ty)] en un point que l'on notera o(t.). Considérons la
partie de H délimitée par les géodésiques (iu(—o0), w(00)) et (ya(—o0), yi(c0)).
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FIGURE 4.3 — Définition de 1t’7

a(t])

Cette partie de H est séparée en deux portions par le segment [t(ty), yu(ty)].
L’une de ces deux portion contient le point de départ #(0) de la demi-géodésique
o(R™), et lautre contient des points de cette demi-géodésique s’accumulant
vers son arrivée 9(oo) = vyii(oo). Ainsi, 9(R") croise nécessairement le segment
[U(ty),vu(ty)] en un point (t) (voir figure 4.3).

Remarquons dés maintenant que puisque d(i,(y~,7")) > 1, nous avons
d(i,u(ty)) > 1. Par ailleurs, nous venons de montrer que ¢(R™) rencontre le
segment géodésique [u(t,),Y(t,)] en un point o(t,). Ce point est donc & une
distance de u(t,) inférieure & I(7y). Cela implique qu’en choisissant la longueur
I(+) arbitrairement petite, la demi-géodésique ©(R™) peut étre choisie arbitrai-
rement proche de @(R™). Dit autrement, plus la longueur /() est petite, plus
¥(00) est grand.

Pour étudier la quantité @), nous traitons les deux cas suivants séparément.
Nous allons faire des calculs avec la distance D que 'on a définie au début de
la section 4.1. Pour le premier cas ci-dessous, on se référera a la figure 4.4.

Premier cas : t € [0,t,]. Nous allons montrer que si la longueur I(y) est
suffisamment petite, alors D(g:4,0, g:4) < 1. Notons s; le temps satisfaisant
d(o(t),a(s1)) = d(v(t),a(R)). On a la décomposition

D(gt++0, g1tt) < D(gt1+0, g40) + D(g¢0, gs, @) + D(gs, U, g¢0). (4.3)

Observons alors que d’aprés la proposition 1.5.2; on a la majoration r < (7).
Ainsi,

D(9:0, ge4,0) = d(0(t), 0(t + 1)) = [r| < U(7).
Pour majorer le terme D(gs, i, g+@), nous devons majorer |s; — t|. Pour cela,
constatons d’abord que puisque les demi-géodésiques [i,00) et 9(R™) n’ont pas
la méme extrémité, et puisque ¢ < ¢/, nous avons d((t), u(s1)) = d(v(t), a(R)) <
d(o(t,), w(R)). Ainsi,

d(0(t), @(s1)) < d(0(t)), u(ty)) < d(@(ty), vi(ty)) = 1(7).

81



CHAPITRE 4. SUR LA RELATION ENTRE FEUILLE FORTEMENT
STABLE ET ORBITE HOROCYCLIQUE.

Par inégalité triangulaire, nous déduisons de cela que
d(a(0), (1)) — d(o(t),u(s1)) < d(a(0),a(s1)) < d(a(0),0(t)) + d(0(t), a(s1)).
D’ou 'encadrement ¢ — () < s1 <t + (7). Ainsi :
D(gs, 0, grtt) = d(u(s1), a(t)) = |s1 —t| < 1(7).

Tl reste donc seulement & majorer le terme D(g:9, gs, @) dans 'inégalité (4.3).
Les notations a venir sont résumées dans la figure 4.4.

Nous venons de montrer que d(9(t),u(s1)) < I(7). Puisque par définition
de la distance D on a D(¢:0, gs,4) = d(g:0,gs, @) + 0(g:0, gs, @), il nous faut
maintenant majorer langle 61 := 0(¢:7,gs,4). Notons s, le temps tel que
d(o(t]), u(R™)) = d(v(t,), u(s2)). Notre stratégie est de commencer par montrer
linégalité

01 < 0(gu: U, gs, 1) =: b2,
puis de majorer ’angle 65 & son tour & ’aide du lemme 4.1.4.

Notons ¢ := 1(9(—00) + ©(c0)) le centre du cercle euclidien comprenant la
demi-géodésique 9(R™). Comme observé plus haut, en choisissant /(v) suffisam-
ment petit, on peut supposer ¥(oo) arbitrairement grand. En particulier, on peut
supposer |9(c0)| > |9(0)|. Donc le point £ peut étre supposé positif. Considérons
alors les deux triangles euclidiens T; et Ty de sommets 0, &, 9(t) et 0, £ et 9(t]))

respectivement. Notons B; (resp. Bs) 'angle an sommet #(t) (resp. o(t,)) du

premier (resp. second) triangle. Notons aussi A; (resp. A;) I'angle au sommet
0 du premier (resp. second) triangle. Observons directement que les angles Ay
appartiennent a l'intervalle |0, 7]. Par ailleurs, les angles B}, étant inscrits dans

un cercle euclidien, ils sont eux aussi compris dans l'intervalle ]0, 7].

!/

Alors, puisque t < t., on a Ay > A, et on peut appliquer le lemme 4.1.3.

v
Celui-ci donne alors que B; > Bo. Il ne reste plus qu’a remarquer que § =
0, + By = 05 + Bs. L’inégalité By > B implique alors 6; < 65.

Il faut maintenant majorer 'angle 62 et nous utilisons le lemme 4.1.4. Dé-
finissons les réels s = 9(co) et I(s) tels que o(t)) appartient & 'hypercycle
Hy(0, 00;1(s)+14). L’angle 05 correspond alors a I’angle 6(s,(s)) du lemme 4.1.4.
Comme déja montré, en prenant [(7y) arbitrairement petit, le point o(t’,) est arbi-
trairement proche de 4(t,), et donc ’hypercycle Hy(0, 0o; I(s) +1) est arbitraire-
ment proche de la géodésique (0, 00). Ainsi, I(s) peut étre choisi arbitrairement
petit en choisissant [(v) suffisamment petit. Nous pouvons donc appliquer le

lemme 4.1.4 pour obtenir que si I(y) est assez petit, angle 65 est plus petit que
n

Nous obtenons donc la majoration suivante :
D(g10,gs,0) = d(0(t), u(s1)) + 01
< l(’}/) + 02
n
l -
<l +

En imposant maintenant /() < 7 et en regroupant toutes les majorations

obtenues, 'inégalité (4.3) donne :

D(gesr, giii) < 31(7) + Z < 42 — 1,
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FIGURE 4.4 — Majoration pour t </

u(s2)

u(sy) S u(th)

N\
\\J

X

ce qui conclut le premier cas.

Deuziéme cas : t > t.. Nous allons montrer que si la longueur I(v) est
suffisamment petite, alors D(g+r0,vg:4) < 1. Notons sz le temps tel que
d(o(t),va(s3)) = d(v(t),ya(R)). On décompose & nouveau :

D(gt4+0,79¢1) < D(G4+0, g¢0) + D(ge0, 7G5, @) + D(7gs, T, vgeth) (4.4)

et on majore terme & terme.

La majoration du premier terme est identique au cas précédent. Pour le
deuxiéme terme, rappelons-nous que par définition ¥(oc0) = yi(c0). Comme ¢ >
t’,, cela implique que d(9(t),vi(s3)) < d(0(t,),vu(ty)) < I(v). En appliquant
alors le lemme 4.1.1, nous obtenons que la distance D(g;,7vgs,%) peut étre
choisie arbitrairement petite en prenant [(y) arbitrairement petit.

Majorons enfin le troisiéme terme. On a
D (795, ygett) = d(yu(ss),vu(t)) = [t — s3].

Définissons alors ¢’ par ¢ = t/ + ' et s par s3 = t, + s3 (voir figure 4.5).
En appliquant 'inégalité triangulaire dans la zone rouge de la figure 4.5, nous
obtenons

t'=21(7) <55 <U(y) +t' +1(y) = 1"+ 20(y).

En appliquant I'inégalité triangulaire dans la zone verte de la figure 4.5, nous
obtenons

th —1(7) <ty <t + 1)
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FIGURE 4.5 — Majoration pour ¢ > ¢/,

t/

En additionnant ces inégalités, on obtient
1l = 3l(y) =t = 3l(y) < sz <t'+ 1, +3U(y) =t +3(7),
ou encore
|s3 —t| < 3U(7).

Nous concluons alors en appliquant les majorations obtenues a 'inégalité (4.4).
O

4.2 L’adhérence d’une orbite horocyclique coin-
cide avec ’adhérence de la feuille fortement
stable

Considérons maintenant un groupe fuchsien I' et posons S := I'\H. Notons
d’ores et déja que pour tout u dans T'S, on a hgu C W*u. En effet, pre-
nons v dans hgu sur TS et v dans T tel que o appartient & hgt. D’apreés la
proposition 4.1.2,

lim D(g:%,79:9)) = 0.

t——+o0

Or, par définition de la distance D sur T'S, pour tout ¢ on a
D(giu, grv) = inf D(gyti, ogs?).
ael

Ainsi,
t_1}+mooD(9tU7gtU)) =0
et v appartient & W*%u.
Nous allons maintenant montrer que ’adhérence d’une orbite horocyclique
coincide toujours avec 'adhérence de la feuille fortement stable.
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4.2. ’ADHERENCE D’UNE ORBITE HOROCYCLIQUE COINCIDE
AVEC L’ADHERENCE DE LA FEUILLE FORTEMENT STABLE

Théoréme C. Soit S := I'\H une surface hyperbolique et v dans T*S. On a
hru = Wssu.

Démonstration. Puisque l’on sait déja que 'orbite hgu est incluse dans la feuille
fortement stable C W*5u, on a en particulier hgu C W*5u. Nous allons mainte-
nant montrer que W*%u est inclus dans hgu.

Soit donc v dans W*%u. D’aprés la proposition 2.3.2, montrer que v appar-
tient & hgu revient & trouver une suite (7, )y dans I telle que

Jm yna(o0) = 9(00) (4.5)
et
lim B’ynﬂ(oo) (i, ’yT,’EL(O)) = Bﬁ(oo)(ia 17(0)) (46)

n—-+oo

Puisque v appartient & W5y, on a lim;—, 4~ D(g:u, g:v) = 0. Cela implique
qu’il existe une suite (7, )y dans I" ainsi qu’une suite de temps (¢, )y qui converge
vers +oo telles que

lim D(vngt, G, g:,0) = 0. (4.7)

n—+oo
En particulier,
0(Yn9t, 0, gt,v) = 0.
Ainsi,
nllg-loo Ynt(00) = 9(00).

Il nous reste & montrer que la limite (4.6) est vérifiée avec la suite (7, )n. Quitte
a conjuguer le groupe I' dans PSL2(R), on peut supposer que 9(0) = i. On a
alors Bj(so)(i,7(0)) = 0. Remarquons que d’aprés la proposition 1.1.8,

nynﬂ(oo)(i,’)/nﬁ(o)) = lm d(i,y,4(t)) — d(va(0), v (t))

t——+o0
= lim d(i,ypa(t)) —t.

t——+oo

Pour tout ¢, notons e, = d(9(t), v,4(t)). D’aprés la limite (4.7), on a en parti-
culier lim,, 4 €, = 0. Or, par inégalité triangulaire, on a

d(i,0(t)) — & < d(i,yu(t)) < d(i,0(t)) + €.
Comme o est basé en 4, on a d(¢,9(t)) = t. On a donc bien

Wm  d(i, Yi(t)) —t = 0.

n—-+o0o
O

Nous pouvons déduire directement du théoréme C le corollaire suivant sur
les vecteurs hgr-périodiques.

Corollaire 4.2.1. Si u est un élément de TS qui est hg-périodique, alors
W*Su = hru.

Démonstration. 11 suffit de constater que dans ce cas, hgu = hgu. Comme
hru C W*55u, et comme hgu = W35y d’aprés le théoréme C, nous obtenons
bien W*%u = hgru. O
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4.3 Le cas d’un quotient '\H

Se pose alors la question de l'inclusion réciproque. Nous allons voir que la
situation dépend du rayon d’injectivité.

4.3.1 Cas ou hru = Wy

Théoréme D. Soient S := I'\H une surface hyperbolique et u dans T'S. On
a implication
(Inj(u(RY)) > 0) = (hgu = W*u).

Démonstration. Soit o := Inj(u(R™)) > 0. Considérons un vecteur v apparte-
nant & W55y et prenons ¢ tel que 0 < 2¢ < a. Les différentes notations de cette
preuve sont résumées dans la Figure 4.6 ci-dessous, ot on a supposé 4(0o) = oo
(quitte & conjuguer I dans PSLo(R), on peut supposer que c’est le cas).

Soit T, un temps tel que pour tout ¢ > T, on ait d(u(t),v(t)) < € et
d(a(t),vyu(t)) > « pour tout v dans I' différent de 'identité. Prenons un temps
t > T.. Il existe donc vy € T tel que d(a(t), v0(t)) < e.

Si 4,0(00) # u(00), on peut considérer ¢’ > ¢ le plus grand temps s > ¢ tels
que d(u(s),v0(s)) < e. Alors, d(a(t'),y0(t')) = €, et comme t' > ¢t > T, il
existe vy # v tel que d(a(t ),%/v( ) <e

On a d(vpy; *a(t'), v o(t') = d(a(t'),v9(t')) = e. Dot :

A,y a(t)) < d(t'), e o(t)) + A (), vy alt') < 26 < a,

ce qui contredit la définition de T.. Ainsi, v0(c0) = @(00), et pour tout s > ¢
on a

d(a(s), v0(s)) < d(u(t),7o(t)) <e.
De plus, la fonction s — By(oo)((s),7:0(s)) est constante puisque les vecteurs
@ et ¥ sont tous les deux dirigés vers @(oco). Posons

1 1= Bioo) (W(t), 70(t)) < d(a(t), %5(1))) < e.

Si || > 0, comme v € W#u, il existe un temps T;, tel que si s > T, alors
d(u(s),v(s)) < |n| et d(a(s),vyu(s)) > « pour tout v dans I' différent de l’iden-
tité. Fixons s > T},. On a

d(i(s),7¢0(s)) > | Ba(oo) (@(3), 10(s))| = | Ba(oo) (a(t), 70 (t))| = Inl-

Il existe donc nécessairement un élément v, # 4 tel que d(a(s),vs9(s)) < n < e.
Alors :

d((s), ysv; Ha(s)) < d(@(s),750(s)) + d(ys0(s), 77, al(s))
< e+ d(u(s),v:0(s))
< «,

ce qui contredit la définition de T;,. Ainsi, n = 0 et v, appartient & hri, ce qui

conclut.
O

Ainsi, parmi les surfaces sur lesquelles I'égalité hru = W*u est toujours
vérifiée, nous retrouvons entre autres les surfaces compactes, géométriquement
finies sans cusps, ainsi que les revétements abéliens de celles-ci.
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FIGURE 4.6 — Démonstration de 4(o0) = v:0(c0)
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FIGURE 4.7 — Théoréme E

4.3.2 Cas ol hgu C W*u

Théoréme E. Soient S := T'\H une surface hyperbolique géométriquement
infinie et u dans T'S. Supposons que la demi-géodésique u(R™) croise une suite
de géodésiques fermées de longueurs tendant vers 0. On a

hru C W,
De plus, W*%u est une réunion non dénombrable d’orbites horocycliques.

La démonstration de ce théoréme nécessite plusieurs lemmes préparatoires.
Quitte & conjuguer le groupe T', on peut supposer que @(0) = i et @(o0) = oco.
Nous nous servons du premier lemme ci-dessous pour choisir une suite parti-
culiére d’éléments (7, )y dans I'. On rappelle que la notation HS(vy,) désigne le
complémentaire du demi-plan H;(7,) qui a été défini dans la section 1.2.2 sur
le domaine de Dirichlet.

Lemme 4.3.1. [l existe une suite (y,)n dans T' d’isométries hyperboliques
toutes distinctes satisfaisant les points suivants.

— Les longueurs de translation l(v,) décroissent et convergent vers 0.
— limy 00y, = limy oo 77 = 0.
— b I < gl et v | < b | pour tout n.

— Les points fixes v, et 'y;f ont des signes opposés pour tout n et les points
fizes ;5 ont tous le méme signe.

— Tous les demi-plans HS(vy,) sont disjoints. De plus, toutes les extrémités
e1(vn) et ea(vyn) dans H(oo) des médiatrices OH;(7y,), avec |er(vn)] <
%5 < lea(yn)|, ont le méme signe, et on a pour tout n

0 < ler(yn)l < Iy | < le2(yn)l < ler(yn)] < Pyl

Démonstration. Considérons les géodésiques fermées dont les longueurs tendent
vers 0 que croise u(R™). Quitte & passer & une sous-suite, on peut supposer que
leurs longueurs décroissent. Elles se reléevent alors dans H en des géodésiques
qui sont les axes d’isométries hyperboliques toutes distinctes v, dans I dont les
longueurs de translation I(+y,,) sont décroissantes et convergent vers 0. Puisque
les axes (v;,,7,") rencontre la géodésique (0, 00), les points fixes v, et ;" sont
de signes opposés.
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Notons ¢, le point d’intersection entre (v, ,7;") et [i,00) pour tout n. On a
lim,, d(Gn, Yndn) = lim, {(7,) = 0. Ainsi, on peut appliquer la proposition 1.5.3
pour obtenir
Ainsi, en passant a une sous-suite, on peut supposer que |7y, | < |y, et [;f| <
|1 | pour tout n.

Nous devons maintenant étudier les demi-plans H¢(+y,, ). Nous allons commen-
cer par montrer que si n est assez grand, quitte a remplacer certains éléments
Y par 7,1, ces demi-plans ne rencontrent pas la demi-géodésique [i,c0). Ob-
servons premiérement que pour tout n, le point v,i (resp. v, 'i) appartient au
demi-hypercycle Hy(v,;4,v,") (resp. Hy(v,; 1,7, )) compris entre i et v, (resp.
entre ¢ et v, ). Mais ’hypercycle Hy(v,;%), qui est une portion de cercle eucli-
dien, rencontre I’horocycle Ho(oco;¢) en au plus deux points. Alors, l'un de ces
demi-hypercycle ne rencontre Ho(oo;4) que en 4, et ses points ont donc tous
une partie imaginaire plus petite que 1. Quitte & remplacer v, par 7, !, on peut
supposer que c¢’est le demi-hypercycle Hy(v,,;4,7,"). Ainsi, Im(v,%) < 1. D’aprés
la proposition 1.1.7, le bord a linfini du demi-plan H¢(~,) ne contient pas le
point oo et la médiatrice OH;(y,) ne rencontre pas la demi-géodésique [i, c0).
Quitte & passer & une sous-suite, on peut supposer que tous les points 7,7 ont le
meéme signe.

Maintenant, remarquons que

lim ej(y,) = lim ex(y,) = occ. (4.8)

n——+o0o n—-+oo

En effet, puisque |e2(v,)| > |7;7], et comme ~,I converge vers +oo, on a direc-
tement lim,_, o €2(7) = oo. Ensuite, supposons par 1’absurde que quitte a
extraire une sous-suite, e;(7y,) converge vers un certain £ # oco. Alors la mé-
diatrice OH;(y,) du segment hyperbolique [i,7,i] converge vers la géodésique
(€, 00). Cela implique que les images 7,7 convergent vers le point i + 2¢ de H,
ce qui contredit le fait que I est discret.

Puisque les médiatrices OH;(+y,,) ne rencontrent pas [i,00), alors d’aprés les
équations (4.8), on peut supposer en passant i une sous-suite, que pour tout
n leurs extrémités ei(7,) et ea(v,) ont le méme signe. Toujours d’aprés les
équations (4.8), on peut de plus supposer que pour tout n, on a 0 < |e1(7,)| <
| < lez(vm)] < ler(vas1)| < [vihal < le2(vms1)]- En particulier, les demi-
plans HS(v,,) sont tous disjoints. O

Les positions des éléments -, est des demi-plans H¢(7,,) sont résumées dans
la figure 4.8, out 'on a supposé que les points v, sont positifs. Grace au lemme
ci-dessous, nous associons maintenant une suite de vecteurs (0, )y convergeant
vers un vecteur ¥ & toute sous-suite («,)y de (vn)n-

Lemme 4.3.2. Considérons une sous-suite o = (a,)n de (vn)n. Notons v, les
vecteurs de T'H basés en i et dirigés vers [3, - 0o, ot B, := [[_, .

La suite de vecteurs (U,)n converge vers un vecteur 0 de direction Bo =
(ITpeg o) - 0.

Démonstration. Nous allons montrer que la suite d’extrémités (o,,(00))y = (B
oo)n converge dans H(oo), ce qui suffira puisque tous les vecteurs o, sont basés
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FIGURE 4.8 — Position des éléments -y,

N
q2
TN )
Hy (723 %, 75 c
\ H (72)
Ny e1(m) 7}..‘82(71)': v e2(72)
iy Lea(n)
Hy(v134,77)

au méme point. Pour cela, nous allons montrer que la suite de valeurs absolues
(|8n - o0|)n est décroissante et minorée par |ag |.

Soit n un entier positif quelconque. Observons que d’apreés le point (i) de la
proposition 1.1.21, on a

Qi 204;*;_’_1 { vy 4100 ¢ O0.

Ainsi, les points «,,; et ;4100 appartiennent & des composantes connexes
distinctes de H(oo)—{a!, ;, 00}. Puisque les signes de o, | et o', | sont opposés
d’apreés le lemme 4.3.1, cela implique que a:{ 41 €6 Q1 - 00 ont méme signe et
lat | < Jans1 - 0o|. Mais d’aprés le lemme 4.3.1, on a 0 < |ogf| < |oyf, ]
Comme les signes de «, et a; sont opposés, on a a;, La; L, 1000 00. D’aprés
le point (ii) de la proposition 1.1.21, cela implique v, ! a;} ¥ @100 2 @ 00.
Mais comme précédemment, a;’; , QpOipy100 et au, 00 ont méme signe et

|t < |anam 100 < |00
D’aprés le lemme 4.3.1, on a
0<lag| <laf| < <lag].

Pour k allant de n — 1 & 0, nous appliquons alors successivement le point (i)
de la proposition 1.1.21 aux isométries ay et aux points Qg1 ...0n4100 et
Qg1 - - ap00. Cela nous assure que pour tout k, les points agq ... Q1100 et
Qt1 - - - 00 Ont le méme signe que a:.
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Ensuite, pour k allant de n — 1 & 0, nous appliquons successivement le point
(i) de la proposition 1.1.21 aux isométries oy, et aux points a1 ..., 1100 et
Qg1 - - - 0y 00. Cest-a-dire aux situations

Qy Za;: O]+ Oy 100 L Q]+« O OO,
Lorsque k = 0, nous obtenons finalement
ag Lo 2 Bry100 U oo
Une fois de plus, les points aar, Br100 et 00 on tous le méme signe et
lag | < |Bn4100] < [Brool.
O

Notre but est maintenant de montrer que ’ensemble des sous-suites (ay, )y
de (yn)n telles que les vecteurs ¥ associés par le lemme 4.3.2 se projettent sur
des vecteur v de T'S appartenant & gr W**u — grhru est indénombrable.

Notons 7, := B (8, 1i,4) pour tout n € N.

Lemme 4.3.3. Soit (a,)n une sous-suite de (y,)n. On suppose que pour tout
n dans N, on a l(ay) < 1/2™. Alors la suite (r,)y converge vers un certain
nombre r.

Démonstration. Fixons un entier naturel n. On a
Pnt1 = Pnl = [Boo(Brgais B 1) = | Boo (04185 1, B 1)

Nous allons montrer que cette quantité est inférieure a 1/2"*1. Cela montrera
que (r,)y est une suite de Cauchy, qui converge donc dans R. Observons que
par hypothese, [(a,41) < 1/271. Définissons alors le vecteur V basé en 3 'i
et dirigé vers oo. Si I'on montre que la demi-géodésique V(R*) rencontre ’axe
(apit,s azﬂ), en posant v = ay,41, la proposition clef 1 page 48 appliquée a la
demi-géodésique V(R™) et a Pisométrie 4 = v, 41 pour k = 0 donne directement
la majoration cherchée.

Etudions donc la localisation du point f/(O) = B, %i. Pour tout entier I,
notons H; le demi-plan délimité par ’axe (al_,a;’) et contenant i. Observons
tout d’abord que les demi-plans H; sont emboités d’aprés le lemme 4.3.1 : pour
tout I, on a H; C H;;1. Observons de plus que puisque (a; , ;") rencontre
[i,00), le demi-plan H; ne contient pas oo dans son bord & l'infini. Ainsi, pour
tout point z de Hj, la demi-géodésique [z, 00) rencontre le bord de Hj, c’est-a-
dire 0H; = (o, a?’). Il nous suffit donc de montrer que le point 3, !4 appartient
aH,.

I suffit d’observer pour cela que d’aprés la proposition 1.1.5, pour tout
point z de Hj, 'hypercycle Hy(ay; z) est entiérement inclus dans H;. Ainsi, en

appliquant successivement les éléments a; oo, a; ! au point i, puisque les
demi-plans H; sont emboités, nous obtenons que pour tout [ < n, le point
afl . aglz' appartient 4 H;. En particulier, o 1. .. aali = B, li appartient a
H,,, ce qui conclut. O

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme central de cette démonstration.
Pour une certaine sous-suite (a,)y de (7,)n, en reprenant les notations du
lemme 4.3.2, celui-ci permet de majorer pour tout n et pour tout t > 0 la
distance du vecteur g¢4,, v, au vecteur g;u.
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Lemme 4.3.4. Il existe une sous-suite ()N de (vn)n telle que en reprenant
les notations du lemme 4.5.2 et en notant (t;)n la suite de temps telle que
a(t) € (a; , ") pour tout I, on ait

vnal € N7Vt > tlyD(gt-l-rn’Unvgtu) < F
De plus, U'ensemble des sous-suites (ay,)y satisfaisant cette propriété est indé-
nombrable

Démonstration. Nous allons extraire notre sous-suite (a;,)y par récurrence. A
chaque fois que ’on aura choisi un élément oy, on lui associera directement le
temps 5, tel que a(ty) € (o, , o ), Pélément By = ap ... ax et le vecteur ¥, basé
en 7 et dirigé vers [y - oc.

Pour tout n, notons 7, = 1/2"™ et €(7,) le minimum des nombres ¢ donnés
par le lemme 4.1.1 et par la proposition 4.1.5 pour 1 = n,. Pour tout n, on pose
€, = min(1/2",€(n,)). Nous dirons quun couple (,,t;) satisfait la propriété

(P) si
(P) pour tout t > t; on a D(gsir, vn, gru) < m = 1/2%.

Déterminons ag tel que I(ag) < 1 et le couple (¥, to) associé satisfasse (P).
Soit J € N tel que pour tout j > J, on ait d(L(v;,'y;r)) > 1 et I(v;) < €.
Prenons un j > J et posons ag = ;.

Observons que puisque la demi-géodésique i (R*) rencontre I'axe (o ,af ),
le triplet (u, 0o, ) est en position (x%). Alors, d’aprés la proposition 4.1.5, en
posant 7o = Boo(ag 'i,i) on a :

tsel]gi{min{D(gTo-H’DOa gtﬂ)v D(gT0+t60a Oéogtﬂ}} S To-
Cela implique que le couple (g, to) vérifie la propriété (P).

Supposons maintenant que pour un certain entier m, nous ayons construit
des éléments «y, ..., a,, tels que pour tous les entiers k et [ dans [0, m], on ait
l(a) < my et le couple (Ty, t;) satisfasse la propriété (P). Nous allons maintenant
choisir un élément «,,, 11 tel que le couple (v, t;) satisfasse la propriété (P) pour
tous les entiers n et ! dans [0, m + 1].

Observons que puisque ﬁk_lﬁk(oo) = 00, on a lim;_, 4 o d(ﬂ;lf/k(t), w(R1)) =
0. Ainsi, il existe un entier N tel que si j > N, toutes les demi-géodésiques
B;lﬁk(Rﬂ pour k < m croisent l'axe (v, 'yf) a une distance strictement plus
petite que €,,11/2 de ¢; (le point d’intersection entre ('yjﬂ’y;) et 4(RT1)). De
plus, si N est suffisamment grand, on a aussi I(7;) < €m+1/2. Choisissons un
entier p > N quelconque tel que si I’on note p,, entier tel que o, = ,,,, alors
D > P On poSe Qi1 = Vp-

Pour tout k£ < m, notons b; le point d’intersection de la demi-géodésique
By, tok(RT) avec Laxe (v, ,7) = (41, & 1)- On a donc d(bk, Gp) < €m+1/2
pour tout k& < m (voir figure 4.9).

Posons By1+1 = Qm+1Bm €t tmi1 = d(4,G,) (et donc @(ty+1) = §p). Nous
allons maintenant distinguer trois cas pour montrer que pour tout n et [ dans
[1,m + 1], le couple (9y,t;) vérifie la propriété (P).

Premier cas : n,l < m. Direct par hypothése sur les éléments ag, ..., Q.

Deuziéme cas : n < m etl = m + 1. Soit ¢t > t; = t,,4+1. Nous allons
chercher & majorer la distance d(83;, 19, (t + r,),(t)) par €,1 pour appliquer
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FIGURE 4.9 — Lemme du théoréme E
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le lemme 4.1.1 et conclure. Observons que puisque f3;, 19, (00) = @(o0), les deux
demi-géodésiques 3, 1, (RT) et a(R™") sont verticales et donc la fonction ¢
d(B; Yo, (t +1,),(t)) est décroissante. Ainsi, on a

(B, 0 (t + 1), 4(t)) < d(By T (tmesr + 7), Wltmsr))
d

(B n(tm+1 "’Tn)abn) +d(bna‘jp)'

IN A

Comme b, € 3,19,(RT), on a
d(ﬂglﬂn(tTn+l + Tn)a bn) = |BOO(B;11~)n(tm+1 + Tn)7 bn)|

Alors, comme B (B, 0n(tma1 + Tn)s @(tmi1)) = Boo(B;,10(ry),u(0))) = 0
d’aprés la proposition 1.1.10, et comme G, = @(ty+1), on a :

|BOO(ﬁgl7jn(tm+1 + Tn)a bn)‘ = |Bw(ﬁrzl7~)n(tm+1 + Tn)a (jp)| + |BOO((jp7 bn)|
= |Bw(‘ipabn)‘
S d(qzhbn)

€m+1
2

En conclusion,

(B 0 (t + 1), A1) < 2d(bn, Gp) < €mt1

On déduit alors du lemme 4.1.1 que D(Gtyr, Vn, gett) < Nmt1-
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Troisiéme cas : n = m~+1 et ] < m+1. Soit t > ¢;. On utilise la décomposition
suivante.

D<gt+rm+1vm+17 giu) < D(9t+rm+1vm+1a GttrmVm) + D(Gtr,, Vm, gett).

Pour la majoration du premier terme, nous allons utiliser la proposition 4.1.5.
Observons pour cela que le triplet (8., 0, B Om-+1, @m+1) st en position (xx).
En effet, la demi-géodésique S3;,'0,,,(R") croise Paxe (o, ;, ). ;) (voir de-
monstration du lemme 4.3.3) et le vecteur 3,10,,,1 est basé en 3,.1i et dirigé
vers au,+100. Rappelons ici que nous avons choisi €,,1 de sorte qu’il soit plus
petit que le nombre €(7;,41) fourni par la proposition 4.1.5.

Notons maintenant

R=rmiy1 —rm = BOO(/B;l}‘y-li7 5;111) = BOO(ar_n{i-lﬁ;mlﬁm(O)v /37;1@7”(0))

On applique alors la proposition 4.1.5 au triplet (3, 0m, B  Omt1s Xmt1)

Sua{min(D(gs+Rﬁ;16m+lv gsﬁ;lﬁm)v D(gerRﬁ?:zlfljm%»la aerlgsﬁ;zl'ﬁm)}
seR

< Mm+1-

Ou encore, puisque f3,, est une isométrie de T H,

sup {min<D(gS+R’Dm+1 ) gsﬂm)v D(gs+Rﬂm+17 aerlgsf}m)} < Mm+1-
SERT

Alinsi,

SUp D(gs+RVUm+159sUm) < Nm41-
seR+t

En particulier, pour s =t + r,,, on obtient :
D(gt—i-rerl Um+1, gt+rmvm) < m+1-

On majore maintenant le deuxiéme terme. Si [ < m, alors par hypothése
sur les éléments ag, ..., &y on a D(giqr,, Um, gru) < my. Sinon, sil =m +1, la
majoration D(gitr,, Um, gttt) < Nm+1 = 71 a été obtenue dans le deuxiéme cas.

En sommant les deux termes, on obtient

D(gt4rpirVm+1, gru) < 21,
Ce qui achéve la démonstration. O
Nous pouvons enfin démontrer le théoréme E.

Démonstration du théoréeme E. Soit (o,)y une sous-suite de (v, )y donnée par
le lemme 4.3.4. En reprenant les notations du lemme 4.3.2 et du lemme 4.3.3,
nous allons montrer que le vecteur w := g,v de T'S appartient & W*°u. Pour
cela, on utilise la décomposition :

D(giw, giu) < D(grw, getr, Vn) + D(Gitr, Vn, gett).

Puisque lim, oo 7 = 7 et limy, o v, = v d’apres les lemmes 4.3.2 et 4.3.3,
on pour tout ¢t > 0
li7an D(g:w, gtir, vn) = 0.
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De plus, d’aprés le lemme 4.3.4, pour tout n et tout | dans N*, si ¢ > ¢;, on a
D(gtsr, Un, gru) < 1/2!71. Puisque la suite (1/2!)y converge vers 0, on obtient
par inégalité triangulaire

t—I}TOO D(gtw7gtu) = Oa
c’est-a-dire w € W*%u.

Il reste maintenant & montrer que l'on peut construire un ensemble indé-
nombrable de tels w tels que w ¢ hgu. Pour une sous-suite o de (ay, )y, nous
noterons w® le vecteur de W*%u construit comme précédemment. Considérons
deux sous-suites ol := (ay )y et @ := (a2,)y de (a,)y distinctes données par
le lemme 4.3.4. On a alors :

@ (00) = (H aj,k> 0.
k=1

pour j = 1,2. Comme les suites o' et a? sont distinctes, on peut considérer [ le
premier entier tel que ay ; # as ;. Alors, si l'on avait w!(co0) = w?(c0), on aurait

&= <H Oé1,k> 00 = (H 042,k> oo =: £a.
k=1 k=1

Mais le point & appartient au bord a linfini du demi-plan Hf(ay,;) tandis
que le point & appartient au bord a l'infini du demi-plan H (s ;). Ces demi-
plans étant disjoints d’aprés le lemme 4.3.1, cela est impossible. Ainsi, les points
Wl (00) et w2 (oc0) sont bien distincts.

Notons maintenant W (oo) ’ensemble des directions dans H(oco) associées
a tous les éléments w que nous avons construits via les sous-suites de (cu,)n-
C’est-a-dire

W (o0) = {¢ € H(oo) |il existe une sous-suite o de (ay, )y telle que £ = w*(00)}.

Puisque 'ensemble des sous-suites de (o,)y est indénombrable, d’aprés le rai-
sonnement précédent, ’ensemble W (oo) est indénombrable. L’ensemble produit
I'-W(o0) est donc en particulier encore indénombrable. Notons alors enfin B(oo)
le quotient T'\(T"- W (00)). Ce quotient est & nouveau indénombrable. Or, si ' - £
est une classe de B(00), nous avons montré qu’il existe un élément w, de T H
dirigé vers £ qui se projette sur un élément we sur T'S appartenant a W*u.
Par ailleurs, si I" - 17 est une autre classe de B(00), alors il existe un vecteur @,
de T'H dirigé vers n qui se projette sur un élément w, de T"S appartenant
lui aussi & W*%u. Puisque les classes I' - € et ' -  sont distinctes, les orbites
horocycliques hrwe et hrw, sont distinctes.

Ainsi, W*%u est bien une réunion indénombrable d’orbites horocycliques. [

Nous pouvons maintenant déduire directement du théoréme E ainsi que du
corollaire 3.1.2 le résultat suivant. C’est le premier résultat fournissant ’allure
d’une orbite horocyclique spécifique aux surfaces géométriquement infinies non
fermée et non dense dans I’ensemble non errant.

Corollaire 4.3.5. Soient S := I'\H une surface hyperbolique géométriqguement
infinie et u un élément de T'S. Supposons que u(R") est une demi-géodésique
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quasi-minimisante infinie rencontrant une suite de géodésiques fermées de lon-
gueurs convergeant vers 0.

Alors Uadhérence hgu est une réunion indénombrable de double orbites dis-
tinctes gr+hgrv.

Questions et remarques

Peut-on généraliser le théoréeme E avec I’hypothése Inj(u(RT)) =02

La démonstration du théoréme E utilise le fait que la demi-géodésique u(RT)
croise une suite de géodésiques fermées de longueurs tendant vers 0. On peut
se demander si le théoréme reste valable si l'on a seulement Inj(u(RT)) = 0.
Cela permettrait de donner une belle caractérisation de la différence en feuille
fortement stable et orbite horocyclique. Nous obtiendrions en effet I’équivalence
hru # WSy si et seulement si la finesse asymptotique de u(R™) est nulle.

Que dire en dimension supérieure ¢ Le flot horocyclique se généralise en di-
mensions supérieures en considérant le feuilletage horosphérique. Pour leur part,
les feuilles fortement stables peuvent étre définies identiquement en dimensions
supérieures. On peut alors s’interroger de la méme maniére sur les relations
d’inclusions entre ces ensembles.
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Résumé

On étudie le comportement topologique du flot horocyclique sur des surfaces
hyperboliques géométriquement infinies. Cette étude est intimement liée & celle
du flot géodésique sur ces surfaces.

Le premier chapitre commence par introduire les objets de géométrie hyper-
bolique que nous utiliserons. Il présente ensuite une classe de surfaces, les flites
hyperboliques, qui couvrent une grande partie de la complexité des surfaces
géométriquement infinies. Enfin, il aborde la notion de finesse asymptotique
d’une demi-géodésique, qui donne la limite inférieure du rayon d’injectivité de
la surface le long de la demi-géodésique.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux propriétés classiques du flot horocy-
clique sur lesquelles nous baserons nos preuves.

Le troisiéme chapitre concerne I’étude de I'intersection entre ’adhérence de
Porbite horocyclique issue d’un vecteur v d’une surface hyperbolique et la demi-
orbite géodésique issue de ce méme vecteur. Nous montrons que si la finesse
asymptotique de la demi-orbite géodésique issue de u est finie et si u n’est
pas périodique pour le flot horocyclique, cette intersection contient une infinité
divergente de points. Par ailleurs, si la finesse asymptotique est nulle, alors cette
intersection est égale & toute la demi-orbite géodésique positive. Nous montrons
cependant que méme si la finesse asymptotique n’est pas nulle, la demi-orbite
géodésique peut tout de méme étre contenue dans cette intersection.

Le quatriéme chapitre étudie les liens entre une orbite horocyclique issue d’un
vecteur u et la feuille fortement stable associée. Nous commencons par montrer
que les adhérences de ces deux ensembles coincident toujours. Cependant, cette
propriété ne s’étend pas aux ensembles eux-mémes et nous donnons ensuite une
condition suffisante pour qu’ils ne coincident pas. Nous montrons qu’alors la
feuille fortement stable est une union d’une quantité non dénombrable d’orbites
horocycliques.
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Abstract

We study the topological behavior of the horocycle flow on geometrically
infinite hyperbolic surfaces. This study and that of the geodesic flow are deeply
interwoven.

The first chapter introduces the basic objects of hyperbolic geometry that
we will use. Next, it presents a class of surfaces, the hyperbolic flutes, which
carries most of the complexity of geometrically infinite surfaces. Then, it details
the notion of asymptotic thinness for a half-geodesic, which determines the size
of the most thin parts that this half-geodesic crosses.

The second chapter focuses on the classical properties of the horocycle flow
on which we will base our proofs.

The third chapter presents the study of the intersection between the closure
of a horocyclic orbit stemming from a vector u on a hyperbolic surface and
the positive half-geodesic stemming from the same vector. We show that if the
asymptotic thinness of the half-orbit stemming from w is finite and if u is not
periodic for the horocycle flow, then this intersection contains an unbounded
sequence of points. Moreover, if the asymptotic thinness is zero, then all the half-
geodesic orbit is included in the intersection. However, we also prove that the
half-geodesic orbit can be included in the intersection and even if the asymptotic
thinness is not zero.

The fourth chapter studies the links between a horocyclic orbit starting from
a vector u and the strong stable manifold associated to u. We first show that the
closure of these two sets are always the same. However, we then give a sufficient
condition for these two sets to be different and we prove that in this case, the
strong stable manifold is a reunion of an uncountable number of horocyclic
orbits.
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