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Résumé

Il y a bien longtemps, dans une galaxie très, très lointaine. L’ordre des GPï développe
un nouvel art de résolution des problèmes inverses : la synthèse parcimonieuse. Nous pré-
senterons ici une forme primordiale de cet art : l’algorithme de seuillage itératif combiné
à n’importe quelle règle de seuillage. Allié à la parcimonie sociale, permettant une prise
en compte plus perméable des structures, nous verrons comment il éclipse la parcimonie
simple de type Basis Pursuit (Denoising) dans la résolution de problèmes inverses. Puis
nous méditerons sur ses liens avec l’art Bayesien afin d’ériger une nouvelle forme de struc-
ture fondée sur la synthèse parcimonieuse de rang faible, permettant d’interpréter la dé-
composition en matrice non négative comme un nouvel a priori. Nous mesurerons égale-
ment la force de ces approches sur un problème particulier : la désaturation audio. Nous
illustrerons aussi les succès de ces approches sur d’autres problèmes inverses tels que la
séparation de sources ou la localisation de sources M/EEG.
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Première partie .

Sparse Wars
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1. A long long time ago. . .

Les méthodes étudiées et développées au cours de ma thèse ont trait à l’approximation
parcimonieuse et structurée de signaux. Depuis la fin de ma thèse et durant mon année
d’ATER, j’ai élargi mes activités de recherches aux problèmes inverses, ce qui m’a permis
d’intégrer le GPI (Groupe Problèmes Inverses) du L2S. Afin d’aborder de tels problèmes,
j’exploite les caractéristiques des représentations parcimonieuses à la synthèse des si-
gnaux dans des dictionnaires redondants, pouvant être des dictionnaires d’atomes temps-
fréquence, d’ondelettes ou autres. Cette hypothèse de parcimonie est prise en compte dans
des modèles d’optimisation, convexe ou non, qui permettent d’obtenir l’estimation d’un
ou plusieurs signaux comme minimum d’une fonction de coût.

1.1. Cadre général : les problèmes inverses

1.1.1. Définition a contrario
D’un point de vue de traiteur de signal, un problème inverse consiste à estimer un signal

originel à partir d’observations souvent incomplètes et bruitées d’un ou plusieurs signaux
liés physiquement. Un modèle mathématique souvent utilisé est alors le suivant. Soient
y ∈RM , x ∈RN et soit A :RN →RM , un opérateur, tels que :

y =A (x)+e , (1.1)

où e ∈ RM représente un bruit additif quelconque. Dans ce modèle, les observations sont
représentées par y. Dans beaucoup de problèmes, l’opérateur A peut être modélisé : c’est
le problème direct. Le problème inverse se définit donc a contrario [DEM+01], le but étant
d’estimer x. Cependant, A n’est pas toujours connu, et peut même devenir l’objet d’intérêt,
connaissant x et y. Lorsque ni A ni x ne sont connus, on parle de problème aveugle. Dans la
majorité des cas, on supposera l’opérateur A linéaire, que l’on notera simplement à l’aide
de sa matrice A ∈RM N . Le modèle (1.1) s’écrit alors

y = Ax+e . (1.2)

Enfin, on distinguera aussi deux cas importants : le cas sur-déterminé, lorsque M > N et
le cas sous-déterminé lorsque M < N .

De façon générale, beaucoup d’applications peuvent se formuler comme un problème
inverse : le but est d’estimer des données à partir d’observations. Cependant, les problèmes
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1. A long long time ago. . .

inverses auxquels on s’intéresse sont mal posés. Si l’on se réfère à Jacques Hadamard, un
problème est bien posé s’il vérifie les trois conditions :

1. l’existence de la solution,

2. l’unicité de la solution,

3. la stabilité de la solution.

Le but d’un problème inverse est alors de trouver une méthode assurant ces trois condi-
tions.

1.1.2. Approche par optimisation et utilisation de dictionnaire

1.1.2.1. Formulation générale

Un cadre pratique que j’ai largement utilisé lors de mes travaux pour aborder les pro-
blèmes inverses consiste à rechercher la solution d’un problème d’optimisation :

x̂ = argminL (y,A,x)+λΩ(x) , (1.3)

où
• L est un terme d’attache aux données modélisant le lien entre les observations y et

les signaux x à travers l’opérateur A.
• Ω est un terme de régularisation, qui reflète un a priori sur les données.
• λ> 0 est un hyperparamètre permettant de balancer l’importance entre l’attache aux

données et la régularisation.

1.1.2.2. Choix de l’attache aux données

Parmi les choix classiques pour l’attache aux données L , on trouve la norme `2, permet-
tant de prendre en compte les bruits blancs gaussiens ; la norme `1, plus robuste, mieux
adaptée aux bruits impulsionnels ; La divergence de Kullback-Leibler, adaptée aux bruits
de type Poisson. Dans ce manuscrit, on utilisera essentiellement l’attache aux données de
type norme `2.

1.1.2.3. Choix de la pénalité

La pénalitéΩmodélise les a priori, physiques ou mathématiques, sur le signal à estimer.
La pénalité la plus classique est la régularisation de Tikhonov [TAJ77] qui force l’estimation
d’un signal d’énergie minimale. En image, une pénalité classique est la variation totale, qui
consiste à mesurer la norme `1 de son gradient. Ce choix favorise les images constantes par
morceaux.

1.1.2.4. Utilisation d’un dictionnaire

Le choix d’une régularisation sur le signal x n’est pas toujours aisé. Il est alors utile de
choisir un dictionnaire permettant de mettre en évidence les caractéristiques d’intérêt d’un
signal. L’exemple le plus simple et le plus connu de dictionnaire est la représentation dans
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1. A long long time ago. . .

une base de Fourier, qui permet d’avoir une représentation fréquentielle du signal. La no-
tion de dictionnaire peut être confondue avec la notion de frames, en dimension infinie,
afin d’assurer la stabilité d’analyse et de reconstruction d’un signal. La dimension finie
nous permet de confondre un dictionnaire et sa matrice formée par ses éléments, que l’on

nommera atomes [MZ93]. Si l’on note D = {
ϕk

}K
k=1 le dictionnaire formé par les atomes

ϕk ∈CK , on peut associer deux opérateurs à ce dictionnaire :
• L’opérateur d’analyseΦ∗ tel que

Φ∗x = {〈x,ϕk〉}K
k=1 .

• L’opérateur de synthèseΦ tel que

Φα=
K∑

k=1
αkϕk .

SiΦ∗Φ=ΦΦ∗ = IN , alors le dictionnaire se réduit à une base orthonormée.
Au-delà de Fourier, de nombreux de dictionnaires ont été construits. On pourra se référer

à MALLAT [Mal08] pour les exemples suivants :
• Les transformées en cosinus discrètes modifiées (MDCT, pour Modified Discrete Co-

sine Transform).
• Les dictionnaires de Gabor, ou transformée de Fourier à court terme, encore appelés

transformée de Fourier à fenêtre glissante. Ces dictionnaires permettent d’avoir une
représentation temps-fréquence du signal.

• Les dictionnaires de Gabor non stationnaires [Bal+11] et en particulier les diction-
naires de Gabor à Q-constant [Hol+13].

• Les bases d’ondelettes et les dictionnaires d’ondelettes non décimés, qui permettent
d’avoir une base orthonormée sensible aux singularités présentes dans un signal.

• Les variations autour des ondelettes, développées essentiellement en image, qui per-
mettent d’être sensible aux contours ainsi qu’à leurs orientations. On pourra citer de
façon non exhaustive les curvlets [Can+06], les bandelets [MP07], etc. 1

Un cadre théorique pratique de construction des dictionnaires est celui des frames [Dau92].
L’article [Bal+13] offre un point de vue général sur les possibilités offertes avec les diction-
naires temps-fréquence.

Le cadre par optimisation (1.3) s’adapte parfaitement à l’approche synthèse. Il est en ef-
fet pratique de modéliser le signal d’intérêt x comme une somme d’atomes élémentaires
choisis dans un dictionnaire, tel que x =Φα, où Φ est l’opérateur de synthèse associé au
dictionnaire etα les coefficients de synthèse. Le problème d’optimisation devient alors

α̂= argmin
α

L (y,A,Φα)+Ω(α) , (1.4)

et une estimation de x est x̂ =Φα̂. Le terme de régularisation porte alors directement sur
les coefficients de synthèse du signal. Lorsque le dictionnaire est bien choisi, le choix d’un
a priori de parcimonie de type `1 permet de bonnes estimations.Le chapitre 2 donne un
bref aperçu des possibilités pour le choix de la régularisationΩ.

1. Voir http://www.laurent-duval.eu/siva-wits-where-is-the-starlet.html pour trouver l’?-let
idéale.
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1. A long long time ago. . .

1.1.3. Approche Bayesienne
Dans le cadre Bayesien, l’estimation par "probabilité inverse" [Rob06] permet de modé-

liser les incertitudes de chaque paramètre dans un cadre probabiliste. Ainsi, tout peut être
vu comme un variable aléatoire modélisée par une loi de probabilité, ce qui correspond au
choix du pior. Ainsi, en plus de l’équation du modèle direct (1.2), le modèle se complète
par les choix

• D’une distribution a priori, appelée prior par la suite, surα : p(α).
• D’un prior sur e : p(e), qui permet d’obtenir la densité de y conditionnellement à α

p(y|α).
L’inférence bayesienne consiste alors à estimer la densité a posteriori de notre variable d’in-
térêt, en prenant en compte les incertitudes modélisées par les priors. Cette densité a pos-
teriori est donnée par le théorème de Bayes :

p(α|y) = p(y|α)p(α)

p(y)
.

De cette densité a posteriori, modélisant elle-même l’incertitude sur l’estimation, on peut
construire deux estimateurs ponctuels :

1. L’espérance a posteriori : α̂ = E
[
p(α|y)

]
, qui a l’avantage de minimiser l’erreur qua-

dratique moyenne. Cet estimateur est souvent appelé estimateur MMSE (Minimum
Mean Squarred Error).

2. Le Maximum A Posteriori (MAP) α̂= argmaxα p(α|y), souvent plus simple à calculer
que l’estimateur MMSE.

On montre facilement que l’approche par optimisation (1.4) se confond avec l’estima-
teur du MAP dans le cadre Bayesien. Si l’on choisit les prior suivants

1. e ∼N (0,σ0IM ) : p(y|α) = 1
σ0

p
2π

e
− ‖y−AΦα‖2

2σ2
0 ,

2. p(α) = e−γΩ(α) ,

alors l’estimateur du MAP peut s’écrire comme

α̂= argmax
α

p(α|y) = argmax
α

p(y|α)p(α) = argmin
α

− log p(y|α)− log p(α)

= argmin
α

1

2
‖y−AΦα‖2 +λΩ(α) , (1.5)

avec λ= γ/σ2
0.

Si le lien entre le choix du prior, l’estimateur MAP et le choix de la régularisation dans
l’approche par optimisation est évidente et permet souvent de confondre les deux ap-
proches, il est montré dans [GM13] qu’il existe aussi un choix de régularisation Ω permet-
tant de confondre l’estimateur MMSE et l’estimateur par optimisation. De fait, il faut se
méfier des interprétations Bayesiennes a posteriori. Dans le formalisme Bayesien, le prior
modélise l’incertitude que l’on a sur les données. Il y a donc une certaine liberté dans le
choix de ce prior mais il est dangereux d’interpréter ce prior comme une vérité sur la distri-
bution des données. Ainsi, l’interprétation de la pénalité `1 comme un prior Laplacien doit
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1. A long long time ago. . .

être nuancée. S’il est peut-être juste de considérer que l’incertitude sur la connaissance des
coefficients peut se modéliser par une Laplacienne (tout comme elle pourrait se modéliser
par une autre loi telle qu’une loi de Student-t, un mélange de Gaussiennes, etc.), il ne faut
pas en conclure que les coefficients de synthèse sont des réalisations issuent d’une Lapla-
cienne comme souligné dans [Sta+13] et analysé dans [Nik07]. Dans un formalisme pure-
ment Bayesien, si le but est d’obtenir un estimateur efficace au sens du MMSE, l’estimateur
du MAP est inadapté pour les problèmes inverses. En effet, dans un contexte où le nombre
de paramètres croît en fonction du nombre d’observations, l’équivalence entre l’estimateur
du MAP et l’estimateur du maximum de vraisemblance ne s’applique pas. Cette considé-
ration sur la définition d’un estimateur de Bayes confirme l’analyse faite dans [GM13] sur
l’interprétation d’un prior choisi dans un cadre d’optimisation.

1.2. Résumé de mes contributions

J’ai choisi de ne présenter dans ce document que mes contributions sur la résolution
des problèmes inverses à l’aide de modèles parcimonieux à la synthèse, ainsi que deux
applications que je trouve significatives par les résultats obtenus. Ces contributions sont
résumées dans la section suivante qui présente également la structure du document. Mes
autres contributions, en particulier celles qui ont fait l’objet d’un encadrement, sont résu-
mées dans la section 1.2.2.

1.2.1. Organisation du document
Dans le chapitre 2, on retrace un historique du L1 et de la parcimonie dans le contexte

du traitement du signal et des problèmes inverses. On y voit les évolutions des pénalités
qui permettent de prendre en compte les structures apparaissant dans les signaux. On se
focalise en particulier sur l’approche synthèse.

Le chapitre 3 expose l’approche par seuillage itératif, qui sera beaucoup utilisé par la
suite, afin de résoudre les problèmes inverses avec prise en compte de la parcimonie.

Le chapitre 4 présente dans un cadre Bayesien le modèle "idéal" de parcimonie Bernoulli
Gaussien, généralisé par le Sparse Bayesian Learning (SBL). Dans ce cadre, on analyse, dans
un premier temps, le seuillage dur pour le débruitage. Le modèle du SBL, combiné au mo-
dèle composite Gaussien utilisé comme modèle génératif dans les approches NMF (Non
Negative Matrix Factorization), permet de définir un cadre probabiliste permettant d’in-
terpréter la NMF comme un prior Low Rank.

Le chapitre 5 revient sur l’algorithme de seuillage itératif. On montre comment utiliser
directement une fonction de seuillage plutôt que de modéliser la pénalité sur les coeffi-
cients de synthèse. On étudie ensuite des fonctions de seuillage prenant en compte une
structure de voisinage, qui sera appelé social sparsity.

Le chapitre 6 donne un aperçu des applications aux problèmes inverses auxquelles je
me suis intéressé avec d’un côté les applications sur les signaux audio en débruitage et
dé-saturation, et de l’autre la localisation de sources magnéto-electro-encephalographie
(M/EEG), dans le cadre d’une collaboration sur le long terme avec Alexandre Gramfort.
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1. A long long time ago. . .

1.2.2. Autres contributions
Séparation de sources audio. Une grande part de mon activité de recherche récente
s’est concentrée sur la séparation de sources audio. Ma première contribution a concerné
la séparation des mélanges convolutifs sous-déterminés (non aveugle), avec une approche
par synthèse parcimonieuse temps-fréquence. Ce travail a été effectué lors d’une colla-
boration avec Emmanuel Vincent et Rémi Gribonval [KVG10], puis approfondie de ma-
nière expérimentale lors du stage de M1 de Fangchen Feng [FK14a]. Les résultats obtenus
montrent qu’utiliser le modèle de mélange convolutif dans le domaine temporel permet
d’améliorer grandement la séparation par rapport à l’approche en bande étroite usuelle
dans le domaine temps-fréquence. Ces travaux ont été le point de départ de la thèse de
Fangchen Feng soutenue en septembre 2017. Fangchen Feng a obtenu plusieurs résultats
significatifs en séparation de source. Les trois principaux résultats sont :

1. La démonstration de l’équivalence entre les approches de type ICA (Independant
Component Analysis) et les approches parcimonieuses pour la séparation aveugle
de mélanges instantanés. L’algorithme ainsi obtenu fonctionne aussi bien sur les mé-
langes sur-déterminés que sur les mélanges sous-déterminés [FK15a].

2. Le développement d’un algorithme pour les mélanges convolutifs aveugles avec un
modèle convolutif en bande étroite. Tout en étant plus robuste au bruit, l’algorithme
permet un gain de 1dB à 2dB en terme de SDR/SIR/ISR par rapport à l’état de l’art.

3. L’algorithme STRAUSS (SparsiTy and low-Rank AmplitUde based Source Separation)
qui exploite les hypothèses de parcimonie et de rang faible pour la séparation aveugle
des mélanges convolutifs en bande étroite. STRAUSS permet d’améliorer significati-
vement le SDR et le SIR sur les signaux de musique [FK17].

La thèse de Fangchen Feng a été soutenue en mai 2017.

Publications associées : [KVG10 ; FK14a ; FK15a ; FK17]

Séparation harmonique/percussif. La thèse de Clément Laroche étudie le problème
de séparation des sources percussives des sources harmoniques (où harmonique est em-
ployé par abus de langage, par opposition aux sources percussives). Plusieurs méthodes de
décomposition du spectogramme des signaux de musique ont été proposées, exploitant
les différences de structures dans le domaine temps-fréquence. Ces approches reposent
sur la NMF et ses variantes "Projective-NMF" et "Orthogonal-NMF" (voir [Cho08] et les
références). Une première décomposition a été proposée [Lar+15a], où les sources harmo-
niques sont bien identifiées par des composantes "presque" orthogonales dans le spectro-
gramme tandis que les sources percussives sont capturées par une simple NMF. Plus pré-
cisémment, si on note V le spectrogramme des sources observées, VH le spectrogramme
des sources harmoniques et VP le spectrogramme des sources percussives, on cherche une
décomposition

V 'VH +VP ,

telle que VH est approchée par une décomposition de type Projective-NMF, tandis que VP

est approchée par une simple NMF. Ainsi, on cherche une décomposition telle que

V 'WH W T
H V +WP AP .
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1. A long long time ago. . .

Cette approche a été améliorée en proposant un apprentissage de la matrice WP qui peut
être vue comme un dictionnaire contenant des spectrogrammes élémentaires de sources
percussives. WP a été construit à partir de dictionnaires spécifiques de batteries en appli-
quant une simple NMF sur une partie de la base "ENST-Drum" [Lar+16]. Cette approche a
ensuite été améliorée par une décomposition NMF convolutive [Lar+17], permettant d’ap-
prendre des spectres élémentaires beaucoup plus riches. Les résultats obtenus permettent
d’améliorer nettement les approches de l’état de l’art sur les morceaux contenant effecti-
vement de la batterie.

La thèse de Clément Laroche, soutenue en mai 2017, a été financée par le projet digiteo
SESAM. Clément faisait partie du projet PICS ImPulse, grâce auquel il a pu effectuer un
séjour à Columbia au LabRosa.

Publications associées : [Lar+17 ; Lar+16 ; Lar+15a]

Représentation temps-fréquence : une approche variationnelle. Lors de mon séjour
à Vienne au Erwin Schrödinger Institute en 2012, j’ai débuté une collaboration avec Hau-
Tieng Wu sur les représentations temps-fréquence dites idéales, qui permettent de suivre
aux mieux les fréquences instantanées d’un signal. Nous avons développé pour cela une
approche variationnelle qui s’affranchit de la transformée de Fourier. En effet, nous avons
définit la représentation temps-fréquence d’un signal comme le minimum de :

H (F,G) :=
∫ ∣∣∣∣ℜ∫

F (t ,ω) dω− f (t )

∣∣∣∣2

dt

+µ
Ï

I
|∂t F (t ,ω)− i 2πωF (t ,ω)+G(t ,ω)∂ωF (t ,ω)|2 dt dω

+λ‖F‖L1(I ) +γ‖G‖L2(I ).

où f est le signal à décomposer, F sa représentation fréquentielle et G un terme permettant
de capturer les variations temps-fréquence rapides.

Ce travail a pu aboutir lors du stage d’Adrien Meynard en M1, qui poursuit aujourd’hui
sur une thèse que je co-encadre avec Bruno Torrésani.

Publications associées : [KMW16]
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2. L–One : a sparse war story

Ce chapitre permet de contextualiser l’ensemble de mes travaux de recheche en pré-
sentant une histoire de la parcimonie en traitement du signal et son utilisation pour les
problèmes inverses.

Contributions principales :
1. Un historique des méthodes parcimonieuses.

2. Une revue des approches existantes en synthèse [Bal+13].

Collaborations et projets associés : L’article de revue générale publié dans IEEE Signal
Processing Magazin [Bal+13] a été construit principalement à l’Erwin Schrodinger Institute
à Vienne lors du workshop Modern Methods of Time-Frequency Analysis II.

Références personnelles citées dans ce chapitre :
• [KT09a ; Kow09], rédigés pendant ma thèse, qui étudient les normes mixtes sur deux

niveaux comme critère de parcimonie.
• [GKH12], qui introduit une norme mixte sur trois niveaux pour un problème inverse

M/EEG.
• L’article [Bal+13] dresse un état de l’art sur les méthodes temps-fréquence d’un point

de vue synthèse.

2.1. Un résumé historique de la parcimonie

2.1.1. Du seuillage au `1

Avant la généralisation de l’utilisation des dictionnaires sur-complets, les travaux se sont
focalisés sur l’estimation d’un signal bruité dans une base orthonormée. Soit l’observation
bruitée

y = x+e , (2.1)

avec e un bruit que l’on supposera blanc et gaussien.
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2. L–One : a sparse war story

L’utilisation de bases orthogonales d’ondelettes ou MDCT (Modified Discrete Cosine
Transform) ont permis l’analyse d’opérateurs de type seuillage doux ou seuillage dur et
d’obtenir des résultats précis en terme de performance de débruitage, selon la classe de
signal considérée. On pourra se reporter aux travaux fondateurs de l’analyse par seuillage
dans des bases d’ondelettes de DONOHO [Don95], DONOHO et JOHNSTONE [D+94] et DO-
NOHO et JOHNSTONE [DJ95].

Cette estimation par seuillage pose les fondations des méthodes parcimonieuses : le
seuillage force la mise à zéro de certains coefficients considérés comme peu informa-
tifs. Cependant, l’utilisation de bases orthonormées de type ondelettes limite le choix des
atomes. L’algorithme de Best Basis, apparu avec les paquets d’ondelettes (cf. [Mal08, Cha-
pitre 8]), permet de construire de façon adaptative au signal la meilleure base orthonormée
au sens de la minimisation d’un critère d’entropie [CW92]. Cependant, in fine, seules des
composantes orthogonales sont estimées ce qui peut être trop restrictif dans le choix des
atomes.

La notion d’estimation parcimonieuse s’est précisée avec la question de la représenta-
tion, puis de l’estimation, d’un signal dans un dictionnaire temps-fréquence de type Gabor
ou STFT (Short Time Fourier Transform). Le principe d’incertitude d’Heisenberg implique
des interférences temps-fréquence qui peuvent nuire à l’interprétation d’un signal lors
de son analyse temps-fréquence. Si des méthodes comme la réalocation temps-fréquence
ont été développées, avec un certain succès pour l’analyse, l’algorithme de Matching Pur-
suit [MZ93] a introduit la notion de l’analyse par la synthèse. La question posée n’est plus
"comment analyser au mieux un signal ?" mais "comment le synthétiser au mieux ?". Cet al-
gorithme sélectionne de manière gloutonne les atomes les plus corrélés (et donc les plus
informatifs) avec le signal. Son principal inconvénient est de procéder à une analyse lo-
cale et gloutonne du signal, plutôt qu’une analyse globale. C’est dans ce contexte qu’a été
introduit le Basis Pursuit [Che95 ; CDS98 ; CDS01]

min
α

‖α‖1 s.t. x =Φα . (2.2)

Le critère `1 a été introduit comme un critère d’entropie (et donc de parcimonie),
convexe, facilement optimisable par programmation linéaire. Une propriété du Basis Pur-
suit est de sélectionner la meilleure base non orthogonale, au sens du critère `1, pour syn-
thétiser le signal. Ces travaux insistent sur le caractère de l’estimation à la synthèse et non à
l’analyse du signal. Le Basis Pursuit a été étendu à l’estimation dans du bruit avec le Basis
Pursuit Denoising (BPDN)

min
α

1

2
‖y−Φα‖2

2 +λ‖α‖1 . (2.3)

Ce critère a été introduit dans le même temps en apprentissage statistique avec le
Lasso [Tib96].

2.1.2. Résolution du Basis Pursuit Denoising par seuillage itératif
Dans l’article original [CDS98] du Basis Pursuit, les auteurs montrent l’équivalence du

problème à un programme linéaire et proposent de le résoudre à l’aide du simplexe ou
de la méthode des points intérieurs. Cependant, ces algorithmes passent difficilement à
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2. L–One : a sparse war story

l’échelle. La difficulté du problème (2.3) vient de la non-différentiabilité de la fonctionnelle.
Pour contourner cette difficulté, des auteurs ont proposé de remplacer la pénalité `1 par un
critère différentiable approchant, comme la fonction de Hubert. Il est montré dans [Nes05]
que cette approche n’est pas optimale.

Entre 2003 et 2005, trois approches différentes [FN03 ; DDD04 ; CW05] ont été proposées
et aboutissent au même algorithme de seuillage itératif présenté plus en détail dans le cha-
pitre 3. Dans [FN03], le problème (2.3) est reformulé à l’aide d’une variable (bien) cachée,
permettant d’appliquer un algorithme d’Espérance-Minimisation (EM, pour Expectation-
Minimization). Une approche de type Majoration-Minimisation, dont la convergence est
montrée par l’application du théorème de point fixe d’Opial, est proposée dans [DDD04].
Enfin, dans [CW05], les approches d’analyse convexe sont utilisées avec la notion d’opé-
rateur de proximité (ou opérateur proximal). Notons que [CW05] s’intéresse à une classe
de problème bien plus générale que le problème du BPDN (2.3). On reviendra dans le cha-
pitre 3 sur une version plus générale de l’algorithme de seuillage itératif.

2.1.3. Du `1 au `0

Le problème du Basis Pursuit s’est rapidement généralisé à la question "quelle est la syn-
thèse parcimonieuse optimale d’un signal ?". Cette question a été formulée comme la mini-
misation de la pseudo-norme `0 [Don01] :

min
α

‖α‖0 s.t. x =Φα , (2.4)

ainsi que dans sa version débruitage

min
α

1

2
‖y−Φα‖2

2 +λ‖α‖0 . (2.5)

Ce problème purement combinatoire, et donc très difficilement solvable, a le mérite de
poser clairement la définition de l’estimation parcimonieuse idéale, à savoir celle qui fait
intervenir le moins de coefficients possible. Beaucoup de travaux de recherche ont alors
cherché quand cette solution pouvait être atteinte et sous quelles conditions. Plusieurs cri-
tères ont alors été proposés, sous lesquels il est démontré que le Matching Pursuit et le
Basis Pursuit obtiennent effectivement la solution idéale au sens `0 – on se reportera par
exemple à [Tro04 ; Tro06]. Enfin, la notion de parcimonie a donné naissance au concept
d’échantillonnage compressé 1, et donc de l’identifiabilité d’un signal à partir d’un nombre
restreint de mesures [Don06 ; CW08].

2.2. Structures et problèmes inverses

2.2.1. Parcimonie pour les problèmes inverses
Le BPDN a pour but l’estimation des coefficients de synthèse dans un dictionnaire. Un

dictionnaire pouvant se confondre avec ses opérateurs linéaires de synthèse ou d’analyse,

1. Différentes appélations existent en anglais : compressive sensing, compressed sensing, compressed sampling,
etc.
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2. L–One : a sparse war story

la généralisation du problème du BPDN (2.3) aux problèmes inverses linéaires (1.2) est im-
médiate. Supposons que l’on dispose d’une observation sous la forme du problème di-
rect (1.2). Si l’on suppose que le signal à estimer x admet une décomposition parcimo-
nieuse dans un dictionnaireΦ, on a vu au chapitre 1 que le problème direct s’écrit

y = Ax = AΦα . (2.6)

Une estimation des coefficients de synthèseα de x peut être alors obtenue par

min
α

1

2
‖y−AΦα‖2

2 +λ‖α‖1 . (2.7)

L’algorithme de seuillage itératif (cf. chapitre 3) peut ensuite être utilisé pour estimer les
coefficients de synthèseα.

Si cette approche permet d’obtenir souvent de bons résultats en problème inverse (cf.
les résultats obtenus en compressive sensing [CW08] par exemple), la question de prendre
en compte une certaine structure sur les coefficients de synthèse se pose rapidement. En
effet, une interprétation statistique prudente de la norme `1 suppose que tous les coeffi-
cients de synthèse sont indépendants. Or, si l’on regarde, par exemple, le spectrogramme
d’un signal de musique, une telle hypothèse semble très restrictive : l’envie de regrouper
les coefficients se fait rapidement sentir.

2.2.2. Pénalités structurantes
Les pénalités `2 et `1 donnent deux types de sélection des coefficients de synthèse
• La norme `2 répartit l’énergie sur l’ensemble des coefficients.
• la norme `1 sélectionne quelques coefficients significatifs, tels que les atomes ainsi

sélectionnés soient peu corrélés (sur le principe de la meilleure base non orthogo-
nale).

Coefficients corrélés. Il peut être souhaitable d’avoir un comportement intermédiaire,
c’est-à-dire sélectionner quelques atomes fortement corrélés tout en conservant une cer-
taine parcimonie. C’est dans ce but qu’a été introduit l’Elastic-Net [EN, ZH05], qui construit
la pénalitéΩ comme une combinaison des pénalités `2 et `1 :

ΩE N (α) =λ‖α‖2
2 +µ‖α‖1 .

Cette pénalité a ensuite donné naissance au k−support norm [AFS12], qui est définit
comme la meilleure relaxation convexe permettant de contrôler la taille du support et la
norme `2 des coefficients. D’autres pénalités favorisant la sélection d’atomes fortement
corrélés ont été étudiées, telles que la pénalité OSCAR [BR08], plus tard généralisée par la
pénalité Ordered Weighted `1 [FN16].

Coefficients explicitement structurés / structure a priori. Une autre approche im-
portante est la possibilité de regrouper des coefficients. La notion de parcimonie apparait
alors entre groupes de coefficients plutôt que sur les coefficients eux-mêmes. Ce type de
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2. L–One : a sparse war story

structure suppose que les coefficients ont un double indice k = (i , j ), ce qui apparait natu-
rellement avec des dictionnaires temps-fréquence. La pénalité la plus connue est certaine-
ment le Group-Lasso [GL, YL06] :

ΩGL(α) =λ‖α‖2,1 =λ
∑

i

√∑
j
|αi , j |2 .

Cependant, le même type de pénalité a été étudiée simultanément dans [Cot+05], où la
norme `1 externe est remplacée par une norme `q , pour q ≤ 1. Ce type de pénalité `2,q

tombe dans une classe plus large étudiée pendant ma thèse sous le nom de norme mixte
`p,q [KT09a ; Kow09]. Le choix particulier p = 1 et q = 2 amène une sélection des co-
efficients par groupe, sous le nom d’Elitist-Lasso, renommé Exclusive-Lasso par d’autres
auteurs dans un contexte d’apprentissage [ZJH10]. Cette pénalité par groupe a essentiel-
lement été étudiée et / ou utilisée dans le cadre de groupes sans intersection. Le cas de
groupes recouvrants est plus complexe, au moins d’un point de vue optimisation, et a
été étudié plus spécifiquement par Jacob et al. [JOV09a]. Dans le contexte des problèmes
inverses Magneto-Electro-Encéphalographie (M/EEG), avec A. Gramfort, nous avons uti-
lisé une extension des normes mixtes sur trois niveaux [GKH12]. Un autre cas intéressant
est la possibilité d’obtenir de la parcimonie à l’intérieur des groupes tout en conservant
une parcimonie sur les groupes eux-mêmes. Ce type de pénalités hiérarchiques propo-
sées dans [JAB11] a été étudiée plus spécifiquement sous le nom de Hi-Lasso [Hi-L, Spr+11]
lorsque seulement deux niveaux de hiérarchies sont considérés :

ΩHi−L(α) =λ‖α‖2,1 +µ‖α‖1 .

À cette liste non exhaustive de pénalités, on peut ajouter l’étude des fonctions sous-
modulaires pour la prise en compte de structures complexes [Bac10]. Enfin, on pourra se
reporter aux articles de review [Kyr+15] et [Bac+12, Section 1.3] pour une présentation dé-
taillée des principales pénalités existantes.

2.2.3. Modèles en couches
Un autre type de structure est donné par les modèles additifs en couches :

x = x1 +x2 +e

=Φ1α1 +Φ2α2 +e ,

où les deux signaux x1 et x2 sont supposés admettre une décomposition parcimonieuseα1

etα2 dans des dictionnairesΦ1 etΦ2 différents. Typiquement, cela permet l’usage de deux
dictionnaires temps-fréquence avec des fenêtres différentes, permettant ainsi de prendre
en compte les composantes bien localisées temporellement (avec une fenêtre courte) et les
composantes bien localisées en fréquence (avec une fenêtre longue). Ce type de modèle a
été introduit pour les signaux audio sous le nom de modèle hybride par Daudet et Torré-
sani [DT02]. C’est la même idée qu’on retrouve en image sous le nom de Morphological
Component Analysis [MCA, Ela+05].
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Ainsi, on peut imaginer des pénalités différentes pour chacune des couches, afin de faire
ressortir des structures différentes. Par exemple, on pourra choisir de regrouper tous les
coefficients en fréquence pour un temps donné afin de trouver des composantes trans-
toire bien localisée en temps, et se contenter de prendre en compte la parcimonie pour les
composantes tonales bien localisés en fréquence. On aboutit alors au problème général

α1,α2 = argmin
α1,α2

1

2

∥∥y−A (Φ1α1 +Φ2α2)
∥∥2 +λ1Ω1(α1)+λ2Ω2(α2) . (2.8)

2.3. Frise chronologique

Les dates choisies sont celles, en général, des articles ou thèse de référence, elles sont
donc indicatives. Cette frise se concentre sur la parcimonie, en laissant volontairement de
côté le développement des dictionnaires tels que les curvelets, ridgelets et autres?–lets qui
nécessiteraient une autre frise.

Ondelettes et Frames

1992

Denoising by Thresholding

1993

Matching Pursuit

1995

Basis Pursuit

2001

Parcimonie `0

2004

Echantillonnage compressé

2005

MCA

2006

Group-Lasso

2008

Normes mixtes

Parcimonie structurée
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3. Revenge of the IST

L’algorithme de seuillage itératif, IST pour Itérative Shrinkage/Thresholding, est un al-
gorithme simple et efficace (dans sa version accélérée) pour résoudre les problèmes de
type (1.4), lorsque l’opérateur proximal associé à la pénalité est calculable efficacement.

Dans la mesure où cet algorithme tient une place centrale dans mes travaux, ce chapitre
commence par en faire une description synthétique dans le cadre des fonctions convexes
en dimension finie. On pourra se reporter à [Bac+12] pour une présentation générale des
algorithmes d’optimisation utilisée avec les pénalités favorisant la parcomonie. Ce chapitre
est aussi l’occasion de faire le lien entre les algorithmes classiques utilisés pour les décom-
positions parcimonieuses tels que le Matching Pursuit et les variantes de IST.

D’autre part, j’ai étudié dans [Kow16] des conditions essentiellement théoriques pour
conjuguer les descentes proximales à la manière de l’algorithme de gradient conjugué em-
ployé pour les fonctions non quadratiques, que je ne présenterai pas ici.

Contributions principales :
1. Une présentation des approches de type "Matching Pursuit" comme des variantes

par blocs de l’algorithme IST.

2. Un algorithme de seuillage itératif par contraintes actives (AS, pour Active-
Set [Kow+11].

Collaborations et projets associés :
Le projet MAORI a été le cadre principal pour les discussions et mes travaux autour de
l’optimisation. C’est dans ce cadre que j’ai collaboré avec Sandrine Anthoine, Alexandre
Gramfort et Pierre Weiss sur l’algorithme AS-ISTA [Kow+11].

Références personnelles citées dans ce chapitre :
• [GKH12], qui présente l’opérateur de proximité et la norme duale d’une norme mixte

sur trois niveaux.
• [Kow+11], qui présente l’algorithme AS-ISTA.
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3. Revenge of the IST

3.1. Descente proximale

On présente d’algorithme sous sa forme générale, avant de montrer que les opérateurs
de proximité correspondent effectivement à des fonctions de seuillage.

3.1.1. Algorithme
L’algorithme de seuillage itératif a d’abord été développé spécifiquement pour le pro-

blème de type BPDN (2.3). Avec une approche de type Maximisation-Minimisation, Dau-
bechies et al. montrent que le problème BPDN peut être résolu avec un algorithme de type
"itérations de Landeweber" avec seuillage doux [DDD04]. Il est montré dans [CW05] que ce
type d’algorithme se généralise à une classe de fonctions F convexes beaucoup plus large,
faisant intervenir un terme convexe et Lipschitz différentiable f et une pénalité convexe
Ω :

F (α) = f (α)+λΩ(α) .

Plus particulièrement, l’opérateur de seuillage doux est l’opérateur de proximité (ou opéra-
teur proximal) de la pénalité `1. On rappelle ci-après la définition de l’opérateur proximal.

Définition 3.1 (Opérateur de proximité)
Soit Ω : RK → R une fonction convexe. On appelle opérateur de proximité (ou opérateur
proximal) de λΩ, noté proxλΩ, la fonction

proxλΩ : RK →RK

y 7→ proxλΩ
(
y
)= argmin

z

1

2
‖y−z‖2 +λΩ (z) .

Cette définition peut se généraliser directement aux pénalités non convexe. Ainsi, l’opéra-
teur de proximité peut s’interpréter comme la résolution du problème inverse (2.6) avec les
choix particuliers

• A = I ;
• Φ est une base orthonormée .

L’algorithme de descente proximale s’écrit alors simplement :

α(t+1) = prox λ
L Ω

(
α(t ) + 1

L
∇ f

(
α(t ))) . (3.1)

avec L = ‖∇ f ‖.
L’article de Tseng [Tse10] donne une preuve très simple de convergence de l’algorithme

permettant d’obtenir aussi sa vitesse de convergence en O (1/t ). Cette analyse permet
d’étendre la convergence de l’algorithme de descente proximale (3.1) lorsque la fonction f
est L-Lipschitz différentiable mais pas convexe. Une autre propriété remarquable, pouvant
être obtenue directement avec cette analyse, est la convergence de l’algorithme relaxé :

γ(t ) =α(t ) +µ(t ) (α(t ) −α(t−1))
α(t+1) = prox λ

L Ω

(
γ(t ) +∇ f

(
γ(t ))/L

)
(3.2)
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avec la suite des paramètres de relaxationµ(t ) < 1. L’emploi d’un tel paramètre de relaxation
(par exempleµ(t ) = 0.9, quelque soit t ) permet d’accélérer significativement la convergence
en pratique. Une étude plus précise de l’algorithme relaxé permet d’aboutir à une vitesse
de convergence en O (1/t 2) avec l’algorithme FISTA (Fast Iterative Shrinkage/Thresholding
Algorithm) [BT09]. Dans une analyse plus récente [CD15], les auteurs proposent un choix
pour la suite plus simple µ(t ) = t

t+4 , permettant d’obtenir la convergence des itérés (et non
simplement de l’image des itérés).

3.1.2. Opérateurs proximaux et fonctions de seuillage
On montre ici que les schémas itératifs donnés par les équations (3.1) et (3.2) sont ef-

fectivement des algorithmes de seuillage itératifs. Pour montrer cela, on définit d’abord les
fonctions de seuillage, au sens d’Antoniadis [Ant+07].

Définition 3.2 (Opérateur de seuillage)
S(.;λ) est un opérateur de seuillage si et seulement si :

1. S(.;λ) est une fonction impaire. On note S+(.;λ) sa restriction à R+.

2. 0 ≤S+(x;λ) ≤ x, ∀x ∈R+.

3. S+ est croissante sur R+, et lim
x→+∞S+(x;λ) =+∞.

Il est montré dans [Ant+07] qu’on peut associer à n’importe quel opérateur de seuillage S
une pénalitéΩS (non nécessairement convexe), telle queS soit l’opérateur proximal deΩS.
Les propriétés de non-expansivité de l’opérateur proximal et la convexité de Ω nous per-
mettent d’énoncer directement la proposition suivante, sorte de réciproque à la remarque
précédente.

Proposition 3.1 (Équivalence entre opérateur proximal et fonction de seuillage)
Soit Ω : RN → R une fonction convexe paire. Alors proxλΩ est un opérateur de seuillage
au sens d’Antoniadis.

On donne alors l’algorithme de seuillage itératif relaxé (algorithme 1) pour résoudre les
problèmes de type 1.3 avec une attache aux données `2 :

min
α

1

2
‖y−AΦα‖2

2 +λΩ(α) .

On désigne par

S : RK →RK

α 7→S(x,λ) = proxλΩ(x)

l’opérateur de seuillage associé à la pénalitéΩ (i.e. son opérateur proximal),
Un des avantages des fonctions convexes est de fournir un moyen de simple pour véri-

fier si le minimum est atteint en calculant le saut de dualité qui repose sur le théorème de
dualité de Fenchel-Rockafellar [Roc70]. Dans [GKH12], nous avons calculé le conjugué de
Fenchel pour n’importe quelle norme mixte, afin d’avoir un critère d’optimalité pour les
algorithmes utilisés en M/EEG.
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Algorithm 1: Algorithme de seuillage itératif (IST)

1 Set L = ‖A‖2
2‖Φ‖2

2 (or a larger value)

2 Set γ(0) ∈RN and t = 0
3 repeat
4 α(t+1) =S(

γ(t ) + 1
LΦ

∗A∗ (
y−AΦγ(t )

)
,λ

)
5 γ(t+1) =α(t+1) +µ(t )

(
αt+1 −α(t )

)
6 t = t +1
7 until convergence;

3.2. Variantes par blocs

L’algorithme 1 procède à une descente de gradient puis un seuillage sur l’ensemble des
coefficients de synthèse α. Dans le même temps que les algorithmes de seuillage itéra-
tifs tels que 1, des algorithmes de descente par coordonées ou par blocs ont été propo-
sés. On pourra se référer à [TY09] pour une revue générale des descentes par coordon-
nées, et en particulier à la discussion sur le choix du parcours des coordonnées dans l’algo-
rithme concernant les règles de Gauss-Seidel (simple cycle sur les coordonnées) ou celles
de Gauss-Southwell. On rappelle la règle de Gauss-Southwell-r.

Définition 3.3 (Règle de Gauss-Southwell-r)
Soit la descente restreinte aux coordonnées de l’ensemble J

d(α,J ) = argmin
d

{
f (α)+ 1

2
‖d‖2 +Ω(α)|d j = 0∀ j ∉J

}
.

J suit la règle de Gauss-Southwell-r s’il existe 0 < ν≤ 1 tel que

‖d(α,J )‖∞ ≥ ν‖d(α)‖∞ ,

où d(α) est la descente sur toutes les coordonnées.

En particulier, le Matching Pursuit peut se voir comme une descente proximale par co-
ordonnées avec un choix de type Gauss-Southwell. On rappelle dans l’algorithme 2 le prin-
cipe du Matching Pursuit pour sélectionner les atomes ϕ d’un dictionnaire Φ et trouver
une décomposition parcimonieuse de

y =Φα .

On note δk le vecteur de Dirac à la position k.
L’étape de mise à jour des coefficients α peut se voir comme une descente de gradient

sur la fonction α→ 1
2‖y−Φα‖2, restreinte à la coordonnée kt . Le choix de la coordonnée

kt , choisie comme celle maximisant la corrélation avec le dictionnaire, correspond exacte-
ment à la mise à jour de Gauss-Southwell-r avec ν= 1 et #J = 1. Ainsi, le Matching Pursuit
correspond exactement à la minimisation des moindres carrés, avec une descente par co-
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Algorithm 2: Matching Pursuit

1 Initialisation : r(0) = y,α(0) = 0N , x(0) = 0T

2 repeat
3 kt = argmaxλ |〈r(t ),ϕk〉|
4 α(t ) =α(t ) +〈r(t ),ϕkt

〉δkt

5 x(t ) = x(t ) +〈r(t ),ϕkt
〉ϕkt

6 r(t+1) = y−x(t ) = r(t ) −〈r(t ),ϕkt
〉ϕkt

7 t = t +1
8 until convergence;

ordonnée, suivie en général d’une règle d’early stopping [Pre98 ; Mat+17]. Le même raison-
nement peut s’appliquer au Matching Pursuit Orthogonal [PRK93].

Dans [Kow+11], nous avons proposé une méthode de descente proximale par blocs avec
une règle de Gauss-Southwell-r adaptée au Lasso et qui s’étend directement au Group-
Lasso. Cette adaptation de l’algorithme IST, nommé AS-ISTA pour Active-Set Iterative
Shrinkage/Thresholding Algorithm, a été inspirée par une étude d’un algorithme d’en-
semble actif donné par Roth et Fisher [RF08]. Cet algorithme permet de travailler sur un
nombre de coefficients réduit à chaque itération, ce qui améliore considérablement le
temps de calcul sur les problèmes rencontrés en M/EEG. La sélection des coordonnées
se fait en regardant quelles sont celles qui violent le plus les contraintes d’optimalité du
problème. Un tel algorithme est adapté aux problèmes où la matrice A est fortement sous-
déterminé et lorsque la matrice dictionnaire Φ peut être stockée entièrement. Les algo-
rithmes d’ensemble actif [Bac+11] permettent ainsi de travailler à chaque itération sur des
problèmes de taille réduite. On donne les étapes de AS-ISTA dans l’algorithme 3, avecΦ= I.
On note pour un ensemble d’indices A , AA la sous matrice A formée par les colonnes d’in-
dices contenus dans A , etαA le sous vecteur deα formé par les coordonnées d’indices de
A .

Un autre avantage des algorithmes de descente par blocs est la possibilité de calculer un
pas de descente sur le sous-problème, généralement mieux conditionné. Le pas calculé est
alors plus grand et permet d’accélérer l’algorithme en pratique. Le choix d’une descente
par coordonnée (ou par bloc) dépend aussi énormément de l’environnement de program-
mation. Si avec MatLab une implémentation classique sera souvent plus efficace qu’une
descente par coordonnées, les conclusions peuvent s’inverser avec une implémentation
dans un autre langage.

Le travail effectué sur AS-ISTA a permis une amélioration pratique appréciable. Cepen-
dant, nous avons butté sur des résultats théoriques que nous souhaitions montrer, comme
savoir si une coordonnée ajoutée à une itération puis retirée plusieurs itérations plus tard,
peut-être ajoutée à nouveau ou bien considérée comme définitivement retirée. Les expé-
riences suggèrent ce dernier comportement.

Enfin, les algorithmes de descente par coordonnées se prêtent très facilement à une
adaptation stochastique, où le choix des coordonnées peut se faire aléatoirement [RVV14].
Malheureusement, ces algorithmes ne sont pas adaptés aux problèmes faisant intervenir
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Algorithm 3: AS-ISTA

1 Initialization : A (0) ⊂ {
ks.t .

∣∣〈ϕk ,y〉∣∣>λ}
2 repeat

1. Let α̃(0)
A (t ) =α(t )

A (t ) . and A(t ) = AA (t ) .

2. Iterates J (t ) times
α̃

( j+1)
A (t ) =S

(
α̃

( j )
A (t ) +A(t )∗

(
y−A(t )α̃

( j )
A (t )

)
,λ

)
3. α(t+1)

A (t ) = α̃(J )
A (t )

4. Compute the dual variable z(t+1) = y−Aα(t+1)

5. Let a(t+1) ⊂ {
k such that

∣∣〈ϕk ,y〉∣∣>λ}
6. Update the active set A (t+1) = supp

(
α(t+1)

)∪{
argmax

k

∣∣〈ϕk ,y〉∣∣}∪a(t+1)

3 until convergence;

un dictionnaire comme les dictionnaires temps-fréquence, où les calculs d’analyse et de
synthèse se font à l’aide d’un algorithme rapide, sans avoir besoin de stocker la matrice du
dictionnaire.
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S’il est réducteur de circonscrire le cadre Bayesien à la définition de priors, le choix d’un
modèle probabiliste fourni un cadre pratique pour générer des données selon un modèle
précis mais aussi pour évaluer d’un point de vue statistique les performances d’un estima-
teur (non nécessairement Bayesien).

Dans l’introduction, nous avons vu qu’interpréter la norme `1 comme un prior Lapla-
cien dans les modèles parcimonieux est généralement inadapté. Un modèle probabiliste
simple permettant d’obtenir des données effectivement parcimonieuses est donné par
le modèle Bernoulli-Gaussien [Sou+11 ; DHD12]. Un autre modèle proposé par le Sparse
Bayesian Learning [SBL, WR04] suppose que les coefficients de synthèse sont générés de
manière indépendante selon des lois normales dont la variance peut être différente pour
chacun des coefficients. Ce modèle permet effectivement d’estimer des données parcimo-
nieuses.

Dans la première section de ce chapitre, on analyse les performances du seuillage dur
à la lumière du modèle Bernoulli-Gaussien. La seconde section construit sur le SBL et sur
le modèle composite gaussien pour proposer le modèle Low Rank Time-Frequency Syn-
thesis (LRTFS) permettant d’introduire une structure de rang faible sur les coefficients de
synthèse dans un dictionnaire temps-fréquence.

Contributions principales :
1. Une étude du seuillage dur à l’aide du modèle Bernoulli-Gaussien.

2. Un algorithme de type IST pour le Bernoulli-Gaussien.

3. Une présentation du modèle Low-Rank Time Frequency Synthesis (LRTFS).

Collaboration : L’étude du modèle LRTFS a débuté lors d’une invitation par Cédric Fé-
votte à l’université de Nice en décembre 2013. Les premières discussions ont eu lieu à l’Er-
win Schrodinger Institute à Vienne lors du workshop Modern Methods of Time-Frequency
Analysis II.

Références personnelles citées dans ce chapitre :
• [KR11a], qui présente un algorithme de type IST construit sur le modèle Bernoulli-

Gaussien.
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• [FK14b ; FK15b ; KF17], qui présente le modèle LRTFS et ses variantes ainsi que leur
utilisation pour les problèmes inverses.

4.1. Un modèle génératif parcimonieux : le
Bernoulli-Gaussien

Après la description du modèle Bernoulli-Gaussien, on analyse le débruitage par
seuillage dur dans ce cadre. Un algorithme de type IST avec détermination automa-
tique des paramètres est présenté dans le cas d’une union de bases orthonormée. Enfin,
le modèle Bernoulli-Gaussien est généralisé par les approches de type Sparse Bayesian
Learning.

4.1.1. Modèle et débruitage

Soit une observation y ∈RN d’un signal x ∈RN dégradé par un bruit e ∈RN

y = x+e . (4.1)

On suppose que le signal x et le bruit sont des réalisations qui suivent
• Un modèle Bernouilli-Gaussien pour x : ∀n, xn ∼BN (p,0,σ2

x ) ,
• Un bruit blanc gaussien pour e : ∀n, en ∼N (0,σ2

0) .
Autrement dit, on a pour toutes les coordonnées n ∈ {1, . . . , N }

yn = Xn xn +en ,

avec
• xn ∼ (1−Xn)δ0 +XnN (0,σ2

x ), Xn ∼B(p) ,
• en ∼N (0,σ2

0) .
On a alors comme rapport signal à bruit en entrée

iSNR(x,y) = 10log

(
E

[‖x‖2
]

E
[‖e‖2

])
= 10log

(
p
σ2

x

σ2
0

)
.

Supposons qu’on soit capable de retrouver parfaitement le support de x en mettant sim-
plement à zéro les yn tels que Xn = 0. Cet estimation oracle a pour SNR :

SNR(x, x̂) = 10log

(
E

[‖x‖2
]

E
[‖x− x̂‖2

])

= 10log

(
|S|σ2

x

|S|σ2
0

)
= iSNR−10log(p) .

Ce simple calcul montre qu’un signal effectivement parcimonieux peut être débruité ef-
ficacement dès lors qu’on est capable de retrouver son support. Une estimation simple du
support peut être obtenue par seuillage. On s’intéresse dans la section suivante à l’estima-
tion du signal x par seuillage dur sur le signal observé y.
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4.1.2. Choix optimaux du seuil

L’estimateur du MAP pour la variable indicatrice Xn est donné par 1

X̂n = 1 si P (Xn = 1|yn) > P (Xn = 0|yn) ,

ou autrement dit, X̂n = 1 si

p√
2π(σ2

0 +σ2
x )

e
− |yn |2

2(σ2
0+σ2

x ) > 1−p√
2πσ2

0

e
− |yn |2

2(σ2
0) .

C’est-à-dire

|yn |2 > 2σ2
0

(
σ2

0

σ2
x
+1

)
log

1−p

p

√√√√1+ σ2
x

σ2
0

 . (4.2)

Le théorème suivant permet de (re)montrer que cet estimateur permet effectivement de
minimiser la somme des deux types d’erreurs possibles sur le support.

Thèorème 4.1 (Optimalité 0 – 1 du MAP)
Soient x ∼ BN (p,0,σ2

x ) et e ∼ N (0,σ2
0) avec y = x+ e. L’estimateur du MAP minimise

(|∆∩ S̄|+ |∆̄∩S|), c’est-à-dire P (X̂ = 1, X = 0)+P (X̂ = 0, X = 1).

Démonstration. On a d’une part

P (X̂ = 1, X = 0) = (1−p)P (X̂ = 1|X = 0)

= 2(1−p)
∫ +∞

λ

1√
2πσ2

0

e
− (y)2

2σ2
0 dy ,

et d’autre part

P (X̂ = 0, X = 1) = pP (X̂ = 0|X = 1)

= 2p
∫ λ

0

1√
2π(σ2

0 +σ2
x )

e
− (y)2

2(σ2
0+σ2

x ) dy .

On dérive par rapport à λ

dP (X̂ = 1, X = 0)+P (X̂ = 0, X = 1)

dλ
=−(1−p)2

1√
2π(σ2

0)
e
− λ2

2σ2
0 +2p

1√
2π(σ2

0 +σ2
x )

e
− λ2

2(σ2
0+σ2

x )

et l’annulation de la dérivée donne

λ= 2σ2
0

(
σ2

0

σ2
x
+1

)
log

1−p

p

√√√√1+ σ2
x

σ2
0

 .

1. Pour les détails, on pourra se référer par exemple à [KR11a].
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Ce résultat est une démonstration ad-hoc pour le modèle Bernoulli-Gaussien dans la
mesure où l’estimateur MAP est l’estimateur de Bayes associé à la fonction de coût 0–
1 [Rob06]. On montre que l’emploi du seuillage par MAP n’est pas le choix du seuil optimal
au sens du MMSE pour le seuillage dur, qu’on note

SH (y,λ) = y · 1|y|>λ .

Ce résultat de non-optimalité n’a rien de surprenant si l’on considère l’estimateur de Bayes
pour le coût `2 qui est donné par la moyenne a posteriori et par la marginalisation du sup-
port [TYE11]. Or cet estimateur de Bayes, en raison de la marginalisation sur le support, ne
donne pas une estimation strictement parcimonieuse de x. Le théorème suivant donne la
valeur théorique du seuil optimal (au sens MMSE) pour l’opérateur de seuillage dur.

Thèorème 4.2 (Seuil optimal au sens MMSE pour le seuillage dur)
Soit

λRi sk = argmin
λ

E
[‖x−SH (y,λ)‖2] ,

alors

λ2
Ri sk =λ2

M AP + 2σ2
0(σ2

x +σ2
0)

σ2
x

log

(
(σ2

0 +σ2
x )2

σ4
x −σ4

0

)
.

Démonstration. On a

‖x − x̂‖2 =
N∑

n=1
|Xn xn − X̂n x̂n |2 = ∑

n:Xn=1,X̂n=1

|en |2 +
∑

n:Xn=0,X̂n=1

|en |2 +
∑

n:Xn=1,X̂n=0

|xn |2 ,

c’est-à-dire

1

N
E

[‖x − x̂‖2]= 1

N

N∑
n=1

E
[|xn − x̂n |2

]
= E

[
e2, X = 1, X̂ = 1

]+E
[
e2, X = 0, X̂ = 1

]+E
[
x2, X = 1, X̂ = 0

]
.

Calcul de E
[
e2, X = 1, X̂ = 1

]
. On a

pe,X=1,X̂=1(u) =
∫
R

pe,X=1,X̂=1,y (u) dy

=
∫
R

P (X̂ = 1|y)py |e,X=1(y)pe (u)P (X = 1) dy

= p
∫
R
1|y |>λ

1√
2πσ2

x

e
− (y−u)2

2σ2
x

1√
2πσ2

0

e
− u2

2σ2
0 dy

= p
1√

2πσ2
0

e
− u2

2σ2
0

∫
|y |>λ

1√
2πσ2

x

e
− (y−u)2

2σ2
x dy ,
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ce qui donne

E
[
e2, X = 1, X̂ = 1

]= ∫
R

u2p
1√

2πσ2
0

e
− u2

2σ2
0

∫
|y |>λ

1√
2πσ2

x

e
− (y−u)2

2σ2
x dy du

= p
∫
|y |>λ

∫
R

u2 1√
2πσ2

0

e
− u2

2σ2
0

1√
2πσ2

x

e
− (y−u)2

2σ2
x du dy

= p
∫
|y |>λ

∫
R

u2 A(y)p
2πΣ2

e−
(u−µ(y))

2Σ2 du dy ,

avec

µ(y) = yσ2
0

σ2
0 +σ2

x
, Σ2 = σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

, A(y) = 1√
2π(σ2

x +σ2
0)

e
− y2

σ2
x+σ2

0 .

On obtient au final

E
[
e2, X = 1, X̂ = 1

]= p
∫
|y |>λ

∫
R

u2 Ap
2πΣ2

e−
(u−µ(y))2

2Σ2 du dy

= p
∫
|y |>λ

A(y)
(
Σ2 +µ(y)2) dy

= p
∫
|y |>λ

A(y)

(
Σ2 +

(
yσ2

0

σ2
0 +σ2

x

)2)
dy .

Calcul de E
[
e2, X = 0, X̂ = 1

]
. On a

pe,X=0,X̂=1(u) =
∫
R

pe,X=0,X̂=1,y (u) dy

=
∫
R

pe|X=0,X̂=1,y (u)P (X̂ = 1|X = 0, y)P (X = 0|y)py (y) dy

=
∫
R
δy (u)1|y |>λ

1−p

py (y)

1√
2πσ2

0

e
− y2

2σ2
0 py (y) dy

= (1−p)
∫
|y |>λ

δy (u)
1√

2πσ2
0

e
− y2

2σ2
0 dy ,
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ce qui donne

E
[
e2, X = 0, X̂ = 1

]= ∫
R

u2(1−p)
∫
|y |>λ

δy (u)
1√

2πσ2
0

e
− y2

2(σ2
0) dy du

= (1−p)
∫
|y |>λ

1√
2πσ2

0

e
− y2

2σ2
0

∫
R

u2δy (u) du dy

= (1−p)
∫
|y |>λ

y2 1√
2πσ2

0

e
− y2

2(σ2
0 dy .

Calcul de E
[
x2, X = 1, X̂ = 0

]
. On a

px,X̂=0,X=1(x) =
∫
R

px,X̂=0,X=1,y (x) dy

=
∫
R

P (X̂ = 0|y)py |x,X=1(y)p(X = 1)px|X=1(x)P (X = 1) dy

= p
∫
R
1|y |<λ

1√
2πσ2

0

e
− (y−x)2

2σ2
0

1√
2πσ2

x

e
− x2

2σ2
x dy

= p√
2πσ2

x

e
− x2

2σ2
x

∫
|y |<λ

1√
2πσ2

0

e
− (y−x)2

2σ2
0 dy ,

ce qui donne

E
[
x2, X = 1, X̂ = 0

]= ∫
R

u2px,X̂=0,X=1(u) du

=
∫
R

u2 p√
2πσ2

x

e
− u2

2σ2
x

∫
|y |<λ

1√
2πσ2

0

e
− (y−x)2

2σ2
0 dy du

= p
∫
|y |<λ

∫
R

u2 1√
2πσ2

x

e
− u2

2σ2
x

1√
2πσ2

0

e
− (y−u)2

2σ2
0 du dy

= p
∫
|y |<λ

∫
R

u2 A′(y)p
2πΣ′2 e−

(u−µ′(y))2

2Σ′2 du dy ,

avec

µ′(y) = yσ2
x

σ2
0 +σ2

x
, Σ′2 = σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

=Σ2 , A′(y) = 1√
2π(σ2

x +σ2
0)

e
− y2

σ2
x+σ2

0 = A(y) .
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Au final, on obtient

E
[
x2, X = 1, X̂ = 0

]= p
∫
|y |<λ

∫
R

u2 A′(y)p
2πΣ′2 e−

(u−µ′(y))2

2Σ′2 du dy

= p
∫
|y |<λ

A(y)

(
σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

+µ′(y)2

)
dy

= p
∫
|y |<λ

1√
2π(σ2

x +σ2
0)

e
− y2

σ2
x+σ2

0

(
σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

+
(

yσ2
x

σ2
0 +σ2

x

)2)
dy .

Calcul de E
[|x − x̂|2] et conclusion. On a

E
[|x − x̂|2]=2p

∫ +∞

λ

1√
2π(σ2

x +σ2
0)

e
− y2

2(σ2
x+σ2

0)

(
σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

+
(

yσ2
0

σ2
0 +σ2

x

)2)
dy

+2(1−p)
∫ +∞

λ
y2 1√

2πσ2
0

e
− y2

2σ2
0 dy

+2p
∫ λ

0

1√
2π(σ2

x +σ2
0)

e
− y2

σ2
x+σ2

0

(
σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

+
(

yσ2
x

2(σ2
0 +σ2

x )

)2)
dy

= 2p
σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

+2p
∫ +∞

λ

1√
2π(σ2

x +σ2
0)

e
− y2

2(σ2
x+σ2

0) y2

(
σ2

0

σ2
0 +σ2

x

)2

+2p
∫ λ

0

1√
2π(σ2

x +σ2
0)

e
− y2

2(σ2
x+σ2

0) y2

(
σ2

x

σ2
0 +σ2

x

)2

dy

+2(1−p)
∫ +∞

λ
y2 1√

2πσ2
0

e
− y2

2σ2
0 dy .
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En dérivant

dE
[|x − x̂|2]

dλ
=−2p

1√
2π(σ2

x +σ2
0)

e
− λ2

σ2
x+σ2

0

(
σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

+
(

λσ2
0

σ2
0 +σ2

x

)2)

−2(1−p)λ2 1√
2πσ2

0

e
− λ2

2(σ2
0

+2p
1√

2π(σ2
x +σ2

0)
e
− λ2

σ2
x+σ2

0

(
σ2

0σ
2
x

σ2
x +σ2

0

+
(

λσ2
x

σ2
0 +σ2

x

)2)

= 2p
1√

2π(σ2
x +σ2

0)
e
− λ2

σ2
x+σ2

0

((
λσ2

x

σ2
0 +σ2

x

)2

−
(

λσ2
0

σ2
0 +σ2

x

)2)

−2(1−p)λ2 1√
2πσ2

0

e
− λ2

2(σ2
0 ,

puis en annulant la dérivée

0 = dE
[|x − x̂|2]

dλ

= p
1√

σ2
x +σ2

0

e
− λ2

σ2
x+σ2

0

(
σ4

x −σ4
0

(σ2
0 +σ2

x )2

)
− (1−p)

1√
σ2

0

e
− λ2

2(σ2
0 ,

on obtient

p
1√

σ2
x +σ2

0

e
− λ2

2(σ2
x+σ2

0)

(
σ4

x −σ4
0

(σ2
0 +σ2

x )2

)
= (1−p)

1√
σ2

0

e
− λ2

2σ2
0

⇔e
λ2σ2

x
2σ2

0(σ2
x+σ2

0) = 1−p

p

√√√√σ2
x +σ2

0

σ2
0

(σ2
0 +σ2

x )2

σ4
x −σ4

0

⇔ λ2σ2
x

2σ2
0(σ2

x +σ2
0)

= log

1−p

p

√√√√σ2
x +σ2

0

σ2
0

(σ2
0 +σ2

x )2

σ4
x −σ4

0


⇔λ2 = 2σ2

0(σ2
x +σ2

0)

σ2
x

log

1−p

p

√√√√σ2
x +σ2

0

σ2
0

(σ2
0 +σ2

x )2

σ4
x −σ4

0


λ2

Ri sk =λ2
M AP + 2σ2

0(σ2
x +σ2

0)

σ2
x

log

(
(σ2

0 +σ2
x )2

σ4
x −σ4

0

)
.
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La différence entre λM AP et λRi sk est donc importante dès lors que σx 'σ0. En pratique,
on peut souvent considérer σx grand devant σ0, la différence entre les deux estimateurs
devenant alors négligeable pour les valeurs habituellement rencontrées pour σ0.

En conclusion, l’estimateur du MAP est donc approprié pour le modèle Bernoulli-
Gaussien. En effet, l’estimation du support par cet estimateur est tout à fait justifiée par
son optimalité pour le coût 0–1. Une fois ce support supposé connu, l’estimateur du MAP
est confondu avec l’estimateur de la moyenne a posteriori pour le modèle Gaussien.

4.1.3. Choix pratique du seuil en débruitage
Les seuils λM AP et λRi sk précédents nécessitent de connaitre les paramètres p,σx ,σ0

du modèle (4.1). Pour le seuillage dur, une généralisation de l’approche SURE (Stein Un-
biased Risk Estimator), nommée SCORE (Stein COnsistent Risk Estimator), a été effectuée
dans [DPF13]. Cependant, une simple estimation des paramètres du modèle Bernoulli par
un algorithme d’Espérance-Maximisation (EM, pour Expectation-Maximization) donne
des résultats très satisfaisants, en permettant un débruitage automatique d’un signal parci-
monieux dans une base. Cette approche par algorithme EM a de plus l’avantage de fournir
un calcul simple de l’estimateur de la moyenne pour le modèle (4.1). En effet, les variables
indicatrices Xn jouant le rôle des variables cachées, l’algorithme évalue à l’itération t les
quantités E

[
Xk |yk ,σt

x ,σt
0

]
. En notant σ̂x , σ̂0 les paramètres estimés, on obtient alors l’esti-

mateur de la moyenne :

xM MSE
n = E

[
Xk |yk , σ̂x , σ̂0

] σ̂2
x

σ̂2
x + σ̂2

0

yn . (4.3)

Cependant, les différences en terme de SNR entre l’estimateur de la moyenne et l’es-
timateur MAP apparaissent négligeables en pratique (de l’ordre de quelques dixièmes de
dB).

4.1.4. Un algorithme de type IST pour le modèle BG
Lors d’une collaboration avec Thomas Rodet [KR11a], nous avons proposé d’estimer les

coefficients de synthèse dans une union de dictionnaires orthonormés avec un algorithme
de type EM qui s’apparente à un algorithme IST. Le modèle considéré est le suivant :

y =Φα+e ,

avec pour tout k αk ∼BN (p,0,σ2
α) et e ∼N (0,σ2

0IM ). L’algorithme contient toujours une
étape de type descente de gradient suivie d’un seuillage effectué lui même en deux étapes :
une étape de sélection du support avec une règle de type MAP (4.2), puis une pondération
"à la Wiener" connaissant ce support, le modèle se réduisant alors à un simple modèle
Gaussien. Les étapes sont résumées dans l’algorithme 4.

L’estimation des variables indicatrices et des paramètres peut être vue comme une étape
de type Classification-EM [CG92] pour estimer les paramètres d’un mélange de deux gaus-
siennes. En remplaçant cette étape par un algorithme EM, on obtient la récriture donnée
dans l’algorithme 5.
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Algorithm 4: IST-BG

1 Initialisation : L = ‖Φ‖2,α= 0
2 repeat

• E-step : z =α+ 1
LΦ

∗(y−Φα)
• M-step :

1. Estimation du support :

∀λ, Xλ =

1 if |zλ| >
√

2(σ2
0+Lσ2

α)

Lσ2
α

ln

[
1−p

p

√
σ02+Lσ2

α

σ2
0

]
0 if not

2. Estimation des coefficients : ∀n , αn = Lσ2
α

Lσ2
α+σ2

0
Xn zn

3. Estimation des paramètres : σ2 =
∑

Xλ|αλ|2
|Λ| σ2

0 = ‖y−Φα‖2

N p = |Λ|
N1

3 until convergence;

Algorithm 5: IST-BG version EM

1 Initialisation : L = ‖Φ‖2,α= 0
2 repeat

1. z =α+ 1
LΦ

∗(y−Φα)

2. Estimation de P (Xn = 1),σ2
0,σ2

α par un algorithme EM sur les variables cachées z

3. Estimation du support : Xn = 1 si P (Xn = 1) > 0.5

4. Estimation des coefficients : ∀n , αn = Lσ2
α

Lσ2
α+σ2

0
Xn zn

3 until convergence;

Lorsque Φ est une base orthonormée, l’algorithme se réduit à l’estimation des para-
mètres du modèle et des probabilités P (Xn = 1). On retrouve alors l’estimation par la
moyenne a posteriori (4.3).

L’utilisation du modèle Bernoulli-Gaussien à été étudiée dans [Sou+11] avec un algo-
rithme de type single best replacement, dans [DHD12] avec une approche en champ
moyen ou encore dans [ZBJ09] avec une approximation continue du modèle Bernoulli-
Gaussien. La section suivante présente le modèle SBL [Tip01 ; WR04], qui peut être vu
comme une généralisation du modèle Bernoulli-Gaussien, mais qui en pratique s’étend
plus facilement aux problèmes inverses.
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4.1.5. Problèmes inverses : du Bernoulli-Gaussien au Sparse Bayesian
Learning

En considérant la distribution discrète de Bernoulli comme un Dirac, et donc une Gaus-
sienne dont la variance tend vers 0, on peut voir dans le modèle proposé par le SBL [Tip01 ;
WR04] une généralisation du Bernoulli-Gaussien. L’idée du SBL est de supposer que tous
les coefficients suivent une loi normale, tout en laissant libre la variance pour chaque co-
efficient. Reprenons le modèle de synthèse dans un dictionnaireΦ

y =Φα+e . (4.4)

Le modèle SBL s’écrit simplement

αk ∼N (0,σ2
k ) . (4.5)

Ainsi, si σk → 0, on obtient effectivement un signal parcimonieux. Ce modèle, pro-
posé par [Tip01] puis étudié plus spécifiquement dans un cadre d’estimation en signal
par [WR04] a cet avantage de rester dans un cadre Gaussien 2, et génère effectivement de
la parcimonie. On peut remarquer qu’en ajoutant un simple modèle sur la distribution des
variances tel que

∀k P (σk =σ) = p et P (σk = 0) = 1−p ,

on retombe sur le modèle Bernoulli-Gaussien.
L’approche SBL nécessite d’estimer à la fois les coefficients de synthèse α et les para-

mètres de variances σk pour tout k. En notant le vecteur de variance σ= (σ1, . . . ,σN ), une
approche MAP classique avec estimation jointe donne l’estimation

min
α,σ

1

2
‖y−Φα‖2

2 +λ‖σ◦α‖2
2 , (4.6)

où ◦ dénote la multiplication de deux vecteurs éléments par éléments. On reconnait ici
l’approche par moindres-carrés itérée (IRLS [Dau+10]).

Une autre procédure d’estimation possible pour le SBL est l’estimation par maximum
de vraisemblance marginalisée (MMLE, pour Marginalized Maximum Likelyhood Estima-
tion), aussi appelée estimation par maximum de vraisemblance de type II [Tip01 ; WR04].
Elle repose sur la minimisation de − log p(y|σ) et implique la marginalisation en α de la
vraisemblance jointe. Cet approche à l’inconvénient de recourir à une inversion explicite
d’une matrice de taille K 2 et passe donc difficilement à l’échelle en pratique.

4.2. Synthèse temps-fréquence de rang faible

Si l’approche SBL a l’avantage d’une estimation simplifiée par rapport au modèle
Bernoulli-Gaussien, les deux approches n’impliquent aucune structure sur les coefficients.
Une généralisation du modèle Bernoulli-Gaussien permettant de modéliser des structures

2. On voit ici qu’on peut construire des priors tenant compte de la parcimonie et du caractère gaussien des
données comme exigé en comoslogie (voir la discussion [Sta+13]). Les expériences confirmeront les remarques
faites dans [Sta+13].
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(à l’aide de chaine de Markov par exemple) sont les machines de Blotzman [DHD12]. On
expose dans la sous-section suivante le modèle de synthèse temps-fréquence à rang faible
(LRTFS, pour Low Rank Time-Frequency Synthesis) qui repose sur le modèle SBL, et per-
met de prendre en compte des structures de rang faible telles que rencontrées dans les
approches de factorisation en matrices non négatives 3 (NMF, pour Non Negative Matrix
Factorization).

4.2.1. De la NMF au LRTFS
La NMF a rencontré un vif succès dans le traitement du signal. En effet, en décomp-

sant un signal par une combinaison linéaire de motifs de base fréquentiels, cette approche
permet d’obtenir un modèle structuré simple. Plus précisément, on note V ∈ RF T , avec
F T = K , la matrice du spectrogramme du signal y. Cette matrice contient donc le module
des coefficients d’analyse Φ∗y, en conservant la structure temps-fréquence inhérente au
dictionnaire de Gabor. L’approche NMF consiste à approcher V comme le produit de deux
matrices non négatives W ∈RF R et H ∈RRT de rang faible (R << min(F,T )) :

V ' WH , W,H ≥ 0 . (4.7)

L’avantage de la positivité est d’interdire les interférences entre les différents motifs fré-
quentiels définis par les colonnes w f de W. Ainsi, chaque motif fréquentiel du spectro-
gramme V se voit comme l’addition de motifs fréquentiels élémentaires. L’inconvénient
principal de l’approche NMF est la perte de toute information relative à la phase. Pour
résoudre en partie ce problème, le modèle Gaussian Composite Model [GCM, FBD09a] pro-
pose un modèle probabiliste génératif du spectrogramme. L’estimation de ce modèle abou-
tit à la décomposition NMF par minimisation de la divergence d’Itakura-Saito, et permet la
reconstruction des composantes latentes de rang 1 par simple filtrage de Wiener.

Nous avons proposé dans [FK14b ; FK15b ; KF17] un modèle génératif des échantillons
temporels, qui permet :

• de résoudre le problème d’estimation de la phase, en partant du modèle GCM,
• d’étendre l’utilisation de la NMF aux problèmes inverses.

Reprenons le problème (4.4) avec un dictionnaire temps-fréquence de type Gabor

y =Φα+e =∑
t , f
αt , f ϕ+e .

En s’inspirant des modèles SBL et GCM, on définit le modèle LRTFS comme

x =Φα+e, (4.8)

α f t ∼Nc (0, [WH] f t ) (4.9)

e ∼Nc (0,λIT ) , (4.10)

où W et H sont deux matrices non négatives de taille F R et RT . Les coefficients de synthèse
α f t sont donc supposés indépendants, connaissant W et H. On note de plus v ∈ RF T le
vecteur de dimension K d’éléments vk = v f t = [WH] f t .

3. La traduction appropriée est matrices positives.
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Si l’on ignore la structure de rang faible de v, les équations (4.8)-(4.10) reviennent exac-
tement au SBL. La différence fondamentale entre le modèle LRTFS proposé et le SBL est la
prise en compte d’une structure de rang faible. En effet, dans le SBL, chaque coefficient αn

a un paramètre libre de variance vn . Cette propriété est fondamentale pour obtenir un ef-
fet de parcimonie [Tip01]. Dans le modèle LRTFS (4.8)–(4.10) les variances sont dorénavant
liées de sorte que vm = v f t = [WH] f t .

On propose d’estimer W, H etα par maximum de vraisemblance joint (MJLE, pour Maxi-
mum Joint Likelihood Estimation), ce qui revient à l’estimation de maximum de vraisem-
blance de type I [WR04]. MJLE se base sur la minimisation de la fonction objectif

C JL(α,W,H,λ)
def= − log p(y,α|W,H,λ)

=− log p(x|α,λ)− log p(α|W,H)

= 1

λ
‖x−Φα‖2

2 +
∑
f n

[ |α f n |2
[WH] f n

+ log[WH] f n

]
+ cst

= 1

λ
‖x−Φα‖2

2 +DIS(|α|2|v)+ log(|α|2)+ cst . (4.11)

Le premier terme de l’équation (4.11) mesure classiquement la disparité entre le signal me-
suré et son approximation. Le second terme assure que les coefficients de synthèse sont de
rang faible, étant donnée leur structure matricielle temps-fréquence.

On décrit alors l’algorithme de minimisation alterné permettant d’obtenir un point sta-
tionnaire de C JL(θ), où θ = {α,W,H}. Ce type d’approche se justifie d’autant plus dans le
cadre Bayesien, où les paramètres sont estimés par maximum de vraisemblance et les co-
efficients par moyenne a posteriori, confondus avec le maximum a posteriori, grâce au mo-
dèle Gaussien.

L’optimisation enα étant donnés les autres paramètres se réduit à

min
α

1

λ
‖x−Φα‖2

2 +
∑
f n

∣∣α f n
∣∣2

[WH] f n
, (4.12)

dont la solution analytique

α̂= [
ΦHΦ+λdiag(v)−1]−1

ΦH x ,

requiert simplement la résolution d’un système linéaire. L’inversion directe de la matrice
étant difficile dans les applications pratiques de traitement du signal compte-tenu de la
taille des signaux, on utilise une procédure numérique. Nous avons choisi une implémen-
tation de type seuillage itératif (cf. Chapitre 3) qui a l’avantage d’être simple et aussi rapide
qu’une approche de type gradient-conjugué.

L’optimisation en W et H étant donnéα revient à évaluer

min
W,H≥0

∑
f n

D I S (|α f n |2|[WH] f n) , (4.13)

qui est un problème de type IS-NMF (décomposition NMF avec divergence d’Itakura-
Saito). Ce problème d’optimisation non convexe est généralement résolu par mise à jour
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Algorithm 6: Alternate minimization for LRTFS

1 Set L = ‖Φ‖2
2 (or a larger value)

2 Compute the synthesis coefficients y =ΦH x (with matrix form Y)

3 Setα(0) = y
4 Initialize W(0) and H(0) with the absolute values of the complex SVD of Y
5 Set i = 0
6 repeat
7 %% Update W and H with MM

8 Compute spectrogram S(i ) =
[
|α(i )

f n |2
]

f n

9 Initialize inner loop : W = W(i ), H = H(i )

10 repeat

11 W ← W◦ [S(i )◦(WH)◦−2]HT

[(WH)◦−1]HT

12 H ← H◦ WT [S(i )◦(WH)◦−2]
WT [(WH)◦−1]

13 until convergence;

14 Leave inner loop : W(i+1) = W, H(i+1) = H
15 Set v(i+1) = vect[W(i+1)H(i+1)]

16 %% Updateαwith accelerated ISA

17 Initialize inner loop : a(0) = z(0) =α(i )

18 Set j = 0
19 repeat
20 % Descend

21 z( j+1/2) = a( j ) + 1
LΦ

H (x−Φa( j ))
22 % Shrink

23 z( j+1) = v(i+1)

v(i+1)+λ/L
◦z( j+1/2)

24 % Accelerate

25 a( j+1) = z( j+1) + j+1
j+5 (z( j+1) −z( j ))

26 j ← j +1
27 until convergence;

28 Leave inner loop :α(i+1) = z( j+1)

29 until convergence;

alternée de W et H à l’aide d’algorithme de majoration-minimisation [CI11]. Cela revient
en pratique à des mises à jour multiplicatives données dans l’algorithme 6.

LRTFS suppose que les coefficients de synthèse α f t suivent le GCM (voir l’équa-
tion (4.9)). Ainsi,α f t peut être écrit comme la somme de composantes latentes gaussiennes
de sorte que α f n =∑

r αr f t , avec αr f t ∼ Nc (0, w f r hr t ). En notant αr le vecteur colonne de
dimension F composé des coefficients {αr f t } f t , l’équation. (4.8) peut s’écrire comme

y =∑
r
Φαr +e =∑

r
cr +e , (4.14)
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où cr = Φαr . Les composantes cr représentent l’expression temporelle du motif spectral
wr , la r eme colonne de W. Étant donnée l’estimation deα, W et H, les composantes peuvent
être reconstruites comme ĉMMSE

r =Φα̂MMSE
r avec

α̂MMSE
r

def= E[αr |y, θ̂] = E[αr |α̂,Ŵ,Ĥ] (4.15)

dont les coefficients sont donnés par

α̂MMSE
r f t = ŵ f r ĥr t

[ŴĤ] f t
α̂ f t . (4.16)

Avec ces estimations, les composantes latentes sont reconstruites à l’aide d’un masque de
Wiener temps-fréquence sur les coefficients de synthèse.

On illustre les performances de l’approche LRTFS par rapport à une décomposition IS-
NMF standard sur l’exemple de piano utilisé dans [FBD09b]. Cette séquence a une struc-
ture simple : quatre notes sont jouées en même temps lors de la première mesure, puis
toutes les paires possibles composées par ces notes sont jouées lors des mesures suivantes.
Les résultats sont résumés sur la figure 4.1. LRTFS est capable de retrouver les quatre notes
dans les quatre premières composantes. La cinquième composante retrouve la partie tran-
sitoire produite par le marteau et la pédale. Les cinq composantes restantes ne sont pas
audibles en raison de la procédure de débruitage de l’estimation. IS-NMF n’arrive pas à re-
trouver cette partie transitoire, et sépare la première note sur deux composantes. Le bruit
d’entrée en lui étalé sur les cinq dernières composantes.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Time (s)

-1

0

1

FIGURE 4.1. – Décomposition d’une séquence de piano construite sur quatre notes. En
haut, le signal d’entrée. À gauche, la décomposition LRTFS. À droite, la dé-
composition IS-NMF. Les composantes temporelles sont montrées par ordre
décroissant d’énergie.
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FIGURE 4.2. – Estimation de la séquence de piano après échantillonnage compressé par
LRTFS, SBL/IRLS et regularisation `1.

FIGURE 4.3. – Composantes latentes (de "rang 1") de la séquence de piano estimée par
LRTFS après échantillonnage compressé. Les composantes temporelles sont
affichées par ordre décroissant d’énergie.

4.2.2. Compressive LRTFS
Un avantage majeur de l’approche LRTFS sur la NMF, est de pouvoir s’utiliser comme

prior dans un problème inverse. Un exemple simple de problème inverse pour lequel les
approches parcimonieuses sont idéales est le compressed sensing. On montre ici que la
parcimonie peut être remplacée efficacement par le prior de rang faible exposé précédem-
ment.
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Soit x ∈ CT le signal source, qu’on suppose mesuré par un opérateur linaire A ∈ CS×T ,
avec S < T , donnant le signal y ∈CS . On suppose le modèle d’observation suivant

y = Ax+e (4.17)

= AΦα+e , (4.18)

où Φ ∈ CT×M est un dictionnaire temps-fréquence, α les coefficients de synthèse de x et
e un terme de résidu supposé blanc gaussien. A est choisi comme une matrice aléatoire
gaussienne (connue). Avec un prior du type LRTFS, l’approche MJLE revient à minimiser la
fonction objectif suivante :

CC S (α,W,H) =− log p(b,α|W,H,λ) (4.19)

= 1

λ
‖b−AΦα‖2

2 +D I S (|α|2|WH)+ log(|α|2)+ cst .

Minimiser CCS(α,W,H) revient à minimiser la fonction C JL(α,W,H) donné par (4.11) en
remplaçantΦ par Γ= AΦ.

On évalue les qualités de reconstruction de la séquence de piano, précédement uti-
lisée, de longueur 15,6 s et échantillonnée à 11025 Hz, selon un nombre de mesures S
allant de T /100 à T /10. On compare les méthodes d’estimation par LRTFS (pour K ∈
{5,8,10,15,20,30}), SBL type-I et régularisation `1. Les résultats sont résumés sur les fi-
gures 4.2 et 4.3 où l’on voit que l’approche LRTFS permet un gain significatif par rapport
aux approches simplement parcimonieuses. Toutes les valeurs de K donnent le même SNR
à 0.5 dB près.
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La définition d’une pénalité appropriée permettant de prendre en compte les structures
voulues dans les approches par optimisation n’est pas toujours évidente. Nous avons vu
dans le chapitre 3 comment estimer un signal dans un problème inverse à l’aide d’un un
algorithme IST, la fonction de seuillage étant obtenue comme l’opérateur de proximité de
la pénalité. On se pose ici la question de savoir dans quelle mesure il est possible de choi-
sir directement la fonction de seuillage dans l’algorithme IST plutôt que de définir la pé-
nalité. Dans la première section, on présente l’étude de l’algorithme IST avec n’importe
quelle règle de seuillage au sens d’Antoniadis, règle qui considère chaque coefficient indi-
viduellement. Notons que ces résultats peuvent se généraliser directement au seuillage par
groupe, sur des groupes de coefficients indépendants. La section suivante introduit la no-
tion de parcimonie sociale avec des opérateurs de seuillage structurés prenant en compte
le voisinage d’un coefficient.

Contributions principales :
1. La définition d’un algorithme de seuillage itératif et de fonctions de seuillage

[Kow14].

2. La définition de la Parcimonie Sociale [KSD13].

Collaborations et projets associés : L’étude des algorithmes de seuillage itératif a bé-
néficié du cadre donné par le projet MAORI que j’ai coordonné. L’étude des opérateurs de
parcimonie sociale a été faite lors d’une collaboration avec Monika Dörfler et Kai Sieden-
burg, principalement lors de mes visites à Vienne.

Références personnelles citées dans ce chapitre :
• [Kow14], qui étudie l’algorithme IST avec une fonction de seuillage quelconque.
• [KT09b], [KT09a], [KSD13], dans lesquels les opérateurs de seuillage structurés sont

introduits puis étudiés sous le terme de parcimonie sociale. Les articles [KT09b]
et [KT09a] ont été écrits pendant ma thèse.
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5.1. Fonctions de seuillage et algorithme de seuillage
itératif

Le chapitre 3 nous a permis d’introduire le cadre de l’optimisation pour la résolution
de problèmes inverses à l’aide de la synthèse parcimonieuse dans un dictionnaire. On a
vu qu’en pratique, l’estimation se fait par un algorithme de seuillage itératif, possiblement
relaxé, simple à implémenter. Cependant, l’utilisation de pénalité convexe comme le `1 a
le défaut d’introduire un biais sur l’estimation des coefficients qui est souvent corrigé en
pratique par une approche en deux étapes [WNF09] :

1. Estimation du support par minimisation `1 :

α̂= argmin
α

1

2
‖y−AΦα‖2

2 +λ‖α1‖1

∆̂= supp{α} .

2. Estimation de la valeur des coefficients de synthèse non nuls, sachant le support :

α̂∆ = argmin
α∆

1

2
‖y−AΦ∆α∆‖2

2 . (5.1)

Une autre approche est d’essayer de minimiser directement le problème `0 (2.4), en
remplaçant le seuillage doux par un seuillage dur. Dans le même temps, tout un panel
d’opérateurs de seuillage ont été étudiés [Ant+07]. La question de pouvoir utiliser n’im-
porte quel opérateur de seuillage dans un algorithme de seuillage itératif a donc naturel-
lement été étudiée dans [Kow14]. En voici les résultats principaux qui abordent la ques-
tion sous l’angle des fonctions semi-convexes. Cela permet d’étudier la convergence des
algorithmes itératifs quelque soit l’attache aux données (à condition qu’elle soit Lipschitz
différentiable). Cela montre de plus qu’il est possible de relaxer l’algorithme ce qui permet
d’accélérer grandement l’algorithme en pratique.

L’outil principal pour donner les résultats de convergence est donc la notion de fonction
semi-convexe (voir par exemple [CH00] et les références), qu’on rappelle ici

Définition 5.1 (Fonction c-semi-convexe)
Une fonction f :RN →R est dite c-semi-convexe s’il existe une constante finie c ≥ 0 telle
que

f̃ (x) := f (x)+ c

2
‖x‖2

est une fonction convexe.

L’autre notion essentielle, qui sera reliée à la notion de pénalité semi-convexe, est la défi-
nition d’un opérateur de seuillage [Ant+07] donné au chapitre 3 et qu’on rappelle ci-après.

Définition 5.2 (Opérateur de seuillage)
S(.;λ) est un opérateur de seuillage ssi

1. S(.;λ) est une fonction impaire. On note S+(.;λ) sa restruction à R+ ,
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5. Return of Shrinkage

2. 0 ≤S+(x;λ) ≤ x, ∀x ∈R+ ,

3. S+ est croissante sur R+, et lim
x→+∞S+(x;λ) =+∞ .

Il est montré dans [Ant+07] que l’on peut associer une pénalité P à n’importe quel opé-
rateur de seuillage, de sorte que S= proxP avec

P (x;λ) =
∫ |x|

0
S−1
+ (t ;λ)− t d t ,

où S−1(t ;λ) = sup{x;S(x;λ) ≤ t } et S−1(−t ;λ) = −S−1(t ;λ). On montre dans le théorème
suivant qu’une telle pénalité est semi-convexe.

Thèorème 5.1 (Semi-convexité des pénalités associées aux opérateurs de seuillage)
La pénalité P (.;λ) associée à un opérateur de seuillage S(.;λ) est au moins 1−semi-
convexe. De plus, si S est continue et son quotient aux différences est borné par a, alors
P est au moins 1− 1

a semi-convexe. De plus, P est `− fortement convexe ssi a ≤ 1
1+` .

La preuve est disponible dans [Kow14].

5.1.1. Exemples d’opérateurs de seuillage
On donne ici trois grands exemples de règles de seuillage : le seuillage dur, SCAD et

le seuillage de la "garotte non négative" (NNG, pour Non Negative Garotte) connu aussi
comme seuillage de Wiener Empirique (EW, pour Empirical Wiener), ainsi que leur péna-
lité associée. Ces règles de seuillage sont représentées sur la figure 5.1.1, où l’on peut voir
que les seuillages SCAD et NNG sont des sortes de compromis entre les seuillages doux et
dur.
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FIGURE 5.1. – Quelques règles de seuillage.
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5.1.2. IST avec un opérateur de seuillage quelconque
On peut montrer la convergence de l’algorithme IST lorsqueS n’est plus nécessairement

un opérateur de proximité d’une fonction convexe mais un opérateur de seuillage tel que
définit à la définition 5.2. Du point de vue l’optimisation, on peut considérer la minimisa-
tion de la fonction

F (α) =L (α)+P (α;λ) , (5.2)

où L est une fonction L-Lipschitz différentiable et P une fonction c-semi-convexe d’opé-
rateur de seuillage assoccié S(·;λ). On rappelle l’algorithme IST associé au problème de
minimisation de F dans l’algorithme 7 pour sa version simple, et dans l’algorithme 8 pour
sa version relaxée.

Algorithm 7: Algorithme de seuillage itératif (IST).

1 Set L = ‖∇ f ‖2
2‖ (or a larger value)

2 Setα(0) ∈RN and t = 0
3 repeat
4 α(t+1) =S(

α(t ) + 1
L∇L (α(t )),λ

)
5 t = t +1
6 until convergence;

Algorithm 8: Algorithme de seuillage itératif relaxé.

1 Set L = ‖A‖2
2‖Φ‖2

2 (or a larger value)

2 Set γ(0) ∈RN and t = 0
3 repeat
4 α(t+1) =S(

γ(t ) + 1
L∇L (γ(t )),λ

)
5 γ(t+1) =α(t+1) +µ(t )

(
αt+1 −α(t )

)
6 t = t +1
7 until convergence;

Alors, on peut énoncer les théorèmes suivants, dont les preuves sont disponibles dans
l’article [Kow14]).

Thèorème 5.2 (Convergence de IST)
Toute sous-suite convergente de {α(t )} générée par l’algorithme IST 7 converge vers un
point critique de F , où P est la pénalité c-semi-convexe associée à S.

Thèorème 5.3 (Convergence de IST relaxé)
Si L est convexe et µ(t ) <p

1− c/L, alors toute sous-suite convergente de {α(t )} générée
par l’algorithme IST relaxé 8 converge vers un point critique de F .
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Cependant, comme il est souvent plus simple de choisir la fonction de seuillage plutôt
que la pénalité semi-convexe associée, on donne le corollaire suivant.

Thèorème 5.4 (Corrolaire)
Soit S un opérateur de seuillage et L une fonction convexe L-Lipschitz différentiable.
Alors l’algorithme IST 7 converge. De plus, si S′ ≤ a, alors l’algorithme IST relaxé 8, avec
µ(t ) < 1

a , converge.

On peut remarquer que, avec l’opérateur de seuillage dur, on doit choisir un pas infé-
rieur à 1

L . Le résultat précédent sur la convergence de l’algorithme relaxé ne peut donc pas
s’appliquer.

5.2. Parcimonie Sociale

Afin d’exploiter certaines structures sur les coefficients de synthèse, on construit sur les
opérateurs de seuillage classiques, tels que définis dans la section précédente, de nouveaux
opérateurs de seuillage prenant en compte le voisinage d’un coefficient. Pour un index k
d’un coefficient de synthèse, on associe un voisinage pondéré N (k) = {k ′ ∈ I : w (k)

k ′ 6= 0}

avec les poids w (k)
k ′ tels que w (k)

k ′ ≥ 0 et
∑

k ′∈N (k)
w (k)2

k ′ = 1. On illustre cette notion de voisinage

sur la figure 5.2.

N(k2)
k1

k2

N(k1)

FIGURE 5.2. – Le voisinage du coefficient k1 est donné par la fenêtre rouge, et le voisinage
du coefficient k2 par la fenêtre bleue. Ces deux voisinages partagent un même
coefficient.

Une fois ces voisinages définis, on peut définir l’opérateur du group-lasso fenêtré (WG-
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Lasso) comme

S
w g l
λ

(α) :CN →CN

α 7→α ,

tel que pour tout k ,

αk =αk

1− λ√ ∑
k ′∈N (k)

w (k)
k ′ |αk ′ |2


+

. (5.3)

L’idée d’un tel opérateur de seuillage est de sélectionner un coefficient si l’énergie de son
voisinage est assez grande, et inversement, de pouvoir seuiller un coefficient isolé. Une
telle notion de voisinage se retrouve dans [CS01], où une règle similaire est introduite dans
le contexte de l’estimation SURE en ondelettes. L’opérateur du WG-Lasso a été introduit
lors de ma thèse, dans [KT09b] et [KT09a].

Dans [KSD13], on montre comment relier ces opérateurs aux opérateurs de proximité
usuels. Ils sont donc d’une certaine manière liés à la minimisation d’une fonctionnelle.
Pour cela, on montre que les groupes implicitement créés par les voisinages peuvent être
définis formellement à l’aide d’un opérateur d’expansion. Un tel opérateur plonge les coef-
ficients dans un espace de grande dimension en les recopiant, de sorte que les groupes dé-
finis par les voisinages deviennent des groupes indépendants comme pour le group-lasso.

Définition 5.3 (Operateur d’expansion)
Soitα ∈CN . Soit E :CN →CN×N un opérateur d’expansion tel que

α= (α1, . . . ,αN ) 7→
(
√

w (1)
1 α1, . . . ,

√
w (1)

N αN , . . . ,
√

w (N )
1 α1, . . . ,

√
w (N )

N αN ) ,

avec w ( j )
i ≥ 0 et

∑
j w ( j )

i = 1 pour tout i .

Les conditions choisies sur les poids nous permettent d’assurer le fait que E est une isomé-
trie.

On note par la suite E la matrice N 2 ×N associée à E . Si l’on peut revenir dans l’espace
original à l’aide de l’opérateur ET , on utilisera par la suite l’inverse à gauche suivant :

D : CN×N →CN

z = (z1
1 , . . . , z1

N , . . . , zN
1 , . . . , zN

N ) 7→ x

tel que ∀k, xk = 1√√
w (k)

k

zk
k , (5.4)

DE = I et ED est une projection oblique bi-orthogonale. On peut alors re-définir le WG-
Lasso comme
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Sλ = D◦proxλ‖·‖2,1
◦E ,

où l’on retrouve l’opérateur de proximité du group-lasso. L’itération principale de l’algo-
rithme de seuillage itératif se récrit alors

z(k) = ED prox λ
γ ‖.‖2,1

(
z̃(k−1)

)
αk = Dzk

avec z̃(k−1) = z(k−1) + E

γ
Φ∗(y−ΦET z(k−1))

qui peut être vu comme un pas de descente proximale suivi d’une projection oblique.
Cette remarque permet de définir un nouvel opérateur utilisant l’inverse à gauche ET au

lieu de D. On obtient alors un nouvel opérateur orth-WG-Lasso :

Sλ(α) :CN →CN

α 7→α ,

où pour tout k ,

αk =αk

∑
j

w ( j )
k

1− λ√ ∑
j ′∈N ( j )

w ( j )
j ′ |α j ′ |2


+

. (5.5)

L’algorithme 7 peut alors être vu comme la composition d’une descente proximale clas-
sique suivie d’une projection orthogonale

z(k) = EET prox λ
γ ‖.‖∗

(
z̃(k−1)

)
(5.6)

αk = ET zk

où z̃(k−1) = z(k−1) + E

γ
Φ∗(y−ΦET z(k−1)) .

L’avantage d’un tel opérateur est donc d’assurer la convergence de l’algorithme vers un
point fixe en appliquant [Com04, théorème 6.3 et corollaire 6.5].

5.3. Différents opérateurs de seuillage

Dans cette section, on résume les différents opérateurs de seuillage (avec ou sans voi-
sinage) les plus fréquemment utilisés, en particulier dans le chapitre 6 suivant dédié aux
applications. On présente les opérateurs coordonnée par coordonnée k, où la double in-
dexation k = (g ,m) est utilisée pour les pénalités de type Group-Lasso, avec g représentant
l’indice des groupes et m l’indice des coefficients dans un groupe.
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Lasso/Seuillage doux

SL(αk ;λ) =αk

(
1− λ

|αk |
)+

(5.7)

Empirical Wiener/Seuillage NonNegative Garotte

SEW (αk ) =αk

(
1− λ2

|αk |2
)+

(5.8)

Group-Lasso

SGL(αg m) =αg m

1− λ√∑
m
|αg ,m |2


+

(5.9)

Group Empirical Wiener/ NonNegative Garotte

SGEW (αg m) =αg m

1− λ2∑
m
|αg ,m |2

+

(5.10)

Windowed Group-Lasso

SW GL(αk ) =αk

1− λ√ ∑
k ′∈N (k)

|αk ′ |2


+

(5.11)

Persistent Empirical Wiener

SPEW (αk ) =αk

1− λ2∑
k ′∈N (k)

|αk ′ |2


+

(5.12)

orthogonal Windowed Group-Lasso

SOW GL(αk ) =αk

∑
k ′∈N (k)

1− λ√ ∑
k ′′∈N (k ′)

|αk ′′ |2


+

(5.13)

orthogonal Persistent Empirical Wiener

SOPEW (αk ) =αk

∑
k ′∈N (k)

1− λ2∑
k ′′∈N (k ′)

|αk ′′ |2


+

(5.14)
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J’ai choisi de me concentrer sur deux classes d’applications auxquelles j’ai contribué
pendant mes années de recherche au L2S : le problème de restauration des signaux au-
dio (le débruitage et la désaturation) que je présente dans la première section, et la locali-
sation de source magnéto-électroencéphalographique (M/EEG) présentée dans la section
suivante. Mes contributions en séparation de sources, qui mériteraient un chapitre entier,
sont volontairement omises dans la mesure où elles sont, pour la plupart, présentées de
façon précise dans le manuscript de thèse de Fangchen Feng [Fen17].

Ce chapitre présente deux classes d’application auxquelles j’ai contribué pendant mes
années de recherche au L2S : les applications liées aux signaux audio et la localisation de
source magnéto-électroencéphalographique (M/EEG). Pour les signaux audio, j’ai choisi
de présenter les résultats obtenus en débruitage et en dé-saturation, principalement lors
de mes collaborations avec Monika Dörfler et Kai Siedenburg [KSD13 ; SKD14]. Les résul-
tats obtenus sur le problème de localisation de sources M/EEG ont été obtenus lors mes
collaborations avec Alexandre Gramfort [GK09 ; Gra+11a ; Str+11 ; GKH12 ; Gra+13]. Lors
de ma délégation INRIA dans l’équipe Parietal, j’ai regardé avec Alexandre Gramfort la prise
en compte de bruit coloré pour la localisation de sources M/EEG. Des premiers résultats
non montrés ici ont été publiés dans [KG15a].

Contributions principales :
1. Résultats sur le débruitage et la dé-saturation en restauration audio [KSD13], [SKD14].

2. Résultats sur la localisation de sources M/EEG [GKH12 ; Gra+13].

Collaborations et projets associés : Les travaux sur la restauration audio font suite à la
collaboration avec Monika Dörfler et Kai Siedenburg sur la parcimonie sociale. Les contri-
butions en localisation de sources sont issues d’une longue collaboration avec Alexandre
Gramfort débuté lorsqu’on était chacun en thèse. Elles ont toutes deux profité du projet
MAORI dont j’étais coordinateur.

Références personnelles citées dans ce chapitre :
• [SKD14] illustre les opérateurs de type WG-Lasso sur le problème de débruitage.
• [SKD14] est consacré au problème de dé-saturation audio.
• [GKH12] étudie l’emploi des normes mixtes pour la localisation de source M/EEG,

tandis que [Gra+13] introduit la synthèse temps-fréquence pour ce même problème.
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• [GK09 ; Gra+11a ; Str+11] sont des articles de conférences reprenant les deux idées
principales introduits précédemment.

6.1. Signaux audio

Les résultats sur le débruitage permettent d’évaluer la pertinence de différents opéra-
teurs de seuillage. Le lien avec les approches historiques de type soustraction spectrale est
souligné. Je me limite ici au bruit blanc Gaussien. L’extension aux bruits colorés dans les
approches par seuillage simple est directe, et fait l’objet d’un sujet de travaux pratiques
dans un cours sur la restauration des signaux audio dans le master ATSI (TP "De-Hissing").

L’application de désaturation présentée ensuite peut se formuler comme un problème
inverse linéaire, pour lequel les opérateurs de seuillage qui ne sont pas associés à une pé-
nalité convexe obtiennent d’excellents résultats, les seconds échouant sur cette tache. Les
résultats obtenus ont permis d’améliorer l’état de l’art de plusieurs dB en terme de SNR.

6.1.1. Débruitage
Le débruitage de signal peut-être considéré commele problème inverse le plus simple. Il

s’écrit :
y = x+e =Φα+e ,

où e est supposé Gaussien de densité spectrale E( f ). Si l’on considère le problème dans le
domaine transformé de Gabor à l’analyse, on a :

Y (t , f ) = X (t , f )+E( f ) .

En supposant E et X indépendants, on a

E
[|Y (t , f )|2]= E

[|X (t , f )|2]+E
[|N ( f )|2] .

La densité spectrale du bruit, qu’on notera E
[|N ( f )|2] = σ2

f , peut être estimée par la mé-

thode de Welsh [Wel67]. On obtient l’estimateur par soustraction spectrale :

X (t , f ) = Y (t , f )

(
1−

λ2σ2
f

|Y (t , f )|2
)1/2

,

estimateur qui se généralise par [GRC02] ,

X (t , f ) = Y (t , f )

(
1− (λσ f )γ

|Y (t , f )|γ
)β

, (6.1)

avec comme choix courant γ= 2 et β= 1, ce qui revient au seuillage de type Empirical Wie-
ner présenté dans les sections 5.1.1 et 5.3. Les choix γ = 1 et β = 1 reviennent au seuillage
doux.

Nous avons comparé les différents opérateurs de seuillage ainsi que l’approche par
seuillage itératif pour le débruitage d’un bruit blanc. Le signal choisi est un extrait de quin-
tet de Jazz comportant batterie, basse, piano, saxophone et trompette. Le WG-Lasso est
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utilisé avec un voisinage de 4 coefficients avant et après le coefficient central d’intérêt. On
compare les résultats à l’algorithme de Block-Thresholding [YMB08]. La figure 6.1 donne
les résultats de l’algorithme IST (cf. chapitre 3 algorithme 1 et les divers opérateurs). La fi-
gure 6.2 compare les résultats pour les seuillages Lasso, WG-Lasso, Empirical Wiener (EW)
et Persistent Empirical Wiener (PEW) avec et sans itération pour un SNR d’entrée de 10 dB.
On remarque que pour ce problème en particulier, il vaut mieux faire du simple seuillage,
sans itération. L’avantage du seuillage simple dans un dictionnaire temps-fréquence, est sa
généralisation directe au débruitage d’un bruit Gaussien coloré : il suffit de jouer sur une
pondération du seuil en fonction de la densité spectrale comme le montre l’équation (6.1).
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FIGURE 6.1. – SNR vs hyperparameter λ pour IST et six operateurs de seuillage :
Lasso, WG-Lasso, orth-WG-Lasso, cvx-WG-Lasso, latent-G-Lasso and Block-
Thresholding sur un extrait de 6 sec d’un signal audio contenant de la batte-
rie, de la basse, du piano, du saxophone et de la trompette.

FIGURE 6.2. – Seuillage simple (gauche) dans un dictionnaire de Gabor vs Approche itéra-
tive (droite). SNR vs hyperparamètres λ pour quatre opérateurs (Lasso, WG-
Lasso, EW and PEW).
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6.1.2. Dé-saturation
Le problème de dé-saturation audio a été présenté comme un cas particulier d’inpain-

ting audio dans [Adl+12], et peut se formuler comme le problème suivant :

α̂= argmin
α

‖α‖0 s.t. ‖yr −MrΦα‖2
2 ≤ ε . (6.2)

Ici, yr sont les échantillons non saturés du signal observé. La matrice Mr est une
sous-matrice de l’identité qui permet de sélectionner les échantillons non clippés.
Dans [Adl+12], le problème de minimisation (6.2) est résolu en appliquant un Matching
Pursuit Orthogonal qui est ensuite projeté sur les contraintes.

On propose de re-formuler le problème sous forme non contrainte afin d’utiliser l’algo-
rithme IST. De façon analogue à la matrice Mr , on note Mc la matrice qui sélectionne les
coefficients clippés. On note ainsi θcl i p le vecteur des échantillons clippés qui prennent
tous la même valeur ±θcl i p suivant le signe de l’échantillon original dans y. On souhaite
alors résoudre le problème d’optimisation suivant

argmin
α

1

2
‖yr −MrΦα‖2

2 +
1

2
[θcl i p −McΦα]2

++λP (α) , (6.3)

avec
[θcl i p −x]2

+ = ∑
k:θ

cl i p
k >0

(θcl i p
k −xk )2

++ ∑
k:θ

cl i p
k <0

(−θcl i p
k +xk )2

+ .

Ainsi, la pénalité 1
2 [θcl i p − MΦα]2+ force les échantillons restaurés à prendre une valeur

au-dessus du seuil de saturation. Cette fonction fait bien apparaitre une partie Lipschitz
différentiable et une pénalité (possiblement non convexe), nous permettant d’appliquer
l’algorithme IST.

La figure 6.3 présente les résultats obtenus en dé-saturation. On représente l’améliora-
tion obtenue sur SNR par rapport au SNR du signal saturé en fonction du niveau de satu-
ration. Les résultats ont été moyennés sur dix signaux différents. Pour cette application, les
opérateurs de type EW ou PEW permettent une très bonne estimation du signal original,
tandis que les opérateurs de seuillage classique échouent totalement.

6.2. Localisation de sources M/EEG

Après une brève description du problème direct, pour introduire les notations habi-
tuellement utilisées en M/EEG, et de l’approche synthèse dans un dictionnaire temps-
fréquence, je présente la fonctionnelle utilisée basée sur la pénalité Hi-Lasso [JAB11 ;
Spr+11]. Les performances sont illustrées sur des simulations avant d’être validées sur des
signaux réels lors d’une stimulation du système auditif.

6.2.1. Modèle direct et problème inverse
Le problème de localisation de sources M/EEG peut se formuler comme

M = GX+E , (6.4)
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FIGURE 6.3. – SNRmi ss moyen pour 10 signaux de parole (gauche) et de musique (droite)
pour différents niveaux de saturation et divers opérateurs de seuillage. Les
voisinages sont de 3 (pour la parole) et 7 coefficients (pour la musique) selon
l’axe temporel.

avec
• M ∈RMT les mesures des signaux M/EEG sur le scalp.
• X ∈RN T les sources neuronales.
• G ∈ RM N la matrice de gain, qui modélise la propagation du champ électro-

magnétique du cortex cérébrale jusqu’au scalp. Cette matrice est connue.
• E ∈RMT est un bruit additif supposé blanc et gaussien.

On considère ici l’approche synthèse dans un dictionnaire temps-fréquence

M = GX+E = GZΦ∗+E , (6.5)

où Φ∗ ∈ CK×T est un dictionnaire de K atomes de Gabor, Z ∈ CP×K sont les coefficients de
synthèse. Le problème (6.5) peut s’optimiser de la façon suivante :

Z? = argmin
Z

1

2
‖M−GZΦ∗‖2

Fro +λΩ(Z) , λ> 0 . (6.6)

Lorsque Ω(Z) = ‖Z‖1, le problème (6.6) est équivalent au problème du BPDN. Ce choix
correspond au modèle MCE (Minimum Current Estimate) et souffre d’une inconsistance
des sources actives au cours du temps. Les approches de type Group-Lasso avec une péna-
lité `21 ont été proposées dans [OHG09] puis [GKH12]. Cependant, les séries temporelles
obtenues sont bruitées, la parcimonie s’exprimant seulement à travers les sources sélec-
tionnées. Afin de retrouver une structure parcimonieuse aussi sur les lignes de Z, et non
seulement sur les colonnes, nous avons utilisé une pénalité de type Hi-Lasso :

λΩ(Z) =λspace‖Z‖21 +λtime‖Z‖1 , λspace > 0,λtime > 0 . (6.7)

La figure 6.4 illustre les différents types de parcimonie obtenus selon le choix deΩ.
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FIGURE 6.4. – Motifs de parcimonie favorisée par les différents priors. Le rouge indique les
coefficients non nuls. Pénalité `2 : aucun coefficient à zéro. Pénalité `1 : zéros
diffus et non structurés. Pénalité `21 : structure de bloc en ligne. Pénalité `21+
`1 : structure par blocs avec une parcimonie intra-ligne.

6.2.2. Résultats

6.2.2.1. Simulations

On compare sur la figure 6.5 les différentes approches sur une configuration réaliste de
type EEG avec un modèle de tête sphérique et 60 électrodes placées selon le système inter-
national 10-5.

6.2.2.2. Signaux réels

La figure 6.6 montre le modèle de tête et la reconstruction obtenue avec la norme mixte
`21 et l’approche temps-fréquence avec le Hi-Laso sur un enregistrement EEG. L’approche
par synthèse temps-fréquence permet de séparer les composantes à haute fréquence.

La figure 6.7 montre quand à elle les résultats sur des signaux combinés MEG et EEG
lors d’une stimulation du système auditif gauche. L’approche temps-fréquence proposée
permet de trouver deux régions du cerveau active dans le cortex auditif.
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(a) X ground truth (b) M noiseless (c) M noisy (SNR=6dB)

(d) X`1 (e) M?
`1

= GX?
`21

(f) X?
`1

non-zeros

(g) X?
`21

(h) M?
`21

= GX?
`21

(i) X?
`21

non-zeros

(j) X?
TF `21+`1

(k) M?
TF `21+`1

(`) Z?
`21+`1

non-zeros

(m) X?
TF `21+`1

(NB) (n) M?
TF `21+`1

(NB) (o) Z?
`21+`1

non-zeros (NB)

Fig. 4. Simulations results with SNR = 6 dB. (a) A simulated source activations.
(b) Noiseless simulated measurements. (c) Simulated measurements corrupted by
noise. (d-e-f) Estimation with `1 prior. (g-h-i) Estimation with `21 prior [10]. (j-k-l)
Estimation with composite TF prior. (f-i-l) show the sparsity patterns obtained by
the 3 di↵erent priors as explained in Fig. 2. Result (j) shows how the composite TF
prior improves over (d) and (g). (l) presents also a higher level of sparsity compared
to (f) and (i).

software (http://martinos.org/mne/). In this MEG/EEG experiment, checker-
board patterns were presented into the left and right visual field, interspersed
by tones to the left or right ear. The interval between the stimuli was 750 ms.
Occasionally a smiley face was presented at the center of the visual field. The
subject was asked to press a key with the right index finger as soon as pos-

16

FIGURE 6.5. – Résultats de simulations avec un SN R = 6 dB . (a) Activation des sources.
(b) Mesures non bruités. (c) Mesures bruitées. (d-e-f) Estimation avec `1. (g-
h-i) Estimation avec `21 [OHG09]. (j-k-`) Estimation avec un prior temps-
fréquence composite. (f-i-`) Cartes d’activation obtenues pour les trois priors
différents, comme expliqué sur la figure 6.4. Les résultats en (j) montrent
comment le prior temps-fréquence composite améliore (d) et (g) ; (`) pré-
sente aussi un plus grand niveau de parcimonie par rapport à (f) et (i).
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FIGURE 6.6. – Résultats avec une matrice de
Gain EEG réelle (SNR=3dB).
Les 4 dipôles sont codés en
couleur. Les points magenta
montrent la grille 3D des
sources. Les points foncés
montrent la localisation des
capteurs EEG. Contraitement
au `21 +`1 temps-fréquence, le
`21 n’arrive pas à retrouver le
décours temporel des dipôles
verts profonds.

63



6. Applications awaken

0 50 100 150 200 250
time (ms)

200

150

100

50

0

50

100

150

200

250
d
a
ta

 (
fT

/c
m

)
 

(a) MEG data (Gradiometers only)

0 50 100 150 200 250
time (ms)

200

150

100

50

0

50

100

150

200

250

d
a
ta

 (
fT

/c
m

)

 

(b) GX?TF-MxNE (explained data)
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(e) Source locations in bilateral auditory cor-
tices

FIGURE 6.7. – Résultats obtenus avec l’ap-
proche temps-fréquence
et Hi-Lasso, et l’approche
norme mixte simple pour
une stimulation du système
auditif de l’oreille gauche
avec des données MEG/EEF
non filtrés. G ∈ R364×22494.
On retrouve deux régions
actives dans le cerveau sur
le cortex auditif. L’approche
temps-fréquence trouve des
décours temporels doux et
des zéros durant la ligne de
base.64



7. To be continued. . .

Les travaux présentés dans ce manuscrit sont concentrés sur mes apports méthodo-
logiques pour les méthodes parcimonieuses du point de vue de l’approche synthèse’, en
considérant d’une part les aspects probabilistes sous l’angle Bayesien et d’autre part l’op-
timisation d’une fonction de coût. Les algorithmes proposés reposent sur un algorithme
général de seuillage itératif simple à mettre en oeuvre. J’ai voulu replacer ces travaux dans
le contexte très large des approches parcimonieuses pour les problèmes inverses. Malgré la
confusion parfois existante dans la littérature, je me suis attaché à différencier la résolution
d’un problème inverse à l’aide de la parcimonie de l’application d’échantillonnage com-
pressée. Cette dernière approche est, de mon point vue, avant tout un problème d’échan-
tillonnage pour lequel la parcimonie permet de s’affranchir du critère de Shannon.

Pour les années à venir, mon projet de recherche s’appuie sur l’approche que j’ai adop-
tée pour mener mes travaux jusqu’à présent, à savoir l’articulation autour des trois axes
modélisation, études mathématiques et mise en oeuvre sur des problèmes concrets.

7.1. Optimisation, problèmes inverses et approches
Bayesiennes

Le choix des approches variationnelles demande une étude théorique des algorithmes
permettant de minimiser efficacement une fonctionnelle, qu’elle soit convexe ou non, dif-
férentiable ou non. L’étude des algorithmes de seuillage itératif à l’aide d’une fonction
de seuillage quelconque offre un cadre simple et général pour traiter les problèmes in-
verses avec a priori de parcimonie. Plusieurs questions restent cependant en suspend : le
choix des opérateurs est souvent dicté par l’intuition et/ou un compromis efficacité algo-
rithmique et pratique. Cependant, si le choix du niveau de seuillage est souvent discuté
(approches SURE, mini-max, etc.), la justification théorique du choix de l’opérateur de
seuillage est rarement étudiée.

Afin de discuter du choix des paramètres au sens large (niveau de seuillage, opérateur,
etc.), ou de l’analyse d’un modèle, on peut distinguer :

• les approches de type analyse harmonique, où l’estimation se place dans le cadre
d’hypothèses sur les régularités des fonctions (type espace de Besov), qui permettent
de justifier les approches de type mini-max ;

• les résultats d’identification d’un signal parcimonieux selon la structure du diction-
naire ;
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• les approches de type Stein Unbiased Risk Estimator (SURE) et leur généralisation
aux problèmes inverses (GSURE) ;

• les modèles Bayesiens, où le choix d’un a priori adéquat permet l’obtention d’une
estimation totalement non supervisé, souvent au prix d’un certain coût de calcul.

Le lien entre les approches de type optimisation et Bayesienne a été discuté dans le cha-
pitre d’introduction 1. Cependant, le cadre probabiliste utilisé dans les approches Baye-
siennes apporte aussi un éclairage sur les algorithmes de seuillage, comme montré au
chapitre 4 avec le modèle Bernoulli-Gaussien. L’extension de l’algorithme 5 de type IST
présenté au chapitre 4 aux problèmes inverses est une piste privilégiée pour mes travaux
futurs. Dans le même temps, il me semble intéressant d’étudier dans quelle mesure un
modèle Bayesien permet d’analyser les performances d’une approches par optimisation,
dans le même esprit que l’étude du seuillage dur dans le cadre Bernoulli-Gaussien. Enfin,
l’existence d’une pénalité associée à un estimateur MMSE étant montrée dans [GM13], je
souhaiterais voir dans quelle mesure une telle pénalité peut être effectivement construite,
toujours dans le cadre d’un problème inverse général.

7.2. Apprentissage de dictionnaire par LRTFS

La seconde piste que je souhaite explorer rapidement est l’apprentissage de dictionnaire
dans le contexte de synthèse temps-fréquence à faible rang développée avec Cédric Fé-
votte et présentée au chapitre 4. En effet, la matrice W peut-être vue comme une matrice
de dictionnaire dans le cadre NMF. L’idée est donc d’apprendre une telle matrice sur une
base de signaux (par exemple, une base de signaux de piano), afin de s’adapter au mieux
aux motifs temps-fréquence associés. L’apprentissage de dictionnaire a largement été étu-
dié pour les problèmes inverses, essentiellement en image (avec, par exemple, l’approche
k-svd [AEB06] ou bien encore les approches en ligne [Mai+09]). Cependant, une telle ap-
proche pour les signaux audio a toujours butté sur la taille des signaux rencontrés (44100
échantillons pour une seconde de signal en haute fidélité). La matrice W dans le modèle
LRTFS peut-être de taille fixe, dépendant de la précision du dictionnaire envisagée. Si l’on
reprend l’exemple du piano, on souhaiterait idéalement apprendre un W contenant k mo-
tifs de bases (k motifs par touche de piano).

Clément Laroche a commencé l’exploration d’une telle approche pour les signaux de
batterie pendant de sa thèse. Alors que ces signaux "large bande" semblent plus difficiles à
représenter dans les dictionnaires de Gabor que des signaux "harmoniques", les résultats
obtenus sur l’application de séparation de sources harmoniques/percussives à l’aide d’une
variante de la NMF sont très encourageants.

7.3. Applications aux signaux audios

Les signaux audio sont au coeur de beaucoup d’applications, en particulier depuis l’em-
mergence de la communauté MIR (Music Information Retrieval) ces dernières années.
Dans ce contexte, les problèmes inverses les plus évidents sont la restauration des signaux
audio et la séparation de sources.
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La séparation de sources audio, dans le cas le plus général, est un problème convolutif
et sous-déterminé. Cela implique de réussir à déconvoluer les signaux en plus de les sé-
parer, sans connaître le système de mélange (cas aveugle). Ces travaux se placent dans la
continuité de la thèse de Fangchen Feng, qui a permis d’explorer très largement différentes
approches, essentiellement en bande étroite. L’extension aux modèles en bande large reste
totalement ouverte.

Un autre aspect des applications aux signaux audio que je souhaite explorer est l’utilisa-
tion dans un cadre "légiste" (forensic). J’ai eu l’occasion de discuter avec le groupe audio de
la police scientifique à Écully. Ils exploitent aujourd’hui les données avec les logiciels clas-
siques de traitement audio. La discussion a permis de mettre en lumière des problèmes
concrets, comme la mise en place de protocoles d’écoutes afin de minimiser les effet de
réverbérations et de bruit. De même, les problèmes de débruitage rencontrés lors d’enre-
gistrement en environnement non controlé sortent largement du cadre du bruit Gaussien
(même coloré), voire du modèle de bruit stationnaire.

7.4. Applications aux signaux M/EEG et neuroimagerie

Mon intérêt pour cette deuxième application s’inscrit dans la poursuite de ma collabo-
ration avec Alexandre Gramfort, spécialiste de l’analyse de données M/EEG, et permet une
complémentarité idéale pour attaquer ces problèmes inverses. En effet, l’analyse explora-
toire de réseaux fonctionnels implique un changement radical dans l’analyse des données
M/EEG. Le travail se fait sur données brutes et non-moyennées, avec des techniques d’ana-
lyse spectrale, ce qui pose des problèmes méthodologiques de quantification et de contrôle
statistique des interactions, mais aussi des problèmes pratiques lié au volume de données
à traiter.

Au-delà des signaux M/EEG, je souhaiterais étendre mon champ d’application à la
neuro-imagerie de manière générale, et développer la collaboration avec l’équipe PARIE-
TAL de Neurospin débutée lors de ma demi-délégation INRIA.

7.5. Déconvolution aveugle des données PFS

Ma collaboration avec Frédéric Schmidt du laboratoire GEOPS a pour but de développer
des outils pour la calibration et l’analyse des données PFS (Planetary Fourier Spectrometer)
à bord de Mars Express. Les spectres enregistrés sont en effet corrompus par les vibrations
mécaniques de la sonde. Plus précisément, les interférogrammes dépendent d’une modu-
lation qui correspond aux déviations de la configuration réelle de l’instrument par rapport
au système optique idéal. Les données PFS ont été peu exploitées en raison du problème
des micro-vibrations. Les travaux les plus récents basés sur une simulation numérique de
l’instrument montre que les effets sont réduits par un moyennage des spectres. Cependant,
cette opération réduit considérablement la résolution spatio-temporelle des données et li-
mite la compréhension des phénomènes dûs au méthane.

Outre les approches par déconvolution aveugle existante, l’exploitation de toutes les
données ouvre un certain nombre de pistes originales. Par exemple, il existe des mesures
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de calibrage : l’instrument pointe alors vers l’espace. Si ces mesures peuvent être considé-
rées comme stationnaire, elles pourraient être utilisées pour aider l’estimation du noyau
de convolution. De plus, les mesures sont faites de manière quasi-continue autour de la
planète. L’évolution douce de toutes ces mesures devrait permettre l’amélioration de l’es-
timation du noyau de convolution.
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8. Résumé

Matthieu Kowalski Maître de conférences U-PSUD

Né le 11 mai 1981
Nationalité française
PACSÉ, 1 enfant

Laboratoire des Signaux et Systèmes (L2S)
UMR 8506 SUPELEC-CNRS-Univ Paris-Sud
3, rue Joliot-Curie
91192 Gif-sur-Yvette Cedex, France
Tél : +33 (0)1 69 85 17 47
Fax : +33 (0)1 69 85 17 65
Email : matthieu.kowalski@u-psud.fr
www.l2s.supelec.fr/perso/kowalski

8.1. Synthèse des activités

Recherche Problèmes Inverses

Thèmes principaux Décompositions parcimonieuses, Optimisation

Production 12 articles de revues internationales
1 article de revue nationale invité
25 articles de conférences internationales
12 articles de conférences nationales

Indices bibliométriques h-index : 14, i10-index : 17 (source : google scholar)

Enseignement Traitement du signal et Informatique

Niveau master Représentations parcimonieuses et applications, Multimédia,
Traitement du signal

Niveau licence Traitement du signal, Algorithmique et Langage C, Probabilités
et Statistiques
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8. Résumé

Établissements Université Paris-Sud, Université de Provence, École Centrale
Marseille

Resp. scientifiques Principales responsabilités liées aux activités scientifiques

Laboratoire membre votant du conseil de laboratoire

Projet IMPULSE Responsable du Projet Inverse problems in Music Source sePa-
ration Using expert knowLEdge, financé par le CNRS (projet
PICS)

Projet SESAM Responsable du Projet Savoir Expert pour les Signaux Audio de
Musique, financé par Digiteo

Projet MAORI Responsable du projet MAthématiques de l’Optimisation pouR
l’Imagerie (MAORI), financé par le Programme Gaspard Monge
pour l’Optimisation.

Comités de pilotage de SPARS (membre élu)

Comité organisation 1er et 2sd workshop sur l’optimisation pour le traitement des
images et du signal (IHP 2015 ; Polytechnique 2013) ; confé-
rence SAMPTA 2009 (Marseille – comité local)

8.2. Titres universitaires

2009 Qualification aux fonctions de maître de conférences
Sections 26 et 61 du Conseil National des Universités

2008 Doctorat en mathématiques appliquées
Université de Provence – mention très honorable

Titre Approximation des signaux : approches variationnelles et mo-
dèles aléatoires

Jury

Président : Stéphane Canu (PdU, INSA Rouen)
Rapporteurs : Emmanuel Bacry (CR CNRS, Polytechnique)

Pierre Vandergheynst (Prof., EPFL)
Examinateurs : Rémi Gribonval (CR INRIA, IRISA)

Liva Ralaivola (MdC, Université de Provence)
Directeur de thèse : Bruno Torrésani (PdU, Université de Provence)

Mots-clés Approximation parcimonieuse – Seuillage structuré – Normes
mixtes – modèles hybrides aléatoires

2005 Diplôme d’ingénieur en génie informatique
Université de Technologie de Compiègne
Master MVA (Mathématiques Vision Apprentissage) (Mention
très bien)
ENS Cachan
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8. Résumé

8.3. Parcours

2014 – 2016 Délégation INRIA (mi-temps) dans l’équipe Parietal.

Depuis 2009 Maître de conférences (61e section)
Université Paris-Sud– L2S (UMR 8506)

2008–2009 Attaché temporaire d’enseignement et de recherche (26e

section)
Université de provence – LATP (UMR CNRS 7353) (temps-
plein)

2005–2008 Doctorant à L’Université de Provence (maintenant Aix-
Marseille Université) – Laboratoire d’Analyse Topologie Proba-
bilité (LATP – UMR CNRS 7353)
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9. Activités d’enseignement

9.1. Description des interventions principales

9.1.1. Traitement du Signal
Cours spécialisé en Représentations parcimonieuses et applications du M2R ATSI (Auto-

matique, Traitement du Signal et des Images). Cours de traitement du signal pour le M2
Acoustique. Responsable de la partie “Signal” du cours Signaux et Systèmes Linéaires en
L3-IST (Information, Systèmes et Technologie). C’est un cours de traitement du signal dé-
terministe classique, qui introduit les représentations de Fourier, le filtrage et le théorème
d’échantillonnage.

9.1.2. Algorithmique/C
Ancien responsable du cours d’algorithmique/C en L3-IST et en tronc commun de la

3ème année de la formation Polytech’ Paris-Sud. Ce cours est un rappel/introduction de
l’algorithmique et du langage C a un publique très hétérogène (étudiants venant de CPGE,
de la formation préparatoire Polytech, divers DUT etc.).

9.1.3. Probabilité/Statistiques
Responsable du cours de Probabilités en L3-IST à l’université Paris-Sud. Chargé de TD

en 1ère année d’école d’ingénieur Centrale Marseille (ECM) et en L2-MASS (Mathéma-
tiques Appliquées aux Sciences Sociales). En L2-MASS, j’ai aussi assuré les cours d’atelier
Statistique. En L3-MASS j’ai assuré le cours de statistique avec le logiciel R.

9.2. Tableau récapitulatif

Le détail des principales activités est présenté dans le tableau et les descriptifs ci-après,
auxquels s’ajoute les charges pédagogiques de jury ou d’encadrement obligatoires. Tous les
documents produits (polys de cours, planche de TD, TP etc.) sont disponibles sur ma page
web.
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9. Activités d’enseignement

Enseignement Niveau Période Cours/an TD/an TP/an H éq. TD/an

Univ Paris-Sud

Ondelettes et parcimonie M2 2009/2010 → 12 18
Traitement du signal M2 2017/2018 → 15 15 37.5
Multimédia M2 2009/2010 → 2011/2012 9 6 19.5
Traitement du Signal M2 2009/2010 → 2011/2012 9 6 19.5
Signaux et Systèmes Linéaire L3 2010/2011 → 16 24
Probabilités L3 2012/2013 → 16 16 8 48
Algorithmique et Langage C L3 2009/2010 → 12 10 18 46
Projets C L3 2009/2010 → 16 16
Informatique L3 2013/2014 → 14 36 57
Travaux d’étude et de recherche L3 2012/2013 → 10 10

AMU
Traitement du signal M1 2008/2009 24 24
Processus Stochastiques M1 2008/2009 20 20
Statistiques sous R L3 2008/2009 12 36 54
Statistique L2 2008 /2009 24 24
Atelier statistique L2 2008/2009 6 18 27
Statistiques descriptives L2 2008/2009 10 15 30
Probabilités/Statistiques L2 2008/2009 36 36

ECM Probabilités L3 2005/2006 → 2007/2008 24 36 60
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10. Activités
scientifiques

10.1. Comités

10.1.1. Comités de pilotage et d’organisation

Depuis 2013 Membre Élu du comité de pilotage de SPARS Signal Processing
with Adaptive Sparse Structured Representations. Membres ac-
tuels : Bubacarr Bah, Volkan Cevher, Maryam Fazel, Cédric Fé-
votte, Mario Figueiredo (Chair), Laurent Jacques, Nick King-
sbury, Matthieu Kowalski, Gitta Kutyniok, Gabriel Peyré, Mark
Plumbley, Yves Wiaux.

2015 Responsable de l’organisation du second Workshop on Opti-
mization for Image and Signal Processing http://www.lss.
supelec.fr/MaoriWorkshop/

2013 Responsable de l’organisation du premier Workshop on Opti-
mization for Image and Signal Processing http://www.lss.
supelec.fr/MaoriWorkshop/2013

2009 Membre du comité local d’organisation de la conférence
SAMPTA à Marseille (http://www.latp.univ-mrs.fr/
SAMPTA09/)

10.1.2. Comités de sélection
2015 Membre du comité de sélection pour le poste de maître de

conférence à l’univ Paris-Sud (Poste 61MCF1521)

2011 Membre du comité de sélection pour le poste de maître de
conférence à l’IUT de Caen (Poste 61MCF0610)

10.1.3. Jurys de thèse
2017 Examinateur dans le jury de thèse de Simon Leglaive. Titre de

la thèse : Modèles de mélange pour la séparation multicanale de
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10. Activités scientifiques

sources sonores en milieu réverbérant. Membres du jury : Cé-
dric Févotte (rapporteur) ; Laurent Girin (rapporteur) ; Nancy
Berty (examinatrice) ; Sharon Gannot (examinateur) ; Matthieu
Kowalski (examinateur) ; Roland Badeau (directeur de thèse) ;
Gaël Richard (directeur de thèse). Université : Toulouse

2017 Examinateur dans le jury de thèse de Facundo Costa. Titre de
la thèse : Bayesian M/EEG Source Localization with possible
Joint Skull Conductivity Estimation. Membres du jury : David
Brie (rapporteur) ; Laurent Albera (rapporteur) ; André Ferrari
(président) ; Matthieu Kowalski (examinateur) ; Thomas Ober-
lin (examinateur) ; Jean-Yves Tourneret (directeur de thèse) ;
Hadj Batatia (co-directeur de thèse). Université : Toulouse

2013 Examinateur dans le jury de thèse de Thomas Peel. Titre de
la thèse : Algorithmes de poursuite stochastiques et inégalités
de concentration empiriques pour l’apprentissage statistique.
Membres du jury : Francois Denis (président) ; Laurent Dau-
det (rapporteur) ; Nicolas Vayatis (rapporteur) ; Eric Debreuve
(examinateur) ; Matthieu Kowalski (examinateur) ; Liva Ralai-
vola (directeur) Sandrine Anthoine (co-directeur de thèse).
Université : Aix-Marseille

2013 Examinateur dans le jury de thèse d’Alexis Bénichoux. Titre
de la thèse : Fonctions de coût pour l’estimation des filtres
acoustiques dans les mélanges réverbérants. Membres du jury :
Laurent Daudet (Président, rapporteur) ; Mila Nikolova (rap-
porteur) ; Emmanuel Bacry (examinateur) ; Matthieu Kowalski
(examinateur) ; Rémi Gribonval (directeur de thèse) ; Emma-
nuel Vincent (co-directeur de thèse). Université : Rennes I

2011 Examinateur dans le jury de thèse de Prasad Shudakara Mur-
thy. Titre de la thèse : Sparse Models and Convex Optimisation
for Convolutive Blind Source Separation. Membres du jury :
Jean-Jacques FUCHS (président) ; Mark PLUMBLEY (rappor-
teur) ; Michael ZIBULEVSKY (rapporteur) ; Abdeldjalil AISSA-
EL-BEY (examinateur) ; Matthieu KOWALSKI (examinateur) ;
Rémi GRIBONVAL (directeur de thèse). Université : Rennes I

10.1.4. Projets financés
Responsable des projets suivants :

Depuis 2015 IMPULSE
Inverse problems in Music Source seParation Using expert
knowLEdge

Financement PICS CNRS http://www.cnrs.fr

Montant 15 000¤

88

http://www.cnrs.fr


10. Activités scientifiques

Durée 3 ans

2014 – 2017 SESAM
Savoir Expert pour les Signaux Audio de Musique

Financement Digiteo http://www.digiteo.fr

Montant 102 000¤

Durée 3 ans

2013–2016 MAORI
MAthématique de l’Optimisation pouR l’Imagerie

Financement PGMO Programme Gaspard Monge pour l’Optimisation http:
//www.fondation-hadamard.fr/PGMO

Montant 52 000¤

Durée 3 ans

2010 – 2011 Membre du projets jeune chercheur BISOU
BIStochastic Optimisation for mUltiple kernel learning

Coordination Sandrine Anthoine (CR CNRS, LATP)

Financement Groupe de recherche ISIS

10.1.5. Rayonnement

10.1.5.1. Chercheur invité

2013 Invité par Cédric Févotte à l’Université de Nice (1 semaine)

2012 Invité par Monika Döfler à L’Erwin Schroedinger Institute (Au-
triche) à l’occasion du workshop Modern Methods of Time-
Frequency Analysis II . (3
semaines)

2011 Invité par Monika Dr̈ofler à l’Université de Vienne (Autriche) (1
semaine)

10.1.5.2. Orateur invité

2013 Session orale Optimization methods for inverse problems in si-
gnal processing du workshop BASP frontier (Chair : Jalal Fa-
dili). Titre : Solving mixed-norm estimate for the M/EEG inverse
problem using an active-set strategy and proximal algorithm.
http://baspfrontiers.epfl.ch

2012 Journée du GDR ISIS Avancées récentes en traitement du signal
audio organisée par Valentin Emiya et Cédric Févotte. Titre :
’*-lasso therapy : parcimonie et structures, application à la sé-
paration de sources et au débruitage’. http://gdr-isis.fr/
index.php?page=reunion&idreunion=177
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10. Activités scientifiques

2011 Cours à l’École d’été ERMITES (6ème Ecole Recherche Mul-
timodale d’Information - Techniques & Sciences). http://
glotin.univ-tln.fr/ERMITES11/

2010 Journée du GDR ISIS Apprentissage et Parcimonie organisée
par Rémi Gribonval et Francis Bach. Titre : Parcimonie et struc-
tures pour les décompositions des signaux dans des diction-
naires temps-fréquence http://www.gdr-isis.fr/index.
php?page=compte-rendu&idreunion=116

10.2. Évaluations

10.2.1. Relectures

Évaluation régulière d’articles scientifiques pour les revues et
les conférences suivantes :

Revues IEEE TSP (11 articles), IEEE TALSP (5 articles), Elsevier Signal
Processing (13 articles)

Conférences NIPS, ICASSP, EUSIPCO, ICIP, SAMPTA, DAFX, LVA.

10.2.2. Expertises de projets
Rapport d’expertise pour l’organisme suivant :

ANR Programme « Jeunes chercheuses jeunes chercheurs » CE23
(2017)

ANR Programme « Jeunes chercheuses jeunes chercheurs » SIMI 3
(2013)
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11. Encadrements

11.1. Post-doctoral

2011 Hélène Papadopoulos. Responsable Scientifique lors de son
année d’ATER à l’université Paris-Sud et au L2S. A donné lieu
aux publications des articles [PK13a] et [PK11].

11.2. Doctoral

11.2.1. Thèses soutenues
2014 – 2017 Fangchen Feng.

Sujet Séparation aveugle de source dans le cas sous déterminé : de
l’instantané au convolutif.

Encadrement 100%

Soutenance : le 29 septembre 2017 devant le jury composé de : L. Dau-
det (président), Laurent Girin (rapporteur), Emmanuel Vincent
(rapporteur), Roland Badeau (examinateur), Alexandre Gram-
fort (examinateur)

Articles [FK14a ; FK15c ; FK15a ; FK17] + 1 article soumis à Elsevier Si-
gnal Processing (révisions majeures)

Poste actuel Post-Doc à l’université Paris-Diderot au laboratoire AstroParti-
cule et Cosmologie, avec Éric Chassande-Motin

2014 – 2017 Clément Laroche.

Sujet Séparation aveugle de source dans le cas sous déterminé : de
l’instantané au convolutif.

Encadrement 33%. co-encadrement avec Gaël Richard (HdR) et Hélène Pa-
padopoulos, dans le cadre du projet Digiteo SESAM.

Soutenance : le 16 mai 2017 devant le jury composé de : L. Daudet (pré-
sident), S. Marchand (rapporteur), C. Févotte (rapporteur), A.
Röbel (examinateur), O. Gillet (examinateur)
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11. Encadrements

Articles [Lar+17 ; Lar+16 ; Lar+15a ; Lar+15b] + 1 article soumis à IEEE
TALSP (révisions mineures)

Poste actuel Ingénieur de Recherche chez GN Group (Danemark)

11.2.2. Thèses en cours
2016 – 2019 Adrien Meynard

Sujet synthèse de signaux non-stationnaires large bande.

Encadrement 30%. Co-encadrement avec Bruno Torrésani (Prof. Aix-
Marseille)

2015 – 2018 Alina Meresescu.

Sujet Déconvolution aveugle des spectrometres issu de l’instrument
PFS embarqué à bord de Mars Express.

Encadrement 50%. Co-encadrement avec Frédéric Schmidt (HdR)

Articles [Mer+17] + 1 article soumis à Elsevier Computer & Geoscience
(révisions mineures)

11.3. Master

11.3.1. Master 2
2014 Fangchen Feng (5 mois)

Titre Séparation aveugle de source dans le cas sous déterminé : uti-
lisation de la parcimonie et de l’indépendance.

Formation M2R ATSI de l’université Paris-Sud

Encadrement 100%

2013 Guillaume Mahenc (5 mois)

Titre Optimisation convexe pour la reconstruction de signaux à par-
tir de l’amplitude de leur transformée de Fourier à court terme.

Formation master ATIAM

Encadrement Co-encadrement avec Gaël Richard et Hélène Papadopoulos.

11.3.2. Master 1
2015 Adrien Meynard

Titre Représentations temps-fréquence d’un signal : une approche
variationnelle

Article [KMW16]

Encadrement 100%
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11. Encadrements

2015 Cyril Gaudefroy

Titre Music structure estimation ; : Combining musical dimensions,
scales and segmentation methods

Article [GPK15]

Encadrement 30%. Co-encadrement avec Hélène Papadopoulos.

2013 Fangchen Feng (3 mois)

Titre Séparation de sources audio : mélange convolutif sous-
déterminé

Formation Magistère EEA de l’Univ Paris-Sud

Article [FK14a].

Encadrement 100%

2012 Paul Mondollot (3 mois)

Titre Étude comparatives de débruitage des signaux audios

Formation 2e année de l’École Centrale Lyon (niveau master 1)

Encadrement 100%

2011 Jean Kossaifi (3 mois)

Titre Classification supervisée de données hétérogènes par combi-
naison de noyaux

Formation 2e année de l’ENSIEE (niveau master 1)

Encadrement Co-encadrement à 30% avec Marie Szafranski (MdC, ENSIIE)

11.4. Licence 3

2013 Nicolas Meteye (2 mois)

Titre Reconstruction d’un signal audio : test d’algorithmes sous mat-
lab

Formation 3e année de Licence IST (Paris-Sud)

Encadrement 100%

2012 Xiang Liu et Zhuocheng LI (2 mois)

Titre Évolution de la Toolbox Matlab Underdetermined Reverberant
Source Separation

Formation 3e année de Licence IST (Paris-Sud)

Encadrement 100%
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12. Liste des
publications

Revues internationales avec comité de lecture

[Kow16] Matthieu KOWALSKI. “Proximal algorithm meets a conjugate descent”. In : Pa-
cific journal of optimization 12.3 (2016), p. 669–695.

[KMW16] Matthieu KOWALSKI, Adrien MEYNARD et Hau-Tieng WU. “Convex Optimiza-
tion approach to signals with fast varying instantaneous frequency”. In : Ap-
plied and Computational Harmonic Analysis (2016).

[Sch+14] Frédéric SCHMIDT, Irina SHATALINA, Matthieu KOWALSKI, Nicolas GAC, Bor-
tolino SAGGIN et M GIURANNA. “Toward a numerical deshaker for PFS”. In :
Planetary and Space Science 91 (2014), p. 45–51.

[Bal+13] Peter BALAZS, Monika DOERFLER, Matthieu KOWALSKI et Bruno TORRESANI.
“Adapted and adaptive linear time-frequency representations : a synthesis
point of view”. In : IEEE Signal Processing Magazine 30.6 (2013), p. 20–31.

[Gra+13] Alexandre GRAMFORT, Daniel STROHMEIER, Jens HAUEISEN, Matti S HÄMÄLÄI-
NEN et Matthieu KOWALSKI. “Time-frequency mixed-norm estimates : Sparse
M/EEG imaging with non-stationary source activations”. In : NeuroImage 70
(2013), p. 410–422.

[KSD13] Matthieu KOWALSKI, Kai SIEDENBURG et Monika DÖRFLER. “Social sparsity !
neighborhood systems enrich structured shrinkage operators”. In : IEEE tran-
sactions on signal processing 61.10 (2013), p. 2498–2511.

[PK13b] Hélene PAPADOPOULOS et Matthieu KOWALSKI. “Sparse and structured de-
composition of audio signals on hybrid dictionaries using musical priors”. In :
The Journal of the Acoustical Society of America 134.1 (2013), p. 666–685.

[GKH12] Alexandre GRAMFORT, Matthieu KOWALSKI et Matti HÄMÄLÄINEN. “Mixed-
norm estimates for the M/EEG inverse problem using accelerated gradient
methods”. In : Physics in medicine and biology 57.7 (2012), p. 1937.
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12. Liste des publications

[KVG10] Matthieu KOWALSKI, Emmanuel VINCENT et Rémi GRIBONVAL. “Beyond
the narrowband approximation : Wideband convex methods for under-
determined reverberant audio source separation”. In : IEEE Transactions
on Audio, Speech, and Language Processing 18.7 (2010), p. 1818–1829.

[Kow09] Matthieu KOWALSKI. “Sparse regression using mixed norms”. In : Applied and
Computational Harmonic Analysis 27.3 (2009), p. 303–324.

[KT09d] Matthieu KOWALSKI et Bruno TORRÉSANI. “Sparsity and persistence : mixed
norms provide simple signal models with dependent coefficients”. In : Signal,
image and video processing 3.3 (2009), p. 251–264.

[KT08] Matthieu KOWALSKI et Bruno TORRÉSANI. “Random models for sparse signals
expansion on unions of bases with application to audio signals”. In : IEEE Tran-
sactions on Signal Processing 56.8 (2008), p. 3468–3481.

Revues nationales avec comité de lecture

[KG10] Matthieu KOWALSKI et Alexandre GRAMFORT. “A priori par normes mixtes
pour les problèmes inverses : Application à la localisation de sources en
M/EEG”. In : Traitement du Signal 27.1 (2010), p. 51–76.

Conférences internationales avec actes et comité de
lecture

[FK17] Fangchen FENG et Matthieu KOWALSKI. “Sparsity and low-rank amplitude
based blind Source Separation”. In : Acoustics, Speech and Signal Processing
(ICASSP), 2014 IEEE International Conference on. 2017.

[Lar+17] Clément LAROCHE, Hélene PAPADOPOULOS, Matthieu KOWALSKI et Gaël RI-
CHARD. “Drum extraction in single channel audio signals using multi-layer
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