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Summary

This thesis is concerned by the (e,2e) simple ionization of the simplest
tri-centric ion existing in nature, which is constituted by three centers for-
ming an equilateral triangle. The electronic structure of H+

3 has been largely
studied during different periods in the past. currently, it is the subject of
numerous studies concerning specially its dissociative recombination with
electrons, and its behavior in the field of intense LASER.

The recent developments in the detection techniques has opened the pos-
sibility to realize (e,2e) simple ionization experiments where the projectile
electron interacts with a gas of H+

3 , and the emerging fragments are detec-
ted in coincidence. To guide these experiments, we undertake the theoretical
challenge to describe this complex process, and prepare the necessary tools
for the determination of the multiple differential cross section of this process.

This task has needed the development and the application of an original
three-center continuum wave function (ThCC), which describes the slow ejec-
ted electron in the Coulomb field of the residual tri-centric mono-electronic
ion in the frame of a first order Born series procedure.

Our calculations have explored the optimal conditions for the ionization
process and the influence of the electron-electron correlation. Our results
predict, among others, the appearance of quantum interference patterns du-
ring the variation of the multiple differential cross section with the scattering
direction for a given orientation of the molecule.
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Résumé

La thèse concerne l’étude de l’ionisation dissociative simple (e,2e) de l’ion
tri-centrique le plus simple de la nature H+

3 qui est constitué par trois centres
formant un triangle équilatéral, dont la structure électronique a été largement
étudiée pendant différentes périodes du siècle passé. Actuellement cette mo-
lécule fait l’objet de nombreuses études concernant spécialement sa recom-
binaison dissociative avec des électrons, et son évolution en présence d’un
champ LASER intense, dans le domaine de l’interaction du rayonnement
avec la matière.

Les techniques de détection développées récemment ouvrent la voie à une
réalisation future des expériences d’ionisation simple (e,2e) durant laquelle
un électron projectile interagit avec H+

3 . Pour guider ces expériences, la thèse
entreprend le défi théorique de décrire ce processus complexe, et de préparer
les outils nécessaires pour la détermination de la section efficace multiplement
différentielle. Ceci a nécessité l’emploi de la fonction d’onde ThCC décrivant
l’électron éjecté lent dans le champ coulombien de la molécule résiduelle tri-
centrique mono-électronique dans le cadre de la première approximation de
Born.

Les résultats ont exploré les conditions optimales de l’ionisation et l’in-
fluence de la corrélation électron-électron. Ils prévoient, entre autres, l’ap-
parition de motifs d’interférence quantique dans la variation de la section
efficace multiplement différentielle avec la direction de diffusion pour une
orientation fixe de la molécule.
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Introduction

L’étude de l’ionisation simple ou multiple par impact électronique des sys-
tèmes atomiques, ioniques ou moléculaires est l’une des branches importantes
de la physique des collisions atomiques et moléculaires inélastiques, dont le
but principal est l’étude de la structure de la matière en général, et l’étude
de la structure électronique des cibles en particulier. L’analyse des informa-
tions obtenues par cet ionisation par électrons incidents joue un rôle central
dans différents domaines tels que la physique des plasmas (diagnostiques
et étude des radiations d’impureté), l’astrophysique et la biophysique (effet
des électrons émis suite à l’irradiation des cellules vivantes par des rayons X).

Les premiers chercheurs qui se sont intéressés à ce domaine au début du
siècle dernier, ont été N. Bohr (1913 et 1915) [1, 2], dans un cadre classique,
puis H. Bethe (1930) [3] dans un cadre quantique. A la même époque, Lang-
muir et Jones (1928) [4], puis Rudberg (1930) [5] ont été les premiers à se
lancer dans des travaux expérimentaux. Il s’agissait au début de détermi-
ner la section efficace totale d’une collision d’un électron avec un atome, et
d’analyser sa dépendance à l’énergie de l’électron incident. Ces travaux ont
été suivis en 1932 par ceux de Hughes et J. H. Millan [6] concernant les me-
sures des sections efficaces multiplement différentielles prenant en compte les
orientations des électrons diffusés.

A la fin des années soixante, les premières mesures de sections efficaces
triplement différentielles de simple ionisation, appelées (e,2e), ont été faites
par Ehrhardt et al. (1969) [7] sur l’atome d’hélium et simultanément par
Amaldi et al. (1969) [8] sur le carbone. Leur technique consistait à détecter
en coïncidence les deux électrons émergents du processus d’ionisation par im-
pact électronique. Ces mesures de sections efficaces triplement différentielles
(TDCS) ont ouvert la voie à de nombreuses expériences du même type sur
d’autres cibles atomiques, et ont pu servir de test à de multiples modèles
théoriques. Depuis cette époque, les techniques de mesure n’ont pas cessé
d’être améliorées. Ainsi Lahmam-Bennani et al. (1983) ont réalisé des expé-
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INTRODUCTION

riences qui ont amélioré sensiblement les méthodes d’analyse et détection en
coïncidence en utilisant un détecteur toroïdal [9]. Egalement, de nouvelles
techniques de détection sont apparues, comme la technique appelée com-
munément COLTRIMS (Cold Target Recoil Ion Momentum Spectroscopy)
développée par le groupe de Frankfort [10], qui consiste à recueillir et enre-
gistrer les paramètres de tous les fragments chargés issus de la collision .

Le développement des techniques d’observation expérimentales et les pro-
grès enregistrés dans les moyens de calculs informatiques ont largement contri-
bué au développement théorique dans ce domaine. Nous sommes redevables
à H. Bethe (1930) [3], Massey et Mohr (1933) [11] et d’autres qui ont établi
la base de la description de l’ionisation en utilisant la première approxima-
tion de Born. Ils ont été suivis par Rudge et Seaton (1964, 1965) [12, 13]
et Peterkop (1960) [14], qui ont développé une théorie générale de l’ioni-
sation permettant d’obtenir une représentation intégrale de l’amplitude de
diffusion. D’autres développements théoriques ont suivi les travaux de ces
pionniers. Dans le cadre de l’approximation perturbative de Born, différents
modèles ont été développés pour décrire les ondes représentant les électrons
incident, diffusé et éjecté, allant de l’onde plane simple pour les électrons
rapides ( 1000 eV ) jusqu’aux modèles du double continuum coulombien cor-
rélé appliqué aux systèmes à deux électrons appliqué à l’ionisation simple
d’hélium (Garibotti et Miraglia (1980) [15] et Brauner et al. (1989)[16]),
en passant par une description sous forme de produits appropriés d’ondes
coulombiennes (Peterkop 1969) [14]. Il faut ajouter à ces modèles d’autres
approches qui emploient des ondes distordues (Madison et al. (1977) [17] et
H. R. Walters et al. (1993)[18] ), des méthodes numériques comme la méthode
R-Matrix (Burke et Berrington 1993) [19] ou la méthode ’CCC’ "Convergent
Close-Coupling" (Bray et al. 1999) [20] , qui demandent des moyens de calcul
importants pour la construction des bases des fonctions d’onde nécessaires à
la détermination de la section efficace des processus collisionnels.

En ce qui concerne les cibles moléculaires, on observe que les expériences
(e,2e) sont moins fréquentes comparées à celles des cibles atomiques. Les pre-
mières ont été réalisées par Weigold et al. [21] sur H2, suivi par Jung et al.
[22], et plus tard par le groupe d’Orsay, qui ont mesuré la TDCS de l’ioni-
sation de N2 [23] et de CO2 [24] . Ce retard est dû au fait que le traitement
théorique sur les molécules présente des difficultés supplémentaires parmi les-
quelles la prise en compte de l’orientation de la cible au cours de la collision
inélastique, la faible résolution énergétique des expériences actuelles pour les
états vibrationnels et rotationnels, et le plus important, la difficulté de trou-
ver une description appropriée à l’état de continuum de l’électron éjecté lent
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INTRODUCTION

dans le champ de plusieurs centres attractifs.

Pour surmonter cette dernière difficulté, des modèles approximatifs mono-
centriques sont utilisés, en construisant une large base d’ondes partielles dis-
tordues [25], centrée sur l’atome lourd de la cible, comme dans le cas de H2O
[26]. Ce modèle exige un grand nombre de termes, ce qui n’est pas bien adapté
à la nature multi-centrique des molécules. Une autre approche appelée TEC
(Two-Effective Center approximation) [27, 28], considère des ondes coulom-
biennes ou des développements en ondes partielles distordues [29] centrées
sur le noyau à partir duquel l’électron est supposé émerger. Il est évident que
la solution exacte en coordonnées sphéroïdales de l’équation de Schrödinger
à deux centres appliquée dans [30] serait l’approche la plus appropriée, mais
son application à des systèmes à plusieurs électrons exige un grand effort de
calcul numérique.

Pour éviter les inconvénients des modèles cités plus haut, B. Joulakian
et al. [31] ont proposé le modèle TCC (Two Center Continuum), qui décrit
l’électron éjecté par un continuum à deux centres coulombiens, basé sur l’ap-
proximation de Ph. Pluvinage [32, 33]. Ce modèle a l’avantage de satisfaire la
condition asymptotique et de donner des résultats proches de ceux obtenus
par la solution exacte pour l’ionisation de H+

2 . L’utilité de ce modèle a été
démontrée dans la description de l’électron dans d’autres situations, comme
dans le domaine de la génération d’harmoniques élevées HHG (High Harmo-
nic Generation) par des lasers pulsés [34, 35] sur les systèmes diatomiques.
Une amélioration a été apportée au TCC dans [36] par l’introduction d’un
paramètre empirique. Les avantages de ce modèle pratique et élégant ont
incité à son extension à des cibles à trois centres linéaires (ThCC) comme
dans le cas de l’ionisation de CO2 [37], pour lequel les mesures de TDCS ont
été réalisées pour le régime d’égal-partage d’énergie incidente de 100 eV , à
basse énergie par le groupe de Manchester [38], et par le groupe de Paris Sud
pour un régime asymétrique d’énergie incidente relativement plus élevé [24].

Dans le présent travail nous nous intéressons à l’étude de l’ionisation dis-
sociative simple (e,2e) de l’ion tri-centrique le plus simple dans la nature H+

3 ,
qui est constitué par trois centres formant un triangle équilatéral. Ceci a été
expérimentalement démontré par M. J. Gaillard en 1978 [39] en étudiant sa
dissociation. L’importance de cette molécule réside dans le fait qu’elle est le
principal constituant des plasmas froid d’hydrogène [40]. L’ion H+

3 joue un
rôle fondamental dans la chimie des milieux interstellaires. Il a été observé
dans les aurores planétaires et les milieux interstellaires où la densité d’élec-
trons énergétiques est élevée [41].
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INTRODUCTION

La structure électronique de H+
3 a été largement étudiée pendant diffé-

rentes périodes du siècle passé. Dès la fin des années 1930, J. O. Hirschfelder
[42] a calculé par une approche variationnelle l’énergie électronique en terme
des angles entre les noyaux. En 1935 Coulson [43] a démontré la stabilité de
H+

3 et que cette molécule a une stucture triangulaire éauilatérale, en 1964
R. E. Christoffersen [44] a effectué des calculs de l’état fondamental de H+

3

avec une base de Slater et a conclu également que la configuration trian-
gulaire équilatérale était la plus stable. La même année, H. Conroy [45] a
déterminé les surfaces de potentiel de H+

3 linéaire et triangulaire. En 1965,
M. Saporoschenko [46] a étudié expérimentalement, par la méthode de spec-
troscopie de masse, la formation de H+

3 et H+
5 . En 1967, M. E. Schwartz et

L. J. Schaad [47] ont effectué un calcul d’interaction de configurations IC
de champ auto-cohérent (self consistent field SCF). Ils ont été suivis par
R. L. Somorji et C. P. Yue [48] qui ont obtenu les fonctions d’onde de H+

3

sous forme de combinaisons linéaires de transformées intégrales d’orbitales
Gaussiennes, qui présentent l’avantage de simplifier le calcul des intégrales
multicentriques présentes. La même année R. F. Borman [49] a appliqué une
méthode IC avec 85 configurations d’une base mono-centrique. Il a ensuite
déterminé avec K. Kawaoka [50] les propriétés électriques et magnétiques de
l’état fondamental de H+

3 .

Les calculs de structure électronique ont été poursuivi dans le but d’amé-
liorer la précision des surfaces de potentiel qui devraient servir à une meilleure
détermination des états vibrationnels. Citons pour cela les travaux de A. J.
Duben et J. P. Lowe [51] qui sont allés au-delà des approches HF-SCF, de L.
Salmon, et R. D. Poshusta [52] qui ont introduit les fonctions Gaussiennes
corrélées, et de C. E. Dykstra et W. C. Swope [53] qui ont déterminé la
surface de potentiel avec une meilleure précision et ont étudié les modes de
vibrations de H+

3 . J. Tennyson et O. L. Polyansky [54] ont de leur côté amé-
lioré les résultats obtenus à partir de l’approximation de Born-Oppenheimer
en introduisant des paramètres d’ajustement obtenus à partir des résultats
expérimentaux. Citons enfin les calculs de J. C. Lopez Vieyra, A.V. Turbiner
et H. M. Cobaxin [55] qui ont étudié avec les moyens les plus performants
de calcul numérique actuels l’état fondamental de H+

3 en employant une base
multicentrique originale corrélée constituée d’un produit de fonctions cen-
trées sur chacun des trois centres. La forme originale de cette fonction, que
nous appliquerons également dans le présent travail, a été appliquée dans le
passé aux systèmes diatomiques et plus particulièrement à la molécule H2

par F. Berencz [56] et par A. Mottassim et B. Joulakian [57].
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La structure électronique de H+
3 a été également l’objet d’intérêt dans

le domaine des collisions atomiques. D. Nir et al. en 1978 [58], puis M.J.
Gaillard et al. en 1983 [59] ont rapporté sur des résultats expérimentaux
d’une mono collision de H+

3 avec l’argon. En 1985 F. S. Levin et J. Shertzer
[60] ont présenté une analyse de la corrélation électronique dans H+

3 en ap-
pliquant la théorie de diffusion de couplage de canaux. En 1989 O. Yenen et
al. [61] puis en 1992 G. Jalbert et al. [62] et en 1994, I. Domingez et al. [63]
ont étudié la formation de H− à partir de la collision de H+

3 avec des atomes
d’hélium.

Dans le domaine des collisions, le processus particulier de recombinaison
dissociative de H+

3 a été également l’objet d’intérêt. En effet quand un élec-
tron est capturé par H+

3 , la molécule résultante H3 se dissocie en H2 et H
neutres ou en trois atomes H. Ce processus est actuellement loin d’être com-
plètement appréhendé. Il a été le sujet de plusieurs travaux expérimentaux
[64, 41, 65, 66], ce dernier comparant H+

3 et D+
3 en étudiant les niveaux vi-

brationnels de ces deux isotopes. Les approches théoriques dans ce domaine
emploient les principes de physique statistique [67] ou l’analyse de la struc-
ture électronique [68, 69].

Concernant le domaine des mouvements vibrationnels et rotationnels de
H+

3 qui est à la base des observations chimiques interstellaires, nous citons ici
l’observation expérimentale du spectre infrarouge de H+

3 par T. Oka en 1980
[70]. En 2001, O. Friedrich et A. Alijah [71] ont étudié les niveaux vibration-
nels de H+

3 en employant des données d’énergie potentielle très précises. En
2002, H. Kreckel et al. [72] ont étudié le refroidissement vibrationnel et rota-
tionnel de H+

3 . En 2005, J. J. Munro et al. [73] ont réalisé des calculs pour les
états vibrationnels dans le domaine des longues distances internucléaire, très
utiles dans la formation des molécules froides. En 2013, Kuo-Yu Wu et al.
[74] ont mesuré les fréquences de transition entre les niveaux vibrationnels
de l’état fondamental de H+

3 .

Le comportement de H+
3 dans un champ magnétique a également fait

l’objet de plusieurs travaux. En 1977 C. S. Warke et A. K. Dutta [75] ont
démontré que H+

3 dans un champ magnétique de 109-1010 G, peut perdre
sa structure triangulaire. Dans le domaine de l’interaction radiation matière
l’évolution avec le temps de H+

3 et D+
3 en présence d’un champ laser pulsé

intense a été étudiée par Yamanouchi et al. [76].

Il faut noter que l’ionisation de cette molécule est moins fréquemment
étudiée. Citons dans ce domaine les calculs de Marrion et al. [77] qui ont
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appliqué la méthode de spline pour l’étude de son excitation vers le conti-
nuum par un champ électromagnétique. Récemment J. D. Gorfinkiel et J.
Tennyson [78] ont appliqué la méthode R-matrix à l’ionisation de cette mo-
lécule dans le domaine d’énergie intermédiaire où l’électron est éjecté avec
une très faible énergie. La seule expérience dans laquelle l’ionisation de H+

3

est réalisée avec une détection en coïncidence est celle de McKenna et al.
[79], qui ont étudié la simple et double ionisation de D+

3 dans des expériences
multi-photoniques. Les techniques employées dans cette expérience ouvrent
la voie pour une réalisation future de l’ionisation simple (e,2e) de H+

3 et D+
3 .

Notre travail [80] entreprend un défi théorique important, puisqu’il s’agit de
décrire un processus complexe durant lequel un électron projectile interagit
avec une cible triangulaire à deux électrons, dont la description nécessite une
nouvelle approche.

La suite de ce rapport de thèse est constituée de cinq chapitres, d’une
conclusion générale et d’annexes organisés de la façon suivante. Dans le cha-
pitre 1, nous allons présenter les notions de base de la simple ionisation, et
nous allons donner l’expression des sections efficaces simplement et multi-
plement différentielles pour une cible atomique ou moléculaire ionisée par
impact d’électrons rapides, dans le cadre du développement perturbatif de
Born.

Dans le deuxième chapitre, nous présenterons notre approche variation-
nelle pour la détermination des fonctions d’ondes de l’état fondamental de
la cible H+

3 et de l’ion résiduel H++
3 sous une forme particulière adaptée à

la description du continuum de l’état final par des produits de fonctions
centrées sur chacun des trois centres. Pour le cas biélectronique nous allons
employer deux fonctions d’onde avec et sans terme supplémentaire de corré-
lation électron-électron.

Le troisième chapitre présentera notre approche pour obtenir une solution
approchée de l’équation de Schrödinger à trois centres pour le cas d’énergies
positives, qui sera employée comme fonction d’onde pour la description du
continuum électronique dans le champ de trois centres non alignés.

Le quatrième chapitre sera consacré aux détails du calcul de la section
efficace multiplement différentielle. Nous allons tout d’abord construire les
combinaisons de déterminants de Slater avec les fonctions données dans les
chapitres 2 et 3. En imposant la conservation du spin total dans la transition
de l’état initial à l’état final, nous allons faire apparaitre les termes direct,
de capture et d’échange, et passer aux expressions des intégrales de base né-
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cessaires.

Dans le chapitre 5 les conditions optimales pour une expérience (e,2e)
seront recherchées. L’effet de la corrélation électron-électron apparaîtra dans
les comparaisons entre les résultats obtenus avec les deux fonctions d’onde
données dans le chapitre 2. Nous allons également vérifier que les mécanismes
d’ionisation (e,2e) sont respectés dans nos calculs.

Les détails de plusieurs calculs présentés dans les différents chapitres sont
reportés dans les différentes annexes.
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Chapitre 1

La théorie de l’ionisation simple
(e,2e)

L’acronyme (e,2e) réfère spécifiquement à une expérience dans laquelle un
électron projectile provoque une ionisation simple en arrachant un électron
de la cible. Les deux électrons de l’état final sont analysés en énergie et en
direction et sont détectés en coïncidence pour garantir qu’il proviennent du
même évènement ionisant. La grandeur physique ainsi mesurée est la section
efficace triplement différentielle.

L’analyse des informations qu’apportent ces études joue un rôle essentiel
aussi bien pour la compréhension de la structure de la matière que la dyna-
mique de la collision.

Dans ce chapitre, nous allons donner une description schématique de cette
expérience, et présenter succintement des notions quantiques qui nous per-
mettent d’obtenir les sections efficaces multiplement différentielles et totale
en fonction de la probabilité de transition de l’état initial à l’état final, don-
nant ainsi les moyens de comparer les résultats expérimentaux aux valeurs
théoriques.

Dans un premier temps, nous allons décrire l’expérience expérimental et
les différents vecteurs d’onde, puis nous allons définir la section efficace multi-
plement différentielle et sa relation avec la probabilité d’un évènement. Nous
allons ensuite donner le lien qui existe entre la section efficace et l’élément
de matrice de transition dans sa forme de série de Born, dont on ne va consi-
dérer que le premier terme. A la fin de ce chapitre nous allons employer les
angles d’Euler qui nous permettent de définir les vecteurs d’onde des électrons
diffusé et éjecté dans le repère lié à la cible.
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CHAPITRE 1. LA THÉORIE DE L’IONISATION SIMPLE (E,2E)

1.1 Description de l’ionisation simple

Figure 1.1 – schéma représentatif de la réaction (e,2e)

La réaction (e,2e) comporte, dans la voie d’entrée, un électron incident ei
et une cible notée X. Dans la voie de sortie, nous obtenons un ion résiduel
X+, et deux électrons, le diffusé es et l’éjecté ee.

ei +X −→ es + ee +X+ (1.1)

L’énergie Ei de l’électron incident est supposée fixe, ce qui nous permet
d’avoir l’équation de conservation de l’énergie :

Ei + EcinX = Es + Ee + EcinX+ + I, (1.2)

les valeurs des énergies cinétiques des électrons diffusé Es et ejecté Ee sont
mesurées par les détecteurs. I représente l’énergie d’ionisation de X. EcinX et
EcinX+ représentent les valeurs des énergies cinétiques de la cible et de l’ion
résiduel respectivement, elles sont négligeables pendant la réaction.

La conservation de la quantité de mouvement nous donne :
−→
ki =

−→
ks +

−→
ke +−→q , (1.3)

ici les
−→
kj représentent respectivement les quantités de mouvement des élec-

trons incident, diffusé et éjecté avec j=i, s, et e. −→q représente la quantité de
mouvement de recul de l’ion X+ (figure 1.1).

Le plan de collision est défini par les vecteurs
−→
ki et

−→
ks qui définissent la

quantité de mouvement
−→
K transférée à la cible (figure 1.2),
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CHAPITRE 1. LA THÉORIE DE L’IONISATION SIMPLE (E,2E)

Figure 1.2 – Représentation du moment de transfert.

−→
K =

−→
ki −

−→
ks . (1.4)

Nous concluons ici que trois paramètres jouent un rôle important dans le
processus de diffusion, tels que l’énergie d’incidence Ei, la perte d’énergie du
projectile 4E et le moment de transfet

−→
K .

1.2 Section efficace

1.2.1 Notion de section efficace

En général, nous considérons un faisceau d’électrons monoénergétiques
dont le flux est F particules par unité de surface par seconde, incidents vers
n particules de centres de diffusion, et supposons que Nf électrons émergent
par unité de temps dans une direction définie par θ0 et ϕ0 (les cibles sont
supposées suffisamment loin l’une de l’autre pour avoir une seule collision par
particule incidente), dΩ (figure 1.3) l’élément d’angle solide de la direction
de Nf . Dans ces conditions nous pouvons dire que Nf est proportionnel à F,
n et dΩ.

Nf (θ0, ϕ0) = nF

[(
dσ

dΩ

)
(θ0,ϕ0)

]
dΩ. (1.5)

Nous introduisons le rapport ( dσ
dΩ

)(θ0,ϕ0) qui a les dimensions d’une surface
appelée "section efficace différentielle". La section efficace différentielle peut
être écrite en fonction de la probabilité Pfi pour qu’une particule incidente
sur la cible soit diffusée.
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CHAPITRE 1. LA THÉORIE DE L’IONISATION SIMPLE (E,2E)

Figure 1.3 – Schéma représentant l’angle solide de diffusion

dσ =
Pfi
F
. (1.6)

Dans le cas de collisions inélastiques où plusieurs canaux peuvent donner
la même observation, la section efficace totale pour un état final donné est
l’intégrale de dσ sur tout l’espace, que l’on peut écrire sous la forme suivante
[81].

σ =
∑
moy

∫
Pfi
F
, (1.7)

où
∑

moy
∫
est la sommation sur tous les états finaux et la moyenne sur tous

les états initiaux possibles du système.

D’après [82], nous pouvons exprimer la probabilité Pfi en fonction de la
matrice de transition de l’état initial à l’état final représenté par Tfi qui sera
détaillée dans la section (1.4). Ici

−→
kc représente la quantité de mouvement de

la cible.

σ = (
∑
moy

∫
)

(2π)4

|
−→
ki −

−→
kc |

δ(Ef − Ei)δ(
−→
Pf −

−→
Pi)|Tfi|2, (1.8)

16



CHAPITRE 1. LA THÉORIE DE L’IONISATION SIMPLE (E,2E)

δ(Ef−Ei) et δ(
−→
Pf−
−→
Pi) sont des distributions de Dirac qui assurent les conser-

vations de l’énergie et de l’impulsion de l’état initial à l’état final. Pour des
cibles refroidies, la quantité de mouvement de la cible

−→
kc est négligeable.

En introduisant les impulsions
−→
ks ,
−→
ke et −→q dans l’équation 1.8, nous pou-

vons obtenir la section efficace totale de la réaction (e,2e)

σ =
(2π)4

ki

∫
(
∑
moy

∫
)d
−→
ksd
−→
ked
−→q δ(Ef − Ei)δ(

−→
Pf −

−→
Pi)|Tfi|2, (1.9)

en appliquant la conservation de la quantité de mouvement
−→
ki =

−→
ks+
−→
ke+−→q ,

nous obtenons la fonction δ(
−→
Pf−

−→
Pi) = δ((

−→
ks +
−→
ke +−→q )−

−→
ki ) qui nous permet

d’éliminer l’intégration sur −→q .
La section efficace totale devient alors :

σ =
(2π)4

ki

∫
(
∑
moy

∫
)d
−→
ksd
−→
keδ(Ef − Ei)|Tfi|2. (1.10)

1.3 Sections efficaces différentielles
Nous avons vu que la section efficace totale d’un processus de collision,

comme l’ionisation simple par électron englobe tous les évènements indivi-
duels possibles, à condition qu’ils respectent les règles de conservation de
l’énergie et de quantité de mouvement. Ainsi, si dans une expérience un des
paramètres, qu’il soit énergétique ou directionnel, est mesuré par un dispositif
extérieur, nous parlons de section efficace différentielle.

1.3.1 Sections efficaces différentielles par intégration sur
les variables directionnelles

Si la direction de l’électron diffusé est fixée, en posant d
−→
ks = k2

sdksdΩs

avec dΩs = sinθsdθsdϕs, nous obtiendrons la section efficace simplement
différentielle

dσ

dΩs

=
(2π)4

ki

∫
(
∑
moy

∫
)k2
sdksd

−→
keδ(Ef − Ei)|Tfi|2. (1.11)

En suivant le même raisonnement, nous pouvons obtenir la section effi-
cace doublement différentielle décrivant la probabilité de détection des deux
électrons, le diffusé et l’éjecté dans les directions Ωs et Ωe centrées sur (θs, ϕs)
et (θe, ϕe),
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d(2)σ

dΩsdΩe

=
(2π)4

ki

∫
(
∑
moy

∫
)k2
sdksk

2
edkeδ(Ef − Ei)|Tfi|2. (1.12)

1.3.2 Sections efficaces différentielles par intégration sur
les variables directionnelles et énergétiques

Dans le cas où les détecteurs ont la possibilité de mesurer les énergies
cinétiques des fragments émergents, nous pouvons écrire dEj = kjdkj en
partant de la relation Ej =

k2j
2

(en unités atomiques) pour chaque particule,
nous pouvons donc écrire la section efficace doublement différentielle sous la
forme suivante

d(2)σ

dΩsdΩe

=
(2π)4

ki

∫
(
∑
moy

∫
)ksdEskedEeδ(Ef − Ei)|Tfi|2. (1.13)

Nous pouvons simplifier l’équation 1.13 en considérant que pour une éner-
gie incidente Ei donnée, la contrainte Es + Ee est égale à une constante, ce
qui permet d’éliminer l’intégration sur Ee ou Es. Nous obtiendrons alors pour
une valeur Es choisie la section efficace triplement différentielle,

d(3)σ

dΩsdΩedEe
=

(2π)4

ki
kske(

∑
moy

∫
)|Tfi|2. (1.14)

1.4 L’approximation de Born de premier ordre
de l’élément de matrice de transition Tfi

Tfi dans l’expression de la section efficace décrit la transition du système
de l’état initial à l’état final. Cet élément de matrice s’écrit comme,

Tfi = 〈Ψf |T |Ψi〉, (1.15)

où Ψi et Ψf sont les fonctions d’onde des états initial et final du système en
collision respectivement. T est l’opérateur de transition.

En supposant que dans une réaction (e,2e), le potentiel coulombien V qui
décrit l’interaction entre l’électron incident et la cible est relativement faible
en comparaison avec les énergies de la cible et de la particule incidente, nous
pouvons le considérer comme une perturbation. L’opérateur T peut alors être
développé sous la forme [83],
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T = V + V
1

Ei −H + ıζ
V + V

1

Ei −H + ıζ
V

1

Ei −H + ıζ
V + ...

+[V
1

Ei −H + ıζ
]nV, (1.16)

où H représente le Hamiltonien du système dans son état initial en l’abs-
cence de toute interaction entre l’électron et la cible. Le terme ıζ provient
de l’écriture sous la forme d’un opérateur des fonctions de Green des ondes
sortantes. Dans le cas où l’énergie du projectile est élevée par rapport à celles
des électrons de la cible, nous pouvons retenir seulement le premier terme
du développement. Dans ce cas l’élément de matrice de transition peut être
représenté sous la forme suivante

Tfi = 〈Ψf |V |Ψi〉. (1.17)

1.5 Le passage du repère du laboratoire au re-
père lié à la cible

L’expérience nous permet de mesurer les différents vecteurs d’onde
−→
kj

(j=i, s, e) dans le repère du laboratoire (Oxyz). Mais comme les fonctions
d’onde de la cible moléculaire sont données dans un référentiel (Oxmymzm)
lié à la molécule, le passage d’un repère à l’autre doit être réalisé par le biais
des angles d’Euler α, β et γ.

Dans l’expression de Tfi (équation 1.17), les fonctions d’onde Ψf et Ψi

sont définies dans un repère attaché à la cible. Nous devons donc définir les
composantes des vecteurs d’onde des électrons incident, diffusé et éjecté dans
le même repère. En effectuant leurs transformation de reprère du laboratoire
à celui de la cible.
Pour effectuer ce passage nous utilisons les formules de rotation inverse

R−1
zyz(α, β, γ) = R−1

z (γ)R−1
y (β)R−1

z (α) (1.18)

avec

Ry(θ) =

 cosθ 0 sinθ
0 1 0

−sinθ 0 cosθ

 . (1.19)

Rz(θ) =

cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1

 . (1.20)
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l’ange θ repr2sente β dans la rotation autour de Oy, et α et γ dans les
rotations autour de z.

les anlges α, β, et γ dans les rotations directes sont représentés dans les
figures 1.4, 1.5, et 1.6)

Figure 1.4 – La rotation autour de l’axe zm

Figure 1.5 – La rotation autour de l’axe internucléaire y’

Enfin le passage du repère du laboratoire au repère de la cible sera donc,kmxkmy
kmz

 = M

kxky
kz

 . (1.21)
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Figure 1.6 – La rotation autour de l’axe z"

avec

M =

 cos γ cos β cosα− sin γ sinα cos γ cos β sinα + sin γ cosα cos γ sin β
− sin γ cos β cosα− cos γ sinα − sin γ cos β sinα + cos γ cosα sin γ sin β

sin β cosα sin β sinα cos β


(1.22)

Les composantes des vecteurs d’onde ainsi déterminées seront employées
dans le calcul de l’élément de matrice de transition que nous allons détailler
dans le chapitre 4.
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Chapitre 2

Représentation des états
électroniques liés de la cible et de
l’ion résiduel

Nous avons vu que la procédure perturbative utilisée pour déterminer la
section efficace multiplement différentielle de l’ionisation simple (e,2e) néces-
site la fonction d’onde électronique de la cible et de l’ion résiduel. Dans notre
cas, nous allons traiter les cas de H+

3 et Li+, ce dernier étant équivalent à H+
3

pour le cas d’une distance internucléaire ramenée à zéro. Ces deux systèmes
possèdent deux électrons liés dans le champ de trois protons supposés fixes
durant le processus, qui se transforment en un système monoélectronique
après l’ionisation.

Nous allons détailler dans ce chapitre nos calculs concernant la détermi-
nation des fonctions d’onde des états liés de ces deux systèmes tricentriques
H+

3 et H++
3 , ainsi que celles des ions monocentriques Li+ et Li++.

2.1 Fonction d’onde de l’état fondamental de
la molécule tricentrique monoélectronique
H++

3

Considérons le système triatomique monoélectronique H++
3 , dont les noyaux

sont répartis sur les sommets d’un triangle équilatéral de côté ρ . Le centre
du repère attaché à la molécule est placé sur le barycentre des trois pro-
tons qui sont placés sur le plan xOy, tel que leurs coordonnées sont don-
nées par A(xA,yA,0), B(xB,yB,0) et C(xC ,0,0) avec xA = xB = − ρ

2
√

3
et
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Figure 2.1 – Repère fixé à la molécule H++
3

yA = −yB = ρ
2
.

Soit −→ra , −→rb et −→rc (−→ra = −→r −−→a , −→rb = −→r −
−→
b , −→rc = −→r −−→c où −→a =

−→
OA,

−→
b =

−−→
OB et −→c =

−→
OC), les vecteurs positions respectifs de l’électron par

rapport à A, B et C, comme montré sur la figure 2.1.

L’équation de Schrödinger décrivant l’état stationnaire de l’électron dans
le champ des trois centres fixes est donnée par

HΨH++
3

(−→r ) = EΨH++
3

(−→r ), (2.1)

H représente le Hamiltonien monoélectronique du système qui est donné en
unités atomiques par la relation suivante :

H = −∆

2
− 1

ra
− 1

rb
− 1

rc
, (2.2)

ΨH++
3

représente la fonction d’onde d’essai dans la procédure variationnelle
décrite dans les sections suivantes.

2.1.1 Construction de la fonction d’onde d’essai de H++
3

Dans la littérature, plusieurs types de fonctions sont employés, parmi
lesquels, ceux donnés sous forme de développement en série de fonctions mo-

23



CHAPITRE 2. REPRÉSENTATION DES ÉTATS ÉLECTRONIQUES LIÉS DE LA CIBLE ET DE L’ION
RÉSIDUEL

nocentriques, ou par des fonctions Gaussiennes [48] centrées sur chacun des
noyaux. Nous avons également la possibilité d’utiliser des fonctions de type
LCAO construites par des orbitales de Slater [44].

Dans notre calcul, nous allons utiliser une nouvelle forme de fonctions
d’onde, inspirée d’un modèle proposé par Berencz et al. en 1957 [56], et ap-
pliquée par Joulakian et al. en 1996 [31] pour étudier la molécule H+

2 , qui a la
particularité d’être construite par un produit de trois fonctions exponentielles
reliées chacune à un des noyaux, telle que

ΨH++

3
(−→r ) = NH++

3

∑
perm{a,b,c}

e−α1ra−α2rb−α3rc . (2.3)

Ici les permutations entre les centres A,B et C produiront ainsi six termes
dans la sommation. NH++

3
représente la constante de normalisation, et αi

(i=1,2,3), sont les paramètres variationnels.

2.1.2 Eléments de matrice et procédure variationnelle

La procédure variationnelle consiste à minimiser la quantité suivante,

E(α1, α2, α3) =
〈ΨH++

3
|H|ΨH++

3
〉

〈ΨH++
3
|ΨH++

3
〉

=
〈ΨH++

3
| − ∆r

2
− 1

ra
− 1

rb
− 1

rc
|ΨH++

3
〉

〈ΨH++
3
|ΨH++

3
〉

, (2.4)

à laquelle nous allons appliquer notre procédure d’optimisation.

Ecrivons ΨH++

3
(−→r ) de l’équation 2.3 sous la forme

ΨH++

3
(−→r ) = NH++

3

6∑
i=1

e−ζira−ηirb−ξirc = NH++
3

6∑
i=1

φi(
−→r ), (2.5)

où ζi, ηi et ξi se répartissent successivement les valeurs de α1, α2 et α3

dans les six permutations signalées dans l’équation 2.3.

Nous allons rencontrer dans ce cas mono-électronique trois types de termes,
dont les détails de calcul sont donnés dans les annexes A,B et C
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Soit

ζij = ζi + ζj, ηij = ηi + ηj, ξij = ξi + ξj.

— Le terme du recouvrement :

Mij =
〈
e−ζira−ηirb−ξirc|e−ζjra−ηjrb−ξjrc

〉
= J111(ζij, ηij, ξij), (2.6)

Où

Jnlm(ζ, η, ξ) =

∫
ra
n−1e−ζrarl−1

b e−ηrbrm−1
c e−ξrcd−→r

= (−1)n+l+m∂
n+l+mJ(ζ, η, ξ)

∂ζn∂ηl∂ξm
, (2.7)

sont les dérivées partielles de l’intégrale suivante déterminée dans l’an-
nexe B

J(ζ, η, ξ) =

∫
d−→r e

−ζra

ra

e−ηrb

rb

e−ξrc

rc
, (2.8)

ζ, η, ξ > 0.

— Le terme des attractions coulombiennes :

Pij = −
〈
e−ζira−ηirb−ξirc

∣∣∣∣ 1

ra
+

1

rb
+

1

rc

∣∣∣∣ e−ζjra−ηjrb−ξjrc〉

= −J011(ζij, ηij, ξij)− J101(ζij, ηij, ξij)− J110(ζij, ηij, ξij)

(2.9)

— Le terme de la partie cinétique :

Kij = −1

2

〈
e−ζira−ηirb−ξirc

∣∣∣∣∆∣∣∣∣e−ζjra−ηjrb−ξjrc〉 (2.10)

En utilisant la relation
〈
φi

∣∣∣∣∆∣∣∣∣φj〉 = −
〈
−→
∇φi

∣∣∣∣−→∇φj〉 démontrée dans

l’annexe A, nous exprimons ce terme sous la forme suivante

Kij =
1

2

〈
−→
∇e−ζira−ηirb−ξirc

∣∣∣∣−→∇e−ζjra−ηjrb−ξjrc〉 (2.11)
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En effectuant l’opération
−→
∇e−ξr = −ξ−→r

r
e−ξr, et en employant les in-

tégrales Jnlm, nous obtenons l’expression suivante (annexe C) :

Kij =
ζiζj + ηiηj + ξiξj

2
J111(ζij, ηij, ξij)

+
ζiηj + ηiζj

4

[
J201(ζij, ηij, ξij) + J021(ζij, ηij, ξij)− ρ2J001(ζij, ηij, ξij)

]
+
ζiξj + ξiζj

4

[
J210(ζij, ηij, ξij) + J012(ζij, ηij, ξij)− ρ2J010(ζij, ηij, ξij)

]
+
ηiξj + ξiηj

4

[
J120(ζij, ηij, ξij) + J102(ζij, ηij, ξij)− ρ2J100(ζij, ηij, ξij)

]
.

(2.12)

Pour déterminer les intégrales Jnlm, nous partons de l’expression de l’in-
tégrale J obtenus dans l’annexe B. Nous effectuons ensuite les dérivations
partielles correspondantes et passons à l’intégration numérique en employant
le code CUHRE du paquet (package) CUBA [84].

En appliquant la méthode variationnelle, nous avons recherché les pa-
ramètres α1, α2 et α3 nous avons utilisé une procédure numérique basée
sur un algorithme de Newton (NAG E04KDF), qui emploie les valeurs de
E(α1, α2, α3) et les dérivées ∂E

∂αi
pour un domaine choisi αmin < αi < αmax.

Celles-ci peuvent être obtenues par la relation,

∂E

∂αi
=

∂

∂αi

〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

=
〈Ψ|Ψ〉 ∂

∂αi
〈Ψ|H|Ψ〉 − 〈Ψ|H|Ψ〉 ∂

∂αi
〈Ψ|Ψ〉

〈Ψ|Ψ〉2

= 2
〈Ψ|Ψ〉〈 ∂Ψ

∂αi
|H|Ψ〉 − 〈Ψ|H|Ψ〉〈 ∂Ψ

∂αi
|Ψ〉

〈Ψ|Ψ〉2

= 2
〈Ψ|Ψ〉〈 ∂Ψ

∂αi
|H|Ψ〉 − E〈Ψ|Ψ〉〈 ∂Ψ

∂αi
|Ψ〉

〈Ψ|Ψ〉2
= 2

〈
∂Ψ
∂αi
|H − E|Ψ

〉
〈Ψ|Ψ〉

. (2.13)

2.1.3 Résultats de calcul numérique pour la molécule
H++

3

Les résultats pour la distance internucléaire ρ= 1.65 u.a. sont montrés
sur le tableau 2.1. La qualité de cette fonction nous semble satisfaisante pour
notre calcul. Il est évident qu’un développement semblable, mais avec plus
de termes pourrait être employé. En effet, nous pourrions avoir à notre dis-
position une fonction d’onde similaire possédant 14 paramètres et 25 termes
exponentiels [85], qui donne une valeur énergétique totale extrêmement pré-
cise de E=-0.11186055 u.a., mais, comme nous allons le voir dans le chapitre
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Table 2.1 – Energie et paramètres de H++
3

EH++
3

(u.a.) NH++
3

α1 α2 α3

Resultats de notre calcul [80] -0,11146 0,35121 1,28963 0,11826 0,32445
[85] -0,11186055

4, l’application de cette fonction perfectionnée à ce stade, rendrait la déter-
mination de la section efficace très couteuse en terme de temps de calcul.
Nous nous sommes limités à la variante à trois paramètres.

Le choix de ρ= 1.65 u.a. qui représente la distance internucléaire d’équi-
libre de H+

3 (et pas de H++
3 ) s’explique par le fait que nous considérons l’io-

nisation comme une transition verticale durant laquelle ρ n’a pas le temps
de varier.

2.2 Fonction d’onde de l’état fondamental de
la molécule tricentrique biélectronique H+

3

Figure 2.2 – Repère de la molécule H+
3

La distance internucléaire ρ est toujours fixe, le Hamiltonien électronique
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pour une distance internucléaire ρ donnée s’écrit,

HH+
3

= −
2∑
i=1

(
∆i

2
+
∑
q

1

riq
) +

1

r12

, q = a, b, c. (2.14)

Ici 1
riq

représentent les interactions coulombiennes entre les électrons et
les trois centres, et le terme 1

r12
représente la répulsion coulombienne entre

les deux électrons, avec r12 = |−→r2 −−→r1 |.

2.2.1 Construction de la fonction d’onde électronique
d’essai de la molécule H+

3

La fonction d’onde choisie pour décrire la structure électronique de cette
molécule est construite par un produit antisymétrisé et corrélé de type Hylle-
raas [86], de deux fonctions d’onde monoélectroniques ayant la même forme
que celle utilisée pour H++

3 .

La partie espace (sans la partie spin) de cette fonction est donnée par :

ΨH+
3

= NH+
3

(1 + P12)
∑

perm{a,b,c}
φ1(−→r1 )φ2(−→r2 )e−α7r12 , (2.15)

où

φ1(−→r ) = e−α1ra−α2rb−α3rc , (2.16)

φ2(−→r ) = e−α4ra−α5rb−α6rc , (2.17)

P12 et
∑

perm{a,b,c} représentent des opérateurs de permutation qui échangent
respectivement les électrons (1,2) et les trois centres (a,b,c). Le terme e−α7r12

introduit une correlation électron-électron supplémentaire. Cette fonction a
été proposée pour la première fois par Turbiner et al. [55].

2.2.2 Eléments de matrice et procédure variationnelle

Pour trouver les valeurs des αi et de NH+
3
correspondant, nous appliquons

la méthode variationnelle comme précédemment. On a ainsi

E(α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7) =
〈ΨH+

3
|H|ΨH+

3
〉

〈ΨH+
3
|ΨH+

3
〉

=
〈ΨH+

3
| −
∑2

i=1(∆i

2
+
∑

q
1
riq

) + 1
r12
|ΨH+

3
〉

〈ΨH+
3
|ΨH+

3
〉

. (2.18)
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Dans ce cas nous rencontrons quatre termes

— Le terme de la partie cinétique

K = −1

2

〈
Ψ(−→r1 ,

−→r2 )

∣∣∣∣∆1 + ∆2

∣∣∣∣Ψ(−→r1 ,
−→r2 )

〉

= −
〈

Ψ(−→r1 ,
−→r2 )

∣∣∣∣∆1

∣∣∣∣Ψ(−→r1 ,
−→r2 )

〉

=

〈
−→
∇1Ψ(−→r1 ,

−→r2 )

∣∣∣∣−→∇1Ψ(−→r1 ,
−→r2 )

〉
.

(2.19)

— Le terme d’attraction coulombienne entre les électrons et les centres

Q =

〈
Ψ(−→r1 ,

−→r2 )

∣∣∣∣ 1

r1a

+
1

r1b

+
1

r1c

+
1

r2a

+
1

r2b

+
1

r2c

∣∣∣∣Ψ(−→r1 ,
−→r2 )

〉
= 3

〈
Ψ(−→r1 ,

−→r2 )

∣∣∣∣ 1

r1a

+
1

r2a

∣∣∣∣Ψ(−→r1 ,
−→r2 )

〉
.

(2.20)

— Le terme de répulsion coulombienne entre les deux électrons

P =

〈
Ψ(−→r1 ,

−→r2 )

∣∣∣∣ 1

r12

∣∣∣∣Ψ(−→r1 ,
−→r2 )

〉
.

(2.21)

— Le terme de recouvrement

M =

〈
Ψ(−→r1 ,

−→r2 )

∣∣∣∣Ψ(−→r1 ,
−→r2 )

〉
. (2.22)

Le calcul de ces termes peut être effectué par deux méthodes, dans la
première nous utilisons les coordonnées sphériques ordinaires, et dans la
deuxième nous utilisons les coordonnées Hypersphériques.

Détermination des termes K, Q, P et M en coordonnées sphériques

Commençons par la première méthode où on utilise les coordonnées sphé-
riques ordinaires.
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En développant la fonction d’onde ΨH+
3
de l’équation 2.15, nous pouvons

l’écrire sous la forme d’une somme de 72 éléments

ΨH+
3

(−→r1 ,
−→r2 ) = NH+

3
e−γr12

72∑
i=1

Ψi(
−→r1 ,
−→r2 ) (2.23)

Avec Ψi(
−→r1 ,
−→r2 ) = e−(ζ1ir1a+η1ir1b+ξ1ir1c)e−(ζ2ir2a+η2ir2b+ξ2ir2c)

Ici les ζ1i, η1i, ξ1i se répartissent successivement les valeurs de α1, α2, α3 ou
α4, α5, α6.
De même pour les ζ2i, η2i, ξ2i .

Nous distinguons ici deux cas, le premier où γ = 0 et le deuxième où
γ 6= 0.

a. Calcul avec γ = 0

Dans ce cas les éléments de matrice des termes K, Q, et M seront
donnés en termes des intégrales Jnlm (équation 2.7)

— Le terme de recouvrement

Mij = J111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij) (2.24)

Avec, ζ1ij = ζ1i + ζ1j, η1ij = η1i + η1j, ξ1ij = ξ1i + ξ1j

et ζ2ij = ζ2i + ζ2j, η2ij = η2i + η2j, ξ2ij = ξ2i + ξ2j.

— Le terme d’attraction coulombienne entre les électrons et les centres

Qij = 3[J011(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

+J111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J011(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)]

(2.25)

— Le terme de répulsion coulombienne entre les deux électrons

Pij=L1111110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ij, ξ2ij, 0) (2.26)

où

Ln1l1m1n2l2m2p =

∫
d−→r1

∫
d−→r2 rn1−1

1a rn2−1
2a rl1−1

1b rl2−1
2b rm1−1

1c rm2−1
2c rp−1

12

×e−γr12e−α1r1ae−α2r2ae−β1r1ae−β2r2be−γ1r1ce−γ2r2c

= (−1)n1+n2+l1+l2+m1+m2+p ∂n1+n2+l1+l2+m1+m2+pL

∂n1α1∂n2α2∂l1β1∂l2β2∂m1γ1∂m2γ2∂pγ
.

(2.27)
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sont les dérivées de l’intégrale biélectronique

L =

∫
d−→r1

∫
d−→r2

e−γr12

r12

e−α1r1a

r1a

e−β1r1b

r1b

e−γ1r1c

r1c

e−α2r2a

r2a

e−β2r2b

r2b

e−γ2r2c

r2c

(2.28)

Les intégrales L et Ln1l1m1n2l2m2p sont déterminées dans les annexes
(D et E)

— Le terme de la partie cinétique (Voir l’annexe A)

Kij =

〈
−→
∇1e

−(ζ1ir1a+η1ir1b+ξ1ir1c)e−(ζ2ir2a+η2ir2b+ξ2ir2c)

×
∣∣∣∣−→∇1e

−(ζ1jr1a+η1jr1b+ξ1jr1c)e−(ζ2jr2a+η2jr2b+ξ2jr2c)

〉
(2.29)

Son expression en termes de Jnlm est donnée par l’équation sui-
vante (Voir l’annexe D)

Kij = ζ1iζ1j + η1iη1j + ξ1iξ1j

+
1

2
(ζ1iη1j + η1iζ1j)[J201(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

+J021(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

−ρ2J001(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)]

+
1

2
(ζ1iξ1j + ξ1iζ1j)[J210(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

+J012(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

−ρ2J010(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)]

+
1

2
(η1iξ1j + ξ1iη1j)[J120(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

+J102(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

−ρ2J100(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)] (2.30)

b. Calcul avec γ 6= 0

Dans ce cas les termes seront
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— Le terme de recouvrement

Mij = L1111111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ij, ξ2ij, 2γ) (2.31)

— Les termes d’attraction coulombienne entre les électrons et les
centres et de répulsion coulombienne entre les deux électrons

Pij +Qij = L0111111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ij, ξ2ij, 2γ)

+L1011111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1101111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1110111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ij, ξ2ij, 2γ)

+L1111011(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ij, ξ2ij, 2γ)

+L1111101(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1111110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ) (2.32)

— Le terme de la partie cinétique

Kij =

〈
−→
∇1e

−(ζ1ir1a+η1ir1b+ξ1ir1c+γr12)e−(ζ2ir2a+η2ir2b+ξ2ir2c)

∣∣∣∣
×
∣∣∣∣−→∇1e

−(ζ2jr1a+η1jr1b+ξ1jr1c+γr12)e−(ζ2jr2a+η2jr2b+ξ2jr2c)

〉
(2.33)
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Kij = ζ1iζ1j + η1iη1j + ξ1iξ1j + γ2

+
1

2
(ζ1iη1j + η1iζ1j)(L2011111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L0211111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− ρ2L0011111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ))

+
1

2
(ζ1iξ1j + ξ1iζ1j)(L2101111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L0121111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− ρ2L0101111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+
1

2
(η1iξ1j + ξ1iη1j)(L1201111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1021111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− ρ2L1001111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ))

+
1

2
(ζ1iγ + γζ1j)(L2111110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L0111112(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− L0113110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ))

+
1

2
(η1iγ + γη1j)(L1211110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1011112(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− L0111310(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ))

+
1

2
(ξ1iγ + γξ1j)(L1121110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1101112(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− L0111130(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ))

(2.34)

De même que pour le terme cinétique au cas où γ = 0, les détails de
calcul de ce terme sont donnés dans les annexes A, D et E.

Détermination des termes K, Q, P et M en coordonnées hyper-
sphériques

La forme triangulaire équilatérale de la molécule H+
3 , et l’indiscernabilité

des électrons et des protons, nous permettent de réduire le calcul de ces in-
tégrales en respectant les conditions suivantes :

— La symétrie par rapport à xoy.

— La symétrie par rapport à xoz.

— L’indicernabilité des électrons.

En respectant ces conditions de symétrie et en employant les coordonnées
hypersphériques R et α où R =

√
r2

1 + r2
2 est le hyperrayon, tan(α/2) = r1/r2
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et 0 ≤ α ≤ π, les termes se transforment en,

— Le terme cinétique

K =

∫ ∞
0

dRR5

∫ π/2

0

dα sin2(α)

×
∫ π

0

dθ1 sin(θ1)

∫ π

0

dφ1

∫ π

0

dθ2 sin(θ2)

×
∫ 2π

0

dφ2[
−→
∇1Ψ(−→r1 ,

−→r2 )
−→
∇1Ψ(−→r1 ,

−→r2 )], (2.35)

— Le terme d’attraction coulombienne

Q = 3

∫ ∞
0

dRR5

∫ π/2

0

dα sin2(α)

∫ π/2

0

dθ1 sin(θ1)

×
∫ π

0

dφ1

∫ π

0

dθ2 sin(θ2)

∫ 2π

0

dφ2

(
1

r1a

+
1

r2a

)
Ψ2(−→r1 ,

−→r2 )

=

∫ ∞
0

dRR4

∫ π/2

0

dα sin(α)(sin(α/2) + cos(α/2))

∫ π

0

dθ1 sin(θ1)

×
∫ π

0

dφ1

∫ π

0

dθ2 sin(θ2)

∫ 2π

0

dφ2Ψ2(−→r1 ,
−→r2 ). (2.36)

Ici on a employé les relations

r1 = R sin
(α

2

)
, r2 = R cos

(α
2

)
,

et

1

r1a

+
1

r2a

=
1

R sin (α/2)
+

1

R sin (α/2)

=
1

R

(
sin (α/2) + cos (α/2)

sin (α/2) cos (α/2)

)
=

1

R sin(α)
(sin (α/2) + cos (α/2))
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— Le terme de répulsion coulombienne

P =

∫ ∞
0

dRR5

∫ π/2

0

dα sin2(α)

∫ π/2

0

dθ1 sin(θ1)

×
∫ π

0

dφ1

∫ π

0

dθ2 sin(θ2)

∫ 2π

0

dφ2
Ψ2(−→r1 ,

−→r2 )

r12

. (2.37)

Pour éviter les singularités dans ce terme nous devons faire une trans-
formation des coordonnées angulaires. Les détails sont donnés dans
l’annexe F

— Le terme de recouvrement

M =

∫ ∞
0

dRR5

∫ π/2

0

dα sin2(α)

∫ π/2

0

dθ1 sin(θ1)

×
∫ π

0

dφ1

∫ π

0

dθ2 sin(θ2)

∫ 2π

0

dφ2Ψ2(−→r1 ,
−→r2 ). (2.38)

2.2.3 Résultats des calculs numériques pour la molécule
H+

3

Le tableau 2.2 montre les paramètres optimisés pour un calcul avec ou
sans le terme de corrélation α7, pour ρ=1.65 u.a. Ce double calcul a pour
but d’observer l’effet de la corrélation dans le processus d’ionisation. Nous
donnons également sur le même tableau les résultats d’un calcul précédent
employant un développement construit sur une base de 1000 fonctions Gau-
siennes. Nous n’avons pas utilisé cette fonction dans notre calcul, car son
application serait coûteuse et difficilement applicable à ce stade.

Nous allons remarquer dans le chapitre 4 que notre modèle de fonction
d’onde (équations 2.16 et 2.17) s’adapte mieux à la fonction d’onde du conti-
nuum à trois centres et permet d’obtenir une convergence rapide des inté-
grales de la partie collisionnelle.

2.3 Etats liés de Li+ et Li++ limites atomes unis
respectives de H+

3 et H++
3

Quand la distance internucléaire ρ tend vers zéro, les ions H+

3 et H++
3 se

transforment en Li+ et Li++, respectivement.
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Table 2.2 – Energie et fonction d’onde de H+
3

EH+
3

(u.a.) NH+
3

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

[80] −1.331 48 0.17628 −0.43129 0.35127 1.38683 1.09057 0.24560 0.39686 0.00000
[55] −1.340 34 0.22115 −0.00353 0.18548 1.42450 1.04710 0.15082 0.58912 0.21632
[87] −1.343 835 625 02

2.3.1 Fonction d’onde de Li++

La fonction d’onde de l’état discret ΨLi++(−→r ) a la forme d’une fonction
hydrogénoïde

ΨLi++(−→r ) =

√
27

π
e−3r. (2.39)

2.3.2 Fonction d’onde de l’ion uni Li+

La fonction d’onde d’essai Ψi(
−→r1 ,
−→r2 ) ≡ ΨLi+(−→r1 ,

−→r2 ) est construite sur
une base de produits symétrisés de fonctions de Slater multipliés par un terme
de corrélation de type Hylleraas [86] tronquée à j = 10.

ΨLi+(−→r1 ,
−→r2 ) =

10∑
j=1

cj(e
−αjr1−βjr2 + e−βjr1−αjr2)e−γjr12 , (2.40)

où les paramètres reéls αj, βj et γj sont déterminés par une procédure varia-
tionnelle,

αj =

{√
2

2
j(j + 1)

√
pα

}
(A2 − A1) + A1, A1 < A2,

βj =

{√
3

2
j(j + 1)

√
pβ

}
(B2 −B1) +B1, B1 < B2, (2.41)

γj =

{√
5

2
j(j + 1)

√
pγ

}
(C2 − C1) + C1, C1 < C2,

ici {x} désigne la partie fractionnaire de x, pα, pβ et pγ sont des nombres
premiers, ici pα = 2, pβ = 3 et pγ = 5, et [A1, A2], [B1, B2], et [C1, C2] sont
des intervalles variationnels montrés dans le tableau 2.3 ainsi que la valeur
de l’énergie de L+

i qu’on compare avec l’énergie obtenue dans la réference
[88], ELi+ = −7.279913412669305964899 u.a.
Les paramètres αj, βj et γj sont données dans le tableau 2.4.
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Table 2.3 – Les valeurs optimales des paramètres A1, A2, B1, B2, C1, et C2

de Li+, et les valeurs correspondantes d’énergie.

ELi+ (u.a.) A1 A2 B1 B2 C1 C2

[80] −7.279 887 2.306 688 2.944 009 2.482 743 3.068 828 0.210 933 0.731 537

Table 2.4 – Les valeurs optimales des paramètres αj, βj, γj, et des coeffi-
cients cj de Li+.

j αj βj γj cj
1 2.570 675 2.911 787 0.333 831 218.505985
2 2.461 328 2.597 705 0.579 627 −11.209787
3 2.615 968 2.712 667 0.427 717 −316.178234
4 2.397 274 2.670 588 0.398 705 32.332987
5 2.442 567 3.057 553 0.492 590 −87.311581
6 2.751 847 2.701 392 0.709 374 −867.758697
7 2.687 793 2.774 275 0.528 452 815.784591
8 2.887 726 2.690 117 0.470 427 −598.197979
9 2.714 325 3.035 003 0.535 300 144.138084
10 2.804 911 2.636 763 0.723 072 672.786933
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Chapitre 3

L’électron libre dans le champ
coulombien de trois centres non
alignés

Dans ce chapitre nous allons décrire notre approche pour la description
de l’état de l’électron éjecté qui évolue dans le champ coulombien de trois
centres déposés suivant un triangle équilatéral. Il possède un vecteur d’onde−→
k et une énergie cinétique donnée k2

2
. Ce type de problème est souvent

traité par la construction d’une fonction d’onde avec des ondes partielles,
solutions monocentriques de l’équation de Schrödinger, ou par des méthodes
numériques comme la méthode de R-matrix [78]. Nous allons dans ce travail
proposer une construction tricentrique construite avec les fonctions coulom-
biennes centrées sur chacun des centres. Notre approche peut être considérée
comme une extension au cas tricentrique d’un modèle bicentrique appliqué
dans le passé au cas de H+

2 [36] .

3.1 Séparation des centres et solution appro-
chée

(ThCC, three center contunuum)
Le Hamiltonien non-relativiste de ce problème peut être donné en unités

atomiques par

H = −∆

2
− Za
ra
− Zb
rb
− Zc
rc
, (3.1)
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Figure 3.1 – l’électron éjecté dans le champ des trois centres de l’ion résiduel

où, les trois centres sont désignés par A, B et C (figure 3.1), avec leurs charges
respectives Za, Zb et Zc.

En se basant sur le modèle bicentrique appliqué au cas de la molécule H+
2 ,

nous allons considérer la fonction d’onde d’un électron libre dans le champ
de trois centres, possédant un vecteur d’onde

−→
k défini dans le repère lié à la

molécule. Cette fonction d’onde est construite par le produit de trois fonctions
correspondant chacune à l’un des centres de la molécule tricentrique

Ψ(
−→
k ,−→r ) = ϕa(

−→
k ,−→ra)ϕb(

−→
k ,−→rb )ϕc(

−→
k ,−→rc ), (3.2)

où

ϕs(
−→
k ,−→rs ) = e

ı
−→
k−→r
3 Qs(

−→
k ,−→rs ) s = a, b, c. (3.3)

En substituant cette fonction dans l’équation de Schrödinger[
−∆

2
− Za
ra
− Zb
rb
− Zc
rc

]
Ψ(
−→
k ,−→r ) =

k2

2
Ψ(
−→
k ,−→r ), (3.4)

nous obtenons l’équation suivante (Voir l’annexe G)

(QbQc[
1

2
∆a + ı

−→
k
−→
∇a +

Za
ra

] +
1

2
[Qc
−→
∇bQb +Qb

−→
∇cQc]

−→
∇a)Qa

+(QcQa[
1

2
∆b + ı

−→
k
−→
∇b +

Zb
rb

] +
1

2
[Qc
−→
∇aQa +Qa

−→
∇cQc]

−→
∇b)Qb

+(QaQb[
1

2
∆c + ı

−→
k
−→
∇c +

Zc
rc

] +
1

2
[Qa

−→
∇bQb +Qb

−→
∇aQa]

−→
∇c)Qc = 0 (3.5)

En considérant que l’expression dans chaque ligne est indépendamment
égale à zéro, et en négligeant les termes contenant les produits croisés nous
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obtenons trois équations de la forme[
∆s

2
+ ı
−→
k
−→
∇s +

Zs
rs

]
Qs(
−→
k ,−→rs ) = 0 pour s = a, b, c. (3.6)

Pour un système homonucléaire, les centres sont identiques, nous avons donc
Za = Zb = Zc = Z, ce qui donne[

∆s

2
+ ı
−→
k
−→
∇s +

Z

rs

]
Qs(
−→
k ,−→rs ) = 0 pour s = a, b, c. (3.7)

Cette équation différentielle possède une solution conventionnelle sous la
forme

Q(
−→
k ,−→r ) = 1F1(ıα, 1,−ı[kr +

−→
k −→r ]), (3.8)

où 1F1 est la fonction hypergéométrique de Kummer, et α = −Z
k
est le para-

mètre de Sommerfeld.

En remplaçant dans l’équation 3.2 nous obtenons

Ψ(
−→
k ,−→r ) = M(2π)−

3
2 eı
−→
k −→r

3∏
s=1

Qs(
−→
k ,−→rs ), (3.9)

avec M = (e−π
α
2 Γ(1 − ıα))3. Cette fonction d’onde satisfait la condition de

normalisation suivante

〈Ψ(
−→
k′ ,−→r )|Ψ(

−→
k ,−→r )〉 = δ(

−→
k −
−→
k′ ). (3.10)

La démonstration de la relation précédente est donnée dans l’annexe H

3.2 Ecrantage et comportement asymptotique
Dans le cas de l’ionisation de H+

3 , nous allons décrire l’électron éjecté qui
se trouve dans le champ coulombien de trois protons et un électron lié par la
fonction tricentrique qui vient d’être décrite, en réduisant le rôle de l’électron
lié à un simple écrantage. Ainsi la charge "vue" par l’électron éjecté à grande
distance sera 2 au lieu de 3. Ceci va imposer à Za, Zb et Zc la condition
Za + Zb + Zc = 2. Comme les trois centres sont supposés être équivalents,
nous aurons Z = Za = Zb = Zc = 2

3
. Nous envisageons dans une prochaine

étape d’appliquer un modèle de charge dynamique pour Za, Zb et Zc, dépen-
dant de l’orientation du vecteur

−→
k par rapport à la molécule.
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L’originalité de la fonction d’onde ThCC (three center continuum func-
tion) définie par les équations (3.3, 3.8 et 3.9) pour l’état de continuum est
qu’elle satisfait par sa nature la symétrie triangulaire et les conditions asymp-
totiques exactes, contrairement aux fonctions qui sont basées sur le modèle
monocentrique, ainsi la limite de la fonction décrite par l’équation 3.9 est
donnée par

lim
r→∞

Ψ(
−→
k ,−→r ) −→ eı

−→
k −→r

(2π)
3
2

e−ı3α ln(kr+
−→
k −→r ), (3.11)

qui est la limite asymptotique de la fonction d’onde d’un électron lointain
dans le champ coulombien d’une charge positive égale à 2.

Nous sommes conscients que pour des électrons éjectés très lents (Ee < 10
eV ), le modèle proposé peut ne pas être bien adapté, car l’interaction de
l’électron éjecté avec le nuage électronique pourrait induire une polarisation
et une modification de la symétrie triangulaire de l’ion résiduel.

3.3 Description de l’électron libre dans le champ
coulombien de Li++

Nous rappelons ici la solution coulombienne exacte de l’équation de Schrö-
dinger pour un électron dans le champ de 3 protons écrantés par un électron
[89] :

Ψc(
−→
k ,−→r ) = M

eı
−→
k −→r

(2π)3/2 1F1

(
ıξ, 1,−ı(kr +

−→
k −→r )

)
, (3.12)

M = e−π
ξ
2 Γ(1− ıξ), ξ = −2

k
.
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Chapitre 4

Section efficace multiplement
différentielle de l’ionisation de la
molécule H+

3 par impact
électronique

4.1 Théorie de l’ionisation simple (e,2e) dans
le cas de la molécule H+

3

Nous avons fixé l’origine commune O du référentiel du laboratoire et du
référentiel de la molécule sur le circumcentre du triangle équilatéral H+

3 de
côté 1.65 u.a. L’orientation de la molécule par rapport au cadre du laboratoire
sera donnée par les angles d’Euler α, β et γ. La section efficace multiplement
différentielle (MDCS) d’une détection générale hors-plan des électrons diffusé
et éjecté dans le cas d’une cible triatomique orientée H+

3 est donnée par
(équation (1.14)) :

σ(4)(α, β, γ) =
d4σ

dΩα,β,γdΩsdΩedEe
= (2π)4kske

ki
|Tfi|2, (4.1)

où dΩs, dΩe sont respectivement les éléments d’angles solides pour les orien-
tations des électrons diffusé et éjecté, dEe représente l’élément de l’énergie
de l’électron éjecté et dΩα,β,γ représente l’élément d’angle solide d’Euler pour
une orientation donnée du plan de H+

3 . ki, ks et ke représentent respective-
ment les modules des vecteurs d’onde des électrons incident, diffusé et éjecté.

Dans le cas de cibles orientées aléatoirement, il faut passer à la section ef-
ficace triplement différentielle (TDCS) en intégrant sur toutes les orientations
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possibles et également probables de la molécule

σ(3) =
1

8π2

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

dβ sin(β)

∫ 2π

0

dγσ(4)(α, β, γ). (4.2)

Pour la molécule tricentrique H+
3 , soit

−→a ,
−→
b et−→c les positions des centres

de la molécule A, B et C, dans le référentiel lié à la molécule.

−→a =
ρ√
3

(
−1

2
,+

√
3

2
, 0

)
≡ ρ√

3

(
cos

(
2π

3

)
, sin

(
2π

3

)
, 0

)
,

−→
b =

ρ√
3

(
−1

2
,−
√

3

2
, 0

)
≡ ρ√

3

(
cos

(
4π

3

)
, sin

(
4π

3

)
, 0

)
, (4.3)

−→c =
ρ√
3

(1, 0, 0) ≡ ρ√
3

(cos (0) , sin (0) , 0) .

Les vecteurs −→a ,
−→
b et−→c appartiennent au plan xmOym de la molécule, et

−→a +
−→
b +−→c =

−→
0 .

Nous avons aussi les vecteurs
−→
k i,
−→
k s,
−→
k e et

−→
K =

−→
k i −

−→
k s qui sont

définis dans le repère du laboratoire. Comme on l’a vu dans le chapitre 1, ces
vecteurs peuvent être définis dans le repère de la molécule.

Les vecteurs
−→
K

m
≡
−→
K

m
(α, β, γ) = R−1

zyz(α, β, γ)
−→
K,

−→
k
m

e ≡
−→
k
m

e (α, β, γ) = R−1
zyz(α, β, γ)

−→
k e, (4.4)

sont les vecteurs dans le référentiel de la molécule.

Pour déterminer les propriétés de symétries du terme σ4(α, β, γ) nous
considérons les produits scalaires suivants (

−→
Km.
−→
k
m

e ), (−→a .
−→
K

m
), (
−→
b .
−→
K

m
),

(−→c .
−→
K

m
), (−→a .

−→
k
m

e ), (
−→
b .
−→
k
m

e ), (
−→c .
−→
k
m

e ).

Les vecteurs
−→
k i,
−→
k s,
−→
K et

−→
k e appartiennent au plan de collision xOz

du laboratoire, dans le cas de l’ionisation coplanaire.

Nous pouvons écrire, d’après l’équation 1.21 du chapitre 1, les compo-
santes de ces vecteurs dans le référentiel de la molécule.
Pour −→q = (qx, 0, qz), avec −→q =

−→
K ou

−→
k e, cela donne :
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−→q m(α, β, γ)

=

 {
cos(γ) cos(β) cos(α)− sin(γ) sin(α)

}
qx −

{
cos(γ) sin(β)

}
qz

−
{

sin(γ) cos(β) cos(α) + cos(γ) sin(α)
}
qx +

{
sin(γ) sin(β)

}
qz{

sin(β) cos(α)
}
qx +

{
cos(β)

}
qz

 ,

−→q m(2π − α, β, 2π − γ)

=

 {
cos(γ) cos(β) cos(α)− sin(γ) sin(α)

}
qx −

{
cos(γ) sin(β)

}
qz{

sin(γ) cos(β) cos(α) + cos(γ) sin(α)
}
qx −

{
sin(γ) sin(β)

}
qz{

sin(β) cos(α)
}
qx +

{
cos(β)

}
qz

 , (4.5)

−→q m(π − α, π − β, γ)

=

 {
cos(γ) cos(β) cos(α)− sin(γ) sin(α)

}
qx −

{
cos(γ) sin(β)

}
qz

−
{

sin(γ) cos(β) cos(α) + cos(γ) sin(α)
}
qx +

{
sin(γ) sin(β)

}
qz

−
{

sin(β) cos(α)
}
qx −

{
cos(β)

}
qz

 .

A partir de là, nous obtenons les conditions de symétrie suivantes

−→a −→q m(α, β, γ) =
−→
b −→q m(2π − α, β, 2π − γ),

−→c −→q m(α, β, γ) = −→c −→q m(2π − α, β, 2π − γ),
−→p −→q m(α, β, γ) = −→p −→q m(π − α, π − β, γ),

. (4.6)

avec −→p = −→a ,
−→
b ,−→c

En tenant compte de ces conditions de symétrie par rapport aux deux
centres A et B, nous avons

σ4(α, β, γ) = σ4(2π − α, β, 2π − γ) = σ4(π − α, π − β, γ). (4.7)

Nous pouvons à partir de ces relations réduire les limites d’intégration
dans l’équation 4.2

σ(3) =
1

2π2

∫ π

0

dα

∫ π/2

0

dβ sin(β)

∫ 2π

0

dγσ(4)(α, β, γ). (4.8)

44
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Il est également facile de vérifier les conditions suivantes

−→a −→q m
(
α, β, γ +

2π

3

)
=
−→
b −→q m(α, β, γ),

−→a −→q m
(
α, β, γ +

4π

3

)
= −→c −→q m(α, β, γ),

−→
b −→q m

(
α, β, γ +

2π

3

)
= −→c −→q m(α, β, γ),

−→
b −→q m

(
α, β, γ +

4π

3

)
= −→a −→q m(α, β, γ), (4.9)

−→c −→q m
(
α, β, γ +

2π

3

)
= −→a −→q m(α, β, γ),

−→c −→q m
(
α, β, γ +

4π

3

)
=
−→
b −→q m(α, β, γ),

et compte tenu de la symétrie par rapport aux trois centres A, B et C, la
fonction σ4 satisfait les conditions de symétrie :

σ4(α, β, γ) = σ4

(
α, β, γ +

2π

3

)
= σ4

(
α, β, γ +

4π

3

)
, (4.10)

ce qui permet de réduire la limite d’intégration sur l’angle γ dans l’équation
4.8,

σ(3) =
3

2π2

∫ π

0

dα

∫ π/2

0

dβ sin(β)

∫ 2π/3

0

dγσ(4)(−→a ,
−→
b ,−→c ). (4.11)

4.2 Description de l’élément de matrice de tran-
sition Tfi

Comme il a été mentionné dans le chapitre 1, la matrice de transition de
l’état initial à l’état final du système de collision est donnée par

Tfi = 〈Ψf |V |Ψi〉. (4.12)

Dans le cas d’un traitement non relativiste de la collision inélastique, le
spin total du système projectile-cible est conservé. Le faisceau d’électrons in-
cidents non polarisé dans le cas de notre réaction (e,2e) peut être assimilé à
un faisceau dont la moitié des électrons possèdent un spin 1

2
et l’autre moitié

un spin −1
2
.
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En ce qui concerne notre système d’étude, la cible à l’état initial est
une molécule dans son état fondamental ayant deux électrons liés, dont le
spin total est nul. L’état initial du spin est alors celui de l’électron incident.
Nous allons construire les fonctions d’onde du système cible-projectile avec
des combinaisons de déterminants de Slater à trois électrons satisfaisant les
conditions de conservation du spin.

Nous représentons un déterminant de Slater par l’expression

∆ =
1√
3!

∣∣∣∣∣∣
φ1(1) φ1(2) φ1(3)
φ2(1) φ2(2) φ2(3)
φ3(1) φ3(2) φ3(3)

∣∣∣∣∣∣ = |φ1φ2φ3|, (4.13)

les φi représentent les différentes spin-orbitales, i=1,2,3.

4.2.1 Construction de la fonction d’onde de l’état initial

Nous allons employer les déterminants de Slater construits avec trois spin-
orbitales correspondant à chacun des trois électrons. L’électron incident sera
représenté par les fonctions χ(−→r ) ou χ(−→r ), et les deux électrons de la mo-
lécule par ϕj(−→r ), et ϕj(−→r ) avec j=1,2. La barre indique un état de spin
individuel −1

2
.

Le spin total du système est S=1
2
, avec Ms = ±1

2
. Les deux choix de

Ms total aboutiront au même résultat dans l’expression finale de la section
efficace. Nous allons donc ne considérer que l’un des cas où la valeur Ms est
positive.

Nous pouvons représenter la fonction d’onde initiale avec une combinaison
de deux déterminants de Slater, ∆i1 et ∆i2 tel que

Ψi↑ = a∆i1 + b∆i2. (4.14)

Les déterminants peuvent être représentés symboliquement par

∆i1 ↑= |χϕ1ϕ2| = |ppn| (4.15)
∆i2 ↑= |χϕ1ϕ2| = |pnp|, (4.16)

avec p correspond au spin positif et n au négatif.
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Pour trouver les coefficients a et b de l’équation 4.14, appliquons l’opéra-
teur du spin total Ŝ2 sur ψi, en exigeant que Ŝ2ψi = 1

2
(1

2
+ 1)ψi = 3

4
ψi

Ŝ2∆i1 = (Ŝ−Ŝ+ + ~Ŝz + Ŝ2
z )|ppn|

= ((Ŝ−Ŝ+) +
1

2
+

1

4
)|ppn|

=
7

4
∆i1 + ∆i2 (4.17)

ici les opérateurs sont les sommes des opérateurs monoélectroniques, par
exemple : Ŝ−=Ŝ1−+Ŝ2−+Ŝ3−.

Ŝ2∆i2 = (Ŝ−Ŝ+ + ~Ŝz + Ŝ2
z )|pnp|

= ((Ŝ+Ŝ−) +
1

2
~ +

1

4
)|pnp|

=
7

4
∆i2 + ∆i1, (4.18)

Ce qui nous permet d’obtenir l’équation

a(
7

4
∆i1 + ∆i2) + b(

7

4
∆i2 + ∆i1) =

3

4
(a∆i1 + b∆i2), (4.19)

a+ b = 0. (4.20)

En imposant la condition de normalisation |a|2 + |b|2 = 1 nous obtenons

a = ± 1√
2
, (4.21)

b = ∓ 1√
2
. (4.22)

Nous pouvons donc écrire pour l’état initial

Ψi(S =
1

2
,Ms =

1

2
) =

1√
2
{|ppn| − |pnp|}. (4.23)

4.2.2 Construction de la fonction d’onde de l’état final

Dans l’état final, le système est constitué d’un électron lié à l’ion résiduel,
et deux électrons émergents le diffusé et l’éjecté. Nous représenterons l’élec-
tron diffusé par la fonction d’onde χs ou χs. L’électron éjecté sera représenté
par la fonction χe ou χe, et l’électron de l’ion résiduel sera représenté par φ
ou φ.
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Ici trois déterminants peuvent assurer la valeur de Ms = +1
2
, ils sont

donnés par

∆f1 = |χsχeφ| = |ppn| (4.24)
∆f2 = |χsχeφ| = |pnp| (4.25)

∆f3 = |χsχeφ| = |npp|. (4.26)

Nous construisons la fonction d’onde de l’état final avec ces trois déter-
minants

ψf = a′∆f1 + b′∆f2 + c′∆f3. (4.27)

En appliquant Ŝ2 sur les déterminants de la fonction Ψf , nous obtenons

Ŝ2∆f1 = (Ŝ−Ŝ+ + Ŝz + Ŝ2
z )∆f1

= ((Ŝ−Ŝ+) +
1

2
~ +

1

4
)∆f1

=
7

4
∆f1 + ∆f2 + ∆f3, (4.28)

Ŝ2∆f2 = (Ŝ−Ŝ+ + Ŝz + Ŝ2
z )∆f2

=
7

4
∆f2 + ∆f1 + ∆f3, (4.29)

Ŝ2∆f3 = (Ŝ−Ŝ+ + Ŝz + Ŝ2
z )∆f3

=
7

4
∆f3 + ∆f1 + ∆f2. (4.30)

Nous pouvons maintenant construire Ψf en cherchant les coefficients a’,
b’ et c’, par résolution de l’équation suivante

Ŝ2Ψf = Ŝ2(a′∆f1 + b′∆f2 + c′∆f3)

=
3

4
Ψf

=
3

4
(a′∆f1 + b′∆f2 + c′∆f3). (4.31)

Ce qui donne

a′ + b′ + c′ = 0. (4.32)

Ici aussi |a′|2 + |b′|2 + |c′|2 = 1,
Il y a donc 6 combinaisons possibles de déterminants avec lesquelles nous

pouvons représenter la fonction d’onde de l’état final du système :
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Ψf1 =
1√
2
{ppn− pnp}, (a′ =

1√
2
, b′ = − 1√

2
, c′ = 0) (4.33)

Ψf2 =
1√
2
{ppn− npp}, (a′ =

1√
2
, b′ = 0, c′ = − 1√

2
), (4.34)

Ψf3 =
1√
2
{pnp− npp}, (a′ = 0, b′ =

1√
2
, c′ = − 1√

2
), (4.35)

Ψf4 =
1√
6
{2ppn− pnp− npp}, (a′ =

2√
6
, b′ = c′ = − 1√

6
), (4.36)

Ψf5 =
1√
6
{−ppn+ 2pnp− npp}, (a′ = c′ = − 1√

6
, b′ =

2√
6

), (4.37)

Ψf6 =
1√
6
{−ppn− pnp+ 2npp}, (a′ = b′ = − 1√

6
, c′ =

2√
6

). (4.38)

4.3 Expression générale de la matrice de tran-
sition

Nous savons que la section efficace triplement différentielle σ(3) est pro-
portionnelle à la probabilité de transition inélastique qui est donnée par la
moyenne des probabilités obtenues avec les différents états finaux possibles.
Nous avons donc

σ(3) ∝ 1

6

6∑
s=1

|Tfsi|2, (4.39)

avec

Tfsi = 〈Ψfs|V |Ψi〉, (4.40)

où les Ψfs sont données par les équations (4.33 - 4.38) et Ψi par l’équation
4.23.

V (−→r0 ,
−→r1 ,
−→r2 ) représente l’interaction coulombienne entre l’électron inci-

dent et la cible. Elle est donnée par

V (−→r0 ,−→r1 ,−→r2) =
1

|−→r0 −−→r1 |
+

1

|−→r0 −−→r2 |
−

1

|−→r0 −−→a |
−

1

|−→r0 −
−→
b |
−

1

|−→r0 −−→c |
, (4.41)
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avec −→r0 , la position de l’électron incident diffusé (rapide).

La détermination détaillée de ces intégrales (annexe I) montre que

|Tf1i|2 + |Tf6i|2 = |Tf2i|2 + |Tf5i|2 = |Tf3i|2 + |Tf4i|2. (4.42)

Ceci nous permet de simplifier la sommation

σ(3) ∝ 1

2
[|Tf1i|2 + |Tf6i|2]. (4.43)

Soient les trois types d’intégrales suivantes :

f = 〈χs(0)χe(2)φH++
3

(1)|V |χi(0)ΨH+
3

(1, 2)〉, (4.44)

avec ΨH+
3
, la partie espace de la fonction d’onde de la molécule H+

3 , et

g = 〈χs(2)χe(0)φH++
3

(1)|V |χi(0)ΨH+
3

(1, 2)〉, (4.45)

h = 〈χs(2)χe(1)φH++
3

(0)|V |χi(0)ϕH+
3

(1, 2)〉, (4.46)

où f, g et h représentent respectivement les termes direct, d’échange et de
capture. Le terme direct correspond au cas où l’électron incident devient
l’électron diffusé après la collision, dans celui d’échange, l’électron incident
devient l’électron éjecté, et dans le terme de capture, l’électron incident de-
vient l’électron lié à l’ion résiduel.

En détaillant les déterminants de Slater définis plus haut et en identifiant
les différents termes nous obtenons (voir annexe I)

Tf1i = 2f − g − h, (4.47)

Tf6i =
√

3(g − h). (4.48)

Dans notre cas, l’énergie de l’électron incident est relativement grande (≥
500 eV ). Les contributions des deux derniers termes g et h sont négligeables
par rapport au terme direct dont la détermination sera détaillée dans la
section suivante.
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4.4 Calcul de l’élément de matrice de transition
Tfi

Pour calculer l’élément de la matrice de transition, nous sommes amenés
dans le cas d’énergie d’incidence relativement haute (> 100 eV ) à déterminer
le terme direct (équation 4.44) qui s’écrit également

f =
1

(2π)3

∫
d−→r0

∫
d−→r1

∫
d−→r2e

i
−→
K−→r0Ψi(

−→r1 ,
−→r2 )VΨf (

−→r1 ,
−→r2 ) (4.49)

où
−→
K =

−→
ki −

−→
ks (4.50)

et

V =
1

|−→r0 −−→r1 |
+

1

|−→r0 −−→r2 |
− 1

|−→r0 −−→a |
− 1

|−→r0 −
−→
b |
− 1

|−→r0 −−→c |
(4.51)

Aussi dans ce terme (f) nous avons décrit les électrons incident et diffusé
par deux ondes planes, le Ψi est donc la fonction d’onde de l’état lié de l’ion
H+

3 , et le Ψf est le produit des donction d’onde de continuume et celle de
l’état liée de H++

3 .
Nous appliquons la transformation de Bethe sur le vecteur position

−→
R de

l’électron incident, ce qui nous permet d’écrire∫
d−→r0

ei
−→
K−→r0

|−→r0 −−→r |
= 4π

eı
−→
K−→r

K2
. (4.52)

La matrice de transition devient alors

Tfi =
1

(πK)2

∫
d−→r1

∫
d−→r2 Ψi(

−→r1 ,
−→r2 )U(−→r1 ,

−→r2 )Ψf (
−→r1 ,
−→r2 ), (4.53)

où

U(−→r1 ,
−→r2 ) = eı

−→
K−→r1 + eı

−→
K−→r2 − eı

−→
K−→a − eı

−→
K
−→
b − eı

−→
K−→c . (4.54)

Nous rappelons les expressions des fonctions d’onde présentes. La fonction
d’onde initiale s’écrit

Ψi = ΨH+
3

= NH+
3

(1 + P12)
∑

perm{a,b,c}
φ1(1)φ2(2)e−α7r12 , (4.55)

51



CHAPITRE 4. SECTION EFFICACE MULTIPLEMENT DIFFÉRENTIELLE DE L’IONISATION DE LA
MOLÉCULE H+

3 PAR IMPACT ÉLECTRONIQUE

où

φ1(−→r ) = e−α1ra−α2rb−α3rc , (4.56)

et

φ2(−→r ) = e−α4ra−α5rb−α6rc . (4.57)

La fonction d’onde finale Ψf est donnée par

Ψf (
−→r1 ,
−→r2 ) = Ψc(

−→
k ,−→r2 )ΨH++

3
(−→r1 ), (4.58)

avec

ΨH++

3
(−→r ) = NH++

3

∑
perm{a,b,c}

e−α1ra−α2rb−α3rc , (4.59)

et

Ψc(
−→
k ,−→r ) = M

eı
−→
k −→r

(2π)
3
2

∏
j=a,b,c1F1(ıξ, 1,−ı(krj +

−→
k −→rj )), (4.60)

où

M = (e−π
ξ
2 Γ(1− ıξ))3 , ξ = −2

3

1

kc
. (4.61)

La matrice de transition sera alors

Tfi =
1

(πK)2

∫
d−→r1e

ı
−→
K−→r1

∫
d−→r2 Ψi(

−→r1 ,
−→r2 )Ψf (

−→r1 ,
−→r2 )

+
1

(πK)2

∫
d−→r1

∫
d−→r2 Ψi(

−→r1 ,
−→r2 )eı

−→
K−→r2Ψf (

−→r1 ,
−→r2 )

− 1

(πK)2
eı
−→
K−→a

∫
d−→r1

∫
d−→r2 Ψi(

−→r1 ,
−→r2 )Ψf (

−→r1 ,
−→r2 )

− 1

(πK)2
eı
−→
K
−→
b

∫
d−→r1

∫
d−→r2 Ψi(

−→r1 ,
−→r2 )Ψf (

−→r1 ,
−→r2 )

− 1

(πK(2
eı
−→
K−→c

∫
d−→r1

∫
d−→r2 Ψi(

−→r1 ,
−→r2 )Ψf (

−→r1 ,
−→r2 ). (4.62)

Que l’on écrit sous la forme

Tfi = T1 + T2 − T3 − T4 − T5. (4.63)
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En explicitant les fonctions d’onde initiale et finale dans Tn n = 1, ..., 5,
nous obtiendrons

T1 = C1

∫
d−→r1

∫
d−→r2 (φ1(1)φ2(2) + φ1(2)φ2(1))e−α7r12eı

−→
K−→r1eı

−→
ke
−→r2

×
∑

perm{a,b,c}

e−α1r1a−α2r1b−α3r1c
∏

j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j)),

(4.64)

Avec C1 = NH+
3
NH++

3
M 1

(πK)2
1

(2π)
3
2

T2 = C1

∫
d−→r1

∫
d−→r2 (φ1(1)φ2(2) + φ1(2)φ2(1))e−α7r12eı

−→
K−→r2eı

−→
ke
−→r2

×
∑

perm{a,b,c}

e−α1r1a−α2r1b−α3r1c
∏

j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j)),

(4.65)

T3 = C1 × eı
−→
K−→a

∫
d−→r1

∫
d−→r2 (φ1(1)φ2(2) + φ1(2)φ2(1))e−α7r12eı

−→
ke
−→r2

×
∑

perm{a,b,c}

e−α1r1a−α2r1b−α3r1c
∏

j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j))

= C1 × eı
−→
K−→a × S, (4.66)

avec

S =

∫
d−→r1

∫
d−→r2 (φ1(1)φ2(2) + φ1(2)φ2(1))e−α7r12eı

−→
ke
−→r2

×
∑

perm{a,b,c}

e−α1r1a−α2r1b−α3r1c
∏

j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j)). (4.67)

T4 = C1 × eı
−→
K
−→
b × S. (4.68)

T5 = C1 × eı
−→
K−→c × S. (4.69)

Ces intégrales ont été déterminées par intégration numérique en utilisant
le code CUHRE du paquet (package) CUBA, dans laquelle les valeurs de 1F1

sont obtenues en utilisant l’algorithme expliqué dans l’annexe K.
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Dans le cas où α7 = 0, les intégrales sur les variables −→r1 et −→r2 seront
découplées,

T1 = C1

∫
d−→r1

∫
d−→r2φ1(1)φ2(2)eı

−→
ke
−→r2eı

−→
K−→r1

×
∏

j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j))φH++

3
(1)

+C1

∫
d−→r1

∫
d−→r2φ1(2)φ2(1)eı

−→
ke
−→r2eı

−→
K−→r1

×
∏

j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j))φH++

3
(1)

= C1

∫
d−→r1φ1(1)eı

−→
K−→r1φH++

3

∫
d−→r2φ2(2)eı

−→
ke
−→r2

×
∏

j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j))φH++

3
(1)

+C1

∫
d−→r1φ2(1)eı

−→
K−→r1φH++

3

∫
d−→r2φ2(2)eı

−→
ke
−→r2

×
∏

j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j))φH++

3
(1) (4.70)

En posant

ωi =

∫
d−→r1φi(1)φH++

3
(1), i = 1, 2. (4.71)

γi =

∫
d−→r1e

ı
−→
K−→r1φi(1)φH++

3
(1), i = 1, 2. (4.72)

µi =

∫
d−→r2φi(2)eı

−→
k −→r2

∏
j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j)), i = 1, 2 (4.73)

et

ηi =

∫
d−→r2φi(2)eı(

−→
ke+
−→
K)−→r2

∏
j=a,b,c

1F1(ıξ, 1,−ı(ker2j +
−→
ke
−→r2j)), i = 2, 1.

(4.74)

Le premier terme de la matrice de transition sera alors

T1 = C1(γ1 × µ2 + γ2 × µ1). (4.75)
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De même on réduit les autres termes

T2 = C1(ω1 × η2 + ω2 × η1). (4.76)

T3 = C1e
ı
−→
ke
−→a (ω1 × µ2 + ω2 × µ1). (4.77)

T4 = C1e
ı
−→
ke
−→
b (ω1 × µ2 + ω2 × µ1). (4.78)

T5 = C1e
ı
−→
ke
−→c (ω1 × µ2 + ω2 × µ1). (4.79)
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Chapitre 5

Investigation des conditions
optimales pour la réalisation des
expériences (e,2e) sur un gaz de
H+

3 ou D+
3

A notre connaissance, aucune expérience d’ionisation par impact électro-
nique simple (e,2e) ou double (e,3e) avec détection en coïncidence des élec-
trons émergents n’a été réalisée sur H+

3 , malgré le fait qu’il soit l’ion molécu-
laire triatomique le plus simple de la nature, dont les trois centres forment à
l’état d’équilibre un triangle équilatéral. Dans le domaine des collisions, nous
pouvons citer des expériences réalisant la recombinaison dissociative de H+

3

avec des électrons comme celles de [41, 64, 65, 66]. Dans le domaine de l’in-
teraction rayonnement-matière des expériences étudiant l’évolution dans le
temps de H+

3 et de son isotope en présence d’un champ LASER intense pulsé
ont été rapportées dans [76]. La seule expérience dans laquelle l’ionisation de
H+

3 est réalisée avec une détection en coïncidence est celle de McKenna et al.
[79] qui ont étudié la simple et double ionisation de cet isotope de H+

3 dans
des collisions multi-photoniques. Nous pensons que la technologie employée
dans ces expériences pourrait permettre, rapidement, la réalisation de l’ioni-
sation simple (e,2e) de H+

3 .

Dans ce chapitre nous allons donc essayer de guider ces expériences fu-
tures, que nous croyons imminentes, en présentant les premières valeurs théo-
riques de la section efficace multiplement différentielle du processus (e,2e)
dans différentes situations. Nous allons montrer ainsi les variations des TDCS
et FDCS avec différentes grandeurs géométriques et énergétiques du projec-
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tile et de l’électron éjecté. En analysant le comportement des TDCS et FDCS
et en prenant en compte les mécanismes d’ionisation, nous allons pouvoir vé-
rifier notre procédure basée sur un traitement perturbatif de premier ordre
de la série de Born, la validité des approximations employées et la qualité des
différentes fonctions d’onde originales que nous proposons dans nos calculs
[80].

5.1 Section efficace triplement différentielle (TDCS)
de l’ionisation simple de la molécule H+

3

Figure 5.1 – Structure commune de la surface de variation de la TDCS avec
les angles de diffusion et d’éjection d’une expérience (e,2e)[90]

La TDCS correspond à la situation expérimentale de la molécule orien-
tée d’une façon aléatoire. Le comportement commun à toutes les expériences
(e,2e) en termes de l’angle de diffusion θs et de l’angle d’éjection θe est montré
sur la figure 5.1. Nous remarquons que pour des petits angles de diffusion,
nous avons deux directions d’éjection privilégiées qui correspondent respecti-
vement aux directions parallèle et anti-parallèle au vecteur du moment trans-
féré à la cible "

−→
K" (figure 5.2). Nous allons dans ce qui suit choisir, lorsque

nécessaire, ces orientations d’éjection pour les différentes variations étudiées.
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Figure 5.2 – Situation optimale pour l’ionisation coplanaire

5.1.1 Variation de la TDCS avec l’énergie d’incidence
Ei

Nous commençons par étudier la variation de la TDCS avec l’énergie
d’incidence Ei. L’électron incident est diffusé dans la direction définie par
θs = −1◦. Pour l’électron éjecté, nous considérons une valeur intermédiaire
Ee = 10 eV que nous estimons bien adaptée à la fonction ThCC appliquée
dans nos calculs. Comme indiqué plus haut, nous choisissons θe = θ−→

K
.

La variation de TDCS avec l’énergie d’incidence Ei dans ces conditions
est montrée sur la figure 5.3, où la courbe continue représente les résultats en
utilisant la fonction d’onde corrélée de H+

3 dans l’état initial (α7 6= 0), tandis
que la courbe pointillée représente les résultats en utilisant la fonction moins
corrélée α7 = 0. Nous remarquons que la différence entre les deux courbes est
faible. Ceci peut être dû à la faible influence de la corrélation dans le processus
d’ionisation simple (e,2e) des molécules tricentriques biélectroniques. Nous
remarquons aussi que les maxima des deux courbes sont autour de la valeur
Ei = 1300 eV que nous allons considérer par la suite comme valeur optimale
de l’énergie d’incidence.

5.1.2 Variation de la TDCS avec l’énergie d’éjection Ee

Dans la figure 5.4, nous présentons la variation de la TDCS avec l’éner-
gie d’éjection Ee, en fixant la valeur de l’énergie d’incidence Ei à la valeur
donnant la TDCS maximale sur la figure 5.3, Ei = 1300 eV , et en prenant
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Figure 5.3 – Variation de la TDCS de l’ionisation simple (e,2e) de la mo-
lécule H+

3 sous une direction d’incidence parallèle à l’axe Z du laboratoire,
avec une énergie d’éjection Ee = 10 eV détectée dans la direction d’éjection
parallèle au moment de transfert, la courbe continue correspond aux calculs
effectués avec α7 6= 0, la courbe pointillée représente les résultats obtenus en
utilisant la fonction d’onde moins corrélée α7 = 0

les mêmes conditions géométriques que dans le paragraphe 5.1.1, c’est-à-dire,
l’angle de diffusion θs = −1◦ et l’angle d’éjection θe égal à l’angle que le mo-
ment de transfert

−→
K fait avec l’axe Z.

Nous chosissons de faire varier l’énergie d’éjection entre 5 eV et 100 eV
avec les mêmes conditions que la figure 5.3. Nous sommes conscients qu’à très
faible énergie d’éjection la polarisation du nuage électronique de l’ion résiduel
sous l’effet coulombien de l’électron éjecté devient importante et peut mo-
difier la symétrie triangulaire équilatérale, rendant la fonction d’onde ThCC
moins appropriée.

Le comportement de la variation de la TDCS avec l’énergie d’éjection qui
révèle une décroissance logarithmique s’explique par le fait qu’à faible valeur
de l’angle de diffusion θs = −1◦, le moment transféré à la cible étant petit,
l’électron éjecté possède moins de chance d’acquérir une grande énergie, étant
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Figure 5.4 – Variation de la TDCS avec l’énergie d’éjection Ee, avec les
mêmes directions d’incidence d’éjection et de diffusion que dans la figure 5.3
et en considérant la valeur optimale de l’énergie d’incidence Ei = 1300eV .
La courbe représente les résultats en utilisant la fonction d’onde corrélée.

donné que la section efficace est directement proportionnelle à la probabilité
d’un événement.

5.1.3 Variation de la TDCS avec l’angle d’éjection θe

Passons maintenant à la variation de la TDCS avec l’angle d’éjection θe
qui est montrée sur la figure 5.5. Pour ce calcul nous choisissons les condi-
tions de l’expérience (e,2e) donnée par l’équipe de l’université de Paris Sud
[24]. Ces conditions sont pour l’électron diffusé Es = 500 eV , détectée en
coïncidence à un angle θs = −6◦ avec Ee = 37 eV pour l’électron éjecté. Ici,
nous remarquons comme attendu deux maxima. Le premier situé à θe = 58◦

correspond à une collision binaire où la direction de l’électron éjecté est pa-
rallèle au moment de transfert

−→
K . Le deuxième maximum se trouve autour

de θe = 235◦ qui correspond au pic de recul (−→q maximum). Ces résultats
apportent une vérification à notre procédure et montrent que ces deux direc-
tions qui sont en général les directions d’éjection favorables pour le processus
(e,2e) sont aussi les directions d’éjection privilégiées pour les cibles tricen-
triques.
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Figure 5.5 – Variation de la TDCS en terme de l’angle d’éjection θe. L’éner-
gie de l’électron diffusé Es = 500 eV , qui est détecté dans un angle θs = −6◦

en coïncidence avec l’électron éjecté avec l’énergie Ee = 37 eV . Les résultats
sont obtenus par la fonction d’onde d’état initiale corrélée avec α7 6= 0.

5.2 La section efficace multiplement différen-
tielle pour des cibles orientées (FDCS)

La technologie expérimentale est actuellement capable de distinguer dans
une collision inélastique l’orientation de la cible en détectant en coïncidence
les fragments issus du processus. Ceci a déjà été réalisé pour D+

3 dans la
référence [79]. Nous pouvons également imaginer une expérience (e,2e) dans
laquelle les cibles pourraient être alignées préalablement dans une direction
donnée par des rayons lasers. Nous allons donc dans les sections suivantes
observer les variations de la FDCS pour différentes orientations de la molécule
H+

3 .

5.2.1 Variation de la FDCS avec l’angle de diffusion θs

Dans ce paragraphe, nous passons au cas où la cible a une orientation
fixe [79] . Dans ce cas, nous choisissons le plan moléculaire perpendiculaire
à la direction d’incidence correspondant à l’axe Oz (α = 0◦, β = 0◦, γ = 0◦

avec α, β, et γ les angles d’Euler (figures 1.4 1.5 1.6)). Nous étudions dans
cette situation la variation de FDCS (MDCS, équation (4.1)) avec l’angle de
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Figure 5.6 – Variation de la FDCS avec l’angle de diffusion θs, avec
Ei = 1300 eV . La direction de l’électron éjecté est parallèle à celle du mo-
ment de transfert, l’angle d’éjection Ee = 10eV , le plan de la molécule est
perpendiculaire à la direction d’incidence. La courbe continue est celle de la
molécule H+

3 , et la courbe pointillée représente les résultats de l’ionisation de
Li+ dans les mêmes conditions

.

diffusion θs sur la figure 5.6.

La structure de cette courbe rappelle les franges d’interférence optique
obtenues avec des obstacles de Young et confirme la nature ondulatoire de
l’électron incident sur un obstacle représenté ici par la cible triangulaire H+

3 .
Nous avons vérifié en premier lieu que la distance entre les franges dépend
de la distance internucléaire ρ et de l’énergie de l’électron incident.

Pour confirmer cette observation, nous avons également tracé sur la fi-
gure 5.6 la variation pour le cas ρ = 0 qui correspond à Li+, qui est la
forme d’atome uni de la molécule H+

3 . Comme attendu, nous avons observé
la disparition de ces franges.

5.3 Variation de FDCS avec l’orientation
Les figures 5.7, 5.8 et 5.9, montrent les variations de la FDCS en fonc-

tion de différentes rotations de la molécule autour de chacun des axes Ox,
Oy et Oz. Dans chacune des figures nous présentons la courbe de FDCS en
représentation polaire. Nous commençons par l’orientation initiale (α = 0◦,
β = 0◦ et γ = 0◦). La valeur de FDCS est représentée par le rayon d’un
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Figure 5.7 – Variation de la FDCS dans la représentation polaire, où le
rayon représente le module de la FDCS et l’angle polaire ψ représente la
rotation autour de l’axe des x (angle de rotation Ψ) du cadre de laboratoire.
Initialement α = 0◦, β = 0◦ et γ = 0◦. Ici, l’énergie d’incidence Ei = 1300
eV , avec l’angle de diffusion θs = −1◦ et l’énergie de l’électron éjecté Ee = 10
eV , dont la direction est parallèle au moment de transfert. La ligne continue
représente les résultats obtenus avec la fonction d’onde d’état initiale corrélée
avec α7 6= 0 et la ligne pointillée obtenue avec la fonction d’onde d’état initiale
non corrélée avec α7 = 0.

point donné sur la courbe. Ici la direction de l’électron incident est toujours
parallèle à l’axe z du laboratoire.

Dans la figure 5.7, (rotation autour de Ox) nous observons que la courbe
est symétrique par rapport à la ligne allant de ψ = 0◦ à ψ = 180◦ ainsi que
par rapport à la ligne allant de ψ = 90◦ à ψ = 270◦. Nous remarquons aussi
que la FDCS possède deux valeurs maximales, à ψ = 90◦ et à ψ = 270◦, Ces
deux orientations correspondent aux situations pour lesquelles le plan de la
molécule coïncide avec le plan de collision formé par les vecteurs

−→
ki et

−→
ks .

Ceci est dû au fait que le nuage électronique de la molécule H+
3 de laquelle

l’électron sera éjecté, est parallèle au flux électronique incident. En ce qui
concerne les deux courbes correspondant aux deux fonctions d’onde initiale
(de la molécule H+

3 avec et sans corrélation), il y a une petite différence entre
l’allure de ces deux courbes. La différence dans les allures des courbes reve-
nant aux deux fonctions d’onde est plus importante que la différence observée
dans la figure 5.3 cela peut être dû à la manifestation de la correlation élec-
tronique.
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Figure 5.8 – Même situation que dans la figure 5.7, mais pour une rotation
autour de l’axe y avec l’angle β.

Dans la figure 5.8 nous montrons, de la même manière que dans la figure
5.7, la variation de la FDCS pour la rotation de la molécule autour de l’axe
des y, que l’on choisit perpendiculaire aux deux vecteurs parallèles

−→
ki et

−→
K .

Ici, l’angle de rotation est donné par β. Pour analyser la particularité de
la structure de cette courbe, nous devons préciser que θk = 45◦ pour cette
géométrie particulière. Quand β = 45◦ ou β = 250◦ le plan moléculaire ne
contient pas les vecteurs

−→
ke et

−→
K . Quand β = 135◦ et β = 315◦, les vecteurs−→

ke et
−→
K seront perpendiculaires au plan moléculaire, ces deux orientations

sont les orientations favorables car le moment de recul de la molécule sera
perpendiculaire au plan moléculaire. Nous observons aussi que la condition
de symétrie σ(4)(0, 3π

4
+ϕ, 0) = σ(4)(0, 3π

4
−ϕ, 0) déduite par les propriétés de

transformation directe d’angles d’Euler est respectée dans notre résultat.

Passons à la rotation autour de Oz, montrée sur la figure 5.9. Ici les résul-
tats du calcul sont aussi en accord avec la symétrie triangulaire de la cible.
Les trois maxima des courbes correspondent aux trois orientations équiva-
lentes de la molécule. Nous observons également que la corrélation dans la
fonction d’onde initiale α7 6= 0 induit une différence importante en module
et en structure. En effet, pour les trois valeurs de β = 60◦, 180◦ et 300◦, la
probabilité de l’ionisation est nulle dans le cas α7 = 0 et minimale dans le
cas α7 6= 0.
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Figure 5.9 – Même situation que dans la figure 5.7, mais pour une rotation
autour de l’axe Z avec l’angle γ
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Conclusion

Dans ce mémoire de thèse nous avons entrepris, dans le cadre général
de l’étude théorique de la structure électronique de H+

3 et les mécanismes
de son ionisation par impact électronique [80]. L’étude de l’ionisation simple
par impact électronique (e,2e) désigne une expérience complète de collision
avec un électron, durant laquelle les particules émergentes sont détectées en
coïncidence.

H+
3 est l’ion moléculaire triatomique stable le plus simple existant natu-

rellement. Après avoir présenté, un bref historique des études réalisées dans le
passé sur cette molécule, nous avons présenté dans le chapitre 1, l’approche
perturbative quantique sur laquelle nous nous basons pour déterminer la
section efficace multiplement différentielle. Nous avons exprimé l’élément de
transition de l’état initial à l’état final du système en collision, en termes de
la série de Born, dont nous n’avons considéré, dans notre calcul, que le terme
de premier ordre. Pour des expériences durant lesquelles les données énergé-
tiques et les directions de diffusion et d’éjection sont mesurées, nous avons
montré le passage de la section efficace totale à la section efficace triplement
différentielle (TDCS), et pour des molécules orientées, nous avons déterminé
l’expression de la section efficace quadruplement différentielle.

Dans le chapitre 2, nous avons fait le choix de décrire, pour les besoins
du calcul de l’élément de transition, les fonctions d’onde électroniques des
systèmes mono-électronique (H++

3 ) et bi-électronique (H+
3 ) sur une base tri-

centrique originale, construite comme des produits de trois fonctions expo-
nentielles centrées sur chacun des centres. La détermination variationnelle de
ces fonctions, qui fait apparaître plusieurs intégrales tri-centriques originales,
a nécessité un soin particulier pour éviter les points de singularité dans les
calculs numériques.

L’une des difficultés majeures de l’étude théorique de l’ionisation des mo-
lécules réside dans la description de l’électron éjecté dans le champ de plu-
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sieurs centres attractifs fixes. En effet, l’équation de Schrödinger d’un élec-
tron ayant une énergie positive et un vecteur d’onde ne possède une solution
exacte, que dans les cas mono et bi-centriques. Pour surmonter cette diffi-
culté, nous avons développé dans le chapitre 3 une approche originale pour
étendre le modèle du TCC (two center continuum) appliqué dans le passé
aux cas des molécules bi-centriques à un système tri-centrique.

Une fois les fonctions d’onde de différents états déterminées, nous sommes
passés, dans le chapitre 4, à la détermination de la section efficace quadruple-
ment puis triplement différentielles. Nous avons construit les fonctions d’onde
à partir de combinaisons de déterminants de Slater pour trois électrons qui
satisfont la conservation du spin total du système durant la collision inélas-
tique étudiée. Nous avons démontré que ceci permet d’exprimer la TDCS en
termes des éléments direct, d’échange et de capture.

Après avoir présenté ces différentes notions, nous sommes passés, dans le
chapitre 5, à la recherche des conditions optimales pour guider les expériences
d’ionisation par impact électronique futures de cette molécule pour laquelle
des expériences similaires avec des photons ont déjà été réalisées. Nous avons
d’abord recherché la valeur de l’énergie de l’électron incident qui donnerait
une valeur optimale de la TDCS, Ei = 1300 eV . En choisissant cette valeur
pour la suite de nos calculs, nous sommes passés à l’étude des variations de la
TDCS avec l’énergie d’éjection. Ceci a montré un comportement de décrois-
sance rapide de la TDCS avec l’augmentation de l’énergie de l’éjection. Nous
avons expliqué ce comportement par la faible valeur du moment transféré à
la cible. Nous avons ensuite étudié la variation de la TDCS avec la direction
d’éjection et nous avons vérifié que notre calcul produit comme prévu les pics
binaire et de recul.

Les moyens technologiques actuels permettent de déterminer l’orientation
de la molécule au moment de la collision. Nous avons donc entrepris l’étude
des variations de la FDCS pour certaines orientations de la molécule, en
premier lieu avec l’angle de diffusion. Celle-ci a révélé une structure d’inter-
férence due à la forme triangulaire de la cible comme dans une expérience
d’interférences optiques avec des obstacles. Nous avons ensuite étudié la va-
riation de la FDCS avec l’orientation de la molécule. Ainsi nous avons vérifié
que les mécanismes de l’ionisation sont respectés quand la molécule tourne
autour des trois axes du repère du laboratoire.

La comparaison des résultats obtenus avec ou sans le terme de corrélation
électronique dans la fonction d’onde de la cible a révélé les géométries pour
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lesquelles la corrélation électron-électron était importante.

Dans une prochaine étape nous envisageons d’étudier l’ionisation avec des
énergies d’éjection inférieures à 10 eV . Pour cela nous voulons introduire l’ef-
fet d’écrantage par l’électron résiduel en introduisant des charges dynamiques
pour les trois centres diffuseurs.
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Annexe A

Démonstration de la relation
−〈fi|∆|fj〉 = 〈∇fi|∇fj〉

Nous savons que la fonction fj(−→r ) ≡ fj(x, y, z) satisfait les conditions

fj(x→ ±∞, y, z) = fj(x, y → ±∞, z) = fj(x, y, z → ±∞) = 0. (A.1)

En utilisant l’intégration par parties nous obtenons :

−
∫ +∞

−∞
dxfi(x, y, z)

∂2fj(x, y, z)

∂x2
=

−fi(x, y, z)
∂fj(x, y, z)

∂x

∣∣∣∣∣
x=+∞

x=−∞

+

∫ +∞

−∞
dx
∂fi(x, y, z)

∂x

∂fj(x, y, z)

∂x

=

∫ +∞

−∞
dx
∂fi(x, y, z)

∂x

∂fj(x, y, z)

∂x
, (A.2)

De même,

−
∫ +∞

−∞
dyfi(x, y, z)

∂2fj(x, y, z)

∂y2
=

∫ +∞

−∞
dy
∂fi(x, y, z)

∂y

∂fj(x, y, z)

∂y
, (A.3)

et

−
∫ +∞

−∞
dzfi(x, y, z)

∂2fj(x, y, z)

∂z2
=

∫ +∞

−∞
dz
∂fi(x, y, z)

∂z

∂fj(x, y, z)

∂z
. (A.4)
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Cela veut dire que

−
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dxdydzfi(x, y, z)

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
fj(x, y, z)

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dxdydz

×
(
∂fi(x, y, z)

∂x

∂fj(x, y, z)

∂x
+
∂fi(x, y, z)

∂y

∂fj(x, y, z)

∂y
+
∂fi(x, y, z)

∂z

∂fj(x, y, z)

∂z

)
.

(A.5)
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Détermination de l’intégrale
tricentrique monoélectronique
J(ζ, η, ξ)

Considérons l’intégrale tridimensionnelle (chapitre 2, relation 2,7)

J(ζ, η, ξ) =

∫
d−→r e

−ζra

ra

e−ηrb

rb

e−ξrc

rc
, (B.1)

où

−→ra = −→r −−→a , −→rb = −→r −
−→
b , −→rc = −→r −−→c , ζ, η, ξ > 0. (B.2)

Soit χ(−→p ) la transformée de Fourier de e−ξr

r
, on a

χ(−→p ) =
1

(2π)
3
2

∫
d−→r e

−ξr

r
e−ı
−→p −→r =

1

(2π)
3
2

4π

p2 + ξ2
(B.3)

et

e−ξr

r
=

1

(2π)
3
2

∫
d−→p χ(−→p )eı

−→p −→r (B.4)

Nous obtenons donc la relation de la transformée de Fourier suivante

Ψ(−→r ) =
e−ξr

r
=

4π

(2π)3

∫
d−→p eı

−→p −→r

ξ2 + p2
. (B.5)
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Le remplacement de la relation B.5 dans l’intégrale J(ζ, η, ξ) nous donne

J(ζ, η, ξ) =
(4π)2

(2π)6

∫
d−→p

∫
d−→q

∫
d−→r e

ı−→p (−→r −−→a )

ζ2 + p2

eı
−→q (−→r −

−→
b )

η2 + q2

e−ξrc

rc

=
(4π)2

(2π)6

∫
d−→p e

ı−→p (−→c −−→a )

ζ2 + p2

∫
d−→q e

ı−→q (−→c −
−→
b )

η2 + q2

∫
d−→r c

e−ξrc+ı(
−→p +−→q )−→r c

rc
.

(B.6)

On sait que ∫
eı
−→s −→r −αr

r
d−→r =

4π

α2 + s2
, (B.7)

on a alors

J(ζ, η, ξ) =
(4π)3

(2π)6

∫
d−→p e

ı−→p (−→c −−→a )

ζ2 + p2

×
∫
d−→q eı

−→q (−→c −
−→
b )

(η2 + q2)(ξ2 + (−→p +−→q )2)
.

Utilisons la représentation intégrale de Feynman [91]

1

(η2 + q2)(ζ2 + (−→q +−→p )2)
=

∫ 1

0

dx

(µ2 + (−→q + x−→p )2)2
, (B.8)

avec

µ2 = x(1− x)p2 + (1− x)η2 + xζ2,

dans l’intégration sur −→q∫
d−→q eı

−→q (−→c −
−→
b )

(η2 + q2)(ξ2 + (−→p +−→q )2)

=

∫ 1

0

dxe−ıx
−→p (−→c −

−→
b )

∫
d−→q eı(

−→q +x−→p )(−→c −
−→
b )

(µ2 + (−→q + x−→p )2)2

= π2

∫ 1

0

dxe−ıx
−→p (−→c −

−→
b ) e
−µ|−→c −

−→
b |

µ
. (B.9)
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DÉTERMINATION DE L’INTÉGRALE TRICENTRIQUE MONOÉLECTRONIQUE J(ς, η, ξ)

L’intégrale de base tridimensionnelle prend la forme suivante, qui présente
l’avantage d’éviter les points singuliers

J(ζ, η, ξ) =
(4π)3π2

(2π)6

∫
d−→p

∫ 1

0

dx
eı
−→p [(−→c −−→a )−x(−→c −

−→
b )]

ζ2 + p2

e−µ|
−→c −
−→
b |

µ

= 4

∫ ∞
0

dp

∫ 1

0

dx
p

ζ2 + p2

sin(p|(−→c −−→a )− x(−→c −
−→
b )|)

|(−→c −−→a )− x(−→c −
−→
b )|

e−µ|
−→c −
−→
b |

µ
.

(B.10)
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Annexe C

Détermination des éléments de la
matrice du terme cinétique
tricentrique monoélectronique

On sait à partir de l’annexe A que

Kij = −1

2

〈(
e−ζirae−ηjrbe−ξjrc

)∣∣∣∣∆∣∣∣∣(e−ζjrae−ηjrbe−ξjrc)〉, (C.1)

peut s’écrire

Kij =
1

2
〈
−→
∇e−ζirae−ηjrbe−ξjrc|

−→
∇e−ζjrae−ηjrbe−ξjrc〉, (C.2)

on sait également que

−→
∇e−ζr = −ζ

−→r
r
e−ζr, (C.3)

ce qui nous permet d’obtenir

−→
∇(e−ζrae−ηrbe−ξrc) = (−ζ

−→ra
ra
− η
−→rb
rb
− ξ
−→rc
rc

)(e−ζrae−ηrbe−ξrc) (C.4)

Le terme Kij sera alors

Kij =
1

2

〈
(e−ζirae−ηirbe−ξirc)

∣∣∣∣(−ζi−→rara − ηi
−→rb
rb
− ξi
−→rc
rc

)

×(−ζj
−→ra
ra
− ηj
−→rb
rb
− ξj
−→rc
rc

)

∣∣∣∣(e−ζijrae−ηjrbe−ξjrc)〉 (C.5)
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DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS DE LA MATRICE DU TERME CINÉTIQUE TRICENTRIQUE
MONOÉLECTRONIQUE

Kij =
1

2

〈
(e−ζirae−ηirbe−ξirc)

∣∣∣∣ζiζj + ηiηj + ξiξj

+(ζiηj + ηiζj)
−→ra−→rb
rarb

+ (ζiχi + χiζj)
−→ra−→rc
rarc

+(ηiχj + χiηj)
−→rb−→rc
rbrc

∣∣∣∣(e−ζijrae−ηjrbe−ξjrc)〉. (C.6)

Comme (−→ra − −→rb ) = −→r − −→a − (−→r −
−→
b ) = (

−→
b − −→a ) nous pouvons

transformer les produits scalaires croisés en
−→ra−→rb
rarb

=
1

2

(
ra
rb

+
rb
ra
− ρ2

rarb

)
,

−→ra−→rc
rarc

=
1

2

(
ra
rc

+
rc
ra
− ρ2

rarc

)
,

−→rb−→rc
rbrc

=
1

2

(
rb
rc

+
rc
rb
− ρ2

rbrc

)
(C.7)

On rappelle l’intégrale de l’équation 2.7

J(ζ, η, ξ) =

∫
d−→r e

−ζra

ra

e−ηrb

rb

e−ξrc

rc
(C.8)

et ses dérivées partielles

Jnlm(ζ, η, ξ) =

∫
ra
n−1e−ζrarl−1

b e−ηrbrm−1
c e−ξrcd−→r

= (−1)n+l+m∂
n+l+mJ(ζ, η, ξ)

∂ζn∂ηl∂ξm
, (C.9)

L’équation C.6 s’écrit alors

Kij = −1

2

〈
e−ζira−ηirb−ξirc |∆−→r |e−ζjra−ηjrb−ξjrc

〉
=
ζiζj + ηiηj + ξiξj

2
J111(ζij, ηij, ξij)

+
ζiηj + ηiζj

4

[
J201(ζij, ηij, ξij) + J021(ζij, ηij, ξij)− ρ2J001(ζij, ηij, ξij)

]
+
ζiξj + ξiζj

4

[
J210(ζij, ηij, ξij) + J012(ζij, ηij, ξij)− ρ2J010(ζij, ηij, ξij)

]
+
ηiξj + ξiηj

4

[
J120(ζij, ηij, ξij) + J102(ζij, ηij, ξij)− ρ2J100(ζij, ηij, ξij)

]
,

(C.10)

avec

ζij = ζi + ζj, ηij = ηi + ηj, ξij = ξi + ξj.
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Annexe D

Calcul du terme cinétique de H+
3

Soit

Ψi(
−→r1 ,
−→r2 ) = e−ζ1ir1a−η1ir1b−ξ1ir1c−ζ2ir2a−η2ir2b−ξ2ir2c−γr12 , (D.1)

Ψj(
−→r1 ,
−→r2 ) = e−ζ1jr1a−η1jr1b−ξ1jr1c−ζ2jr2a−η2jr2b−ξ2jr2c−γr12 . (D.2)

Le terme cinétique

Kij = −1

2

〈
Ψi(
−→r1 ,
−→r2 )

∣∣∣∣∆1 + ∆2

∣∣∣∣Ψj(
−→r1 ,
−→r2 )

〉

= −
〈

Ψi(
−→r1 ,
−→r2 )

∣∣∣∣∆1

∣∣∣∣Ψj(
−→r1 ,
−→r2 )

〉

=

〈
−→
∇1Ψi(

−→r1 ,
−→r2 )

∣∣∣∣−→∇1Ψj(
−→r1 ,
−→r2 )

〉
.

(D.3)

En utilisant la relation

−→
∇e−ζr = −ζ

−→r
r
e−ζr, (D.4)

on a

−→
∇1Ψ(−→r1 ,

−→r2 ) =

(
−ζ
−→r1a

r1a

− η
−→r1b

r1b

− ξ
−→r1c

r1c

− γ
−→r1 −−→r2

r12

)
Ψ(−→r1 ,

−→r2 ),

(D.5)
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CALCUL DU TERME CINÉTIQUE DE H+
3

Le terme cinétique sera

Kij =

〈
Ψi

∣∣∣∣(−ζ1i

−→r1a

r1a

− η1i

−→r1b

r1b

− ξ1i

−→r1c

r1c

− γ
−→r1 −−→r2

r12

)

×
(
−ζ1j

−→r1a

r1a

− η1j

−→r1b

r1b

− ξ1j

−→r1c

r1c

− γ
−→r1 −−→r2

r12

)∣∣∣∣Ψj

〉
(D.6)

Kij =

〈
Ψi

∣∣∣∣ζ1iζ1j + η1iη1j + ξ1iξ1j + γ2

+(ζ1iη1j + η1iζ1j)
−→r1a
−→r1b

r1ar1b

+ (ζ1iξ1j + ξ1iζ1j)
−→r1a
−→r1c

r1ar1c

+ (η1iξ1j + ξ1iη1j)
−→r1b
−→r1c

r1br1c

+(ζ1iγ + γζ1j)
−→r1a
−→r12

r1ar12

+ (η1iγ + γη1j)
−→r1b
−→r12

r1br12

+ (ξ1iγ + γξ1j)
−→r1c
−→r12

r1cr2c

∣∣∣∣Ψj

〉

(D.7)

−→r1a −−→r1b = (−→r1 −−→a )− (−→r1 −
−→
b ) =

−→
b −−→a ,

(−→r1a −−→r1b)
2 = (

−→
b −−→a )2 = r2

1a + r2
1b − 2−→r1a.

−→r1b,

−→r1a.
−→r1b =

1

2
[r2

1a + r2
1b − (

−→
b −−→a )2] (D.8)

−→r1a.
−→r1b

r1ar1b

=
1

2

(
r1a

r1b

+
r1b

r1a

− (
−→
b −−→a )2

r1ar1b

)
(D.9)

−→r1a.
−→r1c

r1ar1c

=
1

2

(
r1a

r1c

+
r1c

r1a

− (−→c −−→a )2

r1ar1c

)
(D.10)

−→r1b.
−→r1c

r1br1c

=
1

2

(
r1b

r1c

+
r1c

r1b

− (−→c −
−→
b )2

r1br1c

)
(D.11)

−→r1a −−→r12 = −→r1 −−→a − (−→r1a −−→r2a) = −→r2 −−→a (D.12)
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CALCUL DU TERME CINÉTIQUE DE H+
3

(−→r1a −−→r12)2 = r2
1a + r2

12 − 2−→r1a.
−→r12 = r2

2a (D.13)

−→r1a.
−→r12 =

1

2
(r2

1a + r2
12 − r2

2a) (D.14)

−→r1a.
−→r12

r1ar12

=
1

2

(
r1a

r12

+
r12

r1a

− r2
2a

r1ar12

)
(D.15)

−→r1c.
−→r12

r1cr12

=
1

2

(
r1c

r12

+
r12

r1c

− r2
2c

r1cr12

)
(D.16)

−→r1b.
−→r12

r1br12

=
1

2

(
r1b

r12

+
r12

r1b

− r2
2b

r1br12

)
, (D.17)

Développons Kij il sera alors

Kij =

〈
Ψi

∣∣∣∣ζ1iζ1j + η1iη1j + ξ1iξ1j + γ2

+
1

2
(ζ1iη1j + η1iζ1j)(

r1a

r1b

+
r1b

r1a

− ρ2

r1ar1b

)

+
1

2
(ζ1iξ1j + ξ1iζ1j)(

r1a

r1c

+
r1c

r1a

− ρ2

r1ar1c

)

+
1

2
(η1iξ1j + ξ1iη1j)(

r1b

r1c

+
r1c

r1b

− ρ2

r1br1c

)

+
1

2
(ζ1iγ + γζ1j)(

r1a

r12

+
r12

r1a

− r2
2a

r1ar12

)

+
1

2
(η1iγ + γη1j)(

r1b

r12

+
r12

r1b

− r2
2b

r1br12

)

+
1

2
(ξ1iγ + γξ1j)(

r1c

r12

+
r12

r1c

− r2
2c

r1cr12

)

∣∣∣∣Ψj

〉
(D.18)

Maintenant Kij peut être exprimé en termes des intégrales Ln1l1m1n2l2m2p,
telles que,

Ln1l1m1n2l2m2p =

∫
d−→r1

∫
d−→r2r

n1−1
1a rn2−1

2a rl1−1
1b rl2−1

2b rm1−1
1c rm2−1

2c rp−1
12

×e−γr12e−α1r1ae−α2r2ae−β1r1ae−β2r2be−γ1r1ce−γ2r2c

= (−1)n1+n2+l1+l2+m1+m2+p ∂n1+n2+l1+l2+m1+m2+pL

∂n1α1∂n2α2∂l1β1∂l2β2∂m1γ1∂m2γ2∂pγ
,

(D.19)
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CALCUL DU TERME CINÉTIQUE DE H+
3

où l’intégrale L (voir l’annexe E),

L =

∫
d−→r1

∫
d−→r2

e−γr12

r12

e−α1r1a

r1a

e−β1r1b

r1b

e−γ1r1c

r1c

e−α2r2a

r2a

e−β2r2b

r2b

e−γ2r2c

r2c

(D.20)

Nous obtenons :

Kij = ζ1iζ1j + η1iη1j + ξ1iξ1j + γ2

+
1

2
(ζ1iη1j + η1iζ1j)

[
L2011111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L0211111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− ρ2L0011111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

]
+

1

2
(ζ1iξ1j + ξ1iζ1j)

[
L2101111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L0121111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− ρ2L0101111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

]
+

1

2
(η1iξ1j + ξ1iη1j)

[
L1201111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1021111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− ρ2L1001111(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

]
+

1

2
(ζ1iγ + γζ1j)

[
L2111110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L0111112(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− L0113110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

]
+

1

2
(η1iγ + γη1j)

[
L1211110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1011112(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− L0111310(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

]
+

1

2
(ξ1iγ + γξ1j)

[
L1121110(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

+L1101112(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)− L0111130(ζ1ij, η1ij, ξ1ij, ζ2ij, η2ijξ2ij, 2γ)

]
(D.21)

Pour γ = 0, nous pouvons écrire le terme Kij en fonctions des produits
des intégrales Jnlm (équation 2.7), car on peut supprimer la fraction e−γr12

r12
de Ln1l1m1n2l2m2p, nous aurons alors Ln1l1m1n2l2m21 = Jn1l1m1Jn2l2m2 . Le terme
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CALCUL DU TERME CINÉTIQUE DE H+
3

cinétique devient :

Kij = ζ1iζ1j + η1iη1j + ξ1iξ1j

+
1

2
(ζ1iη1j + η1iζ1j)[J201(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

+J021(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

−ρ2J001(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)]

+
1

2
(ζ1iξ1j + ξ1iζ1j)[J210(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

+J012(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

−ρ2J010(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)]

+
1

2
(η1iξ1j + ξ1iη1j)[J120(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

+J102(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)

−ρ2J100(ζ1ij, η1ij, ξ1ij)J111(ζ2ij, η2ij, ξ2ij)]

(D.22)
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Annexe E

Détermination de l’intégrale
tricentrique biélectronique L

L =

∫
d−→r1

∫
d−→r2

e−γr12

r12

e−α1r1a

r1a

e−β1r1b

r1b

e−γ1r1c

r1c

e−α2r2a

r2a

e−β2r2b

r2b

e−γ2r2c

r2c

(E.1)

En utilisant la relation

e−γr12

r12

=
1

2π2

∫ −→
dt

t2 + γ2
eı
−→
t −→r12 (E.2)

avec −→r12 = −→r1 −−→r2

L’intégrale L devient

L =
1

2π2

∫
d
−→
t

t2 + γ2

∫
d−→r1 (eı

−→
t −→r1)

e−α1r1a

r1a

e−β1r1b

r1b

e−γ1r1c

r1c

×
∫
d−→r2 (e−ı

−→
t −→r2)

e−α2r2a

r2a

e−β2r2b

r2b

e−γ2r2c

r2c

(E.3)

L1 =

∫
d−→r1 (eı

−→
t −→r1)

e−α1r1a

r1a

e−β1r1b

r1b

e−γ1r1c

r1c

L2 =

∫
d−→r2 (e−ı

−→
t −→r2)

e−α2r2a

r2a

e−β2r2b

r2b

e−γ2r2c

r2c

(E.4)
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DÉTERMINATION DE L’INTÉGRALE TRICENTRIQUE BIÉLECTRONIQUE L

L1 =
(4π)2

(2π)6

∫
d−→p1

∫
d−→q1

∫
d−→r1e

+ı
−→
t −→r1

eı
−→p1(−→r1−−→a )

α2
1 + p2

1

eı
−→q1(−→r1−

−→
b )

β2
1 + q2

1

e−γ1r1c

r1c

=
(4π)2

(2π)6
e+ı
−→
t −→c
∫
d−→p1

eı
−→p1(−→c −−→a )

α2
1 + p2

1

∫
d−→q1

eı
−→q1(−→c −

−→
b )

β2
1 + q2

1

∫
d−→r1c

e−γ1r1c+ı(
−→p1+−→q1+t)−→r1c

r1c

=
(4π)3

(2π)6
e+ıt−→c

∫
d−→p1

eı
−→p1(−→c −−→a )

α2
1 + p2

1

∫
d−→q1

eı
−→q1(−→c −

−→
b )

(β2
1 + q2

1)(γ2
1 + (−→q1 +−→p1 +

−→
t )2)

=
(4π)3

(2π)6
e+ı
−→
t −→c
∫
d−→p1

eı
−→p1(−→c −−→a )

α2
1 + (−→p1 −

−→
t )2

∫
d−→q1

eı
−→q1(−→c −

−→
b )

(β2
1 + q2

1)(γ2
1 + (−→q1 +−→p1)2)

,

(E.5)

en utilisant la représentation intégrale de Feynman [91]

1

ab
=

∫ 1

0

dx

[ax+ b(1− x)]
(E.6)

L1 =
(4π)3

(2π)6
e+ı
−→
t −→a
∫ 1

0

dx1

∫
d−→p1

eı
−→p1(−→c −−→a )−ıx1−→p1(−→c −

−→
b )

α2
1 + (−→p1 −

−→
t )2

∫
d−→q1

eı(
−→q1+x1

−→p1)(−→c −
−→
b )

(µ2
1 + (−→q1 + x1

−→p1)2)2

=
(4π)3π2

(2π)6
e+ı
−→
t −→a
∫ 1

0

dx1

∫
d−→p1

eı
−→p1(−→c −−→a )−ıx1−→p1(−→c −

−→
b )

α2
1 + (−→p1 −

−→
t )2

e−µ1|c−b|

µ1

(E.7)

µ2
1 = x1(1− x1)p2

1 + (1− x1)β2
1 + x1γ

2
1 (E.8)

82



DÉTERMINATION DE L’INTÉGRALE TRICENTRIQUE BIÉLECTRONIQUE L

L2 =
(4π)2

(2π)6

∫
d−→p2

∫
d−→q2

∫
d−→r2e

−ı−→t −→r2 e
ı−→p2(−→r2−−→a )

α2
2 + p2

2

eı
−→q2(−→r2−

−→
b )

β2
2 + q2

2

e−γ2r2c

r2c

=
(4π)2

(2π)6
e−ı
−→
t −→c
∫
d−→p2

eı
−→p2(−→c −−→a )

α2
2 + p2

2

∫
d−→q2

eı
−→q2(−→c −

−→
b )

β2
2 + q2

2

∫
d−→r2c

e−γ2r2c+ı(
−→p2+−→q2−

−→
t )−→r2c

r2c

=
(4π)3

(2π)6
e−ı
−→
t −→c
∫
d−→p2

eı
−→p2(−→c −−→a )

α2
2 + p2

2

∫
d−→q2

eı
−→q2(−→c −

−→
b )

(β2
2 + q2

2)(γ2
2 + (−→q2 +−→p2 −

−→
t )2)

=
(4π)3

(2π)6
e−ıt

−→c
∫
d−→p2

eı
−→p2(−→c −−→a )

α2
2 + (−→p2 +

−→
t )2

∫
d−→q2

eı
−→q2(−→c −

−→
b )

(β2
2 + q2

2)(γ2
2 + (−→q2 +−→p2)2)

(E.9)

L2 =
(4π)3

(2π)6
e−ı
−→
t −→c
∫ 1

0

dx2

∫
d−→p2

eı
−→p2(−→c −−→a )−ıx2−→p2(−→c −

−→
b )

α2
2 + (−→p2 −

−→
t )2

∫
d−→q2

eı(
−→q2+x2

−→p2)(−→c −
−→
b )

(µ2
2 + (−→q2 + x2

−→p2)2)2

=
(4π)3π2

(2π)6
e−ı
−→
t −→c
∫ 1

0

dx2

∫
d−→p2

eı
−→p2(−→c −−→a )−ıx2−→p2(−→c −

−→
b )

α2
2 + (−→p2 +

−→
t )2

e−µ2|
−→c −
−→
b |

µ2

(E.10)

µ2
2 = x2(1− x2)p2

2 + (1− x2)β2
2 + x2γ

2
2 (E.11)

L1 =
(4π)3

(2π)6
e+ı
−→
t −→c
∫ 1

0

dx1

∫
d−→p1

eı
−→p1(−→c −−→a )−x1ı(−→p1+

−→
t )(−→c −

−→
b )

α2
1 + p2

1

×
∫
d−→q1

eı(
−→a1+x1[−→p1+

−→
t ])(−→c −

−→
b )

(µ2
1 + (−→q1 + x1[−→p1 +

−→
t ])2)2

=
(4π)3π2

(2π)6
e+ı
−→
t −→c
∫ 1

0

dx1

∫
d−→p1

eı
−→p1(−→c −−→a )−x1ı(−→p1+

−→
t )(−→c −

−→
b )

α2
1 + p2

1

eµ1|
−→c −
−→
b |

µ1

(E.12)

Les deux intégrales L1 et L2 sont déterminées par intégration numérique
appropriée
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Annexe F

Mise en forme de l’intégrale I

I =

∫
d−→r1

∫
d−→r2

f(−→r1 ,
−→r2 )

r12

, −→r12 = −→r1 −−→r2 . (F.1)

Nous devons transformer l’intégrale I en une intégrale sans singularité.
En partant des coordonnées angulaires de −→r1 , −→r2 nous passons aux angles

θ1, φ1, θ2, φ2 7−→ θ = θ1, φ = φ1, θ12, Ψ. (F.2)

Ici θ12 est l’angle entre −→r1 et −→r2 , Ψ est l’angle entre le plan défini par les
vecteurs (−→r1 ,

−→r2 ) et celui défini par (−→r1 , z)

0 ≤ θ12 ≤ π, 0 ≤ ψ ≤ 2π. (F.3)

Dans ce cas le vecteur unitaire r̂2 = (x̂2, ŷ2, ẑ2) du vecteur −→r2 a la forme x̂2

ŷ2

ẑ2

 =

 cos(φ1) − sin(φ1) 0
sin(φ1) cos(φ1) 0

0 0 1



×

 cos(θ1) 0 sin(θ1)
0 1 0

− sin(θ1) 0 cos(θ1)



×

 sin(θ12) cos(π − ψ)
sin(θ12) sin(π − ψ)
cos(θ12)

 . (F.4)

L’intégrale devient
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MISE EN FORME DE L’INTÉGRALE I

I =

∫ ∞
0

dr1r
2
1

∫ ∞
0

dr2r
2
2

∫ π

0

dθ1 sin(θ1)

∫ π

0

dφ1

×
∫ 2π

0

dψ

∫ π

0

dθ12 sin(θ12)
f(−→r1 ,

−→r2 )√
r2

1 + r2
2 − 2r1r2 cos(θ12)

, (F.5)

En utilisant les coordonnées hypersphériques R =
√
r2

1 + r2
2, tanα = r1

r2
nous pouvons exprimer :

r1 = R sin(α/2), r2 = R cos(α/2), 0 ≤ R <∞, 0 ≤ α ≤ π (F.6)

l’intégrale devient alors

I =
1

8

∫ ∞
0

dRR4

∫ π

0

dα sin2(α)

∫ π

0

dθ1 sin(θ1)

∫ π

0

dφ1

×
∫ 2π

0

dψ

∫ π

0

dθ12 sin(θ12)
f(−→r1 ,

−→r2 )√
1− sin(α) cos(θ12)

. (F.7)

Utilisons le changement de variable θ12

cos(θ12) =

{
(1− ξ2) tan(α/2)

2
+ ξ, 0 ≤ α ≤ π/2,

(1− ξ2) cot(α/2)
2

+ ξ, π/2 ≤ α ≤ π.
(F.8)

Ici −1 ≤ ξ ≤ 1, est le jacobien
On vérifie que√

1− sin(α) cos(θ12) = cos
α

2
− ξ sin(

α

2
) (F.9)

Nous obtenons

d cos(θ12)√
1− sin(α) cos(θ12)

=

{
(−ξ tan(α/2)+1)dξ
cos(α/2)−ξ sin(α/2)

= dξ
cos(α/2)

, 0 ≤ α ≤ π/2,
(−ξ cot(α/2)+1)dξ

sin(α/2)−ξ cos(α/2)
= dξ

sin(α/2)
, π/2 ≤ α ≤ π.

(F.10)

Finalement l’intégrale I peut être donnée par la somme de deux intégrales
non singulières

I = I1 + I2, (F.11)

Où
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MISE EN FORME DE L’INTÉGRALE I

I1 =
1

4

∫ ∞
0

dRR4

∫ π/2

0

dα sin(α) sin(α/2)

×
∫ π

0

dθ1 sin(θ1)

∫ π

0

dφ1

∫ 2π

0

dψ

∫ 1

−1

dξf(−→r1 ,
−→r2 ), (F.12)

I2 =
1

4

∫ ∞
0

dRR4

∫ π

π/2

dα sin(α) cos(α/2)

×
∫ π

0

dθ1 sin(θ1)

∫ π

0

dφ1

∫ 2π

0

dψ

∫ 1

−1

dξf(−→r1 ,
−→r2 ).
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Annexe G

Détails de la séparation des trois
centres

En partant de l’équation[
−∆

2
− Za
ra
− Zb
rb
− Zz
rc
− k2

2

]
ψ = 0 (G.1)

avec −→ra = −→r −−→a , −→rb = −→r −
−→
b , −→rc = −→r −−→c et ψ = eı

−→
k −→r Q(−→ra)Q(−→rb )Q(−→rc )

Soit
−→
∇ =

−→
∇a =

−→
∇b =

−→
∇c (G.2)

avec−→
∇s = ∂

∂xs

−→
i + ∂

∂ys

−→
k + ∂

∂zs

−→
j ; s=a,b,c.

appliquons les opérateurs ∆ et
−→
∇ sur la fonction d’onde ei

−→
k −→r QaQbQc

pour obtenir

∆ψ =
−→
∇
−→
∇ψ

=
−→
∇
−→
∇(eı

−→
k −→r (QaQbQc)

=
−→
∇(i
−→
k eı

−→
k −→r QaQbQc + eı

−→
k −→r −→∇(QaQbQc))

= −k2eı
−→
k −→r QaQbQc + 2ı

−→
k eı

−→
k −→r −→∇(QaQbQc) + eı

−→
k −→r ∆(QaQbQc)

(G.3)

Nous avons
−→
∇(QaQbQc) = QaQb

−→
∇Qc +QaQc

−→
∇Qb +QbQc

−→
∇Qa (G.4)
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DÉTAILS DE LA SÉPARATION DES TROIS CENTRES

et

∆(QaQbQc) = QaQb∆Qc + 2Qa

−→
∇Qb

−→
∇Qc + 2Qb

−→
∇Qa

−→
∇Qc

+QaQc∆Qb + 2Qc

−→
∇Qa

−→
∇Qb +QbQc∆Qa (G.5)

En remplaçant dans l’équation (1) et en factorisant chacune des Qs(
−→rs )

[−1

2
∆aQa − ı

−→
k
−→
∇aQa −

za
ra

]QbQc −
−→
∇aQa[(

−→
∇bQb)Qc + (

−→
∇cQc)Qb]

+[−1

2
∆bQb − ı

−→
k
−→
∇bQb −

zb
rb

]QaQc −
−→
∇bQb[(

−→
∇aQa)Qc + (

−→
∇cQc)Qa]

+[−1

2
∆cQc − ı

−→
k
−→
∇cQc −

zc
rc

]QaQb −
−→
∇cQc[(

−→
∇aQa)Qb + (

−→
∇bQb)Qa]

= 0(G.6)
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Annexe H

Démonstration de la relation de
normalisation

〈χ(
−→
k′ ,−→r )|χ(

−→
k ,−→r ) = δ(

−→
k′ −

−→
k )〉 (H.1)

χ(
−→
k ,−→r ) =

1

(2π)
3
2

MaMbMce
ı
−→
k −→r Ca(

−→
k ,−→ra)Cb(

−→
k ,−→rb )Cc(

−→
k −→rc ) (H.2)

Ma = e−
παa
2 Γ(1− ıαa), αa = −Za

k
(H.3)

avec

−→ra = −→r −−→a , −→rb = −→r −−→a et −→rc = −→r −−→a .

〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 =

1

(2π)3
M∗

a′M
∗
b′M

∗
c′MaMbMc

×
∫
d−→r (eı(

−→
k′−
−→
k )−→r C∗a(

−→
k′ ,−→ra)Ca(

−→
k ,−→ra)

×C∗b′(
−→
k′ ,−→rb )Cb(

−→
k ,−→rb )C∗c′(

−→
k′ ,−→rc )Cc(

−→
k ,−→rc )) (H.4)

En remplaçant −→r par −→ra +−→a

〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 =

1

(2π)3
M∗

a′M
∗
b′M

∗
c′MaMbMce

ı(
−→
k′−
−→
k )−→a

×
∫
d−→r (eı(

−→
k′−
−→
k )−→raC∗a(

−→
k′ ,−→ra)Ca(

−→
k ,−→ra)

×C∗b′(
−→
k′ ,−→rb )Cb(

−→
k ,−→rb )C∗c′(

−→
k′ ,−→rc )Cc(

−→
k ,−→rc )) (H.5)
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DÉMONSTRATION DE LA RELATION DE NORMALISATION

〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 =

1

(2π)3
M∗

a′Mae
ı(
−→
k′−
−→
k )−→a

×
∫
d−→ra(eı(

−→
k′−
−→
k )−→raC∗a′(

−→
k′ ,−→ra)Ca(

−→
k ,−→ra)

×M∗
b′MbC

∗
b (
−→
k′ ,−→rb )Cb(

−→
k ,−→rb )

×M∗
c′McC

∗
c (
−→
k′ ,−→rc )Cc(

−→
k ,−→rc )) (H.6)

En sachant que

X(−→r ) =
1

(2π)3

∫
d−→q

∫
d−→τ X(−→τ )eı

−→q (−→r −−→τ ) (H.7)

obtenue à partir de la transformée de Fourier pour une fonction

X(−→r ) =
1

(2π)
3
2

∫
d−→q F (−→q )eı

−→q −→r (H.8)

où la transformée inverse

F (−→q ) =
1

(2π)
3
2

∫
d−→τ X(−→τ )e−ı

−→q −→τ (H.9)

On remplace les deux dernières lignes de l’équation H.6 par leurs expres-
sions en termes de leurs transformées de Fourier

〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 =

1

(2π)3
M∗

a′Mae
ı(
−→
k′−
−→
k )−→a

×
∫
d−→raeı(

−→
k′−
−→
k )−→raC∗a′(

−→
k′ ,−→ra)Ca(

−→
k ,−→ra)

× 1

(2π)3

∫
d−→q

∫
d−→τ X(−→τ )eı

−→q (−→rb−−→τ )

× 1

(2π)3

∫
d
−→
q′
∫
d
−→
τ ′X(

−→
τ ′ )eı

−→
q′ (−→rc−

−→
τ ′ ) (H.10)

on remplace −→rb par −→ra +−→a −
−→
b et −→rc par −→ra +−→a −−→c

〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 =

1

(2π)3
M∗

a′Mae
ı(
−→
k′−
−→
k )−→a

×
∫
d−→raeı(

−→
k′−
−→
k )−→raC∗a′(

−→
k′ ,−→ra)Ca(

−→
k ,−→ra)

× 1

(2π)3

∫
d−→q

∫
d−→τ X(−→τ )eı

−→q (−→ra+−→a −
−→
b −−→τ )

× 1

(2π)3

∫
d
−→
q′
∫
d
−→
τ ′X ′(

−→
τ ′ )eı

−→q (−→ra+−→a −−→c −
−→
τ ′ ) (H.11)
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〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 =

1

(2π)3
M∗

a′Mae
ı(
−→
k′−
−→
k )−→a

×
∫
d−→raeı(

−→
k′−
−→
k )−→raC∗a′(

−→
k′ ,−→ra)Ca(

−→
k ,−→ra)

× 1

(2π)3

∫
d−→q eı

−→q (−→a −
−→
b )eı

−→q −→ra
∫
d−→τ X(−→τ )e−ı

−→q −→τ

× 1

(2π)3

∫
d−→q eı

−→
q′ (−→a −−→c )eı

−→
q′−→ra
∫
d
−→
τ ′X ′(

−→
τ ′ )e−ı

−→
q′
−→
τ ′ (H.12)

On remplace pour X(−→τ ) = M∗
bMbC

∗
b′(
−→
k′ ,−→τ )Cb(

−→
k ,−→τ ),

et pour X(
−→
τ ′ ) = M∗

cMcC
∗
c′(
−→
k′ ,
−→
τ ′ )Cc(

−→
k ,
−→
τ ′ ),

〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 =

1

(2π)3
M∗

a′Mae
ı(
−→
k′−
−→
k )−→a

∫
d−→raeı(

−→
k′−
−→
k )−→raC∗a′(

−→
k′ ,−→ra)Ca(

−→
k ,−→ra)

×M
∗
bMb

(2π)3

∫
d−→q eı

−→q (−→a −
−→
b )eı

−→q −→ra
∫
d−→τ C∗b′(

−→
k′ ,−→τ )Cb(

−→
k ,−→τ )e−ı

−→q −→τ

×M
∗
cMc

(2π)3

∫
d−→q eı

−→
q′ (−→a −−→c )eı

−→
q′−→ra
∫
d
−→
τ ′C∗b′(

−→
k′ ,
−→
τ ′ )Cc(

−→
k ,
−→
τ ′ )e−ı

−→
q′
−→
τ ′ .

(H.13)

Soit l’intégrale

I(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , αb′ , αb) =

∫
d−→τ C∗b′(

−→
k′ ,−→τ )Cb(

−→
k ,−→τ )e−ı

−→q −→τ (H.14)

C∗b′(
−→
k′ ,−→τ ) = 1F1(ı

Zb′

k′
, 1, ı(k′τ +

−→
k′−→τ ))

= 1F1(−ıαb′ , 1, ı(k′τ +
−→
k′−→τ )) (H.15)

C∗b (
−→
k′ ,−→τ ) = 1F1(−ıZb

k
, 1, ı(kτ +

−→
k −→τ ))

= 1F1(ıαb, 1,−ı(kτ +
−→
k −→τ )) (H.16)

I(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , αb′ , αb) =

∫
d−→τ 1F1(−ıαb′ , 1, ı(k′τ +

−→
k′−→τ ))

×1F1(ıαb, 1,−ı(kτ +
−→
k −→τ ))e−ı

−→q −→τ (H.17)

Avec αb′ = −Zb′
k′

et αb = −Zb
k
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Nous avons de la référence [92]

J(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , a) =

∫
d−→τ 1F1(−ıαb′ , 1, ı(k′τ +

−→
k′−→τ ))

×1F1(−ıαb, 1, ı(kτ +
−→
k −→τ ))

e−ı
−→q −→τ

τ
e−aτ , (H.18)

donné par

J(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , a) =

2π

A
(
γ′

A
)ıαb′ (

A

A+B
)ıαb

×2F1(−ıαb′ , ıαb, 1,
Bγ′ − Aδ′

γ′(A+B)
). (H.19)

Où

A =
1

2
(q2 + a2), B = (

−→
k −→q + ıak),

γ′ =
−→
k′−→q − ıak′ + A et δ′ =

−→
k′
−→
k + k′k +B. (H.20)

En comparant I(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , α′, α) à J(−→q ,

−→
k′ ,
−→
k )

Nous pouvons dire que

I(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k ) = − ∂

∂a
J(−→q ,

−→
k′ ,
−→
k , a) |a→0+ (H.21)

Nous allons avoir besoin de
∂

∂a
A = a,

∂

∂a
B = ık,

∂

∂a
γ′ = −ık′ + a,

∂

∂a
δ′ = ık (H.22)

On sait également que
∂

∂a
2F1(ζ, ξ, 1, u(a)) = ζξ

∂u(a)

∂a
2F1(ζ+1, ξ+1, 2, u(a)). (H.23)

Nous trouvons

1

2π

∂J(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , a)

∂a
= 2F1

(
−ıαb, αb, 1,

Bγ′ − Aδ′

γ′(A+B)

)[
− a

A2

(
γ′

A

)ıαb′( A

A+B

)ıαb
+
ıαb′

A

(
A(−ık′ + a)− aγ′

A2

)(
γ′

A

)ıαb′−1(
A

A+B

)ıαb
+
ıαb
A

(
γ′

A

)ıαb′( A

A+B

)ıαb−1(
a(A+B)− A(a+ ık)

(A+B)2

)]
+

1

A

(
γ′

A

)ıαb′( A

A+B

)ıαb ∂
∂a

[
2F1

(
−ıαb′ , ıαb, 1,

Bγ′ − Aδ′

γ′(A+B)

)]
(H.24)

92



DÉMONSTRATION DE LA RELATION DE NORMALISATION

1

2π

∂J(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , a)

∂a
= 2F1

(
−ıαb, αb, 1,

Bγ′ − Aδ′

γ′(A+B)

)
×
[
− a

A2

(
γ′

A

)ıαb′( A

A+B

)ıαb
+
ıαb′

A

(
A(−ık′ + a)− aγ′

A2

)(
γ′

A

)ıαb′−1(
A

A+B

)ıαb
+
ıαb
A

(
γ′

A

)ıαb′( A

A+B

)ıαb−1(
a(A+B)− A(a+ ık)

(A+B)2

)]
+

1

A

(
γ′

A

)ıαb′( A

A+B

)ıαb
αb′αb

∂

∂a

(
Bγ′ − Aδ′

γ′(A+B)

)
×
[

2F1

(
−ıαb′ , ıαb + 1, 2,

Bγ′ − Aδ′

γ′(A+B)

)]
(H.25)

1

2π

∂J(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , a)

∂a
= J

[
− a
A

+ ıαb′

(
−aγ′ − A(−ık′ + a)

γ′A

)
+ ıαb

(
a(A+B)− A(a+ ık)

A(A+B)

)]
+J

αb′αb
γ′3(A+B)

[
γ′(A+B)

(
ıkγ′ +B(−ık + a)− (aδ′ + Aık)

)
−(Bγ′ − Aδ′)[(−ık + a)(A+B) + γ′(a+ ık)]

]
(H.26)

1

2π

∂J(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k , a)

∂a
=

a

A2
Kq(a) (H.27)

I(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k ) =

∂

∂a
J(−→q ,

−→
k′ ,
−→
k , a) |a−→0+

= −2π
a

A2
K(a) |a−→0+

= (2π)3δ(−→q )Kq(0). (H.28)

Soit maintenant l’intégrale

=(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k ) =

M∗
b′Mb

(2π)3

∫
d−→τ C∗b′(

−→
k′ ,−→τ )Cb(

−→
k ,−→τ )e−ı(

−→q +
−→
k −
−→
k′ )−→τ (H.29)

On sait que

=(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k ) =

M∗
b′Mb

(2π)3
I(−→q +

−→
k −
−→
k′ ,
−→
k′ ,
−→
k )

= M∗
b′Mbδ(

−→q +
−→
k −
−→
k′ )kq(0) (H.30)
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DÉMONSTRATION DE LA RELATION DE NORMALISATION

et

=(−→q ,
−→
k′ ,
−→
k ) =

M∗
b′Mb

(2π)3
I(
−→
k −
−→
k′ ,
−→
k′ ,
−→
k ) = δ(

−→
k −
−→
k′ ) (H.31)

Pour satisfaire cette relation il faut que M∗
b′MbKq=0(0) = 1

Retournons maintenant à la norme de la ThCC

〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 =

1

(2π)3
M∗

a′Mae
ı(
−→
k′−
−→
k )−→a

∫
d−→raeı(

−→
k′−
−→
k )−→raC∗a′(

−→
k′ ,−→ra)Ca(

−→
k ,−→ra)

×M
∗
b′Mb

(2π)3

∫
d−→q eı

−→q (−→a −
−→
b )eı

−→q −→ra(2π)3δ(−→q )kq(0)

×M
∗
c′Mc

(2π)3

∫
d
−→
q′ eı

−→
q′ (−→a −−→c )eı

−→
q′−→ra(2π)3δ(

−→
q′ )kq(0) (H.32)

〈χ(
−→
k′ )|χ(

−→
k )〉 = δ(

−→
k′ −

−→
k ) (H.33)
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Annexe I

Démonstration de
|Tfi|2 = 4|g|2 + 4|h|2 + 4|f |2 −
4|g∗h| − 4|f∗h| − 4|f∗g|

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 4, la matrice de transition est
formée de la somme des 6 termes qui se réfèrent à la combinaison de cha-
cun des 6 termes possibles pour la représentation de l’état final (équations
4.33-4.38) avec le terme unique de l’état initial (équation 4.23) (on considère
toujours le cas ou le spin total du système est positif, dans les états initial et
final).

Nous aurons alors

|Tfi|2 =
1

6

[
|Tf1i|2 + |Tf2i|2 + |Tf3i|2 + |Tf4i|2 + |Tf5i|2 + |Tf6i|2

]
, (I.1)

Nous allons rencontrer dans le calcul de ces termes les 6 éléments désignés
Ci avec i = 1 − 6 suivantes, dont les détails sont montrés dans l’annexe J.
Notons que les déterminants de Slater sont représentés d’une façons courte
comme l’on a indiqué dans l’equation 4.16. Nous montrons que
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DÉMONSTRATION DE |TFI |2 = 4|G|2 + 4|H|2 + 4|F |2 − 4|G∗H| − 4|F ∗H| − 4|F ∗G|

C1 = 〈(|pnp|)|V |(|ppn|)〉 = h− f

C2 = 〈(|ppn|)|V |(|ppn|)〉 = f − g

C3 = 〈(|pnp|)|V |(|pnp|)〉 = f − h

C4 = 〈(|npp|)|V |(|pnp|)〉 = h− g

C5 = 〈(|ppn|)|V |(|pnp|)〉 = g − f

C6 = 〈(|npp|)|V |(|ppn|)〉 = g − h (I.2)

Où, le terme f correspond à la transition dans laquelle l’électron incident
devient le diffusé, l’un des électrons liés est éjecté et le second reste lié à l’ion
résiduel.
Le terme g correspond à la transition dans laquelle l’électron incident prend
le rôle de l’éjecté, l’un des électrons liés initialement prend le rôle du diffusé
et le troisième électron reste lié à l’ion résiduel.
Le terme h correspond à la transition durant laquelle l’électron incident est
capturé par la cible et sera lié à l’ion résiduel, l’un des électrons de la cible
est diffusé et le second est éjecté.

Les Tfsi seront alors

Tf1i = 〈Ψf1|V |Ψi〉

=
1

2
〈(|ppn| − |pnp|)|V |(|ppn| − |pnp|)〉

=
1

2
[〈(|ppn|)|V |(|ppn|)〉 − 〈(|ppn|)|V |(|pnp|)〉

−〈(|pnp|)|V |(|ppn|)〉+ 〈(|pnp|)|V |(|pnp|)〉]

=
1

2
[(f − g)− (g − f)− (h− f) + (f − h)]

= 2f − g − h. (I.3)
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DÉMONSTRATION DE |TFI |2 = 4|G|2 + 4|H|2 + 4|F |2 − 4|G∗H| − 4|F ∗H| − 4|F ∗G|

Tf2i = 〈Ψf2|V |Ψi〉

=
1

2
〈(|ppn− npp|)|V |(|ppn| − |pnp|)〉

=
1

2
[〈(|ppn|)|V |(|ppn|)〉 − 〈(|ppn|)|V |(|pnp|)〉

−〈(|npp|)|V |(|ppn|)〉+ 〈(|npp|)|V |(|pnp|)〉]

=
1

2
[(f − g)− (g − f)− (g − h) + (h− g)]

= f − 2g + h. (I.4)

Tf3i = 〈Ψf3|V |Ψi〉

=
1

2
〈(|pnp| − |npp|)|V |(|ppn| − |pnp|)〉

=
1

2
[〈(|pnp|)|V |(|ppn|)〉 − 〈(|pnp|)|V |(|pnp|)〉

−〈(|npp|)|V |(|ppn|)〉+ 〈(|npp|)|V |(|pnp|)〉]

=
1

2
[(h− f)− (f − h)− (g − h) + (h− g)]

= −f − g + 2h. (I.5)

Tf4i = 〈Ψf4 |V |Ψi〉

=
1

2
√

3
〈(2|ppn| − |pnp| − |npp|)|V |(|ppn| − |pnp|)〉

=
1

2
√

3
[2〈(|ppn|)|V |(|ppn|)〉 − 2〈(|ppn|)|V |(|pnp|)〉 − 〈(|pnp|)|V |(|ppn|)〉

+〈(|pnp|)|V |(|pnp|)〉 − 〈(|npp|)|V |(|ppn|)〉+ 〈(|npp|)|V |(|pnp|)〉]

=
1

2
√

3
[2(f − g)− 2(g − f)− (h− f)

+(f − h)− (g − h) + (h− g)]

=
√

3(f − g). (I.6)
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DÉMONSTRATION DE |TFI |2 = 4|G|2 + 4|H|2 + 4|F |2 − 4|G∗H| − 4|F ∗H| − 4|F ∗G|

Tf5i = 〈Ψf5|V |Ψi〉

=
1

2
√

3
〈(−|ppn| − 2|pnp| − |npp|)|V |(|ppn| − |pnp|)〉

=
1

2
√

3
[−〈(|ppn|)|V |(|ppn|)〉+ 〈(|ppn|)|V |(|pnp|)〉+ 2〈(|pnp|)|V |(|ppn|)〉

−2〈(|pnp|)|V |(|pnp|)〉 − 〈(|npp|)|V |(|ppn|)〉+ 〈(|npp|)|V |(pnp|)〉]

=
1

2
√

3
[−(f − g)−+(g − f) + 2(h− f)

−2(f − h)− (g − h) + (h− g)]

=
√

3(h− f). (I.7)

Tf6i = 〈Ψf6|V |Ψi〉

=
1

2
√

3
〈(−|ppn| − |pnp|+ 2|npp|)|V |(|ppn| − |pnp|)〉

=
1

2
√

3
[−〈(|ppn|)|V |(|ppn|)〉+ 〈(|ppn|)|V |(|pnp|)〉 − 〈(|pnp|)|V |(|ppn|)〉

+〈(|pnp|)|V |(|pnp|)〉+ 2〈(|npp|)|V |(|ppn|)〉 − 2〈(|npp|)|V |(|pnp|)〉]

=
1

2
√

3
[−(f − g)−+(g − f)− (h− f)

+(f − h) + 2(g − h)− 2(h− g)]

=
√

3(g − h). (I.8)

Effectuons maintemant les sommes suivantes

|Tf1i|2 + |Tf6i|2 = (2f − g − h)2 + 3(g − h)2

= 4g2 + 4h2 + 4f 2 − 4gh− 4fh− 4fg, (I.9)

|Tf2i|2 + |Tf5i|2 = (f − 2g − h)2 + 3(h− f)2

= 4g2 + 4h2 + 4f 2 − 4gh− 4fh− 4fg, (I.10)

|Tf3i|2 + |Tf4i|2 = (2h− f − g)2 + 3(f − g)2

= 4g2 + 4h2 + 4f 2 − 4gh− 4fh− 4fg, (I.11)

D’où la vérification des relations

|Tf1i|2 + |Tf6i|2 = |Tf2i|2 + |Tf5i|2 = |Tf3i|2 + |Tf4i|2. (I.12)
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Annexe J

Les expressions des Cs de
l’équation I.2 en fonction des
termes direct f, et d’échange g et
h

Dans la suite, nous représentons les trois électrons par les chiffres 1, 2 et
3. Ainsi, l’ordre de chaque électron indique son rôle.

Dans l’état initial, le premier électron joue le rôle de l’électron incident,
les deux autres sont supposés liés à la cible.

Dans l’état final, le premier électron est supposé être l’électron diffusé, le
second est l’éjecté et le troisième est lié à l’ion résiduel.

Dans les tableaux, la première ligne présente les répartitions des électrons
dans l’état initial, et la première colonne représente celles dans l’état final.
La lettre P et les chiffres sans barre présentent respectivement un électron de
spin positif, et la lettre n avec les chiffres avec barre représentent un électron
de spin négatif.
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LES EXPRESSIONS DES CS DE L’ÉQUATION I.2 EN FONCTION DES TERMES DIRECT F, ET
D’ÉCHANGE G ET H

C1 =
1

6
〈(|pnp|)|V |(|ppn|)〉

=
1

6
×

123 −132 −213 231 312 -321
123 0 -f 0 0 h 0
−132 -f 0 h 0 0 0
−213 0 0 0 -f 0 h
231 h 0 -f 0 0 0
312 0 0 0 h 0 -f
−321 0 h 0 0 -f 0

= h− f, (J.1)

C2 = 〈(|ppn|)|V |(|ppn|)〉

=
1

6
×

123 −132 −213 231 312 -321
123 f 0 -g 0 0 0
−132 0 f o 0 -g 0
−213 -g 0 f 0 0 0
231 0 0 0 f 0 -g
312 0 -g 0 0 f 0
−321 0 0 0 -g 0 f

= f − g, (J.2)

C3 = 〈(|pnp|)|V |(|pnp|)〉

=
1

6
×

123 −132 −213 231 312 -321
121 f 0 0 0 0 -h
−132 o f 0 -h 0 0
−213 0 0 f 0 -h 0
231 0 -h 0 f 0 0
312 0 0 -h 0 f 0
−321 -h 0 0 0 0 f

= f − h, (J.3)

C4 = 〈(|npp|)|V |(|pnp|)〉

=
1

6
×

123 −132 −213 231 312 -321
123 0 0 -g 0 h 0
−132 0 0 h 0 -g 0
−213 -g 0 0 0 0 h
231 h 0 0 0 0 -g
312 0 -g 0 h 0 0
−321 0 h 0 -g 0 0

= h− g, (J.4)
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LES EXPRESSIONS DES CS DE L’ÉQUATION I.2 EN FONCTION DES TERMES DIRECT F, ET
D’ÉCHANGE G ET H

C5 = 〈(|ppn|)|V |(|pnp|)〉

=
1

6
×

123 −132 −213 231 312 -321
123 0 -f 0 g 0 0
−132 -f 0 0 0 0 g
−213 0 g 0 -f 0 0
231 0 0 -f 0 g 0
312 g 0 0 0 0 -f
−321 0 0 g 0 -f 0

= g − f, (J.5)

C6 = 〈(|npp|)|V |(|ppn|)〉

=
1

6
×

123 −132 −213 231 312 -321
123 0 0 0 g 0 -h
−132 0 0 0 -h 0 g
−213 0 g 0 0 -h 0
231 0 -h 0 0 g 0
312 g 0 -h 0 0 0
−321 -h 0 g 0 0 0

= g − h. (J.6)
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Annexe K

Algorithme pour le calcul
numérique de la fonction
hypergéométrique confluente de
Kummer 1F1(a, b, ız)

Soit

y(z) = 1F1(a, b, ız). (K.1)

Ici, a et b sont des constantes complexes et z est une variable réelle dans
l’intervalle z ∈ [0, zmax].

y(z) satisfait l’équation de Kummer

z
d2y(z)

dz2
+ (b− ız)

dy(z)

dz
− ıay(z) = 0 (K.2)

On sait que la nième dérivée de y(z) est donnée par

dny(z)

dzn
= ın

Γ(b)

Γ(a)

Γ(a+ n)

Γ(b+ n)
1F1(a+ n, b+ n, ız) (K.3)

Nous avons aussi la relation de récurrence suivante, déduite de l’équation
(K.2),

z
dny(z)

dzn
+ (b+ n− 2− ız)

dn−1y(z)

dzn−1
− ı(a+ n− 2)

dn−2y(z)

dzn−2
= 0, n ≥ 2

(K.4)

102



ALGORITHME POUR LE CALCUL NUMÉRIQUE DE LA FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE
CONFLUENTE DE KUMMER 1F1(A,B, ıZ)

L’algorithme consiste à utiliser les valeurs (déjà déterminées) de y(z) avec
leurs dérivées sur l’ensemble des points (zi = hi)Ni=0 où h = zmax/N .

La série de Taylor y(z), pour z ∈ [0, zmax] donne

y(z) ≈ y(z) = y(zio) +
n∑
i=1

1

i!

diy(z)

dzi

∣∣∣∣∣
z=zio

× (z − zio)i. (K.5)

L’algorithme numérique choisit pour un z donné le point optimal zio à
partir de la condition 0 ≤ i ≤ N |z − zi|. Nous obtenons alors io = [z/h+1/2]
et |z − zio | ≤ h/2, où [z] désigne la partie entière de z.

Si h < 1, la double précision
∣∣∣y(z)− y(z)

∣∣∣ ≤ 2× 10−16 est habituellement
réalisée avec n < 20. Pour les valeurs préalablement calculées de y(z) et leurs
dérivées sur l’ensemble des points zi (i = 0, ..., N) nous utilisons le Code
Fortran CONHYP [93].

Aussi, si zi > 2, les dérivées de y(zi) d’ordre élevé peuvent être obtenues à
partir de la formule de récurrence (K.4), en utilisant uniquement les valeurs
numériques de y(zi) et de sa dérivée première.

Figure K.1
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