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Résumé

Bien que la cristallisation sous tension du caoutchouc naturel ait fait l’objet
de nombreuses investigations expérimentales au cours du siècle dernier, et notam-
ment ces quinze dernières années, les résultats obtenus ne permettent toujours pas
d’aboutir à une compréhension fine des mécanismes physiques en jeu, limitant la
modélisation à des approches phénoménologiques.

La présente thèse vise à élaborer un modèle rendant qualitativement compte des
phénomènes observés lors d’un essai de traction uniaxiale du caoutchouc naturel.
Dans un premier temps, une chaîne représentative modélise le réseau amorphe dont
l’inhomogénéité est exprimée au travers de la distribution des longueurs des chaînes
polymères qu’on suppose déformées à force égale. Les conditions de cristallisation
et de fusion sont ensuite définies par la thermodynamique de changement de phase
classique à laquelle est ajouté le caractère enchevêtré du réseau ; les conditions ob-
tenues éclaircissent notamment la relation entre la déformation et la température
lors de la fusion des cristallites. Finalement, un modèle de chaîne semi-cristallisée
associant l’inhomogénéité des chaînes amorphes et l’hétérogénéité due à la présence
de la phase cristalline est proposé, puis inclus dans une loi de comportement de type
full-network dont les équations sont adaptées en conséquence. Ce travail aboutit à
un modèle thermo-mécanique complet permettant de décrire qualitativement la ré-
ponse du caoutchouc naturel, ainsi qu’à une description interprétative originale de
la cristallisation sous tension.

Mots-clefs
Cristallisation sous tension ; caoutchouc naturel ; modèle physique ; modèle de réseau
hétérogène ; loi de comportement ; thermodynamique de changement de phase.
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Abstract

Despite the numerous experimental investigations performed over the past cen-
tury and more intensively in the last fifteen years, strain-induced crystallization
taking place in natural rubber still remains hardly understood in its precise mecha-
nisms, leading models to remain phenomenological ones.

The present study aims to develop a physically-motivated model which qualitati-
vely reproduces physical phenomena observed during an uniaxial tensile test. Firstly,
the amorphous network is assumed to deform in an equal-force manner, resulting in
a representative chain encompassing the inhomogeneity of matter through the chain-
length distribution. Secondly, based on classical thermodynamics and on the entan-
gled nature of the polymer network, both crystallization and fusion conditions are
established. Moreover the derivation of the equilibrium point of a finite crystallite in
a deformed network clarifies the tight relation between deformation and temperature
during fusion. Finally, a semi-crystallized chain is defined, accounting for both the
inhomogeneity of the amorphous phase and the heterogeneity due to the presence of
a crystalline phase. This chain is included in a modified full-network model, initially
dedicated to amorphous networks. This work leads to a complete thermo-mechanical
constitutive equation which qualitatively reproduces the response of natural rub-
ber in tension, but also to an original interpretative description of strain-induced
crystallization.

Key Words
Strain-induced crystallization ; natural rubber ; physical model ; constitutive equa-
tions ; heterogeneous network model ; thermodynamics of phase transitions.
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Introduction générale

Proposée seulement dans les années 1920 par Staudinger, la notion de macro-
molécule comme élément constituant des polymères demandera encore une dizaine
d’années avant d’être largement acceptée par la communauté scientifique. L’étude
statistique des configurations de ces chaînes macromoléculaires s’est ensuite rapide-
ment développée et imposée pour la description et la modélisation du comportement
des polymères, solides dans le cas présent. Parmi les phénomènes remarquables aux-
quels se sont intéressés les scientifiques compte la cristallisation sous tension des
élastomères, et notamment du caoutchouc naturel, mise en évidence pour la pre-
mière fois aux rayons X par Katz en 1925 1. Une quinzaine d’années plus tard, Clark
et al. 2 proposent une corrélation entre ce changement de phase et l’hystérèse obser-
vée dans la réponse mécanique du caoutchouc à une déformation uniaxiale. Depuis
lors, les investigations expérimentales se sont succédées afin de qualifier, quantifier
et expliquer ce phénomène très souvent invoqué comme la raison principale des ex-
cellentes propriétés de tenue en fatigue du caoutchouc naturel, justifiant grandement
son utilisation fréquente dans l’industrie. Bien que ces travaux aient amélioré notre
connaissance de la cristallisation sous tension, particulièrement dans les quinze der-
nières années suite à des progrès notables dans les techniques de mesure aux rayons
X, les résultats obtenus ne permettent pas encore de comprendre intégralement la
nature des mécanismes en jeu, et les quelques modèles de comportement existants
sont dans leur grande majorité phénoménologiques. Ceux-ci visent à reproduire les
deux courbes « taux de cristallinité-extension » et « contrainte-extension », dont les
allures peuvent être schématisées comme suit (courbes idéalisées de réponse à un
essai de traction uniaxiale charge-décharge d’un caoutchouc naturel réticulé) :

1. J. R. Katz (1925). Röntgenspektrographische Untersuchengen am gedehnten Kautschuk und
ihre mögliche Bedeutung für das Problem der Dehnungseigenschaften dieser Subtanz ». Naturwis-
senschaften, vol. 13, no. 19, p. 410–416.

2. G. L. Clark, M. Kabler, E. Blanker, J. M. Ball (1940). « Hysteresis in Crystallization
of Stretched Vulcanized Rubber from X-Ray Data Correlation with Stress-Strain Behavior and
Resilience ». Industrial and Engineering Chemistry, vol. 32, no. 11, p. 1474–1477.

15



16 Introduction générale

Taux de cristallinité

Extension

Contrainte nominale

Extension

L’augmentation de la fraction cristalline dans le matériau lors de l’extension, ainsi
que sa fusion lors de la décharge vers l’état initial, présentées sur le schéma de gauche,
influencent sensiblement la réponse mécanique présentée à droite. Le développement
de modèles se heurte notamment à la définition d’un seuil de cristallisation réaliste
et à l’explication de l’hystérèse induite lors de la décharge. En effet, la complexité
des phénomènes mis en jeu constitue un obstacle à une vision claire de l’ensemble
du problème, invitant à se limiter à des descriptions phénoménologiques n’intégrant
généralement pas les notions thermodynamiques qui gouvernent pourtant les chan-
gements de phase.

Dans ce contexte, encouragés par la variété des résultats expérimentaux existants,
nous cherchons dans la présente thèse à développer un modèle dédié à la cristallisation
sous tension du caoutchouc naturel et incluant quelques phénomènes physiques clefs.
L’objectif n’est pas de reproduire précisément les résultats expérimentaux quan-
titatifs mais de capturer qualitativement les tendances observées lorsque diverses
variables changent. Face à la complexité du problème, il est en pratique nécessaire
d’extraire préalablement quelques caractéristiques physiques importantes mises en
exergue par les études expérimentales, puis dans un second temps de définir le cadre
mécanique et thermodynamique permettant la prise en compte de ces éléments dans
une loi de comportement. Notre étude se limitant à la cristallisation sous tension
du caoutchouc naturel réticulé dans des conditions de sollicitation statiques et dans
le domaine de comportement élastique, les points-clefs que nous retenons sont les
suivants :

– le caractère aléatoire de la réticulation, conduisant à une inhomogénéité du
réseau traduite par une distribution de longueurs de chaîne ;

– le caractère enchevêtré des chaînes empêchant celles-ci de se mouvoir librement
les unes par rapport aux autres ;

– la présence d’une hétérogénéité de la matière lors de la coexistence de phases
cristallisée et non cristallisée ;

– l’existence d’une orientation préférentielle des chaînes lors de la déformation
du réseau.

La prise en compte successive de ces éléments structure les chapitres de ce ma-
nuscrit, dont les deux premiers permettent avant tout de dresser un tableau général
de l’état des connaissances sur la cristallisation sous tension du caoutchouc naturel
(chapitre I) puis de rendre compte des modèles existants (chapitre II). Le cœur du
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manuscrit s’intéresse à la modélisation à proprement parler et s’organise de la façon
suivante.

1. Le chapitre III propose de prendre en compte l’inhomogénéité du réseau au
travers d’une chaîne moyenne représentative de la distribution des longueurs
de chaîne, en terme de réponse mécanique. L’évolution de cette distribution
en fonction du degré de réticulation est ensuite observée afin de déterminer les
caractéristiques topologiques du réseau.

2. Le chapitre IV développe de nouvelles conditions de cristallisation et de fusion
fondées sur l’approche thermodynamique classique en y incluant les enchevê-
trements entre chaînes. Leur définition permet notamment de clarifier les liens
entre déformation et température dans le phénomène de fusion.

3. Le chapitre V réunit les points clefs précédents en définissant le comportement
d’une chaîne représentative hétérogène (semi-cristallisée), et y ajoute l’effet de
l’orientation des chaînes par le choix d’un modèle tri-dimensionnel dans lequel
s’allient ainsi tous les phénomènes physiques susmentionnés. Fort de ce mo-
dèle, une nouvelle interprétation du phénomène de cristallisation sous tension
est proposée, permettant finalement de construire un algorithme original pour
l’implantation numérique du modèle.

Les chapitres VI et VII, constituant la troisième et dernière partie du manuscrit,
permettront d’évaluer la sensibilité du modèle proposé. Celui-ci sera appliqué à divers
cas de sollicitation rencontrés dans la littérature.





État de l’art et contexte de l’étude





Chapitre I

Cristallisation sous tension du caoutchouc naturel

Introduction

La cristallisation sous tension du caoutchouc naturel, en particulier sa caractéri-
sation expérimentale, fait aujourd’hui l’objet d’une littérature foisonnante. Ainsi, les
revues suivantes en font de très complètes synthèses : Tosaka (2007) [Tosaka 07a], Hu-
neau (2011) [Huneau 11], Toki (2014) [Toki 14], Albouy et Sotta (2015) [Albouy 15].
On pourra également se référer aux thèses expérimentales sur le sujet, dont les parties
proposant l’état de l’art sont très fournies : Trabelsi (2002) [Trabelsi 02], Marchal
(2006) [Marchal 06], Beurrot (2012) [Beurrot 12], Rublon (2013) [Rublon 13], Vieyres
(2013) [Vieyres 13a], Candau (2014) [Candau 14a].

Dans le présent chapitre, nous présentons de façon qualitative un état de l’art sur
le sujet. Après une présentation du caoutchouc naturel mettant fortement l’accent
sur l’organisation de son réseau, nous mentionnons brièvement quelques résultats sur
le comportement mécanique et la cristallisation thermique en nous cantonnant stric-
tement aux aspects qui nous intéressent dans cette thèse. La deuxième section est
plus particulièrement orientée vers le phénomène de cristallisation sous tension, dont
nous présentons un aperçu restreint aux résultats expérimentaux sous chargement
cyclique. Par ailleurs, nous limitons strictement cet état de l’art au caoutchouc natu-
rel non chargé et à sa cristallisation induite par des chargements simples. Certaines
sections sont délibérément très sommaires, faisant un choix tranché sur les aspects
davantage développés compte tenu de ce qui est déjà fourni par les thèses sus-citées :
dans la première section, l’accent est mis sur l’organisation du réseau, puis dans la
seconde section, les aspects expérimentaux sont présentés de façon succincte afin
de prendre un peu de recul et avoir une vision d’ensemble des données dont nous
disposons.

1. Le caoutchouc naturel

1.1. Le polyisoprène

Le caoutchouc naturel, obtenu par coagulation et séchage de latex, est composé de
macromolécules de polyisoprène, de formule générale (C5H8)n. Ainsi que représenté
sur la figure I.1, les chaînes peuvent prendre les configurations cis- (liaisons simples
carbone-carbone du même côté de la liaison double) ou trans- (liaisons simples d’une

21



22 I. Cristallisation sous tension du caoutchouc naturel

H CH3
n

H

CH3

n

(a) (b)

Figure I.1 – (a) Poly(cis-1,4-polyisoprène) et (b) poly(trans-1,4-
polyisoprène).

part et d’autre de la liaison double), le premier composant très majoritairement le
caoutchouc provenant d’arbres Hévéa, le second d’arbres Gutta-Percha. La synthèse
chimique de chaînes de polyisoprène ne permet, de nos jours, d’obtenir que des taux
de conformation cis ne pouvant rivaliser avec la formation naturelle du latex d’Hé-
véa dont la composition est en quasi-totalité du poly(cis-1,4-polyisoprène), affectant
grandement les propriétés du produit obtenu.

Le caoutchouc naturel est un polymère semi-cristallin, c’est-à-dire que seule-
ment sous certaines conditions, les chaînes dans un état initial désordonné quali-
fié d’amorphe peuvent partiellement constituer des zones de phase cristalline com-
posée de chaînes empaquetées de façon très ordonnée. Ces arrangements consti-
tuent les cristallites du caoutchouc, dont la structure cristalline est toujours dis-
cutée [Huneau 11], hésitant entre monoclinique (β = 92◦) et orthorombique. Les
paramètres de maille proposés par Bunn en 1942 [Bunn 42] sont a0 = 12, 46 Å,
b0 = 8, 89 Å, c0 = 8, 10 Å (c est la direction des chaînes), correspondant à 4 chaînes
de 2 monomères dans une maille élémentaire. Les plans cristallographiques (200),
(120) et (002) (perpendiculaire à l’axe des chaînes) créés par les groupes méthyles
sont détectables par rayons X et fournissent des informations sur les dimensions des
cristallites, le taux de cristallinité (fraction de phase cristalline dans le matériau),
l’orientation des cristallites ou encore les paramètres de la maille cristalline.

1.2. Réseau de chaînes et réticulation

Réticulation
Le processus de réticulation d’un polymère (vulcanisation dans le cas du caou-

tchouc naturel, nécessitant une cuisson après ajout des agents vulcanisants et additifs
associés) crée des ponts chimiques entre les macromolécules, changeant grandement
les propriétés du matériau. En effet, ces points de réticulation lient les macromolé-
cules entre elles et évitent le glissement des unes par rapport aux autres. Les agents
vulcanisants pour le caoutchouc naturel sont généralement le peroxyde ou le soufre,
ce dernier nécessite l’ajout d’autres agents activateurs et accélérateurs, mais semble
former un réseau plus homogène que le peroxyde [Suzuki 10, Valentín 10, Che 12].
Ceci serait dû à la vitesse de création des ponts chimiques, laissant plus ou moins
de temps aux particules de se diffuser et aux chaînes de se réorganiser (voir aussi
la fin de la section 2.3). Dans l’industrie, des charges telles que le noir de carbone
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sont souvent ajoutées pour renforcer et rigidifier la matière, mais elles ne feront pas
l’objet d’étude dans cette thèse.

Le réseau réticulé ainsi formé peut être caractérisé par la longueur moyenne de
la portion de macromolécule entre deux points de réticulation – appelée chaîne –, ou
de façon équivalente, le nombre de ces portions. Trois techniques sont généralement
utilisées pour déterminer la longueur moyennes de ces chaînes, ou de façon équivalente
en connaissant la densité du matériau, la densité de chaînes (quantité de chaînes dans
un volume unitaire).

– Par déduction des essais mécaniques de traction uniaxiale : la réponse à la
déformation (avant que ne se produise la cristallisation) est directement liée
à la densité de chaînes suivant une expression de la contrainte nominale en
petites déformations. L’hypothèse de réseau affine ou fantôme est généralement
effectuée.

– Par essais de gonflement : le matériau est mis à tremper dans un solvant adapté
(le toluène dans le cas du caoutchouc naturel) et gonfle librement en désenche-
vêtrant ses chaînes. Connaissant l’affinité du solvant avec le polymère en ques-
tion, la relation de Flory-Rehner permet de déduire du taux de gonflement la
densité des chaînes (une faible capacité à gonfler implique un réseau contraint
par les points de réticulation et donc des chaînes plus courtes) [Flory 53].

– Par utilisation de la résonance magnétique nucléaire (RMN, ou NMR en an-
glais pour Nuclear Magnetic Resonance) dans l’analyse et le traitement des
couplages dipolaires résiduels (residual dipolar couplings), se développant de
plus en plus depuis le début du siècle notamment en biologie (protéines). Son
utilisation pour le caoutchouc naturel ne date que de 2005 avec les travaux de
Saalwächter et al. [Saalwächter 05].

Les deux premières méthodes sont majoritairement utilisées, tandis que l’utilisation
de la RMN, probablement en raison de la technicité de sa mise en œuvre, reste limitée
aux co-auteurs de Saalwächter [Saalwächter 07, Valentín 08, Che 12, Vieyres 13b].
Ces derniers pointent les aléas et approximations de la méthode par essais de gonfle-
ment [Valentín 08] et effectuent des comparaisons approfondies avec les deux autres
méthodes. Une étude comparative de Vieyres et al. [Vieyres 13b] détaille bien les dif-
férentes techniques et hypothèses sous-jacentes, montrant que les résultats peuvent
varier du simple au double. Quelle que soit la méthode employée, il est donc né-
cessaire d’avoir conscience des hypothèses, des limitations, et, bien qu’encore mal
comprise, de la prise en compte (partielle) d’enchevêtrements.

Les techniques de mesure peuvent donc fournir des résultats variables, et les « re-
cettes » de vulcanisation au soufre (ingrédients et temps de cuisson) varient aussi en
fonction des auteurs ; c’est pourquoi il est délicat de comparer les matériaux et résul-
tats obtenus d’une étude sur l’autre. De surcroît, les grandeurs traduisant le degré de
réticulation diffèrent aussi selon les travaux, rendant fastidieuses les comparaisons.
Celles-ci sont les suivantes.

– La quantité de réticulant : il s’agit de la donnée initiale, incluse dans la recette
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du caoutchouc exprimée en pcc (pour pour cent de caoutchouc, c’est-à-dire
pour cent parties de caoutchouc en masse, soit la quantité de réticulant pour
100 grammes de caoutchouc ; la notation anglaise est phr pour per hundred of
rubber). Cette grandeur n’est pas utilisée pour caractériser le matériau puisque
d’autres variables de fabrication entrent en jeu.

– La densité de chaînes actives ν (network chain density) : il s’agit du nombre
de chaînes (entre deux points de réticulation) dans un volume unitaire de ca-
outchouc. Elle s’exprime généralement en mol/cm3, ou parfois en mol/g.

– La densité de réticulation νr (crosslink density) : il s’agit du nombre de points
de réticulation dans un volume unitaire de caoutchouc, qui ne doit pas être
confondue avec ν. Elle s’exprime dans les mêmes unités que ν et lui est liée par
la relation 2νr = ν en supposant les points de réticulation tétrafonctionnels ;

– La masse molaire Mch de la chaîne, en g/mol.
– Le nombre de monomères réels Nm dans la chaîne (longueur de chaîne exprimée

en nombre de monomères réels).
– Le nombre de segments de Kuhn N dans la chaîne (longueur de chaîne ex-

primée en nombre de segments de Kuhn). Rarement utilisée dans les travaux
expérimentaux, cette notion sera expliquée à la section III.1.1.

Ces grandeurs peuvent être liées les unes aux autres par la constante d’Avogadro
NA, à la densité ρ du matériau (supposée homogène dans le matériau) et aux masses
molaires Mm et M0 des monomères réels et de Kuhn respectivement. Exception
faite de la quantité de soufre, toutes les grandeurs traduisent ce qu’on peut appeler
génériquement le degré de réticulation.

Un tableau recensant des valeurs du taux de soufre, du degré de réticulation
fourni et des grandeurs calculées équivalentes sur quelques travaux récents traitant
de la cristallisation sous tension est proposé en annexe A. Il a pour unique but de
savoir convertir approximativement une grandeur vers une autre afin de comparer
plus aisément les matériaux de différents travaux. De telles comparaisons resteraient
à faire avec précaution, quand bien même le degré de réticulation serait identique.
En effet, les différences des recettes ne sont pas prises en compte et les méthodes de
mesure diffèrent également. Les études sur les matériaux réticulés au peroxyde étant
actuellement moins nombreuses, le recensement (non exhaustif) est limité à la réti-
culation au soufre. La figure I.2 représente les données recensées exprimées en masse
molaire. Malgré des disparités non négligeables pour une même quantité de soufre,
les valeurs et tendances sont globalement similaires, laissant espérer que les maté-
riaux utilisés dans les différentes études sont sensiblement équivalents (de grandes
disparités pour une même quantité de réticulant auraient soulevé la question de la
similarité des structures du réseau, comme c’est le cas des différences de propriétés
entre les réseaux réticulés au soufre ou au peroxyde).
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Figure I.2 – Représentation des valeurs de degrés de réticulation re-
censées pour différentes quantités de soufre en masse molaire Mchaîne,
d’après les valeurs données en annexe A.

Distribution de longueurs de chaîne
Si la détermination de la densité de chaînes est très courante dans la caracté-

risation d’un matériau, il n’en va pas de même pour la distribution de celle-ci, du
fait du manque de technique aisée le permettant. En effet, le caractère aléatoire
de la réticulation confère au réseau une inhomogénéité (même moindre), mais cette
dernière ne peut être révélée simplement à l’échelle macroscopique. Les différentes
techniques de chromatographies sont impuissantes dès lors que le réseau est réticulé,
et les deux seules méthodes existantes pour évaluer l’inhomogénéité du réseau sont,
à notre connaissance, la RMN et la thermoporométrie. Saalwächter et ses co-auteurs
proposent ainsi des distributions par des mesures de RMN pour différents degrés
de réticulation de caoutchouc naturel [Saalwächter 05, Saalwächter 07, Valentín 08,
Che 12, Vieyres 13b]. La thermoporométrie (aussi appelée thermoporosimétrie), à
mettre en parallèle avec l’expérience de gonflement, consiste à faire gonfler le réseau
par un solvant pour désenchevêtrer les chaînes, puis de supposer que l’espace formé
entre les chaînes correspond à des pores remplis de solvant. Une mesure de DSC
(calorimétrie différentielle à balayage, Differential Scanning Calorimetry en anglais)
permet ensuite d’observer la solidification et la fusion du solvant, et d’en déduire la
taille des pores selon les températures auxquelles les transformations se produisent.
Malheureusement, il ne semble pas exister de moyen d’en déduire une distribution
de longueurs de chaîne, et seule la démonstration de l’existence d’une inhomogénéité
et une analyse relative entre échantillons sont possibles. Nous proposerons ainsi un
traitement sommaire à la section III.2 appliqué à des courbes fournies par Candau
et al. [Candau 14a, Candau 16]. Il convient par ailleurs de mentionner l’étude de
Suzuki et al. par CV-SANS (Contrast Variation Small-Angle Neutron Scattering) de
caoutchouc réticulé au peroxyde et gonflé au toluène qui permet, pour une composi-
tion connue d’éléments (caoutchouc, toluène et protéines), d’observer la diffraction
de chacun d’entre eux [Suzuki 10]. Cette méthode est appliquée au polyisoprène syn-
thétique [Ikeda 09, Ikeda 14] et au caoutchouc naturel [Suzuki 10] par Ikeda et ses
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coauteurs. Elle ne permet cependant d’obtenir qu’une idée du degré d’inhomogénéité,
et non une allure de distribution de longueurs de chaîne.

Finalement, les informations sur la distribution des longueurs de chaîne pour un
caoutchouc réticulé restent encore très limitées. Sont disponibles dans la littérature
les courbes obtenues par NMR de Saalwächter et ses co-auteurs, les courbes de ther-
moporométrie de Candau et al., et celles que ces derniers obtiennent par croisement
de résultats expérimentaux de cristallisation sous tension et de modèle ([Candau 14b]
et figure 5 du chapitre 12 de [Candau 14a]). Il reste cependant des données intéres-
santes sur le caoutchouc non vulcanisé, obtenues par chromatographie sur gel per-
méable (GPC), indiquant une distribution de masse molaire bimodale comme indiqué
sur la figure I.3 reproduite des travaux de Tanaka et al. [Tangpakdee 96, Tanaka 01].366 RUBBER CHEMISTRY AND TECHNOLOGY Vol. 74

Fig. 11. — Molecular-weight distribution of NR from Hevea trees of different ages.

V. PRESUMED BIOSYNTHESIS MECHANISM OF NATURAL RUBBER

A. CONTROL OF MOLECULAR WEIGHT

The bimodal MWD of NR was retained even after the decomposition of all the branch points by
deproteinization and transesterification or saponification, as mentioned above. This suggests that
the bimodal MWD is inherent in the mechanism of rubber biosynthesis. YoungHevea trees contain
low molecular-weight rubber. The rubber from FL-latex, which was obtained from differently
aged trees (i.e., from one-month old to three-years old) of the same clone, exhibited a bimodal
MWD rich in the low molecular-weight fraction,41 as seen in Figure 11. The ratio of low to high
molecular-weight peaks decreases with increased aging of the tree. The relative intensity of the
high molecular-weight peak decreased after transesterification. This indicates that a part of the
high molecular weight fraction is derived from branching. The fundamental structure of the rubber
from a seedling was the same as that from a mature tree. These findings suggest that the enzymatic
activity to form high molecular-weight rubber tends to increase with an increase in the age of the
tree. This can be accounted for by the presence of (a) two types of initiating species or rubber
transferase for chain elongation, and/or (b) different types of termination steps.
A wide particle size distribution from 0.01 to 10 µm is observed for the rubber particles in

latex. Only small rubber particles in the bimodal particle size distribution showed a high enzymatic
activity of chain elongation,42 as seen in Figure 12. The large rubber particles in the cream fraction,
which were separated after centrifugation, contained long-chain fatty acid esters; whereas, the
small rubber particles in the serum fraction were composed of linear molecules containing no ester
groups.43 These findings indicate that a large portion of rubber particles in fresh field latex is
composed of rubber molecules already terminated with the terminal group mentioned above.

B. IN VITRO BIOSYNTHESIS

A novel method was established for in vitro synthesis of new rubber molecules using the fresh
bottom fraction (BF).44,45 The rubber yield was as high as 120–160 mg from BF (dry weight of 790
mg) taking into account the fact that rubber was formed with the addition of very small amounts
of IDP or FDP as the initiating species. The in vitro rubber was also formed by incubation of BF
only.46 This indicates that BF contains all of the enzymes and precursor to produce rubbermolecule.

Figure I.3 – Distribution de masse molaire par GPC de caoutchoucs
naturels extraits d’Hévéas de différents âges. D’après [Tanaka 01].

Pour terminer, Flory [Flory 53] propose des modèles de polymérisation basés
sur des considérations statistiques (et déclinés à différents types de polymères, dont
des copolymères par exemple), reliant la probabilité qu’un monomère s’ajoute à une
chaîne à la distribution des longueurs de chaîne. Le caoutchouc naturel réticulé étant
plutôt le résultat de macromolécules plus ou moins aléatoirement « divisées » en
chaînes par les points de réticulation et évoquant ainsi davantage des scissions de
chaînes 1, l’application des expressions proposées soulève des interrogations.

Enchevêtrements
Le réseau, outre les points de réticulation, comporte aussi des enchevêtrements de

chaînes, dont les effets sont pris en compte par le tube-model développé par Edwards,

1. Nous pourrions, sur cette idée, concevoir une modélisation se basant sur un réseau initial de
macromolécules dont la distribution suit les courbes de la figure I.3 et considérant statistiquement
que des points de réticulation viennent les « diviser ».
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puis enrichi avec Doi [Edwards 67, Doi 78a, Doi 78b, Doi 78c] ainsi qu’avec Vilgis
[Edwards 86, Edwards 88]. Ces enchevêtrements ou contraintes topologiques sont ce-
pendant physiquement mal définis et de ce fait difficilement mesurables. La longueur
moyenne (de masse molaireMe) entre deux points d’enchevêtrements est déduite des
changements de comportement de la matière par des expériences de rhéologie ou de
viscosité par exemple, ou encore par gonflement ou mesures de diélectricité. Ces ana-
lyses ont principalement été effectuées dans les années 60 et la plupart des auteurs
reprennent ces valeurs depuis. Les articles récents utilisent ainsi essentiellement les
résultats de Fetters et al. [Fetters 94] et Sanders et al. [Sanders 68], mais quelle que
soit la source, les deux zones de valeurs qui apparaissent de façon récurrente pour
la masse molaire critique Mc (pour laquelle le matériau change de comportement)
et/ou Me sont les suivantes.

– Autour de 6 000− 7 000 g/mol : il s’agit des masses molaires auxquelles sont
observés des changements marqués de comportement, et sont généralement
attribuées à la masse molaire critique Mc. Sanders et al. attribue ces valeurs à
Me et Chenal et al. [Chenal 07a, Chenal 07b] les reprennent.

– Autour de 3 000− 3 500 g/mol : ce sont généralement les masses molaires Me

entre deux enchevêtrements, calculées comme étant la moitié de Mc.

Des résutats permettant d’avoir une idée de l’organisation des enchevêtrements se
trouvent également du côté des simulations, et en particulier de celles des analyses des
chemins primitifs (PPA, primitive path analysis en anglais) qui consiste à étudier les
chemins les plus courts possibles reliant les deux extrémités de la chaîne sans violer les
contraintes topologiques. Ces analyses s’inspirent souvent des premiers travaux d’Ed-
wards et Vilgis [Edwards 86, Edwards 88] sur la formulation de la prise en compte
des enchevêtrements dans le réseau en représentant d’abord les enchevêtrements sous
forme d’anneaux dans lesquels coulissent deux chaînes. Parmi ces analyses PP, nous
pouvons citer Li et al. [Li 11] puis Steenbakkers et al. [Steenbakkers 14] qui ont ef-
fectué leur simulation sur des réseaux non-réticulés monodispersés (macromolécules
de même longueur dans le réseau) pour des macromolécules de différentes longueurs.
Steenbakkers et al. indiquent, pour différents réseaux monodispersés de macromolé-
cules de cis-1,4-polyisoprene, les longueurs d’enchevêtrements moyens pour chacun
de ces réseaux. La figure I.4 adaptée de la référence [Steenbakkers 14] indique les ré-
sultats obtenus pour les différents réseaux, avec leurs propres résultats (triangles) et
ceux de Li et al. [Li 11] (ligne continue). Celle-ci est indiquée comme étant en désac-
cord avec la valeur obtenue par détermination du plateau du module rhéologique par
Abdel-Goad et al. [Abdel-Goad 04] (ligne pointillée) qu’elle ne devrait pas dépasser
(c’est à ce plateau que doivent être comparées les longueurs d’enchevêtrement, en
principe uniquement pour les réseaux lâches [Everaers 12]).

1.3. Comportement mécanique lors d’un cycle de traction uniaxiale

Le caoutchouc naturel est reconnu pour ses propriétés mécaniques, dont notam-
ment une excellente tenue en fatigue. De très nombreux résultats expérimentaux
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Figure I.4 – Nombre de monomères réels entre deux enchevêtrements
Ne en fonction du nombre de monomères réels des chaînes du réseau
Nm. En ligne continue les résultats de Li et al. [Li 11], en triangles ceux
de Steenbakkers et al. [Steenbakkers 14]. La ligne pointillée horizon-
tale est obtenue par détermination du plateau du module rhéologique
[Abdel-Goad 04]. Adapté de [Steenbakkers 14].

faisant varier différents paramètres sont disponibles dans la littérature. Est propo-
sée ici une synthèse graphique extrêmement sommaire de l’influence de quelques
paramètres classiques qui nous intéressent sur les courbes contrainte-déformation :
extension (figure I.5.a), vitesse de chargement (figure I.5.b), degré de réticulation
(figure I.6) et température (figure I.7).

Les comportements sont fortement non linéaires dans le domaine de déformation
considéré, et toutes les courbes présentent les mêmes caractéristiques. Il est difficile
de les commenter pertinemment sans prendre en compte l’effet de la cristallisation
induite par la déformation, qui a un impact direct sur la contrainte et notamment
sur l’hystérèse caractéristique qu’elle induit. Elles sont donc mises en relation avec
le taux de cristallinité comme indiqué sur la figure I.8.

– Pendant la charge est observé un point particulier (indiqué par la flèche λC
sur la figure I.8) où le matériau raidit fortement, parfois après un court pla-
teau. C’est l’extension à laquelle des cristallites, induites par la déformation,
apparaissent dans le matériau : il s’agit de la cristallisation sous tension.

– La fraction cristalline continue ensuire d’augmenter tandis qu’un raidissement
important est observé dans le comportement mécanique.

– Le début de la décharge s’accompagne d’une brusque chute de la contrainte,
suivie d’une diminution plus douce ou parfois même d’un plateau. Les cristaux
disparaissent progressivement pendant ces phases.

– Le point où le chemin de décharge rejoint celui de la charge (noté par la flèche
λM sur la figure I.8) se trouve systématiquement à des extensions inférieures à
celles de début de cristallisation.
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composition of the rubber is zinc oxide, 1, stearic acid, 1,
n-cyclohexyl-2-benzothiazylsulfenamide, 1, and sulfur 1.5 parts
per hundred polyisoprene (IR2200, JSR). The curing condition
is 160 °C for 15 min. The degree of cross-linking is estimated
to be 3.8 × 10-5 mol/g from the Mooney-Rivlin elastic coef-
ficient.

The sample dimensions used for the measurements are
typically 25 mm, 5 mm, and 1 mm in the original length l0,
width w0, and thickness d0, respectively. The sample length l
is measured by a displacement sensor and the tension f by a
force gauge, and they are controlled by a pulse motor with a
feedback circuit. The nominal stress is given by σ ) f/d0w0 and
the strain in terms of the elongation ratio λ ) l/l0. Most of the
measurements are carried out in a temperature-controlled
ethanol or water bath in order to confirm the isothermal
condition, unless otherwise specified. The ranges of the tem-
perature, T, and the rate of deformation, λ̇, studied are from
-60 to +80 °C and from 0.0007 to 7 s-1, respectively. At low
temperatures and at high λ̇, the rubbers tend to break at large
elongations, while at high temperatures and at low λ̇ (pro-
longed measuring time), the effect of absorption of bath fluid
is not negligible, which is examined by the reproducibility of
the results: these effects limit the range of measurements.

X-ray diffraction patterns are taken by a flat camera on an
imaging plate with the Cu KR spectrum operated at 40 kV
and 300 mA (Rigaku RINT2000). The exposure time was 20
min.

3. Results

3.1. Stretching and Retraction at Fixed Temper-
ature and Rate of Deformation. We first show the
stretching and retraction behavior of rubbers under a
given temperature and rate of deformation condition.
Figure 1 shows the maximum elongation ratio depen-
dence of the nominal stress vs elongation ratio curve
(hereafter called the stress-strain curve) at 29 °C at λ̇
) 0.07 s-1. The rubbers are stretched up to a predeter-
mined elongation ratio, λmax ) 5.6, 6.1, 6.5, 7.0, 7.4, and
7.9, and then retracted to the original length. Under the
condition of T ) 29 °C and λ̇ ) 0.07 s-1, the stretching
and the retraction curves are reversible for λmax < 5.7,
while when λmax g 6, they show the hysteresis, and the
retraction curve almost coincides with the stretching one
below λ = 3.1. On retraction from λmax g 7, the nominal
stress decreases little with decreasing elongation ratio
between λ = 6 and λ = 3, suggesting the coexistence of
the crystalline and the rubbery states. This result
indicates that the crystallization takes place at λ = 5.8,
and the melting completes at λ = 3.1. When the rubber
starts crystallizing at λ = 5.8, the nominal stress

decreases with increasing elongation ratio (strain soft-
ening) and steeply increases at λg 7 (strain hardening),
which show that the rubber elongates on crystallization
and that the rubber stiffens when crystallized.

The above interpretation of the stress-strain curve
qualitatively agrees with the results of the in-situ X-ray
measurements.2,7 It is noted that in the cross-linked
natural rubbers the peak or shoulder in the stress-
strain curve on stretching seems less conspicuous, and
the crystallization occurs at a lower elongation under a
similar condition.2,7 The latter suggests that the crystal-
lization rate of the present synthetic rubber is smaller
than that of the natural rubbers. In fact, no crystalliza-
tion was observed by the X-ray measurement when the
sample is stored at -25 °C for a week in the quiescent
state. A brief remark concerning the stress-strain curve
in the rubbery state, in the present case λ e 3.1, is that
the stretching curve and the retraction one do not
rigorously coincide at a finite deformation rate, and the
small difference between them increases with decreas-
ing temperature. This difference can be therefore at-
tributed to the effect of viscosity of rubbers in the molten
state, and we disregard this difference in the following
discussion.

The dependence of stress-strain curve on rate of
deformation at 29 °C is shown in Figure 2a. The
elongation ratio at the onset of crystallization increases
with λ̇ (the inset), while that at the completion of
melting is less dependent on λ̇. The differential curves
of Figure 2a are shown in Figure 2b for λ̇ ) 0.0007, 0.07,
and 7 s-1. The elongation ratio λX and the nominal stress
σX at the onset of crystallization can be unequivocally
determined by a sudden decrease in dσ/dλ as shown by
the vertical arrows, and those at the completion of
melting can be also determined by the coincidence point
between the stretching and the retraction curves and
slightly increase with λ̇.

Figure 3 shows the temperature dependence of stress-
strain curve at λ̇ ) 0.07 s-1. The elongation ratio λf(T,
λ̇) and the nominal stress σf(T, λ̇) at the completion of

Figure 1. Maximum strain dependence of stress-strain
curves at 29 °C at a rate of deformation of 0.07 s-1.

Figure 2. (a) Dependence of stress-strain curve on rate of
deformation at 29 °C. The rates of deformation are (O) 0.0007,
(4) 0.007, (0) 0.07, (3) 0.7, and ()) 7 s-1. Inset: magnification
in the region of the onset of crystallization. (b) Differential
curves are shown for the results of λ̇ ) 0.0007 (O), 0.07 (0),
and 7 s-1 ()) in (a). The vertical arrows indicate the onset of
crystallization on stretching.
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composition of the rubber is zinc oxide, 1, stearic acid, 1,
n-cyclohexyl-2-benzothiazylsulfenamide, 1, and sulfur 1.5 parts
per hundred polyisoprene (IR2200, JSR). The curing condition
is 160 °C for 15 min. The degree of cross-linking is estimated
to be 3.8 × 10-5 mol/g from the Mooney-Rivlin elastic coef-
ficient.

The sample dimensions used for the measurements are
typically 25 mm, 5 mm, and 1 mm in the original length l0,
width w0, and thickness d0, respectively. The sample length l
is measured by a displacement sensor and the tension f by a
force gauge, and they are controlled by a pulse motor with a
feedback circuit. The nominal stress is given by σ ) f/d0w0 and
the strain in terms of the elongation ratio λ ) l/l0. Most of the
measurements are carried out in a temperature-controlled
ethanol or water bath in order to confirm the isothermal
condition, unless otherwise specified. The ranges of the tem-
perature, T, and the rate of deformation, λ̇, studied are from
-60 to +80 °C and from 0.0007 to 7 s-1, respectively. At low
temperatures and at high λ̇, the rubbers tend to break at large
elongations, while at high temperatures and at low λ̇ (pro-
longed measuring time), the effect of absorption of bath fluid
is not negligible, which is examined by the reproducibility of
the results: these effects limit the range of measurements.

X-ray diffraction patterns are taken by a flat camera on an
imaging plate with the Cu KR spectrum operated at 40 kV
and 300 mA (Rigaku RINT2000). The exposure time was 20
min.

3. Results

3.1. Stretching and Retraction at Fixed Temper-
ature and Rate of Deformation. We first show the
stretching and retraction behavior of rubbers under a
given temperature and rate of deformation condition.
Figure 1 shows the maximum elongation ratio depen-
dence of the nominal stress vs elongation ratio curve
(hereafter called the stress-strain curve) at 29 °C at λ̇
) 0.07 s-1. The rubbers are stretched up to a predeter-
mined elongation ratio, λmax ) 5.6, 6.1, 6.5, 7.0, 7.4, and
7.9, and then retracted to the original length. Under the
condition of T ) 29 °C and λ̇ ) 0.07 s-1, the stretching
and the retraction curves are reversible for λmax < 5.7,
while when λmax g 6, they show the hysteresis, and the
retraction curve almost coincides with the stretching one
below λ = 3.1. On retraction from λmax g 7, the nominal
stress decreases little with decreasing elongation ratio
between λ = 6 and λ = 3, suggesting the coexistence of
the crystalline and the rubbery states. This result
indicates that the crystallization takes place at λ = 5.8,
and the melting completes at λ = 3.1. When the rubber
starts crystallizing at λ = 5.8, the nominal stress

decreases with increasing elongation ratio (strain soft-
ening) and steeply increases at λg 7 (strain hardening),
which show that the rubber elongates on crystallization
and that the rubber stiffens when crystallized.

The above interpretation of the stress-strain curve
qualitatively agrees with the results of the in-situ X-ray
measurements.2,7 It is noted that in the cross-linked
natural rubbers the peak or shoulder in the stress-
strain curve on stretching seems less conspicuous, and
the crystallization occurs at a lower elongation under a
similar condition.2,7 The latter suggests that the crystal-
lization rate of the present synthetic rubber is smaller
than that of the natural rubbers. In fact, no crystalliza-
tion was observed by the X-ray measurement when the
sample is stored at -25 °C for a week in the quiescent
state. A brief remark concerning the stress-strain curve
in the rubbery state, in the present case λ e 3.1, is that
the stretching curve and the retraction one do not
rigorously coincide at a finite deformation rate, and the
small difference between them increases with decreas-
ing temperature. This difference can be therefore at-
tributed to the effect of viscosity of rubbers in the molten
state, and we disregard this difference in the following
discussion.

The dependence of stress-strain curve on rate of
deformation at 29 °C is shown in Figure 2a. The
elongation ratio at the onset of crystallization increases
with λ̇ (the inset), while that at the completion of
melting is less dependent on λ̇. The differential curves
of Figure 2a are shown in Figure 2b for λ̇ ) 0.0007, 0.07,
and 7 s-1. The elongation ratio λX and the nominal stress
σX at the onset of crystallization can be unequivocally
determined by a sudden decrease in dσ/dλ as shown by
the vertical arrows, and those at the completion of
melting can be also determined by the coincidence point
between the stretching and the retraction curves and
slightly increase with λ̇.

Figure 3 shows the temperature dependence of stress-
strain curve at λ̇ ) 0.07 s-1. The elongation ratio λf(T,
λ̇) and the nominal stress σf(T, λ̇) at the completion of

Figure 1. Maximum strain dependence of stress-strain
curves at 29 °C at a rate of deformation of 0.07 s-1.

Figure 2. (a) Dependence of stress-strain curve on rate of
deformation at 29 °C. The rates of deformation are (O) 0.0007,
(4) 0.007, (0) 0.07, (3) 0.7, and ()) 7 s-1. Inset: magnification
in the region of the onset of crystallization. (b) Differential
curves are shown for the results of λ̇ ) 0.0007 (O), 0.07 (0),
and 7 s-1 ()) in (a). The vertical arrows indicate the onset of
crystallization on stretching.
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Figure I.5 – Influence de l’extensions maximale (a) et de la vitesse
de chargement (b) sur la courbe contrainte-déformation pour un cycle
de traction uniaxiale. Température : 29 ◦C ; légende : ©, 4, 2, ∇
puis 3 pour des vitesses variant resp. de 0,0007 à 7 s−1. D’après
[Miyamoto 03].

this region acts as a cross-link. The density of cross-
links is then the sum of the density of sulfur bridges νS
and the density of crystallites νcryst ) "/VC. The crystal-
linity varying linearly with λ as shown in Figure 8b and
VC being constant, the cross-link density is then

Applying the rubber elasticity theory,31 one obtains
when the density of crystallites becomes greater than
the density of sulfur cross-links:

This is the trend observed in the stress-hardening region
BC. In conclusion, stress hardening in vulcanized elas-
tomers can be explained by the Flory argument without
invoking the limitation of extensibility of the chains, and
the curvature in the "(λ) curve for λ > 4.5 is due to the
increase in density of crystallites of constant morphology
(same volume). Obviously the qualitative agreement
between relation 13 and the experimental data does not
preclude that the Langevin elasticity theory must be
applied for large local deformation of the chains.

Finally, one emphasizes the similarity between the
process of crystallization during stretching (λΑ < λ <
λmax) and the process of isothermal crystallization
(Figure 2); both processes involve an increase of the
number of crystallites with constant sizes.

4.2.Recovery. When the strain decreases at constant
rate, the stress decreases abruptly curve CD in Figure
8a and then levels off for λE < λ < λD (curve DE). The
draw ratios λD and λB corresponding respectively to the
appearance of the recovery curve plateau and the
beginning of the stress hardening are of the same order
of magnitude (see Figure 8a). This empirical law, λD ≈
λB ≈ 4.8 to 5.2, is clearly observed for samples I and II.
For sample III (NC ) 145), the plateau DE of the stress
strain curve is much less apparent, and the accuracy
on λD and λB is about 0.5. The recovery plateau joints
the traction curve at λE, and then recovery and traction
curves merge together for λ < λE. The length DE of the
plateau decreases with increasing cross-link density.
From these recovery curves σ(λ), the merging draw ratio
λE can be estimated with an accuracy of (0.3. Toki et
al.48 did not observe this plateau during recovery; in our
opinion this is due to the fact that their sample was
highly cross-linked (νs ) 1.2 × 102 mol/m3) compared to
our sample III (νs ) 0.94 × 102 mol/m3, NC ) 145) which
presents a very small plateau.

During recovery, Figure 8b shows that crystallinity
"(λ) decreases linearly with λ, the recovery curve slope
d"(λ)/δλ is smaller than the stretching one. These
results are at variance with the observations of Toki et
al.47 on rubbers vulcanized with 1.5 g of sulfur; these
authors found that the crystallinity is still increasing
at the beginning of the recovery, when the strain
decreases from 600% to 575%. Also their crystallinity,

Figure 8. Stress-strain cycle (a) and crystallinity-strain cycles (b) with strain rate έ ) 1 mm/min for the three different cross-
linked NR samples (NC ) 145, 238, and 335) stretched at T )+23 °C. [OABC] and [CDEO] correspond respectively to the stretching
and recovery curves indicated by arrows in the figure. In sample I, an inverse yielding effect appears (see Appendix). The heavy
line in part b is the mean crystallinity deduced from relation 14.

ν ) νS + νcryst ∼ "/VC ∼ λ (12)

σ ∼ νcrystKT(λ - 1/λ2) ∼ λ2 (13)
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Figure I.6 – Influence du degré de réticulation sur la courbe
contrainte-déformation pour un cycle de traction uniaxiale. Tempé-
rature ambiante. D’après [Trabelsi 03] (voir la remarque en annexe A
concernant les valeurs de Nc
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Figure I.7 – Influence de la température sur la courbe contrainte-
déformation pour un cycle de traction uniaxiale. D’après [Marchal 06].



30 I. Cristallisation sous tension du caoutchouc naturel

a stabilisation of the engineering stress and of the crystallite
orientation may be expected and is indeed observed during
this phase (Figs. 7 and 8). As has been shown in a previous
publication, this part of the stress-strain diagram is the one
where “macroscopic knotting” can be observed in weakly
cross-linked samples [28,32,33].

In this section of the cycle, SIC is closer to equilibrium, simply
due to the fact that the crystalline fraction is higher at the same
elongation than during traction. Furthermore, this is well-shown by
the fact that stopping retraction at a given elongation only results in
a slight increase of the stress for a few minutes followed by
apparent stabilization. We interpret this increase as some melting
retardation due to the necessary thermal equilibration (since
melting is endothermic).

(5) When total melting of the crystalline phase is reached (l < lM),
the orientation parameter <P2>I and the engineering stress
closely follow the same curve as upon stretching, except for
a small shift due to a small residual strain (the so-called
“sample set”) (Figs. 6 and 7).

4. Oscillating stretching

4.1. Procedure

The sample conditioning before starting oscillations is impor-
tant to avoid spurious effects. Let us assume that oscillations are
started from the minimum elongation lMin where the crystalline

fraction is cMin. If cMin was well below its equilibrium value, it may
be anticipated to increase progressively due to crystallization pill-
up during consecutive stretching/retraction cycles. This effect
interferes with the measurements and must be avoided. For this
reason the starting angular position is reached following
a stretching-recovery route that ensures close-to-equilibrium
conditions as discussed above. Two types of experiments have
been performed:

- Oscillations of reduced amplitude. The purpose of this type of
experiment is to access the kinetics close to a given average
elongation. In that case, the oscillation amplitude needs to
meet two opposite requirements: first, it must be chosen
sufficiently small so that the characteristic times for crystalli-
zation and melting measured in this way be representative for
the kinetics at the considered average elongation; secondly, it
must be large enough so that the difference in crystalline
content between maximum and minimum stretching be
higher than the measurement error, i.e. !0.2%. It was presently
chosen equal to !10 mm, which corresponds to an elongation
amplitude between !0.3 and !0.4 for samples of initial length
20 mm, depending on the average extension. The horizontal
dotted lines drawn in Figs. 9 and 11 correspond to the crys-
talline content measured at the minimum amplitude lMin in
conditions close to equilibrium (stretching-recovery route and
equilibration time till no stress evolution is detected). For each

Fig. 6. Parameter <P2>I (left) and the elongation of the amorphous fraction (deduced from <P2>I using the curve in Fig. 5) (right) as a function of the applied elongation during
mechanical cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).

Fig. 7. Engineering (nominal) stress as a function of the elongation during mechanical
cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).

Fig. 8. Half-width at half-maximum for equatorial reflections as a function of elon-
gation during mechanical cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).
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role. Both phenomena are progressive so that their definition is
somehow arbitrary. They are presently defined by linear interpo-
lation as shown in Fig. 4. At room temperature we find lC z 4.36
and lM z 2.86. Two points may be remembered: first lC is
a kinetical rather than a thermodynamical parameter that depends
to some extent on the strain rate [1]; second lM is very close to the
elongation at which no crystalline phase may exist at room
temperature in conditions of true equilibrium [28]. The third
elongation lEq is associated to a change of slope during recovery
and its physical signification is discussed below.

3.2. Results and discussion

The elongation cycle shown in Fig. 4 may be analysed in five
successive steps.

(1) During stretching and for elongations lower than lC, <P2>I
increases in absolute value and is found to be proportional to
l2!1/l as expected from the theory of rubber elasticity [30]
(see Fig. 5), with

hP2iIz! 0:0013! 0:0015
!
l2 ! 1=l

"
(1)

As long as no crystallization develops, the applied macroscopic
elongation and the local elongation of the amorphous fraction (lAm)
may of course be considered to be identical. This is no longer the
case beyond the onset of crystallization and Equation (1) will be
used in that case to compute lAm from measured values of <P2>I.

(2) On further stretching, crystallization starts at lC (see Fig. 4).
Correlatively, a spectacular plateau appears in the dependence
of <P2>I on elongation (see Fig. 6). It reflects a stabilization of
the amorphous local elongation lAm at a value of ca. 4.1, which
is close to lC. A very similar feature has been observed for the
quadrupolar splitting measured by D2-NMR, which is indeed
expected to follow the same strain dependence [20]. It can be
explained as follows [20]: any stretching increment leads to
additional crystallization that relaxes the local strain; the
process goes on till the local extension becomes close to
lC where crystallization kinetics virtually stops at the time
scale of the experiment. As regards the mechanical behaviour,
the crystallization onset first corresponds to a slowing down of
the increase of the engineering stress (decrease of tangent
modulus), as expected from the above-mentioned relaxing
effect of SIC, followed by a steep increase that may be explained
by multiplying crystallites acting as additional cross-links and/
or reinforcing fillers (see Fig. 7) [31].

The half-angular width at half-maximum of equatorial reflec-
tions is plotted in Fig. 8 and is indicative for the orientation of the
[001] crystallite axis parallel to the stretching axis as discussed
above. It remains remarkably constant above lC, which can be
understood by the fact that crystallites experience a nearly constant
local straining from the amorphous matrix due to the stabilization
of lAm.

To summarize, this section of the cycle (stretching at l > lC) is
controlled by SIC kinetics and is essentially out-of-equilibrium. This
is confirmed by the fact that stopping the traction at a given
elongation results in continuous, slow stress relaxation that may be
attributed to continuing crystallization.

(3) At the beginning of the recovery phase, a rapid decrease of the
amorphous local elongation lAm is observed, together with
a steep decrease of the engineering stress (Figs. 6 and 7). The
degree of crystallite orientation is similarly expected to
decrease, which is only observed after a period of slight
increase (Fig. 8); this effect was already observed by Tosaka
et al. who interpreted it in terms of increasing size of crystal-
lites [29]. An alternative explanation may be that less oriented
crystallites melt first, being embedded within a locally less
stretched molten medium and thus being less stable, with the
consequence of an increase of the average crystallite
orientation.

(4) On going further in the recovery phase, a clearly different
regime is reached when a stabilisation of <P2>I is again
observed at the elongation noted lEq ¼ 4 (see Fig. 6). An
acceleration of the melting rate is observed in Fig. 4 at the same
value lEq ¼ 4. From Fig. 6, it is clear that it physically corre-
sponds to the point where lAm approximately reaches lM.
Indeed, the explanation for this plateau is fundamentally
symmetric to the one given for the plateau observed during
stretching: any further retraction increment is accompanied by
crystallite melting (instead of crystallization in the stretching
phase) and hence the amorphous strain increases (instead of
decreases in the stretching phase) until lAm reaches lM. At this
point melting stops, as the crystalline phase is again stable. This
process goes on until no crystalline material is finally available,
which occurs at the macroscopic extension lM. Correlatively,

Fig. 4. Crystalline fraction as a function of elongation measured during mechanical
cycling (21 #C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s!1).

Fig. 5. Parameter <P2>I as a function of l2!1/l below the crystallization onset. <P2>I

is proportional to the orientational order parameter of the amorphous phase. The
continuous line corresponds to a best linear adjustment.

P.-A. Albouy et al. / Polymer 53 (2012) 3313e3324 3317(b)
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Figure I.8 – Courbes de contrainte-déformation (a) et d’évolution de
degré de cristallinité (b) durant un chargement cyclique. Tempéra-
ture : 21 ◦C ; vitesse de chargement : 0,0033 s−1 ; densité de réticula-
tion de l’ordre de 10−4 mol. D’après [Albouy 12].

1.4. Cristallisation thermique

Pour clore cette section et avant d’aborder la cristallisation sous tension, nous
rappelons très brièvement quelques aspects de la cristallisation thermique.

La température de fusion du caoutchouc naturel est de 35 ◦C environ, mais
laissé à température ambiante, un échantillon ne cristallise pas systématiquement.
Il existe en effet une courbe de cinétique de cristallisation pour le caoutchouc na-
turel non vulcanisé, proposée par Wood et al. [Wood 46] et reprise sur la figure
I.9, indiquant le domaine de température dans lequel la cristallisation se produit
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Figure I.9 – Vitesse de cristallisation en fonction de la température
pour un caoutchouc non vulcanisé (d’après [Wood 46]).

naturellement et mettant en évidence la température particulière de −25 ◦C à la-
quelle la cristallisation se produit le plus rapidement. La faible vitesse de cristalli-
sation vers les basses températures est expliquée par l’approche de la température
de transition vitreuse, autour de −65 ◦C, qui diminue la mobilité des chaînes. Cette
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dernière (plus faible dans les caoutchoucs vulcanisés) limite la cristallisation par
rapport aux caoutchoucs non vulcanisés. Les structures cristallines obtenues par la
cristallisation thermique sont généralement soit sphérolitiques pour un état non dé-
formé, soit en shish-kebab pour des conditions particulières à l’état non déformé
[Andrews 62, Andrews 64, Andrews 71, Luch 73]. Des éléments de théorie de germi-
nation et de fusion seront donnés dans le chapitre IV.

De nombreuses études s’intéressent également à la cristallisation thermique de
matériaux déformés. La cristallisation succédant une déformation très rapide fait
intervenir la relaxation des chaînes et s’y mêlent ainsi différents aspects cinétiques,
étudiés par Tosaka notamment [Tosaka 06, Tosaka 07b, Tosaka 12]. Le sujet étant
trop vaste pour se lancer dans une description exhaustive, nous mentionnons ici
seulement un résultat de Trabelsi et al., qui est que les tailles finales de cristallites
ainsi formées suivent la déformation du réseau [Trabelsi 03].

2. Résultats expérimentaux de cristallisation sous tension

La cristallisation sous tension diffère de la cristallisation thermique par son ori-
gine puisqu’elle est induite par la déformation. Elle est responsable de l’hystérèse des
courbes contrainte-déformation et des propriétés mécaniques intéressantes du caou-
tchouc naturel, dont notamment la tenue en fatigue et résistance à la rupture, les
fonds de fissures présentant un phénomène de cristallisation très marqué [Rublon 13].
Nous exposons dans cette section un état de l’art succinct afin de mieux cerner ce
phénomène, qui est l’objet de la modélisation sur laquelle porte cette thèse. Nous
analysons pour cela l’influence des paramètres expérimentaux (extension, degré de
réticulation, température et vitesse de chargement) sur les grandeurs suivantes : le
degré de cristallisation, les tailles et orientation des cristallites formées, l’orientation
des chaînes de la phase amorphe, les paramètres de maille cristalline, les extensions
de début de cristallisation et de fin de fusion. Sauf précision, les matériaux présentés
sont réticulés au soufre (et systématiquement non chargés). La présentation se veut
synthétique afin de faire apparaître en filigrane les concepts sous-jacents qui gou-
vernent la cristallisation sous tension. Dans les légendes des figures, ν représente la
densité de chaînes actives et T la température d’essai.

2.1. Méthodes de mesure

Une des difficultés rencontrée dans la compréhension du phénomène de cristalli-
sation sous tension réside dans le fait que les conditions d’observation sont contrai-
gnantes, empêchant une constatation directe du phénomène : en effet, des mesures
en temps réel pendant la déformation des échantillons sont souhaitables. Ainsi, les
méthodes classiques d’observation par des mesures de DSC (Differential Scanning
Spectroscopy) ou au microscope électronique en transmission (MET ou TEM en an-
glais) ne sont pas adaptées. La taille des cristallites étant de l’ordre d’une centaine
d’angströms, le microscope électronique à balayage (MEB ou SEM en anglais) ne
permet pas non plus une observation de la structure fine du matériau. Rublon et
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al. ont toutefois obtenu des clichés intéressants de fond de fissure présentant des
ligaments dont la nature reste indéterminée [Rublon 13].

Les choix se tournent donc vers une méthode moins directe mais de plus en plus
performante d’analyse par diffusion des rayons X aux grands angles (WAXS pour
Wide Angle X-ray Scattering). Un cliché de diffraction d’un caoutchouc amorphe se
présente comme un halo circulaire dû à la diffraction des rayons par les chaînes du
matériau. En présence de cristaux, chaque plan cristallin diffracte les rayons avec un
angle qui lui est propre, faisant apparaître des anneaux plus marqués sur le cliché,
l’intensité de ces anneaux par rapport à l’intensité globale définissant le taux de cris-
tallinité. Une analyse précise de ces clichés de diffraction se fait donc par extraction
de la distribution d’intensité de ces anneaux, donnant des profils de spectre d’inten-
sité. Ceux-ci, par déconvolution de pics et par analyse de leurs formes, permettent
de quantifier les grandeurs qui nous intéressent telles la taille des cristallites ou leur
orientation. L’inconvénient de cette méthode reste néanmoins le temps nécessaire à la
collecte d’un cliché, limité par le flux de photons disponible par les générateurs clas-
siques de laboratoire. L’échantillon testé doit être immobile (et supposément sans
transformation interne pour une analyse pertinente) pendant la mesure qui peut
prendre quelques minutes. La puissance des flux de photons qu’offre un synchro-
tron autorise une réduction considérable des temps d’exposition, permettant l’ob-
tention de clichés de diffraction de qualité en minimisant la perturbation sur l’essai
mécanique ([Toki 02, Tosaka 04b, Tosaka 07a, Albouy 05, Chenal 07a, Beurrot 13,
Rublon 13], études de Candau et al. et bien d’autres).

Il est également possible d’obtenir des informations en étudiant les changements
de volume (car la densité de la phase cristalline est supérieure à celle amorphe)
[Smith 41] ou bien en analysant les réponses calorimétriques durant la déformation
[Samaca Martinez 13], mais ces méthodes fournissent, à l’heure actuelle, moins d’in-
formations à l’échelle des cristallites que les mesures aux rayons X.

2.2. Influence de l’extension et de l’extension maximale

Taux de cristallinité
Comme vu précédemment sur la figure I.8, la cristallisation n’apparaît qu’à un

certain seuil de déformation, puis augmente progressivement, et une hystérèse ca-
ractéristique est observée à la décharge. L’influence de l’extension maximale at-
teinte durant un cycle est indiquée dans les travaux d’Albouy et al. notamment
[Albouy 05, Albouy 15], dont deux des résultats sont illustrés sur la figure I.10 : les
courbes de gauche sont classiques, tandis que les échantillons 6 et 7 de la figure à
droite présentent un phénomène appelé inverse yielding et étudié par Albouy et al.
[Albouy 05].

Taille des cristallites
L’évolution des dimensions latérales avec la déformation fait l’objet de contro-

verses. Tosaka et al. [Tosaka 04b] et Beurrot [Beurrot 12] obtiennent des tailles dé-
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Figure I.10 – Évolution du taux de cristallinité en fonction des ex-
tensions maximales pendant un cycle de traction uniaxiale. Tempéra-
ture ambiante ; [ νsample II ; νsample I ] = [ 1,14 ; 0,80 ]×10−4 mol/cm3.
D’après [Albouy 05].

croissant avec l’extension, tandis que Chenal et al. [Chenal 07a] ou Candau et al.
[Candau 14a] trouvent le contraire. Les ordres de grandeurs tournent autour d’une
centaine d’angströms, et les tailles mesurées lors de la décharge sont généralement
plus élevées que celles lors de la charge à une même extension.

Orientation des cristallites
Les cristallites apparaissent avec une orientation élevée par rapport à l’axe de

traction et essentiellement constante durant toute la phase de traction, et se déso-
rientent de façon plus marquée durant la phase de décharge [Trabelsi 03, Tosaka 04b,
Beurrot 12]. L’observation par Beurrot de la désorientation de tous les plans cristal-
lins montrent que les évolutions sont similaires et que certains plans ne sont pas
préférentiellement orientés (figures 3.9(a) à (f) de [Beurrot 12]).

Orientation des chaînes de la phase amorphe
Toki est le premier à mettre en exergue l’importance de la proportion de chaînes

restant non orientées durant le cycle de traction (75 %) [Toki 04, Amnuaypornsri 12].
Une majeure partie des 25 % restants étant constituée de la phase cristalline, il en
résulte que très peu de chaînes amorphes sont orientées, comme le montre la figure
I.11(a) reproduite de [Toki 04]. Étudiée tout particulièrement par Albouy et ses co-
auteurs, l’extension de la phase amorphe, qui rend compte de l’orientation des chaînes
dans cette phase, présente des plateaux lorsque la cristallisation a lieu et pendant
une deuxième partie de la décharge. Cette observation, pour différentes extensions
maximales du cycle, est indiquée sur la figure I.11(b) (reproduite de [Albouy 15]), où
l’allure de l’évolution de la grandeur< PRX2 > est assez similaire à celle de l’extension
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Figure 32. Comparison of the experimental engineering stress with the estimated contribution 
of the amorphous fraction (after [26]). 

 

7.2. Recovery.  

The first point to consider is melting kinetics. Brüning et al. have performed steplike 

unloading tests from 500% elongation down to 0% and it was concluded that melting duration 

was below 10ms [45]. This time actually corresponds to the technical limitation of their set-up. 

It would be interesting to perform similar tests by changing the lower strain value, which has 

not been done to the best of our knowledge. At the strain rates presently considered, it is 

reasonable to assume that there is no melting retardation (some melting retardation effects have 

been reported for particular configurations [28]). 

During stretching, any measured effect follows a relatively well defined master curve (see 

Figures 19 and 33). Conversely, during retraction, curves obtained for different maximal 

extensions merge only on some partial sections of the curves (see Figure 33). Only those 

common sections can be assumed to correspond to real equilibrium. This is not a trivial  

question. We now discuss this point. 

 
Figure 33. Recovery part as obtained for different maximal extensions [39] 

 

We first consider case C in Figure 33, that corresponds to the lower maximum elongation. 

The crystallinity still increases after recovery has started. This apparently puzzling fact was 

previously observed by Toki et al. [49]. It simply means that retraction has started at an 

elongation such that the given strain rate exceeds the crystallization rate. Curves associated to 

case C are well-separated from the other ones and are clearly out-of-equilibrium, except close 

to final melting. The retraction curve associated to case B merge with that of case A at 

elongations below ca. I and are thus most probably close-to-equilibrium in this region. Curves 

associated to A should be compared to data obtained at even higher maximum elongation, that 

become difficult to obtain due to the very steep stress increase. Anyway, two regions may be 

clearly distinguished: (1) above I, where both the stress and segmental orientation ( ) 

decreases most rapidly. It may be suppose that the crystallite network disintegrates in this 
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Figure I.11 – (a) Évolution des fractions cristalline et amorphe orien-
tée lors d’un cycle de traction uniaxiale. ν = 0,46× 10−4 mol/cm3.
D’après [Toki 04]. (b) Évolution de < PRX

2 > durant des cycles
de traction uniaxiale avec différentes extensions maximales. D’après
[Albouy 15].

de la phase amorphe λam (mais non identique car < PRX2 >= α(λ2
am − 1/λam) où α

est une constante ; les références [Albouy 12, Albouy 14] donnent plus de détails sur
les calculs).

Paramètres de maille cristalline
Les mesures des paramètres des mailles cristallines durant un cycle de traction

montrent que celle de l’axe c augmente durant la déformation et les deux autres (laté-
rales) diminuent [Beurrot 12, Poompradub 05]. Les cristallites étant essentiellement
orientées dans la direction de traction (i.e. axe c dans l’axe de traction), la cristallite
se déforme donc légèrement suivant la déformation du matériau, mais son volume
général diminue avec l’extension. Les mesures de Beurrot permettent de distinguer
les évolutions différentes pour la charge et la décharge du cycle [Beurrot 12].

2.3. Influence du degré de réticulation

Taux de cristallinité
Les résultats des travaux de Trabelsi [Trabelsi 03], Tosaka et al. [Tosaka 04b,

Tosaka 04a, Tosaka 10], Amnuaypornsri et al. [Amnuaypornsri 12] s’accordent pour
affirmer que le taux de cristallinité est moindre pour des densités de chaînes plus
élevées, comme le montre la figure I.12(a) reproduite de la référence [Candau 16].
Cependant, ceci n’est valable que pour des densités de chaînes supérieures à un ordre
de 10−4 mol/cm3, et Chenal et al. [Chenal 07a] indiquent la possibilité d’existence
de zone de degré de réticulation optimale pour la cristallisation, comme dessiné sur
la figure I.12(b) reproduite de la référence [Chenal 07a]. Ce résultat est confirmé
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assuming an affine deformation of chains, as proposed by Krigbaum
et al. [11], it has been proposed in a previous paper [34] an estimate
of the melting temperature Tm as a function of the melting
stretching ratio lm and crystallites size:

Tm ¼
Tm;∞

!
1" 1

DHm

!
8sl
asat þ

2se
csat

""

1" n1RTm;∞
2DHm

!
l2m þ 2

lm
" 3

" (3)

where the melting enthalpy DHm is equal to 6,1 $ 107 J m"3

whatever the network chain density considered [35], the melting
temperature of the infinite crystal in the undeformed state Tm,∞ is
equal to 35.5 %C [36], R the constant of the perfect gazes

(R ¼ 8.314 J mol"1 K"1), and lm the melting stretching ratio. csat
(L002) is experimentally measured (see section 2.3); asat (L200)
corresponding to the incipient crystalline structure (CI ~0.5%) is
found equal to 44 Å, 50 Å and 68 Å for NR1.6, NR1.2 and NR0.8
respectively (Fig. 1b). Assuming heterogeneities of the network, n1
is not the average value of the macroscopic average density of the
elastically active chains (EAC), but the local density of the EAC
forming the most stable crystallites. Surface energies are assumed
to depend solely on DHm as proposed by Hoffman [37]. Their values
were estimated in a previous work [31] (se ¼ 0.66 $ 10"2 Jm"2 and
sl ¼ 0.33 $ 10"2Jm"2). Recently, Gros et al. [38] gave an estimate of
sl
2se for the crystallite nuclei, which they think mainly of bundle

type. Our estimate of sl
2se used here to discuss the crystallites

melting temperature is 10 times larger. Such value, justified from

Fig. 1. (a) CI during cyclic tests at room temperature with a 4.2 $ 10"3 s"1 strain rate for NR0.8 (circle symbols), NR1.2 (diamond symbols) and NR1.6 (triangle symbols). (b) L200 versus
CI during the unloading phase of cyclic test. Lines are guides for the eyes.

Fig. 2. CI during stretching, relaxation and melting in the deformed state l ¼ 6 for NRS0.8 (circle symbols), NRS1.2 (diamond symbols) and NRS1.6 (triangle symbols) samples.

Fig. 3. L200 during stretching, relaxation and melting in the deformed state l ¼ 6 for NRS0.8 (circle symbols), NRS1.2 (diamond symbols) and NRS1.6 (triangle symbols) samples.
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To go further, we have plotted for all samples (Fig. 3a) the
average molecular weight between the network crosslinks
(Mc) versus the crystallite volume (Vc) calculated from the
higher crystallite sizes. The Vc evolution as a function of Mc

can be divided in two regimes. At high crosslink density
(Mc< 6000 g mol!1), a decrease in Mc leads to decrease in
the crystallite growth while at weak crosslink density
(Mc> 6000 g mol!1) Vc is quasi-independent on Mc.

To corroborate these results, data extracted from Tosaka
et al. [20] are also plotted in Fig. 3b. Thus, the same behavior
is observed. It is interesting to remark that the critical value of
Mc (w6000 g mol!1), which separates both regimes of Vc

growth, is close to the molecular weight between physical
entanglements in natural rubber [26] (Mew 7000 g mol!1).
Therefore, Me appears as a key parameter of the NR SIC.
Moreover, this suggests that physical entanglements contribute
substantially to the properties of natural rubber when they are
weakly crosslinked, this can be explained by the fact that the
crosslinking process traps the entanglements.

3.2. Singular kinetic crystallization of vulcanized
natural rubber

In this work, the crystallinity (Xc) is evaluated using the
simplified method of Mitchell [7], which has been applied in
several studies [21]. The crystallinity values are plotted in
Fig. 4a for all samples. Unfortunately our stretching machine
does not enable to reach the maximum crystallinity for each
sample. However, it is clearly shown that the higher the elon-
gation, the higher the degree of crystallization. Moreover, the
onset draw ratio of crystallization is almost independent of the
crosslink density.

All the samples being stretched at the same strain rate, a bet-
ter view of the kinetic crystallization is achieved by plotting
the maximum rate of crystallization for each sample (dXc/
dl)max versus the network chain density (n) (Fig. 4b). A sym-
metrical trend curve was arbitrarily plotted but the authors are
aware that there is no physical argument for such symmetry.
But, again our experimental data are compared with data
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Fig. 3. Variation of average molecular weight between the network crosslinks
versus (a) crystallite volume deduced from our experiments, (b) crystallite
sizes L200 and L120 extracted from the data of Tosaka et al. [20].
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Figure I.12 – (a) Taux de cristallinité au cours d’un essai cyclique de
traction pour des degrés de réticulation différents. Température am-
biante ; [ νD ; νO ; ν♦ ; ν4 ] = [ 0,46 ; 0,99 ; 1,42 ; 1,76 ]×10−4 mol/cm3.
D’après [Candau 16], où est ajoutée une valeur de l’annexe du cha-
pitre 9 de [Candau 14a]. (b) Variation de (dXc/dλ)max en fonction de
la densité de chaînes ν. Température ambiante. D’après [Chenal 07a]
et valeurs déduites de la figure (a).

par Candau [Candau 14a], qui obtient, pour un matériau sous-réticulé, une moindre
capacité à cristalliser malgré des tailles de cristallites plus grandes (un point ajouté
sur la figure I.12(a) indique la valeur maximale atteinte que nous avons ajoutée
d’après la valeur donnée en annexe du chapitre 9 de la référence [Candau 14a]), ainsi
que par Tosaka et al. [Tosaka 10], ou encore Amnuaypornsri et al. pour des matériaux
non vulcanisés [Amnuaypornsri 12]. Une discussion plus complète est proposée par
Huneau [Huneau 11].

Extension-seuil de cristallisation
À une certaine vitesse (lente) de déformation et pour des réseaux réticulés au

soufre, l’extension à laquelle débute la cristallisation est toujours sensiblement la
même pour les différents degrés de réticulation testés. Ce n’est plus le cas pour des
caoutchoucs non vulcanisés [Amnuaypornsri 12], pour la réticulation du matériau
au peroxyde [Ikeda 08], ou encore pour des vitesses de déformations différentes ; en
particulier, il semblerait que l’indépendance de l’extension-seuil vis-à-vis du degré de
réticulation ne soit valable que pour un domaine particulier de vitesse de chargement
(cf. section 2.5).

Taille des cristallites
Malgré les désaccords sur l’influence de l’extension sur les cristallites formées, les

travaux [Trabelsi 03, Tosaka 04b, Chenal 07a, Candau 16] s’entendent généralement
sur le fait que les dimensions (suivant chacun des axes) des cristallites diminuent
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avec la densité de chaînes, comme le montre la figure I.13 reproduite de la référence

Gaussian function and can be fully characterized by its half-
width at half-height (j1/2). The variation of the azimuthal
half-width with draw ratio during the stretching process is
shown in Fig. 1. When the crystallites appear, the higher the
network chain density, the higher the j1/2. Upon further
elongation, the value of j1/2 (w5!) becomes independent on
n, and indicates an excellent alignment of the crystallites along
the stretching direction. Thus, the increase in crosslink density
reduces the NR matrix mobility and delays the orientation of
the crystallites during the stretching process.

The average crystallite sizes Lhkl in the direction normal to
the (hkl ) planes are estimated from the Scherrer equation:

Lhkl ¼ Klw=
!
b1=2 cos q

"
ð3Þ

where lw is the wavelength and q is the Bragg angle.
In this study, each peak (200, 120 and 002) is fitted with

a Lorentzian function in which the half-width at half-height
is b1/2. According to the parameters chosen for the simulation
of experimental peaks, the value selected for K is 0.64. It is
worth noting that these variations of the three crystallite
dimensions (Fig. 2aec) are simultaneously measured during
the stretching while in literature only one or two crystallite
sizes have been recorded during SIC. In the Trabelsi’s paper
[20], let us recall that only the L002 length is measured, while
in Tosaka’s paper [21], the L200 and the L120 lengths are mea-
sured. It clearly appears that transversal lengths and longitudi-
nal length display different trends. The crystallite dimension
L002 reaches rapidly a steady value like in Ref. [21]. This is
not the case for both L200 and L120 during stretching that shows
an increase with the stretching ratio up to a draw ratio of 5,
where they stabilize. Moreover, the sample with the highest
crosslink density has always the smallest crystallite dimen-
sions. A possible scenario in agreement with these results is
proposed by Tosaka et al. [20]: the crystallites are initiated
from oriented nuclei (short chains fully stretched) of length
L002 and the lateral crystal growth is supplied from the sur-
rounding coiled chains via chain folding. This lateral growth

is made more difficult in the case of the most vulcanized
samples due to the topological constraints induced by the more
numerous crosslinks.
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Fig. 1. Crystallite orientation along the stretching direction at T¼ 20 !C, strain
rate 0.25 min%1 for the six different crosslinked samples.
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Fig. 2. Variation of crystallite sizes: (a) L200, (b) L120, and (c) L002 during the
stretching process for each crosslinked sample.
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Figure I.13 – Taille des cristallites au cours d’un essai de trac-
tion (durant la charge) pour différentes densités de chaînes. Tem-
pérature ambiante ; [ ν2 ; νO ; ν4 ; ν∇ ; ν3 ; ν

9
] = [ 0,23 ; 1,61 ;

1,71 ; 1,80 ; 1,91 ; 1,95 ] ×10−4 mol/cm3. D’après [Chenal 07a].

[Chenal 07a] pour la dimension L002, suggérant que la taille des cristallites est liée à
l’espace disponible entre les enchevêtrements du réseau.

Orientation des cristallites
D’après les travaux de Tosaka et al. [Tosaka 04b], et Chenal et al. [Chenal 07a],

le degré de réticulation semble avoir assez peu d’effets sur l’évolution de l’orientation
des cristallites. La figure I.14 est reproduite de la référence [Tosaka 04b] (à gauche la
charge, à droite la décharge) ; les résultats de Chenal et al. indiquent des disparités
moins importantes entre les matériaux durant la traction, surtout aux extensions
supérieures à 5. La tendance à conserver une orientation constante au-delà reste
cependant la même.

Paramètres de maille cristalline
Tosaka et al. montrent que les paramètres de maille cristalline n’ont pas de dé-

pendance marquée au degré de réticulation pour les conditions étudiées [Tosaka 04b].

Remarque : influence du réticulant (peroxyde ou soufre)
Les agents vulcanisants pour le caoutchouc naturel sont généralement le per-

oxyde ou le soufre, ce dernier conduisant à des réseaux plus homogènes [Suzuki 10,
Valentín 10, Che 12]. Ikeda et al. proposent d’abord le contraire dans leurs travaux
de 2008 comparant l’influence du réticulant choisi sur les propriétés de cristallisation
sous tension et expliquant les différences par la différence d’homogénéité du réseau
[Ikeda 08]. Cependant, deux ans plus tard, l’équipe montre au SANS que le peroxyde
forme, en plus d’aggrégats de protéines, de fortes zones concentrées de chaînes, et
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of fatty acid crystals (flake-shaped18) may reflect struc-
tures greater than 10 nm in NR. On the other hand,
the amorphous halo in the WAXD patterns reflects the
structure with dimensions below 1 nm. A possible
explanation for the current observation is that some
structures of the larger scale are oriented (which may
also be responsible for the development of birefringence),
while those of the smaller scale are almost isotropic.
Such a scenario can be achieved if the system is, for
example, deformed like a pantograph, as illustrated in
Figure 8. In this figure, the end-to-end vector (drawn
with a thick blue line in Figure 8) of a network chain is
regarded as the frame of the pantograph. In the unde-
formed state, each network chain is randomly coiled,
forming a globule; thus, the end-to-end vector is ran-
domly oriented (Figure 8a). When the sample is stretched
at a small strain, the average size of the end-to-end
vectors is changed only slightly, while the directors
would be rotated and the globules would be rearranged
to accommodate the macroscopic elongation, as if a
pantograph expands in the diagonal direction. It is
conceivable that many globules can still remain in the
original undeformed state (Figure 8b) during this
deformation stage, which will result in the isotropic
amorphous halo in the X-ray diffraction patterns.
Elongation of a small fraction of relatively short network
chains may be required to enable such a deformation
mechanism.

Onset of Crystallization. Further elongation of the
NR samples induces a distinct crystallization process.
The schematic model of deformation of network chains

is illustrated in Figure 9. Because the crystalline
reflections are highly oriented from the emergence, the
crystallites must have been initiated from oriented
nuclei. The nuclei may consist of single or assemblies
of network chains that are highly oriented by stretching.
Formation of one kind of such nuclei from single chain
stems is illustrated in Figure 9a,b. The molecular chains
contributing to the crystal growth may be supplied from
the surrounding coiled chains, resulting in lateral
crystal growth as shown in Figure 9c. Because the
growth of lamellar crystals is reported in both un-cross-
linked5-9 and lightly cross-linked10 NR, this model of
crystal growth should be reasonable. There may be
another model of crystal growth that the sporadically
occurred stretched chains are bundled and form fibrillar
crystallites with fringed micelle structure. The latter
model should lead to a larger crystallite size for the
sample with larger ν. However, the results in Figure 5
show an opposite trend.

The onset of crystallization could be determined by
the increase in melting temperature due to the strain.
A simple explanation for this argument has been made
by Yamamoto and White,26 which is described as fol-
lows. The melting temperature Tm,1 in the undeformed
state can be given as

When the sample is deformed, the melting temperature
will be increased by an amount

If the heat of fusion is independent of deformation, then
the above equation becomes

In the above equations, ∆H is the heat of fusion, ∆S is
the entropy of fusion, the subscripts R and 1 indicate
the strain values, and ∆Sdef is the difference of the
entropy between the undeformed and the deformed
states. Equation 7 indicates that melting temperature
increases with strain because ∆Sdef is a function of
strain. Thus, as Tm,R becomes higher than room tem-
perature, the system comes into a supercooled state.
Because the nuclei (namely stretched network chains
that were described in the previous section) are present
and thermally stable, the crystallization can start
immediately as the large supercooling becomes a strong
driving force for crystallization. The origin of ∆Sdef may
be partly due to the orientation and/or deformation of
the end-to-end vector of the network chains. The affine-
like deformation of globular coils (red ellipsoids in
Figure 8b) can also be considered when the elongation
ratio is high. However, crystallization will convert the
elongated coil into a combination of a fully stretched
crystalline chain portion and an unstretched amorphous
chain portion in the random-coil-like state, as explained
below.

Flory2 has commented that “the entropy of the
amorphous portion generally is increased by crystal-
lization” because the chains in the crystallites are
stretched, and “this change permits the amorphous
portion of the chain to assume a greater number of
configurations”. In this way, the strain of the chains in
the amorphous portion is far below the macroscopic
strain, as has been pointed out by other researchers.3,4,14

Figure 6. Variation of the azimuthal half-width of the 200
reflection "az with strain during (a) the stretching process and
(b) the retracting process.

Tm,1 ) ∆H1/∆S1 (5)

Tm,R - Tm,1 ) (∆HR/∆SR) - (∆H1/∆S1) (6)

1/Tm,R ) (1/Tm,1) - (∆Sdef/∆H1) (7)
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of fatty acid crystals (flake-shaped18) may reflect struc-
tures greater than 10 nm in NR. On the other hand,
the amorphous halo in the WAXD patterns reflects the
structure with dimensions below 1 nm. A possible
explanation for the current observation is that some
structures of the larger scale are oriented (which may
also be responsible for the development of birefringence),
while those of the smaller scale are almost isotropic.
Such a scenario can be achieved if the system is, for
example, deformed like a pantograph, as illustrated in
Figure 8. In this figure, the end-to-end vector (drawn
with a thick blue line in Figure 8) of a network chain is
regarded as the frame of the pantograph. In the unde-
formed state, each network chain is randomly coiled,
forming a globule; thus, the end-to-end vector is ran-
domly oriented (Figure 8a). When the sample is stretched
at a small strain, the average size of the end-to-end
vectors is changed only slightly, while the directors
would be rotated and the globules would be rearranged
to accommodate the macroscopic elongation, as if a
pantograph expands in the diagonal direction. It is
conceivable that many globules can still remain in the
original undeformed state (Figure 8b) during this
deformation stage, which will result in the isotropic
amorphous halo in the X-ray diffraction patterns.
Elongation of a small fraction of relatively short network
chains may be required to enable such a deformation
mechanism.
Onset of Crystallization. Further elongation of the

NR samples induces a distinct crystallization process.
The schematic model of deformation of network chains

is illustrated in Figure 9. Because the crystalline
reflections are highly oriented from the emergence, the
crystallites must have been initiated from oriented
nuclei. The nuclei may consist of single or assemblies
of network chains that are highly oriented by stretching.
Formation of one kind of such nuclei from single chain
stems is illustrated in Figure 9a,b. The molecular chains
contributing to the crystal growth may be supplied from
the surrounding coiled chains, resulting in lateral
crystal growth as shown in Figure 9c. Because the
growth of lamellar crystals is reported in both un-cross-
linked5-9 and lightly cross-linked10 NR, this model of
crystal growth should be reasonable. There may be
another model of crystal growth that the sporadically
occurred stretched chains are bundled and form fibrillar
crystallites with fringed micelle structure. The latter
model should lead to a larger crystallite size for the
sample with larger ν. However, the results in Figure 5
show an opposite trend.

The onset of crystallization could be determined by
the increase in melting temperature due to the strain.
A simple explanation for this argument has been made
by Yamamoto and White,26 which is described as fol-
lows. The melting temperature Tm,1 in the undeformed
state can be given as

When the sample is deformed, the melting temperature
will be increased by an amount

If the heat of fusion is independent of deformation, then
the above equation becomes

In the above equations, ∆H is the heat of fusion, ∆S is
the entropy of fusion, the subscripts R and 1 indicate
the strain values, and ∆Sdef is the difference of the
entropy between the undeformed and the deformed
states. Equation 7 indicates that melting temperature
increases with strain because ∆Sdef is a function of
strain. Thus, as Tm,R becomes higher than room tem-
perature, the system comes into a supercooled state.
Because the nuclei (namely stretched network chains
that were described in the previous section) are present
and thermally stable, the crystallization can start
immediately as the large supercooling becomes a strong
driving force for crystallization. The origin of ∆Sdef may
be partly due to the orientation and/or deformation of
the end-to-end vector of the network chains. The affine-
like deformation of globular coils (red ellipsoids in
Figure 8b) can also be considered when the elongation
ratio is high. However, crystallization will convert the
elongated coil into a combination of a fully stretched
crystalline chain portion and an unstretched amorphous
chain portion in the random-coil-like state, as explained
below.

Flory2 has commented that “the entropy of the
amorphous portion generally is increased by crystal-
lization” because the chains in the crystallites are
stretched, and “this change permits the amorphous
portion of the chain to assume a greater number of
configurations”. In this way, the strain of the chains in
the amorphous portion is far below the macroscopic
strain, as has been pointed out by other researchers.3,4,14

Figure 6. Variation of the azimuthal half-width of the 200
reflection "az with strain during (a) the stretching process and
(b) the retracting process.
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Figure I.14 – Évolution de l’orientation des cristallites par rap-
port à l’axe de traction pendant la charge (a) et la décharge (b)
d’un essai cyclique de traction pour différentes densités de réticu-
lation. Température ambiante ; [ νNR1 ; νNR2 ; νNR3 ; νNR4 ; νNR5 ] =
[ 2,12 ; 1,78 ; 1,46 ; 1,31 ; 1,01 ]×10−4 mol/cm3. D’après [Tosaka 04b].

que l’inhomogénéité décroît lorsque le degré de réticulation augmente [Suzuki 10]. Le
caractère plus inhomogène que les matériaux réticulés au soufre est confirmée par des
mesures directes par NMR des distributions de longueur de chaînes par Valentin et al.
(2010), et Che et al. (2012) qui indiquent clairement des distributions beaucoup plus
larges pour les matériaux réticulés au peroxyde qu’au soufre [Valentín 10, Che 12].
Les causes de ces phénomènes sont encore en cours d’investigation, mais il n’en reste
pas moins que le réticulant influe fortement sur les propriétés de cristallisation sous
tension du matériau final, comme étudiées initialement par Ikeda et al. [Ikeda 08].
Ceux-ci s’intéressent également plus récemment aux différentes méthodes de réticu-
lation au soufre et aux inhomogénéités créées dans le réseau par les réactants (sur
des polyisoprènes synthétiques servant de modèles de caoutchouc naturel « purifiés »
de composant non contrôlé) [Ikeda 09, Ikeda 14].

2.4. Influence de la température

Taux de cristallinité
Le taux de cristallinité diminue avec la température pour des températures po-

sitives, comme le montre la figure I.15(a) reproduite de la référence [Rault 06b].
Albouy et al. obtiennent le même type de résultats, certains échantillons présentant
également le phénomène d’inverse yielding [Albouy 05]. Che et al. proposent quant
à eux des degrés de cristallisation à λ = 6 pour des températures variant de −50 à
50 ◦C. Les valeurs proposées dans la référence [Che 13] sont reportées sur le graphe
présenté à la figure I.15(b) : y est observé, comme pour la cinétique de cristallisation
thermique, un pic autour de −25 ◦C. Bien que la comparaison ne soit pas très perti-
nente puisque les matériaux de Che et al. sont du caoutchouc non vulcanisé (carrés
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of the phr content of carbon black and for different temperatures.
At 60 °C, the F-NR and NR samples have not crystallized (no
SIC at λ ) 4). Compared to the NR sample, the stress of the
50 phr sample has been amplified by a factor 2. At 10 °C the
crystallinity are 0 % (NR) and 10% (F-NR), and the stress of
the F-NR sample has been amplified by a factor 10. This
example clearly shows the importance of reinforcement due to
SIC.
We have determined the variations of λA and λE with the

filler content and the temperature; the estimated error is about
∆λ ∼ 0.2. These characteristic ratios are reported in Figure 6a
as a function of temperature for NR and F-NR (50 phr); for
more clarity the results for the other samples are not given. The
difference ∆λ ) λA - λE for all samples is plotted as a function
of T in Figure 6b. From these two figures we conclude:

(1) The draw ratio λE of NR and F-NR at the end of melting
verifies the linear relation16

The temperature of the experiment is the melting temperature
at λE. The extrapolated temperature Tm0 (λE ) 1) is the melting
temperature of pure NR in the isotropic state; the slope BT )
dTm/dλ is higher for F-NR (BT ) 50 °C) than for pure NR (BT
) 30 °C). This relation for pure NR is the well-known linear
relation between the melting temperature and the draw ratio
observed by various authors11,15,52,53 using WAXS measurements

Figure 3. Crystallinity " of filled and pure NR samples during
mechanical cycles at various temperatures. Definition of the critical
draw ratios λA and λE corresponding to the beginning of crystallization
and to the end of melting. Lines for T ) 20 °C are guides for the eyes.

Figure 4. Mechanical and crystallinity cycles of F-NR 20 and 50 phr
for different maximum extension λC. For more clarity all the crystallinity
points are not given. The mechanical hysteresis is proportional to the
maximum crystallinity obtained at the maximum draw ratio of the cycle.

Figure 5. Engineering stress of filled NR strained at λ ) 4 as a function
of phr content and temperature. At 60 °C the materials are not
crystallized. At constant phr reinforcement is due to the stress-induced
crystallization. Lines are linear regressions.

Figure 6. (a) Critical draw ratio λA and λE for onset of crystallization
and for complete melting in NR and filled NR 50 phr as a function of
temperature. Lines are linear regression. (b) Difference λA - λE as a
function of temperature for the NR and F-NR samples. Lines are guides
for the eyes.

Tm ) Tm0 + BT (λE - 1); Tm ) T, λ ) λE (7)
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Figure I.15 – (a) Degré de cristallisation lors d’un cycle de trac-
tion uniaxiale pour différentes températures. ν = 0,57 à 0,60
×10−4 mol/cm3. D’après [Rault 06b]. (b) Degré de cristallisation à
différentes températures, à λ = 6 pour un caoutchouc non vulcanisé
(triangles verts) et à λ ∈ { 4 ; 5 } pour du caoutchouc réticulé à 1 pcc
de dicumyl peroxyde (carrés bleus). D’après le tableau 1 de [Che 13].
Sont ajoutées les valeurs à λ = 6,5 de la figure (a) (cercles rouges).

rouges) et du caoutchouc vulcanisé au peroxyde (losanges bleus), les résultats sont en
assez bon accord avec ceux de Rault et al. [Rault 06b] et Albouy et al. [Albouy 05].

Taille et orientation des cristallites
Pour du caoutchouc non vulcanisé et du caoutchouc vulcanisé au peroxyde, Che et

al. observent, pour des températures comprises entre −60 et 50 ◦C, une augmentation
progressive des tailles des cristallites et de leur volume avec la température, bien que
le taux de cristallisation global diminue [Che 13]. L’orientation augmente également,
subitement entre −50 et −20 ◦C, puis décroît lentement au-delà pour atteindre des
valeurs proches de 1, soit une orientation quasi-parfaite à 50 ◦C.

Orientation des chaînes de la phase amorphe
Albouy et al. proposent des résultats d’extension λam de la phase amorphe (cal-

culés à partir de < PRX2 >) tracés en fonction de l’extension globale pour différentes
températures allant de 20 à 65 ◦C [Albouy 14]. Les courbes pour la charge et la dé-
charge sont présentées sur la figure I.16 : les plateaux s’estompent à la fusion aux
températures les plus élevées.

Extensions-seuils de cristallisation et de fusion
Les mesures précédentes de λam permettent d’identifier les extensions auxquelles

ont lieu les débuts et fin de cristallisation et de fusion respectivement (points où
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during recovery and an evaluation of lI is thus lacking. It is
similarly lacking at 10 !C due to the phenomenon of “inverse
striction” that makes the measurement of a crystallinity index
nearly impossible during some sections of recovery (see below a
discussion of this point).

The crystallinity index displays some rounding-up at SIC onset
and final melting. The values for lO and lM are presently obtained
by linear extrapolation as depicted in Fig. 4B.

4. Discussion

4.1. Calculation of the strain state of the molten fraction

It is now discussed how to estimate the average local elongation
of the molten fraction lMolten. As quoted above, it is first assumed
that the ratio between 〈P2〉 and 〈PRX2 〉 remains unaltered by SIC.

Furthermore, it is experimentally found that
!!!〈PRX2 〉

!!! never exceeds

ca.0.04 at any temperature. It corresponds to an upper value
〈P2〉z0:11 using the above-determined ratio between both pa-
rameters. We call NMolten the value of the average number of sta-
tistical units between two consecutive cross-links at any given
crystallization state. According to reference [20], the Gaussian
approximation 〈P2〉 ¼ 1=5NMoltenðl2Molten $ 1=lMoltenÞ should be
valid for〈P2〉 & 0:11. In order not to make unfounded hypothesis on
the crystallinity dependence of NMolten, this number is simply taken
constant and equal to the average number of statistical units before
crystallization (N ¼ 46). The elongation lMolten is thus directly
retrieved from the formula

〈PRX2 〉 ¼ $0:00157$
"
l2Molten $ 1=lMolten

#
(4)

A representative example of the behavior thus obtained for
lMolten is given in Fig. 5. A most striking feature that follows from
the behavior of 〈PRX2 〉 is the leveling off of lMolten above lO. This
observation is corroborated by previous deuterium-NMR mea-
surements [4]. It was similarly observed but not discussed by B
Amran et al. using infra-red dichroism [5]. On the contrary, GR
Mitchell observed a steep increase of 〈PI2〉 associated to the crys-
tallization onset [6]. We believe this is due to an improper correc-
tion for crystallization contamination.

4.2. Strain state of the molten fraction during stretching

In Fig. 6, we have plotted the behavior of lMolten obtained during
stretching at different temperatures using formula(3). The elon-
gation at SIC onsetlO is marked by a short vertical segment and the
dotted horizontal lines represent equationlMolten ¼ lO. It is seen
that lMolten gets almost stabilized after SIC develops and remains
very close tolO at any considered temperature.

This confirms the mechanism already proposed in Ref. [7]: lO is
supposed to be the elongation above which SIC starts not only at a
macroscopic, but also at a microscopic level. At any step of SIC and if
lMolten locally exceedslO, crystallization proceeds, resulting in local
strain relaxation. This local process nearly stops when lMoltenzlO
because crystallization kinetics becomes too slow at the experi-
ment time scale; it is illustrated in a very schematic way in Fig. 7.
The relaxation process is essentially the same as the one proposed
in the theory of SIC by P Flory, wherein partial incorporation of a
polymer chain in an oriented crystallite induces a relaxation of the
remaining molten chain fraction [1,27]. Such a “regulation process”
actively limits the actual strain experienced by the molten fraction
to values close to lO and could be one important protective effect of
SIC. In these conditions, crystallites are growing in a molten matrix
whose elongation remains almost unchanged at the experiment
time scale; thismay explainwhy their average orientation (HWHM)
changes very little during stretching (see Fig. 4D).

4.3. Strain state of the molten fraction during recovery

The analysis of the data obtained during recovery can be made
difficult by a phenomenon we called “inverse striction” in previous
publications [28,29]. This effect has also been reported by other
authors [26]. It is characterized by the macroscopic coexistence
within some elongation range of semi-crystalline and completely
molten zones; this confers a knotty aspect to the sample and the
measurement of an average crystalline index is made quite hard. It
is our personal observation that the higher the cross-link density,
the lower the temperature necessary for its manifestation. In the
present case, it is well observed at or below 10 !C and in a first step
only data obtained above 10 !C will be discussed. The behavior of
lMolten obtained during recovery is plotted in Fig. 8. The dotted
horizontal lines have the equation lMolten ¼ lM . It must be

Fig. 5. Representative plot of the elongation of the molten fraction versus applied
elongation.

Fig. 6. Plot of the elongation of the molten fraction measured during stretching as a
function of the applied elongation and for different temperatures. The vertical seg-
ments point to the position of the elongation at SIC onset (lO) at the considered
temperature.
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remembered that lM is defined in such a way that it does not
correspond to strictly zero crystallinity (see above): this explains
why lMolten becomes strictly equal to the macroscopic applied
elongation only slightly below lM.

At the maximum extension, lMolten is close to lO (see Fig. 6). It
then decreases rapidly until it reaches lI, the macroscopic elonga-
tion belowwhich themelting rate accelerates (see Fig. 4B). lI values
are indicated by short vertical bars in Fig. 8. On the contrary, lMolten
decreases at a slower rate below lI. The lower the temperature, the
more pronounced is this slowing down, so that lMolten almost sta-
bilizes ðlMoltenzlMÞ at 20 #C and 30 #C.

It is commonplace experience that the recovery part is much
closer to equilibrium in terms of stress relaxation as compared to
the traction part. Indeed it is shown on the graphs shown in Fig. 9
for two representative temperatures that crystalline contents ob-
tained during recovery or in static equilibrium are quite similar, at
least at high elongation.

Given that the recovery curve is close to equilibrium, the
question now arises to knowwhich change in the melting regime lI
corresponds to (care must be taken that static data presented in
Fig. 9 are not precise and numerous enough to determine if such a

change also occurs in static conditions). The proposed explanation
is based on an analogy with the above-mentioned phenomenon of
“inverse striction” observed at lower temperature and is now
detailed. “Inverse striction” is well-illustrated in Fig. 10 that com-
pares the behavior of the crystallinity index (-A-) and of lMolten (-B-)
for four different samples from the same batch during retraction at
10 #C. The crystallinity index displays unpredictable jumps to zero
below an elongation of ca.3.3. These jumps are correlated to jumps
in the transmitted beam intensity and correspond to the passage
from a macroscopic semi-crystalline zone to a nearly molten
macroscopic zone in front of the X-ray beam collimator. At the same
time lMolten remains almost unaffected and close to lM (in the
present case, lM is defined as the elongation at which all macro-
scopic semi-crystalline zones have disappeared in the sample). This
means that lMolten within both the semi-crystalline and molten
macroscopic zones has nearly the same value, equal tolM . As
described in previous publications, the engineering stress remains
perfectly constant in this elongation range and both macroscopic
phases are in stress equilibrium [28,29]. If retraction is stopped, the
extensions of both molten and semi-crystalline zones stay un-
changed at least for weeks. These observations indicate that semi-
crystalline and amorphous regions behave as distinct thermody-
namical phases in equilibrium, corresponding to two distinct
stressestrain curves (or to two branches of the same curve sepa-
rated by an unstable region, e.g. a region in which the stress would
be a decreasing function of the strain).

We nowmake the hypothesis that a similar phenomenon arises
at higher temperatures but at a microscopic scale. When the
applied elongation reacheslI , it is supposed thatlMolten becomes
close enough to lM so that moltenmicro-zones appear. These zones
are in stress equilibrium with semi-crystalline micro-zones with
nearly similar value forlMolten. This coexistence is illustrated in
Fig. 11.

At this stage, lMolten remains actually blocked to a value close
tolM: if locally the conditionlMolten < lM is met, the crystallites are
no more stable and start to melt, which results in strain increase till
lMoltenzlM where equilibrium is again reached. In otherwords, any
decrease in sample length is compensated for by the trans-
formation of semi-crystalline zones into more retracted molten
zone. This is again a “strain regulation process”which appears to be
the less effective as the higher is the temperature. It corresponds to
a change in themelting mechanism and thus to a change inmelting
rate (see Fig. 4B). At the difference of the regulation process
observed during traction, true equilibrium in stress or average
crystallinity index is reached at any step on the plateau. The sta-
bilization of the degree of crystallite orientation (HWHM) below lI
(see Fig. 4D) is similarly explained by this reduction in strain
relaxation of the molten matrix.

4.4. Stress behavior

Although the impact of SIC on the stress behavior of NR-based
materials is a long-time recognized effect, the mechanism at
work remains an open question. It is generally considered that
crystallites act as reinforcing agents, but the problem appears all
the more difficult to tackle that such nanofillers are self-created by
the material. Existing theories are therefore extremely complex
[2,30]. A comparison between the actual retraction force and the
contribution of the molten fraction alone is thus interesting for
developing a model of the reinforcement induced by SIC. The
contribution of the molten fraction to the retraction force may be
evaluated as follows. In a first step, the curve corresponding to the
engineering stress in absence of SIC (grey curve in Fig. 4A) is simply
adjusted by a polynomial of fourth order between elongations 1
and 5 (maximal value for lMolten). The engineering stress tmolten

Fig. 7. A schematic representation of the “strain regulation” process observed during
stretching. Crystallites are represented in grey and the strain state of the molten
fraction remains almost unchanged.

Fig. 8. Plot of the elongation of the molten fraction measured during recovery a
function of the applied elongation and for different temperatures. The vertical seg-
ments point to the positions of the elongation lI at each temperature (except at 65 #C
where this elongation cannot be defined).
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Figure I.16 – Évolution de l’extension de la phase amorphe par rap-
port à l’extension globale pendant la charge (a) et la décharge (b)
d’un essai cyclique de traction. D’après [Albouy 14].

les courbes quittent ou rejoignent l’extension globale ; les valeurs sont données dans
la référence). Ces tendances sont en accord avec celles proposées par Rault et al.
(figure I.17, adaptée de celle de la référence [Rault 06b]) : les extensions-seuils de
cristallisation et de fusion, comme cela est déjà visible pour les courbes de degré de
cristallisation de la figure I.15, augmentent de façon assez similaire en fonction de

of the phr content of carbon black and for different temperatures.
At 60 °C, the F-NR and NR samples have not crystallized (no
SIC at λ ) 4). Compared to the NR sample, the stress of the
50 phr sample has been amplified by a factor 2. At 10 °C the
crystallinity are 0 % (NR) and 10% (F-NR), and the stress of
the F-NR sample has been amplified by a factor 10. This
example clearly shows the importance of reinforcement due to
SIC.
We have determined the variations of λA and λE with the

filler content and the temperature; the estimated error is about
∆λ ∼ 0.2. These characteristic ratios are reported in Figure 6a
as a function of temperature for NR and F-NR (50 phr); for
more clarity the results for the other samples are not given. The
difference ∆λ ) λA - λE for all samples is plotted as a function
of T in Figure 6b. From these two figures we conclude:

(1) The draw ratio λE of NR and F-NR at the end of melting
verifies the linear relation16

The temperature of the experiment is the melting temperature
at λE. The extrapolated temperature Tm0 (λE ) 1) is the melting
temperature of pure NR in the isotropic state; the slope BT )
dTm/dλ is higher for F-NR (BT ) 50 °C) than for pure NR (BT
) 30 °C). This relation for pure NR is the well-known linear
relation between the melting temperature and the draw ratio
observed by various authors11,15,52,53 using WAXS measurements

Figure 3. Crystallinity " of filled and pure NR samples during
mechanical cycles at various temperatures. Definition of the critical
draw ratios λA and λE corresponding to the beginning of crystallization
and to the end of melting. Lines for T ) 20 °C are guides for the eyes.

Figure 4. Mechanical and crystallinity cycles of F-NR 20 and 50 phr
for different maximum extension λC. For more clarity all the crystallinity
points are not given. The mechanical hysteresis is proportional to the
maximum crystallinity obtained at the maximum draw ratio of the cycle.

Figure 5. Engineering stress of filled NR strained at λ ) 4 as a function
of phr content and temperature. At 60 °C the materials are not
crystallized. At constant phr reinforcement is due to the stress-induced
crystallization. Lines are linear regressions.

Figure 6. (a) Critical draw ratio λA and λE for onset of crystallization
and for complete melting in NR and filled NR 50 phr as a function of
temperature. Lines are linear regression. (b) Difference λA - λE as a
function of temperature for the NR and F-NR samples. Lines are guides
for the eyes.

Tm ) Tm0 + BT (λE - 1); Tm ) T, λ ) λE (7)
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Figure I.17 – Extensions-seuils (associées aux courbes de la figure
I.15) de cristallisation et de fusion (λA et λE respectivement) pour dif-
férentes températures d’essai. ν = 0,57–0,60×10−4 mol/cm3. Adaptée
d’après [Rault 06b].

la température. Les travaux de Miyamoto et al. [Miyamoto 03] présentent les choses
différemment en mettant l’accent sur les températures de cristallisation et de fusion,
mais l’expérience est identique à celle de Rault et al. (pour plusieurs vitesses de
déformation). La figure I.18(a), reproduite de la référence [Miyamoto 03], représente
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melting increase with increasing temperature above 0
°C. Below -15 °C, the tension vanishes before the
sample length reaches its original length l0 on retrac-
tion, which indicates that the length of the crystallized
rubber is larger than l0 and the melting temperature
in the undeformed state is higher than -15 °C. Above
-10 °C, λX(T,λ̇) and σX(T,λ̇) at the onset of crystallization
increase with increasing temperature, while they in-
crease with decreasing temperature below -10 °C.

The relations among temperature, nominal stress,
and elongation ratio at the onset of crystallization and
at the completion of melting are shown in Figure 4a,b
with the rate of deformation as a parameter. As a
reference, the dependence of glass transition tempera-
ture Tg on nominal stress and elongation ratio8 is also
shown in the figure. For the broken and solid lines, see
Figures 8-10 and the Discussion, respectively. At a
given λ̇, i.e., following the same symbols, σf(T,λ̇) and λf-
(T,λ̇) at melting increase with temperature, and σX(T,λ̇)
and λX(T,λ̇) at crystallization increase with increasing
temperature at high temperatures while they increase
with decreasing temperature at low temperatures. At
a given temperature, all these four quantities increase
with λ̇.

3.2. X-ray Measurements. The melting of the vul-
canized isoprene rubber under strain is examined by
X-ray measurements. The rubber is stretched up to a
predetermined elongation ratio (λ ) 4.2, 4.5, and 4.65)
at room temperature in the air. Then the rubber is
mounted on a metal sample holder, transferred to a
refrigerator at-20 °C at the fixed length, and kept there
at least for 24 h. Judging from the results shown in
Figures 2 and 4, the crystallization is supposed to
proceed at -20 °C rather than during the stretching or
the cooling processes. X-ray diffraction patterns are
taken at 5 K intervals with stepwise heating under the
fixed length condition and shown in Figure 5a-c for λ
) 4.65. The X-ray patterns show that the chain axis is
highly oriented along the stretching direction, and the
amorphous part is much less oriented.2,5,9 The Bragg
diffraction intensities decrease with increasing temper-
ature and disappear completely at 60 °C. The variation
in 200 reflection intensity with temperature is shown
in Figure 5d. The intensity linearly decreases with
temperature, and the melting temperature Tf(λ) is

determined by the temperature at which the Bragg
intensity disappears, shown in Figure 4b (x). The
melting temperatures determined by the X-ray mea-

Figure 3. Temperature dependence of stress-strain curve
at a rate of deformation of 0.07 s-1.

Figure 4. (a) Nominal stress and (b) elongation ratio depen-
dence of crystallization TX and melting Tf temperatures
determined by the stretching and retraction measurements
under the constant rate of deformation. The rates of deforma-
tion are (O) 0.0007, (4) 0.007, (0) 0.07, (3) 0.7, and ()) 7 s-1.
Open symbols show the melting temperatures, and closed ones
show the crystallization temperatures. The glass transition
temperature Tg is also shown.8 The broken lines indicate the
melting temperature of the rubbers crystallized under the fixed
temperature and nominal stress condition shown in Figure 10.
(a) X: The crystallization conditions of temperature and
nominal stress shown in Figure 6. (b) x: The melting tem-
perature determined by the X-ray measurements (Figure 5).
The solid lines in (a) show the contour lines of crystallization
rates corresponding to λ̇ from 0.0007 to 7 s-1 from left to right,
deduced from Figure 13 and eqs 7-9.

Figure 5. Change in X-ray pattern with increasing temper-
ature at an elongation ratio of 4.65: (a) 25, (b) 45, and (c) 60
°C. The stretching direction is vertical. (d) Temperature
dependence of the 200 reflection intensity on heating at
elongation ratios 4.2, 4.5, and 4.65.
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Figure I.18 – (a) Relation entre températures et extensions de cristal-
lisation et de fusion pour différentes vitesses de sollicitation (d’après
[Miyamoto 03]). Légende : ©, 4, 2, ∇ puis 3 (pleins pour la cristal-
lisation, vides pour la fusion) pour des vitesses variant resp. de 0,0007
à 7 s−1. (b) Inversion des axes.

donc les mêmes grandeurs que la figure I.17 issue de Rault et al. mais avec les axes
des abscisses et des ordonnées inversées : nous avons grossièrement effectué cette
inversion sur la figure I.18(b). Les résultats de Rault et al. y sont retrouvés pour
les températures supérieures à 10 ◦C. En-deçà de 0 ◦C, les cristallites formées ne
fondent plus, et c’est entre −10 et −30 ◦C selon les vitesses de déformation que
l’extension-seuil de cristallisation se remet à augmenter (cette tendance n’est pas
sans rappeler la courbe de cinétique de cristallisation thermique de la figure I.9).
Non présentés en détails ici, les résultats de Candau et al. mettent également en
relation les températures et extensions de cristallisation et de fusion pour introduire
la notion de superstraining à l’image du supercooling (surfusion) [Candau 15a].

2.5. Influence de la vitesse de chargement

L’observation de l’effet de la vitesse de chargement sur la cristallisation est ren-
due difficile par le temps nécessaire à l’acquisition des données aux rayons X. Pour
pallier ces incommodités, deux types d’études sont proposées : soit une extension très
rapide de l’échantillon avec observation des évolutions ultérieures, soit une acquisi-
tion progressive de données par un dispositif stroboscopique permettant d’observer
une extension particulière au cours de cycles dynamiques. La première méthode est
initiée et exploitée par Tosaka et al. [Tosaka 06, Tosaka 07b, Tosaka 12], tandis que
la deuxième est proposée par Albouy et al. [Albouy 12] et Vieyres [Vieyres 13a].
Candau conçoit plus récemment une machine de traction avec un dispositif stro-
boscopique permettant d’effectuer des essais de traction dynamiques sur plusieurs
décades de vitesses de sollicitations et utilisable au synchrotron [Candau 14a].

Nous ne mentionnerons ici de ces études qu’un résultat qui reprend une des carac-
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téristiques mentionnées précédemment. Il s’agit de la remise en cause de l’invariance
de l’extension-seuil de cristallisation (section 2.3) par rapport aux différents degrés
de réticulation. Celle-ci est tracée à la figure I.19 pour quatre densités de réticulation

- lmin ¼ 1.8. The frequency varies from 2 Hz to 40 Hz, and the
corresponding strain rates extend from 7.2 s"1 to 144 s"1. The
important point here is that for fixed pre-stretched and dynamic
amplitude, the dynamic cycle evolves totally (NR0.8 and NR1.2) or
partially (NR1.6) above the melting stretching ratio lm at room
temperature (as schemed in Fig. 7), if one assumes that lm is in-
dependent of the strain rate of the cycle.

The evolution of the crystalline cycles during dynamic tests for
NR1.2 and NR1.6 samples is presented in Fig. 8. Slow strain rate cycles
are added for comparison. Because lmin is below or close to lm (for
NR1.6 and NR1.2 respectively) at room temperature (deduced from
the unloading phase of the slow strain rate cycle at room temper-
ature), CI at lmin is expected to be equal or close to zero, whatever
the frequency tested, as found experimentally. For both materials,
CI increases from lmin to lmax and decreases from lmax to lmin. Thus,
some SIC is found for all the frequencies, for both NR1.2 and NR1.6.
Looking back at the results presented in Fig. 6, at 2 Hz, which

corresponds to a maximum strain rate of 7.2s"1 (maximum as the
strain cycle is a sinewave), lc of NR1.2 becomes very close to lmax.
Unfortunately, we did not perform measurements for NR1.6, but we
can assume that this is also the case for NR1.6. This should lead to a
very weak SIC whatever the tested frequencies. Nevertheless, the
measured SIC stays significant at 2 Hz and above. This might be
explained by viscoelastic effects at these large frequencies, as dis-
cussed further with NR0.8 for which these effects are much more
obvious. Here, with NR1.2 and NR1.6, they do not need to be
important, as a small reduction of lc at 2 Hz (maybe due to some
trapping of entanglement at high strain rate) is sufficient to explain
the obtained results. Indeed, even if the onset of crystallization for
the first loading phase is only slightly below lmax at 2 Hz, the
protocol of our experiment explains that SIC can be also measured
at 15 Hz: as found in a previous work [31], the chains of the crys-
tallites which have molten during unloading seem to keep the
memory of their previous alignment, this facilitates the crystallites
re-nucleation during the following loading step and therefore leads

Fig. 5. Stress-strain curves versus l during tensile tests at v1 ¼ 5.6 # 10"5 s"1 (solid lines), v2 ¼ 4.2 # 10"3 s"1 (dotted lines) and v3 ¼ 1.1 # 10"1 s"1 (dash dotted lines). On the right
are plotted the tangent moduli Et versus l.

Fig. 6. lc values extracted from mechanical (open symbols) and thermal (close sym-
bols) tests as a function of the strain rate for NR0.8 (circle symbols, dotted line), NR1.2

(diamond symbols, solid line) and NR1.6 (triangle symbols, dashed dotted line) sam-
ples. Lines are guide for the eyes.

Fig. 7. l domain of the dynamic stretching ratio (vertical arrows) and lm at room
temperature deduced from Fig. 1 (horizontal lines).
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Figure I.19 – Influence de la vitesse de sollicitation et des densités de
réticulation sur l’extension-seuil de cristallisation. Température am-
biante ; [ νD ; νO ; ν♦ ; ν4 ] = [ 0,46 ; 0,99 ; 1,42 ; 1,76 ]×10−4 mol/cm3.
D’après [Candau 16], où ont été ajoutées les données de la figure C2
de [Candau 14a].

et pour des vitesses de sollicitation différentes. Les données sont reprises de la réfé-
rence [Candau 16] (figure originale) et de la figure C2 du chapitre 9 de la référence
[Candau 14a] (valeurs converties du « stretching time » au « stretching rate »). Nous
en retenons les points suivants.

– Le début de cristallisation ne se fait pas à la même extension selon les différentes
vitesses de sollicitation, ni selon les degrés de réticulation excepté pour un
domaine restreint (autour de 10−2 et 10−1 s−1), correspondant à celui assez
couramment utilisée pour les expériences d’observation de la cristallisation sous
tension.

– L’influence du degré de réticulation pour les vitesses les plus lentes est similaire
à celle observée pour le taux de cristallinité, c’est-à-dire qu’elle présente un
degré optimal (proche de celui pour le taux de cristallinité) où la cristallisation
commence à une plus faible extension (νronds =0,99× 10−4 mol/cm3 parmi les
quatre ici).

Les résultats de Miyamoto et al. [Miyamoto 03] permettent finalement également
d’observer, pour une unique densité de réticulation, l’influence de la vitesse de dé-
formation pour différentes températures.





Chapitre II

État de l’art des modèles de cristallisation sous tension

L’objectif général de cette thèse est de proposer une modélisation de la cristal-
lisation sous tension du caoutchouc naturel, dont quelques caractéristiques ont été
présentées dans le chapitre précédent. La connaissance insuffisante des mécanismes
à l’origine de ce phénomène en rend l’approche difficile, et les travaux à ce sujet,
présentés dans le présent chapitre, sont donc en nombre relativement limité. Une pre-
mière section présente les modèles descriptifs proposés dans la littérature. Quelques
approches 1D et 3D de modélisation de chaîne et de réseau en l’absence de cristalli-
sation sont ensuite décrites (celles-ci sont assez nombreuses), en guise de préliminaire
à la troisième section décrivant les différents types de modélisation de cristallisation
sous tension s’appliquant exclusivement au caoutchouc naturel. Il ne sera ici pas fait
mention des modèles de cristallisation induite sous écoulement (concernant pour-
tant les mêmes « polymères à chaînes orientées » mais introduisant des éléments de
viscosité que nous choisissons d’ignorer).

1. Modèles descriptifs proposés dans la littérature

Les résultats expérimentaux ont conduit naturellement les auteurs à proposer
des modèles descriptifs du phénomène de cristallisation sous tension. La déforma-
tion conduisant à une orientation des chaînes dont l’alignement facilite l’apparition
de cristaux, celle-ci est parfois mise en parallèle avec la cristallisation induite par
écoulement (toutes les deux regroupées sous la notion de cristallisation de polymères
à chaînes orientées), mais les modèles descriptifs de cristallisation sous tension lui
sont propres. Nous en présentons ici les principales idées et leurs origines.

Déjà dans les années 40, Flory propose de représenter la cristallisation d’une
chaîne comme une « solidification rectiligne » d’une de ses portions dans la direction
de traction s’il y en a une. Cela implique notamment que les portions amorphes
restantes subissent une relaxation [Flory 47]. Prenant en considération la grande
proportion de chaînes amorphes restant non orientées durant la déformation, Toki
et al. [Toki 03a] proposent une structure de réseau cristallisé telle que schématisée
sur la figure II.1, reproduite d’après la référence [Toki 03a]. Elle présente des zones
fibrillaires cristallisées reliées entre elles par des chaînes amorphes orientées, le tout
baignant dans un réseau de chaînes non orientées. Tosaka et al. [Tosaka 04b] sug-
gèrent ensuite, avec une représentation de l’organisation de la matière assez similaire,
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chains. As the initial chemical network topology be-
comes more homogeneous (as in the case of BR and IIR),
the strain required to induce the crystallization becomes
larger and the fraction of the oriented amorphous tie
chains also increases. However, the proposed mecha-
nism in Figure 3 appears to be universal in all vul-
canized rubbers.
Conclusion. In-situ synchrotron X-ray diffraction

study on vulcanized natural and synthesized rubbers
(NR, IR, BR, IIR) at their maximum strains at 0 °C was
carried out. All chosen rubbers exhibited a universal

mechanism containing the relationship between molec-
ular orientation and crystallization as follows.

1. The majority of the molecules (50-75% in mass)
remain in the unoriented amorphous state, even at their
maximum strains. The maximum fraction of the strain-
induced crystallites at high strains is only about 20%.
The rest of the chains are in the oriented amorphous
state (5-25%), which may act as tie chains between the
strain-induced fibrillar crystallites.

2. The relationship between molecular orientation and
strain-induced crystallization depends on the intrinsic
characteristics of polymer crystallizability as well as the
cross-link topology. The cross-link topology is a direct
function of vulcanization agents and the cross-link
conditions.
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Figure 3. Schematic diagram of the strain-induced structure
in stretched rubbers: (a) crystalline fibrils, (b) oriented
amorphous chains, (c) unoriented amorphous chains.
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Figure II.1 – Structure de réseau semi-cristallisé selon Toki et al.
contenant des zones fibrillaires cristallisées (a), des chaînes amorphes
orientées (b) et des chaînes non orientées (c). D’après [Toki 03a].

une idée de mécanisme d’initiation de la cristallisation basée sur l’inhomogénéité du
réseau, à savoir que les chaînes les plus courtes, ayant une extension locale plus élevée
(c’est-à-dire que les chaînes sont davantage étirées que les autres), sont les premières
à cristalliser (figure II.2 d’après la référence [Tosaka 04b]). Un autre modèle proposé

nuclei, and hence the number of crystallites, is larger.
Therefore, the amount of crystallites becomes sufficient
to stop further growth even when the crystallites were
smaller.
Development of Crystallites.With the macroscopic

elongation of the sample, the number of stretched chains
that can act as nuclei must increase. As a result, the
mean distance between the nuclei must decrease and
the average crystallite size should also become smaller.
Because of the same reason, as mentioned above, the
larger ν value should have resulted in the smaller
crystallite size. We believe that the orientational fluc-
tuations of the crystallites are related to the crystallite
size. In Figure 6, it was found that the higher the ν
value, the smaller fluctuations of the crystallites ("az).
There are two possible reasons for the orientational
fluctuations: (1) one is due to the fluctuations of the
oriented nuclei, and (2) the other is development of the
fluctuations during the crystal growth. It is very difficult
to explain the former, that is, the dependence of orien-
tational fluctuations of the nuclei on ν, because only the
size of the network should be different between the
samples of different ν; the director of the network chain
must be independent of ν. Concerning the latter, bend-
ing of lamellar crystal has been reported for many
polymer species and has also been related to the
undulation of chain axis in the crystallites.29,30 Because
of the bending of lamellar crystals, the larger crystallites
in the sample with the smaller ν may have a higher
degree of orientational fluctuations as shown in Figure
10. Figure 10a illustrates a crystallite grown from a
nucleus that is represented by thick vertical lines in the
center. The molecular stems in the neighborhood of the
nucleus align almost parallel to it. However, those
located far from the nucleus tend to depart from the
parallel alignment because of the bending of the lamella,
as represented by the thick red lines on the both edge
of the crystallite. Figure 10b illustrates the case of small
crystallites grown from a dense distribution of nuclei
that are represented by thick vertical lines in the center
of each crystallite. The orientation of nuclei is assumed
to be almost parallel to each other. Because of the
smaller crystallite size, the molecular stems in the
crystallites are all located in the neighborhood of the
nuclei, and accordingly, most of the stems align almost

parallel to the nuclei. Because the bending of lamellae
has been related to the chain folding, our results
implicitly indicate the existence of chain folding on the
surface of crystallites in cross-linked NR. Since "az in
Figure 6 is almost constant for each sample, and the
decrease in crystallite size with strain is also seen in
Figure 5, we can raise the following question. If "az is
related to the crystallite size, why was the change of
"az with strain, and hence crystallite size, not observed?
It is conceivable that the director of the stretched chains,
namely the nuclei, has been perturbed due to the
induced crystallites after the onset of crystallization,
and the depression of "az due to the decrease of crys-
tallite size has been compensated by the perturbation.
The slight change in "az with strain (Figure 6) may have
reflected the balance of the opposite effects.

Figure 9. Model of nucleation and crystallization in vulcanized NR. Relatively short chains are drawn as red lines. Filled circles
represent cross-links. (a) Before deformation: cross-links are distributed uniformly for easier understanding. (b) After
deformation: short chains are fully stretched. Note that the distribution of cross-links is no longer uniform to keep many network
chains in the random-coil-like state. (c) The fully stretched chains act as nucleus of crystallites (yellow parts).

Figure 10. Orientational fluctuations of crystallites due to
bending of lamellae. Thick lines in the center of each crystallite
represent nuclei. Directions of thick red lines on both sides of
crystallites should be compared. Degree of fluctuations in the
larger crystallite in (a) is larger than that in smaller crystal-
lites in (b).

3306 Tosaka et al. Macromolecules, Vol. 37, No. 9, 2004

Figure II.2 – Mécanisme d’initiation de cristallisation sous tension
selon Tosaka et al. (a) État non déformé, avec en points noirs les
points de réticulation, en rouge les chaînes les plus courtes, et en noir
les autres chaînes. (b) État déformé où les chaînes courtes approchent
leurs extensions maximales. (c) État déformé cristallisé où les cristal-
lites sont représentées en jaune. D’après [Tosaka 04b].

par Tosaka [Tosaka 09] suppose qu’un réseau élastique est mécaniquement en paral-
lèle avec un réseau de chaînes se comportant comme un fluide, comme représenté
sur la figure II.3(a). La cristallisation y aurait lieu dans le réseau élastique, tandis
que les chaînes du réseau « fluide », ne participant pas à l’élasticité du matériau,
viendraient ensuite seulement s’y greffer. Fukahori propose également à partir de
considérations expérimentales une représentation à deux phases, l’une (75 %) étant
le réseau réticulé, et le reste étant non réticulé [Fukahori 10]. La cristallisation aurait
alors lieu dans cette deuxième phase (qui correspondrait à celle « plus fluide »). Les
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validity of some statistical assumptions in the theory of
rubber elasticity.13 Now, in dealing with rubber elasticity
or swelling behavior, only the averaged physical quantities of
the two components were sufficient, because they are macro-
scopic phenomena. For the description of strain-induced
crystallization of cross-linked NR, on the other hand, we
must reconsider the primitive network model by James and
Guth. As crystallization is a phenomenon in the nanoscopic
scale, its behavior may be influenced by the local environ-
ment around the elastically effective chains. In order to
consider the response of the two types of network chains
separately, a mechanical model as in Figure 4 is proposed.

In Figure 4, component A represents the elastically effec-
tive network chains. This component itself is dealt with by
the conventional formulations in the statistical theory.13 A
hypothetical network-chain density value, ν0, is attributed to
this component. On the other hand, component B represents
the elastically ineffective chains, acting like a fluid. Tenta-
tively, a negligibly small network-chain density value, ν1, is
attributed to this component, because there should be a finite
number of chains in the unit mass. The mass fractions of
components A and B are defined to be  and (1 -  ),
respectively. The apparent values of network-chain density
(e.g., in Table 1) and crystallinity measured by the experi-
ments are regarded to reflect the averages over the compo-
nents A and B. For example, the average (apparent)
network-chain density is written as,

ν ¼  ν0 þð1-  Þν1 ≈  ν0 ð11Þ

In this equation and the following discussion, we assume
that additivity relationship holds for this system. This rela-
tionship was also implicitly assumed in the work by James
and Guth.35

Let us apply the model in Figure 4 to the interpretation of
the experimental features of strain-induced crystallization.
We remember that eqs 9 and 10 predict that the incipient
extension ratio of crystallization,Ri, will depend on network-
chain density. In the present model, we consider only com-
ponent A as the crystallizing entity, and accordingly, the
network-chain density value substituted in these equations
should be ν0, instead of the apparent value, ν. The common
Ri value in the experiment (the second feature of strain-
induced crystallization) implies, in the reverse way, that the
series of samples happened to have had almost the same ν0
values. (A recent study49 gave a structural basis for this
interpretation, as discussed later.) When we adopt this
interpretation, the second feature of strain-induced crystal-
lization and formulations of the statistical theory such as eqs
9 and 10 can be compatible.

Under the assumption that the series of samples have a
common ν0 value, eq 11 implies that the apparent ν values
reflect the volume fraction,  , of component A in Figure 4.
Then the third feature of strain-induced crystallization is also
successfully explained as follows. In the experimental con-
dition in question (for Figures 1 and 2),4,48 the rubber sample
is quickly extended to a sufficiently high extension ratio and
kept at the constant length. Crystallinity in this sample
increases with elapsed time, t. As component A is the crystal-
lizing entity, its crystallinity should change as a function of
t and ν0 in the similar way as in Figure 3a. That is to say, the
crystallinity of component A is expressed asC0R(t, ν0). Then,
the crystallinity of the entire sample (namely, apparent

Table 1. Recipes and Cure Conditions of Vulcanized Rubber Samples

sample
code

rubbera

(part)

stearic
acid
(part)

active
ZnO
(part)

CBSb

(part)
sulfur
(part)

curing
time
(min)

network chain
density, ν % 104

(mol/cm3)

NR1 100 2 1 3 4.5 10 2.12
NR2 100 2 1 2 3 12 1.78
NR3 100 2 1 1.5 2.25 12 1.46
NR4 100 2 1 1 1.5 14 1.31
NR5 100 2 1 0.75 1.125 17 1.01
IR1 100 2 1 3 4.5 17 1.99
IR2 100 2 1 2 3 17 1.66
IR3 100 2 1 1.5 2.25 21 1.36
IR4 100 2 1 1 1.5 25 1.29
IR5 100 2 1 0.75 1.125 30 1.03

aNR is RSS No. 1 from Malaysia and IR is IR2200 from JSR. bN-
Cyclohexyl-2-benzothiazole sulfenamide, curing temperature with sul-
fur 140 !C.

Figure 4. Mechanical model representing the coexistence of two types
of network components. Component A is responsible for rubber
elasticity, while component B is elastically ineffective, acting like a fluid
mass. In this figure, the former is illustrated as a rubber band, and the
latter as a flexible bag filled with a viscoelastic liquid.

Figure 3. Schematic representation of stress relaxation due to strain-
induced crystallization. The left side of part (a) illustrates the amor-
phous rubber sample just after the quick extension. The stress at this
moment is σ(0). With the elapsed time t, strain-induced crystallization
progresses. Parts of molecular chains in the crystals occupying C(t)
of fraction stabilize in the extended chain conformation. As a
result, strain in the other parts of molecular chains in the amorphous
phase is reduced. This process is indicated as “relaxation” in part a.
At the same time, the fractionof amorphous chainsdecreases to 1-C(t).
Thus the tensile stress σ(t) changes from the initial value, σ(0), as a
function of the amorphous fraction. That is to say, σ(t)=σ(0)f(1-C(t)),
and accordingly, σ(t)/σ(0) = f(1 - C(t)); the plot σ(t)/σ(0) against
elapsed time as in part b should be related to the fraction of amorphous
phase, 1-C(t).

and extended vertically under macroscopic vertical extension,
respectively.

In Fig. 9, when the system is macroscopically extended uni-
axially, the soft uncross-linked LY spot sandwiched between hard
cross-linked phases is preferentially extended to the extension
direction. This seems to be the reasonwhy the cross-linked rubbers
such as SBR at room temperature and NR at 100 !C behave like
Gaussian chains (no cross-links), because the main parts to deform
under extension are these uncross-linked phases and as a result,
the modulus of the system becomes very low. At the present stage,
we assume the fundamental size of the cross-linked phase given in
Figs. 7 and 8 to be 100–1000 nm. Under very large extension, these
structures may orientate to the extension direction andmakemuch
larger scale features (1–10 mm) [37,38]. Thus, the continuous
uncross-linked phase basically becomes the origin of fracture under
large extension, which results in the very low tensile strength in
SBR and NR at high temperature.

5.2. The paradox problems in the strain-induced crystallization of
cross-linked rubber

Preceding the proposal of a new model, now we summarize the
information concerning the strain-induced crystallization of the
cross-linked rubber, based on the initial Historical Background and
the very recent information given previously [35–39].

The self-reinforcement based on the stress-upturn in NR is
a continuous process from the strain-induced crystallization
to the finite extension of the molecules. It is also true that in
reality, the strain-induced crystallization occurs in the cross-
linked NR under large extension. The crystals thus produced
through the strain-induced crystallization in the cross-linked
NR aremainly composed of lamella structures with the shish–
kebab bone.
However on the other hand, in the formation of lamella and
shish–kebab structures, it is essential that molecules diffuse
and slide freely to nuclei released from entanglements. In this
situation, cross-links are not only expelled from the crystals
as defects, but absolutely obstruct the free diffusion of
molecules, and thus prevent the crystallization of polymers
severely. As presented in the model experiment with a plane
string (Fig. 6), cross-links also inhibit the regular orientation
of molecules. Of course, we know that cross-links have a very
large distribution in length and functionality and a very big
excluded volume, and as a result they must prevent the
orientation and the finite extension ofmolecules. Thus, the fact
that the strain-induced crystallization takes place in the real
cross-linked NR gives us a quite serious paradox problem.
Meanwhile, we know that the vulcanized rubber consists of
two phases of different cross-link density, the densely cross-
linked phase (75%) and the uncross-linked phase (25%), in
which the uncross-linked phase and the cross-linked phase
are continuous and partially continuous, respectively.
Therefore, it seems to be that the only way to solve this
paradox problem is to consider that the strain-induced
crystallization takes place within the uncross-linked phase
(not in the cross-linked phase) in cross-linked rubber. In the
conventional understanding, the cross-linked rubber and the
cross-linked phase were considered to be the same matter,
thus people could not help butmisunderstand that the strain-
induced crystallization occurs in the cross-linked phase. Most
importantly, we must distinguish the cross-linked phase in
the cross-linked rubber and the cross-linked rubber itself
very clearly to solve the above paradox.

5.3. Proposal of a new model for the strain-induced crystallization
in NR

Now, the author proposes a new model for the strain-induced
crystallization of NR, as shown in Fig. 10. The strain-induced crys-
tallization takes place in the uncross-linked phase given in Fig. 10,
released from the absolute constraint by cross-links. In this model,
however, the fundamental questions will be why and how the
crystallization occurs in such a narrow uncross-linked phase sand-
wiched between cross-linked phases. In other words, what is the
direct driving force to generate the strain-induced crystallization in
the uncross-linked phase? This is an important question, because in
usual un-vulcanized NR, the strain-induced crystallization and the
following stress-upturn are not generated under general tensile
testing at room temperature, as shown in Fig. 4 (S ¼ 0).

Fig. 11 is the FEM stress analysis modified from the result given
by the Fukahori and Seki [41] to show the contour map of the stress
concentration factor a (¼ s/s0, s the maximum principle stress and
s0 the uniform (average) stress) generated around rigid spheres,
when the volume fraction of the sphere is 20% and an average strain
is 10%. In Fig.11, the dotted lines (aS 1) correspond to tensile stress
and the solid lines (a < 1) to compressive stress, with an arrow
indicating the macroscopic extension direction. Therefore, if the
volume fraction of the rigid particles is 75%, there must be gener-
ated the extremely strong tensile and compressive stress around
the hard particle. As discussed in Fig. 4, the modulus of vulcanized
NR is about 50–100 times larger than that of un-vulcanized NR at

Fig. 10. Super network produced through the strain-induced crystallization in the
vulcanized NR.
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(a) (b)

Figure II.3 – (a) Modèle à deux phases proposé par Tosaka : le réseau
élastique (A) est en parallèle avec un réseau « fluide » (B). D’après
[Tosaka 09]. (b) Représentation à l’état déformé semi-cristallisé de
la structure de réseau à deux phases proposé par Fukahori. D’après
[Fukahori 10].

proportions des deux phases ainsi que le réseau cristallisant sont l’inverse de ceux
suggérés dans le modèle précédent de Tosaka [Tosaka 04b]. Comme indiqué sur la
figure II.3(b), la cristallisation, due à la déformation imposée aux chaînes non réti-
culées, forme alors un réseau cristallisé qui serait la cause du fort raidissement du
matériau.

Les représentations d’Albouy et al. concernent davantage l’évolution de la cris-
tallisation et de la fusion lors de la déformation et de sa relation avec l’extension
des chaînes amorphes restantes. Comme le montrent les figures II.4(a), (b) et (c),
reproduites d’après la référence [Albouy 05] (elles-mêmes inspirées des schémas de

remembered that lM is defined in such a way that it does not
correspond to strictly zero crystallinity (see above): this explains
why lMolten becomes strictly equal to the macroscopic applied
elongation only slightly below lM.

At the maximum extension, lMolten is close to lO (see Fig. 6). It
then decreases rapidly until it reaches lI, the macroscopic elonga-
tion belowwhich themelting rate accelerates (see Fig. 4B). lI values
are indicated by short vertical bars in Fig. 8. On the contrary, lMolten
decreases at a slower rate below lI. The lower the temperature, the
more pronounced is this slowing down, so that lMolten almost sta-
bilizes ðlMoltenzlMÞ at 20 #C and 30 #C.

It is commonplace experience that the recovery part is much
closer to equilibrium in terms of stress relaxation as compared to
the traction part. Indeed it is shown on the graphs shown in Fig. 9
for two representative temperatures that crystalline contents ob-
tained during recovery or in static equilibrium are quite similar, at
least at high elongation.

Given that the recovery curve is close to equilibrium, the
question now arises to knowwhich change in the melting regime lI
corresponds to (care must be taken that static data presented in
Fig. 9 are not precise and numerous enough to determine if such a

change also occurs in static conditions). The proposed explanation
is based on an analogy with the above-mentioned phenomenon of
“inverse striction” observed at lower temperature and is now
detailed. “Inverse striction” is well-illustrated in Fig. 10 that com-
pares the behavior of the crystallinity index (-A-) and of lMolten (-B-)
for four different samples from the same batch during retraction at
10 #C. The crystallinity index displays unpredictable jumps to zero
below an elongation of ca.3.3. These jumps are correlated to jumps
in the transmitted beam intensity and correspond to the passage
from a macroscopic semi-crystalline zone to a nearly molten
macroscopic zone in front of the X-ray beam collimator. At the same
time lMolten remains almost unaffected and close to lM (in the
present case, lM is defined as the elongation at which all macro-
scopic semi-crystalline zones have disappeared in the sample). This
means that lMolten within both the semi-crystalline and molten
macroscopic zones has nearly the same value, equal tolM . As
described in previous publications, the engineering stress remains
perfectly constant in this elongation range and both macroscopic
phases are in stress equilibrium [28,29]. If retraction is stopped, the
extensions of both molten and semi-crystalline zones stay un-
changed at least for weeks. These observations indicate that semi-
crystalline and amorphous regions behave as distinct thermody-
namical phases in equilibrium, corresponding to two distinct
stressestrain curves (or to two branches of the same curve sepa-
rated by an unstable region, e.g. a region in which the stress would
be a decreasing function of the strain).

We nowmake the hypothesis that a similar phenomenon arises
at higher temperatures but at a microscopic scale. When the
applied elongation reacheslI , it is supposed thatlMolten becomes
close enough to lM so that moltenmicro-zones appear. These zones
are in stress equilibrium with semi-crystalline micro-zones with
nearly similar value forlMolten. This coexistence is illustrated in
Fig. 11.

At this stage, lMolten remains actually blocked to a value close
tolM: if locally the conditionlMolten < lM is met, the crystallites are
no more stable and start to melt, which results in strain increase till
lMoltenzlM where equilibrium is again reached. In otherwords, any
decrease in sample length is compensated for by the trans-
formation of semi-crystalline zones into more retracted molten
zone. This is again a “strain regulation process”which appears to be
the less effective as the higher is the temperature. It corresponds to
a change in themelting mechanism and thus to a change inmelting
rate (see Fig. 4B). At the difference of the regulation process
observed during traction, true equilibrium in stress or average
crystallinity index is reached at any step on the plateau. The sta-
bilization of the degree of crystallite orientation (HWHM) below lI
(see Fig. 4D) is similarly explained by this reduction in strain
relaxation of the molten matrix.

4.4. Stress behavior

Although the impact of SIC on the stress behavior of NR-based
materials is a long-time recognized effect, the mechanism at
work remains an open question. It is generally considered that
crystallites act as reinforcing agents, but the problem appears all
the more difficult to tackle that such nanofillers are self-created by
the material. Existing theories are therefore extremely complex
[2,30]. A comparison between the actual retraction force and the
contribution of the molten fraction alone is thus interesting for
developing a model of the reinforcement induced by SIC. The
contribution of the molten fraction to the retraction force may be
evaluated as follows. In a first step, the curve corresponding to the
engineering stress in absence of SIC (grey curve in Fig. 4A) is simply
adjusted by a polynomial of fourth order between elongations 1
and 5 (maximal value for lMolten). The engineering stress tmolten

Fig. 7. A schematic representation of the “strain regulation” process observed during
stretching. Crystallites are represented in grey and the strain state of the molten
fraction remains almost unchanged.

Fig. 8. Plot of the elongation of the molten fraction measured during recovery a
function of the applied elongation and for different temperatures. The vertical seg-
ments point to the positions of the elongation lI at each temperature (except at 65 #C
where this elongation cannot be defined).

P.-A. Albouy et al. / Polymer 55 (2014) 4022e40314028

(a) (b)

Figure II.4 – (a) Évolution d’une chaîne durant sa déformation et
cristallisation progressive. D’après [Albouy 05]. (b) Évolution d’une
chaîne durant la décharge et fusion progressive. D’après [Albouy 14].
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[Marchal 06]) et de [Albouy 14], la cristallisation se base sur l’idée de relaxation de
chaîne de Flory. Une fois une cristallite formée sur une chaîne (figure II.4(a)), celle-ci
relaxe ; la déformation continue, et d’autres cristallites se forment sur la chaîne de
façon à garder l’extension des chaînes amorphes constante. La figure II.4(b) explique
la fusion, qui commence dès que la décharge mécanique débute. À l’inverse de la re-
laxation, la partie amorphe ainsi créée est alors plus étirée que celle à laquelle doit se
produire la fusion : ainsi la transformation de phase se fait progressivement le long de
la chaîne. Tous ces aspects d’équilibre d’extension et de phase sont très récemment
mis en exergue dans la revue d’Albouy et Sotta [Albouy 15] au travers de la figure
II.5. Y est représenté le phénomène de cristallisation comme équilibre des phases

Here, an explicit expression for the thermodynamic potential ! " " # is not known a 

priori. The thermodynamic potential (per monomer) for the amorphous phase is given by the 

rubber elasticity theory:  

$ %
! & % # $ %

! ' # $ %
! ' # (1) 

Where the relation $ ! # has been used. The chemical potential of the 

crystalline phase may be written $  where EX is the energy of the crystalline phase 

(which may be supposed not to depend significantly on , since the elongation modulus of the 

crystalline phase must be much higher than that of the rubbery phase) and X is the chain 

elongation in the crystalline phase (which is close to Max). The entropy of the crystalline phase 

is neglected and X is the chain elongation in the crystalline phase (which is close to Max). 

From the above considerations, ! # isotherms (Clapeyron diagram) can be established, as 

schematized in Figure 7 (right). Figure 7 (left) also illustrates the different steps considered for 

the calculation of the thermodynamical changes occurring during SIC. 

 

Figure 7. Schematic representation of the crystallization process in Flory’s theory (left). The 
corresponding Clapeyron diagram for the equilibrium between amorphous and crystalline 

phases in a NR elastomer (right). The blue curve is an isotherm at temperature T. e(T) is the 
engineering stress corresponding to amorphous/crystal coexistence at temperature T. Starting 

from the fully amorphous material (elongation Am, point C), increasing the macroscopic 
elongation to  = Am +  (C to C’) induces a fraction of crystalline phase given by the lever 

rule to appear (point C’’). 
.  

On the coexistence plateau ! #, for a given value of the macroscopic elongation , the 

equilibrium crystalline fraction  is given by the lever rule : 

C’ C’’ 

13 
 

Figure II.5 – Diagramme de Clapeyron avec en bleu une isotherme à
la température T , σe(T ) la contrainte correspondant à la coexistence
des phases amorphes et cristallines à cette température. Le point C”
est obtenu par règle des segments inverses entre les points B et C
lorsque l’extension macroscopique atteint C’. D’après [Albouy 15].

dans un diagramme de Clapeyron. Le chemin parcouru sur la courbe contrainte-
déformation est alors une isotherme avec coexistence des deux phases (amorphe et
cristalline), qui respectent la règle des segments inverses : χλχ+(1−χ)λam = λ avec
λ l’extension globale, λam l’extension de la portion amorphe des chaînes, et λχ celle
de la phase cristalline (extension maximale des chaînes). Cette règle est en accord
avec les résultats expérimentaux.

Pour finir, toutes ces représentations suggèrent une morphologie de cristallites à
chaînes étirées, à l’inverse de la cristallisation thermique où les chaînes présentent
des repliements. Les avis divergent cependant à ce sujet, sans qu’aucun argument ne
semble permettre de résoudre ce problème, si tant est qu’il puisse être catégorique-
ment tranché dans l’état des connaissances actuel. Nous proposerons des éléments
de discussion sur ce point dans le chapitre IV.
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2. Modélisation de chaînes et réseaux sans cristallisation

La plupart des modèles de cristallisation sous tension étant construits à partir de
bases déjà existantes de modèles de réseau sans cristallisation, nous en présentons
rapidement certains dans cette section en se limitant aux plus classiques pour la
prédiction de la réponse élastique du matériau.

2.1. Représentation des chaînes par la mécanique statistique

La base de la mécanique statistique consiste à modéliser une macromolécule (ou
portion de macromolécule, entre deux points de réticulation par exemple) comme
succession de petits éléments (segments, perles ou bulles) qui se meuvent de façon
plus ou moins libre les uns par rapport aux autres.

L’idée, initialement introduite par Kuhn [Kuhn 34] et simultanément par Guth
et Mark [Guth 34], est de considérer que les monomères d’un polymère ne peuvent
prendre que certaines configurations dans l’espace et qu’il existe un nombre de mono-
mères successifs à partir duquel il peut être fait abstraction de ces effets. L’exemple
de base est le modèle de chaîne idéale, dans lequel toute interaction entre les seg-
ments est ignorée : ceux-ci sont reliés par des liaisons rotule libres. La distribution
des distances entre les extrémités des chaînes y est souvent considérée comme étant
gaussienne, supposant que toutes les conformations statistiques sont équiprobables.
Cela sous-entend que les propriétés d’une chaîne sont les mêmes quelle que soit sa dis-
tance entre extrémités et les résultats de ces modèles montrent en effet qu’ils ne sont
en accord avec les expériences que pour de petites déformations de l’ordre de 150 %.
La théorie non-gaussienne permet de pallier cette limitation : l’extension maximale
des chaînes y est prise en compte (la probabilité qu’une chaîne de N segments de
longueur b ait une distance entre extrémités R de plus de Nb est nulle, et plus R
s’approche de cette longueur maximale, plus les probabilités sont faibles). Proposée
initialement par Kuhn et Grün en 1942 [Kuhn 42] sur la base de thermodynamique
statistique, cette théorie mettant en jeu la fonction dite de Langevin est toujours
utilisée lorsque la limite d’extensibilité est à prendre en compte. La différence avec le
modèle gaussien devient importante notamment par les conséquences, illustrées par
la figure II.6, qu’elle implique entre autres sur la relation force-extension 1 déduite
de ces distributions.

2.2. Modèles de réseau

Une fois établi le modèle unidirectionnel d’une chaîne représentative, un moyen de
lier ce comportement à la réponse mécanique tridimensionnelle (3D) est nécessaire :
nous présentons un bref historique de ces traitements de mécanique statistique.

La première et plus simple idée consiste à considérer une chaîne représentative
dans chacune des trois directions principales de la déformation et d’en calculer l’en-
tropie globale. Treloar propose cette approche en 1943 pour des chaînes gaussiennes,

1. Présentée à la section III.1.1.
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Figure II.6 – Force en fonction de l’extension, calculée pour des dis-
tributions gaussiennes et de Langevin pour des chaînes de 50, 100 et
200 segments.

menant à des résultats identiques à ceux du modèle néo-hookéen avant la lettre. Ap-
pelé modèle « trois chaînes » pour des chaînes non gaussiennes, celui-ci est introduit
par James et Guth en 1943 [James 43], et repris également par Wang et Guth en 1952
[Wang 52]. À quelques mois d’intervalle de James et Guth (la publication a même
lieu le mois suivant), Flory présente une géométrie de maille de réseau différente
[Flory 43]. Celle-ci a la forme d’un tétrahèdre, dont les sommets sont les extrémités
de quatre chaînes se rejoignant au centre : il s’agit du modèle « quatre chaînes ». Le
traitement utilise les statistiques gaussiennes, et Treloar, en 1946, propose le modèle
non-gaussien correspondant. Cette représentation présente une caractéristique im-
portante de non-affinité du réseau qui n’existait pas dans le modèle « trois chaînes ».
En effet, le point de jonction central est recalculé à chaque état de déformation pour
que le système soit à l’équilibre, et l’organisation des chaînes implique une évolution
de leur orientation. Cependant, il s’avère que les résultats obtenus avec une défor-
mation biaxiale ne sont pas très représentatifs de ceux obtenus expérimentalement,
et le traitement ne permet pas d’avoir une expression générale d’extension globale
du réseau, ni celle de l’énergie de déformation. Ce n’est qu’en 1979 que Treloar et
Riding réussissent à mettre en place le modèle dont Treloar émettait l’idée depuis
1954 [Treloar 54, Treloar 75] : le modèle full-network, consistant à intégrer le com-
portement d’une chaîne dans toutes les directions [Treloar 79]. Wu et van der Giessen
adaptent et généralisent en 1993 ce modèle gaussien en modèle non-gaussien [Wu 93].
Le modèle émet cependant l’hypothèse de déformation affine. La même année, Ar-
ruda et Boyce proposent une géométrie de huit chaînes dessinant les diagonales d’un
cube et se joignant en son centre [Arruda 93]. Ce modèle non-gaussien, outre une
extrême simplicité de l’expression de la densité d’énergie et de l’extension globale
de la maille du réseau, préserve aussi la liberté d’orientation des chaînes observée
dans le modèle « quatre chaînes », lui conférant une forme de non-affinité pourtant
non présente dans sa définition à proprement parler puisque le point de jonction cen-
tral des chaînes se situe toujours au centre du cube déformé (parallélépipède). Ces
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caractéristiques en font un modèle performant qui surpasse le modèle full-network
affine en terme d’accord avec les résultats expérimentaux. Le rapport de Boyce et
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To incorporate these more accurate individual chain statistics into a constitutive framework, it
is necessary to have a model that relates the chain stretch of individual chains to the applied
deformation; this is accomplished by assuming a representative network structure.
Four network models are shown in Figure 1. The unit cell used in each of these models is taken

to deform in principal stretch space. The models differ in how the deformation of the chains is
related to the deformation of the unit cell. We further note that the cell deformation is usually
approximated to be incompressible since the bulk modulus of an elastomer is orders of magnitude
larger than the shear modulus; the effects of compressibility will be discussed separately later.
In the “3-chain” model,5 the chains are located along the axes of the initially cubic cell. The

chain deforms affinely with the cell and the stretch on each chain will then correspond to a principal
stretch value. The resulting strain energy function is given by:

Fig. 1. — Schematic of (a) 3-chain network model, (b) 4-chain network model, (c) 8-chain network model, and (d)
full network model. Each model is depicted in its undeformed state, in uniaxial tension, and in equi-biaxial tension.
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Figure II.7 – Modèles « trois chaînes » (a), « quatre chaînes » (b),
« huit chaînes » (c) et full-network (d), chacun pour un état non dé-
formé et sous déformation uniaxiale. D’après [Boyce 00].

Arruda de 2000 [Boyce 00] sur le sujet, dont la figure II.7 est reprise et qui développe
davantage en détails les modèles présentés (ainsi que d’autres modèles phénoméno-
logiques importants non cités ici), est antérieur au modèle de Miehe et al. de 2004
[Miehe 04] dont la mise en place est rendue possible notamment par les méthodes
numériques devenues plus puissantes. Il consiste en un modèle full-network tenant
compte de la non-affinité : les chaînes parcourent également toutes les directions et
sont intégrées de façon discrète sur une sphère appelée microsphère. Un modèle assez
similaire est proposé simultanément par Carol et al. pour un microplan [Carol 04].
Les méthodes et points d’intégration de la microsphère font maintenant l’objet de
travaux de recherche, qui sont notamment discutés dans l’article récent de Verron
[Verron 15].

Par ailleurs, la volonté de représentation des restrictions spatiales se traduisent
également à cette échelle de réseau par le développement de modèles rendant compte
de la présence d’autres chaînes dans l’expression des énergies ou des forces (en par-
ticulier lorsque le réseau est déformé). Ils se divisent en deux catégories, l’une se
concentrant sur les jonctions entre chaînes (constrained junction theory) et l’autre
sur les obstacles rencontrés par la chaîne (constrained segment theory). Les exemples
les plus classiques de la première catégorie sont les modèles de réseau fantôme et
de réseau affine, où les points de jonctions sont respectivement fluctuants ou fixes
dans l’espace. La deuxième catégorie est constituée essentiellement de la modélisa-
tion des enchevêtrements par anneaux glissants, et des modèles dits « de tube »,
considérant que la chaîne ne peut se mouvoir que dans un tube formé par la présence
d’autres chaînes. Tous ces modèles physiques, dont la liste est complétée et à laquelle
s’ajoutent les modèles phénoménologiques, sont présentés et comparés en détails par
Marckmann et Verron en 2006 [Marckmann 06].
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3. Modèles de cristallisation sous tension du caoutchouc naturel

3.1. Modèles physiques

Flory est sans conteste le fondateur des modèles de cristallisation sous tension,
bien que par la suite d’autres types de modèles très différents aient été proposés
[Gaylord 76b, Gaylord 76a, Smith 76]. Il propose en 1947 un modèle de cristallisa-
tion à chaîne étendue [Flory 47], consistant à représenter la cristallisation comme
une succession de segments statistiques de la chaîne initialement amorphe alignés
dans la direction de la déformation et dont l’entropie devient nulle. La taille de
cette cristallite est déterminée de façon à permettre l’équilibre du système : si F est
l’énergie libre du système associée à la transformation et ζ le nombre de segments
cristallisés, l’équilibre pour une extension λ est donnée par la résolution de l’équation
∂F/∂ζ|λ = 0.

Toutes les relations établies par Flory valent pour des chaînes gaussiennes, et
bien que les comportements reproduisent les caractéristiques hystérétiques observées
expérimentalement, les évolutions en grandes déformations en dévient. Le passage à
un modèle non gaussien est proposé par Gaylord [Gaylord 76a], et Gaylord et Lohse
[Gaylord 76b]. Celui-ci a également la particularité de prendre en compte des replie-
ments de chaîne dans la cristallite au travers d’un paramètre en indiquant la quantité.
La même année, Smith introduit au modèle de Flory une orientation possible des cris-
tallites, déterminée par l’alignement des premiers segments [Smith 76]. La cristallite
se trouve par ailleurs à une position aléatoire le long de la chaîne, contrairement au
traitement de Flory où elle se trouvait implicitement en bout de chaîne.

Dans ces modèles se concentrant sur la représentation de la cristallisation dans
une chaîne, la considération d’un passage au 3D est peu discutée et utilise sans le
mentionner un modèle de réseau « trois chaînes ».

3.2. Modèles mécaniques basés sur la mécanique statistique

La plupart des modèles 3D basés sur la mécanique statistique s’organisent de
façon identique, en considérant dans un premier temps une chaîne représentative
avec cristallisation, puis une transition vers un réseau 3D. Les différences entre ces
modèles sont les suivantes :

– la statistique de chaîne gaussienne ou non-gaussienne et le type du comporte-
ment de la chaîne (non contrainte, réseau affine ou fantôme, tube-model) ;

– la prise en compte de la cristallisation où deux aspects sont à prendre en
compte : le déclenchement de la cristallisation (seuil de cristallisation) et son
évolution ;

– la technique de passage au 3D : modèles « trois chaînes », « quatre chaînes »,
« huit chaînes » ou encore full-network, avec implicitement le choix de l’affinité
ou de non-affinité de la déformation, ainsi que la méthode d’intégration retenue.
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Kroon (2010)

Outre les solides aspects de mécanique, le modèle de Kroon [Kroon 10] a la par-
ticularité d’introduire pour la cristallisation sous tension une loi cinétique. Voici
quelques-unes des caractéristiques de ce modèle.

– Chaîne représentative : énergie libre incluant des termes associés au modèle
de tube et à la viscosité, pour des chaînes non gaussiennes. Introduction d’une
extension d’ajustement pour les chaînes approchant leur extension maximale,
imposant une non-affinité.

– Cristallisation : utilisation de la loi d’Arrhénius de vitesse (cinétique) de ger-
mination et pas de croissance de cristallites en jeu.

– Passage au 3D : modèle de microsphère non affine.
– Paramètres : dix paramètres dont deux de viscoélasticité et deux de vitesse de

germination.
Les résultats de relations contrainte-déformation avec et sans prise en compte de la
viscoélasticité montrent que l’hystérèse semble essentiellement créée par la viscosité
et non par la cristallisation. Dans les deux cas, l’évolution du taux de cristallinité
est néanmoins bien reproduit.

Mistry et Govindjee (2014)

L’originalité du modèle de Mistry et Govindjee [Mistry 14] est l’introduction
d’une fonction similaire à un potentiel chimique, qui sert de fonction motrice de la
cristallisation. Voici quelques points caractéristiques du modèle.

– Chaîne représentative : modèle de Smith modifié (cristallite orientée selon l’axe
du vecteur bout-à-bout de la chaîne) où les cas gaussien et non gaussien sont
traités. Introduction du modèle de tube dans l’expression de l’énergie libre.

– Cristallisation : introduction d’une fonction gouvernant l’enclenchement de
la cristallinité, décrite comme étant similaire à un potentiel chimique : g =
|∂Ψ/∂ω| − (gc + γω) avec Ψ l’énergie libre du système, ω le degré de cristal-
linité de la chaîne représentative, et γ un paramètre ajustant la facilité du
déclenchement de la cristallisation lors de l’augmentation du degré de cristal-
lisation. La cristallisation n’a lieu que si g > 0.

– Passage au 3D : modèle de microsphère non affine, incluant les termes relatifs
au modèle de tube.

– Paramètres : huit paramètres (sans compter la température et la température
de fusion), dont cinq liés à la microsphère et trois pour la cinétique de cristal-
lisation.

La fin de la décharge ne fait pas revenir le taux de cristallinité à zéro (le comportement
est similaire à celui de l’inverse yielding observé par Albouy et al. [Albouy 05]), et
l’hystérèse de la contrainte dans la zone acceptable pour la cristallisation n’est pas
très marquée. Mistry et Govindjee refusent l’utilisation de la viscoélasticité, qui n’est,
à leur sens et en invoquant les conclusions de Murakami [Murakami 02] et Trabelsi
et al. [Trabelsi 03], quasiment pas responsable de l’hystérèse.
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Guilie et al. (2014-2015)
Le modèle de Guilie et al. [Guilié 14, Guilie 15] se veut phénoménologique et

utilisable dans un cadre industriel. Les caractéristiques sont les suivantes.
– Chaîne représentative : énergie libre incluant des termes de modèle de tube, de

durcissement associé à la conformation de la cristallite (plasticité), et d’élasti-
cité activée par la présence de cristallites.

– Cristallisation : introduction d’une fonction gouvernant l’enclenchement de la
cristallinité du même type que celle de Govindjee et se simplifiant en une loi
similaire à celle de la plasticité.

– Passage au 3D : modèle de microsphère affine, pointé comme étant le principal
point faible de ce modèle.

– Paramètres : dix paramètres, dont huit sont liés à la cristallisation.
Le but du modèle semble être une réponse à un besoin industriel de modèle pouvant
être utilisé via des paramètres obtenus par un unique essai de traction (des simpli-
fications sont proposées dans cette optique). Le travail se concentre ainsi davantage
sur les mécanismes induits par la cristallisation que sur la manière dont celle-ci évo-
lue. Ceci explique le nombre et le type de paramètres, qui permettent néanmoins au
modèle de reproduire fidèlement les résultats expérimentaux liés à la cristallisation
sous tension et d’être appliqué aux phénomènes de fissuration.

3.3. Autres approches

Laghmach et al. (2014-2015) : modèle par champ de phase
Le modèle mécanique de Laghmach et al. [Laghmach 15, Laghmach 14] se dé-

marque d’emblée des autres par son approche de modélisation par champ de phase.
Cette approche a une histoire plus longue dans les métaux notamment, et consiste à
considérer dans une matrice les champs de déformation et de contrainte dus à l’ap-
parition d’une nouvelle phase (typiquement les phases austéniques et martensitiques
dans le cas des métaux). Cette modélisation ne considère donc jamais l’échelle de la
chaîne (la théorie de chaîne cristallisée sous tension de Flory y est inexistante) et se
concentre uniquement sur les aspects de mécanique des milieux continus appliqués
aux phases.

Candau et al. (2014-2015) : modèle à base expérimentale
Les travaux de Candau et al. [Candau 14b, Candau 15a] ne relèvent pas tant de

la modélisation de la cristallisation sous tension 2 que d’une exploitation théorique
approfondie de résultats expérimentaux. Toutefois, ils méritent d’être soulignés dans
la mesure où ils proposent une représentation de la matière (réseau inhomogène)
et de la cristallisation (populations cristallisant successivement) dont la description
thermodynamique met en avant des seuils de cristallisation et de fusion, certes déduits
des résultats expérimentaux mais liés aux différentes populations de longueurs de

2. Nous faisons ici allusion exclusivement aux travaux de description thermodynamique de la
cristallisation proposée dans les références [Candau 14b] et [Candau 15a].
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chaînes. La mise en place de ce cadre thermodynamique permet en effet de retrouver
d’autres résultats expérimentaux dont notamment des extensions de cristallisation
et de fusion à différentes températures [Candau 15a].

Le modèle de la présente thèse s’inspire fortement des descriptions thermodyna-
miques et d’inhomogénéité de Candau et al., et la construction de la partie thermo-
dynamique peut être vue comme une théorisation de l’approche semi-expérimentale
de Candau (avec toutefois quelques hypothèses différentes).

Remarque
Un modèle de cristallisation du caoutchouc naturel chargé est proposé par Darga-

zany et al. [Dargazany 14] en faisant intervenir la cristallisation comme des fluctua-
tions supplémentaires d’extension. Saidan (2005) [Saidan 05] propose un modèle basé
sur des transformations thermodynamiques irréversibles avec des phases amorphes
et cristallines en série, et Leonov (2005) [Leonov 05] une approche totalement diffé-
rente, plutôt basée sur un modèle « en collier de perles » déformables inspiré de celui
de Rouse.





Élaboration du modèle





Stratégie de modélisation

Le chapitre précédent a permis de mettre en évidence que la démarche adoptée par
les modèles existants est systématique et que la cristallisation n’y est modélisée que
via une équation d’évolution générale du degré de cristallinité qui, en fait, esquive la
modélisation de la cristallisation à proprement dite : à savoir (à notre sens) l’origine
de l’amorçage de la cristallisation et la (les) raison(s) de son évolution progressive.
Les paramètres des modèles sont par ailleurs ceux qui gouvernent cette loi d’évolution
et, s’ils ont le mérite d’effectivement rendre compte des courbes caractéristiques de
traction ou de degré de cristallinité, chacun se soustrait adroitement aux difficultés
inhérentes à la modélisation de la physique de cristallisation. En ce sens, le modèle
de Laghmach et al. se démarque des autres en s’attaquant davantage aux aspects
thermodynamiques de germination, cristallisation et fusion, en imposant toutefois
les points de germination dans la boîte de simulation. Les travaux de Candau et al.
d’analyse théorique approfondie de résultats expérimentaux constituent une approche
attractive mettant en jeu l’inhomogénéité du réseau et la nature du déclenchement
des changements de phase.

Replacé dans ce contexte, l’objectif majeur du modèle que nous souhaitons pro-
poser se clarifie : proposer une modélisation davantage axée sur le phénomène de
cristallisation, c’est-à-dire s’intéressant aux seuils de germination et à la croissance
cristalline qu’ils engendrent, tout en conservant les outils à disposition de modéli-
sation de réseau amorphe. Pour cela, nous allons reprendre le schéma standard des
autres modèles de mécanique statistique et apporter des éléments de thermodyna-
mique de cristallisation dans la chaîne représentative. Les différents points clefs sont
les suivants :

– Chaîne représentative : chaînes non gaussiennes de différentes longueurs (in-
troduction de l’inhomogénéité de la matière dont l’importance est soulignée
par Candau et al.) en conservant la théorie générale de Flory [Flory 47] pour
la représentation d’une chaîne semi-cristallisée.

– Cristallisation : introduction des équations de germination, cristallisation et
fusion pour un système à l’équilibre, sans loi d’évolution générale, dans chaque
chaîne représentative.

– Passage au 3D : modèle de type full-network.
– Paramètres : limitation à des paramètres ayant un sens physique et évitant un

pilotage direct de la cristallisation.
Quelques précisions sur les choix effectués au cours des trois grandes étapes de la
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modélisation sont données dans la suite.

Chaîne représentative (chapitre III)

Les déformations subies par le réseau sont trop grandes pour être correctement
modélisées par des chaînes gaussiennes : nous choisissons donc l’expression mettant
en jeu la fonction de Langevin afin de rendre compte de la limite d’extensibilité
des chaînes (section III.1.1). Ceci nous est d’autant plus utile que nous souhaitons
introduire dans la chaîne représentative l’inhomogénéité du réseau en imposant une
distribution des longueurs de chaînes (section III.2). Ce choix impose de définir la
manière dont les chaînes se comportent les unes par rapport aux autres et nous
proposons une déformation à force égale (section III.1.2).

Thermodynamique de cristallisation et de fusion (chapitre IV)

La prise en compte de l’aspect thermodynamique est le défi principal que nous
impose la construction du modèle. Une des difficultés réside dans le fait que les
théories de germination, cristallisation et fusion ne sont établies que pour des réseaux
et non des chaînes, et se trouvent ainsi à une échelle intermédiaire entre la chaîne
représentative et le réseau 3D. De plus, la distribution de longueur de chaîne que nous
imposons ajoute une difficulté supplémentaire. Nous revenons donc aux définitions
permettant de construire les théories classiques et décomposons clairement les trois
étapes de la vie d’une cristallite.

– Pour l’apparation des cristallites, nous revenons à la théorie classique de ger-
mination comme le font Candau et al. [Candau 14b] et remettons en question
les valeurs d’énergies d’interface à utiliser. Cela ne permet pas d’expliquer l’ab-
sence de cristallisation à température ambiante dans un état non déformé et
nous amène à imposer une autre condition d’apparition de germe basée sur
l’existence d’enchevêtrements dans le réseau.

– La croissance, bien qu’elle puisse être considérée comme instantanée d’après
les résultats de Tosaka et al. [Tosaka 12] et de ce fait très limitée, est en théorie
infinie si seule l’énergie libre de Gibbs associée à la transformation est consi-
dérée. Inspirés par les résultats de Trabelsi et al. [Trabelsi 03] pour lesquels les
cristallites formées dans un réseau préalablement déformé se stabilisent à des
grandeurs liées à la déformation du réseau, nous proposons une condition de
fin de croissance (dimensions d’une cristallite stable dans la matière) associée
aux propriétés de réticulation du réseau.

– La fusion de la cristallite, dont la différence de définition avec son apparition
doit être à elle seule l’origine de l’hystérèse observée sur la courbe de taux
de cristallinité, est traitée en revenant très simplement aux définitions de ce
changement d’état. Celles-ci sont adaptées pour convenir au cas de cristal-
lites stables de dimensions finies dans un réseau déformé et font naturellement
apparaître l’extension à laquelle doit avoir lieu la fusion.
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Passage au modèle 3D (chapitre V)
Les conditions de cristallisation et de fusion sont appliquées à chaque population

(chaînes de même longueur) constituant la chaîne représentative, qui devient de ce
fait hétérogène. Nous pouvons alors déduire le comportement global de la chaîne, no-
tamment l’extension, la force et le degré de cristallinité (section V.1.1). Pour effectuer
le passage au modèle 3D, nous choisissons le modèle full-network proposé par Wu et
van der Giessen [Wu 93] afin de conserver la meilleure représentation possible des di-
rections puisque la cristallisation conduit à une forte anisotropie. Initialement destiné
à un matériau isotrope, hyperélastique et incompressible, cette même cristallisation
n’est initialement pas prise en compte dans le modèle full-network, c’est pourquoi il
est nécessaire de l’introduire proprement dans les équations (section V.1.2).





Chapitre III

Inhomogénéité de la matière et chaîne représentative
amorphe

Introduction

Une des hypothèses majeures du modèle que nous proposons réside dans la prise
en compte de l’inhomogénéité des longueurs de chaîne. Ce chapitre est consacré à
cette prise en compte en considérant dans un premier temps la modélisation d’une
chaîne représentative inhomogène amorphe, basée sur l’assemblage de chaînes de lon-
gueurs différentes. Ceci fonde le cadre permettant d’établir les équations de compor-
tement d’une chaîne qui soit représentative de l’ensemble de la distribution : il s’agit
de la première étape importante en vue de l’élaboration du modèle full-network déve-
loppé au chapitre V. Ces constructions supposent connue la distribution de longueurs
de chaîne traduisant l’inhomogénéité de la matière ; une deuxième section moins théo-
rique vise donc à décrire l’organisation des chaînes dans un réseau réticulé, afin d’en
déduire les caractéristiques. Une analyse de données de thermoporométrie issues de
la littérature, que nous nous proposons de post-traiter, permet d’observer l’évolution
de la distribution de longueurs de chaîne avec le degré de réticulation puis de suggérer
un scénario mettant en jeu les masses molaires critique et d’enchevêtrement.

1. Construction d’une chaîne représentative inhomogène amorphe

Cette section présente la construction théorique d’une chaîne représentative in-
homogène amorphe : le modèle classique de chaîne idéale libre y est rappelé dans
un premier temps, avant son application à un assemblage de chaînes de longueurs
différentes dans un second temps.

1.1. Modèle de chaîne statistique

Rappelons tout d’abord les éléments classiques d’une chaîne statistique de Kuhn
idéale libre (freely jointed chain) et l’expression de sa relation force-extension. Pour
plus de détails sur ces calculs classiques, le lecteur peut se référer aux ouvrages de
Flory [Flory 53], Treloar [Treloar 75], et surtout Rubinstein et Colby [Rubinstein 03].
Un paragraphe s’attarde ensuite sur la définition d’une sous-chaîne et sur le calcul
de sa distance entre extrémités, dont nous aurons besoin par la suite.

61
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Chaîne statistique et expression de la force

Considérons une chaîne polymère linéaire réelle constituée de Nm monomères
(réels) de longueur bm, dont le vecteur reliant les deux extrémités (end-to-end vec-
tor) a pour norme R (valant R0 au repos et Rmax lorsque la chaîne est étirée au
maximum). Les degrés de liberté des monomères sont restreints et seules certaines
conformations peuvent être adoptées. Pour une chaîne suffisamment longue, il est
possible de définir une chaîne idéale équivalente (freely jointed chain) de N segments
(ou monomères statistiques) ayant une orientation libre les uns par rapport aux
autres. Ceux-ci sont appelés segments de Kuhn (ou monomères de Kuhn) et ont une
longueur b, définie par la relation :

b =
〈R2〉
Rmax

=
C∞Nmb

2
m

Rmax
(III.1)

où 〈 · 〉 désigne la moyenne sur l’ensemble des configurations possibles du système,
et C∞ une constante dépendant du polymère considéré. Les équations reliant ces
constantes, la masse molaire M0 du segment 1 et les grandeurs de la chaîne qui nous
intéressent sont :

R0 =
√
Nb , (III.2)

Rmax = Nb , (III.3)

N = Mchaîne/M0 , (III.4)

avec Mchaîne la masse molaire de la chaîne. Pour une chaîne d’extension λ = R/R0,
nous avons :

R = λR0 = λ
√
Nb et λmax = Rmax/R0 =

√
N . (III.5)

Dans toute la suite, la distance entre extrémités l d’une chaîne désignera la grandeur
R (distance reliant les deux extrémités de la chaîne, à ne pas confondre avec la
longueur de la chaîne, égale à Nb), et l’appellation N -chaîne sera utilisée pour une
chaîne de N segments de Kuhn. Les notations utiles sont résumées dans la figure
III.1.

Un calcul classique de probabilités et d’énergies associées sur l’ensemble des confi-
gurations possibles d’une chaîne (le lecteur peut se référer aux ouvrages sus-cités pour
plus de détails) fournit les expressions suivantes liant l’extension λ et la force f d’une
N -chaîne à une température T :

λ =
√
NL

(
fb

kT

)
et f =

kT

b
L −1

(
λ√
N

)
, (III.6)

1. Les valeurs numériques de ces grandeurs pour le caoutchouc naturel (cis-1,4-polyisoprène)
sont : b = 9,34 Å, C∞ = 5,20 et M0 = 128,6 g/mol [Mark 06] ; calculées à partir des angles formés
entre les monomères et des longueurs des liaisons, elles peuvent toutefois varier légèrement d’un
auteur à l’autre.
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bN -chaîne au repos

N -chaîne déformée
d’extension λ

−→
R0

−→
R

l0 =
√
Nb

l = λ
√
Nb

Figure III.1 – Notations utilisées pour une chaîne statistique de
Kuhn.

où k est la constante de Boltzmann, L : x 7→ coth(x) − (1/x) est la fonction de
Langevin 2 et L −1 sa réciproque, appelée fonction de Langevin inverse 3. L’expression
obtenue de la force dépend notamment de la longueur de chaîne au travers du nombre
de segments N . La figure III.2 présente les relations entre l’extension, la force, et le
nombre de segments dans la chaîne.

Distance entre extrémités d’une sous-chaîne
Avant d’appliquer les expressions précédentes à l’élaboration d’une chaîne inho-

mogène, nous souhaitons nous attarder sur la distance entre extrémités d’une portion
de chaîne, que nous appellerons sous-chaîne, dont la définition n’est pas triviale. En
effet, la distance entre extrémités d’une Np-chaîne au repos n’est pas nécessairement
égale à celle d’une sous-chaîne de Np segments appartenant à une N -chaîne au re-
pos. Considérons donc une N -chaîne découpée virtuellement en ᾱ sous-chaînes de
Np segments (p ∈ {1 ; . . . ; ᾱ}). Soient −→R0 = l0~e et

−→
Rp = lp

−→rp les vecteurs reliant
les deux extrémités de la chaîne, respectivement des sous-chaînes, et θp les angles
̂(−→rp ,−→e ) (notations définies sur le schéma (a) de la figure III.3). Nous avons alors

2. Nous définissons la fonction de Langevin L de la façon suivante :

L :

∣∣∣∣∣∣∣
R→]− 1 ; 1[

x 7→

{
0 si x = 0 ,

coth(x)− (1/x) sinon.
(III.7)

où la valeur en x = 0 est le prolongement par continuité de coth(x) − 1/x. Cette fonction est
continue, strictement croissante et bijective sur le domaine de définition. Sa limite lorsque x tend
vers +∞ est 1, celle vers −∞ est −1. Le domaine qui nous intéresse dans l’utilisation faite ici est
R

+ → [0 ; 1[.
3. D’après la définition de la fonction L , celle-ci admet une application réciproque de ]−1 ; 1[ sur

R appelée ici (et généralement) « fonction de Langevin inverse » et notée L−1. Dans l’utilisation
que nous en faisons, seul le domaine [0 ; 1[→ R

+ nous intéresse. Sur cet intervalle, la fonction
peut être approximée à l’aide de l’expression proposée par Jeydnak (L−1(x) ≈ x(3,0 − 2,6x +
0,7x2)/[(1 − x)(1 + 0,1x)]) [Jedynak 15] par exemple, ou plus habituellement par les approximant
de Padé proposés par Cohen [Cohen 91] (L−1(x) = 3x(35 − 12x2)/(35 − 33x2) + O(x6) ou plus
simplement L−1(x) = x(3− x2)/(1− x2) +O(x6)).



64 III. Inhomogénéité de la matière et chaîne représentative amorphe

f

λ

N1 < N2 < N3

√
N1

√
N2

√
N3

N1 N2 N3

Figure III.2 – Force f en fonction de l’extension λ appliquée à une
chaîne pour différents nombres (N1, N2, N3) de segments.

−→
R0 =

ᾱ∑
p=1

−→
Rp, soit en considérant les projections sur

−→
R0 :

(a)

(b)

−→
R0 = l0

−→e

−→
R1

−→
R2 −→

R3

θ1

θ3

−→e
−→r1

l
(m)
0

−→
R1

−→
R2

−→
R3

−→
R0 = 3L

(m)
0
−→e

Figure III.3 – Notations utilisées pour le calcul de la distance entre
extrémités d’une sous-chaîne : (a) dans un cas général, et (b) dans le
cas de vecteurs colinéaires de même norme.

−→
R0 ·
−→
R0 =

ᾱ∑
p=1

(
−→
Rp ·
−→
R0) =

ᾱ∑
p=1

(lp
−→rp · l0−→e ) = l0

ᾱ∑
p=1

(lp cos θp) , (III.8)

c’est-à-dire :

l0 =

ᾱ∑
p=1

(lp cos θp) . (III.9)

En supposant que toutes les sous-chaînes ont une distance entre extrémités égale
notée l(m)

0 , c’est-à-dire ∀p, lp = l
(m)
0 (soit ∀p, Np = N (m)), l’équation précédente
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s’écrit :

l
(m)
0 =

 ᾱ∑
p=1

(cos θp)

−1

l0 . (III.10)

Ne sachant calculer la somme des cosinus (il ne s’agit pas de faire une intégration sur
tout l’espace, qui serait nulle), nous simplifions le problème en imposant que tous les
angles sont nuls, c’est-à-dire que

−→
R0 et tous les

−→
Rp sont colinéaires (schéma (b) de la

figure III.3), d’où :
l
(m)
0 = ᾱ−1l0 = ᾱ−1

√
Nb . (III.11)

Par définition, ᾱ = N/N (m) où N (m) est le nombre de segments des sous-chaînes
donc ᾱ−1 est le rapport du nombre de segments de la sous-chaîne sur celui de la
chaîne entière, qu’on renomme α. Les résultats précédents peuvent être généralisés
en définissant une fraction α quelconque de nombre de segments sur une chaîne. À
la condition que les extrémités de cette sous-chaîne soient alignées avec celles de la
chaîne, la distance entre extrémités au repos de cette sous-chaîne est :

l
(m)
0 = α

√
Nb =

N (m)

√
N
b 6

√
N (m)b . (III.12)

Il en résulte notamment que la distance entre extrémités au repos d’une sous-chaîne
n’est généralement pas celle d’une chaîne ayant le même nombre de segments 4.

1.2. Chaîne représentative inhomogène amorphe

Le modèle full-network classique permet de calculer un comportement de réseau
à partir de la modélisation du comportement unidirectionnel, reprise dans toutes les
directions de l’espace (modèle tridimensionnel). Nous avons donc besoin de construire
cette chaîne représentative unidirectionnelle, rendant compte à elle seule de l’inho-
mogénéité de la matière : la prise en compte de chaînes de longueurs différentes dans
un même réseau soulève la question de la gestion de leur assemblage.

Le calcul du comportement d’un ensemble de chaînes de longueurs différentes
requiert d’effectuer une hypothèse sur la façon dont elles se déforment les unes par
rapport aux autres. Celle habituellement choisie est une déformation à extension égale
(figure III.4(a)), signifiant qu’à un état de déformation global du matériau donné,
toutes les chaînes ont la même extension, respectant ainsi l’hypothèse de déformation
affine [Voigt 89]. Ce choix est surtout justifié par le développement historique des
équations qui calculent la force en connaissant l’extension. Si le principe de la fonction
réciproque est simple à imaginer, la difficulté de maniement des équations complique
toutefois l’élaboration de modèles complexes pour une déformation à force égale.

4. Les choix effectués dans cette sous-section, notamment celui d’utiliser l’expression (III.12),
ont fait l’objet de questions et discussions lors de la soutenance et il semble plus naturel d’utiliser
l
(m)
0 =

√
N (m)b. Il conviendrait cependant d’effectuer une analyse plus rigoureuse du type de celles

des chaînes en mécanique statistique.
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N1 N2 N3

λ1 = λ2 = λ3f

λ

λ2 = λ3 ; λ1 = ?

(a)

N1

N2

N3

f1 = f2 = f3λ

f

f1 = f2 = f3

(b)

Figure III.4 – Relation force-extension pour différents nombres de
segments par chaîne sous les hypothèse de déformation : (a) à exten-
sion égale, et (b) à force égale.

Cependant, la limite d’extension maximale λi,max =
√
Ni (pour des chaînes de Ni

segments) peut être très rapidement atteinte pour les chaînes les plus courtes, et
leur comportement devient problématique pour des extensions supérieures (cas de
la N1-chaîne de la figure III.4(a)). Le problème pourrait être pallié en cassant ces
chaînes ou en les supprimant, mais cette solution ne semble pas satisfaisante puisque
le caractère élastique (réversible) du comportement serait perdu.

Nous choisissons donc la deuxième possibilité de représentation, consistant à sup-
poser qu’à un certain état de déformation, toutes les chaînes subissent la même force
(figure III.4(b)) et ont par conséquent des extensions λi différentes. Cela implique
que les extensions locales ne sont plus égales à l’extension globale, supprimant ainsi
le caractère affine de la déformation à l’échelle du réseau (il le reste pour chaque
chaîne). Ce choix peut être visualisé schématiquement par des chaînes mises bout à
bout et subissant toutes la même force, égale à celle appliquée macroscopiquement
(figure III.5). Par analogie avec les associations de ressorts ou de résistances élec-

λ0 ; λi0
li0 =

√
Nib

λ ; λi
li = λili0

(a)

(b)
f

Figure III.5 – Image de chaînes mises bout à bout et subissant la
même force : (a) au repos, et (b) déformées.

triques, les chaînes sont dites « en série », par opposition au modèle de chaînes « en
parallèle » subissant la même déformation.

Aucun des deux modèles ne reflète cependant parfaitement le comportement des
chaînes dans un réseau : c’est pourquoi ce choix de déformation reste une hypo-
thèse simplificatrice, qui propose néanmoins, bien que l’idée ne soit pas nouvelle et
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qu’elle soit déjà appliquée aux réseaux bimodaux [von Lockette 02, Okumura 04],
une approche inhabituelle pour la construction d’un modèle.

La chaîne représentative inhomogène telle que nous choisissons de la représenter
se compose ainsi de chaînes ayant des nombres de segments différents mais toutes
la même force à une extension donnée. L’ensemble des chaînes de même longueur
est désigné sous le nom de population. Chacune de ces populations i (i ∈ I avec
I = {1 ; 2 ; . . . imax}) est définie par le nombre Ni de segments par chaîne y apparte-
nant et par le rapport φi (ou φ(Ni)) du nombre de chaînes dans cette population sur
le nombre de chaînes total dans le réseau (

∑
i∈I φi = 1 et il s’agit de la distribution

massique des chaînes). Appliquons une extension globale λ à cette chaîne représenta-
tive, générant une force f à calculer. Sous l’hypothèse de déformation à force égale,
si fi = f(λi, Ni), nous avons :

∀i ∈ I, fi = f , (III.13)

mais la façon de lier λ aux λi (moins naturellement définie que pour l’hypothèse de
déformation à extension égale) reste indéterminée. Il s’agit de définir une moyenne des
λi. Une solution, inspirée de von Lockette et al. [von Lockette 02], consiste à ajouter
les distances entre extrémités de chaînes comme si ces dernières étaient physiquement
en série :

λ =
l

l0
=

∑
i∈I

φiλili0∑
i∈I

φili0
=

∑
i∈I

φiλi
√
Nib∑

i∈I
φi
√
Nib

=

∑
i∈I

φiNiL

(
fib

kT

)
∑
i∈I

φi
√
Ni

= L

(
fb

kT

) ∑
i∈I

φiNi∑
i∈I

φi
√
Ni

. (III.14)

En définissant ϕi comme le rapport des distances entre extrémités de la popula-
tion des Ni-chaînes sur celui de la chaîne représentative (fraction en distance entre
extrémités) :

ϕi =
φili0
l0

=
φi
√
Nib∑

i∈I
φi
√
Nib

=
φi
√
Ni∑

i∈I
φi
√
Ni

, (III.15)

λ s’écrit finalement comme une moyenne arithmétique des λi :

λ =

[∑
i∈I

ϕi
√
Ni

]
L

(
fb

kT

)
. (III.16)

Nous pouvons en conclure que :

λ =
√

N L

(
fb

kT

)
et f =

kT

b
L −1

(
λ√
N

)
(III.17)
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avec

N =

[∑
i∈I

ϕi
√
Ni

]2

, (III.18)

dévoilant ainsi que l’expression de la force de la chaîne représentative inhomogène
est équivalente à celle d’une chaîne idéale libre (freely jointed chain) de nombre de
segments bien choisi 5 (cf. équation (III.6)). Le style calligraphié est employé dans la
suite du manuscrit pour désigner qu’un nombre de segments, qualifié de caractéris-
tique, est relatif à une chaîne représentative. Le calcul de la distance entre extrémités
de la chaîne représentative en revenant aux définitions mène à l’expression :

` = λ0`0 = λ
[∑

φi
√
Ni

]
b = λ

√
N

∑
i∈I φi

√
Ni√

N
b , (III.19)

qui nous amène à définir une nouvelle longueur de segment associée au nombre
caractéristique de segments de la chaîne représentative :

B =

∑
φi
√
Ni√

N
b (III.20)

permettant d’écrire ` = λ
√

N B. Ce segment associé à la chaîne représentative
sera appelé segment représentatif pour être différencié des segments de Kuhn si le
contexte ou la notation n’en lève pas l’ambiguité. Il n’est utilisé que pour le calcul
des distances entre extrémités et ne doit bien sûr pas remplacer b dans les expressions
(III.17).

Par ailleurs, le quotient intervenant dans l’expression de la force en tant que
variable de la fonction de Langevin inverse est important dans la suite du modèle,
notons-le λ̂ :

∀i ∈ I, λ̂i =
λi√
Ni

et λ̂ =
λ√
N

. (III.21)

Nous avons sous l’hypothèse de déformation à force égale :

λ̂1 = λ̂2 = · · · = λ̂∞ = λ̂ . (III.22)

Autrement dit, la connaissance de l’extension normalisée pour le réseau global offre
instantanément celle de chaque population, et elle constitue, avec la force, un in-
variant du réseau à un état donné. Ainsi, lorsqu’une extension λ est appliquée à la
chaîne représentative inhomogène, l’obtention des extensions locales est immédiate,
sans avoir à passer par le calcul de la force. En remarquant premièrement que λ̂i
varie entre 0 et 1 car

√
Ni = λi,max, et deuxièmement que chaque quotient ne met

en jeu que les grandeurs d’une même population (ou du réseau global pour λ̂), nous
appelons cette grandeur extension normalisée.

5. Ces expressions, ainsi qu’une autre solution de moyenne, seront décrites dans un article en
préparation et comparées à des données expérimentales sur des réseaux bimodaux (présentées en
partie à la conférence [Verron 16]). Il y est conclu que cette moyenne artihmétique des extensions
est davantage en accord avec les expériences : c’est donc cette représentation qui est choisie dans
toute la suite du modèle.
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Remarque
Il s’avère que l’expression (III.14) de l’extension globale donnée par von Lockette

[von Lockette 02] n’est, écrite ainsi, pas satisfaisante dans le cadre d’une hypothèse
de déformation à force égale. En effet, sous cette hypothèse, les extensions λi des
populations ne peuvent pas être toutes égales à l’état initial non déformé d’après
l’équation (III.22), impliquant que leur longueur à l’état non déformé lorsqu’elles sont
en série avec les autres n’est pas égale à li0 =

√
Nib. De nouveaux calculs aboutissent

aux mêmes conclusions (équations (III.15) et suivantes) et nous les utiliserons dans
la suite du manuscrit sans précision supplémentaire ici.

2. Distribution de longueurs de chaîne

La précédente construction de chaîne représentative nécessite de connaître la dis-
tribution de longueurs des chaînes la composant. La littérature délivre peu d’informa-
tions à ce sujet, et nous proposons ici de dégager des caractéristiques de l’évolution de
la distribution selon les degrés de réticulation. Pour ce faire, cette section s’oriente
davantage sur l’organisation de la matière en proposant en premier lieu un post-
traitement de données expérimentales de thermoporométrie issues de la littérature,
ainsi qu’une analyse des résultats obtenus à la lumière de grandeurs macroscopiques
connues de la littérature. Bien qu’insuffisante pour offrir des distributions pour le
modèle, celle-ci permet néanmoins dans un second temps de proposer un scénario
d’évolution de la distribution selon les degrés de réticulation faisant intervenir les
enchevêtrements de chaînes.

2.1. Analyse de données de thermoporométrie

Une mesure de calorimétrie différentielle à balayage (DSC pour Differential Scan-
ning Calorimetry) sur un matériau consiste à observer les variations d’énergie ab-
sorbées et rejetées par l’échantillon lors des transformations de phase qui s’opèrent
durant le chauffage ou le refroidissement de l’enceinte. Appliquée à un solvant empri-
sonné entre des chaînes polymères, cette observation permet d’estimer la répartition
des volumes formés entre celles-ci, en considérant que le solvant emprisonné dans
un certain volume ne peut former que des cristaux de taille équivalente. Il s’agit
précisément du principe de l’expérience de thermoporométrie, consistant donc à ré-
véler par une mesure de DSC la répartition de taille des pores d’un échantillon de
polymère après immersion dans un solvant adapté pendant quelques jours (afin de
désenchevêtrer les chaînes). L’analyse la plus classique, proposée dans un premier
temps ici, consiste à traduire cette courbe de DSC en courbe de répartition de taille
de pore grâce à l’équation de Gibbs-Thomson et à sa différentiation. Nous proposons
dans un second temps, sous différentes hypothèses, de relier ces tailles de pore aux
longueurs de chaîne du réseau polymère puis d’analyser les résultats obtenus.

Peu de données de mesures de thermoporométrie appliquées au caoutchouc natu-
rel sont disponibles dans la littérature. Nous nous basons ici sur celles de Candau et
al. [Candau 14a, Candau 16] pour quatre degrés de réticulation différents ; les valeurs



70 III. Inhomogénéité de la matière et chaîne représentative amorphe

utilisées pour leur tracé (figure III.6) nous ont aimablement été mises à disposition
par les auteurs.
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Figure III.6 – Courbes de thermoporométrie de quatre degrés de
réticulation. Données issues de [Candau 14a, Candau 16] mises à dis-
position par les auteurs.

Des données brutes de thermoporométrie à la distribution de taille de pore
L’équation de Gibbs-Thomson permet de relier la taille d’un cristal fini (appliqué

dans le cas de la thermoporométrie à la gouttelette solidifiée de solvant piégée entre
les chaînes du réseau polymère et caractérisant un pore) à sa température de fusion :

rp = −
AγslT

0
f,s

2(T 0
f,s − Tf (r))∆Hf,s

(III.23)

avec rp le rayon (ou la taille) d’une gouttelette de solvant solide, A > 0 une constante
géométrique, γsl > 0 l’énergie d’interface solide-liquide, T 0

f,s la température de fusion
du solvant solide (de taille infinie), Tf (rp) la température de fusion de la gouttelette
solide, et ∆Hf,s l’enthalpie de fusion de solvant. Cette relation indique que plus
les cristaux de solvant sont petits, plus leur température de fusion est basse. γsl
étant inconnue et A dépendant de la géométrie supposée du pore, cette équation
seule ne permet que d’obtenir une idée de l’étendue relative de la distribution (si
la courbe s’étale sur un grand domaine de températures, alors les rayons des pores
sont également très variables) : il s’agit de l’utilisation qu’en font Candau et al.
[Candau 14a, Candau 16].

Si nous connaissions la relation qui lie rp et ∆T = T 0
f,s− Tf (rp), nous pourrions,

d’après l’énergie totale nécessaire à liquéfier la totalité du solvant et l’énergie détectée
à une température donnée (courbe de DSC), en déduire la proportion en volume de
cristaux de taille rp par rapport au reste du volume. La mise en pratique de cette
idée (ici grossièrement expliquée) est rendue possible pour quelques solvants (eau,
cyclohexane, chlorobenzène et dioxane) grâce à Landry [Landry 05], qui propose une
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relation empirique simplifiée reliant ∆T et rp pour ces solvants :

∆T =
A

rp − δ
+B (III.24)

avec rp le rayon du pore, et (A,B, δ) un triplet de constantes dépendant du solvant
et du changement d’état considéré (fusion ou solidification). δ représente une mince
couche tout autour de la gouttelette qui reste liquide en raison du contact avec le
matériau testé. Est ensuite donnée dans le même article une équation liant le flux
de chaleur dQ/dT de la DSC et la quantité dVp/drp, dérivée de celle établie par
Ishikiriyama et al. [Ishikiriyama 95] :

dVp
drp

=
dQ
dt

dt
d(∆T )

d(∆T )

drp
1

m∆Hf,s(T )ρs(T )
(III.25)

avec Vp le volume total des pores, d(∆T )/dt la vitesse balayage de la DSC, m la
masse de l’échantillon (sec) du matériau poreux à tester et ρs la densité du solvant
(densité solide pour une courbe de chauffage, densité liquide pour une courbe de
refroidissement). La dérivée d(∆T )/drp est calculée à l’aide de l’équation (III.24).
La quantité dVp/drp en un point r exprime, au voisinage de ce point, la variation de
volume liquéfié (la primitive est le volume liquéfié cumulé), c’est-à-dire qu’une fois
divisée par le volume total, elle exprime au point r la fraction volumique des pores
de ce rayon. Malgré les conditions expérimentales ne répondant pas tout fait aux
précautions à prendre, telles que la vitesse de balayage de température de la DSC,
indiquées par Landry, nous tentons d’appliquer la procédure aux courbes de Candau
et al. de chauffage (donc fusion des gouttelettes solides) avec, en guise de solvant, du
cyclohexane (figure III.6) [Candau 16, Candau 14a]. Les valeurs numériques utiles
sont listées dans le tableau III.7. ∆Hf,s et ρs sont supposées dépendre de la tempé-

Variable Symbole Valeur Référence
Constante A pour la fusion A 54,265 [Landry 05]
Constante B pour la fusion B −0,0144 K [Landry 05]
Constante δ pour la fusion δ 1,48 nm [Landry 05]
Température de fusion du cyclohexane T 0

f,s 279,75 K [Landry 05]
Enthalpie de fusion du cyclohexane ∆Hf,s 31,3 J/g [Landry 05]
Densité du cyclohexane solide ρs 0,833 g/cm3 [Landry 05]
Masse sèche de l’échantillon testé m 1 g -
Vitesse de balayage d(∆T )/dt 10 K/min [Candau 14a]

Table III.7 – Valeurs numériques utilisées pour le traitement des
données de porométrie.

rature, mais faute de données, elles sont gardées constantes. La vitesse de balayage
est fournie dans la procédure expérimentale, et la masse de l’échantillon est prise
égale à 1 gramme car les courbes données sont normalisées (flux en mW/g). Nous
obtenons ainsi, à partir des courbes brutes de thermoporométrie (flux en fonction
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de ∆T ), les valeurs de dVp/drp (équation (III.25)) en fonction du rayon des pores
rp (équation (III.24)). La figure III.8 présente les résultats obtenus, qui ne sont pas
commentés ici.
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Figure III.8 – Courbes obtenues après post-traitement selon Landry
[Landry 05] des quatre courbes de thermoporométrie de Candau et
al. : dVp/drp en fonction de rp.

De la distribution de tailles de pore à la distribution de longueurs de
chaîne

Toute la difficulté réside à présent dans l’établissement d’une définition pertinente
de la relation entre les rayons des pores et les chaînes qui les constituent, et cette
question, non abordée dans la littérature à notre connaissance, est trop complexe
pour en proposer une solution aboutie ici. Nous supposons donc simplement que le
diamètre de chaque pore correspond à la distance entre extrémités d’une seule chaîne
(déformée) 6, et présentons les calculs avec les hypothèses de déformation à extension
égale, puis à force égale.

Pour cela, il est tout d’abord nécessaire de connaître les valeurs du taux de
gonflement Q de chaque échantillon. Celui-ci dépend du degré de réticulation et du
solvant utilisé ; ces dépendances sont exprimées à l’aide de l’équation de Flory-Rehner

6. Quel que soit le type de déformation choisi, l’hypothèse de distance entre extrémités de chaîne
équivalente au diamètre est très simplificatrice et insuffisamment justifiée. Une autre idée serait de
considérer le rayon de gyration des chaînes, mais étant propotionnel à la distance entre extrémités
des chaînes, il donnerait en fin de compte la même distribution à un facteur 1/6 près pour les
distances entre extrémités. Il serait encore possible d’assimiler les volumes des pores aux volumes
exclus des chaînes, mais cette représentation serait en contradiction avec notre modèle choisi de
chaînes idéales.

Ceci étant dit, si le nombre de chaînes reliées par un même point de réticulation est de 4 (fonc-
tionnalité du point de réticulation), alors l’image d’un pavage irrégulier d’hexaèdres dans l’espace
semble raisonnable, permettant alors d’approximer le diamètre du pore à la distance entre extrémi-
tés de la chaîne (déformée). Un modèle plus fin (mais qui semble complexe) pourrait approximer le
réseau formé par des trapézoèdres trigonaux dont les arêtes auraient les distances entre extrémités
des chaînes.
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suivante [Flory 43] :

− [ln(1− v2) + v2 + χv2
2] = νV1

(
v

1/3
2 − 2v2

fr

)
(III.26)

avec v2 = Q−1 la fraction volumique du caoutchouc dans le mélange, χ le paramètre
d’interaction polymère/solvant, ν la densité de chaînes dans le réseau, V1 le volume
molaire du solvant, et finalement fr la fonctionnalité des enchevêtrements (prise égale
à 4 pour un réseau tétrafonctionnel). Cette relation fait l’hypothèse de déformation
affine. James et Guth [James 43] ont ensuite montré que l’hypothèse d’un réseau
fantôme donne de meilleurs résultats :

− [ln(1− v2) + v2 + χv2
2] = νV1

(
1− 2

fr

)
v

1/3
2 , (III.27)

et le modèle de Flory-Erman [Flory 82, Erman 82] propose une constante supplé-
mentaire pour interpoler les deux équations. Nous nous contentons ici de calculer
les deux puis d’en faire une moyenne, sachant que l’effet de la différence est assez
limité par rapport aux erreurs faites avec les autres hypothèses. N’ayant pas ac-
cès aux taux de gonflement au cyclohexane, nous les avons recalculés à partir des
données de densité de réticulation données par Candau obtenues par essais de gon-
flement au toluène : connaissant ν, les données pour le cyclohexane χcyclo = 0,2 et
V1,cyclo = 108,1 cm3/mol permettent de déduire numériquement v2,cyclo puis son in-
verse Qcyclo pour chaque densité de réticulation. Les valeurs obtenues sont données
dans le tableau III.9.

NR0.4 NR0.8 NR1.2 NR1.6

ν (en 10−4 mol/cm3) 0,46 0,99 1,42 1,76
Nmoy équivalent 155,8 71,4 49,8 40,21
Qcyclo déduit (affine) 13,04 8,61 7,15 6,40
Qcyclo déduit (fantôme) 18,28 11,86 9,68 8,57

Table III.9 – Densité de chaînes ν obtenues par essais de gonflement
au toluène fournies par Candau dans la référence [Candau 14a] pour
chaque échantillon, et taux de gonflement Qcyclo déduit pour chacun
d’entre eux avec l’hypothèse d’un réseau affine et fantôme.

Nous avons ensuite le choix de considérer que dans le matériau gonflé, les chaînes
se déforment à extension égale ou à force égale. Si les chaînes ont toutes la même
extension, celle-ci est égale à Q1/3 (déformation macroscopique). La distance entre
extrémités d’une N -chaîne d’extension λ est l = λ

√
Nb avec b la longueur d’un

segment, donc après gonflement les chaînes ont une distance entre extrémités de
l = Q1/3

√
Nb. En supposant que les diamètres des pores soient celles des chaînes

à l’équilibre étendues sous l’effet du gonflement, nous souhaitons avoir 2rp = l =
Q1/3

√
Nb, d’où également :

dVp
dN

=
dVp
drp

drp
dN

=
dVp
drp

Q1/3b

4
√
N

(III.28)
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et obtenons ainsi finalement une distribution volumique (non normalisée) du réseau
réticulé. Si la déformation est à force égale dans un réseau gonflé dont le nombre
caractéristique de segments de chaîne est N , nous avons λN/

√
N = Q1/3/

√
N avec

λN l’extension associée à une N -chaîne (et Q1/3 l’extension générale du réseau).
La valeur de N est a priori non calculable ici en l’absence de connaissance de la
distribution. Nous pouvons cependant écrire la relation suivante :

2rp = λN
√
Nb =

Q1/3Nb√
N

(III.29)

en assimilant les diamètres des pores aux distances entre extrémités des chaînes
déformées, d’où la distribution volumique (non normalisée) :

dVp
dN

=
dVp
drp

drp
dN

=
dVp
drp

Q1/3b

2
√

N
. (III.30)

La valeur de
√

N a peu d’importance pour dVp/dN car elle n’est qu’un coefficient
de proportionnalité qui laisse la distribution inchangée. En revanche, sa connaissance
est davantage nécessaire dans le calcul de N(rp) : à défaut de pouvoir la calculer,
nous utilisons (effectuant ainsi une grossière approximation) les valeurs moyennes
expérimentales obtenues à partir de ν (les valeurs sont indiquées dans le tableau
III.9) 7.

Analyse des résultats obtenus
La figure III.10 présente les distributions volumiques obtenues pour chacune des

deux hypothèses. Comme pour les résultats de rayons de pore de la figure III.8,
la courbe du NR0,4 semble être légèrement bimodale, puis les valeurs se concentrent
vers de plus faibles longueurs de chaîne (rayons de pore) avec une séparation nette de
deux pics. La similarité des résultats de la figure III.10(a) avec les courbes proposées
par Candau (figure III.11 reproduite d’après [Candau 14a]) sont rassurants dans
la mesure où l’hypothèse de déformation à extension égale est effectuée pour leur
obtention. Afin de mieux évaluer les évolutions selon le degré de réticulation (quantité
de soufre), la figure III.12 propose une interpolation rudimentaire des distributions
massiques obtenues avec l’hypothèse de déformation à force égale entre 0,4 et 1,6
pcc, consistant simplement à interpoler linéairement entre les valeurs de Mchaîne

7. Une autre possibilité est de calculer les ((Nprovi
i )i∈I) à un facteur multiplicatif près noté α

(égal à
√

N ), puis une fois les distributions ((Vi)i∈I) et ((Pi)i∈I) obtenues, trouver α tel que :

α
∑
i∈I

PiN
provi
i = Nmoy (III.31)

avec Nmoy les valeurs moyennes expérimentales. Ceci permet finalement de déduire ((Ni)i∈I), égal
à ((αNprovi

i )i∈I). Le problème rencontré pour effectuer cela est que les données expérimentales, une
fois converties de rp en N , fournissent des points d’une distribution qui s’étend vers l’infini sans que
l’on puisse déterminer où elle doit s’arrêter, et que les valeurs de N sont irrégulières (très espacées
pour les grandes valeurs de N), rendant le calcul d’une moyenne très approximatif.
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Figure III.10 – Distributions en volume obtenues pour les quatre
courbes expérimentales de thermoporométrie pour les hypothèses de
déformation à extension égale (a) et à force égale (b).
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Figure III.11 – Distributions obtenues par Candau. « Distribution de
la masse moléculaire des chaînes impliquées dans les différentes po-
pulations de cristallites pour différents matériaux : NR0,8 (ronds),
NR1,2 (losanges) et NR1,6 (triangles) ». D’après le chapitre 12 de
[Candau 14a].

issues du même rp. La figure III.12(a) représente quelques-unes des courbes (pour
tous les 0,1 pcc de soufre) montrant l’évolution de la distribution et de ces pics, et
est colorée sur la figure III.12(b) qui présente les mêmes courbes sous un autre angle,
servant de légende aux couleurs utilisées sur la figure III.12(c) reprenant finalement
les mêmes données mais mettant plus en évidence les masses molaires des pics. Sans
trop s’attarder sur la pertinence de cette méthode 8, les résultats permettent dans une

8. Le principal problème observé est le traitement entre les deux pics aux faibles valeurs de rp
entre les courbes du NR1,2 et du NR1,6, car si le pic du NR1,6 est à rpic, dV/dr(rpic) = 0. Une
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Figure III.12 – Vues de l’interpolation des distributions massiques
obtenues à partir des quatre courbes expérimentales de thermoporo-
métrie pour l’hypothèse de déformation à force égale.

première approche de visualiser une évolution approximative de la distribution. Nous
y observons en effet l’apparition d’un premier pic marqué de sommetMchaîne ≈ 8 000
g/mol (« pic II ») dès 0,4 pcc de soufre (l’apparition est davantage visible sur la figure
III.10(b) qui montre un deuxième maximum autour de 14 000 g/mol qui semble être
« effacé » par l’apparition du pic II), puis celle d’un deuxième pic (« pic I ») de
sommet Mchaîne ≈ 3 000 g/mol autour de 0,8 pcc de soufre. De façon plus générale,
ceci se traduit par une concentration de la distribution vers les faibles valeurs de
masse molaire observable par la zone bleue, notamment entre 0,4 et 1 pcc de soufre,
avec un fort ralentissement de l’évolution au-delà de 0,8 ou 1 pcc de soufre.

Dans le but de mettre ces évolutions en parallèle des masses molaires caractéris-
tiques connues de la littérature, revenons un instant à la figure I.2 du chapitre de
l’état de l’art, dont la figure III.13 reprend partiellement les données. Les valeurs
expérimentales de masse molaire moyenne du réseau obtenues par Candau et al.
[Candau 14a, Candau 16] y sont représentées en cercles (pleins pour les mesures par

interpolation moins élémentaire devrait permettre de relier les maximums des deux graphes.
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Figure III.13 – Tendance générale de l’évolution des degrés de réti-
culation (issus de la figure I.2) selon la quantité de soufre, découpée
en trois zones. Sont indiquées les zones de masses molaires critiques
(Mc) et d’enchevêtrements (Me), ainsi que la masse molaire optimale
de Chenal et al. [Chenal 07a].

essais mécaniques et vides pour ceux par essais de gonflement), tandis que les autres
points sont grisés. La tendance globale peut être découpée en trois parties (séparées
par des pointillés), une première où la diminution de masse molaire moyenne est
rapide, une deuxième où elle ralentit, puis une troisième où elle peut être qualifiée
d’asymptotique. De plus, nous avons indiqué en zones horizontales rouges les zones
des valeurs de masses molaires critique Mc (entre 6 000 et 7 000 g/mol) et d’enche-
vêtrements Me (3 000 à 3 500 g/mol) 9. La ligne horizontale à Mchaîne = 7 000 g/mol
indique la valeur donnée par Chenal et al. [Chenal 07a] comme valeur moyenne opti-
male pour la cristallisation. Celle-ci correspond au NR0,8, indiqué également comme
le plus apte à cristalliser [Candau 14a]. La similarité de l’évolution des degrés moyens
de réticulation de la figure III.13 (indiquée par la zone grisée) avec celle de la concen-
tration de la distribution vers les faibles valeurs de masse molaire de la figure III.12(c)
(zone bleue) nous incline à y reporter toutes ces grandeurs caractéristiques (figure
III.14(a)), ainsi que sur les courbes de distribution massique des quatre échantillons
(obtenues avec l’hypothèse de déformation à force égale) sur la figure III.14(b). Nous
en relevons les points suivants.

– Pour le NR0,4, le sommet de sa distribution se situe autour de Mc, et un
deuxième maximum (davantage visible sur la distribution en volume III.10(b))
existe autour de 2Mc.

9. Présentées à la page 27, Mc indique la masse molaire moyenne d’un réseau à laquelle est
observée un changement de comportement rhéologique (d’où l’appellation « critique »), et Me la
masse molaire des sous-chaînes entre deux enchevêtrements, déduite par Me = Mc/2.
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Figure III.14 – (a) Superposition des masses molaires caractéristiques
et de la figure III.12(c), et (b) les mêmes grandeurs sur les quatre
courbes de post-traitement de thermoporomérie (b). Les distributions
sont celles massiques obtenues par l’hypothèse de déformation à force
égale. Les cercles vides indiquent les valeurs de réticulation moyenne
obtenues par Candau et al. [Candau 14a, Candau 16] par essais de
gonflement, les cercles pleins par essais mécaniques.

– Le pic I (des plus faibles valeurs de longueur de chaîne) apparaît lorsque le
degré de réticulation moyen du réseau atteint la masse molaire critique Mc.

– La valeur optimale de la cristallisation proposée par Chenal et al. [Chenal 07a]
correspond approximativement au NR0,8 (comme le dit Candau [Candau 14a]),
et cette quantité de soufre semble précéder l’apparition du pic I.

– Entre le NR0,8 et le NR1,2, les chaînes tendent vers des longueurs comprises
entre Mc et Me.

– Entre le NR1,2 et le NR1,6, la quantité de chaînes autour du pic II se met à
augmenter fortement par rapport au pic I.

– Les courbes interpolées portent à croire que le pic II tend à s’approcher du pic
I de 1,2 à 1,6 pcc de soufre et que cette lente approche constitue un régime
asymptotique.

2.2. Influence du degré de réticulation sur la distribution

À la lumière de ces observations, nous proposons ici un scénario de l’évolution de
la matière pour des degrés de réticulation croissants. Soit tout d’abord l’ensemble des
contraintes topologiques d’un réseau de chaînes, défini comme l’ensemble des points
de réticulation et des enchevêtrements. Il est possible de calculer toutes les distances
entre deux contraintes topologiques (non nécessairement successives) reliées par des
chaînes. L’ensemble des distances reliant deux points de réticulation est appelé ici
réseau réticulé, l’ensemble des distances reliant deux points d’enchevêtrement suc-
cessifs réseau I d’enchevêtrements, et l’ensemble des distances égales au double de
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celles du réseau serré (i.e. les distances reliant deux points d’enchevêtrement séparés
par un troisième) réseau II d’enchevêtrements 10 (figure III.15). Il serait possible de

Réseau réticulé Réseau II
d’enchevêtrements

Réseau I
d’enchevêtrements

Réseau de chaînes

Figure III.15 – Décomposition du réseau de chaînes à différents ni-
veaux.

continuer à définir des réseaux d’enchevêtrements de plus en plus lâches. Un réseau
d’enchevêtrements est dit activé si certains de ses points appartiennent au réseau ré-
ticulé (i.e. si les points d’enchevêtrement agissent comme des ponts de réticulation)
et passif sinon 11.

La figure III.16 illustre le scénario proposé. Les rectangles successifs sont diffé-
rentes étapes de l’organisation de la matière lorsque le degré de réticulation augmente,
et représentent en abscisse les longueurs de chaîne et en ordonnées leur quantité 12.
Sont également indiquées les valeurs de Me, Mc et 2Mc par des lignes verticales. Les
réseaux I et II d’enchevêtrements ainsi que le réseau réticulé y sont systématique-
ment dessinés (ces réseaux sont respectivement situés des plus faibles vers les plus
grandes valeurs de Mchaîne, soit de gauche à droite). Les réseaux d’enchevêtrements
désactivés sont représentés en ligne semi-tiretée verte, et tiretée rouge après activa-
tion. Le réseau réticulé reste en ligne continue bleue. Les pictogrammes à gauche des

10. Une distance qui peut être être divisée comme somme de distances plus courtes n’est pas
exclue. Il s’agit en fait de considérer l’ensemble des distances créées par les contraintes topologiques
et d’en définir des sous-ensembles.
11. Sous cette définition se cache la volonté de décrire le fait que plus un enchevêtrement est

« coincé » entre des points de réticulation proches, plus il devient détectable (par les essais méca-
niques ou de gonflement), et qu’il est sinon « fluctuant ».
12. Les hauteurs des courbes représentées sont données approximativement pour une meilleure

visualisation, mais les sous-ensembles n’ayant pas une intersection nulle entre elles, la comparaison
des hauteurs les unes par rapport aux autres n’a pas de sens ; la représentation de la courbe du
réseau réticulé est, en ce sens, à voir indépendamment de celles des enchevêtrements.
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Figure III.16 – Scénario proposé d’évolution de l’organisation du ré-
seau à des degrés de réticulation croissants (du haut vers le bas). Sont
représentés le réseau réticulé (croix et ligne continue), les réseaux I et
II, désactivés (cercles et ligne verte semi-tiretée) ou activés (losanges
et ligne rouge tiretée), et la courbe observée par thermoporométrie
(ligne pointillée).

rectangles représentent une chaîne et ses contraintes topologiques : les croix (bleues)
sont les points de réticulation, les cercles (verts) les points d’enchevêtrement passifs,
et les losanges (rouges) les points d’enchevêtrement actifs. Décrivons à présent cha-
cune des étapes en les mettant notamment en parallèle avec les évolutions observées
sur les figures III.14(a) et III.14(b) que nous cherchons à expliquer.

– À la première étape, à faible degré de réticulation, les deux réseaux d’enchevê-
trements sont passifs car le réseau réticulé est très lâche (Mchaîne > 2Mc) 13.

– À l’étape suivante (Mchaîne ≈ 2Mc), la courbe bleue du réseau réticulé atteint le
réseau II d’enchevêtrements et l’active. Les réseaux d’enchevêtrements glissent
petit à petit vers de plus faibles valeurs de masse molaire car le réseau devient
plus serré par la réticulation.

13. À des degrés de réticulation plus faibles, le réseau bleu peut avoir des masses molaires beau-
coup plus grandes que les proportions représentées sur la figure (cf. courbe de Tanaka et al. de
la figure I.3). D’après la courbe de Steenbakkers et al. (figure I.4), les chaînes pour lesquelles les
longueurs entre deux points d’enchevêtrement commencent à décroître de façon plus marquée sont
de longueur comprise entre 4Mc et 10Mc (bien qu’il soit difficile d’estimer une zone précise où la
diminution est plus marquée).
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– Au stade suivant, les réseaux se resserrent davantage et le réseau I est activé
(Me < M < Mc).

– Dans la quatrième situation, le réseau réticulé « consume » entièrement les
points du réseau II : les changements sont peu visibles et le régime peut être
qualifié de stationnaire.

– Ceci nous amène à la dernière étape où le réseau réticulé consume petit à petit
les points restant du réseau I : il s’agit de la partie asymptotique de la courbe
III.13 (Mchaîne →Me).

En pointillés noirs sont schématisées les courbes approximatives observées par la
thermoporométrie (à comparer à celles de la figure III.14(b)), en faisant l’hypothèse
que cette méthode de mesure perçoit uniquement les réseaux actifs. Si la méthode
par essai mécanique prend davantage en compte les réseaux statiquement inactifs
que pour la thermoporométrie, le scénario proposé explique bien les différences de
résultats obtenus de masse molaire moyenne par les deux méthodes (figure III.13).
Pour finir, le degré optimal de réticulation pour la cristallisation indiquée par Chenal
et al. [Chenal 07a] est la zone précédant l’activation du réseau I : le réseau est à son
meilleur équilibre dans la compétition entre le nombre de chaînes actives (permettant
que les chaînes soient davantage déformées) et l’espace autorisé (pour la liberté de
mobilité des chaînes et pour la place autorisée à la formation de cristallites).

Conclusion

L’inhomogénéité de la matière se traduit par une distribution de longueurs de
chaîne, dont l’évolution selon le degré de réticulation semble fortement liée aux en-
chevêtrements et aux grandeurs associées d’après les résultats du post-traitement de
données de thermoporométrie. Bien que le scénario proposé permette de mieux cerner
les mécanismes en jeu aux différents taux de réticulation et d’expliquer l’existence
d’un degré optimal de cristallisation, il n’offre pas de distribution de longueurs de
chaîne et d’enchevêtrement simple d’utilisation pour un modèle. Elles sont pourtant
nécessaires à l’élaboration d’une chaîne représentative pour le modèle full-network
puisque des chaînes de longueurs différentes y sont prises en compte. Chacune de ces
chaînes est modélisée classiquement comme une chaîne idéale libre, et, dans la chaîne
représentative, y sont déformées à force égale. Elles peuvent par ailleurs être partielle-
ment cristallisées mais la cristallisation n’est, à ce stade, pas encore prise en compte :
les deux chapitres suivants abordent successivement les aspects thermodynamiques
de la cristallisation et de la fusion, puis la prise en compte de l’hétérogénéité due à
la présence des deux phases cristalline et amorphe.





Chapitre IV

Thermodynamique de cristallisation et de fusion

Introduction

Ce chapitre aborde les aspects thermodynamiques du modèle en adaptant les
théories classiques de cristallisation et de fusion à un matériau réticulé déformé.
La première section concerne la cristallisation et s’intéresse tout d’abord à quelques
caractéristiques de la cristallisation sous tension qui serviront d’hypothèses pour le
modèle, puis sur la théorie classique de germination, adaptée à la géométrie de germe
considérée ici. Les valeurs des énergies d’interface sont ensuite discutées, avant de
proposer des critères de cristallisation dans un réseau enchevêtré. La taille finale après
croissance de cristallites ainsi formées est finalement établie. La deuxième section dé-
crit les formulations liées à la fusion des cristallites. Après avoir rapidement rappelé
la théorie classique, les expressions des températures de fusion sont explicitées, avant
d’en voir les équivalences avec la déformation du matériau. Les conditions de cris-
tallisation et de fusion sont finalement résumées et appliquées au réseau inhomogène
du présent modèle.

Le contenu des sections 1.1 et 1.3 se trouvent également dans l’article de la
référence [Gros 15], où sont également précisés les procédures expérimentales, les
rappels théoriques et une discussion finale non présentée ici. Cet article est le fruit
du travail initié lors d’un séjour d’un mois effectué à l’Institute of Chemical Research
de l’université de Kyoto dans le cadre d’une collaboration avec le professeur Tosaka.

1. Cristallisation dans un réseau homogène

1.1. Cinétique de cristallisation sous tension

Voici pour commencer, quelques résultats expérimentaux 1 permettant de justifier
la prise en compte de la germination pour l’étude de la cristallisation sous tension. La
cristallisation induite par la déformation de trois matériaux contenant des quantités
de soufre différentes est observée par diffraction des rayons X aux grands angles
(WAXD). Les procédures expérimentales sont précisées dans la référence [Gros 15].
Le tableau IV.1 indique les noms des matériaux testés, leur quantité de soufre et leur

1. Ces expériences n’ont pas été effectuées dans le cadre de ma thèse et les données ont été
fournies par le professeur Tosaka. La procédure expérimentale est précisée en annexe B.
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Échantillons Soufre (pcc) Densité de chaînes (m−3)
NR-S1.125 1.125 5.03×1025

NR-S2.25 2.25 8.41×1025

NR-S4.5 4.5 12.5×1025

Table IV.1 – Noms, quantités de soufre et densités de chaînes actives
des échantillons.

densité de chaînes actives, ces dernières étant obtenues de façon classique à partir
des essais de traction de la figure IV.2 (vitesse de déformation de 25 mm/min).
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Figure IV.2 – Courbe de contrainte-déformation (σ-λ) pour les trois
degrés de réticulation testés.

Les figures IV.3 et IV.4 présentent les résultats d’observation par WAXD des
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Figure IV.3 – Résultats de WAXD de cristallisation sous tension
[Gros 15] : (a) évolution de la taille de cristallite L200 dans le temps,
et (b) relation entre la taille moyenne de cristallite et la densité de
chaînes ν.
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Figure IV.4 – Résultats de WAXD de cristallisation sous tension
[Gros 15] : relation entre l’indicateur de taux de cristallisation Isum et
de l’extension.

échantillons à une extension donnée après une déformation rapide (vitesse de défor-
mation de 1 000 mm/min) et 14 secondes de relaxation. D’après les figures IV.3(a)
et IV.3(b), les dimensions de cristallite varient très peu dans le temps pour une
extension conservée constante, et les tailles moyennes diminuent lorsque la densité
de réticulation augmente. Ces observations permettent de faire l’hypothèse qu’un
germe se formant dans le matériau atteint très rapidement sa taille maximale, celle-
ci étant limitée par l’espace disponible entre les contraintes topologiques (points de
réticulation et enchevêtrements) : le taux de cristallisation peut donc être supposé
proportionnel au taux de germination. De plus, son indicateur Isum [Gros 15], tracé
en fonction de l’extension sur la figure IV.4, montre qu’il dépend peu de la densité de
réticulation (les évolutions de Isum sont similaires pour les trois matériaux considé-
rés) dans les domaines de déformation et de vitesse de déformation étudiés, et que la
relation entre le taux de cristallisation et l’extension y est linéaire. Ces observations
expérimentales (déjà faites par Tosaka et al. [Tosaka 12]) permettent finalement de
supposer que la relation entre le taux de germination et l’extension est linéaire dans
ces domaines.

Ces observations nous encouragent à nous intéresser à l’utilisation de la théo-
rie de germination, développée dans la section suivante, dans la modélisation de la
cristallisation sous tension.

1.2. Théorie de germination

Nous présentons dans cette section la théorie classique de germination homogène
– fortement liée à la cristallisation comme indiqué précédemment – de façon très géné-
rale. Elle ne fait nulle part explicitement mention de la question de la morphologie des
cristallites, qui fera l’objet de la section suivante. La première partie la plus classique
est détaillée dans tout ouvrage de cristallisation de polymères ; ceux de Mandelkern
[Mandelkern 02, Mandelkern 04] ou Hoffman et al. [Hoffman 76] par exemple. La
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généralisation à une géométrie parallélépipédique quelconque de la deuxième partie,
bien qu’assez classique, permet de démontrer une proportionnalité (connue) qui nous
intéresse. La prise en compte explicite de la déformation dans l’entropie, moins sou-
vent traitée dans les ouvrages et détaillée dans une troisième partie, est initiée par
Flory dans son modèle de cristallisation sous tension [Flory 47].

Théorie classique de germination homogène
Lorsqu’un germe se forme par fluctuation de chaînes dans un matériau amorphe

homogène, sa taille détermine son devenir : le germe se dissout s’il est trop petit ou
poursuit sa croissance s’il est suffisamment grand. Cette condition de taille s’exprime
au travers de l’expression de la variation d’énergie libre de Gibbs (encore appelée
enthalpie libre) associée à la transformation de phase (fusion d’une cristallite) : par
convention, la transformation vers une phase amorphe est favorisée si la variation est
positive, et à l’inverse, le processus de cristallisation est favorable si elle est négative.
Cette variation d’énergie pour un germe cristallin dans un matériau homogène (sans
impureté) s’écrit :

∆G = Aγ − V∆Gf (IV.1)

avec A l’aire de l’interface amorphe/germe, γ l’énergie libre d’interface associée,
V le volume de la cristallite et ∆Gf l’enthalpie libre « volumique » de fusion de la
phase cristalline (l’indice f est choisi pour désigner à la fusion). Le premier terme
Aγ, surfacique, est positif et s’oppose à la création du germe en augmentant ∆G. Le
second terme, volumique, prend en considération la réduction d’énergie libre pour
un volume de matériau transformé depuis l’amorphe vers une phase cristalline et
constitue, à condition que −∆Gf < 0, la force motrice de création du germe (fi-
gure IV.5(a)). Ces deux contributions à l’énergie de fusion, l’une défavorable à la
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∆G
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Figure IV.5 – (a) Compétition entre les termes surfaciques et vo-
lumiques de l’enthalpie libre associée à la fusion d’un germe, et (b)
barrière d’énergie en résultant.

cristallisation (création de surfaces) et l’autre favorable sous certaines conditions,
déterminent l’existence et la stabilité du germe.
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Cette théorie de germination homogène ne prend pas en compte la présence d’hé-
térogénéités dans le matériau (impuretés, cristaux ou autre phase) constituant des
interfaces sur lesquelles pourraient se greffer les germes. L’existence de ces interfaces
a pour effet une diminution de l’enthalpie libre, prise en compte dans le cadre de
la théorie de germination dite hétérogène. Elle n’est pas étudiée ici mais serait inté-
ressante à considérer pour expliquer la différence de comportement de cristallisation
entre le caoutchouc naturel (contenant des impuretés naturelles) et le polyisoprène
synthétique, connu pour moins cristalliser.

Il est à présent nécessaire de définir une géométrie de germe pour expliciter l’ex-
pression de ∆G. Pour une gouttelette liquide dans du gaz par exemple, la géométrie
de la phase créée est sphérique, γ peut être considéré constant sur toute l’interface et
le terme Aγ est facile à calculer. Pour un germe d’un matériau polymère en revanche,
les énergies d’interface varient en fonction des surfaces considérées (latérales ou nor-
males aux chaînes) – le repliement des chaînes requiert notamment plus d’énergie.
Considérons donc un germe parallélépipédique, de dimensions L1, L2 et L3 avec L1

la taille dans la direction des chaînes (hauteur du germe ou de la cristallite). Nous
choisissons dans un premier temps L2 = L3. L’enthalpie libre s’écrit alors :

∆G = 2(L2 + L3)L1γl + 2L2L3γe − L1L2L3∆Gf (IV.2)

avec γl l’énergie libre des surfaces latérales (généralement notée γ dans la littérature),
γe celle des surfaces normales à la direction des chaînes (end surfaces en anglais).
L’expression de ∆Gf , ne dépendant ici que du matériau et non des dimensions du
germe, sera explicitée plus loin (p.89). À faible vitesse de déformation, les cristallites
apparaissent lorsqu’elles franchissent la barrière énergétique due à la compétition des
termes surfaciques et volumiques (figure IV.5(b)). Cette barrière, atteinte aux tailles
dites critiques et notées L∗1, L∗2 et L∗3, est calculée à l’aide des dérivées partielles,
définies sur R, qui doivent être simultanément nulles par rapport à ces variables :

∀k ∈ {1, 2, 3}, ∂∆G

∂Lk

∣∣∣∣
Lk=L∗k

= 0 . (IV.3)

La résolution du système d’équations mène aux expressions des tailles critiques sui-
vantes : 

L∗1 =
4γe

∆Gf

L∗2 = L∗3 =
γl
γe
L∗1 =

4γl
∆Gf

.
(IV.4)

Les énergies d’interface étant positives, il est clair que ∆Gf doit être strictement
positif pour que ces tailles soient à la fois définies et physiquement acceptables.
L’expression de la barrière énergétique à franchir est finalement :

∆G∗ =
32γ2

l γe
∆G2

f

. (IV.5)
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Généralisation à une géométrie parallélépipédique quelconque
Sachant par les résultats expérimentaux que L2 6= L3, nous proposons ici de ne

plus effectuer l’hypothèse d’égalité et de considérer un parallélépipède aux dimensions
L1, L2, L3 indépendantes les unes des autres (L1 est toujours la dimension dans l’axe
des chaînes). Nous avons alors :

∆G = 2L2L3γ1 + 2L1L3γ2 + 2L1L2γ3 − L1L2L3∆Gf (IV.6)

avec γk l’énergie d’interface associée à la surface normale à la direction k (k ∈
{1, 2, 3}). Du calcul des dérivées par rapport à L1, L2 et L3 et de la recherche
des points auquels elles s’annulent simultanément (de façon similaire à la section
précédente) résulte le système d’équations suivant :

2L∗2γ3 + 2L∗3γ2 − L∗2L∗3∆Gf = 0

2L∗1γ3 + 2L∗3γ1 − L∗1L∗3∆Gf = 0

2L∗1γ2 + 2L∗2γ1 − L∗1L∗2∆Gf = 0

. (IV.7)

En supposant que L∗1, L∗2 et L∗3 sont non nuls (sans quoi le germe est inexistant),
nous obtenons un système équivalent :

γ1

L∗1
+
γ2

L∗2
=

∆Gf
2

γ1

L∗1
+
γ3

L∗3
=

∆Gf
2

γ2

L∗2
+
γ3

L∗3
=

∆Gf
2

(IV.8)

qui fournit :
γ1

L∗1
=
γ2

L∗2
=
γ3

L∗3
=

∆Gf
4

. (IV.9)

Si la résolution du système du paragraphe précédent fournissait de façon intuitive la
proportionnalité des tailles avec les énergies d’interface qui leur sont normales, elle
est ici clairement mise en évidence. Cette proportionnalité est en fait stipulée par
le théorème de Gibbs-Wulff [Wulff 01]. Cela implique également que si les énergies
d’interface sont données, les ratios des tailles entre elles restent inchangées quelles
que soient les déformations et les températures (si L∗2 et L∗3 sont deux fois plus petites
que L∗1 dans une certaine condition, elles le seront systématiquement), et que ce ratio
est égal à celui des énergies d’interface (γ1 : γ2 : γ3 = L∗1 : L∗2 : L∗3). Il en résulte
qu’une fois les énergies d’interface fixées, une seule des trois dimensions est à calculer
pour que le reste en découle.

Par résolution du système, nous obtenons les expressions des tailles critiques :

L∗1 =
4γ1

∆Gf
, L∗2 =

4γ2

∆Gf
et L∗3 =

4γ3

∆Gf(
soit L∗k =

4γk
∆Gf

pour k ∈ {1, 2, 3}
)
. (IV.10)
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qui restent parfaitement en accord avec les résultats de la section précédente. Si L∗1
est pris comme référence, avec γ1, γ2 et γ3 connus, nous avons :

L∗1 =
4γ1

∆Gf
, L∗2 =

γ2

γ1
L∗1 et L∗3 =

γ3

γ1
L∗1 . (IV.11)

L’expression de la barrière énergétique à franchir est finalement :

∆G∗ =
32γ1γ2γ3

∆G2
f

. (IV.12)

Expression de ∆Gf

L’enthalpie libre de fusion de la phase cristalline ∆Gf représente la différence
entre l’enthalpie libre de la phase cristalline et de l’amorphe par unité de volume de
phase cristalline. Elle est définie comme suit :

∆Gf = ∆H − T∆S (IV.13)

avec T la température, ∆H et ∆S les changements d’enthalpie et d’entropie durant
la transformation. L’enthalpie de fusion, supposée indépendante de la déformation
et des longueurs de chaîne, sera notée ∆Hf . La variation d’entropie doit quant à
elle inclure celles dues à la cristallisation et à la déformation des chaînes. En effet,
lorsqu’une chaîne est étirée, son entropie diminue (par perte de nombre de configura-
tions possibles dans l’espace, en revenant à la définition de l’entropie de la chaîne) ; la
figure IV.6 schématise les conventions de signe et l’effet favorable de la déformation

λ Déformation

Sc

Sam(λ)

Sam(1)
λ = 1

∆S(λ)

Sam ∆Sdef(λ)

∆Sc

Désordre

Ordre

Figure IV.6 – Changement d’entropie selon l’extension λ.

sur le changement de phase. Nous avons donc :

∆Gf = ∆Hf − T (∆Sf + ∆Sdef(N,λ)) (IV.14)

avec ∆Sf l’entropie de fusion d’un matériau non déformé et ∆Sdef la variation
d’entropie associée au passage de l’état non déformé à l’état déformé d’extension λ
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pour un matériau constitué de N -chaînes (∆Sdef(N,λ) = S(N,λ) − S(N, 1)). Par
définition,

∆Sf =
∆Hf

T 0
f

(IV.15)

avec T 0
f la température de fusion d’un cristal parfait infini pour un matériau non

déformé, d’où :

∆Gf =
T 0
f − T
T 0
f

∆Hf − T∆Sdef(λ) =

(
1− T

T 0
f

)
∆Hf − T∆Sdef(N,λ) (IV.16)

où ∆Sdef, dépendant du réseau et ainsi de la longueur des chaînes, de la densité
de chaînes et de l’extension, peut être exprimée à partir d’un modèle statistique de
chaînes. L’expression de ∆Gf incorporée dans celles des tailles critiques (IV.10) et
(IV.11) aboutit finalement à :

L∗1 =
4γ1(

1− T
T 0
f

)
∆Hf − T∆Sdef(N,λ)

L∗2 =
4γ2(

1− T
T 0
f

)
∆Hf − T∆Sdef(N,λ)

=
γ2

γ1
L∗1

L∗3 =
4γ3(

1− T
T 0
f

)
∆Hf − T∆Sdef(N,λ)

=
γ3

γ1
L∗1

. (IV.17)

Il est important de garder à l’esprit que ces expressions ne sont définies et physi-
quement acceptables que si le dénominateur ∆Gf (N,λ, T ) est strictement positif.
La figure IV.7 donne l’allure de ces tailles critiques en fonction de l’extension, et

Extension λ

L
∗
(Å

)

1 7 14
0

200

400

600 0.045
0.035
0.025
0.015
0.005

Figure IV.7 – Influence de l’extension λ et des énergies d’interface
γ sur les tailles critiques (calculées avec les paramt̀res N = 200, T =
20 ◦C. γ varie de 0,005 à 0,035 J/m3.

l’observation de la forte influence des valeurs de γ sur la taille critique souligne à
nouveau l’importance du choix de ces valeurs d’énergies d’interface.
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Par ailleurs, des valeurs numériques de ∆Sdef peuvent également être déduites
d’une courbe expérimentale de traction. En effet, d’après le premier principe de
la thermodynamique pour une transformation réversible, l’énergie interne dU du
système s’écrit :

dU = dQ+ dW = TdS + dW (IV.18)

avec dQ la chaleur absorbée par le système et dW le travail des forces externes.
L’énergie libre (énergie de Helmholtz) dA pour un système en équilibre subissant
une déformation élastique est :

dA = dU − TdS (IV.19)

d’où, en combinant ces deux équations et avec une hypothèse de transformation
isochore :

dA = dW = fdλ (IV.20)

avec f l’effort de traction, qui s’exprime alors de la façon suivante [Treloar 75] :

f =

(
∂W

∂λ

)
T

=

(
∂A

∂λ

)
T

=

(
∂U

∂λ

)
T

− T
(
∂S

∂λ

)
T

. (IV.21)

En effectuant de plus l’hypothèse que la déformation, à température constante, s’ac-
compagne d’une diminution d’entropie en laissant l’énergie interne invariante, l’en-
tropie s’avère être une primitive de f à un facteur −1/T près, soit que ∆Sdef peut
être calculée par intégration de f :

∆Sdef(λ) = S(λ)− S(1) = − 1

T

∫ λ

1
f(x)dx . (IV.22)

L’entropie due à la déformation pour un matériau donné peut donc être également
calculée numériquement par la connaissance de la courbe de contrainte-déformation
issue d’un essai de traction uniaxiale. Cela s’applique en principe uniquement à la
portion de courbe où la cristallisation n’a pas lieu.

1.3. Énergies d’interface et morphologie des cristallites

La théorie de germination présentée jusqu’ici s’appliquait sans discrimination à
des germes à chaînes étirées ou repliées. Nous allons voir dans cette section que le pro-
blème de la morphologie des germes intervient dans le choix des valeurs numériques
des énergies d’interface. La nécessité de se pencher sur la question est démontrée au
travers d’une comparaison entre la théorie présentée précédemment et des résultats
expérimentaux de taux de cristallisation.

Comparaison des résultats théoriques et expérimentaux de taux de germi-
nation

Le taux de germination primaire (que nous supposons ici proportionnel au taux
de cristallisation d’après la section 1.1) s’exprime de la façon suivante [Turnbull 49] :

Isum = I0 exp

(
−∆G∗

kT

)
(IV.23)
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avec I0 une constante, soit d’après l’équation (IV.5) :

Isum = I0 exp

(
− 32γ2

l γe
kT∆G2

f

)
(IV.24)

avec les mêmes hypothèses de géométrie. Les courbes de contrainte-déformation per-
mettent de calculer ∆Gf (équations (IV.16) et (IV.22)) et l’estimation numérique de
cette expression de Isum devrait reproduire les courbes expérimentales de la figure
IV.4. La figure IV.8(a) représente donc ces courbes théoriques du taux de germina-
tion, au facteur constant I0 près, calculées à partir des valeurs usuelles trouvées dans
la littérature et listées dans le tableau IV.9. Nous pouvons observer que l’augmen-
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Figure IV.8 – Influence de l’extension sur le taux de cristallisation
tracée : (a) sur une échelle naturelle et (b) sur une échelle semi-
logarithmique.

Symbole Valeur Référence
Constante de Boltzmann k 1.38× 10−23 J/K –
Température T 302 K –
Température de fusion à l’équilibre T 0

f 309 K [Kawahara 04]
Enthalpie de fusion ∆Hf 5.99× 107 J/m3 [Roberts 55]
Énergie libre d’interface latérale γl 0.013 J/m2 [Kawahara 04]
Énergie libre d’interface normale γe 0.024 J/m2 [Kawahara 04]

Table IV.9 – Constantes de la littérature pour le calcul de Isum.

tation de l’extension induit une variation drastique de exp(−∆G∗/kT ) = Isum/I0.
Les mêmes données sont tracées en échelle semi-logarithmique sur la figure IV.8(b) :
la très forte influence de l’extension y est toujours observable, ainsi qu’une dépen-
dance à la densité de réticulation, en désaccord avec les résultats expérimentaux de
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la figure IV.4. Ces discordances sont trop importantes pour être uniquement attri-
buées aux approximations de proportionnalité entre taux de cristallisation et taux
de germination.

Afin de mieux en saisir les causes, étudions l’influence de l’extension λ sur ∆G∗ :
celle-ci, calculée avec les valeurs du tableau IV.9, est indiquée sur la figure IV.10.
Nous y observons sans surprise que ∆G∗ décroît avec la déformation. Cependant,

Extension (-)

I s
um

(a
.u
)

2 4 6 8
10−25

10−22

10−19

10−16

NR-S1.125 NR-S2.25
NR-S4.5 kT

Figure IV.10 – Enthalpie libre critique ∆G∗ en fonction de l’exten-
sion sur une échelle logarithmique avec les valeurs de la littérature
(table IV.9). La ligne horizontale pointillée indique la valeur de kT .

même à λ = 8 (extension à laquelle certains échantillons peuvent avoir rompu), la
valeur absolue de ∆G∗ reste bien plus grande que celle de kT , de 3 ordres de grandeur
ou plus, impliquant une très grande variation du terme ∆G∗/kT dans la fonction
exponentielle (de 25 à 2×104 environ). Par conséquent, il est nécessaire de considérer
d’autres causes possibles de diminution de ∆G∗ que l’extension, qui permettraient
d’être en meilleur accord avec les résultats expérimentaux.

D’après l’équation (IV.5), ∆G∗ est déterminée par l’enthalpie libre de fusion
∆Gf et les énergies d’interface γl et γe : l’effet de la déformation étant déjà pris
en compte dans le calcul de ∆Gf , cela nous conduit à revoir les valeurs d’énergies
d’interface utilisées. Changer ces valeurs implique de supposer que la morphologie
des germes diffère de celle de type « chaînes repliées » implicitement considérées
jusqu’à présent : dans le cas de la cristallisation sous tension où les chaînes amorphes
sont déjà orientées, nous pouvons raisonnablement supposer que la structure est
celle de germes à chaînes étirées et sans repliement. Cette morphologie est également
celle utilisée par Flory dans ses modèles [Flory 47] et le traitement théorique de
germination décrit dans les sections précédentes reste identique.

Estimation des énergies d’interface de germes à chaînes étirées
Intuitivement, les germes à chaînes étirées doivent avoir une énergie d’interface γe

(relative aux surfaces normales à la direction des chaînes dans le germe) moindre par
rapport à celle des germes à chaînes repliées puisque l’énergie associée au repliement
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des chaînes est inexistante. Dans le cas du polyéthylène (PE), la valeur théorique de
γe est estimée à 0,009 J/m3 [Hoffman 61], représentant seulement 1/10 de celle du
germe à chaînes repliées correspondant (0,09 J/m3) [Hoffman 97]. De plus, Yamazaki
et al. [Yamazaki 05] proposent, dans du PE et du polypropylène isotactique (iPP)
amorphes orientés, des valeurs de γe plus faibles pour les germes à chaînes étirées
que pour les germes à chaînes repliées. Lu et al. [Lu 14] montrent également que la
diminution du nombre de repliements dans le germe implique une énergie d’interface
γe moindre, et Coppola et al. [Coppola 01] calculent une réduction d’enthalpie libre
induite par orientation des chaînes par écoulement. Les germes sont pareillement
entourés de chaînes amorphes orientées dans le cas qui nous intéresse, et la diminution
d’enthalpie libre peut ainsi être attribuée à un γl plus faible. Une diminution de γl
étant aussi confirmée par l’étude de Yamazaki et al. sur du iPP et PE [Yamazaki 05],
ces éléments nous encouragent à prendre en considération l’incorporation de l’effet
de l’orientation des chaînes dans l’équation (IV.24) par une diminution des énergies
d’interface γl et γe dans le cas de germes à chaînes étirées.

NR-S1.125 NR-S2.25 NR-S4.5
(γ2
l γe)étirées ((J/m

2)
3) 2,67× 10−9 3,62× 10−9 9,84× 10−9

(γ2
l γe)étirées/(γ

2
l γe)repliées 1/1 519 1/1 120 1/412

Table IV.12 – Valeurs ajustées de γ2
l γe pour des germes à chaînes

étirées et ratios avec la valeur pour des germes à chaînes repliées pour
les trois degrés de réticulation de NR.

Cependant, les valeurs numériques de ces dernières sont malheureusement incon-
nues à ce jour. Nous proposons donc ici d’estimer le produit γ2

l γe à partir des taux de
cristallisation expérimentaux (supposées propotionnels aux taux de germination) en
ajustant sa valeur, supposée constante durant l’expérience pour chaque échantillon,
dans l’équation (IV.24) pour retrouver les courbes expérimentales. Les résultats de
ces ajustements sont indiqués sur la figure IV.11 et les valeurs estimées de γ2

l γe cor-
respondantes dans le tableau IV.12. Comparées à la valeur de 4,056× 10−6 (J/m2)

3

pour un germe à chaînes repliées (d’après le tableau IV.9), les valeurs obtenues sont
environ 400 à 1 500 fois plus faibles et dépendent des densités de réticulation. Ces
ratios sont du même ordre de grandeur que ceux indiqués pour du iPP et du PE par
Yamazaki et al. [Yamazaki 05] et nous en concluons que les germes formés lors de
la cristallisation sous tension sont préférentiellement de type « chaînes étirées ». Les
différences de degré d’orientation des chaînes amorphes dans lesquelles se forment
les germes peuvent expliquer les variations de γ2

l γe dans le tableau IV.12.

La figure IV.13 reprend à présent les courbes de la figure IV.10, auxquelles sont
ajoutées celles des ∆G∗ calculées avec les nouvelles valeurs de γ2

l γe (tableau IV.12).
La diminution du produit γ2

l γe implique une diminution de ∆G∗ de deux ou trois
ordres de grandeur, tandis que la variation d’entropie entre les états non déformé et
déformé à λ = 4 (où la cristallisation débute [Tosaka 04b, Tosaka 04a, Trabelsi 03,



1. Cristallisation dans un réseau homogène 95

NR-S1.125

Extension (-)

I s
um

(a
.u
)

2 4 6 8
0

0,05

0,1

0,15 Expérimental
Ajustement

NR-S2.25

Extension (-)

I s
um

(a
.u
)

2 4 6 8
0

0,05

0,1

0,15 Expérimental
Ajustement

NR-S4.5

Extension (-)

I s
um

(a
.u
)

2 4 6 8
0

0,05

0,1

0,15 Expérimental
Ajustement

Figure IV.11 – Taux de cristallisation en fonction de l’extension
(points identiques à ceux de la figure IV.4) et courbes obtenues par
ajustement des énergies d’interface pour reproduire les points expéri-
mentaux (lignes). Trois degrés de réticulation sont considérés.
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Figure IV.13 – ∆G∗ calculées avec les valeurs d’énergies d’interface
pour les germes à chaînes repliées (tableau IV.9 ; tracés identiques à
ceux de la figure IV.10) et pour les germes à chaînes étirées (tableau
IV.12). La ligne horizontale pointillée indique la valeur de kT .

Chenal 07a]) ne divise ∆G∗ que d’un facteur compris entre 5 et 20 selon les degrés de
réticulation. Ces estimations numériques nous permettent de gager que la diminution
des énergies libres d’interface due à la formation de germe à chaînes étirées est
un facteur prédominant d’induction de la cristallisation sous tension. Cela est en
accord avec d’autres travaux [Andersen 78, Coppola 01] dans lesquels l’orientation
des chaînes polymères est considérée comme le principal facteur d’accélération de
la cristallisation. Les effets sur les énergies d’interface n’avaient cependant pas été
discutés auparavant dans le cas du caoutchouc naturel réticulé.

Par ailleurs, les mêmes résultats (non présentés) sont obtenus pour des échan-
tillons réticulés au peroxyde (1 et 2 grammes), et, d’après les résultats de Yamazaki
et al. [Yamazaki 05], les diminutions des énergies libres d’interface pour les germes
à chaînes étirées ne se limitent pas au caoutchouc naturel réticulé. Les difficultés
des théories à expliquer les résultats expérimentaux de cristallisation sous tension
pourraient donc finalement être dues à l’absence de prise en considération suffisante
des changements d’énergies libres d’interface, qui ont pourtant une influence bien
plus importante que la déformation comme le synthétise la figure IV.14.

De la morphologie des cristallites
Les conclusions précédentes ne permettent que de mettre en exergue le carac-

tère inadapté de l’utilisation des énergies d’interface issues de la littérature à notre
cas, et ne proposent pas de solution au problème soulevé. Elles indiquent toute-
fois que la conservation d’une morphologie à chaînes repliées des cristallites aux
différentes extensions du matériau est douteuse. Cependant, les cristallites induites
thermiquement sont à chaînes repliées, et une transition nette entre les deux semble
également difficile à imaginer. L’idée d’une transition plus douce, traduite par une
diminution progressive du nombre de repliements, paraît appropriée et la variation
des énergies d’interface avec l’extension en découlerait. Les valeurs numériques obte-
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Figure IV.14 – Différence d’influence des effets des énergies d’inter-
face (passage de la surface bleue des chaînes repliées à la verte des
chaînes étirées) et de la déformation sur ∆G.

nues permettent de faire des hypothèses quant à l’effet de N , λ et T sur les énergies
d’interface :

– D’après le tableau IV.12, les énergies d’interface augmentent avec la longueur
de chaîne.

– Dans l’état non déformé, les cristallites sont à chaînes repliées donc les énergies
d’interface diminuent avec λ.

– La prise en compte de l’effet de la température paraît non négligeable, par
exemple à l’état non déformé en raison de la qualité des repliements de chaîne
(sections 4.3.1 de la référence [Hoffman 76]).

Les valeurs numériques obtenues et reportées dans le tableau IV.12 ne sont pas
directement exploitables 2 dans la mesure où, d’une part nous ne connaissons que le
produit des énergies d’interface, et d’autre part il s’agit de valeurs macroscopiques,
de faible utilité lorsqu’est faite l’hypothèse d’inhomogénéité des longueurs de chaîne.

1.4. Critères de cristallisation dans un réseau

Les tailles critiques de germe peuvent être a priori calculées pour toute extension
(à condition que ∆Gf (N,λ, T ) soit strictement positif), et les seules considérations
thermodynamiques de cristallisation et de fusion ne suffisent pas à expliquer l’ab-
sence de cristallisation à température ambiante dans le caoutchouc naturel (bien que
la température de fusion soit supérieure à la température ambiante). Ceci motive la
formulation d’un autre type de critère de cristallisation. De plus, l’expression de ∆G
montre que la stabilité croît avec la taille de la cristallite, ce qui, d’un point de vue
énergétique, signifie que cette dernière devrait grandir à l’infini. Les résultats expé-
rimentaux indiquent au contraire des dimensions très limitées de cristallites induites
sous tension, et nous devons donc définir une condition pour déterminer leur taille

2. L’obtention de valeurs irréalistes par leur utilisation est très justement fait remarqué par
Candau et al. dans la référence [Candau 16] dans un calcul de densité de réticulation de chaînes
élastiquement actives.
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finale.

Motivation d’une condition topologique
Les points de réticulation et enchevêtrements de chaînes dans le réseau consti-

tuent des barrières à la croissance des cristallites. Ceci est suggéré par les résultats
de Trabelsi et al. (figures 3 et 4, et équation (3a) de la référence [Trabelsi 03]) qui
indiquent que des échantillons pré-déformés à 90 ◦C et laissés cristalliser (toujours
déformés) à −25 ◦C produisent des géométries finales de cristallites qui suivent la
déformation affine du réseau (il ne s’agit ici pas de déformation de cristallites mais de
changement de géométrie selon l’extension à laquelle la cristallite s’est formée). Ces
géométries gardent un volume constant aux différentes extensions, et celui-ci semble
lié au volume disponible autour d’un point de réticulation. Tosaka, mentionnant ces
résultats, souligne le lien entre les dimensions des cristallites et la structure du ré-
seau [Tosaka 07a], et les dimensions des cristallites de la figure IV.3(b) dépendent
elles aussi du degré de réticulation. Pour finir, Chenal et al. [Chenal 07a] indiquent
également très clairement la dépendance du volume des cristallites au degré de ré-
ticulation en mettant en évidence un degré de réticulation critique (optimal) où la
dépendance change radicalement de régime. Tous ces résultats sont observés pour
des tailles finales de cristallites (après croissance) mais nous proposons de nous en
inspirer pour les appliquer tout d’abord à la germination. Il s’agit également de l’idée
de Laghmach et al. dans le modèle par champ de phase, considérant que les points de
réticulation et enchevêtrements sont « repoussés » et accumulés à la surface des cris-
tallites et associant cet effet à une variation des énergies d’interface [Laghmach 15].
Nous choisissons une approche différente (qui nous semble plus adaptée au modèle
de chaîne représentative) décrite dans la suite.

Formulation de la condition d’apparition de germe
Nous appelons contraintes topologiques l’ensemble des points susceptibles de li-

miter la croissance d’une cristallite, c’est-à-dire l’ensemble constitué des points de
réticulation et des enchevêtrements. Nous définissons également la maille amorphe
comme une sous-chaîne délimitée par deux contraintes topologiques successives et
caractérisée par son nombre de segments. Nous pouvons ainsi, pour chaque état
de déformation donné, calculer les dimensions des mailles amorphes (qui suivent la
déformation de la chaîne) et, d’après la théorie de germination présentée dans les
sections précédentes, la taille d’un germe critique. L’idée de la condition de cristal-
lisation, illustrée par la figure IV.15, est de supposer qu’un germe ne peut se former
que si sa taille critique est plus petite que celle de la maille amorphe déformée dans
laquelle il se trouve.

Afin de formuler cela, considérons une maille amorphe de N (m) segments appar-
tenant à une N -chaîne. L’exposant (m) indique que les variables sont associées à la
maille. D’après l’équation (III.12) et le raisonnement qui y mène, la distance entre
extrémités de cette maille amorphe au repos est égale à (N (m)/

√
N)b. En admettant
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N -chaîne

Maille amorphe
(N (m) segments)

Point
d’enchevêtrement

(a)
Absence de
cristallisation

(b)
Possibilité de
cristallisation

(c)
Sous-chaîne
cristallisée

Germe
critique

L∗(1) l(m)(1)

Figure IV.15 – Condition d’apparition de germe critique dans une
maille amorphe. (a) Absence de cristallisation. (b) Possibilité d’appa-
rition de germe. (c) Maille cristallisée.

que la chaîne se déforme de façon affine, la distance entre extrémités de la maille
amorphe pour une extension λ de la chaîne s’écrit :

l(m)(1) =
λ√
N
N (m)b (IV.25)

où l’exposant (1) désigne la direction de traction. Nous savons par ailleurs également
calculer à l’aide de l’équation (IV.17) la hauteur L∗1 du germe critique sous déforma-
tion. Celle-ci est renommée L∗(1) (la hauteur de du germe est dans la direction de
traction) et est une fonction de λ. La condition de cristallisation peut alors s’écrire
de la façon suivante :

L∗(1)(λ) 6 l(m)(1)(λ) . (IV.26)

L∗(1) diminue avec λ tandis que l(m) augmente : si L∗(1)(1) < l(m)(1)(1), la cristal-
lisation a lieu à λc = 1 (état non déformé), sinon elle se produit lorsque λ vérifie
L∗(1)(λ) = l(m)(1)(λ) et on note cette extension λc.

Taille des cristallites en fin de croissance
La condition d’apparition de germe étant maintenant établie, nous devons définir

l’état final de la cristallite. Rappelons que la croissance est supposée instantanée après
la germination, et que la taille maximale ainsi atteinte ne change plus. La hauteur
de la cristallite, que nous avons précédemment limitée par la taille de la maille, reste
inchangée. Dans les directions latérales, nous pouvons supposer que la croissance est
limitée à nouveau par les points de réticulation. Ainsi, la distance entre deux points
de réticulation (distance entre extrémités d’une N -chaîne) dans la direction latérale
s’exprime par :

l(k) = λ(k)
c l0 =

√
Nb√
λc

avec k ∈ {2, 3} (IV.27)
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òu (k) est un exposant indiquant les directions de l’espace (k = 1 pour la direction
de traction), λ(1)

c = λc et λ
(2)
c = λ

(3)
c = 1/

√
λc. Les tailles maximales d’une cristallite

sont donc :

L̆(k) =

{
l(m)(1) = λ(k)

c (N (m)/
√
N)b si k = 1 ,

l(k) = λ
(k)
c

√
Nb si k ∈ {2, 3} ,

(IV.28)

avec L̆(1) la hauteur de la cristallite stable et L̆(2) et L̆(3) ses dimensions latérales.

Synthèse des conditions de cristallisation
La figure IV.16 récapitule les idées des conditions de germination et de fin de

λN
(m)
√
N
b < L∗(1)

Absence de
germination

λN
(m)
√
N
b > L∗(1)

Germination

L̆(1) = λN
(m)
√
N
b

L̆(2) = L̆(3) = 1√
λ

√
Nb

Croissance

(a) (b) (c)

Figure IV.16 – Conditions de cristallisation (germination et fin de
croissance). (a) Les chaînes du réseau (lignes pleines) sont entravées
de points de réticulation (cercles pleins) et de points d’enchevêtrement
(cercles creux) dictant l’apparition d’un germe (ligne pointillée). (b)
Le germe critique apparaît lorsque sa hauteur devient inférieure à
celle de la maille amorphe, (c) puis grossit jusqu’à atteindre une taille
stable.

croissance. Des cercles pleins bleus représentent les points de réticulation, reliés entre
eux par des chaînes (ligne continue). Ces chaînes sont entravées d’enchevêtrements
représentés par des cercles vides rouges (les lignes rouges n’ont pas de signification
physique). Dans le premier cas de figure, à gauche, la hauteur du germe critique
(symbolisé par un parallélépipède en pointillés) est plus grande que la taille de la
maille et la germination n’a pas lieu. Ensuite sur le dessin central, le réseau est
davantage déformé, la hauteur de la maille plus grande et la hauteur du germe
critique plus petite. Ces deux dimensions étant égales, la germination se produit. La
croissance, instantanée, suit et la cristallite atteint ses tailles maximales (dessin de
droite), restreintes par les contraintes topologiques.
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Les évolutions des dimensions mises en jeu sont représentées sur le schéma de la
figure IV.17. Les dimensions de la cristallite à l’instant où la germination se produit

L(1)

L(2), L(3)

l(2), l(3)

l(m)(1)

L∗(2) , L∗(3)

L∗(1), L̆(1)

L̆(2), L̆(3)

λc

λ

1

Dimensions

Figure IV.17 – Évolution des dimensions de la maille amorphe (hau-
teur L(1) et tailles latérales L(2) et L(3)), du germe critique en fonction
de l’extension λ. Le germe apparaît lorsque sa hauteur devient infé-
rieure à celle de la maille amorphe (carré), définissant l’extension-seuil
de cristallisation λc, et ses dimensions latérales critiques (cercle creux)
grandissent jusqu’à être stables (flèche vers le cercle plein).

sont figurées avec des symboles creux, celles en fin de croissance avec des symboles
pleins : la hauteur du germe (carré) ne change pas depuis l’intersection avec la hauteur
de la maille (condition de germination), et la largeur (cercle) croît instantanément
jusqu’à atteindre la largeur de la maille (condition de fin de croissance).

2. Fusion dans un réseau homogène

2.1. Définition du point de fusion

De la même façon que pour la nucléation, il est possible d’écrire la variation
d’enthalpie libre associée à la fusion d’une cristallite de dimensions L̆(1), L̆(2) et L̆(3)

(avec les mêmes notations que précédemment) :

∆G = 2L̆(2)L̆(3)γ(1) + 2L̆(1)L̆(3)γ(2) + 2L̆(1)L̆(2)γ(3) − L̆(1)L̆(2)L̆(3)∆Gf (N,λ, T )

= 2L̆(2)L̆(3)γ(1) + 2L̆(1)L̆(3)γ(2) + 2L̆(1)L̆(2)γ(3)−

L̆(1)L̆(2)L̆(3)

[(
T 0
f − T
T 0
f

)
∆Hf − T∆Sdef(N,λ)

]
(IV.29)

Il convient de noter que si pour la nucléation les inconnues étaient les tailles L(k)

(k ∈ {1, 2, 3}), elles sont ici le couple (λ, T ) (l’une des deux pouvant être éventuelle-
ment fixée). En effet, les tailles L̆(k) considérées ici sont celles d’une cristallite stable
calculées précédemment et sont supposées connues dans l’expression de ∆G. La fu-
sion est favorable lorsque cette enthalpie libre est négative, et le point de fusion est
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caractérisé par ∆G = 0, soit, en remaniant l’expression précédente :

3∑
k=1

2γ(k)

L̆(k)
−
(

1− T

T 0
f

)
∆Hf + T∆Sdef(N,λ) = 0 . (IV.30)

En supposant les dimensions de la cristallite connues, le point de fusion est donc
défini par le couple (λ, T ) vérifiant l’égalité précédente. Deux cas particuliers se
distinguent et nous intéressent :

– Si l’extension λ est connue et constante, la température de fusion Tf est définie
par :

3∑
k=1

2γ(k)

L̆(k)
−
(

1− Tf
T 0
f

)
∆Hf + Tf∆Sdef(N,λ) = 0 . (IV.31)

– Si la température T est connue et constante, l’extension de fusion λf est définie
par :

3∑
k=1

2γ(k)

L̆(k)
−
(

1− T

T 0
f

)
∆Hf + T∆Sdef(N,λf ) = 0 . (IV.32)

Température de fusion : cas d’une extension connue
Pour une extension λ donnée (qui peut être différente de celle de la création de

la cristallite), l’écriture de l’égalité ∆G = 0 peut être arrangée de façon à isoler la
température T : il s’agit de la température de fusion d’une cristallite de dimensions
L̆(k) dans un réseau d’extension λ, que nous pouvons noter T (L̆)

f (λ). Elle s’exprime
ainsi :

T
(L̆)
f (λ) = T 0

f

(
1−

∑
i

2γ(k)

L̆(k)∆Hf

)(
1−

T 0
f ∆Sdef(N,λ)

∆Hf

)−1

. (IV.33)

Pour une cristallite aux dimensions infinies (L̆i →∞), l’expression de Tf (λ) précé-
dente s’écrit :

T 0
f (λ) =

(
1

T 0
f

− ∆Sdef(N,λ)

∆Hf

)−1

. (IV.34)

La notation T 0
f utilisée jusqu’à présent omettait la mention λ = 1 (nous garde-

rons la notation T 0
f = T 0

f (1) lorsque λ n’est pas précisé). Cette dernière équation
est classiquement obtenue plus simplement au moyen de la définition de la tempé-
rature de fusion pour un cristal parfait infini dans un polymère déformé (T 0

f (λ) =

∆Hf (λ)/∆Sf (λ)), par l’écriture de T 0
f (λ)−T 0

f (1) en supposant l’enthalpie de fusion
indépendant de la déformation (comme c’était le cas dans tout ce chapitre).

D’autre part, lorsque les dimensions latérales sont très grandes par rapport à
la hauteur L̆(1), les termes en k ∈ {2, 3} dans la somme

∑
(2γ(k)/L̆(k)) deviennent
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négligeables devant celui en k = 1, d’où
∑

(2γ(k)/L̆(k)) ∼ (2γ(1)/L̆(1)). Avec cette
hypothèse et pour un polymère non déformé, l’expression (IV.33) s’écrit :

T
(L̆)
f (1) ∼ T 0

f

(
1− 2γ(k)

L̆(k)∆Hf

)
(IV.35)

connue sous le nom de relation de Gibbs-Thomson [Mandelkern 02]. L’expression
(IV.33) avec λ = 1 en est une généralisation aux dimensions quelconques (pour une
géométrie parallélépipédique finie), obtenue avec le même raisonnement mais sans
les hypothèses de dimension.

Condition de fusion en extension : cas d’une température connue
À présent si la température T est fixée (non nécessairement celle à laquelle s’est

produite la cristallisation), l’extension λf à laquelle le système atteint le point de
fusion doit vérifier l’équation (IV.30). Malheureusement, l’expression de ∆Sdef n’est
généralement pas suffisamment simple pour permettre d’écrire une expression de λf
à l’aide de fonctions usuelles (mais l’équation (IV.32) n’en reste pas moins une défini-
tion de λf ). Si l’expression de la température de fusion précédente n’était pas totale-
ment nouvelle ([Candau 15a, Laghmach 14] pour des exemples récents par exemple),
la mise en parallèle, par l’explicitation de sa définition, avec celle d’une extension de
fusion ne semble pas avoir été proposée dans la littérature.

2.2. Équivalence déformation-température du point de fusion

Les écritures précédentes ne sont pas sans suggérer une équivalence des effets de
la déformation et de la température, du type de celle recherchée expérimentalement
par Miyamoto [Miyamoto 03], Trabelsi et al. [Trabelsi 03] Rault et al. [Rault 06b]
ou encore Candau et al. [Candau 15a] (cf. fin de la section I.2.4), et représentée ici à
l’aide de la figure IV.18. Pour une valeur de ğ =

∑
(2γ(k)/L̆(k)) donnée (axe z de la

figure), la surface tracée présente les couples (λ, T ) vérifiant l’équation (IV.30). Il y
a une infinité de solutions pour chaque ğ dans les domaines qui nous intéressent, in-
diquant que quelle que soit la température à laquelle on souhaite calculer le point de
fusion d’une cristallite aux dimensions données, on peut toujours mathématiquement
trouver une déformation qui annule ∆G et vice-versa (les températures pouvant ce-
pendant être irréalistes). Ainsi, pour une cristallite formée à une extension λc et à
une température Tc, on peut trouver soit un couple (λc, Tf ) (faisant varier unique-
ment la température), soit un couple (λf , Tc) (faisant varier uniquement l’extension)
vérifiant le point de fusion 3. Les intersections de la surface avec chacun des plans
z = ğ étant des courbes strictement monotones (ceci se retrouve aisément mathéma-
tiquement par les équations), à un Tf correspond un unique λf et inversement : la
relation est bijective et ces grandeurs Tf et λf peuvent être qualifiées d’équivalentes
au sens du point de fusion de la cristallite considérée.

3. Ces aspects sont approfondis au cours de la section suivante.
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2γ(k)

L̆(k)

T
T 0
f

λ
400

200

1

√
N

Figure IV.18 – Équivalence déformation-température : couples (λ, T )
qui annulent ∆G pour une valeur de

∑
(2γ(k)/L̆(k)) donnée (axe z ).

Par ailleurs, l’intersection de la surface avec le plan z = 0 (en ligne tiretée sur la
figure) correspond au cas où les cristallites sont de dimensions infinies : son équation
dans le plan z = 0 est l’équation (IV.34). L’intersection de la surface avec le plan
λ = 1 (en ligne pointillée sur la figure) est le cas d’un polymère non déformé et il
s’agit des situations rencontrées dans la cristallisation thermique classique.

Précisons pour finir que l’ensemble du traitement de la fusion présenté jusqu’ici
dans cette section 2 découle des équations classiques de thermodynamique et ne pré-
sente pas de définition, de condition ou d’hypothèse que nous aurions nouvellement
formulées.

2.3. Mise en exergue de la surfusion

Candau et al. [Candau 14a, Candau 15a] mettent en évidence une notion équi-
valente à la surfusion, mais liée à la déformation, qu’ils appellent superstraining
par analogie avec supercooling (référence [Candau 14b] et figure C2 du chapitre 4
de la thèse [Candau 14a]), et l’indépendance des chemins suivis en température ou
en déformation. Ces observations se basent sur des résultats expérimentaux et une
modélisation avec l’hypothèse d’existence de plusieurs populations de chaînes. Nous
proposons ici de retrouver ces résultats par les équations de la thermodynamique.
Il s’agit seulement de revisiter la théorie et nous ne faisons ici pas intervenir de
considération supplémentaire.

De la même façon que cela a été fait pour la relation déformation-température,
il est possible de déterminer les triplets (λ, T, g) ∈ (R+∗)3 (avec g =

∑
(2γ(k)/L(k)))

annulant ∆G, c’est-à-dire vérifiant l’équation :

g −
(

1− T

T 0
f

)
∆Hf + T∆Sdef(N,λ) = 0 . (IV.36)

Ils sont tracés pour N = 100 sur la figure IV.19(a) et la surface X obtenue (identique
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ğ
Surface X
des points d’équilibre

λ

T (K)
1

√
N

Phase
cristalline

Phase
amorphe

200
400

(a) (b)
Agrandissement
(T ∈ [270; 305] K)

ğ
X

λ T (K)1

√
N

z = ğ
I

P∗

P̆

270

305

Figure IV.19 – (a) Surface d’équilibre des phases amorphe et cris-
talline. (b) Agrandissement de la zone indiquée sur la figure (a) et
chemin de cristallisation à travers la surface d’équilibre, de P∗ vers
P̆. Les points de fusion se situent le long de l’intersection I de X
et le plan z = ğ.

à celle de la figure IV.18) constitue l’ensemble des points d’équilibre entre les phases
amorphe et cristalline d’après la définition des triplets. Les faibles (resp. grandes)
valeurs de g correspondent aux grandes (resp. petites) dimensions de cristallites. La
surface X délimite l’espace en deux zones : celle « au-dessus » est l’espace des triplets
tels que ∆G est positive (phase amorphe stable), et à l’inverse celle « en-dessous »
est l’espace des triplets tels que ∆G est négative (phase cristalline stable). La figure
IV.19(b) reprend la figure IV.19(a) pour un domaine de températures moins large ;
décrivons-y le cheminement d’une cristallite depuis sa germination jusqu’à la fusion :

– D’après sa définition, l’enthalpie libre ∆G∗ d’apparition d’un germe critique est
positive : le triplet correspondant (g∗, λc, Tc) avec g∗ =

∑
(2γ(k)/L∗(k)) définit

un point P∗ « au-dessus » de X .
– Toujours d’après la théorie classique, le germe critique est tel qu’il a suf-

fisamment d’énergie dans la matière amorphe environnante pour grossir et
atteindre des tailles L̆(k) telles que la cristallite soit stable, c’est-à-dire que
son enthalpie libre soit négative. Si la température et la déformation sont
supposées constantes durant la croissance 4, les triplets correspondants par-
courus décrivent la ligne noire reliant P∗ à P̆ (de coordonnées (ğ, λc, Tc)
avec ğ =

∑
(2γ(k)/L̆(k))) situé « en-dessous » de X , en traversant celle-ci.

Cette taille maximale L̆(k) associée à P̆ est, dans notre modèle, définie par les

4. Nous avons supposé la température constante, mais elle peut augmenter légèrement si l’exo-
thermicité de la transformation est prise en compte, et de même, l’extension peut ne pas rester tout
à fait constante si on considère que le matériau amorphe environnant est sensiblement modifié par
la présence de la cristallite. Le raisonnement reste valable mais le chemin suivi doit être adapté en
conséquence.
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contraintes topologiques du réseau mais peut l’être de façon différente.
– La taille de la cristallite stable, correspondant à ğ, ne varie plus : nous nous

déplaçons donc à présent sur le plan z = ğ, comme le montre la figure IV.20.
La surface X étant l’ensemble des points d’équilibre, tous les points de l’inter-
section I du plan z = ğ avec X définissent des points de fusion possibles de la
cristallite stable. Nous montrons ainsi l’existence d’une multitude de chemins
différents menant à la fusion (consistant à relier P∗ à un point quelconque de
I ), comme illustré sur la figure IV.20 où le plan de la feuille représente le plan
z = ğ. En particulier, si λ est constant, il s’agit de fusion due à la température ;
si T est constant, il s’agit de fusion liée à la déformation. Tout autre chemin
faisant varier à la fois λ et T est possible.

λ

T

λ constant

T constant

λcλf

Tc

Tf

P̆

I

surfusion

superstraining

Plan z = ğ

Figure IV.20 – Dans le plan z = ğ, courbe d’équilibre I et chemins
de fusion y menant depuis le point P̆ représentant la cristallite stable,
par changement de température à λ constant (flèche verticale), et par
changement d’extension à T constant, induisant les effets de surfusion
et de superstraining respectivement. La flèche tiretée est un exemple
de chemin quelconque de fusion.

Ces différents modes de fusion sont mis en évidence mathématiquement au moyen
de l’équation (IV.36). En effet, à la fin de la croissance, l’enthalpie libre associée à
la fusion est négative (par stabilité de la phase cristalline) ; notons-la −|∆Ğ| où
|∆Ğ| > 0 est la valeur absolue de ∆Ğ. Avec les notations des sections précédentes,
nous avons :

3∑
k=1

2γ(k)

L̆(k)
−
(

1− Tc
T 0
f

)
∆Hf + Tc∆Sdef(N,λc) = −|∆Ğ|

3∑
k=1

2γ(k)

L̆(k)
−
(

1− Tf
T 0
f

)
∆Hf + Tf∆Sdef(N,λf ) = 0

(IV.37)

avec λc et Tc les déformation et température auxquelles ont lieu la germination, λf
et Tf celles qui vérifient le point de fusion. En soustrayant la deuxième équation à
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la première, nous obtenons :(
Tf − Tc
T 0
f

)
∆Hf + (Tf∆Sdef(N,λf )− Tc∆Sdef(N,λc)) = |∆Ğ| . (IV.38)

Comme |∆Ğ| > 0, il en découle que :
– Si λf = λc (extension constante), alors Tf − Tc > 0 soit Tf > Tc et il s’agit de

la surfusion classique.
– Si Tf = Tc (température constante), alors ∆Sdef(N,λf ) − ∆Sdef(N,λc) > 0

soit λf < λc (car ∆Sdef est une fonction décroissante de λ) : il s’agit du
superstraining.

3. Application au cas d’un réseau hétérogène

La notion de population n’a volontairement pas été mentionnée dans les rai-
sonnements précédents. Dans le cas du réseau inhomogène qui nous intéresse, nous
appliquons simplement les conditions de germination, croissance et fusion à chacune
des populations qui constituent la matière. Celles-ci ont a priori des tailles de cris-
tallites différentes, et par l’hypothèse de déformation à force égale, des extensions
différentes à un certain niveau de déformation global.

Nous réécrivons ici, en guise de synthèse, les conditions établies dans les sections
précédentes, en ajoutant un indice i faisant référence à la population i considérée.
• Condition de cristallisation : d’après l’équation (IV.26), l’extension λci à la-

quelle la germination peut avoir lieu est le plus petit λi qui vérifie :

L
∗(1)
i (λi) 6 l

(m)(1)
i (λi) , (IV.39)

soit en remplaçant les termes par leurs expressions respectives (équations (IV.17)
et (IV.25)) :

(Gc) : λci = arg min
λi>0

 4γ
(1)
i(

1− T
T 0
f

)
∆Hf − T∆Sdef(Ni, λi)

− λi
N

(m)
i√
Ni

b 6 0

 .
(IV.40)

• Les tailles en fin de croissance (tailles finales de la cristallite) dans une popu-
lation i sont :

L̆
(k)
i =

{
l
(m)(1)
i = λ

(k)
ci (N

(m)
i /

√
Ni)b si k = 1 ,

l
(k)
i = λ

(k)
ci

√
Nib si k ∈ {2, 3} ,

(IV.41)

avec λ(1)
ci = λci, λ

(2)
ci = λ

(3)
ci = 1/

√
λci (cf. équation (IV.28)).
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• À une température T et aux dimensions finales L̆(k)
i données, la déformation

λfi au point de fusion pour une population i est définie par l’égalité suivante
(équation (IV.30)) :

(Gf ) : arg min
λfi>0

[
3∑

k=1

2γ
(k)
i

L̆i
(k)
−
(

1− T

T 0
f

)
∆Hf + T∆Sdef(Ni, λfi) > 0

]
.

(IV.42)
La fusion d’une cristallite est supposée instantanée, et il se produit par ailleurs
une extension des chaînes lorsque la cristallite disparaît, à l’image de ce qu’est
la relaxation à la germination [Albouy 05].

En d’autres termes, en définissant les deux fonctions suivantes :
Fc : (Ni, λi, T ) 7→ Fc(Ni, λi, T ) =

4γ
(1)
i(

1− T
T 0
f

)
∆Hf − T∆Sdef(Ni, λi)

− λi
N

(m)
i√
Ni

b

Ff : (Ni, λi, T ) 7→ Ff (Ni, λi, T ) =

3∑
k=1

2γ(k)

L̆i
(k)
−
(

1− T

T 0
f

)
∆Hf + T∆Sdef(Ni, λi)

,

(IV.43)
le traitement des conditions (Gc) et (Gf ) se résume essentiellement à la recherche
des zéros des fonctions respectives Fc et Ff . Les solutions λci et λfi pour une po-
pulation i seront appelées extensions-seuils de cristallisation et de fusion, et λ̂ci et
λ̂fi les extensions-seuils normalisées (extension-seuils divisées par

√
Ni). Continue

cependant de se poser la question des énergies d’interface, qui sera discutée plus loin.
Notées ici γ(k)

i , elles dépendent a priori de la longueur de chaîne, de l’extension et
de la température.

Conclusion

Nous avons, dans le présent chapitre, défini des seuils de cristallisation et de
fusion en revenant à la définition de la variation de l’enthalpie libre associée au chan-
gement de phase qu’est la fusion, ainsi qu’en introduisant des conditions topologiques
liées aux caractères réticulé et enchevêtré de la matière. Ces seuils font cependant
intervenir des énergies d’interface et des tailles de maille qui restent de nos jours
mals connues. L’analyse des définitions classiques de point de fusion permettent par
ailleurs de mettre en exergue le phénomène de surfusion à l’origine de l’hystérèse des
courbes de taux de cristallinité et de proposer une vision plus structurée de l’évolu-
tion des relations entre température, extension et dimensions d’une cristallite depuis
l’apparition à la fusion de celle-ci.



Chapitre V

Modèle thermo-mécanique complet

Introduction

Les deux chapitres précédents ont proposé une représentation de chaîne repré-
sentative inhomogène, calculé sa déformation, et établi les conditions de cristallisa-
tion et de fusion des populations. Il convient dorénavant de coordonner ces aspects
dans un modèle permettant, à un état de déformation donné, d’associer le tenseur
des contraintes et le taux de cristallinité correspondants. Ce chapitre présente donc
dans un premier temps l’élaboration d’une chaîne représentative hétérogène semi-
cristallisée, puis son utilisation pour la construction d’un modèle full-network. Ces
parties se veulent le canevas du modèle. Entre les deux est proposée une concep-
tion nouvelle de la cristallisation sous tension pour une chaîne représentative, qui
sert de base à l’élaboration de l’algorithme détaillé à la dernière section. L’annexe C
constitue un glossaire des notations utilisées.

1. Mise en œuvre théorique

1.1. 1D : description de la chaîne représentative semi-cristallisée

Le chapitre III a permis de définir une chaîne représentative inhomogène tota-
lement amorphe ; il s’agit à présent d’y introduire l’hétérogénéité due à la présence
d’une nouvelle phase cristalline. Après une description de la modélisation de la cris-
tallisation d’une population et les changements de distribution de longueur de chaînes
qu’elle implique dans le réseau, l’extension globale et le taux de cristallinité d’une
chaîne semi-cristallisée sont calculés, permettant finalement de quantifier la relaxa-
tion des chaînes.

Chaîne microscopique statistique semi-cristallisée
Dans la représentation proposée par Flory en 1947 [Flory 47] et généralement

utilisé pour la cristallisation sous tension, une cristallite sur une chaîne statistique
de Kuhn est représentée par des segments (initialement amorphes) alignés dans la
direction de traction, comme représenté sur la figure V.1. Ainsi, une chaîne de N
segments dont Nc cristallisent se divise en deux sous-chaînes, que nous appellons ici
chaînes filles, séparées de la portion cristalline de Nc segments d’entropie nulle. Les
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Chaîne amorphe Chaîne semi-cristallisée

N segments
amorphes

Portion amorphe
(chaîne fille)

Cristallite
(Nc segments cristallisés)

Portion amorphe
(chaîne fille)

Figure V.1 – Représentation d’une chaîne statistique semi-
cristallisée.

segments cristallisés ne participent plus à l’élasticité de la chaîne et sont considérés
comme de nouveaux points de réticulation.

Gardons dans un premier temps cette représentation à l’esprit. Lorsqu’une chaîne
(initiale) de N segments cristallise, la cristallite de Nc segments peut se trouver à
n’importe quelle position tout le long (à l’extrémité, au milieu, etc.), donnant nais-
sance à deux chaînes filles de Nf1 et Nf2 segments (Nf1 + Nf2 = N − Nc). Nous
supposons ces positions équiprobables. Définir systématiquement une position au
hasard sur la chaîne et gérer le comportement de toutes ces chaînes filles est numéri-
quement un peu coûteux. Une idée plus simple consiste à supposer que la position de
la cristallite est, en moyenne, au milieu de la chaîne initiale, et donc que les chaînes
filles ont le même nombre de segments Nf1 = Nf2 = (N −Nc)/2 : il s’agit de l’hypo-
thèse généralement adoptée [Mistry 14]. Cette solution, bien que simple à mettre en
œuvre, présente l’inconvénient que le comportement (relation force-extension, choi-
sie non linéaire) moyen des populations filles n’est pas nécessairement égal à celui
d’une population définie par la moyenne arithmétique des nombres de segments. Par
exemple, la moyenne des nombres de segments de deux chaînes ayant respectivement
25 et 75 segments est (25 + 75)/2 = 50, mais la chaîne dont le comportement sous
l’hypothèse de déformation à force égale est équivalent a un nombre de segments de
53,6 environ (d’après l’équation (V.2) ci-après).

Nous cherchons donc ici à concilier au mieux les deux aspects de simplicité et de
respect de la relation force-extension. D’après les résultats de la section III.1.2, en
supposant que la déformation s’effectue à force égale, il est possible de trouver une
chaîne fille équivalente de N ′fille(Nf1, Nf2) segments reproduisant le comportement
des deux chaînes filles Nf1 et Nf2, soit tel que :

√
N ′fille(Nf1, Nf2) = ϕf1

√
Nf1 + ϕf2

√
Nf2 =

φf1Nf1 + φf2Nf2

φf1
√
Nf1 + φf2

√
Nf2

(V.1)

avec Nf1 + Nf2 = N − Nc et, pour rappel, ϕi et φi respectivement les fractions en
distance entre extrémités et en nombre des chaînes de la population i dans le réseau.



1. Mise en œuvre théorique 111

Comme φf1 = φf2, nous avons en posant Nf = Nf1 +Nf2 :√
N ′fille(Nf1, Nf2) =

Nf1 +Nf2√
Nf1 +

√
Nf2

=
Nf√

Nf1 +
√
Nf −Nf1

. (V.2)

De la même façon, si tous les couples (Nf1, Nf2) vérifiant Nf1+Nf2 = Nf sont équipro-
bables et en supposant que toutes les sous-chaînes sont bout-à-bout sur une même
chaîne, alors en appliquant la même définition de moyenne de nombre de segments
de chaînes déformées à force égale (effectuant donc une moyenne non plus sur un
unique couple (Nf1, Nf2) mais sur l’ensemble des couples possibles), nous obtenons :

√
Nfille(Nf) =

Nf∑
n=0

Nf

Nf∑
n=0

(
√
n+

√
Nf − n)

=
(Nf + 1)Nf

2

[
Nf∑
n=0

√
n

]−1

. (V.3)

Le calcul de la longueur du segment représentatif associé (cf. équation (III.20))
montre que celui-ci est égal à (

∑√
Ni)

2/
√
Nfille(Nf)b, que nous simplifierons à b

pour la suite. La figure V.2 montre les résultats du calcul numérique de Nfille(Nf)

Nf

N
f,
N

fil
le

0 10 20 30 40
0

10

20

30

40
Nf
Nfille
Nf/2

Figure V.2 – Nfille (points rouges) et Nfille/2 (droite bleue) en fonc-
tion de Nf.

pour de petites valeurs de Nf (entre 1 et 40), montrant que Nfille est bien différent
de Nf/2.

Revenons à présent sur la représentation de la cristallisation : d’après la façon
dont nous avons défini nos conditions de cristallisation, une chaîne semi-cristallisée
n’est pas constituée d’une unique cristallite séparant deux chaînes filles ainsi que
décrit précédemment, mais d’une succession de mailles semi-cristallisées. Est conser-
vée l’idée de représentation que les cristallites forment des points de réticulation et
que les sous-chaînes amorphes formées continuent à participer à l’élasticité du ré-
seau. La « chaîne initiale » précédente doit être remplacée par une maille amorphe
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mais le raisonnement n’en reste pas moins valable en changeant N en N (m)
i et Nf en

N
(m)
i −Nci pour une population i : une Ni-chaîne ayant Ni/N

(m)
i mailles, il résulte

de sa cristallisation les mêmes nombres de chaînes filles équivalentes et de cristallites
de taille Nci segments. Ceci est illustré par le schéma de la figure V.3 pour une chaîne

Population initiale d’une N -chaîne à trois mailles

Trois cristallites + population fille de trois chaînes filles équivalentes

Maille amorphe N (m)

Maille cristallisée Nf1 +Nc +Nf2

Maille équivalente Nc +Nfille(N
(m) −Nc)C

ri
st
al
lis
at
io
n

Figure V.3 – Détermination d’une chaîne fille équivalente et popula-
tion fille équivalente.

constituée de trois mailles amorphes. Si dans un réseau une population cristallise,
nous dirons qu’il en résulte une population fille équivalente.

En dernière remarque, précisons que dans ce choix de chaîne fille équivalente
(comme dans celui de Nf1 = Nf2 = Nf/2), soit 0 %, soit 100 % des populations filles
peuvent cristalliser à nouveau, contrairement au cas « réel » où peut-être certaines
seulement sont dans un domaine cristallisable. Nous gagnons donc en simplicité de
formulation tout en conservant la même relation de force-extension, au détriment
de la précision dans le taux de cristallinité de la chaîne représentative. Ceci peut
cependant ne pas être tant problématique si les chaînes filles équivalentes sont sys-
tématiquement dans un domaine de longueurs où les chaînes ne cristallisent pas.

Description de la chaîne représentative hétérogène
La chaîne représentative hétérogène se compose de populations de chaînes dont

certaines sont semi-cristallisées. Les populations semi-cristallisées sont constituées,
d’après la section précédente, d’une population fille équivalente en série avec des seg-
ments cristallisés alignés. Du point de vue du calcul de la relation force-extension,
le placement des segments cristallisés par rapport aux populations n’importe pas :
il est donc équivalent de regrouper tous les segments cristallisés (y compris ceux
appartenant à des populations différentes) en bout de chaîne représentative, comme
représenté sur la figure V.4. Celle-ci est alors constituée d’une portion amorphe (par-
tie amorphe de la chaîne représentative) composée de toutes les chaînes amorphes
(populations non cristallisées, auxquelles s’ajoutent les populations filles équivalentes
des populations semi-cristallisées) et d’une partie cristallisée. Le nombre caractéris-
tique de segments N de la partie amorphe peut être calculé par la définition donnée
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Amorphe

Semi-cristallisé

Population cristallisant Autres populations

Relation force-extension équivalente

Figure V.4 – Représentation de la chaîne hétérogène semi-cristallisée
(avant la relaxation). La chaîne représentative inhomogène amorphe
est constituée ici de trois populations (a), dont une cristallise (b). Les
segments cristallisés sont regroupés en « bout de chaîne », formant une
chaîne représentative hétérogène ayant une unique portion amorphe
(inhomogène) et une portion cristalline (c).

par l’équation (III.17) car toutes les populations se déforment à force égale, et la
partie cristallisée est composée de Nc segments, égale à la somme des segments cris-
tallisés de toutes les populations semi-cristallisées, convertie en nombre de segments
représentatifs de longueur B (équation (III.20)).

Nous utilisons pour l’extension globale de la chaîne représentative hétérogène
la même définition par addition de distances entre extrémités utilisée à l’équation
(III.14) pour une chaîne représentative inhomogène :

λ =
`am + `c

`0
=
λam
√

N B + NcB√
N {0}B

=
λam
√

N + Nc√
N {0}

(V.4)

avec `am la distance entre extrémités de la partie amorphe de la chaîne (chaîne re-
présentative fille équivalente), `c celle de la partie cristallisée, et `0 celle de la chaîne
à l’état initial non déformé. N {0} est le nombre caractéristique de segments de la
chaîne représentative à l’état initial totalement amorphe, de segment représentatif B.
Cette expression permet notamment, pour une extension globale λ donnée, d’expri-
mer l’extension de la partie amorphe λam connaissant N , N {0} et Nc. Notons que
les grandeurs N et Nc dépendent de l’état dans lequel se trouve la matière à l’instant
considéré (degré d’avancement de la cristallisation), et que la représentation de cette
chaîne représentative hétérogène est, avec l’utilisation des nombres caractéristiques
de segments, identique à celle d’une unique chaîne statistique semi-cristallisée.

Définition du taux de cristallinité
Le taux de cristallinité χc de la chaîne représentative se définit naturellement

comme le quotient du nombre de segments cristallisés sur le nombre total de seg-
ments :

χc =
Nc

N {0} , (V.5)

ainsi que la fraction amorphe complémentaire χam = N /N {0} comme le fait Flory
dans son modèle de chaîne semi-cristallisée [Flory 47]. Cependant, l’équation (V.4)
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écrite sous la forme :

λ =

√
N√

N {0}
λam +

√
Nc√

N {0}

√
Nc (V.6)

où
√

Nc est l’extension maximale que peut atteindre une Nc-chaîne (c’est en quelque
sorte la façon dont nous l’avons définie) et une identification avec l’équation λ =
(1−χ)λam+χλχ (où χ est le taux de cristallinité et λχ est, d’après l’article, l’extension
dans la phase cristalline, proche de λmax), proposée par Albouy et al. [Albouy 15]
et semblable à une loi des mélanges sur l’extension, suggère de définir les grandeurs
suivantes :

χ′c =

√
Nc√

N {0}
et χ′am =

√
N√

N {0}
(V.7)

où χ′c est le taux de cristallinité « linéaire » et χ′am est la fraction « linéaire » amorphe.
Ces grandeurs χ′c et χ′am sont en effet définies comme les fractions de la distance entre
extrémités qu’aurait une chaîne de Nc, respectivement N , segments au repos par
rapport à la distance entre extrémités d’une chaîne initiale.

Le nombre caractéristique de segments d’une chaîne représentative n’étant pas
égal à la simple somme des segments de Kuhn, faisons le lien des grandeurs précédem-
ment définies avec le taux de cristallinité massique « réel » défini comme la fraction
du nombre de segments de Kuhn (somme du nombre de segments de Kuhn cristallisés
sur la somme du nombre de segments de Kuhn amorphes initiaux), en commençant
avant cela par le ratio des nombres de segments amorphes dans le système :∑

φiNi∑
φ
{0}
i Ni

=

√
N
∑

φi
√
Ni

√
N {0}

∑
φ
{0}
i

√
Ni

=

√
N

N {0}
φi
√
Ni∑

φ
{0}
i

√
Ni

= Φam

√
N

N {0} = Φamχ
′
am = Φam

√
χam (V.8)

avec Φam le ratio des distances entre extrémités au repos de la portion amorphe et de
la chaîne représentative totale. Nous observons que la quantité

√
N /N {0} apparaît

assez naturellement et que Φam est en quelque sorte une grandeur permettant de
transposer le taux de cristallinité « réel » aux grandeurs en distances entre extrémités
ou en segments représentatifs. De la même façon, comme Nc est défini égal à la somme
des Nc segments de Kuhn cristallisés convertie en segments représentatifs, le taux de
cristallinité massique s’écrit :

Nc∑
φ
{0}
i Ni

=
NcB/b∑
φ
{0}
i Ni

=
Nc
∑

(φ
{0}
i

√
Ni)/

√
N {0}∑

φ
{0}
i Ni

=

√
Nc

N {0}

√
Nc

N {0}

= Φc

√
Nc

N {0} = Φcχ
′
c = Φc

√
χc (V.9)

faisant apparaître la quantité
√

Nc/N {0}, « ajustée » par la fraction Φc de la distance
entre extrémités au repos de la portion cristallisée de la chaîne représentative sur celle
de la chaîne initiale.
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Comme le soulignent Albouy et al. [Albouy 05], la question de la définition du
taux de cristallinité n’est pas nouvelle, et dans la suite du modèle, nous gardons
la définition χc = Nc/N {0} du taux de cristallinité, sachant que nous pourrons le
transposer en taux de cristallinité massique usuel (néanmoins transposé aux segments
de Kuhn) à l’aide de l’équation (V.9). Notons par ailleurs que les définitions proposées
à l’équation (V.7) encourageraient à croire que

√
N +

√
Nc =

√
N {0}, mais rien

ne dit a priori cela est vrai dans notre cas, ni que N + Nc = N {0} et nous nous
garderons d’utiliser les relations χ′am = 1− χ′c ou χam = 1− χc.

Quantification de la relaxation
Dans le modèle de cristallisation sous tension d’une chaîne proposé par Flory

[Flory 47], les chaînes relaxent lorsque les cristallites apparaissent. La distance formée
par la somme de segments alignés dans la direction de traction étant plus grande que
celle constituée par les mêmes segments sur la chaîne amorphe à une déformation
quelconque, il est aisé d’appréhender ce phénomène. Bien que le calcul ne soit pas
utile dans la suite, nous proposons dans ce paragraphe de quantifier cette relaxation
dans le cas de la chaîne représentative en se donnant une déformation globale λ à
laquelle se produit la cristallisation et qui reste constante. En effet, intégrée dans
un modèle de type full-network, les deux extrémités de la chaîne représentative sont
fixées par la déformation de la sphère unitaire, obligeant la distance entre extrémités
(et donc l’extension) a rester inchangée à l’instant où se produit la cristallisation (sans
même considérer le modèle tridimensionnel, nous pouvons supposer qu’il s’agit de la
distance entre les deux extrémités que nous imposons lorsqu’on déforme la chaîne
représentative). En revanche, ce n’est pas le cas des populations composant la chaîne
représentative, dont les distances entre extrémités et extensions peuvent varier en
fonction du taux de cristallinité, et ce simultanément d’une quantité différente pour
chaque population. Il est donc plus simple de rendre compte de la relaxation par le
biais d’une diminution de la force que par calcul du changement d’extension de la
partie restant amorphe (d’autant plus que la chaîne représentative n’étant pas affine,
ce calcul n’est pas trivial et demande de connaître la composition du système).

Ainsi, d’un état totalement amorphe de N {0} segments, la chaîne prend une
nouvelle configuration de Nc > 0 segments cristallisés et N segments amorphes, le
tout ayant une extension globale λ donnée (dans le cas d’une chaîne représentative
déjà partiellement cristallisée, il suffit d’en considérer la portion amorphe). Les forces
de la chaîne dans les deux cas sont :

f(N {0}, λ) =
kT

b
L −1

(
λ√

N {0}

)
(V.10)

pour l’état totalement amorphe, et :

f(N , λam) =
kT

b
L −1

(
λam√
N

)
(V.11)

pour l’état semi-cristallisé. La fonction de Langevin inverse étant strictement crois-
sante sur [0, 1[, nous avons f(N {0}, λ) > f(N , λam) si et seulement si λ/

√
N {0} >
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λam/
√

N . La différence entre ces deux grandeurs est :

λ√
N {0}

− λam√
N

=
λ√

N {0}
− λ
√

N {0} −Nc

N

=
Nc

√
N {0} + λ(N −N {0})

N
√

N {0}
=

Nc(
√

N {0} − λ)

N
√

N {0}
, (V.12)

qui est positive tant que λ <
√

N {0}, auquel cas la relaxation a bien lieu à l’échelle
de la chaîne représentative (il conviendra de vérifier que cette inégalité est respectée
dans notre modèle). Pour les populations restant amorphes, la diminution d’extension
peut être exprimée en se souvenant que les extensions normalisées sont les mêmes
que celles de la chaîne représentative :

∆λi =
λam√
N

√
Ni −

λ√
N {0}

√
Ni = −

√
Ni

(
λ√

N {0}
− λam√

N

)
(V.13)

qui contient la quantité calculée précédemment. Quant aux populations semi-cristallisées,
il faut connaître la longueur des chaînes filles équivalentes pour effectuer le calcul,
qui n’est pas poursuivi ici. Notons cependant qu’il n’est pas exclu que ∆λi > 0 et
que ces populations ne relaxent pas (s’allongent au contraire), comme illustré sur la
figure V.5. Rappelons pour conclure que l’unique grandeur restant constante dans ce

Avant équilibre

Après équilibre

Élongation

Population cristallisée

Relaxation

Autres populations

Figure V.5 – Représentation de la relaxation des chaînes des popula-
tions amorphes et de l’élongation des chaînes de la population ayant
cristallisé, avant et après équilibre à l’instant de la cristallisation.

calcul de relaxation est la distance entre extrémités de la chaîne représentative (en-
tière), équivalente à son extension globale. Toutes les autres grandeurs, en particulier
la force et les extensions des populations, sont des variables du problème.

1.2. 3D : mise en œuvre du modèle full-network

Le modèle full-network permet, de la connaissance du comportement d’une chaîne
représentative, de construire un modèle 3D. Il s’agit d’intégrer la densité d’énergie
sur toutes les directions de l’espace : le cas connu amorphe est rappelé avant d’y
introduire les changements liés à la phase cristalline.
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Calcul des contraintes : cas d’une déformation sans cristallisation
Nous présentons tout d’abord le cadre mathématique pour la déformation d’un

matériau restant totalement amorphe. Soit un point matériel d’un corps ; à l’échelle
du volume élémentaire représentatif, ce point est assimilé à une sphère unitaire. Le
vecteur unitaire définissant une direction de l’espace est noté de façon générique u.
Soit F le gradient de la transformation en ce point. Pour un matériau considéré
homogène, isotrope, hyperélastique et incompressible, le tenseur de Cauchy s’écrit :

σ = −pI + σ̄ = −pI +
∂W

∂F
FT (V.14)

avec p la pression hydrostatique induite par l’hypothèse d’incompressibilité, I le
tenseur identité 3 × 3, W la densité d’énergie de déformation par unité de volume
non déformé, et σ̄ la partie déviatorique de la contrainte. Dans le cadre du modèle
type full-network, W peut être obtenue par intégration des énergies de déformation
w̄ de chaque direction (chaîne représentative) sur la sphère unitaire [Wu 93], soit :

W (F) =
1

|S |
x

S

w̄(λ(u))d2Ω(u) = 〈w̄(λ)〉 (V.15)

où λ(u) est l’extension de la chaîne représentative de la direction u, définie par
λ(u) = ||Fu|| et d2Ω son angle solide. La notation 〈 · 〉 est utilisée pour exprimer une
valeur moyenne sur la sphère unitaire S : 〈 · 〉 = 1

|S |
s

S · d2Ω.
La dérivée de l’énergie par rapport à F nécessaire au calcul de σ s’écrit :

∂W

∂F
=

〈
∂w̄

∂F

〉
=

〈
dw̄

dλ(u)

∂λ(u)

∂F

〉
=

〈
dw̄

dλ(u)

1

λ(u)
Fu⊗ u

〉
= F

〈
dw̄

dλ(u)

1

λ(u)
u⊗ u

〉
. (V.16)

Ceci nécessite le calcul de la dérivée de w̄(λ), qui est la somme pondérée de celles
des populations :

w̄(λ) = n0

∑
i∈I

φiwi(λi) , (V.17)

où n0 est le nombre de chaînes considérées dans une direction (densité de chaînes),
wi représente l’énergie induite par la déformation d’une Ni-chaîne, et, pour rappel,∑

i∈I φi = 1. La dérivée est alors égale à :

dw̄

dλ
= n0

∑
i∈I

φi
∂wi(λi)

∂λ
= n0

∑
i∈I

φi
dwi
dλi

∂λi
∂λ

. (V.18)

avec dwi/dλi = (dwi/dli)(dli/dλi) = f
√
Nib. En invoquant par ailleurs l’égalité des

extensions normalisées, nous avons λi = λ
√
Ni/N et ∂λi/∂λ =

√
Ni/N pour tout

i ∈ I et avec N le nombre caractéristique de segments de la chaîne représentative.
Ainsi :

dw̄

dλ
= n0

∑
i∈I

φif
√
Nib

√
Ni√
N

= n0

∑
i∈I

φiNi√
N

kTL −1

(
λ√
N

)
. (V.19)
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La partie déviatorique du tenseur de Cauchy est donc :

σ̄ = F

〈{
n0
∑
φiNi√

N
kT

}
1

λ(u)
L −1

(
λ(u)√

N

)
u⊗ u

〉
FT (V.20)

dont le facteur entre crochets courbes {} peut être sorti de la moyenne 〈 · 〉 dans le
cas d’un réseau isotrope 1. Le tenseur de Cauchy total est finalement le suivant :

σ = −pI + F

〈
n0
∑
φiNi√

N
kT

1

λ(u)
L −1

(
λ(u)√

N

)
u⊗ u

〉
FT (V.21)

et la contrainte nominale est :

P = JF−1σ = −pF−1 +

〈
n0
∑
φiNi√

N
kT

1

λ(u)
L −1

(
λ(u)√

N

)
u⊗ u

〉
FT (V.22)

avec J le déterminant de F, ici égal à 1 par hypothèse d’incompressibilité. Notons
que

∑
i∈I φiNi, par définition de φi, correspond au nombre de segments dans la

chaîne représentative et n0
∑

i∈I φiNi celui dans une direction. Ainsi, la grandeur
n0
∑
φiNi/N est la densité moyenne de chaînes représentatives dans une direction,

que nous pouvons noter ν. Ces résultats sont ceux d’un modèle full-network standard,
adapté au cas de chaînes représentatives inhomogènes.

Calcul des contraintes : prise en compte de la cristallisation

Nous reprenons ici le raisonnement précédent en y incluant la cristallisation. Il
s’agit essentiellement de déterminer où intervient le fait que seule la chaîne amorphe
participe à l’énergie de déformation. Malgré le changement de volume qu’engendre la
cristallisation par différence de densité avec l’amorphe, nous maintenons l’hypothèse
d’incompressibilité 2.

1. Nous devrions également ajouter la dépendance à u de N , φi et n0 dans l’écriture du cas
anisotrope pour plus de rigueur (N (u), φi(u) et n0(u)).

2. L’hypothèse d’incompressibilité de la matière est à justifier car la densité de la phase cristalline
est plus élevée que celle de la phase amorphe. D’après Wood et Bekkedahl et al. [Wood 46], le
changement de volume pour du caoutchouc non vulcanisé cristallisant entre -50 et 15 ◦C est entre 2
et 2.7 %. Sachant que la cristallisation est favorisée dans cette gamme de température (notamment
autour de −25 ◦C), nous pouvons supposer que le changement de volume n’est pas plus important
lors de la cristallisation sous tension (pour laquelle le taux de cristallinité ne dépasse pas 25 % dans
les conditions étudiées). Par ailleurs, Leitner en 1955 suggère qu’à un taux de 10 % de cristallinité
correspond 1 % de changement de volume [Leitner 55], ce qui mène également à un changement
de 2,5 % pour les 25 % de cristallinité de cristallisation sous tension. Pour finir, Smith et Hanna
proposent comme valeur de densité de phase cristalline 0, 950 g/cm3 environ [Smith 41], tandis que
celle de l’amorphe est autour de 0, 910 g/cm3 [Mark 06]. Si un quart du volume initial cristallise,
le changement de volume est alors en théorie de moins de 1 %. Bien que le changement de volume
soit effectivement non nul, nous pouvons raisonnablement considérer le caoutchouc naturel comme
étant incompressible, même dans un état semi-cristallisé.
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C’est dans l’équation (V.18) que nous pouvons utilement faire apparaître l’ex-
tension de la partie amorphe de la chaîne représentative λam :

dw̄

dλ
= n0

∑
i∈I

φ
{e}
i

∂wi(λi)

∂λ
= n0

∑
i∈I

φ
{e}
i

dwi(λi)

dλi

∂λi
∂λam

∂λam
∂λ

= n0

∑
i∈I

φ
{e}
i f

√
Nib

√
Ni√

N {e}

√
N {0}
√

N {e}
(V.23)

où l’exposant {e} indique que les grandeurs concernées sont prises à l’état de la
matière adéquat (défini de façon plus rigoureuse dans la section suivante). Il est
important ici de noter que φi varie en fonction de la déformation 3 (d’où la nota-
tion φ{e}i ) et que n0

∑
i∈I φ

{e}
i Ni est égal au nombre de segments amorphes dans le

volume considéré (populations amorphes et populations filles équivalentes pour les
populations cristallisées). Si le nombre caractéristique de segments (évoluant au fur
et à mesure que la cristallisation avance) de la chaîne représentative est noté N {e},
alors :

dw̄

dλ
=

√
N {0}
√

N {e}

n0
∑

i∈I φ
{e}
i Ni√

N {e}
kTL −1

(
λam√
N {e}

)
, (V.24)

soit, en utilisant les relations établies à l’équation (V.8) :

dw̄

dλ
= Φam

n0
∑

i∈I φ
{0}
i Ni√

N {e}
kTL −1

(
λam√
N {e}

)
(V.25)

où Φam est le ratio des distances entre extrémités au repos de la portion armophe de la
chaîne représentative, défini à l’équation (V.7). Cette expression indique que l’éner-
gie de déformation des chaînes semi-cristallisées de portion amorphe ayant N {e}

segments (dans le réseau consitutué de n0
∑

i∈I φ
{0}
i Ni segments) est égale à celle du

réseau de N {e}-chaînes constitué d’un même nombre total de segments (équation
(V.19)) calculée à l’extension adéquate λam et pondérée par le facteur Φam (qui peut
être vu comme la traduction en fraction « linéaire » du nombre de segments considéré
sur le nombre de segments total n0

∑
i∈I φ

{0}
i Ni). Cela mène au tenseur de Cauchy

suivant :

σ =− pI + F

〈
Φam

n0
∑

i∈I φ
{0}
i Ni√

N {e(u)}
kT

1

λ(u)
L −1

(
λam(u)√
N {e(u)}

)
u⊗ u

〉
FT ,

(V.26)

= −pI + F〈Υuu⊗ u〉FT , (V.27)

et le taux de cristallinité total s’écrit simplement χc,tot = 〈χ{e(u)}
c 〉.

De façon pratique et déjà dans le cas amorphe, l’intégration numérique de la
contrainte est obtenue en choisissant une méthode d’intégration qui choisit des points

3. Les précisions et précautions à prendre pour son calcul sont données après l’équation (V.30).
Notons que la somme des φi à un état {e} n’est égal à 1 qu’à l’état totalement amorphe {0}.
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particuliers sur la sphère unitaire. Trois de ces méthodes sont rappelées et discutées
par Verron dans la référence [Verron 15].

Représentation du modèle full-network hétérogène
Le résultat final du modèle full-network amorphe appliqué à une chaîne inhomo-

gène peut en fait être obtenu sans utiliser les populations en considérant directement
la dérivée de la force d’une chaîne représentative utilisant les segments représentatifs
B, voire même en ne considérant pas un nombre ν de N -chaînes, mais une unique
chaîne de νN segments représentatifs, soit une chaîne par direction dans le modèle
tridimensionnel (cette représentation est moins dans l’idée du modèle full-network
d’origine en ce sens qu’elle efface la notion de densité de chaînes et ne s’applique plus
aux cas où une anisotropie s’exprime par celle-ci).

De même, dans la prise en compte de la cristallisation dans le modèle full-network,
nous pouvons considérer dans chaque direction, un nombre ν de N -chaînes dont
chacune est semi-cristallisée de façon identique (même force, même extension). Or
comme pour la description de la chaîne représentative hétérogène (figure V.4), il est
possible de regrouper « en bout de chaînes » toutes les portions cristallines, et, dans
chaque direction, ne considérer qu’une unique portion cristalline (somme des ν por-
tions cristallines) et une unique portion amorphe (somme des ν portions amorphes),
laquelle est une chaîne de νN {e(u)} segments représentatifs. Autrement dit, il s’agit
de considérer une unique chaîne semi-cristallisée par direction.

La figure V.6(a) représente ainsi tout d’abord une coupe de la sphère du modèle

(a) (b) (c) (d)

λ 1
⇔

λ 1

Traction Cœur cristallin

Chaîne orientée semi-cristallisée

Figure V.6 – Représentation de quelques chaînes de la sphère du
modèle full-network dans un état totalement amorphe (a), puis semi-
cristallisé à une extension λ (b). Représentation équivalente de la
sphère en deux phases avec un cœur cristallin (hachuré) au centre (c),
grandissant avec une cristallisation supplémentaire à une extension
plus grande (d). La direction de traction est verticale et les sphères
sont représentées non déformées.

full-network dans le plan de traction et quelques chaînes représentatives. Lorsque
la sphère se déforme (sens de traction vertical), les chaînes des directions les plus
orientées cristallisent. Ceci est représenté, pour quelques chaînes et sur une sphère non
déformée par commodité de lecture, sur la figure V.6(b) : les chaînes les plus proches
de la direction de traction sont les plus cristallisées, tandis que les chaînes normales
au plan de traction restent amorphes. Finalement, généralisé à toutes les directions
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sur la figure V.6(c), le modèle full-network peut être représenté comme une sphère à
deux phases dont le cœur cristallin (a priori non sphérique) évolue au fur et à mesure
que la déformation progresse. À une extension générale donnée, le comportement du
réseau amorphe peut être dissocié du cœur cristallin et parfaitement défini à lui
seul (il s’agit de la signification de l’expression (V.25)). Cela a pour conséquence
également que nous pouvons prendre un état de la déformation d’extension λ0 avec
un cœur cristallin, et, en considérant qu’il s’agit d’un état de référence (par exemple
l’état représenté sur la figure V.6(c)), appliquer des tractions ou des décharges en
ne considérant plus que le réseau amorphe (qui peut lui-même cristalliser comme
schématisé sur la figure V.6(d)), sachant que le cœur cristallin est stable tant que
l’extension n’atteint pas son extension-seuil de fusion, elle-même inférieure à λ0 (car si
les populations cristallisées le sont, cela signifie que λ̂0 est supérieure à leur extension-
seuil de cristallisation, et donc supérieure à leur extension-seuil de fusion).

Cette vision nous amène à la section suivante, qui propose une description plus
précise et complète de cette observation à l’échelle de la chaîne représentative.

2. Description interprétative de la cristallisation sous tension

De l’assemblage de tous les éléments constituant la construction du comportement
thermo-mécanique d’une chaîne représentative cristallisant sous tension, ainsi que du
développement d’un algorithme 4 efficace en vue d’une implémentation numérique,
a résulté une façon différente d’appréhender ce phénomène. Il s’agit d’un angle de
description qui peut être qualifié d’algorithmique et dont l’interprétation physique
laisse une moindre place à l’idée d’effet « boule de neige » de la cristallisation que
sa représentation conventionnelle. Cette section vise, sans entrer dans le détail des
calculs (développés dans la section suivante), à en présenter l’idée générale.

Donnons-nous pour cela une chaîne représentative de distribution initiale de lon-
gueurs de chaîne connue, et une extension λ, avec pour objectif de calculer la force
et le taux de cristallinité correspondants. La méthode classique consiste à atteindre
cette extension λ depuis l’état non déformé par une succession d’extensions crois-
santes, les plus ressérées possible les unes des autres. À chacun de ces pas d’exten-
sion, chaque population du système est testée afin de savoir si elle cristallise ou non.
D’un changement de phase découle une nouvelle distribution : la force et le taux de
cristallisation sont calculés en conséquence, et le pas suivant itère le processus en
prenant en compte cette nouvelle configuration de la matière.

Notre vision différente du calcul s’apparente davantage à une définition par mor-
ceaux du comportement que par une succession d’états définis par récurrence. Avant
toute connaissance de la distribution de longueurs de chaînes, les conditions de cris-
tallisation et de fusion choisies permettent le calcul des extensions-seuils normalisées
λ̂ci et λ̂fi des populations (ainsi que les Nci correspondants) indépendamment les
unes des autres. Celles-ci sont représentées sur la figure V.7. Dans un réseau inhomo-
gène, par hypothèse de déformation à force égale, les chaînes de ces populations ont

4. L’algorithme sera décrit dans la section 3 suivante.
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Population

λ̂
c
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f
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)
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λ̂c (cristallisation)
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Figure V.7 – Extensions-seuils normalisées de cristallisation et de
fusion des populations, numérotées par le nombre N de segments des
N -chaînes qui les constituent.

toutes simultanément la même extension normalisée, c’est-à-dire que la courbe de
cristallisation de la figure V.7 fournit l’ordre de cristallisation des populations (dans
notre cas, des chaînes les plus longues aux plus courtes), et même à quelle extension
normalisée (de sa partie amorphe, par définition) la chaîne représentative change de
distribution. Appelons états du système, notés {e}, ces configurations successives de
la matière engendrées par la cristallisation de chacune des populations. La figure V.8
décrit un exemple avec six populations (A à F, dans l’ordre de longueur des chaînes)

Populations

d d d d d d
d d d d d c
d d d d c c
d d d c c c
d d c c c c
d c c c c c
c c c c c c
d c c c c c
d d c c c c

État{0}
État{1}
État{2}
État{3}
État{4}
État{5}
État{6}
État{7}
État{8}

A B C D E F

État initial amorphe

État maximal de cristallisation

Phase de cristallisation

Phase de décristallisation

Figure V.8 – Exemple des états successifs de six populations A, B,
C, D, E et F.

cristallisant dans l’ordre F, E, D, C, B, A et décristallisant dans l’ordre alphabétique.
En se donnant à présent une distribution de longueurs de chaîne, nous savons

précisément calculer pour chaque état {e} du système, la nouvelle distribution (po-
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pulations amorphes et populations filles) et le nombre de segments cristallisés ; de
ces connaissances découlent celles de N {e} et N

{e}
c , les nombres caractéristiques des

parties amorphe et cristalline de la chaîne représentative à l’état {e}. En utilisant la
relation λ = (λam

√
N + Nc)/

√
N {0}, nous pouvons alors écrire que :

f =
kT

b
L −1

(
λam√
N {e}

)
=
kT

b
L −1

(
λ
√

N {0} −N
{e}
c

N {e}

)

χc =
N
{e}
c

N {0}

(V.28)

sur l’intervalle [λ
{e}
c , λ

{e+1}
c [ avec :

λ{e}c =
(λ
{e}
c )am

√
N {e−1} −N

{e−1}
c√

N {0}
=
λ̂
{e}
c N {e−1} −N

{e−1}
c√

N {0}

=
λ̂cēN {e−1} −N

{e−1}
c√

N {0}
(V.29)

avec ē l’indice de la population dont la cristallisation induit ce changement d’état 5

et am l’indication que l’extension est celle de la portion amorphe de la chaîne. Le
même raisonnement peut être appliqué à la décharge avec les extensions-seuils de
fusion. Le problème initial se résume à la recherche de l’intervalle dans lequel se
trouve l’extension λ donnée. Ceci mène à la donnée de {e} « contenant » celles de
N {e} et N

{e}
c , aboutissant simplement à la force et au taux de cristallinité par les

expressions du système (V.28).
Ces observations se ramènent finalement au fait que par cette approche, les seules

connaissances de la distribution initiale et des conditions de cristallisation et de fusion
suffisent à définir complètement les fonctions f et χc par morceaux 6 : les valeurs pour
une extension donnée sont fournies par le système d’équations (V.28) sans avoir à
effectuer les calculs pour une suite de pas d’extension précédents. Sur chacun de ces
intervalles, la chaîne se divise en une portion cristalline stable d’une part, et une
portion amorphe d’autre part ayant un comportement qui lui est propre (elle peut se
déformer et elle-même cristalliser davantage, amenant à l’état supérieur qui pour elle
sera l’état {1}). La clef de ce raisonnement réside dans les données de la figure V.7 :
nous pouvons appeler l’ensemble des deux courbes courbe générique, insistant sur le
fait qu’elles ne dépendent pas d’une distribution de longueurs de chaîne, et que leur
donnée permet de connaître, pour un réseau initial, toutes les configurations que
celui-ci prendra au cours de la déformation. Nous pouvons remarquer par ailleurs
qu’en inversant les axes, la courbe générique ressemble légèrement à une courbe

5. Des précisions concernant le choix des exposants {e} dans le calcul seront données ultérieu-
rement.

6. Nous pourrions également définir les fonctions f{e} : λ 7→ kT
b

L−1

(√
N {0}

N {e} λ− N
{e}
c

N {e}

)
pour

chaque état {e}.



124 V. Modèle thermo-mécanique complet

de taux de cristallinité observée expérimentalement (taux de cristallinité tracé en
fonction de l’extension). La figure V.9 montre en effet que celle-ci est obtenue par

λ̂cē, λ̂fē

crist.

fusion

{e}

λ

crist.

fusion

χc

Courbe générique

Taux de cristallinité

Dilatation de l’axe des ordonnées :

χ
{e}
c =

N
{e}
c

N {0}

Dilatation de l’axe des abscisses :

λ
{e}
c =

λ̂cēN {e−1} + N
{e−1}
c√

N {0}

λ
{e}
f =

λ̂fēN
{e} + N

{e}
c√

N {0}

Figure V.9 – Principe de dilatation des axes de la courbe générique.

des dilatations particulières des axes (inversés sur le schéma en haut à gauche) de
la figure V.7. Les annotations de la figure V.10 visent à illustrer les dilatations sur
l’exemple des populations A à F. À chaque état {e} représenté à gauche correspond
un taux de cristallinité χ{e}c dont le passage de l’un à l’autre se fait par une variation
de Ncē/N{0} (représenté à droite pour la population D : Ncē = NcD̄). Ensuite, à
l’aide des N

{e}
c et N {e} de chaque état {e}, nous pouvons calculer l’extensions-seuil

{e}

{0}
{1}
{2}
{3}
{4}
{5}
{6}

NcD

N {0}

λ
{1}
c λ

{2}
c

· · · λ
{6}
c

λ
{1}
f λ

{2}
f

· · · λ
{6}
f

χ
{1}
c

χ
{2}
c

··
·

χ
{6}
c

λ̂fF · · · λ̂fC λ̂fB λ̂fA λ̂f

λ̂cF · · · λ̂cB λ̂cA λ̂c

Figure V.10 – Détails de la dilatation des axes sur un exemple de six
populations A, B, C, D, E et F.
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globale λ{e}c de cristallisation à partir son extension-seuil normalisée λ̂cē (axes du
bas) et l’extension-seuil globale de la même façon (axe du haut). La courbe obtenue
est, par construction, définie par morceaux et constante sur chaque intervalle : avec
davantage de populations et des intervalles plus petits, la courbe apparaîtra plus
« lisse ».

3. Algorithme

Tous les éléments théoriques constituant le modèle sont à présent réunis. Dans la
présente section, nous décrivons l’algorithme proposé pour l’implémentation numé-
rique, et en profitons pour préciser ou commenter des aspects du calcul omis jusqu’à
présent. Cette description sert également de synthèse des idées originales que nous
avons voulu inclure dans le modèle. Celles-ci sont notamment :

– l’inhomogénéité de la chaîne représentative amorphe (distribution de longueurs
de chaîne et hypothèse de déformation à force égale ; chapitre III) ;

– l’hétérogénéité de la chaîne représentative induite par sa cristallisation (défini-
tion des grandeurs associées et des populations filles ; section 1.1) ;

– la définition des extensions-seuils de cristallisation et de fusion (chapitre IV) ;
– l’adaptation du modèle full-network au cas semi-cristallisé (section 1.2).

Tous ces éléments, excepté le dernier, sont de surcroît les ingrédients d’une nouvelle
conception de la cristallisation sous tension fondée sur la définition d’états successifs
de la matière (section 2).

Avant de présenter l’algorithme que nous proposons, voici d’abord un algorithme
intuitif d’après les éléments du modèle proposé :

1. Appliquer un gradient de déformation F à la sphère unitaire et en déduire les
extensions et forces des chaînes représentatives dans chaque direction (point
d’intégration).

2. Pour chaque chaîne représentative :

(a) calculer l’extension de chaque population à partir de la force 7 ;

(b) calculer, pour chaque population, les tailles de maille et les tailles de germe
critique pour appliquer les conditions de cristallisation et de fusion ;

(c) en déduire si des cristallites apparaissent ou disparaissent dans chacune des
populations ;

(d) assembler les résultats de toutes les populations (déduire la nouvelle ex-
tension de la chaîne représentative, son taux de cristallinité, son nombre
caractéristique de segments).

3. Assembler les résultats de toutes les chaînes représentatives pour en déduire le
tenseur des contraintes et le taux de cristallinité total.

7. Le passage de l’étape 2 à l’étape 3(a) se fait en fait sans passer par la force avec seulement
l’égalité des extensions normalisées.
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Cette méthode suit un déroulement identique à celui du raisonnement naturel, mais
s’avère coûteuse en temps de calcul en raison de l’inévitable grand nombre de com-
paraisons à effectuer : les extensions de chaque population sont comparées systé-
matiquement aux extensions-seuils (nombre de points d’intégration × nombre de
populations × nombre de pas pour atteindre l’extension maximale). De plus, il n’est
pas prévisible si le système après la transformation d’une population (cristallisation
ou fusion) est à l’équilibre ou non, ce qui demanderait de faire des boucles (sur toute
l’étape 2) pour le vérifier et le corriger si nécessaire.

Une volonté de simplification de l’algorithme mène à une possibilité de calculs
en amont (off-line) qui rend la mise en place du programme moins complexe et
moins coûteuse en calcul. La figure V.11 indique la structure générale du nouvel

Chaînes
représentatives

F

σ, χc,tot

États
successifs

Courbe
génériqueÉtat

Calculs off-line

Figure V.11 – Organisation générale de l’algorithme proposé.

algorithme proposé, qui se base naturellement sur l’approche proposée à la section
2. Le but est d’imposer un gradient de déformation F à une sphère unitaire et d’en
déduire le tenseur des contraintes σ et le taux de cristallinité global χc,tot (flèche
de gauche). Pour cela, nous calculons les données de chaque direction (déterminées
par la méthode d’intégration numérique choisie) à l’aide des chaînes représentatives
(cadre de gauche). Jusqu’ici, il s’agit du modèle full-network. Il convient ensuite de
déterminer les caractéristiques de chaque chaîne représentative : pour chacune d’elle,
il faut déterminer son état (quelles populations sont cristallisées) dont la recherche
est représenté par la boucle fléchée centrale. Les états possibles et les grandeurs
correspondantes sont déterminés depuis la courbe générique (cadres de droite). Le
cadre en traits pointillés indique la partie des calculs effectués en amont du calcul
de déformation (off-line). Voici l’organisation des sections suivantes.

1. Calculs en amont (description de la partie droite de la figure V.11) : sont
présentées successivement la construction de la courbe générique et la caracté-
risation des états successifs d’une chaîne représentative. Celle-ci se décompose
en la définition des états successifs, suivie du calcul des grandeurs associées à
chaque état. Toute cette section fait directement référence aux idées détaillées
à la section 2.

2. Modèle full-network semi-cristallisé (description de la partie gauche et de la
boucle centrale de la figure V.11) : après un rappel des équations de passage
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entre les grandeurs de la sphère unitaire et des chaînes représentatives, la dé-
termination de l’état d’une chaîne représentative est précisé.

3.1. Calculs en amont

Construction de la courbe générique
D’après les conditions définies dans le chapitre IV, les extensions-seuils (de cristal-

lisation et de fusion) d’une population ne dépendent que d’elle-même (taille de maille
correspondante et extension locale), c’est-à-dire que les extensions-seuils peuvent,
pour toutes les populations, être calculées en amont de tout calcul de déformation,
sans même connaître la distribution des populations. Il en est de même pour le
nombre de segments des cristallites formées pour chaque population. L’hypothèse de
déformation à force égale indiquant qu’à un degré de déformation donné de la chaîne
représentative, toutes les populations ont la même extension normalisée, il est plus
commode ici de travailler avec ces grandeurs.

(1) Construction de la courbe générique.
Constantes relatives au matériau, supposées connues : ρ, ∆H, M0, b.
Paramètres : application M qui à N associe N (m), T , γ, (Gc), (Gf ).
Entrées : (-)
Sorties : λ̂ci, λ̂fi, Nci pour tout i ∈ I ;
Équations-clefs :

· λ̂ci vérifiant :

Ff (Ni, λ̂ciNi, T ) =
4γ(1)(

1− T
T 0
f

)
∆Hf − T∆Sdef(Ni, λ̂ci)

− λ̂ciN (m)
i b = 0 .

· λ̂fi vérifiant :

Ff (Ni, λ̂fiNi, T ) =
3∑

k=1

2γ(k)

L̆i
(k)
−
(

1− T

T 0
f

)
∆Hf + T∆Sdef(Ni, λ̂fiNi) = 0 .

· Nci =
L̆

(1)
i

b
= λ̂ciN

(m)
i .

Caractérisation des états successifs d’une chaîne représentative
La connaissance de la distribution n’est nécessaire qu’à ce stade, et cette étape

est à nouveau une préparation au calcul proprement dit du modèle. En effet, les
calculs présentés dans ce paragraphe sont applicables avant toute connaissance de F
appliqué à la sphère unitaire. L’originalité de l’algorithme réside dans le raisonnement
présenté ici.
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• Définition des états successifs
Comme cela a été décrit à la section 2, les extensions-seuils normalisées calculées

précédemment permettent de savoir dans quel ordre les populations cristallisent ou
décristallisent. Nous sommes alors en mesure de définir des états successifs du sys-
tème caractérisés par la donnée des états cristallisé ou décristallisé de l’ensemble des
populations. Les états successifs {0}, {1}, {2}, {3},... sont désignés génériquement
par la notation {e} . En notant 1 l’état cristallisé d’une population et 0 son état
décristallisé, nous pouvons construire une matrice c dont l’élément sur la ligne s et
la colonne i (noté c{e}i par commodité pour la suite) indique si la population i est
cristallisée à l’état {e}, comme l’illustre un exemple (correspondant à celui utilisé à
la section 2) sur la figure V.12. Nous considérons par ailleurs dans la suite que les

Populations

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1





État(0)

État(1)

État(2)

État(3)

État(4)

État(5)

État(6)

A B C D E F

État initial amorphe

Sens de la cristallisation

État maximal de cristallisation

cs,i = c
(s)
i : état de la population i à l’étape (s)

Figure V.12 – Exemple de matrice booléenne c représentant les états
c
{e}
i des populations i à chaque état {e}.

états traversés pendant la décristallisation sont les mêmes, dans l’ordre inverse, que
pour la cristallisation : nous utilisons ainsi une unique matrice c qui contient autant
de lignes que d’états successifs possibles (au maximum le nombre de populations
auquel s’ajoute l’état initial amorphe). Ainsi, pour une transformation dans le sens
de la cristallisation (traction), les états sont traversés dans le sens croissant des {e}
(des lignes du haut vers celles du bas de la matrice c), et dans le sens décroissant des
{e} (des lignes du bas vers celles du haut de la matrice c) lorsque la transformation
est dans le sens de la décristallisation (décharge). Le fait de définir ainsi les états
offre par la suite la possibilité de décrire des chemins complexes non monotones de
déformation.

Pour finir, nous définissons de la même façon que pour la matrice c, la matrice c̄
dont les éléments valent 0 si la population est cristallisée et 1 si elle est décristallisée.
La définition des états successifs par ces matrices booléennes facilitent grandement la
mise en pratique des calculs (par calcul matriciel) dans les étapes suivantes, où tous
les éléments notés sous la forme X{e}i et Y {e} pourrons être rangés dans des matrices
et vecteurs. Dans ces notations, les exposants {e} sur une grandeur indiquent que
celle-ci est prise à l’état {e} du système ({0} à l’état initial).
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L’utilisation des matrices c et c̄ permet de calculer aisément les distributions
de longueurs de chaîne associées à chaque état. Une population i cristallisée a des
chaînes filles équivalentes de Nfille,i = Nfille(N

(m)
i −Nci) segments (d’après les condi-

tions que nous avons appliquées), en quantité égale au nombre de mailles dans la
population initiale, multipliée par son nombre de chaînes. Dans le cas où les chaînes
les plus longues cristallisent en premier et en ignorant une éventuelle cristallisation
des chaînes filles équivalentes, la distribution à un état {e} est :

∀i ∈ I, φ{e}i = c̄
{e}
i φ

{0}
i

puis ∀i ∈ I, φ{e}fille,i = φ
{0}
fille,i + c

{e}
i φ

{0}
i

Ni

N
(m)
i

,
(V.30)

avec φ{e}fille,i la quantité de chaînes de Nfille,i segments. Précisons que si
∑
i∈I

φ
{0}
i Ni

représente le nombre total de segments dans le système considéré (avec
∑
i∈I

φ
{0}
i = 1),∑

i∈I
φ
{e}
i Ni est le nombre de segments non cristallisés dans le système à l’état {e}. Le

nombre total de segments devant être constant dans le volume lors du passage d’un
état à un autre, la distribution en nombre de chaînes ne doit pas être normalisée à
chaque état (uniquement à l’état initial amorphe) : il convient de prendre garde au
maniement de cette grandeur et il est judicieux de raisonner en nombre de chaînes
plutôt qu’en fraction. Au moindre doute, revenir à la définition des nombres de
segments dans le volume permet de définir φ correctement.

• Calcul des grandeurs associées à chaque état
À chaque état {e}, nous connaissons la distribution des populations, ainsi que le
nombre de segments cristallisés par chaîne pour chacune d’elles (nombre de mailles
Ni/N

(m)
i multiplié par le nombre de segment Nci dans une cristallite), et ainsi le

nombre de segments B dans la chaîne représentative :

N {e}
c =

[∑
i∈I

(
c
{e}
i φ

{0}
i Nci

Ni

N
(m)
i

)][∑
i∈I

φ
{0}
i

√
Ni√

N {0}

]−1

,

où le dernier facteur sert à faire la conversion du nombre de segments de Kuhn (de
longueur b) vers le nombre de segments caractéristiques (de longueur B). De même,
la distribution des populations amorphes est connue et permet de calculer le nombre
caractéristique de segments de la portion amorphe de la chaîne :

N {e} =

[∑
i∈I

ϕ
{e}
i

√
Ni

]2

avec ϕ{e}i =
φ
{e}
i

√
Ni∑

i∈I φ
{e}
i

√
Ni

,

et de ces deux grandeurs est exprimé le taux de cristallinité :

χ{e}c = N {e}
c /N {0} .
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En connaissant le nombre de segments cristallisés N
{e}
c correspondant, le calcul de

l’extension globale de la chaîne est simple d’après l’équation (V.6). Nous pouvons en
particulier calculer les extensions-seuils globales d’entrée et de sortie d’un état de la
chaîne représentative. Ce calcul nécessite cependant une attention sur les grandeurs
à considérer, bien que nous ayons délibérément omis de mentionner la difficulté à la
section 2 en la dissimulant sous une équation générale. La figure V.13 indique, pour

(s− 1) (s) (s− 1) (s)
λ̂ λ̂

λ̂
(s)
c λ̂

(s)
f

Charge (sens de la cristallisation) Décharge (sens de la fusion)

Figure V.13 – Transition entre les états à la charge et à la décharge.

la charge et la décharge, deux état successifs {e − 1} et {e}, séparés les extension-
seuils associées à l’état {e}. Dans le cas de la charge, le système est à l’état {e− 1}
lorsque l’extension-seuil d’entrée λ{e}c de {e} est atteinte. Dans le cas de la décharge,
le système est à l’état {e} lorsque l’extension-seuil de sortie λ{e}f de {e} est atteinte.
Cela fait sens notamment lors du cas où {e − 1} est l’état initial {0}. Si l’état {e}
correspond à la cristallisation de la population ē, nous avons donc :

λ{e}c =
(λ
{e}
c )am

√
N {e−1} + N

{e−1}
c√

N {0}
=
λ̂cē
√

N {e−1}
√

N {e−1} + N
{e−1}
c√

N {0}

=
λ̂cēN {e−1} + N

{e−1}
c√

N {0}
, (V.31)

avec λ{e}c l’extension-seuil globale d’entrée de l’état {e}, (λ
{e}
c )am celle de la portion

amorphe de la chaîne, et λ̂cē celle normalisée de cristallisation de la population ē. Il
en est de même pour l’extension-seuil globale de sortie de l’état {e} :

λ
{e}
f =

λ̂fēN
{e} + N

{e}
c√

N {0}
. (V.32)

En dernière remarque, intéressons-nous à l’équilibre du système à une extension-
seuil. Au moment du changement d’état, les extensions-seuils λ{e}c et λ{e}f globales
restent constantes à l’échelle de la chaîne représentative (cf. discussion de la section
1.1), mais nous pouvons distinguer les états à l’instant précédent et suivant la trans-
formation, c’est-à-dire avant et après équilibre. Les grandeurs qui nous intéressent
sont après équilibre du système, et l’état {e} est donc défini sur le domaine d’inter-
valle [λ

{e}
c , λ

{e+1}
c [ pour la charge et ]λ

{e}
f , λ

{e+1}
f ] pour la décharge, comme cela est

représenté sur la figure V.10.
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(2) Définition et distribution de chaque état.
Paramètres : (φ

{0}
i )i∈I (nombre initial des Ni-chaînes dans le volume considéré).

Entrées : λ̂ci, λ̂fi.
Sorties : c{e}, c̄{e} et (φ

{e}
i )i∈I de chaque étape {e}.

Équations-clefs :

· Pour chaque {e} et i ∈ I, c{e}(i) = 1 si la population est cristallisée, 0 sinon.

· Pour chaque {e} et i ∈ I, c̄{e}(i) = 0 si la population est cristallisée, 1 sinon.

· ∀i ∈ I, φ
{e}
i = c̄

{e}
i φ

{0}
i puis φ{e}fille,i = φ

{0}
fille,i + c

{e}
i φ

{0}
i

Ni

N
(m)
i

avec φ{e}fille,i la

quantité de chaînes ayant Nfille,i = Nfille(N
(m)
i −Nci) segments.

(3) Grandeurs associées à chaque état.
Paramètres (déjà introduits) : (φ

{0}
i )i∈I et M : N 7→ N (m).

Entrées : λ̂ci, λ̂fi, Nci, c
{e}
i .

Sorties : λ{e}c , λ{e}f , N
{e}
c , N {e}, χ{e}c .

Équations-clefs :

· λ
{e}
c =

λ̂cēN {e−1} + N
{e−1}
c√

N {0}
et λ{e}f =

λ̂fēN
{e} + N

{e}
f√

N {0}
avec λ̂cē et λ̂fē les

extensions-seuils de cristallisation et de fusion de la population ē cristallisant
(resp. décristallisant) à l’état {e}.

· N
{e}
c =

[∑
i∈I

(
c
{e}
i φ

{0}
i Nci

Ni

N
(m)
i

)][∑
i∈I

φ
{0}
i

√
Ni√

N {0}

]−1

.

· N {e} =
[∑

i∈I ϕ
{e}
i

√
Ni

]2
avec ϕ{e}i =

φ
{e}
i

√
Ni∑

i∈I φ
{e}
i

√
Ni

.

· χ
{e}
c = N

{e}
c /N {0} .

3.2. Modèle full-network semi-cristallisé

Passage entre la sphère unitaire et les chaînes représentatives
Nous avons finalement tous les éléments pour définir le modèle 3D. Le tenseur gra-

dient de déformation F est tout d’abord appliqué à la sphère unitaire afin de calculer
les extensions des chaînes représentatives des diverses directions u, caractérisées par
les points d’intégration de la méthode choisie. Avec la donnée des états {edonnée(u)}
de chaque chaîne représentative en entrée, ces extensions λ(u) sont comparées aux
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extensions-seuils globales de la chaîne représentative afin de déterminer le nouvel
état de la chaîne (processus expliqué au paragraphe suivant). Une fois l’état {e} dé-
terminé, les paragraphes précédents fournissent N {e(u)} et N

{e(u)}
c , permettant le

calcul de l’extension de la portion amorphe de la chaîne représentative :

λam(u) =
λ(u)

√
N {0} −N

{e(u)}
c√

N {e(u)}
, (V.33)

et toutes les grandeurs nécessaires au calcul du tenseur des contraintes sont ainsi
réunies.

Détermination de l’état d’une chaîne représentative
Soient une chaîne représentative semi-cristallisée à laquelle est appliquée une

extension λ et son état {edonnée} à cet instant. La connaissance du « sens » de dé-
formation (charge ou décharge) n’est pas nécessaire. La comparaison de λ avec les
extensions-seuils est cruciale dans l’agorithme et se fait en deux étapes dont l’ordre
importe :

– λ est d’abord comparé à λ
{edonnée+1}
c : si λ > λ

{edonnée+1}
c , alors le système

change pour un état plus cristallisé {e} = {edonnée + 1}. L’opération est itérée
jusqu’à ce que λ < λ

{e}+1
c ou {e} = {emax}.

– Si λ < λ
{edonnée+1}
c , alors il faut voir si des populations ne décristallisent pas :

λ est comparé à λ{edonnée}f (il s’agit bien de la fusion de l’état donné qui est

à considérer). Si λ 6 λ
{edonnée}
f , alors le système change pour un état moins

cristallisé {e} = {edonnée − 1} et l’opération est itérée jusqu’à ce que λ > λ
{e}
f

ou {e} = {0}.
Si {edonnée} > {e}, la déformation est une charge (sens de la cristallisation), et si
{edonnée} < {e} il s’agit d’une décharge (sens de la décristallisation).

(4) Chaîne représentative.
Paramètres : (-)
Entrées : λ et l’état {edonnée} du système.
Sorties : la nouvelle étape {e} et l’extension λam correspondant à λ à cette étape.
Équations-clefs :

· Détermination de l’état :

– Si λ > λ
{edonnée+1}
c , alors {e} = {edonnée + 1}.

Itération jusqu’à ce que λ < λ
{e+1}
c ou {e} = {emax}.

– Sinon : si λ 6 λ
{edonnée}
f , alors {e} = {edonnée} − 1.

Itération jusqu’à ce que λ > λ
{e}
f ou {e} = 0.

· λam = (λ
√

N {0} −N
{e}
c )/

√
N {e} .
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(5) Full-network.
Paramètres : Méthode et les points d’intégration de la sphère unitaire (ensemble
U).
Entrée : tenseur gradient de déformation F.
Sorties : σ, χc,tot.
Équations-clefs :

· λ(u) = ||Fu|| (fournissant {e(u)} et λam(u) d’après (4)).

· σ = −pI + F

〈
Φam

n0
∑

i∈I φ
{0}
i Ni√

N {e(u)}
kT

1

λ(u)
L −1

(
λam(u)√
N {e(u)}

)
u⊗ u

〉
FT

avec n0
∑

i∈I φ
{0}
i Ni le nombre total de segments dans une direction

et Φam =
φ
{e}
i

√
Ni∑

φ
{0}
i

√
Ni

.

· χc,tot =
1

U

U∑
u=1

χc(u){e(u)} .

La modélisation de l’évolution pendant un chemin de déformation consiste finale-
ment à discrétiser la déformation et d’appliquer au modèle le tenseur F correspondant
à chacun de ces pas d’extension.

Conclusion

Ce chapitre a permis de bâtir notre modèle complet de cristallisation sous ten-
sion, dans un premier temps en assemblant les éléments mécaniques et thermiques
des chapitres précédents dans une chaîne représentative, puis en l’utilisant dans un
modèle full-network adapté au cas de chaînes semi-cristallisées et dont la représenta-
tion de l’intégration sur la sphère suggère une modélisation à deux phases continues.
L’algorithme naturel consistant, à chaque état de déformation et pour toutes les di-
rections, à calculer les extensions correspondantes de la chaînes représentative et des
populations qui la composent, puis à les comparer une par une aux extensions-seuils
de cristallisation et de fusion de chaque population se révèle très onéreux en temps
de calcul. Une simplification proposant de traiter toutes les parties indépendantes
du réseau tridimensionnel, et même de la distribution, en amont du programme (off-
line) conduit à définir des états successifs que peut prendre la matière ainsi que les
grandeurs associées (extensions-seuils, longueurs moyennes de chaîne, taux de cristal-
linité). Cette approche, rendue possible par le fait que les extensions-seuils de chaque
population ne dépendent que de celle-ci et non du réseau dans lequel elle est incluse,
permet de proposer une nouvelle façon d’appréhender la cristallisations sous tension
pour une chaîne représentative : l’évolution de la matière au cours de la déformation
comme succession d’états semi-cristallisés pré-définis, dont les extensions auxquelles
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s’effectuent les transitions sont également calculables au préalable. Les courbes de
taux de cristallinité et de force-extension sont ainsi définies par morceaux, à partir
de la connaissance d’une « courbe générique » et de la distribution des longueurs de
chaîne. Cette conception originale de la cristallisation sous tension offre finalement
une nouvelle interprétation du phénomène.



Résultats et discussion





Chapitre VI

Simulation d’un cycle de traction uniaxiale

Introduction

Le présent chapitre s’intéresse à la prédiction d’un essai de traction uniaxiale
et décharge par le modèle développé au travers des trois chapitres de la partie pré-
cédente. Après une présentation des paramètres et variables du modèle et de leur
sensibilité, les premiers résultats macroscopiques à l’échelle de la sphère du mo-
dèle full-network c’est-à-dire d’un point matériel (que l’on compare aux résultats
expérimentaux) sont présentés, ainsi qu’une observation des grandeurs à l’échelle
des chaînes représentatives. Une troisième section étudie l’influence des paramètres
d’entrée du modèle, permettant finalement dans une quatrième et dernière section
d’observer l’effet du degré de réticulation et de la température. Nous distinguons
dans les appellations les paramètres qui sont des choix à effectuer pour le fonction-
nement du modèle, des variables que sont les données physiques représentatives des
conditions expérimentales d’essai.

1. Paramètres et variables

1.1. Entrées du modèle

Par sa construction présentée dans la partie précédente, le modèle admet en
entrée les paramètres physiques suivants :

– la forme (pour un degré de réticulation donné) de la distribution initiale des
longueurs de chaîne pour l’inhomogénéité de la chaîne représentative ;

– la distribution des enchevêtrements pour la condition de germination, soit une
application qui à N associe la taille de maille amorphe d’une N -chaîne ;

– les énergies d’interface dans le traitement thermodynamique de germination et
de fusion.

Ces paramètres, que nous discuterons à la section 3, sont directement liés à la nature
du réseau, qui est très mal connue dans notre cas. Deux choix non précisés lors de
l’élaboration du modèle et liés aux aspects mécaniques sont les suivants (ils ne seront
pas discutés).

– L’expression de l’entropie due à la déformation dans les calculs thermodyna-
miques est celle d’un modèle de réseau trois chaînes [Flory 53], soit ∆Sdef =

137
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S(N,λ)− S(N, 1) avec :

S(N,λ) =
ρNA

NM0
k
[
Sch(N,λ) + 2Sch(N,λ−1/2)

]
(VI.1)

et :

Sch(N,λ) = −kN

λ̂L−1
(
λ̂
)

+ ln
L−1

(
λ̂
)

sinhL−1
(
λ̂
)
 (VI.2)

où λ̂ = λ/
√
N et ρNA/(NM0) est le nombre de chaînes dans le système consi-

déré 1.
– Les éléments relatifs à l’intégration numérique, pour le passage de la chaîne

représentative au modèle full-network, n’ont pas été étudiés en détails et le
choix, parmi ceux préconisés dans la référence [Verron 15], s’est porté sur la
méthode de Sloan et Womersley [Sloan 04] avec (20 + 1)2 points après avoir
vérifié que le nombre de points est suffisant pour évaluer les quantités étudiées.

La question du choix du pas d’extension est particulière dans notre modèle : puisqu’à
une extension quelconque donnée nous savons calculer les grandeurs du système à
l’équilibre, l’écart entre deux extensions successives ne doit pas nécessairement être
petit. Ce pas d’extension peut être vu comme la fréquence des points d’acquisition
d’une courbe expérimentale de traction en quasi-statique (effets de vitesse ignorés) :
un plus grand nombre de points rend la courbe finale plus lisse, mais les mesures
effectuées n’en sont pas modifiées. Ils sont ici pris égaux à 0,25.

Par ailleurs, les variables contrôlables dans le modèle et dont l’influence sera
présentée à la section 4 sont :

– l’extension maximale atteinte durant le cycle ;
– le degré de réticulation initial du réseau (celui-ci est une variable, tandis que

la forme de la distribution est un paramètre) ;
– la température « d’essai ».

Par exemple, la vitesse de chargement ou la quantité de noir de carbone pour un
caoutchouc naturel chargé seraient aussi des variables qui pourraient être incluses ;
nous aborderons ces points en perspective dans le chapitre VII.

Nous étudions dans un premier temps un cas représentatif, pour lequel les pa-
ramètres ont été choisis afin d’obtenir des courbes de réponse représentatives des
caractéristiques observées expérimentalement. Le choix de ces paramètres sera en-
suite discuté, ainsi que l’influence des variables. Dans toute la suite, les paramètres
de référence que nous prendrons, pour une simulation à une extension maximale
λmax = 6,15, un degré de réticulation de 0,93× 10−4 mol/cm3 (76 segments environ)
et une température T =20 ◦C, (variables de référence), sont les suivants.

1. La densité du caoutchouc naturel ρ est prise égale à 0,91×106 g/mol3 [Mark 09]. Pour
rappel, les valeurs retenues relatives au segments de Kuhn pour le cis-1,4-polyisoprène sont :
b =9,34 Å, et M0 =128,6 g/mol. De plus, NA ≈6,02× 1023 mol−1 est le nombre d’Avogadro, et
k ≈1,38× 10−23 m2 · kg · s−2 · K−1 la constante de Boltzmann [Mark 06].



2. Exemple de résultats sur un cas représentatif 139

– Distribution des longueurs de chaîne :

∀i ∈ I , ϕi =


2

a

[
1− Ni

a

]
si n ∈ [ 0 ; a ] ,

0 sinon.
(VI.3)

où a est un paramètre tel que a/3 est la moyenne de la distribution, qui est
linéaire et décroissante sur [ 0 ; a ], vaut 2/a en 0 et 0 en a. Elle n’est donc
pas très représentative d’une distribution physique telle qu’on a pu le voir à la
section III.2, mais permet d’obtenir des courbes intéressantes 2.

– Distribution des enchevêtrements :

M : Ni 7−→ N
(m)
i =

17 + 20

[
2

π
arctan

(
Ni

50

)]
si Ni > 16 ,

Ni sinon,
(VI.4)

dont le graphe et la justification seront donnés lors de la discussion (section
3.1) ;

– Énergies d’interface : σe = 0,016 J/m2 et σl = 0,1σe dont le choix sera justifié
à la section 3.2.

La distribution d’enchevêtrements et les énergies d’interface choisies fournissent la
courbe générique de la figure VI.1. En règle générale, la courbe de taux de cristallinité

Population ē
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f
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)
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λ̂c (cristallisation)
λ̂f (fusion)

Figure VI.1 – Extensions-seuils de cristallisation (trait pointillé bleu)
et de fusion (trait plein rouge) associées à chaque population qui subit
le changement de phase. Paramètres de référence.

reflète extrêmement bien les tendances de la courbe générique dont elle est issue.

2. Exemple de résultats sur un cas représentatif

Cette section expose un exemple de résultats obtenus par le modèle élaboré. Un
aperçu des courbes macroscopiques est donné, suivi d’une description des évolutions

2. Il s’agit de la ditribution dite de Xenakis.
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des grandeurs des chaînes représentatives de la sphère du modèle full-network en un
point matériel. Les paramètres utilisés ici sont ceux « de référence » listés ci-dessus ;
bien que les résultats en dépendent fortement, les tendances générales indiquées dans
cette section sont typiques de celles que le modèle est capable de produire.

2.1. Courbes contrainte-déformation et de taux de cristallinité

Les figures VI.2(a) et VI.3(a) présentent tout d’abord des courbes de taux de cris-

role. Both phenomena are progressive so that their definition is
somehow arbitrary. They are presently defined by linear interpo-
lation as shown in Fig. 4. At room temperature we find lC z 4.36
and lM z 2.86. Two points may be remembered: first lC is
a kinetical rather than a thermodynamical parameter that depends
to some extent on the strain rate [1]; second lM is very close to the
elongation at which no crystalline phase may exist at room
temperature in conditions of true equilibrium [28]. The third
elongation lEq is associated to a change of slope during recovery
and its physical signification is discussed below.

3.2. Results and discussion

The elongation cycle shown in Fig. 4 may be analysed in five
successive steps.

(1) During stretching and for elongations lower than lC, <P2>I
increases in absolute value and is found to be proportional to
l2!1/l as expected from the theory of rubber elasticity [30]
(see Fig. 5), with

hP2iIz! 0:0013! 0:0015
!
l2 ! 1=l

"
(1)

As long as no crystallization develops, the applied macroscopic
elongation and the local elongation of the amorphous fraction (lAm)
may of course be considered to be identical. This is no longer the
case beyond the onset of crystallization and Equation (1) will be
used in that case to compute lAm from measured values of <P2>I.

(2) On further stretching, crystallization starts at lC (see Fig. 4).
Correlatively, a spectacular plateau appears in the dependence
of <P2>I on elongation (see Fig. 6). It reflects a stabilization of
the amorphous local elongation lAm at a value of ca. 4.1, which
is close to lC. A very similar feature has been observed for the
quadrupolar splitting measured by D2-NMR, which is indeed
expected to follow the same strain dependence [20]. It can be
explained as follows [20]: any stretching increment leads to
additional crystallization that relaxes the local strain; the
process goes on till the local extension becomes close to
lC where crystallization kinetics virtually stops at the time
scale of the experiment. As regards the mechanical behaviour,
the crystallization onset first corresponds to a slowing down of
the increase of the engineering stress (decrease of tangent
modulus), as expected from the above-mentioned relaxing
effect of SIC, followed by a steep increase that may be explained
by multiplying crystallites acting as additional cross-links and/
or reinforcing fillers (see Fig. 7) [31].

The half-angular width at half-maximum of equatorial reflec-
tions is plotted in Fig. 8 and is indicative for the orientation of the
[001] crystallite axis parallel to the stretching axis as discussed
above. It remains remarkably constant above lC, which can be
understood by the fact that crystallites experience a nearly constant
local straining from the amorphous matrix due to the stabilization
of lAm.

To summarize, this section of the cycle (stretching at l > lC) is
controlled by SIC kinetics and is essentially out-of-equilibrium. This
is confirmed by the fact that stopping the traction at a given
elongation results in continuous, slow stress relaxation that may be
attributed to continuing crystallization.

(3) At the beginning of the recovery phase, a rapid decrease of the
amorphous local elongation lAm is observed, together with
a steep decrease of the engineering stress (Figs. 6 and 7). The
degree of crystallite orientation is similarly expected to
decrease, which is only observed after a period of slight
increase (Fig. 8); this effect was already observed by Tosaka
et al. who interpreted it in terms of increasing size of crystal-
lites [29]. An alternative explanation may be that less oriented
crystallites melt first, being embedded within a locally less
stretched molten medium and thus being less stable, with the
consequence of an increase of the average crystallite
orientation.

(4) On going further in the recovery phase, a clearly different
regime is reached when a stabilisation of <P2>I is again
observed at the elongation noted lEq ¼ 4 (see Fig. 6). An
acceleration of the melting rate is observed in Fig. 4 at the same
value lEq ¼ 4. From Fig. 6, it is clear that it physically corre-
sponds to the point where lAm approximately reaches lM.
Indeed, the explanation for this plateau is fundamentally
symmetric to the one given for the plateau observed during
stretching: any further retraction increment is accompanied by
crystallite melting (instead of crystallization in the stretching
phase) and hence the amorphous strain increases (instead of
decreases in the stretching phase) until lAm reaches lM. At this
point melting stops, as the crystalline phase is again stable. This
process goes on until no crystalline material is finally available,
which occurs at the macroscopic extension lM. Correlatively,

Fig. 4. Crystalline fraction as a function of elongation measured during mechanical
cycling (21 #C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s!1).

Fig. 5. Parameter <P2>I as a function of l2!1/l below the crystallization onset. <P2>I

is proportional to the orientational order parameter of the amorphous phase. The
continuous line corresponds to a best linear adjustment.
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Figure VI.2 – Courbes de taux de cristallinité d’un essai cyclique de
traction uniaxiale (a) de la référence [Albouy 12], et (b) obtenue par
le modèle proposé, avec la charge en ligne tiretée et la décharge en
ligne continue. Paramètres de référence.

tallinité et contrainte-déformation de la littérature [Albouy 12]. Les figures VI.2(b)
et VI.3(b) donnent ensuite un exemple de courbes d’évolutions de taux de cristalli-
nité et de la contrainte obtenues par le modèle en fonction de l’extension appliquée
à l’échelle de la sphère autour d’un point matériel. Nous y observons les caractéris-
tiques classiques des courbes observées expérimentalement. En effet, la courbe du
taux de cristallinité montre un seuil de cristallisation (ici à λ ≈ 4) et la présence
d’une hystérèse lors de la fusion. Celle-ci présente un plateau du taux de cristallinité
non observable sur les courbes expérimentales. La courbe contrainte-déformation,
quant à elle, présente un plateau de la contrainte suivi d’un raidissement lors de
la cristallisation, et une hystérèse associée à celle du taux de cristallinité lors de
la décharge. Ces courbes reflètent donc globalement bien les tendances des courbes
expérimentales.

Remarque concernant l’importante influence des paramètres physiques

Les paramètres physiques ont une influence importante sur les résultats du mo-
dèle, comme le montre la figure VI.4 avec une distribution différente et le même degré
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a stabilisation of the engineering stress and of the crystallite
orientation may be expected and is indeed observed during
this phase (Figs. 7 and 8). As has been shown in a previous
publication, this part of the stress-strain diagram is the one
where “macroscopic knotting” can be observed in weakly
cross-linked samples [28,32,33].

In this section of the cycle, SIC is closer to equilibrium, simply
due to the fact that the crystalline fraction is higher at the same
elongation than during traction. Furthermore, this is well-shown by
the fact that stopping retraction at a given elongation only results in
a slight increase of the stress for a few minutes followed by
apparent stabilization. We interpret this increase as some melting
retardation due to the necessary thermal equilibration (since
melting is endothermic).

(5) When total melting of the crystalline phase is reached (l < lM),
the orientation parameter <P2>I and the engineering stress
closely follow the same curve as upon stretching, except for
a small shift due to a small residual strain (the so-called
“sample set”) (Figs. 6 and 7).

4. Oscillating stretching

4.1. Procedure

The sample conditioning before starting oscillations is impor-
tant to avoid spurious effects. Let us assume that oscillations are
started from the minimum elongation lMin where the crystalline

fraction is cMin. If cMin was well below its equilibrium value, it may
be anticipated to increase progressively due to crystallization pill-
up during consecutive stretching/retraction cycles. This effect
interferes with the measurements and must be avoided. For this
reason the starting angular position is reached following
a stretching-recovery route that ensures close-to-equilibrium
conditions as discussed above. Two types of experiments have
been performed:

- Oscillations of reduced amplitude. The purpose of this type of
experiment is to access the kinetics close to a given average
elongation. In that case, the oscillation amplitude needs to
meet two opposite requirements: first, it must be chosen
sufficiently small so that the characteristic times for crystalli-
zation and melting measured in this way be representative for
the kinetics at the considered average elongation; secondly, it
must be large enough so that the difference in crystalline
content between maximum and minimum stretching be
higher than the measurement error, i.e. !0.2%. It was presently
chosen equal to !10 mm, which corresponds to an elongation
amplitude between !0.3 and !0.4 for samples of initial length
20 mm, depending on the average extension. The horizontal
dotted lines drawn in Figs. 9 and 11 correspond to the crys-
talline content measured at the minimum amplitude lMin in
conditions close to equilibrium (stretching-recovery route and
equilibration time till no stress evolution is detected). For each

Fig. 6. Parameter <P2>I (left) and the elongation of the amorphous fraction (deduced from <P2>I using the curve in Fig. 5) (right) as a function of the applied elongation during
mechanical cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).

Fig. 7. Engineering (nominal) stress as a function of the elongation during mechanical
cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).

Fig. 8. Half-width at half-maximum for equatorial reflections as a function of elon-
gation during mechanical cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).
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Figure VI.3 – Courbes contrainte-déformation d’un essai cyclique de
traction uniaxiale (a) de la référence [Albouy 12], et (b) obtenue par
le modèle proposé, avec la charge en ligne tiretée et la décharge en
ligne continue. Paramètres de référence.
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Figure VI.4 – Différentes formes de distributions de longueurs de
chaînes ayant un même nombre caractéristique de segments de N ≈
75.

de réticulation 3. Il s’avère également que la fenêtre des combinaisons de paramètres
raisonnables fournissant des résultats satisfaisants est parfois assez étroite (notam-
ment lorsqu’il s’agit des énergies d’interface et de changements de température). Ceci

3. La distribution suivante (dite du cosinus surélevé), représentée sur la figure et plus proche
des distributions physiques, permet également d’obtenir des courbes assez satisfaisantes :

∀i ∈ I , ϕi =


1

2s

[
1 + cos

(νi − ν0
s

π
)]

si νi ∈ [ ν0 − s ; ν + s ] ,

0 sinon,

où ν0 est le degré de réticulation moyen, νi = ρ/(M0Ni) la densité de chaînes qu’aurait la po-
pulation s’il n’y avait que des Ni-chaînes dans le volume, et s un paramètre (s = 0,72νi fournit
des distributions utilisables). Nous avons choisi de privilégier la clarté des résultats dans la pré-
sentation des résultats au détriment d’une courbe plus représentative des distributions obtenues
expérimentalement, mais les observations restent essentillement les mêmes.
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étant dit, pour les combinaisons de paramètres pour lesquelles de la cristallisation a
bien lieu, les tendances des courbes de taux de cristallinité et contrainte-déformation
présentent toujours les mêmes caractéristiques, bien qu’elles soient plus ou moins
« belles ». La distribution retenue (équation (VI.3)) est, parmi celles testées, celle
qui fournit les courbes les plus satisfaisantes, et ceci sur une large gamme de degrés de
réticulation. Bien qu’elle ne soit pas très représentative d’une distribution physique
comme celles obtenues dans le chapitre III, sa simplicité permet de bien refléter les
autres choix (notamment les conditions thermodynamiques) effectués dans le modèle
sur les résultats.

2.2. Observation des grandeurs à l’échelle des chaînes représentatives
dans la sphère du modèle full-network

Intéresssons-nous à présent à l’évolution des grandeurs de chaque chaîne repré-
sentative. Autorisée par la nature de la construction du modèle, leur observation
permet de suivre le comportement d’une chaîne dans un réseau dans les différentes
directions de l’espace.

Évolution des forces et taux de cristallinité dans la sphère du modèle full-
network

Les évolutions des taux de cristallinité et des forces dans les chaînes sont repré-
sentées sur les figures VI.5 et VI.6, se présentant sous la forme de sphères du modèle
full-network discernables par leurs points d’intégration : la couleur de ceux-ci indique
le taux de cristallinité ou la force de la chaîne représentative associée. Par souci de
lisibilité, la sphère est représentée non déformée mais est prise à des extensions dif-
férentes au cours de la charge et de la décharge dont la direction d’extension est
verticale. L’évolution du taux de cristallinité de la figure VI.5 indique sans surprise
que la cristallisation se produit en premier et toujours au plus fort pour les chaînes les
plus orientées dans la direction de traction. D’autres chaînes moins orientées cristal-
lisent également au fur et à mesure ; celles de moindres extensions restent amorphes
tout le long de la déformation. L’effet produit sur la force dans les chaînes (figure
VI.6) en découle : plus la cristallisation avance dans une chaîne représentative, plus
la norme de son vecteur contrainte est grande.

Penchons-nous dans la suite sur une description plus quantitative de ces résultats
en traçant l’évolution des grandeurs caractéristiques associées aux chaînes représenta-
tives des différentes directions. Nous pouvons distinguer pour cela (sans délimitation
précise) des zones et chaînes caractérsitiques (figure VI.7(a) et (b) respectivement) :
le pôle, zone d’angle Ψ faible avec la direction de traction, la « couronne »dont les
chaînes cristallisent à un moindre degré, l’équateur, dans le plan normal à la direction
de traction, et finalement , une zone intermédiaire dont les chaînes ne cristallisent
pas. Les chaînes indiquées sur la figure VI.7(b) (formant les angles Ψ d’environ 0,
30, 50, 70 et 90 degrés) sont considérées dans la suite.
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Figure VI.5 – Évolution du taux de cristallinité dans les différentes
directions de la sphère du modèle full-network. La direction de traction
est verticale. Paramètres de référence.
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Figure VI.6 – Évolution de la force dans les différentes directions de
la sphère du modèle full-network. La direction de traction est verticale.
Paramètres de référence.
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Figure VI.7 – Description des zones (pôle, couronne et équateur)
de la sphère unitaire et représentation des angles de quelques chaînes
caractéristiques choisies.

2.3. Comportement des chaînes représentatives de directions différentes

Évolution des états des chaînes représentatives
D’après la construction du modèle, les chaînes représentatives traversent des états

{e} successifs, numérotés de telle façon que plus {e} est grand, plus il y a de cris-
tallisation (en commençant dans notre cas par les populations aux chaînes les plus
longues). La figure VI.8 indique ces numéros d’états pour les chaînes représentatives
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Figure VI.8 – États successifs et population ē subissant la trans-
formation correspondante (resp. axe des ordonnées gauche et droit)
de quelques chaînes représentatives (figure VI.7(b) et quelques autres
chaînes intermédiaires) pendant la charge et la décharge en fonction
de l’extension globale appliquée à la sphère du modèle full-network.
Paramètres de référence.

indiquées sur la figure VI.7(b) auxquelles sont ajoutées quelques chaînes intermé-
diaires, à la charge et à la décharge (parties gauche et droite du graphe respective-
ment) en fonction de l’extension globale appliquée à la sphère du modèle full-network.
Nous y observons (outre le fait que les chaînes autour du plan normal à la traction
restent dans leur état initial) d’une part que les débuts de cristallisation et fins de
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fusion sont successifs dans les différentes directions de la sphère, et d’autre part
que dans chaque chaîne, la cristallisation est progressive. Par ailleurs, chaque chaîne
s’arrête de changer d’état à un certain degré : ce phénomène peut simplement être
expliqué par le fait que toutes les populations disponibles ont cristallisé, ou éventuel-
lement que la relaxation et la longueur des chaînes amorphes restantes ne permet
plus d’atteindre l’extension-seuil suivante (notamment si celle-ci est plus grande que√

N ), mais se produit aussi dans d’autres choix de paramètres lorsque les chaînes les
plus courtes ne sont pas cristallisables (λf > λc par exemple). La décharge montre
une évolution similaire (inversée) à celle de la cristallisation, avec l’existence d’une
asymétrie avec la charge, due au superstraining [Candau 14b] et responsable de l’hys-
térèse. Celle-ci est mise en évidence sur la figure VI.9, qui reprend les mêmes chaînes
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Figure VI.9 – États successifs de quelques chaînes représentatives
(figure VI.7(b)) pendant la charge (ligne pointillée) et la décharge
(ligne pleine) en fonction de l’extension globale appliquée à la sphère
du modèle full-network. Paramètres de référence.

(figure VI.7(b)). Nous ne représenterons dans la suite que ces chaînes en sachant
que les autres chaînes ont un comportement identique intermédiaire. Rappelons en
effet que l’évolution de ces états n’est, dans la construction du modèle, pas une
conséquence de la cristallisation et de la fusion mais plutôt ce qui dicte le calcul des
grandeurs associées, et donc que la figure VI.8 indique intrinsèquement l’ensemble
des comportements des chaînes de la sphère du modèle full-network.

Évolution du taux de cristallinité des chaînes représentatives
Les taux de cristallinité dans chaque direction, correspondant à ceux quantifiés

par les couleurs sur la figure VI.5, sont représentés sur la figure VI.10 pour la charge et
la décharge. À l’image de la dilatation de l’axe des ordonnées de la courbe générique
(passage du numéro d’état au taux de cristallinité correspondant ; cf. figure V.10), il
s’agit là de la figure VI.8 dont l’axe des ordonnées est traduit en taux de cristallinité,
mis en évidence par la figure VI.11. Les remarques sont les mêmes que pour les états.
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Figure VI.10 – Taux de cristallinité de quelques chaînes représen-
tatives (figure VI.7(b)) pendant la charge et la décharge en fonction
de l’extension globale appliquée à la sphère du modèle full-network.
Paramètres de référence.
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Figure VI.11 – Taux de cristallinité de quelques chaînes représenta-
tives (figure VI.7(b)) pendant la charge (ligne pointillée) et la décharge
(ligne pleine) en fonction de l’extension globale appliquée à la sphère
du modèle full-network. Paramètres de référence.

Évolution de la distribution dans une chaîne représentative
La définition d’états successifs d’une chaîne représentative implique un chan-

gement de distribution de longueurs de chaîne en chacun d’eux. La figure VI.12
présente, pour une distribution initiale donnée, son évolution pour quelques-uns des
états (il ne s’agit pas de la distribution de référence mais celle donnée en bas de la
page 141 car elle permet de visualiser plus clairement les changements). Nous y véri-
fions que, bien en accord avec la courbe générique de la figure VI.1, les chaînes les plus
longues cristallisent en premier puis que les populations cristallisent successivement
dans l’ordre. Notons par ailleurs qu’en raison de nos conditions de cristallisation pour
lesquelles le nombre de segments des chaînes filles équivalentes ne dépasse jamais ce-



2. Exemple de résultats sur un cas représentatif 147

Populations

États

Figure VI.12 – Évolution de la distribution de référence au cours de
la cristallisation.

lui des mailles amorphes, les populations voyant leur nombre de chaînes augmenter
sont celles de très courtes chaînes, dont l’éventuelle cristallisation n’a lieu que lorsque
les derniers états du système sont atteints (en réponse à la remarque de la page 112).

Évolution de la longueur moyenne des chaînes représentatives
Ces distributions permettent directement de calculer le nombre caractéristique

de segments N {e} de chaque chaîne représentative au cours de la déformation de la
sphère du modèle full-network. Leur évolution est représentée sur la figure VI.13 :
les longues chaînes cristallisant en premier, nous y observons naturellement que la
longueur moyenne des chaînes diminue au cours de la cristallisation et reste constante
lorsque les états ne changent plus (puis augmente au cours de la décharge pour revenir
à l’état initial). L’hystérèse de la courbe contrainte-déformation s’explique ici par la
différence de N {e} pour la charge et la décharge à une même extension montrée sur
la figure VI.14.

Évolution des extensions amorphes des chaînes représentatives
La connaissance du nombre caractéristique de segments d’une chaîne représenta-

tive permet de déduire l’extension amorphe normalisée λ̂am de la partie amorphe de la
chaîne (extension amorphe divisée par

√
N {e}), représentée sur la figure VI.15 pour

quelques chaînes représentatives. Les chaînes les plus orientées se divisent en deux
catégories : celles (moins orientées) dont l’extension amorphe normalisée semble se
stabiliser à la cristallisation, et celles marquant après ce même plateau une augmenta-
tion significative de l’extension amorphe normalisée. Cette augmentation correspond
à la zone où les états ne changent plus : λam et λ sont liées par une relation linéaire
(λ
√

N {0} = λam
√

N {e} + N
{e}
c où N {0}, N {e} et N

{e}
c sont constants lorsque

l’état ne change pas). De plus, bien qu’il soit difficile d’en définir un « comportement
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Figure VI.13 – Évolution du nombre caractérisque de segments N {e}

de la portion amorphe de quelques chaînes représentatives (figure
VI.7(b)) pendant la charge et la décharge en fonction de l’extension
globale appliquée à la sphère du modèle full-network. Paramètres de
référence.
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Figure VI.14 – Évolution du nombre caractérisque de segments N {e}

de la portion amorphe de quelques chaînes représentatives (figure
VI.7(b)) pendant la charge (ligne pointillée) et la décharge (ligne
pleine) en fonction de l’extension globale appliquée à la sphère du
modèle full-network. Paramètres de référence.

moyen », les chaînes du pôle et de la couronne semble reproduire et expliquer les ré-
sultats expérimentaux d’Albouy et al. [Albouy 12] donnés sur la figure VI.16(a). En
effet, les tendances observables sur la figure VI.16(b) reprenant les chaînes les plus
orientées de la figure VI.15 sont assez similaires : les deux plateaux à la charge et à la
décharge sont visibles, et la forte augmentation de l’extension amorphe des chaînes
les plus orientées peut supposée être modérée par l’ensemble des autres chaînes non
orientées. À défaut de garder l’extension amorphe constante, notre modèle conserve
l’extension normalisée constante : cela peut provenir du fait que l’extension norma-
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Figure VI.15 – Évolution de l’extension amorphe normalisée de
quatre chaînes représentatives (figure VI.7(b)) pendant la charge et la
décharge en fonction de l’extension globale appliquée à la sphère du
modèle full-network. Paramètres de référence.

a stabilisation of the engineering stress and of the crystallite
orientation may be expected and is indeed observed during
this phase (Figs. 7 and 8). As has been shown in a previous
publication, this part of the stress-strain diagram is the one
where “macroscopic knotting” can be observed in weakly
cross-linked samples [28,32,33].

In this section of the cycle, SIC is closer to equilibrium, simply
due to the fact that the crystalline fraction is higher at the same
elongation than during traction. Furthermore, this is well-shown by
the fact that stopping retraction at a given elongation only results in
a slight increase of the stress for a few minutes followed by
apparent stabilization. We interpret this increase as some melting
retardation due to the necessary thermal equilibration (since
melting is endothermic).

(5) When total melting of the crystalline phase is reached (l < lM),
the orientation parameter <P2>I and the engineering stress
closely follow the same curve as upon stretching, except for
a small shift due to a small residual strain (the so-called
“sample set”) (Figs. 6 and 7).

4. Oscillating stretching

4.1. Procedure

The sample conditioning before starting oscillations is impor-
tant to avoid spurious effects. Let us assume that oscillations are
started from the minimum elongation lMin where the crystalline

fraction is cMin. If cMin was well below its equilibrium value, it may
be anticipated to increase progressively due to crystallization pill-
up during consecutive stretching/retraction cycles. This effect
interferes with the measurements and must be avoided. For this
reason the starting angular position is reached following
a stretching-recovery route that ensures close-to-equilibrium
conditions as discussed above. Two types of experiments have
been performed:

- Oscillations of reduced amplitude. The purpose of this type of
experiment is to access the kinetics close to a given average
elongation. In that case, the oscillation amplitude needs to
meet two opposite requirements: first, it must be chosen
sufficiently small so that the characteristic times for crystalli-
zation and melting measured in this way be representative for
the kinetics at the considered average elongation; secondly, it
must be large enough so that the difference in crystalline
content between maximum and minimum stretching be
higher than the measurement error, i.e. !0.2%. It was presently
chosen equal to !10 mm, which corresponds to an elongation
amplitude between !0.3 and !0.4 for samples of initial length
20 mm, depending on the average extension. The horizontal
dotted lines drawn in Figs. 9 and 11 correspond to the crys-
talline content measured at the minimum amplitude lMin in
conditions close to equilibrium (stretching-recovery route and
equilibration time till no stress evolution is detected). For each

Fig. 6. Parameter <P2>I (left) and the elongation of the amorphous fraction (deduced from <P2>I using the curve in Fig. 5) (right) as a function of the applied elongation during
mechanical cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).

Fig. 7. Engineering (nominal) stress as a function of the elongation during mechanical
cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).

Fig. 8. Half-width at half-maximum for equatorial reflections as a function of elon-
gation during mechanical cycling (21 "C, elongation/recovery rate _l ¼ 0.0033 s$1).

P.-A. Albouy et al. / Polymer 53 (2012) 3313e33243318 (a)

λ

λ
am

(-
)

2 4 6
1

2

3

4

5

(b)

Extension λ (-)

λ̂
am

(-
)

2 4 6
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

Figure VI.16 – (a) λam en fonction de λ. D’après [Albouy 12]. (b)
λ̂am en fonction de λ pour les chaînes polaires et de la couronne.

lisée varie comme la force sous l’hypothèse de déformation à extension égale, de la
même façon que < PRX2 > est assimilable à la contrainte vraie.

Courbes de force-extension des chaînes représentatives
Venons-en à présent aux courbes de force-extension des chaînes représentatives.

La figure VI.17 présente l’évolution de la quantité notée Υu (entre les signes d’inté-
gration) dans le modèle full-network (équation (V.27)) pour quelques chaînes repré-
sentatives. L’allure générale des évolutions est celle attendue, et l’hystérèse est déjà
à cette échelle bien visible pour les chaînes cristallisées (figure VI.18). Nous remar-
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Figure VI.17 – Force dans quatre chaînes représentatives (faisant
respectivement un angle des 0, 10, 45 et 90 degrés avec la direction
de traction) en fonction de l’extension globale appliquée à la sphère
du modèle full-network lors de la charge et décharge. Paramètres de
référence.
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Figure VI.18 – Force de quelques chaînes représentatives (figure
VI.7(b)) pendant la charge (ligne pointillée) et la décharge (ligne
pleine) en fonction de l’extension globale appliquée à la sphère du
modèle full-network. Paramètres de référence.

quons notamment une très légère diminution de la quantité tracée autour de λ ≈ 5 :
celle-ci est parfois nettement plus marquée selon les distributions de longueurs de
chaîne choisies, et induisent une diminution de la contrainte nominale qui n’a pas
lieu d’exister 4. Elle est due à une taille de cristallite trop importante (ou un taux de
cristallinité trop important), qui crée une relaxation excessive des chaînes.

4. Il s’agit d’une des justification du choix de la distribution de Xenakis comme exemple repré-
sentatif ; la loi du cosinus surélevé présente rapidement une variation importante de la force et de
la contrainte (une diminution autour de λ = 5, puis un raidissement important, comme le montre
la figure VI.4)
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3. Discussion sur le choix des paramètres

Les résultats précédents ont été obtenus avec un jeu de paramètres permettant
de produire des courbes assez similaires à celles observées lors des expériences. Ces
paramètres physiques en entrée ont cependant des influences importantes, que nous
proposons d’étudier dans cette section.

3.1. Distribution des enchevêtrements

La distribution indiquée comme référence est inspirée de celle proposée par Steen-
bakkers et al. [Steenbakkers 14] (figure I.4). Bien que non simulées pour des réseaux
inhomogènes, ce sont les seules informations dont nous disposons, et nous les uti-
liserons en considérant que chaque réseau homogène de la simulation correspond à
nos populations. L’équation (VI.4) proposée, dont la courbe est donnée sur la figure
VI.19, n’a pas de sens physique mais permet d’approcher suffisamment les valeurs

Ni
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)
i

100 101 102 103

20

40

60
Équation (VI.4)

Figure VI.19 – Nombre N (m)
i de segments dans la maille amorphe

en fonction de Ni en échelle semi-logarithmique. Aux éléments de la
figure I.4 est superposée le graphe de l’équation (VI.4).

qui nous intéressent. En-deçà de 16 segments, les chaînes sont trop courtes pour pré-
senter des enchevêtrements : la maille amorphe (pour rappel, sous-chaîne entre deux
points d’enchevêtrements) est confondue avec la chaîne.

La longueur de la maille amorphe d’une population intervient dans le calcul de son
extension-seuil λc de cristallisation (section IV.1.4), qui d’après la condition choisie,
vérifie :

λ̂cN
(m) = − 4γe

∆Gf (λc, N, T )
, (VI.5)

avec γe l’énergie d’interface normale aux chaînes. Ainsi, plus la maille amorphe est
petite, plus l’extension-seuil de cristallisation est grande (cristallisation « retardée »
lors d’une traction uniaxiale), comme l’illustre la figure VI.20(a). La cristallite formée
(de λ̂cN (m) segments) dépend encore de N (m), mais à l’échelle de la chaîne (qui a
N/N (m) mailles amorphes) le nombre de segments cristallisés est λc

√
N et n’en
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Figure VI.20 – Influence de N (m) : (a) sur les conditions de cristal-
lisation (adapté de la figure IV.17) et (b) sur les conditions de fusion
(coupe en T = Tc de la surface de la figure IV.19, dont l’intersection
avec X est notée XTc).

dépend par conséquent plus qu’au travers de λc. Le calcul des dimensions de la
cristallite stable, dont la hauteur ne change pas, ne fait pas nouvellement intervenir
N (m). Quant à la fusion, la valeur de N (m) n’a pas de conséquence autre que celle
qu’implique la taille de la cristallite sur le calcul du point d’équilibre. En effet, la
condition de fusion (équation (IV.30)) s’écrit de façon simplifiée :

∑ 2γ(k)

L̆(k)
−∆Gf (λ,N, T ) = 0 (VI.6)

où seule L̆(1) = L∗(1) = λ̂ciN
(m) dépend de N (m) en lui étant proportionnelle. Ainsi,

comme représenté sur la figure VI.20(b), quand N (m) augmente, ğ =
∑

(2γ(k)/L̆(k))
diminue et λf diminue (en effet, une cristallite plus grande est plus stable). Les
enchevêtrements de chaque population i ont donc pour rôle de faire augmenter ou
diminuer les λci, puis les λfi en conséquence. Cela signifie que plus le réseau est réti-
culé, plus les enchevêtrements sont serrés et donc plus la cristallisation est retardée,
comme cela est vérifié par les résultats expérimentaux pour des degrés de réticula-
tion supérieurs àM ≈ 6000–7000 g/mol et à des vitesses de déformation très lentes 5

(figure I.19). De plus, si la taille des cristallites diminue, la portion amorphe restante
est plus grande : les populations filles équivalentes ont des chaînes plus longues,
conduisant à un nombre caractéristique N de segments de la portion amorphe de

5. Notre modèle considère toujours le réseau à l’équilibre : les résultats expérimentaux auxquels
nous pouvons, d’un strict point de vue, le comparer sont ceux à des vitesses de déformation extrê-
mement lentes, ou après relaxation à l’extension atteinte (figure 2 de la référence [Candau 15b]).
Soulignons par ailleurs que la non-dépendance du seuil de cristallisation au degré de réticulation
n’est vérifiée que pour une certaine zone de vitesses (autour de 0,01 et 0,1 s−1), qui ne sont pas les
plus lentes (figure I.19 extraite des références [Candau 14a, Candau 16]).
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la chaîne représentative plus grand, d’où encore un retard dans le comportement
(à une force donnée, l’extension est moins importante si N est grand). Le tableau
VI.21 récapitule les tendances, et la figure VI.22 montre la courbe générique pour

N (m) 1

λc = 4γe
√
N/(∆Gf (λc, N)N (m)b) ↘

L∗(1) = −4γe/∆Gf (λc, N) = λ̂cN
(m)b ↗

L∗(2) (= L∗(3)) = L∗(1)γl/γe ↗
g∗ = −3∆Gf (λc, N)/2 ↘
L̆(1) = L∗(1) ↗
L̆(2) (= L̆(3)) =

√
N/λcb ↗

ğ = −∆Gf (λc, N)/2 + 4γl/L̆
(2) ↘

λf (identiques aux évolutions de ğ) ↘
Nc,ch = (L∗(1)/b) ∗ (N/N (m)) = λc

√
N ↘

Nf = N (m) − L̆(1)/b = N (m)(1− λ̂c) ↗

Table VI.21 – Influence d’une augmentation de N (m) sur les gran-
deurs thermodynamiques. La deuxième colonne présente les expres-
sions utiles à la détermination du sens d’évolution.
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Figure VI.22 – (a) Courbe générique de référence. (b) Courbe géné-
rique pour des mailles amorphes 1,13 et 1,33 fois plus petites.

la distribution d’enchevêtrements de référence et pour des mailles amorphes plus
petites. Nous y observons effectivement que cela a pour effet de globalement retar-
der la cristallisation et donc pour une même distribution de longueurs de chaîne à
une même extension, atteindre des états moins élevés (signifiant un taux de cristal-
linité plus faible). Il va sans dire que cela a une conséquence directe sur le taux de
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cristallinité d’une sphère du modèle full-network, comme le montre la figure VI.23.
Nous remarquons ici que ces résultats (à un degré de réticulation fixé) ressemblent
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Figure VI.23 – Influence de la taille des mailles amorphes sur les
courbes de taux de cristalinité et contrainte-déformation. Les tailles
sont décroissantes des courbes en couleur claire vers celles en couleur
foncée. Paramètres de référence.

fortement au tendances expérimentales des figures I.12(a) (pour le taux de cristalli-
nité 6) et I.6 (pour la relation contrainte-déformation) concernant la dépendance du
comportement au degré de réticulation (quand celui-ci est supérieur à l’optimum de
cristallisation) : seuil de cristallisation retardé, taux de cristallinité atteint moindre
et augmentation générale des contraintes dans les domaines cristallisés. Ces observa-
tions peuvent être mises en relation avec le scénario d’évolution du réseau proposé à
la section III.2.2 dans les domaines de régimes stationnaire et asymptotique (degré
de réticulation supérieur à celui qualifié d’optimum de cristallisation sur les figures
III.13 et III.16). En effet, à ce stade tous les points d’enchevêtrements sont activés
(comprendre « effectifs pour leur prise en compte en tant que maille amorphe ») et
la réticulation les « consume » progressivement : la figure III.12 indique entre 1,2
pcc et 1,6 pcc de soufre un resserrement général du réseau (régime stationnaire vers
asymptotique), laissant présager qu’il en est de même pour le régime asymptotique
qui suit. Autrement dit, dans ces domaines de degré de réticulation, la distribution
des longueurs de chaîne varie lentement mais le réseau se resserre : la figure VI.23
représente justement ce cas de figure en conservant une distribution de longueurs de
chaîne inchangée.

3.2. Énergies d’interface

Pour continuer dans la lignée des paramètres influant sur la courbe générique,
étudions maintenant le cas des énergies d’interface. Celles-ci sont cruciales dans la
détermination des conditions de cristallisation et de fusion ; nous distinguons ici

6. La relation contrainte-déformation pendant le chargement est donnée dans la référence
[Candau 16].
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les énergies d’interface latérale γl (c’est-à-dire γ(2) et γ(3)) des énergies d’interface
normale aux chaînes γe (soit γ(1)).

D’après notre condition de cristallisation, l’extension-seuil de cristallisation est
retardée lorsque γe augmente : celle-ci, proportionnelle à la hauteur d’un germe 7,
a un effet similaire dans l’idée à N (m), comme illustré sur la figure VI.24(a) (à
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Figure VI.24 – Influence de γe et γl : (a) sur les conditions de cristal-
lisation (adapté de la figure IV.17) et (b) sur les conditions de fusion
(coupe en T = Tc de la surface de la figure IV.19), dont l’intersection
avec X est notée XTc .

mettre en parallèle avec la figure VI.20(a)). C’est ensuite lors de la croissance de la
cristallite que les énergies d’interfaces latérales interviennent : en effet, plus γl est
élevée, plus les tailles latérales du germe critique sont grandes par rapport à la maille
amorphe, diminuant la marge autorisée de croissance (cf. figure IV.16). Cela signifie
que la variation d’enthalpie libre entre le germe critique et la cristallite stable est
faible, d’où un effet de superstraining moins marqué lors de la fusion de la cristallite.
La figure VI.24(b) illustre ces tendances : l’augmentation de γe influe d’abord sur
λc et la taille finale de la cristallite stable (point P∗), puis intervient γl dans la
variation entre g∗ (germe critique) et ğ (cristallite stable). Notons à ce sujet que si
γl est telle que la taille latérale de la cristallite est plus grande que celle de la maille
amorphe, alors la cristallisation ne peut avoir lieu d’après nos conditions de stabilité
de cristallite (le point P̆ se trouve « au-dessus » de XTc). Il faut de plus qu’il y ait
une croissance non nulle pour générer une variation d’enthalpie libre conduisant à
rendre l’état cristallin stable, afin que le point de fusion (soit le point d’équilibre)
diffère du point de cristallisation. Finalement cela conduit à dire que plus γl est petit,
plus la boucle d’hystérèse est grande. Nous pouvons remarquer cependant que ces
énergies d’interface, comme N (m), ont une influence sur le taux de cristallinité de
toute la chaîne uniquement par le biais de λc.

7. Remarquons cependant que la variation d’extension-seuil implique que la proportionnalité de
γe avec L(1) n’implique pas celle avec la taille critique L∗(1) du germe critique.
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Le tableau VI.25 synthétise les sens d’évolution des grandeurs thermodynamiques

γe 1 γl 1

λc = 4γe
√
N/(∆Gf (λc, N)N (m)b) ↗ −→

L∗(1) = −4γe/∆Gf (λc, N) = λ̂cN
(m)b ↗ −→

L∗(2) (= L∗(3)) = L∗(1)γl/γe ↘ ↗
g∗ = −3∆Gf (λc, N)/2 ↗ −→
L̆(1) = L∗(1) ↗ −→
L̆(2) (= L̆(3)) =

√
N/λcb ↘ −→

ğ = −∆Gf (λc, N)/2 + 4γl/L̆
(2) ↗ ↗

λf (identiques aux évolutions de ğ) ↗ ↗
Nc,ch = (L∗(1)/b) ∗ (N/N (m)) = λc

√
N ↗ −→

Nf = N (m) − L̆(1)/b = N (m)(1− λ̂c) ↘ −→

Table VI.25 – Influence d’une augmentation de γe et γl sur les gran-
deurs thermodynamiques. La deuxième colonne présente les expres-
sions utiles à la détermination du sens d’évolution.

liées à la cristallisation et la fusion, dues à une augmentation de chacun des para-
mètresN (m), γe et γl (pour chacune des colonnes, les autres paramètres sont supposés
constants). Pour illustrer ces tendances, la figure VI.26 montre les influences respec-
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Figure VI.26 – (a) Influence de γl sur la courbe générique (γl =
0,020 J/m2 en traits foncés et γl = 0,016 J/m2 de référence en traits
clairs). (b) Influence de γe sur la courbe générique (γe = 0,13γl en
traits foncés et γe = 0,1γl de référence en traits foncés). En trait plein
les extensions-seuils normalisées de cristallisation et en pointillés celles
de fusion.

tives d’un changement de γe et de γl sur la courbe générique. Bien qu’ici supposées
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constantes, ces énergies peuvent varier en fonction de N , T et λ (cf. section IV.1.3) :
les marges de manœuvre étant trop vastes, nous n’avons pu aboutir à des proposi-
tions de formes intéressantes de ces dépendances 8, d’autant plus que le choix de la
valeur γe est très lié à celui de N (m). La détermination d’une valeur constante n’en
est pas pour autant si simple : pour γe, nous avons choisi la valeur de 0,016 J/m2à
20 ◦C permettant d’obtenir des hauteurs de cristallites de l’ordre de celles observées
expérimentalement et γl = 0,1γe afin de rendre le produit γ2

l γe inférieur de plusieurs
ordres de grandeurs par rapport à celui connu pour les germes à chaînes repliées,
comme discuté dans la section IV.1.3 (table IV.12). Cependant, comme observable
sur la figure VI.26, l’influence des valeurs choisies est très grande et il suffit de peu
pour que la fusion n’ait plus lieu (λ̂f atteint 0 pour toute une gamme de popula-
tions) : cela conduit très vite à une absence totale de fusion, le taux de cristallinité
restant alors constant durant toute la décharge, même après le retour à l’état initial.
De très faibles valeurs de λ̂f pourraient toutefois expliquer l’effet d’inverse yielding
(échantillons 6 et 7 de la figure I.10(b) reproduite d’après [Albouy 05]).

Remarque : perspectives d’amélioration
Afin d’améliorer la modélisation, la relation de Thomas-Staveley pourrait offrir

des pistes intéressantes (cf. page 578 de [Hoffman 76]). Celle-ci s’écrit γl = ᾱ1∆H
√
de

(dans les conditions de cristallisation thermique), avec ᾱ1 une constante valant à peu
près 0,1 pour les polymères, et d et e les distances entre les chaînes dans les directions
a et b de la maille cristalline (ce qui donne γl ≈ 0,0033 J/mol pour le caoutchouc
naturel). L’article de Turnbull et Spaepen [Turnbull 78] propose une autre forme
semblant indiquer que ᾱ1 ≈ 1 − T/T 0

f (qui donne à peu près 0, 1 pour T =−25 ◦C
pour le caoutchouc naturel) et faisant intervenir le nombre de monomères dans la
chaîne. Le facteur

√
de est initialement le volume occupé par un monomère pris

à la racine cubique, qu’on retrouve dans l’adaptation de la formule par Hoffman
[Point 79], écrite en premier sous la forme γ̄ = α∆Hv

1/3
0 (où v0 est le volume d’une

maille cristalline et γ̄ est l’énergie moyenne des interfaces) et de laquelle s’inspire la
relation dite de Thomas-Staveley.

Ces éléments offrent plusieurs pistes de développement : (1 − T/T 0
f )∆H n’est

autre que ∆Gf à l’état non déformé (cela est naturel d’après les définitions), et
l’ajout du terme entropique dû à la déformation ferait intervenir à la fois N et λ.
La température est prise en compte dans α, mais pourrait aussi faire varier ∆H (en
s’éloignant de la gamme de températures mesurable expérimentalement) ainsi que le
volume v0. Ce dernier, d’après Beurrot (figure 3.5(d) de la référence [Beurrot 12]),
varie également en fonction de λ. Finalement, tout comme ∆H, T 0

f pourrait dépendre
de N (notamment pour les faibles valeurs). À tout cela s’ajoute le fait que σ̄ n’est
qu’une moyenne et se décompose de façon inconnue en facteurs γl et γe. Dans le cas de

8. Nous avons essayé des énergies d’interface croissantes et décroissantes en fonction de N , et
il est possible d’obtenir des courbes génériques de cristallisation non monotones, par exemple λc

décroissant jusqu’à N = 400 puis croissant, pouvant éventuellement être une piste à envisager pour
étudier l’existence d’un optimum de cristallisation.
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la cristallisation thermique, γe ≈ 2γl (comme c’est le cas des valeurs données dans le
tableau IV.9), mais l’évolution de chacun en fonction de la déformation est inconnue.
D’après les dimensions expérimentales des hauteurs de cristallites qui restent quasi-
constantes durant la déformation, γe semble peu varier. D’autre part, les surfaces
latérales sont davantage confrontées à l’effet de l’orientation des chaînes, et il est
concevable que la variation d’enthalpie libre entre les deux phases puisse diminuer
en conséquence, comme proposé à la section IV.1.3 pour le produit γ2

l γe.
Ainsi, la connaissance des énergies d’interface reste à ce jour un défi, et il serait

intéressant de s’y atteler, théoriquement ou expérimentalement, puisqu’elles sont un
élément clef de la cristallisation.

3.3. Distribution des longueurs de chaîne

Il s’agit désormais d’étudier l’influence de la forme de la distribution des lon-
gueurs de chaîne sur les résultats (l’influence du degré de réticulation qui est considéré
comme une variable au travers de N et non un paramètre, sera étudié plus tard).
D’après la courbe générique, les chaînes les plus longues cristallisent en premier, donc
plus la distribution s’étale vers les longues chaînes, plus le seuil de cristallisation glo-
bal est atteint rapidement. En effet, l’extension-seuil globale du premier changement
d’état (cristallisation de la première population) est :

λ = λ̂c,imax

√
N {0} (VI.7)

avec imax l’indice de la population ayant les plus longues chaînes dans la distribution,
ou bien, quoique plus difficile à définir de façon précise, la première dont la cristal-
lisation influence signicativement le taux de cristallinité. Cette relation indique que
pour λ̂c,imax donnée, plus N {0} est grand plus le seuil de cristallisation est retardé. À
l’inverse, pour N {0} donné, le seuil dépend de λ̂c,imax , fourni par la courbe générique.
Les extensions-seuils variant relativement peu avec Ni pour les longues chaînes, la fin
de queue de la distribution n’a pas beaucoup d’influence tant que imax est supérieur à
200–400. En-deçà de cette valeur, λ̂c,i augmente plus fortement donc la cristallisation
est retardée. Autrement dit, la cristallisation a lieu le plus tôt lorsque N {0} est le
plus petit possible et imax le plus grand possible (ou au moins imax > 200).

Par ailleurs, la diminution maximale de N (entre l’état initial et l’état le plus
cristallisé) est plus importante lorsque la distribution est très étalée, et la diminution
devient plus brusque lorsqu’il y a beaucoup de chaînes. Le maximum de la courbe de
distribution correspond essentiellement à la zone de populations dont la cristallisation
fait varier N de façon la plus importante, c’est-à-dire dans la plupart des cas là
où la vitesse de cristallisation dχc/dλ est la plus grande. En effet, d’une part la
cristallisation d’une population ayant de nombreuses chaînes implique de nombreux
segments cristallisés, et d’autre part la cristallisation d’une population fait diminuer
N , faisant atteindre l’extension-seuil de la population suivante plus vite (il s’agit du
principe de dilatation de l’axe).
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Nous voyons ainsi que la distribution des longueurs de chaîne, et notamment la
longueur maximale des chaînes, influe beaucoup sur les résultats. Rappelons fina-
lement que ces observations ne sont faites qu’à l’échelle de la chaîne représentative
et non de toute la sphère du modèle full-network, qui présente les mêmes tendances
qu’une chaîne représentative individuelle.

3.4. Bilan

Mis à part la méthode et le nombre de points de l’intégration numérique, les pa-
ramètres du modèle sont des paramètres physiques relatifs au réseau et aux chaînes.
Sur ces paramètres repose pourtant la capacité du modèle à produire des résultats
similaires à ceux observés expérimentalement. Au-delà même de l’amélioration de la
modélisation, il semble important, pour une meilleure compréhension de la cristalli-
sation sous tension, de mieux appréhender les propriétés du réseau à l’échelle de la
chaîne pour lesquelles nous manquons cruellement d’informations physiques.

4. Influence des variables

Intéressons-nous à présent à l’influence des variables que sont l’extension maxi-
male atteinte au cours du chargement, le degré de réticulation (moyen) et la tem-
pérature. Ces résultats feront référence aux résultats expérimentaux présentés dans
l’état de l’art.

4.1. Influence de l’extension maximale

La figure VI.27 indique les courbes de taux de cristallinité et contrainte-déformation
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Figure VI.27 – Influence de l’extension maximale sur les courbes de
taux de cristallinité et contrainte-déformation. Paramètres de réfé-
rence.

pour des extensions maximales différentes. Les évolutions à l’échelle des chaînes re-
présentatives indiquées dans la section 2.2 augurent bien des résultats observés ici
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et les caractéristiques sont similaires aux données expérimentales (figures I.5(a) et
I.10), bien qu’aucun effet d’inverse yielding ne soit observé ici.

Notre modèle permet également de calculer les orientations des chaînes qui cris-
tallisent. Ainsi, en définissant la désorientation moyenne des cristaux (ici l’angle
formé par la direction des chaînes et la direction de traction) à l’échelle de la sphère
par :

Ψ =
1

U

∑
u∈U

χc(u)

∣∣∣∣arc cos

( ||u||
λ(u)

)∣∣∣∣ (VI.8)

(soit la moyenne des angles formés par les vecteurs des directions cristallisés pondé-
rés par le taux de cristallinité), nous obtenons les résultats de la figure VI.28, qui

Beurrot et al.

Trabelsi et al.

Modèle

Extension λ (-)

Ψ
(°
)

1 2 3 4 5 6
0

2

4

6

8

Figure VI.28 – Évolution de la désorientation des cristallites en fonc-
tion de l’extension lors d’un cycle de traction uniaxiale. Résultat du
modèle (ligne pleine) et quelques points expérimentaux de désorien-
tation Ψ002 de la littérature [Trabelsi 03, Beurrot 12].

reproduit l’évolution observée expérimentalement (dont des points sont placés sur
la figure et un autre exemple est donné sur la figure I.14), exception faite de celles
en début de cristallisation et en fin de fusion, qui s’explique simplement par notre
choix de modèle full-network : le caractère discret des points d’intégration (et notre
modélisation) impose qu’une unique chaîne cristallise dans la direction de traction,
puis quelques autres autour, et ainsi de suite. Ainsi, des pas d’extension plus serrés
devraient permettre d’observer que la désorientation initiale est nulle car la chaîne
dans le sens de traction serait la première à cristalliser. Abstraction faite de ces effets,
la plus grande désorientation dans la décharge par rapport à la charge est bien re-
produite, bien que quantitativement les valeurs soient un peu faibles comparées aux
valeurs expérimentales. Ce résultat s’illustre bien par l’image de la sphère du modèle
full-network et de l’orientation des chaînes sur lesquelles se créent les cristallites.

4.2. Influence du degré de réticulation

Sur la figure VI.29 montrant les courbes de taux de cristallinité et contrainte-
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Figure VI.29 – Influence du degré de réticulation sur les courbes de
taux de cristalinité et contrainte-déformation. Les degrés de réticula-
tion sont croissants des courbes du bas (couleur claire) vers celles du
haut (couleur foncée). Paramètres de référence.

déformation, nous observons pour toute la gamme testée, les tendances expérimen-
tales des degrés de réticulation inférieurs à l’optimum de cristallisation [Chenal 07a,
Candau 16] (c’est-à-dire que l’optimum est ici inexistant ; nous reviendrons sur ce
point dans le chapitre suivant). En effet, les seuils de cristallisation et de fusion
migrent vers les plus basses extensions au fur et à mesure que N {0} diminue, et
les taux de cristallinité ainsi atteints (à une même extension globale) sont de plus
en plus élevés, ainsi que les vitesses de cristallisation (dχx,tot/dλ). Les hystérèses
formées croissent avec la réticulation, ce qui est reflété sur les courbes contrainte-
déformation. Celles-ci ont, avant la cristallisation, un comportement attendu d’élé-
vation de la contrainte avec le degré de réticulation.

Les hauteurs moyennes des cristallites sont représentées sur la figure VI.30 et
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Figure VI.30 – Évolution des hauteurs de cristallites moyennes L(1)

pour différents degrés de réticulation, qui vont dans l’ordre croissant
des courbes du haut (couleur claire) à celles du bas (couleur foncée).



162 VI. Simulation d’un cycle de traction uniaxiale

nous y observons que, comme sur la figure I.13 (d’après [Chenal 07a]) et les réfé-
rences [Beurrot 12, Trabelsi 03], elles décroissent avec le degré de réticulation. Ce
comportement, comme déjà indiqué pour les résultats expérimentaux, est également
attribué à la diminution des tailles des mailles amorphes dans notre modèle. Ce-
pendant, dans nos résultats et pour chaque degré de réticulation, la dépendance
des hauteurs aux extensions est plus importante que pour les résultats expérimen-
taux (notamment à la décharge, où elles restent expérimentalement constantes). La
tendance générale d’une taille plus petite observée à la fusion à une même exten-
sion est toutefois bien reproduite. Les mêmes comportements sont observés pour les
tailles latérales, en accord avec les résultats expérimentaux des études des références
[Trabelsi 03, Tosaka 04b].

4.3. Influence de la température

Les paramètres de référence rendent l’effet de la température excessif sur les
courbes de taux de cristallinité et contrainte-déformation, comme le montre la figure
VI.31. Nous y observons en effet, bien que les tendances soient les mêmes que celles
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Figure VI.31 – Influence de la température sur les courbes de taux
de cristalinité et contrainte-déformation. Paramètres de référence.

observées expérimentalement (extensions-seuils retardées avec la température et taux
de cristallinité moindre comme montré sur les figures I.17 et I.15(a)), une température
entre 45 et 50 ◦C rend la cristallisation nulle pour ce degré de réticulation (contre
plus de 80 ◦C expérimentalement, sur la figure 4-3 de [Marchal 06] par exemple), et
que l’effet sur les extensions seuils est également très important. Afin d’améliorer
cela, il faudrait étudier de façon plus approfondie l’influence de la température sur
les énergies d’interface (notamment γe), comme l’indique par exemple l’équation (44)
de la référence [Hoffman 76].

Pour les faibles valeurs de température, nous obtenons tout de même quelques
résultats intéressants à mettre en relation avec une étude de Miyamoto qui montre
que dans les basses températures, le taux de cristallinité ne revient pas à zéro et rend
la tension négative [Miyamoto 03].
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Conclusion

Le modèle élaboré permet d’obtenir des résultats dont les caractéristiques sont
assez fidèles aux observations expérimentales d’un point de vue qualitatif, bien que
quantitativement il n’égale pas les modèles phénoménologiques existants. Les para-
mètres physiques en entrée sont cruciaux mais nos connaissances actuelles de chacun
d’entre eux sont insuffisantes pour les manipuler ou chercher des combinaisons inté-
ressantes. Toutefois, les résultats obtenus et les pistes qu’ils offrent laissent tout de
même la possibilité – qui fait tout l’intérêt du choix d’un modèle physique – d’adap-
ter les paramètres afin de reproduire d’autres conditions expérimentales : cela fait
l’objet du chapitre suivant.





Chapitre VII

Développements et autres cas d’étude

Introduction

Les résultats de l’application directe du modèle tel que nous l’avons défini à un
cas classique de traction uniaxiale ayant été présenté dans le chapitre précédent, nous
le confrontons à présent à quelques cas expérimentaux. La première partie s’intéresse
à l’existence d’un degré de réticulation « optimal », et la seconde aux chargements
biaxiaux. Les cas étudiés permettent de mettre en valeur l’intérêt du choix d’une
modélisation physique.

1. Degré de réticulation optimal

L’influence du degré de réticulation présentée dans la section précédente (figure
VI.29) ne présente d’optimum pour la cristallisation ni en terme de seuil de cristallisa-
tion ([Candau 14a], figure I.19), ni en terme de vitesse de cristallisation dχc/dλ ou de
taux de cristallinité atteint (figures I.12(a) et (b) d’après [Candau 16, Chenal 07a]).
Nous nous intéressons ici aux raisons potentielles de l’existence de cet optimum, en
considérant uniquement la phase de chargement du cycle. Afin d’illustrer nos propos
par comparaison avec des résultats expérimentaux, nous utilisons les quatre courbes
post-traitées d’essais de thermoporométrie du chapitre III, que nous appellerons dans
la suite échantillons ou courbes testées C0,4, C0,8, C1,2 et C1,6 pour les différencier de
valeurs expérimentales des quatre échantillons de l’étude de Candau et al. (NR0,4,
NR0,8, NR1,2, NR1,6, tableau III.9) [Candau 14a, Candau 16].

1.1. Seuil de cristallisation

Le jeu d’équilibre entre les énergies d’interface, Nimax et N {0} laisse soupçonner
l’existence d’un seuil de cristallisation optimal. En effet, le seuil (global) de cristal-
lisation s’écrit :

λc =
λc,imax√
Nimax

√
N {0} = λ̂c,imax

√
N {0} (VII.1)

où λc,imax et λ̂c,imax dépendent de γe et de la distribution des enchevêtrements N (m).
Comme λ̂c,imax reste à peu près constant pour des chaînes de plus de 100 segments
d’après la courbe générique (figure VI.1), si γe et N (m) ne varient pas avec N {0}, il
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en découle que l’extension-seuil globale de cristallisation λc dépend de la variation
de
√

N {0} et qu’elle diminue donc avec le degré de réticulation ; c’est la raison pour
laquelle le seuil diminue dans les exemples précédents alors qu’il existe un seuil où la
tendance s’inverse d’après l’étude expérimentale de Candau et al. [Candau 16] (figure
I.19).

Des pistes ayant déjà été proposées pour N (m) dans la section VI.3.1, faisons à
présent varier γe pour étudier cet optimum. Nous pouvons supposer qu’une courte
longueur de chaîne restreint sa liberté de mouvement, rendant la cristallisation diffi-
cile. Ceci peut se traduire par une énergie d’interface élevée : la figure VII.1 propose
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Figure VII.1 – Énergie d’interface γe en fonction de N {0}. Sont
indiqués sur la courbe par des croix les valeurs de γe pour C0,4, C0,8,
C1,2, C1,6.

une telle dépendance de γe àN (choisie de telle façon que l’exemple qui suit ait la ten-
dance souhaitée, mais ne semblant physiquement pas présenter de contradiction avec
l’hypothèse sus-mentionnée). La courbe générique de cristallisation obtenue pour les
valeurs de γe correspondant aux quatre échantillons testés 1 est donnée sur la figure
VII.2. Les points approximatifs Nmax de chacun d’eux y sont également placés : ils
fournissent λ̂c pour chacun des degrés de réticulation et nous observons que l’évolu-
tion est monotone. Les mêmes éléments sont à présent tracés en extension-seuil non
normalisées sur la figure VII.3, où il apparaît alors que l’effet de la diminution de
N {0} due à la réticulation est maintenant compensé – et même surpassé – par celui
de l’augmentation de γe à partir d’un certain degré de réticulation (si γe ne dépen-
dait pas du degré de réticulation, les quatre points seraient sur une même courbe).
Cela est mis en évidence sur la figure VII.4 qui montre l’évolution des extensions-
seuils de cristallisation ainsi calculées en fonction du degré de réticulation exprimé
à travers N {0}, et exhibe un minimum autour de 75 segments ≈ 7 000 g/mol (car
l’évolution de γe a été choisie pour obtenir cela) alors qu’un γe constant aurait fourni
une évolution strictement décroissante (et de pente plus douce) avec N {0}. Bien que

1. Les courbes suivantes sont en fait tracées pour des valeurs de γe un peu plus élevées que celles
indiquées sur la figure VII.1.
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Figure VII.2 – Courbes génériques d’extension-seuil normalisée de
cristallisation pour les quatre valeurs indiquées sur la figure VII.1 cor-
respondant aux quatre échantillons testés. Les croix indiquent Nmax

pour chacun d’eux et donc l’extension normalisée à laquelle débute la
cristallisation dans le réseau.
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Figure VII.3 – Courbes génériques d’extension-seuil (non normalisée)
de cristallisation des quatre échantillons testés. Les croix indiquent
Nmax pour chacun d’eux et donc l’extension globale à laquelle débute
la cristallisation dans le réseau.

les distributions ou valeurs de Nmax choisies ici puissent être discutables, ce raison-
nement est valable tant que N {0}/Nmax augmente avec la réticulation, comme c’est
le cas sur les courbes obtenues de post-traitement des essais de thermoporométrie
(les distributions choisies dans le chapitre précédent étaient cependant telles que ce
ratio est toujours constant).

Cet exemple illustre à nouveau l’importance des énergies d’interface et de la com-
préhension de leur dépendance à la longueur de chaîne ou au degré de réticulation.
Plusieurs possibilités de dépendance peuvent être proposées :

– à chaque degré de réticulation est attribuée une énergie d’interface γe (constante
pour toutes les populations ; il s’agit, tel qu’il est présenté au travers de la figure
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Figure VII.4 – Extensions-seuils de cristallisation λc en fonction
de N {0}. Les valeurs expérimentales données par Candau et al.
[Candau 14a, Candau 16] des quatre échantillons étudiés sont repor-
tées.

VII.1, de notre raisonnement précédent) ;
– à chaque longueur de chaîne est attribuée une énergie d’interface (qui ne change

pas quel que soit le degré de réticulation) ;
– à chaque longueur de chaîne est attribuée une énergie d’interface, qui change

pour chaque degré de réticulation.
Le dernier cas laisse trop de libertés pour avoir une prise sur le problème, mais
penchons-nous sur le second. Il peut être considéré en remplaçant, dans le premier
raisonnement, les N {0} de chaque degré de réticulation par le nombre de segments N
d’une chaîne. Si cette hypothèse (une énergie d’interface par population) semblait au
premier abord plus naturelle, il est en fait également possible de penser qu’exception
faite des chaînes les plus courtes, la longueur des chaînes dans un réseau réticulé a peu
d’importance sur l’énergie d’interface puisque les enchevêtrements les découpent de
façon égale (par ailleurs, si l’énergie d’interface est considérée à une échelle plus petite
des molécules, il n’y a chimiquement pas de raison qu’une chaîne plus longue ait une
énergie d’interface différente). Ainsi, nous pouvons concevoir que l’énergie d’interface
effective dépend davantage de la liberté de mobilité des chaînes (resctriction due au
degré de réticulation général) que des longueurs des chaînes (il peut d’ailleurs en être
dit de même pour la distribution d’enchevêtrements). Il ne faut cependant pas oublier
que ces énergies d’interface peuvent varier en fonction entre autres de l’extension et
de l’orientation des chaînes (section IV.1.3), et noter que l’hypothèse simple d’une
énergie d’interface plus élevée pour un réseau davantage réticulé n’est pas vérifiée si
l’on compare les valeurs que nous utilisons dans le modèle à celles connues pour la
cristallisation thermique pour un réseau non réticulé (0,024 J/m2 d’après le tableau
IV.9).

Pour finir, tout le raisonnement précédent peut être revisité en remplaçant γe par
la taille des enchevêtrements : faire diminuer N (m) retarde la cristallisation comme
le faisait l’augmentation de γe, et dans les deux cas les tableaux VI.21 et VI.25 in-
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diquent que ces choix diminuent la hauteur finale des cristallites avec le degré de
réticulation, en accord avec les résultats expérimentaux. Il est par ailleurs naturel
de penser que le réseau est plus serré lorsque le degré de réticulation augmente : les
résultats de la figure VI.23 faisant varier uniquement N (m) pour un même degré de
réticulation donné montrent qu’une diminution générale de la distribution d’enchevê-
trements reproduit à elle seule déjà la dépendance au degré de réticulation observée
expérimentalement dans le domaine plus réticulé que l’optimum. À la lumière de ces
remarques, en assimilant γe à la liberté de mobilité des chaînes et N (m) au resser-
rement du réseau, nous pouvons suggérer la prédominance de chacun de ces deux
paramètres sur l’autre en distinguant trois domaines (identiques à ceux de la figure
III.13).

– Des degrés de réticulations inférieurs au degré optimal (ou début de la zone
de transition), le réseau est suffisamment lâche et la taille des enchevêtrements
N (m) varie peu, mais la liberté des chaînes diminuant rapidement, l’énergie
d’interface γe augmente significativement.

– À partir du degré optimal, les réseaux d’enchevêtrements s’activent et le réseau
commence à se resserer (cf. figure III.16), faisant très progressivement diminuer
N (m) (γe continue d’augmenter).

– À la fin de la zone de transition, les points du réseau II d’enchevêtrements sont
totalement consumés et la liberté des chaînes est restreinte, conduisant à une
diminution plus marquée de N (m) et une variation moins marquée de γe.

1.2. Vitesse maximale de cristallisation

Les choix précédents de γe ne suffisent pas pour obtenir un optimum de vitesse
de cristallisation. Cependant, si nous considérons que pour des chaînes de longueur
inférieure à une masse molaire de 2Me (section III.2.2), les chaînes sont trop courtes
pour cristalliser 2, nous empêchons, pour les réticulations les plus élevées, un grand
domaine de longueur de chaînes de cristalliser, comme illustré sur la figure VII.5.
L’existence d’un domaine non cristallisable est également suggéré par le schéma de
distribution des longueurs de chaîne de Candau [Candau 14a] (figure III.11).

Pour les degrés de réticulation élevés, ce domaine englobe une grande proportion
des chaînes du réseau et engendre une faible capacité de cristallisation. Il s’avère que
si ce seuil d’interdiction de cristallisation est choisi égal à 2Me (= Mc), soit N ≈ 50
segments, l’optimum se trouve à ν ≈ 1,1 × 10−4 mol/cm3, correspondant approxi-
mativement au degré optimal indiqué par Chenal et al. [Chenal 07a] (ν ≈ 1,2× 10−4

mol/cm3 ; figure I.12(b) et confirmé par Candau [Candau 14a] (NR0,8 de densité de
chaînes ν ≈ 0,99× 10−4 mol/cm3 parmi les quatre échantillons ; figure I.19). La fi-
gure I.12(b) de Chenal et al. montre (dχc/dλ)max, soit la vitesse de cristallisation
maximale atteinte durant la déformation ; nous simplifions cette quantité par une vi-
tesse moyenne de cristallisation calculée par χc,max/(λmax−λc) et la représentons sur

2. Physiquement, les emplacements des extrémités des chaînes sont dictées par la déformation
du réseau et ne peuvent pas se placer dans la configuration permettant de cristalliser, ce qu’on peut
traduire par exemple par des énergies d’interface importantes.



170 VII. Développements et autres cas d’étude

Domaine non
cristallisable

Domaine
cristallisable

N

D
is
tr
ib
ut
io
n

Figure VII.5 – Représentation des domaines non cristallisables
(chaînes courtes) et diminution du nombre de chaînes cristallisables
au fur et à mesure de l’augmentation du degré de réticulation.

la figure VII.6 sur laquelle sont également reportés les éléments de la figure I.12(b).

To go further, we have plotted for all samples (Fig. 3a) the
average molecular weight between the network crosslinks
(Mc) versus the crystallite volume (Vc) calculated from the
higher crystallite sizes. The Vc evolution as a function of Mc

can be divided in two regimes. At high crosslink density
(Mc< 6000 g mol!1), a decrease in Mc leads to decrease in
the crystallite growth while at weak crosslink density
(Mc> 6000 g mol!1) Vc is quasi-independent on Mc.

To corroborate these results, data extracted from Tosaka
et al. [20] are also plotted in Fig. 3b. Thus, the same behavior
is observed. It is interesting to remark that the critical value of
Mc (w6000 g mol!1), which separates both regimes of Vc

growth, is close to the molecular weight between physical
entanglements in natural rubber [26] (Mew 7000 g mol!1).
Therefore, Me appears as a key parameter of the NR SIC.
Moreover, this suggests that physical entanglements contribute
substantially to the properties of natural rubber when they are
weakly crosslinked, this can be explained by the fact that the
crosslinking process traps the entanglements.

3.2. Singular kinetic crystallization of vulcanized
natural rubber

In this work, the crystallinity (Xc) is evaluated using the
simplified method of Mitchell [7], which has been applied in
several studies [21]. The crystallinity values are plotted in
Fig. 4a for all samples. Unfortunately our stretching machine
does not enable to reach the maximum crystallinity for each
sample. However, it is clearly shown that the higher the elon-
gation, the higher the degree of crystallization. Moreover, the
onset draw ratio of crystallization is almost independent of the
crosslink density.

All the samples being stretched at the same strain rate, a bet-
ter view of the kinetic crystallization is achieved by plotting
the maximum rate of crystallization for each sample (dXc/
dl)max versus the network chain density (n) (Fig. 4b). A sym-
metrical trend curve was arbitrarily plotted but the authors are
aware that there is no physical argument for such symmetry.
But, again our experimental data are compared with data
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Fig. 3. Variation of average molecular weight between the network crosslinks
versus (a) crystallite volume deduced from our experiments, (b) crystallite
sizes L200 and L120 extracted from the data of Tosaka et al. [20].
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Figure VII.6 – Vitesse de cristallisation (dχc/dλ)max en fonction de
la densité de chaînes de la figure I.12(b) de [Chenal 07a], sur laquelle
est superposée la courbe obtenue par le modèle.

La même forme en cloche est obtenue et le scénario proposé à la section III.2.2 est en
accord avec ces résultats. Les courbes contrainte-déformation et de taux de cristalli-
nité ainsi obtenues pour la charge sont données sur la figure VII.7 (γe est conservé
constant).

2. Sollicitation multiaxiale

L’utilisation du modèle full-network rend aisée l’application du modèle à une
déformation autre que la traction uniaxiale, dont nous souhaitons tirer profit ici. La
multiaxialité peut être simulée grâce au paramètre B dans l’expression suivante du
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Figure VII.7 – Courbes de charge de taux de cristallinité et
contrainte-déformation pour N = { 35 ; 55 ; 75 ; 96} avec la prise en
compte d’un domaine non-cristallisable. Un optimum est bien observé
pour le taux de cristallinité.

tenseur gradient de la transformation :

F =

 λ 0 0
0 λB 0
0 0 λ−1−B

 (VII.2)

qui, s’il est écrit dans le repère principal de déformation (−→e1 ,
−→e2 ,
−→e3), permet d’impo-

ser :
– une traction uniaxiale suivant −→e1 lorsque B = −0,5 (utilisé dans la totalité des

résultats précédents) ;
– une traction plane (cisaillement pur) suivant −→e1 lorsque B = 0 ;
– une déformation équi-biaxiale dans les directions −→e1 et −→e2 lorsque B = 1 ;
– et plus généralement une déformation biaxiale suivant −→e1 et −→e2 lorsque 0 6
B 6 1.

Les résultats de taux de cristallinité pour λ = 4 et B égal à -0,5 (déjà connu) ;
0,7 ; 0,8 ; 0,9 et 1 sont donnés sur la figure VII.8 à l’aide de la représentation de
la sphère du modèle full-network (description identique à celle des figures VI.5 et
VI.6) avec trois angles différents (vues normales à −→e3 , −→e1 puis −→e2). Le cas B = −0,5
n’appelle pas de nouveau commentaire et le cas B = 1 de traction équi-biaxiale
montre une symétrie axiale selon −→e3 assez prévisible. Les cas intéressants sont les
tractions biaxiales asymétriques intermédiaires, mais qui sont finalement sans grande
surprise d’après la construction du modèle, puisque la cristallisation d’une chaîne n’y
impacte pas celles des autres directions. Nous remarquons tout de même que peu de
changements s’opèrent entre B = −0,5 et B = 0,7 : en effet, en raison de l’existence
du seuil de cristallisation, tant que les chaînes de direction −→e2 ne l’atteignent pas,
il ne se produit rien, si ce n’est un léger agrandissement de la zone de « couronne »
autour de la direction −→e1 .
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Figure VII.8 – Taux de cristallinité et force dans les chaînes des
sphères du modèle full-network pour des facteurs de biaxialité B dif-
férents à λ = 4.

En revanche, ces modélisations permettent de retrouver les résultats de l’étude
de Beurrot (chapitre 4 de la référence [Beurrot 12], dont la figure 4.10 est reproduite
sur la figure VII.9(a)) portant sur la multixialité et la désorientation des cristallites 3,

90 Partie III - Chapitre 4

Biaxiality factor B

Cr
ys
ta
lli
te
sm
iso
rie
nt
at
io
n

-0.5 0 0.5 1
0

15

30

45

60

75

90

Equibiaxial
deformation

Biaxial
deformation

Planar
tension

Uniaxial
tension

Figure 4.10: (Color online) Model for the evolution of the misorientation of the crystallites
with the biaxiality factor B.

either undeformed or compressed in the perpendicular direction (as shown by the schemes
in Fig. 4.10). As soon as the material is stretched in the second direction as well, i.e.
when B > 0 and the deformation is biaxial, the misorientation of the crystallites increases
linearly with B. Finally, when B = 1 - which corresponds to equibiaxial deformation and
equal stretching in every direction on the plane of tension (as shown by the scheme) - the
crystallites are not oriented. We believe that the curve is discontinuous at B = 1: it means
that the crystallites are oriented as soon as the material is more stretched (even slightly)
in one direction than in the other one.

4.4 Conclusion

Firstly, this work shows that in carbon black-filled NR subjected to equibiaxial tension,
a small crystalline phase co-exists with an amorphous non-oriented phase, as well as in
NR subjected to uniaxial tension. The crystallites are similar in uniaxial and equibiaxial
tension: their size is of the same order of magnitude and the lattice parameters are identical.

Secondly, the orientation of the crystallites in stretched NR highly depends on the
multiaxaility of deformation. The different two-dimensional deformation states can be
divided into three groups with respect to the misorientation of the crystallites:

– when the material is stretched in one direction only (from uniaxial to planar tension),
the misorientation is constant and small,

– when the material is stretched in two directions (biaxial deformation), the greater
the biaxiality, the greater the misorientation,

– when the material is equally stretched in all directions (equibiaxial deformation), the
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Figure VII.9 – Évolution de la désorientation des cristallites avec le
facteur de biaxialité B : (a) proposée par l’étude expérimentale de
Beurrot (reproduit d’après [Beurrot 12]), et (b) calculée pour λ = 4.5
avec N {0}=76. Sont ajoutés quelques points expérimentaux d’orien-
tation des plans (200) et (201) donnés dans [Beurrot 12].

3. Notons cependant que dans l’étude de Beurrot, le caoutchouc est chargé en noir de carbone.
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à savoir que la désorientation des cristallites devient plus importante avec le degré de
biaxialité : la figure VII.9(b) montre en effet que Ψ (désorientation par rapport à l’axe
−→e1 , calculée à l’aide de l’équation VI.8) augmente. L’évolution obtenue de Ψ conforte
le commentaire précédent concernant le seuil à partir duquel l’effet de la déformation
biaixale se influe sur la cristallisation, en ceci que la désorientation ne commence à
varier qu’autour de B = 0,3 et n’évolue significativement qu’à partir de B = 0,7
environ. Par ailleurs, les expériences menant à la proposition du modèle de la figure
VII.9 s’arrêtent à B = 0,75 et l’évolution observée entre B = 0 et cette valeur semble
effectivement linéaire. La valeur proposée de 90° pour B = 1 est vraisemblablement
45°, que nous retrouvons bien par le modèle, et notre tracé semble présager qu’il n’y
a pas de discontinuité mais que l’évolution devient plus importante à l’approche de
B = 1.

Conclusion

Ce dernier chapitre a permis de mettre à profit l’avantage d’un modèle physique
pour étudier quelques cas rencontrés expérimentalement dans la littérature. Bien
que le point sensible principal du modèle reste les aspects d’énergies d’interface,
l’application des intuitions physiques concernant les distributions de longueurs de
chaîne et d’enchevêtrements ont permis de retrouver les tendances expérimentales,
laissant gager que les choix des caractéristiques physiques choisies comme base du
modèle jouent effectivement un rôle prépondérant dans la cristallisation sous tension.
La mise en place d’une telle modélisation semble prometteuse dans la mesure où les
différentes étapes de sa construction (chaînes inhomogène et hétérogène, conditions
de cristallisation, modèle tridimensionnel semi-cristallisé) étant indépendantes les
unes des autres, chacune peut être développée et analysée selon les aspects physiques
auxquels on souhaite accorder de l’importance. La manipulation de quelques-unes de
ces grandeurs a finalement permis dans ce chapitre de témoigner de la cohérence et
de la pertinence de la modélisation.
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Au terme de cette thèse dédiée à la modélisation de la cristallisation sous tension
du caoutchouc naturel, il convient de conclure et de proposer quelques perspectives.
La motivation première de ces travaux résidait dans le fait que les modèles existants
sont, dans leur très grande majorité, phénoménologiques malgré les nombreux ré-
sultats expérimentaux publiés. C’est pourquoi nous sommes-nous orientés vers une
modélisation physique et plutôt qualitative du phénomène.

Les chapitres I et II ont permis de proposer dans un premier temps une synthèse
des résultats expérimentaux portant sur la cristallisation sous tension du caoutchouc
naturel et de présenter les modèles existants. Le chapitre III a amorcé la modéli-
sation à proprement parler en s’intéressant tout d’abord au caractère inhomogène
du réseau amorphe. Son comportement mécanique a été traduit au travers d’une
chaîne statistique de Kuhn adaptée pour représenter la distribution des longueurs
des chaînes du réseau ; l’hypothèse de déformation à force égale y a été adoptée.
L’évolution de cette distribution avec le degré de réticulation a ensuite été étudiée à
l’aide d’un post-traitement de mesures de thermoporométrie issues de la littérature,
puis un scénario soulignant l’importance des enchevêtrements a été proposé. Dans le
chapitre IV, la thermodynamique classique de nucléation a été invoquée afin d’établir
des conditions permettant de définir le seuil de cristallisation d’un réseau enchevêtré
homogène se déformant. Au cours de ce travail, les valeurs d’énergies d’interface dis-
ponibles dans la littérature se sont avérées inadaptées au cas des chaînes orientées,
bien trop élevées pour convenir. L’étude de l’équilibre thermodynamique de deux
phases a ensuite permis d’établir les conditions de fusion d’une cristallite de taille
finie dans un réseau déformé. Si ces expressions et la mise en évidence du fort lien
entre température et déformation ne sont pas totalement nouvelles, l’attention por-
tée à la signification physique des équations a permis de clarifier leur relation dans
le processus de fusion. Les conditions de cristallisation et de fusion ainsi définies ont
été finalement appliquées à chacun des réseaux homogènes constituant le réseau total
inhomogène. Enfin, au cours du chapitre V, nous avons introduit la phase cristal-
line dans la chaîne inhomogène amorphe développée au chapitre III et ainsi défini
le comportement d’une chaîne représentative semi-cristallisée, fortement inspirée de
celle proposée par Flory. Par la suite, le comportement de cette chaine inhomogène
et semi-cristallisée a servi d’élément de base d’un modèle tri-dimensionnel de type
full-network, approche classiquement appliquée aux réseaux amorphes. Ce travail a
donc abouti à une modélisation physique tridimensionnelle incluant à la fois la ther-
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modynamique et les caractères inhomogène et enchevêtré du réseau, dont les chaînes
s’orientent et cristallisent au fur et à mesure que le système se déforme. Finalement,
la recherche d’un algorithme efficace a notamment permis de proposer une inter-
prétation nouvelle de la cristallisation sous tension ; celle-ci se fonde sur l’existence
d’états successifs de la matière dont les caractéristiques et les extensions-seuils de
cristallisation et de fusion peuvent être calculés par la seule donnée de la distribution
initiale de longueurs de chaîne, et donc en dehors de toute sollicitation mécanique
ou thermique. Elle invite à repenser la cristallisation sous tension comme un phé-
nomène principalement régi par les caractéristiques du réseau initial. Pour terminer,
les chapitres VI et VII ont montré que la modélisation proposée et la façon d’appré-
hender la cristallisation qui en découle permettent de reproduire qualitativement les
courbes typiques d’essais expérimentaux de traction uniaxiale du caoutchouc naturel
comme le montre la figure suivante, et, en modifiant les paramètres, de retrouver
des propriétés d’existence d’optimum de cristallisation ainsi que des caractéristiques
observées lors de chargements biaxiaux.

Taux de cristallinité (%)

Extension
2 4 6

0

5

10

Contrainte nominale (MPa)

Extension
2 4 6

0

0,5

1

1,5

De cette étude proposant un modèle thermo-mécanique tridimensionnel et phy-
siquement motivé de la cristallisation sous tension se dégagent les contributions sui-
vantes :

– la construction d’une chaîne représentative de l’inhomogénéité de la distribu-
tion de longueurs de chaîne dans le réseau sous l’hypothèse de déformation à
force égale dont les équations de comportement mécanique sont aussi simples
(ne nécessitent pas de résolution d’un système d’équations implicites) que celles
obtenues sous l’hypothèse de déformation à extension égale ;

– la proposition d’un scénario d’évolution de l’organisation du réseau de chaînes
selon le degré de réticulation, qui explique les tendances observées expérimen-
talement et met en jeu les masses molaires critique et d’enchevêtrements ;

– l’établissement de conditions de cristallisation et de fusion alliant théorie clas-
sique de la thermodynamique et caractère enchevêtré des chaînes ;

– la mise en évidence d’une diminution significative des énergies d’interface dans
la cristallisation sous tension due à l’orientation des chaînes ;
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– la prise en compte de la cristallisation dans un modèle tridimensionnel de type
full-network, permettant de reproduire l’anisotropie du matériau induite par
la cristallisation, et conduisant, en résumé, au développement d’un modèle de
réseau semi-cristallisé ;

– une nouvelle interprétation du phénomène de cristallisation sous tension.

Parmi les nombreux développements futurs possibles, le phénomène d’inverse
yielding non étudié ici semble constituer une perspective intéressante d’étude à court
terme et permettrait de compléter nos travaux sur la fusion. Une prise en compte de
l’effet de la vitesse de sollicitation ainsi que l’implantation du modèle dans un code
de calcul par éléments finis permettraient de simuler des essais de fatigue et/ou de
fissuration. Finalement, le couplage avec la cinétique de cristallisation et la viscosité
du matériau conduirait à un modèle plus complet, bien qu’une meilleure connaissance
générale des paramètres physiques en jeu – notamment la distribution des longueurs
de chaîne et les valeurs des énergies d’interface – soit pour cela indispensable.
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Annexe A

Conversion de valeurs de degré de réticulation

La table ci-après recense les degrés de réticulation des matériaux utilisés dans
quelques travaux relatifs à la cristallisation sous tension du caoutchouc naturel et
utilisés dans le tracé de la figure I.2. Elle a pour simple but la facilitation de com-
paraison des grandeurs équivalentes et ne cherche pas à montrer ou déterminer une
relation exacte entre le taux de soufre et le degré de réticulation.

Les grandeurs fournies dans les articles sont données en gras ; le reste est dé-
duit par les deux prédédentes relations. Pour le calcul des grandeurs équivalentes,
nous avons utilisé M =68.11 g/mol et ρ =0.92 g/cm3 bien que les valeurs données
dans les articles (M =68 g/mol et ρ variant entre 0.91 et 0.93 g/cm3) ne soient pas
systématiquement celles-ci.

Remarques
1. Les méthodes de mesure du degré de réticulation sont : par gonflement (G),

des courbes mécaniques (M) ou par essais NMR (N).

2. Les valeurs de Che et al. son données initialement en g/moldans l’article.

3. Les valeurs barrées indiquent une probable confusion entre densité de chaînes
et densité de réticulation dans le calcul de Nm.

4. Chenal fait également varier la quantité d’accélérateur uniquement pour faire
varier le taux de réticulation [Chenal 07a] ; seule la plus standard (similaire
aux autres) est indiquée ici et les autres données ne sont pas reportées.

5. Les valeurs par essais mécaniques de Candau et al. ont été récupérées de figures
de l’article.

6. Les valeurs suivies de la mention « f » indique qu’elles ont été prises de la ré-
férence [Vieyres 13b], faisant l’hypothèse de réseau fantôme donnant approxi-
mativement une densité ν ou νr double de celle faisant l’hypothèse de réseau
affine.
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Références
Soufre Méth. ν × 104 νr × 104 Mch NM N

(pcr) (mol/cm3) (mol/cm3) (g/mol)

[Albouy 14] 1,5 M 0,98 1,95 (f) 5176 75 40

[Candau 14a]
[Candau 12]
[Candau 14b]

0,4 G 0,46 0,23 20 000 294 156
0,8 G 0,99 0,49 9 293 137 72
1,2 G 1,42 0,71 6 479 95 50
1,6 G 1,76 1,88 5 227 77 40
0,4 M 0,85 0,43 10 823 159 84
0,8 M 1,32 0,66 6 970 102 54
1,2 M 1,52 0,76 6 053 89 47
1,6 M 2,32 1,16 3 966 58 31

[Che 12]
0,5 N 0,92 0,46 10 000 147 78
1 N 1,2 0,60 7 692 113 60
1,5 N 1,5 0,74 6 250 92 49

[Chenal 07a]
1,5 G 1,71 0,86 5 439 79 42

[Chenal 07b]
[Toki 03b] 1,5 M 1,84 0,92 5 000 74 39

[Tosaka 04a]

4,5 M 2,12 1,06 4 340 64 34
3 M 1,78 0,89 5 169 76 40

2,25 M 1,46 0,73 6 301 93 49
1,5 M 1,31 0,66 7 023 103 55
1,125 M 1,01 0,51 9 108 133 71

[Tosaka 12]
4,5 M 2,44 1,22 3 770 55 29
2,25 M 1,95 0,98 4 718 69 37
1,125 M 1,48 0,74 6 216 91 48

[Trabelsi 03]
[Rault 06a]
[Rault 06b]
[Albouy 05]

0,8 G 0,80 0,40 11 500 169 ���335 89
1,2 G 1,14 0,57 8 070 119 ���238 63
2 G 1,88 0,94 4 894 72 ���145 38
0,8 M 0,82 0,41 11 220 165 87
1,2 M 1,24 0,62 7 419 109 58
2 M 1,94 0,97 47 42 70 37

Table A.1 – Valeurs de densité de réticulation.



Annexe B

Procédure expérimentale des résultats du chapitre IV

Le chapitre IV est en partie le contenu de la référence [Gros 15] mais la procédure
expérimentale utilisée pour les résultats présentés (hors du cadre de la thèse) n’y a
pas été décrite ; elle est la même que celle adoptée dans [Tosaka 12] et précisée dans
cet appendice, le texte reprenant essentiellement la section 2 de l’article [Gros 15]
aux figures près, pour lesquelles nous nous référons au texte original.

Par ailleurs, cet article est le fruit du séjour d’un mois effectué à l’Institute of
Chemical Research de l’Université de Kyoto dans le cadre de la collaboration avec le
professeur M. Tosaka.

1. Materials

Sheets (1 mm or 2 mm thick) of vulcanized NR were prepared. The recipes for
the preparation of the samples and the cure conditions are listed in Table B.1. Ring-
shaped specimens were die-cut from the sample sheets. The width and circumference
of the specimens were ca. 1 mm and 50 mm, respectively. The initial length corres-
ponds to the half of the circumference (i.e. 25 mm).

Sample code NR-S1.125 NR-S2.25 NR-S4.5
NRa (part) 100 100 100
Stearic acid (part) 2 2 2
ZnO (part) 1 1 1
CBSb (part) 0.75 1.5 3
Sulfur (part) 1.125 2.25 4.5
Curing time (min) 35 25 20
Network-chain densityc (m−3) 5.03× 1025 8.41× 1025 12.5× 1025

Table B.1 – Recipies and densities of cross-linked NR samples.

a. RSS No.1.
b. N-cyclohexyl-2-benzothiazole sulfenamide, curing temperature with sulfur 140◦C.
c. Network-chain density estimated from the initial slope of the stress-strain curve on the basis

of the rubber elasticity theory [Treloar 75].
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2. WAXD experiments

The WAXD experiments were performed at BL-40XU beam line in SPring-8,
Japan. The wave length was 0.0832 nm (15 keV) and the camera length was ca. 125–
140 mm. The specimen temperature was 302 K. The drawing axis of the specimen
was tilted to adjust the 002 reflection to satisfy the Bragg reflection condition. The
two- dimensional WAXD patterns were recorded every 36 ms using a Hamamatsu
C4880-80 CCD camera. A custom-made tensile tester [Tosaka 12], which enabled
WAXD analysis of a fixed part of the specimen was placed on the beam line. The
specimen was deformed to the prefixed stretch ratio, αs, at 1000 mm/s (40 s−1)
and allowed to relax for 14 s. Two-dimensional (2D) WAXD patterns were recorded
during and after deformation. The origin (0 s) of the elapsed time t is defined at the
cessation of the deformation.

3. Processing of the WAXD data

Equatorial intensity distribution was obtained from the 2D WAXD data using
Fit2D software (European Synchrotron Radiation Facility). Then the equatorial in-
tensity distribution was decomposed into linear background, 200 and 120 crystalline
reflections and amorphous halo by fitting with Voigt functions using Fityk (peak
fitting software) in combination with home-made software to generate automatic
execution script. Relative intensity of the 200 reflection, I(t), as a function of elap-
sed time, t, was calculated from the results of fitting. That is to say,

I(t) =
I200(t)

I200(t) + I120(t) + Iamorphous(t)
(B.1)

where Ix(t) indicates the integrated intensity of the reflection or halo designated by
the subscript x.

Then I(t) was fitted using the formula [Tosaka 12] :

I(t) = I0 + If

[
1− exp

(
t

τf

)]
+ Is

[
1− exp

(
t

τs

)]
(B.2)

where τf and τs are the time constants of the crystallization processes (τf < τs) ; If
and Is are, respectively, the amplitude of these processes and I0 is a constant related
to the initial value. As has been described in Ref. [Tosaka 12], time constants do not
show definite dependence on the stretch ratio αs. Considering the experimental error,
time constants were regarded as unchanged values, independent of αs. In this case,
each of I0, If and Is is thought to be proportional to crystallization rate. In a previous
study, Tosaka et al. obtained linear dependence of I0, If and Is on αs [Tosaka 12].
Therefore, their summation, Isum, was evaluated as a measure of crystallization rate.

In the equatorial intensity distribution, 200 reflection was fitted again with Gaus-
sian function along with linear background. Then crystallite size was estimated by
using the Scherrer equation :

Lhkl = Kλ/(β cos θ) (B.3)



4. Tensile measurement 187

where Lhkl is the crystallite size in the direction perpendicular to the (hkl) plane,
λ is the wavelength, b the half width estimated by the Gaussian fitting and θ is the
Bragg angle (half of the scattering angle). The value 0.89 was used for K [Klug 74].

4. Tensile measurement

A conventional tensile tester (Shimadzu Autograph AGS-1kNG) was used for the
uniaxial tensile measurements. The specimens were stretched at 25 mm/min at 302
K. The tensile force was recorded every 0.5 s.





Annexe C

Glossaire des notations

1. Constantes

Constantes générales
NA 6.02204× 1023 mol−1 Constante d’Avogadro
k 1.38066× 10−23 J · K−1 Constante de Boltzmann
Contantes liées au segment de Kuhn ([Mark 06], chapitre 3)
b 9.34 Å Longueur d’un segment de Kuhn
M0 128.6 g · mol−1 Masse molaire d’un segment de Kuhn
Contantes de la matière
ρ 0.91× 106 g · cm−3 Densité volumique du matériau
Mm 68 g · mol−1 Masse molaire d’un monomère réel

de caoutchouc naturel
Contantes thermodynamiques
T 0
m 308.7 K Température de fusion à l’équilibre

∆Hf 5.99× 107 J · m−3 Enthalpie de fusion

2. Exposants et indices

Exposants

∗ Valeur critique dans la théorie de germination
(m) Grandeur associée à une maille
{e} État du réseau ou numéro d’état correspondant (définition page 128)
{0} Grandeur prise à l’état initial de la matière (état {e} = {0})
0 Grandeur associée à un cristal parfait infini (en thermodynamique)
(k) Direction de l’espace ((k) ∈ {(1), (2), (3)})
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190 C. Glossaire des notations

Indices

f Grandeur relative à la fusion
i Numérotation générique des populations (i ∈ I)
k Direction des cristallites (k ∈ {1, 2, 3})

Autres notations

˘ Grandeur associée à une cristallite stablê Grandeur (extension) normalisée

3. Variables

La troisième colonne indique le numéro de page de la première apparition de la
variable. Quelques variables n’intervenant que très ponctuellement dans le manuscrit,
ou n’étant pas ré-utilisées dans le modèle ne sont pas répertoriées.

B Longueur de segment caractéristique de la chaîne représentative 68
c
{e}
i Vaut 1 si la population i est cristallisée à l’état {e}, 0 sinon 128
f Force d’une chaîne 63
fi Force dans une chaîne de la population i 67
F Gradient des déformations appliqué à la microsphère 117
g Grandeur égale à

∑
2γ(k)/L(k) 104

ğ Grandeur égale à
∑

2γ(k)/L̆(k) 106
∆G Variation d’énergie libre de Gibbs associée à la fusion 86
∆Gf Enthalpie libre de fusion 86
∆G∗ Variation d’énergie libre de Gibbs critique associée à la fusion 87
I Ensemble {1, ...Nmax} des indices numérotant les populations 67
I Tenseur identité 3× 3 117
l Distance entre extrémités d’une chaîne 62
l0 Distance entre extrémités initiale d’une chaîne 62
` Distance entre extrémités d’une chaîne représentative 68
`c Distance entre extrémités d’une chaîne représentative 113
`0 Distance entre extrémités d’une chaîne représentative au repos 68
L∗ Dimension d’un germe critique 87
L̆ Dimension d’un germe stable 100
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Me Masse molaire entre enchevêtrements 77
Mc Masse molaire critique 77
n0 Nombre total de chaînes dans le réseau 117
N Nombre générique de segments de Kuhn dans une chaîne 62
Nc Nombre de segments cristallisés dans une chaîne 109
Nci 112
N (m) Nombre de segments dans une maille amorphe 65
N

(m)
i Nombre de segments dans une maille amorphe de la population i 112

Nfille(Nf ) Nombre de segments d’une chaîne fille équivalente à deux portions
amorphes de chaîne dont la somme des segments est Nf

111

Nf Somme du nombre de segments des portions amorphes de chaîne
de part et d’autre d’une cristallite

111

Nci nombre de segments par cristallite d’une population i 112
N Nombre de segments caractéristiques (amorphes) d’une chaîne re-

présentative
68

Nc Nombre de segments caractéristiques cristallisés d’une chaîne re-
présentative

113

N {0} Nombre de segments caractéristiques d’une chaîne représentative
à l’état initial (N à {e} = {0})

113

p Pression hydrostatique 117
∆Sdef Variation d’entropie due à la déformation 89
T Température 63
T 0
f Température de fusion pour un cristal parfait infini dans un ma-

tériau non déformé
90

T 0
f (λ) Température de fusion d’un cristal parfait infini dans un matériau

déformé
102

T
(L̆)
f (λ) Température de fusion d’un cristal de dimensions L̆ dans un ma-

tériau déformé
102

U Ensemble des points d’intégration de la microsphère 133
u Vecteur unitaire d’origine le centre de la microsphère et d’image

un des points d’intégration
117

wi Énergie induite par déformation d’une chaîne de Ni segments 117
W Densité d’énergie de déformation par unité de volume non-déformé 117
α Rapport entre le nombre de segments d’une maille et la chaîne 65
χc Taux de cristallinité d’une chaîne représentative 113
χam Fraction amorphe d’une chaîne représentative 113
γ Énergie libre d’interface 86
γl Énergie libre d’interface associée aux surfaces latérales 87
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γe Énergie libre d’interface associée aux surfaces normales aux chaînes 87
γk, γ(k) Énergie libre d’interface associée aux surfaces de direction normale

(k)
102

λ Extension d’une chaîne 62
λi Extension d’une chaîne de la population i 66
λi,max Extension maximale d’une chaîne de la population i 66
λ(k) Extension suivant la direction (k) 100
λc Extension-seuil de cristallisation (extension à laquelle a lieu la nu-

cléation et la cristallisation)
99

λf Extension-seuil de fusion 102
λci Extension-seuil de cristallisation d’une population i 107
λfi Extension-seuil de fusion d’une population i 108
λ(u) Extension d’une chaîne macroscopique de direction u 117
λam Extension de la partie amorphe de la chaîne macroscopique 113
λ̂ Extension normalisée d’une chaîne macroscopique 68
λ̂i Extension normalisée d’une chaîne de la population i 68
λ̂ci Extension-seuil normalisée de cristallisation d’une population i 108
λ̂fi Extension-seuil normalisée de fusion d’une population i 108
φi Proportion massique de Ni-mères dans le mélange hétérogène

(
∑

i∈I φi = 1)
67

ϕi Fraction en distance entre extrémités de Ni-chaînes dans le mé-
lange

67

Φam Ratio des distances entre extrémités au repos de la portion
amorphe et de la chaîne représentative totale

114

σ Tenseur des contraintes (tenseur de Cauchy) 117
σ̄ Partie déviatorique de σ 117
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Résumé 

 
   Bien que la cristallisation sous tension du 
caoutchouc naturel ait fait l'objet de nombreuses 
investigations expérimentales au cours du siècle 
dernier, et notamment ces quinze dernières années, 
les résultats obtenus ne permettent toujours pas 
d'aboutir à une compréhension fine des mécanismes 
physiques en jeu, limitant la modélisation à des 
approches phénoménologiques. 
 
   La présente thèse vise à élaborer un modèle rendant 
qualitativement compte des phénomènes observés 
lors d'un essai de traction uniaxiale du caoutchouc 
naturel. Dans un premier temps, une chaîne 
représentative modélise le réseau amorphe dont 
l'inhomogénéité est exprimée au travers de la 
distribution des longueurs des chaînes polymères 
qu'on suppose déformées à force égale. Les 
conditions de cristallisation et de fusion sont ensuite 
définies par la thermodynamique de changement de 
phase classique à laquelle est ajouté le caractère 
enchevêtré du réseau ; les conditions obtenues 
éclaircissent notamment la relation entre la 
déformation et la température lors de la fusion des 
cristallites. Finalement, un modèle de chaîne semi-
cristallisée associant l'inhomogénéité des chaînes 
amorphes et l'hétérogénéité due à la présence de la 
phase cristalline est proposé, puis inclus dans une loi 
de comportement de type full-network dont les 
équations sont adaptées en conséquence. Ce travail 
aboutit à un modèle thermo-mécanique complet 
permettant de décrire qualitativement la réponse du 
caoutchouc naturel, ainsi qu'à une description 
interprétative originale de la cristallisation sous 
tension. 
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Abstract 
 

   Despite the numerous experimental inverstigations 
performed over the past century and more intensively 
in the last fifteen years, strain-induced crystallization 
taking place in natural rubber still remains hardly 
understood in its precise mechanisms, leading models 
to remain phenomenological ones. 
 
   The present study aims to develop a physically-
motivated model which qualitatively reproduces 
physical phenomena observed during an uniaxial 
tensile test. Firstly, the amorphous network is assumed 
to deform in an equal-force manner, resulting in a 
representative chain encompassing the inhomogeneity 
of matter through the chain-length distribution. 
Secondly, based on classical thermodynamics and on 
the entangled nature of the polymer network, both 
crystallization and fusion conditions are established. 
Moreover the derivation of the equilibrium point of a 
finite crystallite in a deformed network clarifies the tight 
relation between deformation and temperature during 
fusion. Finally, a semi-crystallized chain is defined, 
accounting for both the inhomogeneity of the 
amorphous phase and the heterogeneity due to the 
presence of a crystalline phase. This chain is included 
in a modified full-network model, initially dedicated to 
amorphous networks. This work leads to a complete 
thermo-mechanical constitutive equation which 
qualitatively reproduces the response of natural rubber 
in tension, but also to an original interpretative 
description of strain-induced crystallization. 
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conditions de cristallisation et de fusion sont ensuite 
définies par la thermodynamique de changement de 
phase classique à laquelle est ajouté le caractère 
enchevêtré du réseau ; les conditions obtenues 
éclaircissent notamment la relation entre la 
déformation et la température lors de la fusion des 
cristallites. Finalement, un modèle de chaîne semi-
cristallisée associant l'inhomogénéité des chaînes 
amorphes et l'hétérogénéité due à la présence de la 
phase cristalline est proposé, puis inclus dans une loi 
de comportement de type full-network dont les 
équations sont adaptées en conséquence. Ce travail 
aboutit à un modèle thermo-mécanique complet 
permettant de décrire qualitativement la réponse du 
caoutchouc naturel, ainsi qu'à une description 
interprétative originale de la cristallisation sous 
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   Despite the numerous experimental inverstigations 
performed over the past century and more intensively 
in the last fifteen years, strain-induced crystallization 
taking place in natural rubber still remains hardly 
understood in its precise mechanisms, leading models 
to remain phenomenological ones. 
 
   The present study aims to develop a physically-
motivated model which qualitatively reproduces 
physical phenomena observed during an uniaxial 
tensile test. Firstly, the amorphous network is assumed 
to deform in an equal-force manner, resulting in a 
representative chain encompassing the inhomogeneity 
of matter through the chain-length distribution. 
Secondly, based on classical thermodynamics and on 
the entangled nature of the polymer network, both 
crystallization and fusion conditions are established. 
Moreover the derivation of the equilibrium point of a 
finite crystallite in a deformed network clarifies the tight 
relation between deformation and temperature during 
fusion. Finally, a semi-crystallized chain is defined, 
accounting for both the inhomogeneity of the 
amorphous phase and the heterogeneity due to the 
presence of a crystalline phase. This chain is included 
in a modified full-network model, initially dedicated to 
amorphous networks. This work leads to a complete 
thermo-mechanical constitutive equation which 
qualitatively reproduces the response of natural rubber 
in tension, but also to an original interpretative 
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