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Introduction

Principalement, l’objet de cette thèse est l’étude d’un certain monoïde,
ici noté H+, qui, apparemment, ne figure pas dans la littérature, mais qui
apparaît assez naturellement comme hybride du monoïde B+

∞ des tresses
positives et du monoïde de Thompson F+. On verra que le monoïde H+

hérite des propriétés de chacun de ses deux « parents », typiquement des
propriétés de tresses pour ce qui concerne la multiplication à gauche, et des
propriétés à la Thompson pour ce qui concerne la multiplication à droite.
Cette étude se révèle assez délicate, en particulier parce que le monoïde H+

n’est pas de type fini et ne possède pas toujours des multiples communs, et,
indépendamment des résultats spécifiques sur H+, on sera amené à établir
quelques propriétés générales pour traiter une telle situation.

Le monoïde H+

Le monoïde H+ est le monoïde spécifié par la présentation explicite
suivante :

(P) H+ :=

〈
θ1, θ2, ...

∣∣∣∣
θjθi = θiθj+1 pour j > i+ 2

θjθiθj = θiθjθi+3 pour j = i+ 1

〉+

.

Cette présentation est directement réminiscente de celle du monoïde de
tresses infinies

B+
∞ :=

〈
σ1, σ2, ...

∣∣∣∣
σjσi = σiσj pour j > i+ 2

σjσiσj = σiσjσi pour j = i+ 1

〉+

,

et de celle du monoïde de Thompson

F+ := 〈a1, a2, ... | ajai = aiaj+1 pour j > i+ 1〉+.
Dans les trois cas, on a des relations de commutation, ou de quasi-commuta-
tion, à savoir des relations du type xy = yx ou xy = yx′ : dans le cas de B+

∞,
il s’agit de vraie commutation dans le cas des générateurs σi d’indices non
adjacents, dans le cas de F+ et de H+, c’est une quasi-commutation qui
prend la forme « 21 = 13 » ou « 31 = 14 ». Noter que les relations de lon-
gueur 3 peuvent aussi être vues comme des relations de quasi-commutation :
dans le cas de B+

∞, on peut lire la relation de longueur 3 comme « 2(12) =
(12)1 », soit une quasi-commutation de 2 et de 12 avec décalage de l’indice
de −1. De même, pour H+, on peut lire la relation de longueur 3 comme
« 2(12) = (12)4 » (quasi-commutation de 2 et de 12 avec décalage de l’indice
de +2.
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ii INTRODUCTION

On peut voir le monoïde de Thompson F+ comme une version tordue
du monoïde abélien libre N(∞), qui admet la présentation

〈a1, a2, ... | ajai = aiaj pour i < j〉+,

dans laquelle les relations de commutation sont remplacées par des quasi-
commutation par décalage +1. De ce point de vue, le monoïde H+ se trouve
exactement dans la même position par rapport au monoïde B+

∞, dont il est
une version tordue de la même façon. On peut donc résumer la situation sous
la forme d’une relation de proportionnalité

(E)
H+

B+
∞

=
F+

N(∞) .

La comparaison des propriétés des monoïdes N(∞), F+, et B+
∞ montre que

des variations syntaxiques apparemment mineures dans les relations d’une
présentation suffisent à modifier radicalement les propriétés. Il ne faut donc
pas trop attendre de l’« égalité (E) » pour déduire les propriétés du mo-
noïde H+ : on va voir cependant que, pour ce qui est de celles qui ont pu
être démontrées ici, elles sont directement réminiscentes de celles des deux
monoïdes « cousins » F+ et B+

∞. Plus précisément, on montrera que, pour
ce qui concerne la multiplication à gauche, H+ est réminiscent de B+

∞, tan-
dis que, pour ce qui concerne la multiplication à droite, H+ est davantage
réminiscent de F+.

Principaux résultats

Les principaux résultats établis dans la suite sont les suivants.
D’abord, on montre l’existence d’un système de réécriture convergent

pour la présentation (P).

Proposition A. (propositions II.3.11 et II.3.20) Tout élément a de H+ pos-
sède une unique représentation nf(a) par un mot sans facteur θiθj avec
j > i + 3 et sans facteur θiθi+1θi+3 (« forme normale de a) ; il existe un
système de réécriture convergent vers cette forme normale.

D’autre part, on montre que le monoïde H+ a de bonnes propriétés
de régularité, principalement en ce qui concerne la relation de divisibilité à
gauche :

Proposition B. (propositions IV.2.4, IV.2.5, IV.2.6, IV.2.9, et IV.3.11) Le
monoïde H+ admet la simplification à gauche et à droite. Il admet des pgcd à
gauche, et des ppcm à droite conditionnels. L’existence de multiples communs
à droite est un problème décidable.
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Par ailleurs, on montre que, pour tout n, les générateurs θ1, ... , θn pos-
sèdent un ppcm à droite ∆n. Appelant simples les éléments de H+ qui di-
visent à gauche au moins un élément ∆n, on établit les résultats de type
« Garside » suivants :

Proposition C. (propositions V.2.17, V.3.24, et V.4.13) Il existe 2 · 3n−2

éléments simples divisant ∆n. Les formes normales des éléments simples
sont celles qui n’ont pas de facteur θ2

i , θiθi+2, θiθi+1θi+2, ni θiθi+1θi. Tout
élément de H+ admet une unique décomposition gloutonne (« left greedy
decomposition ») en produit d’éléments simples.

Enfin, de diverses observations, négatives et positives, sur les représen-
tations de H+ dans d’autres monoïdes, on peut extraire le résultat suivant :

Proposition D. (proposition VI.1.40) Envoyer θi sur la matrice (infinie)






(1−t)s

t

−t

(1+t)s−1

Ii

0
0

0

0

I∞

, où In est la matrice unité de taille n, dé-

finit une représentation linéaire de H+. Aucun contre-exemple n’a été trouvé
à la fidélité, même en spécialisant à s = 1.

Par ailleurs, pour établir les résultats concernant la divisibilité à gauche
dans H+, en particulier la décidabilité de l’existence de multiples à droite
communs, on a dû étendre les résultats connus sur le retournement de facteur.
Une version des résultats s’énonce comme suit.

Proposition E. (propositions III.2.8 et III.3.18) Si (S,R) est une présenta-
tion complémentée à droite et si S′ est un ensemble de S-mots incluant S et
clos par R-complément à droite, alors le retournement à droite est complet
pour (S,R) si, et seulement si, la condition du cube à droite est satisfaite pour
tout triplet de mots de S′, et le R-retournement d’un S-mot signé w termine
si, et seulement si, le R′-retournement de w vu comme S′-mot réussit, où R′
est l’ensemble des relations uC(u, v) = vC(v, u) pour u, v dans S′.

Organisation du texte

La thèse est divisée en six chapitres, plus une courte annexe informatique.
Le chapitre I est introductif. On commence par rappeler la notion gé-

nérale de monoïde présenté, ainsi que la terminologie relative aux relations
de divisibilité d’un monoïde, avec les notions dérivées de pgcd, de ppcm,
et de noethérianité. Ensuite, on présente les deux monoïdes qui forment le
contexte de cette étude, à savoir le monoïde des tresses positives B+

∞, tresses
à un nombre de brins illimité, et le monoïde de Thompson F+, sous-monoïde
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positif du groupe de Thompson F . On présente aussi le monoïde B̂V + des
tresses parenthésées positives, qui est une extension à la fois de B+

∞ et de F+,
dont il est un produit de Zappa–Szep. Ensuite, on introduit le monoïde H+,
objet de notre étude, et on établit quelques propriétés simples résultant di-
rectement de la présentation, notamment la noethérianité, la décidabilité du
problème de mots, et on observe que le monoïde de Thompson F+ est un
quotient de H+.

Dans le chapitre II, on montre l’existence d’une forme normale sur H+

obtenue par un système de réécriture simple. Pour cela, après avoir rappelé
dans la section II.1 le contexte général des systèmes de réécriture et le cri-
tère de convergence basé sur la confluence locale (« diamond lemma »), on
commence par traiter dans la section II.2 le cas facile du monoïde de Thomp-
son F+, puis on étudie dans la section II.3 le cas de H+. On y montre que
l’approche utilisée pour F+ fonctionne pour H+, de façon un peu moins
directe. Comme applications, on établit la proposition A mentionnée plus
haut, puis, par un argument original et peut-être intéressant, on déduit un
résultat de simplification conditionnel, à savoir que, si H+ est simplifiable à
gauche, alors il est aussi simplifiable à droite.

Le chapitre III est un chapitre général consacré à la méthode du retour-
nement de facteur pour étudier un monoïde présenté, et on y met en place
les outils qui permettront d’étudier spécifiquement le monoïde H+ dans le
chapitre suivant. Dans la littérature, la méthode du retournement a été ap-
pliquée principalement au cas de monoïdes admettant des ppcm (monoïdes
de tresses, et plus généralement d’Artin–Tits sphériques, etc.), ce qui n’est
pas le cas du monoïde H+ : il existe des mots de Θ∗ dont le retournement ne
termine pas. Nos résultats montrent comment contourner le problème quand
on connaît une famille de mots S′ incluant S et close par complément au
sens où, si u et v sont dans S′ et si le retournement de uv termine, alors il
termine sur un mot de la forme v′u′ avec u′ et v′ encore dans S′. La méthode
consiste à passer de l’alphabet initial S à l’alphabet étendu S′, le point-clé
étant que le retournement pour S se factorise (en un sens convenable) par
le retournement pour S′. Le chapitre est organisée en trois sections. On y
rappelle d’abord dans la section III.1 la définition du retournement dans le
contexte d’une présentation complémentée, ainsi que (sans répéter les dé-
monstrations) les résultats standard sur la reconnaissance de la complétude
par la condition dite du cube. Ensuite, on établit des résultats nouveaux,
à savoir, dans la section III.2 un nouveau critère de complétude et, dans la
section III.3, un nouveau critère de terminaison, valables dans le cas de mo-
noïdes n’admettant pas toujours de multiples communs, et dont la réunion
est la proposition E ci-dessus.

Dans le chapitre IV, on applique au cas du monoïde H+ les résultats
généraux du chapitre III. On commence par rappeler dans la section IV.1
comment utiliser le retournement, lorsqu’il est complet, pour résoudre le
problème de mots et étudier les multiples communs et la divisibilité dans
un monoïde présenté, puis on aborde le cas de H+. Dans la section IV.2, on
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établit la complétude du retournement par condition du cube (à droite) et on
en déduit la simplifiabilité et l’existence des ppcm à droite conditionnels. En-
suite, on étudie, dans la section IV.3, les questions liées à la non-terminaison
possible du retournement. Le résultat principal est l’identification d’une fa-
mille explicite (et infinie) de mots S′ close par complément à droite au sens
évoqué ci-dessus. Deviner une famille S′ convenable et ensuite faire toutes les
vérifications nécessaires demande du travail. Comme application, on en dé-
duit la décidabilité de l’existence de multiples à droite communs, complétant
ainsi la démonstration de la proposition B ci-dessus.

Le chapitre V est celui qui contient les résultats les plus délicats. Sur le
modèle de la très riche combinatoire des éléments simples des monoïdes de
tresses B+

n , définis comme diviseurs des éléments de Garside ∆n, ppcm des
atomes σ1, ... , σn−1, on étudie ici les éléments, aussi notés ∆n, qui sont les
ppcm (à droite) des atomes θ1, ... , θn−1, et la combinatoire de leurs diviseurs
à gauche, qui se révèle très intéressante. On a donc une suite d’éléments ∆n,
chacun diviseur à gauche du suivant (avec un élément intermédiaire ∆n+0,5

naturel), et on étudie les éléments dits simples qui sont les diviseurs à gauche
des éléments ∆n. Le chapitre est organisé en quatre sections. Dans la sec-
tion V.1, on introduit les éléments ∆n, puis les éléments simples, et on établit
une majoration explicite de leur hauteur. Dans la section V.2, le point-clé est
que les diviseurs de ∆n de longueur ` qui ne sont pas diviseurs de ∆n−1 se
partitionnent en trois familles en correspondance bijective avec les diviseurs
de ∆n−1 de longueur respectivement `−1, `−2, et `−3 (proposition V.2.3).
On en déduit que le nombre Nn,` de tels diviseurs de ∆n apparaît dans un
triangle de Pascal généralisé où on fait la somme des 3 termes au-dessus,
et que le nombre total de diviseurs de ∆n dans H+ est 2 · 3n−3 (à mettre
en regard de n! pour le monoïde B+

n ). Dans la section V.3, on montre, par
un argument inductif délicat basé sur la partition ci-dessus, que les formes
normales des éléments simples (au sens du chapitre II) sont celles qui évitent
les facteurs interdits mentionnés dans la proposition C. Enfin, poursuivant le
parallèle avec les monoïdes de tresses, on montre dans la section V.4 l’exis-
tence d’une structure « presque-Garside » sur le monoïde H+ en construisant
des décompositions gloutonnes (« greedy normal decomposition ») pour les
éléments de H+, ce qui complète la démonstration des résultats de la pro-
position C ci-dessus.

Enfin, le chapitre final VI regroupe deux sections presque indépendantes.
Dans la section VI.1, on étudie les représentations du monoïde H+ dans
d’autres monoïdes. On observe que, mises à part les représentations, certai-
nement non fidèles, induites par le passage à la projection sur le monoïde F+,
les tentatives de représentations via les tresses ou les permutations paren-
thésées (groupes B̂V et V̂ ) se heurtent à une obstruction topologique. On
étudie donc des représentations fonctionnelles, linéaires ou non, en faisant
agir H+ sur un ensemble de suites. Cette approche mène à la construction
de plusieurs représentations exotiques. Une famille naturelle est paramétrée
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par les matrices 2 × 2 vérifiant A2 = I. La représentation associée à la ma-
trice unité est la projection sur le monoïde de Thompson F+, et on voit

facilement que la représentation correspondant à la matrice
(

0 1
1 0

)
est non

fidèle (mais reste assez mystérieuse). L’exemple le plus prometteur est celui
mentionné dans la proposition D ci-dessus. Enfin, dans la section VI.2,
on liste quelques-unes des nombreuses questions ouvertes possibles, axées ici
sur les propriétés de relation de la divisibilité à droite du monoïde H+, puis
sur l’existence d’un plongement de H+ dans un groupe, et finalement sur les
représentations de H+.

L’annexe informatique fournit quelques précisions sur l’utilisation d’ex-
périmentations informatiques pour étudier le monoïde H+, plus spécifique-
ment sur la représentation des données et sur les divers algorithmes utilisés,
en particulier pour dénombrer les éléments simples et pour étudier les repré-
sentations linéaires de H+.
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Chapitre I

Le monoïde H+

Dans ce chapitre introductif, on rappelle le contexte général des monoïdes
présentés, et, en particulier, le cas des monoïdes de tresses et de Thompson,
et on introduit le monoïde H+ qui est notre principal sujet d’étude. Après
la définition, on établit quelques premières propriétés.

Ce chapitre comporte trois sections. Dans la section 1, on rappelle le
contexte général des monoïdes présentés, et on introduit les notions classiques
liées aux relations de divisibilité, en particulier les notions de pgcd et de
ppcm, et celle de monoïde noethéorien.

Dans la section 2, on introduit les deux principaux monoïdes qui forment
le contexte de cette étude, à savoir le monoïde des tresses B+

∞ et le monoïde
de Thompson F+. On présente également le monoïde des tresses parenthé-
sées B̂V +, qui est un hybride des deux précédents, en l’occurrence un produit
de Zappa-Szep.

Enfin, dans la section 3, on introduit le monoïde H+ objet de la thèse,
par une présentation qui en fait un (autre) hybride des monoïdes B+

∞ et F+,
et on établit quelques propriétés qui dérivent directement de la présentation,
en particulier la noethérianité et la décidabilité du problème de mots. On
observe également que le monoïde de Thompson F+ est un quotient propre
de H+.

1. Généralités sur les monoïdes

1.1. Monoïdes présentés. On rappelle ici les notions et notations
standards concernant les monoïdes libres et les présentations de monoïde.

Le point de départ est la notion de mot sur un alphabet.

Définition 1.1 (mot, concaténation). (i) Si S est un ensemble non
vide (« alphabet »), un S-mot est une suite finie w d’éléments de S, c’est-à-
dire une application d’un intervalle {1, ... , `} dans S. L’entier ` est appelé la
longueur de w, notée |w|. Pour 1 6 i 6 `, on note w[i] l’image de i, appelé
la i-ème lettre de u. On note ε le mot vide, à savoir l’unique fonction de ∅
dans S, donc est l’ensemble vide ; sa longueur est 0. On note S∗ l’ensemble
de tous les mots sur S.

(ii) Si u, v sont deux S-mots de longueurs respectives p et q, on note u ·v,
ou uv, la concaténation de u et v, définie comme le S-mot w de longueur p+q
défini par w[i] := u[i] pour 1 6 i 6 p et w[i] := v[i−p] pour p+1 6 i 6 p+q.

Le résultat suivant est alors classique :

1



2 I. LE MONOïDE H+

Proposition 1.2 (monoïde libre). La structure (S∗, ·, ε) est un mo-
noïde libre de base S.

La démonstration de la proposition 1.2 est facile (voir par exemple [28,
section I.4], et on ne la redonne pas ici. On rappelle qu’un monoïdeM est dit
libre de base S siM est engendré par S et si, pour tout monoïdeM ′ et toute
application φ : S → M ′, il existe un morphisme de monoïde φ∗ : M → M ′

prolongeant φ (et qui, de surcroît, est unique).
Dans la suite, on note généralement S∗ pour le monoïde (S∗, ·, ε).
La proposition 1.2 implique que tout monoïde M engendré par un en-

semble S est un quotient du monoïde S∗ : il existe une congruence ≡ sur S∗,
c’est-à-dire une relation d’équivalence compatible avec la concaténation des
mots, telle que M est (isomorphe au) quotient S∗/≡.

Lemme 1.3. Pour tout ensemble R de paires d’éléments de S∗, il existe
une plus petite congruence ≡R incluant R.

Démonstration. Soit ≡R la relation binaire sur S∗ telle que w ≡R w
′

est vraie s’il existe une suite finie w0, ... , w` vérifiant w = w0, w′ = w` et, pour
tout i < `, il existe des S-mots ui, u′i et {vi, v′i} dans R vérifiant wi = uiviu

′
i

et wi+1 = uiv
′
iu
′
i.

Alors ≡R est une congruence sur le monoïde S∗ incluant R. D’abord ≡R

est réflexive car, pour tout w, la suite (w) témoigne pour w ≡R w. Ensuite, si
(w0, ... , w`) témoigne pour w ≡R w

′, alors (w`, ... , w0) témoigne pour w′ ≡R

w. Puis, si (w0, ... , w`) témoigne pour w ≡R w
′ et (w′0, ... , w

′
`′) témoigne pour

w′ ≡R w′′, alors la suite (w0, ... , w`, w
′
1, ... , w

′
`′) témoigne pour w ≡R w′′.

Donc ≡R est une relation d’équivalence sur S∗. Par ailleurs, ≡R est une
congruence sur le monoïde S∗ : si (w0, ... , w`) témoigne pour w ≡R w

′, alors
(uw0v, ... , uw`v) témoigne pour uwv ≡R uw′v. Enfin, si {v, v′} appartient
à R, la suite (v, v′) témoigne pour v ≡R v′, et donc ≡R inclut R — plus
exactement : ≡R contient tous les couples (w,w′) tels que la paire {w,w′}
est dans R.

Supposons que ≡̃ est une congruence sur S∗ incluant R (au sens ci-
dessus), et qu’on a w ≡R w

′. Il existe alors une suite (w0, ... , w`) témoignant
pour w ≡R w

′. Par définition, pour chaque i, il existe ui, u′i et {vi, v′i} dans R
vérifiant wi = uiviu

′
i et wi+1 = uiv

′
iu
′
i. Puisque R est inclus dans ≡̃ et que

≡̃ est symétrique, on a vi ≡̃ v′i, puis uiviu
′
i ≡̃ uiv

′
iu
′
i, c’est-à-dire wi ≡̃ wi+1,

puisque ≡̃ est une congruence, et enfin w = w0 ≡̃ w` = w′ car ≡̃ est transitive
(pour le cas ` > 2) et réflexive (pour le cas ` = 1). Donc ≡̃ inclut ≡R, qui
est la plus petite congruence incluant R. �

Dans le contexte du lemme 1.3, la plus petite congruence incluant R
est appelée la congruence engendrée par R. Pour spécifier un monoïde M
engendré par un ensemble S, il suffit de spécifier la congruence ≡R telle
que M est S∗/≡R, et donc de spécifier un sous-ensemble R de S∗ × S∗

engendrant ≡R.
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Définition 1.4 (présentation). On appelle présentation de monoïde
un couple (S,R), où S est un ensemble non vide et R est un ensemble de
paires de mots de S∗. On note alors 〈S |R〉+ le monoïde S∗/≡R, où ≡R est la
congruence sur S∗ engendrée par R. Si u est un S-mot, on note [u] la classe
de u par rapport à ≡R.

Quand il n’y a pas de confusion possible, on notera ≡ au lieu de ≡R. On
sait que, dans le contexte de la définition 1.4, on note généralement « u = v »
au lieu de « {u, v} » les relations de R.

Exemple 1.5 (monoïdes libres). Pour tout ensemble S, la congruence
sur S∗ engendrée par l’ensemble vide est l’égalité : les seules suites (w0, ... , w`)
témoignant pour une équivalence w ≡R w

′ sont les suites triviales (w). Donc
le monoïde 〈S | ∅〉+ est S∗/=, c’est-à-dire S∗.

Exemple 1.6 (monoïdes commutatifs libres). Soit S un ensemble fini à
n éléments, disons S = {a1, ... , an}. On pose

(1.7) M = 〈S | {aiaj = ajai | i 6= j}〉+.
Notons ≡ la congruence engendrée par les relations de (1.7). Pour décrireM ,
il suffit d’identifier un élément distingué dans chaque classe d’équivalence
pour ≡. Soit F l’application de S∗ dans Nn définie par

F (w) = (|w|a1 , ... , |w|an),

où |w|ai est le nombre d’occurrences de ai dans w. Par définition, on a
F (aiaj) = F (ajai) pour tous i, j. Par ailleurs, pour tous mots u, v de S∗, on a
F (uv) = F (u)+F (v), où + est la somme terme à terme sur Nn. Il en résulte
que la relation F (w) = F (w′) est un congruence sur S∗, qui inclut les rela-
tions de (1.7). Par conséquent, w ≡ w′ implique F (w) = F (w′). Dans l’autre
sens, appelons normaux les S-mots du type ae11 ···aenn avec e1, ... , en > 0.
Alors tout S-mot est ≡-équivalent à un mot normal. Si deux S-mots w,w′
vérifient F (w) = F (w′), alors ils sont tous deux ≡-équivalents au même S-
mot normal, et donc vérifient w ≡ w′. Par conséquent, les relations w ≡ w′ et
F (w) = F (w′) sont équivalentes. De plus, si w et w′ sont des S-mots normaux
distincts, alors, par définition, on a F (w) 6= F (w′). Par conséquent, tout S-
mot est ≡-équivalent à un unique S-mot normal, et l’application F induit
une bijection entre l’ensemble Snorm des S-mots normaux et l’ensemble Nn.

De plus, on a noté que F (uv) = F (u) + F (v) est vérifié pour tous S-
mots u, v, donc la bijection ci-dessus est un isomorphisme entre le monoïdeM
et le monoïde (Nn,+). En d’autres termes, le monoïde M est (isomorphe à)
(Nn,+).

Par construction, M est un monoïde commutatif et il engendré par
{a1, ... , an}. On peut noter que M est un monoïde commutatif libre de
base {a1, ... , an}. En effet, soit M1 un monoïde commutatif quelconque, et
soit φ une application de {a1, ... , an} dans M1. Par définition, M est le quo-
tient du monoïde libre S∗ par la congruence ≡. Soit φ∗ l’unique extension
de φ en un homomorphisme du monoïde libre S∗ dans M1 (lemme 1.2).
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Si deux S-mots w,w′ sont ≡-équivalents, ils vérifient F (w) = F (w′) et,
comme M1 est commutatif par hypothèse, on doit avoir φ∗(w) = φ∗(w′).
Par conséquent, φ∗ induit un morphisme bien défini de S∗/≡, c’est-à-dire
de M , dans M1. Donc M est libre de base S dans la variété des monoïdes
commutatifs (mais pas dans la variété des monoïdes quelconques).

Exemple 1.8 (monoïdes de Baumslag-Solitar). Considérons

(1.9) M = 〈a, b | ba = ab2〉+.
On note ≡ la congruence sur {a, b}∗ associée à la présentation (1.9). Comme
dans l’exemple 1.6, on peut identifier un élément distingué dans chaque classe
d’équivalence. Appelons normaux les mots de la forme apbq avec p, q > 0. À
partir de deux invariants par rapport à ≡, à savoir le nombre d’occurrences
de la lettre a et l’application Ib(w) :=

∑i=|w|
i=1 δw(i),b 2#{i<j6|w| |w(j)=a}, où

δx,y vaut 1 pour x = y et 0 sinon, on peut montrer que chaque classe contient
un, et un seul mot normal. Par conséquent, l’application φ : [apbq] 7→ (p, q)
définit une bijection de M sur l’ensemble N2. De plus, on trouve

apbq · arbs = ap+1b2qar−1bs = ap+2b22qar−2bs = ... = ap+rb2rq+s.

De là, φ établit un isomorphisme entre M et (N× N, ∗) avec ∗ définie par

(p, q) ∗ (r, s) = (p+ r, 2rq + s),

ce qui signifie que M est isomorphe au produit semi-direct N nϕ N avec
ϕ : N→ Aut(N,+) défini par ϕr(q) = 2rq.

1.2. Diviseurs et multiples. On rappelle ici la terminologie relative
aux relations de divisibilité dans un monoïde.

Définition 1.10 (diviseur à gauche). Si M est un monoïde et x, y
deux éléments de M , on dit que x est un diviseur à gauche de y ou que y
est un multiple à droite de x, noté x 4 y, s’il existe x′ dans M satisfaisant
xx′ = y. Pour y dans M , on pose Div(y) = {x ∈M | x 4 y}.

Par exemple, la relation de divisibilité à gauche dans le monoïde (N,+)
coïncide avec l’ordre standard des entiers. Plus généralement, pour deux
éléments x, y de Nn, on a x 4 y si, et seulement si, on a x(k) 6 y(k) est
vrai pour tout k. En effet, l’égalité xx′ = y implique ∀k (x(k) 6 x(k) +
x′(k) = y(k)) et ∀k (x(k) 6 y(k)) implique xx′ = y pour x′ déterminé par
x′(k) = y(k)− x(k).

On rappelle qu’un monoïde M est dit simplifiable à gauche (resp., à
droite) si toute relation xy = xz (resp., yx = zx) avec x, y, z dans M im-
plique y = z. On dit que M est simplifiable s’il est à la fois simplifiable à
gauche et à droite.

Lemme 1.11. (i) SiM est un monoïde, la relation de divisibilité à gauche
dans M est un préordre partiel qui est invariant par multiplication à gauche.

(ii) Si M est un monoïde simplifiable à gauche et sans élément inversible
non trivial, la relation de divisibilité à gauche dans M est un ordre partiel.
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Démonstration. (i) SoitM un monoïde. Si on note 1 l’élément neutre
de M , on a x1 = x pour tout x dans M . Donc la relation 4 est réflexive.
Ensuite, si nous avons xx′ = y et yy′ = z, nous en déduisons x(x′y′) = yy′ =
z, donc 4 est transitive. Supposons maintenant x 4 y. Par définition, nous
avons xx′ = y pour un certain x′ dans M . On en déduit que, pour tout
z ∈M , on a (zx)x′ = z(xx′) = zy, d’où zx 4 zy.

(ii) Il reste à montrer que 4 est antisymétrique. Supposons que x 4 y et
y 4 x. Alors, il existe x′ et y′ dans M tels que xx′ = y et yy′ = x. On en
déduit que yy′x′ = y, donc, par simplifiabilité à gauche, y′x′ = 1. Or, M ne
possède aucun élément inversible non trivial, donc on obtient y′ = x′ = 1,
d’où x = y. �

Au lieu de considérer la divisibilité à gauche qui correspond à multiplier
à droite, nous pouvons, symétriquement, utiliser la multiplication à gauche.

Définition 1.12 (diviseur à droite). Si M est un monoïde et x, y
deux éléments de M , on dit que x est diviseur à droite de y ou que y est
multiple à gauche de x, noté y <̃ x, s’il existe x′ dansM satisfaisant x′x = y.
Pour y dans M , on pose D̃iv(y) = {x ∈M | y <̃ x}.

Les relations de divisibilité à droite et à gauche ont des propriétés entiè-
rement symétriques.

Lorsque les relations de divisibilité sont des relations d’ordre, il est na-
turel de considérer les éventuelles bornes inférieures et bornes supérieures
associées.

Définition 1.13 (ppcm, pgcd). Soit M un monoïde. Pour x dans M
et S inclus dans M , on dit que x est un plus petit multiple à droite commun,
ou ppcm à droite, de S, si x est un multiple à droite de tous les éléments
de S et que tout élément de M qui est multiple à droite de tous les éléments
de S est multiple à droite de x. Si S possède deux éléments, on dit "ppcm à
droite de x et y" pour "ppcm de {x, y}" et on le note x ∨ y s’il est unique.

De même, on dit que x est un plus grand diviseur à gauche commun, ou
pgcd à gauche, de S, si x est un diviseur à gauche de tous les éléments de S
et que tout élément de M qui est un diviseur à gauche de tous les éléments
de S est un diviseur à gauche de x. Si S possède deux éléments, on dit "pgcd
à gauche de x et y" pour "pgcd de {x, y}" et on le note x∧ y s’il est unique.

Les notions de ppcm à gauche et pgcd à droite sont définies symétrique-
ment en utilisant la divisibilité à droite.

Reprenant l’exemple du monoïde commutatif libre Nn, on vérifie facile-
ment que deux éléments x, y admettent comme ppcm (bilatère) l’élément z
défini par z(k) := max(x(k), y(k)), et comme pgcd l’élément z′ défini par
z′(k) := min(x(k), y(k)).

Définition 1.14 (multiples communs). On dit qu’un monoïdeM ad-
met des multiples à droite communs (resp., des ppcm à droite) si deux élé-
ments quelconques de M possèdent un multiple à droite commun (resp., un
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ppcm à droite). On dit queM admet des ppcm à droite conditionnels si deux
éléments de M qui admettent un multiple à droite commun, possèdent un
ppcm à droite.

Lemme 1.15. Si M est un monoïde simplifiable à gauche, sans élément
inversible non trivial et si x, y sont deux éléments de M , alors, un ppcm
(resp., un pgcd) à droite (resp., à gauche) de x et y est unique s’il existe.

Démonstration. Supposons que z et z′ sont des ppcm à droite de x
et y. L’hypothèse z est un ppcm à droite de x et y implique z 4 z′, tandis
que z′ est un ppcm à droite de x et y implique z′ 4 z. Or, par le lemme 1.11,
la relation 4 est un ordre partiel, d’où z = z′. L’argument est similaire pour
les pgcd à gauche. �

Quand on a l’unicité des ppcm à droite, il est naturel d’introduire :

Définition 1.16 (complément). Sous les hypothèses du lemme 1.15,
pour x, y dans M tels que le ppcm à droite de x et y existe, on appelle
complément à droite, et on note x\y, l’unique élément z vérifiant xz = x∨y.

Le complément à gauche x/y est défini symétriquement. L’opération
complément est relié au produit par une formule simple, qui revient à l’as-
sociativité du ppcm.

Lemme 1.17. Si M est un monoïde simplifiable à gauche, sans élément
inversible non trivial et admettant des ppcm à droite conditionnels, alors,
pour tous x, y, z dans M , on a

(1.18) (xy)\z = y\(x\z).
Démonstration. Supposons que (xy)\z existe. Par définition, (xy)∨ z

est un multiple à droite de xy. De plus, par transitivité de 4, la relation
x 4 xy implique x 4 (xy) ∨ z. Donc (xy) ∨ z est un multiple commun à
droite de x et z. Comme M admet des ppcm à droite conditionnels, cela
implique que x∨ z existe et, par définition, (xy)∨ z est un multiple à droite
de x∨ z. Par conséquent, (xy)∨ z est un multiple à droite commun de x∨ z
et de xy. Ceci implique que x ∨ z et de xy ont un ppcm à droite et on a
(xy)∨(x∨z) 4 (xy)∨z. Réciproquement, par la transitivité de 4, la relation
z 4 x ∨ z implique z 4 (xy) ∨ (x ∨ z). Donc (xy) ∨ (x ∨ z) est un multiple
commun à droite de z et de xy. Ceci implique (xy)∨z 4 (xy)∨(x∨z). Par le
lemme 1.11, la relation 4 est un ordre partiel, donc (xy)∨z = (xy)∨ (x∨z).
On obtient donc

xy((xy)\z) = (xy) ∨ z = (xy) ∨ (x ∨ z) = (xy) ∨ (x(x\z))
= x(y ∨ (x\z)) = xy(y\(x\z)),

et on simplifie à gauche par xy. �

Pour terminer ces rappels, notons qu’il existe des liens entre existence
des pgcd et des ppcm.
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Proposition 1.19 (existence ppcm). Si M est un monoïde tel que
toute famille non vide d’éléments de M admet un pgcd à gauche, alors M
admet des ppcm à droite conditionnels.

Démonstration. Soient x et y deux éléments de M qui admettent un
multiple à droite commun. Soit S la famille de tous les multiples à droite
communs de x et y. Par hypothèse, S est non vide donc il admet un pgcd
à gauche, noté z. Par définition, x divise à gauche tout élément de S, donc
il divise à gauche z. De même, y divise à gauche z. Donc z est un multiple
à droite commun de x et y. De plus, tout élément de S est un multiple à
droite de z puisque z divise à gauche tous les éléments de S. Ainsi, z est un
ppcm à droite de x et y. �

1.3. Noethérianité. On étudie des conditions de finitude impliquant
les relations de divisibilité. Appelées conditions de noethérianité, ces hypo-
thèses assurent automatiquement l’existence de certains éléments maximaux
ou minimaux. Avec ces conditions supplémentaires, nous donnerons une ré-
ciproque au lemme 1.19.

Définition 1.20 (diviseur propre). Si M est un monoïde et si x, y
sont dans M , on dit que x est un diviseur propre à gauche (resp., à droite)
de y, noté x ≺ y (resp., y �̃ x), si on a xx′ = y (resp., y = x′x) avec x′ non
inversible.

SiM est un monoïde simplifiable à gauche et sans élément inversible non
trivial, la relation ≺ est un ordre partiel strict sur M .

Si R est une relation binaire sur un ensemble S, une suite décroissante par
rapport à R est une suite (finie ou infinie) (x0, x1, ...) telle que xi+1Rxi pour
tout i. La relation R est dite bien fondée si toute sous-famille non vide S′
de S a un élément R-minimal, c’est-à-dire, un élément x dans S′ satisfaisant
que yRx n’est vérifié pour aucun y dans S′. On sait que ceci équivaut à la
non-existence d’une suite infinie décroissante par rapport à R.

Définition 1.21 (noethérianité). Un monoïde est dit noethérien à
gauche (resp., à droite) si la relation associée ≺ (resp., �̃) est bien fondée.

Par le critère rappelé ci-dessus, un monoïde est noethérien à gauche
(resp., à droite) si, et seulement si, il n’existe aucune suite décroissante infinie
dans M par rapport à la relation ≺ (resp., �̃).

Par exemple, le monoïde commutatif libre Nn est noethérien (des deux
côtés) : en effet, les relations x ≺ y et x �̃ y sont équivalentes à la conjonction
de ∀k (x(k) 6 y(k)) et de ∃k (x(k) < y(k)). Il est clair qu’il n’existe pas de
suite infinie décroissante.

Il est souvent difficile d’établir qu’un monoïde spécifié par une présenta-
tion est noethérien. Cependant, il existe un cas où c’est facile :

Proposition 1.22 (noethérianité). Supposons que (S,R) est une pré-
sentation de monoïde et que toutes les relations de R sont du type u = v avec
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|u| = |v|. Alors le monoïde 〈S |R〉+ est noethérien et n’admet aucun élément
inversible non trivial.

Démonstration. Une induction sur la longueur d’une dérivation de w
à w′ montre que, si w et w′ sont deux S-mots R-équivalents, on a |w| = |w′|.
Pour g dans 〈S |R〉+, définisssons |g| comme la valeur commune de |w| pour
tous les S-mots w représentant g. Alors fg = h entraîne |f | + |g| = |h|, et,
par conséquent, g ≺ h entraîne |g| < |h|, ce qui interdit l’existence d’une
suite infinie décroissante pour ≺. L’argument est le même pour �̃.

Enfin, comme le mot vide est le seul mot de longueur nulle, il ne peut
exister d’élément inversible autre que 1 : en effet, gh = 1 entraîne |g|+|h| = 0,
d’où |g| = |h| = 0, et g = h = 1. �

Par définition, les hypothèses de noethérianité garantissent l’existence
d’éléments qui sont minimaux ou maximaux pour la divisibilité.

Lemme 1.23. Si M est un monoïde simplifiable à gauche, sans élément
inversible non trivial, noethérien à droite, et si X est un sous-ensemble non
vide de M inclus dans Div(m) pour un certain m de M . Alors X admet un
élément ≺-maximal.

Démonstration. Pour tout a dans X, par définition, il existe un élé-
ment f(a) vérifiant af(a) = m, unique puisque M est simplifiable à gauche.
Posons Y := {f(a) | a ∈ X}. Puisque X est non vide, Y est non vide. Alors,
par hypothèse, il existe un élément b dans Y qui est ≺̃-minimal. Soit a un
élément de X vérifiant ab = m, c’est-à-dire f(a) = b. On va montrer que a
est ≺-maximal dans X.

En effet, supposons qu’on a a 4 a′, soit a′ = ac, et a′ ∈ X. Par construc-
tion, on a m = a′f(a′) = acf(a′) = af(a), donc f(a) = cf(a′) par simplifi-
cation, et, de là, f(a) <̃ f(a′) dans Y . Le choix de a exclut f(a) �̃ f(a′). Par
conséquent, c doit être inversible, ce qui signifie qu’on n’a pas a ≺ a′. �

L’intérêt pour nous ici du résultat précédent est de fournir une (sorte de)
réciproque à la proposition 1.19 :

Proposition 1.24 (pgcd). Si M est un monoïde simplifiable à gauche
sans élément inversible non trivial, noethérien à droite et admettant des ppcm
à droite conditionnels, alors toute sous-famille non vide de M admet un pgcd
à gauche.

Démonstration. Soit S une famille non vide deM . Soit m un élément
de S et soit X la famille des éléments de M qui divisent à gauche tout
élément de S. Par définition, X est inclus dans Div(m) et il est non vide car
contient 1. Par le lemme 1.23, l’ensemble X contient un élément ≺-maximal,
disons a. On va montrer que a est pgcd à gauche de S, ce qui, par définition,
signifie montrer qu’on a forcément x 4 a pour tout x dans X.

Soit donc x un élément de X. Par hypothèse, on a a 4 m et x 4 m, et
m est un multiple à droite commun de a et x. Comme M admet des ppcm
à droite conditionnels, a et x ont un ppcm à droite a ∨ x. Soit s quelconque
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dans S. Comme a et x appartiennent à X, on doit avoir a 4 s et x 4 s, d’où
a ∨ x 4 s par définition du ppcm. Ceci montre que a ∨ x appartient à X.
Comme par définition, on a a 4 a ∨ x et que a est ≺-maximal dans X, on
déduit a = a ∨ x, d’où x 4 a. �

Pour terminer, on rappelle la notion d’atome dans un monoïde.

Définition 1.25 (atome). Un élément a d’un monoïdeM est un atome
si a n’est pas inversible et toute décomposition de a contient au plus un
élément non inversible.

En d’autres termes, a est un atome si a n’est pas inversible et s’il n’existe
aucune égalité a = a1a2 avec a1, a2 tous deux non inversibles. Sous de bonnes
conditions, on est assurés que le atomes forment une famille génératrice mi-
nimale :

Proposition 1.26 (atomes générateurs). Si M est un monoïde sim-
plifiable à gauche, noethérien à droite et à gauche et sans élément inversible
non trivial, une partie S deM engendreM si, et seulement si, elle contient 1
et tous les atomes de M .

On omet la démonstration de ce résultat, qui ne sera pas utilisé directe-
ment dans la suite.

2. Le contexte

Comme on l’a observé dans l’introduction, le monoïde qu’on se propose
d’étudier est lié à la fois aux monoïdes de tresses et au monoïde de Richard
Thompson F+. On rappelle ici la définition et les propŕiétés de base de
ces monoïdes, ainsi que celles du monoïde B̂V + qui est un composite des
précédents, et qui, de ce fait, apparaît comme un cousin direct de H+.

2.1. Le monoïde de tresses positives B+
∞. Le point de départ est la

notion de groupe des tresses à n brins [6]. Pour tout entier n > 1, on considère
des diagrammes de tresses à n brins, obtenus en empilant des diagrammes
élémentaires d’un des types suivants

· · · · · ·σi :

1 2 i i+ 1 n−1 n

· · · · · ·σ−1
i :

On peut voir ces diagrammes (bidimensionnels) comme la projection sur le
plan de familles de courbes de R3 reliant (par exemple) les n points (i, 0, 1),
1 6 i 6 n, aux n points (i, 0, 0), 1 6 i 6 n, sans se croiser et avec la règle
que la 3ème coordonnée évolue de façon monotone (pas de rebroussement).
On a alors une notion naturelle d’isotopie de telles familles de courbes, c’est-
à-dire de déformation continue laissant les extrémités fixes, qui induit une
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relation ∼ sur les diagrammes projetés. Le principe est d’appeler tresse à
n brins la classe d’isotopie d’une famille de n courbes ou, ce qui revient au
même, la classe pour ∼ des diagrammes projections. On note Bn l’ensemble
des tresses à n brins.

La concaténation des diagrammes — ou des courbes dont ils sont la
projection — définit sur Bn un produit. Celui-ci est associatif, admet comme
élément neutre la classe du diagramme sans croisement, et toute tresse admet
un inverse, à savoir l’image par réflexion dans un miroir horizontal. Donc Bn
est muni d’une structure de groupe.

Par construction, toute tresse de Bn admet une expression comme pro-
duit d’un nombre fini de tresses σi et σ−1

i . Donc, la famille {σ1, ... , σn−1}
engendre le groupe Bn. D’un point de vue algébrique, le résultat de base est
le suivant, établi par Emil Artin vers 1925 [2, 3], voir Figure 1 :

Proposition 2.1 (présentation). Pour tout entier n > 1, le groupe Bn
admet la présentation

(2.2) Bn =

〈
σ1, ... , σn−1

∣∣∣∣
σjσi = σiσj pour j > i+ 2

σjσiσj = σiσjσi pour j = i+ 1

〉
.

∼ ∼

σ2σ1σ2 vs. σ1σ2σ1
σ3σ1 vs. σ1σ3

Figure 1. Les relations de tresses

Pour tout n, l’application identité de {σ1, ... , σn−1} dans {σ1, ... , σn} in-
duit un homomorphisme injectif in,n+1 de Bn dans Bn+1, et on peut iden-
tifier Bn avec le sous-groupe de Bn+1 engendré par σ1, ... , σn−1. On note
alors B∞ la réunion de tous les groupes Bn — formellement : la limite induc-
tive du système des (Bn, in,n+1) — qui admet donc la présentation (infinie)

(2.3) B∞ =

〈
σ1, σ2, ...

∣∣∣∣
σjσi = σiσj pour j > i+ 2

σjσiσj = σiσjσi pour j = i+ 1

〉
.

Comme les relations des présentations (2.2) et (2.3) ne font intervenir
aucun inverse des générateurs, on peut également considérer les monoïdes
que celles-ci définissent, à savoir

B+
n :=

〈
σ1, ... , σn−1

∣∣∣∣
σjσi = σiσj pour j > i+ 2

σjσiσj = σiσjσi pour j = i+ 1

〉+

,(2.4)

B+
∞ :=

〈
σ1, σ2, ...

∣∣∣∣
σjσi = σiσj pour j > i+ 2

σjσiσj = σiσjσi pour j = i+ 1

〉+

.(2.5)
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Suivant un résultat non trivial, dû à F.A.Garside [37, 38], le monoïde B+
n

est isomorphe au sous-monoïde du groupe Bn engendré par σ1, ... , σn−1 et,
de même, B+

∞ est isomorphe au sous-monoïde du groupe B∞ engendré par
les éléments σi, i > 1. Le point de la démonstration est d’établir que les
monoïdes B+

n et B+
∞ sont simplifiables et admettent des multiples com-

muns, ce qui permet d’appliquer le théorème de Ore [48] et de montrer
que Bn (resp., B∞) est un groupe de fractions (à droite et à gauche) pour
le monoïde B+

n (resp., B+
∞). Pour cela, la propriété cruciale est l’existence

dans le monoïde B+
n d’un ppcm (à droite et à gauche) ∆n pour les généra-

teurs σ1, ... , σn−1, à savoir

(2.6) ∆n := (σ1 ···σn−1)(σ1 ···σn−2) ··· (σ1σ2)(σ1).

Les diviseurs de l’élément ∆n, appelés éléments simples de B+
n , sont au

nombre de n!, en correspondance bijective avec les permutations de {1, ... , n}.
Tout élément du groupeBn, donc en particulier tout élément du monoïdeB+

n ,
admet une décomposition canonique en produit d’éléments simples : c’est la
forme normale dite « greedy », objet de la théorie de Garside [36, 28].

2.2. Le monoïde de Thompson F+. Le groupe de Thompson F a
été introduit à la fin des années 1960 par Richard Thompson [45, 53] dans
son étude de l’associativité, et il admet plusieurs caractérisations équiva-
lentes. La plus usuelle [15] définit F comme le groupe des difféomorphismes
croissants de l’intervalle réel [0, 1] affines par morceau et dyadiques, au sens
où les pentes des segments et leurs extrémités sont des rationnels dyadiques
(rationnels dont le dénominateur est une puissance de 2). On montre qu’un
élément de F est spécifié par un couple de divisions dyadiques de [0, 1] (par-
tition en intervalles à extrémités dyadiques) et, de là, de façon équivalente,
par un couple d’arbres binaires finis, voir la figure 2.

a2 :

a1 :

Figure 2. Correspondance entre couples d’arbres binaires,
couples de décompositions dyadiques de [0, 1], et difféomor-
phismes dyadiques croissants de [0, 1]

On montre que F est engendré par l’élément a1 de la figure 2, qui est la
dilatation de rapport 2 sur [0, 1/4] suivie d’une translation sur [1/4, 1/2] et
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d’une contraction de rapport 1/2 sur [1/2, 1], et de ses images translatées ai,
où ai est l’identité sur [0, 1− 2−(n−1)] suivie d’une copie homothétique de a1

de rapport 1/2n−1 sur [1− 2−(n−1), 1]. Il est alors facile de donner une pré-
sentation en termes des générateurs ai [15] :

Proposition 2.7 (présentation). Le groupe F admet la présentation

(2.8) F := 〈a1, a2, ... | ajai = aiaj+1 pour j > i+ 1〉.
Pour se rapprocher du formalisme des diagrammes de tresses, il est com-

mode de passer des arbres binaires aux forêts (familles finies d’arbres) en
considérant les sous-arbres attachés sous les nœuds de la branche droite. Il
est alors naturel d’associer au générateur ai le diagramme de bifurcation
suivant

1 2 i i+1 i+2

ai : · · · · · ·

Alors les relations de (2.8) correspondent aux diagrammes de la figure 3.

· · · · · ·∼

a2a1 vs. a1a3

Figure 3. Les relations de Thompson

Comme les relations de la présentation (2.3) du groupe B∞, les relations
de (2.8) ne font pas apparaître d’inverse des générateurs, et on peut donc
considérer le monoïde défini par ces relations, à savoir

(2.9) F+ := 〈a1, a2, ... | ajai = aiaj+1 pour j > i+ 1〉+.
Il est alors assez facile (plus facile que pour B+

∞) de montrer que le
monoïde F+ est isomorphe au sous-monoïde du groupe F engendré par les
éléments ai, i > 1. À nouveau, le point de la démonstration est d’établir
que le monoïde F+ est simplifiable et admet des multiples communs à droite
(et même des ppcm à droite), d’où il résulte par le théorème de Ore que F
est un groupe de fractions à droite pour F+. Les éléments du monoïde F+

sont donc représentés de façon fidèle par classes d’isotopie de diagrammes
de bifurcation (ou par les arbres correspondants, qui ne dépendent pas de
l’ordre d’énumération) comme sur la figure 3.

Remarque 2.10. La présentation (2.8) du groupe F est redondante :
on vérifie que F est engendré par a1 et a2, à partir desquels les autres élé-
ments ai se définissent par conjugaison. En termes des générateurs a1 et a2,
le groupe F possède une présentation finie, avec seulement deux relations.
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Mais des inverses figurent dans les relations, qui donc ne définissent pas na-
turellement de monoïde. Par contre, il existe une autre présentation naturelle
de F en termes d’une famille de générateurs Aα indexés par les suites finies
de 0 et de 1, et tels que ai correspond à A11 ··· 1, i− 1 fois 1 [22]. L’intérêt de
cette présentation, encore plus redondante que celle de (2.8), est de mener à
un monoïde F+∗ qui possède des ppcm à droite et à gauche, et qui, par rap-
port à F+, peut être vu comme une version duale, au sens où les monoïdes
de Birman–Ko–Lee [7] sont duaux des monoïdes de tresses B+

n .

2.3. Tresses et permutations parenthésées. Quand le groupe de
tresses B∞ et le groupe de Thompson F sont vus comme groupes de classes
d’isotopie de diagrammes, respectivement de croisements et de bifurcations, il
est naturel de chercher à les marier en un groupe qui les admettrait tous deux
comme sous-groupes. Cela a été fait par M.Brin dans [11, 12] et P.Dehornoy
dans [24], le groupe obtenu étant appelé B̂V (en tant que version tressée
du groupe F ) ou B•, groupe des tresses parenthésées (en tant que version
« thompsonifiée », ou parenthésée, du groupe de tresses). Le groupe est en-
gendré par une double famille de générateurs, σi, i > 1, et aj , j > 1, en
termes desquels il possède une présentation dont les relations sont

- les relations de tresses de (2.2),
- les relations de Thompson de (2.8),
- plus des relations mixtes entre les deux familles de générateurs [11, 24],

voir figure 4 :

Proposition 2.11 (présentation). Le groupe B̂V admet la présenta-
tion
(2.12)

B̂V =

〈
σ1, σ2, ...
a1, a2, ...

∣∣∣∣
(2.2)
(2.8) +

ajσi = σiaj , σj−1ai = aiσj pour j > i+ 2

ajσiσj = σiai, aiσjσi = σiaj pour j = i+ 1

〉
.

Comme dans le cas de B∞ et F , la présentation (2.12) est positive (pas
d’inverse des générateurs dans les relations), et elle définit donc un monoïde,
à savoir
(2.13)

B̂V + :=

〈
σ1, σ2, ...
a1, a2, ...

∣∣∣∣
(2.2)
(2.8)+

ajσi = σiaj , σj−1ai = aiσj pour j > i+ 2

ajσiσj = σiai, aiσjσi = σiaj pour j = i+ 1

〉+

.

À nouveau, on montre que le monoïde B̂V + se plonge dans le groupe B̂V
comme sous-monoïde engendré par les éléments σi et aj , et que B̂V est un
groupe de fractions à droite pour B̂V +. Les monoïde B+

∞ et F+ apparaissent
comme sous-monoïdes de B̂V +, engendrés respectivement par les éléments σi
et par les éléments aj . Le point est que le monoïde B̂V + est un produit
de Zappa-Szep [51, 55] de F+ et de B+

∞, c’est-à-dire un analogue à un
produit semi-direct, mais où chacun des deux monoïdes agit sur l’autre : ici
le monoïde F+ agit sur B+

∞ par dédoublement de brins, tandis que B+
∞ agit

sur F+ par permutation des positions [13, 24].
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· · · · · ·
∼

a3σ1 vs. σ1a3

· · · · · ·
∼

σ2a1 vs. a1σ3

· · · · · ·∼

a2σ1σ2 vs. σ1a1

· · · · · ·∼

a1σ2σ1 vs. σ1a2

Figure 4. Les relations mixtes de tresses parenthésées : quatre
familles de relations où les générateurs σi et aj interfèrent. L’in-
terprétation diagrammatique de σi et aj est la même que plus
haut, et les relations se lisent naturellement.

Remarque 2.14. Les relations des présentations (2.8) et (2.12) ne sont
pas invariantes par symétrie, et on trouve dans la littérature les deux ver-
sions, typiquement « 21 = 13 » (comme ici), ou « 12 = 31 » (comme par
exemple dans [24]) : cela dépend, pour F+, de l’ordre de composition des
difféoméorphismes. De là, si on veut que les diagrammes se lisent de haut
en bas, cela revient à associer aux éléments ai des diagrammes de bifurca-
tions (comme ici ou dans [11]), ou des diagramme de confluence (comme
dans [24]) : mutatis mutandis, les propriétés sont évidemment similaires.

Tout diagramme de tresses à n brins définit une permutation de l’en-
semble {1, ... , n}, à savoir la fonction qui, à chaque entier i associe la posi-
tion initiale du brin qui finit en position i. Cette permutation est invariante
par isotopie des diagrammes, et on obtient donc une application bien définie
πn : Bn → Sn. On vérifie que πn est un homomorphisme de groupe, surjec-
tif mais non injectif puisque, par construction, πn(σi) est la transposition,
notée si, qui échange i et i+ 1, et est d’ordre 2. On vérifie que le groupe Sn

admet, en termes des transpositions si, la présentation

(2.15) Sn =

〈
s1, ... , sn−1

∣∣∣∣ s2
i = 1 et sjsi = sisj pour j > i+ 2

sjsisj = sisjsi pour j = i+ 1

〉
.

Les résultats sont les mêmes pour B∞ et le groupe S∞ formé des permuta-
tions de N>0 finalement égales à l’identité, qui admet la présentation

(2.16) S∞ =

〈
s1, s2, ...

∣∣∣∣ s2
i = 1 et sjsi = sisj pour j > i+ 2

sjsisj = sisjsi pour j = i+ 1

〉
.

Quand, partant du groupe de tresses parenthésées, on projette de même
les générateurs σi sur des éléments si d’ordre 2, c’est-à-dire quand on rem-
place σi par si et qu’on ajoute les relations s2

i = 1 dans la présentation (2.13),
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on obtient un nouveau groupe, noté V̂ dans [11], qu’on peut voir soit comme
une version « permutée » du groupe de Thompson F , soit comme une ver-
sion « thompsonifiée », ou parenthésée, du groupe de permutations S∞. La
présentation de V̂ correspondante est donc
(2.17)

V̂ =

〈
s1, s2, ...
a1, a2, ...

∣∣∣∣
(2.16)
(2.8) +

ajsi = siaj , sj−1ai = aisj pour j > i+ 2
ajsisj = siai, aisjsi = siaj pour j = i+ 1

〉
.

Comme (2.17) est une présentation positive, elle définit aussi un monoïde :
(2.18)

V̂ + =

〈
s1, s2, ...
a1, a2, ...

∣∣∣∣
(2.16)
(2.8) +

ajsi = siaj , sj−1ai = aisj pour j > i+ 2
ajsisj = siai, aisjsi = siaj pour j = i+ 1

〉+

.

À nouveau, on montre que le monoïde V̂ + se plonge dans le groupe V̂ , qui
en est un groupe de fractions à droite, et que V̂ est produit de Zappa-Szép
des monoïdes F+ et S∞ (ce dernier étant un groupe) [11].

On associe aux éléments du monoïde V̂ + des diagrammes semblables
à ceux de la figure 4, à la différence près que les croisements ne sont plus
orientés, c’est à dire qu’on ne distingue plus entre σi et σ

−1
i : les brins se

croisent sans qu’il y ait un dessus et un dessous. La figure 5 illustre les
relations mixtes entre permutations parenthésées.

· · · · · ·
∼

a3s1 vs. s1a3

· · · · · ·
∼

s2a1 vs. a1s3

· · · · · ·∼

a2s1s2 vs. s1a1

· · · · · ·∼

a1s2s1 vs. s1a2

Figure 5. Les relations mixtes de permutations parenthésées :
les diagrammes sont les mêmes que dans la figure 4, mais les
croisements n’ont pas d’orientation.

3. Le monoïde H+

On introduit ici à l’aide d’une présentation explicite le monoïde H+

qui est l’objet principal de ce travail. Ensuite, l’examen des relations de la
présentation permet d’établir directement plusieurs propriétés.

La section est divisée en trois sous-sections. Dans la section 3.1, on intro-
duit H+ à partir d’une présentation syntaxiquement proche de celles de B+

∞
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et de F+. Dans la section 3.2, on associe à chaque mot de l’alphabet Θ consi-
déré divers paramètres numériques sur lesquels des récurrences pourront être
fondées, et qui donnent quelques premiers résultats faciles : noethérianité du
monoïde, finitude du nombre de représentants d’un élément, décidabilité du
problème de mots. Dans la section 3.3 enfin, on établit un lien simple de
projection entre le monoïde H+ et le monoïde de Thompson, et on conclut
avec quelques-unes des questions pour la suite.

3.1. Présentation par générateurs et relations.

Définition 3.1 (monoïde H+). On pose

(3.2) H+ :=

〈
θ1, θ2, ...

∣∣∣∣
θjθi = θiθj+1 pour j > i+ 2

θjθiθj = θiθjθi+3 pour j = i+ 1

〉+

.

On note Θ l’ensemble {θi | i > 1}, et RP l’ensemble des relations de (3.2) ; les
relations θjθi = θiθj+1 sont dites de type 2, et les relations θjθiθj = θiθjθi+3

sont dites de type 3. On note (P) la présentation (3.2), c’est-à-dire le cou-
ple (Θ, RP), et ≡P , ou simplement ≡, la congruence sur Θ∗ engendrée
par RP .

Plusieurs propriétés résultent directement de la forme des relations de (P).
On rappelle que, pour tout mot w, la longueur de w, c’est-à-dire le nombre
de lettres de w, est notée |w| (définition 1.1).

Lemme 3.3. L’application « longueur » de Θ∗ dans N induit un homo-
morphisme de H+ vers (N,+).

Démonstration. Chacune des relations de (P) consiste en deux mots
de même longueur. À partir de là, une induction sur le nombre d’étapes de
dérivation montre que u ≡ v entraîne |u| = |v|. Par conséquent, pour tout a
dans H+, tous les Θ-mots représentant a ont la même longueur, donc la
longueur induit une application bien définie de H+ dans N. Par construction,
l’application ainsi définie est un homomorphisme deH+ dans (N,+) puisque,
si u représente a et v représente b, alors uv représente ab. �

Il est donc loisible de parler de la longueur d’un élément de H+ :

Définition 3.4 (longueur). Pour a dans H+, on note |a| la valeur
commune des longueurs |w| pour w mot de Θ∗ représentant a.

Le proposition 1.22 implique directement :

Proposition 3.5 (noethérianité). Le monoïde H+ est noethérien : il
n’existe pas de suite infinie strictement décroissante pour la division à gauche,
ni pour la division à droite. L’élément 1 est le seul élément inversible de H+,
et les atomes de H+ sont les éléments θi avec i > 1.

On rappelle que la non-existence d’élément inversible non trivial entraîne
que les relations de divisibilité à gauche et à droite de H+ sont des ordres
partiels.
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Une autre propriété lisible sur la liste de RP est l’invariance par trans-
lation des indices.

Proposition 3.6 (décalage). L’application « décalage » de Θ dans lui-
même qui envoie θi sur θi+1, pour tout i, induit un endomorphisme de H+.

Démonstration. Notons dec l’application « décalage » sur Θ. Puisque
Θ∗ est un monoïde libre de base Θ, l’application dec se prolonge en un
homomorphisme

dec∗ : Θ∗ −→ H+.

Maintenant, on trouve

dec∗(θjθi) = θj+1θi+1 = θi+1θj+2 = dec∗(θiθj+1) pour j > i+ 1,

dec∗(θjθiθj) = θj+1θi+1θj+1 = θi+1θj+1θj+3 = dec∗(θiθjθj+2) pour j = i+ 1.

Ainsi, pour toute relation u = v de RP , on a dec∗(u) = dec∗(v). De là, il
résulte que u ≡ v entraîne dec∗(u) ≡ dec∗(v). Donc dec∗ induit une ap-
plication bien définie de H+ dans lui-même, qui, par construction, est un
endomorphisme du monoïde H+. �

Notation 3.7 (décalage). Pour a dans H+, on note dec(a) l’image de a
par l’endomorphisme de décalage de la proposition 3.6.

3.2. Paramètres numériques. Pour étudier les générateurs pouvant
apparaître dans les expressions d’un élément du monoïde H+, on va définir
plusieurs paramètres numériques, les principaux étant appelés la hauteur, le
plafond, et l’aire. Bien que les relations ne laissent pas les valeurs de ceux-ci
invariantes, on peut souvent donner des bornes explicites. Comme première
application, on montre que chaque élément de H+ n’admet qu’un nombre
fini d’expressions, et, de là, que le problème de mots est décidable.

Le premier paramètre numérique naturel attaché à un mot est sa lon-
gueur, et on a vu ci-dessus qu’il induit un paramètre bien défini sur le mo-
noïde H+. Il sera utile d’introduire d’autres paramètres. Le suivant contrôle
les indices des lettres :

Définition 3.8 (hauteur). On appelle support d’un mot w de Θ∗

l’ensemble Supp(w) des entiers i tels que θi apparaît dans w. La hauteur
de w est alors le maximum du support, soit

(3.9) ht(w) := max(Supp(w)) = max{i | θi apparaît dans w}.
Par exemple, le support du mot θ6θ1θ2 est l’ensemble {1, 2, 6}, et sa

hauteur est 6.
Dans toute la suite, pour p 6 q entiers, on note {p, ... , q} l’intervalle

{i ∈ Z | p 6 i 6 q} — parfois aussi noté Jp, qK. Alors, pour tout mot w, la
définition implique immédiatement la relation parfois utile

(3.10) Supp(w) ⊆ {1, ... , ht(w)}.
Comme les relations de Thompson de (2.8), mais contrairement aux re-

lations de tresses de (2.2), les relations de (P) ne préservent pas les indices
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des générateurs apparaissant dans des mots, et, comme on l’a vu, ni le sup-
port, ni la hauteur ne sont invariants pour ≡. Par exemple, on peut vérifier
qu’il existe deux autres mots équivalents au mot θ6θ1θ2 considéré ci-dessus,
à savoir θ1θ7θ2, de hauteur 7, et θ1θ2θ8, de hauteur 8 : la hauteur est un
paramètre lié à un Θ-mot, pas à un élément de H+, qui est une classe d’équi-
valence de Θ-mots.

Le paramètre suivant est du même type, mais on verra que lui est laissé
invariant par les relations de (P).

Définition 3.11 (plafond). Pour w mot dans Θ∗, on définit le pla-
fond dwe de w par dεe = 0 et, pour w = θi1θi2 ···θi` ,
(3.12) dwe := max{ip + `− p | p = 1, ... , `}.

Par exemple, le plafond de θ6θ1θ3θ7θ2 (qui est de hauteur 7) est

10 = max{6 + 4, 1 + 3, 3 + 2, 7 + 1, 2 + 0}.
Lemme 3.13. (i) Pour tout mot w de Θ∗, on a

(3.14) ht(w) 6 dwe 6 ht(w) + |w| − 1.

(ii) Si les indices des lettres de w forment une suite strictement croissante,
alors dwe est l’indice de la dernière lettre, et on a dwe = ht(w).

Démonstration. Le point (i) résulte immédiat des définitions. Pour (ii),
on écrit w = θi1 ···θi` avec i1 < ··· < i`. Alors les nombres ip + `− p forment
une suite croissante au sens large, et sa borne supérieure est la dernière
valeur, soit i` + `− ` = i`. �

L’intérêt d’introduire ici le plafond vient du résultat suivant :

Lemme 3.15. Si w et w′ sont des mots de Θ∗ représentant le même
élément de H+, on a dwe = dw′e.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat dans le cas où w′ est
obtenu à partir de w en appliquant une relation de RP .

Supposons d’abord w = uθiθi+1θi+3v et w′ = uθi+1θiθi+1v avec |v| = `.
Pour dwe, la contribution de u est due + ` + 3, celle de v est dve, et celle
de θiθi+1θi+3 est

max(i+ 2 + `, (i+ 1) + 1 + `, (i+ 3) + `),

soit i+ 3 + `, d’où, finalement,

dwe = max(due+ `+ 3, i+ 3 + `, dve).
Un calcul analogue pour dw′e donne pour θi+1θiθi+1 la contribution

max((i+ 1) + 2 + `, i+ 1 + `, (i+ 2) + `),

soit à nouveau i+ 3 + `, et on déduit

dw′e = max(due+ `+ 3, i+ 3 + `, dve) = dwe.
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Supposons maintenant w = uθjθiv et w′ = uθiθj+1v, avec j > i + 2 et, à
nouveau, |v| = `. Pour dwe, la contribution de u est due + ` + 2, celle de v
est dve, et celle de θjθi est max(j+1+`, i+`), soit j+1+`, d’où, finalement,

dwe = max(due+ `+ 2, j + 1 + `, dve).
Un calcul analogue pour dw′e donne pour θiθj+1 la contribution

max(i+ 1 + `, (j + 1) + `),

soit à nouveau j + 1 + `, et on déduit

dw′e = max(due+ `+ 2, j + 1 + `, dve) = dwe. �

Du coup, il est naturel de poser :

Définition 3.16 (plafond). Pour a dans H+, on note dae la valeur
commune de dwe pour w mot de Θ∗ représentant a.

Alors, (3.14) implique immédiatement

Proposition 3.17 (bornes hauteur). Pour tout mot w de Θ∗ repré-
sentant un élément a de H+, on a

(3.18) dae − |a|+ 1 6 ht(w) 6 dae.
Une application importante des résultats précédents est qu’ils permettent

de résoudre le problème de mots du monoïde H+ :

Proposition 3.19 (problème de mots I). Le problème de mots pour
la présentation (P) du monoïde H+ est décidable.

Démonstration. Pour chaque mot w de Θ∗, la classe d’équivalence
de w vis-à-vis de ≡ est finie : en effet, w′ ≡ w implique d’une part |w′| = |w|
et, d’autre part, Supp(w′) ⊆ {1, ... , dwe}, et le nombre de mots vérifiant ces
deux conditions est borné supérieurement par dwe|w|.

Par conséquent, partant de deux mots w,w′ de Θ∗, on peut décider s’ils
sont ≡-équivalents en partant de w et en appliquant autant que faire se peut
les relations de (P) jusqu’à ce qu’aucun mot nouveau n’apparaisse plus : à ce
moment-là, on a énuméré complètement la classe de w, et il suffit de regarder
si le mot w′ apparaît dans la liste ainsi construite. �

Pour terminer, on note que l’application « plafond » n’est pas un homo-
morphisme, mais on obtient facilement une formule la reliant au produit :

Proposition 3.20 (produit). Pour tous a, b dans H+, on a

(3.21) dabe = max(dae+ |b|, dbe).
Démonstration. Soit θi1 ···θi` représentant a et θj1 ···θjm représen-

tant b. On trouve

dabe = max(max{ip+`+m−p | p = 1, ... , `},max{jq+m−q | q = 1, ... ,m})
= max(max{ip+`−p | p = 1, ... , `}+m,max{jq+m−q | q = 1, ... ,m})
= max(dae+ |b|, dbe). �
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En termes de diviseurs, la proposition 3.20 implique immédiatement :

Corollaire 3.22 (diviseur). Chacune des relations a 4 b (« a divise b
à gauche ») et b <̃ a (« a divise b à droite ») implique dae 6 dbe.

Sur le modèle du plafond, on peut aussi introduire la notion symétrique
de plancher en posant, pour tout Θ-mot w,

bwc := inf{i | θi apparaît dans w },
et montrer que bwc est invariant par les relations de (P). Les propriétés du
plancher sont en général triviales, et, n’étant pratiquement pas utilisées dans
la suite, on peut les omettre ici. La seule application où la notion de plan-
cher apparaît commode est la démonstration de l’injectivité de l’application
« décalage » :

Proposition 3.23 (décalage II). L’endomorphisme de décalage sur H+

est injectif.

Démonstration. Soit Θ2 l’ensemble des éléments θi avec i > 2, et soit
H+

2 le sous-monoïde de H+ engendré par Θ2. L’invariance du plancher par ≡
implique qu’aucune expression d’un élément de H+

2 ne peut contenir le géné-
rateur θ1. Par conséquent, deux mots de Θ∗2 sont ≡P -équivalents si, et seule-
ment si, ils sont équivalents modulo les relations de (P) n’impliquant pas θ1,
et donc H+

2 admet comme présentation Θ2 muni de ces relations. Alors le
même argument que pour la proposition 3.6 montre que l’application dec
de Θ2 dans Θ qui envoie θi sur θi−1 pour i > 2 induit un homomorphisme
de H+

2 dans H+. Celui-ci est, par construction, une rétraction pour dec, qui
est donc injective. �

On introduit pour terminer un dernier paramètre numérique mesurant
les mots de Θ∗ :

Définition 3.24 (aire). Pour w mot dans Θ∗, l’aire de w est la somme
des indices des lettres de w, soit a(ε) := 0 et, pour w = θi1θi2 ···θi` ,
(3.25) a(w) := i1 + i2 + ··· + i`.

Noter que, par construction, on a toujours

a(w) 6 |w| · ht(w).

La figure 6 récapitule les différents paramètres numériques attachés aux
mots en les lettres θi.

3.3. Lien avec le monoïde de Thompson. Une autre propriété dé-
coulant directement de la forme des relations de la présentation (P) est
l’existence d’un lien direct avec le monoïde F+. En effet, les relations de (P)
de type 2 sont des relations de la présentation (2.8), et on va voir que les
relations de type 3 en sont des conséquences :

Proposition 3.26 (projection). L’application π : θi 7→ ai induit un
homomorphisme surjectif du monoïde H+ sur le monoïde de Thompson F+.
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θ1 θ1 θ3 θ3 θ4 θ2 θ2 θ5

ht(w)=5

⌈w⌉=8

|w|=8

Figure 6. Les différents paramètres attachés à un mot de Θ∗,
ici w := θ2

1θ
2
3θ4θ

2
2θ5 : un rectangle gris de hauteur i est attaché

à chaque lettre θi. La largeur du diagramme est |w|, sa hauteur
est dwe, le plafond dwe est la hauteur quand les rectangles sont
translatés (en rose), et l’aire est le nombre de carrés gris sous la
courbe, ici 21.

Démonstration. Soit π∗ l’extension de π en un homomorphisme du
monoïde libre Θ∗ dans le monoïde F+. Comme d’habitude, il s’agit de mon-
trer que w ≡ w′ implique π∗(w) = π∗(w′), et il suffit de le vérifier quand
(w,w′) est une des relations de (P). Le cas des relations de type 2 est trivial
puisque celles-ci sont des relations de la présentation (2.8). Considérons une
relation de type 3, par exemple, θ2θ1θ2 = θ1θ2θ4. On trouve dans F+

π∗(θ2θ1θ2) = a2a1a2 = a1a3a2 = a1a2a4 = π∗(θ1θ2θ4).

Donc π∗ induit un homomorphisme de H+ dans F+. Celui-ci est surjectif
puisque, par construction, chacun des générateurs ai est dans l’image. �

Dans toute la suite, on notera π la projection de H+ sur F+ ainsi obte-
nue. Il est facile de montrer que π n’est pas injective : par exemple, chacun
des deux éléments θ2θ1 et θ1θ3 n’admet qu’une seule expression, car aucune
relation de RP ne peut être appliquée et, dans H+, on a donc θ2θ1 6= θ1θ3.
Par contre, dans F+, on trouve

π(θ2θ1) = a2a1 = a1a3 = π(θ1θ3).

On a expliqué dans la section 2.2 comment associer à tout élément du
monoïde F+ un arbre binaire fini — ou plutôt, dans le formalisme adapté
ici, une forêt (ensemble d’arbres) — qui le spécifie. Par composition, on
peut donc associer à tout élément de H+ une telle forêt. Mais, comme l’ap-
plication π n’est pas bijective, on ne peut espérer que la forêt ainsi associée
spécifie l’élément de H+ dont il vient. On étudiera au chapitre VI la question
naturelle de savoir si la représentation de H+ par forêt peut être amendée
pour devenir bijective.
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Des questions pour la suite. Au terme des observations précédentes,
toutes plus ou moins évidentes au vu des relations de (P), de nombreuses
questions concernant le monoïde H+ restent ouvertes :

- Le monoïde H+ est-il simplifiable à droite et à gauche ?
- Le monoïde H+ admet-il des ppcm et des pgcd ?
- Le monoïde H+ admet-il, comme le monoïde de tresses B+

∞, une struc-
ture de Garside ; existe-t-il une plus petite famille de Garside, que dire de la
forme normale associée, etc. ?

- Les éléments du monoïde H+ admettent-ils, comme ceux du monoïde
de Thompson F+, une représentation fidèle par forêt ?

- Le monoïde H+ se plonge-t-il dans le groupe H défini par la présenta-
tion (P) ?

Ces questions sont l’objet des chapitres qui suivent.



Chapitre II

Utilisation de la réécriture

Faire l’analyse d’un monoïde (ou un groupe, ou toute autre structure al-
gébrique), dont une famille de générateurs est identifiée, repose souvent sur la
définition, si cela est possible, d’un représentant distingué, ou forme normale,
parmi les divers mots en les générateurs représentant un élément. Il existe
plusieurs méthodes pour construire des formes normales, parmi lesquelles les
systèmes de réécriture et les formes normales liées à une famille de Garside.
Dans le cas du monoïde H+, on verra que chacune de ces deux approches
peut être utilisée pour définir une forme normale. On commence dans ce cha-
pitre avec l’approche « système de réécriture », l’approche « Garside » sera
développée dans le chapitre V.

Ce chapitre assez bref est organisé en trois sections. Dans la section 1,
on rappelle le contexte général des règles de réécriture pour l’étude d’un
monoïde présenté, et le critère de convergence basé sur la confluence locale
et la noethérianité. Dans la section 2, on étudie comme illustration et premier
exemple facile, le cas de la présentation I.2.8 du monoïde F+ et on montre
qu’elle est associée à un système convergent. Enfin, dans la section 3, on traite
de même le cas du monoïde H+ à partir de la présentation donnée en (P).
On montre à nouveau la convergence du système de réécriture associé, et
on utilise la forme normale ainsi obtenue pour démontrer un résultat de
simplifiabilité conditionnelle, à savoir que, si le monoïde H+ est simplifiable
à gauche, alors il est aussi simplifiable à droite.

1. Systèmes de réécriture

On rappelle d’abord la procédure générale pour associer un système de ré-
écriture à une présentation de monoïde et le critère de convergence classique
par vérification de la noethérianité et de la confluence locale (section 1.1).
Ensuite, on traite soigneusement le cas du monoïde F+(section 2.1).

1.1. Réécriture associée à une présentation. Un système de réécri-
ture sur un ensemble X est simplement une relation binaire sur X, c’est-à-
dire un ensemble de couples deX×X. Nous allons considérer ici des systèmes
de réécriture sur des ensembles de mots S∗. Si E est un système de réécriture
sur S∗, on écrira en général w →E w′, ou simplement w → w′, lu « w se
réécrit en w′ en une étape » pour (w,w′) ∈ E . On notera alors⇒E (ou⇒) la
clôture réflexive–transitive de →E : on a donc w ⇒E w′ s’il existe une suite

23
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finie (w0, ... , wm) vérifiant w0 = w, wm = w′ et wi →E wi+1 pour 0 6 i < m.
Dans ce cas, on dit que w est E-réductible à w′.

On associe à chaque présentation de monoïde (S,R) une famille de sys-
tèmes de réécriture comme suit. On rappelle que, dans une présentation de
monoïde, une relation est une paire (non ordonnée) de mots {u, v} — notée
en général u = v.

Définition 1.1 (réécriture associée). Supposons que (S,R) est une
présentation de monoïde. Une orientation de R est une liste ~R de couples
de mots telle que, pour toute paire {u, v} dans R, exactement un des deux
couples (u, v), (v, u) est dans ~R, et ~R ne contient que ces couples. Le sys-
tème de réécriture associé à (S, ~R) est alors l’ensemble E(S, ~R) de tous les
couples (w1uw2, w1vw2) pour w1, w2 dans S∗ et (u, v) dans ~R.

On dira qu’un système de réécriture E est associé à une présentation (non
orientée) (S,R) s’il existe une orientation ~R de R telle que E est le système
associé à (S, ~R). Choisir une orientation pour une présentation (S,R), c’est
choisir, pour chaque relation, une direction de gauche à droite ou de droite
à gauche. Une présentation à n relations a donc 2n orientations, et il existe
donc 2n systèmes de réécriture associés.

Exemple 1.2. Considérons la présentation (I.2.8) du monoïde de Thomp-
son F+. La présentation a une infinité de relations, et il existe donc une
infinité d’orientations possibles. Dans la suite, on considèrera l’orientation
définie par le choix

(1.3) aiaj+1 → ajai pour j > i+ 1,

et on notera EF le système de réécriture associé. Une suite typique de réécri-
tures pour EF est la suite de mots

a2
1a3a4a2 → a1a2a1a4a2 → a1a2a3a1a2.

On note que le dernier mot est EF -réduit : aucune réécriture ultérieure ne
peut lui être appliqué.

Comme on l’a rappelé dans la section I.1.1, si (S,R) est une présentation
de monoïde, alors ≡R est la congruence sur S∗ engendrée par les relations
de R, qui est aussi la relation d’équivalence engendrée par les couples de
mots de la forme (w1uw2, w1vw2) avec u = v dans R, de sorte qu’on a

〈S |R〉+ = S∗/≡R.
Il existe une relation simple entre la relation ≡R et la réécriture associée à
une orientation de (S,R) :

Lemme 1.4. Si (S,R) est une présentation de monoïde et si E est asso-
cié à ~R, la relation ≡R est la clôture symétrique de la relation ⇒E : pour
tous w,w′ dans S∗, la relation w ≡R w′ est satisfaite si, et seulement si, il
existe une suite finie de mots (w0, ... , w2m) vérifiant w = w0, w′ = w2m, et
w2i ⇒E w2i−1 et w2i ⇒E w2i+1 pour tout i.
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Autrement dit, deux mots w,w′ sont ≡R-équivalents s’il existe un zigzag
de réécritures et de réécritures inversées reliant w à w′ :

w = w0

w1

w2

w3

w4

···

···

w2m−1

w2m = w′
⇒ ⇒ ⇒ ⇒⇒ ⇒ ⇒

Démonstration. Supposons que E est associé à l’orientation ~R de R.
Notons w ./ w′ pour « il existe un zigzag du type ci-dessus reliant w et w′ ».
D’abord w ./ w′ entraîne w ≡R w′ car, si (w0, ... , w2m) relie w à w′, on a
wi ≡R wi+1 pour tout i, d’où w0 ≡R w2m par transitivité de ≡R. Dans l’autre
sens, il résulte de la définition que la relation ./ est une relation d’équivalence,
et qu’elle est compatible avec la multiplication à gauche et à droite, puisque
c’est le cas de la relation ⇒E . Donc ./ est une congruence sur S∗. D’autre
part, u ⇒E v, donc aussi u ./ v est vérifié pour tout couple (u, v) de ~R.
Puisque, par définition, ≡R est la plus petite congruence sur S∗ qui inclue R,
donc aussi ~R, on déduit que ≡R est incluse dans ./, c’est-à-dire que w ≡R w′
entraîne w ./ w′. Donc, finalement, w ≡R w′ équivaut à w ./ w′. �

Remarque 1.5. On a associé ci-dessus des systèmes de réécriture (en gé-
néral multiples) à toute présentation (S,R). Mais, inversement, il existe bien
de nombreux systèmes de réécriture qui ne proviennent pas de présentations
orientées. En effet, si E provient d’une présentation, alors, par définition,
w ⇒E w′ entraîne w1ww2 ⇒E w1w

′w2 pour tous w1, w2. Donc, si un système
de réécriture E ne satisfait pas cette compatibilité avec le produit, il ne peut
provenir d’une présentation. Par exemple, supposons S = {a, b} et soit E
l’ensemble des couples (aw, bw) pour w dans S∗ : on peut réécrire a en b,
mais seulement pour une lettre a en position initiale. On a alors a ⇒E b,
mais pas ba⇒E bb, et E ne peut provenir d’une présentation.

1.2. Convergence. Si E est un système de réécriture sur S∗, un mot w
de S∗ est dit E-réduit (ou E-irréductible) s’il n’est E-réductible à aucun
mot w′ distinct de w. Le cas qui va nous intéresser ici est celui où E est
convergent :

Définition 1.6 (convergent). Un système de réécriture E sur S∗ est
convergent si, pour tout mot w, il existe un unique mot E-réduit w′ tel
que w est E-réductible à w′ ; dans ce cas, le mot w′ est noté redE(w), ou
simplement red(w).

Lemme 1.7. Supposons que E est un système de réécriture associé à
une présentation de monoïde (S,R), et que E est convergent. Alors, pour
tous w,w′ dans S∗, la relation w ≡R w′ équivaut à redE(w) = redE(w

′).

Démonstration. Supposons que E est associé à l’orientation ~R de R.
D’abord w ⇒E w′ entraîne redE(w) = redE(w

′). En effet, par hypothèse, on a
w′ ⇒E red(w′). Si on a w ⇒E w′, on déduit par transitivité w ⇒E redE(w

′).
D’un autre côté, on a w ⇒E redE(w). Comme, par hypothèse, redE(w) et
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redE(w
′) sont E-réduits, l’hypothèse d’unicité entraîne redE(w) = redE(w

′).
De là, par le lemme 1.4, on déduit que w ≡R w′ entraîne redE(w) = redE(w

′).
Inversement, notons w ./ w′ la relation redE(w) = redE(w

′). Puisque redE
est une fonction, ./ est une relation d’équivalence. Ensuite, ./ est compatible
avec la multiplication à gauche et à droite. En effet, supposons redE(w) =
redE(w

′). Alors, pour tous w1, w2, on a à la fois w1ww2 ⇒E redE(w1ww2) et

w1ww2 ⇒E w1red(w)w2 ⇒E redE(w1redE(w)w2),

d’où, par unicité,

(1.8) redE(w1ww2) = redE(w1redE(w)w2)

et, de même,

(1.9) redE(w1w
′w2) = redE(w1redE(w

′)w2).

De là, redE(w) = redE(w
′) entraîne redE(w1ww2) = redE(w1w

′w2), et ./ est
une congruence sur S∗. Enfin, si (u, v) est dans ~R, on a u⇒E v par définition,
d’où redE(u) = redE(v), c’est-à-dire u ./ v. Donc ./ inclut ~R, donc R. Par
conséquent, ./ inclut la congruence ≡R engendrée par R, c’est-à-dire que
w ./ w′ entraîne w ≡R w′. �

On déduit directement :

Proposition 1.10 (forme normale). Si un des systèmes de réécriture,
soit E, associés à une présentation (S,R) d’un monoïde M est convergent,
alors les mots E-réduits fournissent une forme normale unique pour les élé-
ments de M .

Démonstration. Par le lemme 1.7, la classe d’équivalence d’un mot w
par rapport à≡R contient un et un seul mot E-réduit, à savoir le mot redE(w).

�

1.3. Noethérianité et confluence. Afin de pouvoir appliquer la pro-
position 1.10, on est confontré au problème de reconnaître quand un système
de réécriture est ou non convergent. Le critère traditionnel est d’établir la
possible confluence du système.

Définition 1.11 (confluence). Un système de réécriture E sur X est
dit confluent si, pour tous x, x′, x′′ dans X,

(1.12) (x⇒E x′ et x⇒E x′′) entraîne ∃x′′′(x′ ⇒E x′′′ et x′′ ⇒E x′′′).

De même, E est dit localement confluent si, pour tous x, x′, x′′ dans X,

(1.13) (x→E x′ et x→E x′′) entraîne ∃x′′′(x′ ⇒E x′′′ et x′′ ⇒E x′′′).
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En d’autres termes, E est confluent (resp., localement confluent) si tout
demi-diagramme du type ci-dessous à gauche (resp., à droite) peut être com-
plété en un losange :

x

x′

x′′

∃?x′′′
⇒
⇒

⇒

⇒
x

x′

x′′

∃?x′′′
→
→

⇒

⇒

La différence est que, pour la confluence locale, on suppose que x se réécrit
en x′ et x′′ en une étape, tandis que, pour la confluence générale, le nombre
d’étapes est non limité. Il est évidemment plus facile d’établir la confluence
locale que la confluence générale. Le point important est que, sous des condi-
tions propices, les deux propriétés sont équivalentes.

Définition 1.14 (noethérianité). Un système de réécriture E est dit
noethérien s’il n’existe pas de suite infinie de réécritures non-triviales, c’est-
à-dire pas de suite infinie a0, a1, ... vérifiant ai →E ai+1 pour tout i.

Lemme 1.15 (« diamond lemma »). [47] Si E est un système de ré-
écriture noethérien, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) E est convergent ;
(ii) E est confluent ;
(iii) E est localement confluent.

Démonstration. On note X l’ensemble sur lequel E agit. Supposons
E convergent, et supposons qu’on a x ⇒E x′ et x ⇒E x′′. Alors on déduit
redE(x) = redE(x

′) = redE(x
′′), d’où x′ ⇒E redE(x) et x′′ ⇒E redE(x). Par

conséquent, E est confluent, il suffit de choisir x′′′ := redE(x). Donc (i) en-
traîne (ii).

Il est clair que (ii) entraîne (iii), qui en est un cas particulier.
Supposons enfin E noethérien et localement confluent. Puisque la rela-

tion →E n’a pas de suite infinie, il est standard qu’il existe une application
« rang » ρ : X → Ord (les ordinaux) telle que x→E x′ entraîne ρ(x) > ρ(x′),
à savoir l’application définie par

ρ(x) :=

{
0 si x est E-réduit,
sup{ρ(x′) + 1 | x→E x′} sinon.

On montre par induction sur l’ordinal α que, pour x vérifiant ρ(x) = α,
il existe un unique élément E-réduit x′ vérifiant x ⇒E x′. Pour α = 0, la
seule possibilité est que x soit E-réduit, et le résultat est vrai. Supposons
α > 1, et ρ(x) = α. Comme α est non nul, il existe au moins un élément x′
vérifiant x→E x′. On a alors ρ(x′) < α, et l’hypothèse d’induction implique
qu’il existe y′ unique E-réduit et vérifiant x′ ⇒E y′. On a donc aussi x ⇒E
y′. Si x′ est le seul élément vérifiant x →E x′, on a terminé. Sinon, soit
x′′ un autre élément vérifiant x →E x′′. Par confluence locale, il existe x′′′
vérifiant à la fois x′ ⇒E x′′′ et x′′ ⇒E x′′′, et on a ρ(x′′) < α et ρ(x′′′) < α.
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Par hypothèse d’induction, il existe y′′ et y′′′ uniques E-réduits et vérifiant
x′′ ⇒E y′′ et x′′′ ⇒E y′′′. Alors x′ se réduit à la fois à y′ et à y′′′, donc, par
hypothèse d’induction, on a y′ = y′′′. De même, x′′ se réduit à la fois à y′′ et
à y′′′, donc, par hypothèse d’induction, on a y′′ = y′′′. Ceci montre que tout
élément x′′ obtenu en une étape à partir de x se réduit à y′, et donc que y′
est l’unique élément E-réduit auquel x se réduit. Donc E est convergent, et
(iii) implique (i). �

Par conséquent, pour autant qu’on ait un système noethérien, il suffit
d’établir la confluence locale pour déduire la convergence.

2. Le cas du monoïde de Thompson

Dans le cas des monoïdes de tresses, on sait que, même s’il existe des
solutions au problème de mots basés sur des systèmes de réécriture, notam-
ment liés à des bases de Gröbner-Shirshov [9], une approche directement
basée sur l’orientation des relations d’une présentation ne peut pas fournir
un système convergent [41].

Par contre, on va voir maintenant que la présentation (I.2.8) du monoïde
de Thompson F+ relève d’une approche par système de réécriture.

2.1. Le système EF .
Notation 2.1 (système EF ). On pose A := {ai | i > 1}, et on définit EF

comme le système de réécriture sur A∗ associé à la présentation (I.2.8) du
monoïde F+ via l’orientation

(2.2) aiaj → aj−1ai pour i > 1 et j > i+ 2,

Le système EF est donc celui considéré dans l’exemple 1.2 (écrit ici avec
j − 1 au lieu de j pour faciliter la lecture). On notera →F et ⇒F pour les
relations associées à EF , voire → et ⇒ si aucune ambiguïté n’est possible.

On va démontrer :

Proposition 2.3 (convergence). Le système EF est convergent.

Au vu du lemme 1.15, il suffit, pour établir le résultat, de montrer que EF
est à la fois noethérien et localement confluent. Les deux points sont faciles.

Lemme 2.4. Le système EF est noethérien.

Démonstration. Pour w dans A∗, définissons inductivement un en-
tier ρ(w) par

(2.5) ρ(ε) := 0 et ρ(wai) := ρ(w) + i :

autrement dit, ρ(w) est la somme des indices des générateurs ai figurant
dans w (et donc l’équivalent de ce qu’on a appelé l’aire dans le cas des Θ-
mots). Alors w →F w′ entraîne ρ(w) > ρ(w′). En effet, pour tous w1, w2

dans A∗, on trouve

ρ(w1aiajw2) = ρ(w1) + ρ(w2) + i+ j
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> ρ(w1) + ρ(w2) + i+ j − 1 = ρ(w1aj−1aiw2).

Comme l’ordre usuel de N est bien fondé, il ne peut donc exister de suite
infinie pour →F . �

Lemme 2.6. Le système EF est localement confluent.

Démonstration. Supposons w →F w
′ et w →F w

′′. Par définition, w′
et w′′ sont obtenus à partir de w en remplaçant un facteur de longueur 2 de
type aj+1ai par le mot aiaj correspondant.

Si les facteurs de longueur 2 impliqués dans les deux réductions coïcident,
on obtient un témoin de confluence w′′′ en posant w′′′ := w′ = w′′. Si les
facteurs de longueur 2 sont disjoints, les deux réductions commutent, et on
obtient un témoin de confluence w′′′ en enchaînant (dans n’importe quel
ordre) les deux réductions. Il reste le cas où les facteurs de longueur 2 se
chevauchent, ce qui correspond à

w = w1aiajakw2, w′ = w1aj−1aiakw2, w′′ = w1aiaak−1ajw2

avec i > 1, j > i+ 2, et k > j + 2, donc k > i+ 4. On trouve alors

w1aiajakw2

w1aj−1aiakw2 w1aj−1ak−1aiw2

w1ak−2aj−1aiw2

w1aiak−1ajw2 w1ak−2aiajw2

d’où le résultat pour w′′′ := w1ak−2aj−1aiw2. �

La proposition 2.3 résulte alors directement du lemme 1.15.
Appliquant la proposition 1.10, on obtient un résultat de forme normale

dans le monoïde de Thompson F+ :

Proposition 2.7 (forme normale). Les mots EF -réduits fournissent
une forme normale unique pour les éléments du monoïde F+.

2.2. Les mots EF -réduits. Il est facile de caractériser les mots EF -
réduits en termes de facteurs interdits.

Définition 2.8 (éviter). Si L est un ensemble de mots de A∗, on dit
qu’un mot w de A∗ évite L si aucun facteur de w n’appartient à L.

On rappelle que, si v et w sont des mots, v est un facteur de w s’il
existe w1, w2 vérifiant w = w1 v w2 (un facteur est un sous-mot formé de
lettres consécutives).

Alors la définition du système de réécriture EF implique directement :

Proposition 2.9 (mots réduits). Soit

IF := {aiaj | i > 1 et j > i+ 2}.
Alors un mot de A∗ est EF -réduit si, et seulement si, il évite l’ensemble IF .
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On en déduit que le langage formé par les mots EF -réduits est « quasi-
régulier » : à ceci près que l’alphabet A est infini, le langage est reconnu par le
« quasi-automate » excluant les facteurs de longueur deux aiaj avec j > i+2.
Pour obtenir un énoncé précis, on peut se restreindre à un sous-alphabet fini,
et énoncer :

Corollaire 2.10 (régulier). Pour tout n, l’intersection de l’ensemble
des mots EF -réduits avec {a1, ... , an}∗ est un langage régulier.

On termine par quelques remarques faciles sur le système EF . La première
remarque est l’existence d’une stratégie simple permettant de construire de
façon inductive la forme EF -réduite d’un mot : si w est un mot EF -réduit,
on obtient la forme EF -réduite de wai en poussant ai le plus possible vers la
gauche. On commence par un résultat préparatoire.

Lemme 2.11. Toute relation du type wak = ajw dans A∗ implique j = k.

Démonstration. On montre l’implication par récurrence sur |w|. Pour
|w| = 0, soit w = ε, l’hypothèse est ak = aj , et le résultat est vrai. Suppo-
sons |w| > 1. Comme les mots wak et ajw sont égaux, on a nécessairement
que aj est la première lettre de w, et que ak est la dernière lettre de w.
Donc il existe w′ vérifiant w = ajw

′ak. L’hypothèse wak = ajw s’écrit alors
ajw

′akak = ajajw
′ak, qui implique w′ak = ajw

′ en retirant aj à gauche
et ak à droite. Or on a |w′| < |w|, donc l’hypothèse de récurrence implique
j = k. �

Proposition 2.12 (réduction). Si w est un mot EF -réduit, alors, pour
tout i, il existe une unique décomposition (w1, w2) de w telle que la forme
réduite de wai est w1ajw2 avec j = i− |w2|.

Démonstration. On montre l’existence par récurrence sur la longueur
de w. Pour |w| = 0, on a w = ε et le résultat est vrai pour (w1, w2) = (ε, ε).

On suppose |w| > 1. Alors il existe un mot positif w′ et un générateur ak
vérifiant w = w′ak. Comme w′ak est EF -réduit, les seules relations de EF
pouvant s’appliquer à w′akai font nécessairement intervenir la lettre finale ai.

Si on a i 6 k + 1, on ne peut appliquer aucune relation à w′akai. Donc
le mot wai est EF -réduit et le résultat est vrai pour (w1, w2) = (w, ε).

Supposons maintenant i > k + 2. On a w′akai →F w′ai−1ak. Or w′ est
EF -réduit, car c’est un facteur du mot EF -réduit w, et vérifie |w′| < |w|, donc
on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à w′. Ceci implique qu’il existe
une décomposition w′ = w′1w

′
2 telle que la forme EF -réduite de w′ai−1 est

w′1ajw
′
2 avec j = i− 1−|w′2|. Or w′1ajw′2 est EF -réduit et w′2ak est EF -réduit

car c’est un facteur du mot EF -réduit w′1w′2ak. Donc le mot w′1ajw′2ak est
réduit puisqu’on a j > k + 1 − |w′2|. Par conséquent, la forme EF -réduite
de wai est w′1ajw′2ak et la décomposition (w1, w2) = (w′1, w

′
2ak) donne le

résultat puisque j = i− 1− |w′2| = i− |w2|.
Il reste à montrer l’unicité de la décomposition. Supposons qu’il existe

deux décompositions (w1, w2) et (w′1, w
′
2) de w telle que la forme réduite de
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wai est w1ajw2 avec j = i − |w2| et w′1aj′w′2 avec j′ = i − |w′2|. Supposons
j 6= j′. On peut supposer j < j′. Alors, on obtient |w2| = i−j > i−j′ = |w′2|
et, de là, |w1| < |w′1|. Donc w1 est un préfixe de w′1 et w′2 est un suffixe de w2.
On écrit w′1 = w1ajw

′′
1 . On trouve w1ajw2 = w′1aj′w

′
2 = w1ajw

′′
1aj′w

′
2, d’où

w2 = w′′1aj′w
′
2. Par conséquent, on a les égalités

w = w1w2 = w1w
′′
1aj′w

′
2 = w′1w

′
2 = w1ajw

′′
1w
′
2,

d’où w′′1aj′ = ajw
′′
1 . Par le lemme 2.11, on a une contradiction à j 6= j′ et on

trouve j = j′. De là, on obtient |w2| = |w′2|, d’où w2 = w′2 et w1 = w′1. �

Pour terminer, on note que l’existence de la fonction ρ de (2.5) permet de
borner supérieurement le nombre de réécritures nécessaires pour transformer
un mot quelconque en un mot réduit.

Lemme 2.13. Si on a w ⇒F w
′, alors toute suite de réductions de w à w′

a pour longueur ρ(w)− ρ(w′).

Démonstration. Chaque réécriture de EF diminue la valeur de la fonc-
tion ρ d’exactement une unité. Il faut donc exactement ` réécritures pour
passer d’un mot w à un mot w′ vérifiant ρ(w′) = ρ(w)− `. �

Proposition 2.14 (nombre de réductions). Pour w dans A∗, posons
N(w) := ρ(w)−ρ(redF (w)). Alors toute suite de EF -réductions menant de w
à redF (w) a pour longueur N(w), et on a N(w) 6

(|w|
2

)
.

Démonstration. Le lemme 2.13 implique directement que le nombre
de réductions de w à redF (w) est égal à ρ(w)− ρ(redF (w)).

On montre que ce nombre est au plus
(|w|

2

)
par induction sur |w|. Pour

|w| 6 1, le résultat est clair. Supposons |w| > 2. Écrivons w = w0ak. On
a alors w ⇒F redF (w0)ak ⇒F redF (w). Par hypothèse de récurrence, le
nombre de réductions de w0 à redF (w0) est au plus

(|w|−1
2

)
. Il reste à ré-

duire redF (w0)ak en redF (w). La proposition 2.7 montre que ceci se fait en
poussant ak vers la gauche autant que faire se peut, donc en au plus |w0|
étapes. Le nombre maximal de réductions de w à redF (w) est donc borné
supérieurement par

(|w|−1
2

)
+ |w| − 1, c’est-à-dire par

(|w|
2

)
. �

3. Le cas du monoïde H+

On développe maintenant une approche similaire pour le monoïde H+,
en partant de la présentation (P).

3.1. Le système EH . On commence par définir un système de réécri-
ture sur Θ∗ associé à la présentation (P).

Notation 3.1 (système EH). On pose Θ := {θi | i > 1}, et on défi-
nit EH comme le système de réécriture sur Θ∗ associé à la présentation (P)
du monoïde H+ via l’orientation

θiθj → θj−1θi pour i > 1 et j > i+ 3,(3.2)
θiθi+1θi+3 → θi+1θiθi+1 pour i > 1.(3.3)
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On notera →H et ⇒H pour les relations associées à EH , voire → et ⇒ si
aucune ambiguïté n’est possible.

Noter que les réécritures (3.2) sont des réécritures du système EF , mais
on n’a pas (au changement de nom près) EF ⊆ EH puisque les réécritures
θiθi+2 → θi+1θi sont absentes de EH , et on n’a pas non plus EH ⊆ EF puisque
les réécritures θiθi+1θi+3 → θi+1θiθi+1 sont absentes de EF . Néanmoins, on
peut écrire (toujours au remplacement de ai par θi près)

θiθi+1θi+3 →F θiθi+2θi+1 →F θi+1θiθi+1,

d’où θiθi+1θi+3 ⇒F θi+1θiθi+1. De là, une induction immédiate donne

Proposition 3.4 (projection). Soit π l’isomorphisme de Θ∗ sur A∗
envoyant θi sur ai pour tout i. Alors, pour tout mot w de Θ∗,

(3.5) w ⇒H w′ entraîne π(w)⇒F π(w′).

Plus précisément, w →m
H w′ entraîne π(w)→p

F π(w′) avec m 6 p 6 2m.

Comme dans la section 2.1, on va démontrer :

Proposition 3.6 (convergence). Le système EH est convergent.

Au vu du lemme 1.15, il suffit, pour établir le résultat, de montrer que EH
est à la fois noethérien et localement confluent. Le premier point est facile.

Lemme 3.7. Le système EH est noethérien.

Démonstration. L’argument est le même que pour EF . Pour w dans Θ∗,
on a défini au chapitre I l’aire de w par

(3.8) a(ε) := 0 et a(wθi) = a(w) + i :

autrement dit, a(w) est la somme des indices des générateurs θi présents
dans w. Alors w →H w′ entraîne a(w) > a(w′). En effet, pour tous w1, w2

dans Θ∗, on trouve pour j > i+ 3

a(w1θiθjw2) = a(w1) + a(w2) + i+ j

> a(w1) + a(w2) + i+ j − 1 = a(w1θj−1θiw2).

Par ailleurs, on trouve

a(w1θiθi+1θi+3w2) = a(w1) + a(w2) + 3i+ 4

> a(w1) + a(w2) + 3i+ 2 = a(w1θi+1θiθi+1w2).

Comme l’ordre usuel de N est bien fondé, il ne peut donc exister de suite
infinie pour →H . �

Remarque 3.9. Au lieu de faire une démonstration directe pour EH , on
peut aussi utiliser la noethérianité de EF et l’existence de la projection π de
la proposition 3.4 : une suite infinie pour →H entraînerait une suite infinie
pour →F , qu’on sait ne pouvoir exister.

Lemme 3.10. Le système EH est localement confluent.
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Démonstration. Le principe est le même que dans le cas du sys-
tème EF . On suppose donc qu’on a w →H w′ et w →H w′′, et on essaie
de construire un réduit commun pour w′ et w′′. Comme plus haut, les cas
où les facteurs, ici de longueur 2 ou 3, mis en jeu sont ou bien égaux, ou
bien disjoints, sont triviaux. Il s’agit donc d’étudier les cas où les facteurs
en question ont au moins une lettre en commun et ne sont pas égaux. Pour
alléger les calculs, on omet les préfixes et suffixes qui n’interviennent pas
dans les réductions. Il y a quatre cas à étudier selon que les deux réécritures
concernées sont de type (3.2) ou (3.3).

Cas 1 : deux fois (3.2). Alors on a w = θiθjθk avec j > i + 3 et k > j + 3.
On trouve alors

θiθjθk

θj−1θiθk θj−1θk−1θi

θk−2θj−1θi

θiθk−1θj θk−2θiθj

d’où la confluence pour w′′′ := θk−2θj−1θi.

Cas 2 : deux fois (3.3). La seule position possible des facteurs correspond
alors à w = θiθi+1θi+3θi+4θi+6. On trouve alors

θiθi+1θi+3θi+4θi+6

θi+1θiθi+1θi+4θi+6

θi+1θiθi+3θi+1θi+6 θi+1θi+2θiθi+1θi+6 θi+1θi+2θiθi+5θi+1

θi+1θi+2θi+4θiθi+1

θi+2θi+1θi+2θiθi+1

θiθi+1θi+4θi+3θi+4

θiθi+3θi+1θi+3θi+4 θi+2θiθi+1θi+3θi+4 θi+2θi+1θiθi+1θi+4

θi+2θi+1θiθi+3θi+1

d’où la confluence pour w′′′ := θi+2θi+1θi+2θiθi+1.

Cas 3 : une fois (3.2) puis une fois (3.3). La seule possibilité est alors w =
θiθjθj+1θj+3 avec j > i+ 3. On trouve alors

θiθjθj+1θj+3

θj−1θiθj+1θj+3 θj−1θjθiθj+3 θj−1θjθj+2θi

θjθj−1θjθi

θiθj+1θjθj+1 θjθiθjθj+1 θjθj−1θiθj+1
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d’où la confluence pour w′′′ := θjθj−1θjθi.

Cas 4 : une fois (3.3) puis une fois (3.2). La seule possibilité est alors w =
θiθi+1θi+3θj avec j > i+ 6. On trouve alors

θiθi+1θi+3θj

θi+1θiθi+1θj θi+1θiθj−1θi+1 θi+1θj−2θiθi+1

θj−3θi+1θiθi+1

θiθi+1θj−1θi+3 θiθj−2θi+1θi+3 θj−3θiθi+1θi+3

d’où la confluence pour w′′′ := θj−3θi+1θiθi+1. La démonstration de confluence
locale est donc complète. �

Comme dans la section 2.1, la démonstration de la convergence du sys-
tème EH en résulte, via le lemme du losange 1.15

Appliquant la proposition 1.10, on obtient un résultat de forme normale
dans le monoïde H+ :

Proposition 3.11 (forme normale). Les mots EH-réduits fournissent
une forme normale unique pour les éléments du monoïde H+.

Notation 3.12 (forme normale). Dans toute la suite, pour a dans le
monoïde H+, on note nf(a) l’unique mot EH -réduit de Θ∗ représentant a.

Remarque 3.13. Si on considère d’autres choix d’orientations que celui
de la définition (3.1), par exemple,

θjθi → θiθj+1 pour i > 1 et j > i+ 2,(3.14)
θi+1θiθi+1 → θiθi+1θi+3 pour i > 1,(3.15)

ou bien

θiθj → θj−1θi pour i > 1 et j > i+ 3,(3.16)
θi+1θiθi+1 → θiθi+1θi+3 pour i > 1,(3.17)

ou bien

θjθi → θiθj+1 pour i > 1 et j > i+ 2,(3.18)
θiθi+1θi+3 → θi+1θiθi+1 pour i > 1,(3.19)

alors les systèmes de réécritures résultant de ces choix d’orientation ne sont
pas confluents. Par exemple, pour le choix de (3.14) et (3.15), on a à la fois
θ2θ1θ2θ1θ2 ⇒ θ1θ1θ2θ4θ6 et θ2θ1θ2θ1θ2 ⇒ θ2θ1θ1θ2θ4 et les mots θ1θ1θ2θ4θ6

et θ2θ1θ1θ2θ4 sont réduits. Pour le choix de (3.16) et (3.17), on a θ1θ4θ3θ4 ⇒
θ3θ1θ3θ4 et θ1θ4θ3θ4 ⇒ θ1θ3θ4θ6 et les mots θ3θ1θ3θ4 et θ1θ3θ4θ6 sont réduits.
Pour le choix de (3.18) et (3.19), on a θ3θ1θ2θ4 ⇒ θ1θ2θ5θ4 et θ3θ1θ2θ4 ⇒
θ3θ2θ1θ2 et les mots θ1θ2θ5θ4 et θ3θ2θ1θ2 sont réduits.
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3.2. Les mots EH-réduits. Comme dans le cas du système EF , il est
facile de caractériser les mots EH -réduits en termes de facteurs interdits. En
effet, la définition du système de réécriture EH implique directement :

Proposition 3.20 (mots réduits). Posons

(3.21) I := {θiθj | i > 1 et j > i+ 3} ∪ {θiθi+1θi+3 | i > 1}.
Alors, un mot de Θ∗ est EH-réduit si, et seulement si, il évite l’ensemble I.

On en déduit que le langage formé par les mots EH -réduits est « quasi-
régulier » [4] : à ceci près que l’alphabet Θ est infini, le langage est reconnu
par le « quasi-automate » excluant les facteurs de I, lesquels sont de longueur
bornée 2 ou 3. Sur le modèle du corollaire 2.10, on peut énoncer

Corollaire 3.22 (régulier). Pour tout n, l’intersection de l’ensemble
des mots EH-réduits avec {θ1, ... , θn}∗ est un langage régulier.

Pour le cas général, on peut définir une représentation de Θ∗ utilisant
un alphabet fini comme suit :

Définition 3.23 (code, complexité). Pour i > 1, on note code(θi)
le mot de longueur plog2(i)q + 2 formé de la lettre θ et de la suite des
deux lettres 0 et 1 formant le développement binaire de i. On définit le code
d’un Θ-mot θi1 ···θi` comme la concaténation des codes de ses lettres, et la
complexité ‖w‖ de w comme la longueur du mot code(w).

Exemple 3.24. Le code du mot θ3θ1θ12 est (avec des virgules de sé-
paration entre les lettres) le mot θ, 1, 1, θ, 1, θ, 1, 0, 1, 0, de longueur 10. La
complexité du mot ‖θ3θ1θ12‖ est donc 10.

Alors le critère de la proposition 3.20 entraîne l’existence d’un algorithme
qui, partant du code d’un mot w de Θ∗, décide en temps linéaire si w est ou
non EH -réduit. On peut donc énoncer précisément— voir par exemple [14] :

Corollaire 3.25 (complexité). L’ensemble des codes des mots EH-
réduits de Θ∗ est décidable de complexité O(‖w‖).

(On a bien entendu un résultat semblable dans le cas du monoïde de
Thompson F+ et du système de réécriture EF .)

De la caractérisation de la proposition 3.20, on déduit immédiatement
les conséquences suivantes, souvent utilisées dans la suite :

Corollaire 3.26 (mots réduits). (i) Tout facteur d’un mot EH-réduit
est EH-réduit.

(ii) Un mot de Θ∗ est EH-réduit si, et seulement si, tous ses facteurs de
longueur 3 sont EH-réduits.

(iii) Si uv et vw sont EH-réduits, alors uvw est EH-réduit, sauf si on est
dans un des cas suivants :
• |v| = 0, u = u′θi et w = θjw

′ avec j > i+ 3,
• |v| = 0, u = u′θi et w = θi+1θi+3w

′,
• |v| = 0, u = u′θiθi+1 et w = θi+3w

′,
• |v| = 1, u = u′θi, v = θi+1 et w = θi+3w

′.
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Démonstration. Seul le point (iii) mérite une démonstration. Il est
clair que si on est dans les cas listés ci-dessus, alors uvw n’est pas réduit.
Inversement, on suppose que uvw n’est pas réduit et on va montrer qu’on est
forcément dans un des quatre cas ci-dessus. Comme uvw n’est pas réduit,
on peut appliquer une réécriture de type (3.2) ou (3.3) à uvw. Supposons
qu’on peut appliquer une réécriture de type (3.2) à uvw. Donc il existe deux
mots u′ et w′ vérifiant uvw = u′θiθjw

′ avec j > i + 3. Or θiθj ne peut pas
être un facteur de uv car uv est réduit. Pour la même raison, θiθj n’est pas
un facteur de vw. Donc θi est un suffixe de uv et θj est un préfixe de vw.
Comme on a i 6= j, la seule possibilité est |v| = 0, u = u′θi et w = θjw

′.
Supposons maintenant qu’on peut appliquer une réécriture de type (3.3)

à uvw. Donc il existe deux mots u′ et w′ vérifiant uvw = u′θiθi+1θi+3w
′. Pour

les mêmes raisons que ci-dessus, θiθi+1θi+3 ne peut pas être un facteur de uv
ni de vw. Donc soit θi est un suffixe de uv et θi+1θi+3 est un préfixe de vw.
Comme on a i 6= i+1, on a, dans ce cas, |v| = 0, u = u′θi et w = θi+1θi+3w

′.
Soit θiθi+1 est un suffixe de uv et θi+3 est un préfixe de vw. Comme on a
i + 1 6= i + 3, on a, dans ce cas, |v| = 0, u = u′θiθi+1 et w = θi+3w

′. Soit
θiθi+1 est un suffixe de uv et θi+1θi+3 est un préfixe de vw. Comme on a
i 6= i+ 3, on a, dans ce cas, |v| = 1, u = u′θi, v = θi+1 et w = θi+3w

′. �

Comme dans le cas de EF , on va maintenant montrer qu’il existe une
stratégie simple permettant de construire de façon inductive la forme EH -
réduite d’un mot : si w est un mot EH -réduit, on obtient la forme EH -réduite
de wθi en poussant θi le plus possible vers la gauche. On commence par un
résultat préparatoire.

Lemme 3.27. Toute relation du type wθk = θjw dans S∗ implique j = k.

Démonstration. On montre l’implication par récurrence sur |w|. Pour
|w| = 0, soit w = ε, l’hypothèse est θk = θj , et le résultat est vrai. Suppo-
sons |w| > 1. Comme les mots wθk et θjw sont égaux, on a nécessairement
que θj est la première lettre de w, et que θk est la dernière lettre de w.
Donc il existe w′ vérifiant w = θjw

′θk. L’hypothèse wθk = θjw s’écrit alors
θjw

′θkθk = θjθjw
′θk, qui implique w′θk = θjw

′ en retirant θj à gauche et θk à
droite. Or on a |w′| < |w|, donc l’hypothèse de récurrence implique j = k. �

Proposition 3.28 (réduction). Si w est mot EH-réduit, alors, pour
tout i, il existe une unique décomposition (w1, w2) de w telle que la forme
réduite de wθi est w1θjw2 avec j = i− |w2|.

Démonstration. On montre l’existence par récurrence sur la longueur
de w. Pour |w| = 0, on a w = ε et le résultat est vrai pour (w1, w2) = (ε, ε).

On suppose |w| > 1. Alors il existe un mot positif w′ et un générateur θk
vérifiant w = w′θk. Comme w′θk est EH -réduit, les possibles réécritures de
type (3.2) et (3.3) qui peuvent s’appliquer sur w′θkθi font nécessairement
intervenir la lettre θi.
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Pour i 6 k + 1, on ne peut appliquer aucune réécriture de type (3.2) et
(3.3) à w′θkθi. Donc le mot wθi est EH -réduit et le résultat est vrai pour
(w1, w2) = (w, ε).

Pour i > k + 3, on a w′θkθi →H w′θi−1θk. Or w′ est EH -réduit et vérifie
|w′| < |w|, donc on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à w′. Ceci
implique qu’il existe une décomposition w′ = w′1w

′
2 telle que la forme réduite

de w′θi−1 est w′1θjw′2 avec j = i − 1 − |w′2|. Or w′1θjw′2 est EH -réduit et
w′2θk est EH -réduit car c’est un facteur du mot EH -réduit w′1w′2θk. Donc par
le corollaire 3.26, le mot w′1θjw′2θk est EH -réduit car j > k + 2 − |w′2|. Par
conséquent, la forme réduite de wθi est w′1θjw′2θk et on a le résultat pour
(w1, w2) = (w′1, w

′
2θk) car on a bien j = i− 1− |w′2| = i− |w2|.

Il reste la possibilité i = k + 2. Pour w′ = ε, on a wθi = θi−2θi, qui est
EH -réduit et on a le résultat pour (w1, w2) = (w, ε). On suppose w′ non vide.
Alors il existe un mot positif w′′ et un générateur θ` vérifiant w′ = w′′θ`.

Pour ` 6= i− 3, on a wθi = w′′θ`θi−2θi est EH -réduit car, par hypothèse,
w′′θ`θi−2 est EH -réduit. Donc on a le résultat pour (w1, w2) = (w, ε).

Pour ` = i−3, on a w′′θi−3θi−2θi ≡ w′′θi−2θi−3θi−2. Or w′′ est EH -réduit
et vérifie |w′′| < |w|, donc on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à w′′.
Ceci implique qu’il existe une décomposition w′′ = w′′1w

′′
2 telle que la forme

réduite de w′′θi−2 est w′′1θjw′′2 avec j = i − 2 − |w′′2 |. Il reste à montrer que
w′′1θjw

′′
2θi−3θi−2 est EH -réduit. Or w′′1θjw′′2 est EH -réduit et w′′2θi−3θi−2 est

EH -réduit car c’est un facteur du mot EH -réduit w′′1w′′2θi−3θi−2. Donc par le
corollaire 3.26, le mot w′′1θjw′′2θi−3θi−2 est EH -réduit car j = i−2−|w′′2 |. Par
conséquent, la forme réduite de wθi est w′′1θjw′′2θi−3θi−2 et on a le résultat
pour (w1, w2) = (w′′1 , w

′′
2θi−3θi−2) car on a bien j = i− 2− |w′′2 | = i− |w2|.

Il reste à montrer l’unicité de la décomposition. Supposons qu’il existe
deux décompositions (w1, w2) et (w′1, w

′
2) de w telle que la forme réduite de

wθi est w1θjw2 avec j = i − |w2| et w′1θj′w′2 avec j′ = i − |w′2|. Supposons
j 6= j′. On peut supposer j < j′. Alors, on obtient |w2| = i−j > i−j′ = |w′2|
et, de là, |w1| < |w′1|. Donc w1 est un préfixe de w′1 et w′2 est un suffixe de w2.
On écrit w′1 = w1θjw

′′
1 . On trouve w1θjw2 = w′1θj′w

′
2 = w1θjw

′′
1θj′w

′
2, d’où

w2 = w′′1θj′w
′
2. Par conséquent, on a les égalités

w = w1w2 = w1w
′′
1θj′w

′
2 = w′1w

′
2 = w1θjw

′′
1w
′
2,

d’où w′′1θj′ = θjw
′′
1 . Par le lemme 3.27, on a une contradiction à j 6= j′ et on

trouve j = j′. De là, on obtient |w2| = |w′2|, d’où w2 = w′2 et w1 = w′1. �

Exemple 3.29. Considérons le mot w := θ1θ2θ4θ5θ7. La normalisation
mettant en pratique la stratégie de la proposition 3.28 consiste à partir de
w0 := ε, puis à normaliser w1 := redH(w0)θ1, soit w1 = θ1, parvenant
à redH(θ1) = θ1.

Ensuite, on normalise w2 := redH(θ1)θ2, soit w2 = θ1 · θ2, parvenant
à redH(θ1θ2) = θ1θ2 : on ne peut pas pousser θ2 à travers θ1.

Ensuite, on normalise w3 := redH(θ1θ2)θ4, soit w3 = θ1θ2 · θ4, parvenant
à redH(θ1θ2θ4) = θ2θ1θ2 : on a poussé θ4 à travers θ1θ2, et il est devenu θ2.
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Ensuite, on normalise w4 := redH(θ1θ2θ4)θ5, soit w4 = θ2θ1θ2 · θ5, par-
venant à redH(θ1θ2θ4θ5) = θ2θ3θ1θ2 : on a poussé θ5 à travers θ1θ2, et il est
devenu θ3, mais on ne peut pas aller plus loin.

Enfin, on normalise w5 := redH(θ1θ2θ4θ5)θ7, soit w5 = θ2θ3θ1θ2 · θ7, par-
venant à redH(θ1θ2θ4θ5θ7) = θ3θ2θ3θ1θ2 : on a poussé θ7 à travers θ2θ3θ1θ2,
et il est devenu θ3.

3.3. Applications. Une première application de la forme normale est
de permettre de montrer que des éléments n’ont pas de multiple commun,
en l’occurrence à gauche :

Proposition 3.30 (pas de multiple commun). Les éléments θ1 et θ2,
non plus que θ1 et θ3, ou que θ2 et θ3, n’ont pas de multiple commun à gauche.

Démonstration. Si a est un multiple à gauche de θ1, noté a = bθ1,
alors on a nf(a) = nf(b)θ1, puisqu’il n’existe aucune relation de réécriture de
la forme ...θ1 →H .... De même, si a est un multiple à gauche de θ2 (resp., θ3),
noté a = bθ2 (resp., a = bθ3), alors on a nf(a) = nf(b)θ2 (resp., nf(a) =
nf(b)θ3), puisqu’il n’existe aucune relation de réécriture de la forme ...θ2 →H

... (resp., ...θ3 →H ...). Donc il ne peut pas exister de multiple commun à
gauche de θ1 et θ2 : sinon, la forme normale de ce multiple commun aurait à
la fois θ1 et θ2 comme dernière lettre, ce qui est impossible. Pour les mêmes
raisons, il n’existe pas de multiple commun à gauche entre θ1 et θ3, ni entre θ2

et θ3. �

Parmi les questions ouvertes sur le monoïde H+, l’une des plus impor-
tantes est celle de la simplification, à gauche et à droite. Comme application
de la forme normale déduite du système de réécriture EH , on va montrer
ici un résultat de simplification conditionnel, qui déduit la simplifiabilité à
droite de la simplifiabilité à gauche — mais n’établit, seul, aucune des deux.
Dans ce qui suit, on écrit red(w) pour redH(w).

Proposition 3.31 (simplifiabilité conditionnelle). S’il est simpli-
fiable à gauche, alors le monoïde H+ est aussi simplifiable à droite.

Démonstration. Dans toute la démonstration, on suppose que H+

est simplifiable à gauche, et on cherche à établir la simplifiabilité à droite.
Comme les atomes θi engendrent le monoïde H+, il suffit de montrer que,
pour tout a, b dans H+, la relation aθi = bθi implique a = b. Supposons
donc que a et b sont dans H+ et qu’on a aθi = bθi. Posons u := nf(a) et
v := nf(b). Par la proposition 3.28, il existe des mots u1, u2, v1, v2 vérifiant

u = u1u2 et red(uθi) = u1θju2 avec j = i− |u2|,(3.32)
v = v1v2 et red(vθi) = v1θkv2 avec k = i− |v2|.(3.33)

Par hypothèse, on a aθi = bθi, donc red(uθi) = red(vθi), soit u1θju2 = v1θkv2.
On considère les différents cas possibles.
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Supposons d’abord j 6= k. On peut supposer j < k. Alors, par (3.32)
et (3.33), on obtient

|u2| = i− j > i− k = |v2| et, de là, |u1| < |v1|.
Donc u1 est un préfixe propre de v1, et v2 est un suffixe propre de v1. Le mot
u1 est préfixe strict de v1, donc u1θj est préfixe (strict ou non) de v1 et il
existe un mot w vérifiant v1 = u1θjw. On trouve u1θju2 = u1θjwθkv2, donc
u2 = wθkv2. Par conséquent, on a les égalités

u = u1wθkv2, v = u1θjwv2 et red(uθi) = red(vθi) = u1θjwθkv2.

L’égalité red(vθi) = u1θjwθkv2 entraîne en particulier vθi ≡ u1θjwθkv2, soit
u1θjwv2θi ≡ u1θjwθkv2. Comme on a supposé H+ simplifiable à gauche,
on déduit v2θi ≡ θkv2 en simplifiant u1θjw à gauche. Par hypothèse, le
mot u1 est réduit, donc, par le corollaire 3.26(i), il en est de même de son
suffixe θkv2. L’équivalence v2θi ≡ θkv2 entraîne donc redH(v2θi) = θkv2,
donc v2θi ⇒H θkv2 et, de là, uθi = u1wθkv2θi ⇒H u1wθkθkv2. Or u1wθk est
réduit comme préfixe de u, qui est réduit, et θkθk est réduit par définition.
Le corollaire 3.26(iii) implique alors que u1wθkθk est réduit. D’un autre côté,
θkv2 est réduit comme suffixe de u1 qui est réduit, donc, toujours par le co-
rollaire 3.26(iii), le mot θkθkv2 est réduit. Finalement, u1wθkθk et θkθkw sont
réduits, donc, par le corollaire 3.26(ii), u1wθkθkv2 est réduit. Les deux mots
u1θjwθkv2 et u1wθkθkw sont donc réduits, et ils sont tous deux équivalents
à uθi, donc ils sont égaux : on a u1wθkθkw = u1θjwθkw, d’où, en retirant le
préfixe u1 et le suffixe θkw des deux côtés,

(3.34) wθk = θjw.

Par le lemme 3.27, on déduit j = k, qui contredit l’hypothèse j 6= k.
Le seul cas possible est donc le cas j = k. Mais alors, de (3.32) et (3.33),

on déduit |u2| = |v2|, d’où u2 = v2, et, de là, u1 = v1. Donc on a u = v, qui
entraîne a = b. �

Remarque 3.35. Dans la démonstration ci-dessus (comme en d’autres
endroits), on utilise plusieurs fois la simplifiabilité dans le monoïde libre Θ∗,
à savoir qu’une égalité de mots su = sv entraîne u = v : celle-ci est triviale,
puisqu’un élément de Θ∗ n’est représenté que par un seul mot, à savoir
lui-même. Par contre, ce qui est non trivial est la simplifiabilité dans le
monoïde (non libre) H+, c’est-à-dire le fait qu’une équivalence su ≡P sv
entraîne u ≡P v.

Une autre application de la forme normale définie dans la section 3.1
est l’existence d’une nouvelle solution au problème de mots pour la présen-
tation (P) du monoïde H+, bien plus efficace que la solution « stupide »
donnée dans la proposition I.3.19.

Proposition 3.36 (problème de mots II). Le problème de mot pour
la présentation (P) du monoïde H+ est décidable.
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Démonstration. Par la proposition 3.11, deux mots u, v de Θ∗ re-
présentent le même élément de H+ si, et seulement si, les mots redH(u)
et redH(v) coïncident. Or, le système EH est un ensemble récursif de règles
de réécriture, et donc la fonction qui, à chaque mot u de Θ∗, associe redH(u)
est une fonction calculable. �

Si on veut évaluer la complexité algorithmique [14] de la solution au pro-
blème de mots ainsi obtenu, il faut pouvoir borner supérieurement le nombre
d’étapes de réduction nécessaire pour déterminer les mots EH -réduits. Comme
dans la section 2.1 pour les EF -réductions, on utilise le même paramètre que
pour établir la noethérianité du système EH , à savoir l’aire.

Lemme 3.37. Si on a w ⇒H w′, alors toute suite de réductions de w
à w′ a pour longueur au plus a(w)− a(w′).

Démonstration. L’argument est le même que pour EF , mais on a seule-
ment une borne supérieure, car les réécritures de EH diminuent la valeur de ρ
soit de 1, soit de 2. �

Proposition 3.38 (nombre de réductions). Pour tout mot w de Θ∗,
toute suite de réductions menant de w à redH(w) a une longueur bornée
supérieurement par a(w)− a(redH(w)) et par

(|w|
2

)
.

Démonstration. Le lemme 3.37 implique directement que le nombre
de réductions de w à redH(w) est borné supérieurement par a(w)−a(redH(w)).
Pour la borne par

(|w|
2

)
, elle résulte de la proposition 3.28 exactement comme

dans le cas de EF . �

Il est facile de voir que les bornes supérieures ci-dessus sont atteintes :
par exemple, il faut

(
`
2

)
réécritures pour aller de θ1θ4θ7 ···θ3`+1 à sa forme

réduite, qui est θ2`+1 ···θ5θ3θ1.
On déduit que, pour un mot w comportant ` lettres de l’alphabet Θ,

le nombre d’étapes de réductions nécessaire pour arriver à redH(w) est au
plus O(`2). Au demeurant, ceci ne montre pas que la solution de la propo-
sition 3.36 a une complexité quadratique : les indices des lettres θi sont des
entiers non bornés, et, comme dans la définition 3.23, on se ramène par co-
dage à un alphabet fini et on définit la complexité ‖w‖ d’un Θ-mot w comme
la longueur de son code. On peut alors énoncer :

Proposition 3.39 (complexité). La complexité de la solution au pro-
blème de mots donnée dans la proposition 3.36 est quadratique en temps, et
linéaire en espace.

Démonstration. Supposons que w contient ` lettres et a pour com-
plexité n. Par la proposition 3.38, la réduction de w en redH(w) requiert au
plus `2 étapes. De plus — et c’est le point important — chaque réduction
diminue la valeur de la masse et appliquer une règle à un facteur θiθj avec θi
et θj de complexités p et q ne fait apparaître que des lettres de complexité
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au plus p et q, et, pour déterminer le résultat, il suffit de comparer les en-
tiers i et j, donc de les lire une fois, ce qui se fait en temps O(max(p, q)). Il
en résulte que, quand on applique la stratégie de l’exemple 3.29 consistant
à pousser vers la gauche les lettres du mot initial en partant de la dernière
et en revenant vers le début lettre par lettre, et si on appelle θi1 , ... , θi` les
lettres de w, on rencontre au plus une fois chaque facteur θipθiq avec p < q
ou un facteur où les lettres ont été diminuées, et le coût total est borné
supérieurement par la somme

∑
16p<q6`

max(‖θip‖, ‖θiq‖), laquelle est bornée

supérieurement par (
∑

16p6`
‖θip‖)(

∑
16q6`

‖θiq‖), donc par O(‖w‖2). �

Dans toute la suite, on utilisera fréquemment la EH -reduction des Θ-mots
et la forme EH -normale des éléments de H+. Pour alléger les notations, on
fixe désormais

Convention 3.40 (réduit, forme normale). Pour un mot w sur l’al-
phabet Θ, « w est réduit » signifie « w est EH -réduit », « red(w) » signifie
« redH(w) », « w ⇒ w′ » signifie « w ⇒H w′ », etc. Pour un élément a
de H+, la « forme normale de a » signifie « la forme EH -normale de a », et
tutti quanti.





Chapitre III

La méthode du retournement de facteur

Étudier un monoïde ou un groupe par la méthode du chapitre II, c’est-
à-dire en utilisant un système de réécriture est élémentaire et d’usage simple
mais, de même que dans le cas des tresses et des monoïdes B+

n , cette approche
semble insuffisante pour étudier complètement le monoïdeH+ introduit dans
le chapitre I. On va donc utiliser pour cela une autre méthode, le retourne-
ment de facteur. Réminiscente des approches de Garside [38] et de Brieskorn
et Saito [10], celle-ci a été développée depuis une vingtaine d’années pour
étudier certains monoïdes présentés [18, 21, 25, 28]. Dans les cas favorables,
elle permet notamment d’étudier les questions de simplifiabilité, d’existence
de ppcm et de pgcd et de résolution du problème de mots.

Le problème pour appliquer la méthode de retournement à l’étude du
monoïde H+ est que la présentation de celui-ci est infinie et, surtout, qu’à
la différence du cas de B+

∞ par exemple, il n’existe pas toujours de multiples
communs dans H+. Nous allons donc devoir généraliser les résultats anté-
rieurs et, pour cela, revoir les démonstrations pour les étendre ou les préciser.
Ce chapitre contient des résultats généraux qui n’ont rien à voir avec le cas
spécifique de H+, et sont intéressants en soi pour l’étude des monoïdes par
la méthode du retournement. Les deux principaux sont un nouveau critère
de complétude qui étend strictement celui de l’article [20] (proposition 2.8),
et un nouveau critère de terminaison qui n’avait jamais été explicité dans le
cas sans multiple commun (proposition 3.18). Dans les deux cas, les démons-
trations sont assez délicates.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 1, on rappelle les dé-
finitions de base concernant le retournement de facteur dans le cas des présen-
tations complémentées, avec notamment les critères classiques de complétude
et de terminaison, ici donnés sans reprendre les démonstrations existantes.
Dans la section 2, on énonce et on établit un nouveau critère de complétude
pour le retournement basé sur l’utilisation d’un ensemble de mots clos par
complément. La démonstration requiert de nombreux lemmes préparatoires.
Enfin, dans la section 3, on étudie la terminaison du retournement, à nouveau
en utilisant le passage par un ensemble de mots clos par complément. On
obtient un nouveau critère, et, de là, un résultat de décidabilité dans certains
cas favorables qui n’étaient pas couverts par les approches antérieures.

43
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1. Le retournement de facteur

Tout comme la présentation (I.2.2) du monoïdeB+
∞, la présentation (I.3.2)

du monoïde H+ a une propriété syntaxique simple, à savoir que, pour chaque
paire de générateurs s, t, il existe au plus une relation de la forme s... = t...
dans la liste de relations considérées. Pour les présentations de ce type, une
méthode, dite retournement de facteur, a été introduite, qui permet, dans
les bons cas, d’étudier efficacement le monoïde associé.

Dans cette première partie, on rappelle les définitions et résultats de
base relatifs au retournement de facteur. Les résultats sont présents dans la
littérature, et on omettra les démonstrations quand elles sont un peu longues.

1.1. Suites et diagrammes de retournement. Le point de départ ici
est la notion de présentation complémentée à droite. Dans une présentation
de monoïde, on appelle ε-relation une relation du type u = ε avec u non
vide.

Définition 1.1 (complémentée). Une présentation de monoïde (S,R)
est dite complémentée à droite si elle ne contient pas de ε-relations, et que,
pour tous s, t dans S distincts, il existe au plus une relation de la forme s... =
t... et aucune relation de la forme s... = s....

On a bien entendu une notion symétrique de présentation complémentée
à gauche. À l’occasion, on dira qu’une présentation est complémentée si elle
est complémentée à droite et à gauche. Par exemple, la présentation (I.2.2)
du monoïde B+

∞ est complémentée (à droite et à gauche), et il en est de
même de la présentation (I.2.8) du monoïde F+, et de la présentation (I.3.2)
du monoïde H+.

Pour décrire la méthode du retournement, on a besoin de la notion de
mot signé sur un alphabet S.

Définition 1.2 (mot signé). Pour S non vide, on appelle S-mot signé
un mot sur l’alphabet S∪S, où S est la copie de S obtenue en prenant, pour
chaque élément s de S, une copie notée s de s. Les lettres de S (resp., S)
sont dites positives (resp., négatives) et un mot est dit positif (resp., négatif)
s’il ne contient que des lettres positives (resp., négatives). Si u est un mot
positif s1 ···sr, on définit u comme étant le mot négatif sr ···s1.

Dans toute la suite, nous réservons en principe s, t pour les lettres de
l’alphabet S considéré, u, v, u′, v′ pour les S-mots positifs et w,w′ pour les
S-mots signés. On rappelle qu’un mot u est un facteur de w s’il existe des
mots v et v′ vérifiant w = vuv′.

Définition 1.3 (retournement I). Soit (S,R) une présentation com-
plémentée à droite et w,w′ des S-mots signés. Le mot w se retourne à droite
en w′ en une étape, noté w y1

R w
′, si on peut obtenir w′ depuis w :

- soit en supprimant un facteur ss avec s ∈ S,
- soit en remplaçant un facteur st avec s, t ∈ S par le mot uv (avec

u, v ∈ S∗) s’il existe une relation su = tv dans R.
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Puisqu’on considère une présentation complémentée à droite, pour deux
lettres s et t distinctes, il existe au plus une relation s... = t... et aucune
relation s... = s... . Donc il n’y a qu’une façon de retourner un facteur st
quand c’est possible.

Exemple 1.4. Considérons la présentation

(1.5) (a, b, c | aba = bab, aca = cac, bcb = cbc).

(présentation du monoïde d’Artin-Tits de type Ã2). Pour w := ab2, on trouve

abb = abb y1
R bab ab y1

R babbab a y1
R baab a.

On ne peut pas continuer car baab a n’a pas de facteur de la forme st.

Définition 1.6 (retournement II). Si (S,R) est une présentation
complémentée à droite, on dit qu’un S-mot signé w se retourne à droite
en w′ en k étapes, noté w yk

R w′, s’il existe des S-mots signés w0, ... , wk
satisfaisant w0 = w, wk = w′ et wi y1

R wi+1 pour chaque i. Dans ce cas,
la suite (w0, ... , wk) est appelée suite de retournement à droite de w à w′.
On note w yR w′, ou simplement w y w′, si w yk

R w′ est vérifié pour un
certain k.

Dans la suite, on parlera régulièrement de relation de retournement récur-
sive. On commence par donner une définition d’une présentation de monoïde
récursive [23, chapitre 8].

Définition 1.7 (présentation récursive). Une présentation (finie ou
infinie dénombrable) (S,R) est dite récursive si, un codage de S par des
entiers ayant été fixé, la liste des relations de R, vues comme ensemble de
suites finies d’entiers donc, après codage, comme ensemble de mots sur l’al-
phabet {0, 1}, est récursive, c’est-à-dire qu’il existe une machine de Turing
(ou n’importe quel programme effectif) qui, pour tout entier w, décide si w
est ou non le code d’une relation de R.

Définition 1.8 (retournement récursif). La relation de retourne-
ment associée à une présentation récursive est récursive au sens où il existe
une machine de Turing (ou n’importe quel programme effectif) qui, étant
donnés deux mots w,w′, decide si w′ est obtenu ou non par une étape de
retournement à partir de w.

Dans le contexte précédent, un S-mot signé est dity-terminal s’il n’existe
aucun mot w′ satisfaisant w yR w′, soit, de façon équivalente, si w ne
contient aucun facteur de la forme st tel que R contienne une relation s... =
t... En particulier, tous les S-mots signés positifs–négatifs, c’est-à-dire de la
forme uv avec u, v positifs, sont y-terminaux.

Le résultat suivant, qui est un outil de base pour des démonstrations par
récurrence sur le retournement, affirme que le retournement de la concaténa-
tion de deux mots peut toujours être décomposé en trois fragments successifs.
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Lemme 1.9. On suppose w yk vu avec u, v ∈ S∗ et w ∈ (S ∪ S)∗.
Alors, pour toute décomposition w = w1w2, avec w1, w2 ∈ (S ∪ S)∗, il existe
dans S∗ des décompositions u = u1u2, v = v1v2 et u0, v0 ∈ S∗ satisfaisant
w1 yk1 v1u0, w2 yk2 v0u1 et u0v0 yk0 v2u2 avec k = k1 + k2 + k0.

La démonstration apparaît dans [28, lemme II.4.23], et on ne la répète
pas.

Lemme 1.10. Soit u, v1, v2, u
′, v′ des S-mots vérifiant uv1v2 y v′u′, alors

il existe, dans S∗, une décomposition v′ = v′1v
′
2 et un mot positif u1 satisfai-

sant uv1 y v′1u1 et u1v2 y v′2u
′.

Démonstration. On applique le lemme 1.9 à w = uv1v2 y v′u′ avec
w1 = uv1 et w2 = v2. Du fait que v2 est positif, le seul retournement possible
de w2 est w2 y0 w2ε. Ainsi, on obtient l’existence d’une décomposition v′ =
v′1v
′
2 et d’un mot positif u1 satisfaisant w1 = uv1 y v′1u1 et u1v2 y v′2u

′. �

Diagrammes de retournement, cas particulier. Afin de rendre plus li-
sibles les suites de retournement, on associe à chaque suite de retournement ~w
un graphe orienté D(~w), appelé diagramme de retournement.

On débute par le cas spécial d’une présentation (S,R) ne possèdant que
des relations courtes, à savoir des relations u = v telles que la longueur de u
et v est au plus 2. Soit w0 un mot négatif-positif, c’est-à-dire w0 = uv avec u
et v positifs. On commence le diagramme D(~w) à partir d’un sommet initial
et en dessinant une suite de flèches verticales dirigées vers le bas, étiquetées
par les lettres successives de u. Puis, partant encore du même sommet initial,
on dessine une suite de flèches horizontales dirigées vers la droite, étiquetées
par les lettres de v. Ensuite, on construit D(~w) par induction. Par définition,
w1 est obtenu de w0, soit en remplaçant un facteur st par s′t′ (qui par
hypothèse est de longueur au plus 2) avec ss′ = tt′ une relation de R, soit
en supprimant un facteur ss. Dans le premier cas, st est associé au motif

(1.11)

t

s qu’on complète en

t

s t′,

s′

y

dans le second cas, ss est associé au motif

(1.12)

s

s qu’on complète en s

s

y

et on continue de la même façon pour w2, etc.. Par exemple, après avoir
retourné ss en ε, l’étape suivante, à savoir le retournement de s2t2 en t′2s′2,
est illustrée en
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s

s

y

s2

t2

qu’on complète en s

s

t2

s2

y

s2

t2

t′2

s′2y

Voir la figure 1 pour un exemple.

b b a b

a

b

a

b
y ya
b

a
b

a

b b

a

b

a

b

y y

y

y

a

Figure 1. Avec la présentation (a, b | ab = ba), on trouve
ababbab y abbabab y a abab y abaab y abb y bab y
bba, illustré dans le diagramme ci-dessus.

Diagrammes de retournement, cas général. On étend la construction
précédente à des cas plus généraux. Tout d’abord, dans le cas où la suite
de retournement ~w ne commence plus par un S-mot négatif-positif, nous
dessinons un diagramme similaire, mais en démarrant avec un escalier qui a
plus qu’une marche, voir la figure 2.

a b

a

b

a

b
a

b a

a

y

yy

b

a ay

Figure 2. Toujours avec la présentation (a, b | ab = ba), on
forme la suite aababa y aba aba y ababaa y abab y abba,
correspondant au diagramme ci-dessus.

Ensuite, pour le cas d’une présentation complémentée dont les relations
ne sont plus nécessairement courtes, les S-mots u et v, vérifiant su = tv, ne
sont plus de longueur au plus 1. On dessine le diagramme comme précédem-
ment mais, quand c’est nécessaire, on divise les bords des carrés en plusieurs
flèches plus courtes, voir un exemple dans la figure 3.
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b b

a

b a

a

b

a

bb a

y
y

y

a

Figure 3. Avec la présentation (1.5) du monoïde d’Artin-Tits
de type Ã2, on abb y babab y babbaba y baaba, dont le
diagramme est représentée ci-dessus.

Le diagramme maximal d’un mot. À partir d’un mot initial w, on peut
former plusieurs suites de retournement en choisissant des facteurs st diffé-
rents, et, de là, des diagrammes de retournement différents. Mais on observe
que — à la condition de partir d’une présentation complémentée — deux
tels diagrammes sont toujours compatibles entre eux, au sens suivant :

Lemme 1.13. Si (S,R) est une présentation complémentée à droite et si
~w1 et ~w2 sont deux suites de R-retournement à droite à partir de w, alors
les diagrammes D(~w1) et D(~w2) sont compatibles, au sens où leur réunion
est encore un diagramme de retournement, qui inclut chacun d’eux.

Démonstration. Soient ~w1 et ~w2 deux suites de retournement com-
mençant par w. La seule possibilité pour que les deux diagrammes D(~w1) et
D(~w2) ne soient pas compatibles serait qu’il existe deux flèches homologues
dans D(~w1) et D(~w2) (même position relative, même étiquette) formant les
côtés nord et ouest d’un carré dans D(~w1) et d’un carré distinct dans D(~w2) :
cela supposerait qu’il existe dans R deux relations du type s... = t..., ce qui
est exclu. �

Comme tous les diagrammes de retournement associés à des suites com-
mençant toutes par w sont compatibles, on peut considérer la réunion de
tous ces diagrammes :

Définition 1.14 (diagramme maximal). Si (S,R) est une présenta-
tion complémentée à droite, le diagramme maximal Dmax(w) d’un S-mot
signé w est la réunion de tous les diagrammes D(~w) pour ~w suite de R-
retournements commençant par w.

Au moins si la présentation considérée contient des relations non courtes,
le diagramme maximal d’un mot peut très bien être infini, voir la figure 4.

Par définition, le diagramme maximal d’un S-mot signé est unique. Le
résultat suivant affirme que, fini ou infini, il est toujours un diagramme de
retournement.

Lemme 1.15. Pour tout S-mot signé w, il existe au moins une suite de
retournement ~w, commençant par w dont le diagramme est Dmax(w).
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c
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b
c
a b
...

...

Figure 4. Avec la présentation (1.5), le diagramme maximal
du mot abccab est infini — et même « multi-infini » : il existe
plusieurs nœuds à partir desquels partent une infinité de chemins.

Démonstration. Puisque l’ensemble des nœuds de Dmax(w) est fini
ou dénombrable et que tous les diagrammes de retournement commençant
par w0 sont compatibles, on peut énumérer les nœuds en N0, N1, ..., etc., de
façon à ce qu’un nœud apparaisse toujours après les nœuds à sa gauche et au-
dessus, et alors obtenir ~w comme la suite des retournements (uniques) s’ap-
pliquant en N0, puis N1, etc. Alors, par construction, le diagramme Dmax(w)
est égal à D(~w). �

Il résulte directement de la définition que, pour toute présentation com-
plémentée (S,R) et tout S-mot signé w, le diagramme maximal Dmax(w) ne
peut pas être prolongé, puisqu’il est la réunion de tous les diagrammes par-
tant de w. Une conséquence directe est l’unicité d’un éventuel mot terminal :

Proposition 1.16 (unicité). Si (S,R) est une présentation complé-
mentée à droite, alors, pour tout S-mot signé w, il existe au plus un mot
y-terminal w′ tel que w se retourne à droite en w′.

Démonstration. Considérons le diagramme Dmax(w). S’il est infini,
alors il existe une suite infinie d’étapes de retournement à partir de w, et
donc il n’existe pas de moty-terminal w′ tel que w se retourne à droite en w′.
Sinon, par le lemme 1.15, il existe une suite finie ~w vérifiantDmax(w) = D(~w).
Soit w′ le dernier mot de ~w. Par construction, w se retourne en w′, et w′
est y-terminal. De plus, l’unicité du diagramme Dmax(w) entraîne celle du
mot w′ (mais pas celle de la suite ~w). �

Remarque 1.17. Nous nous sommes ici limité à des présentations com-
plémentées (à droite). En fait, la méthode du retournement de facteur peut
être développée pour toute présentation de monoïde ne contenant pas de
ε-relation [21]. Mais les détails techniques sont bien plus compliqués dans
le cas général, en particulier parce que le résultat d’unicité de la proposi-
tion 1.16 n’est pas garanti. Comme nous ne visons ici que des applications
dans le cas complémenté, il est suffisant de se restreindre à celui-ci ici.
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1.2. Complétude du retournement. Même dans le cas d’une présen-
tation complémentée, le retournement de facteur ne permet pas en général
d’établir grand chose sur le monoïde associé. Par contre, il existe une situa-
tion particulière où le retournement est utile, à savoir lorsqu’une certaine
condition dite de complétude est satisfaite. Le but de cette section est de
montrer qu’il existe des conditions combinatoires simples, qu’on appellera
conditions du cube, qui permettent d’assurer la complétude.

La notion de complétude. Dans toute la suite de cette section, on sup-
pose fixée une présentation complémentée à droite (S,R), et on note ≡ la
congruence sur S∗ engendrée par R. Le point de départ est la facile implica-
tion suivante :

Proposition 1.18 (retournement implique équivalence). Pour tous
mots u, v, u′, et v′ dans S∗,

(1.19) uv y v′u′ implique uv′ ≡ vu′.
En particulier, uv y ε implique u ≡ v.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k vérifiant uv yk
R v
′u′.

Pour k = 0, on a uv = v′u′ et la seule possibilité est que u et u′, ou v et v′,
soient vides, et on a alors u′ = u et v′ = v, d’où le résultat.

On suppose maintenant k > 1. Alors nécessairement ni u, ni v ne peut
être vide. Posons u = su0 et v = tv0 avec s, t dans S. Comme on a uv =
u0 stv0 yk v′u′, la première étape de retournement se situe sur st, donc il
existe des mots u1, v1 positifs, vérifiant sv1 = tu1 dans R, pour s 6= t, et
u1 = v1 = ε, pour s = t, tels que u0 stv0 y1 u0v1u1v0 yk−1 v′u′. Par le
lemme 1.9 appliqué à w1 = u0v1 et w2 = u1v0, il existe u2, u3, u4, v2, v3, v4

satisfaisant u′ = u2u3, v′ = v2v3, u0v1 yk2 v2u4, u1v0 yk3 v4u2 et u4v4 yk4

v3u3 avec k2 + k3 + k4 = k − 1. On a donc ki < k pour tout i ∈ {2, 3, 4}, et
l’hypothèse de récurrence implique

u0v2 ≡ v1u4, u1v4 ≡ v0u2, et u4v3 ≡ v4u3,

d’où uv′ = su0v2v3≡sv1u4v3≡tu1u4v3≡tu1v4u3≡tv0u2u3 = vu′. �

La situation intéressante est celle où la réciproque de (1.19) est vérifiée,
c’est-à-dire que le retournement à droite détecte toutes les équivalences.

Définition 1.20 (complétude). On dit que le retournement à droite
est complet pour une présentation (S,R) si, pour tous u, v dans S∗, la rela-
tion u ≡ v implique uv y ε.

Afin d’établir plus bas des critères de complétude facilement utilisables,
on commence par donner une définition alternative.

Lemme 1.21. Si (S,R) est une présentation complémentée à droite, le
retournement à droite est complet pour (S,R) si, et seulement si, pour tous
mots u, v, u′, v′ positifs :

(1.22) Si on a uv′ ≡ vu′, alors il existe u′′, v′′, w dans S∗ vérifiant
uv y v′′u′′, u′ ≡ u′′w et v′ ≡ v′′w.
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Démonstration. On suppose que le retournement à droite est complet
pour la présentation (S,R) et uv′ ≡ vu′. Par complétude du retournement
à droite, on a (uv′)(vu′) y ε. On applique le lemme 1.10 à uvu′ y v′.
On trouve qu’il existe dans S∗ une décomposition v′ = v′′w′ et u′′ ∈ S∗

vérifiant uv y v′′u′′ et u′′u′ y w′. Ensuite, l’égalité v′ = v′′w′ implique
v′v′′w′ y ε. On applique à nouveau le lemme 1.10 et on trouve l’existence
d’un w dans S∗ satisfaisant v′v′′ y w et ww′ y ε. En résumé, on a trouvé
que la relation (uv′)(vu′) y ε implique l’existence de u′′, v′′, w, w′ ∈ S∗

respectant uv y v′′u′′, u′′u′ y w′, v′v′′ y w et ww′ y ε. La proposition 1.18
implique u′ ≡ u′′w′, w ≡ w′ et v′ ≡ v′′w ≡ v′′w′.

Réciproquement, supposons u ≡ v, autrement dit uε ≡ vε. D’après l’hy-
pothèse, il existe u′′, v′′, w dans S∗ satisfaisant uv y v′′u′′, ε ≡ u′′w et
ε ≡ v′′w. Comme (S,R) est complémentée à droite, elle n’a pas de ε-relation,
donc on a nécessairement u′′ = v′′ = w = ε. D’où uv y ε. �

La condition du cube. Il existe plusieurs critères effectifs pour vérifier que
le retournement est complet pour une présentation, tous basés sur ce qu’on
appelle la condition du cube.

Définition 1.23 (condition du cube). [25, définition 2.6] Si (S,R)
est une présentation complémentée à droite et si u, v, w sont dans S∗, on dit
que la condition du cube (à droite) est satisfaite pour (u, v, w) si

uwwv yR v
′u′ implique v′uvu′ yR ε.

v′

u′

v

w
w

u
uv′

vu′

⇒
y

y

Il est facile de vérifier que la complétude peut s’énoncer en termes de
condition du cube :

Lemme 1.24. Le retournement à droite est complet pour une présentation
complémentée à droite (S,R) si, et seulement si, la condition du cube à droite
est satisfaite pour tout triplet de mots de S∗.

Démonstration. On suppose le retournement complet et uwwv y
v′u′. Par le lemme 1.9, il existe u0, u1, u2, v0, v1, v2 dans S∗, avec u′ = u1u2,
v′ = v1v2, satisfaisant uw y v1u0, wv y v0u1 et u0v0 y v2u2. D’où, par la
proposition 1.18, les équivalences uv′ = uv1v2 ≡ wu0v2 ≡ wv0u2 ≡ vu1u2 =
vu′. Ainsi, on a uv′ ≡ vu′. Par complétude, ceci implique que (uv′)(vu′) y ε,
donc la condition du cube est satisfaite pour le triplet (u, v, w).

Réciproquement, on suppose que la condition du cube à droite est satis-
faite pour tout triplet de mots de S∗. Montrons que la relation « uv y ε » qui,
par construction, est réflexive et symétrique, est aussi transitive. Supposons
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uw y ε et wv y ε. On a εεy ε, donc uwwv y ε. Par la condition du cube,
on déduit uv y ε. Donc, « uv y ε » est une relation d’équivalence sur S∗.
De plus, elle est compatible avec la multiplication des deux côtés, donc c’est
une congruence sur le monoïde S∗. D’autre part, elle inclut R, donc aussi la
congruence ≡ engendrée par R. Par conséquent, u ≡ v implique uv y ε, et
le retournement est complet. �

La remarque suivante est que, lorsqu’on veut établir la condition du cube,
il suffira de considérer des triplets de mots deux à deux distincts :

Lemme 1.25. Si (u, v, w) est un triplet de mots dont au moins deux
coïncident, la condition du cube est satisfaite pour (u, v, w).

Démonstration. Soit u, v ∈ S∗ vérifiant uv y v′u′ avec u′, v′ ∈ S∗. Les
diagrammes suivants montrent que les triplets (u, u, v) et (u, v, u) satisfont
la condition du cube :

v′

v′

u

v
v

u

u′

u′

u

v′

u v′

⇒ v′

v′

u′

v

u
u

u v′

v′

u

v′

v u′

u′
v′⇒

�

Le lemme 1.24 ne fournit pas un critère de complétude effectif, car on
doit considérer des triplets de mots arbitraires, et, même en se restreignant à
des mots deux à deux distincts, il existe une infinité de tels triplets. On peut
améliorer le résultat et se restreindre à des triplets beaucoup plus particuliers.
Le critère le plus classique concerne le cas des présentations noethériennes.

Définition 1.26 (présentation noethérienne). Une présentation de
monoïde (S,R) est dite noethérienne à droite s’il existe λ∗ : S∗ → Ord qui
est ≡-invariante et vérifie λ∗(sw) > λ∗(w) pour tous s dans S et w dans S∗.

Il est immédiat qu’une présentation (S,R) est noethérienne à droite si,
et seulement si, le monoïde 〈S |R〉+ est noethérien à droite, la fonction λ∗
de la définition 1.26 induisant un témoin de noethérianité pour 〈S |R〉+. Par
ailleurs, toute présentation (S,R) où R ne comporte que des relations u = v
avec |u| = |v| est noethérienne (à droite et à gauche, au sens évident), la
fonction « longueur » servant alors de fonction-témoin λ∗.

Proposition 1.27 (critère de complétude I). Si (S,R) est une pré-
sentation complémentée à droite et noethérienne à droite, le retournement
à droite est complet pour (S,R) si, et seulement si, la condition du cube à
droite est satisfaite pour tout triplet de lettres de S deux à deux distinctes.
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La démonstration, non triviale, consiste à établir l’implication (1.22) par
induction sur la valeur de λ∗(uv′). Elle est détaillée dans [28, lemme II.4.62],
et on ne la répète pas ici.

Exemple 1.28. Les relations de tresses de la présentation (I.2.2) du
monoïde B+

∞ sont de la forme u = v avec |u| = |v|, donc (I.2.2) est noethé-
rienne à droite. Par la proposition 1.27, il suffit, pour établir que le retour-
nement à droite est complet pour (I.2.2), d’établir la condition du cube pour
tout triplet (σi, σj , σk) avec i, j et k deux à deux distincts. Il n’y a en fait
qu’un nombre fini de cas réellement distincts à considérer selon l’ordre relatif
de i, j, k et le fait qu’ils soient adjacents ou non. Les trois cas correspondants
à i < j < k sont illustrés dans la figure 5. Les autres cas seraient traités de
même, permettant de conclure que le retournement est complet pour (I.2.2).

1.3. Terminaison du retournement. Si le retournement (à droite)
associé à une présentation de monoïde (S,R) est complet, on sait que, si
on part de deux mots positifs u, v qui sont ≡-équivalents, alors le retourne-
ment de uv mène en un nombre fini d’étapes à un mot terminal. Par contre,
l’hypothèse de complétude ne dit rien sur la possible obtention d’un mot
terminal partant d’un mot uv avec u, v quelconques dans S∗ , ou, encore
moins, partant d’un mot signé quelconque. Quand on retourne à droite un
mot signé w, trois situations peuvent apparaître :

Définition 1.29 (réussir, bloquer, terminer). Si (S,R) est une pré-
sentation complémentée à droite et w un S-mot signé, on dit que le retour-
nement à droite réussit pour w s’il existe un mot positif–négatif w′ vérifiant
w y w′, qu’il bloque pour w s’il existe un mot y-terminal w′ contenant un
facteur st sans relation s... = t... dans R et vérifiant w y w′, et qu’il ne
termine pas pour w s’il existe une suite infinie de retournements à partir
de w. Enfin, on dit que le retournement termine pour w s’il réussit ou bloque
pour w.

Par définition du retournement, quel que soit le S-mot signé S, le retour-
nement à droite à partir de w soit réussit, soit bloque, soit ne termine pas
et, comme on ne considère que des présentations complémentées à droite,
ces trois situations s’excluent mutuellement. On dira que le retournement
termine toujours pour (S,R) s’il termine pour tout S-mot signé.

Dans le cas réussi, le diagramme Dmax(w) est fini et ne possède au-
cun motif ouvert formé d’une flèche verticale et d’une flèche horizontale de
même source. Dans le cas bloquant, le diagramme Dmax(w) est fini et il
possède un motif ouvert comme ci-dessus. Dans le cas non-terminant, le dia-
gramme Dmax(w) est infini.

Exemple 1.30. Pour la présentation (a, b | ab = ba), le retournement
de abb réussit et termine par ba2ba.

Pour la présentation (a, b, c | ab = ba, bc = cb), on trouve abc y bac,
et le dernier mot est y-terminal, car on n’a pas de relation de la forme
a... = c... dans la présentation. Donc le retournement de abc bloque.



54 III. LA MÉTHODE DU RETOURNEMENT DE FACTEUR

i

k
k

j

k

i

k

jkj

i

j

j i

ik

k j

j
k

i

k

j

i

k

j

j k j i j k

i

j
j i

i
k

i

jj i

j k

j k

k
⇒

j

kk j k kk

i

ki

k
jj k

k i j

i

ki j i
j i
i i i

j
ii j

ik j

k j

j j j

Cas i+ 1 = j et j + 1 = k.

i

k
k

j

k

i

k
j

i

j

j i

⇒ i

k

j

i

j k i j

i

j
j i

i
k j

jj
k

k
j

i

k
i

i

Cas i+ 1 = j et j + 2 6 k.

i

k
k

j

k

i

k
j

i

j

⇒
i

k

j

j k i

i
j

i
k

k
j

Cas i+ 2 6 j et j + 2 6 k.

Figure 5. Condition du cube pour la présentation (I.2.2)
de B+

∞, dans le cas des triplets (σi, σj , σk) vérifiant i < j < k.

Enfin, avec la présentation (1.5) du monoïde d’Artin-Tits de type Ã2, on
trouve abc y babac y5 bacbacabcbc abc a, et on lit, dans le dernier mot,
le facteur abc qui est le mot initial. Il est donc clair que le retournement à
droite de abc ne termine pas dans ce cas.

Le cas bloquant ne peut se produire que s’il manque des relations de
type s... = t... dans la présentation considérée. Le résultat suivant est donc
évident :
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Lemme 1.31. Si une présentation (S,R) est telle que, pour tous s, t dis-
tincts dans S, il existe une relation s... = t..., alors, pour tout mot signé w,
le retournement à partir de w ou bien réussit, ou bien ne termine pas.

Déterminer si le retournement est toujours terminant ou non est en gé-
néral un problème difficile, et il n’existe pas de méthode uniforme pour le
résoudre. Par contre, il existe un cas particulier où le problème est facile.
On rappelle qu’une relation u = v est dite courte si la longueur de u et la
longueur de v sont, chacune, au plus égales à 2.

Proposition 1.32 (critère de terminaison I). Si (S,R) est une pré-
sentation complémentée à droite ne contienant que des relations courtes,
alors le retournement à droite pour (S,R) est toujours terminant ; de plus,
toute suite de retournement commençant par un mot contenant p lettres né-
gatives et q lettres positives est de longueur au plus pq.

Démonstration. Comme toutes les relations de R sont courtes, appli-
quer une étape de retournement revient à remplacer un facteur de longueur 2
par un mot de longueur au plus 2. Donc la longueur n’augmente pas lors du
retournement, et celui-ci se termine toujours. Si w est un S-mot signé initial
composé de p lettres négatives et q lettres positives, alors le diagramme de
retournement de w est dessiné sur une grille de taille p× q, donc contenant
au plus pq carrés. Donc il y a au plus plus pq étapes de retournement. �

Le troisième cas de l’exemple 1.30 montre que la terminaison n’est pas
garantie quand on retire l’hypothèse sur les relations courtes. Notons qu’à
ce point le cas de la présentation (I.2.2) est ouvert, puisqu’elle contient les
relations non-courtes σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 : on peut montrer que, dans
ce cas, le retournement est terminant, mais, pour le moment, ce n’est pas
évident.

Retournement à gauche. Par définition, le retournement à droite rem-
place un facteur négatif–positif st par un mot positif–négatif uv. Une ap-
proche symétrique est possible et consiste soit à supprimer un facteur positif–
négatif ss, soit à remplacer un facteur positif–négatif ts par un mot négatif–
positif vu tel que vt = us est une relation de la présentation considérée.
Cette version symétrique est appelée retournement à gauche associé à R,
notée x

R ou simplement x.
On notera que le retournement à gauche n’est pas (en tant que relation

binaire sur S∗) l’inverse du retournement à droite : w y w′ n’implique pas
nécessairement w′ xw. Par exemple, pour chaque lettre s dans S, on a
ss y ε, mais pas ε xss : le mot vide ne se retourne en aucun autre mot
que lui-même.

Les propriétés des retournements à gauche et à droite sont symétriques
et tous les résultats pour le retournement à droite ont une version homo-
logue en terme de retournement à gauche. En particulier, on a un critère de
complétude analogue à la proposition 1.27 :



56 III. LA MÉTHODE DU RETOURNEMENT DE FACTEUR

Proposition 1.33 (critère de complétude I). Si (S,R) est une pré-
sentation complémentée à gauche et noethérienne à gauche, le retournement
à gauche est complet pour (S,R) si, et seulement si, la condition du cube à
gauche est satisfaite pour tous triplets de lettres de S deux à deux distinctes.

On pourrait vérifier en refaisant les calculs symétriques de ceux qui ont
été indiqués plus haut que le retournement à gauche est complet pour la pré-
sentation (I.2.2) du monoïde de tresses B+

∞. En fait, l’identité de {σ1, σ2, ...}
induisant un antiautomorphisme de B+

∞ dans lui-même, il n’y a pas besoin
de refaire les calculs et il suffit d’alléguer la symétrie ci-dessus.

De la même façon, on peut énoncer pour la terminaison :

Proposition 1.34 (critère de terminaison I). Si (S,R) est une pré-
sentation complémentée à gauche ne contenant que des relations courtes,
alors le retournement à gauche pour (S,R) est toujours terminant ; de plus,
toute suite de retournement commençant par un mot contenant p lettres né-
gatives et q lettres positives est de longueur au plus pq.

2. Un nouveau critère de complétude

Pour étudier le monoïde H+ introduit au chapitre I, il va être nécessaire
d’étendre les résultats de la section 1, et en particulier les critères de com-
plétude et de terminaison des propositions 1.27 et 1.32. Pour cela, la notion
d’ensemble clos par complément est fondamentale, et elle permet d’établir
des critères plus puissants. Cette méthode a déjà été introduite dans l’ar-
ticle [20], notamment pour couvrir le cas du monoïde de tresses B+

∞, mais,
pour étudier le monoïde H+, nous devrons développer une version plus gé-
nérale, qui est donc formellement nouvelle : en effet, à la différence de la
présentation (I.2.2) de B+

∞, le retournement n’est pas toujours terminant
pour la présentation (I.3.2) de H+, et on ne peut pas utiliser tel quel le
formalisme de [20]. On va donc reprendre ici l’étude générale sur des bases
élargies, et établir un nouveau critère de complétude (dans cette section), et
un nouveau critère de terminaison (dans la suivante).

2.1. Ensembles clos par complément. Le point de départ est la no-
tion de fonction « complément » sur les mots. Si (S,R) est une présentation
complémentée à droite, et si u, v sont des mots de S∗ et que le retournement
d’un mot de la forme uv réussit, il aboutit à un mot positif–négatif de la
forme v′u′ ne dépendant que des mots de départ u et v. Il sera utile de consi-
dérer les opérations binaires qui, à deux mots u et v, associent les mots u′
et v′.

Définition 2.1 (R-complément). Si (S,R) est une présentation com-
plémentée à droite et u, v appartiennent à S∗, le R-complément à droite de
u dans v, noté CR(u, v), est l’unique S-mot v′ tel qu’il existe u′ vérifiant
uv y v′u′, s’il existe.



2. UN NOUVEAU CRITÈRE DE COMPLÉTUDE 57

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, on écrira généralement « complément »
pour « R-complément à droite », et on notera C(u, v) pour CR(u, v). On
note qu’en général la fonction complément est une fonction partielle, non
nécessairement partout définie : si le R-retournement de uv ou bien bloque,
ou bien ne termine pas, alors CR(u, v) n’existe pas.

Remarque 2.2. Il n’y a pas besoin d’introduire une seconde opération
pour le mot u′ tel que uv se retourne en v′u′, car, par la symétrie du retour-
nement, si on a uv y v′u′, on a aussi vuy u′v′, et donc on a u′ = C(v, u).

En liaison avec la fonction complément apparaît la notion d’ensemble de
mots clos par complément :

Définition 2.3 (clos par complément). Si (S,R) est une présentation
complémentée, un sous-ensemble X de S∗ est dit clos par R-complément à
droite si, pour tous u, v dans X, ou bien C(u, v) existe et appartient à X,
ou bien C(u, v) n’est pas défini.

Bien noter qu’on n’exige pas que le complément soit toujours défini. Par
exemple, si R est vide (pas de relation du tout), le complément n’est jamais
défini, et tout ensemble de mots est clos par complément.

Notre observation de base est que, dans tous les cas, il existe toujours
une clôture par complément bien définie :

Proposition 2.4 (clôture). Si (S,R) est une présentation complémen-
tée à droite, alors, pour tout ensemble de mots X, il existe un plus petit
ensemble de mots incluant X et clos par complément à droite, à savoir l’en-
semble X̂ défini par X̂ :=

⋃
n>0Xn, avec X0 := X et, pour n > 1,

(2.5) Xn := Xn−1 ∪ { C(u, v) | u, v ∈ Xn−1 et C(u, v) est défini }.

Démonstration. Par définition, X̂ est un ensemble de mots incluantX.
Soient u, v dans X̂. Alors, comme pour tout n, on a Xn ⊆ Xn+1, il existe
un entier m tel que u, v appartiennent à Xm. Si C(u, v) est défini, alors il
appartient à Xm+1, donc à X̂. Donc X̂ est clos par complément à droite.

Soit Y un ensemble de mots incluant X et clos par complément à droite.
Montrons, par récurrence sur n > 0, que Xn est inclus dans Y . Pour n = 0,
par définition, X0 est inclus dans Y . Supposons n > 1. Alors on a Xn−1 ⊆ Y
par hypothèse de récurrence. D’autre part, soient u et v des éléments deXn−1

tels que C(u, v) est défini. Par hypothèse de récurrence, u et v sont dans Y ,
donc C(u, v) y est aussi puisque Y est clos par complément à droite. Par
conséquent, Xn est inclus dans Y . De là, X̂ est inclus dans Y . �

Exemple 2.6. On considère à nouveau la présentation (1.5) du monoïde
d’Artin-Tits de type Ã2, et on part de X = {a, b, c} (ensemble des atomes
du monoïde). On construit la clôture par complément à droite de X en
appliquant l’induction de (2.5) à partir deX0 := {a, b, c}. Soient u, v dansX.
On a C(u, u) = ε et, pour u = s, v = t avec s 6= t, on trouve C(u, v) = ts et
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C(v, u) = st. On obtient

X1 = {a, b, c, ε, ab, ba, ac, ca, bc, cb}.
Montrons que X1 est clos par complément à droite. Tout d’abord, on a
C(u, ε) = ε et C(ε, u) = u, dans X1. Ensuite, supposons |u| = 1, soit u = s,
et |v| = 2. Il y a 3 cas, suivant que s apparaît ou non dans v. Pour v = st, on
trouve C(u, v) = t et C(v, u) = ε, qui sont dans X1. Pour v = ts, on trouve
de même C(u, v) = ts et C(v, u) = t, qui sont dans X1. Enfin, pour v = tr
avec t, r 6= s, on trouve

str y tst sr y5 tsrtsrstrtr str s,

et on retrouve, dans ce dernier mot, le facteur str. Donc le retournement de
str ne termine pas et les compléments C(u, v) et C(v, u) ne sont pas définis.

Pour finir, supposons |u| = |v| = 2, soit u = st et v = rq avec s 6= t et
r 6= q. Comme on a que trois éléments dans S, les lettres s, t, r et q ne peuvent
être distinctes. Pour s = q et t = r, on trouve C(st, ts) = s et C(ts, st) = t,
dans X1. Pour s = r et t 6= q, on a C(st, sq) = qt et C(sq, st) = tq, dans X1.
Pour s = q et t 6= r, comme C(r, st) n’est pas défini, C(rs, st) et C(st, rs)
ne sont pas définis non plus. De même, pour t = q et s 6= r, comme C(r, st)
n’est pas défini, C(rt, st) et C(st, rt) ne sont pas définis non plus. Donc tous
les couples d’éléments possibles de X1 ont été considérés, et X1 est clos par
complément à droite. Donc, la clôture par complément à droite de {a, b, c}
est l’ensemble (fini) {a, b, c, ε, ab, ba, ac, ca, bc, cb}.

L’introduction de la fonction de complément nous permet de donner une
nouvelle définition alternative de la complétude.

Lemme 2.7. Si (S,R) est une présentation complémentée à droite, le re-
tournement à droite est complet pour (S,R) si, et seulement si, la relation ≡
est compatible avec l’opération de complément à droite au sens où la conjonc-
tion de u ≡ u′ et v ≡ v′ entraîne soit C(u, v) ≡ C(u′, v′), soit que ni C(u, v),
ni C(u′, v′) ne sont définis.

Démonstration. Supposons le retournement complet. Puisque la rela-
tion ≡ est symétrique et transitive, il suffit de montrer que, si C(u, v) existe
et u′ ≡ u est vérifié, alors C(u′, v) existe aussi et on a

C(u′, v) ≡ C(u, v) et C(v, u′) ≡ C(v, u).

Or, puisque le retournement est complet, on a C(u, u′) = C(u′, u) = ε, d’où

C(C(u, u′), C(u, v)) = C(ε, C(u, v)) = C(u, v).

Par ailleurs, le lemme 1.21 implique que la condition du cube est satisfaite
pour (u′, u, v), donc on déduit que

C(C(u, u′), C(u, v))C(u′, u)u′vC(v, u)C(C(u, v), C(u, u′)) y ε,

et en particulier

C(C(u, u′), C(u, v))C(C(u′, u), C(u′, v)) y ε,
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d’ou C(C(u′, u), C(u′, v)) ≡ C(C(u, u′), C(u, v)). De là, on déduit que C(u′, v),
et donc aussi C(v, u′), existent. De plus, on trouve

C(u′, v) = C(ε, C(u′, v)) = C(C(u′, u), C(u′, v))

≡ C(C(u, u′), C(u, v)) = C(ε, C(u, v)) = C(u, v),

ce qui est la compatibilité recherchée.
Réciproquement, supposons que le complément est compatible avec la

relation ≡. Soient u et u′ deux S-mots vérifiant u ≡ u′. Par construction, on a
uuy ε, c’est-à-dire C(u, u) = ε. Si (ii) est vrai, on déduit que u ≡ u′ entraîne
l’existence de C(u, u′) et C(u′, u) et on a C(u′, u) ≡ C(u, u) = ε, d’où
uu′ y ε. Donc le retournement est complet pour la présentation (S,R). �

2.2. Énoncé principal et exemple. On va établir un nouveau cri-
tère de complétude pour le retournement de facteur, à nouveau fondé sur la
condition du cube comme celui de la proposition 1.27, mais indépendant de
toute condition de noethérianité. Le prix à payer pour cela est qu’il ne suffit
plus de vérifier la condition du cube pour les triplets de lettres, mais qu’il
faut la vérifier pour les triplets de mots qui sont dans la clôture des lettres
par complément. Le résultat prend la forme suivante :

Proposition 2.8 (critère de complétude II). Si (S,R) est une pré-
sentation complémentée à droite, le retournement à droite est complet pour
(S,R) si, et seulement si, la condition du cube à droite est satisfaite pour
tout triplet de mots sur S deux à deux distincts dans la clôture Ŝ de S par
complément à droite.

Dans l’exemple 2.6, la présentation est noethérienne, donc éligible pour
la proposition 2.8. On donne ci-dessous un exemple plus intéressant où la
proposition 2.8 ne s’applique pas — et où, de surcroît, la clôture requiert
plus d’une étape de complémentation, contrairement au cas de l’exemple 2.6.

Exemple 2.9. Considérons la présentation

(2.10) (a, b, c | baba = aba, cbcb = bcb, ac = ca).

Le monoïde correspondant est le monoïde d’Artin-Krammer AK3 [42]. On
part de l’ensemble S := {a, b, c} des générateurs de la présentation. On part
donc de S0 = {a, b, c}, et on définit inductivement les clôtures jusqu’à ce
que la construction se stabilise. On trouve ainsi

S1 = S0 ∪ {ε, ba, aba, cb, bcb},
S2 = S1 ∪ {bacba, abacba, cba, bcbaba, abcbaba, cbaba},
S3 = S2 ∪ {acba, cbabacba, baba, cbacba},
S4 = S3 ∪ {babacba, bcbabacba},

puis S5 = S4. On a donc Ŝ = S4 et, finalement, la clôture de {a, b, c} par
complément est l’ensemble (fini, à 20 éléments)

{a, b, c,ε, ba, aba, cb, bcb, bacba, abacba, cba, bcbaba, abcbaba,
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cbaba, acba, cbabacba, baba, cbacba, babacba, bcbabacba}.
La relation baba = aba implique que aba est un diviseur propre à droite
de aba dans le monoïde AK3, donc celui-ci n’est pas noethérien à droite et
la proposition 1.27 ne peut donc lui être appliquée. Par contre, la proposi-
tion 2.8 s’applique et, comme la clôture Ŝ de l’ensemble S est finie, on peut
effectivement vérifier (à l’aide d’un ordinateur) que le retournement à droite
est complet pour la présentation.

2.3. Démonstration de la proposition 2.8. La démontration est dé-
licate, elle requiert plusieurs lemmes préparatoires qui vont nous occuper
jusqu’à la fin de cette section. Le schéma général est celui de la dernière
section de l’article [20], mais, comme on l’a dit, il faut faire attention car,
ici, on ne suppose pas que les compléments existent nécessairement toujours.
Dans toute la suite de la section, on suppose fixée une présentation (S,R)
complémentée à droite.

Lemme 2.11. Pour tous S-mots u, v, w tel que tout triplet d’éléments de
{u, v, w} satisfait la condition du cube, on a soit

C(C(w, u), C(w, v))C(C(u,w), C(u, v)) y ε,

soit le complément C(C(w, u), C(w, v)) n’est pas défini.

Démonstration. Le seul mot de la forme v′u′ sur lequel uwwv peut se
retourner est

C(u,w)C(C(w, u), C(w, v))C(C(w, v), C(w, u))C(v, w).

Donc, si uwwv ne se retourne pas en un mot de la forme v′u′, le complément
C(C(w, u), C(w, v)) n’est pas défini. Sinon, comme le triplet (u, v, w) satisfait
la condition du cube, on a

(2.12) C(C(w, u), C(w, v))C(u,w)uvC(v, w)C(C(w, v), C(w, u)) y ε,

d’où le diagramme de retournement suivant

u

C(u,w)

C(C(w, u), C(w, v))

v C(v, w) C(C(w, v), C(w, u))

C(v, u)
C(u, v)

C(C(u, v), C(u,w))
C(C(u,w), C(u, v))

C(C(C(u,w), C(u, v)), C(C(w, u), C(w, v)))

C(C(C(w, u), C(w, v)), C(C(u,w), C(u, v)))

C(C(v, w), C(v, u))
C(C(v, u), C(v, w))

Le mot positif C(C(C(w, u), C(w, v)), C(C(u,w), C(u, v))) ne peut plus se
retourner, donc par (2.12), on a

C(C(C(w, u), C(w, v)), C(C(u,w), C(u, v))) = ε.
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Par le diagramme ci-dessus, C(C(u,w), C(u, v)) et C(C(u, v), C(u,w))
existent, et donc le mot wuuv se retourne en

C(w, u)C(C(u,w), C(u, v))C(C(u, v), C(u,w))C(v, u).

Puis, comme le triplet (w, v, u) satisfait la condition du cube, on a

(2.13) C(C(u,w), C(u, v))C(w, u)wvC(v, u)C(C(u, v), C(u,w)) y ε,

d’où le diagramme de retournement suivant

w

C(w, u)

C(C(u,w), C(u, v))

v C(v, u) C(C(u, v), C(v, w))

C(v, w)
C(w, v)

C(C(w, v), C(w, u))
C(C(w, u), C(w, v))

C(C(C(w, u), C(w, v)), C(C(u,w), C(u, v)))

C(C(C(u,w), C(u, v)), C(C(w, u), C(w, v)))

C(C(v, u), C(v, w))
C(C(v, w), C(v, u))

Le mot positif C(C(C(u,w), C(u, v)), C(C(w, u), C(w, v))) ne peut plus se
retourner, donc par (2.13), on a

C(C(C(u,w), C(u, v)), C(C(w, u), C(w, v))) = ε,

d’où
C(C(w, u), C(w, v))C(C(u,w), C(u, v)) y ε.

�

Pour montrer la complétude dans la proposition 2.8, on va utiliser la
forme du lemme 2.7, c’est-à-dire la compatibilité de ≡ avec le complément.

Lemme 2.14. Supposons que X est un sous-ensemble de S∗, clos par
complément à droite et que tout triplet d’éléments de X satisfait la condition
du cube. Alors, pour u, v, v′ dans X, la relation vv′ y ε et l’existence de
C(v, u) entraînent que C(v′, u) existe, et qu’on a C(v, u)C(v′, u) y ε et
C(u, v)C(u, v′) y ε.

Démonstration. Par hypothèse, on a C(v, v′) = C(v′, v) = ε et C(v, u)
existe. Donc, on trouve

C(v, u) = C(ε, C(v, u)) = C(C(v, v′), C(v, u)).

Donc C(C(v, v′), C(v, u)) existe. De plus, comme le triplet (v′, u, v) satisfait
la condition du cube, par le lemme 2.11, on a

C(C(C(v, v′), C(v, u)), C(C(v′, v), C(v′, u))) = ε.

Ceci entraîne que C(v′, u) et C(u, v′) existent. Avec la même méthode, on
trouve

C(v′, u) = C(ε, C(v′, u)) = C(C(v′, v), C(v′, u)).
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Donc C(C(v′, v), C(v′, u)) existe. De plus, comme le triplet (v, u, v′) satisfait
la condition du cube, par le lemme 2.11, on a

C(C(C(v′, v), C(v′, u)), C(C(v, v′), C(v, u))) = ε.

D’où C(v′, u)C(v, u) = C(C(v′, v), C(v′, u))C(C(v, v′), C(v, u)) y ε.
Maintenant, on a

ε = C(C(v, u), ε) = C(C(v, u), C(v, v′)).

Donc C(C(v, u), C(v, v′)) existe. Comme le triplet (u, v′, v) satisfait la condi-
tion du cube, par le lemme 2.11, on a

C(C(v, u), C(v, v′))C(C(u, v), C(u, v′)) y ε.

Ceci entraîne C(C(u, v), C(u, v′)) = ε. On obtient, de façon symétrique,
l’égalité C(C(u, v′), C(u, v)) = ε. D’où C(u, v′)C(u, v) y ε. �

Lemme 2.15. Sous les hypothèses du lemme 2.14 :
(i) La relation uv y ε est transitive sur X ;
(ii) Pour u, v, u′, v′ dans X, si C(v, u) existe, les relations uu′ y ε et

vv′ y ε impliquent que C(v′, u′) existe et qu’on a C(v, u)C(v′, u′) y ε.

Démonstration. (i) Soient u, v, w dans X vérifiant uv y ε et vw y
ε. Par hypothèse, on a C(u, v) = C(v, u) = ε. Appliquant le lemme 2.14
à vw y ε, on obtient que C(w, u) existe et on a C(v, u)C(w, u) y ε et
C(u, v)C(u,w) y ε. Donc on a C(u,w) = C(w, u) = ε, soit uw y ε.

(ii) Supposons que C(v, u) existe. Appliquant le lemme 2.14 à vv′ y ε,
on obtient que C(v′, u) existe et on a C(v, u)C(v′, u) y ε. L’existence
de C(v′, u) entraîne que C(u, v′) existe. Appliquant le lemme 2.14 à uu′,
on obtient que C(u′, v′) et, par conséquent, C(v′, u′), existent, et on dé-
duit C(v′, u)C(v′, u′) y ε. Comme X est clos par complément, les mots
C(v, u), C(v′, u) et C(v′, u′) appartiennent à X. Par (i), la conjonction de
C(v, u)C(v′, u) y ε et C(v′, u)C(v′, u′) y ε entraîne C(v, u)C(v′, u′) y ε.

�

On introduit maintenant des raffinements de la relation uv y ε.

Notation 2.16 (relation ≡pX). Pour X inclus dans S∗ et u, u′ dans S∗,
on dit que u ≡0

X u′ est vérifié pour u = u′ = ε et, pour p > 1, on dit que
u ≡pX u′ est vérifié s’il existe deux décompositions u = u1 ···up, u′ = u′1 ···u′p
telles que u1, ... , u

′
p appartiennent à X et on a uju′j y ε pour tout j.

La relation u ≡1
X u′ est la conjonction de uu′ y ε et de u, u′ ∈ X.

Lemme 2.17. Sous les hypothèses du lemme 2.14 :
(i) Toute relation u ≡pX u′ entraîne uu′ y ε.
(ii) Les relations u ≡pX u′ et v ≡qX v′ entraînent soit C(u, v) ≡qX C(u′, v′)

et C(v, u) ≡pX C(v′, u′), soit C(u, v) et C(u′, v′) n’existent pas.
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Démonstration. (i) On montre le résultat par récurrence sur p. Pour
p = 0, on a u = u′ = ε, d’où, par définition, uu′ y ε. On suppose p > 1.
Alors, on peut écrire u = u1u2 et u′ = u′1u

′
2 avec u1 ≡1

X u′1 et u2 ≡p−1
X u′2.

On applique l’hypothèse de récurrence à u2 ≡p−1
X u′2 et on obtient u2u

′
2 y ε.

Comme, par définition, u ≡1
X u′ implique uu′ y ε, on trouve

uu′ = u2 u1u
′
1u
′
2 y u2u

′
2 y ε.

(ii) Le résultat est vrai pour p = 0. En effet, pour p = 0, on a u′ = u = ε,
donc on trouve C(u, v) ≡qX C(u′, v′) et C(v, u) = C(v′, u′) = ε. Pour les
mêmes raisons, le résultat est vrai pour q = 0.

Maintenant, on utilise une récurrence sur p+ q. D’après ce qui précède,
on peut supposer u ≡pX u′ et v ≡qX v avec p > 1 et q > 1. Alors, on peut
écrire u = u1u2, u′ = u′1u

′
2 avec u1 ≡1

X u′1 et u2 ≡p−1
X u′2 et, de même,

v = v1v2, v′ = v′1v
′
2 avec v1 ≡1

X v′1 et v2 ≡q−1
X v′2. Supposons que C(u, v)

existe. Alors, par construction, on a

C(u, v) = C(u2, C(u1, v1))C(C(C(u1, v1), u2), C(C(v1, u1), v2)),(2.18)
C(v, u) = C(v2, C(v1, u1))C(C(C(v1, u1), v2), C(C(u1, v1), u2)).(2.19)

L’hypothèse que l’ensembleX est clos par complément implique que C(u1, v1)
et C(v1, u1) appartiennent à X. Or, par (i), on a u1u

′
1 y ε et v1v

′
1 y ε.

Par le lemme 2.15 (ii), les éléments C(v′1, u
′
1) et C(u′1, v

′
1) existent et on a

C(v1, u1) ≡1
X C(v′1, u

′
1) et, de même, C(u1, v1) ≡1

X C(u′1, v
′
1).

On applique l’hypothèse de récurrence à C(v1, u1) ≡1
X C(v′1, u

′
1) et v2 ≡q−1

X
v′2. Comme l’élément C(C(v1, u1), v2) existe, on trouve que C(C(v′1, u

′
1), v′2)

existe et on a

C(C(v1, u1), v2) ≡q−1
X C(C(v′1, u

′
1), v′2),(2.20)

C(v2, C(v1, u1)) ≡1
X C(v′2, C(v′1, u

′
1)).(2.21)

De même, on applique l’hypothèse de récurrence à C(u1, v1) ≡1
X C(u′1, v

′
1) et

u2 ≡p−1
X u′2. Comme C(C(u1, v1), u2) existe, on trouve que C(C(u′1, v

′
1), u′2)

existe et on a

C(C(u1, v1), u2) ≡p−1
X C(C(u′1, v

′
1), u′2),(2.22)

C(u2, C(u1, v1)) ≡1
X C(u′2, C(u′1, v

′
1)).(2.23)

À nouveau, appliquant l’hypothèse de récurrence à (2.20) et (2.22), comme
C(C(C(v1, u1), v2), C(C(u1, v1), u2)) existe, on obtient

C(C(C(v1, u1), v2), C(C(u1, v1), u2))(2.24)

≡q−1
X C(C(C(v′1, u

′
1), v′2), C(C(u′1, v

′
1), u′2)),

C(C(C(u1, v1), u2), C(C(v1, u1), v2))(2.25)

≡p−1
X C(C(C(u′1, v

′
1), u′2), C(C(v′1, u

′
1), v′2)).
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Réunissant les relations (2.18), (2.19), (2.21), (2.23), (2.24) et (2.25), on
trouve C(u, v) ≡pX C(u′, v′) et C(v, u) ≡qX C(v′, u′). �

Notation 2.26 (relation ./X). Pour X inclus dans S∗ et v, v′ dans S∗,
on dit que v ./X v′ est vérifié s’il existe deux décompositions v = v0v1v2v3,
v′ = v′0v

′
1v
′
2v
′
3 et deux entiers q et r vérifiant

v0 ≡qX v′0, v3 ≡rX v′3, v1, v2, v
′
1, v
′
2 ∈ X

C(v1, v
′
1) existe, v2C(v1, v

′
1) y ε et v′2C(v′1, v1) y ε.

Lemme 2.27. Sous les hypothèses du lemme 2.14, la relation v ./X v′

entraîne vv′ y ε.

Démonstration. Avec les notations de 2.26, par le lemme 2.17, on a
d’abord v0v

′
0 y ε et v3v

′
3 y ε. On trouve alors

vv′ = v3 v2 v1 v0v
′
0v
′
1v
′
2v
′
3

y v3 v2 v1v
′
1v
′
2v
′
3

y v3 v2C(v1, v
′
1)C(v′1, v1)v′2v

′
3 y v3v

′
3 y ε. �

Lemme 2.28. Sous les hypothèses du lemme 2.14, les relations u ≡pX u′

et v ./X v′ entraînent soit C(u, v) ./X C(u′, v′) et C(v, u) ≡pX C(v′, u′), soit
que C(u, v) et C(u′, v′) ne sont pas définis.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur p. Pour
p = 0, la seule possibilité est u = u′ = ε, donc on a C(u, v) = v ./X v′ =
C(u′, v′) et C(v, u) = C(v′, u′) = ε. D’où le résultat.

Supposons p = 1. On fixe des décompositions v = v0v1v2v3, v′ = v′0v
′
1v
′
2v
′
3

comme dans la définition 2.26 et on pose u0 = u et u′0 = u′. Supposons que
C(u, v) existe. Alors, on définit de proche en proche uj = C(vj−1, uj−1) et
wj = C(uj , vj). Par hypothèse, on a u0 ≡1

X u′0, v0 ≡qX v′0 et u1 existe, donc,
par le lemme 2.17 (ii), les éléments u′1 = C(v′0, u

′
0) et w′0 = C(u′0, v

′
0) existent

et on a w0 ≡qX w′0 et u1 ≡1
X u′1.

Ensuite, v1 et v′1 sont dans X, donc il en est de même de C(v1, v
′
1) et

C(v′1, v1). Par hypothèse, on a v2C(v1, v
′
1) y ε, donc, par le lemme 2.17

appliqué à u2, v2 et C(v1, v
′
1), comme u3 existe, l’élément C(C(v1, v

′
1), u2)

existe et on a

u3C(C(v1, v
′
1), u2) y ε,(2.29)

w2C(u2, C(v1, v
′
1)) y ε.(2.30)

Comme (v′1, u1, v1) satisfait la condition du cube et que C(C(v1, v
′
1), u2)

existe, on a

(2.31) C(C(v1, v′1), u2)C(C(v′1, v1), C(v′1, u1)) y ε.

Comme tous les éléments de (2.29) et (2.31) sont dans X et que la rela-
tion uv y ε est transitive sur X, on en déduit que

(2.32) u3C(C(v′1, v1), C(v′1, u1)) y ε.
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Maintenant l’existence de C(v′1, u1) et la relation u1 ≡1
X u′1 impliquent, par

le lemme 2.14, que u′2 = C(v′1, u
′
1) et w′1 = C(u′1, v

′
1) existent et on a

(2.33) C(v′1, u1)u′2 y ε.

À nouveau l’existence de C(C(v′1, v1), C(v′1, u1)) et la relation (2.33) im-
pliquent, par le lemme 2.14, que C(C(v′1, v1), u′2) existe et on a

(2.34) C(C(v′1, v1), C(v′1, u1))C(C(v′1, v1), u′2) y ε.

Maintenant, par hypothèse, on a v′2C(v′1, v1) y ε, donc, par le lemme 2.17
appliqué à u′2, v′2 et C(v′1, v1), comme C(C(v′1, v1), u′2) existe, les éléments
u′3 = C(v′2, u

′
2) et w′2 = C(u′2, v

′
2) existent et on a

u′3C(C(v′1, v1), u′2) y ε,(2.35)

w′2C(u′2, C(v′1, v1)) y ε.(2.36)

Par les équations (2.32), (2.34) et (2.35) et la transivité de la relation uv y ε
dans X, on trouve u3u

′
3 y ε, et même u3 ≡1

X u′3 car u3 et u′3 appartiennent
à X par construction.

La condition du cube satisfaite par (u1, v
′
1, v1) et par (u′1, v1, v

′
1) et la

transitivité de X impliquent

w2C(w1, C(u1, v
′
1)) y ε,(2.37)

w′2C(w′1, C(u′1, v1)) y ε.(2.38)

De plus, comme on a u1 ≡1
X u′1, le lemme 2.14 entraîne d’abord C(u1, v′1)w′1 y

ε, d’où en utilisant (2.37), le lemme 2.14 à nouveau et la transitivité de uv
sur X,

(2.39) w2C(w1, w
′
1) y ε,

et, par un argument symétrique en utilisant(2.38),

(2.40) w′2C(w′1, w1) y ε.

On sait que u3 ≡1
X u′3 est vérifié et, par hypothèse, on a v3 ≡rX v′3. En

appliquant le lemme 2.17 (ii), comme w3 existe, on trouve

w3 ≡rX C(u′3, v
′
3) = w′3,(2.41)

u4 ≡1
X C(v′3, u

′
3) = u′4.(2.42)

Donc, par construction, on a C(u, v) = w0w1w2w3, C(u′, v′) = w′0w
′
1w
′
2w
′
3,

C(v, u) = u4 et C(v′, u′) = u′4. Alors, les relations w0 ≡rX w′0, (2.39), (2.40)
et (2.41) donnent C(u, v) ./X C(u′, v′) et (2.42) donne C(v, u) ≡1

X C(v′, u′).
D’où le résultat.

Pour finir, supposons p > 2. Donc on peut écrire u = u1u2, u′ = u′1u
′
2

avec u1 ≡1
X u′1 et u2 ≡p−1

X u′2. Supposons que C(u, v) existe, alors C(u1, v)
existe également. Donc, en appliquant l’hypothèse de récurrence à u1, u

′
1, v

et v′, on obtient

C(u1, v) ./X C(u′1, v
′),(2.43)
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C(v, u1) ≡1
X C(v′, u′1).(2.44)

Ensuite, en utilisant (2.43) et le fait que C(u2, C(u1, v)), l’hypothèse de
récurrence appliquée à u2, v2, C(u1, v) et C(u′1, v

′) donne

C(u2, C(u1, v)) ./X C(u′2, C(u′1, v
′)),(2.45)

C(C(u1, v), u2) ≡p−1
X C(C(u′1, v

′), u′2).(2.46)

La relation (2.45) est C(u, v) ./X C(u′, v′). De Surcroît, la concaténation
de (2.44) et (2.46) donne C(v, u) ≡pX C(v′, u′). D’où le résultat. �

On peut maintenant démontrer la proposition 2.8.

Démonstration de la proposition 2.8. Supposons d’abord que le
retournement à droite est complet pour la présentation (S,R). Alors, d’après
la proposition 1.24, la condition du cube est satisfaite pour tout triplet de S∗,
donc, en particulier, pour tout triplet de Ŝ.

Réciproquement, on suppose que la condition du cube à droite est vraie
pour tout triplet d’éléments deux à deux distincts de Ŝ. Par le lemme 1.25, la
condition du cube à droite est donc vraie pour tout triplet d’éléments de Ŝ.
D’après le lemme 2.7, il suffit de montrer que u ≡ u′ et v ≡ v′ entraînent soit
C(u, v) ≡ C(u′, v′) et C(v, u) ≡ C(v′, u′), soit C(u, v) et C(u′, v′) ne sont pas
définis. On suppose que C(u, v) existe. Puisque ≡ est transitive, il suffit de le
montrer dans le cas où on utilise exactement une relation de R pour passer de
uv à u′v′. Donc on suppose que u = u′ et que v′ est obtenu de v en utilisant
une relation de R, c’est-à-dire en remplaçant un facteur sw par tw′ tel que
sw = tw′ est une relation de R (le cas v = v′ et u′ obtenu de u en utilisant une
relation de R est symétrique). On a donc des décompositions v = v0swv3 et
v′ = v0tw

′v3. Soient p, q et r les longueurs des mots u, v0 et v3. Par hypothèse,
S est inclus dans Ŝ, donc u = u′ entraîne u ≡p

Ŝ
u′ et, de même, on a v0 ≡q

Ŝ
v0

et v3 ≡rŜ v3, et, par conséquent, on a v ./
Ŝ
v′ par définition. Comme C(u, v)

existe, par le lemme 2.28, on obtient C(u, v) ./
Ŝ
C(u, v′) et C(v, u) ≡p

Ŝ

C(v′, u). Maintenant, le lemme 2.17 (i) implique C(v, u)C(v′, u) y ε d’où
C(v, u) ≡ C(v′, u). De même, le lemme 2.27 implique C(u, v)C(u, v′) y ε
d’où C(u, v) ≡ C(u, v′). �

3. Un nouveau critère de terminaison

Avec la proposition 1.32, on a vu que, dans le cas d’une présentation par
des relations courtes, le problème de terminaison du retournement est facile :
en particulier, il est décidable algorithmiquement en temps fini. Dans le cas
général, il n’en est plus de même : partant d’un mot signé w, si le retour-
nement à partir de w réussit ou bloque, on peut le montrer en construisant
étape par étape la suite des retournements menant au mot terminal, mais,
si le retournement à partir de w ne termine pas, il n’y a a priori aucun
moyen de le savoir : constater qu’on n’a pas atteint un mot terminal après
un nombre fini N d’étapes ne constitue pas une preuve de non-terminaison.
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On va établir ici un résultat permettant de résoudre le problème quand la
clôture par complément est explicitement connue — en particulier quand elle
est finie. Le principe général pour ce faire est, supposant qu’on part d’une
présentation (S,R) et que S′ est un ensemble de mots de S∗ incluant S
et clos par complément, de construire une nouvelle présentation (S′, R′) du
monoïde 〈S |R〉+ dont les relations sont courtes.

3.1. Les présentations (S′, R′). Dans la suite, on va travailler avec
deux alphabets simultanément, l’un inclus dans l’autre. Pour faire cela pré-
cisément, on fixe des notations convenables.

Notation 3.1 (mots w et dev(w)). Si S est un alphabet et si S′ est un
ensemble de S-mots incluant S, on associe à chaque élément u de S′ (qui est
un S-mot) une copie disjointe notée u et on note S′ l’ensemble de ces copies.
Pour tout S-mot w = s1s2...sk, on pose w := s1 · s2 · ··· · sk. Dans l’autre
direction, si w est un S′-mot, on note dev(w) le S-mot obtenu en remplaçant
chaque lettre u de w par la valeur de u comme S-mot (“développement de u”).

On étend les correspondances ci-dessus aux mots signés de la façon évi-
dente. Par définition, pour tout S-mot signé w, on a dev(w) = w. Dans les
exemples de S′-mot, on séparera toujours par un point les lettres successives :
par exemple, le S′-mot ab, de longueur 1, doit être distingué du S′-mot a ·b,
de longueur 2. Noter que tout ceci s’applique typiquement au cas où S′ est
la clôture Ŝ de S par complément à droite.

Si (S,R) est une présentation de monoïde et si S′ est un ensemble de
S-mots, on peut utiliser S′ comme un nouvel alphabet et définir une nouvelle
présentation, dont on verra qu’elle est en un sens équivalente à (S,R). Le
point important ici est que, si S′ est clos par retournement à droite, alors la
nouvelle présentation n’a que des relations courtes.

Définition 3.2 (relations Rel(S,R, S′)). Si (S,R) est une présentation
complémentée à droite et si S′ est un ensemble de mots de S∗ incluant S et
clos par complément à droite, on note Rel(S,R, S′) l’ensemble des relations
u · v′ = v · u′ avec u, v dans S′ et u′ = CR(v, u) et v′ = CR(u, v), dans le cas
où ces derniers existent.

Convention 3.3. Pour alléger l’écriture, on fait la convention que, dans
la situation d’une présentation initiale (S,R) et d’un ensemble de mots
noté S′, on écrit R′ pour Rel(S,R, S′).

Noter que l’hypothèse que S′ est clos par complément à droite est néces-
saire pour que, dans la définition 3.2, les mots CR(v, u) et CR(u, v) appar-
tiennent à S′.

Exemple 3.4. Dans le contexte de l’exemple 2.6, c’est à dire

S = {a, b, c} et R = {aba = bab, aca = cac, bcb = cbc},
on a vu qu’on a S′ = {a, b, c, ab, ba, ac, ca, cb, bc, ε}, et on trouve

R′ = {a · ba = b · ab, a · ca = c · ac, a · b = ab, a · ba = ba · b, a · c = ac,
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a · ca = ca · c, b · cb = c · bc, b · ab = ab · a, b · a = ba, b · cb = cb · c,
b · c = bc, c · ac = ac · a, c · a = ca, c · b = cb, c · bc = bc · b,
ab · a = ba · b, ab · cb = ac · bc, ba · ca = bc · ac, ac · a = ca · c,
ca · ba = cb · ab, cb · c = bc · b}.

Désormais, on suppose toujours que les présentations (S,R) considérées
sont complémentées à droite. Si w est un S′-mot, on n’a pas nécessairement
w = dev(w) ; par contre, on a :

Lemme 3.5. Pour tout S′-mot w, on a [w] = [dev(w)] où l’on rappelle
que [w] est la classe d’équivalence de w par rapport à ≡R′.

Démonstration. Soit w un S′-mot. Alors il existe u1, ... , ur dans S′
vérifiant w = u1 · ... · ur. On a donc dev(w) = u1 ···ur. Il suffit donc de
montrer que, pour tout 1 6 i 6 r, si on note ui = si1 ···sip , on a [ui] =
[si1 · ... · sip ]. Soit u un élément de S′, on note u = s1 ···sp sa décomposition
en S-lettres, montrons par récurrence sur p que [u] = [s1 · ... · sp] est vrai. Or
on a s1u y s2 ···sp, d’où CR(s1, u) = s2 ···sp et CR(u, s1) = ε. Dans R′, on
a donc une relation s1 · CR(s1, u) = u. Ceci implique [u] = [s1 · CR(s1, u)].
Maintenant, CR(s1, u) est un élément de S′ de longueur p−1, donc appliquer
l’hypothèse de récurrence à CR(s1, u) donne [CR(s1, u)] = [s2 · ... · sp], d’où
[u] = [s1 · CR(s1, u)] = [s1 · ... · sp]. �

En pratique, pour simplifier, on notera souvent S′ pour S′, même si,
pour les exemples concrets de mots, on continuera de souligner les lettres
pour éviter les ambiguïtés. Quoique facile, le résultat suivant est important :

Proposition 3.6 (présentations). Si (S,R) est une présentation com-
plémentée à droite et si S′ est un ensemble de S-mots incluant S et clos par
R-complément à droite, la présentation (S′, R′) est complémentée à droite,
elle ne contient que des relations courtes, et on a 〈S′ |R′〉+ ' 〈S |R〉+.

Démonstration. Tout d’abord, la présentation (S′, R′) est complé-
mentée à droite, puisque le (S,R)-retournement est déterministe et donc,
pour tous u, v dans S′, il existe au plus un couple de S-mots (u′, v′) vérifiant
uv yR v

′u′.
Puis, R′ est l’ensemble des relations u · v′ = v · u′ pour u, v dans S′

et u′ = CR(v, u) et v′ = CR(u, v). Donc R′ ne contient que des relations
courtes.

Puisque S∗ est un monoïde libre, l’application de S dans 〈S′ |R′〉+ qui
envoie chaque lettre s sur [s] (qui est s) se prolonge en un homomorphisme

φ∗ : S∗ −→ 〈S′ |R′〉+,
et une induction directe donne φ∗(w) = [w] pour tout w dans S∗.

Supposons que u = v est une relation de R. Par hypothèse, u et v ne
sont pas vides, et on peut écrire u = su′ et v = tv′ avec s, t dans S et
u′, v′ dans S∗. Par définition, on a u′ = CR(s, t), v′ = CR(t, s), et u′ et v′
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appartiennent à S′ car S est inclus dans S′, et S′ est clos par complément à
droite. Donc s ·u′ = t · v′ est une relation de R′ et on a φ∗(u) = φ∗(v). De là,
inductivement, il résulte que, si w et w’ sont deux S-mots ≡R-équivalents,
alors on a φ∗(w) = φ∗(w′).

Par conséquent, φ∗ se factorise par la projection canonique de S∗ sur le
monoïde 〈S |R〉+, et induit un morphisme de monoïde

(3.7) φ : 〈S |R〉+ −→ 〈S′ |R′〉+,
qui, par construction, envoie [w] sur [w] pour tout S-mot w.

De même, puisque (S′)∗ est un monoïde libre, l’application de S′ dans
le monoïde 〈S |R〉+ qui envoie chaque lettre u sur [dev(u)], qui est [u], se
prolonge en un homomorphisme

ψ∗ : (S′)∗ −→ 〈S |R〉+,
et une induction directe donne ψ∗(w) = [dev(w)] pour tout w dans S′∗.

Supposons que u · v′ = v · u′ est une relation de R′. Par définition, on a
v′ = CR(u, v) et u′ = CR(v, u), d’où

ψ∗(u · v′) = [uv′] = [uCR(u, v)] = [vCR(v, u)] = [vu′] = ψ∗(v · u′).
De là, inductivement, il résulte que, si w et w’ sont deux S′-mots ≡R-
équivalents, alors on a ψ∗(w) = ψ∗(w′). Par conséquent, ψ∗ se factorise
par la projection canonique de S′∗ sur 〈S′ |R′〉+ et induit un morphisme de
monoïde

(3.8) ψ : 〈S′ |R′〉+ −→ 〈S |R〉+,
qui, par construction, envoie [w] sur [dev(w)] pour tout S′-mot w.

Les définitions explicites et le lemme 3.5 montrent que les morphismes φ
de (3.7) et ψ de (3.8) sont inverses l’un de l’autre, et sont donc des isomor-
phismes. �

Puisque la présentation (S′, R′) ne contient que des relations courtes, elle
est éligible à la proposition 1.32, et celle-ci implique donc directement :

Lemme 3.9. Si (S,R) est une présentation complémentée à droite et si
S′ est un sous-ensemble de S∗ incluant S et clos par R-complément à droite,
le R′-retournement termine toujours.

C’est ce point qu’on va exploiter dans la suite.

3.2. Comparaison des retournements. Dans le contexte précédent,
on a deux présentations (S,R), (S′, R′), toutes deux complémentées à droite,
pour le même monoïde. Il est donc naturel de comparer les retournements
associés.

Exemple 3.10. Considérons d’abord la présentation standard (1.5) du
monoïde d’Artin-Tits de type Ã2. On a obtenu dans l’exemple 1.30

abc yR babac yR bacbacabcbc abc a,
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et le R-retournement ne termine pas. En revanche, on trouve

a · b · c yR′ ba · ab · c.
Or on n’a pas de relation de la forme ab · ... = c · ... dans R′, car les com-
pléments CR(ab, c) et CR(c, ab) ne sont pas définies. Donc ba · ab · c est
yR′-terminal et, cette fois, le R′-retournement de a · b · c bloque.

Avec la même présentation, considérons maintenant w := abbcabcc. La
figure 6 montre que le R-retournement se termine (en 17 étapes) en le mot

baacbacca cba cb,

tandis que le R′-retournement se termine (en 10 étapes) en le mot

ba · a · cb · ac · ac · ca · ab · bc,
et le premier est le développement du second.

L’exemple ci-dessus montre que passer du R-retournement au R′-retour-
nement permet de remplacer la non-terminaison par un blocage. On va mon-
trer que cette situation vaut dans tous les cas.

Dans tous les lemmes suivants, les démonstrations se font par induction
sur la taille des diagrammes, définie comme le nombre de carrés élémentaires.
Ce nombre est déterminé à partir de la suite des signes des étiquettes bordant
le diagramme. Formellement, on considère des suites (finies) de signes + et −,
et on note |~ε|+ (resp., |~ε|−) le nombre de + (resp., de −) dans une suite ~ε.

Définition 3.11 (domaine). Pour toute suite de signes ~ε = (ε1, ... , ε`)
finie, avec εi = ±, on appelle domaine de ~ε l’ensemble D(~ε) défini par

D(~ε) :=





∅ pour ~ε de la forme + ··· +−···−,
D(~ε′) ∪ {(i, j)} pour ~ε = ~ε1

_(−+)_~ε2, avec ~ε′ = ~ε1
_(+−)_~ε2

et i = |~ε1|+ et j = |~ε1|− + 1.

Par exemple, pour ~ε := +−+−−+−+, on trouve

D(~ε) = D(+ +−−−+−+) ∪ {(1, 1)}
= D(+ +−−+−−+) ∪ {(1, 1), (2, 3)}
= D(+ +−+−−−+) ∪ {(1, 1), (2, 3), (2, 2)}
= D(+ + +−−−−+) ∪ {(1, 1), (2, 3), (2, 2), (2, 1)}
= D(+ + +−−−+−) ∪ {(1, 1), (2, 3), (2, 2), (2, 1), (3, 4)}
= D(+ + +−−+−−) ∪ {(1, 1), (2, 3), (2, 2), (2, 1), (3, 4), (3, 3)}
= D(+ + +−+−−−) ∪ {(1, 1), (2, 3), (2, 2), (2, 1), (3, 4), (3, 3), (3, 2)}
= D(+ + + +−−−−) ∪ {(1, 1), (2, 3), (2, 2), (2, 1), (3, 4), (3, 3), (3, 2), (3, 1)}
= {(1, 1), (2, 3), (2, 2), (2, 1), (3, 4), (3, 3), (3, 2), (3, 1)}.

On associe maintenant à chaque mot signé une suite de signes.
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Figure 6. Comparaison du R et du R′-retournements du
mot a · b · b · c · a · b · c · c pour la présentation du monoïde
d’Artin–Tits de type Ã2.

Définition 3.12 (sign(w)). Si w est un mot signé, on note sign(w) la
suite définie par

sign(ε) := () et sign(w) :=

{
+_sign(w′) pour w = sw′,
−_sign(w′) pour w = sw′.

Par exemple, pour w = abcbc, on a sign(w) = +−−+ +.
Si le retournement d’un mot signé w réussit, il existe un diagramme de

retournement, fini mais éventuellement très compliqué et dont le nombre de
carrés ne peut pas être majoré a priori. On va montrer qu’on peut toujours
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(1, 1)• (2, 1)• •(3, 1)

•(2, 2) •(3, 2)

•(2, 3) •(3, 3)

•(3, 4)

Figure 7. Le domaine de la suite +−+−−+−+ possède
8 points, et le diagramme correspondant contient 8 carrés
élémentaires.

regrouper ces carrés en une grille régulière, de taille bornée, et dont les éti-
quettes des côtés appartiennent à la clôture des lettres par complément à
droite, formant une sorte de squelette pour le diagramme, sur le modèle de
la figure 8. La démonstration formelle repose sur le lemme 1.9, qui permet
de découper un diagramme de retournement.

Lemme 3.13. Supposons que (S,R) est une présentation complémentée
à droite, que S′ est un ensemble de mots de S∗ incluant S et clos par R-
complément à droite, et qu’on a w yR w′ = vu avec u, v dans S∗. Alors il
existe des S-mots ui,j , vi,j de S′, pour 0 6 i 6 p et 0 6 j 6 q avec p et q le
nombre de + et de − dans sign(w), vérifiant

w′ = v0,0v1,0 ···vp−1,0up,1 up,2 ···up,q
et, pour tout (i, j) dans D(sign(w)), ui,jvi,j y vi,j−1ui+1,j.

Démonstration. On montre le résultat par induction sur l’entier n :=
#D(sign(w)). Supposons n = 0. Par définition, sign(w) est de la forme + ···+
−···− et w est un S-mot positif-négatif que l’on note w = sk1 ...skpskp+1 ...skp+q .
Donc le seul retournement possible de w est w y0 w et on a w = vu. On
pose

vi,0 = ski+1
, pour 0 6 i 6 p− 1, et up,j = skp+j

pour 1 6 j 6 q.

On trouve alors w = v0,0v1,0 ···vp−1,0up,1 up,2 ···up,q, ce qui donne le résultat.
Supposons n > 1. Alors il existe k avec 1 6 k 6 p+q vérifiant sign(w)[k] =

− et sign(w)[k + 1] = +. Donc on a w = w′′stw′′′ avec

sign(w′′) = sign(w)[1] ··· sign(w)[k − 1]

sign(w′′′) = sign(w)[k + 2] ··· sign(w)[p+ q].

Par le lemme 1.9 appliqué à w y vu avec w1 = w′′st et w2 = w′′′, il existe
dans S∗ des décompositions u = u1u2, v = v1v2 et u0, v0 ∈ S∗ satisfaisant
w1 y v1u0, w2 y v0u1 et u0v0 y v2u2. À nouveau par le lemme 1.9 appliqué
à w1 = w′′st y v1u0 avec la décomposition w1 = w′1w

′
2 pour w′1 = w′′ et
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w′2 = st, il existe des décompositions u0 = u′1u
′
2, v1 = v′1v

′
2 et u′0, v′0 ∈ S∗

satisfaisant w′′ y v′1u
′
0, st y v′0u

′
1 et u′0v

′
0 y v′2u

′
2. Or, s et t appartiennent

à S′ et S′ est clos par complément à droite, donc v′0 et u′1 appartiennent à S′.
On pose

w0 := w′′v′0u
′
1w
′′′.

Par définition de w0, on trouve

sign(w) = sign(w′′)_−+_sign(w′′′) et sign(w0) = sign(w′′)_+−_sign(w′′′),

d’où #D(sign(w0)) = n−1. Par l’hypothèse de récurrence appliquée à w0 y
w′, il existe des S-mots ui,j , vi,j de S′, pour 0 6 i 6 p et 0 6 j 6 q, vérifiant
w′ = v0,0v1,0 ···vp−1,0up,1 up,2 ···up,q et, pour tout (i, j) dans D(sign(w0)),
ui,jvi,j y vi,j−1ui+1,j .

Maintenant, on pose p′′ = |sign(w)′′|+, q′′ = |sign(w)′′|− + 1 et

up′′,q′′ = s et vp′′,q′′ = t.

Donc il existe des S-mots ui,j , vi,j de S′, pour tout (i, j) dans D(sign(w)),
vérifiant ui,jvi,j y vi,j−1ui+1,j . �
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Figure 8. Le diagramme de R-retournement de abbcabcc est
inscrit dans une grille dont les côtés sont étiquetés par des élé-
ments de S′. On a par exemple u1,1 = ab, v2,1 = ac et u5,3 =
bc.

On peut maintenant énoncer le résultat principal de comparaison des R-
et R′-retournements :

Proposition 3.14 (comparaison). Si (S,R) est une présentation com-
plémentée à droite et S′ est un ensemble de mots de S∗ incluant S et clos par
R-complément à droite, alors, pour tout S-mot signé w, si le R-retournement
de w réussit, le R′-retournement de w réussit aussi. Réciproquement, pour
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tout S′-mot signé w, si le R′-retournement de w réussit, alors le R-retourne-
ment de dev(w) réussit.

Démonstration. Soit w un S-mot signé tel que w se R-retourne en
vu. Soit p et q le nombre de + et de − dans sign(w), c’est-à-dire le nombre
de lettres positives et négatives dans w. Par le lemme 3.13, il existe, pour
0 6 i 6 p et 0 6 j 6 q, des S-mots ui,j et vi,j , qui sont dans S′ et vérifient

u = up,q ···up,1, v = v0,0 ···vp−1,0,

et, pour tout (i, j) dans D(sign(w)),

(3.15) ui,jvi,j yR vi,j−1ui+1,j .

Par définition, chaque relation de (3.15) implique

(3.16) ui,j · vi,j yR′ vi,j−1 · ui+1,j .

d’où, par définition du R′-retournement,

(3.17) w yR′ v0,0 · ··· · vp−1,0 · up,1 · ··· · up,q.
Par conséquent, le R′-retournement de w réussit.

Réciproquement, on montre par induction sur le nombre d’étapes de
retournement m que, si w est un S′-mot signé et que w se R′-retourne
en w′, alors dev(w) se R-retourne en dev(w′). Pour m = 0, on a w′ = w
et dev(w′) = dev(w), et le résultat est vrai. Supposons m > 1. Alors il
existe w′′ vérifiant w y1

R′ w
′′ ym−1

R′ w′. Par construction, il existe des S′-
mots signés w1, w2 et des éléments u, v de S′ satisfaisant w = w1 · u · v ·
w2 et w′′ = w1 · CR(u, v) · CR(v, u) · w2. Par définition, on a dev(w′′) =

dev(w1)CR(u, v)CR(v, u)dev(w2), et donc dev(w) yR dev(w′′). Ensuite, par
hypothèse de récurrence,

w′′ ym−1
R′ w′ entraîne dev(w′′) yR dev(w′).

Par transitivité de yR, on déduit dev(w) yR dev(w′).
Par le résultat précédent appliqué au cas où w′ est un mot positif–négatif,

on obtient que, si un S′-mot signé w se R′-retourne en un mot R′-terminal
uv, alors le mot dev(w) se R-retourne en dev(uv), qui est dev(u)dev(v), un
S-mot signé R-terminal. �

3.3. Application à la terminaison. En égard à la trichotomie « réus-
sit/bloque/ne termine pas » et au lemme 3.9 qui exclut la non-terminaison
pour (S′, R′), la proposition 3.14 fournit un critère permettant de reconnaître
la terminaison grâce à l’étude du R′-retournement :

Proposition 3.18 (critère de terminaison II). Si (S,R) est une
présentation complémentée à droite et si S′ est un ensemble de mots de S∗
incluant S et clos par R-complément à droite, alors le R-retournement d’un
S-mot signé w termine si, et seulement si, le R′-retournement du S′-mot
signé w termine.
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Démonstration. Par la proposition 3.14, si le R-retournement de w
réussit, alors leR′-retournement de w réussit également. Si leR-retournement
de w bloque, alors le R′-retournement de w bloque également. Enfin, si le
R-retournement de w ne termine pas, le R′-retournement de w bloque. �

Le critère de la proposition 3.18 est utile, mais il n’entraîne pas au-
tomatiquement l’existence d’un algorithme décidant la terminaison du re-
tournement. En effet, le problème de la récursivité des ensembles S′ et R′,
c’est-à-dire l’existence d’un algorithme reconnaissant si un mot ou une paire
de mots est, respectivement, dans S′ ou dans R′, se pose. Même si on part
d’une présentation (S,R) finie, donc récursive, le problème est non trivial.
Typiquement, il se peut que l’ensemble S′ soit infini, et qu’on ne sache pas
le déterminer en pratique. Dans ce cas, il en est de même de R′, et on ne
peut rien conclure. Par contre, on peut noter :

Lemme 3.19. Si (S,R) est une présentation complémentée à droite, et
s’il existe un ensemble fini S′ incluant S et clos par R-complément à droite,
alors la présentation (S′, R′) est finie, donc récursive.

Démonstration. Si u et v sont des mots de S′, les seuls mots u′, v′
susceptibles de vérifier uv yR v

′u′ sont, par hypothèse, dans S′, et on peut
donc tester en temps fini la relation. �

Noter qu’il existe un ensemble fini S′ comme ci-dessus si, et seulement si,
la clôture Ŝ de S par R-complément à droite est finie, puisque, par définition,
elle est le plus petit tel ensemble. On peut donc énoncer :

Corollaire 3.20 (décidabilité). Si (S,R) est une présentation de mo-
noïde complémentée à droite et si la clôture de S par R-complément à droite
est finie, alors la terminaison du R-retournement est un problème décidable.

Démonstration. Par la proposition 3.18, et étant donné que le blocage
du R-retournement est décidable, la décidabilité de la terminaison du R-
retournement se réduit à celle du non-blocage du R′-retournement, qui est
décidable puisque, par le lemme 3.19, (S′, R′) est une présentation finie. �

Ce résultat de décidabilité s’applique donc en particulier aux présenta-
tions des exemples 1.30 (monoïde d’Artin–Tits de type Ã2) et 2.9 (monoïde
d’Artin–Krammer AK3).





Chapitre IV

Utilisation du retournement

Ce chapitre a pour but d’établir de nouveaux résultats, principalement à
l’étude du monoïde H+ qui est notre sujet principal, à l’aide de la méthode
du retournement décrite dans le chapitre III. Les principaux résultats obtenus
sont des propriétés de simplification, d’existence de multiples communs et de
ppcm (plus petit multiple commun), et des solutions au problème de mots.

Le chapitre est organisé en trois sections. Dans la section 1, on montre (il
s’agit souvent de rappels de résultats connus) comment le retournement peut,
d’une façon générale, être utilisé pour montrer de tels résultats dans le cas
d’une présentation quelconque, pour autant qu’il soit complet et décidable.
Dans les sections 2 et 3, on considère le cas particulier de la présentation (P)
du monoïde H+. Dans la section 2, on établit la complétude du retourne-
ment à droite, et on en déduit des résultats de simplifiabilité (proposition A
de l’introduction) et de ppcm conditionnel. Dans la section 3, on étudie la
terminaison du retournement à droite associé à (P) grâce à la construction
d’un ensemble (infini) de mots clos par complément à droite, et on en déduit
des résultats de décidabilité et de complexité algorithmique pour le problème
de mots et l’existence de multiples communs à droite (proposition B de l’in-
troduction). Enfin, dans un bref appendice final, on montre que le choix des
relations définissant le monoïde H+ n’est pas arbitraire, tout autre choix
pour les relations de longueur 3 sur le modèle de celles de (P) menant à un
retournement à droite non complet, donc essentiellement inutilisable.

1. Principes généraux

On rappelle d’abord quelques résultats généraux valables dès que le re-
tournement est complet et/ou terminant. Les démonstrations sont en géné-
ral faciles, et on les donne rapidement. On rappelle que, si (S,R) est une
présentation de monoïde, alors la congruence sur S∗ engendrée par R est
notée ≡R (ou parfois simplement ≡). Si u est un mot de S∗, l’élément du
monoïde 〈S |R〉+ qui est la classe d’équivalence de u vis-à-vis de ≡R est
notée [u]R, ou, simplement, [u].

1.1. Simplifiabilité. La première application du retournement est de
fournir un critère de simplifiabilité, problème en général délicat.

Proposition 1.1 (simplifiabilité). Si (S,R) est une présentation com-
plémentée à droite pour laquelle le retournement à droite est complet, le mo-
noïde 〈S |R〉+ est simplifiable à gauche.

77
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Démonstration. Soient s dans S et u, v dans S∗ satisfaisant su ≡R

sv. La complétude implique u ssv y ε. Le premier retournement se fait
forcément en ss. Or, comme on n’a pas de relation s... = s..., la suite de
retournement à partir de uv a nécessairement la forme

u ssv y uv y ··· y ε.

On a donc uv y ε, d’où u ≡R v. Donc su ≡R sv implique u ≡R v. Autrement
dit, dans le monoïde 〈S |R〉+, la relation s[u] = s[v] implique [u] = [v]. De
là, 〈S |R〉+ est simplifiable à gauche. �

Exemple 1.2. On a vérifié que le retournement à droite est complet pour
la présentation (I.2.2) du monoïde de tresses B+

∞. On déduit donc immédia-
tement que B+

∞ est simplifiable à gauche. La symétrie de la présentation
implique alors la simplifiabilité à droite sans nouvelle démonstration.

On a évidemment un résultat symétrique pour la simpliabilité à droite
en utilisant le retournement à gauche :

Proposition 1.3 (simplifiabilité). Si (S,R) est une présentation com-
plémentée à gauche pour laquelle le retournement à gauche est complet, le
monoïde 〈S |R〉+ est simplifiable à droite.

Par contre, aucun résultat notable n’est connu concernant l’utilisation du
retournement à droite pour établir des résultats de simplifiabilité à droite,
même dans des cas très bien compris comme celui des tresses. Voir [16] pour
quelques observations très partielles.

1.2. Multiples communs. Une autre application classique de la mé-
thode du retournement à droite est l’obtention de multiples communs à
droite, voire celle de ppcm.

D’abord, la proposition III.1.18 implique directement :

Lemme 1.4. Si (S,R) est une présentation de monoïde complémentée à
droite, et si le retournement du S-mot signé uv réussit, alors les éléments [u]
et [v] admettent un multiple à droite commun dans 〈S |R〉+.

Démonstration. En effet, uv yR v
′u′ implique uv′ ≡R vu

′, donc [uv′]
est multiple à droite de [u] et [v] dans 〈S |R〉+. �

Quand cette situation est générale, on déduit :

Proposition 1.5 (multiple commun). Si (S,R) est une présentation
de monoïde complémentée à droite pour laquelle le retournement à droite est
toujours terminant, alors le monoïde 〈S |R〉+ admet des multiples communs
à droite.

Remarque 1.6. Le résultat ci-dessus n’utilise pas vraiment l’hypothèse
que la présentation est complémentée : pour peu qu’on étende la définition
du retournement au cas d’une présentation sans ε-relation quelconque (voir
par exemple [21]), le résultat de la proposition 1.5 reste valable.
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Par contre, l’hypothèse de complémentation donne un résultat plus fort,
dans le cas où le retournement est complet :

Lemme 1.7. Si (S,R) est une présentation de monoïde complémentée à
droite pour laquelle le retournement à droite est complet, et si le retourne-
ment du S-mot signé uv réussit en menant au mot terminal v′u′, alors les
éléments [u] et [v] admettent dans 〈S |R〉+ un ppcm à droite, à savoir [uv′].

Démonstration. Supposons uv yR v′u′. On a vu dans le lemme 1.4
que [uv′] est multiple à droite de [u] et [v] dans 〈S |R〉+. Soit [u][v′′] = [v][u′′]
un multiple à droite commun quelconque à [u] et [v]. On a alors uv′′ ≡R

vu′′, d’où, par complétude, v′′ u v u′′ yR ε. Appliquant de façon répétée le
lemme III.1.10, on déduit l’existence de deux mots positifs u′′′, v′′′ vérifiant

uv y v′u′, u′u′′ y v′′′, v′′v′ y u′′′, et u′′′v′′′ y ε.

La proposition III.1.18 implique alors uv′′ ≡R uv
′u′′′, donc [uv′′] = [uv′] · [u′′′]

dans 〈S |R〉+ : tout multiple à droite commun à [u] et [v] est multiple à droite
de [uv′], et donc [uv′] est ppcm à droite de [u] et [v]. �

On rappelle qu’on dit qu’un monoïdeM admet des ppcm à droite condi-
tionnels si deux éléments quelconques de M qui ont au moins un multiple à
droite commun ont un ppcm à droite. Le lemme 1.7 entraîne :

Proposition 1.8 (ppcm conditionnels). Si (S,R) est une présenta-
tion de monoïde complémentée à droite pour laquelle le retournement à droite
est complet, alors le monoïde 〈S |R〉+ admet des ppcm à droite condition-
nels. De plus, l’opération partielle CR(−,−) calcule le complément à droite :
pour tous mots u, v de S∗, on a [u]\[v] = CR(u, v) quand il existe.

En rapprochant les propositions 1.5 et 1.8, on déduit

Corollaire 1.9 (ppcm). Si (S,R) est une présentation de monoïde
complémentée à droite pour laquelle le retournement à droite est complet et
toujours terminant, alors le monoïde 〈S |R〉+ admet des ppcm à droite.

Par ailleurs, on a rappelé dans la proposition I.1.24 que, dans un monoïde
noethérien à droite, l’existence de ppcm conditionnels implique celle des pgcd
à gauche. On peut donc énoncer :

Proposition 1.10 (pgcd). Si (S,R) est une présentation de monoïde
complémentée à droite, noethérienne à droite et pour laquelle le retournement
à droite est complet, alors le monoïde 〈S |R〉+ admet des pgcd à gauche ; plus
généralement, toute partie non vide de 〈S |R〉+ admet un pgcd à gauche.

Exemple 1.11. Comme rappelé dans l’exemple 1.2, le retournement à
droite est complet pour la présentation (I.2.2) de B+

∞, qui est trivialement
noethérienne. On en déduit que B+

∞ admet des ppcm à droite conditionnels et
des pgcd à gauche, puis, par symétrie, des ppcm à gauche conditionnels et des
pgcd à droite. Par contre, on n’a pas abordé la terminaison du retournement
pour (I.2.2) : les propriétés des éléments de Garside ∆n impliquent l’existence
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de multiples communs, donc celle de ppcm, mais celle-ci n’est pas obtenue
ici comme application du retournement.

1.3. Le problème de mots. Si le retournement est récursif, complet
et termine toujours, alors on va voir facilement qu’il fournit une solution au
problème de mots. Par contre, si le retournement ne termine pas toujours,
la question est plus délicate, mais on va voir que, s’il existe un ensemble de
mots clos par complément, alors on peut encore obtenir une solution.

Commençons par le cas où le retournement termine toujours.

Proposition 1.12 (problème de mots I). Si (S,R) est une présenta-
tion complémentée à droite récursive pour laquelle le retournement à droite
est complet et termine toujours, alors le problème de mots pour (S,R) est
décidable.

Démonstration. Dès lors que (S,R) est récursive, le retournement est
une relation récursive. Soient u, v deux mots de S∗. Par hypothèse, il existe
un mot y-terminal w satisfaisant uv y w. Comme le retournement est
complet, les mots u et v sont équivalents si, et seulement si, le mot w est
non vide. �

Pour ce qui est de la complexité de l’algorithme ainsi obtenu, tout dépend
de la longueur des relations de la présentation :

Proposition 1.13 (complexité I). Si (S,R) est une présentation com-
plémentée à droite finie ne contenant que des relations courtes et pour laquelle
le retournement à droite est complet, alors le problème de mots pour (S,R)
a une complexité en O(n2).

Démonstration. À nouveau, u ≡R v équivaut à uv yR ε. Dès lors que
toutes les relations de R sont courtes, si les mots u et v ont pour longueur p
et q, alors le diagramme de retournement de uv contient au plus pq carrés
non triviaux, et l’ensemble de la procédure requiert au plus O(max(p, q)2) ·
N étapes élémentaires, où N est une borne supérieure pour le coût en étapes
élémentaires d’un R-retournement uv pour u, v dans S. Si S, donc R, est fini,
la borne N est finie, et on obtient une borne supérieure quadratique. �

Lorsque S est infini, ou lorsque R contient des relations qui ne sont pas
courtes, même dans le cas où la longueur des mots est préservée, il est difficile
d’obtenir des bornes de complexité. Signalons l’existence d’une présentation
complémentée à droite, infinie mais pour laquelle le retournement est complet
et toujours terminant, et tel que la seule borne supérieure de complexité
pour le retournement, et de là pour le problème de mots associé, est une
tour d’exponentielles de hauteur exponentielle [19, chapitre VIII].

Les résultats de la section III.3 permettent d’obtenir de nouveaux énoncés
basés sur l’utilisation d’ensembles de mots clos par complément.

Proposition 1.14 (problème de mots II). Si (S,R) est une présen-
tation complémentée à droite, récursive et pour laquelle le R-retournement
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à droite est complet, et s’il existe un sous-ensemble récursif S′ de S∗ in-
cluant S, clos par R-complément à droite, et tel que la famille de relations
associée R′ est récursive, alors le problème de mots pour (S,R) est décidable.

Démonstration. Soient u, v deux S-mots. Alors u et v représentent
le même élément de 〈S |R〉+ si, et seulement si, le R-retournement de uv
termine avec le mot vide, donc, par la proposition III.3.14, si, et seulement
si, le R′-retournement du S′-mot signé u · v termine avec le mot vide. Par
construction, le R′-retournement termine toujours, donc, pour autant que R′
soit un ensemble récursif, la relation u · v yR′ ε est décidable. �

À nouveau, on n’en déduit pas directement de borne de complexité, sauf
dans le cas où la présentation (S′, R′) est finie — ce qui ne peut se produire
que si (S,R) est elle-même finie.

Proposition 1.15 (complexité II). Si (S,R) est une présentation
complémentée à droite pour laquelle le R-retournement à droite est com-
plet, et qu’il existe un ensemble fini S′ de mots de S∗ incluant S, clos par
R-complément, et tel que l’ensemble R′ associé est fini, alors le problème de
mots pour (S,R) a une complexité en O(n2).

Démonstration. L’argument est le même que pour la proposition 1.13 :
il s’agit cette fois d’évaluer la complexité de la relation « u·v yR′ ε », pour un
ensemble de relations R′ ne contenant que des relations courtes. Pour autant
que S′ et R′ soient récursifs, cela peut être fait en un nombre d’étapes borné
supérieurement par O(n2) ·N , où N est le coût maximal du R-retournement
de uv pour u, v dans S′. Si S′, donc R′, est fini, N est fini, et on obtient une
borne supérieure quadratique. �

Exemple 1.16. Considérons à nouveau la présentation (III.1.5) du mo-
noïde d’Artin-Tits de type Ã2. On a donné des exemples de couples de
mots (u, v) de S∗ pour lesquels le R-retournement de uv ne se termine pas, et
la proposition 1.12 ne permet pas de résoudre le problème de mots par retour-
nement. Mais, on a vu dans l’exemple III.2.6 que la clôture de S := {a, b, c}
par R-complément à droite est l’ensemble fini

S′ = Ŝ = {a, b, c, ε, ab, ba, ac, ca, bc, cb},
et on a donné la présentation (S′, R′) correspondante, qui est complémentée
à droite et n’a que des relations courtes. De plus, on a affirmé que le R-
retournement à droite est complet, et il résulte de la proposition III.3.14 qu’il
en est de même du R′-retournement. Par conséquent, la présentation (III.1.5)
est éligible au critère de la proposition 1.15, et tant la terminaison du R-
retournement que son problème de mots peuvent être résolus effectivement
en temps quadratique par R′-retournement.

Par exemple, pour u := abcacbab et v := bacbccbb, on trouve

u · v = b · a · b · c · a · c · b · a · b · a · c · b · c · c · b · b
yR′ b · a · b · c · a · c · b · ba · ab · a · c · b · c · c · b · b
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yR′ b · a · b · c · a · c · a · ab · a · c · b · c · c · b · b
yR′ b · a · b · c · a · ac · ca · ab · a · c · b · c · c · b · b
yR′ b · a · b · c · c · ca · ab · a · c · b · c · c · b · b
yR′ b · a · b · ca · ab · a · c · b · c · c · b · b
yR′ ··· yR′ b · ab · c · b · b :

il n’y a pas de relation de la forme ab · ... = c · ... dans R′. Donc le R′-
retournement de u · v bloque : par conséquent, le R-retournement de uv ne
termine pas, et u et v ne sont pas ≡R-équivalents.

Par contraste, pour u := abcacbab et v := bacbcabb, il vient

u · v = b · a · b · c · a · c · b · a · b · a · c · b · c · a · b · b
yR′ b · a · b · c · a · c · b · ba · ab · a · c · b · c · a · b · b
yR′ b · a · b · c · a · c · a · ab · a · c · b · c · a · b · b
yR′ b · a · b · c · a · ac · ca · ab · a · c · b · c · a · b · b
yR′ b · a · b · c · c · ca · ab · a · c · b · c · a · b · b
yR′ b · a · b · ca · ab · a · c · b · c · a · b · b
yR′ ··· yR′ ε :

le R′-retournement de u · v termine avec le mot vide. Par conséquent, il en
est de même du R-retournement de uv, et les mots u et v sont équivalents.

Exemple 1.17. Pour terminer, considèrons la présentation (I.2.2) du
monoïde de tresses B+

∞. Soit ∆n l’élément de B+
∞ défini inductivement par

les relations

∆1 = 1, ∆n = ∆n−1σn−1...σ2σ1 pour n > 2.

On sait, d’après [37, 38], que ∆n est ce qu’on appelle maintenant un élément
de Garside pour le monoïde B+

n . Notons Div(∆n) l’ensemble des diviseurs
(à gauche ou à droite, ils coïncident) de ∆n dans B+

∞ (ou dans B+
n ), et

soit S′ l’ensemble de tous les mots de tresses positifs représentant un élé-
ment d’au moins un des ensembles Div(∆n). Alors, S′ est infini, mais, pour
chaque entier n, l’ensemble S′∩{σ1, ... , σn−1}∗ est fini, car Div(∆n) est fini (à
n! éléments), et chaque élément de B+

∞ n’a qu’un nombre fini d’expressions.
L’ensemble S′ contient chacun des atomes σi, et il résulte des propriétés

élémentaires des éléments ∆n que S′ est clos par R-retournement à droite
(et à gauche). En notant que, pour tout n, l’ensemble des mots signés sur
{σ1, ... , σn−1} est clos par retournement, on peut appliquer localement la
proposition 1.15 à chacun des ensembles finis S′∩{σ1, ... , σn−1}∗, c’est-à-dire
considérer la présentation standard du monoïde B+

n , et résoudre en temps
quadratique le problème de mots associé par retournement.

On pourra noter que, pour n > 3, l’ensemble S′ ∩ {σ1, ... , σn−1}∗ n’est
pas la clôture de {σ1, ... , σn−1} par retournement : en effet, S′ ∩ {σ1, σ2}∗ a
7 éléments, à savoir ε, σ1, σ2, σ1σ2, σ2σ1, σ1σ2σ1, et σ2σ1σ2, alors que la clôture
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par complément à droite de {σ1, σ2} n’en a que 5, les mots σ1σ2σ1 et σ2σ1σ2

étant absents.
Quand on repasse au monoïde B+

∞, on en déduit la décidabilité du pro-
blème de mots par retournement, mais on n’a plus de borne supérieure de
complexité, car il faut prendre en compte le coût élémentaire de chaque étape
de R′-retournement, c’est-à-dire l’entier N de la démonstration de la propo-
sition 1.15, qui n’existe plus quand n croît indéfiniment. De fait, pour la
présentation (I.2.2) du monoïde B+

∞, la seule borne supérieure connue pour
la solution déduite de la méthode du retournement est en 2O(n) [29], avec une
borne inférieure prouvée en O(n4) [31]. Signalons qu’il existe des solutions
en O(n2) basée sur des approches topologiques [33, 34].

2. Le retournement pour H+ : complétude

On en vient à l’utilisation de la méthode du retournement pour l’étude
du monoïde H+ introduit au chapitre I par la présentation (P). Des résultats
partiels ont déjà été obtenus au chapitre II par l’utilisation d’un système de
réécriture, et il s’agit de voir si le retournement permet d’aller plus loin.

De façon très naturelle, on va étudier l’éventuelle complétude du retour-
nement à droite pour la présentation (P) dans une première section 2.1.
Comme celle-ci va s’avérer, on en tire dans la section 2.2 diverses applica-
tions suivant les principes généraux décrits dans la section 1. Enfin, dans
la section 2.3, on dit quelques mots du retournement à gauche pour (P), à
savoir qu’il est non complet, donc a priori sans grand intérêt.

2.1. La condition du cube à droite. On rappelle que le monoïde H+

est défini par la présentation (P) :

H+ :=

〈
θ1, θ2, ...

∣∣∣∣
θjθi = θiθj+1 pour j > i+ 2

θjθiθj = θiθjθi+3 pour j = i+ 1

〉+

.

Cette présentation de monoïde n’a pas de ε-relation et est complémentée
à droite, donc éligible pour le retournement à droite. De surcroît, les deux
familles de relations préservent la longueur, et donc la présentation est noé-
thérienne. D’autre part, on note que, pour chaque couple (i, j) avec i 6= j,
il existe dans la présentation une relation de la forme θi... = θj ... : il n’y a
donc jamais blocage du retournement, les seules possibilités étant succès ou
non-terminaison.

Par le critère de la proposition III.1.27, l’éventuelle complétude du re-
tournement pour (P) est donc ramenée à la vérification de la condition du
cube à droite pour les triplets de lettres deux à deux distinctes.

Lemme 2.1. Pour i, j, k deux à deux distincts, la condition du cube à
droite est vérifiée pour la présentation (P) en (θi, θj , θk).

Démonstration. On va considérer tous les triplets (θi, θj , θk) avec i, j, k
deux à deux distincts. Pour deux générateurs θi, θj distincts, le seul facteur
influant sur la relation entre θi et θj est la distance entre i et j, suivant
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qu’elle est égale à 1 ou non. Il en résulte qu’il n’y a qu’un nombre fini de
types de triplet à traiter.

On rappelle que la condition du cube pour (θi, θj , θk) est l’implication

(2.2) θi θk θk θj y u′ v′ =⇒ u′ θi θj v
′ y ε.

Supposons d’abord j > i+ 2 et k > j + 2. Utilisant les relations

θjθi = θiθj+1 θkθj = θjθk+1 θkθi = θiθk+1,

on trouve pour θi θk θk θj le retournement

θk+1 θj+1

θi

θk+1

θi

θj

θj

θk
θk

θi

soit u′ = θk+1θi et v′ = θk+1θj+1 dans (2.2). On trouve alors

θj+1

θk+1

θi

θj θk+1 θi

θj+1

θi
θk+2

θi

θj+1

θk+2

ce qui montre (2.2) dans ce cas. De même, pour (θi, θk, θj), on trouve

θj+1 θk+2

θi

θj

θi

θk+1

θk

θj
θj

θi

soit u′ = θjθi et v′ = θj+1θk+2, et on a alors
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θk+2

θj+1

θi

θk θj θi

θk+1

θi
θj+1

θi

θk+2

θj+1

donc (2.2). Enfin, pour (θj , θk, θi), on trouve

θi θk+2

θj+1

θi

θj+1

θk+1

θk

θi
θi

θj

soit u′ = θiθj+1 et v′ = θiθk+2 et on a alors

θk+2

θi

θj

θk θi θj+1

θk+1

θj
θi
θj+1

θk+2

θi

donc (2.2).
Supposons maintenant j = i+ 1 et k = j + 1. Utilisant les relations

θjθiθj = θiθjθj+2 θkθjθk = θjθkθk+2 θkθi = θiθk+1,

on trouve pour le cas de (θi, θj , θk) le retournement (à partir de mainte-
nant, on donne les suites de retournements sous forme de mots et non de
diagrammes)

θiθkθkθj y θk+1θi θkθj

y θk+1θiθjθkθk+2 θk

y θk+1θjθj+2θj θiθkθk+2 θk

y θk+1θjθj+2θjθk+1θi θk+2 θk

y θk+1θjθj+2θk+2θj θi θk+2 θk,

soit u′ = θkθk+2θiθj et v′ = θk+1θjθj+2θk+2 et on a alors

θk+2 θj+2 θj θk+1 θiθjθkθk+2θiθj y θk+2 θj+2 θj θk+1θjθj+2θj θiθkθk+2θiθj
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y θk+2 θj+2 θjθjθk+2θj+2θj θiθkθk+2θiθj

y θk+2 θj+2 θk+2θj+2θj θiθkθk+2θiθj

y θk+2 θj+2θj+2θk+2θk+4 θk+2 θj θiθkθk+2θiθj

y θk+2θk+2θk+4 θk+2 θj θiθkθk+2θiθj

y θk+4 θk+2 θj θiθkθk+2θiθj

y ··· y ε,

donc (2.2). De même, pour (θi, θk, θj), on trouve

θiθjθjθk y θjθj+2θj θi θjθk

y θjθj+2θj θiθkθk+2θk θj

y θjθj+2 θjθk+1θiθk+2θk θj

y θjθj+2θk+2θj θiθk+2θk θj

y θjθj+2θk+2θjθk+3θi θk θj

y θjθj+2θk+2θk+4θj θi θk θj ,

soit u′ = θjθkθiθj et v′ = θjθj+2θk+2θk+4. On trouve alors

θk+4 θk+2 θj+2 θj θiθkθjθkθiθj y θk+4 θk+2 θj+2 θjθk+1θiθjθkθiθj

y θk+4 θk+2 θj+2θk+2θj θiθjθkθiθj

y θk+4 θk+2θk+2θk+4θk+2 θj+2 θj θiθjθkθiθj

y θk+4θk+4θk+2 θj+2 θj θiθjθkθiθj

y θk+2 θj+2 θj θiθjθkθiθj

y ··· y ε,

donc (2.2). Enfin, pour (θj , θk, θi), on trouve

θjθiθiθk y θiθjθj+2 θj θiθk

y θiθjθj+2 θjθk+1θi

y θiθjθj+2θk+2θj θi

y θiθjθk+2θk+4θk+2 θj+2θj θi,

soit u′ = θiθjθj+2θk+2 et v′ = θiθjθk+2θk+4. On trouve alors

θk+4 θk+2 θj θi θjθkθiθjθj+2θk+2 y θk+4 θk+2 θj θiθkθk+2θk θjθiθjθj+2θk+2

y θk+4 θk+2 θjθk+1θiθk+2θk θjθiθjθj+2θk+2

y θk+4 θk+2θk+2θj θiθk+2θk θjθiθjθj+2θk+2

y θk+4 θj θiθk+2θk θjθiθjθj+2θk+2

y θk+4 θjθk+3θi θk θjθiθjθj+2θk+2

y θk+4θk+4θj θi θk θjθiθjθj+2θk+2
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y θj θi θk θjθiθjθj+2θk+2

y ··· y ε,

donc (2.2).
Supposons finalement j = i+ 1 et k > j + 1. Utilisant les relations

θjθiθj = θiθjθj+2 θkθj = θjθk+1 θkθi = θiθk+1,

on trouve pour le cas de (θi, θj , θk), le retournement

θiθkθkθj y θk+1θi θkθj y θk+1θiθjθk+1 y θk+1θjθj+2θj θi θk+1,

soit u′ = θk+1θiθj et v′ = θk+1θjθj+2. On trouve alors

θj+2 θj θk+1 θiθjθk+1θiθj y θj+2 θj θk+1θjθj+2θj θiθk+1θiθj

y θj+2 θjθjθk+2θj+2θj θiθk+1θiθj

y θj+2 θk+2θj+2θj θiθk+1θiθj

y θj+2θj+2θk+3 θj θiθk+1θiθj

y θk+3 θj θiθk+1θiθj

y θk+3 θjθk+2θiθiθj

y θk+3 θjθk+2θj

y θk+3θk+3θjθj y ε,

donc (2.2). De même, pour le triplet (θi, θk, θj), on trouve

θiθjθjθk y θjθj+2θj θi θjθk

y θjθj+2θj θiθk+1θj

y θjθj+2θjθk+2θi θj

y θjθj+2θk+3θj θi θj ,

soit u′ = θjθiθj et v′ = θjθj+2θk+3. On trouve alors

θk+3 θj+2 θj θiθkθjθiθj y θk+3 θj+2 θjθk+1θiθjθiθj

y θk+3 θj+2θk+2θj θiθjθiθj

y θk+3θk+3θj+2 θj θiθjθiθj

y θj+2 θj θiθjθiθj

y θj+2 θjθjθj+2θj θiθiθj

y θj+2θj+2θj θiθiθj

y θj θiθiθj y ε,

donc (2.2). Enfin, pour le triplet (θj , θk, θi), on trouve

θjθiθiθk y θiθjθj+2 θj θiθk

y θiθjθj+2 θjθk+1θi
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y θiθjθj+2θk+2θj θi

y θiθjθk+3θj+2 θj θi,

soit u′ = θiθjθj+2 et v′ = θiθjθk+3. On trouve alors

θk+3 θj θi θjθkθiθjθj+2 y θk+3 θj θiθk+1θjθiθjθj+2

y θk+3 θjθk+2θi θjθiθjθj+2

y θk+3θk+3θj θi θjθiθjθj+2

y θj θi θjθiθjθj+2

y θj θiθiθjθj+2 θjθjθj+2

y θjθjθj+2 θjθjθj+2

y θj+2 θjθjθj+2 y ε,

donc (2.2). Le cas j > i+ 1 et k = j+ 1 se traite comme le précédent. On se
convaincra facilement que tous les cas ont ainsi été traités. �

Par la proposition III.1.27, on déduit :

Proposition 2.3 (complétude). Le retournement à droite est complet
pour la présentation (P) du monoïde H+.

2.2. Applications I : simplifiabilité et ppcm. On a déjà noté dans
la proposition I.3.5 que le monoïde H+ est noethérien, que 1 est le seul
élémént inversible dans H+, et que les atomes sont les éléments θi.

Le résultat de complétude de la proposition 2.3 permet d’établir de nou-
velles propriétés en appliquant les résultats de la section 1.

Proposition 2.4 (simplifiabilité I). Le monoïde H+ admet la simpli-
fication à gauche.

Démonstration. Une application directe de la proposition 1.1, puisque,
par la proposition 2.3, le retournement à droite est complet pour la présen-
tation (P) de H+. �

On verra ci-dessous dans la section 2.3 que le retournement à gauche ne
permet pas d’établir un résultat symétrique pour la simplification à droite.
Mais c’est là qu’on peut appliquer le résultat démontré au chapitre II par
utilisation d’un système de réécriture.

Proposition 2.5 (simplifiabilité II). Le monoïde H+ admet la sim-
plification à droite.

Démonstration. On applique le résulat de simplifiabilité condition-
nelle de la proposition II.3.31 : si le monoïde H+ admet la simplification à
gauche, alors il admet aussi la simplication à droite. Par la proposition 2.4,
la prémisse est vraie, et il en est donc de même de la conclusion. �
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La proposition A de l’introduction est donc établie : le monoïde H+ est
simplifiable des deux côtés.

Continuant avec les applications de la complétude du retournement à
droite, on obtient :

Proposition 2.6 (ppcm conditionnels). Le monoïde H+ admet des
plus petits multiples communs à droite conditionnels : deux éléments g et h
qui ont un multiple commun à droite ont un ppcm à droite.

Démonstration. On applique la proposition 1.8. �

Il est naturel de se demander ici si l’hypothèse d’existence de multiple
commun peut être omise. La réponse, négative, est une autre application de
la complétude du retournement à droite.

Lemme 2.7. Pour tout i, les retournements de θi+1θiθi+2 et θi+2 θiθi+1

ne terminent pas.

Démonstration. Soit w := θi+1θiθi+2. On trouve

θi+1θiθi+2 y θiθi+1θi+3 θi+1θi+2 y θiθi+1θi+3θi+2θi+4θi+2 θi+1,

d’où l’existence de deux mots positifs u := θiθi+1 et v := θi+1θi+2 vérifiant

w y u · dec2(w) · v,
et, de là inductivement,

w y u · dec2(u) · ··· · dec2p−1(u) · dec2p(w) · dec2p−1(v) · ··· · dec2(v) · v
pour tout p > 0. On ne peut donc jamais atteindre un mot terminal. La
démonstration est similaire pour θi+2 θiθi+1. �

Proposition 2.8 (pas de multiple commun I). Pour tout i, les élé-
ments θi+1 et θiθi+2 de H+ n’ont pas de multiple commun à droite.

Démonstration. Le retournement à droite étant complet pour la pré-
sentation de H+, si les éléments θi+1 et θiθi+2 avaient un multiple commun
à droite, le retournement à droite le détecterait, au sens où le retournement
du quotient θi+1θiθi+2 se terminerait, ce qui, par le lemme 2.7, n’est pas le
cas. �

Donc, par exemple, θ2 et θ1θ3 n’ont pas de multiple à droite commun
dansH+ — alors que, d’après la présentation, deux atomes θi quelconques en
ont toujours un. Le résultat de la proposition 2.6 est donc optimal concernant
les multiples communs à droite.

On termine avec l’existence de diviseurs communs. Cette fois, le résultat
est sans restriction :

Proposition 2.9 (pgcd). Le monoïde H+ admet des pgcd à gauche ;
plus généralement, toute partie non vide de H+ admet un pgcd à gauche.

Démonstration. On applique la proposition 1.10. �



90 IV. UTILISATION DU RETOURNEMENT

2.3. Le retournement à gauche. On rappelle que le retournement à
gauche xest la contrepartie du retournement à droite dans laquelle on rem-
place un facteur positif–négatif de longueur deux ts par des mots négatifs–
positifs vu tel que ut = vs est une relation de la présentation considérée. Il
est défini pour les présentations (S,R) complémentées à gauche, c’est-à-dire
sans ε-relation ni relation us = vs avec u 6= v et telles que, pour s 6= t
dans S, il existe au plus une relation ut = vs dans R.

Considérer le retournement à gauche pour la présentation (P) du mo-
noïde H+ a du sens. En effet :

Lemme 2.10. La présentation (P) est complémentée à gauche.

Démonstration. Supposons i < j. Pour j = i + 1, il n’y a aucune
relation ...θi = ...θj dans (P). Pour j = i + 2, il n’y a aucune relation
...θi = ...θj dans (P) dans le cas i = 1, et il y a exactement une relation
...θi = ...θj dans (P) pour i > 2, à savoir la relation θiθi−1θi = θi−1θiθi+2.
Enfin, pour j > i+ 3, il y a exactement une relation ...θi = ...θj dans (P), à
savoir la relation θj−1θi = θiθj . Donc, dans tous les cas, il y a au plus une
relation ...θi = ...θj dans (P). �

Le retournement à gauche permet donc toujours, lorsqu’il se termine, de
construire des multiples communs à gauche. Par contre, on sait qu’on ne peut
tirer de conclusion intéressante du retournement que lorsque celui-ci détecte
toutes les équivalences, à savoir lorsqu’il est complet. Or, dans le cas de la
présentation (P), cette condition est en défaut :

Proposition 2.11 (non-complétude). Le retournement à gauche n’est
pas complet pour la présentation (P).

Démonstration. Par la contrepartie de la proposition III.1.27, il suffit
de trouver un triplet de générateurs tel que la condition du cube à gauche
soit fausse. Considérons le triplet (θ5, θ7, θ3). On trouve

θ5θ3θ3θ7

xθ3 θ2θ3θ2θ3θ7

xθ3 θ2θ3θ2θ6θ3

xθ3 θ2θ3θ5θ2θ3

xθ3 θ2 θ2 θ3θ2θ3θ2θ3,

et il s’agirait de montrer que le mot signé θ3θ2θ2θ3θ5θ7 θ3 θ2 θ3 θ2 se retourne
à gauche en le mot vide. Or on trouve

θ3θ2θ2θ3θ5θ7 θ3 θ2 θ3 θ2

xθ3θ2θ2θ3θ4 θ5θ4θ5θ3 θ2 θ3 θ2,

et le retournement bloque faute de relation de la forme ...θ3 = ...θ4 dans
la présentation. La condition du cube à gauche est donc en défaut pour le
triplet (θ5, θ7, θ3), et le retournement à gauche ne peut être complet. �

Plus généralement, on peut vérifier, pour tout i > 1, le non-retournement

θiθi−1θi−1θiθi+2θi+4 θi θi−1 θi θi−1 6 xε,
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alors que, par retournement à droite, on voit que les mots θiθi−1θi−1θiθi+2 et
θi−1θiθi−1θiθi+4 sont ≡-équivalents : on a ainsi un exemple explicite d’équi-
valence non détectée par le retournement à gauche.

Remarque 2.12. Puisque toute obstruction à la condition du cube donne
une équivalence non détectée par retournement, on peut, sans changer le
monoïde associé, ajouter à la présentation initiale cette équivalence comme
relation supplémentaire, et montrer qu’au moins une obstruction à la com-
plétude a été effacée. Dans [21], on donne des exemples où cette procédure,
éventuellement itérée, peut mener à une présentation enrichie pour laquelle le
retournement est complet. Si on tente cette approche ici, et que, par exemple,
on ajoute à la présentation la relation θiθi−1θi−1θiθi+2 = θi−1θiθi−1θiθi+4,
on obtient une nouvelle présentation qui sort du cadre des présentations
complémentées, et il est douteux qu’on puisse espérer une complétude du
retournement (même étendu au cas non complémenté comme dans [21]).

Notons qu’il est faux que H+ admette toujours des multiples communs à
gauche (noter que le résultat reprend et étend celui de la proposition II.3.30,
sauf pour le cas de θ1 et θ3 auquel il ne s’applique pas) :

Proposition 2.13 (pas de multiple commun II). Pour tout i, les
éléments θi et θi+1 de H+ n’ont pas de multiple commun à gauche.

Démonstration. Supposons qu’on a aθi = bθi+1 dans H+. Utilisant la
projection π de H+ sur le monoïde de Thompson F+ (proposition I.3.26),
on déduit π(a)ai = π(b)ai+1 dans F+. Or on vérifie facilement (toutes les
relations sont courtes, et il n’existe qu’un seul type) que le retournement à
droite et le retournement à gauche sont complets pour la présentation (I.2.8)
du monoïde F+. Comme il n’existe pas de relation ...ai = ...ai+1 dans (I.2.8),
on en déduit que ai et ai+1 n’ont pas de multiple à gauche commun dans F+.
De là, π(a)ai = π(b)ai+1 est impossible dans F+, donc aθi = bθi+1 est
impossible dans H+. �

Par contre, faute de complétude du retournement à gauche, les questions
suivantes restent ouvertes :

Question 2.14. Le monoïde H+ admet-il des ppcm à gauche condition-
nels ? Admet-il des pgcd à droite ?

L’existence de réponses positives à ces questions dans le monoïde F+,
projection de H+, ne suffit pas à y répondre dans H+.

3. Le retournement pour H+ : terminaison

Le second problème naturel pour le retournement à droite associé à la
présentation (P) du monoïde H+ est celui de la terminaison. Comme le
retournement est complet, on sait que la question équivaut à l’existence de
multiples communs à droite. On a vu dans la proposition 2.8 que, même si
deux atomes de H+ ont toujours un multiple commun à droite, il existe des
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paires d’éléments de H+ sans multiple commun à droite, et donc la question
est certainement non triviale — tout comme elle est non triviale pour le cas
du monoïde de tresses B+

∞.
Le principal résultat de cette section est l’existence d’un algorithme dé-

cidant l’existence de multiples communs à droite et les calculant lorsqu’ils
existent — ce qui est le plus qu’on puisse espérer. De façon équivalente,
il s’agit d’obtenir une méthode décidant la terminaison du retournement à
droite pour (P), et, pour cela, on va utiliser la méthode décrite dans la sec-
tion III.3, à savoir identifier un ensemble de mots clos par complément à
droite.

La section est divisée est divisée en trois sous-sections. Dans la sec-
tion 3.1, on décrit explicitement un ensemble de mots clos par complément à
droite vis-à-vis de la présentation (P). Puis, dans la section 3.2, on utilise cet
ensemble pour répondre aux questions sur la terminaison du retournement et
l’existence de multiples communs à droite. Enfin, la section 3.3, on observe
que le retournement à gauche termine toujours : cela répond à une question
naturelle, mais le résultat est de portée limitée puisque le retournement à
gauche n’est pas complet, et donc le fait qu’il se termine ne dit pas grand
chose sur l’existence de multiples communs à gauche en général.

3.1. Un ensemble clos par complément. On cherche à identifier un
ensemble de mots Θ′ sur l’alphabet Θ qui inclue Θ et soit clos par complé-
ment à droite associé à (P). Si on pense au cas du monoïde B+

∞, le problème
est analogue à trouver un ensemble de mots clos par complément pour la
présentation (I.2.2), et on sait qu’alors on peut utiliser les propriétés combi-
natoires et topologiques des éléments de Garside ∆n. Pour H+, on n’a pas
(ou pas encore) de telle interprétation, et il faut donc raisonner à un niveau
purement syntaxique, ce qui a priori n’est pas facile. De surcroît, on sait
déjà qu’il existe des cas où le retournement ne termine pas, et, par ailleurs,
et contrairement au cas des tresses, le monoïde H+ n’est pas réunion d’une
suite croissante de monoïdes de type fini : aucune approche expérimentale
exhaustive n’est donc possible.

Le résultat principal est alors le suivant :

Proposition 3.1 (lemme-clé). Posons Θ′ = Θ1 ∪Θ2 ∪ {ε}, avec
Θ1 = {θiθi+2θi+4 ···θi+2k | i > 1, k > 0},(3.2)

Θ2 = {θiθi+2θi+4 ···θi+2kθi+2k+1 | i > 1, k > 0},(3.3)

et soit R′ l’ensemble de relations associé suivant la définition III.3.2 (et la
convention III.3.3). Alors l’ensemble Θ′ est clos par complément à droite
vis-à-vis de la présentation (P), et le R′-retournement sur Θ′ × Θ′ est une
relation décidable.

Comme au chapitre III, on confond l’alphabet Θ′ et sa copie formelle Θ′

lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté. Par ailleurs, notant R les relations de (P),
on écrira C(u, v) pour le complément à droite CR(u, v).
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Démonstration. La vérification se fait au cas par cas. On va mon-
trer que, pour tout couple de mots (u, v) dans Θ′ × Θ′, les compléments à
droite C(u, v) et C(v, u) appartiennent à Θ′ ou n’existent pas. Soient u, v
deux éléments de Θ′, donc de Θ1, de Θ2, ou vides. Si u ou v est vide, alors
l’un des deux compléments, C(u, v) ou C(v, u), est un des deux mots u, v, et
l’autre est vide, donc dans Θ′. On considère les cas restants.

Cas 1 : u ∈ Θ1 et v ∈ Θ1. Écrivons

u = θjθj+2 ···θj+2k et v = θ`θ`+2 ···θ`+2m.

Par symétrie, on peut supposer m > k.
Sous-cas 1.1 : ` = j. On trouve C(u, v) = θj+2k+2 ···θj+2m, qui est

dans Θ1, et C(v, u) = ε, qui est dans Θ′.
Sous-cas 1.2 : j + 1 6 ` 6 j + k. Alors on a ` = j + i avec 1 6 i 6 k et

on trouve

θj+2k ···θj+2i θj+2i−2 ···θj+2 θjθj+iθj+i+2 ···θj+i+2m

y θj+2k ···θj+2i θj+2i−2 ···θj+2θj+i+1θjθj+i+2 ···θj+i+2m

y ··· y θj+2k ···θj+2i θj+2i−2θj+2i−1 ···θj+2 θjθj+i+2 ···θj+i+2m

y ···
y θj+2k ···θj+2iθj+2i−1θj+2i+1θj+2i−1 θj+2i−2 ···θj+2 θjθj+i+2 ···θj+i+2m.

Par le lemme 2.7, le retournement de θj+2iθj+2i−1θj+2i+1 ne se termine pas,
donc de même pour tout mot incluant θj+2iθj+2i−1θj+2i+1 comme facteur.
Dans ce cas, les compléments ne sont pas définis.

Sous-cas 1.3 : ` = j + k + 1. On trouve

θj+2k θj+2k−2 ···θj+2 θjθj+k+1θj+k+3 ···θj+k+1+2m

y θj+2k θj+2k−2 ···θj+2θj+k+2θjθj+k+3 ···θj+k+1+2m

y ··· y θj+2kθj+2k+1θj+2k−2 ···θj+2 θjθj+k+3 ···θj+k+1+2m

y θj+2k+1θj+2k+3θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2 ···θj+2 θjθj+k+3 ···θj+k+1+2m

y ···
y θj+2k+1θj+2k+3θj+2k+5θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2

···θj+2 θjθj+k+5 ···θj+k+1+2m

y ··· y θj+2k+1θj+2k+3 ···θj+2k+2m+3θj+2k+1 θj+2k ···θj+2 θj .

Alors, on a C(u, v) = θj+2k+1θj+2k+3 ···θj+2k+2m+3, qui appartient à Θ1 par
définition, et C(v, u) = θjθj+2 ···θj+2kθj+2k+1, qui appartient à Θ2.

Sous-cas 1.4 : ` > j + k + 2. On trouve

θj+2k ···θj+2 θjθ`θ`+2 ···θ`+2mrevθj+2k ···θj+2θ`+1θjθ`+2 ···θ`+2m

y θj+2k ···θ`+2θj+2 θjθ`+2 ···θ`+2m

y ··· y θ`+k+1θj+2k ···θj+2 θjθ`+2 ···θ`+2m
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y ··· y θ`+k+1θ`+k+3 ···θ`+k+1+2mθj+2k ···θj+2 θj ,

et on déduit C(u, v) = θ`+k+1θ`+k+3 ···θ`+k+1+2m, qui appartient à Θ1, et
C(v, u) = θjθj+2 ···θj+2k, qui appartient à Θ1.

Sous-cas 1.5 : ` + 1 6 j 6 ` + m. Le calcul est le même, mutatis
mutandis, que pour le sous-cas 1.2.

Sous-cas 1.6 : j = `+m+ 1. Le calcul est le même, mutatis mutandis,
que pour le sous-cas 1.3.

Sous-cas 1.7 : j > `+m+ 2. Le calcul est le même, mutatis mutandis,
que pour le sous-cas 1.4.

Cas 2 : u ∈ Θ2 et v ∈ Θ2. Écrivons

u = θjθj+2 ···θj+2kθj+2k+1 et v = θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1.

Par symétrie, on peut supposer m > k.
Sous-cas 2.1 : ` = j. Alors, pour m = k, on a C(u, v) = v\u = ε, et,

pour m 6= k,

θj+2k+1 θj+2k ···θj+2 θjθjθj+2 ···θj+2kθj+2k+2θj+2k+4 ···θj+2mθj+2m+1

y ··· y θj+2k+1θj+2k+2θj+2k+4 ···θj+2mθj+2m+1

y θj+2k+2θj+2k+4θj+2k+2 θj+2k+1θj+2k+4 ···θj+2mθj+2m+1

y θj+2k+2θj+2k+4θj+2k+6θj+2k+2 θj+2k+1 ···θj+2mθj+2m+1

y ···
y θj+2k+2θj+2k+4θj+2k+6 ···θj+2m+2θj+2m+3θj+2k+2 θj+2k+1.

Alors on a C(u, v) = θj+2k+2θj+2k+4 ···θj+2m+2θj+2m+3, qui est dans Θ2, et
C(v, u) = θj+2k+1θj+2k+2, qui est dans Θ2 également.

Sous-cas 2.2 : j + 1 6 ` 6 j + k. Alors, de même que dans le cas 1.2,
les compléments C(u, v) et C(v, u) ne sont pas définis.

Sous-cas 2.3 : ` = j + k + 1. On obtient maintenant

θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2 ···θj+2 θjθj+k+1θj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2 ···θj+2θj+k+2θj

θj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y ··· y θj+2k+1 θj+2kθj+2k+1θj+2k−2 ···θj+2 θj

θj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y θj+2k+1θj+2k+1θj+2k+3θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2 ···θj+2 θj

θj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y θj+2k+3θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2 ···θj+2 θj

θj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y ··· y θj+2k+3θj+2k+5θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2 ···θj+2 θj

θj+k+5 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2
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y ··· y θj+2k+3θj+2k+5 ···θj+2k+2m+3θj+2k+2m+4

θj+2k+1 θj+2k ···θj+2 θj ,

d’où, C(u, v) = θj+2k+3θj+2k+5 ···θj+2k+2m+3θj+2k+2m+4, qui est dans Θ2 et
C(v, u) = θjθj+2 ···θj+2kθj+2k+1, qui est dans Θ2 également.

Sous-cas 2.4 : ` > j + k + 2. On a le retournement

θj+2k+1 θj+2k ···θj+2 θjθ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y θj+2k+1 θj+2k ···θj+2θ`+1θjθ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y θj+2k+1 θj+2k ···θ`+2θj+2 θjθ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y ··· y θ`+k+2θj+2k+1 θj+2k ···θj+2 θjθ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y ···
y θ`+k+2θ`+k+4 ···θ`+2m+k+2θ`+2m+k+3θj+2k+1 θj+2k ···θj+2 θj ,

d’où, C(u, v) = θ`+k+2θ`+k+4 ···θ`+2m+k+2θ`+2m+k+3, qui est dans Θ2, par
définition, et C(v, u) = θjθj+2 ···θj+2kθj+2k+1, qui est dans Θ2 également.

Sous-cas 2.5 : ` + 1 6 j 6 ` + m. Le calcul est le même, mutatis
mutandis, que pour le sous-cas 2.2.

Sous-cas 2.6 : j = `+m+ 1. Le calcul est le même, mutatis mutandis,
que pour le sous-cas 2.3.

Sous-cas 2.7 : j > `+m+ 2. Le calcul est le même, mutatis mutandis,
que pour le sous-cas 2.4.

Cas 3 : u ∈ Θ1 et v ∈ Θ2. Écrivons

u = θjθj+2 ···θj+2k et v = θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1.

Sous-cas 3.1 : ` = j. Alors pour m = k, on a C(u, v) = θ`+2m+1,
qui est dans Θ1 et C(v, u) = ε, qui est dans Θ. Pour k ≤ m − 1, on a
C(u, v) = θj+2k+2 ···θj+2mθj+2m+1, qui est dans Θ2 et C(v, u) = ε, qui est
dans Θ′. Pour m ≤ k − 1, on trouve

θj+2k ···θj+2m+4 θj+2m+2 θj+2m ···θj+2 θjθjθj+2 ···θj+2mθj+2m+1

y ··· y θj+2k ···θj+2m+4 θj+2m+2θj+2m+1

y θj+2k ···θj+2m+4θj+2m+1θj+2m+2θj+2m+4 θj+2m+2

y θj+2k ···θj+2m+1θj+2m+2θj+2m+6 θj+2m+4 θj+2m+2

y ··· y θj+2m+1θj+2m+2θj+2k+2 ···θj+2m+6 θj+2m+4 θj+2m+2.

Par conséquent, on déduit C(u, v) = θj+2m+1θj+2m+2, qui est dans Θ2, et
C(v, u) = θj+2m+2 ···θj+2kθj+2k+2, qui est dans Θ1.

Sous-cas 3.2 : j + 1 6 ` 6 j + k. Alors, de même que dans les cas 1.2
et 2.2, les compléments C(u, v) et C(v, u) ne sont pas définis.

Sous-cas 3.3 : ` = j + k + 1. On a le retournement

θj+2k θj+2k−2 ···θjθj+k+1θj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2
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y θj+2k θj+2k−2 ···θj+2θj+k+2θjθj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y ··· y θj+2kθj+2k+1θj+2k−2 ···θjθj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y θj+2k+1θj+2k+3θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2 ···θjθj+k+3 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y ···
y θj+2k+1θj+2k+3θj+2k+5θj+2k+1 θj+2k θj+2k−2 ···θjθj+k+5 ···θj+k+1+2mθj+k+2m+2

y ··· y θj+2k+1θj+2k+3 ···θj+2k+2m+3θj+2k+2m+4θj+2k+1 θj+2k ···θj ,
d’où, C(u, v) = θj+2k+1θj+2k+3 ···θj+2k+2m+3θj+2k+2m+4, qui est dans Θ2,
et C(v, u) = θjθj+2 ···θj+2kθj+2k+1, qui est dans Θ2 également.

Sous-cas 3.4 : ` > j + k + 2. On a le retournement

θj+2k ···θj+2 θjθ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y θj+2k ···θj+2θ`+1θjθ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y θj+2k ···θ`+2θj+2 θjθ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y ··· y θ`+k+1θj+2k ···θj+2 θjθ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y ··· y θ`+k+1θ`+k+3 ···θ`+2m+k+1θ`+2m+k+2θj+2k ···θj+2 θj ,

d’où, C(u, v) = θ`+k+1θ`+k+3 ···θ`+2m+k+1θ`+2m+k+2, qui est dans Θ2, par
définition, et C(v, u) = θjθj+2 ···θj+2k, qui est dans Θ1.

Sous-cas 3.5 : `+ 1 6 j 6 `+m. Alors, de même que dans les cas 1.2
et 2.2, les compléments C(u, v) et C(v, u) ne sont pas définis.

Sous-cas 3.6 : j = `+m+ 1. On a le retournement

θ`+m+1+2k ···θ`+m+3 θ`+m+1θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y θ`+m+1+2k ···θ`+m+3θ`θ`+m+2θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y ··· y θ`+m+1+2k ···θ`+m+3θ`θ`+2 ···θ`+2m+1θ`+2mθ`+2m+1

y θ`+m+1+2k ···θ`+m+3θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1θ`+2m+3 θ`+2m+1θ`+2m+1

y θ`+m+1+2k ···θ`+m+3θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1θ`+2m+3

y ··· y θ`+m+1+2k ···θ`+m+5θ`θ`+2 ···θ`+2m+3θ`+2mθ`+2m+1θ`+2m+3

y θ`+m+1+2k ···θ`+m+5θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1θ`+2m+5 θ`+2m+3

y ··· y θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1θ`+2m+3+2k ···θ`+2m+5 θ`+2m+3.

Alors, on a C(u, v) = θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1, qui est dans Θ2, par définition,
et C(v, u) = θ`+2m+3θ`+2m+5 ···θ`+2m+3+2k, qui est dans Θ1.

Sous-cas 3.7 : j > `+m+ 2. On obtient le retournement

θj+2k ···θj+2 θjθ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y θj+2k ···θj+2θ`θj+1θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y θj+2k ···θj+2θ`θ`+2θj+2 ···θ`+2mθ`+2m+1

y ··· y θj+2k ···θj+2θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1θj+m+2
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y ··· y θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1θj+2k+m+2 ···θj+m+4 θj+m+2,

Alors, on a C(u, v) = θ`θ`+2 ···θ`+2mθ`+2m+1, qui est dans Θ2, par définition,
et C(v, u) = θj+m+2θj+m+4 ···θj+2k+m+2, qui est dans Θ1.

À ce point, tous les cas ont été considérés, et, dans chaque cas, les complé-
ments C(u, v) et C(v, u) appartiennent à Θ′ ou ne sont pas définis. Donc
l’ensemble Θ′ est clos par complément à droite.

De plus, la discussion ci-dessus montre que, dans tous les cas, partant
de u et v, il existe une recette syntaxique explicite, à savoir la réunion finie
des 7 + 4 + 7 soit 18 recettes, un nombre fini, correspondant aux sous-cas
de la démonstration, donnant la valeur du complément si celui-ci existe, ou
affirmant qu’il n’existe pas si c’est le cas. Par conséquent, vue comme une
relation binaire sur (Θ′)4 ou comme une opération binaire partielle sur (Θ′)2,
l’opération R-complément est récursive. �

On peut dire davantage sur la complexité de la relation de Θ′-retourne-
ment sur (Θ′)2 : pour w dans Θ′, notons code(w) le triplet d’entiers (i, k, e)
avec e = 0 pour le mot vide, e = 1 pour un mot de Θ1, et e = 2 pour
un mot de Θ2, et i et k comme dans (3.2) et (3.3). Puisque les entiers i
et k mis en jeu sont non bornés, il est nécessaire de prendre en compte leur
complexité, usuellement le nombre de chiffres du développement binaire, et
donc de définir la complexité ‖u‖ d’un mot u de Θ′ comme la somme des
nombres de chiffres des indices i et k correspondants. On peut alors énoncer :

Proposition 3.4 (complexité). La restriction à Θ′×Θ′ du R′-complé-
ment à droite a une complexité linéaire en temps ; de plus, il existe une
constante γ telle qu’on ait

(3.5) ‖C(u, v)‖ 6 max(‖u‖, ‖v‖) + γ.

Démonstration. Ce que montre la démonstration de la proposition 3.1
est que code(C(u, v)) peut être calculé en temps O(1) (temps constant) à
partir de code(u) et code(v). De plus, les valeurs explicites des compléments
obtenus montrent que les indices apparaissant dans C(u, v) sont toujours
au pire des combinaisons affines de coefficients 6 2 des quatre indices de
départ notés j, k, `,m, déterminés exclusivement par des additions et des
multiplications par 2. Il en résulte que code(C(u, v)) peut être déterminé en
un nombre linéaire d’opérations élémentaires (table d’addition en binaire !)
à partir de code(u) et code(v), et qu’on a la relation (3.5) sur les tailles des
entiers considérés (γ = 1 ou 2 doit être suffisant, suivant la façon dont on
implémente le codage en pratique). �

3.2. Application II : résultats de décidabilité. Grâce à l’existence
de l’ensemble Θ′ et à ses propriétés, on est maintenant en position d’appliquer
au cas de la présentation (P) les résultats de la section III.3. On part du
résultat suivant, qui est une conséquence directe de la proposition III.3.18 :
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Lemme 3.6. Pour tout mot signé w sur l’alphabet Θ, le R-retournement
à droite de w termine si, et seulement si, le R′-retournement du Θ′-mot
signé w réussit.

On en déduit le résultat fondamental :

Proposition 3.7 (décidabilité I). La terminaison du retournement à
droite pour la présentation (P) est décidable.

Démonstration. Par construction, les relations de R′ sont courtes,
donc décider si le R′ d’un Θ′-mot signé de longueur ` réussit se fait en au
plus O(`2) étapes élémentaires consistant à R′-retourner deux mots de Θ′.
Par la proposition 3.1, chacune de ces étapes est décidable, donc le résultat
du processus entier l’est aussi. �

Si on veut évaluer plus finement la complexité, on peut faire appel à la
proposition 3.4 :

Proposition 3.8 (complexité). La terminaison du R-retournement
à droite pour la présentation (P) est décidable en espace O(n3/2) et en
temps O(n5/2).

Démonstration. Dans l’argument ci-dessus, il y a un nombre quadra-
tique d’étapes, dont chacune a un coût linéaire par rapport à la taille des
codes. Or, les complexités des codes qui apparaissent sont presque constantes :
supposons qu’on retourne des mots u et v consistant en p lettres de Θ′ dont
chacune a une complexité égale à q. Alors les mots successifs apparaissant
dans la p × p-grille de retournement ont des complexités au plus q, q + γ,
..., q + pγ, et le coût pour chacun des p2 retournements élémentaires est au
plus O((q + pγ)2). Comme la complexité de u et v est (par définition) pq,
le nombre total d’étapes est, dans tous les cas, borné par p2 ·O(

√
pq), donc

par O((pq)5/2). De même, pour la complexité en espace, les mots qui ap-
paraissent, et en particulier, les mots finaux, ont pour complexité au plus
p · (q + pγ), donc borné par p ·O(

√
pq) et, de là, par O((pq)3/2). �

Une application de ce qui précède est une nouvelle solution au problème
de mots pour (P) :

Proposition 3.9 (problème de mots III). Le problème de mots pour
la présentation (P) du monoïde H+ est décidable.

Démonstration. Puisque le R-retournement à droite est complet pour
la présentation (P), deux mots u, v de Θ∗ représentent le même éléments du
monoïde Θ′ si, et seulement si, le R-retournement à droite de uv termine
avec le mot vide. Par la proposition 3.7, ceci est décidable. �

En termes de complexité algorithmique, on déduit directement de la pro-
position 3.8 :
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Proposition 3.10 (complexité). La complexité de la solution au pro-
blème de mots donnée dans la proposition 3.9 est de complexité O(n5/2) en
temps, et O(n3/2) en espace.

Quand on le compare avec la proposition II.3.39, ce résultat montre que,
en termes de solution au problème de mots, la méthode de forme normale
du chapitre II est plus efficace que la méthode du retournement de facteur,
au moins asymptotiquement.

Par contre, l’intérêt du retournement est de résoudre également le pro-
blème de l’existence de multiples communs à droite :

Proposition 3.11 (multiples communs). Déterminer si deux élé-
ments du monoïde H+ ont un multiple commun à droite est un problème
décidable.

Démonstration. Soient u et v deux mots de Θ∗. Alors les éléments [u]
et [v] de H+ ont un multiple à droite commun dans H+ si, et seulement si, le
retournement à droite du mot uv réussit, c’est-à-dire termine avec un mot de
la forme v′u′, auquel cas on sait que [uv′] (et [vu′]) est ppcm à droite de [u]
et [v]. La proposition 3.7 donne la décidabilité (et un algorithme effectif). �

Bien entendu, on a les mêmes bornes de complexité que pour le problème
de mots.

Exemple 3.12. Considérons les deux mots

u := θ4θ2θ1θ5θ6θ3 et v := θ2θ4θ6θ1θ3θ9.

Utilisant l’alphabet Θ′ et le R′-retournement, on trouve

u v y θ3 · θ1 · θ5θ7 · θ6 · θ1 · θ3 · θ9.

Or, on n’a pas dans R′ de relation de la forme θ5θ7 · ... = θ6 · ... (cas 1.2 de
la démonstration de la proposition 3.1), donc le R′-retournement bloque. On
conclut que les mots u et v ne représentent pas le même élément de H+, et,
de plus, que les éléments [u] et [v] n’ont pas de multiple commun à droite
dans H+. Par comparaison, on obtient

redH(u) = θ4θ2θ4θ5θ1θ3 et redH(v) = θ2θ4θ6θ7θ1θ3,

ce qui permet aussi de conclure [u] 6= [v], mais ne dit rien sur les éventuels
multiples communs.

Considérons maintenant

u := θ4θ2θ1θ5θ6θ3 et v := θ2θ4θ5θ1θ3θ9.

On vérifie qu’on a uv y ε, d’où [u] = [v]. Or, on vérifie de même

redH(u) = θ4θ2θ4θ5θ1θ3 = redH(v).

Enfin, considérons

u := θ4θ2θ1θ5θ6θ3θ7 et v := θ2θ4θ5θ1θ3θ9θ8.
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Cette fois, on vérifie qu’on a uv y θ8θ10 · θ7θ8 : le mot est terminal, mais
non vide. Ici on a conclut à nouveau [u] = [v], mais, en plus, on déduit que
[u] et [v] ont un ppcm à droite dans H+, à savoir [u] · θ8θ10, qui est aussi
[v] · θ7θ8. Avec la forme normale, on obtient

redH(u) = θ4θ2θ4θ5θ5θ1θ3 6= redH(v) = θ4θ2θ4θ5θ6θ1θ3,

qui dit que u et v ne représentent pas le même élément de H+, mais ne dit
rien quant à leurs possibles multiples communs à droite.

3.3. Terminaison du retournement à gauche. Le dernier résultat
de cette section concerne le retournement à gauche — dont on sait qu’il n’est
pas complet pour la présentation (P).

Proposition 3.13 (terminaison). Le retournement à gauche pour la
présentation (P) est toujours terminant.

Démonstration. On a déjà noté dans la section 2.3 que les relations
de la présentation (P) peuvent se réécrire

θiθi−1θi = θi−1θiθj pour j = i+ 2,(3.14)
θj−1θi = θiθj pour j > i+ 2.(3.15)

On note <Lex l’ordre antilexicographique sur les suites d’entiers de lon-
gueur n : la relation (a1, ... , an) <Lex (b1, ... , bp) est vraie si, et seulement si,
on a n < p, ou si on a n = p et il existe k vérifiant ak < bk et ∀i>k (ai = bi).
La relation <Lex est un ordre strict et, comme on considère des suites de
longueur fixée à valeurs dans N, c’est un bon ordre : il n’existe pas de suite
infinie descendante.

Pour w dans (Θ ∪Θ)∗, on pose

max(w) := max{i ∈ N∗ | θi ou θi apparaît dans w},
et, notant |w|θi le nombre de lettres θi et θi dans w, on introduit

ν(w) := (|w|θ1 , ... , |w|θmax(w)
).

On va montrer l’implication

(3.16) w xw′ entraîne ν(w′) <Lex ν(w).

Par construction, le retournement à gauche ne fait pas apparaître de lettre
d’indice plus grand que les indices des lettres initiales, et on reste donc dans
les mots sur un alphabet fixe {θ1, ... , θn}, donc sur un intervalle d’indices
{1, ... , n} sur lequel l’ordre lexicographique est bien fondé.

On considérant les divers cas possibles. Retourner à gauche w en w′

signifie
- ou bien supprimer un facteur θiθi : on a alors ou bien max(w′) < max(w),

ou bien max(w′) = max(w) et

ν(w′) = (|w|θ1 , ... , |w|θi − 2, ... , |w|θmax(w)
),

donc ν(w′) <Lex ν(w) dans les deux cas ;
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- ou bien remplacer un facteur θiθj par θj−1θi ou θjθi par θiθj−1 avec
j > i+2 : on a alors ou bien max(w′) < max(w), ou bien max(w′) = max(w)
et

ν(w′) = (|w|θ1 , ... , |w|θj−1
+ 1, |w|θj − 1, ... , wθmax(w)

),

donc ν(w′) <Lex ν(w) dans les deux cas ;
- ou bien remplacer un facteur θiθi+2 par (θiθi−1)θi−1θi ou un facteur

θi+2θi par (θi−1θi)θiθi−1 : on a alors ou bien max(w′) < max(w), ou bien
max(w′) = max(w) et

ν(w′) = (|w|θ1 , ... , |w|θi−1
+ 2, |w|θi + 1, |w|θi+1

, |w|θi+2
− 1, ... , wθmax(w)

),

donc ν(w′) <Lex ν(w) dans tous les cas.
Comme <Lex est bien fondée, on ne peut pas avoir de suite de retourne-

ment à gauche infinie. �

Corollaire 3.17 (décidabilité). Le retournement à gauche pour la
présentation (P) est décidable.

Démonstration. Quels que soient le mot signé initial w, on arrive en
un nombre fini d’étapes soit à un mot terminal, soit à un blocage, et donc,
dans tous les cas, à une conclusion en temps fini. �

Appendice : variantes de la présentation

La présentation (P) a été introduite au chapitre I comme un hybride plus
ou moins naturel des présentations standards du monoïde de Thompson F+

et du monoïde de tresses B+
∞, suivant l’« égalité » (E). On peut se demander

si choisir d’autres valeurs du paramètre de décalage (le "3" de la relation
θjθiθj = θiθjθi+3 pour j = i + 1) pourrait mener à d’autres monoïdes inté-
ressants. Le résultat suivant suggère une réponse négative : tout autre choix
de décalage donne une présentation pour laquelle le retournement à droite
n’est pas complet.

Proposition. Quelle que soit la valeur de k positive différente de 3, le re-
tournement à droite n’est pas complet pour la présentation

(*)
〈
θ1, θ2, ...

∣∣∣∣
θjθi = θiθj+1 pour j > i+ 2

θjθiθj = θiθjθi+k pour j = i+ 1

〉+

.

Démonstration. On considère la condition du cube pour (θ1, θ2, θ3).
Pour k = 0, on trouve

θ1θ3θ3θ2 y θ4θ2θ1θ5θ2 θ1 θ2 θ3,

puis
θ5 θ1 θ2 θ4 θ1θ2θ3θ2θ1θ2 y θ6θ1θ6 θ7.

Pour k = 1, on trouve successivement

θ1θ3θ3θ2 y θ4θ2θ2θ5θ2 θ1 θ3 θ3,

θ5 θ2 θ2 θ4 θ1θ2θ3θ3θ1θ2 y θ6θ5θ6 θ6.
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Pour k = 2, on trouve

θ1θ3θ3θ2 y θ4θ2θ3θ5θ2 θ1 θ4 θ3,

θ5 θ3 θ2 θ4 θ1θ2θ3θ4θ1θ2θ6θ7.

Pour k = 4, on trouve

θ1θ3 θ3θ2 y θ4θ2θ5θ5θ2 θ1 θ6 θ3,

θ5 θ5 θ2 θ4 θ1θ2θ3θ6θ1θ2θ9θ5.

Pour k = 5, on trouve

θ1θ3θ3θ2 y θ4θ2θ6θ5θ2 θ1 θ7 θ3,

θ5 θ6 θ2 θ4 θ1θ2θ3θ7θ1θ2 y θ11θ11θ5 θ6.

Finalement, pour k > 5, on trouve

θ1θ3θ3θ2 y θ4θ1 θ3θ2 y θ4θ2θ1+kθ5θ2 θ1 θ2+k θ3,

θ5 θ1+k θ2 θ4 θ1θ2θ3θ2+kθ1θ2 y θ3+kθ2+2kθ7+kθ5 θ2+k θ1+k.

Dans chaque cas, on a trouvé à la fin un mot non vide, donc la condition du
cube est fausse pour le triplet (θ1, θ2, θ3). Par conséquent, le retournement à
droite n’est pas complet pour la présentation considérée. �



Chapitre V

Les éléments simples de H+

Il a été observé au chapitre II que, pour ce qui concerne la relation de
division à droite, le monoïde H+ a des points communs avec le monoïde
de Thompson F+, tandis que les résultats du chapitre IV suggèrent que,
pour ce qui concerne la division à gauche (donc les multiples à droite), le
monoïde H+ ressemble davantage au monoïde de tresses B+

∞, avec notam-
ment la complétude du retournement à droite associé à la présentation (P)
et l’existence de ppcm à droite conditionnels. Dans le cas de B+

∞, on sait
qu’un rôle très important est joué par les éléments de Garside ∆n, où ∆n

est défini comme le ppcm à droite (et du reste aussi à gauche) des n − 1
atomes σ1, ... , σn−1, et par les diviseurs des éléments ∆n, usuellement appe-
lés éléments simples de B+

∞, au nombre de n! dans B+
n . En particulier, les

éléments simples forment une famille de Garside [28], et sont les briques de
base pour la construction d’une forme normale fondamentale pour B+

∞, et
pour son groupe de fractions B∞.

Il est donc très naturel d’étudier l’éventuelle transposition de ces résultats
au monoïde H+. Le résultat n’est absolument pas évident, puisqu’on a vu
qu’il n’est même pas vrai que H+ admette toujours des multiples communs à
droite. Ce qu’on va montrer ici, c’est que, dansH+, les atomes θ1, ... , θn−1 ad-
mettent un ppcm à droite, qu’on notera ∆n comme dans le cas des tresses, et
que les diviseurs à gauche des éléments ∆n qu’on appellera éléments simples
de H+, forment une famille intéressante — et même très intéressante ! —
aux propriétés directement réminiscentes de celles des familles de Garside,
en particulier la famille des tresses simples de B+

∞.
Le chapitre comporte quatre sections. Dans la section 1, on introduit les

éléments ∆n à partir d’un représentant explicite, puis les éléments simples,
et on établit une majoration explicite de leur plafond. Dans la section 2, on
compte les éléments simples divisant ∆n : ils sont au nombre de 2 · 3n−2,
en liaison avec une riche structure interne où apparaît une sorte de triangle
de Pascal généralisé. Dans la section 3, on caractérise les formes normales
des éléments simples (au sens du chapitre II) comme celles qui évitent un
certain nombre de facteurs interdits explicites. Enfin, dans la section 4, on
montre l’existence d’une structure « presque-Garside » sur le monoïde H+ en
construisant des décompositions dites gloutonnes pour les éléments de H+

à partir des éléments simples, suivant l’approche de la théorie de Garside,
mais avec des différences qui limitent la portée des résultats.
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Au plan technique, ce sont les sections 2 et 3.2, et en particulier la ca-
ractérisation explicite des formes normales des éléments simples (proposi-
tion 3.24), qui reposent sur les démonstrations les plus sophistiquées du cha-
pitre, et de toute la thèse Des raisonnements inductifs délicats et nécessitant
de nombreuses étapes préparatoires y sont développés.

1. Les éléments ∆n

Dans cette section, on définit les éléments ∆n comme ppcm à droite des
atomes, et on commence l’étude de leurs diviseurs à gauche, appelés éléments
simples. Outre l’existence même des éléments ∆n, le résultat principal (facile)
de cette section préliminaire est la description exhaustive des atomes divisant
à gauche ∆n (proposition 1.25).

La section est divisée en deux sous-sections. Dans la section 1.1, on dé-
finit ∆n à partir d’un représentant explicite et on montre qu’il est le ppcm
à droite des atomes en utilisant les résultats du chpitre IV. Dans la sous-
section 1.2, on introduit les éléments simples et leur indice, et on établit la
proposition 1.25 mentionnée ci-dessus, ainsi qu’une majoration du plafond
d’un élément simple en termes de son indice et de sa longueur (lemme 1.26).

1.1. Le ppcm de θ1, ... , θn−1. On sait que, dans le monoïde H+, deux
éléments qui ont un multiple commun à droite ont un ppcm à droite, mais
on sait aussi qu’il existe des éléments qui n’ont pas de multiple commun
à droite. On étudie ici le cas des éléments θ1, ... , θn−1, dont on va montrer
qu’ils ont toujours un multiple commun à droite, donc un ppcm à droite.
Pour cela, on introduit directement une famille de mots dont on montrera
ensuite qu’ils représentent le ppcm recherché.

Définition 1.1 (mot ∆n, élément ∆n). On introduit inductivement

(1.2) ∆1 := ε, ∆2 := θ1, et ∆n := ∆n−1θ3n−7θ3n−5 pour n > 2,

et on note ∆n la classe de ∆n dans H+.

On trouve ainsi ∆1 = ε, ∆2 = θ1, puis ∆3 = θ1θ2θ4, ∆4 = θ1θ2θ4θ5θ7,
etc. D’une façon générale, ∆n est le mot de longueur 2n−3 formé des lettres θi
pour i croissant de 1 à 3n− 5 et non multiple de 3, soit

(1.3) ∆n = θ1θ2θ̂3 ···θ3i−1θ̂3iθ3i+1 ···θ3n−7θ̂3n−6θ3n−5

(le chapeau indique les générateurs absents).
Noter que la suite des indices des générateurs apparaissant dans le mot ∆n

est strictement croissante. Par le lemme I.3.13, on déduit immédiatement les
valeurs des paramètres numériques associés aux ∆n dans la section I.3.2 :

Lemme 1.4. Pour tout n > 2, on a

(1.5) |∆n| = 2n− 3, d∆ne = ht(∆n) = 3n− 5, a(∆n) = 3n2 − 9n+ 7.
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On en déduit donc pour les éléments ∆n

(1.6) |∆n| = 2n− 3, d∆ne = 3n− 5,

d’où ht(w) 6 3n− 5 pour tout représentant w de ∆n.

Proposition 1.7 (ppcm). Pour tout n > 2, l’élément ∆n est le ppcm
à droite de θ1, ... , θn−1.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n > 2. Pour
n = 2, le résultat est trivial. Supposons n > 3. Considérons le retournement
à droite du mot signé θn−1∆n−1. On trouve

θn−1∆n−1 = θn−1θ1θ2 ···θ3n−10θ3n−8

y θ1θnθ2 ···θ3n−10θ3n−8

y θ1θ2θn+1 ···θ3n−10θ3n−8

··· y θ1θ2 ···θ3n−8θ3n−10θ3n−8

y θ1θ2 ···θ3n−10θ3n−7θ3n−8

y θ1θ2 ···θ3n−10θ3n−8θ3n−7θ3n−5 θ3n−7.

Par conséquent, il existe un mot positif v vérifiant

(1.8) θn−1∆n−1 y vθ3n−5 θ3n−7.

Par la proposition IV.1.8, conjuguée au fait que le retournement à droite
pour la présentation (P) est complet, la relation (1.8) implique que les élé-
ments [∆n−1], c’est-à-dire ∆n−1, et θn−1 ont un ppcm à droite dans H+, et
que celui-ci est [∆n−1]θ3n−7θ3n−5, c’est-à-dire, par définition, [∆n], donc ∆n.
Par hypothèse d’induction, ∆n−1 est ppcm à droite de θ1, ... , θn−2. On déduit
que ∆n est ppcm à droite du ppcm à droite de θ1, ... , θn−2 et de θn−1, donc,
par associativité du ppcm à droite, ∆n est ppcm à droite de θ1, ... , θn−1. �

Le mot ∆3, c’est-à-dire θ1θ2θ4, n’est pas normal au sens du système
de réécriture EH du chapitre II. Il est donc naturel de déterminer la forme
normale des éléments ∆n. (On rappelle la convention II.3.40 : par défaut,
toutes les notions liées à la réécriture réfèrent à EH .)

Proposition 1.9 (forme normale). Pour n > 3, la forme normale de
l’élément ∆n est

(1.10) nf(∆n) = θn−1 · θn−2θn−1 · θn−3θn−2 · ··· · θ2θ3 · θ1θ2.

Démonstration. On note que le mot de droite dans (1.10) est réduit,
puisqu’il évite tous les facteurs de I. Pour montrer que ce mot est la forme
normale de ∆n, il suffit donc de montrer que ∆n est réductible au mot en
question. On procède par induction sur n > 3. Pour n = 3, on trouve

∆3 = θ1θ2θ4 ⇒ θ2θ1θ2 = θ2 · θ1θ2,

ce qui est le résultat annoncé. Supposons n > 4. On trouve alors

∆n = ∆n−1θ3n−7θ3n−5 par définition,
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⇒ θn−2 · θn−3θn−2 · ··· · θ1θ2 · θ3n−7θ3n−5

par hypothèse d’induction,
⇒ θn−2 · θn−1 · θn−3θn−2 · ··· · θ1θ2 · θ3n−5

en faisant migrer θ3n−7 de 2n− 6 étapes vers la gauche jusque juste
après θn−2 en appliquant des règles θj+1θi → θiθj avec j > i+ 2,

⇒ θn−2 · θn−1 · θn+1 · θn−3θn−2 · ··· · θ1θ2

en faisant migrer θ3n−5 de 2n− 6 étapes vers la gauche jusque juste
après θn−1 en appliquant des règles θj+1θi → θiθj avec j > i+ 2,

⇒ θn−1 · θn−2θn−1 · θn−3θn−2 · ··· · θ1θ2

en appliquant la règle θn−2θn−1θn+1 → θn−1θn−2θn−1,

ce qui est le résultat annoncé. �

On a donc, par exemple,

nf(∆2) = θ1, nf(∆3) = θ2θ1θ2, nf(∆4) = θ3θ2θ3θ1θ2, etc.

En vue d’utilisations futures, on mentionne une autre écriture des élé-
ments ∆m et, pour cela, on introduit des mots ∆m et les éléments associés ∆m

pour m demi-entier. Par définition, pour tout n > 2, le mot ∆nθ3n−4 est le
préfixe de longueur 2n−2 de ∆n+1, et c’est donc une sorte de milieu entre ∆n

et ∆n+1. La convention suivante est donc naturelle et elle sera très souvent
utile dans la suite :

Définition 1.11 (mot ∆n+0,5, élément ∆n+0,5). Pour n > 2, on définit

(1.12) ∆n+0,5 := ∆nθ3n−4, et ∆n+0,5 := [∆n+0,5].

Par exemple, on trouve ∆2,5 := θ1θ2, puis ∆3,5 := θ1θ2θ4θ5, et, plus
généralement

(1.13) ∆n+0,5 = θ1θ2θ̂3 ···θ3i−1θ̂3iθ3i+1 ···θ3n−7θ̂3n−6θ3n−5θ3n−4.

Pour tout n > 2, on a immédiatement

(1.14) ∆n 4 ∆n+0,5 4 ∆n+1,

et on vérifie facilement la formule, analogue à (1.9),

(1.15) nf(∆n+0.5) = θn−1θn · θn−2θn−1 · θn−3θn−2 · ··· · θ2θ3 · θ1θ2,

donc, par exemple,

nf(∆2,5) = θ1θ2, nf(∆3,5) = θ2θ3θ1θ2, nf(∆4,5) = θ3θ4θ2θ3θ1θ2, etc.

Lemme 1.16. Pour tout entier n > 3, on a

(1.17) ∆n ≡ θn−1∆n−0,5.

Démonstration. On a établi ci-dessus dans (1.8) la relation

θn−1∆n−1 y ∆n−0,5θ3n−5 θ3n−7,
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qui implique
θn−1 ·∆n−0.5 ≡ ∆n−0.5 · θ3n−5,

soit (1.17) puisque, par définition, ∆n est ∆n−0.5θ3n−5. �

Ainsi, on a obtenu (au moins) trois expressions distinctes pour ∆n, dis-
tinctes pour n > 4, à savoir

∆4 = θ1θ2θ4θ5θ7 = θ3θ2θ3θ1θ2 = θ3θ1θ2θ4θ5,

∆5 = θ1θ2θ4θ5θ7θ8θ9 = θ4θ3θ4θ2θ3θ1θ2 = θ4θ1θ2θ4θ5θ7θ8, etc.

Ces expressions montrent que ∆n divise à gauche ∆n+1, et y apparaît comme
facteur en position 2, mais, pour le moment, rien ne permet de conclure
que ∆n ne divise pas à droite ∆n+1. De façon symétrique, (1.15) montre
que, ∆n+0,5 divise à droite ∆n+1,5 pour n > 2, et on peut montrer, par
retournement à droite, qu’il le divise également à gauche.

Remarque 1.18. Avant de continuer, une question naturelle est celle
de l’existence éventuelle d’un ppcm à gauche pour θ1, ... , θn−1. On a déjà
répondu par la négative en montrant dans la proposition IV.2.13 que, quel
que soit i, les éléments θi et θi+1 n’ont pas de multiple commun à gauche.
Contrairement au cas de B+

∞ par exemple, il n’y a donc pas de contrepartie
de ∆n à gauche dans H+.

1.2. Les diviseurs à gauche de ∆n. On rappelle (section I.1.2) que,
dans un monoïdeM , la relation 4 est la divisibilité à gauche, telle que a 4 b
est vraie si, et seulement si, il existe dans M un élément x vérifiant ax = b.

Définition 1.19 (simple, indice). Pour n > 1 et ` > 0, on pose

Σn,` := {a ∈ H+ | a 4 ∆n et |a| = `},(1.20)

Σn :=
⋃

`>0

Σn,` = {a ∈ H+ | a 4 ∆n}, et Σ :=
⋃

n>1

Σn.(1.21)

Les éléments de Σ sont dits simples. Si a est simple, l’indice de a, noté ind(a),
est le plus petit entier n > 1 tel que a divise à gauche ∆n.

Donc, un élément a de H+ est simple si, et seulement si, a 4 ∆n est
vrai pour au moins une valeur de n. Par construction, on a ∆n 4 ∆n′ pour
tout n′ > n, et donc a 4 ∆n entraîne a 4 ∆n′ pour n′ > n. Par conséquent,
les entiers pour lesquels a divisent ∆n forment un intervalle [p,∞[ de N, et
l’indice ind(a) est le plus petit élément de cet intervalle. Donc :

ind(a) 6 n équivaut à a 4 ∆n,(1.22)
ind(a) = n équivaut à la conjonction a 4 ∆n et a 64 ∆n−1.(1.23)

Les équivalences ci-dessus peuvent suggérer de poser ind(a) :=∞ pour a non
simple, mais on n’utilisera pas cette convention en pratique.

Exemple 1.24. On a évidemment Σn,0 = {1} pour tout n, donc 1 est
simple, d’indice 1.
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Ensuite, on sait que, pour tout i, l’atome θi divise à gauche ∆i+1. Par
contre, il ne divise pas ∆i, qui sinon serait le ppcm à droite de θ1, ... , θi, ce qui
n’est pas le cas. Donc θi est dans Σi+1,1 \Σi,1, et il est simple, d’indice i+ 1.

À l’autre extrémité, pour n > 2, d’après (1.5), on a Σn,2n−3 = {∆n},
et, comme a 4 b implique |a| 6 |b| dans H+, il est clair qu’on a Σn,` = ∅
pour n > 2n− 2. Donc ∆n est simple, d’indice n, et il n’existe pas d’élément
simple d’indice n de longueur > 2n− 2.

La première valeur non triviale est n = 3, et, en plus des valeurs précé-
dentes, on trouve

Σ3,1 = {θ1, θ2}, Σ3,2 = {θ1θ2, θ2θ1},
d’où finalement Σ3 = {1, θ1, θ2, θ1θ2, θ2θ1,∆3}, qui a 6 éléments : on a vu
que 1 a pour indice 1 et que θ1 a pour indice 2 ; il est facile de vérifier que les
4 autres éléments de Σ3 ont pour indice 3 (c’est-à-dire ne divisent pas ∆2,
qui est θ1).

Le lecteur pourra vérifier de même que Σ4 a 18 éléments, et consulter la
table 1 page 125 qui donne davantage de valeurs. Noter enfin que, par (1.14),
l’élément ∆n+0,5 est simple d’indice n+ 1 pour tout n > 2.

Par la proposition 1.7, on sait que les atomes θ1, ... , θn−1 divisent ∆n à
gauche. On va maintenant vérifier que ce sont les seuls atomes divisant ∆n,
et même ∆n+0.5.

Proposition 1.25 (atomes divisant). Pour n > 2, les seuls atomes
divisant ∆n+0,5 à gauche, donc, en particulier, le seuls atomes divisant ∆n

à gauche, sont θ1, ... , θn−1.

Démonstration. Comme rappelé ci-dessus, la proposition 1.7 implique
θi 4 ∆n, donc a fortiori θi 4 ∆n+0,5 pour i = 1, ... , n− 1.

Ensuite, on trouve

θn∆n+0,5 = θn∆nθ3n−4 y θ1θ2 ···θ3n−7θ3n−5θ3n−4θ3n−2

···θ3n−4θ3n−4 y ∆nθ3n−4θ3n−2 = ∆n+0,5θ3n−2,

donc ∆n+1, qui est ∆n+0,5θ3n−2, est le ppcm à droite de θn et ∆n+0,5. Or on
a |∆n+1| = |∆n+0,5|+ 1, donc ∆n+1 6= ∆n+0,5, d’où θn 64 ∆n+0,5.

Maintenant, pour i > n+ 1, on trouve de même

θi∆n+0,5 = θiθ1θ2θ4...θ3n−7θ3n−5θ3n−4

y ··· y θ1θ2θ4...θ3n−7θi+2n−4θ3n−5θ3n−4

y θ1θ2θ4...θ3n−7θ3n−5θi+2n−3θ3n−4

y θ1θ2θ4...θ3n−7θ3n−5θ3n−4θi+2n−2.

Donc le ppcm à droite de θi et ∆n+0,5 est ∆nθi+2n−2, qui n’est pas ∆n+0,5.
Par conséquent, on a θi 64 ∆n+0,5. Donc aucun atome θi avec i > n ne divise
à gauche ∆n+0,5. �
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On a donc, pour tout n > 2, la valeur explicite

Σn,1 = {θ1, ... , θn−1},
d’où, en notant (ici et partout) #A le cardinal d’un ensemble (fini) A, la
valeur #Σn,1 = n− 1.

Par la formule (I.3.21) du chapitre I, le plafond d’un élément de H+

donne une borne explicite sur les plafonds de ses diviseurs. Appliquant ceci
aux éléments simples, ou plutôt à nouveau aux diviseurs à gauche de ∆n+0,5

(qui sont simples comme diviseurs de ∆n+1), on obtient :

Lemme 1.26. Si on a a 4 ∆n+0,5 dans H+ avec n > 2, alors on a

(1.27) dae 6 n+ |a| − 2.

En particulier, pour tout a dans Σn,` et tout Θ-mot w représentant a, on a

(1.28) dae 6 n+ `− 2 et ht(w) 6 n+ `− 2.

Démonstration. On montre (1.27) par récurrence sur |a| > 1. Pour
|a| = 1, soit quand a est un atome θi, la proposition 1.25 implique i 6 n− 1,
donc dae = i 6 n− 1 = n+ 1− 2.

Supposons |a| > 2. Soit θi un diviseur propre à droite de a, qui existe
puisque a n’est pas un atome, et posons a = bθi. On a alors |b| = |a|−1 < |a|.
Par hypothèse, b est un diviseur à gauche de ∆n+0,5 de longueur `−1, donc,
par hypothèse de récurrence, on obtient dbe 6 n+ |a| − 3.

Maintenant, l’hypothèse a 4 ∆n+0,5 implique l’existence de c vérifiant
bθic = ∆n+0,5. Alors la contribution de θi au plafond d∆n+0,5e est

i+ |c| = i+ 2n− |a| − 2.

D’un autre côté, comme les indices des générateurs dans le mot ∆n+0,5 sont
strictement croissants, le lemme I.3.13 donne d∆n+0,5e = 3n − 4. De la
comparaison on déduit

i+ 2n− |a| − 2 6 3n− 4,

donc i 6 n+ |a| − 2. Finalement, par la formule (I.3.21), on obtient

dae = dbθie = max(dbe+ 1, i) 6 n+ `− 2,

qui est (1.27). L’inégalité pour ht(w) quand w représente a est alors claire
puisque, par le lemme I.3.13, on a toujours ht(w) 6 dwe = dae. �

2. Dénombrement des éléments simples

On se propose maintenant de compter les éléments de Σn, c’est-à-dire
les diviseurs à gauche de ∆n. Dans le cas du monoïde de tresses B+

∞, le
nombre est n!, car les diviseurs de ∆n sont en bijection avec les permutations
de {1, ... , n}. Ici, on va établir un résultat similaire, la valeur étant 2 · 3n−2,
à nouveau exponentielle par rapport à n.

La démonstration est délicate, et requiert d’analyser la structure fine de
chacun des ensembles Σn,`, en partitionnant ces ensembles en quatre sous-
ensembles, à savoir Σn−1,` et trois sous-ensembles définis inductivement. La
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section est divisée en trois parties. Dans la section 2.1, on établit des résultats
techniques fins sur la structure des diviseurs de ∆n, qui constituent le noyau
technique de toute l’étude : deviner les énoncés corrects n’est pas facile, et
les démontrer requiert ensuite des récurrences souvent délicates nécessitant
de considérer des cas très multiples. Dans la section 2.2, on exploite les résul-
tats précédents pour partitionner l’ensemble des diviseurs de ∆n en quatre
familles explicites définies à partir de diviseurs de ∆n−1, pavant le chemin
pour une détermination par récurrence sur n. Enfin, dans la section 2.3, on
utilise la partition ci-dessus pour obtenir les récurrences numériques voulues
sur les nombres de diviseurs de longueur ` de ∆n, qui apparaissent dans
un triangle de Pascal généralisé, et, finalement, déduire par sommation le
nombre total de diviseurs, soit 2 · 3n−2 pour ∆n.

2.1. Résultats préparatoires. Notre but final est de compter les élé-
ments de Σn,`, c’est-à-dire les diviseurs à gauche de ∆n de longueur `.

Notation 2.1 (entiers Nn,`). Pour n > 1 et ` > 0, on pose

Nn,` := #Σn,` = #{a ∈ H+ | a 4 ∆n et |a| = `}.
Par exemple, on a établi plus haut les valeurs particulières

Nn,0 = 1, Nn,1 = n− 1, Nn,2n−3 = 1, Nn,` = 0 pour ` > 2n− 2.

Comme la détermination directe de l’ensemble Σn,` est délicate, on va le
partitionner en ensembles plus simples.

Définition 2.2 (familles Σ0
n,`,Σ

I
n,`,Σ

II
n,`,Σ

III
n,`). Pour n > 4 et ` > 2,

on pose

(type 0) Σ0
n,` := {a | a 4 ∆n−1 et |a| = `},

(type I) ΣI
n,` := {θn−1a | a 4 ∆n−1 et |a| = `− 1},

(type II) ΣII
n,` := {θn−2θn−1a | a 4 ∆n−1,5 et |a| = `− 2},

(type III) ΣIII
n,` := {θn−1θn−2θn−1a | θn−2a 4 ∆n−1 et |a| = `− 3}.

La notation suggère que le premier type est spécial : les éléments de
type 0 sont des diviseurs de ∆n dont l’indice est 6n−1 et, de fait, le « vrai »
résultat est une partition en trois types de l’ensemble des diviseurs de ∆n

d’indice n. Notre but est, à la fin de la section 2.2, le résultat suivant :

Proposition 2.3 (partition). Pour n > 4 et 2 6 ` 6 2n − 3, les
ensembles Σ0

n,`, ΣI
n,`, ΣII

n,`, et ΣIII
n,` forment une partition de Σn,`.

Pour cela, on montrera successivement que (i) ces ensembles sont inclus
dans Σn,`, (ii) ils sont disjoints deux à deux, et (iii) ils recouvrent Σn,`.
Chacune de ces trois étapes ci-dessus nécessite des résultats préliminaires,
par lesquels on commence ici. Notons que, par définition, on a Σ0

n,` = Σn−1,`

et ΣI
n,` = θn−1Σn−1,`−1. Par ailleurs, on a

∆n−1 = ∆n−1,5θ3n−8,
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donc ΣII
n,` ⊆ θn−2θn−1Σn−1,`−2. Un point technique important sera de mon-

trer que, pour tout a dans Σn−1,`−2, l’énoncé a 4 ∆n−1,5 est équivalent à
θn−2 64 a, d’où
{a ∈ Σn−1,`−2 | a 4 ∆n−1,5} ∪ {a ∈ Σn−1,`−2 | θn−2 4 a} = Σn−1,`−2,

faisant apparaître une relation inductive entre l’ensemble Σn,` et les trois
ensembles Σn−1,`, Σn−1,`−1, et Σn−1,`−2.

Le premier résultat, déterminant pour étudier les ensembles ΣII
n,`, fournit

une forme générale pour les représentants de ∆n en fonction d’un repré-
sentant de ∆n−0,5 (c’est-à-dire de ∆n−1θ3n−7) et de la dernière lettre θ3n−5

poussée vers la gauche (avec un indice décru en conséquence).

Lemme 2.4. Pour n > 3, tout représentant de ∆n est de la forme

(2.5) w1θn+|w1|−1w2

avec w1w2 ≡ ∆n−0,5 ; de plus, dans ce cas, on a w1θn+|w1|−1 ≡ θn−1w1.

Démonstration. On montre le résultat pour un représentant w de ∆n

par induction sur la distance combinatoire p entre les mots ∆n et w, c’est-à-
dire le nombre minimal de relations de la présentation (P) nécessaire pour
transformer ∆n en w, noté dist(∆n, w).

Pour p = 0, on a w = ∆n = ∆n−0,5θ3n−5 et le résultat est vrai pour
w1 := ∆n−0,5 et w2 := ε.

Supposons p > 1. Alors il existe w′ vérifiant dist(∆n, w
′) = p − 1 et

dist(w′, w) = 1. On écrit w′ = u1v
′u2 et w = u1vu2 avec (v′, v) relation

de (P). Par hypothèse de récurrence appliquée à w′, il existe deux mots w′1
et w′2 vérifiant w′ = w′1θn+|w′1|−1w

′
2 avec w′1w′2 ≡ ∆n−0,5.

On a plusieurs cas à traiter selon la position de v′ dans w′. Si u1v
′ est

un préfixe de w′1, c’est-à-dire qu’il existe u′′1 vérifiant w′1 = u1v
′u′′1, on trouve

w′ = u1v
′u′′1θn+|w′1|−1w

′
2 et w = u1vu

′′
1θn+|w′1|−1w

′
2.

Or, on a u1vu
′′
1w
′
2 ≡ u1v

′u′′1w
′
2 = w′1w

′
2 ≡ ∆n−0,5, d’où le résultat avec

w1 := u1vu
′′
1 et w2 := w′2. Le raisonnement est analogue si v′u2 est un suffixe

de w′2. Il reste les cas où θn+|w′1|−1 apparaît dans v′.

Cas 1 : (v′, v) est une relation de type 2. Alors v′ est un mot de longueur 2,
soit du type θiθj avec j > i+ 3, soit du type θiθj avec j 6 i− 2. Comme la
lettre θn+|w′1|−1 apparaît dans v′ soit comme première, soit comme seconde
lettre, il y a quatre cas possibles.

Sous-cas 1.1 : θi est la dernière lettre de w′1 et on a j = n+ |w′1| − 1 >
i+ 3. Si on pose w′1 := w′′1θi, on obtient

w′ = w′′1θiθn+|w′1|−1w
′
2 et w = w′′1θn+|w′1|−2θiw

′
2 = w′′1θn+|w′′1 |−1θiw

′
2.

De plus, on a w′′1θiw′2 ≡ ∆n−0,5, d’où le résultat pour w1 := w′′1 et w2 := θiw
′
2.

Sous-cas 1.2 : θi est la dernière lettre de w′1 et on a j = n+ |w′1| − 1 6
i−2. Ce cas n’est pas possible car la lettre θi dans cette position contribuerait
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pour i + 1 + |w′2| > n + |w′1| + 1 + 1 + |w′2| = 3n − 2 au plafond de w′, qui
est celui de ∆n, à savoir 3n− 5.

Sous-cas 1.3 : θi est θn+|w′1|−1 et θj est la première lettre de w′2, et on
a j > i+ 3. Ce cas est impossible comme le sous-cas 1.2.

Sous-cas 1.4 : θi est θn+|w′1|−1 et θj est la première lettre de w′2, et on
a j 6 i+ 2. Ce cas est analogue au sous-cas 1.1.

Cas 2 : (v′, v) est une relation de type 3. Alors v′ est un mot de longueur 3,
soit du type θiθi+1θi+3, soit du type θi+1θiθi+1. Comme la lettre θn+|w′1|−1

apparaît dans v′ comme première, deuxième, ou troisième lettre, il y a six
cas possibles.

Sous-cas 2.1 : θi et θi+1 sont les dernières lettres de w′1, et on a i+ 3 =
n+ |w′1| − 1, soit

(v′, v) = (θn+|w′1|−4θn+|w′1|−3θn+|w′1|−1, θn+|w′1|−3θn+|w′1|−4θn+|w′1|−3).

En posant w′1 := w′′1θn+|w′1|−4θn+|w′1|−3, on obtient

w′ = w′′1θn+|w′1|−4θn+|w′1|−3θn+|w′1|−1w
′
2

w = w′′1θn+|w′1|−3θn+|w′1|−4θn+|w′1|−3w
′
2 = w′′1θn+|w′′1 |−1θn+|w′1|−4θn+|w′1|−3w

′
2.

De plus, on a w′′1θn+|w′1|−4θn+|w′1|−3w
′
2 ≡ ∆n−0,5, d’où le résultat pour w1 :=

w′′1 et w2 := θn+|w′1|−4θn+|w′1|−3w
′
2.

Sous-cas 2.2 : θi est la dernière lettre de w′1, on a i+ 1 = n+ |w′1| − 1,
et θi+3 est la première lettre de w′2, soit

(v′, v) = (θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1θn+|w′1|+1, θn+|w′1|−1θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1).

Ce cas n’est pas possible car dw′e = 3n− 5 alors que θn+|w′1|+1 contribuerait
pour n+ |w′1|+ 1 + |w′2| − 1 = n+ 2n− 3− 1 = 3n− 4.

Sous-cas 2.3 : On a i = n+ |w′1| − 1, et θi+1 et θi+3 sont les premières
lettres de w′2, soit

(v′, v) = (θn+|w′1|−1θn+|w′1|θn+|w′1|+2, θn+|w′1|θn+|w′1|−1θn+|w′1|).

Ce cas est impossible comme 2.2.
Sous-cas 2.4 : θi+1 et θi sont les dernières lettres de w′1 et on a i+ 1 =

n+ |w′1| − 1, soit

(v′, v) = (θn+|w′1|−1θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1, θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1θn+|w′1|+1)

avec w′1 = w′′1θn+|w′1|−1θn+|w′1|−2. Ce cas n’est pas possible car dwe = 3n− 5

alors que θn+|w′1|+1 contribuerait pour n+|w′1|+1+|w′2| = n+2n−3 = 3n−3.
Sous-cas 2.5 : θi+1 est la dernière lettre de w′1, on a i = n + |w′1| − 1,

et θi+1 est la première lettre de w′2, soit

(v′, v) = (θn+|w′1|θn+|w′1|−1θn+|w′1|, θn+|w′1|−1θn+|w′1|θn+|w′1|+2)

Ce cas est impossible comme 2.4.
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Sous-cas 2.6 : On a i+ 1 = n+ |w′1| − 1, et θi et θi+1 sont les premières
lettres de w′2, soit

(v′, v) = (θn+|w′1|−1θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1, θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1θn+|w′1|+1)

avec w′2 = θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1w
′′
2 . On obtient

w′ = w′1θn+|w′1|−1θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1w
′′
2

w = w′1θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1θn+|w′1|+1w
′′
2 .

De plus, on a w′1θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1w
′′
2 ≡ ∆n−0,5, d’où le résultat pour w1 :=

w′1θn+|w′1|−2θn+|w′1|−1 et w2 := w′′2 .
Ceci complète l’induction. Il reste à montrer w1θn+|w1|−1 = θn−1w1. On

trouve, d’après (1.17),

w1θn+|w1|−1w2 ≡ ∆n ≡ θn−1∆n−0,5 ≡ θn−1w1w2.

En simplifiant à droite par w2, on a w1θn+|w1|−1 ≡ θn−1w1. �

Exemple 2.6. Considérons le mot θ1θ2θ4θ5θ7, qui est un représentant
de ∆4. Ce que dit le lemme 2.4, c’est que tout représentant peut s’écrire
w1θ3+|w1|w2 avec w1w2 ≡ θ1θ2θ4θ5. Dans le cas présent, on trouve

θ1θ2θ4θ5θ7 ≡ θ2θ1θ2θ5θ7 ≡ θ1θ2θ5θ4θ5 ≡ θ2θ1θ4θ2θ7 ≡ θ1θ4θ2θ4θ5

≡ θ2θ3θ1θ2θ7 ≡ θ2θ1θ4θ6θ2 ≡ θ3θ1θ2θ4θ5 ≡ θ2θ3θ1θ6θ2

≡ θ3θ2θ1θ2θ5 ≡ θ2θ3θ5θ1θ2 ≡ θ3θ2θ1θ4θ2 ≡ θ3θ2θ3θ1θ2.

On voit en particulier qu’aucune expression de ∆4 ne finit par θ1θ2θ4 ni θ2θ1θ2,
ce qui démontre que ∆3 ne divise pas ∆4.

On peut donc séparer les diviseurs de ∆n en deux catégories, ceux qui ne
possèdent pas la lettre θn+k−1 dans leurs écritures et ceux qui la possèdent.
Dans ce dernier cas, on va montrer que θn−1 est diviseur à gauche.

Lemme 2.7. Pour n > 3, tous les diviseurs à gauche de ∆n soit sont
des diviseurs à gauche de ∆n−0,5, soit sont de la forme aθn+|a|−1b avec
ab 4 ∆n−0,5, auquel cas on a aθn+|a|−1 = θn−1a.

Démonstration. Si on a [w] 4 ∆n, il existe w′ tel que ww′ est une
écriture de ∆n, donc, par (2.5), ww′ s’écrit w1θn+|w1|−1w2 avec w1w2 ≡
∆n−0,5 : ou bien w est un préfixe de w1, et on a donc [w] 4 ∆n−0,5, ou bien
w est de la forme w1θn+|w1|−1w

′
2 avec w′2 préfixe de w2, et on a donc [w] =

[w1]θn+|w1|−1[w′2] avec [w1][w′2] = [w1w
′
2] 4 ∆n−0,5. De plus, w1θn+|w1|−1 ≡

θn−1w1 implique [w1]θn+|w1|−1 ≡ θn−1[w1]. �

Pour n > 4, les éléments de l’ensemble ΣII
n,` ont été définis comme de la

forme θn−2θn−1a avec a ∈ Σn−1,`−2 et a 4 ∆n−1,5. En fait, les éléments a
ainsi définis sont les éléments de Σn−1,`−2 qui vérifient θn−2 64 a. La démons-
tration est facile à partir du lemme 2.7.

Lemme 2.8. Pour n > 3 et a 4 ∆n, les conditions a 4 ∆n−0,5

et θn−1 64 a sont équivalents.
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Démonstration. Supposons a 4 ∆n−0,5. Alors, par la proposition 1.25,
les diviseurs de taille 1 de ∆n−0,5 sont {θ1, ... , θn−2}. Donc l’atome θn−1 ne
divise pas à gauche ∆n−0,5, a fortiori, θn−1 ne divise pas à gauche a.

Maintenant, on suppose θn−1 64 a. Comme a divise à gauche ∆n, le
lemme 2.7 montre qu’il y a deux possibilités :

- soit a est un diviseur à gauche de ∆n−0,5, ce qui est le résultat escompté ;
- soit a est de la forme bθn+|b|−1c avec bc 4 ∆n−0,5 ; dans ce cas, on

trouve bθn+|b|−1 = θn−1b, d’où θn−1 4 a, qui contredit l’hypothèse θn−1 64 a.
La seule possibilité est donc a 4 ∆n−0,5. �

On considère maintenant les éléments de ΣIII
n,`.

Lemme 2.9. Pour n > 4, si θn−1θn−2θn−1a appartient à ΣIII
n,`, alors

on a a 4 ∆n−1,5.

Démonstration. Par définition de l’ensemble ΣIII
n,`, on a θn−2a 4 ∆n−1.

Donc, par (1.17), on a θn−2a 4 ∆n−1 = θn−2∆n−1,5, d’où, en simplifiant à
gauche, a 4 ∆n−1,5. �

Dans le lemme 2.4, on s’intéresse aux décompositions de ∆n. Pour la
suite, on a aussi besoin de trouver une forme générale pour les représentants
des éléments de la forme ∆n−0,5, qui est aussi ∆n−1,5θ3n−8θ3n−7. Dans ce
cas, on va montrer qu’on peut pousser vers la gauche les deux lettres θ3n−8

et θ3n−7. La démonstration est similaire à celle du lemme 2.4, mais, comme
on déplace deux lettres, il y a davantage de cas à traiter.

Lemme 2.10. Pour n > 4, tout représentant de ∆n−0,5 est de la forme

(2.11) w1θn−2+|w1|w2θn−1+|w1w2|w3

avec w1w2w3 ≡ ∆n−1,5 ; de plus, dans ce cas, le mot w1θn−2+|w1|w2w3 repré-
sente ∆n−1.

Démonstration. Soit w vérifiant w ≡ ∆n−0,5. On montre le résultat
par récurrence sur la distance combinatoire p entre ∆n−0,5 et w.

Pour p = 0, on a

w = ∆n−0,5 = ∆n−1,5θ3n−8θ3n−7,

qui donne (2.11) en posant w1 := ∆n−1,5 et w2 := w3 := ε.
Supposons p > 1. Alors il existe w′ vérifiant

dist(∆n−0,5, w
′) = p− 1 et dist(w′, w) = 1.

On écrit w′ = u1v
′u2 et w = u1vu2 avec (v′, v) relation de (P). Par hypothèse

de récurrence appliquée à w′, il existe trois mots w′1, w′2 et w′3 vérifiant

w′ = w′1θn−2+|w′1|w
′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3, avec w′1w

′
2w
′
3 ≡ ∆n−1,5.

On a plusieurs cas à traiter selon que les lettres θn−2+|w′1| et θn−1+|w′1w′2|
appartiennent ou non au facteur v′.

(i) On suppose d’abord qu’aucune des deux lettres n’appartient à v′.
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Cas 1 : u1v
′ est un préfixe de w′1, c’est-à-dire il existe u′1 vérifiant w′1 =

u1v
′u′1. On trouve alors

w′ = u1v
′u′1θn−2+|w′1|w

′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3

w = u1vu
′
1θn−2+|w′1|w

′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3.

Or, on a u1vu
′
1w
′
2w
′
3 ≡ u1v

′u′1w
′
2w
′
3 = w′1w

′
2w
′
3 ≡ ∆n−1,5, d’où (2.11) en

posant w1 := u1vu
′
1, w2 := w′2 et w3 := w′3.

Cas 2 : v′u2 est un suffixe de w′3. Le raisonnement est analogue au cas 1.

Cas 3 : v′ est un facteur de w′2, c’est-à-dire il existe u′′2 et u′′′2 vérifiant
w′2 = u′′2v

′u′′′2 . On trouve alors

w′ = w′1θn−2+|w′1|u
′′
2v
′u′′′2 θn−1+|w′1w′2|w

′
3,

w = w′1θn−2+|w′1|u
′′
2vu

′′′
2 θn−1+|w′1w′2|w

′
3.

Or, on a w′1u′′2vu′′′2 w′3 ≡ w′1u
′′
2v
′u′′′2 w

′
3 = w′1w

′
2w
′
3 ≡ ∆n−1,5, d’où (2.11) en

posant w1 := w′1, w2 := u′′2vu
′′′
2 et w3 := w′3.

(ii) On suppose maintenant que seule la lettre θn−2+|w′1| apparaît dans v
′.

Cas 1 : (v′, v) est une relation de type 2. Alors v′ est un mot de longueur 2,
soit du type θiθj avec j > i+ 3, soit du type θiθj avec j 6 i− 2. Comme la
lettre θn−2+|w′1| apparaît dans v′ soit comme première, soit comme seconde
lettre, il y a quatre sous-cas possibles.

Sous-cas 1.1 : θi est la dernière lettre de w′1 et on a j = n− 2 + |w′1| >
i+ 3. On pose w′1 = w′′1θi. On obtient

w′ = w′′1θiθn−2+|w′1|w
′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3 et w = w′′1θn−3+|w′1|θiw

′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3.

De plus, on a w′′1θiw′2w′3 = w′1w
′
2w
′
3 ≡ ∆n−1,5, d’où (2.11) en posant w1 :=

w′′1 , w2 := θiw
′
2 et w3 := w′3.

Sous-cas 1.2 : θi est la dernière lettre de w′1 et on a j = n− 2 + |w′1| 6
i−2. Ce cas n’est pas possible car la lettre θi dans cette position contribuerait
pour i + 1 + |w′2| + 1 + |w′3| > n + |w′1| + 1 + |w′2| + 1 + |w′3| = 3n − 4 au
plafond de w′, qui est celui de ∆n−0,5, à savoir 3n− 7.

Sous-cas 1.3 : θi est θn−2+|w′1| et θj est la première lettre de w′2 et on a
j > i+ 3. Ce cas est impossible comme 1.2.

Sous-cas 1.4 : θi est θn−2+|w′1| et θj est la première lettre de w′2 et on a
j 6 i+ 2. Ce cas est analogue au sous-cas 1.1.

Cas 2 : (v′, v) est une relation de type 3. Alors v′ est un mot de longueur 3,
soit du type θiθi+1θi+3, soit du type θi+1θiθi+1. Comme la lettre θn−2+|w′1|
apparaît dans v′ comme première, deuxième, ou troisième lettre, il y a six
sous-cas possibles.

Sous-cas 2.1 : θi et θi+1 sont les dernières lettres de w′1 et on a i+ 3 =
n− 2 + |w′1|, soit

(v′, v) = (θn−5+|w′1|θn−4+|w′1|θn−2+|w′1|, θn−4+|w′1|θn−5+|w′1|θn−4+|w′1|).
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On pose w′1 := w′′1θn−5+|w′1|θn−4|w′1|. On obtient

w′ = w′′1θn−5+|w′1|θn−4+|w′1|θn−2+|w′1|w
′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3,

w = w′′1θn−4+|w′1|θn−5+|w′1|θn−4+|w′1|w
′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3

= w′′1θn−2+|w′′1 |θn−5+|w′1|θn−4+|w′1|w
′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3.

De plus, on a w′′1θn−5+|w′1|θn−4+|w′1|w
′
2w
′
3 ≡ ∆n−1,5, d’où (2.11) en posant

w1 := w′′1 , w2 := θn−5+|w′1|θn−4+|w′1|w
′
2 et w3 := w′3.

Sous-cas 2.2 : θi est la dernière lettre de w′1, on a i+ 1 = n− 2 + |w′1|,
et θi+3 est la première lettre de w′2, soit

(v′, v) = (θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|θn+|w′1|, θn−2+|w′1|θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|).

Ce cas n’est pas possible car dw′e = 3n − 7, alors que θn+|w′1| contribuerait
pour n+ |w′1| − 1 + |w′2|+ 1 + |w′3| = n+ 2n− 6 = 3n− 6.

Sous-cas 2.3 : On a i = n− 2 + |w′1|, et θi+1 et θi+3 sont les premières
lettres de w′2, soit

(v′, v) = (θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|θn+1+|w′1|, θn−1+|w′1|θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|).

Ce cas est impossible comme 2.2.
Sous-cas 2.4 : θi+1 et θi sont les dernières lettres de w′1 et on a i+ 1 =

n− 2 + |w′1|, soit
(v′, v) = (θn−2+|w′1|θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|, θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|θn+|w′1|)

avec w′1 = w′′1θn−2+|w′1|θn−3+|w′1|. Ce cas n’est pas possible car dwe est 3n−7,
alors que θn+|w′1| contribuerait pour

n+ |w′1|+ |w′2|+ 1 + |w′3| = n+ 2n− 5 = 3n− 5.

Sous-cas 2.5 : θi+1 est la dernière lettre de w′1, on a i = n − 2 + |w′1|,
et θi+1 est la première lettre de w′2, soit

(v′, v) = (θn−1+|w′1|θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|, θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|θn+1+|w′1|)

Ce cas est impossible comme 2.4.
Sous-cas 2.6 : On a i+ 1 = n− 2 + |u′1|, et θi et θi+1 sont les premières

lettres de w′2, soit

(v′, v) = (θn−2+|w′1|θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|, θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|θn+|w′1|)

avec w′2 = θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|w
′′
2 . On obtient

w′ = w′1θn−2+|w′1|θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|w
′′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3,

w = w′1θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|θn+|w′1|w
′′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3.

De plus, on a w′1θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|w
′′
2w
′
3 ≡ ∆n−1,5, d’où (2.11) en posant

w1 := w′1θn−3+|w′1|θn−2+|w′1|, w2 := w′′2 et w3 := w′3.

(iii) On suppose maintenant que seule la lettre θn−1+|w′1w′2| apparaît dans v
′.

Cas 1 : (v′, v) est une relation de type 2. Il y a encore quatre cas possibles.
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Sous-cas 1.1 : θi est la dernière lettre de w′2 et on a j = n−1+ |w′1w′2| >
i+ 3. On pose w′2 = w′′2θi. On obtient

w′ = w′1θn−2+|w′1|w
′′
2θiθn−1+|w′1w′2|w

′
3

w = w′1θn−2+|w′1|w
′′
2θn−2+|w′1w′2|θiw

′
3.

De plus, on a w′1w′′2θiw′3 = w′1w
′
2w
′
3 ≡ ∆n−1,5, d’où (2.11) en posant w1 :=

w′1, w2 := w′′2 et w3 := θiw
′
3.

Sous-cas 1.2 : θi est la dernière lettre de w′2 et on a j = n−1+ |w′1w′2| 6
i− 2. Ce cas n’est pas possible car dw′e = 3n− 7, alors que θi contribuerait
au plafond pour i+ 1 + |w′3| > n+ 1 + |w′1w′2|+ 1 + |w′3| = 3n− 4.

Sous-cas 1.3 : θi est θn−1+|w′1w′2| et θj est la première lettre de w′3 et on
a j > i+ 3. Ce cas est impossible comme le sous-cas 1.2.

Sous-cas 1.4 : θi est θn−1+|w′1w′2| et θj est la première lettre de w′3 et on
a j 6 i+ 2. Ce cas est analogue au sous-cas 1.1.

Cas 2 : (v′, v) est une relation de type 3. Il y a encore six cas possibles.
Sous-cas 2.1 : θi et θi+1 sont les dernières lettres de w′2 et on a i+ 3 =

n− 1 + |w′1w′2|, soit
(v′, v) = (θn−4+|w′1w′2|θn−3+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|, θn−3+|w′1w′2|θn−4+|w′1w′2|θn−3+|w′1w′2|).

On pose w′2 := w′′2θn−4+|w′1w′2|θn−3|w′1w′2|. On obtient

w′ = w′1θn−2+|w′1|w
′′
2θn−4+|w′1w′2|θn−3+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|w

′
3,

w = w′1θn−2+|w′1|w
′′
2θn−3+|w′1w′2|θn−4+|w′1w′2|θn−3+|w′1w′2|w

′
3,

De plus, on a w′1w′′2θn−4+|w′1w′2|θn−3+|w′1w′2|w
′
3 ≡ ∆n−1,5, d’où (2.11) en posant

w1 := w′1, w2 := w′′2 et w3 := θn−4+|w′1w′2|θn−3+|w′1w′2|w
′
3.

Sous-cas 2.2 : θi est la dernière lettre de w′2, on a i+1 = n−1+ |w′1w′2|,
et θi+3 est la première lettre de w′3, soit

(v′, v) = (θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|θn+1+|w′1w′2|, θn−1+|w′1w′2|θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|).

Ce cas n’est pas possible car dw′e = 3n−7 alors que θn+1+|w′1w′2| contribuerait
pour n+ 1 + |w′1w′2| − 1 + |w′3| = n+ 2n− 6 = 3n− 6.

Sous-cas 2.3 : On a i = n−1+ |w′1w′2|, et θi+1 et θi+3 sont les premières
lettres de w′3, soit

(v′, v) = (θn−1+|w′1w′2|θn+|w′1w′2|θn+2+|w′1w′2|, θn+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|θn+|w′1w′2|).

Ce cas est impossible comme 2.2.
Sous-cas 2.4 : θi+1 et θi sont les dernières lettres de w′2 et on a i+ 1 =

n− 1 + |w′1w′2|, soit
(v′, v) = (θn−1+|w′1w′2|θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|, θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|θn+1+|w′1w′2|).

avec w′2 = w′′2θn−1+|w′1w′2|θn−2+|w′1|. Ce cas n’est pas possible car dwe = 3n−7

alors que θn+1+|w′1w′2| contribuerait pour n+1+ |w′1w′2|+ |w′3| = n+2n−5 =
3n− 5.
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Sous-cas 2.5 : θi+1 est la dernière lettre de w′2, on a i = n− 1 + |w′1w′2|,
et θi+1 est la première lettre de w′3, soit

(v′, v) = (θn+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|θn+|w′1w′2|, θn−1+|w′1w′2|θn+|w′1w′2|θn+2+|w′1w′2|).

Ce cas est impossible comme 2.4.
Sous-cas 2.6 : On a i+1 = n−1+|w′1w′2|, et θi et θi+1 sont les premières

lettres de w′3, soit

(v′, v) = (θn−1+|w′1w′2|θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|, θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|θn+1+|w′1w′2|).

avec w′3 = θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|w
′′
3 . On obtient

w′ = w′1θn−2+|w′1|w
′
2θn−1+|w′1w′2|θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|w

′′
3 ,

w = w′1θn−2+|w′1|w
′
2θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|θn+1+|w′1w′2|w

′′
3 .

De plus, on a w′1w′2θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2|w
′′
3 ≡ ∆n−1,5, d’où (2.11) en posant

w1 := w′1, w2 := w′2θn−2+|w′1w′2|θn−1+|w′1w′2| et w3 := w′′3 .

(iv) Pour finir, on suppose que les deux lettres θn−2+|w′1| et θn−1+|w′1w′2| ap-
paraissent dans v′. A priori, cette situation est la plus compliquée, mais, en
fait, il n’y a que peu de possibilités valides.

Cas 1 : (v′, v) est une relation de type 2. Alors v′ est un mot de longueur 2
et la seule possibilité est

|w′2| = 0 et v′ = θn−2+|w′1|θn−1+|w′1w′2| = θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|.

Or ceci est impossible car on a pas de relation u = v avec u de la forme
θn−2+|w′1|θn−1+|w′1| dans la présentation (P).

Cas 2 : (v′, v) est une relation de type 3. Alors v′ est un mot de longueur 3,
soit du type θiθi+1θi+3, soit du type θi+1θiθi+1. Comme les deux lettres
θn−2+|w′1| et θn−1+|w′1w′2| apparaissent dans v

′, il y a seulement deux cas pos-
sibles.

Sous-cas 2.1 : |w′2| = 0, i = n − 2 + |w′1|, i + 1 = n − 1 + |w′1| et θi+3

est la première lettre de w′3, soit

(v′, v) = (θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|θn+1+|w′1|, θn−1+|w′1|θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|).

Ce cas n’est pas possible, car on a dw′e = 3n− 7, alors que θn+1+|w′1| contri-
buerait pour n+ 1 + |w′1|+ |w′3| − 1 = 3n− 6.

Sous-cas 2.2 : |w′2| = 0, θi+1 est la dernière lettre de w′1, i = n−2+ |w′1|
et i+ 1 = n− 1 + |w′1|, soit

(v′, v) = (θn−1+|w′1|θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|, θn−2+|w′1|θn−1+|w′1|θn+1+|w′1|).

Ce cas n’est pas possible, car on a dwe = 3n− 7 alors que θn+1+|w′1| contri-
buerait pour n+ 1 + |w′1|+ |w′3| = 3n− 5.
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Ceci complète l’induction : on a ainsi montré que tout représentant
de ∆n−0,5 est de la forme (2.11) avec w1w2w3 ≡ ∆n−1,5, et il reste à montrer
qu’on a alors

(2.12) w1θn−2+|w1|w2w3 ≡ ∆n−1.

Montrons (2.12) par récurrence sur |w3|. Pour |w3| = 0, on a par hypothèse
w1w2 ≡ ∆n−1,5, d’où |w1w2| = 2n− 6, et on trouve

∆n−0,5 ≡ w1θn−2+|w1|w2θn−1+|w1w2|w3

≡ w1θn−2+|w1|w2θ3n−7,

donc (2.12) en simplifiant θ3n−7 à droite.
Supposons maintenant |w3| > 1. On pose w3 = θiw

′
3. Par hypothèse, on

a w1w2θiw
′
3 ≡ ∆n−1,5. Donc le plafond de w1w2θiw

′
3 est 3n − 10 et, par le

lemme 1.26, on a

i 6 3n− 10− |w′3| = 3n− 10− (|w3| − 1) = 3n− 9− |w3|.
Maintenant, par (2.11), on a

w1θn−2+|w1|w2θn−1+|w1w2|θiw
′
3 = w1θn−2+|w1|w2θ3n−7−|w3|θiw

′
3

≡ w1θn−2+|w1|w2θiθ3n−6−|w3|w
′
3

= w1θn−2+|w1|u2θiθn−1+|w1w2θi|w
′
3.

On pose w′1 := w1 et w′2 := w2θi. On obtient alors

w′1θn−2+|w′1|w
′
2θn−1+|w′1w′2|w

′
3 ≡ ∆n−0,5,

avec w′1w′2w′3 ≡ ∆n−1,5 et on a |w′3| < |w3|. Par hypothèse de récurrence, on
trouve ∆n−1 ≡ w′1θn−2+|w′1|w

′
2w
′
3, d’où ∆n−1 ≡ w1θn−2+|w1|w2w3 puisque les

mots w′1θn−2+|w′1|w
′
2w
′
3 et w1θn−2+|w1|w2w3 coïncident. �

Le lemme 2.10 permet de répartir les diviseurs de ∆n−0,5 en deux sous-
ensembles. Ce point sera crucial dans la dernière étape de la partition des
diviseurs de ∆n (sous-section 2.2).

Lemme 2.13. Pour n > 4, les diviseurs à gauche de ∆n−0,5 soit sont des
diviseurs à gauche de ∆n−1, soit sont de la forme θn−2θn−1a avec a 4 ∆n−1,5.

Démonstration. Supposons que [w] divise à gauche ∆n−0,5. Il existe
donc un Θ-mot w′ tel que ww′ représente ∆n−0,5. Par le lemme 2.10, le mot
ww′ est de la forme w1θn−2+|w1|w2θn−1+|w1w2|w3 avec w1w2w3 ≡ ∆n−1,5. On
a donc trois possibilités.

- Ou bien w est un préfixe de w1. On a donc [w] 4 ∆n−1,5 et, par
transitivité de 4, [w] est un diviseur à gauche de ∆n−1.

- Ou bien w est de la forme w1θn−2+|w1|w
′
2 avec w′2 un préfixe de w2. Par

le lemme 2.10, [w] est un diviseur à gauche de ∆n−1,
- Ou bien w est de la forme w1θn−2+|w1|w2θn−1+|w1w2|w

′
3, avec w′3 préfixe

de w3. En posant w3 = w′3w
′′
3 , on trouve alors

w1θn−2+|w1|w2θn−1+|w1w2|w
′
3w
′′
3 ≡ ∆n−0,5
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= ∆n−2θ3n−10θ3n−8θ3n−7

≡ θn−2∆n−2θ3n−10θ3n−7

≡ θn−2θn−1∆n−2θ3n−10

≡ θn−2θn−1w1w2w
′
3w
′′
3 .

En simplifiant w′′3 à droite, on déduit w ≡ θn−2θn−1w1w2w
′
3, avec w1, w2, w

′
3

vérifiant [w1w2w
′
3] 4 ∆n−1,5. �

2.2. Le résultat de partition. En utilisant les lemmes préparatoires
de la section 2.1, on va montrer que (i) les ensembles Σ0

n,`, ΣI
n,`,Σ

II
n,`, et ΣIII

n,`

de la définition 2.2 sont inclus dans Σn,`, (ii) ils sont disjoints deux à deux,
et (iii) ils recouvrent Σn,`.

Le point (i) est facile, puisqu’il s’agit simplement de trouver des décom-
positions de ∆n commençant par des préfixes donnés.

Lemme 2.14. Pour n > 4 et 2 6 ` 6 2n−3, les ensembles Σ0
n,`,Σ

I
n,`,Σ

II
n,`

et ΣIII
n,` sont inclus dans Σn,`.

Démonstration. Tous les diviseurs à gauche de longueur ` de ∆n−1

sont des diviseurs à gauche de ∆n par transitivité de 4, donc Σ0
n,` est inclus

dans Σn,`.
Considérons maintenant un élément de ΣI

n,`, soit θn−1a avec a 4 ∆n−1.
A fortiori, on a θn−1a 4 θn−1∆n−1. Par (1.17), on a ∆n = θn−1∆n−1θ3n−7,
donc θn−1∆n−1 4 ∆n. Par transitivité de 4, on déduit θn−1a 4 ∆n.

Ensuite, considérons un élément θn−2θn−1a de ΣII
n,`, avec a 4 ∆n−1,5. Un

calcul direct donne

∆n = ∆n−0,5θ3n−5 = θn−2∆n−1,5θ3n−7θ3n−5

= θn−2θn−1∆n−1,5θ3n−5,

donc a 4 ∆n−1,5 implique θn−2θn−1a 4 θn−2θn−1∆n−1,5 4 ∆n, et, de
là, θn−2θn−1a 4 ∆n par transitivité de 4.

Enfin, considérons un élément θn−1θn−2θn−1a de ΣIII
n,`, avec θn−2a 4 ∆n−1.

On trouve

∆n = ∆n−1,5θ3n−8θ3n−7θ3n−5 = ∆n−1,5θ3n−7θ3n−8θ3n−7

= θn−1∆n−1,5θ3n−8θ3n−7

= θn−1θn−2∆n−1,5θ3n−7

= θn−1θn−2θn−1∆n−1,5.

Or, par le lemme 2.9, on a a 4 ∆n−1,5, d’où

θn−1θn−2θn−1a 4 θn−1θn−2θn−1∆n−1,5 = ∆n,

d’où θn−1θn−2θn−1a 4 ∆n. �

La seconde étape, le caractère disjoint deux à deux des ensembles Σ0
n,`

à ΣIII
n,`, exige plus de cas et est un peu moins facile, puisqu’il s’agit de montrer
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des résultats de non-divisibilité, ce qui ne peut se faire qu’en utilisant le
retournement à droite de représentants.

Lemme 2.15. Pour n > 4 et 2 6 ` 6 2n−3, les ensembles Σ0
n,`,Σ

I
n,`,Σ

II
n,`

et ΣIII
n,` sont deux à deux disjoints.

Démonstration. Pour prouver que Σ0
n,` est disjoint de ΣI

n,`,Σ
II
n,` et ΣIII

n,`,
on montre que les éléments de ΣI

n,`,Σ
II
n,`, et ΣIII

n,` sont tous d’indice n, c’est-
à-dire ne divisent pas ∆n−1 à gauche. Soit θn−1a un élément de ΣI

n,` et
θn−1θn−2θn−1b un élément de ΣIII

n,`. La proposition 1.25 implique que θn−1

ne divise pas ∆n−1 à gauche, donc θn−1a et θn−1θn−2θn−1b ne peuvent pas
diviser ∆n−1 à gauche. Donc Σ0

n,` est disjoint de ΣI
n,` et de ΣIII

n,`.
Soit maintenant θn−2θn−1a un élément de ΣII

n,`. On va montrer, en utili-
sant le retournement à droite, la relation θn−2θn−1 64 ∆n−1 à gauche, d’où,
a fortiori, θn−2θn−1a 64 ∆n−1. On trouve

θn−1 θn−2∆n−1 = θn−1 θn−2θ1θ2 ···θ3n−10θ3n−8

y θn−1θ1θ2 ···θ3n−10θ3n−8θ3n−8

y θn−1θ1θ2 ···θ3n−10

y θ1θ2 ···θ3n−10θ3n−7 :

le mot terminal n’est pas un mot positif, donc on a θn−2θn−1 64 ∆n−1. Par
conséquent, Σ0

`,n est disjoint de ΣII
`,n.

Ensuite, supposons a ∈ ΣI
n,` ∩ΣII

n,`. Alors, on a à la fois a = θn−1b avec b
dans Σn−1,`−1 et a = θn−2θn−1c avec c dans Σn−1,`−2 vérifiant c 4 ∆n−1,5.
On a donc

(2.16) θn−1 4 θn−2θn−1∆n−1,5.

Cependant, on trouve

θn−1θn−2θn−1∆n−2θ3n−10 y θn−2θn−1θn+1 θn−1θn−1∆n−2θ3n−10

y θn−2θn−1θn+1∆n−2θ3n−10

y θn−2θn−1∆n−2θ3n−10θ3n−5,

d’où θn−1 64 θn−2θn−1∆n−1,5, contredisant (2.16). Donc ΣI
n,` et ΣII

n,` sont
disjoints.

Supposons ensuite a ∈ ΣI
n,` ∩ ΣIII

n,`. Alors, on a à la fois a = θn−1b
avec b ∈ Σn−1,`−1 et a = θn−1θn−2θn−1c avec θn−2c ∈ Σn−1,`−2. On déduit
b = θn−2θn−1c en simplifiant θn−1 à gauche, donc θn−2θn−1c 4 ∆n−1 et,
a fortiori, θn−2θn−1 4 ∆n−1. Or, on a vu ci-dessus que θn−2θn−1 ne divise
pas ∆n−1 à gauche, contradiction. Par conséquent, ΣI

n,` et ΣIII
n,` sont disjoints.

Supposons enfin a ∈ ΣII
n,` ∩ ΣIII

n,`. On a a = θn−2θn−1b = θn−1θn−2θn−1c
avec b dans Σn−1,`−2 vérifiant b 4 ∆n−1,5 et avec θn−2c dans Σn−1,`−2. On
déduit θn−2θn−1b = θn−1θn−2θn−1c = θn−2θn−1θn+1c, d’où b = θn+1c en
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simplifiant θn−2θn−1 à gauche. Or, par le lemme 1.25, on a θn+1 64 ∆n−1,5,
ce qui contredit θn+1 4 b 4 ∆n−1,5. Donc ΣII

n,` et ΣIII
n,` sont disjoints. �

On est maintenant prêt à conclure l’argument et établir le résultat de
partition annoncé. Grâce à tous les lemmes préparatoires accumulés dans la
sous-section 2.1, la démonstration est brève.

Démonstration de la proposition 2.3. Au vu des lemmes 2.14
et 2.15, il ne reste plus qu’à montrer que tout élément de Σn,` appartient à
(au moins) un des quatre ensembles Σ0

n,`, ΣI
n,`, ΣII

n,`, ΣIII
n,`.

Soit a un élément de Σn,`. Par le lemme 2.7, soit a est un diviseur à
gauche de ∆n−0,5, soit a est de la forme bθn+|b|−1c avec bc 4 ∆n−0,5.

Supposons d’abord a 4 ∆n−0,5. Par le lemme 2.13, soit on a a 4 ∆n−1,
d’où a ∈ Σ0

n,`, soit a est de la forme θn−2θn−1d avec d 4 ∆n−1,5, d’où a ∈
ΣII
n,`.
Supposons maintenant a de la forme bθn+|b|−1c avec bc 4 ∆n−0,5. Par

le lemme 2.7, on a a = θn−1bc avec bc 4 ∆n−0,5. Par le lemme 2.13, il
y a à nouveau deux possibilités. Soit bc divise à gauche ∆n−1, et on trou-
ve a = θn−1bc avec bc 4 ∆n−1, d’où a ∈ ΣI

n,`. Soit bc est de la forme
θn−2θn−1d avec d 4 ∆n−1,5. De là, on a a = θn−1θn−2θn−1d avec d 4 ∆n−1,5.
En outre, d 4 ∆n−1,5 implique

θn−2d 4 θn−2∆n−1,5 = ∆n−1,

d’où a ∈ ΣIII
n,`. L’argument est donc complet. �

2.3. Dénombrement des diviseurs de ∆n. Grâce au résultat de par-
tition démontré dans la sous-section 2.2, on va maintenant pouvoir dénom-
brer inductivement les diviseurs à gauche de ∆n :

Proposition 2.17 (dénombrement). Pour n > 2, on a

(2.18) #Σn = #{a ∈ H+ | a 4 ∆n} = 2 · 3n−2.

Ainsi, le nombre de diviseurs à gauche de ∆n dans H+ est 2 ·3n−2. Noter
que, pour n = 1, on a ∆1 = 1, d’où Σ1 = {1}, et #Σ1 = 1 : la formule de
la proposition 2.17 est donc en défaut (sauf à considérer 1 comme l’entier
immédiatement supérieur à 2/3).

En utilisant (1.23), on déduit immédiatement

Corollaire 2.19 (dénombrement). Pour n > 3, on a

(2.20) #{a ∈ H+ | a simple et ind(a) = n} = 4 · 3n−3.

On rappelle que le cardinal de Σn,`, c’est-à-dire le nombre de diviseurs à
gauche de ∆n de longueur `, est noté Nn,`. La démontration de la proposi-
tion 2.17 repose sur la formule de récurrence suivante :

Lemme 2.21. Pour n > 3 et 2 6 ` 6 2n− 3, on a

(2.22) Nn,` = Nn−1,` +Nn−1,`−1 +Nn−1,`−2.
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Démonstration. On commence par le cas n = 3, auquel cas ` ne peut
prendre que les valeurs 2 et 3. Les deux seules expressions de ∆3 sont θ1θ2θ4

et θ2θ1θ2, d’où il résulte qu’on a Σ3,2 = {θ1θ2, θ2θ1} et Σ3,3 = {∆3}, et on
trouve bien

N3,2 = 2 = 0 + 1 + 1 = N2,2 +N2,1 +N2,0

N3,3 = 1 = 0 + 0 + 1 = N2,3 +N2,2 +N2,1.

Supposons maintenant n > 4 et 2 6 ` 6 2n − 3. Par la proposition 2.3, on
a, en termes des ensembles Σ0

n,`, ... ,Σ
III
n,` de la définition 2.2,

Nn,` = #Σ0
n,` + #ΣI

n,` + #ΣII
n,` + #ΣIII

n,`.

Par définition, on a Σ0
n,` = Σn−1,`, d’où

#Σ0
n,` = #Σn−1,` = Nn−1,`.

Ensuite, on a

ΣI
n,` = {θn−1a | a 4 ∆n−1 et |a| = `− 1},

d’où #ΣI
n,` 6 Nn−1,`−1. De plus, si a1 et a2 sont distincts dans Σn−1,`−1,

alors, par simplifiabilité à gauche, θn−1a1 et θn−1a2 sont distincts dans ΣI
n,`.

On a donc #ΣI
n,` = Nn−1,`−1.

Enfin, par le lemme 2.8, on a

{a ∈ Σn−1,`−2 et a 4 ∆n−1,5} ∪ {θn−2b ∈ Σn−1,`−2} = Σn−1,`−2,

et, par le lemme 2.15, ΣII
n,` et ΣIII

n,` sont disjoints. Ensuite, si a1 et a2 sont deux
éléments distincts de Σn−1,`−2 vérifiant a1, a2 4 ∆n−1,5, on a θn−2θn−1a1 6=
θn−2θn−1a2, par simplifiabilité à gauche. De même, si θn−2b1 et θn−2b2 sont
deux éléments distincts de Σn−1,`−2, alors on a b1 6= b2, par simplifiabilité
à gauche, puis, de même, θn−1θn−2θn−1b1 6= θn−1θn−2θn−1b2. Finalement,
on déduit l’égalité #ΣII

n,` + #ΣIII
n,` = Nn−1,`−2, d’où (2.22) en faisant la

somme. �

On peut maintenant compléter l’argument.

Démonstration de la proposition 2.17. On montre le résultat par
récurrence sur n > 2. Pour n = 2, l’élément ∆2 a deux diviseurs à gauche, à
savoir l’élément neutre 1 et θ1, donc le résultat est vrai.

Supposons n > 3. Pour les diviseurs de longueur 0 et 1, la proposition 1.25
implique Nn,0 = Nn−1,0 = 1 et Nn,1 = 1 +Nn−1,1 = Nn−1,0 +Nn−1,1. Alors,
le lemme 2.21 implique que le nombre de diviseurs à gauche de ∆n est

2n−3∑

`=0

Nn,` = Nn,0 +Nn,1 +

2n−3∑

`=2

Nn,`,

= Nn−1,0 +Nn−1,0 +Nn−1,1 + S,
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en posant S :=
2n−3∑

`=2

(Nn−1,` + Nn−1,`−1 + Nn−1,`−2). La somme S contient

un seul terme Nn−1,0, provenant de ` = 2. Ensuite, S contient deux termes
Nn−1,1 , l’un provenant de ` = 2 et l’autre de ` = 3. Pour 2 6 i 6 2n− 5, la
somme S contient trois termes Nn−1,i, un provenant de ` = i, un de ` = i+1
et un autre de ` = i + 2. À la fin, comme on a ` 6 2n − 3, la somme S
contient seulement deux termes Nn−1,2n−4, l’un provenant de ` = 2n− 4 et
l’autre de ` = 2n− 3, et un seul terme Nn−1,2n−3 provenant de ` = 2n− 3.
On trouve donc au total

2n−3∑

`=0

N`,n = 3
2n−5∑

`=0

N`,n−1 + 2Nn−1,2n−4 +Nn−1,2n−3.

Or, comme on a |∆n−1| = 2n− 5, on déduit N2n−4,n−1 = N2n−3,n−1 = 0 et,
finalement,

2n−3∑

`=0

N`,n = 3 ·
2n−5∑

`=0

N`,n−1,

d’où le résultat par induction. �

La table 1 montre les valeurs des nombres Nn,` pour n 6 10 et ` 6 11,
telles que résultant des formules de récurrence (2.22). Ces valeurs appa-
raissent donc dans un triangle de Pascal généralisé où un nombre est la
somme des trois nombres situés sur la ligne au-dessus, voir [49] et la fi-
gure 1. Signalons ici que les valeurs de la table 1 ont été confirmées — en
fait prédites — par un calcul direct par ordinateur fondé sur la section VI.2.3
et écrit avant que la preuve ci-dessus soit établie.

3. Forme normale et décomposition

On poursuit maintenant l’étude des éléments simples du monoïde H+

en caractérisant leurs formes normales telle que définies au chapitre II : le
résultat principal (proposition 3.24) est que, tous comme les mots réduits,
les mots réduits « simples » sont caractérisés par le fait d’éviter certains
facteurs, ici de longueur 2 ou 3, ce qui implique en particulier que la propriété
pour un Θ-mot de représenter un élément simple de H+ est décidable de
façon très simple. La démonstration est délicate et requiert plusieurs lemmes
préparatoires.

La section est divisée en trois parties. Dans la section 3.1, on établit
une borne explicite pour l’indice d’un élément simple en fonction de son
plafond, ce qui suffit à assurer que la simplicité est une propriété décidable.
Ensuite, dans la section 3.2, on établit le lemme-clé, qui relie explicitement
la forme normale d’un élément simple à celle d’un de ses diviseurs à droite
suivant la partition de la section 2.2, et on en déduit que les formes normales
des éléments simples évitent un certain nombre de facteurs. Enfin, dans la
section 3.3, on montre que, réciproquement, tous les mots évitant les facteurs
obtenus ci-dessus sont des formes normales d’éléments simples.
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` ↓ ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 ∆6 ∆7 ∆8 ∆9 ∆10

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0 0 2 5 9 14 20 27 35 44
3 0 0 1 5 13 26 45 71 105 148
4 0 0 0 3 13 35 75 140 238 378
5 0 0 0 1 9 35 96 216 427 770
6 0 0 0 0 4 26 96 267 623 1288
7 0 0 0 0 1 14 75 267 750 1800
8 0 0 0 0 0 5 45 216 750 2123
9 0 0 0 0 0 1 20 140 623 2123
10 0 0 0 0 0 0 6 71 427 1800
11 0 0 0 0 0 0 1 27 238 1288

total 1 2 6 18 54 162 486 1458 4374 13122

Table 1. Dénombrement des diviseurs à gauche de ∆n classés
par longueur, telles que résultant des formules de cette section
et d’un comptage direct par ordinateur des diviseurs de ∆n.

1 1

1 2 2 1

1 3 5 5 3 1

1 4 9 13 13 9 4 1

1 5 14 26 35 35 26 14 5 1

1 6 20 45 75 96 96 75 45 20 6 1...

Figure 1. Triangle de Pascal généralisé engendrant les
nombres Nn,` à partir de la formule (2.22) : chaque nombre
est la somme des trois nombres qui sont au-dessus de lui dans le
triangle, par exemple 26 est la somme de 13, 9, et 4 ; à l’extérieur
du triangle, les valeurs manquantes sont supposées être des 0.

3.1. Décidabilité de la simplicité. Après les résultats de dénombre-
ment de la section 2.1, on continue avec une autre application importante
des résultats fins de la section 2.3, à savoir la décidabilité de la propriété
d’être un élément simple de H+.
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Un élément a de H+ est simple si, et seulement si, il existe un entier
non nul n satisfaisant a 4 ∆n. Pour une valeur de n donnée, on sait tester
a 4 ∆n, mais, pour tester ∃n (a 4 ∆n), il faut a priori une borne supérieure
sur les indices n à considérer. Dans le cas présent, une telle borne peut être
donnée à partir du plafond (définition I.3.11).

Lemme 3.1. Pour tout élément simple a de H+, on a

(3.2) ind(a) 6 dae+ 1.

Démonstration. Supposons que a est simple, posons n := ind(a), et
supposons qu’on a dae+ 1 < n. Il s’agit d’obtenir une contradiction.

Le lemme 2.7 implique qu’on a soit a 4 ∆n−0,5, soit a = bθn+|b|−1c avec
bc 4 ∆n−0,5. Supposons d’abord a 4 ∆n−0,5 à gauche. Par le lemme 2.13,
on a soit a 4 ∆n−1, ce qui contredit l’hypothèse que n est l’indice de a, soit
a = θn−2θn−1c avec c 4 ∆n−1,5, ce qui implique dae > n − 1 et contredit
dae+ 1 < n. Supposons maintenant a = bθn+|b|−1c avec bc 4 ∆n−0,5. Alors,
par le lemme 2.7, on a θn−1 4 a, ce qui implique dae > n − 1 et contredit
dae+ 1 < n à nouveau. �

Une première application du lemme est une borne sur les indices des
diviseurs simples d’un élément quelconque de H+ :

Corollaire 3.3 (diviseurs simples). Pour tout a dans H+, tout élé-
ment simple s vérifiant s 4 a vérifie s 4 a ∧∆dae+1.

Démonstration. Supposons s 4 a avec s simple. Le lemme 3.1 im-
plique s 4 ∆dse+1, et le corollaire I.3.22 implique dse 6 dae, d’où s 4 ∆dae+1.
Alors la conjonction avec l’hypothèse s 4 a implique s 4 a ∧∆dae+1. �

Une seconde application du lemme 3.1 est une caractérisation de la sim-
plicité :

Proposition 3.4 (simplicité). Un élément a de H+ est simple si, et
seulement si, a vérifie
(3.5) a 4 ∆dae+1.

Démonstration. Si a est simple, alors, par définition, on a a 4 ∆ind(a),
qui entraîne a 4 ∆n pour tout n > ind(a), donc (3.2) implique (3.5).

Inversement, si (3.5) est vérifié, il existe n tel que a divise à gauche ∆n,
et a est simple par définition. �

Une conséquence importante au moins en théorie, de la proposition 3.4
est la décidabilité de la simplicité :

Corollaire 3.6 (décidabilité). La propriété pour un Θ-mot w de re-
présenter un élément simple de H+ est décidable.

Démonstration. Soit w un mot quelconque de Θ∗. Par la proposi-
tion 3.4, et puisqu’on a d[w]e = dwe, l’élément [w] est simple si, et seule-
ment si, [w] 4 ∆dwe+1, donc si, et seulement si, le retournement à droite du
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mot w∆dwe+1 se termine avec un mot positif : c’est une propriété décidable
de w. �

On donnera dans la section 3.2 une bien meilleure solution à la question
précédente, puisqu’on montrera que la simplicité de [w] se lit directement à
partir de la EH -réduction du mot w.

3.2. Le lemme-clé. Notre but désormais est d’étudier les formes nor-
males (au sens du chapitre II) des éléments simples de H+, le résultat final
visé étant la proposition 3.24 qui caractérise celles-ci comme les mots réduits
qui évitent un certain nombre de facteurs interdits explicites IΣ.

On commence par l’étude du support des formes normales d’éléments
simples, c’est-à-dire la question de savoir quelles lettres peuvent apparaître
dans la forme normale d’un élément simple, typiquement en position 1 ou 2.
On va établir ici diverses contraintes, dont on montrera ensuite dans la sec-
tion 3.2 qu’elles sont aussi suffisantes.

On rappelle qu’un mot w de Θ est dit réduit s’il n’est réductible à aucun
mot autre que lui-même vis-à-vis du système EH de la définition II.3.1. On
rappelle qu’un Θ-mot est réduit si, et seulement si, il évite l’ensemble de
mots I (proposition II.3.20). Pour tout a dans H+, on note nf(a) l’unique
mot réduit w représentant a, qu’on appelle la forme normale de a.

Le premier résultat concerne la première lettre de la forme normale d’un
élément simple.

Lemme 3.7. Si on a a 4 ∆n+0,5, et donc en particulier si a est simple
d’indice 6 n, alors la première lettre de nf(a) est parmi θ1, ... , θn−1.

Démonstration. Si un Θ-mot w commence par la lettre θi, on a, par
définition, θi 4 [w] dans H+. Donc, si nf(a) commence par θi, on a néces-
sairement θi 4 a, d’où θi 4 ∆n+0,5 puisqu’on suppose a 4 ∆n+0,5. Or, par
la proposition 1.25, on sait que les seuls atomes θi vérifiant θi 4 ∆n+0,5 sont
θ1, ... , θn−1. Donc θi 4 a implique i 6 n − 1, et, de là, la première lettre
de nf(a) doit être parmi θ1, ... , θn−1. �

Le résultat suivant est le point fondamental pour déterminer inductive-
ment la forme normale d’un élément simple suivant sa classe dans la partition
de la proposition 2.3.

Proposition 3.8 (lemme-clé). Pour a simple d’indice 6 3, on a

(3.9) nf(a) ∈ {ε, θ1, θ2, θ1θ2, θ2θ1, θ2θ1θ2}.
Pour a simple d’indice n > 4, il existe b simple dans H+ d’indice <n et on
a une, et une seule, des relations suivantes :

(type I) b 4 ∆n−1 et nf(a) = θn−1nf(b),(3.10)
(type II) b 4 ∆n−1,5 et nf(a) = θn−2θn−1nf(b),(3.11)
(type III) θn−2b 4 ∆n−1 et nf(a) = θn−1θn−2θn−1nf(b).(3.12)
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Démonstration. Posons n := ind(a). D’abord, les cas n 6 3 sont fa-
ciles. Pour n = 1, la seule possibilité est a = 1, de forme normale le mot
vide ε. Pour n = 2, l’hypothèse est a 4 ∆2 avec a 64 ∆1, et la seule pos-
sibilité est a = θ1, d’où nf(a) = θ1. Pour n = 3, l’hypothèse est a 4 ∆3

avec a 64 ∆2 : les seules possibilités sont les quatre éléments θ2, θ2θ1, θ1θ2, et
∆3, dont les formes normales respectives sont θ2, θ2θ1, θ1θ2, et θ2θ1θ2. Donc
(3.9) est établie.

Supposons maintenant n = ind(a) > 4, et posons ` := |a|. Par hypothèse,
puisque l’indice de a est n, l’élément a est dans Σn,` \ Σn−1,`. Le résultat
de partition de la proposition 2.3 implique alors que a appartient à l’un
exactement des trois ensembles ΣI

n,`, ΣII
n,`, ou ΣIII

n,`. Autrement dit, on est
dans exactement un des trois cas suivants :

(type I) b 4 ∆n−1 et a = θn−1 b,(3.13)
(type II) b 4 ∆n−1,5 et a = θn−2θn−1 b,(3.14)
(type III) θn−2b 4 ∆n−1 et a = θn−1θn−2θn−1 b.(3.15)

Dans le cas de (3.13), on a b 4 ∆n−1, donc b est simple et on a ind(b) 6 n−1.
Dans le cas de (3.14), on a

b 4 ∆n−1,5 4 ∆n−1,5θ3n−8 = ∆n−1,

donc, à nouveau, b est simple et on a ind(b) 6 n − 1. Enfin, dans le cas
de (3.15), le lemme 2.9 implique b 4 ∆n−1,5, donc b 4 ∆n−1, et, de là,
encore une fois, b est simple et on a ind(b) 6 n− 1. Donc, dans tous les cas,
b est simple et on a ind(b) < n = ind(a). De là, la définition de nf et la
proposition 1.25 impliquent que

(3.16) nf(b) est un mot réduit et sa première lettre est parmi θ1, ... , θn−2.

Dans le cas de (3.13), la relation (3.16) implique que le mot θn−1nf(b), et
en particulier son facteur initial de longueur 2, évitent I, et donc θn−1nf(b)
est un mot réduit. Alors l’égalité a = θn−1b dans H+ implique l’égalité
nf(a) = θn−1nf(b) dans Θ∗, et (3.10) est satisfaite.

Dans le cas de (3.14), la relation (3.16) implique que le mot θn−2θn−1nf(b),
et en particulier ses facteurs initiaux de longueur 2 en position 1 et 2,
évitent I, et donc θn−2θn−1nf(b) est un mot réduit. Alors l’égalité a =
θn−2θn−1b dans H+ implique l’égalité nf(a) = θn−2θn−1nf(b) dans Θ∗, et
(3.11) est satisfaite.

Enfin, dans le cas de (3.15), la relation (3.16) implique que le mot
θn−1θn−2θn−1nf(b), et en particulier ses facteurs initiaux de longueur 2 en
position 1, 2, et 3, évitent I, et donc θn−1θn−2θn−1nf(b) est un mot ré-
duit. Alors l’égalité a = θn−1θn−2θn−1b dans H+ implique l’égalité nf(a) =
θn−1θn−2θn−1nf(b) dans Θ∗, et (3.12) est satisfaite. �

Une première application directe du lemme-clé (proposition 3.8) est une
borne supérieure pour la hauteur de la forme normale d’une élément simple.
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On rappelle que la hauteur ht(w) d’un mot de Θ∗ est le maximum des in-
dices i des lettres θi qui y figurent (définition I.3.8).

Proposition 3.17 (hauteur). Pour tout élément simple a de H+, on a

(3.18) ht(nf(a)) 6 ind(a)− 1.

Démonstration. On raisonne par induction sur n := ind(a). Pour
n 6 3, une inspection au cas par cas sur les 6 mots de (3.9) donne le ré-
sultat directement.

Supposons maintenant n > 4. Par le lemme-clé (proposition 3.8), il
existe b simple d’indice <n tel qu’on soit dans un (et un seul) des cas (3.10),
(3.11), ou (3.12). Par hypothèse d’induction, on a

ht(nf(b)) 6 n− 2,

et les formes explicites de (3.10), (3.11), et (3.12) montrent que, dans tous
les cas, on a

ht(nf(a)) 6 max(ht(nf(b)), n− 1),

d’où (3.18). �

Noter que l’inclusion (3.18) est optimale : pour a = ∆n, qui est simple
d’indice n, on sait par la proposition 1.9 que nf(a) est le mot

θn−1 · θn−2θn−1 · θn−3θn−2 · ··· · θ2θ3 · θ1θ2,

et (3.18) est une égalité. Noter aussi que (3.18) implique une borne inférieure
sur l’indice d’un élément simple en fonction de son plafond :

Corollaire 3.19 (bornes indice). Pour tout a simple dans H+, on a

(3.20) dae − |a|+ 2 6 ind(a) 6 dae+ 1.

Démonstration. D’abord, (3.18) implique, pour a simple, l’inégalité
ind(a) > ht(nf(a))+1. Ensuite, pour tout Θ-mot w, on a ht(w) > dwe−|w|+1
par (I.3.18), d’où ht(nf(a)) > dae − |a| + 1 pour tout a dans H+. On en
déduit la première inégalité de (3.20). La seconde est (3.2), établie dans le
lemme 3.1. �

Une seconde application du lemme-clé (proposition 3.8) est que, outre
les obstructions de I, un certain nombre de facteurs supplémentaires sont
interdits dans les formes normales des éléments simples de H+. On rappelle
qu’on dit qu’un mot w évite un ensemble de mots X si aucun facteur de w
n’appartient à X.

Proposition 3.21 (facteurs interdits). Posons

IΣ := {θ2
i | i > 1} ∪ {θiθi+2 | i > 1}(3.22)
∪ {θiθi+1θi | i > 1} ∪ {θiθi+1θi+2 | i > 1}.

Alors, pour tout élément simple a de H+, le mot nf(a) évite I et IΣ.
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Démonstration. Par définition, tout mot nf(a) est un mot réduit,
donc, par la proposition II.3.20, il évite I. Le point est de montrer que, si
a est simple, alors nf(a) évite aussi les quatre types additionnels de IΣ.
Comme précédemment, on va montrer ce point par induction sur l’indice n
de a. Pour n 6 3, une inspection au cas par cas sur les 6 mots de (3.9) donne
le résultat directement.

Supposons maintenant n > 4. Par le lemme-clé (proposition 3.8), il
existe b simple d’indice <n tel qu’on soit dans un (et un seul) des cas (3.10),
(3.11), ou (3.12). Par hypothèse d’induction, le mot nf(b) évite IΣ, et il ne
reste qu’à montrer que l’adjonction des lettres initiales faisant passer de nf(b)
à nf(a), qui crée de nouveaux facteurs, ne peut en créer aucun appartenant
à IΣ. Le point important est que, par le lemme 3.7, on sait que la première
lettre de nf(b) est parmi θ1, ... , θn−2.

Dans le cas de (3.10), nf(a) commence par θn−1θj avec 1 6 j 6 n−2, et
ce mot de longueur 2 n’est pas dans IΣ, ni n’est le début d’un mot de IΣ. De
même, dans le cas de (3.11), nf(a) commence par θn−2θn−1θj avec 1 6 j 6
n−2, et ce mot de longueur 3 n’inclut pas de mot de IΣ, ni ne peut contribuer
à un facteur initial de longueur au moins 2 d’un tel mot. Enfin, dans le cas
de (3.12), nf(a) commence par θn−1θn−2θn−1θj avec 1 6 j 6 n − 2, et,
à nouveau, ce mot de longueur 4 n’inclut pas de mot de IΣ, ni ne peut
contribuer à un facteur initial de longueur au moins 2 d’un tel mot. Donc,
dans tous les cas, le mot nf(a) évite IΣ. �

Une troisième application du lemme-clé (proposition 3.8) est une obser-
vation supplémentaire sur la première lettre des mots normaux.

Lemme 3.23. Si on a a 4 ∆n et θn−1 4 a, alors la première lettre
de nf(a) est θn−1.

Démonstration. Supposons a 4 ∆n et θn−1 4 a. Puisqu’on a a 4 ∆n,
l’élément a est simple et on a ind(a) 6 n. Si on avait ind(a) 6 n − 1, donc
a 4 ∆n−1, et puisque les atomes divisant à gauche a divisent à gauche ∆n−1,
ceux-ci seraient parmi θ1, ... , θn−2, et donc θn−1 4 a serait impossible. On
a donc ind(a) = n. On applique alors le lemme-clé (proposition 3.8). Pour
n 6 3, l’inspection des 6 éléments simples possibles suivant (3.9) montre que
la propriété est vraie : l’unique élément d’indice 2 divisible par θ1 a sa forme
normale commençant par (en fait, égale à) θ1, et les 3 éléments d’indice 3
divisibles par θ2 ont leur forme normale commençant par θ2. Supposons
n > 4. On est alors dans un des trois cas (3.10), (3.11), (3.12). Dans les
cas (3.10) et (3.12), le mot nf(a) commence explicitement par θn−1. Reste
le cas (3.11). Supposons a = θn−2θn−1b avec b 4 ∆n−1,5. En retournant le
mot θn−1θn−2θn−1w, où w est un Θ-mot quelconque représentant b, on voit
que θn−1 4 a équivaut à θn+1 4 b, donc implique

θn+1 4 b 4 ∆n−1,5 4 ∆n−1,5θ3n−8 = ∆n−1,

contredisant la proposition 1.25 qui montre que les seuls atomes divisant à
gauche ∆n−1 sont θ1, ... , θn−2. �
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3.3. Forme normale des éléments simples. On va maintenant mon-
trer que le résultat de la proposition 3.21 est optimal en établissant qu’inver-
sement tout mot réduit évitant IΣ est la forme normale d’un élément simple.
On aura ainsi obtenu une caractérisation complète de la forme normale des
éléments simples du monoïde H+. Le résultat visé est donc :

Proposition 3.24 (forme normale). Un Θ-mot est la forme normale
d’un élément simple de H+ si, et seulement si, il évite les ensembles I et IΣ.

Au vu de la proposition 3.21, il reste à montrer que tout Θ-mot réduit
évitant IΣ est la forme normale d’un élément simple. On commence par une
observation préliminaire.

Lemme 3.25. Si θiv est un Θ-mot réduit évitant IΣ, on a

(3.26) ht(v) 6 i+ 1.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur la longueur
de v. Pour |v| = 0, (3.26) est trivialement vraie.

Supposons |v| > 1, et posons v = θjw. Puisque θiv, c’est-à-dire θiθjw, est
réduit, il évite I, donc j > i+ 3 est exclu. Par ailleurs, puisque θiv évite IΣ,
les valeurs j = i et j = i + 2 sont exclues. Les valeurs possibles de j sont
donc seulement 1, ... , i− 1, et i+ 1.

Supposons d’abord j 6 i − 1. Comme tout facteur d’un mot réduit évi-
tant IΣ est réduit et évite IΣ, le mot θjw est réduit et évite IΣ, et, puisqu’on
a |w| < |v|, l’hypothèse de récurrence implique ht(w) 6 j + 1, d’où

ht(v) = max(j, ht(w)) 6 j + 1 6 i,

et (3.26) est vraie.
Supposons maintenant j = i + 1. Pour |v| = 1, (3.26) est vraie : le

mot θiθi+1 n’a pas de facteur dans IΣ et sa hauteur est i + 1. Supposons
maintenant |v| > 2, et posons v = θi+1θkw. Comme v évite I, les valeurs
k > j + 3 = i + 4 sont interdites, et, comme θiv évite IΣ, les valeurs k = i,
k = i + 1, et k = i + 2 sont exclues également. Donc on a k 6 i − 1. Par
construction, le mot θkw est réduit et évite IΣ, et on a |w| < |v|. L’hypothèse
de récurrence implique donc ht(w) 6 k + 1, d’où

ht(v) = max(i+ 1, k, ht(w)) 6 max(i+ 1, k + 1) = i+ 1. �

Une (longue) étude de cas va nous permettre d’établir maintenant la
réciproque de la proposition 3.21 (avec, en plus, un contrôle de l’indice) :

Lemme 3.27. Si u est un Θ-mot réduit évitant IΣ, alors u est la forme
normale d’un élément simple d’indice au plus ht(u) + 1.

Démonstration. On va montrer par récurrence sur m > 0 que

(3.28)
si u est un Θ-mot réduit évitant IΣ

et satisfaisant ht(u) = m, alors on a [u] 4 ∆m+1,
ce qui signifie que [u] est simple d’indice au plus ht(u) + 1, et donne bien la
conclusion annoncée quand m varie.
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On suppose donc dans toute la suite que u est un Θ-mot réduit évitant IΣ

et satisfaisant ht(u) = m, et le but est de montrer

(3.29) [u] 4 ∆m+1.

Supposons m = 0. Cela signifie que u est le mot vide. Alors on trouve
[u] = 1 4 ∆1 = ∆m+1, et (3.29) est satisfaite.

Supposons m = 1. Cela signifie que la seule lettre apparaissant dans u
est θ1, donc u est de la forme θ`i avec ` > 1. L’hypothèse que u évite IΣ

impose ` = 1, et u est la lettre θ1. On a donc [u] = θ1 4 θ1 = ∆2 = ∆m+1,
et (3.29) est satisfaite.

Supposons maintenant m > 2. Le mot u ne peut être vide, et a donc
une première lettre, soit θi. Par hypothèse, on a m = ht(u), donc i 6 m.
D’un autre côté, le lemme 3.25 implique ht(u) 6 i+ 1, donc m 6 i+ 1. Par
conséquent, u ne peut commencer que par θm ou θm−1.

Cas 1 : On suppose que la première lettre de u est θm−1, soit u = θm−1v.
Si le mot v était vide, u serait la lettre θm−1, et on aurait ht(u) =

m−1 6= m, contredisant l’hypothèse. Donc v est non vide. Soit θj sa première
lettre. Par définition, on a j 6 ht(u) = m. De plus, u évite IΣ, donc la valeur
j = m− 1 est impossible car elle créerait dans u un facteur initial θ2

m−1, qui
est dans IΣ. Par ailleurs, puisque v, en tant que facteur de u, est réduit et
évite IΣ, le lemme 3.25 implique ht(v) 6 j+ 1 et, par conséquent, j 6 m− 2
impliquerait

ht(u) 6 max(m− 1, ht(v)) 6 m− 1,

contredisant m = ht(u). Donc, finalement, la seule possibilité est j = m,
c’est-à-dire que u commence par θm−1θm, soit u = θm−1θmw.

Sous-cas 1.1 On suppose que w est le mot vide.
Alors u est le mot θm−1θm. Or, appliquer le lemme 1.16 donne

∆m+1 = ∆mθ3m−4θ3m−2

= θm−1∆m−0.5θ3m−4θ3m−2 = θm−1θm∆m−0.5θ3n−2,

d’où on déduit [u] 4 ∆m+1, et (3.29) est satisfaite.
Sous-cas 1.2 On suppose que le mot w est non vide.
Soit θk la première lettre de w. Comme w est facteur de u qui a pour

hauteur m, on a k 6 m. Ensuite, comme u, et v en tant que facteur de u,
évitent IΣ, les valeurs k = m − 1 et k = m sont impossibles car elles crée-
raient, respectivement, des facteurs θm−1θmθm−1 et θ2

m, tous deux dans IΣ.
On a donc nécessairement k < m−1. Comme w, en tant que facteur de u, est
réduit et évite IΣ, le lemme 3.25 implique ht(w) 6 k+1, d’où ht(w) 6 m−1.
Le mot w est réduit et évite IΣ, donc l’hypothèse de récurrence implique
[w] 4 ∆ht(w)+1, donc a fortiori [w] 4 ∆m. De plus, on sait que la première
lettre de w, qui est un mot réduit, n’est pas θm−1. Par le lemme 3.23, on
déduit θm−1 64 [w], puis, par le lemme 2.8, [w] 4 ∆m−0,5. Par définition, cela
signifie que [u] appartient à l’ensemble ΣII

m+1,|u| et, donc, a fortiori, qu’on a
[u] 4 ∆m+1. Donc (3.29) est satisfaite, et l’étude du cas 1 est complète.
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Cas 2. On suppose que la première lettre de u est θm, soit u = θmv.
Sous-cas 2.1. On suppose que v est le mot vide.
Alors u est la lettre θm, de hauteur m, et on a [u] = θm 4 ∆m+1, donc

(3.29) est satisfaite.
Sous-cas 2.2. On suppose que v n’est pas vide.
Soit θj la première lettre de v. Comme plus haut, l’hypothèse ht(u) = m

implique j 6 m. Ensuite u évite IΣ, donc la valeur j = m est impossible
car elle créerait dans u un facteur initial θ2

m, appartenant à IΣ. On a donc
j 6 m− 1.

Sous-cas 2.2.1. On suppose j 6 m− 2.
Par le lemme 3.25, l’hypothèse que la première lettre de v est 6m − 2

implique ht(v) 6 m − 1. De plus, comme facteur de u, le mot v est réduit
et évite IΣ. L’hypothèse de récurrence implique alors [v] 4 ∆ht(v)+1, donc
a fortiori [v] 4 ∆m. Par conséquent, on a [u] = θm[v] avec [v] 4 ∆m. Par
définition, cela signifie que [u] appartient à l’ensemble ΣI

m+1,|u| et, de là,
qu’on a [u] 4 ∆m+1. Donc (3.29) est satisfaite.

Sous-cas 2.2.2. On suppose j = m− 1.
Posons v = θm−1w. On a donc u = θmθm−1w.
Sous-cas 2.2.2.1. On suppose que w est le mot vide.
Alors u est θmθm−1. Appliquer le lemme 1.16 deux fois (une première

fois à ∆m+1 puis une deuxième fois à ∆m) donne

(3.30) ∆m+1 = θm∆mθ3m−4 = θmθm−1∆m−1θ3n−7θ3m−4,

d’où on déduit [u] 4 ∆m+1, et (3.29) est satisfaite.
Sous-cas 2.2.2.2. On suppose que w est non vide.
Soit θk la première lettre de w. L’hypothèse ht(u) = m implique k 6 m.

De plus, u, évite IΣ, donc la valeur k = m − 1 est impossible, puisqu’elle
créerait dans u (en position 2) un facteur θ2

m−1 appartenant à IΣ.
Sous-cas 2.2.2.2.1. On suppose k 6 m− 2.
Comme w, en tant que facteur de u, est réduit et évite IΣ, le lemme 3.25

implique ht(w) 6 m− 1, d’où ht(v) = m− 1. De plus, comme facteur de u,
le mot v est réduit et évite IΣ. L’hypothèse de récurrence implique alors
[v] 4 ∆ht(v)+1, donc a fortiori [v] 4 ∆m. Comme ci-dessus, cela signifie que
[u] appartient à l’ensemble ΣI

m+1,|u| et, de là, qu’on a [u] 4 ∆m+1. Donc
(3.29) est satisfaite.

Sous-cas 2.2.2.2.2. On suppose k = m.
Posons w = θmu

′. On a alors u = θmθm−1θmu
′.

Sous-cas 2.2.2.2.2.1. On suppose que u′ est le mot vide.
Alors (3.30) donne

∆m+1 = θmθm−1∆m−1θ3n−7θ3m−4 = θmθm−1θm∆m−1θ3n−7.

D’où [u] 4 ∆m+1, et (3.29) est satisfaite.
Sous-cas 2.2.2.2.2.2. On suppose que u′ n’est pas vide.
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Soit θ` la première lettre de u′. L’hypothèse ht(u) = m implique ` 6 m.
L’hypothèse que u évite IΣ exclut les valeurs ` = m − 1 et ` = m, car elles
créeraient dans u des facteurs interdits, respectivement θm−1θmθm−1 et θ2

m,
tous deux dans IΣ. On a donc ` 6 m − 2. Alors le lemme 3.25 implique
ht(u′) 6 m − 1. De plus, en tant que facteur de u, le mot u′ est réduit et
évite IΣ. L’hypothèse de récurrence implique alors [u′] 4 ∆m. De là, par le
lemme 3.23, si on avait θm−1 4 [u′], la première lettre de u′ devrait être θm−1,
ce qui contredit ` 6 m − 2. Donc on a θm−1 64 [u′] et, de là, [u′] 4 ∆m−0,5

par le lemme 2.8. On a alors θm−1[u′] 4 θm−1∆m−0,5 = ∆m. Par conséquent,
[u] est de la forme θmθm−1θm[u′] avec θm−1[u′] 4 ∆m. Cela signifie que [u]
appartient à l’ensemble ΣIII

m+1,|u| et, de là, qu’on a [u] 4 ∆m+1. Donc (3.29)
est satisfaite. L’étude du cas 2 est complète. �

On peut désormais compléter la démonstration de la proposition 3.24 :

Démonstration de la proposition 3.24. La proposition 3.21 mon-
tre que les formes normales d’éléments simples évitent I et IΣ. Le lemme 3.27
montre que, réciproquement, tout Θ-mot évitant I et IΣ est la forme normale
d’ un élément simple de H+. �

Exemple 3.31. Le mot θ2θ4 appartient à IΣ : il n’est donc pas la forme
normale d’un élément simple. Cet exemple est important : on a ∆3 = θ1 ·θ2θ4,
et ceci montre qu’un diviseur à droite d’un élément simple n’est pas néces-
sairement simple : la famille Σ des éléments simples, qui, par construction,
est close par diviseur à gauche, n’est pas close par diviseur à droite. On
verra dans la section 4 que ce défaut de clôture empêche les décomposi-
tions Σ-gloutonnes sur le monoïde H+ de partager toutes les propriétés des
décompositions gloutonnes associées à une structure de Garside.

Avec la proposition 3.24, il est très facile de reconnaître si un mot réduit
représente un éément simple, et on obtient une nouvelle version du résultat
de décidabilité de la simplicité (corollaire 3.6) avec une bien meilleure com-
plexité algorithmique. Si on se limite à des Θ-mots de hauteur bornée, alors
l’ensemble des formes normales d’éléments simples de H+ est un langage
régulier, donc reconnaissable par automate fini déterministe. Pour le cas gé-
néral, et en se ramenant à un alphabet fini comme dans la section II.3.2, on
obtient, par un argument exactement similaire à celui du corollaire II.3.25 :

Corollaire 3.32 (complexité). L’ensemble des codes des mots EH-
réduits de Θ∗ représentant un élément simple du monoïde H+ est décidable
de complexité O(‖w‖).

Remarque 3.33. Puisqu’il existe une bijection entre les éléments simples
de H+ et les mots de Θ∗ évitant I et IΣ, le dénombrement de la section 2
donne un dénombrement des mots réduits de longueur donnée. Inversement,
on pourrait (peut-être) partir de la définition explicite de I et IΣ pour re-
trouver le résultat de la proposition 2.17. On peut noter que la démonstration
du lemme 3.27 reconstruit essentiellement la partition de la proposition 2.3.
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4. La structure « presque-Garside » de H+

On établit maintenant l’existence d’une nouvelle forme normale pour les
éléments du monoïde H+. À la différence de la forme normale du chapitre II,
il ne s’agit pas d’une décomposition en atomes (éléments θi), mais d’une
décomposition en éléments simples. Cette décomposition est directement ré-
miniscente de la forme normale gloutonne des monoïdes de Garside [28,
chapitre III], mais on verra qu’elle ne satisfait pas toutes les propriétés de
ces dernières à cause du manque de symétrie gauche-droite de la famille des
éléments simples de H+.

Cette section assez brève est divisée en deux sous-sections. Dans la sous-
section 4.1, on étudie les décompositions gloutonnes dans le cas général d’un
monoïde noethérien à droite, sous des hypothèses légèrement différentes de
celles de la théorie de Garside. Dans la sous-section 4.2, on vérifie que le
monoïde H+ satisfait les hypothèses précédentes, et on étudie les décompo-
sitions ainsi associées à la famille de ses éléments simples.

4.1. Décompositions gloutonnes. On part de la notion classique de
suite gloutonne (« greedy sequence ») introduite au moins dans un article
de S.Adjan [1] en 1984 et retrouvée par M.El Rifai et H.Morton [35] et
W.Thurston [54] à la fin des années 1980, qui est à la base de tout le déve-
loppement ultérieur de la théorie de Garside [28] :

Définition 4.1 (suite gloutonne). Si Σ est une partie d’un monoïdeM ,
une suite finie (a1, ... , ap) d’éléments de M est dite Σ-gloutonne si, pour
chaque i 6 p, l’élément ai appartient à Σ et, pour tout i 6 p− 1, on a

(4.2) ∀s∈Σ (s 4 ai ···ap ⇔ s 4 ai).

On convient que la suite vide est Σ-gloutonne.Une suite Σ-gloutonne est dite
stricte si elle vide ou si son dernier terme n’est pas 1.

On comprend l’utilisation du mot « glouton » : ce qu’exprime (4.2) est
chaque terme de la suite est « le plus gros élément possible de Σ » divisant
tout ce qui est à sa droite. On voit facilement qu’une suite (a1, ... , ap) est Σ-
gloutonne si, et seulement si, la suite (a1, ... , ap, 1) l’est : ajouter des termes
triviaux à droite ne change rien à la gloutonnerie, d’où l’introduction du
qualificatif « strict » si on veut éviter ces termes finaux « stupides ».

On dit qu’une suite d’éléments (a1, ... , ap) d’un monoïde M est une dé-
composition d’un élément a si, dans M , on a l’égalité a = a1 ···ap. On va
montrer le résultat suivant, dont la conclusion est exactement l’existence et
l’unicité de la « greedy normal form » de la théorie de Garside :

Proposition 4.3 (décomposition gloutonne). Si M est un monoïde
simplifiable, sans élément inversible non trivial, noethérien à droite, et ad-
mettant des ppcm conditionnels à droite, et si Σ est une famille d’éléments
deM close par ppcm à droite et engendrantM , alors tout élément non trivial
de M admet une unique décomposition Σ-gloutonne stricte.
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Exemple 4.4. Un cas classique auquel la proposition 4.3 s’applique, et
qui a mené par extensions successives à la théorie dite de Garside [28], est
celui du monoïde de tresses B+

n , et de la famille des diviseurs (à gauche et
à droite) de l’élément ∆n, qu’on appelle éléments simples de B+

n . Ceux-ci
correspondent à des diagrammes positifs, eux aussi dits simples, définis par
la propriété que deux brins quelconques se croisent au plus une fois. L’idée
géométrique de la décomposition gloutonne telle qu’introduite dans [35] est
de décomposer une tresse initiale en fragments simples quelconques, puis de
remonter autant que faire se peut les croisements vers le début de la tresse
tant qu’on ne crée pas de fragment non simple, voire la figure 2. Le passage
à B+

∞ est trivial : les éléments simples sont ceux qui divisent au moins un
élément ∆n, et ils sont caractérisés par la même propriété de croisement des
brins dans les diagrammes. La proposition 4.3 s’applique, car le monoïde B+

∞
a toutes les propriétés, et, par construction, le ppcm de deux tresses simples
est simple.

Figure 2. Décomposition gloutonne de la tresse
σ2σ3σ2σ2σ1σ2σ3σ3 dans B+

4 . On découpe d’abord en frag-
ments simples maximaux, soit σ2σ3σ2|σ2σ1σ2σ3|σ3. Ensuite, on
remonte les croisements tant que cela ne crée pas de fragment
non simple, obtenant σ2σ3σ2σ1|σ2σ1σ3|σ3, σ1σ2σ3σ2σ1|σ2σ1σ3,
et enfin σ1σ2σ3σ2σ1σ2|σ1σ3 (qui n’a que deux fragments simples).

Comme expliqué dans la remarque 4.7 plus loin, les hypothèses de la
proposition 4.3 ne sont pas exactement celles de la théorie de Garside clas-
sique, et nous devons faire une démonstration adaptée. On commence par
un lemme de base (existence de la « tête ») :

Lemme 4.5. Sous les hypothèses de la proposition 4.3, pour tout élément
non trivial a de M , il existe un unique élément a1 6= 1 dans Σ vérifiant

(4.6) a1 4 a et ∀s∈Σ (s 4 a⇔ s 4 a1).

Démonstration. Soit a un élément non trivial de M . Posons

X := {x ∈M | ∃s∈Σ (s 6= 1 et sx = a)}.
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L’hypothèse que Σ engendreM implique que a s’exprime comme produit non
vide d’éléments de Σ distincts de 1, donc il existe au moins un élément s de Σ
vérifiant s 6= 1 et s 4 a, et, de là, l’ensemble X n’est pas vide. Alors, puisque
M est noethérien à droite, il existe un élément ≺̃-minimal a′ dans X. Par
définition, il existe alors (au moins) un élément a1 de Σ vérifiant a1a

′ = a.
On va montrer que a1 vérifie (4.6).

D’abord, a1 4 a est vrai par construction, et, de là, s 4 a1 implique
s 4 a. Le problème est de montrer que, si s est dans Σ et vérifie s 4 a, alors
on a s 4 a1. Or soit s un tel élément. Par hypothèse, a est un multiple à
droite commun pour a1 et pour s, donc, puisqueM admet des ppcm à droite
conditionnels, a1 ∨ s existe et, puisque Σ est clos par ppcm à droite, a1 ∨ s
appartient à Σ. Par ailleurs, puisque a1 et s divisent à gauche a, il en est
de même de a1 ∨ s. Il existe donc b vérifiant a = (a1 ∨ s)b, et b appartient
à X. Utilisant a1\s pour le complément à droite de a1 dans s, c’est-à-dire
l’unique élément vérifiant a1 ∨ s = a1(a1\s), on obtient

a1a
′ = a = (a1 ∨ s)b = a1(a1\s)b,

d’où a′ = (a1\s)b en simplifiant a1 à gauche. Ceci montre qu’on a a′ <̃ b. Or,
le choix de a′ interdit a′ �̃ b, et donc la seule possibilité est qu’on ait a′ = b,
donc, en simplifiant b à droite, a1\s = 1, soit s 4 a1.

L’existence est donc établie. L’unicité est facile. Supposons que b1 véri-
fie (4.6). Puisque b1 est dans Σ et que a1 satisfait (4.6), on déduit b1 4 a1.
Symétriquement, puisque a1 est dans Σ et que b1 satisfait (4.6), on déduit
a1 4 b1, d’où, finalement, b1 = a1. �

Remarque 4.7. La démonstration ci-dessus est différente de la démons-
tration « standard » dont les hypothèses sont légèrement différentes. Pour
le cas noethérien à droite, dans [28, section IV.2.2], par exemple, on n’a
pas besoin de la simplifiabilité à droite, mais on considère des familles Σ
closes par diviseur à droite. Ici, la simplifiabilité à droite est nécessaire pour
conclure s 4 a1. Sans celle-ci, on pourrait simplement déduire s\a <̃ a1\a.
Le choix des hypothèses de la proposition (4.3) est dicté par les propriétés
du monoïde H+ auquel on va l’appliquer dans la section 4.2.

Une fois le lemme 4.5 établi, il est facile de compléter la construction de
la décomposition gloutonne.

Démontration de la proposition 4.3. Soit a un élément quelconque
de H+. Si a est trivial, la suite vide en est une décomposition Σ-gloutonne
stricte. Supposons maintenant a 6= 1. Par le lemme 4.5, il existe a1 6= 1 et a′
vérifiant a = a1a

′ et

(4.8) a1 ∈ Σ et ∀s∈Σ (s 4 a1a
′ ⇔ s 4 a1).

Si on a a′ = 1, la suite (a1) est une décomposition de a du type cherché. Sinon,
on applique à a′ la même construction : par le lemme 4.5, il existe a2 6= 1
et a′′ vérifiant a′ = a2a

′′, donc a = a1a2a
′′, et

(4.9) a2 ∈ Σ et ∀s∈Σ (s 4 a2a
′′ ⇔ s 4 a2).
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Si on a a′′ = 1, la suite (a1, a2) est une décomposition de a du type cherché.
Sinon, on recommence, construisant de proche en proche des éléments ai 6= 1
et a(i) vérifiant a = a1 ···aia(i) et

(4.10) ai ∈ Σ et ∀s∈Σ (s 4 aia
(i) ⇔ s 4 ai).

Par construction, on a a �̃ a′ �̃ a′′ �̃ ··· �̃ a(i) pour tout i tel que ai est
défini. L’hypothèse que M est noethérien à droite implique qu’il existe un
entier p tel que la construction s’arrête après p étapes, c’est-à-dire qu’on a
a(p+1) = 1. Alors la suite (a1, ... , ap) est, par construction, une décomposition
de a qui est Σ-gloutonne stricte.

L’existence est donc démontrée. Pour l’unicité, supposons que (b1, ... , bq)
est une (autre) décomposition avec les mêmes propriétés. Quitte à ajouter
des 1 additionnels à la plus courte (qui, du coup, n’est plus stricte), on
peut supposer p = q. Par hypothèse, b1 est dans Σ et on a b1 4 a. Comme
(a1, ... , ap) satisfait (4.2), on a b1 4 a1. Par un argument symétrique, comme
(b1, ... , bp) satisfait (4.2), on a a1 4 b1, d’im finalement a1 = b1. Par sim-
plifiabilité à gauche, on déduit, avec des notations évidentes, que (a2, ... , ap)
et (b2, ... , bp) sont deux décompositions gloutonnes de a′ = b′, et on recom-
mence : formellement, on montre ∀i6p (ai = bi) par induction sur p. �

4.2. Le cas du monoïde H+. On va maintenant montrer que la cons-
truction de la section 4.1 s’applique au monoïde H+ et à la famille Σ de
ses éléments simples, et établir quelques propriétés des décompositions glou-
tonnes associées.

Lemme 4.11. Le monoïde H+ satisfait aux hypothèses de la proposi-
tion 4.3.

Démonstration. On a noté dès le chapitre I que H+ est noethérien
(à gauche et à droite), et ne possède pas d’élément inversible non trivial.
Ensuite, on a montré au chapitre IV qu’il est simplifiable, à gauche et à
droite (propositions IV.2.4 et IV.2.5), et qu’il admet des ppcm conditionnels
à droite (proposition IV.2.6), ce qui complète la vérification. �

Lemme 4.12. La famille Σ des éléments simples du monoïde H+ satisfait
aux hypothèses de la proposition 4.3.

Démonstration. On sait que tous les atomes θi sont simples, donc la
famille des éléments simples engendre le monoïde H+. Il reste à voir que Σ
est close par ppcm à droite. Soient donc a et b deux éléments simples : par
définition, il existe p et q vérifiant a 4 ∆p et b 4 ∆q. Soit n = max(p, q).
Alors ∆n est un multiple à droite commun de ∆p et ∆q, donc de a et de b.
Puisque H+ admet des ppcm à droite conditionnels, il en résulte que a ∨ b
existe, et qu’il divise ∆n. Donc deux éléments simples ont toujours un ppcm
à droite, et celui-ci est simple. �

De ce qui précède et de la proposition 4.3, on déduit immédiatement :
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Proposition 4.13 (décomposition gloutonne). Tout élément de H+

admet une unique décomposition Σ-gloutonne stricte, c’est-à-dire une unique
décomposition (a1, ... , ap) avec a1, ... , ap dans Σ satisfaisant ap 6= 1 (dans le
cas a 6= 1) et pour tout 1 6 i 6 p− 1

(4.14) ∀s∈Σ (s 4 ai ···ap ⇔ s 4 ai).

Détermination pratique. Comme dans le cas « Garside », l’intérêt des
décompositions gloutonnes (comme de tout autre type de forme normale)
dépend beaucoup de la possibilité de contrôler leurs propriétés et, en particu-
lier, de les déterminer algorithmiquement. Pour ce dernier point, la question
est de savoir déterminer à partir de a l’élément a1 du lemme 4.5, auquel il
est utile de donner un nom :

Définition 4.15 (tête). Sous les hypothèses du lemme 4.5, l’unique
élément a1 dont l’existence est affirmé est appelé la tête de a relativement
à Σ, et notée tΣ(a).

La démonstration de la proposition 4.3 montre que la détermination de
la décomposition gloutonne est facile à partir de celle de la tête.

Sous les hypothèses de la proposition 4.3, le monoïde M admet des pgcd
à gauche. De là, si la famille Σ considérée est la famille des diviseurs à gauche
d’un élément ∆, on obtient immédiatement l’égalité

(4.16) tΣ(a) = a ∧∆,

(où on rappelle que ∧ dénote le pgcd à gauche), et tout dépend alors de la
possibilité de calculer efficacement l’opération ∧.

Exemple 4.17. Dans le cas du monoïde de tresses B+
n et de l’élément ∆n,

un tel algorithme efficace existe [36, chapitre IX]. Plus généralement, dans
le cas d’une présentation complémentée à gauche et à droite pour laquelle les
deux retournements sont complets, le calcul du pgcd est facile par un triple
retournement [20].

Dans le cas du monoïde B+
∞, la famille Σ des éléments simples considérée

dans l’exemple 4.4 n’est pas la famille des diviseurs d’un unique élément ∆,
mais on a toujours une relation simple avec les éléments ∆n : une tresse est
simple si, et seulement si, elle divise à gauche la tresse ∆n où n est le plus
petit indice tel que a appartienne à B+

n . La formule (4.16) n’est plus valide,
mais on a une formule semblable

(4.18) tΣ(a) = a ∧∆ht(a)+1,

en notant, sur le modèle de ce qui a été fait pour H+ au chapitre I, ht(a) le
maximum des indices des lettres σi figurant dans une expression de a.

Dans le cas du monoïde H+, qui admet lui aussi des pgcd à gauche,
le résultat est analogue au cas de B+

∞, à condition d’utiliser cette fois le
plafond :
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Lemme 4.19. Pour tout élément a de H+, on a

(4.20) tΣ(a) = a ∧∆dae+1,

Démonstration. Soit a quelconque dans H+, et soit a1 := tΣ(a). Par
construction, on a a1 4 a, donc da1e 6 dae par le corollaire I.3.22. D’autre
part, puisque a1 est simple, le lemme 3.1 implique a1 4 ∆da1e+1, donc, a
fortiori, a1 4 ∆dae+1, et, de là, a1 4 a ∧ ∆dae+1. Inversement, a ∧ ∆dae+1

est simple et, par construction, il divise a, donc on a a ∧ ∆dae+1 4 a1,
d’où (4.20). �

Il en résulte que la fonction « tête » est calculable dans le cas de H+ et Σ.
Par contre, comme le retournement à gauche n’est pas complet, il n’existe
pas d’algorithme très efficace pour calculer un pgcd à gauche dans H+. Une
méthode pour déterminer un pgcd a ∧ b dans H+ consiste à tester (par
retournement à droite) chacune des relations θi 4 a et θi 4 b pour i 6
max dae, dbe : si a∧b n’est pas 1, il est divisible par au moins un tel atome θi,
puisque θi 4 a implique i = dθie 6 dae. Si on trouve un tel θi divisant à la
fois a et b, on pose a′ := θi\a et b′ := θi\b, et on recommence avec a′ et b′.
Au bout d’au plus max(|a|, |b|) itérations, le pgcd de a et b est identifié. (Au
moins théoriquement, cette méthode est plus efficace qu’une énumération
exhaustive de tous les diviseurs de a et b.)

Exemple 4.21. Soit a := θ3θ2θ4θ6. Pour déterminer la décomposition
gloutonne de a, on cherche la tête a1 := tΣ(a). Le plafond de a est 6, et on
a donc a1 = a ∧ ∆7. Il est évident que θ3 divise a, et ∆7. On recommence
avec les quotients, et finalement on trouve

a1 = θ3θ2, d’où a′ = θ4θ6.

On cherche donc la nouvelle tête a2 := tΣ(a′). Le plafond de a′ est 6 à
nouveau, et on a donc a2 = a′∧∆7. Ici on obtient l’égalité a′∧∆7 = θ4, d’où

a2 = θ4, d’où a′′ = θ6.

Comme a′′ est simple, on a terminé, et la décomposition Σ-gloutonne de a
est la suite (θ3θ2, θ4, θ6), de longueur 3.

Exemple 4.22. Considérons maintenant a := θ7θ6θ3θ5θ1. Le plafond
de a est 12, et on a donc a1 = a ∧∆12. On trouve cette fois

a1 = θ7θ6θ3θ1, d’où a′ = θ6.

Comme a′ est un atome, on a terminé, et la décomposition Σ-gloutonne de a
est la suite (θ7θ6θ3θ1, θ6), de longueur 2.

La règle du domino. Ce qui explique en grande partie l’efficacité (à la
fois théorique et pratique) des décompositions gloutonnes dans le cas des
monoïdes de tresses et, plus généralement, des familles de Garside est l’exis-
tence d’une procédure très simple déterminant, quand s est un élément de
la famille Σ considérée, la décomposition Σ-gloutonne de sa à partir de celle
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de a. La validité de la procédure repose sur ce qui a été appelé la règle
du domino pour Σ [28, proposition III.1.45], affirmant que, si deux suites
d’éléments de Σ de longueur 2 sont normales, alors une troisième l’est aussi :

Définition 4.23 (règle du domino). Sous les hypothèses de la propo-
sition 4.3, on dit que la règle du domino est valide pour Σ si, toutes les fois
que s1, s2, s

′
1, s
′
2, t0, t1, et t2 sont dans Σ, qu’on a t0s1 = s′1t1 et t1s2 = s′2t2,

et que (s1, s2) et (s′1, t1) sont Σ-gloutonnes, il en est de même de (s′1, s
′
2).

La règle du domino est satisfaite dans le contexte de toute famille de Gar-
side, donc en particulier pour les décompositions gloutonnes dans B+

∞, et elle
y joue un rôle fondamental. Il est commode de l’illustrer par un diagramme
où on associe une flèche à chaque élément, où les diagrammes commutatifs
indiquent des égalités de produits, et où on relie deux flèches par un arc
quand elles sont associées à une suite gloutonne. Alors la règle du domino
pour Σ correspond au diagramme

s′1 s′2

t0 t1

s1

t2

s2

illustrant le fait que, si (s1, s2) et (s′1, t1) sont gloutonnes (deux petits arcs
en trait plein), alors il en est de même de (s′1, s

′
2) (petit arc en pointillé).

Fait 4.24. La règle du domino n’est pas valide pour la famille des élé-
ments simples de H+.

Démonstration. Dans H+, l’élément θ1θ2 est simple, de même que
l’unité 1 et chacun des atomes. Or, on a θ1 · θ2 = θ1θ2 · 1 et 1 · θ4 = θ4 · 1,
et, d’autre part, les suites (θ2, θ4) et (θ1θ2, 1) sont gloutonnes, et, pourtant,
la suite (θ1θ2, θ4) n’est pas gloutonne : θ1θ2θ4 est simple, sa tête est lui-
même, et la décomposition gloutonne de θ1θ2θ4 étant (∆3), donc (∆3, 1) est
gloutonne au sens large.

θ1θ2 θ4

θ1 1

θ2

1

θ4

Le diagramme ci-dessus illustre ce contre-exemple. �

Décomposition gloutonne et forme normale. Une question naturelle est
de savoir si on peut lire la décomposition Σ-gloutonne sur la forme normale
définie au chapitre II : la tête d’un élément a est une sorte de préfixe maximal
de a qui soit simple, et il est naturel de se demander si nf(tΣ(a)) peut se
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lire comme le préfixe maximal de nf(a) qui soit forme normale d’un élément
simple, c’est-à-dire, par la proposition 3.24, qui évite IΣ.

Dans le même état d’esprit, on peut se demander si, supposant que la
décomposition Σ-gloutonne de a est la suite (a1, ... , ap), le mot nf(a) est la
concaténation des mots nf(a1), ... ,nf(ap).

Comme le montre le contre-exemple suivant, la réponse à ces deux ques-
tions est négative.

Exemple 4.25. Reprenons a = θ7θ6θ3θ5θ1, comme dans l’exemple 4.22.
Dans ce cas, on a nf(a) = θ7θ6θ3θ5θ1(= a), et le préfixe maximal évitant IΣ

est θ7θ6θ3. D’un autre côté, on a vu que la décomposition Σ-gloutonne de a
est (θ7θ6θ3θ1, θ6), et on a nf(θ7θ6θ3θ1) = θ7θ6θ3θ1 6= θ7θ6θ3. Donc la forme
normale de la tête n’est pas nécessairement le plus grand préfixe de la forme
normale qui soit une forme normale d’élément de Σ.

D’autre part, dans ce même cas, on a

nf(a) = θ7θ6θ3θ5θ1 6= nf(a1)nf(a2) = θ7θ6θ3θ1θ6 :

la forme normale de a n’est pas nécessairement la concaténation des formes
normales des éléments de sa décomposition Σ-gloutonne.

Conclusion. Les contre-exemples ci-dessus suggèrent que les décomposi-
tions Σ-gloutonnes ne sont guère compatibles avec la forme normale du cha-
pitre II. Bien sûr, on pourrait contourner le problème en considérant une
forme normale mixte définie, pour a dans H+ de décomposition Σ-gloutonne
(a1, ... , ap), par

(4.26) nfmix(a) := nf(a1)nf(a2) ···nf(ap),

mais rien n’indique qu’un telle forme normale — certes calculable effective-
ment — ait de bonnes propriétés.

Au-delà, le défaut de la règle du domino est le signe que les décomposi-
tions Σ-gloutonnes de H+ restent très en-deça de celles du cas d’une famille
de Garside : ce qui empêche les éléments simples de H+ de former une fa-
mille de Garside est qu’ils ne sont pas clos par diviseur à droite : le diviseur
à droite θ2θ4 de l’élément simple ∆3 n’est pas simple — et cela suffit à faire
toute la différence. À nouveau, on pourrait contourner l’obstacle en repla-
çant la famille Σ par sa clôture Σ̂ par diviseur à droite et ppcm à droite,
qui, elle, est une famille de Garside et donne donc lieu à des décompositions
Σ̂-gloutonnes ayant toutes les propriétés attendues. Mais, au moins pour le
moment, on n’a aucune description effective ni aucun contrôle de cette clô-
ture Σ̂, qui reste purement théorique : il se pourrait très bien que Σ̂ soit H+

entier, auquel cas, la décomposition Σ̂-gloutonne d’un élément a quelconque
serait la suite (a), évidemment sans aucun intérêt.



Chapitre VI

Suite et fin...

Toute une série de résultats algébriques sur le monoïde H+ ont été dé-
montrés dans les chapitres précédents à partir de l’étude directe de ses élé-
ments via les mots qui les représentent, parfois au prix de démonstrations
difficiles, comme dans le chapitre V. Dans ce dernier chapitre, on regroupe
des observations supplémentaires, principalement sur les représentations du
monoïde H+, et une liste de questions laissées ouvertes et appelant une suite
à ce travail.

Le chapitre est organisé en deux sections. Dans la section 1, on étudie les
représentations du monoïde H+. On montre l’existence d’une obstruction à
une représentation géométrique par le biais des monoïdes V̂ + ou B̂V + avec
des classes d’isotopie de diagrammes comme pour B+

∞ et F+. De ce fait, on
explore les représentations fonctionnelles, en particulier linéaires, et on décrit
plusieurs familles explicites. Certaines de ces représentations sont non fidèles,
mais, pour l’une d’entre elles, les expériences systématiques par ordinateur
n’ont pas trouvé de contre-exemple et on conjecture qu’elle est fidèle. Dans
la section 2, on conclut en regroupant diverses questions ouvertes issues des
approches développées dans les divers chapitres, et on mentionne quelques
pistes de recherche. L’un des principaux problèmes ouverts est la question
de savoir si le monoïde H+ se plonge dans un groupe et, plus généralement,
d’étudier le groupe H défini par la présentation (P) de H+.

1. Les représentations du monoïde H+

Une façon usuelle d’étudier un (semi)-groupe est de chercher ses représen-
tations dans d’autres structures, typiquement des groupes linéaires. L’étude
des représentations du monoïde H+ est un problème naturel, dont on peut
espérer qu’il éclaire certaines des questions laissées ouvertes, (voir la sec-
tion 2). À ce jour, aucune représentation fidèle (c’est-à-dire injective) n’a été
trouvée, mais on présente ci-dessous plusieurs observations, certaines un peu
inattendues et exotiques, et on établit divers résultats partiels.

La section est divisée en trois parties. Dans la section 1.1, on fixe un
cadre général pour une notion de représentation géométrique de H+, dont
un exemple est la représentation ΦF par la projection sur (la représentation
géométrique) du monoïde F+, et de représentation fonctionnelle, c’est-à-dire
à valeurs dans un espace de fonctions. Dans la section 1.2, on étudie une telle
représentation fonctionnelle ΦS , dont on montre qu’elle n’est pas fidèle, mais
pas non plus factorisable par ΦF , et on montre qu’il semble difficile d’en
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donner une description géométrique. Dans la section 1.3, on décrit plusieurs
familles de représentations linéaires explicites généralisant ΦF et ΦS , et on
conjecture qu’au moins l’une d’entre elles, Φ1,t, est fidèle.

1.1. Représentations géométriques et fonctionnelles. On appel-
lera ici représentation d’un monoïde M tout homomorphisme Φ de M dans
un monoïdeM ′, et on la qualifiera de fidèle si Φ est injectif, auquel cas l’image
de Φ est une réalisation de M . On va considérer ici deux types particuliers
de représentations, dites géométriques et fonctionnelles.

On a vu dans la section I.2 comment associer des diagrammes de tresses,
de permutations, et de forêts aux éléments des groupes B∞, S∞, et F , et
aux monoïdes correspondants, de sorte que les diagrammes soient isotopes
si, et seulement si, les mots qui les décrivent représentent le même élément
du groupe ou du monoïde. Le cadre général de telles constructions peut être
défini (informellement) comme suit :

Définition 1.1 (représentation géométrique). Une représentation
d’un monoïde 〈S |R〉+ est dite géométrique (via S) si elle est induite par une
application Φ de S∗ dans un ensemble de diagrammes telle que

(1.2) w ≡R w′ implique Φ(w) ∼ Φ(w′),

où ∼ est une notion d’isotopie adaptée à préciser.

Dans le contexte ci-dessus, la représentation de M obtenue est fidèle si,
et seulement si, (1.2) est une équivalence.

De la sorte, la proposition I.2.1 et le fait que B+
n est le sous-monoïde

de Bn engendré par les σi fournissent une représentation géométrique fidèle
du monoïde de tresses B+

n par des diagrammes de tresses positives et, de
la même façon, la proposition I.2.7 et le fait que F+ est le sous-monoïde
de F engendré par les ai fournissent une représentation géométrique fidèle
du monoïde F+ par des diagrammes de forêts (familles d’arbres). Enfin, les
résultats de [11] et [24] fournissent une représentation géométrique fidèle des
monoïdes B̂V + et V̂ + par des diagrammes « tresses plus bifurcations » et
« transpositions plus bifurcations ».

Comme, par la proposition I.3.26, l’application π : θi 7→ ai définit un
homomorphisme surjectif de H+ sur F+, on en déduit immédiatement une
représentation géométrique de H+ :

Proposition 1.3 (représentation ΦF ). Soit ΦF := Φfor ◦ π, où Φfor

est la réalisation de monoïde F+ par diagramme de forêts. Alors ΦF est une
représentation géométrique de H+. Elle n’est pas fidèle.

Démonstration. Le fait que π soit un homomorphisme signifie que,
pour tous Θ-mots w,w′, la relation w ≡ w′ entraîne π(w) ≡F π(w′), d’où
Φfor(π(w)) ∼ Φfor(π(w′)) : ΦF est une représentation de H+.

Mais cette représentation ne peut être fidèle puisque π n’est pas injective :
on sait que, dans F+, on a a2a1 = a1a3, alors que, dans H+, on n’a pas
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θ2θ1 = θ1θ3, et donc les diagrammes isotopes de la figure 1 sont associés à
des éléments distincts de H+. �

· · · · · ·∼
θ1

θ2 θ1

θ3

Figure 1. La représentation géométrique de H+ par dia-
gramme de forêts n’est pas fidèle : les diagrammes pour θ2θ1

et θ1θ3 sont isotopes en tout sens raisonnable, alors que les
mots θ2θ1 et θ1θ3 ne représentent pas le même élément de H+.

À côté des représentations précédentes, on considérera aussi des repré-
sentations par des fonctions, suivant le cadre général suivant :

Définition 1.4 (réprésentations fonctionnelle et linéaire). Une
représentation Φ d’un monoïde M est dite fonctionnelle s’il existe un en-
semble X tel que le but de Φ est le monoïde des fonctions de X dans X muni
de la composition ; Φ est dite linéaire si, de plus, X est un k-module et que
le but de Φ est inclus dans les applications k-linéaires de X .

En pratique, on considérera dans toute la suite des représentations fonc-
tionnelles où le domaine X est un ensemble de suites XN. Par défaut, on
utilise xi comme notation pour le i-ème terme d’une suite notée ~x. D’autre
part, pour obtenir une présentation par diagramme compatible avec celle des
tresses et des forêts, il est commode de décrire l’action comme une action
à droite, donc à utiliser la composition inversée, notée •, et non la compo-
sition ◦. Pour un monoïde présenté 〈S |R〉+, se donner une telle représen-
tation Φ consiste, pour chaque élément s de S, à se donner une applica-
tion Φ(s) : XN → XN, étendre Φ à S∗ par Φ(s1 ···s`) := Φ(s1) • ··· • Φ(s`),
et vérifier que

(1.5) w ≡R w′ implique ∀~x∈XN (Φ(w)(~x) = Φ(w′)(~x)).

(On utilisera toujours ici la même notation pour l’application sur les mots et
pour la représentation qu’elle induit éventuellement sur le monoïde associé.)
Comme dans le cas géométrique, Φ est fidèle si, et seulement si, (1.5) est une
équivalence.

En pratique, on ne considérera que des représentations locales, au sens
où la valeur du i-ème terme Φ(s)(~x)i ne dépend que des valeurs de xj pour
j dans un (petit) voisinage de i. De plus, pour le cas du monoïde H+, qui
possède une invariance par décalage à droite, il est raisonnable de considérer
des représentations avec la même invariance :

Définition 1.6 (réprésentation spéciale). Pour Ω = (Ω1,Ω2,Ω3) :
X2 → X3, on dit qu’une représentation Φ de H+ est spéciale de graine Ω si,
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pour tout i > 1, on a

(1.7) Φ(θi)(~x)k :=





xk pour 1 6 k < i,

Ωk−i+1(xi, xi+1) pour k = i, i+ 1, i+ 2,

xk−1 pour k > i+ 3.

La représentation spéciale associée à la graine Ω est notée ΦΩ ; si Ω est
linéaire de matrice A, on la note ΦA.

Le principe est donc le suivant : l’image du générateur θi est l’application
deXN dans lui-même consistant à appliquer Ω aux positions initiales i et i+1,
et à décaler les termes à partir de la position i+ 2 d’un cran vers la droite,
suivant le schéma

(1.8)
x1 xi−1 Ω1(xi,xi+1)

Ω2(xi,xi+1)
Ω3(xi,xi+1) xi+2 xi+3 . . .

ΩΦΩ(θi)(~x) : · · ·

x1 xi−1 xi xi+1 xi+2 xi+3 . . .

Exemple 1.9. La représentation ΦF fournit une représentation spéciale
évidente : si on voit les valeurs xi comme des étiquettes attachées aux brins
d’un diagramme, alors il est naturel de mettre dans la boîte Ω le diagramme
de bifurcation associé à ai, c’est-à-dire à considérer la définition

x1 xi−1 xi xi xi+1 xi+2 xi+3 . . .

ΩFΦ(θi)(~x) : · · ·

x1 xi−1 xi xi+1 xi+2 xi+3 . . .

qui est la représentation spéciale de graine définie par ΩF (x, y) := (x, x, y),

laquelle est linéaire de matrice
(

1 1 0
0 0 1

)
. La représentation Φ( 1 1 0

0 0 1 ) revient

à indiquer, pour chaque position du bas du diagramme, son origine dans le
haut du diagramme, exactement comme la permutation d’une tresse indique
les origines des brins dans un diagramme. Noter que Φ( 1 1 0

0 0 1 ), qui donc est
facteur de ΦF , perd de l’information par rapport à ΦF : par exemple, elle ne
sépare pas θ2

1 et θ1θ2, alors que ΦF le fait.

L’intérêt de considérer les représentations spéciales de H+ tient au fait
suivant, qui rendra leur identification facile dans la suite :

Lemme 1.10. Une fonction Ω : X2 → X3 définit une représentation du
monoïde H+ si, et seulement si, on a

(1.11) ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x)k = ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x)k pour 1 6 k 6 6.
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Démonstration. Le caractère local de ΦΩ garantit les relations de
type 2 : pour j > i+ 2, on trouve

ΦΩ(θjθi)(~x)k = ΦΩ(θiθj+1)(~x)k =





xk pour k < i,

Ωk−i+1(xi, xi+1) pour i 6 k 6 i+ 2,

xk−1 pour i+ 3 6 k < j,

Ωk−j(xj , xj+1) pour j + 1 6 k 6 j + 3,

xk−2 pour j + 4 6 k.

Pour la relation θ2θ1θ2 = θ1θ2θ4, un dessin montre immédiatement qu’il
suffit de vérifier l’égalité pour k 6 6, puisque, pour k > 7, on a simplement

ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x)k = ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x)k = xk−3.

Enfin, l’invariance par décalage, c’est-à-dire par translation à droite, en-
traîne que, dès que ΦΩ(θ2θ1θ2) = ΦΩ(θ1θ2θ4) est vraie, il en est de même de
ΦΩ(θi+1θiθi+1) = ΦΩ(θiθi+1θi+3) pour tout i. �

1.2. La représentation ΦS. L’intérêt de l’approche ci-dessus est qu’il
existe d’autres représentations spéciales de H+ que celle de l’exemple 1.9.

Proposition 1.12 (représentation ΦS). Posons S :=

(
1 0 1
0 1 0

)
.

Alors ΦS définit une représentation de H+, qui n’est pas fidèle, mais n’admet
pas ΦF comme facteur.

Avant de démontrer la proposition 1.12 (qui est facile), on observe que,
dans des cas comme ceux de ΦF ou de ΦS , une représentation générale dans
un espace de suites XN ne donne pas plus d’information que sa spécialisation
en la suite particulière (1, 2, ...), ce qui permettra d’alléger les notations.

Lemme 1.13. Soit F∞ le monoïde des applications de N>0 dans N>0.
Supposons que Ω : X2 → X3 vérifie Ω(x, y) ∈ {x, y}3. Alors il existe un
morphisme φΩ de Θ∗ dans F∞ tel que, pour tout mot w et pour tout k, on a

(1.14) ΦΩ(w)(~x)k = xφΩ(w)(k).

De plus, on a φΩ(w)(k) = k − |w| pour k assez grand. Enfin, ΦΩ induit une
représentation de H+ si, et seulement si, φΩ le fait.

Démonstration. On montre l’existence de φΩ par induction sur |w|.
Pour w = ε, (1.14) est vérifiée en prenant pour φΩ(w) la fonction identité
de N. Supposons w = vθi. Par définition, on a ΦΩ(w) = ΦΩ(v) •ΦΩ(θi), donc
ΦΩ(w)(~x) s’obtient en appliquant ΦΩ(θi) à la suite ΦΩ(v)(~x). Par hypothèse
de récurrence, celle-ci est xg(1), xg(2), ... où g est φΩ(v). Appliquer ΦΩ(θi)
à une telle suite signifie garder les i − 1 premiers termes, puis appliquer Ω,
donc remplacer deux termes de la forme xp, xq par trois termes de même
forme, puis recopier les termes en décalant les indices d’une unité à gauche,
donc ΦΩ(w)(~x) a la forme annoncée avec φΩ(w) := φΩ(v) • φΩ(θi).
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D’autre part, par hypothèse d’induction, φΩ(v) est ultimement un déca-
lage de |v| crans vers la gauche. Sa composée par φΩ(θi) est donc ultimement
un décalage de |v|+ 1, soit |w|, crans vers la gauche.

Enfin, il est clair que ΦΩ est invariant par les relations de (P) si, et seule-
ment si, φΩ l’est, puisque, pour tout Θ-mot w, l’application φΩ(w) détermine
entièrement l’application ΦΩ(w). �

Le lemme dit simplement que, quand Ω se borne à choisir comme valeurs
de sortie une des deux valeurs d’entrée, alors, pour tout Θ-mot w, l’image
par ΦΩ(w) d’une suite (x1, x2, ...) est de la forme (xφΩ(w)(1), xφΩ(w)(2), ...),
toute l’information étant dans la fonction φΩ(w) qui décrit l’action sur les
indices. De là, au lieu de considérer des suites (x1, x2, ...) quelconques, il
suffit de considérer les indices, ce qui revient à ne considérer que l’image de
l’unique suite d’entiers (1, 2, ...).

Exemple 1.15. Pour ΩF , on a ΩF (x, y) = (x, x, y), et la fonction φF (w)
associée est celle qui décrit, pour chaque position k, l’origine du brin qui
finit en position k dans le diagramme de bifurcation associé à w. La fonction
φF (θ1) envoie 1 sur 1, puis k sur k − 1 pour k > 2 et, plus généralement,
φF (θi) est l’identité pour k < i, puis un décalage de −1 pour k > i+ 1.

Il sera commode d’utiliser une notation compacte pour les fonctions f
sur N>0 qui sont ultimement des décalages, c’est-à-dire telles qu’il existe
deux entiers N, d pour lesquels on a f(k) = k − d pour k > N .

Notation 1.16 (fonction [i1, ... , iN ]d). Pour i1, ... , iN et d dans N, on
note [i1, ... , iN ]d la fonction de N>0 dans lui-même définie par

f(k) := ik pour 1 6 k 6 N , et f(k) := k − d pour k > N.

Par exemple, avec cette notation, on a φF (θi) = [1, 2, ... , i]1 pour la
fonction de l’exemple 1.15. On revient maintenant à ΦS .

démonstration de la proposition 1.12. On est dans le cadre du
lemme 1.13, avec cette fois Ω(x, y) := (x, y, x). Avec la notation 1.16, on a
φS(θ1) = [1, 2, 1]1. Suivant le lemme 1.10, pour établir que ΦS est une repré-
sentation de H+, il suffit de comparer les six premières valeurs de ΦS(θ2θ1θ2)
et ΦS(θ1θ2θ4), donc, par le lemme 1.13, de φS(θ2θ1θ2) et φS(θ1θ2θ4). Or, on
obtient dans ce cas

(1.17) φS(θ2θ1θ2) = φS(θ1θ2θ4) = [1, 2, 1, 2, 3, 2]3.

Donc ΦS est une représentation (spéciale) du monoïde H+.
Ensuite, ΦS n’est pas fidèle. Par un calcul explicite direct, on peut établir,

pour tout i > 1,

ΦS(θ2
i θi+1) = ΦS(θiθi+1θi+2).(1.18)

En effet, on obtient

φS(θ2
1θ2) = φS(θ1θ2θ3) = [1, 2, 1, 2, 1]3,
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au regard de θ2 θ1 θ1θ1θ2θ3 y θ4θ5θ2 θ1 6= ε, qui établit θ2
1θ2 6= θ1θ2θ3

dans H+. Les autres cas sont semblables.
Enfin, la représentation ΦS ne se factorise pas par ΦF : en effet, on

obtient

φS(θ2θ1) = [1, 2, 1, 3, 2]2 6= φS(θ1θ3) = [1, 2, 1, 3, 1]2 :

φS , donc aussi ΦS , sépare des éléments que ΦF ne sépare pas. �

Géométrisation de ΦS. Par sa définition dans la proposition 1.12, la repré-
sentation ΦS est fonctionnelle, mais n’est pas géométrique. Il est facile d’en
donner une version diagrammatique. Pour cela, on peut associer à une ap-
plication f de N>0 dans lui-même un diagramme en bâtons joignant chaque
valeur k à la valeur f(k), sur le modèle de

(1.19)

1 2 i i+1 i+2

θi : · · · · · ·

Ce qui précède ne suffit pas à faire de ΦS une représentation géométrique au
sens de la définition 1.1 tant qu’on ne spécifie pas une notion d’isotopie pour
les diagrammes. Or, on remarque que le diagramme ci-dessus peut être vu
(de haut en bas) comme un diagramme de bifurcation, comme dans le cas
de F+, suivi d’un diagramme de permutation, comme dans le cas de S∞ :

1 2 i i+1 i+2

θi



si+1

ai · · · · · ·

· · · · · ·

Il est donc naturel d’interprêter θi par un diagramme associant bifurcations
et permutations, donc un diagramme pour un élément du groupe V̂ défini par
la présentation (I.2.18) dans la section I.2.3 et, de là, d’espérer obtenir une
représentation (géométrique) via le monoïde V̂ +. Malheureusement, cette
approche qui semble séduisante ne fonctionne pas :

Fait 1.20. Le morphisme Φ
V̂

: Θ∗ → V̂ + défini par

(1.21) Φ
V̂

(θi) := aisi+1

n’induit pas de représentation de H+ dans le monoïde V̂ +, ni dans le groupe V̂ .

Démonstration. On compare les représentations des mots θ2θ1θ2 et de
θ1θ2θ4 dans V̂ +, à savoir les éléments a2s3a1s2a1s2 et a1s2a2s3a4s5. Étant
donnée la structure de V̂ + comme produit de Zappa-Szép de F+ et S∞,
les relations de la présentation doivent permettre de faire passer tous les
générateurs si à droite. De fait, on vérifie facilement

a2s3a1s2a1s2 ≡V̂ a2
2a1s3s5 et a1s2a2s3a4s5 ≡V̂ a2a3a1s3s5.
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Or, on n’a a2
2a1 = a2a3a1 ni dans le monoïde F+, ni donc dans le mo-

noïde V̂ +, la raison géométrique étant illustrée dans la figure 2. Les monoïdes
considérés se plongeant dans les groupes correspondants, on a le même ré-
sultat négatif pour F ou V̂ . �

· · · · · ·

Figure 2. Dans les diagrammes pour a2
2 et pour a2a3, le brin 2

bifurque deux fois, mais avec des brins médians venant de la
branche gauche dans a2

2 (à gauche) et de la branche droite
dans a2a3 (à droite), donc non équivalents sauf à écraser l’ordre
des bifurcations et obtenir une notion d’isotopie triviale.

Puisque le monoïde V̂ + est une projection du monoïde B̂V +, le même
résultat négatif vaut a fortiori quand on essaie de représenter H+ dans B̂V +

par la décomposition
1 2 i i+1

θi



σi+1

ai · · · · · ·

· · · · · ·

Fait 1.22. Le morphisme Φ
B̂V

: Θ∗ → B̂V + défini par

(1.23) Φ
B̂V

(θi) := aiσi+1

n’induit pas de représentation de H+ dans le monoïde B̂V +, ni dans le
groupe B̂V .

La question de donner un contenu géométrique à la représentation ΦS

(qui semble assez mystérieuse et artificielle) reste donc ouverte.

Le produit de ΦF et ΦS. Le fait que ΦS ne se factorise pas par la repré-
sentation de Thompson ΦF ouvre la perspective qu’en conjuguant les deux
on s’approche davantage de la fidélité. Pour ce faire, il suffit de considérer le
produit de ΦF et ΦS :

Définition 1.24 (représentation ΦF ⊗ ΦS). On note ΦF ⊗ ΦS la
représentation de H+ définie pour a dans H+ par

(1.25) ΦF ⊗ ΦS(a) := (ΦF (a),ΦS(a)).

La représentation ΦF ⊗ ΦS a une interprétation diagrammatique évi-
dente : on garde la représentation par diagramme de forêts des éléments
de F+, et on indique la valeur de l’entier φS(a)(k) en position k, ce qui
revient à superposer le diagramme de (1.19) au diagramme de ΦF (a) en ne
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gardant que la valeur à l’extrémité basse des segments, mais pas les segments
eux-mêmes, sur le modèle de

φS(a)(1) φS(a)(2) φS(a)(3) φS(a)(4)

ΦF (a)ΦF ⊗ ΦS(a) 7→ · · ·

On voit facilement que, dans la représentation ΦF⊗ΦS , le diagramme associé
à un Θ-mot w s’obtient en partant de brins numérotés 1, 2, ... en empilant
les diagrammes des lettres successives θi de w suivant la règle d’actualisation
des étiquettes

x1 x2 xi−1 xi xi+1 xi+2

x1 x2 xi−1 xi xi+1 xi xi+2

θi 7→ · · · · · ·

Noter le caractère « bizarre » de l’étiquetage en position i + 1 et i + 2 : les
étiquettes ne suivent pas les brins associés à ΦF , mais elles correspondent
à un diagramme virtuel associé à ΦS (en traits pointillés), ce qui revient à
insérer une transposition des noms entre les positions i+ 1 et i+ 2.

Du point de vue de la fidélité, la représentation ΦF ⊗ ΦS conjugue le
pouvoir de séparation de ΦF et de ΦS , voir par exemple la figure 3.

1 2 3 4 · · ·

1 2 3 2 4 · · ·

1 2 1 3 2 4 · · ·

1 2 3 4 · · ·

1 2 1 3 4 · · ·

1 2 1 3 1 4 · · ·

θ1

θ2

vs .

θ1

θ3

Figure 3. Contrairement à ΦF , la représentation ΦF ⊗ ΦS

sépare les éléments θ2θ1 et θ1θ3, grâce à l’ajout des étiquettes
dans le diagramme de bifurcation : ici les étiquettes en position 5
(soulignées) diffèrent.

Pour autant, ΦF ⊗ ΦS n’est pas fidèle :

Fait 1.26. La représentation ΦF⊗ΦS ne sépare pas les éléments θ1θ1θ3θ5

et θ1θ3θ1θ3 de H+, qui sont pourtant distincts.

Démonstration. Les Θ-mots θ1θ1θ3θ5 et θ1θ3θ1θ3 sont réduits et dis-
tincts, donc ils représentent des éléments distincts de H+. Pourtant, leurs
images par ΦF ⊗ ΦS coïncident, puisqu’on trouve à la fois

ΦF (θ1θ1θ3θ5) = ΦF (θ1θ3θ1θ3) = a2
1a3a5,
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ΦS(θ1θ1θ3θ5) = ΦF (θ1θ3θ1θ3) = [1, 2, 1, 1, 1, 3, 1]4,

d’où ΦF ⊗ ΦS(θ1θ1θ3θ5) = ΦF ⊗ ΦS(θ1θ3θ1θ3). �

Remarque 1.27. La représentation ΦF ⊗ ΦS ne respecte pas la sim-
plification à gauche : en contrepoint à l’égalité des images de θ1|θ1θ3θ5

et θ1|θ3θ1θ3, on peut vérifier que les images de θ1θ3θ5 et θ3θ1θ3, elles, dif-
fèrent.

1.3. Les représentations Φs,t. Comme ni la représentation ΦS , ni la
représentation produit ΦF ⊗ΦS ne sont fidèles, on doit chercher d’autres re-
présentations. Le choix de graines Ω vérifiant Ω(x, y) ∈ {x, y}3 semble trop
restrictif : à part Ω(x, y) := (x, x, y), qui donne ΦF , et Ω(x, y) := (x, y, x),
qui donne ΦS , on peut vérifier que seule Ω(x, y) := (x, y, y) donne une re-
présentation de H+, laquelle est essentiellement ΦF et ne sépare pas θ1θ3

et θ2θ1. On revient donc au cas général.

Remarque 1.28. Notons tout de suite qu’aucune graine Ω vérifiant
Ω3(x, y) = y ne peut séparer θ1θ3 et θ2θ1 : en effet, dans ce cas, le trapèze
de (1.8) se réduit à un carré : la valeur de sortie en i+ 2 est simplement xi+1

et, de ce fait, ΦΩ(θ1θ3) et ΦΩ(θ2θ1) coïncident. Par exemple, on trouve

Ω1(x1, x2), Ω2(x1, x2), Ω1(x2, x3), Ω2(x2, x3), x3, x4, x5, etc.

comme valeur commune des suites ΦΩ(θ1θ3)(~x) et ΦΩ(θ2θ1)(~x).

Traduire les six égalités de (1.11) en un système de six équations fonc-
tionnelles vérifiées par les trois composantes Ω1,Ω2,Ω3 de Ω est certainement
faisable, mais compliqué. Sur le modèle de ΦF et ΦS , on se restreint ici au
cas particulier

Ω1(x, y) = x :

autrement dit, dans le trapèze de la définition 1.6, on suppose que le brin
de gauche garde son étiquette inchangée. Dès lors, il ne reste à chercher les
contraintes que pour Ω2 et Ω3, soit pour une fonction de X2 dans lui-même.

Lemme 1.29. Pour f, g : X2 → X, posons Ω(x, y) := (x, f(x, y), g(x, y)).
(i) Le morphisme ΦΩ induit une représentation du monoïde H+ si, et

seulement si, (f, g) est solution du système fonctionnel

(1.30)

{
f(g(f(x, y), g(x, y)), z) = f(y, z),

g(g(f(x, y), g(x, y)), z) = g(y, z).

En particulier, (1.30) est satisfaite si f et g sont solutions de

(1.31) g(f(x, y), g(x, y)) = y.

(ii) Dans le cas de (1.30), ΦΩ sépare θ1θ3 et θ2θ1 que si, et seulement si,
(f, g) n’est pas solution du système

(1.32)

{
f(g(x, y), z) = f(y, z),

g(g(x, y), z) = g(y, z);

ceci exclut en particulier toutes les solutions vérifiant g(x, y) = y.
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Démonstration. (i) Pour toute suite ~x, les six premières valeurs
de ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x) et ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x) sont :

ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x)1 = ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x)1 = x1,

ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x)2 = ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x)2 = f(x1, x2),

ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x)3 = ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x)3 = f(f(x1, x2), g(x1, x2)),

ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x)4 = ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x)4 = g(f(x1, x2), g(x1, x2)),

ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x)5 = f(x2, x3)

à comparer avec ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x)5 = f(g(f(x1, x2), g(x1, x2)), x3),

ΦΩ(θ2θ1θ2)(~x)6 = g(x2, x3)

à comparer avec ΦΩ(θ1θ2θ4)(~x)6 = g(g(f(x1, x2), g(x1, x2)), x3).

La comparaison des valeurs en 5 et 6 donne (1.30) directement, et il est clair
que (1.31) est une condition suffisante.

Le calcul pour (ii) est facile ; noter la cohérence avec la remarque 1.28. �

Remarque 1.33. Sur le mode des biracks et des biquandles de la théorie
des nœuds, voir par exemple [26, 43, 50], se donner deux fonctions de X2

dans X équivaut à se donner deux opérations binaires, ∗ et ∗, sur X. La
condition (1.31) correspond alors à la loi algébrique (x ∗ y) ∗ (x ∗ y) = y.

Il est naturel de chercher les solutions linéaires de l’équation fonction-
nelle (1.30), et en particulier de (1.31).

Lemme 1.34. (i) Pour a, b, c, d dans un anneau R, les fonctions f et g

définies par
(
f(x, y)
g(x, y)

)
:=

(
a b
c d

)(
x
y

)
sont solutions de (1.31) si, et seule-

ment si, (a, b, c, d) est solution de

(1.35)

{
(a+ d)c = 0

bc+ d2 = 1.

(ii) Si R est intègre de caractéristique différente de 2, les solutions de (1.35)
sont les quadruplets (a, b, c, d) d’exactement un des trois types suivants :
• type I : c = 0 et d = 1,
• type II : c = 0 et d = −1,
• type III : c 6= 0 et a+ d = 0 et ad− bc = −1.

Dans le type I, (1.32) est toujours satisfait ; dans le type II, (1.32) est satisfait
si, et seulement si, on a a = 0 ; dans le type III, (1.32) n’est jamais satisfait.

Démonstration. (i) Porter la définition de f et g dans (1.30) donne

c(a+ d)x+ (bc+ d2 − 1)y = 0,

qui ne peut être identiquement satisfait que si on a

c(a+ d) = 0 et bc+ d2 − 1 = 0,

soit (1.35).
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(ii) Pour c = 0, il reste d2 = 1, donc d = ±1. Dans ce cas, la seconde
équation de (1.32) est toujours satisfaite, et la première est satisfaite si on a
identiquement 2ay = 0, donc si, et seulement si, a = 0.

Pour c 6= 0, la première équation de (1.35) devient a+d = 0, et la seconde
équivaut alors à ad− bc = −1. Les deux équations de (1.32) deviennent

a(cx+ (d− 1)y) = c(cx+ (d− 1)y) = 0,

qui ne peut être identiquement nul puisque c est non nul. �

Dans les solutions de type I, on retrouve ΦF pour
(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
,

et on peut ignorer ces solutions puisqu’elles ne séparent pas θ1θ3 et θ2θ1.
On n’a pas étudié les solutions de type II. Dans les solutions de type III, on

retrouve ΦS pour
(
a b
c d

)
=

(
0 1
1 0

)
, et on retrouve le fait qu’elle sépare θ1θ3

et θ2θ1. Il est facile d’énumérer toutes les solutions de type III (en bijection
avec les 2 × 2-matrices de polynôme minimal X2 − 1) sous la forme d’une
famille à deux paramètres :

Lemme 1.36. Les solutions de type III de (1.35) correspondent à la fa-
mille de matrices à deux paramètres s et t

(1.37) As,t :=

(
t (1− t)s

(1 + t)s−1 −t

)
avec s 6= 0.

Définition 1.38 (représentation Φt,s). Pour s 6= 0, on note Φs,t la
représentation de H+ associée à la matrice As,t.

La représentation ΦS est donc la spécialisation Φ1,0. La graine associée
à la représentation Φs,t est la fonction

Ωs,t : (x, y) 7→ (x, tx+ (1− t)sy, (1 + t)s−1x− ty),

correspondant au diagramme

x1 xi−1 xi

txi+(1−t)sxi+1

(1+t)s−1xi−txi+1

xi+2

xi+3 . . .

×As,tΦs,t(θi)(~x) : · · ·

x1 xi−1 xi xi+1 xi+2 xi+3 . . .
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De façon équivalente, on peut voir Φs,t comme la représentation linéaire
envoyant θi sur la matrice (infinie)

(1.39) Ms,t(θi) :=







(1−t)s

t

−t

(1+t)s−1

Ii

0
0

0

0

I∞

,

où In est la matrice carrée unité de taille n et où on a transposé la ma-
trice As,t : dans la forme « matrice », on fait agir Ms,t(θi) à gauche sur ~x
écrit comme vecteur-colonne, et non à droite sur ~x écrit comme vecteur-ligne
dans le diagramme plus haut. Noter qu’il y a décalage d’indice : la matrice I∞
de droite est décalée d’un cran à droite par rapport à la diagonale principale.
En se restreignant à s = 1, on peut énoncer de façon plus précise :

Proposition 1.40 (représentation Φ1,t). Envoyer θi sur la matri-
ce M1,t(θi) définit une représentation linéaire de H+ dans les matrices infi-
nies à coefficients dans Z[t] ; pour tout a dans H+, si Pk,j(a) est le coefficient
de la k-ème ligne et de la j-ème colonne de M1,t(a), alors le degré de Pk,j(a)
est 6 |a| et, de plus, on a Pk,j(a) = 0 pour j > k, et Pk,j(a) = δk,j−|a|
pour k > dae+ 3.

(On rappelle que dae est la valeur commune des paramètres dwe pour w
représentant a, voir définition I.3.11.)

Démonstration. Par construction, les termes des suites Φs,t(a)(~x) sont
des combinaisons linéaires finies des xi à coefficients dans Z[s, s−1, t] ; de
façon équivalente, les coefficients de la matrice correspondante Ms,t(a) sont
de tels polynômes, et il n’y en a qu’un nombre fini qui soient non nuls sur
chaque ligne. Pour s = 1, les coefficients sont des polynômes de Z[t].

La borne sur le degré des polynômes Pk,j(a) vient par une induction
évidente : par définition, on aM1,t(aθi) = M1,t(a)M1,t(θi), et, dansM1,t(θi),
tous les degrés sont 6 1.

Ensuite, appelons seuil (de décalage) pour a la plus petite valeur à partir
de laquelle on a Pk,j(a) = δk,j−|a|. Par exemple, le seuil pour θi est i + 3,
soit dθie+ 3. Alors, si le seuil pour a est k, le seuil pour aθi est 6 i+ 3 si on
a k 6 i+ 3, et 6 k+ 1 sinon, ce qui maintient l’hypothèse d’induction que le
seuil pour a est au plus dae+ 3. �

Exemple 1.41. On pourra vérifier que la matrice M1,t(θ1θ2θ1) est



1 −t2 + 2t −t2 + t+ 1
0 t2 − 2t+ 1 t2 − t
0 0 0


 ,

bordée au-dessous par une matrice nulle∞×3 et à droite par une matrice
unité∞×∞. Conformément à la proposition 1.40, les degrés des polynômes
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sont au plus 3 (en fait, ici, au plus 2), et le seuil est au plus dθ1θ2θ1e+ 3 = 6
(en fait, ici, égal à 4).

On sait que la spécialisation Φ1,0, qui est ΦS , n’est pas fidèle. Par contre,
on propose

Conjecture 1.42 (fidélité). La représentation générique Φ1,t est fidèle,
pour t 6= 0.

La conjecture 1.42 est facile à tester par ordinateur — voir l’annexe
informatique. Comme les éléments de H+ sont exprimés de façon unique par
les mots EH -réduits, il s’agit de vérifier que les suites Φ1,t(u)(~x) et Φ1,t(v)(~x)
sont distinctes pour (u, v) couple de mots réduits distincts.

Fait 1.43 (fidélité). Il n’existe aucune paire de mots (u, v) de hauteur
et de longueur 6 10 vérifiant Φ1,t(u) 6= Φ1,t(v).

Remarque 1.44. Telle qu’elles sont définies, les représentations fonction-
nelles sont indépendantes de la représentation ΦF . Comme on l’a vu pour ΦS

dans la définition 1.24, tensoriser par ΦF est toujours possible et peut aug-
menter la fidélité. Une conjecture a priori plus facile que la conjecture 1.42
serait d’affirmer simplement que ΦF ⊗ Φ1,t est fidèle : le gain est qu’il suffit
alors d’établir Φ1,t(u) 6= Φ1,t(v) pour des paires de Θ-mots (u, v) vérifiant
π(u) ≡F π(v), puisque ΦF sépare les autres paires. Comme les seuls mots
EH -réduits que le morphisme π n’envoient pas sur des mots EF -réduits sont
ceux qui ont un facteur θiθi+2, ce sont les paires (w1θiθi+2w2, w1θi+1θiw2)
qu’il faudrait étudier en premier. On a constaté dans la remarque 1.27 qu’une
représentation peut très bien séparer deux mots u et v et néanmoins identi-
fier des mots θiu et θiv, donc le fait, garanti pour Φ1,t par le lemme 1.34(ii),
que Φ1,t sépare θiθi+2 et θi+1θi n’implique a priori rien pour w1θiθi+2w2 et
w1θi+1θiw2.

2. Des questions ouvertes

Au terme de cette étude, de nombreuses questions sur le monoïde H+

restent ouvertes, et on en regroupe quelques-unes ici. On évoquera successive-
ment les relations de divisibilité (section 2.1), puis la question du plongement
de H+ dans un groupe et les propriétés du groupe H défini par la présen-
tation (P) (section 2.2), et enfin les représentations du monoïde H+ et du
groupe H (section 2.3).

2.1. Propriétés des relations de divisibilité. On a vu que le retour-
nement à gauche n’est pas complet pour la présentation (P) de H+, et, de là,
on manque d’outil théorique et pratique pour étudier les questions relatives
à la divisibilité à droite.

Question 2.1. Le monoïdeH+ admet-il des pgcd à droite : étant donnés
deux éléments a, b de H+, existe-t-il toujours un unique pgcd à droite de a
et b ?
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Comme on n’a pratiquement aucun contrôle de la relation de divisibilité
à droite, il n’est pas du tout clair comment aborder ce type de question.

Comme chaque classe d’équivalence pour la congruence ≡ sur Θ∗ associée
à la présentation (P) est finie, toutes les propriétés dérivées du problème de
mots telles que « [u] est-il diviseur à droite de [v] ? » sont décidables. Par
contre, si la réponse à la question 2.1 est négative, la question suivante est a
priori ouverte :

Question 2.2. Pour u, v dans Θ∗, la question « [u] et [v] ont-ils un
multiple commun à gauche dans H+ ? » est-elle décidable ?

Le problème est qu’on n’a pas de borne a priori sur la longueur d’un
éventuel multiple commun, et donc qu’une recherche exhaustive est impos-
sible.

D’autres questions portent sur la compatibilité de la forme normale du
chapitre II et des relations de divisbilité du monoïde H+ :

Question 2.3. Pour a, b dans H+, peut-on reconnaître par inspection
directe des mots nf(a) et nf(b) si a divise à gauche b ? si a divise à droite b ?

La réponse n’est pas claire. Une première étape serait de considérer le
cas où a et b sont simples puisqu’alors, par les résultats du chapitre V, leur
forme normale a un type très bien contrôlé.

Par ailleurs, on ne répète pas ici les questions posées à la fin du cha-
pitre V par les décompositions Σ-gloutonnes, en particulier sur la possibilité
de reconnaître la divisibilité à gauche sur la décomposition gloutonne des
éléments.

2.2. Le groupe H. La présentation (P) définit non seulement un mo-
noïde, mais aussi un groupe :

Définition 2.4 (groupe H). On introduit le groupe H par

(2.5) H :=

〈
θ1, θ2, ...

∣∣∣∣
θjθi = θiθj+1 pour j > i+ 2

θjθiθj = θiθjθi+3 pour j = i+ 1

〉
.

On note ι le morphisme canonique du monoïde H+ dans le groupe H induit
par l’identité sur Θ, et ≡± la congruence sur (Θ ∪ Θ)∗ engendrée par les
relations de (2.5) et les relations de groupe libre θiθi = θiθi = 1.

La principale question ouverte sur le lien entre le monoïde H+ et le
groupe H est celle du plongement :

Question 2.6. Le monoïde H+ se plonge-t-il dans le groupe H, c’est-à-
dire, le morphisme ι de H+ dans H est-il injectif ?

Soit, de façon équivalente :

Question 2.7. Pour w,w′ dans Θ∗, la relation w ≡± w′ implique-t-elle
la relation w ≡ w′ ?
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Dans le cas des monoïdes simplifiables admettant, au moins d’un côté,
des multiples communs, on sait que le théorème de Ore [48] garantit le
plongement du monoïde 〈S |R〉+ dans le groupe 〈S |R〉, avec le résultat
supplémentaire que le groupe est groupe de fractions du monoïde, c’est-à-dire
que tout élément du groupe peut s’écrire (dans le cas où le monoïde admet des
multiples communs à droite) sous la forme d’une fraction à droite ι(a)ι(b)−1

avec a, b dans le monoïde. Comme on l’a rappelé, c’est le cas pour le monoïde
de tresses B+

∞ par rapport au groupe B∞, pour le monoïde de Thompson F+

par rapport au groupe F , pour le monoïde de tresses parenthésées B̂V +

par rapport au groupe B̂V . Mais on sait que cette propriété est en défaut
dans H+ : il existe des éléments sans multiple commun à droite, comme θ2

et θ1θ3 (proposition IV.2.8), et des éléments sans multiple commun à gauche,
comme θ1 et θ2 (proposition IV.2.13 ou II.3.30).

Les conditions de Malcev sont une liste explicite de conditions C telles
qu’un monoïde M se plonge dans un groupe si, et seulement si, il satisfait
à C [17]. Bien que ces conditions soient explicites, la première par exemple
étant l’implication

(x1y1 = x2y2 et x1y
′
1 = x2y

′
2 et x′1y1 = x′2y2)⇒ x′1y

′
1 = x′2y

′
2,

on ne voit pas comment les utiliser ici.
Dans [27], un critère de plongement mettant en jeu une condition plus

faible que l’existence de multiples communs est établi :
Définition 2.8 (condition 3-Ore). On dit qu’un monoïde simpli-

fiable M satisfait la condition 3-Ore à droite si trois éléments de M qui ont
deux à deux un multiple commun à droite ont un multiple commun global.
La condition 3-Ore à gauche est semblable, pour les multiples à gauche.

La condition 3-Ore est plus faible que l’existence de multiples communs :
par exemple, un monoïde libre la satisfait (à gauche et à droite), car deux
mots n’ont de multiple à droite commun que si l’un est préfixe de l’autre. Il
est donc raisonnable de soulever :

Question 2.9. Le monoïde H+ satisfait-il la condition 3-Ore à droite ?
À gauche ?

Grâce à la complétude du retournement à droite et au contrôle de sa
terminaison à l’aide de la présentation dérivée de la section IV.3.2 décrit dans
le lemme IV.3.6, il devrait être possible d’étudier assez facilement la condition
3-Ore à droite dans H+. Par contre, pour la condition à gauche, le piètre
contrôle de la divisibilité à gauche rend pessimiste. Or, pour espérer appliquer
le critère de plongement de [27], il faut absolument que les deux relations de
divisibilité, à gauche et à droite, satisfassent les mêmes hypothèses.

À supposer que H+ se plonge dans H mais que la condition 3-Ore soit en
défaut, la question d’une décomposition distinguée des éléments du groupe
en fonction de ceux du monoïde semble complètement ouverte.

Pour terminer, au-delà des questions sur le plongement de H+ dans H,
se posent immédiatement des questions sur le groupe H lui-même.
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Question 2.10. Le problème de mot du groupe H est-il décidable ?

Question 2.11. Le groupe H a-t-il de la torsion ?

Faute d’un contôle du lien avec le monoïde H+, il est douteux que l’étude
de ce dernier puisse contribuer directement à des réponses. Par contre, la
similarité de la présentation de H et de celle du groupe de Thompson F est
peut-être la meilleure piste.

Question 2.12. Existe-t-il pour le groupe H une réalisation semblable
à celle de F par applications affines par morceaux de [0, 1] dans lui-même ?

De nombreuses variations sur la construction de F à partir d’applications
de [0, 1] dans lui-même affines par morceaux sont apparues récemment [8,
44], et il serait intéressant de savoir si H peut être obtenu de la sorte.

Un résultat trivial, mais qui peut servir de point de départ, est que F
est un quotient de H :

Lemme 2.13. L’application π : θi 7→ ai définit un homomorphisme sur-
jectif de H sur F .

Démonstration. La vérification est la même que pour la proposi-
tion I.3.26 : les éléments ai du groupe F satisfont les relations de la pré-
sentation (P), donc le morphisme du groupe libre de base Θ vers F qui
envoie θi sur ai factorise par le groupe H. �

Question 2.14. Existe-t-il une description simple du noyau de la pro-
jection π de H sur F ?

Bien sûr, on sait que Ker(π) est engendré par les éléments

(θiθi+2)−1(θi+1θi),

mais cela n’en donne pas une description explicite.
Contrairement à H+, le monoïde F+ admet des multiples communs à

droite, et F est groupe de fractions à droite pour F+. De ce fait, on peut
utiliser les mots EF -réduits (section II.2.1) pour représenter les éléments
de F .

Question 2.15. Peut-on, à partir des mots EF - et EH -réduits, définir
une section pour la projection de H sur F ? La suite exacte

1 −→ Ker(π) −→ H −→ F −→ 1

est-elle scindée ?

2.3. Représentations du monoïde H+ (et du groupe H). Dans
le cas de H+, plusieurs familles de représentations ont été décrites dans la
section 1. Le problème est qu’on ne sait pas si ces représentations sont in-
jectives, et, d’autre part, ce sont en général des représentations à valeurs
dans un monoïde, pas un groupe : sauf dans le cas de ΦF , qui va vers le mo-
noïde F+, mais donc aussi vers le groupe F puisque F+ se plonge dans F , la
plupart des autres exemples ne semblent pas faciles à utiliser. En particulier,
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la représentation Φ1,t de la définition 1.38, conjecturée fidèle, correspond à
une matrice (infinie) essentiellement non inversible : la matrice A1,t qui sert
de graine est inversible (de déterminant −1), mais le décalage ultime des
colonnes s’oppose à l’inversibilité.

Question 2.16. Peut-on dériver de la représentation Φs,t une représen-
tation au moins aussi fidèle et à valeurs dans un groupe linéaire ?

Si la réponse à la question 2.16 était positive, une preuve de la conjec-
ture 1.42 suffirait à démontrer que le monoïdeH+ se plonge dans le groupeH.
En effet, par la propriété universelle du groupe enveloppant d’un monoïde,
donc ici du groupe H par rapport au monoïde H+, on sait qu’un monoïdeM
se plonge dans son groupe enveloppant U(M) si, et seulement si,M se plonge
dans un groupe G quelconque : en effet, dans ce cas, tout morphisme φ deM
dans G factorise par le morphisme canonique ι de M dans U(M) et, donc,
si φ est injectif, alors ι est nécessairement injectif.

Une façon d’aborder la questions 2.16 — et, de là, la question 2.6 — est
de se demander

Question 2.17. Lesquelles des diverses représentations décrites dans la
section 1 peut être définie sur le groupe H (ou étendue à H si on sait déjà
que H+ se plonge dans H) ?

D’autres questions portent sur les représentations de H+ elles-mêmes.
En particulier, certaines pistes n’ont pas encore été explorées.

Question 2.18. Les représentations linéaires dites de type II suivant la
classification du lemme 1.34 apportent-elles une information supplémentaire
par rapport aux autres types ? Même question pour les représentations Φs,t

avec s 6= 1 ?

D’autre part, on a vu dans le lemme 1.13 que, dans le cas particulier
des représentations spéciales dont la graine satisfait la condition très par-
ticulière Ω(x, y) ∈ {x, y}3, alors on ne perd pas d’information si, au lieu
d’évaluer la représentation ΦΩ sur une suite ~x générique, on l’évalue sur la
suite particulière (1, 2, 3, ...). La représentation Φ1,t est spéciale, mais asso-
ciée à une graine qui n’est pas du type ci-dessus : les valeurs de sortie sont
des combinaisons linéaires des xi, mais pas des xi eux-mêmes.

Question 2.19. Perd-on de l’information — en l’occurrence, perd-on la
fidélité conjecturée de Φ1,t — en remplaçant l’évaluation de Φ1,t en la suite
générique ~x par son évaluation en la suite particulière (1, 2, ...) ?

Comme les polynômes (à coefficients dans Z[t], ou dans Z[s, s−1, t] dans
le cas général de Φs,t) qui sont les coefficients des combinaisons linéaires ne
sont pas juste 0 ou 1 en général, on ne voit pas pourquoi la réponse à la
question 2.19 devrait être positive, mais les expérimentations informatiques
n’ont pas trouvé de contre-exemple.
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Enfin, l’échec de la tentative de description du monoïde H+ comme
sous-monoïde de V̂ ou de B̂V (Faits 1.20 et 1.22) en envoyant θi sur aisi+1

ou aiσi+1 mène aux deux questions jumelles sur les groupes ci-dessus :

Question 2.20. Peut-on décrire explicitement le sous-monoïde de V̂
(resp., de B̂V ) engendré par les éléments aisi+1 (resp., aiσi+1) ?





Annexe informatique

Pour étudier le monoïde H+, diverses expérimentations par ordinateur
ont été réalisées pour tester des possibilités, dénombrer des configurations,
ou valider des conjectures. Dans cette annexe, on donne quelques précisions
sur la représentation des données et les algorithmes utilisés.

1. Représentation des données

Tous les programmes ont été écrits en langage python et implémentés
dans l’environnement de développement PyCharm.

Les données ont été représentées principalement sous forme de listes. Les
éléments du monoïde H+ sont représentés par des mots positifs, eux-mêmes
manipulés comme listes d’entiers naturels non nuls, dont le p-ème terme est
l’entier i, si la p-ième lettre du mot est θi. Par exemple, le Θ-mot θ3θ4θ1θ10

est représenté par la liste [3, 4, 1, 10].
Dans le cas de mots signés, si un mot possède une lettre négative, on

rajoute simplement un − devant l’entier correspondant à cette lettre dans
la liste. Par exemple, le Θ-mot signé θ3θ4θ1θ10 est représenté par la liste
[−3, 4, 1,−10].

On a été amené également à manipuler des mots sur l’alphabet Θ′, dont
les lettres sont elles-mêmes des mots sur l’alphabet Θ. On représente un
Θ′-mot par une liste comprenant les différentes lettres de Θ′ qui, en tant
que Θ-mots, sont elles-mêmes des listes : on obtient une liste de listes. Pour
distinguer une lettre positive d’une lettre négative dans un Θ′-mot signé, on
rajoute un signe ” + ” si une lettre est positive et un ”− ” si une lettre est
négative. Par exemple, le Θ′-mot signé θ1 · θ1θ2 · θ1θ3θ4 · θ4θ6 est représenté
par la liste de listes [[” + ”, 1], [” + ”, 1, 2], [”− ”, 1, 3, 4], [” + ”, 4, 6]].

Enfin, pour étudier les représentations linéaires du monoïde H+, et en
particulier la représentation Φ1,t, on a eu à manipuler des listes de polyn-
nômes à coefficients entiers. Comme il n’existe pas d’implémentation native
des polynômes dans python, on a traité ceux-ci comme des listes de coeffi-
cients, puis les combinaisons linéaires à coefficients dans Z[t] comme listes de
listes, et, finalement, les représentations Φ1,t(w) comme des listes de listes
de listes — ce qui n’a pas posé pas de problème à l’exécution.
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2. Principaux algorithmes

On donne maintenant quelques indications plus spécifiques sur les al-
gorithmes utilisés. On passera en revue successivement la mise sous forme
normale (section 2.1), le retournement de mot et les procédures dérivées
(section 2.2), le comptage des éléments simples (section 2.3), et l’étude des
représentations linéaires (section 2.4).

2.1. Mise sous forme normale. L’implémentation de la réécriture EH
ne pose pas de problème, car les régles ne sont que de deux types et très
simples. On manipule donc des listes d’entiers, qu’on réécrit comme dans le
système EH . Le pseudocode correspondant est le suivant :

Algorithme 2.1 (réécriture EH).
Entrée: un Θ-mot u
Sortie: la forme réduite de u
1: tant que (∃i < |u| (u[i] < u[i + 1] − 2)) ou (∃i < |u|−1 (u[i] = u[i +

1]− 1 et u[i+ 1] = u[i+ 2]− 2)) faire
2: si u[i] < u[i+ 1]− 2 alors
3: s := u[i]
4: t := u[i+ 1]
5: u[i] := t− 1
6: u[i+ 1] := s
7: sinon
8: s := u[i]
9: u[i] := s+ 1
10: u[i+ 1] := s
11: u[i+ 2] := s+ 1

12: retourner u

Dans certains cas, en particulier lorsqu’on part d’un mot déjà réduit et
qu’on ajoute des lettres à droite, la proposition II.3.28 donne une stratégie
simple permettant de construire de façon inductive la forme réduite d’un
mot : si u est un mot EH -réduit, on obtient la forme EH -réduite de uθi en
poussant θi le plus possible vers la gauche. Ceci est facilement implémenté
comme suit :

Algorithme 2.2 (forme réduite inductive).

Entrée: un Θ-mot réduit u et un atome θi
Sortie: la forme réduite de uθi
1: u′ := uθi
2: j := |u′|
3: tant que j > 3 faire
4: si u′[j] > u′[j − 1] + 2 alors
5: s := u′[j]
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6: t := u′[j − 1]
7: u′[j] := t
8: u′[j − 1] := s− 1
9: j := j − 1
10: sinon
11: si (u′[j] = u′[j − 1] + 2 et u′[j − 1] = u′[j − 2] + 1)) alors
12: s := u′[j]
13: u′[j] := s− 2
14: u′[j − 1] := s− 3
15: u′[j − 2] := s− 2
16: j := j − 2
17: sinon
18: retourner w′
19: si u′[2] > u′[1] + 2 alors
20: s := u′[2]
21: t := u′[1]
22: u′[2] := t
23: u′[1] := s− 1

24: retourner w′

2.2. Retournement à droite et procédures dérivées. Le retourne-
ment de facteur à droite est utile pour plusieurs problèmes : comme solution
au problème de mots, il est moins efficace que la mise sous forme normale,
mais il est irremplaçable pour la détermination des multiples communs à
droite et la divisibilité à gauche.

L’implémentation du retournement est facile : comme on utilise les entiers
relatifs pour représenter les mots signés, le retournement est un système
de réécriture déterministe sur de telles listes (une seule règle s’applique si
on prend le premier motif −+ de la liste à retourner). Le retournement
correspond alors au code suivant.

Algorithme 2.3 (R-retournement à droite).

Entrée: un Θ-mot signé w
Sortie: un Θ-mot positif-négatif ou pas de sortie
1: tant que ∃i < |w| (w[i] < 0 et w[i+ 1] > 0) faire
2: j := min{i | w[i] < 0 et w[i+ 1] > 0}
3: si |w[j]| = w[j + 1] alors
4: supprimer w[j] et w[j + 1]
5: sinon
6: si |w[j]| = w[j + 1]− 1 alors
7: s := −w[j]
8: t := −w[j + 1]
9: w1 := w[1 : j − 1]

. w1 comprend les j − 1-ème premières lettres de w
10: w2 := w[j + 2 : |w|]
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. w2 comprend les lettres de w de la j + 2-ème à la |w|-ème.
11: w := w1 + [s+ 1, s+ 3, t, t+ 1] + w2

12: sinon
13: si |w[j]| = w[j + 1] + 1 alors
14: s := −w[j]
15: t := −w[j + 1]
16: w1 := w[1 : j − 1]
17: w2 := w[j + 2 : |w|]
18: w := w1 + [s− 1, s, t− 3, t− 1] + w2

19: sinon
20: si |w[j]| < w[j + 1]− 1 alors
21: s := w[j]
22: t := w[j + 1]
23: w[j] := t+ 1
24: w[j + 1] := s
25: sinon
26: s := w[j]
27: t := w[j + 1]
28: w[j] := t
29: w[j + 1] := s− 1

30: retourner w

Le problème (sérieux) avec le retournement est son éventuelle non-termi-
naison : on sait qu’il existe des couples de mots (u, v) pour lesquels le re-
tournement de uv, sans bloquer, ne termine pas.

Dans un premier temps, une solution heuristique (et peu efficace) a
consisté, pour éviter que la boucle tourne indéfiniment, à mettre un comp-
teur et une borne N (assez grande) qui arrête la procédure de retournement
quand le compteur atteint la valeur fixée N . Cette solution est évidemment
non satisfaisante, car les résultats négatifs sont alors entachés d’incertitude.

Heureusement, l’identification d’un ensemble de mots clos par complé-
ment à droite, comme expliqué dans la section III.3.1, a permis de régler
ce problème, puisqu’en utilisant l’alphabet étendu Θ′ et le R′-retournement
correspondant, on sait d’avance que le retournement termine, en l’occur-
rence réussit ou bloque. Comme les éléments de Θ′ sont eux-mêmes des
mots sur l’alphabet Θ, ils sont implémentés naturellement comme listes de
listes. Une étape de R′-retournement consiste à retourner un facteur s · t en
CR(s, t) · CR(t, s) quand CR(s, t) est défini. Le point clé de l’algorithme 2.4
est l’implémentation du retournement à droite pour la nouvelle présenta-
tion (Θ′, R′). En fait, on n’a pas besoin d’utiliser explicitement cette pré-
sentation (Θ′, R′), mais simplement de savoir reconnaître, quand on a deux
mots u, v dans Θ′, si le R-complément CR(u, v) existe, et à déterminer sa
valeur s’il existe, donc à rester dans le cadre du R-retournement.
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On rappelle qu’on a Θ′ = Θ1 ∪Θ2 ∪ {ε}, avec
Θ1 = {θiθi+2θi+4 ···θi+2k | i > 1, k > 0},

Θ2 = {θiθi+2θi+4 ···θi+2kθi+2k+1 | i > 1, k > 0},
On dit que u est de type 1 si u appartient à Θ1 et de type 2 si u appartient
à Θ2. Il est facile de reconnaître si u est de type 1 ou de type 2 : Si |u| = 1,
alors u est de type 1, et sinon, on regarde les deux dernières lettres de u. Le
résultat important ici est le lemme IV.3.1, qui énumère tous les cas possibles
de terminaison et de non-terminaison selon la forme de u et v. Le pseudo-code
de l’implémentation correspondante est le suivant :

Algorithme 2.4 (R′-retournement à droite).

Entrée: un Θ′-mot signé w
Sortie: Un Θ′-mot positif-négatif ou bloque
1: tant que ∃i < |w| (w[i][1] = ”− ” et w[i+ 1][1] = ” + ”) faire
2: j := min{i | w[i][1] = ”− ” et w[i+ 1][1] = ” + ”
3: u := w[i][2 : |w[i]|]
4: v := w[i+ 1][2 : |w[i+ 1]|]
5: si u = [] alors
6: supprimer w[i]

7: si v = [] alors
8: supprimer w[i+ 1]

9: si u et v sont de type 1 alors
10: si u[1] < v[1] < u[1] + |u| ou v[1] < u[1] < v[1] + |v| alors
11: retourner bloque
12: sinon
13: w1 := [” + ”] + [liste_complement(u, v)]
14: w2 := [”− ”] + [liste_complement(v, u)]

15: si u est de type 1 et v sont de type 2 alors
16: si u[1] < v[1] < u[1] + |u| ou v[1] < u[1] < v[1] + |v| − 1 alors
17: retourner bloque
18: sinon
19: w1 := [” + ”] + [liste_complement(u, v)]
20: w2 := [”− ”] + [liste_complement(v, u)]

21: si u est de type 2 et v sont de type 1 alors
22: si u[1] < v[1] < u[1] + |u| − 1 ou v[1] < u[1] < v[1] + |v| alors
23: retourner bloque
24: sinon
25: w1 := [” + ”] + [liste_complement(u, v)]
26: w2 := [”− ”] + [liste_complement(v, u)]

27: si u et v sont de type 2 alors
28: si u[1] < v[1] < u[1] + |u| − 1 ou v[1] < u[1] < v[1] + |v| − 1 alors
29: retourner bloque
30: sinon
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31: w1 := [” + ”] + [liste_complement(u, v)]
32: w2 := [”− ”] + [liste_complement(v, u)]

33: w[i] := w1

34: w[i+ 1] := w2

35: retourner w

La fonction liste_complement est une procédure qui a pour entrée
deux Θ′-mots tels que le complément C(u, v) existe et qui donne en sortie la
liste C(u, v). On ne l’écrit pas ici car elle énumère tous les cas possibles en
suivant le lemme IV.3.1 selon la forme de u et v où C(u, v) est défini et, de
ce fait, elle est très longue (plus de 100 lignes de code).

Une fois le retournement implémenté, il est facile d’en déduire la solution
au problème de mot par R′-retournement (tester si le mot final est vide),
l’existence et la recherche de ppcm à droite ([u] et [v] ont un ppcm à droite
si, et seulement si, le R′-retournement de u ·v ne bloque pas, et alors le ppcm
est [dev(u)dev(C(u, v))]) — dev(u) est le développement en Θ-mot d’un Θ′-
mot — la divisibilité à gauche ([u] divise à gauche [v] si, et seulement si, le
R′-retournement de u · v ne bloque pas et termine avec un Θ′-mot positif),
la simplicité (par la proposition V.3.4, [u] est simple si, et seulement si, il
divise à gauche ∆n avec n := due+ 1).

2.3. Comptage des éléments simples. En vue, dans un premier
temps, d’orienter la recherche puis, dans un second temps, de confirmer les
résultats démontrés, on a cherché à dénombrer systématiquement les élé-
ments simples d’indice et de longueur fixés (les ensembles Σn,` de la défini-
tion V.1.19). Le résultat est la table V.1, dont les valeurs des 10 premières
lignes ont été confirmées par ordinateur.

À n fixé, on sait que le plafond de ∆n est 3n − 5. Ceci implique que
si a est un diviseur à gauche de ∆n, alors on a dae 6 3n − 5. Donc, si un
Θ-mot w représente a, on doit avoir ht(w) 6 3n− 5.

La structure générale du programme de comptage est la suivante : on
énumére tous les mots réduits de longueur ` et de hauteur 6 3n − 5, c’est-
à-dire, tous les mots de longueur ` et de hauteur 6 3n − 5 ne possédant
aucun facteur de la forme θiθj pour j > i + 3 ni de la forme θiθi+1θi+3. La
procédure pour énumérer ces mots est la suivante :

Algorithme 2.5 (mots réduits).

Entrée: deux entiers naturels non nuls ` et h
Sortie: la liste de tous les mots-réduits de longueur ` et de hauteur 6h
1: L := []
2: pour pour i allant de 1 à h faire
3: L := L+ [[i]] . L contient tous les atomes θ1, ... , θh

4: L′ := []
5: tant que L 6= L′ faire
6: pour j allant de 1 à h faire
7: pour i allant de 1 à |L| faire
8: si |L[i]| = 1 alors
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9: si j 6 L[i][1] + 2 alors
10: w := L[i] + [j]
11: si |w| 6 ` et w n’appartient pas à L alors
12: L := L+ [w] . on rajoute w à L
13: si |L[i]| > 2 alors
14: si j 6 L[i][|L[i]|] + 1 alors
15: w := L[i] + [j]
16: si |w| 6 ` et w n’appartient pas à L alors
17: L := L+ [w]

18: si j = L[i][|L[i]|] + 2 et L[i][|L[i]| − 1] 6= j − 3 alors
19: w := L[i] + [j]
20: si |w| 6 ` et w n’appartient pas à L alors
21: L := L+ [w]

. arrivé ici, L possède tous les mots réduits de longueur 6 `
. et de hauteur 6 h, et il reste à trier ceux de longueur `

22: M = []
23: pour w dans L faire
24: si |w| = ` alors
25: M := M + [w]

26: retourner M

Ensuite, pour chacun de ces mots réduits de longueur ` et de hau-
teur 6 3n − 5, disons u, on effectue le R′-retournement de u · ∆n et, si
celui-ci termine par un Θ′-mot positif, on rajoute u à une liste (vide au dé-
part). Le cardinal de cette liste est le nombre de diviseurs à gauche de ∆n

de longueur `.

2.4. Représentations linéaires. On a implémenté la représenta-
tion Φ1,t de la définition 1.38, et testé sa fidélité. En pratique, on a tra-
vaillé avec la version « suite de variables et combinaisons linéaires » plutôt
qu’avec la version « matrice ». De ce fait, il s’agit de déterminer les (pre-
mières) valeurs de suites dont les termes sont des combinaisons linéaires à
coefficients dans Z[t] de variables xk.

Si w est un Θ-mot de hauteur h et de longueur `, alors, par la pro-
position 1.40, le seuil de décalage de w est au plus dwe + 3 6 h + ` + 2.
Donc, pour caractériser entièrement la suite Φ1,t(w)(~x), il suffit de donner
les h + ` + 1 premiers termes de la suite. Ensuite, ces h + ` + 1 premiers
termes sont des combinaisons dans Z[t] de variables x1, ... , xh+1, c’est-à-dire
de la forme

∑h+1
j=1 Pk,j(t)xj pour la valeur du k-ième terme. De plus, toujours

par la proposition 1.40, le degré de chaque polynôme Pk,j(t) est au plus `.
On peut donc implémenter un polynôme par une liste de longueur ` + 1 et
une valeur de la suite Φ1,t(w)(~x) par une liste de longueur h+ 1 de listes de
longueur ` + 1. Par conséquent, on implémente Φ1,t(w)(~x) comme une liste
de longueur h+ `+ 1 de listes de longueur h+ 1 de listes de longueur `+ 1.
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À h fixé, on veut vérifier que les suites Φ1,t(u)(~x) et Φ1,t(v)(~x) sont
distinctes pour (u, v) couple de mots réduits distincts de hauteur au plus h.
Or, on sait que la suite Φt,1(u)(~x) est ultimement un décalage de |u| crans,
donc il est inutile de tester les paires (u, v) avec |u| 6= |v|, qui n’ont pas le
même décalage ultime.

Donc, à h et ` fixé, on veut vérifier que les suites Φ1,t(u)(~x) et Φ1,t(v)(~x)
sont distinctes pour (u, v) couple de mots réduits de même longueur ` dis-
tincts d’hauteur au plus h. La structure générale du programme est la sui-
vante. On énumére tous les mots réduits de longueur ` et de hauteur h
dans une liste. Pour toute paire de mots distincts dans cette liste, on cal-
cule chacune des deux suites Φ1,t(u)(~x) et Φ1,t(v)(~x), et on vérifie qu’elles
sont distinctes. Le calcul d’une suite Φ1,t(u)(~x) se fait inductivement, en
déterminant Φ1,t(wθi)(~x) à partir de Φ1,t(w)(~x) : on laisse inchangées les
i premières valeurs et, à partir de i + 3-ième, on effectue un décalage. L’al-
gorithme 2.6 implémente l’actualisation des valeurs quand, partant des deux
valeurs x et y supposées être les i-ème et (i + 1)-ème termes d’une suite
Φ1,t(u)(~x) avec u de longueur ` et de hauteur au plus h, on applique la
fonction f(x, y) := tx + (1 − t)y. La procédure a pour entrée deux listes de
listes (correspondant à x et y) et en sortie une liste de listes correspondant
à tx+ (1− t)y.

Algorithme 2.6 (fonction f).

Entrée: deux combinaisons linéaires L et M de x1, ... , , xh+1 à coefficients
dans Z[t]

Sortie: la combinaison linéaire tL+ (1− t)M
1: pour i de 1 à h+ 1 faire
2: pour j décroissant de `+ 1 à 2 faire
3: L[i][j] := L[i][j − 1]

4: L[i][1] := 0 . chaque polynôme de L a été multiplié par t
5: P := M . on crée une copie de M destinée à être multipliés par −t
6: pour i de 1 à h+ 1 faire
7: pour j décroissant de `+ 1 à 2 faire
8: P [i][j] := −P [i][j − 1]

9: P [i][1] := 0

10: pour i de 1 à h+ 1 faire
11: pour j de 1 à `+ 1 faire
12: M [i][j] := P [i][j] +M [i][j]

. chaque polynôme de M a été multiplié par 1− t
13: pour i de 1 à h+ 1 faire
14: pour j de 1 à `+ 1 faire
15: L[i][j] := L[i][j] +M [i][j]

16: retourner L

La fonction g(x, y) := (1 + t)x− ty s’implémente de manière similaire.
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Un hybride du groupe de Thompson F et du groupe de tresses B∞.

Résumé : Nous étudions un monoïde H+ défini par une présentation P
qui est un hybride de celles du monoïde de tresses infinies et du monoïde de
Thompson. Pour cela, nous utilisons plusieurs approches. On décrit d’abord un
système de réécriture convergent pour la présentation P, ce qui fournit en par-
ticulier une solution au problème de mots de P et rapproche H+ du monoïde de
Thompson. Puis, suivant le modèle du monoïde de tresses, on utilise la méthode
du retournement de facteur pour analyser la relation de divisibilité à gauche
de H+, et montrer en particulier que H+ admet la simplification et des ppcm
à droite conditionnels. Ensuite, on étudie la combinatoire de Garside sur H+ :
pour chaque entier n, on introduit un élément ∆n de H+ comme ppcm à droite
des n− 1 premiers atomes, et on étudie les diviseurs à gauche des éléments ∆n,
appelés éléments simples. Les principaux résultats sont les dénombrement des
diviseurs à gauche de ∆n, qui sont 3 · 2n−2, et la détermination effective des
formes normales des éléments simples. On termine en construisant des repré-
sentations de H+ dans divers monoïdes, en particulier une représentation dans
des matrices à coefficients polynômes de Laurent dont on conjecture qu’elle est
fidèle.

A hybrid of Thompson’s group F and the braid group B∞.

Abstract : We study a monoid H+ specified by a presentation P that is
a hybrid of the classical presentation of the infinite braid monoid and of the
presentation of Thompson’s monoid. To this end, we use several approaches.
First, we describe a convergent rewrite system for P, which provides in particu-
lar a solution to the word problem, and makes H+ reminiscent of Thompson’s
monoid F+. Next, on the shape of the braid monoid, we use the factor reversing
method to analyze the divisibility relation of H+, and show in particular that
H+ admits cancellation and conditional right lcms. Then, we study Garside
combinatorics on H+ : for every integer n, we introduce an element ∆n of H+

as the right lcm of the first n− 1 atoms, and one investigates the left divisors of
the elements ∆n, called simple elements. The main results are a counting of the
left divisors of ∆n, which are 2 · 3n−2 in number, and a characterization of the
normal forms of simple elements. We conclude with the construction of several
representations of H+ in various monoids, in particular a representation in a
monoid of matrices whose entries are Laurent polynomials, which we conjecture
could be faithful.

Mots-clés : monoïde présenté, représentation de monoïdes, retournement de
facteur, système de réécriture, théorie de Garside, tresses.


