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Chapitre 1

Introduction

Une variété lisse M est dite symplectique si elle est munie d’'une 2-forme dif-
férentielle w fermée et non dégénérée, appelée forme symplectique. L’hypothése de
non-dégénérescence de w signifie que chaque espace vectoriel (7,M, w,) est un espace
vectoriel symplectique, M est donc nécessairement de dimension paire. Le premier
exemple de variété symplectique est 'espace R*® muni de la 2-forme :

Wo = idpi A dg;,
i=1

ot (q1,"** yqn,p1,"** ,Pn) désigne les coordonnées sur R**. Un autre exemple im-
portant est donné par l'espace cotangent 7%V d’une variété lisse V' de dimension
n. Il existe sur 7%V une 1-forme canonique, appelée forme de Liouville, définie en

coordonnées locales par :
n
A= Zpidqi-
i=1

Celle-ci définit une forme symplectique standard sur 7*V : w = d\.

Une structure presque complexe sur M est un endomorphisme J du fibré tangent
TM de M, telle que J?> = —Id. Munis de cette structure, TM et T*M définissent
des fibrés vectoriels complexes de dimension n. On dit que J est calibrée par w, si :

w(X,Y) = w(JX,JY)

VX, Y € TM, { (X,Y) = w(X, JY) est une métrique Riemannienne sur M.

On note J.(M,w) 'ensemble des structures presque complexes calibrées par w.
La premiére classe de Chern d’une variété symplectique M est un élément de H*(M, Z)
que 'on définit a partir de son fibré tangent 7% M, vu comme fibré vectoriel com-
plexe. Elle dépend, a priori, de la structure presque complexe choisie. On a alors une
application :
J.(M,w) — H?*(M,Z)
J = a(M,J)



L’ensemble J.(M,w) est contractile et H*(M,Z) est discret, donc cette application
est constante. Par conséquent, la premiére classe de Chern de M ne dépend pas
de la structure presque complexe choisie, on la note ¢1(M). Cette classe définit un
morphisme sur mo(M) :

I, :m(M) — Z.

On note N, (M) le générateur positif de I'image de ce morphisme, on l'appelle le
nombre de Chern de la variété M.

Définition 1.1. Une variété symplectique (M,w) est dite monotone, s’il existe un
réel a > 0, tel que le morphisme 1.,, associée a sa premiere classe de Chern, satisfait
la relation :

I, = aw, (1.1)

ot w : (M) — R désigne le morphisme défini par lintégrale de la forme symplec-
tique.

Une sous-variété Lagrangienne d’une variété symplectique (M?",w) est une sous-
variété de dimension n sur laquelle la forme symplectique s’annule. Par exemple,
pour toute variété lisse V' la section nulle de (7T*V,d\), notée par Oy, définit une
sous-variété Lagrangienne de T*V. Cet exemple est universel dans le sens suivant :

Théoréme 1.2 (Weinstein). Si L — (M,w) est une sous-variété Lagrangienne,
alors il existe un voisinage U(L) de L dans (M,w), un voisinage V(L) de la section
nulle dans (T*L,d\) et un symplectomorphisme f : U(L) — V(L) (i.e [ est un
difféomorphisme qui préserve la forme symplectique.) tel que f(L) = Op.

Une fonction H : M x [0,1] — R est appelée fonction Hamiltonienne. On lui
associe un champ de vecteurs dit Hamiltonien, Xy : M — T M, défini a I'aide de la
forme symplectique sur M par :

w(XH, ) = —dH.
Le flot Hamiltonien (¢;7)icjo1] associé a H est le flot défini par Xy

01 = Xnodyf
¢g =id

Pour tout ¢ € [0,1], ¢{ est un symplectomorphisme. On appelle (¢ )ie(o,1] une iso-
topie Hamiltonienne.

Un probléme interessant en geométrie symplectique est de déterminer quand est-
ce qu'une sous-variété Lagrangienne peut étre disjointe d’elle-méme par une isotopie
Hamiltonnienne. Les Lagrangiennes satisfaisant cette propriété sont appelées dépla-
cables. Par exemple, le fait que la diagonale dans (M x M;w @ w), pour M fermée,



ne peut-étre disjointe d’elle-méme est la célébre conjecture d’Arnold. Une question
qui en découle est de savoir s’il y a des minorations du nombre de points d’intersec-
tion entre L et son image par n’importe quelle isotopie Hamiltonienne. C’est pour
étudier cette question que A.Floer développe dans [22| une théorie de Morse pour
les intersections Lagrangiennes, appelée homologie de Floer Lagrangienne, avec la-
quelle il donne une minoration par la somme des nombres de Betti, dans le cas ou
mo(M, L) = 0.

Dans [36] et [38], Y-G.Oh reprend la construction de A.Floer et la généralise a
une classe plus large de sous-variétés Lagrangiennes dite monotones. Pour les définir,
nous avons besoin du morphisme de Maslov. Rappelons la définition donnée par V.I.
Arnold dans [2|. Tout d’abord, on considére 'ensemble des sous-espaces vectoriels
Lagrangiens de R?", appelé Grassmannienne des sous-espaces Lagrangiens et notée
A(n). L’espace A(n) est une variété qui peut étre identifiée & U(n)/O(n), ou U(n)
et O(n) désignent, respectivement, le groupe unitaire et le groupe orthogonal. Cette
identification permet d’obtenir une application de A(n) dans le cercle, définie par le
determinant complexe au carré :

det?
A(n) =5 8.
Soit L une sous-variété Lagrangienne de R?". Pour tout lacet v sur L, on associe

un lacet T, L dans A(n). Le morphisme de Maslov associe a ce lacet le degré de
I’application :

62
S L A(n) 216 St

On le note :
(L) — Z.

Si L est une sous-variété Lagrangienne d’une variété symplectique plus générale M,
pour tout lacet v de L, on définit le morphisme de Maslov en trivialisant I'espace
tangent de L le long de . Mais cette trivialisation n’est pas unique & homotopie
prés, & moins de considérer les disques a bord sur L (Théoréme 7.1.1 [4]). On définit
ainsi p : mo(M, L) — Z.

On note Ny, le générateur positif du sous-groupe Im(u) C Z, et on I'appelle nombre
de Maslov de L.

Nous pouvons, a présent, donner la définition d’une sous-variété Lagrangienne mo-
notone :

Définition 1.3. Soit L — M, une sous-variété Lagrangienne d’une variété sym-
plectique (M,w). On dit que L est monotone s’il existe une constante n > 0 telle
que :

= nw, (1.2)
ot w : (M, L) — R désigne le morphisme défini par lintégrale de la forme sym-
plectique.

La constante n s’appelle la constante de monotonie de L.
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D’aprés le lemme 2.1 de [36], une sous-variété Lagrangienne monotone vit néces-
sairement dans une variété symplectique monotone. De plus, le morphisme de Chern
et le morphisme de Maslov satisfont :

21, = poi, (1.3)

ou i : my(M) — mo(M, L) est lapplication provenant de la suite exacte longue en
homotopie définie par 'inclusion L C M :

(M) L (M, L) = m (L) — -

En particulier, si M est monotone et L < M est une sous-variété Lagrangienne
connexe, alors L est monotone. Dans ce cas N = 2N, (M). Plus généralement,
dans sa thése [24], A.Gadbled montre le résultat suivant :

Lemme 1.4 (Lemme 1.2.9 dans [24]). Si L est une sous-variété Lagrangienne d’une
variété symplectique monotone (M, w) et si w1 (L) est de g-torsion (c’est-a-dire a? =
1 pour tout a de m (L) avec q # 0), alors L est monotone dans M et 2N.., (M) divise
qNL-

Dans ce mémoire, (M, w) est une variété symplectique connexe fermée ou convexe
a l'infini. Une variété convexe & I'infini a, dans de nombreux aspects, un compor-
tement topologique similaire & une variété compacte (voir [19] pour une définition
précise). Tous les groupes d’homologie et de cohomologie sont a coefficients dans Z.

La premiére partie de ce mémoire est consacrée a la démonstration de plusieurs
résultats concernant les intersections Lagrangiennes monotones. Cette partie est pu-
bliée dans [27]. On suppose que L est une sous-variété Lagrangienne monotone fer-
mée de M. Tout d’abord on montre une inégalité qui va dans le sens de la conjecture
d’Arnold pour les sous-varié¢tés Lagrangiennes monotones K(, 1) :

Théoréme 1.5. Soit L une variété K(mw, 1) admettant un plongement Lagrangien
monotone dans M. Si L satisfait ['une des assertions suivantes :
(i) Np > 3.
(7i) L est orientable et m (L) n’admet aucun élément non-trivial g dont la classe
de conjugaison est finie.
Alors pour tout ®', temps 1 d’un flot Hamiltonien tel que lintersection ®'(L) N L
est transverse on a :

# (®'(L) M L) > 1+ dim(H: (L, Z3)).

Les variétés a courbure sectionnelle strictement négative sont des cas particuliers
d’espaces K(7,1). On démontre alors le corollaire suivant :



Corollaire 1.6. Si L est une sous-variété Lagrangienne monotone orientable de M
a courbure sectionnelle strictement négative telle que H'(L,Z) # 0, alors pour tout
O temps 1 d’un flot Hamiltonien, tel que lintersection ®(L) N L est transverse on
a:

# (®'(L) M L) > 1+ dim(H: (L, Z/2)),

Remarque 1.7. Si N, > 3, ’hypothése sur I'orientabilité de L n’est pas nécessaire
dans ce corollaire.

Par conséquent, les sous-variétés Lagrangiennes monotones a courbure section-
nelle strictement négative ne sont pas deplacables, c’est-a-dire elles ne peuvent pas
étre disjointes d’elles-mémes par une isotopie Hamiltonienne. En particulier on a :

Corollaire 1.8. Il n’existe pas de plongement Lagrangien monotone a courbure sec-
tionnelle strictement négative dans les variétés de Stein sous-critiques.

En effet, par un résultat de P.Biran et K.Cieliebak dans [8], les sous-variétés La-
grangiennes des variétés de Stein sous-critiques sont deplagables. Or par un théoréme
célébre de Gromov [25], le premier groupe de cohomologie de ces Lagrangiennes est
non-nul, on peut alors appliquer le corollaire 1.6 et on aboutit a une contradiction.
Ce résultat a déja été démontré par Y.Eliashberg, A.Givental et H.Hofer dans [18],
K.Cieliebak et K.Mohnke dans [12] et C.Viterbo dans [42]. On peut voir le corollaire
1.6 comme un affinement de leurs résultats. En effet, K.Cieliebak et K.Mohnke se
demandent dans leur article [12] §’il y a une approche par la théorie de Floer pour
I’étude des plongements Lagrangiens faisant intervenir des Lagrangiennes a courbure
sectionnelle strictement négative et le corollaire 1.6 est une premiére réponse dans
cette direction.

Un autre cas particulier du théoréme 1.5 concerne les sous-variétés Lagrangiennes
monotones K(m,1), de dimension supérieure a 6. En effet, si L est orientable et ne
vérifie pas ’hypothése (ii) du Théoréme 1.5, nous pouvons montrer qu’alors, sous
certaines conditions, L fibre sur le cercle. Donc, par contraposée, si L ne fibre pas
sur le cercle, elle vérifie (7). On obtient une autre version du théoréme 1.5 :

Corollaire 1.9. Soit L une variété K(m, 1) avec dim(L) > 6, admettant un plonge-
ment Lagrangien monotone dans M. On suppose que Ho(M,Q) = 0. Si L satisfait
lune des assertions suivantes :

(i) Np > 3.

(ii) L est orientable, son groupe de Whitehead Wh(m (L)) est nul et L ne fibre

pas sur le cercle.

Alors pour tout ®, temps 1 d’un flot Hamiltonien, tel que l'intersection ®*(L) N L
est transverse on a :

# (@' (L)NL>1) +dim(H(L, Zy)),

Le second résultat sur les intersections Lagrangiennes concerne des sous-variétés
Lagrangiennes plus générales :



Théoréme 1.10. Soit L une sous-variété Lagrangienne monotone de M satisfaisant
['une des assertions suivantes :
(i) Np > 3.
(ii) L est orientable et m (L) n'admet aucun élément non-trivial g dont la classe
de conjugaison est finie.
Soit p: L — L, son revétement universel. Si p induit Uapplication nulle en homologie
sauf en degré 0, alors HF (L, L) # 0. Donc L n’est pas déplacable.

Remarque 1.11. L’hypothése (i) du théoréme 1.10 peut étre remplacée par une
autre plus faible (voir remarque 2.14) :
(75)" L est orientable et il n'existe pas d’élément g € Im (mo(M,L) — m (L))
non-trivial ayant un nombre fini d’éléments conjugués.

Exemples. Pour n > 1, considérons le produit RP" x K, ou K est une variété
K(m,1). On la plonge dans CP" x T*K par le plongement standard de RP" dans
CP" et par la projection sur la section nulle pour K dans T K. Le nombre de Maslov
de RP" dans CP" est Ngrp» = n+ 1 ([37]) et celui de K est nul car c’est la section
nulle de 7*K. On obtient alors une sous-variété Lagrangienne monotone dont le
nombre de Maslov est Nrpry g = n + 1 > 3 qui vérifie "hypothése (i) du théoréme
1.10, donc elle n’est pas déplagable. Cet exemple se déduit également de la formule
de Kiinneth ([35]). Plus généralement, le théoréme est vrai pour un plongement
arbitraire de RP" x K, dans une variété symplectique M telle que mo(M) = 0 ou
dont le nombre de Chern est N, (M) > 2:

Corollaire 1.12. Soit M une variété symplectique telle que (M) = 0 ou telle que
son nombre de Chern vérifie N, (M) > 2. On considere le produit RP" x K, ou K
est une variété o courbure sectionnelle strictement négative avec H (K, Z) # 0. On
suppose qu’il existe un plongement Lagrangien monotone et orientable RP" x K —

M. Alors RP" x K n’est pas déplacable dans M.

Par le théoréme de Gromov, mentionné ci-dessus, toute sous-variété L de C™
vérifie H'(L,Z) # 0. Donc on peut appliquer le corollaire 1.12 4 C", et on déduit le
résultat suivant :

Corollaire 1.13. Il n’existe pas de plongement Lagrangien de RP"™ x K™ dans
crtm,

De nouveau, ce résultat est un début de réponse a la question que se posent
K.Cieliebak et K.Mohnke dans leur article [12], de savoir s’il y a une approche par la
théorie de Floer pour étudier, par exemple, le plongement d’un produit d’une variété
a courbure sectionnelle strictement positive et d’une variété a courbure sectionnelle
strictement négative.

D’autre part, si on considére le plongement Lagrangien monotone :

St <y CP" x C
z = (2,

10



son nombre de Maslov est Ngant1 = 2n + 2 > 3 et S?"*t! est déplacable. La sous-
variété S27t1 ne vérifie pas les hypothéses du théoréme 1.10, en effet, p : S+ —
S?n+1 est I’identité en homologie.

Le théoréme 1.10 s’applique également au plongement de RP™ dans une variété
symplectique avec Ngpr > 3. On retrouve alors un résultat de L.Buhovsky [11] et
de P.Biran et O.Cornea [10]. Tls ont en fait prouvé, plus généralement, que pour toute
sous-variété Lagrangienne monotone L < M dont 'anneau de cohomologie H*(L)
est engendré par H'(L), on a HF*(L) ~ H*(L), ou HF*(L) est la cohomologie de
Floer de L. Ce résultat est démontré pour Ny > 3, mais on peut le généraliser au
cas Ny > 2:

Proposition 1.14. Soit L une sous-variété Lagrangienne monotone de M satisfai-
sant ['une des assertions suivantes :
(i) Np > 3.
(7i) L est orientable et (L) n’admet aucun élément non-trivial g dont la classe
de conjugaison est finie.
Supposons que ’anneau de cohomologie H*(L) est engendré par H'(L), alors la
cohomologie de Floer de L vérifie :

HF*(L) ~ H*(L).

On peut appliquer cette proposition a un produit monotone de surfaces com-
pactes Mg, X --- x X, de genre g; > 1. En effet il vérifie 'hypothese (ii).
Comme mentionné dans la remarque 1.11, on peut affaiblir 'hypothése (i) en (i)’ :
(#)" L est orientable et il n'existe pas d’élément g € Im (mo(M,L) — m (L))
non-trivial ayant un nombre fini d’éléments conjugués.
Si on considére un plongement Lagrangien monotone

RP" x ¥, X -+ x X, — M,

avec ¥, comme précédemment, alors I'assertion (%)’ est satisfaite a condition que
Ne, (M) > 2, ott N, (M) est le nombre de Chern de M.

La preuve des résultats précédents repose sur I’homologie de Floer Lagrangienne
et sur ’homologie de Floer relevée définie par M.Damian dans [16]. Celle-ci se définit
a partir d’un complexe obtenu en relevant le complexe de Floer classique & un reve-
tement de la sous-variété Lagrangienne considérée. Par cette technique, M.Damian
a obtenu plusieurs resultats dans [15] et [16], notamment la conjecture d’Audin :

Théoréme 1.15 (Théoréme 1.5 [15]). Soit L < M une sous-variété Lagrangienne
monotone déplacable.
a) Si L est un espace K(m, 1), alors N, = 2 si L est orientable et N, € {1,2}
st L n’est pas orientable.

11



b) On note L le revétement universel de L. Si L est orientable et vérifie

H2i+1(L) = 07

pour toul entier v, alors Np = 2.
¢) De plus, pour toute structure complexe compatible avec la forme symplectique,

une Lagrangienne L qui vérifie la condition b) a la propriété suivante : pour
tout point p € L, il existe un disque J-holomorphe w : (D,0D) — (M, L) tel
que :

e [indice de Maslov pu(w) est 2;

e pcw(dD);

e w(0D) est non-nul dans m (L).

Dans ces résultats, les sous-variétés Lagrangiennes monotones considérées sont
déplacables, ceci joue un roéle trés important dans la preuve. Bien évidemment,
comme on ’a vu précédemment, les sous-variétés Lagrangiennes ne sont pas tou-
jours déplagables. C’est le cas par exemple du plongement Lagrangien monotone
de S' < S?, qui correspond a I'équateur de S2. En effet, il n’existe pas d’isotopie
Hamiltonienne qui disjoint I'équateur de lui-méme. Cependant, si on le translate
légérement on obtient une sous-variété Lagrangienne, ayant les mémes propriétés
topologiques que la sous-variété Lagrangienne de départ, mais déplagable : on peut
alors la disjoindre d’elle-méme par un demi-tour de la spheére. Cette Lagrangienne

FIGURE 1.1 — Demi-tour de la Sphére

n’est pas monotone mais conserve certaines propriétés essentielles a la définition de
I’homologie de Floer. C’est la notion de sous-variété Lagrangienne presque mono-
tone :

Définition 1.16. Une sous-variété Lagrangienne L — M est dite presque monotone
st elle est proche d’une sous-variété Lagrangienne monotone donnée Lo — M dans
la topologie C*.

L’exemple de I'équateur dans la sphére S2, est un cas particulier des variétés
toriques. Une variété symplectique (M,w) est dite torique si elle est munie d’une
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action Hamiltonienne du tore de dimension n, noté T". Cette action est définie par
une application moment :

d: M — R™
r = (Hy(x), -, Hy(x))’

ol H; désigne 'action Hamiltonienne du ¢"“-cercle de T". L’image de M par I'ap-
plication moment est un polytope que 'on note A. (voir par exemple |3]| pour plus
d’informations sur ces variétés).

Les fibres de I'application moment ® définissent des tores Lagrangiens dans M.
Lorsque M est monotone, M.Entov et L.Polterovich montre qu’il existe une fibre
monotone et non déplagable (théoréme 1.9 [20]). D’aprés A.Gadbled, cette fibre est
la seule fibre monotone (lemme 1.2.13 de [24]). De plus, si M est de dimension in-
férieure ou égale a 6, D.McDuff montre que toutes les autres fibres sont déplacables
(théoréme 1.1 [31]).

Pour obtenir des informations sur une sous-variété Lagrangienne monotone (non
déplagable) donnée, I'idée est d’étudier les sous-variétés Lagrangiennes presque mo-
notones et déplacables, de son voisinage. Dans sa thése [33], F.Ngo définit une ho-
mologie de Floer pour les sous-variétés Lagrangiennes presque monotones. Dans la
deuxiéme partie de ce mémoire, on va généraliser sa construction au cas de I’ho-
mologie relevée et en déduire alors une partie du théoréme 1.15 dans le cas non
déplacable. Avant d’énoncer le théoréme, on rappelle la définition de I’énergie de
déplacement d’une sous-variété Lagrangienne déplacable :

Définition 1.17. Soit L — M une sous-variété Lagrangienne déplacable. Son éner-
gie de déplacement est :

1
e(L) = inf / max H; — min H,dt
HeH(M) 0
oL (L)nL=0,

ot He(M) désigne 'ensemble des fonctions Hamiltoniennes sur M dépendant du
temps et a support compact.

Remarque 1.18. Dans cette définition,
1
/ max Hy — min H,dt
0

désigne la norme de Hofer de H et elle est notée ||H|| (cf. [26]).

Théoréme 1.19. Soit Lo — M une sous-variété Lagrangienne monotone. On sup-
pose qu’il existe une suite (L,)nen de sous-variélés Lagrangiennes déplacables qui
tend vers Lo dans la topologie C' et d’énergie de déplacement bornée. Alors :
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a) Si Lo est un espace K(m, 1), alors Ni, = 2 si Ly est orientable et Np, € {1,2}
si Lo n’est pas orientable.
b) On note Ly le revétement universel de Ly. Si Lo est orientable et vérifie

Haip1(Lo) =0,
pour tout entier i, alors N, = 2.

Remarque 1.20. Si L est déplacable elle-méme, on prend la suite constante et on
retrouve le théoréme 1.15 de M.Damian.

On aimerait généraliser les résultats de non-déplacabilité énoncés précédemment
(théorémes 1.10 et 1.5 ainsi que certains de leurs corollaires) aux sous-variétés La-
grangiennes presque monotones. Nous n’avons pas réussi a obtenir ces résultats, mais
on montre que dans le cas ot il existe une suite de Lagrangiennes convergeant vers
une sous-variété Lagrangienne monotone, satisfaisant les résultats de non déplaca-
bilité précédents, alors ’énergie de déplacement de cette suite tend vers l'infini.

Théoréme 1.21. Soit Ly une sous-variété Lagrangienne monotone de M satisfai-
sant l'une des assertions suivantes :

(i) Np, > 3.

(i1) Lg est orientable et w1 (Lg) n’admet aucun élément non-trivial g dont la classe

de conjugaison est finie

Soit p : Ly — Ly, le revétement universel de Ly tel que p induit Uapplication nulle
en homologie sauf en degré 0. S’il existe une suite (Ly)nen de sous-variétés Lagran-
giennes déplacables qui tend vers Loy dans la topologie Ct alors :

lim e(L,) = +oo.

n—+oo

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.22. Soit M une variété symplectique telle que mo(M) = 0 ou telle que
son nombre de Chern vérifie N, (M) > 2. On considére le produit RP" x K, ou K
est une variété o courbure sectionnelle strictement négative avec H (K, Z) # 0. On
suppose qu’il existe un plongement Lagrangien monotone et orientable RP" x K —
M. 57l eziste une suite (L, )nen de sous-variétés Lagrangiennes déplagables qui tend
vers RP" x K dans la topologie C* alors :

lim e(L,) = +oo.

n—-+00

On obtient le méme genre de résultats pour les sous-variétés Lagrangiennes
K(m,1):

Théoréme 1.23. Soit Ly une variété K(m, 1) admettant un plongement Lagrangien
monotone dans M. On suppose que Lq satisfait 'une des assertions suivantes :
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(i) Np > 3.
(ii) L est orientable et m (L) n'admet aucun élément non-trivial g dont la classe
de conjugaison est finie.
S’il existe une suite (Ly,)nen de sous-variétés Lagrangiennes déplacables qui tend
vers Ly dans la topologie C* alors :

lim e(L,) = +oo.
n—-+0o00
On en déduit le corollaire suivant pour les Lagrangiennes a courbure sectionnelle
strictement négative :

Corollaire 1.24. On suppose que Lo est une sous-variété Lagrangienne monotone
orientable de M a courbure sectionnelle strictement négative telle que H' (L, Z) # 0.
S’il existe une suite (Ly,)nen de sous-variétés Lagrangiennes déplacables qui tend
vers Ly dans la topologie C* alors :

lim e(L,) = +oo.
n——+0o0o
Remarque 1.25 (Question ouverte). Une suite telle que définie dans les énoncés
précédents existe-t-elle ? On pense qu’aucune Lagrangienne dans un voisinage C! de
Ly n’est déplacable.

Le plan de ce mémoire est le suivant : au chapitre 2 on rappelle la définition de
I’homologie de Floer et de I’homologie de Floer relevée dans le cas monotone, puis
au chapitre 3, on présente la preuve des résultats sur les intersections Lagrangiennes.
Au chapitre 4, on définit I'homologie de Floer et I’homologie de Floer relevée pour les
sous-variétés Lagrangiennes presque monotones. Enfin, au chapitre 5, on démontre
le théoréme 1.19 et les résultats sur les voisinages non-déplagables de sous-variétés
Lagrangiennes monotones.
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Chapitre 2

Homologie de Floer Lagrangienne

Soient (M?",w) une variété symplectique connexe fermée ou convexe a U'infini et
L — M une sous-variété Lagrangienne monotone fermée dont le nombre de Maslov
vérifie Ny, > 2. Soit J € J.(M,w), on note g la métrique définie par J sur M, donnée
par la formule :

VXY €TM, ¢(X,Y)=w(X,JY).

2.1 Homologie de Floer Lagrangienne classique

Dans cette partie on rappelle la définition de I'homologie de Floer Lagrangienne
dans le cas monotone. On commence par présenter la construction de Y-G.Oh dans
[36] et [38] qui utilise un complexe de Floer défini a I’aide de I’équation de Cauchy-
Riemann. Puis, celle utilisant un complexe de Floer défini a ’aide de I’équation de
Floer, similaire & celle présentée par M.Audin et M.Damian dans [4]. On verra que
ces deux complexes sont isomorphes et ont donc la méme homologie.

2.1.1 Complexe de Floer pour I’équation de Cauchy-Riemann

Soient H : M x [0,1] — R une fonction Hamiltonienne lisse et (¢f )sejo.1) le flot
Hamiltonien correspondant. A une petite perturbation prés, on peut choisir H tel
que L soit transverse a L; = ¢} (L). On considére Pespace

A={zeC>®(0,1],M) | 2(0) e L, 2(1) € L}.

On définit sur A une 1-forme :
1
ViE A, siY €TA,  w(Y) :/ (2 (1), Y (£))dt.
0

C’est une 1-forme fermée et les zéros de v sont les chemins constants & valeur dans
LN Ly. Le pseudo-gradient de v pour la métrique :

VXY € TA, ¢*(X,Y)= /1g(X(t),Y(t)),
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est donné par :
X =—J(t).

Les trajectoires du pseudo-gradient X sont des applications v : R x [0,1] — M
vérifiant ’équation de Cauchy-Riemann avec conditions au bord :

5]UZ%4’J%ZO
(S) u(Rx{0}) e L
u(Rx{1}) € Ly

L’énergie de ces bandes J-holomorphes est :

B = |
R x[0,1]

Remarque 2.1. L’é¢quation de Cauchy-Riemann, d;u = 0, implique que I’énergie
et 'aire symplectique de la bande holomorphe u sont égales :

E(u) = fo[O,l}H%HZ

ou ou
= fo[o,u w(5sJ55)

_ ou
= fo[o,u w(5s: 5¢)

= L

= w(u).

2

@
O0s

g

En particulier, on en déduit que 'aire symplectique d’une bande holomorphe non
constante est strictement positive.

On note M (L, L) I'espace des solutions de (S) d’énergie finie :

u(s,0) € L E(u) < —i—oo}

MJ(L,Ll)—{u:Rx[O,l]%M\GJU—O; (s, 1) € Ly

et pour tous x,y € LN Ly on note M ;(x,y) 'espace des éléments de M (L, L) qui
connectent x a vy :

My (z,y) = {u € My(L, Ly) | m-ectls,) =2 } .

limy o u(s,:) =y
Ces espaces vérifient :
Proposition 2.2 (A.Floer [22]; Y-G.Oh [36]). Pour tous x,y € LN Ly, on a :
ML, L) = | Myx,y).
z,yeLNLy

De plus, si J € J.(M,w) est une structure complexe réquliére (dans le sens ot I'opé-
rateur linéarisé de Cauchy-Riemann DO;(u) est surjectif pour tout u € My(z,vy)),
Pespace M j(x,y) est une variété lisse dont la dimension de la composante contenant
u est donnée par lindice de Maslov-Viterbo p,(z,vy).
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L’indice de Maslov-Viterbo u,(z,y) apparaissant dans la proposition 2.2, a été
introduit par C.Viterbo dans [41]. Pour le calculer, on considére les chemins :

Yo : [—oo;400] — L et M [—oo;4o0] — Ly
s — u(s,0) s —ou(s, 1)’

On construit un lacet dans 7"M, en concaténant T L et les espaces transverses a
T, Ly. Cela définit alors un lacet dans le Grassmannienne A(n), en trivialisant 7% M,
sur u. L’indice de Maslov associé a ce lacet est 'indice de Maslov-Viterbo de wu.

Espaces transverses a T, 1,

T”YOL
FI1GURE 2.1 — Indice de Maslov-Viterbo

Remarque 2.3. La preuve est valable pour un couple de sous-variétés Lagran-
giennes compactes transverses (L, L;) quelconque, en particulier la condition de
monotonie sur L n’est pas essentielle.

Définition du complexe

Pour tous =,y € L N Ly, on considére l'espace L;(x,y), défini par Uaction de R
sur M (z,y) :
E']('T, y) = MJ(LL’, y)/R‘

Pour tout k > 0, on note £ (x,y) sa composante de dimension k.
On définit le complexe de Floer Lagrangien :

CF(L,Ly;J) = (Z2(L N Ly),d").

avec

d(x) = Y #2L5(xy) - y.

yeLNLy

Pour s’assurer que d* définit bien une différentielle, on doit montrer que, d’une
part 'expression donnée pour d” est bien définie, et d’autre part que d* o dX = 0.
Tout ceci repose sur le théoréme suivant qui regroupe les propositions 4.1 et 4.3 de
[36] :

Théoréme 2.4. Soient x,y € LN Ly :
(i) L’espace L%(x,y) est une variété compacte de dimension 0.
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(ii) Six#y ousixz=y et N, >3, espace

*C_{l](xay) = ;C}](Zlf,y) U UZGLFTLVCOJ("EvZ) X Eg(zay)

est une variété compacte de dimension 1 dont le bord est formé des trajectoires
brisées Usernn, LY (z, 2) x LY(z,y).

Idée de la preuve. La proposition 3.7 de [36] donne une description de la convergence
des suites dans les espaces M ;(z,y) (c’est une application de la théorie des courbes
holomorphes développée par M.Gromov [25]) :

Proposition 2.5. Pour toute suite de bandes J-holomorphes (u,)nen d’indice de
Maslov-Viterbo constant égal o I dans M j(z,vy), il existe une sous-suite de (Uy)nen
convergeant, dans la topologie C™, vers un triplet (u,v,w) o u est une trajectoire
brisée reliant x a y ayant au plus k brisures pour un certain k > 0, v est une
collection de spheres J-holomorphes et w est une collection de disques J-holomorphes
a bord sur L ou Ly, satisfaisant :

k

I= Z indice(u’) + 2 Z I, (V) + Z p(w®) (2.1)
j ¢

=1

lim sup w(u,) = Zw(u’) + Zw(vj) + Zw(we) (2.2)

Remarque 2.6. Faisons quelques remarques sur les termes apparaissant dans I’équa-
tion (2.1). Tout d’abord, pour v # ), la monotonie de M implique que I, (v7) > 0
pour tout 7, donc :

23 I, (vV) > 2. (2.3)

Deuxiémement, pour w # (), on a, par la remarque 2.1, w(w) > 0. Donc, par la
monotonie de L, on a :

> (') =Ny > 2. (2.4)

Pour tout h > 0, on note M"(z,y), la composante de dimension h de M ;(z,y).
On considére une suite de bandes J-holomorphes (u,)nen dans MY (z,y), d’indice
constant [ = 1.

Si x # y, la trajectoire brisée u ne peut pas étre vide. De plus, les équations (2.3) et
(2.4) impliquent que v et w sont vides, sinon on aurait I > 3, ce qui est impossible.
Si x = y, il est possible que u = (). Mais si v ou w sont non-vides, on obtient
I > 2, contradiction. Par conséquent, u # 0, v = ) et w = (). D’ou la compacité de
M (z,y) et donc de L9 (z,y). Ce qui démontre I'assertion (i).

Pour montrer (4), on considére une suite (u,) dans M?(z,y). De nouveau, par
un argument similaire, la suite (u,) admet une sous-suite convergeant soit vers un
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élement de M3 (x,y) soit vers une trajectoire brisée reliant 2 a y ayant une seule
brisure. D’oul la compacité de £ (z,y). De plus, par un argument de recollement
(proposition 4.1 dans [22]), espace des trajectoires brisées U.ernr, £ (x, 2) X LS (2, y)
est le bord de L} (z,y). O

Revenons a d& : par le théoréme 2.4, LY (z,y) est une variété compacte de dimen-
sion 0 pour tous =,y € L N Ly, elle est donc constituée d’'un nombre fini de points
et d* est bien définie.

Calculons d* o d* :

dhod (@)= Y N #LY(x,2)#2L5(z,y) -y

yeLNLy ze LNL4

Le terme #2L%(x, 2)#2L%(2,y) correspond au cardinal modulo 2 de I'espace des
trajectoires brisées U,ernr, L9 (z, 2) X L9(z,y). Celui-ci, d’apres le théoréme 2.4, est,
pour Ny > 3, le bord d’une variété compacte de dimension 1, d’ou

#2£9($, Z)#2£?](Z7 y) = 07

et par conséquent d” o d* = 0.

Preuve de d* o d” = 0 pour Nj =2

Pour N;, = 2, réécrivons I'expression de d* o d” en distinguant x = y et x # y.
On a :

dbod*(z) = Z Z H#oL5 (2, 2)#2LY (2, )y + Z H#o LY (2, 2)#2 LY (2, 7).

y#x€LNL, z€ LNLy zeLNLy

Le cas x # y correspond a l'assertion (i) du théoréme 2.4, donc :

Z Z#z 9172#2 ( )Z/ZO

yF#xeLNLy zeLNLy

d’ou
db o d"(x Z H#o LY (2, 2)#2LY (2, 2) - .

zeLNLy

Le cas x = y est exclu du théoréme 2.4. En effet, si 'on considére une suite (u,)
dans M?(z, ), d’aprés la proposition 2.5, elle admet une sous-suite convergeant vers
une trajectoire brisée ayant au plus une brisure ou vers un disque J-holomorphe a
bord sur L ou L; d’indice de Maslov 2. Ce dernier cas ne peut pas étre exclu, c’est
d’ailleurs ce qui arrive, par exemple, dans le cas du cercle monotone S!' — R?
(Figure 2.1.1).

Dans cette exemple, la trajectoire brisée u#w est 'extrémité d’un chemin dans
LY(x,z) dont Pautre extrémité est un disque J-holomorphe D (Figure 2.1.1).
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FIGURE 2.2 — Cercle monotone dans R?

T X T

St y St St

FIGURE 2.3 — Apparition d’un disque J-holomorphe

L’espace LY (z,2) = LY (2, 2) U U.ernr, £5(x, 2) x L%(2, ) n’est donc pas compact.
Néanmoins, Y-G.Oh montre dans [38] que, dans le cas monotone, I'ensemble des
disques J-holomorphes a bord sur L ou L; et passant par le point x est fini. On
peut donc les rajouter dans I'espace £} (z, x) pour le compactifier. Par un argument
de recollement, il montre que le bord de £ (z, x) est formé de I'espace des trajectoires
brisées de x a x et des disques J-holomorphes & bord sur L ou L; passant par x et
d’indice de Maslov 2. L’expression de d* o d* devient alors :

d* od"(z) = (¥} + @7 ) - x,

ou ®F et @7 désigne le nombre modulo 2 de disques J-holomorphes de Maslov 2 &
bord respectivement sur L et L, et dont le bord passe par x. De plus, puisque L4
est I'image de L par une isotopie Hamiltonienne, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.7 (Y-G.Oh [38]). Soit L < M une sous variété Lagrangienne mono-
tone et Ly son image par une isotopie Hamiltonienne, alors :

P = o7
-
Dot d¥ o d = 0.

Finalement, pour toute sous-variété Lagrangienne monotone L — M avec Ny >
2, Papplication d* est bien une différentielle. L’homologie de Floer Lagrangienne est
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I'homologie du complexe CF (L, Ly;J) = (Z2<L N L1>,dL) . Elle ne dépend pas du
choix de la structure presque complexe .J, ni de celui de l'isotopie Hamiltonienne
(voir paragraphe 5 [36]). On la note HF'(L, L).

2.1.2 Complexe de Floer pour ’équation de Floer

I’idée de la deuxiéme version du complexe de Floer, que ’on présente ci-dessous,
est de ne travailler que sur la Lagrangienne L. Pour cela on considére I'espace de
chemins suivant :

Q={zeC>(0,1],M) | 2(0) € L, z(1) € L, [z2] =0 € m(M,L)}.

Le flot Hamiltonien (¢!7) induit une application naturelle entre Q et A (espace de
chemins entre L et L; défini précédemment) :

0: O —- A

On considére alors la 1-forme ©*v définie sur 2. Plus précisément, pour tout z € 2,
on montre que :

VY € LA, O1.(Y) = /01 W(Z (1), Y (1))dt — dH(Y (1)).

Les zéros de ©*v correspondent, par cette application, & ceux de v i.e les points
d’intersections L N Ly. Sur €2 on définit la métrique suivante :

1
VXY ETR PnY) = [ g(X(0. Y ().

0

Le pseudo-gradient de ©*v est alors donné par :

X =—(JZ{t) —JXy),

dont les trajectoires sont des applications @ : R x [0,1] — M vérifiant une équation
de Cauchy-Riemann perturbée, appelée équation de Floer, avec conditions au bord :

o o N
A S+ JS — JXp(u) =0
g § oo s IR0 (2:5)
u(Rx{0,1}) e L
avec Xy satisfaisant w(Xy, ) = —dH. L’énergie de ces trajectoires est :

8/\ 2

E(q) = / i

Rx[0,1] s g
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On note M(H,J) Vespace des solutions de (S) d’énergie finie, et pour tous z,y €
LNnof(L):

hm+00ﬁ(57 ) =Y

JMAL%H):{QGAM&JHlmL“m&J:x}.

On a un résultat analogue a la proposition 2.2 pour ces espaces :

Proposition 2.8. Pour tous x,y € LN ¢ (L), on a :

M(H,J) = U My(z,y; H).

z,yeLNPI (L)

Si J € J.(M,w) est une structure complexe réguliere, l’espace M j(x,y; H) est une
variété lisse.

On peut trouver la preuve de cette proposition au Chapitre 9 de [4] que 1'on
peut adapter au cas Lagrangien, ou dans [17]. On définit une version alternative du
complexe de Floer :

CF(H,J) = (Z2(L N Ly),d") .

avec

d"(z) = > #LS(x,y; H) -y,

yeLNLy

ol #2L%(x,y; H) est le cardinal modulo 2 de la composante de dimension 0 de
Ly(x,y; H) == Mz, y; H)/R.

De plus, par des arguments de compacité et de recollement, analogues a ceux déja
présentés, on montre que 'application d est une différentielle et que '’homologie de
ce complexe ne dépend pas du choix de la structure presque complexe, ni du choix
de l'isotopie Hamiltonienne (cf. les chapitres 9 et 11 de [4]).

Remarque 2.9. Par la suite, on appellera "disques de Floer" les trajectoires satis-
faisant (2.5).

Les complexes CF(L, Ly; J) et CF(H,J) sont liés par la proposition suivante :

Proposition 2.10 (Proposition 3.4 [17]). Soit J € J.(M,w) une structure presque
compleze et H une fonction Hamiltonienne sur M définissant le flot (¢1). L appli-
cation

a(s,t) = u(s,t) = ¢ff (a(s, 1)) |

définit une bijection entre M(H,J) et M (L, Ly), ot J' = (¢f'), J (gbf)*_l et L, =
P (L). En particulier, elle définit une bijection entre M j(x,y; H) et M y/(x,y), pour
tous z,y € LN ¢ (L). De plus E(1) = E(u).
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Démonstration. On commence par montrer I’égalité des énergies :
. ou _ou
E(u) = fo[O,l} w (%, J&)
ou ou ou .
= fo[o,u w (%> E) - fo[o,l] w (%J(H(u))

ou Ou o R X
fo[O,l} w (%7 E) — Jr f[0,1] w (E — XM(a), JXH(“))

Comme ¢ préserve la forme symplectique pour tout ¢, on a :
ou o0u ou Ou
Wwl—, —|=w|=—,—].
ds’ Ot 0s’ Ot

De plus, u est une trajectoire du pseudo-gradient /'f’, défini précédemment, d’ou :

/ w (@ — Xt (1), JXH(a)> =0.
[071] at

Finalement on obtient :

. ou Ou
E(a) = fo[o,l]w($’E>

= B)

Montrons, a présent, que les espaces M(H, J) et M (L, L1) sont en bijection.

Soient @ : R x [0,1] = M et u: R x [0,1] — M, deux applications satisfaisant pour

tout (s,t) € R x [0,1] :
U(S, t) = Qbf{ (a<87 t)) :

Par le calcul précédent, ces deux applications ont la méme énergie. Il reste donc a
montrer que u satisfait S si et seulement si u satisfait S. Les conditions au bord
sont immédiates. De plus, @ vérifie I'équation de Floer avec la structure complexe J
si et seulement si u vérifie ’équation de Cauchy-Riemann avec la structure presque

complexe J', en effet :

m O ~ 9] d%H _1(U)
9u 4 g9t — JXH(a) = ( d) +J

o(of)
ot

= IXH o (o) (u)

= (e (o) e a2y — 2 )

= (o) (2 + (o), T (of), %)

= (o). (3 + %)
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On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.11. L’application x — ¢ (x) définit un isomorphisme de complezes
entre CF(H,J) et CF(L, Ly; J').

Ces complexes définissent donc la méme homologie. On pourra alors, suivant la
situation, utiliser alternativement 'un ou 'autre de ces complexes.

2.2 Homologie de Floer Lagrangienne relevée

Dans cette partie, on présente la construction de I'homologie de Floer Lagran-
gienne relevée faite par M.Damian dans [15].

Soit p : L — L un revétement connexe de L. Pour tout élément u de M (z,y),
on définit un chemin associé v, : [—00, +00] — L par :

u(s,0) si s €] — 00, +00]
Yu(s) =1 si s =—00
Y si § =400

Le complexe de Floer relevé est donné par :
CF" = (Zo(p (LN L)), d"),

avec

. CF' — CF’
T = depfl(Lle) n(j, g) Y
ot n(Z, §) = #2{u € LO(x,y) | 7. se reléve en un chemin entre T et 7}.
L’application d’ est bien définie, en effet, £°(x,y) est constitué d’un ensemble fini
d’éléments et pour tout u € Eo(aj,y)7 le chemin associé 7, admet un relévement
unique partant d’un point z € L.
Pour montrer que d~ est une différentielle, on calcule d% o d” :

dhod (z)= ) Z n(z, z)n(z, ) - J.

gep—1(LNL1) zép~1(LNLq)

I

Le terme n(z, Z)n(z,y) correspond au nombre de chemins brisées 7, * 7, correspon-
dant aux trajectoires brisées u#tv € L%(x, z) x LY(z,y).

Si N, > 3 ousi N, =2 avec © # y, on a vu dans le théoréme 2.4 que I'espace des
trajectoires brisées U,ernr, £9(z, 2) x £%(2,y) est le bord d’une variété compacte de
dimension 1, on peut donc regrouper par paires les chemins brisés correspondant au
bord de chaque composante de la variété compacte de dimension 1 considérée. Le
nombre de tels chemins brisés est pair. De plus, d’aprés la proposition 2.7 de [15],
pour tout couple de chemins brisés (7, * Vo, Yur * Vo) les chemins v, * 7, et Y % Yo
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sont homotopes. Il définissent donc le méme chemin relevé entre deux éléments 7 et
gde L. Dou > _n(z,2)n(z,7) =0 et d¥ o dl = 0.

Dans le cas ou Ny, = 2 et x = y, on a vu dans la section 2.1.1, qu’il était possible
d’avoir dans le bord de £ (z,x) des disques Jy-holomorphes de Maslov 2 & bord sur
L ou L. Si le nombre de ces disques, lorsqu’ils existent, est pair, il n’est pas toujours
vrai que I’on puisse regrouper les chemins associés par paires homotopes. Reprenons
I'exemple du cercle monotone S* — R? (Figure 2.2). Si 'on considére le complexe

FIGURE 2.4 — Chemins brisés non homotopes

relevé pour le revétement universel S, on a :

'ep~1(2)

Les chemins -, %, et 7v,*7, ne sont clairement pas homotopes, donc a8 odS' #0.0n
ne peut donc pas toujours définir 'lhomologie relevée dans ce cas. Plus précisément,
pour un élément générique = € L, et pour tout g € m1(L, z), si le nombre de disques
J-holomorphes d’indice de Maslov 2, dont le bord est homotope a g et passant par
le point x, est pair, alors 'homologie de Floer relevée est définie (voir [15] pour
la preuve). Notons #3(x) ce nombre modulo 2. Donc lorsque #§(z) = 1 pour un
certain g, I’homologie de Floer relevée n’est pas définie. Dans ce cas M.Damian a
montré le résultat suivant :

Proposition 2.12 (Damian - proposition 3.3 [16]). Soit L C M une sous-variété
Lagrangienne monotone orientable dont le nombre de Maslov est Ny = 2. Supposons
que, pour un certain r € L el un certain élément g € m (L) non trivial, on ait
#5(x) = 1. Alors g a un nombre fini d’éléments conjugés dans w1 (L). En particulier,
le sous-groupe Z(g) = {y € mi (L) | vg = g7} est d’indice fini.

La contraposée de cette proposition garantit un nombre pair de disques J-
holomorphes d’indice de Maslov 2 dans chaque classe d’homotopie de 7 (L). L’ho-
mologie de Floer relevée est définie sous I’hypothése (ii) du théoréme 1.5. Autrement
dit :
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Corollaire 2.13. Si il n’existe pas d’élément g € 7 (L) non trivial dont le nombre
d’éléments conjugués est fini, (i.e le sous-groupe Z(g) = {y € m(L) | vg = g7} est
d’indice fini) alors 'homologie de Floer relevée est définie pour tout revétement p :
L— L.

Remarque 2.14. Cette condition (qui apparait également dans Darticle [21] de
JD.Evans et J.Kedra) peut étre affaiblie en considérant uniquement les éléments de
Im (mo(M, L) — m (L)) . En effet, I'élément ¢, considéré précédemment, est la classe
d’homotopie du bord d’un disque J-holomorphe dont I'indice de Maslov est égal a
2.

Lorsque ’homologie de Floer relevée est définie, elle ne dépend pas du choix de
la structure presque complexe et du choix de l'isotopie Hamiltonienne. On la note
HFY(L,L).

2.3 Lien avec I’homologie singuliére

A partir d’une isotopie Hamiltonienne bien choisie, Y-G.Oh dans [39], et P.Biran
dans [7], définissent une filtration sur le complexe de Floer correspondant. Celle-ci
induit une suite spectrale dont la premiére page se définit & 'aide de ’homologie
singuliére de L et qui converge vers HF (L, L).

2.3.1 Définition de la suite spectrale

Soit f une fonction de Morse sur L, suffisamment C?-petite, telle que

Ll = {<Q7dfl]) | q € L}>

reste dans un voisinage de Weinstein de L. Soit H : M x [0,1] — R une fonction
Hamiltonienne sur M dont le flot Hamiltonien correspondant prolonge cette isotopie
Lagrangienne. Les points d’intersections L N L; correspondent aux points critiques
de f. Soient x et y deux points critiques de f et u € M (x,y). Si u reste dans le
voisinage de Weinstein consideré alors son indice de Maslov-Viterbo est u,(x,y) =
ind(z)—ind(y) (proposition 5; [41]). Si u sort du voisinage de Weinstein, on considére
I'image de u(-,1) par la projection m; : T*L — L. On note ¢,, la portion de la
pré-image de cette projection délimitée par u(-, 1) et mp (u(-,1)). Elle définit donc
une bande a l'intérieur du voisinage de Weinstein considéré. Son aire symplectique
satisfait alors (lemme 4.2, [39)]) :

wlew) = fy) — f(x) <2sup f. (2.6)

L’union des bandes ¢, et u forme un disque D, a bord sur L. L’indice de Maslov
de D, est un multiple de N, donc il existe k € Z tel que u(D,) = kNr. Dans la
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proposition 4.1 de [39], Y-G.Oh donne une minoration uniforme strictement positive
de I'énergie des bandes holomorphes sortant du voisinage de Weinstein. Donc, si on
choisit f suffisamment petite telle que l'aire symplectique de ¢, (inégalité (2.6)) est
négligeable devant celle de u, on en déduit que I'aire symplectique de D,, est positive.
Comme L est monotone, on a k > 0. Par ailleurs, ¢, est contenue dans le voisinage
de Weinstein, d’ou p.,(z,y) = ind(z) — ind(y). Finalement, on en déduit I'indice de
Maslov-Viterbo de w :

:uu(xa y) = M(Du) — Hey (l’, y)
= kN — (ind(z) — ind(y)) ’

avec k > 0.
La différentielle d*, qui, on rapelle, compte le nombre de bandes J-holomorphes d’in-
dice de Maslov-Viterbo égal a 1, se décompose alors en une somme finie d’opérateurs

(1391) -

d“=dy+dy+---+d,,
dimL +1
Np

dy: CF(L,Ly;J) = CF_ygn, (L, Ly; J),

oll dy est la différentielle de Morse, v = [ } et pour tout k € {1,--- v},

oll le degré est donné par I'indice de Morse.
Soit A = Zy [TNe, T7Ne] | le sous anneau des polynomes de Laurent a coefficients
dans Zs. Le Zs-module

C(L,Ly;J) = CF(L, Ly; J) ® A,

définit un module différentiel gradué filtré. En effet, (on omet (L, Ly;J) pour sim-
plifier la notation) :

1. C est une somme directe de sous-modules :

c=c..

(€7
ot Cp = @By CFrin, @ A* et A¥ C A est le sous-groupe Zy - TV
2. C a une différentielle d définie par :
d=dy®@14+d, T N ... 44, T "N,
3. C admet une filtration croissante F,C définie, pour tous p, ¢ € Z, par
F,Co =P CFropn, ® A",
k<p

La différentielle d respecte la filtration.
Dans notre cas Cy = 0 aprés un certain rang, on en déduit que cette filtration
est bornée.
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La filtration croissante de (C,d, F') définit une suite spectrale, donnons une idée des
différentielles de cette suite. Si on développe Iidentité d?> = 0, la conservation des
degrés donne plusieurs équations

2 =0
dodl + dldo =0
dodg + d% + dzdo - O

...etc.

La premiére équation montre que dy définit une différentielle sur C'F. La page 0 de
notre suite spectrale correspond au complexe (CF,dp). Donc la premiére page est
définie par I'homologie de (C'F,dp), qui n’est autre que ’homologie singuliére de L :

H(L) = @i Hi(L).

D’aprés la seconde équation, d; est définie sur H(L). La troisiéme équation donne
d? = 0 sur H(L), i.e d; définit une différentielle sur H(L). La deuxiéme page de
notre suite spectrale est définie en utilisant I’homologie du complexe (H (L), d;) que
I'on note :

HO(L) = ot H?(L).

Ainsi de suite, en utilisant les équations suivantes, on obtient que do définit une dif-

férentielle sur H? (L), que ds définit une différentielle sur H®) (L) etc. Ce processus

dim L-l-l]
Nr

s'arréte a la page v = [ , en effet & partir de la page v+ 1 I’homologie devient

constante. On note la limite :
H®)(L) = @} H™ (L),

Le théoréme suivant de P.Biran |7] donne une description de cette suite spectrale
et montre que la limite H(*)(L) correspond & I’homologie de Floer Lagrangienne de
L:

Théoréme 2.15. La suite spectrale {E;,q,ér} converge vers l’homologie de Floer
Lagrangienne de L, HF (L, L) et satisfait les propriétés suivantes (tous les produits
tensoriels sont sur Zs) :

o Ezg),q = CFppqpn, ® APNE 6y = dy ® Id.

o E;,q = Hpyqpn, (L, Zo) @ APNE 6y = dy @ T-VE(1), ot

dy : Hp-i-q—pNL(Lv ZZ) — Hp+q—1—(P—1)NL (L7 Z2)

est induit par la composante dy de la différentielle de Floer au niveau de
l’homologie.

— Pour toutr > 1, E}  est de la forme E} , = V;:q®ApNL avec 6, = d.@T ™t
ot V,, sont des espaces vectoriels sur Zgy et

dy V), =V

p—rq+r—1
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sont des morphismes définis pour tous p,q et satisfaisant d,.od, = 0. De plus,

T T
r+1 _ ker (vp,q — fonqﬂ"fl)
g r ?
Im (Vp+r,qfr+1 - thq)

et pourr=20,1 on a

0 _ 1
V;),q - CFerq—pNL: v

pa

Hp-i-q—pNL(Lv Z2)7 d/l = dj.

— La suite spectrale dégénére a la page v = [dlmN—iH] et pour tout p € Z,

Doez B2 = HF(L, L).

Dans les conditions du corollaire 2.13, i.e lorsque I’homologie de Floer relevée est
définie, on construit de la méme maniére, a partir du complexe de Floer relevé, un
module gradué filtré (C,d, F). Celui-ci définit une suite spectrale {(E" .4,)} qui

p,q’

vérifie une version relevée du théoréme 2.15 : {(E7 . 4,)} démarre par I'homologie

— g’ =
singuliére de L et converge vers ’homologie de Floer relevée de L, HFE(L, L).

2.3.2 Morphisme de suites spectrales

Nous allons voir maintenant que I'application p : L — L induit un morphisme
entre les deux suites spectrales définies précédemment. Tout d’abord, rappelons la
definition d’un morphisme de suites spectrales (pour plus de details on renvoie au
livre de J.McCleary [30]) :

Définition 2.16. Soient {(E7,,6,)} et {(Er,.0,)} deux suites spectrales. Un mor-
phisme de suites spectrales est une suite de morphismes de modules bi-gradués

fT' : (E:,*agr) — (E:,*J(;T')?

pour tout v, de bidegré (0,0), tel que f. 00, = 6,0 f. et chaque f.,1 est induit par f,
en homologie.

On a le lemme suivant :

Lemme 2.17. L’application p : L — L induit un morphisme p, entre les suites
spectrales {E;’q,&)} et {E;7q, 5T} )

Démonstration. Pour demontrer ce lemme, on utilise le théoréme suivant (théoréme

3.5 dans [30]) :

Théoréme 2.18. Un morphisme de complexes gradués filtrés
¢: (A, d, F)— (A dF),

mduit un morphisme entre les suites spectrales associées.
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1l suffit donc de prouver que p induit un morphisme entre (C,d, F) et (C,d, F).
Un tel morphisme est défini de la maniére suivante :

Définition 2.19. Soient (A,d,F) et (A, d, F) deuzr compleves gradués filtrés. On
dit que B
¢: (A d F)— (AdF),

est un morphisme de complexes gradués filtrés si ¢ : A — A est un morphisme de
modules gradués tel que ¢ od = do ¢, et respecte la filtration i.e p(FPA) C FPA.

Par construction du complexe de Floer relevé, 'application de revétement p :
L — L induit un morphisme py entre CFL et C'F Donc p, = pp®1:C — C
définit un morphisme de modules gradués. De plus, p, satisfait les deux conditions
de la définition 2.19 :

Il vérifie I'identité p, od =dop,. Pour tout élément z de CFL, on a :

di(jj) = ZQEp_l(LﬂLl) (7 3]) y
T

p<di<f>) - ZyeLle dep 1y) T n(z,9) - y.

Par définition de n(z,y), on a 3, 1, (2, ) = n(z,y), ot x = p(z). Par consé-
quent :

p (dL(j)) - ZyELﬂLl n(a:,y) Y
d"(z)
= d" (p(x)),

d’oflp*oci:dop*.

Il respecte la filtration. Par construction, le morphisme p, préserve le degré,
donc p,(FPC) C FPC. O
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Chapitre 3

Intersections Lagrangiennes

Dans ce chapitre, on démontre les théoréemes 1.5 et 1.10 et leurs corollaires.

3.1 Preuve du théoréme 1.5

On démontre le résultat suivant :

Théoréme 1.5. Soit L une variété K(m,1) admettant un plongement Lagrangien
monotone dans M. Si L satisfait ['une des assertions suivantes :
(i) Np > 3.
(ii) L est orientable et m (L) n’admet aucun élément non-trivial g dont la classe
de conjugaison est finie
Alors pour tout ', temps 1 d’un flot Hamiltonien, tel que ['intersection ®'(L) N L
est transverse on a :

# (®'(L) M L) > 1+ dim(H: (L, Z2)).

Démonstration. La preuve consiste a calculer I'image de Hy(L) et H1(L) dans H>*(L),
la limite de la suite spectrale définie a la section 2.3.1.

Par la proposition 2.13, I'homologie de Floer relevée est définie pour tout revétement
connexe de p : L — L. D’aprés le théoréme 2.15, il existe deux suites spectrales, I'une
dont la premiére page est donnée par ’homologie singuliére de L et qui converge vers
HF(L, L), et la seconde dont la premiére page est donnée par ’homologie singuliére
de L et qui converge vers HFX(L, L).

Remarquons que, lorsque L est connexe, Papplication py : Ho(L, Z2) — Ho(L, Zs)
est toujours un isomorphisme, puisqu’il envoie le générateur de Hy(L,Zs) sur le
générateur de Hy(L,Zs).

L’image de Hy(L). Commengons par calculer ’homologie de (Hy(L),d;). On a :
HP(L) =ker (dy : Hy(L) — H_1,n, (L))
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Soit p : L — L, le revétement universel de L. L’application p induit un morphisme
de suites spectrales, on a alors le diagramme commutatif suivant :

~ Jl ~
Ho(L) —= H_14n,(L)

Ilpo LPHNL

di
Ho(L) —H_1,n,(L)

Lemme 3.1. L’application dy s’annule sur Ho(f/) et Uapplication dy s’annule sur
Hy(L).

Démonstration du lemme 3.1. Comme L est une variété K(ﬂ,}) simplement connexe,
tous ses groupes d’homologie sont nuls sauf en degré 0. Donc d; = 0 et le diagramme
précédent implique que d; = 0. O

Par conséquent :
Hy (L) = Hy(L);

H§P(L) = Ho(L),

et I'application pé2) est encore un isomorphisme.

On calcule maintenant I’homologie de (Hé2)(L),d2) = (Hy(L),ds). Par le méme
argument, on obtient dy = 0 et Hég)(L) = Hy(L).

De maniére analogue, on montre que pour tout £ > 2, on a d; = 0. Donc Hy(L)
survit dans la limite de la suite spectrale : H(()oo)(L) = Hy(L).

L’image de H,(L). Soit h € (L) tel que son image h € Hy(L) par le morphisme
de Hurewicz est non-nulle. Les éléments de ce type engendrent Hy(L). Soit p: L — L,
le revétement de L associé au groupe (h) . Par définition, L est une variété K(m, 1)
de dimension finie, son groupe fondamental est alors sans torsion, donc h™ # 1, pour
tout entier m. D’ot, (L) = Z. La variété L est donc un équivalent homotopique
de S'. On a le résultat suivant :

Lemme 3.2. H\*)(L) = H,(L).

Démonstration. Soient h comme ci-dessus et p : L — L, le revétement associé. On
a le diagramme commutatif suivant :

di

H,(S') —= Hy,(S") =0

b

Hy(L) —2— Hy, (L)
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Soit h € H;(S'), un antécédent de h par py, on a :

di(h) = pn, o di(h)
= 0.

Comme H;(L) est engendrée par les h, Papplication d; est nulle sur H,(L). D’ou,
H1(2)(L) = H,(L) pour Ny > 3. 5i Nj, = 2, on doit considérer également 1'application
dy : Hy(L) — H;y(L) qui, par le méme raisonnement qu’au lemme 3.1, est nulle. Cela
donne également H@(L) = H;(L). Puis, de maniére analogue, pour Ny > 2, on
montre que dy est nulle sur H\” (L) = Hy(L), donc H¥(L) = Hy(L). Et ainsi de
suite. Par conséquent, le groupe H;(L) survit dans la limite de la suite spectrale,
dott H™(L) = H,(L). 0

On peut désormais démontrer le théoréme 1.5 :

oY (L)NL > dim(HF(L,L))
2 k—o Aim(H° (L))

1+ dim(H, (L))

v v

]

3.2 Lagrangiennes a courbure sectionnelle stricte-
ment négative

Les sous-variétés Lagrangiennes a courbure sectionnelle strictement négative sont
des espaces K (m,1). Ces Lagrangiennes vérifient le théoréme de Preissmann [40]
suivant :

Théoréme 3.3. Soit L une variété a courbure sectionnelle strictement négative.
Alors tout sous-groupe Abélien de w1 (L) est isomorphe a Z.

Ce théoréme est I'ingrédient qui va nous permettre de démontrer le corollaire du
théoréme 1.5 suivant :

Corollaire 1.6. Si L est une sous-variété Lagrangienne monotone orientable de M
a courbure sectionnelle strictement négative telle que H'(L,Z) # 0, alors pour tout
Ol temps 1 d’un flot Hamiltonien, tel que lintersection ®(L)N L est transverse on
a:

# (<I>1(L) M L) > 1+ dim(H,(L,Z/2)).

La démonstration de ce corollaire repose sur le lemme suivant :
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Lemme 3.4. St L — M est une sous-variété orientable et de courbure sectionnelle
strictement négative telle que H*(L,Z) # 0, alors la condition (ii) du théoréeme 1.5
est vérifiée.

Démonstration. Comme H'(L,Z) # 0, il existe un morphisme non nul u : m;(L) —
Z. Si le noyau de u est réduit a 1’élément neutre, alors w1 (L) est un sous-groupe de Z,
i.e m (L) = nZ, pour un certain entier n > 1, par conséquent, 7 (L) est isomorphe a
Z. Cela implique que L est un espace K(Z, 1), donc homotopiquement équivalent a
St. C’est impossible puisque L est a courbure sectionnelle strictement négative. On
en déduit que ker(u) # 0.

On suppose qu’il existe un élément g € m (L) non-trivial tel que Z(g) C m (L)
est d’indice fini.
Supposons que g € ker(u). Soit h € m(L) tel que u(h) = 1. Le sous-groupe Z(g) C
m1(L) est d’indice fini, i.e la classe de conjugaison de g dans (L) est finie. Il existe
donc un entier non nul k tel que gh* = h¥g, d’ott < g, h* > est un groupe Abélien.
De plus, ce groupe est différent de Z. En effet, s’il existe des entiers non nuls m et
n tels que :

g" = (K",
alors
u(g™) = u(h™) = kn # 0.

Or g € ker(u), on aboutit donc & une contradiction. Finalement, on a trouvé un sous
groupe < g, h* > de m,(L), Abélien et différent de Z. Cela contredit le théoréme de
Preissmann.
Supposons, & présent, que g ¢ ker(u). Soit h € ker(u) et h # 0. Comme précé-
demment, il existe un entier k¥ non nul tel que gh* = h*g. Comme L est un espace
K(7,1) de dimension finie, 7 (L) est sans torsion. D’ot1, k¥ # 0. Donc, le sous-groupe
< g,h¥ >C m(L) est Abélien. Par le méme raisonnement effectué précédemment,
ce sous-groupe est différent de Z. On aboutit de nouveau a une contradiction.

]

Démonstration du corollaire 1.6. Comme L est orientable et monotone, on a Ny >
2.

Si N;, > 3, on conclut par le théoréme 1.5.

Si Np, = 2, par le lemme 3.4, la condition (i7) du théoréme 1.5 est vérifiée. O

3.3 Fibration sur S!

Dans cette section, on démontre le corollaire 1.9 :

Corollaire 1.9. Soit L une variété K(m,1) avec dim(L) > 6, admettant un plonge-
ment Lagrangien monotone dans M. On suppose que Hy(M,Q) = 0. Si L satisfait
['une des assertions suivantes :
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(i) Np > 3.
(ii) L est orientable, son groupe de Whitehead Wh(m (L)) est nul et L ne fibre
pas sur le cercle.
Alors pour tout ', temps 1 d’un flot Hamiltonien, tel que l'intersection ®*(L) N L
est transverse on a :

#(®'(L) h L) > 1+ dim(H:(L, Z)),

Comme précisé dans 'introduction, pour prouver le corollaire 1.9, il suffit de
montrer que pour L orientable, si I'assertion (i7) du théoréme 1.5 n’est pas vérifiée
alors L fibre sur le cercle. Cela repose sur un cas particulier du théoréme 1’ de
F.Latour dans [28] :

Théoréme 3.5 (Latour). Soient L une variété fermée connexe avec dim(L) > 6 et
u : m (L) — Q une application non nulle. La classe [u] € H'(L,Q) contient une
1-forme sans zéros (i.e il existe une fibration f : L — S avec [f*df] = [u]) si et
seulement st u vérifie les conditions suivantes :

1. H,(L,—u) = 0.

2. 7(L,—u) = 0.

3. ker(u) est de présentation finie.

Dans la deuxiéme condition, 7(L, —u) € Wh(m(L);u) est la torsion de White-

head associé & —u. Par hypothése, Wh(m (L)) = 0, ce qui implique que Wh(m(L);u) =
0 (voir proposition 2.2.c de [13]). La condition 2. est donc satisfaite.
Dans la premiére condition, H,(L,—u) désigne I’homologie de Novikov associée a
—u. L’homologie de Novikov a été construite par S.P Novikov dans [34], rappelons-
en sommairement la définition. Tout d’abord, on considére 'anneau du groupe
A = Z[m(L)], ses éléments sont les sommes finies > n;g; ou n; € Z et g; €
m(L). Pour toute série formelle A\ = S "% n;g; € Z[[r(L)]], on note supp(\) =
{g; € m(L) | n; # 0} . Etant donne une application u : m (L) — Q, I'anneau de
Novikov associé & (m(L),u) est :

A, = {NeZ[m(L)]]|Vr €R, supp(A\) Nut([—oo,r|) est fini}
= (A=X"%nigi | ni €Z, gi€m(L), lim o u(g) = +00}.

L’homologie de Novikov H,(L,u) est ’homologie du complexe

Au A CE(f) 5)7

ot f est une fonction de Morse sur L, { est un gradient associé¢ a une métrique
générique sur L, et CL(f,€) le A-complexe de Morse libre obtenu en relevant les
lignes de gradient au revétement universel.

Pour démontrer le corollaire 1.9, il suffit de prouver l'existence d’une application
u:m (L) — Q telle que les conditions du théoréme 3.5 soient satisfaites. Comme la
condition 2. est vraie par hypothése, il ne reste qu’a montrer 1. et 3..
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Démonstration du corollaire 1.9. On suppose que L est orientable et qu’il existe un
élément non-trivial g € m(L) tel que g appartient a la classe du bord d’un disque
J-holomorphe dont I'indice de Maslov est 2 et tel que Z(g) C (L) est d’indice fini.
On commence par chercher une application u : w1 (L) — Q telle que u(g) # 0.
comme L est monotone, on peut définir le morphisme de Maslov p sur Ho(M, L; Z)
de la maniére suivante :

p: Ho(M,L;Z) — Z
A = o fyw,

ol n la constante de monotonie de L. L’inclusion L C M donne la suite exacte
longue :

oo Hy(M3Z) — Ho(M,L;Z) S Hy(LyZ) — - -

Par hypothése Ho(M,Q) = 0, cela implique que la partie libre de Ho(M,Z) est
nulle. Par conséquent, application § envoie la partie libre de Hy(M, L;Z) sur la

partie libre de
Hy(L;Z) = Z" & (torsion).

Donc il existe des entiers naturels non nuls nq,--- , n, tels que
0 (Ho(M, L;Z)) = mZ x - -+ X n,Z & (torsion).

L’application § est un isomorphisme entre la partie libre de Ho(M, L;Z) et n1Z x

- X n,Z. On veut construire un morphisme p' : Hy(L;Z) — Z qui prolonge le
morphisme de Maslov pu, ¢’est-a-dire tel que ' o § = p. Sur la partie de torsion, p
est nul, donc on pose p/ = 0 sur la partie de torsion de Hy(L;Z). Sur la partie libre
on pose :

T4 A - Q
o051 o§5—1
(g1, gr) Mn—(lnuh)JrJrMn—(w)
Vérifions, & présent, que le morphisme p’, ainsi défini, satisfait ' o § = pu. Soit
r € Hy(M,L;Z), notons x; = (z1,---,2,;) sa partie libre et x,, sa partie de

torsion. On a :

d(z) = d(zy) + 0(x4or),

ou 0(x;) appartient a la partie libre de Hq(L;Z) et §(z4r) & sa torsion. De plus, il
existe des entiers gy, -+ , g, tels que 0((z1,--+ ,2m1)) = (n1g1, -+ ,nrgy). Dot :

prod(x) = p((nagy, - nege)) + 1(6(ze0r))
= pod H(nigi) + -+ podt(ng)+0
= p(@tmgp)+--+5(ng))+0
H (5_1(n1g17 T 7nTgT)> +0
() + p(@or)
= p(z).
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Finalement, par composition de y’ avec la projection :
P:m (L) — m(L)/[m (L), m (L)] = Hi(L; Z),

on obtient une application w : m(L) — Q. L’élément g € m (L), choisi au début de
cette preuve, vérifie u(g) = 2, donc u est non nulle.

Dans la proposition 3.3 de [14], M.Damian montre que sous certaines propriétés de
finitude de ker(u), I'homologie de Novikov H(L;—u) est nulle. Les propriétés de
finitude considérées sont une généralisation de la notion de groupe de type fini et de
présentation finie :

Définition 3.6. On dit qu’un groupe G est de type F,, si et seulement si il existe
un complexe simplicial K(G, 1) dont le m-squelette est fini.

Donc pour un groupe, étre de type Fj est équivalent a étre de type fini, F, est
équivalent a étre de présentation finie. Un groupe est Fi si il est F), pour tout m.
L’énonceé de la proposition 3.3 de [14] est le suivant :

Proposition 3.7 (Damian). Soit L une variété compacte et conneze telle que son
revétement universel L est m-connexe pour un certain entier m > 1 fixé. St u :
m (L) — R est un morphisme tel que ker(u) est Fy,11, alors H,(L;+u) = 0 pour
x* < m.

Donc si ker(u) est au moins F), 1 la preuve est terminée.
Soit p : L — L le revétement universel de L. On considére o € H'(L, Q) un élément
de la classe de cohomologie de u et p*a € HI(L Q) son pull-back par p. Puisque
Hl(L Q) = 0, la 1-forme p*« est exacte. Donc il existe une application f LR
telle que p*a =d f on l'appelle primitive de wu :

Définition 3.8. Une application f: L — R est une primitive de u : 7r1~(L) — Q st
il existe une 1-forme a € H'(L; Q) dans la classe [u] telle que p*a = df.

La différence entre deux primitives de u est bornée. En effet, si v : [0,1] — L est
un chemin tel que v(0) = 7 et (1) = g, pour un g appartenant a (L, x), alors
pour tout * € L :

flgz) = (@) = [)) f(x)de

= fy dfs (' (1))dt
= fy Prasm (Y (1)dt
= [a

= u(g)

Ce calcul ne dépend pas du choix de f Donc si h est une autre primitive de &, on
a pour tout € L :



Cette égalité implique que f — h deéfinit une fonction sur L. Par compacité de L, la
fonction f — h est bornée.

L’invariant de Beri, Neumann, Renz et Strebel ([5] et [6]) pour le groupe fondamental
m (L), noté X(m; (L)) pour un certain ¢ € N, est un sous-ensemble de

S(m (L)) = H'(L.R)/R,.

Les éléments de 39(m (L)) sont caractérisés de la maniére suivante :

Définition 3.9. Une classe [u] € S(mi(L)) appartient ¢ X(mi (L)) sl existe un réel
r > 0 tel que "inclusion

(zel|f(@) >0 {iel|f@)>-r),

ot f: L = R est une primitive de u, vérifie (i) = 0 pour tout { < q.

Cette définition est indépendante du choix de f puisque la différence entre deux
primitives de u est bornée. L’invariant ¥9(m (L)) est lié aux propriétés de finitude
de ker(u) :

Proposition 3.10 (Theorem Bl [5] et Theorem B [6] + proposition 3.1 [14]). On

considére une application v : m (L) — Q, son noyau ker(u) est F, si et seulement si
+u € X9(m(L)).

Donc afin de terminer la démonstration du corollaire 1.9, il suffit de montrer que
+u appartient a X" (7 (L)).
Soit p : L — L un revétement intermédiaire de L associé au sous-groupe Z(g) de
m (L) :

l

S
N~ =<—1

On définit & = p*a € HY(L, Q) et u : m (L) — Q le morphisme correspondant. 11
vérifie u(g) # 0. Le revétement L est une variété K(m, 1) fermée et connexe dont le

groupe fondamental est (L) = Z(g), donc d’aprés le lemme 5.2 de [6], le morphisme
u définit un élément de X9(m; (L)) pour tout q.

Soit 5 une 1-forme dans la classe [u], alors p*( est une 1-forme dans la classe [u] et
p*p* B est une 1-forme exacte, elle définit donc une primitive f . L —» R de u et .

Comme [u] appartient & ¥%(71(L)) pour tout g, il existe r > 0 tel que 'inclusion

(zel|f(@) >0 {iecl|f@)>—r},
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vérifie my(i) = 0 pour tout ¢ < ¢. La fonction f est également une primitive de wu.
Comme la caractérisation des éléments de 39(m (L)), donnée & la définition 3.9, ne
dépend pas du choix de la primitive, on en déduit que [u] € X4(m(L)) pour tout ¢,
ce qui termine le démonstration. O

3.4 Preuve du théoréme 1.10

Rappelons I’énoncé du théoréme :

Théoréme 1.10. Soit L une sous-variété Lagrangienne monotone de M satisfaisant
['une des assertions suivantes :
(i) Np > 3.
(ii) L est orientable et m (L) n'admet aucun élément non-trivial g dont la classe
de conjugaison est finie
Soit p: L — L, son revétement universel. Si p induit Uapplication nulle en homologie
sauf en degré 0, alors HF(L, L) # 0, donc L n’est pas déplacable.

Avant de prouver ce théoréme, on présente la définition du complexe de Floer
minimal construit par P.Biran et O.Cornea dans [10]. Ce complexe est 'ingrédient
principal de la démonstration.

3.4.1 Le complexe de Floer minimal

Soit f une fonction de Morse sur L comme définie a la section 2.3.1. On avait
défini le complexe de Floer gradué filtré associé a f :

C(L,Ly; J) = CF(L, Ly; J) ® A,

ou Ly = {(q,df,) | ¢ € L} et A =Zy [TNe, T~Ne] | La différentielle d de ce complexe
se décompose en une somme finie d’opérateurs :

d=dy+dy+-+dy,

dimL +1

oll dy est la différentielle de Morse v = { N
L

} et pour tout k € {1,--- v},

dk . CF*(L,Ll, J) — CF*—1+kNL(L7 L17 J)J

ol le degré est donné par I'indice de Morse.

Si f est une fonction de Morse parfaite, i.e la différentielle de Morse dy est nulle,
alors la preuve du théoréme 1.10 est immédiate. En effet, si dy est nulle alors il en
est de méme de dy, par définition du complexe relevé. On en déduit alors que pour

tout ¢ :
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et } B
CFH(L, Ly; J) = Hy(L).

Soient = un élément non nul de CFy(L, Ly; J) = Hy(L), et & € Hy(L) son relevé par
p. Le but est de montrer que z est non nul dans HF (L, L), i.e que x est un cycle
mais n’est pas un bord pour la différentielle d. On calcule d(z) :

d(z) = dop(2)
= pod().

L’élément d(Z) appartient a une somme directe de H;(L) pour certains indices i > 0.
Par hypothése, p induit 'application nulle en homologie en degré différent de 0, on
en déduit que p o d(z) = 0. D’ott d(z) = 0, i.e = est un cycle.

Si x est un bord, alors il existe un élément y appartenant & une somme directe de
H;(L) pour certains indices i > 0, tel que x = d(y). Par hypothése dy = 0, donc
d=d;+ - +d, Pour tout k € {1,---,v} et pour tout ¢ > 0, application d
augmente le degré de H;(L) de —1 4 kN > 0, donc Hy(L) ne peut étre atteint, i.e
d(y) ¢ Ho(L). On aboutit a une contradiction. Donc z n’est pas un bord.

Dans le cas ot L n’admet pas de fonction de Morse parfaite, P.Biran et O.Cornea
ont construit dans [10] un complexe minimal sur L qui a la méme homologie et qui
vérifie la méme propriété que le complexe de Floer défini a partir d’une fonction de
Morse parfaite. Cette construction se fait dans un contexte algébrique plus général,
nous la présentons ci-dessous.

Etant donné un espace vectoriel gradué G, a coefficients dans Z,, on considére le
complexe de chaines C = (G ® AT,d) ou AT = Zs[T] avec deg(T) > 2 et d =
do(z) + dy ()T avec do(x) € G. Il est clair, par les hypothéses, que dy définit une
différentielle sur G. On note H I’homologie de (G, dp). Pour tout d-morphisme &, on
note &y le dp-morphisme correspondant (en mettant 7' = 0 dans &).

On a le résultat suivant :

Proposition 3.11 (Proposition 4.1.1 [10]). Il ezxiste un compleze de chaines
Cmin - (H X A+75)7 50 = 07

et des morphismes de chaine ¢ : C — Cpin, ¥ : Coin — C tels que pop =id et ¢ et
WV induisent un isomorphisme en d-homologie et ¢g et 1y induisent un isomorphisme
en do-homologie. Les propriétés précédentes caractérisent Cpin G isomorphisme pres.

Dans cette construction, il est important de travailler avec des coefficients d’ex-
posants positifs. On définit donc le complexe de Floer a coefficients dans AT =
ZQ[TNL] C A

CT(L,L;J)=CF(L,L;J)® AT,

On lui applique la proposition 3.11 et on en déduit I'existence d’un complexe de
Floer minimal :

41



Corollaire 3.12. Pour tout triplet (L, f,J) tel que (Ct(L,Lq;J),d) est défini, il
existe un compleze C. (L) = (H,(L;Z2) @ A", 8) avec &y = 0. De plus, il existe des
morphismes de chaines ¢ : CT (L, Ly;J) — C. (L) et v : Ch. (L) — CT(L,Ly; J)
qui induisent tous les deux un isomorphisme en homologie de Floer ainsi qu’en ho-
mologie de Morse et vérifient ¢ o) = id. Le compleze C,}. (L) avec ces propriétés
est unique a isomorphisme pres.

Dans la preuve du théoréme 1.10 on travaille sur I'anneau A, donc on définit
Conin(L) =CF. (L) @4+ A (cf. [10] p.2929).
Le fait que G soit de dimension finie n’intervient pas dans la preuve de la proposition
3.11, donc on peut appliquer cette construction au cas relevé : Si N; > 3 ou Ny = 2
sous les hypothéses de la proposition 2.13, on definit pour tout revétement p : L — L,
un complexe de Floer relevé (Cpin,d), avec 89 = 0 et les morphismes de chaines

correspondants gE et JJ

3.4.2 Démonstration

Démonstration du théoréeme 1.10. Soit f une fonction de Morse sur L telle que le
complexe C'(L, Ly; J) est défini. On choisit f avec un unique minimum afin d’avoir
un isomorphisme entre Cy et Ho(L). L’idée de la démonstration est de trouver un
élément non nul z, de degré zero dans C(L, f, J), qui est non nul dans HF(L, L).
Par la proposition 2.13, I’homologie de Floer relevée est définie pour tout revétement
de L. Soit (C,d) le complexe de Floer relevé associé au revetement universel de L

et (Cpin, 0) le complexe de Floer relevé minimal correspondant.

lére étape : le choix de z. Soit Z,,;, un élément non nul de C,ino. On a les
isomorphismes suivants :

On note z 'image de Z,,;, par ces isomorphismes. On a choisi Z,,;, # 0 donc = # 0.

2éme étape : x est un cycle. Soit 7 = @(imm), on a :

d(x) o p(Z)

o d(Z),

et : L L
do o d(i’) = o o d~0 'Qé(i'mm)
= ~O O}ﬂ o é(jmzn)
= ¢ o 50 o 6(j:mzn>



D’autre part, par définition de Cpin, 0o = 0, d’olt 0y o g(imm) = 0. On obtient alors
dy o J(:’é) = 0. Comme p induit application nulle en homologie, on en déduit que
d(z) est un dyp-bord i.e il existe z € C tel que d(x) = dy(z). On termine en montrant
d(x) = 0, ce qui implique alors que x est un d-cycle.
Les espaces Cy (=~ Ho(L)) et Cpino sont isomorphes, donc il existe @, € Cimino tel
que Y (Tmin) = x. Par construction du complexe de Floer minimal, on a ¢pot)(2 i) =
Tmin €0 :
0(Tmin) = 60 G0 Y(Tmin)

= ¢od(z)

= ¢ody(z)

= dpoo(2)

= 0.
Par conséquent :

d(z) = do(Tmn)
= oo
0.

(xmm)

3éme étape : x n’est pas un bord. Soit 2,,;, € Cpino comme précédemment. Si
x est un bord, alors x,,;, est également un bord. Cela est impossible puisque oy = 0.
Donc x n’est pas un bord. O

Rappelons les exemples d’applications du théoréme 1.10 :

Exemples. Pour n > 1, considérons le produit RP" x K, ou K est une variété
K(7,1). On la plonge dans CP" x T*K par le plongement standard de RP" dans
CP" et par la projection sur la section nulle pour K dans T*K. Le nombre de
Maslov de RP" dans CP" est Ngp» = n + 1 (|37]) et celui de K est nul car c’est
la section nulle de T* K. On obtient alors une sous-variété Lagrangienne monotone
dont le nombre de Maslov est Nrprywx = n + 1 > 3 et qui vérifie les hypothéses du
théoréme 1.10, donc elle n’est pas déplacable.

D’autre part, si on considére le plongement Lagrangien monotone :

St <y CP" x C"
z = (l4:2),

son nombre de Maslov est Ngant1 = 2n + 2 > 3 et S?"*! est déplacable. La sous-
variété S?"*1 ne vérifie pas les hypothéses du théoréme 1.10, en effet, p : S+ —
S?+1 est, I'identité en homologie.

3.4.3 Preuve du corollaire 1.12

Rappelons I’énoncé du corollaire :
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Corollaire 1.12. Soit M une variété symplectique telle que mo(M) = 0 ou telle que
son nombre de Chern vérifie N, (M) > 2. On considére le produit RP" x K, ou K
est une variété a courbure sectionnelle strictement négative avec H'(K,Z) # 0. On
suppose qu’il existe un plongement Lagrangien monotone et orientable RP" x K —
M. Alors RP"™ x K n’est pas déplacable dans M.

Démonstration. Par hypothése, RP" x K est orientable. Le groupe fondamental de
RP" x K est :
Wl(RPn X K) = Z2 X 7T1(K).

Notons L = RP" x K. On a le lemme suivant :

Lemme 3.13. Si il existe un élément g dans Im (mo(M, L) — 7 (L)) non trivial
ayant un nombre fini d’éléments conjugués dans m (L), la composante de g dans
m1(K) vérifie la méme propriété dans m(K).

Démonstration du lemme 3.13. On suppose qu’il existe un élément non trivial g €
Im (mo(M, L) — 7 (L)) ayant un nombre fini d’éléments conjugués dans 1 (L). L'élé-
ment g est soit de la forme (0, k) soit (1, h), ot h € m(K).

Si g = (0,h), alors le lemme 3.13 est évident.

Dans 'autre cas, g = (1,h), le lemme 3.13 est également évident, sauf si A = 0.

On étudie donc le cas g = (1,0). On considére la suite exacte longue suivante,
provenant de I'inclusion L C M :

o (M) S (M, L) L (L) — - -

Puisque ¢g € Im (mao(M, L) — w1 (L)), il existe garr, € ma(M, L) tel que j(gum.r) = g-
On a 2¢g = 0, donc, 2g)r appartient a ker(j), donc également & Im(7). Il existe
gu € mo(M) tel que i(ga) = 2gaz. Par la remarque 2.14, 'image de gprr par le
morphisme de Maslov est 2. Par conséquent, en utilisant la relation (1.3) on a :

2161(9M) = po Z(gM) =4,

ou I, désigne le morphisme de Chern. D’ot, I, (ga) = 2. On obtient une contra-
diction dans les deux cas : mo(M) =0 ou N, (M) > 2. O

Retournons a la preuve du corollaire 1.12. On suppose qu’il existe un élément non
trivial g dans Im (mo (M, L) — m (L)) ayant un nombre fini d’éléments conjugués. Par
le lemme 3.13, 7y (K) vérifie la méme propriété ; comme K est une variété orientable
et de courbure sectionnelle strictement négative avec H'(K,Z) # 0, on peut lui
appliquer le lemme 3.4. On en déduit que RP" x K satisfait I'hypothése (ii) du
théoréme 1.5, elle n’est donc pas déplacable dans M. O
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3.5 Preuve de la proposition 1.14

En cohomologie, toutes les constructions présentées dans la section 2.3 sont en-
core valides. En particulier, on a une version analogue du théoréme 2.15 et du lemme
2.17 pour la cohomologie de Floer et la cohomologie de Floer relevée (qui est définie
dans les conditions de la proposition 2.13). Ce sont les outils principaux de la preuve
de

Proposition 1.14. Soit L une sous-variété Lagrangienne monotone de M satisfai-
sant l'une des assertions suivantes :
(i) Np > 3.
(i1) L est orientable et m (L) n'admet aucun élément non-trivial g dont la classe
de conjugaison est finie
Supposons que ’anneau de cohomologie H*(L) est engendré par H'(L), alors la
cohomologie de Floer de L vérifie :

HF*(L) ~ H*(L).

Démonstration. Pour N, > 3, la preuve de L.Buhovsky [11] est la suivante :

A la premiére page de la suite spectrale convergeant vers la cohomologie de Floer,
onaV!=H*(L)et§ : V! — V!estde degrée 1 — Ny < —2. Par hypothése, V! est
engendré par les éléments de degré 1, soit a € V! I'un d’entre eux. Puisque deg(§') <
—2,0n a 6'(a) = 0, donc a € ker(d'). D’autre part, la régle de Leibniz appliquée a
§ implique que ker(d') est un sous-anneau de V. Par conséquent, ker(d') = V1 et
§' = 0. On a utilisé ici la structure produit sur HF*(L) (voir par exemple section
3.2 dans [11]).

La deuxiéme page est donnée par V? = H*(L) et 6% : V2 — V? avec deg(6?) =
1 — 2N;, < —5. Le méme argument montre que 6> = 0, et ainsi de suite pour
les pages suivantes. Donc 6/ = 0 pour tout ¢ > 1, la suite spectrale dégénére et
HF*(L) ~ H*(L).

Pour N, = 2, le seul probléme qui nous empéche d’utiliser le raisonnement précédent
apparait & la premiére page de la suite spectrale. En effet, 'application &' est de
degré 1 — N = —1, ce qui n’implique pas 6*(a) = 0, pour a € V! de degré 1.
Cependant, par ’hypothése (i), la cohomologie de Floer relevée est définie et le
morphisme de suites spectrales induit par le revétement universel p : L — L induit
le diagramme commutatif suivant :

Ho(i) - Hl(i) =0

51

qui donne 6*(a) = 0. Donc §' = 0 et V2 = H*(L). Pour les pages suivantes, le
raisonnement utilisé dans le cas Ny > 3 est encore valable puisque deg(d) < —3
pour ¢ > 2. Finalement, HF*(L) ~ H*(L). O
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On peut appliquer cette proposition a un produit monotone de surfaces com-
pactes X, X --- x X, de genre g; > 1. En effet il vérifie I'hypothése (7i).
Dans la proposition 1.14, on peut affaiblir ’hypothése (i) en (i)’ :
(i1)’ L est orientable et il n’existe pas d’éléments dans
Im(mo(M, L) — m (L)) dont la classe de conjugaison est finie.
Si on considére un plongement Lagrangien monotone

RP" x ¥, X --- x ¥, — M,

avec X, comme précédemment, alors, en utilisant le méme raisonnement que dans
la preuve du corollaire 1.12, assertion (i7)’ est satisfaite a condition que N, (M) > 2,
ou N, (M) est le nombre de Chern de M.
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Chapitre 4

Homologie de Floer Lagrangienne
dans le cas presque monotone

Dans [33], F.Ngo généralise ’homologie de Floer Lagrangienne au cas des sous-
variétés Lagrangiennes presque monotones. 11 utilise la version perlée du complexe
de Floer définie par P.Biran et O.Cornea dans |9]. Dans cette partie nous allons
adapter sa construction au complexe de Floer défini par des bandes holomorphes.
On considére (M 2",w) une variété symplectique monotone fermée ou convexe a
linfini et iy : Ly — M?" une sous-variété Lagrangienne monotone fermée dont
le nombre de Maslov est Ny, > 2. On fixe une structure presque complexe J, €
Je(M,w). Elle peut dépendre du temps mais on 'omet dans la notation. On note
go la métrique associée sur M :

VXY € TM, ¢o(X,Y) = w(X, JpY).

4.1 Sous-variétés Lagrangiennes presque monotones

Dans cette partie, on rappelle la définition et quelques propriétés des sous-variétés
Lagrangiennes presque monotones données par F.Ngo dans [33].
Soit Ep, pr 'espace de Banach formé des plongements Lagrangiens dans M, muni de
la topologie C1.

Définition 4.1. Une sous-variété Lagrangienne L — M est presque monotone si
elle est proche, dans la topologie C', d’une sous-variété Lagrangienne monotone
donnée.

Soit i, : L — M une sous-variété Lagrangienne presque monotone, elle vit dans
un voisinage Cl-petit de ig : Ly < M, que 1'on peut choisir tel que L appartient a
un voisinage de Weinstein de Lg. Si L est suffisamment proche de L, le plongement
tq © L — M correspond au graphe d’une 1-forme fermée dans un voisinage de la
section nulle de 7™ Ly, que I'on note a. Pour iy : Ly < M, la 1-forme correspondante
est ag = 0.
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Remarque 4.2. Les sous-variétés Lagrangiennes presque monotones sont difféo-
morphes a la sous-variété Lagrangienne monotone de départ, elles conservent donc
ses propriétés topologiques.

Les sous-variétés Lagrangiennes presque monotones vérifient une version pertur-
bée de la relation de monotonie :

Proposition 4.3 (Ngo). Soit i : Lo < M, une sous-variété Lagrangienne monotone
fermée, on note n sa constante de monotonie. Si iy : Lo — M, est une sous-variété
Lagrangienne C-proche de Ly, alors pour tout A, € mo(M, Ly) :

w(Aa) = n(As) — 7 a(9A,), (1.1)
ou m:T*Ly — Lg est la projection standard.
Démonstration. L’isotopie
vi [0,1] x Ly — T*Ly
(s,9) = (¢509)

entre L, et Lo, induit un isomorphisme entre mo(M, Lg) et mo(M, L,). Par cette
isotopie, un élément A, € m(M, L,) correspond a un élément A € my(M, L), en
ajoutant a A, le cylindre C,, formé par vy entre 0A, et m(0A,).

Montrons I’équation (4.1) :

; wa—fCaw (4.2)
= UU(A) - foa W

On note A la forme de Liouville sur 7L, on a :

fca W= fca dA
= faca A
= faAa A= faA A
Sur Loona A=0et sur L, ona A =n*a, d’ou :

/ w = 1 a(dA,).

o

D’autre part, v induit une homotopie entre les lacets de sous-espaces tangents La-
grangiens définis par 0A et 0A,, puisque les disques le long desquels on trivialise le
fibré tangent de T™ Ly sont homotopes. On en déduit donc que :

H(A) = p(Aa).
Finalement, on obtient la propriété voulue :

w(Ay) = nu(Ay) — T a(0A,).
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Les deux propriétés principales de cette partie (lemme 4.6 et proposition 4.7)
reposent sur une version de la compacité de Gromov pour les disques pseudo-
holomorphes a bord sur une Lagrangienne qui varie :

Proposition 4.4. Soit (L), - une suite de sous-variétés Lagrangiennes conver-
geant vers Lo, et u, : (D,0D) — (M, L,) une suite de disques Jo-holomorphes
non-constants, vérifiant E(u,) < K. Il existe une courbe stable formée de disques

Jo-holomorphes vy, --- ,v,. a bord dans Lo et de spheres Jy-holomorphes wy, - -+ , ws,
avec au moins un de ces disques ou sphéeres non-constant, de sorte que :

lim sup E(u,) E(v;) + E(w, 4.3

o ) = 3 P() + - Bl 19

De plus, si pour tout n, pu(u,) < I, alors :
S ) + 3 20 () < 1 (1.4
( J
avec égalité, si pour tout n, u(u,) =1 :

Z (i) + Z 21, (w;) = I. (4.5)

Démonstration. Soit (Ly,), .- une suite de sous-variétés Lagrangiennes convergeant
vers Lo, et u, : (D,0D) — (M, L,) une suite de disques Jy-holomorphes non-
constants, vérifiant E(u,) < K. Soit U(L) un voisinage de Weinstein de L, conte-
nant la suite (L), cn+ - On considére une isotopie 1, de classe C* a support dans
U(Lg), convergeant vers 'identité lorsque n tend vers 400 et telle que ¢, (L,) = Ly
pour tout n. Donc, pour tout n, le disque ¥, (u,) est a bord sur Ly et est pseudo-
holomorphe pour la structure presque complexe J, = (¥,),Jo. Par hypothése, la
suite (u,,) est d’énergie uniformément bornée, il en est de méme de la suite ¥, (uy,),
puisque 1, converge vers l'identité. Finalement, on obtient une suite de structures
presque complexes (.J,,) convergeant vers Jy (car 1, converge vers l'identité) et une
suite ¥, (u,), de disques J,-holomorphes & bord sur Ly, d’énergie uniformément
bornée. Donc, d’aprés le théoréme de compacité de Gromov (theoréme 1.5.B dans
[25] ; voir aussi le théoréme 3.3 de U.Frauenfelder dans |23]), la suite t,,(u,) admet
une sous-suite convergente vers une courbe stable formée de disques Jy-holomorphes
vy, -+, 0. a bord dans Ly et de sphéres Jy-holomorphes wy, - -+, ws avec au moins
un de ces disques ou sphéres non-constant. On a donc :

lim sup E (¢, (uy)) ZE v; —i—ZE wj).

n—oo

Et comme 1), converge vers l'identité, on a

lim sup E(¢,,(u,,)) = limsup E(u,),

n—o0 n—oo
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d’ou :

n—o0

lim sup E(u,) = Z E(v;) + Z E(w;).

D’autre part, des disques u,, et ¥, (u,) sont, par définition de 1,,, homotopes. Ces
disques ont donc le méme indice de Maslov. Par conséquent, si pour tout n, on a

p(uy,) < 1, alors :
ZM(W) + Z 2Icl (wj> < [7
i J

avec égalité si p(u,) = I pour tout n. O

Remarque 4.5. Cette proposition est également valable dans le cas d'une suite de
disques vérifiant I’équation de Floer, d’énergie uniformément bornée et dont la suite
de fonctions Hamiltoniennes intervenant dans 1’équation de Floer converge vers 0.
En utilisant le raisonnement de la preuve de la proposition 11.1.5 de [4], La Propo-
siton 4.4 s’adapte également a une suite de disques satisfaisant 1’équation de Floer
a parametres.

Dans la construction de I’homologie de Floer, la proprié¢té de monotonie permet
de s’assurer que l'indice de Maslov des disques pseudo-holomorphes considérés, est
strictement positif. Pour pallier ce probléme dans le cas presque monotone, F.Ngo
utilise une version plus faible de cette propriété :

Lemme 4.6 (Ngo). Soit Ly — M une sous-variété Lagrangienne monotone telle
que N, > 2. Pour tous K > 0 et Jy € J.(M,w), il existe un voisinage N'(Lg; Jo, K)
de Ly tel que pour tout L € N'(Lg; Jo, K) et tout disque Jy-holomorphe non-constant,
u:(D,0D)— (M,L), on a:

wu) < K = p(u) > 2.

Démonstration. Supposons qu’il existe K et Jy tels que, pour tout voisinage N (L)
de Ly, il existe L € N(Lg) et un disque Jy-holomorphe u : (D,0D) — (M, L) tel
que w(u) < K et p(u) < 2.

On peut choisir parmi ces sous-variétés Lagrangiennes, une suite (Ln)neN* conver-
geant vers Lg, on obtient alors une suite de disques Jy-holomorphes u,, : (D,0D) —
(M, L,) telle que pour tout n € N*, w(u,) < K et u(u,) < 2. Quitte a prendre
une sous-suite, on peut supposer qu'il existe un entier I < 2 tel que p(u,) < I
pour tout n. Par la proposition 4.4, Il existe une courbe stable formée de disques
Jo-holomorphes vy, - -+ , v, a bord dans Ly et de sphéres Jy-holomorphes wy, - - -, ws,
avec au moins un de ces disques ou sphéres non-constant, et telle que :

ZM(%‘) + ZQIQ (w;) <1 <2.
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Supposons que la composante non-constante est un disque Jp-holomorphe, on a :

Zw(vi) = ZE(UZ) > 0.

(2

Comme L est monotone avec Ny, > 2, on en déduit alors que ) . pu(v;) > 2. D’autre
part,
> _wlwy) =) Ew;) 20,
J J

d’ot, 3, 21, (w;) > 0, par la propriété de monotonie de M. Finalement, on obtient :
S )+ 30 21, () > 2
( J

On obtient la méme inégalité dans le cas ou la composante non-constante est une
sphére Jy-holomorphe.
On aboutit & une contradiction. ]

On termine cette partie par un résultat qui mesure la perte de monotonie des
sous-variétés Lagrangiennes presque monotones. Ce résultat est essentiel dans ’étape
de recollement dans le preuve du théoréme 4.17.

Proposition 4.7 (Ngd). Soit Ly — M une sous-variété Lagrangienne monotone.
Pour tous K > 0, ¢ >0 et Jy € J.(M,w), il existe un voisinage U(Lg; e, K) de Ly,
tel que pour tous L € U(Lg;e, K) et A € mo(M, L) tel que :

o 0 <w(A) <K,

o [l existe un disque Jo-holomorphe u : (D,0D) — (M, L) tel que [u] = A,
on a :

[nu(A) —w(A)| = [ a(04)] <,
ou m:T*Ly — Lg est la projection standard.

Démonstration. On suppose qu’il existe K > 0 et € > 0 tels que pour tout voisinage
U(Ly) de Ly, il existe L, € U(Ly), et A € mo(M, L,,) vérifiant les hypothéses de la
proposition 4.7 et tel que |[7*a(9A)| > e. On peut trouver une suite de plongements
(ian>n€N* convergeant vers ig et une suite de disques Jyp-holomorphes w,, : (D,0D) —
(M, L,,,), telle que pour tout n € N*, 0 < w([u,]) < K, et |7*a,(0[u;])| > €. Par
la proposition 4.4, il existe une courbe stable, que 'on note u, formée de disques
Jo-holomorphes & bord dans Ly, et de sphéres Jy-holomorphes. Toujours par la
proposition 4.4, cette limite satisfait :

[np([u]) = w([u))| = |7 a(du])| > €.

Comme ap est la section nulle, on a | 7™*ap(9[u]) |= 0. On aboutit & une contradic-
tion. [
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4.2 Homologie de Floer dans le cas presque mono-
tone

Dans cette partie, nous définissons I’homologie de Floer Lagrangienne dans le
cas presque monotone. Nous présentons les deux descriptions du complexe de Floer
définies au chapitre 4.12, adaptées au contexte presque monotone. Il y a deux dif-
férences principales par rapport au cas monotone. Premiérement, nous n’avons pas
réussi a définir le complexe de Floer pour une isotopie Hamiltonienne quelconque,
mais seulement lorsque celle-ci provient d’une isotopie Lagrangienne définie par une
fonction de Morse "petite", comme dans la section 4.6 sur les suites spectrales.
Et deuxiémement, I'espace des trajectoires permettant de définir la différentielle
de Floer, que ce soit celles vérifiant I’équation de Cauchy-Riemann ou I’équation
de Floer, est restreint aux trajectoires dont 'aire symplectique est bornée par une
constante fixée. Ces deux hypothéses vont nous permettre d’appliquer les résultats
présentés dans la partie 4.1.

4.2.1 Le complexe de Floer

On fixe des constantes ¢ > 0 et K > 0. Soit Ly < M une sous-variété Lagran-
gienne monotone de constante de monotonie 1 et dont le nombre de Maslov Ny, est
supérieur ou égal a 2. On considére une sous-variété Lagrangienne presque monotone
L — M appartenant a un voisinage N(Lg; Jo, K) de Lo provenant du lemme 4.6
que nous rappelons :

Lemme 4.6 (Ngo). Soit Ly — M une sous-variété Lagrangienne monotone telle
que N, > 2. Pour tous K > 0 et Jy € J.(M,w), il existe un voisinage N'(Lg; Jo, K)
de Ly tel que pour tout L € N'(Lg; Jo, K) et tout disque Jo-holomorphe non-constant,
u:(D,0D)— (M,L), on a:

wu) < K = p(u) > 2.
Soit f une fonction de Morse sur L. On la choisit suffisamment C%-petite afin
que, d’une part, 'isotopie Lagrangienne qu’elle définit :
¢u(L) ={(q.tdyf) |q€ L} CT"L, te€l0,1],
reste dans un voisinage de Weinstein U(L) de L, et d’autre part :

Pour tout point critique = de f, on note ind(x) son indice de Morse. Soit H :
M x [0,1] — R une fonction Hamiltonienne sur M, dont le flot Hamiltonien cor-
respondant prolonge cette isotopie Lagrangienne. Les points d’intersections de L et
L1 = ¢1(L) sont les points critiques de f. En reprenant les notations de la section
2.1, on définit les deux versions du complexe de Floer dans le cas presque monotone.
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Complexe de Floer pour 1’équation de Cauchy-Riemann

On considére ’espace
My (L, L; K) ={ue My (L, L) | E(u) < K}.

Pour tous points critiques z et y de f, on définit :
Moy (2, K) = du e My (L, Ly k) | mseti(s ) =2 1
ooy R T

Ces espaces vérifient la proposition 2.2, en effet, cette proposition est vraie pour un
couple de sous-variétés Lagrangiennes quelconque, on a donc :

Proposition 4.8 (A.Floer [22]; Y-G.Oh [36]). Pour tous z,y € LN Ly, on a :

Mo (L, LK) = ) M,y K).

z,yeLNLy

Il eziste un ensemble dense de structure réguliere de J.(M,w) que l’on note J (L, Ly)
i.e pour tout Jy € J(L,Ly), Uopérateur linéarisé de Cauchy-Riemann D3y, (u)
est surjectif pour tout u € My, (x,y; K). En particulier, telle que pour tout Jy €
J(L, Ly), Uespace M, (x,y; K) est une variété lisse dont la dimension est donnée
par Uindice de Maslov-Viterbo p,(x,y) en un point u € My, (z,y; K).

Soit Ly, (z,y; K), I'espace défini par Iaction de R sur M, (z,y; K) :
LJo(ajv Y3 K) = MJo(ma Y3 K)/R

On note Mf}o (r,y; K) et £§0 (x,y; K), les composantes de dimension k de M j,(x, y; K)
et Lj,(z,y; K) respectivement.
Le complexe de Floer Lagrangien est définit par :

CF(L, Ly; Jo, K) = (Z(Crit(f)), d"),

avec pour tout x € LN Ly :

d(z) = Y #LY (2,4 K) - y.

yeLNLy

Complexe de Floer pour I’équation de Floer

Pour la version alternative du complexe de Floer, on considére le sous-espace des
trajectoires de M(H, Jy) (défini au paragraphe 2.1.2) dont I’énergie est bornée par
K

M(H7 JO,K) = {ﬁ’ € M<H7 JO) | E(ﬁ’) < K}7
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et pour tous points critiques x et y de f :

lim_ o, ') —
MJo(xay;[_LK):{UEMJO(I—LJO;K)| 11$+ Zgz ;Z:yp }

La proposition 2.8 s’applique dans le cas presque monotone, en effet la preuve présen-
tée au chapitre 9 de [4], est valable pour des sous-variétés Lagrangiennes quelconques,
d’otu :

Proposition 4.9. Pour tous x,y € Crit(f), on a :
MH, J:K)= | My(zyHK).
z,y€Crit(f)

Si Jo € J(M,w) est une structure compleze réguliére, l'espace M j,(z,y; K) est une
variété lisse.

Soit Ly, (z,y; H, K), l'espace défini par I'action de R sur M (x,y; H, K) :
LJO(LC,y; H7K) = MJO(CC,Z/; H7 K)/R

On note Mﬁo(x,y; H K), et Eﬁo(:c,y;H, K), les composantes de dimension k de
M (x,y; H,K) et L;,(z,y; H, K) respectivement.
Une version alternative du complexe de Floer est donnée par :

CF(H7 Jo, K) = (Z2<Crit(f)>7 dH)7
avec pour tout z € Crit(f) :
d(x) = Y L) (x,y; H K) -y,
yeCrit(f)

La proposition 2.10 s’applique également dans notre cas, en effet la preuve repose
sur un calcul qui ne dépend pas des propriétés de la sous-variété Lagrangienne
considérée. On a donc :

Proposition 4.10. Soit J € J.(M,w) une structure presque complexe et H une
fonction Hamiltonienne sur M définissant le flot (¢f1). L’application

a(&t) = U(S,t) = 925{{ (a(&t)) )

conserve l’énergie, i.e (i) = E(u). De plus, elle définit une bijection entre M(H, Jy)
et My (L, Ly), ot Jy = (gbfl)* Jo (gbfl);l En particulier, elle définit une bijection
entre My, (x,y; H, K) et M j;(x,y; K), pour tous v,y € LN A (L).

Remarque 4.11. Comme nous ’avons indiqué en introduction du Chapitre 4, les
structures presque complexes peuvent dépendre du temps, mais on 'omet dans la
notation.
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On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.12. L’application x — ¢ (x) définit un isomorphisme de complezes
entre CF(H, Jy: K) et CF(L, Ly; Jj), K).

Ces complexes définissent donc la méme homologie. On pourra donc, comme
dans le cas monotone, utiliser alternativement I'un ou 'autre de ces complexes.

Indice de Maslov-Viterbo

Soit u une bande Jy-holomorphe de M, (x,y; K). Si u reste dans le voisinage
U(L), son indice de Maslov-Viterbo est u,(z,y) = ind(z) — ind(y) (proposition 5,
[41]) et son aire symplectique est w(u) = f(y) — f(z) (lemme 4.2, [39]).

Siusort de U(L), on considére la bande ¢, appartenant a ¢(L) = {(¢,td,f) | ¢ € L} C
T*L, t € [0,1], dont le bord est défini par u(-,1) et ¢;'(u(-,1)). En collant les
bandes u et ¢,, on obtient un disque D, & bord sur L. Ce disque vérifie la proposi-
tion suivante :

Proposition 4.13. Pour toutes constantes € > 0 et K > 0, il existe un voisinage
V(Lo; Jo, e, K) de Lg tel que pour tout L € V(Lg; Jo, e, K), il existe une fonction de
Morse f: L — R vérifiant les hypothéses sutvantes :

a. ¢(L) = {(q,td,f) |qe L} C T*L, t € [0,1], reste dans un voisinage de

Weinstein U(L) de L;
€

b. supeo | f| < T
et telle que pour tous x,y € Crit(f), toute bande Jo-holomorphe u € My, (z,y; K),
sortant du voisinage de Weinstein U(L), le disque D, : (D,0D) — (M, L), obtenu
en collant les bandes u et c,, vérifie :

{ w(Dy) >0
w(Dy) =227

Démonstration. 1. w(D,) > 0. Par définition de D,, on a :
w(Dy) = w(u) + w(cy), (4.6)

avec w(c,) = f(y) — f(z). Dans la proposition 4.1 de [39], Y-G.Oh donne une mino-
ration uniforme strictement positive de I'aire symplectique des bandes holomorphes
sortant du voisinage de Weinstein de L. Ce résultat est vrai dans le cas général ou
L est une sous-variété Lagrangienne compacte, non nécessairement monotone. Il est
donc applicable dans notre cas. Notons mj; > 0 le minorant, on peut choisir au
départ la constante e suffisamment petite telle que

lw(cu)| < 2sup f < g << myp,.

De I’égalité 4.6, on déduit alors que w(D,) > 0.
2. u(Dy) > 2. On raisonne par I'absurde : supposons qu’il existe des constantes
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e >0, et K > 0, telles que pour tout voisinage V(L) de Ly, il existe L, € V(L)
telle que pour toute fonction de Morse f sur L, vérifiant les hypothéses a. et b. de
la proposition 4.13, il existe z,y € Crit(f) et u € My, (z,y; K) sortant de U(L,)
telles que :

1(Dy) < 2.

Il existe donc une suite de plongements i,,, : L,, — M convergeant vers ig : Lo — M,
une suite de fonctions de Morse f, convergeant vers 0 et une suite de bandes Jy-
holomorphes u,, € M j, (2, yn; K) sortant des voisinages de Weinstein U(L,,, ), donc
non-constantes, telles que pu(D,,) < 2. On considére une suite de fonctions Hamil-
toniennes H,, : M x [0,1] — R convergeant vers 0, telle que pour tout n, le flot
Hamiltonien correspondant a H,, prolonge 'isotopie Lagrangienne définie par df,,.
Pour tout n, u, s’identifie par la proposition 4.10 & un disque de Floer, u,, ap-
partenant a L'espace My, (T, Yn; Hn, K). On a ,(s,t) = ¢; ' (un(s,t)), donc en
particulier, u(-,0) = 4,(-,0). Par définition de la bande ¢, , on a

Cu (+,0) = @1 (tn(+ 1)) = (-, 1).

On en déduit que les disques D,,, et i, ont le méme bord. Ils sont méme homotopes.
En effet, on définit une homotopie entre ces deux disques comme suit :

VA€ [0,1],  Diy:(s,t) = upa(s,t) Ucpn,

Ol U A (8,1) = ¢y, (un(s,t) et ¢,z est la bande appartenant a (9¢(L)) ey € T7L,
dont le bord est défini par u, (-, 1) et ¢7 " (unr(-,1)).

Ces disques ont donc le méme indice de Maslov, u(t,) = u(D,,) < 2. Quitte
a prendre une sous-suite, on peut supposer qu’il existe un entier I < 2 tel que
p(ty,) < I pour tout n.

Les éléments de la suite (u,), sont des disques de Floer non-constants, d’énergie
uniformément bornée, d’indice de Maslov majoré par I et dont la suite de fonctions
Hamiltoniennes correspondante tend vers 0. Par la remarque 4.5, la proposition
4.4 s’applique dans ce cas. Il existe donc une courbe stable formée de disques Jy-
holomorphes vy, --- v, a bord dans Ly, dont au moins un est non-constant, et de
sphéres Jy-holomorphes wy, - - -, w; telle que :

D p(v) + ) 2L, (wy) < T <2,

On a )  w(v) = Y ,E(vy) > 0, car au moins I'un des disques Jyo-holomorphes
vy, -+ , v, est non-constant. Comme L, est monotone et N, > 2, ona y_. pu(v;) > 2.
D’autre part, > w(w;) = >, E(w;) > 0, donc Y _; 21, (w;) > 0 par la propriété de
monotonie de M. Finalement on a :

Z M(Ui) + Z 2]Cl (wj) > 2.
7 J
On aboutit & une contradiction. OJ
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On peut exprimer l'indice de Maslov-Viterbo de u :

:uu(x7y) = M(Du) - ,U/cu(x7y)'

L’indice de Maslov de D, est un multiple strictement positif de N, d’aprés la
proposition 4.13. Comme c, est contenue dans U (L), on a p., (z,y) = ind(z)—ind(y),
d’aprés le résultat de [41] cité ci dessus. Par conséquent :

pu(,y) = KNy — (ind(z) — ind(y)),
avec k € N\ {0}.

Propriété de "presque monotonie" de D,

Le disque D, bien qu’il ne soit pas forcément Jy-holomorphe, satisfait une pro-
priété de "presque monotonie" semblable au lemme 4.7 de F.Ngo6 :

Lemme 4.14. Pour tous € > 0 et K > 0, il existe un voisinage V(Lo; Jo, e, K) de
Ly, tel que pour tout L € V(Ly; Jo, e, K), il existe une fonction de Morse f : L — R
vérifiant les hypothéses suivantes :
a. (L) = {(q,tdyf) | g€ L} C T*L, t € [0,1], reste dans un voisinage de
Weinstein U(L) de L;

IS
b. Supco |f‘ < 17

et telle pour toute bande Jo-holomorphe u € Mﬁo(x,y; K) (pour un certain k > 0),
sortant du voisinage de Weinstein U(L), le disque D, : (D,0D) — (M, L), obtenu

en collant les bandes u et c,, vérifie :
w(Dy) — np(Dy)| < e

Démonstration. On raisonne par ’absurde : supposons qu’il existe des constantes
e >0, et K > 0, telles que pour tout voisinage V(L) de Ly, il existe L, € V(L)
telle que pour toute fonction de Morse f sur L, vérifiant les hypothéses a. et b. de
la proposition 4.13, il existe z,y € Crit(f) et u € M% (z,y; K) sortant de U(La)
telles que :

w(Dy) — nu(Dy)| > €.

Il existe donc une suite de plongements i,,, : L,, — M convergeant vers iy : Lo — M,
une suite de fonctions de Morse f, convergeant vers 0 et une suite de bandes Jy-
holomorphes u,, € ./\/lf“,0 (@, Yn; K) sortant du voisinage de Weinstein U(L,, ), donc
non-constantes, telles que :

’w(‘Dun> - T]/’L(Dun) >

€.

Pour tout n, u,, s’identifie par la proposition 4.10 a un disque de Floer u,, appartenant
a lespace My, (zn, Yn; Hp, K), tel que E(u,) = F(u,). On a donc :

E(t,) = w(um)
= w(Dy,) —w(cy,).
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Comme expliqué dans la démonstration de la proposition 4.13, les disques D, et
1, ont le méme indice de Maslov :

pi(tn) = p(Dy,) = i, (2, y) + ind(y) — ind(z).
La bande u,, appartient & Mf}o (T, Yn; K), on a done p,(x,y) =k, d’ou :
0 < p(t,) <k+n+1

L’indice de Maslov des disques 1, est bornée, on peut donc, quitte a prendre une
sous-suite, supposer que cet indice est constant égal a I. De plus, pour tout n, on

a
|E(ty) — nu(t,)| = |W(Dun) —np(Dy,) — w(cy,)|
> |W(D€un) — (D, )| = w(cu, )
> -z
= 5
D’ou,

|limsup E(a,) —nl| > g >0
n—oo

Les éléments de la suite (u,), sont des disques de Floer non-constants, d’énergie

uniformément bornée par K, d’indice de Maslov constant égal & I et dont la suite de

fonctions Hamiltoniennes correspondante tend vers 0. Par la remarque 4.5, la propo-

sition 4.4 s’applique dans ce cas. Il existe donc une courbe stable formée de disques

Jo-holomorphes vy, --- , v, & bord dans Ly, dont au moins un est non-constant, et de
sphéres Jy-holomorphes wy, - -- , ws telle que :

limsup E(u,) = E(v;) + E(w;),
et :

=3 u(w) + 3 2L (wy).

Les courbes vy,--- , v, et wy, - ,ws sont Jy-holomorphes donc leur énergie et aire
symplectique sont confondues et comme M et Ly sont monotones on obtient :
| limsup, o E(n) —nl| = |3, E(vi) + >, E(w;) — nl|
= 0.
On aboutit a une contradiction. O]

Remarque 4.15. On considére un voisinage W(Lg; Jo, e, K) de Lg, inclus dans
I'intersection de voisinages suivants :

N(LOa J07 K) ﬂU(ng,K) N V(LUa ‘]07€>K)7

ol
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— N{(Lg; Jo, K) est le voisinage apparaissant dans le lemme 4.6,
— U(Lyg; e, K) est le voisinage apparaissant dans la proposition 4.7,
— V(Lo; Jo, &, K) est le voisinage apparaissant dans le lemme 4.14.

Dans la démonstration de la proposition 4.14, on a montré comme étape inter-
médiaire le lemme suivant :

Lemme 4.16. St L appartient au voisinage défini a la proposition 4.14, alors pour
tous x,y € Crit(f) et tout disque de Floer i € My, (x,y; H,K) on a :

|E(a) — nu(a)] <e.

Ce lemme sera utile dans la démounstration de 'invariance a la section 4.3.

4.2.2 Preuve de 'identité dod =0

Théoréme 4.17 (Ngo - théoréme 6.1.1 [33]). Soit Ly — (M,w) une sous-variété
Lagrangienne monotone. On note n > 0 sa constante de monotonie. Pour toute
structure presque complexze réguliere Jo € JToyeq(M,w), pour tous ¢ > 0 et K >
2n(n 4+ 1) + 3¢, il existe un voisinage W(Lo; Jo, €, K) de Lg tel que :

dod=0.

Démonstration. Soit L une sous-variété Lagrangienne presque monotone apparte-
nant au voisinage W(Lo; Jo, €, K), défini dans la remarque 4.15.

Pour prouver que d? = 0, il y a trois étapes :

— Compacité de I'espace LY (z,y; K).

— Compactification de la composante de dimension 1 de L} (x,y; K), notée

LY (x,y; K).

— Recollement.
Pour les deux premiéres étapes, on reprend la preuve de Y-G.Oh dans [36] et [38],
en insistant sur les points ot la monotonie est utilisée, et alors on va adapter ses
arguments dans notre cas.
On va donc s’intéresser au comportement d’une suite dans les espaces L£9(z,y; K)
et L} (z,y; K). Si tous les éléments d’une telle suite ont une énergie strictement
inférieure & K, ce n’est, a priori, pas le cas pour sa limite (4 sous-suite prés). En
effet, a la limite, la borne K pourrait étre atteinte. Néanmoins, pour les espaces
considérés, I'indice de Maslov-Viterbo de leurs éléments est borné, ce qui permet la
conservation de l'inégalité stricte. On a alors le résultat suivant :

Lemme 4.18. Si u est un élément de L (x,y) ou L] (x,y), alors E(u) < K.

Démonstration. Soient u € E},O (z,y) et D, le disque a bord sur L correspondant.
Par le lemme 4.14 on a :
w(Du) = (D) <e.
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De plus,
= py(x,y) +ind(z) — ind(y)
< 1+n.
On en déduit :
Eu) =w(u) = w(D,)—w(c,)

£
< nu(Dy) +e+ 3

3e
< 77(n—|—1)+7
< K.

On obtient par le méme raisonnement que tout élément u de L9 (x,y) satisfait
E(u) < K. O

Par ce lemme, la condition F(u) < K des bandes holomorphes considérées est
donc automatique.

Compacité

La proposition 3.7 de [36], qui décrit le comportement des suites dans les espaces
de trajectoires My, (z,y; K), est également vraie pour des sous-variétés Lagran-
giennes non monotones, on a donc :

Proposition 4.19. Pour toute suite (uy)nen de My, (z,y; K), d’indice de Maslov-
Viterbo I constant, il existe une sous-suite de (u,)nen convergeant vers une appli-
cation (u,v,w) ot u est une trajectoire brisée avec k composantes, pour un certain
k >0, v est une collection de disques Jo-holomorphes a bord sur L ou Ly, et w est
une collection de de sphéres Jy-holomorphes, vérifiant :

k

I= Z indice(u’) + Z p(v?) + 2 Z I, (wh) (4.7)
j ¢

=1

lim sup w(uy,) = Zw(ui) + Zw(vj) + Zw(wg) (4.8)
j ¢

Dans le cas on la structure presque complexe Jy dépend du temps, notons la Jy(t),
les éléments limites qui apparaissent dans cette proposition sont pseudoholomorphes

pour un certain Jy(t) a t fixé. Par abus de notation on note la structure simplement
Jo.

Remarque 4.20. Faisons quelques remarques sur les termes apparaissant dans
I'équation (4.7). Tout d’abord, pour w # 0, la variété M étant monotone, on a
I, (w*) > 0 pour tout ¢ donc :

2> I, (w) >2. (4.9)
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Deuxiémement, pour v # (), 'équation (4.8) nous donne I'inégalité Zj w!) < K,
donc par le lemme 4.6 :

Zu(w) > 2. (4.10)

Compacité de P’espace LI (z,y; K).

Proposition 4.21. Pour tous points critiques x ety de f, [’espace Ego(x,y; K) est
une variété compacte de dimension 0.

Démonstration de la proposition 4.21. On considére une suite de bandes Jy-holomorphes
(tUn)nen dans M} (z,y), d’indice constant [ = 1.

Si x # y, la trajectoire brisée u ne peut pas étre vide. De plus, les équations (4.9) et
(4.10) impliquent que v et w sont vides, sinon on aurait I > 3 ce qui est impossible.

Si x = vy, il est possible que v = (). Mais si v ou w sont non-vides, on obtient I > 2,
contradiction. Par conséquent, u # 0, v = () et w = (). De plus, comme [ = 1 il ne
peut y avoir de brisure. O]

Compacité de ’espace E_},O(x, y; K).  On considére une suite de bandes Jy-holomorphes
(un)nen dans M3, (z,y; K), d’indice constant I = 2.

Si z # y, on utilise le méme argument que le paragraphe précédent.

Si z = y il existe plusieurs sous-cas :

u=0, v=0, w={w} avec I, (w)=1.

Cette possibilité est exclue, et argument utilisé par Y-G.Oh (p.971 de [36]) ne fait
pas intervenir la monotonie. On suit donc sa démonstration. On considére I’ensemble
des familles de sphéres Jy-holomorphes paramétrées dont la premiére classe de Chern
est égale a 1:

M(S%, Ty 1) = {w: 8% = M | pw =0 : I, (w) = 1},

Pour un choix de Jy réguliére, M(S? Jy, 1) est une variété de dimension 2n + 2
(théoréme 1.3.2 de [32]).
On considére 'image de 'application d’évaluation :

ev: M(S? Jy,1) x S?/PSL(2,C) — M
(w, 2) = w(z)

oll 'action de reparamétrisation par le groupe PSL(2,C) est (wo ™1 1(z)). On a
dim(M(S?, Jo, 1) x S*/PSL(2,C) = 2n — 2.

Or dim M = 2n, par conséquent pour un choix générique d’un point x € M, l'in-
tersection ev—!(x) N M(S?, Jy, 1) x S2/PSL(2,C) est vide. Il ne passe donc aucune
sphére Jyp-holomorphe par le point x.
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u=0, v={v} avec pu(v) =2, w=090.

Pour Nj, > 3, ce cas est impossible.
Pour N = 2, ce cas ne peut pas étre exclu. Le cas N, = 2 sera traité a part et plus
en détail par la suite.

Recollement

Dans cette étape, on montre que pour toutes bandes Jy-holomorphes u € L'?,O (z,2; K)
et v € E(}O(z,y; K), la trajectoire brisée correspondante, u#v, appartient au bord
de Eljo(x, y; K), i.e elle correspond a I'extrémité d’un chemin de £} (x,y; K). En ne
tenant pas compte de la contrainte sur ’énergie, I'existence de ce chemin résulte de
la proposition 4.1 de [22]. Méme si les éléments de L} (z,y; K) ont, par le lemme
4.18, automatiquement une aire sympléctique strictement inférieure a K, cela n’est
pas forcément vrai pour u#v. On doit donc s’assurer que w(u#v) < K. Pour cela,
on adapte argument utilisé par F.Ngo dans [33].

Tout d’abord, par définition du voisinage W(Lo; Jo, €, K), (remarque 4.15) auquel
appartient L, si u et v sortent du voisinage de Weinstein U(L), les disques corres-
pondants, respectivement D,, et D,, satisfont le lemme 4.14, i.e :

w(Du) = np(Du)| <,

et
w(Dy) = nu(Dy)| < e
Par ailleurs, on a :
#(Dy) = pu(r,2) + ind(z) —ind(z)

1 +ind(x) — ind(z)
1+n.

IA

De méme, u(D,) < 1+n. D’ou :

wu#v) = w(u)+w(v)

w(Dy) + w(Dy) —w(ey) — w(cg)
(D) + €+ (D) + € + 25
2n(n+1) +2e+¢

2n(n+1) + 3¢

K.

AN A

Si 'une ou les deux bandes Jy-holomorphes u et v restent dans U (L), alors, w(D,,) =
0 et/ou w(D,) = 0, et I'inégalité précédente reste vraie.
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Le cas N;, =2

Pour N, = 2, si x # y, les étapes précédentes de compacité et de recollement
sont vraies. Le probléme se pose lorsque x = y. En effet, il y a dans ce cas un
défaut de compacité de I'espace E_}JO (z,z; K), lié a 'apparition possible de disques
Jo-holomorphes & bord sur L ou L et d’indice de Maslov 2. Intéressons-nous d’un
peu plus prés a ces disques. On suit ici 'argument de [15]. Considérerons I’espace :

aﬂl =0
Plaek =4 v (D,0D) = (M, L)| p(v) =2
wv) < K

Par les résultats de transversalité du chapitre 3 de [32], 73,%7 J, est une variét¢ de
dimension n + 2, & condition que tout disque v € P%,JO,K soit simple, i.e tel que
I'ensemble des z € D satisfaisant :

dv(z) # 0, v (v(2)) = {z}.

est dense. Ceci est garanti par le théoréme de décomposition de Lazzarini [29] com-
biné au lemme 4.6. En effet, étant donné un disque v € 73%7J(]7K, par le théoréme
de décomposition de Lazzarini, v peut s’écrire comme une combinaison linéaire de
disques Jy-holomorphes simples a bord sur L. Par le lemme 4.6, ces disques ont tous
un indice de Maslov supérieur ou égal a 2. Or, u(v) = 2. Cette combinaison linéaire
est donc réduite & un seul disque égal & v, d’olt v est simple.

Par ailleurs, le lemme 4.6 garantit la compacité de 73%7(]07[(. Donc, la pré-image, par
I’application d’évaluation

ev: P}k xS /PSL(2,R) — L,

d’un élément x € L, correspond & I'ensemble des disques Jy-holomorphes non para-
métrés a bord sur L et d’indice de Maslov égal a 2. La variété P7 ; , xS'/PSL(2,R)
est de dimension n, donc¢ pour un choix générique de z, ev™!(z) est fini et son car-
dinal mod 2 ne depend pas de x. Suivant la notation de [38], on note ce nombre
P2 € Zs.

L’autre espace de disques a considérer est :

3]1) =0
Prisox =3 v:(D,0D) = (M,Ly) | p(v) =2
w(v) < K

Comme L, est I'image de L par une isotopie Hamiltonienne ¢, définie au début de la
section 4.2.1, il n’est pas difficile de montrer qu’elle induit une bijection entre PEMIO’K
et 772(}3*_1‘]0’}(. On considere W(Jy; e, K) C Jereg(M,w), un voisinage de Jy défini tel
que pour tout J € W(Jy;e, K), on a L € W(Lo; Jo, e, K). On peut choisir f assez
petite telle que ¢ '.Jy reste dans W(Jy; €, K). On peut donc utiliser le raisonnement
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précédent pour montrer que P? est une variété compacte de dimension n+ 2.

Ly ' Jo,K
De plus, pour un choix générique de x, sa pré-image par ’application d’évaluation :

evi i P} 1 X S'/PSL(2,R) — L,
est finie et son cardinal mod 2 ne dépend pas de x, on note ce nombre (IJ%I € Zs.
Soit Jreg(Jo, @5 1 Jo) espace des homotopies lisses de structures presque complexes

réguliéres reliant Jy & ¢, 1Jy. On définit
W i (Jo; Jo, &1 Jo) = W(Jos €, K) N Treg(Jo, 65 o).
Soit {JA},\G[OJ] une homotopie dans W. x (Jo; Jo, ¢5*Jo), on considére Pespace
Ri ik = 10,2 [0 <A<, (v,2) € P} s o x S/PSL(2,R)}.

Par une preuve similaire & celle du théoréme 3.1.8 de [32|, cet espace définit un
cobordisme entre P} ;  x S'/PSL(2,R) et PZQi);lJO’K x S'/PSL(2,R), donc de
dimension n + 1. On considére ’application d’évaluation :

eve : ’R’%,{JA}MK — L
(Av,2) = w(z)

Puisque ev, est une application entre une variété de dimension n+1 et une variété de
dimension n, pour un choix générique de x € L, sa pré-image par ev, est une variété
de dimension 1 & bord. elle définit donc un cobordisme entre les disques passant par
x de P} 5 x x S'/PSL(2,R) et P? x S'/PSL(2,R). On en déduit que le

L.gi oK
cardinal mod 2 de ces espaces est le méme, i.e 7 = @7 .

Revenons a la démonstration de dod = 0 dans le cas ou Ny, = 2. Nous venons de
voir que les disques qui empéchent la compacité de ’espace E}]O (x,x), sont en nombre
fini. On les rajoute donc a la compactification pour obtenir un espace L} (z, )
compact. De plus, comme dans le cas monotone([38]), chacun de ces disques est le
bord d’un segment dans £} (z, ). L'expression de d o d devient alors :

dod(z) = (97 + 7).

Or @7 = @7 , d'ou dod(x) = 0. O

4.3 Invariance

On a donc prouvé que d od = 0 i.e ’homologie du complexe (C'F,d) est bien
définie, on la note HF(L; Jy, e, K, f). Le but de cette partie est de montrer que
cette homologie ne depend pas du choix de la fonction f et du choix d’une structure
presque complexe réguliére J dans le voisinage W(Jy; e, K) de Jy. Pour cela on
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utilise la seconde description du complexe de Floer (CF’,d’), on suit la preuve de
I'invariance du chapitre 11 de [4] et on 'adapte a notre situation.
Soient f® et f” deux fonctions de Morse sur L vérifiant les hypothéses du début de
la section 4.2.1. On définit une homotopie lisse F reliant f* a f°:

VseR, F*=(1—a(s))f*+als)f

ol « est une fonction plateau :

1s <
a(s):{ 0, sis<0

1, sis>1

Y

Soient H* et H® deux fonctions Hamiltoniennes sur M dont les flots Hamiltoniens
correspondant prolongent les isotopies Lagrangiennes définies par f¢ et f° respec-
tivement. Soit H une homotopie lisse de fonctions Hamiltoniennes sur M de H®
a H®, telle que pour tout s, I'isotopie Hamiltonienne correspondant a H* prolonge
I'isotopie Lagrangienne définie par F'*. Soient J® et J” deux structures presque com-
plexes réguliéres de W(Jy; e, K) et J une homotopie lisse de W. x(Jo; J¢, J?). Plus
précisément, J : R — End(T'M) est choisie telle que pour tout s € [0,1] on a :

J()=J sis<—R

Jo(-)=Jb sis>R
ot R > 1 est une constante arbitraire. On obtient alors une homotopie lisse [' =
(H,J) reliant (H®, J%) a (H®, J").
Le but de cette preuve est de construire un morphisme

o' CF(H", J*, K) = CF(H J* K),
vérifiant les deux propriétés suivantes :

Propriété 4.22. Si on a deux homotopies I'y et I'; reliant (H¢, J%) a (H®, J®), alors
les morphismes ®1° et It coincident en homologie.

Propriété 4.23. Si on a trois couples (H®, J%), (H®, J°) et (H€, J¢) et I, IV et T”
sont trois homotopies reliant (H®, J%) & (H¢, J¢), (H%,J?%) a (H® Jb) et (H®, J°) A
(H¢, J°) respectivement, alors les morphismes O o d et ®' sont homotopes, ils
induisent alors le méme morphisme en homologie.

En effet, si on applique ces résultats pour (H®, J*) = (H¢, J°) et I' = Id, on en
déduit que " et ®I” sont des isomorphismes en homologie, inverse I'un de 'autre.
La preuve de ces deux propriétés repose, comme dans la construction de 'homologie,
sur trois étapes : transversalité, compacité et recollement.

Dans cette partie, nous travaillons avec le complexe de Floer défini a partir de

I'équation de Floer (2.5). On notera u les disques de Floer, au lieu de 4, afin d’alléger
le texte.
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4.3.1 Equation de Floer et espaces des solutions

Etant donnée une homotopie I'* = (H*,J*), on note ¢g° la métrique w(-, J*-) et
on considére I’équation de Floer a paramétres :

o X () =0, (4.11)

Pour x € Crit(f?) et y € Crit(f°), on définit I'espace des solutions de 'équation
(4.11) d’énergie bornée reliant x et y :

u satisfait (4.11) lim_ u(s,:) ==
Mr(z,y; K) =qu:Rx[0,1] = M| w(Rx{0,1})C L ;
Eu) < K limy o u(s,:) =y

Proposition 4.24. Pour tout x € Crit(f?) et y € Crit(f°), 'espace My (z,y; K) est
une variété. De plus, pour k € {0, 1}, la composante de dimension k de Mr(x,y; K),
a laquelle on rajoute les trajectoires brisées pour (H®, J%) et (H®, J°), est compacte.
Le nombre de ces brisures est borné par k.

On note M¥(z,y; K) la composante de dimension k de Mr(z,y; K).

Démonstration. Pour tout x € Crit(f?) et y € Crit(f?), le théoréme 11.1.7 de [4] sur
la transversalité, s’adapte au cas Lagrangien. On en déduit que I'espace Mr(x,y; K)
est une variété.
I’espace
My = | Moy K)uMi(z,y K),
2 ECrit(f9),
yeCrit(fb),

est compact pour la topologie C7y.. La preuve est similaire a celle du théoréme 11.1.4

de [4], et repose sur la remarque 4.5 de la proposition 4.4 pour les disques satisfaisant
I’équation de Floer a parameétres.

En considerant I’espace M%}K, on conclut la preuve de la méme maniére que celles
des théorémes 11.1.10 et 11.1.11 dans [4]. O

4.3.2 Le morphisme ®'.
On définit ®' par :

iz Y #MY(ryK) -y

yeCrit(f¥)

Puisque I'espace Mr(z,y; K) de dimension 0 est compact, ®' est bien défini. L’ap-
plication @' est un morphisme de complexes si et seulement si :

dlod* +dod" =0 (4.12)
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oit d* et d” sont les différentielles des complexes CF(H®, J* K) et CF(H® J° K).
On considére 'espace

HF(xa y) = UzeCrit(fa) [’(}a (:L’, z H, K) X M%(Z, Y; K)
U
UzECrit(f“) /\/l(ll(z” Y; K) X ‘C?]b (I, 2 Hba K)
Il satisfait le lemme suivant :

Lemme 4.25. Les éléments de lp(x,y) sont d’énergie strictement inférieure a K.
Démonstration. Soit z € Crit(f?). Soient u € LY. (z,2; H*, K) et v € M2(z,y; K).
La trajectoire brisée u#tv appartient a LY. (x,z; H*, K) x M%(z,y; K). Montrons
que FE(uf#tv) < K. Les disques u et v satisfont au lemme 4.16 :
|E(u) —nu(u)| < e et [E(v) —nu(v)] <e.
D’autre part :
dimy, Lja(x, 2, H*, K) = p(u) — indge(z) + indge(2) — 1,
et
dim, Mr(z,y; K) = p(v) — indge(2) 4 ind s (y),

ol les notations dim, et dim, signifient que 'on considére la dimension de la com-
posante connexe de L.(x, z; H*, K) et Mr(z,y; K) respectivement, qui contient u
et v respectivement. D’otl :

p(u) = dim, L% (2, z; H*, K) + ind e () — ind s (2)
< 1l+n
et :
p(v) = dim, MY(z,y; K) +indya(2) — ind e (y)
< 0+n
= n.

On peut maintenant conclure :
E(u#v) E(u) + E(v)

nu(u) +e+nu(v) +e

m+e+nn+1)+¢e .

2n(n+1) + 2¢

K

ANVANVANVAR

De la méme maniére, on montre que E(u/#v") < K pour u/#v appartenant a
MO, y; K) x L (2, 2/; H, K). O
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La relation (4.12) signifie que pour tous z et y, I’ensemble des trajectoires brisées
avec une seule brisure, qui peuvent se former entre x et y, défini par II' (x, y), posséde
un nombre pair d’éléments. C’est la conséquence du

Théoréme 4.26. L’espace
Mp(z,y; K) = My (2, y; K) UTlr (2, y),
est une variété compacte de dimension 1 dont le bord est Il (x,y).

Démonstration. Tout d’abord, d’aprés le proposition 4.24, Uespace Mi(x,y; K) est
une variété compacte.

Soit z € Crit(f?). Soient u € LY. (x,2z; H*, K) et v € MY(z,y; K). La trajectoire
brisée u#v appartient a L% (z,z; H*, K) x M%(z,y; K). Le théoréme de recolle-
ment 11.1.6 de [4] garantit I'existence d’un chemin dans M3 (z,y; K) dont l'une des
extrémités est u#v. L'énergie de u#uv est strictement inférieure & K par le lemme

4.25. Le raisonnement est analogue pour une trajectoire brisée u'#v’ appartenant a
MO,y K) x L0,(x, 2 HY, K). =

Remarque 4.27. Si (H®,J*) = (H® J®) et T' = Id, on a :
My (2, y; K) = Ma(2,y: H*, K).

De plus :
u 0 six
MY (z,y: H ,K):{ P Sixig :

d’otu ' = Id.

4.3.3 Preuve de la Propriété 4.22

Etant données deux homotopies Ty et T'; reliant (H¢, J%) a (H®, J"), on souhaite
montrer que les morphismes de complexes, ®'0 et ®I'1 qu’elles définissent, coincident
en homologie. Pour cela, il faut montrer I'existence d’une homotopie de complexes
entre 10 et 1, ¢’est-a-dire, une application

S:CF(H* J* K)— CF(H" J" K),
telle que
Pl — Pl = Sod* +d’o S.

Soit I' = (I'y = (Hx, J1))yep1) une homotopie reliant les homotopies I'g et I'y,
telle que :
1. pour tout X € [0,1], Ty est une homotopie lisse reliant (H?, J*) a (H®, J®),
comme définie au début du paragraphe 4.3;
2. T est constante dans un voisinage de A =0 et A = 1;
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3. il existe un réel R > 0, tel que pour tout A € [0,1] :

[ (H*,J%), sis<—R
a(s) = { (HY, Jb), sis>R

Pour tout A € [0,1], on considére ’équation de Floer a paramétres :

ou ou
R (e
A%

o — BX3(u) =0, (4.13)

et pour tous x € Crit(f?) et y € Crit(f°), on considére I'espace des solutions de
I'équation (4.13) d’énergie bornée reliant x et y :

u satisfait (4.13) lim_ u(s,:) =z
Mp, (z,y; K) =< u:Rx[0,1] - M| w(Rx{0,1}) C L ;
E(u) < K limy o u(s, ") =y

et I’espace :
Mr(z,y; K) = {(A\u) | A€ [0,1];u € Mp, (z,y; K)}.

Le théoréme 11.3.2 de [4] traite d’un espace du type Mr(z,y; K) pour des cylindres
satisfaisant une équation de Floer a paramétres. Dans notre cas, il s’agit de demi-
cylindres dont les extrémités sont réduits aux points = et y. Ce théoréme se montre
alors de maniére analogue, et on peut donc dire que, modulo une petite pertur-
bation de H, I'espace Mr(z,y; K) est une variété a bord dont la dimension d’une
composante contenant un élément u est :

p(u) +ind(y) — ind(x) + 1,
et le bord est
OMr(z,y; K) = ({0} x Mpy(z,y; K)) U ({1} x M, (z,y; K)).
La formule de la dimension est similaire a celle déja vue dans le texte, mais on
rajoute 1 a cause du paramétre \.
Compacité des espaces Mr(z,y; K)

Soient x et y des points critiques de f¢ et f° respectivement. On considére I'espace
[Ir(z,y), des trajectoires brisées :

Ir(z,9) = U.comgo LY (z,2; H*, K) x MX(2,y; K)
U

Uz’ecm(fb) MIQ(I7 2 K) X Egb (Z/, Y; Hb7 K)

Cet espace vérifie le lemme suivant :
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Lemme 4.28. Les éléments de lp(x,y) sont d’énergie strictement inférieure a K.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme 4.25.

m
Les espaces Mr(z,y; K) vérifient le théoréme de compacité suivant :

Théoréme 4.29. Soient x et y des points critiques de @ et f° respectivement.
(1.) M%(z,y; K) est une variété compacte.
(2.) L’espace )
Mi(z,y; K) = Myp(z,y; K) UTIr (2, y),

est une variélé compacte de dimension 1 dont le bord est

Démonstration. Soient x € Crit(f*) et x € Crit(f®), on considére I'espace :

M= | Moy K) M,y K).
zeCrit(f%),

yeCrit(fb),

C’est une variété compacte pour la topologie Cpr. Ce résultat se démontre de ma-

niére analogue a la proposition 4.24. On peut donc appliquer ’analogue du théoréme
11.3.10 de [4] (voir aussi [17]), qui donne la compacité des espaces ME(z,y; K), avec
k € {0, 1}, en leur ajoutant les trajectoires brisées, ayant un nombre de brisures in-
férieur & k, pour (H®, J?) et (H®, J?).

(1.) Pour les variétés ML (z, y; K), il ne peut y avoir de trajectoires brisées d’otl
la compacité.

(2.) On déduit également de ce qui précéde, que Mi(z,y; K) est une variété
compacte de dimension 1. Par I'analogue du théoréme 11.3.2 de [4], on sait que
I’espace

{0} x My, (2, y; K) U {1} x My, (2,y; K)

appartient au bord de cette variété. Il nous reste a montrer qu’il en est de méme
pour IIp(z, ). Soit z un point critique de f°. Soient u € LY. (z, 2; H*, K) et (\,v) €
ML(z,y; K). On considére la trajectoire brisée u#£(\, v). D’apreés le théoréme 11.3.14
de [4], il existe un chemin dans M1 (x,y; K), dont I'une des extrémités est u#(\, v)
et par le lemme 4.28, cette trajectoire a une énergie strictement inférieure & K. [

0
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Définition de I’homotopie S

On définit une application
S:CF(H* J* K)— CF(H" J" K),
telle que pour tout générateur x € Crit(f?) :
S(x)= Y #HMi(x,y;K)- y.
yeCrit(f¥)

Cette application est bien définie car MY(x,y; K) est une variété compacte de di-
mension 0, donc constituée d’un ensemble fini de points. On rappelle que 1'on veut
montrer ’égalité :

Pl — M = Sod*+d’oS.

On commence par calculer le membre de droite. Soit x € Crit(f*) :

Sod* +d° o S(x)

= SZzECrit(f“) #2£9“<x7 2 Hau K) "R

+ Yoy FME (2, 2 K) - 2
=2 ety 2ozecrin(fe) 72L0a (2, 2 HY K)o M (2,55 K) -y
+ ZyGCrit(fb) Zz’ecm(fb) #2'/\/1%(‘%7 Z/; K)#2£3b (2,7 Y; Hb? K) Y

= Zyecm(fb) #QHF(xa y) Y.
On calcule le membre de gauche :

O - = N MY (1 K)oy — Y MY (5 K) -y

yeCrit(£b) yECrit(fb)
Par le théoréme 4.29,
I (z,y) U ({0} x M (2,5 K)) U ({1} x M}, (z,y; K))

est le bord d’une variété compacte de dimension 1, ¢’est donc un ensemble formé
d’un nombre pair d’¢léments. En considérant le cardinal modulo 2 de ces espaces,
on a :

#oIlr (2, y) = #2 MY (2, y; K) — #2 MY (2, y; K).

On en déduit alors ’égalité voulue :

Ol —plo = So0d*+d"0 9.
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4.3.4 Preuve de la Propriété 4.23

Soient IV = (H', J') et T = (H”, J") deux homotopies reliant (H¢, J*) a (H®, J®)
et (H®, Jb) a (H¢, J¢). On choisit ces homotopies comme au début du paragraphe 4.3.
On rappelle que ces homotopies sont stationnaires pour |s| > R pour une certaine
constante R > 0 fixée. On souhaite construire une homotopie I" reliant (H*, J*) &
(H¢, J¢) et telle que le morphisme de complexes correspondant, ®'', coincident en
homologie avec &I o ¢!
Pour tout p > R, on définit I'homotopie I', = (H,, J,) par :

_ [ H'(s+pt,p), sis<0
H,O(S7t’p)_{ H//<S_p7t7p)7 SiSZO ’

et
_f J(s+p,p), sis<0
JP(Svp) - { J”(S _ p,p)7 sis 2 0

Cette homotopie est une concaténation de I'V et I'. D’aprés le lemme 11.5.1, & une
perturbation prés de I et I, 'homotopie I', est réguliére, i.e les espaces sont des
variétés. On peut alors définir un morphisme de complexes ®'» comme au paragraphe
4.3.2. D’apreés la Propriété 4.22; les homotopies perturbées de IV et I définissent
des morphismes de complexes isomorphes en homologie, on peut donc garder ces
deux homotopies pour la suite.

Le but est de montrer qu'il existe un réel p > R pour lequel &7 o ®I" et Pr»
coincident. Soit z € Crit(f?) et y € Crit(f¢). D’une part, on a :

o0 (@)= D ) HeMh(z, 2 K) M (2,5 K) - y.

YECTit(f) zecrit(fb)

D’autre part :

Or(z)= > M) (v,y K)-y.
yECrit(f°)
I suffit donc de montrer que les espaces My, (z, 25 K) x MR (2, y; K) et M}, (2, y; K)
sont en bijection. Autrement dit, définir une application :

Xp - M%/(I’,Z7K) X M%H(Z,y; K) — M%p(l’,y, K)

qui soit injective et surjective pour des valeurs assez grandes de p.

Soient (u,v) € M (x,2; K) x M%(z,y; K). L'image de (u,v) par x, est définie
par un processus de recollement similaire & celui utilisé dans la partie 11.3.d de [4].
De plus, comme on I'a vu dans la démonstration du lemme 4.25, I’énergie de la
trajectoire, obtenue ainsi par recollement, est également strictement inférieure a K.
On en déduit donc que x,(u,v) appartient a l’espace /\/l%p (x,y; K). La preuve de
Iinjectivité et de la surjectivité de y, est similaire a celle de [4](paragraphe 11.5).
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4.4 Homologie de Floer relevée dans le cas presque
monotone

Dans cette partie nous allons définir ’homologie de Floer relevée pour les sous-
variétés Lagrangiennes presque monotones. Comme nous l'avons vu dans la section
2.2, pour un revétement donné, le complexe de Floer relevé se définit en relevant les
éléments du complexe classique. Donc les arguments de compacité et de recollement
permettant de prouver que ce complexe est bien défini et ou la propriété de mono-
tonie de la Lagrangienne considérée intervient, découlent du cas presque monotone
classique. Par conséquent, a partir du moment ot le complexe de Floer classique
est bien défini dans le cas presque monotone, la définition du complexe relevé en
découle et il se définit alors de maniére similaire au cas monotone. Autrement dit, il
n’y a pas de difficulté spécifique cas presque monotone pour définir 'homologie de
Floer relevée.

4.4.1 Complexe de Floer relevé

On se place dans le méme contexte que la section 4.2.1. Soit Ly < M une sous-
variété Lagrangienne monotone de constante de monotonie 7 et dont le nombre de
Maslov Np, est supérieur ou égal & 2. On fixe des constantes € > 0, et K > 2n(n +
1) 4+ 3e. On considére une sous-variété Lagrangienne presque monotone L — M,
appartenant a un voisinage W(Lo; Jo, €, K) de Ly comme défini au théoréme 4.17.
On fixe un revétement p : L — L de L.

Soit f une fonction de Morse sur L, suffisamment C%-petite afin que, d’une part,
I'isotopie Lagrangienne qu’elle définit :

&(L) = {(a.td,f) | g € L}y C T°L, te0,1],
reste dans un voisinage de Weinstein U(L) de L, et d’autre part :
€
3 < -.
Sup <7

Soit H : M x [0, 1] — R une fonction Hamiltonienne sur M, dont le flot Hamiltonien
correspondant prolonge cette isotopie Lagrangienne.

Pour tout élément u de M, (z, y; K), on définit un chemin associé v, : [—o0, +00] —
L par :
u(s,0) si s €] — 00, +0o0]
Yu(s) =1 x si s =—00
Y si § =400

Le complexe de Floer relevé est donné par :

CFE = (Z2<p_1(L N L1)>7di)v
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avec

at. CFt — CF*
T = Y gepimnn) MTY) Y
ot n(z,y) = #2{u € L%(z,y; K) | 7. se reléve en un chemin entre = et 3}
D’apreés la proposition 4.21, £°(x, y; K) est une variété compacte de dimension 0, elle
est donc constituée d’'un nombre fini d’éléments. De plus pour tout u € L°(x,y; K),
le chemin associé v, admet un relévement unique a partir d’un point = € L. L’ap-
plication d” est donc bien définie.
Comme dans le cas monotone, lorsque N > 3 ou N = 2 avec v # y, I'éga-
lité d* o d¥ = 0 provient, d’une part, du fait que P'espace des trajectoires brisées
Usernn, £Y(z, 2; K) x L9(z,y; K) est le bord d’une variété compacte de dimension
1. Et d’autre part, pour tout couple de chemins brisés (7, * Yy, Yo * Vo), provenant
des trajectoires brisées u#v et u'#v’ bordant la méme variété de dimension 1, les
chemins 7y, * 7, et vy, * 7, sont homotopes (la proposition 2.7 de [15] est vraie éga-
lement dans la cas presque monotone). Il définissent donc le méme chemin relevé
entre deux éléments Z et 7 de L.

44.2 Lecas Np=2etzx=y

Comme pour le cas monotone, I’homologie de Floer relevée n’est pas toujours
définie lorsque N = 2 et x = y. Dans ce cas les chemins ~, sont des lacets passant
par z. S’il existe un tel lacet dont le cardinal de la classe d’homotopie est impair,
alors d¥ o d¥ # 0. Avec les notations données dans la section 4.2.1, on peut montrer
un résultat similaire & la proposition 3.3 de [16] :

Proposition 4.30. Soit Ly — (M,w) une sous-variété Lagrangienne monotone
dont le nombre de Maslov est N, = 2. On considére W(Ly; Jo, €, K) le voisinage de
Lo pour lequel I’homologie de Floer est définie. Soit L € W(Ly; Jo, e, K) une sous-
variété Lagrangienne presque monotone. Supposons que pour un certain x € L et un
certain élément g € m (L) non trivial tel que g = 0A avec A € my(M, L) satisfait
w(A) < K, on ait #5(x) = 1. Alors g a un nombre fini d’éléments conjugués dans
m(L). En particulier, le sous-groupe Z(g) = {y € m(L) | vg = g7} est d’indice fini.

Démonstration. La preuve de la proposition 3.3 de [16] repose sur 'espace P%J(“K
des disques Jp-holomorphes a bord sur L, d’indice de Maslov égal a 2 et d’énergie
bornée par K et sur 'application d’évaluation

ev:P; .k xS'/PSL(2,R) — L.

Si L n’est pas monotone, les espaces P} ; x et P} ; - x S'/PSL(2,R) ne sont pas
forcément des variétés compactes. Néanmoins, dans le cas presque monotone, nous
avons montré que ce sont des variétés compactes de dimension n + 2 et n, respecti-
vement (section 4.2.2; cas N = 2).

La preuve de la proposition 4.31 est alors complétement similaire a celle de la pro-
position 3.3 de [16]. O
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La contraposée de cette proposition 4.31 garantit un nombre pair de disques
J-holomorphes d’indice de Maslov 2 dans chaque classe d’homotopie de 7 (L) qui
provient d’un élément A € mo(M, L) avec w(A) < K. On obtient donc une condition
pour laquelle ’homologie de Floer relevée est définie :

Corollaire 4.31. §’il n’existe pas d’élément g € w1 (L) non trivial dont le nombre
d’éléments conjugués est fini, (i.e le sous-groupe Z(g) = {v € m(L) | vg = g7} est
d’indice fini) alors ’homologie de Floer relevée est définie pour tout revétement p :
L— L.

Lorsque ’homologie de Floer relevée est définie, son invariance par rapport au
choix d’une structure presque complexe réguliére dans le voisinage W(Jy; e, K) de
Jo et du choix de l'isotopie Hamiltonienne se démontre de maniére analogue au cas
presque monotone de la version classique (section 4.3). On la note HF*(L; Jy, ¢, K).
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Chapitre 5

Applications de I’homologie de Floer
Lagrangienne pour les sous-variétés
presque monotones

Dans ce chapitre on démontre le théoréme 1.19 et les résultats de déplacabilité
du voisinage d’une sous-variété Lagrangienne monotone, énoncés en introduction.
Pour cela, nous commencons par étudier 'effet de la déplagabilité d’une sous-variété
Lagrangienne presque monotone sur son homologie de Floer classique et relevée.

5.1 Sous-variétés Lagrangiennes déplacables

Dans le cas monotone, 'homologie de Floer d’une sous-variété Lagrangienne
déplacable est nulle. Nous n’avons pas réussi a généraliser ce résultat dans le cas
presque monotone, nous obtenons un résultat plus faible : si (L,,),en, désigne une
suite de sous-variétés Lagrangiennes, convergeant vers une sous-variété Lagrangienne
monotone donnée, telle que L, est déplacable et son énergie de déplacement est bor-
née pour tout n, alors pour n assez grand, I’homologie de Floer est définie et nulle.

Comme dans la section précédente, nous travaillons avec le complexe de Floer
défini a partir de I’équation de Floer (2.5). On notera u les disques de Floer, au lieu
de 4, afin d’alléger le texte.

5.1.1 Complexe de Floer a coefficients dans un anneau de
Novikov

Soit Ly < M une sous-variété Lagrangienne monotone de constante de mono-

tonie 1 et dont le nombre de Maslov Ny, est supérieur ou égal a 2. On fixe des

constantes € > 0 et K > 2n(n+ 1)+ 3e. On considére une sous-variété Lagrangienne
presque monotone L — M appartenant au voisinage W (Ly; Jo, e, K) du théoréme
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4.17.

Soit fY une fonction de Morse sur L satisfaisant les hypothéses du début de la sec-
tion 4.2.1. Soit H® une fonction Hamiltonienne sur M dont I'isotopie Hamiltonienne
correspondante prolonge l'isotopie Lagrangienne définie par fO et telle que :

€
sup |HY| < ~.
0 4
On considére 'anneau de Novikov suivant :

A= {Jri n;q"
i=0
Le complexe de Floer a coefficients dans A, noté CF(H®, Jy, q, K), est défini par :
CF(H, Jy,q, K) = CF(H®, Jy, K) ® A,
et sa différentielle, que I'on note d"7, est définie pour tout © € CF(H®, Jy,q, K)

par :
jio wi(|u

yeCrit(£9)

n,€Zy; 1, € R Ve>0, #{i\ri<c}<+oo}.

ueLy (w.y;HO K)

Elle est bien définie car LY (z,y; H°, K) est finie. De plus, on a di%a0dH%e = (. En
effet, pour tout x € CF(H°, Jy,q, K) :

R LIe S S

y€eCrit(£9)

0 0

Ly (z,z;H” K
ue JO("cz )

vel§ (z:HO.K)
et 'ensemble
{(w,v) € L) (2,2 H, K) x L5 (2,5 H, K) | w([u]) + w([v]) = r}
est le bord d’une variété compacte de dimension 1 dont I'intérieur est
{ue Ly, (,y; H% K) [ w(lu]) = r}.

Remarque 5.1. L’espace {u € L} (z,y; H°, K) | w([u]) = r} est bien une variété
de dimension 1 car c’est réunion de composantes connexes de E},O (z,y; H°, K). En
effet, tous les éléments appartenant & un voisinage de v € {u € E}JO (z,y; H°, K) |
w([u]) = r} est homotope a v, ils sont alors également d’aire symplectique égal a r.
Ce voisinage est donc a la fois ouvert et fermé.

On note HEF(L, ¢; Jy, ¢, K) P'homologie de (CEF(H, Jy, q, K), dH"9).
Ce changement de coefficients est essentiel dans cette partie, on renvoie a la re-
marque 5.9 pour plus de détails.
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5.1.2 Homologie de Floer d’une suite de Lagrangiennes presque
monotones déplacables

On a le résultat suivant :

Proposition 5.2. Soit Ly < M une sous-variété Lagrangienne monotone. Soit
(Lp)nen une suite de sous-variétés Lagrangiennes déplagables qui converge, dans la
topologie C', vers Ly, de sorte que pour tout n ’énergie de déplacement de L, notée
e(L,), est bornée. Alors il existe K > 0 et un voisinage de Lg tel que, pour tout L,
dans ce voisinage, I’homologie de Floer est bien définie et on a :

HF(L,,q; Jo,e, K)=0.

La preuve de cette proposition reprend 'idée générale de celle de F.Ngo dans [33].

Il suffit de démontrer que pour n assez grand, il existe un morphisme de com-

plexes
(o CF(HO,JQ,q, K) — CF(H07JO7q7K)7

qui est inversible et qui induit 0 en homologie. On définira ¢ de la forme A% 04 +
Y odH’a , oll 'application v peut étre vue comme une homotopie de complexes entre
@ et le morphisme nul.

Soit H : [0,1] x M — R une fonction Hamiltonienne sur M a support compact,
qui déplace L. On définit H une homotopie de fonctions Hamiltoniennes sur M,
reliant H° & lui-méme, en passant par la fonction Hamiltonienne H, et dépendant
d’un parameétre R > 0. Par définition :

Hpy(s,t) = (1 — Br(s))H® + Br(s)Hy,

ou fr: R — [0, 1] est une fonction plateau définie par :

0, si s<—Rets>R
Br(s) = R R :
R( ) X(R), si s - |:—§,E:|

ot x : Ry — [0, 1] est une fonction croissante qui vérifie :

Br(s) < x(R) Vs ;
x(0) =0 ;
X(R)=1 si R>1.

Pour tout R > 0, on considére ’équation de Floer a parameétres :

ou ou sty
% + Joa - JOXR (u) =0, (51)
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Y

FIGURE 5.1 — Représentation graphique de la fonction Sg.

ol Xf_z’t le champ de vecteurs Hamiltonien associé & Hg(s,t). L’espace de solutions
de I’équation (5.1) reliant deux points critiques = et y de f° et d’énergie finie est :

u satisfait (5.1) lim_ u(s,:) =z
Meag,(z,y) =< (R,u:Rx[0,1] - M) | u(Rx{0,1}) C L ;
E(u) < 400 limy o u(s, ') =y

De la méme maniére que dans la section 4.3, on montre que ces espaces sont des
variétés. Plus précisément, ce sont des variétés a bord, dont le bord est donnée par
R=0:

{(0,u) € Mppms(z,y)}-

5.1.3 Lemmes préparatoires

Les éléments de My s, (z,y) sont des disques de Floer dont le coeur satisfait
une équation de Floer du type (2.5) pour la fonction Hamiltonienne H. Celle-ci ne
vérifie pas les hypothéses de la section 4.2.1, donc nous n’avons pas de controle sur
I’énergie de ces disques, comme celui apparaissant dans le lemme 4.16. On peut,
malgré tout, obtenir le méme type d’informations grace a la condition sur I’énergie
de déplacement des éléments de la suite (L, )nen, présente dans la proposition 5.2.
C’est 'objet des deux lemmes présentés ici.

Lemme 5.3. Soit (R,u) un élément de Mpn j,(x,y), on note [u] € my(M,L) sa
classe d’homotopie relative. On a :

B(w) = wlul) + [ OHz

1
5 (u)dsdt + / HY(x) — HY(y)dt.
[7R7R}><[071} S 0

Démonstration. La démonstration de ce lemme est purement calculatoire :

Bu) = / ou
Rx[0,1]
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oll go est la métrique associée a Jj.

E(u) = fo[o,u (85’J0 +) dsdt
= Jrwpyw (5% 5 — X5 () dsdt
fo[O,l]w(%’%) - (3Z>X8t( ) dsdt
= w(lu]) = frypo MHr(s, t,u)Grdsdt.

Par la formule de la dérivée d’une fonction composée on a :

%HR(s,t, u) = a;ISR (u) + dHg(s, t,u)%,
don: OHpr 0
E() = w(lu) + faxpy 5, () = 5 Hals tu)dsdt
Pour s ¢ [—R, R], Hg est constante égale a H°. Donc :
E(u) = )+ Jirrixpo 3;?{( dsdt = [0 88 r(s,t,u)dsdl.
Soit ¢ > R, on a
/ 9 (st wdsdt = | HO(u(o,1)) — HO(u(—0, 1)),
[-oo)x(0,1] 95 0.1
d’ou :
9 : %)
Jrxo %HR(Sat,U)det = limosioo [y o101 %HR(s,t,u)dsdt

= lim, 400 f[o,l] HY(u(o,t)) — HY (u(—o,t))dt
oy HO) — HOC)t

Finalement, on obtient :

E(u):w([u})—k/ aHR u)ds dt+/ H(z (y)dt.

[7R7R} X [Oal}
O
On déduit de ce lemme, une inégalité sur I’énergie des éléments de My g g, (z,y) :

Lemme 5.4. Soit (R,u) un élément de My w j,(z,y). Alors :

|E(u) — w([u])| < 2e(L) + 2¢
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Démonstration. On applique le lemme 5.3 et on obtient :
1
E(u) — w(lu]) = / B'(s)(Hy — HY)(u(s, t))dsdt +/ Hy(x) — Hy (y)dt.
[-R,R]x[0,1] 0

D’une part, on a :
[H,(u(s, )] < mic H, < [[H]|

ou ||H|| est la norme d’Hofer de H. En effet, si M est compacte, on peut supposer
que min H; < 0 et max H; > 0, quitte a rajouter une constante C;. Si M n’est pas
compacte, on sait que max H; > 0 et min H; < 0, puisque H, est a support compact.
D’autre part, par définition de H°, on a :

(s,t),  |[Hy(u(s, 1)] <

)

o] o

et
|HY(z) — Hy (y)| <

DO ™

Donc :

B(w) —w(ful)] < fi 18O Hds + [_gp 18()] - Sds+ =

<
- 4 2
< 280) = B(R) (I1H1 + ) + 5
< 2/|H|| +e.

Cette inégalité étant vraie pour tout H, on peut choisir au départ un H tel que
€ .
||H|| =e(L) + 3" On en déduit :

Bu) —w(ul)] < 2e(L)+35
< 26([/)—1—25

5.1.4 Construction de 'application

Soit (L,) une suite comme dans 1’énoncé de la proposition 5.2. Fixons un n. Le
lemme 5.4 implique qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de n telle que
pour tout (R,u) dans My, ., (z,y) on a :

[E(u) — w([u])| < C.

Choisissons une constante KX > max(C;2n(n+ 1) + 3¢). Pour n assez grand, L, ap-
partient au voisinage W(Lg; Jy, €, K) et 'homologie de Floer HF (L, q; Jo, €, K) est
bien définie. I’entier n étant fixé, on appellera la Lagrangienne L,, plus simplement
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On considére 'espace :

Mrugx(T,y) ={(R,u) € Mru(z,y) | E(u) < K}.

Puisque l'on travaille sur une Lagrangienne fixée, on notera cet espace Mg s, x (2, y).
C’est une variété et on note Mf; ; r(z,y) sa composante de dimension k. Comme
précédemment, nous nous intéresserons plus particuliérement au cas ou £ = 0 et

k=1

Remarque 5.5. Comme nous I'avons précisé auparavant, My s, x(z,y) est une
variété a bord dont le bord correspond aux éléments tels que R = 0. Analysons d’'un
peu plus prés ce bord. Si R = 0, alors H est 'homotopie constante égale & H°. Par
la remarque 4.27, cela correspond a la trajectoire constante égale a x. En particulier
on a p(u) = 0. On en déduit que la dimension de la composante de My s, (2, )
contenant (0,u) est :

dim ) Mu, s,k (2, ) = p(u)+ind(z) —ind(z) +1
= 1.

On en déduit que ces trajectoires sont dans le bord de la composante de dimension
1 de MH7J07K(.ZU, I)

On définit une application 1 :
¢H3 CF(H(]?‘]qu’K) - CF(HOaJ()vCIvK)
2 ety o 0y

Notons que pour tout (R, u) appartenant a M%’J()’K(x, y), on a R # 0. En effet, par
la remarque 5.5, tous les éléments (0,u) appartiennent & My ; ().
L’application 4™ est bien définie si la variété Mgy ; x(x,y) est constituée dun
nombre fini de points, cela revient donc & étudier la compacité de cette variété de
dimension 0.

Soit (Ry, Un)nen une suite d’éléments non-constants de Mgy ; x(,y). Pour étudier
la limite de cette suite, on considére le résultat suivant qui correspond a un résultat
de P.Albers (théoréme 4.37, [1]) adapté au cas presque monotone et a 1'équation
(5.1) :

Théoréme 5.6. Soit L — (M,w) une sous-variété Lagrangienne et H : M X
[0,1] — R une fonction Hamiltonienne générique pour L. Soit (R, u,)neN une
suite d’éléments de My 5 r(z,y), avec k € {0,1}. Alors :
1. Si R, = Ry avec 0 < Ry, < +00 alors u, posséde une sous-suite convergeant
vers trajectoire brisée ot une seule brisure satisfait (5.1) pour Ry, et les autres
satisfont 'équation de Floer pour H°.
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2. 8t R, — 0 alors u, posséde une sous-suite convergeant vers une trajectoire
constante satisfaisant ’équation (5.1) pour R, = 0 ou vers un disque Jy-
holomorphe d’aire symplectique égale a K.

3. St R, — 400 alors u, posséde une sous-suite convergeant vers une trajectoire
qui brise au moins une fois le long d’une orbite de Xy ou vers un disque Jy-
holomorphe d’aire symplectique égale a K.

Preuve du théoréeme 5.6. D’aprés la preuve du théoréme 4.37 de [1], les possibili-
tés de limite de notre suite (R, u,) sont celles énoncées dans le théoréme 5.6 (1.,
2., 3.) et dans chaque cas il peut y avoir I'apparition d’un ou plusieurs disques
Jo-holomorphes. L’apparition de tels disques est exclue dés lors que leur aire sym-
plectique est strictement inférieure a K. En effet, si tel était le cas, alors par le lemme
4.6, I'indice de Maslov de chacun de ces disques serait supérieur ou égal a 2. Ceci est
impossible puisque, par hypothése, la variété /\/l’fLJO,K(:z:, y) est de dimension k < 2.
Examinons a présent chaque possibilité. Notons que F(u,) < K pour tout n, donc
cette inégalité devient large a la limite.

Si R, — Ry avec 0 < R, < +o00. Puisque R, # 0, la trajectoire limite n’est
pas constante, donc si un disque Jy-holomorphe apparait, son énergie (donc son aire
symplectique) est strictement inférieure & K. Il n’y a donc pas I'apparition de tels
disques.

Si R, — 0, alors la trajectoire limite est constante, on ne peut donc pas exclure
Iapparition d'un disque Jy-holomorphe dont I'aire symplectique est égale a K.

Si R, — 400, alors la trajectoire limite brise au moins une fois le long d’une orbite
de Xy, notons la uj#us. Si uy et/ou us n’est pas constante alors on raisonne comme
dans le cas 1. Si u; et us sont constantes alors on raisonne comme dans le cas 2. O

Revenons a la définition de 'application ™. Comme ® (L) h L = 0, le cas 3.
est exclu. De plus, la remarque 5.5 exclue le cas 2. Il ne reste donc que le cas 1.
i.e R, converge vers un réel strictement positif, noté R, et u, posséde une sous-
suite convergeant vers trajectoire brisée u ot une seule brisure satisfait (5.1) pour
R et les autres satisfont I’équation de Floer pour H. L’application u ne peut
pas étre une trajectoire brisée car le nombre de brisures est limité par la dimension
de M3y x(2,y) qui est 0. De plus, E(u,) < K pour tout n € N, il est donc
possible que E(u) = K. On doit alors considérer la compactification de 1'espace
M%IJO’K(:U,y) en incluant les trajectoires d’énergie égale a K. Dans tous les cas,
M%LJO)K(x,y) est inclus dans une variété compacte de dimension 0, elle est donc
constituée d’un nombre fini de points et on en déduit que ¥ est bien définie.

5.1.5 Le morphisme ¢.
On définit 'application

¢: CF(H, Jy,q,K) — CF(H° Jy,q, K),
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par :
o =d" oyt 4y o g’

C’est clairement un morphisme de complexes. En effet d’une part :
JH%a o o= dH%4 o ¢H o dHO#J,

et d’autre part :
po di%a — gH%a o YHo LS

D’ou
dHO#Z op=po dHO,q.

Le morphisme ¢ satisfait le résultat suivant :

Proposition 5.7. o = Id+ P ou P est un morphisme a coefficients dans A conte-
nant uniquement des puissances strictement positives de q.

La démonstration de cette proposition repose sur les arguments de compacité et
de recollement habituels. Ceux-ci découlent du lemme suivant :

Lemme 5.8. On considere [’espace

Mg g0 (2. y) = {(R, ) € My (2, y) | w(lu]) =r}.

On a les deux propriétés sutvantes :
a. Si0<r<K-—-Cetx#yousix=yetr#0 alors

M%—I,Jo,r(x7 y) U HH<:C7 Y; T)a

est une variété compacte de dimension 1 dont le bord est Ilg(x,y;r).
b. Notons par {z} la trajectoire constante qui est solution de l’équation de Floer
associée ¢ H°. On a

M jor—o(@,2) Ullg(z, z;r = 0) U {z},
est une variété compacte de dimension 1 dont le bord est Uy (z, z;r = 0)U{x}.

Preuve du lemme 5.8. Remarquons d’abord que si w([u]) = < K —C alors E(u) <
K. Ceci est une conséquence du lemme 5.4 :

Eu)<w(u)+C<r+C<K-C+C=K.

Donc Pespace My ;. (,y) est une composante connexe de My ; x(x,y) et de ce
fait, c’est une variété.

Soit (R, Un)nen une suite d’éléments non-constants de My ; .(z,y). Cette suite
satisfait le théoréme 5.6. Comme ®(L,) th L,, = 0, seuls les cas 1. et 2. sont pos-
sibles, i.e R, converge vers un réel positif, noté R, et u, posséde une sous-suite
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convergeant vers une application u. De plus, la possibilité d’apparition d’un disque
Jo-holomorphe dans 2. est exclue, puisque, si tel était le cas, son aire symplectique
serait égale a r < K.

Si Ry = 0 alors, par la remarque 4.27, u est la trajectoire constante égale a x. Ceci
ne se produit que lorsque » =0 et x = y.

Si Ry # 0, u, posséde une sous-suite convergeant vers une trajectoire brisée u ot
une seule brisure satisfait (5.1) pour Ry, et les autres satisfont I’équation de Floer
pour H®. Le nombre de brisures étant bornée par la dimension Mh7J07r(x, y), il ne
peut y avoir qu’une seule brisure. Elle converge donc vers un élément de g (z, y;7).
Par le méme argument de recollement du théoréme 4.26, tous les éléments de
Iu(z,y; 7). appartiennent au bord de My 5 .(z,9). O

Preuve de la proposition 5.7. Pour tout x € CF(H°, Jy,q, K) on a :
p(r) =

([uD+w(l]) .y

2

w
yeCrit(£9) Z(&u)eM%’JO,K(z,Z) q

veLl, (zyiH)

w([u'])+w([v]) .
+ 2 maenly o el 2 D+ Ly

yeCrit(£9)
uleﬁ(}o (w,zl;HO)

Pour r € R, notons
Mu(z,y;r) = {[v,(R,u)] € LY (2, 2; H°) x Miy g, x(2,9) | w([u]) + w([v]) =7}

U
{[(R,v), w] € My j, ic(w,2) x L5, (2, y; HY) | w([u]) + w([v']) =}

Le cardinal modulo 2 de 'espace Ilg(x,y;r) est le coefficient de ¢" - y dans ¢(x).
Par le lemme 5.8 on a pour x Zyetr < K —C:

#ollu(z,y;r) =0,

#QHH(‘I7I;T 7& 0) - 07
et
#Hollg(x,z;7 =0) = 1.

On en déduit donc 'expression de ¢(z) :

yeCrit(£9)

[(Rw),v]€lly (2,y;r>K—C)

ot w([u]) + w([v]) > K —C > 0. O

85



5.1.6 Preuve de la proposition 5.2.

Preuve de la proposition 5.2. Par la proposition 5.7, le morphisme ¢, défini a la
section 5.1.5, est du type :
p=I1d+ P

oll P est un morphisme & coefficients dans A contenant uniquement des puissances
strictement positives de ¢q. Le morphisme ¢ est donc inversible, d’inverse :

+00
>r
i=0
Remarque 5.9. C’est pour pouvoir inverser le morphisme ¢ que 'on a besoin

d’introduire 'anneau A et de considérer le complexe de Floer a coefficients dans cet
anneatl.

Soit ¢ un cycle de CF(H?, Jy,q, K). On a:
ple) = d 00y (e) + 9 o d™(c)
a1 (ypH(c)).

On en déduit que 'image d’un cycle par ¢ est un bord. Le morphisme ¢ est donc
nul en homologie.

Finalement, on a défini un isomorphisme ¢ qui est nul en homologie. Donc
HF(L,q; Jo,e, K) =0. O

5.1.7 Cas relevé

On a un résultat analogue a la proposition 5.2 pour I’homologie de Floer relevée
a coefficients dans A :

Proposition 5.10. Soit Ly — M une sous-variété Lagrangienne monotone. Soit
(Lp)nen une suite de sous-variétés Lagrangiennes déplagables qui converge, dans la
topologie C', vers Ly, de sorte que pour tout n 'énergie de déplacement de L,,, notée
e(Ly), est bornée. Alors il existe K > 0 et un voisinage de Lq tel que, pour tout L,
dans ce voisinage, st [’homologie de Floer relevée est bien définie pour un revétement
conneze L, de L,, alors on a :

HFﬁ(Lmq» J07€7 K) =0.

La preuve est similaire au cas non relevé.

5.2 Lien avec I’homologie singuliére

Nous allons définir deux suites spectrales 'une convergeant vers I’homologie de
Floer et I'autre vers I’homologie de Floer relevée, similaires a celles décrites a la
section 2.3. On définira également un morphisme entre ces deux suites spectrales.
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5.2.1 Définition des suites spectrales

La construction de nos deux suites spectrales étant semblables, nous détaillerons
seulement celle convergeant vers I’homologie de Floer.

Soit Ly < M une sous-variété Lagrangienne monotone de constante de mono-

tonie 1 et dont le nombre de Maslov Ny, est supérieur ou égal & 2. On fixe des
constantes ¢ > 0 et K > 2n(n + 1) + 3. On considére une sous-variété Lagran-
gienne presque monotone L < M, appartenant a un voisinage W(Lo; Jo, e, K) de
Ly comme défini au théoréme 4.17.
Ces suites spectrales seront utilisées, dans les démonstrations des résultats de cette
derniére partie, combinées a la proposition 5.2. On doit donc les définir & partir des
complexes de Floer a coefficients dans 'anneau A, qui, rappelons-le, est défini de la
maniére suivante :

+o0
A= {Z n;q"
i=0

Soit f une fonction de Morse sur L satisfaisant aux hypothéses de la section 4.2.1.
On considére le complexe de Floer, défini & partir des solutions de I’équation de
Cauchy-Riemann, & coefficients dans A :

n, €Zs ; r; €R ; Ve>0, #{2’|r7;<c}<+oo}.

CF(‘La Lla JOaQ7K> = CF<L7 L17 JOaK) ®A7

et sa différentielle, que 1’on note d?, est définie pour tout x € CF(L, Ly; Jo, q, K)
par :

d(z) = Y LY (x,y)¢ M -y

y€Crit(f)

u€Ly (z.v)

Comme dans le cas monotone, la différentielle d? se décompose en une somme finie
d’opérateurs :

d'=d}+di +---+di,
dimL +1

} et pour tout k € {1,--- v},
Ny,

oﬁy:{

dz . CF*(L, L17 Jg,q,K) — CF*,lJrkNL(L, L17 J(], q,K),

ot le degré est donné par I'indice de Morse. L’opérateur d correspond a la différen-
tielle de Morse.

Remarque 5.11. Dans le complexe de Morse la différentielle compte des trajectoires
qui ne sortent pas du voisinage de Weinstein U (L) et donc dont l'aire symplectique
est nulle. Le changement de coefficient ne modifie pas I’homologie de ce complexe,
qui correspond donc a I'homologie singuliére de L.

87



Soit A = Zy [TNL, T_NL] , le sous anneau des polyndémes de Laurent a coefficients
dans Zs,. On considére le A-module

C= CF(L7L17 ']07Q7 K) ® A.
Il définit un module différentiel gradué filtré. En effet :
1. C est une somme directe de sous-modules :

c=pc,

(eZ
ot Cp = @Breg CFo—in, (L, L3 Jo, ¢, K) ® Ak et A¥ C A est le sous-groupe
Zo - TFNE.

2. C' a une différentielle d définie par :

d=d1+dI TN ... 4 d? @ TN,
3. C admet une filtration croissante F,C définie, pour tous p, ¢ € Z, par

F,Co = @ CFrkn, (L, Ln; Jo, ¢, K) ® A",
k<p
La différentielle d respecte la filtration.

Dans notre cas C; = 0 aprés un certain rang, on en déduit que cette filtration
est bornée.

La démonstration du théoréme 2.15 de P.Biran ([7]) est purement algébrique, on a
donc un résultat analogue pour le complexe (C,d) :
Théoréme 5.12. La suite spectrale {E;js,é,ﬁ} converge vers [’homologie de Floer
Lagrangienne de L, HF (L, L) et satisfait les propriétés suivantes :
— By = OFpuspn, (L Lns Jo, ¢, K) ® APNe, 6y = df @ 1d.
— E) = Hyrspn, (L) @A @ AP 6y = df @ T~NE(-), o
di : Hpyspn, (L) @ A = Hpyso1-p-1yn, (L) @ A

est induit par la composante di de la différentielle de Floer au niveau de
[’homologie.

— Pour tout r > 1, E} _ est de la forme E] . =V @ APNE avec 6, = d, @ T"Nr,
ou V', sont des espaces vectoriels sur Zg et

/., T T
dr . ‘/p,s - p—r,s+r—1

sont des morphismes définis pour tous p, s et satisfaisant d..od,. = 0. De plus,
v Ker (Vi o V)
e Im (‘/pcrr,sfrJrl — Vts) 7

et pourr=20,1 on a

‘/p(?s = CFP‘FS*])NL(L) L17 JOJQ7KK>7 ‘/an,s = HersprL(L) ® A7 dll = dtll

88



dimN—iH] et pour tout p € 7,

— La suite spectrale dégénére a la page v = [
Dsez by, = HF (L, q; Jo, €, K).

Dans les conditions du corollaire 4.31, i.e lorsque I'homologie de Floer relevée
est définie, on construit de la méme maniére, a partir du complexe de Floer relevé a
coefficient dans A, un module gradué filtré (C,d, F'). Celui-ci définit une suite spec-

trale {(E; +»0r) } qui vérifie une version relevée du théoréme 2.15 : la suite spectrale
{(E; o } demarre par ’homologie singuliére de L a coefficients dans A et converge

vers lhomologle de Floer relevée de L, HFL(L7 q;e, K).

5.2.2 Morphisme de suites spectrales

Soit p : L — L un revétement connexe de L. On suppose que 'homologie de
Floer relevée est déﬁnie Alors on peut définir un morphisme de suite spectrale entre

{(Bs0r)} et {(Ep 00} -
Lemme 5.13. [i application p . L — L induit un morphisme p, entre les suites
spectrales { s O } et { s }

La démonstration est similaire a celle du lemme 5.13.

5.3 Preuve du théoréme 1.19

Théoréme 1.19. Soit Lo — M une sous-variété Lagrangienne monotone. On sup-
pose qu’il existe une suite (L,)nen de sous-variétés Lagrangiennes déplagables qui
tend vers Lo dans la topologie C' et d’énergie de déplacement bornée. Alors :
a) Si Ly est un espace K(m, 1), alors Ny, = 2 si Ly est orientable et Ny, € {1,2}
st Lo n’est pas orientable.
b) On note Ly le revétement universel de Ly. Si L est orientable et vérifie

Hai1(Lo) = 0,
pour tout entier i, alors Np, = 2.

Démonstration. Soit Ly — M une sous-variété Lagrangienne monotone de constante
de monotonie 7. Soit (L,),en une suite de sous-variétés Lagrangiennes déplagables
qui tend vers Ly dans la topologie C! et d’énergie de déplacement bornée. D’aprés la
proposition 5.10 il existe un voisinage de Lg tel que pour tout L, dans ce voisinage,
si ’homologie de Floer relevée est bien définie alors elle est nulle. Soit L une telle
Lagrangienne, on note L son revétement universel.

Dans la démonstration de la proposition 4.3, on a montré que les groupes d’homo-
topie mo(M, L) et mo(M, L) étaient isomorphes. De plus, les disques correspondants
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par cet isomorphisme ont le méme indice de Maslov. On en déduit que les nombres
de Maslov de Ly et de L sont égaux.

Les outils utilisés dans la démonstration du théoréme 1.5 de [15] sont "homologie
de Floer relevée et la suite spectrale qui en découle. Ceux-ci ont été définis dans les
sections précédentes dans le cas presque monotone. Le théoréme 1.19 se démontre
alors de la méme maniére, on suit donc la preuve de [15].

Preuve de a) Supposons que N, > 3. Dans ce cas ’homologie de Floer relevée est
bien définie pour tout revétement de L, donc en particulier pour L. Par la remarque
4.2, L posséde les mémes propriétés topologiques que Ly. Comme L est asphérique,
il en est de méme pour L. D’o1, Hz(i) = 0 pour tout 7 # 0. On en déduit que les
morphismes d;, intervenant dans la suite spectrale définie a la section 5.2.1, sont tous
nuls. Donc la suite spectrale dégénére a la premiére page, i.e I’homologie de Floer
relevée est isomorphe a I'homologie singuliére de L a coefficients dans A. D’autre
part, par hypothése, 'homologie de Floer relevée de L est nulle. On aboutit & une
contradiction. On en déduit que Ny, < 2, et donc également Ny, < 2.

Si Ly est orientable alors Ny, est pair i.e N, = 2. Sinon, N, € {1,2}.

Preuve de b) Supposons que Ny > 3. La sous-variété L vérifie les mémes hypo-
théses que Ly (toujours par la remarque 4.2). Comme L est orientable, son nombre
de Maslov est pair. Le degré de 'application

di : Hprq—pn, (E, Z2) - Hp+q—1—(p—1)NL (f,, Z2)

apparaissant dans la suite spectrale est donc impair. Par hypothése, pour tout i,
Hsi11(L,Zs) = 0, on en déduit que d; = 0. D’ou V1 = V9 et

dy HPJF(I*PNL(E? Z2) — Hp+q—1—(p—1)NL (f/, Z2)~

Par le méme argument, dy = 0. Ainsi par le méme raisonnement, on obtient d; = 0
pour tout j € {1,--- ,v}. La suite spectrale dégénére donc a la premiére page, on
en déduit que 'homologie de Floer relevée est isomorphe a ’homologie singuliére de
L a coefficients dans A. Or par hypothese, HFE(L, L;e, K) = 0. On aboutit a une
contradiction. Donc Np, = Ny = 2. ]

5.4 Voisinage d’une sous-variété Lagrangienne et dé-
placabilité

La preuve des théorémes 1.21 et 1.23 repose sur 'existence de I'homologie de
Floer et de I’homologie de Floer relevée pour les sous-variétés Lagrangiennes presque
monotones.
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5.4.1 Preuve du théoréme 1.21

Théoréme 1.21. Soit Ly une sous-variété Lagrangienne monotone de M satisfai-
sant ['une des assertions suivantes :

(Z) NLO > 3.

(7i) Lg est orientable et w1 (Lo) n’admet aucun élément non-trivial g dont la classe

de conjugaison est finie

Soit p: Ly — Ly, le revétement universel de Lq tel que p induit Uapplication nulle
en homologie sauf en degré 0. S’il existe une suite (L,)nen de sous-variétés Lagran-
giennes déplacables qui tend vers Lo dans la topologie Ct alors :

lim e(L,) = +oc.
n——+o00
Démonstration. Soit Ly — M une sous-variété Lagrangienne monotone de constante
de monotonie 7 et dont le nombre de Maslov Ny, est supérieur ou égal a 2. Soit
(Ly)nen une suite de sous-variétés Lagrangiennes déplagables qui tend vers Ly dans
la topologie C*'. Pour n assez grand, les éléments de cette suite appartiennent au
voisinage de Lo apparaissant dans 1’énoncé de la proposition 5.2. Soit L une telle
Lagrangienne. Par la remarque 4.2, L posséde les mémes propriétés topologiques
que Lg. Elle vérifie donc I'une des hypothéses (i) ou (i) : son homologie de Floer
relevée est définie pour tout revétement connexe. De plus, si on note p : L — L son
revétement universel, alors p induit 'application nulle en homologie sauf en degré 0.
Pour appliquer la démonstration du théoréme 1.10, on doit construire un complexe
de Floer minimal dans le cas classique et dans le cas relevé. Cette construction, qui
est purement algébrique, est en tout point similaire au cas monotone. En suivant la
démonstration du théoréme 1.10 on obtient que ’homologie de Floer de L est non
nulle. On conclut par la contraposée de la proposition 5.2. O]

5.4.2 Preuve du corollaire 1.22

Corollaire 1.22. Soit M une variété symplectique telle que (M) = 0 ou telle que
son nombre de Chern vérifie N, (M) > 2. On considére le produit RP" x K, ou K
est une variélé a courbure sectionnelle strictement négative avec H(K,Z) # 0. On
suppose qu’il existe un plongement Lagrangien monotone et orientable RP" x K —
M. S’il existe une suite (Ly,)nen de sous-variétés Lagrangiennes déplagables qui tend
vers RP" x K dans la topologie Ct alors :

lim e(L,) = +oc.
n—-+o0o
Démonstration. D’aprés la preuve du corollaire 1.12, RP™ x K satisfait I’hypothése
(77) du théoréme 1.21. De plus, le revétement universel de RP" x K, induit 1'appli-
cation nulle en homologie sauf en degré 0. On peut donc conclure en appliquant le
théoréme 1.21. O
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5.4.3 Preuve du théoréme 1.23

Théoréme 1.23. Soit Ly une variété K(m, 1) admettant un plongement Lagrangien
monotone dans M. On suppose que Ly satisfait ['une des assertions suivantes :

(i) Np > 3.

(7i) L est orientable et m (L) n’admet aucun élément non-trivial g dont la classe

de conjugaison est finie.
S’il existe une suite (Ly)nen de sous-variétés Lagrangiennes déplacables qui tend
vers Lo dans la topologie C* alors :
lim e(L,) = +oo.
n—-+o0o

Démonstration. Soit Ly < M une sous-variété Lagrangienne monotone K(m, 1) de
constante de monotonie 7 et dont le nombre de Maslov Ny, est supérieur ou égal a 2.
Soit (L, )nen une suite de sous-variétés Lagrangiennes déplacables qui tend vers Lg
dans la topologie C'. Pour n assez grand, les éléments de cette suite appartiennent
au voisinage de Lo apparaissant dans I’énoncé de la proposition 5.2. Soit L une
telle Lagrangienne. Comme nous I'avons expliqué dans la preuve du théoréme 1.21,
puisque L est un espace K(, 1) satisfaisant I'une des hypothéses (i) ou (i), il en est
de méme de L. L’homologie de Floer relevée est donc définie pour tout revétement
connexe de L.
Le but est de montrer que Hy(L) ® A survit dans la limite de la suite spectrale
définie & la section 5.2.1. En effet, si tel est le cas, on en déduit que 'homologie de
Floer est non nulle et on conclut par la contraposée de la proposition 5.2.
Soit p : L — L le revetement universel de L. D’aprés le lemme 5.13, p induit un
morphisme entre les deux suites spectrales définies a la section 5.2.1. On reprend

alors les arguments de la démonstration du théoréme 1.5, pour le calcul de la limite
de Hy(L) dans la suite spectrale. On obtient alors : H°(L) = Ho(L) ® A. O

5.4.4 Preuve du corollaire 1.24

Corollaire 1.22. On suppose que Ly est une sous-variété Lagrangienne monotone
orientable de M a courbure sectionnelle strictement négative telle que H' (L, Z) # 0.
S’il existe une suite (Ly,)nen de sous-variétés Lagrangiennes déplacables qui tend
vers Ly dans la topologie C* alors :
lim e(L,) = +oo.
n——+0o0o

Démonstration. Soit Ly — M une sous-variété Lagrangienne monotone de constante
de monotonie 7 et dont le nombre de Maslov Ny, est supérieur ou égal a 2. Elle vérifie
I'une des deux assertions suivantes :

(i) N, > 3.

(ii) Lo est orientable et 7 (Lg) n’admet aucun élément non-trivial g dont la classe

de conjugaison est finie
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En effet, si Nz, = 2 alors I'hypothése H'(Lg,Z) # 0 implique, par le lemme 3.4, que
la condition (i) est vérifiée. De plus, une variété a courbure sectionnelle négative est,
en particulier, une variété K(7,1). On conclut en appliquant le théoréme 1.23. [
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Résumé

Dans la premiere partie de cette thése, on donne, sous certaines hypothéses, une minoration du
nombre de points d’intersections d’'une sous-variété Lagrangienne monotone L avec son image par
une isotopie Hamiltonienne. Dans le cas ou L est un espace K(m, 1), et en particulier a courbure
sectionnelle strictement négative, le minorant est 1 + $,(L), ou B, est le premier nombre de Betti a
coefficients dans Z,. Une autre conséquence est la non-déplagabilité d’un plongement Lagrangien
monotone de RP™ x K (ou K est une sous-variété a courbure sectionnelle strictement négative telle
que H(K,Z) # 0) dans certaines variétés symplectiques.

Dans la seconde partie, on considére une sous-variété Lagrangienne monotone L non déplagable. En
utilisant 'homologie de Floer définie pour les Lagrangiennes qui sont C1-proches de L, on obtient des
informations sur son nombre de Maslov. De plus, si L peut étre approchée par une suite de
Lagrangiennes déplacables, alors, sous certaines hypotheses topologiques sur L, I'énergie de
déplacement des éléments de cette suite tend vers l'infini.

Résumé en anglais

In the first part of the thesis, we give, under some hypotheses, a lower bound on the intersection
number of a closed monotone Lagrangian submanifold L with its image by a generic Hamiltonian
isotopy. For monotone Lagrangian submanifolds L which are K(m, 1) and, in particular with negative
sectional curvature, this bound is 1 + B,(L), where p; is the first Betti number with coefficients in Z,.
Another consequence, is the non-displaceability of a monotone Lagrangian embedding of RP™ X K
(where K is a submanifold with negative sectional curvature such that H'(K, Z) # 0) in some symplectic
manifolds.

In the second part, given a closed monotone Lagrangian submanifold L, which is not displaceable, we
use Floer homology defined on Lagrangians which are C! - close to L, to get information about it
Maslov number. Besides, if L can be approached by a sequence of displaceable Lagrangians, then,
under some topological assumptions on L, the displacement energy of the elements of this sequence
converge to infinity.




