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Notations concernant les ensembles

Complémentaire X

Etant donné une partie X d'un ensemble E, E\ X ={r € Elz ¢ X} est
le complémentaire de X dans E. On notera simplement X quand I’ensemble F
est clairement défini par le contexte.

Ensembles PAIR/IMPAIR

PAIR est ’ensemble des entiers naturels pairs défini par PAIR= {2n|n € N}.
IMPAIR est ’ensemble des entiers naturels impairs défini par IMPAIR= {2n +
1ln € N}.
Corps fini a ¢ éléments F,

On défini pour tout ¢ € N puissance de premier F; comme étant le corps fini
a g éléments muni des opérations d’addition et de multiplication.

Différence symétrique &

Etant données deux parties A et B d’un ensemble X, A® B est la différence
symétrique de A et B définie par A® B = {ala € A,a ¢ B} U{blb€ B,b ¢ A}.
Entiers non-nuls N*

On note N* I'ensemble des entiers non-nuls défini par N* =N\ {0}.

Notations concernant les graphes

Remarque générale : Dans ce document on considérera un graphe simple
non-orienté quand on parlera d’un graphe sauf noté explicitement.

Complémentaire X

]:Eant donné un graphe G = (V, E), G est le complémentaire de G, défini
par G = (V, {(u,v)|u € V,v € V,u £ v, (u,0) ¢ E}).
Relation de voisinage

Etant donné un graphe G = (V,E), ~g dénote la relation de voisinage de
G ie Yu,v € V, u ~¢ v < {u,v} € E. On pourra aussi noter ~ si aucune
ambiguité n’est possible pour le graphe.



Voisinage ouvert N(v) et degrés §(v), Ag, dc

Etant donné un graphe G = (V, E) et v € V un sommet, N (v) est le voisinage
ouvert de v défini par N (v) = {u|u # v et u ~g v} (noté aussi Ng(C) si préciser
le graphe est nécessaire).

Le degré 6(v) du sommet v est la taille de son voisinage : §(v) = |N(v)| (noté
aussi deltag(v) si préciser le graphe est nécessaire).

Le degré maximum du graphe G noté Ag est le plus grand degré sur tous les
sommets de G : g = max({dg(v)|v € V}).

Le degré minimum du graphe G noté dg est le plus petit degré de tous les
sommets de G : 0g = min({dg(v)|v € V}).

Nombre de couverture par sommets

Etant donné un graphe G = (V, E), 7(G) est son nombre de couverture par
sommets de G, i.e. la taille du plus petit ensemble de sommets S C V tel que
siu~w, alorsu € Souv e S : 7(G) = min({|S||S C V,Vuv € E u € S ou
veS}).

Voisinage pair/impair Even(C)/Odd(C')

Etant donné un graphe G = (V, E) et ¢ C V un ensemble de sommets :

— 0dd(C) est le voisinage impair de C' défini par Odd(C) = {u € V||N(u)N
C| = 2k + 1,k € N} (noté aussi Oddg(C) si préciser le graphe est
nécessaire).

— Even(C) est le voisinage pair de C' défini par Even(C) = {u € V||N(u)N
C| = 2k, k € N} (noté aussi Fveng(C) si préciser le graphe est nécessaire).
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Introduction

La complexité paramétrée est une approche récente pour contourner I'im-
possibilité de résoudre en temps polynomial les problemes N P-complets sous
I’hypotheése P # NP, un sujet d’étude majeur en informatique. Les problémes
de domination impaire faible et de degré minimum par complémentation locale
sont des problemes de graphes classiques liés a des problématiques de traitement
de I'information quantique. Plus généralement, cette approche peut étre utilisée
pour résoudre des cas de problemes de domination généralisée.

Dans le cadre de cette étude, nous commencerons par décrire le traitement
de l'information quantique dans son contexte de recherche théorique. Nous in-
troduirons uniquement les notions principales nécessaires a la compréhension
des résultats obtenus, pour une introduction complete se référer a [53].

Notion de qubit : En informatique classique, I'information est portée par
les bits (0 ou 1) alors qu’en informatique quantique, celle-ci est portée par les
qubits, qui recouvrent I’espace vectoriel complexe généré par les deux états de
bases 0 et 1.

Définition 1. Etant donné
un qubit est défini par :
al0) + B1) avec v et B des scalaires complezes et |a|? + |32 =1

0) et |1} des vecteurs, (|0),]1)) formant une base,

Un qubit ayant des amplitudes complexes, il peut ainsi contenir une infor-
mation a priori infinie car un complexe est constitué de deux réels. Cependant,
cette information n’est pas entierement accessible par la mesure.

Un ensemble de n bits permet de générer toutes les configurations de tailles
n. Un systéme a n qubits quant a lui est une superposition des états classiques
sur n bit 1 Y g qyn @ |2)s AVEC Yo crgqyn | |? = 1.

Le traitement de I'information quantique consiste donc & manipuler les qubits
dans les buts principaux d’effectuer des calculs et de transmettre de 'informa-
tion de facon sécurisée.

Résultats principaux de l’informatique quantique : Ces résultats
peuvent étre séparés en deux catégories : ceux liés au calcul quantique et ceux
liés a la cryptographie quantique.

Parmi les résultats principaux concernant le calcul quantique, on peut citer
les algorithmes de Grover [36] et de Shor [60]. L’algorithme de Grover permet
d’effectuer une recherche dans une liste non-triée de taille n en temps O(y/n),



alors que dans le modele de calcul classique tous les éléments doivent étre traités
(en temps n). L’algorithme de Shor factorise un entier de taille n en temps
O(n?3), alors qu’en utilisant le modele classique les meilleurs algorithmes sont
super-polynomiaux.

De la méme maniere pour la cryptographie quantique, on peut citer les
protocoles BB84 [3] et E91 [27].

Deux modeles de calcul principaux, universels pour le calcul quantique et
équivalents, sont utilisés en traitement de l'information quantique : les circuits
quantiques et le one-way quantum computing [58]. Par exemple, les algorithmes
de Grover et de Shor ont été pensés en terme de circuit. Dans ce travail, nous
nous intéresserons principalement aux états-graphes qui sont un support de
I’implémentation du one-way quantum computing.

Etat-graphes : Les états graphes forment un sous-ensemble des états quan-
tiques, en bijections avec les graphes. Ils sont définis dans [38] de la maniere
suivante :

Etant donné un graphe G = (V, E) de sommets vy, ...,v,, on défini I'état
graphe associé de la facon suivante :

1
IG) = (=1 |z)
\/2_71 me%l}

avec ¢(z) le nombre d’arétes dans le sous-graphe induit G[z] = ({v; € V]x; =
1} A{(zi x;) € Elv; = x; = 1}).

Le modele de calcul associé aux états-graphes est le one-way quantum com-
puting, introduit par Raussendorf et Briegel dans [58]. Pour un probleme P
donné, le one-way quantum computing sur un état-graphe consiste dans un pre-
mier temps & associer & chaque instance I de P un état-graphe |Gr). On défini
également un algorithme de mesures & effectuer, ou chaque nouvelle mesure
dépend du résultat des précédentes. Chaque nouvelle mesure détruit le qubit
sur lequel elle s’effectue, et le résultat final sera ainsi donné par la mesure du
dernier qubit.

Complémentation Locale : La LU-équivalence, (LU pour Local Unitary)
est une équivalence entre deux états stabilisables qui sont un sous-ensemble
des états quantiques incluant les états-graphes. Soit deux états-graphes |Gy)
et |Ga), alors |G1) =Lpv |G2) (|G1) LU-équivalent a |Gg)) signifie que |G1) est
transformable en |G2) (et inversement) par une séquence d’opérations unitaires
locales, et ainsi cette transformation est facilement implémentable..

La LC-équivalence entre deux graphes G et G2 est définie comme la possibi-
lité de transformer G en G2 (et inversement) par une série de complémentations
locales définies par Kotzig dans [46] comme suit : dans un graphe G, la complémentation
locale de G par rapport a un de ses sommets u est I’application G — G % u telle
que v~guw si et seulement si (v~gw) xor (u~gv Au~gw). Une propriété fon-
damentale prouvée par Bouchet [6] est le temps polynomial pour déterminer la
LC-équivalence de deux graphes.

Il a été montré par Van Den Nest que deux graphes LU-équivalents étaient
LC-équivalents [64]. De plus, comme la LU-équivalence et la LC-équivalence




G G*u

FI1GURE 1 — Exemple de complémentation locale

coincident pour certaines classes de graphes [63, 65], il a été conjecturé que
¢’était vrai pour tous les états-graphes (D.Schlingemann : Local equivalence of
graph states in [47]). Cependant, un contre-exemple a été donné dans [44] en
utilisant une méthode assistée par ordinateur.

De nombreuses études ont été menées sur la LC-équivalence des graphes, en
particulier par Bouchet [8, 9] et Oum [54]. Une propriété intéressante liée & la
LC-équivalence est le degré minimum par complémentation locale d’un graphe
G, ce qui correspond au plus petit degré minimum parmi tous les graphes LC-
équivalents & G. Dans [43], des bornes pour le degré minimum par complémentation
locale ont été montrées, ainsi que les complétudes pour NP et APX du probleme
associé. C’est dans ce contexte que s’inscrit la partie de ce travail de these por-
tant sur la LC-équivalence.

Partage de secret : Une autre application des états graphes est le par-
tage de secrets quantiques. Introduit par Shamir dans [59], le partage de secret
est un protocole de cryptographie dont le but est de partager un secret entre
plusieurs personnes, ceci de fagon a ce qu'un certain nombre partageant leurs
connaissances puissent retrouver ce secret. Un protocole de partage de secret de
seuil (n, k) consiste ainsi a distribuer & un nombre n de dépositaires une partie
d’une information (le secret) pour que k ou plus dépositaires (dits acesseurs)
puissent le reconstituer alors qu’un nombre inférieur n’en soit pas capable.

Le partage de secrets classiques en utilisant des canaux quantiques [40] per-
met de vérifier la non-compromission de l'information. Le partage de secret
quantique introduit dans [20], a I'avantage par rapport & la version classique,
de permettre que tout ensemble de dépositaires non-acesseurs n’ait aucune in-
formation sur le secret.

Dans ce contexte, les état-graphes permettent de définir un nouveau type de
protocole, le partage de secret quantique a ’aide d’état-graphe. Ces derniers ont




0dd(D)

FIGURE 2 — Domination impaire faible

pour avantage d’impliquer exclusivement des opérateurs locaux (s’appliquant
sur un seul qubit), plus faciles & implémenter.

Dans [49], Markham et Sanders définissent un protocole de partage de secret
a laide d’état-graphe. Dans ce protocole, 'implication d’un ensemble de pro-
priétés graphiques dites de domination impaire faible a été montrée par Perdrix
et al. dans [43].

Domination impaire faible (WOD) : Etant donné un graphe G = (V, E)
un ensemble de sommets B C V est dominé de fagon impaire faible ou WOD
pour Weak Odd Dominated si et seulement si il existe un ensemble de sommets
D C V \ B tel que B appartient au voisinage impair de D i.e. les sommets
ayant un nombre impair de voisins dans D. Le seuil du protocole de Markham
et Sanders est défini comme le maximum entre la taille du plus grand ensemble
dominé de fagon impaire faible et la taille du graphe moins celle du plus petit
ensemble non-dominé de fagon impaire faible.

Le probleme de décision associé au seuil de ce protocole a été démontré N P-
complet dans [43], et plusieurs bornes concernant les diverses quantités associées
ont été montrées dans ce méme article. C’est dans la continuité de ces travaux
que s’inscrit ce travail de these, en particulier sur 'aspect de la complexité
paramétrée de ce probleme.

La WOD est un type particulier de domination et il est intéressant d’élargir
I’étude de la complexité paramétrée au cas général de la domination.

(0, p)-domination : La (o, p)-domination, introduite par Telle dans [62], est
un cadre général de domination défini de la fagon suivante : étant donnés o et
p deux ensembles d’entiers naturels et G = (V, E) un graphe :

Un ensemble de sommets D C V est (o, p)-dominant si et seulement si :

-VdeD, INdnND|eo

- YueV\D, INu)ND|ep

Ainsi, avec la (o, p)-domination, le probleme classique de domination s’ex-




prime en (N, NT)-domination (pas de contrainte dans le dominant et au moins un
voisin pour les autres), le probléeme CODE PARFAIT devient ({0}, {1})-domination
et la domination impaire devient (N, IM PAI R)-domination.

Les problemes de (o, p)-domination ont été fortement étudiés dans le cadre
de la complexité paramétrée [33, 45, 50]. En particulier, DOMINATION est W[2]-
complet [25] et CODE PARFAIT est W[1]-complet [14].

Complexité paramétrée : Ce type de complexité, définie par Downey et
Fellows [28], raffine les problemes N P-complets par 1'ajout d’un parametre fixe
dans les données du probleme. En particulier, ce cadre permet de mettre en
évidence les problemes dit FPT (pour Fixed Parameter Tractable) qui, bien
que N P-complets, peuvent étre résolus en temps f(k)p(z), avec f une fonction
quelconque, k le parametre fixe, p un polyndéme, et = la taille de I'entrée du
probleme. On peut citer comme exemple de probleme F PT celui de la couverture
par sommets [30].

Ce cadre définit aussi la hiérarchie W qui, pour tout ¢ € N, associe une classe
Wi] définie par la complexité minimum des circuits permettant de résoudre
les problemes qui lui appartiennent. Cette hiérarchie a également la propriété
d’inclusion suivante : Wi] C Wi + 1], FPT pouvant étre vu comme W/[0].

L’étude des problemes de graphe en terme de complexité paramétrée a donné
lieu & de nombreux résultats (pour une liste non-exhaustive voir [16], [25] ou
[52]), et en particulier pour les problemes de domination qui s’inscrivent dans
le cadre de cette these voir le tableau 1.4.1.

Ce travail se divise en trois chapitres, le premier sur la domination généralisée
introduisant également la complexité paramétrée, le second sur la WOD et le
dernier sur le degré minimum par complémentation locale.

Chapitre 1 : Domination généralisée Ce travail commence par un cha-
pitre consacré a I’étude de la complexité paramétrée de problemes de domina-
tion généralisée. Tout d’abord les problemes de domination généralisée seront
définis et plus particulierement la (o, p)-domination définie par Telle [62]. Dans
un graphe G = (V| E) étant donné o et p deux ensembles d’entiers, un ensemble
D sera dit (o, p)-dominant si et seulement si pour tout u € D la taille de son
voisinage dans D appartient & o et pour tout « € V'\ D la taille de son voisinage
dans D appartient a p.

On définira ensuite le cadre de la complexité paramétrée. Dans ce chapitre,
on s’intéressera plus particulierement aux classes FPT, W[1] et W|[2] étant les
classes auxquelles appartiennent la plupart des problemes de graphes [33, 25, 16].

Enfin, on définira la méthode par machine de Turing de Cesati [15] qui
servira de base a notre principal outil de démonstration du chapitre. Il s’agit
d’exhiber une exécution courte d’une machine de Turing résolvant un probleme
afin de montrer son appartenance a W/[l] et W[2] selon que la machine soit
respectivement simple ou multi-bandes.

Le corps de ce chapitre sera ensuite constitué de la présentation de la méthode
par machine de Turing aveugle 1.3 et de son utilisation pour montrer la com-
plexité paramétrée de nombreux problemes de domination généralisée.



La présentation de la définition du probleme d’exécution courte de machine
de Turing aveugle introduira cette partie. Une machine de Turing aveugle est une
version de machine de Turing multi-bandes a laquelle on ajoute un nouveau type
de transition ne dépendant pas de 1’état de la bande. Suivra la démonstration de
I’appartenance du probleme d’exécution courte de machine de Turing aveugle &
w12

Le résultat majeur de cette partie sera la preuve de l'appartenance du
probleme de (o, p)-domination & W[2] pour tout o et tout p récursifs (c-a-d.
Pappartenance & o et p est calculable). Celle-ci sera effectuée par réduction au
probleme d’exécution courte de machine de Turing aveugle.

On terminera par 'utilisation de I’exécution courte de machine de Turing
aveugle pour résoudre d’autres problemes de dominations et de théorie des codes.

Chapitre 2 : Domination impaire faible. Dans ce second chapitre on
étudiera les problemes de domination impaires faibles. Dans un graphe G =
(V, E) un ensemble de sommets B C V est faiblement dominé si et seulement
si il existe un autre ensemble de sommets D C V' \ B tel que B appartient au
voisinage impaire de D. On cherchera la taille x(G) du plus grand ensemble
faiblement dominé de fagon impaire (WOD pour Weak Odd Dominated) car,
étant donné B un ensemble WOD, alors tout sous-ensemble de B 1’est également.
On cherchera aussi la taille ' (G) plus petit ensemble non-WOD car étant donné
B un ensemble non-WOD pour tout sommet v € V' BUwv est non-WOD. Enfin,
on cherchera kg (G) le maximum de k et |V| — &/(G).

Ces trois problemes viennent du partage de secret a ’aide d’états graphes,
k(@) correspondant au plus grand ensemble de joueurs non-accesseur d’un pro-
tocole de partage de secret classique, «'(G) au plus petit ensemble de joueurs
accesseur et enfin kg(G) au seuil d’accessibilité d'un protocole de partage de
secret quantique. On commencera donc par présenter ces différents protocoles
et leur utilité pour définir précisément les problemes puis ces derniers seront
associés a un état de l'art sur les différentes bornes et constructions existantes
pour ces différentes valeurs.

La suite de ce chapitre correspondra ensuite au travail effectué et apportant
de nouveaux résultats publiés dans [11].

Dans un premier temps, on améliorera les bornes existantes pour les va-
leurs de et s’ par une méthode non-déterministe. Il s’agit de choisir de facon
aléatoire un ensemble D, chaque sommet ayant une probabilité 1 — ¢ d’apparte-
nir & D, d’estimer la taille de son voisinage impair Odd(D), et enfin d’optimiser
I’espérance de celle-ci en variant gq.

Ensuite, étant donné que les problemes liés a a la détermination des différentes
valeurs k,k’ et kg ont été montrés N P-complets dans [43], on s’intéressera
a la complexité paramétré de ces problemes. On commencera par déterminer
la bonne paramétrisation a adopter. En particulier, on montrera que la pa-
ramétrisation standard par la taille de ’ensemble cherché n’est pas satisfai-
sante menant a des algorithmes F'PT mais de noyaux linéaires dans la taille de
Ientrée. On adoptera donc la paramétrisation duale, le paramétre devenant la
taille du reste du graphe, et montrera par un cycle de F'PT-réductions la F'PT-
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équivalence de ces probléemes avec ENSEMBLE IMPAIR un probleme classique de
domination avec parité montré W[1]-difficile et appartenant & W[2] dans [33].
Enfin on s’intéressera & la complexité en approximation des valeurs de «, k'
et kg et les problemes associés seront montrés APX-complets pour s et &'
Pour le probleme associé & k¢, seule 'appartenance & APX sera montrée.

Chapitre 3 : Degré minimum par complémentation locale. Le der-
nier chapitre consiste en une étude du degré minimum par complémentation
locale. On commencera par 'introduction de la complémentation locale, une
transformation sur les graphes, puis de la LC-équivalence qui est I’équivalence
de deux graphes par une série de complémentation locale. Ensuite, on introduira
les notions de LU-équivalence et d’équivalence de rang de coupe. Celles-ci sont
liés & la LC-équivalence et a des propriétés tres étudiées, en particulier dans
le domaine de l'informatique quantique. Puis on introduira la notion clef du
chapitre, le degré minimum par complémentation locale, qui est le plus petit
ensemble de sommets constitué par un sous-ensemble de sommets et son voisi-
nage impair. Le nom de degré minimum par complémentation locale vient de
la possibilité par une série de complémentations locales de transformer un tel
ensemble en un sommet et ses voisins, et donc le plus petit degré minimum des
graphes dans l'orbite LC' du graphe de départ.

Suite a I'introduction de ces notions essentielles, le reste de ce chapitre sera
consacré aux nouveaux résultats obtenus et publiés dans [13].

En utilisant la borne de Plotkine [56], on montre tout d’abord une borne
supérieur par le nombre de couverture par sommet qui amene la borne suivante
pour les graphes biparties : §,.(G) < § +logan 21, puis cette borne est ramenée
A 010c(G) < %" + logan 22 pour le cas général.

Ensuite une étude de la complexité paramétrée de probleme de degré mini-
mum par complémentation locale sera présentée. La paramétrisation se fera de
facgon classique par la taille de I’ensemble. On ne considere ici que la complexité
paramétrée car il a été montré dans [43] que le probleme de degré minimum par
complémentation locale est N P-complet et AP X-complet. Le résultat principal
est la démonstration de la F'PT-équivalence de ce probleme avec ENSEMBLE
PAIR un probléme classique de domination avec parité appartenant & W[2] [33].

Enfin, on construira un algorithme exact en temps exponentiel a partir des
bornes montrées précédemment. Cet algorithme a une complexité en O*(1.938™)
et est ensuite raffiné & O*(1.466™) pour les graphes bipartis.
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Chapitre 1

Complexité paramétrique
de problemes de
domination généralisée

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux problemes de domination généralisée,
définis par Telle dans [62] de la fagon suivante :

Etant donné un graphe G = (V,E) et deux ensembles d’entiers o et p, un
ensemble de sommets D C V est (o, p)-dominant si :

- VdeD,INdnNnD|eo
-VYdeV\D,IN(d)NDJ|ep

De nombreux problemes classiques de domination comme ENSEMBLE DOMI-
NANT ou ENSEMBLE INDEPENDANT entrent dans le cadre de la domination
généralisée et deviennent ainsi ENSEMBLE (N, N1)-DOMINANT et ENSEMBLE
({0}, N)-DOMINANT. La plupart de ces problémes étant N P-complets pour les
graphes en général, leur complexité paramétrée a été étudiée pour établir les
liens entre les variations de o et p et la difficulté des problemes [33, 45, 50].
Nous commencerons par définir une nouvelle méthode de preuve d’appar-
tenance & W/[2| grice & une machine de Turing dite ”aveugle”, pour ensuite
démontrer appartenance & W[2] du probléeme de domination généralisée pour
tout o et p récursifs ainsi que pour des problemes de codes linéaires. Ce chapitre
regroupe les résultats publiés lors de la conférence TAMC de 2014 [12].

1.1 Complexité paramétrée

1.1.1 Principes et classe FPT

Cette notion a été introduite par Downey et Fellows dans [24]. Il s’agit d’ex-
traire un parametre, le plus souvent un entier, appelé parametre, des entrées
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d’un probleme. il s’agira ensuite de considérer la complexité du probleme en
fonction de la taille des entrées et aussi de ce parametre. La complexité pa-
ramétrée a pour but de raffiner la classe N P. Par exemple ces deux problemes
donné dans [28] : Pexistence d’un transversal de taille k¥ et d’un dominant de
taille k définis par :

TRANSVERSAL DE TAILLE AU PLUS k

Entrée : Un graphe G = (V, E), un entier k.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble V' de V de taille au plus k tel que pour
toute aréte uv de E, u ou v appartiennent & V' ?

ENSEMBLE DOMINANT DE TAILLE AU PLUS k

Entrée : Un graphe G = (V, E), un entier k.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble D de V' de taille au plus k tel que tout
sommet v de V'\ D a au moins un voisin dans D ?

Bien que ces deux problemes appartiennent a la classe N P on peut remarquer
qu’avec le choix de k la taille de la solution comme parametre on a une grande
différence entre la complexité de ces problemes. En effet, le meilleur algorithme
connu pour résoudre le probléme de transversal est en O(1.271% + kn) [19]
alors que l'on reste sur une exploration de tous les sous-ensembles possibles
pour la domination, soit un algorithme en O(n**+1). Cette différence devenant
significative si 'on considére un k assez petit ou le transversal peut étre calculé
en temps raisonnable [18]. Cette différence meéne donc aux définitions suivantes
des problemes FPT pour Fixed Parameter Tractable (décidable & parametre
fixe) :

Définition 2. Un langage paramétré est un sous-ensemble L C ¥* x ¥* (X
étant le vocabulaire). Si (x,k) est un langage paramétré alors on considére x
comme la partie principale et k comme le parameétre.

Il est a noter ici que le parametre n’est pas forcément un entier méme ci cela
représente la majorité des cas étudiés.

Définition 3. Un langage paramétré L est dit F'PT sil’on peut déterminer si
(x,k) € L en temps f(|k|)g(n), avec |x| = n, q est un polynome en n et f est
une fonction quelconque.

Dans la définition de F'PT, g(n) est un polynéme en n et ne dépend pas de
k, sont donc exclus les temps d’exécution en n*.

1.1.2 Réduction paramétrée et hiérarchie W

Dans la section précédente, on a défini F'PT la classe des problemes pa-
ramétrés pouvant se résoudre en temps polynomial (hors parametre). Se pose
maintenant la question de savoir si cette classe ne représente pas en fait l'inté-
gralité des problemes paramétrés.
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Tout d’abord il faut définir la notion de réduction polynomiale en complexité
paramétrée. Pour qu’une réduction paramétrée soit polynomiale il faut que celle-
ci se fasse en temps f(|k|)g(n) (comme pour la définition de FPT) mais aussi
que le nouveau parametre k' dépende exclusivement de k (par une fonction
quelconque), ce qui donne la définition suivante dans [24] :

Définition 4. Une réduction polynomiale d’un langage paramétré L a un lan-
gage paramétré L’ est un algorithme qui avec comme entrée (x, k) produit (', k")
tel que :

~ (x,y) € L si et seulement si (', k') € L.
- K = g(k) est fonction de k seul.

— le caleul s’effectue en temps f(lk|)q(n) avec n = |x|, f est une fonction
quelconque et g(n) un polynéme en n ne dépendant pas de k.

Pour la suite, on nommera ces réductions polynomiales entre langages pa-
ramétrés réductions-F PT'.

De maniere analogue a la complexité classique, on va partir du probleme
d’arrét d’une machine de Turing dont le parametre va étre le temps d’exécution,
défini dans [24] par :

EXECUTION COURTE D’UNE MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE SIMPLE
Entrée : Une machine de Turing non-déterministe simple, un mot w sur ’alpha-
bet 3, un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il une exécution de M sur w qui atteint un état acceptant
en au plus k étapes?

La classe de ce probleme est W([1], or EXECUTION COURTE D’UNE MACHINE
DE TURING NON-DETERMINISTE SIMPLE est difficile pour W{1] [25], donc que le
probleme d’exécution courte est plus difficile que tout probléme appartenant a
W1]. De maniere analogue & la complexité classique, la réponse & FPT = W[1]
reste ouverte. Il est a noté que cette question repose sur la question de complexité
classique P # NP [24].

En revanche, il a été remarqué qu’en revenant a ’exemple de départ de
probleme difficile en complexité paramétré ENSEMBLE DOMINANT DE TAILLE
AU PLUS k, on ne trouve pas de réduction de ce probleme a ’exécution courte
de machine de Turing. En effet, en complexité paramétrée, il existe une infinité
de classes Wi] pour tout ¢ entier naturel avec Wi] C W[i+1]|, FPT étant égale
a W[0], la question de 1’égalité entre chacune de ces classes revenant & la question
FPT = W[1]. Dans [24] ENSEMBLE DOMINANT DE TAILLE AU PLUS k est montré
complet pour W[2], on a donc que ENSEMBLE DOMINANT DE TAILLE AU PLUS
k n’est pas FPT et donc qu’il n’existe pas d’algorithme en temps f(|k|)q(n) qui
résout ce probleme, a moins que la hiérarchie W ne s’effondre dans F'PT.

Chacune des classes W[i] est définie dans [23] & l’aide des circuits mixtes
définis comme :
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Définition 5. Un circuit mizte de décision est un circuit booléen ayant un
nombre non borné d’entrées et une seule sortie avec deux types de portes :
— les petites portes sont des portes ET et OU ayant deuz entrées.
— les grandes portes sont des portes ET et OU ayant un nombre non borné
d’entrées.

Définition 6. La profondeur d’un circuit mizte est le nombre mazimum de
portes (petites et grandes portes) se trouvant sur un chemin entrée/sortie.

La largeur de trame d’un circuit mixte est le nombre mazximum de grandes
portes se trouvant sur un chemin entrée/sortie.

Définition 7. Etant donné F une famille de circuits miztes de décision de
profondeur mazximale h et de largeur de trame maximale i, Ly est le probléme
paramétrique de circuit défini par : Lp = {(C, k) : C € F accepte une entrée de
poids k}, poids d’une entrée étant le nombre d’entrées du circuit a 1.

La définition des classes Wi] est done :

Définition 8. Un probléme L appartient ¢ Wi] si L se réduit uniformément
au probléme de circuit paramétrique L pour la famille Fy, ; de circuits mixtes
de décision.

Il est & noter que cette définition revient a déterminer si ’on peut résoudre le
probleme L avec un circuit de taille f(|k|)q(n) (car il s’agit d’une réduction), de
profondeur bornée (ne dépendant donc ni de n ni de k) et de largeur de trame
i.

On utilisera aussi ici une autre hiérarchie avec les classes W*[i], celles-ci
sont analogues aux classes W{i] et correspondent donc aux classes de problémes
pouvant étre résolus a l’aide de circuits mixtes de largeur de trame ¢ mais avec
une profondeur dépendant du parametre k (au lieu d’une profondeur fixe dans
le cas des WTi]). Le principal résultat concernant ces classes étant les égalités
W1 = W*[1] et W[2] = W*[2] [23].

1.2 Méthode par machine de Turing
1.2.1 Définition

Pour démontrer appartenance d’un probleme L & une classe W[i], pour
1 > 1 on a trois possibilités :

— soit effectuer une réduction de L a partir du probléeme canonique associé
a la classe Wi], le probleme de circuit Lp(; ) avec F(i, h) la famille des
circuits mixtes de trame i et de profondeur i une constante quelconque,
c’est a dire résoudre le probleme a l’aide de circuits de taille polynomiale
en n, de profondeur constante et trame i (pour rappel la trame est la
profondeur du circuit en ne comptant que les ”grandes portes”).

— soit comme pour la complexité classique une réduction a des problemes
connus existants.
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— soit par exécution courte de machine de Turing non-déterministe [15].
En effet, dans [25], Downey et Fellows ont montré que le probléme d’exécution
courte de machine de Turing simple est complet pour W1], ce qui permet d’avoir
un outil pratique permettant de montrer ’appartenance & W{1]. En particu-
lier, une démonstration simple de 'appartenance & W[1l] de CODE PARFAIT a
été donnée par Cesati [14]. Le probléme associé & la machine simple est défini
comme :

EXECUTION COURTE D’UNE MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE SIMPLE
Entrée : Une machine de Turing non-déterministe a une seule bande, un mot w
sur 'alphabet 3, un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il une exécution de M sur w qui atteint un état accepteur
en au plus k étapes?

Cesati a ensuite étendu cette méthode & W[2] en prouvant la complétude
pour W[2] de la version multi-bandes du probleme de I'arrét qui permet par
exemple de montrer I’appartenance & W[2] de la version paramétrée du probléme
d’ARBRE DE STEINER [15]. Le probléme associé & la machine multi-bandes est
défini comme :

EXECUTION COURTE D’UNE MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE MULTI-
BANDES

Entrée : Une machine de Turing non-déterministe & m bandes, un mot w sur
I’alphabet 3, un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il une exécution de M sur w qui atteint un état acceptant
en au plus k étapes?

1.2.2 Exemple d’application : Domination classique

Ici on montre un exemple d’application de la méthode par machine de Turing
multi-bandes au probleme classique de domination ENSEMBLE DOMINANT DE
TAILLE AU PLUS k défini comme suit :

ENSEMBLE DOMINANT DE TAILLE AU PLUS k

Entrée : Un graphe G = (V, E), un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble D de V' de taille au plus k tel que tout
sommet v de V'\ D a au moins un voisin dans D ?

La description complete de la machine de Turing non-déterministe a n + 1
bandes est la suivante : M = (Q, T, A, 3, b,q7,Q4), avec :
r={0,0,1,v1,...,v,} Palphabet, b = O le symbole blanc, ¥ = & lalphabet
d’entrée vide ici, Q@ = {g-s | 7 € [1,n +1],s € [0,k]} U{¢*" | s € 1,k + 1]} U
{qflf | i€ [l,n],s€0,k]}U{g®, ¢, ¢ ga}, g1 = q1,0 Uensemble des états
et Q4 = {qa} l'ensemble des états accepteurs. L’ensemble des transitions A
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étant par la suite, un exemple d’exécution est aussi donné 1.1.

E’tape 1 — Initialisation de D

(00", grs, viO™, Gig1,541, (+£1)0™) i€ [l,n],r€[l,n],se[0,k]
(00", gr,s, 00", g 541, 00™) rell,n+1],s €0,k
(00", g, 00", g*24, (=1)0™) re[l,n+1]

{(v;", ¢°*4, ;007 ¢4, (—1)07) i€ [1,n]

<|:“:|n, qcnd, DDn7 qcnd7 (_1)On>

<D|:|n’ qend, DD”, qlread7 (+1)0n>

Atteindre I'état g, s signifie que s — 1 sommets parmi vq,...,v,_1 ont déja
été choisis sur la premiere bande, son utilisation nous permet de ne pas effectuer
deux fois le méme choix de sommet dans D étant donné que, dans la table de
transitions celles ayant ¢, , pour état initial ne permettent pas I’écriture de
sommets d’indices inférieurs a r.

Atteindre Iétat ¢°? signifie que l'initialisation de D est terminée et que
les tétes de lecture sont revenues aux cellules non-vides (contenant un autre
symbole que le symbole blanc ) les plus & gauche sur chaque bande.

E’tape 2 : Exploration du voisinage

1 siv€eNw;
<vi|:’n7qrcadvv’isl --'Snvqrcad7(+1)dl---dn> ) S [1,771],01\1 dt: + S% Ute [U ]
0 sinon

Avec N{[v] le voisinage fermé de v : N[v] = N(v) J{v}

Ici, on explore un par un les sommets de ’ensemble choisi D sur la premiere
bande. Pour chaque sommet de D, on va inscrire 1 sur toutes les bandes associées
aux sommets de son voisinage fermé pour marquer sa domination, décaler la téte
de lecture sur la droite pour garantir que toutes les tétes lisent bien O (pour
éviter I’explosion du nombre de transitions), et passer au sommet de D suivant.
E’tape 8 : Vérification

<D|:|n7 qread, DD”, ar, O(—l)">
(017, g, 01", g.4,00™)

Enfin, on se contente de revenir une fois a gauche sur toutes les bandes sauf la
premiere : si un sommet est dominé par au moins un élément de I’ensemble alors

il y aura un 1 sinon un [J. L’ensemble choisi est donc dominant si et seulement
si toutes les tétes de lectures sauf la premiere pointent sur des 1.

1.2.3 Limite : Domination impaire

Prenons maintenant un autre exemple de probleme de domination apparte-
nant & W2] avec ENSEMBLE DOMINANT IMPAIR DE TAILLE AU PLUS k (prouvé
dans [33]) défini comme suit :

ENSEMBLE DOMINANT IMPAIR DE TAILLE AU PLUS k
Entrée : Un graphe bipartie G = (R, B, F), un entier k.
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U1

V2 Us
V3 V4
(a)
...|D|v_1|v5||:|| ...|D|v1|v5|g| ...|D|v1|v5|g|
ono000.. .o1i00. .oiio00.
Oo000.. 01000 oI00o.
OO000.. -[Ooooo.. _oooooL.
oo .o1ooo. .oiooo.
ooo000. .o1i0o. .oii00.
(b) (c) d)

FIGURE 1.1 — Calcul de ENSEMBLE DOMINANT DE TAILLE AU PLUS k sur une
machine de Turing multi-bandes avec k = 2 pour un C5. (a) Graphe d’entré;
(b) Etat de la machine & la fin de la phase (1) : I'ensemble D choisi est sur
la premieére bande, les autres sont vides; (¢) Fin de la phase (2) : on a inscrit
sur la bande associée a chaque sommet le nombre de sommets de D dans son
voisinage fermé; (d) Fin de la phase (3) : on fait revenir toutes les tétes de
lecture (symbole souligné) d’une position & gauche, vi,v9,v4 et vs lisent 1 et
sont donc dominés mais pas vs, ’ensemble n’est pas dominant. Pour illustrer le
fonctionnement, on a choisi {v1,v5} qui n’est pas dominant. La machine étant
non-déterministe aurait choisit un dominant comme {vy, v4}.
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Parametre : k.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble R’ de R de taille au plus k tel que tout
sommet b de B a un nombre impair de voisins dans R’ ?

Ici, on a la difficulté d’avoir la parité de chaque sommet. Pour appliquer une
méthode similaire a celle de ’exemple précédant, on peut imaginer une machine
a | B|+1 bandes, la premiére servant & tirer R’ et ensuite une bande pour chaque
sommet de B. A ce moment, on peut capturer la parité en inscrivant celle-ci sur
la bande par une alternance de 0 et de 1 pour ensuite décaler la téte de lecture
de chaque bande associée & un sommet du voisinage lors du parcours de R'.
Cette solution résout bien le probleme mais ne correspond pas a une réduction
paramétrée car elle nécessite un nombre exponentiel de transitions. En effet, si
a la fin du parcours il est simple de vérifier la parité si toutes les tétes de lecture
pointent vers 1, & un instant donné du parcours toutes les configurations de
parité de chacun des sommets sont possibles il faut donc une table de transition
de taille 2/8!. D’autres solutions simples sont possibles mais aboutissent soit
a une explosion du nombre de configurations soit a un nombre de transitions
trop grand. Etant donné la difficulté pour W12] du probléme d’exécution de la
machine, une réduction existe mais on voit bien une limite de cette méthode en
tant qu’outil pour faciliter la démonstration de 'appartenance & W2].

1.3 Machine de Turing aveugle
1.3.1 Définition

L’exemple du probléeme de domination impaire (voir le paragraphe 1.2.3)
nous montre une limite de la méthode par machine de Turing. Dans cet exemple,
I'impossibilité d’inscrire la parité de chaque sommet sur sa bande sans faire
exploser le nombre de transitions interdit I'utilisation d’une machine similaire a
celle de la domination classique.

En revanche, on peut se rendre compte que 1’on peut inscrire a ’avance cette
parité sur chacune des bandes par une alternance de symboles (voir la figure 1.2)
et faire non plus du nombre de symboles mais de la position de la téte de lecture
la marque du nombre de domination de chaque sommet, en décalant a gauche
la téte de lecture de chaque voisin des sommets du dominant. Ainsi, la lecture
de la configuration courante n’est plus nécessaire qu’a la fin, au moment de la
vérification ol la configuration doit étre uniformément impaire.

Avec cette méthode, I'explosion du nombre de configurations persiste tou-
jours, mais en ajoutant un nouveau type de transition qui ne dépend pas du
symbole lu sur certaines bandes, on peut résoudre ce probleme. On crée donc de
nouvelles transitions qui ne dépendent plus (ou partiellement plus) de la confi-
guration courante de la machine, c’est ce type de transition que I'on appelle
transition ”aveugle”.

Pour plus de clarté, on ne va pas définir un nouvel ensemble de transitions,
mais introduire dans ’alphabet un nouveau symbole neutre ”.” qui s’il se situe
en partie gauche de la transition signifie "quelque soit le symbole lu” et en
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partie droite ”le méme symbole que celui lu” sur cette bande. Ainsi la transition
(k. q, .k ¢, +1%) signifie que dans I'état ¢, quelque soit la configuration, on la
laisse, puis on passe & I’état ¢’ et on décale toutes les tétes de lecture & droite.

La définition d’une machine de Turing aveugle sera donc aussi un septuplet
M= (Q,L,A,X,b,q0,Qr) avec @ Pensemble des états, I' = T' U {_} 'ensemble
des symboles de travail et 'ajout du symbole neutre ”.” pour les transitions
aveugles, A C (I"Mx@QxI™xQx{-1™,0™,1™}) I'ensemble des transitions, ¥
l’ensemble des symboles inscrits sur les bandes (X = T\ {b,-}), b le symbole
blanc, gy I’état initial, et Qr l'ensemble des états accepteurs. Pour prouver
Pappartenance d’un probleme & W[2], la méthode par machine de Turing aveugle
se fera, comme pour la méthode classique, en effectuant une réduction vers un
probleme d’exécution courte avec une machine de Turing donc en définissant
une machine qui résout le probleme. On défini donc le probleme d’exécution
courte de la fagon suivante :

EXECUTION COURTE D’UNE MACHINE DE TURING AVEUGLE
NON-DETERMINISTE MULTI-BANDES

Entrée : Une machine de Turing aveugle non-déterministe a m bandes, un mot
w sur 'alphabet ¥, un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il une exécution de M sur w qui atteint un état accepteur
en au plus k étapes?

1.3.2 W][2]-complétude

La difficulté pour W[2] est induite par la complétude pour W[2] du cas
classique [15], la machine classique étant un cas particulier de machine aveugle
n’utilisant jamais le symbole neutre. Pour obtenir la complétude il reste donc a
prouver l'appartenance & W|[2].

Comme pour le cas classique, il s’agit en fait d’une appartenance & W*[2]
défini dans [23] comme étant la classe des problemes pouvant étre résolus par
un circuit mixte de trame 2 (profondeur ne comptant que les portes de taille
d’entrée non-bornée) et de profondeur bornée par une fonction de k (au lieu
d’étre constante pour W/[2]). Comme 1’égalité W*[2] = W[2] est aussi montrée
dans [23], on obtient notre appartenance & W|2].

L’appartenance & W*[2] se montre directement en exhibant pour toute ma-
chine de Turing aveugle M et tout entier k£ un circuit mixte de trame 2 et de
profondeur bornée par une fonction de k qui résout EXECUTION COURTE D’UNE
MACHINE DE TURING AVEUGLE NON-DETERMINISTE MULTI-BANDES de (M, k).

Théoréeme 1. EXECUTION COURTE D’UNE MACHINE DE TURING AVEUGLE
NON-DETERMINISTE MULTI-BANDES est complet pour W|[2].

Démonstration. Dans un premier temps, M est transformée en une machine qui
si elle atteint un état accepteur en au plus k étapes I'atteint aussi en exactement
k étapes. Pour cela, les états accepteurs de M sont fusionnés en un seul état
ga et on ajoute une transition aveugle (_™, qa,-™,ga,0™) qui boucle sur 1’état
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accepteur sans lire ni modifier la configuration. Ainsi, si on atteint un état
accepteur en k étapes on atteint g4 en k étapes, et si on 'atteint avant on reste
sur g4 jusqu’a la k™ étape.

Dans la suite, C' est un circuit mixte de largeur de trame 2 de fagon a ce
que les entrées qui renvoient vrai correspondent aux séquences de k transitions
d’une machine M de I’état initial a I’état accepteur.

L’ensemble A des transitions de M est indexé par j € [1,|A]]. Les symboles
de I sont indexés par s € [0, |I'|], ou 0 et |I'| sont respectivement l'indice du sym-
bole blanc et l'indice du symbole neutre ‘.’. Soit z[¢, j] pour tout i € [1,k],j €
[1,|A]] et 2[—1, —1] les entrées du circuit. Pour tout i € [1,k],j € [1,]|Al], z[i, j]
est vrai si et seulement si la i transition de la séquence d’exécution de la
machine est la transition d’index j, x[—1, —1] représentant la constante 0.

Les portes suivantes encodent les informations sur les transitions de M :
Vi € [1,k],Yq € [1,]Q|],¥s € [0, |T],Vt € [1,m],Vd € {-1,0,1},

~ 7,(i,q) renvoie vrai ssi 1’état initial de la i®™¢ transition est ¢ :

rolivg) == \/ =i, ]
jedq

ou Jg = AN I x{g}xI"xQx{-1,0,1}"™)

— 7a(i,q) renvoie vrai ssi 'état terminal de la i™¢ transition est ¢ :
Taliyq) = \/ wli, j]
JET,
ou Jy = AN (L™ xQxL™x{q}x{-1,0,1}™)
— 0,(i, s,t) renvoie vrai ssi & la ¥ transition, soit le symbole Iu sur bande

t est s, soit on ne lit pas le symbole sur la bande t dans le cas ”aveugle”
(s=1T0) :

oo(iy8,t) := \/ x[i, j]

jEJs,t

ott Jop = AN (T x{sIxD™'xQxI"xQx{-1,0,1}"™)

— on(i, s,t) renvoie vrai ssi & la i*™ transition, soit le symbole écrit sur la
bande t est s, soit il n’y a pas de réécriture sur la bande t dans le cas
7aveugle” (s = |T) :

onliys,t) == \/ ali,J]
JEJTL
ot JL, = AN (I™xQxL ™ x{s}xI" 'xQx{-1,0,1}™)

— p(i,d,t) renvoie vrai ssi & la ®™¢ transition, la téte ¢ a pour mouvement

d:
p(i,d,t) == \/ z[i,j]

j€Ja,e

ot Jup=ANIC"xQxL"xQx{-1,0,1}"1x{d}x{-1,0,1}mt)
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On remarque que la plupart de ces portes sont dans le cas général des portes OU
de taille d’entrée non bornées. On voit aussi que ces portes sont indépendantes,
et par conséquent qu’aucun chemin allant d’une entrée a la sortie ne passe par
deux de ces portes.

Les portes suivantes encodent les positions des tétes et tous les symboles de
chaque cellule sur les bandes, ces bandes sont de taille non bornée mais sur une
exécution courte d’au plus k étapes, les cellules visitées sont aussi éloignées d’au
plus k positions de la position initiale. Ces portes garantissent que 1’exécution
est correcte. Vi € [1,k|, VI € [-k, k], ¥Vt € [1,m],Vs € [0,|T'] — 1] :

— B(i,1,t) renvoie vrai si et seulement si la téte ¢ est & la position ! avant
létape i, pour ce faire on vérifie si la position & I’étape i — 1 : 8(i — 1, *,t)
ainsi que le mouvement de la téte & 'étape i—1 : u(i—1, *,t) correspondent
a un mouvement vers la position [ (ou une absence de mouvement depuis
la position 1). Comme la séquence de transitions est de longueur k, I est
compris dans l'intervalle [-k, k]. La porte est définie par :

1 sil=0

0 sinon

B(0,1,t) := {

BGi,l,t) = (BG—1,1,¢) Apu(i—1,0,1))
V (B(i—1,1-1,t) A u(i—1,1,¢))
V (B(i—1,1+1,t) A p(i—1,-1,1))

— o(i,1, s,t) renvoie vrai ssi le symbole de la cellule | de la bande ¢ avant
I’étape @ est s. Soit w le mot initial de la machine, situé sur la premiere

bande.

1 si ((s est Vindice de wll]) A (t =1) A (0 <1 < |w]))
0(0,1,s,t) := 1 si((s=0)A(E#1VI<OVI>]|w])

0 sinon
o(i,l,s,t) = (=G —1,1,t) Ao(i—1,1,s,t))

V(B — 1,1,t) Aonli — 1,5,1))
V (B — 1,1,t) Aon(i — 1,|D],6) Ao(i — 1,1, 5, 1))

Dans la définition de o(4,1,s,t) pour i > 0, trois cas apparaissent : soit
la téte n’était pas sur la case [, donc le symbole est inchangé; soit la téte
était sur [, et il s’agit du symbole écrit; soit la téte était sur [ mais la
transition était aveugle, donc le symbole reste encore inchangé.

On remarque que toutes ces portes ont un nombre borné d’entrées, et que si
la définition de ces portes est récursive celle-ci porte sur le nombre de transition,
donc la profondeur de ces portes est bornée par une fonction de k. On remarque
aussi que ces portes sont en nombre polynomial car il y a k- 2k - m portes [ et
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k-2k-|C|-m portes o.

Toutes les informations sur I'exécution de la machine ont été encodées, il ne

reste donc que la vérification de la validité de la séquence de transitions :

- FE = Eg\NE; NEs ANEs A Ey est la porte finale du circuit. Il en résulte que,
pour toute entrée acceptée, les conditions suivantes Fj, ..., E4 doivent
étre satisfaites.

— By := —z[-1,-1] défini z[-1,-1] comme la constante 0, donc —z[-1,-1] de-
vient 1, ces constantes étant utilisées par différentes portes du circuit.

— Fj défini que pour tout ¢ € [0, k], au plus un fil du bloc z[é, 1],. .., i, |A]]
est vrai, ce qui signifie qu’a chaque étape au plus une transition est ef-
fectuée. Pour cela, on regarde chaque couple et on vérifie qu’au moins un
des deux est faux. F7 est définie comme :

E 1AL 1A

BEe= AN N (alid)v-ali, i)

i=1j=1j'=1j'#j

— F, vérifie que I’état initial de chaque transition est ’état final de la tran-
sition précédente. E5 est définie comme :

ko1Ql

Ey = /\ /\(ﬁTn(i - 17Q) \/To(iv(J))

=2 q=1

A noter qu’il s’agit de la transcription logique de la formule :
Vi € [2,k],Yq€[1,|Q|], Tn(i — 1,q) = To(i, q).

— Fj5 vérifie que sur chaque bande le symbole lu de la transition est bien
celui inscrit, et dans le cas d'une transition aveugle renvoie vrai. Fs3 est
définie comme :

i=1t=11l=—k s=0

A noter qu’il s’agit de la transcription logique de la formule :
Vi € [1,k],Vl € [k, k],Vs € [0,|T|],Vt € [1,m], (B(i,1,t) A o(i,l,s,t)) =
(0o(t,8,t) V oo(i,|T,1)).

— FE, vérifie que I'état initial de la premieére transition est g, 1’état initial
de M d’indice 0, et que 1’état final de la derniére est ¢4 d’indice |@Q| — 1.
Donc F,4 est définie comme :

Ey :=71,(0,0) AT (k—1,|Q] — 1)

Toutes les portes E;, ¢ € [0,4] sont indépendantes, donc tout chemin allant
d’une entrée a la sortie passe donc par au plus une de ces portes de taille d’entrée
non bornée. Comme les seules autres portes de taille d’entrée non bornée sont
celles qui encodent les transitions et sont elles aussi indépendantes, ce circuit
est de trame 2.
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Comme les seules portes définies de fagon récursive le sont sur le nombre de
transitions, la profondeur du circuit est bornée par une fonction du parametre.
De plus, ces portes sont en nombre polynomial en |M]|.

Le circuit renvoie vrai si et seulement si M une séquence d’au plus k transi-
tions de I’état initial & un état final sur le mot w, i.e. si et seulement si M possede
un chemin d’exécution accepteur de taille k sur w. Par conséquent, EXECUTION
COURTE D’UNE MACHINE DE TURING AVEUGLE NON-DETERMINISTE MULTI-
BANDES appartient & W*[2] donc & W[2]. O

1.3.3 Application a la Domination impaire

Maintenant que les transitions aveugles ont été ajoutées a la machine de
Turing, on peut désormais effectuer des transitions sur un nombre exponentiel
de configurations dans le cas ou leur reconnaissance n’est pas nécessaire. En
revenant sur ’exemple de la domination impaire, nous avions vu qu’il est pos-
sible, comme pour le probleme de domination classique, d’utiliser la premiere
bande pour tirer R’. Ensuite d’associer une bande & chacun des sommets de B,
d’encoder la parité du voisinage de chacun des sommets de B par la position de
la téte de lecture sur des bandes remplies préalablement par une alternance de
0 et de 1. Il s’agit d’effectuer une lecture de R’ et pour chacun de ses sommets
v; décaler la téte de lecture associée & ses voisins (N (v;)). Le probleéme résidait
dans le nombre exponentiel de configurations, or il est désormais possible de
les passer sans les connaitre en utilisant des transitions aveugles et uniquement
controler que la configuration terminale est bien 1 pour chacun des sommets.

Pour le probleme ENSEMBLE IMPAIR (voir 1.2.3) on a donc la description
compléte de la machine de Turing aveugle non-déterministe & |B| bandes sui-
Vante'M*(Q LA b, qr,Qa), avec T ={0,0,1, vy, . .. vn} b=0,% =g,

={gs|r€l,n+1],s€[0,k]}U{"|sel, k—l—l]}U{qblg |iel,n],se
[0, kU {g”%, ¢, ¢ qa}, a1 = q10 et Qa = {ga}

Le mot initial w est le mot vide, en conséquence, a 1’état initial, toutes les
cellules des n + 1 bandes contiennent le symbole blanc [J.

Les transitions de la machine sont :

Etape 1 — Initialisation de R’
<D|:|naq7“s;vzl 7Q1+1 s+1;(+
(00", gr,s, 00", @i 1,541, (+
<|:”:| 7Qrsu|:,1 7Q7‘s+17 ( 1
<|:”:| 7Qrsu|:,0 7Q7‘s+17 (
<|:”:| ,qT]len’qend’
(
(
(
(

)(+1)™)
JE+D")

( 1,n],s =1 mod 2
( 1
)
")
1)
)
)

€l
€ [1,n],s =0 mod 2
€l,n+1],s =1 mod 2

€[1l,n+1],s =0 mod 2
™) €l,n+1],si s=1mod 2
™) €l,n+1],si s =0 mod 2
) i€[l,n]

1
1
)
1)

(=1)(=
oon aquvle 7qcnd7(_1)(
Vi 7qcnd7’01~ 7qcnd7(_1)(
Dln end Dln end O( 1)
Don end D0n7qend 0( 1)n
<D|:|n,qend, DD”, mad7 (+1)(+1)n>

Atteindre I'état g, s signifie que s — 1 sommets parmi v,...,v,_1 ont déja

1
1

")
)
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été écrits sur la premiére bande, son utilisation nous permet de ne pas effectuer
deux fois le méme choix de sommet dans R’ étant donné que, dans la table
de transitions celles ayant ¢, ; pour état initial ne permettent pas I’écriture de
sommets d’indices inférieur a r.

Atteindre 'état ¢°*9 signifie que initialisation de R’ est terminée et que les
tétes de lecture sont revenues aux cellules non-vides (contenant un autre sym-
bole que le symbole blanc OJ) les plus a gauche sur chaque bande.

E’tape 2 : Ezploration du voisinage

1 siveN(y;
<’Ui._.n, qlread“uil_‘n7 qread, (+1)d1 . dn> = [1, TL], ol dt: {+ S% v e (’U )
0 sinon
<D]‘n, qrcad7 D1n7 qA7 00n>

L’exécution de la machine nécessitant seulement trois passages de R’ un pour
Pécrire, un pour revenir et un pour 'exploration du voisinage, on a bien la W|[2]
complétude. Il est & noter que la deuxieme étape ne peut s’effectuer qu’avec des
transitions aveugles sinon on aurait un nombre exponentiel de parité possible
sur 'ensemble des sommets de B (voir la figure 1.2).

1.4 Application a la (o, p)-Domination

1.4.1 (o, p)-Domination
Définition

Les problemes de domination sont centraux dans la théorie des graphes.
Dans [62] Telle introduit la notion de domination généralisée qui, étant donnés
deux ensembles d’entiers o et p, pose le probleme de I'existence (ou bien de la
maximisation/minimisation) d’un ensemble D tel que tout sommet de D a un
nombre appartenant & o de voisins dans D et tout sommet de V'\ D a un nombre
appartenant & p de voisins dans D ; un tel ensemble est dit (o, p)-dominant. Ce
qui nous donne la définition suivante pour la version existentielle :

Etant donnés o et p deux ensembles non-vides d’entiers et un graphe G =
(V,E), le probleme de domination généralisée ou (o, p)-domination, est défini
comme :

ENSEMBLE (0, p)-DOMINANT
Entrée : un graphe G = (V, E).
Question : Existe-t-il un sous-ensemble de sommets D C V' tel que :
~-VdeD,|NdnND|co
-YoeV\D,|Nw)nD|ep
Dans cette définition, on voit que o et p ne sont pas des entrées mais
sont fixés. En particulier, les problemes ENSEMBLE DOMINANT, ENSEMBLE
STABLE et CODE PARFAIT peuvent étre vus comme des instances de domina-
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by

1 ba
9 O b3
rs by

bs

(a)

...|D|z1|7’2|7’3|D|

...|D|7’1|7’2|7’3|Q|

[D[0[1[0[1[0L. Jo[o[L[0[1]0]..

~[O[0[1[0[10L. Jo[o[i[0[1][0]..

_[O[o[1[0[1]0}. .[O[o[L[o[1[0[.

_[O[0[1[0[1]0[.. JO[o[L][0[L[0].

_[O[0[1[0[1]0[.. JO[0[L[0[1[0].
(b) ()

FI1GURE 1.2 — Calcul de ENSEMBLE IMPAIR sur une machine de Turing multi-
bandes aveugle avec k = 3. (a) Graphe d’entrée; (b) Etat de la machine  la
fin de la phase (1) : 'ensemble R’ choisi est sur la premiere bande, les autres
sont remplies selon la parité de la position de chaque case (0 pour pair, 1 pour
impair) ; (c) Fin de la phase (2) : on a déplacé vers la droite la téte de lecture
pour chaque bande associée a un sommet de B pour chacun de ses voisins dans
R/, toutes les tétes pointant sur 1, {r1, 72,73} est un ensemble impair.
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tion généralisée et deviennent respectivement ENSEMBLE (N, N*)-DOMINANT,
ENSEMBLE ({0}, N)-DOMINANT et ENSEMBLE ({0}, {1})-DOMINANT.

En complexité paramétrée

La plupart des problemes de domination étant difficiles pour N P, des l'in-
troduction de la complexité paramétrée Downey et Fellows ont beaucoup étudié
la version paramétré de ces probleémes [25, 33, 45, 51]. En reprenant les exemples
précédents ENSEMBLE DOMINANT et EENSEMBLE STABLE, il est intéressant de
remarquer que, s’il s’agit de deux problemes N P-complets, lorsque 1'on étudie
leur paramétrisation par la taille de ’ensemble dominant (la plus naturelle), le
premier est complet pour W2] alors que le second est complet pour W1] [24].
La complexité paramétrée de problemes de domination généralisées en faisant
varier o et p est étudié notamment dans [33, 45, 50].

Bien que d’autres paramétrisations soient possibles, en particulier par la lar-
geur arborescente [17, 61], on ne s’intéresse ici qu’a la paramétrisation par la
taille de 'ensemble dominant que 'on va nommer ”standard” et par celle de
I’ensemble dominé dite ”duale” qui sont les paramétrisations plus étudiées [33].

ENSEMBLE (0, p)-DOMINANT DE TAILLE k

Entrée : un graphe G = (V, E), un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble de sommets D C V' de taille k tel que :
-VdeD,|NdND|eo
-YoeV\D, |Nw)nD|ep

ENSEMBLE (0, p)-DOMINANT DE TAILLE n — k

Entrée : un graphe G = (V, E)) d’ordre n, un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble de sommets D C V de taille n — &k tel
que :
~-VdeD,|NdnND|co
-YoeV\D, |Nw)nD|ep

Comme on le voit dans le tableau 1.4.1, les premiers résultats de com-
plexité de (o, p)-domination concernent les problemes classiques de domination
en théorie des graphes, comme ENSEMBLE DOMINANT [24] et ENSEMBLE STABLE
[25], directement par Downey et Fellows ou par la suite CODE PARFAIT [14] ou
ENSEMBLE TOTALEMENT DOMINANT [5].

Les premiers résultats généraux sur la complexité paramétrée de la (o, p)-
domination ont été montrés par Golovach et al. dans [33]. Nous rappellerons
principalement les théorémes suivants :
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Théoréme 2. Pour tout o et p ensembles non-vides finis d’entiers non-
nuls ENSEMBLE (o, p)-DOMINANT DE TAILLE AU PLUS k et ENSEMBLE (o, p)-
DOMINANT DE TAILLE EXACTEMENT k sont complets pour W1].

Théoreme 3. Pour tout o et p ensembles finis d’entiers non-nuls tels que o
ou T sont finis, et p ou p sont finis, ENSEMBLE (o, p)-DOMINANT DE TAILLE
AU PLUS n — k et ENSEMBLE (0, p)-DOMINANT DE TAILLE EXACTEMENT n — k
sont FPT.

Le premier théoréme est intéressant car il donne la complétude pour W/[1]
d’un grand nombre de problémes de domination classique comme CODE PAR-
FAIT. De plus, pour o = p = N le probléme de (o, p)-domination est trivialement
FPT (aucunes conditions), on ne peut donc pas obtenir un résultat de difficulté
pour tous o et tous p.

Le second théoréme concernant la paramétrisation duale des problemes (que
Pon utilisera dans le second chapitre) et la domination impaire faible est intéressant
car il regroupe la plupart des problemes classiques de domination. L’exemple de
la domination impaire, aussi montrée dans [33] en utilisant les résultats de [26]
qui est W[1]-difficile, montre que le probleme général de la (o, p)-domination
pour tous o et p n’est pas FPT en paramétrisation duale.

1.4.2 Méthode par machine de Turing Aveugle

Théoréme 4. Pour tous ensembles récursifs d’entiers o et p, ENSEMBLE
(0, p)-DOMINANT DE TAILLE EXACTEMENT k et ENSEMBLE (o, p)-DOMINANT
DE TAILLE AU PLUS k appartiennent ¢ W/[2].

Dans cette section, nous allons montrer 'appartenance & W2]. De plus, on
ne verra que la preuve de 'appartenance & W[2] de ENSEMBLE (o, p)-DOMINANT
DE TAILLE AU PLUS k, la preuve pour ENSEMBLE (o, p)-DOMINANT DE TAILLE
EXACTEMENT £k étant similaire.

1.4.3 Principe

Etant donnés deux ensembles récursifs (c-a-d. dont Pappartenance est cal-
culable) o, p C N, un entier k, et un graphe G = ({v1,...,v,}, F), la machine
de Turing & (n + 1) bandes M atteint ’état accepteur si et seulement si G a un
ensemble (o, p)-dominant de taille au plus k. M procede en trois étapes (voir
lexemple d’exécution 1.2) :

1. D, un sous-ensemble de V' de taille au plus k, est construit de fagon non-
déterministe (toutes les possibilités sont dans la table des transitions) et
est inscrit sur la premiere bande. De plus, pendant ce tirage, les k + 1
premiéres cellules des n bandes suivantes (une bande pour chaque sommet

1. Quand la paramétrisation s’effectue par la taille de ’ensemble dominant, la complexité
paramétrée de ENSEMBLE (o, IMPAIR)-DOMINANT (resp. ENSEMBLE (o, PAIR)-DOMINANT)
pour o € {IMPAIR, PAIR} peut étre déduite de celle de ENSEMBLE IMPAIR (respectivement
ENSEMBLE PAIR) montrée dans [33].
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Domination généralisée

Nom Formulation Standard Duale
(o,p)
ENSEMBLE DOMINANT (N,N*) W{2]-complet [24] FPT [33]
ENSEMBLE STABLE ({0},N) W]1]-complet [25] FPT [33]
CODE PARFAIT ({0}, {1}) |W][1]-complet [14, 25] FPT [33]
ENSEMBLE W][1]-complet
FORTEMENT STABLE ({0} {0, 13) (W11] [33) FPT [33]
ENSEMBLE . s W|[2]-complet
TOTALEMENT DOMINANT (N", ") (W[2]-difficile [5]) FPT [33]
ENSEMBLE (0, IMPATR)-DOMINANT, W/[1]-difficile W/1]-difficile [33],
o{IMPAIR,PAIR} WRE WI[2]
ENSEMBLE (0,PAIR)-DOMINANT, Wizt W1]-difficile [33],
oc{IMPAIR, PAIR} WI[2]
ENSEMBLE (o, p)/—DOl\./IINANT, wi2] wi2]
avec o, p récursifs
Autres problemes de domination
ENSEMBLE DOMINANT CONNEXE W]2]-complet
(Dual de ARBRE COUVRANT (W[2]-difficile [29]) FPT [32]
DE FEUILLES MAXIMUM)
W][2]-complet
NOYAU DE DIGRAPHE Inconnu

(W[2]-difficile [37])

Problemes de théorie des codes

DISTRIBUTION DE POIDS W{1]-difficile W[1]-difficile [33],
WI2] [26] Wi2]
W{1]-difficile [33],
DISTANCE MINIMALE W[2] [26] W2]
DISTRIBUTION DE POIDS SUR F, W/[1]-difficile W/1]-difficile,
(¢ puissance de premier) W2 W[2]
DISTANCE MINIMALE SUR [, WI2] W/1]-difficile,
(¢ puissance de premier) W(2]

FIGURE 1.3 — Apercu de la complexité paramétrée de problemes de domination
et de quelques problemes de théorie des codes. La paramétrisation ”standard”
correspond & la taille de 'ensemble dominant (ou le poids de Hamming dans les
problémes de théorie des codes). Dans cette colonne, on considere des ensembles
de taille k et au plus k sauf pour ENSEMBLE FORTEMENT STABLE et ENSEMBLE
STABLE que l’on ne considere que pour ’égalité. La paramétrisation ”duale”
correspond a la taille de I’ensemble dominé. Les nouveaux résultats obtenus
sont indiqués en gras, les anciens entre parentheses

du graphe) sont remplies avec des 1 et des 0 de telle fagon que la ¢

de chaque bande soit a 1 si et seulement si ¢ € p.
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2. Le contenu de chacune des bandes de M associées a un sommet de D est
remplacé par des 1 et des 0 de telle fagon que la i®™¢ cellule de chaque
bande soit & 1 si et seulement si i € o. A la fin de cette seconde étape,
toutes les tétes de lecture sont sur les symboles non-blancs les plus a
gauche, la premiere bande contient D et les bandes suivantes contiennent
les vecteurs caractéristiques de o ou p selon qu’elles sont associées a un
sommet de D ou de V' \ D.

3. Pour chaque sommet v de D (lu sur la premiére bande), la téte de lecture
de chacune des bandes associées a un sommet dans le voisinage extérieur
de v (N(v)) est déplacé a gauche. Cette étape est réalisée a l'aide de
transitions aveugles, en effet, on n’a pas besoin de connaitre le symbole
sur chaque bande (hormis la premiere) et on ne pourrait pas inscrire toutes
les configurations possibles dans la table de transition. A la fin de cette
troisieme étape, pour tout v € D (resp. v € D), la téte de lecture de la
bande associée & v a été décalée & droite |N(v) N D] fois, la téte de lecture
lit 1 si et seulement si |[N(v) N D| € o (resp. [N(v) N D| € p), donc D est
un ensemble (o, p)-dominant si et seulement si toutes les tétes de lecture
(sauf la premiere) lisent un 1.

1.4.4 W]2]-complétude

Cette section est entiérement consacrée a la preuve de I'appartenance du
probléme de (o, p)-domination & W|2].

Démonstration. La description complete de la machine de Turing aveugle non-
déterministe & n + 1 bandes est la suivante : M = (Q, T, A, X, b,q1,Q4), avec
I={0,0,Lv,....0n},b=0YX=2,Q={qs | r € [l,n+1],s € [0,k]} U
{@ | s € [LE+1}U{q | i € [Lnl,s € [0,K} U {g8, g5, g5, g%, qa},
qr = qi0 et Qa = {qa}.

Le mot initial w est le mot vide, en conséquence a 1’état initial toutes les
cellules des n + 1 bandes contiennent le symbole blanc 0.

Les transitions de la machine sont :

E’tape 1 — Initialisation de D et p :
<|:”:|n7Q7‘,57U11 7Qz+1 s+15 (+1)
DDn;QT,s;sz 7QZ+1 s+15 (+1)
DDn;qhsaljl ;qr,erl; ( )n

(+1)™)

(+

)
DD”,QT,S,DOH,%« s+1y ( )n;

)

)

nm)

1,n],s € pN [0,k —1],i € [r,n]
1,n],s€pn[0,k—1],i € [r,n]
el,n+1,s€pn0,k—1]

€l
:|
el,n+1l,sepn0,k—1]
[
[

D1n7qend D1n7qen 0(
n end n end
oo™, g5, 00", g5, 0(—
DD”,qznd O, g%, (+1)(+1)")

B
007, gk, 017, g5, (=1)(=1)") ell,n+1],sikep
H(=1)™) re[l,n+1],sikep
i, g5, vic 7Q§nd7( D(=1nm) i€[1,n]
")
1

(
(
(
( (=
(00", gy, 0O, ¢S24, (—
{
{
{
(
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Atteindre I'état g, s signifie que s — 1 sommets parmi v, ...,v,_1 ont déja
été écrits sur la premiére bande, son utilisation nous permet de ne pas effectuer
deux fois le méme choix de sommet dans D étant donné que, dans la table de
transitions celles ayant g, s pour état initial ne permettent pas I’écriture de som-
mets d’indices inférieur a r. On remarque que l’on écrit le vecteur caractéristique
de p sur chaque bande (excepté la premieére) en méme temps que l’on choisit
I’ensemble dominant D.

Atteindre 1’état qg“d signifie que les initialisations de D et p sont terminées
et que les tétes de lecture sont revenues aux cellules non-vides (contenant un
autre symbole que le symbole blanc ) les plus & gauche sur chaque bande.

E’tape 2 — Initialisation de o :

(Vi ¢80, g8, 00™) [1,n]

(v;." ,qf‘sg, Gt WU Z,qflsgﬂ, (+1)™) iell,nl,s€onl0k—1]
(0, @8, v L0 g8, 0(+1)™) i€l,n),sean(0,k—1]
(v; ,q;‘,’%,viJ Lpon=i gret (+1)0m) e l,n],sik€o

(v; " ,qflf,vif g_n— Z,q{“,( +1)0™) el,n|,ifkew

<v1~ 7qSC Vi- aqs-i-lvo( 1)n> (S [lvn]vs € [lvk]

(i, gty vis, g5, 00") i€ [1,n]

<D“naq{0t (N 7qcnd7(_ )On>

(vi", g5, v, g5, (=1)0") i€[Ln]

<D._. ,qend O n mad7 (+1)0n>

Atteindre I’état qS £ signifie que le premier symbole s du vecteur caractéristique
de o a été inscrit sur la bande associée au sommet v;.

E’tape 8 : Ezploration du voisinage

1 i v eN(v;
<,Uiun7qread7,uiun read (+1)d dn> ic [Ln], ol dt: {+ S% V¢ (U )
0 sinon
(017, gread, 01", g4, 00™)

o et p étant des ensembles récursifs, leurs vecteurs caractéristiques de lon-
gueur k peuvent étre déterminés et écrits sur toutes les bandes en temps f(k), f
étant une fonction quelconque. Durant la premiere étape, D ainsi que le vecteur
caractéristique de p de longueur k£ sont écrits respectivement sur la premiere
bande et sur toutes les autres bandes, et ensuite les tétes reviennent au symbole
non-blanc le plus & gauche, on a donc 2(k + 1) pas pour la premiere étape.

Durant la seconde étape, le vecteur caractéristique de o de longueur k est
écrit de maniere successive sur les bandes correspondants aux sommets de D,
comme pour chaque sommet on doit revenir au symbole non-blanc le plus a
gauche, on a k(2k) étapes.

Enfin, la derniere étape consiste a lire successivement tous les éléments v; de
D et pour chacun effectuer un décalage & droite des tétes de lecture des bandes
correspondants aux sommets de son voisinage extérieur N(v;). Cette étape ne
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nécessite donc que k étapes.

La machine a donc un nombre de transitions polynomial en |G|, ainsi qu'une
séquence d’exécution acceptante d’au plus 2(k+ 1)+ k(2k 4 2) étapes si et seule-
ment si un ensemble (o, p)-dominant de taille au plus k existe. En conséquence,
il existe une réduction paramétrée de ENSEMBLE (0, p)-DOMINANT DE TAILLE
AU PLUS k & EXECUTION COURTE D’UNE MACHINE DE TURING AVEUGLE NON-
DETERMINISTE MULTI-BANDES et dODC, ENSEMBLE (U, p)-DOMINANT DE TAILLE
AU PLUS k appartient & W[2]. O

Il est important de noter que l'utilisation des transitions aveugles est déterminante
dans la troisieme étape. En effet, une simulation naive de ces transitions utilise-
rait 2" transitions non-aveugles car la transition est applicable aux 2™ possibles
configurations pouvant étre lues sur les n bandes.

1.4.5 Paramétrisation duale

Une autre paramétrisation de la (o, p)-domination intéressante est sa pa-
ramétrisation duale. Il s’agit d’utiliser comme parametre non plus la taille du
dominant que l'on cherche mais celle de 'ensemble dominé. On cherche donc
un ensemble (o, p)-dominé de taille k£ ce qui revient & chercher un ensemble
(0, p)-dominant de taille n — k. Dans [33], il est montré que pour o et p finis ou
co-finis ce probléme est F'PT mais que pour o et p dans {PAIR,IMPAIR} le
probléme est difficile pour W[1] et dans W2]. On va montrer ici & 1’aide de la
machine de Turing aveugle que pour tous o et p récursifs le probleme est dans
W12].

Théoréme 5. Pour tout ensembles récursifs d’entiers o et p, ENSEMBLE (o, p)-
DOMINANT DE TAILLE AU PLUS k et ENSEMBLE (0, p)-DOMINANT DE TAILLE
EXACTEMENT n — k appartiennent o W|2].

Démonstration. La preuve de Pappartenance & W(2| se fait de maniére tres
similaire & celle de la paramétrisation standard 4, en effet au lieu de choisir
I’ensemble dominant sur la premiere bande on va choisir le dominé. Au lieu
d’initialiser les bandes restantes avec le vecteur caractéristique de p, on va ini-
tialiser chacune des bandes restantes comme suit : soit v le sommet, pour tout
i dans [0,d(v)] si d(v) —i € o alors on met 1 sinon 0 dans la case d’indice 1.
Ensuite pour chaque sommet de I’ensemble dominé, on va faire de méme mais
avec d(v) — i € p. Et enfin, on effectue le parcours de I'ensemble dominé, pour
chaque élément on déplace a droite la téte de lecture de la bande associée a
chacun de des voisins. On atteint 1’état accepteur si toutes les tétes pointent sur
un 1 a la fin du parcours.

L’initialisation des bandes se fait en fonction de 'appartenance de d(v) —i &
o et p, i étant la position de la case et v le sommet associé a la bande car si un
sommet & ¢ voisins dans le dominé alors il a d(v) — ¢ voisins dans le dominant.

Ceci nous donne donc la machine de Turing aveugle suivante ayant la méme
taille et le méme temps d’exécution : M = (Q,T,A, X, b,qr,Q4), avec I =
{00,0,1,v1,...,0,}, b =0,% =2, Q = {gs | 7 € [Ln+1],s € [0,k]} U
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{¢& | sel,k+1]}U {qblg | i€ [l,n],s €[0,k]}U{g, qe“d,qf;“d,qread,qA},

ar = q10 et Qa = {qa}.

Le mot initial w est le mot vide, en conséquence a 1’état initial toutes les
cellules des n + 1 bandes contiennent le symbole blanc 0.

Les transitions de la machine sont :

Etape 1 — Initialisation de D et “d(v) —
(O0O", ¢r.s, ViS1 - - - Sn, Git 1,541, (F1)(+1)™)
+1 sid(v) — s€o
€[l,n],s€pn[0,k—1],i € [r,n] ot s, =
0 sinon
(OO, grs, Os1 .. 80, @rst1, (1) (1))
+1 sid(v) — s€o
€ll,n],s€pn0,k—1],i € [r,n] ot $; =

0 sinon
<|:”:|n7Q7‘,k7|:|31 Snuq;ndu (_1)(_1)n>
+1 sid(vw) —keo
€ [1,n] ot s, =
0 sinon
(i, g v, g8, (1) (=1)™) i €[l,n]
<|:’._. ,qle)nd Oo» 7qemd70( 1)n>
<|:’|:|n,qend DDn sig (+1)(+1)n>
Etape 2 — Initialisation de 7d(v) — p” :
(v, g%, v, g5, 00™) i €[1,n]
(0, %, 0 T g 0(+1))
+1 sid(v;) — s€p
iel,n],out=
0 sinon
<’Ul._. 7q;1]§,,vluz 1t._.n_z ret (+1)0n>
+1 sid(v;) —kep
€[l,n],ont=
0 sinon
(0 g 0, g O(=1)™) i€ [Lnl,s € [L,K]
(Ui, @ity vl ,q:1§,00"> i €[1,n)
<Dun7qrct O 7qcnd (_1)On>
<vz~naqsnd Vi 7Q<Crndv (_1) n> (&S [1,71]
<|:’I_‘n7 qcnd o ,qrcad7 (+1)On>

Etape 8 : Exploration du voisinage
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+1 siveN(v;)
0  sinon
<D]‘n’qrcad7lj1n7 qA?OOn> D

<vi-—'n7 qreadavi'—'na qread, (+1)d1 ce dn> S [17 TL], ou dy= {

1.5 Généralisations et application aux problemes
de théorie des codes

1.5.1 Quelques généralisations

Certains problémes naturels de domination ne sont pas capturés par la (o, p)-
domination comme ENSEMBLE DOMINANT CONNEXE. Dans cette section, on
montre que la preuve de 'appartenance & W|[2] de la (o, p)-domination (théoreme
4) peut étre généralisée a la (P, p)-domination, ot P n’est plus seulement une
contrainte de domination mais n’importe quelle propriété calculable s’appliquant
au sous-graphe induit par I’ensemble dominant. Cela implique que ENSEMBLE
DOMINANT CONNEXE, difficile pour W[2], est en fait complet pour W/[2]. On
montre aussi que la technique s’applique facilement aux digraphes avec I’exemple
de NOYAU DE DIGRAPHE.

ENSEMBLE (P, p)-DOMINANT DE TAILLE AU PLUS k :

Entrées : un graphe G = (V, E), un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble D C V tel que |D| < k et :
— le sous-graphe de G induit par D satisfait la propriété P ;
-Yoe V\D,INw)ND|e€p?

Théoréeme 6. Si p est un ensemble récursif d’entiers et P une propriété
récursive, alors ENSEMBLE (P, p)-DOMINANT DE TAILLE AU PLUS k appartient
a W2].

Démonstration. On utilise la machine de Turing aveugle multi-bande de la
(0, p)-domination (théoréme 4) avec ¢ = N. On vérifie donc si un ensemble
(N, p)-dominant D existe, ensuite on compose cette machine avec une machine
multi-bande classique qui calcule la propriété P sur le sous-graphe induit par
D. Une telle machine existe car P est calculable. Comme le sous-graphe induit
est de taille O(k?) et que P est calculable, 'exécution de la seconde machine se
fait en temps f(k) pour une fonction quelconque f. O

NOYAU DE DIGRAPHE :

Entrées : Un graphe orienté G = (V, A), un entier k.

Parametre : k.

Question : Existe-t-il un noyau D de G de taille au plus £? Un noyau est un
ensemble stable S (il n’existe aucun u,v € S tels que uv ou vu sont dans A) tel
que pour tout sommet z € V'\ S, il existe au moins un y € S tel que zy € A.

Théoréme 7. Noyau de digraphe est complet pour W|[2].
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Démonstration. La difficulté pour W [2] est prouvée dans [37]. La preuve de lap-
partenance & W[2] est similaire & celle de ENSEMBLE (o, p)-DOMINANT (théoréme
4). La machine et son initialisation sont les mémes jusqu'a la troisiéme étape,
avec 0 = {0} et p = N*. Durant la troisieme étape, seules les tétes associées a
des voisins entrants sont décalées a droite. O

1.5.2 Application aux problemes de théorie des codes

La complexité paramétrée de problemes venant de la théorie des codes, en
particuliers DISTANCE MINIMALE et DISTRIBUTION DES POIDS, a été étudiée
dans [26] ou leur appartenance a W/[2] est montrée ainsi que la difficulté pour
W1] du second probleme. Dans cette section, on utilise la méthode par machine
de Turing aveugle pour prouver l'appartenance & W[2] de la généralisation des
ces problémes aux codes linéaires sur Fy, le corps a ¢ éléments pour tout ¢ puis-
sance de premier, ainsi que 'appartenance & W[2] des duaux de ces problémes.

DISTANCE MINIMALE SUR [, :

Entrées : ¢ une puissance de premier, k un entier, 4 une matrice m x n sur [F,.
Parametres : k, q.

Question : Existe-t-il une combinaison linéaire sur F, d’au plus k& colonnes de
H qui donne le vecteur nul ?

DISTRIBUTION DE POIDS SUR [y :

Entrées : ¢ une puissance de premier, k un entier, 4 une matrice m x n sur [F,.
Parametres : k, q.

Question : Existe-t-il une combinaison linéaire sur IF; de exactement k colonnes
de H qui donne le vecteur nul ?

Théoréme 8. DISTRIBUTION DE POIDS SUR F, est difficile pour W/1] et
appartient ¢ W[2], et DISTANCE MINIMALE SUR F, appartient ¢ W[2].

Démonstration. Comme DISTRIBUTION DE POIDS est un cas particulier de Di1s-
TRIBUTION DE POIDS SUR [y, avec ¢ = 2, et que DISTRIBUTION DE POIDS est
difficile pour W[1] [33], DISTRIBUTION DE POIDS SUR F, pour tout ¢ puissance
de premier est difficile pour W[1].
Pour I’appartenance & W2], soit ¢ : [0, ¢) — F, une fonction d’indexage sur
F, tel que ¥(0) = 0. ¢ étant une puissance de premier, il existe un premier p et
un entier ¢ tels que g = p°, et il existe un isomorphisme ¢ : Fy — F,[X]/P(X),
ol F,[X]/P(X) est 'ensemble des polynémes dans X & coefficients dans Fy,
modulo P(X). Soit H’, une matrice mc x (n(g—1)) & coefficients dans F, telle
que Vi, j, 0 € [0,m) x [0,n) x [1,q), Yo_g H}, ;, X" = ¢ (1(¢) - H; ;). A noter
que chacune des n(g — 1) colonnes de H' correspond & une des colonnes de H
multipliée par un élément non nul de F,. De plus, chacun des éléments a € IF,
To

est encodé dans ¢ x 1 blocs : tels que p(a) = S5—¢ 7 X', La matrice
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H’ de taille me x (n(g—1)) peut donc étre calculée en temps m.n. f(g) pour une
fonction f quelconque.
On peut remarquer qu’il existe une combinaison linéaire de k colonnes de H
égale & 0 si et seulement si il existe 0 < i1 < iy < ... < i < m(g—1) telle que les
k /

colonnes correspondantes de H' se somment a 0 (i.e. Vj € [0,mc), Y, H},; =

0) et Vr € [1,k), | =] # {%J . La derniere condition garantit que les k colonnes

de H' choisies correspondent & k colonnes distinctes de H.

Pour décider si de tels indices i1, .. ., ¢ existent, on utilise la machine de Tu-
ring & (mc+1) bandes suivante : M = (Q,T', A, 3, b, qr,Q4). La premiere bande
est utilisée pour le choix des colonnes de H' et chacune des bandes suivantes
est associée & une ligne de H'. L’alphabet est I' = {{J,0,1} U {h;|i € [1,n]}
et les états sont Q@ = {qis | i € [1,n(¢g—1)+1],s € [0,k -p]} U{g" | s €
[Lk-p+13U{g i€ [1,n],s €[0,p—1]}U{g"*, qa}, avec qr = q10, b =0,
Y =0 et Qa = {qa}. Les transitions sont séparées en deux étapes :

E’tape 1 - Initialisation : Tout d’abord, k colonnes de H’ sont choisies de facon
non-déterministe sur la premiere bande, pendant que les autres bandes sont
remplies par k fois le motif 107! (i.e. 1 suivi par p — 1 fois 0), de telle fagon
que la i®m¢ cellule soit & 1 si et seulement si 4 = 0 mod p. Pour ne pas choisir
deux colonnes de H’ correspondant & la méme colonne de H mais avec un fac-
teur différent, on passe au bloc de colonnes suivant, i.e. quand la colonne j est
choisie, la suivante est prise parmi celles indicées de £ & n(qg — 1) avec £ > j et
£=0mod (¢g—1) :

(OO™€, gi6, B 1™, g s, (F1)(+1)™€)

i€[l,n(qg —1)],s€[0,k — 1], j€[i,n(g — 1)], si s=0(mod p)
£ est le plus petit entier tel que £ > j et £=0(mod q — 1)

(O0O™¢, g5, hj0™, qo 11, (F1) (1))
i€[l,n(q — 1)],s€[0, k — 1], j€[i, n], if s£0(mod p)
£ est le plus petit entier tel que £ > j et £=0(mod q — 1)

<D|:|mvc7 qi,sa D1m>c7 qi,s-‘rla 0(+1)mc>
i€[l,n(g—1)+1], s€[k, kp), si s=0(mod p)

(O0™¢, gi,5,30™, gi,s41, 0(+1)™)
i€[1,n+1], s€[k, kp), si s£0(mod p)

(07, gip, DU, it (1) (=1)™) €[l (g = 1)+1]

<H _mee, qzct7 L me qgf—fl’ (_1)(—1)m'c> 86[1, k]

(0™ gst, o ™ g5, 0(=1)™°) s€lk+1, kp+1]
m-c ,ret m-c ,read 0Qmvc
<'—"—' 7q1g.p+17'—"—' 7(] 9 >
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E’tape 2 - Reconnaissance : Pour pouvoir vérifier que la somme des vecteurs choi-
sis est bien le vecteur nul sur F,, pour toute colonne h; de I’ensemble choisi, la
téte de lecture de chaque bande j se déplace sur la droite un nombre de fois égal
a H ; en utilisant des transitions aveugles pour passer toutes les configurations
possibles.

<hiumc, qread, hiumc, qzd;‘i, (+1)0mc> Z 6 [17 n]

(= Hmc,qi‘;,u Hmc,qi‘;H,Odl coidme) 1€ [l,n],s€[0,p— 2]
1 siH >
avec Vje[l, mel,d; = { ST w0
0 sinon

<~‘ Hmv qzﬁ;fla = Hmc, qrcad, OOmC> Z € [17 n]

<|:,1mc’ q]reaxd7 Dlmc’ qa, 00mc>

Durant la premiere étape, un ensemble de colonnes D est choisi de fagon
non déterministe sur la premiere bande et sur chaque bande restante, kp sont
remplis de 0 ou de 1 selon le reste modulo p de leur position (1 pour 0 et 0
sinon). Ensuite, toutes les tétes de lecture retournent au symbole non-blanc
le plus a gauche. On remarque que toutes les colonnes de D sont choisies en
garantissant que Vi # i’ € D, {#J #* V_";J Durant la seconde étape, la somme
des colonnes de D est calculée en déplagant les tétes de lecture sur la droite. On
atteint I'état accepteur si et seulement si a la fin de ’exécution toutes les tétes
de lectures (sauf la premiere) sont sur le symbole 0, i.e. la somme de toutes les
colonnes de D dans H’ donne le vecteur nul. En ce qui concerne le nombre de
transitions, on effectue 2kp transitions durant la premiere étape, puis au plus
kp durant la seconde. De plus, la taille de la machine est polynomiale en n,m,q
et k. DISTRIBUTION DE POIDS SUR F, appartient donc bien & W/[2].

La preuve de 'appartenance & W[2] de DISTANCE MINIMAL SUR F, est sem-
blable, la seule différence se situant sur D choisi de taille au plus & (au lieu de
exactement k). O

DISTANCE MINIMALE DUALE SUR [Fy :

Entrées : ¢ une puissance de premier, k£ un entier, I une matrice m x n sur F,.
Parametres : k, q.

Question : Existe-t-il une combinaison linéaire sur IF, d’au moins n — & colonnes
de H qui donne le vecteur nul ?

DISTRIBUTION DE POIDS DUALE SUR Fq :

Entrées : ¢ une puissance de premier, k£ un entier, I une matrice m x n sur F,.
Parametres : k, q.

Question : Existe-t-il une combinaison linéaire sur I, de exactement n — k
colonnes de H qui donne le vecteur nul ?

37



Théoreme 9. DISTANCE MINIMALE DUALE SUR F, et DISTRIBUTION DE
POIDS DUALE SUR F, sont dans W|2].

Démonstration. Tout d’abord, on effectue le méme processus F'PT que dans la
paramétrisation standard (Théoreme 8) pour obtenir la matrice H' sur F,, ou
p est la caractéristique de IFy. Soit v le vecteur somme de toutes les colonnes
de H’, il est & noter qu'il existe un ensemble D d’au plus n — k colonnes de
H'’ dont la somme est le vecteur nul si et seulement si la somme de toutes les
autres colonnes est v. Pour ce faire, on considére la matrice H = (—v|H') et 'on
modifie légérement la machine de la paramétrisation standard (voir théoréeme
8) pour décider 8’il existe un ensemble d’au plus k 4 1 colonnes qui inclue la
premiere colonne dont la somme est le vecteur nul. On modifie donc la premiere
étape de la machine pour forcer 'inclusion de la premiere colonne de H dans
D. La preuve de I'appartenance de DISTRIBUTION DE POIDS DUALE SUR F; a
W2] est la méme & lexception de la premieére étape olt D est choisi de taille
exactement k. o

Le théoreme 8 montre que DISTANCE MINIMAL SUR F, avec ¢ puissance de
premier, qui consiste a décider si il existe une combinaison linéaire d’au plus
k colonnes de la matrice H avec entrées sur F, qui donne le vecteur nul est
dans W[2]. On peut aussi prouver de fagon similaire Pappartenance & W2] du
probleme qui consiste a décider si la combinaison linéaire d’au plus k£ colonnes
de H donne un vecteur donné. En revanche, on ne sait pas si le probleme consis-
tant a décider si une combinaison linéaire d’au plus k£ colonnes de H donne un
vecteur sans entrées a zéro, i.e. un vecteur de poids de Hamming maximum.
Pour étre plus précis, quand g est premier on peut utiliser la méme machine que
pour DISTANCE MINIMAL DUALE SUR F, (théoréme 9) et changer la derniére
transition pour vérifier que toutes les entrées sont différentes de 0, mais cette
technique ne fonctionne plus si ¢ est une puissance de premier (disons g = p?),
car les colonnes associées a certaines puissances peuvent étre a zéro sans que
I’entrée soit a zéro. Pour ce faire, il faudrait vérifier que les tétes de lecture d’un
sous-ensemble de bandes ne pointent pas toutes sur 0.

1.6 Conclusion et perspectives

L’ensemble de ce travail a permis d’aboutir a la preuve de ’appartenance
a W2] du cas général de la (o, p)-domination avec o et p récursifs, aussi bien
pour la paramétrisation standard (théoreéme 4) que pour la paramétrisation
duale (théoreme 5). De plus, ce résultat a été étendu & d’autres problemes de
domination (voir la section 1.5.1) ainsi qu’a des problemes issus de la théorie
des codes (voir la section 1.5.2).

Tous ces résultats ont pu étre obtenus grace a une machine de Turing aveugle,
dont le probléme d’exécution courte a été montré complet pour W 2] (théoréme
1). L’utilisation de transitions aveugles (ne dépendants pas de la configuration)
permet de passer outre une explosion du nombre de transitions, dans le cas
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ou la différentiation des configurations n’est pas nécessaire. Montrer I’apparte-
nance d’un probléme & W[2] revient donc a représenter ce probléme comme une
exécution courte de la machine.

1.6.1 (o, p)-domination

Tout d’abord, il est important de noter qu'un résultat de complétude pour
la (o, p)-domination en général est impossible & obtenir, étant donné que EN-
SEMBLE STABLE DE TAILLE k est W/[l]-complet [24] et correspond & de la
({0}, N)-domination, alors que ENSEMBLE DOMINANT est lui complet pour W 2]
[25]. De méme, un résultat de difficulté générale pour W[1] est impossible, étant
donné que la (N, N)-domination est trivialement F'PT (la réponse étant toujours
oui).

En revanche, ce travail a montré que tout probléme de (o, p)-domination est
dans W[2]. Il reste donc & savoir si 'on peut trouver un théoréme de séparation
qui caractériserait les couples (o, p) et donnerait une complétude pour chacune
des classes. L'une des principales difficultés a envisager est due a ’analogue
du théoreme de Ladner [48], qui affirme lexistence de classes de complexité
intermédiaires entre P et N P sous I’hypothese P # N P. En version paramétrée,
cela correspond & l'existence de classes intermédiaires entre les classes Wi] sous
Ihypothese que celles-ci ne soient pas identiques [24]. La question se pose en
effet pour la version impaire de la (o, p)-domination qui appartient & W[2] mais
n’est difficile que pour W1].

De meéme, dans le cas de la paramétrisation duale, Golovach et al. ont
montré dans [33] 'existence de couples o, p pour lesquels le probléeme est FPT et
d’autres pour lesquels le probléme est difficile pour W1] en appartenant & W|2].
Nous avons montré 'appartenance & W[2] du cas général mais un théoreme de
séparation reste possible. La différence principale est que, contrairement a la
paramétrisation standard, on ne connait pas de cas ou le probleme est difficile
pour W[2]. Une appartenance & W[1] du cas général reste dés lors ouverte.

1.6.2 Machine de Turing Aveugle

En ce qui concerne la machine de Turing aveugle, de nombreuses perspec-
tives restent ouvertes quant a son utilisation pour montrer ’appartenance a
W2] de différents problemes. En effet, sa structure permet de résoudre des cas
généraux comme pour la (o, p)-domination, et n’est limitée ni aux problemes de
domination ni méme a la théorie des graphes.

L’exécution courte de la version simple de la machine de Turing est complete
pour W1] [25], la version multi-bandes aveugle 'est pour W 2] et il existe une
version de Pexécution courte de machine de Turing pour W[P] [15]. Il pour-
rait ainsi étre intéressant d’étudier si différentes machines ne pourraient étre
completes pour d’autres Wi], la difficulté étant de trouver des problémes natu-
rels appartenant a ces classes. Une autre possibilité est de chercher une version
paritaire du modele qui pourrait correspondre aux problemes de domination
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avec parité, ceux-ci apparaissant situés entre W/[1] et W[2] (étant difficile pour
le premier mais n’appartenant qu’au second) en 1’état.
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Chapitre 2

Domination impaire faible

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la domination impaire faible intervenant
dans les problemes de partage de secret quantique & l'aide d’état-graphe. Ce
type de domination est défini comme :

Etant donné un graphe G = (V,E), un ensemble de sommets B C V est
dominé de fagon impaire faible (Weak Odd Dominated) s’il existe D C V'\ B tel
que Vb € B,|N(b)ND| = 1 mod 2. On note x(G) la taille du plus grand ensemble
WOD de G, k'(G) celle du plus petit ensemble non WOD et enfin kg (G) est le
maximum de k et de |V| — k/'(G). Ces différentes valeurs ont été étudiées prin-
cipalement dans [43], ol il a été montré que les problemes de décision associés
a ces valeurs sont N P-complets.

La valeur kq(G) est d’un intérét particulier car il correspond au seuil d’ac-
ceptation dans les protocoles de partage de secret quantique a ’aide d’état-
graphe [34].

Dans la section 2.2 nous commencerons par améliorer les bornes existantes
de k et k' en utilisant une méthode probabiliste. En particulier, nous montrerons
que dans un graphe d’ordre n sans sommets isolés, x(G) > § et que dans un
graphe d’ordre n sans sommets universels, £'(G) < %”.

Ensuite, dans la section 2.3, nous montrerons la difficulté pour W/[1] et ’ap-
partenance & W[2] des problemes paramétriques associés & k, Kk’ et kq via un
cycle de réduction & partir du probléme classique de ENSEMBLE IMPAIRE [33].

Enfin, dans la section 2.4, nous montrerons ’existence d’un facteur constant
d’approximation pour ces différentes valeurs ainsi que la non-existence d’un
algorithme d’approximation polynomial pour x et x’. Ce chapitre regroupe les
résultats publiés lors de la conférence FCT de 2013 [11].

2.1 Définition

2.1.1 Partage de secrets

Le partage de secret est un protocole de cryptographie dont le but est de
partager un secret entre plusieurs personnes, ceci de facon a ce qu'un certain

41



nombre partageant leurs connaissances puissent retrouver ce secret. Dans un
cas concret, on veut connaitre la combinaison d’un coffre de banque sans qu'un
seul employé puisse 'ouvrir. Plus formellement, le partage de secret consiste a
distribuer & un nombre n de dépositaires une partie d’une information (le secret)
pour que k ou plus dépositaires puissent le reconstituer alors qu’un nombre
inférieur n’en soit pas capable. On parle alors de protocoles de seuil (n, k).

Dans le cas classique il existe deux principaux protocoles :

— Le protocole de Blakley [4] : celui-ci repose sur le fait que k hyper-
plans non-paralleles de dimensions k — 1 s’intersectent en un seul point, le
secret consistera en une des coordonnés de ce plan. On va distribuer a cha-
cun des n dépositaires les coordonnées d’un hyperplan auquel appartient
le secret mais qui ne le fixe pas, en se réunissant k dépositaires auront
donc acces au secret en résolvant le systeme linéaire tandis que pour un
nombre inférieur ¥’ on ne peut retrouver cette coordonnée.

— Le protocole de Shamir [59] : celui-ci repose sur le fait que k& sommets
suffisent a déterminer les coordonnés d’un polynoéme p de degré k — 1 sur
un corps fini F, avec ¢ > n dont le terme constant constituera le secret.
On va distribuer a chacun des n dépositaires les coordonnées d’un som-
met (z,p(x)) appartenant au polynéme avec x # 0, en se réunissant k
dépositaires auront donc acces au secret en utilisant les polynémes de La-
grange, I'utilisation du polynéme sur un corps fini permettant de garantir
de ne pas pouvoir approximer la solution.

Ces deux protocoles remplissent les conditions d’un protocole d’un seuil

(n,k), en effet il faut bien que k dépositaires mettent en commun leur infor-
mation pour retrouver le secret.

2.1.2 Partage de secrets a ’aide d’états graphes

Pour une bonne compréhension des états quantiques et de leur utilisation en
théorie de I'information on pourra se référer a [53].

On s’intéresse maintenant aux protocoles de partage de secrets a l'aide
d’états-graphe. Les états graphes sont un sous-ensemble particulier d’états quan-
tiques [38] qui sont en bijections avec les graphes. Ils sont définis de la fagon
suivante :

Définition 9. Etant donné un graphe G = (V, E) de sommets v1,...,0,, on
défini I’état graphe associé de la facon suivante :

1)2@) |z
G) \/— > (= |z)

x€{0,1}

avec q(x) le nombre d’arétes dans le sous-graphe induit Glz] = ({v; € V]z; =
1}7 {(in,fﬂj) € E|{IJ1 =zx; = 1})

Les états graphes ont la propriété de point fixe suivante :
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Propriété 1. Etant donné un graphe G = (V, E), pour tout sommet u € V :
awvec X = |x) = |Z), Z = |x) = (=1)"|x) et Za = Qyea Zu

Avec les états-graphes on peut partager des secrets classiques sous forme d’un
bit s € {0,1} ou des secrets quantiques sous forme d’un qubit |¢) = a|0) + 5 [1).
On étudie un protocole de partage de secret classique a l’aide d’état graphe
car bien qu’il soit possible de partager un secret classique avec protocole non-
quantique et donc que leur mis en ceuvre soit peu intéressante il permet de
définir les structures d’acces au secret qui sont similaire dans le cas quantique.

Partage de secrets classiques a 1’aide d’états graphes

Ici sont présentés les différents protocoles de partages de secrets a l’aide
d’états-graphes de Markham et Sanders [49]. La structure d’accessibilité au
secret classique est définie dans [35] par :

Définition 10. Etant donné un graphe G = (V, E), un ensemble de sommets
B C V est c-accessible si et seulement si 3D C B tel que |D| = 1 mod 2 et
Odd(D) C B.

Etant donné un graphe G = (V, E)) d’ordre n, le protocole de partage d’un secret
classique s € {0,1} & n joueurs a l'aide d’état graphe est défini comme :

1. Chiffrement : Le dealer prépare 1’état graphe |G). Si s = 1 le dea-
ler applique Zy sur les qubits de ’état graphe. L’état résultant
est donc :

|Gs> = Z\S/ |G>

2. Distribution : Chaque joueur j recoit le qubit j de |Gy).
3. Reconstruction : Soit B un ensemble c-accessible de joueurs, par
définition 3D C B tel que |D| =1 mod 2 et Odd(D) C B.
— Les joueurs dans Odd(D) appliquent S = |z) — * |x) sur leurs
qubits.
— Les joueurs dans D appliquent H = |z) — %(|O> +(-=1)*|1)) sur
leurs qubits.
— Chaque joueur j dans DUOdd(D) mesure son qubit dans la base
{]0),]1)} et diffuse son résultat s; € {0,1} aux autres joueurs de
B.

— Le secret reconstruit est :

|Gp| + Z s; mod 2
jeDUOAA(D)

avec |Gp| le nombre d’arétes dans le sous-graphe induit par D.
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Propriété 2. Etant donné un graphe G = (V, E) et un ensemble de sommets
B C V, B nest pas c-accessible si et seulement si 3D € V \ B tel que B C
0dd(D).

On a donc qu’un ensemble de sommets est soit c-accessible soit WOD (Weak
Odd Dominated : dominé faiblement de fagon impaire), et on considérera qu’un
ensemble est soit c-accessible soit non-WOD.

On remarque que si un ensemble est WOD alors toute partie de celui-ci I’est
aussi et inversement en ajoutant des sommets & un ensemble non-WOD celui-ci
reste non-WOD. Les valeurs a étudier dans un graphe sont donc la taille du plus
grand ensemble WOD et du plus petit non-WOD.

Définition 11. Etant donné un graphe G = (V, E) soit :

k(@)= max |B|] K'(G)= min |B|
BCV,B WOD BCV,B c—accessible

Partage de secrets quantiques a ’aide d’état graphes

Etant donné un graphe G = (V, E') d’ordre n, le protocole de partage d’un secret
quantique |¢) = a |0) + B1 & n joueurs & Paide d’état graphe est défini comme :
1. Chiffrement : Le dealer prépare 1’état quantique «|Go) + 8|G1)
avec |Go) = |G) et |G1) = Zv |G)
2. Distribution : Chaque joueur j recoit le qubit j de o |Go)+ 3 |G1).
3. Reconstruction : Soit B un ensemble non-WOD de joueurs tel
que V \ B est WOD. Par définition 3C,D C B tel que V \ B C
0dd(C), |D| =1 mod 2 et Odd(D) C B.
— Les joueurs dans B choisissent © € B qui va reconstruire le
secret. Chaque joueur de B\ {u} envoie son qubit a u.

— u applique l’opérateur unitaire %( _IU ?) avec U =

(—=1)I€2IX p Zo4a(p sur les (|B|+1) qubits d’un systéme composé
d’un qubit auxiliaire % et des qubits de B. Le résultat est
I’état suivant sur (n + 1) qubits :

a0) @ |Go) + 1) ©[Gr)

— u applique 1’opérateur unitaire <é [?’) avec U’ =

(—1)‘GC|XCZV\Odd(C). Le résultat est 1’état sur (n + 1) qubits
suivant :

(@]0) +5[1)) @ |G)

Le secret est donc reconstruit sur le premier qubit.

On remarque ici que pour qu'un ensemble soit accessible il faut non-seulement
que celui-ci soit non-WOD mais aussi que son complémentaire soit WOD. On a
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donc une propriété intéressante appelé seuil quantique qui correspond a la taille
a partir de laquelle tout ensemble accede au secret quantique. Le seuil quantique
est défini par :

Définition 12. Etant donné un graphe G d’ordre n soit :
kg (G) = max(k(G),n — ' (G))

En effet, soit B C V un ensemble de sommets si |B| > kg (G) alors |B| >
k(G] donc B est par définition non-WOD (plus grand que le plus grand ensemble
non-WOD) et |B| > n — /(@) donc n — |B| < k'(G) donc par définition le
complémentaire de B est WOD (plus petit que le plus petit non-WOD) donc B
est accessible.

Protocole de seuil

Ici V’ajout d’'un protocole de seuil de deux secrets classiques qui chiffrent
le secret quantique permet d’obtenir 'effet de seuil sur le secret quantique i.e.
étant donné B C V' un groupe de joueur soit |B| > kg(G) et B est accessible
soit |B| < kg(G) et B n’a aucune information sur le secret.
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Etant donné un graphe G = (V, E) d’ordre n et un entier k > k¢ (G), le protocole
de seuil de partage d’un secret quantique |¢) = a|0) + 8]1) & n joueurs & l'aide
d’état graphe est défini comme :

1. Chiffrement : Le dealer tire uniformément deux entiers aléatoires
p,q € {0,1} et applique XPZ? au secret. Le résultat est ’état sui-
vant «[p) + (—1)?5 |1 — p). Ensuite dealer prépare 1’état quantique
a|Gp) + (—1)16 |Gy — p) avec |Go) := |G) et |G1) == Zv |G)

2. Distribution : Chaque joueur j recoit le qubit j de «|G)) +
(—=1)98|G1-p). De plus p et g sont distribués aux joueurs selon
un protocole de seuil classique avec un seuil de k.

3. Reconstruction : Soit B un ensemble de taille |B| > k donc comme
|B| > kg (G), on a par définition 3C, D C B tel que V' \ B C Odd(C),
|D| =1 mod 2 et Odd(D) C B.

— Les joueurs dans B choisissent © € B qui va reconstruire le
secret. Chaque joueur de B\ {u} envoie son qubit a u.

— u applique l’opérateur unitaire %( _IU [;) avec U =

(—=1)I€2IX p Zo4a(p sur les (|B|+1) qubits d’un systéme composé

d’un qubit auxiliaire % et des qubits de B puis opérateur

unitaire ( é UO, ) avec U’ = (—1)|GC‘XCZV\Odd(C). Le résultat

est ’état sur (n + 1) qubits suivant :

(alp) + B(=1)7|1 - p)) ©|G)

— En utilisant le protocole classique les joueurs de B recons-
truisent p et q.
— u applique Z7X? au qubit auxiliaire, I’état résultant est :

al0)+B11)

Ce dernier protocole de partage de secret quantique constitue la raison prin-
cipale de I’étude des quantités de plus grand ensemble WOD, plus petit ensemble
non-WOD et seuil quantique.

2.2 Bornes

2.2.1 Etat de l’art
Bornes générales

Les propriétés de s, k' et kg ont été étudiées intensivement dans [43], et
dans cette section on rappelle les résultats montrés dans cet article.
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Théoréme 10. Pour tout graphe G d’ordre n,
K (G)+ k(G) >n

Lemme 1. Pour tout graphe G d’ordre n et de degré A,

n-A
<< =
w(G) < Delta + 1

Lemme 2. Pour tout graphe G d’ordre n et de degré minimum 9§,

, n
>
K(G)_n—(s

Lemme 3. Pour tout graphe G d’ordre n > 5,
ko (G) > 0.506n

Cette borne inférieur est un raffinement de £g(G) > 4n venant du fait que
deux ensemble de joueurs ne peuvent obtenir le secret quantique ce qui serait
une violation du théoréme ”"non-cloning” (i.e. il est impossible de dupliquer un
état quantique).

Graphes a faible kg

Ici on s’intéresse aux graphes a faible k¢, ces graphes sont intéressants non-
seulement pour l'implémentation du partage de secret mais surtout pour leur
propriétés combinatoires. En effet comme kg (G) = maz(x(G),n — k'(G) et que
k(G) > A et K'(G) < ¢ la plupart des constructions sont dites ” quasi-unanime”
avec kg en n — O(1).

Théoréme 11. Pour tout i > 0,

i log(11)
ko(Palgy) < n—nloie® ~p —no7
avec Palag le graphe de Paley a 29 sommets, Palgg = Palyy, Pa15; _ Pal;;ﬂ .
Palgg;l, e le produit lexicographique de graphe et n = 292" Lordre du graphe.

Pour rappel le produit lexicographique de deux graphes Gi = (V1, F1) et
Gy = (Va, E3) est définit par G1 e Go = (V/,E') avec V' = Vi x Va et E' =
{((u1, u2), (v1,v2)) |(u1,v1) € E1 ou (u1 = vy et (ug2,v2) € Ea)}. Ces graphes
représentent la meilleure construction connue en ce qui concerne les graphes
ayant un faible k. En revanche un résultat non-constructif montre I'existence
d’une famille de graphe ayant un k¢ linéaire.

Théoréme 12. Il existe une famille infinie de graphes {G;} telle que kg(G;) <
0.811n; avec n; Dordre de G;

Ce résultat est obtenu par application du lemme local asymétrique de Lovasz.
Un autre résultat non constructif montre aussi que les graphes aléatoires G(n, %)
ont une bonne probabilité d’avoir un k¢ linéaire. Un graphe aléatoire G(n, k)
est un graphe d’ordre n ol chaque paire de sommets distincts a une probabilité
k d’avoir une aréte.
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Théoréme 13. Il existe ng un entier positif tel que pour n > ngy, un graphe
aléatoire G(n, —) a un kg plus petit que 0.811n avec probabilité :

Pr (mQ(G(n, %)) < 0.811n) >1- 1

n

2.2.2 Nouveaux résultats

Dans cette section on améliore les bornes connues concernant les plus grand
ensembles WOD et plus petits ensembles non-WOD dans un graphe. Ces bornes
améliorés seront essentielles dans la section suivante concernant le choix de la
paramétrisation. Le plus grand ensemble WOD d’un graphe G d’ordre n et
de degré A satisfait A<x(G)< A”fl [43]. La borne x(G)>A vient du fait que
chaque sommet domine de fagon impaire son propre voisinage. On améliore ici
cette borne en utilisant une méthode probabiliste.

Lemme 4. Pour tout graphe G d’ordre n et de degré minimum § > 0,

““02<%—3i§§@§n

De plus, k(G) > % quand 6 > 1, et x(G) > %n quand § > 2.

Démonstration. La preuve de ce lemme est ’évaluation de la ta}lle du voisinage
impaire d’'un ensemble de sommets choisis de fagon aléatoire. Etant donné ¢ €
[0.5,1], soit D un sous-ensemble de sommets créé en choisissant chacun des som-

mets v € V(G) avec probabilité 1—g. L’espérance de la taille de D est (1—g)n.

Pour tout v, la probabilité de I’événement v € Even(D) := {u € V\ D,|N(u)N

D] = 0mod 2}, est Py(v) = q. ZJ(U /2 (5(” )(1—q)*¢*™)=2k et la probabilité

de Iévenement v € Odd(D) est Py (v) = q. ZJ(U & (fk(il)(1—q)2k+1q‘5(”)_2k_1.

Or v n’est pas dans D avec probabilité Py(v)+P;(v) = ¢ (car si il n’est pas dans

D il appartient soit a son Voisinage pair soit a son voisinage impair), de plus
Py(v)—-Pi(v) = qzé(v) (*@) (g—1)kg?=F = ¢(2¢—1)°®). En conséquence,

Py (v) = 2(g—q(2g—1)°")), et I'espérance de la taille de Odd(D) est E[|Odd(D)|] =

2 vev(G) %(q—q(2q—1)5(”)). Soit x = 2g—1 et ¢ le degré minimum de G, E[|Odd(D)|] >
2 (z+1)(1—2°%), est maximal pour z = 0 quand § = 1, donc E[|Odd(D)|] > 2.

4
Donc il existe D C V(G) tel que |Odd(D)| > % ainsi x(G) > §. Quand 6 = 2,
2 (z+1)(1—2?) est maximal pour = %, donc E[|Odd(D)|] > 3 8" . Dans le cas
général, E[|Odd(D)|] > (1+x—2x5), ce qu1 est minimal pour x = (26)” 51
n log(268) n o S
Donc E[|0dd(D)[} > § (1+(26) 77 ~2(20) 7 )zZu%Teﬁjv_zuwlai%?»:
n(%_1+12§(26)). 0

La borne du lemme 4 n’est pas serrée, en effet, pour les graphes C§ d’ordre
n = 5k composés de I'union disjointe de k C5 (le cycle de taille 5), k(CF) = 2n/5.
Concernant les graphes connexes, le plus grand ensemble WOD d’un peigne
d’ordre 2k (un chemin de taille k£ P, avec un sommet pendant sur chaque sommet
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du chemin) est de taille k. On conjecture que pour tout graphe connexe G d’ordre
n, k(G) > |n/2].

La plupart des graphes d’ordre n n’ont pas d’ensemble WOD plus grand que
0.811n. En effet, le théoreme 8 de [43] implique que pour un graphe aléatoire
G(n,1/2) (graph d’ordre n ou chaque paire de sommets a une arréte avec pro-
babilité 1), Pr(k(G(n,1/2)) < 0.811n) > 1— L.

Comme pour le plus grand ensemble WOD, le plus petit ensemble non-
WOD d’un graphe G d’ordre n et de degré minimum ¢ satisfait la condition
57 < K(G) < 6+1 [43]. La borne #/'(G) < § + 1 viens du fait qu'un sommet
avec son voisinage constitue un ensemble non-WOD. Notez que une utilisation
similaire de méthode probabiliste comme pour le lemme 4 n’améliore pas la
borne, en effet, espérance de la taille de D U Odd(D) pour un sous-ensemble
choisi aléatoirement D ne donne pas de borne supérieure pour les ensembles
non-WOD car on a comme contrainte que D doit étre de taille impaire. Ala
place, on améliore la borne des ensembles non-WOD en renforgant la propriété

de dualité «'(G)+x(G)>n de [43] de la fagon suivante :

Lemme 5. Pour tout graphe G d’ordre n,

k(Q)
2

n—k(G)<K(G)<n-—

Démonstration. La preuve de ce lemme consiste & prouver que pour tout graphe

G, n'(@)gn—@. A cette fin, on commence par prouver que IDCV (G) tel que

|D|=1 mod 2 and |Odd(D)|Z@. En effet soit DCV(G) un ensemble de som-

met non-vide tel que |Odd(D)|=k(G). Si |D|=1 mod 2 alors on a |0dd(D)|> =)
Autrement, si D est de taille paire alors Yve D, |N (v)|+]0dd(D\{v})|>|0dd(D)|=k(G).
Donc soit {v} soit D\{v}, qui sont tous les deux de taille impaire, a un voisinage
impaire de taille plus grande que @ Ainsi, ICCV(G) tel que |C|=1 mod 2

et |Odd(C)|2@. Comme |C|=1 mod 2 implique que Yv ¢ C, v€e0dd(C) <
v¢0dd=(C) (ot Odd(C) est le voisinage impaire de C dans G), |CUOdd§(O)|§n—@.

Ainsi #/(G)<|CUOddg(C)|<n—"2. =

Corollaire 1. Pour tout graphe G d’ordre n et de degré A <n —1,

O a3 EY),

La condition A < n — 1 du corolaire 1 est nécessaire car pour tout entier
n, k'(K,) = n, ou K, est le graphe complet d’ordre n. De la méme fagon, la
condition § > 0 du lemme 4 est aussi nécessaire car x(K,) = 0 (K, étant un
stable de taille n). Considérant la classe des graphes remplissant ces conditions,
i.e. les graphes n’ayant ni sommets universels ni sommets isolés, on montre une
version plus forte de la propriété de dualité :

49



Lemme 6. Pour tout graphe G d’ordre m avec un sommet universel ou un
sommet 1s0l€,

K (G)+ k(G) =n

Démonstration. Si G a un sommet, isolé v son voisinage impair est vide donc
k'(G)=1, et comme dans G v est universel x(G)=n—1. Sinon, soit u un som-
met universel de G et soit DCV(G) tel que |Oddg(D)|=k(G). Dans G u étant
un sommet isolé, |Oddg(D&{u})|=|0ddg(D)|=k(G), ot & dénote la différence
symétrique. Comme soit D ou D®{u} est de taille impaire, 3Ce{D, D®{u}}
tel que |C|=1mod 2 et |Oddz(C)|=r(G). De plus |Odde(C)|=n—k(G), donc
k'(G) < n—k(G), ce qui implique x'(G)=n—k(G) comme k'(G)>n—k(G) pour
tout graphe [43]. O

La propriété de dualité forte permet de se débarrasser des sommets isolés et
des sommets universels dans les calculs de x(G) et k(G). Par exemple, si G a
un sommet universel u, £'(G) = n — k(G) = n — k(G \ u), comme u est isolé
dans G.

2.3 Complexité Paramétrée

[Théoréme 18] [Théoreme 14]
'KENSEMBLE IMPAIR 4\
SEUIL QUANTIQUE PLUS GRAND ENSEMBLE WOD

K; PLUS PETIT J

[Théoréme 17] ENSEMBLE NON-WOD [Théoreme 15]

FIGURE 2.1 — Cycle de réduction entre ENSEMBLE IMPAIR et les différents
problemes de domination impaire faible

2.3.1 Choix du parametre

Dauns la section précédente on montre une borne linéaire sur la taille de x(G)
or ce résultat implique que si on paramétrise le probleme d’existence d’un en-
semble WOD par la taille de celui-ci alors il sera F'PT'. Plus précisément, étant
donné un graphe G et un parametre k, décider si k(G) > k est F'PT en utilisant
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I’algorithme suivant :

Kappa(G, k) :

e Supprimer tous les sommets isolés. Soit n 1’ordre du graphe résultant G’.
e Si k < 7% alors ‘vrai’

e Sinon VD C V(G'), si |0Odd(D)| < k alors ‘faux’ sinon ‘vrai’.

La premiere étape de ’algorithme ne change pas le résultat car pour tout
sommet isolé u, k(G) = k(G \ {u}). La complexité de cet algorithme est de
O*(2™) car il parcours tous les sous-ensembles possibles de n sommets, et comme
on a montré dans le lemme 4 que k = % alors la complexité en fonction de k
est O*(2%), donc le probleme de I’existence d’un ensemble WOD de taille au
moins k est F'PT.

En ce qui concerne le plus petit ensemble non-WOD, étant donné un graphe
G d’ordre n et de parametre k, décider si k'(G) < n—k est FPT par l'algorithme
suivant :

Kappa’ (G, k) :

e Si G a un sommet universel u alors Kappa(G \ u, k)

e Sinon si k < n/8 alors ‘vrai’

e  Sinon VD de taille impaire si |[DUOdd(D)| > n—k alors ‘faux’ sinon ‘vrai’.

La premiere étape correspond a ’application du lemme 6 : si G a un som-
met universel u, ¥'(G) = n — k(G) = n — k(G \ u). Comme pour l'algorithme
précédant, la complexité est de O*(2") avec l'exploration de tous les sous-
ensembles possibles ce qui donne grace a la borne du corollaire 1 une complexité
de O*(2%k) et assure l'appartenance a F'PT.

Le fait que les problemes d’existence d’un ensemble WOD de taille k et
d’ensemble non-WOD de taille n—k soient F'PT ne dépend que de 'existence
des bornes du lemme 4 et du corolaire 1 et nous donne une relation linéaire
entre le parametre k et la taille de 'entrée n. On a donc un algorithme FPT
mais celui-ci est en fait un algorithme exponentiel, ce choix de parametre parait
donc non-pertinent.

On va donc s’intéresser a la paramétrisation duale du probleme qui se re-
trouve dans la littérature [33], on va donc utiliser comme parametre non plus la
taille du dominant recherché mais celle celle de I’ensemble dominé, on recherche
donc un ensemble dominant de taille n — k ce qui nous donne :

PLUS GRAND ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n — k
Entrée : Un graphe G d’ordre n, un entier k

Parametre : k.

Question :k(G) >n —k?

PLUS PETIT ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k

Entrée : Un graphe G d’ordre n
Parametre : Un entier k
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Question :x'(G) < k?

En ce qui concerne le probleme de seuil quantique, étant donné un graphe
G d’ordre n et un parametre k décider si kg(G)=max(k(G),n—~r'(G))>k est
FPT car kg(G)>0.506n [43]. On va donc comme pour les problemes précédents
étudier la paramétrisation duale :

SEUIL QUANTIQUE AU MOINS n—Fk
Entrée : Un graphe G d’ordre n
Parametre : Un entier k

Question :kg(G) > n—k?

Le reste de cette section consistera en la démonstration de la F'PT-équivalence
de ces différents problemes avec ENSEMBLE IMPAIR DE TAILLE AU PLUS k défini
dans [25] comme :

ENSEMBLE IMPAIR DE TAILLE AU MOINS k

Entrée : Un graphe biparti G = (R|J B, E) d’ordre n

Parametre : Un entier k

Question : Existe-t-il un ensemble D C R tel que |D| < k et B = Odd(D)

2.3.2 Plus grand ensemble WOD

Théoréeme 14. ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n—Fk est plus difficile
que ENSEMBLE IMPAIR par F PT-réduction.

Démonstration. Etant donné (G, k) ot G=(RUB, E) une instance de ENSEMBLE
IMPAIR soit (G',k’) (voir figure 2.2) une instance de ENSEMBLE WOD DE
TAILLE AU MOINS n/ —k’ tel que G'=(AUDUFUe, EyUEUE3), n’'=|R|+(k+2)|B|+(k+2)+1
et k'=k+1 o :

A={a,,u€R}

D={dy ;,u€B,1 < i < k+2}

F={f;,1<i<k+2}

Ey={ca,,uceR}

Eg:{audv_,i,uvéE, 1< < k+2}

e Si (G',K') est une instance positive de ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU
MOINS 1/ =K', soit CCV(G’) le plus petit ensemble tel que |Odd(C)|>n'—k'. F
est un ensemble stable de taille k+2>k’ donc il existe au moins un f€ FNOdd(C)

sinon I’ensemble dominé serait de taille inférieure & n’—k’. Comme c est I'unique
voisin d’un tel f, ¢ appartient & C. Pour tout u€ B, le sous-ensemble D,,={d,, ;, 1<i<k+2}
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FIGURE 2.2 — Réduction de ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n—k &
ENSEMBLE IMPAIR

est un ensemble stable de taille k+2 > k' dont le voisinage est strictement
inclue dans A, donc VueB,D,COdd(CNA) (sinon on aurait encore un en-
semble dominé de taille inférieur & n'—k’) donc DCOdd(CNA). Comme ceC
et ACOdd({c}), par minimalité de C, DNC={. Soit R'={u€R, a, eC}, de taille
|R'|=|CNA|=|C|—1<k. Comme Yue B, ucOdd(R') < D,C0dd(C), BCOdd(R')
donc (G, k) est une instance positive de ENSEMBLE IMPAIR.

e Si (G, k) est une instance positive de ENSEMBLE IMPAIR, il existe R'CR, tel
que |R'|<k et B=0Odd(R’). Soit A'={a,,ucR'}, comme YueB,ucOdd(R') <
D,COdd(A"), DCOdd(A") donc DCOdd(A'U{c}). Comme AUF est un en-
semble stable dominé par ¢, (FUAUD)\A'=V (G")\ (A'U{c})C0dd(A"U{c}). De
plus |Odd(A'U{c}) > n'—(k+1)=n'—Fk’, donc (G’,k’) est une instance positive
de ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n/—Fk'. O

Comme ENSEMBLE IMPAIR est difficile pour W1] [33], ENSEMBLE WOD DE
TAILLE AU MOINS n/—k’ I’est aussi. De plus, le graphe utilisé dans la preuve du
théoréme 14 est biparti(voir figure 2.2), on a donc :

Corollaire 2. ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n—Fk est difficile pour
W1] méme restreint auz graphes bipartis.
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2.3.3 Plus petit ensemble non-WOD
Cas général
Théoréeme 15. ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k est plus difficile

que ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n—Fk par FPT-réduction.

Démonstration. Etant donné (G, k) ot G = (V,E) et n = |V| une instance
de ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n—Fk, soit (G, k") (voir figure 2.3)
une instance de ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k' tel que G’ =
(AUBU{c}, EyUE;UEs) et K =k +2ou:

A={a;,1 <i<k+3}
B = {b,ucV}

E; = {byby,uv € E}

Ey; ={aic,1<i<k+3}

Eg:{buaz,uev,lgzgk—k?y}

FIGURE 2.3 — Réduction de ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k &
ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n—Fk

e Si (G, k) est une instance positive de textscEnsemble WOD de taille au
moins n—k, il existe C C V tel que |Odd(C)| > n—k. Il y a deux cas possible
selon la parité de la taille de C :

— Si |C| = 0mod 2, soit C" = {b,,u € C} U {a}, ol a est un sommet

quelconque de A. Comme A est connecté par un graphe biparti complet
a B, A C Even(C") et ¢ € Odd(C"). Comme a € C’ est connecté & tous
les sommets de B, pour tout v € Odd(C) dans G, b, ¢ Odd(C") dans G,
donc |[C"UOdd(C")| <k+2=F.
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- Si |C| = 1 mod 2, soit C" = {by,u € C} U {a,c}, ot a est un sommet
quelconque de A. Comme A est connecté par un graphe biparti complet a
B, que chaque sommet de A est voisin de ¢ et que [BNC’| =1 mod 2, on
a A C Even(C"). De la méme fagon |Odd(C")UC'| < k+2=F.
Ainsi dans les deux cas (G', k') est une instance positive de ENSEMBLE NON-
WOD DE TAILLE AU PLUS k.

e Si (G', k') est une instance positive de ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE
AU PLUS k, il existe C" C V(G') tel que |C" U Odd(C")| < k et |C'| = 1 mod 2.
A est un ensemble stable de taille £k + 3 > £/, donc il existe a € A tel que
a € Even(C’). Comme A est connecté & V(G’)\ A par un graphe biparti complet
|C'] = 1mod 2, |C' N A| = 1 mod 2 donc par minimalité |[C' N A| = 1, soit a
ce sommet. Let C = {u,b, € C'}, comme a est connecté & tous les sommets de
B,Yu € V,b, € Odd(C") < u € Even(C) donc |Even(C)| < k on obtient donc
que (G, k) est une instance positive de textscEnsemble WOD de taille au moins
n—=k. O

Corollaire 3. ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k est difficile pour
W1].

Cas biparti

La preuve de la difficulté pour W[1] de ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE
AU PLUS k ne respecte pas la bipartition du graphe. On va montrer dans cette
section que la difficulté pour W[1] est conservé méme en restreignant a cette
classe de graphes.

Théoréme 16. ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k pour les graphes
bipartis est plus difficile que ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k par
FPT-réduction.

Démonstration. Etant donné (G, k) une instance de ENSEMBLE NON-WOD DE
TAILLE AU PLUS k soit (G’,k’) (voir figure 2.4) une instance biparti de EN-
SEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k avec :

G =(AUBiUB;UDUFUH,E;UFE;UE3UE UEs), k' =2k

A={ay,uecV} By ={aubiv,i € {1,2},uv € E}

By = {bLu,u S V} FEy = {aubg,u,u S V}

BQ = {bgyu,u S V} E3 = {bi,udi,u,jyi (S {1, 2},

weV,1<j<2k+1}

D = {d;u,j,i € {1,2}, Ey = {diu,jfiujii€{1,2},}
ueV,1<j<2k+1 uweV,1<5,1<2k+1}

F= {fi,u,j,lai S {17 2}7 E5 = {fi,u,j,lhpui S {172}7
weV,1<j,l<2k+1} weV,1<j,l,p<2k+1}

H={h1<i<2k+1}
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FIGURE 2.4 — Réduction du cas biparti au cas général de ENSEMBLE NON-WOD
DE TAILLE AU PLUS k

e Si (G, k) est une instance positive de ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU
PLUS k, il existe C' C V tel que |C UOdd(C)| < k. Soit C' = {ay,u € C}, notez
que |Odd(C") N B1| = |0dd(C)| comme Yu,v € V,a,b1,, € E1 < uv € E. De
plus, |0dd(C") N Bs| = |0dd(C)®C|, comme Yu,v € V, aybs, € E1 < uwv € E
et Yu € V, ayba, € Es. Donc |[C"UOdd(C")| = |C| +10dd(C)| + |0dd(C)®C| =
2|C'U0dd(C)] < 2k = k' ainsi (G', k) est une instance bipartie positive de
ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k.

e Si (G', k') est une instance bipartie de ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE
AU PLUS k, il existe C' C V' tel que |C" UOdd(C")| < 2k et |C'| =1 mod 2. H
étant un ensemble stable de taille 2k +1 > k', il existe un sommet h € H tel que
h € Even(C"), et comme H est connecter par un graphe biparti complet & F
alors [FNC'| = 0 mod 2. F' est composé de (2k+1)2|V| > k' ensembles stables
F; de taille 2k+1 > k' donc Vi € [1, (2k+1)2|V|]3f; € F; tel que f; € Even(C’).
Comme chaque F; est connecté a un sommet d € D et connecté a H par un
graphe biparti complet, |FFNC’| = 0mod 2 et D N C’ = (). Par minimalité de
C’ on a que |[FNC’'| = 0mod 2 implique C’' N F = (. D étant composé de
2|V > k' ensembles stables D; de taille 2k + 1 > £/, alors il existe i € [1,2|V]]
tel que D; C Even(C'), comme D; est connecté & un sommet b € B; U Bs, on a
C'N(B1UBy) =0. Donc C! C A et Odd(C") C By U Bgy, soit C ={u€eV,a, €
C'}, alors |C" U Odd(C")| = |C| + 10dd(C)| + |0dd(C)®C| = 2|C U Odd(C)|.
Comme |C"UOdd(C")| < k', on a |CUOdd(C)| < k ce qui vérifie que (G, k) est
une instance positive de ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k. O O

Corollaire 4. ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k est difficile pour
W1] méme restreint auz graphes bipartis.
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2.3.4 Seuil quantique
Difficulté du seuil quantique

Dans cette section on considere le probleme de seuil quantique, le seuil quan-
tique noté kg(G) d’'un graphe G d’ordre n est défini comme étant kg(G) =
max(k(G), k(G)) = max(k(G),n—k'(G)).

Théoréme 17. SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR A n—k est plus difficile que
ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k par une F PT-réduction.

Démonstration. Etant donné (G, k) une instance de ENSEMBLE NON-WOD DE
TAILLE AU PLUS k soit (GF*1, k) une instance de SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR
A n—k olt GP est le graphe obtenu en prenant p copies disjointes de G. Comme
ko(G) = max(k(G),n — k'(G)) [43], il y a deux possibilités pour kg(G*+1) >
(k + 1)n—Fk, soit x(G**1) ou bien n(k + 1) — x'(G**1) est maximal :

— Sik(G**1) > (k+1)n—k, comme les k+1 copies de G sont disjointes le plus
grand ensemble WOD de G**! est constitué de k+ 1 copies du plus grand
ensemble WOD de G (un dans chaque copie de G), donc (k + 1)x(G) >
(k+1)n—k < k(G >n— ﬁ, or kiﬂ < 1 donc £(G) > n. Comme
pour tout graphe G d’ordre n on a k(G) < n (en effet il faut un sommet
pour pouvoir dominer de fagon impair) il y a une contradiction.

~ Si (k+ Dn — &/ (G**1) > (K + 1)n—k. Comme les k + 1 copies de G
sont disjointes le plus petit ensemble non-WOD de G**1 est le plus petit
ensemble non-WOD de G, donc #'(G¥1) < k & k/(G) < k ce qui est
équivalent & (G, k) est une instance positive de ENSEMBLE NON-WOD
DE TAILLE AU PLUS k.

O

Cette preuve respectant la bipartition du graphe, SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR
A n—Fk est donc difficile pour W[1] méme restreint aux graphes bipartis.

Corollaire 5. SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR A n—Fk est difficile pour W1]
méme restreint auz graphes bipartis.

Equivalence des probléemes

Jusqu’ici on a prouvé la difficulté pour W1] de tous les problémes de par-
tage de secrets quantiques, par des F'PT-réductions successive en partant de
ENSEMBLE IMPAIR. ces probleémes sont non-seulement difficile pour W[1] mais
équivalent & ENSEMBLE IMPAIR et appartiennent & W[2]. En effet, ENSEMBLE
IMPAIR est plus difficile que SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR A n—k par une
F PT-réduction ce qui complete la boucle :

Théoréme 18. ENSEMBLE IMPAIR est plus difficile que SEUIL QUANTIQUE
SUPERIEUR A n—k par une FPT-réduction.

Démonstration. Etant donné (G, k) une instance de SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR
A n—k, soit (G', k") (voir figure 2.5) une instance de ENSEMBLE IMPAIR avec :
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FIGURE 2.5 — Réduction de ENSEMBLE IMPAIR & SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR
An—k
G = (A U {dl} U {dz} U {C}, FiUE,UE3sUE,UE5U {dlc} U {dgc})

A= U Ai)j = {a172)ua1)j7v,j S {4, 5},’(1/0 (S E}

1<i<2,1<5<5
Aij=A{a;ju,ueV} By = {a22,u02,jv,j € {4,5},uv ¢ E}
Es = {aijutiiu1€{1,2},j€{1,3},1€{4,5},ucV}
By ={dia; ju,t € {1,2},j € {4,5},uv € E}

Es = {ai,zﬁuai@u,i S {1, 2}, u e V}

Et avec B = Ai74 U Ai)5 U {C}, R= Ai71 U Ai)g U Ai73 et k' =2k +1.

e Si (G,k) est une instance positive de SEUIL. QUANTIQUE SUPERIEUR A

n—k, comme kqg(G)=max(k(G),k(G)) et comme n > k(G) + &'(G) [43], soit

k(G), soit k(G) est plus grand que n—k :

— Si k(@) > n—k, il existe C C V tel que |0Odd(C)| > n—k. Soit C' C R
définit par C' = {a12u,u € C} U {a11,u,u € Even(C)} U {a;3u,u €
C@®Even(C)} U {da} ou & est la différence symétrique. Comme ds € C’,
alors ¢, As4 et Ags sont dans Odd(C’). Comme a12.40140 € E1 <
ww € E et {a124,u € C} C C’, alors {a1,44,u € Odd(C)} C Odd(C").
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Aj1 est connecté & A; 4 par un couplage et {a1,1,4,u € Even(C)} C
C’ donc {a1,4.4,u € Even(C)} C Odd(C") et ainsi A14 C Odd(C").
Comme A; 5 est connecté & A o comme A; 4 plus un couplage, {a1,5.4,u €
0dd(C)®C} C 0dd(C' N Ay 2) and {a154,u € Even(c)@C} C Odd(C' N
A13), donc Ay 5 C Odd(C’). On a ainsi B C Odd(C"), et |C'| = |C| +
|Even(C)| + |Even(C)®C|+1 = 2|Even(C)UC|+1 < 2k+1 =k, donc
(G', k') est une instance positive de ENSEMBLE IMPAIR.

— Si k(G)>n—k alors d; € C’ au lieu de dy et en utilisant les méme relations
de voisinage dans G au lieu de G on obtient que (G’, k') est une instance
positive de ENSEMBLE IMPAIR.

e Si (G, k) est une instance positive de ENSEMBLE IMPAIR, il existe C' C R
tel que B C Odd(C"). ¢ est dominé par dy ou dz (pas les deux sinon il est dominé
de fagon paire). Si dy € C’, alors Az 4 et Ass sont dans Odd(C’). Comme
Ay 4 est connecté & A; ;1 par un couplage A1 o NC’ # () car |[A12] > k (et
qu’avec un couplage il faudrait autant de sommets dans le dominant). Soit C' =
{ulay 2,, € C'} un ensemble de sommet dans V', on a alors comme précédemment
|C'| = 2|Even(C)UC| + 1 ce qui implique que |C’| = 2|0dd(C)| + 1, donc que
k(@) > n—k ce qui est équivalent & (G, k) est une instance positive de SEUIL
QUANTIQUE SUPERIEUR A n—Fk . Si d; € C', de la méme facon x(G) > n—k,
donc (G, k) est une instance positive de SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR A n—Fk
d’apres [43]. O

Corollaire 6. Tous les probléemes suivants : ENSEMBLE WOD DE TAILLE
AU MOINS n—k, ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k et SEUIL QUAN-
TIQUE SUPERIEUR A n—k méme restreint aux graphes bipartis sont F PT-équivalents
& ENSEMBLE IMPAIR et donc sont difficiles pour W[1] et appartiennent ¢ W2].

2.4 Complexité Approximation

2.4.1 Approche

Dans la section précédente, nous avons vu que ’approche par paramétrisation
en utilisant une paramétrisation classique, par la taille de I’ensemble recherché,
ne permet pas de résoudre les problemes de domination impaire en temps poly-
nomial en fixant un parametre. Dans cette section, on va donc prendre une ap-
proche différente par approximation, i.e. si I’on peut pas résoudre ces problémes
en temps polynomial, on peut en revanche peut étre avoir une approximation
de la solution convenable en temps polynomial.

Définitions des classes et des réductions

Tout d’abord pour I’approche par approximation, il faut considérer la version
d’optimisation des problemes et non plus existence. En effet, il s’agit ici d’essayer
de trouver une solution la plus proche possible de la solution optimale. De
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fagon formel, les probléemes d’optimisation combinatoires sont définis de la fagon
suivante :

Définition 13. Un probleme d’optimisation combinatoire A est un quintuplet
(I’ S’ f’ m’ g) avec -
— I l’ensemble des instances du probleme ;

- S = U Sy Uensemble des solutions réalisables du probléme pour chaque
xel
instance x € I ;

— f:I— S tel que étant donné x € I une instance du probléme, f(x) € S,
est une solution réalisable de x ;

-m: I xS — R étant donnés x € I ety = f(x) € Sy, m(z,y) est la
mesure de y ;

— g est le but du probléeme : min ou mazx.

Etant une donnée instance z € I de A, une solution réalisable optimale de x
notée opt, respecte la propriété suivante :

m(z,opt,) = g{m(z,t)|t € Sy}

Définition 14. Etant donné A = (I, S, f,m,g) un probléme d’optimisation,
€ > 0 un réel et soit p = 1+ €, un algorithme Alg est appelé algorithme de
p-approximation du probléme A si pour toute instance x € I il renvoie une
solution réalisable y = Alg(x) € S avec pour mesure m(xz,y) tel que :

|m(Ia y) - m(x, 0ptm)| <e- m(a:, Optz)

Définition 15. Etant donné pER, p>1, APX(p) est sous-classe de N PO
(pendant de NP pour les problémes d’optimisations) contenant les probléemes
admettant un algorithme p-approzimation.

APX est l'union des APX (p) pour tout p € R,p > 1

On défini maintenant les réductions a l'intérieur de cette classe de la fagon
suivante :

Définition 16. Etant donnés A = (1,84, fa,ma,ga) et B= (Ip,SB, fB,mB,9B)
deux problemes d’optimisations. Une paire de fonctions h: [4 — Ip etk : Sp —
Sa si et seulement si :

— h et k sont calculables en temps polynomiale

- Vx €l h(z) €lp
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IA > IB

fa fB

Sa ) Sp

FIGURE 2.6 — Schéma d’une L-réduction

-V € La, fa(z) est une solution de x implique k(fg(h(x))) est une solu-
tion de x (voir figure 2.6)

— 4l exziste une constante positive « tel que Vx € I4 :
Opth(z) < a-opty

— 1l existe une constante positive 8 tel que Vx € I4 ety € Sp solution de
h(z) :

Ima(, opts) — ma(x, k(y')| < Blmp(h(z), optn)) — ms(y')|

Propriété 3. APX est clos par L-réduction.

La principale conséquence de cette propriété qui nous intéressera concerne les
démonstrations de complétude pour APX. En effet, comme APX est clos par
L-réduction alors étant deux problemes A et B de APX, A étant complet pour
APX alors montrer une L-réduction de B & A revient & montrer la complétude
de B pour APX.

On peut encore raffiner la complexité d’approximation en cherchant non plus
a avoir une approximation de ratio fixe mais a définir un schéma qui pour un
ratio e donné donne une (1 + €)-approximation. Si un tel schéma s’exécute en
temps polynomial en la taille de I’entrée pour € €]0, 1] on parle alors de PT AS
et méme si 'on n’a pas la solution exacte on peut s’en rapprocher tout en
permettant une exécution réelle.
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Définition 17. Un schéma d’approximation pour le probleme A est une famille
de (1 + €)-approzimations notée Alg. pour tout € €]0, 1].

Si ce schéma d’approrimation pour le probléme A s’exécute en temps polyno-
mial en |x| pour tout € €]0,1[ il est dit PT AS (Polynomial- Time Approximation
Scheme).

Par extension PTAS est la classe de probléme admettant un PTAS.

De facon similaire a la complexité classique ou pour la complexité paramétrée
la question PT'AS = APX reste ouverte.

Propriété 4. Etant donné A un probléeme d’optimisation tel que A est complet
pour APX alors A n’admet pas de PT AS sous I’hypothése P # N P.

Il s’agit donc pour un probleme A donné :

— soit d’exhiber un PT AS pour montrer son appartenance a la classe PT AS.

— soit de monter qu’il existe une L-réduction de A & un probléeme complet
pour APX donc qu’il n’existe pas de PTAS pour A sous I'hypothese
P #NP.

Définitions des problémes de domination impaire

Dans le cadre de la complexité d’approximation, le probleme de trouver le
plus grand ensemble WOD devient donc un probléme de maximisation dont les
solutions admissibles sont les ensembles WOD et dont la mesure est la taille de
ces ensembles. Comme dans le cas des stables il n’existe aucun ensemble WOD
on doit ajouter cette possibilité, ce qui nous donne la définition suivante :
ENSEMBLE MAX WOD
Entrée : un graphe G = (V, E)

Solution admissible : un ensemble de sommets D € V tel qu’il existe un en-
semble X € V'\ D avec Odd(X) = D, D = ) si il n’en existe aucun

Mesure : |D|

Objectif : maximisation

On a donc par définition (G) comme mesure de la solution réalisable optimale.
Pour le cas ol il n’y a pas de solutions admissibles et donc (G) = 0, le ratio
n’est pas défini, on le considerera a 1.

De la méme facon on a pour les ensembles non-WOD le probleme de mini-
misation suivant :
ENSEMBLE MIN NON-WOD
Entrée : un graphe G = (V, E)
Solution admissible : Ensemble de sommets D € V tel qu’il n’existe pas d’en-
semble X € V'\ D avec Odd(X) = D
Mesure : |D|
Objectif : minimisation
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On remarque que de fagon similaire aux ensembles WOD, x/(G) est la mesure de
la solution réalisable optimale, mais qu’en revanche dans ce cas il existe toujours
une solution réalisable.

Pour le probleme de 'accessibilité quantique on a par le théoreme du non-
clonage que soit un état est non-accessible soit son complémentaire est non-
accessible dans le cas contraire on accederait a deux copies d’un état quantique.
On considerera donc ici tout ensemble de sommets comme solution réalisable
mais la mesure dépendra de I'accessibilité de I’ensemble : si il n’est pas accessible
(i.e. il est WOD) alors ce sera sa taille, sinon (il est non-WOD) ce sera la taille
de son complémentaire. Ce qui nous donne la définition suivante :

MAX NON-ACCESSIBLE SET
Entrée : un graphe G = (V, E)
Solution admissible : un ensemble de sommets D € V

D|si D t -vid
Mesure : soit Dom = {X € V]|0dd(X) = D} D] st Onﬁ% esb nonmvde )
|[V| —|D| si Dom est ensemble vide

Objectif : maximisation

Comme pour les précédents problemes on a kg (G) comme mesure de la réalisation
de la solution réalisable optimale.

2.4.2 Plus grand ensemble WOD

Ici on s’intéressera a la complexité d’approximation du probleme ENSEMBLE
Max WOD et on démontrera qu’il est complet pour APX et donc n’admet pas
de PTAS si P # NP.

Théoréeme 19. Le probléme ENSEMBLE MAX WOD est complet pour APX .

La preuve de la difficulté consiste en une réduction depuis Max 3-SAT B
dont la difficulté pour APX est prouvée dans [55], pour tout B € N*|

MAX 3-SAT B

Entrée : une formule 3-CNF v ou chaque littéral apparait au plus B fois.
Solution admissible : une affectation des variables de .

Mesure : le nombre de clauses satisfaites.

Objectif : maximisation

Lemme 7. Pour tout B>0 ENSEMBLE MAX WOD est plus difficile que MAX
3-SAT B par L-réduction.

Démonstration. Soit 1 une instance de MAX 3-SAT B avec n clauses, soit f tel
que f(¢) = G’ (voire figure 2.7) soit une instance de ENSEMBLE Max WOD
tel que G’ = (CUDU F, E; U E3) ot :
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C = {a,ala est une variable de 1)}
F = {f,,;|a est une variable de 9, j € [1,4B + 1]}

D, ={diq,dip, dic, dz‘,qb, d; acy di bes diabel@, b, ¢ sont les
littéraux de la i“™¢ clause de ¥}

D= U D

i€[1,n]
El - {a'di,a; adi,aby CLdi,ac; adi,abc|7; € [15 n]}U
{bdi,lh bdi,alh bdi,bm bdi,abc|i S [17 n]}U
{Cdi,c; Cdi,acv Cdi,bm Cdi,abc|i S [17 n]}

= {afa,j,afa,ﬂj € [1,4B + 1],Fi7j - F}

di,ra dir,b dijc di,qb dz:,ac di,bc di,abc

ol

FIGURE 2.7 — Partie du graphe de la réduction de MAX 3-SAT B a4 ENSEMBLE
Max WOD correspondant a la clause a VbV ¢

e Soit g une fonction telle que, étant donné D C V(G’') un ensemble de
sommets de G’ g(D) est une affectation de v tel que la variable a si le sommet
a € D (méme si @ € D) et est faux autrement. La fonction g est calculable en
temps polynomial et comme G’ est polynomial en ||, f est calculable en temps
polynomial.

Dans G', |C| < 6n et |D| = Tn, et comme chaque variable de ¢ est dans au
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plus B clauses, alors |F| < 3n x 4B + 1, donc la taille de G’ est linéaire dans
la taille de 1. Soit MaxSAT (1)) la valeur maximum du nombre de clauses vrai
dans la solution optimale de MAX 3-SAT B sur ¢, comme |G'| = a|y| et que
MaxSAT () > %, on a kK(G') < 2aMaxSAT(v).
Etant donné ¢’ C C, et (a VbV ¢) la i#™¢ clause de ¢, C' N {a,b,c} # 0 si
et seulement si |Odd(C") N D;| = 4 comme (voir figure 2.8) :
! |Cl| = 1, soit a € C" alors di,a, di,ab; di,ac; di,abc S Odd(C’) et di,b; di,c; di,bc S
Even(C") et symétriquement pour b et c.
- si|C'| = 2,s0it a,b € C" alors d; g, di b, di acs dive € Odd(C) et d; ¢, di abs diabe €
Even(C") et symétriquement pour b, c et a, c.
— si |C'| = 3, s0it a,b,c € C" alors d; g, di b, di ¢y diabe € Odd(C") et
di,ab; di,ac, di,bc S Even(C”).
Ceci correspond au fait que chaque élément d’un ensemble apparait dans la
moitié des parties de celui-ci (ici il n’y pas pas l’ensemble vide).

r

S

FIGURE 2.8 — 4 d; dont toujours dominer quelque soit le nombre de sommets
dans le dominant

Pour toute variable a de 1, il existe F,, = {fq,;|j € [1,4B + 1]} un ensemble
stable de taille 4B + 1 connecté uniquement & a et a. Soit C/ C C, comme
|Odd(C") N D;| < 4 et que la variable a apparait dans au plus B clauses de 1,
si a,a € C', |0dd(C" \ @)| > |0dd(C")| il n’y a donc aucune paire a,@ dans la
solution optimale de Max WOD SET.

e Soit X,p: la solution optimale de MAX WOD SET, comme il n'y a pas
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de paire a,a dans X, alors F C Odd(X,p) et le nombre de D; dominés
par X, est MaxzSAT (). Soit | le nombre de clauses satisfaites par g(X),
MaxzSAT (1) —1 = k implique que g(X) satisfait k clauses de moins que g(Xopt).
Donc X domine de fagon impaire £ D; de moins que X,p; ou contient une paire

a,a, donc X domine de facon impaire 4k sommets de moins que X,,:. On a
donc MaxzSAT(¢) —1 < B(k(G') — |0dd(X))). O

Preuve du théoréme 19. Pour tout B > 3 MAX 3-SAT B est difficile pour
APX et il existe une L-réduction de MAX 3-SAT B & Max WOD SET, donc
MaAx WOD SET est au difficile pour APX. La complétude est obtenue la
méthode des probabilités conditionnelles [57] sur la borne linéaire de x(G) donné
par le lemme 4 qui donne une (1 + i)—approximation polynomiale de k.

Corollaire 7. Il existe un ¢ > 0 tel qu’il n’existe pas de (1 + €)-approzimation
de MaX WOD SET en temps polynomial sous condition P # NP i.e. il n’existe
pas de PT AS pour MAaXx WOD SET sous condition P # NP.

2.4.3 Plus petit ensemble non-WOD

Ici on s’intéressera a la complexité d’approximation du probleme ENSEMBLE
MIN NON-WOD et on démontrera qu’il est complet pour APX et donc n’admet
pas de PTAS si P # NP.

Théoréme 20. Le probléme ENSEMBLE MIN NON-WOD est complet pour
APX.

La preuve de la difficulté réside dans une réduction depuis ENSEMBLE MAX
WOD prouvé difficile pour APX dans le théoréme 19.

Lemme 8. ENSEMBLE MIN NON-WOD est plus difficile que ENSEMBLE MAX
WOD par L-réduction.

Démonstration. Etant donné un graphe G = (V,E) instance de ENSEMBLE
Max WOD de taille n, soit f tel que f(G) = G’ est une instance de ENSEMBLE
MIN NON-WOD tel que G’ = (V Ud, Ey U E3) (voir figure 2.9) ou :

Ey ={wlueV,veV,uv ¢ E}
E; = {udlueV}

Soit une fonction g telle que, étant donné X C V(G’) un ensemble non-WOD
de G, g(X) est un ensemble WOD de G définie par g(X) = {ulu ¢ X, u # d}.
Comme X est un ensemble non-WOD il existe D C X tel que |[D| = 1 mod 2 et
Odd(D) C X, donc X C Even(D), et ainsi on a X C Odd(D) dans G’. Comme
d est isolé dans G’, X C Odd(D) dans G donc g(X) est un ensemble WOD dans
G et |g(X)| = n—]|X]. g est calculable en temps polynomial et comme G’ est de
taille polynomial en n (de taille n 4 1), f est calculable en temps polynomial.
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Avec le lemme 6, x/'(G") + x(G’) = n+1, donc G’ est G auquel on ajoute un
sommet isolé et qu'un sommet isolé ne change pas la valeur de x il ne domine
ni n’est dominé par personne), donc £'(G’') = n + 1 — k(G). Avec le lemme 4,
k(G) > 4, donc K(G") < ak(G).

En ajoutant |g(X)| =n —|X]| & k' (G') =n+1— k(G) on obtient que pour
toute solution X de ENSEMBLE MIN NON-WOD, |x(G) — |9(X)|| < a|s'(G) —
RYE

FIGURE 2.9 — Réduction de ENSEMBLE MIN NON-WOD & ENSEMBLE MAX
WOD

O

Preuve du théoréme 20. ENSEMBLE MAX WOD est difficile pour APX et
il existe une L-réduction de ENSEMBLE MAX WOD vers ENSEMBLE MIN NON-
WOD, donc ENSEMBLE MIN NON-WOD est aussi difficile pour APX. Pour
la complétude on utilise comme pour ENSEMBLE MAX WOD la méthode des
probabilités conditionnelles [57] sur le corollaire 1 ce qui donne une (1 + §)-
approximation polynomiale de '

Corollaire 8. Il existe un ¢ > 0 tel qu’il n’existe pas de (1 + €)-approzimation
polynomiale de ENSEMBLE MIN NON-WOD sous condition P # NP i.e. il
n’existe pas de PTAS pour ENSEMBLE MIN NON-WOD sous condition P #
NP.

2.4.4 Plus grand ensemble non-accessible

En ce qui concerne le probleme ENSEMBLE MAX NON-ACCESSIBLE, 'utili-
sation de la méthode des probabilités conditionnelles [57] sur la borne kg > 1
de [34] nous donne une (3)-approximation polynomiale de rg. En revanche
bien que l'on ait la propriété suivante de kg : pour tout graphe G' d’ordre n

kQ(G) = maz(k(G),n — k' (Q)) et ko(G) = maz(k(G), k(G)) [34], on n’a pas
pu montrer de réduction de ENSEMBLE MAX WOD ni de ENSEMBLE MIN NON-
WOD a ENSEMBLE MAX NON-ACCESSIBLE. Comme nous n’avons pu non plus
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exhiber de PT AS pour ce probleme son positionnement dans APX reste ouvert
soit complet, soit PT AS soit intermédiaire.

2.5 Conclusion et perspectives

L’utilisation dans la premiere partie du chapitre d’'une méthode non-déterministe
a permis une amélioration des bornes inférieures et supérieures de respective-
ment # et . On a donc obtenue de fagon non-déterministe x(G) > 4 (lemme
4) pour tous les graphes sans sommets isolés et £'(G) < I (corollaire 1) pour
tous les graphes sans sommets universels. En revanche, l'utilisation de cette
méthode n’a pas permis de raffiner la borne inférieure sur le seuil quantique
ko (G) < 0.506n obtenue par Perdriz et al. dans [43].

Ces bornes permettent de démontrer que la paramétrisation ”"naturelle” du
probleme par la taille de la solution pour trouver le plus grand ensemble WOD
et le plus petit ensemble non-WOD conduit a des algorithmes F'PT', mais avec
un noyau linéaire dans la taille de I’entrée. Nous nous sommes donc penchés
sur la paramétrisation ”duale” ENSEMBLE WOD DE TAILLE AU MOINS n — k,
ENSEMBLE NON-WOD DE TAILLE AU PLUS k et SEUIL QUANTIQUE SUPERIEUR
A n—k, et avons montré leur appartenance & W2] ainsi que leur difficulté pour
W1] par ’équivalence avec le probleme classique ENSEMBLE IMPAIR via une
série circulaire de réductions. Ces derniers résultats montrent qu’il n’y a pas
d’algorithme F'PT pour ces problémes a moins que la hiérarchie W ne s’effondre.

Enfin, nous nous sommes penchés sur la complexité en approximation de la
version optimisation de ces différents problemes. L’application de la méthode des
probabilités conditionnelles [57] sur les bornes linéaires montrées précédemment
donne une appartenance & APX de ces probléemes. Ensuite, nous avons montré
la complétude pour APX de ENSEMBLE MAX WOD et ENSEMBLE MIN NON-
WOD via une réduction & MAX 3-SAT B. En revanche, le méme résultat n’as
pas pu étre montré pour ENSEMBLE MAX NON-ACCESSIBLE et un algorithme
PTAS n’a pas pu étre exhibé. Le probléme de sa complexité en approximation
reste donc ouvert.

2.5.1 Bornes

Tout d’abord, concernant la borne sur le plus grand sommet WOD dans le
graphes sans sommets isolés de x(G) > % (lemme 4), on peut remarquer que
celle-ci est proche de la meilleure construction connue. Cette derniére consiste en
'union disjointe de cycles de taille 5, C%, dont le plus grand ensemble WOD est
de taille x(C%) = 2i. En revanche, en ce qui concerne le seuil quantique, aucune
construction dont kg soit linéaire dans la taille de I’entrée n’est connue, alors
que 'on sait par des méthodes non-constructives que de telles constructions
existent [43].
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2.5.2 Complexité paramétrée

En ce qui concerne la complexité paramétrée, il faut souligner que la pa-
ramétrisation standard donne des algorithmes F PT pour les différents problemes
de domination impaires faibles mais avec un noyau de taille linéaire dans la taille
de 'entrée 2.3.1. La paramétrisation duale pour calculer &, &’ et k¢ étant difficile
pour W[1] (corollaire 6), elle ne donne donc pas d’algorithmes efficaces.

On a également montré que ces problemes sont difficiles pour W1] et appar-
tiennent & W [2], ceci en montrant leur F'PT-équivalence avec ENSEMBLE IMPAIR,
ce dernier étant un probleme classique dont la complexité reste un probleme ou-
vert. De plus, ces problemes sont de bons candidats a l'appartenance a une
classe W-intermédiaire, équivalente paramétrée aux classes N P-intermédiaires
de Ladner [48].

Enfin, d’autres pistes restent ouvertes quant au choix du parametre. En effet,
pour les problemes de graphes, et en particulier pour les problemes de domina-
tion, la largeur d’arborescence et la largeur de coupe ont été utilisées comme
parametres [17, 61]. L’étude de la complexité selon ces parametres pourrait ainsi
étre intéressante.

2.5.3 Complexité en approximation

Pour la complexité en approximation, la principale piste de réflexion consiste
a montrer, soit la complétude pour APX de ENSEMBLE MAX ACCESSIBLE
dont on n’a pas pu faire la preuve contrairement & ENSEMBLE MAX WOD et
ENSEMBLE MIN NON-WOD (théorémes 19 et 20), alors qu'il existe les relations
directes entre k¢ et les valeurs x et £/, soit & exhiber un algorithme PTAS.
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Chapitre 3

Degré minimum par
complémentation locale

Dans ce chapitre, on s’intéresse au degré minimum par complémentation lo-
cale. Cette propriété tres importante en théorie de I'information quantique inter-
vient dans les ratios de codes quantiques [1], dans la complexité de préparation
d’états-graphes [41] qui sont utilisés comme ressources pour le calcul quantique
par mesures [58], ou dans les seuils de partage de secrets quantiques [49, 34].

Cette propriété vient de la complémentation locale, une opération classique
de théorie des graphes introduite par Kotzig [46], qui consiste & complémenter
le voisinage d’un sommet d’un graphe : deux graphes sont LC-équivalents si et
seulement si une série de complémentations locales permet de passer de I'un a
lautre. On défini le degré minimum par complémentation locale d’un graphe G
comme étant le plus petit degré minimum sur tous les graphes LC-équivalents
aG.

Dans [43], il a été montré que le probléme de décision du degré minimum
par complémentation locale est NV P-difficile et AP X-complet.

Tout d’abord dans la section 3.2, on prouve que pour tout graphe d’ordre n, le
degré minimum par complémentation locale est au plus 2n + o(n), et 2 + o(n)
dans le cas des graphes bipartis. On prouve aussi que le degré minimum par
complémentation locale est inférieur a la moitié du nombre de couverture par
sommet (& un terme logarithmique pres).

Ensuite dans la section 3.3, on étudie la complexité paramétrée du probleme
du degré minimum par complémentation locale ainsi que sa restriction aux
graphes bipartis. On prouve que ces deux problemes sont FPT-équivalents au
probléme classique ENSEMBLE PAIR, ce qui implique leur appartenance & W|2].
Cependant, cela n’implique pas de résultat de difficulté étant donné que la
difficulté pour W[1] de ENSEMBLE PAIR reste un probléme ouvert depuis sa
définition [33].

Pour finir dans la section 3.4, on introduit un algorithme exponentiel pour
calculer le degré minimum par complémentation locale, principalement basé sur
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les bornes supérieures. On prouve que le degré minimum par complémentation
locale d’un graphe d’ordre n peut étre calculé en temps O*(1.938™). On montre
aussi que cet algorithme peut grandement étre amélioré pour les graphes bipartis
et donc que le degré minimum par complémentation locale d’un graphe biparti
d’ordre n peut étre obtenu en temps O*(1.466™).

3.1 Introduction

Complémentation locale

La complémentaion locale d’'un graphe G par rapport a un sommet u notée
G x u consiste a complémenter le voisinage de ce sommet (voir figure 3.1), donc
pour tous sommets v et w voisins de u, il a une aréte entre v et w dans G x u
si et seulement si il n’y a pas d’aréte entre v et w dans G. Soit en utilisant la
notation v~gw pour noter que v et w sont voisins :

Définition 18. La complémentation locale d’un graphe G = (V, E) par rapport
a un de ses sommets u € V est Uapplication G — G % u telle que v,w € V,
V~GruW SE et seulement si (v~gw) xor (u~gv A u~Gw).

FI1GURE 3.1 — Exemple de complémentation locale

La complémentation locale est une involution : G xu*u = G. Deux graphes
G et H sont dit LC-équivalents (pour Local Complementation) si et seulement
si il existe une séquence de complémentations locales de G vers H :
G =rc H < Fug,...ur,Gxug...xur = H. La complémentation locale n’est
pas commutative. En effet G xu* v est différent de Gx v+ u si u est voisin de v.
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En revanche G x u x v x u est égale a G xv x u x v : cette opération est appelée
pivoting.

La complémentation locale a été introduite par Kotzig [46]. L’étude de cette
quantité a de nombreuses applications en théorie des graphes : Bouchet [8,
9] et de Fraysseix [22] ont utilisé la complémentation locale pour définir les
graphes circulaires, et Oum [54] fait le lien entre la notion de mineur et la
complémentation locale. Une propriété importante de la complémentation locale
montrée par Bouchet [6] est que la LC-équivalence peut étre décidée en temps
polynomial en 'ordre des graphes.

Rang de coupe

La complémentation locale est liée au rang de coupe?® [6, 54] : étant donné
un graphe G = (V, E), un ensemble de sommets A C V formant une biparti-
tion (A, V\A) de V, cutrkg(A) est le rang de I'application linéaire L, : 24 —
2V\M = X Oddg(X) N (V\A), i.e. La associe & un sous-ensemble de A
son voisinage impair dans V \ A. L4 est linéaire par rapport a la différence
symétrique : La(XAY) = Ly(X)ALA(Y). Le rang de coupe peut également
étre défini comme le rang de la matrice de coupe, une sous-matrice de la ma-
trice d’adjacence ayant comme lignes les sommets de A et comme colonnes les
sommets de V' \ A. On a aussi pour tout A C V, cutrkg(A) = cutrkg(V\A).

Deux graphes LC-équivalents ont le méme rang de coupe [7] :

Propriété 5. Etant donné deux graphes G et H tels que G =pc H,VA C V(G)
cutrkg (A) = cutrky (A)

Cependant l'inverse (deux graphes ayant le méme rang de coupe sont LC-
équivalents) conjecturé dans [6], a été infirmé par Fon deer Flaass [31] : le contre
exemple consiste en deux graphes de Petersen isomorphes qui ont le méme rang
de coupe mais qui ne sont pas LC-équivalents (voir figure 3.2).

LU-équivalence

Plus récemment, la complémentation locale a émergé en tant qu’opération
cruciale en théorie de I'information quantique. Le formalisme des états-graphes
consiste & représenter des états quantiques a P'aide de graphes (voir [39] pour
les détails). Ce formalisme puissant permet de représenter de fagon graphique
lintrication quantique : chaque sommet représente un bit quantique (qubit) et
chaque aréte représente de fagon intuitive 'intrication entre deux qubits.

Comme l'intrication est une propriété non locale, la puissance de 'intrica-
tion ne peut que diminuer en appliquant des opérations locales sur un état
quantique. Par conséquent lintrication est invariante par des opérations loca-
lement réversibles. Dans le domaine de la théorie de l'information quantique,

1. Elle a été utilisée par Bouchet [6] et d’autres sous le nom de fonction de connectivité,
et formulée par Oum en temps que rang de coupe [54].
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FIGURE 3.2 — Exemple de deux graphes de Petersen ayant le méme rang de
coupe mais n’étant pas LC-équivalents

deux états quantiques ont la méme intrication si et seulement si ils sont LU-
équivalents i.e., s’il existe une série de transformations locales qui transforment
un état en 'autre.

La LU-équivalence des états quantiques peut étre définie pour les graphes
de la facon suivante : deux graphes sont LU-équivalents si et seulement si
leurs états correspondants sont LU-équivalents. Van den Nest [64] a prouvé
que deux graphes LC-équivalents sont LU-équivalents. De plus Hein et al. [39]
ont montré que deux graphes LU-équivalents ont le méme rang de coupe. Ainsi
la LU-équivalence est plus faible que la LC-équivalence mais plus forte que
I’équivalence de rang de coupe (voir figure 3.3).

En utilisant le contre-exemple de Fon der Flaass’s basé sur les graphes de
Peteresen (voir 3.2), on peut trouver deux graphes avant le méme rang de coupe
mais n’étant pas LU-équivalents [31].

Il a été conjecturé que la LC- et la LU-équivalence coincidaient [47]. En effet,
LC- et LU-équivalence coincident pour de nombreuses familles de graphes [63],
cependant un contre-exemple de deux graphes d’ordre 27 LU-équivalents mais
non LC-équivalents a été trouvé a ’aide d’une méthode assistée par ordinateurs
[65].

Degré minimum par complémentation locale

Il s’agit ici de la notion clef de ce chapitre, le degré minimum par complémentation
locale dont on va donner de nouvelles bornes et étudier la complexité paramétrée
est défini de la facon suivante :

Définition 19. Etant donné un graphe G, le degré minimum par complémentation
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LC-équivalence = ¢

Van den Nest [64] %Zhengfeng et al.[65]

LU-équivalence =,

Hein et al. [39] /H\ Fon der Flaass [31]

Equivalence de rang de coupe
cutrkg(A) = cutrky (A)

FIGURE 3.3 — Liens entre les différentes relations d’équivalence

locale de G est
di0c(G) = min 0(H)

Le degré minimum par complémentation locale a été utilisé pour borner
le ratio de certains codes quantiques obtenus par concaténation de graphes
[2]. Cette quantité a aussi été utilisée pour caractériser la complexité de la
préparation d’états-graphes [41] qui sont utilisés notamment dans le calcul quan-
tique par mesure [58] (un modele de calcul quantique tres prometteur en terme
d’implémentation physique), aussi bien qu’en calcul quantique aveugle [10] par
exemple. Le degré minimum par complémentation locale est aussi utilisé pour
borner le seuil qui peut étre atteint par des protocoles de partage de secret
quantique & base d’états-graphes [49, 34].

Le degré minimum par complémentation locale est relié & la fonction de rang
de coupe ainsi qu’au plus petit ensemble de la forme D U Oddg(D) :

Propriété 6. (de [43]) Etant donné un graphe G = (V, E),

0i0c(G)+1 = . n%igv |DUOddg(D)| = min{|A] : A CV Acutrkg(A) < |Al}
cDC

La seconde équation donne une caractérisation du degré minimum par complémentation
locale par la fonction de rang de coupe qui implique que deux graphes ayant la
méme fonction de rang de coupe ont le méme degré minimum par complémentation
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locale. Comme deux graphes LU-équivalents ont la méme fonction de rang de
coupe, ils ont aussi le méme degré minimum par complémentation locale. Ainsi,
le degré minimum par complémentation locale est invariant dans les trois classes
d’équivalence basées sur la complémentation locale, les opérations unitaires lo-
cales et la fonction de rang de coupe.

Bornes supérieures sur le degré minimum par complémentation locale

Le degré minimum par complémentation locale a été étudié pour plusieurs fa-
milles de graphes : le degré minimum par complémentation locale de I’hypercube
est au moins logarithmique dans l'ordre de I’hypercube [42]; le degré minimum
par complémentation locale d’un graphe de Paley P,, d’ordre n est au moins /n.
Il n’y a pas de borne supérieure au degré minimum par complémentation locale
des graphes de Paley, néanmoins on sait que tous les graphes de Paley n’ont pas
un degré minimum par complémentation locale linéaire (i.e., djoc(Pr) = O(n))
(43, 42].

Il n’existe pas de construction explicite donnant un degré minimum par
complémentation locale supérieur a la racine carrée de l'ordre, cependant il a
été prouvé via des méthodes probabilistes qu’il existe des graphes d’ordre n
dont le degré minimum par complémentation locale est supérieur & 0.189n [43].
Il y a méme des graphes bipartis dont le degré minimum par complémentation
locale est linéaire : pour tout entier n il existe un graphe biparti d’ordre n et de
degré minimum par complémentation locale au moins 0.110n [43].

Concernant les bornes supérieures, la propriété 6 implique que le degré mi-
nimum par complémentation locale est au plus la moitié de 'ordre du graphe,
car aucun ensemble supérieur a la moitié des sommets ne peut avoir un rang de
coupe complet.

Complexité du degré minimum par complémentation locale

Une motivation dans I’étude de la complexité du calcul du degré mini-
mum par complémentation locale vient de la difficulté a trouver des graphes
ayant un ”grand” degré minimum par complémentation locale. En effet, on ne
connait pas de construction explicite de graphes ayant un degré minimum par
complémentation locale linéaire dans leur ordre, bien que des graphes aléatoires
aient de ”grands” degrés minimums par complémentation locale avec une forte
probabilité. Donc pour produire des graphes avec un ”grand” degré minimum
par complémentation locale, on peut tirer un graphe aléatoire puis vérifier si son
degré minimum par complémentation locale est suffisamment ”grand”. Cepen-
dant, calculer le degré minimum par complémentation local est difficile, méme
pour les graphes bipartis : le probleme de décision associé est N P-complet et
difficile & approximer (AP X-complet) [43].

75



3.2 Bornes supérieures pour le degré minimum
par complémentation locale

Pour améliorer les bornes existantes pour le degré minimum par complémentation
locale, on utilisera la propriété suivante : dans tout graphe biparti G = (V1, Vo, E),

il existe un sous-ensemble non-vide de sommets de V; qui domine de fagon im-
|V
2(1—2-1V1l)
V1 n’est pas trop petit par rapport a V5 il existe un sous-ensemble non-vide
de V7 qui domine au plus la moitié des sommets de V5. Cette propriété est
une conséquence directe de la borne appelée borne de Plotkin [56] sur les codes

linéaires :

paire au plus sommets (dans V3), donc de maniére intuitive tant que

Lemme 9. Pour tout graphe biparti G = (V1,Va, E), il existe un sous-ensemble
non-vide D C Vi tel que

V2|
Oddg(D)| € ————
Démonstration. C' := {Oddg(D) : D C V1} est un code linéaire de taille n =
|[V2| et de rang k = |V, ot Oddg(D) est identifié par son vecteur indicateur
dans V5. Selon la borne de Plotkin [56], la distance minimale d de C est au

plus n/(2(1 — 27%)), donc il existe un sous-ensemble non-vide D C V; tel que
|Odd(D)| < [Va]/(2(1 — 27M11)). O

On peut définir une borne supérieure pour le degré minimum par complémentation
locale avec le transversal minimum (plus petit nombre de sommets tel que
chaque aréte en contienne au moins un) de la fagon suivante :

Lemme 10. Etant donné un graphe G d’ordre n et de nombre de couverture
par sommets 7(G) > 0,

2010c(G) < 7(G) +1ogy (7(G)) + 1

(G

Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe d’ordre n, et soit S un ensemble
stable de taille « = n — 7(G), et R C S un sous-ensemble de taille k& que 1'on
fixera plus tard. Soit G’ = (R, (V\S) U R, E’) un graphe biparti tel que pour
tout u € R, Ng/(u) = {u} U Ng(u). Il y a deux copies de R dans G’, une de
chaque part du graphe biparti : il y a un couplage entre chacune des deux copies
de R, les autres arétes de G’ sont celles de G entre R et V'\ S. D’apres le lemme
9 il existe D C R tel que :

VI-ISI+IR] _ 7(G)+Ek
2(1 — 2- IRl 2(1 —2-Fk)

|Oddc (D)| <

Le voisinage impair de D dans G’ dépend de celui de D dans G de la fagon
suivante : Oddg (D) = AuepNg(u) = Ayep({u} U Ng(u)) = DAOddg(D),
or comme D C S et S est un stable, D est un stable dans G on a donc
DAOddg (D) = DUOddg (D). Ainsi |Oddg: (D)| = |DUOddg(D)|. On a donc,

7(G)+k
010c(G) +1 < 2(1(_;tk).
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— Si [logy(7(G) +1)] < n — 7(G), alors on pose k = [logy(7(G) + 1)] :

be(@) +1 < BT < (@) (@) 41 ()

Pour prouver la seconde partie de 1’équation 3.1, soit 7(G) = 2" + y avec
y < 2". On a alors [logy(7(G) + 1)] =7 + 1, ainsi

2"+ y+r+1
0oc(G)+1 < ——2
oe(@) +1 < 2(1—2-71)

De plus, on a par calcul standard que % < 2" +y+logy(2"+y)+2
quand r > 0. Ainsi 28;0.(G) + 2 < 7(G) + logy(7(G)) + 2. Quand r = 0,
7(G) = 1, G est une étoile (et potentiellement des sommets isolés), donc
2010(G) < 2 = 7(G) + logy(7(G)) + 1.

— Si [logy(7(G) + 1)1 > n — 7(G), alors il est suffisant de prouver que
2010c(G) < n comme 7(G)+1ogy (T(G))+1 > 7(G) + [logy (7(G) +1)] > n.
Pour tout ensemble S C V' de taille [ ] 41, cutrkg(S) < [S] car [V\ S| <
|S|, ainsi selon la propriété 6,

&M«H<Lgy+1§nﬂ
O

Dans le lemme 10, la condition 7(G) > 0 n’est utilisée que pour exclure le
graphe stable et pour s’assurer de la bonne définition du logarithme. La borne
est atteinte par les graphes étoiles : 6;0c(Sn) = 1 et 7(S,,) = 1. C’est 'unique
cas ol la borne est atteinte pour 7(G) > 1, la preuve peut étre modifiée pour
pouvoir retirer le facteur constant : si 7(G) > 1, 2d10.(G) < 7(G) + logy (7(@)).

La borne sur le degré minimum par complémentation locale par le nombre de
couverture par sommets amene une amélioration de la borne du degré minimum
par complémentation locale pour le cas biparti :

Théoréme 21. Pour tout graphe biparti G d’ordre n > 0,
Bloc(G) < 7 +logy

Démonstration. Sin < 2, la propriété est satisfaite. Sinon, comme G est biparti
7(G) < | 5], donc d’apres le lemme 9,

5100(G) < logy n < Z+log, n

N =

<Dy
— 4

DN | =

(r(@)Hoga(r(G)) +1) < T 43 Tomy(n/2)+

N~

O

Contrairement au cas biparti, la borne utilisant le nombre de couverture par
sommets n’implique pas d’amélioration pour la borne du degré minimum par
complémentation locale dans le cas général. Cependant, on prouve que le degré
minimum par complémentation locale d’un graphe d’ordre n est au plus gn +
o(n) en exploitant la structure des noyaux des applications linéaires associées
aux coupes du graphe :
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V\S

=

F1GURE 3.4 — Construction de la preuve du lemme 10

Théoréme 22. Pour tout graphe G d’ordre n > 0,
3
d10c(G) < gn +logym

Démonstration. Pour tout entier 0 < k < n/2, soit S un sous-ensemble de
|n/2] + k sommets de G. Soit L : S — V' \ S 1" application D — Oddg (D) \ S
qui est linéaire pour la différence symétrique, i.e. L(D1AD3) = L(D1)AL(D3).
On a pour tout D € Ker(L), DU Odd(D) C S. D’apres le théoreme du
rang, dim(Ker(L)) > 2k — 1. Soit R C S une base de Ker(L). Soit G' =
(R,S x{1,2,3}, E’) (voir figure 3.5) un graphe biparti tel que pour tout D €
R,N¢/(D) = Dx{1} U Oddg(D)x{2} U (Odde(D)AD)x{3} : le voisinage de
D dans G’ est 'union disjointe de D, Oddg(D) et DAOddg (D). On a alors
|R| >2k—1et |Sx{1,2,3} =3(|n/2| +k), donc d’apres le lemme 3.2, il existe
un sous-ensemble Ry C R tel que |Oddg (Rp)| < {%%J

Soit F' := Apepr,D. Comme R est une base de Ry # 0, F # (. De
plus Oddg:(Ro) = Aper,Ne/(D) = Apcr,(D x {1} U Oddg(D) x {2} U
(Oddg(D)AD) x {3}) = F x {1} U Oddg(F) x {2} U (FAOddg(F)) x {3}.
Ainsi |Odde (Ro)| = |F| + |0dde(F)| + |FAOdd F)| = 2|F U Oddg(F)|. On a
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donc,

Foousm) < 3]k

On choisi k=[41log,(n) /3] pour garantir [FUOddg (F)| < 2n+logy(n)+O0(1).
Plus précisément, on a

<3 n+2|4logy(n)/3] <3 n + 8log,(n)/3
|_§'1—2><2—2L410g2(n)/3l_g' 1—8.n=8/3

|F U Oddg (F)

qui est strictement plus petit que %n—l—log2 n+1 quand n > 60. Pour 2 < n < 61,
on peut vérifier que la borne de ’équation 3.2 est en fait strictement plus petite
que 2n + logy(n) + 1. Ainsi pour tout n > 2, minp_g |D U Oddg(D)| < 2n +
logy n+1, donc 8j0.(G) < 3n+log, n. Finalement on peut vérifier aisément que
010c(G) < %n + log, n est aussi vrai pour n < 2. O

S1

\
)

GUM
S3

FI1GURE 3.5 — Construction de la preuve du théoreme 22

Choisir k = |log,(n)/2] dans la preuve du théoréme 22 donne une borne
asymptotiquement meilleure :

010c(G) < 3/8n + 3/41ogy(n) + O(1)
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3.3 Complexité paramétrée

Le probleme de décision associé au degré minimum par complémentation
locale est INP-complet et dur a approximer : il n’existe pas d’algorithme de
k-approximation en temps polynomial pour ce probleme pour toute constante
k sous I’hypotheése P # NP [43]. Dans cette section on va donc considérer la
complexité paramétrée de ce probleme ainsi que sa restriction aux graphes bi-
partis. La définition du probléeme paramétré est la suivante :

DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE
Entrée : un graphe G, un entier k.

parametre : k.

question : §10.(G) < k7

DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE BIPARTI
Entrée : un graphe biparti G, un entier k.

parametre : k.

question : §1.(G) < k7

Ici on va monter ’équivalence de ce probleme méme restreint au cas biparti
avec le probleme classique ENSEMBLE PAIR dont Pappartenance & W2] & été
montrée dans [33] mais qui n’est difficile ni pour W1] ni pour W[2].

ENSEMBLE PAIR

Entrée : un graphe biparti G = (R, B, F), un entier k.

parametre : k.

question : Existe-t-il un sous-ensemble de sommets D C R non vide, tel que
|D| < k et Eveng(D) = B, i.e. chaque sommet de B a un nombre pair de
voisins dans D ?

La démonstration de cette équivalence se fait en deux temps, d’abord on
prouve que ENSEMBLE PAIR est plus difficile que DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION
LOCALE, et ensuite que DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE BI-
PARTT est plus difficile que ENSEMBLE PAIR, DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION
LOCALE BIPARTI étant la restriction aux graphes bipartis de DEGRE MINIMUM
PAR COMPLEMENTATION LOCALE ce dernier est plus difficile on obtient donc
bien une boucle d’équivalence.

Théoréme 23. ENSEMBLE PAIR est plus difficile que DEGRE MINIMUM PAR
COMPLEMENTATION LOCALE par FPT-réduction.

Démonstration. Etant donné (G, k) une instance de DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION
LOCALE, soit (G, k") une instance de ENSEMBLE PAIR (voir figure 3.6) avec :

G = (A1 U Ay, UA3, Ay U A5, E1 U Es U E3), k' = 2k+2

Vi € [1, 5],Al = {aw,Vu S V(G)}

80



E1 = {(al,u,a47u),Vu S V(G)},
E2 = {(aiﬁu,a&u),Vi S {2,3},VU S V(G)}
Es = {(agu,aiv), Vi € {4,5},Y{u,v} € E(G)}

G’ est donc constitué de cing copies A;s de V(G) et il y a un couplage entre
A et Ay, et entre Az et As. De plus, le sous-graphe induit par Ay U Ay est le
double biparti de G (i.e. un graphe biparti constitué de deux copies de G dont
les arétes correspondent & celles de G), tandis que Az U Ay est le double biparti
de G augmenté d’un couplage. On a bien G’ biparti chacun des A; étant un
stable.

— Si (G, k) est une instance positive de DEGRE MINIMUM PAR, COMPLEMENTATION
LOCALE il existe un sous ensemble de sommets D C V(G) tel que D # ()
et |[DUOddg(D)| < k+ 1. Soit D' = {a1 | u € Oddg(D)} U{ag. | u €
D} U{asy | v € Oddg(D)AD}, D" est donc composé de la copie de D
dans As, de la copie de Oddg(D) dans A; et de celle de DAOddg(D)
dans As. Rappelons que Oddg(D’) = 0, et D’ # () comme D # (). De plus
|D’| =|0dda(D)|+|D|+|DAOddg (D)| = 2|DUOddg(D)| < 2k+2 =K.
Donc D’ fait de (G’, k") une instance positive de ENSEMBLE PAIR.

— Si (G',K') est une instance positive de ENSEMBLE PAIR il existe D C
A1 U Ay U As tel que |D| < k' et Odde/ (D) = 0. Pour ¢ € [1,3], soit
D, = {u € V(G) | a;u € D}. Rappelons que D; = Oddg(D2) et
D3 = Oddg(D2)ADs. D # § implique que Dy # 0, de plus |Dy U
Odd(Ds)| = §(|D2| + |0ddg (Ds)| + |0ddg(D2)ADs|) = §|D| < 3k =
k41, donc Dy fait de (G, k) une instance positive de DEGRE MINIMUM
PAR COMPLEMENTATION LOCALE.

(]

Corollaire 9. DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE appartient
a W[2].

L’appartenance & W[2] de DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LO-
CALE car non seulement ENSEMBLE PAIR mais aussi tous les problemes de
domination avec des notions de parité appartiennent & W[2] [11]. On affine
cette appartenance & W[2] en prouvant I’équivalence de DEGRE MINIMUM PAR
COMPLEMENTATION LOCALE et DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LO-
CALE BIPARTI & ENSEMBLE PAIR. Ces problémes constituent une sous-classe de
W 2] particuliere car absence de résultat de difficulté pour ENSEMBLE PAIR
est un probleme qui reste ouvert depuis longtemps en complexité paramétré
[26]. Cet état de fait contraste avec la classe des problemes équivalents & EN-
SEMBLE IMPAIR qui appartiennent aussi & W|[2] mais qui en plus sont difficiles
pour W(1] [11], cette classe contenant d’autres problemes liés aux états-graphes
comme PLUS GRAND ENSEMBLE WOD et SEUIL QUANTIQUE[11].
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FIGURE 3.6 — Réduction de ENSEMBLE PAIR & DEGRE MINIMUM PAR
COMPLEMENTATION LOCALE

Théoréeme 24. DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE BIPARTI
est plus difficile que ENSEMBLE PAIR par une F PT-réduction.

Démonstration. Si (G = (R, B, E), k) est une instance positive de ENSEMBLE
PAIR, alors il existe D C R tel que 0 < |D| < k et Oddg(D) = @, donc
0 < |DUOddg(D)| < k ce qui implique que (G, k) est aussi une instance posi-
tive de DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE BIPARTI.

Si (G, k) est une instance positive de DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION
LOCALE BIPARTI, en revanche il peut y avoir deux raisons pour lesquelles (G, k)
ne soit pas une instance positive de ENSEMBLE PAIR :

— L’ensemble D tel que 0 < |DUOddg(D)| < k peut ne pas étre inclus dans

R.
— Pour résoudre ENSEMBLE PAIR, on veut Oddg (D) = 0.
Concernant le premier point, un gadget biparti ayant un degré minimum par
complémentation locale de k+1 est attaché a chaque sommet de B pour garantir
qu’aucun sommet de B ne peut apparaitre dans D en respectant | DUOdd(D)| <
k. Ce gadget est un graphe de Paley P, dont les sommets sont {0, ...,¢—1} pour
¢ = 1 mod 4 une puissance de premier, et (i,5) est une aréte si et seulement
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si 3z, — j = 22 mod ¢q. Le degré minimum par complémentation locale d’un
graphe de Paley est au moins la racine carrée de son ordre. Cependant pour
conserver la bipartition du graphe on va utiliser son double biparti. En effet,
il est prouvé dans [42] que le degré minimum par complémentation locale d’un
double biparti est le méme que celui du graphe original (0;0c(G®?) > 81,.(G)).

Pour le deuxieme point, chaque sommet de B est dupliqué k fois de telle fagon
a ce que pour tout D C R si un sommet v € B est dans le voisinage impaire
de D alors ses k copies sont aussi dans le voisinage impair ce qui contredit la
condition |D U Odd(D)| < k.

Ceci nous donne la construction suivante, soit ¢ un nombre premier tel que
g>k?>+1etg=1mod 4 d’apres la version modulaire du postulat de Bertrand
[21] un tel g est inférieur & 2k%+ 1, soit (G, k) une instance de DEGRE MINIMUM
PAR COMPLEMENTATION LOCALE BIPARTI (voir figure 3.7) tel que :

G' = (RUP',P, EgU Epiey), avec
P = Uyep,ic(o,k) Po,i

P' = Upeniclon Dy

Py; =A{pvir, ¥re[0,qg— 1]}

Pl;,i = {pg,i,wvre[ov q—1J}

Epaley = UpeB,ic(o,k] ESLQY

Eg;llc)y = {(Dv,i.r Vi), V7' €[0,g = 1] 5.8 3€[0,q — 1], 62 = r—1" mod ¢}
— Si (G, k) est une instance positive de ENSEMBLE PAIR avec DCE tel que
Oddg(D)=0, alors Oddg/ (D) = 0 donc (G, k) est une instance positive
de DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE BIPARTL.
— Si (G, k) est une instance positive de DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION
LOCALE BIPARTI avec D tel que |D U Oddg/(D)| < k. pour tout b €
B,i € [0,k], soit Dy, = DN (P; U P,,), dans le sous-graphe induit
par Py; U Py, |D'U OddG,[Pb,iUpb/yi](D)r < k, ainsi D), = 0 comme
di0c(Paleyy2 1) > k. Donc D C R. de plus s'il existe py 0 € Oddg: (D)
alors Vj € [0,k],pp 0 € Odde: (D), alors |D U Oddg:(D)| > k+1, donc
par contradiction Oddgs (D)=0. Ainsi (G, k) est une instance positive de
ENSEMBLE PAIR.
(]

Corollaire 10. DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE et DEGRE
MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE BIPARTI sont F'PT-équivalent a
ENSEMBLE PAIR.
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Graphe de Paley biparti

FIGURE 3.7 — Réduction de DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE
BIPARTI & ENSEMBLE PAIR

La difficulté pour W[1] de ENSEMBLE PAIR reste un probléme ouvert depuis
longtemps en complexité paramétrée, la F'PT-équivalence avec DEGRE MINI-
MUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE peut donner de nouvelles perspectives
concernant la complexité paramétré de ce probleme.

3.4 Algorithmes Exponentiels

Dans cette section, on présente un algorithme exact en temps exponentiel
pour le calcul du degré minimum par complémentation locale en utilisant les
bornes obtenues dans la section 3.2, et ensuite on raffine cet algorithme dans le
cas des graphes bipartis.

Propriété 7. Le degré minimum par complémentation locale dun graphe
d’ordre n peut étre calculé en temps O*(1.938™).

Démonstration. Avec la propriété 6 et le théoréme 22 on obtient, §j,.(G) +1 =
min{|A| : |[A] < 2n + logy(n) A cutrkg(A) < |A|}. L’algorithme consiste &
énumérer tous les sous-ensemble de sommets de taille au plus 2n+log,(n) et
calculer leur rang de coupe. Le rang de coupe pouvant étre calculé en temps
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polynomial, la complexité de cet algorithme est donc O* (24 (g)") ou H(x)=—
xlogy x — (1—x) logy(1—2) est la fonction binaire d’entropie. O

Pour le cas biparti, énumérer tous les sous-ensembles de taille % + log,(n)
amene a un algorithme de complexité O*(1.755™). Cet algorithme naif peut
amélioré en :

Théoréme 25. Le degré minimum par complémentation locale d’un graphe
biparti d’ordre n peut étre calculé en temps O*(1.466™).

Démonstration. On utilise la propriété suivante des graphes bipartis : étant
donné un graphe biparti G = (V1, V2, E), d10¢(G)+1 = mingc pcv; or 9cncvsy DU
Oddg(D)|. En effet, pour tout D C V3 UV,, (DN Vi) UOddg(D N Vy) et
(DNV2)UOddg (DNVz) sont des sous-ensembles de DUOddq (D). Soit |[Vi] = an
et [V2| = (1 — a)n. On pose sans perte de généralité o < 1/2. Comme V; est
un ensemble de couverture par sommets, le lemme 10 nous donne d;,.(G) <

(an

Sn + og%). Ainsi pour calculer le degré minimum par complémentation lo-

cale, il suffit d’énumérer tous les sous-ensembles D de taille au plus §n+ w

dans V; et V5 et de calculer leur voisinage impair, qui se fait en temps polynomial

enn.llya (%H?é’;zéw) + (%n(i;’g;,;"")) = O*(2(1706)HH(_2(—1604) )) sous-ensembles

a énumérer. La fonction o — (1 — a)H(ﬁ) est maximale pour agy = 0.3885,

ot 91— H(5a755) _ 1 46557 -

3.5 Conclusion et perspectives

Le travail sur la borne supérieure avec pour base la borne de Plotkin [56],
a permis de montrer une majoration du degré minimum par complémentation
locale par une fonction du nombre de couverture par sommets (lemme 10).
Partant de ce résultat, la borne §;,.(G) < %4 + logyn (théoreéme 21) a pu étre
établi pour les graphes bipartis et étendu & 6j,c(G) < 2n+log, n (théoréme 22)
dans le cas général.

En ce qui concerne le travail sur la complexité paramétrée, on a pu établir que
le probleme de détermination du degré minimum par complémentation locale
paramétré par la taille du résultat appartenait & W[2] mais aussi sa FPT-
équivalence avec ENSEMBLE PAIR par deux F'PT—réductions de I'un a 'autre.
En revanche, ce dernier probleme n’étant pas montré difficile pour une classe
Wi], un résultat de difficulté pour le degré minimum par complémentation
locale n’a pu étre établi.

Le probleme de détermination du degré minimum par complémentation lo-
cale étant N P-complet, les bornes établies précédemment ont permis I’élaboration
d’algorithmes exacts en temps exponentiels : en temps O*(1.938") dans le cas
général et raffiné & O*(1.466™) dans le cas biparti.
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3.5.1 Bornes

Il n’existe pas de construction explicite donnant un degré minimum par
complémentation locale supérieur a la racine carrée de l'ordre, cependant il a
été prouvé via des méthodes probabilistes qu’il existe des graphes d’ordre n
dont le degré minimum par complémentation locale est supérieur & 0.189n [43].
Il reste donc un écart assez important avec la borne §;0.(G) < %n +logy n du
théoreme 22.

De plus, la construction de graphes ayant un grand degré minimum par
complémentation locale est difficile. Instinctivement on se heurte au probleme
suivant : construire un graphe & grand degré minimum (linéaire) tels que les
voisinages communs de chaque paire de sommets ne soient pas trop grands.

3.5.2 Complexité paramétrée

En ce qui concerne la complexité paramétrée, il est important de noter
que si un résultat de difficulté pour une classe Wi] n’a pu étre obtenue pour
DEGRE MINIMUM PAR COMPLEMENTATION LOCALE son appartenance a W 2]
et plus particulierement sa F PT-équivalence a ENSEMBLE PAIR restent tres
intéressantes. En effet, ce dernier est un probleme classique de complexité pa-
ramétré resté ouvert et est un bon candidat a I’appartenance d’une possible
classe intermédiaire dans la hiérarchie W équivalentes de la classe N P-intermédiaire
de Ladner [48].

De plus, on peut noter que cette F'PT-équivalence constitue un pont entre la
domination paire (ENSEMBLE PAIR) et la domination impaire (DEGRE MINIMUM
PAR COMPLEMENTATION LOCALE) et peut donc servir de piste pour la réflexion
sur les liens existants entre les deux, sachant que leur F' PT-équivalence ou leur
différence reste un probleme ouvert.

3.5.3 Algorithmes exponentiels

Pour les algorithmes exponentiels, bien que ceux-ci soient des applications
des nouvelles bornes montrés dans la section 3.2, ils permettent néanmoins
d’étendre le calcul du degré minimum par complémentation locale & des graphes
de taille plus importante, sachant que les principales applications quantiques de
celui-ci s’effectuent pour I'instant sur des systemes de tailles limités.
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