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Nomenclature

Dans un soucis de concision, nous ne reportons ici que les notations utilisées de façon continue dans le
manuscrit (les autres seront présentées au fur et à mesure de leur utilisation).

Acronymes

CFD (Computational Fluid Dynamics) Dynamique des fluides numérique
CFL Courant-Friedrichs-Levy
CPU (Central Processing Unit) Unité centrale de traitement
CREAMS Compressible REActive Multi-Species
DNS (Direct Numerical Simulation) Simulation numérique directe
DTHI Dégénérescence de Turbulence Homogène Isotrope
IBM Immersed Boundary Method
GPM Ghost-Point Method
LIA (Linear Interaction Theory) Analyse Linéaire de l’Interaction choc-turbulence
MPI Message Passing Interface
NSCBC Navier–Stokes Characteristic Boundary Conditions
PDF (Probability Density Function) Fonction densité de probabilité
PVM Physical Virtual Model
RANS Reynolds Average Navier–Stokes Simulation
RMS (Root Mean Square) Écart-type
RDT (Rapid Distrotion Theory) Théorie de la Distortion Rapide
RSM Reynolds Stress Models
SDR (Scalar Dissipation Rate) Taux de dissipation scalaire
THI Turbulence Homogène et Isotrope
TSI Turbulence-Scalar-Interaction
W(ENO) (Weighted) Essentially Non-Oscillatory

Nombres adimensionnels

Fo Nombre de Fourier (chaleur transférée / chaleur stockée)
Le Nombre de Lewis (diffusion thermique / diffusion de masse)
M Nombre de Mach (vitesse / célérité du son)
Pr Nombre de Prandtl (viscosité moléculaire / diffusion thermique)
Re Nombre de Reynolds (inertie / viscosité)
Sc Nombre de Schmidt (viscosité moléculaire / diffusion de masse)

Opérateurs

f̂ Transformée de Fourier
f Moyenne au sens de Reynolds
f̃ Moyenne au sens de Favre
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x Nomenclature

Indices

(.)1 Désigne une variable en amont du choc
(.)2 Désigne une variable en aval du choc

Exposants

(.)∗ Grandeur adimensionnée
(.)′ Fluctuation au sens de Reynolds
(.)′′ Fluctuation au sens de Favre
(.)C Partie compressible de la variable considérée
(.)S Partie solénoïdale de la variable considérée
(.)t Transposée

Symbole Définition(s)

Lettres romaines

et Énergie totale massique
h Enthalpie massique
k Nombre d’onde
K Énergie cinétique turbulente
Lt Échelle intégrale d’espace
Nsp Nombre d’espèces dans le mélange
P Pression
Q Critère Q, second invariant du gradient de vitesse
S Coefficient de dissymétrie
Sij Tenseur des taux de déformation
Sξ Taux de ségrégation de la fraction de mélange ξ

T Coefficient d’aplatissement
t Temps
ui Composante de la vitesse suivant la ie direction
xi Coordonnée cartésienne suivant la ie direction
Yα Fraction massique de l’espèce α

W Tenseur antisymétrique du tenseur du gradient de vitesse
Z Scalaire passif

Lettres grecques

γ Rapport des capacités calorifiques du mélange
∆t Pas de discrétisation temporelle
∆xi Pas de discrétisation spatiale dans la ie direction
ε Taux de dissipation de la turbulence (Turbulent dissipation rate)
κ Viscosité volumique (bulk viscosity)
µ Viscosité dynamique
ν Viscosité cinématique
ξ Scalaire passif normalisé
ρ Masse volumique
τij Tenseur des contraintes visqueuses
τK Échelle temporelle de Kolmogorov
τλ Échelle temporelle de Taylor
ωi Vorticité du champs de vitesse dans la ie direction
ω̇ Taux de dégagement de chaleur
δ Épaisseur de vorticité
ηK Échelle spatiale de Kolmogorov
λ Échelle spatiale de Taylor
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1.1 Contexte industriel

L’année 2017 a marqué le soixante-dixième anniversaire du premier vol brisant le mur du
son à bord d’un curieux petit avion, le Bell X-1, doté d’un moteur-fusée le 14 octobre 1947.
Cet événement a marqué un jalon dans l’industrie aéronautique et fourni un domaine riche
et fertile pour les physiciens, numériciens et mathématiciens. En effet, à partir de cette date,
une course technologique effrénée s’est lancée pour mettre en place des engins spatiaux de
plus en plus rapides et efficaces. Parmi eux se trouvent les super-statoréacteurs à combustion
supersonique (scramjet) qui font actuellement partie des moteurs aérobies les plus prometteurs
pour la propulsion des véhicules rapides du futur.

Le comburant, l’air extérieur, est admis par une entrée d’air placée à l’avant du véhicule.
Il est ensuite ralenti et comprimé géométriquement, sans pièces tournantes, ce qui explique
l’emploi du nom statoréacteur utilisé pour désigner ce type de moteur intégralement basé
sur un fonctionnement statique, le statoréacteur. Le combustible est injecté en entrée de
la chambre de combustion, où il se mélange et brûle avec l’air. La combustion a lieu en
régime supersonique et génère des gaz chauds qui traversent une tuyère et sont accélérés
par une détente (Figure 1.1). L’effet propulsif est créé par la différence entre les quantités de
mouvement sortante et entrante.

Pour deux raisons principales, la chambre de combustion est l’élément critique lors de
la conception d’un scramjet. La première est que son processus doit assurer une stabilité
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Turbo-statoréacteur (Mach 0-4)

Isolateur

Chocs successifs

Carburant Carburant
Écoulements entrant

Chambre de combustion et mélange supersonique
Super-statoréacteur (Mach 0-4)

Couche limite

Figure 1.1. Schéma de principe d’un super-statoréacteur. Inspiré de [264].

efficace dans toutes les conditions de vol. En effet, compte tenu des vitesses d’écoulements,
qui varient entre 1000 et 3000 m/s, le temps disponible pour l’injection du combustible,
la création du mélange réactif comburant-carburant l’auto-inflammation du carburant, et
la combustion est très court. L’élaboration de nouvelles technologies assurant la mise au
point du processus de combustion afin d’atteindre une haute efficacité du moteur constitue
un enjeu de tout premier plan. La deuxième raison est que la chambre de combustion est
la composante subissant les plus grandes charges thermiques et mécaniques. En effet, les
pièces mécaniques doivent supporter de très fortes températures et cela nécessite l’emploi
de matériaux spécifiques. Les différents systèmes propulsifs proposés comme solution pour
pallier ces difficultés mettent en jeu des phénomènes physiques très complexes : interactions
de chocs, interaction choc/turbulence, géométries complexes, couches de mélange fortement
compressibles, jets supersoniques, organisations tridimensionnelles complexes s’organisant
autour d’enroulements tourbillonnaires, etc.

1.2 Contexte de recherche

L’élaboration de stratégies de calcul des écoulements régnant dans ces moteurs est un point
crucial dans de nombreux domaines d’application d’aérothermodynamique, en particulier,
les simulations numériques sont de plus en plus intégrées dans le processus de conception
en complément voire même en remplacement de certains essais expérimentaux. Ce progrès,
incité par le développement rapide des ressources informatiques et l’augmentation continue
de la puissance des supercalculateurs, a permis de stimuler les chercheurs à proposer un
bon nombre de modèles mathématiques et de méthodes numériques pour la simulation
numérique des écoulements réactifs turbulents. En revanche, les simulations de chambre de
combustion souffrent encore d’un grand nombre de limitations :
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• La résolution spatiale très limitée quand il s’agit de simuler des écoulements tridimen-
sionnels sur des configurations géométriques complexes en prenant en compte toutes
les échelles spatio-temporelles caractéristiques ;
• La compréhension et la modélisation des instabilités aérodynamiques dues aux in-

teractions onde de choc-couche limite, choc-couche cisaillée turbulente ou choc-choc,
d’autant plus que ces chocs sont inhérents aux systèmes supersoniques. En outre, l’effi-
cacité du mélange (non-réactif et réactif) doit indéniablement coexister avec ces chocs.
La complexité des phénomène mis en jeu limite encore la précision des simulations
numériques ;
• La modélisation de la turbulence, de la cinétique chimique et de leur interaction est

encore un point très délicat. En particulier, les modèles de combustion utilisés dans les
simulations numériques de l’interaction choc-flamme, des phénomènes d’inflammation
ou de la formation de polluants combinent des cinétiques chimiques complexes avec
des phénomènes de transport détaillés. Une bonne maîtrise des effets associés à
la description des propriétés moléculaires (transport et cinétique) est d’un intérêt
primordial.

Ce travail de thèse s’inscrit dans la continuité des travaux déjà réalisées au sein de l’équipe
de recherche "Structures de Flammes et Combustion Turbulente" de l’Institut Pprime. Parmi
les objectifs généraux de cette activité de recherche, on mentionnera :
• la compréhension et la modélisation des effets mutuels de compressibilité et de déga-

gement de chaleur sur le mélange turbulent ;
• l’identification des couplages aéroacoustiques apparaissant en situation d’interaction

choc-turbulence-combustion ;
• la détermination des processus de mélange multi-espèces et d’allumage en écoulements

supersoniques ;
• l’amélioration des modèles de turbulence pour ces régimes compressibles.

Ce projet de thèse se positionne en particulier sur la problématique d’amélioration de
compréhension des écoulements compressibles dans des configurations canoniques et repré-
sentatives.

1.3 Objectifs de la thèse

La diversité des phénomènes rencontrés dans les domaines du transport aéronautique et
aérospatial constitue un vaste champ d’étude dont on se propose d’appréhender et d’appro-
fondir quelques uns des aspects. Ce travail de thèse s’inscrit donc dans une préoccupation
forte des concepteurs de moteurs aérospatiaux de type super-statoréacteurs. L’étude proposée
comporte trois parties cohérentes mais distinctes.

Le premier volet de la recherche est de vocation numérique et consiste en le développement
d’une technique numérique permettant la prise en compte d’une certaine forme de complexité
géométrique. Cette partie est inhérente au domaine de la CFD en général. En effet, dans un

3
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contexte industriel, la simulation numérique en mécanique des fluides consiste à reproduire
l’écoulement en présence d’un corps dont les propriétés physiques au niveau des parois sont
définies. L’objectif est de restituer au mieux les grandeurs pariétales, telle que la pression,
nécessaires à l’élaboration et au dimensionnement de cet objet. Réaliser un calcul sur un
maillage précis, tenant compte de l’ensemble des irrégularités de ces objets peut être prohibitif,
en particulier si l’objet est en mouvement. Cela est d’autant plus important que la simulation
instationnaire des écoulements au sein d’une chambre de combustion nécessite le recours à
des schémas numériques précis. Il s’agit ici de contribuer à l’ensemble des méthodes dites
de Domaines Fictives dans lesquelles l’objet est plongé dans un unique maillage englobant
les milieux fluide et solide. L’originalité a concerné principalement la mise en œuvre d’une
nouvelle variante de la méthode numérique de type "méthode de frontières immergées". Cette
méthode permet de réaliser sur maillage cartésien des simulations en géométrie arbitraire
à moindre coût CPU et taille mémoire. L’attrait principal de cette méthode est sa capacité à
traiter l’écoulement d’un fluide compressible ou incompressible autour d’obstacles en régime
laminaire ou turbulent. Les performances de la méthode développée sont validées à partir
d’un éventail assez large de "benchmarks" bien documentés dans la littérature.

Le deuxième volet de cette thèse concerne l’étude de situations idéalisées d’interaction
choc-turbulence au moyen de simulations numériques directes. Il a pour principal objectif
de mettre en lumière l’ensemble des mécanismes physiques fondamentaux mis en jeu lors
d’interaction entre une turbulence homogène isotrope libre et une onde de choc droite.
Une attention particulière est accordée à la génération de champs turbulents homogènes
et isotropes et à la manière de les injecter dans le domaine de calcul. Différents calculs
sont réalisés, permettant d’améliorer notre compréhension des évolutions observées pour
les principales grandeurs statistiques au cours de l’interaction avec le choc. Cette partie de
thèse est complétée par une étude d’interaction choc-mélange scalaire pour étudier l’impact
du choc normal sur le processus de mélange. L’étude réalisée constitue un point de départ
possible pour l’étude de configurations plus complexes telles que l’interaction choc-couche
limite turbulente, choc-couche de mélange voire même l’interaction détonation-turbulence.

Le troisième volet de cette thèse s’intéresse aux propriétés de transport, et en particulier
celles de la viscosité volumique. En effet, l’approximation de Stokes est couramment retenue
pour la modélisation des fluides compressibles. Cette hypothèse consiste à négliger la viscosité
volumique κ en supposant que le rapport κ/η est petit devant l’unité, η désignant la viscosité
de cisaillement. Néanmoins, la théorie cinétique et les mesures expérimentales indiquent que
ce rapport κ/η est toujours d’ordre unité—voire plus grand—pour les gaz polyatomiques, qui
sont les gaz les plus courants. Nous nous sommes donc intéressés à l’impact de la viscosité
volumique dans la configuration d’une couche de mélange. Les simulations numériques
confirment que la viscosité volumique a une influence non-négligeable sur le développement
instationnaire de l’écoulement considéré.
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1.4 Organisation du manuscrit

Ce mémoire est constitué de 10 chapitres et de 5 annexes. Il est organisé comme suit :

§2«Équations de conservation pour les écoulements gazeux réactifs» ce chapitre rappelle
les équations gouvernant les fluides compressibles, visqueux, réactifs ainsi que les
différentes hypothèses et approximations utilisées.

§3«Présentation et prise en main de CREAMS» ce chapitre est consacré à la présentation des
outils numériques utilisés. Cela comprend les schémas numériques de discrétisation
spatiale et temporelle et les conditions limites. Il se conclut avec quelques cas tests de
validation.

§4«Étude bibliographique de méthodes des frontières immergées» ce chapitre est dédié à
dresser un bref état de l’art des différentes méthodes de frontières immergées.

§5«Méthode de frontières immergées mise au point» ce chapitre présente la méthode
de frontières immergées développée dans le cadre de cette thèse qui est basée sur la
combinaison de deux approches "Direct-Forcing" et "Ghost-Point-Forcing". En particulier,
les éléments clés pour l’intégration de cette méthode seront exposés. Différents calculs
sont présentés pour valider la technique proposée.

§6«Initialisation et paramètres de la simulation DNS» ce chapitre présente une synthèse
bibliographiques des principaux travaux consacrés au problème d’interaction entre une
onde de choc plane et une turbulence homogène isotrope. Il s’en suit la présentation
des paramètres de la simulation numérique directe tels que retenus pour générer la
base de données pour cette configuration.

§7«Résultats de la simulation numérique directe pour l’interaction choc-turbulence» ce
chapitre regroupe les résultats obtenus par la DNS pour le problème d’interaction choc-
THI. On détaillera l’impact du choc sur les fluctuations turbulentes et les processus
analysés et, en particulier, on mettra l’accent sur l’effet de l’intensité de choc sur chaque
paramètre étudié.

§8«Interaction choc-scalaire passif» ce chapitre complète l’analyse conduite dans le
chapitre précédent en s’intéressant à l’effet du choc sur les propriétés du mélange.
L’accent sera mis sur l’effet du choc sur les propriétés du gradient du scalaire en
écoulement turbulent ainsi que sur d’autres paramètres caractéristiques du mélange
scalaire.

§9«Impact de la viscosité volumique sur une couche de mélange impactée par choc» ce
chapitre est consacré à l’étude de l’effet de la viscosité de volume κ sur le développe-
ment spatial de couches de mélange compressibles bidimensionnelles et tridimension-
nelles impactées par choc oblique.
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Les équations de bilan locales pour la masse, la quantité de mouvement, l’énergie et
les fractions massiques des espèces pour des mélanges gazeux compressibles et réactifs
sont rappelées dans ce chapitre. Elles fournissent l’ensemble des quantités nécessaires au
mécanicien des fluides pour reproduire de façon intégrale les phénomènes observés par la voie
de résolution analytique ou par simulation numérique. Ces équations sont établies sur la base
d’hypothèses et de postulats, souvent anciens, que nous rappellerons brièvement sans discuter
leur bien fondé. Elles sont complétées par des lois de comportement et d’autres modélisations
concernant la thermodynamique, le transport moléculaire et la cinétique réactionnelle qui
seront également rappelées. En outre, nous introduisons les définitions et notations spécifiques
à ce contexte.
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2.1 Hypothèses et cadre du travail

Le cadre de ce travail repose sur des propriétés de mécanique des milieux continus.
Ce formalisme implique que le nombre de Knudsen, Kn, défini comme le rapport entre le
libre parcours moyen et une dimension caractéristique de l’écoulement reste suffisamment
faible devant l’unité. Cette condition assure qu’une particule fluide du système considéré est
assez grande pour contenir un échantillon suffisant de molécules, et assez petite pour être
considérée comme ponctuelle par rapport à l’écoulement macroscopique. Dans ce cas, tout
volume élémentaire de fluide peut être caractérisé par des grandeurs thermodynamiques
macroscopiques comme la pression, la température, la masse volumique. Le comportement du
mélange gazeux réactif de volume V et de masse m, composé de Nsp espèces chimiques, est
alors régi par les équations de Navier-Stokes qui expriment des principes de conservation de la
masse totale, des espèces, de la quantité de mouvement et de l’énergie. Nous supposons aussi
que le fluide considéré est du gaz est monophasique Newtonien. L’équilibre thermodynamique
est considéré comme étant toujours établi. Le temps caractéristique du mouvement fluide
est ainsi plus important que le délai de relaxation des molécules vers leur niveau d’équilibre
thermodynamique.

2.2 Équations de conservation de l’aérothermochimie

Dans la forme présentée ci-après, les variables retenues pour décrire les lois de conservation
sont la masse volumique, les fractions massiques Yα, le vecteur vitesse ui, l’énergie totale et
et la pression P. Dans le cas général, l’écoulement peut être tridimensionnel, instationnaire,
compressible ; le fluide est visqueux et n’est composé que d’une seule phase (gaz) ; les
forces volumiques (pesanteur, ...) ainsi que les flux de chaleur volumique (rayonnement, ...)
sont négligés. Nous adopterons la notation d’Einstein, ce qui permet d’alléger l’écriture des
équations qui sont ici présentées sous forme différentielle :

∂ρ

∂t
+

∂ρui

∂xi
= 0,

∂ρui

∂t
+

∂ρuiuj

∂xj
= − ∂P

∂xi
+

∂τij

∂xj
,

∂ρet

∂t
+

∂ρetui

∂xi
= −∂ pui

∂xi
− ∂qi

∂xi
+

∂uiτij

∂xj
,

∂ρYα

∂t
+

∂

∂xi
(ρYα(ui + Vαi)) = ρω̇α, pour α = 1, · · · ,Nsp,

(2.1a)

(2.1b)

(2.1c)

(2.1d)

Les équations (2.1a) à (2.1d) représentent respectivement l’équation de conservation de la
masse du mélange, de quantité de mouvement qui est obtenue par le principe fondamental
de la dynamique, d’énergie totale (cinétique et interne, avec l’énergie interne contenant la
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contribution sensible et de formation 1(cf. §2.3.3)). qui est obtenue par l’application du premier
principe de la thermodynamique et enfin l’équation de conservation des espèces chimiques.
Pour fermer ce système, il est nécessaire d’introduire une loi d’état telle que celle des gaz
parfaits (2.10).

2.3 Propriétés thermochimiques des mélanges

Nous considérons un mélange, localement homogène, composé de Nsp espèces indicées
α = 1, · · · ,Nsp en équilibre de pression P et température T.

2.3.1 Variables thermochimiques

La masse volumique du mélange est obtenue à partir de la conservation de la masse par :

ρ =
Nsp

∑
α

ρα, (2.2)

où ρα est la masse volumique partielle - ou concentration massique - de l’espèce α dans le
mélange. Ceci induit la relation suivante donnant l’expression des fractions massiques Yα :

ρα = ρYα,
Nsp

∑
α=1

Yα = 1, (2.3)

La concentration molaire dans le mélange, variable utilisée dans l’évaluation des termes
sources chimiques, s’exprime de la façon suivante :

Cα =
ρα

Wα
= ρ

Yα

Wα
, (2.4)

où Wα est la masse molaire de l’espèce α. La concentration molaire totale C du mélange est
alors :

C =
Nsp

∑
α=1

Cα, (2.5)

les fractions molaires Xα s’en déduisent en écrivant :

Cα = CXα,
Nsp

∑
α=1

Xα = 1, (2.6)

1. L’utilisation de l’énergie totale et présente l’avantage de ne pas faire apparaître de terme source lié à la
production d’énergie par réaction chimique dans cette équation bilan. En effet, dans le cas où seulement l’énergie
sensible et cinétique seraient utilisées pour écrire cette équation, il faudrait rajouter le taux de dégagement de
chaleur ρω̇T (2.29) par réaction chimique.
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et ainsi la masse molaire moyenne (du mélange) s’obtient par :

W =

(Nsp

∑
α=1

Yα

Wα

)−1

=
Nsp

∑
α=1

XαWα. (2.7)

2.3.2 Équation d’état

La loi d’état permet de lier la pression P, la température T ainsi que la masse volumique
et molaire du mélange. De manière générale, elle relie les variables extensives aux variables
intensives. Dans le cas où le gaz est supposé parfait, la loi de Dalton permet de relier la
pression partielle pα de chaque espèce à la pression dans le mélange :

P =
Nsp

∑
α=1

Pα, (2.8)

chaque espèce vérifie la loi d’état des gaz parfaits :

Pα = ρα
R
Wα

T = ραrαT, (2.9)

avecR = 8.31451 J/K/mol la constante universelle des gaz parfaits, et rα =R/Wα la constante
massique du gaz. De (2.7), (2.8) et (2.9), la loi d’état du mélange est donnée par :

P =
Nsp

∑
α=1

Pα =
Nsp

∑
α=1

ρα
R
Wα

T = ρRT
Nsp

∑
α=1

Yα

Wα
. (2.10)

2.3.3 Énergie totale, énergie interne, enthalpie et chaleurs spécifiques

Plusieurs variables peuvent être utilisées afin de décrire la conservation de l’énergie d’un
fluide multi-espèces. Nous distinguerons notamment les notions d’énergie et d’enthalpie :
l’énergie donne la vision d’une évolution s’opérant à volume constant du système considéré,
alors que l’enthalpie donne plutôt celle d’une évolution s’opérant à pression constante. Pour
chaque espèce, nous pouvons alors écrire une forme dite "sensible" (liée uniquement à l’état
thermodynamique de l’espèce), ou une forme dite "spécifique" (forme sensible à laquelle nous
ajoutons l’enthalpie standard de formation de l’espèce, aussi appelée partie "chimique").

Pour chaque espèce, nous supposons que les chaleurs spécifiques ne dépendent que de la
température. En supposant que les gaz constituant le mélange sont parfaits, l’énergie interne
et l’enthalpie spécifique du mélange ne dépendent que de la température, et peuvent être
liées à la température via les capacités calorifiques (ou chaleur) spécifiques à volume cv et
pression cp constante. La chaleur spécifique à pression constante de l’espèce α à la pression
standard P0 = 1 atm en fonction de la température T est exprimée de façon standardisée à
l’aide de la fonction polynomiale, dite de la NASA, ajustée à partir de données expérimentales
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[98] par la relation :

cp,α(T, P0) =
R
Wα

( a0,α + T ( a1,α + T ( a2,α + T ( a3,α + a4,αT ) ) ) ) . (2.11)

L’enthalpie de l’espèce α est calculée à partir de l’expression suivante :

hα

(
T, P0) = ∆h0

f ,α +
∫ T

T0
cp,α(θ, P0)dθ

=
R

Wα

(
a5,α + T

(
a0,α + T

( a1,α

2
+ T

( a2,α

3
+ T

( a3,α

4
+

a4,α

5
T
)))))

,
(2.12)

avec ∆h0
f ,α l’enthalpie de formation de l’espèce α à la pression standard P0 = 1 atm et

température de référence T0 définie de manière à obtenir hα

(
T0, P0) = ∆h0

f ,α
2. L’entropie de

l’espèce α est définie par :

Sα

(
T, P0) = ∆S0

f ,α +
∫ T

T0

cp,α(θ, P)

θ
dθ

=
R
Wα

(
a6,α + a0,α ln T + T

(
a1,α + T

( a2,α

2
+ T

( a3,α

3
+

a4,α

4
T
))))

.
(2.13)

Les valeurs des coefficients polynomiaux an,α sont données dans les tables JANAF [251] 3. La
constante a5,α (resp. a6,α) est choisi de façon à correspondre à une valeur correcte de l’enthalpie
de formation ∆h0

f ,α (resp. l’entropie de formation ∆S0
f ,α) à la température standard T0. Il faut

noter que Les coefficients an,α de chaque espèce dépendent du domaine de température dans
lequel le mélange se situe. Il existe 7 coefficients pour les températures basses et 7 autres pour
les températures hautes. Les températures basses s’étendent de 300 à 1000 K et les tempéra-
tures hautes de 1000 à 5000 K. Cependant, ces valeurs sont a priori définies indépendamment
pour chaque espèce. Un ensemble de 14 coefficients et 3 températures est donc nécessaire
pour chaque espèce. L’enthalpie spécifique du mélange, nécessaire typiquement pour le calcul
correct de l’énergie interne, se calcule à partir des propriétés individuelles des espèces et ce
en sommant les enthalpies de chaque espèce tout en les pondérant par la fraction massique
correspondante :

h =
Nsp

∑
α=1

Yαhα. (2.14)

La même procédure est utilisée pour retrouver la chaleur spécifique à pression constante du

2. La température de référence est couramment fixée à T0 = 298.15 K
3. Malgré l’amélioration de la qualité des données, plusieurs données demeurent manquantes ou incertaines.

En effet, les cas où des fonctions thermodynamiques précises peuvent être mesurées directement sont l’exception
plutôt que la règle. Dans la plupart des cas, les fonctions thermochimiques en phase gazeuse sont dérivées en
établissant des fonctions de partition à partir de données spectroscopiques expérimentales, et deux principales
difficultés apparaissent [181]. Tout d’abord, bien que la mise en place de fonctions de partition exactes soit
triviale pour les atomes et simple pour les molécules diatomiques, ce n’est pas le cas pour les polyatomiques.
Deuxièmement, l’ensemble complet de constantes spectroscopiques anharmoniques et / ou de champs de force
ne sont connus que pour très peu de molécules polyatomiques. Dans la plupart des autres cas, l’approximation
du rotateur rigide-oscillateur harmonique est faite, ce qui conduit à de grandes erreurs aux hautes températures.

11



12 2. Équations de conservation pour les écoulements gazeux réactifs

mélange :

cp =
Nsp

∑
α=1

Ykcp,α. (2.15)

Quant à la chaleur spécifique à volume constant du mélange cv, elle est donnée par la relation
de Mayer [40] :

cv = cp −
R
W

. (2.16)

L’entropie du mélange s’écrit comme :

S =
Nsp

∑
α=1

Sα

(
Yα −R ln

(
P
P0

)
−R ln(Yα)

)
. (2.17)

D’après l’équation (2.12), la dépendance non linéaire des chaleurs spécifiques à pression
constante avec la température empêche le calcul direct de la température à partir de l’énergie
totale :

et = h− P/ρ. (2.18)

Cette dernière quantité étant fournie directement par les équations de Navier-Stokes, il
est donc nécessaire d’utiliser un algorithme itératif permettant d’estimer la valeur de la
température du mélange à partir de son énergie totale. Cet algorithme sera présenté dans la
section §3.1.5.

2.4 Cinétique chimique et taux de réaction

La combustion est une réaction chimique exothermique mettant en jeu principalement un
combustible (réducteur) C et un oxydant O et produisant des produits P . La façon la plus
simple de décrire une réaction chimique est donnée par l’équation globale suivante :

ν′C C + ν′O O → ν′′P P , (2.19)

où ν′C , ν′O et ν′′P désignent, respectivement, les coefficients stœchiométriques du combustible,
de l’oxydant et des produits. Ce bilan, global et irréversible, ne détaille pas les mécanismes
mis en jeu au cours du processus chimique et ne peut donner qu’une estimation de l’état
final et des caractéristiques des flammes : délai d’auto-inflammation, vitesse fondamentale,
structure des fronts de flamme, limite d’extinction etc. Pour connaître avec précision ces
caractéristiques, il faut considérer un mécanisme de combustion plus détaillé, composé de
plusieurs réactions élémentaires réversibles faisant intervenir toutes les espèces produites au
cours de la combustion.

Considérons une réaction chimique constituée de nombreuses réactions élémentaires ;
l’ensemble de ces Nre réactions constituent le schéma réactionnel qui peut se résumer par

12



Cinétique chimique et taux de réaction 13

l’équation suivante :

Nsp

∑
α=1

ν′αi Mαi

k f ,i




kr,i

Nsp

∑
α=1

ν′′αi Mαi, ∀i ∈ ~1,Nre�, (2.20)

ou de manière générale :
Nsp

∑
α=1

ναi Mαi = 0, ναi = ν′′αi − ν′αi, (2.21)

où Mαi symbolise l’espèce chimique α de la réaction i et (ν′αi, ν′′αi) les coefficients stœchiomé-
triques du réactif et du produit, respectivement. Les quantités k f i et kri sont respectivement,
les constantes de réaction de la ième réaction directe (forward) et de la ième réaction inverse /
indirect 4 (reversed / backward). Le taux d’avancement de la réaction chimique Qi de la ième

réaction (relation de Guldberg et Waage [106]) s’écrit alors :

Qi = k f ,i

Nsp

∏
α=1

Cν′αi
α − kr,i

Nsp

∏
α=1

Cν′′αi
α , (2.22)

où Cα est la concentration molaire de l’espèce α. Pour qu’il y ait réaction chimique, il doit y
avoir rencontre entre les réactifs. La probabilité de rencontre sera d’autant plus grande que leur
concentration sera élevée. La vitesse de réaction est donc proportionnelle à la concentration
des réactifs. Par ailleurs, la température a aussi un effet sur la vitesse de réaction. En effet,
lorsqu’elle est élevée, l’agitation thermique augmente et les rencontres sont plus probables.
De plus, les particules auront une énergie cinétique plus grande, permettant de franchir la
barrière d’activation de la réaction. La constante de vitesse k f i pour ce taux d’avancement de
la réaction directe est généralement modélisée par une loi d’Arrhenius modifiée [185] :

k f ,i = A f ,iTβi exp
(
−Ta,i

T

)
, (2.23)

où A f ,i désigne le facteur de fréquence (ou pré-exponentiel) qui modélise la fréquence des col-
lisions entre molécules, Ta,i = Ea,i/R est la température d’activation nécessaire pour amorcer
la réaction et βi l’exposant de température. Ces grandeurs contrôlent la vitesse de combustion
et sont déterminées expérimentalement. Elles dépendent de la ième réaction considérée, de
la température et de la pression ( celles-ci interviennent dans la masse volumique utilisée
pour estimer la concentration Cα), par ailleurs, ce sont ces quantités qui vont contrôler la
vitesse de combustion en fonction des valeurs de βi et Ta,i. Lu et Law [169] ont proposé
une expression minimisant le coût de calcul et prenant en compte les différentes classes de

4. Dans le cas d’une réaction irréversible kri = 0.

13



14 2. Équations de conservation pour les écoulements gazeux réactifs

réactions précédemment citées :

k f ,i =



Ai si β = 0 et Ta,i = 0 ,

exp (log Ai + βi log T) si βi , 0 et Ta,i = 0 ,

exp (log Ai + βi log T − Ta,i/T) si βi , 0 et Ta,i , 0 ,

exp (log Ai − Ta,i/T) si βi = 0 et Ta,i , 0 ,

Ai ∏βi T si Ta,i = 0 et βi ∈Z ,

(2.24)

où Z l’ensemble des entiers relatifs. Pour les réactions réversibles, l’avancement de la réaction
inverse s’exprime en supposant l’équilibre thermodynamique (loi d’action de masse) :

kr,i =
k f ,i

Keq,i
(2.25)

Keq,i la constante d’équilibre qui est déduite de la minimisation de l’énergie libre de Gibbs
G = h− TS en utilisant l’équation d’état des gaz parfaits (Warnatz et al. [275]) :

Keq,i = Kp,i

(
Patm

RT

)∑
Nsp
α=1 να,i

, Kp,i = exp
(

∆Si

R −
∆hi

RT

)
= exp

(Nsp

∑
α=1

να,i

(
Sα

R −
hα

RT

))
, (2.26)

où ∆Sj et ∆hj sont les variation d’entropie, respectivement d’enthalpie, molaire de la ième

réaction chimique. En combinant les équations (2.12) et (2.17) et en combinant les expression
de Keq,i et Kp,i, on obtient :

Keq,i =

(
Patm

RT

)∑
Nsp
k=1 νki

exp

(Nsp

∑
k=1

νki

(
S0

k
R −

h0
k
RT

))

=

(
Patm

R

)∑
Nsp
k=1 νki

exp

(Nsp

∑
k=1

νki

(
− ln T +

S0
k
R −

h0
k
RT

))

=

(
Patm

R

)∑
Nsp
k=1 νki

exp

(Nsp

∑
k=1

νkiBk

)
. (2.27)

Les coefficients Bk peuvent s’exprimer en fonction de la température par le biais des équations
(2.12) et (2.17) :

Bk = − ln T +
Sα

R −
Hα

RT
= a6,k − a0,k + (a0,k − 1) ln T + T

( a1,k

2
+ T

( a2,k

6
+ T

( a3,k

12
+

a4,k

20
T
)))
− a5,k

T
.

Finalement, l’ensemble des réactions chimiques élémentaires conduisent à un taux de
production de l’espèce α, égal à la somme de tous les taux faisant intervenir cette espèce,
ainsi :

ω̇α =
Wα

ρ

Nre

∑
i=1

ναiQi, (2.28)
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Propriétés du transport détaillé 15

et par conséquent, la conservation des espèces implique que ∑
Nsp
α=1 ω̇α = 0. Par ailleurs le taux

de dégagement de chaleur ω̇T correspond à l’opposé de la somme pondérée de tous ces taux
de production par leurs enthalpies standards de formation :

ω̇T = −
Nsp

∑
α=1

∆h0
f αω̇α. (2.29)

Éventuellement, le calcul du taux de réaction peut faire appel à des réactions particulières,
telles que celles dépendantes de la pression ou bien celles impliquant un troisième corps (cf.
annexe §A).

2.5 Propriétés du transport détaillé

Dans cette section, l’attention est portée sur les phénomènes de transport moléculaire
s’opérant dans le mélange multi-espèce. Celui-ci est la résultante des interactions au niveau
moléculaire entre les différents constituants du gaz tendant à amenuir les gradients macrosco-
piques présents dans un fluide et représentant un écart à la distribution de Maxwell (sous
l’hypothèse d’un équilibre thermodynamique local). A partir de la théorie de la cinétique des
gaz, plusieurs flux diffusifs sont mis en évidence lors de l’écriture de l’équation de transport
des masses volumiques partielles, de la quantité de mouvement et de l’énergie totale. Dans
ce travail, ils sont évalués en suivant l’approche décrite par Ern et Giovangigli [77]. Cette
stratégie repose sur l’emploi d’une méthode itérative pour obtenir une solution approchée
aux systèmes de transport. Le lecteur peut se référer à l’article de Ern et Giovangigli [77] pour
de plus amples détails.

2.5.1 Tenseur des contraintes visqueuses

Pour un fluide Newtonien, comme c’est le cas des gaz, le tenseur des contraintes visqueuses
est obtenu à partir du taux de déformation :

Sij =
1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
, (2.30)

et s’écrit :
τij = κSkkδij + 2µ

(
Sij −

1
3

Skkδij

)
, (2.31)

où δij désigne le symbole de Kronecker, κ la viscosité volumique (bulk viscosity) du mélange et
µ la viscosité dynamique (ou viscosité de cisaillement) du mélange. L’équation (2.31) montre
que le flux de diffusion de quantité de mouvement repose sur deux phénomènes. Le premier
reflète la relation biunivoque existant entre l’énergie cinétique de translation d’une particule
et ses niveaux d’énergie interne liés aux énergies de rotation et de vibration. Ces phénomènes
sont traduits par le bais de la viscosité volumique κ. Le deuxième terme du flux de quantité

15



16 2. Équations de conservation pour les écoulements gazeux réactifs

de mouvement concerne les échanges entre particules voisines et est modélisé par la viscosité
de cisaillement µ.

2.5.2 Flux de masse surfacique

D’après la théorie cinétique des gaz, le flux de diffusion de l’espèce α dans la direction
xi s’obtient en résolvant de façon précise le système de Stefan-Maxwell-Boltzmann où les
inconnues sont les Vα,i :

∂Xα

∂xi
=
Nsp

∑
j=1

XαXj

Dα,j
(Vj,i −Vα,i) + (Yα − Xα)

∂(ln P)
∂xi

+
ρ

P

Nsp

∑
j=1

YαYj( fα − f j), (2.32)

où f j représente les forces volumiques qui s’opèrent sur l’espèce j. Cependant, cette résolution
est trop coûteuse (il s’agit d’un système linéaire de taille N 2

sp) car elle doit se réaliser en
chaque point et suivant chaque direction du domaine. L’utilisation de l’approximation de
Curtiss et Hirschfelder [55] permet de retenir seulement les termes diagonaux du système et
fournit une solution analytique. Ains, en supposant les forces extérieures nulles, le flux de
masse surfacique s’exprime de la manière suivante :

ρYαVα,i = −
Nsp

∑
β=1

ρD̃α,βdβ,i − ρYαθα
∂ ln T
∂xi

(2.33)

= −
Nsp

∑
β=1

ρD̃α,β
∂Xβ

∂xi
−
Nsp

∑
β=1

ρD̃α,β(Xβ −Yβ)
∂ ln P
∂xi

− ρYαθα
∂ ln T
∂xi

, (2.34)

avec Vαi la vitesse de diffusion de l’espèce α dans la direction xi telle que ∑Nα=1 spYαVαi = 0,
dβ,i le vecteur de diffusion qui s’exprime par :

dβ,i =
∂Xβ

∂xi
+ (Xβ −Yβ)

∂ ln P
∂xi

, (2.35)

Dans les expression précédentes, la variable D̃α,β = YαDα,β représente le coefficient du flux de
diffusion, avec Dαβ le coefficient de diffusion binaire entre l’espèce α et β, χ̃α = χα/Xα est le
rapport de la diffusion thermique normalisé qui est définie de sorte que Dα,βXβχ̃α = θα, avec
θα le coefficient de diffusion thermique de l’espèce α. Finalement, dans le second membre de
l’équation (2.34), le premier terme de représente la diffusion due aux gradients de fraction
molaire (ou de concentration), le deuxième terme représente la diffusion due à la pression (ou
diffusion barotrope). Enfin, le dernier terme, appelé effet Soret, représente l’effet de la diffusion
thermique due aux gradients température. Il a pour effet de faire migrer les espèces légères
vers les régions chaudes et les espèces lourdes vers les régions froides.
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Propriétés du transport détaillé 17

2.5.3 Flux de chaleur surfacique

Le flux de chaleur surfacique dans la direction xi s’exprime comme suit :

qi = −λ
∂T
∂xi

+
Nsp

∑
α=1

ρYαVα,ihα − P
Nsp

∑
α=1

θαdα,i (2.36)

= −λ
∂T
∂xi

+
Nsp

∑
α=1

ρYαVα,ihα − P
Nsp

∑
α=1

χαVα,i (2.37)

= −λ
∂T
∂xi

+
Nsp

∑
α=1

ρYαVα,ihα +
Nsp

∑
α=1

ρYαVα,i
RTχ̃α

Wα
, (2.38)

avec λ la conductivité thermique du mélange. Dans le deuxième membre de l’équation (2.38),
le premier terme représente la conduction par gradients de température (loi de Fourier),le
deuxième représente le flux d’enthalpies partielles des différentes espèces. Enfin, le dernier
terme représente l’effet des es gradients de concentration (effet Dufour).

2.5.4 Calcul des coefficients du transport détaillé

Tous les coefficients de transport qui interviennent dans les équations précédentes, i.e.
κ, µ, λ, D̃α,β et χ̃α, sont fonction des propriétés du mélange, c’est-à-dire de la pression, de
la température et des fractions massiques des espèces (cf. annexe §B). La théorie cinétique
des gaz ne donne pas d’expressions explicites directes pour ces coefficients de transport,
mais conduit plutôt à des systèmes linéaires qui doivent être résolus [45, 84, 76, 276]. La
structure mathématique générale de ces systèmes a été obtenue [76] selon des hypothèses très
générales. En particulier, il a été montré dans les références [76, 77] que les coefficients de
transport peuvent être développés sous forme de séries convergentes. De plus, de nouveaux
systèmes linéaires et des expressions approximatives ont été obtenus pour tous les coefficients
de transport du mélange. Plusieurs algorithmes de calcul optimisé de ces coefficients ont été
développés et sont inclus dans la librairie Fortran EGLIB [78]. Cette dernière est couplée au
solveur CREAMS et a été validée et utilisée par Martinez-Ferrer (2013) [182], Techer (2017) [253]
et Buttay et al. (2018) [37]. La librarie EGLIB contient plusieurs routines pour le calcul de chaque
coefficient de transport. Par exemple, l’ensemble des routines calculant κ portent le nom de
EGSKm, où l’entier m attaché au nom de la routine indique les différentes méthodes / modèles
utilisés pour l’évaluation de κ. Cet entier varie de 2 à 6 ; la plus grande valeur correspond à la
routine la plus coûteuse en terme de calcul et la plus précise. Dans le cadre de cette thèse,
afin d’assurer un bon compromis précision-temps de calcul et sauf indication contraire, on
utilise les routines de la librairie EGlib listées dans le Tableau 2.1 et qui ont été également
utilisées par Billet et al. [17] pour l’étude de l’interaction entre une bulle d’hydrogène et une
onde de choc normale.
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18 2. Équations de conservation pour les écoulements gazeux réactifs

routine coefficient évalué
EGSK3 viscosité volumique κ dans le cas de la simulation où il est n’est pas nul
EGSE3 viscosité dynamique
EGSDR2 coefficients intervenant dans l’évaluation des flux de diffusion
EGSLCT3 conductivité thermique et le rapport de diffusion thermique normalisé

Tableau 2.1 – Routines utilisées pour le calcul des coefficients de transport

2.6 Lois simplifiées de transport

La résolution des systèmes d’évaluation des coefficient de transport détaillé de la section
précédente §2.5 peut devenir coûteuse en temps de calcul, c’est pourquoi de nombreux auteurs
utilisent plutôt une des formes simplifiées des propriétés de transport présentées ci-après.

Tenseur des contraintes visqueuses simplifié : l’hypothèse de Stokes nous permet de
négliger l’effet de la viscosité volumique κ dans le tenseur de contraintes. Cette
simplification peut être remise en cause dans certains types d’écoulements qui seront
discutés ultérieurement dans ce manuscrit.

Flux de masse simplifié : la description simplifiée de ce flux consiste à négliger les effets
Soret. Dans cette approche, les coefficients de transport de chaque espèce sont déter-
minés explicitement à l’aide des expressions issues de la théorie cinétique des gaz.
Une formulation moyenne du mélange [139] est retenue pour la description des flux
de diffusion d’espèces en remplaçant (2.34) par une version modifiée de l’approche de
Curtiss et Hirschfelder [55] :

ρYαVα,j = −ρDm,α
Wα

W
∂Xα

∂xj
+ ρYαVc

= −ρDm,α
Wα

W
∂Xα

∂xj
+ ρYα

Nsp

∑
β=1

Dm,β
Wβ

W
∂Xβ

∂xj
,

(2.39)

Le dernier terme correctif est introduit pour assurer la conservation de la masse globale
du mélange [216], i.e. ∑

Nsp
α=1 YαVα,j = 0. Dans cette expression, la matrice des coefficients

de diffusion binaires. D̃α,β est remplacée par la matrice des coefficients de diffusion de
la αème espèce dans le mélange, Dm,α, en négligeant les effets de diffusion différentielle.

Flux de chaleur simplifié : dans cette expression, l’effet Dufour est négligé. Le flux de
chaleur prend la forme modifiée suivante :

qj = −λ
∂T
∂xj

+
Nsp

∑
α=1

ρYαVα,jhα. (2.40)

Calcul des coefficients de transport simplifié : les expressions des coefficients de trans-
port µ et λ varient par rapport à celles qui correspondent à la description détaillée.
Ceux-ci sont évalués, avec Dm,β, à l’aide de la librairie CHEMKIN [141, 139].
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Récapitulatif

Dans ce chapitre, nous venons de présenter les principales relations thermodynamiques
permettant de décrire un mélange de gaz parfaits et quelques éléments théoriques et fon-
damentaux sur les réactions chimiques. Nous avons également rappelé les équations de
Navier–Stokes ainsi que la modélisation des flux moléculaires et des coefficients de transport
associés. Ces derniers sont calculés à l’aide de la librairie EGlIB tandis que la librairie CHEM-

KIN est utilisée pour évaluer les propriétés de transport simplifiées et la cinétique chimique
considérée à partir des différents mécanismes réactionnels. La chapitre suivant sera consacré
à l’exposition des outils numériques implémentés dans le code de calcul CREAMS.
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L’objectif de ce chapitre est de présenter les méthodes numériques implémentées dans
le code CREAMS. Nous allons faire nos calculs en résolvant directement les équations de
Navier-Stokes avec une approche DNS. Nous soulignons ici que la simulation des écoulements
compressibles, réactifs et turbulents avec ce calcul direct est une tâche assez complexe et
très coûteuse en temps CPU. Les difficultés sont associées à la discrétisation nécessaire pour
résoudre les plus petites échelles de l’écoulement considéré. En effet, ces calculs directs mettent
en œuvre des échelles spatiales et temporelles variées associées aux différents phénomènes
physiques et chimiques impliqués. Cela conduit à un système d’équations particulièrement
raide. Une difficulté à prendre en compte est celle liée à la résolution simultanée des équations
du mouvement et des espèces chimiques, en tenant compte de l’intégration des termes sources
chimiques associés. Les schémas numériques se doivent d’être :
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22 3. Présentation et prise en main de CREAMS

• le moins dispersifs possible ;
• le plus robustes possible pour simuler des écoulements dans des domaines où la

physique est complexe (combustion avec propagation de flamme, simulations superso-
niques avec choc, etc) ;
• capables de résoudre correctement les discontinuités de contact ;
• capables de résoudre correctement les fluctuations liées à la turbulence et à la combus-

tion (flammes plissées, oscillation de flamme,· · · ).
Nous exposons en détails les méthodes numériques utilisées (discrétisation spatiale et tem-
porelle et conditions aux limites). Ces outils ont été développés et optimisés au sein du
laboratoire Pprime au sein de l’équipe combustion turbulente, et ce à travers plusieurs travaux
[36, 182, 183, 253]. Nous validerons ensuite la bonne implémentation de ces méthodes par le
biais de plusieurs cas tests.

3.1 Outils numériques

Le système d’équation (3.1) est un système d’équations différentielles de convection-
diffusion couplées avec des termes sources :

∂Q
∂t︸︷︷︸

Contribution Temporelle

=

Terme Convectif︷                     ︸︸                     ︷
− ∂F1

∂x1
− ∂F2

∂x2
− ∂F3

∂x3
+

Terme Diffusif︷                     ︸︸                     ︷
∂G1

∂x1
+

∂G2

∂x2
+

∂G3

∂x3︸                                                    ︷︷                                                    ︸
flux

+S︸︷︷︸
Source

, (3.1)

où Q représente le vecteur des variables conservées, Fj les termes convectifs (dépendant de Q),
Gj les termes diffusif (dépendant de Q et de ses dérivés spatiales) et S le terme source. D’un
point de vue mathématique, les termes intervenant dans l’équation (3.1) ont des propriétés
différentes et nécessitent chacun un traitement particulier. Par conséquent, une discrétisation
purement centrée n’est pas admissible pour des raisons de stabilité. Les termes elliptiques, par
contre, peuvent être traités par le biais de schémas centrés. La difficulté essentielle apparaissant
lors de la résolution du système complet se situe donc dans le traitement numérique adéquat
des termes convectifs, c’est-à-dire : du système hyperbolique constitué des termes différentiels
d’ordre un, ceci constituera l’objet de la section suivante §3.1.1

3.1.1 Discrétisation spatiale des flux convectifs

Nous allons tout d’abord nous intéresser à la partie hyperbolique du système complet
3.1. Cette partie décrit le mouvement d’un fluide compressible non visqueux, sans terme
de production. La méthode de discrétisation spatiale s’applique indépendamment à chaque
direction du maillage. Il suffit donc de la présenter en considérant une seule direction, qu’on
choisit être x ≡ x1. Dans cette direction, la partie hyperbolique prend la forme conservative
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suivante :
∂Q
∂t

+
∂F
∂x

= 0, (3.2)

où Q = (ρ, ρu1, ρet, ρY1, . . . , ρYNsp)
t est le vecteur des variables conservées et F(Q) ≡ F1(Q) est

le vecteur des flux convectifs dans la direction j = 1 donné par F(Q) := u1Q+ p(0,1, u1, 0, . . . , 0)t.
Nous utilisons ici l’approche classique aux différences finies pour trouver une solution numé-
rique approchée de l’équation (3.2). Pour un domaine de calcul Ω, discrétisé régulièrement
en N points, xi = i∆x pour i = 1, . . . , N, avec ∆x le pas de discrétisation spatiale, l’approxi-
mation numérique Qi de la solution exacte Q satisfait le système d’équations différentielles
ordinaires :

∂Qi

∂t
= L(Qi) = −

1
∆x

(
f̂i+1/2 − f̂i−1/2

)
, (3.3)

où L est l’opérateur de discrétisation qui dépend de Qi. Les quantités f̂i+1/2 et f̂i−1/2 sont
les approximations numériques aux interfaces i + 1/2 et i − 1/2, respectivement, des flux
eulériens F(Q(xi+1/2)) et F(Q(xi−1/2)). L’opérateur de discrétisation spatiale L(Qi) est évalué
à l’aide d’un schéma WENO précis à l’ordre 7, désigné dans la suite par WENO7. Nous décrirons
dans la suite de cette section la procédure utilisée pour la famille des schémas WENO.

La famille des schémas ENO (essentially non-oscillatory) et WENO (weighted essentially non-
oscillatory) d’ordre élevé a été développée dans le but de résoudre des écoulements comportant
des régions où les propriétés du fluide (pression, vitesse, masse volumique, viscosité...)
peuvent présenter des variations extrêmement brusques "sauts" telles que celles rencontrées
dans les ondes de choc, les discontinuités de contact et les interfaces liquide-gaz. Les schémas
ENO, introduits par [114], utilisent un algorithme local non linéaire pour choisir un stencil
candidat évitant ainsi les possibles discontinuités dans les solutions lors de l’interpolation
des flux numériques. Les flux numériques calculés avec cette procédure n’introduisent pas
d’oscillation non physique. Les schémas WENO [241, 11, 166, 285, 240] constituent une amé-
lioration des schémas ENO car ils utilisent une superposition de tous les stencils candidats
pour l’interpolation des flux, au lieu d’un seul stencil utilisé dans la procédure des schémas
ENO. Ceci veut dire que dans les régions de l’écoulement où il n’y a pas de discontinuité, tous
les stencils sont utilisés pour effectuer l’interpolation, ce qui permet d’augmenter l’ordre du
schéma. Néanmoins, proche des discontinuités, l’ordre de précision du schéma est réduit.
Cette ordre peut diminuer jusqu’à celui du schéma ENO équivalent dans le cas où un seul
stencil candidat est choisi par l’algorithme d’assignation des poids.

L’interpolation directe des flux des variables conservatives f̂i+1/2 et f̂i−1/2 dans (3.3)
est possible. Cependant, pour éviter des oscillations en raison des discontinuités présentes
dans l’écoulement, il est recommandé d’interpoler les flux caractéristiques. Une fois que la
procédure d’interpolation dans le champ caractéristique est réalisée, les flux conservatifs en
sont déduits. Le système d’équations (3.2), exprimé sous forme conservative, peut être réécrit
sous forme caractéristique. Pour ce faire, il suffit de multiplier le système (3.2) par la matrice
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24 3. Présentation et prise en main de CREAMS

des vecteurs propres à droite R−1 du jacobien du flux :

R−1 ∂Q
∂t

+ R−1 ∂F
∂x

=
∂W
∂t

+
∂Fs

∂x
= 0, (3.4)

où W et Fs sont les vecteurs des variables et des flux caractéristiques, respectivement. Le flux
caractéristique est discrétisé selon :

∂Fs

∂x
≈ 1

∆x

(
f̂s,i+1/2 − f̂s,i−1/2

)
, (3.5)

où f̂s,i+1/2 et f̂s,i−1/2 sont les approximations numériques aux interfaces i + 1/2 et i− 1/2 des
flux caractéristiques Fs(W(xi+1/2)) et Fs(W(xi−1/2)), respectivement. La matrice de vecteurs
propres à droite est aussi évaluée aux interfaces i + 1/2 et i − 1/2 à l’aide de la moyenne
de Roe entre les points i et i + 1, et entre les points i et i − 1, respectivement. Ensuite, les
flux caractéristiques sont décomposés en deux parties Fs(W) = F+

s (W) + F−s (W), de telle
sorte que dF+

s (W)/dW > 0 et dF−s (W)/dW 6 0. Cette décomposition est effectuée selon la
méthode locale de Lax-Friedrichs (LLF ou local Lax-Friedrichs) :

F±s (W) =
1
2
(Fs(W)± ‖Λ‖maxW) , (3.6)

avec Λ = dFs(W)/dW étant la matrice des valeurs propres du système (3.2). Les flux carac-

Figure 3.1. Stencils candidats pour l’éva-
luation du flux numérique f̂+s,i+1/2 par in-
terpolation essentiellement non oscillante
du schéma WENO7.

i+1/2

ii-1i-2i-3 i+1 i+2 i+3 i+4

ii-1i-2i-3 i+1 i+2 i+3 i+4

ii-1i-2i-3 i+1 i+2 i+3 i+4

ii-1i-2i-3 i+1 i+2 i+3 i+4

S1

S2

S3

S4

téristiques numériques correspondant, f̂±s,i+1/2 et f̂±s,i−1/2, sont reconstruits par interpolation
essentiellement non oscillante sur les stencils candidats du schéma WENO7 (cf. Figure 3.1). Pour
des raisons de simplicité, seule la procédure de calcul des flux f̂+s,i+1/2 sera considérée dans
la suite. L’évaluation de f̂−s,i+1/2 se fait symétriquement par rapport à l’interface i + 1/2. En
outre, l’évaluation des flux numériques en i− 1/2 est similaire à celle réalisée en i + 1/2. La
procédure du schéma ENO d’ordre r = 4 retient un seul stencil parmi les r stencils candidats
pour évaluer les flux numériques donnée par :

Sk = (xi+k−r+1, xi−k+r+2, ..., xi+k), k = 0, . . . , r− 1. (3.7)

Cependant, dans l’approche WENO7, d’ordre 2r− 1 = 7, l’interpolation s’effectue sur tous les
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stencils candidats :

f̂+s,i+1/2 =
r−1

∑
k=0

ωr
k f̂+(k)

s (xi+1/2) , (3.8)

avec :

f̂+(k)
s,1+1/2 =

r−1

∑
l=0

ar
klψ(xi+k−r+1+l) = f̂+(k)

s (xi+1/2) +O
(

∆x2r−1
)

, (3.9)

où l’on a noté ψ(x) = F+
s (W(x)) et ar

kl sont les coefficients d’interpolation de Lagrange.
L’équation (3.9) s’écrit explicitement :

f̂+(0)
s,i+1/2 = − 1

4 ψ(xi−3) + 13
12 ψ(xi−2) − 23

12 ψ(xi−1) +
25
12 ψ(xi)

f̂+(1)
s,i+1/2 = 1

12 ψ(xi−2) − 5
12 ψ(xi−1) +

13
12 ψ(xi) + 1

4 ψ(xi+1)

f̂+(2)
s,i+1/2 = − 1

12 ψ(xi−1) +
7

12 ψ(xi) − 7
12 ψ(xi+1) − 1

12 ψ(xi+2)

f̂+(3)
s,i+1/2 = 1

4 ψ(xi) + 13
12 ψ(xi+1) − 5

12 ψ(xi+2) +
1

12 ψ(xi+3)

Les coefficients ωr
k sont tels que ∑r−1

k=0 ωr
k = 1 (combinaison convexe). Ils sont calculés de deux

façons différentes :
• les ωr

k, sont fonction de la régularité de la solution. Le stencil où la solution est la plus
régulière localement sera privilégié. ωr

k est local à la maille. On parlera dans ce cas de
WENO7 à poids pondérés ;
• les ωr

k sont fixés de façon à ce que la décomposition suivant les stencils tendent vers
des valeurs optimales qui permettent d’aboutir à un schéma précis à l’ordre 2r− 1, et
on parlera dans ce cas de WENO7 optimal.

Ainsi, dans les régions où l’écoulement ne contient pas de discontinuité, les poids normali-
sés pondérant la contribution du flux provenant de chaque stencil dans leur première version
sont donnés par ωr

k = αr
k/ ∑r−1

m=0 αr
m, avec αr

k = dr
k/(βr

k + ε)p, où ε est un paramètre choisi pour
éviter la division par zero (il est pris égal à 10−10), et 1 ≤ p ≤ ∞ est une constante qui sert
pour peser l’exclusion des stencils où les polynômes de Lagrange sont moins réguliers. Dans
la suite, on retiendra la valeur p = 2. Les coefficient tendent αr

k vers les valeurs optimales dr
k,

qui permettent d’aboutir à un schéma centré précis à l’ordre 2r− 1. Pour r = 4, ces coefficients
valent d4

0 = 1/35, d4
1 = 12/35, d4

2 = 18/35 et d4
3 = 4/35. Les coefficients βr

k sont des para-
mètres de régularité qui mesurent la continuité de la solution et leur expression analytique
est donnée par :

βr
k =

r−1

∑
m=1

∫ xi+1/2

xi−1/2

∆x2m−1
(

dmψ(x)
dxm

)2

dx. (3.10)

Il a été remarqué que la valeur couramment choisie pour ε diminue la précision des indicateurs
de régularité. Shen et Zha [239], Rathan et Raju [222] ont alors proposé des indicateurs de
régularité d’ordre supérieur ce qui permet d’obtenir un schéma WENO7-amélioré qui s’avère
un peu plus précis que WENO7. À partir des indicateurs βr

k précédents, on calcule :

αr
k = dr

k

(
1 +

ζ

(βr
k + ε)2

)
, (3.11)

où ζ est l’indicateur global de régularité donné par ζ = |βr
0 − βr

3|2. Après le calcul des flux

25
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caractéristiques numériques, f̂s,i+1/2 = f̂+s,i+1/2 + f̂−s,i+1/2, la reconstruction des flux numériques
conservatifs se fait par une opération inverse, en multipliant (3.4) par la matrice de vecteurs
propres à gauche R :

R
∂W
∂t

+ R
∂Fs

∂x
=

∂Q
∂t

+
∂F
∂x

= 0. (3.12)

Dans ce travail, la version utilisée du schéma WENO7 est celle proposée dans la référence
[239]. Afin de diminuer la viscosité numérique introduite par le décentrage des stencils issue
de la pondération non linéaire, une stratégie hybride a été retenue. Dans les régions de l’écou-
lement où il n’y a pas de discontinuité, on utilise un schéma aux différences finies d’ordre
élevé en lieu et place du schéma WENO7 lors de l’évaluation des flux numériques. Cette opéra-
tion est équivalente à la superposition des quatre stencils candidats du schéma WENO7 lorsque
chaque stencil est évalué avec son poids optimal dk. La détermination des discontinuités dans
les solutions est réalisée à partir de l’évaluation des gradients locaux normalisés de pression
et de masse volumique. Quand, dans un point du domaine de calcul, ces deux gradients
normalisés dépassent une certaine valeur, e.g., 5%, la région incluant ce point est (i) définie
par tous les autres points compris dans les différents stencils Sk = (xi−k, xi−k+1, ..., xi−k+r−1)

avec k = 0, . . . , r− 1, (ii) marquée comme une région discontinue. Ce critère, utilisé dans diffé-
rentes configurations numériques avec présence des fortes discontinuités, a montré que la
procédure d’interpolation du schéma WENO7 n’est appliquée que dans les régions englobant
les discontinuités, tandis que dans le reste de l’écoulement le schéma du ENO7 est utilisé. Des
différentes hybridations du schéma WENO avec des schémas centrés similaires à celle retenue
dans ce travail peuvent être retrouvées dans la littérature [117, 213, 288].

3.1.2 Discrétisation spatiale des flux diffusifs

Les contributions moléculaires, incluant les termes visqueux et diffusifs du système (3.1),
sont déterminées à l’aide d’un schéma centré d’ordre 8. Pour simplifier l’écriture des équations,
nous ne considérons à nouveau que la première direction de l’espace (G ≡ G1 et x ≡ x1). Dans
un domaine de calcul discrétisé régulièrement en N points, xi = i∆x pour i = 1, . . . , N, avec
∆x le pas de discrétisation spatiale, l’approximation d’ordre 8 de la dérivée est donnée par :

∂G
∂x
≈ 1

∆x
[a8(Gi−4 −Gi+4) + b8(Gi−3 −Gi+3) + c8(Gi−2 −Gi+2) + d8(Gi−1 −Gi+1)] , (3.13)

avec a8 = −3/840, b8 = 32/840, c8 = −168/840 et d8 = 672/840. La précision numérique de
la dérivée est progressivement diminuée à proximité des frontières physiques du domaine de
calcul. Un schéma centré d’ordre 6 est employé aux points i = 4 et i = N − 3 :

∂G
∂x
≈ 1

∆x
[a6(Gi−3 −Gi+3) + b6(Gi−2 −Gi+2) + c6(Gi−1 −Gi+1)] , (3.14)
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avec a6 = 1/60, b6 = −9/60 et c6 = 45/60. Aux points i = 3 et i = N − 2, un schéma centré
d’ordre 4 est utilisé :

∂G
∂x
≈ 1

∆x
[a4(Gi−2 −Gi+2) + b4(Gi−1 −Gi+1)] , (3.15)

avec a4 = −1/12 et b4 = 8/12. Aux points i = 2 et i = 1, le même schéma d’ordre 4 est
décentré. Pour i = 2, l’expression suivante est utilisée :

∂G
∂x
≈ 1

∆x
[a4lGi−1 + b4lGi + c4lGi+1 + d4lGi+2 + e4lGi+3] , (3.16)

avec a4l = −3/12, b4l = −10/12, c4l = 18/12, d4l = −6/12 et e4l = 1/12. De la même manière,
l’expression de la dérivée au point i = 1 est donnée par :

∂G
∂x
≈ 1

∆x
[a4uGi + b4uGi+1 + c4uGi+2 + d4uGi+3 + e4uGi+4] , (3.17)

avec a4u = −25/12, b4u = 48/12, c4u = −36/12, d4u = 16/12 et e4u = −3/12. L’obtention des
expressions des dérivées aux points i = N − 1 et i = N se fait de manière symétrique par
rapport aux points i = 2 et i = 1, respectivement.

La forme discrétisée des flux numériques convectifs et diffusifs présentée ci-dessus est
obtenue sous l’hypothèse d’un domaine de calcul discrétisé régulièrement, i.e., avec un pas
de discrétisation spatiale constante. Néanmoins, il est possible d’utiliser les expressions
précédentes avec des maillages cartésiens non uniformes, permettant de concentrer des
points de calcul dans certaines régions d’intérêt. Dans ce cas, une simple transformation de
l’opérateur de dérivée spatiale est appliquée. La dérivée d’une certaine quantité φ dans un
domaine cartésien non uniforme composé de N points de calcul est donnée par :

∂φ

∂xi
=

∂φ

∂ξi

∂ξi

∂xi
, (3.18)

avec ξi = i pour i = 1, . . . , N la nouvelle variable indépendante avec un pas de discrétisation
constant, ∆ξi = 1 pour i = 1, . . . , N. L’expression ∂ξi/∂xi est évaluée une seule fois dans le
code de calcul à l’aide du schéma aux différences finies présenté dans cette section. Cette
approche n’est valable que lorsque φ est une fonction continue de ξ. Dans la pratique, ceci se
traduit par des taux d’étirement des mailles réguliers et modérés.

3.1.3 Intégration temporelle

Après avoir exposé les méthodes numériques utilisées pour la discrétisation spatiale du
système (3.1), nous nous intéressons maintenant à la discrétisation temporelle de ce système.
Cette discrétisation est soumise à deux contraintes :
• La première, relevant de la physique, implique que le pas de temps ∆t soit plus petit

que la plus petite échelle de temps diffusive, convective ou chimique (le pas limitant)
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28 3. Présentation et prise en main de CREAMS

afin de capturer convenablement les phénomènes mis en jeu.
• La seconde, qui est une contrainte purement numérique, permet d’assurer la stabilité

du schéma d’intégration utilisé pour l’avancement en temps de la résolution des
équations de Navier-Stokes.

Les écoulements réactifs qui sont considérés dans ce travail peuvent présenter des termes
sources chimiques très raides. Ainsi, le temps caractéristique réactif peut être très faible par
rapport aux temps caractéristique convectif et diffusif. Pour pallier aux deux contraintes, la
stratégie adoptée utilise la méthode Splitting de Strang [82, 250]. Dans cette méthode explicite,
après l’intégration de la partie inerte des équations du mouvement (termes convectifs et
diffusifs), il est nécessaire de résoudre un ensemble d’équations différentielles ordinaires
concernant la partie réactive. L’intégration de ces équations nécessite la connaissance des
conditions initiales, qui sont les solutions obtenues après la résolution de la partie inerte des
équations du mouvement. La mise à jour de la solution après un temps ∆t donnée par la
méthode de Strang s’écrit comme :

Qn+1 = [Lr(∆t/2)Li(∆t)Lr(∆t/2)]Qn, (3.19)

où Lr et Li sont les opérateurs discrets correspondant à l’intégration du terme réactif et inerte,
respectivement. L’opérateur d’intégration des termes inertes s’exprime sous la forme :

∂Q
∂t

= Li(Q(t)) = − ∂Fj

∂xj
+

∂Gj

∂xj
. (3.20)

L’intégration des équations précédentes s’effectue à l’aide d’un schéma TVD (total variation
diminishing) Runge-Kutta précis à l’ordre 3 [99]. L’avancement en temps du système (3.20) se
fait de la manière suivante :

Q(1) = Qn + ∆tLi(Qn),

Q(2) =
1
4

[
3Qn + Q(1) + ∆tLi(Q(1))

]
,

Qn+1 =
1
3

[
Qn + 2Q(2) + 2∆tLi(Q(2))

]
,

(3.21)

où Qn est la valeur du vecteur de variables conservatives à l’instant n tandis que Q(1) et Q(2)

sont des solutions intermédiaires. La solution de ce système à l’instant n + 1 peut s’écrire
comme :

Qn+1 = [Li(∆t)]Qn. (3.22)

L’intégration temporelle des termes sources chimiques est effectuée avec le solveur CVODE que
nous avons couplé avec le solveur CREAMS. Ce couplage nous a également conduit à réécrire la
librairie CHEMKIN en Fortran 90 pour une meilleure gestion des différentes variables. L’annexe
§C rassemble quelques éléments utiles quant au fonctionnement de la librairie CVODE.

La résolution du système (3.22) à l’instant n + 1, doit assurer la conservation de la masse
du système : ∑N

α=1 ω̇α = 0. Pour ce faire, la fraction massique de l’espèce majoritaire est
recalculée à partir de la contribution des autres espèces YNsp = 1−∑

Nsp−1
α=1 Yα. En outre, un
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double critère a été mis au point par Martinez-Ferrer [182] afin de déterminer les régions
suffisamment réactives où l’intégration du système (3.22) est effectuée. Ainsi, les régions
composées exclusivement d’oxydant pur ou de combustible pur où le terme de production
minimum d’une espèce, ω̇α, est inférieur à 10−12 s−1 ne sont pas prises en compte par ce
critère. Cette méthode permet d’économiser d’importantes ressources de calcul car elle permet
d’évaluer (3.22) seulement dans les régions susceptibles de réagir.

Finalement, la solution du système complet s’obtient par application de la méthode
splitting de Strang (3.19) :

étape 1 : résolution du système (3.22) à partir des données initiales avec un pas de temps
∆t/2 ;

étape 2 : résolution du système (3.20) à partir de la solution obtenue dans l’étape 1 avec
un pas de temps ∆t ;

étape 3 : résolution du système (3.22) à partir de la solution obtenue dans l’étape 2 avec
un pas de temps ∆t/2.

3.1.4 Critères de stabilité numérique

Le solveur développé étant explicite, la restriction sur les pas de temps liée à la partie
convective est assurée par le critère CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) défini comme :

CFL= max
[
(
√

uiui + c)
∆t
∆xi

]
, (3.23)

avec une valeur maximale fixée dans notre cas à CFL . 0.9, tandis que la restriction associée à
la partie visqueuse est assurée par le nombre de Fourier, Fo, définit comme :

Fo = max

[
Dm,α

∆t
∆xi

2 ,
λ∆t

ρcp∆xi
2

]
, (3.24)

avec Fo . 0.1. Malgré le fait que le schéma utilisé pour l’intégration des termes sources
chimiques soit stable, un critère basé sur la chimie est appliqué à chaque itération. Ce critère
additionnel permet de réduire le pas de discrétisation temporel pour capturer l’évolution de
la composition de certaines espèces chimiques dont le temps caractéristique est inférieur au
pas de temps imposé par les processus convectifs et diffusifs. Ce critère est très utile dans
des processus transitoires ou d’auto-inflammation et est détaillé dans la thèse de Martinez-
Ferrer [182].

3.1.5 Température du mélange

Comme indiqué dans la section 2.3.3, la dépendance non linéaire avec la température des
chaleurs spécifiques à pression constante empêche le calcul direct de cette quantité. La valeur
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de la température du mélange est obtenue par la racine de

f (T) = et +
RT
W
− h(T)− uiui

2
. (3.25)

La dérivée de cette fonction par rapport à la température donne

f ′(T) =
d f (T)

dT
= − 1

γ(T)− 1
, (3.26)

qui est une fonction décroisante de la température. L’équation (3.25) peut être résolue avec la
méthode itérative de Newton-Raphson [7]

Tn+1 = Tn − f (Tn)

f ′(Tn)
. (3.27)

L’initialisation de cette procédure itérative T1 est la température initiale, supposée connue.
Dans la plupart des applications considérées ensuite, un nombre d’itérations inférieur à 5

suffit pour obtenir la convergence du calcul de la température. Cette convergence est atteinte
lorsque, pour chaque point du maillage, la relation |Tn+1 − Tn| < 10−6 K est vérifiée. Dans le
code de calcul développé, cet algorithme est optimisé de façon à évaluer simultanément la
température et la chaleur spécifique à pression constante du mélange ainsi que les enthalpies
de toutes les espèces.

3.2 Conditions aux limites non-réfléchissantes et absorbantes

Dans cette section, on présentera les conditions aux limites non-réfléchissantes et absor-
bantes qui sont utiles pour l’étude numérique d’un certain nombre de problème tel que
l’interaction choc-turbulence.

3.2.1 Conditions aux limites non-réfléchissantes

Pour des écoulements compressibles, les grandeurs physiques (vitesses, pression, tem-
pérature) au bord du domaine ne peuvent pas être fixées, car cela entraînerait une dérive
des grandeurs calculées ainsi que la réflexion d’ondes parasites à l’intérieur du domaine
de calcul. La méthode des caractéristiques appelée NSCBC pour Navier-Stokes Characteristic
Boundary Conditions permet de spécifier les conditions aux limites pour des systèmes hyper-
boliques en analysant les différentes ondes traversant une frontière. Elles permettent par
exemple dans le cas d’une condition non-réfléchissante d’absorber la majorité des ondes
acoustiques tout en évitant la réflexion d’ondes parasites. Introduite par Thompson [254]
pour des écoulements non visqueux, les conditions limites caractéristiques (notées ECBC pour
Euler Characteristic Boundary conditions) ont été généralisées aux équations de Navier-Stokes
par Poinsot et Lele [215]. Ces développements ont ensuite été étendus par Baum et al. [14] aux
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écoulements multi-espèces, pour permettre l’étude des écoulements réactifs. Ces conditions
reposent sur l’hypothèse que l’écoulement à la frontière est localement monodimensionnel.
Les différentes amplitudes des ondes franchissant la frontière sont alors déterminées à l’aide
du système LODI (Local One Dimensional Inviscid). Ces relations sont issues des équations de
Navier-Stokes écrites pour les variables primitives sous formes caractéristiques. Plus récem-
ment, Yoo et al. [283] ont ajouté la prise en compte des termes transversaux dans le traitement
de la conditions aux limites, termes jusque là négligés. Enfin, Lodato et al. [168] ont étendu
ces conditions avec la prise en compte des effets de convection et de gradient de pression
dans le plan de sortie.

Méthodes des ondes caractéristiques : dans un soucis de concision, nous nous limitons ici à
la définition des ondes sur la frontière de sortie x1 = L. Comme la notion de caractéristiques est
liée à la partie convective des équations de Navier-Stokes, ces dernières s’écrivent sous la forme
suivante faisant intervenir la variable conservée du problème Q = (ρ, ρu1, ρet, ρY1, . . . , ρYNsp)

t :

∂Q
∂t

+
∂F
∂x1

= D, (3.28)

Les dérivées suivant x2 et x3 sont regroupées dans le terme de droite D. La première étape
consiste à récrire le système précédent en utilisant les variables primitives :

Qp = (ρ, u1, u2, u3, et,Y1, . . . ,YNsp)
t,

à l’aide des matrices P et Q :

∂Qp

∂t
+ P−1Q

∂Qp

∂x1
= P−1D. (3.29)

La matrice A = P−1Q est diagonalisable et ses valeurs propres sont données par :

λ1 = u1 − c,

λ2 = u1,

λ3 = u1,

λ4 = u1,

λ5 = u1 + c,

λ5+k = u1.

(3.30)

La matrice associée A de A vérifie A = S−1AS, où les lignes de la matrice S sont formées par
les vecteurs propres de la matrice A. Le système (3.29) devient alors :

S
∂Qp

∂t
+AS

∂Qp

∂x1
= SP−1D. (3.31)
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En ignorant les dérivées dans les directions transverses SP−1D, l’équation (3.31) correspond à
un système d’équations caractéristiques pour la variable vectorielle dU p = SdQp. Ce vecteur
dU p regroupe les invariants associés aux perturbations entropiques dUp,2, tourbillonnaires
(composantes tangentielles de vitesse) (dUp,3 et dUp,4), acoustique progressive (dUp,5) et acous-
tique rétrograde (dUp,1). Selon le signe des valeurs propres, on est capable de connaître
le sens de propagation de l’une de ces ondes élémentaires suivant la direction considérée.
Pour un écoulement se déplaçant suivant la direction des x1 croissants, la vitesse u1 est
positive (u1 > 0). Seule la valeur propre λ1 peut alors être négative si c > u1, i.e. si l’écou-
lement est subsonique (M = u1/c < 1). Lors du développement de conditions aux limites
non-réfléchissantes, Thompson [254] introduit le vecteur L qui correspond aux variations
temporelles des amplitudes des ondes caractéristiques :

L =



λ1

(
∂P
∂x1
− ρc ∂u1

∂x1

)
λ2

(
c2 ∂ρ

∂x1
− ∂P

∂x1

)
λ3

(
∂u2
∂x1

)
λ4

(
∂u3
∂x1

)
λ5

(
∂P
∂x1

+ ρc ∂u1
∂x1

)
λ5+k

(
∂Yk
∂x1

)


(3.32)

Cette décomposition va être utilisée afin d’imposer la non-réflexion des ondes sur une des
limites du domaine de calcul.

Méthodes de calcul : la méthode proposée par Poinsot et Lele [215] consiste à modifier le
système d’équations de Navier-Stokes au niveau des limites du domaine de calcul en utilisant
une décomposition du terme convectif sur les caractéristiques. Ainsi, en prenant l’exemple
d’une condition aux limites s’appliquant sur une surface plane normale à la direction x1, le
système modifié d’équations s’écrit :

∂ρ

∂t
+ d1 +

∂m2

∂x2
+

∂m3

∂x3
= 0,

∂m1

∂t
+ u1d1 + ρd3 +

∂m1u2

∂x2
+

∂m1u3

∂x3
=

∂τ1j

∂xj
,

∂m2

∂t
+ u2d1 + ρd4 +

∂m2u2

∂x2
+

∂m2u3

∂x3
=

∂τ2j

∂xj
,

∂m3

∂t
+ u3d1 + ρd5 +

∂m3u2

∂x2
+

∂m3u3

∂x3
=

∂τ3j

∂xj
,

∂ρYk

∂t
+ Ykd1 + ρd5+k +

∂(m2Yk)

∂x2
+

∂(m3Yk)

∂x3
=

∂

∂xj

(
ρD

∂Yk

∂xj

)
− ω̇k

(3.33a)

(3.33b)

(3.33c)

(3.33d)

(3.33e)
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pour k = 1, · · · ,Nsp et mi = ρui. Il est complété par l’équation d’énergie :

∂ρE
∂t

+
1
2

(
3

∑
k=1

u2
k

)
d1 +

d2

γ− 1
+ m1d3 + m2d4 + m3d5+

∂

∂x2
[u2 (ρes + P)] +

∂

∂x3
[u3 (ρes + P)] =

∂

∂xi

(
λ

∂T
∂xi

)
+

∂

∂xi

(
uiτij

)
.

(3.34)

Cette écriture introduit les composantes du vecteur d :

d =



d1

d2

d3

d4

d5

d5+k


=



1
c2

(
L2 +

1
2 (L5 + L1)

)
1
2 (L5 + L1)
1

2ρc (L5 −L1)

L3

L4

L5+k


(3.35)

Le système LODI : ce système est déduit du nouveau système d’équation de Navier-Stokes
modifié. Les termes perpendiculaires à la frontière ainsi que les termes visqueux sont négligés,
ce qui conduit au système suivant :

∂ρ

∂t
+

1
c2

[
L2 +

1
2
(L1 + L5)

]
= 0,

∂ p
∂t

+
1
2
(L1 + L5) = 0,

∂u1

∂t
+

1
2ρc

(L1 −L5) = 0,

∂u2

∂t
+ L3 = 0,

∂u3

∂t
+ L4 = 0,

∂Yk

∂t
+ L5+k = 0.

(3.36a)

(3.36b)

(3.36c)

(3.36d)

(3.36e)

(3.36f)

Condition de sortie partiellement non réfléchissante : dans le cas d’une sortie subsonique,
il y a une seule onde caractéristique entrant dans le domaine de calcul. Pour obtenir une
condition limite purement non réfléchissante, il suffit de forcer l’amplitude de cette onde à
zéro. Cependant, cette méthode induit une dérive des grandeurs physiques au cours du temps.
Afin de palier à ce problème de dérive, Poinsot et Lele [215] suggère de fixer l’amplitude de
cette onde en fonction de la différence de pression entre la sortie et l’infini (3.37) :

L1 =Q (p− p∞) . (3.37)

Rudy et Strikwerda [229] ont défini le paramètre Q par Q = σ
(
1−M2) c/L, où σ représente

une constante comprise entre 0 et 1, M le Mach maximum dans l’écoulement, c la vitesse du
son et L une longueur caractéristique du domaine de calcul. Lorsque Q = 0, l’amplitude de
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l’onde L1 est imposée à 0, ce qui rend la condition parfaitement non-réfléchissante. Lorsque la
pression à la frontière est proche de la pression à l’infini, l’amplitude L1 est également proche
de 0. La frontière est alors non réfléchissante. Au contraire, si l’écart entre les pressions est
important, des ondes vont être réfléchies à l’intérieur du domaine pour rétablir la pression à
l’infini.

3.2.2 Conditions aux limites absorbantes

L’utilisation de conditions aux limites absorbantes telles que nous les avons implémentées
revient à ajouter une zone de calcul supplémentaire qui permet d’éliminer les fluctuations de
l’écoulement. On définit alors l’épaisseur de cette zone absorbante par Lep. Un paramètre l
permet de définir la distance entre un point de la zone absorbante et la limite du domaine
de calcul. Des conditions aux limites de type NSCBC sont utilisées en sortie de cette zone
absorbante afin de limiter la production de perturbations. Il est donc nécessaire d’étendre
le domaine de simulation qui comprend maintenant le domaine de calcul et les zones
absorbantes. Le nombre de points supplémentaires Na doit donc rester relativement faible afin
de ne pas augmenter le coût de calcul de manière rédhibitoire. L’élimination des perturbations
est basée sur le forçage de l’écoulement vers un écoulement de référence. Cette méthode
suppose donc la connaissance d’un écoulement de référence. Cette approche permet aussi de
maintenir l’écoulement dans un état déterminé. Le forçage de l’écoulement est basé sur la
modification du système d’équations dans les zones absorbantes de la manière suivante :

∂Q
∂t

= −∂F
∂x

+
∂G
∂x

+ S− σ (Q−Qref)︸            ︷︷            ︸
Terme de forçage

. (3.38)

Le terme de forçage fait intervenir un paramètre d’amortissement σ et l’écoulement de
référence Qref vers lequel on fait tendre la solution. Le paramètre σ évolue en fonction
du paramètre l qui représente la distance entre le point courant à l’intérieur de la zone
absorbante et la limite du domaine de calcul. Plus l augmente, plus le terme de forçage
devient prépondérant. Le forçage reste actif tant que la solution courante Q est différente de
la solution Qref. Ce type de condition a déjà été utilisé avec succès par Mahesh et al. [173] qui
ont retenu l’expression σ = σm(l/Lep)n, où n définit le degré de la loi puissance du forçage
et σm le paramètre qui règle l’intensité maximale du forçage. Pour Mahesh et al. [173], ce
paramètre σm est une constante fixée avant de conduire le calcul. L’utilisateur modifie cette
valeur en fonction de l’écoulement simulé.

3.2.3 Relations de Rankine-Hugoniot

Soit une onde de choc oblique stationnaire, que l’on peut rencontrer dans un écoulement
où une rampe de compression est présente et faisant un angle θ par rapport à la direction
principale de l’écoulement. On suppose ici que l’écoulement est permanent, les forces vo-
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lumiques sont négligées et le fluide est parfait (viscosité et conductivité thermique nulle).
Il suit la loi d’état des gaz parfaits. L’écoulement est aussi supposé inerte, de sorte que la
composition du mélange de part et autre du choc reste identique.

1

2

Onde de choc 

oblique

V1

V2

Vn2

Vt2

Vt1 Vn1

Rampe de 

compression

Figure 3.2. Schéma d’une onde de choc oblique stationnaire

La Figure 3.2 montre par exemple un écoulement qui se propage de la gauche, avec une
vitesse V1, vers la droite, avec une vitesse V2 et est défléchi d’un angle θ en aval du choc ; Vni

et Vti sont les vitesses normales et tangentielles respectivement, avec i = 2 en amont et i = 1
en aval du choc, respectivement.

Les relations de Rankine-Hugoniot (3.39a)-(3.39e) [43] permettent de calculer les états en
aval du choc. Ces relations proviennent de l’équation d’état (3.39a) supposant le mélange
homogène en amont et en aval du choc ; de continuité (3.39b) et (3.39c) ; de quantité de
mouvement (3.39d) et d’énergie (3.39e) ; avec les relations suivantes : Vn1 = V1 sin β, Vn2 =

V2 sin(β− θ) et θ = β− arctan(Vn2 tan β/Vn1) où β est l’angle du choc par rapport à la direction
initiale de l’écoulement. 

P1/ρ1T1 = P2/ρ2T2,

Vt1 = Vt2,

ρ1Vn1 = ρ2Vn2,

P1 + ρ1V2
n1 = P2 + ρ2V2

n2,

h1 + V2
n1/2 = h2 + V2

n2/2.

(3.39a)

(3.39b)

(3.39c)

(3.39d)

(3.39e)

Étant donné que seule la composante normale au choc apparaît dans ce système, nous
simplifierons la notation en prenant : Vn1 = u1 et Vn2 = u2. Enfin pour résoudre ce système, la
méthode consiste à se ramener à une équation non linéaire (Mitchell et Kee [189]) en réécrivant
l’équation (3.39e) et ainsi trouver le zéro ce cette fonction afin d’obtenir :

f (φ) = h1(T1)− h2(T2) +
u2

1
2

(
1− φ2

ψ(φ)2

)
, (3.40)

car u2/u1 = ρ1/ρ2 = (T2/T1)/(P2/P1), via (3.39a) et (3.39b), et en posant φ = T2/T1 et ψ =

P2/P1. Le rapport ψ(φ) = P2/P1 s’obtient en divisant (3.39c) par p1, ce qui conduit à une
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équation du second degré :

ψ2 −
(

1 +
ρ1u2

1
P1

)
ψ +

ρ1u2
1

P1
φ = 0, (3.41)

dont la solution n’existe que si son discriminant est positif ou nul. De plus, la seule solution
physiquement correcte à (3.41) est celle où l’on ajoute la racine de son discriminant, sinon
T2/T1 serait inférieur à l’unité. Par conséquent, le rapport de pression ψ s’exprime par :

ψ(φ) =
P2

P1
=

1
2

(1 +
ρ1u2

1
P1

)
+

√(
1 +

ρ1u2
1

P1

)2

− 4φ
ρ1u2

1
P1

 , (3.42)

et la positivité du discriminant implique que

φ ≤
(

1 +
ρ1u2

1
P1

)2 P1

4ρ1u2
1

. (3.43)

Finalement, pour trouver le zéro de f , la méthode de Newton-Raphson [7] est utilisée avec
une estimation numérique de la dérivée. Si cette dernière échoue, par exemple lorsque la
condition (3.43) n’est pas vérifiée, une méthode de dichotomie est utilisée. Ces méthodes sont
stables et convergentes car la fonction f est strictement monotone et contient un seul zéro sur
l’intervalle [1, φmax] avec φmax =

(
1 + ρ1u2

1/P1
)2 P1/4ρ1u2

1.

Cas d’un choc instationnaire

Soit un choc se déplaçant à une vitesse us = Msa1 connue, dans un milieu au repos (état 1)
lui aussi connu (cf. Figure 3.3(a)), ce choc génère une vitesse et des états thermodynamiques
induits qu’il reste à déterminer. Pour cela, la méthode (Mitchell et Kee [189]) consiste à
changer de repère en se plaçant dans le cas d’un choc stationnaire (cf. Figure 3.3(b)) afin
que les relations de Rankine-Hugoniot (3.39a)-(3.39e) puissent être utilisées. Les états ther-
modynamiques entre (2) et (2′) étant identiques, la vitesse induite en aval du choc est alors
déterminée par u2 = us − u′2.

choc

u
s
=M

s
a1

2 1
u2>0 u1=0

(a) Repère du laboratoire : choc instationnaire

choc

2 1u2=u2-us u1=us

p2=p2

'

T2=T2

p1=p1

T1=T1

'

'

'

'

'

'

'

'

'

(b) Repère du choc : choc stationnaire

Figure 3.3. Méthode de calcul pour déterminer les conditions post-choc (état 2) d’une onde de choc
instationnaire
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3.3 Cas tests numériques

3.3.1 Problèmes de Riemann bidimensionnels

Nous commençons par valider les méthodes numériques développées sur des problèmes
de Riemann bidimensionnels proposés par Lax et Liu [154]. Ces cas tests permettant de
vérifier le bon calcul des chocs forts et d’évaluer la capacité à préserver la propagation d’ondes
selon un faisceau continu de directions différentes en utilisant les équations d’Euler. La
configuration physique correspondante partage le domaine de calcul Ω = [0,1]× [0,1] en
quatre zones par les droites d’équations x1 = 1/2 et x2 = 1/2. Nous identifions ces zones
selon leur position (nord-ouest, sud-est,. . .) par les lettres NO, NE, SE, SO. Pour le problème
noté RP4, les conditions initiales utilisées vérifient :

(ρ, u1, u2, P) =


(1.1, 0, 0, 1.1), si SO
(0.5065, 0.8939, 0, 0.35), si SE
(1.1, 0.8939, 0.8939, 1.1), si NE
(0.5065, 0, 0.8939, 0.35), si NO

(3.44)

et, pour le second problème noté RP6 :

(ρ, u1, u2, P) =


(1, 0.75, -0.5, 1), si SO
(2, 0.75, 0.5, 1), si SE
(1, -0.75, 0.5, 1), si NE
(3, -0.75, 0.5, 1), si NO

(3.45)

Pour les deux cas, des conditions de bord de type Neumann sont utilisées. Le temps final
des deux simulations est t f = 0.25s. Les résultats obtenus pour le champ de masse volumique
sont présentés sur la Figure 3.4 avec 20 iso-contours uniformément espacés entre les valeurs
extrêmes. Les résultats sont en accord avec ceux obtenus avec d’autres techniques de discré-
tisation [67, 50, 154, 149] et les différents fronts d’ondes courbes (chocs et discontinuités de
contact) sont correctement restitués.

3.3.2 Tube à choc inerte multi-espèces

Ce cas test est une version modifiée du tube à choc 1D de Sod [243], proposé par Fedkiw
et al. [81]. Ce cas test permet de vérifier d’une part le couplage entre les termes convectifs des
équations de Navier-Stokes et la bibliothèque thermodynamique des mélanges multi-espèces,
et d’autre part, la robustesse du schéma WENO7, en présence d’importantes discontinuités dans
le milieu. On considère ici un tube de 10 cm de longueur qu’on maille régulièrement avec
Nx1 = 400 points. Le mélange gazeux est composé de H

2
, O

2
et Ar dont les fractions molaires

respectives sont de 0.2, 0.1 et 0.7 ; ce mélange est au repos et est réparti de manière uniforme
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(a) ρ (b) P

(c) ρ (d) P

Figure 3.4. Champs de masse volumique et de pression superposés à 20 iso-contours de masse
volumique et de pression. (a) et (b) pour la configuration RP4 ; (c) et (d) pour la configuration RP6. Les
deux simulations sont réalisées sur un maillage Nx1 × Nx2 = 200× 200.

dans le tube. Les conditions initiales correspondent au problème de Riemann suivant :

à t=0

{
(TL, PL) = (400 K, 8000 Pa), si x < 0.5 cm
(TR, PR) = (1200 K, 80000 Pa), sinon

(3.46)

avec des conditions aux limites d’extrapolation imposées aux extrémités du tube. La simulation
se fera jusqu’à un temps physique de 40 µs avec un CFL = 0.5. Les résultats obtenus sont
présentés sur la Figure 3.5 et montrent que les positions respectives du choc, de la discontinuité
de contact ainsi que de la détente coïncident bien avec celles obtenues dans les travaux
numériques de Fedkiw et al. [81]. Cependant, de faibles oscillations présentes au niveau de la
discontinuité de contact apparaissent du fait que le schéma WENO7 ne s’est pas activé à cause
d’une variation de pression et de masse volumique trop faible. Par conséquent le schéma
centré est conservé, ce qui engendre ces instabilités numériques. Par ailleurs, étant donné
que le code CREAMS tient compte des variations des grandeurs physico-chimiques avec la
température, le profil de γ = cp/cv met en évidence que l’hypothèse de γ constant, retenue
par de nombreux auteurs, est incorrecte.
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(c) Vitesse
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Figure 3.5. Profils de (a) masse volumique, (b) température,(c) vitesse et (d) rapport des capacités
calorifique du mélange pour le tube à choc multi-espèces inerte à t = 40 µs (abscisse = coordonnées x1
en m)

3.3.3 Flamme laminaire pré-mélangée d’hydrogène et oxygène

Afin de valider l’implémentation du solveur chimique CVODE intégré dans le solveur
CREAMS dans le cadre de nos travaux, nous avons comparé la solution obtenue avec ce dernier
avec la solution de référence obtenue avec la libraire CANTERA. En suivant les références
[269, 288], l’étude de la combustion d’un mélange pauvre d’hydrogène-oxygène de richesse
φ = 0.6 a été réalisée. Le schéma cinétique utilisé est celui de Ó Conaire et al. [198]. Ce
mécanisme réactionnel comporte 10 espèces chimiques et 21 étapes réactionnelles élémentaires.
La température et la pression des gaz frais sont 298K et 1atm, respectivement. Le domaine
de calcul monodimensionnel de 3cm de longueur est uniformément discrétisé avec une
taille de maille de 15 µm, ce qui assure un degré de résolution compatible avec l’épaisseur
caractéristique de flamme laminaire. La solution obtenue avec CANTERA est fournie comme
condition initiale au solveur CREAMS. Une condition de type Dirichlet est imposée du côté
gaz frais, en fixant la valeur de la température, la pression, la vitesse et la composition du
mélange. Du côté des gaz brûlés, les gradients de fraction massique et de température sont
annulés et la pression est fixée [140]. Dans la solution de CANTERA, la pression est supposée
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constante dans tout le domaine. Cependant, pour la solution obtenue par CREAMS, elle varie
légèrement à travers la flamme et il existe une période d’adaptation de la solution initiale due
à l’ajustement de la pression [288]. Les valeurs CFL = 0.9, Fo=0.1, ∆Tmax = 15K et t f = 3 ms
sont retenues pour la simulation.
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Figure 3.6. Flamme laminaire de prémélange d’hydrogène-oxygène. Comparaison entre les solutions
obtenues avec CANTERA (symboles) et le solveur CREAMS pour T, ρ et ω̇0 (gauche) et les espèces
majoritaires (droite). Les quantités sont tracées en fonction de la variable de progrès c = (T −
Tf )/(Tb − Tf ) avec CFL= 0.9, Fo = 0.1 et ω̇∗0 = 107ω̇0

La Figure 3.6 illustre les variables d’intérêt obtenues avec les solveurs CREAMS et CANTERA.
Toutes les quantités sont tracées en unités SI, en fonction de la variable de progrès définie
comme c = (T − Tf )/(Tb − Tf ), avec Tf la température des gaz frais et Tb la température
des gaz brûlés. La Figure 3.6 montre que la solution CREAMS calculée avec les coefficients
de transport détaillé est en très bon accord avec celle de référence obtenue avec la librairie
CANTERA.

3.3.4 Transport d’un vortex

Dans le but de tester la validité des conditions aux limites de type NSCBC, le transport d’un
tourbillon franchissant la frontière du domaine de calcul a été choisi. Cette configuration a été
retenu par Lodato et al. [168] pour comparer une condition NSCBC simple avec son extension
3D-NSCBC. Ce type de structure est représentatif de celles rencontrées dans des écoulements
turbulents. La description de l’écoulement se fait de la manière suivante. Un écoulement de
base aux conditions uniformes P∞, T∞, u1,∞, et u2,∞ transporte un vortex isentropique décrit
par les équations :

u′1
U∞

= −β
x2 − x2,c

R
e−

r2

2R2 ,
u′2
U∞

= +β
x1 − x1,c

R
e−

r2

2R2 , T′ = − (βU∞)2

2cp
e−

r2

R2 , (3.47)
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où R représente le rayon du vortex, (x1,c, x2,c) les coordonnées de son centre, β son intensité.
Les grandeurs r et U∞ sont définies comme suit :

r =
√
(x1 − x1,c)2 + (x2 − x2,c)2, U∞ =

√
u2

1,∞ + u2
2,∞. (3.48)

Dans ce calcul, les valeurs de R et β sont 0.00013 m et 5 · 10−3, respectivement. Le champ
complet résultant (P, T, u1, v1) est ensuite obtenu par superposition des perturbations :

u1 = u′1 + u1,∞, u2 = u′2 + u2,∞, T = T∞ + T′, P = P∞

(
T

T∞

) γ
γ−1

. (3.49)

Nous nous plaçons sur le domaine Ω = [0, L]× [0, L] avec L = 0,013m associé à une discré-
tisation Nx,1 × Nx,2 = 81× 81 avec les condition à gauche suivantes : u1,∞ = 200 (m/s) et
u2,∞ = 0.0 (m/s), T∞ = 300 (K) et P∞ = 1.0 (atm), des conditions latérales périodiques et la
condition partiellement non réfléchissante à droite. Les résultats seront observés en fonction
d’un temps adimenssionné t∗ = t/(L/u). Le paramètre σ de relaxation de la condition partiel-
lement non réfléchissante est pris égal à 0.28, ce qui correspond à la valeur optimale proposée
par Rudy et Strikwerda [229].

P∗(x, t) =
P(x, t)− P∞

P(0,0)− P∞
. (3.50)

La pression est représentée en fonction de sa valeur relative par rapport à la pression du
champ lointain et adimensionnée par la pression initiale du centre du tourbillon (3.50). Les
Figure 3.7 et Figure 3.9 illustrent l’advection du tourbillon dans le domaine de calcul par le
biais des iso-valeurs de la vitesse longitudinale, de pression et de vorticité. Nous remarquons
que ces iso-lignes ne sont pas déformées au passage de la frontière. Par contre, le champs
P∗ est fortement perturbé lors de la sortie du tourbillon. Les extrema apparaissent lorsque
le centre du tourbillon commence à quitter le domaine de calcul (t∗ = 0.6). À cet instant, la
différence (P− P∞) est la plus grande et donc l’amplitude des ondes réfléchies à l’intérieur
du domaine de calcul prend sa valeur maximale. Le même type de perturbations est observé
pour la condition NSCBC simple testé dans la référence [168].
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(b) t∗ = 0.6
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(c) t∗ = 1.0

Figure 3.7. Iso-contours de de P∗ pour trois instants différents.
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Figure 3.8. Iso-contours de la vitesse longitudinale pour trois instants différents.
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Figure 3.9. Iso-contours de la vorticité pour trois instants différents.

3.3.5 Interaction choc-tourbillon

Le problème d’interaction entre un choc normal et un tourbillon isolé constitue la modéli-
sation la plus simplifiée des interactions choc-turbulence. Plusieurs études expérimentales et
numériques [70, 223, 123, 100] ont été consacrées à l’étude de ces interactions choc-tourbillons.
Les conditions initiales consistent en un choc stationnaire dans un domaine rectangulaire
Lx1 × Lx2 = [−70,10]× [0,10]. Le choc est placé à x1 = 0 avec un nombre de Mach en amont
Ms = u1/c1 de 1.2 (les indices (.)1 correspondent à l’état amont du choc et (.)2 à l’état aval),
l’écoulement va de gauche à droite. La condition frontière à gauche du domaine est une entrée
supersonique, et celle de gauche correspond à une condition de type NSCBC. Les frontières
supérieure et inférieure sont périodiques. Le domaine de calcul est initialisé avec les valeurs
(ρ, u1, u2, P) = (1, Msc1, 0, 1/γ) en amont du choc, tandis que les valeurs aval du choc sont
calculées via les relations de Rankine-Hugoniot. Un tourbillon de centre (x1,c = 4, x2,c = 0)
défini par le système d’équations (3.47) est superposé à l’écoulement en amont du choc.
L’interaction entre le choc normal et le tourbillon peut se classifier en trois types selon Grasso
et Pirozzoli [100] : l’interaction faible, la réflexion de Mach et la réflexion régulière. Ces classes
dépendent de deux paramètres : (i) le nombre de Mach en amont Ms et (ii) Le nombre de
Mach maximum du tourbillon Mv. Ce dernier est défini suivant les notations de (3.47) par
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Mv = βe−1/2/R. Le cas d’interaction étudié ici, correspondant à Ms = 1.2 et Mv = 0.25, se
positionne dans la classe d’interaction de type réflexion de Mach. Il est résolu avec un maillage
Nx1 × Nx2 = 1000× 1000. Ce cas a aussi été traité par Inoue et Hattori [123] par le biais d’un
calcul DNS.

(a) t = 2 (b) t = 6

Figure 3.10. Représentation des contours du champ de pression.

0 2 4 6 8 10 12

−5

0

5

·10−3

r/R

∆
p

Résultats numériques à t = 06
Résultats numériques à t = 08
Résultats numériques à t = 10
Inoue et Hattori [123] at t = 06
Inoue et Hattori [123] at t = 08
Inoue et Hattori [123] at t = 10

(a)

−150−100 −50 0 50 100 150

−5

0

5

·10−2

θ

∆
p

Résultats numériques pour le précurseur
Résultats numériques pour le deuxième son
Inoue et Hattori [123] pour le précurseur
Inoue et Hattori [123] pour le deuxième son

(b)

Figure 3.11. (a) Distribution radiale de ∆P pour θ = −45◦ à trois instants t = 6,8 et 10, (b)
Distribution circonférentielle de ∆P pour r = 6 (précurseur) et r = 3.7 (deuxième son) à t = 6

La Figure 3.10 montre la cartographie des fluctuations de pression ∆P = (P− P1)/P1 au
temps normalisées t = 2 et t = 6. Deux ondes sonores (précurseur et deuxième son) sont
générées à la suite de l’interaction primaire du tourbillon avec l’onde de choc. Les deux ondes
sonores sont quadripolaires et déphasées les unes par rapport aux autres. Les solutions sont
similaires à celles trouvées par Inoue et Hattori [123], qui ont été obtenues à l’aide d’un schéma
compact centré d’ordre 6 et un schéma temporel de Runge-Kutta d’ordre 4. Quantitativement,
la Figure 3.11(a) illustre une comparaison de l’évolution radiale de ∆P le long de la ligne
d’angle θ = −45◦ par rapport à l’axe longitudinal de l’écoulement et passant par le centre
(x1,c, x2,c) du tourbillon à trois instants t = 6,8 et 10. La Figure 3.11(b) montre quant à elle
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l’évolution circonférentielle des fluctuations de pression à t = 6 pour deux positions radiales
r = 7 et r = 3.2 correspondant respectivement aux positions du précurseur et du second son.
La Figure 3.11 nous permet de constater un bon accord entre les résultats obtenus par notre
simualtion et ceux obtenus par Inoue et Hattori [123].

Récapitulatif

Nous avons décrit dans ce chapitre les méthodes numériques retenues pour la résolution
du système d’équations de transport présenté dans le chapitre §2. Á la lumière des tests
préliminaires que nous avons effectués pour valider notre code de calcul, nous pensons
disposer d’un outil fiable et robuste pour étudier les différentes configurations envisagées
dans le cadre de ce travail.
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Ce chapitre vise à apporter une vue d’ensemble de l’approche de frontières immergées.
Il nous permettra de retracer brièvement l’état de l’art de cette méthode et de présenter
l’esprit général des différentes variantes qui s’en sont inspirées. Cette introduction s’inspire
en partie des travaux de Iaccarino et Verzicco [122], Mittal et Iaccarino [190] et Sotiropoulos et
Yang [245].

4.1 Position du problème

La simulation d’écoulements autour d’un objet (corps immergé) de géométrie complexe
nécessite souvent le recours à un maillage adapté souvent distordu. Ce maillage doit prendre
en compte de façon très précise la géométrie réelle de l’objet physique en s’appuyant sur la
surface extérieure de ce dernier comme illustré sur la Figure 4.1(a). Cette stratégie (i) s’avère
particulièrement préjudiciable au maintien de la précision des schémas numériques et (ii)
rend la réalisation du maillage très complexe et coûteuse en temps, notamment lorsqu’il s’agit
d’un corps rigide mobile ou un corps élastique. En effet, chaque modification de la position
(souvent à chaque pas de temps) du corps immergé nécessite un remaillage, ce qui se traduit
par un coût considérable de la simulation numérique. Plusieurs approches ont été proposées
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dans l’optique de surpasser ces difficultés et de bénéficier des avantages liés à l’utilisation
d’un maillage cartésien, qui sont en particulier :
• l’utilisation des schémas numériques simples d’ordre élevé ;
• la simulation des configurations 3D sans difficulté a priori ;
• la gestion relativement simple des déplacements des corps immergés.

ΩF

ΩS

Γ

(a) Maillage structuré adapté à la forme de
l’objet

ΩF

ΩS

Γ

(b) Maillage structuré ne tenant pas compte
de la forme de l’objet

Figure 4.1. Illustration du maillage dans les cas d’une approche classique (a) et d’une approche de
frontières immergées (b).

Les méthodes dites de "Frontières Immergées", se sont ainsi développées depuis 4 dé-
cennies. La terminologie de Méthode de Frontières Immergées" (IBM ou Immersed Boundary
Method) a été introduite et développée par Peskin (1972) [206] pour simuler initialement des
écoulements de sang autour des valves de cœur. L’originalité de cette méthode réside dans
le fait qu’elle permet de simuler l’écoulement sanguin du cœur sur un maillage cartésien
structuré, et ce en résolvant un seul système d’équation, en l’occurrence celui du fluide (c.f.
Figure 4.1(b)). L’écoulement fluide est résolu suivant une approche Eulérienne, alors que le
solide est décrit par le biais d’une formulation Lagrangienne.

Pour décrire le principe de cette méthode, on considère un domaine de calcul Ω conte-
nant un corps immergé, dans lequel évolue un écoulement incompressible visqueux. Ce
domaine peut se décomposer en un domaine fluide ΩF et un domaine solide ΩS. L’interface
fluide/solide est notée Γ telle que Γ = ΩF ∩ΩS (cf. Figure 4.1). Par convention, on désignera
par l’adjectif Eulérien la discrétisation de l’espace fluide ΩF, et par Lagrangien la discrétisation
de l’espace solide ΩS. La frontière du milieu solide désignée par Γ peut éventuellement se
déplacer par rapport à ΩF. Le maillage fluide (ou Eulérien) reste quant à lui fixe. Dans le cas
d’un écoulement incompressible, les équations régissant le fluide sont données par le système
suivant : 

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
= −1

ρ

∂P
∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj
dans ΩF,

∂ui

∂xi
= 0 dans ΩF,

ui = us,i dans ΩS,

(4.1a)

(4.1b)

(4.1c)

où us,i sont les composantes de la vitesse du solide. Le principe des méthodes de frontières
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immergées consiste à discrétiser les deux équations (4.1a) et (4.1b) sur un maillage cartésien
non-conforme à la géométrie du corps immergé tout en imposant la condition de bord (4.1c).
Plusieurs variétés de la méthode IBM ont été proposées et appliquées dans des différentes
configurations. Elles se différencient principalement par la manière d’imposer la condition
limite sur le corps immergé. D’après Iaccarino et Verzicco [122], ces méthodes peuvent être
classées principalement en deux grandes classes.

La première classe consiste à ajouter un terme source dans l’équation (4.1a) sous la forme
d’une fonction de forçage. L’équation (4.1a) prendra ainsi la forme suivante :

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
= −1

ρ

∂P
∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj
+ f L

i dans Ω, (4.2)

où f L = ( f L
1 , f L

2 , f L
3 ) désigne le terme de forçage. Plusieurs méthodes permettant de choisir la

forme de cette force seront explicitées ultérieurement. La discrétisation du système d’équations
(4.1) donne la forme générale :

[A(u)]{U} = { f L} dans Ω, (4.3)

où [A(u)] est l’opérateur discret des équations de Navier-Stokes incompressibles, {U} = {u, p}
et { f L} la fonction de forçage discret. Cette approche porte le nom de "forçage continu". Les
méthodes s’inscrivant dans cette catégorie seront exposées dans la section §4.2.

Une deuxième classe des méthodes de frontières immergés consiste à laisser inchangée
l’équation (4.1a) dans le domaine continu. Les équations sont discrétisées a priori, et le forçage
est implicitement ou explicitement appliqué aux équations discrétisées au niveau des mailles
proches de l’interface Γ. La discrétisation peut être ajustée pour prendre en compte la présence
de l’interface. Le système linéaire à résoudre devient :

[A′(u)]{U} = {F L} dans Ω, (4.4)

où [A′(u)] est l’opérateur discret modifié des équations de Navier-Stokes incompressibles et
F L sont les termes permettant l’imposition des conditions de bord. Cette approche est appelée
le "forçage discret". Nous exposerons deux variantes de cette approche dans la section §4.3.

4.2 Forçage continu

Pour illustrer le concept des méthodes de frontières immergées basées sur l’approche
de "forçage continu", nous allons présenter ici, sans vouloir être exhaustif, deux méthodes :
la méthode originelle de frontières immergées présentée par Peskin [206] et la méthode de
pénalisation d’Arquis et Caltagirone [5].
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4.2.1 Méthode de Peskin

Comme il a été mentionné précédemment, la toute première méthode de frontière im-
mergée a été développée par Peskin (1972) [206] afin de simuler un écoulement sanguin
dans un valve mitrale, et ensuite dans un cœur à très faible nombre de Reynolds. Elle a été
également utilisée avec succès pour simuler un nombre relativement important de configura-
tions physiques [16, 207, 263]. Nous présentons ici la formulation générale de cette méthode
en suivant l’esprit original de l’article de Peskin (2002) [208]. Bien que cet article ne soit
pas son premier sur le sujet, puisque d’autres ont été publiés 30 ans auparavant [206], mais
indubitablement c’est le plus abouti mathématiquement. Nous allons présenter la formulation
dans le cadre des équations de Navier Stokes incompressibles discrétisées et résolues sur
un maillage cartésien fixe, alors qu’elle a été présentée dans [208] suivant une formulation
plus générale synthétisant n’importe quel système d’équations aux dérivées partielles, comme
par exemple, les équations de Boltzmann dans le cadre de la méthode Lattice Boltzmann
[287, 284]. Rappelons que le problème revient à imposer une condition sur la vitesse du fluide
u à la paroi d’un solide en mouvement, ou en déformation par rapport au référentiel du
fluide.

La frontière immergée est modélisée par une collection de fibres élastiques de telle sorte
que leur position est suivie de manière Lagrangienne par un ensemble de points sans masse
se déplaçant avec la vitesse locale du fluide.

ΩF

FL

ΩS

Γ

(a)
Grid Indices

Immersed boundary

Lai et Peskin (2000) [150]

Beyer et LeVeque (1992) [16]
Peskin (1972) [206]

Saiki et Biringen (1996) [233]

(b)

Figure 4.2. (a) Représentation schématique de la diffusion du terme source sur des cellules voisines
de la paroi. (b) Fonctions de distribution employées dans différentes études. D’après Iaccarino et
Verzicco [122].

D’un point de vue mathématique, chaque point discret de la frontière Γ est paramétré
par l’abscisse curvilinéaire q = (q, r, s). Γ est décrite ainsi par un ensemble discret de points
Lagrangiens χ(q, t) = (χ1(q, t), (χ2(q, t), (χ3(q, t)). L’évolution temporelle de ces points est
décrite par l’équation :

∂χ

∂t
= U(χ(q, t), t), (4.5)
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où U(χ(q, t), t) est la vitesse locale du fluide interpolée sur le point χ(q, t). L’imposition de la
condition de bord du corps immergé sur le fluide environnant est effectuée en transmettant
les contraintes de la fibre au fluide à travers un terme de forçage local donné par :

f L(x, t) =
∫

ΩS

FL(q, t), t)δ(x− χ(q, t))dq, (4.6)

avec δ la fonction de Dirac, f L la force Eulérienne exercée sur le fluide par les fibres élas-
tiques par unité de volume et FL la contrainte exercée par le point Lagrangien χ(q, t) (cf.
Figure 4.2(a)). Cette contrainte prend la forme générale :

FL(χ, t) = G(χ(q, t)). (4.7)

G désigne l’opérateur par le biais duquel la force est construite, il peut être déterminé de
différentes façons. Par exemple, dans le cas où la frontière immergée est élastique, G peut se
calculer à partir de la loi de Hooke ou en le considérant comme dérivant de l’énergie interne
du solide. L’équation (4.5), quant à elle, prend la forme suivante :

U(χ(q, t), t) =
∫

ΩF

u(x, t)δ(x− χ(q, t))dx. (4.8)

En conséquence, dans le domaine continu, les équations qu’il convient de résoudre sont les
suivantes : 

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
+

1
ρ

∂P
∂xi
− ν

∂2ui

∂xj∂xj
= f L

i dans ΩF,

∂ui

∂xi
= 0 dans ΩF,

f L(x, t) =
∫

ΩS

FL(q, t), t)δ(x− χ(q, t))dq,

∂χ

∂t
=
∫

ΩF

u(x, t)δ(x− χ(q, t))dx,

FL(χ, t) = G(χ(q, t)).

(4.9a)

(4.9b)

(4.9c)

(4.9d)

(4.9e)

Nous nous arrêtons sur le sens des équations du système (4.9).

1. L’équation (4.9a) donne la solution u avec un terme de forçage extérieur f L, en tout
point du domaine Eulérien de calcul ;

2. l’équation (4.9c) est l’équation constitutive qui détermine le terme de forçage pour une
position donnée de la frontière Γ et transfère la force au solveur Eulérien (spreading) ;

3. l’équation (4.9d) gouverne la dynamique de la frontière Γ dans l’espace Lagrangien et
transfère la vitesse de l’espace Eulérien vers l’espace Lagrangien (interpolation).

Le point 1 est effectué dans l’espace Eulérien, tandis que les points 2 et 3 sont effectués dans
l’espace Lagrangien. Les points 2 et 3 sont donc cruciaux : c’est le transfert des informations
(vitesse et force) d’un espace à l’autre, qui est assuré par une convolution avec une fonction
δ de Dirac. Bien entendu, cela n’est valable que dans un espace continu car dans l’espace
discrétisé on va devoir approximer la fonction δ par un équivalent discret D, basé sur une
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approximation de la fonction δ de Dirac originale, non localisée en un point, et qui aura
la forme d’une fonction "en cloche" et doit être lissée en raison de sa forte irrégularité (cf.
Figure 4.2(b)). Cette fonction prend aussi le nom de noyau d’interpolation. La forme la plus
communément utilisée pour l’expression de D est donnée par [167] :

δ(x) ≈ D(x) =
1

∆x1∆x2∆x3
ϕ

(
x1

∆x1

)
ϕ

(
x2

∆x2

)
ϕ

(
x3

∆x3

)
. (4.10)

Dans cette expression, ϕ est une approximation de la fonction δ de Dirac, qui permet d’en
obtenir un équivalent discret. Plusieurs définitions de ϕ ont été employées, la définition que
nous avons considérées dans le cadre de ce travail sera explicitée dans la section §5.1.3.

4.2.2 Méthode de Pénalisation

Une approche similaire a été développée par Arquis et Caltagirone [5] et améliorée par
Angot et al. [4] pour surpasser quelques inconvénients que présentent la méthode originale
de Peskin [206]. L’une d’elle est la possibilité de fuites numériques du fluide au solide
au niveau de l’interface, dues à la non conservation de la masse au niveau des particules
Lagrangiennes [209]. Cette approche utilise le concept de milieu poreux pour définir le terme
de forçage. Pour cela, Arquis et Caltagirone [5] considèrent le domaine entier Ω comme
l’union de différents milieux : fluide ΩF, poreux Ωp et solide ΩS. Chacun est caractérisé par
une constante de perméabilité :

ξ(x) =


ξ f →∞ dans ΩF,

ξp dans Ωp,

ξs→ 0+ dans ΩS.

(4.11)

Les milieux fluide et solide apparaissent donc comme limites d’un milieu poreux. La
méthode consiste ensuite à ajouter un terme de traînée aux équations de Navier-Stokes
définies sur le domaine Ω :

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
+

1
ρ

∂P
∂xi
− ν

∂2ui

∂xj∂xj
= f L

i dans Ω,

∂ui

∂xi
= 0 dans Ω.

(4.12a)

(4.12b)

Le terme de pénalisation f L représente l’action du milieu poreux fictif sur l’écoulement et est
défini par :

f L = − ε

ξ
(u− us), (4.13)

où ε est la fonction Heaviside (égale à 1 dans ΩS et 0 dans ΩF). L’expression (4.13) permet de
définir une condition de non-glissement sur un corps solide par pénalisation sur la vitesse.
Arquis et Caltagirone [5] ont appliqué cette méthode en volumes finis. Dans leur approche,
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tout volume appartenant au moins en partie au corps est muni d’une constante de perméabilité
ξs. Ils ont exigé néanmoins un maillage suffisamment fin pour définir les frontières solides.

Cette méthode présente l’avantage d’être facile à implémenter, un simple terme algébrique
devant être ajouté aux équations du mouvement. Elle permet aussi de calculer aisément la
force exercée sur un corps par une intégration volumique plutôt que surfacique. Néanmoins,
cette méthode comporte des défauts au moins aussi importants que ses qualités. En effet, le
terme source (4.13) s’avère très raide lorsque ξ diminue, ce qui est nécessaire pour obtenir
une solution précise. Enfin, cette force génère une couche limite dont l’épaisseur est liée à
l’étalement du terme (4.13) autour de la position de la paroi fictive [245].

4.3 Forçage discret

Dans le but de s’affranchir de cette difficulté de modélisation que pose la première
approche et de pouvoir étendre la méthode de frontières immergées à des écoulements faisant
intervenir des grands nombres de Reynolds, une nouvelle approche, dite de ’forçage discret’,
a été mise en place originalement par Mohd-Yusof [191]. Le principe de cette approche est
d’extraire le terme de forçage directement de la solution numérique. Le défi majeur de cette
méthode est de pouvoir résoudre correctement les couches limites sur les corps immergés.
Comme on l’a fait pour la première approche, le but ici est de présenter sommairement, à titre
illustratif, deux méthodes dérivées de cette approches : la méthode dite de "maille fantôme"
et "maille coupée".

4.3.1 Méthode de "maille fantôme"

Cette méthode, développée initialement pour simuler les écoulements incompressibles
par Tseng et Ferziger [258], tente d’obtenir une bonne présentation de la frontière en utilisant
une zone dite "fantôme", à l’intérieur du corps immergé sur lequel s’applique le terme de
forçage. La zone "fantôme" est constituée de l’ensemble des points de maillage dits Points
Fantômes (Ghost-Points) appartenant au domaine solide et ayant au moins un point dans le
maillage Eulérien voisin. Pour mettre au clair le principe de cette méthode, on considère un
corps immergé ayant des bords traversant des arêtes du maillage. On pose alors les équations
de Navier Stokes incompressibles auxquelles on ajoute le terme de forçage :


∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
+

1
ρ

∂P
∂xi
− ν

∂2ui

∂xj∂xj
= f L

i ξGZ dans ΩF,

∂ui

∂xi
= 0 dans ΩF,

(4.14a)

(4.14b)

où ξGZ est la fonction indicatrice de la zone fantôme et f L = ( f L
1 , f L

2 , f L
3 ) le terme de forçage.

En considérant un schéma temporel de type Euler et indépendamment du schéma spatial,
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imposer la condition de Dirichlet u = us, revient à imposer la fonction de forçage à l’instant
n + 1 :

f L,n+1
i =

us,i − un
i

∆t
+ uj

∂ui

∂xj
+

1
ρ

∂P
∂xi
− ν

∂2ui

∂xj∂xj
. (4.15)

Dès lors que la localisation de l’imposition de la condition de Dirichlet ne correspond pas à
un point du maillage cartésien, une procédure d’extrapolation est nécessaire pour trouver
la valeur de vitesse à imposer aux points fantômes. Tseng et Ferziger [258] propose de
résoudre les équations de mouvement en utilisant la méthode "maille fantôme" qui consiste à
détecter l’interface fluide-solide et repérer l’ensemble des cellules fantômes, ensuite à effectuer
l’extrapolation sur les valeurs des cellules fantômes pour imposer les conditions de bord.

Dans la Figure 4.3, G représente le point fantôme, X1 et X2 sont les deux point fluides les
plus proches de la frontière et O le nœud où la condition frontière est appliquée. Comme
la démarche que nous allons décrire est applicable sur n’importe quelle variable décrivant
l’écoulement, on note ainsi ϕ une variable d’écoulement quelconque que l’on souhaite inter-
poler. Une interpolation linéaire 2D classique de ϕ s’exprime par ϕ = a0 + a1x1 + a2x2. Les
coefficients a1, a2 et a3 sont déterminés avec une interpolation linéaire en termes des valeurs
de {ϕ} = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) sur les trois nœuds O, X1 et X2 respectivement :

{A} = [B]−1 {ϕ} , avec {A} = (a1, a2, a3) et [B] =

1 x1|O x2|O
1 x1|X1 x2|X1

1 x1|X2 x3|X2

 (4.16)

Figure 4.3. Illustration de Mé-
thode du "maille fantôme". D’après
Tseng et Ferziger [258].

ΩS

ΩF

Γ

G X2

X1
O

Une fois que les coefficients sont identifiés, on peut connaître la valeur de ϕ sur le nœud
fantôme G par extrapolation. le principal inconvénient de l’extrapolation de ϕ au niveau de G
est que, dans certains cas, en l’occurrence quand O est très proche d’un nœud fluide utilisé
dans l’extrapolation, les valeurs ai peuvent devenir très négatives et importantes. Ceci induit
des instabilités numériques et une convergence de la solution très lente, voire impossible. Pour
remédier à cette difficulté, Tseng et Ferziger [258] ont proposé deux solutions. La première
est de considérer, en plus de O, un point fluide I symétrique de G par rapport au point
d’interface O. Dès lors, ils appliquent la relation d’ordre deux ϕG = 2ϕO − ϕI , où ϕI est
calculé par une méthode d’interpolation similaire à celle présentée précédemment. La seconde
solution consiste à modifier la position locale de l’interface en la déplaçant afin que O coïncide
avec le point fluide.
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4.3.2 Méthode de "maille coupée"

Cette méthode a été introduite par Clarke et al. (1986) [53] pour simuler des écoulements
non visqueux autour d’une surface portante en utilisant la méthode des volumes finis. Puisque
cette dernière méthode utilise la forme intégrale des équations de Navier-Stokes permettant
de garantir la conservation globale et locale de la masse et de la quantité de mouvement,
la méthode de "maille coupée" consiste à modifier les volumes de contrôle à l’interface du
domaine fluide irrégulier (non cartésien) en les copiant et en les fusionnant, comme ce fût
bien détaillé dans l’article de Ye et al. [282]. Les flux de masse, les flux convectifs et diffusifs
ainsi que le gradient de pression doivent être recalculés sur chaque face des nouvelles cellules,
ainsi cette méthode n’utilise pas de terme de forçage dans les équations de Navier-Stokes.

ΩS

ΩF

ΩF

ΩS

Figure 4.4. Illustration de la méthode "maille coupée". D’après Ye et al. [282]).

La Figure 4.4 montre l’application de la méthode de "maille coupée" pour définir de
nouveaux volumes de contrôle conformes à la surface du corps immergé. Les équations
de conservation sont alors discrétisées sur le nouveau maillage formé de l’ensemble des
mailles, y compris les mailles coupées. La méthode est par conséquence conservative. Après
l’identification des mailles qui se sitent sur la frontière fluide-solide, la recontruction des
mailles coupées se fait en "écartant" la partie des mailles qui sont dans le solide. Cette
procédure est à l’origine de la formation de volume de contrôle ayant une forme trapézoïdale
(cf. Figure 4.4). L’approche, proposée par Ye et al. [282], exprime une variable du fluide ϕ sous
forme d’une fonction d’interpolation polynomiale en deux dimensions et évaluant les flux
sur la base de sur cette fonction. Par exemple, si nous voulons approximer le flux fSW sur la
face sud-ouest, alors ϕ (dans la région trapézoïdale de la partie droite de la Figure 4.5) est
exprimé en termes de fonctions linéaire en x1 et quadratique en x2 :

ϕSW = a1xSW x2
2,SW + a2x2

2,SW + a3x1,SW x2,SW + a4x2,SW + a5x1,SW + a6. (4.17)

Les coefficients ai, i = 1, · · · , 6 sont déterminés en écrivant ϕi, i = 1, · · · , 6 suivant la Figure 4.5
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comme : 
a1

a2
...

a6

 =


x1,1x2

2,1 x2
2,1 x1,1x2,1 x2,1 x1,1 1

x1,2x2
2,2 x2

2,2 x1,2x2,2 x2,2 x1,2 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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2,6 x1,6x2,6 x2,6 x1,6 6
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Figure 4.5. Illustration de la méthode d’interpolation. D’après de Ye et al. [282].

La difficulté principale de cette approche réside dans la capture de l’interface et le
découpage des mailles, ainsi que dans la stabilisation des schémas numériques : la présence
de mailles coupées restreint de manière considérable le CFL.

4.4 Avantages et inconvénients de chaque classe d’IBM

Les avantages de l’approche ’forçage continu" sont principalement :

1. elle est indépendante de la discrétisation spatiale. En effet, dans l’approche du ’forçage
continu’, le terme de forçage est introduit dans les équations d’écoulement avant que
celles-ci soient discrétisées. Cela a l’avantage de permettre un plus grande latitude
dans le choix des schémas de discrétisation ;

2. elle est bien adaptée pour des écoulement à bas nombre de Reynolds.

Nous relevons toutefois quelques inconvénients :

1. le lissage de la fonction de forçage conduit à une mauvaise modélisation de la frontière,
ce qui restreint son utilisation à des écoulements à faible nombre de Reynolds ;

2. le choix aléatoire des coefficients qui sont inhérents à certaines dérivées de la méthode
(par exemple la fonction de perméabilité ξ).

3. certaines dérivées intervenant dans cette approche nécessitent que la solution des
équations de l’écoulement soit calculée à l’intérieur du corps immergé, où la solution
n’est pas nécessaire ou physique [190].
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Les avantages de l’approche du "forçage discret" sont :

1. elle assure une description correcte d’écoulement à grand nombre de Reynolds.

2. elle est relativement simple à implémenter.

Nous révélons toutefois les inconvénients suivants :

1. le forçage est introduit pendant la discrétisation et donc celui-ci dépend fortement des
schémas numériques retenus par l’utilisateur.

2. la méthode peut engendrer des faibles pas de temps associés aux mailles coupées, ce
qui induit des problèmes de stabilité.

Récapitulatif

La simulation numérique de l’écoulement autour d’un objet solide, avec une méthode
de modélisation des parois par forçage, requiert la génération d’un maillage couvrant le
domaine d’intérêt sans l’objet ainsi qu’une description géométrique de l’objet considéré.
Nous avons discuté deux principales classes de méthodes de frontières immergés dont la
différence principale réside dans la façon d’introduire le terme de forçage dans les équations
de Navier-Stokes.
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Nous décrivons dans ce chapitre la méthode de frontières que nous avons développée
durant cette thèse pour simuler des écoulements compressibles. Cette méthode met à profit
des deux approches précédemment introduites. Pour la première approche, on s’est inspiré
des travaux de Lima E Silva et al. [163] qui ont introduit une méthode dérivée de l’approche
"forçage direct" portant le nom "Physical Virtual Model" (qu’on notera par la suite PVM). Quant à
la deuxième approche, on s’est inspiré des travaux de Chaudhuri et al. [48], qui ont développé
une méthode de type "Ghost-Point Method" (qu’on notera par la suite GPM). Nous décrivons les
différentes étapes nécessaires au couplage des deux méthodes, à savoir :

• l’identification de la nature des différents points utilisées par les deux méthodes,
notamment le caractère solide ou fluide des points du maillage, les points d’interpola-
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tion utilisées pour approximer le terme de forçage pour la méthode PVM et les points
fantômes et images pour la méthode GPM ;
• le calcul du terme de forçage via la méthode PVM ;
• le traitement des points fantômes par la méthode de GPM ;
• la validation de la méthode couplée PVM-GPM sur une série de cas tests bien documentés.

Les travaux présentés ici ont fait l’objet d’une publication dans Computers & Fluids [30] et
ont été également présentés au colloque ICDERS en 2015 [28].

5.1 Mise en oeuvre numérique de la méthode

5.1.1 Description surfacique d’une frontière immergée

La première étape de la procédure consiste à décrire la surface de l’objet immergée. Nous
avons choisi dans ce travail de réaliser cette description via le format STéréo-Lithographique
(STL). Ce format permet de représenter la surface de tout objet par l’intermédiaire d’une
collection de triangles TL (L = 1 , · · · ,Ntr) avec Ntr le nombre total de triangles. Chaque
triangle, de surface inversement proportionnelle à la courbure locale de la géométrie réelle de
l’objet (cf. Figure 5.1), est défini par les coordonnées cartésiennes dans un trièdre direct de
son vecteur normal n orienté vers l’extérieur et de ses trois sommets ordonnés dans le sens
trigonométrique. Le principal inconvénient du format STL est que les surfaces à courbure
faible nécessitent une grande résolution de maillage pour une leurs bonnes représentation.
Par contre, l’avantage d’un tel format, largement utilisé dans l’industrie et en particulier dans
le secteur de la production, est sa simplicité d’utilisation. En effet, ce format ne comporte
que le minimum nécessaire à la description d’un objet 3D. Pour le besoin de la méthode PVM,
chaque triangle TL définit par le biais de ses sommets un seul et unique point Lagrangien, en
l’occurrence il s’agit de son centre de gravité xL.

5.1.2 Identification des points "fluide" et "solide"

Une fois la lecture du fichier STL terminée, déterminer la nature d’un point du maillage
Eulérien, fluide ou solide est une étape importante, d’autant plus le cas d’un corps est en
mouvement. En effet, les équations de Navier-Stokes ne sont résolues que sur les points
Eulériens du maillage, ce qui implique qu’en général les points Lagrangiens de l’objet
immergé ne coïncident pas avec les points Eulériens du maillage. Ce problème, connu sous le
nom de point dans un polyèdre, consiste à déterminer si un point P de l’espace est à l’intérieur
ou à l’extérieur d’un polyèdre défini par ses frontières, ce qui permet ensuite de définir un
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x1

x2

x3

S1

S3

S2

Point Lagrangien
xL = (xL

1 , xL
2 , xL

3 )

Triangle élémentaire TL

Point Lagrangien

Figure 5.1. Illustration de la représentation triangulaire de la surface d’une frontière immergée
sphérique dans un maillage cartésien et définition du point lagrangien xL dans le triangle élémentaire
TL.

marqueur ζ(x, t) sous la forme suivante :

ζ(x, t) =

0 si x = (x1, x2, x3)t ∈ΩF,

1 si x = (x1, x2, x3)t ∈ΩS.
(5.1)

Pour le cas bidimensionnel, le problème revient à déterminer si le point P est à l’intérieur
ou à l’extérieur d’un polygone. Parmi les méthodes proposées dans la littérature, comprenant
entre autres la méthode de lancé de rayon (Ray-Casting method), la méthode du nombre de
spires (Winding Number method) ou la méthode du tracé de rayon (Ray-Tracing method, notée ci-
après par RT). Nous avons choisi la dernière qui est la plus répandue dans la littérature [60, 24].

Le principe de cette méthode, basé sur le théorème de Jordan [246], est (i) de tracer un
rayon à partir d’un point Eulérien de contrôle, i.e. une droite allant à l’infini, et (ii) de compter
le nombre d’intersections avec le maillage Lagrangien représenté par les arêtes du polygone.
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A

B

Figure 5.2. Illustration de la technique du tracé
de rayon sur un polygone.

P
S1 S2

S3

τ

R

Figure 5.3. Illustration d’un rayon en intersec-
tion avec un triangle.

Si le nombre d’intersections est pair, le point Eulérien se trouve à l’extérieur (point A de la
Figure 5.2), et à l’inverse si le nombre d’intersections est impair, le point Eulérien se trouve
à l’intérieur (point B de la Figure 5.2). Le rayon peut être défini soit par un point d’arrivée
mis loin en dehors du solide, ou une direction fixée. Dans le cadre de cette thèse, une version
améliorée de la méthode RT est utilisée [24]. Elle consiste à entourer l’objet immergé par un
cadre, défini comme étant le rectangle le plus petit qui contient tous les triangles TL. La taille
de ce rectangle peut être défini mathématiquement par :

[xmin
1 , xmax

1 ]× [xmin
2 , xmax

2 ]× [xmin
3 , xmax

3 ], (5.2)

avec xmin
i = minL=1,··· ,Ntr xL

i et xmax
i = maxL=1,··· ,Ntr xL

i pour i = 1,2 et 3. Ensuite, tout point
Eulérien de contrôle situé à l’extérieur de ce rectangle de délimitation est un point fluide.

La méthode peut être étendue systématiquement au cas tri-dimensionnel, sous réserve
que le décompte des intersections soit effectué correctement entre le rayon de la méthode RT

et les triangles TL. La réalisation de cet algorithme nécessite les deux étapes suivantes :

1. Déterminer le point d’intersection entre le rayon et le plan contenant le triangle ;

2. Déterminer si le point intersection se trouve à l’intérieur du triangle.

Les coordonnées d’un point τ = (xτ
1 , xτ

2 , xτ
3 ) dans un triangle défini par ses trois sommets

Sj = (x1,j, x2,j, x3,j), j = 1,2,3, peut s’exprimer par :

xτ
i (a, b) = (1− a− b)xi,1 + axi,2 + bxi,3, (5.3)

avec a > 0, b > 0 et a + b ≤ 1. Les coordonnées du rayon PR = (PR1, PR2, PR3) peuvent
s’écrire comme suit :

PRi(δ) = Pi + δei, (5.4)

avec δ > 0 et ei = PRi/
√

PR2
1 + PR2

2 + PR2
3. Trouver le point d’intersection entre le rayon PR

et le triangle, revient à chercher l’inconnu δ tel que :

PRi(δ) = xτ
i (a, b), pour i = 1,2,3. (5.5)
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Si la solution de l’équation (5.5) satisfait δ > 0, a ≥ 0, b ≥ 0 et a + b ≤ 1, alors le rayon PR
intersecte le triangle. Pour certaines surfaces complexes, au lieu de tracer seulement un seul
rayon par point de contrôle, on en trace deux avec deux directions différentes. Il convient
de noter ici que la procédure d’intersection des triangles décrite dans ce document n’est pas
aussi efficace qu’elle pourrait l’être. En effet, on peut par exemple accélérer cette procédure
en projetant d’abord tous les triangles TL sur un plan 2D, puis en effectuant les calculs en
2D. Pour plus de détails méthodologiques à propos de cette procédure et d’autres méthodes
d’intersection triangle-rayon optimisées dépassent le cadre de ce document, le lecteur intéressé
pourrait se référer aux articles [278, 57, 56].

5.1.3 Description de la méthode PVM

Nous allons décrire maintenant la mis en œuvre de la méthode PVM permettant de proposer
une modélisation du champ de force Lagrangien de l’équation (4.2). Nous rappelons que
l’idée de base est la reconstruction de l’écoulement sur les points Lagrangiens au moyen d’un
terme de forçage ou une fonction de transfert utilisée pour distribuer l’effet de ceux-ci sur le
maillage cartésien. Ceci établit une relation biunivoque entre les deux maillages sur le support
compact de la fonction de transfert. La particularité de cette méthode est que :

— elle n’introduit aucune constante à ajuster, à l’inverse de la méthode pénalisation par
exemple §4.2.2 ;

— elle ne requiert aucun schéma d’interpolation au voisinage des points Lagrangiens.
Le principe est d’introduire un terme source ρ f L

i dans les équations de Navier-Stokes (2.1d),
notamment dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement :

∂ρui

∂t
+

∂ρuiuj

∂xj
= − ∂ p

∂xi
+

∂τij

∂xj
+ ρ f L

i , (5.6)

le terme f L
i est évalué à partir d’un champ de force Lagrangien FL

i , représentant la force
d’un élément de surface de la frontière immergée appliquée sur le fluide et calculée grâce à
l’introduction de points Lagrangiens sur la frontière immergée par l’expression suivante :

f L
i (xi) =

∫
Γ

FL
i

(
xL

i (s, t)− xi

)
· δ
(

xL
i (s, t)− xi

)
· ds, (5.7)

où x ≡ (x1, x2, x3)t représente un point Eulérien du maillage, xL ≡
(

xL
1 , xL

2 , xL
3
)t un point

Lagrangien de la surface de la frontière immergée. La dépendance de la distribution de Dirac
de l’équation (4.10) vis-à-vis du maillage permet de retrouver naturellement la fonction de
Dirac comme une limite pour ∆xi tendant vers 0. Il y a deux points importants dans le choix
de la discrétisation du noyau de Dirac :
• le premier concerne la régularité de la fonction à interpoler. On souhaite donc une dis-

crétisation d’interpolation meilleure qu’une interpolation linéaire qui aurait tendance
à introduire des discontinuités sur la dérivée de cette fonction. Il est donc naturel
d’imposer que le noyau d’interpolation ϕ soit continue et à dérivée continue, mais ce
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62 5. Méthode de frontières immergées mise au point

n’est pas suffisant.
• le deuxième point quant à lui concerne l’ordre d’interpolation. Ceci se traduit par des

conditions particulières que doit vérifier le noyau d’interpolation ϕ sur ses moments
statistiques.

En fonction de ces deux exigences, les postulats suivants peuvent être énoncés en termes
de fonction ϕ(r), où r désigne xi/∆xi. Ces conditions à satisfaire, exprimées sous forme
discrète, sont les suivantes :



ϕ(r) est continue pour tout réel r,

ϕ(r) = 0 pour ‖r‖ ≥ 2,

∑
j

ϕ(r− j) = 1 pour tout réel r,

∑
j
(r− j)ϕ(r− j) = 0 pour tout réel r.

(5.8a)

(5.8b)

(5.8c)

(5.8d)

La condition (5.8a) est une condition de continuité utilisée pour permettre une transmission
progressive de la force au domaine fluide, ce qui réduit la raideur de (5.6) et facilite la
résolution numérique. La condition (5.8b) de support compact est imposée pour des raisons
d’efficacité de calcul. En effet, elle permet de limiter le nombre de points du maillage cartésien
qui interagissent avec le maillage Lagrangien. Peskin propose une borne égale à 2 parce
qu’elle convient à son schéma de discrétisation. La condition pourrait cependant être énoncée
de façon générale, i.e. |r| ≥ C où C est une constante déterminée par l’utilisateur. La condition
(5.8c) exprime la conservation de la force lors de la distribution sur le maillage cartésien.
La condition (5.8d) assure que l’interpolation des fonctions non linéaires est au moins
d’ordre deux. La forme discrétisée retenue dans le cadre de cette thèse est celle suggérée par
Peskin [208], et dans nombreux autres travaux par la suite [135, 136] :

ϕ(‖r‖) =


ϕ1(‖r‖) si ‖r‖ ≤ 1,
1
2 − ϕ1(2− ‖r‖) si 1 < ‖r‖ ≤ 2,

0 si 2 < ‖r‖,
(5.9)

avec ϕ1(‖r‖) =
(

3− 2‖r‖+
√

1 + 4‖r‖ − 4‖r‖2
)

/8. Cette forme discrétisée offre un bon
compris entre le temps et la précision de calcul [32] et permet d’évaluer la vitesse du fluide
du point Lagrangien xL utilisée pour déterminer la distribution de la densité de force FL :

FL(xL) =
uL − u

(
xL )

∆t
, (5.10)

où uL =
(

uL
1 , uL

2 , uL
3
)

représente la vitesse de l’objet immergée (égale à zéro si l’objet est
immobile) et u

(
xL ) est la vitesse du fluide au point Lagrangien xL. Le sens physique de

l’équation (5.10) est le suivant : lorsque la frontière du solide est sollicitée par le fluide, chaque
point Lagrangien est légèrement déplacé, ce qui mène à un déplacement de u(xL)− uL en
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chaque point Lagrangien. Ceci génère alors une force de rappel (comme un ressort linéaire)
qui tend à ramener chaque point Lagrangien vers sa position d’équilibre. La relation (5.10)
est calculée en chaque point Lagrangien de la frontière au temps t, et 1/∆t est la raideur du
ressort de rappel. Si la valeur de la raideur est élevée, la force de rappel est alors très rapide,
ce qui engendre de fortes vitesses par cette force, et donc des limitations en termes de critère
de CFL. L’évaluation de la vitesse u(xL) est effectuée selon la formule :

u(xL) =
Nint

∑ ϕ
(

x− xL )u(x)∆x1∆x2∆x3, (5.11)

où la somme s’étend sur les valeurs de vitesse u(x) des points Eulériens voisins utilisés
pour approximer u(xL). Pour déterminer le nombre de points Eulériens Nint servant pour
l’interpolation, nous associons un support d’interpolation à chaque point Lagrangien xL. Ce
support est défini par un sphère (ou un cercle dans le cas bidimensionnel) de rayon r et de
centre xL comme illustré sur la Figure 5.4 dans le cas bidimensionnel en couleur rouge. La
valeur du rayon r du support d’interpolation détermine le nombre de points Eulériens utilisés
pour effectuer l’interpolation (points � de la Figure 5.4). Afin de garantir un nombre de
points suffisant pour l’interpolation et assurer un bon compromis entre une bonne précision
numérique et un temps de calcul raisonnable, nous avons fixé comme critère pour répondre à
ces deux exigences un rayon r supérieur à 3.5h où h = max{∆x1, ∆x2, ∆x3).

ΩF

ΩS

(
xL

1 , xL
2
) Figure 5.4. Illustration 2D du sup-

port d’interpolation en rouge autour
de xL =

(
xL

1 , xL
2
)
.

Le passage du maillage Lagrangien vers le maillage Eulérien est réalisé en distribuant la
force FL définie par l’équation (5.10), et ce en sommant sur tous les triangle élémentaires TL

pour L = 1, · · · ,Ntr comme suit :

f L(x) =
Ntr

∑
L=1

ϕ(x− xL)FL(xL)∆V L, (5.12)

où ∆V L représente un volume caractéristique élémentaire associé au point Lagrangien xL.
Dans le cadre de cette thèse, nous avons pris ∆V L = ∆AL∆SL où ∆AL et ∆SL désignent
respectivement une longueur caractéristique et l’aire du triangle élémentaire TL (cf. Figure 5.1).
Si nous notons les côtés du triangle TL par P2 = S2S3, P2 = S2S3 et P3 = S3S1, alors nous
pouvons écrire ∆SL comme ∆Sl = (P1 + P2 + P3)/3. La quantité ∆AL, quant à elle, peut
se déduire de la formule de Heron par ∆AL =

√
P(P− P1)(P− P2)(P− P3) où P est le
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semi-périmètre du triangle P = (P1 + P2 + P3)/2.

5.1.4 Description de la méthode GPM

Dans le cas d’un écoulement à faible nombre de Mach, l’influence des variations de vitesse
ou de quantité de mouvement sur l’énergie totale est négligeable puisque l’énergie cinétique
de l’écoulement est relativement petite rapport à l’énergie sensible (l’énergie thermique). Afin
de tenir compte de la compressibilité de l’écoulement et des échanges thermiques entre le
solide et le fluide dans le cas d’un écoulement à grand nombre de Mach, il faut s’intéresser de
plus près à l’équation de conservation de l’énergie et à la manière dont elle est affectée par la
présence de l’objet. Pour ce faire, une variante de la méthode de GPM sera combinée avec la
méthode PVM. Cette méthode nous permet d’imposer les conditions frontières de type scalaire
au niveau de la surface du cors immergé, en l’occurrence, il s’agit des conditions limites sur
la masse volumique, l’énergie interne, et les fractions massiques des espèces.

La méthode consiste à écrire des conditions limites particulières sur les points fantômes
"Ghost", notés GP sur la Figure 5.5 et appartement à l’ensemble des points ΩGP.

ΩF

ΩS

GP

NPk

dk

GP : point fantôme (Ghost-Point)

BP : point frontière (Boundary-Point)

IP : point image (Image-Point)

SP : point solide (Solid-Point)

NPk : point Eulérien d’interpolation

Figure 5.5. Définition des points utilisés pour la méthode GPM. La situation d’interpolation illustrée
est la situation régulière où le point image se trouve entouré par quatre points Eulériens voisins
d’interpolation NPk, avec k = 1, · · · , 4.

Identification des points fantômes : la première étape consiste en l’identification des points
fantômes ΩGP définis comme étant des points appartenant à l’ensemble des points solides
ΩS ayant au moins points voisins appartenant à l’ensemble des points fluides ΩF. Pour tenir
compte du stencil utilisé dans le solveur CREAMS, nous allons identifier trois couches de points
solides proches de la paroi. L’ensemble ΩGP est ainsi défini par :

ΩGP =
{
(x1,m, x2,n, x3,p)

t ∈ΩS si ∃(x1,i, x2,j, x3,k)
t ∈ΩF tel que i ∈ Im ∨ j ∈ In ∨ k ∈ Ip

}
,

(5.13)
où Im = [m− 3, m + 3], In = [n− 3, n + 3] et Ip = [p− 3, p + 3] comme illustré sur la Figure 5.5.
Dans le cas où l’objet immergé est immobile, la détermination de l’ensemble ΩGP s’effectue
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une seule fois pour toute, au début de la simulation.

Identification des points images : l’ensemble des points images ΩIP se construit à partir de
l’ensemble des points fantômes. Nous commençons par chercher le triangle le plus proche
en terme de distance. Il existe de nombreuses méthodes permettant de calculer le champ
distance d’un solide géométrique. Pour chaque point du maillage, nous déterminons le point
de la surface discrétisée en calculant la projection orthogonale sur le solide. Nous rappelons
que le format STL fournit directement la normale à chaque triangle du maillage surfacique,
ceci nous permet de trouver le plan Euclidien correspondant à chaque triangle. En effet, soit
A = (xA

1 , xA
2 , xA

3 ) un point fantôme dans l’espace, n = (n1, n2, n3)T un vecteur normale à un
triangle TL identifié par ces trois sommets SL = (xL

1 , xL
2 , xL

3 ). Une équation cartésienne du plan
PL contenant TL est donnée par n1x1 + n2x2 + n3x3 + d = 0, avec d = −

(
n1xL

1 + n2xL
2 + n3xL

3
)
.

Ainsi, la distance dA,PL entre le point A et le plan PL est donnée par :

dA,PL =
|n · S1 A|
‖n‖ =

∣∣n1xA
1 + n2xA

2 + n3xA
3 + d

∣∣√
n2

1 + n2
2 + n2

3

, (5.14)

le triangle le plus proche du point A est ainsi donné par L ∈ {1,2, · · · ,Ntr} tel quel

min
L∈{1,2,··· ,Ntr}

dA,PL (5.15)

L’avantage de cette méthode réside dans sa simplicité. Néanmoins, elle présente l’in-
convénient d’être coûteuse en temps de calcul, notamment quand l’objet immergé est en
mouvement. En effet, le temps de calcul de la méthode est en O (K× Nx1 × Nx2 × Nx3). Afin
de diminuer le nombre de comparaison nécessaire et réduire le temps de calcul de cette
méthode, nous nous limitons à calculer la distance minimale par la projection orthogonale à
un certain nombre de points du maillage triangulaire de la surface de l’objet immergé [177].
Une fois le triangle TL le plus proche du point fantôme (x1, x2, x3) trouvé, le point image
unique (x1, x2, x3) ∈ΩF correspondant est construit comme suit :

ΩIP = {(x∗1 , x∗2 , x∗3) ∈ΩF ,∃!(x1, x2, x3) ∈ GGP ∧ D
[
(x∗1 , x∗2 , x∗3) ⊥ TL

]
= D

[
(x1, x2, x3) ⊥ TL

]}
, (5.16)

où D
[
(x, y, z) ⊥ TL] est la projection orthogonale du point (x, y, z) sur la triangle TL. Cette

même procédure reste encore valide pour le cas bidimensionnel. La Figure 5.5 illustre un
exemple d’identification du point image à partir d’un point fantôme.

Reconstruction des points images : le point image ne coïncide pas naturellement avec un
nœud de la grille du maillage. Nous devons donc interpoler la valeur d’une variable ϕ

quelconque au niveau de ce point à partir de ses huit (quatre en 2D) plus proches voisins.
Pour ce faire, deux méthodes ont été implémentées au sein de notre solveur :

• la première utilise les polynômes de Lagrange du second ordre. Considérons un cas
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tridimensionnel et notons un point image I(xIP) = (x∗1 , x∗2 , x∗3) ∈ΩIP. De même, notons
les huit noeuds voisins les plus proches NPk, avec k = 1, · · · , 8 tels que (x∗1 , x∗2 , x∗3) ∈
[x1,1, x1,2]× [x2,1, x2,2]× [x3,1, x3,2] ( ce qui revient à chercher la maille entourant le point
I(xIP)) . Soient Φk = LNPk les polynômes de Lagrange correspondant à l’interpolation :

ϕ(xIP) =
8

∑
i=1

ϕNPi Φk, (5.17)

où 

Φ1 =
(x∗1−x1,2)(x∗2−x2,2)(x∗3−x3,2)

(x1,1−x1,2)(x2,1−x2,2)(x3,1−x3,2)

Φ2 =
(x∗1−x1,1)(x∗2−x2,2)(x∗3−x3,2)

(x1,2−x1,1)(x2,1−x2,2)(x3,1−x3,2)

Φ3 =
(x∗1−x1,2)(x∗2−x2,1)(x∗3−x3,2)

(x1,1−x1,2)(x2,2−x2,1)(x3,1−x3,2)

Φ4 =
(x∗1−x1,1)(x∗2−x2,1)(x∗3−x3,2)

(x1,2−x1,1)(x2,2−x2,1)(x3,1−x3,2)



Φ5 =
(x∗1−x1,2)(x∗2−x2,2)(x∗3−x3,1)

(x1,1−x1,2)(x2,1−x2,2)(x3,2−x3,1)

Φ6 =
(x∗1−x1,2)(x∗2−x2,1)(x∗3−x3,1)

(x1,1−x1,2)(x2,2−x2,1)(x3,2−x3,1)

Φ7 =
(x∗1−x1,1)(x∗2−x2,2)(x∗3−x3,1)

(x1,2−x1,1)(x2,1−x2,2)(x3,2−x3,1)

Φ8 =
(x∗1−x1,1)(x∗2−x2,1)(x∗3−x3,1)

(x1,2−x1,1)(x2,2−x2,1)(x3,2−x3,1)

(5.18)

• la deuxième est effectuée en utilisant une pondération inverse à la distance. Soit
dk = ‖xIP − xk‖, avec k = 1, · · · , 8, la distance séparant le point image de ses huit
nœuds voisins. L’évaluation de la variable ϕ(xIP) est donnée par :

ϕ(xIP) =
8

∑
k=1

ϕNPk Φk, (5.19)

avec Φk = d−2
k / ∑8

i=1 d−2
i . Plus un nœud est proche du point image I, plus il sera

influent dans la pondération.

Pour les deux types d’interpolation, si un des points d’interpolation NPi pour i ∈ ~1,8�
est très proche du point image, nous fixons ϕ(xIP) = ϕNPi . Ce cas test pratiquement considéré
quand la distance di/‖xGP − xIP‖2 < ε avec ε = 10−10 (cf. Figure 5.6(b)). Dans le cas où l’un
des points d’interpolation est un point solide, le point IP est confondu avec le point NPi le
plus proche (cf. Figure 5.6(a)).

ΩF

ΩS

GP

NP3

NP2NP1

d3

d2d1

(a)

ΩF

ΩS
GP

NP2

(b)

Figure 5.6. Situation où un des quatre points d’interpolation est confondu avec un point solide (a),
situation où un des quatre points d’interpolation est très proche du point image (b).

Les variables caractéristiques de l’écoulement au niveau des points images IP sont ainsi
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évaluées :

TIP = ∑
k

ΦkTNPk , PIP = ∑
k

ΦkρNPk TNPkR/WNPk , (Yα)IP = ∑
k

Φk · (Yα)NPk , (5.20)

où Φk est l’un des deux coefficients d’interpolation précédemment exposés. Notons ici qu’on
aurait pu évaluer directement la valeur de l’énergie totale au niveau du point image, au lieu
de la recalculer à partir de son expression. Néanmoins, comme nous avons besoin de réévaluer
la température à partir de l’énergie totale pour la résolution de notre système d’équation. En
raison de sa simplicité, nous avons préféré calculer directement la température plutôt que de
la déduire de l’énergie. La masse volumique ainsi que la masse moléculaire de mélange sont
réévaluées en conséquence :

WIP =

(
α=Nsp

∑
α=1

(Yα)IP/Wα

)−1

, ρIP =
PIPWIP

RTIP
. (5.21)

Reconstruction des points fantômes : la partie solide ne nécessite aucun traitement parti-
culier ; elle est évaluée seulement à partir des paramètres de l’écoulement de la partie fluide.
Nous présentons dans ce paragraphe la procédure qui permet la construction de la partie
solide, i.e. les points fantômes. On considère à titre d’exemple un schéma centré d’ordre 2
de la première dérivé d’une variable d’écoulement quelconque ϕ normale à Γ, on peut écrire
ainsi :

∂ϕ

∂n

∣∣∣∣∣
BP

=
ϕIP − ϕGP

2h
+O(h2), (5.22)

où h = ‖xIP − xGP‖2. Par conséquence, la valeur de ϕ à imposer sur le point fantôme dans ce
cas est donnée par :

ϕIP = ϕGP + 2hc, (5.23)

où c désigne la valeur de la frontière immergée imposée ∂ϕ/∂n|BP. La condition de Neumann
sera imposée dans la suite de cette thèse sur la condition de non pénétration des espèces, ce
qui revient à écrire :

∂Yα

∂n

∣∣∣∣∣
BP

= 0. (5.24)

La condition d’adiabaticité, quant à elle, s’obtient en écrivant :

∂T
∂n

∣∣∣∣∣
BP

= 0. (5.25)

Les deux équations (5.24) et (5.25) permettent de construire les quantités température et
fractions massiques des espèces au niveau des points fantômes grâce à l’équation :

TGP = TIP, (Yα)GP = (Yα)IP. (5.26)
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68 5. Méthode de frontières immergées mise au point

En ce qui concerne la condition frontière de Dirichlet, la valeur de la variable ϕ est obtenue à
partir de l’expression :

ϕGP = 2ϕBP − ϕIP, (5.27)

qui traduit le fait que le gradient de la variable ϕ à l’interface reste identique lorsqu’il est évalué
de chaque côté de l’interface. Notons que la prolongation du gradient à travers l’interface
n’a pas de sens physique en soit, il s’agit d’un outil numérique permettant d’imposer la
bonne condition à l’interface en utilisant les premiers points solides juxtaposant l’interface.
Mathématiquement, ceci signifie l’égalité de la forme discrète de l’approximation de la dérivé
à l’ordre 1 à droite et à gauche de l’interface Γ :

ϕBP − ϕGP

h
=

ϕIP − ϕBP

h
. (5.28)

Une paroi isotherme à température Twall peut ainsi être imposée en écrivant :

TGP = 2Twall − TIP (5.29)

Finalement, l’application de la méthode GPM pour la correction de l’équation d’énergie et
la conservation des espèces est réalisée en imposant en chaque point fantôme :

ρGP = ρIP (5.30)

ρGP (Yα)IP = ρIP(Yα)IP, α = 1, · · · ,Nsp (5.31)

ρGP eGP = ρIPhIP − PIP + ρIP
uIP · uIP

2
, (5.32)

où hIP désigne l’enthalpie du point image évaluée en utilisant la chaleur spécifique à pression
constante du mélange cp = ∑

Nsp
α=1(Yα)IP · cp,α(TIP). L’équation (5.30) traduit la conservation de

la masse. La deuxième équation (5.31) est associée à la contrainte de non-pénétration des
espèces à travers la paroi. Et finalement, la troisième équation (5.32) représente la conservation
de l’énergie totale, elle est utilisée pour imposer une paroi adiabatique ou bien isotherme.

5.1.5 Procédure du couplage

La présente stratégie de frontières immergées combine la méthode PVM (section §5.1.3) et
GPM (section §5.1.4) suivant l’algorithme 1.

5.2 Validation de la méthode IBM développée

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques dédiées à la validation
de la méthode de frontières immergées développée. La méthode sera testée sur des cas
bidimensionnels et tridimensionnels dans un second temps. Ces cas sont en régime laminaire
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Algorithm 1 Procédure de couplage de la méthode frontières immergées.
1: Déterminer le statut de chaque point de maillage solide ΩS ou fluide ΩF

2: Chercher le support d’interpolation pour la méthode PVM (voir Figure 5.4)

3: Déterminer les points fantômes ΩGP et les points images ΩIP

4: Estimer le champ de vitesse aux points Lagrangien de l’interface

fluide/solide selon l’équation (5.11)
5: Calculer les variables conservatives mises à jour en ajoutant le terme

source f L(x) (équation (5.12)) aux équations de quantité de mouvement à

chaque étape de Runge-Kutta

ou turbulent. L’objectif est de valider la méthode développée sur une série de cas test et de
montrer sa capacité à simuler des écoulements autour d’objets de différentes géométries. Il
n’est pas de produire une étude physique profonde sur chaque cas test.

5.2.1 Plaque plane subsonique

Pour ce premier cas test de validation, nous cherchons à valider l’établissement de la
couche limite sur un une plaque plane. Nous comparons la solution obtenue par le biais de
notre méthode à la solution théorique largement documentée pour un écoulement laminaire
sans gradient de pression (solution de Blasius). Le cas étudié s’inspire d’une étude similaire
présentée par Bobenrieth Miserda et al. [20]. La configuration étudiée correspond à un
écoulement subsonique autour d’une plaque plane à incidence nulle. Le nombre de Reynolds
basé sur la longueur de la plaque L est Re = LU∞/ν = 250. Le choix de ce nombre de Reynolds
empêche la transition au régime turbulent le long de la plaque. Le domaine rectangulaire de
calcul présente une longueur caractéristique de 4.5L (avec L = 70 mm) et une largeur de 9L
et un rapport entre la longueur L et l’épaisseur de la plaque e est approximativement égal
70 (cf. Figure 5.7) et discrétisé avec un maillage non uniforme (raffiné autour de la plaque
plane) comportant Nx1 × Nx2 = 1700× 600 points. Le bord d’attaque de la plaque est fixé au
point (0,0) et le domaine est étendu avant la plaque jusqu’à x1 = −2.5L et après la plaque
jusqu’à x1 = 1L afin d’éviter toute interaction entre la condition d’entrée et la condition du
mur adiabatique sur la plaque. Le nombre total de points Lagrangiens retenus pour décrire la
plaque plane est approximativement 2040.

Sur la Figure 5.8 sont superposés des profils adimensionnés de vitesse longitudinale à
plusieurs abscisses x1 en fonction de la cordonnée spatiale sans dimension η = x2/β(x1),
où β(x1) = x1Re1/2

x1
et Rex1 = U∞x1/ν. On remarque que, plus on s’éloigne en aval du bord

d’attaque de la plaque plane, plus les profils se rapprochent de la solution analytique de
Blasius. La deuxième comparaison effectuée porte sur l’évolution du coefficient de friction
C f = 2τp/(ρU2

∞), où τp = (µ∂u1/∂x2) |x2=0, le long de la plaque. Les résultats de la simulation
sont comparés à la loi de Blasius donnée par C f ≈ 0.644/

√
Rex1 . Les résultats numériques et

théoriques sont présentés sur la Figure 5.9. Le coefficient de friction C f est maximum au bord
d’attaque et diminue rapidement en se stabilisant le long de la plaque. La concordance entre
la solution obtenue avec la modélisation de la paroi adiabatique par la présente méthode
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Figure 5.7. Configuration du cas test de plaque plane (gauche), une visualisation du maillage
Lagrangien de la plaque plane (droite).

Figure 5.8. Profils autosimilaires de vi-
tesse longitudinale sur chaque abscisse x1.
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Figure 5.9. Profils du coefficient C f le long de
la plaque plane.
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d’IBM et les prévisions de la théorie asymptotique de Blasius est excellente et les deux courbes
se superposent presque complètement.

La Figure 5.10 présente le champ de la variable βM = ‖∇M‖1/20 avec M le nombre
de Mach. Cette variable offre la possibilité d’une bonne visualisation du développement
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Figure 5.10. Développement de
la couche limite avec la variable
βM. La ligne blanche représente
la solution théorique de Blasius δ.

de la couche limite. Nous avons également superposé sur la même Figure 5.10, avec la
ligne blanche, l’évolution de la solution théorique de la couche limite donnée par δ =

5x1R1/2
x1

= 5β(x2). Comme attendu par la théorie de Blasius, l’épaisseur de la couche limite
augmente paraboliquement en se déplaçant dans le sens de l’écoulement (à la distance du
bord d’attaque).

5.2.2 Écoulements autour d’un cylindre

Nous considérons un écoulement autour d’un cylindre bidimensionnel comme illustré sur
la Figure 5.11. Cet écoulement fournit un modèle d’écoulement autour d’obstacles profilés
ou non. Ce cas test présente une grande complexité en terme de topologie de l’écoulement.
Il préserve également le potentiel instable des régions où la turbulence est générée. Ces
régions sont la couche limite sur l’obstacle, la couche de cisaillement délimitant la région
de recirculation et le sillage. Le comportement de l’écoulement dans le sillage dépend de
l’état de ces régions qui peut être laminaire, transitoire ou turbulent. L’écoulement autour
d’un cylindre dépend uniquement du nombre de Reynolds défini par Re = U∞d/ν, où U∞

est la vitesse du fluide en amont et ν la viscosité cinématique du fluide considéré. Nous
rappelons que ce nombre adimensionnel caractérise le rapport entre les forces d’inertie et les
forces visqueuses. Nous allons considérer deux cas bien documentés ; le premier concerne un
écoulement subsonique à faible nombre de Reynolds, et l’autre sera consacré à étudier un
écoulement supersonique à grand nombre de Reynolds.

d
Lx2

a

Lx1

b
Figure 5.11. Illustration du domaine de calcul
pour l’écoulement autour du cylindre.
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72 5. Méthode de frontières immergées mise au point

Les détails géométriques de chacun des deux cas sont présentés dans le Tableau 5.1. Dans
les deux cas, les longueurs suivant les deux directions x1 et x2 sont choisies suffisamment
grandes afin de minimiser l’effet parasite des conditions frontières.

Tableau 5.1 – Caractéristiques (en mm) du do-
maine de calcul définies sur la Figure 5.11.

Écoulement a b Lx1 Lx2

subsonique 12.5d 15d 45d 24d
supersonique 3d 2d 25d 6d

5.2.2.1 Écoulements subsonique autour d’un cylindre à faible nombre de Reynolds

Le champ de vitesse fluide est uniforme en entrée, imposé par le nombre de Reynolds
régissant l’écoulement U∞ = Re.ν/d. L’écoulement en amont du cylindre est laminaire. Des
conditions de mur glissant sont imposées sur les faces supérieure et inférieure du domaine,
tandis qu’une condition de sortie est employée à la sortie. Le fluide considéré est l’air (N2

et O2) à la pression P∞ = 1 atm et à la température T∞ = 300 K. Une condition de non-
glissement et d’adiabaticité est imposée sur la paroi du cylindre modélisée par 80 points
Lagrangiens. Le pas de temps ∆t est choisi de manière à obtenir un nombre CFL égal à 0.5.
Le domaine de calcul est discrétisé avec Nx1 × Nx2 = 601× 156 points. Le maillage est raffiné
dans la zone de cylindre puis relâché loin de cette zone (cf. Figure 5.12). Une vue détaillée
du maillage Lagrangien modélisé par 80 points est présentée sur la Figure 5.13. Nous allons
effectuer cinq simulations couvrant les nombres de Reynolds Re = 10,20,40,100 et 300. Les
trois premières simulations correspondent au cas où deux tourbillons symétriques se forment
derrière le cylindre. La troisième simulation se situe dans le régime où un détachement
périodique de deux tourbillons contra-rotatifs est observé et se trouve dans la gamme du
régime laminaire instationnaire bidimensionnel. La dernière simulation est caractérisée par
de effets tri-dimensionnels plus prononcés.

La Figure 5.14 montre les lignes de courant une fois l’état stationnaire est atteint pour
Re = 10,20 et 40. Comme prévu, on observe qu’une paire de tourbillons stationnaires attachés
apparaissent derrière le cylindre aux nombres de Reynolds considérés. La longueur caractéris-
tique du sillage l (la distance entre le point le plus en arrière du cylindre et la fin du sillage) et
l’angle de séparation θs des tourbillons sont mesurés et reportés dans le Tableau 5.2. Ces deux
quantités sont comparées avec des résultats numériques et expérimentaux de la littérature.
Les résultats correspondant à nos simulations basées sur la modélisation du cylindre par
la méthode d’IBM développée sont en bon accord avec les résultats des études précédentes
pour les trois nombres de Reynolds considérés. En outre, le coefficient de traînée CD et les
coefficients de pression de stagnation en amont Cp(π) et en aval Cp(0) du cylindre sont
également évalués lorsque l’état stationnaire est établi. Comme le montre le Tableau 5.3, ces
paramètres concordent bien avec les résultats des études précédentes.

Le coefficient de traînée CD et les coefficients de pression de stagnation en amont Cp(π)
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Figure 5.12. Vue générale du maillage Cartésien (N = Nx1 × Nx2 = 601× 156).
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Figure 5.13. Vue détaillée du maillage Lagrangien.

Re = 10 Re = 20 Re = 40
l θs l θs l θs

Mei et Shyy (1998) [186] 0.996 30.00 3.608 42.10 8.760 50.12
He et Luo (1997) [115] 0.948 26.89 3.684 42.90 8.980 50.84

Nieuwstadt et Keller (1973) [195] 0.868 27.96 3.572 43.37 8.714 53.34
Présente méthode 0.968 28.05 3.664 43.72 8.522 53.16

Tableau 5.2 – Comparaison des paramètres géométriques de l’écoulement autour du cylindre pour
Re = 10, 20 et 40.

et en aval Cp(0) du cylindre sont également évalués lorsque l’état stationnaire est établi.
Comme le montre le Tableau 5.3, ces paramètres concordent bien avec les résultats des études
précédentes.

Re = 10 Re = 20 Re = 40
CD CP(0) CP(π) CD CP(0) CP(π) CD CP(0) CP(π)

Nieuwstadt et Keller (1973) [195] 2.828 −0.692 1.500 2.053 −0.582 1.274 1.550 −0.554 1.117
He et Luo (1997) [115] 3.170 −0.697 1.393 2.152 −0.567 1.233 1.499 −0.487 1.133

Présente méthode 2.988 −0.665 1.470 2.070 −0.550 1.265 1.522 −0.452 1.135

Tableau 5.3 – Comparaison des paramètres dynamique de l’écoulement autour du cylindre pour
Re = 10,20 et 40.
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(a) Re = 10

(b) Re = 20

(c) Re = 40

Figure 5.14. Lignes de courant pour Re = 10, 20 et 40.

On note, dans le cas d’un écoulement subsonique, la formation d’un écoulement "miroir"
à l’intérieur du cylindre où le champ de vorticité se développe en créant deux tourbillons
permettant la continuité des dérivés de vitesse, comme en témoigne la Figure 5.15.

Dans le cas Re = 300, l’évolution temporelle du champ de vorticité est illustrée sur la
Figure 5.16. En une période, un tourbillon apparaît de chaque côté du cylindre, provoquant la
naissance d’une allée tourbillonnaire de Von-Kármán avec des tourbillons ayant presque la
même taille et intensité.
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Figure 5.15. Champ de vorticité su-
perposé aux lignes de courant pour
Re = 100 à tU∞/d = 2.25.
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Figure 5.16. Contours de vorticité à tU∞/d = 11.9(a), 23.8(b), 29.8(c), 35.7(d), et 83.4(e) pour
Re = 300

La distribution du coefficient de pression CP(θ) = 2(P(θ)− P∞)/(ρU2
∞), où θ est la coor-

donnée azimutale sur le cylindre, en fonction de θ pour les cas Re = 100 et 300 est reportée
dans la Figure 5.17. Les résultats de simulation sont comparés aux résultats numériques de
Rajani et al. (2009) [221] et Johnson (1996) [133]. Nous trouvons que les résultats obtenus par
voie de simulation sont en bon accord avec ceux de la littérature.

A partir des champs de vitesse et pression calculés, les coefficients de portance Cd =

2Fx1 /(ρU2
∞d), de traînée CL = 2Fx2 /(ρU2

∞d) et le nombre de Strouhal St = d f /U∞ sont
également évalués. Dans ces définitions, f désigne la fréquence de lâché tourbillonnaire
derrière le cylindre, et la force exercée sur le cylindre par le fluide F = (Fx1 , Fx2), où Fx1 et Fx2

désignent respectivement sa composante longitudinale et transversale, est définie par :

F = −d
2

∫ 2π

0
τi,jnidθ (5.33)

Le Tableau 5.4 présente un comparatif de ces trois coefficients obtenus par la présente
méthode et des résultats rapportés dans la littérature. L’ensemble de nos résultats s’intègre
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Figure 5.17. Distribution du coefficient de pression sur le cylindre en fonction de θ normalisé par
CP(θ = 0) pour Re = 100 (a) et Re = 300 (b).

bien dans la gamme de valeurs issues dans la littérature.

CL Cd St
Re = 100 Re = 300 Re = 100 Re = 300 Re = 100 Re = 300

Rajani et al. [221] 0.17 0.60 1.33 1.28 0.15 0.21
Ghias et al. [91] 0.32 0.67 1.36 1.40 0.16 0.21

Lima E Silva et al. [163] - - 1.39 1.27 0.16 0.20
Ding et al. [62] 0.28 - 1.35 - 0.16 -

Présente méthode 0.25 0.62 1.36 1.26 0.16 0.21

Tableau 5.4 – Comparaison des coefficients de traînée, de portance et du nombre de Strouhal avec la
littérature.

5.2.2.2 Écoulements supersonique autour d’un cylindre à grand nombre de Reynolds

Contrairement au cas subsonique, l’écoulement supersonique autour du cylindre présente
des structures caractéristiques et un comportement du fluide très différents. Des ondes de
choc apparaissent. Elles sont associées à des variations brutales des propriétés de l’écoulement,
en particulier de la vitesse normale du choc, de la pression et de la température. Nous allons
reprendre ici l’étude de Chaudhuri et al. [48] où le cylindre est placé dans un écoulement
supersonique à Mach 3.5. Le nombre de Reynolds basé sur le diamètre du cylindre est
Re ≈ 106. Des conditions de mur glissant sont imposées sur les faces inférieure et supérieure
et une condition de sortie est utilisée à la sortie. Cinq niveaux de maillage, sans raffinement
autour du cylindre, sont considérés afin d’évaluer l’ordre de convergence de la méthode (voir
Tableau 5.5). Pour chaque maillage, nous définissons une taille de maille caractéristique de
maillage ∆h =

√
∆x1,h∆x2,h où ∆xi,h = Lxi /Nxi,h pour h = 0, · · · , 4. Le niveau de résolution de

chaque maillage est quantifié par Nh =
√

Nx1,h Nx2,h .
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Maillage Nx1 Nx2 Nombre total de points
M1 28 26 0.016
M2 29 27 0.065
M3 210 28 0.262
M4 211 29 1.048
M5 212 210 4.194

Tableau 5.5 – Maillage utilisé pour l’évaluation de la convergence. Le nombre total de points est donnée
en million de points (MP).

Si le choc est normal, l’écoulement devient subsonique, mais pour un choc oblique, seule
la composante normale au choc de la vitesse diminue à travers le choc, et donc l’écoulement
résultant peut rester supersonique. La topologie obtenue se présente alors sous forme de
structures dites "en losanges" (diamond shock pattern), caractéristique des jets supersoniques,
comme le montre le champ de la topologie de masse volumique, de vitesse longitudinale, de
vitesse transversale, de température et de pression de la Figure 5.18.

En s’inspirant des techniques expérimentales de visualisation (Schlieren), on reproduit un
Schlieren numérique à partir du champ de gradient de masse volumique suivant l’expression :

Sρ = αexp

−β

√(
∂ρ

∂x1

)2

+

(
∂ρ

∂x2

)2
max

√(
∂ρ

∂x1

)2

+

(
∂ρ

∂x2

)2
−1

 (5.34)

Le choix de α et β déterminent la cascade de coloration du noir vers le blanc et l’am-
plification des petits gradients afin qu’ils soient bien affichés. Dans le cadre de cette thèse,
nous avons retenu les mêmes valeurs que Quirk [220] et Hadjadj et Kudryavtsev [111], à
savoir α = 1 et β = 5. La présence du choc détaché en amont du cylindre comportant un bord
d’attaque arrondi, ainsi que le sillage du cylindre interagissant avec les ondes de choc est bien
visible.

Nous étudions en détail les propriétés locales du premier choc, et en particulier, la loi
θ − β−M. Cette loi se traduit par une relation liant l’angle θ de déflexion de l’écoulement à
travers un choc oblique à l’angle β du choc oblique pour un nombre de Mach donné (voir
Figure 5.20). Cette relation est donnée par :

tan(θ) = 2cot(β)

[
M2 sin2 β− 1

M2(γ + cos(2β)) + 2

]
, (5.35)

Les résultats pour les différents maillages sont reportés sur la Figure 5.21 et comparés aux
résultats numériques de Chaudhuri et al. [48] et à l’expression théorique (5.35). Malgré une
certaine dispersion autour de la solution analytique, nos simulation obtenues sur différents
maillages sont en bon accord avec les données de référence, et nous remarquons également
que, plus le maillage est raffiné, plus l’accord avec la solution analytique est bon, et ce malgré
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Figure 5.18. Champ de ρ, u1, u2, T et P pour l’écoulement supersonique autour du cylindre obtenu
avec la résolution de maillage M4.
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Figure 5.19. Schlieren de masse volumique pour l’écoulement supersonique autour du cylindre obtenu
avec la résolution de maillage M4.
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Figure 5.20. Esquisse du choc courbe (droite) et des angles associés (gauche).

le fait que le rapport des capacités massiques γ soit variable dans notre solveur CREAMS, alors
que nos résultats sont comparés à un cas γ = 1.4.
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Figure 5.21. Relation θ − β
pour M = 3.5 pour l’écoule-
ment supersonique pour différents
maillages et comparaison avec la
théorie.

La distance du choc détaché par rapport au cylindre, notée ∆, dépend uniquement du
diamètre d et du nombre de Mach, selon la relation de Billig [18] :

∆
d
= λ1 exp

(
λ2

M2
∞

)
, (5.36)

avec λ1 = 0.193 et λ2 = 4.67. Le Tableau 5.6 compare les résultats obtenus par les présentes
simulations et pour quatre maillages avec ceux obtenus numériquement par Chaudhuri
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Figure 5.22. Distribution de CP(θ) moyen
sur le cylindre en fonction de θ normalisé par
CP(θ = 0) pour l’écoulement supersonique.
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et al. [48]. Les résultats sont en bon accord et s’approchent de la formule analytique d’autant
plus que le maillage est raffiné.

M1 M2 M3 M4 λ1 exp
(
λ2/M2

∞
)

Chaudhuri et al. (2011) [48] 0.34 0.33 0.31 0.30 0.29

Présente méthode 0.32 0.31 0.30 0.29 0.29

Tableau 5.6 – Distance du choc détaché par rapport au cylindre pour les maillage Mi, i = 1,2,3,4.

Le coefficient de pression Cp(θ) est calculé pour les maillage Mi, i = 1,2,3,4. Les résultats
correspondant sont reportés dans la Figure 5.22. Un bon accord est trouvé avec les résultats
de Chaudhuri et al. [48]. Il est à noter que la distribution est indépendante de la densité de
maillage à partir de M3. L’étude de convergence consiste à comparer les différences obtenues
pour différents maillages, entre la solution fournie par le solveur et la solution analytique
associée au problème considéré. Or, la complexité de la topologie de l’écoulement dans le
sillage du cylindre, comprenant entre autres les chocs et les interactions complexes entre
les tourbillons, rend la tâche d’évaluer l’ordre de convergence de la présente méthode de
frontière immergées délicate. Comme il n’existe pas de solution analytique pour ce problème,
nous considérons la solution évaluée sur un maillage raffiné comme solution de référence. La
solution raffinée correspondra à la solution évaluée pour le maillage M4. Le pas de temps
choisi pour l’ensemble des simulations est le pas de temps le plus petit obtenu pour le calcul
préalable que nous avons réalisé sur le maillage M4. Nous calculons les erreurs L2 et L∞

intégrées sur les valeurs ponctuelles aux points de maillage pour une quantité φ donnée par :

EMh
2 =

√√√√ 1
(Nx1,h × Nx2,h)

Nx1,h

∑
i=1

Nx2,h

∑
j=1

(
φMh

i,j − φM4
i,j

)2
, (5.37)

et :
EMh

∞ = max
∣∣∣φMh

i,j − φM4
i,j

∣∣∣ . (5.38)

Quel que soit le type de norme adopté, nous pouvons supposer que EMh = C. (∆h)
q, où q
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représente l’ordre de convergence et C une constante [199]. Le taux de décroissance d’erreur
EMh /EMh+1 est lié au rapport de raffinement du maillage r = ∆h/∆h+1 par :

EMh

EMh+1
=

(
∆h

∆h+1

)q

=

(
Nh+1

Nh

)q

= rq. (5.39)

L’ordre de convergence peut donc s’écrire :

q = log
( EMh

EMh+1

)
/log(r), (5.40)

où r = 2 dans cette étude. La Figure 5.23 montre que nous obtenons un ordre global de
convergence pour la présente méthode de frontières immergées couplée au solveur CREAMS
légèrement supérieur à 2 pour la vitesse longitudinale u1 et le coefficient de pression CP(θ),
voir le Tableau 5.7 pour plus de détails concernant l’étude de convergence.
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Figure 5.23. Courbes de décroissance de l’erreur en norme L2 (a) et L∞ (b) pour les composantes de
vitesse longitudinale u1 et le coefficient de pression Cp(θ).

CP u1
Nh ∆h L2 q2 L∞ q∞ L2 q2 L∞ q∞

256 28
0.013378 - 0.06174 - 0.46607 - 0.48638 -

512 29
0.002951 2.23 0.01316 2.23 0.09484 2.29 0.10883 2.16

1024 210
0.000637 2.21 0.00278 2.24 0.01947 2.28 0.02194 2.31

Tableau 5.7 – Erreurs au sens des normes L2 et L∞ et l’ordre de convergence correspondant à u1 et
CP.
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82 5. Méthode de frontières immergées mise au point

5.2.2.3 Évaluation de la conservation globale de la masse

Nous allons utiliser ce dernier cas test pour évaluer les performances de la méthode de
frontières immergées en termes de conservation de masse. Pour ce faire, nous considérons
la configuration représentée sur la Figure 5.24. Il consiste à conduire séparément deux
simulations numériques (S1) et (S2). La condition d’entrée du deuxième domaine de calcul
sans le cylindre est identique à la condition de sortie du premier calcul avec la présence
du cylindre. Ceci permet d’avoir un débit massique ṁout

1 obtenu à la sortie de la première
simulation numérique strictement égal (c’est-à-dire jusqu’à la précision de la machine) au
débit massique ṁin

2 mis à l’entrée du deuxième domaine de calcul. En termes de domaine de
calcul et de conditions aux limites associées, les caractéristiques de la simulation (S1) sont les
mêmes que celles examinées dans la section précédente consacrée à l’analyse d’un écoulement
supersonique interagissant avec un cylindre circulaire. Les paramètres de simulation retenus
pour la simulation (S2) sont exactement les mêmes sauf qu’il n’y a pas de frontière immergée.

ṁin
1 ṁout

2

ṁ
ou

t
1

=
ṁ

in 2

IB
sans IB

Figure 5.24. Schématisation des deux domaines de calcul pour l’évaluation de la conservation globale
de masse

On introduit le rapport de conservation de masse pour chaque simulation par l’intermé-
diaire des deux variables η1 = ṁout

1 /ṁin
1 et η2 = ṁout

2 /ṁin
2 , où ṁin

1 et ṁout
1 (resp. ṁin

2 et ṁout
2 )

sont les débits massiques calculés à l’entrée et à la sortie du premier (ou deuxième) domaine
de calcul. Nous définissons également deux rapports globaux supplémentaires de conserva-
tion de masse ηT = ṁout

2 /ṁin
1 et ηR = η1/η2. Puisque ṁout

1 = ṁin
2 , il est facile de montrer que la

première quantité est donnée par ηT = η1 × η2. Si le solveur CREAMS Navier-Stokes est capable
de maintenir une parfaite conservation de masse, alors η2 = 1 et ηR = ηT = η1. En pratique,
η2 < 1 la valeur de ηR sera donc retenue comme la métrique pertinente pour discriminer
seulement la performance de conservation de masse de la méthode d’IBM.

L’évolution temporelle de ηR est représentée sur la Figure 5.25 qui rapporte à la fois les
valeurs obtenues avec le présent algorithme et celles issues de la méthode "Ghost-Point"
standard. Le cas test permet d’étudier le niveau de conservation de masse globale sur
l’ensemble du domaine. A l’état d’équilibre, c’est-à-dire pour le temps t dans l’intervalle
[10tref, 50tref], une valeur moyenne de ηR approximativement égale à 0.997 est obtenue avec
notre algorithme de frontières immergées : la perte totale de masse ne dépasse pas 0.3%.
Comme le montre la Figure 5.25, cela correspond à une légère amélioration (de l’ordre de
1,5%) par rapport à l’utilisation de l’approche standard GPM. Les résultats représentés sur
la Figure 5.25 ont été obtenus sur le maillage M2, qui comprend un nombre total de points
N2×N2. Les valeurs de ηR obtenues sur les autres maillages M0, M1 et M3 sont de 0.988, 0.993
et 0.998, respectivement. Comme prévu, la conservation globale de la masse est améliorée à
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Figure 5.25. Évolution de ηR en fonction
du temps pour l’algorithme IBM actuel et la
méthode GPM standard. Le temps est adimen-
sionnée par le temps nécessaire à une particule
fluide pour traverser le domaine de calcul de
l’entrée à la sortie

mesure que le maillage est affiné.

Enfin, il est également remarquable que le surcoût de calcul reste assez faible. En effet, on
le trouve inférieur à 0,3%. Par exemple, pour le maillage M2, le temps supplémentaire requis
par itération est inférieur à 80 · 10−6 s.

5.2.3 Interaction d’un obstacle avec une onde de choc issue d’une explosion à
l’air libre

Le problème de la réflexion, de la diffraction et de l’interaction d’ondes de choc sur un
obstacle est d’une grande importance pratique. Nous rencontrons en effet ce problème dans
un grand nombre de situations industrielles, par exemple, l’interaction de chocs issus des
différentes composantes d’un lanceur ou encore l’interaction de chocs induits par le fuselage
et les surfaces portantes d’un véhicule de rentrée. D’autre part, la conception d’un système
propulsif constitue un problème technologique majeur dans la définition des futurs engins
hypersoniques. A ce sujet, l’entrée d’air, servant à ralentir l’écoulement pénétrant dans la
chambre de combustion supersonique au travers d’une série d’ondes de choc, joue un rôle
crucial. Il faut en effet que l’écoulement arrive dans cette dernière avec une efficacité maximale
et donc une perte minimale de la pression d’arrêt de l’écoulement. Les interactions successives
de chocs qui se produisent dans le diffuseur de l’entrée d’air sont un facteur déterminant
pour l’état de l’écoulement à l’entrée la chambre de combustion.

5.2.3.1 Diffraction d’une onde de choc sur un obstacle

Ce problème a fait l’objet de plusieurs études expérimentales et numériques [33, 66,
289, 42, 237]. La configuration de ce problème consiste à déplacer une onde de choc, initia-
lement positionnée en amont de l’obstacle, vers ce dernier. La topologie d’écoulement est
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84 5. Méthode de frontières immergées mise au point

généralement la même quelle que soit la géométrie de l’obstacle. Cette interaction génère
des phénomènes complexes comme des ondes réfléchies, des tourbillons et un système varié
de Mach, comme le montre la Figure 5.26. De manière synthétique, une réflexion régulière
apparaît dans un premier temps. Lorsque l’onde de choc se propage, l’angle d’incidence
augmente jusqu’à un angle critique à partir duquel la réflexion régulière est transformée en
réflexion de Mach. L’interaction entre l’onde réfléchie et l’onde incidente donne naissance
à un point triple TP1. La trajectoire de TP1 est appelé "système de point triple supérieur".
Dans un deuxième temps lorsque l’onde de choc continue à se propager derrière le triangle,
une deuxième onde de Mach apparaît hors du premier "système de point triple supérieur" et
l’apparition d’un deuxième point triple TP2.

Figure 5.26. Description des différents phé-
nomènes générés par la diffraction d’une onde
de choc plane sur une double rampe.RS : Onde
réfléchie, IS : Onde incidente, TP1 : premier
point triple, TP2 : deuxième point triple, MS :
Onde de Mach, SL : ligne de glissement, V :
Tourbillon, AW : Onde accélérée, DW : Onde
décélérée, EW : Onde en expansion.
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SL
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Double rampe : nous considérons l’interaction d’une onde de choc à Ms = 1.30 avec un
obstacle ayant la forme d’une double rampe. Ce cas test est un problème classique portant
dans la littérature le nom de Schardin (1957) [237]. En aval de l’onde de choc (à droite),
l’écoulement est initialisé à (ρ0, u1,0, u2,0, P0) = (1,0,0, Patm) et l’état amont est calculé à partir
des relations de Rankine-Hugoniot avec le nombre de Mach Ms = 1.3. On s’inspire des
travaux de Chang et Chang [42] où l’on peut trouver le détail des paramètres géométriques
de la simulation. Des conditions limites de type Neumann sont appliquées sur toutes les
frontières de domaine. Le domaine de calcul contient Nx1 × Nx2 = 2500× 1500 points. La
surface de l’obstacle est modélisée par 1800 points Lagrangiens de telle sorte que chaque
maille Eulérienne contienne au moins un point Lagrangien.

La Figure 5.27 permet de visualiser l’évolution de la structure d’écoulement à travers une
série de Schlieren de masse volumique (défini par l’équation (5.34)). La structure des ondes de
choc est similaire à celle décrite dans la Figure 5.26. Une comparaison à l’instant t = 138µs (
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t = 0 correspond à l’instant ou la collision entre l’onde de choc et l’obstacle se produit) entre
le Schlieren numérique et expérimental est représentée sur la Figure 5.28. On observe que
le processus de génération de vortex et celui d’interaction choc-vortex est bien restitué par
la simulation numérique, ce qui signifie que la présente méthode d’IBM arrive à reproduire
l’essentiel du phénomène d’interaction onde de choc / obstacle.

ISRS

(a)

TP1

V

SL

(b)

DW

TP2

AW

(c)

Figure 5.27. Description de la dynamique d’interaction choc/tourbillon à trois instants successifs.

Figure 5.28. Comparaison entre le Schlieren expérimentale (à droite) et numérique (à gauche) à
l’instant t = 138µs.
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Figure 5.29. Trajectoire des deux points
triples et du centre du tourbillon pour le
problème de Schardin (1957) [237].

Sur la Figure 5.29, nous reportons l’évolution des trajectoires obtenu par l’actuelle si-
mulation des deux points triples TP1 et TP2, ainsi que celui du centre du tourbillon. Ces
trajectoires sont comparés à ceux obtenus expérimentalement par Chang et Chang [42] et
numériquement par Chaudhuri et al. [48]. Les deux axes sont adimensionnés par a et b qui
désigne respectivement la hauteur de la double rampe tracée à partir du sommet sur l’axe,
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86 5. Méthode de frontières immergées mise au point

et la demi longueur de la double rampe. Nous constatons que les résultats obtenus par
la présente méthode d’IBM sont en bon accord avec les références de la littérature, ce qui
prouve ainsi la capacité de la méthodologie développée pour simuler l’effet de l’obstacle par
l’intermédiaire d’une frontière immergée à reproduire les effets complexes d’interaction choc
normal-obstacle.

Cylindre : nous avons ensuite appliqué la méthode frontière immergée pour le problème
bien documenté de la simulation d’interaction d’une onde de choc à Ms = 2.81 et une un
cylindre de rayon r = 0.2 cm [234, 22]. Le domaine de calcul est similaire à celui du problème
de double rampe.

Figure 5.30. Trajectoire des deux points
triples pour le problème d’interaction choc
plane et cylindre.
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Le calcul des trajectoires des deux points triples supérieur et inférieur est reporté sur la
Figure 5.30. Les résultats de simulations sont comparés aux résultats numériques de Zółtak et
Drikakis [289] et expérimentaux de Bryson et Gross [33] et de Kaca [137]. La comparaison
montre que la présente méthode prédit avec satisfaction l’évolution du trajectoire des points
triples. Une illustration de l’écoulement est donnée sur la Figure 5.31 sur laquelle est fourni un
Schlieren de masse volumique et les lignes de courant obtenus t = 30µs à partir de l’instant de
collision entre l’onde de choc et le cylindre. Les ondes de détente sont bien visibles au passage
du cylindre dans la région d’accélération de l’écoulement. Dans le sillage, un écoulement
complexe se forme avec des structures tourbillonnaires détachées et deux tourbillons contre-
rotatifs prennent naissance. La Figure 5.32 trace le suivi l’évolution temporelle de la valeur de
pression sur quatre position sur le cylindre en comparaison avec les données expérimentales
de Kaca [137]. L’accord est globalement très bon.

5.2.3.2 Réflexion des ondes de choc (interférences RR-MR)

Nous considérons le dispositif présenté dans la Figure 5.33 qui a été récemment conçu
par Kobayashi et Adachi [145] pour étudier le phénomène d’hystérésis lors de la transition
réflexion de Mach (RM)-réflexion régulière (RR). Ce dispositif consiste à étudier l’interaction
d’un choc incident à Ms = 1.35 et une double rampe tronquée "blunt wedge" avec une angle
d’incidence θω = 47.3. La topologie de l’écoulement dans le sillage de la double rampe
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Figure 5.31. (a) Schlieren de masse volumique et (b) lignes de courant à t = 30µs.
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Figure 5.32. Évolution temporelle de
la valeur de pression au niveau de quatre
positions sur le cylindre.

tronquée est présentée dans Figure 5.35. Les différentes structures de naissance de tourbillons,
d’interaction choc/tourbillons et de réflection d’onde de choc sont bien observées.

En présence de la rampe de compression, la réflexion de Mach met en jeu trois ondes
de choc : une onde de choc incidente, une onde de choc réfléchie et un disque de Mach
localement normal à la direction initiale de l’écoulement. Ces trois ondes de choc se rejoignent
au point, appelé point triple, suivent une ligne rectiligne et se propagent vers l’aval. L’évolution
spatiale de l’angle entre l’onde incidente et réfléchie ωir (cf. Figure 5.35) est reportée sur la
Figure 5.34. La comparaison avec les données expérimentales de Kobayashi et Adachi [145]
est satisfaisante, en particulier lorsqu’on tient compte de l’importante disparité qui existe
dans les données expérimentales
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Figure 5.33. Description de l’obstacle sous
forme d’un coin tronqué. ωir représente l’angle
entre l’onde incidente et réfléchie, ωi l’angle
de l’onde incidente et ωr l’ongle réfléchi.
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Figure 5.34. Variation de l’angle ωir en com-
paraison avec les données expérimentales de
Kobayashi et Adachi [145].
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Figure 5.35. Description de l’interaction choc-tourbillon avec un Schlieren pour le cas de la double
rampe tronquée à deux instants successifs.

5.2.4 Marche montante

Nous validons à présent la méthode d’IBM sur l’écoulement au voisinage d’une marche
montante. Cette configuration fût introduite initialement par Emery (1968) [74] et reprise plus
tard par Woodward et Colella (1984) [277]. Elle a fait l’objet d’un grand nombre de recherches
et a servi pour la validation de plusieurs développements numériques et théoriques [102, 124]
du fait de la complexité de la structure de l’écoulement qui se développe au passage et en aval
de la marche. Le domaine de calcul est un rectangle de taille Lx1 × Lx2 = 3× 1(cm) discrétisé
avec Nx1 × Nx2 = 480× 160 points, où le bord d’attaque de la marche montante d’une hauteur
0.2(cm) est situé à x1 = 0.6(cm). Le champ d’écoulement initial est défini avec une pression
P = 1.0 atm et une vitesse horizontale U∞ à l’entrée de Mach égal à 3. Des conditions de
paroi glissante sont appliquées sur la frontière supérieure. Au niveau du plan de sortie, une
condition de bord sortante est employée.
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La topologie d’écoulement évolue en fonction d’un temps caractéristique adimenssionné
défini par t∗ = tU∞/Lx1 . Dans un premier temps, à cause de la marche montante, une onde de
choc détachée se forme et se réfléchie sur la paroi haute à t∗ ≈ 1. L’onde de choc réfléchie est
réfléchit à nouveau sur la paroi basse à t∗ ≈ 1.5. Ensuite, un point triple se crée au niveau de
la paroi haute et se déplace progressivement vers l’amont. La structure finale de l’écoulement
est obtenue à t∗ ≈ 5 et présente un choc fort dont la courbure est sensiblement diminuée.
Nous choisissons d’arrêter notre simulation à t∗ = 4, instant où les structures (chocs, détentes,
discontinuités de contact) sont particulièrement visibles.
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Figure 5.36. Champ d’iso-contours de masse volumique ρ (30 niveaux réparties entre les extrema de
ρ à t∗ = 4).

Figure 5.37. Zoom sur lignes de cou-
rant autour du coin à t∗ = 4.

La Figure 5.36 montre un Schlieren de masse volumique à t∗ = 4. Les tendances observées
par Woodward et Colella [277] sont globalement bien reproduites par la présente simulation.
En effet, on peut voir clairement plusieurs zones lisses séparées par les ondes de choc. On
distingue également les instabilités de Kelvin-Helmholtz qui se développent le long de la
couche de cisaillement supérieure. Ces instabilités sont maintenues lorsqu’elles se déplacent
sur les ondes de choc. En outre, on trouve que le point triple se situe légèrement en avance par
rapport à l’interface de la marche, alors qu’il doit être sur le même plan, comme l’a signalé
Clain et al. [52]. Ceci peut s’expliquer par le critère d’activation non linéaire du WENO7 qu’il
faut encore ajuster. Les lignes de courant au voisinage du coin de la Figure 5.37 nécessite un
traitement particulier détaillé en annexe §D.
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5.2.5 Écoulement subsonique autour d’une sphère

Nous simulons dans cette section un écoulement subsonique autour d’une sphère à faible
nombre de Reynolds. La sphère de diamètre D est placée à xc = (0,0,0) et le domaine de
calcul utilisé pour cette configuration est [−4D, 12D]× [−4D, 4D]× [−4D, 4D]. Un maillage
uniforme de ∆x1 = ∆x2 = ∆x3 = 0.04D est utilisé autour de la sphère ; le maillage est étiré
loin de la sphère. Cette dernière est définie à l’aide de 840 points Lagrangiens espacés sur
sa surface. Le nombre de Mach à l’entrée est fixé à 0.1 et le nombre de Reynolds basé sur le
diamètre de la sphère est égale à 100. Des conditions d’extrapolation sont appliquées dans les
deux conditions x2 et x3, alors qu’une condition de type NSCBC est appliquée au plan de sortie.
L’écoulement autour de la sphère est stationnaire et symétrique comme le montre les lignes
de courant sur un zoom autour de la sphère présenté sur la Figure 5.38. La Figure 5.39 montre
la distribution du coefficient de pression Cp sur la surface de la sphère. La comparaison entre
notre simulation celle réalisée par Fadlun et al. [80] et Fornberg [85] est très favorable.

Figure 5.38. Champ de pression et lignes
de courant pour l’écoulement subsonique
autour de la sphère.

Figure 5.39. Distribution de Cp(θ) en fonction
de θ normalisé par CP(θ = 0) sur la sphère pour
Re = 100.
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5.2.6 Écoulement supersonique autour d’une sphère

Cette configuration concerne un écoulement supersonique de Mach M∞ = 2 autour
d’une sphère. Là encore, la surface de cette dernière est discrétisée par le biais du format
STL. Le centre du sphère est situé à x0 = (0,0,0). Celle-ci est de diamètre D = 10cm. Le
domaine de calcul est [−2D, 8D] × [−3D, 3D] × [−3D, 3D] et comporte 512× 2562 ≈ 33M
points. Le nombre de Reynolds basé sur la vitesse d’entrée U∞ et le diamètre de la sphère est
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ReD ≈ 6.5× 105. Des conditions d’extrapolations sont appliquées suivant toutes les directions
à l’exception du plan d’entrée. L’onde de choc détachée formée en amont de la sphère placée
dans l’écoulement supersonique, ainsi que les structures tourbillonnaires dans le sillage, sont
bien restitués, comme le montre la coupe dans le plan x1 − x2 présentée sur la Figure 5.40.
Le coefficient de portance CD et la distance du choc détaché par rapport à la sphère ∆ sont
comparés aux résultats obtenus par Bailey et Hiatt [10] et Al-Marouf et Samtaney [2]. Les
données correspondantes sont reportées sur le Tableau 5.8. Les résultats de la littérature sont
bien comparables aux nôtres.

(a) u (b) P

Figure 5.40. Champ de u et P pour l’écoulement supersonique autour de la sphère.

CD ∆
Résultats de simulation 0.98 1.82

Bailey et Hiatt [10] 1.07 1.80

Al-Marouf et Samtaney [2] 0.96 1.83

Tableau 5.8 – Valeurs du coefficients de portance CD et de la distance de séparation ∆ dans le cas
d’écoulement supersonique autour de la sphère à ReD = 6.5× 105.

5.2.7 Écoulement supersonique autour d’un projectile

Cette dernière illustration sur un cas applicatif se propose d’effectuer un calcul préliminaire
d’un écoulement supersonique à M = 4.48 autour d’un projectile sphérique de rayon R =

7.5cm. Elle s’inspire des expériences de Lehr [158]. Le volume de calcul est un parallélépipède
de taille Lx1 × Lx2 × Lx3 = 15R× 10R× 10R discrétisé en Nx1 × Nx2 × Nx3 = 400× 200× 200
points et la valeur retenue pour le CFL est égale à 0.5. Les équations d’écoulements sont
résolues pour un mélange multi-espèces inerte à P∞ = 42.63 KPa et T∞ = 293 K. Les conditions
limites appliquées sont les mêmes que celles utilisées pour le cas de la sphère supersonique.
Une condition de paroi adiabatique non glissante est appliquée sur le projectile modélisé,
quant à lui, par la présente méthode d’IBM en le discrétisant par 2600 point Lagrangiens.

Une visualisation de l’écoulement après que le choc oblique en amont se soit établi
et stabilisé est tracée sur la Figure 5.41. Cette figure présente un choc en arc suivi d’une
importante activité tourbillonnaire provenant de la surface du projectile, la séparation de
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l’écoulement ainsi que la naissance d’une zone de recirculation bien établie sont également
bien identifiées en aval du projectile .

(a) (b)

Figure 5.41. Ecoulement supersonique autour du projectile. (a) Champ de masse volumique et (b)
Trajectoire du flux et une visualisation de la discrétisation triangulaire du projectile.

Récapitulatif

Nous avons présenté dans ce chapitre une stratégie permettant d’étendre la simulation
d’un écoulement de fluide compressible aux géométries complexes. La méthode des frontières
immergées permet de maintenir les bénéfices d’un maillage Cartésien. Son principe repose
sur l’introduction d’un terme de forçage local aux équations de Navier-Stokes simulant l’effet
des parois. La méthode implémentée au sein du solveur CREAMS consiste en un couplage de
deux variantes, une, faisant intervenir un terme de forçage continu agissant sur les équations
de quantité de mouvement, et l’autre, se basant sur le principe de miroir entre les points
fantômes et points images et permettant de corriger l’équation d’énergie, de généraliser les
conditions aux limites scalaires et d’améliorer la conservation de la masse et des espèces. Les
développements effectués afin de mettre en place une telle stratégie ont été décrits. Dans un
premier temps, un format STL de représentation surfacique de tout objet régulier par une série
de triangles a été présenté. Ensuite, la description du solveur CREAMS a permis de montrer
comment, à partir d’un maillage volumique et de la description surfacique de l’objet immergé,
il est possible d’identifier les points de maillage et de les catégoriser en points solide, fluide,
fantôme, image et d’interpolation. Dans un second temps, nous avons évalué les aptitudes de
la nouvelle méthode de frontières immergées à restituer les effets des parois sur plusieurs
configurations académiques 2D et 3D. La méthode a été validée également sur des simulations
réactives dans le cas d’un écoulement de affleurant une cavité. Cette dernière étude fait l’objet
d’une thèse en cours.
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L’omniprésence de la turbulence dans un grand spectre de phénomènes physiques et
d’applications industrielles rend son étude et l’investigation de ses différents aspects d’une
importance capitale. La turbulence peut se révéler soit favorable, soit défavorable, selon les
applications. En effet, parmi les effets ambivalents majeurs de la turbulence, on peut noter
[46, 268] :
• la turbulence favorise le processus de mélange d’une phase dispersée. Par contre,

elle peut également provoquer la coalescence de gouttelettes dans des écoulement
diphasiques ;
• la turbulence réduit les homogénéités cinématiques, thermiques, massiques au sein de

l’écoulement, tout en augmentant les transferts pariétaux ;
• la turbulence augmente la traînée (frottement visqueux), mais peut diminuer sensible-

ment la traînée de forme, en retardant le décollement des écoulements.
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Dans le cadre de cette thèse, on s’intéresse à l’évolution du transport aéronautique et
aérospatial à grande vitesse qui dépend fortement du premier effet de la turbulence. À très
grande vitesse de vol (supersonique ou hypersonique), le temps disponible pour l’injection
du combustible, la création du mélange réactif comburant-carburant, et la combustion est
très court. Dans ce contexte, le processus de combustion et la stabilisation des flammes est
principalement dicté par la nature turbulente de l’écoulement. De plus, l’aérodynamique des
technologies opérationnelles mises en en place est confrontée inévitablement à des situations
où des ondes de chocs sont engendrées dans différentes parties de l’aéronef comme les entrées
d’air, les tuyères de détente des étages propulsifs des lanceurs spatiaux et au niveau des
ailes. Ces ondes peuvent impacter sensiblement les couches limites qui se développent sur ces
parties. De surcroît, en interagissant avec une onde de choc, l’état de la turbulence change
drastiquement. Fujimori et al. [88] ont étudié la possibilité de profiter de ces ondes de chocs
afin d’intensifier la turbulence à grande échelle et participer ainsi au mélanges des réactifs.
L’ensemble des mécanismes physiques caractéristiques du phénomène d’interaction entre une
turbulence et une onde de choc, revêt une importance particulière.

La configuration "canonique" qui a attiré une attention particulière de la part de la commu-
nauté étudiant l’interaction choc-turbulence, est celle d’une turbulence isotrope "traversant"
une onde de choc nominalement plane. Ce problème idéalisé permet d’étudier de façon isolée
la mécanique de l’interaction mutuelle entre la turbulence et l’onde de choc. Ceci permet de
s’affranchir des différentes complications qui résultent de l’étude de l’interaction choc-couche
limite, à savoir, l’instabilité basse fréquence des couches limites et les effets de paroi qui
l’accompagnent [68, 69].

Ce chapitre est dédié à présenter brièvement la turbulence homogène isotrope et ses
échelles caractéristiques. Nous détaillerons par la suite la configuration de simulation utilisée
pour l’étude du phénomène d’interaction onde de choc plane-THI.

6.1 Turbulence homogène isotrope

Avant d’étudier la dynamique de l’interaction choc-turbulence, il est nécessaire d’introduire
différentes quantités statistiques classiquement utilisées lors de l’étude de la turbulence
homogène isotrope. Un champ de turbulence est dit isotrope si les propriétés statistiques
de la turbulence sont invariantes par rotation des axes et par réflexion sur les plans de
coordonnées. Quant au caractère homogène, il traduit l’invariance dans l’espace de toute
moyenne statistique de quantité fluctuante (invariance par translation). Il en découle que tout
champ isotrope est nécessairement homogène puisque toute translation peut se réduire au
produit de deux rotations [47]. Dans un écoulement THI, le mouvement du fluide n’est pas
nécessairement entretenu et l’énergie issue des grandes échelles est intégralement transmise
aux plus petites échelles où elle est dissipée.

Dans ce qui suit, l’opérateur • indique l’opérateur de moyenne au sens de Reynolds (ou
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moyenne statistique tout simplement) tandis que ce même opérateur avec l’indice additionnel
f , i.e. •̃, désigne la moyenne au sens de Favre •̃ = ρ•/ρ. Les symboles primes, •′, et secondes,
•′′, désignent leurs fluctuations respectives.

6.1.1 Échelles spatiales et temporelles de la turbulence

La quantité statistique la plus fondamentale, le tenseur des corrélations spatiales des
vitesses en deux points, s’écrit :

Rα,uiuj(r, t) =
ui(x, t)uj(x + reα, t)

u2
i (x, t)

(6.1)

où r est la distance entre les deux points considérés. La connaissance de Rα,uiuj permet de
calculer les échelles de longueur intégrales Lij,α qui représentent une longueur moyenne de
corrélation spatiale du champ de vitesse fluide suivant la direction α :

Lij,α =
∫ ∞

0
Rα,uiuj(r, t)dr. (6.2)

Puisque l’isotropie impose
〈
uiuj

〉
= 0 pour i , j, on peut en déduire directement que Lij,α = 0

pour i , j. Cette même hypothèse implique également la relation :

L11,1 = L22,2 = L33,3. (6.3)

Les échelles de longueur intégrales longitudinale L f et transversale Lg sont respectivement :

L f =
1
3
Lii,i =

1
3

∫ ∞

0
Ri,uiui(r, t)dr, Lg =

1
6

j,i

∑
j
Lii,j =

1
6

j,i

∑
j

∫ ∞

0
Rj,uiui(r, t)dr. (6.4)

Dans un écoulement THI, la relation de De Karman et Howarth [59] permet de relier ce deux
échelles de longueur :

L f = 2Lg. (6.5)

Définissons maintenant une vitesse turbulente caractéristique ut :

ut =

√
2
3
K, (6.6)

où K désigne l’énergie cinétique turbulente. L’échelle temporelle intégrale τ, plus communé-
ment appelée temps de retournement des tourbillons, est alors estimée par :

τ =
L f

ut
. (6.7)
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Dans le cas où la connaissance des corrélations spatiales est délicate, on peut également
estimer une macro-échelle (échelle intégrale) Lt en posant :

Lt =
K3/2

ε
, (6.8)

et une échelle temporelle correspondante τ :

τ =
K
ε

. (6.9)

Toutes les grandeurs précédemment définies caractérisent les plus grandes structures tour-
billonnaires de l’écoulement. Les plus petites structures de l’écoulement, les structures dissi-
patives, sont quant à elles caractérisées par les échelles de Kolmogorov ηK (échelle spatiale) et
τK (échelle temporelle) :

ηK =

(
ν3

ε

)1/4

, τK =
(ν

ε

)1/2
. (6.10)

Enfin, nous pouvons également introduire la micro-échelle de Taylor λ 1 que l’on qualifie
parfois d’échelle de dissipation car reliée au taux de dissipation turbulente en THI :

λ =

√
15νu2

t
ε

. (6.11)

À partir des ces échelles caractéristiques, il est possible de former différents nombre de
Reynolds turbulents :
• Ret basé sur une échelle de longueur intégrale, qui caractérise le taux de turbulence

ReL = utLt/ν ;
• Reλ basé sur la micro-échelle de Taylor, qui quantifie la séparation des échelles entre les

grosses structures porteuses d’énergie et les petites structures dissipatives Reλ = utλ/ν.
Le Tableau 6.1 récapitule les différentes définitions relatives aux échelles dynamiques tempo-
relles et spatiales.

Échelle intégrale Échelle Taylor Échelle Kolmogorov

Espace Lt =
K3/2

ε λ =
√

10Kν
ε ηK =

(
ν3

ε

)1/4

Temps τ = K
ε τλ =

√
15ν

ε τK =
√

ν
ε

Nombre de Reynolds ReL = K2

νε Reλ =
√

20
3νεK ReK = 1

Tableau 6.1 – Récapitulatif des échelles dynamiques spatiales et temporelles.

1. Il s’agit de l’échelle de Taylor transverse qui peut être également notée λg. De même, on peut définir l’échelle
de Taylor longitudinale λ f donnée par λ f =

√
2λg
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6.1.2 Facteurs d’aplatissement et de dissymétrie

Pour évaluer à quel moment un état représentatif est atteint, nous utilisons l’évolution
temporelle du facteur de dissymétrie et d’aplatissement associé aux gradients de fluctuations
de vitesse et qui quantifie l’écart à la situation gaussienne des gradient de fluctuations de
vitesses. Ils sont définis par :

S =
1
3

Tr
(
Sij
)

, avec Sij =

(
∂ui
∂xj

)3

((
∂ui
∂xj

)2
)3/2 , (6.12)

T =
1
3

Tr
(
Tij
)

, avec Tij ==

(
∂ui
∂xj

)4

((
∂ui
∂xj

)2
)2 , (6.13)

D’après Orszag et Patterson Jr [201] et Tavoularis et al. [252], pour une turbulence isotrope
développée, la valeur de la grandeur S doit vérifier −0.60≤ S ≤ −0.35.

Quant au facteur d’aplatissement, divers études, comme celle menée par Mills Jr et al. [188],
affirment que, pour caractériser une turbulence développée et homogène, il faut satisfaire la
condition 3.30≤ T ≤ 4.00.

6.2 État de l’art des travaux antérieurs

Une partie de cette section est principalement basée sur l’article de synthèse de Andreo-
poulos et al. (2000) [3]. Les études les plus marquantes concernant la configuration "canonique"
d’interaction choc-turbulence peuvent être classées en quatre catégories.

• Les premières se sont principalement basées sur une approche théorique, utilisant pour
la plupart des analyses linéaires basées sur la décomposition modale de la turbulence
introduite initialement par Kovasznay (1953) [147]. La théorie de l’analyse d’interaction
linéaire (mentionnée ci-après : LIA pour Linear Interaction Theory, voir annexe §E pour
une description introductive à cette approche) a été développée par Moore (1953) [192]
et Ribner (1954) [225] pour analyser l’interaction des ondes acoustiques et de vorticité
respectivement avec une onde de choc normal instable. Les travaux précurseurs de
Moore (1953) [192] et Ribner (1954) [225] ont suscité l’intéret de nombreux chercheurs
pour étudier les problèmes de chocs et de turbulence libre (par exemple, Mahesh et al.
(1996) [175], Fabre et al. (2001) [79], Wouchuk et al. (2009) [279]). Mahesh et al. [175] ont
repris les travaux de Moore [192] en généralisant le problème 2D d’interaction entre un
choc et un champ mixte contenant simultanément des perturbations de rotationnel et
d’entropie. La théorie LIA s’est imposée comme un bon moyen de comparaison avec
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les résultats issus de simulation numérique directe. Dans l’ensemble, la théorie LIA a
offert un bon accord avec plusieurs analyses de Mahesh et al. (1996) [175]. Récemment,
Ryu et Livescu (2014) [231] ont même montré que, sous certaines conditions portant
sur le Mach turbulent et les longueurs caractéristiques de turbulence et de choc, les
solutions DNS convergent vers les solutions LIA.
Une autre approche découlant de la théorie LIA a été également utilisée pour l’étude
d’interaction choc-turbulence. Il s’agit de la théorie de la Distortion Rapide (mentionnée
ci-après : RDT pour Rapid Distrotion Theory). Son principe est de réduire le problème
en question aux termes "rapides" des équations de Navier-Stokes. Physiquement,
elle est interprétée comme l’analyse sur un temps "court" de la réponse du choc au
champ turbulent incident. Le choc initialement plan est assimilé à une compression
monodimensionnelle homogène ne tenant pas compte de la compression du champ
turbulent par le champ moyen. Il en découle que la déformation du front de l’onde de
choc qui se produit en réponse aux fluctuations turbulentes lors de l’interaction ne peut
être restituée convenablement par cette approche. Néanmoins, l’approche RDT peut être
utilisée comme un modèle très simplifiée et rapide de l’interaction choc-turbulence.
• La deuxième catégorie d’étude basée sur l’approche expérimentale s’est développée

au début des années 1980 et a donné lieu à une grande variété d’études. Certains
chercheurs se sont mis à étudier expérimentalement les mécanismes sous-jacents
responsables de l’amplification de l’énergie cinétique turbulente et la modification des
échelles de longueur à travers le choc (la turbulence étant générée dans ces études
par des grilles) (par exemple, Agui et al. (2005) [1], Barre et al. (1996) [12], Auvity
et al. (2002) [8]). L’objectif de ces études expérimentales était motivé par la nécessité
de comprendre l’amélioration du mélange à travers l’interaction onde de choc et
l’interaction onde de choc-couche limite turbulente.
• L’approche numérique du problème n’a vu le jour qu’au début des années 1990

avec Rotman (1991) [228] qui a résolu les équations d’Euler pour calculer l’effet du
passage d’un choc en mouvement sur un champ turbulent bidimensionnel. Il a réussi
à observer une augmentation de l’énergie cinétique et une diminution des échelles
de longueur turbulentes. À la suite de ce travail, au moins trois équipes se sont
penchées sur l’étude de ce problème en résolvant les équations tridimensionnelles
de Navier-Stokes, compressibles et instationnaires : le département de mécanique de
l’université de Stanford (on cite ici les travaux de Lee et al. [155], Lee et al. [156], Lee
et al. [157], Kevlahan et al. [143], ..., et plus récemment Larsson et Lele [153] et Larsson
et al. [152].), l’équipe allemande avec les travaux de Hannappel et Friedrich [113]
et l’équipe française de l’ENSICA avec les travaux de Jamme et al. (2002) [126] et
Jamme et al. (1999) [128]. Les différentes simulations effectuées ont confirmé certains
résultats obtenus par la voie expérimentale. Elles ont permis de mieux comprendre
l’amplification de l’énergie cinétique turbulente et de l’enstrophie, la réduction des
échelles de longueur et l’amélioration de l’anisotropie dans les tenseurs de Reynolds en
aval du choc. Toutefois, certaines contradictions sont aussi apparues. La plus flagrante
concerne l’évolution des échelles de longueur caractéristiques de la turbulence : si DNS
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et LIA concluent généralement à une diminution de ces échelles, leur augmentation a
par contre été observée dans de nombreuses études expérimentales.
• La quatrième approche s’inscrit dans l’effort de modélisation du phénomène d’in-

teraction en vue de proposer des modèles simples à utiliser pour des simulations
RANS. Sinha et al. (2003) [242] ont proposé un modèle de turbulence de type k − ε

adapté au problème d’interaction choc-THI. L’adaptation du modèle s’est porté sur la
considération de l’effet instationnaire de l’onde du choc qui tend, selon les auteurs, à
restreindre l’amplification de la turbulence en aval de la discontinuité. Veera et Sinha
(2009) [266] ont affiné ce modèle à travers la restitution de l’influence de du terme
de diffusion de l’enthalpie fluctuante par la turbulence. Très récemment, Vemula et
Sinha (2017) [267] ont conduit une comparaison entre plusieurs modèles de turbulence
vis-à-vis leur capacité à restituer l’influence de la corrélation pression-dilatation et ont
proposé une amélioration du modèle aux tensions de Reynolds RSM (Reynolds Stress
Models).

6.3 Génération des conditions initiales de turbulence

On se concentre dans cette section sur l’initialisation d’un champ turbulent en vue de
simuler l’évolution spatio-temporelle d’un écoulement compressible homogène et isotrope.
L’objectif est de décrire une méthode de génération des conditions initiales vérifiant l’hypo-
thèse d’homogénéité et d’isotropie convenable pour des écoulements de fluide compressible.

Pour une turbulence incompressible, la seule variable dynamique qui doit être spécifiée
initialement est la vitesse puisque la pression est déterminée par la condition d’une divergence
nulle de la vitesse. En plus, il n’y a pas d’échelle dans le cas incompressible autre que celle de
la turbulence. De ce fait, pour générer le champ initial de fluctuations de vitesse, un spectre
d’énergie est imposé fournissant ainsi le niveau d’énergie cinétique turbulente de tous les
modes dans l’espace spectral. Ensuite, les phases sont déterminées aléatoirement pour générer
un écoulement homogène. Compte tenu que le champ de vitesse pour le cas incompressible a
une divergence nulle, nous nous assurons que le champ ainsi généré est à divergence nulle.
Cette méthode a été initialement proposée par Rogallo [227] et a été utilisée de manière
extensive par plusieurs auteurs pour initier des champs incompressibles [280, 210].

Par contre, l’initialisation d’une turbulence pour un écoulement de fluide compressible
est plus délicate. En effet, comme la pression ne s’adapte pas localement aux fluctuations de
vitesse, d’autres variables dynamiques sont à spécifier. Il est nécessaire ainsi d’introduire les
fluctuations de ρ, u et T. Samtaney et al. [235] ont étudié la dépendance des résultats d’une
simulation DNS d’une THI à la façon dont la turbulence est générée initialement. Dans ce qui
suit, nous allons décrire deux procédures numériques de génération du champ turbulent qui
vont nous servir ultérieurement comme conditions limites en entrée du domaine du calcul
d’interaction choc-turbulence.
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6.3.1 Première Approche

La première méthode d’initialisation décrite ici est celle proposée par Erlebacher et al.
(1990) [75]. Elle est similaire à celle introduite par Passot et Pouquet [204]. Le principe de cette
méthode est de générer un écoulement aléatoire dans le domaine physique pour la densité, la
vitesse et la température (ρ, u et T). Nous illustrons la méthode pour le champs fluctuant de
la vitesse. Nous commençons tout d’abord par effectuer un tirage aléatoire de triplets choisis
dans [−1/2,1/2]3. Par application d’une transformation de Fourier spatiale tridimensionnelle,
nous obtenons un champ de nombres complexes dont le module et la phase sont aléatoires.
Le vecteur vitesse est ensuite décomposé en deux composantes. La première est à divergence
nulle (la partie solénoïdale uS), la deuxième est à rotationnel nul (partie compressible uC) :

u = uS + uC, (6.14)

avec :
∇.uS = 0, ∇× uC = 0. (6.15)

D’après le théorème de Helmholtz, cette dernière décomposition est unique. Dans le domaine
spectral, la décomposition (6.14) est effectuée selon l’expression :

ûS(k) = û(k)− k.ûS(k)
k2 k, (6.16)

où k = (k1, k2, k3) le vecteur du nombre d’onde de norme k = ‖k‖ et ϑ̂ la transformée de
Fourier d’une quantité ϑ. Rogallo [227] exprime les composantes spectrales en fonction des
phases α1, α2 et α3, choisies aléatoirement dans l’intervalle [0,2π], comme suit :

û1(k) =
Ξ kk2 + Υk1k3

k
√

k2
1 + k2

2

, û2(k) =
−Ξ kk1 + Υk2k3

k
√

k2
1 + k2

2

, û3(k) = −
Υ
√

k2
1 + k2

2

k
, (6.17)

avec :

Ξ =

√
E(k)∆k1∆k2∆k3

2πk2 eiα1 cos(α3), Υ =

√
E(k)∆k1∆k2∆k3

2πk2 eiα2 sin(α3), (6.18)

et E(k) le spectre d’énergie cinétique totale à imposer sur les composantes du champ de
vitesse afin de les normaliser. Pour contrôler le poids relatif de ûS et ûC, ou encore quantifier
la part de compressibilité de l’écoulement, nous introduisons le paramètre χ définit comme
étant le rapport entre l’énergie cinétique compressible et l’énergie totale :

χ =

#
ûSû∗Sd3x#

ûSû∗Sd3x +
#

ûCû∗Cd3x
=

#
EC(k)d3k#
E(k)d3k

. (6.19)

Ainsi, dans le domaine spectral, on réajuste la procédure précédente pour générer les trois
composantes de vitesse de ûS et ûC en imposant les spectres suivants :

EC(k) = (1− χ)E(k), ES(k) = χE(k), (6.20)
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ce qui donne pour la partie solénoïdale de vitesse, en remplaçant E(k) dans (6.17), l’expression
de Ξ et Υ de (6.18) par EC(k). La procédure de génération des fluctuations des quantités
scalaires est plus simple. Pour les fluctuations de la masse volumique et de température, les
coefficients de Fourier dans le domaine spectral sont donnés par :

ρ̂′ =

√
Eρ(k)
4πk2 eiα4 , T̂′ =

√
ET(k)
4πk2 eiα5 , (6.21)

avec Eρ et ET le spectre d’énergie de masse volumique et de température à imposer et α4 et
α5 deux nombres tirés aléatoirement dans l’intervalle [0,2π]. Afin de simplifier le choix du
spectre initial, on fait la simplification suivante :

Eρ(k) ∼ ET(k) ∼ E(k) (6.22)

À ce niveau, le signal de la turbulence est généré dans l’espace spectral 3D. Le nombre de
nœuds dans chaque direction doit être au moins égal à Ni/2 pour permettre une description
minimale de toutes les structures décrites par le spectre d’énergie. Les transformées de Fourier
inverses sont utilisées pour obtenir le signal dans l’espace physique. L’algorithme ainsi
obtenu est présenté dans l’algorithme 2. Cette méthode d’initialisation permet d’atteindre
plus rapidement un état de turbulence "réaliste" après une phase transitoire qui permet
aux différents champs de s’adapter aux équations de Navier-Stokes. Elle permet aussi une
contrôlabilité des différents paramètres des fluctuations initiales et le poids de compressibilité
initiale.

Algorithm 2 Procédure de FFT inverse
1: Calcul des valeurs de l’espace spectral dans le demi espace k1 ≥ 0
2: Transformée de Fourier inverse dans le demi domaine k1 ≥ 0 selon la direc-

tion k3 (valeurs complexes)

3: Transformée de Fourier inverse dans le demi domaine k1 ≥ 0 selon la direc-

tion k2 (valeurs complexes)

4: Initialisation du demi domaine k1 < 0 tel que û(k1) = û∗(−k1). Ensuite, une

transformée de Fourier inverse est réalisée selon la direction k1.

6.3.2 Deuxième Approche

Ristorcelli et Blaisdell [226] utilisent une approche statistique basée sur la perturbation des
équations non visqueuses et isentropiques. Un développement asymptotique des équations de
Navier-Stokes avec l’hypothèse de faible nombre de Mach turbulent permet de lier la dilatation
fluctuante aux champs de vitesse et de pression. A l’aide de l’hypothèse de quasi-normalité de
la vitesse, la variance de la dilatation peut être évaluée ensuite. Une décomposition générique
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des différents champs permet alors d’écrire :
u = uS + uC

P = P∞ + P + PS

ρ = ρ∞ + ρ′
(6.23)

où (ρ∞, p∞) est l’état de référence thermodynamique de densité et de pression. Si nous négli-
geons dans le système de Navier-Stokes (2.1a)-(2.1c), le tenseur des contraintes visqueuses τij

et le flux de chaleur surfacique qi, et si nous réécrivons l’équation d’énergie (2.1c) en fonction
de P, nous obtenons le système sous forme vectorielle et non-conservative :

∂ρ
∂t + u ·∇ρ + ρ∇ · u = 0,
∂u
∂t + u ·∇u + ∇P

ρ = 0,
∂P
∂t + u ·∇P + P∇ · u = 0,

(6.24)

En ne considérant que les termes du premier ordre du système d’équations de fluctuations de
pression et en supposant un écoulement faiblement compressible (M2

t � 1) à grand nombre
de Reynolds, Ristorcelli et Blaisdell [226] obtiennent à partir du système (6.24), le système
simplifié suivant : 

∇ · uS = 0,

∇2PS + ρ∞
∂2uS

i uS
j

∂xi∂xj
= 0,

∂uS

∂t
+ uS ·∇uS +

1
ρ∞
∇PS = 0.

(6.25a)

(6.25b)

(6.25c)

La méthode de Ristorcelli et Blaisdell [226] néglige les échelles de temps acoustiques rapides
et suppose pour la consistance l’hypothèse PC/PS =O

(
M2

t
)
. En négligeant la partie irrota-

tionnelle du champ de vitesse et les fluctuations de pression devant la pression moyenne,
l’équation (6.25c) donne une équation pour la divergence :

d =∇ · uC = − 1
P∞

(
∂PS

∂t
+ uS ·∇PS

)
, (6.26)

qui s’écrit dans le domaine spectral comme

d̂ = − 1
P∞

(
∂P̂S

∂t
+ iki

̂uS
i PS

)
(6.27)

où nous avons également négligé les variations temporelles de pression moyenne. Notons ici
que, selon l’équation (6.26), les fluctuations de la pression solénoïdale sont liées aux fluctua-
tions de la composante de vitesse solénoïdale. Par le biais de la loi d’état, elles produisent aussi
celles de la densité et de la température. L’algorithme de génération d’une THI compressible
suivant la méthode de Ristorcelli et Blaisdell [226] est présenté dans l’algorithme 3.

102



Génération des conditions initiales de turbulence 103

Algorithm 3 Procédure de génération de THI selon Ristorcelli et Blaisdell [226]
1: Générer un champ de fluctuations purement solénoïdal suivant la méthode de

Rogallo [227].

2: Les fluctuations de pression, nécessaires pour déterminer la dilatation,

s’obtiennent à l’aide de l’équation de Poisson (6.25b). L’équation de Pois-

son peut être résolue dans l’espace spectral en écrivant:

P̂S = −ρ∞
kik j

k2
̂uS

i uS
j , (6.28)

Quant à sa dérivée, nous l’obtenons à partir de (6.25c) en utilisant la

résultante dans (6.25b). Ceci conduit à une équation pour PS :

∂P̂S

∂t = −ρ∞
kik j

k2

∂̂uS
i uS

j
∂t

= −ρ∞
kik j

k2 uS
j

(
uS

k
∂uS

i
∂uk

+ ∂PS

∂xi
− ∂2uS

i
∂xk∂xk

)∧ (6.29)

3: En résolvant (6.30), la dilatation est obtenue à partir de l’équation (6.27).
Pour une turbulence homogène, la vitesse dilatationnelle peut être trouvée

à partir de la dilatation en travaillant dans l’espace de Fourier. Comme

uC est irrotationnelle, ses coefficient de Fourrier sont alignés avec les

nombres d’onde k et peut être déterminée grâce à la relation :

ûC
j = −i

k j

k2 d̂ (6.30)

Ainsi, le champ compressible initial de vitesse peut s’obtenir via la re-

lation :

u = uS − i
k j

k2 d̂ (6.31)

4: En considérant une évolution isentropique, nous relions les fluctuations

de masse volumique aux fluctuations de pression par :

ρ′ = ρ∞

(
1 +

PS

P∞

)1/γ

≈ ρ∞

(
1 +

PS

γP∞

)
(6.32)

6.3.3 Choix du spectre initial de turbulence

Le spectre d’énergie E(k) peut être principalement caractérisé par deux nombres d’onde :
• ke lié aux échelles les plus énergétiques (le = 2π/ke), dépendant des conditions de

production de la turbulence,
• kd lié aux échelles dissipatives (ld = 2π/kd), fonction de la viscosité du fluide et du

taux de dissipation.
Entre ces deux nombres d’onde se situe la zone inertielle où s’effectue le transfert d’énergie
des grandes vers les petites échelles de la turbulence. Le rapport kd/ke permet de caractériser
la dynamique de l’écoulement dans le sens où il détermine l’étendue de cette zone inertielle.
Plus kd/ke est grand, plus la zone inertielle est importante. Notons également que le fournit
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une bonne estimation des échelles intégrales alors que ld est environ d’un ordre de grandeur
supérieur à ηK, l’échelle de longueur de Kolmogorov. Le spectre de turbulence est disponible
pour initialiser le champ fluide, nous avons choisi par souci de simplicité le spectre de
Passot-Pouquet ayant la forme suivante :

E(k) = 16

√
2
π

u2
0

k0

(
k
k0

)4

e−2
(

k
k0

)2

, (6.33)

où u0 représente l’écart type de la composante longitudinale de la vitesse fluctuante et k0 le
nombre d’onde le plus énergétique. La fonction E(k) a une forme symétrique par rapport
à k0 et concentre l’essentiel de l’énergie sur les nombres d’onde voisins de k0. Le spectre
de dissipation D(k) est sensiblement le même que le spectre d’énergie E(k) initialement, ce
qui signifie qu’il n’y a quasiment pas de zone inertielle. Les petites échelles sont donc peu
présentes initialement et se développent dans les premiers temps du calcul.

6.3.4 Comparaison de différentes conditions initiales

Dans cette section, nous présentons quelques résultats validant le "bon" comportement
de la turbulence fluide simulée. En particulier, nous nous attachons à étudier l’influence
des conditions initiales dans le développement des phénomènes acoustiques, qui ne sont
pas contrôlées et peuvent donner lieu à des conditions initiales erronées pour la simulation
de la turbulence. Nous vérifions également le caractère isotrope (et donc homogène) de
ces conditions initiales. Le développement temporel, ou plus précisément la décroissance
temporelle de cette turbulence, est également discutée. Pour ce faire, nous avons implémenté
et testé les deux approches présentées ci-dessus et nous avons fait le choix de présenter ici
seulement les résultats obtenus à partir de la méthode de Ristorcelli et Blaisdell [226].

À partir d’un même champ de vitesse initial à divergence nulle uS, nous générons
une turbulence homogène isotrope compressible, ensuite nous augmentons le degré de
complexité des conditions initiales pour pouvoir enfin tester l’influence de chaque paramètre.
Les simulations tridimensionnelles associées sont résumés dans le Tableau 6.2. La condition
initiale THI0 ne prend en compte aucune fluctuation de pression ou de masse volumique. Il
s’agit de l’initialisation d’un champ THI pour un champ incompressible tel qu’introduite par
Rogallo [227]. La condition THI1 suppose un écoulement incompressible où les fluctuations
de pression sont données par l’équation de Poisson (6.28). Cette initialisation fut utilisée
initialement pour générer un champ compressible par Feiereisen et al. (1981) [83]. Enfin la
troisième condition initiale THI2 suppose un comportement isentropique ; les fluctuations
de pression et de masse volumique sont prises en compte et le champ de vitesse est corrigé
avec une partie à rotation nulle. Dans les simulation où les fluctuations de pression sont
considérées, seule la partie de pression solénoïdale est prise en compte.

La contribution de vitesse à divergence nulle est initialisée selon le spectre de Passot-
Pouquet (6.33). Avec ce spectre, les grandeurs caractérisant la turbulence initiale et la taille L
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du domaine de simulation sont les suivantes :
L
Lt

= k0L√
2π

= 10.02

Reλ =
ρ∞λu′0

µ = 25.0

Mt =
u′0
a = 0.23

(6.34)

Pour les trois simulations, nous imposons kmaxη = 1.5 et une résolution de 2563. Le fluide
considéré est de l’air (N2 et O2) ayant ρ∞ ≈ 1.3 à T∞ = 295K.

Simulation P ρ′ u

THI0 0 0 uS

THI1 P̂S = −ρ∞
kik j

k2
̂uS

i uS
j 0 uS

THI2 P̂S = −ρ∞
kik j

k2
̂uS

i uS
j ρ∞

(
1 + PS

γP∞

)
uS + uC

Tableau 6.2 – Génération des
conditions initiales

Les conditions initiales testées donnent des résultats similaires pour l’évolution de l’énergie
cinétique ( Figure 6.1(a)) et du Mach turbulent (Figure 6.1(b)). Seule la condition THI0 exhibe
des résultats légèrement différents dans les premiers instants. Ainsi, à partir d’un temps
t ≈ 0.3τ, l’énergie cinétique turbulente K et le Mach turbulent Mt décroissent de la même
façon pour les trois simulations. L’enstrophie, définie comme étant le carré de la vorticité
Ω = ω̃2/2, subit une légère augmentation jusqu’à t ≈ 0.8τ, puis diminue de façon monotone
pour les trois simulations. Pour rappel, La distribution spatiale d’une quantité quelconque ϑ

au sens de Reynolds peut être caractérisée par sa valeur moyenne :

ϑ(t) =
∫ Lx1

0

∫ Lx2
0

∫ Lx3
0 ϕ(x1, x2, x3, t)dx1dx2dx3∫ Lx1

0

∫ Lx2
0

∫ Lx3
0 dx1dx2dx3

, (6.35)

et la valeur moyenne au sens de Favre s’écrit :

ϑ̃(t) =
∫ Lx1

0

∫ Lx2
0

∫ Lx3
0 ρϕ(x1, x2, x3, t)dx1dx2dx3∫ Lx1

0

∫ Lx2
0

∫ Lx3
0 ρ(x1, x2, x3, t)dx1dx2dx3

. (6.36)

Pour les fluctuations de la masse volumique (Figure 6.2(a)) et de la pression (Figure 6.2(b)),
les résultats obtenus sont bien différents. Les fluctuations générées dans la simulations
surestiment manifestement celles générées avec les autres conditions initiales. En plus, cette
tendance se maintient sans atténuation au cours du temps. L’évolution temporelle des résultats
de la simulation THI2, où les fluctuations de masse volumique sont initialement générés à
l’aide de l’hypothèse isentropique, est monotone. Par contre, avec la simulation THI1, où
seules les fluctuations de pression sont prises en compte, les fluctuations de masse volumique
augmentent sur quelques temps de retournement avant de décroître. A priori, seuls les
résultats obtenus par la simulation THI2 sont plus rapidement exploitables. L’évolution de
divergence du champ de vitesse (cf. Figure 6.2(c)) donne des résultats plus marquant. La
simulation THI0 surestime d’un ordre de grandeur les résultats issus des deux autres types
d’initialisation. Ce type de conditions est donc à rejeter quand il s’agit d’initialiser des
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Figure 6.1. Évolution temporelle de (a) l’énergie cinétique, (b) Mach turbulent et (c) enstrophie pour
les différentes simulations.

écoulements compressibles car il génère des ondes acoustiques et entropiques parasites. Les
deux autres sont pratiquement semblables après quelques temps de retournements et semblent
bien adaptées aux écoulements compressibles, bien que la condition THI2 montre une évolution
quasi-monotone offrant une plus grande capacité à être exploitée plus rapidement possible
sans grands effets transitoires. L’ajout des fluctuations de pression et de masse volumique
limite la création de composante de vitesse à dilatation non nulle. L’évolution des facteurs
de dissymétrie S et d’aplatissement T sont présentées sur les Figure 6.3(a) et Figure 6.3(b).
Nous remarquons que ces grandeurs atteignent des valeurs stables (S ≈ −0.45 et T ≈ 3.45)
et caractéristiques de la turbulence homogène dès que l’on dépasse le temps t ≈ 3τ. Nous
pouvons définir ainsi un premier temps d’évolution que l’on qualifie de "transitoire" qui est le
temps nécessaire à l’écoulement initial pour devenir solution des équations de Navier-Stokes
et présenter des caractéristiques turbulentes cohérentes. Dans la suite, la condition THI2 sera
retenue et les simulations ont été conduites sur 3τ.
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Figure 6.2. Évolution temporelle de fluctuations de masse volumique (a), de pression (b) et de
divergence (c) pour les différentes simulations.

0 1 2 3 4 5 6
−0.6

−0.4

−0.2

0.0

t/τ

S

THI0

THI1

THI2

(a)

0 1 2 3 4 5 6
3.0

3.2

3.4

3.6

t/τ

T

THI0

THI1

THI2

(b)

Figure 6.3. Évolution temporelle du facteur de dissymétrie S (a) et d’aplatissement T (b) pour les
différentes simulations.
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6.4 Aspects numériques de la simulation directe

Nous allons décrire dans cette section les méthodes numériques mises en œuvre pour
la simulation directe d’interaction entre une turbulence homogène isotrope libre et un choc
droit. Bien que la configuration numérique étudiée soit simple, elle nous a confrontés à de
multiples problèmes d’ordre purement numérique que nous veillerons à mettre en évidence
dans cette section.

La configuration de calcul utilisée est schématisée sur la Figure 6.4. Les simulations
principales sont réalisées dans un domaine de taille 4π × (2π)2 contenant à x1 = π un choc
stationnaire. Dans les deux directions transversales x2 et x3, l’écoulement est homogène. Pour
réaliser l’interaction de la turbulence avec l’onde de choc droite, des fluctuations turbulentes
sont injectées dans la direction longitudinale x1 au niveau de l’entrée supersonique. Ces
fluctuations sont advectées par le mouvement moyen supersonique et uniforme pour interagir
avec l’onde de choc et sont évacuées à l’aide de la condition non-réflective de sortie subsonique
de type NSCBC en plus d’une zone éponge. Des conditions de périodicité sont appliquées dans
les directions transversales x2 et x3. Les coefficients de transport sont déterminés à l’aide de
la librairie EGLIB.

Post-shock Zone Sponge Layer

Turbulent
Inflow

2π

2π

π π2π

Shock Surface

x3

x2

x1

Entrée
turbulente

π π2π

2π

2π

Zone éponge

Sortie
subsonique

Choc stationnaire

Figure 6.4. Représentation schématique du domaine de calcul utilisé pour les simulations numériques
d’interaction choc-turbulence.

6.4.1 Conditions initiales

Pour les présentes simulations d’interaction choc-turbulence, l’initialisation consiste à
imposer à x1 = π un choc droit laminaire et stationnaire. Ce choc est obtenu à partir des
relations de Rankine-Hugoniot laminaires qui sont spécifiées comme point de départ d’un
calcul préliminaire pour le choc seul. Les conditions aval (indicées ’2’ ou ’d’) sont données
en fonction des conditions amont (indicées ’1’ ou ’u’) et du nombre de Mach M1 choisi. Les
conditions amont sont imposées sur le premier quart du domaine de calcul, tandis que les
conditions aval sont spécifiées sur le reste du domaine. Le champ résultant ne satisfait pas
les équations du problème car les relations de Rankine-Hugoniot ne tiennent pas compte de
la viscosité du fluide. Cependant, à partir de cette initialisation, le calcul permet d’aboutir
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rapidement à une solution stationnaire avec un choc d’épaisseur finie. Cette simulation
préliminaire permet de gagner du temps dans l’établissement des phénomènes étudiés lors
du calcul principal d’interaction.

6.4.2 Condition en entrée

Nous superposons à l’écoulement supersonique moyen (ρ∞,U∞, 0, 0, P∞) correspondant au
nombre de Mach incident à l’entrée des fluctuations (ρ′, u′1, u′2, u′3, P′) issues d’une première
simulation de décroissance libre de turbulence homogène isotrope DTHI dont les grandeurs
instantanées ont été stockées à l’instant tstockage. On utilise ce champ pour alimenter la
condition d’entrée de notre calcul. Les caractéristiques de chaque "cube" utilisé à l’entrée du
domaine pour les trois simulations correspondant à trois valeurs du Mach à l’amont du choc
sont regroupées dans le Tableau 6.3.

A B C

Reλ 26.0 26.0 26.0
Mt 0.211 0.211 0.211

S -0.46 -0.45 -0.46

T 3.43 3.41 3.43

u′1,rms/U∞ 0.091 0.104 0.113

ρ′1,rms/ρ∞ 0.107 0.108 0.108

p′1,rms/P∞ 0.133 0.135 0.135

u′1T′/(u′1,rmsT′rms) -0.017 -0.019 -0.019

Tableau 6.3 – Caractéristiques des données turbu-
lentes utilisées pour alimenter les trois simulations
de calcul d’interaction choc-turbulence. Valeurs
correspondant au plan d’entrée du domaine princi-
pal de calcul.

Pour alimenter le plan d’entrée pendant toute la durée du calcul d’interaction et éviter
d’avoir des statistiques périodiques, nous avons testé trois méthodes de génération du champ
turbulent d’injection.

1. La première consiste à générer Nr réalisations indépendantes de champs de fluctua-
tions turbulentes de taille [0,2π]3, où Nr est un entier naturel, obtenus à partir d’une
DTHI pour lesquelles nous stoppons la décroissance énergétique lorsqu’un état de
turbulence développée similaire est atteint. Ces Nr champs turbulents "gelés" statisti-
quement stationnaires et possédant des caractéristiques déterminées sont superposés
aux grandeurs moyennes à l’entrée et injectés grâce à l’hypothèse de Taylor. L’avantage
de cette méthode est que le calcul d’une DTHI d’un cube de taille [0,2π]3 nécessite peu
de mémoire et est facile à stocker.

2. L’inconvénient possible de la première méthode est le raccordement entre deux cubes
successifs. La non-compatibilité entre deux champs successifs peut faire apparaître des
modes acoustiques parasites au passage d’un champ à l’autre. Or, Lee et al. [155] ont
montré que l’hypothèse de Taylor n’est valide que pour la partie hydrodynamique de
l’écoulement, comme la vorticité et l’énergie cinétique, et non pour la partie acoustique.
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Pour remédier à ce problème, Xiong et al. [281] proposent une méthode de concaté-
nation ’blending’ de deux réalisations. Considérons la concaténation de deux cubes
indépendants issues d’une DTHI ayant les mêmes statistiques de taille [0,2π]3 en une
boite plus large dans la direction x1 ayant ainsi la taille [−2π, 2π]× [0,2π]2. Suivant
Xiong et al. [281], les deux champs de vitesse u(1)

i et u(2)
i (ayant une moyenne nulle)

issus des deux réalisations sont concaténés pour donner lieu au nouveau champ ui

suivant la formule :

ui = u(1)
i cos(α) + u(2)

i sin(α)− ∂ϕ

∂xi
, avec |x1| ≤ lb, (6.37)

où α est un angle variant continûment sur la région de concaténation ayant la taille lb

(cf. Figure 6.5).

Figure 6.5. Représentation schématique de
concaténation de deux cubes issus de DTHI.

2π

2π 2π

2π
α

lb

Le terme ∂ϕ/∂xi est utilisé pour éliminer des erreurs parasites dues à la dilatation du
nouveau champ. Nous avons choisi la forme suivante pour α :

α =
π

2

(
1
2
+

1
2

sin
(

πx1

2lb

))
, avec |x1| ≤ lb. (6.38)

Le champ concaténé induit une dilatation parasite éliminée en résolvant l’équation de
Poisson suivante [155] :

∂2 ϕ

∂xj∂xj
=
(
−u(1)

i sin(α) + u(2)
i cos(α)

) dα

dx1
, (6.39)

avec comme condition limite une condition de Neumann dans la direction x1 et des
conditions périodiques dans les directions x2 et x3. Pour plus de détails, nous renvoyons
le lecteur à la note technique de Xiong et al. [281].

3. La troisième méthode consiste à réaliser une simulation de DTHI sur une boite suffi-
samment large dans la direction longitudinale x1. Un exemple d’une boite de taille
[0,16π]× [0,2π]2 est présenté sur la Figure 6.6.

Nous avons testé les trois méthodes, et nous avons trouvé qu’elles donnent approximative-
ment les mêmes résultats. Une revue des méthodes d’injection de fluctuations de Wu [280]
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x2

x3

x1

2π

2π

16π

Figure 6.6. Champ de vitesse issu d’une simulation de DTHI de taille [0,16π]× [0,2π]2

confirme ce constat. La méthode qui sera retenue dans le cadre de ce travail est la troisième.
Les grandeurs que nous imposons à l’entrée ont pour relations :

ρ = ρ∞ + ρ′

u1 = U∞ + u′1
u2 = u′2
u3 = u′3
P = P∞ + P′

(6.40)

Rappelons ici que les perturbations turbulentes "gelées" sont fonctions du temps grâce
à l’hypothèse de Taylor permettant d’établir une relation d’équivalence entre les échelles
de temps et les échelles de longueur des grandeurs fluctuantes. Cette hypothèse utilise le
principe de turbulence "gelée", pour laquelle l’écoulement turbulent est convecté à la vitesse
moyenne U∞ quelle que soit l’échelle. Pour une grandeur fluctuante donnée ϑ′, nous pouvons
considérer que la boite d’alimentation entre dans le domaine de calcul physique principal à
la vitesse d’injection U∞ au fur et à mesure que le temps t de simulation augmente et nous
écrivons ainsi :

ϑ′(x1 = 0, x2, x3, t)︸                   ︷︷                   ︸
quantité injectée à l’entrée

� ϑ′(tU∞, x2, x3, tstockage)︸                          ︷︷                          ︸
quantité issue de la DTHI

(6.41)

L’utilisation de l’hypothèse de Taylor reste admissible si les fluctuations de vitesse restent
négligeables devant U∞. On estime le taux de fluctuations u′/U∞ maximal, pour assurer
l’hypothèse de turbulence "gelée", est de 10% [170] 2. Dans notre configuration, cette condition
est bien vérifiée. En pratique, les perturbations sont évaluées en fonction du plan d’entrée qui

2. Plusieurs études ont été effectuées à ce sujet. Nous renvoyons le lecteur intéressé à l’article de Gledzer [93]
et de Kahalerras et al. [138]
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i+2ii-1i-2

Boite d'alimentation

Domaine de calcul principal

x1

x2
x3

Plan d'entrée du domaine

U∞

Figure 6.7. Représentation schématique du procédé d’interpolation utilisé lors de l’alimentation du
domaine de calcul en données turbulentes

ne coïncide par forcément avec un plan de discrétisation. Les champs sur ce plan d’entrée
sont ainsi évalués par l’intermédiaire d’une interpolation quadratique utilisant les 4 plans
voisins (i− 2, i− 1, i, i + 1) comme illustré sur la Figure 6.7.

6.4.3 Condition de sortie

Les conditions aux limites non réfléchissantes de type NSCBC associées à une zone éponge
absorbantes sont utilisées aux frontières du domaine afin de rendre possible la sortie des
fluctuations aérodynamiques ou acoustiques sans réflexion notable. La zone éponge construite
en sortie d’écoulement entre 3π et 4π est associée également à un étirement du maillage
dans la direction longitudinale permettant une dissipation des structures turbulentes avant
qu’elles n’atteignent la condition de sortie et produisent des ondes acoustiques parasites.
Dans la formulation de la zone éponge définie par l’équation (3.38), nous avons à régler deux
paramètres (n et σm). La valeur de n est fixé à 2 [104, 174] et σm à k0U∞/(2π) [153]. Larsson
et Lele [153] ont proposé une version raffinée de conditions non réfléchissantes permettant
d’assurer que la pression moyenne à la sortie reste proche d’une valeur donnée p∞, et ce afin
d’assurer la stationnarité du choc droit. Dans le cas de notre configuration, nous devons nous
assurer que p∞ reste proche de p2 calculée à partir des relations de Rankine-Hugoniot fixées
pour M1 et P1 = P∞. Pour ce faire, nous supposons tout d’abord que l’écoulement est purement
laminaire avec comme conditions à l’amont du choc (u1,u, Pu) et à l’aval (u1,d = U∞, Pd). Si le
choc se déplace vers la sortie du domaine à la vitesse Us, les relations de Rankine-Hugoniot
fournissent la relation de saut du rapport de pression sous la forme suivante :

Pd

Pu
= 1 +

2γ

γ + 1

(
−1 +

(u1,u −Us)2

c2
u

)
, (6.42)

où cu est la vitesse du son à l’amont du choc. Nous avons dans ce cas p∞ = Pd. Pour un
écoulement turbulent, la relation (6.42) n’est valide qu’au sens instantané et non sur l’ensemble
de la durée de la simulation. Lele [159] a développé des relations de saut pour des écoulements
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turbulents en se basant sur la théorie de la distortion rapide RDT et il a trouvé que le saut de
la pression et de la masse volumique diminue par rapport au cas laminaire en présence de
la turbulence pour un nombre de Mach de choc donné. Dans ce cas, nous avons p∞ , Pd et
la détermination de p∞ est plus compliquée. Notons p∞,initial et Us,initial = Us provenant du
calcul laminaire et essayons de corriger cette valeur pour tenir compte du caractère turbulent
de l’écoulement. Cette correction sera effectuée en utilisant un maillage moins raffiné pour
plus de rapidité. La différenciation de la relation (6.42) par rapport à pd et Us permet d’obtenir
une relation entre les petites perturbations δpd et δUs :

δpd

pu
= − 4γUs

c2
u(γ + 1)

δUs. (6.43)

Nous supposons de plus que δpd ≈ δp∞ et δUs ≈ −Us,initial, et nous obtenons ainsi une
correction de la pression à imposer à la sortie sous la forme :

p∞ = p∞,initial + δp∞

≈ p∞,initial +
4puUs,initialγ

c2
u(γ+1) Us,initial

= p∞,initial +
4ρuu1,u

γ+1 Us,initial

(6.44)

Nous pouvons réitérer cet ajustement de la pression p∞, surtout pour les valeurs les plus
élevées du nombre de Mach turbulent, pour le cas des bas nombres de Mach turbulent, la
valeur Us,initial est très proche de zéro, auquel cas une seule application de la correction est
suffisante.

6.4.4 Paramètres de la simulation

Les simulation de l’interaction entre une onde de choc et un écoulement turbulent se-
ront conduites avec les Mach amont M1 = 1.7,1.9,2.0,2.1 et 2.3. Pour un nombre de Mach
amont fixé, les paramètres de calculs sont identiques. Ces paramètres sont regroupés dans le
Tableau 6.4.

Cas A B C

Domaine 4π × (2π)2 4π × (2π)2 4π × (2π)2

Maillage 750× 2562 750× 2562 750× 2562

M1 1.70 2.00 2.30
k0

2 4.00 4.00 4.00

Tableau 6.4 – Paramètres des différents
calculs d’interaction choc-turbulence.

Pour s’assurer qu’un nombre suffisant de points de maillage soit situé au voisinage de la
discontinuité et pour éviter des oscillations parasites et résoudre au mieux la dissipation en
aval, un raffinement de maillage est effectué dans le voisinage immédiat de la position du
choc. Physiquement, le choix des schémas numériques et le maillage, doivent à la fois :
• représenter correctement les petites structures de l’écoulement en engendrant le moins
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de dissipation numérique possible ;
• résoudre les discontinuités avec une robustesse semblable aux schémas à capture de

choc (shock capturing). L’épaisseur typique d’un choc est de l’ordre du libre parcours
moyen [39]. Numériquement, il est donc très difficile de résoudre correctement un
choc, et son épaisseur est fixée par le maillage.

L’utilisation des schémas WENO (appartenant à la famille des méthodes dites shock fitting)
répond bien à ses exigences. En effet, Liska et Wendroff [165] ont présenté une comparaison de
huit schémas aux différences finies pour la résolution des lois de conservation hyperboliques.
Ils ont montré que les schémas WENO, bien que coûteux en temps CPU, sont plus robustes et
donnent des résultats précis. En plus, dans le cas du problème qui nous intéresse, l’inconvé-
nient majeure des méthodes de shock fitting (elles reposent principalement sur un maillage
adaptatif qu’on construit de telle sorte à faire coïncider la position du choc avec un nœud
de maillage) ne se pose pas, car la topologie du choc est presque figée et plane à quelques
mailles près. Pour une bonne description du problème d’interaction choc-turbulence, les deux
exigences citées nécessitent que les plus petits tourbillons, de taille comparable à l’échelle
de longueur de Kolmogorov ηK, soient plus grands que l’épaisseur numérique du choc δS.
Pour l’ensemble des présentes simulations, les calculs ont été effectués sur un maillage étiré
de manière significative dans la direction normale à l’onde du choc de telle sorte que le pas
de discrétisation longitudinale ∆x1,s aux alentours du choc (et derrière) soit approprié pour
décrire la turbulence post-choc compressée.

A l’entrée du domaine de calcul, où la turbulence est injectée, la résolution spatiale
est définie en fonction de ηK/∆x1,i = 3/2. La discrétisation est homogène à l’entrée (i.e.,
∆x1,i = ∆x2,i = ∆x3,i) mais l’espacement du maillage ∆x1 est progressivement diminué dans
la direction normale au choc de référence en utilisant la fonction d’étirement donnée par
l’équation (6.47). Il est réduit de telle manière que, à l’emplacement du choc, l’échelle de
longueur de Kolmogorov ηK est approximativement égale à 8∆x1,s. L’épaisseur de choc
numérique, telle qu’elle résulte de l’activation du schéma WENO non linéaire, est quant à elle
approximativement égale à 4∆x1,s. Ceci confirme que l’épaisseur du choc numérique δS reste
bien inférieure à l’échelle de longueur de Kolmogorov ηK. Le critère de séparation d’échelle,
tel que décrit par Ryu et Livescu [231], est donc bien vérifié. Nous avons également utilisé un
maillage évolutif pour ne pas engendrer des oscillations parasites en adoptant un raffinement
du maillage suivant la direction longitudinale. Nous gardons un maillage uniforme suivant
la direction transversale identique à celui du parallélépipède d’alimentation pour éviter des

1. Ce choix est basé sur la limitation selon laquelle deux points sont minimum nécessaires pour résoudre
correctement une structure turbulente. Cette limitation se traduit par le critère :

η > 2max{∆x1, ∆x2, ∆x3} (6.45)

En sachant que η ' (ν3/ε)1/4, le critère de l’équation (6.45) s’écrit alors

Reλ ≤
1√
15

(
Nx2

k0Lx2

)2
(6.46)

2. le nombre d’onde le plus énergétique défini dans l’équation (6.33)

114



Aspects numériques de la simulation directe 115

éventuelles interpolations des points du parallélépipède d’injection à l’entrée. Nous utilisons à
cette fin une transformation permettant de raffiner progressivement suivant la formule (6.47) :

x1(s) = Lx1

(
rs + r−d

2b logφ1(s)

r + r−d
2b logφ2

)
(6.47)

avec

φ1(s) =
cosh

(
b
(
s− 3c

2

))
cosh

(
bc
2

)
cosh

(
b
(
s− c

2

))
cosh

(
3bc
2

) , φ2 =
cosh

(
b
(
1− 3c

2

))
cosh

(
bc
2

)
cosh

(
b
(
1− c

2

))
cosh

(
3bc
2

) (6.48)

où s est une coordonnée variant de façon uniforme entre 0 et 1. Les variables r et d sont respecti-
vement représentatives de ∆x1 aux bords du domaine et sur le choc (autour de c). Les quantités
b et d permettent de spécifier l’étendue du domaine sur lequel nous raffinons le maillage.
Ces constantes sont choisies de telle sorte qu’à l’entrée nous ayons (∆x1)entrée = ∆x2 = ∆x3

et un raffinement max∆x1 ≈ 5min∆x1 au niveau de la discontinuité. Nous appliquons ce
raffinement sur le domaine Lx1 /2 (avec les paramètres c = 0.5, r = 10.0, d = 0.01 et b = 3.45
obtenus par essais successifs), alors que dans le reste du domaine de calcul nous appliquons
deux raffinements linéaires. La Figure 6.8 représente la variation du pas d’espace issue du
raffinement.
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Figure 6.8. Évolution du pas d’espace obtenu
avec le maillage évolutif utilisé dans la direc-
tion longitudinale des calculs d’interactions choc-
turbulence

Récapitulatif

Dans ce chapitre, nous avons exposé le détail de la mise en place d’une base de données
pour le problème d’interaction choc-turbulence basée sur des simulations numériques directes
DNS. Cette base comprend trois intensités de choc, i.e. trois valeurs de Mach amont (M1 =

1.7, 2.0 et 2.3. Une attention particulière a été apporté à la façon d’injecter de turbulence dans
le domaine de calcul ainsi qu’à la définition du maillage pour une meilleure résolution des
petites structures de turbulence et une bonne résolution de la discontinuité induite par l’onde
de choc.
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Ce chapitre rassemble les résultats de DNS concernant la configuration d’interaction entre
une onde de choc plane et une turbulence homogène isotrope. Un des objectifs de ce chapitre
réside dans la vérification et l’amélioration des connaissances récemment acquises sur ce type
d’écoulements. Ces données ont été obtenues avec l’outil numérique CREAMS que nous avons
précédemment présenté au chapitre §3. L’essentiel de notre analyse portera sur les modifi-
cations subies par l’écoulement turbulent à la traversée du choc. Nous nous intéresserons
donc aux principales statistiques de la turbulence en insistant sur les mécanismes physiques
élémentaires responsables des évolutions observées. L’examen des bilans associés aux diffé-
rentes statistiques étudiées constituera la source d’information essentielle. Nous comparerons
les données obtenues pour trois valeurs du nombre de Mach convectif (M1 = 1.7, 2.0 et 2.3)
quand l’accent sera mis sur l’influence du Mach d’entrée, sinon quand il s’agira de montrer
un résultat qualitatif, seul le cas de référence (M1 = 1.7) sera considéré.

Les travaux présentés ici ont fait l’objet d’une publication dans Shock Waves [27] et ont été
également présentés au colloque ICDERS en 2017 [26].
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7.1 Vérification de la simulation numérique directe

La Figure 7.1 met en évidence les caractéristiques qualitatives principales du développe-
ment d’une turbulence interagissant avec un choc à travers un champ instantané du critère
λ2. Cette figure souligne la richesse topologique de l’écoulement ainsi que l’activité de la
turbulence dans la région en aval du choc. En effet, elle montre l’enroulement des tourbillons
permettant d’identifier localement les structures tourbillonnaires cohérentes. Le critère d’iden-
tification des tourbillons λ2 utilisé correspond à la valeur propre la plus négative associée
au tenseur S2

ij +W
2

ij , où Sij et Wij sont les parties symétrique et antisymétrique du tenseur
du gradient de vitesse, respectivement (cf. paragraphe §7.3.2 pour plus de détails). D’autres
critères sont également utilisés dans la littérature pour visualiser les structures turbulentes,
e.g., les iso-contours de pression ou le critère Q. Plusieurs auteurs [87, 129, 130] considèrent
que les critères Q et λ2 sont souvent équivalents. Sur la Figure 7.1, nous pouvons visualiser le
changement drastique des structures tourbillonnaires observé à la traversée du choc normal.
De même, nous visualisons le changement des orientations des tourbillons et l’amplification
de l’enstrophie juste en aval du choc. Plus en aval du choc, les structures tourbillonnaires
tendent à reprendre leur caractère isotrope et leur orientations aléatoires, identiques à celles
observées en amont du choc.

2π 3π

2π
0

2π

Enstrophy

x2

x3

x1π00

π

π

Figure 7.1. Iso-contour de λ2 (λ2 = 0.07max ( λ2 ) coloré par la norme de l’enstrophie, le choc
est identifié par un iso-contour négative de la dilatation colorée par la pression.

Nous précisons à ce stade que les caractéristiques de l’écoulement turbulent obtenu
juste en amont immédiat du choc. C’est en effet ces caractéristiques turbulentes qui vont
interagir avec la discontinuité. Le Tableau 7.1 reporte les statistiques principales associées aux
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fluctuations turbulentes en question.

Cas A B C

M1 1.70 2.00 2.30

Mt 0.171 0.172 0.172

Reλ 21.0 21.0 21.0
S -0.43 -0.43 -0.43

T 3.42 3.42 3.43

u′1,rms/U∞ 0.076 0.088 0.93

ρ′1,rms/ρ∞ 0.083 0.084 0.084

p′1,rms/P∞ 0.113 0.114 0.114

Tableau 7.1 – Paramètres des différents
calculs d’interaction choc/turbulence à
l’amont immédiat du choc.

On note ici que la turbulence injectée est faiblement compressible puisque Mt est voisin
de 0.21. Elle ne présente pas de structures de chocs locaux ou shocklets qui apparaissent
habituellement quand des tourbillons énergétiques présentent des fluctuations de vitesse
supérieurs à la vitesse de son. Ces chocs vont activer excessivement le schéma non linéaire WENO
et conduire à une grande dissipation numérique causant par la suite des erreurs numériques
drastiques dans certains cas [19, 161]. En outre, d’après le Tableau 7.1, nos simulations vérifient
bien la relation Mt < a(M2

1 − 1), où a est de l’ordre de 0.1. Cette relation issue des simulations
numériques réalisées par Lee et al. (1993) [156], assure que le front de la discontinuité reste
bien défini au cours des simulations dans le sens où l’onde de choc subit des déformations
suite aux flucturations turbulentes qui le traversent sans que sa structure interne ne soit
affectée.

Pour rappel, dans le problème qui nous intéresse, on utilise successivement deux types de
moyennes. Dans un premier temps, on utilise la propriété d’homogénéité de l’écoulement
dans les deux directions transverses au choc suivant lesquelles nous appliquons la moyenne
spatiale. Ensuite, comme l’écoulement turbulent est également statistiquement stationnaire,
on effectue une moyenne dans le temps de différents champs instantanés stockés au cours
de la simulation. Les moyennes sont calculées suivant la moyenne de Reynolds ou de Favre
suivants les deux expressions suivantes :

ϕ(x1) =

∫ t f
ti

∫ Lx2
0

∫ Lx3
0 ϕ(x1, x2, x3, t)dx2dx3dt∫ t f

ti

∫ Lx2
0

∫ Lx3
0 dx2dx3dt

, (7.1)

et

ϕ̃(x1) =

∫ t f
ti

∫ Lx2
0

∫ Lx3
0 ρϕ(x1, x2, x3, t)dx2dx3dt∫ t f

ti

∫ Lx2
0

∫ Lx3
0 ρ(x1, x2, x3, t)dx2dx3dt

. (7.2)

avec ti et t f le temps initial et final de la prise de donnés de la base statistique. Pour les
simulations que nous avons effectuées, le nombre d’échantillons pris dans chaque plan
transversal (x1 = Cste) pour la moyenne spatiale est 256× 256. On complète ensuite par une
moyenne dans le temps portant sur 2000 champs instantanés. Ces derniers sont stockés à
intervalles de temps régulièrement répartis sur une durée ∆t = 80/k0u1,u. On veille par ailleurs
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120 7. Résultats de la simulation numérique directe pour l’interaction choc-turbulence

à ce que le calcul des statistiques ait lieu une fois que l’écoulement a effectivement atteint un
état statistiquement stationnaire. On ne commence donc le stockage des champs instantanés
qu’après une période transitoire correspondant au temps où l’écoulement a traversé trois fois
le domaine longitudinal avec la vitesse d’advection moyenne u1,u. En outre, l’influence du
nombre de champs retenus dans le calcul des statistiques temporelle a été testée : on n’a pas
constaté de différence notable entre les statistiques obtenues avec 2000 et 3000 champs.

Évolution des facteurs de dissymétrie

Nous montrons l’évolution longitudinale des facteurs de dissymétrie Sii, i = 1,2,3 sur
la Figure 7.2. Nous constatons que la valeur juste en amont du choc correspond bien à une
turbulence bien développée. La décroissance spatiale de la turbulence est ainsi bien validée,
ceci confirme que les champs turbulents à l’entrée du domaine principal sont proprement
injectés.

Figure 7.2. Évolution longitudinale du fac-
teur de dissymétrie pour le cas de référence
M1 = 1.7
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Évolution des profils moyens à travers le choc

Nous disposons initialement d’un écoulement moyen auquel nous ajoutons des perturba-
tions qui vont devenir turbulentes. Les profils des quantités moyennes normalisées par leurs
valeurs en amont sont présentés sur la Figure 7.3. Le choc étant stationnaire en moyenne,
nous observons toutefois que l’épaisseur de la discontinuité augmente légèrement et diffuse
un peu plus qu’en écoulement laminaire. Nous constatons également que les différents pro-
fils présentent des écarts très faibles (d’un ordre inférieur à 1%) par rapport aux résultats
obtenus avec un écoulement laminaire correspondant également aux relations de saut de
Rankine-Hugoniot. La Figure 7.3(d) souligne une légère diminution de la vitesse moyenne
longitudinale par rapport à celle obtenue en aval dans le cas laminaire. Comme l’ont déjà
montré Lee et al., Lee et al. [156, 157] et Lele [160], la zone immédiatement en aval de l’onde
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Vérification de la simulation numérique directe 121

de choc est caractérisée par des échanges énergétiques de natures diverses. Notons qu’à la
différence des précédents études de ce type de configuration d’interaction choc-turbulence où
γ est considéré constante et égale à 1.4, le rapport des capacités thermiques dépend ici de la
température et subit lui aussi une légère diminution à la traversée du choc.

Analyses des corrélations entre deux points

Afin de simuler l’écoulement turbulent canonique en interaction avec un choc normal,
plusieurs choix ont été faits (domaine périodique, discrétisation spatiale). Ceux-ci sont vérifiés
a posteriori notamment grâce à l’analyse des corrélations en deux points et à l’étude spectrale.

L’emploi de conditions périodiques se justifie par la propriété d’homogénéité dans la
direction transverse seulement si le domaine de calcul principal est suffisamment long
dans les deux directions de périodicité x2 et x3 pour contenir les plus grandes structures.
Afin de vérifier que la taille du domaine est suffisamment grande dans les deux directions
d’homogénéité x2 et x3, i.e. selon le sens de l’envergure, où les conditions de périodicité sont
appliquées, l’évaluation de la corrélation en deux points est calculée dans un plan x1 =Cste
en amont de la discontinuité et effectuée selon la procédure indiquée par O’neill et al. [202] et
Lee et al. [156]. La corrélation en deux points d’une quantité f dans la direction x2 s’exprime
en réécrivant l’équation (6.1) comme :

R2, f =
f ′(x1, x2, x3, t) f ′(x1, x2 + ∆x2, x3, t)

f ′(x1, x2, x3, t) f ′(x1, x2, x3, t)
. (7.3)

La moyenne est effectuée spatialement suivant la direction x3 suivie d’une moyenne temporelle.
Pour éviter une possible contamination numérique liée à un domaine de calcul insuffisamment
long selon la direction de périodicité, la relation (7.3) doit tendre vers zéro au fur et à mesure
que ∆x2 augmente, i.e. pour les grandes séparations. La Figure 7.4 montre les corrélations des
composantes de vitesse ainsi que celle de la masse volumique et de la pression dans le plan
k0x1 = 11.4 situé à l’amont du choc. Le comportement général de ces courbes montre une
diminution effective de la corrélation. La corrélation R2,u2 décroît de façon monotone à zéro
lorsque ∆x2 tend vers Lx2 /2 = π. De même, R2,u1 et R2,u3 atteignent un niveau nul pour des
grandes séparations et sont égales pour de faibles intervalles de séparation. Les corrélations
de la pression R2,p et la masse volumique R2,ρ présentent également des comportements très
similaires pour des petites valeurs de ∆x2. Nous pouvons ainsi déduire de ces comportements
que la taille du domaine est suffisante pour représenter l’ensemble des phénomènes physiques
associés à l’écoulement turbulent considéré.

Analyse spectrale

La qualité de la résolution obtenue pour l’écoulement turbulent est évaluée par le biais
d’une analyse spectrale. Dans ce but, nous définissons la fonction des corrélations croisées
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Figure 7.3. Évolution longitudinale de la masse volumique (a), la pression (b), la température (c),
la vitesse moyenne suivant x1 (d), le rapport des capacités calorifiques (e) et le Mach (f). Les traits
pointillés (−−) représentent les valeurs obtenues en aval dans le cas laminaire.
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Figure 7.4. Corrélations en deux points
pour le cas de référence M1 = 1.7

Rij(r) = u(x)u(x′) avec r = x′ − x.

Eij(κ) =
1

(2π)3

$ +∞

−∞
e−i.κ.rRij(r)dr. (7.4)

Pour une turbulence isotrope et incompressible, il est possible de démontrer que le tenseur
Eij(κ) est symétrique et prend la forme analytique suivante :

Eij(κ) =
E(κ)
πκ

(
δij −

κiκj

κ2

)
. (7.5)

La forme des spectres de vitesse monodimensionnels est définie comme suit :

Eii(κ2) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Eii(κ)dκ1dκ3 (7.6)

Pour une turbulence homogène isotrope incompressible, il existe une relation analytique entre
les spectres monodimensionnels de vitesse [118, 58] qui s’écrit

E22(κ2)− 2E11(κ2) = κ2
∂E22(κ2)

∂κ2
, (7.7)

avec E11(κ2) = E33(κ2). La Figure 7.5 présente les spectres monodimensionnels d’énergie
cinétique turbulente calculés au même endroit que la fonction de corrélation. Tous les spectres
présentent un comportement attendu de turbulence homogène isotrope, et nous pouvons non
seulement comparer E11(κ2) et E33(κ2), mais également E11(κ2) obtenu par le calcul à partir
des champs instantanés et E11(κ2)déduit de E22(κ2) à partir de la relation (7.7).

Activation du schéma WENO7 non linéaire

L’approche hybride utilisée dans la discrétisation des flux convectifs, qui combine le
schéma WENO7 et un schéma centré du même ordre de précision, nécessite l’emploi d’un
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124 7. Résultats de la simulation numérique directe pour l’interaction choc-turbulence

Figure 7.5. Spectres monodimensionnels
de vitesse pour le cas de référence M1 = 1.7.
E∗11(κ2) est obtenu analytiquement à partir
de E22(κ2) suivant l’équation (7.7).
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critère additionnel afin de détecter les possibles discontinuités présentes dans l’écoulement.
Comme indiqué dans la section 3.1.1, la détermination de ces discontinuités se fait à partir de
l’évaluation simultanée des variations locales normalisées de pression et de masse volumique.
La Figure 7.6 illustre l’application de ce critère avec |ρi+1 − ρi|/ρi > 15.0% et |pi+1 − pi|/pi >

15.0%. Dans les régions englobant les chocs, le schéma WENO7 est utilisé tandis que le schéma
centré est appliqué en dehors de ces dernières. La valeur de 15.0% est choisie par essais
successifs et elle est retenue pour permettre de minimiser le déclenchement du schéma WENO7

afin de minimiser la viscosité numérique introduite par le schéma tout en conservant la plus
grande robustesse possible. Le schéma servant à capturer les chocs s’active principalement le
long de la discontinuité imposée par les conditions de Rankine-Hugoniot.

x1

x2

0 π 2π 3π 4π
0

π

2π

Figure 7.6. Visualisation instantanée de la zone d’activation de la pondération non linéaire du schéma
WENO
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7.2 Énergie cinétique turbulente

Nous commençons la description du phénomène d’interaction choc/turbulence en nous
intéressant à la modification de l’énergie cinétique de turbulence à la traversée du choc. La
figure Figure 7.7 reporte les termes diagonaux du tenseur de Reynolds définis par Rij = ˜u′′i u′′j .
En amont de l’onde de choc, les composantes diagonales de ce tenseur décroissent lentement
avant d’interagir avec le choc. Puis la composante R11 des tensions de Reynolds (Figure 7.13(a))
présente une augmentation rapide immédiatement en aval du choc situé juste en amont de la
zone d’oscillations correspondant aux valeurs de x1 pour lesquelles ∂ũ1/∂x1 = 0. Les deux
autres composantes R22 et R33 diminuent de façon continue. R11 présente une augmentation
rapide en aval de la zone d’oscillations de la discontinuité. Cette augmentation est due à un
transfert d’énergie entre les modes acoustiques et rotationnels et à la redistribution d’énergie
cinétique des deux composantes R22 et R33 vers R11 (cf. Lee et al. [157]).
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Figure 7.7. Évolution longitudinale des contraintes de Reynolds normales normalisées par leurs
valeurs à l’amont immédiat du choc.

Le comportement observé pour la tension de Reynolds R11 se retrouve pour l’énergie
cinétique turbulente K = (R11 + R22 + R33)/2. Ainsi, en amont de l’onde de choc, l’énergie
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126 7. Résultats de la simulation numérique directe pour l’interaction choc-turbulence

cinétique K décroît continûment jusqu’à l’onde de choc, ensuite elle commence par augmen-
ter dans une zone immédiatement en aval du choc avant de décroître lorsqu’on s’éloigne
suffisamment de la zone de choc (champ lointain). L’évolution rapide non monotone que
subit l’énergie cinétique à l’aval immédiat du choc s’explique par la corrélation entre les
fluctuations de vitesse longitudinale et les fluctuations de pression [127].

Figure 7.8. Évolution de l’énergie cinétique
turbulente K normalisée par sa valeur immédia-
tement en amont du choc (K)u.
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Figure 7.9. Évolution du tenseur d’anisotro-
pie R11/R22.
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L’anisotropie du tenseur de Reynolds R11/R22 est présentée sur la Figure 7.9. Nous
constatons que l’écoulement devient anisotrope et on note que R11 > R22 � R33. Comme
les composantes du tenseur de Reynolds sont amplifiées différemment à travers l’onde de
choc, les modèles de turbulence à deux équations comme k − ε ou k − ω ne peuvent pas
reproduire cette anisotropie induite par le choc car ils modélisent seulement l’effet total
de l’amplification sous la forme d’énergie cinétique turbulente K. Les modèles basés sur
les équations de transport des contraintes de Reynolds sont potentiellement adaptés pour
capturer la turbulence anisotrope générée par le choc.

Pour étudier de plus près l’anisotropie induite par l’interaction de la turbulence avec le
choc, nous définissons le tenseur déviateur du tenseur des contraintes de Reynolds :

b̃ij =
˜ρu′′i u′′j
2K − δij

3
. (7.8)
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Ce tenseur, classiquement nommé tenseur d’anisotropie, mesure le degré d’anisotropie des
contraintes de Reynolds. La cartographie des invariants de ce tenseur illustre la dynamique
des écoulements complexes liés aux chocs et à leurs interactions avec les couches cisaillées
et la turbulence. Par construction, le premier invariant de ce tenseur, i.e. sa trace, noté
Ib, est nulle. Ce tenseur peut donc être étudié à l’aide de ces seuls invariants d’ordre 2

(I Ib = bijbji) et d’ordre 3 (I I Ib = bikbkjbji). Le domaine de variation des valeurs des invariants
du tenseur b̃ij est borné dans le plan (I Ib, I I Ib). Cette caractéristique a été démontrée par
Lumley (1979) [171] dans le plan (I I∗b , I I I∗b ) avec I I∗b = −I Ib/2 et I I I∗b = I I Ib/3. Dans ce
nouveau repère, les couples (I I∗b , I I I∗b ) sont restreints à l’intérieur d’un triangle dit de Lumley.
Les frontières de ce triangle décrivent les différents états du tenseur des contraintes turbulentes
(cf. Figure 7.10). L’origine de ce plan représente l’état de turbulence isotrope. Le segment
(s2s3) correspond à une turbulence à deux composantes (une des trois valeurs propres est
nulle). Cette trajectoire est déterminée par la relation 1− 9I I∗b + 27I I I∗b = 0. Les segments
(s1s3), correspondant à I I I∗b = 2(I I∗b /3)(3/2), et (s1s2), I I I∗b = −2(I I∗b /3)(3/2), représentent
une turbulence axisymétrique (deux valeurs propres égales). La distinction entre ces deux
comportements est liée au signe du troisième invariant. Lorsque celui-ci est positif, la valeur
propre axiale est prépondérante par rapport au deux autres composantes qui sont égales. On
parle alors de structure en cigare (Cigar-Shaped turbulence). En revanche, lorsque I I Ib est
négatif, ce sont les composantes radiales qui sont prépondérantes devant la composante axiale.
On parle alors de structure en disque. Par soucis de visibilité, nous représentons les invariants
dans le repère (I I∗b , I I I∗b ) avec I I∗b = −I Ib/2 et I I I∗b = I I Ib/3 ainsi que dans le repère (η, ξ)
avec η2 = I I∗b /3 et ξ3 = I I I∗b /2.

La Figure 7.10 présente les invariants du tenseur d’anisotropie dans le plan (η, ξ). Elle
souligne que les résultats numériques évoluent bien dans les limites données par le triangle
de Lumley. Les positions ainsi représentées sont majoritairement au centre de la zone caracté-
ristique de l’isotropie en amont du choc. Pour les positions se trouvant en aval du choc, les
échantillons se situent majoritairement au voisinage de la zone des structures en cigare qui
correspond à une turbulence axisymétrique à une composante avec un pourcentage de 80%
des échantillons se situant à ξ ∈ [0.013 : 0.045].

Une variété d’approches théoriques s’est penchée sur la prédiction de l’effet de choc sur
l’énergie cinétique, sur la vorticité et sur un certain nombre d’autres quantités. Néanmoins,
la théorie de l’Analyse Linéaire de l’Interaction choc/turbulence reste aujourd’hui l’outil le
plus performant quant à l’analyse d’interaction d’un choc avec un champ fluctuant isotrope.
Une mesure largement utilisée de l’effet d’une onde de choc sur la turbulence est le facteur
d’amplification défini comme étant le rapport entre la première composante du tenseur de
Reynolds R11 à l’abscisse x1 où il atteint son maximum à l’aval du choc et à l’abscisse juste à
l’amont du choc. Le facteur d’amplification est ainsi défini par :

G =
(R11)d

(R11)u
. (7.9)

En supposant que la variation du nombre de Mach en amont causée par les fluctuations tur-
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Figure 7.10. Plans des invariants (η,ξ) pour le cas de référence M1 = 1.7

bulentes est modérée, l’épaisseur de choc δS peut être approchée par sa valeur en écoulement
laminaire (Thompson [255]) et s’exprime par :

δS =O
(

ν

c∆M

)
, (7.10)

où ∆M = M1 − 1. Avec la même hypothèse, l’échelle de Kolmogorov peut être approchée
par :

ηK =O
(

ν3/4

ε1/4

)
. (7.11)

Nous pouvons ainsi écrire :

ηK

δS
=O

(
ν3/4

ε1/4 ·
c∆M

ν

)
=O

(
urms

ν1/4ε1/4 ·
c

urms
· ∆M

)
=O

(
urms

uk
· c

urms
· ∆M

)
, (7.12)

où, d’après l’équation (6.10), l’ordre de grandeur de la vitesse de Kolmogorov est :

uk =
ηK

τk
=O

(
ν1/4 · ε1/4

)
. (7.13)

Or, comme :
urms

uk
=O

(
Re1/4

t

)
=O

(
Re1/2

λ

)
. (7.14)

Nous pouvons ainsi écrire :
ηK

δS
=O

(
Re1/2

λ · ∆M
Mt

)
. (7.15)

De plus, il est connu que Lt/ηK =O
(

Re3/4
t

)
=O

(
Re3/2

λ

)
, d’où l’estimation suivante :

Lt

δS
=
Lt

ηK
· ηK

δS
=O

(
Re2

λ ·
∆M
Mt

)
. (7.16)

D’un point de vue physique, lorsque la turbulence interagit avec décélération moyenne rapide,
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en l’occurrence un choc, un paramètre adimensionnel pertinent régissant l’interaction serait le
rapport entre les échelles caractéristiques de la turbulence et celles du choc. Un tel paramètre
de similarité peut être définie par z = Mt/(

√
Reλ∆M). Ce paramètre semble également

être un choix naturel pour délimiter les différents régimes d’interaction choc-turbulence.
Compte tenu que z est le rapport de l’épaisseur du choc laminaire à l’échelle de longueur
Kolmogorov, pour des valeurs relativement faibles de z, nous nous attendons à ce que le
choc soit soumis à un champ de vitesse relativement uniforme et se comportera donc comme
un front quasi-laminaire, i.e. le régime "plissé" (wrinkled). D’autre part, pour une énergie
cinétique K relativement grande, la turbulence peut perturber grandement le choc, créer
de multiples pics de compression, c’est-à-dire le régime dit "cassé" (broken). Nous sommes
sommes questionnés quant à la mise à l’échelle :

G = f (z). (7.17)

La Figure 7.11 reporte les valeurs du facteur d’amplification G versus z en comparaison
avec une collection du même facteur de la littérature. Il n’y a pas une tendance systématique
indiquant que le nombre adimensionnel z est capable de caractériser de façon catégorique
l’interaction d’un choc avec une turbulence. Néanmoins, les valeurs obtenues, pour des
nombre de Mach à l’amont se situant dans la zone de transition qui a récemment été mise en
évidence par Donzis [64], sont en bon accord avec les résultats de la littérature. La théorie LIA

prédit effectivement une valeur de G ≈ 1.14 pour γ = 1.4 [279], alors que selon les données
de Figure 7.11, le facteur d’amplification obtenu pour les petites valeurs de z se situe au
voisinage de G ≈ 1.6. L’erreur commise, qui est de l’ordre de 40%, s’explique par le fait que
la théorie LIA requiert, en plus de z→ 0, à la fois Reλ → ∞ et Mt → 0. Dernièrement, Ryu
et Livescu (2014) [231] ont montré que lorsque z≈ δS/ηK→ 0, les résultats obtenus par des
simulations directes convergent vers les solutions de la théorie LIA. Ils ont conduit un calcul
d’interaction choc-turbulence pour des nombres de Mach turbulent très petits et un nombre
Reλ égal à 40.
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Figure 7.11. Le facteur d’amplification G en fonction du paramètre adimensionné z. Les données de
la littérature sont extraites de Donzis [64].
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Pour déterminer le régime d’interaction et la structure de choc, il est habituel de considérer
la valeur de la variance de dilatation normalisée Θ = (θ2/θ

2 − 1)1/2 où θ est la valeur de
la dilatation instantanée à l’abscisse de la discontinuité, c’est-à-dire où la dilatation prend
sa plus grande valeur négative. Suivant les travaux de Larsson et Lele [153] et Donzis [63],
la valeur de Θ peut être utilisée comme mesure de la structure de choc. Une valeur faible
indique un front de choc uniforme et une grande valeur indique un front de choc très "plissé"
voire même "cassé". La Figure 7.12 compare les résultats de nos simulations aux données
rassemblées par Donzis [64]. Sur la Figure 7.12, nous trouvons également le tracé de la courbe
de meilleur ajustement :

Θ = c1
Mt

∆M
+ c2

(
Mt

∆M

)3

, (7.18)

avec c1 = 0.15 et c2 = 0.115.
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Figure 7.12. RMS de la dilatation normalisée Θ versus Mt/(M1 − 1). Les données de la littérature
sont extraites de Donzis [64].

7.3 Évaluation de l’enstrophie

Maintenant que nous avons examiné l’influence de choc normal sur l’écoulement tur-
bulent isotrope, nous poursuivons nos analyses du phénomène d’interaction entre choc
normal et turbulence en nous intéressant à l’évolution de la vorticité et de l’enstrophie. La
Figure 7.13 présente l’évolution des variances de vorticité normalisées par leurs valeurs à
l’amont immédiat du choc Rωi = ρω′2i /(ρω′2i )u.

La composante transverse est amplifiée directement au niveau du choc durant l’interaction
en raison de la compression, puis elle subit une décroissance continue. Quant à la composante
longitudinale, elle est initialement peu affectée à la traversée du choc, puis elle subit une
croissance brutale avant de décroître sous l’effet de la dissipation visqueuse et s’équilibre
ensuite avec la composante transversale. L’augmentation du nombre de Mach aval a pour
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Figure 7.13. Évolution longitudinale des variances de vorticité normalisées par leurs valeurs à
l’amont immédiat du choc.

effet d’amplifier davantage les deux composantes longitudinale et transversale. Par ailleurs, la
Figure 7.14 met en évidence un retour local à l’isotropie pour la vorticité à partir de k0x1 ≈ 23,
contrairement aux résultats de simulations de Lee et al. [156] et Lee et al. [157]. En revanche,
nos résultats sont en bon accord avec les travaux plus récents de Larsson et al. [152]. Ce qui
explique probablement ces différences est la résolution du maillage. En effet, la génération de
l’anisotropie de la turbulence pendant l’interaction avec un choc est un processus fortement
non linéaire, engendré par les termes de corrélation pression-vitesse et pression-déformation
dans les régions situées juste à l’aval du choc, et une résolution insuffisante est donc peut
être la cause du non-retour à l’isotropie. De plus, le nombre de Reynolds faible de nos
simulations implique une décroissance visqueuse rapide derrière le choc, qui annule tout
retour à l’isotropie. Des calculs à grande échelle à des nombres de Reynolds plus élevés sont
nécessaires pour éclairer le non retour à l’isotropie de la turbulence.
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Figure 7.14. Évolution longitudinale du
tenseur d’anisotropie
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7.3.1 Bilan de vorticité

L’équation de transport moyennée de chaque composante de la vorticité ωi est donnée
par :

Dωi

Dt
= ωj

∂ui

∂xj︸   ︷︷   ︸
T1

−ωi
∂uj

∂uj︸   ︷︷   ︸
T2

+ eijk
1
ρ2

∂ρ

∂xj

∂ p
∂xk︸             ︷︷             ︸

T3

+ eijk
∂

∂xj

(
1
ρ

∂τkm

∂xm

)
︸                  ︷︷                  ︸

T4

, (7.19)

où le symbole de Levi-Civita s’écrit eijk = (i− j)(j− k)(k− i)/2. L’amplification de la vorticité
peut être mieux comprise en analysant le bilan de conservation de la vorticité (7.19) terme
par terme. Les contributions des termes individuels dans le bilan de vorticité sont tracées à la
Figure 7.15. L’amplification des fluctuations transversales est principalement due au terme
de compression T2, avec une contribution négligeable des termes baroclines et d’étirement.
Les contributions des termes compressibles et d’étirement s’annulent et se compensent dans
le cas des fluctuations longitudinales juste en aval du choc. L’amplification de la vorticité
transversale en comparaison avec la vorticité longitudinale est en accord avec les résultats de
simulations numériques de Ryu et Livescu (2014) [231] et Mahesh et al. (1997) [174].

7.3.2 Interaction entre vorticité et déformation

Nous rappelons ici que le gradient de vitesse A = ∇u peut se décomposer en deux
contributions :

Aij = Sij +Wij, (7.20)

où l’étirement (tenseur des taux de déformation), Sij, et la partie correspondant à la rotation,
Wij, représentent respectivement la partie symétrique et la partie antisymétrique (Sij = (Aij +

Aji)/2 et Wij = (Aij −Aji)/2). Nous examinons maintenant l’interaction entre la vorticité et
la déformation entre l’amont et l’aval du choc. L’évolution de l’enstrophie ω = (ωiωi)

1/2 où
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Figure 7.15. Évolution longitudinale des termes contribuant au bilan de la composante longitudinale
(a) et composante transversale de la vorticité (b) pour le cas de référence M1 = 1.7 normalisées par
(u′1/λ1)

3

la vorticité est définie par ωi = −eijkWji, et celle de S = (SijSij)
1/2 obéit à :

1
2

Dω2

Dt
= ωiωjSij −ωiωjSkkδij +

ωiεijk

ρ2
∂ρ

∂xj

∂ p
∂xk

+ ωiεijk
∂

∂xj

(
1
ρ

∂τkl

∂xl

)
, (7.21)

1
2

DS2

Dt
= −SikSkjSij −

1
4

ωiωj
(
Sij − Skkδij

)
− Sij

ρ

∂2P
∂xi∂xj

+
Sij

2ρ2

(
∂P
∂xi

∂ρ

∂xj
+

∂ρ

∂xi

∂P
∂xj

)
+ Sij$ij,

(7.22)
avec

$ij =
1
2

∂

∂xj

(
1
ρ

∂τiq

∂xq

)
+

1
2

∂

∂xi

(
1
ρ

∂τjq

∂xq

)
(7.23)

Les quatre termes qui apparaissent à droite de l’égalité de (7.21) décrivent, respectivement,
l’étirement tourbillonnaire (production d’enstrophie), l’expansion (ou compression) volumique
(dilatation), le couple barocline et la diffusion visqueuse. Dans un écoulement à masse
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volumique constante, les termes barocline et de dilatation sont nuls. Ces deux mécanismes
distinguent les écoulements à masse volumique constante des écoulements à masse volumique
variable. Le terme d’expansion ou dilatation volumique peut devenir important quand la
masse volumique diminue suite au dégagement de chaleur au sein de l’écoulement. Comme la
divergence de la vitesse ∂uj/∂xj est positive pour un fluide en expansion, le terme −ωiωjSkk

représente une diminution de l’enstrophie. Le couple barocline représente la génération (ou la
destruction) de la vorticité induite par l’interaction des gradients de masse volumique avec le
gradient local de pression.

L’équation d’évolution de S est plus compliquée. Á partir du terme de droite de (7.22),
nous voyons que l’évolution de S implique une auto-amplification, l’influence d’effets locaux
induits par le champ de vorticité ω, les actions locale et non-locale de la pression et de la
diffusion visqueuse.

Dans l’équation (7.21), le premier terme de droite est le terme d’étirement de ωi et force la
vorticité à augmenter ou à diminuer par étirement ou compression. Cet effet de la déformation
dépend de l’orientation de la vorticité par rapport aux axes principaux de déformation. En
effet, le terme de production ωiωjSij de ω2 par Sij dans l’équation (7.21) peut s’écrire :

ωiωjSij = ω2S [λ1(eλ1 · nω︸    ︷︷    ︸
cos(θ1)

)2 + λ2(eλ2 · nω︸    ︷︷    ︸
cos(θ2)

)2 + λ3(eλ3 · nω︸    ︷︷    ︸
cos(θ3)

)2] (7.24)

où nω = ω/|ω| = (ω1, ω2, ω3)/|ω| le vecteur normalisé de vorticité, les quantités λi, eλi

représentent respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres du tenseur des taux de
déformation Sij avec λ1 ≥ λ2 ≥ λ3. Dans un écoulement turbulent incompressible, la trace du
tenseur Sij est nulle c’est-à-dire que la somme les trois valeurs propres est nulle. La valeur λ1

correspond à la direction principale d’étirement la plus importante tandis que λ3 est associée
à la direction principale de compression la plus importante. La valeur propre intermédiaire
est notée λ2. La variable θi correspond à l’angle entre la direction principale eλi et la direction
normale aux iso-lignes de ω, i.e. nω.

Le couplage non-linéaire entre le tenseur des taux de déformation et la vorticité est
apparent dans les équations (7.21) - (7.22). De plus, il est évident, d’après l’équation (7.21), que
le signe de la contribution associé à l’interaction vorticité/tenseur de déformation dépendra
des orientations θi et des valeurs propres λi associés. Un alignement parfait correspond au
cas ei · nω = cos(θi) = 1, un alignement perpendiculaire entre les deux vecteurs correspond
eλi · nω = cos(θi) = 0 et un anti-alignement se présente quand einω = cos(θi) = −1.

Les valeurs propres λi du tenseur des taux de déformation sont très importantes pour
l’analyse de la structure locale et de la dynamique des écoulements turbulents. Mentionnons
par exemple que la connaissance de la répartition des valeurs propres du tenseur Sij est
fondamentale car elle affecte directement le mécanisme de vorticité et influence le processus
de cascade d’énergie en écoulement turbulents. Si deux des trois valeurs propres de Sij sont
positives (λ1 et λ2) et la troisième (λ3 forcément) négative, alors la cascade énergétique est
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reliée à la production naturelle de petites échelles (c’est-à-dire que le flux d’énergie est dévié
"skewed" dans le sens positif) permettant une croissance de la vorticité alors que si deux sont
négatives (λ2 et λ3) et la troisième positive (λ1 forcément), le flux énergétique se fait dans le
sens négatif. Pour de plus amples informations sur le role joué par les valeurs propres λi du
tenseur Sij, le lecteur pourra se reporter au livre de Tsinober [259].

Les PDFs des valeurs propres du tenseur des taux de déformation λi sont reportées sur la
Figure 7.16. Les valeurs correspondantes sont normalisées par l’échelle de Kolmogorov, c’est-
à-dire λ∗i = λη2

K/ν, avec ν la viscosité cinématique et ηK l’échelle de longueur Kolmogorov. La
répartition de la valeur propre λ3 est plus large et plate que celles de λ1. La distribution des
valeurs λ2 présente une asymétrie vers les valeurs positives contrant ainsi la différence de
répartition de λ1 et λ3 et induisant ainsi un flux de transfert d’énergie positif. La probabilité
d’obtenir une valeur positive de λ2 est en effet bien supérieure à celle d’avoir une valeur
négative : plus de 68% des échantillons sont effectivement positifs en amont et en aval du choc.
Nous constatons par ailleurs que, bien que la forme des PDFs ne soit pas modifiée de manière
significative à la traversée du choc, l’interaction avec l’onde de choc augmente légèrement les
variances des distributions, quelle que soit la valeur propre considérée. Betchov (1956) [15] a
suggéré que la valeur propre intermédiaire λ2, qui peut être positive ou négative, détermine
la topologie locale de l’écoulement. Lorsque λ2 est négatif, alors il existe deux directions de
compression et le champ d’écoulement tend à posséder une topologie en forme de tubes et
lorsque λ2 est positif, il existe deux directions d’étirement et le champ d’écoulement local
possède des structures en forme de nappes.

−6 −4 −2 0 2 4 6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

λ∗i

P
D
F

En amont
En aval

λ∗1

λ∗2

λ∗3

Figure 7.16. PDF des valeurs propres norma-
lisées du tenseur Sij en amont (traits noirs)
et aval (traits bleus) du choc pour le cas de
références M1 = 1.7

Il a été montré, dans le cas d’un écoulement turbulent homogène isotrope [6, 119, 196, 197,
260], que :

• les statistiques d’alignement de la vorticité avec les directions principales de déforma-
tion ont montré que la vorticité tend à s’aligner avec l’axe de déformation intermédiaire
eλ2 ;

• il n’y pas d’orientation préférentielle de ω par rapport à la direction principale d’étire-
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ment eλ1 ;
• la vorticité à tendance à s’aligner perpendiculairement avec la direction principale

de compression eλ3 . De plus, il a été montré qu’environ un tiers du volume d’un
écoulement turbulent est occupé par des régions où la vorticité est comprimée et ainsi
ce sont des régions de destruction d’enstrophie [262].

Plusieurs explications ont été données pour expliquer cet alignement. Jiménez [131] sug-
gère que cet alignement est purement cinématique et résulte de l’aspect quasi - bidimensionnel
de l’écoulement situé à proximité d’un filament de vorticité. Cet alignement s’accentue dans
les régions dominées par la vorticité. Dresselhaus et Tabor [65] suggèrent que cet alignement
provient de la rotation des directions de déformation due à la vorticité et aux effets non-locaux
induits par la pression plutôt que des effets d’étirement eux-mêmes. En effet, la vorticité a
un effet dans la rotation des axes de déformation (terme ωiωjSij dans l’équation (7.21)). Cet
effet réoriente les axes de déformation quand la vorticité n’est pas alignée avec ceux-ci. La
rétroaction de la vorticité sur la déformation entraîne alors la rotation des axes de déformation
et l’alignement de la vorticité avec eλ2 . Ce serait donc la rétro-action de la vorticité sur la
déformation par le biais de la rotation des axes de déformation qui serait responsable de
l’alignement avec eλ2 . Les différents éléments de la dynamique nous permettent de présenter
le scénario probable de l’alignement de la vorticité avec eλ2 en dynamique locale Nomura
et Post [197] : si la vorticité n’est pas alignée dés le départ avec un axe de déformation,
la composante sur eλ1 commence par s’amplifier par vortex stretching. Quand elle devient
suffisamment importante, elle induit une rotation des axes de déformation qui transfère
cette composante sur celles de eλ2 et eλ3 . Comme l’étirement sur la composante reliée à eλ3

a pour effet de diminuer cette composante (λ3 < 0), c’est la deuxième composante qui va
s’amplifier (λ2 > 0) et la vorticité va s’aligner avec eλ2 . Guala et al. [105] montrent que la
viscosité contribue très significativement à cet alignement de la vorticité.

Nous représentons dans la Figure 7.17 la densité de probabilité du cosinus de l’angle
θi entre la vorticité ω et les vecteurs propres de la déformation ei obtenue en amont et en
aval du choc. Nous constatons qu’en amont du choc où nous avons un écoulement turbulent
homogène isotrope, comme nous nous y attendons, la probabilité est piquée lorsque le
cosinus de l’angle entre vorticité et le vecteur propre intermédiaire eλ2 s’approche de 1 : c’est
l’alignement préférentiel de la vorticité avec le vecteur propre intermédiaire. Remarquons
aussi que l’orientation de la vorticité et de celle du vecteur eλ3 associé à la plus grande des
valeurs propres sont quasi-indépendantes (la densité est relativement plate). Enfin, nous
constatons que typiquement, la vorticité est préférentiellement orthogonale à eλ3 .

En aval du choc, nous remarquons, d’après la Figure 7.17, l’amplification significative de
l’alignement préférentiel de la vorticité avec la direction intermédiaire eλ2 , ce qui indique
une amélioration du mécanisme d’étirement tourbillonnaire "vortex-stretching" et influence
également le processus de cascade d’énergie de l’écoulement turbulent. Ainsi, à la traversé
du choc, la turbulence n’est plus une turbulence isotrope tridimensionnelle, mais tend à être
localement axisymétrique. De plus, l’amplification de la vorticité avec eλ1 est d’autant plus
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Figure 7.17. PDF du cosinus de l’angle entre
le vecteur de vorticité normalisé nω et les vec-
teurs propres du tenseur des taux de déforma-
tions Sij en amont (traits noirs) et en aval (traits
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grande que le Mach en amont est grand, et la vorticité à tendance à s’aligner légèrement
perpendiculairement avec les deux vecteurs propres eλ1 et eλ3 cela d’autant plus que M1 croît,
comme l’indique la Figure 7.18. Cette analyse rejoint celle que nous avons préalablement faite
en commentant la Figure 7.10.

En aval de l’onde de choc, la vorticité et le vecteur principal eλ2 tendent à s’aligner
parallèlement à la surface de choc, comme le montre la Figure 7.19, qui présente l’orientation
entre le vecteur unitaire normal à la surface du choc nx1 = e1/

√
ei · ei et ces deux vecteurs

ω et eλ2 . Dans la même figure, on présente l’orientation du vecteur d’étirement de vorticité
W i = ωjSij, représentant le terme de production d’enstrophie dans l’équation (7.21) et défini
par :

ωiWi = ωiωjSij = ϑω2, (7.25)

où ϑ = S [λ1 cos(θ1)+λ2 cos(θ2)+λ3 cos(θ3)] le taux de production d’enstrophie. L’alignement
des trois vecteurs ω, eλ2 et W avec le vecteur longitudinal unitaire nx1 est en bon accord
avec les processus d’étirement et de transfert d’énergie du vortex. Un tel comportement a été
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observé dans une large gamme d’écoulements turbulents, voir par exemple Ashurst et al. [6],
Tsinober et al. [261] et Vincent et Meneguzzi [270]. La comparaison entre les données obtenues
en amont et en aval de l’onde de choc confirme cette tendance ainsi que l’augmentation
associée de l’activité turbulente.

Figure 7.19. PDF du cosinus de l’angle
entre le vecteur longitudinal nx1 et le vec-
teur vorticité , le vecteur intermédiaire eλ2 et
le vecteur étirement de vorticité W en amont
(traits noirs) et en aval (traits bleus) du choc
pour le cas de références M1 = 1.7.
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7.3.3 Angle entre enstrophie et déformation

Nous définissons l’angle Ψ entre Enstrophie et le taux de déformation par [23] :

Ψ = arctan
( SijSij

WijWij

)
(7.26)

En fonction de l’intensité du taux de déformation et de l’enstrophie, la définition de Ψ dans
(7.26) permet de classifier l’écoulement turbulent en deux régions :
• les grandes valeurs de Ψ (Ψ � 45◦) correspondent aux régions dominées par les

déformations ;
• les petites valeurs de Ψ (Ψ� 45◦) correspondent aux régions dominées par la vorticité ;

Les régions pour lesquelles Ψ ∼ 45◦ présentent la plus grande corrélation entre la contri-
bution de vorticité et de déformations. La Figure 7.20 présente la PDF de Ψ obtenue en amont
et en aval du choc. La Figure 7.20(a) montre qu’en amont du choc la PDF présente un pic dans
les grandes valeurs, ce qui signifie qu’en turbulence homogène isotrope les déformations do-
minent la vorticité. Ceci est consistant avec les résultats numériques de Jaberi et al. (2000) [125]
et Boratav et al. (1998) [23]. Á la traversée du choc (Figure 7.20(b)), nous remarquons que la
PDF se symétrise d’autant plus que M1 augmente en présentant un maximum au niveau de
45◦. Les extrémités de la PDF restent néanmoins asymétriques et indiquent prédominance des
déformations sur la vorticité dans certaines régions.
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Figure 7.20. PDF de l’angle entre l’enstrophie et le tenseur des taux de déformation en amont et en
aval du choc pour le cas de référence M1 = 1.7 (b). Comparaison entre les différents Mach en aval du
choc (b).

7.3.4 Production d’enstrophie

Il est généralement admis que le taux moyen de production d’enstrophie est positif du
fait de la prédominance de l’étirement sur la compression. La Figure 7.21 présente la PDF de
la production d’enstrophie, associée aux effets d’étirement tourbillonnaire, normalisée par
(νη2

K)
3. En amont et en aval du choc, nous remarquons qu’il y a un pic proche de 0 et que la

forme de la PDF n’est pas symétrique avec une déviation vers les valeurs positives confirmant
une production d’enstrophie par étirement du vortex plus que par compression du vortex
[38].
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140 7. Résultats de la simulation numérique directe pour l’interaction choc-turbulence

Figure 7.21. PDF normée (échelle semi− log)
de production d’enstrophie normalisée pour le
cas de référence M1 = 1.7.
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7.4 Structure locale de la turbulence

Nous complétons la description du comportement et de la dynamique de l’étirement et de
la vorticité par une caractérisation statistique du type de structure présent dans l’écoulement
en amont et en aval du choc. Nous utilisons l’approche proposée par Chong et al. [51]. Le
principe de cette approche est de classifier la structuration locale de l’écoulement en terme
d’invariants du gradient de vitesse. Cette méthode utilise le concept des points critiques du
tenseur A et permet de synthétiser les propriétés morphologiques de l’écoulement à l’aide du
tracé de la fonction de densité de probabilité conjointe des invariants du tenseur A. Pour une
revue plus complète de cette approche, le lecteur peut se référer aux travaux de Chong et al.
(1990) [51], Soria et al. (1994) [244] et Perry et Chong (1994) [205].

Nous rappelons brièvement dans ce qui suit les paramètres de cette représentation to-
pologique en suivant les travaux de Pirozzoli et Grasso [214] et Perry et Chong [205]. Les
valeurs propres Σ du tenseur de gradient de vitesse A qui sont solutions de l’équation
det (A− ΣI ) = 0 s’expriment par :

Σ3 + PAΣ2 + QAΣ + RA = 0, (7.27)

où PA, QA et RA désignent le premier, deuxième et troisième invariant de A, définis par :



PA =− Sij =− (σ1 + σ2 + σ3),

QA=
1
2
(

P2
A − SijSij +WijWij

)
=σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1,

RA=
1
3
(
−P3
A + 3PAQA − SijSjkSki − 3WijWjkSki

)
=− σ1σ2σ3,

(7.28a)

(7.28b)

(7.28c)

où σ1, σ2 et σ3 sont les valeurs propres deA. Les propriétés topologiques du gradient de vitesse
sont fonctions de la position dans l’espace des invariants (PA, QA, RA). Selon la classification
de Chong et al. (1990) [51], les structures turbulentes déterminant la topologie locale de
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l’écoulement en chaque point de l’écoulement sont de type focales ou non-focales en fonction
de la valeur du discriminant du tenseur A qui s’écrit :

∆A =
27
4

R2
A +

(
P3
A −

9
2

PAQA

)
RA +

(
Q3
A −

1
4

P2
AQ2
A

)
. (7.29)

Les valeurs de ∆A détermine la nature des valeurs propres de A. Si ∆A > 0, nous avons
une valeur propre réelle et deux valeurs propres complexes conjuguées correspondant à des
régions focales ; si ∆A < 0, les trois valeurs propres sont réelles et distinctes impliquant la
présence de régions non-focales.

QA

RA

SFS SFC

SNSS UNSS

RA = ± 2
√

3
9 (−QA)3/2

Figure 7.22. Illustration et terminologie des topologies locales de l’écoulement en fonction des
invariants QA et RA. D’après Ooi et al. (1999) [200].

Pour des écoulements incompressibles, le premier invariant PA est nul puisque l’écoule-
ment est à divergence nulle, la topologie locale de l’écoulement est uniquement représentée
par un point dans le plan des invariants (QA − RA). La Figure 7.22 présente les différentes
topologies dans le plan (QA − RA) ainsi que la courbe à l’allure de “tente” qui représente les
solutions de l’équation :

∆A =
27
4

R2
A + Q3

A. (7.30)

Les régions de l’écoulement dominées par les déformations (régions non-focales) ont des
valeurs des invariants QA et RA qui se situent en dessous de cette courbe ; les régions de
l’écoulement dominées par la vorticité (régions focales) ont des valeurs des invariants RA > 0
et RA qui se situent au-dessus de la courbe [200]. En résumé, la vorticité ou les déformations
dominent lorsque, respectivement, QA > 0 ou QA < 0. Lorsque RA > 0, la topologie locale
de l’écoulement est caractérisée par une compression et deux dilatations. Lorsque RA < 0,
la topologie locale de l’écoulement est caractérisée par deux compressions et une dilatation.
Dans la terminologie de Chong et al. [51], les topologies locales des régions dominées par
les déformations sont soit nœud-stable/selle/selle (SNSS, ∆A < 0 et RA < 0) soit nœud-
instable/selle/selle (UNSS, ∆A < 0 et RA > 0) et correspondent respectivement aux zones
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142 7. Résultats de la simulation numérique directe pour l’interaction choc-turbulence

de compression plane avec dilatation axiale et zones de dilatation plane avec compression
axiale. Les régions dominées par la vorticité ont soit une topologie focale-stable/étiré (SFS,
∆A > 0 et RA < 0) soit focale-instable/comprimé SFC, ∆A > 0 et RA > 0) et correspondent
respectivement aux vortex étirés et vortex comprimés 1. Les formes du champ local de
l’écoulement correspondant à ces différentes topologies sont indiquées sur la Figure 7.22.

Dans la situation où la compressibilité n’est pas négligeable, Pirozzoli et Grasso (2004) [214]
proposent d’utiliser les invariants de la partie déviatrice du tenseur du gradient de vitesse
A∗ =A− 1

3 Tr(A)I. Les invariants se réécrivent dans ce cas :
Q∗A∗=

1
2

(
S∗ijS∗ij +WijWij

)
=QA −

1
3

P2
A =σ∗1 σ∗2 + σ∗2 σ∗3 + σ∗3 σ∗1 ,

R∗A∗=
1
3

(
S∗ijS∗jkS∗ki ∗+3WijWjkSki

)
=RA −

1
3

PA∗QA +
2
27

P3
A=− σ∗1 σ∗2 σ∗3 ,

(7.31a)

(7.31b)

avec σ∗1 , σ∗2 et σ∗3 les valeurs propres de A∗.

Sur la Figure 7.23, la PDF conjointe de (Q∗A∗ , R∗A∗) normalisées par la valeur moyenne du
deuxième invariant du tenseur de rotation QW =WijWij/2 est tracée pour le cas de référence
M1 = 1.7. En amont du choc, la PDF conjointe en forme de larme inversée "teardrop" sur la
Figure 7.23(a) est une caractéristique universelle [71, 214, 180] de la turbulence homogène
isotrope, mais aussi des écoulements de couche de mélange et les couches limites [214, 272].
Cette caractéristique se manifeste par une plus grande probabilité dans le deuxième quadrant
SFS et le quatrième quadrant UNSS. Néanmoins, des changements significatifs de la dynamique
et de la topologie d’écoulements se produisent à travers l’onde de choc (cf. Figure 7.23(b)). En
effet, on constate une symétrisation de la forme de la PDF conjointe s’accompagnant d’une
renforcement du premier quadrant SFC et du troisième quadrant SNSS, comme l’indique
le Tableau 7.2. Ce changement de morphologie des structures turbulentes a également été
observé dans les régions fortement détendues en turbulence homogène isotrope forçée par
Wang et al. [272].

Topolgie SFS SFC UNSS SNSS

Amont du choc 42.8 25.9 25.2 06.1
Aval du choc 33.5 32.3 17.3 16.9

Tableau 7.2 – Pourcentage de chaque type de topologie dans la PDF conjointe de (Q∗A∗ , R∗A∗) en amont
et en aval du choc pour le cas de référence M1 = 1.7.

Pour examiner davantage ce résultat, on s’intéresse à la mesure de la partie déviatorique

1. Il convient de souligner ici qu’il existe d’autres classifications. Par exemple, Kevlahan et al. (1992) [143]
introduisent une classification des structures turbulentes basée sur les valeurs S∗2 = S∗2ij S∗2ij et de W 2 =W 2

ij W
2

ij ,

avec S∗ij = Sij − 1
3Skkδij la partie déviatorique du tenseur Sij. Selon les valeurs locales de S∗ et W , ils distinguent

trois régions :
• Si W 2 > 2S∗2, la région est de type "vortex" ;
• Si W 2 < 1

2S∗2, la région est de type "convergentes/divergentes" ;
• Si 1

2S∗2 ≤W 2 < 2S∗2, la région est de type cisaillée.
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Figure 7.23. PDF conjointe de (Q∗A∗ , R∗A∗) en amont et en aval du choc pour le cas M1 = 1.7 (haut)
et M1 = 2.0 (bas).

du tenseur de déformation S∗ij à l’aide du paramètre proposé par Lund et Rogers [172] :

s∗ =
−3
√

6λ̃1λ̃2λ̃3(
λ̃2

1 + λ̃2
2 + λ̃2

3

)3/2 =
9
√

6R∗S∗(
−2Q∗S∗

)3/2 (7.32)

où Q∗S∗ et R∗S∗ représentent le deuxième et troisième invariants du tenseur S∗ij. Sur la Fi-
gure 7.24, la PDF de s∗ est tracée pour le cas M1 et M2 en amont et en aval du choc. Dans
la zone pré-choc, la PDF pointe vers le valeurs s∗ ≈ 1, ce qui suppose un état axisymétrique
compatible avec la structuration locale de la turbulence en amont du choc. L’allure générale
est cependant différente en aval du choc où la PDF prend une forme quasi-symétrique et plate
indiquant le caractère symétrisant de l’onde de choc sur les propriétés morphologiques de
l’écoulement.
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144 7. Résultats de la simulation numérique directe pour l’interaction choc-turbulence

Figure 7.24. PDF de s∗ pour le cas M1 =
1.7 et 2.0.
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7.5 Évolution des échelles de longueur

Nous nous intéressons à l’évolution des échelles de longueur de l’écoulement turbulent
à la traversée de l’onde de choc. La première échelle analysée est celle de Kolmogorov ηK

qui caractérise, nous le rappelons, les plus petites structures de mouvement d’agitation
et est associée au processus de dissipation d’énergie. En amont du choc, la valeur de ηK

est relativement stable et vaut k0ηK ≈ 0.0678, 0.0679 et 0.0679 pour M1 = 1.7, 2.0 et 2.3
respectivement. En aval du choc, et comme l’indique la Figure 7.25, l’échelle de Kolmogorov
ηK décroît au voisinage immédiat du choc avant de croître continûment. La partie du domaine
hors équilibre (anisotropie), l’expression avec laquelle nous calculons ηK n’est pas correcte, on
ne peut dans ce cas interpréter le comportement de cette échelle dans cette zone. Néanmoins,
l’effet de décroissance de ηK en amont du choc est bien avéré et ce d’autant plus que le Mach
en amont est grand.

Figure 7.25. Évolution longitudinale de
l’échelle de Kolmogorov ηK.
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La deuxième échelle étudiée est la micro-échelle de Taylor définie suivant chaque direction
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d’écoulement par :

λi =

√√√√√ u′2i(
∂u′i
∂xi

)2
. (7.33)

L’évolution de λi en amont de choc est très limitée pour les trois intensités de choc : les valeurs
sont k0λi = 0.849, 0.849 et 0.850 pour M1 = 1.7, 2.0 et 2.3 respectivement.
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Figure 7.26. Évolution longitudinale des
micro-échelles de Taylor λi, i = 1,2,3. En
noir le cas de référence M1 = 1.7 et en bleu
le cas M1 = 2.0

La Figure 7.26 reporte les résultats obtenus pour les micro-échelles de Taylor dans notre
étude où nous nous sommes contentés de présenter les deux cas M1 = 1.7 et M2 = 2.0. On
constante que la composante longitudinale λ1 présente un profil similaire à celui de ηK (cf.
Figure 7.26). Ce résultat est en accord avec les travaux de Larsson et al. [152]. Néanmoins, le
profil des deux composantes transverses est plus problématique et contre-intuitif ( le choc
peut être considéré comme une compression monodimensionnelle, dans ce cas on s’attend
que λ1 se réduise plus considérablement que λ2). En effet, Cette échelle a fait l’objet d’un
long débat dans la littérature. Entre la théorie LIA qui prédit qu’en aval du choc λ1 < λ2 et les
résultats de la simulations numériques de Lee et al. [156], Lee et al. [157] et Jamme et al. [127]
où il n’y a pas un tranchant sur lequel des deux longueurs λ1 et λ2 est le plus prépondérant à
la traversée du choc du fait que leurs résultats étaient variés, i.e. dans certaines simulations
λ1 a été trouvé plus grand que λ2 et dans d’autres études l’opposé a été trouvé. Comme
le montrent nos résultats et contrairement à la théorie LIA, les longueurs longitudinales de
Taylor deviennent rapidement plus grandes que les longueurs transverses λ1 > λ2 pour tous
les cas simulés. Néanmoins, ce résultat peut s’expliquer comme suit. Comme le montre la
Figure 7.14, les composantes de la vorticité deviennent rapidement isotropes à partir de
k0x1 ≈ 23, ceci implique que le gradient de vitesse lui aussi devient isotrope à partir de la
même position et que le dénominateur de la longueur longitudinale et transverse de Taylor
sont identiques. La Figure 7.9 démontre le non-retour à l’isotropie en aval du choc, et il en
résulte que λ1 > λ2. La disparité des résultats précédents s’explique premièrement par une
résolution de maillage insuffisante, et deuxièmement par l’incapacité de la théorie LIA à
prédire les effets non-linéaires ayant lieu à la traversée du choc.
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Récapitulatif

Une base de données DNS a été développée et étudiée pour analyser les effets d’interaction
entre une onde de choc stationnaire normale et la dynamique d’un champ turbulent. Cette
base de données comprend trois intensités de choc, i.e. trois valeurs de Mach (M1 = 1.7,
2.0 et 2.3). Le choix de ces valeurs de nombre de Mach est particulièrement important car,
en termes d’amplification des fluctuations de vitesse, il correspond à la zone de transition
récemment mise en évidence par Donzis (2012) [64]. Les caractéristiques de turbulence post-
choc sont d’abord analysées en détail. L’analyse correspondante concerne certaines propriétés
élémentaires, telles que les facteurs d’amplification, et concerne également l’anisotropie de
turbulence, qui est évaluée à partir des invariants du tenseur d’anisotropie de contrainte
normalisée (Traceless) de Reynolds. L’étude de la turbulence post-choc se termine par une
étude détaillée de la vorticité, du vecteur d’étirement et des directions principales du tenseur
Sij.
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Nous poursuivons l’analyse du chapitre précédent en nous intéressant maintenant au
mélange scalaire dans la même configuration. Nous allons effectuer une analyse comparative
entre le cas obtenu en présence de choc et celui obtenu en absence du choc. Nous mettrons en
évidence les effets du choc normal sur le processus du mélange scalaire en nous intéressant
aux propriétés du gradient scalaire en écoulement turbulent. Nous détaillons les principaux
résultats établis sur la structure du champ scalaire en turbulence et nous poursuivons l’analyse
en examinant le comportement local du gradient du scalaire.

8.1 Description des configurations étudiées

Les nombres de Mach convectifs M1 = 1.7, 2.0 et 2.3 retenus pour la simulations choc-
turbulences du chapitre précédents sont réutilisés pour le problème d’interaction choc-scalaire
étudié dans ce chapitre. Les paramètres de simulations (6.4 et 7.1) restent inchangés. Afin
de générer un champ scalaire turbulent, nous allons utiliser une méthode proposée par
Reveillon [224]. Elle permet d’imposer n’importe quelle forme de PDF sur le champ scalaire.
Sa mise en œuvre est facilitée lorsque la fonction de distribution associée à la PDF peut être
inversée analytiquement. C’est le cas avec les PDFs présumées de type "rectangle" [25] que
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148 8. Interaction choc-scalaire passif

nous retenons pour générer le champ scalaire turbulent initial (cf. annexe F). L’initialisation
des autres variables, les critères de stabilité numérique, ainsi que les conditions aux limites
sont similaires à ceux déjà utilisés dans le chapitre précédent. Afin de visualiser l’effet du
choc normal sur le champ du scalaire, nous effectuons également trois simulations dans des
conditions similaires sans choc, ce qui revient à simuler la décroissance spatiale du champ
scalaire. Toutes les simulations ont été conduites sur le supercalculateur Thor de l’Institut
Pprime. 1 Pour les trois valeurs de Mach convectif avec et sans l’onde de choc normale, les
simulations ont été conduites avec 600 processeurs MPI. Le coût de calcul total associé aux 6

simulations est d’environ 3.6 millions d’heures CPU.

8.2 Phénoménologie du mélange scalaire passif en présence de choc

Dans cette section, nous nous appuyons sur la présentation réalisée par Garcia (2006) [90]
dans sa thèse de doctorat. Nous désignons par ξ un scalaire passif. Celui-ci est susceptible
de représenter par exemple une concentration d’une espèce chimique ou des variations
(modérées) de température. Pour étudier le comportement de ces quantités, nous nous
ramenons à la résolution d’une équation de transport d’un unique scalaire passif ξ dont
l’évolution est donnée par l’équation d’advection-diffusion suivante 2 :

∂

∂t
(ρξ) +

∂

∂xi
(ρuiξ) =

∂

∂xi

(
ρD

∂ξ

∂xi

)
, (8.1)

où D est la diffusivité moléculaire du scalaire ξ supposée constante et égale à la diffusivité
thermique, ce qui revient à supposer que ξ est advecté avec un nombre de Lewis unitaire. Les
effets de Lewis et ceux associés à la diffusion différentielle ne sont donc pas pris en compte
dans ce travail. L’équation de transport du champ scalaire (8.1) est linéaire, et donc, a priori,
simple à étudier. En réalité, le terme convectif donne à l’équation une grande richesse, aussi
bien en régime chaotique que turbulent. En particulier, les propriétés du mélange turbulent
s’expriment à travers ce terme. L’équation (8.1) se réduit, si le fluide est au repos, à :

∂

∂t
(ρξ) =

∂

∂xi

(
ρD

∂ξ

∂xi

)
, (8.2)

l’équation (8.2) exprime le lissage et l’homogénéisation par la diffusion moléculaire. L’état
final est atteint lorsque ∂ξ/ ∂t = 0 à chaque position dans le fluide. Dans ce cas, le champ
scalaire ne dépend plus de la position et le mélange est parfaitement homogène.

1. La machine de calcul Thor est un cluster MPI SGI ICE-X de 2300 cœurs. Il est composé de 115 lames de
calcul bi-socket Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2680 v2 @ 2.80GHz (20 cœurs par lames) avec 32 Go de mémoire par
socket soit 3.2 Go par cœurs.

2. On note ici que si on se place dans un repère lié à une particule fluide, la variation de ξ associée à
cette particule ne dépend que du Laplacien de ξ. Si ce point représente un maximum local du champ scalaire
(respectivement un minimum), le Laplacien est négatif (respectivement positif) et la valeur du champ scalaire ne
peut que décroître (respectivement croître). Par conséquent, il est toujours possible de majorer et de minorer le
champ scalaire à un instant donné.
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Dans la situation d’advection pure, l’évolution du champ scalaire est gouvernée par :

∂

∂t
(ρξ) +

∂

∂xi
(ρuiξ) = 0, (8.3)

le terme d’advection n’a pas d’effet de "lissage" sur le champ scalaire, mais seulement un effet
de transport qui déplace des quantités scalaires d’un endroit à l’autre dans le fluide. Tant que
le champ de vitesse est présent, le champ scalaire instantané varie en fonction de la position
et n’atteint pas d’état stationnaire.

En présence d’un choc, qui induit une production barocline de vorticité du fait du
désalignement des gradients de pression et de densité, le processus d’homogénéisation du
champ scalaire s’intensifie et s’accélère. Cette accélération du mélange scalaire est rencontrée
dans le cas d’interaction entre un choc et une inhomogénéité cylindrique constituée de bulles
d’hélium placée dans l’air expérimentalement par Haas et Sturtevant [110] et numériquement
par Picone et Boris [211]. Pour visualiser l’effet du choc normal sur le champ du scalaire passif,
on présente sur la Figure 8.1 le champ scalaire superposé à 30 iso-lignes de ξ pour le cas de
référence M1 = 1.7 avec et sans choc normal. On constate pour les deux cas une décroissance
de fluctuations du scalaire passif identique jusqu’au plan du choc. À la traversée du choc,
on remarque une plus grande décroissance des fluctuations pour le cas choqué. En outre,
on constate une plus grande production de petites échelles du champ scalaire résultant de
l’amplification des gradients instantanés. La structure du champ scalaire et l’homogénéisation
du mélange scalaire sont plus marquées dans le cas avec choc normal par rapport au cas sans
choc. Dans les sections qui vont suivre, nous allons quantifier l’impact du choc normal sur le
mélange à petites échelles.

8.3 Gradient instantané du scalaire et dissipation scalaire

L’analyse statistique du mélange turbulent se fait suivant plusieurs méthodes. Parmi
ces méthodes, on trouve l’étude des moments statistiques ou des fonctions de densité de
probabilité en un point (PDF). Nous nous intéressons ici à l’évolution des deux premiers
moments. La méthode des moments est particulièrement utilisée en mécanique des fluides
pour modéliser numériquement le mélange en écoulement turbulent. L’équation pour le
scalaire moyen est obtenu en moyennant (8.1) :

∂
(

ρξ̃
)

∂t
+

∂
(

ρũi ξ̃
)

∂xi
=

∂
(

ρD ∂ξ
∂xi

)
∂xi

−
∂
(

ρu′′i ξ ′′
)

∂xi
, (8.4)

dans l’équation (8.4), le premier terme du membre de droite est le flux moléculaire de la
moyenne, le second est le flux turbulent scalaire. Ce dernier représente l’homogénéisation aux
grandes échelles du champ scalaire par le champ de vitesse fluctuant. Pour examiner le niveau
du mélange aux plus petites échelles, on s’intéresse à l’évolution de la variance des fluctuations
de scalaire ξ̃ ′′2. En effet, la moyenne du scalaire, ξ, ne fournit aucune information sur le micro-
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Figure 8.1. Visualisation d’un champ de scalaire passif ξ instantané (plan x3 = π) superposé à 30
iso-lignes de ξ.
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mélange. L’équation (8.7) présentant le transport de la variance (présentée dans la section
§8.3.1), fait apparaître le taux moyen de dissipation scalaire de l’énergie des fluctuations :

ρε̃ξ = ρD
∂ξ ′′

∂xi

∂ξ′′
∂xi

, (8.5)

La quantité ρε̃ξ s’écrit directement en fonction du carré de la norme du gradient fluctuant.
Contrairement à la dissipation d’énergie cinétique qui détruit les fluctuations de vitesse et
transforme leur énergie en chaleur, la dissipation scalaire détruit les fluctuations du scalaire
sans transformation. On constate que la variance du scalaire diminue tant que la dissipation
scalaire ne s’annule pas, c’est-à-dire tant que le champ scalaire n’est pas uniforme et égal en
tout point à la moyenne.
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ξ(-)

(b) Avec choc
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Figure 8.2. Champs instantanés des champs scalaires (première ligne) et des champs SDR normalisés
(deuxième ligne) obtenus au plan transversal correspondant à l’abscisse normalisée k0x1 = 16.0 pour le
cas non-choqué (colonne à gauche) et le cas choqué (colonne à droite) pour le cas de référence M1 = 1.7.

La dissipation scalaire joue un rôle fondamental dans le mélange turbulent car elle repré-
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152 8. Interaction choc-scalaire passif

sente le taux de décroissance des fluctuations d’une espèce passive, c’est-à-dire l’efficacité du
mélange à petite échelle. La compréhension détaillée de la dissipation scalaire est importante
d’une part pour sa signification physique comme on l’a souligné ci-dessus et, d’autre part,
pour son rôle direct dans la modélisation du mélange turbulent. La Figure 8.2 présente une
visualisation instantanée d’un champ de scalaire ξ et le champ du taux de dissipation scalaire
(SDR pour Scalar Dissipation Rate) défini par Nξ = D (∂ξ/∂xk ) (∂ξ/∂xk ), en aval du choc en
absence et en présence du choc, après qu’un état statistiquement stationnaire a été atteint.
Le mélange scalaire s’amplifie considérablement au passage du choc comme l’indique la
Figure 8.2. Dans les zones de fort gradient où la dissipation est importante, comme la diffusion
a tendance à faire disparaître les gradients, la dissipation elle-même s’atténue au cours du
processus d’homogénéisation. La dissipation scalaire détruit les fluctuations scalaires comme
le montre l’équation (8.7).

Pour démontrer l’efficacité du choc à développer considérablement le processus de mé-
lange moléculaire, nous étudions les fonctions densité de probabilité (PDFs) de ξ. Celles-ci
sont présentées sur la Figure 8.3, ces PDFs sont évaluées en quatre abscisses normalisées
k0x1 = 6, 10, 14 et 18. Au niveau des deux premières abscisses, la PDF du scalaire est quasi-
ment identique pour le cas avec et sans choc. En présence du choc, la PDF tend plus rapidement
vers une loi quasi-normale (Distribution Gaussienne) ayant des valeurs d’écart-type plus
faibles par rapport au cas ne présentant pas de choc.
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Figure 8.3. PDF de ξ situées à 4 abscisses pour le cas de référence M1 = 1.7.

Tout comme le champ de vitesse, afin de comparer plus finement nos PDFs à la gaussienne,
les moments d’ordre 3 et 4 sont évalués à l’aide de deux facteurs S pour le Skewness et F pour
Flatness. On rappelle que, si le facteur de dissymétrie S est égal à zéro et celui d’aplatissement
F à trois, la distribution est proche d’une Gaussienne.

Les valeurs de kurtosis mesurées aux quatre abscisses normalisées k0x1 = 6, 10, 14 et 18
sont reportées dans le Tableau 8.1. Les valeurs obtenues en présence du choc illustrent les
précédentes remarques concernant la qualité du mélange moléculaire. En effet, les valeurs
du Flatness et de Skewness sont proches des valeurs de la distribution gaussienne dans les
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avec choc sans choc
S F S F

k0x1 = 06.0 −0.016 1.610 −0.016 1.613
k0x1 = 10.0 +0.069 2.039 +0.069 2.041
k0x1 = 14.0 −0.018 2.415 −0.007 2.198
k0x1 = 18.0 −0.176 3.021 +0.128 2.291

Tableau 8.1 – Valeurs de dissymétrie et d’aplatissement pour le scalaire passif

plans en aval du choc confirmant la rapide homogénéisation du champ scalaire. Ainsi, la
production de petites échelles du champ scalaire résultant de l’amplification des gradients
instantanés est plus favorisée et accélérée en présence du choc.

L’interaction des fluctuations scalaires avec l’onde de choc est ensuite analysée en termes
d’échelles caractéristiques en comparant les spectres scalaires bidimensionnels normalisés
Eξ obtenus à une abscisse pré-choc (k0x1 = 11.6) avec ceux obtenus à l’abscisse post-choc (
k0x1 = 16.4). Les spectres d’énergie scalaire évalués à ces deux abscisses sont représentés sur la
Figure 8.4 pour le cas de référence M1 = 1.7 en présence et en absence du choc. Comme prévu,
les spectres obtenus en amont de l’interaction sont presque identiques que l’on considère ou
non la présence de l’onde de choc normal. En aval de l’interaction et suite à la décroissance
des fluctuations scalaires, les niveaux d’énergie scalaire obtenus sont également atténués pour
le cas avec et sans choc. Néanmoins, nous notons une différence remarquable entre les cas
non choqués et choqués puisque, pour ce dernier, des niveaux d’énergie scalaire significatifs
sont maintenus aux plus grands nombres d’ondes.
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κ
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3 E ξ
(κ
)

en amont du cas sans choc en aval du cas sans choc
en amont du cas avec choc en aval du cas avec choc

Figure 8.4. Spectre du sca-
laire passif Eξ(κ) tracé en fonc-
tion du nombre d’onde norma-
lisé κ/κ0 à différentes abscisses

Les spectres énergétiques montrent ainsi que l’amplification des grandeurs turbulentes
se produit préférentiellement aux grands nombres d’onde pour les fluctuations du scalaire
passif à la traversée du choc, ce qui conduit à une réduction des micro-échelles scalaires de
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154 8. Interaction choc-scalaire passif

Figure 8.5. Évolution longitudinale de la
micro-échelle scalaire de Taylor normalisée.
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2(
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)2

 (8.6)

L’évolution longitudinale de la micro-échelle scalaire de Taylor normalisée par sa valeur
juste en amont de l’onde de choc est reportée sur la Figure 8.5. Cette figure confirme l’intensi-
fication du mélange scalaire à la traversée du choc. Notons en plus que plus le Mach amont
M1 est grande plus la réduction de λξ est grande.

8.3.1 Champ scalaire : mélange turbulent

Nous étudions maintenant la variance du scalaire dans la configuration d’interaction entre
un champ turbulent et un choc normal. La répartition des PDFs des trois composantes du
gradient scalaire est présenté dans la Figure 8.6. Comme prévu, nous remarquons que la
valeur moyenne des trois dérivations scalaires est nulle, ce qui est totalement compatible
avec l’homogénéité du champ scalaire. La Figure 8.6 montre que l’onde de choc est une
source d’anisotropie à petite échelle pour le champ scalaire : la variance de la deuxième et
troisième composante du gradient scalaire est en effet considérablement réduite par rapport à
sa première composante

La variance ξ̃ ′′2 est une grandeur très importante puisqu’elle caractérise la dispersion
des valeurs du scalaire autour de sa valeur moyenne. Son équation de transport exacte peut
être obtenue à partir de l’équation de transport instantanée du scalaire (8.7) en effectuant la
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Figure 8.6. PDFs du gradient scalaire en amont du choc (a) et en aval du choc (b) pour le cas de
référence M1 = 1.7.

différence ξ̃2 − ξ̃2. Cette équation est donnée par :

∂
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)
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(8.7)

Dans cette équation apparaissent un terme d’accumulation, un terme de convection dans
le membre de gauche de l’équation et un terme de diffusion moléculaire dans le membre
de droite. Les trois termes du membre de droite représentent respectivement le transport
moléculaire et turbulent, le terme de dissipation ainsi que le terme de production par le
gradient moyen. On notera que la dernière contribution est souvent négligée. La production
de variance reflète l’hétérogénéité du mélange local. En revanche, sa destruction caractérise
l’action des processus moléculaires à travers la valeur moyenne du taux de dissipation
scalaire (SDR) Nξ = D(∂ξ/∂xk)(∂ξ/∂xk) du traceur passif. On définit également ε̃ξ le taux de
dissipation scalaire moyen des fluctuations de ξ. Il est défini par :

ρε̃ξ = ρD
∂ξ ′′

∂xk

∂ξ ′′

∂xk
(8.8)

Pour des valeurs du nombre de Reynolds suffisamment élevées, on montre que ce terme est
comparable au taux de dissipation scalaire moyen Ñξ :

ρε̃ξ = ρD
∂ξ ′′

∂xk

∂ξ ′′

∂xk
= ρÑξ − ρD

∂ξ̃

∂xk

∂ξ̃

∂xk
≈ ρÑξ (8.9)
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Dans le cas d’une THI, la plupart des termes de l’équation de bilan (8.7) se réduisent aux
termes de surface et leurs intégrales sur l’ensemble du domaine de calcul sont nulles, signifiant
ainsi qu’elles ne modifient pas le niveau de variance scalaire. Ce constat s’applique aux termes
T2, T3 et T4. Étant donné qu’il n’y a pas de gradient de concentration moyenne dans le cas
d’une THI, les termes T6 et T7 s’annuleront également, et seul le terme de la SDR T5 sera non
nul dans le côté droit de (8.9).

Pour la dégénérescence spatiale de THI indépendamment de la présence ou non de l’onde
de choc, l’écoulement n’est pas homogène le long de la direction longitudinale, les termes
T2, T3, T4 et T5 doivent ainsi être pris en considération. Cependant, comme il n’y a pas de
gradient moyen (∂ξ̃/∂xk pour k = 1, · · · , 3), les deux derniers termes du membre de droite de
l’équation (8.9) sont nuls.

Sur la Figure 8.7, nous trouvons, comme nous nous y attendons, que la variance scalaire
diminue spatialement dans les cas avec choc et sans choc. Néanmoins, la décroissance de la
variance du scalaire passif est plus intense en présence du choc. Ce résultat est cohérent avec
d’autres études conduites qui soulignent l’amélioration du mélange par des ondes de choc
grâce (i) à la déviation des lignes de courant par le choc et (ii) la génération de structures
tourbillonnaires dans ces régions [120].

Figure 8.7. Bilan des termes de l’équation de
la variance du scalaire passif (8.7) normalisés
par ρuu1,u(ξ̃ ′′2)u/lT. Notons que les termes
négligeables en présence et en absence du choc
ne sont pas affichés.
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De même, comme le montre la Figure 8.7, les termes T3 et T4 s’annulent en l’absence de
l’onde de choc et confirme également que l’action du taux de dissipation scalaire turbulente
(SDR), qui apparaît avec un signe moins dans l’équation de transport de variance scalaire,
i.e. T5, réduit de façon monotone le niveau de variance scalaire. Cela correspond à l’homo-
généisation du champ scalaire sous l’action des effets de diffusion moléculaire. Ce terme de
consommation est considérablement intensifié après l’onde de choc.

L’évolution longitudinale de la variance du scalaire ξ̃ ′′2 et de la SDR turbulente ε̃ξ pour le
cas choqué et non choqué est reportée sur la Figure 8.8(a) et la Figure 8.8(b).

Ces deux figures montrent que la région choquée est associée à une réduction plus
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Figure 8.8. Évolution longitudinale de la variance scalaire turbulente ξ̃ ′′2 normalisée (a) et la
dissipation scalaire turbulente Ñξ normalisée (b).

rapide de la magnitude des deux quantités, confirmant ainsi l’amélioration du processus de
mélange induit par la présence du choc. En plus, ces deux figures montrent clairement que
l’amélioration du mélange induit par choc augmente avec l’intensité du choc, c’est-à-dire la
valeur du nombre de Mach.

Les valeurs du taux d’amplification des fluctuations scalaires Gξ = (ξ̃ ′′2)d/(ξ̃ ′′2)u ont été
évaluées. Les valeurs correspondantes sont rapportées dans le Tableau 8.2 avec le nombre
de Mach M et z = Mt/(

√
Reλ∆M). Les valeurs obtenues montrent que l’atténuation des

fluctuations scalaires augmente presque linéairement avec la valeur du nombre de Mach,
c’est-à-dire que Gξ diminue avec M alors qu’il augmente avec z.

M Mt z G Gξ

case 1 1.7 0.17 0.052 1.490 0.312

case 2 2.0 0.17 0.037 1.563 0.268

case 3 2.3 0.17 0.028 1.580 0.240

Tableau 8.2 – Facteur d’atténuation des fluctuations scalaires Gξ = (ξ̃ ′′2)d/(ξ̃ ′′2)u versus z =
Mt/(

√
Reλ∆M)

8.3.2 Interaction entre le champ de vitesse et le champ scalaire

Les simulations numériques [6, 196, 219] et les expériences [34, 35] révèlent que le champ
scalaire s’organise principalement sous forme de nappes [219]. Les surfaces iso-scalaires
sont séparées par des zones où les gradients scalaires sont très forts. Ces structures en
nappes suggèrent qu’il existe une relation étroite entre le gradient du scalaire et le champ
de déformation turbulent. Cette relation a beaucoup été explorée numériquement [219, 196]
et expérimentalement [286]. Les structures en nappes ne semblent a priori pas surprenantes
à partir des observations faites en turbulence montrant que la valeur propre intermédiaire
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158 8. Interaction choc-scalaire passif

e2 est généralement positive. Le champ de déformation turbulente étire les gradients dans
deux directions et les comprime dans une direction [31]. En utilisant les invariants du tenseur
des gradients de vitesse, Pumir [219] montre que les forts gradients du champ scalaire sont
principalement localisés dans les régions dominées par les déformations. Ces observations ont
été confirmées par des statistiques Lagrangiennes réalisées à différents nombres de Schmidt
[31]. Les visualisations obtenues dans les DNS [230] montrent que les nappes de forts gradients
sont aussi corrélées avec des régions de déformations modérées. Ruetsch et Maxey [230]
affirment que ce n’est pas l’intensité de la déformation mais la persistance et l’uniformité
des déformations qui sont importantes pour produire de forts gradients. Les simulations
montrent aussi que les forts gradients du scalaire sont localisés en périphérie des filaments
de vorticité [142, 273]. De plus, nous avons vu que le mélange était piloté par le taux de
dissipation scalaire (SDR). Celui-ci est proportionnel au gradient du scalaire passif. Ainsi, le
mélange est d’autant plus rapide qu’il existe des zones de fort gradient. Dans ces zones, la
dissipation est forte et les flux scalaires dus à la diffusion moléculaire sont importants.

L’influence du champ de vitesse sur le mélange est indirecte. Pour illustrer cette ac-
tion, nous considérons la forme suivante de l’équation de transport du taux de dissipation
scalaire [194, 134, 178, 193] :

∂ρε̃ξ
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(8.10)

−2ρD
∂ξ ′′

∂xk

∂ξ ′′

∂xi

∂u′′k
∂xi︸                  ︷︷                  ︸

Q8

− 2ρD2 ∂2ξ ′′

∂xi∂xk

∂2ξ ′′

∂xi∂xk︸                     ︷︷                     ︸
Q9

Le terme Q4 représente l’effet de la diffusion turbulente, le terme Q5 la production par
le gradient de la concentration moyenne, le terme Q6 la production par le gradient de la
vitesse moyenne et le terme Q7 la courbure du champ de composition moyenne. Le terme Q8

correspond à l’effet d’étirement par la turbulence, le terme Q9représente la courbure locale.
Pour les écoulements à grand nombre de Reynolds, les termes dominants sont Q8 et Q9

(d’ordre Re
1
2
t ) [178, 193]. Les termes Q4, Q5 et Q6 sont d’ordre Re0

t tandis que le terme Q7 est

lui d’ordre Re−
1
2

t .

Le taux de dissipation scalaire ε̃ξ n’est pas une quantité conservée et pour comprendre
comment elle se crée et disparaît, il faut considérer les deux termes source de l’équation
précédente. Le premier, le terme Q9, est forcément négatif. Il montre que dans les zones
de fort gradient où la dissipation est importante, comme la diffusion à tendance à détruire
les gradients, la dissipation est elle-même dissipée lors du processus d’homogénéisation.
Le second, le terme Q8, fait explicitement intervenir le champ de vitesse. Il s’agit du terme
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d’interaction entre la turbulence et le champ scalaire. Il représente la création de dissipation
dans les zones de fort étirement. La turbulence, en étirant le champ scalaire, crée des gradients
importants et favorise ainsi l’homogénéisation du scalaire. C’est le mélange turbulent. Le
rapport entre la viscosité moléculaire (qui agit sur le bilan de quantité de mouvement) et le
coefficient de diffusion du scalaire est essentiel. Ce rapport sans dimension est appelé nombre
de Schmidt.

L’analyse d’ordre de grandeur de l’équation de transport (8.10) confirme ainsi que la SDR

est principalement régi par deux termes dominants (i) la contribution dissipative et (ii) la
corrélation du 3ème ordre entre le tenseur des gradients de vitesse et le tenseur d’anisotropie
des petites échelles [178, 193]. Le terme (i) inclut l’influence de l’étirement turbulent qui
tend à accroître la valeur du gradient local gξ = (gξ .gξ)

1/2 et donc le taux de dissipation
Nξ = D.gξ .gξ . L’efficacité du mélange scalaire semble être contrôlée par cette dernière quantité
qui est souvent nommée terme d’interaction turbulence-scalaire. Il peut être établi que seule la
partie symétrique Sij du tenseur des gradients de vitesse contribue à ce terme. Dès lors, il est
classique d’analyser la contribution de ce terme dans l’espace des vecteurs propres du tenseur
des taux de déformations Sij [259, 15]. Ce terme a été étudié de manière exhaustive dans le
contexte de la combustion turbulente qu’elle soit pré-mélangée ou non à travers l’analyse de
la variable d’avancement pour les conditions pré-mélangées [41] ou de la fraction de mélange
pour les conditions non pré-mélangées [274, 6, 259, 61].

La Figure 8.9 illustre, dans un cas bidimensionnel, l’influence de ces orientations sur
l’amplitude du gradient du scalaire passif. Le vecteur e1 correspond à la direction principale
d’étirement et e3 à la direction principale de compression. Lorsque le gradient scalaire est
aligné avec la direction principale de compression e3, l’épaisseur caractéristique de la couche
de scalaire tend à diminuer ce qui entraîne l’augmentation du gradient ainsi que du SDR.
Inversement, si le gradient scalaire s’aligne avec la direction principale d’étirement, la norme
du gradient tend à décroître. Autrement dit, l’amplification du gradient scalaire par le champ
de vitesse requiert un alignement préférentiel avec la direction principale de compression.
Une fois exprimé dans l’espace des vecteurs propres du tenseur des taux de déformation Sij,
le terme d’interaction turbulence-scalaire devient :

TSI= −2ρD
∂ξ

∂xi

∂ui

∂xj

∂ξ

∂xj
= −2ρNξ

3

∑
i=1

λi cos2 θi, (8.11)

où les quantités λi représentent les valeurs propres du tenseur des taux de déformation
avec λ1 > λ2 > λ3. Dans un écoulement turbulent incompressible, la trace du tenseur Sij est
nulle c’est à dire que la somme les trois valeurs propres est nulle. La valeur λ1 correspond à
la direction principale d’étirement la plus importante tandis que λ3 est associé à la direction
principale de compression la plus importante. La valeur propre intermédiaire est notée λ2.
La variable θi correspond à l’angle entre la direction principale ei et la direction normale
aux iso-lignes de ξ, i.e nξ = gξ/gξ . Il est évident, d’après l’équation (8.11), que le signe de la
contribution associée à l’interaction turbulence–scalaire dépendra des orientations θi et des
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160 8. Interaction choc-scalaire passif

valeurs propres λi associées.

Figure 8.9. Schématisation de l’action du
champ de vitesse sur le champ scalaire.
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Comme le soulignent Gonzalez et Paranthoën [96], le mélange dans les fluides repose
(i) sur les phénomènes d’étirement d’éléments fluides linéiques ou surfaciques provoqués
par les gradients de vitesse et (ii) sur la diffusion moléculaire. Il est admis que l’étirement
facilite le mélange local en favorisant la diffusion moléculaire par l’augmentation de la surface
des interfaces et le rapprochement des portions de fluides initialement séparées. Souvent, la
qualité de "bon mélange" suppose une répartition uniforme de l’étirement dans l’écoulement.

Figure 8.10. PDFs du cosinus de l’angle entre
le gradient scalaire normalisé nξ et les vecteurs
propres du tenseur des taux de déformations Sij
en amont (traits noirs) et en aval (traits bleus)
pour le cas de référence M1 = 1.7.
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Il a été mis en évidence, par des simulations numériques [6, 196, 219, 260, 31], ainsi
que par le biais d’expériences [107, 108, 109], que, statistiquement, pour une turbulence
homogène incompressible, le gradient scalaire s’aligne de manière privilégiée avec la direction
de compression maximale. Ceci entraîne donc le terme −2ρD(∂ξ/∂xi)(∂ui/∂xj)(∂ξ/∂xj) à
une contribution positive au bilan du taux de dissipation scalaire. Ces orientations sont
analysées à travers les fonctions densité de probabilité de cos2 θi.

La Figure 8.10 présente les distributions d’alignement du gradient scalaire avec les direc-
tions principales de déformations. En amont du choc, Le gradient scalaire :
• s’aligne statistiquement mieux avec la direction de compression e3 ;

160



Gradient instantané du scalaire et dissipation scalaire 161

0.2 0.4 0.6 0.8

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

√
cos2(θi)

P
D
F

M1 = 1.7
M1 = 2.0
M1 = 2.3

Figure 8.11. Comparaison entre les PDFs du
cosinus de l’angle entre le gradient du scalaire
normalisé nξ et les vecteurs propres du tenseur
des taux de déformations Sij en amont du choc
pour les trois Mach M1 = 1.7,2.0 et 2.3.

• affiche un caractère équiprobable, avec une légère préférence pour les situations
présentant un gradient scalaire transversal avec la direction intermédiaire e2 ;
• est perpendiculaire par rapport à la direction d’étirement e1.

Ceci confirme ainsi que les statistiques de l’écoulement en amont du choc sont consistantes
avec l’évolution des gradients scalaires dans la littérature [6, 196, 219, 260]. En aval du choc
• l’orientation privilégiée de nξ par rapport à e3 est renforcée par le choc, puisque la

valeur de P
(√

cos2(nξ , e3)
)
= 1 est augmentée d’environ 7% ;

• l’orientation par rapport à e2 est significativement renforcée, vu que P
(√

cos2(nξ , e2)
)
=

0 est accrue d’environ 20%. Il est remarquable que la probabilité d’être perpendiculaire
à la direction intermédiaire soit considérablement augmentée au voisinage de l’onde
de choc ;
• il est remarquable que la probabilité que le gradient scalaire et e1 sont perpendiculaires

en amont du choc, est considérablement diminué en aval de l’onde de choc et, comme
souligné ci-dessus, cette diminution s’accroît avec une légère augmentation de la
probabilité d’alignement avec la direction la plus compressive e3 et une augmentation
significative de la probabilité au voisinage de cos2(nξ , e2) ≈ 0.

Si l’on revient à l’équation (8.11), nous avons une préférence statistique en aval du choc
cos
(
nξ , e1

)
= cos

(
nξ , e2

)
= 0 et cos

(
nξ , e3

)
= 1. La valeur λ3 étant définie négative, ce résultat

conduit donc à la positivité du terme d’interaction turbulence–scalaire. Les tendances en
aval du choc sont amplifiées avec l’augmentation de l’intensité du choc, en l’occurrence
l’augmentation de la valeur du mach amont à l’entrée du domaine physique M, comme le
montre la Figure 8.11.

La Figure 8.12 présente une visualisation frontale (direction x1) d’iso-surface instantanée
du gradient scalaire (gξ = 0.1gmax

ξ en amont du choc et gξ = 0.8gmax
ξ en aval du choc).

Sur la première ligne (cf . Figure 8.12(a) et Figure 8.12(b)), l’iso-surface est colorée par la
valeur de l’angle entre le gradient scalaire et la direction principale d’étirement, i.e. de
cosθ1 = cos

(
nξ , e1

)
. Sur la deuxième ligne (cf. Figure 8.12(c) et Figure 8.12(d)), l’iso-surface est

colorée par la valeur de l’angle entre le gradient scalaire et la direction principale intermédiaire,
i.e. de cosθ2 = cos

(
nξ , e2

)
. Finalement, sur la troisième ligne (cf. Figure 8.12(e) et Figure 8.12(f)),
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162 8. Interaction choc-scalaire passif

(a) θ1 (b) θ1

(c) θ2 (d) θ2

(e) θ3 (f) θ3

Figure 8.12. Une visualisation instantanée suivant la direction longitudinale de l’amplitude d’une
iso-surface du gradient scalaire en amont du choc (‖∇ξ‖ = 0.8‖∇ξ‖max (colonne gauche)), et en aval
du choc (colonne droite) ‖∇ξ‖ = 0.1‖∇ξ‖max colorées par la valeur de cos(θ1) (première ligne), de
cos(θ2) (deuxième ligne) et de cos(θ3) (troisième ligne)
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Gradient instantané du scalaire et dissipation scalaire 163

l’iso-surface est colorée par la valeur de l’angle entre le gradient scalaire et la direction
principale de compression, i.e. de cosθ3 = cos

(
nξ , e3

)
. Sur la première ligne, la proportion de

bleu est affaiblie de gauche à droite : la probabilité que le gradient scalaire soit perpendiculaire
à e1 (c’est-à-dire les valeurs de cos

(
nξ , e1

)
autour de zéro) est diminuée. Les résultats rapportés

dans la deuxième ligne illustrent la probabilité accrue d’être perpendiculaire à la direction
principale intermédiaire, la proportion de couleur bleue est augmentée. Enfin, la troisième
ligne montre que l’onde de choc a tendance à imposer l’alignement du gradient scalaire avec
la direction principale la plus compressive (la couleur rouge est dominante), ce qui augmente
le taux de mélange scalaire.

Pour obtenir une meilleure compréhension du rôle joué par chaque contribution à l’inter-
action turbulence-scalaire, c’est-à-dire la contribution de λi cos2(nξ , e1) avec i = 1,2,3, nous
nous proposons de considérer simultanément l’amplitude des valeurs propres et les vecteurs
propres du tenseur de déformation. En amont et en aval de l’onde de choc, les PDFs de
chaque composante principale (λi cos2(nξ , e1)) au terme TSI sont reportés à la Figure 8.13

pour i = 1,2,3. D’après cette figure et selon l’équation (8.11), le terme TSI, qui n’est rien
d’autre que la somme des termes Q5 + Q6 + Q7+ Q8 dans l’équation de transport du taux de
dissipation scalaire moyenne (8.10) peut être assimilé à un terme de production :

Ψ =
3

∑
i=1

λi cos2(θi) < 0, ceci implique que : TSI> 0. (8.12)
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Figure 8.13. PDFs de la contribution des
termes λi cos2(nξ , ei) dans le terme de TSI
normalisé. λ1 cos2(nξ , e1) (trait pointillé),
λ2 cos2(nξ , e2) (trait continu), et eλ3 (trait
mixte) en amont (traits noirs) et en aval
(traits bleus) pour le cas de références M1 =
1.7.

La Figure 8.14 montre que, quelle que soit la valeur du nombre de Mach en amont du
choc, les PDFs de Ψ sont déviées vers des valeurs négatives, indiquant ainsi que le terme
d’interaction scalaire-turbulence TSI est un terme de production du taux de la dissipation
scalaire SDR. Nous remarquons également que la distribution de Ψ est plus serrée autour de
la valeur moyenne 0 en amont du choc qu’en aval du choc pour les trois valeurs de Mach. La
variance du terme TSI (c’est-à-dire la variance de Ψ) est significativement augmentée en aval
de l’onde de choc et cet effet s’affaiblit à mesure que la valeur du nombre de Mach diminue.
Enfin, il faut souligner que ce terme est amélioré dans la région proche de l’onde de choc
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164 8. Interaction choc-scalaire passif

où la déformation induite par l’écoulement compressible tend à augmenter les gradients de
vitesse.

Figure 8.14. Comparaison entre les
PDFs de la contribution des termes
λi cos2(nξ , ei) dans le terme de TSI nor-
malisé. λ1 cos2(nξ , e1) (trait pointillé),
λ2 cos2(nξ , e2) (trait continu), et eλ3 (trait
mixte) en amont du choc références pour les
trois Mach M1 = 1.7,2.0 et 2.3.
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Figure 8.15. PDFs de Ψ =

∑3
i=1 λi cos2(θi) en amont (traits noirs) et

en aval (traits bleus) pour le cas de références
M1 = 1.7.
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8.4 Similitudes entre le vecteur de vorticité et le gradient scalaire

Nous examinons de plus près l’orientation entre le vecteur de vorticité et le gradient
scalaire. Les statistiques correspondantes sont rapportées à la Figure 8.16. Les résultats
obtenus en amont ou en aval de l’onde de choc sont compatibles avec la structure de
lamelles scalaires étirées (nappes), qui sont alignées avec la direction principale la plus
compressive e3 mais perpendiculaire à la vorticité, au vecteur d’étirementW et à la direction
principale intermédiaire e2. La présence de l’onde de choc tend à améliorer cette tendance.
Pour conclure avec cette analyse d’orientation, il convient de noter que la déformation et la
vorticité interagissent, et les valeurs propres de la contrainte dépendent également des effets
non locaux par l’influence de la pression, ce qui rend l’analyse plus complexe comme l’ont
souligné récemment Gonzalez et Paranthoën (2011) [97].
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Figure 8.16. PDFs de l’angle entre la vor-
ticité et le gradient scalaire pour le cas de
références M1 = 1.7.

Compte tenu des similitudes existant entre le terme TSI présent dans l’équation de trans-
port du taux de dissipation scalaire TSI et le terme d’étirement agissant sur la norme de
vorticité, c’est-à-dire le terme de production présent dans l’équation de transport d’enstrophie
ωiSijωj, nous pourrons soupçonner qu’il existe une certaine corrélation entre les amplitudes
de la vorticité et du scalaire passif. D’une part, étant donné que la vorticité est préférentiel-
lement alignée avec la direction principale intermédiaire du tenseur de la déformation du
Sij, tandis que le gradient scalaire est principalement aligné avec la direction principale la
plus compressive, les deux vecteurs se révèlent préférentiellement orthogonaux l’un à l’autre
(cf. Figure 8.16). D’autre part, comme le montre la Figure 8.17, la PDF jointe des amplitudes

du gradient scalaire et de la vorticité, c’est-à-dire P
(∥∥∥ω

∥∥∥∗,∥∥∥∇ξ
∥∥∥∗), est proche du produit

des deux PDFs marginales P
(∥∥∥ω

∥∥∥∗) et P
(∥∥∥∇ξ

∥∥∥∗), un comportement similaire à celui ob-

servé par Pumir (1994) [219] dans son travail sur le mélange scalaire dans un écoulement
incompressible.
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Figure 8.17. la PDF joint des amplitudes du gradient scalaire et de la vorticité normalisées par leurs
valeurs RMS
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166 8. Interaction choc-scalaire passif

8.5 Effets des statistiques de λ2 sur le champ scalaire

L’influence de l’onde de choc sur le mélange scalaire est analysée plus en détail en
considérant les statistiques de λ2, qui, comme il a été mentionné dans la section §7.3.2, nous
renseigne sur l’intensité du transfert turbulent. Nous considérons la valeur normalisée de λ2,
comme proposée par Ashurst et al. [6] et Lund et Rogers (1994) [172], définie par :

Λ2 =

√
6λ2√

λ2
1 + λ2

2 + λ2
3

. (8.13)

La Figure 8.18 reporte la distribution de la PDF jointe de l’amplitude du gradient scalaire et
Λ2. Une première remarque que nous pouvons tirer de cette figure est que la valeur propre
intermédiaire normalisée Λ2 tend à être plus positive pour de grandes valeurs de

∥∥∥∇ξ
∥∥∥ et

que la valeur moyenne de Λ2 s’approche de 0.5. Cette observation est conforme aux résultats
numériques de Ashurst et al. [6] et expérimentaux de Ganapathisubramani et al. [89] pour
une THI. Cela suggère que les les régions de fort gradient où la dissipation est importante
semblent posséder une préférence pour des valeurs positives de Λ2, correspondants aux
régions présentant de forts taux de dissipation scalaire, sont associées à des structures sous
forme de nappes. Les statistiques sont modifiées par l’onde de choc et la PDF jointe obtenu
en aval de l’onde de choc est plus arrondie et le maximum de Λ2 a diminué en s’approchant
de 0.35 Pour un écoulement incompressible, la valeur de Λ2 doit être limitée par ±1, par

Λ
2

0 2 4 6
−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0.00

0.05

0.11

0.16

∥∥∥∇ξ
∥∥∥2

(a) Amont du choc

Λ
2

0 2 4 6
−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0.00

0.15

0.29

0.44

∥∥∥∇ξ
∥∥∥2

(b) Aval du choc

Figure 8.18. PDF jointe de l’amplitude du gradient scalaire et Λ2

définition (voir Betchov [15], Ashurst et al. [6] et Gomes-Fernandes et al. [94]). Cependant, la
Figure 8.18 montre que la valeur de Λ2 s’étend sur ±1.4 ce qui s’explique par la compressibilité
de l’écoulement.

Les relations entre l’amlitude du gradient scalaire (ou SDR) et Λ2 peuvent être étudiées
plus en détail en calculant la PDF conditionnelle de Λ2. La Figure 8.19 affiche la PDF condi-
tionnelle de Λ2 pour différents seuils (0.25, 0.5, 1.0 et 1.5) de l’amplitude du gradient scalaire
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Figure 8.19. PDF de Λ2 conditionné sur l’amplitude de ∇ξ en amont (a) et en aval (b) du choc.
Quatre seuils sont utilisés qui correspondent à 0.25, 0.5, 1.0 et 1.5 ‖∇ξ‖/‖∇ξ‖

‖∇ξ‖/‖∇ξ‖ . Les PDFs conditionnelles obtenues ne présentent pas de différence remarquable,
ce qui indique que les régions de mélange scalaire intense ne coïncident pas nécessairement
avec des régions de Λ2 intense que ce soit en amont ou en aval du choc. Ce comportement
est conforme aux conclusions tirées d’analyses similaires effectuées sur la PDF jointe de la
vorticité et de Λ2 [89, 132].

8.6 Intermittence du champ scalaire

Nous nous intéressons à la statistique de la dissipation scalaire afin de mettre en évidence
l’effet du choc normal sur la nature intermittente du champ dynamique sur le champ THI en
amont. L’intermittence est définie comme étant une alternance des zones ayant des propriétés
de comportement significativement différentes, i.e. des zones d’activité forte côtoyant des
zones calmes. L’existence de ce phénomène a été pour la première fois souligné dans les
travaux de Townsend (1980) [257]. L’auteur a mis en évidence expérimentalement l’existence
d’une alternance non-régulière de zones d’écoulement présentant des valeurs très différentes
du gradient de vitesse (dissipation d’énergie) et de concentration (dissipation scalaire).

Les distributions du taux de dissipation scalaire, calculées à partir des données DNS, sont
analysées en coordonnées logarithmiques pour mettre en évidence le comportement de leur
queue, et donc analyser les écarts à la loi log-normale. Des recherches similaires ont été
effectuées en utilisant des données expérimentales par Markides et Mastorakos [179] ou
numériques par Vedula et al. [265]. La distribution log-normale apparaît en effet comme une
parabole en considérant la valeur de ζ = (logχξ − µlogχξ

)/σlogχξ
, où µlogχξ

et σlogχξ
désignent

respectivement la moyenne et la RMS de logχξ . La PDF standardisée de ζ en amont et en aval
de l’onde de choc est présentée sur la même figure. Comme prévu dans les études précédentes,
nous trouvons que que la queue latérale basse (c’est-à-dire les valeurs négatives de ζ ) affiche
un taux de décroissance plus lent que celui de la distribution log-normale (la courbe est dite
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168 8. Interaction choc-scalaire passif

"platikurtique", i.e. logχξ affiche un comportement super-gaussien), tandis que l’autre queue
(i.e. les valeurs positives χξ) décroît plus rapidement (la courbe est dite "leptokurtique", i.e.
logχξ affiche un comportement sous-gaussien). La PDF correspondante est donc asymétrique.

Si l’on considère la PDF du logarithme de SDR, même si la "traîne" négative présente un
taux de décroissance plus rapide en aval de l’onde de choc que celle observée en amont de
l’onde de choc, elle ne présente pas de tendance évidente à une log-normalité accrue à mesure
que la turbulence se développe. Finalement, d’après la Figure 8.20, il semble que le l’écart à
l’anomalie logarithmique n’est que légèrement réduit à la traversée de l’onde de choc.

Figure 8.20. PDF of (log(χ) −
µlog(χ))/σlog(χ)
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Récapitulatif

L’évolution spatiale de la variance scalaire et son taux de dissipation sont étudiés et
comparés pour diverses valeurs de nombre de Mach pour le cas en présence et en absence du
choc. L’interaction avec le choc se traduit par une intensification significative des processus
de mélange scalaire et entraîne une atténuation de la turbulence scalaire, c’est-à-dire du
niveau de variance scalaire. Ceci est démontré par le biais (i) des PDFs de l’alignement du
gradient scalaire avec les directions principales du tenseur du taux de déformation qui sont
significativement modifiés en aval direct du choc, (ii) d’une étude des échelles de longueurs qui
montrent que l’interaction avec le choc s’accompagne également d’une diminution significative
de l’échelle de longueur caractéristique des poches scalaires (micro-échelle scalaire de Taylor)
ainsi que d’une croissance de l’anisotropie à petite échelle.
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impactée par choc
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L’objectif de ce chapitre est l’étude de l’effet du coefficient de viscosité de volume κ sur
le développement spatial de couches de mélange compressibles bidimensionnelles réactives
impactées par choc oblique. Les propriétés des couches de mélanges sont rappelées en premier
lieu, puis une description détaillée des paramètres de simulation est introduite avant d’aborder
l’analyse et la discussion des résultats.

Les travaux présentés ici été présentés au congrés ICCFD en 2018 [29].

9.1 Notion de viscosité volumique

Comme cela a été présenté initialement dans la section §2.5.1, pour un fluide newtonien,
la loi de comportement régissant la relation entre le tenseur des contraintes visqueuses τij et
les vitesses de déformation s’exprime par la relation :

τij = 2µ

(
Sij −

1
3

Skkδij

)
+ κSkkδij. (9.1)
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Nous rappelons également que le premier terme du second membre de l’équation (9.1)
est déviatorique et symétrique, tandis que le deuxième terme représente les changements
volumétriques. La viscosité volumique, appelée élégamment la viscosité de dilatation, de
volume ou encore la seconde viscosité, est une constante de proportionnalité entre la partie
isotrope de la contrainte visqueuse et le taux de dilatation. Le taux de dissipation visqueuse
correspondant, noté Φ, comprenant à la fois les contributions de cisaillement et de dilatation,
peut être écrit [160] :

Φ = τijSij = 2µS(d)
ij S(d)

ij + κ∆2, (9.2)

où S(d)
ij = Sij − ∆δij/3 est la partie déviatorique du tenseur de déformation et ∆ = ∂uk/∂xk le

taux de dilatation. L’équation (9.2) indique que les deux paramètres importants pour évaluer
l’importance de la viscosité volumique sur la dissipation de l’énergie cinétique turbulente
sont le rapport κ/µ, et le rapport entre les carrés des taux de dilatation et de déformation du
tenseur déviatorique, i.e. ∆2/S(d)

ij S(d)
ij . Le premier dépend de l’écoulement considéré, tandis

que le second est un résultat de la simulation numérique. Comme l’ont noté Graves et Argrow
(1999) [101], la viscosité volumique est systématiquement mise à zéro dans diverses études
de mécanique des fluides en invoquant l’hypothèse de Stokes [249]. Cette hypothèse est
bien justifiée si κ = 0 ou/et ∆ = 0. Seuls les gaz monoatomiques dilués ont une viscosité
volumique nulle. Pour les gaz polyatomiques, les mesures expérimentales indiquent que la
viscosité volumique peut être sensiblement supérieure à celle de la viscosité de cisaillement
(voir Tableau 9.1). Pour le CO

2
, il peut être plusieurs milliers de fois plus grand, auquel cas le

rôle des pertes dues à la dilatation peuvent être grands, en fonction de l’importance relative
des déformations volumétriques à déviatorique. Bien que la dissipation de la dilatation soit
souvent faible par rapport à son homologue de cisaillement dans les écoulements faiblement
compressibles, de nombreuses études soulignent l’importance des effets dilatationels dans
l’analyse et la modélisation de la turbulence compressible [236, 144, 214].

Tableau 9.1 – Mésure expérimentale du rapport κ/µ pour les espèces N2, CO2, CO, H2, CH4 et O2 à
la température 300 (K) [256, 17, 54, 116, 218, 217].

Espèces N
2

CO H
2

CH
4

O
2

CO
2

κ/µ 0.73 0.55 33.4 1.33 0.5 1000− 3500

Les effets de dilatation et de la viscosité volumique κ peuvent être illustrés en décomposant
le tenseur de contraintes (total) σij en une partie isotrope et une autre déviatorique :

σij = −Pδij + 2µSd
ij + κ∆δij, (9.3)

où P est la pression statique du gaz au repos dans les mêmes conditions thermodynamiques
(c’est-à-dire la même composition, densité, température et énergie interne). La pression
mécanique, P = −σii/3, peut alors être exprimée comme suit :

P = P− κ∆. (9.4)

En présence de fortes variations de densité produites par l’écoulement, la pression mécanique
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P s’écarte de la pression thermodynamique P correspondant aux conditions de l’équilibre
thermodynamique local. La pression mécanique correspond à l’énergie de translation des
molécules, alors que la pression thermodynamique est une mesure de l’énergie totale et
comprend des degrés de liberté internes (vibratoires et rotationnels), en plus de la translation.
Lorsque l’écoulement produit des changements rapides de l’état thermodynamique, le fluide
n’est plus en équilibre, ce qui déclenche des processus internes au sein du fluide tachant à le
conduire vers l’état d’équilibre [151] ; dans le cas des gaz polyatomiques dilués par exemple,
ces processus sont causés par des collisions inélastiques entre des degrés de liberté internes
[55, 271, 72]. L’écart entre les pressions mécaniques et thermodynamiques est une conséquence
directe d’un processus de relaxation cherchant à atteindre l’équipartition de l’énergie. Cette
relaxation entraîne une réduction de la pression mécanique dans un écoulement en expansion
(P < P et pour lequel ∆ > 0) et une augmentation de la pression mécanique sous compression
(P > P et pour lequel ∆ < 0). En d’autres termes, la viscosité volumique est une description
du transfert d’énergie hors équilibre entre les degrés de liberté translationnels et internes
(vibration et rotation). Il s’ensuit en outre que la contribution de la partie isotrope du tenseur
des contraintes s’exprime par unité de volume comme [13] :

− P∆ = −P∆ + κ∆2. (9.5)

Le premier terme du côté droit est un travail (réversible) effectué par la pression thermodyna-
mique. Le second terme, identique à (9.2), est positif et représente la dissipation d’énergie
mécanique. Les équations (9.4) et (9.5) montrent que la viscosité volumique est une construc-
tion continue tentant de décrire des phénomènes de relaxation complexes se produisant au
niveau moléculaire en contribuant à dissiper l’énergie par des mouvements volumétriques.

L’incorporation de la viscosité volumique dans les équations de Navier-Stokes n’est valable
que pour les petites déviations de l’équilibre thermodynamique local ETL [271]. Pour les gaz
ayant un grand rapport κ/µ, l’échelle de temps hors équilibre caractéristique est de l’ordre de
quelques microsecondes [146] à température ambiante, de sorte que l’approximation ETL est
une approximation valable pour de nombreux problèmes. Pour les écoulements manifestant
des grands écarts par rapport à ETL, le transfert d’énergie entre les modes doit être traité en
utilisant des approches plus sophistiquées, par exemple ils imposent le recours aux équations
hors équilibre [101]. Bien que des estimations numériques puissent être faites pour κ [54],
les mesures expérimentales quantitatives restent encore très difficiles [72]. Les tentatives
de mesure de la viscosité volumique sont souvent effectuées en se basant sur des mesures
d’absorption acoustique d’une onde sonore, initiées principalement des les années 1970 par le
groupe du Professeur J.J.M. Beenakker [116, 218, 217]. le lecteur doit se référer à l’article de
Billet et al. [17] pour plus de détails quant à la façon de mesurer la viscosité volumique par
voie acoustique.

L’influence de la viscosité volumique de masse sur la dynamique des fluides a été étudiée
dans le contexte de certaines applications d’ingénierie. Le chauffage aérodynamique pendant
l’entrée d’un véhicule sur Mars, où l’atmosphère est principalement constituée de dioxyde de
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carbone, fournit une motivation pour comprendre les écoulements dans lesquels la viscosité
volumique est importante [72]. Les premières études de Emanuel (1992) [73] et Gonzalez
et Emanuel (1993) [95] ont évalué les effets de la viscosité volumique sur le transfert de
chaleur dans les écoulements laminaires de Couette et les couches limites hypersoniques.
En écoulement réactif, Billet et al. (2008) [17] ont simulé numériquement l’interaction d’un
choc plan avec une bulle d’hydrogène ; ils ont trouvé que les caractéristiques d’écoulement
telles que les gradients de pression et la production de vorticité baroclinique dépendent
sensiblement de κ. Fru et al. (2011) [86] ont de plus démontré, en utilisant la simulation
numérique directe, que les flammes laminaires montrent peu de sensibilité à κ, mais que la
turbulence amplifie les petites différences instantanées provenant des effets visqueux de κ.
Bahmani et Cramer (2014) [9] ont simulé une interaction choc-couche limite bidimensionnelle
en faisant varier la valeur numérique de κ. Ils ont constaté que la séparation induite par le
choc est supprimée dans les calculs avec une viscosité apparente due à l’épaississement du
choc incident puis à la réduction subséquente de l’amplitude du gradient de pression. Au
nombre de Reynolds élevé, la viscosité volumique donne lieu à une variation de la pression
thermodynamique à travers la couche limite via des termes sources dans l’équation d’énergie
[9]. Les dernières années ont vu l’émergence de schémas cinétiques gazeux [162, 148], par le
biais desquels la dissipation due à la viscosité volumique est prise en compte pour simuler
la turbulence compressible. Dans une étude spécifique de la viscosité volumique à l’aide
des schémas cinétiques gazeux, Liao et al. (2009) [162] ont constaté que la dissipation de
la dilatation est augmentée lorsque la viscosité volumique est incluse, et que le coefficient
d’asymétrie et d’aplatissement sont modifiées à des nombres de Mach turbulents de 0.5, bien
que les mécanismes détaillés ne soient pas entièrement expliqués.

9.2 Propriétés générales des couches de mélange

La figure 9.1 schématise la géométrie d’une couche cisaillée développée spatialement à
partir de deux écoulements parallèles. Dans le sillage de la plaque séparatrice, le profil de

Figure 9.1. Schéma du développement spatial de la couche cisaillée dans le sillage d’une plaque
séparatrice.

vitesse longitudinale de la couche cisaillée est souvent modélisé par un profil en tangente
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hyperbolique [21, 203, 238, 247] :

u1 =
U1 + U2

2
+

U1 −U2

2
tanh

(
2x2

δω,0

)
, (9.6)

où U1 est la vitesse de l’écoulement rapide et U2 celle de l’écoulement lent (U1 > U2). La
variable δω,0 fait référence à l’épaisseur de vorticité initiale de la couche de mélange. Cette
épaisseur est calculée à partir de la relation :

δω =
U1 −U2

|∂ũ1/∂x2|max
. (9.7)

Dans ce chapitre, la valeur moyenne au sens de Reynolds d’une quantité instantanée quel-
conque ϑ s’obtient avec la relation :

ϑ(x1, x2, x3) =

∫ t f
ti

ϑ(x1, x2, x3, t)dt∫ t f
ti

dt
, (9.8)

et la valeur moyenne au sens de Favre s’écrit :

ϑ̃(x1, x2, x3) =

∫ t f
ti

ρϑ(x1, x2, x3, t)dt∫ t f
ti

ρ(x1, x2, x3, t)dt
, (9.9)

avec ti et t f le temps initial et final de la prise de donnés dans la base statistique. L’épaisseur
de vorticité peut présenter une allure irrégulière dûe au terme de dérivation du dénominateur
et la définition d’épaisseur de quantité de mouvement est d’autant plus utilisée dans la
littérature :

δθ =
1

ρ0∆U2

∫ +∞

−∞
ρ(U1 − ũ1)(ũ1 −U2)dx2, (9.10)

où ρ0 est la masse volumique moyenne des deux écoulements parallèles en entrée. Les
définitions (9.7) et (9.10) s’utilisent comme longueurs caractéristiques de la couche cisaillée,
∆U = U1−U2 s’utilise comme vitesse de référence et ρ0 comme masse volumique de référence.
Dans le cas où le profil de vitesse longitudinale est donné par la relation (9.6), i.e. tangente
hyperbolique, les épaisseurs initiales vérifient la relation δω,0 = 4δθ,0.

Le taux de croissance de l’épaisseur de vorticité d’une couche de mélange spatiale est
donné par :

δ′ω =
1
η

dδω

dx1
, (9.11)

avec η = (U1 −U2)/(U1 + U2). Pour les simulations basées sur l’approximation d’un déve-
loppement temporel des couches de mélange, ce taux de croissance est défini autrement
comme :

δ′ω,t =
1

∆U
dδω

dt
=

4
δω,0

dδω

dτ
, (9.12)
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avec τ = 4∆Ut/δω,0. En admettant que Uc = (U1 + U2)/2, ces relations vérifient :

δ′ω =
1
η

dδω

dx1
=

1
η

dt
dx1

dδω

dt
=

2
∆U

dδω

dt
= 2δ′ω,t. (9.13)

Le même raisonnement peut être appliqué à la définition du taux de croissance de l’épaisseur
de quantité de mouvement.

Le nombre de Reynolds basé sur l’épaisseur de vorticité est défini par :

Reω =
ρ0∆Uδω

µ0
, (9.14)

où la valeur moyenne de la viscosité dynamique en entrée est prise en compte. Les définitions
du nombre de Reynolds et de l’épaisseur caractéristique sont utilisées pour dimensionner la
couche de mélange.

9.3 Caractéristiques du mélange étudié

La composition du mélange étudié s’appuie sur des études expérimentales et numériques
portant sur des systèmes de propulsion à haute vitesse [49, 187, 238], e.g. moteurs ramjet
et scramjet. Nous considérons une configuration légèrement différente de celle de Miller
et al. [187], synthétisée dans le Tableau 9.2. Tel que cela a été suggéré dans [187], l’influence des
radicaux présents dans le courant d’oxydant (air vicié) n’est pas négligeable et doit être prise
en compte pour les simulations numériques avec chimie détaillée. Pour ce faire, des calculs
d’équilibre ont été conduits à l’aide de la librairie CHEMKIN [141]. Ces calculs permettent de
déterminer la composition, la température adiabatique ainsi que le temps d’auto-inflammation
d’un mélange donné à l’équilibre chimique. A partir des données expérimentales mesurées
par Miller et al. [187], il est possible de calculer les fractions massiques de radicaux à l’équilibre
chimique. Des valeurs approximatives de ces quantités ont été reportées dans le Tableau 9.2.

Tableau 9.2 – Configuration du mélange re-
tenu pour les couches cisaillées inertes et réac-
tives.

Quantité Combustible Oxydant

Pression (Pa) 94232.25 94232.25

Température (K) 545.0 1475.0
M. vol. (kg/m3) 0.354 0.203

YH2 (−) 0.05 0.0
YO2 (−) 0.0 0.278

YH2O (−) 0.0 0.17

YH (−) 0.0 5.60 · 10−7

YO (−) 0.0 1.55 · 10−4

YOH (−) 0.0 1.83 · 10−3

YHO2 (−) 0.0 2.50 · 10−7

YN2 (−) 0.95 0.55

La Figure 9.2(a) montre la température adiabatique d’équilibre en fonction de la fraction
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de mélange :

z =
1

1 + φ

(
φ

YC

YC,c
− YO

YO,o
+ 1
)

, (9.15)

où YC et YO sont les fractions massiques de combustible et d’oxydant, respectivement. La
quantité YC,c est la fraction massique de combustible du côté de combustible tandis que
YO,o désigne la même quantité se référant à l’oxydant. Le rapport d’équivalence φ est défini
comme :

φ =
νOWO

νCWC

YC,c

YO,o
. (9.16)
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Figure 9.2. (a) Température adiabatique du mélange et (b) temps d’auto-inflammation en fonction
de la fraction de mélange correspondant au mélange considéré et autres mélanges reportés dans la
littérature.

La température adiabatique d’équilibre pour la configuration de mélange retenue dans
ce travail est comparée à différents mélanges utilisés dans la littérature [187, 49, 238]. Cette
température, correspondant au taux maximum de dégagement de chaleur, s’utilise comme
une estimation des niveaux de température maximum attendus dans la couche de mélange.
Dans la configuration de Miller et al. [187], la température adiabatique d’équilibre reste
inférieure à celle de l’air vicié (z = 0), ce qui explique les résultats observés par les auteurs,
discutés ci-dessus. Dans la configuration expérimentale de Cheng et al. [49], les effets dus à la
combustion sont relativement importants, élevant la température jusqu’à 2700K près de la
stœchiométrie (zst = 0.41). Finalement, la courbe correspondant à la simulation numérique
effectuée par Sekar et Mukunda [238] montre des effets encore plus importants. La courbe
correspondant à la configuration retenue dans ce travail se situe dans une région intermédiaire.
Cette configuration est obtenue en utilisant les mêmes compositions que Miller et al. [187]
et la même température de l’écoulement d’air vicié (z = 0). Du côté combustible (z = 1), la
température de 545K correspond à celle mesurée par Cheng et al. [49] tandis que la fraction
massique d’hydrogène est réduite de moitié par rapport à la configuration de Miller et al. [187].
Ce choix permet d’obtenir une température maximale adiabatique de mélange suffisamment
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élevée pour produire des changements significatifs aux grandes échelles tout en utilisant une
gamme de valeurs de composition et température compatibles avec les bancs d’essais actuels.

La Figure 9.2(b) montre les temps d’auto-inflammation attendus dans la configuration de
mélange retenue pour les deux schémas cinétiques mentionnés auparavant. Les calculs sont
effectués avec le mécanisme de Ó Conaire et al. [198], constitué de 21 réactions élémentaires
et 9 espèces (voir Tableau 9.3). L’effet de la présence de radicaux (air vicié) dans l’écoule-
ment d’oxydant diminue le temps d’auto-inflammation et augmente l’étendue de la zone
inflammable. Par conséquent, les simulations numériques réactives conduites sans prendre
en compte la présence de radicaux (air pur) s’avèrent très coûteuses, voir irréalisables, car
les dimensions du domaine de calcul nécessaires pour atteindre des conditions propices à
l’auto-allumage du mélange seront exagérément importantes.

Tableau 9.3 – Mécanisme réactionnel de Ó Conaire et al. [198]. Les coefficients de réaction sont
exprimés sous la forme k f = ATβ exp (−EA/RT) en unités s-cm3-cal-mol-K. Les espèces considérées
sont les suivantes : H2, O2, H, O, OH, HO2, H2O2, H2O, N2.

Nb. Réaction A b E0

01 H + O2
O + OH 1.91 · 1014 0.00 16440
02 O + H2
H + OH 5.08 · 104 2.67 6292
03 OH + H2
H + H2O 2.16 · 108 1.51 3430
04 O + H2O
 2OH 2.97 · 106 2.02 13400
05 H2 + M
 2H + Ma 4.58 · 1019 −1.40 104400
06 O2 + M
 2O + Ma 4.52 · 1017 −0.60 118900
07 OH + M
O + H + Ma 9.88 · 1017 −0.70 102100
08 H2O + M
H + OH + Mb 1.91 · 1023 −1.80 118500
09 H + O2 + M
HO2 + Mc 1.48 · 1012 0.60 0
10 HO2 + H
H2 + O2 1.66 · 1013 0.00 823
11 HO2 + H
 2OH 7.08 · 1013 0.00 295
12 HO2 + O
OH + O2 3.25 · 1013 0.00 0
13 HO2 + OH
H2O + O2 2.89 · 1013 0.00 −497
14 H2O2 + O2
 2HO2 4.63 · 1016 −0.30 50670
15 H2O2 + O2
 2HO2 1.43 · 1013 −0.30 37060
16 H2O2 + M
 2OH + Ma 2.95 · 1014 0.00 48430
17 H2O2 + H
H2O + OH 2.41 · 1013 0.00 3970
18 H2O2 + H
H2 + HO2 6.03 · 1013 0.00 7950
19 H2O2 + O
OH + HO2 9.55 · 106 2.00 3970
20 H2O2 + OH
H2O + HO2 1.00 · 1012 0.00 0
21 H2O2 + OH
H2O + HO2 1.07 · 1013 0.60 40450

aEfficacité du troisième corps : k(H2) = 2.50, k(H2O) = 12.
bEfficacité du troisième corps : k(H2) = 0.73, k(H2O) = 12.
cEfficacité du troisième corps : k(H2) = 1.30, k(H2O) = 14.

9.4 Couche de mélange impactées par un choc oblique : cas bidi-
mensionnel

Cette section présente le développement spatial des couches de mélange compressibles
bidimensionnelles réactives impactées par un choc oblique. Le schéma considéré est illustré
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dans la Figure 9.3. Les caractéristiques de la couche de mélange et les paramètres géométriques
de la simulations sont fournis dans les Tableau 9.4 et Tableau 9.5.

Figure 9.3. Schéma du développement d’une couche cisaillée impactée par une onde de choc oblique.

Tableau 9.4 – Paramètres de simulation de la couche de mélange impactée par choc oblique. L’indice 1
correspond à l’injection d’oxydant et l’indice 2 correspond à l’injection de combustible.

Quantité U1 (m/s) M1 (−) U2 (m/s) M2 (−) r (−) s (−) η (−) δω,0 (m)

Valeur 1634.0 2.1 973.0 1.6 0.60 1.74 0.25 1.44·10−4

Tableau 9.5 – Paramètres géométriques correspondant aux simulations inertes. Le domaine de calcul a
pour dimensions L1× L2 et il est discrétisé uniformément à l’aide d’un nombre de points N = N1×N2.
L’épaisseur de vorticité initiale δω,0, utilisée comme longueur de référence, est calculé à partir de
Reω,0 = 640.

L1/δω,0 L2/δω,0 N1 N2 N

275 120 1650 720 1188× 103

À l’entrée du domaine, une condition de type Dirichlet est imposée et une condition non
réfléchissante est employée en sortie. Sur la limite supérieure du domaine de calcul, une
condition de paroi non glissante est utilisée. Au niveau de la partie inférieure du domaine,
une condition de type Dirichlet est appliquée. Cette condition est obtenue par le biais des
relations de Rankine-Hugoniot généralisées pour un mélange multi-espèce, avec un angle
d’inclinaison β = 33◦ par rapport à la direction de l’écoulement d’entrée non perturbé. Afin
de produire le déclenchement des instabilités du type Kelvin-Helmholtz, une perturbation
aléatoire

vp = εαUc exp

(
− (x1 − x1,0)

2 + (x2 − x2,0)
2

∆x2
0

)
, (9.17)

est appliquée à la composante de vitesse transversale en (x1,0, x2,0) = (4δω,0, 0). La quan-
tité ε désigne un nombre aléatoire compris entre −1 et +1, α et ∆x0 sont, respectivement,
l’amplitude et la taille de la perturbation. Dans cette simulation α = 2× 10−3, ∆x0 = δω,0

1

et ε = 0.0001. D’après Bogey [21], ce type d’excitation vise à déclencher le développement

1. Dans le cas inerte, ∆x0 = δθ,0. En sachant que δω,0 > δθ,0, nous avons besoin d’une valeur de ∆x0 plus
grande pour exciter les modes externes les plus instables qui se trouvent loin du centre de la couche cisaillée
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naturel de la couche de mélange. Stanley et Sarkar [247] ont effectué une étude de l’influence
des différentes excitations sur le développement de la couche de mélange. Certains types de
forçages provoquent un déclenchement anticipé des instabilités par rapport à une perturbation
aléatoire, i.e. bruit blanc. Ces perturbations contribuent à augmenter de façon artificielle le taux
de croissance de la couche de mélange pendant les premières étapes de développement et,
après une certaine distance, la pente du taux de croissance se relaxe pour atteindre des valeurs
plus proches de celles obtenues avec une perturbation aléatoire. Les simulations présentées
dans ce travail utilisent uniquement un forçage aléatoire.

La valeur de la viscosité volumique utilisée dans le calcul est celle du mélange. La
Figure 9.4 montre le champ moyenné du rapport κ̃/µ̃, ce rapport dans la région de mélange
est de l’ordre de ≈ 7.5. Il reste relativement modéré par rapport aux valeurs qui peuvent être
rencontrées en pratique.

Figure 9.4. Champ moyenné du rap-
port κ̃/µ̃ pour le cas où la viscosité
volumique est prise en compte.

9.4.1 Cas inerte

La comparaison entre le cas, où dans la simulation, le calcul de la viscosité volumique
est considéré (il sera noté par la suite κ , 0) et le cas où il est désactivé (il sera noté ci-après
κ = 0) est, dans un premier temps, effectuée quand la cinétique chimique n’est pas pris en
compte. Ceci à revient à annuler le taux de réaction volumique de chaque espèce. Sur la
Figure 9.5 on peut remarquer que dans la couche de mélange le rapport κ/µ atteint des
valeurs supérieures à l’unité. Ainsi, le taux de déformation du tenseur déviatorique peut
avoir un effet sur le développement, au moins, instantané de la couche de mélange. On se
propose dans cette section d’étudier dans quel mesure la viscosité volumique affectera les
caractéristiques instantanées et statistiques de la couche de mélange.

Figure 9.5. Champ instan-
tané du rapport κ/µ pour le
cas où la viscosité volumique
est prise en compte.

La Figure 9.6 présente un Schlieren de masse volumique pour les deux simulations au
même instant physique (t∆U/L1 = 75 pour toutes les simulations bidimensionnelles). On
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(a) κ , 0 (b) κ = 0

Figure 9.6. Champ instantané d’un Schlieren de masse volumique

y observe que l’appariement des tourbillons commence à se produire plus tôt juste après
le premier choc (x1/δω,0 ≈ 111 pour le cas κ = 0 et x1/δω,0 ≈ 120 pour le cas κ , 0. Dans la
suite, on notera les coordonnées spatiales adimensionalisées η1 = x1/δω,0 et η2 = x2/δω,0 ).
Cela peut s’expliquer par le même argument que Billet et al. [17] qui ont étudié l’effet du
choc sur l’advection d’une bulle d’hydrogène, à savoir que l’absence de la viscosité fait que
le terme barocline ∇P×∇ρ/ρ2 est plus grand à la traversée du choc, et donc il crée plus
d’activité tourbillonnaire, ce qui mène à leur apparition de façon prématurée comparé au
cas avec viscosité volumique qui tend à mieux aligner les gradients de pression avec ceux de
masse volumique.

La Figure 9.7 présente, au même instant que pour les champs précédents, la zone de
mélange caractérisée par Z ∈ [0.05,0.95] et colorée par l’amplitude de (∂ρ/∂xi)(∂P/∂xj). La
définition du scalaire passif Z sera détaillée ultérieurement dans ce chapitre. La magnitude
des deux champs est mise à la même échelle pour pourvoir les comparer. On remarque que le
terme ‖∇P×∇ρ‖ prend de grandes valeurs sur les extrémités des tourbillons où le gradient
de pression et celui de la masse volumique sont significativement non-alignés, contribuant
ainsi à la création des tourbillons et au développement de la couche de mélange.

(a) κ , 0

(b) κ = 0

Figure 9.7. Champ instantané de la zone de mélange caractérisé par Z ∈ [0.05,0.95] et coloré par la
magnitude de∇P×∇ρ
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180 9. Impact de la viscosité volumique sur une couche de mélange impactée par choc

Pour quantifier la production associée au terme barocline avec et sans prise en compte
de la viscosité volumique, on reporte sur la Figure 9.8 la PDF jointe du scalaire passif Z et
‖∇P×∇ρ‖ pour les deux cas. L’absence de la viscosité volumique a tendance à favoriser le
terme barocline, et cette production est plus concentrée autour de la valeur stœchiométrique
Zst = 0.43.

Figure 9.8. PDF jointe de Z et
‖∇P × ∇ρ‖ pour le cas κ , 0 à
gauche et le cas κ = 0 à droite.
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Ces différentes observations nous montrent que la prise en compte ou non des effets de
la viscosité volumique sur le développement instantané de la couche de mélange change la
structure topologique de l’écoulement et l’appariement des tourbillons. Nous allons mainte-
nant quantifier les différences que peut induire la viscosité volumique sur certaines quantités
statistiques. Sur la Figure 9.6 on peut remarquer que l’absence de la viscosité volumique
génère plus de réflexions parasites qui viendraient perturber le champ acoustique. Ceci peut
s’expliquer par la présence de tourbillons parasites qui résultent du fait que la couche cisaillée
est sous résolue entre deux structures tourbillonnaires successives. Cet étirement est associé
à une divergence numérique non nulle aux deux points intermédiaires où se forment les
tourbillons parasites. On peut ainsi stipuler que la prise en compte de la viscosité volumique
permet d’éviter la formation de tourbillons parasites et l’apparition d’ondes parasites.

La couche de mélange se développe en espace, et son épaisseur peut être quantifiée par
l’épaisseur de vorticité δω définie dans l’équation (9.7). Cette épaisseur est une mesure de
l’échelle caractéristique suivant laquelle le profil de vitesse moyen U(x2) présente un gradient.
La Figure 9.9 montre l’évolution spatiale des épaisseurs de vorticité normalisées pour les deux
simulations. Avant l’interaction avec le premier choc, l’évolution de l’épaisseur de vorticité
présente une croissance quasi-linéaire. À l’issue de chaque interaction avec un choc, le taux
de croissance δω (taux d’évasement) devient plus grand. Le cas inerte ne présente aucune
différence notable vis-à-vis de l’effet de la viscosité volumique ; les profils de l’évolution
longitudinale de l’épaisseur de vorticité pour le cas κ , 0 et κ = 0 sont presque partout
superposés.

On considère maintenant l’évolution spatiale de l’énergie cinétique turbulente ρK, avec
K = ˜u′′i u′′i , normalisée par ρ0∆U2. On s’intéresse en particulier aux maxima transversaux de
K comme c’est reporté sur la Figure 9.10. Il peut être déduit que les propriétés moléculaires
de viscosité volumique affectent peu en moyenne le développement de l’énergie cinétique
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Figure 9.9. Évolution spatiale de l’épaisseur de
vorticité normalisée pour le cas inerte.
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Figure 9.10. Évolution spatiale longitudinale
de la valeur maximale d’énergie cinétique tur-
bulente ρK normalisée par ρ0∆U2 pour le cas
inerte.

turbulente dans le cas inerte.

Quant à l’effet de la viscosité volumique sur les statistiques de l’enstrophie Ω = ω ·ω/2
dans la couche cisaillée impactée par le choc oblique, la Figure 9.11 montre l’évolution
longitudinale de la valeur maximale d’enstrophie Ω normalisée par (∆U/δω,0)2 en chaque
section transversale. Comme l’indique cette figure, l’enstrophie diminue continûment au fur et
à mesure que la couche de mélange se développe, cela que la viscosité volumique soit prise en
compte ou non. L’enstrophie est ainsi peu impactée par la propriété moléculaire de la viscosité
volumique dans le cas bidimensionnel. Bien que les champs instantanées de la vorticité aient
montré des différences notables quant à la morphologie des structures tourbillonnaires, le
passage aux statistiques temporelles moyennées tend à réduire ces différences.

9.4.2 Cas réactif

Le cas inerte a montré que la viscosité volumique n’affecte de façon sensible que les champs
instantanés. En effet, les calculs des grandeurs statistiques qui caractérisent globalement le
développement des couches de mélanges n’ont montré presque aucune différence. Puisque
la viscosité volumique est caractéristique des propriétés moléculaires, on se demande si un
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182 9. Impact de la viscosité volumique sur une couche de mélange impactée par choc

Figure 9.11. Évolution spatiale longitudinale
de la valeur maximale d’enstrophie Ω normalisée
par (∆U/δω,0)2 pour le cas inerte.
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cas réactif peut révéler des différences que le cas inerte ne montre pas. Pour ceci, on active
maintenant le calcul du taux de réaction volumique et on conduit les mêmes comparaisons
que celles réalisées dans la section précédente.

La Figure 9.12 montre le champ de vorticité dans une partie du domaine de calcul pour
les deux cas pris en même instant physique. Des iso-lignes du gradient de pression sont
superposées sur le même champ. Dans le cas où les effets de viscosité volumique sont pris en
compte (cf. Figure 9.12(a)), les structures tourbillonnaires ont une morphologie plus ordonnée
et conservent plus de cohérence au passage de la deuxième interaction avec le choc par
rapport au cas sans effet de viscosité volumique (cf. Figure 9.23(b)). On note également que
le désordre de l’appariement des tourbillons est plus prononcé pour le cas κ = 0 à partir du
deuxième choc. De même, on remarque que de manière similaire au cas inerte l’appariement
prématuré des tourbillons en présence des effets de la viscosité volumique (η1 ≈ 110 pour le
cas κ = 0 et η1 ≈ 127 pour le cas κ , 0). De même, cette apparition prématurée des tourbillons
est plus marquée pour l’hydrogène pour lequel la valeur de masse volumique est petite (cf.
Figure 9.13). La Figure 9.13 montre le champ instantané de la fraction massique d’hydrogène
H2 superposé également aux iso-lignes du gradient de pression. Cette figure montrent que la
viscosité volumique permet de conserver une cohérence plus marquée avec l’identification
de rouleaux de grande taille, surtout aux abscisses η1 ≈ 175, η1 ≈ 185 et η1 ≈ 205. Après le
deuxième choc, le cas sans effet de viscosité volumique présente en revanche des structures
tourbillonnaires beaucoup plus désorganisées et allongées. Cette observation est plus marquée
sur la Figure 9.14 montrant le champ instantané du taux de production de H2, où les structures
croissent au fur et à mesure qu’elles se déplacent de gauche à droite et gardent l’appariement
de tourbillon même à la traversée du deuxième choc pour le cas κ , 0, contrairement au cas
κ = 0 où le tourbillon devient distordu.

La Figure 9.15 montre le champ instantané de température superposé avec le gradient de
pression et les iso-lignes du taux de dégagement de chaleur. Dans les deux cas, avec et sans
effet de viscosité volumique, le champ instantané de température met en exergue, après le
premier choc, la présence des régions isolées avec des températures très élevées. Les réactions
chimiques qui commencent dans cette région deviennent plus importantes après l’interaction
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(a) κ , 0 (b) κ = 0

Figure 9.12. Champ instantané de la vorticité avec superposition d’iso-lignes du gradient de pression
(en blanc).

(a) κ , 0 (b) κ = 0

Figure 9.13. Champ instantané de fraction massique de H2 avec superposition d’iso-lignes du gradient
de pression (en blanc).

(a) κ , 0 (b) κ = 0

Figure 9.14. Champ instantané du taux de production de H2 avec superposition d’iso-lignes du
gradient de pression (en blanc).

(a) κ , 0 (b) κ = 0

Figure 9.15. Champ instantané de température avec superposition d’iso-lignes du gradient de pression
(en blanc) et du taux de dégagement de chaleur (noires)
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184 9. Impact de la viscosité volumique sur une couche de mélange impactée par choc

entre le choc réfléchi et la couche de mélange, augmentant substantiellement la température.
Une onde de choc additionnelle se forme dans cette deuxième interaction comme résultat de la
diminution du nombre de Mach local dû au dégagement de chaleur, ce qui rend l’écoulement
légèrement subsonique dans cette zone.

(a) κ , 0 (b) κ = 0

Figure 9.16. Champ instantané de la fraction massique de HO2 (niveaux gris) superposé aux
iso-lignes du gradient de pression (en blanc) et aux iso-lignes de la fraction massique de OH (en
couleur).

(a) κ , 0 (b) κ = 0

Figure 9.17. Schlieren numérique de la masse volumique superposé aux iso-lignes du taux de
dégagement de chaleur

Nous discutons le processus d’auto-inflammation à l’aide de la Figure 9.16 et la Figure 9.17.
La première figure rapporte les fractions massiques de radicaux hydroperoxyle et hydroxyle
superposées aux iso-lignes de la norme du gradient de pression. Les radicaux HO2 com-
mencent à se former juste en aval du plan d’injection au milieu de la couche de mélange.
Plus en aval commence un processus d’induction avec une petite partie de ces radicaux HO2

convertis en radicaux OH dans le mélange pauvre en carburant avant la zone d’impact d’onde
de choc. La production des radicaux OH augmente significativement avec formation de poches
à l’intérieur des rouleaux, alors que la concentration des radicaux HO2 diminue progressi-
vement. Ces poches radicaux coïncident avec les régions à haute température et favorisent
l’emballement thermique des processus réactifs. Les niveaux maximum de concentration des
radicaux d’hydroxyde apparaissent après la deuxième interaction entre le choc réfléchi et la
couche de mélange, où le taux de dégagement de chaleur atteint sa valeur maximale, comme
l’indique la Figure 9.16. Les radicaux hydroperoxyle qui subsistent se concentrent en dessous
de la région de mélange pauvre en carburant, du côté de l’oxydant. La viscosité volumique
a pour effet d’augmenter le niveau maximum de concentration des radicaux d’hydroxyde,
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ainsi que celui du taux de dégagement de chaleur. Ce dernier décroît notablement lorsque la
couche de mélange interagit avec le deuxième choc.

Ces différentes observations mettent en évidence l’effet de la viscosité volumique sur
le développement instantané de la couche de mélange réactive, effet qui est tout à fait
remarquable. Ceci confirme les observations faites dans le cas inerte. Nous allons maintenant
quantifier les différences que peuvent induire les effets de la viscosité volumique sur certaines
quantités statistiques dans le cas réactif.

Contrairement au cas inerte, on remarque qu’après la deuxième interaction, l’épaisseur de
la vorticité dans le cas avec prise en compte des effets de viscosité volumique se développe
moins sensiblement que dans le cas sans viscosité comme le montre la Figure 9.18. De surcroît,
on note que l’effet de la viscosité volumique semble plus important dans la zone en aval du
deuxième choc où les effets de compressibilité sont les plus importants.
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Figure 9.18. Évolution spatiale de l’épaisseur de
vorticité normalisée pour le cas réactif.

En ce qui concerne l’évolution des maxima transversaux de l’énergie cinétique turbulente,
la viscosité volumique accentue légèrement la dissipation d’énergie cinétique turbulente
notamment après l’interaction avec le deuxième choc dans le cas réactif (cf. Figure 9.19). Cette
observation est en concordance avec l’équation (9.1) qui indique que la dissipation de l’énergie
cinétique turbulente dépend du rapport κ/µ. On s’attend ainsi à ce que la dissipation soit
d’autant plus marquante que ce rapport est grand.

Pour mieux cerner l’origine de la réduction de l’énergie cinétique juste après le deuxième
choc, l’analyse des termes principaux intervenant dans l’équation de transport de cette
quantité est effectuée. Nous choisissons une gamme d’abscisses adimenssionnées associée à la
zone la plus affectée par cette réduction, en l’occurrence η1 ∈ [205,250]. L’abscisse η1 = 235
est retenue pour cette analyse. La Figure 9.20 montre l’évolution transversale de l’énergie
cinétique turbulente, évaluée à cette abscisse. Cette figure confirme une légère réduction de
l’énergie cinétique turbulente avec la prise en compte de la viscosité volumique.

L’équation de transport de K est donnée par :

∂(ρK)
∂t

+
∂(ρũkK)

∂t
= P + ε + T + Π + Σ. (9.18)
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Figure 9.19. Évolution spatiale longitudinale
de la valeur maximale d’énergie cinétique tur-
bulente ρK normalisée par ρ0∆U2 pour le cas
réactif.
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Figure 9.20. Profil transverse de l’éner-
gie cinétique turbulente ρK normalisée par
ρ0∆U2 en η1 = 235.
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Dans cette équation P est le terme de production, ε le terme de dissipation, T le terme de
transport, Π le terme de pression-dilatation et Σ le terme de flux massique. La relation (9.18)
est obtenue à partir de l’équation de transport des tenseurs de Reynolds :

∂(ρRij)

∂t
+

∂(ρũkRij)

∂t
= Pij + ε ij + Tij + Πij + Σij, (9.19)

avec :
• le terme de production est :

Pij = −ρ

(
Rik

∂ũj

∂xk
+ Rjk

∂ũi

∂xk

)
; (9.20)

• le taux de dissipation est quand à lui donné par :

ε ij = −τ′′ik
∂u′′j
∂xk
− τ′′jk

∂u′′i
∂xk

; (9.21)

• le terme de transport par les fluctuations de vitesse et pression ainsi que les effets
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visqueux est :

Tij = −
∂

∂xk

(
ρ ˜u′iu

′
ju
′
k + P′′u′′i δjk + P′′u′′j δik − τ′′jku′′i − τ′′iku′′j

)
; (9.22)

• le terme de pression-dilatation est défini comme suit :

Πij = P′′
∂u′′i
∂xj

+ P′′
∂u′′j
∂xi

; (9.23)

• le terme de flux massique est donné par :

Σij =

(
u′i

∂τjk

∂xk
+ u′j

∂τik

∂xk

)
−
(

u′i
∂P
∂xj

+ u′j
∂P
∂xi

)
. (9.24)
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Figure 9.21. Bilan de l’équation de transport de l’énergie cinétique turbulente normalisée par
ρ0∆U2/δω,0 en η1 = 235 pour le cas κ , 0 (lignes avec symboles) et κ = 0 (lignes sans symboles).

Les résultats présentés dans la Figure 9.21 montrent que les termes les plus importants du
bilan d’énergie cinétique turbulente évaluée à η1 = 235 sont ceux de la production et transport.
Les autres termes sont relégués à un second plan. On note que le terme de production
présente une amplitude plus grande lorsque les effets de viscosité volumique sont pris
en considération. Le terme de la pression-dilatation présente une amplitude légèrement
supérieure pour le cas κ , 0 (cf. Figure 9.21(e)) alors que la contribution due au terme du flux
massique s’avère plus important pour le cas κ = 0 (cf. Figure 9.21(f)). Pour les deux cas, on note
que la forme irrégulière des profils est attribuée à l’absence des directions d’homogénéisation,
caractéristiques des simulations tridimensionnelles des couches de mélange.
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188 9. Impact de la viscosité volumique sur une couche de mélange impactée par choc

Tous les termes sont normalisés par ρ0∆U2/δω. La Figure 9.21(a) montre que la contri-
bution la plus importante à la création d’énergie cinétique turbulente provient du terme de
production (cf. Figure 9.21(b)). Ce terme est compensé, en grande partie, par le transport
turbulent. Ce dernier terme contribue à la création d’énergie en périphérie de la couche
de mélange tandis qu’au sein de la couche il devient négatif. Cette quantité se comporte
comme un mécanisme qui enlève l’énergie des régions caractérisées par de fort cisaillement
pour la déposer dans caractérisées par des niveaux d’énergie plus faibles. Elle présente une
amplitude plus grande lorsque les effets de viscosité volumique sont pris en considération
(cf. Figure 9.21(d)). Le terme de dissipation, considéré comme un terme puits, présente lui
aussi un niveau plus grand dans le cas κ , 0 comme le montre la Figure 9.21(c). Le terme
de la pression-dilatation présente une amplitude légèrement supérieure pour le cas κ , 0
(cf. Figure 9.21(e)) alors que la contribution due au terme du flux massique, bien qu’elle
reste négligeable par rapport aux termes termes, s’avère plus important pour le cas κ = 0 (cf.
Figure 9.21(f)).

Maintenant qu’on a identifié les processus responsables de la réduction de l’énergie
cinétique turbulente en présence des effets liés à la viscosité volumique, on s’intéresse
finalement aux effets de cette dernière sur les statistiques de l’enstrophie. Comme cela a été
fait pour les cas inertes, l’enstrophie ne présente aucune différence quand à la prise en compte
ou pas de κ (cf. Figure 9.22).

Figure 9.22. Évolution spatiale longitudinale
de la valeur maximale de l’enstrophie Ω normali-
sée par (∆U/δω,0)2 pour le cas réactif.
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Les simulations bidimensionnelles ont mis en évidence que la viscosité volumique agit
de façon plus marquée sur les champs instantanées que sur les caractéristiques statistiques
de la couche de mélange impactée par le choc oblique. En outre, la cinétique chimique a
montré une légère différence par rapport au cas inerte quant à l’évolution longitudinale de
l’épaisseur de vorticité et l’énergie cinétique. La section suivante est consacrée à l’étude de
l’influence possible des effets tridimensionnels. L’objectif étant de montrer si la configuration
tridimensionnelle est plus affectée que la configuration bidimensionnelle par la présence ou
non de la viscosité volumique.
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9.5 Couche de mélange impactées par un choc oblique : cas tridi-
mensionnel

La configuration du mélange, l’initialisation des calculs, les conditions limites (de nouvelles
conditions de périodicité sont définies dans les sens de l’envergure x3) sont strictement les
mêmes que pour le cas bidimensionnel (cf. Tableau 9.2 et Tableau 9.4). Les perturbations
permettant le déclenchement naturel des instabilités au sein de la couche de mélange sont
fixées de la manière suivante :

vp = ε1αUc exp

(
− (x1 − x1,0)

2 + (x2 − x2,0)
2

∆x2
0

)
cos
(

2π (x3 − x3,0) penv

L3
+ ε2π

)
, (9.25)

où ε1 et ε2 sont deux nombres aléatoires qui oscillent entre −1 et +1. Les quantités α et ∆x0

sont, respectivement, l’amplitude et l’échelle de longueur de la perturbation. La relation (9.25)
présente une forme sinusoïdale selon l’envergure avec un décalage en phase aléatoire [87]. La
valeur de penv choisie correspond à 3 périodes complètes de cette fonction sinusoïdale suivant
la direction de l’envergure. Cette perturbation est appliquée à la composante transversale et
selon l’envergure de la vitesse, en (x1,0, x2,0, x3,0) = (4δω,0, 0, L3/2).

Tableau 9.6 – Paramètres géométriques correspondant aux simulations inertes. Le domaine de calcul
a pour dimensions L1 × L2 × L3 et il est discrétisé uniformément avec un nombre de points N =
N1 × N2 × N3. L’épaisseur de vorticité initiale δω,0, utilisée comme longueur de référence, est calculée
à partir de Reω,0 = 640.

L1/δω,0 L2/δω,0 L3/δω,0 N1 N2 N3 N

275 120 15 1650 720 180 ≈ 213× 106

Les caractéristiques du maillage ainsi que la taille des domaines sont reportées dans le
Tableau 9.6. Pour rappel, l’obtention des couches de mélange inertes se fait en négligeant les
termes sources chimiques dans les équations de Navier-Stokes, comme c’était le cas pour les
simulations bidimensionnelles inertes.

9.5.1 Comparaison qualitative

On commence par comparer l’effet de la viscosité volumique sur quelques caractéristiques
instantanées du développement spatial tridimensionnel . Dans les deux cas (avec et sans prise
en compte des effets de κ), la couche de mélange se développe spatialement en donnant
naissance à une dynamique fortement tridimensionnelle au sein de laquelle il est possible
d’observer la prédominance des structures tourbillonnaires induites par le choc oblique.

La Figure 9.23 montre le champ de vorticité dans le plan médian x1 − x3 à t∆U/L1 =

20. Elle démontre que les effets tridimensionnels et le choc oblique font que l’écoulement
au sein de la couche cisaillée est dominée par les structures tourbillonnaires. La prise en
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(a) κ , 0

(b) κ = 0

Figure 9.23. Champ instantané de la vorticité dans le plan x1 − x2 superposé aux iso-lignes du
gradient de pression (en blanc).

compte de la viscosité volumique conduit à une organisation tourbillonnaire sensiblement
différente. En premier lieu, La formation des tourbillons s’avère de plus façon prématurée
juste après l’interaction avec le premier choc. On note que ceci a été observé dans le cas
bidimensionnel en ne prenant pas en compte les effets de la viscosité volumique. Toutefois,
dans le cas tridimensionnel la création des premiers tourbillons est nettement plus marquée.
Une deuxième différence est mise en évidence grâce à la Figure 9.24 qui montre la distribution
de l’intensité énergétique en utilisant le critère Q (coloré par la vorticité) pour la détection de
structures tourbillonnaires. Cette différence concerne l’intensité d’appariement dans le cas
où κ = 0, en particulier après l’interaction avec le deuxième choc. Ces deux différences de
comportement suggèrent que les mécanismes tourbillonnaires sont influencés par les effets de
la dilatation. On remarque également une activité tourbillonnaire moins marquée dans le cas
où les effets de viscosité volumique sont considérés, ce qui reflète un niveau de dissipation
accrue.

Ceci est démontré davantage par la Figure 9.24 qui met en exergue le champ instantané du
taux de dissipation scalaire. Ces observations qualitatives justifient l’intérêt d’utiliser plutôt
des configuration tridimensionnelle de la couche de mélange pour investiguer l’effet de κ.

9.5.2 Comparaison quantitative

Les simulations ont été conduites pendant un temps suffisamment long pour générer
une base de données des analyses statistiques. En outre, les domaines de calcul choisis sont
suffisamment étendus dans la direction longitudinale pour atteindre un niveau turbulence
suffisamment développé.

L’effet de la viscosité volumique est dans un premier temps analysé à travers l’épaisseur de
vorticité. La Figure 9.25 reporte une comparaison de l’évolution de ce paramètre dans les deux
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(a) κ , 0

(b) κ = 0

Figure 9.24. Visualisation dans le plan médian x1 − x2 du champ instantané du critère Q coloré par
la vorticité.

cas κ , 0 et κ = 0. La sélection du taux d’expansion de la couche de mélange calculé se divise
en trois régions distinctes, celles avant et après le premier choc et puis celle correspondante à
la zone après l’interaction avec le deuxième choc (cf. Tableau 9.7). Avant le premier choc, la
croissance de la couche de mélange est quasiment identique dans les deux cas κ = 0 et κ , 0.
Entre le premier et le deuxième choc, le taux de croissance de la couche de mélange dans le
cas κ = 0 est sensiblement supérieur à celui calculé dans le cas κ , 0 . Á partir du deuxième
choc, la couche de mélange change de loi de croissance en adoptant cette fois un taux inférieur
à celui de la deuxième région. Dans cette troisième région, l’épaisseur de vorticité en présence
des effets dilatationnels est inférieure à celle calculée en leur absence. Cette inhibition de
l’expansion de la couche de mélange est consistante avec la morphologie des appariements
discutée précédemment.
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Figure 9.25. Évolution spatiale de l’épaisseur
de vorticité normalisée.

191
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Tableau 9.7 – Valeurs de η−1dδω/dx1 (−) obtenues dans les couches de mélange tridimensionnelles
inertes.

Cas Région avant le premier choc Région après le premier choc Région après le deuxième choc

κ = 0 0.023 0.223 0.142

κ , 0 0.022 0.192 0.137

Profils moyens

La Figure 9.26 présente l’évolution longitudinale des profils transversaux de vitesse et du
scalaire passif Z pour les deux cas κ , 0 et κ = 0 à différentes abscisses. La valeur du scalaire
Z n’est pas calculé a priori à l’aide d’une équation de transport additionnelle comme ce fut le
cas dans le précedent chapitre §8, mais elle est calculée a posteriori en utilisant la méthode
proposée par Pierce [212] dans sa thèse. Le calcul de cette variable est issue de la conservation
des fractions massiques atomiques ou élémentaires aγ. Ces fractions sont définies par :

aγ =
Nsp

∑
α=1

YαNαγ Aγ

Wα
, (9.26)

avec Nαγ le nombre d’atomes γ contenus dans la αme molécule et Aγ le poids atomique
correspondant. La variable de mélange s’obtient en sommant et en normalisant les fractions
massiques élémentaires :

Z =
∑γ |aγ − aγ,o|

∑γ |aγ,c − aγ,o|
, (9.27)

où aγ,c et aγ,o sont les fractions massiques atomiques dans le courant de combustible et
d’oxydant, respectivement.

Le champ de vitesse et celui du scalaire présentent des caractéristiques quasi-identiques
que la viscosité volumique soit prise en compte ou pas. Néanmoins, nous notons que les
minima atteints par la valeur moyenne de pression sont plus importants pour le cas κ , 0
comme l’indique la Figure 9.27. Cette constatation est en adéquation avec les résultats de
Gonzalez et Emanuel [95] concernant la forte sensibilité du champ de pression à l’hypothèse
de Stokes et la forte modification de la distribution du champ de pression pour de grandes
valeurs du rapport κ/µ.

Statistiques du tenseur de Reynolds et variance du scalaire passif

Maintenant qu’on a remarqué que les statistiques du premier ordre ne révèlent pas une
différence très importante en présence des effets de viscosité volumique, on présente dans
cette partie les moments d’ordre 2 de vitesse et du scalaire passif.

La Figure 9.28 reporte le profil longitudinal des maxima transversaux de ρK. On note
maintenant que le caractère tridimensionnel de la simulation a beaucoup plus d’effet sur
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Figure 9.26. Profils de vitesse longitudinale moyenne normalisés par ∆U et du scalaire passif moyen
tracés à différentes abscisses. Les lignes continues correspondent aux cas κ , 0 et continues avec la
même couleurs et avec symbole (+) correspondent aux cas κ = 0
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Figure 9.27. Profils longitudinaux de pression moyenne normalisée par sa valeur à l’entrée Pin tracés
à différentes abscisses. Mêmes symboles que ceux retenues dans la Figure 9.26.
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Figure 9.28. Évolution spatiale des maxima
transversaux de l’énergie cinétique ρK normali-
sés par ρ0∆U2.

l’évolution spatiale de l’énergie cinétique dans le cas bidimensionnel. Jusqu’à l’abscisse
η1 ≈ 150, l’absence de viscosité volumique surestime le cas où l’effet de κ est considéré. La
région s’étendant de η1 = 150 jusqu’au deuxième choc est caractérisée par un changement
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de comportement dans le cas κ , 0 prend plus d’amplitude que κ = 0. Cette région est
caractérisée par une forte réflexion d’ondes de la paroi supérieure. Après le deuxième choc,
les maxima de l’énergie cinétique sans prise en compte des effets de viscosité volumique
continuent à sous-estimer ceux du cas κ , 0 jusqu’à l’abscisse η1 = 275 et puis la tendance
s’inverse légèrement. On peut anticiper que sans le deuxième choc et les différents chocs
parasites qu’il produit, l’énergie cinétique turbulente sera sous-estimée quand l’effet de κ

n’est pas pris en compte, ce qui confirme que les effets dilatationnels contribuent à augmenter
la dissipation de l’énergie cinétique turbulente.

Dans les tensions de Reynolds, les contraintes diagonales représentent les composantes de
l’énergie cinétique turbulente. Les contraintes de cisaillement interviennent dans la production
de cette énergie. La Figure 9.29 présente l’évolution longitudinale des tensions de Reynolds,
de la variance du scalaire passif et des corrélations vitesse-scalaire passif pour les deux cas
étudiés κ , 0 et κ = 0. On choisit de montrer l’évolution transversale des différentes tensions
à trois abscisses représentatives des variations subies par l’énergie cinétique présentée sur
la Figure 9.28. Les tensions de Reynolds (cf. Figure 9.29(a),Figure 9.29(b) et Figure 9.29(c))
montrent que les maxima des composantes diagonales de ce tenseur confirment ce que nous
venons de constater sur la Figure 9.28. La Figure 9.29(f) montre l’évolution longitudinale du
flux scalaire Z ′u′1/(u1,RMSZRMS). Il peut être déduit de la Figure 9.29(f) que la valeur maximale
de la corrélation entre la vitesse longitudinale et le scalaire représentant le transport du
scalaire est sous-estimée quand les effets de viscosité volumique ne sont pas considérés. Il
serait ainsi opportun de considérer la viscosité volumique dans la modélisation du transport
scalaire dans les couches de mélanges supersoniques inertes.

La Figure 9.30 montre la variance des fractions massiques au sens de Reynolds des espèces
constituant le mélange. L’hydrogène ayant le plus grand rapport κ/µ est celui qui présente la
plus grande différence entre les deux cas κ = 0 et κ , 0. La principale différence observable
dans les quatre plans réside dans les niveaux maximum atteints et la forme qui varient en
fonction de l’espèce considérée. En effet, nous observons que la forme des profils observés
pour toutes les espèces est plus large, indiquant ainsi que le fluide s’incorpore de façon plus
marquée quand les effets de viscosité de volume sont pris en compte, ce qui conduit à une
réduction des fluctuations autour de la valeur moyenne. Cet effet est également obtenu dans
les couches de mélange avec l’augmentation du taux de compressibilité [176, 184].

Moments d’ordre supérieur

Il est intéressant dans le cas d’une simulation 3D de considérer l’évolution des moments
d’ordre trois et quatre des fluctuations de vitesse et de scalaire passif. Ceux-ci, normalisés par
leurs corrélations doubles respectives, permettent d’avoir accès respectivement au coefficient
d’asymétrie (Skewness) et au coefficients d’aplatissement (Flatness). On rappelle que l’étude
de ces deux paramètres permet de renseigner sur la forme des PDFs et de quantifier le
comportement des champs fluctuants, notamment par rapport à la loi de Gauss. Dans ce
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Figure 9.29. Profils de vitesses RMS déduites de la contrainte de Reynolds normalisée par ∆U et de la
variance des fluctuations du scalaire passif Z à différentes abscisses. Mêmes symboles que ceux de la
Figure 9.26.

dernier cas, le coefficient d’asymétrie vaut zéro et celui d’aplatissement est égal à trois.
À contrario l’éloignement de ces valeurs permet de caractériser une intermittence de la
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Figure 9.30. Profils des variances de fractions massiques des espèces massiques à différentes abscisses.
Mêmes symboles que ceux de la Figure 9.26.

turbulence.

La Figure 9.31 superpose les profils transversaux de Su′1
, Su′2

, SZ ′ , Fu′1
, Fu′2

et FZ ′ obtenus
dans quatre plans et pour les deux cas κ = 0 et κ , 0. Dans les écoulements uniformes
extérieurs à la couche de mélange, les facteurs d’asymétrie et d’aplatissement valent respecti-
vement égaux à 0 et 3 de façon plus approchée quand κ , 0, ce qui indique une distribution
gaussienne de la turbulence résiduelle en dehors de la zone de mélange. En s’approchant
des frontières de la zone de mélange, une variation brusque de ces deux coefficients est
naturellement observée. Le signe de la variation du coefficient d’asymétrie dépend du côté
par lequel la frontière est abordée, soit du côté flux rapide-froid soit du côté lent-chaud.
En considérant la frontière du côté haute vitesse et basse température, les événements in-
termittents, qui viennent perturber le flux uniforme rapide et froid, sont des bouffées de
fluides lentes et chaudes, ce qui se traduit par des pics négatifs de la vitesse fluctuante
et positifs de la température et donc un Su′ négatif et un ST′ positif. A contrario, du côté
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basse vitesse et haute température, Su′ est positif et ST′ est négatif. Le signe de Sv′ se déduit
directement du signe des fluctuations transverses de vitesse liées aux éjections de fluide
d’un flux adjacent vers l’autre. Ces événements intermittents influencent de manière aussi
brusque les coefficients d’aplatissement que les coefficients de dissymétrie (cf. Figure 9.31).
Ainsi, les différents profils approchent une forme antisymétrique pour les coefficients de
dissymétrie et une forme symétrique pour les coefficients d’aplatissement. On peut remarquer
que les positions où s’annulent les coefficients d’asymétrie Su′1

, Su′2
et SZ ′ correspondent aux

positions des extrema sur leur profil de variance respective. Le niveau des pics de SZ ′ et FZ ′
est beaucoup plus important, c’est la raison pour laquelle nous avons présenté seulement
leur profils pour les deux plans transversaux η1 = 140 et η1 = 200 en coupant les niveaux
extrema pour ne montrer que la tendance. Nous remarquons que la viscosité volumique a
pour effet d’amplifier les pics observés pour les coefficients de dissymétrie et d’aplatissement,
ce qui indique des gradients de vitesse plus importants en considérant les effets de la viscosité
volumique. De plus, en partant de l’intérieur de couche de mélange et en allant vers les
frontières des deux écoulements uniformes, on remarque que la zone d’intermittence apparaît
plus prématurément en présence des effets de dilatation de viscosité volumique. Dans la zone
frontière, et ce pour les deux coefficients et en tout plan, les profils ont des formes différentes
pour les fluctuations transverses de vitesse u′2. L’intermittence, assez brutale à la frontière
de la couche de mélange, permet de ramener rapidement l’écoulement à l’équilibre, comme
l’indique la valeur très proche de 0 pour Su′1

et de 3 pour Fu′1
.

Équation de transport de l’énergie cinétique turbulente

L’analyse des termes principaux intervenant dans l’équation de transport de cette quantité
est effectuée afin d’analyser les différences observées sur l’évolution de l’énergie cinétique à
cause des effets de la viscosité volumique. La Figure 9.32 montre que la contribution la plus
importante à la création d’énergie cinétique turbulente provient du terme de production et
augmente avec la prise en compte de κ. Ce terme est compensé, en grand partie, par le terme
de dissipation, qui est également plus affecté par les effets de dilatation. Le terme de transport
turbulent contribue à la création d’énergie en périphérie de la couche de mélange tandis qu’au
sein de la couche de mélange, il devient négatif. Cette quantité, plus importante dans le cas
κ , 0, se comporte comme un mécanisme qui enlève l’énergie des régions présentant un fort
cisaillement pour la déposer dans des régions caractérisées par des niveaux d’énergie plus
faibles. La Figure 9.32 montre que les contributions dues aux termes de pression-dilatation et
de flux massique restent négligeables pour les deux cas. Le terme de dissipation ε devient
plus grand dans la partie de la couche de mélange où la valeur maximale de K, calculée avec
κ , 0, devient grand par rapport au cas où cette valeur maximale est plus petite.
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Figure 9.31. Coefficient de dissymétrie et d’aplatissement associés aux statistiques des vitesses
fluctuantes u′ et v′ et du scalaire passif Z ′. Mêmes symboles que ceux de la Figure 9.26.

Équation de transport de l’enstrophie

La Figure 9.33 reporte l’évolution longitudinale de la valeur maximale d’enstrophie Ω
normalisée par (∆U/δω,0)2 en chaque section transversale. Ces deux courbes présentent
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Figure 9.32. Bilan de l’équation de transport de l’énergie cinétique turbulente ∆U3/δω,0. Mêmes
symboles que ceux de la Figure 9.26.

deux régions. Jusqu’à l’interaction avec le deuxième choc, la valeur maximale de l’enstrophie
obtenue avec κ = 0 semble sous-estimée par rapport à celle obtenue avec κ , 0. Au delà de ce
deuxième choc, les deux valeurs deviennent tout à fait comparables.
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Figure 9.33. Évolution spatiale longitudinale
de la valeur maximale d’enstrophie Ω normalisée
par (∆U/δω,0)2

On considère maintenant deux abscisses représentatives de ces deux régions pour étudier
les mécanismes responsables des différences observées. La Figure 9.34 montre la contribution
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200 9. Impact de la viscosité volumique sur une couche de mélange impactée par choc

des termes intervenant dans l’équation de transport de l’enstrophie (9.28) afin d’identifier
l’effet de la viscosité volumique sur le processus responsable de la création de vorticité au
sein de la couche de mélange. Il s’agit des termes intervenant dans l’équation de transport de
l’enstrophie Ω donnée par :

DΩ
Dt

= ωiωj
∂ui

∂xj︸      ︷︷      ︸
E

−ωiωi
∂uj

∂uj︸      ︷︷      ︸
D

+ eijkωi
1
ρ2

∂ρ

∂xj

∂ p
∂xk︸                ︷︷                ︸

B

+ eijkωi
∂

∂xj

(
1
ρ

∂τkm

∂xm

)
︸                     ︷︷                     ︸

V

(9.28)

où le tenseur de permutation s’écrit eijk = (i − j)(j − k)(k − i)/2. Les quatre termes qui
apparaissent à droite de l’égalité (9.28) décrivent, respectivement, l’étirement tourbillonnaire,
l’expansion volumique (dilatation ou compression), le couple barocline et les effets visqueux.

Nous remarquons que les contributions les plus importantes proviennent des termes
d’étirement tourbillonnaire et de diffusion visqueuse. La viscosité volumique a pour effet
indirect d’augmenter la création des échelles turbulentes par étirement. Le terme de diffusion
visqueuse est légèrement supérieur en terme d’amplitude également quand κ , 0. Le terme
couple barocline augmente lui aussi légèrement quand les effets de viscosité volumique
ne sont pas considérés, tandis que le terme couple de dilatation ne subit pas de variation
significative.

Récapitulatif

Dans ce chapitre, l’étude de l’effet de viscosité volumique sur le développement spatial
des couches de mélange compressibles inertes et réactives impactées par un choc oblique
a été abordée à l’aide de simulations numériques directes. Le mélange que nous avons
retenu dans cette étude est composé d’hydrogène et d’air. Il est représentatif des régimes de
fonctionnement des bancs d’essais actuels. Dans un premier temps, le cas bidimensionnel
des couches de mélange inertes et réactives a été traité. La conséquence constatée sur le
développement de la couche de mélange concerne principalement les champ instantanés.
Le cas réactif a montré de légères différences par rapport au cas inerte quant à l’évolution
longitudinale de l’épaisseur de vorticité et à celle de l’énergie cinétique. Des simulations
tridimensionnelles de couches de mélange inertes ont été ensuite conduites. Nous avons
observé que l’influence de la viscosité volumique est plus marquée sur le taux de croissance
de la couche de mélange dans ce cas. Elle tend en effet à diminuer le taux de croissance
par rapport au cas où elle n’est pas prise en compte. L’analyse des statistiques des moments
d’ordre supérieur à deux a été ensuite abordée. Elle a montré que la viscosité volumique
a pour effet d’amplifier les gradients de vitesse au niveau des frontières de la couche de
mélange, et par conséquence, elle tend à accélérer le retour à l’équilibre de l’écoulement.
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Figure 9.34. Bilan de l’équation de transport de l’enstrophie normalisée par ∆U3/δ3
ω,0. Mêmes

symboles que ceux de la Figure 9.26.
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10
Conclusions et perspectives

Ce travail mené au sein de l’équipe de recherche "Structures de Flammes et Combustion
Turbulente" de l’Institut Pprime a pour finalité de contribuer à l’amélioration de la compré-
hension des écoulements compressibles dans des configurations canoniques et représentatives
du fonctionnement des statoréacteurs et superstatoréacteurs. Finalement, plusieurs volets ont
été étudiés pour progresser vers la réalisation de cet objectif. Nous donnons ci-dessous un
aperçu des différents développements significatifs réalisés au sein de l’équipe de recherche.

Méthodes de frontières immergées

Nous avons d’abord contribué au développement d’outils destinés à prendre en compte
la complexité géométrique dans le cadre des simulations mettant en œuvre des schémas
numériques de haute précision. Une méthode de frontières immergées a été développée pour
simuler des écoulements compressibles dans un code maison CREAMS. Le but principal était
d’avoir en disposition une stratégie permettant d’accroître la complexité géométrique d’une
configuration tout en préservant le caractère structuré du solveur. Ce dernier est un bon
candidat à la description précise d’écoulements complexes, du fait de l’utilisation de schémas
numériques d’ordre élevé et de la simplicité de génération de maillage qui réduit notablement
le coût CPU de calcul par rapport aux codes non structurés.

Une synthèse bibliographique liée à la philosophie commune de l’ensemble des approches
liées aux méthodes de frontières immergées est d’abord présentée. Elle a permis de classifier
une grande partie des méthodes de frontières immergées en deux formalismes qui se dis-
tinguent par le caractère continu ou discret du terme source de forçage permettant de simuler
l’interaction fluide-solide. Nous avons retenu dans le cadre de cette thèse une technique
mettant à profit les deux formalismes : (i) la méthode PVM provenant du formalisme "forçage
continu" qui fait intervenir un terme de forçage continu agissant sur les équations de quantité
de mouvement. Un des aspects délicats concernant ce premier formalisme est le traitement de
la condition de flux thermique imposée en paroi. (ii) la méthode GPM basée sur le formalisme
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204 10. Conclusions et perspectives

"forçage discret" est couplée à la première méthode afin de corriger l’équation d’énergie et de
généraliser les conditions aux limites scalaires.

Nous avons analysé en détail le bon comportement de la méthode proposée. De plus,
nous avons réalisé une étude de convergence en maillage afin d’évaluer la précision de
notre méthode de frontières immergées. Des simulations ont été conduites sur l’écoulement
supersonique autour d’un cylindre pour cinq résolutions de maillage. L’ordre de précision de
la méthode a s’avère être supérieur à deux. La méthode retenue a été également soumise à un
bon nombre de cas tests afin d’évaluer sa capacité à décrire la dynamique d’écoulements com-
pressibles à bas et à grand nombre de Reynolds, mais également à reproduire les propriétés
de réflexion, de diffraction et d’interaction d’ondes de choc sur un obstacle. Pour les différents
cas tests étudiés afin de valider la robustesse de la méthode développée, les résultats ont
montré que la procédure d’immersion fonctionne correctement aussi bien du point de vue de
la différenciation des points fluide/solide dans le maillage, grâce à la méthode d’identification
que nous avons mise en place, que de la bonne implémentation des conditions frontières sur
les objets immergés, et que la globalité des propriétés des écoulements étudiés a été restituée
de manière satisfaisante.

En parallèle de nos activités liées à la méthode de frontière immergée, le solveur CREAMS a
été couplé avec la librairie HDF5 (Hierarchical Data Format 5)[103] pour une meilleure gestion
des formats de description de données. De plus, le couplage de CREAMS avec la librairie CVODE

nous a conduit à réécrire la librairie CHEMKIN sous une forme modulaire en FORTRAN90. Cette
implémentation nous permis d’obtenir un gain de temps de calcul CPU de l’ordre de 10% sur
le calcul de la couche de mélange bidimensionnelle du chapitre §9.

Interaction choc-turbulence/scalaire

Dans cette partie de la thèse, nous avons doté le solveur CREAMS des différents outils
numériques lui permettant d’être utilisé efficacement pour le problème d’interaction choc-
turbulence/scalaire. Une attention particulière a été apportée à la façon (i) de construire
l’algorithme de génération du champ initial de THI compressible, (ii) d’injecter proprement
les champs issus de la DTHI dans le domaine de calcul, (iii) de définir le maillage pour
une meilleure résolution des petites structures de turbulence et une bonne résolution de la
discontinuité induite par l’onde de choc, et (iv) de maintenir la stationnarité statistique du
choc droit par le biais de l’étude menée sur les conditions de sortie.

Une base de données pour le problème d’interaction choc-turbulence basée sur des
simulations numériques directes DNS a été mise en place. Cette base de données comprend
trois valeurs de Mach amont (M1 = 1.7, 2.0 et 2.3). Les caractéristiques de la turbulence
post-choc ont été analysées en détail et ont confirmé les tendances observées dans les études
numériques antérieures. L’analyse correspondante concerne des propriétés élémentaires
d’interaction choc-turbulence, telles que (i) les facteurs d’amplification, (ii) l’anisotropie de
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turbulence, qui est évaluée à partir des invariants du tenseur d’anisotropie de contrainte de
Reynolds, (iii) l’interaction entre la vorticité, l’enstrophie et le tenseur du taux de déformation,
(iv) l’effet du choc sur le vecteur d’étirement et les directions principales du tenseur S , et (v)
l’évolution des échelles de longueurs à la traversée de l’onde de choc.

Le processus de mélange est ensuite étudié en présence de choc. Il n’existe en effet pas
d’études dédiées à l’effet du processus d’interaction choc-turbulence sur les fluctuations du
champ scalaire. Une base de données supplémentaire a donc été créée pour étudier cette
configuration. Elle contient six simulations dont les caractéristiques sont similaires à la base
de données consacrée à l’étude de choc-turbulence, dont trois sont conduites sans choc pour
servir comme référence aux trois autres en présence de choc. Les fluctuations de scalaire
passif sont, de plus, injectées dans le domaine de calcul. On s’est intéressé dans cette étude à
une mise en évidence de l’intensification du processus du mélange et de l’atténuation de la
turbulence scalaire par le biais (i) d’une comparaison de l’évolution spatiale de la variance
scalaire et du taux de dissipation dans le cas choqué et non choqué, (ii) d’une étude de
l’alignement du gradient scalaire avec les directions principales du tenseur de déformations
et en particulier avec la valeur propre correspondante à la direction intermédiare (qui nous
renseigne sur l’intensité du transfert turbulent) et (iii) d’une analyse des échelles de longueur
(micro-échelles scalaires de Taylor).

Effet de la viscosité volumique

Le dernier volet de thèse complémente le précédent, dans le sens où il considère une
configuration d’interaction choc et couche de mélange, tout en mettant l’accent sur l’effet de la
viscosité volumique sur le développement de la couche de mélange. Le choc est introduit dans
cette configuration afin d’augmenter la compressibilité de la couche de mélange et de mettre,
plus au clair, l’effet du coefficient du transport κ. Afin d’étudier l’effet de la viscosité volumique
en présence de la cinétique chimique, seule la configuration bidimensionnelle a été considérée.
Les résultats obtenus montrent que la viscosité volumique agit plus particulièrement sur les
champs instantanés. Par contre, ses effets sont peu notables quand le développement de la
couche de mélange est quantifiée par ses statistiques. Les effets de la viscosité volumique sont
ensuite étudiés dans une configuration tridimensionnelle. Dans ce cas, nous avons observé,
que ce soit sur des champs instantanés ou des statistiques (telles que le taux d’évasement, les
facteurs de dissymétrie et d’aplatissement), que la prise en compte des effets du coefficient κ

conduit à des résultats différents de ceux obtenus quand il est mis à zéro dans les simulations.

Perspectives

Nous dressons finalement une liste de perspectives intéressantes par rapport aux trois
volets traités dans cette thèse :
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Méthodes de frontières immergées

• l’usage de notre méthode de frontières immergées est pour le moment restreint à
l’utilisation d’objets immergés sans mouvement. Il semble, à court terme, indispensable
de traiter le cas d’objets en mouvements. Ceci fait l’objet d’un travail en cours en
collaboration avec une équipe de recherche Italienne ;
• une meilleur maîtrise des erreurs induites par certaines instabilités au niveau de l’inter-

face fluide-solide, représentée dans le cadre de cette thèse sous la forme d’une géométrie
en marche d’escalier, pourrait être acquise par le biais d’une méthode de raffinement de
maillage. La gestion du raffinement que nous avons employée se fait selon différents
axes et ceci constitue un point faible commun de tout maillage cartésien couplé à une
méthode de frontières immergées. Le couplage de CREAMS avec une librairie de raffi-
nement de maillage automatique, i.e. une méthode de raffinement localisée (AMR pour
Adaptive Mesh Refinement) offre une perspective intéressante. Bien que l’approche AMR

soit coûteuse en terme de mémoire et de temps CPU, il a été néanmoins observé qu’elle
reste moins coûteuse par rapport aux approches non-structurées [112, 121] ;
• la simulation de cas réels est sujette à une optimisation plus poussée du code en terme

de temps de calcul même si des efforts sur la parallélisation MPI ont déjà été effectués.
Dans ce sens, il serait fort intéressant de répartir la charge de calcul des termes sources
de la méthode de frontières immergées entre les processeurs. Cette optimisation servira
également pour répartir la charge des calculs dédiés aux termes sources de la partie
chimique du code.

Interaction choc-turbulence/scalaire

• le nombre de Reynolds turbulent Reλ reste encore inférieur à celui jugé nécessaire pour
atteindre la transition vers une turbulence pleinement développée pour le problème
d’interaction choc-turbulence. Cette contrainte limite l’étude des statistiques des mo-
ments d’ordre supérieur. La difficulté majeure serait alors d’ordre numérique, car pour
simuler ce problème par le biais d’une simulation de type DNS tout en augmentant Reλ,
le domaine de calcul doit être discrétisé plus finement. Avec les différentes optimisations
apportées au solveur CREAMS, cette perspective est très envisageable. Il serait également
intéressant de varier à la fois le nombre du Mach convectif M1 et turbulent Mt sur
des gammes plus larges. Ceci peut lever le désaccord sur certaines différences entre
les résultats numériques/numériques et numériques/expérimentaux, par exemple les
difficultés observées quant au comportement des échelles de longueurs à travers le choc
et au retour à l’isotropie des tenseurs de Reynolds et de variances de vorticité.
• un développement numérique pour la capture des chocs et de la turbulence est né-

cessaire si la perspective d’augmenter le nombre de Reynolds est envisagée. Il serait
intéressant de doter CREAMS de schémas numériques moins dissipatifs capables de
prendre en considération la présence de fortes discontinuités sans introduire d’oscilla-
tions numériques.
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• outre la compréhension des différents processus intervenant dans le phénomène d’inter-
action choc-turbulence/scalaire, les résultats acquis au cours de cette étude peuvent être
utilisés pour mettre en place des modèles de turbulence de type RANS ou LES. L’équipe
de recherche a déjà acquis une certaine expérience dans la modélisation des termes
de transport turbulent des scalaires et du taux de dissipation scalaire, il serait ainsi
possible d’évaluer la représentativité des modèles dans cette configuration d’écoulement
turbulent.

Effet de la viscosité volumique

• la simulation tridimensionnelle de l’interaction choc-couche de mélange a mis en évi-
dence quelques modifications induites par la viscosité volumique. La prise en compte
de la cinétique chimique est susceptible d’amplifier les différences observées. Par consé-
quent, il serait intéressant de simuler cette configuration tridimensionnelle dans le cas
réactif.
• la présence de choc en plus des effets liés à la viscosité volumique rend l’analyse de la

configuration choc-couche de mélange compliquée. Il serait ainsi intéressant de conduire
une simulation de la configuration sans choc pour un nombre de Mach convectif plus
grand. Cette configuration est en cours de calcul avec Mc = 1.1.
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A
Réactions particulières pour le calcul du taux de réaction

En plus de leur dépendance à la température, certaines réactions dépendent également de
la pression. Ces réactions sont appelées des réactions de Fall-Off. D’autre part, les réactions de
recombinaison font intervenir un troisième corps :

A + B + M↔ C + M, (A.1)

où M est appelé partenaire de collision. Son rôle consiste à récupérer l’excès d’énergie de
l’espèce transitionnelle afin de la stabiliser. Cette annexe a pour objectif d’apporter quelques
élements complémentaires concernant le calcul du taux de réaction pour de telles réactions.

A.1 Effet du troisième corps

Pour une réaction où intervient un troisième corps, l’expression du taux de réaction est
modifiée par la concentration efficace du mélange pour la réaction j

Ci =
Nsp

∑
j=1

αijCj , (A.2)

où les coefficients αij sont des facteurs dépendants de l’efficacité de l’espèce en tant que
troisième corps de la réaction i. Pour ce cas :

Ci = Cm =
Nsp

∑
j=1

Cj =
P
RT

=
ρ

W
. (A.3)

De plus, une simple espèce peut agir en tant que troisième corps si l’on pose Ci = Cm , où la
m-ième espèce est le troisième corps.
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210 A. Réactions particulières pour le calcul du taux de réaction

A.2 Effet de Fall-Off

Pour les réactions dépendantes de la pression, la constante de vitesse prend deux formes
en fonction du domaine basse ou haute pression considérée. La difficulté réside dans la
formulation du taux de réaction dans la zone de transition (pression intermédiaire), appelée
zone de Fall-Off, la variation de la constante de vitesse y est relativement complexe. Plusieurs
formulations sont utilisées pour exprimer cette dépendance, mais elles ont toutes la même
expression de la constante de vitesse, k f :

k f = k∞

(
Pr

Pr + 1

)
F, (A.4)

où k∞ la constante de vitesse déterminée dans la gamme des hautes pressions, et Pr la
pression réduite donnée par Pr = k0 ∑

Nsp
α=1 Cα/k∞, avec k0 la constante de vitesse déterminée

dans la gamme des basses pressions. Le facteur d’augmentation correctif F change suivant les
différentes formulations :

F =


1 pour Lindemann et al. [164],

F
(1+(ATroe/BTroe)

2)
−1

cent pour Gilbert et al. [92],

dTe
(

a · exp
(
− b

T

)
+ exp

(
− T

c

))X
pour Stewart et al. [248].

(A.5)

Les constantes de la formulations de Gilbert et al. [92] sont données par :
Fcent = (1− a)exp

(
− T

T∗∗∗

)
+ a · exp

(
− T

T∗

)
+ exp

(
−T∗∗

T

)
,

ATroe = log10 Pr,i − 0.67log10Fcent − 0.4 ,

BTroe = 0.806− 1.1762log10Fcent − 0.14log10 Pr ,

(A.6a)

(A.6b)

(A.6c)

où a, T∗∗∗, T∗, et T∗∗ sont des coefficients, dit de Troe, propres à chaque réaction. En outre,

dans la formulation de Stewart et al. [248] apparaît l’exposant X =
(

1 +
(
log10 Pr

)2
)−1

, où a, b,
and c sont des paramètres associés à cette formulation. Les paramètres d et e sont optionnels.
Par défaut, ils valent d = 1 et e = 0.
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B
Coefficients de transport multi-espèces

Nous exposons ici quelques détails concernant le calcul des coefficients de transport
détaillé.

B.1 Viscosité volumique

Dans les cas de gaz parfaits monoatomiques, la viscosité volumique est nulle et il existe
très peu de corrélation pour les gaz denses. On utilisera donc les valeurs issues de la théorie
cinétique des gaz calculées par inversion de systèmes linéaires en utilisant la bibliothèque
optimisée EGLIB.

La viscosité volumique est typiquement de la forme :

κ =
RP
c2

v

Nsp

∑
k=1

Xkcint
k τint

k , (B.1)

où cint
k représente la capacité calorifique interne et τint

k un temp moyen de relaxation de cette
énergie.

B.2 Viscosité de cisaillement

La théorie cinétique des gaz permet de déduire une viscosité de cisaillement dans le
cadre des basses pressions. La dérivation de Chapman-Enskkog présentée par Chapman et
Cowling [44] donne pour un gaz pur i :

µi = 2.6693 · 10−6
√

WiT
Ωµ,iσ

2
i

, (B.2)
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212 B. Coefficients de transport multi-espèces

où σi le diamètre moléculaire de l’espèce i utilisé dans le potentiel de Lennard-Jones et
Ωµ,i une intégrale de collision réduite dépendant de la forme du potentiel d’interaction
intermoléculaire. Dans le cas d’un gaz de Lennard-Jones, cette intégrale est donnée par :

Ωµ,i = A(T?
i )

B + CeDT?
i + EeFT?

i , (B.3)

avec T? la température réduite donnée par T? = T/(ε i/k), où kB est la constante de Boltzmann
et ε i est la profondeur d’interaction. Les constantes apparaissant dans (B.3) sont données par
A = 1.16145, B = −0.14874, C = 0.52487, D = −0.7732, E = 2.16178 et enfin F = −2.43787.

B.3 Coefficient de diffusion

Le coefficient de diffusion Dαβ est obtenu par la théorie cinétique des gaz diluées de
Chapman-Enskog :

Dαβ =
0.0266
ΩD,αβ

T3/2

P
√

Wαβσ2
αβ

, (B.4)

où Wαβ = 2/(1/Wα + 1/Wβ) la masse moléculaire réduite, σαβ = (σα + σβ)/2 le diamètre
moléculaire de collision et ΩD,αβ est une intégrale de collision réduite dépendant du potentiel
intermoléculaire donné par :

ΩD,αβ = A?(T?
αβ)

B?
+ C?eD?T?

αβ + E?eF?T?
αβ + G?eH?T?

αβ , (B.5)

où A? = 1.06036, B? = −0.1561, C? = 0.19300, D? = −0.47635, E? = 1.03587, F? = −1.52996,
G? = 1.76474, H? = −3.89411, et T?

αβ = T/
√

εαεβ/k2
B.

B.4 Conductivité thermique partielle

On note λi et λ la conductivité thermique partielle et la conductivité thermique du
mélange, respectivement. Elles sont telles que :

λ =
Nsp

∑
i=1

λiYi/W1/2
i

Yi/W1/2
i

. (B.6)
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C
Intégration des termes réactifs

Les équations décrivant la combustion adiabatique à pression constante d’un mélange de
gaz réactifs sont définies par :

dψ

dt
= S(ψ(t)), avec ψ(t = t0) = ψ0, (C.1)

avec :
ψ =

{
T,Y1,Y2, . . . ,YNsp−1

}t
, (C.2)

et :

S =

{
− 1

ρcv

N

∑
α=1

hαWαω̇α,
W1ω̇1

ρ
,

W2ω̇2

ρ
, · · · ,

WNsp−1ω̇Nsp−1

ρ

}
. (C.3)

La fraction massique de la dernière espèce, YNsp , est déterminée en utilisant la loi de la
conservation de masse :

YNsp = 1−
Nsp−1

∑
k=1

Yk . (C.4)

Cette espèce est souvent assignée à l’espèce la plus abondante (e.g., N
2

dans nos simulations).
Soit J la matrice Jacobienne associée au vecteur d’ODE de (C.1). Cette matrice est remplie par
les dérives partielles ∂S = /∂ψ telles que :

Ji,j =
∂Si

∂ψj
. (C.5)

La première ligne de cette matrice est remplie par les dérivées partielles de l’équation
d’énergie :

J1,j =
∂Ṫ
∂ψj

j = 1, . . . ,Nsp − 1 . (C.6)

Les composantes de J1,j sont donc données par :

J1,1 =
∂S1

∂T
=
−1
cp

Nsp

∑
k=1

[(
∂hk

∂T
− hk

∂cp

∂T

)
Wkω̇k

ρ
+

hk

cp

∂

∂T

(
Wkω̇k

ρ

)]
, (C.7)
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J1,j+1 =
∂S1

∂Yj
=
−1
cp

Nsp

∑
k=1

[(
∂hk

∂Yj
− hk

∂cp

∂Yj

)
Wkω̇k

ρ
+

hk

cp

∂

∂Yj

(
Wkω̇k

ρ

)]
, (C.8)

pour j = 1, . . . ,Nsp− 1. Le remplissage des lignes restantes est assuré par les dérivées partielles
des espèces :

Jk+1,1 =
∂Sk+1

∂T
=

Wk

ρ

(
∂ω̇k

∂T
− ω̇k

ρ

∂ρ

∂T

)
, (C.9)

Jk+1,j+1 =
∂Sk+1

∂Yj
=

Wk

ρ

(
∂ω̇k

∂Yj
− ω̇k

ρ

∂ρ

∂Yj

)
, (C.10)

pour k = 1, . . . ,Nsp− 1 et j = 1, . . . ,Nsp− 1. La raideur de l’équation (C.1) peut devenir grande
si une ou plusieurs valeurs propres de la matrice Jacobienne J ont une valeur propre partie
réelle négative grande. La plupart des systèmes réactifs font intervenir des phénomènes
rapides, avec des variables ayant un temps caractéristique court, mais aussi des phénomènes
lents, avec un temps caractéristique plus important. La disparité de ces temps caractéristiques
est responsable de la raideur du système différentiel associé (exprimée grossièrement par
le rapport entre le temps du processus le plus rapide, et celui le plus lent). La coexistence
de dynamiques rapides et lentes pose de nombreuses difficultés aux solveurs numériques
utilisant des schémas explicites. En effet, la condition de stabilité impose un pas de temps
maximal qui correspond à l’échelle de temps la plus petite du système. L’ensemble de ces
raisons conduit les numériciens à utiliser des schémas implicites en temps pour simuler
les systèmes EDPs de grande taille évoluant dans le temps. Les schémas implicites les plus
communément utilisés sont les schémas de type Backward Différentiation Formulas BDF. Le
schéma BDF est une méthode multi-pas implicite qui utilise les points connus calculés à
différents temps précédents ainsi que la solution inconnue du point courant. L’ordre de
précision peut être facilement ajusté en utilisant plus ou moins de points précédents. Cette
méthode est connue pour fournir une bonne stabilité pour la résolution de systèmes raides
pour laquelle une méthode implicite est indispensable. Une résolution implicite en temps
nécessite la résolution à chaque pas de temps d’un système d’équations non linéaire de grande
taille qui couple toutes les variables. De plus, la résolution d’un système non linéaire requiert
le calcul des matrices Jacobiennes pour chaque pas de temps. Pour la plupart des systèmes, la
Jacobienne exacte peut être coûteuse à calculer et difficile à obtenir, par exemple du fait de la
taille du modèle chimique et l’utilisation de schémas de discrétisation complexes. La forme
générale d’un schéma linéaire multipas est donnée par :

k

∑
j=0

ajψn+j = h
k

∑
j=0

bjS(ψ(tn+j)), (C.11)

où les coefficients a0, · · · , ak et b0, · · · , bk sont des constantes réelles (dans le cas où le pas de
temps est fixe). La méthode de BDF est implicite et a la forme suivante :

k

∑
j=0

ajψn+j = hbkS(ψ(tn+k)). (C.12)
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Le solveur CVODE est appelé pratiquement pour chaque point de maillage pour résoudre l’ODE
(C.1) avec la composition t0 et ∆tCFD comme argument. Sur la base des valeurs de tolérances
spécifiées par l’utilisateur RTOL et ATOL, une valeur initiale du pas de temps ∆tCFD,1 est
déterminée. Suivant le mécanisme cinétique du problème, une valeur typique de ∆tCFD,1 se
trouve entre 10−8 et 10−12. Une méthode de premier ordre est alors utilisée pour procéder à
une première estimation de ψ(t+∆tCFD,1). L’idée générale est donc de poursuivre l’intégration
temporelle en utilisant des pas de temps ∆tODE,n aussi grand que possible par le solveur
pour garder l’ordre k de la méthode jusqu’à atteindre ∆tCFD, où k et ∆tODE sont choisis pour
minimiser le coût total de calcul tout en maintenant la bonne stabilité du schéma et l’ordre
de précision de l’utilisateur. Plus précisément, pour faire avancer le calcul du temps tn−1 à tn

(tels que tn − tn−1 = ∆tODE,n, la méthode BDF multi-pas peut être écrite comme :

ψn =
k

∑
i=1

(
aiψn−i

)
+ ∆tODE,nb0Sn, (C.13)

où les valeurs de ψn−i sont considérées comme connues à partir des pas de temps précédents.
On peut constater à partir de (C.13) que k pas de temps internes sont nécessaires pour calculer
le pas de temps actuel. Compte tenu que généralement b0 est non nul, plusieurs itérations de
la méthode de Newton sont effectuées. En effet, on peut réécrire eq. (C.13) à l’itération m de
la méthode de Newton comme :

(I − ∆tODE,nb0 J)
(

ψn,m+1 −ψn,m

)
= −R

(
ψn,m

)
, (C.14)

où J est la matrice Jacobienne et R est l’itération-niveau m résiduelle de eq. (C.13) :

R
(

ψn,m

)
= ψn,m −

k

∑
i=1

(
aiψn−i

)
− ∆tODE,nb0Sn,m. (C.15)

La convergence de la méthode est vérifiée comme suit. Le changement temporel de chaque
variable ψi à l’itération m est calculé comme ∆ψi ,m = |ψi,m − ψi,m| et l’erreur est ainsi calculée
par :

errm =

√√√√ 1
N + 1

N+1

∑
α=1

(
∆ψi ,m

scaleα

)2

. (C.16)

où scaleα = ATOL + |ψi,n,m|. La solution converge quand err≤ 1. Si la solution ne converge
pas au delà de 3 itérations, le pas ∆tODE,n est réduit, le solveur considère cette fois-ci que
k = 1.
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D
Traitement des coins à angle droit

L’application de la méthode des frontières immergées nécessite un traitement spécial
pour les coins à angle droit. Pour des raisons de simplicité, ce problème est traité dans le
cas 2D considérant un sous-ensemble de 3× 3 noeuds, tel qu’affiché sur la Figure D.1. Nous
verrons dans cette annexe la procédure d’imposition des conditions frontières sur les points
de maillage appartenant à ce sous-ensemble.

Ω
F

x
1

x
2

GP

FP & IP 

ΩS

i+1i-1

j+1

j-1

i

j

BP

s
2

s
1

s
3

s
4

s5

Γ

Figure D.1. Schéma d’une région
d’angle à l’intérieur du maillage
Cartésien et définition des stencils
utilisés pour la procédure d’interpo-
lation (partie 1).

Considérons une quantité inconnue quelconque φ aux noeuds (m, n) avec m = i− 2, i− 1, i
et n = j − 2, j − 1, j, nous allons chercher à formuler un ensemble de neuf équations au
niveau de ces noeuds permettant d’appliquer la condition aux limites, à titre d’exemple, de
type Neumann (un flux nul). Pour chaque stencil si, i = 1,2,3,4,5 défini dans la Figure D.1, la
condition limite de flux nul est imposée à φ en utilisant le polynôme de Lagrange de troisième
ordre li,3, i = 0, · · · , 3. Pour illustrer cette procédure, nous écrivons pour pour stencil s1

dφ

dn
=

3

∑
l=0

φ
(
x1,i−2, x2,j+l−1

) dll,3

dn
(D.1)
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218 D. Traitement des coins à angle droit

et pour stencil s3

dφ

dn
=

3

∑
l=0

φ
(
x1,i+l−1, x2,j+l−1

) dll,3

dn
(D.2)

où li,3 sont les polynômes de base de Lagrange interpolant les 4 points de chaque stencil
(voir la Figure D.2). Quatre équations supplémentaires sont nécessaires pour fermer le système
d’équations. Elles sont obtenues à l’aide du polynôme de Lagrange li,4, i = 1, · · · , 4 appliqué à
chaque stencil si, i = 6,7,8,9. Par exemple, appliquer cette procédure à s6 et s7 conduit à

φ
(

x1,i−2, x2,j−1
)
=

4

∑
l=0

φ
(
x1,i−2, x2,j+l−1

)
ll,4
(
x1,i−2, x2,j−1

)
(D.3)

φ
(
x1,i−1, x2,j−1

)
=

4

∑
l=0

φ
(
x1,i+l−1, x2,j+l−1

)
ll,4
(
x1,i−1, x2,j−1

)
(D.4)

Figure D.2. Schéma d’une région
d’angle à l’intérieur du maillage
Cartésien et définition des stencils
utilisés pour la procédure d’interpo-
lation (partie 2).
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Puisque nous avons neuf inconnues et neuf équations, le système d’équations peut bien
être résolu. Par exemple, imposer une condition aux limites de le cas d’un flux nul (par
exemple, condition limite adiabatique), le système à résoudre est AΦ = B où
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A =



0 0 0 0 1 −27 0 0 0
0 1 −27 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 27 0
0 0 0 1 0 0 −27 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 27
0 0 0 1 0 0 −4 0 0
0 1 −4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 −4
1 0 0 0 −4 0 0 0 6


(D.5)

et :

Φ =



φi−2,j−2

φi−2,j−1

φi−2,j

φi−1,j−3

φi−1,j−2

φi−1,j−1

φi,j−2

φi,j−1

φi,j


, B =



−27φi−1,j+1 + φi−1,j+2

−27φi−2,j+1 + φi−2,j+2

−27φi+1,j−1 + φi+2,j−1

−27φi+1,j−2 + φi+2,j−2

−27φi+1,j+1 + φi+2,j+2

−6φi+1,j−2 + 4φi+2,j−2 − φi+3,j−2

−6φi−2,j+1 + 4φi−2,j+2 − φi−2,j+3

−6φi+1,j+1 + 4φi+2,j+2 − φi+3,j+3

4φi+1,j+1 − φi+2,j+2


(D.6)
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E
Formalisme de la théorie de l’analyse d’interaction linéaire

Par souci d’exhaustivité et de clarté, nous présentons ici le formalisme de la théorie de
l’analyse d’interaction linéaire. Il s’agit d’une théorie consacrée à la prédiction de l’évolution
de petites perturbations à la traversée d’un choc. Cette présentation, y compris les notations,
s’inspire de celle faite par Mahesh et al. [175] (les composante de la vitesse seront notées
(u, v, w) et les trois directions d’écoulement (x, y, z)). L’onde de choc est modélisée comme une
discontinuité sous forme d’un plan. L’écoulement est décomposé en une partie moyenne et
une partie fluctuante. Cette dernière est supposée être faible, de sorte que l’écoulement moyen
obéit aux conditions de Rankine-Hugoniot, alors que les fluctuations peuvent être linéarisées.
La théorie LIA permet de déterminer entièrement l’état aval et la dynamique de choc seulement
en connaissant l’état de l’écoulement. Elle utilise la décomposition de Kovasznay [147] selon
laquelle les équations linéarisées d’un écoulement turbulent se décomposent en trois modes
de fluctuations :

• les perturbations linéaires de pression ;
• les perturbations d’entropie ;
• les perturbations de vorticité.

Les non-linéarités des équations de Navier-Stokes peuvent ensuite être vues comme des
interactions entre ces modes. En plus, tous les modes de Kovasznay [147] évoluent indépen-
damment suivant l’approximation de faibles fluctuations et l’interaction de chaque mode
avec l’onde de choc peut être étudiée indépendamment. L’intégration de ces trois modes
individuels décrit de façon complète les statistiques de l’écoulement turbulent [232]. Les
états amont (indexé par 1) et aval (indexé par 2) d’écoulement sont reliés par les relations de
Rankine-Hugoniot. Celles-ci sont données par


ρ1v1 = ρ2v2,

P1 + ρ1v2
1 = P2 + ρ2v2

2,
1
2

v2
1 +

γP1

(γ− 1)ρ1
=

1
2

v2
2 +

γP2

(γ− 1)ρ2

(E.1a)

(E.1b)

(E.1c)

L’écoulement moyen stationnaire est supposé être dans le sens positif de x et il est caractérisé
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222 E. Formalisme de la théorie de l’analyse d’interaction linéaire

par sa densité ρ, sa pression p, et par la vitesse moyenne longitudinale de vitesse U1. Le
champ de perturbation amont est constitué :

1. de modes de vorticité, modélisés par une onde de cisaillement plane avec un nombre
d’onde (κm, κl) et une fréquence angulaire κmU1,

u′1
U1

= lAveiκ(mx+ly−U1mt),

v′1
U1

= −mAveiκ(mx+ly−U1mt),

(E.2a)

(E.2b)

2. de modes entropiques, modélisés par une onde sinusoïdale plane de même nombre
d’ondes et de même fréquence,

ρ′1
ρ1

= Aeeiκ(mx+ly−U1mt),

T′1
T1

= −ρ′1
ρ1

,

(E.3a)

(E.3b)

où m = cosΨ1 et l = sinΨ1 et est l’angle entre l’axe x et la direction de propagation de la
perturbation incidente. Les quantités u′1 et v′1 sont les composantes x et y des fluctuations de
vitesse, tandis que Av et Ae sont les amplitudes des ondes de vorticité et d’entropie incidentes.
Les quantités ρ′1 et T′1 sont les perturbations de densité et de température. On ignore ici
les ondes acoustiques dans la région de pré-choc, ce qui correspond à l’hypothèse d’une
fluctuation nulle de la pression. Lorsque les perturbations en amont interagissent avec le choc,
le premier mode réagit en changeant sa position et sa forme. Selon la théorie LIA, pour une
perturbation ayant pour équations (E.2) et (E.3), la surface de choc se déforme en une onde
sinusoïdale se propageant dans la direction y :

ξ(y, t) = − L
iκm

eiκ(ly−U1mt), (E.4)

où ξ(y, t) est l’abscisse de la position de choc en ordonnée y à l’instant t. L est une grandeur
qui caractérise l’amplitude des oscillations de choc. La vitesse instantanée ξt et l’inclinaison
ξy sont données par : 

ξt(t, y) = U1Leiκ(ly−U1mt),

ξy(t, y) = − l
m

Leiκ(ly−U1mt).

(E.5a)

(E.5b)
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L’interaction des ondes de vorticité et d’entropie avec le choc génère un champ de perturbation
en aval constitué de la vorticité, de l’entropie et des ondes sonores [175, 174] :

u′2
U1

= Feiκ̃xeiκ(ly−U1mt) + Geiκ(Cmx+ly−U1mt),

v′2
U1

= Heiκ̃xeiκ(ly−U1mt) + Ieiκ(Cmx+ly−U1mt),

P′2
P1

= Keiκ̃xeiκ(ly−U1mt),

ρ′2
ρ1

=
K
γ

eiκ̃xeiκ(ly−U1mt) + Qeiκ(Cmx+ly−U1mt),

(E.6a)

(E.6b)

(E.6c)

(E.6d)

La représentation schématique de ce processus est donnée à la Figure E.1. Les coefficients F,

U1 U2

ρ1, P1, T1

ρ2, P2, T2

ξ(y, t)

Ψ1

Onde de vo
rti

cit
é

Onde d’en
tro

pie

Onde de vorticitéOnde d’entropie

Onde acoustique

y

x

Figure E.1. Représentation schématique de l’interaction d’une onde d’entropie et/ou de vorticité
avec une onde de choc dans le contexte du formalisme LIA. La position moyenne du choc est alignée
sur l’axe y et l’écoulement moyen est dans la direction x positive. L’écoulement moyen amont est
caractérisé par la vitesse U1, la densité ρ1, la pression P1 et la température T1, tandis que les quantités
aval correspondantes sont U2, ρ2, P2 et T2. Lorsque les ondes de tourbillon et/ou d’entropie de forme
(E.2)-(E.3) entre en interaction avec une onde de choc, cette dernière réagit en changeant sa position
et sa forme. Dans le cadre de LIA, pour de telles perturbations, la surface de choc se déforme en une
onde plane sinusoïdale se propageant dans la direction y décrite par l‘équation (E.4). Le champ de
perturbation en aval est constitué d’entropie, de vorticité et d’ondes acoustiques données par le système
(E.6).

H et K sont les amplitudes de la composante acoustique, tandis que les coefficients G, I et Q
sont associés aux composantes d’entropie et de vorticité. Les deux premiers composantes ont
le même vecteur nombre d’onde (mCκ, lκ) et la fréquence angulaire κmU1. C est le rapport de
des masses volumiques amont et aval ρ2/ρ1. La composante acoustique a la même fréquence
angulaire mais un nombre d’onde différent (κ̃, lκ). Afin d’obtenir ce dernier, nous écrivons
l’équation d’onde pour la pression dans la région post-choc [175] :

P′tt + 2U2P′xt − (c2
s,2 −U2

2)P′xx − c2
s P′yy = 0, (E.7)
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224 E. Formalisme de la théorie de l’analyse d’interaction linéaire

où cc,2 est la vitesse du son. La solution dans la région de post-choc doit avoir la même
fréquence et le même nombre d’onde transversal que la perturbation en amont. Ainsi, la
forme générale de la solution de l’équation (E.7) est :

p′ = F(x)eiκ(ly−mU1t). (E.8)

En supposant que F(x) ∝ eκ̃x et en substituant cela dans l’équation (E.7), on obtient une
équation quadratique pour κ :[

c2
s,2

U2
1
− U2

2

U2
1

]
κ̃2 + 2m

U2

U1
κ̃ − κ2

[
m2 − l2 c2

s,2

U2
1

]
= 0. (E.9)

Le discriminant de l’équation (E.9) est réel si Ψ1 < Ψc et complexe si Ψ1 > Ψc, où l’angle
critique Ψc est donné par :

Ψc = cot−1

√
c2

s,2

U2
1
− U2

2

U2
1

. (E.10)

Pour Ψ1 < Ψc, κ̃ est réel et donné par :

κ̃

κ
=

U1

U2

M2

1−M2
2

[
−mM2 + l

√
m2

l2 −
U2

2

U2
1

(
1

M2
2
− 1
)]

. (E.11)

Dans ce régime, la solution représente une simple onde sonore sinusoïdale plane. Pour
Ψ1 > Ψc, κ̃ est complexe, κ̃ = κ̃r + iκ̃i :

κ̃r

κ
= −m

U1

U2

M2
2

1−M2
2

,

κ̃i

κ
= l

U1

U2

M2
2

1−M2
2

√
m2

l2 −
U2

2

U2
1

(
1

M2
2
− 1
)

.

(E.12a)

(E.12b)

Ceci décrit une onde sonore plan à amortissement exponentiel. Nous tâcherons maintenant de
trouver les amplitudes de la solution post-choc. Nous commençons par les équations d’Euler
linéarisées pour le champ de perturbation [175] :

u′t + U2u′x = −
1
ρ̃

P′x,

v′t + U2v′x = −
1
ρ̃

P′y.

(E.13a)

(E.13b)

En substituant la partie acoustique de la solution (E.6) dans l’équation de la quantité de
mouvement dans la direction x (E.13a), on obtient :

U1 (−FiκmU1 ) + U2U1Fiκ̃ = − 1
ρ2

Kiκ̃, (E.14)
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qui permet d’écrire :

F = αK, avec α =
c2

s,2

γU2
1

κ̃
κ

m− κ̃
κ̃r

. (E.15)

De manière analogue, les équations de quantité de mouvements suivant y donnent :

H = βK, avec β =
c2

s,2

γU2
1

l
m− κ̃

κ̃r

. (E.16)

Pour les ondes de vorticité, le champ de vitesse doit être solénoïdale :

U1Giκ + U1 Iiκl = 0, (E.17)

d’où l’on tire :
I = −mr

l
G. (E.18)

Les conditions de Rankine-Hugoniot donnent les équations suivantes pour le champ de
perturbation en aval du choc : 

u′2 − ξt

U1
= B1

u′1 − ξt

U1
+ B2

T′1
T1

,

ρ′2
ρ2

= C1
u′1 − ξt

U1
+ C2

T′1
T1

,

p′2
P2

= D1
u′1 − ξt

U1
+ D2

T′1
T1

,

v′2
U1

=
v′

U1
+ E1ξy,

(E.19a)

(E.19b)

(E.19c)

(E.19d)

(E.19e)

où A, B, C D et E sont fonction du nombre de Mach amont M1. En substituant la solution en
aval du choc (E.6) à ces équations, on obtient un système d’équations algébriques pour les
amplitudes de cette solution :



F + g− L = B1(lAv − L)− B2 Ae,
K
γ
+ Q = C1(lAv − L)− C− 2Ae,

K = D1(lAv − L)− D2 Ae,

H + I = −mAv − E1
l
m

L.

(E.20a)

(E.20b)

(E.20c)

(E.20d)

Nous normalisons les amplitudes de la solution (E.6) avec l’amplitude de l’onde de vorticité
incidente Av (c’est-à-dire F̃ = F/Av, L̃ = L/Av, etc.). Nous réécrivons le système ci-dessus
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(E.20) en utilisant ces coefficients :



F̃ = αK̃,

H̃ = βK̃,

F̃ + G̃− L̃ = B1

(
l − L̃

)
− B2

Ae

Av
,

K̃
γ
+ Q̃ = C1

(
l − L̃

)
− C2

Ae

Av
,

K̃ = D1

(
l − L̃

)
− D2

Ae

Av
,

H̃ + Ĩ = −m− E1
l
m

L̃.

(E.21a)

(E.21b)

(E.21c)

(E.21d)

(E.21e)

(E.21f)

La solution de ce système (E.22) est la suivante :

L̃ =
−m− β

(
D1l − D2

Ae
Av

)
E1

l
m −1 −mr

l (1− B1+1 )
+

mr
l

[
−α
(

D1l − D2
Ae
Av

)
+ B1l − B2

Ae
Av

]
E1

l
m − βD1 − mr

l (1− B1 + αD1 )
, (E.22a)

Ĩ = −mr
l

[
(1− B1 + αD1 ) L̃− α

(
D1l − D2

Ae

Av

)
+ B1l − B2

Ae

Av

]
, (E.22b)

G̃ = L̃ (1− B1 + αD1 )− α

(
D1l − D2

Ae

Av

)
+ B1l − B2

Ae

Av
, (E.22c)

K̃ = D1

(
l − L̃

)
− D2

Ae

Av
, (E.22d)

F̃ = αD1

(
l − L̃

)
− αD2

Ae

Av
, (E.22e)

H̃ = β

(
D1l − D2

Ae

Av

)
− βD1 L̃, (E.22f)

Q̃ = C1

(
l − L̃

)
− C2

Ae

Av
− D1

γ

(
l − L̃

)
+

D2

γ

Ae

Av
. (E.22g)

On note que la solution dépend du nombre de Mach amont M1 de l’écoulement moyen et
du rapport des amplitudes de l’entropie amont et des ondes de vorticité Ae/Av. On note
également qu’aucune des fonctions d’amplitude ne dépend du nombre d’onde κ des ondes
incidentes, donc la solution LIA est invariante par rapport à l’échelle spatiale des perturbations
intéragissant avec le choc.
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F
Génération du champ scalaire fluctuant

Nous allons décrire dans cette annexe l’approche utilisée pour générer le champ scalaire
fluctuant initial. Le principe de cette méthode consiste à initialiser le champ scalaire suivant
une densité de probabilité Pξ(y) donnée, associé à un champ scalaire ξ(x) borné. Cela nécessite
une information spatiale, qui est déterminée à l’aide d’un autre champ Z(x) (non borné),
initialisé par la donnée d’un spectre EZ(κ). La procédure de génération est à quatre étapes :

1. tout d’abord, un champ scalaire turbulent non borné Z(x) est généré grâce au spectre
donné EZ(κ) ;

2. la deuxième étape consiste à ordonner les positions de l’espace, selon l’ordre des valeurs
du champ Z ;

3. une troisième étape est de construire une série ordonnée de valeurs (ξ), respectant la
forme la densité de probabilité souhaitée ;

4. ensuite, les valeurs du scalaire ξ étant ordonnées, elle sont affectées à des positions
correspondant aux valeurs ordonnées du scalaire Z, le champ ξ(x), ainsi construit, suit
une cohérence spatiale du champ Z(x).

L’initialisation du champ Z(x) est analogue à celle retenue pour une composante du
champ de vitesse. Nous supposons une norme parfaitement isotrope pour Ẑ(κ) :

EZ(κ) = α1κ2Ẑ(κ)Ẑ∗(κ)
∆Vk

π2 , (F.1)

V étant le volume physique du domaine de simulation et ∆Vk un élément de volume et
α1 = π/4 en 2D et α2 = 1/4 en 3D. Le champ Ẑ(κ) est construit par le biais de la relation :

Ẑ =

√
4πα2Ez(κ)

k∆Vk
eiθ , (F.2)

où α2 = 1 en 2D et α2 = π en 3D ; la phase θ est choisie aléatoirement dans l’intervalle
[0,2π]. Le champ Ẑ dans le domaine spectral est transformé à l’espace physique grâce à la
transformée de Fourier. Le domaine physique est discrétisé en N éléments de volume ∆Vi,
associé à N = ∏dim

i=1 Ni nœuds de maillage (Ni est le nombre de nœuds dans chaque direction
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i). Ces nœuds sont "pointés" par l’indice général k. Cependant, si i1, i2 et i3 correspondent à la
position d’un nœud dans un maillage 3D, k est défini par k = i1 + (i2 − 1)N1 + (i3 − 1)N1N2.
Dans un tableau I de N éléments sont rangés les index k tels que :

ZI(l) ≤ ZI(l+1), ∀l ∈ ~0, N − 1�. (F.3)

L’étape suivante consiste à établir une série croissante de N valeurs ξ I(l), associées aux
éléments de volume ∆VI(l), qui vérifie la densité de probabilité. Avec une statistique spatiale,
la fonction de distribution Fξ(y) s’identifie à la fraction de volume pour laquelle le champ
de ξ(x) a ses valeurs inférieures à y. En notant χ(y) cette fraction de volume, elle est alors
définie par :

χ(y) =
∫ y

0
Pξ(y)dy = Fξ(y). (F.4)

Ainsi, la valeur de y prise par le champ ξ se déduit en inversant cette relation. La fraction
de volume discrète est définie, par exemple avec une relation centrée ; V étant le volume du
domaine :

χI(1) =
1

2V
∆VI(1), χI(l) = χI(l−1) +

1
2V

(
∆VI(l−1) + ∆VI(l)

)
, l = 1,2, · · · , N, (F.5)

ou encore, dans le cas particulier d’une discrétisation uniforme χI(l) = (2l − 1)/2N, l =
1,2, · · · , N. Ensuite, la champ ξ s’obtient directement, à l’aide de la fonction de distribution
ξi = (Fξ)−1(χi). Ce processus d’initialisation suppose une valeur uniforme de scalaire sur
chaque élément de volume. À partir du champ scalaire obtenu, nous pouvons ainsi vérifier
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Figure F.1. Champ scalaire généré pour trois niveaux de ségrégation d’une initialisation bidimension-
nelle.

que la fonction de distribution est généralement bien respectée (dans la mesure ou le champ
ne présente pas de gradients trop importants). Plus précisément, si la fonction de distribution
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est reconstruite avec une méthode d’ordre zéro, nous retrouvons exactement la forme prescrite
initialement.

La Figure F.1 représente un champ scalaire généré à partir d’un même spectre pour des
niveaux niveaux de ségrégations Sξ . Le champ scalaire est ensuite lissé en résolvant l’équation
de diffusion, jusqu’à ce que les gradients scalaires se soient bien résolus sur le maillage.
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Résumé
L’étude des écoulements compressibles, notamment supersoniques, traversant les chambres de combustion

de certains moteurs ramjet et scramjet, requiert la prise en compte de différents dispositifs complexes pour
l’amélioration du processus de combustion et en particulier de leur stabilisation. La connaissance des interactions
entre la turbulence, les effets de compressibilité, et les interaction fluide-solide dans ce type d’écoulement reste
imparfaite. Ce travail de thèse est dédié à l’amélioration de notre compréhension de ce type d’écoulement dans
un certain nombre de configurations canoniques par la biais de la simulation numérique directe. L’ensemble
des simulations conduites s’appuie sur l’emploi d’un outil de simulation numérique haute fidélité : CREAMS
(Compressible REActive Multi-species Solver) développé à l’Institut Pprime. Ce code de calcul met en œuvre des
schémas numériques d’ordre élevé : schéma Runge–Kutta d’ordre 3 pour l’intégration temporelle combiné à un
schéma WENO d’ordre 7 et centré d’ordre 8 pour la discrétisation spatiale. Dans un premier temps, nous présentons
une nouvelle méthode de frontières immergées pour le calcul d’écoulement d’un fluide visqueux compressible
dans des géométries irrégulières. La méthode développée dans le cadre de cette thèse est basée sur la combinaison
de l’approche appelée "Direct forcing" et celle de "Ghost-Point-Forcing". L’originalité de cette méthode réside dans
sa capacité à simuler des écoulements subsoniques et supersoniques à différents nombres de Reynolds. L’examen
de précision de cette méthode a permis d’établir un ordre supérieur à deux et sa robustesse est éprouvée par
l’étude d’un bon nombre de cas tests. Dans un second temps, une configuration canonique idéalisée d’interaction
choc-turbulence est étudiée pour mettre en lumière les mécanismes physiques fondamentaux caractéristiques
du phénomène d’interaction entre une turbulence homogène isotrope et une onde de choc droite. Cette étude
est complétée par une étude d’interaction choc-mélange scalaire pour étudier l’impact du choc normal sur le
processus du mélange. Ce travail permet de mettre en place une base de données de résultats susceptibles d’être
confrontés ultérieurement à des calculs basés sur l’emploi de modèles de turbulence. Enfin, nous nous sommes
intéressés à l’effet des propriétés de transport moléculaire, en particulier celles de la viscosité volumique, sur
le développement d’une couche de mélange impactée par un choc oblique. Les simulations réalisées dans cette
configuration ont permis d’étudier la validité de l’hypothèse de Stokes consistant à négliger l’effet de la viscosité
volumique.

Mots clés : Statoréacteurs à combustion supersonique / Simulation numérique / Compressibilité / Turbulence /
Mélange / Choc / Frontières immergées / Viscosité volumique

Résumé
The study of compressible flows, especially supersonic, passing through the combustion chambers of ramjet

and scramjet engines, requires the consideration of various complex devices for improving the combustion process
and in particular its stabilization. Indeed, the knowledge of the interactions between turbulence, compressibility
effects, and fluid-solid interactions in this type of flow still remains imperfect. This thesis is dedicated to improving
our understanding of this type of flow in a number of canonical flow configurations through direct numerical
simulation. All the simulations that have been conducted are based on the use of a high-precision numerical
simulations tool, called CREAMS (Compressible REActive Multi-species Solver), developed at the Pprime Institute. This
computational solver makes use of high precision numerical schemes: a 3

rd order Runge–Kutta scheme for time
integration combined with a 7

th order WENO and 8
th order centered scheme for spatial discretization. In a first

step of this study, we present a new immersed boundary method for calculating the flow of compressible viscous
fluids in irregular geometries. The method developed in this thesis is based on the combination of the "Direct
forcing" approach with the "Ghost-Point-Forcing" strategy. The originality of this method lies in its ability to
simulate subsonic and supersonic flows at different Reynolds numbers. The accuracy of this method is found to
be slightly larger than second order and its robustness is investigated by considering a large set of benchmarks. In
a second step, an idealized canonical configuration of shock-turbulence interaction is studied to highlight the
fundamental physical mechanisms that are characteristic of the interaction between an isotropic homogeneous
turbulence and a normal shock wave. This analysis is complemented by a scalar shock-mixing interaction study to
investigate the impact of normal shock on the mixing process properties. Through this work, a database is made
available. It can be used to assess and improve turbulence models. Finally, we investigated the effect of molecular
transport properties, more specifically the volume viscosity, on the development of a mixture layer impacted by
an oblique shock. The simulations performed in this configuration allow to scrutinize the validity of the Stokes
hypothesis that is based on the neglection of the volume viscosity.

Keywords: Supersonic combustion ramjet / Computer simulation / Compressibility / Turbulence / Mixing /
Shock wave / Immersed boundary / Volume viscosity




