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Titre Optimisation topologique des transferts thermiques et massiques dans un canal
asymétriquement chauffé

Résumé Les présents travaux de thèse envisagent une nouvelle technique d’optimisa-
tion au sens topologique dans des géométries de type canal vertical où se réalisent des
transferts de chaleur conducto-convectifs en régime laminaire. Les équations qui dé-
crivent l’écoulement du fluide et le transfert d’énergie sont discrétisées par la méthode
des volumes finis. La première partie du mémoire présente une nouvelle technique d’op-
timisation et sa validation sur des cas d’études de la littérature (single pipe, bend pipe).
Cette technique consiste à définir des fonctions d’interpolation de type sigmoïde et per-
met d’obtenir une amélioration de l’interface fluide-solide au cours du processus d’op-
timisation. La seconde partie met en évidence les phénomènes physiques dans le ca-
nal asymétriquement chauffé, notamment l’influence de la stratification thermique ex-
térieure et du rayonnement de surface sur les quantités aérauliques et thermiques. Enfin,
une nouvelle expression de la puissance mécanique pour contrôler les pertes de charge
(malgré l’ajout de matière) dans le canal vertical combinée avec une nouvelle expression
de la puissance thermique sont étudiées. Le problème ainsi posé est résolu pour un écou-
lement en convection naturelle. Pour les cas considérés, chacune des fonctions coût est
optimisée sans détériorer l’autre. Nous comparons aussi les valeurs des puissances ob-
tenues par notre algorithme avec celles couramment utilisées dans la littérature et mon-
trons que ces nouvelles fonctionnelles sont performantes ainsi que les formes obtenues
par optimisation topologique.

Mots clés : Optimisation topologique, transfert de chaleur et de masse, canal vertical
asymétriquement chauffé, fonction d’interpolation, fonction objectif.

Title Topology optimization of heat and mass transfer in an asymmetrically heated ver-
tical channel

Abstract This thesis deals with topology optimization of mass and heat transfer in the
framework of the vertical asymetrically-heated channel. The incompressible Navier-Stokes
equations coupled to the convection-diffusion equation through the Boussinesq approxi-
mation are employed and are solved with the finite volume method. We first propose a
new interpolation technique for heat transfer optimization and validate it on referenced
cases such as the "single pipe" and the "bend pipe". This new technique consists in the
introduction of sigmoid interpolation functions to obain a better definition of the inter-
face between fluid and solid domains, during the optimization process. We study then
physical phenomenon in the asymmetrically heated channel , in particular the influence
of thermal stratification outside the channel and surface radiation on thermal and dy-
namic quantities. We thus highlight the size variation of reversed flow at the exit of the
channel and the plug-effect linked on external thermal stratification. Finally, we propose
a new expression of mechanical power in order to control charges losses (despite addi-
tion of material) in the vertical channel combined with the expression of thermal power.
In all considered cases, our algorithm succeeds to enhance one of the phenomenon mo-
delled by our new cost functions without deteriorating the other one. We also compare
the values of standard cost functions from the litterature over iteration of our optimiza-
tion algorithm and show that our new cost functions and optimized designs are effective.

Keywords : Topology optimization, heat and mass transfer, asymetrically-heated verti-
cal channel, interpolation function, objective function.
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Chapitre 1

Introduction à l’optimisation
topologique
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1.2 Modélisation des phénomènes de transfert . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2.1 Les modes de transfert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.2 Les phénomènes de transfert thermique dans les milieux poreux . 6

1.3 Équations physiques du problème conducto-convectif . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 Équations de Brinkman pour l’écoulement en milieu poreux . . . . 11

1.3.2 Équation de l’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Méthodes de résolution des problèmes d’optimisation . . . . . . . . . . . 12

1.4.1 État de l’art . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4.2 Verrous scientifiques et stratégies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.3 Objectifs et orientations de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4.4 Méthodes et algorithme d’optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.5 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

DAns un premier temps, ce chapitre énonce la stratégie de maîtrise d’énergie de la
société contemporaine avant de rappeler les différents mécanismes de transferts

de chaleur ainsi que les modèles mathématiques les décrivant en milieu poreux. Dans
un second temps, nous explicitons les équations aux dérivées partielles utilisées dans les
problèmes d’optimisation des transferts conducto-convectif. Un état de l’art sur les mé-
thodes de résolution des problèmes d’optimisation est également présenté ainsi que les
verrous scientifiques à lever. La fin du chapitre est consacrée à la description des mé-
thodes numériques choisies et aux objectifs et orientations des travaux de la thèse .

1.1 Contexte et enjeux

Dans le contexte énergétique actuel, la hausse des prix de l’énergie et la raréfaction
des sources d’énergie fossiles poussent la société industrielle contemporaine à devenir de
plus en plus performante. Pour rester compétitifs, les industriels doivent non seulement
garantir le meilleur rendement, mais également réduire leur consommation énergétique.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

Ainsi, outre l’aspect financier et environnemental, ils doivent adopter des stratégies de
maîtrise d’énergie. Cet objectif de performance énergétique passe en particulier par l’op-
timisation des différents systèmes de transferts de chaleur, quelle que soit leur taille. Ces
systèmes correspondent souvent à des échangeurs de chaleur.

Les transferts de chaleur entre deux fluides à des températures différentes sont des
phénomènes récurrents dans le secteur industriel. En effet, une majorité des activités de
transformation nécessitent souvent à un stade de leur processus un échange de chaleur
tel que l’évacuation d’une chaleur excédentaire, la réalisation d’un changement de phase,
ou une conversion de cette chaleur en travail. Dans la plupart des cas, les deux fluides ne
sont pas en contact, et le transfert s’effectue à travers une surface d’échange. Au sein de
la paroi séparatrice, le mécanisme de transmission de la chaleur est la conduction, et,
sur chacune des deux surfaces de contact avec les fluides, ce sont presque toujours les
phénomènes de convection qui prédominent.

Les échangeurs de chaleur ou échangeurs thermiques occupent ainsi une place pri-
mordiale et indispensable dans tous les systèmes thermiques, qu’il soit pour un usage
industriel (chimie, pétrochimie, sidérurgie, agroalimentaire, production d’énergie), pour
l’automobile, l’aéronautique ou le bâtiment résidentiel ou tertiaire. L’échangeur thermique
a pour fonction principale le transfert de l’énergie thermique d’un fluide vers un autre à
des niveaux de température distincts. Il assure des fonctionnalités diverses et variées et
peut servir, par exemple, à :

— préchauffer ou refroidir un liquide ou un gaz comme le climatiseur, la pompe à
chaleur ou encore, le radiateur automobile ;

— récupérer la chaleur thermique avant son rejet dans le milieu naturel, par exemple,
comme le fait un récupérateur sur air vicié dans une installation de ventilation à
double flux ;

— capter la chaleur pour transmission à un usage domestique, comme les capteurs
solaires thermiques, ainsi que les radiateurs domestiques ;

— transférer de l’énergie depuis un milieu qu’on veut garder confiné, comme dans une
centrale nucléaire, vers un système plus accessible.

Les échangeurs de chaleur assurent aussi quelquefois le rôle de déshumidificateurs ou
de condenseurs thermiques. Dans certains procédés de production d’énergie, ils peuvent
être utilisés comme des évaporateurs qui contribuent à l’évaporation partielle ou com-
plète d’un liquide. Enfin, ils peuvent avoir un rôle permettant la congélation et la fusion
d’une phase liquide ou vapeur grâce à une paroi refroidie.

L’optimisation des échangeurs de chaleur concerne donc plusieurs secteurs de l’in-
dustrie. Les rendre plus compacts, plus légers avec moins de pertes de chaleur lors de
leur conception est un élément essentiel de la stratégie de performance énergétique pour
améliorer les performances et diminuer les coûts. C’est ainsi qu’a été conçue toute une
nouvelle génération d’engins, de moteurs, de générateurs et de convertisseurs. Ceux-ci
sont fabriqués plus compacts afin de réduire leur poids, ce qui engendre ainsi une éco-
nomie lors de leur fonctionnement et aussi lors de leur conception (cf. Vargas and Bejan
[126]), tout en augmentant leur rendement énergétique. Dans le secteur électronique, les
circuits électriques deviennent plus denses et plus rapides et les puces des ordinateurs de
type multiprocesseurs sont regroupées dans des espaces plus petits. Cette compacité aug-
mente la densité de puissance dissipée des équipements, ce qui entraîne une augmenta-
tion des échanges thermiques. Par conséquent, notre compétence à réduire efficacement
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la chaleur produite dans un petit volume est une réelle problématique. Cependant, étant
donnés les différents domaines concernés, il est important de disposer de méthodolo-
gies d’optimisation indépendantes de la géométrie prédéfinie de l’élément sujet à des
échanges de chaleur. Cela permet d’aborder des configurations totalement différentes en
s’affranchissant des contraintes lourdes, inhérentes au paramétrage des formes.

L’optimisation des transferts de chaleur peut être abordée de différentes manières en
fonction de l’échelle à laquelle le système thermique est considéré. Dans le contexte in-
dustriel, l’optimisation des échanges thermiques relatifs à un processus signifie recher-
cher un agencement idéal des éléments sujets à des échanges de chaleur, tout un assurant
un dimensionnement macroscopique optimal de chaque sous-système. Les études effec-
tuées au cours de cette thèse envisagent l’optimisation des échanges de chaleur à une
échelle plus microscopique. L’idée est de proposer de nouvelles géométries internes à des
modèles d’échangeurs de chaleur en vue d’atteindre, suivant les besoins du concepteur,
soit de meilleures performances thermiques soit une répartition optimale de matériau
pour réduire, par exemple, le coût de production. L’échelle à laquelle les transferts sont
considérés se situe donc au niveau de l’interface fluide-solide.

Pour résumer, le but du concepteur est de déterminer la meilleure organisation de
matériau produisant de la chaleur pour satisfaire deux objectifs :

— minimiser la puissance nécessaire à la mise en mouvement du fluide, ce qui est
économiquement lié au coût de fonctionnement du système ;

— maximiser l’énergie thermique transférée dans l’ensemble du système.

Nous pouvons noter que ces deux objectifs peuvent être antagonistes. En effet, augmen-
ter la surface d’échange dans le but d’accroître le transfert thermique du solide au fluide
entraîne une augmentation de la dissipation visqueuse le long de l’interface fluide-solide.
Par conséquent, la perte de charge augmente inéluctablement. Les problématiques pour
le concepteur sont donc les suivantes : Comment satisfaire le premier objectif au moindre
détriment de l’autre ? Notamment, pour des cas où les pertes de charge sont incontour-
nables et liées à un écoulement retour du fluide dans le système thermique ? Enfin, com-
ment concevoir des formes qui seraient techniquement réalisables ?

Le canal asymétriquement chauffé aussi décrit comme deux plaques verticales entre
lesquelles circule un fluide et soumis à un phénomène de transferts de chaleur conducto-
convectif est un modèle très utilisé dans des systèmes d’ingénierie. Une part importante
des dispositifs industriels tels que le mur Tombe [26, 49, 117], la cheminée solaire [10, 26,
73, 90], le refroidissement de panneaux photovoltaïques [32, 53] ou encore le refroidis-
sement des circuits imprimés correspondent à ces géométries ouvertes. De plus, parmi
ces systèmes industriels, la convection naturelle est un des principaux phénomènes de
transfert d’énergie. La maîtrise et la compréhension des phénomènes liés à la convection
naturelle sont toujours des enjeux majeurs dans la conception et le dimensionnement de
ces systèmes. Enfin, l’étude du phénomène de convection naturelle dans des canaux ver-
ticaux a fait l’objet de nombreuses recherches depuis les travaux expérimentaux initiés
par Elenbaas [42].

Les études effectuées dans cette thèse s’intéressent ainsi à l’optimisation topologique
des échanges de chaleur et de masse dans un canal vertical asymétriquement chauffé
avec un écoulement de convection naturelle prédominant. En amont des travaux d’opti-
misation au sens topologique de ces transferts, nos travaux focaliseront sur :

— la définition de l’interface fluide-solide pendant le processus d’optimisation ;

— les instabilités numériques liées aux techniques de filtres souvent utilisées pendant
le processus d’optimisation ;
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— les formulations physiques et mathématiques des objectifs de conception.

1.2 Modélisation des phénomènes de transfert

Comprendre les différents mécanismes par lesquels se fait le transfert de chaleur, c’est
comprendre la façon dont l’énergie thermique est produite ou transférée au sein d’un sys-
tème ou d’un système à l’autre. Cette analyse permet de déterminer comment améliorer
ou limiter les transferts de chaleur au sein de systèmes thermiques tels que les échangeurs
de chaleur.

Le problème d’optimisation est souvent abordé dans les configurations physiques
et géométriques générales suivantes : un fluide s’écoule dans un domaine rectangulaire
entre des parois adiabatiques et d’autres, chauffées par un flux de température ou une
température constante. Les vitesses du fluide en entrée et en sortie ont des profils connus
ou définis. La température du fluide en entrée est connue et laissée libre en sortie. La pa-
roi générant un flux de chaleur pariétal transfère en régime stationnaire l’ensemble de la
puissance qu’il produit au fluide.

Un transfert thermique dans un système ne se produit que s’il existe des gradients de
température entre les différentes parties du système. Ce qui implique que celui-ci n’est
alors pas en équilibre thermodynamique c’est-à-dire la température n’est pas uniforme
dans tout le système. La thermique se propose de décrire quantitativement (dans l’es-
pace et dans le temps) l’évolution des grandeurs caractéristiques du système, en particu-
lier la température, entre l’état d’équilibre initial et l’état d’équilibre final. L’analyse des
transferts de chaleur consiste à identifier les modes de transferts mis en jeu au cours de la
transformation et à déterminer quantitativement la variation de température en chaque
point du système au cours du temps.

La valeur instantanée de la température en tout point de l’espace est un scalaire, ap-
pelé champ de température. Le cas où le champ de température est indépendant du
temps correspond à un régime dit permanent ou stationnaire. Le cas où le champ de tem-
pérature évolue avec le temps correspond au régime dit variable ou instationnaire. Dans
le cadre de cette thèse, les problèmes d’optimisation de transferts thermiques sont traités
en régime stationnaire.

Ce paragraphe rappelle d’abord les différents modes de transferts de chaleur néces-
saires pour établir un bilan d’énergie. Pour plus de précisions, le lecteur est invité à se ré-
férer par exemple au livre écrit par Jannot [68] sur lequel s’appuie ce paragraphe. Ensuite,
comme lors du processus d’optimisation topologique, la forme du domaine consiste aussi
en des zones poreuses, nous rappelons les phénomènes de transferts (conduction et convec-
tion) en milieu poreux en nous appuyant sur l’article de Bories et al. [21] des Techniques
de l’Ingénieur.

1.2.1 Les modes de transfert

Bilan d’énergie. Soit (S ) un système. Pour effectuer un bilan d’énergie, il faut établir
l’inventaire des différents flux de chaleur qui influent sur l’état du système. Ils peuvent
être de différents types comme indiqué sur la Figure 1.1. On applique ensuite le 1er prin-
cipe de la thermodynamique :

φe +φg =φs +φst . (1.1)

Les différents flux d’énergie s’expriment selon le mode de transfert impliqué. Il existe
trois modes de transfert thermique fondamentaux : la conduction, la convection et le
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rayonnement. En les reportant dans (1.1), on obtient ainsi l’équation différentielle dé-
crivant l’évolution de la température en chaque point du système.

FIGURE 1.1 – Système et bilan énergétique
FIGURE 1.2 – Schéma de transfert de chaleur par
conduction

Le transfert de chaleur par conduction. Le transfert de chaleur par conduction au sein
d’un milieu opaque, s’effectue sans déplacement de matière et sous l’influence d’une dif-
férence de température. Ce transfert de chaleur résulte d’un transfert d’énergie cinétique
d’une molécule à une autre molécule adjacente. La propagation de la chaleur par conduc-
tion à l’intérieur d’un corps s’effectue ainsi selon deux mécanismes distincts : une trans-
mission par les vibrations des atomes ou molécules et une transmission par les électrons
libres.

La théorie de la conduction repose sur l’hypothèse de Fourier qui se formule ainsi :
« le flux φ est proportionnelle au gradient de température » (Figure 1.2) :

φ = −λ S grad T,

où φ est le flux de chaleur transmis par conduction (W), λ la conductivité du milieu
(Wm−1K−1) et S l’aire de la section de passage du flux de chaleur (m2).

Le transfert de chaleur par convection. Le transfert de chaleur par convection se pro-
duit entre un solide et un fluide, l’énergie étant transmise par déplacement du fluide. Le
mouvement du fluide peut résulter de la différence de masse volumique due aux diffé-
rences de température (on parle alors de convection libre ou naturelle) ou à des moyens
purement mécaniques (on parle alors de convection forcée).
Ce mécanisme de transfert est illustré à la Figure 1.3 et est régi par la loi de Newton :

φconv = hc S (Tp −T∞),

où φconv est flux de chaleur transmis par convection (W), hc le coefficient de transfert
de chaleur par convection (W.m−2°C−1), Tp la température de surface du solide (°C), T∞
la température du fluide loin de la surface du solide, et S l’aire de la surface de contact
solide/fluide.

La valeur du coefficient de transfert de chaleur par convection h est fonction de la
nature du fluide, de sa température, de sa vitesse et des caractéristiques géométriques de
la surface de contact solide-fluide.

Le transfert de chaleur par rayonnement. Le transfert de chaleur par rayonnement
est un transfert d’énergie électromagnétique entre deux surfaces. La prise en compte du
rayonnement entre un solide et son milieu environnant est illustrée par la Figure 1.4 et se
fait par la relation :

φr =σ εp S (T4
p −T4

∞), (1.2)
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où φr est le flux de chaleur transmis par rayonnement (W), σ la constante de Stefan
(5.67 108 Wm−2K−4), εp le facteur d’émission de la surface, Tp la température de la surface
(K), T∞ la température du milieu environnant la surface (K), et S l’aire de la surface (m2).

FIGURE 1.3 – Schéma du transfert de chaleur
convectif

FIGURE 1.4 – Schéma de transfert de chaleur
par rayonnement

Le flux de chaleur lié à un débit massique. Lorsqu’un débit massique ṁ de matière
entre dans un système avec une température T1 et en ressort avec une température T2, on
doit considérer dans le bilan, le flux de chaleur entrant correspondant :

φe = ṁ c (T1 −T2), (1.3)

oùφe est le flux de chaleur entrant dans le système (W), c la chaleur spécifique (J kg−1K−1),
ṁ le débit massique ( kg s−1), et T1,T2 les températures d’entrée et de sortie (K).

Le stockage d’énergie. Le stockage d’énergie correspond à une augmentation d’enthal-
pie du système au cours du temps, d’où :

φst = ρ V c
∂T

∂t
, (1.4)

oùφst est le flux de chaleur stocké dans le système (W), c la chaleur spécifique (J kg−1K−1),
V le volume (m3), ρ la masse volumique ( kg m−3), et T la température (K).

La génération d’énergie. Elle intervient lorsqu’une autre forme d’énergie (chimique,
électrique, mécanique, nucléaire) est convertie en énergie thermique. On peut l’écrire
sous la forme suivante :

φg = q̇ V, (1.5)

où φg est le flux thermique généré dans le système (W), q̇ la densité volumique d’énergie
générée (Wm−3), et V le volume (m3).

1.2.2 Les phénomènes de transfert thermique dans les milieux poreux

Pendant le processus d’optimisation, la forme du domaine consiste en des zones so-
lides, fluides et poreuses. Pour simuler des écoulements fluides autour des obstacles po-
reux et solides ayant des géométries complexes, on utilise la méthode des milieux conti-
nus fictifs (Bories et al. [20]). Le principal avantage de cette méthode est son implémen-
tation efficace pour représenter des structures complexes avec des frontières mobiles. Or,
les formes des structures solides changent en permanence pendant le processus d’opti-
misation.
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Les modèles mathématiques de description des transferts de chaleur en milieu poreux
s’inspirent directement des méthodes qui sont traditionnellement utilisées en mécanique
des milieux continus pour rechercher des expressions locales des lois de conservation.
Dans ce paragraphe sont rappelées les formulations pour décrire les transferts de chaleur
par conduction et par convection dans un milieu poreux.

La méthode consiste à représenter le milieu poreux par un milieu continu fictif équi-
valent et à effectuer un changement d’échelle par prise de moyenne volumique des équa-
tions de la thermodynamique sur un volume élémentaire représentatif. Une introduction
à la prise de moyenne sur un volume élémentaire représentatif est proposée par Kaviany
[70] . Cette méthode revient formellement à appliquer un opérateur de prise de moyenne
volumique, noté < •>, aux divers champs dans le volume chargé en fluide afin de passer
d’une description microscopique, régie par des équations de conservation locales telles
qu’elles sont proposées en mécanique des milieux continus, à une description macro-
scopique correspondant à l’échelle du milieu continu fictif, équivalent au milieu poreux
(cf. Figure 1.5). Le système d’équations macroscopiques obtenu évite d’avoir à spécifier la
configuration individuelle de chaque phase (solide, fluide) et ne nécessite que la connais-
sance des conditions aux limites sur les frontières du milieu poreux.

Caractérisation d’un milieu poreux. Introduisons d’abord quelques notions de base as-
sociées aux propriétés structurales des milieux poreux.

1. La porosité est définie comme le rapport du volume des cavités sur le volume oc-
cupé par le milieu poreux. La porosité totale est l’espace poreux connecté à travers
lequel s’effectue l’écoulement des fluides :

εt =
volume des pores accessible

volume de l’échantillon
.

2. La surface spécifique est définie comme le rapport de l’aire de la surface totale des
interfaces solide-pore As f au volume de l’échantillon V :

αA =
As f

V
.

3. La tortuosité géométrique est généralement définie comme le rapport de la lon-
gueur moyenne réelle Le des lignes de courant du fluide traversant l’échantillon à la
longueur L de ce dernier. L’effet de tortuosité induit une diminution de la diffusivité
apparente à travers un milieu poreux, que l’on traduira par un facteur de tortuosité
τg :

τ =

(
Le

L

)2

.

Transfert de chaleur par conduction. Si sous l’action d’un gradient de température ap-
pliqué à un milieu poreux saturé par une seule phase, le fluide saturant reste immobile,
le transfert thermique au sein du milieu poreux est purement conductif. On définit la
conductivité thermique effective ou équivalente λ∗ en utilisant une relation donnant le
vecteur densité du flux thermique φ en fonction du gradient thermique analogue à la loi
de Fourier pour les milieux homogènes :

φ = −λ∗∇ T.
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FIGURE 1.5 – Changement d’échelle par prise de moyenne volumique

Dans le cas anisotrope, cette expression peut être généralisée et λ∗ devient alors un ten-

seur ¯̄λ∗ qui dépend des conductivités thermiques des phases fluides et solides, des frac-
tions volumiques de chaque phase et de la structure du domaine poreux.

À l’échelle microscopique, les équations qui rendent comptent du transfert de chaleur
par conduction au sein d’un volume poreux limité par une surface S sont :

(ρ Cp )s
∂Ts

∂t
= ∇· (λs∇Ts) dans Vs , (1.6)

(ρ Cp ) f
∂T f

∂t
= ∇· (λ f ∇T f ) dans V f , (1.7)

Ts = T f sur As f (1.8)

λ f ∇T f ·ns f = λs ∇Ts ·ns f sur As f . (1.9)

Dans ces expressions Vs (resp. V f ) représente le volume occupé par la phase solide (resp.
fluide), As f = A f s est l’aire de la surface de l’interface solide-fluide au sein du milieu po-
reux et ns f est le vecteur unitaire normal à l’interface solide-fluide, orienté positivement
du solide vers le fluide. Après changement d’échelle par prise de moyenne volumique
des équations ci-dessus, des termes supplémentaires traduisant les échanges conductifs
entre phases et les effets de structure apparaissent. De plus, on simplifie les équations
en admettant l’hypothèse de l’équilibre thermique local entre phases. Ce qui conduit au
modèle suivant :

(ρCp )∗ ∂T
∂t

= ∇·
[[
εtλ f + (1−εt )λs

]∇T)+ λ f −λs

V

∫
As f

ns f (T f −T) d A

]
,

avec (ρCp )∗ = εt (ρCp ) f + (1−εt )(ρCp )s .

(1.10)

Kaviany [71] montre que : T f −T = bf · ∇T, où bf est un vecteur ne dépendant que de
la géométrie de la structure poreuse, de λ f et de λs . Ce qui donne la forme suivante pour
décrire le transfert de chaleur par conduction :

(ρCp )∗ ∂T
∂t

= ∇· ( ¯̄λ∗∇T),

avec ¯̄λ∗ =
[
εtλ f + (1−εt )λs

] ¯̄I+ λ f −λs

V

∫
As f

ns f bf d A.
(1.11)

Lorsqu’un milieu poreux est macroscopiquement isotrope, la conductivité thermique équi-
valente est un scalaire λ∗. Celle-ci est généralement déterminée par voie expérimentale
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ou évaluée à l’aide de modèles géométriques et statistiques, ou de corrélations empi-
riques (cf. Kaviany [71]).

Transfert de chaleur par convection. C’est le transfert de chaleur qui se manifeste lorsque
le milieu poreux est saturé par un fluide unique non isotherme, en écoulement dans l’es-
pace des pores, la structure poreuse étant fixe. Ce mode de transfert de chaleur résulte
de la conduction thermique, précédemment introduite et du transport d’énergie par les
particules fluides en mouvement. On distingue trois principaux types de transfert de cha-
leur par convection en milieu poreux : la convection naturelle, la convection mixte et la
convection forcée. Compte tenu des faibles vitesses d’écoulement généralement obser-
vées en milieu poreux, les termes de compressibilité et de dissipation visqueuse peuvent
être négligés dans l’équation macroscopique de l’énergie de la phase fluide :

(ρ cp ) f
∂T f

∂t
+ (ρ cp ) f u ·∇T f = ∇· (λ f ∇T f ). (1.12)

Dans cette équation, le terme (ρ cp ) f u · ∇T f correspond au transport d’enthalpie par
l’écoulement. Celui-ci est régi par les équations de la mécanique des fluides (équation de
Navier-Stokes et de conservation de la masse) dans l’espace des pores ; quant à la phase
solide, indéformable, son équation de l’énergie microscopique (1.6) demeure inchangée.

De la même façon que dans le cas de conduction thermique, on obtient les équations
macroscopiques suivantes décrivant le transfert de chaleur par convection à l’échelle lo-
cale :

εt
∂ρ f

∂t
+∇· (ρ f u

)
= 0, (1.13)

u =
¯̄k

µ
· (∇ρ−ρ f g

)
équation de Darcy , (1.14)

(ρ cp )∗
∂T

∂t
+ (ρ cp ) f u ·∇T = ∇·

[
(¯̄λ∗+ ¯̄λd ) ·∇T

]
, (1.15)

avec g l’accélération due à la pesanteur, ¯̄k le tenseur de perméabilité intrinsèque du mi-

lieu, u la vitesse de filtration, ¯̄λd le tenseur de conductivité thermique effective due à la
dispersion et µ la viscosité dynamique du fluide.

Dans l’établissement de l’équation macroscopique de l’énergie (1.15), l’hypothèse de
l’équilibre thermique locale est retenue. Plusieurs types de modélisation sont possibles,
la plus employée est celle à deux équations s’appuyant sur une représentation schéma-
tique du milieu poreux par deux milieux continus fictifs. Ce modèle s’écrit le plus souvent
comme suit :

(1−εt ) (ρ cp )s
∂Ts

∂t
= ∇· (¯̄λ∗s ·∇Ts)− hs f αA (Ts −T f ), (1.16)

εt (ρ cp ) f
∂T f

∂t
+ (ρ cp ) f u ·∇T f = ∇· (¯̄λ∗f ·∇T f )− hs f αA (T f −Ts). (1.17)

Ces équations qui décrivent le transfert de chaleur dans chacune des phases du volume
représentatif sont couplées par le coefficient de transfert thermique entre phases hs f qui
dépend de la surface spécifique et de la structure de l’écoulement.

Les tenseurs de conductivités thermiquesλ∗s etλ∗f sont des conductivités équivalentes
incluant les effets de microstructures. Ils satisfont la relation :

¯̄λ∗s + ¯̄λ∗f = ¯̄λ∗+ ¯̄λd .
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Lorsque T f = Ts = T, l’addition de (1.16) et de (1.17) conduit à l’équation unique (1.15).

Le tenseur de conductivité thermique ¯̄λd qui apparaît dans l’équation (1.15) est une
fonction de la porosité, de la structure du domaine poreux, des propriétés thermiques des
phases et des caractéristiques hydrodynamiques de l’écoulement intervenant par l’inter-
médiaire du nombre de Péclet Pe :

Pe =
U d (ρ cp ) f

εt λ f
,

d étant le diamètre des grains constituant le domaine poreux. Le nombre de Péclet est le
paramètre déterminant de l’évolution de la dispersion thermique.

L’équation de Darcy (1.14) rend compte de la moyenne de l’écoulement au sein du mi-
lieu poreux et son domaine de validité est associé à des valeurs de Reynolds (Re = U d/ν)
inférieures à 10. Lorsque les conditions sont telles que l’équation de Darcy ne peut être
utilisée, le modèle semi-heuristique suivant est souvent mis en œuvre pour décrire le bi-
lan de quantité de mouvement d’un fluide visqueux newtonien en milieu poreux :

ρ f

εt

(
∂u

∂t
+ u ·∇ u

εt

)
︸ ︷︷ ︸

(a)

= (−∇p)︸ ︷︷ ︸
(b)

+ ρ f g︸︷︷︸
(c)

+ (∇·µe f f ) ∇u︸ ︷︷ ︸
(d)

− µ

k
u︸︷︷︸

(e)

−CE ρ f |u| u︸ ︷︷ ︸
( f )

, (1.18)

avec :
(a) les effets d’accélération macroscopiques (généralement négligeables),
(b) le gradient de pression,
(c) les forces de volume,
(d) le terme de Brinkman faisant intervenir une viscosité effective µe f f ,
(e) le terme de Darcy (résultant des effets de viscosité à l’échelle microscopique),
(f) le terme de Forchheimer (traduisant l’influence des effets d’inertie à l’échelle mi-

croscopique).
Le terme de Brinkman est souvent utilisé pour rendre compte du développement et des
caractéristiques des couches limites macroscopiques au voisinage des interfaces (milieu
poreux adjacent à une paroi solide imperméable, à un fluide homogène ou à un autre
milieu poreux). En ce qui concerne la constante CE du terme de Forchheimer, elle peut
être estimée analytiquement pour les milieux poreux granulaires (cf. Macdonald et al.
[88]).

En convection naturelle, les écoulements du fluide sont induits dans le champ de la
pesanteur par les variations de masse volumique dues aux différences de température. La
modélisation mathématique classique de ces écoulements et du transfert de chaleur qui
est associé s’appuie sur les équations (1.13), (1.14), (1.15) dans lesquelles les variations de
masse volumique du fluide sont données par une équation du type :

ρ f (T) = ρ f (T0)
[
1−β(T−T0)

]
, (1.19)

avec β le coefficient d’expansion thermique et ρ f (T0) la masse volumique à la tempé-
rature T0. On complète le système des équations (1.13), (1.14), (1.15) et (1.2.2) par l’en-
semble des conditions aux limites avant la mise en œuvre des méthodes numériques de
convection. Dans ce contexte, l’ensemble des phénomènes est caractérisé sous forme adi-
mensionnelle par :

— le nombre de Rayleigh :

Ra∗ =
k ρ f g β∆T H

µ
[
λ∗ /(ρ cp ) f

] ,
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Nom Définition Description

Reynolds Re = U L
ν

forces d’inertie
forces visqueuses

Prandtl Pr = Pe
Re = ν

κ
diffusivité de la quantité de mouvement

diffusivité de la chaleur

Grashof Gr = g β∆T L3

ν2
forces de gravité

forces visqueuses

Richardson Ri = Gr
Re2 = g β∆T L

U2
énergie potentielle
énergie cinétique

Froude Fr = U2

g L
forces d’inertie

forces de gravité

TABLEAU 1.1 – Quelques nombres sans dimension utilisés en mécanique des fluides

rapport des forces de flottabilité à la viscosité et la diffusivité thermique. On re-
trouve dans cette expression les caractéristiques du fluide saturant les pores, [ρ f , β,
(ρ cp ) f , µ] généralement choisies à la température moyenne du milieu, celles du
milieu poreux [k, λ∗, (ρ cp )∗] et les variables de référence, l’échelle de longueur de
référence H, l’écart de température de référence∆T.

— les rapports d’aspects ou de forme de la configuration géométrique avec L une échelle
de longueur de référence.

Il existe plusieurs nombres sans dimension qui apparaissent dans le processus d’adimen-
sionnement des équations et beaucoup d’entre eux peuvent être liés comme le montre le
tableau 1.1.

1.3 Équations physiques du problème conducto-convectif

Dans ce paragraphe, nous présentons les équations étudiées dans la thèse. Pendant
le processus d’optimisation, la forme des structures solides changent en permanence et
consiste en des zones solides, fluides et poreuses. Les équations qui décrivent les phéno-
mènes du problèmes sont les équations de Brinkman en milieu poreux et l’équation de
l’énergie.

1.3.1 Équations de Brinkman pour l’écoulement en milieu poreux

Parmi les méthodes utilisées, nous avons la méthode de pénalisation de Brinkman qui
est proposée pour résoudre des écoulements visqueux et incompressibles en pénalisant
l’équation de la quantité de mouvement. L’idée principale est de modéliser les obstacles
solides comme un milieu poreux avec une porosité proche de l’unité, mais une imper-
méabilité proche de zéro, c’est-à-dire une perméabilité proche de l’infini.

Un fluide incompressible en état stationnaire est régi par les équations de Navier-
Stokes sous l’hypothèse de Boussinesq comme suit :

ρ f u ·∇u − µ f ∇2u + ∇p = f

avec f = ρ f (T0) β(T−T0) ez ,
(1.20)

∇·u = 0. (1.21)

11
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où ρ f est la densité du fluide, µ f est la viscosité dynamique du fluide, u est la vitesse du
fluide, p est la pression et f est une force. Ensuite, l’effet des conditions de non-glissement
est mis en œuvre en ajoutant aux équations de Navier-Stokes le terme de pénalisation
de Brinkman α v, qui est physiquement interprété comme la force de friction de Darcy
[22, 116] :

ρ f u ·∇u − µ f ∇2u + α u + ∇p = f, (1.22)

où α est le paramètre de pénalisation de Brinkman qui varie spatialement dans le do-
maine et dont les valeurs permettent de distinguer les régions fluides, des régions solides
et des régions poreuses. Lorsque α = 0, l’équation (1.22) devient l’équation classique de
Navier-Stokes (1.20), ce qui correspond à la région du fluide. Lorsque α prend de grandes
valeurs et tend vers +∞, alors u = α−1(f−ρ f u ·∇u + µ f ∇2u), ce qui fait tendre formelle-
ment la vitesse vers 0 [8]. Ces zones correspondent au domaine solide et on notera α = αs .
De plus, dans le milieu poreux, le terme de convection devient négligeable et c’est l’équa-
tion classique de Brinkman qui est résolue :

− µ f ∇2u + αsu + ∇p = f. (1.23)

Dans la région dite solide, la vitesse est nulle voire proche de 0. La condition de non-
glissement à la surface du solide est ainsi automatiquement satisfaite à l’interface fluide-
solide. Il n’est plus nécessaire de spécifier explicitement la condition à la frontière fluide-
solide. Ainsi des mouvements de fluide sont correctement résolus près des obstacles so-
lides (Angot et al. [8], Khadra et al. [72]).

Dans la littérature, il est d’usage d’affecter la valeur 0 à α = α f , correspondant à la
région fluide. Mais la valeur de αs correspondant aussi au paramètre de pénalité doit être
correctement choisie. Selon Lee [84], les convergences de solution sont bonnes pour des
valeurs de αs supérieures à 106, pour un nombre de Reynolds égal à 400.

1.3.2 Équation de l’énergie

Traditionnellement, l’équation de l’énergie s’exprime comme suit :

ρ f Cp u∇T−∇· (λ ∇T) = 0, (1.24)

où T est la température, Cp et λ la conductivité thermique. Le terme de dissipation vis-
queuse est négligé comparé aux autres termes. Dans ces travaux, la conductivité ther-
mique varie entre deux régions différentes comme suit :

– Région fluide (α f = 0) : λ = λ f , la conductivité thermique du fluide

– Région solide (αs = +∞) : λ = λs , la conductivité thermique du solide

Dans la région du solide, la vitesse du fluide tend vers 0 en lien avec la pénalisation de
Brinkman, donc l’équation de l’énergie devient celle de la conduction pure sans le terme
de convection :

−∇· (λs ∇T) = 0. (1.25)

Dans la région du fluide, l’équation de l’énergie (1.24) se maintient dans sa forme ori-
ginelle avec la conductivité thermique du fluide :

ρ f Cp u∇T−∇· (λ f ∇T) = 0 (1.26)

12
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1.4 Méthodes de résolution des problèmes d’optimisation

Dans ce paragraphe, après une brève introduction aux problèmes d’optimisation, nous
identifions les verrous scientifiques à lever lors de la résolution de problèmes d’optimi-
sation topologique en milieux continus. Et, après avoir positionné les éléments essentiels
explorés au cours des travaux de la thèse, nous décrivons les méthodes et techniques nu-
mériques que nous utilisons.

1.4.1 État de l’art

Un problème d’optimisation de transferts conducto-convectifs peut se formuler ainsi :

Minimiser J (X,α) tel que : R(X,α) = 0,

B(X
∣∣
Γ ,α) = x0,

(1.27)

où :

— X = (u, p,θ) sont les variables d’état qui définissent les grandeurs caractéristiques
du problème : la vitesse u, la pression p et la température θ ;

— α est la variable de contrôle introduit comme le paramètre de pénalisation de Brink-
man dans le paragraphe précédent § 1.3 ;

— les contraintes R qui traduisent l’évolution des variables d’état en fonction du pa-
ramètre de contrôle et en respectant les lois de la physique. Ce sont nos équations
physiques du problème conducto-convectif introduites au § 1.3.

— la fonctionnelle objectif ou coût J qui définit les objectifs que l’on souhaite at-
teindre.

— B est un opérateur permettant de prendre en compte les conditions limites

— x0 correspond aux conditions limites du problème

Dans la littérature, les problèmes d’optimisation peuvent être résolus selon trois mé-
thodes identifiées par Bendsøe and Sigmund [15] : l’optimisation de taille, l’optimisation
de forme et l’optimisation topologique. Chacune des méthodes se distingue par leurs hy-
pothèses structurelles initiales et la manière d’obtenir la géométrie finale. La Figure 1.6
illustre ces différentes catégories d’optimisation, chacune dans leur état initial et dans
leur état final. L’optimisation de taille est la plus classique des trois méthodes et est tou-
jours largement utilisée par les ingénieurs, par exemple pour dimensionner une poutre
de section transversale donnée contre la déformation. Pour cette méthode, la forme est
définie a priori et la taille est redéfinie lors du processus d’optimisation. Aucune modifi-
cation du modèle géométrique n’est possible. L’optimisation de forme est souvent limitée
à de petits ajustements de la forme. Elle consiste à chercher une forme optimale par le
biais de déformations. On peut admettre un changement des dimensions ainsi qu’une
modification de la configuration de l’objet, mais il n’est pas permis d’altérer sa connecti-
vité ou sa nature. Ainsi, pour cette méthode, la forme approximative est définie a priori et
elle est ajustée par optimisation. L’optimisation topologique est une méthode qui permet
non seulement de changer la forme de la structure, mais aussi de modifier sa topologie,
c’est-à-dire la manière dont les éléments solide et fluide sont connectés entre eux. L’opti-
misation peut démarrer à partir d’un domaine formé complètement de matière, ou rempli
totalement de fluide, ou encore un mélange de matière et de fluide. Toute modification
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(a) taille (b) forme (c) topologique
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FIGURE 1.6 – Illustration conceptuelle des 3 méthodes pour l’optimisation structurelle

au sein de la matière est possible, la connectivité peut être repensée à chaque étape de
l’optimisation, par ajout ou suppression de matière.

Chaque méthode possède ses propres avantages et inconvénients et le choix de la mé-
thode dépend du problème physique étudié. Par exemple, les formes obtenues par opti-
misation topologique ne sont pas toutes techniquement réalisables. À l’inverse, l’optimi-
sation de taille fournit des solutions qui sont technologiquement réalistes, mais, du fait
d’un état initial très contraint, elles peuvent être éloignées de leur optimum mathéma-
tique.

Le but de l’optimisation topologique est de déterminer la répartition optimale de ma-
tériau pour un problème physique donné soumis à des contraintes de conception. Un
paramètre local variant entre 0 et 1 est introduit de manière à indiquer les régions conte-
nant du matériau (φ = 1) et celles n’en contenant pas (φ = 0). En optimisant les différentes
variables, la connectivité structurelle du matériau à l’intérieur du domaine évolue.

L’optimisation topologique a été initiée par Bendsøe et al. [16]. Ils ont développé deux
méthodes numériques simultanément : l’approche par densité ou l’approche SIMP (So-
lid Isotropic Microstructure with Penalization), et l’approche par homogénéisation. L’ap-
proche SIMP a été largement utilisée par Zhou and Rozvany [141] puis par Rozvany et al.
[115]. Par cette approche, les propriétés topologiques du matériau sont interpolées selon
la variable de contrôle, utilisée comme variable de conception. La méthode d’optimisa-
tion topologique a rencontré un large succès pour les problèmes de mécanique du solide
comme le montrent les publications au cours de 10 dernières années Bendsøe and Sig-
mund [15], Eschenauer and Olhoff [43], Hassani and Hinton [57, 58, 59], Liang [86], Sig-
mund and Maute [118]. La méthode a depuis été étendue à d’autres domaines physiques
comme l’acoustique [64, 75, 143], l’électromagnétique [40, 128, 140], la rhéologie [79], les
systèmes fluidiques [19].

Borrvall and Petersson [22] ont introduit l’optimisation topologique pour des pro-
blèmes d’écoulement. Ils ont ajouté le terme de Darcy α u à l’équation traditionnelle de
Stokes, ce qui correspond à la multiplication du coefficient de friction de Darcy α à la
vitesse (cf. Nield and Bejan [98]). Ils ont ensuite représenté la forme optimisée par une
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répartition en deux phases de matériau ayant des propriétés distinctes : solides (αs = +∞)
et fluides (α f = 0). Il est important de noter que cette méthode analytique est une ap-
proche par domaine fictif avec une pénalisation de Brinkman (Angot et al. [8]) basée sur
la théorie des milieux poreux, comme expliqué dans le § 1.2.2. On nomme d’ailleurs cette
méthode « l’approche de Brinkman ». Afin de combiner cette stratégie avec la méthode
traditionnelle d’optimisation topologique, le coefficient de friction de Darcy (α) est inter-
polé comme une fonction de variable locale φ. Ainsi, φ = 0 indique une région contenant
du fluide (i.e., α(0) = 0) et φ = 1 indique une région contenant du matériau, dite région
solide (i.e., α(1) = +∞). Cela permet de passer d’un problème où le paramètre de contrôle
est discret à un problème d’optimisation continu. Il existe d’autres méthodes alternatives
à l’approche de Brinkman, comme la méthode ESO (Evolutionary Structural Optimiza-
tion) Xie and Steven [133, 134] et la méthode du level-set Coffin and Maute [33], Lawry
and Maute [82], Van Dijk et al. [125], Wang et al. [129], Zhou and Rozvany [141]. Celle-ci
nécessite un effort de remaillage et de conservation de mémoire (book-keeping) au cours
des processus d’optimisation. L’approche de Brinkman a été depuis utilisée pour des pro-
blèmes de transport Andreasen et al. [6] de flux réactifs Okkels and Bruus [101], de flux
transitoires Deng et al. [38], Kreissl et al. [80], d’interaction fluide-structure Yoon [137].

Pour résoudre le système d’équations (1.27), des algorithmes spécifiques sont néces-
saires pour atteindre un optimum global sous réserve qu’il existe et soit unique. Dans le
cas général, le choix de la méthode dépend principalement de la complexité du problème
d’optimisation topologique, c’est-à-dire du nombre de variables d’état, si les fonctions
impliquées sont linéaires ou non, si elles sont convexes ou non.

D’abord, lorsque le système d’état n’est pas linéaire comme (1.27), des méthodes adap-
tées à l’optimisation non-linéaire doivent être appliquées. L’emploi de la méthode lagran-
gienne, appelée aussi méthode des multiplicateurs de Lagrange, est généralement favo-
risée (Becker et al. [14]). Cela consiste à transformer le problème avec contraintes en un
problème sans contrainte.

Ensuite, dans les problèmes d’optimisation avec un grand nombre de variables d’état,
les algorithmes basés sur le gradient sont souvent utilisés. Plusieurs algorithmes basés
sur le gradient ont été développés dans la littérature (Bendsøe and Sigmund [15], Esche-
nauer and Olhoff [43], Hassani and Hinton [57, 58, 59], Liang [86], Sigmund and Maute
[118]), mais le calcul des gradients de la fonction objectif J selon les différentes variables
d’état (on parle aussi de sensibilités) est assez coûteux en temps de calcul. Des méthodes
adjointes (continues ou discrètes) ont alors été développées pour calculer ces gradients
plus efficacement (Bendsøe and Sigmund [15]). L’avantage de la méthode adjointe est de
calculer l’ensemble des sensibilités par deux solveurs indépendants du nombre de va-
riables d’état. Un algorithme très connu et très utilisé est la méthode des asymptotes mo-
biles (MMA) développée par Svanberg [122, 123]. Cette méthode nécessite l’évaluation
de la fonction objective et des contraintes, ainsi que de leurs gradients respectifs afin de
créer une approximation locale et convexe du problème. Cette méthode a fait ses preuves
dans de nombreux problèmes d’optimisation topologique de domaines physiques très
variés, notamment pour des problèmes à contraintes multiples traités par Marck [93], Lee
[84], Dede [37], Alexandersen [1], Borrvall and Petersson [22], Gersborg-Hansen et al. [52],
Guest and Prévost [55], Olesen et al. [102].

Enfin, plusieurs auteurs ont essayé d’améliorer les algorithmes et les techniques d’op-
timisation topologiques en se concentrant sur les coûts de calcul. Par exemple, Guest
and Genut [54] ont réduit la dimension du problème d’optimisation en utilisant des va-
riables de conception adaptatives. Néanmoins, l’optimisation des transferts thermiques
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pour des problèmes d’écoulement fluide est un sujet récent et les résultats sont assez dis-
persés dans la littérature. Dbouk [36] a mené une revue littéraire sur ce sujet, en recensant
notamment les techniques d’optimisation développées pour des problèmes de transfert
de masse et de chaleur, leurs avantages et leurs inconvénients ainsi que leurs limitations.
Un résumé sur les études d’optimisation appliquées aux transferts de chaleur est listé
dans le tableau 1.4.1 repris de l’article de Dbouk [36] :

Études Type d’écoulement Discrétisation Adjoint Optimiseur Référence

1 Transitoire, laminaire, incompr. FEM Discret MMA/SLP Lee [84]
2 Station., laminaire, incompr. FVM Discret MMA Marck [93], Marck et al. [92]
3 Station., laminaire, incompr. FEM Continue MMA Dede [37]
4 Station., laminaire, incompr. FEM Discret MMA parallèle Alexandersen [1]
5 Station., turbulent, incompr. FVM Continue ALM steepest descent Kontoleontos et al. [77]
6 Station., laminaire, incompr. FVM Continue MMA Oevelen and Baelmans [100]
7 Station., laminaire, incompr. FEM Discret n/a Koga et al. [76]
8 Station., laminaire, incompr. FEM Continue n/a Yaji et al. [135]
9 Station., laminaire, incompr. FEM Discret MMA Yoon [137]
10 Station., laminaire, incompr. FEM n/a MMA Yoon [138]
11 Transitoire, laminaire, incompr. XFEM Discret GCMMA Coffin and Maute [33]
12 Station., laminaire, incompr. XFEM Discret GCMMA Coffin and Maute [33]
13 Station., laminaire, incompr. FEM n/a n/a méthode gradient Zhou et al. [142]

Yoon [137], Lee [84] et Marck [93] sont ainsi les premiers à proposer l’optimisation to-
pologique pour des problèmes de transfert thermique conducto-convectifs. La majorité
de ces problèmes ne résolvent que les transferts de chaleur conjugués en utilisant la mé-
thode des éléments finis (FEM). Or Bruns [25] a démontré l’apparition de problèmes nu-
mériques dans le cas d’une discrétisation par FEM quand le terme d’advection est ajouté
explicitement à l’équation de l’énergie. Il obtient en effet des oscillations non physiques
dans les régions à faible masse volumique. Marck [93] a, quant à lui, fait le choix de la
méthode des volumes finis. Comme beaucoup d’études en optimisation topologique, la
finalité est d’établir une méthodologie capable d’aborder l’optimisation des transferts de
masse et de chaleur, impliquant nécessairement la résolution d’un écoulement fluide. La
méthode des volumes finis tire avantage de sa propriété intrinsèque de conservation de
flux. Elle permet par ailleurs une meilleure compréhension physique du traitement ma-
thématique du couplage pression-vitesse [31, 46, 47]. Ensuite, le secteur de l’industriel
utilise déjà de nombreux codes commerciaux s’appuyant sur la méthode des volumes fi-
nis. Il est alors incontournable de concevoir un outil d’optimisation topologique dans le
contexte de la mécanique des fluides numériques sans s’appuyer sur la méthode des vo-
lumes finis. Ce sont les raisons pour lesquelles la méthode de discrétisation choisie dans
le cadre de cette thèse est celle des volumes finis.

Ensuite, la plupart des auteurs utilisent la méthode de pénalisation de Brinkman. Ce-
pendant, Lee [84] met en évidence les limites de la technique de pénalisation de Brinkman
en obtenant des résultats contraires à l’objectif qui était de maximiser le refroidissement
dans un canal en 3D. Il montre des imperfections près des interfaces fluide-solide liées
aux oscillations dans la caractérisation des éléments (fluide ou solide) et des oscillations
des champs de sensibilité. De même, Kreissl and Maute [78] obtiennent des solutions non
physiques avec notamment l’existence d’une pression dans le domaine contenant du ma-
tériau. La première partie de cette thèse (cf. chapitre 2) explore une nouvelle méthode
d’optimisation qui fait intervenir des fonctions de type sigmoïde à la place des fonctions
d’interpolation (1.28), (1.29) afin de mieux définir l’interface fluide-solide lors du proces-
sus d’optimisation topologique.

La plupart des études considèrent des fonctionnelles objectifs de type énergie ou puis-
sance. Lee [84] minimise la dissipation de l’énergie cinétique. Marck [93], Marck et al. [92],
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Marck and Privat [91] proposent des fonctions multi-objectives pondérées. Ils cherchent à
minimiser la puissance mise en œuvre pour mettre en mouvement le fluide tout en maxi-
misant la puissance thermique récupérée. Koga et al. [76] minimisent la perte de pression
dans l’écoulement du fluide et maximisent les effets de la dissipation de chaleur. Pour
cela, ils considèrent la puissance thermique dissipée au sein de l’écoulement fluide, par
le biais de l’expression de l’énergie potentielle donnée par Borrvall and Petersson [22]
et la seconde fonctionnelle est donnée par Gersborg-Hansen et al. [52] et White [132].
Coffin and Maute [33] s’intéressent à minimiser la température à des endroits précis du
domaine étudié. Et enfin, Zhou et al. [142] maximisent la réaction de l’écoulement à l’en-
droit où la température est imposée. Alexandersen [1], Alexandersen et al. [2] et Yoon [137]
choisissent la compliance thermique comme définie par Bendsøe and Sigmund [15] pour
minimiser la température de la source de chaleur. Oevelen and Baelmans [100] préfèrent
la minimisation de la résistance thermique. D’autres auteurs optent pour la minimisation
les différences de température entre l’entrée et la sortie du domaine comme Dede [37] ou
Kontoleontos et al. [77]. Ainsi, le choix de la fonctionnelle objectif est un vrai challenge
pour poser correctement le problème d’optimisation de transfert thermique. Alexander-
sen [1] a mené une analyse sur les fonctionnelles objectif utilisées pour des problèmes de
transferts thermiques de type conduction pure et il a abouti à la formulation de la com-
pliance thermique. Dans le chapitre 4, nous explorons de nouvelles fonctionnelles objec-
tif qui permettent soit de contrôler la diminution de la perte de charge dans le domaine
étudié ou d’augmenter les transferts de chaleur transmis au fluide.

Concernant le mode de transfert thermique, le problème d’optimisation abordé par
Yoon [137] relève du transfert de chaleur par convection forcée, Alexandersen et al. [2]
étudie l’effet de la variation du nombre de Grashof pour un transfert de type convec-
tion naturelle, Coffin and Maute [33] mènent leur étude en convection naturelle et transi-
toire. Néanmoins, la discrétisation choisie est toujours la méthode des éléments finis ou
la méthode des éléments finis étendus. Dans le dernier chapitre 4 de ce mémoire, nous
étudions des problèmes d’optimisation conducto-convectifs en convection naturelle et
convection naturelle pure, en employant, comme établi ci-dessus, la méthode des vo-
lumes finis.

Pour finir, comme la majorité des problèmes d’optimisation conducto-convectifs de la
littérature, les problèmes d’optimisation abordés dans cette thèse seront traités en régime
stationnaire.

1.4.2 Verrous scientifiques et stratégies

Plusieurs verrous scientifiques sont encore à lever en optimisation topologique. Un
des points sensibles dans la résolution des problèmes d’optimisation est lié au caractère
discret du paramètre de conception α qui conduit à l’obtention de zones intermédiaires
entre le fluide et le solide. Le second point est relatif aux erreurs numériques aboutissant
à des solutions irréalistes, notamment concernant l’existence d’écoulement dans le do-
maine contenant du matériau.

Plusieurs fonctions d’interpolation sont définies pour résoudre efficacement les pro-
blèmes d’optimisation topologique dans les milieux continus. Les fonctions d’interpo-
lation utilisées par la plupart des auteurs sont rappelées dans ce paragraphe, comme la
fonction d’interpolation de la variable de conception α et la fonction d’interpolation des
propriétés topologiques du matériau intervenant dans la méthode SIMP.
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Interpolation du coefficient de Brinkmann. Tout d’abord, en optimisation topologique,
la répartition de matériau est paramétrée en définissant une variable de conception φ ∈
{0, 1}. Cette variable discrète représente soit du matériau solide (φ = 1), soit du fluide
(φ = 0). Une méthode classique pour résoudre le problème d’optimisation topologique
lorsque le paramètre d’optimisation est une variable discrète est de la changer en une va-
riable continue pour chaque élément associé au domaine étudié. Cette méthode permet
d’obtenir des régions accessibles au fluide et d’autres non accessibles en affectant des va-
leurs comprises entre les valeurs minimales et maximales de cette variable de conception.
En général, les auteurs utilisent la fonction d’interpolation du coefficient de Brinkman
introduite par Borrvall and Petersson [22] ou une version reformulée de cette fonction
convexe dépendant d’un paramètre de pénalité p appelée fonction RAMP (Rational Ap-
proximation of Material Properties) :

α(φ) = αs + (α f −αs) φ

(
1+p

φ+p

)
, p > 0 (1.28)

où p est le paramètre de pénalité permettant de contrôler les régions intermédiaires pen-
dant le processus d’optimisation. Ici, φ(r ) = 0 ou φmi n correspond à α f = 0 et φ(r ) = 1
correspond à αs ≈ ∞ en l’élément du maillage r . Ensuite, le terme de pénalisation de
Brinkman αs u est appliqué dans la région solide (φ = 1) pour renforcer la condition de
vitesse nulle dans la structure solide et la condition de non-glissement au niveau des pa-
rois solides. Dans le même temps, l’équation originale de Navier-Stokes est résolue dans
la région dite fluide (φ = 0). La formule (1.28) est fréquemment utilisée dans la littérature
Alexandersen et al. [3], Dede [37], Kreissl et al. [80], Gersborg-Hansen et al. [52], Guest and
Prévost [55], Lee [84], Olesen et al. [102], Andreasen and Sigmund [5].

Interpolation de la conductivité thermique. Ensuite, pour faire face à la différence de
conductivités thermiques entre les régions contenant du matériau et les régions conte-
nant du fluide, la plupart des auteurs choisissent d’interpoler également la conducti-
vité thermique en utilisant la méthode SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization).
Cette méthode permet de traiter le caractère discret de la conductivité thermique suite à
la répartition discrète de matériau. Ainsi, les auteurs Marck et al. [92], Alexandersen et al.
[3], Rozvany et al. [115], Yoon [137] ont considéré une conductivité thermique continue
fonction du paramètre d’optimisation η compris entre 0 et 1. Cette fonction est de type
RAMP comme introduit par Stolpe and Svanberg [120] :

k(α) = k f + (ks −k f ) ηp , avec 0 ≤ η≤ 1 and p ≥ 1, (1.29)

et utilisée par Marck [93], Alexandersen et al. [3] et Lee [84]. Souvent, il s’agit d’ailleurs
d’une conductivité thermique équivalente qui est calculée à la place de la viscosité dy-
namique. D’autres méthodes basées sur des fonctions linéaires ont été développées par
Matsumori et al. [95] et Dede [37].

Difficulté liée au paramètre de pénalité. Dans les différentes fonctions d’interpolation
utilisées dans la littérature et définies précédemment (1.28), (1.29), le paramètre de péna-
lité p permet de contrôler l’intensité de pénalisation des régions intermédiaires, entre le
fluide et le solide. Borrvall and Petersson [22] expliquent que les fonctions d’interpolation
linéaire entraînent des zones de transition trop grande pour avoir une solution optimale
d’une "bonne" qualité. Marck et al. [92] ont noté par ailleurs que l’interface fluide-solide
n’apparaît pas distinctement pour de faibles valeurs de p. Gersborg-Hansen et al. [52]
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FIGURE 1.7 – Illustration de la répartition en damier ou « checkerboard pattern »

expliquent que si la fonction d’interpolation (1.28) approche une fonction linéaire, l’algo-
rithme génère des formes dominées par la valeur maximale de α. L’analyse de ces auteurs
amène à la conclusion suivante : plus la fonction (1.28) est convexe, c’est-à-dire plus la va-
leur de p est grande, plus l’algorithme d’optimisation tolère l’existence d’éléments ayant
des valeurs intermédiaires entre les bornes 0 et 1, ce qui a pour effet une frontière non
distinctement définie entre les régions fluides et solides.

La technique proposée par Borrvall and Petersson [22] et adoptée par beaucoup d’au-
teurs est de suivre une procédure en deux étapes : on cherche d’abord une forme optimi-
sée avec de faibles valeurs de p (p = 0.01, par exemple), puis on s’en sert comme hypo-
thèse initiale avant d’effectuer à nouveau l’optimisation topologique du problème consi-
déré avec des valeurs de p plus élevées (p = 0.1 jusqu’à 1, par exemple). Cette deuxième
étape facilite la pénalisation des valeurs intermédiaires de la variable α et de la forcer à
prendre ses valeurs extrêmes 0 ou 1. En faisant de même pour (1.29), Alexandersen et al.
[2] précisent que le paramètre p ainsi ajusté, pénalise la région intermédiaire en respec-
tant la conductivité thermique équivalente des éléments du maillage.

Motif en damier ou « checkerboard pattern ».

Les répartitions de α(φ) dites en « damier » sont des régions où la valeur de α(φ) pour
des éléments contigus du maillage, varie de manière périodique et alternée entre deux
valeurs, généralement le fluide (0) et le solide (1). Si le maillage est formé de carrés ou
de rectangles, la répartition ressemble à l’arrangement des cases noires et blanches dans
un jeu de dames ou dans un jeu d’échecs, d’où le nom de «checkerboards patterns» en
anglais (cf. Figure 1.7).

Ce type de résultat est courant en optimisation topologique de transfert de chaleur (cf.
Lee [84], Marck [93]). L’alternance d’éléments appartenant au domaine solide et fluide
crée des régions où les éléments solides ne sont pas correctement connectés. Lee [84]
conclut son analyse en démontrant que ces difficultés numériques découlent des insta-
bilités numériques liées à la méthode de pénalisation de Brinkman dans la mesure où
le processus d’optimisation profite des erreurs et des faiblesses du modèle numérique.
Kreissl and Maute [78] aboutissent à des formes optimales où la pression se diffuse dans
le domaine qui contient du matériau, ce qui est physiquement incorrect comme solution.

Filtres. Il est possible de regarder le domaine discrétisé et la répartition de matière comme
une image digitalisée. Chaque élément représente un pixel et la valeur de α au sein de
chaque élément peut être associée à une échelle de gris où le blanc représente le fluide
et le noir, le solide. Les répartitions en damier sont alors interprétées comme des bruits
indésirables à éliminer. L’épuration de tels bruits peut être réalisée par des techniques de
filtres semblables à celles qui sont utilisées en traitement d’image. Les filtres par produits
de convolution comme souligné par Bendsøe and Sigmund [15] ont prouvé leur effica-
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cité dans de nombreux cas d’étude. On peut alors filtrer la variable de conception α ou la
sensibilité de la fonctionnelle objectif ∂J /∂α. La méthode consiste en la définition d’une
échelle de longueur indépendante de la taille du maillage, c’est un rayon de filtrage R, en
dessous de laquelle tous les éléments prennent la même valeur de α ou de la sensibilité
∂J /∂α. Les auteurs Marck et al. [92] et Alexandersen [1] ont confirmé que les filtres ont
permis d’éviter les problèmes de damier ainsi que la dépendance de la forme optimisée
au maillage.

1.4.3 Objectifs et orientations de la thèse

Ainsi, outre l’obtention d’une forme optimisée techniquement réalisable, un des points
sensibles est la définition de l’interface fluide-solide à la fin du processus d’optimisation.
Le Chapitre 2 porte sur l’introduction de nouvelles fonctions d’interpolation de type sig-
moïde permettant d’améliorer la définition de la frontière fluide-solide pendant le pro-
cessus d’optimisation. La taille de la zone intermédiaire, c’est-à-dire la zone ne corres-
pondant ni au fluide ni au solide, a été calculée analytiquement et théoriquement pour
montrer qu’elle a été réduite grâce à ces fonctions sigmoïdes. En plus d’une définition de
frontière entre les deux domaines s’effectuant pendant l’optimisation topologique, cette
nouvelle technique ne nécessite pas le recours aux filtres numériques et ne génère pas de
motifs en damier. Nous l’avons validée sur deux cas référencés dans la littérature, à savoir
le « single pipe » et le « bend pipe ».

Le Chapitre 4 s’intéresse aux transferts thermiques et massiques dans le canal verti-
cal asymétriquement chauffé. En amont des travaux d’optimisation au sens topologique
de ces transferts, une étude sur l’influence de la stratification thermique à l’extérieur du
canal et l’influence du rayonnement de surface ont été évaluées sur différentes quanti-
tés thermiques et aérauliques. Cette étude a permis de mettre en évidence des grandeurs
à prendre en compte pour définir nos fonctions objectifs dans les problèmes d’optimi-
sation. Plus particulièrement, nous avons mis en évidence une variation de la taille de
l’écoulement retour, ce qui contribue à augmenter les pertes de charge dans le canal.
Nous avons aussi remarqué l’effet bouchon lié à la stratification thermique qui diminue
la vitesse du fluide et influence donc l’énergie thermique au sein du canal.

Par la suite, nos travaux se sont concentrés sur l’expression de nouvelles fonction-
nelles objectif dans le Chapitre 4. Nous proposons ainsi une nouvelle expression de la
puissance mécanique pour contrôler les pertes de charge (malgré l’ajout de matière) dans
le canal vertical et la combinons avec l’expression de la puissance thermique. Cette nou-
velle fonction objectif aura pour effet de corriger les instabilités relevées en sortie du do-
maine avec les autres fonctions objectifs de la littérature. Le problème ainsi posé est ré-
solu pour un écoulement en convection mixte, bien que la convection naturelle reste do-
minante, et pour des variations du nombre de Richardson compris entre 100 et 400. Les
fonctions d’interpolation de type sigmoïde sont également utilisées et permettent l’ob-
tention d’une frontière fluide-solide distincte. Enfin, nous avons exploré une fonction-
nelle objectif qui permet de minimiser la puissance dissipée liée aux frottements pour un
écoulement de convection naturelle dans le canal.

1.4.4 Méthodes et algorithme d’optimisation

Dans ce paragraphe, nous présentons la méthode des multiplicateurs de Lagrange, la
méthode du gradient et l’évaluation de la sensibilité de la fonctionnelle objectif. Notre
objectif est de résoudre le problème d’optimisation avec contraintes (1.27). Il correspon-
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dra au problème primal dans la suite de ce mémoire et il s’énonce ainsi : « Déterminer
les variables d’état X = (u, p,θ) et la variable de contrôle α qui minimisent la fonctionnelle
objectif J sous contraintes des équations R(X,α) = 0 et de B(X|Γ ,α). »

Dans le cadre des travaux de cette thèse, nous avons adopté la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange. Le lecteur est invité à consulter Bergmann [17] pour les autres
méthodes.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange. Cette méthode permet de transformer le
problème d’optimisation avec contraintes en un problème d’optimisation sans contrainte
pour lequel une fonctionnelle de Lagrange est définie. Le minimum, s’il existe, est un
point « stationnaire » de cette fonctionnelle de Lagrange. Le principe consiste à intro-
duire des multiplicateurs de Lagrange ξ (appelés aussi variables adjointes) pour prendre
en compte explicitement les contraintes R(X,α) et B(X|Γ ,α) du problème. Dans ce mé-
moire, ce problème sera identifié comme le problème primal du problème d’optimisa-
tion. Le paramètre de contrôle est alors obtenu en résolvant un système d’équations aux
dérivées partielles couplées. La fonctionnelle de Lagrange est définie de la manière sui-
vante :

L (X,α,ξ) = J (X,α)−<R(X,α),ξ>−< B(X|Γ)−x0,ξ>,

où < ·, · > est un produit scalaire L2 qui peut être volumique ou surfacique.
Le problème d’optimisation sans contraintes devient alors : « Déterminer les variables
d’état X, la variable de contrôle α et les variables adjointes ξ telles que la fonctionnelle de
Lagrange L présente un extremum, ce qui implique δL = 0 » et donc :

δL =
δL

δX
δX+ δL

δα
δα+ δL

δξ
δξ = 0.

Par définition, la dérivée de Fréchet de L au point xm dans la direction δx est donnée
par :

lim
ε→0

L (xm +ε δx)−L (xm)

ε
.

En supposant ensuite les variables X,α,ξ indépendantes 1, les dérivées de Fréchet de L

doivent être identiquement nulles, dans toutes les directions admissibles X,α,ξ, c’est-à-
dire, quelles que soient les variations de δX,δα,δξ. Il en découle la relation suivante :

δL

δX
δX =

δL

δα
δα =

δL

δξ
δξ = 0.

On rappelle que cette condition n’est qu’une condition nécessaire à l’obtention d’un ex-
tremum global.

Comme détaillée dans la thèse de Tallet [124], l’annulation des dérivées de Fréchet
suivant les variables adjointes ξ, suivant les variables d’état X et suivant la variable de
contrôle α donne des conditions nécessaires qui forment un système d’équations aux dé-
rivées partielles, appelé système optimal. Les solutions de ce système donnent des para-
mètres de contrôle optimal αopt, des variables d’état optimales Xopt et des variables ad-
jointes optimales ξopt. 

δL
δξ = 0 ⇒ Equations d’état

δL
δX = 0 ⇒ Equations adjointes

δL
δα = 0 ⇒ Condition d’optimalité

(1.30)

1. Cette hypothèse est en toute rigueur fausse, puisque les variables X et α sont liées par les contraintes
physiques R(X,α)
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Les équations d’état sont celles du problème primal (1.27). Par la suite, nous décri-
vons l’algorithme d’optimisation à direction de descente utilisée pour résoudre le pro-
blème optimal. La détermination des variables adjointes nous permettra ensuite d’abou-
tir à l’expression du gradient de la fonction objectif J .

Pour la plupart des problèmes d’optimisation, il n’est pas possible de résoudre le pro-
blème optimal couplé (1.30) directement, car il est très coûteux en temps de calcul. Le
problème primal est résolu de manière à avoir les variables d’état [p,u,θ]. La méthode
de Gauss-Seidel de Nougier and Nougier [99] est employée pour résoudre le système ma-
triciel, et l’algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) de
Patankar and Spalding [108] pour le couplage vitesse-pression. Pour la suite de la résolu-
tion du problème d’optimisation, des algorithmes ont été développés comme la méthode
par équation adjointe décrite ci-après. D’autres méthodes peuvent être employées selon
le nombre de paramètres et d’autres critères. Se référer alors à Bergmann [17] et à Tallet
[124]).

Méthode de descente basée sur le gradient. Le problème d’optimisation sans contrainte
consiste à trouver αopt ∈ Rn tel que J (αopt) ≤ J (α), ∀α ∈ Q ⊂ Rn . Ce genre de problème
est généralement résolu par des algorithmes d’optimisation dits de descente. Ces algo-
rithmes sont de type itératif et ils consistent à approcher une solution par la récurrence :

αk+1 = αk +wk dk ,

où wk est appelé le pas à effectuer le long de la direction de descente dk et k représente
une itération de l’algorithme considéré. dk est une direction de descente de J en αk si :

∇J (αk ) ·dk < 0.

Par définition, si dk est une direction de descente, alors :

J (αk +wk dk ) < Jk (αk ), pour tout wk > 0 suffisamment petit.

Pour utiliser la méthode à direction de descente, il faut donc déterminer :

— la direction de descente dk

— le pas wk

Les algorithmes de descente requièrent ainsi la connaissance de la fonctionnelle J (α), de
son gradient ∇J (α), et dans certains cas de la hessienne ∇2J (α). Les méthodes basées
sur le gradient consistent à chercher la solution dans la direction opposée du gradient de
la fonctionnelle, ce qui donne :

dk = −∇J (αk ).

Une variante de la méthode du gradient, appelée méthode du gradient conjugué, déve-
loppé par Hestenes and Stiefel [62], est souvent utilisée pour la minimisation de fonc-
tionnelles quadratiques. C’est sur cette méthode que s’appuie l’algorithme d’optimisa-
tion utilisé pour les travaux de cette thèse. Cette méthode consiste à calculer une nouvelle
direction de descente telle que :

dk+1 = −∇J (ck+1)+βk+1 dk

où le terme βk+1 est fonction du gradient de la fonctionnelle et peut être calculé selon
différentes méthodes Bergmann [17]. Dans le cadre de nos travaux, nous la calculons avec
la méthode de Fletcher-Reeves :

βk+1 =
∇J T

k+1 ∇Jk+1

∇J T
k ∇Jk
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0. Initialisation : k = 0, αk = αi ni ;

1. Résoudre les équations d’état (1.30) afin d’obtenir les variables d’état [p,u,θ]k = [p,u,θ]k (αk ) ;

2. Résoudre les équations adjointes (1.30) afin d’obtenir les variables adjointes p∗,u∗,θ∗ ;

3. Évaluer la direction de descente dk = −∇J (αk ), grâce à la condition d’optimalité (1.30) ;

4. Déterminer le pas wk > 0 par recherche linéaire ;

5. Déterminer un nouveau paramètre de contrôle αk+1 = αk + wk dk ;

6. Projeter la nouvelle variable αk+1 telle que αk+1 = max(0,min(0,αmax)) ;

7. Déterminer dk+1 = −∇J (αk+1)+βk+1 dk par la méthode de Fletcher-Reeves pour obtenir βk+1 ;

8. Incrémentation de k = k +1 ;

Retour à l’étape 1 si le critère de convergence ∇J (αk ) < ε n’est pas satisfait

TABLEAU 1.2 – Algorithme d’optimisation

L’algorithme d’optimisation est décrit dans le tableau 1.2. Pour déterminer le gradient de
la fonctionnelle objectif à l’étape 3 de l’algorithme 1.2, nous avons opté pour la méthode
de l’équation adjointe décrite ci-après.

Méthode par l’équation adjointe En utilisant les propriétés d’un opérateur adjoint pour
l’équation adjointe : (

∂R

∂X

)∗
ξ =

(
∂J

∂X

)∗
⇔ ξ∗

(
∂R

∂X

)
=

(
∂J

∂X

)
(1.31)

et la définition du gradient de la fonctionnelle objectif,

dJ

dα
=
∂J

∂α

dX

dα
+ ∂J
∂α

il découle l’expression suivante :

dJ

dα
= ξ∗

∂R

∂X

dX

dα
+ ∂J
∂α

Or R(X,α) = 0, d’où
∂R

∂X

dX

dα
+ ∂R
∂α

= 0

et donc :
dJ

dα
= −ξ∗∂R

∂α
+ ∂J
∂α

(1.32)

Comme l’équation (1.31) est indépendante du nombre de paramètres de contrôle, le
système linéaire peut être résolu une seule fois. De plus, lorsque la condition d’optimalité
est vérifiée (2.1), dJ /dα = 0 est exactement vérifiée. L’étape 3 de l’algorithme 1.2 consiste
donc à résoudre l’équation (1.32).

Ces méthodes sont faciles à implémenter et présentent un faible coût de calcul par
itération. Par contre, la vitesse de convergence peut être faible et des oscillations numé-
riques peuvent apparaître, lorsque le gradient de la fonctionnelle objectif tend vers 0, se
référer à Vitale [127].
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1.5 Conclusion du chapitre

Ce premier chapitre a permis de présenter les objectifs et orientations de nos travaux
qui visent à contribuer aux méthodes d’optimisation topologique de problèmes conducto-
convectif. Pour ce faire, nous avons rappelé les méthodes les plus utilisées de la littérature
et avons mis en évidence les verrous scientifiques à lever. Nous proposons ainsi de nou-
velles méthodes d’optimisation de transferts thermiques et massiques et l’appliquons au
canal vertical asymétriquement chauffé. Ces nouvelles stratégies apportent des amélio-
rations et peuvent être utilisées pour obtenir de meilleures performances thermiques, ou
alors pour mieux contrôler l’ajout de matière dans le domaine influençant possiblement
le coût global de production.
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Chapitre 2

Nouvelle technique d’interpolation pour
l’optimisation des transferts de chaleur
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CE chapitre aborde une des premières difficultés rencontrées lors de la résolution des
problèmes d’optimisation, à savoir la définition de la frontière fluide-solide. Nous

proposons une nouvelle technique d’optimisation au sens topologique pour résoudre les
problèmes de transferts thermiques. L’introduction de fonctions d’interpolation de type
sigmoïde nous permet d’avoir une définition claire de la frontière entre les domaines
fluide et solide en fin du processus d’optimisation. De plus, le recours au filtre pour corri-
ger les erreurs numériques n’est plus nécessaire et enfin, la contrainte volumique explici-
tée dans la plupart des problèmes d’optimisation est traitée différemment, par le biais no-
tamment d’un des paramètres de la sigmoïde. Cette nouvelle technique est validée pour
deux cas d’étude connus de la littérature : le «single pipe» et le «bend pipe».
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2.1 Objectif de cette étude

Cette étude 1 propose une nouvelle technique d’interpolation basée sur l’approche
par densité pour résoudre les problèmes d’optimisation topologiques de transferts ther-
miques. La variable de conception α et la conductivité thermique équivalente k sont res-
pectivement interpolées par une fonction hτ(α) et par une autre kτ(α) afin de fournir
une transition continue entre les domaines fluide et solide. Ces fonctions d’interpolation
évitent le recours à des techniques de régularisation tels que les filtres car les problèmes
peuvent être résolus directement en une étape sans se préoccuper du paramètre de péna-
lité des fonctions d’interpolation de la littérature. De plus, ces fonctions d’interpolation
permettent d’obtenir une plus petite zone de transition entre les région solide et fluide.
Cela est démontré analytiquement et numériquement par le calcul explicite de la taille
de ces zones et par sa comparaison avec les fonctions standards de la littérature. Afin de
valider la nouvelle méthode, elle est appliquée à deux cas connus de la littérature : le «
single pipe » et le « bend pipe ». Enfin, ces deux sigmoïdes, hτ et kτ font intervenir deux
nouveaux paramètres dont les impacts sur les résultats de l’optimisation sont étudiés.

2.2 Governing equation

The main goal of this paper is to solve topology optimization problems for heat trans-
fer in fluid flow. The latter can be written in the general form below :

Minimize J (u, p,θ) =
∫
Ω

JΩ(u, p,θ)dΩ+
∫
Γ

JΓ(u, p,θ)dΓ

Subject to Governing equation for (u, p,θ)
Boundary conditions on Γ

, (2.1)

where u, p and θ are respectively the dimensionless velocity, pressure and temperature,Ω
is a bounded open set of Rd , d = 2,3, with boundary Γ = ∂Ω. The function JΩ and JΓ are
some cost functional modeling a physical effect one wish to minimize. We assume that Γ
can be decomposed as Γ = Γ1 ∪Γ2 ∪Γi n ∪Γout where Γi n is the inlet, Γout the outlet and
Γ1,Γ2 are going to be considered as walls.

For the governing equation, the flows considered in this study are assumed Newtonian
and incompressible, steady and laminar. The inverse permeability field is introduced in
the steady-state Navier-Stokes equations as a source term hτ(α)u yielding a Brinkman
model with a convection term. The set of dimensionless equations governing the conser-
vation of momentum, mass and energy for incompressible steady-state fluid flow are the
following :

(u ·∇) u = −∇p +Re−1 ∆u−hτ(α) u+Ri θ −→ey inΩ,
∇·u = 0 inΩ,
∇· (u θ) = div

(
Re−1 Pr−1 kτ(α) ∇θ) inΩ.

(2.2)

The reduced dimensionless temperature is θ = (T−T0)/∆T and the uniform heat flux Φ =
∂nθ on some part of Γ1 is equal to λ f ∆T/l , with λ f the thermal conductivity of the fluid.
Parameters governing the flow are the Reynolds number defined as Re = U0 l /ν, with U the
reference velocity (i.e mean velocity here) and l is the hydraulic diameter, the Richardson
number Ri = Gr /Re2 where Gr is the Grashof number defined as Gr = g β∆T l 3/ν2. hτ(α)

1. Cette étude a fait l’objet d’un article intitulé "A new interpolation technique to deal with fluid-porous
media interfaces for topology optimization of heat transfer" et soumis pour publication dans Computers
and Fluids
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corresponds to the ratio between a kinematic viscosity and a permeability and α is the
spatially varying design variable field determined by the optimization algorithm. Regions
with low permeability can be considered as solid regions since (at least formally) the ve-
locity of the fluid vanishes in such region, and those with very high permeability regions
are interpreted as pure fluid. The interpolation function for the adimensional thermal
conductivity is given by kτ(α).

We consider the following set of boundary conditions :

u = 0, ∂nθ = −1 on Γ1,
u = 0, ∂nθ = 0 on Γ2,
un = 1, ut = 0, θ = 0 on Γi n ,
∂nu = 0, ∂nθ = 0, p = 0 on Γout ,

(2.3)

where un and ut are the normal and tangential components of primal velocities, respecti-
vely. To summarize, we require a constant horizontal velocity and a constant temperature
θ0 at the inlet, vanishing gradient for both velocity and temperature of fluid at the outlet.
Homogeneous Dirichlet for the velocity and Neumann boundary condition are prescri-
bed for the temperature on the walls. It is worth noting that boundary conditions on the
outlet have been considered in Ramalingom et al. [113] and ensure that the fluid does not
re-enter in the domain.

2.3 Interpolation

The goal of topology optimization is to end up with binary designs, i.e avoid that the
design variables take other value than those representing the fluid or the solid. The most
important thing is to be sure that the intermediate regions (the transition zones) are unat-
tractive with respect to the optimization problem. This is usually carried out by penalizing
the intermediate densities with respect to the material parameters, such as inverse per-
meability and effective conductivity. A standard approach is to use some convex interpo-
lation (RAMP) function Alexandersen et al. [2], Borrvall and Petersson [22], Marck et al.
[92]. In this section, we propose to use another interpolation function hence interpolate
the inverse permeability and the effective conductivity using sigmoid functions. After gi-
ving the definition of our interpolation function, we show that the transition zones of the
sigmoid are much smaller than those of the standard RAMP function therefore motivating
the use of such method in topology optimization.

2.3.1 Interpolation of porosity using a sigmoid function

Inverse permeability is interpolated with a sigmoid function

hτ(α,α0) = αmax

(
1

1+exp(−τ(α−α0))
− 1

1+exp(τα0)

)
(2.4)

where α ∈ [0,αmax] with αmax being the maximal value hτ can reach. Direct computations
show that hτ(0,α0) = 0 and that the following point-wise convergence holds

lim
τ→+∞ hτ(α,α0) =


0 if α< α0,
α0/2 if α = α0,
αmax if α> α0.

(2.5)
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This shows that hτ is a smooth regularization of a Heaviside step function. From (2.5),
one can see that α0 can be tuned to control the size of the fluid part in the computational
domain. Finally, note that the definition of our interpolation function has to be changed
when α0 = 0 since we require α≥ 0 and (2.4) would lead to a regularization of a step func-
tion satisfying hτ(0,0) = 0 and, for any α > 0, hτ(α,0) → αmax/2 as τ→ +∞. In order to
cover this case, one can use the following interpolation function

hτ(α,0) = h̃τ(α) = 2 αmax

(
1

1+exp(−τα)
− 1

2

)
,

which satisfies h̃τ(0) = 0 and, if α> 0, h̃τ(α) → αmax as τ→+∞.

2.3.2 Comparison with standard RAMP interpolation function

The RAMP function has been introduced in Borrvall and Petersson [22] and is defined
as follows :

hq,R(s) = αmax + (αmin −αmax)(1− s)
1+q

1− s +q
, (2.6)

where s ∈ [0,1] is the design parameter and αmin,αmax are respectively the minimal and
maximal value the RAMP function can take. Again, some direct computations show that
hq,R is a smooth and convex regularization of a Heaviside step function since hq,R(0) =
αmin and, for any s > 0, limq→0 hq,R(s) = αmax. In the sequel, we use αmin = 0 since this does
not add any difficulties nor plus to the discussion. We now compare the performances of
our sigmoid (2.4) with the standard RAMP function (2.6) by focusing on the size of their
so-called transition zones. First, note that they are both defined on Ω but the transition
zone only depends on the value of the design parameter s(x) for x ∈Ω. As a result, we are
going to consider that both functions have real domain and act on the interval [0,1]. Also,
to compare functions having the same domain and being both smooth regularization of
step function as q → 0, we rescale the sigmoids (2.4) thanks to the formula

hq,S(s,α0) = h1/q (αmaxs,α0), hq,S,0(s) = h̃1/q (sαmax), s ∈ [0,1].

By definition, the transition zones are the undesirable values of the design variable s ∈
[0,1] for which the velocity of the speed is not enough penalized to vanish or the value of
the interpolation function is not small enough for considering these zones as fluid. As one
can see from Figure 2.1, the sigmoid function has much smaller transition zone than the
RAMP function.
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FIGURE 2.1 – Interpolation functions with q = 1 and α0 = αmax/4. Left : αmax = 200. Right : αmax =
2000.

To prove this claim and get more qualitative results we are going to compute explicitly
the size of these transition zones. For a given small enough ε> 0 and a large enough M > 0,
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the latter are defined by

T
(

f ,ε,M
)

=
{

s ∈ [0,1] | ε≤ f (s) ≤ M
}

, f ∈ {
hq,R,hq,S,hq,S,0

}
.

Since both interpolation function are increasing, they admit an inverse function f −1 and
the transition zone is thus given by the interval T

(
f ,ε,M

)
= [ f −1(ε), f −1(M)] from which

we infer that

|T (
f ,ε,M

) | = f −1(M)− f −1(ε). (2.7)

It then only remains to compute the inverse of the sigmoid and RAMP functions. This
is actually achieved by solving f (s) = y for a given y ∈ [0,αmax]. These equations can be
solved analytically using only direct computations and give

s =
(
hq,R

)−1 (y) = 1−q
y −αmax

αmax − y + (1+q)(αmin −αmax)
= y

1+q

αmaxq + y
(2.8)

s =
(
hq,S

)−1 (y) =
α0

αmax
−

q

αmax


−log

(
αmax − y(1+exp(−α0/q))

αmaxexp(−α0/q)+ y(1+exp(−α0/q))

)
if s ≤ α0/αmax

log

(
αmax − y(1+exp(−α0/q))

αmaxexp(−α0/q)+ y(1+exp(−α0/q))

)
if s ≥ α0/αmax

s =
(
hq,S,0

)−1 (y) = −log

(
αmax − y

αmax + y

)
q

αmax
.

The constraint on s in the definition of the inverse of hq,S comes from the fact that we
have to solve an equation of the form exp((α0 − sαmax)/q) = g (y) for a positive function g .
Using (2.7) and (2.8), the size of the transition zones are finally

|T (
hq,R,ε,M

) | := TR = qαmax
(1+q)

(αmaxq +M)(αmaxq +ε)
(M−ε),

|T (
hq,S,ε,M

) | := TS =
q

αmax
log

(
αmax −M(1+exp(−α0/q))

αmaxexp(−α0/q)+M(1+exp(−α0/q))

)
+ q

αmax
log

(
αmax −ε(1+exp(−α0/q))

αmaxexp(−α0/q)+ε(1+exp(−α0/q))

)
,

|T (
hq,S,0,ε,M

) | := TS,0 =
q

αmax
log

(
(αmax −M)(αmax +ε)

(αmax +M)(αmax −ε)

)
.

For α0 = 0, one can clearly see that TS,0 < TR. To deal with the case α0 > 0, note that the
parameter q is small since we wish the interpolation function to be close to an ideal step
function. Also, we emphasize that α0 > 0 is going to depend on αmax in order to control the
percentage of fluid in Ω. Since αmax has to be large enough, one gets that z = exp(−α0/q)
is a small parameter and we can thus expand TS as z → 0. This gives

TS =
q

αmax
log

(
(αmax −M)(αmax −ε)

Mε

)
+O(exp(−α0/q)),

from which one can see that TS < TR. Thanks to the factor q/αmax, we can see that the
intermediate zones of the sigmoid are in fact much smaller than those of the RAMP func-
tion. Some numerical calculation of the size of transition zone confirming this fact can
be found in Table 2.1,2.2 for αmax ∈ {200,2000} and q ∈ {1,10−4,10−5}.
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TR TS TS,0

q = 1 0.6657 0.0380 0.0055
q = 10−4 0.1665 3.8002×10−6 5.4881×10−7

q = 10−5 0.0196 3.8002×10−7 5.4881×10−8

TABLEAU 2.1 – Size of the transition zones for αmax = 200, M =αmax/2, ε = 0.1 and α0 = αmax/4.

TR TS TS,0

q = 1 0.6666 0.0050 5.4926×10−4

q = 10−4 0.6665 4.9517×10−7 5.4926×10−8

q = 10−5 0.1666 4.9517×10−8 5.4926×10−9

TABLEAU 2.2 – Size of the transition zones for αmax = 2000, M = αmax/2, ε = 0.1 and α0 = αmax/4.

2.3.3 Interpolation of the thermal conductivity

The effective conductivity is interpolated using a sigmoid function similar to (2.4) :

kτ(α,α0) = (ks −k f )

(
1

1+exp(−τ(α−α0))
− 1

1+exp(τα0)

)
+k f (2.9)

where α ∈ [0,αmax] is the design parameter, ks and k f are respectively the adimensio-
nal thermal diffusivity of the solid and of the fluid. Interpolation function (2.9) is again
a smooth regularization of a Heaviside step function that satisfies kτ(0,α0) = k f together
with the point-wise convergence

lim
τ→+∞ kτ(α,α0) =


k f if α< α0,
(k f +ks)/2 if α = α0,
ks if α> α0.

Similarly to hτ, the case α0 = 0 needs the following slight modification to still have, when
τ→+∞, a fluid-solid step function

kτ(α,0) = k̃τ(α) = 2(ks −k f )

(
1

1+exp(−τα)
− 1

2

)
+k f .

The previous function then satisfies k̃τ(0) = 0 and, for any α> 0, k̃τ(α) → ks as τ→+∞. A
RAMP-like interpolation function is also usually used for the thermal conductivity Alexan-
dersen et al. [2], Marck et al. [92]. Computations similar to those of Section 2.3.2 can be
done to prove that the transition zone of the sigmoid (2.9) are much smaller than those of
the RAMP function hence motivating using such technique in topology optimization.

2.4 Gradient computation with the adjoint model

We chose to solve the optimization problem (2.1) with gradient-based optimization
algorithm. The latter requires the computation of the gradient of the cost functional with
respect to the design variable which needs the sensitivities of the solution to the state
equation with respect toα. To do this, we are going to use the adjoint method (see e.g. Her-
zog and Kunisch [61], Hinze et al. [63], Petra and Stadler [109]) since it allows to compute
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the gradient of J efficiently, only by solving the so-called direct problem (the governing
equation) and the adjoint model.

We adopt here the differentiate then discretize approach Gunzburger [56] which means
that we need to compute the continuous adjoint model associated to (2.1) as done in Oth-
mer [104], Qian and Dede [111]. The Lagrangian associated to the optimization problem
(2.1) can then be defined as follows

L ((u,θ, p), (u∗,θ∗, p∗),α) := J (u,θ, p)−
∫
Ω

p∗ div u dΩ

−
∫
Ω

u∗ · [(u ·∇) u+∇p −Re−1∆u+hτ(α,α0) u−Ri θ −→ey
]

dΩ

−
∫
Ω
θ∗ · [∇· (u θ)−div(Re−1Pr−1 kτ(α,α0)∇θ)

]
dΩ

−
∫
Γ1

(
u ·Φ1 + (∂nθ−1)ψ1

)
dΓ−

∫
Γ2

(
u ·Φ2 +∂nθψ2

)
dΓ

−
∫
Γin

(
(u−uin) ·Φin +θψin

)
dΓ−

∫
Γout

(
∂nu ·Φout +pqout +∂nθψout

)
dΓ

(2.10)

where (u∗,θ∗, p∗,Φl ,ψl , qout), for l ∈ {1,2, in,out}, can be seen as Lagrange multiplier (or
adjoint variables). We emphasize that the variables (Φt ,ψt , qout) are here to enforce the
boundary conditions (2.3).

The adjoint model is defined thanks to the critical point of L with respect to the state
variables (u,θ, p). We use below the following notation for the derivative of an application
F : x ∈ E 7→F (x) ∈ F, where E,F are normed spaces

∂F

∂x
[δx] := lim

ε→0

F (x +εδx)−F (x)

ε
. (2.11)

First, since L is linear with respect to the adjoint variables, it is worth noting that we
recover the state equation (2.2)-(2.3) if, for l ∈ {1,2, in,out}, we solve

∂L

∂(u∗,θ∗, p∗,Φl ,ψl , qout)

[
δu∗,δθ∗,δp∗,δΦl ,δψl ,δqout

]
= 0.

Using now (2.11) to differentiate the Lagrangian (2.10) with respect to the state va-
riables, and integrating by parts to have no terms involving derivative of (δu,δθ,δp), we
end up with

∂L

∂(u,θ, p)

[
δu,δθ,δp

]
=

∫
Ω

∂JΩ
∂(u,θ, p)

[δu,δθ,δp] dΩ+
∫
Γ

∂JΓ
∂(u,θ, p)

[δu,δθ,δp] dΓ+∫
Ω
δu · (∇p∗−hτ(α,α0)u∗− (∇u)Tu∗+∇u∗u+θ∇θ∗+Re−1∆u∗)

dΩ

+
∫
Ω
δθ

(
div(Re−1Pr−1kτ(α,α0)∇θ∗)+u ·∇θ∗+Ri u∗ ·ey

)
dΩ

+
∫
Ω
δp div u∗ dΩ−

∫
Γ
δp

(
u∗ ·n

)
dΓ

+
∫
Γ
δu · (−n p∗−n θ θ∗+Re−1∂nu∗− (u ·n)u∗)

dΓ−
∫
Γ

Re−1∂nδu ·u∗ dΓ

+
∫
Γ
δθ

(
(−u ·n) θ∗−Re−1Pr−1kτ(α,α0) ∂nθ

∗)
dΓ+

∫
Γ
θ∗ Re−1Pr−1kτ(α,α0)∂nδθ dΓ

−
∫
Γ1

(
δu ·Φ1 +∂nδθψ1

)
dΓ−

∫
Γ2

(
δu ·Φ2 +∂nδθψ2

)
dΓ

−
∫
Γin

(
δu ·Φin +δθψin

)
dΓ−

∫
Γout

(
∂nδu ·Φout +δpqout +∂nδθψout

)
dΓ

(2.12)
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Assuming that (δu,δθ,δp,Φl ,ψl , qout) = 0 for l ∈ {1,2, in,out}, that the first derivatives of
δu,δθ vanish on Γ and solving

(
∂L /∂(u,θ, p)

)[
δu,δθ,δp

]
= 0 yield the adjoint problem :

∇p∗−hτ(α) u∗+θ ∇θ∗+Re−1∆u∗+∇u∗ u− (∇u)Tu∗ = −∂JΩ
∂u

inΩ

div u∗ = −∂JΩ
∂p

inΩ

Ri u∗ ·−→ey +u ·∇θ∗+div (Re−1Pr−1kτ(α)∇θ∗) = −∂JΩ
∂θ

inΩ.

(2.13)

For the adjoint boundary condition, we are going to show how to obtain them on Γ1 ∪Γ2

since the other part of Γ can be done in the same spirit. On both walls, the primal velocity
is fixed to zero (no-slip condition on the walls) and the heat flux either vanishes or is
constant. Since div u = 0 and u is prescribed or null value, there will be δu = 0, div δu = 0
and ∂nδθ = 0. We recall a formula from Kangro and Nicolaides [69, Lemma 7] that holds
for any vector fields w and reads

∂nw ·n = divw|Γ−divΓwt −κw ·n, (2.14)

where κ = divn is the curvature of Γ and divΓ is the surface divergence operator. Since
∂nδu ·u∗ = (∂nδu)n ·u∗

n + (∂nδu)t ·u∗
t and δu = 0 and div δu = 0, formula (2.14) gives that

∂nδu ·u∗ = (∂nδu)t u∗
t .

The boundary conditions on Γ1 ∪Γ2 are then obtained from (2.12) by considering, for
l = 1,2, the following vanishing terms∫

Γl

Re−1∂nδu ·u∗ dΓ =
∫
Γ

Re−1(∂nδu)t ·u∗
t dΓ = 0,∫

Γl

δp

(
u∗ ·n − ∂JΓ

∂p

)
dΓ = 0, (2.15)∫

Γl

δθ

(
(−u ·n) θ∗−Re−1Pr−1kτ(α,α0) ∂nθ

∗+ ∂JΓ
∂θ

)
dΓ = 0.

The adjoint boundary conditions on Γi n are obtained as above by taking δθ = 0. For the
outlet, we use ∂nδθ = 0, ∂nδu = 0 and δp = 0. Finally, we end up with the adjoint boundary
condition

On Γ1 ∪Γ2 : u∗
t = 0, unθ

∗+Re−1Pr−1kτ(α,α0) ∂nθ
∗ =

∂JΩ
∂θ

,u∗
n =

∂JΩ
∂p

,

On Γi n : u∗
n =

∂JΓ
∂p

u∗
t = 0, θ∗ = 0,

On Γout : un θ
∗+Re−1Pr−1kτ(α,α0) ∂nθ

∗ =
∂JΓ
∂θ

,

n p∗+n θ θ∗+Re−1∂nu∗+un u∗ =
∂JΓ
∂u

.

(2.16)

Now solving (∂L /∂α) [δα] = 0 for all δα yields

∂hτ,α0

∂α
u ·u∗+Re−1Pr−1

∂kτ,α0

∂α
∇θ ·∇θ∗ = 0 inΩ

∂kτ,α0

∂α
θ∗ = 0 on Γ1,

(2.17)
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which is the optimality condition. Finally, according to the adjoint method (see e.g. Gunz-
burger [56], Herzog and Kunisch [61], Petra and Stadler [109]), the gradient of the cost
functional J (u,θ, p) at some α is given by

∂J

∂α
(α) =

∂hτ,α0

∂α
u ·u∗+Re−1Pr−1

∂kτ,α0

∂α
∇θ ·∇θ∗, inΩ,

∂J

∂α
(α) =

∂kτ,α0

∂α
θ∗ on Γ1,

(2.18)

where (u,θ, p) satisfy (2.2-2.3) and (u∗,θ∗, p∗) satisfy the adjoint problem (2.13-2.16).

Remark 1 The adjoint variables (Φl ,ψl , pout) used to enforce the boundary conditions (2.3)
of the primal problem are not needed to solve the adjoint problem. Nevertheless, they can
be determined using (2.13,2.15) which cancel many terms in (2.12) and gives

Φl = −n p∗−n θ θ∗+Re−1∂nu∗− (u ·n)u∗+ ∂JΓ
∂u

on Γl

ψl = θ∗Re−1Pr−1kτ(α,α0)+ ∂JΓ
∂θ

on Γl , l ∈ {1,2, in},

Φout = −Re−1u∗,ψout = θ∗Re−1Pr−1kτ(α,α0), qout = −u∗
n − ∂JΓ

∂p
.

Note finally that these adjoint variables are also not needed to compute the gradient of the
cost functional with respect to the design variable since they does not appear in (2.18).

2.5 Numerical example

This section aims to validate the new interpolation technique. To do so, we investigate
two objective functions. First objective function is related to the power dissipated by the
fluid through the domain Ω and can be evaluated on the basis of total pressure losses as
follows :

J1(u, p,θ) = −
∫
Γ

pt u ·n dΓ where pt = p + 1

2
u2 (2.19)

The second cost function is related to the maximization of the recoverable thermal power
from the domainΩ and is given by

J2(u, p,θ) =
∫
Γ
θ u ·n dΓ (2.20)

We finally consider the following objective functional

minimize : J (u, p,θ) = J1(u, p,θ)−J2(u, p,θ),

= −
∫
Γ

(pt +θ) u ·n dΓ

subject to : Governing equation (2.2),
Boundary conditions (2.3).

(2.21)

We notice that the objective function J is a linear combination of both objective func-
tions described above. It’s taking place at the inlet and outlet flow boundary conditions
and the combination involves the opposite of J2 since the optimization problem aims
at minimizing the combinatory function J . Using the notation from the general optimi-
zation problem (2.1), we have JΩ = 0 and JΓ(u, p,θ) = (p +θ) u ·n. The adjoint model is
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then given by (2.13)-(2.16) where all the partial derivative of JΩ are zero and the following
boundary conditions hold

u∗ = 0, ∂nθ
∗ = 0 on Γ1 ∪Γ2,

u∗
t = 0, θ∗ = 0, u∗

n = −un on Γi n ,
θ∗ un +Re−1Pr−1 kτ(α) ∂nθ

∗ = −un on Γout ,
p∗+θ∗ θ+Re−1 ∇nu∗ ·n +u∗

n un = −(θ+ p) on Γout .

(2.22)

As said in section 2.4, we propose to solve the topology optimization problem with a stee-
pest descent algorithm where the gradient is computed thanks to the adjoint method. The
main flow of the algorithm for the topology optimization is described in Table 2.3. The for-

Step 0. Initialization : set all the constants Re, Ri , Pr

Step 1. Solve the forward problem (2.2),(2.3) problem with the Finite Volume Method

Step 2. Compute objective and constraint values

Step 3. Compute sensitivities by adjoint method

Step 4. Evaluate the optimality condition. If a stopping criterion is met, terminate the calculation

Step 5. Update design variables α with αk+1 = −∇Jk+1 +βPR
k+1 αk and return to step 1

TABLEAU 2.3 – Algorithm of topology optimization

ward problem and the optimization processes are implemented using OpenFOAM Weller
et al. [131]. In Step 5, the design variables are evaluated by using the conjugated-gradient

descent direction method associated to Polack-Ribiere method βPR
k+1 =

∇J T
k+1 (∇Jk+1−∇Jk )

∇J T
k ∇Jk

.

After optimization process, several results are compared as optimized designs, velo-
city magnitude distribution, temperature distribution, and lastly, we focus on fluid-solid
interfaces. We also presents the objective function values for each simulation case. Fi-
nally, we investigate to vary the slope abscissa and the curve of sigmoid functions in order
to evaluate their impact on the optimization problem. That corresponds to consider dif-
ferent values of α0 and τ. In our study, α0 will vary in {25,50,100} which correspond res-
pectively to {αmax/8,αmax/4,αmax/2} and τ will vary in {0.3,0.7,1.0}. In order to perform
topology optimization, the α term may take a finite value between 0 and αmax = 200.

2.5.1 Studied Cases

Two representative cases of topology optimization in fluid dynamics are investigated :
the single pipe case and the bend pipe case. Figure 2.2 shows schematic illustrations of
the two studied cases.

Design of a single pipe. We present here a benchmark numerical example used recently
by Marck et al. [92] to illustrate the viability and efficiency of the methodology presented
in this paper. The design domain consists in a cavity of side L. The computational domain
is discretized using 100×100 elements. The inlet flow is located in the center of the west
edge for a length of L/5. The outlet flow is lining up with it on the east edge. The rest of
west and east edges are assumed to be adiabatic and will be called Γ2, whereas the whole
north and south walls are subjected to a constant flux of temperature, called thereafter
Γ1.
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FIGURE 2.2 – Single pipe and Bend pipe

Design of a bend pipe. The second example has been studied by several authors as Borr-
vall and Petersson [22] and Marck et al. [92]. The computational domain is also square-
shaped, with a adimensional side L = 1, and the design grid is made of 100×100 elements.
The inlet flow is located at L/5 of the west edge. The outlet flow is located on the south
edge, at L/5 from the east edge.The length of both flow boundary conditions is set to 2L/5.
The part of the south edge located on the left of the outlet is subjected to a constant flux of
temperature and will be called Γ1. The rest of the edges are assumed to be adiabatic and
will be designated as Γ2.

Physical parameters. For the two representative cases studied in this section, the inlet
flow is prescribed with a constant horizontal velocity equal to U0 = 0.04 m.s−1 used in
Reynolds number. The inlet temperature is fixed to θ = 0. The outflow temperature condi-
tion is fixed to a zero gradient, as well as the velocity gradient. Hot walls are subject to a
constant flux of temperature ∂nθ = −1. The Reynolds number based on the characteris-
tic dimension of the inlet length and the average inlet velocity is Re = 500. The Rayleigh
number is fixed to Ra = 5× 105. Prandtl number is set to 0.71. Grashof number has the
following expression Gr = Ra/Pr . Adimensional thermal parameters are the following :
ks = (9.88×10−5 m2.s−1)/(2.25×10−5 m2.s−1) [(Aluminum/Air) Diffusivities], k f = 1.

2.5.2 Results

The aim of the problems defined above is to determine the optimal design that connects
the inlet to the outlet of the cavity and that minimizes the objective function J subjected
to the constraints (2.2) and (2.3).

First of all, we compute J without optimization for the two studied cases and we
obtained respectively for the single pipe J = 9.07 10−3 and for the bend pipe J = 6.38 10−3.
Compared to values issued from optimization process and referenced in Figure 2.8 and
2.11, they are reduced between 23% and 42% for the single pipe case, and between 18%
and 19% for the bend pipe. So, the new method investigated here allows to both minimize
the power dissipated by the fluid through the domain Ω and maximize the recoverable
thermal power from the domain to the fluid.
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FIGURE 2.3 – Velocity magnitude distribution in the single pipe

Secondly, we plot velocity magnitude for various α0 and τ values. After optimization of
J in the single pipe, we obtain an optimized design in which fluid is transported through
the single pipe in a straight pipe (see Figure 2.3). It is quite closed to the optimized design
obtained by Marck et al. [92] when the mechanical power and thermal power are consi-
dered with the same weighting coefficient. Similarly, fluid circulation forms a half circle
whose center would be the left bottom corner of the square domain in the optimized
bend pipe (see Figure 2.4). Contrary to the literature in fluid mechanics, the optimized
path obtained for the flow is not as straight as possible. It can be explained by the fact
that we consider here a heat transfer problem. So, the optimized pipe is larger and form a
real bend because the fluid flow moves away from hot regions. Thereafter, we compared
distribution of the parameter α in the domain for the two studied cases (see Figures 2.6
and 2.9). We recall that values less than α0 are considered as fluid regions. We can notice
that this method based on α0 affected some values of α to the fluid regions, which would
not be possible with other methods of the literature. Indeed, generally with the function
(2.6), only value of α equal to zero is considered as fluid element. As can be seen on these
figures, intermediate values for the fluid region exist. For example, we have different va-
lues of α between 0 and α0 at right-top corner in Figure 2.9, or below the straight pipe for
α0 = 25 in Figure 2.6.

As expected, the interpolation function hτ(α) suppresses these intermediate values
noticed previously and affects these volume elements to pure fluid volume elements.
Indeed, Figures 2.7 and 2.10 show the optimized designs for various α0 and τ numbers.
Compared to α distribution (Figures 2.6 and 2.9), they demonstrate that the interpolation
function hτ(α) suppresses intermediate values corresponding neither to pure fluid nor
to pure solid regions by affecting them to solid regions or fluid regions. However, in the
bend pipe, a porous domain still exists near hot regions. Although fluid does not circulate
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FIGURE 2.4 – Velocity magnitude distribution in the bend pipe

in this porous domain, its existence contributes to increasing thermal power recovered by
the fluid. That is illustrated in Figure 2.5.

At last, it can be seen that thermal conductivity is well distributed, continuously, bet-
ween fluid and solid regions. Figure 2.8 represents the distribution of material conduc-
tivity after the optimization process in the single pipe case. Compared to Figure 2.7, we
observe that frontier between the two regions, fluid and solid, is well-established. For the
bend pipe case, although intermediate regions exist, kτ interpolation function allows to
affect to this porous domain a conductivity closed to the fluid diffusivity (see Figure 2.11).
Therefore, the function kτ(α) provides a continuous transition between the solid and the
fluid domains.

Influence ofα0. It can clearly be seen from Figures 2.7 and 2.10 that different designs are
obtained for the different values of α0. As detailed in section 2.3, α0 is depending of αmax

in order to control the percentage of fluid inΩ. This parameter has a significant impact on
the quantity of material adding in the domain and that can be illustrated by computing
the proportion Qt of material added in the domainΩ as follows :

Qt =

∫
Ωhτ(α) dΩ

αmax Vtot
where Vtot is the total volume ofΩ (2.23)

Calculation results are referenced in Figures 2.7 and 2.10. In the single pipe, when α0 in-
creases, quantity of material diminishes between 27.5% and 28%. That means fluid do-
main is more important and that contributes to the increase of J2. So, that will influence
the value of J . In the bend pipe, when α0 increases, quantity of material also diminishes
between 3.6% and 16%. So, fluid domain is relatively more important than solid domain
but not enough to significantly impact on the value of J , hence, the small effect on va-
lues of J (see Figure 2.11). So, parameter α0 has a significant incidence on the proportion
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FIGURE 2.5 – Temperature distribution in the bend pipe

of fluid domain relatively to solid domain and therefore, can influence the value of the
functional objective.

Futhermore, we observe a recirculation zone for α0 = 100 in the example of the opti-
mized single pipe (see Figure 2.3). That can also be explained by the value of α0. Indeed,
largerα0 means that the proportion of fluid elements compared toαmax is bigger and thus
fluid regions are more important. When α0 = 100, that means α0 = αmax/2, the algorithm
affects some value of α ∈ [0,100] corresponding to fluid domain and so impacts on the
size of fluid regions relatively to the solid regions in the domain.

Influence of τ. It can clearly be seen from Figures 2.7 and 2.10 that different designs
are obtained for the different values of τ. The parameter τ in the interpolation functions
hτ(α) and kτ indicates the stiffness of the curve of the functions. It does not seem to im-
pact significantly the optimization results. However, we can observe in Figure 2.11 that
the frontier between the fluid and the solid is sharper when τ = 2.0. In Figure 2.8, for
τ = 0.3,τ = 0.7, we can notice residual material in fluid domain while they do not exist
anymore when τ = 2.0. As the same, the porous region identified in the bend pipe case
between the main flow and the hot plate is defined mostly with the fluid diffusivity by the
interpolation function. This impact does not influence significantly the result of the opti-
mization computation when we compared their value in Figure 2.11 but it improves the
thermal transition between fluid and solid regions. So, parameter τ seems to improve the
thermal conductivity distribution during the process optimization.
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FIGURE 2.6 – α distribution in the single pipe

Qt = 56.9% Qt = 48.6% Qt = 41%

Qt = 54% Qt = 51.3% Qt = 39.2%

Qt = 52.4% Qt = 50.5% Qt = 38.1%

FIGURE 2.7 – hτ(α) distribution in the single pipe and proportion of material Qt added in the do-
main after optimization
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J = 5.254 10−3 J = 6.105 10−3 J = 6.831 10−3

J = 5.924 10−3 J = 6.202 10−3 J = 6.916 10−3

J = 6.146 10−3 J = 6.277 10−3 J = 6.925 10−3

FIGURE 2.8 – kτ(α) distribution in the single pipe and value of functional objectif J after optimi-
zation

FIGURE 2.9 – α distribution in the bend pipe
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Qt = 21.54% Qt = 20.05% Qt = 18%

Qt = 21.82% Qt = 20.74% Qt = 18.27%

Qt = 22.55% Qt = 21.75% Qt = 19.01%

FIGURE 2.10 – hτ(α) distribution in the bend pipe and proportion of material Qt added in the
domain after optimization

J = 5.202 10−3 J = 5.186 10−3 J = 5.162 10−3

J = 5.194 10−3 J = 5.179 10−3 J = 5.166 10−3

J = 5.182 10−3 J = 5.164 10−3 J = 5.156 10−3

FIGURE 2.11 – kτ(α) distribution in the bend pipe and value of functional objectif J after optimi-
zation
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2.6 Conclusion of the study

This study shows that the new interpolation technique based on sigmoid function is
a viable method. Design material is well interpolated since intermediate regions between
solid and fluid are suppressed hence giving a frontier between the two regions which is
well-defined. Besides, the size of transition zones between fluid and solid regions is expli-
citly computed. The result is that the new interpolation functions reduce their size com-
paratively to the RAMP interpolation function. Therefore, the transition between fluid and
solid is improving thanks to this sigmoid function for the effective conductivity. Computa-
tion of the size of transition zones could also be applied to other interpolation functions
in order to evaluate the well-definition of the frontier between fluid and solid regions.
This new interpolation technique do not require any regularization techniques since no
checkerboards have been identified for the two studied cases. Two new parameters have
been introduced : the abscissa slope of the sigmoid function α0 and the curve of the sig-
moid function τ. Their impact has been also investigated. α0 has a significant impact on
the quantity of material added in the domain during the optimization process. The larger
α0 is the bigger will be the fluid domain. The parameter τ has a small impact on the results
of optimization. For the studied cases, the impact was seen after interpolation of thermal
conductivity. Elements of porous domain have been affected to fluid diffusivity or solid
conductivity, and therefore, the thermal transition between material is improved. So, this
study has examined a new interpolation technique to deal with fluid-porous media inter-
faces for topology optimization of heat transfer problems. Further research might explore
several type of flow regimes in optimization problems using these interpolation functions.
Another possible area of future research would be to investigate new cost functions.

2.7 Conclusion du chapitre

Cette nouvelle technique d’interpolation de la variable de conception hτ(α) et de la
conductivité du matériau kτ(α) donne des résultats satisfaisants concernant le zone de
transition entre le fluide et le solide. Nous apportons ainsi une solution pour traiter la dif-
ficulté liée au paramètre de pénalité des autres fonctions d’interpolation connues dans la
littérature. De la même manière, nous n’avons plus de motifs en damier à la fin du pro-
cessus d’optimisation et il n’est plus nécessaire d’avoir recours à des filtres pour corriger
les erreurs numériques. La seconde étape consiste alors à appliquer cette méthode à des
problèmes d’optimisation pour des géométries utilisées par des industriels lors de la mo-
délisation des échangeurs de chaleur, notamment.
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Impact de la stratification thermique et
du rayonnement de surface en
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CE chapitre a pour premier objectif de rappeler les différentes études menées sur le ca-
nal asymétriquement chauffé. L’idée est de caractériser l’écoulement dans le canal

en régime laminaire et d’évaluer les quantités aérauliques, c’est-à-dire, la vitesse, la pres-
sion totale, et les quantités thermiques telles que le nombre sans dimension de Nusselt,
caractérisant le transfert de chaleur entre la paroi et le fluide. Le mouvement du fluide
est animé par la convection naturelle. Le second objectif est d’étudier l’influence de pa-
ramètres extérieurs au canal tels que le rayonnement de surface et la stratification ther-
mique afin d’identifier les grandeurs sensibles aux variations extérieures. Les résultats
issus de cette étude permettront de préciser les grandeurs à considérer dans le cadre de
l’optimisation des transferts de chaleur dans le canal.
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3.1 Abstract

This paper 1 consists in a numerical study of the influence of thermal stratification
and surface radiation on laminar airflow induced by natural convection in vertical, asym-
metrically heated channels. Several cases are investigated in order to spotlight their in-
fluence on fluid dynamics and thermal quantities. Thermal stratification is obtained by a
weak gradient of temperature outside of the channel, then the temperature at the bottom
end of the channel is considered as a function of time. Significant effects on vertical ve-
locities, mass flow and flow structure are shown. Surface radiation is also considered but
appears less predominant than thermal stratification for the selected conditions of this
paper. The impact on heat transfer is also evaluated for each studied configuration. It is
observed that local and mean Nusselt numbers weakly increase for the investigated cases.

3.2 Introduction

Fluid flow and heat transfer between two vertical plates have applications in many
widely used engineering systems ; for example, cooling and heating industrial and elec-
tronic equipment such as transistors, mainframe computers, plate heat exchangers, solar
energy collectors, and cooling of nuclear reactor fuel elements. The problem of natural
convection in vertical channels has been the focus of extensive investigations since the
precursory experimental works performed by Elenbaas [42]. Authors studied free convec-
tion between vertical flat plates with symmetric or asymmetric heating, with uniform heat
fluxes or constant temperatures. Numerically, they proposed two main approaches to
solve the problem of natural convection flow in the channel : either a complete simulation
of the channel and its external environment, or a truncated simulation considering the
single channel with its geometric limitations. Naylor et al. [97] considered a semi-circular
virtual extension at the entrance. Andreozzi et al. [7], Campo et al. [28] considered rectan-
gular extensions at both ends of the channel. Their strategy consists to consider extended
spatial domains at the entrance and at the exit where free stress or non-rotational flow
conditions can be applied. However, natural convection flow is very sensitive to the size
of the extensions. Liu and Tao [87] considered the channel in a closed reservoirs which
surface is five times higher than the channel surface. Barozzi et al. [13] considered a cavity
four times wider and three times longer than the channel. Gan [50] showed that the size
of the computational domain influences the fluid flow. Suárez et al. [121] found that the
computational domain including the whole channel must be 200 times larger and higher
than the channel itself. Finally, Caltagirone [27] showed that this influence is not negli-
gible when the fluid flow at the exit comes across the cavity wall. All these strategies lead
to an increase in size of the computational domain which proves to be expensive, both in
memory and in computational time. In our study, we chose to restrict the simulation to
the channel height only and to model the thermal and dynamic boundary conditions at
the exact aperture sections.

3.2.1 Boundary conditions for vertical channels

It is not obvious to set coherent boundary conditions at the geometrical limits because
velocity and pressure values are not known a priori at the apertures of the channel. Des-

1. Cette étude a fait l’objet d’un article intitulé "Numerical study of natural convection in asymmetrically
heated channel considering thermal stratification and surface radiation" et accepté pour publication dans
Numerical Heat Transfer Part A
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rayaud et al. [39] worked on a comparison exercise concerning the fluid flow and heat
transfer in a vertical channel asymmetrically heated at a constant heat flux, without any
downstream or upstream domain extensions. The effects of the four sets of open boun-
dary conditions on fluid flow and heat transfer have been discussed. Brangeon et al. [23]
implemented a numerical approach to study natural convection flows in an inclined and
vertical channel. The study was based on an experimental configuration set up by Dupont
et al. [41] and the comparison with their experimental data was led. They highlighted that
local pressure boundary conditions provide an essentially flat velocity profile at the in-
let, which is in better agreement with the experimental profile, contrarily to global pres-
sure boundary conditions. 3D effects were also studied and show negligible effects on the
main upward flow but improve the prediction of the reversal flow. According to their la-
test results, pressure boundary conditions at the top and bottom sections based on Local
Bernoulli relation was chosen in this numerical study.

3.2.2 Thermal stratification

Thermal stratification of the external environment is often not considered in nume-
rical studies although experiments showed its existence. Indeed, Garnier [51] and Zoubir
[144] demonstrated the establishment of a thermal stratification in the reservoir contai-
ning the channel asymmetrically heated. Hemmer et al. [60] also observed that a thermal
stratification is established in the tank surrounding the channel. Despite all of these ob-
servations, it is often estimated that this parameter has a too weak influence to affect both
the dynamics and heat flow. For example, Hemmer et al. [60] observed a maximum of gap
temperature of the order of 0.25 K in the tank. Similarly, Polidori et al. [110] measured a
0.5 °C/m thermal stratification in their tank and, as it would not present evolution during
the first five minutes following the initiation of the heating device, they estimated that
the thermal stratification has no influence on the dynamics of the convective flow in the
channel. Daverat [34] studied the influence of thermal stratification on the fluid flow in
a vertical channel. He observed a diminution of chimney effect, of the mass flow, and an
increase of the temperature of the wall for a 0.4 °C/m thermal stratification. According to
these previous studies, we notice that the influence of external thermal stratification on
the flow in the channel can be interesting to investigate.

3.2.3 Flow reversal in vertical channel

The study of flow reversals in the case of pure natural convection in vertical channel
was considered in only few works. Sparrow et al. [119] conducted an experiment to in-
vestigate the flow reversal in vertical parallel plates with water as the working flow. The
flow reversal was formed by a pocket of recirculating flow when Ra/A ratio exceeded a
certain magnitude. For the first time, the formation of pocket of recirculating flow was re-
vealed by flow visualisations. It was found that the recirculation, fed by fluid drawn into
the outlet section of the channel adjacent to the adiabatic wall, has no effect on the heat
transfer at the heated wall. Chang and Lin [30] performed a numerical study to inves-
tigate the reversed flow and oscillating wake in an asymmetrically heated channel. The
phenomenon of flow reversal was indicated near the upper adiabatic wall. It was more
noticeable when the Rayleigh number increased. Kihm et al. [74] performed a numerical
study matching smoke visualisation to investigate a problem of flow reversal of natural
convection in isothermal vertical walls. They identified the occurrence of the onset in the
upper central region because of isothermal vertical walls, and they indicated variations of
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the entrance lengths with the Rayleigh numbers. Ospir et al. [103] conducted an experi-
mental study on natural convection in an asymmetrically heated vertical plate with water
as the working fluid. They investigated the evolution of flow reversal from a single cell
to a final eight-shaped structure. Observations showed that the increase of the modified
Rayleigh number resulted in an increase on the penetration of the flow reversal. Recently,
Fu et al. [48] adopted the non-reflecting boundary, which was held at apertures conside-
ring the compressibility of fluid, to investigate the flow reversal of natural convection. The
increase of the ratio of the width to the length of parallel plates makes the flow reversal
became remarkable and drastic. The amount of fluid through the outlet flowing into pa-
rallel plates was gradually larger than that through the inlet flowing into parallel plates.
In those situations, the fluids which were caused by the flow reversal through the outlet
flowing into parallel plates, completely through the outlet flow out of parallel plates again.
These different studies on the flow reversal in the channel show that this quantity can be
sensitive to several parameters.

3.2.4 Surface radiation

Except some studies in literature, major of numerical investigations overlooked sur-
face radiation in natural convection case. Similarly, we did not find in the literature any
numerical studies about the combined thermal stratification in environment and surface
radiation for the vertical channel case. However, Carpenter et al. [29] numerically studied
the interaction of surface radiation with developing laminar natural convection in verti-
cal parallel plate channels with asymmetric heating. They investigated the effects of five
dimensionless parameters (heat flux ratio, Rayleigh number, aspect ratio, emissivity, and
radiation number), and showed that radiation significantly alters the pure natural convec-
tion results since the maximum value of wall temperatures is reduced. The effect of sur-
face radiation was reconsidered by Webb and Hill [130]. Their experiments were designed
to determine local and average heat transfer characteristics for natural convection in a
vertical parallel plate channel. They showed the importance of corrections for radiation
and conduction losses and, they underlined the use of local thermophysical properties in
correlating the data. Combined natural convection and thermal radiation in vertical pa-
rallel plate channels was experimentally investigated by Manca and Naso [89]. They sho-
wed that the effect of surface radiation is more important for asymmetric heating than
for symmetric heating. Moreover, they emphasized that the flow patterns tend to those
of symmetric heating for high wall emissivities. They also proposed correlations between
local Nusselt numbers at various emissivities. Krishnan et al. [81] investigated experimen-
tally laminar natural convection and surface radiation between vertical parallel plates by
considering a central hot plate with high emmissivity (ε = 0.85) and two unheated poli-
shed plates (ε = 0.05). This study highlights the significance of radiation at room tempe-
rature and they proposed a correlation for the average convective wall heat transfer. Re-
cently, Li et al. [85] firstly added an effect of radiation on investigating the flow reversal of
natural convection in asymmetrically heated vertical channels numerically. Experimental
results of Webb and Hill [130] were used as boundary conditions at the inlet and outlet of
the channel. Their results showed that the general effect of surface radiation is to delete
the onset of flow reversal at the top part of the channel, to diminish the temperature of
the heated walls and to increase the facing wall temperature.
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3.2.5 Aim of the present study

This paper reports a numerical study of the influence of thermal stratification and sur-
face radiation on the laminar airflow induced by natural convection in vertical, asymme-
trically heated channels. Studied case conducted by the French Research Group AMETh
in Desrayaud et al. [39] on natural convection in open-ended channels is taken as the mo-
del problem for carrying out the computations. The thermal stratification is created first
by setting a constant bottom temperature different from the top temperature, in order to
obtain a weak gradient of temperature between the entrance and the exit of the channel.
Then, we consider a function of the temperature at the inlet of the channel. The influence
of external surface radiation is investigated by considering also temperature of grey bo-
dies (bottom and top channel) which are set to values in agreement with thermal strati-
fication surrounding the channel. This case-study approach makes the originality of our
investigation. To our knowledge, it’s also the first numerical study on vertical, asymme-
trically heated channels, that considers both thermal stratification and surface radiation
and that evaluates their impact on natural convection. For the selected conditions of ther-
mal stratification and radiation surface, it will be asserted that thermal stratification is a
more important factor than surface radiation.

3.3 Problem setting

This paper reports a numerical study of the influence of thermal stratification and sur-
face radiation on the laminar airflow induced by natural convection in vertical, asymme-
trically heated channels. Studied case conducted by the French Research Group AMETh
in Desrayaud et al. [39] on natural convection in open-ended channels is taken as the
model problem for carrying out the computations. The thermal stratification is created
first by setting a constant bottom temperature different from the top temperature, in or-
der to obtain a weak gradient of temperature between the entrance and the exit of the
channel. Then, we consider a function of the temperature at the inlet of the channel. The
influence of external surface radiation is investigated by considering also temperature of
grey bodies (bottom and top channel) which are set to values in agreement with thermal
stratification surrounding the channel. This case-study approach makes the originality of
our investigation. To our knowledge, it’s also the first numerical study on vertical, asym-
metrically heated channels, that considers both thermal stratification and surface radia-
tion and that evaluates their impact on natural convection. For the selected conditions of
thermal stratification and radiation surface, it will be asserted that thermal stratification
is a more important factor than surface radiation. In order to reduce the computational
time and to focus on the flow and heat transfer in the channel, we consider in this study a
computational domain restricted to the channel geometry.

3.3.1 Model geometry

We consider a vertical parallel plate channel of width b and height A = 2H. One wall is
partially heated at a constant and uniform heat flux Φ on its half-middle section and the
remaining walls are adiabatic (see Figure (3.1)).
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FIGURE 3.1 – Geometry

The fluid flow is assumed laminar and two-dimensional. Accounting for the small re-
lative temperature difference occurring between the heated wall and the aperture, the
Navier-Stokes and energy equations are expressed with the Boussinesq approximation.
The viscous dissipation term in the energy equation is neglected. The energy equation
and the one dealing with radiant interchanges amongst surfaces are coupled through the
thermal boundary conditions.

3.3.2 Mathematical formulation

Governing equations. The governing flow and heat transfer equations, written in di-
mensionless and conservative form, read :

∇·u = 0 (3.1)
∂u

∂t
+∇· (u⊗u) = −∇p +Pr Ra−1/2

b ∇2u+Pr θ−→ey (3.2)

∂θ

∂t
+∇· (uθ) = Ra−1/2

b ∇2θ (3.3)

with the reduced dimensionless temperature θ = (T −T0)/∆T. The dimensionless para-
meters governing the fluid flow and heat transfer are the Prandtl number Pr = ν/κ and
the Rayleigh number Rab = gβ∆Tb3/(νκ). The characteristic velocity is defined as UCN =
κRa1/2

b /b. In this study, as the fluid treated is air, we set the Prandtl number to 0.71, except
for the last configuration where the fluid is water, corresponding to a Prandtl number of
7. We also set the Rayleigh number to Rab = 5 ·105, corresponding to a laminar flow and,
the reference temperature T0 = 298.15K.

Surface radiation. For a given temperature distribution on the channel internal sur-
faces, the surface radiation problem is fully described by the linear system for radiosity
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J̃i (W/m2). The net radiative heat flux resulting from surface radiation, which is defined
in the hemisphere of a surface element, can be calculated by :

qri =
εi

1−εi
(σT4

i − J̃ j ) (i = 1,2, ...,m) (3.4)

where σ is the Stefan-Boltzmann constant, m is the total number of surface elements and
εi is the emissivity of the surface element i . In this paper, we consider that the emissivity
of internal walls is equal to 0.1 and the emissivity of the surfaces corresponding to the
bottom end and top end, are set to 0.9. The originality of this study is the temperature
of bottom body and top body which are different to reference temperature. Indeed, we
consider that they are located at a distance from the aperture of the channel, in a stratified
ambient air.

3.3.3 Numerical method

The governing equations (3.1), (3.2) and (3.3) are discretized with the open source
finite-volume code OpenFOAM. The Pressure-Implicit with Splitting of Operators (PISO)
algorithm is applied for pressure-velocity coupling. The temporal term is discretized with
the second-order implicit differencing scheme. The spatial discretization is handled with
a central differencing scheme and a two-order collocated grid is adopted for the convec-
tive term in the energy equation.

3.3.4 Investigated configurations

Six configurations are investigated in this paper (see Table 3.1).
According to the latest results produced by Brangeon et al. [23], we chose pressure boun-
dary conditions at the apertures based on Local Bernoulli (LB) relation :

p(x, y) = −1

2
v(x, y)2 (3.5)

At the outlet, two cases are considered :

if u ·n > 0, p(x, y) = 0 (3.6)

else p(x, y) = −1

2
u(x, y)2 (3.7)

where n is the outward unitary normal to the fluid part of computational domain. The
boundary conditions along the walls are those of Desrayaud et al. [39], that is :

— imposed heat fluxes for the temperature with ∂θ
∂x

= −1 on the heated wall, and ∂θ
∂x

= 0
on the adiabatic walls ;

— non-slip boundary conditions for the velocity ;

In order to understand the effect of thermal stratification around the channel on natural
convection, we proposed to create a weak gradient of temperature between the inlet and
outlet. We consider first that the thermal stratification is a linear function. So we set a hi-
gher dimensionless temperature at the outlet or a lower dimensionless temperature at the
inlet. The last configuration corresponds to the experimental case of Hemmer et al. [60]
where they measured a thermal stratification of 0.25K in the tank containing the channel.
We calculated the dimensionless temperature (0.0026) and we adapted the simulation in
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order to consider the fluid as water, that means Pr = 7. Then, we completed the study
by adding surface radiation. We assumed that temperature of bottom and top bodies are
different from the reference temperature as they are in a stratified external environment.
Finally, we considered the thermal stratification as a function and set it as the dimen-
sionless temperature at the inlet of the channel. So, thermal boundary conditions at the
bottom/top of the channel for the investigated configurations are the following :

1. Case 1 : Reference Case
θ(x,0) = 0 and θ(x,2H) = 0

2. Case 2 : Thermal stratification case (-0.01)
θ(x,0) = −0.01 and θ(x,2H) = 0.

3. Case 3 : Thermal stratification case (+0.01)
θ(x,0) = 0 and θ(x,2H) = +0.01.

4. Case 4 : Thermal stratification case (0.005)
θ(x,0) = −0.005 and θ(x,2H) = +0.005.

5. Case 5 : Thermal stratification case (+0.0026) - Hemmer et al. [60]
θ(x,0) = 0 and θ(x,2H) = +0.0026.

6. Case 6 : Thermal stratification case f(t)

For this last studied-case, we define the temperature at the inlet as a function :

f (t ) =


0 if t < 100

−0.01sin2
( π

50
(t −100)

)
if 100 < t < 150

0 if t > 150

(3.8)

First of all, we compare dynamics and thermal quantities when we have a thermal strati-
fied external environment. Quantities as mass flow rate exiting the channel ( ˙mout ), mass
flow rate entering through the top section (ṁes) or temperature at the inlet (θoutlet ) and
temperature at the outlet (θi nlet ) are dimensionless. Secondly, we consider that the chan-
nel consists of four grey-diffuse, vertical surfaces (the three parts of left-hand side wall and
the adiabatic right-hand side wall) and two horizontal surfaces regarded as grey radiators
at an effective temperature of Tr ad = −0.03 and Tr ad = 0.03, respectively.

Case 1 2 3 4 5 6
θoutlet 0 0 +0.01 0.005 0.0026 0
θinlet 0 -0.01 0 -0.005 0 f (x,θ)

TABLEAU 3.1 – Parameters of the different cases

3.4 Results and discussions

3.4.1 Linear thermal stratification

Flow structure. Figure (3.2) presents the streamline patterns for the five configurations
with a linear thermal stratification. As expected, we can observe a boundary layer-type
flow which is developing near the heated wall due to the fluid supply from the bottom of
the channel. At the same time, ambient fluid is entering the channel from the upper side
of the unheated wall. This leads to the formation of a recirculation zone at the channel
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FIGURE 3.2 – Streamtraces for Cases 1−2−3−4−5 without radiation

outlet, near the unheated wall. So, as shown by Figure (3.2), thermal stratification out-
side the channel modifies clearly the flow structure in the channel. Moreover, Table 3.3
provides the depth lw and the width dw of recirculation flow for each studied case. Com-
pared to the Reference Case, depth of the recirculation is bigger in Case 2 and Case 4,
when the temperature at the inlet is lower than T0. The pocket like recirculation is smaller
when temperature at inlet is equal or superior to the reference temperature, for example,
Case 3 and Case 5. The increase of lw is 67.5% in Case 2 and the decrease −82.4% in Case
3. Similarly, the width dw of the pocket like recirculation is smaller when temperature at
inlet is equal or superior to the reference temperature. For Case 2 and Case 4, conside-
ring only thermal stratification, the recirculation creates a vortex at the top section of the
channel. It can be seen from Figure (3.2) that the size of these vortex increases by conside-
ring surface radiation and setting a temperature to grey bodies. It is apparent from Tables
3.3 and 3.2 that surface radiation diminishes the effect of thermal stratification on the
size of downward recirculation. The depth of recirculation pocket grows of +45.11% for
Case 2 and only +9.7% in Case 4. So, thermal stratification in external environment of the
channel has a significant effect on the downward flow and its effect is mitigated through
surface radiation. Yet, Li et al. [85] have shown that the general effect of surface radiation
is to delete the onset of pocket like recirculation at the top part of the channel. We showed
here that the effect of thermal stratification outside the channel is superior to the effect
of surface radiation. So the pocket like recirculation still exists when we take into account
surface radiation in numerical simulation.

Vertical velocity and mass flow rate. Figures (3.4),(3.5),(3.6),(3.7),(3.8) display the ver-
tical component of the velocity at different horizontal section of the channel. Major dif-
ferences are shown at the entrance section at y = 0 and y = H/4. The centred Case 4 is
the closest approximation to the Reference Case without surface radiation. We notice that
vertical velocities corresponding to cases where θi nlet < T0 are below to vertical velocities
for cases where θi nlet > T0. Case 5 with θoutlet = +0.0026 presents the most important ve-
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FIGURE 3.3 – Streamtraces for Cases 1−2−3−4 with radiation and TCorps

locities either the displayed section in the channel. Yet Hemmer et al. [60] considered in
their study that the same thermal stratification in the tank has a too weak influence to af-
fect the dynamics of the flow. We measured for our investgation an increase of +21.5% for
the mass flow rate ˙mout in the channel (Table 3.3). So, our result is not in agreement with
their conclusion : θi nlet > T0 diminishes vertical velocity in the channel. Furthermore, we
remind that for this Case 5, the fluid is water (Pr = 7.0) contrarily to our Reference Case
(Pr = 0.71). At the entrance of the channel, vertical velocities consist essentially of a flat
profile at entrance instead of a parabolic profile with surface radiation. This flat velocity
profile at the entrance reduces the mass flow rate in the channel (Table 3.2). For example
in Case 2, mass flow rate ˙mout decreases of −73%. As a consequence, a plug flow in the
channel is produced, i.e. an effect opposite to the chimney effect. This has also been no-
ticed by authors Daverat et al. [35] or Garnier [51]. Here, we complete their conclusion
by the following result : opposite effect chimney due to thermal stratification is mitigated
when we considered surface radiation.

Case 1 2 3 4
˙mout 10.26 3.57 8.94 14.49

ṁes 2.86 8.63 3.20 0.27
dw 0.60 0.70 0.39 0.63
lw 4.30 6.24 2.43 4.72

TABLEAU 3.2 – Dynamic quantities for Cases with radiation
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FIGURE 3.4 – Vertical velocity profiles at the outlet of the channel (a) Case with thermal stratifica-
tion only, (b) Case with both thermal stratification and surface radiation
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FIGURE 3.5 – Vertical velocity profiles at the outlet of the heated wall (a) Case with thermal stratifi-
cation only, (b) Case with both thermal stratification and surface radiation
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FIGURE 3.6 – Vertical velocity profiles at half of the height of the channel (a) Case with thermal
stratification only, (b) Case with both thermal stratification and surface radiation
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FIGURE 3.7 – Vertical velocity profiles at the entrance of heated wall (a) Case with thermal stratifi-
cation only, (b) Case with both thermal stratification and surface radiation
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FIGURE 3.8 – Vertical velocity profiles at the inlet of the channel (a) Case with thermal stratification
only, (b) Case with both thermal stratification and surface radiation
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Case 1 2 3 4 5
˙mout 10.3 3.93 14.79 8.89 22.70

ṁes 2.79 7.76 0.26 3.22 2.02
dw 0.61 0.70 0.32 0.63 0.55
lw 4.05 6.78 0.71 4.10 2.95

TABLEAU 3.3 – Dynamic quantities for case without radiation

Heat transfer. Temperature field is not significantly altered by thermal stratification and
surface radiation. Figure (3.9) shows the effect of thermal stratification on the tempera-
ture distributions along the two vertical plates. As it can be seen, dimensionless tempera-
ture of right plate increases range from -0.01 below the channel bottom end to 0.01 above
the channel top end. In fact, right wall temperature remains low and close to that of the
fluid entering at the bottom of the channel and to the boundary conditions at the outlet.
The effect of surface radiation can be seen in Figure (3.10). This parameter slows down the
heating of the right wall. So, as observed by authors, thermal stratification and surface ra-
diation increase slightly the temperature of right wall. However, the combined effect does
not increase this heating. Local number (Nu1/2) and mean Nusselt number (Nu) weakly
increase for the investigated Cases (Tables 3.4 and 3.5).

Case 1 2 3 4 5
Nu1/2 6.20 6.16 6.31 6.34 6.24
Nu1 6.74 6.77 6.90 6.89 6.79

TABLEAU 3.4 – Thermal quantities for Cases without radiation

Case 1 2 3 4
Nu1/2 6.20 6.16 6.31 6.36
Nu1 6.74 6.79 6.89 6.92

TABLEAU 3.5 – Thermal quantities for Cases with radiation

3.4.2 Thermal stratification as a function of time

The purpose of this studied case is to investigate how the fluid flow changes with ther-
mal stratification variation at the inlet. We considered the inlet temperature as a function
of time. Figure (3.11) represents the dimensionless temperature at the inlet of the channel
for time step from t = 90 to t = 180. So for t ∈ [100,125], inlet temperature decreases to the
value −0.01 and for t ∈ [125,150], inlet temperature increases to 0. Therefore, inlet tempe-
rature is lower to the reference temperature, contrarily to the outlet temperature which is
equal to T0.

Streamlines. Changes can be observed in streamlines. Figure (3.12) shows different snap-
shot of streamlines at t = 90, t = 120, t = 150, t = 180. A vortex is created near the adiabatic
wall when temperature at the inlet decreases. That creates an oscillation of streamlines lo-
cated near the adiabatic wall. From t = 150, the pocket of recirculation is bigger. So, when
temperature at the inlet decreases, flow enters deeper in the channel at the outlet. This
increase in size of the pocket of recirculation is responsible for the creation of the vortex.

Mass flow rate. Figure (3.13) shows variation of the mass flow rate in function of time. As
expected, when the temperature falls below T0, the mass flow rate increases. As the same,
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FIGURE 3.9 – Dimensionless temperature of left (a) and right wall (b) −stratification Cases
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FIGURE 3.10 – Dimensionless temperature of left (a) and right wall (b) − stratification and surface
radiation Cases
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FIGURE 3.11 – Thermal stratification at inlet as a function of time

FIGURE 3.12 – Streamtraces at different time step for a time function thermal stratification
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FIGURE 3.13 – Variation of inlet mass flow rate in function of time

when temperature increases to the value of T0, the mass flow rate decreases. But these
changes are observed with a time lag of about t = 25. Moreover, mass flow rate is greater
than mass flow rate reached for the Case 2 which considers surface radiation. So, fluc-
tuations of inlet temperature influence significantly the mass flow rate at the apertures.

Vertical velocities. Vertical velocities are computed for probes located in the channel
along the line X = 0.5 and represented in Figure (3.14). Five points are considered at dif-
ferent slices of the channel : Y = 0, Y = A/4, Y = A/2, Y = 3A/4 and Y = A. A decrease of
the vertical velocity is observed for t ∈ [120,130]. That corresponds to the range in which
temperature at the inlet reached its minimum, −0.01 and starts to increase. Moreover, all
velocities are greater to the values reached in the Case 2. Indeed, respective values of ve-
locities for each slice in Case 2 considering surface radiation are : −0.11, −0.1, −0.03, 0.05,
0.04. So, vertical velocities increased with fluctuations of inlet temperature.

Thermal quantities. Variation of local Nusselt number at mid-height of the hot plate in
function of time looks like the variation of the inlet mass flow rate in function of time.
Indeed, decrease of temperature occurs an augmentation of this parameter, with a time
lag of about t = 30. We also noticed that its value remains superior to the value reached in
the Case 2 with a linear thermal stratification where Nu1/2(A/2) = 6.16. So, fluctuations of
inlet temperature increase significantly thermal quantities as the local Nusselt number at
the hot plate.
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3.5 Conclusion

Thermal stratification of the external environment and surface radiation in natural
convection case are investigated numerically for vertical channel asymmetrically heated.
In order to have a more realistic numerical simulation, we considered that grey bodies
front of the apertures got a temperature different from the reference temperature T0. Se-
veral conclusions have been drawn corresponding to the conditions of thermal stratifica-
tion and surface radiation investigated.

1. Thermal stratification outside the channel and surface radiation has a significant
effect on vertical velocities, mass flow rate and flow structure.

2. Surface radiation did not suppress the existence of flow reversal in the channel be-
cause of the predominating effect of thermal stratification.

3. The effect of surface radiation reduces the effect of thermal stratification, in parti-
cular the plug effect observed by authors Daverat et al. [35] and Garnier [51].

4. The impact on dynamics and heat transfer is more important if we consider the
external thermal stratification as a function of time.

In conclusion, thermal stratification and surface radiation should not be neglected in nu-
merical simulation. We have shown that thermal quantities are mainly impacted by the
variation of temperature outside the channel. Nevertheless, this numerical study consi-
dering surface radiation is limited by only one value of emissivity for the adiabatic plates.
Further experimental investigations are also needed to complete and validate the findings
of this research.

3.6 Conclusion du chapitre

Suite à cette étude, nous avons mis en évidence que l’écoulement retour dans le canal
vertical asymétriquement chauffé est incontournable. Or, il contribue au ralentissement
du mouvement du fluide dans le canal et aux pertes de charges. Comment diminuer les
pertes de charges ou du moins les limiter ? De la même façon, l’énergie thermique transfé-
rée à l’ensemble du système dépend de la vitesse de l’écoulement dans le canal. Comment
maximiser les échanges thermiques ? Ce sont sur ces éléments que nous nous sommes
appuyés pour définir les critères de nos fonctions objectifs et tenter ainsi d’optimiser les
transferts de chaleur dans ce canal.
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CE chapitre s’intéresse aux transferts thermiques et massiques dans le canal asymé-
triquement chauffé. Avant de l’explorer en convection naturelle pure en faisant le

nombre de Rayleigh dans {5·103,5·104,5·105}, on résout le problème en convection mixte,
avec une vitesse en entrée assez faible pour que la convection naturelle soit dominante
et en faisant varier le nombre de Richardson dans {100,200,400}. Nous adoptons pour ces
deux études les nouvelles fonctions d’interpolation présentées au chapitre 2 permettant
d’améliorer la définition de la frontière fluide-solide pendant le processus d’optimisa-
tion. L’originalité de nos travaux ici porte sur les nouvelles expressions des puissances
thermiques et mécaniques utilisées comme fonctions coût lors de l’écriture du problème
d’optimisation. Celles-ci permettent d’éviter les instabilités numériques souvent identi-
fiées dans le cas de problème de convection sans pour autant avoir recours à des filtres
numériques.
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4.1 Abstract

This paper 1 deals with a multi-physics topology optimization problem in an asymme-
trically heated channel, considering both pressure drop minimization and heat transfer
maximization. The problem is modeled under the assumptions of steady-state laminar
flow dominated by natural convection forces. The incompressible Navier-Stokes equa-
tions coupled to the convection-diffusion equation through the Boussinesq approxima-
tion are employed and are solved with the finite volume method. In this paper, we first
propose two new objective functions : the first one takes into account work of pressures
forces and contributes to the loss of mechanical power while the second one is related to
thermal power and is linked to the maximization of heat exchanges. In order to obtain a
well-defined fluid-solid interface during the optimization process, we use a sigmoid in-
terpolation function for both the design variable field and the thermal diffusivity. We also
use adjoint sensitivity analysis to compute the gradient of the cost functional. Results are
obtained for various Richardson (Ri) and Reynolds (Re) number such that 100 < Ri < 400
and Re ∈ {200,400}. In all considered cases, our algorithm succeeds to enhance one of the
phenomenon modelled by our new cost functions without deteriorating the other one.
We also compare the values of standard cost functions from the litterature over iteration
of our optimization algorithm and show that our new cost functions have no oscillatory
behavior. As an additional effect to the resolution of the multi-physics optimization pro-
blem, we finally show that the reversal flow is suppressed at the exit of the channel.

4.2 Introduction

Topology optimization is a powerful and a popular tool for designers and engineers
to design process. Its notion was initially introduced in structural mechanics by Bendsøe
et al. [16]. In order to increase the structural stiffness under certain load, they targeted
the optimal material density distribution by identifying areas in which material should
be added. They expressed the design problem in terms of real valued continuous func-
tion per point, with values ranging from zero (indicating the presence of void/absence of
material) to unity (indicating solid). The method has then been developed to numerous
problems in structural mechanics [43, 57–59, 86, 118, 129]. In fluid mechanics, the same
idea was adapted to Stokes flows by Borrvall and Petersson [22], by introducing a real-
valued inverse permeability multiplied by a kinematic viscosity dependent term into the
flow equations. Domain areas corresponding to the fluid flow are those where α is equal
to 0 or, in practice, inferior or equal to a user-defined positive number α0. Domain areas
where α value are not equal to 0 or superior to α0 define the part of the domain to be soli-
dified [112]. The optimal solid walls to be designed correspond to the interfaces between
the two aforementioned areas. So, the goal of topology optimization is to compute the
optimal α field in order to minimize some objective function under consideration.

Contrary to topology optimization applied to design structure, research on topology
optimization applied to heat transfer and fluid dynamics is quite recent. Dbouk [36] pre-
sented a review about topology optimization design methods that have been developed
for heat transfer systems, and for each of them, he presented their advantages, limita-
tions and perspectives. In topology optimization problems with large number of design
variables, gradient-based algorithms are frequently used to compute accurate solutions

1. Cette étude a fait l’objet d’un article intitulé "A multi-physics optimization problem in natural convec-
tion for a vertical channel asymmetrically heated" et soumis pour publication dans International Journal of
Heat and Mass Transfer
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efficiently [2, 25, 76, 92, 105, 137]. This algorithm starts with a given geometry and iterates
with information related to the derivatives (sensitivity derivatives) of the objective func-
tion with respect to the design variables. Among the methods used to compute the sensiti-
vity derivatives required by gradient-based methods, the adjoint method [77, 92, 104, 105,
107] has been receiving a lot of attention since the cost of computing the necessary de-
rivatives is independent from the number of design variables. Papoutsis-Kiachagias and
Giannakoglou [107] present a review on continuous adjoint method applied to topology
optimization for turbulent flows. Othmer [104] derived the continuous adjoint formula-
tions and the boundary conditions on ducted flows for typical cost functions. He propo-
sed an objective function that conduct to reduce pressure drop in open cavity. The ori-
ginality of his method is the versatility of the formulation where the adjoint boundary
conditions were expressed in a form that can be adapted to any commonly used objective
function. Then, for the automotive industry, Othmer et al. [106] implemented several ob-
jective functions like dissipated power, equal mass flow through different outlets and flow
uniformity. To describe the transition and interface between two different materials in the
domain, the Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP) technique [16, 141] is the
mostly used in the literature as the interpolation technique in topology optimization. This
approach represents the non-fluid regions as infinitely stiff, a penalty to the flow, such
that no interaction is modeled. Yoon [137] presented a method for solving static fluid-
structure interaction problems by converting the stresses at the fluid/solid interfaces into
a volume integral representation. A new method of interpolation in order to improve the
interface fluid/solid during the optimization process was presented by Ramalingom et al.
[112]. They proposed to use two sigmoid functions in order to interpolate material dis-
tribution and thermal conductivity and show that the transition zones, that is the zones
where the velocity of the fluid is too large to be considered as solid, can be made arbitrary
small.

Convection typically is categorized, according to fluid motion origins, as forced, mixed
or natural [66, 132]. All aforementioned references on heat transfer problems are dealt in
case of forced or mixed convection. This means that the fluid motion is driven by a fan,
pump or pressure gradient often modeled by a non-null velocity at entrance of the stu-
died domain. Natural convection involves a heat dissipation mechanism where the fluid
motion is governed by differences in buoyancy arising from temperature gradients. More
precisely, the fluid is submitted to a small velocity, the corresponding heat rates are also
much lower than those associated with forced convection. Bruns [25] applied topology
optimization to convection-dominated heat transfer problems. He highlighted numeri-
cal instabilities in convection-dominated diffusion problems and justified them by the
density-design-variable-based topology optimization. Alexandersen et al. [4] applied to-
pology optimization to natural convection problems. He obtained complex geometries
that improved the cooling of heat sinks. They encountered difficulties as oscillatory be-
haviour of the solver, namely a damped Newton method, used for the optimization com-
putations. They also reported intermediate relative densities that amplified the natural
convection effects leading to non-vanishing velocity in some solid parts of the compu-
tational domain. As a result, those zones are considered as solid by the optimization al-
gorithm while they should be treated as fluid. Both authors used filtering techniques in
order to avoid numerical instabilities [2, 24, 83, 84, 92].

In this paper, we deal with some topology optimization problems for heat and mass
transfers, considering the physical case of an asymmetrically heated vertical channel. This
geometry has been subject to numerous studies in the literature [11, 12, 65, 136]. The first
investigations date back to 1942 with the works of Martinelli and Boelter [94] according to
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the comprehensive review of Jackson et al. [67]. Developing and fully developed laminar
free convection within heated vertical plates was subsequently investigated numerically
by Bodoia and Osterle [18] and was experienced by Elenbaas [42]. Since then, many stu-
dies were carried out. This great interest can be explained by the fact that this configura-
tion is encountered in several industrial devices such as solar chimney, energy collectors,
electronic components and even in nuclear reactors. The optimization of these systems
simultaneously demands compactness, efficiency and control of heat and mass transfers.

This paper investigates numerical instabilities that can be developed in convection-
dominated diffusion problems [25, 139]. Instead of proposing methods to improve filte-
ring techniques and avoid these instabilities, we propose a new expression of objective
functions within the framework of topology optimization applied to an asymmetrically
heated vertical channel. The geometry considered here is the model proposed by Des-
rayaud et al. [39] and corresponding to a boundary layer flow with a reversal flow at the
exit [114] . We study the influence of Richardson number, which represents the impor-
tance of natural convection relative to the forced convection, in the optimized design. Our
optimization algorithm succeeds especially to suppress the reversal flow and to increase
the thermal exchanges in the channel for the range of Richardson numbers considered.
Moreover, no numerical instabilities have been encountered during the optimization pro-
cess and no filter techniques have been used. We finally compare the stability of our re-
sults at the end of the optimization process to those obtained with classical cost functions
of the literature.

4.3 Governing equations

The flows considered in this paper are assumed to be in a steady-state laminar regime,
newtonian and incompressible. Figure 4.1 shows the configuration of the computational
domainΩ.

Physical properties of the fluid are kinematic viscosity ν and thermal conductivity λ f .
First, parameters governing the flow is the Reynolds number defined as Re = U b/ν, with
b being the width of the channel and U the reference velocity based on the average ve-
locity at the channel entrance. The Prandtl number is defined as Pr = ν/k. It describes
the ratio between the momentum and thermal diffusivities of the fluid. For low Pr values,
energy is transferred to the fluid by heat conduction since it prevails over convection. For
high Pr values, energy is transferred through the fluid mainly thanks to convection. In this
paper, we consider only fluids with small Prandtl that is Pr < 1. The Grashof number is
defined as Grb = g β ∆T b3/ν2 and represents the ratio between buoyancy and viscous
force. ∆T = −φ/λ, φ is the thermal flux on Γ1 and λ is the thermal conductivity of the
fluid. In thermal convection problems, Richardson number Ri = Grb/Re2 represents the
importance of natural convection relative to the forced convection. For values superior to
unity, we know that the flow is dominated by natural convection. Under these assump-
tions and thanks to a method given in Borrvall and Petersson [22], the porosity field is in-
troduced in the steady-state Navier-Stokes equation as a source term hτ(α)u which yields
a Brinkman-like model with a convection term. Therefore, the dimensionless form of the
Navier-Stokes and energy equations are written as follows :

∇·u = 0 inΩ

(u ·∇) u = −∇p +Re−1∆u−hτ(α)u+Ri θ −→ey inΩ

∇· (uθ) = ∇· (Re−1Pr−1kτ(α)∇θ) inΩ

(4.1)
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FIGURE 4.1 – Geometry of the problem

where (u, p,θ) correspond respectively to dimensionless velocity, pression and tempera-
ture and are usually referred as the primal variable in the curent setting. Parameterα is the
spatially varying design variable field determined by the optimization algorithm. For the
natural-dominated convection problem, we consider the following boundary conditions :

u = 0, ∇p = 0, ∂nθ = −1 on Γ1,

u = 0, ∇p = 0, ∂nθ = 0 on Γ2,

u = ui ey , ∇p = 0, θ = 0 on Γi ,

∂nu = 0, p = 0, ∂nθ = 0 on Γo ,

(4.2)

where ∂n is the normal derivative defined as ∂n = n ·∇.

4.4 Topology optimization formulation

The main goal of this paper is to solve a multi-physics optimization problem in the
asymmetrically heated channel, considering both pressure drop minimization described
by a first objective function J1 and heat transfer maximization described by a second
objective function J2. The optimization problem can be stated as :

minimize : J = γ1 J1 +γ2 J2,

subject to : Governing equations (4.1),
Boundary conditions (4.2).

(4.3)
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where the cost function J is the combination of the two objectives functions, γ1 and γ2

are weighting coefficients. It is easy to observe that, for γ1 À γ2, the multi-objective func-
tion is directed to a minimum power dissipation problem, while for γ1 ¿ γ2, a maximum
heat dissipation problem arises.

4.4.1 Cost functions

As indicated by several authors [76, 77, 84, 92], cost functions J1 and J2 are expres-
sions of multi-physics powers that one either wish to minimize or to maximize. A classical
cost function used by Marck et al. [92], Othmer [104] for evaluating total pressure losses
is :

f (u, p) =
∫
Γ
−n ·u

(
p + 1

2
|u|2

)
dS. (4.4)

Also, Kontoleontos et al. [77], Marck et al. [92] evaluate the thermal power by this expres-
sion :

f (u,θ) =
∫
Γ

n ·u θ dS. (4.5)

In our study, we propose to evaluate mechanical power and thermal power via two
new expressions of both cost functions. As we will show below, these functions avoid nu-
merical instabilities encountered in convection-dominated diffusion optimization pro-
blems and do not require the use of filter techniques. They will also permit to stabilize
the optimization process. For a system with an inlet, an outlet, an average velocity and an
average temperature, we define the thermal power as the product of the mass flow, the
volume heat capacity and the difference of temperature between the entrance and the
exit of the system. Likewise, mechanical power is defined as the product of mass flow rate
and the difference of total pressure between the entrance and the exit of the system. In
that way, we chose the work of pressure forces to minimize the power dissipated in the
channel as used in systemic approach. Hence, the first cost function can be written as :

J1(u, p) = − 1

|Γi |
∫
Γi

pt dS
∫
Γi

u ·n dS

− 1

|Γo |
∫
Γo

pt dS
∫
Γo

u ·n dS,
(4.6)

where pt = p +1/2 u2 is the total pressure, Γi and Γo are respectively the entrance and the
exit of the channel.

The second cost function concerns thermal exchange maximization and is given by :

J2(u, p) =
1

|Γi |
∫
Γi

θ dS
∫
Γi

u ·n dS

+ 1

|Γo |
∫
Γo

θ dS
∫
Γo

u ·n dS.
(4.7)

4.4.2 Multi-objective optimization

In multi-objective optimization, the challenge is to benefit from both objective func-
tions. As introduced in previous subsection, the objective function based on maximiza-
tion of thermal exchanges can involve the increase of pressure drop and conversely for
the objective function relative to the dissipation of power. The set of solutions can be rea-
ched by using an Aggregate Objective Function (AOF), also known as the weighted-sum
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approach, which is based on a linear combination of both objective functions [9, 96]. Be-
fore combining linearly the two functions, they must then be rescaled to have the same
order of magnitude. This can be achieved as follows :

f̂ =
f − fmi n

fmax − fmi n
(4.8)

where f is either J1 or J2. As explicated by Marck et al. [92], the other four parameters
are determined by solving both optimization problems independently (4.3) for min J1

and max J2 with maximal porosity (αmax). Consequently, both rescaled objective func-
tions are ranged between 0 and 1. Such a rescaling allows to consider the following linear
combination :

Ĵ =ω Ĵ1 − (1−ω)Ĵ2 (4.9)

where ω is the weight balancing the influence of each objective function (ω ∈ [0,1]). Note
that this combination involves the opposite of J2 since the optimization algorithm aims
at minimizing the combinatory function Ĵ . Thereafter, Ĵ1 and Ĵ2 are used only during
the optimization process.

4.5 Topology optimization methods

Applying topology optimization to this problem aims to minimize an objective func-
tion J by finding an optimal distribution of solid and fluid element in the computational
domain. The goal of topology optimization is to end up with binary designs, i.e avoid that
the design variables take other value than those representing the fluid or the solid. This is
usually carried out by penalizing the intermediate densities with respect to the material
parameters, such as inverse permeability and effective conductivity. A standard approach
is to use interpolation functions. We also use gradient-based algorithm that relies on the
continuous adjoint method.

4.5.1 Interpolation functions

The additional term hτ(α) in (4.1) physically corresponds to the ratio of a kinematic
viscosity and a permeability. The interpolation function for the thermal diffusivity of each
element is kτ(α), both functions were defined in Ramalingom et al. [112]. Regions with
very high permeability can be considered as solid regions, and those with low permeabi-
lity regions are interpreted as pure fluid.

Inverse permeability is thus interpolated with the following formula

hτ(α) = αmax

(
1

1 + exp(−τ(α−α0))
− 1

1 + exp(τα0)

)
, (4.10)

where α0 is the abscissa slope of the sigmoid function, αmax is the maximum value that
the design parameter α can take and is set to 2 105. In Ramalingom et al. [112], it is shown
that the parameter α0 is linked to the quantity of material added in the domain Ω. In the
present study, we chose α0 = 20.

The difference in the adimensional thermal conductivities of the fluid and solid re-
gions in considered through the interpolation of effective conductivity kτ as follows :

kτ(α) =
1

k f

[
k f + (ks −k f )

(
1

1 + exp(−τ(α−α0))
− 1

1 + exp(τα0)

)]
, (4.11)
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where ks and k f are respectively the thermal diffusivity of the fluid domains and the ther-
mal conductivity of solid domains.

4.5.2 Adjoint problem

The Lagrange multiplier method [45] is used to get an optimization problem without
constraints and can be used to get the sensitivity of the cost function J . The Lagrangian
is defined as

L (u, p,θ,u∗, p∗,θ∗,α) = J (u, p,θ)

+∫
ΩR(u, p,θ) · (u∗, p∗,θ∗)dΩ,

(4.12)

where (u∗, p∗,θ∗) are the adjoint variables and R(u, p,θ) = 0 corresponds to the gover-
ning equations (4.1). The critical points of L with respect to the adjoint variables give
the constraint of the optimization problem (4.3) while the critical point with respect to
the primal variable yield the so-called adjoint problem. The latter can be derived as in
Othmer [104] (see also [112]) and is given by

∇p∗−hτ(α)u∗+θ ∇θ∗+ Re−1∆u∗+∇u∗ u− (u∗ ·∇)u = 0 in Ω,

∇·u∗ = 0 in Ω,

Ri u∗ ·−→ey +u ·∇θ∗+∇· (Re−1Pr−1kτ(α)∇θ∗) = 0 in Ω,

(4.13)

together with the boundary conditions

u∗ = 0, ∂nθ
∗ = 0, ∂n p∗ = 0 on Γ1 ∪Γ2,

u∗
t = 0, θ∗ = 0,

∂J

∂p
= −u∗

n , ∂n p∗ = 0 on Γi ,

u∗
t = 0,

∂J

∂θ
= −θ∗ un −Re−1Pr−1kτ(α)∂nθ

∗ on Γo ,

∂J

∂u
·n = −p∗−θ∗ θ−Re−1 ∂nu∗ ·n−u∗

n un −u ·u∗ on Γo ,

(4.14)

where un = u ·n and the derivatives of J defined in (4.3) with respect to (u, p, θ) are given
by

∂J

∂p

∣∣∣∣
Γi

= −γ1
1

|Γi |
∫
Γi

u ·n dS

∂J

∂θ

∣∣∣∣
Γo

= γ2
1

|Γo |
∫
Γo

u ·n dS

∂J

∂u

∣∣∣∣
Γo

= −γ1
1

|Γo |
n

∫
Γo

pt dS −γ1 u ·
∫
Γo

u ·n dS

+ γ2
1

|Γo |
n

∫
Γo

θ dS.

(4.15)

We emphasize that the adjoint problem (4.13,4.14) has been derived for the cost function
J given by (4.3). Nevertheless, in the numerical result, we wish to minimize the rescaled
cost function Ĵ whose derivatives with respect to (u, p, θ) are obtained thanks to (4.15)
with

γ1 =
ω

J1,max −J1,mi n
, γ2 =

−(1−ω)

J2,max −J2,mi n
.
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4.5.3 Implementation

Topology optimization problem is solved by iterative calculations. The main steps of
the algorithm for the topology optimization consist to compute sensitivities by adjoint
method and evaluate the optimality condition. If a stopping criterion is met, the compu-
tation is terminated. The forward problem (4.1) and the adjoint problem (4.13) are imple-
mented using OpenFOAM [44]. The optimality condition is given by the critical point of
the Lagrangian with respect to the design parameter α as follows :

∂hτ

∂α
u ·u∗+ ∂kτ

∂α
∇θ ·∇θ∗ = 0 inΩ,

∂kτ

∂α
θ∗ = 0 with ∂nθ = −1 on Γ1.

(4.16)

The design variables are evaluated by using the conjugated-gradient descent direction
method associated to Polack-Ribiere method. To summarize, the algorithm for the topo-
logy optimization is described in Table 4.1.

Step 0. Initialization : set all the constants Re, Ri, Pr

Step 1. Solve the forward problem (4.1),(4.2) problem with the Finite Volume Method

Step 2. Compute objective and constraint values

Step 3. Compute sensitivities by adjoint method

Step 4. Evaluate the optimality condition. If a stopping criterion is met, terminate the calculation.

Step 5. Project design variable α with αk = max(0,min(α,αmax))

Step 6. Update design variables α with αk+1 = −∇Jk+1 +βPR
k+1 αk and return to step 1

TABLEAU 4.1 – Algorithm of topology optimization

4.6 Results

First of all, it is important to note that the problem is purely academic and the values
of various parameters as Prandtl number set to 0.71 corresponding to a fluid/liquid, and
ks/k f have been therefore set to three. As they are in the range of realistic problems, they
are thought to be representative of the problems that can be physically encountered.

The problem is investigated for Ri = {100,200,400} under constant Re = 400 which is
equivalent to increase the dominance of natural convection in the conducto-convection
problem. These values have been chosen in accordance with the study of Li et al. [85] on
reversal flows in the asymmetrically heated channel. The problem is also investigated for
Re = 200 and Ri = 400 in order to highlight the effect of convection on the optimization
results. We chose α0 = 20 and set αmax to 2 ·105 keeping in mind that similar results have
been obtained for αmax = 106.

Figure 4.3a shows the vertical velocity profile at the entrance of the channel for the
two values of Re. For this study, we chose different values of ω in accordance with the
importance given to the different costs function J1 or J2. All results performed in this
paper correspond to physical quantities, that is J1 and J2. Moreover, in order to be sure
that no material is added at the entrance of the channel during the optimization process,
we solved the problem by imposing fluid domain at the lower part of the channel, i.e. α = 0
for the element in [0,1]× [0,1].
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(a) Ri = 100,
Qt = 4.9%

(b) Ri = 200,
Qt = 13.3%

(c) Ri = 400,
Qt = 52.2%

(d) Obtained with
(4.4) and (4.5)
Ri = 100, ω = 0.5

FIGURE 4.2 – Optimized designs and streamtraces at various Ri for constant Re = 400. Orange cor-
responds to solid material and purple corresponds to the fluid domain.

4.6.1 Varying Ri at constant Re = 400

It can be seen that the obtained designs at varying Ri (Figure 4.2) differ from one ano-
ther, which is to be expected.

First of all, when the natural convection forces become more dominant, the optimi-
zation algorithm adds more material in the channel. We compute the proportion Qt of
material added in the domainΩ as follows :

Qt =

∫
Ωhτ(α) dΩ

αmax Vtot
, where Vtot is the total volume ofΩ. (4.17)

The proportion of material added in the vertical channel varies from 4.9% to 52.2%. It
is referenced on Figure 4.2. Hence, the quantity of material increases when Richardson
number increases.

Secondly, we can observe that the structure of the flow in the channel is modified.
From Figure 4.2c, it can be seen that for Ri = 400, all of the material is kept close to the
right wall of the domain and the flow circulation is obliged to be near the heated wall. This
contributes to the second objective function corresponding to increase the thermal ex-
changes in the channel. Besides, temperature profiles at the exit of the channel are shown
on Figure 4.3b.

It can also be observed that the flow reversal is suppressed after optimization process.
Indeed, material added by the algorithm at the end of the channel prevent the fluid from
re-entering in the channel. As can be seen on Figure 4.4, vertical component of the ve-
locity has a positive value in the channel after optimization and is null or very small in
the solid region, as expected. That means our interpolation function gives an optimized
design with no physical error as a non-null velocity in the solid regions without connec-
tivity (Kreissl and Maute [78] and Lee [84]). Moreover, value of vertical component of the
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velocity increases when Ri increases (cf. Figure 4.3b). That is due to the reduction of the
section for the flow circulation which causes an acceleration of the fluid in the channel.
The width of flow circulation after optimization is referenced on Figure 4.5. It demons-
trates also that the sigmoid function hτ(α) which interpolates the design variable α affects
correctly volume elements to solid domains in order to avoid checkerboards. That brings
to a well definition of the frontier fluid-solid as obtained by Ramalingom et al. [112].

With regard to cost functions computation at the end of the optimization process,
we highlight the influence of Ri on thermal power and mechanical power. Indeed, as the
Richardson number increases, the power due to work forces decreases and the thermal
power in the channel increases. Figure 4.6 gives the computation of cost functions before
optimization process and after the optimization. Hence, J1 is reduced by a factor 1.64 and
J2 is reduced by a factor 1.51 (Table 4.2) for Re = 400 and for Ri = 100. When we compare
J1 to its value without optimization J1Ref, we notice that sometimes the optimization
algorithm added material which contributes to rising friction forces and pressure losses
as long as the heat dissipation increases. Hence, for the case (Re,Ri) = (400,200), J1 is
reduced by a factor 1.13 while J2 is increased by a factor 0.46. On the contrary, for the
case (Re,Ri) = (400,400), J1 is increased by a factor 0.26 while J2 is reduced by a factor
0.64. These cases illustrated that our algorithm permits to add material in the channel in
order to contribute to one or other cost functions according to the weighted coefficient
ω. Hence, for the case (Re,Ri) = (400,200), we chose to prioritize the minimization of me-
chanical power with ω = 0.85. For the case (Re,Ri) = (400,400), we chose to prioritize the
maximization of heat transfer withω = 0.15. We can conclude that the algorithm succeeds
to minimize/maximize one or other cost functions by adding material without penalizing
too much to one or other.

Figure 4.7 shows the computation of thermal power and mechanical power at each
iteration of the optimization process. We can compare the evolution throughout itera-
tions for the classical cost functions of the literature (Figure 4.7a) and for the cost func-
tions proposed in our study (Figure 4.7a). Contrary to the cost functions (4.6) and (4.7),
classical cost functions (4.4) and (4.5) present an oscillatory behavior when applied to
our dominated-natural-convection problem. These instabilities lead to important oscil-
lations of the adjoint pression and the adjoint velocity (cf. Equation (4.13)). Moreover,
as mathematical sign of velocity switches, our algorithm adds material in the domain in
accordance with the optimality condition (cf. Equation (4.3)). Therefore, these numeri-
cal instabilities lead to a optimized design with a lot of quantity of material (Figure 4.2d)
evaluated at Qt = 45.03%. Hence, we can conclude that the new expression of both cost
functions gives a better stability of the computation at the end of the optimization pro-
cess.

4.6.2 Constant Ri = 400 and Re = 200

In Li et al. [85], the authors considered the case Re = 200 and Ri = 400, which gives a
dimensionless length of the reversal flows the most important of their study. As for Re =
400, we observe that the reversal flow is suppressed (cf. Figure 4.8b). A lot of material
is added in the channel computed at Qt = 53.5% . The section for the circulation flow
is also reduced. It is evaluated at d = 0.16, being the smallest width of circulation flow
in this study. The flow circulation is thus imposed near the heated wall (cf. Figure 4.8a).
Temperature field Figure 4.8b shows that heat surface exchanges are increased thanks
to the material added by the algorithm. This phenomenon contributes to the objective
function J2. Table 4.2 indicates that J1 is reduced by a factor 3.6 and J2 is increased by
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(Re,Ri) (400,100) (400,200) (400,400) (200,400)
J1ref/J1 1.64 1.13 0.26 3.60
J2ref/J2 1.51 0.46 0.64 3.09

TABLEAU 4.2 – Reduction factor of cost functions - ref corresponds to the value of cost functions
without optimization

a factor 3.09, knowing ω = 0.5 for this simulation case. It is important to note that for Re =
200, we can observe a very low vertical component of the velocity of 10−5 in some parts
of the solid material (cf. 4.8b). So, when the vertical component of the velocity is higher,
more material is added such as the section for the circulation flow is smaller. Velocity at
the exit is higher and the thermal/mechanical power is respectively increased/reduced by
a factor approximately 3.
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(a)

(b)

FIGURE 4.3 – Adimensional vertical component of the velocity for Re = {200,400} (a), Temperature
and vertical component of the velocity (b) at the end of the hot plate of the channel y = 3H/2
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(a) Ri = 100
ω = 0.5

(b) Ri = 200
ω = 0.85

(c) Ri = 400
ω = 0.15

FIGURE 4.4 – Adimensional vertical velocity at various Ri for constant Re = 400

78



CHAPITRE 4. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE D’UN PROBLÈME
MULTI-PHYSIQUES EN CONVECTION NATURELLE

(a) Re = 400, Ri = 100 (b) Re = 400, Ri = 200

(c) Re = 400, Ri = 400 (d) Re = 200, Ri = 400

FIGURE 4.5 – Adimensional temperature, vertical velocity, α and h(α) at the end section of the
channel and for various Ri for constant Re = 400 - annotation d is used for the width of the flow
section
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(Re=400,Ri=100) (Re=400,Ri=200) (Re=400,Ri=400) (Re=200,Ri=400)
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FIGURE 4.6 – Mechanical power (a) and thermal power (b) without optimization noticed Ref and
after optimization
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(a) Values of classical cost functions (4.4) and
(4.5) over iterations for the minimization of Ĵ

(b) Values of new cost functions (4.6) and
(4.7)over iterations for the minimization of Ĵ

FIGURE 4.7 – Comparison of cost functions computations throughout iterations - Re =
400, Ri = 100, ω = 0.5

(a) (b) (c)

FIGURE 4.8 – Optimization results for constant Re = 200 and Ri = 400 : Optimized design, ω = 0.5
(a), Adimensional vertical component of the velocity (b), Adimensional temperature field (c)
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4.7 Conclusion

A multi-physics optimization problem considering both pressure drop minimization
and heat transfer maximization in the asymmetrically heated channel has been exami-
ned. The problem is handled in natural convection with several values of Richardson
number. First of all, two objective functions are investigated representing the work of
forces for the mechanical power and heat exchanges with the thermal power. In accor-
dance with the physical problem considered, a weighted coefficient is chosen for the com-
bined cost function. These functions allow to obtain optimal designs and they are relati-
vely reduced in accordance with the weight affected to each of them. Several conclusions
have been drawn. First of all, the reversal flow in the channel is suppressed at the end of
the optimization. That contributes to reducing the loss of charges in the channel. Then,
the new cost functions contribute to avoid the use of filter techniques as no numerical
instabilities are observed. The stability of the computation at the end of the optimiza-
tion process is better than this obtained with classical cost functions of the literature. For
Re = 400, vertical component of the velocity increases when Ri number increases. The sec-
tion for the circulation of flow is reduced. Concerning the fluid-solid boundary, they are
well-definited during the optimization process thanks to two sigmoid functions used for
the interpolation of both the design variable and the thermal diffusivity. Finally, the op-
timization algorithm is able to increase thermal exchanges while maintaining the loss of
charges due to friction, thanks to the combined objective functions used. In conclusion,
this study highlights the importance of the expression of cost function in a topology opti-
mization problem. The influence of the Richardson is observed on vertical velocity value
and on the quantity of material added in the optimized channel. As future work, we sug-
gest a more complete heat and mass transfer model might be considered, as pure natural
convection problems and radiation problems.
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4.8 Compléments sur la convection naturelle pure

En convection naturelle, le couplage bidirectionnel du mouvement du fluide et des
champs thermiques peut conduire à des champs présentant des comportements com-
plexes. Comme expliqué par Coffin and Maute [33], au fur et à mesure que les différences
de chaleur et de température appliquées augmentent, les vitesses des fluides entraîne-
ront des instabilités dynamiques. Pourtant, la présence des phénomènes de convection
naturelle dans bon nombre de systèmes industriels a fait croître l’intérêt porté par la com-
munauté scientifique. La compréhension de l’environnement thermique de ces systèmes
est incontournable pour l’élaboration des stratégies de contrôle ou d’optimisation des
transferts de masse et de chaleur.

Très peu d’études en optimisation topologique ont été menées sur des systèmes de
convection naturelle. Alexandersen et al. [2, 3] ont été les seuls exemples d’optimisa-
tion topologique des systèmes de convection naturelle pure. Ils ont utilisé la méthode
de densité de Brinkman pour étudier des problèmes 2D et 3D en supposant un écoule-
ment stable. Les équations d’état ont été discrétisées avec la méthode des éléments finis.
L’optimisation topologique est réalisée avec la méthode adjointe en s’appuyant sur le cal-
cul des sensibilités. L’étude montre que l’optimisation de topologique est une approche
viable pour concevoir la géométrie de puits de chaleur rafraîchie par la convection natu-
relle et pour concevoir des micro-pompes alimentés par la convection naturelle. Les dif-
ficultés qu’ils ont rencontrées ont été principalement liée à des oscillations numériques
du solveur utilisé (un "damped Newton" solveur) et aux régions intermédiaires entre le
domaine fluide et solide, amplifiant alors l’effet de convection naturelle alors qu’une de
leur fonction objectif était basée sur la maximisation du champ de vitesse du fluide. Par
ailleurs, ils n’ont pas travaillé sur des fonctions coût relatives aux pertes de charge.

Dans cette partie, nous nous intéressons au problème d’optimisation des transferts
thermiques et massiques avec un écoulement de convection naturelle pure. Cela signi-
fie que nous laissons le champ de vitesse libre en entrée du canal vertical. Les fonction-
nelles objectif considérées sont les mêmes que celles décrites dans la partie précédente
(4.6) et (4.7) et sont aussi combinées par une somme pondérée (4.3). Après avoir énoncé
les équations d’état associées au problème d’optimisation en convection naturelle pure,
nous présentons les résultats obtenus en fin de processus d’optimisation pour différents
nombres de Rayleigh.

4.8.1 Formulation du problème d’optimisation

Les équations sont rendues sans dimension par rapport à la vitesse caractéristique de
convection naturelle, UCN = κ Ra1/2/b, à la largeur du canal b et à la différence de tempé-
rature ∆T entre les parois du canal et celle de l’air extérieur. La température de l’air exté-
rieure est prise comme référence des températures. Le nombre de Prandtl, Pr = ν/κ, est
fixé à 0,71. Les équations qui régissent les écoulements d’air en convection naturelle avec
les hypothèses précédentes s’expriment, en deux dimensions, pour le problème d’opti-
misation, de la manière suivante :

Minimiser J tel que :
∇·u = 0

(u ·∇)u = −∇p +Pr Ra−1/2
b ∇2u−hτ(α) u+Pr θ −→ey

∇· (u θ) = div(Ra−1/2
b kτ(α) ∇θ)

(4.18)

auquel on ajoute les conditions aux limites :
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u = 0, ∂nθ = −1, sur Γ1 paroi chauffée
u = 0, ∂nθ = 0, sur Γ2 parois adiabatiques
∂nu = 0, θ = 0, sur Γi entrée du domaine
∂nu = 0, ∂nθ = 0, p = 0, sur Γo sortie du domaine

4.8.2 Résultats

Les simulations ont été faites avec un coefficient de pondération ω = 0.5 et pour 3 va-
leurs du nombre de Rayleigh s’inspirant des travaux de Elenbaas [42] qui ont déterminé
les différents modes d’écoulement en fonction d’un nombre de Rayleigh modifié (rap-
port du nombre de Rayleigh construit sur la largeur du canal par l’allongement du canal).
Ainsi, nous faisons varier Rab dans {5 ·103, 5 ·104, 5 ·105} .

Dans un premier temps, on observe que l’algorithme d’optimisation permet bien de
réduire la puissance mécanique et d’augmenter la puissance thermique (Figure 4.9). La
puissance mécanique est ainsi divisée par un facteur de 3,9 pour Rab = 5·103. La puissance
thermique est à divisée par un facteur de 3 quelque soit le nombre de Rayleigh.

Ensuite, l’algorithme n’ajoute que 3,7% de matière dans le canal pour un nombre de
Rayleigh égal à 5 ·105, ce qui est relativement faible comparée aux quantités ajoutées par
l’algorithme dans l’étude précédente en convection naturelle dominante (cf. Figure 4.2).
La Figure 4.10 montre le canal obtenu en fin d’optimisation pour les différents nombres
de Rayleigh. On observe que la structure de l’écoulement n’est modifiée que pour Rab = 5·
105. Comme attendu et obtenu dans l’étude précédente, la vitesse verticale est nulle dans
le domaine associé au solide et elle est plus élevée contre la paroi chauffée (Figure 4.11).
De plus, des trous se dessinent dans la partie haute du matériau ajouté dans le canal. Ces
trous jouent un rôle d’isolant pour la matériau ajouté.

Pour les 3 cas étudiés, l’algorithme ajoute une fine couche de matière qui englobe la
paroi chauffée. Cet ajout de matière augmente les transferts thermiques et contribuent
ainsi à augmenter la puissance thermique dans le canal.
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FIGURE 4.9 – Valeurs des puissances thermique et mécanique sans et avec optimisation
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(a) Ra = 5 ·103

Qt = 0.09%
(b) Ra = 5 ·104

Qt = 3.18%
(c) Ra = 5 ·105

Qt = 3.7%

FIGURE 4.10 – Canal optimisé et lignes de courant

(a) Ra = 5 ·103 (b) Ra = 5 ·104 (c) Ra = 5 ·105

FIGURE 4.11 – Composante verticale de la vitesse
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4.9 Conclusion du chapitre

Ces travaux en convection naturelle dominante et convection naturelle pure montrent
que les nouvelles expressions de puissance mécanique et puissance thermique pour le
problème conducto-convectif du canal vertical asymétriquement chauffé donnent des
résultats satisfaisants en terme de stabilité de l’algorithme dans la mesure où les instabi-
lités numériques rencontrées par les autres auteurs [1] sont évitées. En effet, en travaillant
avec des fonctions objectif globaux et en s’appuyant sur des quantités physiques de type
puissance, l’algorithme d’optimisation réussit à mettre de la matière dans le canal tout en
contrôlant la puissance liées aux forces de frottements ou en augmentant les échanges de
chaleur, suivant l’importance spécifiée pour chacune des fonctions coût au moment de
la définition du problème d’optimisation.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion

La présente thèse explore l’optimisation topologique des échanges de chaleur et de
masse dans un canal vertical asymétriquement chauffé avec un écoulement en convec-
tion naturelle dominante. Les verrous scientifiques identifiés lors la résolution de pro-
blèmes d’optimisation en milieux continus ont été abordées et des stratégies ont été pro-
posées, puis validées numériquement.

Dans un premier temps, nous avons abordé la définition de l’interface fluide-solide
à la fin du processus d’optimisation. En effet, une méthode couramment utilisée en op-
timisation topologique consiste à pénaliser la vitesse du fluide dans la zone correspon-
dant au solide avec l’aide d’un terme de Brinkmann. Comme le coefficient situé devant
ce terme ne correspond qu’à deux états (0 pour le fluide et 6= 0 pour le solide), la stra-
tégie est de recourir à des fonctions de régularisation qui permettent d’interpoler, entre
autres, la conductivité thermique entre les domaines fluide et solide. Ces interpolations
facilitent aussi l’utilisation des méthodes à base de gradient pour résoudre le problème
d’optimisation. De plus, pour éviter les motifs en damier en fin d’optimisation, il est sou-
vent conseillé d’utiliser des filtres numériques. Nos travaux ont porté sur l’introduction de
nouvelles fonctions d’interpolation de type sigmoïde permettant d’améliorer la définition
de la frontière fluide-solide pendant le processus d’optimisation. La taille de la zone in-
termédiaire, c’est-à-dire la zone ne correspondant ni au fluide ni au solide, a été calculée
analytiquement et théoriquement pour montrer qu’elle a été réduite grâce à ces fonctions
sigmoïdes. Outre le fait que la définition de la frontière entre les deux domaines s’effectue
pendant l’optimisation topologique, cette nouvelle technique ne nécessite pas le recours
aux filtres numériques et ne génère pas de motifs en damier. Nous l’avons validée sur deux
cas référencés dans la littérature, à savoir le « single pipe » et le « bend pipe ».

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés aux transferts thermiques et
massiques dans le canal vertical asymétriquement chauffé. En amont des travaux d’op-
timisation au sens topologique de ces transferts, une étude sur l’influence de la strati-
fication thermique à l’extérieur du canal et l’influence du rayonnement de surface ont
été évaluées sur différentes quantités thermiques et aérauliques. Cette étude a permis de
mettre en évidence des grandeurs à prendre en compte pour définir nos fonctions ob-
jectifs dans les problèmes d’optimisation. Plus particulièrement, nous avons mis en évi-
dence une variation de la taille de l’écoulement retour, ce qui contribue à augmenter les
pertes de charge dans le canal. Nous avons aussi remarqué l’effet bouchon lié à la strati-
fication thermique qui diminue la vitesse du fluide et influence donc l’énergie thermique

89



CHAPITRE 5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

au sein du canal. Nos travaux se sont concentrés sur l’expression de nouvelles fonction-
nelles objectif. Nous proposons ainsi une nouvelle expression de la puissance mécanique
pour contrôler les pertes de charge (malgré l’ajout de matière) dans le canal vertical et la
combinons avec l’expression de la puissance thermique. Cette nouvelle fonction objec-
tif aura pour effet de corriger les instabilités relevées en sortie du domaine avec les autres
fonctions objectifs de la littérature. Le problème ainsi posé est résolu pour un écoulement
en convection mixte, bien que la convection naturelle reste dominante, et pour des varia-
tions du nombre de Richardson compris entre 100 et 400. Les fonctions d’interpolation de
type sigmoïde sont également utilisées et permettent l’obtention d’une frontière fluide-
solide distincte. Enfin, nous avons utilisé ces nouvelles fonctions objectif en laissant libre
la vitesse en entrée du canal (convection naturelle pure) et présentons les résultats obte-
nus pour différents nombres de Rayleigh compris entre 5 ·103 et 5 ·105.

Ces nouvelles fonctions d’interpolation (de type sigmoïde) et cette nouvelle expres-
sion de la puissance mécanique sont de nouvelles stratégies en optimisation topologique
des transferts de chaleur et de masse. Elles permettent d’obtenir une frontière bien dis-
tincte entre les domaines fluide et solide pendant le processus d’optimisation. Sans avoir
recours à des filtres numériques, l’effet damier couramment observé n’existe plus. Et en-
fin, la nouvelle expression de la puissance mécanique combinée à la puissance thermique
permettent à l’algorithme d’optimisation de maximiser la puissance thermique tout en
maintenant faible la puissance mécanique.

5.2 Perspectives

Indépendamment des stratégies d’optimisation proposées, les configurations étudiées
reposent tout au long du manuscrit sur des hypothèses simplificatrices dans le but de li-
miter soient les ressources de calcul, soient les différents paramètres, afin de mieux cibler
l’étude sur le processus d’optimisation et les verrous scientifiques identifiés. Il convien-
drait ainsi de poursuivre nos travaux en 3-dimensions, en régime laminaire instationnaire
et en régime turbulent.

De même, les études de transferts de chaleur dans le cadre de cette thèse sont effec-
tuées en milieu isotrope. Or, nous pourrions envisager l’optimisation de ces transferts de
chaleur en milieu anisotrope. Cela reviendrait à considérer un transfert de chaleur dans
une direction et à modéliser un domaine équivalent à des matériaux stratifiés.

L’ensemble des configurations étudiées dans cette thèse emploie un maillage adapté
uniquement à la géométrie du canal. Bien que la précision des calculs dépendent de la
taille de ces éléments, en pratique, il n’est pas possible de raffiner uniformément leur
taille pour des raisons évidentes de coûts de calcul. Toutefois, il est possible d’optimiser
le maillage en le raffinant seulement dans des zones prédéfinies. Ainsi, dans le cas du
canal vertical asymétriquement chauffé, le maillage a été raffiné le long des parois, afin
de simuler plus précisément le phénomène de couches limites thermique et aéraulique.
La limite de notre méthode est liée à l’inadaptation du maillage au cours du processus
d’optimisation. La matière ajoutée par l’algorithme d’optimisation devrait impliquer une
réadaptation du maillage le long de l’interface fluide-solide afin de simuler plus précisé-
ment les couches limites thermique et aéraulique qui s’y développent. Il serait donc judi-
cieux d’avoir recours à des techniques de maillage adaptatif pendant le processus d’opti-
misation.

Ensuite, le canal vertical asymétriquement chauffé est une géométrie qui est rencon-

90



CHAPITRE 5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

trée dans de nombreux secteurs industriels. Néanmoins, nos travaux numériques ont été
purement académiques bien que la gamme des paramètres utilisées corresponde à des
gammes de mesures qu’on peut enregistrer dans la réalité. Ce qui manque à notre étude
est l’application de nos nouvelles techniques et de nos nouvelles expressions de fonction-
nelles objectif sur un cas d’application industrielle. Par exemple, les cas du Mur Trombe
ou du mur double-peau pourraient être traités comme cas d’application des méthodes
d’optimisation proposées dans le cadre de cette thèse.

Pour poursuivre les investigations sur les fonctions coût, nous pouvons en explorer
d’autres basées sur des critères dits locaux. L’idée des critères locaux repose sur l’utili-
sation des corrélations heuristiques entre les paramètres locaux de l’écoulement fluide
et leur impact global. Cette stratégie peut être intéressante pour mieux définir la struc-
ture des champs (température, vitesse, ...) à l’intérieur du domaine à étudier et au plus
près de l’interface fluide-solide. Une réflexion sur les définitions des quantités physiques
à proximité de la frontière fluide-solide est déjà en cours et devrait permettre de définir
les critères locaux pertinents. Ces critères locaux seront d’ailleurs complémentaires à des
critères exprimés par une fonction coût de type surfacique.

Concernant l’amélioration des techniques employées en optimisation topologique, le
travail qui pourrait nous intéresser serait les nouvelles techniques de pénalisation afin
d’améliorer l’interface fluide-solide. Ces techniques pourraient également être étudiées
afin d’obtenir non plus un solide "presque parfait" en fin d’optimisation, ce qui corres-
pond à une zone où le fluide ne peut pas circuler, mais plutôt pour obtenir plusieurs
types de matrices solides. Par exemple, nous souhaitons explorer l’obtention des milieux
poreux modélisés par la loi de Darcy et la loi de Forchheimer.

Une approche expérimentale pour valider les performances obtenues et pour mieux
les qualifier dans les configurations définies par optimisation topologique reste néan-
moins le chantier le plus conséquent à mener à la suite de ces travaux. Cette étape lourde
dans sa mise en œuvre est incontournable pour valider la forme obtenue numériquement
et les techniques employées. Ce n’est qu’une fois cette étape effectuée que des améliora-
tions et d’autres compléments d’études pourront être également envisagées.

Ainsi, bien que les résultats de nos travaux soient satisfaisants pour les hypothèses
formulées, l’optimisation topologique des transferts de chaleur et de masse est un do-
maine qui nécessite des travaux supplémentaires tant expérimentaux que numériques
afin d’améliorer les méthodes employées. Les perspectives énoncées ici forment une ana-
lyse objective du travail qui reste à réaliser et montrent qu’il reste encore des pistes à ex-
plorer et à développer.

5.3 Production scientifique

Les travaux de cette thèse ont fait l’objet de plusieurs productions scientifiques et ont
été présentés à diverses conférences :

— D. Ramalingom, P.-H. Cocquet, A. Bastide, Numerical study of natural convection in
asymmetrically heated channel considering thermal stratification and surface radia-
tion, accepté pour publication Numerical Heat Transfer, Part A : Applications, 2017.

— D. Ramalingom, P.-H. Cocquet, A. Bastide, A new interpolation technique to deal
with fluid-porous media interfaces for topology optimization of heat transfer, soumis
pour publication dans Computers and Fluids, 2017.
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— D. Ramalingom, P.-H. Cocquet, A. Bastide, A muli-physics optimization problem in
natural convection for a vertical channel asymmetrically heated, soumis pour publi-
cation dans International Journal of Heat and Mass Transfer, 2017.

— P.-H. Cocquet, A. Bastide, D. Ramalingom, Penalization model for Navier-Stokes-
Darcy equations with application to porosity-oriented topology optimization, sou-
mis pour publication dans Mathematical Models and Methods in Applied Sciences,
2017.

— D. Ramalingom, A. Bastide, Impact of external surroundings on natural convection
in a vertical channel asymmetrically heated, European Congress on Computational
Methods in Applied Sciences and Engineering (ECCOMAS) 2016, 11 pages, 5-10 juin
2016, Crête.

— D. Ramalingom, P.-H. Cocquet, A. Bastide, Optimisation topologique des échanges
thermiques dans un canal vertical asymétriquement chauffé, Congrès de la Société
Française de Thermique 2017, 8 pages, 30 mai au 2 juin 2017, Marseille.
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Annexe A

Le problème adjoint par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange

Le problème d’optimisation avec contraintes peut s’énoncer de la manière suivante :
Déterminer les variables d’état (u,p,θ) qui minimisent la fonctionnelle objectif J (u,p,θ,α)
sous contraintes des équations d’état R(u,p,θ,α) = 0.

Cette méthode consiste à introduire les multiplicateurs de Lagrange (u∗, p∗θ∗) pour
imposer chacune des contraintes du problème. On introduit alors la nouvelle fonction-
nelle dite fonctionnelle de Lagrange :

L (u, p,θ,α,u∗, p∗,θ∗) = J (u, p,θ,α)−
∫
Ω

p∗ ∇·u dΩ

−
∫
Ω

u∗ · [(u ·∇)u+∇p −Pr Ra−1/2
b ∇2u−Pr θ −→ey +α u

]
dΩ

−
∫
Ω
θ∗

[ ∇(uθ)−∇· (Ra−1/2
b k(α)∇θ)] dΩ

(A.1)
où (u∗, p∗,θ∗) vérifient les conditions de Dirichlet homogènes :

Sur Γ1 ∪Γ2 : u∗ = 0

Sur Γi n : θ∗ = 0

Sur Γout : p∗ = 0

Le problème d’optimisation initial avec contraintes est remplacé par le problème d’op-
timisation sans contrainte :
Déterminer les variables d’état (u,p,θ,α), la variable de contrainte α et les variables ad-
jointes (u∗,p∗,θ∗) telles que la fonctionnelle de Lagrange L présente un extremum.

La fonctionnelle de Lagrange admet un extremum lorsque L est rendue «station-
naire» par rapport à chacun de ses arguments. En effet, le calcul des variations impose
alors ∂L = 0, soit :

δL =
∂L

∂u
δu + ∂L

∂p
δp + ∂L

∂θ
δθ + ∂L

∂α
δα + ∂L

∂u∗ δu∗ + ∂L

∂p∗ δp∗ + ∂L

∂θ∗
δθ∗ = 0 (A.2)

En supposant par la suite, les variables (u, p,θ,α,u∗, p∗,θ∗) indépendantes 1, les dé-

1. Ce qui est faux en toute rigueur puisqu’elles sont liées entre elles par l’équation d’état R(u, p,θ) = 0
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MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE

rivées de Fréchet 2 de L doivent être identiquement nulles dans toutes les directions
u, p,θ,α,u∗, p∗,θ∗ admissibles, c’est-à-dire, quelles que soient les variationsδu,δp,δθ,δα,δu∗,δp∗,δθ∗,
qui doivent aussi vérifier les conditions de Dirichlet homogènes définies précédemment.

Annulation de la dérivée de Fréchet de L suivant u

∂L

∂u
δu =

∫
Ω

∂JΩ
∂u

δu dΩ+
∫
Γ

∂JΓ
∂u

δu dΓ

−
∫
Ω

p∗ ∇·δu dΩ−
∫
Ω
θ∗∇ (δu θ) dΩ

−
∫
Ω

u∗ · [(u ·∇)δu+ (δu ·∇)u−Pr Ra−1/2
b ∇2δu+α δu)

]
dΩ

(A.3)

On peut réécrire l’équation précédente ainsi :

∂L

∂u
δu =

∫
Ω

∂JΩ
∂u

δu dΩ+
∫
Γ

∂JΓ
∂u

δu dΓ

−
∫
Ω

p∗ ∇·δu dΩ︸ ︷︷ ︸
T1

−
∫
Ω
θ∗ ∇ (δu θ) dΩ︸ ︷︷ ︸

T2

−
∫
Ω

u∗ · [(u ·∇)δu+ (δu ·∇)u] dΩ︸ ︷︷ ︸
T3

+
∫
Ω

u∗ · (Pr Ra−1/2
b ∇· (∇δu)) dΩ︸ ︷︷ ︸

T4

−
∫
Ω

u∗ · (α δu) dΩ︸ ︷︷ ︸
T5

(A.4)

On simplifie ensuite chaque terme T1, T2, T3, T4, T5 en factorisant par δu. On utilise
les intégrations par parties comme suit :∫

Ω
f ∇·g dΩ+

∫
Ω

g ·∇ f dΩ−
∫
Γ

f g ·n dΓ

La factorisation du terme T1 donne :∫
Ω

p∗ ∇·δu dΩ =
∫
Γ

p∗δu ·n dΓ−
∫
Ω
δu ·∇p∗ dΩ

La factorisation du terme T2 donne :∫
Ω
θ∗∇ (δu θ) dΩ =

∫
Γ
θ∗ θ δu ·n dΓ−

∫
Ω
δu θ ∇θ∗ dΩ

Le terme T3 peut se réécrire ainsi :∫
Ω

u∗ · [(u ·∇)δu+ (δu ·∇)u] dΩ =
∫
Ω

u∗ · (u ·∇)δu dΩ+
∫
Ω

u∗ · (δu ·∇)u dΩ

2. La dérivée de Férchet de L au point x0 dans la direction δx est donnée par :

lim
ε→0

L (x0 +ε δx)−L (x0)

ε
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D’une part, on peut noter le premier terme de l’équation ci-dessus ainsi :∫
Ω

u∗ · (u ·∇)δu dΩ =
∫
Ω

u∗
j ui∂iδu j dΩ (A.5)

On utilise la relation ci-dessous où f et g sont deux fonctions scalaires :∫
Ω
∂i ( f g ) dΩ =

∫
Ω
∂i f g dΩ+

∫
Ω

f ∂i g dΩ

et on obtient :∫
Ω

u∗
j ui∂iδu j dΩ =

∫
Ω
∂i (u∗

j uiδu j ) dΩ−
∫
Ω
δu j ∂i (u∗

j ui ) dΩ (A.6)

De même pour la seconde partie de l’expression T3 :∫
Ω
δu j∂i (u∗

j ui ) dΩ =
∫
Ω
δu j∂i u∗

j ui dΩ+
∫
Ω
δu j u∗

j ∂i ui dΩ

De plus, pour tout scalaire f , on a :∫
Ω
∂i f dΩ =

∫
Γ

ni f dΓ

Ce qui nous donne dans A.6 :∫
Ω
∂i (u∗

j uiδu j ) dΩ =
∫
Γ

ni u∗
j uiδu j dΓ (A.7)

En remplaçant dans A.5 , on obtient :∫
Ω

u∗
j ui∂iδu j dΩ =

∫
Γ

ui ni u∗
j δu j dΓ−

∫
Ω
δu j ui∂i u∗

j dΩ−
∫
Ω
δu j u∗

j ∂i ui dΩ

On peut réécrire A.5 ainsi :∫
Ω

u∗ · (u ·∇)δu dΩ =
∫
Γ

(u ·n) u∗ ·δu dΓ−
∫
Ω
δu · (u ·∇)u∗ dΩ−

∫
Ω
δu ·u∗(∇·u) dΩ (A.8)

Comme ∇·u = 0, on simplifie ainsi :∫
Ω

u∗ · (u ·∇)δu dΩ =
∫
Γ

(u ·n) u∗ ·δu dΓ−
∫
Ω
δu ·∇u∗u dΩ (A.9)

D’autre part, on a : ∫
Ω

u∗ · (δu ·∇)u dΩ =
∫
Ω

u∗ · (∇u)δu dΩ (A.10)

Pour un tenseur du second ordre A et deux vecteurs U et V, on a la relation suivante :

V ·AU = ATV ·U

On peut ainsi écrire :∫
Ω

u∗ · (δu ·∇)u dΩ =
∫
Ω

(∇u)Tu∗ ·δu dΩ (A.11)
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C’est ainsi qu’on obtient la factorisation du terme T3 :∫
Ω

u∗ · [(u ·∇)δu+ (δu ·∇)u] dΩ =
∫
Γ

(u ·n) u∗ ·δu dΓ−
∫
Ω
δu ·∇u∗u dΩ+

∫
Ω

(∇u)Tu∗ ·δu dΩ

(A.12)
Concernant le terme T4, on s’appuie sur la relation suivante :

∇· (AU) = U · (∇· (AT))+A : ∇U (A.13)

où, A est un tenseur du second ordre, U est un vecteur et A : ∇U représente le produit
doublement contracté.

Ce qui permet d’écrire :

u∗ · (∇· (∇δu)) = ∇· ((∇δu)Tu∗)− (∇δu)T : ∇u∗ (A.14)

De plus, pour deux tenseurs du second ordre A et B, on a :

A : BT = AT : B

On obtient :
u∗ · (∇· (∇δu)) = ∇· ((∇δu)Tu∗)− (∇u∗)T : ∇δu (A.15)

D’après la relation A.13, on a :

(∇u∗)T : ∇δu = ∇· ((∇u∗)Tδu
)−δu · (∇· (∇u∗)

)
(A.16)

L’équation A.15 devient :

u∗ · (∇· (∇δu)) = ∇· ((∇δu)Tu∗)−∇· ((∇u∗)Tδu
)+δu · (∇· (∇u∗)

)
(A.17)

On considère aussi la relation suivante pour tout vecteur F :∫
Ω
∇·F dΩ =

∫
Γ

F ·n dΓ (A.18)

Ce qui nous donne :∫
Ω
∇· ((∇δu)Tu∗)

dΩ =
∫
Γ

(
(∇δu)Tu∗) ·n dΓ (A.19)

et ∫
Ω
∇· ((∇u∗)Tδu

)
dΩ =

∫
Γ

(∇u∗)Tδu ·n dΓ =
∫
Γ
δu · (∇u∗)n dΓ (A.20)

On simplifie alors le terme T4 ainsi :∫
Ω

u∗ · (Pr Ra−1/2
b ∇· (∇δu)) dΩ = Pr Ra−1/2

b

∫
Ω

u∗ · (∇· (∇δu)) dΩ

= Pr Ra−1/2
b

∫
Γ

(
(∇δu)Tu∗) ·n dΓ

−Pr Ra−1/2
b

∫
Γ
δu · (∇u∗)n dΓ

+Pr Ra−1/2
b

∫
Ω
δu · (∇· (∇u∗)

)
dΩ

(A.21)

La factorisation du terme T5 donne :∫
Ω

u∗ · (α δu) dΩ =
∫
Ω
α δu ·u∗ dΩ

IV
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La dérivée de Fréchet selon u s’écrit alors :

∂L

∂u
δu =

∫
Ω

∂JΩ
∂u

δudΩ+
∫
Γ

∂JΓ
∂u

δudΓ

+
∫
Γ
δu · (−p∗ n−θ∗ θ n− (u ·n) u∗−Pr Ra−1/2

b (∇u∗)n
)

dΓ+Pr Ra−1/2
b

∫
Γ

(
u∗ · (∇δu)

)
n dΓ

+
∫
Ω
δu · (∇p∗−θ ∇θ∗+∇u∗u− (∇u)Tu∗+Pr Ra−1/2

b

(∇· (∇u∗)
)−α u∗)

dΩ

(A.22)
Cette égalité A.22 doit être vérifiée quelle soit la valeur de δu. Il faut donc qu’elle le soit

en particulier si δu 6= 0 dansΩ et si δu = 0 et (∇δu)n = 0 sur Γ, alors on a :

∇p∗−θ ∇θ∗+∇u∗u− (∇u)Tu∗+Pr Ra−1/2
b

(∇· (∇u∗)
)−α u∗ =

∂JΩ
∂u

dansΩ (A.23)

Annulation de la dérivée de Fréchet de L suivant p

∂L

∂p
δp =

∫
Ω

∂JΩ
∂p

δp dΩ+
∫
Γ

∂JΓ
∂p

δp dΓ

−
∫
Ω

u∗ ·∇δp dΩ
(A.24)

L’intégration par parties donne :∫
Ω

u∗ ·∇δp dΩ =
∫
Γ
δp u∗ ·n dΓ−

∫
Ω
δp∇·u∗ dΩ (A.25)

L’annulation de la dérivée de Fréchet A.24 se réécrit alors :

∂L

∂p
δp =

∫
Ω

∂JΩ
∂p

δp dΩ+
∫
Γ

∂JΓ
∂p

δp dΓ

−∫
Γδp u∗ ·n dΓ+∫

Ωδp∇·u∗ dΩ = 0
(A.26)

Comme précédemment, l’équation A.26 doit être vérifiée pour toute valeur de δp. En
particulier, si δp 6= 0 dansΩ et δp = 0 sur Γ, on a :

∇·u∗ =
∂JΩ
∂p

dansΩ (A.27)

Annulation de la dérivée de Fréchet de L suivant θ

∂L

∂θ
δθ =

∫
Ω

∂JΩ
∂θ

δθ dΩ+
∫
Γ

∂JΓ
∂θ

δθ dΓ

−
∫
Ω

Pr δθ u∗ ·−→ey dΩ+
∫
Ω
θ∗u ·∇δθ dΩ

−
∫
Ω
θ∗∇· (Ra−1/2

b k(α)∇θ) dΩ

(A.28)

On effectue les intégrations par parties comme suit :∫
Ω
θ∗u ·∇δθ dΩ = +

∫
Γ
δθ θ∗u ·n dΓ−

∫
Ω
δθ∇· (θ∗u) dΩ

=
∫
Γ
δθ θ∗u ·n dΓ−

∫
Ω
δθ

(
u ·∇θ∗+θ∗∇·u

)
dΩ

=
∫
Γ
δθ θ∗u ·n dΓ−

∫
Ω
δθ u ·∇θ∗ dΩ car ∇·u = 0

(A.29)
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De même :∫
Ω
θ∗∇· (Ra−1/2

b k(α)∇θ) dΩ =
∫
Γ

Ra−1/2
b θ∗ k(α)∇δθ ·n dΓ−

∫
Ω

Ra−1/2
b k(α)∇δθ ·∇θ∗ dΩ

=
∫
Γ

Ra−1/2
b θ∗ k(α)∇δθ ·n dΓ−

∫
Γ
δθ Ra−1/2

b k(α)∇θ∗ ·n dΓ

+
∫
Ω
δθ ∇· (Ra−1/2

b k(α)∇θ∗)
dΩ

(A.30)
L’annulation de la dérivée de Fréchet suivant θ donne :

∂L

∂θ
δθ =

∫
Ω

∂JΩ
∂θ

δθ dΩ+
∫
Γ

∂JΓ
∂θ

δθ dΓ

−
∫
Γ
δθ

(
θ∗u ·n+Ra−1/2

b k(α)∇θ∗ ·n
)

dΓ+
∫
Γ

Ra−1/2
b θ∗ k(α)∇δθ ·n dΓ

−
∫
Ω
δθ

(
Pr u∗ ·−→ey +u ·∇θ∗+∇· (Ra−1/2

b k(α)∇θ∗))
dΩ = 0

(A.31)

Cette équation A.31 doit être vérifiée quelque soit la valeur de δθ, donc en particulier,
si δθ 6= 0 dansΩ et δθ = 0 et ∇δθ ·n = 0 sur Γ, alors on a :

Pr u∗ ·−→ey +u ·∇θ∗+∇· (Ra−1/2
b k(α)∇θ∗)

=
∂JΩ
∂θ

dansΩ (A.32)

Système d’équations adjointes

C’est ainsi qu’on déduit les équations d’état du système adjoint :

∂JΩ
∂u

= ∇p∗−θ ∇θ∗+∇u∗u− (∇u)Tu∗+Pr Ra−1/2
b (∇· (∇u∗))−α u∗ dansΩ

∂JΩ
∂p

= ∇·u∗ dansΩ

∂JΩ
∂θ

= Pr u∗ ·−→ey +u ·∇θ∗+∇· (Ra−1/2
b k(α)∇θ∗)

dansΩ
(A.33)

VI
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