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PREFACE

Ce document présente une partie de mes activités de recherche au sein
de I'équipe Combinatoire et Algorithmes du Laboratoire Bordelais de Re-
cherche en Informatique (LaBRI). Il est composé de six chapitres :

—le premier chapitre donne une introduction générale au domaine
dans lequel s’inscrit ma recherche : I’analyse des algorithmes distribués, et
en particulier des algorithmes distribués probabilistes. Il présente les défi-
nitions et notations utilisées dans ce mémoire, le modele adopté ainsi que
les outils communs aux résultats qui seront présentés dans les chapitres
suivants.

—-Le deuxieme chapitre présente un algorithme distribué probabiliste
permettant d’obtenir une élection équitable dans un graphe dont la topo-
logie est un arbre. Par I'équité, nous entendons un algorithme donnant la
méme chance a tous les sommets de 'arbre d’étre élus.

—Le chapitre suivant présente une extension de 1’algorithme d’élection
équitable dans les arbres a la classes des polyominoides.

-Le quatrieme chapitre expose et analyse trois algorithmes distribués
probabilistes permettant de construire un ensemble indépendant maximal.
Le premier algorithme est basé sur ’envoi de nombres réels, le deuxiéme
donne une implantation de l'algorithme précédent en utilisant des bits.
Enfin le troisieme algorithme améliore la bit complexité du précédent.

—Le chapitre cinq présente un algorithme optimal pour colorier les
sommets d'un graphe. L'algorithme est a base d’envoi de messages de
taille 1 bit.

—Les deux derniers chapitres présentent deux algorithmes permettant
de réaliser des rendez-vous dans un graphe. Le premier algorithme utilise
un temps discret et le second utilise les propriétés des variables aléatoires
continues.

Les travaux présentés dans cette dissertation ont été réalisés en colla-
boration avec A. El Hibaoui, Y. Métivier, ]. M. Robson et N. Saheb.






1.1

DEFINITIONS, MODELES ET
RESULTATS GENERAUX

E chapitre présente les définitions et notations utilisées dans ce mé-
moire : les graphes (Ber8s), (Roood) et le modele d’algorithmique dis-
tribuée (Telod), (Lynaf) et (Lavos).
Il présente également quelques éléments de l’analyse d’algorithmes
probabilistes.

LES GRAPHES

Dans ce mémoire, nous utilisons les définitions et notations usuelles de
la théorie des graphes. Un graphe non orienté simple est un couple G =
(V,E), out V est un ensemble de sommets et E est un ensemble de paires
d’éléments distincts de V, appelés arétes, la taille du graphe G est le nombre
d’éléments de V. Si e = {u,v} € E est une aréte de G, on dit que e est
incidente a u et v et que u et v sont deux sommets voisins. Soit v un sommet
du graphe G et N(v) 'ensemble des voisins de v, le nombre d’éléments
dans N(u) est appelé degré du sommet u, et est noté d(u).

Soit G = (V,E) un graphe. Un sous-graphe du graphe G est un graphe
H = (V',E’) dont 'ensemble des sommets V' (respectivement I’ensemble
des arétes E’) est un sous-ensemble de V (respectivement de E). Un sous-
graphe couvrant du graphe G est un sous-graphe de G qui contient tous les
sommets de G.

Un chemin P de v; a v; dans G est une suite P = vq,e1,02,€3,...,€,_1,0;
de sommets et d’arétes, telle que, pour 1 < j < i, ¢; est incidente a v;
et vj,1; 1 —1 est la longueur de P. Si v; = v;, alors P est un cycle. Deux
sommets v et ¢’ sont dits connectés ou liés, s'il existe un chemin de v a v’
Un graphe G = (V, E) est connexe si pour tous sommets différents u et v,
il existe un chemin liant u et v.

1.2 NOTATIONS

Nous utilisons les notations suivantes (voir (SFofl)). Soient f et ¢ deux
fonctions de IN dans R*. On dit que :



Chapitre 1. Définitions, modeles et résultats généraux

1.3

- f(n) = O(g(n)) si et seulement si il exite une constante c et un entier
no tels que Vn > no, f(n) < cg(n).

- f(n) = Q(g(n)) si et seulement si il exite une constante ¢ et un entier
np tels que Vn > no, f(n) > cg(n).

- f(n) = ©(g(n)) si et seulement si il exite deux constantes ¢ < c; et
un entier ng tels que Vn > ng, c18(n) < f(n) < c2g9(n).

- f(n) = o(g(n)) si f(n) est négligeable devant g(n), c’est-a-dire,

- f(n) ~ g(n) si f(n) est asymptotiquement équivalente a g(n), c’est-
1

MODELES

Dans cette section, nous rappelons quelques notions de l'algorithmique
distribuée (Telog), (Lyngf) et (Lavgs).

Systeme distribué

Un systeme distribué est une collection d’unités physiques ou logiques au-
tonomes - unités ayant leurs propres moyens de contrdle et de calcul -
communiquant via des liens de communication. Ces unités peuvent étre
des ordinateurs ou des processeurs (unités physiques) ou simplement des
processus (unités logiques).

Dans la suite, nous utiliserons assez souvent le terme « processus »
pour désigner les unités du systéeme distribué.

Systeme distribué synchrone

Dans un systéme distribué synchrone, une action (ou opération) de chaque
processus se réalise en une suite de pas discrets appelée round. Dans un
round, un processus envoie 0 ou plusieurs messages, regoit 0 ou plusieurs
messages et effectue un ensemble de calculs locaux. Les messages envoyés
sont recus pendant le méme round, c’est-a-dire, si p envoie un message a
jeme jeme

g au round

de g.

round, alors le message est requ par g pendant le

Systeme anonyme

Un systeme distribué est dit anonyme si on ne peut accéder aux identités
des différentes unités du systeme. Dans la littérature (voir (Lavos)), on
parle de symétrie : les processus jouent tous le méme role et on ne dispose
d’aucun moyen pour les distinguer. Un des grands paradigmes de l'al-
gorithmique distribuée est de briser cette symétrie (Ang8q, [Lavgs), et un
moyen pour y parvenir est d’utiliser les algorithmes probabilistes.



Remarque 1.1

1.3. Modeles

Algorithme distribué

Soit 7 une tache a réaliser et soit S un systeme distribué a n > 1 entités.
Un algorithme distribué A pour la tiche 7 est un algorithme capable de
faire collaborer tous, ou partie, des entités du systeme S afin de réaliser
7. L'algorithme A peut également étre vu comme une collection d’algo-
rithmes locaux (A;)1<i<,, chaque algorithme .4; étant exécuté par une des
n entités du systeme S.

Plus formellement, voir (Lavos, Telod), un algorithme distribué exécuté
sur un systeme distribué S, est un systéme de transitions A = (C,—,7)
tel que C est un ensemble de configurations de S, —C C x C est une rela-
tion binaire de transition, Z C C est un sous-ensemble de configurations
initiales de S. Un algorithme distribué local exécuté sur un processus P de S
est un systeme de transitions (&, 7, —i e —7") tel que & est 'ensemble
des états de P, J C & un sous-ensemble d’états initiaux, et —!, —¢, —"
trois relations de transition d’états de P correspondant, respectivement,
aux actions internes, aux envois et enfin aux réceptions de messages.

Un algorithme probabiliste est un algorithme qui utilise des tirages de
type pile ou face ou des générateurs de nombres aléatoires. A la différence
des algorithmes déterministes, le hasard joue un role fondamental dans
I'exécution de tels algorithmes. Les algorithmes probabilistes permettent
de fournir des solutions parfois plus “efficaces” que les solutions détermi-
nistes, ou encore des solutions pour des problémes qui n’admettent pas
de solution déterministe.

Plus formellement, voir (Telod) chapitre 9, un processus probabiliste, est
défini par un quadruple p = (£, J, —% —1!) ot £ et J sont définis comme
ci-dessus et —C et —! sont des relations binaires sur £ telles que le jeme
pas du processus est exécuté selon la transition dans —? si le résultat du
tirage est 0 et selon la transition dans —! sinon.

Un algorithme probabiliste distribué A, est par conséquent une collection
d’algorithmes locaux A, = (A;)1<i<x telle que chaque algorithme A; est
un algorithme (ou processus) probabiliste.

Dans ce mémoire, nous considerons un systéme distribué synchrone,
communiquant par échange de messages : un processus envoie un mes-
sage a son voisin en le déposant dans le lien correspendant a ce voisin.
Nous modélisons le systéme par un graphe G = (V,E) out V est un en-
semble de sommets représentant 'ensemble des entités du systeme et E
I'ensemble des arétes représentant les liens de communication entre les
entités.

Le modele présenté dans cette section est le modele commun a la plupart des
chapitres présentés dans ce mémoire. En effet, les deux premiers chapitres et le
chapitre 7 utilisent plutot les caractéristiques des v.a. continues.
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1.4.1

ANALYSE DES ALGORITHMES DISTRIBUES PROBABILISTES

Les deux principales mesures auxquelles on s’intéresse sont le temps
d’exécution de 'algorithme et le nombre ou la taille des messages échan-
gés. On s’intéresse principalement a 1’espérance mathématique de la va-
leur de la mesure considérée.

Une autre analyse consiste & comparer 'algorithme distribué proba-
biliste a un algorithme “idéal” et donc non nécessairement distribué ni
probabiliste. Cette analyse est utilisée lorsque le but de I'algorithme est
de construire des synchronisations locales dans le systeme distribué, ces
synchronisations peuvent étre des ensembles indépendants, des étoiles ou
encore des poignées de mains (voir plus loin).

Complexité en temps

Dans ce mémoire, nous nous plagons dans le cadre d'un systeme dis-
tribué synchrone. L’analyse de la complexité en temps des algorithmes
proposés utilise 'hypothese de synchronisme. C’est une hypothese forte,
néanmoins, comme c’est indiqué dans (Lavgs), page 53, ceci permet d’ob-
tenir une “bonne” estimation du temps d’exécution de l'algorithme si le
systéme est supposé étre asynchrone.

Complexité moyenne

On consideére un systéme distribué synchrone S a n > 1 entités. Soit 7
une tache a réaliser sur S et A, = (A;)i<i<, un algorithme probabiliste
permettant de réaliser la tache 7. Sans perte de généralité, on considéere
que l'algorithme A, démarre a I'instant t = 0. Nous définissons la variable
aléatoire (v.a.) T comme le nombre d'unités de temps qui s’écoulent entre
Iinstant t = 0 et la plus petite valeur de ¢ telle que Vi € {1,2,---,n},
l'algorithme A; est terminé a I'instant ¢. La complexité moyenne de I'algo-
rithme A, est donc I'espérance mathématique de la v.a. T.

Dans l’analyse des algorithmes probabilistes, on s’intéresse principale-
ment a I'espérance de T. Cependant, une analyse plus fine, et parfois plus
complexe, permet de calculer, du moins asymptotiquement, la distribu-
tion de T. Dans beaucoup de cas, nous pouvons montrer que la probabilité
que T dépasse C(n) (une fonction de la taille 7 du graphe) est majorée par
1/n*, avec @ > 1. On dit alors que T < C(n) avec forte probabilité.

Cette section introduit quelques résultats communs aux algorithmes
probabilistes proposés et analysés dans ce mémoire. Il s’agit d’algorithmes
distribués permettant de calculer un MIS, un couplage ou encore un colo-
riage.

Ces algorithmes ont en commun le fait qu’ils peuvent étre décompo-
sés en phases. A la fin de chaque phase, un ensemble d’entités du systeme
peut décider, en fonction de leur état et des états de leurs voisins, si leur
participation a l’algorithme est terminée. Ils se retirent alors du systéme



Lemme 1.1

1.4. Analyse des algorithmes distribués probabilistes

et les algorithmes se poursuivent sur le systeme résiduel. Le processus
continue ainsi jusqu’a ce que toutes les entités aient pris leurs décisions fi-
nales. Plus formellement, Soit G = (V, E) un graphe connexe non orienté
tel que |V| = n et |E| = m modélisant un systéme distribué. Soit P un
probléme de la méme nature que le couplage, le MIS ou le coloriage, ad-
mettant une solution : un algorithme probabiliste distribué A. On suppose
que A fonctionne par phases : a la fin de chaque phase, un ensemble de
sommets (et les arétes adjacentes) sont supprimés du graphe et I’'exécution
de I’algorithme se poursuit sur le graphe résiduel jusqu’a ce que le graphe
soit réduit a un seul sommet. On définit la suite de graphes (G;);>o par :
Go = G et pour tout i > 1, G; est le graphe obtenu a partir de G;_; apres
eme

la i phase de l'algorithme 4. Nous avons le lemme suivant :

Soit T la complexité en temps de 'algorithme A. S’il existe une constante € > 0
telle que, a chaque phase, le nombre moyen d’arétes (resp. de sommets) suppri-
mées par l'algorithme A soit supérieur ou égal a em (resp. en), oit m et n sont
respectivement le nombre d’arétes et le nombre de sommets du graphe au début de
la phase, alors l'espérance mathématique de T vérifie E (T) = O(logn).

Preuve. Nous allons prouver le lemme en considérant que 1’algorithme
supprime une fraction d’arétes. Le méme raisonnement peut s’appliquer
si on remplace les arétes par les sommets. Soit (G;);>¢ la suite de graphes
définie ci-dessus. Soit X; la v.a. qui correspond au nombre d’arétes du
graphe G; pour tout i > 0, et soit Y; le nombre d’arétes supprimées a
la iéme
vante :

phase. D’apres I'hypothése du lemme, nous avons l'inégalité sui-

E (Yi | Gl) > €Xi.
Il est aussi facile de voir que X;1 = X; — Y; pour tout i > 0. Donc,
IE(Xi_H | Gl) :Xl'—lE(Yi | Gl) S Xl--(l—e)

Pour tout i > 0, définissons la nouvelle v.a. Z; par Z; = X;/(1 — ¢€)'. Alors,
E (Zi11 | Gi) < Z;. Ainsi, la v.a. Z; est une sur-martingale (voir (Wilg3)), et
donc

E(Zit1) =E(E(Zit1 | Gi) < E(Zi).
Une application directe d’'un théoreme de (Wilg3) chapitre 9, donne
E(Z;)) < Zy = m.Donc

E(X) = 1—€)'E(Z) < n(1—e¢)'.

L'algorithme A s’arréte quand G; est réduit a une seule aréte, c’est-a-
dire X; = 1. Ce qui implique que i est inférieur ou égal au rapport
log(n)/ log(1X). Ce qui termine la preuve. O

Complexité avec grande probabilité

Le lemme T permet d’obtenir une borne supérieure logarithmique de la
complexité en moyenne d"un algorithme probabiliste distribué. Dans cette
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Lemme 1.2

Corollaire 1.1

Lemme 1.3

section, nous donnons un résultat général permettant, de montrer que la
complexité est logarithmique avec forte probabilité.

Soit A un algorithme probabiliste distribué résolvant un probleme P
dans un graphe G = (V,E). A est exécuté par tous les sommets de G et
composé de plusieurs phases.

Soit C(n) une fonction de n. Si chaque sommet v termine l'exécution de I'algo-
rithme A en un temps T, et si pour tout v € V, Pr(T, > C(n)) = O (=),
avec € > 0, alors

Pr(T > C(n)) =0(1).

Preuve. Nous avons :

Pr (T > C(n)) Pr(dv eV |T,>C(n))

IA I

Y. Pr (T, > C(n))
veV 1 .
= 10 (k) =0 ().
Ce qui démontre le lemme. O

Si C(n) = Klogn, alors si tout sommet v du graphe termine 1’algorithme en
T, = O (log n) avec probabilité 0 (), (¢ > 0), alors, T = O (log ) avec forte
probabilité.

Nous avons vu dans le lemme 1 que si chaque phase supprime, en
moyenne, au moins une fraction du nombre d’arétes (resp. de sommets)
du graphe résiduel au début de la phase, alors 'espérance du nombre de
phases nécessaires pour la suppression de toutes les arétes (resp. de tous
les sommets) est au plus logarithmique en m (resp. en n). Nous avons
également le lemme suivant :

S’il existe deux constantes a et b €]0, 1], telles que pour toute phase i > 1,

Y
Pr( - b,
r<Xi>a>>

alors, il existe K > 0 telle que
Pr (T > Klogn) = o(m™1).

Preuve. Soit S = {¢1,¢2,---,$:} une suite de phases aboutissant a la
terminaison de l’algorithme 4. Une phase ¢; est dite bonne (resp. mauvaise)
si % > a (resp. %’1 < a). Soit Y le nombre de mauvaises phases dans S. La
v.a. Y est alors dominée par une v.a. binomiale de parametres t et 1 — b.

Par ailleurs, nous avons la propriété suivante (borne de Chernoff
(HMRARGgF)) :

pour tout 0 < a < ngpo :

Pr (| BIN(ng, po) |) < 2¢~%/30p0,

ott BIN(ng, po) est une v.a. binomiale & parametres ng et p.
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1.4. Analyse des algorithmes distribués probabilistes

Dong, en prenant t = Klog ameta = bt —log am, (K fonction de a
et b), nous avons :

Pr (Y > t—logﬁ m) =o(m™1).

Ainsi, la probabilité que la séquence S contienne au moins log 1 m bonnes
1-a

phases vaut 1 —o(m~1). O

Nous pouvons montrer que si Pr (T <logn) = 1—o0 (n1), alors E(T) <
logn. L'inverse n’est pas vraie. En effet, considérons l'exemple suivant. Soit
G = (V,E) un graphe de taille n = 2m (un nombre pair de sommets) tel que
V ={vy,02, - 0} et Vi € {1,2,--- ,n}, {v;,vi11} € E si et seulement si
i modulo 2 = 1. Considérons la tdche T consistant a briser la symétrie entre
les sommets adjacents dans G. Pour cette tiche, nous proposons l'algorithme A
suivant. Chaque sommet v exécute les actions suivantes : (1) v génere un bit
b, € {0,1} de maniere équiprobable, (2) v envoie b, a son voisin, (3) v regoit
le bit b, envoyé par son voisin u. Si b, # by alors v aréte I'algorithme sinon v
reprend le point (1). Il est alors clair que l'algorithme A réalise la tdche T .

11 est aussi clair que le nombre moyen d’arétes supprimées par chaque phase
est égal a la moitié du nombre d’arétes dans le graphe au début de cette phase. On
en déduit que le nombre moyen de phases nécessaires a I'exécution de I'algorithme
Aest E(T) = O(logn).

Plus précisément, pour tout k > 1,

]Pr(T>k):1—<1—%>n.

E(T):k;<1—<1—%>n>.

En utilisant la transformée de Mellin (voir chapitre ), nous obtenons

Donc :

1
E(T) ~logn+e+Q(log,n) +0O <ﬁ> ,
oll € est une constante et Q est une série de Fourier de période 1 et d’amplitude
<107
Par ailleurs, pour k = log, n, nous avons

Pr (T > log,n) ~1—e L.
L’exemple montre que l'espérance de la complexité de I'algorithme A est asymp-
totiquement égale a log n mais que la probabilité que la complexité soit plus que
logarithmique en n est une constante.
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1.4.2 Efficacité des algorithmes probabilistes distribués

Définition 1.1

Définition 1.2

L'objectif de cette section est de fournir une mesure de I'efficacité des
algorithmes probabilistes distribués permettant de réaliser des synchro-
nisations locales. Intuitivement, la performance de tels algorithmes sera
définie comme le rapport entre ce qu’ils réalisent en moyenne et ce qui se-
rait réalisé dans un cadre idéal. La définition prend tout son intérét, quand
on sait que le cas idéal est assez souvent NP-difficile voire irréalisable.

Les définitions suivantes concernent l'efficacité des algorithmes proba-

bilistes permettant d’implémenter des solutions pour les problémes sui-
vants :

— probléme du rendez-vous (ou poignées de mains) : il s’agit de pro-
poser des algorithmes permettant de synchroniser des paires (dis-
jointes) de sommets adjacents dans le graphe,

— élections locales LC; : il s’agit de proposer des algorithmes permet-
tant de réaliser des élections de sommets indépendants (sommets
non voisins) dans le graphe,

— élections locales LC; : il s’agit de proposer des algorithmes permet-
tant de réaliser des élections de sommets a distance 2 les uns des
autres dans le graphe,

Nous verrons plus loin les définitions formelles de ces problemes et les
algorithmes proposés.

(MSZ03) Soit A un algorithme probabiliste pour les synchronisations de
type rendez-vous fonctionnant sur les graphes. Son efficacité sur un graphe
quelconque G est le rapport :

Au(G) = ]\2?7((;()3), (1.1)

ot M4(G) est le nombre moyen de rendez-vous une fois l'algorithme A
appliqué a G et K(G) est la taille d'un couplage maximum de G.

De la méme maniere, nous définissons Iefficacité d'un algorithme réa-
lisant des synchronisations de sommets avec tous les voisins comme suit :

(MSZo2) Soit A un algorithme probabiliste quelconque permettant de réa-
liser des synchronisations de type LC;. Son efficacité A 4(G) sur un graphe
G est le rapport :

Au(G) = Nf){%é)c), (1.2)

ot M14(G) est le nombre moyen de LS;-synchronisations réalisées par A
et a(G) est la taille maximum d’un MIS.
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Il est alors facile de voir que ces définitions peuvent étre étendues a
tous les algorithmes permettant de construire des sortes de composantes
locales d’un graphe. L'idée étant, comme annoncé ci-dessus, de comparer
le nombre moyen de composantes construites par 1’algorithme probabi-
liste au nombre maximum de composantes que pourrait construire un
algorithme idéal.






2.1

ELECTION PROBABILISTE DANS
LES ARBRES

LE travail présenté dans ce chapitre a été initié par Y. Métivier et N.
Saheb dans (MSa4). Dans cet article, les auteurs analysent différentes
approches pour élire un sommet dans un arbre et étudient la probabilité
d’étre élu pour un sommet quelconque de l'arbre.

Dans (MSDZo3) et (MSDZo05), nous avons proposé un algorithme com-
plétement distribué permettant de réaliser une élection équitable dans les
arbres : si ’arbre est de taille n > 0, alors tous ses sommets ont la méme
probabilité % d’étre élus.

Deux questions naturelles se posent : 1. peut-on adapter notre algo-
rithme a d’autres classes de graphes ? 2. peut-on adapter notre algorithme
pour que la probabilité, pour un sommet de l'arbre, d’étre élu soit guidée
par une loi de probabilité donnée ?

Dans (ESDZo5a), nous avons proposé un algorithme donnant la méme
chance d’étre élu a tous les sommets dun k-arbre et dans (ESDZosb) et
(ERSDZ), nous avons étendu l’algorithme au cas des polyominoides ce
qui répond, en partie, a la question 1. Pour la question 2. nous avons initié
un travail et obtenu quelques résultats dans (MSDZog).

INTRODUCTION

Le but d’une élection est de choisir un élément d’un ensemble : cet élé-
ment est appelé élément élu. 11 peut étre utilisé pour prendre des décisions
dans un systéme réparti; il peut également centraliser des informations.
Ce probleme est 'un des grands paradigmes de 1'algorithmique distri-
buée. Il a été présenté pour la premiere fois par LeLann dans (Le 77),
depuis, il est étudié sous différentes hypotheses : des recherches ont été
menées pour présenter des solutions a ce probleme, et d’autres recherches
ont été menées pour caractériser les graphes dans lesquels des solutions
déterministes peuvent étre trouvées.

Notre travail consiste a proposer des solutions probabilistes a ce pro-
bleme d’abord dans le cas des arbres, puis dans le cas d’autres classes de
graphes.

13
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2.2

Proposition 2.1

ELECTION DANS LES ARBRES

Dans le cas des arbres, il est facile de décrire les algorithmes d’élection au
moyen d’un systéme de réécriture de graphe R (voir (MSgza)). On sup-
pose que tous les sommets et toutes les arétes de 1’arbre portent la méme
étiquette ; cette hypothese codant I'anonymat du systéme réparti : les pro-
cessus et les canaux sont indistinguables. Ensuite, on décrit les regles de
réécriture a appliquer :

L'ensemble des étiquettes est I’ensemble {C,P,E} : C pour candidat, P
pour perdant et E pour élu. Initialement, tous les sommets de 1’arbre sont
étiquetés avec C. Le systeme de réécriture R a deux regles :

R;: un sommet x, étiqueté C, qui est adjacent a exactement un som-

met étiqueté C, peut étre réétiqueté avec P,
R; : si un sommet étiqueté C n’a aucun sommet étiqueté C dans son
voisinage, alors il peut étre réétiqueté E.
Nous avons (voir (MS94)) :

Si le systeme R est appliqué a un arbre a n sommets, qui sont initialement étiquetés
avec C, alors, apres n applications des régles de réécriture, on obtient un graphe
irréductible avec un sommet unique étiqueté par E, qui sera considéré comme le
sommet élu.

L’'algorithme décrit par le systeme de réécriture est un algorithme gé-
nérique correspondant a un effeuillage de I'arbre jusqu’a ce que celui-ci
soit réduit a un seul sommet : le sommet élu. L'objectif de 1'étude de cet
algorithme est de calculer pour chaque sommet, la probabilité qu’il soit
élu et ceci selon les différentes hypotheses posées.

Analyse de l'algorithme générique

On considere un arbre T = (V,E) de taille n > 2. D’apres la proposition
T, si le systéme de réécriture R est appliqué a T (avec tous les sommets
étiquetés C), apres n applications des régles de réécriture, on obtient un
arbre irréductible dont un seul sommet est étiqueté E (sommet élu). Le
processus d’application des regles peut alors étre vu comme une suite de
suppression des feuilles de l'arbre, la feuille restante étant le sommet élu.

Tant que I’arbre n’est pas irréductible, il y a au moins deux possibilités
a chaque étape. L’objectif de I'analyse du processus décrit ci-dessus est de
calculer la probabilité pour chaque sommet d’étre élu.

Dans (MSga4), les auteurs ont étudié le processus sous deux approches :

i) toutes les suites de suppressions sont de méme probabilité,

ii) a chaque étape, toutes les feuilles ont la méme chance d’étre suppri-

mées, et cela indépendamment de tous les événements précédents.

Pour la premiere approche, les auteurs ont réalisé une analyse fine et com-
pléte de 'algorithme et ont caractérisé le sommet qui a la plus forte proba-
bilité d’étre élu. Il s’agit du (des) sommet(s) médian(s). Cependant, cette
approche n’est pas implémentable de maniere distribuée. A contrario, la
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seconde approche présente 1’avantage d’étre facilement implémentable en
distribué mais aucune caractérisation du ou des sommets qui ont la plus
forte chance d’étre élus n’a été établie.

Dans (MSDZo03) et (MSDZog), nous avons proposé une implémenta-
tion distribuée du processus décrit ci-dessus donnant au final la méme
probabilité a tous les sommets de ’arbre d’étre élus. Dans le reste de cette
section, nous présentons cette implémentation ainsi que 'analyse de l'al-
gorithme correspondant.

ALGORITHME GENERAL D’ELECTION

Dans cette section, nous donnons un algorithme permettant de guider
localement I'élection globale. L'algorithme exécuté par chaque sommet v
est paramétré par une valeur A(v) déterminée localement par v en uti-
lisant une fonction F. L'algorithme utilise aussi une routine attente —
exponentielle(A(v)) ; Cette routine géneére un temps d’attente T suivant
une distribution exponentielle de parametre A(v), la valeur de T est donc

un réel valant : .

)

ol x est un réel pris uniformément dans 'ensemble [0, 1].

In(x),

Algorithme 1 : Election aléatoire dans un arbre

1: Var Neigh, : ensemble de sommets (* voisins de v *);
2 recy[w] pour chaque w € Neigh, : booléen initialisé a faux;
3 (*recy[w] est vrai si v regoit un message de w *);

+

pour tous les sommets;
: Début
Tant que#{w : rec,[w] est faux} > 1 faire
receive < tok, A(v) > from w;
A(v) := F (AM(v), A(w)) (*F est une fonction quelconque *);
recy[w] := vrai;
10:  Fin Tant que;
11: (* A présent, il y a un seul sommet wy avec rec,[wy] = faux; v est
alors une feuille *);
12:  attente — exponentielle(A(v)) ;
13 Siun message < tok, p > est arrivé alors etat, := elu;
14: Sinon;

e PN W

15: début;

16 etat, := perdant ;

17: envoyer < tok, A(v) a wy tel que rec,[wy] est égal a faux;
18: fin;

19: Fin;

A(v) : le parametre de la durée de vie, sa valeur initiale est la méme
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2.4

Chaque sommet v a un parametre A(v) et une liste rec,[| de booléens.
Chaque élément rec,[w] indique si oui ou non v a re¢u un message du
voisin w. A la réception d’un message < tok, A(w) > d’un voisin w, v met
a jour son parametre A(v) en appliquant la formule A(v) = F(A(v), A(w)).
Le choix de la fonction F est I’élément déterminant dans l'orientation de
I'élection et la distribution de probabilité qui en résulte.

Le processus d’élection est modélisé par un processus de mort a temps

continu comme suit : Chaque sommet v qui devient une feuille génere une
durée de vie selon une loi exponentielle de parametre A(v), ce parametre
étant déterminé au moment ot v devient feuille. Ce qui est équivalent au
fait que si v devient feuille a l'instant ¢, alors, la probabilité que la mort
de v survienne pendant l'intervalle [t,t + h[ est donnée par hA(v) + o(h)
quand & tend vers 0 et ceci indépendamment de ce qui s’est passé aupa-
ravant ou ailleurs dans l’arbre. Une fois le temps de vie écoulé, la feuille
disparait et transmet son poids au sommet pere dans l’arbre. Le proces-
sus continue ainsi jusqu’a ce que l’arbre soit réduit a un seul sommet. Ce
modele général laisse libre le choix de la valeur initiale de A(v) et de la
fonction F. La seule contrainte (imposée par le fait que 1'on désire avoir
un algorithme distribué) est que A(v) soit déterminée de maniére locale
quand v devient une feuille. L'idée intuitive de 1’algorithme est de contrd-
ler le processus d’élection en contrdlant la valeur de A(v). Une remarque
simple illustre ce propos : si A(v) augmente, alors la probabilité pour v
d’étre élu diminue.
Remarque. Si le parametre A(v) est (et demeure) le méme pour tous les sommets
de l'arbre, alors, a chaque étape, toutes les feuilles de I'arbre ont exactement la
méme probabilité d’étre supprimées, ce qui donne une distribution particuliere
déja étudiée dans (MSg4).

Dans la suite, nous verrons comment “bien” choisir la valeur initiale
de A(v) ainsi que la fonction F pour obtenir une élection équitable dans
l'arbre : tous les sommets de 1’arbre ont la méme probabilité d’étre élus.

PROPRIETES SIMPLES DU MODELE GENERAL

Quand un sommet v devient feuille, sa mort se produit selon un proces-
sus markovien de parametre A(v), parametre déterminé au moment ot v
devient feuille. Chaque feuille v se comporte indépendamment des autres
feuilles de I'arbre et si v est vivante a l'instant ¢, alors la probabilité que
sa mort survienne dans l'intervalle [t,t + h[ est donnée par A(v)h + o(h)
quand / tends vers 0. Dans la suite de ce chapitre, on nomme A(v) le taux
de mort de v. L'espérance de la durée de vie de v est égale a 1/A(v) (a
partir du moment oi1 v devient feuille). A noter que A(v) n’est pas fixé
a 'avance mais calculé au moment ou v devient feuille en fonction des
valeurs transmises a v. En particulier, si v a plusieurs voisins alors, au
moment ol v devient feuille, il a un seul voisin encore vivant dans 1’arbre.



Proposition 2.2

Proposition 2.3

2.4. Propriétés simples du modele général

Nous commengons par un rappel de quelques propriétés simples des
processus markoviens (voir (Fel6d), Chapitre XVII).

Soit v un sommet de 'arbre T qui devient une feuille a l'instant t. Un taux de
mort A(v) est alors affecté a v a cet instant. Soit L(v) la v.a. correspondant a la
durée de vie de v (a partir de l'instant t). Alors

1. L(v) est une v.a. ayant une distribution exponentielle de parametre A(v) :
Pr(L(v) > x) = e MUY gy >0,

2. L'espérance de L(v) est égale a ﬁ

3. L(v) vérifie la propriété “sans mémoire”
Pr(L(v) > x+y | L(v) > x) = Pr(L(v) > y) = e M, vx,y > 0.

A un instant ¢, I'arbre T de taille n est réduit a un sous-arbre T’ de
taille n’, 2 < n’ < n, avec k > 2 feuilles vq,vy, -+ ,vk, chacune ayant
respectivement un taux de mort A1, Ay, - - -, A¢. Soit L(v;) la v.a. correspon-
dant a la durée de vie de v;, 1 < i < k. Le taux de mort de l’arbre T’ est
MT') = Y5, A(v;), autrement dit, la probabilité que la mort de T’ sur-
vienne durant l'intervalle [t,t + h[ est H Y5, A(v;) + o(h) quand h tends
vers 0. La durée de vie L(T’) du sous-arbre T’ (a partir de l'instant ou T
est réduit a T’ jusqu’au moment ot une des feuilles de T’ disparait) est
une v.a. définie par L(T") = min;<;<; L(v;) vue que la prochaine dispari-
tion de feuille survient a l'instant  + minj ;< L(v;). Il est aussi possible
de caractériser sa distribution :

Pr(L(T') < x) =1-Pr (L(T') > x) =1 —e T vx > 0.

La v.a. L(T') a donc une distribution exponentielle de parametre A(T’) et
son espérance est égale a %T,)

Pour caractériser la probabilité pr(v) pour un sommet v d’étre élu
dans l’arbre T, nous pouvons faire la somme des probabilités des transi-
tions commencant avec 'arbre T et se terminant avec le sommet v. Nous
allons d’abord caractériser les probabilités de transition d’un sous-arbre
a un autre sous-arbre. Soit T’ le sous-arbre a l'instant ¢, le prochain état
du processus d’élection est un des sous-arbre T; = T’ \ {v;} obtenu en
supprimant la feuille v; et l’aréte incidente, pour i = 1,2,--- ,k. Chaque
transition a une probabilité donnée par :

Soit T' I'état du processus a un instant t. Soit v1,vy,- - ,vx, k > 2, les feuilles
de T'. Alors, I'état suivant du processus est un des sous-arbres T; obtenu a par-
tir de T" en supprimant la feuille v; (et l'aréte incidente) avec la probabilité de
transition :

p(T',T;) = = = 1<i<k
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Remarque 2.1

Proposition 2.4

Si A(v) = A pour tout v, alors la probabilité d’élection est la distribution g
définie et étudiée dans (MSa4), étant donné que toutes les transitions depuis un
sous-arbre T' ont la méme probabilité.

Soit T un arbre de taille n > 2. Soit 0 = (03,03, ..., 0,) une séquence de
sous-arbres de T avec pour tout 2 < i < 1, 0; est obtenu par une transition
depuis 0;_; (en supprimant une feuille). Il est alors facile de voir que la
probabilité d’obtenir la séquence ¢ est donnée par

p(0) = ﬁp<m1,ai>.

Si O)(T) est I'ensemble de toutes les séquences possibles, on obtient la
probabilité pour un sommet v d’étre élu :

pr(v)= Y, plo).

ceQ(T),0n={v}

Nous pouvons aussi étudier un parametre tres intéressant : la durée de
I'élection. Nous verrons par la suite comment caractériser 'espérance de
la v.a. correspondante.

Pour une séquence o = (01,03, ...,0,) € Q(T) donnée, sa durée D(0)
n’est autre que la somme des durées de vie des feuilles disparaissant dans
0. L'espérance du temps d’élection est alors D(T) = Y, (1) P(¢)E(D(0)),
ot £(D(0)) est 'espérance de D(c). Dans la section 2.6 , nous étudions
cette espérance.

Le processus d’élection dans T est en fait un processus markovien a
temps continu. L'ensemble de ses états est 'ensemble des sous-arbres de
T, I'état initial est T et les transitions sont définies par les processus de
suppression de feuilles décrits ci-dessus. Nous avons alors la proposition
suivante :

Soit T' un sous-arbre et Pr:(t) la probabilité que I'état du processus d'effeuillage
a Uinstant t soit T'. Alors

dPr(t
@ ) _ —A(T)Pr(t),
dt
(ii) pour tout sous-arbre T' # T de taille > 2, dPCTi;(t) = —MT")Pp(t) +

Y A(v)Prry (0} (t), 0it la somme est étendue a tous les sommets v adjacents

v
a T' et qui n’appartient pas a T', et

APy (t
(iii) pour tout sommet v, L() = ) A(V") Py (1),

dt o' adjacent a v

avec la condition initiale Pr(0) = 1.
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Cette proposition est mathématiquement intéressante car elle permet
de caractériser a la fois la probabilité pour un sommet d’étre élu et la durée
de I'élection en résolvant des équations différentielles. Cependant, il n’y
a pas de solution “simple” a ces équations sauf pour des cas particuliers
et en utilisant d’autres techniques. Ce que nous verrons dans les sections
suivantes.

ELECTION UNIFORME

Dans cette section, nous nous intéressons a un cas particulier du modele
général. Soit T = (V,E) un arbre. Initialement, tous les sommets ont le
méme poids w(v) = 1, Vo € V. Quand une feuille disparait, son pere
récupere son poids et le rajoute a son propre poids, la fonction F est une
simple somme et la ligne 9 : de I’algorithme m devient alors :

9: A(v) := A(v) + Mw);

Ainsi, quand un sommet v devient feuille, A(v) est le nombre de sommets
qui ont disparu de son coté. Nous verrons dans cette section que cette
stratégie permet d’obtenir une élection équitable dans l'arbre T.

(d)1
(0)—@)—(c)
11 R

Figure 1

Exemple. Soit T l'arbre de la Figure 1. Initialement, tous les sommets ont le
méme poids w(v) = 1. Il existe deux séquences aboutissant a I'élection du sommet
a, ces deux séquences peuvent étre identifiées par les séquences de suppressions
de feuilles correspondantes : (e,d,c,b) et (d, e, c,b). Pour la premiere séquence,
initialement, il y a 3 feuilles chacune ayant un poids 1 donc, la probabilité que e
soit supprimé en premier est % (proposition g3). Dans le sous arbre obtenu, il y a
maintenant deux feuilles chacune ayant un poids 1 et donc la probabilité que d soit
supprimé est 3. A présent, dans le sous-arbre formé des trois sommets a, b, et ¢, la
feuille a a un poids 1 alors que c a un poids 3. Sachant que la valeur du parametre
A d’une feuille est son poids, (proposition g3), la probabilité de supprimer d’abord
c est 3 fois plus grande que la probabilité de supprimer a, donc la probabilité
de supprimer ¢ a cet instant est égale a 3. Le méme raisonnement s'applique
au dernier sous-arbre restant, formé des deux feuilles a et b, et la probabilité
de supprimer b en premier est égale a &. Au final, la probabilité de la séquence
(e,d,c,b) est égale & & x 3 x 3 x 2 = . On applique les mémes calculs et on
obtient la probabilité de la deuxiéme séquence : . Ainsi, la probabilité que a soit

p . 1
élu est égale a .



20

Chapitre 2. Election probabiliste dans les arbres

Un calcul similaire montre que la probabilité pour chaque sommet de 'arbre d’étre
élu est égale i £

Cet exemple illustre le fait que l'algorithme donne la méme chance
a tous les sommets de I'arbre d’étre élus. Afin de prouver le résultat de
maniere générale, nous allons d’abords analyser Ialgorithme appliqué aux
arborescences (arbres orientés) ce qui nous permettra d’établir quelques
résultats préliminaires et enfin d’arriver a prouver l'intuition donnée par
I'exemple.

Soit F = (V, E) une foréts d’arborescences. Soit le processus d’élection
suivant : dans un intervalle [t,t + h[, une feuille (un sommet qui n’a pas
de successeur dans l’arborescence) peut disparaitre avec une probabilité
proportionelle a son poids (initialement, tous les sommets ont un poids
égal a 1). Si une feuille qui disparait a un pere, elle lui transmet son poids,
le pere met alors a jour son poids selon le méme principe que dans le mo-
deéle précédent. Le processus continue ainsi dans la forét restante jusqu’a
ce que toute la forét soit supprimée.

©OF (@)1
1 () (91

Figure 2

Exemple. Soit la forét de la Figure 2. Nous allons calculer la probabilité que
le sommet x batte tous les autres sommets de la forét (x est le sommet élu).
Cet événement est la conséquence de I'une des huit séquences de suppression
suivantes : (b,c,a,d), (b,c,d,a), (b,d,c,a), (d,b,c,a), {(c,b,a,d), {c,b,d,a),
(c,d,b,a), (d,c,b,a). Observons la premiére séquence. Initialement, il y a quatre
feuilles chacune ayant un poids égal a 1. La probabilité que b soit supprimé en
premier est égale a 411' Dans la forét résiduelle, la probabilité que c soit supprimé
est égale i 3. A présent, dans la forét résiduelle, il y a trois feuilles : x de poids 1,
d de poids 1 et a de poids 3. Donc la probabilité que a soit supprimé est égale a
%. 11 reste alors x et d chacun ayant un poids égal a 1 et donc la probabilité que
x batte d est égale a %. La probabilité de la séquence (b,c,a,d) est donc égale a
1 X 3 x 2 x 1 = L. Les probabilités des autres séquences peuvent étre calculées
de la méme maniere, et on obtient la valeur % pour la probabilité que x bite les
autres sommets.

Le nouveau processus de mort permet un raisonnement récursif. On
peut aussi écrire les équations différentielles comme pour le modéle ini-
tial. Cependant, la résolution de ces équations reste difficile et nous allons
plutdt étudier la distribution du temps d’attente avant qu’une forét F dis-
paraisse. Ensuite, nous prouvons que la probabilité qu'une forét survive a
une autre forét ne dépend que des tailles des deux foréts. Nous obtenons
enfin la propriété d’équité de 1’algorithme.
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Soit F une forét, et W(F) le temps d’attente avant que la forét F dispa-
raisse. W(F) est une v.a. a valeurs réelles. Soit F; et F, deux foréts diffé-
rentes, Fy survit a (ou bat) F, si W(F) > W(F).

Soit F une forét de taille n. La fonction de distribution Gg(t) de la v.a. W(F) est
donnée par :

Gr(t) =Pr(W(F) <t)=(1—-e¢H", Vvt>0.

Preuve. Par récurrence sur la taille n de la forét F. Si la forét F est réduite
a un seul sommet v, la durée de vie de v est une v.a. suivant une loi
exponentielle de parametre 1. La proposition est alors prouvée. Supposons
a présent le résultat vrai pour toutes les foréts de taille inférieure a n. Soit
F une forét de taille n.

i) Si F est un ensemble de foréts F;, 5, -+ ,F avec k > 2. Soit n =
ny 4 ny + - - - 4 ny, avec n; la taille de chaque F;, 1 < i < k. Dans ce
cas, W(F;), 1 <i <k, sont des v.a. deux a deux indépendantes. Il en
résulte que :

Pr(W(F) <t) = TI,Pr(W(E) <t)

-y
= (1—eHm

i) Sinon, supposons que la forét F est de taille n et que F consiste
en une racine r et un ensemble d’arborescences A1, Ay, - - , Ak. Soit
F’ la forét constituée des arborescences Aq, Ay, --- , Ay, elle est de
taille n — 1 et donc, par I'hypothese de récurrence, la fonction de
distribution de W(F’) est (1 — e !)"~1. Or, W(F) est la somme de
deux v.a. W(F’) et la durée de vie de la racine r. D’autre part, la
durée de vie de r est une v.a. exponentielle de parametre n. Donc
la fonction de distribution ((Fel6€)), p. 142. Theorem 2) de W(F) est
donnée par :

Gr(t) = /Ot Gpi(t — x)d(1— e ™),

et ainsi,
Gr(t) = fot n[l — e~ (t=0)|r=lp—nxgy
= fot nle™ —e " le~¥dx
— e e
= (1—eHn
Ce qui prouve le théoreme. O

Un résultat direct de cette proposition :
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Corollaire 2.1

Théoréme 2.1

2.6

Lemme 2.1

(i) Soit Fy et F, deux foréts de tailles respectives ny et ny. La probabilité que F;
batte F, est égale a nlilnz‘ En particulier, la probabilité qu’un sommet isolé

x batte une forét de taille n est égale a 2.

(ii) Soit F une forét d’arborescences Ay, Ay, - - - , Ax. Pour toute racine r; de A;,
la probabilité d’élection de r; est proportionelle a I'inverse de la taille de A;
(1<i<k).

On peut alors énnoncer le théoréeme fondamental :

Soit T un arbre de taille n et v un sommet de T. Soit qr(v) la probabilité que v
1

soit élu dans T, alors qr(v) = -
Preuve. Si n = 1 ou n = 2 le théoréme est évident. Sinon, soit a1,4a;, - - - , a
les sommets voisins de v et Ay, Ay, --- , Ax les arborescences disjointes
de racines respectives aj, ay, - - -, ax et de tailles respectives ny,ny, - - -, n.
Pour tout i, on note aussi B; 'arborescence de racine v obtenue de T en
supprimant l’arborescence A;. Le sommet v est alors battu dans T ssi une
des racines a; bat B;. Or ces événements sont tous indépendants, donc

1—gqr(v) = Z’J(ﬂi}{z‘\i, Bi}).

k
=1

~

Cependant, d’apres le corollaire &=, q(a;; { A, B;}) est égal a %t et donc,
1—gr(v) ==L Or YK n; =n — 1. Le théoreme est ainsi prouvé. O

DUREE DE I’ELECTION DANS LE MODELE UNIFORME

Une fois la distribution de la probabilité d’élection caractérisée, la durée
de I’élection est une question naturelle. Il s’agit de mesurer le complexité
en temps de l'algorithme présenté ci-dessus. Ce temps est en fait le temps
d’absorption du processus markovien a temps continu considéré dans la
section 2.4. Théoriquement, la proposition 7] détermine la probabilité
d’étre dans l'état T’ (T’ étant un sous-arbre de T) a l'instant t. Cepen-
dant, la résolution des équations différentielles permettant de déterminer
cette probabilité est trop difficile.

Dans (MSDZo5), Nous avons conjecturé que la durée de I'élection est
de Inn en moyenne et nous avons prouvé que ce résultat est vrai pour la
chaine et pour I'étoile. Dans (ERSDZ), nous avons prouvé cette conjecture.
Nous allons donner ici la preuve. Dans la suite, D,, est la v.a. correspon-
dant a la durée de I’élection dans un arbre de taille .

Nous commencons par le résultat suivant :

Pour un arbre T = (V,E) de taille n, toutes les n — 1 arétes ont la méme proba-
bilité de survivre au processus d'éliminations successives jusqu’au dernier round.
En d’autres termes, toutes les paires de sommets voisins u et v ont la méme pro-
babilité d’étre finalistes.



Théoréme 2.2

Corollaire 2.2

2.6. Durée de 1’élection dans le modele uniforme

Nous obtenons alors le théoréme suivant

La fonction de densité de D,, est donnée par :

f()y=n(n—1)e 2 (1- e’t)n_z.

Preuve. Soit e = {v1,v2} une aréte de T. Soit T; le sous arbre de T
enraciné en v; et de taille n; (i = 1,2). D’aprés la proposition la

probabilité qu’a l'instant ¢, e soit la seule aréte encore vivante est égale
ATl [Q—e )i l—(1—e )] = e (1 —e )" 2 Cette probabilité,
en outre, ne dépend pas de e. Ainsi, d’apres le lemme précédant, la
probabilité que le processus d’élection soit réduit a une seule aréte est
(n—1)e=2(1 — e~ *)"=2. Donc si F(t) est la probabilité d’étre dans un état
absorbant a l'instant t (autrement dit, F(t) est la fonction de distribution
de D,), alors

dF(t)

dt
Le théoreme en résulte. O

Il est donc facile d’en déduire :

=n(n—1) e (1 —e )" 2

e

L'espérance de la v.a. Dy, est égale a I, + = H, — 1, oit Hy, est le ™€ nombre

harmonique.

Preuve. Nous avons :

E(D;) = n(n — 1)/ b2 (1 — e )" 2.
0

Un calcul simple (mais assez long), en effectuant un changement de va-

riable y = 1 — e~ !, permet d’obtenir E(D;) = H, — 1. O

CONCLUSION

Nous avons présenté un algorithme permettant de donner la méme pro-
babilité 1 d’étre élu a tous les sommets d'un arbre T = (V,E) de taille
n>1.

L’équité de 'élection est obtenue grace a (1) l'affectation d'un méme
poids initial a tous les sommets du graphe, (2) au mode de transmission
et de prise en compte du poids des sommets qui disparaissent et enfin
(3) aux propriétés de la loi exponentielle. Un sommet feuille v génere une
durée de vie selon une loi exponentielle de parametre A(v), (parametre
calculé, de maniere locale, au moment ou v devient feuille), quand sa
durée de vie expire, v envoie son poids a son sommet pere dans l’arbre.
Un sommet qui recoit le poids d’un sommet fils le rajoute a son propre
poids.

Dans le chapitre suivant, nous présentons une extension de 1’algo-
rithme a une classe particuliere de graphes : les graphes polyominoides.
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Une deuxiéme piste de recherche consiste a ne pas affecter le méme
poids initial a tous les sommets du graphe mais un poids quelconque. Ce
qui permettrait de guider la distribution de la loi de probabilité d’élection
pour tout sommet v. Un travail a été fait dans ce sens et un article a été
soumis (et est accepté) en collaboration avec J-.F. Marckert et N. Saheb
(MSDZog).



3.1

ELECTION DANS LES
POLYOMINOIDES

DANS ce chapitre, nous présentons une synthese des travaux présentés

dans (ESDZos5a) et (ERSDZ). Ce travail constitue une premiere tenta-
tive de généralisation du schéma de 1'algorithme présenté dans la section
g3 a d’autres classe de graphes.

Les points clés dans le processus correspondant a 1’algorithme d’élec-
tion dans les arbres est de pouvoir d’abord décider localement quand un
sommet est simplicial, c’est-a-dire, quand peut-il étre retiré du graphe sans
que le graphe résiduel perde ses propriétés (dans le cas des arbres, le som-
met doit étre une feuille), ensuite, une fois le sommet supprimé, qui de ses
voisins récupere son poids.

Une premiere généralisation a été faite a la classe des k-arbres,
(ESDZosb), ensuite, nous avons étudié dans (ESDZo5sa) et (ERSDZ) le cas
des polyominoides. Ce chapitre présente cette derniere généralisation.

INTRODUCTION

Le schéma de l'algorithme d’élection présenté dans la section g3] peut étre
étendu a d’autres classes de graphes. En effet, nous observons que l'al-
gorithme consiste a supprimer successivement des sommets du graphe
jusqu’a ce que celui-ci soit réduit a un seul sommet, le sommet élu. Ce-
pendant, pour que l'algorithme soit appliqué a un graphe, il faut savoir
répondre aux deux questions suivantes :

— a quel moment un sommet du graphe sait qu’il peut générer une
durée de vie? dans le cas de l'arbre, la réponse est simple : une fois
que le sommet devient une feuille,

— quand un sommet dont la durée de vie est écoulée et que ce sommet
doit disparaitre, a quel sommet voisin doit-il envoyer son poids?
dans le cas des arbres c’est le sommet pere de la feuille.

La généralisation et ’adaptation du schéma de l’algorithme peuvent étre
faites si nous savons répondre aux deux questions précédentes. Dans cette
section, nous présentons une classe de graphes pour laquelle le schéma
peut étre adapté pour donner un algorithme d’élection équitable.

25
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3.2 LES POLYOMINOIDES

Un polyominoide est un graphe dessiné sur la grille Z = Z x Z en res-
pectant un ensemble de contraintes. Les sommets d'un graphe dessiné
dans Z sont définis par leurs coordonnées (x,y). Ses arétes sont toutes de
la forme {(x,y),(x+1,y)} ou {(x,y),(x,y+1)} pour x € Z ety € Z.
Ainsi, deux sommets v = (x,y) et v’ = (x/,y’) adjacents vérifient x = x’ et
ly —y'| =1oubieny =y et |x — x| = 1. Soit 7 1’ensemble de toutes les
arétes définies sur Z, et soit U le graphe U = (Z,7).

Une cellule est un sous graphe de U, induit par un ensemble de quatre
sommets {(x,y), (x+1,y),(x+1,y+1),(x,y+1)}.

Etant donné un cycle v = (xo0,%0), (x1,y — 1), -+, (%%, yx) avec
(x0,y0) = (xk,yx), un sommet (x,y) est a l'intérieur de v si card({i | y =
yi ety # yiyq et x < x;}) est impair (I’addition est modulo k).

Un polyominoide (voir la figure [5-1) est un sous graphe P = (V,E) de U
vérifiant les conditions suivantes :

— V est fini,

— P est connexe,

— P ne contient pas de trou, i.e., pour tout cycle y dans P, les sommets

a l'intérieur de <y sont contenu dans V et si deux sommets sont a
I'intérieur de v, alors l’aréte reliant les deux sommets est dans E.

| |
| |
| |
4 4
| |
| |
| |
| |
e - - - O—————O—O - - -
| |
| |
| |
| |
4 4
| |
| |

F1G. 3.1 — Un exemple de polyominoide.

Un polyominoide Q = (V’, E) est dit sous polyominoide d"un polyominoide
P=(V,E)siV' CV,E' CEetE =En{{u,0} |ueV, veV}

La classe des polyominoides peut étre définie sur U par récurrence.
Cette construction est completement distribuée et peut étre décrite par un
ensemble de régles de réécritures ne nécessitant qu'une connaissance lo-
cale : celle d’une boule de rayon 2. Ainsi, I'ensemble des polyominoides
peut étre généré par une grammaire (context free). On définit inductive-
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ment 1’ensemble P des sous graphes partiels de U en utilisant les régles
suivantes :

(a) Pour tout (x,y) € Z, P = ({(x,y)},D) appartient a P.

(b) Soit P = (V,E) € P. Soit v et v/ deux sommets voisins tels que
veVetdv V. Alors Q= (VU{v'},EU{{v,v'}}) est dans P.

(c) Soit P = (V,E) € P. Supposons que V contient 4 sommets voisins
v1=(x,y),v0=(x+1y),v3=(x+1y+1),0s = (x,y+1), situés
dans une cellule de U, telles que trois des arétes de la cellule soient
dans E et la quatriéme aréte e n’appartienne pas a E. Alors Q =
(V,EU{e}) appartient a P.

Nous avons la proposition suivante :

Un sous graphe partiel P = (V, E) de U est un polyominoide ssi P appartient a
P.

Preuve. La preuve de la proposition se fait de maniére inductive grace
aux constructions données en (a), (b) et (c). O

ELECTION DANS LES POLYOMINOIDES

Dans cette section, nous présentons l'algorithme d’élection dans les po-
lyominoides. Cet algorithme est décrit par un systeme de réécriture de
graphes (LMZg5).

Initialement, tous les sommets ont la méme étiquette. Ensuite nous dé-
crivons un systeme de réécriture de graphes noetherien qui, une fois ap-
pliqué sur le graphe et aprés un nombre fini de pas de réécritures, aboutit
a un graphe irréductible ot un sommet, et un seul, a une étiquette parti-
culiere. Ce sera le sommet élu.

Soit P = (V,E) un polyominoide et soit v un sommet de V. Nous
introduisons un ensemble £ d’étiquettes {N, A, P, E} ot N indique que le
sommet est dans un état neutre, A un état actif, P un état perdant et enfin
E l'état élu. Initialement, tous les sommets ont un poids w = 1 est sont
étiquetés avec N.

L’algorithme d’élection est alors décrit par les regles suivantes :

Ry : Sile degré de v est nul (d(v) = 0), alors P est réduit au seul sommet
v, ce sommet est alors élu (étiquette E).

R; : Si le degré de v est 1 (d(v) = 1), alors v devient actif (étiquette
A) et génére alors une durée de vie selon une loi exponentielle de
parametre le poids de v. Quand cette durée de vie est écoulée, v est
supprimé (étiquette P), avec sa seule aréte adjacente. Le sommet u
voisin a v récupere alors le poids de v et rajoute w(v) & son propre
poids.

Ry : Si d(v) = 2, alors si v est un coin gauche supérieur ou un coin
gauche inférieur d"une cellule, v devient actif et quand sa durée de
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Lemme 3.1

Proposition 3.2

vie expire, v est supprimé avec les deux arétes adjacentes. Son voi-
sin de droite récupére alors le poids de v. Plus formellement, soit
{(x,y),(x+1Ly),(x,y+1),(x+1,y+1)} une cellule, si le degré de
(x,y) est 2, alors (x,y) estactif et quand sa durée de vie expire, son
voisin (x + 1, y) récupere son poids.

Rs: Si d(v) = 3, alors si v appartient a deux cellules et s’il n’a aucune
aréte a sa gauche, i.e.,, v n’a qu'une aréte horizontale, alors son voi-
sin de droite récupere son poids. Ainsi, soit {(x,y), (x+1,y), (x,y +
1),(x+Ly+1D)}et{(vy),(x+Ly),(x,y—1),(x—1,y—1)} deux
cellules. Si le degré de (x,y) est 3 alors (x,y) devient actif et son
voisin (x + 1,y) récupere son poids quand la durée de vie de (x,y)
expire.

Dans le reste de ce chapitre, un sommet d’un polyominoide P qui appar-

tient & un cycle maximal dans P est appelé sommet périphérique. Nous avons

alors le lemme suivant :

Soit v un sommet actif de degré 2 ou 3 dans un polyominoide P. Alors v est un
sommet périphérique.

L’algorithme décrit par les régles Rg, Ry, Ry et R3 supprime les som-
mets une fois leur durée de vie expirée. Le processus continue sur le
graphe résiduel jusqu’a ce que celui-ci soit réduit a un seul sommet. Il
est alors fondamental de montrer que le graphe résiduel est toujours un
polyominoide :

Soit P = (V,E) un polyominoide de taille > 2 et soit v un sommet actif dans P.
Le graphe P! = (V \ {v},E \ {{v,u},u € V}) est un polyominoide.

Preuve. Soit P = (V,E) un polyominoide, v un sommet actif dans P et
P' = (V\{v},E\ {{v,u},u € V}). 1l faut montrer que P’ est connexe et
sans trous.

-Sid(v) = 1, alors la suppression de v et de I'aréte adjacente ne décon-
necte pas le graphe et ne crée par de trou.

-Si d(v) = 2, soit v, v1, vy, et v3 quatre sommets d'une cellule
du polyominoide P tels que v soit le sommet a supprimer. Soit u €
V\ {v,v1,v2,v3}. Si le sommet u est accessible a un des sommets v; par
un chemin passant par v, alors u reste accessible a v; par un autre chemin
passant par vjx;, j = 1,2,3. Par ailleurs, d’apres le lemme 31}, v est un
sommet périphérique. Donc sa suppression ne crée pas de trou dans le
polyominoide.

-Si d(v) = 3, alors on applique le méme raisonnement que dans le cas
d(v) =2.

O
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ARBRE COUVRANT STANDARD

Soit P = (V, E) un polyominoide. Le graphe T = (V, E) correspondant au
processus de transmission de poids dans P est d’écrit comme suit :
- Sie={(x,y),(x+1,y)} est une aréte de E alors e appartient a F, i.e.
toutes les arétes horizontales dans E appartiennent a F :

e={(xy),(x+1,y)} eE=¢e€cF

- Sie={(xy),(x,y+1)} appartient a E et e n’est pas un coté gauche
d'une cellule dans P alors e appartient a F.
e={(xy),(x,y+1)} e E=ecFssi{(xy),(x+Ly),(x+1y+
1), (x,y + 1)} n’est pas une cellule de P.

Le graphe T = (V, F) décrit ci-dessus est un arbre couvrant du polyominoide P.

Preuve. La preuve se fait par induction sur la construction du polyomi-
noide P.

-Si P = ({(x,y)},@), alors P est réduit a un seul sommet, donc la
proposition est vraie.

-Soit Q = (V,E) un polyominoide et T = (V,F C E) son arbre cou-
vrant. Soit v et v/ deux sommets voisins tels que v € V et v/ ¢ V. D’apres
les regles de la section [5-3} le graphe P = (VU {¢'},EU{{v,?'}}) est un
polyominoide. Il reste & prouver que T = (VU {v'},FU{{v,v'}}) est
son arbre couvrant. Il est clair qu’aucun cycle n’est formé par 1'ajout de
la nouvelle aréte {v,v’}. Donc le graphe résultant de 1'union de l'arbre
couvrant de Q et de l'arbre ({v,v'}, {{v,v'}}) est un arbre couvrant du
polyominoide P.

-Soit Q = (V,E) un polyominoide et soit T = (V,F C E) son arbre
couvrant. Supposons que V contienne quatre sommets voisins v1 = (x,y),
v, =(x+1Ly),v3=(x+1Ly+1)etvy = (x,y+1) tels que trois arétes
de la cellule appartiennent a E mais pas la quatriéme (soit e cette aréte).
Il est encore facile de vérifier que si on applique les regles de la section
le graphe P = (V,EU{e}) est un polyominoide. Il reste & montrer
que la transmission du poids se fait via I'arbre couvrant. Dans une cellule,
onnote ey = {(x,y+1),(x+Ly+1)}, es = {(xy),(x+1y)}, ex =
{(x+Ly),(x+1Ly+1)}etew = {(x,y),(x,y+1)}. Soit T = (V,F') le
graphe représentant les arétes par lesquelles la transmission des poids est
faite dans P, nous avons :

— Si l'aréte e se trouve du cdté gauche de la cellule, alors 'arbre cou-

vrant ne change pas :

e=ey = F =F.

— Sie = e, alors

F/ = P\ {EW} U {6]5}.
— Sie = eg, alors

F' =F\ {ew} U{es}.
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Remarque 3.1

Définition 3.1

Proposition 3.4

Proposition 3.5

— Sie = ey, alors
F' =F\ {ew} U {en}

On voit donc que le graphe T’ est connexe et aucun cycle n’est formé avec
ces instructions. Il en résulte que T’ est un arbre couvrant de P. O

L’arbre couvrant construit par les régles ci-dessus est unique.

L'arbre T = (V,F) ainsi construit est I'arbre couvrant standard du polyomi-
noide P.

Exemple 1. La figure donne l'arbre couvrant standard du polyomi-
noide de la figure 51}

L __L___
L __L___
L __L___

F1G. 3.2 — L'arbre couvrant standard du polyominoide de la figure g1}

Soit P = (V, E) un polyominoide et T = (V, F) son arbre couvrant standard. Le
sommet v € V est actif dans P ssi c’est une feuille dans T.

Preuve. La preuve de la proposition se fait également par induction sur
la construction du polyominoide. O
Nous prouvons aussi la proposition suivante :

Soit P un polyominoide de taille > 2. Soit v un sommet actif dans P et T I'arbre
couvrant standard de P. Soit P’ le polyominoide résiduel obtenu une fois v et ses
arétes adjacentes supprimés et T' I'arbre couvrant standard de P'. Alors T' peut
étre obtenu a partir de T en supprimant la feuille v et son aréte adjacente.

Preuve. Soit P un polyominoide et T son arbre couvrant standard. Il est
clair que si on supprime un sommet v actif dans P, donc feuille dans T,
alors l'arbre T’ résiduel de T est un arbre couvrant de P. Il reste a montrer
que T’ est I'arbre standard de P’ :

—Les arétes horizontales de P’ sont dans T".
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—Les arétes verticales résiduelles de P/, qui ne se trouvent pas du coté
gauche d’une cellule de P, satisfont la méme condition dans P, donc, sont
dans T. Ainsi, elles sont dans l’arbre couvrant standard de P’. O

Comme résultats des discussions ci-dessus, nous obtenons 1’algo-
rithme distribué probabiliste permettant 1’élection dans un polyominoide :

Algorithme 2 : Election probabiliste dans un polyominoide.

1: Tant que P n’est pas réduit a un seul sommet faire
2: Tout sommet qui est actif ou qui devient actif (regles Ro-R3)
génere sa durée de vie selon son poids;

3: Une fois la durée de vie écoulée, le sommet est supprimé avec

ses arétes adjacentes et son voisin dans 1’arbre couvrant
standard récupére son poids;
4 Fin tant que

ANALYSE DE L’ALGORITHME

L’algorithme d’élection dans un polyominoide correspond a un processus
d’élection dans son arbre couvrant standard : la proposition 4 permet de
voir qu'un sommet actif dans le polyominoide est en fait un sommet feuille
dans l'arbre standard.

Etant donné un polyominoide P = (V, E). Tous les sommets de V ont
initialement un méme poids égal a 1. D’apres les regles de réécritures de la
section 3, quand un sommet disparait, son successeur récupére son poids
et 'ajoute a son poids actuel. A l'instant ¢ oi1 v devient actif dans le graphe
résiduel P’ (qui est aussi un polyominoide) son poids est égal au nombre
de sommets qui ont disparu de son c6té. Nous avons alors le théoreme
suivant :

La stratégie décrite par les regles Ry, R1, Ry, et R3 aboutit a une élection proba-
biliste quitable : dans un polyominoide de taille n > 1, tous les sommets ont la
méme probabilité 1/n d’étre élus.

La preuve du théoréme est une adaptation des preuves présentées dans
le chapitre précédent. En effet, il suffit d’appliquer le raisonnement a une
élection dans l’arbre standard défini ci-dessus.

CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, nous avons présenté une extension de 1’algorithme per-
mettant de réaliser une élection équitable dans un arbre a la classe des po-
lyominoides. Il est alors interessant d’étudier la faisabilité de 1’algorithme
dans des classes plus générales. En effet, la difficulté semble résider dans :
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(1) la possibilité pour un sommet de décider s’il est simplicial et ceci sans
connaissance globle qur le graphe, (2) la mode de transmission du poids
une fois le sommet supprimé.

Une étude a été faite pour les k—arbres (ESDZosb), mais d’autres
classes semblent intéressantes a considérer : la classe des graphes trian-
gulés semble étre un bon candidat a étudier.



4.1

CALCUL DISTRIBUE D'UN MIS

( IE chapitre présente le travail réalisé en collaboration avec Y. Métivier,

J.M. Robson et N. Saheb autour du probleme de 'ensemble indépen-
dant maximal (MIS).

J’ai commencé a travailler sur ce probleme durant ma these. J'avais
étudié des procédure probabilistes permettant de réaliser des exclusions
mutuelles lors de l'application des regles de réécriture codant des algo-
rithmes distribués.

Une de ces procédures dite LE; permet de réaliser des élections locales
dans les boules de rayon 1 (voir (MSZo2)). Ce qui permet d’implémenter
des calculs locaux nécessitant une exclusion mutuelle dans des étoiles ou-
vertes.

I est alors facile de voir que si on répete plusieurs fois I'exécution
de cette procédure, et qu'a chaque itération, on supprime du graphe les
sommets élus et leurs voisins, les sommets élus forment un ensemble in-
dépendant maximal.

Ce chapitre présente trois algorithmes permettant d’obtenir un MIS. Le
premier algorithme est a base d’échange de nombres réels. Sa complexité
en moyenne est de O(logn) mais la taille des messages utilisés est (théo-
riquement) infinie. Le deuxieme algorithme présente une simulation des
échanges de réels par échange de messages de taille 1 bit, sa complexité en
moyenne est de O(log2 n). Enfin, nous étudions une version “désynchro-
nisée” de cet algorithme permettant d’obtenir un algorithme calculant un
MIS de complexité moyenne O(logn) et n’utilisant que des messages de
taille 1 bit, ce qui en fait un algorithme optimal (dans un sens que nous
préciserons plus loin).

INTRODUCTION

Soit G = (V, E) un graphe simple et connexe. Un ensemble indépendant
de G est un sous-ensemble I de V' tel que pour tous sommets u et v de I,
I'aréte {u, v} n’appartient pas a E. Un ensemble indépendant I est maxi-
mal (MIS) si pour tout sommet w de V, il existe u € I tel que l'aréte {u, w}
appartient a E.

La construction d"un MIS dans un graphe constitue une brique de base
pour la réalisation de plusieurs algorithmes distribués permettant de ré-
soudre des problemes tels que le routage, le controle de la topologie, le
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coloriage, etc. Plusieurs travaux ont été menés pour étudier ce probleme
et plusieurs résultats sont présentés en particulier dans (Lynafi) (chapitre
4, p- 71-76) et dans (Pelod) (chapitre 8).

Dans ce chapitre, nous montrons comment un algorithme glouton peut
étre implémenté de maniere distribuée afin de calculer un MIS dans un
réseau de processeurs échangeant des messages. Nous nous intéressons a
la fois a la complexité en bits et a la complexité en temps de 1’algorithme.

Le calcul d'un MIS a été étudié massivement sous différentes hypo-
theses et différentes approches (ABISE, Lub86, IAGLP8d, ILing2). Karp et
Widgerson (KW84) ont prouvé que calculer un MIS est NC. Kuhn et al.
dans (KMNWo5) ont étudié le probleme pour des classes particuliéres de
graphes et Moscibroda et al. dans (MWos5) ont étudié le probléme pour les
réseaux radio. Le tableau suivant présente une comparaison entre notre
résultat (I’algorithme C) et les autres algorithmes connus dans la littéra-
ture.

Connaissance Temps Taille des mes- | Bit complexité
préalable (en sages (nombre | (par canal)
moyenne)| de bits)
Luby Taille du graphe | O(logn) | logn O(log” n)
(Lynch)
Luby (Pe- | Degrée  maxi- | O(log”n) | logn O(log’ n)
leg) mum dans le
2-voisinage
Luby (Wat- | Degré maximum | O(logn) | logn O(log” n)
tenhofer) des sommets voi-
sins
Alon, Ba- | Degré maximum | O(logn) | logn O(log” n)
bai and | des sommets voi-
Itai sins
Algorithme | Pas de connais- | O(logn) | 1 O(logn)
C sance

Dans la colonne “Connaissance préalable” :
— la “Taille du graphe” correspond a la taille initiale du graphe,
— le “Degré maximum des sommets voisins” et le “Degrée maximum dans le
2-voisinage” sont des connaissances calculées au début de chaque phase.

ALGORITHME A : UN ALGORITHME A BASE DE REELS

Le premier algorithme probabiliste distribué que nous avons étudié, noté
A, est a base d’échanges de réels. Il se décompose en plusieurs phases.
A chaque phase, chaque processeur u encore dans le graphe génére un
nombre réel aléatoire x(u). Un processeur u est inclus dans le MIS si son
x est un minimum local : x(u) < x(v) pour tout voisin v de u. Nous consi-
derons que les nombres générés sont uniformes dans 1'ensemble [0, 1).
Quand tous les minimums locaux ont été inclus dans le MIS, chaque
processeur survivant (non inclus dans le MIS et non voisin d'un sommet
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x(ws) = 0.4 x(w) = 0.26
x(v) =0.3
L ] (ZU1) =02
x(u)=0.1
x(ws3) = 0.38 x(wz) = 0.6

F1G. 4.1 — Le sommet u supprime préventivement le sommet v, et I'aréte {v, w}.

dans le MIS), génere une nouvelle v.a. et encore une fois, les minimums lo-
caux sont inclus dans le MIS et ainsi de suite. L’algorithme s’arréte quand
il n'y a plus de processeur survivant.

Nous obtenons le lemme suivant :

A la fin de chaque phase, le nombre moyen d’arétes supprimées du graphe résiduel
G est supérieur ou égal a la moitié du nombre d’arétes dans G.

Preuve. Un sommet u supprime prématurément un voisin v si x(u)
est le minimum des x(w) pour tout w dans l'ensemble {u,v} U
{w voisins de u ou v}, (voir la figure gT)).

Si tel est le cas, u sera inclus dans le MIS et v et toutes les arétes {v, w}
seront supprimés du graphe. Les arétes {v, w} sont également dites sup-
primées préventivement. Si d(u) et d(v) sont respectivement les degrés de
u et de v, alors la probabilité que u supprime préventivement v est égale
al/(d(u)+d(v)). On en déduit (par la linéarité de 1'espérance mathéma-
tique) que le nombre moyen d’arétes supprimées prématurément est su-

périeur ou égal a (Z{u,v}eE (d(u‘j(f;(v) + d(v‘jﬁ‘;(u))) /2 puisque d(v) arétes

sont supprimées si u supprime v et d(u) sont supprimées si v supprime u
et qu'une aréte {v, w} peut étre supprimée prématurément deux fois. La

somme fait (2{%0}@ 1) /2, elle est égale a m /2. O
Nous en déduisons :

Il existe deux constantes ki et Ky telles que pour tout graphe G = (V,E) a n
sommets, le nombre de phases pour supprimer toutes les arétes de G est

1. inférieur a ki logn en moyenne,

2. inférieur a Ky logn avec la probabilité 1 — o(n™1).

Preuve. Le premier point résulte du lemme -1 et du lemme 1

Pour le deuxieme point, nous utilisons le lemme Pour cela, il suffit de
prendre a = 1/4 et b = 1/2. Rappelons qu'une phase est alors dite bonne
(resp. mauvaise) si elle supprime au moins un quart (resp. moins de un
quart) des arétes; rappelons également que pour chaque phase i, X; est
le nombre d’arétes supprimées du graphe et r; le rapport entre X; et le
nombre Y; d’arétes dans le graphe résiduel. Alors :

5 1
Pr (ieme phase est borme) > 3
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En effet, si Pr (iéme phase est bonne) < 1 alors

2 1 1 1
]E(T'l')<§><1><§><l:§/
ce qui contredit le lemme[1 Une application directe du lemme 3] permet
alors de prouver le lemme.
O

Enfin :

L’algorithme A calcule un MIS pour tout graphe de taille n en O(logn) unités
de temps avec la probabilité 1 — o(n™1).

ALGORITHME B : UN ALGORITHME SIMULANT L'ENVOI DE
REELS

Dans cette section, nous présentons et analysons un algorithme basé sur
I'envoie de messages de taille 1 bit. L’algorithme simule le tirage et I'envoie
de réels par le tirage et I'envoie de bits. Le principe est le suivant : une
phase est découpée en rounds. Pendant un round, un sommet v génére
(uniformément) un bit 0 ou 1 et I’envoie a tous ses voisins encore actifs. A
la réception des messages envoyés par ses voisins, et en fonction de leurs
contenus, il décide soit d’étre dans le MIS, soit de se déclarer en dehors
du MIS, soit de continuer la phase actuelle, soit encore d’attendre la phase
suivante.

Algorithme

Nous considérons un algorithme simulant I’envoie de réels par 1’envoie
de bits (I'algorithme B). Dans cet algorithme, les processeurs échangent
des messages de taille finie ; en effet, les seuls messages échangés sont les
suivants :

— un bit 0 ou 1 de DONNEES

- In — MIS

- Not — In — MIS

— Ineligible : quand un sommet v envoie ce message, il indique que

jusqu’a la fin de la phase courante, v ne sera pas dans le MIS.

Au début d’une phase, un processeur connait ses voisins encore dans
le graphe résiduel et construit un ensemble de sommets actifs initialisé
avec ces sommets. Le statut d"'un sommet peut étre soit Eligible : le som-
met peut encore étre inclus dans le MIS pendant la phase courante, ou
Ineligible : le sommet ne peut plus étre inclus dans le MIS pendant la
phase courante. Tous les processeurs encore dans le graphe ont initiale-
ment un statut Eligible.

Une phase d’échange de réels est remplacée par une phase compo-
sée d'un ensemble de rounds (Algorithme [§). Chaque round est composé
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d’un envoi, d"une réception et d'un ensemble d’actions internes. Un mes-
sage est de I'un des quatre types cités ci-dessus. Les messages de type
DONNEES contiennent les bits qui permettent de calculer le nombre réel
généré par le sommet. Les autres messages permettent au processeur d’ar-
réter d’envoyer les messages de type DONNEES deés que le nombre de bits
échangés est suffisant pour calculer les minimums locaux.

Dans chaque round, chaque processeur 1 génere un bit aléatoire b(u)
et I'envoie a chaque sommet actif v. Ensuite, il effectue les opérations sui-
vantes :

— Si b(u) = 0 et u regoit 1 de chaque voisin actif, u est un minimum

local. Il met 77(u) a 1 et envoie In-MIS a tous ses voisins. Le processus
u ne participe plus a aucune des phases suivantes.

— Si b(u) est différent du bit recu de v, il supprime v de la liste de ses
voisins actifs pendant la phase actuelle.

- Si b(v) = 1 et u regoit 0 d’un voisin, u sait qu’il n’est pas un mi-
nimum local. Son état, pour cette phase, devient Ineligible. Le pro-
cessus u envoie Ineligible a tous ses voisins actifs et supprime de sa
liste de voisins actifs tous les voisins inéligibles.

— Si u regoit In-MIS d’un voisin, il met 77(u) a 0 et envoie Not-In-MIS a
tous les autres voisins. Le processus u ne prend plus part au phases
suivantes mais continue a générer et a envoyer des bits tant qu'il a
encore des voisins actifs.

— Si u regoit Not-In-MIS d"un voisin v, il note que v est non eligible et
sera supprimé du graphe apres la phase actuelle. Si u est lui méme
ineligible, il supprime v de sa liste de voisins actifs.

— Si u regoit Ineligible d’un voisin v, il note que v n’est pas eligible
pendant cette phase. Si u est lui méme ineligible, il supprime v de
sa liste de voisins actifs.

— Si u est ineligible et n’a pas de voisins actifs eligibles, c’est la fin de
la phase actuelle. Il arréte de participer a la phase actuelle et est prét
pour démarrer une nouvelle phase si y(u) = —1.

Initiallement, pour tout sommet v du graphe : y(v) = —1; active-set(v),
Not-In-MIS-set(v) et In-MIS-set(v) sont des ensembles de sommets. Au
début de chaque phase, pour chaque sommet v tel que #(v) = —1 :
status(v) = Eligible, active-set(v) contiennent l'ensemble des voisins w
de v satisfaisant #(w) = —1, Not-In-MIS-set(v) = @, In-MIS-set(v) = @
et Ineligible-set(v) = @.

Pour plus d’explications sur le fonctionnement et le déroulement de
I'algorithme, le lecteur peut consulter (MRSDZad).

Analyse de 1'algorithme
On commence par le lemme suivant :

A la fin de chaque phase, chaque processeur a une probabilité supérieure a 1/4
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1:

2:

10:
11:
12
13:
14:
15:
16:
17:

18:

19:
20:
21:
22:
23:
24:

25:
26:

27:
28:
29:

Tant que (17(v) # 1 et 57(v) # 0 et active — set(v) est non vide) faire
Tirer uniformément un bit b(v) ;
Envoyer b(v) a tous les voisins actifs;
Recevoir b(w) de tout voisin actif w;
Si b(v) = 0 alors;
Si tout voisin actif w a tiré b(w) = 1 alors;

n(v) :==1;
Envoyer In — MIS a chaque voisin ;
Fin Si;
Sinon;

Si il existe au moins un voisin actif w qui a tiré b(w) = 0 alors;
status(v) := Ineligible ;
Envoyer Ineligible a tous les voisins actifs ;
Fin Si;
Fin Si;
Recevoir un message mess(w) de chaque voisin actif w;
Pour chaque voisin actif w tel que mess(w) = Ineligible faire
Ineligible — Set(v) := Ineligible — Set(v) U {w};
Pour chaque voisin actif w tel que mess(w) = In — MIS faire
In — MIS — Set(v) := In — MIS — Set(v) U {w};
Si il existe un voisin actif w tel que mess(w) = In — MIS alors;

n(v) :=0;
Envoyer Not — In — MIS a chaque voisin;
Fin Si;

Recevoir un message mess(w) de chaque voisin actif w;

Pour chaque voisin actif w tel que mess(w) = Not — In — MIS faire
Not — In — MIS — Set(v) := Not — In — MIS — Set(v) U {w};

Si status(v) = Ineligible alors;

Pour chaque voisin w tel que

w & Not — In — MIS — Set(v) U In — MIS — Set(v) U Ineligible — Set(v)
faire active — set(v) := active — set(v) \ {w}

Fin Si;
Fin Tant que
Supprimer des voisins de v tous les sommets dans In — MIS — Set(v)
ou dans Not — In — MIS — Set() ;

d’étre dans I'un des états : In — MIS, Not — In — MIS ou End — of — phase
(Ie processeur a terminé la phase actuelle).

Preuve. La preuve du lemme est assez technique. Le lecteur peut consulter
(MRSDZo0g) pour la preuve complete. O
On obtient alors le corollaire suivant :
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Il existe deux constantes ko et Ky telles que le nombre maximum de bits
DONNES générés par tout processeur u dans toutes les phases est

1. inférieur a ko log n en moyenne,

2. inférieur a Kylogn avec la probabilité 1 — o(n™2).

Le corollaire ci-dessus donne une majoration de la complexité en moyenne de
'algorithme pour chaque sommet u du graphe.

On en déduit le théoréme suivant :

Théoreme 4.2 L'algorithme B calcule un MIS pour tout graphe de taille n en O(log? n) avec la
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probabilité 1 — o(n~1).

Preuve. Application directe du lemme O

ALGORITHME C : UN ALGORITHME OPTIMAL EN NOMBRE
DE BITS

Cette section présente un algorithme améliorant la borne O(log®n) de
l'algorithme B. Le nouvel algorithme utilise des messages de taille 1 bit
et a une complexité (mesurée en nombre de bits) égale en moyenne a
O(logn) et a O(logn) avec la probabilité 1 — o(n1).

L'idée principale de cet algorithme (I’algorithme C) est de désynchro-
niser les différentes phases sur un sommet. En effet, dans l'algorithme B,
un sommet v génére un bit et 'envoie a tous les sommets voisins avec
lesquels la symétrie n’est pas encore brisée. Une phase de l'algorithme B
se termine lorsque la symétrie est brisée avec tous les voisins de v. Dans
l'algorithme C, on opére par anticipation : si v brise la symétrie avec un
voisin v; mais pas avec le voisin vy, alors v considere la phase actuelle
terminée avec v; mais pas avec v;. Il commence alors immédiatement la
phase suivante avec v; mais continue la phase actuelle avec v;.

Ainsi, dans un méme round, le sommet v peut envoyer le bit by, corres-
pondant a la phase ¢;, au sommet v; et le bit by, correspondant a la phase
tr, au sommet vy, avec 1 # to.

Pour I'analyse de I'algorithme, I'observation fondamentale est qu’a chaque round,
la symétrie est brisée sur une aréte avec la probabilité 1/2.

Description générale de 1'algorithme

Chaque sommet v exécute en alternance un round du processus calc_win
et un round du processus calc_mis. Le processus calc_win calcule pour
chaque paire de sommets voisins et pour chaque phase, lequel des deux
sommets a la plus petite valeur dans la phase. Le processus calc_mis uti-
lise le résultat de calc_win pour décider si le sommet doit étre supprimé
du graphe et si c’est le cas, en informe les sommets voisins.
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1. Tant que (17(v) # 1 et (v) # 0 et active — set(v) est non vide) faire
2 un round de calc_win;

3: un round de calc_mis ;

4 Fin Tant que

Variables de 1'algorithme C

Chaque sommet u utilise les variables suivantes :

— pour tout voisin v de u, phase, (v) est un entier positif correspondant
au numéro de la phase actuelle entre u et v; initialement, phase, (v)
est égal a 1, par symétrie, nous avons phase, (v) = phase,(u);

— pour tout voisin v de u, bit, (v) est un entier positif correspondant au
numéro du bit qui sera envoyé par u a v lors de la phase courante;
initialement, bit, (v) est égala 1;

— X, est un tableau de dimension 2 tel que pour tout voisin v de u,
X, [phase, (v), j] est un bit;

— pour chaque voisin v de u, et pour chaque numéro de phase t,
win, (v)(t) est un booléen qui vaudra vrai si dans la phase t, la sy-
métrie est brisée pour l'aréte entre u et v et que u ait la plus petite
valeur.

Soit # un sommet et v un voisin de u; soit ¢t le numéro d'une phase; on
note par x,(v,t) la mot défini par les bits envoyés par u a destination de
v depuis le début de la phase t. La longueur de la phase t, notée I(t), est
égale a Max{| x(v,t) || v est un voisin de u}, out | x(v,t) | est la longueur
du mot x(v, t). Initialement, I(t) = 0.

Soit # un sommet, la phase t est active s’il existe un sommet actif v
voisin de u tel que t = phase, (v) et x,(v,t) = x,(u, t).

Processus calc_win

Au début d'un round du processus calc_win, le processus u tire unifor-
mément un nouveau bit b(t) pour toute phase active t de u et ajoute b(t)
dans X, c’est-a-dire X[t,I(t) + 1] := b(¢).

Pour chaque voisin v, u récupere b(v) = X|[phase, (v), bit, (v)], envoie
b(v) a v et regoit le bit b(u) de u.

Si b(v) = b(u) alors il est nécessaire de considérer les bits sui-
vants pour différentier x,(v, phase,(v)) et x,(u, phase,(u)) de la phase
phase, (v) = phase, (1), donc u exécute l'instruction bit, (v) := bit,(v) + 1.
Sinon, le résultat est enregistré et on démarre la phase suivante, le sommet
u exécute les instructions suivantes :

- winy, (v)(phase, (v)) := (b(v) =0);

— phase, (v) := phase, (v) +1;

- bit,(v) :=1.
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Processus calc_mis

Pour un sommet u, si u est actif pendant une phase ¢, il effectue le cal-
cul en trois étapes. Initialement, u connait les sommets v qui sont actifs
pendant la phase t et attend jusqu’a ce qu’il connaisse toutes ses variables
winy (v)(t). 1l sait alors sil est ou non inclus dans un MIS pendant cette
phase et envoie un message d’1 bit in a chaque sommet v. Puis, il attend
jusqu’a ce qu’il ait requ un message in de chaque voisin v. Il sait alors s’il
est exclu du graphe dans cette phase et envoie un message d’1 bit out a
chaque voisin v. Dans la derniere étape, il attend jusqu’a ce qu’il regoive
un message out de chaque voisin v. Il sait alors quels sont les sommets
voisins encore actifs au début de la phase t 4 1. Il met a jour sa variable
1 (u) et son ensemble de voisins actifs. Il est alors prét pour démarrer la
phase t 4- 1 sil est encore actif.

Analyse de l’algorithme C

On sait qu’en moyenne et avec forte probabilité, le nombre de phases T
est au plus kjlogn. On en déduit qu’apres O(logn) tous les sommets
ont calculé leurs valeurs win,(v)(t) pour tout t < T, puisque, avec la
probabilité 1/2, chaque round est un succes sur chaque aréte {u,v}. En
prenant Klogn rounds avec K suffisamment grand, on a une probabilité
o(n~3) qu’une aréte {u, v} n’atteigne pas T. Ainsi, la probabilité que cela
se passe est o(n~1).
Nous avons alors le résultat principal de cette section :

L’algorithme C calcule un MIS pour tout graphe de taille n en un temps O(log n)
avec la probabilité 1 — o(n=1), chaque message étant de taille 1 bit.

Preuve. Soit T le nombre de phases. Le nombre de rounds (d’échanges de
bits) dans le processus calc_win ne peut dépasser T que si le nombre de
phases dans l’algorithme B dépasse T/5 ou si, pour une aréte {u,v}, u et
v génerent les mémes bits dans au moins [4T /5] des premiers T rounds .
Donc

Pr( plus de T rounds ) < IPr( plus de T/5 phases )
+m(4y5) (1/2)14775],
ol m est le nombre d’arétes. Le second terme est asymptotiquement égal
a m(3125/4096)T/%. Pour T > 40logn, (3125/4096)T/5 = O(n=2T~2); ce
qui permet d’obtenir directement une borne supérieure du nombre de
rounds avec la probabilité 1 — o(n~1). Pour l'espérance mathématique,
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noua avons :

E (#rounds) = Y. PPr(#rounds > T) (# symbolise le nombre)
Y. Pr(#rounds > T)+ Y.  [Pr(#rounds > T)
T=1 T=40logn+1

[ee]

40logn + Y. Pr(#rounds > T)
T=40logn+1

IN

IN

40logn

+ Y (Pr(#rounds > T/5) +m x O(n—2T~?))
T=40logn+1

40logn + 5E(T) + o(logn)

O(logn).

I IA

O

Ensuite, le calcul des sommets a ajouter dans les MIS a chaque phase

peut se faire en deux rounds supplémentaires et ainsi 2k; logn rounds

sont suffisants pour que tous les sommets terminent 1’algorithme. Nous
avons finalement :

La bit complexité par canal de I'algorithme C est O(logn).

L’'algorithme C est optimal. En effet, Kothapalli et al, dans (KSOSof),
montrent que si on ne s’autorise que des messages de taille 1 bit, alors tout
algorithme distribué nécessite, avec forte probabilité, au moins Q)(logn)
rounds pour colorier un anneau anonyme de taille 7 avec un nombre fini
de couleurs. Or, Wattenhofer, dans (Watoj) page 36, montre que tout al-
gorithme de MIS peut étre transformé en un algorithme de coloriage. Si
on se limite au cas des graphes cycle, cette transformation produit un
algorithme de coloriage ayant la méme complexité, a une constante mul-
tiplicative pres, en bit et en temps que la complexité du calcul du MIS.

INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE

Cette section étudie I'impact de l'insertion d’'un sommet v du graphe G
dans le MIS sur la probabilité d’insertion d’un sommet u # v dans le MIS.
Nous réalisons 1'étude pour l'algorithme C.

I est clair que si un sommet v est inséré dans le MIS, la probabilité
d’insérer un voisin u est égale a 0. De la méme maniere, cette insertion
augmente la probabilité d'inclusion des sommets a distance 2. Qu’en est-
il alors des sommets a une distance > 3 de v? Nous verrons que cette
influence disparait si la distance entre v et u est assez grande et que le
graphe est a degré maximal borné. Nous exhibons également un exemple
montrant que cette affirmation est fausse dans le cas général. Les résultats
sont présentés ici sans preuve. Le lecteur peut consulter (MRSDZod) pour
avoir les différentes preuves.
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Un sommet v survit a la kM€

kéme

phase s’il n’est ni choisi ni supprimé

jusqu’a la fin de la phase. Nous avons le lemme suivant :

Pour tout sommet v de degré d, le nombre de phases auxquelles v survit est dominé
par une v.a. géométrique de parametre 1/(d + 1).

Soit u et v deux sommets a distance | dans G. Supposons que u et v soient de
deqrés finis fixés. Soit Pr (v | u) la probabilité que v soit inclus dans le MIS
conditionnée par l'inclusion de u et soit Pr (v) la probabilité du méme événement
sans conditionnement. Nous avons :

Pr (v | u) = Pr(v) +O(d"), quand — o,
pour un § avec | § |< 1.

La proposition précédente reste vraie si on suppose 'hypothese (plus
faible) suivante : les degrés restent négligeables comparés a la distance.
Cependant, I'exemple suivant montre que la proposition n’est pas vérifiée
en général.

Exemple. Considérons le graphe G = (V, E) suivant avec deux sommets
u et v a distance | = 41’ + 1 'un de l'autre :
- V= {Mi,]‘,vi,]‘ | 1= O, s ,2ll,j = 1, s ,l3i} avec Up1 = U et 001 =0,
-E = {(wijuir), (vij,0ik), (Wij, iz1x), (0i, Vigrk) et (o j, O k),
pour tous i, j, k pour lesquels ces sommets existent.
Il est alors démontré, (MRSDZog), que dans le graphe G ainsi construit,
I'inclusion de 1'un des deux sommets u et v dans le MIS influence la pro-
babilité d'inclusion de l'autre sommet.

Dans (MRSDZog), nous avons également étudié cette indépendance
pour les algorithmes de Luby et les présentations qu’en font Lynch dans
(Lyng6) et Wattenhofer dans (Watoz).

CONCLUSION

Nous avons présenté un algorithme permettant de construire un MIS en
utilisant un échange de messages de taille 1 bit. Cet algorithme a une com-
plexité moyenne égale a O (logn), ce qui en fait un algorithme optimal.
La technique utilisée consiste a simuler le tirage et 'échange de nombres
réels par des tirages et des échanges de bits, et a utiliser un mécanisme de
desynchronisation de phases.

Cette technique semble généralisable a d’autres problémes. Une pre-
miere piste serait d’étudier sa faisabilité pour le probleme de couverture
de graphes par des étoiles fermées. En effet, dans (MSZo2), nous avons
étudié un algorithme a base de tirage de réels permettant de résoudre ce
probléme. Néaumoins, sa bit complexité reste non bornée.






5.1

COLORIAGE DE GRAPHE

( IE chapitre présente un algorithme probabiliste simple pour réaliser

une coloration d’un graphe quelconque. L'algorithme fonctionne par
échange de messages de taille 1 bit, et a une complexité en moyenne en
O(log 1) avec probabilité 1 — o(n~1). Ce travail est réalisé en collaboration
avec Y. Métivier, ].-M. Robson et N. Saheb.

Le graphe est supposé anonyme, et aucune connaissance globale sur
le graphe n’est a la disposition des différents sommets. Nous supposons
par contre qu’'un sommet est capable de distinguer entre ses voisins en
utilisant ses différents liens de communication.

Nous montrons que notre algorithme est optimal et améliore la com-
plexité en bits des autres algorithmes probabilistes distribués connus per-
mettant le coloriage des graphes. Nous étudions également d’autres para-
metres de l'algorithme tels que le nombre total de bits générés dans tout
le graphe et le nombre moyen de bits générés par sommets. Une étude
détaillée est aussi faite pour des classes particulieres de graphes tels que
les cycles, les graphes complets et les graphes aléatoires.

INTRODUCTION

Le probléeme

Soit G = (V, E) un graphe simple non orienté. Une sommet-coloration de G
est une fonction qui affecte une couleur ¢(v) a chaque sommet v de G telle
que pour tous {u,v} € E, c(u) # c(v).

La suite de ce chapitre présente un algorithme probabiliste simple et ef-
ficace (en temps et en nombre de bits) permettant de réaliser une sommet-
coloration de tout graphe G.

L’algorithme fonctionne en phases synchrones : au début de chaque
phase, un sommet non encore colorié connait I'ensemble de ses voisins
encore actifs (sommets qui n‘ont pas encore leur couleur définitive) et
crée un ensemble contenant I'ensemble de ces sommets. Chaque phase est
composée d"un envoi, d'une réception et d’'un ensemble d’actions internes.

A chaque round, chaque sommet u génére (uniformément) un bit aléa-
toire et I’envoie a tous ses voisins encore actifs, il recoit ensuite un bit de
chaque voisin actif et supprime de ’ensemble de ses voisins actifs les som-
mets qui lui ont envoyé un bit différent de celui généré par u. Soit couleur,
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5.2

le mot formé des bits générés par u (couleur, [i] est le i€M€ bit généré par
u). Si u n’a plus de voisins actifs, alors u a sa couleur définitive : couleur,,.

Kothapalli et al. ont montré dans (KOSSofl) que, si on ne s’autorise que
des messages de taille 1 bit par phase, alors tout algorithme distribué réa-
lisant le coloriage a besoin d’au moins ()(log 1) rounds avec forte probabi-
lité pour colorier un cycle de taille 7. Nous en déduisons par conséquent,
que l'algorithme que nous présentons dans ce chapitre est optimal.

La couleur définitive d’un sommet u est le mot couleur, constitué des
différents bits générés par u. Ce mot peut étre interprété comme un en-
tier positif. Nous montrons que ce nombre est de 'ordre de O(d(v)) en
moyenne.

ArLGORITHME FS_Color

L’algorithme opeére en rounds. A la fin chaque round, les sommets qui
obtiennent leurs couleurs définitives arrétent d’exécuter l'algorithme, ils
sont alors supprimés du graphe avec leurs arétes adjacentes. Les autres
sommets continuent d’exécuter 1’algorithme dans le graphe résiduel.
Formellement, chaque sommet u maintient une liste actifs, de som-
mets voisins actifs, c’est-a-dire la liste des sommets voisins non encore
coloriés et avec lesquels la symétrie n’est pas encore brisée. Initialement,
actifs, est égale a N(u). La couleur couleur, d'un sommet u est initiale-
ment le mot vide, a chaque round, u génere un bit b, le rajoute a la fin de
couleur, et envoie b, a tous les sommets dans 'ensemble actifs,. Il regoit
ensuite les bits envoyés par ses voisins encore actifs et met a jour la liste
actifs,. Le sommet u répete cet ensemble d’actions jusqu’a ce que la sy-
métrie soit brisée avec fous ses voisins, sa couleur est alors le mot couleur,,.

Algorithme 5 : L'algorithme FS_Color.

1. var:

2 couleur, : mot Init mot-vide ;
3 actifs, : C N(v) Init N(v);
4 by, : € {0,1}};

5. Tant que actifs, # @ faire

6: b, — flip(0,1);

7: couleur, «— b, ® couleur, ;

8: Pour tout u € actifs, Faire
o: envoyer b, a u;
10: recevoir b, de u;
11: Si b, # b,alors
12: active, «— active, \ {u};
13: Fin Si
14: Fin Pour

15: Fin Tant que
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La couleur d’un sommet u est la concaténation de tous les bits générés par u depuis
le début de I'exécution de l'algorithme. Cette couleur peut donc étre interprétée
comme un entier.

ANALYSE DE L’ALGORITHME

Espérance du temps d’exécution

Chaque sommet u, non encore colorié, génere un bit b,, envoie b, a tous
les voisins de u encore actifs et reqoit b, de chaque voisin actif v. Si b, # by,
alors u met a jour sa liste de sommets actifs en supprimant v de 'ensemble
actifs,. En terme de structure de graphe, cela revient a supprimer l'aréte
{u,v} du graphe G. Or, la probabilité que I'événement b, # b, se produise
est égale a 1/2. Nous en déduisons :

A la fin de chaque round, I'espérance mathématique du nombre d’arétes supprimées
du graphe résiduel G est égale a la moitié du nombre d’arétes dans G.

On en déduit, d’apres le lemme T, le corollaire suivant :

11 existe deux constantes ki et K telles que pour tout graphe G a n > 1 sommets,
le nombre de rounds nécessaires pour supprimer toutes les arétes de G est

— inférieur a ki log n en moyenne,

— inférieur a Ky logn avec grande probabilité.

Preuve. Le preuve du corollaire utilise les mémes arguments que la
preuve du corollaire g1} (Voir (MRSDZ)) pour plus de détails). O
On en déduit alors le théoréme principal :

L’algorithme FS_Color calcule une coloration de tout graphe de taille n en

O(logn) rounds avec forte probabilité en n’utilisant que des messages de 1 bit.

Le nombre total de bits générés

Dans cette section, nous nous intéressons au nombre total de bits générés
dan tout le graphe. Soit v un sommet quelconque et soit L, la v.a. qui
compte le nombre de bits générés par le sommet v. Si on note par B le
nombre total de bits générés dans tout le graphe, alors Bg = } ,cy L. Or

IE(LU):I; (1— (1_%>d<w>.

Ce qui permet de prouver que :
Le nombre total de bits générés par tous les sommets du graphe vérifie

E(Be)<ny, (1—(1_%)2711/”).

k>0



48

Chapitre 5. Coloriage de graphe

Corollaire 5.2

On a alors le corollaire suivant :

— Pour tout graphe G = (V,E) avec | V |=net | E |= m tel que m/n —
oo, nous avons E (Bg) = O (nlogn) .
— Si G est un arbre ou un cycle, alors E (Bg) < 5.

5.3.2 Complexité locale

Proposition 5.1

Dans cette section, nous nous intéressons a la complexité locale de l'al-
gorithme FS_Color : 1'espérance mathématique du nombre de bits gé-
nérés par sommet. Soit v un sommet de degré d(v) = d et soit Ly le
nombre de bits générés par le sommet v et soit [; = E(L;) son espé-
rance mathématique. Soit I(v) les arétes adjacentes a v. A chaque round,
chaque aréte e € I(v) est supprimée avec probabilité 1/2, il en résulte que
l; = O (logd). Cependant, pour obtenir une valeur plus précise qu'une
borne supérieure, on utilise la transformée de Mellin. En effet, nous avons :

Soit G = (V,E) un graphe connexe et v € V avec d(v) = d > 1. Soit I
U'espérance mathématique du nombre de bits générés par v avant d’obtenir sa
couleur définitive. On a :

1 0% _
L = logy(d) + 5 + fog2 T 9 (log,(d)) +0O (d7?),

oit 7y est la constante d’Euler-Mascheroni et Q est une série de Fourier de période

1 et dont I'amplitude ne dépasse pas 107°.

Preuve. Pour tout d > 1, nous avons la récurrence suivante :

d
d\ 1
Li=1+) <1> ?ldq,
i=0

avec la condition initiale [y = 0.
Pour résoudre cette récurrence, nous introduisons la fonction généra-
trice exponentielle suivante :

74
a1 %
Un calcul simple permet de montrer que :
L(z) = &* — 1+ ¢*%L(z/2).

Dong, si on note a(z) = ¢ — 1, on résout cette équation en utilisant la
technique de l'itération :

L(z) = a(z)+e*2L(3)
= a(z) +¢*?a(z/2) + */4L(%)
= Tesoe Ha(%)

= Lo H (eF — 1),
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Apres avoir développé les fonctions exponentielles, nous obtenons une
forme explicite pour I; :

ld:k>20<1—<1—%>d>.

Par ailleurs, on a (1 —a)" ~ e~*, donc, si on pose

F(x)=1) (1 —e’x/Zk) ,

k>0

nous obtenons facilement I; ~ F(d).
La forme exacte de F(x) peut étre obtenue en utilisant la transformée
de Mellin (voir (ES)). La transformée de Mellin de F(x) est :

_TI(s)
1-25"

F*(s) =

avec le contour fondamental < —1,0 >. Par ailleurs, nous avons :

e_'YS oo S -1
o= fl(04) e
(s) 5 Ig 1+ r) ¢
Donc F*(s) est méromorphe, admet un pole double en s = 0 et des poles
imaginaires en s = x; = %, pour tout k € Z \ {0}. Il en résulte le

développement suivant de F*(s) dans le contour < —1/2,2 > :

log 2 s? slog?2 longGZ\{O}s—xk'
D’ou
Fx) = 28X 10 7 0 (logy(x) +0 (x°2)
log2 2  log2 82 ’
ouQ(u) = —@ Yz {0y T (xk) e 2% Ce qui termine la preuve. O

Nous avons alors le corollaire :

Soit v un sommet tel que d(v) = d — oo. Si ¢(v) est la couleur de v, alors

c(v) = O(d).
En outre, nous obtenons la distribution de probabilité de la v.a. L :

Soit d > 1, nous avons :
— Pr(L;=0)=0,et

— Pr(Ly=k) = (1—%)”{—(1—%)”{,5%21.

Ce qui permet de calculer le premier et le deuxiéme moment de la v.a.
L; et d’énoncer :
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Lemme 5.4

Si on note par Var la variance, alors :

+1
—P (10g2 (%)
oit P(u) = Q(u)? + (Zu + béﬁ - mg%) Q(u) et Q est la série défine dans le
lemme 51}

Preuve. On commence par calculer le second moment de la v.a. L; :
E(L3) = Yisok*Pr(Ls= kd) )
- Dok 2) (-2
d
= Yyeo(2k+1) (1 - (1 - %) > .

En utilisant la méme approximation exponentielle que pour le lemme pré-
cédent, nous avons E (L3) = G(d) ou:

G(x) = Y (2k+1) (1 - e—x/zk) .

k>0

La transformée de Mellin de G est donnée par :

G*(s) = fo G (x
= L (2%+1) [P (1—e ) d
kgo + fo ( e )x
= —TI(s) T (2k+1)2k

k>0
241
= T6)g%yp
avec comme contour fondamental (—1,0).
Dong, la fonction G*(s) est méromorphe en 0 et admet un pole d’ordre
p 1p
3 ens = 0 ainsi que des poles imaginaires en s = y; = 25T pour tout

Tog 2
k € Z\ {0}. Finalement :

. . 1
G (S) - _(logZ) s3 + (logZ + (logZ) )
1 1 2 T'(xx)
~ 3+ gz T sogar t Tog2r) 5 T Toear Lkez\(0) e

Dong, en utilisant le “reverse mapping theorem” de (ES), il vient :

G(x) = (log,x)*+ <1+log2>log2x
2 1
3 o+ g+ (k) +0 (183) +0 (&),

ou A (u) = _(log%y Yez) o T (xi) e 2%,



Proposition 5.2

Corollaire 5.4

5.4

5.4. Cas particuliers 51

Nous obtenons la valeur du second moment :

E(L3) = (log,d)*+ (1 + %) log, d
2
+3 +log2+ (log2)2+ (logZ) +A( ) +O(l2)'
D’ou
Var (Lg) = E(L2) —E (L)
<log2 1) 10g2 d + 12 + (10g2)
—P (log,d) + 0 (%),

ou P(u) = Q(u)* + <2u + logZ loéZ) Q(u).
Ce qui prouve le lemme. O
Nous avons alors :

Le ratio entre L, et log, d tend en probabilité vers 1 quand d tend vers co.

Preuve. Soitlava. R; = bg oo+ INous avons :

1 1 1
E (Ry) =1+ <2+§> /logyd + 1 —— ogs <Q(10gzd)—o<p>>f

et
Var (Ry) = \/ar(Ld)/(ngd)2

10g2 1) /log2d+ (12
(logd)zp ].ng (dl_z

+ 6( 2)2 ) /(log, d)?
)

En utilisant I'inégalité de Tchebychev nous obtenons :

Var (R
Vs>O,IPr(|Rd—1]>s)<y—>0quandd—>oo,

ce qui termine la preuve. O
On a alors un résultat plus précis que le corollaire [F1]:

Soit v un sommet et supposons que son degré d tend vers l'infini et soit c(v) sa
couleur. Avec grande probabilité 1 — o(1/n?), c(v) = O(d).

CAS PARTICULIERS
Cette section étudie les valeurs des différents parametres introduits plus

haut dans les cas particuliers suivants : les cycles, les graphes aléatoires et
les graphes complets.
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5.4.1 Les cycles

Lemme 5.5

Lemme 5.6

Lemme 5.7

Soit G = (V,E) un cycle de taille n > 3. Soit v € V un sommet quelconque.
Un calcul simple donne :

E(L,) = $.

Pour la complexité globale de 1’algorithme, soit T la v.a. qui représente
le temps nécessaire pour colorier tous les sommets du cycle G, c’est-a-dire,
le nombre de rounds. Si n est impair, alors il faut au moins un round pour
colorier tous les sommets de G. Donc Pr (T > 1) = 1. Sinon, c’est-a-dire,
si 1 est pair, il est facile de voir que Pr (T > 1) =1 — 515.

Plus généralement, en utilisant le principe d’inclusion-exclusion,
(Roood), pour tout k > 2 :

Pr(T > k) = ':g(—nf“(’;) (%)k+(—1)n+1( 1 )k
= 1= (1- )"+ 0 () - ().

Donc, avec k = 2log, 1, nous obtenons :

Pr(T > k) ~1—e /" — 0lorsque n — co.
Par ailleurs, étant donné que E (T) = Y4~ IPr (T > k), nous avons :
E(T) = Pr(T>1)+Pr(T>?2)
P [ (1-3) o () - ()]

k>3

|

En utilisant les mémes arguments que dans la section [5.3-2} nous avons :

5
E(T) =log,n+ 5+ é +Q (logy(n)) +0 (n7).

Nous en déduisons alors :

Soit T le nombre de rounds nécessaires pour colorier tous les sommets d'un cycle
de taille n > 3.

— L'espérance de T est asymptotiquement égale i log, n + 3 + @,

— elle est inférieure a 21og, n avec forte probabilité.

On peut également calculer la distribution de la va. T :

Soit G = (V, E) un cycle de taille n > 3 et T la v.a. définie ci-dessus. Alors
-Pr(T=0)=0,
— Si n est impaire, alors :
- Pr(T=1)=0,
- Pr(T=2) =32
— Si n est pair, alors :
-Pr(T=1) =5,
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~-Pr(T=2)= 3“+3 2”171'
et, pour tout k > 2 :
n
PrT=k = (1-%)"—(1-3)
k—1 1\k-1 1 \k 1\ k
+-D)" (7)) - )T - @)+ ().

Par un raisonnement similaire a celui de la preuve de la proposition

il vient :

Le rapport entre T et log, n tend vers 1 en probabilité quand n — oo.

Graphes aléatoires

Un graphe aléatoire est un graphe obtenu en commencant par un en-
semble de n sommets et en ajoutant, de maniére aléatoire, des arétes
entre ces sommets. Différents modeles de graphes aléatoires produisent
différentes distributions de probabilité sur les graphes. Le modele le plus
étudié est le modele G, : chaque aréte est rajoutée (indépendamment
des autres) avec probabilité p (et n’est donc pas ajoutée avec probabilité
q=1-p).

Soit G,,, = (V, E) un graphe aléatoire et soit v un sommet quelconque.
Conditionné par d(v) =k > 0,0ona:

IE(Lv|d(v):k):l§)<1—(1—%>k>.

Or IPr (d(v) = k) = (" ")p*q" 1, donc

E (L) = k;j [(”;1>qu””§0 (1— (1— %>k>] .

Ce qui permet d’obtenir :
p k
E(Ly) = <1 —(1—-= > .
(- (-5)

Dong, en utilisant le méme raisonnement que dans la section [5.3:3:

E(L,) = F((n—1)p)

= log, ((n—1)p) + 3 + gz + Q(logy((n = 1)p)) + O ((np)?) .
Pour p = 4182
alors :

avec & > 1, c’est-a-dire, avec forte probabilité, G est connexe,

E (Ly) = log, (log(n)) +log, a + % + é +Q (log, (xlog(n))) + O (W) :
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5-4-3

Remarque 5.3

Graphes complets

Si G = (V,E) est un graphe complet, alors on peut voir que G = G, 1.
Donc, pour la complexité locale, nous avons pour tout sommet v € V,
E (L) = log,(n —1) + 3 + @ + Q (logy(n —1)) + O (n™2).

Pour étudier la complexité globale, on peut observer que le cas étudié
correspond au probleme bien connu du calcul de I'espérance mathéma-
tique de la hauteur d"un trie, (CEVo1).

Un trie est une structure de données utilisée pour construire des dic-
tionnaires d’ensembles de mots produits par une source. Dans notre cas,
le trie est construit comme suit : a chaque phase, chaque sommet génere
un bit 0 ou 1. Les sommets ayant généré o sont regroupés dans un nou-
veau sommet du trie et ceux ayant généré 1 sont regroupés dans un autre
sommet. Le processus est alors répété sur les nouveaux sommets jusqu’a
ce que les sommets deviennent des singletons. Il est donc facile d’observer
que l'espérance mathématique de la hauteur du trie ainsi construit est la
complexité globale de notre algorithme.

Clément et al., dans (CEVo1), ont étudié ce paramétre h, (hauteur d'un trie
de taille n) dans un contexte plus général : I'alphabet peut contenir plus que
deux symboles et chaque symbole s; est généré avec probabilité p;. Dans notre cas
particulier, s1 = 0,sp = l et p1 = po = 1/2, ainsi :

E (h,) ~ 2log, n.

De plus, ils ont montré que hy, a une distribution asymptotique doublement ex-
ponentielle. 1l est alors possible de déduire le premier point du corollaire [51] de
leur résultat puisque la complexité globale de I'algorithme de coloriage dans tout
graphe est majorée par le temps nécessaire au coloriage d'un graphe complet dans
notre algorithme.

CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme simple et efficace
pour colorier un graphe de taille n. Les sommets du graphe échangent des
messages de taille 1 bit. Nous avons montré que la complexité de 'algo-
rithme est en moyenne O (logn) et avec forte probabilité égale a O (logn).
Notre algorithme est donc optimal en bit complexité puisqu’il n"uti-
lise que des messages de taille 1 bit. Cependant, le nombre de couleurs
utilisé par I'algorithme reste trop grand comparé a l'algorithme de Johan-
son (Johgd). Il serait, par conséquent intéressant d’étudier la possibilité de
réduire, de maniere significative, le nombre de couleurs utilisées.
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PROBLEME DU RENDEZ-VOUS

DANS un réseau de processeurs, un rendez-vous (ou poignée de main)

permet de réaliser des communications exclusives entre des paires de
sommets voisins. Ce qui permet d’implémenter des algorithmes distribués
codés par des systemes de réécriture impliquant des regles sur les arétes,
ou encore, de réaliser (aprés un nombre d’itérations) un couplage maximal
du graphe représentant le réseau.

Ce chapitre présente des algorithmes probabilistes distribués permet-
tant de réaliser des rendez-vous. Une partie des résultats obtenus sur le
sujet ont été établis en collaboration avec A. El Hibaoui, Y. Métivier, J.- M.
Robson, et N. Saheb.

INTRODUCTION

Le probleme

Dans un réseau de processeurs communiquant par échange de messages
en mode synchrone, I'émetteur et le récepteur doivent étre tous les deux
préts pour communiquer. On dit que les deux processeurs ont un rendez-
vous, ils sont alors prét a réaliser une communication de manieére exclu-
sive.

Plusieurs algorithmes distribués codés par des régles de réécriture né-
cessitent cette exclusivité de communication pour étre implémentés, voir
(MSgzh) pour quelques exemples.

Ce chapitre présente les solutions que nous avons apporté au probléme
du rendez-vous. Le premier algorithme fait 'hypothése d'un temps discret
et le second utilise des propriétés des variables aléatoires continues.

Algorithme S_RdV ()

Le premier algorithme étudié est noté S_RdV(). Chaque noeud v choisit
au hasrad et uniformément parmi ses voisins un voisin w, il lui envoie un
message 1 et envoie un message 0 a tous ses autres voisins différents de w.
Il y a alors rendez-vous entre deux sommets voisins u et v si, et seulement
si, u envoie 1 a v et v envoie 1 a u (voir la figure B.1)). Plus formellement,
la suite d’instructions est décrite par l'algorithme S_Rd V().
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6.2

Définition 6.1

N>

F1G. 6.1 — (a) un graphe G, (b) une exécution de I'algorithme S_RdV () sur G ne donnant
pas liew a un rendez-vous, (c) une exécution de I'algorithme S_RAV () sur G donnant lieu
A un rendez-vous

Algorithme 6 : L'algorithme S_Rd V()
1: Chaque sommet v répéte infiniment :

2: le sommet v choisit, aléatoirement et uniformément, un de ses voisins

c(v);
3: le sommet v envoie 1 a ¢(v);
4 le sommet v envoie 0 & ses voisins différents de ¢(v) ;
5: le sommet v regoit les messages de tous ses voisins;
(* Il y a un rendez-vous si v regoit 1 de c(v) *)

Analyse de l'algorithme S_RdV ()

Cette section présente l'analyse de l’algorithme S_RdV(). Quelques ré-
sultats sont donnés ici sans preuve. Le lecteur peut se référer a (MSZad,
MSZo02, MSZ03, [ZemoS) pour plus de détails.

Le premier parameétre est la probabilité d’obtenir au moins un rendez-
vous dans le graphe, ensuite, nous nous sommes intéressés a la probabilité
d’avoir un rendez-vous sur une aréte, ce qui permet par la suite de calculer
le nombre moyen de rendez-vous dans le graphe et d’étudier 1’efficacité
de l'algorithme S_RdV() comparé a un algorithme “idéal” et donc non
nécessairement probabiliste ni distribué.

PROBABILITE DE SUCCES

Soit G = (V, E) un graphe. Un appel sur G est une fonction ¢ de V dans V
qui associe a chaque sommet un de ses voisins.

Soit ¢ un appel, par définition, un rendez-vous dans le graphe G est
un couple de sommets (v, w) tels que ¢(v) = w et c(w) = v.

Un appel ¢ sur G est un succes, s’il contient au moins un rendez-vous,
sinon, ce sera un échec.

On peut représenter un appel sur un graphe G par le graphe orienté
Gc = (V, A), ot A est tel que pour tout {v,w} € E, I'arc (v, w) appartient
a A si et seulement si w = ¢(v), voir la figure b1l partie (c).

Clairement, G, est un graphe orienté, sans cycle de longueur 1 dont
tous les sommets sont de degré sortant 1. Il possede donc n = |V| arcs.
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De plus, il est facile de voir que :

Soit ¢ un appel sur le graphe G, c est un échec si et seulement si G, est sans cycle
de longueur 2.

Si G est un arbre, alors tout appel sur G est un succes.

On suppose que tous les sommets adjacents a v ont la méme proba-
bilité ﬁ d’étre choisis, ot d(v) est le degré du sommet v. Ainsi, chaque

aréte e = {v,w} € E a une probabilité W d’étre un lien sur lequel a

lieu un rendez-vous entre v et w. Dans la suite de ce chapitre, on suppose
que chaque sommet se comporte indépendamment des autres et sans se
rappeler de ses choix précédents.

Chaque sommet v a d(v) choix possibles, considérons maintenant la
mesure de probabilité, qui associe a chaque appel sur G la probabilité
«(G) donnée par :

1
w(G) =TT ——. (6.1)
(G) E a00)

Soit s(G) la probabilité de succes et f(G) celle d’échec. Du lemme .1,
on déduit que :

Nous avons :
f(G) =a(G)N(G) (6.2)
et
s(G) =1—-a(G)N(G), (6.3)

oit N(G) est le nombre d’appels ¢ sur G pour lesquels G. n’a pas de cycle de
longueur 2.

Pour obtenir une expression exacte de la distribution de probabilité
du nombre de rendez-vous pour un appel aléatoire, on considére les cou-
plages.

Un couplage sur G = (V,E) est un sous-ensemble M de E tel que
pour toute paire d’arétes e et ¢’ de M, eNe’ = @. On associe & un couplage
M le rendez-vous correspondant aux rendez-vous entre les extrémités des
arétes du couplage.

Soit e = {v,w} une aréte, soit e I'événement correspondant a un
rendez-vous sur e, et e(’) son complémentaire. La probabilité d’un rendez-
vous sur e est

Pr(eM) = Pr({o,w}V) = @) (6.4)
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Proposition 6.1

Exemple 6.1

Soit M = {ey,...,¢¢} un couplage, de la méme fagon, la probabilité
Pr(M) d’avoir des rendez-vous sur M est

1) (1) (1) 1 — (1)
Pr(M) =Pr(e;”’ Nes’ A...Ne = = Pr(e‘\*’).(6.
( ) (1 2 k ) {v;}_}[E d(v)d(w) 816_[ ( )( 5)

Pour un entier k, un k-couplage sur G est un couplage de taille k. Soit
M I'ensemble des k-couplages.
Soit

o= Y, Pr(M), k=0,1,..,|n/2]. (6.6)
MeM;

Avec cette définition, on peut noter que go = 1. Par une application
directe du principe d’inclusion-exclusion, nous obtenons :

Soit la suite gy, k = 0,1,...,|n/2] comme définie ci-dessus pour un graphe
connexe G de taille n. Alors, pour tout entier 1 entre 1 et |n/2|, la probabilité
d’obtenir au moins | rendez-vous sur G est :

=Y (=g (6.7)

0<i<|n/2]-1

En particulier, la probabilité de succes est :

s(G)=P= Y (=D (6.8)

0<i<|[n/2]—-1

Il est aussi possible de dériver des expressions simples pour la pro-
babilité de succes s(G) et I'espérance mathématique du nombre d’appels
nécessaires pour obtenir un rendez-vous dans des classes spéciales de
graphes. En effet :

Soit G un cycle de taille n > 2. Le nombre N(G), introduit dans le lemme
est égal a 2. Ainsi :

F(G) = 3t (69)
et
1
s(G) =1 i (6.10)

Le nombre moyen d’appels nécessaires pour obtenir un succes est
donc :
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1 1 1 1 1
(1-— 2n_l) +22n_1 (1-— 2n_l) + 3(F)Z(1 — F) + ... (6.11)

c’est-a-dire :

2n71

I T (6.12)

I est intéressant de voir I'impact de I'ajout d’une nouvelle aréte au
graphe sur le comportement de la probabilité de succes. En effet, ce com-
portement n’est pas monotone :

— Si on ajoute une aréte a un arbre, la probabilité d’avoir au moins un

rendez-vous ne peut que diminuer.

— Le graphe G de la figure dt a H. Austinat et V. Diekert (AD),
montre que 'ajout d’une aréte peut augmenter cette probabilité. En
effet, pour ce graphe, nous avons s(G) = 1156/1600 = 0.7225. Soit
G’ le graphe obtenu a partir de G en ajoutant l'aréte {1,2}. Nous
avons s(G’) = 4742/6400 = 0.7409....

1 2

F1G. 6.2 — Un exemple oit I'ajout d'une aréte augmente la probabilité d’obtenir au moins
un rendez-vous.

Des résultats plus précis ont été obtenus pour des classes particulieres
de graphes. En effet, nous avons :

Soit G = (V,E) un graphe a degré d-borné, et s(G) la probabilité de succes. Alors

1\ El
s(G) >1— (1 - E) . (6.13)

Le majorant ci-dessus devient tres intéressant si le rapport |E| sur d est
important. En effet, la formule ci-dessus montre que

—|E|

f(G) < e, (6.14)

En particulier, dans le cas des graphes d-réguliers, nous avons |E| = %d et
finalement :
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Corollaire 6.1 Soit G un graphe d—régqulier, la probabilité d’échec f(G) vérifie :

£(G) < et (6.15)
Dans le cas ou1, G est un graphe complet, nous avons :

Proposition 6.3  Soit K, le graphe complet de taille n, alors :
!
- S(Kn) = Zkzl(_l)k+l k!2k(rrzl;2k)! (n_ll)zk/
— s(Ky) est asymptotiquement 1 —e~1/2,
— et le nombre moyen d’appels nécessaires pour obtenir un succes vaut

asymptotiquement %

La proposition donne une borne inférieure pour la probabilité
de succes si le graphe est a degré borné par d. Le corollaire montre
combien cette borne est importante si d est suffisamment petit par rapport
an = |V|. Cependant, cette borne devient trop large si d est trop grand et
si |E| n’est pas suffisamment grand. Il est donc intéressant de trouver une
borne uniforme ne dépendant ni de d, ni de |E|. Cette section a pour ob-
jectif de donner un tel minorant. En effet, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 6.1 La probabilité s(G) de succes dans un appel sur tout graphe G = (V,E) est
minorée par 1 — e=M(G), oit M(G) est le nombre moyen de rendez-vous dans G.

En utilisant le théoreme [6.1l et la proposition 6.5} il vient :

Corollaire 6.2 La probabilité s(G) d'un succes sur tout graphe G = (V,E) est minorée par
1—e7 12,

Et par conséquent :

Je

Corollaire 6.3 Le nombre moyen d’appels nécessaires pour obtenir un succes est majoré par Te 1

Remarque 6.1 Dans (Diea2) et (DTo3), les auteurs ont prouvé que le graphe complet K, mini-
mise la probabilité de succes pour les graphes de taille n.

6.3 NOMBRE MOYEN DE RENDEZ-VOUS

Soit X le nombre de rendez-vous pour un appel sur G, le nombre moyen
de rendez-vous sur G, noté M(G), est E(X) : c’est I’espérance mathéma-
tique de X. Ce parametre peut étre considéré comme une mesure du degré
de parallélisme réalisé par l'algorithme de rendez-vous.
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Pour tout aréte e € E, on définit ), par :

.= { 1 ¢’il y a rendez-vous sur e,
.=

0 sinon.
On a
X = Z Xe-
ecE
Donc :
E(X) =} E(xe)-
ecE
Or
1
E(X{v,w}) - d(U)d(w)/
donc :
EX)= L oo
tomyer 4@)d(w)’
et finalement :
Le nombre moyen de rendez-vous sur G est :
MG)= L o
romyer 4@)d(w)’

Considérons les cas particuliers suivants :

Si G est le graphe complet de taille n > 2, alors

M(G) = (Z) (n—11)2 = Z(nn— 1)

Si G est le cycle de taille n > 3, alors

Si G = (V,E) est de degré borné par d, alors

— E
M(G) > |d—2|

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)
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Proposition 6.5

Si on considere le cas d'un arbre T de taille n et de degré borné par d,
nous obtenons :

n—1

M(T) 2 2 (6.25)
Dans le cas des graphes réguliers de degré 4 :
— n

ou n est la taille du graphe.

Nous nous intéressons maintenant a I'impact de I'ajout d"une nouvelle
aréte sur le comportement de M(G). Les exemples suivants illustrent le
fait que le nombre d’arétes ne favorise pas nécessairement les rendez-
vous. En effet, les figures et montrent que le nombre moyen de
rendez-vous n’est pas monotone en fonction du nombre d’arétes.

14 14 14

12 12
ZI./éJ 14 v va
1/4

14

M(G) =7/4 M(G) =3/2
F1G. 6.3 — Un exemple oti le nombre moyen de rendez-vous diminue si on ajoute une
aréte.

1/4 15 1/4 1
1/5 1/4
o U4 1/20 5 1/20
15
14 1/5 1/8 1/10
14
M(G) =8/5 M(G) =13/8

F1G. 6.4 — Un exemple ot le nombre moyen de rendez-vous augmente si on ajoute une
aréte.

La proposition donne un minorant du nombre moyen de rendez-
vous.

Pour un entier positif fixé n, le graphe complet K,, minimise le nombre moyen de
rendez-vous sur les graphes de taille n. La valeur moyenne minimale réalisée par

Kn est ﬁ
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Preuve. Soit G = (V, E) un graphe, et M(G) le nombre moyen de rendez-
vous sur G, nous avons :

M(G) = 5 L piv) (627)

ot p(v) désigne la probabilité que v obtienne un rendez-vous.
Sachant que :

1 1

(0) = —= —, (6.28)
PO = G0y & )
et que d(w) < n— 1, nous avons p(v) > —1;. En sommant sur tous les
sommets, nous obtenons

— n

> . .

M(G) > 20— 1) (6-29)
Or, dans le cas du graphe complet de taille 7 :

— n
D’ou la proposition. O

DISTRIBUTION DU NOMBRE DE RENDEZ-VOUS

Cette section s’intéresse a la distribution asymptotique du nombre de
rendez-vous pour quelques classes de graphes. Essentiellement, on étu-
die le comportement asymptotique de ce nombre pour des classes parti-
culieres de graphes de taille trés grande. Si le graphe est une étoile, ce
nombre est toujours égal a 1. Si c’est un cycle de taille n, cette variable
prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 5] et son espérance mathématique
est . Dans le cas des graphes complets, ses valeurs possibles sont dans
Vintervalle [0, 2], et son espérance mathématique est asymptotiquement 3.
Cependant, méme si, en principe, le calcul de la distribution est possible,
il n'y a pas de technique facile et simple, et une application naive de la
technique classique basée sur I’énumération est assez compliquée.

Nous effectuons le calcul de la distribution asymptotique du nombre
de rendez-vous dans les deux cas extrémes, le cas du cycle et le cas du
graphe complet. Nous verons que dans le cas du graphe complet, quand
n tend vers l'infini, la valeur de ce nombre reste un entier fini dont la
distribution sera calculée, alors que pour le cas du cycle, cette variable a
un comportement différent, le nombre moyen tend vers l'infini, mais la
distribution normalisée, tend vers la loi gaussienne.
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6.4.1 Cas des cycles et des chaines

Lemme 6.4

Corollaire 6.4 La variance de la variable aléatoire X,, est égale a

Nous commengons par le cas de la chaine pour laquelle le calcul de la
distribution est assez facile. Nous montrons ensuite comment la distri-
bution du nombre de rendez-vous dans le cas du cycle peut s’obtenir a
partir du cas de la chaine. Soit G = (V,E) une chaine de taille n et X,
la variable aléatoire qui compte le nombre de rendez-vous dans G. Dans
cette section, nous nous intéressons a la distribution asymptotique de
cette variable aléatoire. Rappelons que I'on suppose que tous les sommets
sont actifs. Commengons par prouver le lemme suivant qui donne une
expression exacte de la probabilité d’obtenir exactement k rendez-vous
dans la chaine de taille 7.

Pour tout entier k, la probabilité d’obtenir exactement k rendez-vous est

Pr(X, = k) = % <2”k__11>. 6.31)

Preuve. Soit ¢, (x) la série génératrice ordinaire de la variable aléatoire
X,, c’est-a-dire ¢, (x) = Y52 Pr(X, = k)x*. Considérons aussi la série gé-
nératrice ¢,_1(x) d’une autre variable aléatoire qui compte le nombre de
rendez-vous dans la chaine si les deux extrémités de la chalne sont pas-
sives. Un raisonnement combinatoire conduit a I'élaboration du systéme

suivant :
{ Pn(x) =
Pu(x) =

avec ¢1(x) = p1(x) =1
Apres application des techniques usuelles de résolution de tels systémes,
nous obtenons :

2

1(x)—|—%xl,bn_1(x), Vn : 632)

X)+ 3pu_1(x), Vn

NI»—\NIH
(AVAIAY]

Co2yx [(1+yx\" 2y 1—\/§>”
0 =2 () -2 () 6w
on en déduit alors que
k 1 (n-1
D’ou le lemme. U

La série génératrice ainsi établie permet aussi d’obtenir des parametres
intéressants pour X,. En particulier, nous avons :

n—1
16 *
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D’autre part, la fonction génératrice ¢,(x) peut étre utilisée pour
montrer que le comportement asymptotique de la v.a. X, est normal. Plus
précisément :

La v.a. normalisée définie par
41X, —n
- 7
Vn

admet une distribution qui tend vers une distribution normale N(0,1), c’est-a-
dire que pour tout intervalle de réels [a, b],

Y, (6.35)

1 b 2
Pr(a<Y, <b) - — e /2y, 6.36
( Tl—) \/ETCIZ (3)

Preuve. Pour tout entier k, soitj =2k — 1, et | = n — 2k + 1. Le lemme
montre que

1nl (1) /1)
Pr(X, =k) = Eﬁ(i) <§> . (6.37)
En appliquant la formule de Stirling, nous obtenons :
1 [ (n\ ny\
Pr(Xu =K) ~ 3\ /3 (2—]> <Z> , (6.38)
et
]_IN(\/ﬁx—kn)(n—\/ﬁx)Né, oﬁx:4k_n. (6.39)
n 4n n N4
Ainsi
prix =0 = (1) (%) (640
" V2 \2j ) \2i 4
et
n\ /ny! x?
Le théoréme est alors prouvé par un raisonnement similaire a celui de
((Loess), p. 22). O

Considérons maintenant la v.a. Z,, comptant le nombre de rendez-vous
dans un cycle de taille 7. Nous avons vu que son espérance mathématique
est E(Z,) = n/2. De plus, nous avons :
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Théoréeme 6.3

Définissons la v.a. normalisée par V,, = 4Z\”f_” Alors, si n tend vers l'infini :
Pr(a <V, <b) — L /b e 2y (6.42)
" Vﬁiﬂ? a 4

pour tout intervalle réel [a, b].

Preuve. Considérons une chaine dont les sommets sont étiquetés 1,2, ..., n
et les arétes {i,i +1},1 < i < n—1. Le nombre de rendez-vous sur la
chaine peut alors étre écrit sous forme de la somme X, = E?;ll R;, ou la
v.a. R; est définie par

~_J 1 ¢’ily aunrendez-vous sur {i,i + 1},
Ri= { 0 sinon. (643)
Nous avons :

n—2 n—2

Y R <X, <ZR—|—2 (6.44)

i=2

Considérons maintenant un cycle dont les sommets sont étiquetés
1,2,..,n et les arétes {i,i +1},1 < i < n—1,{n,1}. De la méme fagon,
on peut écrire le nombre de rendez-vous sur ce cycle sous forme de la
somme Y, = Y ; S;, ot la v.a. S; est définie par :

~_ [ 1 ¢’ily aunrendez-vous sur {i,i + 1},
5i = { 0 sinon. (6.45)
Nous avons alors
n—2 n—2
5, <7, < S; + 3. (6.46)
i=2 i=2
Or
n—2 n—2
Y Ri=)Y.S, (6.47)
i=2 i=2
donc
|Z, — X, < 3. (6.48)
D’ou
Vi = Y| < (6.49)
f

Ainsi, si n tend vers l'infini, la différence entre les deux variables norma-
lisées tend vers o. Le théoreme en découle. O
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Nombre de rendez-vous dans le graphe complet

Cette section s’intéresse au comportement asymptotique du nombre de
rendez-vous dans les graphes complets. Dans la suite, K, = (V,E) est un
graphe complet, et X, la v.a. qui compte le nombre de rendez-vous dans
K.

On commence par le lemme suivant :

Soit m un entier positif. Si n — oo, alors la probabilité d’avoir au moins m

rendez-vous sur K,, Pr(X, > m) tend vers Zkzm(—l)“mﬁ.

Preuve. D’aprés la proposition 6.1 et en utilisant un raisonnement si-
milaire a celui de la preuve du premier point de la proposition la
probabilité d’avoir au moins m rendez-vous sur K,, vaut :

n! 1

Pr(X, >m) =Y (-1)F" : 6.
H(Xo 2 m) k;m( A TN Py (6.50)
D’ou1 le lemme par une application de la formule de Stirling. O

On en déduit alors une caractérisation simple de la distribution
asymptotique :

Pour tout entier positif m, la probabilité Pr(X,, = m) pour que X,, soit égal a m
tend vers

2 =21 T (1) 659
Ve m!2m = K12k '
quand n — oco. Et pour m =0,
Pr(X, = 0) ! (6.52)
= —_— .
n \/E/ 5
Preuve. Posons X = lim X,,. Alors
n—o0
Pr(X=m)=Pr(X>m)—Pr(X>m+1). (6.53)
Le théoreme est alors une conséquence du lemme O

GRAPHES ALEATOIRES

Cette section étudie l'algorithme S_Rdv() appliqué a des graphes aléa-
toires. Le modele retenu est le modele G, : On a n sommets différents, et
pour toute paire de sommets u et v, l'aréte {u, v} est ajoutée dans le graphe
avec probabilité p, (et n’est donc pas ajoutée avec probabilité g =1 — p).
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6.5.1

Lemme 6.6

Corollaire 6.5

Probabilité d’un rendez-vous

Soit G, = (V,E) un graphe aléatoire et soit u et v deux sommets dif-
férents. S’il n'y a pas d’aréte entre u et v c’est-a-dire, si {u,v} ¢ E alors
il ne peut y avoir de rendez-vous entre u et v. Donc, on suppose que
e = {u,v} € E et on étudie la probabilité d’un rendez-vous sur e condi-

tionnée par I'événement e € E. Soit H(e) I'événement « il y a rendez-vous
sur e » . Alors, nous avons :

]Pr( ()|e€E)

Zl lePr( (e)|ec ENd(u) =kg Nd(v) =kp)Pr(d(u) =ky Ad(v) =kp | e € E).

Or, Pr(H(e) |[e€ ENd(u) =ki ANd(v) = ko) = ﬁ et
Pr(d(u) =ky Nd(v) =ky|e € E) =Pr(d(u) =ky |e € E)Pr(d(v) =ky |e € E). (6.54)
Un raisonnement probabiliste permet de voir que :
Pr(d —k E) = n—2 k—1_n—k—1 6
r(du)=klecE)={ _ )r 9" (6.55)
Donc, nous dérivons de :

-2 -2
Pr(d(u) = ky Ad(0) —ky | e € E) = (:1 3 1) (:2 3 1) phitk-2n-ki—k2 (6 6)

Ainsi

n—1 _ 2
Pr(H(e) | e € E) = <Z %(’; - f) pk_lq”_k_l) : (6.57)

k=1
Un calcul simple faisant intervenir les série génératrices permet d’établir
le lemme suivant :

Soit Gy,p = (V, E) un graphe aléatoire et soit u et v deux sommets. Alors
_ (=g
Pr(H(e)) = TSR (6.58)
Alors :

Soit Gy, un graphe aléatoire et soit v un sommet quelconque. Désignons par
HS (v) I'événement « v est impliqué dans un rendez-vous ». Alors

(1-q"1)°
(n=1)p

Preuve. Soit v € V un sommet non isolé et soit u € N(v) tel que c(v) = u.
Il y a un rendez-vous entre v et u ssi ¢(u) = v. Donc,

Pr(HS(v)) =

Pr (HS(v) | v n’est pas isolé )
n—1
= Y Pr(c(u) =v| (u,v) € ENd(u) = k)Pr(d(u) =k | (u,v) €E)
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Or Pr(v n’est pas isolé ) = 1 —¢" "1, donc

_ n—1\2
Pr (HS(0)) = %

Le corollaire en résulte. O

Le nombre moyen de rendez-vous

Soit (1,v) € V x V tel que u # v, et soit x,, la v.a. définie par : x,, = 1
s’il y a rendez-vous entre u et v et x;,, = 0 sinon. Donc, par la linéarité de
'espérance, si on note par X, , le nombre de rendez-vous dans G, alors

1
E(Xup) = 3 Z(u,v)erV tel que uto B (Xuo)
1
= 2 (uo)evxy tel que uzo TT (Xuo = 1),

Ainsi, en vertu du lemme :

nn=1) (1-g""")" = n1)?
E(Xnp) == n—12p  2(n—1)p (1_q 1) '

Si p est une constante, alors (1 — q”*1)2 — 1 quand n — oo. Donc,
E (Xyp) ~ % quand n — oo,

[

2. Sinp = A+o0(1) > 0, alors le degré moyen de tout sommet v est une
constante, donc q”fl ~e M, Donc,

Ja > 0 tel que E(X,, ) ~ an.
3. Sin?p = A+o(1), alors

3B > 0 tel que E(X,,p) ~ B
4. Sin"p = A+ o0(1), avec v > 2 alors

E(Xy,p) — 0, quand n — co.

Probabilité de succes

Soit G,,, = (V,E) un graphe aléatoire, et soit v € V un sommet quel-
conque. Si v n’est pas isolé, alors tous ses voisins ont la méme probabilité
ﬁ d’étre choisis par v. Dans cette section, nous étudions la probabilité
de succeés dans le graphe G, ;, c’est-a-dire, la probabilité d’au moins un
rendez-vous dans Gy, .

Nous commengons par calculer le probabilité que le graphe G,

contienne au moins un sommet isolé.
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Corollaire 6.6

Soit Gy, un graphe aléatoire. Si on note P(Gy,p) la probabilité que Gy, contienne
au moins un sommet isolé, alors :

P(Gup) < nq”’l.

Preuve. Soit v un sommet de V. La probabilité que v soit isolé est donnée
par Pr (d(v) = 0) = ¢"'. Donc, si V = {vy,vy, -+ , v, }, alors

P(Gyp) =Pr (\n/ d(v;) = O)
i=1

Or, pour tout i > 1, soit {v;,v},,---,v;} i sommets différents. Nous
avons :
Pr (d(vj,) =0Ad(vj,) =0A--- Ad(v;,) = 0)
= Pr (d(v},) = 0) Pr (d(v;) = 0 | d(vj,) = 0) - Pr (d(v;) = 0| AT} d(;) = 0)
_ n—1,n-2 n—i
e q v q .« .. q
G 4i(n—i)

:ql .

Donc, en utilisant le principe d’inclusion-exclusion (Roood), on obtient

P(Gn,p) — 2(_1)1'4-1 (tl)qi(izl)—i-i(n—i)

i—1 l

Le lemme est une conséquence immédiate de cette égalité. O
On en déduit le corollaire suivant :

Soit @ > 2. Si p = 8" glors, qvec grande probabilité, G,,, ne contient pas de
sommet isolé.

Preuve. Utilisant le lemme précédent, nous avons P(Gy,) < ng" ! =

n(l— p)”*1 < ne~("=1P_ Dong, si p= “,io,gln alors

1
nacfl :

P(Gup) <

Ce qui veut dire que la probabilité que G, , ne contienne pas de sommet

isolé est supérieure ou égale a 1 — o(2). Le corollaire en résulte. O

. 1
Dans le reste de cette section, nous supposons que p = ~°8Z, donc,

avec forte probabilit¢, G, ,, ne contient pas de sommet isolé. Soient
(Vi)i=1,.k et (Ei)i=1,.x tels que

- Vi#j,%ﬂVjZ@EtEiﬂE]‘ZQ

- V=ViuWUu.. UV, E=EUEU..UE et

- Vi, G; = (V;, E, i) est un graphe connexe.
I est facile de voir que s(G,p) = max {s(G;) | i € {1,2,..,k}} et en utili-
sant le théoréme 1.1 de (Dieo2), s(G;) > s(Ky, ), pour tout i € {1,2,..., k}.
Or, dans (DTo5), I'auteur prouve aussi que

s(Ky) > s(Ky41), for any n > 2.
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Ainsi
s(Ky) > 1—e /2, forany n > 2.
Nous avons donc :
Sip= aosih lzgn pour tout > 2 alors, avec forte probabilité, la probabilité de succes
dans Gn,p est minorée par une constante :

NI—

$(Gnp) > 1 —e2.

Distribution du nombre de rendez-vous

Dans cette section, nous étudions le nombre de rendez-vous dans un
graphe G, . Soit X, , la v.a. qui compte le nombre de rendez-vous. On

montre, en particulier, que la v.a. X; , a une distribution asymptotique de

1
2p*
Nous avons alors le théoréme suivant :

Poisson avec comme parametre A =

La probabilité d’obtenir exactement m rendez-vous dans Gy, , vaut asymptotique-
ment :

Pr (Xp,p = m) ~ )f (—1)k+m (:;) k!Zk(nn!_ ot F <gn__q’;);>2k'

k=m

Preuve. Soit M un couplage de taille ] > 1. Si M = {ey,ea,--- ,¢;}, alors,
Nous avons :

Pr(M) = Pr(esAexA---Aep)
= Pr(e1)Pr(ex|es)---Pr(e|egNex---Nej_q)

ot pour touti € {1,2,---,1}, ¢; est I'événement : il y a un rendez-vous
sur e;.

Par ailleurs, M étant un couplage, les arétes de M ne sont pas adja-
centes. Donc, avoir un rendez-vous sur une aréte dans M n’affecte pas la
probabilité d’avoir un rendez-vous sur les autres arétes de M.

On a donc :

Soit, a présent, My 1’ensemble de tous les couplages de taille k, et soit la
suite {gy} définie par :
g= ), Pr(M).

MeM;
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Corollaire 6.7

6.6

Alors o
1— qn—l
et (L)
(n—1)p
Cependant, pour tout k > 1, on peut construire un couplage de taille k
dans G, = (V,E) ssi | E |> k et Vej, ez € E, e et e ne sont pas adja-
centes. Un raisonnement combinatoire permet de calculer la probabilité et

le nombre de couplages de taille k : ZL ! p*. Ainsi,

k12K (n—2k)

n! c(1—g't 2
e = kk(n — 217 <(n - 1)p> ‘
Une application directe du principe d’inclusion-exclusion permet d’obte-
nir :

Pr (X = m) = ﬁ (=D (i) k!Zk(nn!— 2kn? ‘ (gn_—q:)_;fk'

k=m

O

Si p est une constante, alors pour tout entier positif m, la probabilité que X, ,

mo_1
soit égal & m tend vers L, (ﬁ) e %, quand n — oo,

EFFICACITE DE L’ALGORITHME S_Rdv()

Cette section s’intéresse a 'efficacité de 1’algorithme S_Rdv(). Soit G =
(V,E) un graphe avec |V| = n et |E| = m, et soit M sa matrice d'in-
cidence, (Roood). Pour une énumération des sommets vy, --- ,v,, et des
arétes eq, - - - , ey, elle est définie par :

.. 0 siov; n'est pas extrémité de e;
Mli,j] = { nes b j (6.59)

1 sio; est une extrémité de e,

pour0 <i<mnand 0 <j<m.
Un sous-ensemble F de E est un couplage de G si et seulement si son
indicateur, le m-vecteur colonne x

. 0 six;eF
— ]
x[j] = { 1 sixj&F, (6.60)

pour 0 < j < m, satisfait Mx < 1,,x € {0,1}", ou 1, est le n-vecteur
colonne (1,...,1)T.

Donc la taille maximale d’un couplage de G, K(G) est la valeur opti-
male de la fonction objective du programme linéaire en nombres entiers

suivant (Roooq) :

maximiser : <1,,x>
sous les contraintes : Mx <1, (6.61)
x € 40,1}
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Ainsi, la valeur de K(G) ne peut étre plus grande que la valeur de la fonc-
tion objective du méme programme si on enléve la contrainte x € {0, 1}™.
Cependant, cette valeur est bornée par la valeur de la fonction objective
pour toute solution réalisable du probleme dual suivant (théoréme faible
de la dualité (Roood)).

minimiser : <1,,y>
sous les contraintes : MTy > 1, (6.62)
yeR", y>0

A présent, si on rajoute la contrainte y € {0,1}", la solution optimale
sera la sommet-couverture minimale de G, voir (Roood). Il en résulte que
K(G) est borné par la taille de toute sommet-couverture de G.

7

Enongons maintenant le théoréme principal de cette section :

Lefficacité Ary (T) de I'algorithme probabiliste S_Rdv() proposé sur tout arbre
T est strictement supérieure a %

Preuve. Par comparaison avec la valeur de la fonction objective du pro-
gramme dual, il suffit de montrer que l'arbre T admet une sommet-
couverture de taille inférieure a 3M(T). Par induction sur la taille n de
I’arbre, on suppose que c’est vrai pour tout arbre de taille inférieure a n,
et on va montrer que c’est vrai pour un arbre T de taille n. D’autre part,
sachant que le théoreme est vérifié pour tout graphe étoile, on supposera
que le diameétre de T est supérieur a 2. Nous avons alors a montrer que T
admet une sommet-couverture de taille inférieure a 3M(T).

Supposons que l'arbre soit enraciné en l'un de ses centres. Or le dia-
metre est supérieur a 2, donc il existe deux sommets a et a’ tels que a’ est
le pere de a4, tous les sommets voisins de a sont des feuilles et a n’est pas
une feuille de T. Soient d et d’ leurs degrés respectifs.

Soit T’ l'arbre induit par suppression de a et de ses fils de l'arbre
enraciné T. Une sommet-couverture de T peut étre obtenue par 1'ajout
de a a une sommet-couverture de T'. Ainsi, si le théoréme est vérifié pour
T’, on doit prouver que M(T) — M(T') > 3.
un calcul simple permet d’obtenir la différence. En effet, nous avons :

— — d-1 1 =1 1
T -MT)=—F— =Y [ — — .
ol les 4; sont les degrés des sommets voisins de a.

Or, il est facile de voir que

1 1 1

d—1
Lla—ns @5 <@ (664




74

Chapitre 6. Probleme du rendez-vous
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Ainsi,

Mr) -Mr) > b ). ees)

A présent, si au moins un des deux degrés d et d’ est supérieur a 2, la
différence sera au moins égale a % Sinon d = d' = 1, et la différence (1) se
réduit a

1 1 1

S+ === 6.66

2 4 2 (6.66)
ot 4 est le degré de 1'unique sommet voisin de a’ différent de a. Si 6 > 2,
la différence est alors supérieure ou égale a § et la preuve est finie, sinon,
l'arbre T se réduit a quatre sommets et une simple vérification prouve le
théoreme. O

. ra 7 e v, e, s 1 .
Pour le graphe de la figure Uefficacité est inférieure a 5. Nous ne conaissons
pas de borne plus grande que %

1/3I I1/3
o 01/6A V1/9A1/9V 1/6 o
1/2 1/9 1/9 (Ll/fi 1/2

Q

1/3 1/3

F1G. 6.5 — Un graphe G tel que M(G) =31/9 < K(G)/2=7/2.
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UN ALGORITHME A BASE
D’AGENDA DYNAMIQUE

( IE chapitre présente un algorithme permettant de réaliser des rendez-

vous mais dont le principe est différent de I'algorithme étudié dans
le chapitre précédent. L'idée de 'algorithme présenté ici est d'utiliser un
agenda dynamique et de procéder par anticipation.
Le travail présenté ici a été réalisé en collaboration avec A. El Hibaoui,
Y. Métivier, J.-M. Robson et N. Saheb

INTRODUCTION

L’algorithme présenté dans ce chapitre est a base d’agendas dynamiques.
Il s’agit d’un algorithme synchrone basé sur un mécanisme de timer : le
processeur a acceés a une horloge physique et comme indiqué dans (Teloq)
page 87 :
1. on suppose que le timer est un temps global continu auquel tous les
processeurs ont acces : c’est une variable continue a valeurs réelles
dont la valeur augmente en fonction du temps,

2. on fait I'hypothese d"un temps global, chaque événement a lieu a un
instant donné et la durée de 1'événement est supposée étre nulle.

On suppose que les communications ne prennent pas de temps, ainsi, le
temps qui s’écoule entre le moment o1 un sommet prend une décision et
le moment ot1 il la transmet a ses voisins est égal a 0.

Algorithme Dynamic_Rdo()

Chaque processus p tire, pour chaque voisin g un temps t,(q) : une v.a.
uniforme continue dans l'intervalle [0, 1]. Si les deux processus p et g sont
tous les deux disponibles a l'instant f,(q), un rendez-vous a lieu entre p
et g a cet instant (voir 'algorithme 7).

Etant donné que le temps est continu, un des trois événements se produit avec
probabilité 1.
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7.2

Algorithme 7 : L'algorithme Dynamic_RdV ()

1: Chaque processus p répete infiniment souvant I’'ensemble d’actions
suivantes :

2. p génere t,(q) : un temps aléatoire choisi uniformément dans
l'intervalle de réels [0, 1] pour chaque voisin g;

3: p attend jusqu’a ce que 1'un de ces évenements se produise :;

4 1. precoit 1 d'un voisin 7 :;

5: p envoie 0 a tous les autres voisins (*Il y a un rendez-vous entre p et
r*);

6: 2.t = ty(q) et p n’a requ aucun signal de g :;

7. p envoie 1 a g et 0 a tous les autres voisins (*Il y a un rendez-vous
entre p et g ¥);

8: 3.t =1 (* le round est terminé sans que p ne prenne part a un
rendez-vous*);

NOMBRE DE RENDEZ-VOUS

Soit G = (V,E) un graphe de taille | V |=n > 1 ettel que | E |= m > 0.
L'algorithme Dynamic_Rdv() commence par générer 2|E| v.a. réelles in-
dépendantes dans l'intervalle [0,1] : 2 v.a. pour chaque aréte. Nous sup-
posons que toutes les (2|E|)! permutations possibles sont équiprobables.
Pour que cette hypothese soit vraie, il suffit de considérer que pour chaque
aréte e = {u, v} de G, l'algorithme génere deux v.a. X,(u) et X.(v), corres-
pondant aux valeurs t,(v) et t,(u) dans 'algorithme.

Le premier rendez-vous aura lieu sur une aréte e = {u, v} si une des
va. Xe(u) ou X,(v) est minimale dans tout le graphe. Ainsi, pour le pre-
mier rendez-vous dans G, toutes les arétes ont la méme chance 1/ |E| d’étre
choisies.

L'affectation du premier rendez-vous a u et v sur {u, v}, implique que
ces deux sommets et toutes leurs arétes adjacentes seront supprimées du
graphe G. Le processus continue alors dans le graphe résiduel (sans re-
générer de nouvelles dates de rendez-vous) jusqu’a ce que toutes les arétes
soient supprimées du graphe. Le nombre de rendez-vous dans un round
est donc simplement le nombre total d’arétes sur lesquelles un rendez-
vous a lieu. Soit R(G) ce nombre, il s’agit d’une v.a. entiere dont la valeur
est égale a 0 avec probabilité 1 si E = @, a 1 avec probabilité 1 si |[E| =1 et
a une valeur dans I'ensemble des cardinaux des couplages maximaux du
graphe G avec une probabilité a déterminer.

Il est alors facile de prouver le fait simple suivant :

Fait. Supposons que le premier rendez-vous ait lieu sur l'aréte e = {u, v}.
Soit G, = (V'/,E’) le graphe résiduel obtenu apres suppression des som-
mets u et v et de leurs arétes adjacentes. Alors toutes les (2|E’|)! permuta-
tions des v.a. générées dans G,, conditionnées par la minimalité de X, (u)
or X,(v), ont la méme probabilité 1/(2|E’|)!. Ce qui implique que garder
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les 2|E| v.a. pour les arétes de G, est équivalent a un tirage de nouvelles
v.a. sur les arétes de G,.

Ce fait permet de calculer, récursivement, la distribution de probabilité
delava. R(G).Soit G = (V,E),si E = @, alors R(G) = 0. On peut prouver
facilement la proposition suivante :

Soit G = (V,E) avec n = |V| > 2 et m = |E| > 1. Alors, nous avons :

Pr(R(G) Z Pr(R =k-1), Vk>1.
M ek

A noter que si m > 1, alors la probabilité de succes est égale a 1 dans
un round, ce qui n’est pas le cas de l'algorithme S_Rdv().

— Si G est un graphe complet de taille | V |= n, alors, avec probabilité

1, R(G) = [n/2].

— Si G est une étoile de taille n > 2, alors, avec probabilité 1, R(G) = 1.

A présent, soit M,(G) la v.a. égale a 1 si un rendez-vous a lieu sur
e = {u,v} et a 0 sinon. la v.a. R(G) peut étre écrite comme la somme
Yocr Mc(G)?. De plus, nous avons :

Soit F(e) l'ensemble des sommets de G non adjacents a e. La v.a. peut alors étre
caractérisée récursivement comme suz’t ;

Pr(M,(G) =1) :—+— Y Pr(M.(Gs) =1).
feF

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que, si e = {u,v}, alors le
probabilité que M, (G) soit égale a 1 vaut 1/ (d(u)d(v)). La proposition sui-
vante montre que 'algorithme Dynamic_Rdv() est au moins aussi efficace
que l'algorithme S_Rdv().

Soit e = {u, v} une aréte dans le graphe G = (V,E). Alors

1
d(u)d(v)’

En réalité, dans plusieurs cas, la probabilité d’un rendez-vous sur une
aréte avec l'algorithme Dynamic_Rdv() est largement plus grande que
celle obtenue avec l'algorithme S_Rdv(). En effet, il est possible d’exhi-

ber des exemples dans lesquels d(u)d(v) est plus grand que m et, donc, la
borne inférieure 1/m pour Pr(M,(G) = 1) dépasse la valeur 1/ (d(u)d(v)).

Pr(M.(G) =1) =

Nombre moyen de rendez-vous

Cette section s’intéresse au nombre moyen de rendez-vous réalisés par
'algorithme Dynamic_Rdv(). Soit R(G) l'espérance mathématique du
nombre de rendez-vous dans le graphe G. Nous avons :

R(G) =E(R(G)) = ;k-Pf(R(G) =k) = ZE]E(Me(G))

De la proposition nous déduisons la proposition suivante :
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Proposition 7.5

7.2.2

Pour tout graphe, I'espérance mathématique du nombre de rendez-vous réalisés
par l'algorithme S_Rdv() est inférieure a I'espérance mathématique du nombre
de rendez-vous réalisés par I'algorithme Dynamic_Rdv().

1. Graphes complets. Si K, est un graphe complet de taille n, alors
R(K,;) = [n/2]. Alors que l'algorithme S_Rdvu() réalise en moyenne
n/(2(n —1)) rendez-vous.

2. Graphes étoiles. Si G est une étoile de taille n > 2, alors R(G) = 1.

3. Graphes Chaines. Comme dernier exemple, on considere le cas de la
chaine. Soit G, = (V,, E,;) une chaine de taille |V,,| = n, et soit R,, = R(Gy,)
le nombre moyen de rendez-vous dans G,. Nous avons la proposition
suivante :

Ona:

1. Le nombre moyen de rendez-vous dans une chaine satisfait la récurrence
suivante :

2 n—2
¥n>2, Ry=1+-——=) Riet Ro=Ry =0
=0

2. Si R(z) est la fonction génératrice ordinaire définie par R(z) = ¥_,,>0 Ruz",
alors R(z) = z(1 — e 2%)/(2(1 — 2)?).

La fonction génératrice R(z) est la fonction correspondant au probleme « Seating
Arrangement Problem » proposé et résolu par Flajolet dans (Flagy).

La FGO R(z) peut également étre utilisée pour donner 1'expression
exacte de R,,. En effet :

171
2

1

1 (_1)n+12i

R, = -
1!

(n—1).

Il
—_

En outre, nous avons

La valeur asymptotique de R,, vaut :

Ry~ (1— e—Z)g ~ 04323321 (1 — o).

Impact de I'ajout d’une aréte

Considérons les graphes de la figure [ G, (resp. G3) est obtenu en
supprimant de (resp. en ajoutant dans) G; une aréte. Un calcul simple
permet de voir que R(Gy) = 9/5 et R(G;) = R(G;3) = 2. Ces exemples
montrent que le rajout d’une aréte dans un graphe connexe n’a pas d’effet
monotone sur le nombre moyen de rendez-vous.
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G1 Go Gs3

F1G. 7.1 — Trois graphes connexes ayant le méme ensemble de sommets.

Impact de I’ajout d’'un sommet

Cette section s’intéresse a 'impact de 1'ajout d’un sommet a un graphe
connexe sur le nombre moyen de rendez-vous dans un graphe connexe.
Nous montrons que cet impact est positif, et plus exactement, nous avons :

Soit G = (V, E) un graphe et G' un graphe obtenu a en rajoutant un sommet x
et zéro ou plus d’arétes entre x des sommets de G. Alors

R(G) < R(G') < R(G) +1.

Preuve. Par récurrence sur n = |V|. Pour n = 0, la proposition est triviale.
Supposons la proposition vraie pour tout graphe de taille inférieure a n.
Soit G un graphe de taille n et soit ¢ la premiére aréte sur laquelle un
rendez-vous a lieu dans G’. On a alors deux cas selon que x est adjacent
ou non a e. Pour prouver la proposition, il suffit de montrer que 'inégalité
est vérifiée conditionnée par les deux événements &; et & suivants :

1. Evénement &. Soit e = {x,v} pour un sommet v € V. On a par
ailleurs R(G'/&1) = R(G';) + 1 et, par 'hypothese de récurrence :
R(G'.) < R(G) < R(G;) + 1. Ce qui permet d’obtenir : R(G) <
R(G'/&) <R(G) + 1.

2. Evénement &. Soit e une aréte de G. D’apreés 'hypothese de ré-
currence, on a R(G,) < R(G.) < R(G,) + 1, conditionné par le
choix de e € E. Or R(G) est la valeur moyenne de R(G,) + 1 et
R(G'/&) est la moyenne de R(G';) + 1, e variant dans E. Donc
R(G) < R(G'/&) <R(G) +1.

La proposition en résulte. O

Nombre de rendez-vous dans les graphes aléatoires

Considerons un graphe aléatoire de degré moyen ¢ > 0. Nous calculons
d’abords la valeur asymptotique de la probabilité d'un rendez-vous sur
une aréte du graphe. Soit G un graphe aléatoire de taille n et de degré
moyen c. Dans ce modéle, la probabilité que deux sommets différents
soient liés par une aréte est égale a c/(n — 1), ce qui permet d’obtenir
un degré moyen égal a c. Soit {a,b} une aréte existante dans G. Le but
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Chapitre 7. Un algorithme a base d’agenda dynamique

de cette section est d’établir une expression asymptotique de la proba-
bilité P(n,c) d’un rendez-vous sur {a,b}. Nous avons alors le théoreme
suivant :

Théoréme 7.1 La probabilité P(n,c) qu'un rendez-vous ait lieu sur une aréte existante {a,b}
dans un graphe aléatoire G de taille n, et de degré moyen égal a c tend vers
1/(1+c¢), quand n — oo.

Soit R(n, c) le nombre moyen de rendez-vous dans le graphe aléatoire
considéré dans cette section. Alors :

Proposition 7.7 R(n,c) vaut asymptotiquement (n/2)(1 —1/(1+c)), quand n tend vers oco.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

CE mémoire a présenté mes activités de recherche en algorithmique dis-
tribuée et en analyse des algorithmes distribués probabilistes. Plu-
sieurs problemes restent ouverts. Ce dernier chapitre présente quelques
pistes de recherche qui méritent d’étre explorées.

7.3 AUTOUR DE L'’ELECTION

Nous avons présenté un algorithme permettant de réaliser une élection
équitable dans tout arbre de taille n > 1. Nous avons vu que l'algorithme
peut étre étendu a deux classes de graphes plus générales : les k—arbres et
les polyominoides. Serait-il possible de trouver d’autres classes de graphes
pour lesquelles l'algorithme produirait une élection équitable ? Nous pen-
sons que les graphes triangulés constituent un bon candidat pour cette
extension.

Nous avons également présenté une généralisation de l'algorithme
pour guider I’élection de maniere a obtenir une distribution de probabilité
déterminée par avance et fonction d'un poids initial. Serait-il possible de
réaliser toute distribution de probabilité ?

7.4 AUTOUR DES ALGORITHMES SUR LES GRAPHES

7.4.1 Autres problémes

Nous avons étudié les trois problemes suivants : le probleme du MIS,
le probléeme du coloriage, et le probleme de la poignée de main. Nous
avons présenté des algorithmes probabilistes permettant de les résoudre
et nous avons étudié leurs complexités (en nombre de phases, et en bit
complexité). D’autres problemes sont de la méme nature que ces trois
problémes :
— coloriage a distance 2 : un 2—coloriage pour un graphe G = (V,E)
est une fonction c qui attribue a chaque sommet v de V une couleur
c(v) telle que,

V(u,v) e VxV, dluv) <2=c(u) # o(v)

nous avons montré qu'un coloriage de G peut se faire en moyenne en
O (logn) phases et avec forte probabilité tout en n’échangeant que
des messages de taille 1 bit. Une question simple est la suivante :
peut-on faire de méme pour réaliser un 2—coloriage de G ?
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7.4.2

7-5

— couverture maximale par des étoiles fermées : étant donné un graphe
G = (V,E), une couverture de G par des étoiles fermées est un sous-
ensemble [ de V tel que

V(u,0) eI x1I, du,v)>2

une couverture I est maximale si Vo € V' \ I, I U {v} n’est pas une
couverture par des étoiles fermées.
Nous avons vu que pour le MIS, il existe un algorithme optimal
permettant de construire un MIS, pour tout graphe de taille 1, en
O (logn) phases en moyenne et avec forte probabilité. Cet algo-
rithme n’utilisant que des messages de taille 1 bit. Existe-il un algo-
rithme permettant de calculer une couverture maximale en O (logn)
phases?
Ces deux probléemes acquiert une importance considérable quand on sait
qu’il n’existe pas d’algorithme deterministe ou de type Las vegas permet-
tant de détecter la coincidence a distance > 3 (voir (MSZo32)).

Un autre probleme intéressant de la théorie des graphes est le pro-
bleme de 'ensemble dominant minimal : un sous-ensemble S de V est
dominant dans G = (V,E) si Vo € V \ S, il existe u € S tel que {u,v} € E.
L’ensemble S est dominant si S est le plus petit sous-ensemble de V qui
vérifie cette définition. Ce probleme est assez proche, au moins dans son
énnoncé, du probleme du MIS. Existe-t-il un algorithme de complexité
moyenne O (logn) permettant de construire un tel ensemble ?

Efficacité des algorithmes

Dans (MSZo2), nous avons étudié l'efficacité d'un algorithme a base de
tirage de réels pour la construction en une seule phase d’un ensemble in-
dépendant. Nous avons montré que 1'efficacité de cet algorithme est > 1/3
si le graphe est un arbre mais que son efficacité peut étre tres médiocre
dans le cas général. L'algorithme que nous avons présenté dans ce mé-
moire opere en O (logn) phases en moyenne et construit un MIS. 1l serait
alors inétressant de calculer 'efficacité de ce nouvel algorithme.

AUTOUR DE LA DIFFUSION

Dans (DHSZo4) et (DHSZo6), nous avons étudié le probleme de la diffu-
sion dans un réseau communiquant par handshakes. Nous avons montré
que si les handshakes sont réalisés en utilisant la procédure étudiée dans
(MSZo3), alors la complexité de la diffusion dans un graphe de taille n est
O (nA).

Dans (EMRT)), nous avons étudié une procédure a base d’agendas dy-
namiques réalisant des handshakes. Nous avons montré que cette nouvelle
procédure est plus efficace que celle de (MSZo3). Une piste de recherche
consisterait a étudier la diffusion dans un graphe ot les handshakes sont
réalisés avec cette nouvelle procédure.
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