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Notations

Dans un but de clarté, nous introduisons ici les notations adoptées tout au long de ce manuscrit.

Variables
z Variable aléatoire scalaire et réalisation
z Vecteur aléatoire et réalisation
Z Matrice
Opérateurs
|| Déterminant
Tr{.} Trace
T Transposé
V. Gradient
Fonctions
-1 sixz <0,
sgn(.) fonction signe sgn(z) =¢0 siz=0,
1 sixz > 0.

Canal de communication

s ou s
X; ou x;
n; ou n;

H, ou «;

signal d’intérét
Observation, Modalité i
Bruit additif de la modalité ¢

Réponse du i canal de communication

Théorie d'information

Entropie et Entropie différentielle

Entropie inadéquate et Entropie différentielle inadéquate
Information mutuelle

Information mutuelle inadéquate

Divergence de Kullback-Leibler

X1
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Table des figures

Théorie d’estimation

Sp(.), 8p(.) ou 8, (.) Estimateur optimal de s, s ou s;

84(.), 84(.) ou 3,(.) Estimateur inadéquat de s, s ou s;

M, (.].) Erreur quadratique moyenne d’estimation

M, ,(.].) Erreur quadratique moyenne d’estimation inadéquate

Statistiques

p(.) Distribution des données dite adéquate
q(.) Distribution du modéle dite inadéquate
E,[] Espérance par rapport a la vraie loi p(.)
Eq[] Espérance par rapport a la loi inadéquate g(.)
Pn Coeflicient de corrélation exact des bruits dans le cas de deux modalités
Pij Coefficient de corrélation exact des bruits n; et n; dans le cas de trois modalités
Pn Coefficient de corrélation supposé des bruits
Ps Coefficient de corrélation exact des signaux s; et so
Ds Coefficient de corrélation supposé des signaux s; et so
Intervalles
Leq Intervalle de redondance introduite sur le signal utile
par la corrélation des bruits entre z; et x5 .
Lyune(s|z) Intervalle sur lequel une seule modalité x est plus favorable

a l'estimation de s que deux modalités.

Modéles avec des signaux fortement couplés (h pour hard coupling)
%,j Modéle adéquat de deux modalités.
///,fo Modéle adéquat de deux modalités avec des bruits non liés.
/Z/E Modéle inadéquat de deux modalités.
///,? Modéle adéquat de trois modalités.
M, ,f Modéle adéquat de trois modalités avec des bruits non liés.
Modeéles avec des signaux faiblement couplés (s pour soft coupling)

M.
M,

2

S
2

Modéle adéquat de deux modalités.

5o Mode¢le adéquat de deux modalités avec des bruits non liés.

M Modéle inadéquat de deux modalités.

S



Introduction

Les phénomeénes physiques étudiés en traitement du signal sont souvent trés complexes a
appréhender en utilisant un seul systéme de mesure. Grace aux avancées technologiques, nous
disposons de différents types de systémes de mesures qui utilisent différents principes physiques et
permettent ainsi de capter différentes caractéristiques d’un phénomeéne. L’exploitation des données
issues de différents types de systémes de mesures est connue sous le nom de multimodalité. En
général, on postule que la complémentarité et la redondance des données multimodales offrent une
richesse et fiabilité en information qui conduisent & une meilleure compréhension du phénoméne
étudié.

L’idée clé de la multimodalité est de permettre aux modalités d’interagir et de s’informer
mutuellement. Ce qui est possible grace & une analyse simultanée (conjointe) des modalités qui
exploite les relations entre les données. La multimodalité trouve application dans divers domaines

tels que l'audiovisuel, I'imagerie médicale et la télédétection, etc.

Audiovisuel. L’audio et la vidéo sont deux modalités complémentaires qui sont fusionnées
dans un grand nombre d’applications. A titre d’exemple, en application & la reconnaissance de la
parole et I'interaction homme-machine, quoique le signal audio détienne toute l'information utile,
il est plus sensible aux bruits que le signal vidéo. En plus de la robustesse de la vidéo, il s’est
avéré que I'information visuelle est trés importante a la compréhension de la parole. En effet, la
perception humaine exploite en complément de la parole, le mouvement des lévres, ’expression

faciale et la gestuelle [1].

Imagerie médicale. Il existe une pléthore de modalités qui communiquent des informations
structurelles ou fonctionnelles sur le cerveau humain. Nous citons & titre d’exemple 1’électroen-
céphalographie (EEG) et I'imagerie par résonance magnétique fonctionnelle (IRMf). Ces deux
modalités mesurent 'activité cérébrale en utilisant différents principes physiques. L’EEG mesure
le champ électrique induit par P'activité cérébrale alors que 'TRMf détecte le changement de
magnétisation entre les niveaux d’oxygéne dii a cette méme activité. En fusionnant ces deux
modalités, complémentaires en terme de résolutions spatiale et temporelle, on espére atteindre

une haute résolution spatio-temporelle [2].
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Télédétection. On peut extraire différentes types d’informations sur ’environnement en utili-
sant différents systémes de mesures. L’information sur la structure et 1’élévation sont fournies
par le SAR ("Synthetic Aperture Radar") et I'imagerie optique, le LIDAR ("light detection and
ranging") fournit de I'information sur la structure et 'imagerie hyperspectrale et multispectrale
sont informatives sur la composition des matériaux. Par conséquent, la fusion de ces modalités

peut fournir une vue plus compléte de la scéne observée [3].

Malgré les gains trés avantageux et attirants que nous promet la multimodalité, nous trouvons
dans la littérature des exemples qui mettent en évidence que la fusion des données ne conduit
pas toujours & de meilleures performances. McGurk et McDonald ont montré que la combinaison
d’un son “ba” et un mouvement des lévres “ga” peut générer une perception différente qui est
“da”. Cet effet est connu comme 'effet McGurk [4]. Un autre exemple en télédétection, pour une
compétition annuelle sur la fusion des données, des images optiques et SAR ont été utilisées afin
de détecter les changements aprés inondation dans une scéne. Les résultats de la compétition
montrent que, pour les méthodes non supervisées, I'image optique seule fournit des meilleurs
résultats que I'image SAR. A l'opposé, les images optique et SAR combinées ont conduit & de

moins bonnes performances que 'image optique seule [5].

Ces deux exemples montrent qu’il existe des cas ol la multimodalité n’est pas bénéfique. Alors,
quelles sont les conditions pour atteindre le bénéfice maximal de la mutlimodalité ? Quoiqu’il
paraisse normal de mettre en cause la performance de la multimodalité, peu de travaux se sont
intéressés a cette question. En effet, la combinaison des données multimodales introduit plusieurs
nouveaux défis en raison de I’hétérogénéité des données et de la complexité des systémes physiques
étudiés, etc 6], et la plupart des travaux se sont concentrés sur ces défis. Cependant, étant
donné que la performance attendue de la multimodalité n’est pas toujours au rendez-vous, la
quantification préalable du gain de la multimodalité est un défi aussi important que la combinaison

des modalités.

Parmi, les travaux qui étudient les conditions pour une performance optimale de la mul-
timodalité nous citons [7] et [8]. Dans [7], Bourrier et al. étudient le mode d’échantillonnage
“optimal” dans le cas de deux modalités. Ils considérent le probléme d’estimation d’une variable
latente continue & partir de deux observations bruitées avec des fréquences d’échantillonnage et
des variances de bruit différentes. En raison de la difficulté d’établir des régles générales pour

atteindre une meilleure performance, les auteurs proposent d’exploiter un modéle stochastique.

Fijalkow et al. considérent dans [8] 'estimation paramétrique a partir de mesures multimodales,
éventuellement non-linéaires. Afin, de contourner la complexité de ’analyse conjointe des données
multimodales, les auteurs proposent une combinaison linéaire des estimateurs obtenus séparément
de chaque modalité. Cependant, cette combinaison dépend du vecteur paramétre inconnu. Les
auteurs proposent alors une combinaison sous-optimale et déterminent les conditions pour atteindre

une meilleure performance qu'une seule modalité.

Le traitement conjoint des modalités reposent sur l'interaction qui permet aux modalités de

s'informer mutuellement. Par conséquent, nous croyons que le premier pas pour une combinaison
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optimale est de comprendre comment les modalités interagissent. L’interaction des modalités
est possible grace aux liens entre les données. Ces liens reflétent la similarité et I’hétérogénéité
d’information entre les modalités. Ils peuvent étre modélisés par des dépendances statistiques,
par exemple la corrélation ou la covariance, nous parlons dans ce cas de couplages faibles (soft) ;
ou par des quantités liées ou communes, nous parlons dans ce cas de couplages forts (hard) [6].

Dans cette thése nous proposons d’étudier I'effet des liens sur la multimodalité.

Puisqu’il s’agit du méme systéme physique, les mesures multimodales peuvent étre liées a
travers le signal d’'intérét mais aussi & travers les bruits. A la différence de [7] et [8], nous supposons
aussi une dépendance entre les bruits. Nous examinons, ainsi, l'effet des liens entre les signaux

d’intérét et des liens entre les bruits sur 'interaction des modalités.

Compte tenu de la complexité des systémes physiques, objets des analyses multimodales, nous
supposons aussi que la modélisation des liens est sujette a des erreurs. Ainsi, cette étude consiste
en deux parties : la premiére partie suppose la bonne modélisation des liens, nous disons dans
ce cas que le modéle est adéquat ; la deuxiéme partie suppose que les liens sont imparfaitement

modélisés, nous disons dans ce cas que le modéle est inadéquat.

Dans notre étude nous considérons des modéles généraux et simples. Généraux, pour tirer des
conclusions non dépendantes d’une application spécifique. Simples, afin de faciliter les interpréta-
tions des résultats et permettre une meilleure compréhension de I'interaction. Les outils que nous

avons choisis pour notre étude sont 'information mutuelle et ’erreur quadratique moyenne.

Cette thése est organisée comme suit :

La partie I est consacrée aux modéles adéquats ot les liens entre les modalités sont parfaitement

connus.

e Le chapitre 1 passe en revue les mesures fondamentales de la théorie de I'information et
de la théorie de I'estimation, ainsi que quelques relations établies entre ces deux théories.

e Le chapitre 2 couvre l'interaction des modalités dont les signaux d’intérét sont fortement
couplés.

e Le chapitre 3 porte sur I'interaction des modalités complémentaires, i.e dont les signaux

d’intérét sont faiblement couplés.

La partie II concerne le modéle inadéquat ou les liens entre les modalités sont modélisés

inexactement.

e Le chapitre 4 adapte les définitions des mesures d’information et d’estimation du chapitre
1 aux modéles inadéquats et représente les nouvelles relations établies entre ces mesures.

e Le chapitre 5 met en exergue l'interaction des modalités sous inadéquation des liens entre
les bruits.

e Le chapitre 6 concerne l'interaction des modalités sous une double inadéquation : inadé-

quation des liens entre les bruits et inadéquation des liens entre les signaux d’intérét.
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Contribution de thése

Les contributions de cette thése sont :

1. L’analyse détaillée, a travers des exemples de deux et trois modalités, des différentes

situations de I'analyse multimodale (chapitres 2 et 3).

2. L’extension de certaines relations établies, dans un canal gaussien, entre la théorie de
I'information et la théorie de l’estimation en considérant les erreurs sur les densités de

probabilité du bruit et du signal utile (section 4.3 du chapitre 4).

3. L’analyse de 'impact, sur I’analyse multimodale, des fausses hypothéses sur les liens entre

modalités (chapitres 5 et 6).
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Dans notre étude de l'interaction entre les modalités, nous utilisons 'information mutuelle
(théorie de I'information) et 'erreur quadratique moyenne (théorie de I'estimation) comme mesures
de performance. L’information mutuelle quantifie la dépendance entre le signal d’intérét et les
mesures des différentes modalités. Elle caractérise donc le canal de transmission associé au systéme
de mesure et permet de quantifier I'information maximale pouvant étre obtenue sur le signal
d’intérét, c’est-a-dire le bénéfice maximal de la multimodalité. L’erreur quadratique moyenne
évalue la précision d’estimation du signal d’intérét a partir des modalités. Elle définit alors le
bénéfice de la multimodalité sur ’estimation.

Dans ce chapitre nous rappelons la définition de ces deux mesures, mais pas uniquement.
Nous présentons ’entropie et la divergence de Kullback-Leibler, qui sont liées a I'information
mutuelle et constituent ensembles les mesures fondamentales de la théorie d’information. Nous
introduisons tout d’abord les mesures d’information discrétes telles qu’elles ont été introduites

par Shannon, afin de souligner les différences avec le cas continu, notamment pour I'interprétation
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de 'entropie différentielle. Parmi les mesures de la théorie d’estimation, nous présentons I’erreur

quadratique moyenne et 'information de Fisher.

La théorie de I'estimation s’intéresse a la maniére d’estimer un signal et comment évaluer
la précision de cette estimation. La théorie de I'information est concernée, entre autres, par la
maniére d’envoyer de 'information ainsi que son estimation au niveau du récepteur. Ces deux
théories distinctes se rejoignent alors dans I’élimination du bruit. Il n’est donc pas surprenant
qu’il existe des relations simples qui les relient. Nous présentons, & la fin de ce chapitre, quelques
relations établies entre ces deux théories dans le cadre d’'un canal gaussien.

Aux notations classiques des mesures d’estimation et d’informations nous ajoutons l'indice ., 4.
Le premier indice, p, désigne la vraie densité des données. Le deuxiéme indice, ¢, fait référence a
la, densité supposée des données. L’indice ., ), signifie donc que ¢ = p c’est-a-dire que la densité
supposée correspond & la vraie densité. Nous disons dans ce cas que le modéle supposé est adéquat.
Cette nouvelle notation permet de faire la différence entre les mesures classiques et les mesures

similaires dans le cadre du modéle inadéquat pour lequel g # p.

1.1 Mesures d’information

La théorie de I'information a été introduite en 1948 par Claude Shannon dans son fameux
article “A mathematical theory of communication ” [9]. La raison d’étre de cette théorie est
de résoudre les problématiques de communication telles que la compression et la transmission
des données. Depuis, les applications de cette théorie se sont étendues dans d’autres domaines :
les statistiques, le traitement de signal, I'informatique, la cryptographie, ’économie, etc. Nous
présentons dans ce qui suit les mesures fondamentales de cette théorie : I’entropie, 'information

mutuelle et la divergence de Kullback-Leibler.

1.1.1 Entropie

Soit X une variable aléatoire discréte, prenant les valeurs x; avec la probabilité p(z;). L’entropie,
notée hy,(X), mesure l'incertitude moyenne de X avant mesure. Autrement dit la quantité

d’information moyenne qu’apporte X. Elle est définie par ’espérance de I'incertitude log (ﬁ) :

sl 2 B 105 ()] = S pte) o (o) (11)

Si le logarithme est en base 2, I’entropie est exprimée en bits. Dans ce travail, nous considérons le

logarithme en base e ot ’entropie est exprimée en nats. L’entropie est non-négative et est nulle
si et seulement si X est certain (3i tel que p(x;) = 1). Elle est maximale si tous les événements
sont équiprobables p(z;) = %, ol k est le nombre des valeurs possibles que peut prendre X. Pour
toute fonction f inversible, f(X) est dite équivalente & X et présente la méme entropie que X,
hp,p(f(X)) = hpp(X).

Soit Y une variable discréte qui dépend de X. Lorsque nous observons Y, nous obtenons de

I’information sur X et son incertitude diminue. La quantité d’information sur X non présente
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dans Y est quantifiée par ’entropie conditionnelle :

hpp(X|Y) £ E [log < )} p(zi,y;) log ( > (1.2)
nr ? (X]Y) Z Z ’ ($z|y])

ot p(x;,y;) est la probabilité conjointe de z; et y;, et p(z;|ly;) = % est la probabilité
conditionnelle de x; sachant y;.

Puisque la connaissance de Y ne peut que réduire 'incertitude sur X alors :

avec égalité si et seulement si X et Y sont indépendantes. L’incertitude moyenne sur X et Y est

quantifiée par I’entropie conjointe hy, ,(X,Y) :

hyo(X,Y) 2E, [log <p(le)ﬂ . (1.4)

En utilisant la relation de Bayes nous trouvons que 'entropie et ’entropie conditionnelle sont

lices & I'entropie conjointe par les relations suivantes, dites régles de la chaine :

hp,p(XaY) - pvp(X)"‘hp,p(Y’X)v

h
h )+ hypp(X]Y). (1.5)

=

bS]

—~
~<

A partir de (1.3) et (1.5), on déduit que I'incertitude conjointe de deux variables est inférieure a la
somme des incertitudes individuelles : hy, ,(X,Y) < hy, o (X) 4+ by p(Y) avec égalité si et seulement

si les variables sont indépendantes.

1.1.2 Entropie différentielle

Soit x un vecteur aléatoire de densité de probabilité p(x). L’entropie de x est dite différentielle

et est notée hy,,(x). Elle est définie, par analogie au cas discret, par I'espérance de log (ﬁ) :

hy (%) 2 E, [log <p(1x)>] - /p(x) log <p(1x)> dx. (1.6)

Contrairement a l’entropie, 'entropie différentielle peut étre négative. De plus, pour une
fonction f inversible, les entropies différentielles de f(x) et x sont différentes; en fait hy ,(f(x)) =
hpp(x) + Epllog(J)] ot J = [V f(x)| est le jacobien de la fonction f. L’entropie différentielle ne

peut donc étre interprétée comme mesure d’incertitude ou d’information.

Exemple 1.1. L’entropie différentielle d’un vecteur gaussien de dimension k, x ~ p(x) =
N (px, 2x), est :
1
hpp(x) = 5 log ((2me) ) (1.7)

ou |.| est 'opérateur déterminant. Nous remarquons que ’entropie de x ne dépend pas de sa

valeur moyenne, fix, mais uniquement de sa matrice de covariance Xy. Si || < )k alors

hpp(x) < 0.
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Démonstration. Nous avons, p(x) = ————exp (—1(x — pux) T B (x — p1x)), ainsi :
\/(2m)* | Sx|

hpp(x) = —Ep [log (p(x))], (1.8)
= 2, [log (224 )] + 5B, [T {(x — "B - )} |, (19)
- %log (2n)¥|5]) + %Ep [T {3 o ) (= )"}, (1.10)
- %log ((%)ﬂzx\) + %Tr{E,:lEx}, (1.11)
- %log (2n)|s]) + g _ %log (2re)t[=]) (1.12)

ot (1.9) s’ensuit étant donné que (x — ux)? Tt (x — px) est une forme quadratique ainsi
(x—px) T (x— px) = Tr {(x — px) T2 (x — px) }- (1.10) résulte de Dinvariance de la trace

a la permutation circulaire. (1.11) est obtenue par permutation de la trace et 'espérance. [

Les entropies différentielles conditionnelle et conjointe sont définies similairement au cas

discret :

hyp(X[y) £ E, [log <p(xl‘y)>] = //p(xay) log <p(iy)> dxdy, (1.13)
tra(x.3) 2 5, flog ()] = 00 + gy, (114)

ol p(x,y) est la loi jointe de x et y, et p(x|y) = | p(x,y)dy est la loi conditionnelle de x sachant

y. Les inégalités présentées pour le cas discret s’appliquent aussi au cas continu, & savoir :

hp,p(x),
hpp(x) + hp p(y)- (1.16)

IN

hpp(X[y)
h y)

p,p(x’

IN

1.1.3 Entropie relative

L’entropie relative ou divergence de Kullback-Leibler a été introduite par Solomon Kullback
et Richard Leibler en 1951 [10] et a été étudiée en détail dans [11]. Cette mesure quantifie la
dissimilarité entre deux distributions de probabilité. Soient p et ¢ deux lois de probabilité, la
divergence de Kullback-Leibler est notée et définie par :

Dis (o)) 2 | 1og (2] (1.17)
q(x)

La divergence de Kullback-Leibler n’est pas une distance puisqu’elle est asymétrique en p
et ¢, Dk, (p(x)Hq(x)) # Dk, (q(x)Hp(x)), et elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire. Elle est
non-négative et est nulle si et seulement si p = ¢. Elle est finie si et seulement si le support de
p(.) est inclus dans le support de ¢(.). C’est-a-dire que §'il existe x tel que p(x) > 0 tandis que
q(x) =0, alors Dgp, (p(x)||q(x)) = +4o00.

1.1.4 Information mutuelle

L’information mutuelle est une mesure de dépendance statistique ou d’information partagée

entre deux vecteurs aléatoires. L’information mutuelle entre x et y est la divergence de Kullback-
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Leibler entre la loi jointe, p(x,y), et le produit des marginales, p(x)p(y) :

Lp(x:y) = Dt (% ) lp()p()) = B, [bg (M)] | (1.18)

L’information mutuelle est non-négative (divergence de Kullback-Leibler) et peut étre infinie.
Elle est symétrique en x et y. I, ,(x;y) = 0 si et seulement si p(x,y) = p(x)p(y), c’est-a-dire si
x et y sont indépendants. Elle peut étre exprimée comme une différence d’entropies (entropies

différentielles pour les vecteurs continus) :

Ipp(X5y) = hpp(X) = hypp(X[y) = hpp(y) — hpp(y(x)- (1.19)

Ainsi, 'information mutuelle est aussi la diminution en incertitude sur x lorsque y est observé ou
inversement. Maintenant si nous désirons quantifier 'information partagée entre x et y, et non
présente dans un troisiéme vecteur aléatoire z (c’est-a-dire qui n’est pas apportée par I’observation
de z), il faut utiliser l'information mutuelle conditionnelle. C’est encore une divergence de

Kullback-Leibler entre la loi jointe conditionnelle & z, p(x,y|z), et le produit, p(x|z)p(y|z) :

Lp(x;ylz) = Drr(p(x,yl2)llp(x|2)p(y|2)), (1.20)
= hpp(ylz) — hpp(ylx, 2). (1.22)
Si x et y sont indépendants conditionnellement a z, i.e p(x,y|z) = p(x|z) p(y|z), alors

I, p(x;y|z) = 0. C'est-a-dire que indépendamment de z, y et x ne partagent aucune information.

Dans ce cas, x, z et y forment dans ce sens une chaine de Markov :

X Z y

Une chaine de Markov est, en général, une suite de variables aléatoires qui représente 1’état d’un
systéme aléatoire. Cette chaine est caractérisée par la propriété de Markov selon laquelle 1’état
futur, y, est prédictible uniquement & partir de I’état présent z. Autrement dit, I’état futur du
systéme dépend du passé uniquement & travers son état présent, p(y|x,z) = p(y|z). Ceci revient
& dire d’un point de vue informationnel, que z contient toute I'information qu’on peut tirer sur x.
Ainsi, I, ,(x;2) > I, ,(x;y). En fait :

Ip,p(X; z) = Ip,p(x§ y) + Ip,p(XS zly). (1.23)

On pourrait croire que la connaissance de z diminuera l'information que partagent x et y, c’est-
a-dire que I, ,(x;y|z) < I, p(x;y), alors que c’est pas toujours vrai. Il se peut que la dépendance
entre deux variables aléatoires x et y, augmente par I’'observation d’une troisiéme variable aléatoire
z. Par exemple, si x et y sont indépendants p(x,y) = p(x)p(y) alors I ,(x;y) = 0. C’est-a-dire
que x et y ne partagent aucune information. Alors que s’il existe z dont x et y dépendent
conditionnellement, p(x,y|z) # p(y|z)p(x|z)) alors I, ,(x;y|z) > 0. C’est le cas par exemple si
z =X+ Y. Ainsi, dans ce cas, I ,(x;y|z) > I, ,(x;y).
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FIGURE 1.1 — Estimateur optimal par projection

1.1.5 Information mutuelle conjointe

Soient X, y et z des vecteurs aléatoires de lois de probabilité p(x), p(y) et p(z). L’information
qu’apportent conjointement y et z sur x est définie, de maniére similaire & I'information mutuelle,

comme la divergence de Kullback-Leibler entre la loi jointe p(x,y,z) et le produit p(x)p(y,z) :

Lp(x;(y,2)) = Drr(p(,y,2)llp(x)p(y, ). (1.24)

Cette quantité est symétrique en x et (y,z). Néanmoins, elle n’est pas symétrique en x et y
ou en x et z. L’information mutuelle conjointe est liée a I'information mutuelle et I'information

mutuelle conditionnelle par les relations :

Ipp (X3 (v, Z)) = p(X3Y) + Lpp(x:2ly),

Iy
Lpp(%;2) + Ipp(x;¥|2). (1.25)

1.2 Mesures d’estimation

La théorie de I'estimation propose des méthodes pour estimer un parameétre ou un signal x a
partir d’'une observation y. L’estimation est basée sur la loi de probabilité de x sachant y, p(x|y),

dite loi a posteriori. Cette loi peut étre déterminée grace a la relation de Bayes :

_ p(x)p(ylx)
PXY) = T rplyx)dx (1.26)

La relation de Bayes relie la loi a posteriori, p(x|y), & p(y|x) et p(x), o p(x) est la loi a priori

sur X, qui résume toute I'information que nous avons sur le signal d’intérét. Par conséquent, nous
avons besoin de déterminer p(y|x) et p(x) et ensuite appliquer la loi de Bayes afin de mettre
& jour 'information que nous avons sur x par I'information présente dans y. Finalement, nous
associons a l'estimateur de x, noté X, et basé sur p(y|x), un critére (ou fonction de coiit) mesurant

la qualité de 'estimateur.

1.2.1 Estimateur optimal au sens de |'erreur quadratique moyenne

L’estimateur au sens de l'erreur quadratique moyenne (EQM) est I'un des estimateurs les plus

répandus en raison de sa simplicité. Cet estimateur est obtenu par minimisation de la trace du
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colit quadratique moyen :

M, (x]y) = Ep[(x — %) (x — %,)"]. (1.27)
Tr {M,,p(x|y)} = Ep[(x — f‘p)T(X — %) (1.28)
Démonstration.
Tr{M,,(x|y)} = Tr {Ep[ Xp)(x — Xp) T]}, (1.29)
= E,[Tr{(x—%,)(x —%,)" }]. (1.30)
= E,[Tr{(x—%,)"(x — %,)}]. (1.31)
= Byl — %) (x — %)) (1.32)

ou (1.30) est obtenue par permutation de la trace et l'espérance puisque la trace est linéaire.
(1.31) résulte de I'invariance de la trace a la permutation circulaire. Finalement, (1.32) s’ensuit

car (x — px) T X1 (x — px) est une forme quadratique. O

L’erreur d’estimation M, ,(x|y) n’est pas une fonction des variables aléatoires x et y : la

notation choisie signifie que c’est I’erreur d’estimation de x en fonction de y. L’estimateur au

sens de l'erreur quadratique moyenne minimale, quant & lui, est une fonction de I’observation y.

Soit Hy le sous-espace des observations muni du produit scalaire < u,v >= E[ul v]. Si
X € Hy, alors x peut étre déterminé par l'observation de y, et une estimation parfaite avec
une erreur d’estimation nulle est possible. Si x ¢ Hy, alors la trace de TEQM M, ,(x|y) est
minimisée par une projection orthogonale de x sur Hy (voir figure 1.1). Par conséquent, x — X,

est orthogonale & Hy, donc a tout estimateur basé sur y. C’est le principe d’orthogonalité :
Ey[(x —%,)f(y)T] =0 pour toute fonction f(.). (1.33)

Par conséquent E,[(x — %,)%7

5] = 0 et Perreur M, ;, peut s’écrire comme suit :

M, (xly) = Epl(x — 5)x"]. (1.34)

Théoréme 1.1: (Estimateur optimal [12, ch.2] )

Soit x ~ p(x) le vecteur aléatoire que nous voulons estimer & partir de I'observation
y ~ p(y). L’estimateur de x en fonction de y qui minimise la trace de 'TEQM M, ,(x|y),
est la moyenne de la loi a posteriori p(x|y) :
. A \T N
argmin Ey[(x — %,)7 (x — %,)] = E,[x]yl, (1.35)
Xp
et 'erreur quadratique moyenne associée & cet estimateur est donnée par ’espérance par

rapport a p(y) de la matrice de covariance de x sachant y, Yy

M, (x]y) = Ep[Zxpy] = / . yp(y)dy. (1.36)
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Démonstration. La démonstration de ce théoréme peut étre trouvée dans plusieurs livres
d’estimation, notamment [12]. Néanmoins, nous la présentons ici.

Afin de déterminer l'estimateur qui minimise Tr{M, ,(x|y)}, nou fixons X, et nous
mettons & zéro la dérivée de M, ,(x|y) par rapport a x, :

B)
0%,

Tr{M,,(xly)} =0 =

0 . .
g [ (= %) x = R, )plox.y)dxdy =0
P

= /—2(X — fcp)p(x|y)dx/p(3’)dy =0
= %= [ xplxly)dx = B, fxly)

Calculons maintenant la dérivée seconde de Tr {M,, ,(x|y)},

2
aA‘9ATT1~{1\4W<><|y>} - 3}‘} [ 2= spixly)ax [pax =2 131)

Puisque la dérivée seconde de Tr {M,, ,(x|y)} est positive, E,[x|y] effectivement minimise

Tr {M,,(x[y)}.

Démontrons maintenant que My, ,(x|y) = E,[E4,]. D’aprés le principe d’orthogonalité,
E, [XT Ep[x\yH =E, []Ep[x|y]TIEp[x\y]], ainsi
M,,(xly) = E,[(x - Eyx|y])x"]
- / [ 30T plly) i ply )y — By [£,xly by

-/ ( [ pixlyax - Ep[x|y1Ep[x|y]T) plx)dx
= Ep[Sypyl

1.2.2 Information de Fisher

1.2.2.1 Paramétre déterministe

L’information de Fisher est d’une importance primordiale pour I’estimation paramétrique,
puisqu’elle définit la borne inférieure des variances des estimateurs non biaisés, connue comme la

borne Cramér-Rao.

Soit x un vecteur aléatoire paramétré par 6, x ~ p(x;#). L’information de Fisher de x est la
matrice de covariance de la fonction score : Vglog(p(x;€)). La moyenne de la fonction score vaut
0, E[Vglog(p(x;0))] = 0, [13] ainsi I'information de Fisher, J, ,(x;6), est égale a

Jpp(x:0) = E, [V log(p(x; 0)) Vo log(p(x; 6))7]. (1.38)
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1.2.2.2 Parameétre aléatoire

Pour un parameétre aléatoire 6, I'information de Fisher consiste en deux termes, I'information

apportée par les observations et 'information a priori sur 6 [12] :
Jpp(%:0) = By [Vg log(p(x; 0)) Vo log(p(x; 0)) ] + E,[Ve log(p(6)) Ve log(p(6))T].  (1.39)

1.2.2.3 Information de Fisher non paramétrique

L’information de Fisher pour un vecteur aléatoire x est définie comme la variance de la

fonction score, V log(p(x)) :

Jpp(%) = Ep[Vx log(p(x)) Vx log(p(x))" . (1.40)

1.3 Information versus estimation

Plusieurs relations ont été établies entre les mesures d’information et les mesures d’estima-
tion notamment dans les canaux gaussiens. La raison d’étre de ces relations est le rapport de
vraisemblance, sur lequel sont souvent basées les définitions de ces mesures [14]. Les mesures
d’information sont définies comme des espérances des rapports de vraisemblance alors que les
mesures d’estimation sont des optimisateurs de certains rapports de vraisemblance.

Des plus fameuses relations nous citons 'identité de De Bruijin [15] et 'I-MMSE [16]. L’identité
de De Bruijn relie 'entropie a 'information de Fisher. L'I-MMSE relie I'information mutuelle
a lerreur quadratique moyenne. Ces relations trouvent application principalement dans les
démonstrations dites réciproques du codage. Comme elles permettent d’étendre les résultats d’une

théorie a 'autre.

1.3.1 Identité de De Bruijn

L’identité de De Bruijn est considérée comme la premiére relation établie entre la théorie
de l'information et de 'estimation. Elle date de I'année 1959. La premiére démonstration de
I'inégalité de la puissance entropique (Entropy power inequality) est basée sur cette identité, d’on
sa renommée. L’inégalité de la puissance entropique donne la limite inférieure de la capacité d’un
canal gaussien additif [15].

L’identité de De Bruijn, initialement établie dans le cas scalaire, relie ’entropie (paragraphe
1.1.2) et I'information de Fisher non paramétrique (paragraphe 1.2.2) dans un canal gaussien.
Soit x une variable aléatoire quelconque de variance finie et soit y une variable gaussienne centrée

réduite y ~ N (0, 1) indépendante de z, alors pour t > 0 :

0 1
ahp,p(x +Vity) = §Jp,p($ +Vty). (1.41)

Dans la littérature, plusieurs généralisations de cette identité ont été proposées : pour des variables
vectorielles [17], pour un bruit non centré-réduit [18,19], pour un canal non-gaussien [20], etc.

Dans le cas vectoriel, I'identité De Bruijin peut étre exprimée comme suit [16] :

Vihyp(x + T2y) = J,,(x + T2y)T2XT 2, (1.42)
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ol hyp(.) est Uentropie (1.6) et J,, ,(.) est I'information de Fisher non paramétrique (1.40). Avec,

T2 une matrice inversible, x un vecteur aléatoire et y ~ N (0, X) indépendant de x.

1.3.2 Information de Fisher et divergence de Kullback-Leibler

L’information de Fisher paramétrique est liée a la divergence de Kullback-Leibler par [11, p.26] :

3pp(%:0) = V3 Dici(p(x;0)Ip(x: )| (1.43)

0=6

oil 6 est 'estimée de . Par un développement a 'ordre deux de la divergence, on montre que :

(00— 0) 52
Drr(p(x;0)llp(x;0)) = ————Jpp(x;0) + o0 = 0)". (1.44)

Ainsi la divergence de Kullback-Leibler est une parabole en fonction de 6, dont 'information
de Fisher controle la courbure. A Dy 1 (p(x;0)||p(x;0)) donnée, pour une grande information de
Fisher, la courbe est plus piquée et I'estimée 0 est proche de la vraie valeur 6. Inversement, pour
une faible information de Fisher, la courbe devient plate et I'estimée est trés loin de la vraie

valeur.

1.3.3 Information mutuelle et erreur quadratique moyenne

Une variante de 'identité de De Bruijn a été récemment établie par Guo et al. [16]. Elle est
connue sous le nom [-MMSE, ot le "I" désigne I'information mutuelle et "MMSE" représente
Ierreur quadratique moyenne minimale. Cette relation énonce que le gradient de I'information
mutuelle entre I’entrée et la sortie d’'un canal gaussien est directement liée & I'erreur quadratique
moyenne. Soit le canal gaussien scalaire de la figure 1.2, oit @ € R™ représente le rapport signal

a bruit et s € R est une variable aléatoire quelconque indépendante de n ~ N (0, 1).

Ja

| |
o (O—(+) yostn

FIGURE 1.2 — Canal gaussien scalaire

La dérivée de I'information mutuelle I, ,(s; v/as + n) entre 'entrée, s, et la sortie du canal,
va s+ n, par rapport a « est liée & erreur d’estimation M, ,(z|/ax + y) par la relation :
0
Oa

La relation (1.45) montre que 'augmentation du rapport signal a bruit, «, induit une

1
Lp(s;vVas+n) = §Mp7p(s|\/as +n). (1.45)

augmentation de I'information mutuelle. Le taux d’augmentation de l'information mutuelle est

égale a la moitié de 'erreur quadratique moyenne minimale de 1’estimateur optimal.

Cette relation est généralisée au cas vectoriel dans [21]. Soit le canal gaussien vectoriel :
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n

s H _»:‘j Hs+n

FIGURE 1.3 — Canal gaussien vectoriel

ot H € R**! est la matrice du canal, s € R est un vecteur aléatoire quelconque indépendant du

bruit additif gaussien n € N (0, X,). Palomar et Verdu ont démontré que :
Vil p(s;Hs +n) = Z,"HM,, ,(s|Hs + n). (1.46)

Cette généralisation donne la sensibilité de 'information mutuelle par rapport & la matrice du
canal H en fonction de 'erreur quadratique moyenne. Cette relation a été étendue a d’autres
modeles et canaux : non-gaussiens [16], poissoniens [22-24], de Lévy [25], binomiales et binomiales
négatifs [26-28].

La relation I-MMSE, offre des démonstrations élégantes et simples pour certaines démons-
trations déja existantes notamment pour 'inégalité de la puissance entropique. De plus, elle a

permis d’établir des bornes pour certains canaux multi-utilisateurs [14].

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons passé en revue les mesures fondamentales de la théorie de
I'information. Notamment, I’entropie, I'information mutuelle et la divergence de Kullback-Leiber.
A lorigine, ces mesures ont été définies pour des vecteurs aléatoires discrets. Au passage
au cas continu, seule ’entropie perd certaines de ces propriétés. Parmi les mesures de la
théorie de I'estimation, nous avons présenté l'erreur quadratique moyenne et I'information de
Fisher. Finalement, la derniére section était consacrée a trois relations qui relient les mesures

d’information aux mesures d’estimation.

Au moyen de I'information mutuelle et de 'erreur quadratique moyenne nous étudierons dans
les prochains chapitres comment les modalités interagissent entre elles. Bien que ces deux mesures
sont fortement liées dans les canaux gaussiens, I'information mutuelle est plus riche, puisqu’elle
permet de détecter tout types de dépendances, mémes non-linéaires, entre deux vecteurs aléatoires.
De plus, I'information mutuelle dépend seulement des densités de probabilités. Ainsi, elle peut

étre utilisée dans différentes applications.
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2.1 Introduction

La phrase d’Aristote "Le tout est plus grand que la somme de ses parties” traduit le principe de
la multimodalité ou plutét ce qui est espéré en utilisant des mesures multimodales. L’interprétation
de cette citation est que l'analyse conjointe des données issues de différentes modalités (systémes
physiques) est meilleure que I’analyse séparée. Ce postulat s’appuie sur l'idée que l'analyse
conjointe, contrairement & ’analyse séparée, permet l'interaction entre les données et révéle
donc plus d’information. Cependant, en pratique cette amélioration attendue n’est pas toujours
atteinte. Ainsi, les défis que souléve la multimodalité ne concernent pas seulement la conception
des algorithmes de traitement conjoint des modalités, mais aussi la quantification préalable du
bénéfice de la multimodalité et la détermination des conditions qui garantissent le gain maximal.

La premiére étape vers I'établissement des régles pour une meilleure performance de ’analyse
conjointe des mesures multimodales, consiste & comprendre comment ces mesures interagissent.

L’interaction entre les modalités n’est possible qu’en exploitant les liens entre les modalités. Des

19
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liens peuvent exister entre les signaux d’intérét mais aussi entre les bruits. Dans ce chapitre nous
considérons un lien fort entre les signaux d’intérét. C’est-a-dire que les signaux d’intérét sont
communs & toutes les modalités. Ce choix permet de mettre 'accent sur 'influence des liens entre
les bruits qui sont souvent ignorés en pratique.

La multimodalité est largement utilisée dans différents domaines ot les systémes physiques
sont complexes. Pour citer quelques exemples : télédétection, imagerie médicale, interaction
homme machine, etc. Par conséquent, les méthodes multimodales dépendent de ’application
visée. Pour tirer des conclusions qui ne dépendent pas de I'application et pour une meilleure
compréhension nous considérons un modéle général trés simple, qui a ’avantage d’étre facile a
interpréter et analyser.

Ce chapitre est découpé en trois parties. Nous considérons le cas de deux modalités dans la
section 2.2 et celui de trois modalités dans la section 2.3. A partir des notions d’information et
d’estimation, nous déterminerons le nombre optimal des modalités & considérer et nous étudions

I’effet des liens entre les bruits sur 'interaction des modalités. La section 2.4 conclut ce chapitre.

2.2 Deux modalités

Dans cette section, nous considérons le cas de deux modalités. Aprés la présentation du
modéle, nous détaillons les calculs d’estimation et d’information. Ces grandeurs permettront de
déterminer les différentes situations de ’analyse multimodale selon les liens qui peuvent exister

entre les bruits et les rapports signal & bruit des modalités.

2.2.1 Modéle

Considérons la figure 2.1, qui décrit schématiquement les mesures bruitées d’une variable

s € R a l'aide de deux modalités (systémes de mesure) fournissant z; et zs.

FIGURE 2.1 — Deux modalités, avec un couplage fort, vues comme des canaux de communication

Le modéle mathématique associé a cette figure, avec deux modalités et un couplage dur (hard)

entre les signaux utiles, est noté ///,? . Il est décrit par les équations :

r1 = /ais+n
! e (2.1)

To = /28 + N2
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ou le “signal” d’entrée et d’intérét s ~ p(s) est la réalisation d’une variable aléatoire gaussienne
de moyenne nulle et de variance unitaire, i.e p(s) = N(0,1). Les bruits additifs ny; ~ p(nq)
et ny ~ p(ny) sont également des variables gaussiennes centrées réduites, i.e ~ N(0,1). oy et
g sont les rapports signal & bruit des modalités x1 et xs, respectivement. Sans restreindre la
généralité, nous supposons que ag < aj.

Nous supposons que la source s est indépendante des bruits ni et no alors que les bruits sont
Ep[nino]
Ep[nF]Ep[n3]

z1 ~N(0,14+aq) et 29 ~ N(0,1+ ).

corrélés. Nous notons par p, = le coefficient de corrélation des bruits. Il s’ensuit que,

Liens entre les modalités :
e Lien entre les signaux d’intérét : Un couplage fort est considéré entre les signaux
d’intérét représenté par la variable s, qui est commune aux deux modalités.
e Lien entre les bruits : Le couplage que nous considérons entre les bruits est plus faible.

Il est représenté par le coefficient de corrélation, p,, entre ny et ns.

Au moyen de l'erreur quadratique moyenne et de I'information mutuelle, que nous présentons

ensuite, nous proposons de répondre aux questions suivantes :

1. Sous quelles conditions, deux modalités assurent-elles plus d’information qu’une seule

modalité ?
2. Quels sont les liens des bruits qui favorisent 'interaction des modalités ?

3. Quel est 'impact des rapports signal & bruit des observations ? Une modalité de trés faible

signal & bruit est-elle sans intérét ?

2.2.2 Calculs d’estimation et d'information

Estimation. Nous considérons le probléme d’estimation de s en fonction d’une ou deux mo-
dalités. L’estimateur optimal au sens de 'erreur quadratique moyenne en fonction d’une seule

modalité z;, i € {1,2}, est par définition la moyenne de la loi a posteriori (théoréme 1.2.1) :

Sp(x;) é/sp(s|xi)ds Vai x;. (2.2)

B 1 + (67
L’erreur quadratique moyenne relative a cet estimateur est la variance de lerreur s — §p(z;) :
1
A A 2
My p(slz:) = E [(s — 8p(2:)°] = 5 T (2.3)

‘ Démonstration. Voir section A.2 de 'annexe A. O

Maintenant, si nous utilisons les deux modalités conjointement, i.e en exploitant leurs liens,
I’estimateur optimal en fonction des deux modalités est :
(Va1 — azpy) x1 + (Vo — /aipn) 22 (2.4)
(1+a1)(1+a2) — (Varag + pn)? '

L’erreur quadratique relative a §,(z1,x2) est donnée par la variance de lerreur s — §,(z1, x2) :

§p(x1a 332) =

1—p}
(1+a1)(1 + ) — (Vatas + pp)?’

M, (8|71, 22) £ E (s — §p(21,72))%] = (2.5)

25
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‘ Démonstration. Voir section A.4 de annexe A. O

. 3 2 ~ 2 * A
Information. Les deux modalités du modeéle .#, peuvent aussi étre vues comme deux canaux
de communication ou s est 'entrée et x; et zo sont des sorties (Figure 2.1). Nous pouvons donc
considérer les mesures d’information. L’information qu’apporte une seule modalité x;, i € {1,2},

sur s est donnée par I'information mutuelle entre s et x; (paragraphe 1.1.4) :

1
Iy p(s;2) = B log (14 o). (2.6)

‘ Démonstration. Voir section A.2 de ’annexe A. O

Alors que l'information qu’apportent conjointement x1 et xo est donnée par I'information

mutuelle conjointe entre s et (z1,z2) (paragraphe 1.1.5) :

1 14+ a1)(14 az) — (Vorag + pn)?
Ipyp (3§ (331,332)) = 5 log ( X ) 2( i : (2.7)
2 1- Pn
‘ Démonstration. Voir section B.4 de 'annexe B. O

Les expressions d’information et d’estimation, en (2.6) et (2.3), et en (2.7) et (2.5), sont liées
par la relation I, , (s; ) = —% log (Mpvp(s|.)) qui est un cas particulier de la relation plus générale
entre le gradient de 'information mutuelle et ’erreur quadratique moyenne dans un canal gaussien
(paragraphe 1.3.3). L’analyse de ces grandeurs conduit alors & des résultats comparables, mais

avec des interprétations selon deux points de vue différents.

2.2.3 Une ou deux modalités?

Dans le cas multimodal, on ne se demande pas si une seule modalité est suffisante, puisqu’on
postule généralement que le traitement conjoint des modalités est toujours plus avantageux.
Nous envisageons cette question sur le modéle .///; : les deux modalités assurent-elle toujours
plus d’information qu’une seule modalité ? Pour y répondre, nous comparons l'information
communiquée conjointement par les deux modalités sur s, I, (3; (xl,xQ)), et linformation
communiquée par une seule modalité I, ,(s; x;), @ € {1,2}. En s’appuyant sur la relation (1.25),

nous pouvons écrire :

Ip,p(33 (xlv@)) = Ipp(siz1) + I p(s;ma|) = Ipp(s;z2) + Iy p(s; 21|z2). (2.8)

Cette équation indique, par la non-négativité de I'information mutuelle I, ,(s; z;|z;) > 0 (i,5 €
{1,2} et i # j), que deux modalités présentent plus ou autant d’information qu’une seule modalité,
Iy (s; (21, :cg)) > Ip p(s; ;). Par conséquent, une seule modalité suffit pour tirer le maximum
d’information possible sur s si et seulement si I, ,(s; 2j|;) = 0. Nous disons alors que la modalité
x;j est redondante sur s par rapport & x;. Dans ce cas, x;, x; et s forment dans ce sens une chaine

de Markov (paragraphe 1.1.4), que nous pouvons schématiser ainsi :

T 5 xT; S
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Q9 = Qg =

4 —Lpp(s; (21, 22)) 057 —M,,(s]z1,22)]]
— = Ipp(s;z1) g - M,,(slz1)
g Lyp(s; 2) 20_4 L M, (s]z2)
23 g
[} [}
fos |
g g
a2 5
2 £02r .
-
S} e
= 5 0.1 B

O L L L O L L L

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Pn Pn
(a) (b)

FIGURE 2.2 — Variations, en fonction de p, pour a; = ag = 3, des informations mutuelles (a) et

des erreurs quadratiques moyennes (b). L’information mutuelle est infinie pour p, = —1 qui

correspond & une erreur quadratique moyenne nulle.

Ce qui signifie que x; n’apporte pas de nouveauté sur s comparé & x;. Pour le modéle ///,f , xj est
redondante & la modalité z; sur s si I, (s; (z1,32)) = Ipp(s; ;). A partir de (2.6) et (2.7) nous
trouvons que ce cas correspond & p, = ‘/\/g Puisque |p,| < 1, cette valeur de p, n’est admissible

que si aj < . C'est-a-dire que seule la modalité x; peut étre redondante, sur s, a la modalité x;

qui a le rapport signal a bruit le plus élevé.

V%
S

Ipp(s; (x1,22)) = Ipp(s;zi) < pn = si o < ay. (2.9)

Nous comparons, dans la suite, la performance des deux modalités & la performance d’une seule
modalité pour as = a1, i.e modalités de méme qualité, et as < aq, i.e modalités de différentes

qualités.

2.2.3.1 Modalités de méme qualité (a2 = 1)

Information. La figure 2.2a illustre les informations mutuelles en fonction de la corrélation
des bruits p,. Les informations communiquées individuellement par chaque modalité sur s sont
représentées par deux lignes horizontales confondues : I, ,(s; 2;), ¢ € {1,2}, ne dépend pas de p,.
Ces deux lignes en pointillés (.....) et en tirets (--.) coincident car oy = g : les deux modalités
apportent en moyenne la méme quantité d’information sur s, i.e Ip,(s,z1) = Ipp(s,z2). La

courbe pleine (—) représente I'information qu’apportent conjointement les deux modalités sur s :

1 14201 +p
Ipp(s; (xl,xg))Ja1:a2 = §log <1+%n) . (2.10)

Nous remarquons que I, ,, (s; (21, xg))J a1 —ay St au-dessus de I, , (3; $2)J y—a (droite horizontale).

Ce qui signifie que conjointement les deux modalités communiquent plus d’information sur s
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qu’'une seule modalité, sauf si p, = 1.
Pour p, = 1, I'équation (2.10) devient égale & I, ,(s, ;) et la courbe pleine est tangente a la
ligne horizontale. Ce qui indique que les deux modalités sont totalement redondantes sur s. Le

cas pp, = 1 correspond a la condition de redondance (2.9) pour ap = .

Estimation. Les estimateurs optimaux en fonction d’une seule modalité sont différents, car
bien que o1 = ag, §p(z1) # Sp(x2), puisque x; # x2. Cependant ils ont la méme précision
M, p(s|z1) = My, p(s|z2). La figure 2.2b représente la variation des erreurs quadratiques moyennes
d’estimation, en fonction de p,. My, ,(s|z1) et M, ,(s|z2) sont représentées par des droites
horizontales puisqu’elles ne dépendent pas de p,,. La courbe pleine représente l’erreur d’estimation

basée sur les deux modalités conjointement :

14 pn

My (sl21:22) oy = T3 50 4 o0

(2.11)

Nous constatons que l'erreur d’estimation multimodale, M, ,(s|z1, x2), est inférieure aux lignes

horizontales correspondantes & M, ,(s|z1) et M, ,(s|z2). Ce qui signifie que I'estimateur :

T+ 22

Splan,x2)] o = 4/041714_20{_’_[) , (2.12)
7 n
est plus précis que les estimateurs 5,(x1) et 5,(z2).
Pour p, = 1, les trois estimateurs, §p(x1,x2)Ja1:a2,§p(x1) et §p(z2) ont la

méme erreur d’estimation et la courbe pleine est tangente aux lignes horizontales,
M, ,(s|z1,22) = Mpp(slzr) = My p(s|ze). Par conséquent, pour p, = 1 une seule mo-

dalité x1 ou xo suffit pour estimer s de fagon optimale.

[ Pour a1 = ae, une seule modalité x; ou zs suffit & estimer s si et seulement si p, = 1.

2.2.3.2 Modalités de différentes qualités (a2 < a1)

Information. La figure 2.3a représente, en fonction de p,, les informations communiquées sur s
par la modalité z seule (.....), et par x2 seule (- -.) et par les deux modalités conjointement (—).
Nous remarquons que I ,(s;x1) > I p5(s; 22) car, puisque oy > ag, 1 apporte plus d’information
sur s que x2. De plus, nous constatons que I, (3; (21, :UQ)) est toujours strictement au-dessus de
I, »(s; x2) et ne la croise jamais. C’est-a-dire que les deux modalités communiquent toujours plus

d’information que la moins précise des modalités, xo. C’est parce que as < a7 que la condition de

redondance (2.9) n’est pas vérifiée, |p,| < 1 et \/Q% > 1. Toutefois, I, (s; (z1,22)) est tangente &
Ipp(s;21) pour pp = ﬁzf :
Ly (53 (z1,72)) Jp _V = Ip,p(s?xl)- (2.13)
Vet

Dans ce cas la modalité zs est redondante sur s par rapport a zi. Ainsi, x1 seule fournit

I'information maximale qu’on peut obtenir sur s.
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FIGURE 2.3 — Variations, en fonction de p, pour as = 1 < a3 = 3, des informations mutuelles (a)
et des erreurs quadratiques moyennes (b). L’information mutuelle est infinie pour |p,| =1 qui
correspond & une erreur quadratique moyenne nulle.

Estimation. Dans la figure 2.3b, nous montrons les erreurs quadratiques moyennes d’estimation
obtenues avec une seule modalité (lignes horizontales) et avec de deux modalités (—). Selon
I'hypothése ap < oy, estimateur §,(z1) est plus précis que §,(x2) et présente donc moins d’erreur
d’estimation. Effectivement, M, ,(s|z1) < My, ,(s|z2). Nous constatons que l'erreur d’estimation
multimodale M, ,(s|z1, z2) est inférieure aux erreurs M, ,(s|z1) et My, ,(s|x2), et n’est tangente &

M,, ,(s|x1) que pour p,, = Vo2 (e qui signifie que I'estimateur optimal §,(z1,x2) est strictement

NG
meilleur que lestimateur §,(x2) et est meilleur que §,(z1) avec égalité en p, = % Pour

Pn = %, le facteur de xo dans (2.4) s’annule et 'estimateur optimal multimodal, basé sur =1 et

xg, se réduit a Pestimateur optimal basé sur la seule modalité x; (2.2) :

§p(:r:1,:1:2)J pn=Z
at

Pour cette valeur de p,,, la modalité z; suffit pour estimer s.

Pour as < ag, la seule modalité z; suffit & estimer s si et seulement si p, = \/\/—Z:?

2.2.4 Effet de la corrélation des bruits et des rapports signal a bruit

Dans cette sous-section, nous étudions l'influence de la qualité des modalités donc des
mesures, c’est-a-dire du rapport signal & bruit, et ’effet du lien entre les bruits, c’est-a-dire de
la corrélation des bruits p,. Qu’est ce qui donne les meilleures performances : des modalités
avec des qualités comparables ou des modalités avec des qualités disparates? Une modalité
x; de trés faible qualité (a; petit) est-elle & négliger ? Nous avons montré que, pour une

corrélation des bruits spécifique, les deux modalités peuvent étre redondantes sur s. Cette cor-
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rélation entraine-t-elle toujours une redondance ou peut-elle étre bénéfique pour la multimodalité ?

Pour le modéle ///,j, nous considérons trois cas de figures : as = a1, as < ag et as < aq,
afin de déterminer quel scénario augmente l'information et donne les meilleures estimations.
Pour chaque scénario, nous examinons 'effet de la corrélation des bruits en comparant deux
modéles : un premier modéle dont les deux modalités, x| et x2, ont des bruits corrélés, .///;, et
un deuxiéme modéle dont les bruits des modalités sont non corrélés, noté ., ;o. La décorrélation
des bruits, p, = 0, correspond a leur indépendance compte tenu de ’hypothése de gaussianité.
L’indépendance entre les bruits se traduit par 'indépendance des modalités conditionnellement &
la source s, étant donné que les modalités restent liées par le signal d’intérét. La comparaison des
modéles ///,f et ///;O permettra de déterminer si la corrélation des bruits est bénéfique ou néfaste

4 la multimodalité.

Les mesures d’estimation et d’information relatives au deuxiéme modéle ///;O s’obtiennent a
partir des mesures introduites a la section 2.2.2 en mettant p, a 0. Par conséquent, ’estimateur
optimal en fonction des deux modalités du modéle ///io (c’est-a-dire avec bruits indépendants) et

I'erreur associée sont :

_yaxr + \/a2$2, (2.15)

1
Pr=0"" 14y +ag
L’information qu’apportent conjointement les deux modalités sur s dans le cas du modéle

//l,fo est :

M, p(s|z1,22)] (2.16)

1
Ipp(s; (21, xz))JanO = 3 log (14 a1 + ag). (2.17)

2.2.4.1 Modalités de méme qualité (a2 = a1)

Nous commencons cette étude par le cas de deux modalités de qualités comparables, i.e
as = «1. Dans ce cas, les deux modalités apportent la méme quantité d’information sur s :
I p(S;22) = Ipp(s;x1). Attention, ceci ne veut pas dire qu’elles sont redondantes. En effet, z; et

9 sont redondantes sur s si et seulement si I, (s; z;]z;) | = 0, c’est-a-dire si p, = 1.

a1=02

Information. La figure 2.4a illustre les informations mutuelles pour le modéle ., ,j (—) et
pour le modéle //l}fo (=m)- Tpp(s; (a;l,ajg))Jp

représentée par une ligne horizontale.

_, ne dépend pas de p, (pn = 0), ainsi elle est

Nous constatons que, Im,(s; (xl,xg)) < Ip,p(s; (ml,mg))Jpnzo pour p, € [0, 1]. Ainsi les
corrélations positives des bruits introduisent de la redondance.

Réciproquement, pour p, € [—1,0], Im)(s; (xl,xg)) > Ipp (s; (xl,xg))JanO. On en déduit
que les corrélations négatives des bruits favorisent l'interaction et les modalités de .7, ,? apportent
plus d’information que celles du modéle //Z;O. En particulier, I'information mutuelle est infinie
pour p, = —1. L’information infinie signifie que les deux modalités apportent toute I'information

sur s.
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FIGURE 2.4 — Variations, en fonction de p, pour ag = a1 = 5, des informations mutuelles (a) et
des erreurs quadratiques moyennes (b). L’information mutuelle est infinie pour p, = 1 qui
correspond & une erreur quadratique moyenne nulle.

Estimation. Nous représentons sur la figure 2.4b, les erreurs d’estimation multimodales
M, (sler, 22) (—) et Myy(sler )], o ().

Pour p,, € [0, 1] 'estimateur optimal du modéle .///,f est moins précis que 'estimateur optimal
du modele ., 20, car le bruit est plus mal compensé pour ///,3 que pour //Z;O a cause de la
redondance introduite par les corrélations positives, p, > 0.

Réciproquement, pour les corrélations négatives M, ,(s|z1,22) < Mp,p(5’x17$2)Jpn:0>
puisque la corrélation p, < 0 permet de compenser le bruit. En particulier, le bruit est tota-

lement supprimé pour p, = —1 et I'erreur d’estimation est nulle : M, ,(s|z1, 22)] e 1 ci—ap = 0"

2.2.4.2 Modalités de différentes qualités (az < )

Considérons maintenant le cas g < . Par rapport au cas précédent, la modalités x5 apporte
moins d’information sur s que x1, Ip p(s; x2) < I p(s;x1). Néanmoins, zo apporte une information

plus fiable sur le bruit que .

Information. La figure 2.5a représente les informations mutuelles pour le modéle //l,i (—) et
pour le modéle ///50 (-.-.) en fonction du parameétre py,.
Nous remarquons que, sur une partie des corrélations positives, I, (5; (z1, xg)) <

Ipp(s; (:Ul,acQ))Jpnzo . A partir des équations (2.7) et (2.17), nous trouvons que :

0 2”‘“"2[. (2.18)

Nous concluons alors que la corrélation des bruits de l'intervalle I,.4 induit de la redondance et

donc moins d’information. Une redondance totale entre les deux modalités de ///,f est atteinte au
Jaz

point p, = Vor ou Ip,p(séxﬂﬂfl) =0.
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Information mutuelle [nats]
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FIGURE 2.5 — Variations, en fonction de p, pour s = 2 < a3 = 5, des informations mutuelles (a)
et des erreurs quadratiques moyennes (b)

Au-dela de lintervalle I,cq, Ip, (s; (xl,:vg)) > Ip7p(s; (xl,:cg))Jp _g» car la corrélation des
bruits favorise 'interaction entre les modalités. Notamment, sur 'intervalle p,, € } 2avlilo?;2, 1] la

corrélation positive n’induit plus de la redondance comme dans le cas oy = . En particulier,

I'information mutuelle est infinie pour p, =1 et p, = —1.

Estimation. Les erreurs quadratiques moyennes pour le modéle ///; (—) et pour le modéle
///}fo (-.-.) sont illustrées par la figure 2.5b.

Sur lintervalle I,.cq, M, ,(s|z1, z2) > My, ,(s|z1, x2)Jpn:O' En raison de la redondance intro-
duite par la corrélation des bruits, le bruit est mal compensé dans le cas du modéle ///; . L’erreur
d’estimation est maximale pour p,, = %, puisque la modalité x5 est totalement redondante sur
s par rapport a x; (paragraphe 2.2.3).

Au-dela de ¢4, nous constatons que My, (s|z1,z2) < My ,(s|z1,22)] J— Ce qui signifie
que le modéle .//,j induit moins d’erreur d’estimation que le modéle .#, ,fo, car la corrélation des
bruits est exploitée pour réduire le bruit. Notamment, le bruit est complétement supprimé et
le signal s est parfaitement estimé pour p, = 1 et p, = —1 ou 'erreur quadratique moyenne

d’estimation est nulle :

V1T + /T2
N TN Mp,p(s\xl,:cQ)Jpn:_l = 0. (2.19)

‘§P($17 xQ)J

A VLT — /Q2T2
Sp(xla J;Q)J pn=1, a1#as = A — Jag ’ Mp,p(s‘xla x?)J pn=1, a1#as =0. (220)

Notons que pour p, = 1 et a; = ag, 'estimateur (2.20) est non défini, puisque, comme nous

avons vu auparavant, les deux modalités sont totalement redondantes sur s.

Les figures 2.5a et 2.5b montrent que les courbes pour p, # 0 (—) et pour p, =0 (-.-.) se
2, /aras

T Pour p,, = 0, les deux modéles sont identiques,

croisent en deux points : p, = 0 et p, =




2.2. Deux modalités

29

2 /aiag

///,j = ///io. Alors que pour p, = , les deux modéles sont équivalents mais différents.

ay1tag
Equivalents parce qu’ils induisent les mémes erreurs d’estimation et fournissent la méme quantité

d’information sur s. Différents, parce qu’ils apportent différents éléments d’information sur s et

2\/a1a2

que leurs estimateurs optimaux sont différents. En effet, pour p, = artap > ona:
5 (:E . )J , o w/al(ozl —a2)$1+1/a2(a2—a1)ﬂ?2 (2 21)
p\+L1, L2 ,=Y1%2 2 ’ :
P e (o1 + ) (14 a1)(1 + @) = (yaaz + 252)?)

alors que pour p, =0,

_ Vot ® sty (2.22)

§p(x1,x2)Jpn:0 14 a o

Dans le cadre du modéle ., 2, la redondance apparait pour certaines corrélations positives
si g < a1 et pour toutes les corrélations positives si s = a. En revanche, quelles que soient
les valeurs des rapports signal & bruit, les corrélations négatives des bruits assurent plus
d’information que les corrélations positives ou nulles. Ainsi une corrélation négative entre les

bruits est la condition qui améliore les performances de la multimodalité.

[ Les corrélations négatives des bruits favorisent toujours l'interaction des modalités. ]

2.2.4.3 Modalités de qualités trés disparates (a2 < 1)

Nous considérons maintenant le cas de deux modalités de qualités trés disparates ao < ;.

Dans le cas précédent as < a1, nous avons vu que o apporte de 'information sur le bruit qui
favorise l'interaction pour de fortes corrélations des bruits. Dans le cas as < a1, w9 apporte
une information négligeable sur s par rapport a x1, I, ,(s;22) < I, ,(s;21), mais elle apporte
réciproquement une information trés fiable sur le bruit par rapport a x1. En effet, pour ag — 0 la
modalité xo tend vers une référence du bruit no. Par conséquent, Le modéle devient proche d’un

modéle classique ot x2 devient une référence du bruit [29] :

T1 = /1S + N1

(2.23)
To = \/Q2S 4+ N9 —>a2 0 ng

. 212 N 2 . . .
Pour des bruits non corrélés (modeéle .#; ), I'information sur le bruit qu’apporte z2 n’a aucun

intérét. Dans ce cas seule la modalité x1 est a utiliser pour estimer s :

Ipp(s; (xl’xQ))JanO,a2<<a1 ~ Iy p(s;x1), (2.24)

8p(s|z1, z2)] =0, ancan 5p(slxr). (2.25)

Alors que pour des bruits corrélés (modeéle //l;), I'information qu’apporte xo sur ne peut étre
utilisée pour réduire le bruit en x;. Ainsi conjointement les deux modalités peuvent révéler plus

d’information sur s.
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Information mutuelle [nats]

4 ay K o 0 oy < o
_Ip,p(SQ (@1, 22)) ' _Mp,p(5|$1»172)
3.5 —-Lpp(s; (21, xz))Jp o] @ "Mp,p(5|$17$2)J a0
= oo T ——
) |
3 %0.15
g
]
2.5 3
‘5 0.1
il e
=
=
o § 0.05+
1 5
i 05 0 ; 05 1 % 05 o . o5
g -0. 2arm o VA - -0. oo 05 v
Pn artay T “ o Pn S n2VE

(a) (b)

FIGURE 2.6 — Variations, en fonction de p, pour as = .1 < a1 = 5, des informations mutuelles
(a) et des erreurs quadratiques moyennes (b)

Information. Sur la figure 2.6a, nous représentons les informations mutuelles multimo-
dales de //li (—) et de ///,jo (-.-.). Nous remarquons que Ip,(s; (z1,22)) est supérieure &
Ipm(s; (z1, xg))Jp _ bresque tout le temps et que I'intervalle de redondance I,..4 tend vers 0. Par
conséquent, conjointement les deux modalités de ///; communiquent souvent plus d’information

que les modalités de ., car la corrélation des bruits favorise 'interaction.

Estimation. La figure 2.6b illustre les erreurs d’estimation multimodales M, ,(s|z1,z2)

—) et M, ,(s|z1, x2 _ . (-.-.). Nous constatons que M, ,(s|z1,x9) est souvent inférieure a
D,p ) pn=0 q p,p )

M, (|21, xg)Jp _o car I'information sur le bruit contenue dans xo est exploitée pour compenser

le bruit en 7.

Une modalité de faible qualité communique de I'information fiable sur le bruit qui est utile

a lestimation multimodale du signal utile s.

2.2.4.4 o9 =1 versus ag < q versus ag K aq :

Pour finir notre étude sur le gain de la multimodalité, nous comparons les trois scénarios

g =, g < a1 et ag K ag.

Information. La figure 2.7a représente les informations multimodales dans les cas : as = ay
(c-),as<aq (-.-) et g < ag (—).
Nous constatons que sur Uintervalle p,, € [—1, 0.5 + €| avec € — 0, Ip7p(s; (21, xQ))Jm:al est

supérieure a I, (s; ($1,$2))Ja2<a1 et Ipp(s; (xl,xg))Ja2<<a1. Ainsi sur cet intervalle, les deux

modalités de mémes qualités communiquent le maximum d’information sur s.
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FIGURE 2.7 — Variations de I'information conjointe (a) et des erreurs quadratiques moyennes (b)
en fonction de p, pour différentes valeurs de as otl a; = 5.

Réciproquement, sur I'intervalle p, € [0.5 + €, 1] avec € = 0, I, (s; ($1,$2))J

pn=0, ca<a est

supérieure aux deux autres informations multimodales. C’est-a-dire que, pour de fortes corrélations
positives, les deux modalités de qualités trés disparates sont plus informatives sur s.

Estimation. La figure 2.7b illustre les erreurs d’estimation multimodales dans les cas : as = ay
(c-),as<aq (-.-) et g € ag (—)

Nous constatons que Mp,p(s]xl,xg)Ja2<<al est inférieure & M, ,(s|z1,22)] ag—a; €0
M, ,(s|x1, azg)Ja2<a1 pour py, € [0.5 + €, 1] avec € — 0. C’est-a-dire que nous tirons le maximum

d’avantage de l'information sur le bruit qu’apporte xs pour as < a4, si les bruits sont fortement
et positivement corrélés.

Réciproquement dans lintervalle [—1, 0.5 + ¢] ou ¢ — 0, nous remarquons que
Mp,p(5|$1,$2)Ja2:al est en-dessous de M, ,(s|z1,22)]

az<aq et Mp,p(s‘ﬂfl,xz)Ja2<<al. Nous
ne pouvons pas conclure que les bruits sont mal compensés dans les autres cas comparé a

ag = a1, puisque la puissance du bruit est différente dans les trois scénarios. Ce qu’on peut
dire c’est que 'estimateur optimal §p(s\1‘1,x2)J

an—a; €St plus précis que Sp(8’$1,$2)J an<a; €
8p(s|@1,x2)]| agca, - Alnsi, nous avons tout intérét & avoir des modalités de mémes qualités.

Pour une forte corrélation positive des bruits, deux modalités de qualités trés disparates
apportent plus d’information sur s. Alors que pour d’autres valeurs de corrélation, on a

intérét a avoir des modalités de méme qualité.

2.3 Trois modalités

Dans cette section, nous considérons le cas de trois modalités. Nous examinons les mémes

problématiques que dans la section 2.2 : le nombre optimal des modalités, 'effet des liens
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(corrélations des bruits) et leffet de la qualité des mesures (rapports signal & bruit) sur 'interaction.
Afin de mettre I'accent sur U'effet des corrélations des bruits, le signal d’intérét est commun a
toutes les modalités. Par conséquent, les modalités sont dites fortement couplées.

Nous avons montré que dans le cas de deux modalités du modéle .7, ;, le maximum de bénéfice
de la multimodalité est assuré avec des bruits négativement corrélés. Ce résultat peut-il étre

étendu pour trois modalités 7

2.3.1 Modéle

Nous considérons le schéma de la figure 2.8, qui représente trois canaux linéaires de
communication ou encore trois systémes de mesures (modalités) d’une variable s fournissant des

mesures bruitées x1, T9 et x3.

T
6% 2
MQPE 77777 *"l
L,,,,,,,,,,,,,,,,,S,J
Mg*\/@ 77777 *"l
O T3

FIGURE 2.8 — Trois modalités avec un couplage fort vues comme des canaux de communication

Le modéle mathématique associé au schéma ci-dessus est :

T = /18 + ny
///2 Y T2 = \/02S+Mn2 (2.26)

r3 = /(38 + N3

ol s ~ p(s) est le signal d’intérét qui est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle
et de variance unitaire, i.e p(s) = N(0,1). Les bruits additifs, n1, ns et ns, des trois canaux
de communication sont des variables aléatoires gaussiennes de moyennes nulles et de variances
unitaires, i.e ~ N(0,1). a1, as et as sont, respectivement, les rapports signal a bruit des

modalités x1, x2 et x3. Sans perte de généralité, nous supposons que asg < as < aj.

Nous supposons que la source s est indépendante des bruits alors que les bruits sont corrélés.
_ E[nino] _ E[nins] _ E[nangs] . 1o
Nous notons par pis = EmZEmI]’ P13 = EfnZ]E[nd] et po3 = EpZERd]’ les coeflicients de corrélation
de na et ny, ng et ny et de n3 et ngy, respectivement. Ainsi, z1 ~ N (0,14 1), 22 ~ N (0,14 ag)
et 3 ~ N (0,1 + az).
Soient n = [n, n2,n3]’ et x = [x1, 22, 23]7. Nous notons par X et €2 les matrices de covariances

des bruits n et des modalités x, respectivement. Ainsi, selon les hypothéses précitées,
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1 p12 pi3 1+ o Vaiag + p12 Jaraz + p13
3= P12 1 pas|, Q=| . /aras + P12 14+ as Vasas + p23 | - (2.27)
p13 p23 1 Vaiaz +p13 Jaas + p23 1+ as

Liens entre les modalités :
e Lien entre les signaux d’intérét : Un couplage fort est considéré entre les signaux
d’intérét représenté par la variable s, qui est commune aux trois modalités.
e Lien entre les bruits : Le couplage que nous considérons entre les bruits est représenté
par les coefficients de corrélation, pio, entre ni et no, p13, entre ny et n3, et pa3, entre no

et ns.

Dans ce qui suit nous étudions les questions suivantes,

1. Sous quelles conditions, trois modalités assurent-elles plus d’information qu’une seule ou
deux modalités ?

2. Parmi les trois modalités, quelles sont les deux modalités qui assurent plus d’information ?

3. Quelles sont les corrélations des bruits qui favorisent l'interaction ?

2.3.2 Valeurs éligibles des corrélations

Les valeurs éligibles des corrélation, pi2, p13, et pos, sont telles que la matrice de covariance
de n = [ny,n2,n3]7, X, est semi-définie positive. Selon le critére de Sylvester [30], la matrice 3
est semi-définie positive si et seulement si les mineurs principaux sont non-négatifs. Les mineurs

principaux sont les déterminants des sous-matrices carrées en haut & gauche de X,

1
E_:EE p120 P13 Les déterminants de ces matrices
: | sont les mineurs principaux de 3

Par conséquent, 3 est semi-définie positive si et seulement si,

1 pi2 pi3
1 pi2
1>0 >0 et |X|=|p12 1 pag|>0. (2.28)
p12 1
p13 p23 1

Etant donné que |p12| < 1, la deuxiéme condition est vérifiée. Ainsi les valeurs éligibles des

corrélations sont déterminées par la troisiéme condition qui est :
=] =1 - pio — pl3 — P33 + 2p12p1apas > 0. (2.29)

Cette condition est symétrique en pi9, p13 et po3. Pour une étude générale qui s’applique aux
trois corrélations, nous considérons x, y et z tels que le triplet (x,y,z) représente toutes les

combinaisons possibles des trois corrélations pi2, p13 et pa3 :

(z,y,2) € {(p12, p13; P23), (P12, P23, P13) (P13, P125 P23)5 (P13, P23, P12)5 (P23, P125 P13) (P23, P13, P12) }-
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P13 P13 P13
1 1 1
*. l" ~N“/
\\ ’l {b
\\ {1)
\s N><Q x
‘S ‘\ J\
-~ ' o
—1 O, 1 pi2 —1/ % 10 11 ez —1 O 1 P12
\‘ 'Y
‘\\ k ,l
-1 -1 -1

(a) (b) (c)

FIGURE 2.9 — Les valeurs éligibles de p12 et p13 sont présentées par des surfaces colorées pour pa3
fixe : |p2s| =1 (a), |p23| <1 (b) et pag = 0 (c). Les régions bleues correspondent & pa3 > 0 alors
que les régions rouges (délimitées par des tirets) correspondent a pa3 < 0.

Ainsi, nous pouvons écrire la condition (2.29) comme suit :
14?4y + 22 —2zyz < 0. (2.30)

Les valeurs des corrélations qui vérifient (2.30) sont, par conséquent, a l'intérieur d’une forme

géométrique tridimensionnelle dont la surface extérieure est donnée par 1’équation :
1422+ y*+22—2zyz = 0. (2.31)

En fixant deux corrélations, y et z, les valeurs éligibles de la troisiéme corrélation, x, sont a

l'intérieur de l'intervalle :

vl = [yz— V=022, yz+ VT -1 - ). (232

Cet intervalle est la solution de I'inégalité de second degré (2.30) pour y et z fixes et x inconnu.

Représentation graphique en 2D. En général pour deux variables x et y, ’équation carté-

sienne d’une conique est donnée par :
A2z® + Bxy +Cy* + Do+ Ey+F =0, (2.33)

ou A, B,C, D, E et F sont des réels. Par analogie avec 'équation (2.31), A=1, B= -2z, C =1,
D=0, FE=0et F=2>—1. Par conséquent, en fixant un coefficient de corrélation ,z, les deux

autres corrélations, x et y, sont & l'intérieur d’une conique d’équation cartésienne :
14?4y + 22 —2zyz = 0. (2.34)

Le discriminant de cette conique est A = B? — 4AC = 4(z% — 1).
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FIGURE 2.10 — Valeurs admissibles des corrélations des bruits représentées comme une
superposition d’ellipses horizontales.

Si z = =£1, le discriminant est nul et x = + y (Figure 2.9a). Autrement, i.e |z] < 1, le
discriminant est strictement négatif, A < 0, et la conique est une ellipse d’équation canonique :

(z+y)?  (2-y)? _
2(1+ 2) +2(1—z) B

Le centre de cet ellipse est au point O de coordonnées (z = 0,y = 0). Les deux axes de l'ellipse

sont obtenus par une rotation des axes Ox et Oy d’'un angle 7 si z > 0, et d’un angle —7 si

z < 0. La longueur du grand demi-axe est a = /1 + |z| et la longueur du petit demi-axe est

b=+/1—|z| (Figure 2.9b).

b : petit demi-ax

€ centre
/

a : grand demi-axe

Enfin, si z = 0, les demi-axes de la conique sont égaux, a = b = 1, et la conique est un cercle

unitaire (Figure 2.9¢).

Les segments x = £ y de la figure 2.9a peuvent étre vus comme des ellipses dont le petit
demi-axe est nul, b = 0, alors que la longueur du grand demi-axe a est, a = v/2. Le cercle unitaire
est également une ellipse dont le petit demi-axe est égal au grand demi-axe, a = b. Par conséquent,
pour synthétiser, en fixant une corrélation les valeurs admissibles des deux autres sont toujours &
I'intérieur d’une ellipse. Les longueurs des demi-axes de cette ellipse sont fonction de la corrélation

fixe.

Représentation graphique en 3D. En variant la corrélation fixe, z = po3, de —1 a 1, les
contours de la représentation 3D des corrélations admissibles sont une succession d’ellipses

horizontales dont la direction et la longueur des axes dépendent de la valeur de z (figure 2.10) :
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Pour z € [—1, 0[, les demi-axes des ellipses sont obtenus en tournant les axes Oz et Oy, d’'un
angle —7. La longueur du petit-axe varie de 0 a 1 et la longueur du grand axe varie de V2al
(ellipses en tirets de la figure 2.10).

Pour z = 0 D'ellipse est un cercle représenté en pointillés sur la figure 2.10.

Pour z €]0, 1], les demi-axes des ellipses sont obtenus en tournant les axes Ox et Oy, d’un
angle de 7. La longueur du petit-axe varie de 1 & 0 et la longueur du grand axe varie de 1 a V2
(Ellipses en ligne pleine de la figure 2.10).

Puisque ces résultats valent pour les trois corrélations, ainsi selon chaque axe pi12, p13 et pa23

il y a une succession d’ellipses.

Les valeurs éligibles des corrélations des bruits sont telles que :

1= pfy — pl3 — s + 2p12p13p23 > 0 (2.35)

2.3.3 Calculs d’estimation et d'information

Estimation. Nous nous intéressons au probléme d’estimation de s en fonction des modalités.
Les estimateurs optimaux de s au sens de 'erreur quadratique moyenne a partir d’une seule ou de
deux modalités sont donnés en (2.2) et (2.4), respectivement, pour 4, j € {1,2,3}. En considérant

les trois modalités, ’estimateur optimal s’écrit :

k121 4 ko 2o + k3 x3
2| ’

(2.36)

§p(x17 .172, 1‘3) -

avec

k1 = (14a3)(Var—vazpia), +(Varas+pis) (Vazpas —v/as), +(Vaeas+p2s) (Vaspiz—v/aip2s),

ke = (14a3)(v/a2 —aipi2) + (vVosaz+pa3) (Vai piz —vas) — (Varaz+pi13) (Vazpiz —/aszpiz),
ks = (1+az2)(Vas—vai1p13) +(Vazas+pes) (Vaipiz —va2) + (Varaz + pi2) (Vazpis —/aspiz).

Q est la matrice de covariance de (x1, z2,x3) (2.27), ainsi son déterminant, noté ||, est égal a :

Q] = (1+a1)(1+ a)(1+a3)+2(Varae + pi2)(vVaras + p13)(Vazas + pa3) (2.37)
—(1+ a2)(varas + p13)* — (1 + as)(yVaraz + p12)* — (1 + o) (yazas + pa3)*.

L’erreur associée a 'estimateur multimodal 5, (z1, 2, x3) est le rapport des déterminants des
matrices X et €2 :

by
M, p(sl21, 2, 23) = =l (2.38)

itk

ol ¥ est la matrice de covariance des bruits (2.27), dont le déterminant est :

2] = 1— p¥y — pis — pog + 2p12p13p23 (2.39)
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‘ Démonstration. Voir section A.5 de 'annexe A. O

Information. Les informations communiquées par une et deux modalités sur s sont fournies
par les équations (2.6) et (2.7), respectivement, pour ¢, € {1,2,3}. Tandis que, I'information
communiquée conjointement par les trois modalités est donnée par I'information mutuelle conjointe

entre s et (x1,x2,x3) :

1 Q 1
Ly p(s; (21,22, 23)) = 5 log (:ED = 5 log (Mp7p(s|:1:1,;1:2,x3)’1>. (2.40)
‘ Démonstration. Voir section B.5 de 'annexe B. O

2.3.4 Une ou trois modalités?

D’aprés 'hypothése a; > a9 > as, la modalité x1 donne une mesure plus précise sur s que xa
qui, & son tour, est plus précise que x3. D’un point de vue information mutuelle, ceci se traduit
par : I ,(s;x1) > Ip p(s;22) > I p(s; x3). Alnsi, si 'on veut choisir une modalité parmi les trois
pour estimer s, il s’agira de x;.

Maintenant, pour déterminer si les trois modalités apportent plus d’information sur s que x1
seule, nous comparons les informations fournies sur s par les trois modalités, I, (s; (21, x2, :Ug)),
et I'information que z1 seule apporte sur s, I, ,(s;21). L’information communiquée sur s par les

trois modalités peut étre décomposée, selon la relation (1.25), comme suit :

I, (s; (ml,:ng,xg)) = Iy (s; (xl,xg)) + I, p(s; x3|x1, 22) (2.41)
= Ip,p(‘s%f’?l) + Ip,p(SQ wa|T1) + Ip,p(s;x3|x1, T2) (2.42)

L’équation (2.42) indique que 'information communiquée par les trois modalités sur s est égale a
la somme des informations sur s présentes dans z1 (Ipp(s;21)), dans o conditionnellement &
(Ipp(s;xa|z1)) et dans x3 indépendamment du couple (z1,z2) (Ip,(s; x3|x1, 22)).

Etant donné que I, ,(s; x2|x1) et I, ,(s; x3]21, 22) sont non négatives alors I, p(s; (x1, x2, x3)) >
I, »(s;z1). Ainsi, les trois modalités présentent autant ou plus d’information sur s que z, avec
égalité si et seulement si I, ,(s; z2]21) = 0 et I p(s; x3|x1, 22) = 0. Puisque Ip p(s; x2|z1) =0, la
derniére équation équivaut I, ,(s; z3|z1) = 0, comme nous le montrons ci-dessous :

Démonstration. Etant donné que I,,(s;z3lxi,z2) = 0 et I,,(s;x2|lz;) = 0, alors

p(s, x3|z1, 22) = p(s|z1, 22) p(xs|z1, 22) et p(s;x2|x1) = p(s|z1) p(ze|z1) (paragraphe 1.1.4).

Ainsi :

p(s,x3lr1) = [ p(s,xs]e, x2) p(w2|r1) das,

p(s, wa|z1) p(as|z, x2) dos,

/
— /p(s]xl,azg)p(a:3|x1,x2)p(x2|$1) dxs,
/

= P(S|~"31)/p(ﬂfzfivl)l)($3|$1,$2)dl‘2,
= p(slz1) p(zs|21).
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Par conséquent, I, ,(s; x3|xz1) = 0. 0

La modalité z; suffit, alors, a estimer s si et seulement si zo (resp. x3), 1 et s forment dans ce

sens une chaine de Markov (paragraphe 1.1.4) :

Z2 X1 S

/

3

Nous disons dans ce cas que x2 et z3 sont redondantes par rapport a xj sur s.

Dans le cadre du modéle ,/l,f , T2 et x3 sont redondantes & x1 sur s si et seulement si pjo = \/\/%
et p13 = \/Z% Ces valeurs de corrélation sont les solutions des égalités : I, ,(s; z2|x1) = 0 et

I, p(s;z3]x1) = 0 (paragraphe 2.2.3).
Pour pia = % et p13 = %, les facteurs de x5 et x3 de I'estimateur optimal §,(x1, z2, z3)
(2.36) sont nuls, d.e ko = 0 et k3 = 0. Ainsi, §,(x1,22,23) = 5p(x1) et M, ,(s|z1,22,23) =
Dans ce cas de figure, U'intervalle I, des valeurs éligibles de pa3 est donné par (2.32) en posant

T=pry == Ve et 2= piy = Y2

vz = /lon — ) —ag) vamas + Ve el —ag)|

p23 € le =
a1 aq
Cet intervalle se réduit en un point, py3 = ¥ Z‘Z%, si g = o1 ou si g = . Et il se répartit sur

[—1,1] si ag € o et a3 < a;.

Ja

Jar

Ipp (33 (331:51527533)) = Ipp(s;21) & p12 = et p13 = (2.44)

. . » . A/
Information. Nous considérons le cas de redondance entre x3 et x1 sur s, i.e pj3 = Y—. La

VeTY

figure 2.11a illustre, en fonction de la corrélation pi2, I'information multimodale 7, , (s; (1,9, :cg))

pour différentes valeurs de pa3 : pog = —0.7 (-...), pa3 =0 (—) et pa3 = 0.7 (--.) et I, ,(s;21)

)

Nous constatons que, pour chaque valeur de po3, I (5; (21, x2, 1‘3)) est représentée seulement
sur une partie de l'intervalle [—1, 1]. Cette partie correspond aux valeurs éligibles de p12 pour pos
et p13 fixées (2.32).

Pour p12 = %, Ipm(s; (a:l,xg,xg))Jp%:O = Ip,p(s; (1, x9, $3))Jp23=0.7 = Ipp(s;z1). Cest-a-

dire que pour cette valeur de pia9, puisque p13 = \/Q%”, les trois modalités communiquent autant
d’information que x1 seule. Ainsi elles sont redondantes en information sur s par rapport a xj.

Toutefois, Ip,p(s; (xl,xg,acg))J > I, p(s;x1). Clest-a-dire que, pour psg = —0.7, les

p23=—0.7
trois modalités sont toujours plus informatives que x1 seule. C’est parce que p1a ne peut pas étre

égale a % (pas éligible) car peg = —0.7 ne fait pas partie de l'intervalle (2.43). Nous pouvons
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4

/’p23 =0.7

AT pa3 = —0.7
,/";/ \l/ I
-, ' I
/ | I
/ | |
’ ! |
! I
i :
-0.5 0 0.5 \/\/ZE 1
P12 !
(a) (b)

FIGURE 2.11 — Variations de I, ,(s; (z1, 22, 23)) (a)

e
pour différentes valeurs de pog, ol p13 = Y=

t My, (s|z1, 22, 23) (b) en fonction de pio
\/\/Zziva1:6,a2=3eta3:1,

alors conclure que, les trois modalités sont conjointement strictement plus informatives que la

seule modalité x; pour toutes valeurs de pa3 en dehors de l'intervalle I..

Estimation.
figure 2.11a.

Les mémes remarques valent en termes des erreurs d’estimation qu’illustre la

Puisque pag = 0 et pa3 = 0.7 appartiennent a U'intervalle (2.43), la valeur pjo = % est éligible.

Ainsi, les erreurs d’estimation multimodales M, ,(s|21, 22, 23) | et My, ,(s|z1, 22, 23) |

p23=0 p23=0.7

sont tangentes a My, ,(s|z1) au point pa3 = \/Lg%
Réciproquement, pour pss = —0.7, Mpyp(8|$1,$2,I3)Jp23:0.7 > M, ,(s|z1) car la valeur
P12 = \/\/% n’est pas éligible. C’est-a-dire que conjointement les trois modalités sont strictement

plus précises que la seule modalité x;.

Si pos € I, (2.43) = Ipyp(s; (1, x9, Ig)) > I p(s;21).

2.3.5 Deux modalités parmi trois

Nous supposons toujours que nous disposons de trois modalités. En revanche, c’est seulement
deux modalités que nous voudrions choisir afin d’estimer s. Lesquelles faut-il choisir 7 En termes
d’information mutuelle, cela revient & comparer les informations communiquées conjointement
par les trois couples, (r1,z2), (x1,x3) et (x2,x3), sur s. A premiére vue, le choix évident est le

couple (x1,x2) qui posséde les rapports signal a bruit les plus élevés. Mais est-ce vraiment le cas?
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2.3.5.1 Mémes liens

Les mesures d’information et d’estimation dans le cas du modéle ., ; dépendent des corrélations
des bruits et des rapports signal & bruit. Afin de mettre 'accent sur les rapports signal & bruit,
nous supposons dans un premier temps que toutes les modalités sont similairement liées, i.e
P12 = P13 = P23 = P-

Dans le cas ot tous les bruits sont indépendants entre eux, i.e p = 0, 'information communi-
quée sur s par un couple (z;,x;) est fonction seulement des rapports signal & bruit :

1 .
I p(s; (zi,25)) = 5 log(1+a; +0aj), i4,5€{1,2,3}. (2.45)

Alinsi, Ipm(s; (331,3:2)) > Ipp (s; (931,3:3)) > Ipp (s; (:Ug,xg)) selon I’hypothése a; > as > as.
Toutefois, pour des bruits corrélés, i.e p # 0, ce classement peut varier selon que cette
corrélation induit ou non de la redondance. Dans le paragraphe 2.2.4, nous avons vu que
certaines corrélations positives des bruits induisent de la redondance entre deux modalités.
Cet intervalle de redondance (2.18), que nous avons noté I,..q, s’étale sur toutes les valeurs
positives de corrélation, i.e I,.q = [0, 1], dans le cas de deux modalités avec des rapports
signal a bruit égaux. Lorsque les rapports signal & bruit deviennent plus disparates I,.4 se ré-

trécit, car I'information sur le bruit qu’offre la modalité de faible qualité permet de réduire le bruit.

Pour i,j,k € {1,2,3}, en comparant I,y (s; (x;,2;)) et Ip(s;(x;,2x)) nous trouvons

que, si a < «;, (xj,x) communique plus d’information sur s que (z;, ;) si et seulement si

p E [%, 1]. Cette condition ne peut étre remplie que si % < 1, puisque la valeur

absolue du coefficient de corrélation est toujours inférieure a 1.

Si oy < «, alors
Vi + \/ay
]. o — = =]
N (p = p12 = p13 = p23)
(2.46)

. J

Iy (83 (20,75)) < Ipp(s; (5,25)) < p € [

La figure 2.12a représente, en fonction de p, les informations qu’apporte chaque couple de
modalités sur s : I, (s; (21, 22)) (—), Lpp(s; (@1,23)) (-.-.) et Lpp(s; (2, 23)) (---). La figure
2.12b représente, les erreurs d’estimation multimodales : M, ,(s|z1, z2) (—), My p(s|x1, z3)
(c-) et Myp(sla,z3) ().

e (x1,z2)ou (x1,23):

Nous commengons cette étude en comparant les informations fournies sur s par (z,z2), i.e
I, (S; (z1, :L'Q)) et (x1,x3), i.e Ip,p(s; (x1, 1’3)) La modalité z1 étant commune aux deux couples,
selon la relation (1.25), cette comparaison est équivalente & comparer les informations additionnelles

qu’apportent zo conditionnellement & zq sur s, I, ,(s; x2|z1), et x3 conditionnellement & z; sur s,

Ipp(s;23]71),

Ip,p(*S? (3317332)) - Ip,p("s; (5517333)) = Dpp(simr) + Lpp(s;malwr) — (Ipp(s; 1) + Ipp(s; 23]71))
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3 w 0.25 =
—1I,,(s, (z1,22)) ks M, plstey, 22) < My,p (slas, 23)
i =T (s, (21,23)) My p (slw1, 22) < My p(slza, 25)
251 - Ly(s, (m,ms)l 02 At
\ 4 el A
“ // ’/’/ : ‘\‘é \
2% 0.15 o ¥
A VA AN
LY ! s AW
™ y ’ 1\,
1.5 \\\ Ip,p(s; (wl,a:z)) <Ipp (5; (I1,w3))"' 0.1 /// .“
AN 7 74 : iy
\\:\~\ (21, 22)) < Ipp(s; (z2,23) /:I, /// \“‘
1 N :\~\_~ s\ 0.05 ///' —Mpyp(s|(x1,x2)) |‘l7
B — = < =M,y (sl(anzs)) 11
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-1 -0.5 0 0.5: : 1 -1 -0.5 0 0.5: : 1
P Vertyos Jaityas P NN N Ty
2 /a1 2 /as 2 /a1 2/az
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FIGURE 2.12 — Variations des informations mutuelles (a) et des erreurs quadratiques moyennes
(b), dans le cas de bruits similairement liés, en fonction de p = p12 = p13 = pag pour a; = 4,

a;=2et a3 =0.5

= lpp(sizafer) = I p(s;wsler)

(2.47)
Information. Sur la figure 2.12a, nous remarquons que pour p € { -1, %},
Ipm(s; (21, 582)) > Ipp(s; (z1, :L’g)) car, puisque as > «ag, 9 apporte une information plus fiable
sur s que x3, Ipp(s;23) < Ip p(s; 2).

Réciproquement, sur 'intervalle [M

5 /ar ,1] Ipp(s; (a:l,azg)) < Ip7p(s; (16'1,.%'3)). Parce que
pour de fortes corrélations des bruits, alors que I'information qu’apporte 2 induit de la redondance,
I'information qu’apporte x3 sur le bruit est bien exploitée pour réduire le bruit.

Estimation.

Nous constatons sur la figure 2.12b que M, ,(s|z1,z2) < My, ,(s|z1,23) pour
e [ yar/m

P ' T2 ar

§p($1,$3).

]. C’est-a-dire que l'estimateur §p(z1,x2) est plus précis que I'estimateur
Réciproquement, pour p € {%,1 , U'estimateur $§,(z1,22) est moins précis que
I'estimateur §p,(z1,x3) et My, p(s|z1, x2) > M, ,(s]21, 23).

e (x1,x2)ou (x2,x3):

A présent c’est xo qui est commune aux deux couples. Par conséquent, Nous comparons 'in-

formation qu’apporte x; sur s conditionnellement & x, I, ,(s; x1|z2), et 'information qu’apporte
x3 sur s conditionnellement & xa, I ,(s; x3]|2)

Ly (55 (1, 1”2)) —ILpp (5§ (2, 1“3)) = Ip,p(‘S% r1|To) — Ip,p(3¥ w3|72)

Cette comparaison est assez similaire au cas précédent.

(2.48)
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Information. Sur la figure 2.12a, nous constatons que I, (s; (:L’l,xQ)) <Ipp (s; (:Ug,ajg)) sur
I'intervalle p € [%, 1}. Cette condition n’est vérifiée que si /a3 < 2./as — /a7. En effet,
la qualité de z3 doit étre assez faible pour que I'information qu’elle apporte sur le bruit soit assez
précise et assurer plus d’information sur s avec xo. Cette information est bien exploitée pour de

fortes corrélation des bruits.

Estimation. Nous constatons sur la figure 2.12b que I'estimateur .§p(x1, x2) est plus précis que
I'estimateur §p,(z1,x3) sur 'intervalle p € [— 1, M} .

2/
Réciproquement, pour p € {%,1], I'estimateur $,(x1,22) est moins précis que

I'estimateur §,(x2,x3).
e (x1,z3)ou (x2,x3):

Notre choix de couple est déterminé par les informations additionnelles qu’apportent z1 ou xo

sur s conditionnellement & x3, puisque x3 est commune aux deux couples :
Lop (s (21,23)) = Ipp(s; (22, 23)) = Ipp(s; w1]za) — Ipp(s;asl2) >0 (2.49)

Information. Nous constatons que I (5; (z1, xg)) > Ipp (s; (z2, xg)) pour toutes les valeurs
de corrélation. C’est-a-dire que le couple (21, x3) communique toujours plus d’information que
(z2,x3) sur s. Parce que, selon 'hypothése a; > ap > a3, la condition p € {— 1, %} n’est

jamais remplie.

Estimation. Sur la 2.12b, Vp € [—1,1], M, p(s|z1,2z3) < M, p(s|xe, z3). Clest-a-dire que
I'estimateur §,(z1,x2) est toujours plus précis que l'estimateur $,(xi,x3), car z; apporte

I'information la plus fiable sur le signal s et x3 en apporte sur le bruit.
e Synthése :

Finalement, pour |p| = 1 les trois couples sont équivalents car ils apportent toute I'information

sur s

I, (s; (arl,:cg))J pl=1 = Ipyp(s; (a:l,a:g))J pl=1 = Ipvp(s; ([L‘Q,.’L’g))J pl=1 = 400 (2.50)

Pour p < 0, la corrélation des bruits favorise 'interaction des modalités quelle que soit la
qualité des modalités. Puisque, 1 et o ont les rapports signal & bruit les plus élevés, ils sont
conjointement plus informatifs sur s que (z1,x3) et (x2,x3).

Réciproquement, les corrélations positives introduisent de la redondance entre les modalités.
Dans ce cas, une modalité de faible qualité est plus intéressante car elle fournit moins
d’information sur le signal d’intérét, et ainsi elle introduit moins de redondance. Elle fournit, en
revanche, plus d’information sur le bruit qui permet une meilleure compensation du bruit pour

Vaztyas

de fortes valeurs de p. Effectivement, sur I'intervalle { 3var , 1 {, le couple (x1,x3) présente
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plus d’information sur s que (x1,x2) et (z2,z3).

Parmi trois modalités avec des bruits similairement corrélés, le couple de deux modalités
avec les rapports signal & bruit les plus élevés ne communique pas toujours le maximum

d’information.

2.3.5.2 Liens différents

Nous avons vu précédemment que, pour des bruits similairement liés, bien que le couple
(21, x2) comprenne les modalités de meilleures qualités, il communique moins d’information que
les couples (z1,x3) et (x2,x3) pour certaines corrélations positives. Nous considérons maintenant

le cas général ot les liens entre les modalités sont quelconques.
Pour 4,5,k € {1,2,3}, en comparant I, ,(s; (x;,2;)) et Ip,(s; (25, zx)) nous trouvons que

(x;, ;) apporte moins d’information sur s que (z;,zx) si et seulement si :

e [ Vaiaj(1—ph) =6 Vaiaj(1—ph) +96 (2.51)
P9 (Var — vagen)? +a;(L— p%) (Var — yagon)? + ag(1— p2) |’ '

ot § = (var — o)\ (Vak — yapm)® + (g — ai)(1 = p2) € R.
o (x1,x2)ou (x1,x3) :

Nous comparons tout d’abord, les couples (x1,x2) et (x1,x3). Dans le cas p12 = p13 = p,
(1, x3) assure plus d’information que (x1, z2) pour de fortes corrélations des bruits qui permettent
la meilleure exploitation de I'information sur le bruit fournie par x3. Cependant pour pio # p13, &
partir de (2.51), nous obtenons que (1, z3) est plus informatif sur s que (21, 2), Ipp(s; (21, 22)) <

Ipp(s; (1, 3)) si et seulement si :

ST~ ) = 6 Varoa(l = py) + 9 (252
Vas — aipz)? + ar(1 - ply) (az — aipiz)? +ar(1— pls) | |

P2 € [(

ou 0 = (J/ag — \/061,013)\/(\/06 — JVaip1s)? + (a1 — az)(1 — p2,). L'intervalle (2.52) dépend de

la valeur de p13.

Q.

La figure 2.13 illustre la variation de cet intervalle selon le paramétre pi3. Si p13 = \/%,

I'intervalle (2.52) est réduit en un point qui correspond & pi3 = \/LZ—? La longueur de l'intervalle
augmente en s’éloignant de p13 = \/% et s’étale sur [—1, 1] pour |p13]| = 1.
Information. La figure 2.14 illustre I, (s; (21, 22)) (.....) et Ipp(s; (#1,23)) pour différentes

valeurs de p13 : p13 = —0.7 (-.-.), p13 = Va5 (—) et p13=0.7 (--.).

Vai
Pour p13 = fvgi’, x3 n’apporte aucune information supplémentaire sur s comparé a x1. Ainsi,
Ipp(s; (z1,23)) = Ipp(s;21). Ipp(s; 1) est la valeur minimale de I, (s; (21, 22)) qui n'est atteinte

que quand xy est totalement redondante sur s comparé a z1. C'est le cas si p1o = \/LZ—? Nous
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FIGURE 2.13 — Les valeurs de p1o telles que FIGURE 2.14 - I, (3; (21, mg)) (en pointillés) et

Ipp(s; (x1,22)) < Ipp(s; (w1,23)), selon les Ipp(s; (z1,23)) (en droites horizontales) pour
valeurs de pi3. différentes valeurs de pi3, en fonction de pis.
constatons que, effectivement Ipvp(s; (331,.772)) est tangente & I, (s; (:1:1,333)) en pig = ‘/\/% pour
a3
P13 = \/a'
Nous remarquons que pour pi3 = 0.7 et p13 = —0.7, Ip,p(s; (21, l’g)) est supérieure a

Ip,p(s; (xl,xg)) pour certaines valeurs de pis. Parce que, pour pi3 # \/%, les modalités xq

et x3 deviennent moins redondantes et révélent de l'information sur s qui peut surpasser
Ip’p(s; (ml,xg)). Cette information est plus importante pour les corrélations négatives qui

favorisent le plus I'interaction des modalités.
e (x1,x2) ou (x2,x3)

Considérons maintenant, les couples de modalités (z1,z2) et (x2,x3). Le couple (x2,x3)

présente plus d'information que (z1,22), i.e Ip, (3; (21, 1:2)) <L, (3; (x2, mg)), si:

Vaiaz(l — p3s) — 4 vaiaa(l — pos) +9 ] (2.53)
Vas = azps)? + as(l = p35) (Vag — Jazpas)? + az(l = p33) | .

ou d = (y/az — 1/0&2p23)\/(1/a3 — /a2p23)? + (a2 — a1)(1 — p35). Cependant, § est réel si et

seulement si :

) /oo — \/(al —a3)(ag — ag)

p23 € [— )
a1

P12 € [(

a1

y [\/er V(ea —ag)(a; —a2)’1] . (2.54)

Ce qui signifie que (22, z3) ne peut assurer plus d’information que (x1, z2), que pour des corrélations

trés fortes des bruits. La figure 2.15, présente la variation de 'intervalle (2.53) selon les valeurs

de pa3.

Information. Sur la figure 2.16, nous montrons I, (s; (21, 22)) (.....) en fonction de p1o. En

outre, Ip, (3; (1‘2,1‘3)) est illustrée, pour différentes valeurs de pog : pas = —0.7 (-.-.), p2g = \/L%

(—) et pag = 0.7 (- -.).
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FIGURE 2.15 — Les valeurs de pia telles que FIGURE 2.16 — I, (s; (x1,22)) (en pointillés) et
Ipp(s; (x1,22)) < Ipp(s; (w2,23)), selon les Ipp(s; (z2,23)) (en droites horizontales) pour
valeurs de pa3. différentes valeurs de po3, en fonction de pis.

Si pog = %, x3 est totalement redondante & x9 sur s. Le couple (z2,x3) est alors équivalent
a xa, Ipy (s; (1'2,1'3)) = Ip p(s;x2). Toutefois, 'information que présente xp sur s est toujours
strictement inférieure a l'information que présente le couple (z1,z3), ainsi Ip,p(s; (1:1,:102)) >
Ipp(s; (w2, 333))Jp23:%.

Si pas = 0.7, méme si les bruits sont fortement corrélés et les modalités sont moins redon-
dantes, l'information que (z2,23) communique sur s est légérement supérieure a I ,(s; x2). Ainsi,
Im,(s; ($1,£L‘2)) > Ipp (s; ($2,$3))Jp23:0'7.

Réciproquement, pour pos = —0.7, (z2,z3) devient plus informatif sur s et surpasse
Ipvp(s; (x1, xQ)) pour certaines valeurs de pio.

Par conséquent, méme si le couple (z2,x3) est le couple de trés faible rapport signal & bruit,
il peut assurer plus d’information que (z1,z2) pour des corrélations trés fortes des bruits surtout

pour les corrélations négatives.
e (x1,x3) ou (x2,x3)

Finalement, nous comparons les couples (z1,z3) ou (x2,x3). A partir de (2.51) nous obtenons

que (x2,x3) présente plus d’information que (1, z3) si:

Vaiaz(l — p33) =6 Vaiaz(l — p33) +6 ] (2.55)
Va2 = \fazps)? + az(1l — p33)  (Vas — y/azpa)? +az(l — p33) ] '

P13 € [(

ou § = (ag — ,/agpgg)\/(,/a — Vazpa3)? + (a3 — a1)(1 — p3;) € R. Similairement au cas
précédent, (z2,z3) peut communiquer plus d’information sur s que (z1, z3) uniquement pour de

fortes corrélations des bruits, notamment si

| Vo5 — /{az —az)(on - a2>] ! [m+ Va2 —az)(on —a2) |

P23 € [— )
Qaq Qaq

] . (2.56)
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FIGURE 2.17 — Les valeurs de pia telles que FIGURE 2.18 — I, ,(s; (1, 22)) (en pointillés) et
Ipp(s; (x1,22)) < Ipp(s; (w2,23)), selon les Ipp(s; (z2,23)) (en droites horizontales) pour
valeurs de pa3. différentes valeurs de po3, en fonction de pis.

La figure 2.17, présente la variation de l'intervalle (2.55) selon les valeurs de pa3. Nous constatons
que le couple (x2,x3) est susceptible de communiquer plus d’information sur s, quand les bruits

sont négativement corrélés.

Information. Sur la figure 2.18, nous montrons I, , (s; (21, LL‘3)) (.....) en fonction de pi3. En

_ Vo3

outre, I, (s; (:Bg,ajg)) est illustrée, pour différentes valeurs de pag : pag = —0.7 (-.-.), pag = NG

(—) et pa3 = 0.7 (--.).

Nous tirons les mémes conclusions que précédemment. Nous remarquons que,
Ip’p(s; (xg,xg)) < Ipvp(s; (a;l,azg)) pour po3 = % et po3 = 0.7. En fait, pour ces va-
leurs de corrélation, le couple (z2,z3) est moins informatif que la modalité z; seule. Au contraire,
pour une corrélation négative (peg = —0.7), la paire de modalités (x2,x3) peut apporter plus

d’information que (x1,x3), pour certaines valeurs de pi3.

Choisir deux modalités parmi trois est simple tant que les bruits sont indépendants ou
similairement corrélés. Cependant, si les bruits sont arbitrairement corrélés, les conditions du
choix optimal dépendent de plusieurs paramétres, a savoir les rapports signal a bruit et les
corrélations des bruits, ce qui rend la tache plus difficile. Cependant, ce qui est certain, c’est que

nous devons privilégier les modalités avec des bruits négativement corrélés.

2.3.6 Deux ou trois modalités ?

Dans ce paragraphe nous examinons les conditions pour lesquelles deux modalités suffisent
a tirer le maximum de profit de la multimodalité. Nous proposons de déterminer les cas ou
une troisieme modalité x; est totalement redondante aux deux autres modalités x; et z;,
i,j,k € {1,2,3}. A cette fin, nous comparons l'information conjointe qu’apportent les trois

modalités, I, , (s; (1,2, :L‘3)), et I'information communiquée par les deux modalités x; et x;,
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Ipp (S; (xiv xj))

Nous pouvons décomposer Ip,p(s; (:cl,xg,azg)) par la régle de la chaine en la somme de
I'information conjointe que présentent deux modalités sur s, Ip ,(s; (xi, x;)), et I'information que

présente la troisiéme modalité conditionnellement aux deux autres sur s, I, ,(s; xg|2s, ;)

Ip,p(SS (71, 22, 373)) = Ip,p(SS (4, 33])) + Ip,p(3§ rg |, xj) (2.57)

Si Ipp(s; x|z, x;) = 0, alors x, n’apporte pas de nouveauté sur s comparé a (x;,z;). Nous

disons dans ce cas que x; est redondante sur s par rapport au couple (z;, z;). C’est-a-dire que
q p 1YY p y Lj q

le triplet (21,9, 23) est aussi précis a ’estimation de s que le couple (z;,z;). Ainsi, x; et z;

p y L2, p q p y Lj ) 7

conjointement suffisent a estimer s.

Nous supposons que les deux modalités x; et x; sont conjointement plus informatives sur s
qu’une seule modalité, I, (s; (xi,:cj)) > Ipp(s;a;) et Ipm(s; (xi,xj)) > Ipp(s;x;). Clest-a-dire

o R 3
Y= o < oy. Dans le cadre du modéle ., , en

que x; n’est pas redondante & x; sur s, i.e pj; # Y=

résolvant ’égalité I, (s; (1,22, xg)) =1, (3; (s, xj)), nous obtenons que la prise en compte de

xy est inutile si p;, et pji sont liés comme suit :

(JaGpi — V@) | (=)

Pik = kT . (2.58)
! (Vo5 — /@ipij) PiK (/a5 — V/aipij)
Dans ce cas, les valeurs admissibles de p;; sont dans l'intervalle :
Vaiar(L = ph) = (Vaipi; = [/ (Vaipy — ag) + (i — ar)(1 = o) .
Pik € ) .

(Vaipij — /) + ai(1 = pf))

\/T( pz]) (\/OT’LPU \/@)\/(\/C)T’plj — \/OT])Q + (ai _ Oék)(]_ _ ngj)
(Vaipij — @5)? + ai(1 = p3))

D’aprés (2.58), pji est une fonction affine de p;r, pjr = ¢ pir, + d, dont le coeflicient directeur,

i — A Vag(1—p2,
c = ﬁ%’ et le coefficient a 'origine, d = %, dépendent de p;;. Le coefficient
J Py J 1Pij

directeur est négatif pour p;; > \/‘/ZZ: Réciproquement, ¢ > 0 pour p;; < \/\/g Le coefficient a

l'origine est nul pour p;; = £1.

Si pij = %1, alors (2.58) se réduit a p;r = £pi et (2.59) devient p;;, € [—1,1]. La relation
pjk = %p;, représente les valeurs éligibles de pji et p;r pour p;; = £1. Par conséquent, xj est
redondantes & (x;,x;) pour toutes les valeurs admissibles de pjj, et p;, si p;; = £1. Parce que, le

couple (z;, z;) communique toute I'information sur s, Ip,p(s; (x4, 1‘3)) = +o0.

NeT

Sip1o = e la modalité o est redondante sur s par rapport & x1, Imo(s; (21, 1:2)) = I, ,(s;21).

Par conséquent, la modalité x3g est bénéfique tant que p13 # \/LZ—? C’est-a-dire, tant que xg n’est
pas aussi redondante sur s par rapport a xy.
Pour ¢ = 1,7 = 2 et k = 3, nous représentons sur la figure 2.19 les droites (2.58) pour

différentes valeurs de pis.
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FIGURE 2.19 — Les conditions de redondance de 3 & (x1,x2), pour différentes valeurs de p1s.

2.3.7 Effet des corrélations des bruits

Les liens entre les modalités peuvent susciter l'interaction entre les données comme ils
peuvent introduire de la redondance. En vue de bien profiter de la multimodalité, quels liens
doivent exister entre les modalités? Autrement dit, quelles sont les corrélations des bruit qui
assurent le maximum d’information? Pour y répondre, similairement au modéle ///,j , nous
comparons deux modéles : le modéle avec des bruits corrélés, ///2, et le modéle avec des bruits
non corrélés et ainsi indépendants selon 'hypothése de gaussianité, ., ,j o Dans le cas de deux
modalités, la redondance est possible pour des corrélations positives des bruits, notamment pour

pij € ]0, i—ﬁ_’;ﬂ [ Comment peut-on généraliser ce résultat dans le cas de trois modalités?

L’information qu’apportent les modalités sur s dans le cadre du modéle ///,jo est obtenue a

partir de (2.40) en mettons toutes les corrélations a zéro. Ainsi :

1
Ipp(s; (21, 22, x3))Jp12=p13=p23=0 =3 log (1 + a1 +az + as). (2.60)

De méme, I'estimateur optimal en fonction des trois modalités du modéle ///[:’0 est obtenu a

partir de (2.36) pour pij2 = pi1g = p23 =0 :

A Ol X1+ /2 To + /O3 T3

Spl@n, @0, 23)] )0 = T . (2.61)
o]+ a4+ as

L’erreur d’estimation multimodale engendrée par le modele ///,jo, est :

1
p2=p13=p23=0 1 4+ oy + ag + a3’

M,,p(s|z1, 22, 23) | (2.62)

Lorsque les modalités du modéle .///;:0 communiquent plus d’information que les modalités du
modéle ///,j , nous concluons que la corrélation des bruits introduit de la redondance entre les mo-
dalités. Autrement, si I, (s; (1,29, :L'3)) > Iy (s; (1,29, IEg))J alors la corrélation

p12=p13=p23=0
des bruits favorise I'interaction ce qui permet de révéler plus d’information sur s.
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P23

FI1GURE 2.20 — Valeurs de p13 et p23 qui peuvent introduire de la redondance, ot a1 = 6, g = 3
et ag = 1.

A partir de (2.60) et (2.40), mnous trouvons que I,,(s;(z1,22,23)) <

Im,(s; (:L'l,azg,xg))Jp12:p13_p23:0 si et seulement si :

¢ [plontont s = V) + (VT — VT5pa) - VA
P12 P 7
p13((a1 + az + ag)pas — /anap) + ai(y/az — Jazpss) + \/Z}
a1 + g

(2.63)

ot A = ((Vazps — /a2)? — (1= pis) (a1 + a3)) ((Vaspis — v/ar)® — (1 - pis) (a2 +asg)). Meéme si

cette condition est donnée pour pio, elle dépend des autres corrélations pi3 et pa3. Cette condition

est valable pour A > 0, c’est-a-dire si :

el-1, Vazaz—/(a1+az)(a1+as) Voasaz+/(a1+az)(a1+as) 1
P23 a1taz+as artaz+as ’
, (2.64)
1, Vvataz—/(a1+az)(az+as) Voataz+y/(a1+az)(aztas) 1
P13 € altaz+as a1taztas ’
ou si
c Vazaz—y/(a1+az)(a1+as) \/a2a ++/(a14az)(a1+az)
P23 ajtagt+as altaztas
, (2.65)

vortaz—y/(a1+az)(az+as) \/Oqa +v/ (a1+a2)(az+as ]

P13 € [ ajtagstas altaztas

Les valeurs de p13 et pa3 telles que A > 0 sont représentées sur la figure 2.20 en surfaces
hachurées et en pointillés. Cependant, les valeurs de U'intervalle (2.64), présentées par des surfaces
hachurées sur la figure 2.20, ne vérifient pas la condition d’éligibilité des corrélations (2.29). Par
conséquent, seules les valeurs de p13 et pog de lintervalle (2.65), présentées en pointillés, peuvent

introduire de la redondance.
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FIGURE 2.21 — Les carrés délimitent les valeurs de p13 et po3 qui peuvent introduire de la
redondance entre les modalités, pour différentes valeurs des rapports signal a bruit :
azg =02 =01, a3 <KL g < a1 et ag =as K o1.

Les carrés de la figure 2.21 délimitent les valeurs de pi3 et pa3 qui peuvent introduire de la
redondance entre les modalités, c’est-a-dire les valeurs des conditions (2.65), pour différentes va-

leurs des rapports signal & bruit : g = ag = a1 (—), a3 K ag < a1 (-.-.) et az = ag K ag (- --).
® (] = g = (3

Similairement au cas de deux modalités, toutes les corrélations positives du bruit engendrent
de la redondance entre les modalités. Mais pas uniquement, certaines corrélations négatives
rendent les modalités partiellement redondantes. Les valeurs de pos et p13 qui peuvent introduire

de la redondance entre les modalités sont obtenues & partir de (2.65) :

2 9
pos € [?, 1] ot pi3 € [?, 1] (2.66)

o 3K azx <oy

Si une des trois modalités a un rapport signal & bruit négligeable par rapport aux deux autres
modalités, alors la redondance a lieu pour les faibles valeurs de corrélation. Parce que pour de
fortes corrélations l'information que z3 apporte sur le bruit est exploitée. Si ag — 0, alors les

conditions (2.65) deviennent :

*\/(a1+042)041 \/(a1+a2)a1
P23 € [ al+og ’ ay+o

, (2.67)

—/(a1t+az)as +/(ar+az)as
P13 € [ altag ) ajtasg

Nous constatons que les corrélations négatives et positives deviennent équivalentes dans le

sens ol elles sont susceptibles de rendre les modalités redondantes.
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o a3 =0 <K oy

Finalement, si deux modalités parmi trois ont de trés faibles rapports signal a bruit alors les
modalités deviennent moins redondantes et révélent toujours plus d’information sur s. Si ag — 0

et az — 0, alors les conditions (2.65) deviennent :
p13 — 0 Vpo3. (2.68)

Dans le cas de trois modalités, non seulement les corrélations positives induisent de la
redondance mais aussi certaines corrélations négatives notamment les faibles valeurs. Par contre,
lorsque les trois bruits sont positivement corrélés, le risque qu’ils induisent de la redondance est

plus élevé.

Si nous excluons tous les cas de redondance qui peuvent y avoir lieu entre les trois modalités
(sous-section 2.3.6), x1, z2 et x3 peuvent assurer toute I'information sur s si et seulement si

I, (5; (931,932,303)) = 400 et M p(s|z1, x2,23) = 0. C’est le cas si,

Pla + Pl — 2p12p13p23 + pog — 1 =10 (2.69)

Nous parlons, dans ce cas, d’estimation singuliére puisque la matrice de covariance des bruits est

singuliére, i.e |X| = 0.

Dans le cas de trois modalités, les valeurs négatives de corrélation peuvent engendrer de la

redondance.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la question suivante : Comment les liens entre les modalités
peuvent-ils améliorer ou diminuer la précision de 'estimation et le contenu informationnel des
modalités ? Nous avons considéré deux modéles, & deux ou trois modalités, et nous avons étudié

principalement le réle de la corrélation du bruit qui représente le lien entre les modalités.

La premiére partie était consacrée a I’étude du modéle .7, ,j a deux modalités. Cette étude a
permis de souligner I'importance de la corrélation des bruits et 'intérét des modalités de treés
faibles rapports signal & bruit. Ce qui réfute certaines idées regues. En effet, la corrélation des
bruits n’introduit pas toujours de la redondance. Ce lien favorise souvent 'interaction entre les
modalités, notamment pour des valeurs négatives de corrélation. De plus, contrairement a ce que
nous pouvons croire, prendre en compte une seconde modalité de faible qualité est parfois plus
bénéfique qu’'une seconde modalité de bonne qualité.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous avons examiné l'interaction de trois mo-
dalités. Dans ce cas, les situations multimodales sont nombreuses et l'interprétation des
résultats devient plus complexe. En raison du nombre de paramétres impliqués, il est difficile

de tirer des conclusions générales et simples. Cependant, certains résultats contre-intuitifs
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apparaissent encore, montrant I'importance du rapport signal & bruit et des corrélations des bruits.

Notre étude, dans ce chapitre, était limitée aux modalités dont les signaux d’intérét sont
fortement couplés, étant donné que le signal d’intérét est commun & toutes les modalités. Dans le

prochain chapitre, nous étendons ces résultats aux modalités avec des signaux faiblement couplés.
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3.1 Introduction

Un phénoméne peut se manifester de différentes fagcons qu’un seul appareil de mesures est
incapable de discerner. Par conséquent, le recours & plusieurs modalités (systémes de mesures)
parait judicieux afin de capter toutes ses diversités. Ce concept est connu sous le nom de
multimodalité. Dans le sens ol elles reflétent des caractéristiques différentes du méme systéme
physique, ces modalités sont alors qualifiées de complémentaires. Quoique complémentaires, elles
sont liées car elles résultent du méme systéme physique. La combinaison des données multimodales
repose sur ’exploitation de ces liens pour permettre aux modalités de s’informer mutuellement,
afin de révéler de nouvelles informations qu’elles ne peuvent pas fournir lorsqu’elles sont traitées
séparément.

A titre d’exemple de modalités complémentaires nous pouvons citer le LIDAR et 'imagerie
hyperspectrale, en télédétection, et 'EEG et 'IRM{, en imagerie médicale. Le LIDAR apporte
une information trés fiable sur I’élévation des objets alors que I'imagerie hyperspectrale différencie
les matériaux. L’EEG et 'IRMI{ sont complémentaires en résolutions spatiale et temporelle.

On affirme généralement que la diversité et la complémentarité de ces données multimodales

aboutissent & une meilleure connaissance du systéme. Mais qu’en est-il vraiment ? Quelles condi-

93
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tions garantissent la combinaison des avantages de ces modalités et non de leurs inconvénients ?
Pour y répondre nous devons comprendre comment ces modalités interagissent.

Nous considérons un modéle simple mais général, qui a I'intérét de fournir des résultats analy-
tiques faciles & interpréter et a analyser. Ce modéle consiste en deux modalités complémentaires.
C’est-a-~dire deux modalités qui observent deux parties différentes, mais corrélés, d’un signal
d’intérét. Ce modéle est donc plus général que celui du Chapitre 2 ou les modalités partagent le
méme signal d’intérét. Nous nous intéressons aux mémes questions que précédemment a savoir le
nombre optimal des modalités et 1’effet des liens sur leur interaction. Ce chapitre considére 'effet
du nouveau paramétre, qui est la corrélation des signaux, sur les résultats préalablement obtenus
au chapitre 2.

Ce chapitre est organisé comme suit. Le modéle et les mesures d’information et d’estimation
associées sont introduits dans les sections 3.2 et 3.3. L’influence des liens et rapports signal a
bruit sur les performances attendues est ensuite développée dans les sections 3.4, 3.5 et 3.6. Nous

concluons ce chapitre dans la section 3.7.

3.2 Modéle

Considérons le schéma suivant, qui décrit les mesures bruitées d’'un vecteur s € R? a l'aide de

deux modalités complémentaires :

e

FIGURE 3.1 — Deux modalités avec des couplages faibles vues comme des canaux de communication

Le modéle mathématique associé a ce schéma est noté "///; " ot 'exposant "2" et 'indice "s"
dénotent le nombre de modalités et le couplage faible ("soft") entre les signaux utils. le modéle

///j est décrit par les équations :

T1 =+ /181 +n
A R (3.1)

Ty = /2 S2 + N2

ou s1, S2, n1 et ny sont des variables gaussiennes. Sans perte de généralités nous supposons que
ces variables sont de moyennes nulles et de variances unitaires, i.e ~ AN(0,1). Nous supposons
que les bruits sont indépendants de s et s9. Les variances des signaux d’intérét et des bruits
étant unitaires, oy et g représentent les rapports signal a bruit des modalités. Nous supposons
que ag < a.

Le fait que les deux modalités observent le méme systéme physique est modélisé par la

Ep[s152]

corrélation entre s; et sy que nous notons p; = L.
Ep[s]Ep (s3]

Nous supposons aussi que les
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bruits sont corrélés, étant donné que les systémes d’acquisition peuvent étre perturbés par des

: : . o . E .
imperfections liées. Nous notons la corrélation entre les bruits p, = plina] - pay conséquent,

p[”%]Ep[”%}
les corrélations ps et p, constituent les liens entre les modalités x1 et xs.

Liens entre les modalités :
e Lien entre les signaux d’intérét : Un couplage faible considéré entre les signaux
d’intérét est représenté par le coefficient de corrélation, pg, entre sy et ss.
e Lien entre les bruits : Le couplage que nous considérons entre les bruits est représenté

par le coefficient de corrélation, p,,, entre n; et no.

les modalités x1 et x5 étant complémentaires, il est évident que l'utilisation des deux est
nécessaire pour avoir de 'information sur les deux parties de s = [s1, s3], & moins que s1 =
+s9. C’est pourquoi, au lieu d’étudier le nombre optimal des modalités pour estimer s, qui
est évidemment deux, nous étudions le nombre optimal pour estimer s;. Autrement dit, nous
comparons l'analyse séparée et ’analyse conjointe. Dans le cas de l'analyse séparée, seule la
modalité x; est utilisée pour estimer s;. Alors que, dans le cas de 'analyse conjointe les deux
modalités sont utilisées simultanément pour estimer s; en exploitant les liens ps et p,. Nous
étudions ensuite leffet des corrélations, ps et p,, et des rapports signal a bruit, oy et ag, sur le

contenu informationnel des modalités et la précision d’estimation.

3.3 Calculs d’estimation et d’information

Estimation. L’estimateur optimal de s; fonction d’une seule modalité z;, i € {1,2}, est :

8, () é/si p(si|zi)ds; = Vi ;. (3.2)

1+ o
L’erreur quadratique moyenne relative a cet estimateur est la variance de l'erreur s — 3; (z;) :
1
A A 2
My p(silz:) = E [(s: = 85, (:)°] = 5 o (3.3)
‘ Démonstration. Voir section A.2 de 'annexe A. O

Maintenant si nous utilisons les deux modalités conjointement, i.e en exploitant les liens
entre les modalités, 'estimateur optimal de s; est :
kiv x; + kig x;
(a1 + 1) (a2 + 1) — (Vartazps + pn)?

(3.4)

5i,(z1,22) =
Avec :

ki = ajvai(l = p) + (Vai — /apups), (3.5)
kio = \/ajps —/aipy. (3.6)
L’erreur quadratique relative a I'estimateur multimodal est donnée par la variance de ’erreur
8; — 8, (w1, 2) :
a;j(1—p3)+1—p;
(14 a1)(1+ az) — (Varazps + pn)?

My p(silz1, 22) = (3.7)
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‘ Démonstration. Voir section A.3 de 'annexe A. O

Information. L’information présente dans une seule modalité z; sur s;, ¢ € {1,2}, est donnée

par information mutuelle entre s; et x; :

1
Iy p(sis i) = B log (14 «;). (3.8)

‘ Démonstration. Voir section B.2 de 'annexe B. O

L’information apportée conjointement par x; et xo sur s; est donnée par I'information mutuelle

entre s; et (x1,x2) :

1 _ 1 (14 a1)(1 + az) — (y/orazps + pn)?
Lpp(si; (21, 22)) = 5108 (Mpp(silwr, m2)7") = 5108 ( (=) +1—p2 (3.9)

‘ Démonstration. Voir section B.3 de 'annexe B. OJ

Pour ps = 1, le modéle //152 est équivalent en moyenne au modéle .Z, ,j étudié dans le chapitre 2.

Tl = /1 S1+ N1 r1 = /a1 8+ n
T9 = /g S5 + noy Tg = /g S + N2

Si ps = 1 alors ous~N(0,1). (3.10)

L’information mutuelle et l'erreur quadratique moyenne étant liées par Ip,(si;.) =
%log (Mp7p(si|.)*1), elles donnent des résultats comparables. Une information mutuelle minimale
(resp. maximale) correspond & une erreur d’estimation maximale (resp. minimale). Notamment,
une information mutuelle infinie est associée a une erreur d’estimation nulle. Dans ce chapitre ces

deux mesures sont utilisées indifféremment.

3.4 Analyse séparée ou conjointe ?

L’analyse séparée, comme son nom l'indique traite les deux modalités séparément sans
exploiter leurs liens mutuels. Par conséquent, dans le cadre du modéle .7, 52, seule la modalité x; est
utilisée pour estimer s;, 7 € {1,2}. Tandis que I’analyse conjointe utilise les deux modalités simul-
tanément, en tirant profit de leurs liens, pour estimer s;. De ce fait, comparer les deux analyses est
¢quivalent a comparer les informations mutuelles I, ,(s5; ;) et I, (si; (21, #2)). L’analyse séparée
est équivalente & 'analyse conjointe si I, (si; (z1, 1,'2)) = I, ,(si; i), Vi € {1,2}. C'est-a-dire, si et
seulement si I, (43 2;5|2;) = 0, puisque I (s (@1, 22)) = Ipp(si; 2:) + Ipp(si; ajle;), Vi € {1, 2}

C’est le cas si les deux modalités sont originellement non liées ou si elles sont redondantes.

Pour le modéle ///82 , & partir des équations (3.9) et (3.8) nous trouvons que I'analyse séparée
est équivalente a 'analyse conjointe, i.e Ipp(si;xjlz;) = 0 pour i € {1,2}, si et seulement
si Jaips = \Jaapp et \Jazps = \/a1p,. Pour ces valeurs de corrélations, le coefficient de x;

de Testimateur multimodale est nul, ainsi §; (x1,22) = §;,(2;) Vi € {1,2}. Cette condition
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correspond aux deux situations suivantes :

® pn=ps=0:

Les deux modalités sont non liées et totalement indépendantes selon I’hypothése de gaussianité.
Par conséquent, la modalité x; est non informative sur la partie non observée de s, i.e s;. Dans
ce cas la seule modalité z; est & utiliser pour estimer s;.

e o1 =o2et pp, =ps:

Pour a; = as et p, = ps, les modalités sont redondantes I'une sachant ’autre sur la partie

non observée I, ,(s1; x2|x1) = Ip p(s2; x1|22) = 0.

[’analyse séparée est équivalente a 1’analyse conjointe si p, = ps = 0 ou si a1 = g et

Pn = Ps-

Dans ces situations particuliéres, 'analyse séparée est équivalente & ’analyse conjointe pour
estimer s1 et sy. Cependant, dans d’autres cas, il se peut que la seule modalité x; suffise a
estimer s;, i.e M, ,(silx1,22) = M) p(s;|z;), alors que pour estimer s; les deux modalités soient
plus précises, i.e M, ,(sj|z1,22) > My p(sj]|z;). Clest-a-dire que z; est redondante sur s; par
rapport a x;, Ipp(si;zjla;) = 0, alors que z; n’est pas redondante sur s; par rapport a xj,

I, p(sj;xilaxj) > 0. Clest le cas si /0 ps = \/Q; pn €t \/Q; ps # /O pn.

La seule modalité x; suffit a estimer s; si et seulement si | /a5 ps = /& pn.

Dans le cas particulier |ps| = 1, les signaux utiles s; et sy sont équivalents. Selon 1’hypo-

thése ag < g, si pp = %ps la modalité x9 est totalement redondante par rapport & x; sur

Pestimation de s1 et s9, Im,(si; (21, xg)) = Ip p(8i; z;) (paragraphe 2.2.3). C’est-a-dire que la moda-

lité x1 suffit a estimer s; et sy. Par conséquent, le modéle ///SZ est équivalent a la seule modalité x;.

La seule modalité z; suffit & estimer s; et sg si et seulement si [ps| =1 et p, = szps.

Hormis ces cas, ’analyse conjointe est plus informative sur s; et so que 'analyse séparée,

Ip,p(sﬁ (3517362)) > I, p(si5 ).

3.5 Interaction des modalités

Dans cette section nous examinons la maniére dont les modalités x; et xo interagissent. Nous
étudions l'interaction des modalités en comparant les informations additionnelles I, ,(s1; z2|z1)

et I, ,(s2; x1|x2). Cette comparaison permet de savoir sur quelle partie de s I'interaction révele
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plus d’information.

Si Ipp(si;xjle;) = 0, alors I'interaction ne révele aucune information additionnelle sur s;.
Ainsi la seule modalité x; communique le maximum d’information possible sur s;. Nous avons vu
auparavant que ce cas correspond & la condition /a5 ps = /oy pn (section 3.4).

Si Ip p(s1;z2|x1) = I p(s2; x1|22), alors I'interaction des modalités permet de révéler autant
d’information sur s; que sur so. C’est-d-dire que l'interaction entre les modalités est équiva-
lente pour 'estimation de s; et de so. Attention, ceci ne veut pas dire que I, (51; <$1,(L'2)) =
I, (52; (z1, mQ)) En effet, les deux modalités communiquent conjointement la méme quantité
d’information sur s; et so seulement si a; = g ou si ps = +1.

Si Ipp(sisxjla;) > Ipp(sj;xila;), alors interaction est plus bénéfique a l'estimation de s;

qu’a l'estimation de s;.

A partir des équations (3.8) et (3.9), et selon la relation (1.25), nous obtenons que :

Lp(siszjles) = Lpp(sis(@1,22)) — Lpp(si; xi) (3.11)

= 10 (1+a1)(1+a2)_(m s+pn)2
- 1g< (j(1=p3) +1-p2) (1 + ;) ) (3.12)

2

3.5.1 Modalités de méme qualité (a2 = a1)

Si ag = a1, alors

1 (14 a1)® = (a1ps + pn)?
Ipp(st; = ;1! 1
palovnle)oe, = g8 (@ET T ) 9
= Ipp(sasailaa)|, . (3.14)

Ainsi, les modalités de méme qualité s’influencent de la méme fagon.

Deux modalités de méme qualité interagissent identiquement :

Ipp(s1;22|21) = Ipp(se; 21]T2).

3.5.2 Modalités de différentes qualités (a2 < a1)

Maintenons nous considérons le cas ap < cj. Nous comparons les informations I, ,(s1; x2|x1)
et Ip p(s2;z1|x2) en vue de comprendre comment x; et x; interagissent. La figure 3.2 illustre les
informations additionnelles I, ,(s1; z2|z1) (—) et Ip p(s2; x1|z2) (- --.), en fonction de py,, pour dif-

férentes corrélations des signaux : ps = 0 (figure 3.2a), ps = 0.5 (figure 3.2b) et ps = 1 (figure 3.2¢).
e ps=20:

Ce cas est représenté par la figure 3.2a. Pour p; = 0, s1 et so sont indépendants. Ainsi,
les modalités x1 et x2 échangent uniquement de l'information sur les bruits. Selon I’hypothése
ao < a1, la modalité o communique une information plus précise sur le bruit que z1. C’est

pourquoi, on a Ip p(s1;x2|x1) > Ip p(S2; x1|22) avec égalité si et seulement si p,, = 0.
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FIGURE 3.2 — Variations, en fonction de p,, des informations mutuelles conjointes entre s; et
(x1,x2) et entre sy et (z1,x2). Pour différentes valeurs de ps : ps =0 (a), ps = 0.5 (b) et ps =1
(c). Avec a1 =5 et ag = 2. L’échelle de I'axe vertical est différente pour chaque figure en vue
d’une meilleur visibilité.

Si, de plus, p, = 0, les deux modalités sont totalement indépendantes et
I p(si;22|1) = Ipp(so;xi|re) = 0, d.e aucune interaction n’a lieu entre les modali-
tés.

® ps = zi‘ Pn :

J

L’information additionnelle que z; apporte sur s; est nulle, I, ,(si; xj|x;) = 0, car x; est
redondante sur s; par rapport a z;. C’est-a-dire que l'information que x; apporte sur s; est dé¢ja
fournie par x;. Dans ce cas, x; suffit a estimer s;. Cependant pour estimer s;, les deux modalités
sont plus informatives que la seule modalité x; & moins que a; = «;. Si de plus a; = o, I'analyse

séparée est équivalente a l’analyse conjointe.

Nous constatons sur la figure 3.2a, que I, ,(s1; 22|21) = Ipp(s2; 21|22) en p, = 0. Ceci n’est

pas di a la redondance mais a la totale indépendance entre x1 et xs.

La figure 3.2b montre que I, ,(s1;z2]|z1) =0 en p, = \/—Zil’ps alors que I, ,(s2; x1|x2) = 0 en
Pn = \/%Ps-

Nous remarquons sur la figure 3.2c que I, ,(s1;22|z1) = 0 en p, = \/LZ—? Cependant,
Ip7p(32;x1\x2) est strictement positive, car la condition p, = \/LZ—; ne peut pas étre vérifiée

puisque % > 1 alors que la valeur absolue du coefficient de corrélation est toujours inférieure a 1.

° |ps| = |pn| :

Dans ce cas les bruits et les signaux sont similairement corrélés, ainsi les échanges d’information
sur les signaux et sur les bruits sont égaux. C’est-a-dire que les deux modalités s’influencent de la

méme maniére :

. _ 1 (1+a1)(1 4 a2) — pi(Varag + 1)
hotasmlen) = g (ST ) 1)

= Ip7p(82;371|x2). (316)
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Pour le cas particulier |ps| = |pn| = 1, le modéle ///; est équivalent en moyenne au modéle

suivant :

r1 =\/a1S+n

25 = sgn(p,)/a2 5 + sgn(pn) n

, ousetn~N(O,1). (3.17)

Dans ce cas, I, ,(si; xj|z;) = +00. C’est le seul cas ot I'interaction entre les modalités permet de
révéler toute l'information sur s;. L’erreur d’estimation multimodale est nulle My, ,(s;|x1,22) =0

et 'estimateur optimal associé est :

x; — sgn(py) x;

var — sgn(ps) sgn(pn) oz |

(3.18)

84, (21, 72)

Pour ay = ay et sgn(ps) = sgn(p,) le dénominateur de (3.18) est nul et cet estimateur ne
s’applique pas. En effet, les deux modalités sont redondantes et 3;, (w1, 2) = 5;,(z1) = 5;,(2)
(section 3.4).

Sur la figure 3.2b, nous constatons que I,,(si;x2|z1) et I,,(s2;x1|z2) se croisent
pour |p,| = |ps| = 0.5. Similairement, sur la figure 3.2c, pour |p,| = |ps| = 1 on a

Ipp(s1;22|m1) = Ipp(s2; 1|22) = +00.

° |ps| > |pn| :

Les signaux d’intérét sont plus corrélés que les bruits, ainsi les modalités échangent plus
d’information sur les signaux que sur les bruits. Puisque x; communique plus d’information sur

le signal d’intérét, selon ’hypothése ap < v, alors I, ,(s1; 22|x1) < Ipp(s2; x1|z2).

Sur la figure 3.2b, I, ,(s1; x2|z1) < Ipp(s2;z1|x2) sur U'intervalle [—0.5,0.5] qui correspond a
la condition |pg| > |pn|. Réciproquement, sur la figure 3.2¢, I »(s2; z1|z2) est toujours supérieure

a Ip,(s1;x2|zy) car ps = 1.

o |ps| <|pnl:

Dans ce cas, les bruits sont plus corrélés que les signaux ainsi 'interaction entre les modalités
concerne principalement les bruits. Par conséquent, I, ,(s1; x2|x1) > Ip p(S2; 21|22), car x2 apporte

plus d’information sur le bruit que .

Sur la figure 3.2b, I, ,(s1; x2|x1) > Ipp(s2; x1|z2) pour |ps| = 0.5 < |py|. Cest-a-dire pour des

corrélations des bruits au dela de 'intervalle [—0.5,0.5].

Sur la figure 3.2¢ I ,(s2; 2|z1) est toujours supérieure & I, ,(s1; x1|x2) car, puisque |ps| =1,

les signaux sont toujours plus corrélés que les bruits, |ps| > |pn|.
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En résumé, deux modalités, de méme qualité ou dont les signaux et les bruits sont
similairement corrélés, interagissent équitablement.

Autrement, si les bruits sont plus corrélés que les signaux, la modalité de faible qualité
communique plus d’information lors de I'interaction. Réciproquement, si les signaux sont
plus corrélés que les bruits alors la modalité de rapport signal & bruit le plus élevé
communique plus d’information.

Finalement, nous pouvons conclure que la corrélation des signaux, ps, a un effet "opposé"

a la corrélation des bruits, p,, sur 'interaction des modalités.

3.6 Effet des corrélations et des rapports signal a bruit

Maintenant, afin de déterminer les conditions pour tirer le maximum de profit des modalités,
nous étudions l'effet de la corrélation des bruits, Ieffet de la corrélation des signaux d’intérét
ainsi que 'impact des rapports signal & bruits sur le contenu informationnel des modalités. Cette
étude s’inscrit dans la continuité de la sous-section 2.2.4 ol seulement était considéré 'effet du
lien entre les bruits, puisque p, était égale a 1.

Nous examinons, pour une corrélation des signaux d’intérét donnée ps, I'impact de la corré-
lations des bruits dans trois scénarios des rapports signal a bruit : deux modalités de qualités
comparables, as = «aq, de qualités différentes, ay < a1, et de qualités tres différentes, as < ag.

Dans chaque scénario, afin de déterminer si la corrélation des bruits favorise ou non l'interaction
des modalités, nous comparons deux modéles : un modéle avec des bruits corrélés, //182 , et un
modeéle avec des bruits non corrélés, //1820. Suivant 'hypothése de gaussianité, des bruits non
corrélés, i.e p, = 0, correspondent a des bruits indépendants.

La comparaison des modéles ///szo et ///52 ne permet pas seulement de déterminer les
corrélations des bruits qui favorisent 'interaction. Elle permet aussi, si nous pouvons choisir
entre différentes mesures, de préciser s’il est plus avantageux de considérer deux modalités avec

. 1z 2 . e 2
des bruit corrélés, .#,, ou deux modalités avec des bruits indépendants, .Z,,.

L’estimateur optimal au sens de ’erreur quadratique moyenne et 'EQM associée, dans le

cadre du modéle .7, sont obtenus & partir de (3.4) et de (3.7), en mettant p, & zéro :

_ (gv@(l = pd) + va) @i+ J@ps
pn=0 (1 4+ 1) (a2 + 1) — arazp? ’

§ip(aj‘1,33‘2)J (3.19)
. 2
— a](l - ps) +1
=0 (14 a1)(1+ a2) — aragp?’

Similairement, I'information conjointe qu’apportent deux modalités avec des bruits indépen-

M, p(sila1, 72) | (3.20)

dants sur s est obtenue & partir de (3.9), en mettant p,, a zéro :

1 (14 a1)(1 + as) — ajazp?
Ipp(sis (x1,$2))Jpn:0 = gls < aj(1—p3)+1 ")
S

: (3.21)

Nous remarquons que l'erreur quadratique (3.20) et l'information conjointe (3.21) dépendent

du carré de ps. Par conséquent, pour des bruits indépendants, les corrélations des signaux de



Modalités avec des couplages faibles

méme valeur absolue, +p,, ont la méme influence sur le contenu informationnel et la précision

d’estimation des modalités :

Ip,p(5i§ (J,‘l, x2))JPn:0,ps = Ip,p (Si; (‘r17 xQ))JPn=0,—ps’ (322)

Mp,p(3i|xlufc2)J Mp,p(si’l’lﬂ?Q)J (3.23)

pn=0,ps pn=0,—ps"

Lorsque les modalités de ///520 communiquent plus d’information que les modalités du modéle
///j , nous concluons que la corrélation des bruits entraine de la redondance en information sur
s;. Réciproquement, quand les modalités ///320 sont moins informatives que les modalités de ./, 52 ,
alors la corrélation des bruits favorise I'interaction des modalités.

En résolvant l'inégalité I, , (si; (21, 332)) <Ipp (si; (21, :ng))Jp nous concluons que la corré-

=0
lation des bruits est néfaste & la multimodalité si et seulement si p,, € L.cq, 0ol L,..q est I'intervalle

de redondance partielle entre les modalités x| et x5 sur s; :

2/@as (1 + a5(1 - p2)

“aras(l — p2) + a; + ajp?’

Ired(8i|x17x2) = [07 p:t] ou p:L =p (324)

Pour p, = p;, les modalités de //132 communiquent autant d’information que les modalités de
2 N

My, car I p(si; (xl,xg))Jpn:p; = Ipp(si; (xl,:ng))Jpnzo. Cependant, les deux modéles dans ce

pnp 7 Bip ($1,$2)Jpn:0'
D’aprés (3.24), le signe de p}, est égale au signe de ps. Par conséquent, la redondance peut

cas n’apportent pas la méme information sur s;, car 8;, (21, xg)J

apparaitre entre les modalités si la corrélation des signaux a le méme signe que la corrélation des
bruits. Ce résultat généralise le résultat du chapitre 2. Dans le cadre du modéle ///; du chapitre

2, ce sont les corrélations positives des bruits qui induisent de la redondance puisque ps = 1.

La redondance a lieu pour des corrélations entre les signaux d’intérét, ps, et entre les

bruits, p,, de méme signe.

3.6.1 Deux modalités de méme qualité

Pour as = aq, les deux modalités ont la méme précision, i.e My, ,(s1|z1) = My, ,(s2|z2), et
communiquent la méme quantité d’information sur la partie observée de s, i.e Ip,(s1;21) =
I, (s2; x2). De plus conjointement, les deux modalités communiquent la méme quantité d’infor-

mation sur s;, i.e Ipvp(sl; (:cl,xg)) = Ipm(SQ; (a;l,ajg)).

Intervalle de redondance. Les figures 3.3a et 3.3b représentent la variation de l'intervalle de

redondance introduite par p, sur s; et sur sq, respectivement, I..q(s;|z1,z2) (3.24) :

. 2ps (14 a1 (1 — p?))
ool -p2) +1+p2

Ired(3i|xlax2)Ja2:a1 =0, p (325)

Les segments représentent la longueur de l'intervalle de redondance pour ps; donné. Les intervalles

de redondance pour s; et sy sont égaux, i.e I eq(s1]z1,22) = Lreqa(s2]z1,22) car o = ay.
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FIGURE 3.3 — Variation de 'intervalle de redondance introduite par la corrélation des bruits
entre les modalités sur s1, Leq(s1|21, 22) (a) et sur so, Leq(s2]x1, 22) (b), o0t a1 = g = 5.
Chaque segment présente, pour ps donné, les valeurs de p, qui introduisent de la redondance
entre les modalité pour Pestimation de s; (a) et pour lestimation de sa (b). Les figures (a) et (b)
sont identiques car I .q(s1]z1, 22) = Lreq(s2]21, 22), puisque as = ay.

Nous remarquons que pour des signaux d’intérét faiblement corrélés, p; — 0, la redondance
a lieu pour des bruits faiblement corrélés de méme signe, p; — 0. L’intervalle de redondance
s’élargit quand la corrélation des signaux augmente et p} tend vers 1 pour de fortes corrélations
de signaux. Pour interpréter ces résultats nous considérons trois cas de corrélations de signaux :

ps=—1,ps=0¢et ps =1.

Information mutuelle. Les figures 3.4a et 3.4b illustrent les informations multimodales
Im,(sl; (21, :L'Q)) et I, (32; (21, 332)), respectivement, en fonction de p,, pour différentes valeurs
de ps. Les lignes horizontales correspondent aux informations multimodales du modele %;O,
pn = 0. Les autres courbes correspondent aux informations multimodales du modeéle //{82 . Les
informations multimodales de //1520 et ///; associées & une valeur identique de p, sont représentées

par des lignes de méme style.

Nous constatons que pour ps et p, fixées, Ipm(sl; (:1;1,:62)) =1, (32; (xl,:vg)) car as = oj.

Aussi, Ip’p(si;(xl’xQ))JpSZLpn:O = Ip7p(5i;(xl’xQ))Jpszfl,anO’ car d’aprés (3.21) pour des

bruits indépendants le signe de ps n’a pas d’impact seule sa valeur absolue compte.
e ps=20:
La corrélation des signaux ps traduit le taux de "similarité" des parties s; et so. Pour ps = 0,

s1 et s9 sont indépendantes et donc totalement différentes.

Dans le cadre du modéle modéle //182 I'information qu’apportent conjointement x; et xo sur
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,p(Sl; (itl, T2

-
o

FIGURE 3.4 — Variations, en fonction de ps, des informations mutuelles conjointes entre s; et
(x1,x2) (a) et entre sy et (z1,22) (b) ot aa = a3 = 5.Les figures (a) et (b) sont identiques car
Ipp(s1; (21, 22)) = Ipp(s2; (21, 22))), puisque az = o.

si est obtenue a partir de (3.9), en mettant ps & zéro :

1 ((1+a1)2—pi

Im,(si; (.%'1, xg))Jps:O = 5 ]Og 1 ol — p2 > Z Ip7p(8i;.1‘i). (3.26)
n

Tant que p, # 0, x1 et xo apportent conjointement strictement plus d’information sur s; qu’une
seule modalité. C’est-a-dire que méme si les signaux d’intérét sont indépendants les deux modalités
interagissent tant que les bruits sont liés. La deuxiéme modalité x; n’apporte pas d’information
sur le signal s;, mais elle en apporte sur le bruit.

Dans ce cas, la corrélation des bruits n’introduit jamais de redondance, I .q(s;|x1,z2) =
{0}. Par conséquent, les modalités de ///; sont plus informatives que les modalités de //1520,
Ip’p(si; (xl,xg))Jps:O > Ipﬁp(si; <x17$2))Jpé:O,pn:0 avec égalité si et seulement si p, = 0. Au
contraire si les bruits sont indépendants, p, = 0, aucune interaction ne peut avoir lieu en raison

de la totale indépendance entre les modalités, et on a :

Ip7p(81'; ($1, xz))JpS:O,pn:O = Ip,p(si; l‘l) (3.27)

Méme si les signaux d’intéréts sont indépendants, les modalités interagissent toujours si la

corrélation entre les bruits est non nulle, p,, # 0.

o |ps|=1:

L’information mutuelle entre s; et les deux modalités pour |ps| = 1 est, d’aprés (3.9) :

blog (14 22), si sgu(ps) # sen(pn)
Lpp(sis (x1.22))| ) Zygpar = 3log(14200),  si po=0 (3.28)
5 log (1 + %) , si sgn(ps) = sgn(pn)
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Lorsque sgn(p,,) # sgn(ps), les modalités de ///; sont plus informatives que les modalités de
M, Cest-a-dire que bien que s; et sy soient redondants (|ps| = 1), nous arrivons a compenser
le bruit sans affecter le signal d’intérét ou abaisser sa qualité. Notamment, pour p, = +1, le bruit
est complétement supprimé et I'erreur d’estimation multimodale M, ,(s;|z1,z2) est nulle.

Cependant, pour sgn(p,) = sgn(ps), les modalités de .2, sont plus informatives que les moda-
lités de A ; . C’est-a-dire que le bruit est mal compensé et les modalités deviennent partiellement
redondantes. Notamment, pour p, = £1, les deux modalités sont totalement redondantes et ne
sont conjointement pas plus précises qu'une seule modalité, 5;, (r1,22) = 5;,(x1) = 3;,(w2).

Nous constatons sur la figure 3.4 que :

— Ip,p(si; (:Jcl,xg))Jps:1 > Ip,p(s,-; (xl’@))Jps:l,pn:O pour p; = 1 et p, < 0 (figure 3.4a

—) et pour ps = —1 et p, > 0 (figure 3.4b __.). En particulier, pour p, = =+1,
Iy p(sis (21, x2))Jps:1,pn:—

— Ip,p(si; (ml,xg))Jpszl <Ipp (s,-; (z1, ‘TZ))Jps:l,pn:O pour ps =1 et p, > 0 (figure 3.4a __.)

et pour ps = —1 et p, < 0 (figure 3.4b ). Notamment, pour p, = +1,

1:—1—00.

I, (si; (wl,xg))Jpszl =1, (si; (xl’xQ))JpSZO,anO’ car les modalités sont totalement re-
dondantes.

Si nous comparons les informations multimodales du modele j/;o (droites horizontales), nous
constatons que Ip7p(si; (21, xg))J psl=Lpn=0 > Ip,p(si; (xl’x2))Jps=0,pn=0' C’est-a-dire qu’en cas
de bruits indépendants, la corrélation entre s; et so révéle toujours plus d’information.

Maintenant, si nous comparons les informations multimodales du modéle . 52 , hous constatons
pal=1 > Ipp(si; (1:1,562))Jp5:0. C’est-
a-dire qu’'un modéle avec des signaux indépendants est plus intéressant.

que pour de fortes corrélations des bruits, I, (si; (21, a:g))J

3.6.2 Deux modalités de qualités différentes

Nous considérons maintenant le cas de deux modalités de différentes qualités, as < ;.
Dans ce cas, la modalité x; est plus précise que z2, i.e Mpy(s1]z1) < M, ,(s2|z2), ainsi
I'information qu’elle communique sur s; est supérieure a 'information que zs communique sur
s, d.€ Iyp(s1;21) > I, p(s2;22). De plus, conjointement, les deux modalités apportent plus
d’information sur s; que sur s, I ) (51; (21, :132)) > Ipp (52; (x1, :L’Q)), avec égalité si et seulement

si |ps| = 1. Pour |ps| = 1, les signaux d’intérét s; et sy sont équivalents en moyenne.

Intervalle de redondance. Les figures 3.5a et 3.5b représentent la variation de l'intervalle de

redondance, I,..q(s;|z1,z2) (3.24) :

2/a1azps(1 + ay(1 = p3)) (3.29)

Trea(silz1, z = |0, p;, =
red( z| 1, 2)Ja2<oc1 y Pn alag(l—p§)+a¢+a]‘pg

Nous remarquons que pour ps donné, l'intervalle de redondance correspondant de la figure
3.ba est plus petit que l'intervalle de redondance correspondant de la figure 3.5b. Ainsi, la
corrélation des bruits introduit plus de redondance sur se que sur s;. C’est-a-dire que p,, est

souvent plus bénéfique a I'estimation de s; qu’a I'estimation de ss.

Maintenant, nous comparons ces intervalles de redondances, I,¢q(si|z1,%2)|ay<a,, avec ceux

obtenus pour as = a1, Lea(si|1,22) |ag=a, , figure 3.3. Nous constatons que :
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FIGURE 3.5 — Variation de 'intervalle de redondance introduite par la corrélation des bruits
entre les modalités sur s; (a) et sur sy (b), dans le cas ot a3 = 5 et ag = 2. Chaque segment
présente, pour ps donné, les valeurs de p, qui introduisent de la redondance entre les modalité
pour l'estimation de s; (a) et pour 'estimation de s2 (b).

— Pour l'estimation de s1, en comparant la figure 3.5a avec la figure 3.3 pour ps donné,
I'intervalle de redondance est plus petit dans le cas de modalités de différentes qualités :
Leeqa(silT1, 2) |an<ar C Lrea(SilT1, 22) | as=a,- Parce que, puisque as < aq, la modalité zo
apporte de l'information sur le bruit qui permet de réduire le bruit dans la modalité 7.

— Pour l'estimation de s2, en comparant la figure 3.5b avec la figure 3.3 pour ps donné,
Iintervalle de redondance est plus large dans le cas de modalités de différentes qualités :
Leeda(silT1, 2) |as<ar 2 Lred(Sil1,22)]ay=a,, notamment pour de faibles valeurs de ps.
Parce que x; apporte principalement de l'information sur le signal d’intérét qui est
exploitée si s1 et sg sont fortement corrélés. En particulier pour ps = 1, 'intervalle de

redondance est plus petit par rapport au cas as = aj.

Information mutuelle. Les figures 3.6a et 3.6b illustrent les informations multimodales
Im,(sl; (21, :Ug)) et I, (82; (21, 332)), respectivement, en fonction de p,, pour différentes valeurs
de ps. Les lignes horizontales correspondent aux informations multimodales du modéle //ljo,
pn = 0. Les autres courbes correspondent aux informations multimodales du modéle //182 . Les
informations multimodales de ///jo et //182 associées a un méme ps donné sont représentées par
des lignes de méme style.

Nous constatons que I, (si; (z1, mz))JpS:Lpn:O =1, (si; (21, mg))Jpszinn:O, car pour des

bruits indépendants le signe de ps n’a pas d’impact (3.21).
e p;s=0:

Nous constatons que pour ps = 0, Im,(si; (xl,l‘g))JpS:O > Ip,p(si; (x1’$2))Jps=0,pn:0 avec

égalité si et seulement si p, = 0, car pour des signaux indépendants la corrélation des bruits
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FIGURE 3.6 — Variations, en fonction de ps, des informations mutuelles conjointes entre s; et
(x1,22) (a) et entre sy et (z1,22) (b) dans le cas ot a1 =5 et ap = 2.

toujours favorise l'interaction.

En particulier, pour lestimation de sz (figure 3.6b), nous remarquons que conjointement
x1 et x9 communiquent légérement plus d’informations sur sy lorsque p, # 0. C’est-a-dire que
, méme si x1 assure principalement de U'information sur le signal utile (a7 > «2), qui ne peut
pas étre exploitée puisque ps = 0, x1 apporte aussi de 'information sur le bruit. Cependant,

I'information que x1 apporte sur le bruit est moins fiable que celle qu’apporte 5.
e |ps|=1:

Nous remarquons sur la figure 3.6, que conjointement les deux modalités apportent la méme
quantité d’information sur s; et sa, car pour |ps| = 1, les signaux d’intérét sont équivalents en

moyenne.

Nous remarquons que Ip,p(si;(ml,xg)”ﬂ _, < Ipyp(si;(‘rl,xg))Jp 1o SUI I'intervalle
2,/a1a3

a1+ag
au cas ag = a1 ol Leg(si|x1,xe) = [0, £1] (figure 3.4), car I'information sur le bruit que zo

Lied(si|z1, 22) = {0, + ] Par conséquent, l'intervalle de redondance est plus petit comparé

communique permet de compenser le bruit. Notamment pour p, = £1, le bruit est complétement

compensé et Ip (si; (1, xg))J = +o0.

ps=1

La condition pour pleinement bénéficier de la multimodalité est que les corrélations des

signaux et des bruits soient de différents signes.
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FIGURE 3.7 — Variation de 'intervalle de redondance introduite par la corrélation des bruits
entre les modalités sur s; (a) et sur sy (b), pour a1 =5 et ag = 0.1. Chaque segment présente,
pour ps; donné, les valeurs de p, qui introduisent de la redondance entre les modalité pour
Pestimation de s; (a) et pour l'estimation de sy (b).

3.6.3 Deux modalités de qualités tres différentes

Nous terminons cette étude, en considérant un cas particulier ot ag < 1. Si de plus ag — 0

alors la modalité x5 tend vers une mesure du bruit seul ns :

r1 = /181 +n1

(3.30)
Ty = /282 + N2 m ng

Dans ce cas, xo apporte une information négligeable sur so, ainsi so est mal estimé. Cependant,
si les bruits sont corrélés I'information que z9 apporte sur le bruit permet de compenser le bruit

en ri.

Intervalle de redondance. Les figures 3.7a et 3.7b représentent la variation de I'intervalle de

redondance, I,..q(s;|z1,z2) (3.24) :

2/@as (1 + (1 - p2)

“aras(l — p2) + a; + ajp?

Lred(silz1,2) = |0, ph =p (3.31)

Nous remarquons que pour ps donné, l'intervalle de redondance correspondant de la figure
3.7a est trés petit par rapport a l'intervalle de redondance correspondant de la figure 3.7b.
Ainsi, la corrélation des bruits introduit beaucoup plus de redondance sur ss, que sur s;. De
plus, l'intervalle de redondance sur s; s’élargit quand ps augmente alors que l'intervalle de
redondance sur s se réduit. C’est-a-dire que les fortes corrélations des signaux introduisent plus

de redondance sur s par rapport aux faibles corrélations, contrairement & ss.

Si nous comparons ces intervalles avec les intervalles du cas oy < «q, figure 3.5, nous

constatons que la corrélation des bruits introduit moins de redondance sur s; dans le cas as < .
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FIGURE 3.8 — Variations, en fonction de ps, des informations mutuelles conjointes entre s; et
(x1,22) (a) et entre sy et (z1,22) (b) pour ay =5 et ag =0.1.

Réciproquement, elle introduit plus de redondance sur s, pour des corrélations faibles des signaux.
Cependant, pour de fortes corrélations, l'intervalle de redondance est réduit car 'information que

x1 communique sur le signal est exploitée.

Information mutuelle. Les figures 3.8a et 3.8b illustrent les informations multimodales
Ip,p(sl; (z1, xg)) et I, (32; (21, xg)), respectivement, en fonction de p, pour différentes valeurs
de ps. Les lignes horizontales correspondent aux informations multimodales du modéle ///;0,
pn = 0. Les autres courbes correspondent aux informations multimodales du modéle //152 . Les
informations multimodales de ./Z, 520 et A, 82 associées a un ps donné sont représentées par des lignes
de méme style.

I, (si; (21, xg))JpS:Lpn:O et Ip,p(si; (21, xg))JpS:_Lpn:O coincident toujours puisque dans le

cas du modéle .//[;O, le signe de p; n’a pas d’impact (3.21).
e ps=20:

Nous constatons que pour ps = 0, Ip,p(sl; (21, arg))Jpszo > Ip,p(sl; (z1, xQ))JpSZO,pHZD
alors que IM,(SQ; (21, m2))JpS:0 ~ Iy (52; (21, x2))JpS=0,pn=0’ car les signaux d’intérét sont
indépendants et les modalités échangent principalement de I'information sur les bruits. Puisque
g < ap alors o communique plus d’information sur le bruit que x;. Ainsi, les modalités sont

conjointement plus informatives sur s; que sur ss.
o |ps|=1:
Pour |ps| =1, s1 et s2 sont équivalents en moyenne. Ainsi leurs intervalles de redondance sont

, e, 2 . .
égaux. Nous remarquons que dans ce cas, les modalités de .#, sont souvent plus informatives

que les modalités du modéle //1820. En effet, pour toutes les valeurs de ps, les modalités de ///;
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communiquent souvent plus d’information sur s; que les modalités de ., 820. Ce qui est pas toujours
vral pour So.

Sur la figure 3.8a, les informations multimodales du modéle .Z,., coincident car l'infor-
mation que xo apporte sur le bruit n’est pas exploitée puisque les bruits sont indépendants,
Ipp(s1; (21, x2))Jpn:o ~ Ipp(si; 1)

Réciproquement, sur la figure 3.8b, I, ,(s2; (21, 22)) | e =Lpn=0 = Ipp(s2; (ml,:z:g))Jps:anO,
car les signaux sont corrélés ce qui permet de révéler plus d’information sur so en exploitant

I'information fournie par x7.
e Synthése :

Si nous comparons les trois courbes de la la figure 3.8a correspondantes au modéle ///; , nous
constatons que les informations multimodales sont comparables, sauf si |p,| — 1 car uniquement
pour |ps| =1 les deux modalités communiquent une information infinie sur ;.

Cependant, pour ss, la courbe correspondante & ps = 0 et strictement inférieure aux courbes
relatives & |ps| = 1. En effet, les deux modalités révélent plus d’information sur sy tant que les
signaux sont fortement corrélés, car 'information que x; apporte sur s9 est plus importante pour

de fortes corrélations des signaux.

Pour ap < aq, si les bruits sont corrélés I'information que xo apporte sur le bruit assure
une meilleure estimation de s; mais s9 est mal estimé. Ce cas est donc intéressant si nous

souhaitons avoir de I'information sur la partie s; seule.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré un modéle avec deux modalités complémentaires.
Nous avons supposé qu’il existe des liens faibles entre les signaux d’intérét et entre les bruits des
modalités. Nous avons examiné I'impact de ces deux liens sur l'interaction multimodale.

Cette étude a permis de généraliser les résultats du modéle étudié au chapitre 2. La condition
pour tirer le maximum de profit de la multimodalité est que la corrélation des bruits soit de signe
opposé a la corrélation des signaux d’intérét. Ce résultat est cohérent avec celui du chapitre 2 ot
le maximum d’information est atteint pour des corrélations négatives car p; = 1, puisque s1 = so.

Nous avons trouvé dans le cas de deux modalités fortement couplées (chapitre 2) qu’une
modalité de trés faible qualité est parfois plus bénéfique qu’une modalité de bonne qualité.
Cependant, dans le cas de deux modalités complémentaires pour avoir de I'information sur les
différentes parties observées il faut que les deux modalités soient de bonne qualité. Autrement, la
partie observée par la modalité ayant le rapport signal a bruit petit est mal estimée.

Le résultat majeur de ce chapitre est que, méme si les signaux d’intérét ne sont pas corrélés,
la corrélation entre les bruits permet aux modalités de s’informer mutuellement ce qui améliore

la précision d’estimation.
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Dans cette premiére partie du manuscrit, nous avons pu souligner I'importance des corrélations
des bruits et des modalités de faibles qualités. Par contre, tous ces résultats sont valides dans
le cadre d’un modeéle adéquat. Un modéle adéquat (“matched model” en anglais), postule que
les densités de probabilité supposées correspondent aux densités de probabilité réelles. Cette
hypothése, largement utilisée en pratique, est peu réaliste en raison de la complexité des systémes
physiques étudiés et des imperfections des mesures. Notamment, en multimodalité, la modélisation
des liens entre les modalités est complexe et donc sujette & des erreurs. La partie suivante de ce
travail consideére l'interaction des modalités dans le cadre d’un modéle inadéquat (“ Mismatched

or misspecified model” en anglais).
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Introduction de la partie |l

L’adéquation du modéle supposé au modéle des données est une hypothése fortement répandue.
Cependant, en raison de plusieurs facteurs, tels que I'imperfection des mesures, cette hypothése
est loin d’étre vraie. Nous consacrons cette partie a I’étude des modéles inadéquats, c’est-a-dire
les modéles qui sont supposés exacts alors qu’ils ne correspondent pas aux modéles réels.

Cette partie se divise en trois chapitres. Dans le chapitre 4 sont fournies les mesures d’infor-
mation et d’estimation relatives aux modéles inadéquats, ainsi que certaines relations établies
entre ces mesures dans le cas d’'un canal gaussien. Les chapitres 5 et 6 sont consacrés a I’étude
de l’interaction des modalités sous inadéquation du modéle. Nous examinons principalement,

I'impact des fausses hypothéses sur les liens entre les modalités.
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CHAPITRE 4

Mesures d’'information et

d’'estimation
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Un modéle est dit adéquat si les densités de probabilités supposées correspondent aux densités
réelles des données. Autrement, il est dit inadéquat. Dans la littérature, on présume souvent
I’adéquation du modéle analytique (supposé) avec le modéle des données. Cependant, en raison
des imperfections des mesures, la complexité des systémes physiques étudiés et des appareils
de mesures, etc, ce postulat est loin d’étre vrai. C’est pourquoi, il est intéressant d’étudier la
sensibilité du modéle des données aux fausses hypothéses et de déterminer, si possible, les modéles

inadéquats qui assurent la simplicité des calculs ainsi qu’une performance satisfaisante et tolérable.

L’étude des effets des fausses hypothéses date des années soixante. Depuis, peu de travaux se
sont intéressés a cette question. En théorie de 'estimation, la plupart des études des modéles
inadéquats se sont concentrées sur I’estimation paramétrique, notamment ’estimateur de maximum
de vraisemblance. En 1966, Berk a étudié le comportement limite des distributions a posteriori
pour un modéle inadéquat et a établi les conditions sous lesquelles ces distributions convergent
vers une distribution dégénérée [31,32]. Huber [33], Akaike [34] et White [35] ont montré que
la distribution de ’estimateur de maximum de vraisemblance dans le cas du modéle inadéquat

converge asymptotiquement vers une gaussienne. La moyenne de la gaussienne est donnée par la

7
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valeur qui minimise la divergence de Kullback-Leibler entre la loi exacte et la lois upposée des
données, alors que la variance est donnée par la matrice “sandwich” de Huber [33].

Récemment, les travaux de recherche se sont tournés vers la généralisation des bornes
d’estimation aux modéles inadéquats. Notamment, la borne de Ziv-Zakai par Xu et al. [36] et la
borne de Cramér-Rao par Richmond et Horowitz [37]. En théorie de l'information, nous trouvons
aussi des études sur les modéles inadéquats, en particulier pour déterminer la capacité d’un canal

gaussien dont la covariance du bruit différe de la covariance exacte [38,39].

Dans cette deuxiéme partie du manuscrit, nous examinons la sensibilité de la multimodalité aux
fausses hypothéses sur les liens entre les modalités. Cependant, les mesures classiques d’estimation
et d’information ne prennent pas en compte I'effet d’une inadéquation de modeéle. D’oi la nécessité
de déterminer de nouvelles mesures. La définition de ces mesures est analogue a la définition
des mesures classiques. La différence réside en ce que les mesures analytiques sont fonctions de
la densité supposée, donc inadéquate, alors que ’espérance est toujours calculée selon la vraie
densité des données, car 'espérance ne peut étre approchée qu’a partir des données d’observation
distribuées selon la vraie loi.

Nous ajoutons l'indice ., ; aux notations classiques des mesures d’estimation et d’information.
Le premier indice fait référence a la vraie densité, p(.), alors que le deuxiéme indice correspond
a la densité supposée, ¢(.). Lorsque ¢ = p, le modéle supposé est adéquat. Réciproquement, si
q # p, le modéle est inadéquat.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous présentons tout d’abord les mesures fondamentales
d’information sous fausses hypothéses, notamment I’entropie et I'information mutuelle (section
4.1). Ensuite, nous introduisons les mesures d’estimation inadéquates (section 4.2). Finalement,
la section 4.3 est consacrée aux relations entre les mesures d’information et d’estimation sous

inadéquation du modéle.

4.1 Mesures d’information

Dans le cadre du modéle adéquat, nous avons fait la différence entre 'entropie et ’entropie
différentielle, bien que leurs définitions soient identiques, afin de marquer la différence de l'inter-
prétation de ces deux mesures (chapitre 1). Dans ce chapitre, nous ne considérons qu’une seule
définition. Ainsi 'espérance fait référence a une somme dans le cas discret et & une intégrale dans

le cas continu.

4.1.1 Entropie inadéquate et entropie différentielle inadéquate

Soit x un vecteur aléatoire de densité p(x). Quand nous supposons que la densité de x est
q(x), au lieu de la vraie densité p(x), I'incertitude moyenne sur x avant mesure est donnée par
Ientropie inadéquate, appelée parfois entropie croisée (“cross entropy”). Elle est définie, par
analogie a ’entropie classique, comme ’espérance de 'incertitude log (ﬁ) oul I’espérance est

calculée selon la vraie densité p(x), ainsi :

hpq(x) =2 E, [log (q(lx)ﬂ : (4.1)
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L’entropie inadéquate est liée & I’entropie classique par la divergence de Kullbak-Leibler entre la

densité réelle de x, p(x), et la densité supposée, ¢(x) :

(%) = hpip() + Dicz (0O () (42)
Démonstration.
Drw p6x)lax) = By |log (225 )] (43)
- E[ (q?)] Los ()
= hpg(x) = hyp(x) (4.5)

D’apres la non-négativité de la divergence de Kullback-Leibler, h;, 4(x) > hy, ,(x) avec égalité si

et seulement si ¢(x) = p(x).

L’entropie classique, hy ,(x), est une mesure d’information et d’incertitude. Elle quantifie le
taux d’information que x présente aprés mesure, et donc réciproquement 'incertitude que nous
avons sur x avant mesure. Cependant, I’entropie croisée hy4(x), ne quantifie pas I'information
que nous allons apprendre sur x aprés mesure. Elle représente, uniquement, 'incertitude que
nous avons sur x en supposant une fausse densité. Puisque hy 4(x) > hy (%), nous déduisons
alors qu’une fausse hypothése sur la densité d’un vecteur aléatoire augmente son incertitude. En
théorie de codage, hy 4 quantifie le nombre de bits requis pour coder des événements distribués

selon p(.), en utilisant un code optimisé pour une autre densité g(.).

Exemple 4.1. Soit x ~ p(x) = N(ux, Xx) un vecteur gaussien de dimension k. Si nous

croyons que la densité de x est q(x) = N (jix, f)x), alors I'entropie inadéquate de x est :

1 ~

1 ~ 1 ~
hpa(3) = 5 10g ((2m)*|x) + 5T {E21 S0 4+ 5 (1 — ) T8 (= ). (46)

Contrairement a ’entropie classique (paragraphe 1.1.2 de la partie I), ’entropie inadéquate
d’un vecteur gaussien dépend des moyennes exacte, x, et supposée, jix, de x a moins qu’elles

ne soient égales. Si fix = ux, alors :
1 ~ 1 ~
hpa(x) = ; log ((2@’%2,4) + 5T {zglzx} . (4.7)

Si de plus £y = Xy, le deuxiéme terme de la partie droite de (4.7), ie 3Ty {f];lﬁx}, devient
5 et hpg(x) = hyp(x).

Démonstration. Nous avons, p(x) = ————exp (—5(x — pux) T2 (x — px)) et
\/(2m)* | Sx|
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q(x) = m exp (—%(x — ) TS (x — ﬂx)), ainsi :
hp,q(x) = —Ep [log (¢(x))], (4.8)
- éEp [log ((2@’“@4)] 4= [ { x — fix) TS (x — ﬂx)}] : (4.9)
- %log ((QW)k’f]xD + %Ep [T {f: (x — fix) (% — MX)T}] , (4.10)

1 e A
5 = ) T2 (ke — ). (4.11)

1 = 1 ~
— 3 log ((2@’“\&}) + 5T {2;12X}
ot (4.9) s’ensuit car (x — fix)T T 1(x — fix) est une forme quadratique ainsi (x — fix)T T3 (x —
i) = Tr {(x — fix) "S5 (x — fix) }. La relation (4.10) résulte de I'invariance de la trace a

la permutation circulaire. Et la formule (4.11) découle d’une permutation de la trace et

I’espérance puisque la trace est linéaire. O

Nous définissons les entropies inadéquates conditionnelle et conjointe similairement.

Entropie conjointe inadéquate. Soient x et y deux variables aléatoires de densité jointe
p(x,y). Si nous supposons que la densité jointe de x et y est ¢(x,y) # p(x,y), incertitude

moyenne de (x,y) est 'espérance, selon p(x,y), de log <ﬁ>

hpq(x,y) = E, [log <q(x1y)ﬂ (4.12)

L’entropie conjointe inadéquate est liée a 'entropie (1.2) et (1.14) par la divergence de Kullback-

Leibler entre la loi jointe exacte, p(x,y), et supposée, ¢(X,y) :

hpa(x,y) = hpp(x.y) + Drr(p(xy)llax.y)), (4.13)

ot Dicr (p(xy)lla(x.¥)) = | [ plx,y)log (232 ) dx dy.

Entropie conditionnelle inadéquate. Soit y un vecteur aléatoire de densité p(y). Nous

supposons que la densité conditionnelle de x sachant y est ¢(x]y) au lieu de la vraie densité

p(x]y). L’entropie de x conditionnellement & y est I’espérance selon la vraie densité jointe p(x,y)

1
de log (q(XIY)

hpq(xly) = E, [log (q(xlmﬂ (4.14)

L’entropie conditionnelle est aussi connectée & I’entropie conditionnelle inadéquate par le biais de

la divergence de Kullback-Leibler entre les lois de probabilités supposée et exacte :

hpa(Xly) = hpp(xly) + Dicr (p(x[y)lla(xly)). (4.15)

ot Dicr (p(xIy)la(xly)) = [ f p(x,¥)1og (44 ) dx dy.
Dans le cas du modéle adéquat (paragraphe 1.1.1 de la partie I), I'incertitude de x est réduite
par l'observation d’un vecteur y qui dépend de x, i.e hy,(x|y) < hpp(x). Ce qui n’est pas

toujours vrai pour un modéle inadéquat.
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Exemple 4.2. Soit y = x+n, avec x ~ N (0, 2) indépendant de n qui suit la loi p(n) = N (0,1)
et dont la loi supposée est g(n) = N(0,2). Supposons que la densité de = soit bien définie,

I'entropie inadéquate de x est égale a l'entropie adéquate (exemple 1.1), ainsi :
1
hpq() = hpp(x) = 5 log (4me) =~ 1.26, (4.16)

En revanche, I'incertitude de = conditionnellement & y est quantifiée par I’entropie inadéquate

(4.7), car en raison de I'erreur sur la loi de n, la loi de x|y est fausse, g(z]y) = N(3y,1) et
p(aly) =Ny, 3) :

1 1
hy q(zly) = flog (2m) + = T I 1.31 > hyq4(x). (4.17)

Par conséquent, le conditionnement ne réduit pas forcément I'incertitude sous fausses hypo-

theéses.

Sous inadéquation de modéle, le conditionnement ne réduit pas toujours l'incertitude.

4.1.2 Information mutuelle inadéquate

Dans le chapitre 1, nous avons défini 'information mutuelle classique comme une divergence
de Kullback-Leibler (1.18) ou comme une différence d’entropies (1.19). L’information mutuelle est

aussi I'espérance du logarithme d’un rapport de vraisemblance.

Soient x et y deux vecteurs aléatoires de densité jointe p(x,y) et de densités marginales p(x)

et p(y). L’information mutuelle, dans le cadre d’un modéle adéquat, est I'espérance du logarithme

du rapport de vraisemblance, V,(x,y) = % :
I,,(x,y) =E, {log V};(x,y)] . (4.18)

Sous inadéquation de modéle, le rapport de vraisemblance V,(x,y) devient V,(x,y) = q‘(]i’)((}?';).

Par analogie, nous définissons 'information mutuelle inadéquate comme 'espérance (sur la vraie

loi) du logarithme du rapport de vraisemblance V,(x,y) :

Lpq(x;y) £ [10gV x y / / X,y log( (Sgﬁ)) dxdy. (4.19)

I 4(x;y) est symétrique en x et y. Contrairement a l'information mutuelle classique, I, , n’est
pas une divergence de Kullback-Leibler. Par conséquent, sa positivité n’est pas garantie. En
fait, elle peut étre négative. A partir de (4.19) nous pouvons écrire I, , comme une différence

d’entropies inadéquates :

Ipg(x3y) = hpq(x) = hpg(X]y) = hp,g(y) — hpq(y[x) (4.20)

Etant donné que le conditionnement ne réduit pas forcément Uincertitude (exemple 4.2), si

hpq(x) < hpq(x|y) alors I, 4(x;y) est négative. C’est le cas si I'observation de y augmente
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I'incertitude moyenne sur x. I, ;(x;y) n’est pas une mesure d’information puisqu’elle peut étre
négative. Néanmoins, du fait qu’elle est une généralisation de 'information mutuelle, nous

I’appelons "information mutuelle inadéquate".

L’information mutuelle inadéquate I, , est liée a I'information mutuelle I, , par les relations

suivantes :
Lpp(x5y) = Ipg(x3y) = Dkr(p(x,¥)|le(x,y)) — Dir (p(x)|lg(x)) — Drr (p(y)lla(y))(4.21)
= Dgr (p(y|x)lle(y[x)) — Drr (p(¥)lla(y)) (4.22)
= Dk (p(x|y)lla(x]y)) — Drr (p(x)[lq(x)) (4.23)

Démonstration. En utilisant (4.18) et (4.19), on obtient :

Lpp(%5y) = Ipg(x;y)
= e o ()] 2 Lo (). 420

= B, hog (PN | Z k) [10g (2] — &, [10g (2
= [l *\axy) } Fr [l : <q X)) B [los <q(y)>} (4.25)
= Dk (p(x,y)|la(x,y)) — Dir (p(x)||q(x)) — Dxr, (p(y)|la(y)) (4.26)

De plus, (4.22) et (4.23) s’ensuivent en utilisant :

D1 (p(x,¥)lle(x,y)) = Dxr (px|y)lle(x|y)) + Drr (p(¥)lla(y)) (4.27)
= Dk (p(y[¥)lla(ylx)) + Drr (p(x)]lg(x)) - (4.28)
O

La différence I, ,(x;y) — Ip,q(x;y) est égale & une différence de divergences de Kullback-Leibler.

Ainsi, elle peut étre négative, I, ,(x;y) < Ip ¢(x;¥).

Exemple 4.3. Soient x et z deux vecteurs aléatoires indépendants de densités de probabilité
p(x) et p(z), respectivement. Soit y un vecteur aléatoire tel que y = x + z.

Nous supposons que la densité de z est adéquate, q(z) = p(z), alors que la densité de x est
inadéquate, ¢(x) # p(x). Dans ce cas, la densité de probabilité de y est inadéquate q(y) # p(y).
Cependant, la densité conditionnelle de y sachant x est adéquate, ¢(y|x) = p(y|x).

A partir de (4.22), puisque Dgr, (p(y|x)||¢(y|x)) = 0, nous trouvons que :

Ipp(xy) — Ipg(x;y) = =Dk (p(y)lla(y)) < 0. (4.29)

En neurosciences, un cas particulier de I, 4, souvent désigné par Ishume, est largement utilisé.
Ihumme permet d’évaluer 'importance des corrélations des bruits pour extraire de 'information
des réponses neuronales a un stimulus [40,41]. Elle quantifie I'information fournie sur un stimulus

par les réponses de deux neurones si la corrélation des bruits est ignorée. L’indice "shuffle" est
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FIGURE 4.1 — Estimateur inadéquat par projection

utilisé car le mélange des données permet de supprimer la corrélation des bruits.

Sous inadéquation de modéle, 'information mutuelle peut étre négative.

4.2 Mesures d’estimation

4.2.1 Estimateur optimal au sens de |'erreur quadratique moyenne

Soit x ~ p(x) un vecteur aléatoire que nous désirons estimer, et y ~ p(y) une mesure de x.
Nous supposons une densité a posteriori, ¢(x|y), différente de la vraie densité, p(x|y). Dans ce
cas, nous calculons analytiquement ’estimateur de x en fonction de y, que nous croyons “optimal”

au sens de l'erreur quadratique moyenne, comme l’espérance de la densité a posteriori supposée
q(xly) :
() 2 Eofxly] = [ xa(xly)ix. (430

L’erreur d’estimation inadéquate associée a X est la matrice de covariance de l'erreur x —x, .
q q
L’espérance selon la densité de y peut étre approchée par les données. Par conséquent, I’espérance

de la matrice de covariance est selon la vraie densité p(y) :

My (x[y) = Epl(x — %¢(¥)) (x = %4(¥))"]- (4.31)

Soit Hy le sous-espace des observations muni du produit scalaire < u,v >= E[u” v]. Dans le
cadre d'un modéle adéquat, puisque l'estimateur optimal, X,(y) = E, [p(x|y)], minimise l'erreur
quadratique moyenne, il est la projection orthogonale de x sur Hy. Cependant, ’estimateur
inadéquat, %X4(y), est une projection oblique de x sur Hy (figure 4.1). La différence entre les

erreurs d’estimation associées aux deux estimateurs est donnée par la matrice de covariance :

Mp,q(X‘Y) - Mp,/p(XIY) = Ep[(*p(Y) - f‘q(}’))(f‘p(}’) - &q(Y))T]- (4.32)

La différence M, 4(s|x) — M), ,(s|x), appelée dans la littérature "excédent de 'erreur quadratique
moyenne" (“excess MSE” en anglais), est semi-définie positive et est nulle si et seulement si ¢ = p.
Par conséquent, les fausses hypothéses sur le modéle conduisent & plus d’erreur d’estimation.
L’excédent de 'EQM permet de quantifier les erreurs additionnelles engendrées par le modéle

inadéquat.
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Démonstration. A partir de (1.27) et (4.31) on obtient :

M,4(x[y) = Mpp(x[y)
= Epl(x — %) (x = %¢(y))"] = Epl(x — %(y)) (x = %p(¥))"], (4.33)
= Epl(x — %) (x = %g(y))"] = Epl(x — %(3)) (x = %4(¥))"], (4.34)
= Ep[(o(y) — %)) (x — %X4())"], (4.35)
= Byl (y) — %¢(v))(x = %p(y) + Xp(y) — %o (y))" ], (4.36)
= Eyl(%p(y) — %) p(y) — %q(¥))"]- (4.37)

ot (4.34) et (4.37) résultent du principe d’orthogonalité. Ainsi, I'erreur x — X%, (y) est orthogo-
nale & X,(y) et 4 X,(y). Cest-a-dire, Ep[(x —%,(¥))%,(y)!] = E,[(x—%,(y))X,(y)T] =0. O

L’excédent de TEQM (excess MSE), M, ,(x|y) — M,, ,(x|y), est semi-définie positive.
Autrement dit, Pestimateur sous une fausse loi conduit a une trace de 'EQM plus grande
que sous la vraie loi, Tr {M,, ,(x|y)} > Tr {M,, ,(x|y)}.

4.3 Information versus estimation

Dans le cadre du modéle adéquat, plusieurs relations ont été établies entre les mesures de la
théorie de I'information et les mesures de la théorie de I'estimation (section 1.3). Dans le cadre
du modéle inadéquat, il existe également des relations généralisant ces liens.

A notre connaissance, c’est & Akaike que nous devons la premiére relation jamais établie entre
la théorie de 'estimation et la théorie de I'information sous inadéquation du modéle. En 1974,
Akaike a montré que, sous inadéquation de modéle, I'estimateur de maximum de vraisemblance
converge vers la valeur qui minimise la divergence de Kullback-Leibler entre la densité exacte et

la densité supposée des données [34].

Dans cette section nous fournissons un apercu sur une relation récemment proposée par
Verdu [42] et qui a été généralisée au cas vectoriel par Chen et Lafferty [43]. Cette relation relie
I'excédent de 'EQM (4.32) et la divergence de Kullback-Leibler dans le cas d’inadéquation de la
densité du signal d’entrée dans un canal gaussien. Nous proposons, ensuite, une généralisation de
cette relation au cas d’inadéquation du bruit et au cas d’'une double inadéquation du signal utile
et du bruit. Finalement, nous en déduisons une généralisation de la relation entre information
mutuelle et 'TEQM (I-MMSE), décrite a la section 1.3, au modéle inadéquat.

Cette section se divise en trois parties. La premiére partie présente deux relations établies
entre la théorie de 'information et la théorie de I'estimation dans un canal gaussien et sous
trois différentes inadéquations du modéle. La seconde partie exprime ces relations dans le cas
particulier du modéle gaussien, i.e canal gaussien avec entrée gaussienne. La troisiéme section

analyse ces relations & travers un exemple scalaire.
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4.3.1 Canal gaussien

Les relations que nous présentons dans la suite sont développées dans le canal gaussien linéaire

bruité schématisé par la figure 4.2 :

FIGURE 4.2 — Canal gaussien linéaire

Le modéle mathématique correspondant a la figure 4.2 est :
x =Hs+n, (4.38)

oit s € R est le signal (vectoriel) d’entrée de densité p(s), x € R¥ est le signal (vectoriel) de
sortie de densité p(x), n ~ N(0,X) est un bruit gaussien additif de moyenne nulle et de matrice

de covariance X et H € RF*! est la matrice du canal.

Dans la suite, nous considérons trois types d’inadéquations du modéle (4.38). Une premiére
inadéquation de la densité du signal utile, ¢(s) # p(s). Ensuite, une inadéquation sur la matrice de
covariance du bruit, ¢(n) = (0, 2) # p(n). Finalement, une double inadéquation sur les densités
du signal utile et du bruit, g(s) # p(s) et ¢(n) = (0, %) # p(n).

Ces trois inadéquations engendrent différentes inadéquations de la densité de la sortie x.
Cependant, en guise de simplification, nous avons choisi de noter la distribution inadéquate de
x par ¢(x) indifféeremment du type d’inadéquation. Pourtant, le type d’inadéquation devient

apparent en exprimant la densité de x en fonction des densités de s et de n, soit :

[ p(x|s)q(s)ds siq(s) # p(s) et & =3
q(x) = ¢ [q(x|s)p(s)ds siq(s) = p(s) et 43 (4.39)
[q(x|s)q(s)ds si q(s) # p(s) et = # X

4.3.1.1 Inadéquation du signal d’entrée

Nous supposons la densité du signal d’entrée ¢(s) différente de la densité exacte, p(s). Nous
disons dans ce cas que I'entrée du canal est inadéquate. Suite & cette hypothése, la densité de la
sortie x est aussi inadéquate, g(x) = [ p(x|s)q(s)ds # p(x). Cependant, la densité conditionnelle
de x sachant s est adéquate car la densité du bruit supposée correspond & la densité réelle,

q(x|s) = p(x|s). La figure 4.3 schématise un canal gaussien avec une entrée inadéquate.

Estimation. Sous inadéquation du signal d’entrée, s, la densité a posteriori supposée est fausse,
q(s|x) # p(s|x). Par conséquent, 'estimateur que nous croyons optimal est la moyenne de la loi a

posteriori inadéquate, g(s|x) (section 4.2) :

§q(x) = /q(s\x)sds, (4.40)
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A
H + > p(x) = [ p(x|s)p(s)ds
T~ g(x) = [ p(x[s)q(s)ds

FI1GURE 4.3 — Canal gaussien linéaire sous inadéquation de l'entrée

= /q(s)p(x|s) s ds. (4.41)
q(x)
L’équation (4.41) est obtenue par la relation de Bayes (1.26) ou p(x|s) = N (Hs, X) et ¢(x) =
[ p(x|s)g(s)ds. L’erreur d’estimation relative a §4(x) est la matrice de covariance de lerreur
s —8p(x) (4.31) :
M, (s1x) = By (5 — 8,())(s — 8,()7]. (1.42)

Information. Quand la densité de l’entrée s est mal définie, I'information mutuelle entre

I'entrée et la sortie du canal est donnée par (4.19) :

Ipg(six) 2 E, [log (Q(SX)H = E, [log (p(’ds)ﬂ : (4.43)

q(s)q(x) a(x)
= Ipp(six) + Dkr (p(x)|[g(x)) - (4.44)

La relation (4.44) est obtenue a partir de (4.23), avec Dk, (p(x|s)||q(x|s)) = 0.

D’aprés la non-négativité de la divergence de Kullback-Leibler et a partir de (4.44), I 4(s;x) >
I, »(s;x). Etant donné que I, 4(s;x) n’est pas une mesure d’information, 'inégalité I, ,(s;x) >
I, »(s;x) ne signifie pas que, sous inadéquation du modéle, nous apprenons plus d’information sur
s. Essayons de comprendre le sens de cette inégalité, en écrivant I, 4(s; x) comme la différence

d’entropies. Selon (4.20), nous avons :
Ipq(six) = hpg(s) = hpg(s|x) (4.45)

En considérant une fausse densité du signal d’entrée s, le résidu d’incertitude moyenne sur s
aprés l'observation de x augmente, hy4(s|x) > hpp(s|x). Ce qui signifie que x révéle moins
d’information sur s, par rapport au modéle adéquat. Cependant, 'incertitude moyenne de s
augmente également, hy, 4(s) > hy p(s). Par conséquent, la différence I, 4(s;x) = hy g(8) — hyp¢(s]%)
représente la réduction de I'incertitude sur s suite a I'inadéquation du modéle, mais ne quantifie

pas l'information que nous apprenons effectivement sur s.

Sous inadéquation de ’entrée d’un canal gaussien, 'information mutuelle inadéquate est

supérieure a I'information mutuelle classique, I, ;(s;x) > I »(s; x).

L’entropie relative et ’excédent de 'EQM. Dans le cas d’une entrée inadéquate, Verda a
établi une relation entre 'excédent de 'EQM et la divergence de Kullback-Leibler [42], qui a été

généralisée ensuite au cas vectoriel par Chen et Lafferty [43]. Cette relation énonce que le gradient,
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par rapport & la matrice du canal H, de la divergence de Kullback-Leibler entre la loi exacte de

la sortie du canal gaussien, p(x), et la loi supposée, ¢(x), est directement lié a I'excédent de 'EQM :

Théoréme 4.1: (Dy-ExcédentEQM sous inadéquation de la densité d’entrée

[43])

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.46)

ou n ~ N(0,X). Sous inadéquation de la densité d’entrée, ¢(s) # p(s), la divergence de
Kullback-Leibler entre la densité exacte de la sortie, p(x) = [ p(x|s)p(s)ds, et la densité
supposée de la sortie, ¢(x) = [ p(x|s)g(s)ds, du canal est liée & I'excédent de 'EQM par la
relation :

VaDr(p(x)||g(x)) = S7TH (Myq(s|x) — M,,p(s]x)) (4.47)

Cette relation relie une distance au sens métrique, qui est 'excédent de 'EQM, a I'écart entre
deux densités. Etant donné que certaines mesures d’information sont des cas particuliers de la
divergence de Kullbak-Leibler, notamment I’entropie mutuelle et 'entropie, la relation (4.47) est
considérée comme une généralisation de la plupart des relations existantes entre la théorie de

I'information et de l'estimation, notamment 'I-MMSE (paragraphe 1.3.3) :
Vil p(s;x) = Z7THM,, ,(s|x). (4.48)

Information mutuelle et erreur quadratique moyenne. En nous appuyant sur la relation
(4.47), nous montrons que la relation I-MMSE (paragraphe 1.3.3 de la partie I) reste valable sous
inadéquation de l'entrée d'un canal gaussien. En effet, le gradient de I, 4(s; x) par rapport a la

matrice du canal, H, est directement li¢ & I'erreur d’estimation M, 4(s|x) par le théoréme suivant :

Théoréme 4.2: (I-MMSE sous inadéquation de la densité d’entrée)

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.49)

ou n ~ N(0,X). Sous inadéquation de la densité d’entrée, ¢(s) # p(s), 'information

mutuelle et 'erreur d’estimation sont liées par la relation :

Vil (s;x) = S7THM,, ,(s]x) (4.50)

Démonstration. Selon (4.47), nous avons :

TTH (M 4(s[x) — Myp(sx)) = VaDkr(p(x)|lq(x)) (4.51)
= Valpe(s;x) — Valpp(s;x) (4.52)

ot (4.52) résulte de (4.44). Puisque, Vil ,(s;x) = X7'HM,, ,(s|x) (paragraphe 1.3.3 de la
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partie I), on obtient :

STTHM, ,(s|x) = Val,,(s;x) (4.53)

4.3.1.2 Inadéquation du bruit

Maintenons, nous supposons un deuxiéme scénario ou seul le bruit du canal est inadéquat.
Notamment, la matrice de covariance du bruit est mal modélisée, et 3 est considérée au lieu de
la matrice de covariance exacte 3. C’est-a-dire que la densité supposée de n est ¢(n) = N (0, X)

au lieu de p(n) = N (0,X). La figure 4.4 schématise ce cas de canal gaussien :

g(n) p(n)

\4

pls)— H (e #00) = [ bl

FIGURE 4.4 — Canal gaussien linéaire sous inadéquation du bruit

Estimation. Méme si la densité du signal d’entrée est adéquate, ¢(s) = p(s), 'inadéquation du
bruit fait que la densité a posteriori est inadéquate, g(s|x) # p(s|x). Par conséquent, 'estimateur

que nous croyons optimal est la moyenne de la loi a posteriori, ¢(s|x) (section 4.2) :

Sq(x) = /q(s\x)sds, (4.54)

_ [ps)axls)
_ / PR s s, (4.55)

L’équation (4.55) est obtenue par la relation de Bayes (1.26); ot ¢(x|s) = NV (Hs, &) et ¢(x) =

[ q(x|s)p(s)ds. Lerreur d’estimation relative a §,(x) est :

Mg (s]x) = Ep[(s — 84(x))(s — 84(x))"]. (4.56)

Information. Quand nous supposons une fausse densité du bruit, g(n) # p(n), I'information

mutuelle entre l'entrée et la sortie du canal est donnée par (4.19) :

I (six) 2 E, [log (Mﬂ = E, [log (qf"‘) ] (4.57)

p(s)a(x) (s)
= Ipp(six) — Dir (p(s|x)]|q(s[x)) (4.58)

ou (4.58) est obtenue a partir de (4.23), car Dgr, (p(s)||g(s)) = 0. Selon (4.58) et d’aprés la
non-négativité de la divergence de Kullback-Leibler, nous déduisons que I, 4(s;x) < Ip ,(s; x).
Par conséquent, contrairement & I'inadéquation de la densité d’entrée, I'inadéquation du bruit

diminue I'information mutuelle. Nous écrivons I, 4(s; x) comme différence d’entropies :

Ipg(six) = hpp(s) — hpq(s|x) (4.59)
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Sous inadéquation du bruit, lincertitude moyenne de l'entrée s demeure invariante,
hpq(s) = hpp(s). Cependant, le résidu d’incertitude moyenne sur s aprés l'observation
de x augmente, hy, 4(s|x) > hy, p(s|x). Ainsi, Uincertitude sur s est moins réduit que dans le cas
adéquat. Nous pouvons, seulement dans ce cas, interpréter I ;(s;x) comme mesure d’information

de s.

Sous inadéquation du bruit, I'information mutuelle inadéquate est inférieure a

I'information mutuelle classique, Ip 4(s;x) < I p(s;x).

Entropie relative et excédent d’erreur quadratique moyenne. La relation établie par
Verdu entre 'excédent de 'EQM et la divergence de Kullback-Leibler est limitée a 1'inadéquation
de l'entrée du canal (théoréme 4.1). Nous étudions la relation entre ces deux quantités dans
le cas d’inadéquation du bruit et nous montrons que la relation (4.47) n’est plus valable. En
effet, le gradient de la divergence de Kullback-Leibler entre les densités exacte et supposée
de x, Dkr (p(x)||g(x)), par rapport & la matrice du canal H, est liée a 'excédent de 'EQM,

M, 4(s|x) — My, ,(s|x), par le théoréme suivant :

Théoréme 4.3: (Dy-ExcédentEQM sous inadéquation du bruit)

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.60)

ous ~ p(s) et n ~ N(0,X). Sous inadéquation de la matrice de covariance du bruit, S
la divergence de Kullback-Leibler entre la densité exacte de la sortie, p(x) = [ p(x|s)p(s)ds,
et la densité supposée de la sortie, ¢(x) = [ g(x|s)p(s)ds, est lice a Pexcédent de PTEQM

par la relation suivante :
VuDx1 (p(x)]|a(x) = E7H (M, q(sx) = My, (sx)) + Rp (4.61)

ot Rp = —(571 = 271 (B, [(x - Hs)s!] - B, [(x ~ Hs)s]] ).

Démonstration. Appendice C O

Nous remarquons que, comparé a (4.47), I'inadéquation sur le bruit introduit un terme résiduel,
Rp, qui fait que la divergence de Kullback-Leibler n’est plus directement liée & ’excédent de
IPEQM. Ce terme résiduel est le produit de deux différences :

» 31— -1 la différence entre les matrices de covariance des bruits supposée et exacte,

» E, [(x—Hs)s!] — E, [(x—Hs)sT] = E, [ns]] — E, [ns]] : la différence entre deux

matrices de covariance entre le bruit et les estimateurs inadéquats, §,, et adéquat, s,.
Ep[(x — Hs)8]] (resp. Ey[(x — Hs)8l]), reflete la dépendance linéaire entre le bruit et

Iestimateur inadéquat (resp. adéquat).
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Proposition 4.1. La matrice de covariance [, [(x — Hs) é;ﬂ est directement liée & l'erreur

quadratique moyenne de I'estimation adéquate, M, ,(s|x), par la relation :

L Ep [(x — Hs) §] ] = HM,,(s|x). (4.62)

Démonstration. Selon le principe d’orthogonalité :

By [x(s—8)"| =0 « E,|[x-Hs)s—s,)"| +E, [Hs(s—35,) | =0 (4.63)
& -, [(x - Hs)s]] + HE, [s(s -5,) ] =0 (4.64)
& B, [(x— Hs)s]| = HM,,(s|x) (4.65)

La deuxiéme équivalence (4.64) s’ensuit car le bruit n = x — Hs est indépendant de s. Alors

que la derniére équivalence (4.65) est obtenue car E, [ép (s — ép)T} = 0. ]

La proposition 4.1 entraine le corollaire suivant du théoréme 4.3 :

( )

Corollaire 4.1. Soit le canal gaussien :

x=Hs+n, (4.66)

ous ~ p(s) et n ~ N (0, X). Supposons que, la matrice de covariance du bruit soit inadéquate,
> # 3, alors :

VaDxr (p(x)[g(x)) = (Z7"HM,,4(s|x) - " HM,, (s|x)) — (52 )E, [(x — Hs) §] ] .
(4.67)

\.

Le corollaire 4.1 relie le gradient de la divergence de Kullback-Leibler, Dx 1, (p(x)||¢(x)), & une
différence pondérée des erreurs d’estimation : fl_lHMpyq(s|x) — X~'HM,, ,(s|x) plus un terme

résiduel.

Information mutuelle et erreur quadratique moyenne. La relation I-MMSE est
également non valide sous inadéquation du bruit. En effet, le gradient de I, 4(s;x) par rapport a

la matrice du canal, H, est liée a l'erreur d’estimation M, ,(s|x) par le théoréme suivant :

Théoréme 4.4: (I-MMSE sous inadéquation du bruit)

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.68)

ol s ~ p(s) et n ~ AN(0,X). Sous inadéquation du bruit, g(n) = N(0,%) # p(n),

I'information mutuelle et I'erreur d’estimation sont liées par la relation :

Vilpq(s;x) = S7'HM,, ,(s|x) + Ry, (4.69)
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avec, Ry = — (f)‘l - E_l) E,[(x — Hs)ég].

Démonstration. Selon (4.22), nous avons :

Vulpp(six) = Valpg(six) = VuaDkr(p(x[s)||q(x|s)) — VaDrL(p(x)[[q(x)) (4.70)
= —ZTTH(My(slx) — My, (s|x)) (4.71)
HETox <Ep[(x — Hs)3!] — By[(x — Hs)gg]).

ou (4.71) résulte de (4.61), et du fait que Dgr(p(x|s)||¢(x|s)) ne dépend pas de H. En
utilisant Vilp,(s;x) = X7THM,, ,(s|x) (paragraphe 1.3.3) et (4.62), on obtient :

Vil,q(s:%x) = S~THM, (s]x) + (z—l - f:—l) E,[(x — Hs)s!]. (4.72)

O

4.3.1.3 Inadéquation du signal d’entrée et du bruit

Finalement, nous considérons le cas d’une double inadéquation du modéle. A notre connais-
sance, nous sommes les premiers & étudier les relations estimation-information sous double
inadéquation. Nous supposons que la densité du signal d’entrée et la densité du bruit sont mal
définies, ¢(s) # p(s) et ¢(n) # p(n). L’'inadéquation du bruit que nous supposons se limite au cas
ou seule la matrice de covariance du bruit est fausse, i.e. ¢(n) = N (O, f)) Ce cas est schématisé

par la figure 4.5 :

FIGURE 4.5 — Canal gaussien linéaire sous inadéquation du signal d’entrée et du bruit

Estimation. L’estimateur de s dans le cas d’une double inadéquation du modéle, ¢(s) # p(s)

et ¢(n) # p(n), est :

o (el
§q(x) —/ 1) ds, (4.73)

ot g(x|s) = N(Hs, %) et q(x) = [ q(x|s)q(s)ds. L'erreur quadratique moyenne relative a cet

estimateur est :
M,,q(s[x) = Ep[(s — 84(x))(s — 84(x))"]. (4.74)

Information. L’information inadéquate entre ’entrée et la sortie du canal est :

Lg(six) £ E, [log ((](ZS;(Z))] (4.75)
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= Ipp(s;x) + Dkr (p(s)llq(s)) — D (p(s[x)]lq(s[x)) , (4.76)
= Ipp(s;x) + Dir (p(¥)[lg(x)) — Dk (p(x]s)[[g(x]s)) - (4.77)

La différence entre I, 4(s;x) et I, ,(s;x) est égale a une différence de divergences de Kullback-

Leibler. Par conséquent, I, ,(s;x) peut étre supérieure ou inférieure a I, ,(s;x).

Entropie relative et excédent d’erreur quadratique moyenne. Dans le cadre d’une
double inadéquation du modéle la divergence de Kullback-Leibler entre les densités d’entrée et de
sortie du canal gaussien, D, (p(x)||q(x)), est liée & 'excédent de 'EQM, M, 4(s|x) — M, ,(s|x),

par le théoréme suivant :

Théoréme 4.5: (Dy-ExcédentEQM sous inadéquation du bruit et du signal

d’entrée)

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.78)

oilt's ~ p(s) et n ~ N(0, 2). Sous inadéquation du bruit, ¢(n) = A'(0, ) # p(n) = N(0, %),
et du signal d’entrée, ¢(s) # p(s), le gradient de la divergence de Kullback-Leibler entre la
densité exact de x, p(x) = [ p(x|s)p(s)ds, et la densité supposée, g(x) = [ g(x|s)q(s)ds,
est :

VaDrr (p(x)]]g(x)) = 7 H(M,4(slx) — My,(slx)) + Rp (4.79)

ot Rp = — (571 = %1 (Ep[(x — Hs)8!] - By[(x — Hs)ég]).

| Démonstration. Voir appendice C O

Quoique cette relation paraisse similaire & celle obtenue dans le cas d’inadéquation du bruit
(4.61), elles sont différentes. En effet, la densité de x dépend ici de la double inadéquation des
distributions de s et n, alors qu’en (4.61) elle ne dépendait que de 'inadéquation de la distribution

de n.

Pour & = ¥, le terme résiduel est nul et nous retrouvons la relation (4.47) proposée par
Verdu. Par conséquent, la relation (4.79) que nous proposons est une généralisation de celle de
Verdu.

Sous double inadéquation du modele, la proposition 4.1 et le corollaire 4.1 demeurent valides.

Information mutuelle et erreur quadratique moyenne inadéquates. Nous proposons
dans ce paragraphe la généralisation de la relation I-MMSE établie par Palomar et Verdu au cas

d’une double inadéquation de modéle.
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Théoréme 4.6: (I-MMSE sous inadéquation du bruit et du signal d’entrée)

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.80)

ot s ~ p(s) et n ~ N(0, ). Sous inadéquation du bruit, ¢(n) = N'(0,%) # p(n), et du
signal d’entrée, ¢(s) # p(s), I'information mutuelle et erreur d’estimation sont liées par la
relation :

Vil (s;x) = S7'HM,, ,(s|x) + Ry, (4.81)

avec, Ry = — (2_1 — 2_1) E,[(x — Hs)s] .

L’inadéquation du signal n’est pas visible dans le relation (4.81), pourtant elle intervient dans

I, 4(s;x) et § & travers les densités supposées de s, ¢(s), et x, ¢(x) = [ g(x[s)g(s)ds.

4.3.2 Modéle gaussien

Maintenant, nous considérons un modéle gaussien qui permettra de :
1. Calculer les termes résiduels Rp et R; dans les théorémes 4.3, 4.4, 4.5 et 4.6.

2. Discerner la différence entre les relations information-estimation dans le cas d’inadéquation

du bruit et celui de double inadéquation.

Soit le canal gaussien linéaire bruitée avec entrée gaussienne :
x=Hs+n, (4.82)

ot s € R! est un vecteur gaussien de dimension &, de moyenne nulle et de matrice de covariance
T, p(s) = N(0,T). n € R¥ est un bruit gaussien additif de dimension k, de moyenne nulle et de
matrice de covariance X, p(n) = N'(0,X). H € R¥*! est la matrice du canal. Le vecteur de sortie,
x € R¥ est de densité p(x) = N(0,HTH? + ).

Nous supposons que les densités inadéquates de s et de n sont aussi gaussiennes et que
I'inadéquation résulte uniquement des matrices de covariance. C’est-a-dire que les densités
inadéquates de s et n sont respectivement ¢(s) = M(0,T) et g(n) = M(0,%).

A la différence de la section précédente, nous considérons uniquement les deux scénarios
d’inadéquation ot Rp et R; interviennent : 'inadéquation du bruit, ¢.e > % 35, et la double
inadéquation, i.e r #T et > % 3.

4.3.2.1 Inadéquation du bruit
Soit le modéle (4.82). Supposons la densité du bruit ¢(n) = A(0,2) différente de la densité

exacte p(n) = N (0, X).

Estimation. L’estimateur inadéquat du s est obtenu de (4.73) en appliquant les hypothéses de
gaussianité, soit :
s, =TH'(HTH” + =) 'x. (4.83)
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L’EQM d’estimation associée a 8, est :
Myq(s/x) = Myg(s[x) + Mgg(slx)H'E7H(S — £)E7 HM,4(s|x) (4.84)

ott M 4(sx) = E4[(s — 84)(s — 8,)7] est la matrice de covariance de l'erreur d’estimation s — §,
calculée avec les densités supposées ¢(s) = p(s) et ¢(n). C’est-a-dire 'EQM si la densité ¢(n)
était exacte. Concrétement, M, 4(s|x) est 'erreur anticipée en supposant la densité du bruit g(n).

Selon les hypotheses de gaussianité M, ,(s|x) s’écrit :

M, 4(s|x) = T — TH” (HTH” + &) 'HT. (4.85)

Par conséquent, M, ,(s|x) est égale & 'EQM anticipée plus une erreur due a I'inadéquation
du bruit.

‘ Démonstration. Les détails de calcul sont présentés a ’annexe D. O

Information. L’information mutuelle entre s et x sous ’hypothése T # T, est obtenue & partir

de (4.58) en appliquant les hypothéses de gaussianité :
1 _ l
Ipq(six) = Igq(six) — §T7" {Mq,q(s‘x) 1Mp,p(S’X)} + 9 (4.86)

ol I 4(s;x) = log (|| ‘1\/Iq7q(s|x)_1 D est 'information mutuelle entre s et x si la densité g(n)
était exacte. | est la dimension du vecteur s. M, (s|x) est donnée par I’équation (4.85) et
M,, ,(s|x) est TEQM du modéle adéquat :

M, ,(s|x) = T — TH” (HTH” + ) 'HT. (4.87)

Entropie relative et excédent d’erreur quadratique moyenne. Le théoréme 4.3 exprime
la relation établie entre la divergence de Kullback-Leibler et 'erreur quadratique moyenne dans
le cas d’inadéquation du bruit. Cette relation fait intervenir un terme résiduel Rp par rapport a
la relation établie par Verdu dans le cas d’inadéquation du signal utile. Dans le cas d’'un modéle
gaussien, Rp peut étre exprimé en fonction des EQMs.

Dans le cas d’un modéle gaussien (4.82), le théoréme 4.3 devient :

Théoréme 4.7: (Dy-ExcédentEQM sous inadéquation du bruit - Entrée gaus-

sienne [44])

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.88)

ou p(s) = N(0,T) et p(n) = N(0,X). Sous inadéquation de la matrice de covariance du
bruit, s # 3 la divergence de Kullback-Leibler entre les densités exacte et supposée de la

sortie du canal est liée a ’excédent de TEQM par la relation :

VuDgr (p(x)]lg(x)) = ZTH(M,(s|x) — M,,,(s[x)) (4.89)
+ (27 1) (ZTTHM,,(s[x) — STTHM, 4(s]x)).
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ou
M, ,(s|x) = T'—TH”(HTH” +X) 'HT, (4.90)

wa(sx) = T —THT(HTHT + %) 'HT, (4.91)
M, q(s[x) = Mggq(s[x) + Mq,q(S|X)HT§_1(z - fl)EA]_IIﬂVIq,q(S|X)- (4.92)

2

J

En regroupant les termes en My, ,(s|x), la relation (4.89) peut aussi s’écrire autrement comme

suit :

VaDx1 (p()|la(x)) = (£ HM,4(s)x) - = HM,,(slx)) - (37! = =) EZ T HM,,(slx).

(4.93)
Démonstration. Selon le théoréeme 4.3 :
VaDrr (p(x)lla(x)) = Z7TH(Mp(s)x) - M, (slx)) + Rp. (4.94)
ou
Rp = (S = =7) (B, [(x - Hs)s]] ~ E, [(x — Hs)s]] ). (4.95)
Selon la proposition 4.1 :
E, [(x — Hs) §] | = HM,,,(s|x). (4.96)
En nous appuyant sur (4.83), on a :
E,[(x - Hs)$!] = E,[(x—Hs)x"] (H'H? + £)7'HT, (4.97)
= S HHTEST'TH+T Y, (4.98)
- »3'H (r — rHTHrH? + f))’lHF) : (4.99)
= I 'HM, (s|x). (4.100)
ou les équations (4.98) et (4.99) découlent des identités (E.4) et (E.3), respectivement.
L’équation (4.100) est obtenue de l’expression (4.85).
Finalement, en remplagant E, [(x — Hs)éqT] et B, [(x — Hs)ég] dans (4.95) par leurs
expressions en (4.100) et (4.96), on obtient :
Rp = — (-2 (22_1HM¢M(S]X) - HMp,p(syx)), (4.101)
- —(E'2-1) (f:—lHMq,q(s|x) - 2—1HMp,p(s\x)), (4.102)
O

Information mutuelle et erreur quadratique moyenne inadéquates. Nous avons montré
précédemment que la relation établie par Palomar et Verdu entre I'information mutuelle et 'EQM

(1.46) ne s’applique pas sous inadéquation du bruit puisqu’il faut prendre en compte un terme
résiduel Ry (4.69) :
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R;=— (2—1 - 2—1) E,[(x — Hs)s!). (4.103)
Dans le cas du modéle gaussien (4.82), en nous appuyant sur I’équation (4.100), Ry s’écrit :

R, = — (2-1 . 2—1) >3 THM, (s|x), (4.104)

- <§:—12 - I) STHM, , (s]x). (4.105)

Ainsi, dans le cas d’une entrée gaussienne, p(s) = N (0,T), le théoréme 4.4 s’écrit [44] :

Théoréme 4.8: (I-MMSE sous inadéquation du bruit et du signal d’entrée)

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.106)

ou p(s) = N(0,T) et p(n) = N(0,X). Sous inadéquation de la matrice de covariance du

bruit, )y = 3, I'information mutuelle et 'erreur d’estimation sont liées par la relation :
Viil,q(s;%x) = S THM,) ,(s[x) — (2—12 -~ 1) STHM, ,(s]x), (4.107)

avec, M 4(s|x) = T — TH” (HT'H” + ) 'HT.

4.3.2.2 Inadéquation du signal d’entrée et du bruit

Toujours dans le cadre du modéle gaussien, nous supposons maintenant que les matrices de

covariance du signal utile et du bruit sont inadéquates, r #7T et > #£ 3.

Estimation. L’estimateur inadéquat de s est obtenu de (4.73) en appliquant les hypothéses de
gaussianité, soit :

5, = THT"(HTH” + =) 'x. (4.108)
L’EQM d’estimation associée a §, est :

~

M, 4(s]x) = My,(s[x) + Mq,q(s|x)HT§J_1(2 — E)E_IHMq,q(s|x)
+ Mo (s[x) T YT — T)T 1M, 4(s[x). (4.109)

ot M 4(s|x) est TEQM si les densités g(s) et g(n) étaient exactes.

M, (s|x) = T — TH” (HTH” + &) 'HT. (4.110)

Nous remarquons que, par rapport au cas précédent de la seule inadéquation du bruit,
M, 4(s|x) est fonction de T au lieu de T. De plus, un troisiéme terme s’ajoute a 1’expression de

M, ,(s|x) et correspond a l'inadéquation du signal utile.

‘ Démonstration. Les détails de calcul sont présentés a ’annexe D. O
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Information. L’information mutuelle entre s et x sous I’hypothése r #T et > %+ 3 est

obtenue de (4.77) en appliquant les hypothéses de gaussianité :
1 1 ~
Ipq(six) = Igq(s;x) — §T7" {Mq,q(s|x)_1Mp,p(s|X)} + ETT {F_lr} ) (4.111)

olt Iy 4(s;x) = 3 log <|f‘| |M,q(s[x) 7! D est I'information mutuelle entre s et x si les densités ¢(s)
et ¢(n) étaient exactes. My 4(s|x) et M, ,(s|x) sont données par les équations (4.110) et (4.87),
respectivement. En substituant T par ', Tr {f‘_llf‘} = [ et nous trouvons la méme expression en

(4.86), qui correspond a l'inadéquation du bruit seul.

Intérét d’une double inadéquation. Dans le cas particulier ot THTS~! = THTS !, les
deux inadéquations, du bruit et du signal utile, peuvent totalement se compenser, conduisant &
une performance égale a celle du modeéle adéquat. En effet, 8, = §,, M, 4(s|x) = M, ,(s|x) et
I 4(s:x) = Ip 4(s;x). Ce résultat contre-intuitif suggére quune inadéquation du signal utile peut

étre corrigée en introduisant une inadéquation sur le bruit et vice versa.

le modéle inadéquat est équivalent au modéle adéquat si

rH’s ' =TH'S !, (4.112)

car les deux inadéquations du modéle se compensent totalement.

Dans le cas d’une seule inadéquation, i.e r #T ou by # 3, la condition (4.112) n’est remplie

que par le modéle adéquat.

Entropie relative et excédent d’erreur quadratique moyenne. Sous double inadéquation
d’un modéle gaussien, ’expression de Rp est formellement similaire au cas d’inadéquation du

bruit. Pourtant, I'expression de M, 4(s|x), comme nous avons vu, est différente :
Rp = —(S!1-%) (22—1HMq,q(s|x) - HMp,p(s|x)), (4.113)

= —(&'m-1) (2_1HMM(S|X) - 2—1HMp,p(syx)). (4.114)

Démonstration. Le méme enchainement de la démonstration du cas précédent s’applique, en
substituant §, et M, ,(s|x) par leurs expressions sous double inadéquation, i.e (4.108) et

4.110) respectivement. O
(
Par conséquent, le théoréme 4.5 devient :

Théoréme 4.9: (Dy-ExcédentEQM sous double inadéquation - Entrée gaus-

sienne [44])

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.115)
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ot p(s) = N(0,T) et p(n) = N(0,X). Sous double inadéquation du modéle, & # X et
T # T, la divergence de Kullback-Leibler est liée & I'excédent de 'EQM par la relation :

VaDir (p(x)|lg(x) = ZTTH(M,q(s|x) — M, (s]x)) (4.116)
+(Z7I2 - 1) (ZTTHM,,(sx) — STTHM, 4(s]x)).

ol

M,,(s|x) = T —TH”(HTH” + %) 'HT,
wq(sx) = T —THT(HTHT + %) 'HT,
M,q(s[x) = Mgq(sx) + My (s|x)H'S71(S — )5 HM, 4(s|x)
+ M, ,(s|x)T 1T — T)T' M, ,(s[x).

. J

=

La relation entre la divergence de Kullback-Leibler et 'excédent de TEQM est différente du
cas précédent, méme si elles sont formellement similaires. Cette différence est apparente a travers

les expressions de M, 4(s|x) et M, 4(s|x).

Information mutuelle et erreur quadratique moyenne inadéquates. De méme la rela-
tion entre l'information mutuelle et TEQM sous double inadéquation du modéle semble similaire
au cas précédent, puisque I'inadéquation du signal utile intervient indirectement a travers les
expressions de I, 4(s; x), My, 4(s|x) et My 4(s|x), que nous avons détaillées précédemment gréce

aux hypothéses de gaussianité.

Théoréme 4.10: (I-MMSE sous inadéquation du bruit et du signal d’entrée)

Soit le canal gaussien :
x=Hs+n, (4.117)

ou p(s) = N(0,I') et p(n) = N(0,X). Sous inadéquation de la matrice de covariance
du bruit, > # 3, et inadéquation de la matrice de covariance du signal utile, r # T,

I'information mutuelle et 'erreur d’estimation sont liées par la relation :

Vil q(s:%x) = STHM,) , (s[x) — (2*12 - I) STHM, ,(sx), (4.118)
avec,

M,,(s|x) = T —THT(HTHT + %) 'HT,

Myq(s)x) = Myg(sx) + Mg (s HS™ (S — 2)S 7 HM,4(slx)

Mo (s]x) T HT — DT M 4(s]x).

4.3.3 Exemple scalaire

Dans les sections précédentes nous avons présentés deux relations établies entre les mesures

de la théorie de I'information et de la théorie de ’estimation dans trois cas d’inadéquation du
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modéle. Nous avons montré que sous inadéquation du bruit, ces relations ne sont plus directes
car elles introduisent des termes résiduels.

Nous considérons maintenons un exemple scalaire simple qui permettra d’analyser ces relations
et de comprendre la raison d’étre des différences qui surviennent suite & I'inadéquation du bruit.

Soit le canal gaussien scalaire représenté a la figure suivante :

NG 0
} }
‘L.@ o+ )— *

FIGURE 4.6 — Canal gaussien scalaire

Le modéle mathématique correspondant & la figure ci-dessus est :

oit @ € RT et s et n sont des variables gaussiennes de moyennes nulles et de variances o2 et 02,

respectivement, i.e p(s) = N(0,02) et p(n) = N(0,02). Les relations précédemment trouvées

peuvent s’appliquer en remplacant H par «, T par o2 et 3 par o2.

Estimation. L’estimateur optimal au sens de l'erreur quadratique moyenne s’écrit (annexe A) :

2
5,(7) = a;/fja% x. (4.120)
Et erreur d’estimation relative & cet estimateur est :
M, (s]x) = 90 (4.121)
’ ao? + o2

Information. Dans le cas du modéle adéquat, I'information mutuelle entre s et x est (annexe

B):
ao?

1 1 2
I p(s52) = ilog <0€2,Mp7p(8‘1’)1> = Qlog <1 + = > (4.122)

n

4.3.3.1 Inadéquation du signal d’entrée

Nous considérons tout d’abord, le cas d’une seule inadéquation, celle de la densité de s due a

I'inadéquation de la variance de s. Soit g(s) = N(0,62) et g(n) = p(n).

Estimation. Quand nous supposons que la variance de s est 62, q(s) = N(0,52), nous obtenons
selon (4.41) que l'estimateur inadéquat de s est :
. vao]
Sq(x) = ——5 =. 4.123
CI( ) a&g + J% ( )

L’erreur associée & 84(x) est la variance de s — §4(z) :

M, ,(s|z) = % + (Ug —62) 07ﬁ2 > M, ,(s]x). (4.124)
T wit 1 (@ +o2P ="
M, q(s])

Si 62 = 02, le deuxiéme terme de la partie droite de (4.124) est nul, et M, 4(s|z) = M, ,(s|z).
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G2=02-1 62=02+1 62=02+42
0.1 0.1 : 0.1 : :

_' $<M’“’(S‘w) =M, (sla) .= - ﬁlg(Mpvq(s‘m = M,,(s]z)) —- ﬁ(MM(S‘m) = M,,(s|z))
008l Drr(p(2)l|q(x)) - - 0.08 - Drr(p(x)l|q(x)) 008l - Dxi(p(x)llq(=)) —
0.06 4 0.06 0.06] el
0.04 0.04 0041

’ \,
25 ,‘ N
0.02f /1 el 0.02 -7 0.02f 1
A O R Ry - —~—
". T e .l' PR I/ ___________________
o-r ) ol
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
e} a o
(a) (b) (c)
1 . e
FIGURE 4.7 - D (p(2)l|q(x)) et 5= (Mp 4(s|z) — My ,(s|z)) en fonction de o pour différentes

valeurs de 62 : 62 =02 — 1 (a),

Information. L’information mutuelle inadéquate entre s et x est :
1 ad? 52 — o2
1 ix)==log 1+ —> )+ — S 4.125
palsi) = g1os (1472 ) o2 (4129
Iq,q‘(rs%ﬂf)
Nous remarquons que si 62 = 02, I, 4(s;2) = I, p(s; 7).

Entropie relative et excédent d’erreur quadratique moyenne. La divergence de

Kullback-Leibler entre p(z) = N(0,a 02 + 02) et q(z) = N(0,a 6% + 02) est :

la(e2-62) 1 ao? + o2
D =-_—2=_ __] —— ). 4.126
KL(p(fL’)HQ(eT)) 2 aa_g n 0721 2 0og aa_g T 0'72L ( )
L’excédent de P'EQM est obtenu a partir de (4.124) et (4.121) :
2 _ 22\2 aoy,
M, q(slz) = Myp(slz) = (07 — &7) (4.127)

(a62 4 02)* (ao2 + 02)
Nous pouvons vérifier facilement, analytiquement et graphiquement, I'exactitude de la relation

du théoréme 4.1 établie par Verdu, soit :

0

oo

1

2
207

Drr(p(2)]la(2)) = 5—5 (Mpq4(sz) — My, (s|2)). (4.128)

Sur la figure 4.7 nous représentons, en fonction de «, la divergence de Kullback-Leibler
Dir(p(z)l|q(x)) et 5

202

Pour a = 0, = est une mesure du bruit, =

(M, (s|z) — M, »(s|z)), pour différentes valeurs de 62.

n. Dans ce cas, Dgr(p(x)||q(z))

Dgr(p(n)|lg(n)) = 0 et I'excédent de 'EQM est nul car les deux erreurs d’estimation sont
2

égales : M (s|z) = M, p(s|z) = o%.

Quand « croit, nous constatons que 'excédent de 'EQM devient plus important avant de
tendre vers zéro pour « assez grand. C’est-a-dire que pour « trés grand (rapport signal a bruit
important), l'effet de I'inadéquation de la densité d’entrée importe peu a I’estimation contrairement
aux faibles valeurs. Alors que, la divergence de Kullback-Leibler est une fonction croissante de a

qui tend vers Dgr.(p(s)||q(s)) pour a — 400.
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52 — 52
o, =0;—1

M, ,(ola) ] M, ol) )
1 —-ﬁ%Mp,q(s\x) ’,—"— 1 "ﬁ{Mp-q(sW) -7
—Ipp(s;2) - - —Ip(s;w) -
0.8} |- I4(s;z) s 0.8|- I q(s;2) L
0.6 57 06 5
h, J b,
041 % 0.4 My,
02 _ 02 -
0 7 0 .
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
e} a o
(a) (b) (c)
1 1 ) ) - s
FIGURE 4.8 - EMM,(S\%), @Mp,q(shc), I p(s;2) et Ip 4(s; ) en fonction de a pour différentes
valeurs de 62 : 62 =02 —1 (a), 62 =02 +1 (b), 62=02+2 (c). Avec 02 =2 et 02 = 2.

Si nous comparons les deux courbes, sur les trois figures, nous remarquons que l’excé-
dent de 'EQM est maximal lorsque le taux de croissance de Kullback-Leibler est impor-
tant. Réciproquement, il est nul si la divergence de Kullback-Leibler est fixe (pour a@ — +o0,
Dgr(p(x)|lg(x)) — Drr(p(s)|lg(s))). De fait, la variation selon o de Dy (p(x)||q(x)) est déter-
minée par 'excédent de 'EQM.

Information mutuelle et erreur quadratique moyenne inadéquates. Le gradient de

I'information mutuelle est lié & 'EQM par la relation (1.45), dans le cas du modéle adéquat. Cette

relation peut étre simplement vérifiée a partir de (4.122) et (4.121) :

0 1
%Ip,p(& T) = 252

n

M, ,(s|x). (4.129)

Cette relation est toujours valable sous inadéquation du signal d’entrée (4.2). Facile a vérifier
en utilisant (4.124) et (4.125) :

0 1
%Ip,q(sw) 2592

n

M,, ,(s|x). (4.130)

1
202

et ﬁMm,(s\a:). Nous remarquons que, pour une fausse densité de s, I, 4(s;z) > I p(s;x) et

En appliquant 'opérateur d’intégration sur les deux parties des égalités (4.122) et (4.130), on

/( n
/ 2C
0 n

Ces relations peuvent étre interprétées géométriquement ainsi :

La figure 4.8 illustre I, 4(s; ) et 525 M, 4(s|z) pour différentes valeurs de 62 ainsi que I, ,(s; x)

Ipp(s;@) M, ,(s]x)do, (4.131)

I q4(s; ) M,, ,(s]x)da. (4.132)
la surface délimitée par
ﬁMp,p(sh}) (resp. ﬁMp,q(SM:)) est égale a 'information mutuelle entre l'entrée et la sor-

tie du canal I, ,(s;x) (resp. Ipq(s;x)).
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4.3.3.2 Inadéquation du bruit

Nous considérons maintenant, le cas d’inadéquation du bruit. Nous supposons que seule la

variance du bruit n est inadéquate. Soit ¢(s) = p(s) et q(n) = N(0,52).

n

Estimation. L’estimateur que nous croyons optimal de s est, selon (4.55) :

2
. ao;
S = ——"= . 4.133
Q(x) OtO';% + 5_721 T ( )
L’erreur associée a §4(x) est :
252 4
050 o
M, q(s|z S ta(on — 60)————— > M, ,(slz 4.134
p,q( | ) CYO'E i 0'7% ( n n) (040'3 + OA_%)Q p,P( ‘ )7 ( )
———
My, q(s])
avec égalité si et seulement si 62 = o2.

Information. L’information mutuelle inadéquate entre s et x est obtenue & partir de (4.86) :

2
ao;
52

2 2
) —qo?In"n (4.135)

1
I ) = =1 1
pa(57) 2 %% < + 9262 (ao? + 02)

n

Iq,q(s;)
Entropie relative et excédent d’erreur quadratique moyenne. La divergence de

Kullback-Leibler entre p(x) = N(0, 02 + 02) et g(z) = N(0,a02 + 62) est :

1(02—62) 1 ao? 4 o2
D —_-\Yn_“n) 7 —Zs Ton ) 4.136
e (p(e)la(@) = 5T — Slog (S22 (4.136)

Sous inadéquation du bruit, le gradient de la divergence de Dgr.(p(x)||g(x)) n’est plus directement
lié & I'excédent de 'EQM :

4
2 Qo
M, q(s[) = Myp(slz) = (on —67) o7 : (4.137)
" (a0? +62)% (a0 + 02)
puisque il faut prendre en compte le terme résiduel Rp (théoréme 4.7) :
Rp = — (02— 52)° o (4.138)
mon 262 (ao2 +62) (ao2 +02)’
En peut vérifier facilement le résultat du théoréme 4.7 :
0 1
- Drr(p(@)lla(2)) = 575 (Mp¢(slz) — My,(s[z)) + Rp. (4.139)
Oa 2562

La figure 4.9 illustre, en fonction de «, différents termes de la relation (4.139) : Dgr.(p(x)||q(x)),
ﬁ(Mp,q(s\x) — M, ,(s|z)) et ﬁ(Mp,q(sL%) — M, ,(s]x)) + Rp pour différentes valeurs de 62.
Nous constatons que 'excédent de 'EQM garde le méme comportement que dans le cas
d’inadéquation du signal (figure 4.7), car on a oM, ,(s|z) = M, ,(n|z) [14]. C’est-a-dire que
le signal d’intérét et le bruit ont un effet similaire sur ’erreur d’estimation. Cette relation est

valable pour toutes variables aléatoires s et n méme si elles sont dépendantes.
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§2=02-1 G2=02+1 62 =02 +2
0.2 — 0.04 — 0.1 -
R 0.02 s ) 005/ . -
ok T RS | 0 e n
-0.2
0.02 -0.05
-0.4 _' %%(M”“’(Slm) = M, (s[2)) 4 - #;(Mp-q(s‘z) = M,,(s|z)) 1 —-ﬁ(MM(sh‘) — M,,(s]2)) |
2 (M 4(s]) — My (s]2)) + Rp|| 00 702 (M, 4(s]z) = My (sle)) + Rp 0. a5 (M g(sl) = M, (sle) + Rp
- Dre(p(@)lle(2)) ‘ - Dr(p(x)]|g(=)) \ - Drr(p(#)lle(2))
-0.6 -0.06 -0.15
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
« « (o3
(a) (b) (c)
1 1
FIGURE 4.9~ Dicr(p(@)[la(2)). 5t (Mypg(s]z) — My (s]2)) et 5z (Mg(sle) — Myp(sl2)) + Rop
en fonction de a pour différentes valeurs de 62 : 62 = 02 — 1 (a), 62 =02 +1 (b), 62 = 02 + 2

(c). Avec 02 = 2 et 02 = 2. L’échelle de I’axe vertical est différente pour chaque figure en vue
d’une meilleur visibilité.

Cependant, le comportement de la divergence de Kullbak-Leibler change par rapport au
cas précédent d’inadéquation du signal d’entrée (figure 4.7). Pour av = 0, Dgr.(p(x)||g(x)) =
Dkr(p(n)|lg(n)) # 0 car le bruit est inadéquat. Alors que pour o — oo, D (p(x)|lg(x)) —
Dgr(p(s)||g(s)) = 0. Par conséquent, la divergence de Kullback-Leibler, dans le cas d’'une
inadéquation du bruit, est une fonction décroissante et sa dérivée est ainsi négative. Cependant
I'excédent de PTEQM est toujours positif. D’ou la non-validité de la relation (4.47).

Réciproquement, nous constatons que ﬁ(l\/lnq(s]x) — M, ,(s|z)) + Rp est non-positif et tra-
duit, ainsi, la variation de la divergence de Kullback-Leibler par rapport & .. Nous déduisons alors,
que la relation (4.139) s’applique car la prise en compte de Rp compense la différence de com-
portement de la divergence de Kullback-Leibler et des erreurs d’estimation envers I'inadéquation
du bruit.

Information mutuelle et erreur quadratique moyenne inadéquates. La divergence de
I'information mutuelle est également non liée directement & 'EQM sous inadéquation du bruit et

un terme résiduel, Ry, doit étre pris en compte :

2
Rj=—(62-62)— %5 4.140
I (U” U”) 262 (o2 + 62) ( )

En effet, selon le théoréme (4.8), on a :

0

1
%Ip,q(s; z) = —Mp(s|lz) + Ry. (4.141)

262

n

La figure 4.10 représente I, 4(s; x) M,, ,(s|x) et ﬁMp,q(er) + R en fonction de ap pour
My (sla).

Nous remarquons que, sous inadéquation du bruit, I, 4(s; ) < Ip p(s; ) contrairement au cas

1
’ 252

différentes valeurs de 62. Cette figure représente également I, ,(s; x)

d’inadéquation du signal. Cependant, M, ,(s|x) est toujours supérieure & M, ,(s|z), similairement
au cas d’inadéquation du signal. Ainsi, I'information mutuelle et 'EQM agissent différemment
aux différents types d’inadéquations du modéle. Cette différence de comportement est compensée

par le terme résiduel Rj.
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2=02-1 6Z=02+1 62=02+2
: 1 ‘ : 1 : :
0.8 0.8}
06 ﬁM},p(s\x) 067 lﬁgMpp(s\L)
- % pq(sl7) —- ﬁMp-,q(ﬂI)
0.4 #ﬂMﬂ"l(s‘z) + Ry 0.45 %}iMl),q(Sh) + Ryl]
Ry —Lpp(s:2) L., —Ipp(557)
02 Al - Ly(si) 027 o = Dygl5i2)
P e O TN — "_'-'_'.;-.»_-._- i
0 o
0 2 4 6 0 2 4 6
« « «
(a) (b) ()
1 1 1 ) .
FIGURE 4.10 - ﬁMp,p(sh:), ﬁl\/[p,q(s\x), 57 M, ,(s|x) + Ry, I, p(s;x) et I, 4(s;x) en
: e 52 . 52 2 52 2 52 2
fonction de a pour différentes valeurs de 67, : 65, = 05, — 1 (a), 67 =07 + 1 (b), 67 =0/ + 2 (c).
Avec 02 =2et 02 =2

4.3.3.3 Inadéquation du signal d’entrée et du bruit

Nous considérons le cas d'une double inadéquation. Nous supposons que les variances de s et
n sont inadéquates, i.e q(s) = N(0,62) et g(n) = N(0,52).
Estimation. L’estimateur inadéquat de s dans le cas d’une double inadéquation est obtenu de
(4.108) :
Vaos

S = . 4.142
L’erreur associée a §,(z) est :
M g(sl) = 227 (02— 62— a(o? 62— 0> My (sfe), (413
slz) = — _ ot —6 alos — 6 > s|lz), (4.
P,q Oé0_3+0_7% S S (aa_Q_'_a_TQZ)Q n n (a&g—i—&%)Z PP
—_——
Mg, q(s|z)

Information. Selon (4.111), 'information mutuelle inadéquate entre s et x est :

1 ~2
Ipq(s;o) = 5log <1 + C;;;) —ao? o (4.144)

n

Iq,q(s5z)

Dans le cas scalaire, la condition (4.112) pour que le modéle inadéquat soit équivalent au

2 ~2
modéle adéquat devient Z—; = Z—; Nous pouvons vérifier facilement que sous cette condition
les inadéquations sur la variance du signal utile et la variance du bruit se compensent et que

Sq(x) = 8p(x) et My ¢(s|lz) = Mpp(s|z), Ipq(s;z) = Ipp(s; z).

Entropie relative et excédent d’erreur quadratique moyenne. Sous double inadéquation
du modéle, la divergence de Kullback-Leibler est liée & 'EQM par le théoréme 4.9 :

0 1

A Dici(p(@)a(2)) = 5 (Myq(slz) — My (sl2)) + Rp. (4.145)

ou :

1(62-62) 1a(e?-62) 1 ac? + o2
Drrlplolaw) = 5 057762 T2 aa 452~ 2% \aa?+ a2 ) (4.146)
S n S n S n



4.3. Information versus estimation

105

G2=02-1 62=02+1 62=02+42
0.4 05 : : 1=
e N
- " - 7 - e —m— o — ————— = —
03 Pt e of p== s e
Phe 0 ~ = R g o M M B, ==
02} /° -1
—ZIT(MM("L) = M,,(s|z)) -0.5
0.1 257 (Mipg(sle) — My, (sl) + Rop - 337 (M (s]z) — M, (s]2)) 2 T (M, (5]2) — M, (3[2))
- Dice(p(@)lla(=)) 357 (Myq(sl2) = M, (sl2)) + Rp 222 (M (sl) — My (sl2)) + Ry
ol - ; ‘ - Dgr(p(z)|lq(x)) s - Drr(p(z)|la(z))
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
e} a «
(a) (b) (c)
1
FIGURE 4.11 — Dk (p(z)||q(x)), @(an(ﬂx) — M, ,(s|z)) et
ﬁ(an s|z) — M, p(s|7)) + Rp en fonction de o pour 62 = 02 — 1 et différentes valeurs de
52:62=02—-1(a),62=024+1(b),62=0%2+2(c). Avec 02 = 2 et 02 = 2. L’¢chelle de 'axe

vertical est différente pour chaque figure en vue d’une meilleur visibilité.

2
Rp = — (02 — 62)° 7s . 4.147
b (o =) 202 (o2 + 62) (o2 + o2) ( )
La figure 4.11 montre, en fonction de «, Dgr(p(x)||q(x)), ﬁ(Mp,q(s]:):) — M, ,(s|z)) et
ﬁ(Mp,q(s\m) — M, ,(s]7)) + Rp pour 62 = 02 — 1 et différentes valeurs de 2.
La figure 4.11a correspond & la condition 0262 = G202 pour laquelle le modéle adéquat

est équivalent au modéle inadéquat. Nous remarquons que 'excédent de 'EQM est nul et que
Dgr(p(x)||g(x)) est constante.

Sur les figures 4.11b et 4.11c, nous remarquons que la divergence de Kullback-Leibler est
une fonction décroissante pour des valeurs faibles de a ou la divergence du bruit est plus

2_ 22
. o, —0

influente. Notamment, pour « € [0, — s
S

|. Au dela de cet intervalle, D (p(z)||q(z)) devient
croissante. En particulier, Dgr(p(x)||q(x)) est égale & Dgr(p(n)|lg(n)) pour a = 0, et elle
tend vers Dgr(p(s)|lg(s)) pour @« — oo. La divergence de Kullback-Leibler est nulle pour

0.2

22
Ug_gg . Attention, une divergence nulle ne signifie pas que le modéle inadéquat est équivalent

o = —

2—6'2

au modele adéquat. En effet, pour o = —Z5=28, M, 4(s|z) # M, 4(s|z). Nous remarquons que

-5
1
Elle est négative quand Dg (p(x)||q(x)) est décroissante et positive quand Dy (p(x)||g(x)) est
croissante.
Information mutuelle et erreur quadratique moyenne inadéquates. FEn s’appuyant sur

le théoréme 4.10, sous double inadéquation du modéle, I'information mutuelle et 'EQM sont liée

par :
aaaf,,,q(s; 7) = %i%an(s\x) + Ry (4.148)
ou 52
Ry =~ (o~ 1) 252 (a&zZ +62) (4.149)

La figure 4.12 représente I, 4(s; ) My, q(s|z) et 53 M, q(s|lz) + Ry en fonction de ap pour

1
’ 252

différentes valeurs de 62. Cette figure représente également I, ,(s; x) et 515 My p(s|z).

(M, 4(s|z) — M, p(s|z)) + Rp traduit bien la variation de Dy, (p(x)||g(x)) par rapport & cv.
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Q
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|
—_

M, (3]2)
- %le(s\q‘) T
mMZ,_q(s\z) +R; -
—Ip(s2) -
= Lyy(siz)

- ‘;-p(b'? )

-0.5 -2
0

1
FIGURE 4.12 - EMP’

P
fonction de o pour 62 = o

(s]z), ﬁl\/[p,q(s\x), ﬁMp,q(s\:v) + Ry, I p(s;2) et I 4(s;z) en
2 1 et différentes valeurs de 62 : 62 =02 — 1 (a), 62 =02+ 1 (b),
62 =02+42 (c). Avec 02 = 1.5 et 02 = 2.

Nous remarquons que 'information inadéquate est négative pour certaines valeur de a, et que

1 . . . . . <1
ﬂMp,q(s\x) + R refléte la variation de I, 4(s; z) en fonction de a, contrairement & ﬂan(Sm).

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les mesures d’information et d’estimation adaptées aux
modéles inadéquats. Ces mesures sont obtenues & partir des mesures classiques en substituant
les densités exactes par les densités supposées a I’exception des espérances selon la densité des
observations. Puisque les espérances selon la densité des observations peuvent étre approchées
par les données.

Nous avons montré que 'information mutuelle inadéquate n’est pas une mesure d’information,
car elle peut étre négative comme elle peut étre supérieure & 'information mutuelle classique. Par
conséquent, l'interprétation de cette mesure est complexe. L’entropie inadéquate, quoiqu’elle
soit toujours supérieure a I'entropie classique, ne préserve pas certaines propriétés de ’entropie.
Notamment, sous inadéquation du modéle, le conditionnement ne réduit pas toujours 'incertitude.
Seule l'erreur quadratique moyenne d’estimation inadéquate préserve de bonnes propriétés et elle

est facile & interpréter.

Dans la derniére section de ce chapitre, nous avons établi de nouvelles relations information-
estimation dans le cas de modéle inadéquat. Nous avons généralisé, aux cas d’inadéquation
du bruit et de double inadéquation, la relation I-MMSE par Guo et al. et la relation entre la
divergence de Kullback-Leibler et ’excédent de TEQM par Verdu. En effet, 'information mutuelle
et la divergence de Kullback-Leibler, réagissent différemment & 'inadéquation du signal d’entrée,
a I'inadéquation du bruit et & une double inadéquation. Au contraire, 'erreur d’estimation réagit
similairement & tout types d’inadéquation. Par rapport aux relations existantes, les relations que
nous avons établies font intervenir des termes résiduels qui compensent la dissimilarité entre les
mesures d’information et les mesures d’estimation sous inadéquations de modéle.

Dans le cas particulier de modéles gaussiens, nous avons montré que deux inadéquations de
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modéles peuvent totalement s’annuler, conduisant ainsi & une performance similaire, en termes
d’information et de précision d’estimation, & celle obtenue en utilisant le modéle adéquat. Ce
résultat important et contre-intuitif change notre vision des inadéquations de modéle qui peuvent

étre bénéfiques.






CHAPITRE 5

Modéle inadéquat : Modalités avec

un couplage fort

Sommaire
5.1 Modeéle . . . . . L 110
5.2 Mesures d’estimation . . . . . ... oL L 111
5.3 Liens des bruits ignorés . . . . . . ... oL oL 113
5.3.1 Modéle inadéquat versus modéle adéquat . . . . .. .. ... 114
5.3.2  Modéle inadéquat versus une seule modalité . . . . . . . .. ... ... 119
5.4 Inadéquation quelconque des liens entre les bruits . . . . . ... ... .. ... 121
5.4.1 Modele inadéquat versus modéle adéquat . . . . . ... ... L. 121
5.4.2  Modéle inadéquat versus une seule modalité . . . . . . ... ... ... 123
5.5 Conclusion . . . . . .. e 124

L’idée clé de 'analyse multimodale est de permettre aux modalités de s’informer mutuellement.
Nous postulons que cet échange, qui a lieu grace aux liens existants entre les données, peut révéler
plus d’information sur le systéme physique étudié. De ce fait, la bonne modélisation de ces liens
est essentielle en multimodalité.

Cependant, la caractérisation des relations inter-modalités est susceptible d’erreur en raison
de la complexité des systémes physiques et des systémes de mesures. Dans cette deuxiéme partie
du manuscrit, nous étudions l'interaction des modalités quand leurs liens sont mal définis. En
particulier, nous nous intéressons dans ce chapitre aux liens entre les bruits.

Nous considérons un modéle simple de deux modalités qui partagent le méme signal d’intérét.
Ce choix permet de mettre le point sur le lien entre les bruits. Ce méme modéle, a été étudié
précédemment dans le cas du modéle adéquat au chapitre 2, ot nous avons mis en lumiére le role
important de la corrélation des bruits pour l'interaction des modalités.

Cependant, puisque en pratique nous supposons souvent 'indépendance des bruits, nous
étudions dans ce chapitre I'impact de cette hypothése si elle est inexacte. Nous considérons aussi
le cas général d'un faux lien entre les bruits.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 5.1 présente le modéle considéré. Les mesures

utilisées dans I'analyse de ce modéle sont développées dans la section 5.2. Les sections 5.3 et 5.4

109
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examinent 'impact d’un faux lien entre les bruits sur l'interaction des modalités. La section 5.5

conclut ce chapitre.

5.1 Modéle

Nous considérons un modéle de deux mesures bruitées d’'une variable s € R que nous
schématisons par la figure 5.1. Nous notons par p(n) et ¢g(n), les densités jointes exacte et
supposée des bruits additifs ny et no, n = [ny, ng]T. Lorsque la loi jointe supposée des bruits
correspond a la loi jointe exacte, ¢(n) = p(n), le modéle est dit adéquat. Autrement, i.e
q(n) # p(n), la densité jointe des modalités x1 et x5 est inadéquate, g(x) # p(x) ot x = [x1, z2]7,

et le modéle est dit inadéquat.

=

y

\

=
(0 oy

FIGURE 5.1 — Inadéquation sur le lien entre les bruits de deux modalités avec un couplage fort

Le modéle associé au schéma ci-dessus est :

Tr1 = /o1 S+ ny
T9g = /2 S + N2

ou le signal d’intérét, s, et les bruits, n; et no, sont des variables gaussiennes de moyennes nulles

, (5.1)

et de variances unitaires, i.e ~ AN(0,1). Etant donné que les variances de s et des bruits sont
unitaires, a1 et g sont les rapports signal & bruit des modalités x1 et xo. Elles reflétent, ainsi, la
qualité des modalités. Sans restreindre la généralité, nous supposons que la modalité xo a le plus
faible rapport signal a bruit, as < aj.
Nous supposons que la variable s est indépendante des bruits, alors que les bruits sont
Ep[nins]

corrélés. Nous notons par p,, = B 2Ry (2] le coefficient de corrélation des bruits. Ainsi, la densité
pLP11=pli2

jointe des bruits n; et ng est gaussienne de moyenne nulle et de matrice de covariance ¥, i.e

p(n) = N(0,%), ot
_ (1 pn
o (1) oa

Les liens entre les modalités x1 et x5 sont représentés par la variable s et la corrélation des

bruits :
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Liens exacts entre les modalités :

e Lien exact entre les signaux d’intérét : Un couplage fort est considéré entre les
signaux d’intérét représenté par la variable s, qui est commune aux deux modalités.
e Lien exact entre les bruits : Le couplage que nous considérons entre les bruits est plus

faible. Il est représenté par le coeflicient de corrélation, p,, entre n; et ns.

Le chapitre 2 était consacré a I’étude du modele (5.1) dans le cas adéquat. Nous y avons
montré effet de la corrélation des bruits sur 'interaction des modalités. Dans ce chapitre, nous
examinons 'effet d’un faux lien entre les bruits. Nous supposons que la densité de s est bien

modélisée, q(s) = p(s), contrairement a la corrélation des bruits. Nous supposons que le coefficient
Eq[nins]

lati . A _
de corrélation des bruits est p, B, [n2]E, [nd]

au lieu du coefficient exact p,,.

Liens supposés entre les modalités :

e Lien supposé entre les signaux d’intérét : Le lien supposé correspond au lien exact,
qui est représenté par la variable commune s. Ainsi la densité du signal utile est adéquate,
q(s) = p(s)-

e Lien supposé entre les bruits : Le coefficient de corrélation p, représente le lien

supposé entre les bruits ny et no.

Si pn, # pp, alors la matrice de covariance supposée des bruits est différente de la matrice de

covariance exacte, i.e 3 # 3, ou :

1 « (1 5
> = Pl s=( ). (5.3)
pn 1 pn 1

Ainsi, ¢(n) = N(0, f]) # p(n). Par conséquent, ¢(x|s) # p(x|s) et ¢(x) # p(x). Ainsi, le modeéle

est inadéquat et est noté ./Z/: Réciproquement, si p, = p, le modéle est adéquat et est noté .7, ; )

Par le biais de I'erreur quadratique moyenne d’estimation, que nous présentons dans la section

suivante, nous étudions, selon les valeurs des rapports signal & bruit, les questions suivantes :

1. Comment les faux liens entre les bruits influencent-ils 'interaction des modalités ?

2. Sous inadéquation du modéle, 'analyse multimodale assure-t-elle toujours une meilleure

performance par rapport & une seule modalité ?

5.2 Mesures d’estimation

Dans le chapitre 2, nous avons examiné le modéle ///; au moyen de l'erreur quadratique
moyenne et de I'information mutuelle. Ces deux grandeurs ont permis une interprétation selon
deux points de vue des différentes situations de ’analyse multimodale.

Cependant, sous inadéquation du modéle, I'information mutuelle perd certaines de ses pro-

priétés et son interprétation devient plus complexe (paragraphe 4.1.2). Par conséquent, dans ce
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chapitre nous choisissons d’utiliser uniquement l’erreur d’estimation pour évaluer la performance
de la multimodalité sous inadéquation du bruit.

Nous présentons ici les mesures d’estimation au moyen desquelles nous analysons le modéle
(5.1). Dans le cas adéquat, //{;, nous utilisons les mesures classiques d’estimation (chapitre 1).
Alors que dans le cas du modéle inadéquat, ////:, nous utilisons les mesures introduites dans le

chapitre 4 qui prennent en compte ’effet des fausses hypothéses.
Nous nous intéressons au probléme d’estimation de s a partir des modalités x1 et x5 :

Modéle adéquat. (chapitre 2) En fonction d’une seule modalité x;, i € {1, 2}, 'estimateur

optimal au sens de l'erreur quadratique moyenne de s est la moyenne de la loi a posteriori, p(s|z;) :

Sp(x;) é/sp(s|ani)cls>’ Vi x;. (5.4)

:1+C¥i

L’erreur quadratique moyenne relative a cet estimateur est la variance de l'erreur s — §p(z;) :

1
N 14+ a5

M, p(s];) £ Ep [(5 - §p(xi))2] (5.5)

L’estimateur optimal en fonction des deux modalités, x1 et xo, est la moyenne de la loi a
posteriori, p(s|x1,z2) :

k1 x1 + ko x2
(14 1)1+ o) — (Varaz + pn)?

8p(x) = /sp(s\xl,xg)ds = (5.6)

avec,

ki = \/a_\/@pnv (57)
ke = Vo2 —aipn. (5.8)

L’erreur quadratique relative a §,(x) est donnée par la variance de 'erreur s — §,(x) :

1—pp
(1 + 051)(1 + 042) — (\/051@2 + ,0n>2 '

M,,p(slz1,22) 2 By [(s = 3,(x))°] = (5.9)
Modéle inadéquat. Supposons que le coefficient de corrélation entre les bruits est j,, au lieu
de p,. Cette hypothése influence uniquement les mesures multimodales d’estimation, car les
densités marginales de n; et de ng supposées correspondent aux densités exactes, q(n;) = p(n;)
(1 € {1,2}). Ainsi, §4(z;) = 5p(z;) et My, 4(s]a;) = My, ,(s|z;).

Cependant, la densité jointe des bruits est inadéquate, g(n) # p(n). Ainsi, 'estimateur de s

en fonction de x1 et x2, que nous croyons optimal, est la moyenne de la loi a posteriori supposée,

q(s|x1,xe) :

Sq(x) = /sq(s!ml,m)ds, (5.10)

q(x|s)p(s)
/Smds’ A (5.11)

_ k1 x1 + k2 2

T Ot on(+a2) — (Varos + pn) (5.12)
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avec

ko= o1 — agpn, (5.13)
ky = oz —/aipn. (5.14)

L’erreur d’estimation associée & §4(x) est donnée par la variance, calculée sur p(.), de I'erreur

s — §q(x) :

Mp,q(3|$171’2) £ E, [(3 - §q(x))2] ) (5.15)
= L= f (5.16)
(1+a1)(1+a2)—(,/a1a2+ﬁn)2 '

Mg, q(s|z1,22)

(Vo2 = Vaipn) (Va1 = Vaapn)
((1 + Oél)(l + 042) — <m+ ﬁn)2)2
- et (5.17)

+2 (/)n - FA)H)

L’EQM inadéquate M, 4(s|z1,z2) est une fonction affine de p,,, dont la pente est a :
_ (Va2 — v/a1pn) (/o — \/azpn) (5.18)
(1 + 1)1+ a2) = (yaraz + pn)?)”

Le signe de la pente est le signe du produit (/a1 — /a2pn) (/a2 — /&1py). Selon 'hypothése
ag < ap et puisque |p,| < 1, (y/a1 — y/az2pn) > 0 ainsi sgn(a) = sgn(y/az — /a1pn).

Démonstration. Ces expressions sont obtenues des cas généraux du chapitre 4 (paragraphe

4.3.2.1). Les détails des calculs sont fournis a la section D.3 de 'annexe D. t

5.3 Liens des bruits ignorés

En pratique, nous postulons souvent 'indépendance des bruits des données dans le but de
simplifier les calculs. Dans ce paragraphe nous étudions 'effet de cette hypothése, quand elle est

fausse, sur la performance de I’estimation multimodale.

Nous supposons que les bruits sont indépendants alors qu’ils sont dépendants. Nous disons dans
ce cas que les liens entre les bruits sont ignorés. Selon 'hypothése de gaussianité, I'indépendance
des bruits correspond a p, = 0. C’est-a-dire que nous supposons que 1 et x5 sont indépendants
conditionnellement & s, i.e q(x|s) = q(z1]s)g(x2|s). L’estimateur inadéquat relatif a ce cas est

obtenu a partir de (5.12) en mettant p,, a zéro :

B \/ 1 xl—l-w/Oég xz' (5.19)

%409 5,20 = 1+ag +as

L’équation (5.19) ne dépend pas de p,. C’est-a-dire que nous utilisons un estimateur qui ne prend
pas en compte la corrélation des bruits. En agissant ainsi, nous nous attendons & obtenir 'EQM
d’estimation :

1

My(sler,z2) £ Eq[(s = 3(x))%] = Tra o
? J

(5.20)
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FIGURE 5.2 — Les erreurs d’estimation My 4(s|z1, z2) et My, 4(s|z1, z2) en fonction de p,, ou
a; =5et ag =2.

ot My 4(s|x1, x2) est I'erreur d’estimation multimodale si le modéle supposé est exact, c’est-a-dire

pn = pn = 0. Cependant, si les bruits ny et no sont corrélés, p, # 0, 'estimateur §p(x)Jﬁ 0

engendre une EQM d’estimation différente :

1 2\/aras
M . = — —_— 5.21
p’Q(S’xl’m)JPn:O 1+ a1+ a +pn(1—|—a1+oz2)2 (5:21)
—_—

Mg, q(s|z1,22)

L’équation (5.21) est obtenue a partir de (5.16) en mettant p,, a zéro. Le premier terme de la
partie droite de (5.21) correspond a My 4(s|x1, z2). La figure 5.2 représente M, 4(s|x1,z2) (---)
et My 4(8|z1,22) (—), en fonction du coefficient de corrélation exacte py,.

Pour p, < 0, le signe du deuxiéme terme de la partie droite de (5.21) est négatif. Ainsi,
M, 4(s|x1,22) < My 4(s|z1,22). C'est-a-dire que I'erreur obtenue, My, ,(s|x1, z2), est plus faible
que lerreur attendue M, 4(s|x1, z2). Réciproquement, pour p,, > 0, le signe du deuxiéme terme
de la partie droite de (5.21) est positif et M, 4(s|z1, x2) > Mg 4(s|z1, z2).

La perte en performance multimodale due & I'ignorance des corrélations entre les bruits n’est
pas quantifiée en comparant My, 4(s|z1, z2) & My 4(s|x1, x2). Puisque, My 4(s|z1, 22) quantifie la

performance anticipée et non la performance réelle du modeéle adéquat.

5.3.1 Modéle inadéquat versus modéle adéquat

Dans ce paragraphe nous étudions l'effet d’ignorer la corrélation entre les bruits sur la précision
d’estimation multimodale. Nous comparons le modéle adéquat, ///}j, et le modele inadéquat ij
Les modalités du modeéle adéquat ///i engendrent I'erreur d’estimation M, ,(s|z1, x2) (5.9), alors
que les modalités du modéle inadéquat .//72 engendrent Perreur d’estimation M, 4(s|@1, 22) |
(5.21).

Nous comparons les erreurs d’estimation multimodales My, (s|z1, z2) et My 4(s|z1, 22)]

pn=0

pn=0
selon trois scénarios des qualités des modalités x1 et x5 : deux modalités de méme qualité

(e = 1), deux modalités de qualités différentes (ap < «) et finalement trois modalités de
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FIGURE 5.3 — Les erreurs d’estimation multimodales My, ,(s|z1, z2) et My, 4(s|z1, xQ)Jﬁ _,en

fonction de p, ol ao = a1 = 5.

qualités trés disparates (o < o).

5.3.1.1 Modalités de méme qualité (a2 = a1)

Nous commencgons cette étude par le cas de deux modalités de qualités comparables ag = .
Les deux modalités x1 et 29 sont équivalentes puisqu’elles sont aussi précises pour ’estimation de s,
M, ,(s|x1) = My, ,(s|z2). Par conséquent, elles contribuent également a l'estimation multimodale
de s. Effectivement, les facteurs de z; et z2 dans les estimateurs adéquat, §,(x), et inadéquat,

5p(x), sont égaux, ki = ko et ki = ko

Jai

0 s = T 20y 5 o) 1 H 72 (5.22)
et
~ v/ 1
84(x)] pu=baz=ar = T4 207 (x1 + x2). (5.23)
La figure 5.3 représente, en fonction de p,, Mp,(s|z1, 22) (—) et My q(s|z1, 22) | 0 (--2),
ou :
1+ pn
My(517122) 0,0, = G 20 o (5:24)
et
20[1
MPv‘](S‘wl? I'Q)J pn=0,00=0r1 - + Pn (1 T 20(1)2 . (525)

1+20(1

L’EQM adéquate M, ,(s|z1,22)

M, ,(s|z1, xg)J =0 est une fonction affine croissante de p,,.

est une fonction concave croissante de p, et

Modéle adéquat. L’estimateur adéquat §p(X)J ay—q, ©St UNE somme pondérée des modalités x;

et xo. Lorsque p, < 0, cette somme permet de compenser le bruit. C’est-a-dire que la corrélation
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négative favorise I'interaction des modalités. En particulier, pour p, = —1, le bruit est totalement
supprimé et l'erreur d’estimation est nulle, M, ,(s|z1,z2) = 0.

Réciproquement, si p, > 0 le bruit est mal compensé car les modalités deviennent partiellement
redondantes. Notamment, pour p,, = 1, les deux modalités sont totalement redondantes et 1’erreur

M,, ,(s|z1, z2) est maximale. Ainsi, les deux modalités sont équivalentes & une seule modalités,

Sp(x) = 3p(x1) = 8p(22).

Modeéle inadéquat. (p, = 0) Similairement & 'estimateur adéquat, I'estimateur inadéquat est
une somme pondérée des modalités. Par conséquent, le bruit est compensé pour les corrélations
négatives et est mal compensé pour les corrélations positives. C’est-a-dire que lorsque nous
ignorons la corrélation des bruits, nous utilisons encore ce lien mais d’une maniére sous-optimale

car le modéle inadéquat engendre toujours plus d’erreurs que le modéle adéquat.

5.3.1.2 Modalités de différentes qualités (a2 < ay)

Nous considérons, maintenant, le cas de deux modalités de qualités différentes. Selon 'hypo-
thése ap < oy, la modalité =1 est plus précise pour estimer s que xo, My ,(s|z1) < M, ,(s]z2).
Ainsi, pour 'estimation multimodale de s, la modalité 21 communique plus d’information sur s
que . Pour cette raison, les facteurs de x1 dans les estimateurs adéquat et inadéquat sont plus

grands que les facteurs de x2, k1 > ko et 12:1 > 12:2 :

4 () = YL~ Vapn) 31 + (0 — ipn) a2 (5.26)
D (1+a1)(1+ a2) — (Varag + pn)? .

et

Sq(x)] 5, o= v+ as (5.27)

=0 1+ar+as
Nous montrons sur la figure 5.4, les erreurs d’estimation multimodales adéquate, M, ,(s|x1, x2)

— ), et inadéquate, s|T1,22) |~ _n (---), en fonction de la corrélation des bruits py,.
inadé M, - fonction de 1 clation des bruits p

1—p}
(14 a1)(1+ a2) — (Varag + pn)?’

M, (slar1, x2) £ By [(s — 8(x))?] = (5.28)

a1
20, — Y2 (5.29)
1+a1+a (1+ a1+ ag)
—_———

Mg,q(s|z1,22)

M, 4(s|z1, 22)

Nous constatons que M, ;(s|x1, z2) est toujours une fonction croissante de p,, comme c’était
le cas dans le paragraphe précédent oil as = 1. Cependant, M, ,(s|x1, x2) n’est plus une fonction
p phe p p » Mpp ; p

croissante de p,, car elle décroit pour de fortes corrélations du bruit.

Modeéle adéquat. Pour p, < 0, les facteurs de 1 et o dans §p,(x) sont positifs. Ainsi, le bruit
est compensé et est totalement supprimé pour p, = —1.

Pour p,, € [0, \/Qz—ﬂ , le bruit est mal compensé car les modalités sont partiellement redondantes.
Dans ce cas la réduction du bruit peut nuire & la qualité de s. La modalité x5 devient totalement
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FIGURE 5.4 — Les erreurs d’estimation multimodales My, ,(s|z1, z2) et My, 4(s|z1, $2)J’é _oen
fonction de p, ol aa =2 et a1 = 5.

Va2

redondante & z1 si et seulement si = Y= L’erreur d’estimation atteint dans ce cas sa valeur
1 n Jor

maximale M, ,(s|z1,z2) = My, 5(s|x1).

Jaz

En revanche, pour p, € [ Var 1], le facteur de xo devient négatif, ko < 0 et 'information sur

le bruit que o communique est exploitée pour réduire le bruit sans dégrader le signal s. Ainsi,
s

contrairement au cas as = g, I'erreur d’estimation décroit sur l'intervalle p,, € [\/—g—f, 1}, et est

nulle pour p,, = 1 car le bruit est complétement supprimé.

Modéle inadéquat. Quelle que soit la valeur de la corrélation des bruits, ’estimateur
inadéquat est toujours une somme pondérée de z1 et xo. Ainsi, M, 4(s|z1, xg)J =0 est toujours
une droite croissante, tangente & M, ,(s|z1,22) en p, = 0. C’est-a-dire que le bruit est bien
compensé seulement pour les valeurs négatives de p,. Par conséquent, 'information sur le bruit
qu’apporte la modalité de faible rapport signal & bruit, xo, est non exploitée par le modéle

inadéquat.

5.3.1.3 Modalités de qualités trés disparates (a2 < a1)

Nous considérons, finalement, le cas de deux modalités ayant des qualités trés disparates
o < . Side plus ag — 0, alors z9 est une mesure du bruit, o — no et I'estimateur optimal

est :

VO L1 — \/Q1P0n 902' (5.3())

En revanche, lorsque nous ignorons la corrélation des bruits nous ignorons aussi la mesure du

bruit, xo. Ainsi, 'estimateur inadéquat est fonction d’une seule modalité xy :

\/071 xr1 = §q(:v1). (531)

éQ(X)J pn=0,a2—0 - 1+ o1
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FIGURE 5.5 — Les erreurs d’estimation multimodales My, ,(s|z1, z2) et My, 4(s|z1, $2)J’é _oen

fonction de p, ot ap = 0.1 et a; = 5.

La figure 5.5, illustre les erreurs d’estimation multimodales My, ,(s|z1,22) (—), et

M, q(s]z1, 22) | =0 (--.), en fonction de la corrélation des bruits py,.

Modéle adéquat. La modalité xo est une mauvaise mesure de s par rapport a z1. Réciproque-
ment, elle est une mesure trés précise du bruit. Par conséquent, x5 introduit moins de redondance
sur s par rapport a x1 et permet de compenser le bruit pour presque toutes les valeurs de p,.

Modéle inadéquat. La modalité zo apporte principalement de I'information sur le bruit que
I'estimateur inadéquat n’exploite pas. Ainsi I'estimateur 3, (X)Jﬁ _ téduit mal le bruit et tend

vers 'estimateur en fonction d’une seule modalité, §4(z1).
® (g = (1 versus ag < oy versus o K o

La différence entre M, 4(s|z1, z2) | b0 € M,, »(s|z1,x2), connue en littérature par excédent
de 'EQM, quantifie 'erreur additionnelle due a l’ignorance de la corrélation des bruits. A partir

de (5.21) et de (2.5) nous obtenons que :

s (o1 —a2)? + (Var — a2)? + 2y/ataa(l — p,)
"I+ o+ a2)? (1 + o)1+ az) — (Voraz + ,OEL)Q) )
5.32

Nous montrons sur la figure 5.6, 'excédent de 'EQM (5.32) en fonction de p,, pour différents

Mpﬂl(s’xlv wQ)J p

sn=0 — Mpp(slz, 22) = p

scénarios selon la valeur des rapports signal a bruit a; et g
o K (g (- - )

Nous remarquons que ’excédent de 'EQM est minimal pour des modalités ayant le méme

tag =aq (---), ag < ag (-.-.) et

rapport signal & bruit et devient plus important quand les qualités des modalités deviennent plus
disparates. De plus, 'excédent de 'EQM est plus grand pour les corrélations positives des bruits
comparé aux corrélations négatives.

En effet, lorsque nous ignorons la corrélation des bruits, nous ne permettons pas aux modalités

d’interagir proprement. Ainsi, le modéle inadéquat engendre plus d’erreur que le modéle adéquat.
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FIGURE 5.6 — M, ,,(s|z1) et M, 4(s|z1, Q?Q)Jﬁ _o bour aq =5 et différentes valeurs de ay :
ag =01 =5, as =2 <y et ag =0.1 K oy, en fonction de py,.

De plus, au moyen de la corrélation du bruit, le modeéle adéquat tire profit de la modalité da
faible qualité pour avoir de l'information sur le bruit qui permet une meilleure performance

surtout pour les valeurs positives des corrélations. Au contraire, dans le cas inadéquat, nous

négligeons cette information.

Lorsque nous supposons a tort que les bruits sont indépendants, nous n’exploitons pas au
mieux 'information sur le bruit qu’apporte la modalité de faible qualité surtout si les

bruits sont, réellement, positivement corrélés.

5.3.2 Modéle inadéquat versus une seule modalité

L’intérét de la multimodalité est de fournir plus d’information sur le signal d’intérét qu’une
seule modalité. Ainsi, quoique le modeéle inadéquat %Z engendre plus d’erreur que le modéle
exact ///; , il demeure néanmoins intéressant tant qu’il assure une bonne performance par rapport
a une seule modalité.

Dans ce paragraphe nous comparons la performance du modéle inadéquat ////: a la performance
d’une seule modalité. L’estimateur fondé sur les deux modalités de /ZZZ donne l'erreur d’estimation

Mpq(s|x1,:x2)Jﬁ _o» alors que celul fondé sur la modalité z; engendre lerreur d’estimation
=

M, p(slzi) (i € {1,2}).

5.3.2.1 Modéle inadéquat versus x

Nous comparons l'erreur d’estimation multimodale inadéquate, Mp7q(s\x1,x2)Jﬁ _o» avec
I'erreur d’estimation basée sur la modalité ayant le rapport signal & bruit le plus élevé xq,
Mpzp(slml)'

A partir des équations (5.5) et (5.16) nous obtenons que, le modeéle inadéquat est aussi

précis qu’une seule modalité zq, Mp,q(s|:z:1,.r2)Jﬁ _o = Mp,(s[x1), si et seulement si p, =
=
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pn—o POUT
=
différentes valeurs de ag : a9 = a1 , ag < a1 et ag K ag.

— ltoitas vo2

Lraitas V02 - (vect 3 dire qu’en supposant g, = 0 alors que p,, = 3(1+ar) var

2(1+a1) /a1
toute I'information qu’apporte la modalité .

I+oy+ag Vo2
2(14a1) Var’
qu’une seule modalité. C’est-a-dire que conjointement les deux modalités sont plus mauvaises que

, nous négligeons

Au dela de cette valeur, i.e p, > le modéle inadéquat engendre plus d’erreur

la seule modalité x1. Par conséquent, il vaut mieux considérer une seule modalité x1 que les deux

modalités en ignorant les corrélations de l'intervalle :

1+ a1+ a2 /a2
2(1 +Oél) v/ 1

Line(slzy) = , 1 (5.33)

La figure 5.7 illustre, en fonction de pp, My, »(s|21) (—) et M 4(s|z1, z2) | 50 POUT différentes
valeurs de aig : g = g (---), ag < a1 (-.o) et ag K ag (.....).

Nous remarquons que l'intervalle (5.33) devient plus large, quand les qualités des modalités x
et xo deviennent plus disparates. C’est-a-dire que le modéle inadéquat exploite mal I'information
sur le bruit qu’apporte la modalité x2. Si x2 est une mesure pure du bruit, as = 0, le modéle

multimodal inadéquat est équivalent & la seule modalité 1.

Les corrélations négatives dans les trois scénarios des rapports signal a bruit garantissent une
bonne performance par rapport & une seule modalité. Méme sous inadéquation du modéle, la

corrélation négative demeure la condition pour une meilleure performance de la multimodalité.

Lorsque nous ignorons une corrélation positive, le modéle inadéquat risque d’étre plus
mauvais que la seule modalité ayant le rapport signal & bruit le plus élevé. Au contraire,
en ignorant une corrélation négative, nous sommes toujours siirs que le modéle inadéquat

est meilleur qu’une seule modalité.
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5.3.2.2 Modéle inadéquat versus z-

Le modéle inadéquat engendre parfois plus d’erreur que la modalité de rapport signal & bruit
le plus élevé, qu’en est il de la modalité de faible qualité x5 ? Nous comparons la performance du
faux modéle /Z/: a la performance de la modalité de faible qualité xo. A partir des équations (5.5)
et (5.16) nous trouvons que le modéle inadéquat engendre plus d’erreur que la modalité de faible
qualité si et seulement si p, > %723)2% Ce qui est impossible parce que %7:20‘)2% >1let
|pn| < 1. Par conséquent, le modéle inadéquat est toujours plus précis que la modalité de faible

qualité xs.

5.4 Inadéquation quelconque des liens entre les bruits

Nous considérons, dans cette section, le cas général d’inadéquation des liens entre les bruits.
Nous supposons que la vraie valeur de corrélation des bruits, p,, est inconnue et que la valeur
considérée, p,, différe de la valeur exacte. Dans le cas général d’inadéquation des liens entre les

bruits l'estimateur inadéquat est donné par 1’équation (5.16) :

8(x) = (Va1 — /azpn) 21 + (a2 — \/aipp) T2 (5.34)
q (1+Oé1)(1+0é2> — (\/0410(2+ﬁn>2 ’ .

Cet estimateur utilise un faux lien pour optimiser I'interaction des modalités. Ainsi, §,(x) engendre

lerreur d’estimation multimodale :

L—pn
(1+01)(1+a2) = (Va1az + pn)’

Mg, q(s|z1,72)

M, 4(s|z1,72) =

k ko

A

ol — )= Vo) (Vs = i)
(14 a1)(1 + a2) — (Varaz + pn)?)

)

= app+b.

Le premier terme de la partie droite de cette équation correspond a l'erreur d’estimation anticipée si
nous supposons que la densité supposée est exacte, M 4(s|x1, z2). Cependant, puisque g(n) # p(n),
I'erreur obtenue peut étre supérieure ou inférieure a My 4(s|x1, z2) : en effet, selon 'hypothése

as < aq, le signe du deuxiéme terme correspond au signe du produit (p, — pn) (/@2 — /1 pn)-

5.4.1 Modéle inadéquat versus modeéle adéquat

Nous examinons ’effet de 'hypothése p,, sur 'interaction des modalités. Nous considérons
trois scénarios selon les qualités des modalités et nous comparons, dans chaque scénario, 1’erreur
. . L N . 2 . . N .
d’estimation engendrée par le modele adéquat .#) et I'erreur d’estimation obtenue & partir du

modéle inadéquat ////Z .
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FIGURE 5.8 — Variations, en fonction de py,, de M, ,(s|z1,x2) et My 4(s|z1,x2) pour différentes
valeurs d’inadéquation, avec ag = a1 =5 (a) et aa =2 < a3 (a) .
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5.4.1.1 Modalités de méme qualité (a2 = 1)

Nous commengons cette étude par le cas de deux modalités de méme rapport signal & bruit.
L’EQM inadéquate est :

1+p R 1
Myq(sler,z2) = 1+2a11,6 +(p"_pn)2a1(1+2a + pn)?
n 1 n
= apn+b.

La pente a est positive Vp,, ainsi M, 4(s|z1,22) est une fonction croissante de py,.

La figure 5.8a illustre, en fonction du parameétre p,, My ,(s|z1,z2) (—) et My, 4(s|z1, x2)
pour deux valeurs d’inadéquation p, = 0.7 (-.-.) et p, = —0.7 (--.).

Nous constatons que M, 4(s|x1, z2) est supérieure & M, ,(s|x1, x2) avec égalité si et seulement
si pn, = pn, parce que le modéle inadéquat exploite les liens entre les modalités d’une maniére
sous optimale.

Les trois erreurs d’estimation sont des fonctions croissantes de p,,, puisque le bruit ne peut
pas étre compensé dans le cas des corrélations positives aussi bien que dans le cas des corrélations

négatives sans dégrader la qualité du signal s.

5.4.1.2 Modalités de différentes qualités (a2 < 1)

La figure 5.8b montre pour ag < a1, M, ,(s|z1,22) (—), M, 4(s|z1,22) pour trois valeurs
d’inadéquation : pp, = 0.7 (-.-.), pn = 0.5 (.....) et p, = —0.7 (- -.). Nous remarquons que selon

la valeur de pp, My 4(s|z1,22) est une fonction croissante ou décroissante de py,.
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Si nous examinons les estimateurs adéquat, $,(x) (5.6), et inadéquat, §,(x) (5.12), nous
constatons que les facteurs de 1 dans les deux estimateurs sont toujours positifs, k&1 > 0 et
ky >0, puisque |pp| < 1, |pn| < 1 et ag < ag.

Cependant, les facteurs de xq, ko et 152, peuvent étre positifs ou négatifs. Si ko a le méme
signe que ks, 'estimateur inadéquat arrive, d’une maniére sous-optimale, & compenser le bruit.
Toutefois, si le signe de ko est différent du signe de ks, 'estimateur inadéquat amplifie le bruit et

engendre ainsi de larges erreurs d’estimation.

pn < 0 : Nous supposons que le bruit peut étre réduit par une somme pondérée des modalités,
ainsi k1 > 0 et ko > 0. Cependant, si p, > 0 cette hypothése amplifie le bruit. Nous remarquons
sur la figure 5.8b que l'erreur d’estimation inadéquate est croissante pour p, = —0.7, car le bruit

est bien compensé pour les corrélations négatives comparé aux corrélations positives.

0< pn < \/LZ—? : Nous supposons que les modalités sont partiellement redondantes et que le
bruit ne peut pas étre mieux compensé. Ainsi, k1 > 0 et ko > 0 pour ne pas dégrader le signal s.
Sur la figure 5.8b pour p,, = 0.5 Perreur d’estimation est une fonction croissante de p,.

ao A y . . , e, L, . .
Var < pn ¢ Dans ce cas, I'estimateur inadéquat est une différence pondérée de x; et x5. Ainsi,

le bruit est bien compensé pour p,, > \/QZ% et lerreur d’estimation inadéquate est une fonction
décroissante de p,. Mais I'excédant de 'EQM si la vraie corrélation est négative peut devenir

trés important.

5.4.2 Modéle inadéquat versus une seule modalité

Nous étudions dans ce paragraphe les inadéquations quelconques du bruit qui engendrent
plus d’erreur qu'une seule modalité. A cette fin nous comparons l'erreur d’estimation du modéle

inadéquat & 'erreur d’estimation obtenue & partir d’une seule modalité.

5.4.2.1 Modéle inadéquat versus

A partir de (5.5) et (5.16) nous trouvons que le modéle inadéquat est équivalent a la seule
modalité x; si p, = \/LZ% ou si p, = pzi. Dans le premier cas, nous supposons que xo est
complétement redondante par rapport & x1. Ainsi, nous négligeons toute information additionnelle
que 9 peut communiquer. Dans ce cas, le modéle inadéquat est en fonction d’une seule modalité
x1, 8¢4(x) = 54(z1). Dans le deuxiéme cas, le modéle inadéquat ////Z exploite les deux modalités
mais engendre la méme erreur d’estimation que la seule modalité ;.

Le modéle inadéquat engendre plus I’EQM que la modalité 1 si pn, € Iyne(s|z1) :

Lo s>
Line(s|z1) = Ve

[ 5 1] si < Y22

Jar

La figure 5.9 illustre My, ,(s|z1) (—), M, q(s|z1,22) pour trois valeurs d’inadéquation :

(5.35)

pn=0.7(-.2), pn =05 (.....) et pp, = —0.7 (--.), avec ag = a1 (a) et a2 < a7 (a).

topt = pnt (Vaz—/a@ipn)((1+ar)(1+as) - (vVaTaz+pn)?)
©Pn=Pn 3(1+a1)(vai—vazhn) :
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FIGURE 5.9 — M, ,,(s|z1,x2) et My, 4(s|x1, z2) pour trois valeurs d’inadéquation : p, = 0.7,
pn=0.5¢t p, =—0.7, avec s = a1 =5 (a) et ag =2 < a1 (a) .

Nous remarquons que pour des modalités de méme qualité, 'estimateur inadéquat est moins
précis que x1 pour des valeurs positives des corrélations p, proches de 1. Cependant, pour des
modalités de différentes qualités, le modéle inadéquat peut introduire plus d’erreur d’estimation

que x1 dans le cas de corrélations exactes négatives, contrairement au cas p, = 0, notamment si

Pn = VE (pn, = 0.7 sur la figure 5.9b).
Pour p,, # 0, la corrélation négative exacte n’assure pas toujours une meilleurs
performance qu’une seule modalité, sauf si ag = .
5.4.2.2 Modéle inadéquat versus x-

Nous avons trouvé qu’en ignorant la corrélation du bruit, I'estimateur inadéquat est toujours
plus précis que la modalité ayant le rapport signal & bruit le plus petit. Cependant, dans le cas

général d’inadéquation, le modéle multimodal inadéquat peut engendrer plus d’erreur que la
(Var—v@apn)((14a1)(I+az)—(Varas+pn)®)
2(1+az) (Vo1 —y/az2pn)

, car on a alors

modalité de faible qualité pour p, > p, +
Mg (s]x1,22) = My p(s|z2).

Pour p,, # 0, le modeéle multimodal inadéquat peut étre moins précis que la modalité de

plus faible rapport signal a bruit.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons examiné I'effet des fausses hypotheéses sur les liens inter-modalités.
Dans un premier temps, nous avons étudié I’hypothése la plus répandue en pratique qui est

I'indépendance des bruits, avant d’étudier I'effet d’une inadéquation quelconque de la corrélation
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des bruits. Nous avons montré que les modalités n’interagissent pas efficacement sous inadéquation
du modéle et peuvent engendrer plus d’erreur d’estimation qu’une seule modalité, méme que celle
de faible rapport signal a bruit. Ce qui va complétement & I’encontre du but de la multimodalité.
Le modéle simple que nous avons considéré dans ce chapitre, nous montre I'importance d’une
bonne modélisation des liens entre les modalités afin d’en tirer le maximum de profit. Dans le

chapitre suivant, nous étudions l’effet d’une double inadéquation du modéle sur la multimodalité.
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6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié I'impact d’un faux lien entre les bruits sur
I'interaction de deux modalités avec des signaux fortement couplés. Ce chapitre porte sur un
modéle plus général ol le couplage entre les signaux d’intérét est faible.

Nous examinons trois situations d’inadéquation des liens entre les modalités :

1. L’inadéquation du lien entre les bruits seuls, qui permettra de généraliser les résultats du

chapitre précédent.
2. L’inadéquation du lien entre les signaux d’intéréts seuls.

3. L’inadéquation du lien entre les bruits et 'inadéquation du lien entre les signaux d’intéréts

(double inadéquation).

Ce chapitre est organisé comme suit. Le modéle et les hypothéses considérés sont présentés a
la section 6.2. Les mesures d’estimation associées & ce modéle sont détaillées dans la section 6.3.
Nous étudions, dans les sections 6.4, 6.5 et 6.6, les différents scénarios d’inadéquation du modéle.

La section 6.7 conclut ce chapitre.

127
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6.2 Modéle

Le modéle que nous étudions dans ce chapitre est schématisé par la figure 6.1 : deux modalités

complémentaires, chacune d’elles mesure une partie différente du vecteur s = [s1, so]”

! \
,,,,,,,,,,,,, A T p(x)
K N . 2,,
p(s) q(s) My A A \%ﬁodclc adéquat A"
’ /\\\ ‘ o | / &
1/// \\\ [\/ aq O] _>/' \\ x1 \\
/ S1 v | ! \‘r | ! \
s =/ B T STy TooT - [
1\\ S92 //\ N T o~ noa ,I
[y S 0 / L il ‘T2
\ \ 7/ ! | |: a2 | \ /

.
NN [ /o \
-~ - | |
‘2\42 [ / I \
—————————————— - —\g=- L - = \ ,
1 . q(x

FI1GURE 6.1 — Inadéquation sur les liens entre deux modalités avec des couplages faibles

Nous notons les densités exacte et supposée de s par p(s) et ¢(s), respectivement, et les densités
exacte et supposée de n = [ny,n2]” par p(n) et g(n), respectivement. Si, ¢(s) = p(s) et ¢(n) = p(n),
q(x) = p(x) (ot x = [z1, 72]T) et le modéle est dit adéquat. Autrement, si g(s) # p(s) et/ou
q(n) # p(n), q(x) # p(x) et le modeéle est dit inadéquat.

Le modéle mathématique associé au schéma ci-dessus est :

T = /a1 81 +ny
To = /g S2 + N9

(6.1)

ol $1, S9, n1 et no sont des variables gaussiennes. Sans perte de généralité, nous supposons que
ces variables sont de moyennes nulles et de variances unitaires, i.e ~ N(0, 1). Les variances des
signaux d’intérét et des bruits étant unitaires, a; et ao représentent les rapports signal a bruit
des modalités. Nous supposons que ag < aj.

Nous supposons que s1 et so sont corrélés, mais indépendants des bruits n; et ny. Nous

notons le coefficient de corrélation des signaux utiles par ps = %. Nous supposons que les
PLl°11™=plo2

Ep[n1ns]

bruits sont aussi corrélés et nous notons leur coefficient de corrélation par p, = B (2R (2] Ainsi,
pLio11=plit2

p(s) = N(0,T) et p(n) = N(0,X), avec :

1 1
T = P > = rl. (6.2)
ps 1 pn 1
Liens exacts entre les modalités :
e Lien exact entre les signaux d’intérét : Un couplage faible est considéré entre les
signaux d’intérét représenté par le coefficient de corrélation, ps, entre s; et so.

e Lien exact entre les bruits : Le couplage que nous considérons entre les bruits est

représenté par le coefficient de corrélation, p,, entre ni et no.
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L’analyse du modeéle (6.1) dans le cas du modéle adéquat a fait 'objet du chapitre 3. Dans ce
chapitre, nous étudions le modeéle (6.1) dans le cas du modéle inadéquat. Nous supposons que les

liens supposés entre les modalités peuvent étre différents des liens exacts.

Liens supposés entre les modalités :

Eq [s152] 1

e Lien supposé entre les signaux d’intérét : Nous notons par p; = —h—rs
Ep[s7]Ep[s3]

coefficient de corrélation supposé entre s; et so.
E4[ning]

E, [n2E, [nd] dénote le coefficient de corrélation

e Lien supposé entre les bruits : p, =

supposé entre n; et ns.

Les fausses hypothéses sur les liens entre les modalités entrainent 'inadéquation des densités
jointes des signaux utiles, p(s), et des bruits, p(n). En effet, les densités jointes supposés des
signaux d’intérét et des bruits sont g(s) = N'(0,T) et g(n) = N(0, £), on :

~ 1 ps ~ 1 pn
r:(A p), 2:<A p). (6.3)
ps 1 pn 1

Dans le cas adéquat, i.e ps = ps et p, = pn, nous avons noté le modeéle (6.1) par //182, ol
I'exposant "2" et I'indice "s" font référence au nombre de modalités et au couplage faible ("soft")
entre les signaux d’intérét, respectivement. Dans le cas inadéquat, i.e ps # ps et/ou pn # pn,

nous notons le modele (6.1) par :////;2 .

Dans la suite, au moyen des mesures d’estimation (section 6.3), nous proposons de répondre
aux questions suivantes :
1. Quel est 'impact d’une seule inadéquation sur l'interaction des modalités?

2. Comment les modalités interagissent sous double inadéquation ?

6.3 Calculs d’estimation

Nous considérons le probléme d’estimation de la variable s;, i € {1, 2}, a partir des modalités

x1 et xo.

Modéle adéquat. Nous rappelons ici les résultats du chapitre 3 concernant le modéle adéquat.

L’estimateur optimal de s; en fonction d’une seule modalité x;, i € {1,2}, est :

A v Qi
8i,(z;) & /si p(si|z;)ds; = ?02 x;. (6.4)
L’erreur quadratique moyenne relative a cet estimateur est la variance de l'erreur s — 3; (2;)

_ 1
R

M, p(silzi) £ Ep [(si — 84, (21))°] (6.5)

Si nous utilisons les deux modalités conjointement, i.e en exploitant les liens exacts entre les

modalités, 'estimateur optimal de s; est :

8i,(v1,22) = /Sip(si’x17$2)d3i7 (6.6)
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B kv xi + ko x5 (6.7)
B (041 + 1)(0&2 + 1) - (\/ a1aips + pn)2 ‘

Avec :

ki = \/072(1 + aj) - @ps(mps + pn)a (68)
kiQ = \/Oijs - \/Oszn (69>

L’erreur quadratique relative a 3;, (21, 2) est donnée par la variance de I'erreur s; —3;, (v1, z2)

M, p(silz1, m2) 2 E[(si — 85, (21, 22))°]
aj(1—p3)+1—pp
= . (6.10)
(14 0o1)(1+ a2) — (Varazps + pn)

Modéle inadéquat. Nous supposons maintenant que les liens entre x1 et x9 sont décrits par
les corrélations p, et ps au lieu des liens exacts p, et ps, respectivement.

Les fausses hypothéses sur les liens ne concernent pas les lois marginales de s; et n;, i.e

q(s:) = p(si) et q(n;) = p(n;). Il Sensuit que, q(x;) = p(x;) et q(si|x;) = p(si|s) et :

8iy(zi) = 3i,(21), M, ¢ (silzi) = Mp p(silz;). (6.11)

Cependant, les lois jointes des bruits et des signaux d’intérét sont inadéquates, ¢(s) # p(s) et
g(n) # p(n). Ainsi, Pestimateur multimodal de s; est, selon (4.30), la moyenne de la densité a

posteriori supposée q(s;|z1, z2) pour i € {1,2} :

Sig(x1,22) = /SiCI(Si|$1,$2)d5i, (6.12)

_ ]%il r; + fﬂz‘z T (6.13)
(1 + 1)(ag + 1) — (Varazps + pn)?’ '

Avec :

ki = Vil + ;) — Jagps(v/a102ps + pn), (6.14)
ko = \JaGps = /Aipn. (6.15)

L’EQM de I'estimation multimodale de s;, sous inadéquation du modéle, est la variance de

s; — 8;,(w1,z2) calculée par une espérance sur la loi des échantillons, donc la vraie loi p(.) :

M, ¢(sil21, 22) = E, [(51 - .§iq(w1,:z:2))2] ’
= quq(5i|$1,$2) (616)
s (1+ ;) — pn(pn + J/aroaps)
_2\/073(,03 ps)ki2 1+ Oq)(lj—l- as) — (pn + \/mﬁs)Q)Q
o (Va(l+ o) = Jagps(Jananps + pn))
F20n = Pr)kiz (T C O A ) = (o + araapa)?)?
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ot M, ¢(si|z1,z2) est I'erreur d’estimation que nous prévoyons obtenir, lorsque nous pensons que

les corrélations supposées sont exactes. C’est-a-dire 'EQM si p, = py, et ps = ps :

a;(1—p3) +1-p;
L\ = 2 : > . 6.17
sl 22) = T T g 4 1) — (Varaass + o) (047

Les deuxiéme et troisiéme termes de la partie droite de I’équation (6.16), correspondent aux

inadéquations du signal utile et du bruit, respectivement.
Démonstration. Ces expressions sont déduites des cas généraux du chapitre 4 (paragraphe

4.3.3.3). Les détails des calculs sont fournis a la section D.2 de 'annexe D. O

6.4 Inadéquation du bruit

Nous commencons notre étude par I’analyse de 'impact d’une seule inadéquation du modéle.
Nous supposons que seul le lien entre les bruits est faussement modélisé, i.e p, # pn et ps = ps.
Nous traitons dans un premier temps I’hypothése d’indépendance des bruits, p, = 0, avant

d’aborder le cas d’inadéquation quelconque, p, € [—1,1].

6.4.1 Corrélation des bruits ignorée

L’indépendance des bruits est une hypothése largement répandue en pratique. Cette hypothése
a pour finalité essentielle de simplifier les calculs complexes. Or, puisque le lien entre les bruits a
un role important dans 'interaction des modalités (chapitres 2 et 3), quelles sont les implications
de cette hypothése ?

La section 5.3 du chapitre 5 analyse les conséquences de cette hypothése sur 'interaction des
modalités, mais dans le cas des signaux d’intéréts fortement couplés. Les résultats de cette étude
suggérent qu’ignorer une corrélation positive des bruits engendre de larges erreurs qui risquent de
ruiner le but de la multimodalité & assurer une meilleure performance qu’'une seule modalité.

Dans cette section nous examinons l'effet de cette hypothése dans le cas de deux modalités
complémentaires. Nous comparons la performance, en terme de précision d’estimation, de deux

modalités avec des bruits supposés a tort indépendants avec :
1. la performance de deux modalités avec des liens parfaitement modélisés,

2. la performance d’une seule modalité x;.

6.4.1.1 Modéle inadéquat versus modéle adéquat

Soit ///j le modéle de deux modalités dont les liens sont correctement modélisés. En utilisant
les modalités de ///j , Uestimateur optimal de s;, i € {1,2}, et 'erreur d’estimation associée sont
donnés par les équations (6.7) et (6.10), respectivement.

Soit %j le modéle de deux modalités dont la corrélation entre les bruits est ignorée, i.e

pn = 0. L’estimateur multimodale de s;, ¢ € {1,2} en fonction des modalités de /Z/? est :

ki1 ko
A 2 ’ N
Vo (1 + oy — ajps) Ti +\/Qjps T
Pn=0,ps=ps (a1 + 1)(ag + 1) — ajagp?

8iy (w1, 22) | (6.18)
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FIGURE 6.2 — M, ,(s;|z1, x2) et My, 4(si]x1, xQ)Jﬁn:O’ en fonction de p,, pour ps =0 (a),
ps =—0.7<0(b) et ps=0.7>0(c),out a1 =5 et g = 2.

Démonstration. 8, (:L‘l,ZEQ)J est obtenu & partir de (6.13) pour p, = 0 et ps =

pPn=0,ps=ps
Ps- O

L’erreur d’estimation associée a §;_ (1, xg)J R R est :
a pn=0,ps=ps

M, (siler,22)|, _, = : aj(1—pf) +1 (6.19)

pn= a; + 1) (e + 1) — aqgagp?

Mq,q(8¢|mlvw2)J

+2y/a1azpnps

pn=0
a;(1—-p2)+1
(T + a1+ ag) — aragp?)?

Démonstration. Mpvq(si\ml,xg)Jp _ ©st obtenue & partir de (6.16) pour p, = 0 et ps; =

n=

Ps- O

Le premier terme de la partie droite de (6.19) est égal & M 4(s;|1, Z'Q)Jﬁnzo, qui est Ierreur
quadratique d’estimation si p, = p, = 0.

Le signe du deuxiéme terme du coté droit de (6.19) est le signe du produit p,ps. Ainsi, si la
corrélation des bruits est du méme signe que la corrélation des signaux, i.e sgn(p,) = sgn(ps),

le modéle inadéquat engendre une erreur supérieure a Mq,q(31‘|$17$2)Jp _o- Autrement, e

sgn(pn) # sgn(ps), Mp,q(sz‘\xh@)Jp —0 < Mq,q(3i|$1;$2)Jﬁn:0-

e ps=20:

Nous commengons cette étude par le cas ol s1 et so sont totalement indépendants, i.e ps = 0.

Sur la figure 6.2a nous présentons M, ,(s;|z1, 22) (—) et an(si‘wl,:ﬂg)Jﬁ _o (eem)

Modéle adéquat. Dans le cas adéquat, bien que s1 et so soient indépendants, les deux modalités
sont plus précises pour l'estimation de s; quune seule modalité, i.e My, ,(si|z1, x2) > My, ,(silzs),

puisqu’elles interagissent toujours a travers le lien entre les bruits.
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Modéle inadéquat. Dans le cas du modéle inadéquat, en négligeant la corrélation du bruit
nous supprimons le seul lien entre les modalités qui rend possible 'interaction des modalités.
C’est-a-dire que, nous supposons une totale indépendance entre les modalités. Nous utilisons, ainsi,

la seule modalité x; pour estimer s;. En effet, ks = 0 et M, (si|z1, 22 M, (il 4).

)Jﬁnzﬂ,ps:O -
Modéle inadéquat wversus modéle adéquat. Nous constatons, sur la figure 6.2a, que
M,, ,(si|x1,z2) est tangente & My, ,(s;|x1, z2) au point p, = 0, pour lequel les deux modéles //182
et %j sont égaux. En s’éloignant de cette valeur, c’est-a-dire quand la corrélation du bruit
devient de plus en plus importante, la perte en performance due & I'hypothése d’indépendance
des bruits devient plus grande, car le modéle .//152 tire de plus en plus profit de I'information sur

le bruit présente dans la modalité x; alors que le modele ////;2 ignore cette information.

e p;#0:

Considérons le cas ps # 0. Les figures 6.2b et 6.2c illustrent M, ,(s;|z1,2z2) et

Mp,q(sz-]xl,xg)J 5= POUL Ps = —0.7 et ps = 0.7, respectivement.

Modéle adéquat. Etant donné que les bruits sont corrélés, le modéle //; exploite la modalité
xj pour extraire de I'information sur le signal d’intérét et sur le bruit.
Sur les figures 6.2b et 6.2c¢, nous remarquons que l'interaction entre les deux corrélations

entraine de larges erreurs pour sgn(p,) = sgn(ps). En particulier, pour p,, = %ps, M, ,(silz1, z2)

. . N . LT
atteint sa valeur maximale. Au dela de cette valeur, i.e |p,| > W’_]ps|, on peut compenser le
1
bruit sans nuire au signal d’intérét, puisque les bruits sont fortement corrélés. Au contraire, pour

sgn(ps) # sgn(py), le bruit peut étre toujours réduit sans dégrader la qualité du signal d’intérét.

Modéle inadéquat. Si ps # 0, puisque nous supposons que les bruits sont indépendants, le
modéle inadéquat j/lj exploite la modalité x; comme source d’information sur le signal d’intérét
uniquement et non sur le bruit. Par conséquent, le signe de kio est le signe de ps. Cependant,
les bruits sont en fait corrélés et 'interaction des deux corrélations engendrent des résultats
différents de ce qui est anticipés, i.e My 4(s;|z1, x2)Jﬁn:0' En effet, le modéle inadéquat permet
intentionnellement de réduire le bruit pour sgn(ps) # sgn(py,). Ainsi, comme nous le remarquons
M, ;(si|x1,22) est une fonction croissante de py, si ps > 0 (figure 6.2¢) et est décroissante si

ps < 0 (figure 6.2b).

Modéle inadéquat versus modéle adéquat. Sur les figures 6.2b et 6.2c, M, ;(s;|x1, 22)

est tangente & M, ,(s;|z1,x2) au point p, = 0. Alors que pour p, # 0, /Z/? peut engendrer

de grandes erreurs d’estimation, i.e My, 4(si|z1, 22) | 0 2 max{M,, ,(s;|z1, z2)}. Notamment,
o . . . — .

pour de fortes corrélations des bruits ayant le méme signe que ps, car .#, n’exploite alors pas

I'information sur le bruit présente dans x; qui permet de compenser le bruit.
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ps <0 ps =0 ps >0
0.2 0.2 0.2
—a = —Q = Q1 —Qp =g
. —-ap < —--rg < () —--rg < )
015 “\ - -y < 0.15 - -y < g 0.15¢ - -y K /’7
o1l o1p / o1r !
0.05 0.5} A4 oost
0 0 = 0
1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
P Pn P
(a) (b) (c)
FIGURE 6.3 — M, 4(s1|z1,22) — M, p(s1|x1, x2), en fonction de py, pour ps = —0.7 (a), ps =
(b) et ps = 0.7 (c), pour ag = 5 et différentes valeurs de s : ag = a1 =5 (a), ag =2 (b) et
a9y = 0.1 (C)

e Effet des rapports signal a bruit :

Nous étudions & présent excédent de TEQM, i.e My, 4(s1|z1, 22) | —M, ,(s1|x1, 2), selon

les différents scénarios des rapports signal & bruit des modalités. e
La figure 6.3 montre I'excédent de 'EQM en fonction de p, pour oy = 5 et différentes valeurs
du rapport signal & bruit ag : ae = ag (—), aa < a1 (-.-.) et as < a1 (---). Les sous-figures
6.3a, 6.3b et 6.3c correspondent a différentes valeurs de p;.
A partir de ces figures, nous remarquons que pour les différentes valeurs de pg, 'excédent de
I’EQM est plus important quand les qualités des modalités sont disparates. En effet, les modalités
de différentes qualités sont plus sensibles a I'inadéquation de p,,, car nous faisons plus confiance a

Pinformation sur le bruit qui est erronée. Ce résultat demeure valide pour p, # 0.

7

L’excédent de 'EQM, di & 'inadéquation du bruit, est plus large dans le cas de modalités

ayant des rapports signal a bruit disparates.

6.4.1.2 Modéle inadéquat versus une seule modalité

Dans ce paragraphe, nous examinons les cas ot le modéle inadéquat .Z, est moins pré-
cis pour lestimation de s; qu’une seule modalité. En comparant les erreurs d’estimation
< . . L -2

M, 4 (silz1, 22) | oo € M, ,(si|zi), nous trouvons que le modéle multimodal inadéquat .,

est moins précis que x; si p, € Lune(sil2i)] 5, avec :
[— Lpﬂﬁnzo} sips <0
Lune(sil@i) | po=0 = ¢ [ - 1,1] sips=0- (6.20)

[p:LJ pn=0> 1] si ps >0
ou :
V% (14 a1)(1 + ag) — anagps
Vai 2(1+a5)(1+a;(1—p2))
Les figures 6.4 et 6.5 illustrent, pour différentes valeurs de ps, la variation de 'intervalle

Prlpn=0 = ps (6.21)

Tune(s1]21) | =0 (resp. Tune(s2|72)]p,=0) (6.20) sur lequel une seule modalité x1 (resp. x2) est



135

6.4. Inadéquation du bruit
Qg = Qa1 @y < ap ay K oy
1 T — 1 T T 1 T
05 ———— 05 ———— o5}
< 0 < 0 < 0
05— 05— 05
-1 1 -1
1 -0.5 0 05 1 - -0.5 0 05 1 1 -05 0 05 1
Pn Pn P
(a) (b) (c)

FIGURE 6.4 — Variation de Ine(s1]|z1), en fonction de ps, pour a1 = 5 et différentes valeurs de

az tag=a; =5 (a), ag =2 (b) et ap = 0.1 (¢), avec p,, = 0. Chaque segment présente, pour ps

donné, les valeurs exactes de p, qui, lorsqu’elles sont ignorées, engendrent plus d’EQM que la
seule modalité x1, pour 'estimation de sy.

a =g ay < ap ay K ay
1 — 1 1
0.5 ] 0.5 ] 0.5+
< 0 < 0 < 0
05— 05— -0.5¢
1 -1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 1 -0.5 0 0.5 1
Pn Pn Pn
(a) (b) (c)

FIGURE 6.5 — Variation de Iyne(s2|z2), en fonction de ps, pour ay = 5 et différentes valeurs de

ag g =a; =5 (a), aa =2 (b) et ap = 0.1 (c), avec p, = 0. Chaque segment présente, pour ps

donné, les valeurs exactes de p, pour lesquelles, lorsqu’elles sont ignorées, le modéle inadéquat
engendre plus d’EQM que la seule modalité xo, pour 'estimation de ss.

plus précise pour l'estimation de s; (resp. s2) que le modéle inadéquat M

-

e p;, = 0 : Nous remarquons que pour p; = 0, Iype(si|z1)|p—0 = [—1, 1] et
Iune(s2|22) | p,=0 = [—1, 1]. En effet, si ps = 0, I'hypothése p, = 0 suppose une totale
indépendance entre les modalités. Par conséquent, puisque nous croyons qu’il n’y a pas
d’interaction, les modalités sont utilisées séparément 3;, (1, x2 = 8;,(w;), et le modele
= M, p(silzi).

)J pn=0,ps=0
inadéquat est donc équivalent & une seule modalité, My, ,(si|z1, arg)J

pn=0
e p; # 0 : Nous constatons que les longueurs des intervalles Iype(si|z1)]s,—0 et
Tune(s2|22) | 5,=0 sont plus petites par rapport au cas p; = 0 et diminuent au fur et a me-
sure que la corrélation des signaux augmente. En effet, le modéle multimodal inadéquat exploite
de l'information sur le signal qui améliore sa précision d’estimation par rapport a une seule
modalité.
Nous constatons également que les intervalles Iypne(s1|71)]5,—0 €t Tune(s2]22)]p,—0 sont situés

sur les régions : sng(ps) = sgn(pn). Autrement dit, le modéle inadéquat est toujours plus précis



136

Modéle inadéquat : Modalités avec des couplages faibles

1
0.8
----- Mpvp(sz‘IQ)JM(al
r - MPvP(SQ‘mQ) as<ay
e =M, (82]22) Jay—a,
—M,p(s2]21)
0.4r
0.2
0 : : ‘
-1 05 0 0.5 1
Ps

FIGURE 6.6 — My, ,(s2]x1) et M, 4(s2]x2), en fonction de pg, pour p, =0, a; = 5, et différentes
valeurs de ag : g = a1 =5, ag =2 et ag = 0.1.

que la seule modalité x; si sng(ps) # sgn(pp)-

Lorsqu’on ignore la corrélation du bruit, le modéle //ZZ suppose que la modalité z; est
uniquement une source d’information sur s;. Ainsi, un terme pondéré de z; est ajouté a x; (si
ps > 0) ou soustrait de z; (si ps < 0), afin de tirer profit de I'information sur le signal d’intérét
d’une fagon que nous croyons optimale. Cependant, puisque les bruits sont corrélés, ce que nous
obtenons différe de ce que nous anticipons. Si sgn(ps) # sgn(py,), U'estimateur inadéquat arrive a
réduire le bruit. Alors que si sgn(ps) = sgn(py,), U'information sur le bruit est mal exploitée, ce

qui peut engendrer plus d’erreur d’estimation qu’une seule modalité.

Le modéle inadéquat //Z,Z , avec pp, = 0 et ps = ps, est toujours plus précis pour

lestimation de s; que la seule modalité z; si sng(ps) # sgn(pp)-

e Effet des rapports signal a bruit :

Estimation de s;. En comparant les figures 6.4a, 6.4b et 6.4c, nous constatons que les longueurs
de lintervalle I, (s1]|z1) s’élargissent lorsque les qualités des modalités deviennent plus disparates
et tendent, pour ae < o, vers [—1, 0] si ps < 0 et [0, 1] si ps > 0. En effet, le modéle inadéquat
devient plus sensible a I'inadéquation de la corrélation du bruit quand x5 (modalité supplémentaire)

fournit plus d’information sur le bruit que sur le signal utile.

Estimation de s;. Le comportement de Iyne(s2|r2)]s,—0 (figure 6.5), par rapport aux
différents cas des rapports signal a bruit, est différent de Iypne(s1|x1)]s,=0 (figure 6.4). En effet,
lorsque les qualités des modalités deviennent plus disparates, la longueur de Iyne(s1|x2)]s,—0
se rétrécit. Notamment, pour de fortes corrélations du bruit le modéle inadéquat est toujours
plus précis pour I'estimation de s2 que la seule modalité 2, Iyne(s2]|22)]5,—0 = 0. Le modeéle

inadéquat est moins sensible a I'inadéquation du bruit pour as < aj, car il utilise z; (moda-
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ay K< o
P letoale) e
o Lune(s2]21) [ —
05 i
< 04 < 0 E
-0.55 05—,

A e e ——————o©,

-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
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FIGURE 6.7 — Variation de Iyne(s2]|z2) et Iyune(s2|z1), en fonction de ps, pour a; =5 et
différentes valeurs de as : g = 1 =5 (a), g =2 (b) et ag = 0.1 (c¢). Chaque segment présente,
pour ps donné, les valeurs exactes de p, qui, lorsqu’elles sont ignorées, engendrent plus d’EQM

que la seule modalité x5 ou x, pour 'estimation de so.

lité supplémentaire) principalement pour avoir de l'information sur le signal utile et non sur le bruit.

Toutefois, puisque la qualité de zo est faible, car as < aq, x1 conduit & une estimation plus
précise de sy que xg9 pour de fortes corrélations du signal (bien que z1 n’observe pas s2). En effet,
M, ,(s2]z1) < My, p(s2|z2) si |ps| > %, ot M, ,(s2]|z1) est TEQM de l'estimation de so
en fonction de x7 :

2
M p(s2lz1) = w- (6.22)

La figure 6.6 illustre, en fonction de ps, My, p(s2]z1) (---) et My, p(s2]a2) pour différentes
valeurs de aig : ag = a1 (-.-.), ag < a1 (---) et ag € aq (.....).

ag = a1 : Nous remarquons que My, ,(s2|z1) > M, ,(s2|x2) avec égalité si et seulement si
ps = £1. C’est-a-dire que x1 est aussi précise que xo pour 'estimation de sg si et seulement si
ps = £1, car dans ce cas s et so sont équivalents.

g < aq : Pour de fortes corrélations du signal, x1 arrive & communiquer plus d’information
sur sg et elle est plus précise & son estimation que xs.

ag < a1 : L'information que z9 apporte sur s est faible, par conséquent x; est souvent plus

précise pour l'estimation de s3. Notamment, pour ag — 0, M, ,(s2]|z1) < My, ,(s2]x2) Vps # 0.

Par conséquent, méme si le modéle inadéquat est plus précis pour I'estimation de so que la
modalité x5 pour de fortes valeurs de ps, il risque d’étre moins précis que la modalité z1. En effet,

M, ,(s2]z1) < My 4(s2]x1,22) 81 pr, € Tune(s2|x1), avec :

Vaz(14ai(1—p2))((14a1)(1+az)—a1a2p?) .
- 2v/arp(TFa1) | sip<o
Iune(32|$1)Jﬁn:0 = . (623)
Vaz (a1 (1—p2)) ((14a1)(1+az)—a1az2p?) .
[ 2y/arps (I an) ’1} 5195 >0
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Nous montrons sur la figure 6.7, les intervalles Iune(s2|T2)]s,=0 €t Tune(s2]21)]s,=0 en

fonction de p,. Nous constatons que lintervalle Iyne(sa2|z1)]s,—0 a lieu pour de fortes cor-

rélations du signal. Quand les modalités deviennent plus disparates cet intervalle devient plus large.

La modalité x; de rapport signal a bruit le plus élevé, peut étre plus précise pour

I’estimation de so que z3 et qu’un modéle multimodal inadéquat.

6.4.2 Inadéquation quelconque du bruit

Maintenant, nous examinons I'impact d’une inadéquation quelconque du bruit p,, € [—1, 1] sur
I'estimation multimodale. L’estimateur multimodal associé aux modalités de ////;2 sous inadéquation

quelconque du bruit est :

k’“ ki2
o (21, 2) = (Vai(1 4 aj) — ajps(Varaaps + pn)) @i + (/AGps — /@ipn) T (6.24)
a ’ (Oél + 1)(0[2 + 1) — (\/ a1Qps + ﬁn)2 ’ .
C’est-a-dire que : K R
. k11 x1 + k12 22
= 2
0 2) = T Y (a + 1) — (arasss + A (6:29)
. 12: xro + 12: T
qu(xl,xg) = ( 21 22 2271 (626)

o1 + 1)(042 + 1) - (\/ a102ps + ﬁn)Q
L'EQM associée a 8;, (r1,22) est :
Mq,q(sjjxlvmﬂ
aj(1—=p3)+1-pp

M, 4(sil21, = - 6.27
pa(silz1, 2) (a1 + 1) (a2 + 1) — (Varazps + pn)? (6.27)

ki1kiz
1+C¥1)(1+042) - (ﬁn—k\/alag 5)2)27
= a+ bpy. (6.28)

M,, 4(si|x1,z2) est une fonction affine croissante de p,. Le signe de la pente b, est le signe
du produit k;1ki2. Par conséquent, si sgn(k;1) = sgn(kia), My, ¢(si|z1,22) est une fonction affine

croissante de p,. Autrement, elle est décroissante.

Estimation de s;. Selon 'hypothése as < ag, k11 est toujours positif. Ainsi la variation de
I'erreur d’estimation inadéquate My, 4(s;|x1,z2) par rapport & p, dépend uniquement du signe de

1212. Elle est croissante si 12:12 > 0 et décroissante si 12:12 < 0.

Estimation de so. Le facteur de zo, ];'21, n’est pas toujours positif. Par conséquent, dans le cas
d’estimation de sy, la variation de M, 4(s;|z1,x2) par rapport a p, dépend du signe du produit

];‘21]%22

Pour analyser l'effet d’une inadéquation quelconque du bruit, nous procédons comme précé-

demment. Nous comparons la performance pour l'estimation de s; du modéle .Z, , avec :
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M, (1|1, 22) — Mpp(s1lz1, 2) M, q(s2]z1, 22) — My (82|21, 22)
; ; : ; ;

0.2 0.2
_ﬁn =-0.7 _ﬁ" =-0.7
AN P =-0.2 pn =-0.2
L N _"ﬁn =0.2 | L _"ﬁn =0.2 |
015r o 0.15 o7
0.1r 0.1r
0.05 . 0.05¢

FIGURE 6.8 - M, ,(s1]|z1,22) — My p(s1]z1,22) (a) et My 4(s2]x1, 22) — My p(s2|z1, 22) (b) pour
différentes valeurs de p,,, avec ps = 0.7, 1 = 5 et ag = 2.

1. la performance de deux modalités dont les liens sont parfaitement modélisés,

2. la performance d’une seule modalité x;.

6.4.2.1 Modéle inadéquat versus modéle adéquat

Nous commencons par quantifier la perte en performance pour I'estimation de s; du modéle
inadéquat //7; par rapport au modéle adéquat ///SQ .

Les figures 6.8a et 6.8b montrent les excédents des EQMs relatives pour I'estimation de s;
et de sa, My, 4(s1|x1, 22) — My p(s1|z1, 22) et My, 4(s2|x1, 22) — M, p(s2|21, 22), pour différentes
valeurs d’inadéquation du bruit.

Nous remarquons que l'excédent de 'EQM est nul pour p, = p,, car les deux modéles sont
égaux, et devient plus large en s’éloignant de cette valeur exacte. Par rapport aux hypothéses de
faibles corrélations, les hypothéses de fortes corrélations, i.e |p,| = 0.7 sur la figure, introduisent
de larges erreurs car nous accordons & tort confiance & la deuxiéme modalité. Finalement,
I'inadéquation du bruit introduit de plus larges erreurs pour l'estimation de s; que pour
I’estimation de so car, selon 'hypothése as < a1 x9 communique plus d’information sur le bruit
que x1, et par conséquent s; bénéficie plus de ’échange de I'information sur le bruit entre les

modalités et est plus sensible a 'inadéquation de p,.

L’inadéquation du bruit engendre plus d’erreur pour l’estimation de s; dont la mesure, =1,

a le rapport signal a bruit le plus élevé.

6.4.2.2 Modéle inadéquat versus une modalité

. N . 7N
Nous comparons maintenant, la performance du modéle inadéquat .Z, a la performance
obtenue avec une seule modalité x;. A partir des EQMs M, ,(s;|z1,x2) et My, ,(si|z;), nous

trouvons que la modalité x; seule est autant ou plus précise pour 'estimation de s; que le modéle
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Qg = Qa1 @y < ap ay K oy
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FIGURE 6.9 — Variation de Ine(s1]|z1), en fonction de ps, pour a1 = 5 et différentes valeurs de
aztaz=a; =5 (a), g =2 (b) et g = 0.1 (c), avec p, = 0.5. Chaque segment présente, pour
ps donné, les valeurs exactes p, qui, lorsqu’elles sont erronées, engendrent plus I’EQM que la
seule modalité x1, pour 'estimation de sy.

g = (1 ay < ap ay < ap
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FIGURE 6.10 — Variation de Ine(s2]|z2) et Iune(s2]21), en fonction de ps, pour a; =5 et
différentes valeurs de ag, ag : g = a1 =5 (a), ag =2 (b) et g = 0.1 (c), avec p, = 0.5. Chaque
segment présente, pour ps donné, les valeurs exactes de p,, qui, lorsqu’elles sont erronées,
engendrent plus d’EQM que la seule modalité xzo ou x1, pour 'estimation de so.

multimodal inadéquat %j si et seulement si p, € Lune(si|Ti)]p, -

[—Lop)  sipe< Yepn

Lune(sili)] 5, = S [~ 1, 1] i ps = Yo pn - (6.29)

o> 1] si ps > */f‘jjﬁn

ou

kin((1 4 1) (1 + ag) — (pn + /aragps)?)
2/%1'1(1 + Oéi)

Les figure 6.9 et 6.10 illustrent la variation des intervalles Iyne(si|z1) et Iune(s2|z2),

P = bu + (6.30)

respectivement, selon pg pour différents scénarios des rapports signal a bruit. Nous introduisons

I'intervalle Iy (s2|z1) de la figure 6.10 dans la suite.

o p; = ”Z;ﬁn : Nous remarquons que pour ps; = */27;,5” (ps = pn st ag = aq),

Tune(si|z1)] 5, = [—1,1]. En effet, dans ce cas, nous supposons que la modalité z; est totalement
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redondante a x; sur 'estimation de s;. C’est-a-dire que nous ne pouvons tirer aucune nouvelle
information sur s; a partir de z; ayant déja observé z;. Ainsi, nous pouvons utiliser la seule

modalité z; pour estimer s;. Par conséquent, 5; (21, 72) = 3;,(z;) et My, 4(si|21, 72) = My p(5i|4)

(ps = \/\/gijﬁn s /;:il = 0 = b = 0). Cette condition n’est pas satisfaite si as < a; puisque
Ips] <1< V2L

o ps # Yip, : Nous constatons que la longueur de Iyne(si|z1)]s, est plus courte,

Vo P
N

dans ce cas, que pour ps = Y=p,. En effet, le modele inadéquat exploite les deux moda-
J

lités et I'information sur le signal utile fournie par la modalité supplémentaire améliore la

performance par rapport a une seule modalité. Effectivement, cet intervalle est plus rétréci

\/ZT; pn n’est plus

pour les fortes valeurs de ps. Cependant, le modéle inadéquat pour ps #

équivalent a la seule modalité x;, sur I'intervalle Ine(s1|x1)]p, mais plus mauvais, sauf si p, = pj;.
e Effet des rapports signal a bruit :

Estimation de s; En comparant les figures 6.9a, 6.9b et 6.9¢c nous constatons que la longueur
de Iune(si|z1)]p, est plus large pour des modalités de qualités disparates, car nous accordons

plus confiance & I'information sur le bruit fournie par la modalité .

Estimation de sy En revanche, a partir des figures 6.10a, 6.10b et 6.10c, nous remarquons que
la longueur de Iyne(s2|z2)] s, est plus courte pour des modalités de qualités disparates, et devient
nulle pour de fortes corrélations du signal. Ce qui veut dire que le modéle inadéquat est tout le
temps plus précis que la seule modalité xs pour I'estimation de so. En effet, le modéle inadéquat
tire plus d’information sur le signal utile & partir de la modalité x; et devient moins sensible a
I'inadéquation du bruit.

En revanche, puisque la modalité z1 est parfois plus précise pour ’estimation de sg que
To, c’est possible qu’elle soit plus précise que le modéle inadéquat. En comparant les erreurs
d’estimation M, 4(s2|z1,22) et My, ,(s2]|21), nous trouvons que la modalité z; est plus précise

pour l'estimation de so que le modéle inadéquat j/lj si et seulement si p, € Iyne(s2]21)] 4, :

. (a141)(e2+1)—(y/arazps+pn)?]k . 7.
[—1, po + Lot T foy i gy < X,
Iune(52|x1)Jﬁn = . (631)
N (a1+1)(az+1)—( s+pn)?|k . T
[ + L Dle S [ ) sips > Ve jy

La figure 6.10 montre la variation de l'intervalle I,e(s2|z1)] s, qui a lieu pour de fortes
corrélations du signal. En particulier, pour ps — 1 et as < aq, la modalité x; est tout le temps

plus précise, pour 'estimation de sy, que le modéle inadéquat ./Z/? )

6.5 Inadéquation du signal

Supposons & présent que seul le lien entre les signaux utiles est inadéquat (p, = py). Soit ps

la corrélation supposée entre s; et so, qui est différente de la corrélation exacte ps. A partir de
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M, (1|1, 22) — Mpp(s1lz1, 2) M, q(s2]z1, 22) — My (82|21, 22)
; ; ; ; ; :

0.6 0.6
—ps =07 —p, =07
s =-0.2 ps =-0.2
0.5} % | 0.5}
—ps =0.2 s =0.2
—ps =07 ' —ps =07

0.4r 1 0.41

FIGURE 6.11 — M, 4(s1|z1,22) — M, p(s1|z1, x2) (a) et My, 4(s2]21, 22) — My p(s2|z1, 22) (b)
pour différentes valeurs de ps, ps € {—0.7,—0.2,0.2,0.7}, ot p, = 0.7, a1 =5 et g = 2.

I’estimateur obtenu au paragraphe 6.3, 'estimateur multimodal de s; sous inadéquation du signal

utile est :
l;?il ]Acig

(Va1 + ag) — yaspa(y/araae + o)) @i+ (Yaspn— v @,
(1 + 1) (ag + 1) — (Varazps + pn)?

De méme, 'EQM associée a I'estimateur inadéquat 3;, (x1,22) est :

Siq (21, m2) = (6.32)

aj(1—p2) +1-p
- ) ; 2 2 6.33
pa(silet, z2) (a1 + 1)(e2 + 1) = (Varazps + pn)? o
. (1 + @) = pnlpn + Vara2ps)
—2 i\Fs — Ps kl O ’
Vi (ps = ps) (4 an)(1+a2) = (pn + arazp,)?)?
Cwben (6.34)

M, ;(si|z1,z2) est une fonction affine de ps. Le signe de la pente de M, 4(s;|x1, x2), ¢, est le signe
du produit —kis ((1 + o) — pnpn + \/m[')s)).

Dans le cas de P'estimation de so, selon 'hypothése as < ay, ((1 +a1) — pnlpn + \/mﬁs))
est toujours positif. Ainsi le sens de variation de M, 4(s2|21,22) est déterminé par le signe de
—kaa.

6.5.0.1 Modéle inadéquat versus modéle adéquat

Nous comparons la performance du modéle inadéquat, ./Z/? , et la performance du modéle
adéquat, ///32 , selon les différents types d’inadéquation du signal utile.

Les figures 6.11a et 6.11b montrent les excédents de 'EQM relatives a lestimation de s; et de
sy respectivement, M, 4(s1|z1,22) — My, p(s1]z1,22) et My 4(s2]21, 22) — My, ,(s2|21, 22), pour
différentes valeurs d’inadéquation du signal utile.

Nous remarquons que, 'excédent de 'EQM est nul pour ps = ps et devient plus important
en s’éloignant de cette valeur. De plus, les hypothéses de fortes corrélations du signal utile, i.e

|ps| = 0.7 sur la figure, engendrent de larges erreurs car nous accordons a tort plus de confiance
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pn <0 pn >0

0.12

0.12

—ay = ay
=g < ()
- Ko

—ay = o
-y <o |
ey K oy

FIGURE 6.12 - M, ,(s1]|z1, x2) — My, »(s1]|21, x2), en fonction de ps, pour p, = —0.7 (a), pp, =0
(b) et p, = 0.7 (c), pour ps = 0.5, a3 = 5 et différentes valeurs de ag : g = a1 =5, ag =2 et
Qg = 0.1.

a la modalité supplémentaire. Au contraire du cas d’inadéquation du bruit, I'inadéquation de
la corrélation du signal engendre plus d’erreur pour l'estimation de ss que pour 'estimation
de s1. En effet, 'estimation de so est plus sensible a I'inadéquation du signal utile car, suivant
I’hypothése as < a1, elle bénéficie le plus de I’échange de 'information sur le signal utile entre
les modalités. Réciproquement, puisque s; bénéficie le plus de I’échange sur le bruit, elle est plus

sensible & I'inadéquation du bruit.

L’inadéquation du signal utile engendre plus d’erreur pour ’estimation de s, dont la

mesure, X2, a le rapport signal & bruit le plus faible.

e Effet des rapports signal a bruit :

La figure 6.12 illustre ’excédent de PTEQM en fonction de pg pour oy = 5 et différentes valeurs
du rapport signal a bruit ag : ay = a3 (—), ag < ag (-.-.) et ag € ay (---). Les sous-figures

6.12a, 6.12b et 6.12¢ correspondent a différentes valeurs de p,.

Nous remarquons que pour les différentes valeurs de p,,, 'excédent de 'EQM est plus important
pour des modalités de méme qualité et décroit quand les qualités deviennent disparates, car nous
accordons plus de confiance & I'information sur le signal utile lorsque les qualités des modalités

sont égales.

Ces résultats sont a 'opposé des résultats obtenus pour I'inadéquation du bruit ot I'excédent
de TEQM est plus important pour des modalités de qualités trés disparates, puisque dans ce cas

nous sommes plus confiant de I'information sur le bruit.

L’excédent de 'EQM, dii & I'inadéquation du signal utile, est plus grand dans le cas de

modalités ayant des rapports signal a bruit égaux.
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ay =aq ay < ay ay < o
1 1 1
0.5 0.5 0.5
£ 0 £ 0 < 0
-0.5 -0.5 -0.5¢
1 -1 1
1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
P Ps P.
(a) (b) ()

FIGURE 6.13 — Variation de Iy,(s1]|z1), en fonction de ps, pour a1 = 5 et différentes valeurs de
aztag=a; =5 (a), e =2 (b) et ag = 0.1 (c¢). Chaque segment présente, pour p, donné, les
valeurs exactes de ps qui, lorsqu’elles sont erronées, engendrent plus d’EQM que la seule
modalité x1, pour ’estimation de sy.

Qay = aq ay < ap ay < o
1 1 1
0.5 0.5 0.5
£ 0 £ 0 < 0
-0.5 -0.5 -0.5
1 -1 1

1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
P Ps P.
() (b) ()

FIGURE 6.14 — Variation de Ipe(s2|z2), en fonction de pg, pour ap = 5 et différentes valeurs de
aztazy=a; =5 (a), e =2 (b) et ag = 0.1 (c¢). Chaque segment présente, pour p, donné, les
valeurs exactes de ps qui, lorsqu’elles sont erronées, engendrent plus d’EQM que la seule
modalité xo, pour 'estimation de so.

6.5.0.2 Modéle inadéquat versus une modalité

Déterminons les conditions sous lesquelles une inadéquation de la corrélation du signal utile
engendre plus d’erreur d’estimation qu’'une seule modalité. En comparant M, ,(s;|z1,x2) et
M,, »(si|z;), nous obtenons qu'une seule modalité x; est plus précise pour I'estimation de s; qu'un
modeéle inadéquat si ps € Lune(sil2i)]p, -

[_ 1, Pﬂ si pp > \/\/g:;ﬁs
Lune(silzi)]p, = © . : Jai s
[ps, ] S1L pp, > \/a—jps

(6.35)

(Vaipn — /5ps) (1 + a1)(1+ a2) — (pn + /arazps)?)
2 (14 o) = pa(pn + Varazps)) (1 + ;)

Les figures 6.13 et 6.14 montrent les variations des intervalles Lyne(s1]21)]p, et Lune(s2]z2)] 5,

selon les valeurs de p,, pour ps = 0.

*

ps:pAS—{_

(6.36)
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Nous remarquons que, par rapport au cas d’inadéquation du bruit, le modéle inadéquat
est plus souvent moins précis qu'une seule modalité. C’est-a-dire que I'inadéquation du signal
engendre plus d’erreur que l'inadéquation du bruit, ce qui est logique puisque, pour ’estimation,

I'information sur le signal utile est plus importante que celle sur le bruit.

Estimation de s; Nous constatons, sur la figure 6.13, que la longueur de Iyne(s1]x1)]s, est
plus courte pour des modalités de qualité disparates, car x9 apporte plus d’information sur le

bruit ce qui permet souvent d’améliorer 81, (x1,z2).

Estimation de s;. En revanche, nous remarquons sur la figure 6.14 que la seule modalité x4
est souvent plus précise que le modéle inadéquat dans le cas de modalités avec des qualités treés
disparates. Puisque, dans ce cas, i.e ag < a1, I'estimation multimodale accorde plus de confiance
a l'information utile qu’apporte la modalité =1 (ayant le rapport signal a bruit le plus élevé) a

travers la corrélation du signal, qui est inadéquate.

Dans le cas de modalités avec des qualités trés disparates, i.e as < a1, le modéle

inadéquat engendre souvent plus d’erreur pour l'estimation de ss, que la seule modalité xs.

6.6 Double inadéquation

Dans cette derniére partie de ce chapitre, nous étudions le cas de double inadéquation du
modéle. Nous supposons que la corrélation des bruits et la corrélation des signaux utiles sont
inadéquates, p,, # pn €t ps # ps.

L’estimateur supposé optimal sous double inadéquation s’écrit :

kio

(Vai(l + ) = AGps(y/a1a2ps + pn)) i = (Vaipn = Vasps) 35

5 (21, 29) = : a 6.37
’Lq( 1 2) (al + 1)(0[2 + 1) — (\/mps + pn)Z ( )
L’EQM associée a 'estimateur inadéquat .§Z-q (z1,x2) est :
a;(1—p3) +1— 4
M, (s;]z1. _ i s n § 6.38
pa(sil71,72) (1 + 1) (a2 + 1) = (yarazps + pn)? (039
s (1 —f—OZj) _ﬁn(ﬁn+\/mﬁs)
+20/@;(ps — pi)k A A
J(ps ps) 22((1 + Ozl)(l + Oég) _ (Pn + \/mps)2)2
2(p ﬁ )]2; (\/072(1 + Oéj) — . /ajﬁs(Mﬁs + ﬁn))
— - i2 ~ ?
PP (T a) (T4 a2) — (pn + arazps)?)?
— a+bpptcps. (6.39)

Les deuxiéme et troisiéme termes a droite de I’équation (6.38), correspondent aux inadéquations
du signal et du bruit respectivement. Ces deux termes sont de signes opposés, si (1 + «;) —
Pn(pn + Jar1azps) > 0 et (\/071(1 + o) — /O ps(y/aranps + ﬁn)) > 0. Ce qui suggere que les

deux inadéquations peuvent se compenser.
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Mp.q(sl |-’I;l7 «752) - Mp‘p(sl ‘xl-, .’IJ2>

M, (s2|z1, 22) — M p(s2]21, 2)
‘ ‘

0.16 — 018 ——5
0441 p, 0.2 0141 p, =0.2

012! :Zs zg:g 012! :Z igg

0.1t

0.08}

0.06}

0.04P\
0.02} \ ]

FIGURE 6.15 — M, 4(s1]z1,22) — My p(s1]z1,22) (a) et My, 4(s2|z1, x2) — My, p(s2|21, 22) (b), en
fonction de py,, pour différentes valeurs de pg, ps € {—0.5,—-0.2,0.2,0.5}, ot ps = 0.5, p, = 0.3,
a1 =bet ag = 2.

Les figures 6.15a et 6.15b illustrent les excédents des EQMs M, 4(s1|z1, x2) =M p(s1]21, 22) et
M, ;(s2]x1,22) — M, p(S2|x1, 22) respectivement, en fonction de py, pour des corrélations exactes
fixées, ps = 0.5 et p, = 0.3, et différentes valeurs de ps.

Nous remarquons que pour ps = ps, les excédents des EQMs s’annulent pour p, = p,. En
revanche, pour les autres valeurs de ps # ps, ps € {—0.5,—-0.2,0.2}, les excédents des EQMs
atteignent leurs valeurs minimales, non pour p, = p,, mais pour d’autres inadéquations du bruit.
C’est-a-dire que deux inadéquations du modéle peuvent engendrer moins d’erreurs qu’une seule
inadéquation.

Nous concluons alors qu’une inadéquation du bruit permet de compenser une inadéquation du
signal, et vice versa. Ceci est dli aux effets opposés des corrélations des bruits et des corrélations

du signal utile sur I'interaction des modalités.

Deux inadéquations de modéle peuvent engendrer moins d’erreur qu'une seule

inadéquation.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré différents types d’inadéquations du modéle : I'inadé-
quation du bruit et/ou I'inadéquation du signal utile. Les résultats montrent que les inadéquations
peuvent détériorer I’estimation multimodale et la rendre plus mauvaise que 'estimation fondée
sur une seule modalité.

De fagon plus surprenante, ce chapitre met en évidence qu’une double inadéquation, c’est-a-
dire une inadéquation du signal utile et des bruits permet d’améliorer la précision de I’estimation.
Les deux inadéquations peuvent se compenser partiellement ou complétement, conduisant a des

erreurs d’estimation minimales!
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Conclusions

Dans cette thése, nous avons remis en question le gain réel de la multimodalité. Nous avons
examiné, & travers des examples simples, les conditions sous lesquelles I’analyse multimodale est
effectivement bénéfique. A la différence des travaux existants, nous avons considéré la corrélation
des bruits et nous avons étudié I'interaction des modalités non seulement dans le cas de modéles

adéquats, mais également dans le cas de modéles inadéquats.

Afin de tirer des conclusions selon deux points de vue, nous avons choisi les mesures de
I'information et de I’estimation pour 'analyse des modéles considérés. Il existe dans la littératures
des relations simples établies entre ces deux théories, dans un canal gaussien, méme sous
inadéquation du signal utile. Nous avons proposé, dans le chapitre 4, des généralisations de
certaines relations au cas d’inadéquation du bruit et au cas de double inadéquation. Les relations
que nous avons établies mettent en évidence que, ces deux théories ne sont plus directement liées

sous inadéquation du bruit.

La partie I de ce manuscrit concerne les modéles adéquats. Nous y avons étudié l'interaction
des modalités & travers des liens bien modélisés entre les signaux d’intéréts et entre les bruits. Nos
résultats montrent que deux modalités couplées & travers un lien unique (entre les signaux utiles
ou entre les bruits) sont, conjointement, toujours plus performantes en termes d’information et

de précision d’estimation qu’une seule modalité.

En revanche, dans certains cas, deux modalités avec deux liens, fournissent conjointement
moins d’information que deux modalités avec un lien unique. D’ailleurs, elles peuvent étre
équivalentes & une seule modalité. Dans d’autres cas, ces deux modalités assurent de trés bonnes
performances, notamment lorsque les liens sont forts, et elles peuvent méme complétement rétablir
le signal d’intérét.

Par conséquent, nous avons conclu que, dans le cas de modéles adéquats, la multimodalité est
souvent plus bénéfique qu'une seule modalité et nous avons établi, pour les modéles considérés,
les conditions sur les liens et les rapports signal & bruits pour tirer le maximum d’information

possible de ’analyse multimodale.
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L’adéquation du modéle supposé au modéle des données est peu probable en pratique. En
particulier, la modélisation des liens entre les modalités est complexe et est sujette a erreur. C’est
la raison pour laquelle nous avons consacré la partie II de ce manuscrit aux modéles inadéquats, ol
nous avons étudié 'interaction des modalités en utilisant des liens erronés. Nous avons considéré
Veffet des liens mal estimés et 'effet des liens non utilisés (ignorés), notamment I’hypothése de

bruits indépendants.

Nos résultats montrent que, les fausses hypothéses sur les liens entre les modalités engendrent
des erreurs qui risquent de fausser le but de la multimodalité. En effet, un modéle multimodal
inadéquat risque d’étre plus mauvais qu’une seule modalité, méme que celle de mauvaise qualité
(rapport signal & bruit le plus faible). La multimodalité est, donc bénéfique tant que les liens
entre les modalités sont parfaitement modélisés. Autrement, il est recommandé d’utiliser une

seule modalité.

Pourtant, ce qui est surprenant est que, I'interaction des modalités a travers des faux liens
entre les bruits et entre les signaux utils (double inadéquation) peut engendrer moins d’erreur
que deux modalités avec une seule inadéquation. Ce qui signifie que, les deux inadéquations

peuvent se compenser et que le modéle inadéquat peut étre équivaut au modéle adéquat.

Dans ce travail, & travers des modéles simples, nous avons tirés d’importants résultats
qui infirment certaines idées admises. Contrairement & ce que nous pouvons croire, le lien
entre les bruits des modalités permet souvent d’améliorer la performance de la multimodalité.
D’ailleurs, en négligeant 'existence de ce lien nous risquons de commettre de graves erreurs.
De ce fait, une modalité de trés faible qualité est aussi bénéfique, puisqu’elle peut étre
utilisée comme une référence de bruit et ainsi permettre de supprimer trés efficacement le
bruit sur l'autre modalité. Finalement, nous avons souligné l'intérét éventuel d’une double

inadéquation & corriger une seule inadéquation de modéle et assurer, donc, une bonne performance.

Cette thése, bien que limitée & des modéles simples, constitue un guide pour les utilisateurs de
la multimodalité. L’analyse détaillée que nous avons conduite et ses différents résultats montrent
les conditions sous lesquelles 'analyse multimodale est bénéfique et souligne ainsi les causes
conduisant possiblement & une dégradation de performances. Elle nous avise, également, de

I'importance de bien modéliser les liens entre les modalités.

Perspectives

Les questions abordées dans cette thése ont été jusqu’alors peu considérées, en particulier dans
la communauté signal et images. Nos résultats sont parmi les premiers et ouvrent de nombreuses
perspectives.

Quelques unes des éventuelles perspectives consisteraient & :

e considérer d’autres modeéles qui refletent d’autres caractéristiques des modalités, telles que
le retard.
e étudier I'impact de d’autres inadéquations sur la performance multimodale, telles que

I'inadéquation de la matrice du canal ou l'inadéquation du retard estimé entre deux
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modalités, etc. Dans notre équipe, nous avons déja obtenu des résultats préliminaires sur
I'impact du retard sur ’estimation multimodale.

e proposer d’autres approches qui permettent d’étudier des modéles plus complexes et de
généraliser facilement les résultats obtenus a plusieurs modalités.

e ¢étendre les relations que nous avons établies entre la théorie de I'estimation et la théorie de
I'information, sous double inadéquation du modéle, & d’autres canaux de communication.

e vérifier 'intérét de la corrélation des bruits et de la double inadéquation sur des modéles

non gaussien.
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ANNEXE A

Modele adéquat : Calcul

d’'estimation

Dans cette annexe nous détaillons les calculs d’estimation. Nous commencons tout d’abord par
un modéle gaussien général. Les résultats obtenus sont ensuite appliqués aux différents modéles

que nous étudions dans ce manuscrit.

A.1 Modéle gaussien général

Dans le cas d’un modéle gaussien, 'estimateur optimal au sens de l'erreur quadratique

moyenne et 'erreur associée sont donnés par le théoréme suivant :

Théoréme A.1: (Estimateur optimal - Modéle gaussien [45, ch. 10])

Soit le modéle linéaire suivant :
x = Hs+n (A1)

oit s ~ N(0,T) est le signal d’intérét, x € R est le vecteur d’observations, n ~ N(0, 2)
est le bruit gaussien additif et H € R¥*! est la matrice du canal. Nous supposons que s
est indépendante du bruit n. L’estimateur optimal de s au sens de 'erreur quadratique

moyenne est donné par la moyenne de la loi a posteriori (Théoréme 1.2.1), soit :
s, = (I'+H'SH)'H'ES % (A.2)
= THTHIH” + %) 'x (A.3)
Et erreur quadratique moyenne associée est :

M,,(s)x) = H'Z'H+T 1! (A.4)
= I —-THY(HI'HT + )"'HI (A.5)
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Modéle adéquat : Calcul d’estimation

Démonstration. D’aprés les hypothéses précitées, alors p(x|s) = N (Hs, ), p(s) = N (0,T)
et p(x) = N (0, HTH? + ). En utilisant la relation de Bayes, nous obtenons :

o plxlsels)
bl = DB
B ((27r)kyHrHT + 3 )é exp ( — J(x—Hs)"Z  (x— Hs)) exp (— 27T 1s)
= (27T)k+l|1‘2| exp ( _ %XT(HFHT + 2)_1X)

En utilisant la relation (E.2), on a :

(2r)"HIH? + 3| 1
(2m)k T Y| - (2n)YHTHTZ-1 + 11T
1
(2m){HTS-1HT + I|-1T
1
= (A.6)

Cr)HTE-TH+ T 1!
Ensuite,
exp ( —1(x—Hs)TEZ 1 (x - Hs)) exp (— 3sTT~1s)

exp ( — 3xT(HTHT + E)—1x>

exp ( — 1T( ' + HTS'H)s + 1xTS " 'Hs + %sTHTE‘lx)
exp ( - %XT<(HFHT +3)-1 - E_1>x>
exp ( —1T(r ' + HTS'H)s + 1xTS " 'Hs + %sTHTE‘lx)
exp (ng (2—1HT(F—1 + HTE—lH)—lﬂz—l)x)

s—- T '+H'T'H)'HY )" (I + H'S'H)(s — (T + HT2—1H)—1H2—1X))

(A7)

= exp ( —
(s - THT(HTH + 2)"'%)7 (0! + H'S'H)(s - THY(HTH? + 2)*1x)) (A.8)

N =N =

:exp<—

Les équations (A.7) et (A.8) s’obtiennent en appliquant respectivement (E.3) et (E.4).

Finalement, & partir de (A.6) et (A.8) nous obtenons :

1 2
S ((27r)l|HT21H T r1|1> . (4.9)
exp ( = %(s ~TH"(HIH" + 2)"'x)"(r"' + H'S7'H) (s - TH" (HTH" + 2)*1x))

Puisque p(s|x) est gaussienne, sa moyenne est E,[s|x] = THT (HTH? + )~ !x et sa
variance est (H'X'H +T'~1)~!. Ainsi d’aprés le théoréme 1.2.1, I'estimateur optimale au

sens de 'erreur quadratique et ’erreur associée s’écrivent :

$(x) = (T'+HI'S'H)'HY 'x (A.10)




A.2. Une modalité scalaire

155

= TH'(HTH' + =) 'x (A.11)
M,,(slx) = H'Z'H+T ! (A.12)
= I'—-TH'(HrH” + X)"'HI (A.13)

O

A.2 Une modalité scalaire
Soit la modalité scalaire :
r=+\as+n (A.14)

ol a € RT, s et n sont des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes. L’estimateur

optimal au sens de I'erreur quadratique moyenne de s en fonction de x est :

Sp(z) = 1?@ x (A.15)

L’erreur d’estimation associée a §p(z) est :

1
1+«

My, (s]x) = (A.16)

Démonstration. Les formules (A.15) et (A.16) sont obtenues en appliquant le théoréme A.1

avecc H=aetI'=X =1. O

A.3 Deux modalités scalaires faiblement couplées

Soit le modéle de deux modalités :

Tr1 = /181 + "Ny
Ty = /252 + N2

, (A.17)

ou a1, ag sont des réels non négatifs. si, so, n1 et no sont des variables gaussiennes centrées
réduites. s1 et s9 sont indépendants de n; et ng. Alors que, s1 et so (resp. ny et ng) sont corrélés,

nous notons leurs coefficients de corrélation par ps (resp. pn).

L’estimateur multimodal de sy s’écrit :

R (O‘j\/OTi(1 - Pg) + (\/E - \/(ijnps» Ty — (\/Oszn - \/OTJ'IOS)SUQ

S (x) = A.18
w09 (a1 D0z + 1) — (Jarazps + pn)? (5.18)
L’erreur d’estimation de s; en fonction de x1 et x9 est :
as(l—p?) +1—p?
M, (s1/x) = 2t Ak et (A.19)

(a1 + D(az +1) = (Varazps + pn)?

L’estimateur de sy et 'erreur d’estimation associée peuvent étre obtenus a partir de (A.18) et

(A.19) en permutant a; et ag, et x1 et za, respectivement.
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T

Démonstration. Nous posons x = (x1, 22)7, s = (s1, s2)7 et n = (ny, n2)”. Soient, T' =

1 Vo 0

ps P et H= ! . Par conséquence, en appliquant le théoréme
ps 1 pn 1 0 Vv &2

A.1, Pestimateur optimale de s en fonction de x est :

=

$p(x) = THTHTHT +x)7!

[ oplfvar o ar+1  Jarasps + pa
ps 1 0 Voo |Varazeps + pn ag +1

1.
z1
| o
oz +1 —y/a1aeps — pn]
\ﬁ V025 —V/a1azps — pp o;+1 xl-
N Va1ps ] (a1 + 1)(a2 + 1) = (Jarazps + pn)? LQ_

Vai(az + 1) — Jaaps(\Jaroaps + pn)  Jozps(ar + 1) — Jar(y/atazps + pn)
 Warps(ae +1) — Vao(Varazps + pn)  Vaz(oa +1) — Varps(Varazps + pn) | |2y
a (a1 +1)(az +1) = (Varazps + pn)?

[(a2y/@i(1 = p2) + (a1 — /azpnps)) 71 — (\/aipn — \/@ps)m]
(Oﬂ\/@(l - pg) + (\/CT - \/apnPS)) T2 — (\/OT?pn - \/EPS)‘Tl

Z2

= = A.20
(o1 + D0z + 1) — (vanaaps + pn)? (4.20)
L’erreur d’estimation relative a §,(x) est :
M,,(s|x) = T'—-TH'(HTH" +X)'HI = (I-TH"(HTH’ + X)"'H)T
[042\/01(1 — p2) + (Vo1 — \Jazpnps) Va2ps — \/aipn ]
I_ VO1Ps — A/ C2Pn 041\/042(1 - pg) + (\/a vV Q1pPnps) A/ Q1 0 r
(a1 +1)(az + 1) — (Varazps + pn)? 0 Jaz
agar (1l — pp) + Jai(y/ar — \/azpnps) Qaps — \/ar1Qzpn
10 a1ps — \/a102pn araz(l - pp) + oz (y/a2 — \/arpeps)
0 1 (041 =+ 1)(0[2 + 1) - (\/ Qa1aips + pn)2
(1 p2) + (/@2 — /a1 pups) Va1aapy — asps
i Varaspn — a1ps (1= pp) +ar(yar — azpaps)| [1 ps
(1 +1)(az+1) - (\/ a102ps + pn)? ps 1
[ (- +1-p2 Varazpn(1 = p2) + ps(1 = p7,)
|Varazpn(l = p3) + ps(1 = pp) ar(l—p3) +1-p; (A21)

(a1 +1)(az + 1) = (Varazps + pn)?
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A.4 Deux modalités scalaires fortement couplées

Soit le modéle de deux modalités :

T = /18 + ny
T9 = /x2S + N2

: (A.22)

ol « et g sont des réels positifs. s, ny et ny sont des variables gaussiennes centrées réduites. s
est indépendant de n; et ng. Les bruits ny et ny sont corrélés et nous notons leurs coefficients de
corrélation par p,.

L’estimateur multimodal de s s’écrit :

4 (x) = (\/071 - \/OTQPn)wl + (\/072 - \/OTlpn)xQ (A.23)
p (a1 +1)(ag + 1) — (Varag + pn)? '

L’erreur d’estimation de s; en fonction de x1 et xo est :

1—p}
M, p(s]x) T Dot D = (e o (A.24)

Démonstration. Le modéle (A.22) est équivalent au modéle (A.17) lorsque s; et so sont
égaux, i.e ps = 1. Par conséquent, les formules (A.23) et (A.24) sont obtenues a partir de

(A.18) et (A.19), respectivement, pour ps = 1. O

A.5 Trois modalités scalaires

Soit le modéle :

Tr1 = /18 +ny
To = Jass +ng (A.25)
T3 = /38 + ng

ou a; € RT, i € {1,2,3}. s, ny, ng et ng sont des variables gaussiennes centrées réduites, i.e

~ N(0,1). Nous supposons que s est indépendante des bruits alors que les bruits sont corrélés.

E[nlng] . ]E[nlng] et _ IE[WQTLS]
E[3JEn3] P13 = B7IER3] © P28~ ERgER3)
de n9 et n1, n3 et ny et de n3 et ng, respectivement.

Nous notons par pjo = les coeflicients de corrélation

L’estimateur optimal de s en fonction de (x1, 2, z3) est :

k121 4 ko 2o + k3 x3
2| ’

(A.26)

§p(fE1, I27 x:')) =

k1 = (1+asz)(Var—vazpi2), +(Voras+p13) (Vazpes—v/as), +(Vazas+pes) (Vaspiz—/a1p2s),

ko = (14+as)(Vaz—va1p12) + (Vaeas +pes) (Vaipizs —v/as) — (Varas +pis) (vVazpis —/aspiz),
k3 = (1+a2)(Vas—/aipiz)+(Vasaz+pas) (vVaipia—az) + (VVarag+pi2) (Voepis —/aspi2).



Q] = 14+ o)1+ a)(l+a3)+2(Vaiae + pi2)(vVaras + pi3)(Vazas + pa3) (A.27)
—(14 a2)(Varaz + p13)2 — (14 a3)(Varaz + p12)2 — (14 a1)(Vazaz + p23)2-

L’erreur associée a ’estimateur multimodale 5,(x1, x9, z3) est :
14 1, 42,43

b
M ( ‘$1,$2,I‘3) | | (AQS)
Q[
oll X est la matrice de covariance des bruits, dont le déterminant est :
S| =1—p2y — ps — paz +2 (A.29)
‘ P12 — P13 — P23 P12P13P23- .
Démonstration. Nous posons x = (r1, 2, #3)7, n = (n1, n2, n3)’. En appliquant le
1 p12 pis var
théoreme A.1,avecI' =1, 3 = [p1s 1 pog| et H= |, /a5 |, nous obtenons I'estimateur
pi3 p23 1 Vas
multimodale de s :
3(x) = TH'HIH" +x)!

-1

T
Voo a1 +1 Jvaiaz + p12 yJaras + pi13 1
= T Vaiaz + pi2 az +1 Va2as + po3 Ta| s

/a3 Voaiasz + p13 Joazas + p23 az+1 x3
—1
a d e T1
= [var va vas|ld b of| e,
e f ¢ T3

bc— f2 fe—dc df —be
fe—dec ac—e* de—af

df —be de—af ab—d?| |™
- [\/E va: \/@] [HTH? + 3| T2
Jai(be— f2) + VA fe =) + (= bo) ’
Vai(fe - de) + Jaa(ac — ) + y/aa(de - af)
Jar(df —be) + Jaa(de — af) + az(ab—d®) | |**
- [HTH? + 3| 2
x3

+ [Vai(fe - de) + yaa(ac — ) + yas(de — af)] a2
+ [/ar(df — be) + yaz(de — af) + y/as(ab — d?)] x5
|[HTHT + 3|

( [Vai(be — f2) + yaa(fe — de) + y/as(df — be)] a1 )

Avec :

Vai(be — f2) + v/az(fe — de) + v/as(df — be)
= (az+1)(Var — Vazpiz) + (Vaias + pi3)(Vazpas — vVas) + (Vazas + p23)(vVaspiz — Vaipas),

Vai(fe - de) + Vas(ac — %) + v/as(de — af)
= (Vazas + p23)(vVaipis — Vas) + (as + 1) (Vaz — Vaipi2) — (Vaias + pi3)(vazpis — Vaspi2),
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Vai(df —be) + vaz(de — af) + /az(ab — d)
= (Vazas + p23)(Vaipiz — Vaz) + (Varaz + pi2)(Vazpizs — Vaspiz) + (a2 + 1) (VVas — v/aapis).

[HTH” + 2| = abc —be® — cd® — af® + 2def = d(fe — cd) + e(df — be) + a(be — f?),
(a1 4+ 1)(az + 1)(as + 1) + 2(Voaaz + p12) (Vo as + p13) (Vaeas + p23)
—(a2 + 1)(Varas + p13)* — (as + 1)(Varaz + p12)® — (a1 + 1)(vazas + p23)*.

Toujours & partir du théoréme A.1, 'erreur d’estimation de s s’écrit :

M, ,(s|x) =T —TH" (HTH" + %) 'HT,

Vai(be — 1) + /aa(fe — de) + Jas(df — be)
JAL(fe — de) + Jazac — &) + yaz(de — af)
Vai(df —be) + /az(de — af) + /as(ab — d?)

= I- HT
[HTH” + 3| ’

Jai(be - £2) + yaa(fe — de) + yaz(df —be) | [var
[HTH" + 2| — | J/ai(fe — dc) + az(ac — %) + Jaz(de — af) Vaz
Vi (df —be) + az(de — af) + Jas(ab—d*) | | Jas

[HTH? + 3] ’
HTH? + 3| — (al(bc — f2) + 2/araa(fe — de) + 2/aras(df — be) + od(ac — €2) + 2/azas(de — af) + ad(ab — d2))

[HTHT + 3|

1 — pia — pis — p3 + 2p12p13p2s
[HTH? + 3| :







ANNEXE B

Modele adéquat : Calcul

d’'Information

Cet annexe détails le calcul d’information. Nous commengons par un modéle gaussien général,

ensuite nous appliquons les résultats aux différents modéles étudiés dans ce manuscrit.

B.1 Modeéle gaussien général
Soit le modéle linéaire suivant :
x = Hs+n (B.1)

oit s ~ N(0,T) est le signal d’intérét, x € R¥ est le vecteur d’observations, n ~ N(0, %) est le
bruit gaussien additif et H € R¥*! est la matrice du canal. Nous supposons que s est indépendante

du bruit n. L’information mutuelle entre s et x est :

1 _
Lp(si%) = 5 log (ITI[Myp(slx1)| "), (B.2)
1
— log (\r\}HTz—1H+F—1D. (B.3)

Démonstration. A partir de la définition de I'information mutuelle (1.19), nous obtenons :
Ipp(six) = h(s) — h(s|x), (B.4)
1 1
5 log <(27re)’|r|> 5 log ((27Te)l|25|x|>, (B.5)
1 1 1 !
= 3 log | (2me)'|T| | — 3 log | (2me) M, p(s|x)] ), (B.6)

1 _

= 5 log (TIIM, (s ™). (B.7)
1

~ log (|r|]HT2—1H+1‘—1\). (B.8)

La formule (B.5) est obtenue a partir de la définition de l’entropie d’un vecteur gaussien

(paragraphe 1.1.2). L’équation (B.6) s’ensuit puisque M, ,(s[x) = E,[Xg,] (théoréme 1.2.1)
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et puisque g, est constante selon I'hypothése de gaussianité. Finalement, le résultat (B.8)

est obtenu en utilisant le théoréme A.1. O

B.2 Une modalité scalaire

Soit la modalité scalaire :

r=+/as+n, (B.9)

ol a € RT. s et n sont des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes, i.e ~ N(0,1).

L’information mutuelle entre s et x est :

1
Iyp(s;z) = 5 log (1 + a) (B.10)

Démonstration. L’'information mutuelle (B.10) est obtenue en appliquant (B.2) pour I’ =
¥ =1et H= « et en utilisant (A.16). O

B.3 Deux modalités scalaires faiblement couplées

Soit le modéle :
T1 = /151 + ni
Ty = /252 + N2

: (B.11)

ol s1, S3, N1 et ng sont des variables gaussiennes centrées réduites. s; et so sont indépendants
de ny et ny. Alors que, s1 et sg (resp. n1 et ng) sont corrélés, nous notons leurs coefficients de
corrélations par (12 (resp. p12).

L’information mutuelle entre s;, i € {1,2}, et (z1,z2) est :

) _ 1 (1 + 1) (a2 + 1) — (Varazlia + p12)?
Ipp (s1; (@1, 22)) = ilog( (=) +1— s ) (B.12)

Démonstration. Nous posons x = (x1, 12)7, s = (s1, s2)T et n = (ny, n2)T. Soient, T' =

(1 Cm) 2:<1 p12>etH2<\/OTl 0)
Gz 1) pr2 1 0 Jaz)

La formule (B.12) est obtenue en appliquant (B.2) et en utilisant (A.21). O

B.4 Deux modalités scalaires fortement couplées

Soit le modéle :

r1 = /1S +ny
T9 = /S + N2

ol s, n1 et no sont des variables gaussiennes centrées réduites. s est indépendante de n; et ns.

: (B.13)

Les bruits n; et ng sont corrélés, nous notons leurs coefficients de corrélations par ppo.
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L’information mutuelle entre s et (z1,z2) est :

) _ 1 (a1 4+ 1)(az + 1) — (arazGiz + p12)?
Ipp (s1; (@1, 22)) = ilog( =) +1— s ) (B.14)

Démonstration. La formule (B.14) est obtenue & partir de (B.12) pour (12 = 1, car le modéle

(B.13) est un cas particulier de (B.11) ot s1 = so. O

B.5 Trois modalités scalaires

Soit le modéle :
r1 = /a15+ny
Ty = /0s +ny (B.15)
T3 = \/@S + n3
ou o € RT i € {1,2,3}. s, ny, ny et ng sont des variables gaussiennes centrées réduites. s
est indépendante de nq, ng et n3. ny, ny et ng sont corrélés, nous notons leurs coefficients de

corrélation par pio, p13 et pos, respectivement.
L’information mutuelle entre s et (x1,x2,x3) est :

Ipp(s; 21,22, 23) (B.16)
((Oq + (a2 + 1)(as + 1) + 2(Varaz + p12)(Varas + p13)(y/a2as + pas) )
_ 1 log — (a2 + 1)(Varas + p13)* — (as + 1) (oroz + p12)* — (a1 +1)(y/oazas + p23)?
2 1= piy — pis — P33 + 2p12p13023

Démonstration. Nous posons X = (1, 22, 23)7, s = (s1, 52, 53)7 et n = (ny, na, n3)7’.

L p12 pi3 var 0 0
Soient, ' =1, ¥ = | pio 1 pog| et H=

0
pi3 p23 1 0 0 a3
L’expression (B.16) est obtenue en appliquant (B.2) et en utilisant (A.28). O







ANNEXE C

Modéle inadéquat : Démonstration

du théoreme 4.5

Nous considérons le modeéle général d’un canal gaussien :
x=Hs+n, (C.1)

ol s € R est le signal (vectoriel) d’entrée de densité p(s), x € R¥ est le signal (vectoriel) de sortie
de densité p(x), n ~ N (0,3) est un bruit gaussien additif de moyenne nulle et de matrice de
covariance X et H € R**! est la matrice du canal.

Nous supposons que la densité du signal d’entrée et la densité du bruit sont mal définies,
q(s) # p(s) et ¢(n) # p(n). L’inadéquation du bruit que nous supposons se limite au cas ou seule

la matrice de covariance du bruit est fausse, i.e. g(n) = N(0,%).

La technique de démonstration que nous utilisons est similaire a celle utilisée par Chen et
Lafferty dans [43|. Nous introduisons, préalablement, quelques lemmes nécessaires a la démonstra-
tion. Pour la clarté du développement, nous justifions les interversions d’intégrales et de dérivées

A la fin.

C.1 Lemmes

Lemma C.1.1. Les gradients de p(x|s) par rapport & H et par rapport & x sont liés comme suit

Vap(x|s) = ~Vxp(x]s) s (C.2)

Démonstration. Etant donné que p(x|s) = N (Hs, X), alors

Vup(x[s) = (VH log p(x[s)) p(x|s)
= (VH x —Hs) 'S H(x - Hs)) p(x]s)
") = Ho)STplxl)

3
b (Tl T e 1) ()
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= —pr(X‘S) ST
O]

Lemma C.1.2. Cette lemme est une variation d’Esposito [46] qui relie le gradient du logarithme

du vrasemblance & l'erreur quadratique moyenne

Vxlogp(x) = B~HHE,[s|x] — x) (C.3)
Démonstration.
Vxlogp(x) = p(lx)vxp()
1

- (o / ) i

_ / p(lx \p(s) ds (C.4)

= [ i (Vxlomplxls) pixsyns) ds

_ / _3U(x — Hs)p(s|x) ds

= X 7Y(HE,[s|x] — x)
O

Lemma C.1.3. Les gradients de p(x) par rapport & H et par rapport a x sont liés comme suit

Vap(x) = ~Vx (Ey[s/x]"p(x)) (C.5)

Démonstration.

Vap(x) = Va / p(x|s)p(s) ds

— [ (Vaplxls) p(s) ds (C.6)
S / (Vxp(xls)) sTp(s) ds (Lemme C.1.1) (c.7)
I / STp(x|s)p(s) ds (C.8)
_ v, / $Tp(s|x)p(x) ds

= Vi (E[s)x]"p(x))
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C.2 Démonstration du théoreme 4.5

Maintenant nous procédons au calcul du gradient de la divergence de Kullback-Leibler. La
divergence de Kullback-Leibler peut étre exprimée comme différence entre I’entropie inadéquate
et I'entropie :

Dic, (p(x)[[(x)) = hpg(x) — h(x) (C.9)

Par conséquent, le gradient de la divergence de Kullback-Leibler est donné par la différence des

gradients de I'entropie inadéquate et de I’entropie :

VuDkr (p(x)[lg(x)) = Vihy,q(x) = Vah(x) (C.10)

C.2.0.1 Le gradient de I'entropie inadéquate

Vaahox) = Vi~ [ ) toga(xax)
— — [ Vape) logatxax— [ pix) Varloga(x)ax (C.11)
Le premier terme de la partie droite de (C.11), s'écrit
~ [ Vup0) togaix =~ [ Vu [ plxisip(s)ds logalx)ax
_ - / / (Vap(x]s)) p(s) ds log g(x)dx (C12)
_ / / (Vup(x]s)) log g(x)dx sTp(s)ds (Lemme C.1.1)
= /([P(X|S) 10gQ(X)]f§—/(VxlogQ(X))P(X!S)dX> s'p(s)ds(C.13)
=~ [ [ £, s - x)p(xls)ax sTp(s)is
_ - / S (HE, [s|x] - x) ( / p(s|X)sTds> p(x)dx
— [ 2 EE, (s - X, p(x)dx
= - / S~1(Hs, — Hs, — n)s! p(x)dx (C.14)
= ST'H(M,, —M,,) + =7'E, [ns]] (C.15)

ou (C.13) résulte d’une intégration par partie dont le premier terme s’annule & I'infini et (C.15)
résulte du principe d’orthogonalité.

Le second terme de la partie droite de (C.11), s’écrit
X
—/p(x) Valoggq(x)dx = —/ngi Vaq(x)dx

/583 Vx (Eq s q(x)) dx (Lemme C.1.3)

= [p(x)Eq [s|X]T} i_: —/(szg;> E, [s|x]” ¢(x)dx (C.16)
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_ _/ (Vxlogp(x)> E, [s|x]” p(x)dx

q(x)
_ / (57 (Hs, — %)~ S (Hs, — x)) sTp(x)dx  (C.17)
_ (z—l - f:—l) E, [n8]] (C.18)

ou (C.18) résulte du principe d’orthogonalité et (C.16) résulte d’une intégration par partie dont

le premier terme s’annule a l'infini. En fait,

T _ X ST S|X S:M ST S|X X S:@ ST X|S s)as
PO, [sx” = plx) [ $Tg(sfx)a [ smatsixiatxias = 255 [ sTatxisats)is (.19

P()E, [sx]T = p(x) / sTp(s|x)ds = / s p(s|x)p(x)ds = / STp(xls)p(s)ds  (C.20)

En appliquant le théoréme de convergence dominée [47] alors

lim p(x)E, [s|x]” = /ST )}LIgOp(x|s)p(S)ds =0

X—00

Finalement, en remplacant les gradients des deux termes & droite de (C.11) nous obtenons :

Vahpe(x) = STH (M~ My,) + S7E, [n0s]] + (27! - £7) B, [ns]] (C21)

C.2.0.2 Le gradient d’entropie

Le gradient de 'entropie est obtenu & partir du gradient de I'entropie inadéquate (C.21), en

remplcant ¢ par p and s par X, ainsi
Vah(x) = X 'E, [nE,[s|x]”] (C.22)
Finalement, en substituant les gradients des entropies par leurs expressions

VuDkr (p(x)|l¢(x)) = > 'H (Mp,g — My,) — (271 - 271) (Ep [nEq [s|x]] — Ep [nE,[s[x]])

C.3 Permutation d’intégrale et de dérivée

Dans la démonstration on a effectué plusieurs permutations d’intégral et de dérivation. Afin

de les justifier, nous rappelons un lemme utilisé par Palomar et al & la méme fin.

Lemma C.3.1. Soient f(y,z) une fonction et g(y) une fonction non négative. S’il existe un

voisinage N, pour tout zy et une fonction M (y;zp) tels que :

sup 2f(y,z) < M(y;z9) presque partout (C.23)
ZENzO 0z
et
/g(.V)M(y;zo)dy < 0 (C.24)
alors
0 0
5 [ 1620wy = [ o) 1.2y (€25)
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Démonstration. Voir |21, Appendix B O

La premiére et troisiéme permutations sont justifiées dans [21]. Par souci d’exhaustivité, nous les

rappelons ici

C.3.1 La permutation en (C.4)

En (C.4), nous avons effectué la permutation suivante : Vi [ p(x|s)p(s)ds = [ Vxp(x|s)p(s)ds
Par analogie au lemme C.3.1, z = x;, y = s, f(y,2) = p(xi|s) et g(y) = p(s).
On a,

9 _ I
’8Xip(x|s) - ’ ~ 5 (x — Hs)p(x ]s)]i (C.26)
< ’ T x—Hs)} (C.27)
< - -1
< Zk: ‘zzk [2 H} L lsil (C.28)
-1
Ainsi la condition (C.23) est vérifiée, ot M (y;z0) = >, ’Zik Ixi| + > [Z 1H} N |sk|. De
plus, on a
-1 -1 -1
[ 32| badnts)ds =[] el <[] bl + o (C.29)
k
et
-1 _ -1
/;“2 H| |Sk\p(s)dS—zk:HE HLk‘/|sk]p(s)ds (C.30)

ot [ |si|p(s)ds est fini, puisque les moments d’ordre 2 de s sont finis [47]. Par suite la condition
(C.24) est confirmé.

C.3.2 La permutation en (C.8)

En (C.8), nous avons effectué la permutation suivante : Vy [ p(x|s)p(s)ds = [ Vxp(x|s)p(s)ds
Par analogie au lemme C.3.1, z = x;, y = s, f(y, 2) = s' p(x;|s) et g(y) = p(s). Notez la similarité

avec la permutation précédente sauf pour la fonction f(y, 2).

On a,
D o) = |- 5 (x— He)sT p(xs)] (C.31)
aXi 7
< ‘ ~ 5 Y(x — Hs)s } (C.32)
< ZZ‘EM } [2—111]% sk |si] (C.33)
koo
-1
Ainsi la condition (C.23) est vérifice, ot M(y;z0) = D Zl‘zik |xx|[si| +
Yoe [Z 1H} N |sk||si]. De plus, on a
/ ZZ]zm el lsilp(s)ds = 3057 ] ol [ Islots) (C.34)

k
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/Zk:zl: ‘ [E‘lHLk |sk||sip(s)ds = E};Z: ’ [2—1H}ik’/sk|!Sl|P(S)dS (C.35)

ou [ |sg|p(s)ds et [ [sk||si|p(s)ds sont finis, puisque les moments d’ordre 2 de s sont finis [47].

Par suite la condition (C.24) est confirmé.

C.3.3 La permutation en (C.6) et (C.12)
En (C.6) et (C.12), nous avons effectué la permutation suivante :
Vi [ pxop(s)ds = [ Vup(xp(s)ds

Par analogie au lemme C.3.1, z = [H];j, y = s, f(y,2) = p(xi(s) et g(y) = p(s).
On a,

)
= 271 —H T :
)| = | st (©26)
< '[ZI(X—HS)ST]A (C.37)
-1
< Z’Eik xcills |+ > [2’1HL1€ Isxlls;1 (C.38)
k k
—1
Ainsi la condition (C.23) est vérifice, ott M(y; z0) = 32, ‘zik Ixi[s5] + 3, [2—1}1} sells;l-
De plus, on a
—1 -1
[ 32| alisots)ds =[] bl [ 1slpiss (C.39)
k

et

[ |5m],

ot [ [s|p(s)ds et [ |sk||si|p(s)ds sont finis, puisque les moments d’ordre 2 de s sont finis [47].

sl lotsyis = S| [0 | [islisivtas cao
k

Par suite la condition (C.24) est confirmée.

C.3.4 La permutation en (C.11)
En (C.11) , nous avons effectué la permutation suivante :

Vu ( / p(x) 10gQ(X)dX> = / Vi (p(x) logg(x)) dx

Par analogie au lemme C.3.1, z = H];;, y = x, f(y, 2) = p(x)logq(x) et g(y) = 1.
L’expression de Vi (p(x) logg(x)) découle de (C.14) et (C.17),

Vi (p(x) logg(x) = (£} (Hs, - x)sT + £ (Hs, — X)) —sD)) p(x)  (C41)
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< ‘ {2—1(H§p —x)s7 + =71 (Hs, - x)(8] - éqT)} -
2Y)
< DU IETH A+ ST B, [s/xil B [s/x]; |+ D 125! + S5 il B sl |
k k
NS ik By (s [Bp [s]x]5| + D 15 1l [Ep[slx];]
k k

Ainsi la condition (C.23) est vérifiée. Nous pouvons facilement vérifier que la condition (C.24)

est remplie.






ANNEXE D

Modele inadéquat : Calcul

d’'estimation

D.1 Modeéle gaussien général

Dans le cadre d’'un modéle gaussien inadéquat, ’estimateur considéré et I’erreur d’estimation

associée sont donnés par le théoréme suivant :

Théoréme D.1: (Estimateur inadéquat - Modéle gaussien)

Soit le modéle linéaire suivant,
x = Hs+n, (D.1)

ot s ~ p(s) = N(0,T) est le signal d’intérét, x € R* est le vecteur d’observations,
n ~ p(n) = N(0,X) est le bruit gaussien additif et H € R**! est la matrice du canal. Nous
supposons que s est indépendante du bruit n.

Nous considérons le cas d'une double inadéquation du modéle. Nous supposons que la densité
a priori du signal d’entrée est ¢(s) = N(0,T) et la densité du bruit est ¢(n) = A(0, 2).

L’estimateur de s en fonction de x est :

§,(x) = T '+HT'S'H)'H S x, (D.2)
= TH"HTH + ) 'x. (D.3)

Et Perreur quadratique moyenne associée a §4(x) est :

M, q(slx) = Mgq(slx) + Mq,q(slx)fil(r - f)f‘iqu,q(s|X)
M, (sx) HTS 1S - ) THM, ,(s|x).  (D.4)

ol

M, (slx) = (T'+H'S'H)' =T —-TH'(HT'H” + £)"'HT.  (D.5)
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Démonstration. Sous inadéquation du modéle, nous calculons ’estimateur de s en fonction
de x, que nous croyons optimal, comme la moyenne de la loi a posteriori supposé ¢(s|x)

(paragraphe 4.2) :
8,(x) = E,fs|x. (D.6)
Ainsi, en appliquent le théoréme A.1, nous obtenons :

5,0x) = T '+H'S'H)'H S x, (D.7)
= THTHTH” + %) 'x. (D.8)

L’erreur quadratique moyenne associée a l'estimateur §,(x) est donnée par la matrice de

covariance de s — §4(x) :

M,q(sx) = Ep[(s —84(x))(s — 84(x))"],
= E, [SST] -E, [éq(x)sT] -E, [séq(x)T] + Ep [84(x)84
= - T '4+H'S'H)'H'S'Hr -TH S 'H(T '+ H'S'H) !
+@ '+ H'S'H)'H'S'\HTH? + ) SH(T '+ H'S'H) !,
= T'—M,,(six)H'S'HT - THT S "HM, ,(s|x)
+Mq,q(S|X)HT§_1(HFHT + E)E_IHMq,q(Sb{)»
= D(I-HTS"HM,,(s[x)) — M (s|x)HSHT (I - HTZAJ_IHMq7q(s|X))

—~

X)

)

"]

—

+M, ,(s|x) H'S 'S THM, ,(s|x),
= (I-M,,(slx)H'S'H)I'(I - H'S'"HM,,(s|x))
+M, ,(s|x) H'S 'S THM, ,(s[x),
= Myq(sx)(Mgq(slx) ™t = HTSTTH)T (M, 4(sx) 7t — HT STTH)M, 4 (s]x)
+ M o(s|x)H 7185 THM, 4 (s]x),
= M,,sx)H'EH+T'-H'S'HIH'S'H+T!' - H'STH)M,,(s|x)
+M, ,(s|x) H'S 'S THM, ,(s[x),
qvq(s\x)f‘flrf‘fquvq(s\x) + Mq’q(s]x)HTiflZﬁleM%q(sb{),
a.a(81%) + My (s|x)T (T — T)T ' M 4(s|x)
+ My (sl H S - £)S7THM, 4 (s]x).

M
M

O
D.2 Deux modalités scalaires faiblement couplées
Soit le modeéle de deux modalités complémentaires suivant :
T = /181 +m
v , (D.9)

To = /(282 + N2
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ol s1, Sg, N1 et ng sont des variables gaussiennes centrées réduites. s; et so sont indépendants
de ny et na. Alors que, les signaux s; et sg (resp. les bruits ny et ng2) sont corrélés, nous notons
leurs coefficients de corrélations par ps (resp. pn).

Nous supposons que les coefficients de corrélation des signaux et des bruits sont ps et j, au
lieu de ps et py, respectivement. Ainsi, 'estimateur inadéquat de s;, i € {1,2}, en fonction de x;

et xo est :

§io(21,22) = (aj\/a(l_[)g)"’_(\/o‘»l_\/@ﬁnﬁs)) xi_(\/OTiﬁn_\/OTjPAS) €Ly (D.10)
A (a1 + 1)(ag + 1) — (Varazps + pn)? S

L’erreur d’estimation associée a 'estimateur $;,(x1,z2) est :
Zp )

aj(1-=p2) +1-p;
M, (si|x1, = J s n D.11
Pl = G T 1) — (Vo + o (D4
(1 + o) = pn(pn + orazps)

+2\/07j(ps - ﬁs)(\/OTZAn - \/OT]ﬁs> ((1 + 011)(1 + 042) — (ﬁn + Mﬁs)2)2

\ﬁ( +O‘J) \ﬁPS(pn‘i'\/alons)
(1 + 1)1+ a2) = (pn + Jarazps)?)?

—2(pn - ,5n>(\/OTiAn - \/OTJ'@S)

Démonstration. Nous posons x = xl, 22)T, s = (s1, 52)T et n = (ny, ng)’. Soient, T' =
1 1
Pl s = Prl ot H =
ps 1 pn 1
L’estimateur inadéquat de s en fonctlon de X est obtenu a partir du théoréme D.1 :

§ e AN A~

§,(x) = [Alq] — THTHTH? + %)
82q

(0‘2\/071<1 —p3) + (Var — \/072:571,55)) r1 — (/1 pn — /Q2ps) T2
(a1\/072(1 - pﬁ) + (\/072 - \/OTlpAnPAS)) T2 — (\/OTQﬁH - \/OTlpAS)xl
(a1 +1)(a2 +1) — (Varazps + pn)?

(D.12)

L’équation (D.12) est obtenue a partir de (A.20) en substituant ps par ps et p, par py.

Selon le théoréme D.1, lerreur d’estimation associée a 'estimateur inadéquat S,(x) est :

M, q(s[x) = Mg,(sx) + Mq7q(s\x)]_‘_1(I‘ - F)I‘_qu,q(S|X)
+M,,(sx)H 'S (S - ) THM, ,(s|x).  (D.13)

ou

M,,(s|x) = (T'+H'S'H)' =T -TH'HTH” + £)"'H[.  (D.14)
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A partir de (A.21), en substituant ps par ps et p, par p,, nous trouvons :

ar(1—p2)+1—p2 Varaapn(1 = p3) + ps(1 — p3)
Vearazpn(l = p3) + ps(1 - p7,) ar(l—p3) +1-p,

My q(slx) = (D.15)

(1 +1)(ag + 1) — (Varazps + pn)?

Nous calculons, ensuite, le deuxiéme terme de la partie droite de I’équation (D.13). On a :

T R
=P |=ps L flps—ps O J[-ps 1
_ 1 -_ﬁS(Ps — Ps) Ps = Ps I —ps

(1- ﬁ§)2 | Ps— Ps —ps(ps — Ps)| |—Ps 1|

Ps — Ps —2ps (1+ ﬁg)
(L=p3% (142  —2p,

[ (1-p2)+(1—pHaa  pa(l—p2)+ Jaraa(l - ﬁ?)ﬁn]
ps(1 = pp) + Jaras (1 — p3)pn (1—pp) + (1= P
(L4 1)+ a2) = (P + /a1azps)?
Ps — Ps —2ps (1+ /33)
X 1 H2)2 ~2 ~
(L=037 |1+ 752 —2ps

[—(1 — P2 ps + (14 p2)Jamampn — 200ps 1 — p2 + ao(l + %) — 2/a1a2psin ]

9,9

1—pp + 11+ p2) = 2/araapspn —(1— pa)ps + (14 p3)/arazpn — 2asps
N (1+ 1) (1 + 02) — (pn + y/ar102ps)?
[ (1=p2)+ (1= pPaa  pa(l—p2) + yaraz(l - ﬁ?)ﬁn]
% ps—ﬁs ﬁS(l_ﬁ%)+\/m(1_ﬁg)ﬁn (1_[)%)“‘ (1_153)0‘1
(1-42) (14 a1) (1 + az2) = (pn + v/a1025)> ’
[all ai2
ai2 G22

= (ps — ps) (D.16)

(1 +a1)(1+az) — (pn + \/041042/58)2]2.

ou :

a1 = 2y/aa(Varpn — azps) (1 + a2) — pn(pn + Varazps))
aze = 2y/on(Vazpn — Voaps) (14 1) = pnl(pn + Varazps)) .
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Nous détaillons maintenant le calcul du troisiéme terme de la partie droite de 1’équation

(D.13). On a :

HTi—l(z _ i\:)f}_lH — Pn — Ian V aq 0
(1=p2)21 0 Ja

~2pn (14 72) [m 0]
(L+42) =2 || 0 Jaz|’
v
0 ag|

pn—pn | —2v/@ipn (14 p2)
(1- ﬁ%)z _\/ag(l + ﬁ%) —2,/q2pn

_ Pn— Pn —201pn V 041042(1 + ﬁ%)
(1 - 15’%)2 _w/Oan(l + ,5721) —2aipp

Ensuite :

1\/Iq,quT§3_1(2 - i\])ﬁ_lHl\/Iq,q
[ (1-p2)+ (1 —pPaz  ps(l—p2) + araa(l - ﬁ?)ﬁn]
ps(1 = p2) + araz(l — p2)pn (1—-p2)+ (1 —p2ay
(14 o1)(1 + az) — (pn + Varazps)?
% Pn — Pn —201pn M(l + /A)%)
(1=p2) | Jaraz(1+ p2) — 209
Varaa(1+ p2)ps — (1 — pRaraspn — 201pn  araa(l+ p2) + yara® (1 — p2) — 2aapspn
Varaz(1+ p2) + var'yaz(l — p2) — 2aapspn Jaraz(l+ p2)ps — (1 — p2)araspy — 2a9pn
o (1+a1)(1—|—oz2) — (ﬁn—l-\/alozz AS)Q

M‘]uq’

[ (1= p2)+ (1 - p2)as ps(1—p2) +an (1 — ﬁ%)ﬁn]
o= pn ps(1 = p) +araa(1 — p2)pn (1 —pp) + (1= pen
(1-p2) (1+a1)(1 + a2) = (pn + Varaaps)? ’
[bn bi2
X b1z boo
= (Pn — Pn) (D.17)

(14 1) (1 + ag) = (pn + \/041042/35)2]2'
bii = 2(Varpn — Vazps) (—vVar (1 + az) + Vazps(pn + VVarazps)) ,
be = 2(Va2pn — Vaups) (—vVaz(l + ar) + Vaips(pn + Vorazps)) -

Finalement, étant donné que :

M (S|X) _ Mp,q(Sl‘X) EP[(Sl - §1q)(82 - ‘§2q)] (D18)
E,[(s1 — 81,)(s2 — 32,)] M, 4(52]x) ’

nous trouvons en utilisant les formules (D.15), (D.16) et (D.17) :

aj(1—p3) +1—pp
(o1 + 1)(0J42 + 1) — (Vorazps + pn)? (D.19)

M, (silz1,72) =
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AN Jah — S (1+aj) = pulpn + Varazps)
_2,/Oé](ps ps)(v iPn — 4/ jps)((1+a1)(1 —I—Ozg) —_ (ﬁn‘i‘ /70410(2/35)2)2
. - o ogy/ai(l = pF) + (Vi — /O pups)
F2on = PO =GP )T ) — (o T ynazps PP

O
D.3 Deux modalités scalaires fortement couplées
Soit le modeéle de deux modalités complémentaires suivant :
r1 = /18 + Ny
(D.20)

To = /28 + N2

ou s, ny et ng sont des variables gaussiennes centrées réduites. s est indépendant de n; et no.
Alors que, nq et no sont corrélés, nous notons leurs coefficients de corrélations par p,.

Nous croyons que le coefficient de corrélation des bruits est p,, au lieu de p,. Dans ce cas,
I’estimateur inadéquat de s en fonction de z1 et 9 est :

S(enay) = WO VA T = (VE1p — /) 32 (D.21)
n (a1 + 1oz +1) = (Varaz + pu)? |

L’erreur d’estimation associée a I'estimateur §,(x1,z2) est :

. 12
M, (s|z1,22) = (a1 + 1)(ag + 1) — (yaraz + pn)? (D.22)
2 — ) YT = /2 (V2P0 — /)
! (14 1)1+ az) — (pn + Jaraz)?)?”

Démonstration. Le modeéle des modalités fortement couplées (D.20) est équivalent au modéle
des modalités faiblement couplées (D.9), pour ps = 1. Par conséquent, 'estimateur §4(z1,x2)

et erreur d’estimation associée M, ,(s|x1,z2) sont obtenus a partir des équations (D.10) et

(D.11) pour ps = 1. O



ANNEXE E

Calcul matriciel

Soient A et B deux matrices positives semi définies et X et Y des matrices quelconques.

E.1 Déterminant

A X
| = |A||B - YA !X| = |B||A - XB Y] (E.1)

Y B

D’aprés le théoréme des déterminants de Sylvester [48]

T+ AXTBX| = |I + BXAXT| (E.2)
E.2 Inverse
Identités de Woodbury [49] :
A+X"TBX) ' =A7" - AXT(XA'XT + B7!)"IXA™! (E.3)
BX(A +XTBX)! = (XA 'XT + B )"IXA™! (E.4)

E.3 Gradient

Soit f une fonction dérivable de la matrice X = (x;;) € R™*™ alors le gradient de f par

rapport & X est définie par

9_f(X) ... z2-f(X)
o0x11 Ox1n m n
Vxf(X) = N P S DT B Lo (E5)
i=1 j=1

81,‘1']'
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Résumé — Bien que le traitement conjoint des mesures multimodales soit supposé conduire a de
meilleures performances que celles obtenues en exploitant une seule modalité ou plusieurs modalités
indépendamment, il existe des exemples en littérature qui prouvent que c’est pas toujours vrai. Dans
cette thése, nous analysons rigoureusement, en termes d’information mutuelle et d’erreur d’estimation,
les différentes situations de I’analyse multimodale afin de déterminer les conditions conduisant a des
performances optimales.

Dans la premiére partie, nous considérons le cas simple de deux ou trois modalités, chacune
étant associée & la mesure bruitée d’un signal, avec des liens entre modalités matérialisés par les
corrélations entre les parties utiles du signal et par les corrélations les bruits. Nous montrons comment
les performances obtenues sont améliorées avec I'exploitation des liens entre les modalités. Dans la
seconde partie, nous étudions I'impact sur les performances d’erreurs sur les liens entre modalités. Nous
montrons que ces fausses hypothéses dégradent les performances, qui peuvent alors devenir inférieure a
celles atteintes avec une seule modalité.

Dans le cas général, nous modélisons les multiples modalités comme un canal gaussien bruité.
Nous étendons alors des résultats de la littérature en considérant I'impact d’erreurs sur les densités de
probabilité du signal et du bruit sur 'information transmise par le canal. Nous analysons ensuite cette
relation dans la cas d’un modéle simple de deux modalités. Nos résultats montrent en particulier le
fait inattendu qu’une double inadéquation du bruit et du signal peuvent parfois se compenser et ainsi
conduire & de trés bonnes performances.

Mots clés : Multimodalité, modéle inadéquat, double inadéquation, relations information-estimation,

bruits corrélés, canal gaussien.

Abstract — The joint processing of multimodal measurements is supposed to lead to better perfor-
mances than those obtained using a single modality or several modalities independently. However, in
literature, there are examples that show that is not always true. In this thesis, we analyze, in terms of
mutual information and estimation error, the different situations of multimodal analysis in order to
determine the conditions to achieve the optimal performances.

In the first part, we consider the simple case of two or three modalities, each associated with noisy
measurement of a signal. These modalities are linked through the correlations between the useful parts
of the signal and the correlations between the noises. We show that the performances are improved if
the links between the modalities are exploited. In the second part, we study the impact on performance
of wrong links between modalities. We show that these false assumptions decline the performance,
which can become lower than the performance achieved using a single modality.

In the general case, we model the multiple modalities as a noisy Gaussian channel. We then extend
literature results by considering the impact of the errors on signal and noise probability densities on the
information transmitted by the channel. We then analyze this relationship in the case of a simple model
of two modalities. Our results show in particular the unexpected fact that a double mismatch of the
noise and the signal can sometimes compensate for each other, and thus lead to very good performances.
Keywords : Multimodality, mismatched model, double mismatch, information-estimation relationships,

correlated noises, gaussian channel.
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