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NOTATIONS

On introduit ici quelques notations importantes pour la lecture de cette
these. Un tableau plus complet, récapitulant I’ensemble des notations défi-
nies au cours de chapitres, est mis & disposition du lecteur en annexe (Page
127H129)).

I; j et 0;; sont respectivement les matrices identité et nulle de dimension
i X j. Si aucune ambiguité n’est possible, on les appellera simplement I ou
0.

Symbole Description

R (resp. R™) ensemble des réels (resp. des réels positifs)

R"™ ensemble des vecteurs réels de dimension n

R ensemble des matrices réelles de dimensions m x n

QCR"? domaine spatial de dimension n € {1,2, 3}

Bc Rt frontiere de (2

L?(S,R™) espace des fonctions de carré intégrable d’'un espace S dans R"

H(S,R") espace de Sobolev des fonctions différentiables d'un espace S
dans R"

teRT variable de temps

&, €N variable d’espace sur §2 en coordonnées cartésiennes

8871' ou Oy, dérivée partielle par rapport a une variable z

%f ou & dérivée partielle d’une variable z(t) par rapport au temps

AT matrice transposée de la matrice A

S* espace dual de §

grad(+) opérateur gradient

div(-) opérateur divergent

A :=div(grad(-)) opérateur laplacien

(v)r2s produit canonique au sens de la norme Lo sur un espace S tel

que (e, )25 = [se fdS
Soient f et g deux fonctions a valeurs dans R,

f(z) = O(g(x)) g domine f en 0, c’est a dire qu’il existe des constantes d > 0

et C telles que Vz,|z| < d = |f(z)| < C|g(x)|

f(x) =o0(g(x)) f est négligeable devant g, c’est a dire que lii% % =0






INTRODUCTION GENERALE

Cette these a été réalisée au sein du département Automatique et Systemes
Micro-Mécatroniques (AS2M) de l'institut FEMTO-ST, dans le contexte du
Labex Action (contrat ANR-11-LABX-0001-01), Laboratoire d’excellence
dédié aux systemes intelligents intégrés dans la matiére, dans le cadre du pro-
gramme Smart Skins. Le but de ce programme est de proposer de nouveaux
procédés de commande employant des réseaux de cellules d’actionneurs/-
capteurs distribuées sur une surface qui constitue une peau active (smart
skin) dont un exemple développé a l'institut FEMTO-ST est donné Figure
[[l L’'un de ses principaux objectifs est de réaliser un controle de perturba-
tions environnementales telles que des vibrations de structures ou des ondes
acoustiques, tout en prétant un intérét particulier a I’aspect énergétique du
probleme de controle.

TS A W . =~ T
" "

— - -

=i ' -

FiGURE 1: Exemple de peau active développée a linstitut FEMTO-ST
constituée d’un réseau de haut-parleurs et microphones

L’utilisation de dispositifs actifs dans le but de réduire les effets des bruits
est une thématique apparue dans les années 30 d’un point de vue théorique
et dans les années 50 d’un point de vue pratique. Aujourd’hui, cette théma-
tique présente un intérét tout particulier compte tenu de la conjonction entre



la réduction du cofit des systémes électroniques de commande (microcontrd-
leurs, capteurs...) et de la prise de conscience de 'exposition au bruit issu
du transport aérien, ferroviaire et routier comme un enjeu sociétal relevant
de la santé publique.

L’étude de systemes vibro-acoustiques est intrinséquement multiphysique
puisqu’elle comprend un aspect électrique et mécanique pour les dispositifs
d’actionnement et un aspect purement acoustique issu de la mécanique des
fluides. Par conséquent, nous choisissons dans cette these d’employer une
approche multiphysique structurée basée sur la représentation des échanges
entre différents domaines énergétiques, comme les énergies cinétiques et po-
tentielles, au sein d’un systéme et entre différents systemes a travers 1’in-
troduction de ports d’entrées/sorties. Il s’agit de l'approche des systémes
hamiltoniens & ports [90, 20].

Le premier chapitre présente le contexte physique dans lequel s’inscrivent
les travaux de cette these. Des notions d’acoustiques y sont introduites afin
de pouvoir, dans un second temps, donner un bref inventaire des différentes
techniques de controle acoustique, actif ou passif. Dans une derniére partie,
on y présente le systéeme vibro-acoustique considéré dans cette theése en pré-
cisant les différentes hypotheses qui sont faites pour sa modélisation et sa
commande. Ce dernier est constitué d’'un tube dans lequel se propage une
onde acoustique. Une des frontiére de ce tube comporte une surface active
composée d’un réseau de haut-parleurs et microphones permettant d’agir
sur ’onde acoustique dans le tube.

Le second chapitre se focalise sur la modélisation du systéme vibro-
acoustique dans le cadre du formalisme hamiltonien & ports. On y définit
les systemes hamiltoniens a ports en dimension finie ainsi que la structure
géométrique sur lesquels ils reposent : la structure de Dirac. La modélisa-
tion d’un haut-parleur composant notre systeme vibro-acoustique est donnée
comme application de ce formalisme et des propriétés d’interconnexion et
de conservation d’énergie qui en découlent. Dans une seconde partie, on
présente 'extension du formalisme hamiltonien a ports en dimension infi-
nie, que nous appliquons a I’équation d’onde interconnectée a un réseau de
haut-parleurs afin de proposer un modeéle complet du tube interconnecté a
la surface active.

Dans le troisiéme chapitre, nous proposons une méthode de discrétisation
spatiale basée sur l'utilisation de différences finies sur plusieurs grilles en
quinconce qui préserve la structure hamiltonienne a ports de ’équation
d’onde. Cette méthode permet entre autre d’interconnecter facilement le
systéme discrétisé avec d’autres sous-systemes, dans le cadre de 'intercon-
nexion du systeme avec un ensemble d’actionneurs par exemple. Son princi-
pal avantage sur d’autres méthodes préservatives de structure réside dans sa



simplicité de mise en ceuvre qui découle de 'utilisation de différences finies.
Cette méthode est tout d’abord proposée dans le cas 1D, puis est étendue
en 2D pour des maillages rectilinéaire et triangulaire réguliers. Des résul-
tats numériques sont donnés pour les cas 1D et 2D, avec ou sans controle
frontiere. Dans le cas 2D, l'isotropie des schémas proposés est comparée.
Nous réalisons enfin une extension de la méthode proposée dans le cas d’un
systeme défini sur un domaine circulaire en coordonnées polaire.

Le quatriéme chapitre concerne la commande du systéme vibro-acoustique.
On y propose en particulier une méthode de synthese de loi de commande
distribuée pour les systémes régis par deux lois de conservation en 1D en di-
mension finie et en dimension infinie. Une premiere partie introduit la notion
d’invariants structuraux d’un systéeme sur un exemple de commande visant a
imposer la fonction d’énergie du systéme en boucle fermée. Une méthode ex-
ploitant les invariants structuraux dans le but d’imposer la structure méme
du systéme en boucle fermée est ensuite proposée. Une seconde partie étend
la méthode proposée en dimension infinie dans le cadre d’un actionnement
distribué dans le domaine. Cette méthode est appliquée a la formulation
1D du systeme vibro-acoustique. Plusieurs lois de commande issues de cette
méthode sont proposées et illustrées par des résultats de simulation. La sta-
bilité, la robustesse et les conditions d’application de ces lois sur un systéme
2D sont également étudiées.
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CONTEXTE GENERAL

Le but de cette premiére partie est d’expliciter le contexte dans
lequel s’inscrit cette these. On y propose une breve introduction d
lacoustique, puis aux controles acoustiques passif et actif. Enfin,
on y présente un systéme vibro-acoustique particulier qui fera
l'objet des travauz de cette thése.
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CHAPITRE 1. CONTEXTE GENERAL

1.1/ GENERALITES SUR L’ACOUSTIQUE

Pour I’étude de la propagation du son comme pour de nombreux phénomenes
physiques distribués dans ’espace, il convient de considérer le comportement
de petites quantités de matiere appelées particules [43]. Celles-ci sont consi-
dérées ponctuelles et on peut leur associer plusieurs grandeurs physiques
comme un volume ou une masse. L’ordre de grandeur de ces particules élé-
mentaires dépend fortement du systeme étudié. Par exemple, dans ’étude
de flux routiers, une particule correspondra & un véhicule. Pour I’étude de
phénomenes acoustiques, nous appellerons particule une petite quantité de
matiere de masse constante M (&,) € Rt ou &, représente les coordonnées
spatiales de la particule, de volume V(&,,t) € R, de vitesse particulaire
V(&n,t) € R™ et de pression P(&,,t) € RT. On définit la masse volumique

d’une particule par M(&,,t) = %éi"t)).

Lorsqu’une particule oscille autour d’une vitesse constante dans le domaine
élastique d’un matériau (fluide ou solide), on parle de vibration du matériau.
La propagation de cette vibration définit une onde mécanique. On définit
alors {v9(&), po(&n), po(&n)} € R™ x RT x RY les grandeurs constantes
autours desquelles les variables {V(&,,t), P(&n,t), M(&n,t)} subissent des
variations {v(&,,t), p(&n,t), 1(&n,t)} € R" X R x R de telle sorte que :

V(€nst) = vo(n) + v(€ns )
P(&n,st) = po(§n) + p(&nst) (1.1)
M(&nst) = po(€n) + p(€nst)-

Lorsqu’une onde se propage dans une direction normale a la direction de
v(&p, t), on parle d’onde transversale. C’est le cas par exemple d’une corde vi-
brante. Lorsque la direction de propagation est la méme que celle de v(,, 1),
on parle alors d’onde longitudinale. Une onde mécanique longitudinale est
également appelée onde acoustique ou son.

Dans la suite, nous faisons un certain nombre d’hypotheses qui permettent
de déduire un modele linéaire d’une onde :

e on néglige la création d’entropie, et donc la dissipation de 1’énergie
interne, dans le domaine de propagation de 1’onde ;

e on considere que v, p et u, ainsi que leurs dérivées temporelles, sont
infiniment petits de méme ordre ;

e on considere le milieu de propagation homogene et sans écoulement,
c’est a dire M, pg et pg ne dépendent pas de ’espace et vy est nul.

Le comportement des variables précédemment définies est alors régi par
I’équation d’Euler ((1.2) et la conservation de quantité de matiere ([1.3]), c’est



1.1. GENERALITES SUR L’ACOUSTIQUE

a dire par les équations aux dérivées partielles (EDP) suivantes [43] :

M (gt + (V. gra,d)(V)) = —grad(P) (1.2)
oM ‘
o T div(MV) = 0. (1.3)

Remarque 1 : La notation (V.grad)(V) signifie que ['opérateur scalaire

(VT .grad) est appliqué a chacune des composantes de V, c’est d dire sur

un exemple 3D en coordonnées cartésiennes &, = (&1 & &) on VYV =
(Vi Ve Va)T

vy Jvy + vy Jvy +o vy

(V.grad)(V) = <V1 0 —i—Vz 0 + V3 — 0 ) = | v gg; —1—7128% —f—vzgég

&1 05 &3 351 082 0€3

v3 Ovs Ovs
711851 +’U2a£ + v3 (953

Sachant que s’il existe deux réels a et b infiniment petits de méme ordre,
alors ab << a et ab << b ; on linéarise (1.2 (1.3]) en utilisant (1.1]) pour

obtenir : 5 .
o260 (e, 1) (1.4
OCrsl) | odin(v(n, 1) = 0. (1.5)

L’hypothese d'un processus isentropique permet de définir un facteur de
compressibilité adiabatique constant. Il est caractéristique du matériau
considéré et est défini tel que

_ 1 V(1)
X = TV t) oP

[2] Sous I'hypothése d’un milieu homogene, x5 ne dépend pas de 'espace et
devient

Y = 1 8M(§nat) _ 1 a(,u()(gn) +:u(§n>t)) (1 6)
M) IP 110(6n) + p(Enst) D (p(€n) + p(6nst)) '
qui est linéarisé pour obtenir :
_ 1 op(n,t)
S o (1.7)
En injectant dans , on obtient :
Oullns 0) OPEnE) _ (v, 1) (1.8)

Op ot



CHAPITRE 1. CONTEXTE GENERAL

)] (19)

Les équations et sont deux EDP qui traduisent des lois de conser-
vations, la loi d’Euler pouvant étre considérée comme une équation de
conservation de quantité de mouvement. Lorsque pg et xs ne dépendent
pas de &, et en définissant I'opérateur laplacien Ae := div(grad(e)),

et (1.9) peuvent étre associées pour donner 1’équation de d’Alembert ou
équation d’onde en v ou en p :

1 0%v(&p,t
LS8 (e
. zf ) (1.10)
P\Sn,
2 oz = Ap(&n, ).
La constante ¢ := L est la célérité de propagation de I’onde. Pour

XsH0o
décrire completement le comportement acoustique d’un milieu dans un do-

maine 2, il est indispensable de considérer des conditions & la frontiere B.
Celles-ci s’expriment par des valeurs de v(§, € B,t) ou p(&, € B,t) et
traduisent des interactions du systeme avec son environnement. L’étude des
interactions acoustiques entre solides et fluides a pour nom vibro-acoustique.

Les systémes régis par une équation d’onde telle que ((1.10)) étant linéaires, ils
relevent du principe de superposition. En acoustique, la proposition suivante
découle de ce principe :

Proposition 1 : Les variations de pressions induites par la propagation de
deux ondes dans un méme domaine spatial correspondent d la somme des
variations de pressions induites par chacune de ces ondes.

Lorsque ces deux ondes sont sinusoidales de méme fréquence, on parle alors
d’interférence. L’interférence peut-étre destructive lorsque la somme des
deux ondes résulte en une onde d’amplitude plus petite ou constructive dans
le cas inverse. D’une maniere générale, l'interférence de deux ondes n’est pas
uniformément constructive ou destructive dans ’espace.

La densité d’énergie acoustique €(&,,t) correspond a la somme de la densité
d’énergie cinétique
1 T
66(5”7 t) = 5:“’07}(5717 t) v(é"m t)

et de la densité d’énergie potentielle

ep(€n,t) = %Xsp(gna t)z-

10



1.2. CONTROLE ACOUSTIQUE

En découle 'expression des énergies cinétique

Et) = [ e,

et potentielle
E,(t) = / epdy,.
p() Q P g

On définit alors I’énergie totale du systeme, aussi appelée énergie mécanique
ou énergie acoustique :

Ey(t) = Eo(t) + Ey(t). (1.11)

Comme nous avons fait ’hypotheése d’un systéme non dissipatif, E(t) est
constant lorsqu’il n’y a pas d’échanges énergétiques a la frontiere du do-
maine.

1.2/ CONTROLE ACOUSTIQUE

Un son indésirable est communément appelé un bruit. Limiter le bruit auquel
est soumis un individu est un enjeu a fort impact social. Le controle du bruit
est également crucial lorsqu’il s’agit d’isoler une structure, par exemple un
batiment ou une aile d’avion, d’une exposition a des fréquences particuliéres
pouvant entrainer sa dégradation. Le controle acoustique peut étre de trois
sortes [I8] : soit un controle a la source ou l'actionnement est positionné
au plus pres de l'origine du bruit, soit un contréle du transfert ou on opere
entre la source et I’observateur, soit un contréle preés de I’observateur ot on
cherche a réduire le bruit prés du récepteur. Dans chaque cas, les techniques
de réduction de bruit peuvent étre passives ou actives ; ou encore semi-
passives, c’est a dire une combinaison des deux catégories précédentes.

1.2.1/ METHODES PASSIVES

Les méthodes passives exploitent des mécanismes dissipatifs qui reposent
soit sur I'utilisation de matériaux absorbants, soit sur la dissipation par ef-
fet de résonateur, c’est a dire le piégeage de I’énergie associée a une gamme
de fréquences d’une onde par un dispositif vibratoire. Les méthodes pas-
sives qui utilisent des matériaux insonorisants et atténuants [6], [100], [75]
présentent des performances qui conviennent principalement & ’atténuation
des hautes et moyennes fréquences. L’utilisation d’absorbeurs sélectifs, isola-
teurs de vibrations [98] ou silencieux [64], permet une atténuation sélective
de fréquences basses en agissant comme un filtre coupe-bande sur la pro-
pagation des ondes acoustiques. Ces techniques exploitent le principe du

11



CHAPITRE 1. CONTEXTE GENERAL

résonateur de Helmholtz [96] qui isole dans une cavité les vibrations dont la
fréquence dépend des dimensions de la cavité. Dans le cas d’un fluide dont
I’écoulement ne doit pas étre perturbé par les dispositifs d’atténuation du
bruit, l'utilisation de cavités d’absorption normales & ’écoulement comme
les résonateurs en nids d’abeilles [36] illustrés Figure est une solution
pour une bande de fréquences limitée.

PLAQUE PERFOREE -

STRUCTURE SIMPLE
PERFOREE
(Titane, aluminium ou

composite) STRUCTURE EN NID D’ABEILLE

\PLAQUE DE SUPPORT SOLIDE

TISSU METALLIQUE

STRUCTURE LINEAIRE STRUCTURE DOUBLE
(Acier inoxydable PERFOREE
et aluminium) (Aluminium)

FIGURE 1.1: Exemple d’utilisation de structure en nid d’abeille en aéronau-
tique

Ces méthodes conviennent donc & une atténuation hautes fréquences pour

12



1.2. CONTROLE ACOUSTIQUE

I'utilisation de matériaux absorbants ou sur une plage fréquentielle tres ré-
duite pour la dissipation par effet résonateur. Pour une solution basses fré-
quences, large bande et peu encombrante, on emploie alors des méthodes de
controle actives, ou semi-passives.

1.2.2/ METHODES ACTIVES

Les auteurs de [23] définissent le contrdle actif comme étant I’ensemble des
techniques en basses fréquences visant a supprimer le bruit acoustique par
traitement du signal. Elles exploitent le principe d’interférences destructives
entre un son généré par une source dite "source primaire" et des "sources
secondaires" dont la sortie acoustique peut étre contrdlée. Ces sources se-
condaires, que nous appellerons également par la suite actionneurs, peuvent
étre des haut-parleurs ou tout autre composant pouvant transmettre une
vibration mécanique au milieu ol se propage ’onde sonore. Limité en fré-
quence par 1’électronique employée pour la mesure et la commande et par
les actionneurs, le contrdle actif trouve son utilité pour des fréquences allant
de 50 & 1000 Hz [27]. Ceci le rend complémentaire de techniques de passives
qui atténuent efficacement les hautes fréquences.

FIGURE 1.2: Principe de base du controle actif par interférences [72]

L’idée d’exploiter les interférences destructives d’ondes sonores afin d’atté-
nuer un bruit est apparue dans la littérature en 1933 avec le brevet [72].
La Figure extraite de [72] montre une onde S; issue d’une source A,
représentée par une sinusoide, qui est mesurée par un micro M au cours de
sa propagation dans une conduite. Le traitement de cette mesure par le sys-
teme V' permet de générer via la source secondaire L une onde So injectée
dans la conduite en opposition de phase avec S7. So est donc un "anti-bruit"
qui crée une interférence destructive avec Si, la somme de ces deux ondes
résultant d’apres le principe de superposition en une onde de moindre am-
plitude, nulle dans le cas idéal. En dehors du cas de la propagation d’une

13



CHAPITRE 1. CONTEXTE GENERAL

onde dans une conduite unidimensionnelle, ce méme brevet propose éga-
lement ’application 3D de ce principe pour une atténuation locale proche
de la source secondaire, mais qui résulte en une interférence constructive,
et donc une augmentation de 'amplitude de I'onde primaire, dans d’autres
parties de ’espace.

Le controle acoustique actif a été par la suite largement étudié a partir des
années 50, ou il trouve ses premieres applications suite aux travaux de Olson
et May [65] et Simhouser et Hawley [78]. Ceux-ci aboutissent a la création
dans les années 80 par Roure et Carme [I2] du casque anti-bruit actif, qui
permet une bonne atténuation entre 50 et 500 Hz. Cong¢u dans un premier
temps a 'usage des pilotes, le casque anti-bruit est aujourd’hui 'application
du controle actif la plus répandue et accessible au grand public. Comme le
but d’un casque anti-bruit est d’isoler un point précis de I'espace de pertur-
bations sonores, il est dans ce cas possible d’atténuer efficacement un bruit
sans rencontrer de difficultés liées a des interférences constructives induites
dans d’autres points de ’espace. Un autre domaine d’application correspond
a un cas ou les interférences constructives sont écartées par une approxima-
tion 1D du probléme : le traitement du bruit dans des conduits d’aération [7]
[16]. De nos jours, on trouve un nombre croissant d’applications de controle
actif du son dans le domaine de ’automobile [22] ou des systemes de réduc-
tion de bruit d’habitacle commencent a apparaitre dans des modeles haut
de gamme avec des performances de 'ordre de 10 dB d’atténuation pour des
fréquences en dessous de 100 Hz [39] [I].

En aéronautique, l'utilisation de systémes de contrdle actif devient particu-
lierement avantageuse par rapport aux méthodes passives, pour faire face a
des contraintes d’embarquabilité. De récents travaux conduisent a la mise en
place de contrdle actif pour 'atténuation de bruit dans des cabines d’avions
ou d’hélicopteres [21) [11) [44]. Le bruit engendré par les turboréacteurs est
sujet & de nombreux travaux [51, [3] dont les applications expérimentales
sont encore peu nombreuses ou encore confidentielles. On pourra néanmoins
citer un brevet de la NASA [83] qui réalise un controle actif du bruit par
injection controlée de gaz.

D’un point de vue méthodologique, deux grandes familles de méthodes
actives se distinguent selon les mesures exploitées par les stratégies de com-
mande des actionneurs. Dans le cas d’un contréle dans une conduite 1D, on
parlera dans le cadre du contrdle actif de feedback lorsque la mesure est en
aval ou au méme endroit que ’actionneur, cette mesure sera appelée "signal
de controle'. Lorsque la mesure se situe en amont de I'actionneur, on parle
alors de "signal de référence" et de controle feedforward, voir Figure [1.3
En pratique, un microphone de contrdle est également employé dans le cas du
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1.2. CONTROLE ACOUSTIQUE

8 ... .feedforward | feedback
S .
8 . microphone microphone .
Dderéférence o Ddecontréle .
-O " - ]
3. . '
3 L
(':l;. e
source’secondaire

filtre e
cohtrble

F1GURE 1.3: Controle dans un conduit

controle feedforward afin d’ajuster les parametres de la stratégie de com-
mande [18]. Ces deux méthodes ont chacune leurs avantages et inconvénients.
Comme les systémes de commande par feedforward nécessitent ’emploi d’un
capteur supplémentaire afin d’obtenir un signal de référence, ils sont moins
compacts et présentent un cofit plus important que les systémes de com-
mande par feedback. Ces derniers sont en revanche moins robustes.

Les systemes qui géneérent la commande des actionneurs & partir des mesures
sont appelés dans le domaine de I'acoustique filtres de controle, numériques
ou analogiques. Ces derniers ne seront pas traités par la suite car tres ra-
rement employés de nos jours. Les filtres numériques peuvent se présenter
sous forme de circuits intégrés dédiés, de microcontrdleurs ou d’ordinateurs
via interface logicielle. On utilise principalement en acoustique des algo-
rithmes adaptatifs, dont les parametres sont mis a jour automatiquement
de maniere a minimiser I'erreur mesurée par le microphone de controle et
a s’adapter aux variations dans le temps des systemes [60]. Parmi les plus
employés on retiendra I’algorithme de la méthode des moindres carrés (Least
Mean Square, LMS) et sa version modifiée incluant un filtrage du signal de
référence (Filtered-Reference Least Mean Square, FxLMS) [71] [4].

Certains travaux de contrdle actif s’éloignent de la définition de [23] en
le sens qu’ils ne traitent plus l'atténuation du bruit par création d’ondes
destructives. Ils considérent plus particulierement l'interface entre les ac-
tionneurs et le milieu de propagation de 'onde pour élaborer des stratégies
de commande influant sur ’absorption ou la réflexion des ondes sur ces ac-
tionneurs. Les actionneurs et capteurs sont colocalisés, ce qui permet une
plus grande compacité des systémes de controle. Par exemple, 'adaptation
d’impédance active [28] permet de maximiser ’absorption d’une onde par
les actionneurs et des travaux tels que [I5] modifient la direction de pro-
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pagation des ondes apres réflexion sur un réseau d’actionneurs. Comme ces
méthodes ne s’attachent pas a générer des ondes destructives en régime per-
manent mais a gérer une vitesse de vibration des actionneurs fonction des
pressions mesurées par différents capteurs et de leurs dérivées, la prise en
compte de la dynamique des actionneurs prend alors une place importante
dans ’élaboration de la commande. Ces méthodes permettent de considérer
de larges bandes de fréquences méme si elles restent peu performantes pour
les hautes fréquences en raison de limitations technologiques telles que la
fréquence d’acquisition ou le temps de calcul des lois de commande. Coupler
ces méthodes aux procédés d’atténuation passifs permet alors de couvrir
une tres large bande de fréquences. L’utilisation d’'un grand nombre d’ac-
tionneurs/capteurs colocalisés distribués a la frontiere permet 'utilisation
dans la stratégie de commande d’une approximation de la dérivée spatiale
de la pression, ce qui permet la mise en place de stratégies de commande
distribuées spatialement [14].

Lorsqu’une technique de controle actif, par interférences destructives ou par
controle des interactions fluide-actionneurs, est couplée a une méthode pas-
sive, on parle de méthode hybride ou semi-passive [37, [29]. Les actionneurs
utilisés ont alors deux modes de fonctionnement, un premier en basses fré-
quences qui exploite les stratégies de commande du controle actif et un
second en hautes fréquences qui met a profit les propriétés absorbantes des
actionneurs sans commande ou de structures passives mises en place par
ailleurs.

Dans le cas du contréle actif par interférences de basses fréquences, lorsque
I’actionneur est placé suffisamment proche de la source primaire, il est pos-
sible d’obtenir une atténuation globale du bruit [23]. Cette atténuation glo-
bale s’explique par ’absorption d’une partie de I’énergie acoustique par la
source secondaire. On peut alors considérer que l'on se trouve dans le cas
d’un contréle semi-passif. Dans le cas d’atténuation de fréquences plus éle-
vées, le méme systeme permettra uniquement un contréle local par inter-
férences et engendrera donc des interférences constructives dans certaines
parties de l’espace. L’énergie acoustique résultant dans le domaine étudié
sera alors plus grande que sans controle. Lorsqu’une atténuation globale est
recherchée, il est donc intéressant d’utiliser une approche énergétique pour
traiter les problemes de controle actif [70]. De plus, comme le cceur de la
vibro-acoustique est l'interaction entre fluide et solide, typiquement entre
air et membranes de haut-parleurs, il est idéal d’aborder ce sujet par une
approche permettant une formalisation des échanges énergétiques aux in-
terconnexions entre le milieu de propagation d’une onde acoustique et les
éléments de sa frontiere. Les approches hamiltoniennes a ports sont parti-
culierement adaptées car elles reposent sur la représentation des échanges
énergétiques entre les différents domaines énergétiques, comme les énergies
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cinétiques et potentielles, au sein d’un systéme et entre différents systemes.

1.3/ PROBLEME CONSIDERE

Dans cette thése nous considérons un systeme composé d’un tube acoustique
muni d’une source primaire en entrée qui injecte une onde considérée comme
une perturbation a atténuer au cours de sa propagation le long du tube.
L’actionnement est réalisé a la frontiere par un réseau d’actionneurs-capteurs
colocalisés appelé "peau active" ou "surface active'.

Bien que treés simple, ce systeme a pour objectif la validation du concept
d’actionnement distribué qui pourra étre mis en ceuvre sur des structures
complexes. Si les perspectives d’application de ces travaux de surface active
dans un tube peuvent étre multiples (secteurs routiers, conduites d’aération),
I’objectif est une application dans le domaine de ’aéronautique, pour une
atténuation active du bruit émis par une turbine.

1020 40 400
[ P Anechoic Termination

vvvvvvvvvvvvvvvvvvv

source DI =~ 7" Active Surface 200

HY

AAAAAAAAAAAAAAAAAAA

7 50 Gi(jeo) S~
/ : -
\
oy = Yoy mum yoymm g ym
N 40 .

FIGURE 1.4: Systéme vibro-acoustique actionné a la frontiére [19]

Les premiers travaux sur un tel systéme ont été réalisés par Thorp et al. [84]
a partir d’anneaux piézoélectriques distribués le long d’un tube de section
circulaire permettant une atténuation coupe-bande efficace autour de 2800
Hz. Les travaux de Collet, David et al. [13] introduisent la notion de surface
active dans un tube acoustique. Les actionneurs alors employés sont des
patchs piézoélectriques et la stratégie de commande vise a renvoyer ’onde
primaire vers sa source. Dans [19], dont est extraite la Figure les patchs
piézoélectriques sont remplacés par un réseau de haut-parleurs. Ces travaux
ont conduit récemment a la considération d’une surface active plane [15]
employée pour l'atténuation de la propagation d’une onde dans un tube
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de section carrée. Une version plus récente de ce systéme, Figure [I.5 est
considérée dans la suite de cette these. La stratégie de commande employée
dans [15] est issue des travaux de Montseny, Matignon et al. [62, 61, [58].
Elle vise & empécher la propagation d’une onde acoustique dans le tube en
repoussant I’onde en amont lorsqu’elle se réfléchit sur la surface active.

o

FI1GURE 1.5: Tube acoustique avec surface active

Les hypotheses suivantes seront faites pour la modélisation :

e Un grand nombre d’actionneurs sont employés, ce qui permet de consi-
dérer un actionnement distribué, a savoir un unique actionneur dont
les parametres dépendent des variables d’espace ;

e La sortie du tube est une sortie anéchoique, c’est & dire une sortie
parfaitement absorbante. Expérimentalement, cette condition est ap-
proximée par ’emploi d’une couche de matériau poreux suffisamment
épaisse pour une atténuation jusque dans les basses fréquences ;

e La perturbation en entrée du tube, 'onde primaire, est une onde plane.
C’est a dire que ses fronts d’onde sont des plans normaux a l’axe
principal du tube ;

e La surface active est uniformément actionnée selon &3 et se situe sur
une face du tube, sur une portion définie selon ’axe principal de pro-
pagation.

On paramétrise le tube selon trois axes (£1,&2,&3) définis Figure En
ajoutant aux hypotheses précédentes le fait que 'actionnement est uniforme
selon 'axe £3, on peut alors faire une approximation 2D du tube pour la-
quelle on définira les axes tels que présentés Figure Le systéme sans
surface active est un guide d’onde de section rectangulaire. L’onde acous-
tique qui le parcoure présente donc une fréquence de coupure, c’est a dire
une fréquence a partir de laquelle une onde plane ne peut plus se propager

dans le tube. Cette fréquence est définie telle que f. = W‘m = i ol
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c est la célérité de propagation et (Lg, L) les dimensions d’une section du
tube [69]. Lorsque l’on considére uniquement des fréquences inférieures a f.,
approximer le systeme en 1D revient a approximer ’actionnement frontiere
de la surface active par une action distribuée dans le domaine, c’est a dire
que 'actionnement est réalisé en tout point du domaine spatial pour &; ap-
partenant a la portion actionnée de ’axe principal. Une telle approximation
conduit a une paramétrisation définie Figur

surface
active

actionnement
istribue

L¢

(c) Modele 1D

FIGURE 1.6: Paramétrisation des axes du tube selon le modeéle, 1,2 ou 3D
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1.4/ CONCLUSION

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté le contexte applicatif général
de I’étude qui sera menée dans la suite de ce document. La présentation de
quelques notions d’acoustique élémentaire nous a permis de retrouver 1’ex-
pression mathématique d’une onde acoustique comme combinaison d’équa-
tions aux dérivées partielles traduisant des lois de conservations. Un bref
historique des techniques de contrdle passives et actives nous ont permis
d’inventorier divers type de méthodes d’atténuation du bruit et de mettre
en évidence l'intérét d’une approche énergétique dans le cas ou une atté-
nuation globale est recherchée. Enfin, le systéeme considéré dans cette these
a été présenté. Le chapitre suivant introduira ’approche hamiltonienne a
ports qui est une approche énergétique particulierement adaptée a la repré-
sentation de lois de conservation et & ’expression des interconnexions entre
différents systéemes, comme par exemple un fluide parcouru par une onde
dans un domaine et un haut-parleur a la frontieére de ce dernier.
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2

MODELISATION HAMILTONIENNE
A PORTS

Le but de ce chapitre est de proposer un modéle hamiltonien a
ports du systéme vibro-acoustique considéré. Le formalisme ha-
miltonien a ports est dans un premier temps introduit o [’aide
d’un exemple en dimension finie, puis appliqué auzx haut-parleurs
composant la surface active du systéme. Le méme formalisme est
généralisé aux systémes en dimension infinie et un modéle ha-
miltonien da ports d’une onde acoustique est donné. L’intercon-
nexion de l’onde acoustique et de la surface active est formulée
pour obtenir le modéle hamiltonien a ports du systeme physique
actionné a la frontiere. Enfin, nous nous éloignons de la considé-
ration de notre systéme applicatif pour proposer une formulation
hamiltonienne a ports d’une onde 2D en coordonnées polaires.
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

2.1/ SYSTEMES HAMILTONIENS A PORTS EN DIMENSION
FINIE

2.1.1/ EXEMPLE INTRODUCTIF AUX SYSTEMES HAMILTONIENS A
PORTS

Les systemes hamiltoniens a ports sont particulierement adaptés pour la mo-
délisation et la commande des systémes multi-physiques. Ils ont été définis
pour la premiere fois dans [57], et ont été par la suite largement utilisés pour
décrire le comportement de systemes complexes a travers 1’étude de leurs
échanges énergétiques internes et permettent de considérer des systemes
ouverts par l'introduction de ports d’entrées/sorties [90} 20]. Considérons
a titre d’exemple le systéme masse-ressort-amortisseur présenté Figure [2.1]
soumis a une force extérieure Fy.;.

3 F m € R" : masse
cxt JU k € RT : raideur
q 1--=-f---- *m b € RT : coefficient d’amortissement
L 1 b q € R : position du centre de masse
0 v € R : vitesse

F,..: € R : force extérieure

FIGURE 2.1: Systéme masse-ressort-amortisseur

Une modélisation de ce systéme a l'aide du formalisme hamiltonien a ports
a été proposé dans [90]. Les parametres de masse m et de raideur k& donnés
sont invariants dans le temps. L’hamiltonien H : R? — R de ce systéme
correspond a son énergie totale et est la somme de son énergie cinétique E.
et de son énergie potentielle F, :

1 1
H(g,p) = qu(t)Q + %p(t)Q (2.1)
—— ——
Ep Ee
ou p(t) := muo(t) est la quantité de mouvement du systéme. Les va-

riables (ggg) sont appelées variables d’énergie du systeme et (’j}i&?) sont
appelées variables de co-énergie [20], découlant de H de telle sorte que

OB — (ka). On définit o(t) = (47)), u(t) = Fu(t) et y(t) = v(t)

comme étant respectivement 1’état, I’entrée et la sortie du systeme. En consi-
dérant le lien entre @(t) et le gradient de 'hamiltonien par rapport a I’état

oH() _ (k 0\ [q)\ _. , .
S = (0 1) <p(t) =: Lx(t), on peut décrire le comportement du

m
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2.1. SYSTEMES HAMILTONIENS A PORTS EN DIMENSION FINIE

systéme par la représentation d’état

. 0 1 0
0= (0 L) w0+ (9) ratr -

v(t) = (O 1) Lx(t).

Définition 1 : [90]. Un systéme hamiltonien a ports d’espace d’état X de
dimension n, d’espaces d’entrée et de sortie U =) = R™ (avec m € N) et
d’hamiltonien H : X — R est donné par

(1) = (7(2) — R@)2EE) 4 gy
OH (2) r (2.3)
y=g' ()=,
ot les matrices J(x) et R(x) a valeurs dans R™*" satisfont J(x) = —J " (z)

et R(z) = R"(z) > 0.

, 0 1 L.
La matrice d’état (_1 b L de (2.2) pouvant s’écrire sous la forme

., (0 1 (0 0 e [O
(J—R)LouJ:= (_1 0) et R:= (0 b)’ on peut alors définir g := <1>
la matrice d’entrée du systeme, et écrire le systéme sous la forme hamilto-
nienne a ports (2.3)).

J représente les échanges entre les énergies cinétiques et potentielles, n’indui-
sant pas de variation de I’énergie totale H. R traduit la dissipation d’énergie
induisant une décroissance de H au cours du temps.

Remarque 2 : Le terme "systéme hamiltonien a ports" englobe une classe de
systemes plus large que celle donnée dans la définition précédente, motam-
ment en incluant des systémes pouvant présenter un terme de transmission
directe, ou encore une structure résistive non linéaire. Un SHP a structure
résistive non linéaire est donné [90] par

#(t) = 70 2D (a(e), 22D 4 gy
OH (z) (24)
o) = g7 (@) 220
o J(x) = —J'(z) et ou R(xz,-) : R* — R" satisfait

2T ()R (2(t), 2820 > 0, pour tout 25E) ¢ R, x € X.
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

2.1.2/ INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Le formalisme hamiltonien a ports repose sur la notion géométrique de struc-
ture de Dirac qui traduit les échanges d’énergie entre des variables dites de
flux et d’effort [20]. La structure de Dirac traduit ces échanges internes au
systéme et entre le systeme et son environnement. Nous définissons dans
cette sous-section la structure de Dirac avant de préciser le sens physique
des variables de flux et d’effort et d’illustrer cette définition sur le SHP .

Considérons une variable f appelée flux définie sur un espace vectoriel de
dimension n noté F. Notons £ := F* 'espace dual de F, c’est a dire ’espace
des formes linéaires sur F. & est appelé espace des efforts e. L’application
d’une forme linéaire e € € sur f € F est notée (e, f), produit dual défini sur
F x E. On définit (]) forme bilinéaire symétrique sur F x &, telle que pour
deux couples (fi,e;) € F x &, i € {1,2},

((fr,e1)[(f2, €2)) := (e1, f2) + (e2, f1). (2.5)

Pour tout sous-espace D C F x &, on note D 'ensemble des éléments de
F x & orthogonaux a I’ensemble D, c’est a dire

Dt = {(f1,e1) € F x & tels que ((f1,e1)|(f2,e2)) = 0 V(f2,e2) € D}.

Définition 2 : [90)]. On appelle structure de Dirac un sous-espace D € F X &
tel que D = D+.

D’un point de vue physique, le produit dual (,) définit une puissance, c’est
a dire une variation d’énergie. Pour tout (f,e) € D, la forme bilinéaire
((f,e)l(f,e)) = 2(e, f) est nulle. D définit une relation conservative de puis-
sance entre le flux f et effort e.

Considérons un systéme dont ’énergie est définie par ’hamiltonien H(x),
fonction de X dans R. La variation d’énergie peut alors étre réécrite sous la
forme

& définissant le vecteur des variables de flux. On définit e, vecteur des va-
riables d’effort associées, par e = %—g. Des exemples courants de variables
d’énergie, flux et effort sont donnés dans le Tableau
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2.1. SYSTEMES HAMILTONIENS A PORTS EN DIMENSION FINIE

Domaine Flux Effort Variables d’énergie/
Etat

Potentiel (translation)  vitesse force déplacement

Inertiel (translation) force vitesse quantité de mouvement

Potentiel (rotation) vitesse angulaire  couple angle

Inertiel (rotation) couple vitesse angulaire moment

Electrique intensité tension charge

Magnétique tension intensité flux magnétique

TABLEAU 2.1: Natures des variables pour différents domaines physiques

Définition 3 : [91]. Considérons une structure de Dirac D C F x & et ’ha-
miltonien H(x) : X — R, ot x contient les variables d’énergie. Le systéme

(fef,eeg):<a's,%il>el) (2.6)

est un SHP d’énergie totale H.

Mlustrons cette définition en montrant que le SHP défini par ([2.3)) est associé
a une structure de Dirac et donc que la définition (1| est bien incluse dans la
définition [3] En utilisant les notations précédentes la structure sous-jacente

a ([2.3)) s’écrit
f=(J—-Re+gu
(1= o
y=g e.
e Dans le cas ot uw = 0 et R = 0 correspondant a un systeme non dissipatif
isolé de son environnement, pour tout (f,e) € F x &,

le,fy=e'f=e"Je=0

par antisymétrie de J. Dans [90] (propriété 6.6.4, page 141), il est montré que
D C F x & est une structure de Dirac si et seulement si (e, f) =0V(f,e) € D
et dim D = dim F. Le SHP isolé et non dissipatif repose donc sur une
structure de Dirac.

e Dans le cas non-dissipatif (R = 0), on définit les variables d’effort et de

flux augmentés des variables d’entrée/sortie telles que €' := (&) et [/ :=
( _fy) Ces nouvelles variables sont définies respectivement sur £ et F' qui
correspondent & £ et F augmentés des domaines de définition des ports
d’entrée et sortie. On écrit alors le produit (¢, f'), V(f’,¢') € F' x &,

J g
Y A
J g
—gTO

ff=Je V(' e) e D et dimD’' = dimF’ est alors une structure de Dirac
sur laquelle repose ([2.6]).

par antisymétrie de J' := . Le sous-ensemble D’ C F’' x &’ tel que
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

e Dans le cas dissipatif (R # 0), on montre que la structure d’interconnexion
entre éléments conservatifs et éléments dissipatifs est une structure de Dirac.
Pour cela, on réécrit R =: g, R.g, ol R, est une matrice symétrique définie
positive et on définit les ports dissipatifs e,, f. de telle sorte que f, = —R.e,
[89]. 11 est alors possible d’écrire sous la forme

[ =Je+gu+grer
y=g'e (2.8)
fr :nge_

On définit de nouvelles variables €” := (g;) e & et fI = (_f];_) e F" ou
E" et F" correspondent respectivement a F’ et £ augmentés des domaines

de définition des ports dissipatifs. On a alors

(", f") = e'm ( J %) e’ =0

-9,

. . J'
par antisymétrie de T Ir
—9r 0

[ =Je" V(" e") € D' et dimD" = dimF" est alors une structure de
Dirac sur laquelle repose ([2.6). Une représentation de cette structure est
donnée par la Figure 2.2

. Le sous-ensemble D" C F” x £" tel que

FIGURE 2.2: Structure avec dissipation

De ceci découlent des propriétés fondamentales des SHP.

2.1.3/ (QUELQUES PROPRIETES DES SHP

Cette sous-section présente ’expression de la variation d’énergie des SHP
ainsi qu'une propriété fondamentale des SHP qui est l'interconnexion de
deux SHP. Un autre aspect fondamental de I’étude des systéemes hamilto-
niens a ports est le développement de stratégies de commande dédiées aux
SHP. Celui-ci ne sera pas traité dans cette section et le lecteur est invité a
consulter le Chapitre [4] consacré a la commande pour plus d’informations a
ce sujet.
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2.1. SYSTEMES HAMILTONIENS A PORTS EN DIMENSION FINIE

2.1.3.1/ VARIATION D’ENERGIE

La variation d’énergie H d’un SHP sous la forme (2.3) est donnée par :

T T
H(z) = 8@;” i = agf) ((J _R) 8215“) 4 gu(t))
OH(z)" 0H(z) 0H(z)' OH(z) OH(z)'
T oz J or  Ox i ox + ox gu(t)-

L’antisymétrie de J implique alors

_9H(x) ' 0H(x) N OH(x) "

Hw) = ox i ox ox gull)
et y'(t) = agim)Tg permet de conclure
: OH (m)T OH (z) T T
= — < . .
i) = -2 OO Tun <yTuw. @9)

Ceci montre que les ports d’entrée et de sortie du systémes sont conjugués de
puissance, c’est a dire que leur produit définit une variation d’énergie dans
le temps. Dans le cas non dissipatif qui correspond a R = 0, la variation de
I’hamiltonien est alors égale a la puissance échangée par le systeme avec son
milieu environnant & travers ses ports d’entrée/sortie.

2.1.3.2/ INTERCONNEXION

L’interconnexion conservative de puissance de deux structures de Dirac est
une structure de Dirac [90]. De ceci découle une propriété fondamentale des
SHP qui est que l'interconnexion conservative de puissance de deux SHP est
un SHP. Tllustrons cette propriété en considérant deux SHP ¥; et ¥y définis
tels que

-2 (o 4 ()
ol (2.10a)
yi(t) _ (91 | 9Hi(21)
yi(t) A
xo(t) = (Jo — Rg)a}gisz) + (92 gé) (ZZE:D
Sy (2.10D)
ya(t)\ _ (99 | OHa(22)
ys(t) g )] Oxs
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

et interconnectés comme illustré Figure 2.3] tels que

() m@)62$>=0. (2.10¢)

Uy E]_ Y1

il Yo [

/
Yo

FI1GURE 2.3: Exemple d’interconnexion conservative de puissance

Les équations (2.10)) peuvent s’écrire sous la forme d’un systéme augmenté

Ye
. OH
f®) _ (h-Bi g9l \ (5 L (o 0 (w®)
(1) —g291  J2— Ra 8%2733(:2) 0 g5) \ua(t)
¢ oH
W) _ (o7 0\ (Za)
() “\ 0 g7 ) (2
(2.11)
.
L’antisymétrie de la matrice J, := ( gélgT g 3‘? > garantit la conservation
- 1

d’énergie totale du systéme augmenté lors d’échanges d’énergie entre ¥, et

Y9 via l'interconnexion (2.10c). On parle alors d’interconnexion conserva-

tive de puissance. Définissant 1’état et I’énergie totale du systéme augmenté
¢

Te(t) = (28) et He(ze) := Hy(x1) + H2(x2), on a alors

OH.(z) <f’%1;f” )

OHg(w2)
BED

ore

Le systeme 3. est donc bien un SHP d’entrée (Z:l Eg) et de sortie (zé Eg )
2 2

2.1.4/ APPLICATION AU MODELE D’UN HAUT-PARLEUR
Afin de modéliser les actionneurs composant la surface active du systeme

vibro-acoustique considéré dans cette theése, on s’intéresse dans cette partie a
la modélisation d’un haut-parleur électrodynamique schématisé Figure [2.4]
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Bobing

Membrane+
suspensions

|
.||_\

Aimant

FIGURE 2.4: Schéma d’un haut parleur électrodynamique

Le principe de ce haut-parleur est le suivant : une bobine d’inductance L.,
de résistance R, et de longueur de fil [ est plongée dans un champs magné-
tique constant transversal et uniforme d’amplitude B généré par un aimant
permanent. Parcourue par un courant i(t) résultant d’une tension d’entrée
ue(t), la bobine est soumise a une force de Laplace motrice d’amplitude F;
et entre en mouvement suivant son axe, avec Fi(t) = Byi(t) ou By = B x [.
Notons ¢(t) := Lei(t) le flux magnétique. Une membrane de surface Sy est
liée a la bobine et est entrainée a la méme vitesse pour une masse totale en
déplacement M,,;. Cette membrane est fixée au bati par un systeme de sus-
pension de souplesse C,,,s et de résistance mécanique R,,s. C’est la vibration
de la membrane et sa propagation dans l'air qui est a l'origine du son émis
par le haut-parleur. On note ¢(t) le déplacement de la membrane, vp,(t) sa
vitesse et p(t) = Mp,sv(t) sa quantité de mouvement. La membrane subit
une contre-réaction d’amplitude F,.(t) proportionnelle a la pression acous-
tique p(t) telle que Fuo(t) = p(t)Sy. Les parametres décrits ci-avant sont
appelés parametres de Thiele et Small et permettent de décrire le compor-
tement linéaire de la plupart des haut-parleurs [82} [79]. Ces parameétres sont
récapitulés dans le Tableau

Parameétres électromagnétiques : Parameétres mécaniques :
L. : inductance de la bobine & 1 C,,s : souplesse de la suspension
kHz (mH) (m/N)

R, : résistance de la bobine (2)  R,,s: résistance mécanique de la
suspension (N.s/m)
By : produit de lintensité du Sy;: surface de la membrane (m?)
champ magnétique et de la
longueur de la bobine (T.m) M,,s : masse de la partie mobile (kg)

TABLEAU 2.2: Parameétres de Thiele et Small
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

L’énergie totale Hp, du systeme est la somme des énergies cinétique E. et
potentielle £, de la masse en mouvement et de ’énergie magnétique Ej
emmagasinée dans la bobine :

1 1
Higlg,p,6) = go—alt) + go—p(0P + 560 (212)
ms ms e
Ep E, Ey

On choisit comme état xp,(t) = (g), d’ou

Oy (1) o I
et () ) = (5 et 0 ot = Eawt
0 1

ox h
P Vhp (t) s

Dans un cas linéaire et non-saturé, le systéme est régi par un systeme d’équa-
tions correspondant a la loi des mailles pour la partie électrique et a la loi
d’Euler pour la partie mécanique, soit :

ue(t) = Rei(t) + o(t) + w(t)

1) = Fi(t) - Rai(t) ~ 2 F (1)

ou w(t) := Bi4(t), Fi(t) := Byi(t) expriment le couplage électro-mécanique
di aux forces de Lorentz. On peut alors écrire le systéme sous la forme

Epp(t) = (J — R)T + gu(t)
D
(2.13)
y(t) — gT ath(l‘hp)
8.%'hp
. 00 -B . R0 0 L

ou J := (0 0 1 ) est antisymétrique, R := ( 00 0 ) est symétrique

B, -1 0 0 0 Rms

définie positive et g := (é §>. Le systeme ([2.13) est donc un SHP. u(t) :=

(_ﬁ(f()tﬂ et y(t) = (uzit()t)) sont respectivement les entrées et sorties du

systéme et y'u représente la puissance échangée par le systéme avec son
environnement.

Remarque 3 : Dans la version la plus récente du systéme vibro-acoustique
considéré (voir Chapitre , sont utilisés des haut-parleurs commandés en
courant, ce qui permet en pratique de s’affranchir d’une éventuelle erreur
d’identification du paramétre d’inductance L.. La source de tension u. est
alors remplacée par une source de courant i directement proportionnel d la
force de Laplace F; qui agit sur la partie mécanique du systéeme qui peut alors
étre assimilé d un systéeme masse-ressort-amortisseur. Le systéme se
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2.2. DIMENSION INFINIE

simplifie alors de telle sorte que Hppy(xpp) = ﬁq(t)2 + 2]\417113 (t)?, J :

(%8), Re=(0R.), 9:= (gl ?) Ses entrées et sorties sont alors u(t) :=
i(t) o w(t)
(“h) etv® = (ontn)-

2.2/ DIMENSION INFINIE

Les systémes dynamiques a parametres distribués sont définis en considé-
rant non plus seulement le temps, mais également ’espace comme para-
metres indépendants sur lesquels les quantités physiques sont définies [20].
Les systemes a parameétres distribués sont des systemes décrits par des EDP
linéaires ou non linéaires, éventuellement couplées avec des équations diffé-
rentielles ordinaires (EDO), des équations intégrales ou intégro-différentielles
et des équations algébriques. Les systémes a parametres distribués sont re-
présentés sur des espaces fonctionnels de dimension infinie [52].

2.2.1/ STRUCTURE DE STOKES-DIRAC ET SHP A PARAMETRES
DISTRIBUES

Les SHP ont été étendus aux systémes régis par des EDP (commandés a la
frontiere) dans [92] dans un contexte de géométrie différentiel et dans [50]
dans un contexte formel. En dimension infinie, la formulation hamiltonienne
a ports exprime les échanges d’énergie internes aux SHP & 'aide d’opérateurs
différentiels. Les ports d’entrées-sorties sont exprimés a ’aide de variables
d’effort et de flux a la frontiere. Dans ce qui suit, on considére un espace €2
de dimension n muni d’un systéme de coordonnées &,. La frontiere de € est
notée B. Les variables d’énergie et de flux dans le domaine sont définies sur
L?(2,R"), avec n € N. On les notera respectivement x(&,,t) et f(&,). Les
variables d’effort e(&,,) dans le domaine sont définies sur H'(2, R"). L’effort
et le flux ne décrivent completement le comportement du systeme que lors-
qu’ils sont complétés de leurs extensions a la frontiere B du domaine. Ces
dernicres sont notées fy € HY?(B,R") et eg € H~/2(B,R"). On exprime
alors I’espace étendu des flux F := L2(Q,R") x HY2(B,R") et I'espace des
efforts € := H*(Q,R") x H~Y2(B,R"). On munit F x £ du produit de puis-
sance symétrisé [49] (-|-) défini tel que pour (f1, fi, el el), (f2, f2, €% €2)
quelconques dans F x &,

<(f17 f(%a 61’ 6119)|(f27 fga 627 6(29» :<€27 f1>L2,Q + <el7 f2>L2,Q

2.14
s (b s Y

Le produit (-|-) permet d’étendre la Définition [2] (page[24) d’une structure de
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Dirac D a la définition d’une structure de Stokes-Dirac en dimension infinie.

Définition 4 : Une structure de Stokes-Dirac est un sous-espace D de F x €
tel que D = D+ ou

V(f% f3, €%, €5) € D}.

Un opérateur J : &€ — F tel que f = Je est antisymétrique par rapport

au produit (-|]-) lorsque (2.14) est nul pour tout couple (f!, f1,el,e}) et
(f2,f§,€2,6%) de F x &.

Pour (f, fs,e,e) € F x &, si f = Je avec J antisymétrique par rapport
au produit (-|-) en regard de (fg, eg) alors (f, fa, e, es) appartiennent a une
structure de Stokes-Dirac D.

Définition 5 : [66, [20/ On considére la fonction H(x) :=
fQ%(fn,xjagna:,...,8§T)x)d§n pour tout x € L%*(Q,R") ou S est une
fonction suffisamment dérivable de x et de ses dérivées jusqu’a ’ordre m.
La dérivée variationnelle de H notée % est U'unique fonction qui satisfasse :

H(x + noz) = H(z) + 77/9 ‘”;gf)wdgn +0(n?) (2.15)

pour tout n € R et pour 0x(&,) telle que ses dérivées successives par rapport
a &, d’ordre 0 @ m ont un support compactlﬂ.

Lorsque H est uniquement fonction de x et pas de ses dérivées, alors [20]

o _ o

Sr Oz’
I est par ailleurs montré dans [95] que H(z) = 3 [ (&) (L2(&,))dQ on
L est un opérateur coercif sur L?(€2,R"). Il est alors possible de donner une
définition des systémes hamiltoniens a ports en dimension infinie.

Définition 6 : Considérons l’hamiltonien H(x) : R" — RT ou x € L*(Q,R").
Définissons f = %, e = %—f et (fa,eg) leurs extensions a la frontiére B.
Supposons que (f, e, fo,ea) appartiennent a une structure de Stokes-Dirac
D induite par un opérateur J antisymétrique par rapport au produit (-|-).
Alors le systeme

((f: fo) € F.(e;e9) €E) €D (2.16)

1. sont a valeurs nulles sur la frontiere B de Q2
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est un systeme hamiltonien a ports d’énergie totale H et dont la représenta-
tion explicite est

OH(x)
dx

i(&nt) =T (2.17)

associée aux variables de ports a la frontiére <£8> avec 57?;[7?) = Lx(&,t).
0

Dans la suite de cette these, les arguments des variables ne sont pas explicités
lorsqu’ils alourdiraient la notation et qu’aucune confusion n’est possible.

2.2.2/ APPLICATION A L’EQUATION D’ONDE

Dans cette partie, nous proposons la modélisation hamiltonienne a port
d’une onde acoustique définie au chapitre précédent en n dimension par les
lois de conservation

{uoq)(én,t) = —grad(p(én, 1)) (2.18)

XsP(&n,t) = —div(v(&p, t)).

On considere T'(&,,t) = xsp(&n,t) qui représente physiquement 1'opposé du
coefficient d’expansion volumique « := 87‘/ = —xsp par définition de ys, et
0(&n,t) = pov(&n,t) la quantité de mouvement particulaire. On peut alors
s 0 X b0
définir z = <F> ceR'"oun=n+let L= (,ug X_1> de telle sorte que
S

T / T Lade,
2 Ja

et % = Lx. x est alors la variable d’énergie découlant de H.

On définit le flux f et effort e tels que

fl 171 (&) 57‘[ T
= =1."], e:= =—=L .
f <f2 ) N €2 ox 2
On peut alors réécrire I’équation d’onde sous la forme

f=Je ouencorex’:ji—%:jﬁx (2.19)
x

.~ ([ 0 —grad
NT=\dgiw 0

ture ne suffit pas a décrire le comportement du systeme et doit étre com-
plétée par des conditions frontieres. Un jeu de variables de flux et d’effort

. Tout comme ’équation de d’Alembert, cette écri-
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a la frontiere est alors déterminé de telle sorte que Iantisymétrie de J par
rapport au produit (-|-) soit garantie. Le cas 1D est traité par Le Gorrec et
al. dans [50] ou il est démontré que le systéme unidimensionnel défini sur
est un SHP pour des variables de ports a la frontiére de la forme

61(0)
fa\ _ . | —e2(L)
(6(9)_U e2(0)
61(L)

(2.20)

pour £ € [0,L] CRou J = (*035 _§5> et ot U est une matrice de rang plein
telle que U XU = ¥ pour X = (9 1.

2.2.2.1/ Cas 2D

Les cas 2D et 3D ont été traités de maniere formelle dans [102]. Dans notre
cas nous considérons un domaine rectangulaire muni de coordonnées car-
tésiennes (£1,&2) € Q := [0, L] x [0, La] qui correspond & la formulation
2D du systeme physique présentée dans le chapitre précédent. Les résultats
présentés dans cette partie ont fait I’objet d’une publication [85]. L’équation

(2.19) s’écrit alors

) 0 0 0\ (ot 0 0 [z
ir | = 0 0 || 0 wm' 0 ||22]. (2.21)
T3 —851 —352 0 0 0 Xs_l T3
———
! J e
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2.2. DIMENSION INFINIE

Proposition 2 : 57 les variables d’effort e = ( ) de l'onde 2D sont définies
sur un support compact, alors l'opérateur J est antisymétrique, c’est a dire

(elv »7€2>L2,Q = <_~7€17 62>L2,Q v{elv 62} S (L2(QaR3))2'
Démonstration.

(€', Te*) 120 Iff(el)Tjeng
Q

Lo L1
_ /0 /0 (6%361 6% + 6%8&263 + 6%8& e% + 6%852(3%) dé1des
qui devient par intégration par parties :
Lo I
<€17 j€2>L21Q - /0 [e%e% + 6%6%]616152 - /0 [6362 + 6263]L2d§1
Lo L1
[ (oneh + ok + el + oeh) derdee
Or,
(=Te! )20 :f —(Je") Te2d
Q
Ly Ly 9 ) ) ) , , , X
:/0 /(\) <€18§1 €3 + 628&263 + 638{161 —+ 6385262) d€1d§2
On a alors
<el’ j62>L27Q = <—jel, €2>L2,Q
Lo L I, o
_ /0 [6361 + 6163] tdéy — /0 [6362 + 6263] 2d¢,

(2.22)

qui devient (¢!, Je?) 2 o = (—Je',€?)12 o dans le cas d’'un domaine com-
pact, ce qui complete cette démonstration. O

En 2D, le produit de puissance symétrisé (2.14) de deux éléments de F x &
s’écrit

Ly pLy Lo L1
(gl sy = [ @ rade s [ [ @) Piade
Lo Ly 2 1
(b e [ ) - ([ b s [ s
0 0 0 0
ol e} =: <631) fh = <fa1> pour i € {1,2}.
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

Proposition 3 : [83]. L’ensemble des variables frontiéres assurant [’antisy-
métrie de J par rapport au produit de puissance symétrisé (-|-) est

N
9]
w
NN N N N N N
Iy
7
[\&]
e N N e e e e
[q)
w
AN N AN TN AN TN TN TN

ou U est une matrice de rang plein telle que UTSU = X pour ¥ = (9]),
avec I la matrice identité de R**2.

Démonstration. Notons F; et Fy les termes de ([2.22) provenant de l'inté-
gration par parties :

Lo I
F = _/0 [e3el +@1€3] Ydéa , Fp = —/0 le3e5 +€2@3]L2dfl

Ces termes peuvent s’écrire

Lot e? o Love €3 B
n= e e ()], w n= [ e(d)] e

0 0

en posant @ := (_01 Bl). Le développement des produits conduit a la défi-

nition d’une nouvelle matrice Qezt 1= (Q 0 ) de telle sorte que

LQ 2
P = / (1L 2) eh(L1.62) €1 (0.6) eh(0.62) ) Qeat | E12) | dy,
0 € (0 52)

63(0 £2)

2
(
Ly 3
Fy = / (eb(€1,La) el(€r,La) eb(1,0) e(€10)) Qear | ) | dey.
O 9

Suivant alors [50] (Définition 3.3 et Lemme 3.4), on définit Re.

\/5 (? Q) qui satisfait Qext = Re;ptERext7 ou ¥ = ( ) On peut alors

écrire
A= [Tk eh)® (f“) s, = [ (fh ch)> (féz) a6
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2.2. DIMENSION INFINIE

avec, pour i € {1,2},

7 e (L1,€2) 7 eb(é1,L2)
o1 _ e4(L1.£2) 92| _ e4(€1,L2)
<ef91> = Uleat | o) | <e§2> = UBeat | (6.0
€4(0,62) €4 (€1,0)
Soit
, —e5(L1,€2)+e5(0.62) , —e5(€1,L2)+€5(€1,0)
for) _ L | et re 06 for\ _ L | —esteta)+er€0)
e V2 | el +er(082) | 7 | eh, V2 | Teal€nLa)+es(€1,0)
+e;13(L1752)+€{13(07§2) +6§(£1,L2)+6§(§1,0)
P < el - fi .
Définissant alors e = or) - f = 911 on obtient
0 el 0 fz
02 02
((fY, fh, et eb)(f2, f3, €% e?)) = 0 qui compléte cette démonstration. O

Remarque 4 : Un choix judicieur de U permet de séparer les variables d
chaque extrémité de la frontiére. Une telle matrice peut étre

1 1 0 0-1
U=— 831%8
ﬂ 1 001

qui mene a

. —ef(L1,62) , —el(&1,L2)
<f51 <£z>> _ | coe <f52<£1>> | a0
ep1(82) ei(Lng) [ 7\ egy(&1) e3(&1,L2) [
e4(0,82) e4(£€1,0)
soit
—e3(L1,&2) —p(L1,&2)
e1(0,&2) v1(0,&2)
—e3(&1, Lo) —p(&1, Lo)
Jo€1,8) ) _ | e2(&1,0) v2(€1,0) (2.23)
ea(&1,&2) e1(L1,&2) v1(L1, &) '
63(0752) p(07€2)
ea(&1, Lo) va(&1, Lo)
€3 (517 0) p(fb 0)

Comme lopérateur J est antisymétrique par rapport a (:|-), la Définition
|§| implique donc que le systeme décrit par 1’équation associée aux
variables de ports a la frontiere (2.23)) est un systeme hamiltonien a ports. La
variation d’énergie de ce SHP correspond a la puissance échangée a travers
la frontiere du domaine 2D tel que

: v + L2+
H:/o f32682d§1+/0 farea1déa.

Les conditions a la frontiere considérées, récapitulées Figure 2.5 sont les
suivantes :
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

e & =0:v1(0,&,t) = vin(&2,t) , entrée de 'onde perturbatrice ;

e & =0:v9(£,0,t) = 0, paroi rigide ;

o & =Ly :vi(L1,&,t) = ﬁp(Ll,@,t), approximation selon & d’une
condition parfaitement absorbante (anéchoique) ;

L4 52 = L27 61 ¢ [Saa Sb] : 02(51,L2>t) = 07 paroi I'lglde,

o & = Lo, & € [Sa, 8] @ v2(&1, Lo, t) = up, vitesse de Pactionneur
distribué.

52 0 s

a Sp Ll

&

Surface active
||

L,

& 1
V1 = Vip Uy = Uy V1= EP
—> —_
Onde Frontiere
perturbatrice parfaitement
0 absorbante

Paroi rigide v, = 0

FIGURE 2.5: Schématisation des conditions frontieres du systeme

2.2.3/ PRISE EN COMPTE DE LA SURFACE ACTIVE

Considérons maintenant l'interconnexion de 1’équation d’onde 2D considérée
et d’un réseau d’actionneurs supposés infinitésimaux et décrits localement
par le modele de haut-parleur présenté dans le chapitre précédent. La sur-
face active est approximée par un systéme de haut-parleurs commandés en
courant distribué sur une portion de la frontiere £&o = Lo définie sur le seg-
ment [sq, sp] avec 0 < s, < s, < L. Ceci revient a considérer une infinité
de haut-parleurs le long de cette partie de la frontiere. On consideére un sys-
téme distribué selon &; € [sq, sp] dont les parametres Cyns, Mps et L. sont

constants et uniformes, le systeme ([2.13]) (page s’écrit :
. 1 ,
gty _ (0 1 ToaalEnt) 00 i(1,0)
(b(&li)) B (_1 _Rms) ( Vhp(€1,t) ) + (Bl 1) <_Fac(£lat))
w(é,t) N\ _ (0B %q(él,t)
(onen) = (6 ll)( onp €1, )
1 rsp

Son énergie mécanique est définie par Hpy = 5 (Cjns q + ﬁmsﬁ) d€.

Sa

(2.24)

Ce systeme interagit avec le systéme acoustique par le biais des relations
_Fac(fl,t) — 0 1 Uhp(£17t) (225)
v2(&1, Lo, 1) =1 0) \—p(&1, La,t) |’
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2.2. DIMENSION INFINIE

ou &1 € [8q, Sp], qui correspondent a la continuité des variables de flux et a
une somme nulle des variables d’effort.

Remarque 5 : Comme on considére une infinité d’actionneurs le long de la
frontiére, le terme d’entrée —F,. est homogéne & une densité linéique de
force. Par ailleurs, approximation 2D de I’équation d’onde implique que le
terme de "pression" p correspond a une force appliquée sur une ligne et non
sur une surface. L’équation est donc bien homogene.

L’énergie totale du systéme augmenté est la somme de 1’énergie acoustique
et de I’énergie mécanique de la surface active

Ha = H+th-

On définit effort, ’état et le flux augmentés, respectivement

v1(€1,62,t) 01(€1,62,t)

vz((&,&zﬂf)) 02(&1,62,t)

p g 7527t r 5 75 7t ¥
€a = i(lfl,t) ) Lg = <(I>(1§1,2t)) , fa =124

Crsa(61,t) q(&1t)

vpp(€1,t) p(€1,t)

et le systéme augmenté

J 0
Ja= (c (J—R)) €a

Yo =(000100)e,

e (2.26)

OOHOOO

\ rd 7 . 0
ou C est un opérateur défini tel que C (%) = ((1)) (—p(&1 € [Sassp), L2, t)) .
Ce systéme est défini pour le jeu de variables de ports a la frontiere (2.23)
privé de linterface avec la surface active telle que va(§1 € [sq, Sp), L2) =
*Uhp(fl) :

—p(L1,£2)
v1 (0752)

f _p(§1¢E2a7513]7L2)
ad v ;0
(-] e | @21
p(0»£2)
v2(&1€[sa,58],L2)

p(£1,0)

2.2.4/ EXTENSION AUX COORDONNEES CYLINDRIQUES SUR UN DO-
MAINE CIRCULAIRE

Dans cette sous-section nous nous éloignons de notre cas d’étude vibro-
acoustique pour étendre les Propositions [2| et 3| (pages et dans le
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

cadre d’'un systéme 2D défini en coordonnées polaires. Le domaine spatial
Q) considéré correspond pour ce cas & une portion d’anneau définie, comme
illustré Figure [2.6] Les résultats présentés dans cette partie ont été inclus
dans une soumission [86].

s

FIGURE 2.6: Schéma du domaine spatial considéré (portion d’anneau)

Les coordonnées spatiales (r,1) € Q ou r € [rq,7p] et ¢ € [thq, 1p] corres-

pondent respectivement au rayon et a ’angle en coordonnées polaires. On
0 —grad
—div 0
(2.19) est antisymétrique dans ce systéme de coordonnées. En coordonnées
polaires, le gradient et la divergence deviennent, pour v = (v{ vg ) € R? et

p €R,

cherche a montrer que l'opérateur J = ( ) de I’équation d’onde

Or .
grad(p) = (1851;) , div(v) = 9, (rv1) + +9yvo,

T

L’opérateur J devient alors

0 0 —Or
T = 0 0 1o,
1 1
;ar('r’-) *;aw 0

Définissons les variables d’effort e = (E% ) € &= H'(Q,R?) et de flux f =

b
f; € F = L*(Q,R?) de telle sorte que f = Je. Dans le cas acoustique,

3
les variables d’effort e; et eo représentent respectivement les composantes
tangentielle et radiale de la vitesse particulaire, et e3 représente la pression
acoustique.

Proposition 4 : Si les variables d’effort e = (Eé ) sont définies sur un support
compact, alors Dopérateur J est antisymétrique, c’est d dire

(€', Te*) g = (=Te' e®) 2 o¥{e!, e’} € (L2 (Q,RY))%
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2.2. DIMENSION INFINIE

Démonstration.

<€1,j62>L27Q = ff(el)Tje2dQ
Q

PbsTh
= ff (—e%@reg - e%%a¢e3 —6318 (re?) — 6318¢62) rdrdiy
Ya;Ta

devient par intégration par partie :

1 2 o 1 9]
(e*,TJe >L29——/ [62634-6362}#} dr

a

Pb,Th
ff 8 esel +10yeze5 + 10, (ret)es + %8¢e%e§) rdrdi.

aTa

PbsTh
(=Te' e 20 :f (—Teb)Te2d = ff (Oreser
Ya,Ta
+1dyezes + 10, (rey)e; + L0yeze3) rdrdip.
On a alors

(e', JeH 20 = (-Te' e*) 2 0

by b
_ / [r(ete3 + eée?)]:z dip — / [e3e3 + eﬁeg]zb dr,
Tq

a

(2.28)

qui devient (e!, Je?)12q = (—Je', e*)[2 o dans le cas d'un domaine com-
pact, ce qui complete cette démonstration. O

En coordonnées polaires, le produit de puissance symétrisé de deux éléments

de F x & (2.14]) s’écrit
wbﬂ“b b,
<(f1,fé,el,eé)|(f2,f§,e2,ea ff flrd'f'dw-f—ff fQTd’r'dQ/)

asTa

T P b Yy
- </r (€¢191)Tf§1d7"+/w (6(1")2)Tf§2dw> - (/T (6%1)Tf$1d7’+/ (€§2)Tf¢%2d¢)

asTa

a a a a

o e}, =: (em) fh=: (fm) pour i € {1,2}.

Proposition 5 : L’ensemble des variables frontieres assurant l’antisymétrie
de J par rapport au produit de puissance symétrisé (-|-) est

ﬁel(Tbaw)

\/E?l(’;a)vw)

o)\ _ | eatrive)

(ea(r, =U| g (2.29)
\/Ee3(ravw)

—€3 (vab)
€3 (Tﬂba)
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CHAPITRE 2. MODELISATION HAMILTONIENNE A PORTS

ou U est une matrice de rang plein telle que UTSU = X pour & = (9]),
avec I la matrice identité de R%*2.

Démonstration. On cherche a éliminer les termes correspondant aux condi-
tions frontieres dans ([2.28)). On définit alors

by b W
Fy=— / [reled + ebed)]|” ay, Fp=- / [ehed +ehed]”" dr (230
Ya a

Ta a
qui peuvent s’écrire :
by 2 Ty
— 1 1 et (ry)
£a= [, [t seone (03)] o

" e ) (2.31)
= / (eX(rp) eb(ro) e} (raty) eb(rard)) Qeme | 2% | ar,

Tfleg (Tfl 7¢)
Taef(raﬂp)

Th 2(p Pp
Fp= / {(e;(w) e3(r) ) Q (?Eﬁ;)] dr
Ta 3V Ya
eg(ruwb)
_ " 1 1 1 1 e%(rﬂ/’b)
= ( e5(r,vy) eg(nwb) e5(r,%a) 63(T,¢a) ) Qezt e% (raba) dr
"a e%("‘ﬂ/’a)
en posant Q = (_01 _01) et Qext = (%2 _OQ). En définissant ¥ = ((} {)), on

réécrit F'4 et Fg de telle sorte que
Pp 2 T 2
Fp = / (féA 6(19/1) Y <f§A> di, Fp = / (fon ebp) X (fQB) dr,
Ya €54 ra €aB

avec, pour i € {1,2},

, NECIGERD) ef(r,p)
féA(wvt) _ Taei (ra;¥) fc})B (rt) ) _ 52(7‘771’0)
( 6%A(¢,t) =U - \/7“7)6% (o) |7 ( ehp(rt) ) =U *?é’(ﬁﬂ’b)
VTaeh(ra ) e3(r,%a)

avec U XU = X. Définissant alors e}y, = (Z?A>, fh= <faA), on obtient
B

fop
(fY, fh, et el (f2, f3, €% e2)) = 0 qui compléte cette démonstration. O

De fagon similaire au cas 2D en coordonnées cartésiennes, comme ’'opérateur
J est antisymétrique par rapport & (-|-), la Définition [6] implique donc que
le systeme décrit par ’équation en coordonnées polaires associée aux
variables de ports a la frontiere est un systeme hamiltonien a ports. La
variation d’énergie de ce SHP correspond & la puissance échangée a travers
la frontiere du domaine 2D tel que

. T T ¥y T
H:/ faBeaBdT’—i-‘/w faAeaAde.
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2.3/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons formulé notre probleme vibro-acoustique dans
le cadre des systéemes hamiltoniens a ports. L’exemple d’un simple systeme
masse-ressort-amortisseur nous a permis de définir les SHP en dimension
finie puis d’introduire la notion de structure de Dirac, structure géomé-
trique sur laquelle reposent les SHP et induisant des propriétés fondamen-
tales comme ’expression de la variation d’énergie et le fait que 'intercon-
nexion conservative de puissance de deux SHP est un SHP. Le modele d’un
haut-parleur comme SHP a ensuite été présenté. Dans la seconde partie
de ce chapitre, la présentation de ’extension des SHP en dimension infinie
nous a permis de formuler le systéme acoustique comme SHP, en démon-
trant P’antisymétrie - pour un jeu particulier de variables a la frontiere - de
I'opérateur qui sous-tend son expression. Nous avons formulé le probléme
vibro-acoustique complet en considérant I'interconnexion de I'onde avec la
surface active constituée d’une infinité de haut-parleurs. Nous avons étendu
en coordonnées polaires les résultats concernant ’antisymétrie de 1’opéra-
teur qui sous-tend ’expression hamiltonienne & ports de 1’équation d’onde
pour un domaine spatial correspondant a une portion d’anneau. Dans le cha-
pitre suivant, nous proposerons une méthode de discrétisation qui permet de
conserver la structure hamiltonienne & ports des systémes en dimension infi-
nie afin de proposer une simulation du comportement du systeme en boucle
ouverte comme en boucle fermée.
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3

DISCRETISATION CONSERVATIVE
DE STRUCTURE

Dans ce chapitre nous proposons une méthode de discrétisa-
tion spatiale permettant de préserver la structure hamiltonienne
a ports des systemes physiques de dimension infinie régis par
l’équation d’onde lors de leur réduction. La méthode proposée
se base sur lutilisation de grilles en quinconce pour la discréti-
sation des différentes variables du systéme. Dans une premiére
partie, lutilisation de grilles en quinconce pour la discrétisation
spatiale par Uutilisation de différences finies est exposée a tra-
vers l’exemple de ’équation d’onde 1D. Dans une deuxiéme par-
tie, le cas 2D correspondant d motre tube acoustique est traité
dans le cas de maillages rectilinéaires et triangulaires réguliers.
Dans une troisiéme partie nous présentons des résultats numé-
riques pour les cas 1D et 2D pour des maillages rectilinéaires et
triangulaires régquliers. L’étude est réalisée pour des conditions
frontiéres en boucle ouverte et en boucle fermée et l’isotropie
des deux maillages est comparée. Dans une derniére partie, nous
nous écartons du systéme physique considéré pour étendre notre
méthode de discrétisation a I’équation d’onde 2D en coordonnées

polaires.
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3.1. PREAMBULE

3.1/ PREAMBULE

La discrétisation spatiale des systémes de dimension infinie est un enjeu ma-
jeur pour la simulation et la commande des systemes a parametres distri-
bués. Parmi toutes les méthodes standard, celles qui préservent les proprié-
tés structurelles du systéme présentent un intérét particulier dans 'optique
de I’élaboration de lois de commande. Le but de cette partie est de revisi-
ter les schémas classiques de différences finies afin de préserver la structure
sous-jacente des équations d’onde 1D et 2D formulées a 'aide de 'approche
hamiltonienne a ports. Une telle discrétisation garantit le respect du sens
physique des variables de ports & la frontiere, ce qui permet alors de consi-
dérer l'interconnexion de systémes multi-physiques ouverts.

Plusieurs travaux [76}, 30, [35, [63] proposent une discrétisation préservant la
structure géométrique sous-jacente. Dans [30},35], la structure du systéme est
conservée a travers 'utilisation d’éléments finis mixtes pour l'approximation
des variables d’énergie et d’effort. Il existe des applications de cette approche
a la modélisation, la réduction et la commande [8],[54],[97, [49]. Cette approche
a été étendue a travers l'utilisation d’approximations polynémiales d’ordres
élevés dans [63]. Récemment, une méthode de discrétisation préservant la
structure hamiltonienne a ports basée sur l'utilisation d’une méthode de
Galerkin mixte a été développée pour des systemes 1D régis par deux lois
de conservation dans [46].

3.2/  MOTIVATIONS

Le principal avantage de la méthode des différences finies est sa simplicité.
Elle se base sur 'approximation d’opérateurs différentiels via des dévelop-
pements de Taylor d’out sont déduits des schémas de discrétisation [9]. Cer-
tains de ces schémas peuvent s’avérer étre particulierement adaptés a des
géométries particulieres ou encore présenter une consistancelﬂ d’ordre élevée
[59, 8I]. Parmi ceux-ci, les schémas & base de grilles en quinconce [40, 26], 99
approximent sur chacune de ces grilles les différentes variables d’état selon
leur natures géométriques respectives. Dans [40], un schéma en "saut de
grenouilles" (leapfrog) est utilisé pour une équation de transport. Il y est
montré que cette méthode, sous réserve qu’elle soit stable, préserve les lois
de conservation, ce qui est une propriété importante pour l’étude de sys-
temes non dissipatifs. Toutefois, la méthode proposée n’est appliquée que
sur des systémes fermés. On peut considérer [45] comme une extension de
cette méthode aux systemes ouverts dans le cadre de la méthode des volumes

1. Une méthode est consistante d’ordre p si I’erreur commise en une étape de discréti-
sation est dominée par le pas de discrétisation a la puissance p + 1.
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finis. Pour une étude fréquentielle en 2D, les auteurs de [38], 80, [77] consi-
deérent deux grilles carrées intercroisées, I'une d’entre elles étant tournée d’un
angle donné par rapport a la premiere. Un choix judicieux de cet angle per-
met d’obtenir des approximations d’ordres élevés, au prix d’'une complexité
importante du schéma de discrétisation. Une approche plus simple est pro-
posée par R.W.Graves dans [31] ou des différences finies sont employées sur
des grilles en quinconce orthogonales. Il y montre que cette approche est
particulierement intéressante lorsque des contraintes de vitesse doivent étre
prises en compte a la frontiere comme c’est le cas de la propagation d’onde
en sismologie. En effet, I'utilisation de grilles en quinconce permet d’impo-
ser les variables d’effort & la frontiere, ce qui est particulierement adapté
a I’étude de systémes ouverts ou interconnectés, tandis que des différences
finies sur grille unique, que nous appellerons par la suite "différences finies
traditionnelles", ne le permettent pas. Sur I’exemple acoustique, c’est alors
la pression ou la vitesse particulaire normale a la frontiere qui peuvent étre
imposées alors que la méthode des différences finies traditionnelle ne permet
d’imposer que la pression ou l'accélération normale.

La méthode que nous proposons dans ce chapitre est basée sur I’approxima-
tion des opérateurs qui définissent la structure de Stokes-Dirac en dimension
infinie. Ces opérateurs sont approximés par des matrices qui définissent une
structure de Dirac en dimension finie. En ce sens, le systeme en dimension
finie découlant de cette méthode est un SHP reposant sur une structure
de Dirac qui approxime la structure de Stokes-Dirac originale. Les résultats
présentés dans ce chapitre dans les cas 1D et 2D rectilinéaire ont fait I’objet
d’une publication [87].

Tllustrons dans un premier temps 'utilisation ’emploi de différences finies
basée sur des grilles en quinconce sur '’exemple de I’équation d’onde 1D.
Rappelons tout d’abord I’équation d’onde linéaire en 1D décrite
au chapitre précédent sur un domaine spatial € de coordonnée ¢ € [0, L].
Rappelons que les variables d’énergie sont contenues dans un vecteur x =
(35) € L2(2,R?) et que I'énergie totale de ce systéme est exprimée par

1 L
H = f/ a' Lade (3.1)
2 Jo
-1
ou L = (“g 91 ) L’équation d’onde s’écrit alors
Xs
0 -0,
(%) = (o o) () (32
—— ;_V—/\g'/
f J
ouf=1xete= 57;9(:”) = Lz. Un ensemble de variables a la frontiere assurant
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3.2. MOTIVATIONS

e1(0)
que le systéme décrit par || est un SHP est donné par (i; Z) = (‘ezi’((OL))) .

e1(L)
Pour discrétiser ce systeme dans l’espace, définissons un pas spatial h € R
(constant dans cet exemple) et une premiére grille de discrétisation définie
sur les points de coordonnées & = kh, k € N tel qu’illustré sur la Figure

3.1

xl(é-k _075h) x1(£k+075h> x1(§k+175h)

grille 2 —--ooooeem : | | .Fm,g
w2 (Ep—1) ra(&r) T2(Ekt1)
grille 1 -} | oo >

F1GURE 3.1: Grilles en quinconce

Nous choisissons de discrétiser sur les points de cette grille la variable d’état
29(€) associée a leffort es(€) = x5 'a2(€). On obtient une approximation
de O¢ep par différences finies centrées en combinant les développement de
Taylor

e2(& + 1) = e2(& + 0.5h) + Oeea (& + 0.5h) & + DFea (& + 0.5h)%2 + o(h?)
e2(&) = e2(&k + 0.5h) — Oeea (& + 0.5h) & + DFea (& + 0.5h)%2 + o(h?)

pour obtenir

deea (& + 0.5h) ~ 3 (ea(&r + 1) — ea(&r)) - (3.3)

On constate alors que lorsque ex(§) est discrétisé sur les points de coordon-
nées &, approximation de —0ge2(§) = f1(£) = ©1(§) est donnée par
sur les points de coordonnées & + 0.5h. 11 est donc nécessaire de définir une
seconde grille de discrétisation définie sur les points de coordonnées & +0.5h
ot on discrétise la variable d’état 2, associée a Veffort eq(€) = g 21 (€). On
calcule I'approximation de Oce; de méme que précédemment pour obtenir

dee1(&) ~ 3 (e1(&k + 0.5h) — ea(&, — 0.5h)) (3.4)

qui est bien défini en &, c’est a dire sur la premiere grille.

Les approximations des dérivées spatiales étant issues de développements de
Taylor d’ordre 2, la consistance des schémas de discrétisation présentés dans
ce chapitre est également garantie d’ordre 2.
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

Remarque 6 : On peut combiner les schémas de discrétisation (3.3)(3.4)) afin
d’obtenir une approximation de ’opérateur 852 qui donne par exemple pour
une application sur eg :

DEea(&r) ~ 1(0cez(&k + 0.5h) — Deea(& — 0.5h))
~ pz(ea(&k + h) — 2e2(&k) + e2(&k — h)).

On retrouve alors le schéma issu de la méthode des différences finies tradi-
tionnelle appliquée a la représentation classique de l’équation d’onde [59).

Intéressons-nous maintenant a ’application des schémas a tout le
domaine 1D Q ou £ € [0, L]. Le choix des conditions frontieres du systéme
doit étre I'objet d’une attention particuliere. En effet, notre schéma permet
d’imposer directement la valeur d’une variable d’effort a chaque frontiere.
Ceci implique de définir a priori une discrétisation de telle sorte que la
variable discrétisée a I'extrémité corresponde a la variable d’effort imposé a
la frontiere correspondante (e; ou ez). Nous considérons dans cette section
I'exemple du maillage décrit par la Figure [3.2] pour un pas de discrétisation
h constant. Dans cette configuration, on choisi d’imposer la valeur de eg a
la frontiére £ = 0 et la valeur de e; a la frontiere £ = L. Les efforts a la
frontiéres sont respectivement notés eg et el ;.

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
€y T3 Ty Ty Ty Ty Tp1 Tn  Tn CEpy
o

0 h L¢

FIGURE 3.2: Maillages en quinconce de z) et 22

Pour réaliser la discrétisation spatiale, les variables d’état sont approximées
par le vecteur de dimension finie z4 = (z} 22)T avec 2} = (21 ... z1)T e R"
et 22 = (22 ... 22)T € R™. Les x,ilei}n} sont les approximations des états
21H2} évalués respectivement en & = {(k — 0,5)h, kh} ott n € N est ici défini
tel que L = (n + 0.5)h. On définit un hamiltonien discret

n -1 1

0 T,
Hy = %x;lrﬁdxd = % E P (.%Zl x?) (MB X_1> <x22>
i=1 S (2

oll L4 € R?"*2" est une matrice diagonale par blocs composée des éléments
de £ évalués aux points correspondant aux maillages. Dans notre cas (rela-
tion linéaire entre variables d’état et variables d’effort),

_1 _1
Ho Xs
L 0
La= ( 611 £d2)7 Lar = ( —1)7 Laz = < —1)
‘U‘O Xs
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3.2. MOTIVATIONS

ou L4 et Lgo appartiennent & R™ ™. Notons que hHy; ~ H dans le sens
ou hH, converge vers H quand n tend vers 'infini. Définissons le vecteur
d’effort discret

_ OHy(xq)

P Lazq

€d

ot eq = (e} 63)—r € R avec e} = (e} .. e}) et €2 = (e .. €2). On

applique alors un schéma de différences finies centré

deq e1(&kros,t) —e1(€h_os,t) € —ehq
(fk’ t) ~ ~

& h h

Oea (€ P~ ea(&py1,t) — ea(&p, t) ~ Chi1 — €

8£ k+0757 h h *

On exprime f;, une approximation discrete du flux f = Je tel que f; =

() = Gt 12 2207

(7 o 1[0 2
fi=-+ ( W ) ea+—1:]¢€o
h R . h 0

-1 1-1
ol ( 1 jl § > =D € R™"X™ ot < 1 1) — —DT, On peut alors
I 1

exprimer le vecteur fy
(0 D 1[50 et
fd = (_DT 0> ed+ h (0 71 6711_’_1 (35)

. 0 D . P N
ou Jy := <—DT 0) est antisymétrique et ou % . =: gq est la

matrice d’entrée du systeme.

Proposition 6 : La discrétisation spatiale par lutilisation des différences fi-
nies sur grilles en quinconce du systéme 1D définit une structure de Dirac Dy
qui approxime la structure de Stokes Dirac originale. Le systéme discrétisé

{ fa = Jaeq + gauq (3.6)

T
yd - gd eda

ol Ug = eg et yq =: f(?, est alors un SHP.
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

Démonstration. On pose e}, = (Zé) eERVL = & f) = (j}ig) € R =

FetJ = (_fr %d) = —J'" tel que f; = Je). Dy C F x & est une
d

structure de Dirac si et seulement si Dy = D avec D+ = {(f1, f2) € F x

EN(f1,e1)|(f2,€2)) = 0, V(f2,e2) € D}. Prenons deux couples (f.,el) et

(f},e;) quelconques dans Dy,

=0 (fl,el) €Dy < Dy C Dy

a?ea

Prenons (f.,€!) € Di et (f{,e}) € Da, quelconques. On a alors

((farea)l(fy:€b)) =0
= (ea: f5) + {ep, fa)
= (€, Jep) + (€4, fa)
= —(eh, J'eq) + (€h: fa):

Comme cette égalité est vraie pour tout (f},e;) € Dy, on a alors f, = J'e},
qui implique que (f,¢) € D et donc D+ C Dy.

a’ ~ra

1,1
. . e
Dy = DCJ[ est donc bien une structure de Dirac et fg = g;lred = <—hlel2> . O
h-n

La variation d’énergie du syteme est alors donnée par

. 1

Ha(t) = 3 (chel = ehpre?) (3.7)
qui tend vers %7—[, proportionnel & la variation d’énergie H, quand h tend
vers 0.

On peut valider numériquement la discrétisation J; de l'opérateur J en
comparant ses valeurs propres aux pulsations propres w; € R, £ € N, du
systéme en dimension infinie pour des conditions frontiéres correspondant a
e2(0,t) = 0et ey (L,t) = 0 dans le cas ou la célérité ¢ = 1 et pour L = 1. Pour

ce choix de conditions aux frontieres, on a les fréquences propres fi = %%

dont on déduit wy = 27 f = % [43]. Comme J; est antisymétrique, ses va-
leurs propres sont purement imaginaires. La Figure montre que la partie
imaginaire des premieres valeurs propres positives de J; tend vers la valeur
des pulsations propres du systeme en dimension infinie lorsque n augmente.
Ce résultat met également en lumieére le comportement "passe-bas" inhérent
a I'utilisation des différences finies qui implique que le comportement basse

fréquence du systeme est plus fidelement reproduit par le systeéme discrétisé.
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3.3. DISCRETISATION 2D

10

pulsation propre (rad)
>

—o—pulsation propre en dimension infinie
—A— - valeurs prores positives de Jd (imaginaire), n=10

5
> valeurs prores positives de Jd (imaginaire), n=20
2 — - — valeurs prores positives de Jd (imaginaire), n=30
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

mode propre

FIGURE 3.3: Valeurs propres de .J; comparées aux pulsations propres en
dimension infinie (les valeurs propres multiples ne sont pas représentées)

3.3/ DISCRETISATION 2D

Pour le cas 2D, le choix d’'un type de maillage, par exemple rectiligne ou
triangulaire, impacte fortement les performances de la discrétisation. Dans
le cas des différences finies, 'utilisation d’une grille rectilinéaire conduit a
une bonne approximation de 'EDP considérée tout en restant relativement
simple. On notera également que l'utilisation de la formulation hamilto-
nienne a ports du systéme pour la discrétisation sur des grilles rectilinéaires
permet de choisir des pas de discrétisation différents sur chaque axe sans
difficulté supplémentaire, ce qui n’est pas le cas dans la méthode des dif-
férences finies traditionnelle. Un maillage triangulaire régulier (également
appelé maillage hexagonal [10]) peut, au prix d’une complexité de mise en
ceuvre plus importante, étre un meilleur choix pour émuler l'isotropie de
la propagation spatiale d’'une onde [33]. En effet, comme le schéma trian-
gulaire régulier est le plus compact des maillages structurés, il conduit a
une propagation plus homogene dans l’espace. Des schémas de discrétisa-
tion pour maillages triangulaires sont proposés dans [I01I], parmi lesquels
un schéma explicite d’ordre 2 qui conduit & une discrétisation simple et
intuitive des opérateurs différentiels de premier ordre. Cette discrétisation
est alors adaptée pour considérer les lois de conservation qui sous-tendent
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

I’équation d’onde. Un autre schéma, proposé initialement dans [41] et mis en
oeuvre dans [33], s’appuie sur une propagation isotrope de I’onde le long des
trois axes du maillage triangulaire pour discrétiser le laplacien, opérateur
différentiel spatial d’ordre 2 de I’équation d’onde.

Rappelons tout d’abord 1’équation d’onde linéaire en 2D (pages
et décrite au chapitre précédent sur un domaine spatial €} de coor-
données & € [0, L], & € [0, Lo]. Rappelons que les variables d’énergie sont
contenues dans un vecteur x = (%) € L?(,R3) et que I'énergie totale de
ce systeme est exprimée par

Ly Ly
H= / / x| Ladédés (3.8)
0o Jo
po' 00
ou L= o0 p' o |.Léquation d’onde s’écrit alors
0 0 x5!
f 0 0 —0
<f2> = 0 0 -8, (Sé) (3.9)
f3 —851 —852 0 €3
——— N
f g ¢
ouf=xete= 57;5;’3) = Lz. Un ensemble de variables a la frontiere assurant

que le systéme décrit par (3.9) est un SHP est donné par

—e3(L1,62)
61(0762)

—e3(&1,L2)
fo _ e2(£1,0)
e e1(L1,62)

e3(0,62)
e2(61,L2)
e3(£1,0)

Nous proposons des schémas de discrétisation préservant la structure hamil-
tonienne & ports de ce systéeme sur des maillages rectilinéaires puis triangu-
laires.

3.3.1/ MAILLAGE RECTILINEAIRE

En 2D, P'approximation des opérateurs O, et Og, nécessite 'introduction
de trois grilles distinctes sur lesquelles sont respectivement discrétisées les
trois variables d’état. L’agencement de ces trois grilles est décrit Figure
de telle sorte que chaque variable de flux associée a 1’état discrétisé sur un
point puisse étre approximée a partir de points directement adjacents. h; et
ho sont les pas de discrétisation selon les deux axes, choisis constants pour
plus de simplicité.
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3.3. DISCRETISATION 2D

A o : approximation de x
,,,,,,,, + o TR S e 4 oy A : approximation de xg
> 12 . .
hy A + : approximation de xg
; <—h—>
1

FIGURE 3.4: Agencement des variables discrétisées

Afin de considérer les conditions frontieres du systéme physique définies
Figure (page , on choisit d’imposer e; = v; aux frontieres & = 0 et
& = Ly et d’imposer eo = v9 aux frontieres & = 0 et &, = L. Ce choix
conduit & la construction de maillage du domaine complet décrit Figure [3.5

& 2 2 2 2
el,n 62,71 emfl,n em,n
1L, A A A A
1 3 1 3 3 1 3 1
e()m xl,n xl,n x?,n ‘I’mflm ‘I’mflm Imm emm
(o] o———F------- © (o]
b b b b
T n—1 Ton-1 Yn—-1,n—1 Unn—1
1 1 il 1
€on—1 U n—1 1,n—1 T n—1 “1n-1 Yn-1n-1 Ynn-1 Cmn-
o O——+------- & o)
| A s b ; = .
€0,2 Ly 2 Ly 2 Too  Typ—12 Tyn—1,2 CL’:73n,2 €m,2
(o] oO—F------- © (o]
b b 2 2
i1 b1 Yn-11 1
1hy A Al A A
B 1 B B 1 B 1
€0,1 1 Y1 1 Tp-1 1,1 U, 1 €m,1
o O——+------- o o
2 2
€10 €20 €m-1,0 €m0
1o A A A
(.) }?1 ________ Ll §1

Fi1GurE 3.5: Maillage 2D

Les conditions frontieres sont données par les efforts e; imposés sur les
points a la frontiere numérotés (0, k2) et (m,ka), ko € {l..n} et ey sur
les points numérotés (k1,0) et (ki,n), ki € {l..n}. L’état continu x
est remplacé dans le domaine discret par le vecteur de dimension finie
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T
Ty = ((xé)T (m?l)T (xg)T) c R3mn—(m+n) oy

-
1 _ 1 1 1 1 m—1)n

Ty = (551,1 T2 -+ Tmoip-1 xm—l,n) e R(mY

<

2 _ 2 2 2 2 m(n—1

Tq = (551,1 Tig oo Timp—2 5’3m,n—1> e R (3.10)
3 __ 3 3 3 3 T c R™™

Tg=\T11 T1i2 -+ Tmn-1 Tmn

-
1 _ (.1 1 1 1 1 1
eda—<€0,1 €,2 -+ €mn ©m1 ©m2 - em,n)

T
2 _ (.2 2 2 2 2 2 3.11
ed6—<€1,0 €In €0 €n -+ Emo em,n) ( )
3 _
ez = {}-

Le fait que €3, soit égal & I'ensemble vide {} dans ce cas particulier est dit
au choix de conditions frontiéres uniquement sur e; et es. On définit un
hamiltonien discret

Hy(xg) := x;lrﬁdxd (3.12)

ot L4 € REBmn—(m+n))x@mn—(m+n)) ost yune matrice diagonale par blocs com-
posée des éléments de £ évalués aux points correspondant aux maillages.
Dans notre cas,

Ls 0 0 T
ﬁd - 0 £d2 0 , Ldl = s
0 0 Lg3 “0—1

ot Ly € Rm=Lxn . e Rm*(=1) ot L,o e R™". Notons que
hihoHg ~ H dans le sens ou hihoHy converge vers H quand n tend vers
I’'infini. Définissons le vecteur d’effort discret

-
avec eg =: ((ecll)T (e2)T (eg)T) , ol eél"'g}sont des vecteurs respective-
(1.3}

ment de mémes dimensions que les vecteurs d’état

En prenant en compte le fait que

5 2! (&, €3 05) i e (&€ o)
b 2(¢1 2 2 28 7
|~ (1170,5’253') ’ = R (11'70’572@)
3 2°(&i—05:&5—0,5) €ij (05 8-05)
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3.3. DISCRETISATION 2D

ou, & =ih1, &l g5 = (i+0.5)h1, £ = jha, &, o5 = (j+0.5)ha, on applique
un schéma de différences finies centré

3¢l 2 3¢l 2 3 3

%(51 €2 t) ~ € (§i+0,575j—0,57t) —€ (5170,57 j70,57t) L%+ Gy
9g; > RIT0s T hy ~ hy

3¢l 2 3¢l 2 3 3

%(51 52 1) ~ € (fi70,5’ j+0,57t) —€ (£i70,57§j70,57t) G116
Dg 1075 ha ho

2

D1 e oo ym SEnGos ) —EnGos) o ety
Q& T IR h1 h1
2/¢1 2 2/¢1 2 2 2

%(51 2. )~ e“(&i—o5: &5 t) — e*(§i05:§5-1,) ~ Cig ~ Cig-1

862 1—0,57 j—0,57 hQ hQ ‘

(3.13)

On exprime une approximation discrete du flux f = Je, notée fy, telle que
T
T T T
fa= (DT DT (#DT)
+
= (fll,l 1%171,71 f12,1 fwzn,nq f13,1 S’m)

. {1.3 . R . .
ol fi Y sont des vecteurs respectivement de mémes dimensions que les

vecteurs d’état x;{ll"'g}.
1 -1 1
fi= — ( o ) el (3.14)
1 1T
Dy
ot Dy € Rr(m=1)xmn qof
1 /K1
13 = 5 < . )eg (3.15)
1
Do

-1 1
olt Dy € RM(n—1)xmn op | e R(1X7 6] que K = ( )
—-11

fgf = f;})’l + ng avec

In 0O
1 :
== eat - 0 |eaw (3.16)
Y\ o -1,
N —’
g1

ou I, € R™™ est la matrice identité, g; € R™*?" et

1 (K2
f&=4mfﬁ+b( aK)%a (3.17)
2
~— ———

g2
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

10
oll gg € R™X2M ot Ky € R™? tel que Ko = (0 ) On peut alors exprimer
0

1
le vecteur fy

0 0 Dy 0 0 elo
fa=1| 0 0 Dyleq+ e, (3.18)
-DJ —-DJ 0 gr 92/ \ 3
1 2 do
0 0 D
ou Jg := < 00 D2) est une matrice antisymétrique. On définit la ma-
-D] -DJ 0
: ‘ (00
trice d’entrée g4 := (4, g3 )-

Proposition 7 : La discrétisation spatiale par l'utilisation des différences fi-
nies sur grilles rectilinéaires en quinconce du systéme 2D définit une struc-
ture de Dirac Dy qui approzime la structure de Stokes Dirac originale. Le
systeme discrétisé

{ fa = Jaeq + gauq (3.19)

Yd = g4 €d

ol Ug = eg et yq =: fg est alors un SHP.

Démonstration. On pose e}, = (Zé) € R¥mnt(man) —. g fl = (_f;a) €
R3mnE(ntn) — F et J' = () = =J'T tel que fy = J'eh D C F x €
est une structure de Dirac si et seulement si Dy = Dd avec Dd ={(f1, f2) €
F x E|{(f1,€1)|(f2,€2)) = 0 V(fa2,e2) € Dy}. Prenons deux couples (f!,el)
et (f},e}) quelconques dans Dy,

((farea)l(fo,€0)) = (eq, f5) + (b, fa)
= <e:z7 Jl€;;> <eb7 J,€;>
= (eq, J'e) — (eq, J'ep)
=0« (fl,el)eDf ©DyCD,.

a’a

Prenons (f!,€!) € Di et (fi,e}) € Dy, quelconques. On a alors

((far el (for €6)) = 0= (eq, fo) + (€4, fa)
= (eq: J'e) + {ep, fa)
—(ep, J'eq) + (eb, fa)-
Comme cette égalité est vraie pour tout (f},e;) € Dy, on a alors f, = J'e],
et donc D;lr C Dg. Dy est donc bien une structure de Dirac et

_ 1.3 1.3 _ 1.3 1.3 1.3

fd = h1 11 R €1,2 - B fn By Em,1 By Em,2 Ry Em,
1.3 _ 1.3 1.3 _ 1.3 1.3 _ 1.3

h261,1 h2€17n h26271 h2€27n hze m,1 ho m )
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3.3. DISCRETISATION 2D

La variation d’énergie du systéme est alors donnée par

m
. 1
Ha(t) =(e)" fd = 32 5 (efoela = ehueln) +
(3.20)

qui tend vers ﬁlfLQH , proportionnel & la variation d’énergie H, quand h; et
ho tendent vers 0.

3.3.2/ MAILLAGE TRIANGULAIRE REGULIER

Un maillage triangulaire régulier permet d’obtenir un schéma compact
pour une meilleure approximation de la solution. La variable de flux f3 =
—0¢, 61 — Og,e2 est alors approximée a partir de six points adjacent au lieu
de quatre pour le cas rectilinéaire. L’utilisation de trois axes spatiaux pour
la caractérisation de la propagation d’une onde permet en outre un meilleur
respect de l'isotropie de la propagation. L’utilisation d’un maillage régulier,
qu’il soit rectilinéaire ou triangulaire, ne permet pas toujours de faire cor-
respondre les points du maillage a la géométrie de la frontiére du domaine
spatial. Dans notre cas, utiliser un maillage triangulaire régulier sur un do-
maine rectangulaire induit la définition de points du maillage de chaque coté
de la frontiere physique comme illustré Figure 3.6

FIGURE 3.6: Exemples de maillages (pointillés) de domaines physiques (traits
pleins) conduisant & une approximation en marches d’escaliers

Par soucis de simplicité, nous considérons ici I'approximation en marches
d’escalier (staircase approzimation), c’est a dire que le point du maillage le
plus proche correspond a la frontiere. Néanmoins, des travaux récents [34]
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contournent ce probléme en définissant des éléments non structurés basés
sur des volumes finis pour faire correspondre la frontiere du maillage a la
géométrie du systéme discrétisé tout en mettant en oeuvre une méthode de
différences finies dans le domaine. Dans la suite de cette section, on considere
un maillage composé de triangles équilatéraux, ce qui ne permet donc pas
de choisir un pas de discrétisation différent sur chaque axe.

Remarque 7 : Un maillage triangulaire régulier sera généralement mieux
adapté a des géométries présentant des frontiéres courbes car il correspondra
mieux & la courbure de la frontiére qu’un maillage rectilinéaire.

Pour préserver la structure hamiltonienne & ports du systeme régi par ’équa-
tion d’onde 2D, il est nécessaire d’approximer les opérateurs différentiels du
premier ordre gradient et divergence. Trois axes, «, (3, 7, sont utilisés pour
définir un maillage tel que montré sur la Figure On note 70“ 75, 77
les vecteurs unitaires de ces trois axes. Le pas de discrétisation h est dé-
fini Figure [3.7] comme étant égal a la longueur d’une aréte des triangles
constituant le maillage.

Il en résulte la définition d’un nouveau vecteur de variables d’état du sys-
teme de dimension infinie, (zo 3 xg)T, ol les x4 g~ sont liés a I'état
(1 x2 xg)T par projection sur le repere cartésien, tels que

1 \/3 1 V3
To 1= X1, Tpi= =5 + ——x2, T = 5T T 5 T2 et e. ;= x3.

Les variables d’effort (eq eg e, €)' sont également définies en fonction de
(e1 62) par la méme projection. Sur la Figure u les points sont numérotés
a partir d’'un point central arbitrairement numéroté par trois indices m,n
et 0 € N qui correspondent respectivement aux trois axes «, [ et 7. Les
approximations discretes de x(, g 4} s'écrivent respectivement z7,, zl et x).
Ces indices sont incrémentés de 1 lorsqu’on numérote les points suivants
des axes sur lesquels ils sont définis. L’approximation discrete de z. s’écrit
Ty .o LoOrsquon considere le point suivant d’un des trois axe ou z. est
discrétisé, I'indice correspondant (m,n ou o) est incrémenté de 1. L’énergie
totale du systeme est alors donnée par

L1 L2 1
H(Ta, 8, Ty, ) = / / L’)Mo z? +a:ﬁ +z ) + 5—::: } dé1dés
(3.21)

ou le premier terme dans l'intégrale correspond a la densité d’énergie ci-
nétique F. et le second terme & la densité d’énergie potentielle. En effet,
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3.3. DISCRETISATION 2D

m-1,n,0

FIGURE 3.7: Maillage triangulaire en quinconce pour z®¢

d’apres 'expression de ’énergie dans les coordonnées d’origines il vient

1
E.= - 2 2
c 2M0(331+952>
11 1 V3 3 1 V3 3
= 5% (a:%+4a:%— 2x1x2+4x%+4x%+2x1x2+4x%>
2 2
1, 1 1 V3 L 1 V3
—'mm$1+3u0(‘2x1+ 2‘”> *:;<—2$1— g "2

1 2 2 2

=—\zatrst+2x ) .
3:“0 ( o B v

Dans [41] et [33], une approximation de l'opérateur laplacien pour 1’équa-

tion d’onde s’appuie sur la symétrie du maillage triangulaire régulier. De ce

schéma, symétrique pour chaque axe, découle naturellement le respect de

l'isotropie de la propagation liée & 'opérateur Laplacien [33]

92 92 2(62 02 a?)

3 002 "o T o2

A=oetag s

(3.22)
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

Dans le méme esprit, nous proposons une approximation des opérateurs dif-
férentiels d’ordre 1 de la représentation hamiltonienne a ports de ’onde.
Définissons un point de coordonnées cartésiennes (&, &;) et de coordonnées
(@, i, Vo) dans notre nouveau systéme de coordonnées. Considérons 1'opé-
rateur gradient

0x3(&k +0.5h,&)  Oxc(am + 0,5h, Bn, 7o)
Oa a Oa

X

€ — €
m+1,n,0 m,n,o

h

~
~

d3(Ex — 02506 + YO 01 (s B+ 0,50, 70)

op op

T

(3.23)

€ — €
m,n+1,0 m,n,o

h

~
~

Ors(€x + 0250, & + Y)Y (s Busvo + 0, 5h)
oy B o

€ €
X X
o myn,o+1 m,n,0

- h

L’approximation de I'opérateur divergent est quand & elle donnée par

Ta(m, Brs Vo) 92 5
div | xg(m, BnyYo) | = %(fv%_ﬂ — Ty + Ty — zf + x) o —xg). (3.24)
x’y(@mv 671770)

On peut alors vérifier que la combinaison de ces opérateurs discrétisés
conduit a une approximation du laplacien équivalente a . La grille de
la Figure [3.7] peut étre décrite comme 'interconnexion de SHP élémentaires
définis grace a des hamiltoniens quadratiques représentant la contribution
énergétique de chaque sous-systeme le long des différents axes

1 2 1 2
Ha —— a\2 HBZ* /8 2
. . 2
Yo = m%:03huox%+u?ﬂ’ g = x5203hu0x§+u2’
2 2
a _ a B _— B
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3.3. DISCRETISATION

2D

1 2
HY = = 7)2
X, = j:Z:03hM0x;’+u;’, Ye=
2
Y — 5
o Shyue

11
HE — 7€ 2
m,no 9 th( m,n,o)
1
- € _ € €
m,mn,0 Oh m,n,o + um,n,o
s
€ _ €
ym,n,o -

L’interconnexion conservative de puissance de ces sous-systemes décrite par

Uy, —1 Ym

ug _ 033 —1 g n

ug -1 Yo
ugn,n,o 1 1 1o yfn,n,o

1

h>1<S

h)l(s

€
xm—l,n,o
€
m,n—1,0
€
m,n,0—1

fixs ¥

2 o B Y
" 3hpo (xm—i-l + wn—i—l + xo—l—l)

qui sur I'’exemple de la grille de la Figure mene au systeme discrétisé

suivant

Is,6
01,6

)

= (16,6 06,1 )

‘/Eo—i-l

-1
06,6 1
-1
1
1-1 1-1 0
1 ..
hxsxm—l,n,o
_ 1 e
hxsmerl,n,o
1 e

hxs xm,n—l,o

1 €
T hyxs xm,n-{—l,o

hXS xm’n>071

1 e
hXs $m,n,o+1

2
Shug Igs O

(5" )

hxs

(3.25)

Considérons maintenant la discrétisation de 'approximation 2D du systeme
acoustique telle que considérée dans la section précédente, avec les mémes
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

conditions (page imposées a la frontiere. Ces conditions reviennent dans
le cas triangulaire a imposer e,, eg ou e a la frontiere. Le choix du pas
de discrétisation h peut induire plusieurs configurations du maillage trian-
gulaire et conduire & un nombre de triangles au long de l'axe & qui peut
alors étre pair ou impair. Un exemple de maillage triangulaire régulier pour
ce systéme est illustré Figure pour un nombre pair de triangles par co-
lonne. Le développement qui suit est toutefois valable quel que soit h, et
donc pour un nombre de triangles par colonne pair ou impair.

[T Ae
Y élzf ocP
Aellx] el
*ef/xf

i frontieres
physiques

FiGURE 3.8: Exemple de maillages triangulaires réguliers en quinconce

Notons ny le nombre de triangles de méme orientation par ligne et ny. le
nombre total de triangles par colonne. Comme la numérotation 7, ,, , em-
ployée précédemment se base sur un systeme de trois coordonnées dans un es-
pace 2D, un méme point peut étre écrit selon plusieurs indices. Par exemple,
Trnn—1,0 = Tt1not1- Cette redondance rend impossible d’exprimer I'inter-
connexion du schéma telle que définie sur la Figure pour aboutir a une
discrétisation de la grille complete. Il est donc nécessaire de définir une nou-
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3.3. DISCRETISATION 2D

velle numérotation des points discrets. La maniére la plus simple consiste
a considérer une numérotation "pseudo cartésienne" telle que décrite sur la
Figure 3.9

efB
e
A é L _ 8 B B B B B
M
E A( L 8 B B B B _B]
a
&r,
o .
630( 5x2n+3
A E L _ 8 B B B B B

F1GURE 3.9: Maillage triangulaire régulier en quinconce numéroté pour la
discrétisation des variables d’état/effort

Dans ce nouveau systeme de numérotation, pour chaque variable 'indice
est incrémenté de 1 lorsqu’on se déplace de gauche a droite. On incrémente
également l'indice de 1 entre le point le plus & droite d’une ligne et le point
a lextréme gauche de la ligne suivante. Les points a la frontiére du domaine
sont numérotés selon le méme procédé. On définit en fonction de ny et ng.
les nombres nq, ng, n, et ne, qui sont les nombres de points ou x4, g, T
et x. sont approximés,

N = Ny (e + 1)

(ng + 0,5)n4. si ng pair
s = {0, 5((ng + 1) (nge + 1) + (ny(nge — 1)) si nge impair
| (na + 0, 5)nyc st nge pair
" {0, 5(nut(nee + 1) + ((ng + 1) (n4e — 1)) si nye impair
ne = (nyg + 1) (nee + 1)
ng ‘= Zn{ame}.
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On exprime alors le vecteur d’état discrétisé

ra= (@7 @7 @7 @)7) e o

2§ = (@F . 2%)T
l‘g = (¥ ... xﬁﬂ)T
z) = (z] ... x%W)T
a§ = (25 .. 25) "

De méme, on définit en fonction de ny, ny. les nombres n?ane} de points a

la frontiére ot les efforts e?1*€} sont imposés

nd = 2(ng. + 1)
N¢ce SI Nye pair

”222(nt1+1)+{ ‘ ‘ L
N¢e — 1 80 Ny impair

N¢e S1 Nye paIr 3.26
n zz(ntl+1)+{ te S Thte DA (3:26)
N¢e + 1 8i nye pair

"Ny RQ

ne =0

ng t= Zn?aue}.

On exprime alors les variables d’efforts discretisées a la frontiere 621 =
6 ~
((e59)T ()T (€l)T (eg) )T € R o

€do

a __ ( O« Oa\T

€do — (61 eng)

B _ (08 OB\T

e = (e] ... eng)

Yo (.07 O\ T

e = (€1 ... eng)
T

€5y = (e° .. ezgg) .

On définit un hamiltonien discret
1 +
H; = 5%d Lazq (3.27)

ol L4 € R"*™d est une matrice diagonale qui correspond a I’évaluation sur
2

les points du maillage de (3 0) L. Notons que

0 1
Na ng 5 Ny Ne
Hy =73 5o (@)’ + D gt (@))® + 3 gho(@)* + ) oah)’
=1 7j=1 k=1 =1
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3.3. DISCRETISATION 2D

implique que h?H, tend vers H quand ng tend vers I'infini.

On définit le vecteur d’effort discret

€ ' = — = Edmd (3.28)

.
avec eg =: ((eg)T (eg)T (e’ (e§)T> , ol e({ia”e} sont des vecteurs res-

. N . . 2’ ..€
pectivement de mémes dimensions que les vecteurs d’état 75;{1 Y. Afin d’ob-
tenir I'expression de 'approximation des variables de flux, il est nécessaire
d’introduire les notations suivantes :

-1 1
K, = : € R Xin+1
-1 1
0 0
Ky = nyg+1s K3 = [ntl , Ky = Intl
0 0

L’opxérateur différentiel 8% est approximé par l'opérateur matriciel Dy €
R X1

L[
Dl:ﬁ ,
K,

I’opérateur % par la matrice Dy = DQL — D5 € R"%" ou

K,
1 K3
D; = h Ky Onymy+1
Ko
1 K,
Dy =+ | Onpma+1 Ko
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et 'opérateur % par la matrice D3 = D; — D3 € R™*" ou

K3
1 Ky
D;?f = E Onczntl+1 K
3.29
. (3.29)
_ 1 Ky
Dy =+ K, Oneng+1
De plus, définissons les matricesﬂ
1 0 Ov(w)mi ~10
K?: O(TLtl—l),2 >K28: 10 vK??: 02"1&172
0 —1 0 1
Ontl72
K3
K9 = " e R2(ut1)ing (nic/2)x2inf(nic/2) (3.30)
K3
K
KEC? = ", c RQ(ntl'i‘l)Sup(ntc/?)><28up(ntc/2)
K

et la matrice g4 € R™*"7 d’entrée de l'effort frontiere

9gd 21 <O”a+nﬁ+nmn§>

C3h\ ga 98 9
K
ol gy = € R"E’”g,
K,
Ontl+1 _I’I’Ltl-i-l 5
g5 - K|+ 0 —
0 I, 41

2. inf(x) est arrondi a 'entier inférieur de x et sup(z) est Parrondi & I'entier supérieur
de x
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3.3. DISCRETISATION 2D

Ontl+1 _Intz+1 5
gy = K? + 0 € R
0 Intl+1

Une approximation des variables de flux discrétisées f; est alors donnée par

fa = Jaea + gaed,

-D,

0 —D,

—Dj

p] D] DI o0

ou Jy =

Proposition 8 : La discrétisation spatiale du systéme 2D par [utilisation
des différences finies sur grilles en quinconce pour un maillage triangulaire
régulier définit une structure de Dirac Dy qui approxime la structure de
Stokes Dirac originale. Le systeme discrétisé

fa = Jaed + gaud
{ — (3.31)
Yd = 9q €d
oU Ug = eg et yq =: f:? est alors un SHP.
Démonstration. On pose e, = (63) € RMatng —. &, fé = (_f}ia) €
RPa+] — F et J = (;;dggg) = —JT tel que f), = J'¢,. D C Fx€&

est une structure de Dirac si et seulement si D = Dt avec DL ={(f1, f2) €
F x E|{((f1,e1)|(f2,e2)) = 0 ¥(fa,e2) € D}. Prenons deux couples (f,,el,) et
(f7,€},) quelconques dans D,

<(f(/17 e;)|(fé7 62)> = <62L7 fé> + <eb7 fa)
- <e:17 J/€§)> <€b7 Jldl)
= (eq: J'ep) — (eq, J'ep)

=0s(fle)eDt<DcD".
Prenons (f.,¢!) € D+ et (f{,e;) € D, quelconques. On a alors

((farea)l(fy:€b)) =0
= (e
<

> <eb7fa>
> <€b7 f(/1>
<€ba J'eq) + (ep: fa)-

/
CL
/
CL
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

Comme cette égalité est vraie pour tout (f],e;) € D, on a alors f; = J'e,
et donc D' C D. D est donc bien une structure de Dirac pour

1= el = 3 ()T )T )" (i) )T
ou

T _“Zr€e € € _ € €
fape = 3(61 Cny+1 Clng+1)+1 — €2(ny+1) €2(ny+1)+1
€ € T nd
Cnielnu+1)+1 ~ Clnsetng+1)) € R™
2
T € € € € €
faos = g( €1 - T Gyl T Cny+1)+1 ©2(ny+1) T Ca(ny+1)+1

€ € € T nf
Ca(ny+1) ** Clnee)(ny+1)+1 - e(ntc-i-l)(ntl—i-l)) eR”
2
T _ € € € _€ €
faor = 5(61 < Cny+1 T 61 Co(ny+1) T C2(ny+1)+1

— € —ef —ef
4(ny+1) (nte) (ny+1)+1 - (nte+1)(ng+1)

Fage = {}-

)T c Rng

O

Pour le schéma de discrétisation proposé, les conditions frontieres sont im-
posées par les variables d’effort a la frontiere 62. S’il est possible d’imposer
une condition sur e avec la méthode des différences finies traditionnelles,
ce n’est pas le cas pour une condition sur e®, e® ou 7. Notons qu’imposer
e®, €’ ou e sur la frontiére revient toujours & imposer la composante de
(¢} ) normale & la frontieére du domaine car ces variables d’effort a la frontiere
influent sur 'approximation de 'opérateur divergence. Par exemple, on peut
imposer une impédance normale Z au point M de la frontiére en haut de
la Figure [3.8telle que Ze?(M,t) = e3(M,t) en coordonnées cartésiennes en
B

= %Z “lef el = —%Z ~1ef ot 7 est I'index discret correspondant

imposant e; e

au point M.

3.4/ SIMULATIONS

Dans cette partie, les méthodes de discrétisation proposées sont implémen-
tées sur MATLAB®. Les avantages et limites des différents schémas numé-
riques sont étudiés. On considérera les valeurs suivantes - correspondant a
la propagation d’'un son dans 'air - pour les applications numériques :

1

— =0,8163 m3kg!
Ho

1

— =1,4161.10° Pa
Xs
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c=340 m.s~!.

3.4.1/ INTEGRATION TEMPORELLE

Nous choisissons d’employer la régle du point milieu implicite (implicit mid-
point method) pour sa simplicité et car elle est la seule méthode d’Euler
consistante a l'ordre 2 [32]. Dans les travaux de [25], il est également mon-
tré que cette méthode induit une trés faible erreur sur la représentation de
I’énergie et que dans le cas linéaire, correspondant & un hamiltonien quadra-
tique, elle coincide avec la méthode du gradient discret et est conservative
d’énergie. Pour une équation aux dérivées ordinaires définie par & = g(z) ou
x € R", la regle du point milieu pour un pas d’intégration temporel constant
T € RT tel que zg, ~ z(ki7) (kt € N) donne

Tg, + $kt+1>

LThy+1 = Thy + 79 ( 2

On considere un SHP en dimension finie de la forme

OH (z,t)
i(t) = (J — R)————~>
i) = (7= R) =+ gu
y=g &
Oz
ou H := %xTLx est un hamiltonien de forme quadratique avec L € R™*",
une matrice diagonale par blocs définie positive. J = —J ' et R > 0 appar-

tiennent a R"*",

L’application de la régle du point milieu implicite & ce SHP donne

T, + Uk, + U
Thyy1 = Thy + 7 ((J — R LR T kt“rl)

2 2

T -1 T
snn = (I = 50 = BIL) - x (s, + 30 = R) Lo, + gl + ui11))).

Ce schéma peut étre employé pour tout systeme avec I, — 5 (J — R)L inver-
sible, le choix du pas d’intégration 7 influant sur cette inversibilité.

3.4.2/ Cas 1D - SYSTEME EN BOUCLE OUVERTE

La propagation d’une condition initiale gaussienne au centre du domaine
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spatial 1D est présentée sur la Figure [3.10] pour des conditions frontiéres
parfaitement réfléchissantes (61118 = 0). On consideére sur cette figure un pas
spatial h = 2 cm et un domaine de longueur L = 1 m. On simule le com-
portement du systéme sur un temps de 7' = 20 ms avec un pas de temps

= 44.4 us. Le pas spatial est choisi de sorte qu’on puisse observer des
différences significatives entres les différentes méthodes. Les deux premiéres
sous-figures représentent les variables d’état discrétisées par la méthode des
différences finies a grilles en quinconce proposée dans ce chapitre, pour une
intégration temporelle selon la regle du point milieu implicite. Dans la se-
conde ligne de sous-figures I'intégration temporelle de Stérmer Verlet, qui
est une méthode symplectique a deux étapes pour systemes a hamiltoniens
séparables [32], est employée sur le méme systéme discrétisé. Sur la figure
en bas a gauche, une discrétisation spatiale et temporelle selon la méthode
des différences finies traditionnelle est réalisée a partir de la représentation
classique de I’équation d’onde. La sous-figure en bas a droite montre 1’éner-
gie totale au cours du temps pour les intégrations temporelles de Stoérmer
Verlet et de la régle du point milieu.

INVIVAIAAAS!
i%ﬁ#&éiz\ﬁoﬁﬁﬁﬂ¢
AN /V\i’\wlmef;vv\
“"”‘QOiiWWWWJ

F1GURE 3.10: Propagation 1D d’une condition initiale gaussienne, compa-
raison avec la méthode des différences finies, pas d’intégration 7 ~ 44,4 us,
h~2,0cm

La Figure illustre des avantages de la méthode de discrétisation spatiale
par différences finies a grilles en quinconce sur les différences finies tradition-
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nelles. On y voit que ’état complet du systéme est rendu explicite et que
I’énergie totale peut donc étre directement calculée a partir des variables
d’état.

De la dispersion numérique peut étre observée, particulierement dans le cas
de la méthode du point milieu lorsqu’elle est utilisée avec un pas d’inté-
gration temporelle trop grand. Ces résultats suggerent que si la dispersion
numérique ne peut pas étre limitée par le choix d’un pas temporel suffisam-
ment petit, par exemple pour des raisons de puissance de calcul limitée, on
peut choisir d’utiliser I'intégration de Stormer Verlet au lieu de la regle du
point milieu. Cependant, comme on peut le voir sur la derniére sous-figure,
ce choix se fait au prix d’une représentation moins réaliste de 1’énergie to-
tale du systéme. L’énergie totale du systéme doit en effet rester constante
comme on considére un systeme conservatif. La méthode de Stérmer Verlet
est par conséquent moins adaptée pour 1’élaboration de lois de commande
basées sur ’énergie.

Dans la sous-section suivante, la méthode de discrétisation utilisant une
intégration par la méthode du point milieu implicite est appliqué au systeme
commandé a la frontiére.

3.4.3/ Cas 1D - CONTROLE FRONTIERE

La propagation de la méme condition initiale gaussienne est a présent
considérée en boucle fermée, avec un controleur en place a la frontiere
& = L =1 m. La simulation est réalisée pour un temps 7" = 10 ms et un pas
temporel 7 = 5 us pour un pas spatial h = 2 cm. Un controle d’adaptation
d’impédance correspondant & une condition parfaitement absorbante [47] est
considéré. Cette loi est implémentée en imposant la condition frontiere

h
€q(2) = ‘%ﬂ?@)

ot €9(2) et f9(2) représentent respectivement la deuxiéme composante des
vecteurs eg et fg . Cette condition peut également étre interprétée comme
étant l'interconnexion de 1’équation d’onde discrétisée avec le controleur

frontiére

1
Yye =— hue, (3.32)
Clo
de telle sorte que
ed(1) 00 0Y) [0
ed2)| =0 0 -1 22) | . (3.33)
Ue 01 O Ye
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La Figure illustre le comportement en boucle fermée du systéme et
montre I’évolution de I'approximation de I’énergie totale.

Propagation de x,avec commande frontiére

7000

6000

5000

4000
e
T
3000

0 0.005 0.01
Propagation de X,avec commande frontiere

2000

1000

0 0.005 0.01
t(s) t(s)

Ficure 3.11: Propagation 1D d’une condition initiale gaussienne dans le
cas d'un controle frontiere , 7 =5 ps, h =2 cm

On observe une dissipation valant approximativement la moitié de I’énergie
totale initiale chaque fois que 'onde atteint la frontiere en £ = 1, ce qui cor-
respond au comportement d’une frontiere parfaitement absorbante. Comme
les méthodes de discrétisation les plus utilisées telles que la méthode des dif-
férences finies ne permettent pas d’imposer directement les variables d’effort
a la frontiere, elles ne peuvent pas étre directement utilisées afin d’étudier
les performances de ce type de controle.

3.4.4/ Cas 2D

Cette sous-section présente des résultats numériques pour le systéme 2D issu
des discrétisations rectilinéaire et triangulaire proposées dans ce chapitre.
Des simulations en boucle ouverte et fermée sont présentées. On rappelle
que dans un contexte acoustique, les variables d’effort e? et ef représentent
la pression acoustique p. La simulation est réalisée pour un temps T'= 0.2 s
pour un pas temporel de 7 = 0.6 ms. Le méme nombre de points discréti-
sés est utilisé pour les cas rectilinéaires et triangulaire ny + 1 = m = 50,
Nger1 = N = b avec un pas spatial unitaire h = h; = hg = 1 m. Des condi-
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tions de parois parfaitement réfléchissantes es = 0 sont imposées sur les
frontieres &9 = 0 et & = Lo. Pour une meilleure illustration des résultats,
la sortie anéchoique en & = L sur le systeme physique est remplacée par
une condition parfaitement réfléchissante. L’entrée considérée est une onde
plane sinusoidale injectée dans par la frontiére en £; = 0. La longueur d’onde
de cette entrée est choisie telle que A = %, ce qui implique que la longueur
du domaine spatial est un multiple de A. Ce choix, combiné au choix d’une
condition parfaitement réfléchissante en £ = L1, correspond au pire scéna-
rio possible pour le cas triangulaire. En effet, la réflexion de I'onde sur la
frontiere &, = L1 induit une interférence parfaitement constructive qui ne
peut pas étre simulée en utilisant le maillage triangulaire régulier a cause de
I’approximation en marches d’escalier a la frontiere.

250

— grilles triangulaires

1000

500

01 02

t(s)

FIGURE 3.12: Propagation d’une onde plane en boucle ouverte

Les Figures [3.12] et [3.13] présentent respectivement les simulations en boucle
ouverte et fermée. Sur ces figures, les images 3D montrent des profils de
pression a t = 0,2 s. Les courbes représentant 1’évolution de ’hamiltonien
Figure[3.12|montrent une évolution similaire de ’énergie totale pour les deux
schémas de discrétisation. La différence entre les deux images 3D Figure[3.12]
est due a l'approximation en marche d’escalier a la frontiere £&; = L dans
le cas du maillage triangulaire régulier. En effet, cette approximation ne
permet pas la préservation de la forme de ’onde réfléchie dans ce scénario
du pire. Ce résultat était attendu puisque le maillage triangulaire régulier
est mieux adapté a des géométries plus complexes.
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70

60

— grilles triangulaires
— grilles irectilinéaires
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t(s)

FI1GURE 3.13: Propagation d’une onde plane en boucle fermée

Concernant le cas en boucle fermée illustré Figure [3.13] une loi de com-
mande est mise en place sur une portion de la frontiere &5 = 0 telle que
& € [%, 2—51} qui correspond a la surface active du systéme physique. La
loi de commande correspond & une condition frontiere absorbante telle que
ﬁez(&, 0,t) = €3(&1,0,t). Les courbes représentant ’évolution de ’hamil-
tonien Figure [3.13] montre qu’en boucle fermée la simulation via maillage
triangulaire conduit & une meilleure dissipation de I’énergie du systéme.
Comme ce maillage permet une propagation numérique plus uniforme du
fait de sa compacité, il est alors cohérent d’obtenir une variation d’énergie
due a une condition absorbante le long de la frontiere £ = 0 plus précise
que dans le cas rectilinéaire. Ceci est particulierement intéressant lorsqu’est
considérée une méthode de commande basée sur la passivité comme IDA-

PBCE| [68] qui s’appuie sur la dissipation d’énergie.

Les diagrammes de Bode en gain pour le systéme en boucle ouverte dans
les cas de maillages rectilinéaire et triangulaire sont donnés respectivement
Figure et Figure Les entrées considérées sont I’approximation dis-
créte de el (0, %) dans le cas rectilinéaire, respectivement e®(0, %) dans le
cas triangulaire, et les sorties sont I’approximation discreéte de e3(Lq, %)
dans le cas rectilinéaire, respectivement e€(Lq, %) dans le cas triangulaire.
Ces choix correspondent aux centres des frontieres opposées. Les diagrammes
sont donnés pour différents nombres de points de discrétisation. La fréquence
de coupure augmente lorsque le nombre de points augmente. La pente d’at-
ténuation au-dela de la coupure augmente également avec le nombre de
points. La forme des courbes est similaire pour les cas rectilinéaire et trian-

3. Interconnexion and Damping Assignment - Passivity Based Control
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3.4. SIMULATIONS

gulaire, avec des anti-résonances au-dela de la fréquence de coupure dans le
cas triangulaire. Ces diagrammes permettent d’évaluer numériquement si le
nombre de points utilisés dans la discrétisation est suffisant pour étudier le
comportement du systeme jusqu’a une certaine fréquence.

400 T T T
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F1GuRrE 3.14: Diagramme de Bode en gain pour discrétisation rectilinéaire
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FI1GURE 3.15: Diagramme de Bode en gain pour discrétisation triangulaire
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

3.4.5/ ISOTROPIE DES SCHEMAS

Les Figures et montrent un tracé des lignes d’égales pressions (iso-
lines) de la propagation d’une condition initiale ponctuelle au centre d’un
domaine 2D ou Ly = Ls = 20 m. Ces figures montrent le profil de pression
- vue 3D et vue de dessus - a ¢ = 107 pour un pas temporel 7 = 1 ms.
Le pas spatial est choisi de telle sorte que les discrétisations conduisent a la
définition de matrices Jy de tailles presque égales pour les cas rectilinéaire et
triangulaire, ce qui permet de comparer les deux schémas pour un temps de
calcul équivalent. Un tel choix est possible en considérant hi = ho = 0.5 m
pour le cas rectilinéaire et h = 0.5 m pour le cas triangulaire, ce qui conduit
A Jy € RTA00XT00 ot j, e R7T3TIXTSTL regpectivement. Ces figures montrent
que le maillage triangulaire permet d’obtenir une meilleure représentation de
Iisotropie de la propagation de I'onde. Comme la condition initiale consi-
dérée est ponctuelle, les différences entre les images 3D des deux figures
s’expliquent par la mauvaise capacité des différences finies a considérer les
hautes fréquences. Ceci illustre et justifie 'emploi du maillage triangulaire
régulier lorsqu’il s’agit d’étudier la propagation d’une condition initiale sans
considération de la géométrie des systemes étudiés.

x 10

w 0l SN o
© W Q@&
; 10 @c@ =
- Q&@
11
12

FIGURE 3.16: Isolines (lignes continues) de la propagation d’une condition
initiale par maillage rectilinéaire, 7 =1 ms, t = 107, hy = ho = 0,4 m
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FIGURE 3.17: Isolines (lignes continues) de la propagation d’une condition
initiale par maillage triangulaire, 7 =1 ms, t = 107, h =0,5 m

3.5/ EXTENSION EN COORDONNEES POLAIRES

Dans cette section nous nous éloignons de notre cas d’étude vibro-acoustique
pour étendre notre méthode de discrétisation a une I’équation d’onde for-
mulée en coordonnée polaire dans la Section m (page . Les résul-
tats présentés dans cette partie ont été inclus dans une soumission [86].
Rappelons tout d’abord 1’équation d’onde en coordonnées polaires
sur un domaine spatial 0 de coordonnées spatiales r € [rq, 75| et
Y € [ta, ¥p]. Rappelons que les variables d’énergie sont contenues dans un
vecteur x = (%) € L*(Q,R3) et que I'énergie totale de ce systéme est

exprimée par

P, T
H = L b/ ' (xTE:c> rdrdiy (3.34)
2 Ya Ta
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

L’équation d’onde s’écrit alors

fl 0 0 —BT €1
fol = 0 0 =104 e (3.35)
f3 _%87“(7“') —%6#} 0 €3
N—— N——
f J e
ouf=1tete= 57;9@ = Lz. Un ensemble de variables a la frontiere assurant

que le systéme décrit par (2.29) est un SHP est donné par

VToe1(rp, 1)
\/Eel ("’a,w)
eQ(Ta ¢b)

fo U 62(7“, %)
—/rpe3(ry, V)
VTaes(ra, V)

*63(73 ¢b)

63(7’, %)

Afin de proposer un schéma de discrétisation préservant la structure hamil-
tonienne a ports de ce systeme, considérons tout d’abord ce changement de

variables , . )
f1:=h, e] :=re1, x7 =21,
fz/ = Tfi? 6; =€, .73/2 =T, (&S {273})

j = Je devient alors f' = J'¢’ ou f' = (fi f5 fO)7, € = (e} ¢ e4) T

(3.36)

0 0 -8
et J' = < (()9 (()9 —%). On retrouve alors l'opérateur correspondant au
—Or =0y 0
cas en coordonnées cartésiennes. La relation entre 1’état et l’egfort de ce
T
nouveau systéme est alors définie par une matrice £' = ( 01 0, L telle
0 0 r—
que €' = L'x’ qui vérifie % = L'¢. En effet,
1 ¥ [mo 1 ¥ [mo
H=— / (J:TE:U) rdrdy = f/ / ra! Ladrdiy
2 Ya Ta 2 a Ta
1 0 0
1 (¥ [ 1 (% [T
= / / ' |0 2 0| Lzdrdy == / / T L drdy
2 a Ta 0 0 ,,,.2 2 a Ta
oH /o
= — =/L'¢.
ox!

On définit h et 0, les pas de discrétisation spatiale respectivement définis
selon I'axe radial et 'axe tangentiel. Comme précédemment, ’approxima-
tion des opérateurs différentiels —0, et —0, nécessite 'introduction de trois
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grilles distinctes sur lesquelles sont discrétisées les trois variables d’état 2,
xh et z5. Concernant le choix des conditions frontiéres, nous choisissons
pour cet exemple d’imposer €] a la frontiére r = r,, €5 pour r = 1}, et ef
aux frontieres ¥ = 1, et Y = 1. Dans le contexte discret, ceci revient a im-
poser Deffort a la frontiere sur les points que nous choisissons de numéroter
(0,k1 € {1.n}), (m+1,ky € {1.n}) et (ko € {1..m}, k3 € {0,n+1}) pour les
conditions sur ef, €] et eh, respectivement. Pour ce choix de conditions & la

frontiere, les relations entre m, n et les dimensions physiques sont h = -1
’ ) m+0.5

et 0y = w”;%. Ce choix conduit a la construction du maillage du domaine
décrit Figure [3.18]

ox'/€e
i’ i

x L/e
1) L)

> xled
(F

FIGURE 3.18: Maillage d’une portion d’anneau en coordonnées polaires

L’état continu 2’ est remplacé dans le domaine discret par le vecteur de

a
dimension finie x4 = ((xcll)—r (xZ)T (3;3)7) € R3mn—m oy

xé = (mil xiQ len)n)T c R™™

3= (2}, 23, . 2d,) eRMOD (3.37)
T

z3 = (:17?71 :L'iQ xf’n,n) c R™"

et les variables d’effort imposées a la frontiere sont notées eg =

.
((eiza)T (edo) " (eia)T) € R2m+m) oy

1 _ (1 1 1 T n

€qo = (em,—i-l,l €mt+1,2 - 6m+1,n) eER

2 (.2 2 2 2 2 \T 2m

cio= (i1 ela €31 €3y .. eny) ER (3.38)
3 (.3 3 3\ T n

€q9 = (60’1 €2 - eo,n) e R".
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION

On définit un hamiltonien discret
Hy(xg) := x;lrﬁdxd (3.39)

ot £y € RBmn=—m)x(Bmn—m) ot yne matrice diagonale par blocs composée
des éléments de £’ évalués aux points correspondant aux maillages. Notons
que comme pour le cas cartésien, hd,, ~ H dans le sens ol hdy, converge vers
‘H quand n tend vers 'infini. Définissons le vecteur d’effort discret

0Hy

€ \—m — — Edmd
8a:d

-
avec eg =: ((ecll)—r (e2)T (6§)T) , ol e({il“'s}sont des vecteurs respective-
(1.3}

ment de mémes dimensions que les vecteurs d’état

En prenant en compte le fait que

i zi((i — 0.5)h, (j — 0.5)dy)
3 4 (ih, (j — 0.5)0,)
e e} ((i — 0.5)h, (j — 0.5)dy)
ezz,j ~ 6,2(Zh7]5¢)
e es(ih, (j — 0.5)8y)
on applique un schéma de différences finies centré
des , .. .
o (i = 0.5)h, (7~ 0.5)d,)
_ € (ih, (j = 0.5)dy) — 3 ((i = 1)h, (j — 0.5)dy) _ €; — €l
~ h - h
des ., . e3((i — 0.5)h, (j + 0.5)8,) — e3((i — 0.5)h, ( — 0.5)dy)
——(th, joy) =
o Oy
~ el — €y
Oy
de , e (i +0.5)h, ( — 0.5)8,) — e*((i — 0.5)h, (j — 0.5)8
01 11, (5 05)5,) = ELEHOIU = 09) — €6 =050, =058
"
ezl+1,j €
h
2 . . _ 2 . . _
o 3y
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On exprime une approximation discréte du flux f/ = J'¢/, notée f,, telle

aue fa= (DT UHT D7) -

f(} = —Dref’l + ggega avec
0 0 I
1 _ _1(n
Dy =5 <Imn (Im(n—l) O)) et 93 =3 (O)
ot D, € RMXMn gt g3 € RMX1 2 = D3 avec
Ky -1 1
_ 1 . — .. .. n—1xn
K -1 1

ou Dy € RM(n—Lxmn o [, ¢ R1XN fg = ffl)’l + ng avec

1/ 0
=Dl ko =+ )
" \—in
0
3.40
3 T 2 1 L® (340
Ja2 = Dy + 92649, g2 := 5.
P
Ky
1 0
0 0
oll gy € RBmn—m)x2m o f¢p — | = | ¢ R"*2_ On a alors
0 —1
0 0 -D,
fa={1 0 0 —Dyles+ (91 92 g3> € (3.41)
D} D;/E 0
0 0 —D,
ou Jg:= [ 9 O —Du | est une matrice antisymétrique. On définit la ma-
DS Dj 0

trice d’entrée g4 := (91 g2 gg).

Proposition 9 : La discrétisation spatiale par lutilisation des différences fi-
nies sur le maillage 2D en coordonnées polaires définit une structure de
Dirac Dy qui approzime la structure de Stokes Dirac originale. Le systéme
discrétisé

{ fa = Jaeq + gauq (3.42)

Yd = g4 €d
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ol ug = eg et yq =: fc‘? est alors un SHP.

; : 1 (¢ 3mn—m+2(m+n) _. ’_ fa
Démonstration. On pose e); = (eg> eR =&, f;= (7f§>> €
Rmn-m2mtn) — oot g1 = (4 4) = =T tel que fj = J'el. Da C

F x & est une structure de Dirac si et seulement si Dy = Dj‘ avec Dj- =
{(f1, f2) € F x E[{(f1,e1)|(f2, €2)) = 0 V(f2, €2) € Da}.

Prenons deux couples (f7,e},) et (f],e}) quelconques dans Dy,

<( (lza a)|(fbveb)> <e 7fl§> + <€;27fclz>

Prenons (f.,€,) € Di et (f{,e}) € Da, quelconques. On a alors

((farea)l(fy:€b)) =0
= (e
<

ZL > <€b7 fa>

ZL > <€b7 fa)

—(ep, Jeq) + (ebs fa)-

Comme cette égalité est vraie pour tout (f},e;) € Dy, on a alors f, = J'e,
et donc D;lr C Dg. Dy est donc bien une structure de Dirac. m]

Remarque 8 : Si iy —1, = 0 (ou 27), le domaine spatial considéré a a forme
d’un anneau. La discrétisation proposée est alors modifiée comme suit :

-1 1

o 12 € R™ et Ky = I € R™" ;

o cip=1{} etgo={}.
Cette modification revient & connecter le modéle discret (3.42) d lui-méme
par sa variable frontiere efla.
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3.5.1/ CAS D’UN DISQUE COMPLET

Lorsqu’on considére un disque complet, le point central r = r, = 0 doit étre
considéré séparément en raison du terme % dans £’ [9]. Les approximations
des variables de flux et d’effort & ce point, respectivement 3 and f3, reposent

sur 'approximation de l'opérateur divergence — f3(0,0) = div <Z;§88§) Si
n est judicieusement choisi, il est possible d’approximer cette divergence
par la moyenne d’approximations utilisant des schémas rectilinéaires ou tri-
angulaires tels que présentés dans les Sections précédentes. Ceci conduit a
I’approximation

— £4(0,0) ~ %anzglel(ogh, i5,) (3.43)
ou a, = 1 for n = 4 d’apres et a, = 2/3 pour n = 6 d’apres
. Lorsque n = 4k or n = 6k, k € N, a,, est choisi tel que 'approxima-
tion de la divergence corresponde a la moyenne de k grilles rectilinéaires ou
triangulaires évaluées séparément, ce qui plus généralement donne a,, = %,
ce qui correspond au résultat donné dans [24], 9] dans le cadre d’un maillage
sur une seule grille. Pour considérer le point central dans le modele discret
qui approxime (€', '), on consideére le changement de variable suivant
définien r =0 :

2
5 = £3(0,0), e = ™-e3(0,0), 2§ = 25(0,0).
L’approximation de la divergence ({3.43]) conduit &

o~ — 1A L€l (0.5h,idy). (3.44)

1=

On interconnecte alors le systeme discrétisé (3.42)) avec le SHP suivant

V=S (-1 D)y = (-1 . 1) e (3.45)

-
de telle sorte que u” = (eil ein) C f? et 3, = —y". Cette intercon-
nexion revient a faire les changements suivant au modele discrétisé ((3.42]) :

.
o zq=((eh)T ()T (DT ) eRrImmomel
0 T
— . — _ 8 8 .
oD¢_<D¢6>,DT_(DT J)aveey= (2. ) €R®;

o ejp=1{}and g5 = {}.
Ceci permet de considérer le point central ou (3.42) n’est pas défini en

connectant le modele discret précédemment établie a un schéma dans un
autre systéme de coordonnées.
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3.5.2/ RESULTATS NUMERIQUES

Le systéeme discretisé est simulé en employé la regle du point milieu
pour l'intégration temporelle. Les figures et montrent des profils
de x3(r, 1), correspondant a I'(r, 1) dans le cadre acoustique au début, au
milieu et a la fin du temps de simulation. Chaque instant "photographié"
correspond & un nombre N; (indiqué sur les courbes) de pas temporels 7.

1 04
02
o
T =
" n 0
z z
= =02
0.4
1
1 1 1
0 0
0 0
52 1 1 {1 52 1 1 51

FI1GURE 3.19: Propagation d’une condition initiale gaussienne

La Figure [3.19] illustre la réponse du systéme & une condition initiale gaus-
sienne dans le cas d’un cercle complet et la Figure illustre la réponse
du systéme a une entrée frontiere sinusoidale dans le cas d’une portion d’an-
neau.

0.04

I',N, =10

FI1GURE 3.20: Propagation d’une condition frontiére sinusoidale
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Les simulations sont réalisées pour ¢ € [0,7] en considérant les valeurs nu-
mériques récapitulées dans le Tableau ot G(0.2,0) est une Gaussienne
2D centrée en r = 0 d’écart-type 0.2 m. On voit sur ces figures que 'onde
se propage depuis r = 1, et se réfléchit sur la frontiére r = r, du domaine
physique.

Par. Values Par. Values
27 Fig. [3.19 0 Fig.|3.19
Vb {0, 57 Figh20 | '® {0, 4 FigBa0
Pa Om T 1m
T 1s Ot 5 ms
h 5,13 cm 8y 3,14.1071
e3o(t) sin(2mt) Ii—o G(0.2,0)

TABLEAU 3.1: Valeurs numériques pour la simulation sur un domaine circu-
laire

3.6/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de discrétisation pour
les systemes ouverts régis par une équation d’onde dans les cas 1D et 2D.
Cette méthode repose sur l'utilisation de différences finies sur des grilles
en quinconce afin de préserver la structure hamiltonienne & ports du sys-
teme. Garantir que le systéeme discrétisé est un SHP permet d’imposer les
variables d’effort a la frontiére du systéme discrétisé et de I'interconnecter
avec des sous-systeémes tels que des controleurs. Cette propriété d’intercon-
nexion permet également d’interconnecter le systeme discrétisé a un autre
afin de considérer la propagation d’une onde sur un domaine a la géométrie
complexe. Le principal intérét de la méthode proposée sur d’autre méthodes
conservant la structure, comme les éléments finis mixtes, est sa simplicité. En
2D, des maillages rectilinéaires et triangulaires ont été traités, ainsi qu'une
extension aux coordonnées polaires. Les résultats numériques présentés jus-
tifient 'utilisation des méthodes proposées pour les cas 1D et 2D en boucle
ouverte et fermée. Ils illustrent également les avantages d’un maillage tri-
angulaire régulier sur un maillage rectilinéaire concernant l’isotropie de la
propagation de 'onde. Enfin, la méthode proposée est étendue au cas d'un
systeme 2D défini en coordonnées polaires sur une portion d’anneau. Les cas
d’un anneau et d’un disque complets sont également traités. Le chapitre sui-
vant porte sur la commande par interconnexion du systéme vibro-acoustique
en dimension infinie.
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4

COMMANDE PAR
INTERCONNEXION

Ce dernier chapitre propose une méthode originale de synthése de
lois de commande basée sur les invariants structurauz et congue
pour le systéme vibro-acoustique. Cette méthode est de maniére
générale applicable pour la commande de systémes régis par deux
lois de conservations en dimension finie et en dimension infinie
dans le cadre d’une commande distribuée dans l’espace. La pre-
miere partie de ce chapitre est consacrée a la dimension finie.
On présente la notion d’invariant structurel sur l'exemple clas-
stque de commande par interconnexion dont le but est de modeler
la fonction d’énergie (energy shaping) du systéme en boucle fer-
mée. On propose ensuite une adaptation de cette méthode pour
les systemes de deux lois de conservations qui exploite les in-
variants structurauzr dans le but de modeler non pas l’énergie
mais la structure du systéeme en boucle fermée. Cette méthode
est appliquée a titre d’exemple au modéle (non linéaire) du pen-
dule simple. Dans la deuxiéme partie, nous étendons cette mé-
thode en dimension infinie aux systémes régis par deuz lois de
conservation dans le cadre d’une commande distribuée dans le
domaine. On montre que cette méthode permet de transformer
un systeme hyperbolique en un systéme régi par une équation de
propagation, d’absorption ou encore de diffusion, et la stabilité
du systéme en boucle fermée est étudiée. Cette méthode est appli-
quée a 'exemple du systéme vibro-acoustique et la robustesse du
systéme en boucle fermée est étudiée dans le cadre de cet exemple
d’application. Des résultats numériques sont fournis pour chaque
cas. Les lois de commandes issues de cette méthode pour le sys-
teme vibro-acoustique sont finalement adaptées pour le cas 2D
commandé a la frontiére.
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4.1. PREAMBULE

4.1/ PREAMBULE

La représentation hamiltonienne a ports est devenue au cours des dix der-
nieres années particulierement populaire dans le domaine de la théorie de
la commande. En effet, la coeur de cette représentation est la considéra-
tion de I’énergie, qui est une fonction candidate de Lyapunov naturelle pour
I'étude de la stabilité ou la synthese de loi de commande [42, [94]. Ces dix
dernieres années ont vu émerger de nombreuses méthodes de synthese de lois
de commande basées sur ce formalisme [93, [68]. Elles visent le plus souvent
a modifier le taux de dissipation, la forme de la fonction d’énergie ou encore
la structure du systeéme en boucle fermée pour ce qui est de la méthode IDA-
PBC (Interconnection and Damping Assignment PAssivity-Based Control)
[68, [74].

Parmi ces méthodes, une approche classique consiste a interconnecter le
systéme original a un correcteur dynamique et a déterminer les invariants
structuraux - définis plus loin - du systeme en boucle fermée afin de lier
I’état du correcteur a celui du systéme et de modeler la fonction d’énergie
en boucle fermée (energy shaping). La stabilité est alors assurée par injec-
tion de dissipation (damping injection). Cette approche est la synthese de
loi de commande par immersion/réduction [48], 56, 55]. La commande de
systémes hamiltoniens a ports en dimension infinie dans le cadre de la com-
mande frontiére a conduit a I’élaboration de synthéses de lois de commande
visant, comme en dimension finie, a augmenter la dissipation ou a modifier
la fonction d’énergie en boucle fermée [93] 94 [73]. Dans [48] [56], les auteurs
exploitent les invariants structuraux afin de mettre en place une commande
par immersion/réduction.

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de synthese de commande
basée sur les invariants structuraux. L’originalité de cette méthode [88] re-
pose sur le fait que les invariants structuraux sont exploités afin de modeler
la structure du systeme en boucle fermée et non pas afin de fixer la fonc-
tion d’énergie. L’interconnexion entre le systeme en boucle ouverte et le
correcteur repose dans cette méthode sur une structure de gyrateur, qui ne
préserve pas la structure hamiltonienne & ports en boucle fermée. Le cor-
recteur résultant de notre méthode de synthése peut conduire a une loi de
commande par retour d’état ou alors étre implémenté en utilisant unique-
ment des mesures et la commande, ce qui peut étre un avantage lors de
I'implémentation d’un contrdle en temps réel. Le principe général de la mé-
thode est d’exploiter les invariants structuraux du systéme en boucle fermée
afin de contrebalancer ’action d’une des lois de conservation qui régit le
systéeme. Dans un deuxieme temps, une seconde boucle de contrdle modele
la structure en imposant le comportement dynamique des variables dont la
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dynamique en boucle ouverte a été compensée. Le prix a payer pour l'utili-
sation de cette méthode est la perte de la structure hamiltonienne & ports et
de ses propriétés pour ’analyse globale de stabilité et de robustesse. Nous
proposons cette méthode de synthese de commande en dimension finie et
en dimension infinie pour des systémes régis par deux lois de conservation.
L’objectif de I’étude présentée en dimension finie, dont découlent des lois
de commande simples, est de montrer qu’il est possible de transformer la
structure du systéme en exploitant les invariants structuraux. En dimension
infinie, le cas d’'une commande distribuée dans un domaine 1D est consi-
déré. En particulier, nous montrons qu’'un systeme hyperbolique de deux
équations de conservation peut étre transformé en un systeme parabolique
ou encore en un systeme d’absorption ou d’advection. Cette méthode, congue
pour I'équation d’onde, et pouvant donc s’appliquer a ’approximation 1D
du systéme vibro-acoustique présenté Chapitre [T} peut étre généralisée pour
une large classe de systémes incluant les cordes vibrantes et les poutres. La
méthode proposée dans ce chapitre doit étre considérée comme un premier
pas vers la synthese de commandes plus robustes, reposant par exemple sur
I'utilisation d’observateurs en dimension infinie, et de commandes synthéti-
sées directement a partir de modeles 2D et 3D commandés a la frontiere.

4.2/ ENERGY SHAPING

Une approche classique de la synthése de loi de commande par immersion /-
réduction exploite les invariants structuraux appelés fonctions de Casimir -
définies ci-apres - afin de lier les variables d’état du systeme a celles d’un
correcteur et de modeler la fonction d’énergie en boucle fermée par un choix
judicieux de la fonction d’énergie du correcteur. Cette méthode est appelée
energy shaping. Dans cette sous-Section, nous développons cette méthode
sur I'exemple du haut-parleur commandé en courant présenté page Pour
cet exemple, on négligera ’action de la pression acoustique sur la membrane
par soucis de simplicité. Rappelons tout d’abord que le modele de ce systéme
s’écrit

inglt) = (7 — ) o)y
OHpy(zp, )hp (4.1
y(t) = gTaij

ol xp, = (§) est défini sur X = R? avec ¢ la position et p la quantité
de mouvement de la membrane. J = (% §), R = (§z°.), et g = (9).
Hpy, : X — R est 'énergie totale du systéme définie par

Hip(q,9) = 50—a(t)” + 55—»(1)°

92



4.2. ENERGY SHAPING

1
o'l . . ,
et %—I;(m’) = ( C’fs > . Cinsy, Mms et Ry, sont des parametres physiques réels

Mps®
positifs constants. u(t) représente le courant en entrée du systéme et y(t)

représente la tension aux bornes de la bobine du haut-parleur.

On cherche dans cet exemple a stabiliser la position de la membrane en
q = ¢*. Le modele (4.1)) est interconnecté avec un controleur de la forme

ielt) = (e — ) 2ol

OH.(x.)
0z,

+ Bouc(t)
(4.2)
yc(t) = B;r

ouzxz. € R*", neNet H.: R" — R, J. est une matrice antisymétrique et R
une matrice symétrique définie positive. L’interconnexion est réalisée selon
la structure d’interconnexion conservative de puissance :

uc(t) = y(t
{ o(8) = y(t) wy
u(t) = —ye(t).
Le systéme en boucle fermée est alors
. OH,(x
Ze(t) = (Je — Re)aegfee) (4.4)
ou He(z.) = H(z) + Hc(z.) est 'énergie du systéme en boucle fermée,

J —gB]
Je:(Bch ‘?];3) et Re:(}t?}gc).

Nous cherchons a établir un lien entre x et x. afin de modifier par un choix
approprié de H. la fonction H, telle qu’elle ait un minimum au point d’équi-
libre désiré. La relation entre x et x. doit donc rester constante le long des
trajectoires du systeme. Ceci nous conduit & introduire la notion de fonction
de Casimir définie comme suit.

Définition 7 : 20, (53] Une fonction C : X — R non nulle telle que C(x) = 0
le long des trajectoires du systéme est un invariant dynamique du systéme.
Les invariants dynamiques indépendants de [’hamiltonien du systéme sont
appelés fonctions de Casimir ou plus simplement Casimirs.

De cette définition découle

_0C0(xe) 0C (x.)

C(xe) = T Fe(t) = T (Je—Re)M

0xe

=0.
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Comme cette égalité est vraie quelque soit He(ze), elle est alors équivalente

N

a
oC (x.)
————=(Je — Re) = 0. 4.5
.- R (4.5)
Pour notre exemple de commande du systeéme (4.4)), on cherche des Casimirs

de la forme C' = ®(x) — z. avec ® : X — R. L’équation (4.5) devient alors

(5 49 @Zﬁ J:g—Bé) =0

(2 2 ) ((Olz%ms) (?)BI>:O

dq  Op B.(01) J.— R,

qui est équivalent au systéme d’équations

0P
“ap Y
0P 0P
—Rps— —B.=0 4.
34 o (4.6)
0® +
—(Je.—R.) — —B, =0.
(J. — R.) ap B 0

Les équations de (4.6) traduisent les conditions de compatibilité (matching
conditions) qui conditionnent 'existence de Casimirs de la forme recherchée.

Remarque 9 : La présence de dissipation peut empécher ’existence de fonc-
tion de Casimir lorsqu’on considére les équation de compatibilités. Cette
contrainte porte le nom de "dissipation obstacle" [20]. Dans le cadre de
l’energy shaping, cette contrainte se traduit par le fait qu’il ne doit pas y
avoir de dissipation dans la coordonnée dont on cherche a modeler le com-
portement [67]. Dans notre exemple, ot on cherche a changer le point d’équi-
libre de la variable q, ceci revient a dire que la premiére composante de la
matrice R dans doit étre nulle.

On choisit la forme du correcteur (4.2)) telle que J.— R. = 0 et B, = 1 ce qui
implique que z. € R. Les conditions de compatibilité (4.6) conduisent alors
a %—f =0et %—3 = 1. Ceci implique que ®(z) = ¢(t) — q(t = 0) et permet
alors de conclure que la fonction

C(x.) = a(t) — qt = 0) + wo(t) (4.7)

est un Casimir du systéme en boucle fermée (4.4). Comme C =0, Péqua-
tion implique que la différence entre q(t) et z.(t) est constante dans
le temps. Il est alors possible d’initialiser judicieusement le correcteur en
choisissant x.(0) = ¢(0) de telle sorte que z.(t) = ¢(t). L’hamiltonien en
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boucle fermée H.(q, p, x.) peut ainsi s’exprimer en termes de g et p c’est a
dire He(q,p) = H(q,p) + He(q, p)-

Maintenant que nous avons trouvé une relation entre 1’état du correcteur et
celui du systeme a commander, nous pouvons modifier le point d’équilibre
de ¢ en modelant la fonction d’énergie du systéme en boucle fermée. Pour
réaliser cet energy shaping, on choisit une énergie en boucle fermée désirée
Hi(q,p) qui admet un minimum pour ¢ = ¢* ou ¢* est le point d’équilibre
recherché pour ¢ qui peut étre interprété comme une consigne de position.
La fonction

Ha(g,9) = 5(c— + k)¢ — ¢ + 51— »°
convient. On choisit alors ’hamiltonien du correcteur H.(z.) = H.(q) tel

que I’hamiltonien du systéme en boucle fermée H.(q,p) = H(q,p) + Hc(q)
soit égal a Hy(q, p). On choisit donc

He(q) = 5(¢%) + 3 (&= + k)(—24q" + (¢)?) + &

ou k est une constante arbitrairement choisie pour garantir la positivité de
H,.. On en déduit I'expression du controleur

ou k est le parametre de contrble. Le systéeme en boucle fermée étant lui-
méme un SHP, il conserve les propriétés structurelles du systéme en boucle
ouverte et ses performances peuvent étre augmentées par simple retour né-
gatif sur p (damping injection).

4.3/ COMMANDE PAR INTERCONNEXION POUR MODE-
LER LA STRUCTURE

Nous avons présenté une méthode permettant de modeler I’énergie du sys-
teme en boucle fermée. Dans cette sous-Section, nous proposons une nouvelle
méthode de synthése de loi de commande par interconnexion visant & mo-
deler la structure méme du systéme. Nous proposons également une étude
de la stabilité de la loi synthétisée. Nous appliquons la méthode présentée
dans cette Section a I'exemple du pendule simple illustré par des résultats
de simulation.
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4.3.1/ SYSTEMES ET ARCHITECTURE DE COMMANDE

On considere une classe de SHP non linéaires régis par deux lois de conser-
vation en dimension finie d’énergie totale

H(z1,29) = 523 (t) Lowa(t) + ¢ (21) (4.9)

et définie telle que
@) _( 0 G %ﬁl) + 0 u(t)
.fg(t) —GT 0 LQCL‘Q(t) Ing,nz
0Y(21)
t)=(0 I, . Oz
y( ) ( na, 2) <L2(E21(t)>

ouxy € R™M o € R™ avec ny, ng € N, G € R"M*"2 [y € R™*™ gymétrique
définie positive et 1) : R"t — RT.

(4.10)

On interconnecte (4.10)) & un contrdleur hamiltonien & ports d’énergie totale
H.:R™ — R de la forme

dolt) = o.%(;“(”“"“) + Buug(t)
e (4.11)
T OH(z,)
Ye(t) = BZT%

ou z. € R™ et B, € R™M*"2,

L’interconnexion est réalisée comme illustré Figure selon le gyrateur

défini par
u(t) | _ 0 y - y(t)

Le systéme en boucle fermée issu de I'interconnexion de deux SHP via cette
structure n’est pas un SHP.

U Yy
e N
yc EC uC

FIGURE 4.1: Schéma de la structure d’interconnexion

Remarque 10 : Nous choisissons de restreindre note étude a des correcteurs
de la forme (4.11)). Notons toutefois qu’une plus large classe aurait pu étre
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considérée avec

. _ OH.(z.)
ze(t) = (Je Rc)iaxc + Beuc(t)
OH.(z.)
—_nT _
Ye(t) = B, oz, + (M — Pe)ue

ot J. et R, sont des matrices de R™*™ et M, et P. sont des matrices
de R™*"2 qyec J, et M, antisymétriques et R. et P. symétriques définies
positives.

L’interconnexion de (4.10) et de (4.11) via (4.12)) conduit au systéme en

boucle fermée :

i (1) 0 G o) [
o) | = -GT 0 BI|| Lt ]. (4.13)
do(t) 0 B. 0 )\

Bien que la structure d’interconnexion choisie "casse" la structure hamil-
tonienne a ports et implique que le systeme n’est pas un SHP, on
peut néanmoins rechercher des fonctions de Casimir afin de lier I’état du
controleur a celui du systéme en boucle ouverte et d’en dériver une loi de
commande. On s’intéressera aux invariants structuraux de la forme

C(:cl,xg,a;c) = @1(3:1) + (I)Q(xg) — Zc.
Appliquée a (4.13]), I’équation (4.5) devient

0 G 0
0P1(z1) OP1(x2) all T
c

Il en découle que (4.13) admet des fonctions de Casimir dans le cas ou les
conditions de compatibilité suivantes sont respectées :
8(132 (1‘2)

_— 7 T:
D2y G 0

9@ _p g (4.14)
ox1
8<I>2(x2)BT -0

81}2 ¢ '

4.3.2/ SYNTHESE DE LA COMMANDE

Le but de la commande est de contrebalancer le terme —GT%;;) dans la

deuxieme ligne de (4.13)). En d’autres termes, on cherche a annuler 'influence
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de z; sur la dynamique de x2. Dans un second temps, on assignera une
nouvelle dynamique a zo afin de dissiper 1’énergie du systeme.

On choisit alors la forme du correcteur telle que B, = G. Il en découle que

%(252) =0et MBT(TI) =1, d’ou ®(z1) = 21 —x1(0) et Pa(x2) =Ko kK €R

ne dépend pas de t. La fonction
C(z1,2.) = 21(t) — 21(0) — ze(t) + K (4.15)

est donc un Casimir du systeme en boucle fermée (4.13)). Comme dans la
sous-Section précédente, il est possible d’initialiser judicieusement le correc-
teur en choisissant x.(0) = x1(0). On choisit I'hamiltonien du correcteur
He(x.) = He(x1) = (1), (4.16)
ce qui implique alors que le correcteur contrebalance ’action de —GT%;;)
dans la deuxiéme ligne de (4.13)). Le systéme en boucle fermé peut alors étre

réécrit :
z1(t)y (0 G P(x1)
()= (6 6) () (a7

Afin d’imposer une nouvelle dynamique au systeme en boucle fermée, on
met en place un retour additionnel tel que

u(t) = ye(t) — Ky(t)

ou K € R™*"™2, Ce terme peut-étre interprété comme un terme de trans-
mission direct dans la structure du correcteur (4.11)) qui est alors

Fo(t) = 0.81,/;(‘”6) + Guelt)
e (4.18)
ye(t) = G 3‘22’20) ~ Ku(t).

On note que le controleur peut étre implémenté comme un retour d’état ou
en utilisant uniquement des mesures, ce qui peut étre un avantage lors de
I'implémentation d’un contréle en temps réel. Le systéme en boucle fermée

est alors
() _ (0 G Y(21)
(ii(t)) = (0 —K> (Lg:rgl(t)> : (4.19)

4.3.2.1/ STABILITE DU SYSTEME EN BOUCLE FERMEE

Dans cette sous-Section nous étudions la stabilité du systeme en boucle
fermée (4.19)). Introduisons tout d’abord la notion de stabilité exponentielle.
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Définition 8 : [[2] Le point d’équilibre x = xo € R™ d’un systéme régi par
léquation aux dérivées ordinaires © = f(x) est dit "exponentiellement stable”
si existent tg € RT, 0 € RT et k € R tels que

Yt > to, ||2(t) — Too|| < ke™o(t710))

ot || - || est une des normes équivalentes en dimension finie.

La deuxiéme ligne de (4.19)) a pour solution
zo(t) = e K2t 15(0) (4.20)

ce qui implique que z2(t) a un comportement purement dissipatif et est
exponentiellement stable. Comme 1 (t) = GLax2(t), #1(t) décroit exponen-
tiellement vers 0 et x; converge donc exponentiellement vers une constante.
Le systeme est donc exponentiellement stable lorsqu’on choisit la ma-
trice K du correcteur telle que K Lo est définie positive.

On peut par ailleurs déduire ’expression de x1 a partir de telle que
i1(t) = GLye KL2tg4(0)
z1(t) = /Ot GLoe K27 19 (0)dr
21(t) = — (K Ly) LG Ly (I — e K22t 25(0)

x1(t) tend alors vers une constante 5 = (K L2) ™G Lax2(0) qu'il est possible
de choisir en choisissant judicieusement K.

4.3.3/ EXEMPLE D’APPLICATION : LE PENDULE

Considérons a titre d’exemple I'application de notre méthode au pendule
simple présenté dans le formalisme hamiltonien & ports dans [90].

Ce systéme est représenté Figure 1.2

m € RT : masse

[ € R : longueur du fil

g € RT : accélération de la pesanteur
q € R : position angulaire

w € R : vitesse de rotation

Cest € R : couple extérieur

FIGURE 4.2: Pendule simple

Le fil du pendule est de longueur constante [ et est considéré inextensible et
la masse m est constante. La position du pendule 'angle ¢ qu’il décrit par
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rapport a la verticale. L’hamiltonien H : R? — RT de ce systéme correspond
a son énergie totale et est la somme de son énergie cinétique E. et de son
énergie potentielle E, :

H(q,p) = %mgl(l —cos(q)) + %p(t)2 (4.21)
ps \......E,C....../

ou p(t) := mw(t) est le moment de rotation. On définit x(t) := (ggg),

u(t) := Cept et y(t) := w(t) respectivement 1’état, ’entrée et la sortie du
. . 9H (z) mglsin(q(t)) .
systeme. En considérant que =5~ = L) , on donne la formulation

m

hamiltonienne a ports du probleme :

i(t) 0 1\ [mglsin(q(t)) 0
(0 - (o) (756) + () o
(1) = (0 1) (mgl sin(q(t)))

=p(t)

qui correspond & 1) pour G=1,n=1, Ly = % et ¥ (q) = mglsin(q(t)).
En appliquant la méthode proposée dans la sous-Section précédente, on dé-
finit le contréleur

(4.22)

Tp(t) =04 uc(t
(t) X0 o)
Ye(t) = mylsin(z.(t)) — Kuc(t)
qui permet de transformer le systeme d’origine (4.22)) en
q(t) 0 1 0 mgl sin(q(t))
pt)y | =[-1 —-K 1 L) (4.24)
zc(t) 0 1 0/ \mglsin(z.(t))

en utilisant le gyrateur u(t) = y.(t), u.(t) = y(t), et qui devient

qt)y _ (0 1 mglsin(q(t)) (4.25)
pt)) \0 K ()
lorsque le correcteur est judicieusement initialisé, c’est a dire x.(0) = z1(0).
Le choix de K > 0 implique la stabilité exponentielle du systéme, comme
nous I’avons montré dans la sous-Section précédente. p(t) converge alors vers
0 et g(t) converge vers une constante ¢* = L[?).
Remarque 11 : On woit que qu’il n’est pas possible de fixer da la fois la vi-

tesse de convergence et le point d’équilibre de q. Si on cherche a atteindre
une consigne q(t) = q*, il est possible de modifier la fonction d’énergie du
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correcteur de telle sorte que le systéeme en boucle fermée corresponde da un
systéeme masse-ressort (linéaire) de raideur k, amorti par la dissipation in-
duite par K. Ceci est possible en choisissant

H.(z.) = — cos(x.) — kwe(xe — 25) + Ko

ol Ko est une constante choisie de telle sorte que H.(x.) soit de signe
constant. H. est alors négatif et le systéme en boucle fermée

q(t) 0 1 0 mgl sin(q(t))
pit) | =1-1 -K 1 Ln(t) (4.26)
xc(t) 0 1 0/ \mglsin(z.(t)) + k(g™ (t) — xc(t))

peut se réécrire en terme d’une interconnexion conservative de puissance
entre deuxr SHP, tel que

q(t) 0 1 0 mgl sin(q(t))
pit) [=[-1 -K -1 ~p(t)
ze(t) 0 1 0 —(mglsin(z.(t)) + k(g*(t) — z(t)))

(4.27)

On retrouve alors le cas de l’energy shaping présenté Section[{.2 et le systéme
en boucle fermé se réduit a

Q) _ (0 1) () ~q)
(b(t)>_<—1 —K>< L) ) (4.28)

lorsque le correcteur est initialisé tel que z.(0) = x1(0).

4.3.3.1/ ROBUSTESSE

L’emploi d’un gyrateur pour contrebalancer une dynamique du systeme im-
plique sans surprise que notre méthode de commande est peu robuste aux
erreurs faites sur le correcteur. Néanmoins, on peut garantir la stabilité du
systeéme en boucle fermée dans le cas particulier ou une erreur est commise
sur les parametres m, g et [ dans le correcteur. Dans ce cas, g converge vers
une constante qui ne correspond plus au ¢* du cas sans erreur. Considé-
rons le systéme en boucle fermée dans le cas ou une telle erreur ¢ est
commise telle que

q(t) 0 1 0 mgl sin(q(t))
pit) | =|-1 —-K 1 Ln(t) (4.29)
ze(t) 0 1 0/ \(mgl+e)sin(z.(t))
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Proposition 10 : Le systéeme (4.29) est stable. Le systéme en boucle fermée
(4.24) est donc robuste a une erreur commise sur les paramétres m, g et |
du correcteur.

Démonstration. Sans erreur d’initialisation sur x., on a 1 = x.. L’équation
(4.29) implique alors

p(t) = —mglsin(q(t)) — Ep(t) + (mgl + €) sin(z(t))
p(t) = esin(q(t)) — £p(t)
= P(t) = esin( L n(t)) — %b(t)

m
qui correspond alors & I’équation de comportement d’un pendule amorti,
montré exponentiellement stable dans [42]. La décroissance exponentielle de
p(t) implique que ¢ décroit également exponentiellement vers 0 et g converge
vers une constante. |

4.3.3.2/ RESULTATS NUMERIQUES

On simule le comportement du systéme en boucle fermée (4.19) dans le cas
ou tous les parametres physiques sont égaux a 1. Le parameétre de contréle
K est également choisi unitaire.

15 T T T 1
1+
0.5
0.5 —
£
) K
£y 50
o =
=%
-0.5
-0.5
- — boucle ouverte
— boucle fermée
-1.5 : : : -1 : :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t(s) t(s)

FIGURE 4.3: Etats du systéme en boucle fermée

La Figure compare I’évolution des états du systéme en boucle ouverte
et en boucle fermée répondant a une condition initiale en p(0) = 1. On
y voit que le comportement oscillatoire du systéme en boucle ouverte est
remplacé en boucle fermée par un comportement purement dissipatif selon
p et que g converge alors vers une constante ¢* = @ = 1. La Figure
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illustre quant a elle le cas présenté dans la Section précédente (4.29) pour
une erreur commise sur le correcteur telle que € = 0.5.

4 ‘ ‘ ‘ 1
3,
— boucle ouverte 0.5
2r — boucle fermée =
) E
g4t S o
o 53
o
0
0.5
_1 L
-2 L L L -1 L L
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t(s) t(s)

FIGURE 4.4: Etats du systéme en boucle fermée avec erreur sur les para-
metres du correcteur

Remarque 12 : Le cas d’un suivi de consigne mentionné dans la Remarque
conduit auz résultats présentés Figure[].5 pour ¢* =1, K = 10 et k = 10.
On rappelle que ce cas revient a faire de l’energy shaping tel que présenté
dans la Section précédente.

1.2

1+

0.8

0.6 —a(

—p@®

0.4

0.2

02 5 10 15 20
t(s)

FIGURE 4.5: Etats du systéme en boucle fermée dans le cadre d’une com-
mande modifiée pour le suivi de consigne

4.4/ DIMENSION INFINIE

Dans cette Section, nous étendons la méthode de synthese de loi de com-
mande présentée dans la Section précédente a la dimension infinie. Plus
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précisément, nous étendons cette méthode aux systémes définis sur un do-
maine spatial 1D régi par deux lois de conservation, avec un actionnement
distribué dans le domaine. Nous considérons d’abord I’exemple de I’équation
d’onde canonique 1D avant de considérer une plus large classe de systemes.
La stabilité des lois de commande est étudiée et des résultats numériques
fournis. L’application de ces lois dans le cas d’un actionnement distribué a la
frontiere en 2D est également discuté. Les résultats présentés dans les deux
prochaines sous-Sections ont fait I'objet d’une publication [8§].

4.4.1/ EXEMPLE : "PARABOLISATION" DE L'EQUATION D’ONDE CA-
NONIQUE 1D
On consideére le modele hamiltonien a ports de I’équation d’onde canonique

définie sur un domaine spatial 1D (¢ € [0, L]) avec commande et observation
distribuées :

xl(éat) _ 0 -% w1(§7t) 0
(260) (% ) (60)(D)wen
ven= (0 1) ()
oll 1 et xo appartiennent & L2([0, L], R). L’énergie de ce systéme est définie

par

H(x1,22) = ;/OL (21(6, D) + 22(&,1)2) de

et sa dérivée temporelle est [50] :

H(xy,m3) = /0 ' y (& )u(,t) dE+ fa (& t)ea(&,t)

xl(O,t)
BEn ) _| mo
es(&,t) x2(0,1)
—x9(L,t)

Sur cet exemple, le but de la commande est d’exploiter les techniques de
commande par interconnexion pour transformer le systeme hyperbolique

(4.30) en un systéme cible, parabolique, défini par

8%2 82332

E(&t) = Té-g(gat) (431)
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La premiere étape consiste & connecter le systéme conservatif de puissance
(4.30) & un contrdleur conservatif de puissance via un gyrateur afin de contre-
balancer la propagation de I’onde. Comme en dimension finie, la structure du
controleur et son initialisation sont choisies de facon a lier ’état du contro-
leur a celui du systeme a travers un invariant structurel. On rappelle que les
invariants sont habituellement utilisés afin de modifier la fonction d’énergie
en boucle fermée [20], ce qui n’est pas le cas ici. Les invariants sont utilisés
ici pour connecter ’état du controleur a celui du systéme afin de modifier la
structure du systeme a travers 'utilisation d’un gyrateur. Dans cet exemple
simple, le contréleur est choisi sous la forme

{ Te(€,t) = 0zc(€, 1) — 3£uc(§,t)
yc(fat) = 8£$c(£at)

et est connecté au systeéme a travers la relation (définissant un gyrateur)

ue.t)) _ (0 1) (vle.0
<uc<a,t>>:<1 o) (z}yc(s,t))‘ (433)

Le systeme en boucle fermée est alors défini tel que :

(4.32)

j?l(ﬁ,t) 0 —85 0 (L‘l(f,t)
i‘Q(ga t) = _85 0 af x?(éa t) : (434)
jfc(Ev t) 0 _85 0 1'(:(57 t)

On notera que si le systéme et le controleur sont deux systemes hyper-
boliques, ce n’est pas le cas du systeme en boucle fermée . Ceci est dii a
I'utilisation du gyrateur pour l'interconnexion qui "casse" la structure
hamiltonienne du systéeme et permet de contrebalancer la propagation de
I’onde. Comme en dimension finie, une propriété intéressante réside dans le
fait que méme si la structure est ici cassée par 'emploi du gyrateur, il existe
des invariants structuraux. On cherche & déterminer ces invariants sous la
forme

L
Clae) = [ (W9 ele 1)) de (4.35)
N z1 ¥ S s . . .
ou X, = (gﬂﬂcz) et U = <¢2 ) Par définition, ces invariants satisfont
: LiscT. :
C =0« /0 (57‘1‘6 Te d€ = <\Il7x5>L2,[O,L} = 0, (436)
ce qui équivaut d’apres (4.34) a
0 -0 0
<\If, —85 0 85 Te =0.
0 -0 0 12.00.1]
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Apres intégration par parties, cette égalité devient

0 8 0 0 -1 0 g
< de 0 -0 |V, +ew' [ -1 0 1 |z]| =0
0 9 0 o 0 -1 0 .

L’équation doit étre satisfaite quel que soit x. et I’égalité est
alors équivalente aux conditions :
86 (¢1 - ¢c) =0
8§w2 =0
—1(0) = ¥e(0) = Y1(L) + (L) =0
12(0) = 12(L) = 0.

qui sont satisfaites pour

¥a(§) = 0et 1 (€) = —¢e(§) = ¢

ot ¢ est indépendant de I'espace. D’apres (4.35) il existe un invariant qui
lie x1 et x.. Si les conditions initiales de x. sont bien choisie, on a alors

(4.37)

xc(ﬁv t) =1 (f: t)

et la commande u = gy, est alors équivalente a

qui simplifie la seconde ligne de I’'équation (4.34]).

Afin d’imposer au systéme original le comportement du systéme cible (4.31))
on considere la loi de commande modifiée

u(é,t) = ye + OFy.

Dans ce cas, le systéme en boucle fermée est équivalent a (4.31)) et le contrd-
leur résultant est de la forme

{ .%'x(é.,t) = Oxc(&ﬂ + 8§UC(§7t)
Ye(§,t) = _a§$c(£a t) + aguc(€7 t)
ol x. doit étre initialisé tel que z.(£,0) = z1(&,0). Nous voyons a travers cet
exemple simple que la méthode présentée [4.3] peut étre adaptée au controle
distribué de systemes hyperboliques. Le gyrateur et la structure du contro-

leur sont employés pour contrebalancer la propagation de ’onde tandis qu'un
terme additionnel de feedback est utilisé pour imposer la structure en boucle
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fermée souhaitée. On notera que les invariants structuraux sont utilisés afin
de lier I’état du contrdleur a I'état du systeme et que ’emploi de cette mé-
thode sur un exemple tres simple peut étre généralisé a des systemes plus
complexes aux parametres dépendants de ’espace. De plus, comme en di-
mension finie, le controleur peut étre implémenté comme un retour d’état ou
n’utiliser que des mesures, ce qui peut étre un avantage lors de I'implémen-
tation d’un controéle en temps réel. Dans la partie suivante nous généralisons
cette stratégie de synthese de loi de commande & un plus large ensemble de
systemes.

4.4.2/ COMMANDE PAR INTERCONNEXION DE SYSTEMES REGIS
PAR DEUX LOIS DE CONSERVATION EN DIMENSION INFINIE

Attachons-nous maintenant & étendre notre méthode a une large classe de
systemes linéaires régis par deux lois de conservation en 1D. Nous formule-
rons d’abord la structure d’interconnexion puis expliciterons le calcul d’in-

variants structuraux pour ensuite développer la synthese de la commande.
Finalement, nous étudierons la stabilité de la commande.

4.4.2.1/ SYSTEMES ET ARCHITECTURES DE COMMANDE

On considere a présent des systemes de lois de conservation de la forme

a6ty [ 0 G\ [ L€ 0
() £)(585) (.2 o

y(&H=(0 I ) ( ng
(4.38)

ou x € LZ([O,L] JR™M) 29 € L2([0,L] JR™)L1(8) >0 € RMX™M et Lo(€) >
0 € R™*X™2 et ou

0 0?
g—GO‘FGlafg-l-GQaifg
avec Gg, G1,Go € R™*™2 G* est ’adjoint formel de G i.e.
0 0?
* T T T
g :GO —G187€+G287§2

Cette formulation générale (4.38) englobe un grand nombre de systemes.
Par exemple :

e [’équation d’onde 1D, traitée dans la partie précédente, ou n ==
no=1Go=0,G1 =1,G2 =0 ;
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e L’équation de poutre d’Euler Bernouilli. Dans ce cas, n1 = no = 1,
Go=0,G1=0,Ga =1 ;

e L[’équation de poutre de Timoshenko. Dans ce cas, n; = ng = 2,

0 0 10 0 0
as(h)a-(o1)e-(00)

Ce systeme est connecté a un controleur hamiltonien a ports de la forme

{ ze(€,t) = 0.Q(§)we(§, 1) + Beue(€, )

ye(&,t) = B Q(&)ze(€, 1) (4.39)

ou @ >0 € R™M*™ ¢t ou B, est un opérateur différentiel de la forme

0 0?
Bc — BCO + Bclaif + 3026762

avec By, Be1, Beo € R(m1%n2) T4 structure de la connexion est définie par le

gyrateur
u(f,t) 0 In2><n1 uC(€7t)
= 4.40
< y(&,t) > ( Iy sy 0 Ye(&, 1) ( )
Remarque 13 : Une plus large classe de contréleurs aurait pu étre considérée
avec

{ .C.Cc(g, t) = (jc - Rc) chc(ga t) + BC(E)UC(& t) (4.41)

Ye(&,t) = Be(§)ze(§: 1)
ot J. est un opérateur anti-symétrique et R. un opérateur symétrique.
4.4.2.2/ CALCUL DES INVARIANTS STRUCTURAUX

Le systéme en boucle fermée correspondant & l'interconnexion de (4.38) a

(.39 via (4.33) est :

T 0 g 0 Lix1
i‘e = 3.5‘2 == *g* 0 BZ ,CQ.%‘Q . (442)
Te 0 B, 0 Qx,

Proposition 11 : Le systéme en boucle fermée (4.42)) admet des invariants
structuraux sous la forme

C(ze) = /0 " Uz de (4.43)
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P
\IJ: <$;>7 avecwl :Q%Rn17 w2Q—>R"2 etdjc:Q%Rnly 57:

—G12(§) = 0 = Beya(§) (4.44)
G (§) + Biys(§) = (4.45)
0 G 0 0©) \ 1"
-G{ 0 -Ba a(é) =0 (4.46)
0 Bj 0 vs€) /],
0 -Gy 0 0 ©) \ 1"
Gy 0 Be ba(£) —0 (4.47)
[\ 0 By 0 ¥3(8) /|,
0 -Gy 0 ey \]"
Gi 0 Be || %2© || =0 (4.48)
0 BL 0 d%( ) /1,

Démonstration. Par définition, les invariants structuraux satisfont C' = 0
qui est équivalent a

: LrsoNT
C= tedé =0 4.49
/0 <5$e> Fedt ( )
ou i, est défini par (4.42)) et ‘SC est égal & (gf) = (41 2 ¥3 ). Alors (4.49
est équivalent a
. dz.
¢ = <qf > = (0, T} g o) = O (4.50)
dt LQ,[O,L] e
avec
0 ¢ O
Je - —g* 0 BZ
0 B. O
L’intégration par parties de (4.50|) conduit a
L
- * T
=TV w oy + [(TAT )]+
3556 T ov L
J J =0 4.51
(G, - [(5e=), (431

qui doit étre satisfait quel que soit z., et ol on utilise la notation (par soucis
de simplicité) :
0 0?
= Jeo + J. EyoE
\.7 e0 el 5+ 8€ ) 62
Le premier élément du terme central de (4.51]) induit que ¥ doit appartenir

au noyau de J, ce qui conduit aux équations (4.44]) et (4.45)). Les trois
derniers termes conduisent aux conditions (4.46|), (4.47)) et (4.48)). O

+ JeQ
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4.4.2.3/ SYNTHESE DE LA COMMANDE

Le principal but du contréleur est de contrebalancer la propagation de ’onde
et d’assigner une nouvelle dynamique selon x3 au moyen d’une seconde
boucle de retour. Dans cette optique, nous choisissons B, égal a G.

Proposition 12 : En choisissant B, = G, le systéme en boucle fermée (4.42))
admet comme invariant structurel la fonction C(x.) définie par (4.43) avec

U = < 0 ) Dans ce cas, le systeme hyperbolique (4.38)) connecté au contro-

—1
leur dynamique (4.39)) avec un feedback additionnel de la forme
U =1uc+ K ot K=K +KQ+K6—2
= Uc Y, = 4o 165 2 o2

avec Ko, K1, Ko € R™*"™2 ¢t o0 Q = L1 est équivalent au systéme

thl(gvt) o 0 g El(f)l'l(f,t)
(%(&Q) - (O IC) (ﬁg(é)q:ﬂ&t)) : (4.52)

Le controleur résultant est de la forme

{ e(€,1) = 0.Q(§)ze(€, 1) + Gue (&, 1)

Ye(§,) = G*Q(E)ae(&, 1) + Kue(&, ). (4.53)

Démonstration. Si B, est choisi égal a G, cela implique que By = Gg, By =

G1, et Beo = Ga. Alors si 2(€) = 0, les conditions (4.44) a (4.48) sont

satisfaites pour
Ye(§) = =1 (§) # 0.

Si les conditions initiales sont choisies telles que z.(£,0) = x1(§,0) alors
I’invariant structuel est 0 et on obtient :

L
0= [ a(©ma(€0) — vel)ae(s. 1) de, W
Alors, x.(§,t) = x1(&,t) et la sortie du controleur est donnée par

yc(é-’ t) = g*cl(f)l‘l(& t)'

Si on combine ce controleur avec un feedback agissant sur la sortie du sys-
teme, on obtient

u(fa t) - yc(€7 t) + ij(é.v t) - g*ﬁl(f)xl(fa t) + ’CEQ(E):UQ(&? t)
et le systéme en boucle fermée est équivalent a

FHED) _ (0 G (Li(&)zr(&D)
(%(&0)(0 lC) (Lg(g)xQ( ) (4.54)

[AaaCAst
~
~—
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Dans la sous-Section suivante, nous étudierons la stabilité de la loi de com-
mande en fonction du choix de K.

4.4.2.4/ ELEMENTS DE STABILITE

Pour étudier la stabilité de , comme z1(&,t) n’'influe pas sur la dy-
namique de z3(,t), nous choisissons de considérer séparément la stabilité
de x2(&,t) et d’en déduire celle de z1(§,t). Les résultats fournis dans cette
partie n’incluent pas tous les choix possibles pour le correcteur et sont 1’ob-
jet de travaux en cours. Ils permettent néanmoins de considérer des cas
intéressants de transformation de la structure du systéme en boucle fermée.
Introduisons tout d’abord la notion de stabilité exponentielle en dimension
infinie.

Définition 9 : [17] L’EDP #(¢,t) = f(€,t,x) ou € L?(2, R™) admet un équi-
libre 2(&,1) = x00(€) € L2(2, R"™) dit "exponentiellement stable" si existent
to €ERT, 0 €RT et k € RT tels que

Vt > to, [|2(£,1) — Too(€)|| < ke 710

ol

19(6,0) — 20e(l] = [ ({2(6.1) — 200() 26, 1) — € 120

Le choix de K permet d’imposer le comportement en boucle fermée de
x9(&,t). Parmi les choix possibles, on considére dans la suite trois cas par-
ticuliers : @ Ky # 0, K1 = 0, K3 = 0 : le comportement de x2(&,t) est alors
régit par une équation d’absorption

22(€,t) = KoLa(§)z2(&, ) 5 (4.55)

e Ko =0, K1 # 0, Ko = 0 : le comportement de z2(,t) est alors régit par
une équation d’advection

2(&5 1) = K10 (L2(§)w2(8,1)) 5 (4.56)

e Ko =0, K1 =0, Ky # 0 : le comportement de z2(,t) est alors régit par
une équation de diffusion

2(&, 1) = K20 (La(§)xa (1)) . (4.57)

Notons que d’apres la premiére ligne de (4.54)),

z1(§,1) = 21(£,0) + /Ot GLoxo(&,7)dT (4.58)
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Dans le premier cas, ou x2(&,t) obéit a (4.55)), on trouve un cas similaire a
celui traité en dimension finie Section 4.3.2.1} La deuxiéme ligne de (4.54) a
dans ce cas pour solution

22(&,1) = 29(&, 0)e0L2(E)

et est donc exponentiellement stable lorsque le parametre de commande K
est défini négatif. On peut alors déduire de (4.58) :

t
z1(€,t) = 21(€,0) + /O GLoeT2E2 1 (€.0)dr
21(€,t) = 21(£,0) + GL2 (Ko L2(€)) H (e50FOF — I)zo(€,0)

qui tend exponentiellement vers une constante lorsque ¢ tend vers l'infini
pour Ky < 0. Le systeme est alors exponentiellement stable.

Dans le deuxieme cas, x2(&,t) obéit a 1’équation qui traduit une
convection d’une condition initiale ou d’une entrée frontiere dans un sens
défini par le signe de Ki. Si Kj est défini positif, la convection est dirigée
vers la frontiere £ = 0. Sans source a la frontiere £ = L, x2(&,t) devient
exactement uniformément nul en un temps fini ¢y, ce qui implique sa sta-
bilité exponentielle. D’apres , x1(&,t) est alors égal, pour tout t > to,
a

to
$1(§,t) :x1(§70)+/0 gﬁgxg(f,T)dT.

Le systeme est alors exponentiellement stable.

Dans le troisieme cas, z2(&,t) obéit a I’équation qui est une équation
de diffusion. Cette équation n’est de maniere générale pas exponentiellement
stable. Toutefois, en ’absence de source a la frontiere, la stabilité exponen-
tielle est démontrée dans le cas d’une condition absorbante & la frontiéere
dans [47]. Les auteurs de [5] ont quant & eux étudié une condition de sta-
bilité exponentielle de I’équation de diffusion en fonction d’un terme addi-
tionnel d’absorption dans le domaine, correspondant a Ky < 0. Toutefois,
cette stabilité exponentielle selon x5 ne permet pas directement de déduire
la stabilité de x; et la démonstration de stabilité de ce cas est I'objet de
travaux en cours. Des résultats numériques encourageants quant a cette sta-
bilité ont été obtenus, c’est pourquoi nous continuons de considérer ce cas
dans la suite.

4.4.3/ APPLICATION AU SYSTEME VIBRO-ACOUSTIQUE

Illustrons a présent cette méthode de commande par interconnexion sur
I’approximation 1D du systeme vibroacoustique actionné dans le domaine
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dont le modele est :

(&t Yy _( 0 -0 a1 (61) 0
(660 )- (5 ) (A0 ) (4o
s r1(6,1)

ven=(0 1) (L2660 )

On rappelle que la condition a la frontiere £ = L est considérée parfaitement
absorbante. Ce modele correspond a la formulation générale (4.38) pour

1 1
Go=0,G1=-1,G2=0,L,(§) = %,52(5) =

Xs

D’aprés la Proposition [I2] le controleur défini tel que

{ e(§,1) = 05w (€,) + Dguc(€, 1)
(4.60)

Ye(&:1) = =0 ((L2e(6,0)) (€:) + Kue(, )
permet de transformer le systeme d’origine (4.59)) en

Oz
&\ _ (0 G Loz (€1)
(%}(g,ﬂ) B (0 K0+K18§+K28§> (gﬂﬂg,ﬂ) (4.61)

en utilisant le gyrateur u(&,t) = ye(&,t), uc(&, t) = y(&,t).

Dans la suite, on considérera uniquement les trois cas particuliers K = Ky,
K = K0 et K = Kg@? traités dans la sous-Section précédente. L’appli-
cation de la stratégie de commande au cas de ’équation d’onde acoustique
permet d’étudier quelques aspects de la robustesse du systéme en boucle
fermée.

4.4.3.1/ ROBUSTESSE

L’interconnexion employée dans notre stratégie de commande ayant pour but
de contrebalancer la propagation de I’onde, notre méthode de commande est
sans surprise peu robuste aux erreurs faites sur le correcteur. Néanmoins,
on peut garantir la robustesse du systéme en boucle fermée dans un cas
particulier d’erreur commises sur l'initialisation du correcteur.

Considérons le cas d’une erreur non nulle d’initialisation du correcteur

V(é) - xc(§70) - x1(£7 0)'

Proposition 13 : Lorsque l'erreur d’initialisation du correcteur est uniforme
dans lespace, v(§) = v, le systéme en boucle fermée est stable.

113



CHAPITRE 4. COMMANDE PAR INTERCONNEXION

Démonstration. L’existence de la fonction de Casimir définie par (4.43)) avec
U = (¥y,0,¥;) implique que 'erreur x.(§,t) — z1(£,t) est constante dans le
temps et est donc égale a v(§). On a alors

B2(€,1) = o 0ev () + K w2 (€, 1)

Le terme O¢v(§) étant nul quand v(§) = v est indépendant de I’espace. Dans
ce cas, on retrouve la seconde ligne de (4.54)) et le systéme est stable. O

On propose dans la suite de simuler le comportement du systéme pour les
trois cas particuliers présentés dans la Section précédente, a savoir IC = K,
K= K185 et £ = Kgag.

4.4.4/ SIMULATIONS

Le systeme vibro-acoustique 1D en boucle fermée est simulé pour ¢ € [0, 7] en
considérant les valeurs numériques du Tableau [£.1] Les simulations traitent
le cas ou une onde est injectée a la frontiere du le systeme et le cas de la
propagation d’une condition initiale dans le domaine. Ces cas sont respecti-
vement notés "cas I" et "cas II" dans le Tableau 4.1l La condition frontiére en
& = L est choisie purement absorbante comme c’est le cas sur notre systéme
vibro-acoustique.

Parametres Valeurs Parametres Valeurs
T 0,02 s L 2m
71(£,0) 0 o 1,225 kg.m 3
0 cas1 6. —1
72(£,0) {F(l, 425;0,113) cas II Xs 7,061e™ Pa
1 .
1 B < sin(27 f1) cas 1
%xl(f =L,t) {X 0 cas I1 f 330,16 Hz
Ky —0.01 K 0.003
Ky 0.01

TABLEAU 4.1: Valeurs numériques pour la simulation en boucle fermée

F(1,425;0,113) est une gaussienne unitaire centrée en = 1,425 m d’écart
type 0.113 m. Les simulations sont réalisée a partir du simulateur présenté
dans le chapitre précédent pour un pas temporel de 2,5.107% s et un pas
spatial de 3,76.1072 m.
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4.4.4.1/ REPONSE A UNE CONDITION INITIALE

Les conditions initiales pour p = %I‘ sont définies par une gaussienne
F(1.425,0.113) (cf Tableau[d.1)). Les Figures[4.6(a)|l4.6(b)| et [4.6(c) montrent
les réponses temporelles de I’état du systeme en boucle fermée respective-
ment dans les cas K = Ko, K = K10: et £ = K28€2. Dans le cas ou K = K,
on peut voir Figure que la gaussienne est atténuée sans se propa-
ger dans le domaine, ce qui correspond a une absorption pure. Lorsque
K = K0, la Figure montre que la condition initiale est convoyée
vers £ = 0 a une vitesse dépendant de K;. Enfin, le cas ou K = K2a§, on
peut voir Figure que la gaussienne est atténuée de la méme maniére
que pour un systeme régi par une équation de diffusion. Pour chacun de ces
cas, on constate que x1(&,t) converge bien vers un profil constant.
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(C) K: = K28§

FIGURE 4.6: Réponse du systéeme en boucle fermée a une condition initiale

4.4.4.2/ REPONSE A UNE ENTREE FRONTIERE

Dans ce nouveau cas d’étude, les conditions initiales sont nulles. La condi-
tion frontiére sur uiazl(O t) = e1(0,t) = —sm(27rft) (cf Tableau i est
choisie comme étant ’entrée du systeéme. La Figure [4.7 montre les réponses
temporelles de ’état du systeme en boucle fermée. La Figure corres-
pond aux cas K = Kg et K = K10¢ pour lesquels les résultats sont identiques
et la Figure correspond au cas K = Kg(?g. La Figure montre
que la propagation de ’onde est completement empéchée par la commande.
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(a) K= Kpjp et IC:K165
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(b) K = K208

FIGURE 4.7: Réponse du systeme en boucle fermée a une entrée frontiere

La Figure montre que la sinusoide appliquée a la frontiere du systeme
est rapidement atténuée lorsque la commande est mise en place. Choisir un
coefficient de diffusion Ko suffisamment grand permet d’empécher 1’onde
d’atteindre la frontiere opposée du domaine. Comme dans le cas de réponses
a une condition initiale, on constate que z1(§,t) reste stable.

4.4.4.3/ ROBUSTESSE

Le contréleur apparait robuste a une sur-estimation des parametres du sys-
téme, c’est a dire lorsque le terme pg implémenté dans (4.60)) est en réalité
supérieur au g physique.
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FIGURE 4.8: Réponse du systéeme en boucle fermée a une entrée frontiere
dans le cas d’une erreur de 50% sur pq

On constate Figure 4.8 qu'une erreur de 50% sur ce parametre induit une
dégradation des performances en boucle fermée sans impact notable sur la
stabilité du systéme pour les trois cas K = Ko, K = K10:{ et K = Kg@?.

On considere Figure le cas ou une erreur est commise sur z.(£,0). On
choisi une condition nulle sur z (&, 0) et une condition gaussienne centrée en
¢ =0,5m d’écart type 0,113 m. On observe que x2(&,t) converge alors vers
un profil constant et que x1(&,t) diverge donc linéairement. Ceci illustre la
grande sensibilité de notre synthese de loi de commande aux erreurs d’initia-
lisation. La robustesse de cette méthode en regard de cette erreur pourrait
étre améliorée en incluant une structure d’observateur au controleur.
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x 10 .
2. o )

FIGURE 4.9: Réponse du systéme en boucle fermée pour K = K10 a une
entrée frontiere dans le cas d’'une erreur d’initialisation sur z.

Dans la sous-Section suivante, on s’intéresse a I’application de notre stratégie
de commande 1D dans le cas d’un controle frontiere 2D du tube vibro-
acoustique.

4.4.5/ EXTENSION 2D POUR LE SYSTEME ACOUSTIQUE COM-
MANDE A LA FRONTIERE

On rappelle I’écriture 2D d’une onde acoustique sur un domaine rectangu-
laire

—p(L1,2,t)
v1(0,€2,1)

91 0 0 —651 U1 f —P((§1,L27)t)
) _ o) _ v2(£1,0,t
G =10 0 Oej|vaf, ( ) = | wen |- 402
I ~8¢, —0g O p P(0.62,0)
v2(€1,L2,t)
p(fl,o,t)
On considere les conditions frontieres présentées Figure (Page avec
un actionnement tout le long de la frontiere &, = Lo, ce qui correspond

N

a sq = 0 et s, = Li. Lorsque Lo est trés petit devant L1, on peut alors

approximer Og,v2(&1,62,t) & ”2(£I’L2’tgv2(§l’0’t) et (4.62) devient

é} . 0 —(951 U1 0 e
F)=(o )0 (o)

[0 =0\ ([ n 0\ —v2(&1, La) +v2(£1,0)
T\ -9 0 J\p 1 Ly '

Dans le cadre de l'approximation 1D du systéme commandé a la fron-
tiere présenté Chapitre (1] out v2(£1,0,t) = 0 et ou vy(&1, Lo, t) correspond
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a la vitesse de la membrane des actionneurs, il est alors possible de choisir
va(&1, Lo, t) = w(&1,t) = —Lou(&,t) ou w est la loi de commande adaptée
et ou u est la loi de commande présentée dans la partie précédente.

La gamme de fréquences ou 'approximation 1D pour un systéme sans action-
nement est possible correspond a une fréquence en dessous d’une fréquence
de coupure f. au-dela de laquelle une onde transversale peut se propager
[69]. Dans le cas d'un guide d’onde de section rectangulaire Lo x L3 avec
Lo < Ls, f.= ﬁ et dans le cas d’un guide d’onde cylindrique de diameétre

D, f. = % ou c est la célérité de 'onde. Dans le cas d’'un domaine de
section rectangulaire composé d’air (¢ ~ 340 m.s~!) ott Ly x Ly x L3 = 2

mx0,2 mx0,2 m, on a alors f. = 850 Hz.

La Figure représente le cas ot le second feedback K = K0, transposé
en 2D pour les dimensions données précédemment dans le Tableau (page
114)) avec comme seul parametre supplémentaire le pas spatial de la simula-
tion selon & égal a 0,02 m. La Figure représente I'(¢p, %Lg, t) au cours
du temps. On y voit qu’une partie de 'onde en entrée du tube parvient a at-
teindre 'extrémité & = Ly du conduit. Jusque 10% de 'amplitude d’entrée
parvient & traverser de part en part le domaine au début de la simulation
(t ~ 0, 7ms), puis moins de 3% & partir de ¢ &~ 1,2ms. On en conclut que si
I’approximation 1D du systeme en boucle ouverte conduit a des différences
de performances notables avec le systéme 2D, on peut néanmoins utiliser la
loi de commande synthétisée en 1D sur le systeme 2D.

FIGURE 4.10: Réponse de I'(£3, %Lg, t) au cours du temps en boucle fermée
a une entrée sinusoidale le long de £ =0
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4.5. CONCLUSION

D’apres , appliquer notre méthode de syntheése de loi de commande
1D sur le systéeme 2D revient a adapter w({;,t) de maniére a imposer
—0g,v2(&1, &2, t) = ”2(51’L2’tgv2(£1’0’”. Un lien peut alors étre établi entre
notre loi de commande et celle mise en place expérimentalement dans des
travaux antérieurs [I19] qui consiste & imposer Jg,v2(&1, Lo, t) = u'(&1, 1) avec

u'(6,1) = = (26, 1) — %en(&. 1)) (4.64)

avec k le parametre de commande. En effet, dans le cas ou on choisit
K = 0¢K1 avec K1 > 0 dans , ce qui correspond a imposer un compor-
tement d’advection au systéme, la loi de commande issue de notre méthode
correspond au retour d’état

u(ﬁ, t) = 851)1 (57 t) + Klaﬁp(& t)
= — (L&, 1) — Kadep(&,1)) -

Notre loi de commande est par conséquent semblable & (4.64) et les deux lois
coincident pour un choix des parametres de commande k = ys et K1 = 1.

4.5/ CONCLUSION

Nous avons proposé dans ce chapitre une stratégie de commande par in-
terconnexion basée sur le calcul d’invariants structuraux du systéme afin
de modeler la structure du systeme en boucle fermée. Cette méthode a été
proposée en dimension finie et en dimension infinie pour les systémes ré-
gis par deux lois de conservation. Elle repose sur 'interconnexion du SHP
en boucle ouverte avec un correcteur hamiltonien a ports via une structure
d’interconnexion définie par un gyrateur. Cette interconnexion "casse" alors
la structure hamiltonienne du systéme en boucle fermée. La mise en place
d’une seconde boucle de retour permet alors de choisir la structure du sys-
teme en boucle fermée. La stabilité du systéme en boucle fermée pour des
choix particuliers de cette seconde boucle a été étudiée. Cette méthode a
été appliquée au cas de la formulation 1D du systéme vibro-acoustique et
la robustesse de la commande a été montrée pour des cas particuliers d’er-
reurs sur l’initialisation du correcteur. Nous avons proposé une extension de
I’application des lois de commandes synthétisées dans le cas 2D commandé
a la frontiere et avons établi qu'un cas particulier de nos lois synthétisées
coincide avec la loi précédemment implémentée dans [19]. Des résultats en
simulation ont été fournis.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

CONCLUSION GENERALE

Dans cette these, nous nous sommes attachés a observer une problématique
de vibro-acoustique a travers le prisme de I'automatique, et plus particu-
lierement du formalisme des systémes hamiltoniens a ports. Ce point de
vue a permis de mettre en lumiere des problématiques de modélisation, de
discrétisation et de commande qui ont été abordées au long des différents
chapitres.

Nous avons proposé une représentation du systéme vibro-acoustique en inter-
connectant a la frontiere un modele d’onde 2D a un modele de haut-parleur
de dimension infinie. En démontrant I’antisymétrie de 'opérateur décrivant
I’onde pour le jeu de variables frontiéres proposé dans notre modele, nous
avons montré que ce dernier repose sur une structure de Dirac et est un
systeme hamiltonien & ports. Ces résultats ont été étendus dans le cadre
d’un systéeme en coordonnées polaires défini sur un domaine circulaire.

Nous avons développé une méthode de discrétisation spatiale du modele
qui repose sur l'utilisation de différences finies sur des grilles en quinconce
pour 'approximation des opérateurs de dérivée spatiale. Cette méthode ga-
rantit que le systeme discrétisé repose sur une structure de Dirac qui ap-
proxime la structure de Dirac originelle et est également un systéme hamil-
tonien a ports. Cette propriété permet une représentation fidele des lois de
conservation qui sous-tendent 1’équation d’onde ainsi qu’un respect du sens
physique des conditions a la frontiére. En outre, ceci permet d’interconnec-
ter de maniere directe le modele discrétisé a d’autres systémes d’équations
aux dérivées ordinaires ou d’équations aux dérivées partielles discrétisées,
par exemple pour considérer des géométries complexes. Le principal inté-
rét d’une telle méthode par rapport a d’autres discrétisations conservatives
de structure est sa simplicité de mise en ceuvre qui découle de 'utilisation
de différences finies. Nous avons proposé cette méthode dans les cas 1D
et 2D pour des maillages rectilinéaires ou triangulaires réguliers, et ’avons
complété d’une intégration temporelle selon la regle du point milieu. Une
extension de cette méthode dans le cadre d’un maillage circulaire est réalisée.

Concernant la commande du systeme, nous avons proposé une méthode
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basée sur le contréle par interconnexion via l’utilisation d’invariants struc-
turaux, non pas dans le cadre de ’energy shaping, mais afin de remodeler
la structure du systéme en boucle fermée pour atteindre un comportement
cible. L’originalité de cette méthode réside en le fait que l'interconnexion
entre le systeme et le controleur n’est pas conservative de puissance, mais
repose sur une structure de gyrateur, tout en assurant que le systéme en
boucle fermée admette des fonctions de Casimir. Nous avons proposé cette
méthode en dimension finie et en dimension infinie pour des systémes ré-
gis par deux lois de conservation. En dimension infinie, nous nous sommes
focalisés sur un probleme de commande distribuée en 1D. Les lois de com-
mandes proposées issues de cette méthodes incluent des lois qui imposent
au systeme en boucle fermée un comportement parabolique ou encore un
comportement de convection ou d’absorption. Nous avons appliqué cette
méthode de synthése de lois de commande dans le cas de la formulation
1D du systeme vibro-acoustique et avons étudié la stabilité et la robustesse
du systéme en boucle fermée. Enfin, nous avons proposé une extension de
ces lois de commande pour le probléeme de commande frontiere du systeme
vibro-acoustique dans le cas 2D et montré qu’un cas particulier de loi de
commande issu de notre méthode coincide dans le cas 2D & une loi de com-
mande ayant conduit a des résultats expérimentaux [I9] performants dans
des travaux antérieurs.

PERSPECTIVES

De nombreuses perspectives de recherche peuvent étre conduites a partir de
ces travaux.

Les premiers axes de perspectives concernent notre méthode de discrétisa-
tion basée sur I'utilisation de différences finies sur des grilles en quinconce.
Une extension de cette méthode peut-étre réalisée afin de pouvoir consi-
dérer des géométries quelconques. Une piste qui semble prometteuse serait
de connecter un maillage structuré dans le domaine a un maillage composé
d’éléments non structurés a la frontiere. L’emploi de volumes finis dans ce
but semble tout indiqué. En effet, B. Hamilton [34] propose d’ores et déja
une utilisation de différences finies connectées a des volumes finis a la fron-
tiere et P. Kotyczka [45] a proposé récemment une discrétisation 1D basée
sur 'utilisation de volumes finis qui conserve la structure hamiltonienne a
ports de systémes régis par deux lois de conservation.

Un autre axe de perspective serait le couplage de notre méthode de discréti-
sation spatiale avec la méthode d’intégration temporelle du gradient discret
présentée récemment notamment dans la these d’A. Falaize [25] dans le
cadre de la simulation de systémes audio et dans le formalisme hamiltonien
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a ports.

Un axe plus prospectif qui fait actuellement I'objet de travaux consiste a
montrer l'intérét de cette méthode pour le calcul numérique parallele. En
effet, comme cette méthode considere le systéme discrétisé comme un en-
semble de sous-systemes élémentaires interconnectés, ’affectation du calcul
des différences finies a plusieurs postes de calculs peut présenter un intérét
en terme de rapidité de calcul. Les travaux en cours sont menés dans le cadre
d’une extension de notre méthode a la mécanique des milieux déformables
en 2D pour un maillage rectilinéaire. Cette extension implique de considérer
une quatrieme grille en quinconce permettant de discrétiser les contraintes
de cisaillement dans le matériau.

Concernant la commande en dimension infinie utilisant les invariants struc-
turaux pour modeler la structure du systeme en boucle fermée, la méthode
proposée dans cette these doit étre considérée comme un premier pas vers
des lois de commande plus performantes, notamment en terme de robustesse,
générées dans le cadre de commande frontiere en 2D et 3D.

Un axe de perspective est I'inclusion d’une structure d’observateur a la com-
mande afin d’assurer la robustesse du systéme en boucle fermée aux erreurs
d’initialisation. Nous pouvons également envisager d’étendre 1’étude menée
dans cette these a une plus large classe de controleur, ce qui pourrait per-
mettre des degrés de libertés supplémentaires sur le choix du comportement
imposé au systéme en boucle fermée. Enfin, nous pouvons réduire la distance
entre notre étude théorique et 'application expérimentale en considérant une
commande continue par morceaux qui correspondrait plus fidélement au ré-
seau d’actionneurs qui composent la surface active du systéme physique.

Nous n’avons pas pu obtenir de résultats expérimentaux stables basés sur
nos lois de commande. Plusieurs raisons expliquent ceci. Premiérement, la
version la plus récente du systeme expérimental comporte en entrée du tube
un haut-parleur source incliné de 45°. L’hypothése d’une onde plane en en-
trée du systéme qui justifie la formulation 2D du systeéme (voir page n’est
alors plus valable. Enfin, le modele particulier de haut-parleurs utilisés sur
le systeme présente un second mode de vibration basses fréquences qui ne
correspond pas au modele assimilable & un systeme masse-ressort que nous
avons proposé. La déformation de la membrane induite par ’excitation de ce
mode empéche alors ’approximation de la dérivée spatiale de la pression qui
est évaluée a partir des mesures des microphones placés de part et d’autre
de la membrane. Un nouveau systeme expérimental, en cours de réalisation,
devrait résoudre ces problemes et permettre I'implémentation de nos lois de
commande.
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TABLEAU DES NOTATIONS

Notations introduites dans le Chapitre 1 : On considére Q C R™ un do-
maine spatial de frontiére B et muni d’un repeére décrit par coordonnées &,,. Lorsque
le domaine de n n’est pas précisé, il s’agit de la dimension de €2, soit n € {1, 2, 3}.
Symbole Description
M (&), V(&n,t), P(&n,t), masse, volume, pression et masse volumique d'une
M(&,,t) €RT particule
V(&n,t) €R™ vitesse particulaire
vO(fn), po(fn)a NO(fn) V(fna t)v P(fna t)v M(fna t) en I'absence d’onde
v(&n,t), p(&n,t), u(&n,t) petites variations autour de vo(&,), po(€n), po(&n)
Xs €ERT facteur de compressibilité adiabatique
c € RT célérité de propagation d’onde
ec(&n,t),E.(t) € RT densité d’énergie et énergie cinétiques
ep(&nyt),Ep(t) e RT densité d’énergie et énergie potentielles
e(&n,t),Ee(t) € RT densité d’énergie et énergie totales
Ly, Ly, Ly €RT dimensions du conduit acoustique
fo €RT fréquence de coupure du conduit acoustique

Notations introduites dans le Chapitre 2 les variables en mi-
nuscule écrites sans argument dépendent de (¢) en dimension finie et de
(&n,t) en dimension infinie. Les matrices et opérateurs en majuscules indi-
cées 1, 2, e sont relatifs aux systémes respectivement notés X;, ¥o et X..
Parameétres et variables du systéme masse-ressort-amortisseur :

m, k, b€ RT
q7 v, pv Fea:t<t) S R

parameétres de masse, raideur, amortissement
position, vitesse, quantité de mouvement, force

Parametres et variables du haut-parleur :

L., R.,lcRT inductance, résistance, longueur de la bobine

Cons, Rms €RT souplesse, résistance mécanique de la suspension
B, B R intensité du champ magnétique et B; =[x B

Sq, M,,s € RT surface de membrane et masse de la partie mobile
1, Ue € R courant parcourant la bobine et tension a ses bornes
q, Uhp, P, p ER position, vitesse, quantité de mouvement, flux
Fo, F€R forces, pression et Laplace, subies par la membrane

Notations générales :

U,uel, u; espace, vecteur d’entrées et entrées, i € N
YV,yel, v espace, vecteur de sorties et sorties, i € N
X, F, & espaces d’état, de flux et d’effort

Ty €4,y fia .,L,;c, 657 fzk
z, €, f7 xkvek, fk

variables d’état, de flux et d’effort, i, k € N
vecteurs d’état, de flux et d’effort du systéme res-
pectivement dans X, £, F, k € N
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fo, €o
DcCcFxE&E
H:X >Rt
L, J, R € R

geRan’l’Lz
H:X -RT, 7 X —
R+

L, J, R € R"", g €
Rnlxng

L:X—=>E T:E—F,
R:E—F

Say Sb € [0; L]

vecteurs d’effort et de flux a la frontiére

structure de Dirac

hamiltonien en dimension finie

matrices respectivement définie positive, antisymé-
trique et symétrique définie positive, n € N
matrice d’entrée, nq, no € N

hamiltonien et densité de ’hamiltonien en dimen-
sion infinie

matrices relatives aux SHP en dimension finie, n,
ny, no €N

opérateurs relatifs aux SHP en dimension infinie

limites de la surface active

U, ¥, Q, Qcrt, Reyt sont des matrices introduites pour la démonstration d’antisy-
métrie des opérateurs et C : opérateur liant les vecteurs d’effort de ’onde et de flux

de la surface active.

Notations introduites dans le Chapitre 3 : Pour simplifier les no-
tations dans ce paragraphe, on définit (: € {1,2}, j € N) dans le cas 1D,
(i € {1,2,3}, 7 € N?) dans le cas 2D rectilinéaire et (i € {a,f,7,€},
j € N) dans les cas 2D triangulaire et circulaire. Le domaine spatial €
est égal & [0,L] dans le cas 1D et & [0,L1] x [0,Ls] dans le cas 2D.

h, hLQ eRrt
&k =kh
zj, €5, fi ER

xil, eﬁl, féeRk ,keN
Zd, €d, fa € Rk, keN
g, fig ERF k€N

edo, fao ERF, K EN

Jd c kak

La, La1, Laz, Las € RFXF
gd 6 Rlekz

Hg, D4

uC7 yC 6 Rk

pas de discrétisation spatiale

coordonnées de points discrétisés, k € N

variables d’état, d’effort, de flux discrétisées au
point j

variables d’état, d’effort, de flux discrétisées
vecteurs d’état, d’effort, de flux discrétisés
variables d’effort, de flux a la frontiere discrétisées
vecteurs d’effort, de flux a la frontiere discrétisés
matrice antisymétrique, k € N

matrice diagonale définie positive, k € N

matrice d’entrée, kq, ko € N

hamiltonien et structure de Dirac en dimension finie
entrée et sortie du contrdleur frontiere, kK € R

o + -
Kpyas K sy Dy Dinsys Dieys Dy 5y Dip gy 941,23 €6 g{a..y} SONt des ma-
trices réelles introduites pour la discrétisation des opérateurs différentiels et des en-
trées frontieres. Les entiers suivants sont définis pour numéroter les points discrets :

n €N nombre de points ou x5 est défini, cas 1D

m, n €N nombre de lignes et colonnes ou x5 est défini, cas rectilinéaire
Ny, Ny €N nombre de triangles par ligne et par colonne, cas triangulaire
n; €N nombre de points ol x; est défini, cas triangulaire

n? eN nombre de points a la frontiere ou x; est défini, cas triangulaire
ng € N total de points discrétisés dans le domaine, cas triangulaire

ng eN total de points discrétisés a la frontiére, cas triangulaire

m, n, o €N numérotation selon les trois axes, cas triangulaire
m, n €N nombre de lignes et colonnes ou x3 est défini, cas circulaire
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Notations introduites dans le Chapitre 4 : Les variables
et opérateurs indicés ¢ et e sont respectivement relatifs aux cor-

recteurs et aux systémes en boucle fermée. Posons n;, ny € R
Parameétres et variables du pendule simple :

m,l, g € Rt masse, longueur du fil, accélération de la pesanteur
q, w, P, Cezt €R position, vitesse et moment de rotation, couple
Notations générales :

B, e RFvF2 k) Ky €N matrice d’entrée du correcteur en dimension finie
C: X =R fonction de Casimir

G e Rm*n2 [, € R™*™  matrices et fonction relatives au SHP de deux lois
P :R™M — RT de conservations en dimension finie

K e Rme2xmn2 gain du second feedback en dimension finie

G==Go+ G0 + Ggag avec Gq,1 2y € R
Bc = BCO + Bclag + Bcgag avec Bc{O,l,Z} S R™1xn2
K=Ky+ Klag + Kgagz avec K{07172} € Rn2Xn2
e, VveER erreurs sur le parametre et l'initialisation du correcteur
@, &y 0y sont des fonctions de 'état dans R et W, ;5 .y sont des fonctions de

& dans R™1.2.1} respectivement introduites afin de calculer les Casimirs selon une
forme restreinte.
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Cette these répond a une problématique de commande frontiere d’une conduite
acoustique dont l’actionnement est assuré par un réseau d’actionneurs/capteurs co-
localisés constituant une peau active. Pour faire face au caractére intrinsequement
multiphysique de ce probleme vibro-acoustique, nous avons choisi une approche
hamiltonienne a ports, approche structurée basée sur la représentation des échanges
entre différents domaines énergétiques au sein d’un systéme et entre différents
systéemes. Nous avons proposé une modélisation hamiltonienne a ports 2D de
I’équation d’onde interconnectée a la frontiere au systeme d’actionnement distribué.
Nous avons développé une méthode de discrétisation spatiale basée sur 'utilisation
de différences finies sur plusieurs grilles en quinconce qui préserve la structure
hamiltonienne & ports de 1’équation d’onde. Cette méthode permet en outre
d’interconnecter facilement le systéeme discrétisé avec d’autres sous-systemes, dans
le but de mettre en place un actionnement par exemple. Son principal avantage sur
d’autres méthodes préservatives de structure réside dans sa simplicité de mise en
ceuvre qui découle de l'utilisation de différences finies. Concernant la commande
du systéme vibro-acoustique, nous avons proposé une méthode de synthese de loi
de commande distribuée pour les systemes régis par deux lois de conservation en
1D. L’originalité de cette méthode réside en le fait qu’elle repose sur le calcul
d’invariants structuraux exploités afin de modifier la structure du systéeme en boucle
fermée. Les conditions d’application de ces lois sur un systeme 2D sont étudiées et
des résultats numériques valident les lois de commande synthétisées.

Mots-clés : systémes hamiltoniens a ports, différences finies da grilles en quinconce,
commande par interconnexion, commande frontiere, vibro-acoustique

This thesis deals with the boundary control of an acoustic duct by a network of
co-localised sensors/actuators which constitutes a smart skin. In order to cope
with this multiphysical problem, we chose to place our study in the framework
of port-Hamiltonian systems, a structured approach based on the representation
of energy exchanges between different energy domains between different systems
or subsystems. We proposed a port-Hamiltonian model of the 2D wave equation
interconnected through its boundary to the distributed actuation system. We
developed a spatial discretization method based on the use of finite differences on
several staggered grids that preserves the port-Hamiltonian structure of the wave
equation. This method also permits to easily interconnect the discretized system
with other subsystems, which is convenient for instance for control purposes.
Its main advantage over other structure preserving methods is its simplicity of
implementation. In order to control the vibro-acoustic system, we proposed a
control law synthesis method for systems governed by two conservation laws in 1D.
The originality of this method lies in the fact that it relies on the computation of
structural invariants exploited in order to modify the structure of the system in
closed loop. The conditions of application of these laws on a 2D system are studied
and numerical results validate the synthesized control laws.

Keywords: port-Hamiltonian systems, control by interconnection,

staggered grids finite differences, boundary control, vibroacoustic
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