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Introduction

Le 11 mars 2011, le séisme de Tohoku de magnitude 9.1 dont l’épicentre se situait près de
la côte est de la plus grande île du Japon, Honshu, fut l’un des plus puissants et destructeurs
tremblement de Terre depuis le début du siècle dernier (Mori et al., 2011). Le glissement de
terrain induit par le séisme provoqua un changement brutal du niveau de l’océan pacifique
sur plusieurs centaines de kilomètres ce qui donna naissance à un tsunami qui frappa les côtes
japonaises avec une hauteur de près de 38 m à son maximum dans la zone de Tohoku (Chum
et al., 2012).

Malgré les dommages matériels, l’ampleur de cette catastrophe permit néanmoins à la
communauté scientifique d’étudier avec précision les phénomènes géophysiques qu’elle a in-
duits d’un point de vue sismique (Koper et al., 2011 ; Matsuo et Heki, 2011 ; Simons et al.,
2011) et à la surface grâce à l’imagerie satellite (Pour, Hashim et Marghany, 2011) mais
aussi son impact atmosphérique avec la propagation d’infrasons et d’ondes de gravité liées
au tsunami. Cet évènement permit d’utiliser plusieurs techniques indirectes d’observations en
haute altitude du tsunami, des détections de perturbations ionosphériques grâce au réseau
GPS (Rolland et al., 2011) et de valider les méthodes de détection par airglow (Makela
et al., 2011 ; Occhipinti et al., 2011).

De plus, pour la première fois, des mesures directes du passage des infrasons et ondes de
gravité post-sismiques furent réalisées. En effet, le satellite GOCE orbitant à 270 km d’alti-
tude, et initialement conçu pour calculer les perturbations du champs de gravité (Drinkwa-
ter et al., 2003), croisa et mesura à trois reprises les fronts d’ondes acoustiques et de gravité
induits par le tsunami (Garcia et al., 2013). Équipé d’une plate-forme de compensation de
traînée et de trois accéléromètres de très grande précision (Floberghagen et al., 2011), il
permit de relever de fortes perturbations de densité (perturbations jusqu’à 11% de la densité
de l’air) à très basse fréquence entre 6 et 14 mHz, marqueurs de l’oscillation de l’océan due au
raz-de-marée de Tohoku (Garcia et al., 2014). Une représentation graphique des phénomènes
de propagation atmosphérique liés au déplacement tsunami est visible dans la figure 1.

Les ondes atmosphériques issues des phénomènes sismiques sont de précieuses informa-
tions en complément des systèmes temps réel déjà implémentés (Titov et al., 2005) afin
de comprendre, prédire, voire alerter sur l’impact d’un tsunami (Raveloson et al., 2012).
En effet, ces signaux basses fréquences contiennent les caractéristiques du tsunami et de la
structure de l’atmosphère. Déterminer ces formes d’onde permet donc, tout comme l’étude
des ondes de surface de Rayleigh (Ducic, Artru et Lognonné, 2003), de remonter à la
dynamique du tsunami lui-même voire son origine et/ou compléter des mesures de surface
(Artru et al., 2005 ; Romanowicz, 2002).

1



2 Introduction

Figure 1 – Représentation schématique du trajet de propagation des ondes atmosphé-
riques issues du tsunami de Tohoku en 2011 et du chemin du satellite GOCE. Crédit :
ESA/IRAP/CNES/TU Delft/HTG/Planetary Visions

Le satellite GOCE, capturant avec précision pour la première fois les ondes acoustiques
depuis l’atmosphère et étendu plus tard aux ondes de gravité (Garcia et al., 2014), ranima
une fois encore l’intérêt et l’importance de l’étude des infrasons et des ondes de gravité comme
marqueurs de l’activité tectonique et facteurs capitaux dans la dynamique atmosphérique.

Couplage entre la Terre et l’atmosphère

Afin de comprendre la dynamique des ondes atmosphériques, il est nécessaire d’étudier le
couplage entre la Terre ou l’océan et l’atmosphère. Traditionnellement, les sismologues consi-
dèrent la frontière Terre-atmosphère comme une frontière libre et les climatologues comme
une frontière rigide car le contraste de densité (≈ 1.2 kg.m−3 et 2700 kg.m−3) et de vitesse
des ondes de pression (≈ 300 m.s−1 et 6000 m.s−1) est extrêmement élevé. Mais cette ap-
proximation n’est pas la plus rigoureuse car bien qu’une partie de l’énergie soit réfléchie,
un faible pourcentage est transmis dans l’atmosphère. La Terre et l’atmosphère sont ainsi
couplées mécaniquement (Lognonné, Clévédé et Kanamori, 1998b) par la propagation
d’ondes de surface sur leur interface et par différents phénomènes de rupture (éruptions vol-
caniques, effondrement de terrain). Ce couplage se traduit alors par la propagation d’ondes
atmosphériques dont les caractéristiques dépendent des propriétés des phénomènes sismiques
les ayant générées.
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Développement de la théorie des infrasons et des ondes de gravité

Préalablement à la découverte des ondes de gravité, les infrasons, gamme basse fréquence
des ondes acoustiques, sont connues depuis plusieurs siècles. Les observations remontent à la
fin du 19ème siècle lors de l’éruption volcanique de Krakatoa en Indonésie en juillet 1883.
Suite à cet évènement, Verbeek, ingénieur hollandais contemporain de l’explosion, s’est inté-
ressé aux perturbations relevées par les baromètres à travers le monde et fut amené à découvrir
l’existence des ces ondes basses fréquences se propageant sur de très longues distances (Sy-
mons 1888). Mais à cette époque, aucun signe d’ondes de gravité ne fut capturé et il fallut
attendre le siècle suivant pour voir l’avènement d’une nouvelle théorie regroupant infrasons
et ondes de gravité.

De nombreuses études furent réalisées depuis la première moitié du 20ème siècle sur la
propagation des ondes atmosphériques. Pour une grande majorité d’entre elles leur motiva-
tion initiale s’inscrivait dans la surveillance des explosions et notamment des explosions nu-
cléaires à l’origine de signaux atmosphériques sur un très large spectre de fréquence (Hines,
1972). Néanmoins, parallèlement, certaines études se concentrèrent sur d’autres aspects de
la propagation notamment liés à la topographie (Gossard et Munk, 1954 ; Queney, 1948 ;
Sawyer, 1959 ; Scorer, 1949). Une avancée significative sur la théorie des ondes de gravité
fut apportée grâce au travail de Hines (Hines, 1960) tentant d’expliquer l’origine de certains
phénomènes de turbulences dans l’ionosphère. Son article de 1965 (Hines, 1965) regroupe
d’ailleurs presque la globalité de la théorie linéaire sur la propagation des ondes de gravité.

Cette théorie repose sur de fortes hypothèses sur le milieu de propagation. Afin de sup-
porter la propagation d’ondes de gravité, un fluide doit être stratifié stablement. Les fluides
stratifiés stablement correspondent, en approche adiabatique, à un milieu pour lequel la den-
sité décroît avec l’altitude, à l’inverse d’un fluide instable tel qu’un fluide en convection. En
dehors des premiers kilomètres d’altitude, c’est à dire la troposphère, on peut considérer l’at-
mosphère comme un fluide stratifié stablement. Dans ce cadre, une parcelle d’air déplacée
verticalement dans l’atmosphère se voit exercer une force opposée à son mouvement appelée
portée d’Archimède, de la même manière qu’un ressort subit une force de contraction lors-
qu’on l’étire et d’expansion lorsqu’on le compresse.

Ainsi, lorsqu’une interface entre deux fluides stratifiés ou un fluide stratifié et un solide
se déforme, les parcelles déplacées verticalement vont subir une force restauratrice liée à la
force de portée. Si cette parcelle dépasse sa position d’équilibre, elle va alors être déplacée de
nouveau par la force de gravité. Ce mouvement de ressort va donc provoquer une oscillation
de l’interface en temps et en espace qui est à l’origine des ondes de gravité (dont le nom pro-
vient de cette force restauratrice). Mais tous les mouvements oscillatoires ne supportent pas
la propagation d’ondes de gravité, et il existe une borne supérieure pour leur fréquence d’os-
cillation, appelée fréquence de Brunt-Väisälä. Cette borne est déterminée par les propriétés de
stratification du milieu (variation de densité principalement) et est définie par N ≈

�
− g

ρ∂zρ
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où ρ est la densité atmosphérique et g la norme de la force de gravité. Si l’oscillation est de
fréquence supérieure à N , les ondes générées seront évanescentes et ne se propageront pas
dans le milieu. Si la variation de densité est négative, i.e ∂zρ < 0, le fluide n’est plus stratifié
stablement et rentrera en convection.

Afin d’expliquer plus clairement ce point, nous pouvons étudier la relation de disper-
sion des ondes gravito-acoustiques en 2-D dans une atmosphère non atténuante avec un vent
constant en espace. La relation de dispersion est une relation entre les nombre d’ondes ho-
rizontaux (k, l) et le nombre d’onde vertical m (par rapport à la direction de la force de
gravité) et la fréquence de l’onde. On commence par écrire les équations d’Euler régissant la
propagation d’ondes acoustiques et de gravité telles que

∂tv + V0.∇v = − 1
ρ0

∇p − g,

∂tp + V0.∇p = −ρ0c2∇.v − ρ0v.g,

∂tρ + V0.∇ρ = −ρ0∇.v,

(1)

où v est la perturbation de la vitesse des particules, ρ la perturbation en densité atmosphé-
rique, ρ0 = ρ̃0e− z

H la densité atmosphérique avec ρ̃0 la densité de surface et H la hauteur
d’échelle, p la perturbation en pression, V0 = (u0, v0) le vent horizontal, c la vitesse adiaba-
tique du son et g est l’accélération par la force de gravité. On considère alors une solution
d’onde plane sous la forme

u(x, z, t) = Ae
z

2H ei(kx−Ωt), (2)

où k = (k, m) est le vecteur d’onde, A l’amplitude de l’onde plane, i un nombre complexe, t

le temps et Ω la fréquence intrinsèque telle que

Ω = ω − ku0. (3)

La fréquence définie dans (3) correspond à la fréquence observée dans un référentiel se dépla-
çant avec le vent. On peut tout d’abord observer que le vent a un impact majeur en modifiant
le contenu fréquentiel d’une onde lorsque observée depuis un référentiel fixe, effet nommé effet
Doppler. Les ondes dans le sens du vent ayant une fréquence plus importante que dans le sens
opposé au vent. Cela se traduit aussi par la réfraction des ondes lorsqu’il y a de forts gradients
de vent. Nous reviendrons sur ces points dans la section 1. Dans l’expression de la solution (2)
on considère une dépendance exponentielle de l’amplitude avec l’altitude. Ceci se justifie avec
le profil de densité ρ0 ≈ e− z

H et en déterminant les solutions d’ondes planes propagatrices en
altitude (Nappo, 2002, Ch. 2.1) .
Dans cette configuration si l’on injecte la solution dans le système (1), la relation de dispersion
des infrasons et des ondes de gravité est donnée par l’équation suivante (Hines, 1960)

m2 = k2(N2 − Ω2)
Ω2 − 1

4H2 + Ω2

c2 . (4)

On peut dégager plusieurs modes de propagation depuis la relation de dispersion (4).
Tout d’abord si l’on étudie les mouvements basses fréquences telles que Ω < N , on décrit
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alors les ondes de gravité. L’équation de dispersion (4) se simplifie donc en négligeant le
terme acoustique

m2 = k2(N2 − Ω2)
Ω2 − 1

4H2 . (5)

De la relation de dispersion (5) on peut déduire la vitesse de groupe vg pour des nombres
d’onde horizontaux et verticaux positif k > 0 (les résultats sont similaires quelques soient des
nombres d’onde non nuls) (Nappo, 2002)

vg,m = v0ex +
�

m2

N2 (c − u0)3,
−km

N (c − u0)3,
(6)

où ex = (10) est le vecteur unitaire dans la direction x, β est l’angle fait par le vecteur d’onde
avec l’horizontale tel que cos β = ω

N . Quelle que soit la vitesse du vent on observe alors que
vitesses de groupe et de phase sont orthogonales. En effet, si l’on considère la vitesse de groupe
dans le référentiel inertiel ṽg,m = vg,m − V0 et sachant que la vitesse de phase est dans la
direction du nombre d’onde k, on obtient

ṽg,m.k = k(u0 + m2

N2 (c − u0)3) + m(−km

N
(c − u0)3) − u0k = 0. (7)

La relation de dispersion (5) et les vitesses définies dans (6) signifient, d’une part, que les
ondes de gravité se propagent en deça de la vitesse du son (Godin, 2012) et, d’autre part, que
lorsqu’un front d’onde de gravité se propage de manière descendante, l’énergie se propage de
manière ascendante. Ceci peut être observé dans la figure 2 présentant la propagation d’une
onde de gravité lors d’une simulation numérique où est clairement visible l’orthogonalité
entre vitesse de groupe et vitesse de phase. Ces ondes internes sont des éléments importants
dans la dynamique de l’atmosphère, elles se propagent sur de longues distances et, étant
peu atténuées, participent à distribuer l’énergie sur l’ensemble de l’atmosphère (Fritts et
Alexander, 2003). Il est important de noter que nous nous sommes restreints à l’impact des
forces de gravité et de portée mais pour des ondes de gravité de très grande échelle temporelle
(de l’ordre du jour), les effets de la force de Coriolis deviennent non négligeables et doivent
être pris en compte dans la description du mouvement des particules, on nomme alors ces
mouvements, ondes inertielles. Ce mouvement de rotation induit une limite basse fréquence
pour la propagation des ondes de gravité caractérisée par la fréquence inertielle ωcor telle que
N < ω < ωcor pour ω la fréquence de l’onde de gravité. Mais nous n’aborderons pas ce point
dans cette thèse.

Ce mouvement particulier, lié aux ondes de gravité, couvre uniquement les modes très
basses fréquences (en deçà de la fréquence de Brunt-Väisälä) mais ce n’est pas le seul mou-
vement mécanique supporté dans l’atmosphère. En effet, si l’on considère maintenant une
approche haute fréquence, c’est à dire Ω >> N , l’équation se simplifie et laisse apparaître la
relation de dispersion purement acoustique telle que
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Figure 2 – Exemple de simulation numérique de la propagation d’onde de gravité en pertur-
bation vitesse verticale après t = 1000 s d’oscillation du sol sur 80 km et à 900 s de période
principale. Le domaine est de 400×160 km et l’atmosphère est basée sur le modèle MSISE-00
(Picone et al., 2002). La couleur rouge correspond à une amplitude positive et bleue à une
amplitude négative.

m2 + k2 = − 1
4H2 + Ω2

c2 . (8)

Afin d’obtenir une solution propagatrice en altitude, dont le nombre d’onde vertical est pu-
rement réel, cela impose la condition suivante sur l’équation (8)

Ω2

c2 >
1

4H2 ⇔ Ω >
c

2H
= ωc, (9)

où ωc = c
2H est la fréquence de coupure acoustique. La compressibilité induite par le terme

1
4H2 implique la dispersion des ondes acoustiques lors de leur propagation, c’est à dire que leur
vitesse de phase est dépendante de la fréquence. Si l’on calcule la vitesse de phase verticale
vΦ,m, on obtient

vΦ,m = Ω
m = Ω�

− 1
4H2 + Ω2

c2 −k2
,

= c�
1− ω2

c
Ω2 − c2k2

Ω2

.
(10)

Afin de voir cet effet plus clairement, on considère une onde plane telle que k = 0. L’équation
(10) devient donc

vΦ,m = 1�
1− ω2

c
Ω2

. (11)

En considérant Ω → ωc dans l’équation (11), on obtient vΦ,m → +∞, c’est à dire que
les composantes les plus basses fréquences de la gamme acoustique sont les plus véloces. On
comprend alors que les ondes acoustiques se propagent, par compression et raréfaction des
particules (Pain et Waterhouse, 1970), à une vitesse supérieure à la vitesse adiabatique du
son (343 m.s−1 à 20◦ dans l’air) et sont bornées inférieurement par la fréquence de coupure
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Figure 3 – A gauche, le domaine fréquentiel des différents modes de propagation basse
fréquence dans l’atmosphère en fonction du nombre d’onde horizontal. ωc est la fréquence de
coupure acoustique, N la fréquence de Brunt-Väisälä. Figure extraite de (Evers et Haak,
2010). A droite, les domaines temporels (en minutes) des modes de propagation acoustiques et
de gravité dans l’atmosphère en fonction de l’altitude (en km). ta = correspond à la période de
coupure acoustique et tB la période de Brunt-Väisälä. Figure extraite de Knížová et Mošna,
2011.

acoustique ωc. Ceci est visible dans la figure de droite de la figure 3 sur laquelle sont repré-
sentés les domaines temporels de propagation des modes acoustiques et de gravité en fonction
de l’altitude. On observe que les fréquences de coupure acoustique et de gravité (fréquence de
Brunt-Väisälä) changent avec l’altitude du fait de la stratification non homogène de l’atmo-
sphère en température, densité et composition.

Il est important de noter qu’entre la fréquence de coupure acoustique et la fréquence de
Brunt-Väisälä, les modes de propagation d’ondes acoustiques et de gravité sont évanescents,
un autre mode de propagation rentre alors en jeu, le mode de Lamb. Une représentation
graphique des domaines de propagation dans le plan fréquence et nombre d’onde horizontal
est donnée dans la figure de gauche de la figure 3 où le mode de Lamb intervient entre les
fréquences de coupure acoustique et de gravité. En effet, si l’on retourne à l’équation (4) pour
la gamme de fréquence N > Ω > wc, on obtient m2 < 0, m est donc purement complexe et
cela implique que les ondes de Lamb sont evanescentes en altitude. De plus, contenues près
de la surface, ces dernières se propagent à la vitesse du son et de manière non-dispersive et ne
sont donc pas des facteurs importants dans la dynamique de l’atmosphère. Par conséquent,
nous ne nous pencherons pas sur cet aspect.
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Figure 4 – Au dessus, les coefficients d’absorption vibrationnelle {αvib} et la somme entre
les coefficients d’absorption volumique (absorption rotationnelle et classique) en fonction de
l’altitude sur Mars à plusieurs fréquences. Ainsi que l’absorption classique en fonction de
l’altitude pour les mêmes fréquences sur Terre. En bas, les coefficients d’absorption vibration-
nelle et d’absorption volumique sur Mars et à différentes altitudes en fonction de la fréquence.
Image extraite de l’article (Garcia et al., 2016).

Propriétés de l’atmosphère et propagation des ondes gravito-acoustiques

Lorsqu’on étudie les traces atmosphériques d’explosions ou de phénomènes sismiques nous
pouvons alors nous restreindre à deux classes principales d’ondes de pression atmosphériques :
les ondes de gravité et les infrasons. Deux propriétés physiques de l’atmosphère permettent
l’observation des ondes gravito-acoustiques sur de grandes distances : les effets visqueux et
de relaxation faibles à basse fréquence (Bass et al., 1995) et la décroissance de la densité
avec l’altitude. Le premier s’explique par la dépendance fréquentielle des deux phénomènes
principaux de dissipation dans l’atmosphère, l’un dû au transport au sein du gaz (diffusion
moléculaire, friction interne et conduction thermique) et l’autre à la relaxation liée à l’énergie
de compression. Ces phénomènes sont dépendants de la fréquence et sur Terre s’expriment en
inverse de la fréquence au carré agissant donc comme un filtre passe-bas. Cette affirmation
n’est valable que sur Terre. Par contre, pour d’autres atmosphères planétaires, telle que l’at-
mosphère de Mars qui est composée principalement de CO2, les mouvements de particules
subissent une relaxation vibrationnelle forte autour d’une fréquence de relaxation principale
et l’absorption ne suit donc pas la même loi en fréquence que sur Terre ce que nous pouvons
observer dans la figure 4 (Bass et Chambers, 2001b).

La seconde contribution majeure correspond à la décroissance exponentielle de la densité
avec l’altitude visible sur la figure 5 qui provoque, par conservation de l’énergie cinétique et
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Figure 5 – De gauche à droite, les profils de fréquence de Brunt-Väisälä (rad2.s−2), de
vitesse du son adiabatique (m.s−2) et de densité atmosphérique (log[kg.m−3]) en fonction de
l’altitude. Ces profils sont extraits du modèle empirique MSISE-00 (Picone et al., 2002).

en l’absence de phénomènes de dissipation internes (Bass et al., 1984), l’augmentation de la
vitesse locale des particules au passage de l’onde.

Ce sont principalement pour ces raisons que les ondes basses fréquences, infrasons et ondes
de gravité, sont amplifiées et peuvent se propager sur de longues distances.

Sources terrestres d’infrasons et d’ondes de gravité

Sur Terre, un très grand nombre d’évènements géophysiques peuvent générer ces infrasons
et ondes de gravité et ainsi être observés dans la haute atmosphère, un résumé schématique
en est d’ailleurs présenté dans la figure 6. Parmi ces sources d’infrasons, les phénomènes de
couplage entre la Terre et l’atmosphère sont à l’origine de détections dans la haute atmosphère
voire dans l’ionosphère (Blanc, 1985a ; Liu et al., 2006).

On peut déceler trois mécanismes de couplage sismique donnant lieu à des ondes at-
mosphériques. Ces phénomènes sont représentés sous forme schématique dans la figure 7.
Premièrement, les mouvements soudains du niveau du sol dus aux tremblements de terre peu
profonds sont une première source d’infrasons en modifiant brutalement le niveau de pression
au dessus de la surface (Harkrider, 1964), cette "discontinuité" générant par conséquent des
ondes acoustiques sur une large gamme de fréquences mais principalement dans les hautes
fréquences. Ces phénomènes sont observés depuis les années 1930 (Benioff et Gutenberg,
1939 ; Benioff, 1951 ; Chrzanowski et Cook, 1960), mais les observations restèrent limi-
tées jusque dans les années 1960 et le tremblement de Terre d’Alaska en 1964 de magnitude



10 Introduction

Supersonic aircrafts

Atmospheric 
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Sources of infrasounds and gravity waves
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Figure 6 – Résumé des différentes sources d’infrasons et d’ondes de gravité sur Terre. Les va-
leurs indiquées correspondent à la gamme de fréquence moyenne pour chacun des évènements
ainsi que les valeurs maximums moyennes observées. Ces valeurs sont extraites de (Campus
et Christie, 2010).

≈ 9 qui généra des ondes jusqu’à 10−3 Hz se propageant sur de longues distances (Mikumo,
1968 ; Young et Greene, 1982). Dès lors, la meilleure compréhension des phénomènes de
propagation ainsi que les avancées techniques dans l’instrumentation (avec notamment le dé-
ploiement du réseau IMS, International Monitoring System (Brachet et al., 2010)), rendirent
possibles de nombreuses nouvelles observations (Bowman et Bedard, 1971 ; Cook, 1971 ;
Le Pichon et al., 2003 ; Takahashi, Koyama et Isei, 1994).

Deuxièmement, la propagation d’ondes de surface sismiques (ondes de Rayleigh) peut
induire l’émission d’infrasons (Watada et al., 2006). En 1964, Donn et Posmentier (Donn
et Posmentier, 1964) ont montré que le déplacement du sol dû aux ondes de Rayleigh a
provoqué des changements de pression sur leurs instruments de mesure après le grand séisme
en Alaska. Ces infrasons se propagent de manière quasi-verticale et à de grandes vitesses
(entre 1 à 8 km.s−1) du fait du couplage entre la vitesse horizontale des ondes à l’inter-
face fluide-solide. De surcroît depuis l’évènement de Sumatra en 2004 de magnitude Mw = 9
(Alcoverro, Martysevich et Starovoit, 2005 ; Kim, Hayward et Stump, 2004 ; Le Pi-
chon et al., 2005), un grand nombre de signaux générés par les ondes de surface de Rayleigh
furent observés (Rolland, Lognonné et Munekane, 2011). Les ondes de Rayleigh ne sont
pas simplement générées par des tremblements de Terre mais aussi par un certain nombre
d’évènements géophysiques tels que les éruptions volcaniques (Kanamori et Mori, 1992 ;
Widmer et Zürn, 1992) ou les turbulences atmosphériques (Kobayashi et Nishida, 1998 ;
Suda, Nawa et Fukao, 1998 ; Tanimoto, 1999).



Introduction 11

Figure 7 – Représentation schématique de la génération d’ondes gravito-acoustiques liées à
un évènement sismique et couplage à l’ionosphère.

Enfin les tsunamis, ondes de surface océaniques résultant d’un tremblement de Terre ou
d’un changement du niveau du plancher océanique, et oscillant à très basse fréquence à la
surface de la mer, génèrent des infrasons et des ondes de gravité. La description théorique du
couplage entre l’océan et l’atmosphère fut contemporaine de Hines (Donn et McGuinness,
1960), mais c’est lors du grand séisme d’Alaska que des observations d’infrasons permirent
de conjecturer, à partir de leur temps d’arrivée, que les tsunami agissaient comme source
secondaire d’ondes atmosphériques (Mikumo, 1968). Ce type d’onde de surface est appelée
onde de surface de gravité et est associée à l’écoulement de l’océan sous l’effet de la pesanteur
terrestre (Lander et Lockridge, 1989). L’évènement de Sumatra en 2004 permis d’affiner
notre compréhension de ce phénomène et de réaliser les première observations claires d’ondes
gravito-acoustiques induites par le tsunami (Artru et al., 2005 ; Liu et al., 2006 ; Liu et al.,
2006 ; Occhipinti et al., 2006). Ces dernières observations s’avèrent très riches et importantes
afin de déterminer la dynamique des tsunamis et celle de la source sismique (Occhipinti et
al., 2013).
Pour une liste plus exhaustive de l’historique de ces observations, le lecteur peut se référer à
(Campus et Christie, 2010).

Puisque notre intérêt principal est d’étudier l’impact sur l’atmosphère des phénomènes
sismiques, nous nous sommes concentrés jusqu’à présent sur les problèmes de couplage, mais
d’autres phénomènes, principalement liés à la topographie et aux explosions, sont à l’origine
d’infrasons voire d’ondes de gravité. Les éruptions volcaniques génèrent des infrasons avec
l’éjection explosive de gaz et de lave. Cette quantité de matière éjectée pendant l’éruption
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est dépendante de la taille de l’explosion et va déterminer, en fonction de la distance à la
source, l’amplitude ainsi que la fréquence principale des infrasons émis (Dabrowa et al.,
2011 ; Douglass et Knox, 2005 ; Evers et Haak, 2001, 2005 ; Goerke, Young et Cook,
1965 ; Liszka et Garces, 2002).
Beaucoup d’études se sont concentrées depuis les années 1970 sur la propagation d’infrasons
liés à la topographie. Le déplacement des masses d’air au dessus des chaînes de montagne est
à l’origine d’ondes très basses fréquences (de 0.007 à 0.1 Hz), de faible amplitude et se pro-
pageant sur parfois plus de 10000 km (Chimonas, 1977), nommées ondes de montagne. Ces
ondes sont statiques par rapport à la topographie qui les a générées mais peuvent transporter
de l’énergie depuis la basse atmosphère jusque dans la moyenne atmosphère. Nous ne nous
concentrerons par sur cet aspect, car indépendant des phénomènes sismiques, mais ces ondes
jouent un rôle important dans la dynamique de l’atmosphère (Larson et al., 1971 ; Lott et
Teitelbaum, 1993 ; Smith, 1979 ; Wilson, Szuberla et Olson, 2010).
Pour une revue plus complète de l’origine des infrasons dans l’atmosphère (orages, activité
humaine, aurores boréales), un résumé clair est proposé dans (Le Pichon, Blanc et Hau-
checorne, 2010).

Phénomènes de propagation non-linéaires et limites de la théorie linéaire

Les évènements précédemment cités sont en général étudiés à l’aide de la théorie linéaire
des ondes de gravité mais ceci peut présenter des inconvénients majeurs lors de l’interprétation
d’observations réelles ou des résultats de modélisation. En effet, comme discuté dans plusieurs
ouvrages (Finnigan, 1988 ; Hunt, Kaimal et Gaynor, 1985), certaines des observations ne
peuvent pas être expliquées par la théorie linéaire, notamment les phénomènes turbulents liés
à l’effondrement ("breaking" en anglais) des ondes de gravité (Dörnbrack, 1998). Le choix
de la théorie linéaire se justifie alors par deux raisons principales : lorsque les vents zonaux et
méridionaux restent faibles (comparés à l’amplitude de l’onde) et qu’ils varient peu en temps
(hypothèse des petites perturbations), la propagation d’ondes basses fréquences à nombre de
Mach faible est bien capturée par la théorie linéaire (Dörnbrack et Nappo, 1997). Mais dès
que le nombre de Mach tend vers 1, c’est-à-dire que la vitesse locale des particules liées au
déplacement de l’onde tend vers la vitesse du son adiabatique (dans la haute atmosphère par
exemple), cette hypothèse n’est plus valable et l’explication de certaines observations dans
l’atmosphère requiert l’extension aux non-linéarités. Ceci peut par exemple être observé dans
la figure 8 sur laquelle la forme d’onde de l’onde plane d’amplitude initiale élevée ne s’explique
que par son effondrement au cours de sa propagation. Nous exposerons notamment les limites
de la théorie linéaire dans les sections 1.1.2 et 3.3.1.

Les tremblements de Terre de large magnitude (Calais et Minster, 1995b), les lance-
ments de fusées (Calais et Minster, 1996) et les explosions de surface (Blanc, 1985b ; Ca-
lais et al., 1998 ; Fitzgerald, 1997) peuvent générer des ondes de choc se propageant jusque
dans la haute atmosphère, une partie de l’énergie étant transférée à l’ionosphère (Afraimo-
vich et al., 2001a). Dans la haute atmosphère, lors du couplage à l’ionosphère, ces ondes
atteignent des périodes de 30 à 300 s et des vitesses jusqu’à 1200 m.s−1. Les ondes de gravité,
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Figure 8 – Perturbations verticales liées à la propagation d’une onde plane dans une atmo-
sphère isothermale à différentes altitudes z = 20.3, 96.6 and 198.3 km. L’onde plane propagée
est initialement d’amplitude (en vitesse verticale) faible pour le signal en bleu ("Solution
(×104) with small forcing amplitude") et d’amplitude plus élevée pour le signal rouge ("Solu-
tion with large forcing amplitude"). Le signal d’amplitude faible est multiplié par 104 afin de
pouvoir le comparer au signal d’amplitude élevé. On peut observer la déformation du front
d’onde liée à un nombre de Mach élevé (signal rouge) comparée à la propagation linéaire
d’une onde à nombre de Mach faible (signal bleu). La théorie linéaire aurait prédit une forme
d’onde erronée dans le cas d’un nombre de Mach élevé.

à l’instar des infrasons, peuvent s’effondrer et donner lieu à des phénomènes non-linéaires à
travers divers mécanismes tels que le cisaillement, l’interaction avec le vent ou par raidisse-
ment de la forme d’onde ("steepening" en anglais) (Staquet et Sommeria, 2002).

Les effets non-linéaires sont en effet les seuls mécanismes permettant la propagation de
chocs ainsi que de dissiper l’énergie lorsque la viscosité et la diffusion moléculaire sont né-
gligeables (à basse fréquence et en dehors de la thermosphère). Ces non-linéarités peuvent
donc se traduire par un amortissement radiatif (Fels, 1984), des interactions entre ondes
(Alexander et Dunkerton, 1999 ; Sutherland, 2000 ; Sutherland, 2001) et le "wave-
breaking" (Gavrilov et Kshevetskii, 2013).

Notamment en se propageant en altitude les ondes de gravité peuvent générer des turbu-
lences (Kelvin-Helmoltz) dans la haute atmosphère propageant des ondes de gravité de courte
période (pour des ondes initialement de très forte amplitude) (Kshevetskii et Gavrilov,
2005). Ce phénomène est d’ailleurs simulé numériquement dans cette thèse et présenté dans
le chapitre 4.

Certains phénomènes non-linéaires peuvent être, à leur tour, sources d’infrasons et d’ondes
de gravité. Les phénomènes convectifs tels que les nuages de profonde convection (en anglais
"deep convective clouds") (Lane, Reeder et Clark, 2001) génèrent des infrasons sur un
large spectre de fréquence et vitesses de phase. Ces ondes induites par les zones de convection



14 Introduction

sont difficiles à estimer du fait de leur forte variabilité en temps et en espace (McLandress,
Alexander et Wu, 2000 ; Piani et al., 2000). Les scientifiques ont pu néanmoins expli-
quer l’origine et l’impact de ces ondes dans des zones sans topographies majeures tels que
les tropiques (Lane, Reeder et Clark, 2001 ; Vincent et Joan Alexander, 2000). Les
phénomènes de cisaillement ou phénomènes de Kelvin-Helmoltz, cité précédemment, peuvent
aussi donner lieu à des ondes gravito-acoustiques (Bühler, McIntyre et Scinocca, 1999).
Enfin, les interactions entre ondes de gravité sont une source majeure de perturbations et
l’échelle des ondes générées n’est pas directement reliée à celles des sources des ondes de
gravité originelles ce qui peut alors être difficile à interpréter. Notez qu’il existe d’autres phé-
nomènes non-linéaires plus complexes (tels que l’ajustement géostrophique) dont le lecteur
peut trouver un résumé dans le papier de revue par Fritts (Fritts et Alexander, 2003).

Forçage atmosphérique

Nous nous sommes jusqu’à présent focalisés sur la propagation d’ondes liée au couplage
du solide vers le fluide et au sein du fluide ou dans la haute atmosphère mais il est nécessaire
de préciser que le couplage des ondes se propageant du fluide vers le solide est possible. Le
vent est générateur de bruit sismique soit directement par le forçage qu’il exerce sur la partie
solide (Withers et al., 1996) soit indirectement via son action sur l’océan (Gimbert et Tsai,
2015). L’interaction non-linéaire d’ondes à la surface des océans générées par des orages est
la source d’ondes stationnaires propageant de manière continue des ondes sismiques dans la
partie solide, appelé micro-séismes. Ce phénomène se traduit par deux pics fréquentiels dans
le bruit sismique autour de 0.14 Hz et 0.07 Hz. Le premier est du à l’interaction des vagues
avec les lignes de côte (Haubrich, Munk et Snodgrass, 1963). Le second, d’amplitude plus
élevée, est provoqué par le déplacement de la colonne d’eau par les ondes stationnaires précé-
demment citées (Longuet-Higgins, 1950). Mais ces interactions non-linéaires à la surface de
l’océan sont aussi génératrices d’infrasons dans la gamme 0.15−0.35 Hz, appelés microbaroms
(Arendt et Fritts, 2000 ; Benioff et Gutenberg, 1939 ; Gutenberg et Benioff, 1941 ;
Posmentier, 1967). Notez que d’autres phénomènes sont à l’origine de microbaroms : les
ondes stationnaires dues à l’interaction entre deux orages générant des infrasons autour de
0.2 Hz (Aucan, Fee et Garcés, 2006) ainsi que le "wave-breaking" près des côtes à la base
d’infrasons dans une gamme plus haute fréquence 0.5−20 Hz (Garcés et al., 2004). L’obser-
vation de ces signaux atmosphériques est pertinente notamment pour l’étude tomographique
par cross-corrélation du bruit enregistré sur les instruments (Lin, Tsai et Schmandt, 2014).
Enfin, les ondes de choc acoustiques, liées aux explosions atmosphériques (Ben-Menahem,
1975) ou à l’entrée et l’impact de météorites (Cevolani, 1994) peuvent être sources d’ondes
sismiques près de la surface et être utilisées pour déterminer les structures locales de vitesse
sismique (Langston, 2004). Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 2 de cette thèse.
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Instrumentation pour l’observation des ondes atmosphériques

L’étude des signaux atmosphériques fut rendue possible avec l’amélioration de la précision
de l’instrumentation. Ainsi de grandes avancées furent réalisées à ce niveau depuis les années
1960 et les premiers relevés par baromètres et marégraphes (Harkrider et Press, 1967).

Les observations des signaux atmosphériques générés par des sources sismiques sont es-
sentiellement réalisées à la surface (sismographes, barographes, réseau d’infrasons) ou dans
la haute altitude en étudiant la réponse de l’ionosphère à la propagation d’ondes internes.
Malheureusement, cette dernière technique n’est viable que pour une gamme de fréquence
limitée pour laquelle le couplage entre l’ionosphère et les couches plus basses de la thermo-
sphère est possible (Lognonné, 2010). Ces signaux sont en général générés par les tsunamis
ou les ondes de Rayleigh, les autres phénomènes de surface générant des ondes trop hautes
fréquences pour atteindre la haute atmosphère (Arendt et Fritts, 2000).

Les mesures de surface reposent principalement sur les capteurs de pression et les sismo-
graphes. Ceux-ci ont pris un essor important avec le développement du réseau international
IMS (International Monitoring System) permettant la détection de perturbations de pression
entre 0.1 et 10 Hz. Ce réseau permet de déterminer, en plus de l’amplitude et la phase, l’azi-
muth et la vitesse des signaux et ainsi d’identifier les caractéristiques de la source (Brachet
et al., 2010). Ces caractéristiques rendent possible la détection de plusieurs types d’infra-
sons : les ondes sismiques couplées à l’interface fluide-solide dont nous avons déjà discutées,
les explosions atmosphériques et les ondes générées au niveau de l’épicentre du séisme par un
mouvement brutal du niveau du sol ou dispersées par les chaînes de montagne (Le Pichon
et al., 2002a).

Il est en général difficile de détecter des infrasons et ondes de gravité directement depuis
la basse et moyenne atmosphère car les mesures in-situ manquent souvent de résolution. Mais
comme indiqué en début de cette introduction, les satellites basse orbite ou en fin de vie
tels que GOCE, CHAMP ou GRACE (Bruinsma et Fedrizzi, 2012) ont capturé les per-
turbations d’accélération et/ou de densité. Plusieurs contraintes sont néanmoins à prendre
en compte : lorsque les évènements sismiques sont d’amplitude trop faible et/ou que le satel-
lite se déplace à trop haute altitude les signaux peuvent être atténués avant de pouvoir être
observés. De plus la dynamique des zones polaires étant très importante, il n’est alors pas
possible d’analyser les données si le front d’onde lié à un évènement sismique croise le satellite
dans cette zone (Bruinsma et Fedrizzi, 2012). Dernièrement, un certain intérêt fut porté
par les réseaux d’observations par ballons car ceux-ci peuvent être l’une des seules sources
d’information sur l’activité sismique lors de missions spatiales planétaires (Jones et al., 2015 ;
Stevenson et al., 2015) mais aussi être témoins de phénomènes exclusifs à la moyenne atmo-
sphère (tels que la turbulence ou les ondes océaniques non-linéaires) ainsi que compléter les
données récoltées par les réseaux d’infrasons au sol (Bowman et Lees, 2015 ; Jewtoukoff
et al., 2015 ; Stump et al., 2009).
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A des altitudes plus élevées, du fait de l’amplification de l’amplitude des ondes, les inter-
actions avec le plasma de l’ionosphère sont détectables grâce aux systèmes radio-sondes. De
60 à 1500 km d’altitude, l’ionosphère est partiellement ionisée (du fait des rayons X et rayon-
nements UV solaires) avec un maximum de concentration électronique entre 300 et 400 km
d’altitude. En se propageant, les ondes atmosphériques perturbent les molécules qui peuvent
alors rentrer en collision avec les particules chargées ionosphériques (les ions principalement)
résultant en un transfert de moment. Le déplacement de ces ions, et ainsi des électrons, génère
des perturbations dans le champ électro-magnétique. Afin de détecter ces évènements les son-
deurs Doppler, dont l’origine remonte aux années 1960 (Davies et Baker, 1965 ; Leonard
et Barnes, 1965 ; Yuen et al., 1969), ont permis de fournir des observations continues avec
une précision de plus en plus importante (Blanc, 1985b ; Namazov, Novikov et Khmel-
nitskii, 1975 ; Parrot et al., 1993 ; Tanaka et al., 1984). Les sondeurs récents peuvent
détecter la plupart des évènements de magnitude supérieure à 6.5 (Artru, Farges et Lo-
gnonné, 2004). Malheureusement, du fait d’une résolution relativement faible il est difficile
de déterminer les structures 3D des perturbations.
Plus récemment, les radars Au-Dessus-de-l’Horizon ("Over-The-Horizon radars" en anglais)
qui fournissent une cartographie des mouvements de l’ionosphère (Occhipinti et al., 2006)
permirent d’obtenir une précision similaire aux sondeurs Doppler et peuvent donc être un
moyen d’augmenter la résolution spatiale de ces derniers.
Les réseaux GPS pouvant mesurer la densité électronique (TEC) permirent d’étudier un
grand nombre d’évènements depuis le tremblement de Terre de Northridge en 1994 (Calais
et Minster, 1995a) jusqu’à beaucoup plus récemment le tsunami de Tohoku (Liu et al.,
2011). La forte densité de réseaux GPS en Europe, aux États-Unis et au Japon permet de
nombreuses détections et notamment la discrimination entre les ondes acoustiques provenant
de l’épicentre du séisme et les ondes induites par les ondes de surface de Rayleigh (Ducic,
Artru et Lognonné, 2003).

Enfin, d’autres phénomènes atmosphériques peuvent être exploités pour observer ces évè-
nements sismiques. Notamment l’émission par airglow qui est particulièrement influencée par
les ondes induites par les tsunamis (Hickey, Schubert et Walterscheid, 2010). Cette mé-
thode consiste dans l’étude du rayonnement atmosphérique (excitation par résonance, photo-
dissociation, impact photoélectronique et recombinaison) dûe à l’absorption du rayonnement
solaire dans la gamme UV (Slanger et Wolven, 2002). Certaines études ont réussi dans ce
cadre à observer l’émission OH et O de nuit depuis la mésopause à 87 km d’altitude et depuis
la thermosphère à 250 - 300 km d’altitude (Makela et al., 2011). Cette technique permet
d’obtenir des images sans recours à des réseaux denses d’instruments mais les caméras au sol
doivent être utilisées dans des conditions atmosphériques précises, lorsque le ciel est clair et
que le soleil et la lune sont sous l’horizon local. Ces conditions ne sont pas forcément satisfaites
lors de tous les évènements sismiques.
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Modélisation numérique des ondes gravito-acoustiques

L’amélioration des méthodes d’observations permirent d’affiner notre compréhension de
la dynamique climatique, mais certains phénomènes physiques restèrent et restent encore dif-
ficile à interpréter. Que les obstacles soient liés à l’instrumentation ou à la complexité des
interactions dans un milieu aussi dynamique que l’atmosphère le 20ème siècle a vu l’avè-
nement d’une nouvelle discipline scientifique, la simulation numérique, et plus précisément
dans le cadre de l’atmosphère la mécanique des fluides numérique (ou "computational fluid
dynamics" en anglais). Depuis le 17-18ème siècle avec l’établissement des lois de Newton ainsi
que des équations d’Euler (puis des travaux de Laplace, Riemann et Rankine et Hugoniot) et
plus tard leur extension prenant le nom du système de Navier-Stokes, les aspects physiques
macroscopiques du phénomène de transport dans un fluide Newtonien ainsi que de conser-
vation de la masse et de l’énergie sont connus et décrits sous formes d’équations différentielles.

Les équations de Navier-Stokes, équations décrivant le mouvement non-linéaire d’un fluide
Newtonien sous l’hypothèse des milieux continus, sont la pierre angulaire de la mécanique des
fluides. Elles peuvent être résolues analytiquement dans des cas simplifiés (l’écoulement de
Poiseuille ou de Couette en linéaire ou le vortex de Taylor-Green en incompressible) mais ne
disposent pas de solution générale (l’existence d’une telle solution en 3 dimensions est d’ailleurs
l’un des problèmes du millénaire). Afin de pallier ce manque de solutions plus générales, des
solutions semi-analytiques furent initialement développées (méthode de perturbation (Van
Dyke, 1975), approche par similarité (Howarth, 1938), méthode intégrale (Schlichting
et al., 1960), méthode par caractéristique (Von Mises, Geiringer et Ludford, 2004)). Les
différences finies furent aussi l’une de ces techniques de résolution et étaient déjà utilisées
avant la seconde guerre mondiale. En effet, en 1910, Richardson introduisit cette méthode
(Richardson, 1910) afin d’effectuer un calcul d’effort sur un barrage, mais l’indisponibi-
lité de machines de calculs imposait de faire les calculs à la main. Cette méthode consiste
à remplacer les équations différentielles par des équations discrétisées sur un nombre fini de
noeuds sur lesquels sont calculés les champs de vecteur solutions et où les opérateurs sont
remplacés par un développement de Taylor autour du noeud considéré. Une grande étape du
développement des applications numériques fut apportée par les travaux de Courant et Levy
qui présentèrent, dans les années 20, des critères de stabilité pour les équations hyperbo-
liques par discrétisation par différences finies et toujours pertinents aujourd’hui (Courant,
Friedrichs et Lewy, 1928). Cette étude fut étendue notamment avec la participation de
Von-Neumann qui proposa une méthode pour l’analyse de stabilité des méthodes de diffé-
rences finies (Charney, Fjörtoft et Neumann, 1950).

Avec le développement de la puissance de calcul, les simulations par différences finies,
plus coûteuses mais plus précises et polyvalentes que les méthodes semi-analytiques, prirent
un essor important notamment grâce à Yee dans les années 60 (Yee, 1966) qui proposa une
méthode par grille en quinconce permettant d’atteindre une précision importante avec davan-
tage de flexibilité géométrique que les formules classiques. Puis cette méthode fut appliquée
au calcul de dynamique des fluides (Godunov, 1959 ; Lax et Wendroff, 1960 ; MacCor-
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mack, 1976 ; Roe, 1981 ; Van Leer, 1974). Son essor s’explique en particulier grâce à la
prise en compte, au sein du schéma numérique, de la turbulence et des effets non-linéaires
ainsi que de permettre de faire évoluer les équations en temps. C’est à partir des années 70,
les équations de Navier-Stokes compressibles furent résolues en différences finies (MacCor-
mack, 1976 ; Peyret et Taylor, 1985). Bien que la dynamique des structures fut l’un des
piliers du progrès apporté aux différences finies, les applications aux fluides furent aussi un
élément clé notamment afin de réaliser des prédictions climatiques (Richardson, 1922). Les
méthodes furent par la suite adaptées aux topographies complexes et à la prise en compte de
l’advection par le vent (Groot-Hedlin, 2014 ; Groot-Hedlin, Hedlin et Walker, 2011 ;
Ostashev, Chunchuzov et Wilson, 2005). Cette méthode pâtit malheureusement d’un
manque de flexibilité géométrique et de la difficulté d’augmenter le degré d’approximation de
la solution. Nous reviendrons sur les caractéristiques de cette méthode dans le chapitre 1 de
cette thèse.

Une extension des différences finies, permettant davantage de flexibilité géométrique, fut
proposée sous la forme de la méthode des volumes finis. Cette méthode fut initialement in-
troduite pour l’étude de mouvements de fluides à travers une turbine de gaz (McDonald,
1971), puis employée sur de la dynamique des problèmes de convection-diffusion (Bertolazzi
et Manzini, 2005 ; Cai, Mandel et McCormick, 1991 ; Ewing, Lin et Lin, 2002 ; Laza-
rov, Mishev et Vassilevski, 1996). Cette technique consiste à décomposer le domaine de
calcul en volumes finis sur lesquels la solution est intégrée en espace. Un exemple de discréti-
sation via cette méthode est montré dans le tableau 1, sous le label "VF", pour l’équation de
conservation de la masse. Cette méthode est particulièrement adaptée aux lois de conserva-
tion car les intégrales sont intégrées à l’aide de la formule de Stokes, les intégrales de volume
étant alors converties en intégrale de bord. Les intégrales de surface d’un volume élémentaire
sont par la suite calculées en utilisant diverses formules de flux ou en résolvant le problème
de Riemann exact (Eymard, Gallouët et Herbin, 2000). Puis la méthode fut appliquée à
la résolution des équations de Navier-Stokes (He et He, 2007 ; He, He et Chen, 2008), des
problèmes d’aéroacoustiques (Abalakin, Dervieux et Kozubskaya, 2006 ; Daru et Te-
naud, 2004 ; Munz, Fortenbach et Dumbser, 2005) et plus récemment à la propagation
d’infrasons et d’ondes de gravité (Del Pino et al., 2009 ; Laughman, Fritts et Lund, 2017 ;
Whitaker, 2008). De nouveau, certaines limitations liées à l’augmentation du degré d’ap-
proximation et la prise en compte de maillages non conformes peuvent affecter cette méthode
et nous reviendrons en détail sur ces aspects dans le chapitre 4 de cette thèse.

Parallèlement, l’idée d’utiliser une formulation variationnelle (c’est-à-dire une formulation
faible en opposition aux formulations fortes telles que les différences finies ou volumes finis)
pour résoudre un problème de valeurs limites fut introduite par Lord Rayleigh (1894, 1896) et
Ritz (1908) (« Approximate Methods of Higher Analysis, Interscience, New York (1958) »).
C’est ce dernier qui imagina décomposer la solution sous forme d’une combinaison linéaire
de fonctions. Ce sont les travaux de Turner qui introduisirent la notion d’éléments finis pour
le calcul de contraintes sur un avion (Turner., 1956). L’idée étant d’approcher la forme
particulière d’une aile d’avion par un assemblage d’éléments triangulaires et en se basant
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Nom Forme Discrétisation

DF Forte ∂tρ
k + (ρvx)k+1−(ρvx)k

Δx = 0

VF Forte
�

Ωk ∂tρ
kdΩk + [ρv](xk+1/2) − [ρv](xk−1/2) = 0

EFC Faible
�

Ω ∂tρΦdΩ − �
Ω ρv.∇ΦdΩ +

�
Γ ρv.nΦdΓ = 0

EFD Faible
�

Ωk ∂tρ
kΦdΩk − �

Ωk(ρv)k.∇ΦdΩk +
�

Γk ρv.nΦdΓk = 0

Nb d’inconnues Expression de la solution

DF N + 1 for i = [1, N + 1], vh(xi) = vi

VF N ∀x ∈ Ωk, vh(x) = vk

∀x ∈ Ωk ∩ Γk+1, vh(x) = vk+1/2 = vk+1+vk−1

2

EFC N + 1 ∀x ∈ Ωk, vh(x) = �Nc
i=1 bk

i Ψk
i (x)

∀x ∈ Ω, vh(x) = �K+1
k=1 v(xk)Nk(x)

EFD 2N ∀x ∈ Ωk, vh(x) = �Nc
i=1 bk

i Ψk
i (x)

vh(x) =
�

bk
Nc

Ψk
Nc

(x) ∀x ∈ Ωk ∩ Γk

bk+1k1Ψk+1
1 (x) ∀x ∈ Ωk+1 ∩ Γk

Table 1 – Discrétisation et expression de la solution numérique employées par différentes
méthodes pour l’équation de conservation de la masse en 1-D (ρ est la densité et vx la vitesse).
"DF" correspond à Différences Finies, "VF" à Volumes finis, "EFC" Éléments Finis Continus
et "EFD" Éléments Finis Discontinus. Δx est le pas d’espace dans le cas des différences finies.
L’indice i correspond au noeud xi et l’indice k correspond à l’élément Ωk. Ω = ∪k=1,KΩk

correspond au domaine de calcul, Γ étant sa frontière, avec Ωk le k-ème élément, Γk sa
frontière, K le nombre d’éléments. n est la normale extérieure. Φ est une fonction test, Ψ
est une fonction de forme et (bk

i )k=1,K;i=1,Nc sont les coefficients de la base de discrétisation
polynomiale des méthodes "EFC" et "EFD". Enfin, (N k)k=1;K sont les fonctions de forme pour
la formulation continue "EFC".
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sur une écriture matricielle afin de simplifier les calculs tout en satisfaisant les conditions de
continuité aux interfaces entre éléments (Clough, 1990). Le domaine de calcul est décom-
posé en éléments distincts, de manière similaire aux volumes finis, mais on réalise ensuite le
produit scalaire de la solution avec une fonction test avant de l’intégrer en espace afin d’ob-
tenir davantage de régularité et de flexibilité géométrique. Cette opération est visible dans
le tableau 1 sous le label "EFC" où la fonction test est indiquée par φ. C’est le choix de la
base pour cette fonction test qui déterminera la régularité de la solution numérique calcu-
lée (Hughes, 2012). En ce qui concerne la mécanique des fluides on vit durant les années
70 les premières résolutions des équations de Navier-Stokes sous forme potentielle (Chung,
1978 ; Oden, 1969 ; Thomasset, 1981). En addition à ce travail numérique, des travaux plus
théoriques se penchèrent sur les conditions de convergence et de stabilité de ces méthodes,
donnant une légitimité certaine à la méthode par éléments finis. On peut notamment citer les
travaux de Céa (Céa, 1964) qui détermina les formules d’erreur des méthodes de Galerkin sur
les problèmes variationnels avec décomposition polynomiale. Les travaux de Babuška et Aziz
furent aussi une étape essentielle, traitant de la convergence des méthodes par éléments finis,
en établissant la condition inf-sup sur l’unicité de la solution des problèmes mixtes (c’est-à-
dire lorsqu’on résout un système différentiel avec conditions de bords et initiales, Babuska
et Aziz, 1972).

Durant les années 80, la méthode par élément finis fut étendue à de nouveaux espaces de
discrétisation, bénéficiant ainsi d’une convergence spectrale en modifiant la base de fonction
utilisée pour la décomposition de la solution (Patera, 1984). Nous y reviendrons plus en dé-
tail dans le chapitre 4 de cette thèse. De nombreuses applications de cette méthode donnèrent
des résultats convaincants pour la propagation d’ondes sismiques (Komatitsch et Tromp,
1999), pour la prédiction climatique (Fournier, Taylor et Tribbia, 2004), la dynamique
océanique (Iskandarani, Haidvogel et Levin, 2003).

Puis, afin de bénéficier des propriétés de conservation des schémas de volumes finis et des
propriétés de convergence des méthodes spectrales, Reed (Reed et Hill, 1973) proposa une
dernière évolution des méthodes variationnelles sous la forme d’une formulation discontinue,
les éléments finis discontinus (DG-FEM). Aujourd’hui de nombreuses adaptations furent réa-
lisées afin de prendre en compte la dynamique de l’atmosphère avec les éléments discontinus
(Restelli et Giraldo, 2009).

Les méthodes par différences finies et les méthodes de Galerkin ne sont pas les seules
méthodes numériques utilisées aujourd’hui bien que nous nous concentrerons uniquement sur
ces dernières durant cette thèse. La méthode par tracé de rayons, initialement développée pour
la balistique (Esclangon, 1925) et dans la communauté optique afin de prédire le chemin
des rais de lumière à travers les lentilles, fut adaptée depuis les années 70 aux problèmes
géophysiques (Jones, Riley et Georges, 1986). Elle est très populaire dans la communauté
infrason car elle nécessite peu de puissance de calcul par rapport aux autres méthodes de
modélisation. L’interprétation physique des résultats est facilitée par la représentation visuelle
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des tracés de rais (il est notamment facile d’identifier les phases en comparant les points de
réflexion/réfraction) et son extension en 3D est directe. Cette méthode consiste en deux étapes
principales : la résolution de l’équation Eikonal (afin de calculer les réfractions/réflexions) puis
la résolution des équations de transport (pour déterminer l’amplitude). On dérive les équations
d’évolution du nombre d’onde et de la position, à partir des équations Eikonal, sous la forme
suivante (Lighthill, 1978)

dk
dt = ∇xω,
dx
dt = ∇kω + v0,

(12)

où la solution, en terme de perturbation, est considérée de la forme ξ = ξ̂(x, t)ei(k.x−ωt)

où k est le nombre d’onde, x la position, ω est la fréquence de l’onde déterminée à partir de
la relation de dispersion du problème étudié (par exemple la relation de dispersion donnée
dans l’équation (4)) et v0 est le vent. La première équation du système (12) correspond à la
réfraction des ondes tandis que la deuxième décrit la vitesse de groupe.

Il est important de noter que la méthode par tracé de rayons est initialement une ap-
proximation haute fréquence des ondes acoustiques et ne résout pas directement les ondes de
gravité. Mais plusieurs auteurs se sont donc penchés sur la propagation d’ondes au sein d’at-
mosphères réalistes (Dessa, Virieux et Lambotte, 2005 ; Garcés, Hansen et Lindquist,
1998 ; Le Pichon et al., 2002b ; Matoza et al., 2011).
En revanche la dispersion et la diffusion (création de zones d’ombre) sont des phénomènes plus
difficiles à prendre en compte et plusieurs méthodes additionnelles sont utilisées dans ce but
(HARPA (Jones, Riley et Georges, 1986), WASP-3D (Dessa, Virieux et Lambotte,
2005) et tau_P (Buland et Chapman, 1983 ; Garcés, Hansen et Lindquist, 1998)). Un
exemple de tracé de rayons est visible dans la Figure 9 où est représenté un ensemble de rais
avec plusieurs angles d’incidence à la surface de Mars dans la cadre d’une explosion de surface
dans une atmosphère atténuante et subissant une advection par le vent.
Enfin, il est plus délicat de déterminer la forme d’onde avec la méthode de tracé de rayons
par rapport à une méthode sur maillage (différences finies, méthodes de Galerkin) (Norris et
Gibson, 2004). La complexité de ces dernières améliorations ainsi que la nécessité de réaliser
parfois un grand nombre de tracés pour déterminer avec précision la propagation d’onde dans
un milieu complexe et la potentielle difficulté à coupler une partie solide et fluide peuvent
faire de cette méthode une moins bonne candidate que les méthodes classiques pour nos ap-
plications.

La méthode par modes normaux fut aussi communément utilisée dans la communauté
géophysique pour modéliser la propagation d’ondes sismiques à l’échelle de la Terre. Cette
technique consiste à calculer un nombre fini de modes d’oscillations libres de la Terre en
résolvant l’équation de l’élasto-dynamique en 3 dimensions dans le domaine des fréquences
(Dahlen et Tromp, 1998). Le modèle fut étendu au couplage avec une atmosphère réaliste
pour une Terre sphérique et des conditions de bord de radiation dans la haute atmosphère
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Figure 9 – Trajectoires de rais à la surface de Mars vers l’Ouest (gauche) et l’Est (droite) à
90◦ longitude solaire et 12h heure locale. Les couleurs de fond indiquent la vitesse effective du
son, les nuances sombres et claires correspondant respectivement aux valeurs les plus fortes
et les plus faibles de vitesse.

(Lognonné, Clévédé et Kanamori, 1998a) ainsi que pour les phénomènes de dissipation
dans l’atmosphère (Artru, Lognonné et Blanc, 2001). Cette technique permet de déter-
miner les modes normaux sismiques, acoustiques, de gravité ainsi que les modes océaniques et
les transferts d’énergie entre ces derniers (Artru, Farges et Lognonné, 2004 ; Lognonné,
Clévédé et Kanamori, 1998a ; Lognonné et al., 2016). Dans un repère sphérique la so-
lution du problème linéarisé de l’élasto-dynamique en fréquence (Woodhouse et Dahlen,
1978) s’écrit de la manière suivante

−ρ(r)ω2u(r, ω) = A(r)u(r, ω),
A(r)u(r, ω) = ∇.σ − [∇(ρu)](r, ω).g(r) + ∇(ρu.g)(r, ω) − ρ(r)∇Ψ(r, ω), (13)

où r est le vecteur position, ω est la fréquence, σ est le tenseur des contraintes, u le
déplacement, ρ la densité, Ψ le potentiel de la perturbation de gravité, g l’accélération de la
gravité, (r, θ, φ) sont les coordonnées sphériques, A est l’opérateur de l’élasto-dynamique On
résout alors le système (13) en cherchant des solutions, en fonction des modes propres, sous
la forme (Zhao et Dahlen, 1995)

u(r, ω) = �∞
l=0

�m=l
m=−l[Um

l (r, ω).er + V m
l (r, ω)∇1 − W m

l (r, ω)(er × ∇1)]Y m
l (θ, φ),

Y m
l (θ, φ) = (−1)m

�
2l+l(l−m)!
4π(l+m)!

�1/2
P m

l (cos θ)eimφ,

σ.er = [Rm
l (r, ω).er + Sm

l (r, ω)∇1 − T m
l (r, ω)(er × ∇1)]Y m

l (θ, φ),
(14)
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où la première équation de (14) correspond à l’expression de la solution sous forme harmo-
nique. ∇1 est le gradient horizontal sur la sphère unité, Y m

l désigne l’harmonique sphérique
d’ordre angulaire l et d’ordre azimutal m où P m

l (cos θ) désigne les polynômes de Legendre.
La troisième équation de (14) correspond à la traction radiale. Le problème à résoudre se pose
donc en 6 équations de 6 inconnues correspondant aux fonctions propres. Malheureusement,
cette méthode est limitée aux problèmes linéaires et certains phénomènes dispersifs ainsi que
les in-homogénéités horizontales (notamment les interactions entre ondes) ne peuvent être
prises en compte directement et limitent cette technique lors de l’étude d’infrasons sur un
large spectre de fréquences et d’une atmosphère avec de fortes variations de vitesse du son et
de vitesse du vent (Millet, Robinet et Roblin, 2007 ; Ponomarev et al., 2006).

Enfin, avant l’ascension des différences finies pour la résolution des problèmes de propa-
gation d’ondes, deux méthodes furent couramment utilisées, la FFP (Fast Field Program)
(Attenborough et al., 1995) et la PE (Parabolic equation) (Lingevitch et al., 2002). Ces
dernières sont des méthodes dans l’espace des fréquences et sont peu coûteuses et efficaces
dans des configurations simples (topographie simple et phénomènes visqueux et d’advection
faibles). Le vent est pris en compte avec le calcul de la vitesse effective du son (addition entre
la vitesse du vent et du son adiabatique) et la viscosité en ajoutant un terme imaginaire non
physique dans la vitesse du son. Mais lorsque le modèle comporte des rhéologies plus subtiles
(relaxation moléculaire par exemple), des géométries complexes ou des variations fortes de
vitesse du vent cette approche devient délicate à mettre en place. On peut tout de même noter
l’utilisation récente des méthodes paraboliques pour l’étude la propagation d’infrasons dans
des cas d’applications réalistes (Del Bene, Lingevitch et Doschek, 2016 ; Hall et al.,
2016 ; Tailpied et al., 2017).

Développement des modèles atmosphériques

Les méthodes numériques, essentielles à l’heure actuelle pour comprendre des phénomènes
physiques complexes, nécessitent néanmoins une compréhension préalable des facteurs impac-
tant la propagation d’onde dans l’atmosphère. La propagation d’infrasons est fortement af-
fectée par la température (donnant lieu à la vitesse du son adiabatique), le vent horizontal et,
dans une moindre mesure, par sa composition moléculaire. Nous reviendrons sur ces points
dans le chapitre 1 de cette thèse. Les simulations de propagation d’ondes atmosphériques,
qu’elles soient linéaires ou non-linéaires et quelque soit la technique numérique employée, se
doivent donc de capturer les variations spatiales des caractéristiques de l’atmosphère et né-
cessitent aussi d’être contraintes par l’addition de conditions initiales.

La création de tels modèles est intimement liée au développement de la prévision météo-
rologique. La première tentative de prédiction météorologique date de 1922 par Lewis Fry
Richardson (Richardson, 1922) mais bien qu’il ait mis en place une méthodologie efficace
et posé les bases pour de futurs développements, ne disposant pas des outils de calcul né-
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cessaires, les résultats furent non réalistes et inutilisables. Les premiers modèles climatiques
furent générés dans les années 50, notamment par Norman Phillips qui développa un modèle
de prédiction mensuel pour la troposphère (Phillips, 1956). Aujourd’hui ces modèles pré-
disent les valeurs moyennes de l’atmosphère, en fonction de la latitude et de la longitude et
des conditions magnétiques et solaires, en procédant à une assimilation de données sur plu-
sieurs dizaines d’années de relevés météorologiques. Il est important de préciser qu’il existe
deux grandes classes de modèles : les modèles empiriques et les modèles par assimilation de
données. Le premier consiste à extrapoler en espace les observations réalisées à un temps t

grâce à certaines lois analytiques sur la composition et la dynamique de la moyenne et haute
atmosphère. Le second, plus rigoureux mais en général limité à la basse atmosphère, extra-
pole lui aussi les données empiriques de la même manière que pour le premier modèle mais
tient aussi compte de l’historique des mesures grâce à un processus d’assimilation de données.
Ce dernier processus permet d’affiner les paramètres physiques pour l’extrapolation en espace.

Deux modèles empiriques furent principalement utilisés au cours des dernières années pour
la moyenne et haute atmosphère, le modèle MSIS (Mass Spectrometer Incoherent Scatter ra-
dar) (Hedin et al., 1996 ; Hedin, 1991 ; Picone et al., 2002) et le "Horizontal Wind Model"
(HWM) (Hedin et al., 1996). Ces modèles peuvent être utilisés conjointement, le premier
fournissant, en fonction des flux solaires et des perturbations magnétiques, les données de
température, densité et composition et le second les variations zonales et méridionales du
vent. Mais, ne se basant que sur des données historiques, ces modèles ne capturent pas les
structures plus fines. Plusieurs phénomènes ont été observés, tels que l’oscillation de la sur-
face de l’océan (Garcés et al., 2004 ; Hetzer et al., 2010), qui n’étaient pas prévus par ces
modèles mais ayant un impact fort sur la propagation des infrasons et leur prise en compte
a permis d’améliorer la modélisation climatique grâce, notamment, à des relevés temps-réels
(radiosondes, relevés par fusée) (Drob, Picone et Garcés, 2003 ; Lott et Millet, 2010).

Il existe un très grand nombre de modèles prédictifs se concentrant sur la troposphère
et permettant de réaliser l’assimilation de données climatiques, on nomme en général ces
modèles NWP (Numerical Weather Prediction). On peut par exemple citer les modèles Ar-
pege (Kleist et Ide, 2015) ou GFS (Berre, Varella et Desroziers, 2015) utilisant une
méthode par différences finies et transformée spectrale et qui varient par leur méthode d’as-
similation. Pour un historique et un état de l’art des outils de modélisation et de prédiction
climatique, le lecteur peut se référer à Marras et al., 2016 ainsi qu’à Bannister, 2016 pour
les détails techniques sur l’assimilation de données. L’intérêt de ces méthodes vient de leur
approche couplée entre prise en compte des observations, via l’assimilation de données, et des
modèles numériques résolvant les problèmes directs de dynamique climatique. Il en résulte
une grande cohérence entre les lois physiques et les observations.

Le modèle actuel le plus précis est fourni par la Naval Research Laboratory (NRL) et
appelé "Ground to Space" (NRL-G2S) dont la validation pour la basse atmosphère est déjà
réalisée (Le Pichon, Antier et Drob, 2006). C’est un modèle semi-empirique qui est consis-
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tant avec les résultats des modèles d’assimilation de données de la basse atmosphère (basé
en général sur les données du modèle GFS (Drob, Picone et Garcés, 2003)) et avec les
modèles de la moyenne et haute atmosphère (MSIS, HWM).

Objectifs

A l’heure actuelle, il n’existe pas d’outil de modélisation à l’échelle régionale et de la Terre
globale pour la propagation simultanée des ondes sismiques, acoustiques et de gravité dans des
milieux réalistes. Dans le contexte de cette thèse nous nous sommes donc intéressés au déve-
loppement d’une nouvelle approche numérique pour la propagation d’ondes mécaniques liées
au couplage solide-fluide. Dans un premier temps, nous avons choisi de nous concentrer sur
l’étude de l’atmosphère grâce au développement et la validation d’une méthode par différences
finies d’ordre élevé dans une atmosphère complexe. Nous avons, par la suite, employé cette
méthode pour étudier deux cas réels : l’étude de l’impact d’un météore à la surface de Mars
afin de quantifier la possibilité d’observer de tels évènements lors de la mission INSIGHT en
2018 et l’étude de la propagation d’ondes gravito-acoustiques suite à l’évènement de Sumatra
en 2004. Dans un second temps, nous avons opté pour une méthode couplée d’ordre élevé de
Galerkin continue pour résoudre la partie fluide et de Galerkin discontinue pour résoudre la
partie solide. Ce choix permet de prendre en compte les effets linéaires et de visco-élasticité
dans le milieu solide et les effets non-linéaires, visqueux et de relaxation dans la partie fluide.

Plan

Comme expliqué lors de cette rapide synthèse, de nombreux éléments sont à prendre
en compte lorsqu’on souhaite modéliser de manière réaliste la propagation d’ondes gravito-
acoustiques et ce travail va donc progressivement tenter d’aborder tous ces points.

Dans une première partie, nous nous intéresserons à la théorie linéaire des ondes acous-
tiques et de gravité dans une atmosphère complexe. Nous commencerons par présenter les pro-
priétés essentielles de l’atmosphère pour la propagation des ondes atmosphériques linéaires.
Puis nous expliquerons le développement d’un outil de modélisation numérique d’ordre élevé
par différences finies en 2-D et 3-D pour la propagation d’ondes gravito-acoustiques dans une
atmosphère atténuante et avec advection par le vent.

Dans une seconde partie, nous nous pencherons sur deux cas d’étude. Le premier s’ins-
crit dans le cadre de la mission INSIGHT afin de déterminer les effets atmosphériques issus
de l’impact d’un météore à la surface de Mars. La seconde application s’intéresse aux ondes
gravito-acoustiques issues de la propagation du tsunami de Sumatra en 2004 et leur dyna-
mique dans la haute atmosphère ainsi que proche des côtes indiennes et du Sri-lanka.
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Enfin, la dernière partie traitera de la théorie non-linéaire des ondes de gravité, ainsi
que de l’impact de la topographie sur la propagation des infrasons en 2-D et du couplage
mécanique entre l’atmosphère et la Terre. Ce couplage sera étudié grâce à une méthode
numérique hybride, une méthode par éléments spectraux continus pour résoudre les ondes
sismiques et une méthode de Galerkin discontinue pour résoudre les ondes atmosphériques.
Nous nous intéresserons donc à l’impact des ondes sismiques sur une atmosphère complexe
(advection par le vent et atténuation) et au phénomène de "wave-breaking" des infrasons et
des ondes de gravité issus de ce couplage solide-fluide.
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1.1 Introduction

Avant de se pencher sur le système couplé solide-fluide, que l’on abordera dans le chapitre
4, il est crucial d’avoir une compréhension globale de la propagation des ondes atmosphé-
riques d’un point de vue théorique et numérique. C’est pourquoi nous présentons dans ce
chapitre les caractéristiques principales de la propagation des ondes gravito-acoustique dans
une atmosphère réaliste ainsi qu’un outil de modélisation numérique afin d’étudier les phé-
nomènes linéaires. Les avantages de disposer d’un outil précis et polyvalent portent sur deux
aspects : la possibilité de réaliser des études sur la dynamique des ondes atmosphériques dans
des cas réalistes (comme présentés dans le chapitre 2) ainsi que de fournir un outil simple
de validation de solutions numériques pour de futurs développements. Le deuxième point est
crucial pour l’évaluation de la qualité d’outils numériques. En effet, cela permet de quantifier
l’erreur générée par une méthode et ainsi justifier l’intégrité des résultats de cette dernière
lors d’applications à des cas réalistes.
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1.1.1 Propagation d’ondes gravito-acoustiques dans une atmosphère réa-
liste

Comme indiqué dans l’introduction, un grand nombre de caractéristiques (température,
vent, viscosité et variation de la densité) impactent la propagation des ondes acoustiques et
de gravité. Cinq phénomènes principaux sont à prendre en compte : l’augmentation de l’am-
plitude des ondes se propageant en altitude, la dispersion (vitesse de phase dépendante de
la fréquence), l’atténuation (effets de dissipation et de relaxation), la réfraction (gradients de
température, de vitesse du vent et de fréquence de Brünt-Vaisala) et l’advection causée par
le vent (effet Doppler).

Le premier effet, correspondant à l’augmentation de l’amplitude des ondes atmosphé-
riques, résulte directement de la décroissance de la densité avec l’altitude (par conservation
de l’énergie cinétique) et a été déjà mentionné dans l’introduction. L’augmentation de l’ampli-
tude avec l’altitude est visible, pour le signal A2 qui se propage dans un milieu non-visqueux
avec une hauteur d’échelle H = 29 km, sur la figure 1.1.

Les effets atténuants se caractérisent pas deux phénomènes : la diminution de l’amplitude
par absorption et effet géométrique, et la dispersion de l’onde au cours de sa propagation. Il
existe deux modes principaux d’absorption de l’énergie dans un fluide (Bass et al., 1984) : la
dissipation classique et les phénomènes de relaxation. Le premier traduit le transfert d’énergie
entre les molécules dont les causes premières sont les phénomènes de translation et de cisaille-
ment mais il existe aussi une contribution associée à la conduction thermique. Le second est
purement dû à la structure des molécules composant l’atmosphère et lié à la rotation et la
vibration de ces dernières. Notez que, sur Terre en dehors de la haute atmosphère les phéno-
mènes de dissipation classique sont les plus importants (Sutherland et Bass, 2004). L’effet
de la dissipation classique est visible dans la figure 1.1 avec la diminution de l’amplitude de
l’onde plane, par rapport à la solution de référence dans un milieu non visqueux, lorsqu’elle
se propage avec l’altitude. Enfin, l’atténuation géométrique, correspondant à la distribution
de l’énergie dans l’espace, va se traduire par la diminution de l’amplitude des ondes avec la
distance.

Par l’ajout des processus atténuants, les équations de dispersion (5)-(8) présentées dans la
section précédente, sont modifiées. En considérant, par simplicité, l’approximation acoustique
et sans variation de densité, on obtient (Godin, 2014a),

ρ∂tv = −∇p + ∇.Σv + ρg,

(Σv)ij = (ηV − 2
3µ + (γ−1)κ

Cp
)∇.vδij + µ(∂xivj + ∂xj vi), for i, j = 1, 2 (1.1)

où (δij)i,j=1,2 est le symbôle de Kronecker, ηV est le coefficient de viscosité de volume, µ est
le coefficient de viscosité de cisaillement, κ est le coefficient de conduction thermique, Cp est
le coefficient de capacité calorifique à volume constant et γ est le ratio spécifique de capacité
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Figure 1.1 – Solutions numériques et analytiques pour une onde plane se propageant dans
un milieu atténuant (dissipation classique uniquement avec ηV = 10−4 kg.m−1.s−1) et avec
décroissance de la densité avec l’altitude (hauteur d’échelle H = 29 km). Déplacement vertical
pour une solution par différences finies (’Numerical’) et la solution analytique correspondante
(’A1 : Analytical’) ainsi que la différence entre les deux (’A1−N ’) ; La solution numérique dans
le cas sans viscosité (’A2 : Analytical’). Les signaux sont représentés à différentes altitudes
z = 254.4, 290.8, 345.2 km. La figure est extraite de l’article (Brissaud et al., 2016). La
dispersion et l’atténuation sont clairement visibles par, respectivement, la modification de la
forme d’onde et la réduction de son amplitude au cours de la propagation par rapport à la
solution dans un milieu non visqueux.

calorifique. Ce qui se traduit, pour une onde décrite sous la forme définie par l’équation (2),
à la relation de dispersion suivante

�
k2 + m2 = Ω

c

�
1 + iΩ

2ρc2

�
ηV + 4

3µ + (γ − 1)κ
Cp

��
, (1.2)

On observe alors, dans l’équation (1.2), que les effets visqueux vont induire une dépendance
en fréquence de la vitesse de phase et ainsi la dispersion des ondes. Les coefficients d’absorp-
tion, correspondant aux phénomènes de dissipation classique, ζ, µ s’expriment au carré de la
fréquence telles que αcl(f) = A(µ, κ)f 2 où f est la fréquence et A le facteur d’absorption
défini à partir des coefficients de viscosité du milieu (Bass et al., 1984). Cela implique que
la dissipation classique va jouer le rôle d’un filtre passe-bas, comme visible dans la figure 1.2,
et uniquement les basses fréquences ne pourront se propager sur de longues distances. Il est
important de préciser que les phénomènes de relaxation, notamment les phénomènes de re-
laxation vibrationnelle (dont une description est donnée dans le chapitre 2) ne se comportent
pas de la même manière en fréquence et tels que αrelax(f) = B(f0, Ar)f2/(C(f0, Ar) + f2) où
B, C sont les facteurs d’absorption définis à partir des propriétés de relaxation du milieu (f0
et Ar, respectivement, la fréquence de relaxation et la puissance de relaxation, Bass et al.,
1984). Ils agissent donc comme un filtre passe-bande autour d’une fréquence de relaxation
donnée.

Enfin, on peut noter que les phénomènes de relaxation auront un impact plus fort sur
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Figure 1.2 – Coefficients d’absorption classique αcl en fonction de la fréquence sur Terre et
aux altitudes z = 10, 30, 50 km et issus du modèle MSIS. On observe que les basses fréquences
sont davantage absorbées que les hautes fréquences sur Terre par les phénomènes d’absorption
classique.

les ondes acoustiques que sur les ondes de gravité pour lesquelles ils peuvent être en général
négligés. En effet, l’approche linéaire des ondes de gravité sous l’approximation de Boussinesq
permet de traiter, sous l’hypothèse ρ1

ρ0
<< 1 (les indices 0 et 1 correspondent, sous l’hypo-

thèse des petites perturbations, respectivement, les valeurs moyennes et perturbées) les ondes
de gravité comme quasi-incompressibles. Par conséquent, dans l’équation (1.1) les termes en
facteur de ∇.v seront négligeables. De plus, les ondes de gravité correspondant à des modes
de propagation très basses fréquences, elles seront, en général, peu impactées par la viscosité
atmosphérique en dehors de la haute atmosphère.

La dispersion atmosphérique, qui caractérise la dépendance en fréquence de la vitesse de
phase, est due aux phénomènes atténuants, comme mentionnés précédemment, ainsi qu’aux
variations de densité dans l’atmosphère. Celle-ci est observable dans la figure 1.1 au travers
de la modification de la forme d’onde au cours de la propagation. En effet, les différentes
composantes fréquentielles d’une onde ne se déplaçant pas à la même vitesse la forme d’onde
va être fortement impactée au cours de la propagation.

La réfraction caractérise le changement de direction, ou fléchissement, d’un front d’onde
lors du changement des caractéristiques du milieu de propagation. A l’interface entre deux
milieux de propagation, une partie de l’énergie sera réfractée et une autre réfléchie. Dans
l’atmosphère, ces interfaces sont caractérisées par les changements de température, de vent et
de densité avec l’altitude (Blight, 1997). En effet, sans l’effet de la force de gravité, l’atmo-
sphère s’organise en strates de densités différentes (les variations de densité vont alors induire
des variations de fréquence de Brunt-Väisälä avec l’altitude), les strates les plus proches de
la surface étant les plus denses. Au delà de varier en densité, ces différentes strates peuvent
varier par leur vitesse moyenne (vent) et en température, ayant ainsi une influence sur la
vitesse effective du son. Les variations de température, et donc de vitesse du son, sont dues
à l’équilibre thermique de l’atmosphère. L’onde réfractée va se propager dans un milieu où
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Figure 1.3 – Schéma représentant la réfraction d’une onde plane à l’interface entre deux
milieux pour lesquels la vitesse effective du son est différente. L’onde incidente fait un angle
φI avec l’horizontal et se propage à une vitesse cI . L’onde réfractée se propage à une vitesse
cR et est représentée dans deux configurations différentes : dans le cas cI < cR (couleur verte)
l’onde fait un angle φR > φI avec l’horizontal et dans le cas cI > cR (couleur orange) l’onde
fait un angle φR < φI avec l’horizontal.

la vitesse effective du son et la fréquence de Brunt-Väisälä vont être différentes, par rapport
au milieu précédent, et peut ainsi voir son contenu fréquentiel modifié au passage de l’interface.

Pour une onde plane acoustique, il est alors possible de déterminer les angles de réfraction
et réflexion à partir de l’angle d’incidence. L’équivalent de la loi de Snell, relation entre entre
les angles formés par les vecteurs d’ondes incidentes et réfractées, par rapport à l’horizontal
en 2-D est donné par (voir par exemple, Pierce, 1981)

sin φI

cI + U0,I .kI
= sin φI

cR + U0,R.kR
, (1.3)

où φI et φR sont les angles d’incidence et de réfraction, cI et cR les vitesses du son dans le
milieu de propagation de l’onde incidente et de l’onde réfracrée et U0,I et U0,R les vitesses
du vent dans le milieu de propagation de l’onde incidente et de l’onde réfracrée. Enfin kI

et kR sont les nombres d’onde des ondes incidente et réfractée. Si l’on suit l’évolution de la
normale n du front d’une onde émise dans l’atmosphère grâce à la théorie de tracé de rayons
(Wilson, 2003), on obtient à partir de la relation (1.3),

∂tn = −∇�ceff , (1.4)

où ceff la vitesse effective du son telle que ceff = c + U0.k et ∇� = ∇ − n(n.∇) le gradient
parallèle au front d’onde. On observe alors, comme représenté dans la figure 1.3, que dans
le cas où ∂zceff < 0 l’onde sera réfractée de manière ascendante et dans le cas contraire
∂zceff > 0 l’onde sera réfractée de manière descendante. Notez que nous avons décrit l’effet
du vent sur la réfraction des ondes mais les variations de température, et donc de la vitesse du
son, provoquent des phénomènes de réflexion-réfraction similaires (Nappo, 2002, chap. 4.3).

Notez qu’une relation entre angles incidents et réfractés est aussi accessible pour les ondes
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Figure 1.4 – Exemple de simulation de la propagation d’ondes acoustiques dans un domaine
20 × 5 km. L’atmosphère est isothermale sans viscosité et avec un vent homogène sur le
domaine tel que v0,x = 100 m.s−1. La source est une dérivée de gaussienne de fréquence
principale f0 = 0.2 Hz et située à la position (x, z) = (10, 2.5) km. Perturbations de pression
simulées numériquement dans le sens du vent (’Downwind solution’), contre le vent (’Upwind
solution’). Les signaux sont montrés en temps et à deux stations situées à la même altitude
z = 2.5 km et à la position x = 4.5 km et x = 15.5 km.

de gravité et telle que
sin φI

NI
= sin φI

NR
, (1.5)

où NI et NR sont les fréquences de Brunt-Väisälä des milieux d’incidence et de réfraction,
jouant le rôle d’angles d’incidence et de réfraction entre le nombre d’onde et l’horizontale.

Enfin, l’effet Doppler, dû à l’advection des ondes par le vent, est essentiel à prendre en
compte lorsqu’on réalise des observations à partir d’un référentiel fixe par rapport à un milieu
en mouvement. Il se caractérise par la dépendance de la fréquence intrinsèque à la vitesse du
vent Ω = ω − k.U0 telle que définie par l’équation de dispersion (5). On observe de fortes
variations en amplitude et en fréquence lorsque l’observateur se situe dans le sens du vent
ou à l’inverse. Une onde advectée par le vent et mesurée depuis un observateur fixe dans
le sens du vent va voir sa fréquence principale translatée vers les hautes fréquences et ainsi
être davantage impactée par la viscosité atmosphérique et voir son amplitude diminuée en
addition à l’effet Doppler. Ces phénomènes sont visibles dans la figure 1.4 dans laquelle on
observe, en premier lieu, des temps d’arrivée plus précoces dans le sens du vent que dans le
sens contraire. De plus, on note une fréquence principale plus basse contre le vent (≈ 8 s)
que dans le sens opposé (≈ 5.4 s). Ces phénomènes, couplés à ceux de dissipation, peuvent
radicalement changer les résultats de modélisation (Godin, 2014b ; Ostashev et al., 2005a).

Comme indiqué dans l’introduction, nous avons négligé les effets de la force Coriolis.
Ce choix est motivé par deux points : le choix d’une approche régionale et non globale en
premier lieu et les longueurs d’ondes "restreintes" des phénomènes étudiés. En effet, la force de
Coriolis a un impact majeur sur les ondes de périodes spatiales très importante. Il est rapporté
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dans l’article de Hickey (Hickey, 1988), que la force de Coriolis peut être négligée pour
les longueurs d’ondes horizontales inférieures à 10000 km, contrainte que nous respecterons
durant cette thèse.

1.1.2 Niveaux critiques

Une subtilité pour la propagation d’ondes de gravité, et concernant les changements de
de vitesse du vent avec l’altitude, réside dans les niveaux critiques. Les niveaux critiques sont
des singularités dans la relation de dispersion associée aux équations d’Euler (5) lorsque la
vitesse de phase d’un paquet d’ondes de gravité atteint la vitesse du vent. On peut analyser
ce phénomène dans le cadre de la méthode des tracés de rais. On obtient alors le trajet d’une
onde acoustique, dans le plan 2-D (x, z), de l’onde suivant z tel que (Sutherland, 2010,
chap. 6.5, p. 327)

∂xz = vg,m

vφ,l + v0
(1.6)

où on rappelle que v0 correspond au vent horizontal (selon x) et vg,m et vφ,l sont, respective-
ment, la vitesse de groupe verticale et la vitesse de phase horizontale déterminées à partir de
l’équation de dispersion (5) du chapitre précédent. L’équation (1.6) donne une condition limite
sur la vitesse de phase horizontale telle que vφ,l < v0. L’altitude zc pour laquelle vφ,l = v0 se
nomme "niveau critique" ("critical level" en anglais). Pour les ondes de gravité, si l’on consi-
dère un profil de vent linéaire avec l’altitude v0 = Az où A est un coefficient constant et z

l’altitude, pour une fréquence de Brunt-Väisälä N constante on obient

zc =
�

N
Ak cos θ si A ≥ 0

N
−Ak (1 − cos θ) si A < 0 (1.7)

où θ est l’angle formé par le vecteur d’onde et l’horizontale. Ce niveau zc dans (1.7)
correspond à une limite asymptotique menant vers la divergence de l’énergie portée par l’onde.
Proche de ce niveau critique on peut définir l’approximation des perturbations de vitesse des
ondes de gravité (se propageant de manière ascendante) telles que (Nappo, 2002, chap. 5.3,
p. 120)

vx = |z − zc|1/2 sin [Rc − 0.25]1/2ln|z − zc|
vz = |z − zc|−1/2 sin [Rc − 0.25]1/2ln|z − zc|

(1.8)

où z est l’altitude et Rc = N2

∂zu0|2z=zc
le nombre de Richardson au niveau critique. Au fur et

à mesure de sa propagation en direction du niveau critique le paquet d’onde défini par l’équa-
tion (1.8) va voir la perturbation de vitesse verticale tendre vers zéro alors que la perturbation
horizontale et le nombre d’onde vertical vont diverger se traduisant par une oscillation de plus
en plus rapide (Bretherton, 1966). Ceci est visible dans la figure 1.5 où l’on observe les per-
turbations de pression linéaires associées à un forçage en déplacement vertical de la frontière
inférieure du domaine telle que uz(x, z = 0, t) = exp(−( t−(t0−P/4)

P/4 )2)exp(−(x−(x0−S/4)
S/4 )2) où
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uz est le déplacement vertical, t le temps, t0 = 600 s le temps de début de forçage, T = 500
s la période temporelle principale, x la position horizontale, x0 = 100 km la position en x

du forçage et S = 8 km la période spatiale principale. Le profil de vent non-linéaire associé
au niveau critique est tel que v0,x = 100.53e−

�
z−z0
10000

�2

. On voit alors se propager un paquet
d’ondes de gravité vers la hauteur du niveau critique (indiqué par la ligne jaune hachurée)
et l’inclinaison croissante de la vitesse de groupe dans la direction du vent (indiquée par le
vecteur d’onde k en vert) ainsi que l’augmentation de l’oscillation liée à la diminution de la
longueur d’onde verticale. De plus, on observe que certaines ondes de gravité peuvent tra-
verser le niveau critique. Ceci est possible pour deux raisons, tout d’abord le forçage de la
frontière inférieure ne génère pas des ondes mono-chromatiques mais sur un large panel de
fréquence dont la vitesse de phase peut être différente de celle du vent et correspondant au
niveau zc indiqué. En outre, près du niveau critique, certains paquets d’ondes de gravité se-
ront réfléchis. Les perturbations de vitesse induites par ces ondes réfléchies vont participer
à la modification temporaire de la vitesse effective du son dans cette zone. Dans ce cas, par
l’effet Doppler on obtiendra la modification du contenu fréquentiel des ondes incidentes qui
suivent le paquet d’onde réfléchi. Ainsi, si la fréquence de l’onde altérée par l’effet Doppler est
suffisamment faible par rapport à la fréquence de Brunt-Väisälä dans le milieu au dessus du
niveau critique, une onde pourra se propager au delà du niveau critique (Sutherland, 1996).

Cette singularité dans l’équation de dispersion n’est en réalité pas physique et disparaît
lorsqu’on inclut les non-linéarités. En effet, l’augmentation drastique de l’amplitude va mener
à l’effondrement de l’onde de gravité, résultant en la dissipation de l’énergie via la génération
de turbulences (Sutherland, 2000) (des précisions seront apportées sur ce point dans le
chapitre 4). Ceci peut alors se traduire par le dépôt d’énergie de l’onde dans le flux moyen
et l’augmentation de la vitesse du vent. De telles propriétés furent d’ailleurs relevées dans les
simulations numériques non-linéaires réalisées pour l’étude de perturbations atmosphériques
issues de tsunamis (Laughman, Fritts et Lund, 2017). L’ajout de forts gradients de vents
dans leur modèle atmosphérique menait vers de très fortes amplitudes à proximité de ces
guides d’ondes dont seuls les effets non-linéaires dissipait l’énergie. De plus, et bien que les
phénomènes non-linéaires soient en général les mécanismes principaux pour dissiper l’énergie
près d’un niveau critique (Booker et Bretherton, 1967), les effets de la viscosité et de la
relaxation atmosphérique sont des moyens supplémentaires pour atténuer l’onde de gravité
bien avant l’arrivée au niveau critique.

1.1.3 Validité des équations de Navier-Stokes dans la thermosphère

Les équations de Navier-Stokes reposent sur l’hypothèse des milieux continus et dans la
haute atmosphère cette approximation peut ne plus être valide. Une étude de l’impact de la
non-continuité sur la propagation d’infrasons est proposée dans (Akintunde et Petculescu,
2014) via l’étude des équations généralisées de Navier-Stokes, les équations de Burnett. L’im-
pact de la non-continuité se traduira notamment par la modification du libre parcours moyen
et aura des conséquences sur l’atténuation et la dispersion des ondes. Cette étude conclut
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Figure 1.5 – Résultat de simulation de la propagation linéaire d’ondes de gravité près d’un
niveau critique d à un gradient de vent. L’image est montrée en perturbation de pression. Le
domaine est de 400×108 km et l’atmosphère est isothermale avec une hauteur d’échelle H = 10
km. Le profil de vitesse du vent est tel que v0,x = 100.53e−

�
z−z0
10000

�2

où z (km) est l’altitude et
z0 = 30 km est l’altitude du guide d’onde. Trois zones de propagation sont visibles sur cette
image : la propagation d’ondes contre le vent (à gauche) qui traversent le guide d’onde, la
propagation d’ondes de gravité près du niveau critique (dont la longueur d’onde verticale tend
progressivement vers 0) et la propagation d’ondes de gravité au delà du niveau critique pour
des vitesses de phase ou des amplitudes fortes. La couleur rouge correspond à une amplitude
positive et bleue à une amplitude négative. Les nuances de gris en fond correspondent aux
variations de vent, les plus sombres correspondant aux valeurs les plus élevées du vent. Les
lignes jaunes sont les limites des zones PML jouant le rôle de conditions absorbantes.
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que, en deçà de 0.1 Hz, les effets atténuants (couplés au modèle d’atmosphère "U.S Standard
Atmosphere") semblent en réalité plus faible que ceux donnés par les équations de Navier-
Stokes mais de manière minime avec une réduction de 0.1 dB.km−1. Enfin, dans l’ionosphère
les collisions entre les atomes et molécules neutres avec les particules chargées vont avoir
un effet non-négligeable. Les particules atmosphériques vont alors transférer leur quantité de
mouvement aux ions dont le trajet suit préférentiellement les lignes du champ géomagnétique
(Hickey, Schubert et Walterscheid, 2009). Pour une modélisation complète et à haute
altitude, il est donc nécessaire de prendre en compte les interactions avec la magnétosphère
sous forme des équations de la magnéto-hydrodynamique (Khelfi, 2016 ; Kherani et al.,
2015).

1.1.4 Modélisation numérique des ondes gravito-acoustiques linéaires

Les sections précédentes présentent les points importants à prendre en compte numérique-
ment pour une représentation précise des solutions. Un certain nombre de modèles numériques,
présentés dans l’introduction de cette thèse, peuvent répondre à ces contraintes : les diffé-
rences finies, volumes finis, éléments finis, équations paraboliques, modes normaux et le tracé
de rayons. Mais notre but étant d’obtenir une méthode combinant précision et résolution (à
l’opposé des équations paraboliques et des modes normaux), simplicité (en opposition à la
complexité du développement et du coût élevé en terme de calcul des éléments finis) et per-
mettent la représentation complète des formes d’ondes et sans zone d’ombre (contrairement
aux méthodes "naïves" de tracé de rayons qui sont, de surcroît, limitées aux hautes fréquences),
la méthode par différences finies semble la plus adaptée pour répondre aux contraintes. Une
description des avantages et inconvénients qui incombent aux différences finies, concernant
notamment les aspects de couplage fluide-solide, est réalisée dans le chapitre 4 de cette thèse.

On doit notamment le développement des différences finies pour les problèmes de propa-
gation d’ondes à Vichnevetsky (Vichnevetsky et Bowles, 1982) et à la communauté de
sismologie dans les années 80. Une grande avancée fut faite par Madriaga et Virieux utilsant
des différences finies avec une grille en quinconce, basée sur le travail de Yee (Yee, 1966),
pour résoudre les équations linéaires de l’élastodynamique (Madariaga, 1976 ; Ohminato et
Chouet, 1997 ; Virieux, 1986). Cette méthode consiste à calculer les inconnues en différents
points de l’espace et permet l’utilisation de schémas de discrétisation plus compacts tout en
atteignant un degré élevé. Dans la figure 1.6 est visible un exemple, dans le cadre de la réso-
lution des équations d’Euler (1) (sans vent et dans l’approximation acoustique), de ce genre
de schéma en quinconce pour lequel la vitesse est calculée à une demi-maille de la pression.
Cette grille, en 2-D, s’associe typiquement avec un schéma centré tel que (Groot-Hedlin,
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(i, j) (i+1, j)

(i+1, j+1)(i, j+1)

(i+1/2, j+1/2)

p

Vx, Vy Vx, Vy

Vx, VyVx, Vy

Figure 1.6 – Exemple de grille 2-D en quinconce utilisée pour résoudre les équations d’Euler
en pression-vitesse et initialement développée pour la résolution des équations de Maxwell
(Yee, 1966). La pression est calculée à une demi-maille de la vitesse horizontale et verticale.
(i, j) correspondent aux coordonnées de la maille dans la grille de différences finies.

Hedlin et Walker, 2011 ; Ostashev et al., 2005b)

(∇.v)i+1/2,j+1/2 = (vx)i+1,j−(vx)i,j

Δx + (vy)i,j+1−(vy)i,j

Δy

(∂xp)i,j = (p)i+1/2,j−(p)i−1/2,j

Δx

(∂yp)i,j = (p)i,j+1/2−(p)i,j−1/2
Δy

(1.9)

La discrétisation définie dans l’équation (1.9) permet d’atteindre l’ordre deux tout en utilisant
un schéma centré ce qui serait impossible sans utiliser une grille en quinconce.

En revanche, le calcul en quinconce peut entraîner un traitement délicat des interfaces
et conditions de bord, les inconnues n’étant pas calculés sur le point de l’espace. On peut
noter que d’autres méthodes furent introduites pour les problèmes de dynamique des fluides,
à savoir les schémas compacts (Lele, 1992). Ces derniers permettent davantage de flexibilité
géométrique en soustrayant la nécessité d’augmenter le nombre de points de discrétisation,
pour améliorer la précision, par la résolution d’un système linéaire dans chaque direction de
l’espace dont les inconnues sont les dérivées spatiales. Mais l’inversion de ce système linéaire
dans chacune des directions de l’espace augmente la complexité algébrique du problème ma-
thématique.

Notez que les termes advectifs (c’est-à-dire ceux qui s’expriment avec l’opérateur v.∇)
nécessitent un traitement particulier. En effet une approche traditionnelle centrée sur un
noeud en différences finies avec poids équirépartis donnera des résultats instables. Les diffé-
rences finies correspondant à un développement tronqué de Taylor des opérateurs spatiaux en
chaque point de la grille, les erreurs de troncature réalisées s’exprimeront sous forme d’une
dérivée impaire qui générera de la dispersion pouvant mener au développement d’instabilités
numériques (Kajishima et Taira., 2017, Ch. 2.3). C’est pourquoi il est nécessaire de prendre
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en compte des formules centrées sur plusieurs noeuds (Salomons, Blumrich et Heimann,
2002) ou non centrées pour les termes d’advection qui, bien qu’introduisant de la diffusion
numérique, conserveront le profil de la solution au cours du temps.

Avec l’utilisation croissante des différences finies pour les problèmes de dynamique des
fluides dans les années 90 (Smolarkiewicz et Margolin, 1998), le développement des
moyens de calcul et les limitations des méthodes classiques (équations paraboliques et tracé de
raies), cette méthode prit son essor pour la résolution des problèmes atmosphériques. Dans
ce cadre, les études se sont initialement portées sur les problèmes de propagation du son
près de la surface mais dans des géométries complexes et avec des interactions avec le sol
(Blumrich et Heimann, 2002 ; Salomons, Blumrich et Heimann, 2002 ; Van Renter-
ghem et Botteldooren, 2003). Les auteurs se sont ensuite concentrés spécifiquement sur
les effets d’advection par le vent (Van Renterghem, 2003 ; Wilson et Liu, 2004 ; Wil-
son et al., 2003) puis à leur extension en 3-D (Kim et Lees, 2014 ; Liu et Moran, 2002).
Enfin certains auteurs adaptèrent ces outils pour la propagation d’ondes acoustiques basse
fréquence (Groot-Hedlin, 2008 ; Ostashev et al., 2005b), les problèmes couplés élastique-
fluide (Petersson et Sjögreen, 2017), la modélisation d’explosions et d’entrées de météores
dans l’atmosphère (Groot-Hedlin, Hedlin et Walker, 2011 ; Matoza et al., 2009) et les
explosions volcaniques (Kim et Lees, 2011 ; Kim, Lees et Ruiz, 2012). Les phénomènes non-
linéaires associés aux équations de Navier-Stokes furent un sujet d’étude important avec le
développement des moyens de calcul (Berland et al., 2007 ; Marsden, Bogey et Bailly,
2014 ; Sabatini et al., 2015). Enfin, il est important de noter que l’étude des ondes de gravité
par cette méthode fut un sujet peu exploré au cours des dernières années (Ostashev et al.,
2005a).

C’est dans cette logique que nous avons développé un outil numérique en différences finies
en quinconce et d’ordre élevé pour la propagation d’ondes acoustiques et de gravité dans
une atmosphère visqueuse et en mouvement. Cet outil sert donc plusieurs objectifs : créer
une solution simple et rapide à mettre en place, permettre une première analyse des ondes
atmosphériques provenant d’explosions ou d’ondes de surface, et enfin fournir des solutions
de référence pour valider des modèles numériques plus complexes.

1.2 Article publié dans "Geophysical Journal International"

Un article fut publié dans GJI ("Geophysical Journal International") pour présenter la
méthode numérique par différences finies ainsi que plusieurs cas de validations et d’applica-
tions : Brissaud et al., 2016. Les validations sont effectuées en comparant à des solutions
quasi-analytiques correspondant à la résolution des équations de dispersions associées au sys-
tème de Navier-Stokes pour une atmosphère stratifiée.
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S U M M A R Y
Acoustic and gravity waves propagating in planetary atmospheres have been studied inten-
sively as markers of specific phenomena such as tectonic events or explosions or as contributors
to atmosphere dynamics. To get a better understanding of the physics behind these dynamic
processes, both acoustic and gravity waves propagation should be modelled in a 3-D attenu-
ating and windy atmosphere extending from the ground to the upper thermosphere. Thus, in
order to provide an efficient numerical tool at the regional or global scale, we introduce a finite
difference in the time domain (FDTD) approach that relies on the linearized compressible
Navier–Stokes equations with a background flow (wind). One significant benefit of such a
method is its versatility because it handles both acoustic and gravity waves in the same simula-
tion, which enables one to observe interactions between them. Simulations can be performed
for 2-D or 3-D realistic cases such as tsunamis in a full MSISE-00 atmosphere or gravity-wave
generation by atmospheric explosions. We validate the computations by comparing them to
analytical solutions based on dispersion relations in specific benchmark cases: an atmospheric
explosion, and a ground displacement forcing.

Key words: Numerical solutions; Acoustic-gravity waves; Tsunamis; Earthquake ground
motions; Computational seismology; Wave propagation.

1 I N T RO D U C T I O N

Propagation of acoustic and gravity waves in the atmosphere of
planets has a wide range of scientific interests, from the interplay
between these waves and atmosphere dynamics to the detection of
tectonic events. Historically, this research topic was initially sup-
ported by ground-based observations of atmospheric infrasounds
(see Le Pichon et al. (2010) for a review) and observations of ther-
mospheric gravity waves through air-glow measurements, or elec-
tron content variations in the ionosphere (Hines 1960). Over the
past twenty years the development of new observation tools allow-
ing to recover electron density variations in the ionosphere (such as
GNSS receivers located on the ground or in satellites, ionosondes,
over-the-horizon and incoherent scattering radars...) has enabled
the study of additional phenomena such as the emission of infra-
sounds by seismic surface waves or volcanic eruptions, as well as
the emission of gravity waves by tsunamis or by large-scale at-
mospheric disturbances. Understanding these physical processes
required the development of new tools capable of modelling wave
propagation from the ground to the upper thermosphere (Lognonné
et al. 1998; Occhipinti et al. 2006), and coupling with the ionosphere
(Kherani et al. 2009). Recently, new types of observations based on

air-glow emissions (Garcia et al. 2009 Makela et al. 2011;) or in-
situ measurements of air density in very low Earth-orbit satellites
(Garcia et al. 2013, 2014) have provided respectively an increase
of space/time coverage and resolution. Making optimal use of such
improved precision and resolution in observations requires more
sophisticated and accurate modelling tools. Thus, the propagation
of both acoustic and gravity waves should be studied in a windy
3-D atmosphere model, including the thermosphere.

In order to provide realistic modelling at the regional or the global
scale, physical simulations should include effects of attenuation,
heterogeneous and realistic atmosphere models and strong wind
perturbations. In this paper, we present a first step towards this
complex goal through the modelling of acoustic and gravity wave
propagation in a planetary atmosphere based on a finite-difference
numerical technique.

In a fluid two main approaches can be used, one based on a lin-
earization of the full Navier–Stokes equations (Nappo 2002) and
another one based on a decomposition of the gravitoacoustic equa-
tions in terms of potentials (Chaljub 2000). A third one, the full
Navier–Stokes equations embedding nonlinearities is also some-
times used (e.g. for shock capturing or the study of turbulence) for
atmospheric applications. In the context of nonlinearities, Lecoanet

308 C� The Authors 2016. Published by Oxford University Press on behalf of The Royal Astronomical Society.

 at Biblio Planets on June 10, 2016
http://gji.oxfordjournals.org/

D
ow

nloaded from
 



Gravitoacoustic wave propagation in the atmosphere 309

et al. (2015) studied gravity wave generated by interface or Reynolds
stress forcing in a coupled ocean/atmosphere model. Taking into
account nonlinearities they solved the 2-D incompressible Navier–
Stokes equations in a Fourier domain along x and over a Chebyshev
grid along z. Wilson et al. (2004) studied 3-D acoustic inviscid
wave propagation based on finite differences and included turbu-
lence and wind in their modelling. They provided a tool to study
scattering phenomena affecting atmospheric remote-sensing sys-
tems. Finally, Snively & Pasko (2008) solved 2-D Navier–Stokes
equations for gravity waves with both wind and viscosity based
on a finite volume method and focused on ducted gravity waves
in the lower thermosphere. Another approach called the General
Circulation Model, based on the compressible Navier–Stokes equa-
tions taking into account the Coriolis force but without gravity,
gives interesting results about gravity wave propagation in a windy
atmosphere (Miyoshi et al. 2014).

In the potential formulation, one makes the time evolution of the
perturbations derive from a displacement potential and a gravity
potential. In the presence of bulk attenuation only, such a decompo-
sition into potentials can easily be applied (Chaljub 2000). However,
in the presence of deviatoric stress and/or of wind, this field repre-
sentation is not valid anymore because the potentials will not fully
describe the solution of the Navier–Stokes equations (Valette 1987).

In this work, we thus use the acoustic and advection parts of the
compressible and viscous linearized version of the Navier–Stokes
equations. As we will see below this system of equations allows
one to couple gravity, wind velocity effects and acoustic wave prop-
agation in the same unified numerical framework. Accuracy and
limitations of the linear approximation were studied by Dörnbrack
& Nappo (1997) by comparing the results of a linear model with a
nonlinear, time-dependent, hydrodynamic numerical model. They
pointed out that similar results are obtained from linear and nonlin-
ear models for wave stress, wave breaking height and wave dissipa-
tion through the critical level (Nappo 2002).

Linearization of the Navier–Stokes equations has been proposed
by different authors: de Groot-Hedlin et al. (2011) resorted to a
2-D finite-difference discretization but focused only on acoustic
waves for realistic atmosphere models with wind and sound speed
gradients. Ostashev et al. (2005) used the same discretization and
considered 2-D gravity waves but without atmospheric viscosity.
Both articles considered atmospheric sources only. Mikhailenko
& Mikhailov (2014) relied on 2-D Laguerre/Fourier discretization
to study low-altitude inviscid gravity waves in simple atmosphere
models. Finally, Wei et al. (2015) focused on the tropopause and
inviscid gravitoacoustic waves in the low atmosphere by means of
a spectral/Laplace method. That study used a ground forcing tech-
nique in order to model tsunami-induced gravity waves: however
to our knowledge acoustic-gravity wave propagation with strati-
fied profiles of wind and strongly varying density, sound speed and
viscosity has never been implemented in 3-D.

Atmospheric attenuation is crucial for realistic simulations. Lan-
dau & Lifshitz (1959), Coulouvrat (2012) and Godin (2014) have
established a formulation of the dynamic and volume viscosities and
also developed analytical solutions for the evolution of pressure in
the frequency domain in the presence of bulk and/or shear viscos-
ity. In our simulations, we will take into account both processes and
their fluctuations through altitude because attenuation parameters
vary strongly owing to the drastic density decrease when altitude
increases (Godin 2014).

In terms of numerical implementation, for spatial discretization
we will use a classical staggered grid (Yee 1966; Madariaga 1976)
because it provides an efficient and stable way of reaching high

order for the discretization. This grid is widely used for wave prop-
agation in solid and fluid media (Graves 1996; Chaljub et al. 2007)
but to our knowledge the fourth-order implementation has not been
used before for atmospheric studies. Another version of a staggered
grid for the atmosphere has been used in Ostashev et al. (2005) and
de Groot-Hedlin et al. (2011) in particular to treat advection terms.
Contrary to these articles, here we perform the implementation of
advection terms through upwind (non-centred backward/forward)
schemes (Ferziger & Peric 2012) to take into account wind veloci-
ties of different signs and to avoid possible stability issues, mainly
at outgoing boundaries. We will validate our numerical technique
by making comparisons with analytical solutions derived for bench-
mark cases for the different physical features involved.

In this paper, we first recall the governing equations, including
their linearization and decomposition in terms of wind advective
components and propagative perturbation components (acoustic and
gravity waves). We then describe the wave attenuation parameters
and link them to the parameters usually used in the acoustic and
geophysics communities. We also introduce the finite-difference
numerical implementation and validate the 2-D code by perform-
ing comparisons to analytical solutions in simplified atmosphere
models. We present examples of 2-D applications for atmosphere
bottom forcing by tsunamis and by seismic waves, and then for
atmospheric explosions in realistic atmosphere models. We finally
validate the 3-D code by performing comparisons to analytical so-
lutions in simplified atmosphere models.

2 L I N E A R G R AV I T O - A C O U S T I C
P RO PA G AT I O N I N A W I N DY,
A B S O R P T I V E M E D I U M S TA B LY
S T R AT I F I E D

2.1 Governing equations

In this section, we recall how the Eulerian form of the equations of
motion is derived from the Eulerian momentum, mass conservation
and state equations. One starts from the conservation of energy
(Vallis 2006)

Dt I = Dt Q − P Dt (1/ρT ) , (1)

where Dt = ∂t + V · ∇ denotes the Lagrangian derivative, I is the
internal energy, Q is the heat input to the body, P the pressure, and
ρT the atmospheric density. From the Eulerian formulation of the
momentum equation (Landau & Lifshitz 1959),

ρT Dt V − ∇ · �T = Fext = ρT G , (2)

in which V is the velocity, �T the Eulerian stress tensor and Fext an
external volumic force, equal to gravity forces in our case, where
G is the gravitational acceleration, and from the mass conservation
equation

DtρT = −ρT ∇ · V (3)

the following assumptions are then made:

(i) The atmosphere is considered as a Newtonian fluid. Thus in
the Eulerian description, the stress tensor reads

(�T )i j = −Pδi j + (��
T )i j , (4)

where P is the pressure, ��
T is the viscous stress tensor and δ the

Kronecker symbol.
(ii) The atmosphere is considered as an ideal gas

d I = CνdT and P = ρT RT , (5)
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where P is the pressure, R = Cp − Cν the gas constant, Cν the
heat capacity at constant volume, Cp the heat capacity at constant
pressure, T the temperature and ρT the atmospheric density.

(iii) State variables can be split into a stationary component (sub-
script 0) and a small space/time variable component (subscript 1):

P = P0 + P1; ρT = ρ0 + ρ1; G = G0 + G1;

U = U0 + U1; V = V0 + V1; �T = �0 + �1 (6)

where P, ρT , G, U, V are respectively the pressure, atmospheric
density, gravitational acceleration, displacement and velocity.

(iv) The atmosphere is stratified and thus physical parameters
ρ0, G0, ηV , μ, V0 (respectively the atmospheric density, volume vis-
cosity, dynamic viscosity and wind velocity) only vary along z.

(v) The background velocity V0 is a stationary stratified hor-
izontal wind, that is, V0(x) = V0,x (z) · ex + V0,y(z) · ey , where
x = (x, y, z). This assumption will lead to a divergence-free wind
(∇ · V0 = 0) and remove the influence of background wind on the
hydrostatic equilibrium specified in assumption (vi).

(vi) The hydrostatic equilibrium is considered as a reference
state

�0 = −P0Id (7)

with �0 the reference state tensor, P0 the background pressure and
Id the identity tensor in R3. By assuming that the initial atmosphere
is stratified and at hydrostatic equilibrium (2) one can formulate an
equation describing this initial state as

∇ · �0 + ρ0G0 = 0. (8)

By injecting eq. (7) into eq. (8) one obtains

ρ0G0 = ∇ P0. (9)

(vii) We will make a linear assumption, that is, we will neglect
second-order terms by removing the O(u2) terms.

(viii) The wave perturbations are considered close to the adiabatic
condition: DtQ = 0.

(ix) One makes the Cowling approximation (Cowling 1941) for
the gravitational field. It consists in ignoring perturbations in the
gravitational field, such that

ρT G = ρ0G0 + ρ1G0. (10)

(x) We consider a regional scale domain and neglect the Coriolis
force.

Hypothesis (ii) can be recast in a more convenient form

Dt I = Cν Dt T and T = P

ρT R
⇔ Dt I = Cν

R
Dt (P/ρT ) . (11)

Injecting it into the energy conservation eq. (1) and taking into
account the adiabatic condition (viii) with Pa being the adiabatic
pressure, this yields

Cν

R
Dt

�
Pa

ρT

�
= −P Dt (1/ρT )

Cν

R
[(1/ρT )Dt Pa + Pa Dt (1/ρT )] = −Pa Dt (1/ρT )

Cν

R
[(1/ρT )Dt Pa − Pa DtρT /ρ2

T ] = Pa DtρT /ρ2
T

Dt Pa = Pa
DtρT

ρT

�
R

Cν

+ 1

�
. (12)

Since we used the adiabatic assumption to get eq. (12), we will only
work with the adiabatic pressure Pa. Thenceforth, we will use the
notation P = Pa, where P will refer to the adiabatic pressure.

Combining this with the mass conservation eq. (3) yields

Dt P = −Pγ∇ · V (13)

where γ = C p

Cν
is the specific heat ratio.

One then gets a coupled system of equations: the pressure evolu-
tion eq. (13) and the Eulerian form of the momentum eq. (2) (details
can be found in Vallis (2006) and Chaljub (2000)):

Dt P = −Pγ∇ · V

ρT Dt V − ∇ · �T = ρT G .
(14)

Unknowns are then split into ambient and perturbation values (iii),
and from the linear hypothesis (vii), the reference state considered
(vi) and the Cowling approximation (ix), eq. (14)-1 then reads (see
e.g. Chaljub (2000))

∂t P1 + (V0 + V1)∇(P0 + P1) = −(P0 + P1)γ∇ · V1

∂t P1 = −V0 · ∇ P1 − ρ0c2∇ · V1

−ρ0V1G0 , (15)

where c is the adiabatic sound speed

c =
�

γ
P0

ρ0

�1/2

. (16)

Splitting the mass conservation eq. (3) into ambient and pertur-
bation values according to (iii) yields

DtρT = −ρT ∇ · V (17)

∂tρT = −∇ · (ρT V) (17)

∂tρ1 = −∇ · (V0ρ0 + V0ρ1 + V1ρ0 + V1ρ1) . (17)

Considering the divergence-free background wind (v) and the linear
assumption (vii) one then has

∂tρ1 = −∇ · (V0ρ1 + V1ρ0)

∂tρ1 = −∇ρ1 · V0 − ∇ · (V1ρ0) .
(18)

Now turning to the momentum equation, considering the
divergence-free background wind (v) and the linear assumption
(vii), (14)-2 reads

ρT Dt V = ∇ · �T + ρT G

ρ0∂t V1 + ρ0{(V1 · ∇)V0 + (V0 · ∇)V1} = ∇ · �1 + ∇ · �0

−G0ρ1 − G0ρ0. (19)

Combined with the static equilibrium eq. (8) this yields

ρ0∂t V1 = −ρ0{(V1 · ∇)V0 + (V0 · ∇)V1} + ∇ · �1 + G0ρ1.

(20)

Using eqs (15), (18) and (20), the whole system (14) then reduces
to:

∂t P1 = −V0 · ∇ P1 − ρ0c2∇ · V1 − ρ0V1G0

∂tρ1 = −V0 · ∇ρ1 − ∇ · (ρ0V1)

ρ0∂t V1 = −ρ0{(V1 · ∇)V0 + (V0 · ∇)V1} + ∇ · �1 + G0ρ1 ,

(21)
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where the stress tensor �1, under assumption (i), reads, ∀(i, j) ∈ [1,
3] × [1, 3]

(�1)i j = −P1δi j + μ

�
∂ j Vi + ∂i Vj − 2

3
δi j∇ · V

�
+ ηV δi j∇ · V ,

(22)

where δ is the Kronecker symbol.
To simplify the writing in what follows we will drop subscripts

and write

ρ0 = ρ; ρ1 = ρp; G0 = g; P1 = p; V1 = v;

V0 = w; U1 = u; �1 = � . (23)

Eq. (21) then reads

∂t p = −w · ∇ p − ρc2∇ · v − ρvg

∂tρp = −w · ∇ρp − ∇ · (ρv)

ρ∂t v = −ρ{(v · ∇)w + (w · ∇)v} + ∇ · � + gρp. (24)

With these notations (23) the stress tensor � then reads, ∀(i, j) ∈
[1, 3] × [1, 3],

(�)i j = −pδi j + μ

�
∂ j (v + w)i + ∂i (v + w) j − 2

3
δi j∇ · v

�

+ ηV δi j∇ · v . (25)

The system of eq. (24) describes simultaneously the propagation
of both acoustic and gravity waves in a viscous fluid subject to wind.
Note that in order to establish eq. (24), we did not use the stratified
atmosphere assumption (iv) for density, adiabatic sound speed, vis-
cosity nor gravity but only for wind profiles. It means that any 3-D
varying profile of atmosphere can be considered for background
parameters besides background wind. However, in simulations pre-
sented later on in this paper, for validations or applications, we only
considered stratified media since it enabled us to get simple ana-
lytical solutions. Expansion of eq. (24) in component form can be
found in Appendix A. In the remainder of this paper, we will refer
by ‘wind-convective’ terms to the following terms in eq. (A1):

(a) w · ∇ p, w · ∇ρp

(b) (w · ∇)v
(c) (v · ∇)w .

2.2 Atmospheric viscosity and acoustic attenuation

Atmospheric absorption can occur by two main mechanisms (Bass
et al. 1984): classical losses due to dissipation of mechanical energy
and relaxation losses due to the conduction of heat energy. The
dynamic viscosity μ, due to shear stress applied to a fluid, reads
(Zuckerwar & Ash 2006; Bass & Chambers 2001)

μ = 2

3
Lρc

�
2/πγ , (26)

where L is the mean free path, c the adiabatic sound speed (16) and
γ = Cp/Cν the specific heat ratio. The volume viscosity ηV due to
the relaxation of dilatational disturbances (i.e. heat conduction and
molecular relaxations) reads

ηV = 4

3
μ + (γ − 1)κ

γ Cv

, (27)

where μ is the dynamic viscosity, γ = Cp/Cv the specific heat
ratio, Cv the molar low-frequency specific heat at constant volume

and κ the thermal conductivity. The acoustic absorption coefficient
α (in m−1) describes the frequency dependence of the attenuation
process. This coefficient is the imaginary part of the wavenumber
k = Re(k) − iα (Landau & Lifshitz 1959); From Bass & Chambers
(2001), it writes

α( f ) = 2(π f )2

ρc3
ηV . (28)

When acoustic or seismic waves are modelled, Zener, Maxwell or
Kelvin–Voigt are commonly used to introduce attenuation effects in
the time domain (Moczo & Kristek (2005) show that several of these
models are equivalent). Viscoelasticity in solids, modelled using
the Zener model in the time domain, is introduced in the discretized
equations through memory variables (Carcione 2014). Doing so
avoids having to explicitly handle a convolution process with the
whole past of the viscoelastic material, which is a complicated pro-
cess from a numerical point of view (Carcione et al. 1988; Moczo
1989; Robertsson et al. 1994). However, in the Earth atmosphere,
volume and dynamic viscosities tend to act as a Kelvin–Voigt vis-
coelastic mechanism. For a Kelvin–Voigt solid, one can represent
the absorption coefficient, which is proportional to the inverse of its
quality factor, as a function of frequency. Using this formulation,
we will show in a simple case that this choice of viscoelastic mech-
anism is reasonable by comparing its absorption coefficient to the
theoretical one in eq. (28).

We consider a simple homogeneous (i.e. with constant density
and sound velocity) atmosphere model in which the volume viscos-
ity ηV is constant and the shear viscosity is not taken into account
(for˜i �= j, ˜�ij = 0). We also neglect background velocity (w = 0)
and gravitation (g = 0). Eq. (24) then yields

∂t p = −ρc2∇ · v

∂tρp = −∇ · (ρv)

ρ∂t v = ∇ · �, (29)

where

� = (−p + ηV ∇ · v)Id , (30)

Id being the identity tensor in R3. After replacing the pressure
term in eq. (29)-3 with the primitive of eq. (29)-1, one obtains
the formulation of the stress–strain relationship for a Kelvin–Voigt
solid, as described for instance by Carcione (2014), eq. (2.159):

(�)i j,1<=i, j<=3 = (MR� + η�̇)δi j , (31)

where � is the stress tensor, MR = ρc2 the bulk modulus, η = ηV

the bulk viscosity and � the strain, defined from the displacement
u by � = ∇ · u. Unknowns are assumed to be Fourier functions in
time and space such that

u(x, t) = u0ei(kx−wt) . (32)

From eq. (29), the dispersion relation in this case reads

k2

�
1 − i

D

�
−

�ω

c

�2
= 0 , (33)

where D = ρc2

wηV
, which yields

k2 =
�ω

c

�2 (1 + i
D )

(1 + 1
D2 )

. (34)

The quality factor then reads (Carcione et al. 1988)

Q = Re(k2)

I m(k2)
= D = ρc2

2π f ηV
. (35)
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One then gets the final dispersion relation by taking the square root
of eq. (34):

k = w√
2c

�
1

1 + (1/Q)2
+ 1

[1 + (1/Q)2]1/2

�1/2

+ i
w√
2c

�
1

1 + (1/Q)2
− 1

[1 + (1/Q)2]1/2

�1/2

. (36)

This expression enables one to compute both the phase velocity and
the absorption coefficient. From Carcione (2014), the phase velocity
reads

vφ = ω

Re(k)
, (37)

where Re(k) is the real part of the wavenumber k. Eq. (36) then
yields

vφ =
√

2c

�
1

1 + (1/Q)2
+ 1

[1 + (1/Q)2]1/2

�−1/2

. (38)

Considering altitudes below typically 400 km and low-frequency
signals smaller than typically 1 Hz, it is reasonable to make the
assumption Q 
 1 and then to develop this expression to the second
order in 1

Q . Doing so the phase velocity (38) can then be written as

vφ ≈ c

1 − 3
8

�
1
Q

�2
. (39)

This expression is the one given by Blackstock (2000), page 306.
Consequently, acoustic wave propagation in an attenuated medium
with bulk viscosity follows the Kelvin–Voigt relation and is dis-
persive. However, the (1/Q)2 term is usually ignored in acoustics
because it is a second-order term in 1/Q. The wavenumber reads k
= Re(k) − iα, where α is the absorption coefficient

α2 = −
�ω

c

�2 1

2(1 + (1/Q)2)
(1 −

�
1 + (1/Q)2) . (40)

By a Taylor expansion when Q 
1, one then gets

α ≈
�ω

c

� 1

2Q
(41)

α ≈ 2(π f )2

ρc3
ηV . (42)

The Kelvin–Voigt absorption coefficients α and Q can thus be de-
fined in terms of volume viscosity and frequency according to for-
mulae (35) and (42). This result has been extended by Godin (2014)
to the full absorption process, choosing into account both shear and
volume viscosities. Eq. (9) in Godin (2014) shows that the tradi-
tional choice of picking constant coefficients leads to substantial
quantitative errors, and in the infrasound limit Eq. (12) in that arti-
cle gives a similar result as eq. (28). Finally, the background flow
that causes the Doppler effect will shift the wave frequency and
will thus impact its absorption. Variations of viscosity coefficients
(μ and ηV) with altitude and background flows will be taken into
account in our numerical simulations.

3 AT M O S P H E R E M O D E L S

We will simulate wave propagation in several atmosphere models.
We will first use simplified models for validation of our numerical
technique with respect to analytical solutions. In these first models,
all atmospheric parameters will be set to constant values. We will
then design an isothermal atmosphere model to test the stability of
the calculations relative to the exponential density decrease in the

Table 1. Constant parameters of the isothermal model: from left to right,
scale height, gravity, sound speed, square of the Brunt–Väisälä frequency,
ratio of calorific capacities, and temperature. Volumic mass and pressure
at the surface are set respectively to 0.4083 kg m−3 and 105 Pa. We use a
constant molar mass of 28.96 g mol−1.

H (km) gz(m s−2) c (m s−1) N2(rad2 s−2) γ (no unit) T (K)

29 −9.831 639.5 10−4 1.67 1000

atmosphere. We will finally build a more realistic atmosphere model
from empirical atmosphere models with only vertical variations of
the parameters.

3.1 Isothermal model

In order to infer the validity of our computations relative to the
exponential density decrease in the atmosphere, we first create an
isothermal model. Air density and pressure decrease exponentially
with a constant scale height, all other parameters being constant.
The values of these constant parameters are representative of those
observed in the thermosphere and are summarized in Table 1. The
model is built assuming an ideal gas in hydrostatic equilibrium at
constant temperature (Nappo 2002).

3.2 Realistic atmosphere model

In order to verify the stability of our calculations relative to realistic
vertical variations of atmospheric parameters, we create a model
that exhibits only vertical variations of the atmospheric parameters
that are extracted from the MSISE-00 atmosphere model (Picone
et al. 2002), and from the HWM93 atmospheric wind model (Hedin
1991) when atmospheric winds are included. The thermodynamic
properties of the atmospheric compounds are extracted from the
NIST web-book database (http://webbook.nist.gov/chemistry/). We
extracted a vertical profile of these atmospheric parameters for con-
ditions corresponding to a surface point at latitude 36.5◦, longitude
158.7◦ at 7:47:40 UTC on 2011 March 11. This space and time
location corresponds to the coordinates of the crossing between the
post-seismic infrasonic waves generated by the Tohoku earthquake
in Japan and the GOCE satellite (Garcia et al. 2013). This vertical
profile is extended in 2-D and 3-D by invariant prolongation of the
whole set of physical properties in the direction orthogonal to the
2-D plane. Density, adiabatic sound speed and Brunt–Väisälä fre-
quency versus altitude are presented in Fig. 1. Other charts can be
found in Appendix C.

4 N U M E R I C A L D I S C R E T I Z AT I O N

Time discretization is carried out based on a fourth-order Runge–
Kutta scheme and spatial discretization is based on a fourth-order
staggered scheme. We have performed comparisons, not shown
here, that demonstrate that in our case there is no significant bene-
fit of using a more sophisticated scheme such as a low-dissipation
and low-dispersion fourth-order Runge–Kutta algorithm (LDDRK;
Berland et al. (2006)). For spatial discretization, we use the follow-
ing stencil (Fig. 2):

For a scalar unknown u computed at time step m and at grid point
(i, j, k),

ui, j,k
m = u(i�x, j�y, k�z, m�t) , (43)
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Figure 1. Vertical profiles of mean density, sound velocity and square of Brunt–Väisälä frequency extracted from empirical atmosphere model MSISE − 00
(Picone et al. 2002) and isothermal models in Table 1.

Figure 2. Stencil showing where unknowns are computed in the mesh.

within the domain � the finite-difference operators read

(∂x u)(i, j,k)
m = 27 u(i+1, j,k)

m − 27u(i, j,k)
m − u(i+2, j,k)

m + u(i−1, j,k)
m

24�x

(∂yu)(i, j,k)
m = 27 u(i, j,k)

m − 27u(i, j−1,k)
m − u(i, j+1,k)

m + u( j, j−2,k)
m

24�y

(∂zu)(i, j,k)
m = 27 u(i, j,k)

m − 27u(i, j,k−1)
m − u(i, j,k+1)

m + u( j, j,k−2)
m

24�z
. (44)

Note that in eq. (24) the pressure and density perturbation evo-
lution equations require the calculation of ∇p and ∇ρp at the same
spatial location as, respectively, p and ρp, in term (a). We select a
non-staggered upwind or downwind scheme depending on the sign
of wx in order to properly treat the advective terms (Ferziger &
Peric 2012). The instability that can otherwise arise from a centred
scheme comes from the fact that the flow goes from upstream to
downstream and thus the derivative computed at any point should
not take into account information downstream since it has no phys-
ical meaning. Similar instabilities appear when using the staggered

grid described in eq. (44). This upwind/downwind scheme writes:

if wx < 0 (∂x p)(i, j,k)
m = 1

6�x

	
2(p(i, j,k)

m − p(i−1, j,k)
m )

+ 6(p(i+1, j,k)
m − p(i, j,k)

m )

− (p(i+2, j,k)
m − p(i, j,k)

m )



if wx > 0 (∂x p)(i, j,k)
m = 1

6�x

	
2(p(i+1, j,k)

m − p(i, j,k)
m )

+ 6(p(i, j,k)
m − p(i−1, j,k)

m )

− (p(i, j,k)
m − p(i−2, j,k)

m )


. (45)

We apply the same kind of approach to other ‘wind-convective’
terms involving ρp, (vx, vy), wx, respectively in terms (a), (b)(c) and
(c).

Note that other authors have used different staggered grids for
spatial discretization. In order to choose the numerical method, we
implemented the spatial discretization presented in de Groot-Hedlin
et al. (2011) coupled with the fourth-order Runge–Kutta scheme
(in their publication they implemented a less accurate second-order
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scheme). It exhibited instabilities when performing various tests on
atmospheric backgrounds with a strong wind (of about 100 m s−1)
and a ‘high-frequency’ wave generated by a point source (of about
5 s dominant time period). We thus choose to use the discretization
(44)-(45) instead.

Regarding boundary conditions, we perform simulations in a sim-
ple Cartesian mesh in which �x = �y = �z. On the left and right
boundaries of the domain we implement periodic boundary condi-
tions. This implies that the atmosphere model should be continuous
between the right and left boundaries, which is the case since our
models only vary along z. On the top edge of the grid, referred to as
�D, we enforce a homogeneous Dirichlet boundary condition that
consists in imposing, at any time t, for x ∈ �D ,

u(x, t) = 0 . (46)

This choice has no real physical meaning but is implemented here
for simplicity. It will lead to reflection when waves hit the boundary,
but for large-enough meshes this choice has no measurable impact
on signals observed. When simulating an atmospheric explosion,
that is, when the source is located inside the grid, we apply Dirichlet
boundary conditions (46) on the bottom boundary as well.

In the other cases, that is, when the seismic source is located
outside the grid, we apply a forcing boundary condition along the
bottom edge of the grid to simulate incoming seismic waves im-
pinging from the bottom: at any time t, for x ∈ �F , for f ∈ R

u(x, t) = f(x, t) , (47)

where f is the forcing function.
At the edges of the computational grid, the discretization (44)

requires the computation of unknown terms at position j = 0, −1.
We compute these terms using a mirror condition, meaning that
∀m, i, k

p(i,0,k)
m = 2p(i,1,k)

m − p(i,2,k)
m (48)

which is the linear interpolation of p(i,1,k)
m from neighbouring values

p(i,0,k)
m , p(i,2,k)

m expressed in terms of p(i,0,k)
m . The same holds for

p(i,−1,k)
m , such that

p(i,−1,k)
m = 2p(i,0,k)

m − p(i,1,k)
m (49)

Since we will often perform simulations over large domains
we resort to parallel computing implemented using the Message-
Passing Interface libraries (Gropp et al. 1994), decomposing the
mesh into regular slices cut along the x-coordinate axis.

5 2 - D A C O U S T I C WAV E VA L I DAT I O N

5.1 Construction of the analytical solutions

We compute the analytical solution in the time domain for validation
purposes for each test case using the following process:

(i) Calculation of the forcing signal for the whole time domain
along the forcing boundary or at the point source,

(ii) Calculation of the 3-D (or 2-D) Fourier transform (spatial
and time transformations) of that function,

(iii) Calculation of wavenumbers kx = 2π/λx and ky = 2π/λy

for all spatial wavelengths λx, y

(iv) Calculation of kz from dispersion relations for all wavenum-
bers kx, ky and time frequencies (see Appendix B),

(v) Multiplication, in the Fourier domain, of the forcing function
with a complex filter based on the representation of the solution in

Table 2. Simulation parameters for the isothermal model 3.1 without con-
sidering attenuation, used in Simulation 5.2, that is, the case of a Bottom
‘high-frequency’ forcing in a windless atmosphere with exponentially de-
caying density and without attenuation. In this table, we express parameters
with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1),
μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

20 × 800 250 10−2 varying 652.82 0 0 −9.831 0

the case of an harmonic source or forcing term (see Appendix B for
more details),

(vi) Calculation of the inverse Fourier transform of the re-
sult at the recording stations to obtain the solution in the time
domain.

5.2 Bottom ‘high-frequency’ forcing in a windless
atmosphere with exponentially decaying density
and without attenuation

The first validation step concerns acoustic waves and the underlying
physical processes of dispersion and amplitude growth with altitude.
We consider the following forcing function, ∀x ∈ �F :

f (x, t) = e
−

�
t−(t0−P/4)

P/4

�2

− e
−

�
t−(t0+P/4)

P/4

�2

, (50)

where P is the time period of the forcing signal and t0 the
starting forcing time. We set P = 60 s and t0 = 55 s.
The atmosphere is considered isothermal and described in
Table 2.

Two particular features for atmospheric waves associated with
density variations can be noticed in Fig. 3: first, the amplification
of vertical velocity/displacement amplitude due to the decrease of
atmospheric density, since kinetic energy Ec ∝ ρ|v|2 is conserved;
second, the dispersion effect on the waveform. This latter point is
due to the frequency dependence of phase velocity vp = vp(ω, c, H)
(Landau & Lifshitz 1959).

5.3 Bottom ‘high-frequency’ forcing in an attenuating,
windless atmosphere with exponentially decaying density

Here let us study and validate the effect of viscosity on acoustic
waves. To do so in eq. (50), we set P = 15 s and t0 = 30 s. These
parameters are slightly different from the previous case because the
absorption coefficient α in (28) is frequency dependent and thus in
order to clearly see its effect we need to select a frequency larger
than in the previous case. The atmosphere is considered isothermal
and described in Table 3.

Fig. 4 shows a good fit between the analytical and numerical
signals in terms of both wave amplitude and traveltime, the error
being less than 5 per cent in maximum amplitude over time. Several
physical phenomena can be observed: first, the decay in amplitude
due to the atmospheric viscosity. In this case, only the volumic vis-
cosity impacts the propagation because acoustic (pressure) waves
are not sensitive to shear stress. The other phenomenon is the appar-
ent frequency dispersion, coming from the fact that the absorption
coefficient (28) is frequency dependent and thus high frequencies
are more attenuated than lower ones, which leads to a larger ap-
parent period for the attenuated signal than for the non-attenuated
one.
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Gravitoacoustic wave propagation in the atmosphere 315

Figure 3. Vertical displacement for the finite-difference solution (‘Numerical’), the analytical solution (‘Analytical’) and the difference between the two (‘A-N’)
through time for Simulation 5.2 , that is, the case of a bottom ‘high-frequency’ forcing in a windless atmosphere with exponentially decaying density and
without attenuation and for three recording stations located at altitudes z = 131.75, 199.75 and 329.25 km. The atmosphere is considered isothermal (Table 2).

Table 3. Simulation parameters corresponding to the full isothermal model 3.1 for Simulation 5.3 , that is, the
case of a bottom ‘high-frequency’ forcing in a windless atmosphere with exponentially decaying density and
without attenuation. In this table, we express parameters with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1),
ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

20 × 800 250 10−2 varying 652.82 10−4 0 −9.831 0

Figure 4. Vertical displacement for the finite-difference solution (‘Numerical’) and the analytical solution (‘Analytical A1’) as well as the difference between
the two (‘A1-N’); we also show the case without viscosity (‘Analytical A2’). The signals are shown through time for Simulation 5.3 , that is, the case of a bottom
‘high-frequency’ forcing in a windless atmosphere with exponentially decaying density and without attenuation, and for three recording stations located at
altitudes z = 2544, 290.8 and 345.2 km. The atmosphere is considered isothermal (Table 3).

5.4 Atmospheric explosion in a windy homogeneous
atmosphere

Here let us study and validate the effect of wind on acoustic waves.
In this case, we consider an atmospheric explosion, that is, a sudden
increase in volume inserted into the pressure equation, such that

Q = −2π

P
(t − t0)e−[ π

P (t−t0)]2

∂t p = −w · ∇ p − ρc2(∇ · v + Q) , (51)

where P = 100 s is the dominant time period of the explosion and
t0 = 75 s is the starting time. The source is located at xS = 400 km
and zS = 400 km. The atmosphere is again considered isothermal
and described in Table 4.

Fig. 5 shows that the waveform and the traveltime are both com-
puted accurately by the numerical simulation. We have scaled the

Table 4. Simulation parameters corresponding to the homogeneous isother-
mal model 3.1 for Simulation 5.4 , that is, the case of an atmospheric explo-
sion in a windy homogeneous atmosphere. In this table, we express parame-
ters with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1),
μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (km) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

800 × 800 500 10−2 1.2 652.82 0 0 −9.831 150

source amplitude A in eq. (B2) to that recorded at the first station
in the far field because the analytical solution (B3) is valid only
in the far-field domain. Several aspects of spherical acoustic waves
propagation in a moving medium can be noticed. As expected the
amplitude decreases as 1/

√
r in terms of geometrical spreading,

compared to 1/r in a 3-D medium, because this simulation is 2-D.
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Figure 5. Pressure for the finite-difference upwind and downwind solutions (‘Numerical’) and the analytical upwind and downwind solutions (‘Analytical’)
as well as the difference between the two upwind and downwind solutions (‘A-N’). The signals are shown through time for Simulation 5.4 , that is, the case
of an atmospheric explosion in a windy homogeneous atmosphere, at six recording stations (three downwind and three upwind) located at altitude z = zS =
400 km and at distances x = 48.75, 97.75 and 146.25 km away from the source. The atmosphere is considered isothermal (Table 4).

Table 5. Simulation parameters corresponding to the isothermal model 3.1
for Simulation 6.1 , that is, the case of a bottom ‘low-frequency’ forcing
in an atmosphere with exponentially decaying density. In this table, we
express parameters with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1),
ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

1200 × 400 500 10−2 varying 652.82 0 0 −9.831 0

The Doppler shift due to wind is noticed through the frequency shift
and amplitude variations between upwind and downwind acoustic
propagation. As expected (Nappo 2002), upwind waves have larger
periods and amplitudes than downwind ones.

6 2 - D G R AV I T Y WAV E S

6.1 Bottom ‘low-frequency’ forcing in an atmosphere with
exponentially decaying density

In order to study and validate gravitoacoustic wave propagation and
the underlying physical processes, we consider the forcing function,
∀x ∈ �F S :

f (x, t) =
�

e
−

�
t−(t0−P/4)

P/4

�2

− e
−

�
t−(t0+P/4)

P/4

�2�

×
�

e− x−(x0−S/4)
S/4

2

− e− x−(x0+S/4)
S/4

2
�

, (52)

where P = 1600 s is the dominant time period of the forcing signal,
S = 80 km is the dominant spatial period along x, t0 = 1400 s is
the starting forcing time and x0 = 600 km is the position of the
bottom forcing along x. The atmosphere is considered isothermal
and described in Table 5.

We will now compare numerical and analytical particle displace-
ment at several recording stations. In this case, station locations
must be chosen wisely because internal gravity waves do not prop-

agate in all directions. Indeed, the dispersion relation (B4) without
wind, that is, with wx = 0 yields the angle of propagation β

cos β = ω

N
, (53)

where N is the Brunt–Väisälä frequency and β is the angle between
the horizontal axis x and the wave vector k, such that

k = |k|(cos βex + sin βez) . (54)

We thus only select stations at positions for which βstat < β, where
βstat is the angle between the horizontal axis x and the position
vector of the station.

In Fig. 6, one can see low-frequency gravity waves propagating
in the stratified atmosphere. The figure shows low amplitude errors
and a good fit in terms of phase velocity.

6.2 Bottom ‘low-frequency’ forcing in a windy atmosphere
with exponentially decaying density

6.2.1 Comparison with analytical solution

In order to study and validate the impact of wind on gravity wave
propagation, we use the same forcing (52) as above, with parameters
P = 1600 s, S = 80 km, t0 = 1400 s and x0 = 800 km. The atmosphere
is considered isothermal and described in Table 6.

In Fig. 7, as in the acoustic case of Fig. 5, one can notice the
impact of the Doppler shift on gravity wave propagation: upwind
waves have a larger period and larger amplitude than downwind
ones.

In Fig. 8, we present snapshots of the simulation. A typical feature
of gravity wave propagation can be observed: the group (Vg) and
phase velocities (Vp) are orthogonal. The pictures also illustrate an
interesting aspect of our numerical modelling tool, which is that
we can compute and show the propagation of gravity and acoustic
waves simultaneously. One can thus notice an acoustic wave front
propagating from the bottom to the top, ahead of gravity waves
owing to the small positive amplitude of displacement perturbation
uz between the bottom forcing function (52) at t1 and t1 + �t such
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Figure 6. Vertical displacement for the finite-difference solution (‘Numerical’) and the analytical solution (‘Analytical’) as well as the difference between the
two (‘A-N’). The signals are shown through time for Simulation 6.1, that is, the case of a bottom ‘low-frequency’ forcing in an atmosphere with exponentially
decaying density, at the four recording stations located at the same altitude z = 80.25 km, their positions along x being, from top to bottom, x = 375, 450, 750
and 825 km. The atmosphere is considered isothermal (Table 5).

Table 6. Simulation parameters corresponding to the isothermal model 3.1 subject to wind for Simulation 6.2.1 ,
that is, the case of a Comparison with analytical solution. In this table, we express parameters with the following
dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

1600 × 400 500 10−2 varying 652.82 0 0 −9.831 10

Figure 7. Vertical displacement for the finite-difference numerical solution (‘Numerical’) and the analytical solution (‘Analytical’) as well as the difference
between the two (‘A-N’). The signal is shown through time for Simulation 6.2.1 , that is, the case of a comparison with analytical solution, at four recording
stations located at the same altitude z = 100.25 km and whose positions along x are, from top to bottom, x = 875.25, 850.25, 750.25 and 725.25 km. The
atmosphere is considered isothermal (Table 6).

that f(t1) = 0; f(t1 + �t) > 0. This step, similar to a Dirac, generates
a high-frequency wave (an acoustic wave).

Note that in the comparisons presented in Fig. 7 the impact of
this ‘high-frequency’ wave on the seismogram is not seen because
its amplitude is tiny compared to that of the gravity wave.

6.2.2 Resolution analysis

In order to see the impact of resolution (spatial and time steps) on
the displacement amplitude error, and since we have not performed

any rigorous mathematical stability and accuracy analysis of the
problem, we perform tests with various resolutions in the case of
gravity waves propagating in a windy atmosphere.

We use a similar bottom forcing as in eq. (52), with parameters
P = 800 s, S = 25 km, t0 = 800 s and x0 = 250 km and consider
the atmosphere model specified in Table 7. In Fig. 9, the left and
right panels show how spatial resolution impacts the amplitude er-
ror through time. First, as one decreases the spatial step one can
see that the error decreases, in particular for the largest error peaks
(i.e. between t = 2000 s and t = 3000 s in the left panel). Owing to
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Figure 8. Vertical displacement for the finite-difference numerical solution
for Simulation 6.2.1 , that is, the case of a Comparison with analytical solu-
tion. Red indicates positive vertical displacements and blue negative ones.
The green squares show the location of the recording stations. Snapshots are
taken, from top to bottom, at times t = 500 s, t = 700 s, t = 900 s and t =
1100 s. The origin of the coordinate system is at the bottom left of the do-
main. The atmosphere is considered isothermal (Table 6). A small acoustic
wave front is also observed. Phase and group velocities are indicated by Vp

and Vg respectively in the third snapshot from the top, and are orthogonal.

Table 7. Simulation parameters corresponding to the isothermal model 3.1
subject to wind for Simulation 6.2.2 , that is, the case of a Resolution
analysis. In this table, we express parameters with the following dimensions:
ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and
wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

1600 × 400 500 10−2 varying 652.82 0 0 −9.831 10

the cumulative nature of such numerical error with time, accuracy
is more impacted for long time periods than at the beginning of
the simulation, where the error is similar for all spatial resolutions
considered. At time t = 2000 s in the bottom-left chart one notices
that the simulation with a larger spatial step exhibits lower error,
but only temporarily. The ‘averaging’ implied by a large spatial
step �x = 1000 m seems to, surprisingly, reproduce the phase of
the analytical signal well, but as one decreases �x the error gets
lower than that for �x = 1000 m. In the right panel, the difference
in displacement amplitude between simulations with resolution �x

= 125 m and �x = 250 m shows that for this set of parameters
(Table 7) the solution seems to be converging. If one decreases the
time step �t for the resolution �x = 125 m one notices an im-
provement in accuracy at the beginning of the simulation, but after
1600 s both simulations give a similar result. With this resolution
(�x = 125 m and �t = 0.01 s) the numerical solution has con-
verged and decreasing the time step will not decrease the error any
longer.

Another source of error comes from the numerical computa-
tion of the analytical solution. Indeed, a numerical Fourier trans-
form and then a numerical inverse Fourier transform are required
to compute the solution (refer to Section 5.1), which introduces
numerical approximations. In Fig. 10, we show the absolute er-
ror between numerical evaluations of the analytical solution com-
puted with various resolutions. The resolution impacts directly the
Fourier transform since it leads to a lower boundary (specified by
the Nyquist frequency) for the number of points required, in or-
der to overcome aliasing, in both spatial and time Fourier trans-
forms. Thus, in the chart one notices that the number of spatial
points has a significant impact on the analytical signal: one ob-
tains almost a 5 per cent difference in absolute amplitude between
the signal computed for �x = 125 m and for �x = 500 m. The
very small difference (about 10−14 m) obtained between spatial
resolutions �x = 125 m and �x = 250 m shows that the so-
lution has converged and then captured low vertical wavelength
values.

This illustrates the fact that small errors sometimes observed in
the validation cases presented in this work can be explained by the
resolution used in these simulations. If we had chosen smaller spatial
steps for the numerical and analytical computations we could have
decreased the error in phase and amplitude but the computation time
would have thus significantly increased. As often with numerical
schemes there is a trade-off to find between accuracy and numerical
cost.

7 2 - D A P P L I C AT I O N S

7.1 Bottom ‘low-frequency’ forcing in an isothermal
atmosphere subject to a wind duct

In this case, we set up a wind duct (a strong wind velocity gradient)
to show specific gravity-wave features studied by several authors
(Ding et al. 2003; Nappo 2002). We use the same type of forcing
as in Simulation 6.1, with parameters P = 2800 s, S = 80 km, t0 =
1600 s and x0 = 1280 km. The atmosphere is considered isothermal
and described in Table 8.

In this case, the wind profile is a wind duct, that is, a Gaussian
bump such that

wx (z) = 10 + wx,0e−( z−z̃
σ )2

(55)

with wx, 0 = 200 m s−1, z̃ = 100 km and σ = 5000 m.
In Fig. 11, three main features of gravity-wave propagation sub-

ject to a wind duct are seen: first, waves can go beyond the wave
duct but the altitude reached by the upwind waves is much higher
than the downwind ones. Second, some downwind waves seem
to be concen trated around the wave duct. Finally, in the bottom
left of the upwind waves, one can observe a refracted wave due
to reflection on the wave duct owing to the strong wind velocity
gradient.
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Figure 9. In the top charts, vertical displacement for the finite-difference solution (‘Numerical’) and the analytical solution (‘Analytical’) in case of a spatial step
�x = 500 m, as well as the difference between the two cases (‘Error’) for a spatial step �x = 1000 m. The signals are shown through time for Simulation 6.2.2
at two recording stations located at the same altitude z = 20 km, their position along x being, from left to right, x = 263 and 316.5 km. The atmosphere
is considered isothermal (Table 7). In the bottom charts we display amplitude through time of the absolute difference of vertical displacement between the
analytical signal and the numerical one for various spatial steps �x = 125, 250, 500, 1000 m and also for �t = 0.01 s for the spatial resolution �x = 125 m.
For both stations, the amplitude of the error decreases with increasing resolution, as expected.

Figure 10. Vertical displacement for the analytical solution (‘Analytical solution’) in case of a spatial step �x = 125 m, and amplitude through time of the
absolute difference in vertical displacement (‘Absolute error’) between the analytical signals for various spatial steps: between signals for �x = 125 and �x =
250 m and also between signals for �x = 125 and �x = 500 m. Absolute amplitude errors are multiplied by 10 here in order to be able to see both in each chart.
The signals are shown through time for Simulation 6.2.2, at the same recording station located at altitude z = 20 km and x = 316.5 km. The atmosphere is
considered isothermal (Table 7). Errors decrease significantly as one increases the number of points used in the calculation of the numerical Fourier transform.
The results also show that for �x = 250 m the numerical calculation of the analytical solution has also converged.

7.2 Tsunami-like bottom forcing in a full MSISE-based
atmosphere

In this case, let us consider the forcing function, ∀x ∈ �F ,

f (x, t) =
�

e
−

�
t−(t0−P/4)

P/4

�2

− e
−

�
t−(t0+P/4)

P/4

�2�

×
�

e
−

�
[x0+vt ∗t]−(x0−S/4)

S/4

�2

− e
−

�
x−([x0+vt ∗t]+S/4)

S/4

�2�
, (56)

where P = 800 s is the dominant time period of the forcing signal,
S = 80 km is the dominant spatial period along x of the forcing
signal, t0 = 800 s is the starting forcing time and x0 = 266.5 km
is the position of the bottom forcing along x. The tsunami wave
velocity is vt = 100 m s−1. We define the atmosphere according to
the MSISE-00 model described in Table 10.

Table 8. Simulation parameters corresponding to the isothermal model 3.1
subject to wind for Simulation 7.1, that is, the case of a Bottom ‘low-
frequency’ forcing in an isothermal atmosphere subject to a wind duct. In
this table we express parameters with the following dimensions: ρ (kg m−3),
c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

2560 × 450 1000 10−2 varying 652.82 0 0 −9.831 var

In Fig. 12, gravity waves propagate in a realistic atmosphere,
which highlights the fact that simulations are stable in a relatively
complex medium with strong gradients of the physical parameters.
Waves coming from the right of the domain are due to the periodic
boundary conditions implemented on the left and right boundaries.
One can notice that gradients in sound and wind velocities (see
Table 9) have a strong effect on the gravity wave curvature. Also,
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Figure 11. Normalized vertical displacement (the amplitude has been multiplied by
√

ρ for visualization purposes) of the finite-difference numerical solution
for the windless case (top) and the wind duct case (bottom) in Simulation 7.1 , that is, the case of a bottom ‘low-frequency’ forcing in an isothermal atmosphere
subject to a wind duct. Both snapshots are taken at time t = 2850 s. Red indicates positive vertical displacements and blue negative ones. The green squares
show the location of the recording stations. The origin of the coordinate system is at the bottom left of the domain. The atmosphere is considered isothermal
(Table 8).

Figure 12. Vertical displacement for the finite-difference numerical solution for Simulation 7.2 , that is, the case of a Tsunami-like bottom forcing in a full
MSISE-based atmosphere. Red indicates positive vertical displacements and blue negative ones. Background grey shades display variations with altitude of
the horizontal wind velocity, white being the minimum value and black/dark grey the maximum value of the wind velocity described in Section 3.2. The green
squares show the location of the recording stations. The yellow circle at the bottom left of the domain indicates the position x0 of the forcing at time t = 0 s.
The snapshot is taken at time t = 2400 s. The origin of the coordinate system is at the bottom left of the domain. The atmosphere model is based on MSISE −
00 (Table 9).

Table 9. Simulation parameters corresponding to the MSISE model 3.2 subject to wind for Simulation 7.2 ,
that is, the case of a Tsunami-like bottom forcing in a full MSISE-based atmosphere. In this table, we express
parameters with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2)
and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

1600 × 400 500 10−3 varying varying varying varying varying varying

the Doppler shift is visible as one observes that the right part of the
wave front has a smaller apparent spatial period than the left part.

7.3 Seismic-like bottom forcing in a full MSISE-based
atmosphere

In this case, we implement a large bottom x-velocity forcing vt

and a dominant time period P smaller than in eq. (56), such that,
∀x ∈ �F ,
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f (x, t) = e
−

�
t−(t0−P/2)

P/2

�2�
e

−
�

[x0+vt ∗t]−(x0−S/4)
S/4

�2

− e
−

�
x−([x0+vt ∗t]+S/4)

S/4

�2�
if t <= t0 − P/2 ,

f (x, t) = e
−

�
[x0+vt ∗t]−(x0−S/4)

S/4

�2

− e
−

�
x−([x0+vt ∗t]+S/4)

S/4

�2

if t > t0 − P/2

(57)

with P = 60 s, t0 = 200 s, S = 320 km, x0 = 266.5 km, and vt =
4000 m s−1. We define the atmosphere according to the MSISE-00
model described in Table 10.

In Fig. 13, one can notice that the large ground forcing velocity
vt (see (57)) has a strong impact on the direction of wave prop-
agation. We obtain almost horizontal wave fronts that can prop-

agate in the upper atmosphere, with their trajectory impacted by
wind and sound velocity gradients. The curvature of the wave
front in the thermosphere is due to the sudden increase of sound
velocity.

7.4 Atmospheric explosion in a full MSISE-based
atmosphere

In this simulation, we consider the same source as in Simulation
5.4 but with parameters P = 20 s as the dominant time period of
the explosion and t0 = 50 s as its starting time. The source Q is
located at xS = 500 km and zS = 100 km. We define the atmosphere
according to the MSISE-00 model described in Table 11.

In Simulation 7.4 (Fig. 14), one can notice that a point source
with a small dominant time period compared to the gravity wave
frequency range still generates both acoustic and gravity waves in
the atmosphere, the latter propagating around the source location
only, as predicted by observations and theory (Ben-Menahem &
Singh 2012). Gravity waves are seen as this ‘low-frequency’ os-
cillating signal that follows the acoustic wave front and that has a
similar shape as in the gravity-wave Simulation 6.1. Once again one
can observe the impact of wind that shifts the frequency spectrum
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Table 10. Simulation parameters corresponding to the MSISE model 3.2 subject to wind for Simulation 7.3,
that is, the case of a Seismic-like bottom forcing in a full MSISE-based atmosphere. In this table, we express
parameters with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2)
and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

1000 × 400 500 10−3 varying varying varying varying varying varying

Figure 13. Vertical displacement for the finite-difference numerical solution. Red indicates positive vertical displacements and blue negative ones. The
background grey shades indicate variations with altitude of the horizontal wind velocity, white being the minimum value and black/dark grey the maximum
value of the wind velocity described in Section 3.2. The green squares show the location of the recording stations. The snapshot is taken at time t = 680 s. The
origin of the coordinate system is at the bottom left of the domain. The atmosphere model is based on MSISE-00 (Table 10).

Table 11. Simulation parameters corresponding to the MSISE model 3.2 subject to wind for Simulation 7.4, that
is, the case of an atmospheric explosion in a full MSISE-based atmosphere. In this table, we express parameters
with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

4000 × 400 400 10−3 varying varying varying varying varying varying

Figure 14. Vertical displacement for the numerical finite-difference solution at t = 400 s (left), t = 450 s (right) and over time at the station located at x =
900.25km; z = 150.25 km (bottom) for Simulation 7.4 , that is, the case of an atmospheric explosion in a full MSISE-based atmosphere. Red indicates positive
vertical displacements and blue negative ones. The background grey shades indicate variations with altitude of the horizontal wind velocity, white being the
minimum value and black/dark grey the maximum value of the wind velocity described in Section 3.2. The green squares show the location of the recording
stations and the yellow cross is the source location. The origin of the coordinate system is at the bottom left of the domain. The atmosphere model is based on
MSISE-00 (Table 11).

of the gravity wave. Finally, when wind and sound velocity gradi-
ents are present they lead to atmospheric waveguides that impose a
direction of propagation for acoustic and gravity waves.

8 3 - D VA L I DAT I O N

8.1 Atmospheric explosion in a 3-D homogeneous
atmosphere

We perform a validation test in the 3-D case by checking the impact
of geometrical attenuation due to a point source generating a spher-

ical wave. The pressure pulse is the same as in the 2-D Simulation
5.4 but with parameters P = 30 s and t0 = 25 s. The source is located
at xS = 65 km, yS = 65 km and zS = 100 km. The atmosphere is
considered isothermal and described in Table 12.

In Fig. 15, the waveform and traveltime accurately match the
analytical solution in this simple case. The maximum error over time
is around 2 per cent. This could be further reduced by increasing the
spatial resolution, at the expense of larger computational times.
The analytical pressure solution is not the same as in Simulation
5.4 but rather described by eq. (B5). This comparison validates the
geometrical spreading of acoustic waves in a 3-D case.
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Table 12. Simulation parameters corresponding to the isothermal model 3.1 not subject to wind for Simulation
8.1 , that is, the case of an atmospheric explosion in a 3-D homogeneous atmosphere. In this table, we express
parameters with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1), μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2)
and wx(m s−1).

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

130 × 130 × 200 500 10−2 1.2 652.82 0 0 0 0

Figure 15. Pressure for the finite-difference numerical solution (‘Numerical’) and the analytical solution (‘Analytical’) as well as the difference between the
two (‘A-N’). The signals are shown through time for Simulation 8.1 , that is, the case of an atmospheric explosion in a 3-D homogeneous atmosphere, and for
three recording stations located at altitude z = zS = 65 km and at y = yS = 100 km, and at distances x = 14.75, 29.25 and 43.75 km away from the source. The
atmosphere is considered isothermal (Table 12).

8.2 Bottom 1-D ‘low-frequency’ forcing in a 3-D windy
atmosphere with exponentially decaying density

To validate 3-D gravity wave propagation, we first perform a test
with a ground forcing identical to the 2-D gravity Simulation 6.2.1,
that is, the case of a Comparison with analytical solution. By ‘1-
D’ here we mean that the ground forcing function only depends
on x. By using this ground forcing uniform along y in the 3-
D simulation one should retrieve the same signal as in the 2-D
case.

The atmosphere is considered isothermal and described in
Table 13.

As expected, in Fig. 16 we obtain a good fit in terms of amplitude
and phase between the 2-D analytical signal and the 3-D numerical
one. Results could be made even more accurate if one picked a
smaller spatial step (identical to Simulation 6.2.1) �x for numerical
simulation.

8.3 Bottom 2-D ‘low-frequency’ forcing in a 3-D windy
atmosphere with exponentially decaying density

In order to further validate 3-D gravity wave propagation, let us
now use a similar approach than for the 2-D gravity wave Sim-
ulation 6.2.1. Using a 2-D ground forcing that depends on x and
y in order to validate the propagation in the y direction. We will
compare results to the analytical solution based on dispersion re-
lation (B4). Thus, in contrast to the 2-D validation case we will
perform a three dimensional Fourier Transform to take into ac-
count propagation in the (x, y). We take a similar ground forcing
as in Simulation 6.2.1 but convolved with a Gaussian that de-

pends on x and y. We thus consider the following 3-D forcing,
∀x ∈ �F S :

f (x, t) =
�

e
−

�
t−(t0−P/4)

P/4

�2

− e
−

�
t−(t0+P/4)

P/4

�2�

×
�

e
−

�
x−(x0−S/4)

S/4

�2

− e
−

�
x−(x0+S/4)

S/4

�2�
e

−
�

d(x)
S/4

�2

; (58)

where P = 1600 s is the dominant time period of the forcing signal, S
= 80 km is the dominant spatial period along x of the forcing signal,
t0 = 1400 s is the starting forcing time, x0 = y0 = 500 km is the
position of the bottom forcing in the (x, y) plane and d is the distance
from the point (x0, y0) such that d(x) =

�
(x − x0)2 + (y − y0)2.

The atmosphere is considered isothermal and described in
Table 14.

In Fig. 17, one notes a good fit between the 3-D numerical and
3-D analytical signals in terms of phase and vertical displacement
amplitude, with a maximum amplitude error of less than 5 per cent
over time. Geometrical spreading is visible since amplitudes in this
case are smaller than in the previous validation case 6.2.1, that
is, the case of Bottom 2-D ‘low-frequency’ forcing in a 3-D windy
atmosphere with exponentially decaying density. The Doppler effect
also impacts gravity wave propagation: upwind waves have a larger
period and larger amplitude than downwind ones.

9 C O N C LU S I O N S A N D F U T U R E W O R K

We have considered the linearized Navier–Stokes system of equa-
tions for acoustic and gravity wave propagation in a stratified
and viscous moving medium. We have implemented a high-order
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Table 13. Simulation parameters corresponding to the isothermal model 3.1 subject to wind for Simulation 8.2 ,
that is, the case of a bottom 1-D ‘low-frequency’ forcing in a 3-D windy atmosphere with exponentially decaying
density. In this table, we express parameters with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1),
μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Ly × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

1600 × 1600 × 400 5000 10−1 varying 652.82 0 0 −9.831 10

Figure 16. Vertical displacement for the 3-D finite-difference numerical solution (‘Numerical 3-D’), and the 2-D analytical solution (‘Analytical 2-D’) as well
as the difference between the 3-D analytical signal and the 2-D analytical one (‘N-A’). Signals are shown through time for Simulation 8.2, that is, the case of
a bottom 1-D ‘low-frequency’ forcing in a 3-D windy atmosphere with exponentially decaying density, with uniform forcing along y (52) at two recording
stations located at the same altitude z = 52.5 km and whose positions along x are, from top to bottom, x = 850 and 750 km, and position along y is y = 500 km.
The solid line in the bottom frame is the arrival time of both 2-D and 3-D gravity waves. The atmosphere is considered isothermal (Table 13).

Table 14. Simulation parameters corresponding to the isothermal model 3.1 subject to wind for Simulation 8.3,
that is, the case of a bottom 2-D ‘low-frequency’ forcing in a 3-D windy atmosphere with exponentially decaying
density. In this table, we express parameters with the following dimensions: ρ (kg m−3), c (m s−1), ηV(kg m−1 s−1),
μ(kg m−1 s−1), gz(m s−2) and wx(m s−1).

Lx × Ly × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ c ηV μ gz wx

1000 × 1000 × 400 2500 5.10−2 varying 652.82 0 0 −9.831 10

Figure 17. Vertical displacement for the 3-D finite-difference numerical solution (‘Numerical 3-D’) and the analytical 3-D solution (‘Analytical 3-D’) as well
as the difference between the 3-D numerical signal and the 3-D analytical one (‘N-A3D’). Signals are shown through time for Simulation 8.3, that is, the case
of a bottom 2-D ‘low-frequency’ forcing in a 3-D windy atmosphere with exponentially decaying density, at two recording stations located at the same altitude
z = 73.75 km and whose positions along x are, from top to bottom, x = 552.5 and 447.5 km, and position along y is y = 500 km. The atmosphere is considered
isothermal (Table 14).

finite-difference scheme that handles both acoustic and gravity
waves simultaneously, in 2-D or 3-D media. We have also taken
into account complex atmosphere models with strongly varying
wind and adiabatic sound velocities.

We validated the simulations by comparison to analytical so-
lutions in several benchmark cases involving acoustic and grav-
ity waves in a stratified windy and viscous atmosphere. We ob-
tained very good agreement in terms of vertical displacement and
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pressure. The simulation results for validation cases exhibit inter-
esting gravity wave characteristics and show the expected features:
wave amplitude increases in vertical displacement with decrease
of atmospheric density with altitude, and conversely wave ampli-
tude tends to decrease with altitude due to viscosity, which mainly
impacts high frequencies.

We also presented simulation results for an atmosphere model
based on MSISE-00 and for the cases of tsunami and seismic waves,
and finally for an atmospheric explosion in the lower thermosphere.
This showed that simulations are stable for complex media and ex-
hibit interesting physical features such as change in wave front cur-
vatures with gradients in wind and sound velocities. Both acoustic
and gravity waves propagate up to the upper-atmosphere. However,
with strong gradients in sound and wind velocities, one also ob-
serves wave refraction and wave concentration in the thermosphere.
Finally, one notices that the Doppler shift of the wave frequency
spectrum has a significant impact on wave shape and arrival times.

This new numerical modelling tool can thus give insights on
gravity wave dynamics in the atmosphere and enable one to study
real signals such as those recorded by the GOCE satellite. It can
also provide benchmark solutions in complex cases (such as the
MSISE − 00 empirical atmosphere model) for future numerical
developments.

Future developments should include absorbing boundary condi-
tions instead of non-realistic horizontal periodic conditions in order
to properly model wave propagation in the upper atmosphere. The
technique should also take into account topography because it has an
impact on the generation and propagation of gravity waves. Finally,
coupling with a solid Earth and an ocean should be implemented to
better model the whole process from seismic underground pertur-
bation to atmospheric wave propagation.
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A P P E N D I X A : E X PA N S I O N O F T H E
M O M E N T U M E Q UAT I O N
I N C O M P O N E N T F O R M

Here let us give the component form of Eq. (24) that has been
implemented into our finite difference in the time domain code:

∂t p = −(wx∂x p + wy∂y p) − ρc2(∂xvx + ∂yvy + ∂zvz)

−ρvz gz

∂tρp = −(wx∂xρp + wy∂yρp) − {∂x (ρvx ) + ∂y(ρvy)

+ ∂z(ρvz)}

ρ∂tvx = −ρ(vz∂zwx + wx∂xvx + wy∂yvx ) − ∂x p

+
�

ηV − 2

3
μ

�
∂x {(∂xvx + ∂yvy + ∂zvz)}

+ μ[2∂2
x {vx + wx } + ∂y{∂xvy + ∂yvx }

+ ∂z{∂xvz + ∂z(vx + wx )}]

ρ∂tvy = −ρ(vz∂zwy + wx∂xvy + wy∂yvy) − ∂y p

+
�

ηV − 2

3
μ

�
∂y{(∂xvx + ∂yvy + ∂zvz)}

+ μ[∂x {∂xvy + ∂yvx } + 2∂2
y vy

+ ∂z{∂yvz + ∂z(vy + wy)}]

ρ∂tvz = −ρ(wx∂xvz + wy∂yvz) − ∂z p

+ ∂z

��
ηV − 2

3
μ

�
(∂xvx + ∂yvy + ∂zvz)

�

+ μ[∂x {∂xvz + ∂zvx } + ∂y{∂yvz + ∂zvy}

+ 2∂2
z vz]

+ gzρp (A1)

A P P E N D I X B : D I S P E R S I O N R E L AT I O N S
F O R T H E VA L I DAT I O N C A S E S

The three validation cases presented above involve the following
analytical formulation of the dispersion equations.

B1 Acoustic wave forcing in a 2-D heterogeneous windless
atmosphere

The dispersion equation, without any source inside the domain
and when one considers a windless atmosphere with varying den-
sity, sound velocity and viscosity (not considering shear viscosity),
reads

k2
z

�
1 − i

D

�
− D

H
k + 1

4H 2

�
1 + i

D

�
−

�ω

c

�2
= 0 , (B1)

where D = ρc2

ωηV
.

B2 Atmospheric explosion in 2-D windy atmosphere

We consider a monochromatic point source Q that reads

Q = 2i A

ρω
e−iωtδ(x)δ(z)

∂t p = −w · ∇ p − ρc2(∇ · v + Q) , (B2)

where A is the amplitude of the source pulse and δ the Kronecker
symbol, from Ostashev et al. (2005), in the far-field approximation
kxR 
1, we get

p̂ = A(
√

1 − M2sin β2 − M cos β)√
2πk R(1 − M2)(1 − M2 sin β2)3/4

× e
i

1−M2 (
√

1−M2 sin β2−M cos β)k R+ iπ
4 , (B3)
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where k = ω

c , M is the Mach number (M = w

c ), β the angle between

the x axis and the receiver and R =
√

(x − xS)2 + (z − zS)2 the
source–receiver distance, with (xS, zS) the Cartesian coordinates of
the source.

The theoretical pressure response for gravity waves for an explo-
sion in a stratified windy atmosphere is more difficult to implement
and can be found for instance in Voisin (1994) and Godin & Fuks
(2012).

B3 Gravity-wave forcing in a 3-D stratified windy
isothermal atmosphere

The dispersion equation, without any source inside the domain and
when one considers a windy and inviscid atmosphere with varying
density and sound velocity, reads

k2
z =

(k2
x + k2

y)N 2

�2
− 1

4H 2
− k2

x − k2
y , (B4)

where kx, ky are the wavenumbers respectively along x and y, such
that kx = 2π

λx
and ky = 2π

λy
, λx, λy the wavelengths respectively along

x and y, � is the intrinsic frequency such that � = ω − wxkx −
wyky, and H the scale height.

B4 Atmospheric explosion in a 3-D atmosphere

For a monochromatic point source Q̂ in a system following eq. (B2)
from Goldstein (1976) one has

p̂ = A

4π R
eik R (B5)

where k = ω

c and R =
√

(x − xS)2 + (y − yS)2 + (z − zS)2 is the
source–receiver distance, with (xS, zS) the Cartesian coordinates
of the source. In this case, no far-field assumption needs to be
made because the full analytical solution is known in the whole
domain.

A P P E N D I X C : R E A L I S T I C
AT M O S P H E R E M O D E L

In Fig. C1, we present all the physical parameters plotted
against altitude extracted from the MSISE-00 atmosphere model
(Section 3.2).

A P P E N D I X D : VA R I A B L E S

Table D1 summarizes all the variables used in the article. By ‘Total’
in Table D1 we refer to the sum of the mean and fluctuating parts,
see Hypothesis (iii).

Figure C1. Vertical profiles extracted from the MSISE-00 atmosphere model and used for construction of the realistic atmosphere models in Section 3.2.
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Table D1. The main variables used in our article.

Name Meaning Name Meaning

u Displacement perturbation c Sound speed
v Velocity perturbation ρ Atmosphere mean density
w = (wx , 0, 0) Wind background velocity ρp Density perturbation
p Pressure perturbation ηV Volume viscosity
Id Identity tensor in R3 μ Dynamic viscosity
� Eulerian stress tensor g Gravitational acceleration
I Internal energy Cν Heat capacity at constant volume
Q Heat input Cp Heat capacity at constant pressure
T Temperature ρT Total atmospheric density
U Total displacement P Total adiabatic atmospheric pressure
V Total velocity G Total gravitational acceleration
Fext External volumic forces R Gas constant
γ Ratio of specific heat L Mean free path
κ Thermal conductivity α Absorption coefficient
f, w Frequency, Pulsation Q Quality factor
k Wavenumber N Brunt–Väisälä frequency
�x, �y, �z Spatial step along x, y and z �t Time step
Lx, Ly, Lz Mesh dimension along x, y and z β Angle between the x axis

and the receiver position
�F Forcing boundary �D Dirichlet boundary
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1.3 Limitations et perspectives

Ce travail de modélisation peut mettre en exergue certaines limitations techniques qui
devraient être corrigés afin d’obtenir une représentation plus réaliste des ondes gravito-
acoustiques à l’échelle de la Terre.

1.3.1 Viscosité et relaxation

Une confusion, sur la définition des termes liés aux phénomènes visqueux et de relaxation,
s’est glissée dans l’article publié et présenté dans la section 1.2. En effet, dans l’équation
(25) et (27) il y a une incompatibilité dans la définition de la seconde viscosité (volume or
second viscosity en anglais) et de la viscosité de volume (bulk viscosity en anglais). On note
que le terme de volume viscosity en anglais est similaire à celui de viscosité de volume en
français tout en ne caractérisant pas le même phénomène, d’où la confusion. Cette confusion
est d’ailleurs présente dans des ouvrages publiés tels que Landau et Lifshitz (2013, p.
308) et Chorin, Marsden et Marsden, 1990, p. 33 où la définition de la seconde viscosité
n’est pas identique. Afin de clarifier ce problème, il est important de redéfinir correctement
les phénomènes atténuants intervenants dans les équations de Navier-Stokes. Le tenseur des
contraintes Σ de l’équation du moment dans le système de Navier-Stokes est défini par

(Σ)ij = −pδij + µ(∂ivj + ∂jvi − 2
3∇.vδij) + ζ∇.vδij , (1.10)

où µ est la viscosité dynamique (ou de cisaillement) et ζ = ζtherm + ζrelax la seconde visco-
sité avec une contribution thermique ζtherm et de relaxation ζrelax. On peut alors définir une
viscosité de volume ηV telle que ηV = ζ + 2

3µ.

La première viscosité, µ, déterminée par la formule de Sutherland, caractérise les effets
classiques de viscosité dans un fluide et la seconde viscosité, ζ, peut traduire plusieurs phé-
nomènes : le premier est classique et est résultant de la conduction thermique entre les pics
de températures (par rapport à la température moyenne) liée au passage de l’onde. On écrit
alors la contribution thermique de la seconde viscosité sous la forme suivante

ζtherm = (γ − 1)κ
γCv

, (1.11)

où les termes sont définis dans la section (2.2) de l’article avec κ le coefficient de conduction
thermique. Notez que cette modélisation des effets thermiques intervient ad-hoc et ne s’ap-
puie pas directement sur les variations de température mais indirectement sur les variations
de volume. La manière plus rigoureuse de l’introduire consiste à résoudre l’équation du bilan
d’énergie comme présenté dans le chapitre 4 de cette thèse.



60 Chapitre 1. Modélisation des ondes gravito-acoustiques dans l’atmosphère

La deuxième contribution (ζrelax) est, quant à elle, dépendante des effets de relaxation (ro-
tationnels et vibrationnels). Ces effets correspondent à la transmission provenant de l’énergie
de collision de particules entre le mode de translation de la molécule avec ses différents modes
de internes (rotation et vibration). A faible fréquence (par rapport aux fréquences principales
de rotation et de vibration), les variations d’énergie étant lentes, les échanges d’énergie entre
ces modes peuvent être considérés quasi instantanés et ne sont pas atténuants. En revanche,
à plus haute fréquence, les variations d’énergies liées aux collisions entre molécules sont plus
rapides et les échanges entre les modes internes sont alors plus lents et deviennent alors at-
ténuants. Sur Terre et à basses fréquences, la relaxation est en générale négligeable (Bass
et al., 1984, Ch.3), mais sur d’autres planètes (telle que Mars) il est absolument essentiel de
la prendre en compte (Bass et Chambers, 2001a). Nous reviendrons sur ces aspects dans le
chapitre 3 de cette thèse.

Dans l’article présenté dans la section 1.2, ces aspects de relaxation furent négligés tels
que ζrelax = 0. Néanmoins, la viscosité et la conduction thermique (bien que prise en compte
ad hoc) furent ajoutées, mais de manière erronée, en définissant la seconde viscosité (ηV dans
le papier) sous la forme de viscosité de volume et telle que

ηV = 4
3µ + (γ − 1)κ

γCv
. (1.12)

La viscosité ηV introduite dans l’équation (22) de l’article correspond à la seconde viscosité
telle que ηV = ζ alors que, de manière contradictoire, la viscosité ηV définie dans l’équation
(27) correspond davantage à la viscosité de volume (car elle intègre la contribution de la
viscosité dynamique). Pour être consistant, l’équation (27) devrait alors s’écrire

ηV = (γ − 1)κ
γCv

, (1.13)

où ηV serait défini comme coefficient de seconde viscosité.

1.3.2 Etude de stabilité

L’étude de stabilité par analyse de Von Neumann n’a pas encore été menée. Elle consiste
à décomposer la solution numérique du système (1.1) en onde plane telle que

vn
i = ṽie

ωnΔt−M.KΔx, (1.14)

où K = (kx, ky, kz) est le vecteur d’onde et M = (m, l, o) sont les indices de discrétisation
spatiale tels que x = Δx×m; y = Δy×l; z = Δz×o avec Δx = Δy = Δz. Puis l’étape suivante
nécessite la discrétisation des opérateurs spatiaux et temporels du système (1.1) suivant les
définitions données dans l’article de la section 1.2. Enfin, il est nécessaire de calculer le facteur
d’amplification A tel que

A =
�����
vn+1

i

vn
i

����� < 1, (1.15)
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où ||̇ est la norme 2 ou la norme infinie. Ce facteur doit en effet être borné afin d’obtenir la
stabilité du schéma numérique et empêcher le développement de solutions parasites exponen-
tielles (Smith, 1985, chap. 2, p.51). Ce calcul est néanmoins laborieux car il fait intervenir de
nombreux opérateurs et plusieurs équations. On peut en revanche noter que les schémas en
quinquonce et colloqués étant inspirés de travaux précédents, des conditions de stabilité ont
déjà été recherchées sur ces derniers (Levander, 1988 ; Thompson, 1990).

Outre la stabilité numérique, il est important de pouvoir déterminer, en amont de la simu-
lation numérique, le pas de maillage à utiliser afin de représenter correctement les longueurs
d’ondes principales qui vont intervenir. Trois contraintes principales vont conduire au choix
du pas de maillage : la vitesse effective du son, les propriétés de stratification et les lon-
gueurs d’ondes horizontales des ondes de gravité. En effet, bien que les ondes de gravité ont
une importante longueur d’onde horizontale par rapport aux longueurs caractéristiques des
ondes acoustiques, les longueurs d’ondes verticales sont bien plus faibles et vont contraindre
la taille du maillage. Il est alors possible de déterminer les longueurs d’ondes verticales at-
tendues à partir de l’équation de dispersion (4) du chapitre 1. Par exemple et par simplicité,
en se concentrant sur les ondes de gravité 2-D, on peut se ramener à l’équation de dispersion
suivante

m =
�

(kN

Ω )2 − k2
�1/2

, (1.16)

avec Ω = ω − u0k et (k, m) les nombres d’ondes horizontaux et verticaux. Ainsi on représente
dans la figure 1.7 les longueurs d’ondes horizontales λx = 2π

k en fonction des longueurs d’ondes
verticales λz = 2π

m pour plusieurs valeurs de la vitesse du vent et à une fréquence donnée
f = 10−3 Hz. On observe tout d’abord que les longueurs d’ondes verticales sont plus faibles
que les longueurs d’ondes horizontales mais qu’elles augmentent pour les λz croissantes. En
revanche, on note une gamme de longueur d’onde horizontale Ω2 > N2 pour lesquelles la
propagation est évanescente. On peut alors choisir le pas de maillage telle que Δx < 2λx,min

où λx,min est la longueur d’onde minimale attendue grâce au graphique 1.7.

1.3.3 Géométries complexes

Les simulations de propagation d’ondes au sein de modèles avec topographie nécessitent
une description précise de la géométrie du domaine. Le schéma de différences finies sur grille
non-déformée, mis en place durant ce chapitre, se voit drastiquement impacté à la surface
par l’effet "marche d’escalier" ("stair-step approximation" en anglais) lorsqu’on discrétise la
frontière à l’aide de coordonnées cartésiennes classiques. Cet effet est visible dans la figure 1.8
où l’on observe l’effet marche d’escalier sur la courbe rouge de discrétisation de la frontière.

Ce phénomène va donc induire de multiples réflections et conversions parasites entre ondes
de surface et ondes de volume (Hu, 2016). Afin de limiter son effet, tout en utilisant une grille
non déformée, il est alors nécessaire de raffiner le maillage de manière importante près de la
frontière.
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Figure 1.7 – Longueur d’onde verticale en fonction de la longueur d’onde horizontale pour
plusieurs intensités de vent wx = 0, 10, 100 m.s−1 et pour une fréquence f = 10−3 Hz. On
observe que les longueurs d’ondes verticales augmentent pour les longueurs d’ondes verticales
croissantes. On note une singularité liée à une vitesse effective du vent nulle Ω = 0 et des
ondes évanescentes pour des ondes de fréquence et/ou des longueurs d’onde trop faibles par
rapport à la fréquence de stratification Ω2 > N2.

Figure 1.8 – Exemple de discrétisation par différences finies conventionnelles d’une surface
courbée. En rouge est visible l’approximation numérique de la surface et l’effet d’escalier
induit.
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Plusieurs méthodes ont été proposées au cours des années afin de corriger ce problème tout
en limitant le nombre de noeuds utilisés. La méthode par frontières immergées ("immersed
boundary" en anglais), initialement proposée par Peskin en 1972 (Peskin, 1972), est une tech-
nique communément utilisée (Hu, 2016 ; Mittal et Iaccarino, 2005). Plusieurs variantes
existent (un résumé est proposé dans Hovnanian, 2012), mais la méthode principale, par
cellule fantôme (Mohd-Yusof, 1997), consiste à considérer les noeuds en dehors du domaine
réel comme des points fantômes, c’est-à-dire comme une combinaison linéaire du champ à l’in-
térieur du domaine réel et des conditions de bord (surface libre ou surface réfléchissante). Les
méthodes d’images généralisées et formulation par le vide pour les grilles en quinconce ("ge-
neralized image method" et "vaccuum formulation" en anglais) (Hayashi, Burns et Toksöz,
2001 ; Vishnevsky et al., 2014) consistent à adapter les valeurs du tenseur des contraintes
et des vitesses en fonction de la position par rapport à l’interface. Malheureusement ces mé-
thodes ne bénéficient pas d’un support théorique suffisant pour s’assurer de leur stabilité et
l’extension à la 3-D peut être délicate (Lisitsa, Tcheverda et Botter, 2016).
Enfin, une approche consistant en l’utilisation de grilles déformées non cartésiennes et s’adap-
tant donc aux contraintes de la topographie, prit son essor ces 20 dernières années (Hes-
tholm et Ruud, 1994 ; Jianfeng, 1997 ; Lombard et al., 2008 ; O Hestholm et Ruud,
2000 ; Puente et al., 2014 ; Tarrass, Giraud et Thore, 2011). Cette méthode bénéficie
de la simplicité de son implémentation, gardant les propriétés initiales des schémas utilisés
sur l’élément de référence, et permettant une parallélisation de calculs similaire aux schémas
classiques. Malheureusement, l’utilisation de coordonnées locales est plus coûteuse en termes
de calcul car elles requièrent une étape de transformation en espace à chaque pas de temps
(grilles de Lebedev, grilles en rotation (Vishnevsky et al., 2014)). De plus, la définition
des paramètres du modèle (densité, vitesse adiabatique du son, viscosité) peut être délicate
lorsque ces derniers sont initialement donnés sur une grille régulière mais que la grille uti-
lisée par le schéma numérique est non conventionnelle. Enfin, ces méthodes peuvent mener,
lorsque la déformation induite par la géométrie de surface est complexe, vers des maillages
de mauvaise qualité.

Dans le cadre de géométries complexes, les méthodes variationnelles telles que les méthodes
par volumes finis et éléments finis continus ou discontinus sont, en général plus précises. Bien
que plus coûteuses en terme de calcul, elles bénéficient d’avantages non négligeables en trai-
tant les interfaces sous forme de flux et disposent de bien meilleures propriétés de dispersion
(Zhebel et al., 2014). Cette caractéristique des méthodes par éléments finis justifie le choix de
la technique employée dans le chapitre 4 de cette thèse. Enfin, les méthodes sans maillage, ou
par particules, (Takekawa, Mikada et Goto, 2014) dont l’idée est de représenter les inter-
actions entre particules afin de calculer les déformations au sein du domaine de calcul, peuvent
permettre de considérer des géométries complexes. Les interfaces sont alors simplement trai-
tées en supprimant les particules qui se situent au delà de la frontière avec topographie. Mais
ces méthodes ne bénéficient pas non plus d’une base théorique assez solide pour conclure sur
leur efficacité globale.

Il est important de noter que certains auteurs ont abordé les problèmes de topographie
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d’une manière hybride. En effet, l’utilisation de méthodes plus sophistiquées, telles que les
méthodes de Galerkin, induisent un coût plus élevé en terme de calcul et ne sont donc pas
nécessairement viables à grande échelle. Afin de bénéficier de l’efficacité des méthodes par
différences finies (ou volumes finis) et de la flexibilité géométrique des méthodes de Galerkin,
certaines méthodes hybrides différences finies/Galerkin furent proposées (Galis, Moczo et
Kristek, 2008 ; Léger, Peyret et Piperno, 2012 ; Lisitsa, Tcheverda et Botter, 2016 ;
Vachiratienchai, Boonchaisuk et Siripunvaraporn, 2010). Bien qu’un travail d’étude
des conditions de stabilité, sur la discrétisation en temps et sur les conditions de flux entre
domaines reste à mener lorsqu’une méthode de Galerkin discontinue est utilisée, les résultats
semblent prometteurs. Ils peuvent notamment apporter une solution efficace lorsque les deux
méthodes (différences finies et méthode de Galerkin) sont déjà développées et validées. Nous
reviendrons brièvement sur cet aspect de couplage entre méthodes dans le chapitre 4 de cette
thèse.

1.3.4 Raffinement de maillage

En introduction de ce chapitre, nous avons rappelé les différentes propriétés de l’atmo-
sphère impactant la propagation d’ondes gravito-acoustiques. Notamment, le fait que l’atmo-
sphère est dispersive et qu’elle agit comme un filtre passe-bas avec l’altitude. Ceci a de lourdes
conséquences sur le contenu fréquentiel des signaux atmosphériques en fonction de l’altitude.
Par exemple, lorsqu’on étudie l’impact d’un phénomène sismique sur l’atmosphère, nous ob-
serverons majoritairement dans la haute atmosphère la propagation d’ondes basses fréquences
et, à contrario, des ondes plus hautes fréquences dans la basse atmosphère. Nous n’avons pas
exploité ces caractéristiques de l’atmosphère durant cette thèse mais ceci peut permettre de
réduire drastiquement le coût en terme de calculs de nos simulations. En effet, en utilisant
des techniques de raffinement de grille ("sub-gridding" en anglais) (Chang et Jeng, 2001 ;
Thoma et Weiland, 1996 ; Wang, 2007 ; Ye et al., 2016) nous pourrions définir plusieurs
"zones" de propagation en fonction de l’altitude, le maillage devenant de plus en plus grossier
avec l’altitude. Cette idée est visible dans la figure 1.9 où est présenté un maillage hybride
dépendant de l’altitude.

Ceci se justifie d’autant plus que nous résolvons un problème linéaire, et que nous ne
rencontrerons pas les soucis multi-échelles des simulations non-linéaires associés aux turbu-
lences. Dans ce genre de technique multi-grilles il est nécessaire en premier lieu d’interpoler
les inconnues à la jonction entre deux grilles mais aussi de déterminer des schémas numériques
efficaces pour calculer les gradients à l’interface entre deux grilles. Bien que certains schémas
soient déjà disponibles (Nehrbass et Lee, 2000 ; Virta, 2016), il faut redoubler d’attention
dans le cas d’une grille en quinconce qui fera se juxtaposer deux grilles avec des résolutions
différentes (Lisitsa, Reshetova et Tcheverda, 2012). Ce travail n’a pas été mené pour
l’instant mais serait une avancée certaine pour cette méthode de différences finies.
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Figure 1.9 – Exemple de maillage avec raffinement de grille où les grilles les plus fines sont
contenues dans les altitudes les plus faibles. A la jonction entre deux maillages il est nécessaire
d’interpoler-extrapoler les inconnues vers le maillage le plus grossier.

1.3.5 Aspects non-linéaires

Un autre aspect limitant de cette méthode vient du manque de prise en compte des non-
linéarités. Ceci était un choix fait en amont et dont les limites et hypothèses étaient discutées
dans l’introduction. Mais lorsque nous sommes confrontés à des ondes d’amplitude élevée
notamment liées à un tremblement de Terre de surface ou à une explosion, les résultats four-
nis par une méthode linéaire ne sont plus fiables. C’est pourquoi nous répondons à cette
contrainte dans le chapitre 4 de cette thèse avec le développement d’une méthode de Galerkin
discontinue qui capture avec précision les phénomènes non-linéaires.
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2.1 Introduction

La mission INSIGHT (Interior Exploration using Seismic Investigations, Geodesy and
Heat Transport) est une mission "Discovery" de la NASA (Banerdt et al., 2013) qui sou-
haite envoyer en 2018 un atterrisseur à la surface de Mars afin d’étudier sa formation et sa
différenciation. Les instruments à bord vont aussi fournir des données sur la pression de l’at-
mosphère, la température de l’air et la vitesse du vent. Une représentation de l’atterrisseur
à la surface de Mars est donnée dans la figure 2.1. La qualité de son capteur de pression
(niveau de bruit de l’ordre de 5 mPa et son échantillonnage 20 Hz) va permettre d’étudier
la propagation d’ondes gravito-acoustiques à la surface de Mars et les caractéristiques des
sources qui y sont associées. Embarquant, en plus du micro-baromètre, des sismomètres large
bande et courte période, il sera possible d’associer les ondes sismiques et acoustiques liées aux
phénomènes sismiques. La mesure des ondes basses fréquences va alors permettre d’affiner
la construction des modèles sismiques, des propriétés de la basse atmosphère ainsi que de
mesurer les entrées de météorites sur Mars.

L’atmosphère martienne dispose de propriétés physiques différentes de celles de la Terre.
De nombreuses missions (orbiteurs, atterrisseurs) ont pu fournir une image claire de ses ca-
ractéristiques. Elle s’avère moins dense (≈ 6 mbar) que celle de la Terre, subit des vents très
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Figure 2.1 – Modélisation par ordinateur de l’atterrisseur déployé à la surface de Mars, les
sismomètres seront installés dans la sphère sous vide située sur le sol à gauche de l’image.
Crédit image : NASA/JPL-Caltech.

forts et est riche en dioxyde de carbone ce qui va se traduire principalement par une relaxation
vibrationnelle bien plus importante que sur Terre. Plusieurs auteurs ont estimé les caractéris-
tiques de l’atmosphère de Mars dans le cadre de la propagation d’ondes acoustiques (Bass et
Chambers, 2001a ; Petculescu, 2016 ; Williams, 2001). L’une des principales différences
de Mars par rapport à la Terre vient de l’atténuation très prononcée des ondes acoustiques
dans le domaine audible, ne pouvant se propager sur plus de quelques kilomètres. Mais à basse
fréquence, en dessous de 0.1 Hz, les infrasons, notamment générés par les ondes de Rayleigh,
pourraient se propager jusqu’à une centaine de kilomètres d’altitude (Lognonné et al., 2016).

Plusieurs phénomènes physiques de surface et à l’intérieur de Mars vont pouvoir générer
des signaux sismiques dans le sous-sol et se coupler à l’atmosphère. Trois évènements ma-
jeurs pourraient se traduire par une activité sismique détectable (Knapmeyer et al., 2006) :
l’activité tectonique, l’activité volcanique et l’impact de météorites à la surface. L’activité
photonique est liée au refroidissement de la lithosphère et va induire la propagation d’ondes
à travers toute la planète. En revanche le volcanisme, moins probable, est considéré comme
n’étant principalement qu’un phénomène local (tel que sur "Alba Patera", voir par exemple
Cailleau et al., 2003). Enfin, l’impact de météorites (Davis, 1993 ; Stevanović et al., 2017 ;
Teanby, 2015), notre sujet d’étude, est une source importante de signal sismique sur Mars et
il est estimé à quelques centaines d’évènements détectables par an (Lognonné et Johnson,
2010). Notez que la mesure des ondes atmosphériques sera alors principalement "utilisée" afin
de localiser des impacts pour faciliter le traitement des données sismiques.

De plus, estimer la distribution et le nombre d’impacts de météorites est l’un des buts
scientifiques de la mission INSIGHT (Dehant et al., 2012) et sert deux objectifs. En me-
surant l’activité sismique liée aux impacts il est possible d’étudier la structure interne de
Mars. De plus, la connaissance des propriétés des météorites martiennes à la surface pourrait
permettre de déterminer l’origine de l’atmosphère martienne et ainsi d’extrapoler à celle de
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Figure 2.2 – Propagation d’ondes sismo-acoustiques associées à l’entrée hyper-sonique d’une
météorite et à son explosion ou son impact. Image inspirée de Edwards, Eaton et Brown,
2008.

l’atmosphère terrestre, ces deux planètes présentant des similarités importantes (Dehant et
al., 2012). Pour le premier objectif, il est nécessaire de caractériser la source sismique et ainsi
de comprendre les phénomènes physiques résultants de l’entrée et de l’impact de météorites
sur la planète.

L’entrée de météorites dans une atmosphère planétaire est un phénomène complexe pou-
vant se traduire par une dynamique infrasonique non-linéaire et une activité sismique im-
portante. Ces divers phénomènes sont visibles sur la figure 2.2 dans la partie atmosphérique
pour les zones A, B et C, à savoir la génération d’ondes de choc dues à la friction avec
l’atmosphère, d’ondes de choc sphériques dues à la déflagration de la météorite (ReVelle,
1976) et enfin, éventuellement, son impact à la surface (Edwards, 2010). Les deux premiers
mécanismes seront probablement négligeables à la surface de Mars (Williams, 2001) si ils
sont caractérisés par des fréquences supérieures à 0.1 Hz et s’ils se situent à des altitudes
supérieures à 30 km, et seront absorbés avant d’atteindre la surface. En revanche, l’impact
au sol, au delà de générer des ondes sismiques, générera une sur-pression détectable sur de
longues distances. L’approximation de l’explosion finale sous forme d’un point source reste
viable pour des bolides avec une énergie > 7 kT sur Terre (Edwards, 2010) ce qui sera pro-
bablement le cas dans le cadre de la mission INSIGHT. Alors, des ondes acoustiques, sur une
large bande de fréquences, vont se propager dans l’atmosphère sous forme d’ondes sphériques
et il est possible d’estimer leur amplitude et leur période à la source via l’énergie délivrée à
l’impact (Ceplecha et al., 1998). Mais, dans un contexte plus général, l’étude des signaux
sismo-acoustiques permettrait d’aider à la détermination des propriétés acoustiques de l’at-
mosphère, des propriétés sismiques de sub-surface ainsi que de la composition et énergie de la
météorite à son impact (Edwards, Eaton et Brown, 2008). Sur Terre, de nombreux travaux
de modélisation furent menés pour caractériser les effets infrasoniques de l’entrée de bolides
en hypervélocité (≈ 3 km.s−1) et se concentrant sur la reconstruction des trajectoires et des
propriétés des météorites (Gainville, Henneton et Coulouvrat, 2017 ; Groot-Hedlin,
Hedlin et Walker, 2011).

Comme mentionné préalablement, les météorites peuvent générer des ondes sismiques par
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Figure 2.3 – Exemple d’un impact de météorite récent (moins de cinq ans) sur Mars ayant
généré un cratère de 100 à 150 mètres. Crédit image : JPL/NASA/University of Arizona.

leur impact direct au sol ou par le couplage des chocs avec la partie solide lors de leur frag-
mentation en proche surface (Kitov et al., 1997 ; Lognonné et al., 2016). L’énergie apportée
par la météorite sera alors libérée sous forme d’ondes de surfaces et d’ondes de volume dans
le solide. Celles-ci sont schématisées sur la figure 2.2 dans la partie solide. Ces phénomènes
furent peu étudiés dans le cadre de Mars mais les impacts de projectiles à la surface de la
Lune furent détectés par les sismomètres de la mission Appolo depuis de nombreuses années
(Davis, 1993 ; Oberst et Nakamura, 1987). Sur Mars, bien que l’entrée de météorites soit
plus importante que sur la Terre ou la Lune (Davis, 1993), la vitesse d’impact est, en re-
vanche, moitié plus faible que sur ces planètes. Mais l’étude de Davis suggéra, néanmoins,
qu’il serait possible d’extrapoler ces données sur Mars en concluant que les impacts seraient
une source importante d’ondes sismiques et permettant l’étude des profondeurs de la planète.
Plus récemment Teanby et Wookey, 2011 modérèrent les conclusions issues des missions
Appolo en se basant sur un modèle d’atmosphère martienne plus précis et donna une conclu-
sion plus pessimiste. Il serait très peu probable d’étudier les zones très profondes de Mars
avec une estimation d’un impact tous les dix ans permettant une détection précise des ondes
sismiques ayant traversé la planète (de magnitude ≈ 4.5). Un impact de ce type est d’ailleurs
visible sur la figure 2.3 ayant généré un cratère de plus de 100 m. Récemment, Lognonné et
Kawamura (2015) et Stevanović et al. (2017) évaluèrent la possibilité d’utiliser les impacts
d’ampleur moins importante (magnitude inférieure 4.5) pour aider à la détection et la quan-
tification des entrées de météorites ainsi que d’étudier le couplage solide-atmosphère sur Mars.

Enfin les phénomènes d’ondes couplées à l’interface solide-atmosphère, dont nous avons
parlé précédemment, seront aussi une source importante d’infrasons. Les ondes de Rayleigh,
se propageant à la surface, vont exciter les modes de propagation basse fréquence des ondes
acoustiques pouvant se propager de manière quasi-verticale dans l’atmosphère et à haute alti-
tude. Peu de papiers ont traité des ondes gravito-acoustiques issues de ce couplage sur Mars.
Du côté solide, les précurseurs furent (Garcia, Lognonné et Bonnin, 2005 ; Kobayashi et
Nishida, 1998) qui estimèrent l’amplitude des oscillations et des ondes sismiques sur Mars
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et Vénus. De l’autre côté, (Lognonné, 2005) se concentra sur la détection des ondes de sur-
face dans l’atmosphère. Enfin, un travail important fut effectué par Lognonné et al., 2016
s’inspirant des travaux précédemment cités. Il se pencha sur le couplage des parties solides
des planètes Mars et Vénus pour la propagation d’infrasons issus du déplacement des ondes
de Rayleigh. Cet article conclut notamment que les ondes acoustiques générées par ces ondes
de surface peuvent se propager jusqu’à une altitude de 120 km avant d’être complètement
absorbées. Ceci est dû à l’impact de la viscosité plus fort en dessous de 100 km sur Mars et le
contraste d’impédance plus fort que sur Terre, entre l’atmosphère et la partie solide sur Mars,
qui va induire une transmission plus faible de l’énergie sismique. Ils notèrent aussi que da-
vantage de travail doit être mené pour quantifier plus précisément l’occurence et l’amplitude
des évènements sismiques et ondes de Rayleigh mais qu’une première estimation donnait que
la détection d’ondes de Rayleigh détectables et liées aux impacts seraient de l’ordre de 5 par
an (Lognonné et Kawamura, 2015).

Il est important de noter que certains évènements moins conventionnels (Williams, 2001)
peuvent avoir lieu sur Mars et être parfois détectables dans des conditions favorables ou par-
ticiperont au bruit sismique : la charge atmosphérique (Dehant et al., 2012), les "dust-devil"
(Lorenz et al., 2015), les orages (Petculescu, 2016) et les marées de Phobos (Van Hoolst
et al., 2003). De plus, hors du domaine infrasonique, les mouvements de l’atterrisseur et ses
interactions avec le vent ainsi que la dynamique des dunes à la surface vont potentiellement
générer des ondes de 8 à 200 Hz. Mais, comme mentionné précédemment, ces signaux "hautes
fréquences" vont être fortement impactés par la viscosité et la relaxation vibrationnelle et ne
pourront probablement pas être exploités pour tirer des conclusions sur les caractéristiques
des phénomènes sources ou les propriétés de la basse atmosphère.

Enfin, tout comme sur Terre, les ondes de gravité peuvent se propager dans l’atmosphère
martienne dues aux fortes perturbations de température entre le jour et la nuit, aux zones
de convection, aux orages et aux phénomènes topographiques. Les missions Mariner 9 et
l’atterrisseur Viking mirent en évidence des ondes de gravité dans l’atmosphère martienne
(Briggs et Leovy, 1974 ; Seiff et Kirk, 1977). Celles-ci ne sont probablement pas générées
par la topographie (Creasey, Forbes et Keating, 2006) mais ont un impact fort sur le
réchauffement-refroidissement à des altitudes entre 40 et 70 km (Parish et al., 2009).

Nous allons quantifier numériquement l’amplitude et les temps d’arrivées des ondes acous-
tiques liés aux impacts en fonction des caractéristiques principales de l’atmosphère martienne
qui altèrent leur propagation. Nous utilisons la méthode présentée et validée au chapitre 1 afin
de pouvoir modéliser de manière réaliste les vents et les phénomènes atténuants à la surface
de Mars.
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2.2 Article publié dans "Space Science Reviews"

L’article présenté dans cette section fut soumis dans la revue "Space Science Reviews"
dans le cadre de l’édition spéciale dédiée à la mission INSIGHT de 2018 qui sera mise en ligne
courant 2017 : Garcia et al., 2016. Le travail présenté dans cet article repose sur la méthode
par différences finies présentée dans le chapitre 1. Cet article propose aussi une nouvelle façon
de prendre en compte numériquement les phénomènes de relaxation vibrationnelle grâce à
l’utilisation de variables en mémoire (de manière similaire à ce que est utilisé pour la modéli-
sation sismique, Carcione, Kosloff et Kosloff, 1988). Des simulations sont réalisées pour
différentes conditions atmosphériques martiennes et comparées à des solutions par tracés de
raies afin de valider les temps d’arrivées.
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the surface on wind ducts at high altitude. In addition, due to the strong nighttime
near-surface temperature gradient on Mars, the acoustic waves are trapped in a
waveguide close to the surface, which allows a night-side detection of impacts at
large distances in Mars plains. Such theoretical predictions are directly applicable
to future measurements by the INSIGHT NASA Discovery mission.

1 Introduction

Measurements of pressure perturbations from infrasounds and gravity waves in the
atmosphere of Mars provide a way to locate in space and time the infrasonic sources
and to infer the Martian atmospheric properties from the wave propagation. The
two main differences between Mars and Earth in terms of the infrasonic wave
propagation are the following. First, the day-side temperature structure of Mars
atmosphere is such that the sound velocity continuously decreases from the surface
up to the thermosphere, preventing acoustic signals, generated at the bottom of
the atmosphere, from refracting back to the surface. Second, the attenuation of
acoustic waves by carbon dioxide molecular relaxation must be accounted for on
Mars (Bass and Chambers, 2001; Williams, 2001; Petculescu and Lueptow, 2007;
Hanford and Long, 2009). In particular, the relaxation frequency of vibrational
modes of CO2 molecules is within the acoustic-infrasonic range below 80 km of
altitude. Thus the attenuation of infrasounds is higher than for the Earth. A
consequence of those two differences is that Mars appears less favorable than the
Earth for ground measurement of infrasonic signals coming from sources located at
the surface. Yet, those effects remain to be quantified especially in the context of
the INSIGHT mission that will deploy pressure and seismic sensors on the surface.

Infrasound and gravity wave propagation on Earth has been studied since the
seventies (Hines, 1960) but this topic regained interest recently when infrasonic
and gravity waves were detected in the thermosphere (Artru et al., 2004, 2005;
Liu et al., 2006; Bruinsma and Forbes, 2008; Rolland et al., 2010). Simulations
of acoustic and gravity wave propagation in Earth’s atmosphere have been car-
ried out by various authors (Ostashev et al., 2005; de Groot-Hedlin et al., 2011;
Mikhailenko and Mikhailov, 2014; Brissaud et al., 2016). But to our knowledge, nu-
merical simulations for acoustic and gravity wave propagation in a windy martian
atmosphere including vibrational relaxation have never been performed.

This study first presents a numerical method which is able to simulate acoustic
and gravity wave propagation in a windy and attenuating Martian atmosphere.
The numerical simulations are validated with respect to analytical solutions, and
also compared to ray tracing results (Dessa et al., 2005). The method is then
applied to a surface explosion in realistic Mars atmosphere models, which enables
inference of the variability of wave propagation conditions with respect to Mars
climate.
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2 Finite-difference modeling of acoustic and gravity waves in a carbon
dioxide planetary atmosphere

2.1 Governing equations

In this study we use the linearized Navier-Stokes equations for acoustic and grav-
ity wave propagation in an attenuating atmosphere subject to bulk, shear and
vibrational relaxation. We consider the same physical assumptions as in Brissaud
et al. (2016). Only vertically stratified atmosphere models and horizontal winds
are considered. In this case, the equations are

∂tp = −w.∇p−MU (∇.v − e1)− ρvg
∂tρp = −w.∇ρp −∇.(ρv)
ρ∂tv = −ρ{(v.∇)w + (w.∇)v}+∇.Σ+ gρp

(1)

where ρ is the background density,w the horizontal wind velocity,MU = ρc2 τ�

τσ
the

unrelaxed modulus, c the adiabatic sound velocity, τ� and τσ, respectively, strain
and stress relaxation times, g the gravity acceleration, p the pressure perturbation,
v the velocity perturbation, ρp the density perturbation, e1 a memory variable
taking into account relaxation effects due to carbon dioxide vibrational relaxation
(see Sect. 2.2) and Σ is the stress tensor, which reads,

(Σ)ij = −pδij + µ(∂j(v +w)i + ∂i(v +w)j − 2

3
δij∇.v) + ηV δij∇.v . (2)

where (i,j) indices indicate space directions, µ is the shear viscosity and ηV the
volume viscosity. Note that, due to the memory variable, equation system (1) lacks
constraint and an extra equation needs to be added as explained in Sect. 2.2.3.

The system of equations (1) describes the propagation of acoustic and gravity
waves in a viscous atmospheric fluid subject to wind (Nappo, 2002).

2.2 Acoustic attenuation in Mars atmosphere

2.2.1 Analytical formulation of absorption coefficients

Additional attenuation processes must be considered for Mars with respect to
Earth due to the presence of CO2. In this section, we will recall results from
Bass and Chambers (2001) for the atmosphere composition as well as absorption
coefficient equations. Thus, we will assume that the composition of the Martian
atmosphere is 95.3% CO2 and, accordingly, we will include the effects of sound
relaxation by vibrational and rotational modes of CO2 molecules. On Mars, three
kinds of absorption have an impact on wave propagation, and we detail here the
analytical formulation of the three distinct absorption coefficients. These analytical
expressions were validated by Direct Simulation Monte Carlo method (Hanford
and Long, 2009).

First, classical absorption, also present on Earth, due to viscosity and thermal
conduction reads

αcl =
ω2

2ρc3

�
4

3
µ+

(γ − 1)κ

γCv

�
, (3)



4 Garcia, Brissaud, Rolland, Martin, Komatitsch and Spiga

where ω in 2π.s−1 is the wave angular frequency, c in m.s−1 the adiabatic sound
speed, µ in kg.m−1.s−1 the dynamic viscosity, γ = Cp/Cv the specific heat ratio,
Cv in J.(kg.mol)−1.K−1 the molar low-frequency specific heat at constant volume,
and κ in J.(kg.mol)−1.K−1.kg.m−1.s−1 the thermal conductivity.

The absorption process caused by rotational modes of CO2 molecules is specific
to Mars. It reads

αrot =
ω2

2ρc3
µ
γ(γ − 1)R

1.25C0
p

Zrot, (4)

where C0
p = 7/2 in J.(kg.mol)−1.K−1 is the specific heat at constant pressure,

R = 8.31432.103 in J(kmol−1)K−1 is the gas constant and zero frequency and
Zrot is the rotational collision number. The above two attenuation mechanisms
have a similar frequency dependence. So, the attenuation induced by rotational
modes of CO2 molecules is simply taken into account by defining the volume
viscosity as:

ηV =

�
4

3
+

γ(γ − 1)R

1.25C0
p

Zrot

�
µ+

(γ − 1)κ

γCv
(5)

The third absorption process is the vibrational relaxation that reads, in the
case of a CO2 atmosphere

αvib =

πSvib

c ( f
2

fr
)

1 +
�

f
fr

�2 , (6)

where,

Svib = C�
j

R
C∞

p (C∞
v +C�

j)
(Relaxation strength)

fr = 1
2πτ �

vs
(Relaxation frequency)

with τ �
vs being the relaxation time at constant volume and temperature for a sin-

gle energy-transfer reaction, it determines the rate of the relaxation process. The
smaller the relaxation time, the faster the relaxation process. C∞

p in J(kmol−1)K−1)
is the constant pressure specific heat at frequencies well above the relaxation fre-
quency fr in s−1, C0

p its value well below fr and C�
j in J(kmol−1)K−1) is the

specific heat of the relaxing mode.
Fig. 1, shows that below 80 km altitude on Mars the main attenuation factor

comes from the CO2 vibrational relaxation. Thus, taking this effect into account
in simulations is crucial to correctly model infrasound propagation. Also, as one
notices in Fig. 1, the vibrational absorption coefficient does not follow the trend of
classical and rotational absorption, presenting a peak relaxation frequency. Conse-
quently, this attenuation process must be analytically and numerically integrated
into the equations in a different way than classical and rotational absorptions. In
the next section, we demonstrate that the Zener rheology model (Carcione et al.,
1988) is equivalent to the attenuation mechanism induced by CO2 vibrational
modes. Then, the Zener relaxation times are used to define a memory variable
that will numerically model the CO2 vibrational relaxation process.

2.2.2 A Zener model for carbon dioxide vibrational relaxation

We demonstrate in this section that the vibrational absorption coefficient in eq.
(6) is equivalent to the one induced by a Zener attenuation mechanism (Carcione,
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Fig. 1 On top, vibrational absorption coefficient from equation (6) {αvib} and the sum be-
tween volume absorption coefficients (which is the sum of classical and rotational relaxations
αvol = αcl + αrot) from equations (3)-(4) against altitude on Mars at various frequencies
f = 10−2, 10−1, 1 Hz; and classical absorption coefficients against altitude on Earth {αcl} at
same frequencies. On the bottom, sum of the classical and rotational absorption coefficients;
and vibrational absorption coefficient, presented in the range (10−2 − 104) Hz at various alti-
tudes z = 0, 70 km.

2007) (Sect. 2.4.3). In that book further details can be found about the Zener
rheology and we will thus only present the relationship between the absorption
coefficient induced by a Zener attenuation mechanism and the analytical one from
eq. (6).
The quality factor, for a Zener linear solid, reads (Carcione, 2007) eq. (2.159),

Q(ω) =
1 + ω2τ�τσ
ω(τ� − τσ)

. (7)

where τ� and τσ are, respectively, strain and stress relaxation times. The time τσ
characterizes the time during which stress decreases by a characteristic value and
the terminology strain relaxation time τ�, also called retardation time, comes from
the exponential dependence of the creep function (refer to Carcione (2007)). As
pointed out in (Carcione et al., 1988), at very low frequencies, visco-elastic media
tend to act elastically. This condition is reached when both relaxation times tend
to zero τ� → 0, τσ → 0 or when τ� = τσ. Then the unrelaxed modulus (MU ) and
the acoustic modulus (ρc2) coincide.
Considering a low-viscosity approximation (Q >> 1), the approximate coefficient
can be written as (Carcione, 2007) eq. (2.123)

α ≈ ω

2c
Q−1. (8)

Thus, from equations (7)-(8), one can establish a relationship between the analyt-
ical and Zener absorption coefficients

α ≈ ω

2c
Q−1 =

1

2c

ω2(τ� − τσ)

1 + ω2τ�τσ
=

(τ� − τσ)

2c
√
τ�τσ

ω2√τ�τσ

1 + ω2τ�τσ
=

πSvib

c ( f
2

fr
)

1 +
�

f
fr

�2 = αvib, (9)
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where one can identify relaxation times τ�, τσ with relaxation frequencies fr and
relaxation strengths Svib using eq. (6) as

fr =
1

2πτr
and Svib =

(τ� − τσ)

τr
, (10)

where τr =
√
τ�τσ. Since atmospheric models will provide relaxation frequencies

and relaxation strengths, the remaining task in order to model the attenuation
process consists in finding relaxation times in terms of those variables. From (10),
one needs to solve a second-order ordinary differential equation, which finally gives

τσ =
1

2


− Svib

2πfr
+

��
Svib

2πfr

�2

+
4

(2πfr)2


 ; τ� = τσ +

Svib

2πfr
. (11)

2.2.3 Memory variables for carbon dioxide vibrational relaxation processes

In order to integrate numerically the CO2 vibrational relaxation, we use the con-
cept of memory variables. The general form of stress-strain relation is from eq.
(2.9) in Carcione (2007)

Σ(x, t) = Ψ(x, t) ∗ ∂t�(x, t), (12)

where ∗ is the convolution product, Σ the stress tensor (as in eq. (2)), Ψ the
relaxation tensor (scalars in 1D) and � the strain.

The convolution kernel in the stress-strain relation (12) is difficult to implement
in the linearized Navier-Stokes equations in time-domain methods. In this paper we
will use a standard method (Carcione, 2007) that consists in computing memory
kernels based on a chain of linearly coupled memory variables whose frequencies
correspond to moments of the memory kernel spectrum. To justify the introduction
of memory variables we should go back to the main constitutive equations. In order
to compute the time derivative of the convolution product in eq. (12), we first recall
the Boltzmann operation, that reads for any function g and f of the Heaviside type
(meaning that ∀t > 0, f(t) = f̃H(t) where H is the Heaviside function)

f � g = ∂t(f ∗ g) = f(0)g + (∂tf̃H) ∗ g. (13)

Then, applying this operation to eq. (12) and considering Ψ to be of the Heaviside
type (i.e ∀t > 0,Ψ(t) = Ψ̃H(t)), one gets

Σ = Ψ ∗ ∂t� = ∂tΨ ∗ � = ∂t(Ψ ∗ �) = Ψ(0)(�+
∂tΨ̃H

Ψ(0)
∗ �) = Ψ(0)(�+ φ ∗ �), (14)

where the response function φ reads

φ = φ̃H; φ̃ =
∂tΨ̃

Ψ(0)
(15)

In the case of a Zener model one has from eq. (2.231) in Carcione (2007)

φ̃ =
1

τ�
(1− τ�

τσ
)e

− t
τσ , (16)
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where τ� and τσ are relaxation times. Then we define the strain memory variable
e1 as

e1 = φ ∗ �. (17)

We apply again the Boltzmann operation to the time derivative of eq. (17) and
combining with the response function (16) we obtain a first-order differential equa-
tion in time

∂te1 = φ(0)�− �

τσ
= − 1

τσ

�
(1− τσ

τ�
)�+ e1

�
(18)

Thus, the introduction of a Zener solid mechanism adds a first order in time
equation to solve. The final equation system is

∂tp = −w.∇p−MU (∇.v − e1)− ρvg
∂tρp = −w.∇ρp −∇.(ρv)
ρ∂tv = −ρ{(v.∇)w + (w.∇)v}+∇.Σ+ gρp
∂te1 = − 1

τσ
[(1− τσ

τ�
)∇.v + e1]

(19)

with

(Σ)ij = −pδij + µ(∂j(v +w)i + ∂i(v +w)j − 2

3
δij∇.v) + ηV δij∇.v ,

and MU = ρc2 τ�

τσ
.

3 Numerical implementation

Time discretization is based on a fourth-order Runge-Kutta scheme and spatial
discretization is based on a fourth-order staggered finite-difference scheme coupled
with an upwind scheme for advective terms. The method is the same as in Brissaud
et al. (2016) and we refer to that paper for more details.

We perform simulations in a 2D vertical Cartesian mesh in whichΔx = Δz. We
use a point source within the domain and consider a rigid boundary condition along
the bottom edge of the grid, which imposes zero vertical and horizontal velocity
(Brissaud et al., 2016). The only variable imposed at the boundary is the vertical
velocity while pressure p and density perturbation ρp are not constrained. In order
to enforce boundary conditions, the method of images, described for instance by
Wilson and Liu (2004), is relevant to our equations (appendix 7.3).

To absorb outgoing waves in an efficient way we use an absorbing boundary
layer called ADE-PML (Auxiliary Differential Equation Perfectly Matched Layer)
(Martin et al., 2010) at the fictitious outer edges of the mesh. We adapted it to
media subject to gravity (Appendix 7.2).

Since we often perform simulations over a large number of grid points we resort
to parallel computing implemented using the Message-Passing Interface (MPI)
libraries (Gropp et al., 1994), decomposing the mesh into regular slices cut along
the z−coordinate axis.
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4 Validation of the numerical technique

In order to validate the implementation of vibrational relaxation, we perform two
tests for acoustic wave propagation only, one with a background flow and the
other without. We do not present validation for gravity waves since the impact of
vibrational relaxation on their propagation is very weak (relaxation frequencies of
CO2 on Mars are much larger than the expected dominant frequencies of gravity
waves) and gravity waves without such relaxation process were already validated
in Brissaud et al. (2016).
The source is set as a pressure fluctuation and is implemented in eq. (1)-1 as

∂tp = −w.∇p−MU (∇.v − e1) + ρc2S − ρvg, (20)

where the source S is time-dependent variable and reads

S(x, t) = −2(t− t0)e
−{πf0(t−t0)}2

δ(xs), (21)

where δ is the Kronecker symbol, xs the source position, t0 = 5 s the source onset
time and f0 = 5 Hz the source dominant frequency. Using the formulation of the
pressure response in appendix 7.1 for a viscous medium subject to wind, one can
compute an analytical solution for this simulation case.

4.1 Vibrational relaxation windless validation case

Lx × Lz(km) Δx(km) Δt(s) ρ c (ηV , µ) (τ�, τσ) gz wx

200× 100 100 10−2 1.77× 10−2 236 (0, 0) (1.5, 1) 0 0

Table 1 Simulation parameters corresponding to the homogeneous isothermal model for
the validation case in Sect. 4. The parameters have the following dimensions: ρ (kg.m−3),
c (m.s−1), ηV (kg.m−1.s−1), µ(kg.m−1.s−1), τ�, τσ(s), gz(m.s−2) and wx(m.s−1).

Table 1 summarizes the physical and numerical parameters used for the simula-
tion. The choice of relaxation times (τ�, τσ) corresponds to a relaxation frequency
fr = 1

2π
√

τ�τσ
= 0.13 Hz close to the dominant frequency of the source, in order

to clearly see the effect of the vibrational relaxation.

In Fig. 2, results show a very good fit in terms of amplitude, with a maximum
error that is less than 4%. Vibrational relaxation clearly impacts the amplitude
but also the velocity of the wave.

In Fig. 3 one notices that as the frequency increases the group velocity of the
wave packet increases as well and becomes larger than the adiabatic sound velocity.
This means that waves undergoing vibrational effects will propagate faster than
waves in a non-attenuating model. This figure also shows the inverse quality factor
as a function of frequency due to vibrational relaxation. It validates the high-Q
assumption (Q >> 1 ⇔ Q−1 << 1) for our frequency range since at any altitude
Q−1 < 0.05.
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Error N −A with vibra. relaxation
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Numerical without vibra. relaxation

Error N −A without vibra. relaxation
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source : 5.8 km

Distance from the
source : 8.4 km
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source : 4.2 km

Fig. 2 Pressure from the numerical solution with vibrational relaxation set to τ� = 1.5 s
and τσ = 1 s (‘Numerical with vibra. relaxation’) and the analytical solution with vibra-
tional relaxation (‘Analytical with vibra. relaxation’) as well as the difference between the two
(’Error N-A with vibra. relaxation’). The numerical solution without vibrational relaxation
(‘Numerical without vibra. relaxation’), the analytical solution without vibrational relaxation
(‘Analytical without vibrat. relaxation’) as well as the difference between the two (’Error N-A
without vibra. relaxation’) are also presented. The signals are shown through time for the
simulation in Sect. 4.1, i.e the windless validation case, at three recording stations located at
the same altitude z = 10 km, their position along x being x = 4.2, 5.8 and 8.4 km from left to
right. The atmosphere is considered isothermal (Table 1).

Fig. 3 Difference between the group and adiabatic velocity and inverse quality factor ver-
sus frequency in the range [10−4, 104] Hz in an atmosphere subject to vibrational relaxation
at various altitudes z = 0, 30, 60, 90 km. The atmosphere model is based on the Mars Cli-
mate Database. One notices that as frequency increases the group velocity of the wave packet
increases as well and becomes larger than the adiabatic sound velocity.
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Lx × Lz (km) Δx (m) Δt (s) ρ c (ηV , µ) (τ�, τσ) gz wx

200× 100 100 10−2 1.77× 10−2 236 (0, 0) (1.5, 1) 0 40

Table 2 Simulation parameters corresponding to the homogeneous isothermal model for
the validation case in Sect. 4.2. The parameters have the following dimensions: ρ (kg.m−3),
c (m.s−1), ηV (kg.m−1.s−1), µ(kg.m−1.s−1), τ�, τσ(s), gz(m.s−2) and wx(m.s−1).
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Analytical upwind
Numerical upwind
Error N −A upwind
Analytical downwind
Numerical downwind
Error N −A downwind

Distance from the
source : 8.4 km

Distance from the
source : 4.2 km

Fig. 4 Pressure from the numerical solution at downwind recording stations (‘Numerical
downwind’), at upwind stations (‘Numerical upwind’) and the corresponding analytical sig-
nals (‘Analytical downwind’ and ‘Analytical upwind’) as well as the difference between them
(‘Error N-A downwind’ and ‘Error N-A upwind’). The signals are shown through time for the
simulation in Sect. 4.2, i.e the windy validation case, at two recording stations located at the
same altitude z = 10 km, their position along x being x = 4.2 and 8.4 km from left to right.
The atmosphere is considered isothermal with vibrational relaxation τ� = 1.5 s and τσ = 1 s
(Table 2).

4.2 Vibrational relaxation windy validation case

Table 2 summarizes the physical and numerical parameters used for the simulation.

In Fig. 4, results show a very good fit in terms of maximum amplitude error
which is less than 4%. As in the simulation in Sec. 4.1, vibrational relaxation im-
pacts the propagation by damping the wave amplitude and by increasing phase
and group velocities. But, in this case the wind also plays a significant role by shift-
ing the wave apparent frequency and then by modifying its phase and amplitude.
One interesting feature is that upwind waves, which should have larger amplitudes
than downwind ones (see signal ’Upwind without vibrational relaxation’ in Fig.
5 which is a typical feature of the Doppler shift), have lower amplitude here due
to vibrational relaxation. Indeed, as the wind shifts the upwind wave dominant
frequency into the vibrational relaxation frequency range where its impact is sig-
nificant, the upwind wave will undergo more damping from vibrations of CO2 than
the downwind one.

Fig. 5 shows simulation results at the same locations with and without vi-
brational relaxation. One notices that waves in the medium without vibrational
relaxation have a larger amplitude than in the medium with vibrational relax-
ation, as expected, where the amplitude becomes strongly damped and the wave
apparent frequency shifted as the wave travels through the medium.



Acoustic and gravity wave propagation in Mars Atmosphere 11

15 20 25 30 35 40 45 50 55

Time (s)

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

P
re
ss
u
re

(P
a)

Downwind with vibra. relaxation
Downwind without vibra. relaxation
Upwind without vibra. relaxation

Distance from the
source : 8.4 km

Distance from the
source : 4.2 km

Fig. 5 Pressure from the numerical solution at downwind recording stations with vibrational
relaxation set to τ� = 1.5 s and τσ = 1 s (‘Downwind with vibra. relaxation’) and the solution
at upwind and downwind stations without vibrational relaxation (‘Upwind without vibra.
relaxation’ and ‘Downwind without vibra. relaxation’). The signals are shown through time
for the simulation in Sect. 4.2, i.e the windy validation case, at two recording stations located
at the same altitude z = 10 km, their position along x being x = 4.2 and 8.4 km from left to
right. The atmosphere is considered isothermal (Table 2).

5 Applications to Mars atmospheric signals

In this section, we explore applications of our simulation tool to the pressure signals
generated by a meteor impact on Mars ground.

5.1 Pressure signal from a meteor impact

Acoustic and gravity waves emitted by a meteor are either due to the shock wave
along the track during re-entry, to atmospheric explosions corresponding to frag-
mentation of the meteor during re-entry, or to meteor and target vaporisation at
the impact (Edwards, 2010). Even if our simulation tool allows to insert pressure
sources anywhere in the domain, we will only consider pressure waves created by
meteor impacts on the ground. The reason for this choice is that most of the me-
teors that will generate direct seismic waves detectable by INSIGHT seismometer
will impact the ground (Popova et al., 2003; Chappelow and Sharpton, 2006). The
characteristics of the atmospheric pressure signals emitted during a hyper-velocity
impact on the ground are poorly documented because such signals are rarely ob-
served on Earth, for which pressure signals emitted during meteor events is coming
from airbursts (explosions in the atmosphere) (Edwards, 2010). To our knowledge,
only two observations of pressure waves associated with the impact of a meteor
on the ground are documented, for the 1908 Tunguska event in Siberia (Whipple,
1930) and for the 2007 Carancas event in Bolivia (Pichon et al., 2008; Tancredi
et al., 2009). The interpretation of these measurements are still debated, with a
poorly known proportion of the signal coming either from a low altitude airburst
or from the surface impact. However, the radiation pattern of an hyper-velocity
impact source in the solid is close to the one of an explosion (Walker, 2003). Con-
sequently, the atmospheric acoustic source is simulated here through an explosion.
The scaling of over-pressure and dominant period of the signal with the character-
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istics of the impactor is also difficult to evaluate because these parameters strongly
depend respectively on the impactor trajectory and impactor diameter (Haynes
and Millet, 2013).
Thus, we postpone the quantification of source parameters to future studies. The
source used in our simulations is the one described by eq. (21), which corresponds
to a volume decrease, at constant mass, due to the additional air mass provided
by the vaporisation of the impactor and of part of the target, followed by a volume
increase. No additional scaling is provided for its amplitude, and a dominant fre-
quency of 0.1 Hz is chosen to fit values expected in the far field (Haynes and Millet,
2013). Our simulations are linear, so the amplitude of simulated records can be
multiplied by the expected over-pressure at the source to obtain true amplitudes.

5.2 Mars atmosphere models

Typical vertical profiles of thermodynamical properties, composition and winds in
the Martian atmosphere are extracted from the Mars Climate database (MCD)
(Lewis et al., 1999) which compiles the outputs from simulations performed with
the Laboratoire de Métérologie Dynamique (LMD) Global Climate Model (GCM)
(Forget et al., 1999). The latest version (v5.2) of the MCD is employed here to ben-
efit from the latest improvements. The treatment of near-surface (Coläıtis et al.,
2013) and thermosphere (González-Galindo et al., 2009) processes are of peculiar
interest in this study. The location at which the atmospheric profiles are extracted
from the MCD is chosen to be equatorial, at the approximate INSIGHT lander
location (135.7◦E, 4.4◦N). From pressure, density, temperature and composition
values, we compute the sound speed, Brunt-Väisälä frequency, and attenuation
parameters (Bass and Chambers, 2001).

A first model going from the surface to 200 km altitude is presented in Fig. 6
at midday and midnight for solar longitudes of 90◦ and 240◦. Those values of solar
longitude correspond to, respectively, northern summer solstice and late southern
spring seasons (martian solar longitude is 0◦ for northern spring equinox), and
were chosen as both typical from a climatic standpoint (i.e. diurnal and seasonal
variability) and extreme from an acoustic standpoint (different altitudes for sound
speed and wind extrema). Fig. 6 illustrates how diurnal and seasonal variabil-
ity impact the parameters relevant to acoustic-gravity waves. The sound speed
decreases from the surface to about 120 km altitude. The wind components are
positive in the Eastward and Northward directions. The horizontal wind vector is
strong and variable above 20 km, but still significant for acoustic propagation in
the first 10 km. The profile of Brunt-Väisälä frequency continuously increases up
to 120 km altitude, which favors gravity wave trapping close to this altitude. The
overall shapes of sound speed and Brunt-Väisälä frequency profiles imply that, in
the absence of wind, acoustic and gravity waves emitted on ground are not ducted
back to the surface until they reach about 120 km altitude. The peak frequency of
CO2 vibrational relaxation affects the infrasonic frequency range in the altitude
range starting from 35-50 km up to 80-90 km, depending on the season.
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Fig. 6 From left to right, sound speed (in m.s−1), Eastward and Northward winds (in m.s−1)
corresponding to positive values of respectively zonal and meridional wind components, Brunt-
Väisälä frequency (in mHz) and peak relaxation frequency of CO2 vibrational modes (in Hz)
as a function of altitude (in km). Results are presented for 12h (red or magenta) and 0h (black
or cyan) Local Times (LT), and for 240◦ (dashed lines) and 90◦ (solid lines) of solar longitude.
These parameters are computed from values extracted from Mars Climate Data base version
5.2 (MCD5.2) and (Bass and Chambers, 2001).

5.3 Wave refraction by high-altitude wind ducts

Ray trajectories and travel times (Dessa et al., 2005), and simulated waveforms
of acoustic signals generated by a meteor impact on the ground are presented
in Fig. 7, 8 and 9. These simulations are performed for the day-side model (12h
Local Time) at 90◦ of solar longitude along a West-East plane (solid red curves
in Fig. 6). Grid cells of 250 m x 250 m, over a 1000 km x 200 km domain with a
time step of 2x10−3 s are used for a source of 10 s dominant period. The effective
sound speed (sound velocity corrected for the horizontal wind effect) increases
upward for a downwind propagation. Therefore, the records in this direction (blue
curves, West direction) present, in addition to direct wave arrivals, late arrivals
that correspond to wave refractions at local maxima of wind at 30, 70 and 130
km altitudes whereas none of the simulated rays are ducted back to the surface
in the case of an upwind propagation (red curves, East propagation). In Fig. 9,
the ray arrival times of waves refracted back to the surface are also indicated for
both Cartesian and spherical geometries. The Cartesian arrival times correctly fit
the wave packet arrivals, even if ray theory does not reproduce all the waveform
complexities. The delays between Cartesian and spherical geometry increase with
arrival time, reaching up to 30 seconds.

Meteor impacts generate also gravity waves which are observed in our simula-
tions. Fig. 10 presents snapshots of gravity wave propagation near the source. One
notices that the energy propagates towards the top left and top right of the do-
main whereas the phase propagates orthogonally to it, a typical feature of gravity
waves. The wave pattern is strongly influenced by winds, with downwind waves
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Fig. 7 Ray trajectories in the West (left) to East (right) plane at 90◦ solar longitude and 12h
local time. The background color scale indicates effective sound velocity with black and white
colors indicating highest and lowest effective velocities respectively.

ducted back to the surface, and upwind waves propagation upward (Ding et al.,
2003). Another effect of background wind is the displacement of the whole gravity
wave train in the downwind direction. As a consequence, the downwind records
at the surface present both acoustic and gravity wave trains. The gravity wave
signals arrive much later than acoustic waves, and present lower frequencies. Due
to the dominant period of the source, chosen in the acoustic range, the gravity
wave amplitude is low on pressure records. That is why surface records are plot-
ted here for vertical displacement for which direct and horizontally propagating
acoustic waves have a low amplitude. However, for the true meteor impact source,
we expect the excited frequency range to be larger than in our simulation, thus
generating gravity waves with larger amplitudes than the ones presented here. If
the impact space/time location is known, the arrival times of both wave types can
be used to infer wind profiles along the path. The sensitivity of differential arrival
times between acoustic and gravity waves to source location and wind profiles will
be inferred in future studies.

5.4 Acoustic wave trapping close to the surface at night

In this section, we present simulation results for acoustic wave propagation in the
first 10 km of the atmosphere on the night-side. Fig. 11 presents the evolution of
sound speed and winds as a function of the season (solar longitude) at midnight.
Due to the radiative cooling of the surface at night, the atmosphere presents
a strong thermal gradient in its first kilometers. Consequently, sound speed in-
creases from the cold surface to a maximum value comprised between 0.8 and 6
km altitude depending on the season. This feature creates a waveguide close to
the surface (at minimum sound speed). Acoustic wave propagation is also sensi-
tive to wind profiles. As shown in Fig. 11 the wind significantly varies with the
season, both in direction and amplitude. However, the wind amplitude decreases
to values lower than 8 m.s−1 around 6 km altitude in all cases. Fig. 12 presents
the effective sound speed profiles (sound speed plus wind) as a function of altitude



Acoustic and gravity wave propagation in Mars Atmosphere 15

Fig. 8 Snapshots of simulated pressure perturbations (in Pa, scaled independently to max-
imum value over the whole domain) at times 200 s, 600 s, 1000 s and 1400 s from top to
bottom. Blue and red colors indicate negative and positive pressure perturbations respec-
tively. The background color scale indicates effective sound velocity (sound speed plus wind)
in the two different propagation directions (West and downwind on the left, East and upwind
on the right) with black and white colors indicating highest and lowest effective velocities
respectively. Simulation domain is 1000 km wide and 200 km high, and the surface impact
source is located in the middle. The orange lines indicate the entrance of the PML regions.

and season for different wave propagation directions. The various wind patterns
induce very different situations depending on the season and propagation direc-
tions. However, some common patterns can be described. Solar longitudes close to
90◦ (blueish colors, low winds) generate sound waveguides in the first kilometer
of Mars atmosphere. Solar longitudes close to 240◦ (reddish colors, high winds)
generate waveguides of 5-6 km thickness, except for downwind propagation in the
southern direction, for which the waveguide in the first kilometer is mainly con-
trolled by the strong vertical wind gradient.
In order to illustrate acoustic wave trapping close to the surface at night, Figs.
13 and 14 present simulations for night-side conditions (0h Local Time) at a solar
longitude of 240◦ in the North-South plane close to the surface. These simulations
are performed with grid cells of 50 m x 50 m, over a 200 km x 40 km domain with
a time step of 10−3 s for a source of 10 s dominant period. For wave propagation
in the southern direction (blue color), the kilometer scale waveguide traps rays,
as observed at the bottom of figure 13, but the numerical simulation does not
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Fig. 9 Simulated surface records sorted by distance (in km) as a function of reduced time (in s)
for all the simulated surface records (left) and for a zoom on the closest distances to the source
(right). Reduced time induces a shift of the records in the left direction by Distance/0.25
seconds to ensure a better readability of the figure. The amplitude of the records is scaled
according to the formula provided in the y-axis label for the same reason. Downwind/West
(resp. upwind/East) records are indicated in blue (resp. in red). Rays theoretical arrival times
for direct waves are indicated by thick blue and red tags. For waves refracted on the 30 km, 70
km and 130 km wind ducts, ray arrival times are indicated both for computations in Cartesian
(black tags) and in spherical (green tags) geometry.

reproduce this wave trapping because the dominant wavelength (about 2.5 km) is
larger than the waveguide thickness. If the effect of the kilometer scale waveguide
is neglected, the waves emitted at the surface in the southern direction propagate
upward and do not come back to the surface. On the contrary, the waves emitted
in the northern direction are trapped in a waveguide in the first 10 km of the
atmosphere. In Fig. 14(a) the first wave reflected back to the surface at the top of
the waveguide clearly appears for distances larger than 30 km. As shown in Fig.
14(b), due to the wave trapping and to upwind propagation of direct waves, the
amplitude of pressure signals in the northern direction remains almost constant in
the 20 to 90 km distance-range. The surface waveguides will efficiently trap waves
depending on their frequency content. The single dominant frequency simulated
here is sensitive to waveguide thicknesses larger than about 3 km. But more re-
alistic broad band impact sources will generate high frequency waves that will be
trapped in kilometer scale waveguides.

5.5 Future application to the INSIGHT mission

The INSIGHT NASA discovery mission will deploy seismic, pressure, wind and
magnetic sensors in the Elysium planitia region (Banerdt et al., 2013). The low
topography of this region is favorable to detect acoustic waves trapped in the
night-side waveguide. The pressure sensor is designed to correct the seismometer
for pressure effects. Therefore, it has a high sampling rate (20 Hz), a low noise in the
seismic/infrasonic frequency range, a wind filtering inlet and continuous recordings
synchronized with seismic recordings (Banfield and InSight Science Team, 2014).
In addition, a wind sensor will provide wind amplitude and direction 1 m above
the surface. Consequently, the INSIGHT instruments are suited to detect acoustic
waves from meteor impacts. Our study demonstrates that this may be possible
at night. In addition, the wind sensor will allow vertical wind profiles provided
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Fig. 10 On the top, two snapshots of vertical displacement (in m) at t = 1600 s (left) and
t = 1800 s (right) focused on a domain of size 184x23.25 km around the source. The red and
blue colors indicate positive and negative vertical displacements respectively. The background
color scale indicates effective sound velocity with black and white colors indicating highest and
lowest effective velocities respectively. On the bottom, zoom on simulated vertical displacement
records close to the impact source as a function of distance (in km) and time (in s). The first
115 seconds of the records are presented in blue with a scale given in the label of the vertical
axis. The latter part of the same records are presented in green with a scaling 100 times smaller.

by climate models to be calibrated, thus improving the reliability of atmosphere
models at impact times. Finally, the thermal noise on the pressure sensor, which
is the dominant noise source at low frequencies, will be minimized by its design,
thus long period gravity waves created by impacts may also be detected by the
sensor.

6 Conclusions and future work

We have presented a finite-difference full wave simulation tool for acoustic and
gravity wave propagation in Mars atmosphere, and have validated it by compar-
ing with analytical solutions and with acoustic ray tracing. This code properly
takes into account the effects of exponential density decay, sound velocity varia-
tions, wave attenuation and horizontal winds. The application of this numerical
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Fig. 11 From left to right, sound speed (in m.s−1), Eastward and Northward winds (in m.s−1)
as a function of altitude (in km) for different values of solar longitude (the different colors)
for nightside conditions (0h local time). Filled circles indicate the altitude of maximum sound
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Fig. 12 Effective sound speed (in m.s−1) for nightside conditions (0h local time) as a function
of altitude (in km) and solar longitude (the different colors) for different wave propagation
directions: East (top left), West (top right), North (bottom left) and South (bottom right).
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Fig. 13 Ray trajectories in the North (left) to South (right) plane at 240◦ solar longitude
and 0h local time. The background color scale indicates effective sound velocity with black
and white color indicating highest and lowest effective velocities respectively.
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Fig. 14 On the left, simulated surface records sorted by distance (in km) as a function of
reduced time (in s). Reduced time induces a shift of the records in the left direction by Dis-
tance/0.25 seconds to ensure a better readability of the figure. The amplitude of the records is
scaled according to the formula provided in y-axis label for the same reason. Rays theoretical
arrival times for direct waves are indicated by thick blue and red tags. The arrival times of
rays reflected back to the surface at the top of the waveguide are indicated both for computa-
tions in Cartesian (black tags) and in spherical (green tags) geometry. On the right, maximum
amplitude (in Pa) measured on simulated records as a function of distance to the source (in
km). North (resp. South) stations are indicated in red (resp. in blue).

technique to realistic Mars atmosphere models has allowed us to study the po-
tential interest of a surface infrasonic sensor for the detection of meteor impacts
on the surface. Our simulations demonstrate that such a detection for day-side
conditions is only possible for waves propagating downwind, for which a part of
the acoustic wavefront is refracted back to the surface by wind ducts. However,
at night, a waveguide is present close to the surface that would allow for long dis-
tance propagation of acoustic signals in flat areas. Such theoretical results should
soon be applicable to pressure measurements from the INSIGHT NASA Discovery
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mission.
In the near future, this study will be completed by a sensitivity study of acoustic
and gravity waves to source location and wind profiles. In addition, for a more
direct application to INSIGHT measurements, the pressure wave amplitude as
a function of meteor impact parameters will be estimated and compared to the
expected background noise.
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7 Appendices

7.1 Analytical solution for acoustic wave propagation in a windy homogeneous
atmosphere with vibrational relaxation

In the framework of acoustic wave propagation in a windy homogeneous medium
with vibrational relaxation, the state and momentum equations read

(∂t +w.∇)p = −∇.v ∗ Φ− ρc2S
ρ(∂t +w.∇)v = −∇p,

(22)

where, ∀t ∈ R+

Φ(t) = H(t) ∗ ψ(t), (23)

with H the Heaviside function and ψ the relaxation function of the viscoelastic
medium considered.

Taking the divergence of (22)-2 yields

(∂t +w.∇)∇.v = −1

ρ
Δp, (24)

where Δ is the Laplacian operator. Thus, taking the total derivative Dt (where
Dt = ∂t + v.∇) of eq. (22)-1 yields

(∂t +w.∇)2p = −∇.(∂t +w.∇)v ∗ Φ− (∂t +w.∇)S
= 1

ρΔp ∗ Φ− ρc2(∂t +w.∇)S.
(25)

By considering, in eq. (25), plane wave solutions of the form p = p̃e−iωt and Ψ ,
defined in eq. (16), the relaxation function for a Zener mechanism (Carcione et al.,
1988), we can perform the complex integration of the convolution term

Δp̃
�∞
−∞ e−iωtΦ̃Hdt = Δp̃

�∞
−∞ e−iωt 1

τ�
(1− τ�

τσ
)e

− t
τσ Hdt

= Δp̃ 1
τ�
(1− τ�

τσ
)
�∞
0

e
−(iω+ 1

τσ
)t
dt

= Δp̃ 1
τ�
(1− τ�

τσ
) 1+iωτ�

1+iωτσ

(26)

then, from the plane wave form in the Fourier space (∂t = −iω), and one can
recast (25) as

(−iω +w.∇)2p̃ = K̂c

ρ Δp̃− ρc2(−iω +w.∇)S̃. (27)
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The tilde denotes the time Fourier transform and K̂c is the complex bulk modulus,
in the case of a single relaxation mechanism, which reads (Carcione et al., 1988)

K̂c = ρc2
1 + iωτ�
1 + iωτσ

= ρĉ2. (28)

where the complex velocity ĉ reads

ĉ2 = c2
1 + iωτ�
1 + iωτσ

(29)

The complex equation (27) can then be expanded as

(−ω2 + w2
x∂

2
x − 2iωwx∂x)p̃ = K̂c

ρ (∂2
x + ∂2

z )p̃− ρc2(−iω +w.∇)S̃�
ρ

K̂c
(−ω2 + w2

x∂
2
x − 2iωwx∂x)− ∂2

x − ∂2
z

�
p̃ = − ρ2

K̂c
c2(−iω +w.∇)S̃�

ρ

K̂c
(ω2 − w2

x∂
2
x + 2iωwx∂x) + ∂2

x + ∂2
z

�
p̃ = ρ2

K̂c
c2(−iω +w.∇)S̃

�
1
ĉ2 (ω

2 − w2
x∂

2
x + 2iωwx∂x) + ∂2

x + ∂2
z

�
p̃ = ρc2

ĉ2 (−iω +w.∇)S̃

(∂2
x + ∂2

z + k̂2 + 2ik̂M̂∂x − M̂2∂2
x)p̃ = −ρc2

ĉ2 (−iω +w.∇)S̃,
(30)

with k is the wavenumber k̂ = ω
ĉ , M̂ the Mach number, that is,

M̂ =
wx

ĉ
, (31)

where ĉ is the complex velocity. The hat over M̂ and k̂ is introduced to differen-
tiate from the usual Mach and wave numbers in an inviscid medium.

Finally, we will consider

S̃ =
2iÃK̂c

ωρc2
e−iωtδxδz, (32)

where δx, δz are the Kronecker delta symbols, and Ã is the Fourier transform of
the amplitude of the time-dependent source function, that is,

A(t) = −2(πf0)
2(t− t0)e

−{πf0(t−t0)}2

. (33)

We use the same method as in Ostashev et al. (2005) to obtain the pressure
response in this framework, that is

p̃ =
iA

2(1− M̃)3/2


H1

0 (ξ)−
iM̃cosβ�

1− M̃2 sinβ2

H1
1 (ξ)


 e

−ik̃M̃R cos β

1−M̃2 , (34)

where (H1
i )i=1,2 are the Hankel functions of first kind, and ξ reads

ξ =
k̃R

�
1− M̃2 sinβ2

1− M̃2
. (35)

Using Hankel function asymptotic (Abramowitz and Stegun, 1964) by considering
the approximation |k̃R| >> 1, yields

p̃ =
A(

�
1− M̃2 sinβ2 − M̃ cos β)

�
2πk̃R(1− M̃2)(1− M̃2 sinβ2)3/4

e
i

1−M̃2 (
√

1−M̃2 sin β2−M̃ cos β)k̃R+ iπ
4 . (36)
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7.2 Numerical implementation of ADE-PML for a medium subject to gravity

This boundary condition corresponds to mesh stretching in the boundary layer
which requires to recast the derivatives in the new stretched set of complex-valued
coordinates (Komatitsch and Martin, 2007). We do this using ADE-PML memory
variables. In this new reference frame eq. (19) read

∂tp = −w.∇̃p− ρc2∇̃.v − ∇̃p0v + e1
∂tρp = −w.∇̃ρp − ∇̃.(ρv)

ρ∂tv = −ρ{(v.∇̃)w + (w.∇̃)v}+ ∇̃.Σ+ g̃ρp
∂te1 = − 1

τσ
[(1− τσ

τ�
) + e1],

(37)

with

(Σ)ij = −pδij + µ(∂̃j(v +w)i + ∂̃i(v +w)j − 2

3
δij∇̃.v) + ηV δij∇̃.v.

Note that we wrote the pressure equation (37)-1 in terms of the ambient pressure
p0 rather than in terms of its value coming from hydrostatic equilibrium (i.e in
the interior domain ∇p0 = ρg). Indeed, as we stretch coordinates the hydrostatic
equilibrium equation is also modified as

∇̃p0 = ρg. (38)

In this new reference frame derivatives will read, for any unknown φ

∂̃xφ =
1

κx
∂xφ+Qφ

x; ∂̃zφ =
1

κz
∂zφ+Qφ

z , (39)

where the memory variable is denoted Qφ
x,z. Memory variables obey a first-order in

time differential equation for x−derivatives and z−derivatives. We will only give
details for the x−derivative since it is similar for the z−derivatives. We consider
the four time sub-steps (tn,i)i=1,4 as tn,i = Δt(n + νi) for the four RK4 stages
where νi = 0, ν2 = 0.5, ν3 = 0.5 and ν4 = 1. Then the memory variable Qφ

x obey
the following differential equation

Qφ
x(t

n,i) = bx,iQ
φ
z (t

n,1) + ax,i∂xφ(t
n,i), (40)

where

ax,i = −dx
Δtνi

κxκx(1 +Δtθνi(
dx

κx
+ bx))

; bx =
κx − θΔtνi(dx + κxαx)

κx + θΔtνi(dx + κxαx)
, (41)

with

τx =
1

dx

κx
+ αx

; κx = 1+ (κmax − 1)m; dx = d0(
x

L
)N ; αx = αmax[1− (

x

L
)p],

(42)
where the θ parameter indicates if the computation is performed explicitly (θ = 0),
semi-implicitly (θ = 0.5) or implicitly (θ = 1). Here this parameter is taken as
θ = 0.5. Since we are mainly interested in damping acoustic waves (most of the



Acoustic and gravity wave propagation in Mars Atmosphere 23

waves reaching the boundary will be acoustic waves) we take the same parameters
as in Martin et al. (2010), meaning that

N = 2; m = 2; p = 1; αmax = πf0; κmax = 7; d0 = − (N + 1)cmax,xlog(Rc)

2L
.

(43)
where f0 is the dominant frequency of the source, cmax,x the maximum effective
velocity along x (sum of background flow velocity and adiabatic sound speed) and
Rc the theoretical reflection coefficient taken as Rc = 0.0001. The same formula-
tion holds for derivatives along z.

7.3 ”Image” boundary conditions

This boundary condition consists in duplicating the physical domain and sources
at ghost points located below the bottom boundary in order to obtain a wave
interference ensuring zero vertical velocity at the boundary (Morse and Ingard
(1968), Sec. 7.4). One enforces that the pressure is equal on each side of the
boundary

p(−x, t) = p(x, t), ∀x ∈ Ω\Γ (44)

and the sign of gravity and wind is changed in the ghost domain as

gy(−x) = −gy(x)
wx(−x) = −wx(−x), ∀x ∈ Ω\Γ. (45)

while all other unknowns are duplicated from the real domain to the ghost one

µ(−x) = µ(x), ηV (−x) = ηV (x),
τ�(−x) = τ�(x), τσ(−x) = τσ(x), ∀x ∈ Ω\Γ (46)

As a consequence, the pressure being equal on both sides of the boundary,
the pressure gradient in the momentum equation is zero at the boundary. Also,
setting opposite gravity directions above and below the boundary leads to zero
gravity at the surface, hence the gravity term in the momentum equation vanishes.
Therefore, at the boundary, the momentum equation is verified since the zero
velocity condition is imposed. Finally, we impose the boundary to be motionless
and we choose

vx(x,−z) = −vx(x, z)
vz(x,−z) = −vz(x, z), ∀z ∈ Ω

(47)
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F. González-Galindo, F. Forget, M.A. López-Valverde, M. Angelats i Coll, E. Mil-
lour, A ground-to-exosphere Martian general circulation model: 1. Seasonal,



Acoustic and gravity wave propagation in Mars Atmosphere 25

diurnal, and solar cycle variation of thermospheric temperatures. Journal of
Geophysical Research (Planets) 114, 04001 (2009). doi:10.1029/2008JE003246

W. Gropp, E. Lusk, A. Skjellum, Using MPI, portable parallel programming with
the Message-Passing Interface (MIT Press, Cambridge, USA, 1994)

A.D. Hanford, L.N. Long, The direct simulation of acoustics on Earth,
Mars, and Titan. Acoustical Society of America Journal 125, 640 (2009).
doi:10.1121/1.3050279

C.P. Haynes, C. Millet, A sensitivity analysis of meteoric infrasound. Journal of
Geophysical Research (Planets) 118, 2073–2082 (2013). doi:10.1002/jgre.20116

C.O. Hines, Internal atmospheric gravity waves at ionospheric heights. Canadian
Journal of Physics 38, 1441 (1960). doi:10.1139/p60-150

D. Komatitsch, R. Martin, An unsplit convolutional perfectly matched layer im-
proved at grazing incidence for the seismic wave equation. Geophysics 72(5),
155–167 (2007)

S.R. Lewis, M. Collins, P.L. Read, F. Forget, F. Hourdin, R. Fournier, C. Hourdin,
O. Talagrand, J.-P. Huot, A climate database for mars. J. Geophys. Res. 104,
24177–24194 (1999). doi:10.1029/1999JE001024

J.Y. Liu, Y.B. Tsai, S.W. Chen, C.P. Lee, Y.C. Chen, H.Y. Yen, W.Y.
Chang, C. Liu, Giant ionospheric disturbances excited by the M9.3 Suma-
tra earthquake of 26 December 2004. Geophys. Res. Lett. 33, 2103 (2006).
doi:10.1029/2005GL023963

R. Martin, D. Komatitsch, S.D. Gedney, E. Bruthiaux, A high-order time
and space formulation of the unsplit perfectly matched layer for the seis-
mic wave equation using auxiliary differential equations (ADE-PML). Com-
puter Modeling in Engineering and Sciences (CMES) 56(1), 17 (2010).
doi:doi:10.3970/cmes.2010.056.017

B. Mikhailenko, A. Mikhailov, Numerical modeling of seismic and acoustic-gravity
waves propagation in an ???earth-atmosphere??? model in the presence of wind
in the air. Numerical Analysis and Applications 7(2), 124–135 (2014)

P.M. Morse, K.U. Ingard, Theoretical acoustics (Princeton university press, New
Jersey, USA, 1968)

C.J. Nappo, An introduction to atmospheric gravity waves (Academic Press,
Netherlands, 2002), p. 276

V.E. Ostashev, D.K. Wilson, L. Liu, D.F. Aldridge, N.P. Symons, D. Marlin,
Equations for finite-difference, time-domain simulation of sound propagation in
moving inhomogeneous media and numerical implementation. Journal of the
Acoustical Society of America 117(2), 503–517 (2005). doi:10.1121/1.1841531

A. Petculescu, R.M. Lueptow, Atmospheric acoustics of Titan, Mars, Venus, and
Earth. Icarus 186, 413–419 (2007). doi:10.1016/j.icarus.2006.09.014

A.L. Pichon, K. Antier, Y. Cansi, B. Hernandez, E. Minaya, B. Burgoa, D. Drob,
L.G. Evers, J. Vaubaillon, Evidence for a meteoritic origin of the September 15,
2007, Carancas crater. Meteoritics and Planetary Science 43, 1797–1809 (2008).
doi:10.1111/j.1945-5100.2008.tb00644.x

O. Popova, I. Nemtchinov, W.K. Hartmann, Bolides in the present and past mar-
tian atmosphere and effects on cratering processes. Meteoritics and Planetary
Science 38, 905–925 (2003). doi:10.1111/j.1945-5100.2003.tb00287.x

L.M. Rolland, G. Occhipinti, P. Lognonné, A. Loevenbruck, Ionospheric gravity
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2.3 Limites et perspectives

Les résultats de simulations fournirent des premières estimations qualitatives, voire quan-
titatives (si l’amplitude de la source est mise à l’échelle), de l’impact du refroidissement de
la surface et des guides d’ondes ainsi créés sur la propagation des ondes gravito-acoustiques
sur Mars. Néanmoins, afin d’affiner nos modèles, certains points seraient à explorer. Tout
d’abord, une représentation plus précise des phénomènes de relaxation prenant en compte
l’advection des variables en mémoire ainsi que des phénomènes de dissipation de la chaleur
(aubin1998ondes) permettrait d’obtenir des résultats plus réalistes.
De plus, bien que la méthode développée dans le chapitre 1 soit disponible en 3-D, les si-
mulations furent réalisées en 2-D pour des questions de puissance de calcul. Mais il serait
intéressant d’étendre notre étude en 3-D afin de prendre en compte une structure des vents
(importants sur Mars) plus complexe qui pourrait avoir un impact fort sur l’amplitude et les
temps d’arrivées des infrasons.
En outre, et nous aborderons ces points dans les sections qui suivent, nous avons considéré une
fonction source ponctuelle sous la forme d’une surpression gaussienne mais peut-être n’est-ce
pas la meilleur représentation. Enfin, numériquement, nous avons choisi des zones PML afin
d’absorber les ondes sortantes et de simuler un domaine infini. Ceci n’est pas adapté à la
dispersion des ondes acoustiques et de gravité simultanément et devrait être amélioré dans
de futurs développements.

2.3.1 Paramétrisation de la source et validité des équations de Navier-
Stokes sur Mars

Les résultats obtenus sont liés à la définition du signal source. Dans cette étude nous
nous sommes basés sur un point source représentant une surpression gaussienne de fréquence
f = 0.1 Hz. Mais comme précisé dans la section précédente, il est difficile d’obtenir un sup-
port théorique précis sur les caractéristiques du signal source liées à l’impact des météorites
en hyper-vélocité (vitesse du bolide supérieure à 3 km.s−1) car cet évènement est très rare
sur Terre (Kirin Meteorite Shower, 1977 ; Pichon et al., 2008 ; Whipple, 1930). Ce
choix est motivé par plusieurs relevés réalisés dans le passé justifiant l’utilisation de l’approxi-
mation de l’explosion d’une météorite à celle d’une explosion de surface (Edwards, Eaton
et Brown, 2008 ; Edwards, 2010 ; Opik, 1958). Ainsi que sur des études de modélisation
(Groot-Hedlin, Hedlin et Walker, 2011 ; Hedlin et al., 2010) comparant les formes
d’ondes des simulations effectuées avec un signal source similaire à celui utilisé dans notre
papier et des données du réseau sismique IMS en 2008 dans le Pacifique. Dans ces études
l’impact n’a pas lieu au sol mais sous forme d’une explosion dans l’atmosphère. Ce choix de
point source à des fréquences ≤ 1 Hz fut aussi choisi dans l’étude du cratère formé par une
météorite à Carancas en septembre 2007 (Pichon et al., 2008). Ce travail se base sur une
explosion de fréquence dominante 1 Hz et obtint des bons résultats en terme de temps d’arri-
vées. Certaines hautes fréquences visibles sur les données IMS, mais non reproduites par les
simulations, dans la thermosphère peuvent être dues à l’absence de non-linéarité (impliquant
une modification du contenu fréquentiel des ondes lors de leur effondrement) dans le modèle
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numérique et/ou par une représentation trop limitée du phénomène à la source. Notez que
d’autres représentations de la source furent utilisées afin d’étudier des explosions. Notam-
ment dans le cadre de l’expérience "Misty picture" (Gainville et al., 2010) qui, s’inspirant
des travaux de Reed (Reed, 1977), le signal source fut défini comme un pulse de pression
non-linéaire puis mis à l’échelle grâce à des modèles empiriques (sur l’amplitude maximum et
le temps de phase).

En outre, bien que la perspective de la localisation d’un impact à l’aide d’une simple station
à la surface puisse paraître peu probable, on bénéficie de deux atouts majeurs : l’utilisation
simultanée d’un sismomètre et d’un capteur de pression aide à la discrimination des signaux
observés et la connaissance précise de l’atmosphère martienne et sa stabilité près de la surface
la nuit peut permettre de simplifier ce calcul.

Dans ce papier, nous nous sommes concentrés uniquement sur le milieu atmosphérique,
mais le couplage des infrasons issus de météorites et leur fragmentation peuvent mener à un
couplage efficace avec la partie solide (Pichon et al., 2008) mais fortement dépendant de la
fréquence du signal (Edwards, Brown et Eaton, 2009). De plus, nous n’avons considéré
que les ondes linéaires générées par une explosion. Cependant, les ondes de chocs générées par
l’entrée atmosphérique et la fragmentation ont été observées sur Terre et peuvent avoir un
impact prononcé dans les données infrasoniques et sismiques (Heimann et al., 2013 ; Nemec,
Aftosmis et Brown, 2017 ; ReVelle, Edwards et Sandoval, 2005). La fragmentation
joue un rôle important dans le couplage des ondes acoustiques avec la partie solide (Heimann
et al., 2013 ; Lognonné et al., 2016 ; Nemec, Aftosmis et Brown, 2017) et davantage que
les ondes de choc liées au déplacement du bolide dans le cas de Carancas (Pichon et al.,
2008). Ce couplage va être la source d’ondes de Rayleigh générant à leur tour des infrasons
dans l’atmosphère qui ne sont pas représentés dans notre travail mais qui devraient être pris
en compte pour une description réaliste de la dynamique des infrasons liée à un impact. En
outre, la transition des ondes de choc en ondes linéaires par les phénomènes de relaxation
vont avoir un effet important sur le contenu fréquentiel des signaux (Nemec, Aftosmis et
Brown, 2017). Enfin, le déplacement de la météorite devrait être pris en compte correcte-
ment pour modéliser l’ensemble des signaux infrasons en phase et amplitude.

Enfin, comme mentionné dans le chapitre 1, les équations de Navier-Stokes reposent sur
l’hypothèse des milieux continus et nous avions abordé les limites de cette approximation pour
la haute atmosphère sur Terre (Petculescu, 2016). La même problématique va se poser sur
Mars (au dessus de la couche limite planétaire) pour laquelle le nombre de Kudsen est du
même ordre que sur Terre jusqu’à 250 km d’altitude (Hanford et Long, 2009). Il serait alors
important d’estimer les conséquences de la mécanique non-continue définie par les équations
de Burnett, voire de Boltzmann pour les nombres de Knudsen élevés Kn = λ

L > 1 où λ (m)
est le libre parcourt moyen des particules et L (m) la longueur caractéristique représentative
du problème physique.
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2.3.2 Conditions absorbantes sur les ondes de gravité

Pour cette étude nous avons utilisé des conditions absorbantes de type ADE-PML. Ces
dernières bénéficient de deux avantages majeurs dans le cadre des méthodes par différences
finies : la simplicité de sa mise en oeuvre et son efficacité pour l’absorption des ondes acous-
tiques à incidences rasantes (Komatitsch et Martin, 2007).

Cette technique, initialement développée pour les ondes électromagnétiques (Berenger,
1994 ; Kuzuoglu et Mittra, 1996), fut appliquée aux ondes sismiques (Chew et Liu, 1996 ;
Komatitsch et Tromp, 2003 ; Moczo, Robertsson et Eisner, 2007) et aux ondes acous-
tiques (Yuan et al., 1997). Ces applications furent particulièrement réussies car les relations
de dispersion, intervenant pour les équations de l’élastodynamique ou de l’acoustique, per-
mettent de paramétriser facilement le milieu PML. En effet, ces relations donnent lieu à des
solutions compatibles lorsqu’on souhaite déterminer les coefficients de réflexion-transmission
dans la couche PML.

Cette tâche est plus délicate dans la cadre des ondes acoustiques et de gravité pour une
grille en quinconce. En effet, à la frontière entre deux milieux fluides, l’indice de réfraction
est différent pour une onde acoustique ou de gravité, comme rappelé au chapitre 1 de cette
thèse. Pour les ondes acoustiques, la vitesse effective du son ceff = c+U0.k sera déterminante
pour calculer les angles entre les ondes incidentes, réfléchies et transmises, tandis que, pour
les ondes de gravité, ce sera la fréquence de Brunt-Väisälä qui sera prise en compte, telle que

sin φI

NI
= sin φI

NR
. (2.1)

Dans le cas acoustique on ne considère que des ondes de pression, les paramètres PML sont
alors directement fixés à partir de la polarisation de ces dernières et, dans le cas élastique, les
ondes P et S font intervenir des similarités dans les coefficients de réflexion à l’interface entre
deux milieux qui peuvent donc être fixés simplement analytiquement. En effet, en résolvant
l’équation de dispersion de l’élasto-dynamique en prenant des solutions sous formes d’ondes
planes, on obtient par exemple pour les coefficients de réflexion entre ondes P et S (Collino
et Tsogka, 2001)
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(2.2)

où d(x) est le coefficient d’atténuation de la couche PML et Vp, Vs sont la vitesse des ondes P
et vitesse des ondes S. Rpp, Rps, Rss, Rsp sont les coefficients de réflexion pour la transmission,
respectivement, d’une onde P vers une onde P, d’une onde P vers une onde S, d’une onde S
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vers une onde S et d’une onde S vers une onde P. θ est l’angle d’incidence et δ est la longueur
parcourue par l’onde dans la couche PML.

Ainsi, il s’agit de fixer d(x) afin que la réflexion soit minimisée et donc, d’après (2.2), la plus
grande valeur possible est analytiquement la plus efficace. Mais la discrétisation numérique va
avoir un impact majeur sur le choix de d(x). En se basant sur un schéma en quinconce simple
du second ordre (similaire à celui présenté dans le chapitre 1) on obtient les coefficients de
réflexion numériques

Rpp =
d∞−2d 1

2
4ω A(Vp, Vs, h, ky) + O(h2),

Rps =
d∞−2d 1

2
4ω B(Vp, Vs, h, ky) + O(h2),

Rss =
d∞−2d 1

2
4ω C(Vp, Vs, h, ky) + O(h2),

Rsp =
d∞−2d 1

2
4ω D(Vp, Vs, h, ky) + O(h2),

(2.3)

où d∞ est le paramètre d’atténuation de la PML à l’infini et d 1
2

le même coefficient pour
la demi-maille. h, ky sont, respectivement, le pas du maillage en espace et le nombre d’onde
vertical. 0(h2) est l’erreur faite par l’approximation numérique par rapport au pas d’espace.
Enfin, A, B, C, D sont des coefficients associés à chacune des réflexions et ne dépendant pas
du paramètre d’atténuation.

Pour réduire la quantité d’énergie réfléchie nous devons minimiser chacun des coefficients
de réflexion Rpp, Rps, Rss, Rsp en fixant, grâce aux équations (2.3), les coefficients d’atténua-
tion d 1

2
et d∞. Ainsi en choisissant le coefficient d 1

2
= d∞

2 et d∞ toujours le plus grand possible
(de part l’équation (2.2)), on voit qu’en fonction du pas de maillage on peut toujours trouver
une atténuation semblable pour les ondes P et S.

On observe alors deux problèmes qu’amène l’étude de la propagation simultanée des ondes
acoustiques et de gravité. Tout d’abord il est beaucoup plus difficile de trouver une forme de
dispersion unifiée pour les coefficients de réflexion Rδ car les ondes acoustiques et de gravité
ne dépendent pas des mêmes propriétés physiques (vitesse effective du son pour l’une et fré-
quence de Brunt-Vaïsälä pour l’autre) lors de la réflexion. Donc, nous ne pouvons conclure, a
priori, si le choix d’un d∞ grand, comme dans le cas élastique, est le plus efficace analytique-
ment. De plus, n’ayant pas accès à une relation similaire entre les coefficients de réflexion, il
est d’autant plus difficile d’accéder à une forme unifiée pour un schéma numérique en quin-
conce, comme pour les équations (2.3). Donc, au delà du choix délicat de d∞ va se rajouter
le choix de d 1

2
qui, non correctement fixé, va induire de la dispersion numérique.

Dans la figure 2.4 on observe la réflexion d’ondes de gravité sur le milieu PML à partir
de t = 1200 s. La simulation avec frontières PML montre une amplitude plus forte des
perturbations de vitesse verticale d’environ 36% à son maximum du fait de la superposition
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des ondes incidentes et réfléchies. On remarque aussi que la zone impactée par les réflexions
sur la zone PML est fortement dépendante de la longueur d’onde horizontale des ondes de
gravité. En effet, dans la même simulation mais pour le deuxième train d’ondes, visible à
t = 4800 s, les résultats sont conformes entre la simulation avec PML et la solution exacte.

Il serait alors important de mener l’étude des équations de dispersion (comme données
dans l’équation (4)) associé au schéma donné dans le chapitre 1 afin de trouver les paramètres
d’atténuation les plus efficaces. Il faut néanmoins noter que dans le cadre des ondes atmo-
sphériques issues d’impacts, les ondes de gravité sont générées uniquement à proximité de la
source et n’atteignèrent pas les zones PML dans nos simulations.
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Figure 2.4 – En haut, images extraites d’une simulation de la propagation linéaire d’ondes
de gravité avec un tunnel de vent à t = 2200 s (première ligne) et t = 4800 s (deuxième ligne).
Les images sont montrées en perturbation de vitesse verticale. Le domaine est de 400 × 108
km et l’atmosphère est isothermale avec une hauteur d’échelle H = 10 km. Le profil de vitesse
du vent est tel que v0,x = 100.53e−

�
z−z0
10000

�2

où z (km) est l’altitude et z0 = 30 km est l’altitude
du guide d’onde. Le forçage de la frontière inférieure est en déplacement vertical et tel que
uz(x, z = 0, t) = exp(−( t−(t0−P/4)

P/4 )2)exp(−(x−(x0−S/4)
S/4 )2) où uz le déplacement vertical, t le

temps, t0 = 600 s le temps de début de forçage, T = 500 s la période temporelle principale,
x la position horizontale, x0 = 100 km la position en x du forçage et S = 8 km la période
spatiale principale. La fréquence principale de la frontière PML est f0 = 0.002 s. Le carré
vert correspond à la position de la station dont les signaux sont présentés en bas. Les lignes
jaunes correspondent aux frontières du milieu PML. En bas, comparaisons en perturbation de
vitesse verticale entre la solution exacte ("Exact solution in an open domain") et la solution
numérique avec frontières PML ("Numerical solution with a PML layer") pour la station située
à la position x = 350 km et z = 62 km.



Chapitre 3

Cas d’étude des ondes
atmosphériques issues du tsunami

de Sumatra en 2004

Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
3.2 Article en cours de préparation pour "Geophysical Research Letters" 106
3.3 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

3.3.1 Niveaux critiques et résolution linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
3.3.2 Futurs développements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous penchons sur l’étude des ondes acoustiques et de gravité dans
l’atmosphère issues de la propagation du tsunami de Sumatra en 2004. Comme mentionné
dans l’introduction de cette thèse, l’oscillation basse fréquence de l’océan, par le déplacement
d’un tsunami, va permettre la propagation d’ondes de gravité dans la haute atmosphère. De
plus les variations du niveau de l’océan à plus haute fréquence vont être génératrices d’ondes
acoustiques se propageant le long de la surface mais aussi dans la haute atmosphère. Sans
modélisation directe des ondes atmosphériques par un forçage tsunami réaliste il est parfois
difficile de discriminer les signaux provenant directement du phénomène sismique des autres
sources à travers le globe (Occhipinti et al., 2013). C’est pourquoi nous présentons des
résultats numériques issus d’un forçage tsunami reconstruit à partir de données sismiques
et des simulations océaniques (Hébert, Sladen et Schindelé, 2007). Il est important de
préciser que ce travail est toujours en cours à l’heure où ce manuscrit est délivré du fait de
deux problématiques majeures : la taille importante du domaine de simulation qui induit un
coût très élevé en terme de calcul ainsi que la limitation de la théorie linéaire pour les hautes
altitudes ainsi que les forts gradients de vent (voir section 3.3.1).
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3.2 Article en cours de préparation pour "Geophysical Re-
search Letters"

Nous présentons, dans cette section, un article non publié pour lequel nous nous sommes
penchés sur la simulation de la propagation d’ondes, en 2-D et 3-D et par différences finies,
issue du tsunami de Sumatra en 2004. Comme précisé dans l’introduction, ce travail nécessite
des résultats de simulations 3-D supplémentaires, en particulier non-linéaires, afin de complé-
ter notre analyse des observations dans la haute atmosphère. Nous avons, en effet, manqué de
temps de calcul et rencontré quelques difficultés numériques notamment liées à l’approxima-
tion linéaire. A court terme, nous rajouterons des résultats de simulations 3-D par différences
finies et grâce à l’outil présenté dans le chapitre 4 sur la propagation des ondes de gravité
dans la haute atmosphère. Ce travail sera présenté alors sous la forme d’une lettre dans le
journal GRL ("Geophysical Research Letters").
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SUMMARY
The 2004 Sumatra tsunami has generated acoustic and gravity waves over a large region
and up to the thermosphere. Using a realistic tsunami forcing we model the 2-D and
3-D linear propagation of atmospheric waves in a windy and attenuating atmosphere.
We then compare acoustic waveforms and gravity wave amplitudes and arrival times
with GPS observations, surface pressure recordings and low-orbit sattelite’s density
variation mesurements. We obtain good qualitative comparisons with observations in
terms of arrival times and waveforms, especially for acoustic waves, but an overshoot of
about ≈ 10% in terms of density perturbation for gravity waves. We also noticed very
large gravity wave amplitudes near the strong stratospheric and thermospheric wave-
guides due to the limitation of the linear theory at critical levels. This study needs to
be pursued with 3-D non-linear simulations that could properly recover gravity wave
arrival times and amplitudes.

Key words: Acoustic-gravity waves – Wave propagation – Numerical solutions –
Tsunamis

1 INTRODUCTION

At 00:58:53 UTC December 26, 2004, the west coast of
Sumatra (3.31◦N, 95.95◦E), in Indonesia, was the epicenter
of a very large Earthquake (Mw = 9.2). This event led
to large coseismic crustal deformations over 1500 × 200
km, from Sumatra to the Andaman Islands, and triggered
multiple tsunamis around the source region. This powerful
Earthquake provided numerous remote sensing observations
at the surface and in the atmosphere, giving the oppor-
tunity to investigate tsunami detection from a large data set.

Seismic waves from the epicentral displacement were
detected by seismic networks (Garcés et al. 2005; Le Pichon
et al. 2005), ocean surface variations have been measured by
space altimetry (Smith et al. 2005) and ionospheric distur-
bances have been detected in the variation of total electron
content, from GPS observations, geomagnetic pulsations
and also from Doppler sounding (Heki et al. 2006). Finally,
low frequency acoustic-gravity waves (with group velocity
around 300–314 m.s−1 and pressure amplitudes between 1
and 12 Pa) have also been observed by microbarographs

at several stations from the Japanese islands and the
International Monitoring System (IMS) (Le Pichon et al.
2005).

The mechanical coupling between large Earthquakes
and the atmosphere is a well known and heavily studied
phenomena (Occhipinti et al. 2013), and various mech-
anisms can generate low frequency acoustic and gravity
signals (Le Pichon et al. 2005). First, the sudden ground
motion or ocean surface displacement over long distances
generate waves in the atmosphere over a large frequency
range. Then, as seismic Rayleigh waves propagate on the
surface, they will radiate acoustic waves. Also, if those
surface waves travel through high mountains, an important
acoustic scattering will occur. In the case of the Sumatra
Earthquake, infrasounds arrivals prior to the main signal
have been generated by surface waves as they show a good
coherence with seismic signals (Raveloson et al. 2012).
Finally, when the ocean level decreases, it is subject to the
buoyancy restoring force which is then counterbalanced by
gravity forces and the surface starts to oscillate until the
equilibrium between those two forces is restored. If this
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oscillation happens at sufficiently low frequencies (below
the Brünt-Väısäla frequency), it enables internal gravity
waves to propagate in the atmosphere in addition to the
acoustic waves (Hines 1960). Waves with periods around
400 − 700 s, mainly to the west of the Nicobar islands,
are thought to be driven by the 2004 tsunami (Mikumo
et al. 2008; Raveloson et al. 2012). In the upper atmosphere
(above 300 km altitude), most of the tsunami-generated
gravity waves energy, with periods between 22 and 33 min,
arrive one hour after the tsunami generation.

This event and the subsequent observations highlighted
once again the importance of tsunami monitoring and the
underlying acoustic and gravity wave modeling. Significant
progress has been achieved since then (Artru et al. 2005;
Hickey et al. 2010; Occhipinti et al. 2013; Vadas et al.
2015; Laughman et al. 2017). Unfortunately, despite the
fact that ionospheric disturbances have been captured by
various techniques, few post-seismic direct atmospheric
signals have been recorded directly for the 2004 Sumatra
event. Ionospheric signals are indirect traces of gravity
waves and require complex recovery techniques to obtain
the neutral wavefield (Occhipinti et al. 2011; Kherani
et al. 2012). The complexity of the coupling between the
atmosphere and the magnetic field (Occhipinti et al. 2008),
the superimposed signals associated to traveling ionospheric
disturbances and the effect of observational geometry can
be strong limitations (Occhipinti et al. 2013) for those
ionospheric techniques. While, infrasounds generated by
Rayleigh waves (with velocities ≈ 3.5 km.s−1) are highly
recognizable structures in the observations, work still need
to be done to discriminate between acoustic-gravity waves
generated by the source co-seismic deformation and the
the tsunami (Occhipinti et al. 2013). Also, Raveloson
et al. (2012) mentioned that an accurate modeling of
tsunami-induced infrasounds from realistic sea motion may
be used for tsunami early warning purposes. Fortunately,
in-situ measurements by CHAMP, a low-orbit gravimetry
satellites, provide direct observations for tsunami-induced
infrasounds and gravity waves after the 2004 Sumatra
Earthquake.

In order to better understand tsunami dynamics and
help constraining sources and rupture mechanisms from
observations many authors tried to describe analytically
and numerically the tsunami-induced wave propagation.
Several issues prevented scientists to fully resolve the
tsunami-induced acoustic and gravity wave propagation in
the atmosphere. First, one needs to be able to compute the
impact of the seismic rupture on the oceanic floor and the
underlying ocean surface oscillation as wave amplitudes at
high altitudes are highly sensitive to this factor Laughman
et al. (2017). This problem has been solved in various stud-
ies by the use of the elastic dislocation linear theory and the
resolution of the shallow water equations (Sladen & Hébert
2008). Second, to properly model the wave propagation
several atmospheric features need to be taken into account
Le Pichon et al. (2010), namely, dispersion, attenuation
and wind advection. Dispersion denotes the frequency
dependence of the phase velocity (due to viscosity and
atmosphere stratification) and thus deforms the wavefront
as the wave propagates in the atmosphere Nappo (2002). It

can also explain gravity waves direction of propagation in
the observations of Vadas et al. (2015). Besides, dispersing
wavefronts, attenuation impacts the wave amplitude from
mechanical and thermal energy dissipation Bass et al.
(1984). Even though dissipation acts as a low-pass filter,
it is crucial to take it into account to properly recover
the wave shape Pitteway & Hines (1963). Background
winds are an essential feature of the atmosphere as it
affects the transmission and reflection of waves (Pierce
1965; Laughman et al. 2017) and shifts the wave intrinsic
frequency (Godin 2014).

To fully model the tsunami-induced gravity-acoustic
wave propagation, one of the most complete description is
offered by the normal modes technique (Lognonné et al.
1998; Artru 2001) that includes attenuation effects to study
the Earth-atmosphere-ionosphere coupling. Perturbations in
the TEC content from atmospheric waves can also be mod-
eled with a pseudo-spectral method without attenuation
nor wind advection (Occhipinti et al. 2008). The authors
found a good agreement between their modeled TEC and
the measurements of TOPEX-Poseidon and Jason for the
2004 Sumatra event. A 2-D compressible windless model
(Shinagawa et al. 2007) has been employed to conclude
that although numerical results have successfully resolved
middle and upper atmosphere features, a 3-D model should
be used to fully predict wavefronts in a complex wind
structure and spatially localized tsunami-induced effects.
A 3-D finite-difference compressible dissipative model
for atmosphere and ionosphere is used in Kherani et al.
(2016) to demonstrate that tsunami-induced acoustic and
gravity waves could generate ionospheric disturbances with
main amplitude peak both before and after the tsunami.
Hickey et al. (2009) described the propagation of linear,
steady-state acoustic-gravity waves through a realistic
atmosphere (eddy and molecular diffusion of heat and
momentum, ion drag, Coriolis force, and height-dependent
mean winds) with a linear spectral full-wave model and
examined their impacts by coupling the neutral dynamics
to their Electron-Ion Response Model. They concluded
that mean winds have a strong impact on the propagation
of ionospheric gravity waves but they found non-realistic
wave amplitude with very large velocities (≤ 1 km.s−1) for
artificially low viscosity. They also found that the impact
of ion drag does not dissipate significantly gravity waves
with periods of ≈ 33 min. More recently, the 2-D propa-
gation of tsunami-induced gravity waves through a windy
inviscid atmosphere with vertically varying stratification
has been studied (Broutman et al. 2014), then extended
to 3-D Wu et al. (2016), using a Fourier-ray model and
a WKB approximation. They concluded that a ≈ 50%
of gravity wave energy can reach altitudes ≥ 150 km
even in the presence of complex wind structures (HWM07
model) and multiple turning points. Note that Eckermann
et al. (2016) showed that the Fourier Ray model could
not fully resolve critical levels and turning points. Wei
et al. (2015), employing a semi-analytic Fourier-Laplace
method, examined the two-dimensional propagation of
internal waves from an idealized tsunami forcing with time
evolution in an atmosphere with piecewise background
winds. They demonstrated that reflection at the tropopause
is a significant factor for the structure of gravity waves and
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that the first arrivals in the ionospheric observations are
infrasounds generated by sudden impulsive formation of the
tsunami. A spatially and temporally localized description
of a tsunami forcing have been used (Vadas et al. 2015) in
a windless, inviscid and isothermal atmospheric model to
study compressible effects on gravity waves and found that
the gravity waves locations were due to dispersion. Finally,
Laughman et al. (2017) used a 2-D nonlinear anelastic
finite-volume method to propagate atmospheric waves
in a neutral atmosphere. They found that, with realistic
background profiles, gravity waves could always reach
ionospheric altitudes with large amplitudes before being
strongly dissipated and becoming evanescent above 300 km.
The most significant process that governed gravity wave
propagation up to thermospheric altitudes was refraction
to larger and smaller vertical scales that also resulted in,
respectively, low and high viscous dissipation. They showed
that non-linear effects become significant after 2 − 5 h of
propagation at high altitudes and from strong wind shear
where gravity waves can reach very high amplitudes. But
they moderated their conclusion since large amplitudes
that lead to non-linear effects are highly dependent on
the sea motion height and they did not use a realistic forcing.

In this paper we present full-wave numerical simulations
based on a realistic sea surface displacement forcing for the
2004 Sumatra tsunami in a complex atmosphere. We provide
new insights on acoustic and gravity waves arrival times,
waveforms and amplitudes at various near-surface locations
and at thermospheric height.

1.1 Acoustic and gravity wave propagation
modeling in a realistic atmosphere

To model the simultaneous linear acoustic and gravity wave
propagation in a complex stratified atmospheric medium
(viscous effects induced by mechanical and thermal effects
and fluctuating background wind) we solve the linearized
Navier-Stokes (LNS) equations. Equations are described in
details in Brissaud et al. (2016) and we only recall here the
main modeling assumptions. We only consider linear per-
turbations from a stationnary mean value, the atmosphere
model is stratified and we will consider divergence free wind
profiles. The LNS equations then read

∂tp = −w.∇p− ρc2∇.v − ρvg
∂tρp = −w.∇ρp −∇.(ρv)
ρ∂tv = −ρ{(v.∇)w + (w.∇)v}+∇.Σ+ gρp

(1)

where ρp is the density perturbation, ρ the mean density, c
the adiabatic sound velocity, v the velocity perturbation, w
the wind velocity, p the pressure perturbation, g the gravity
acceleration and Σ the stress tensor. The stress tensor Σ
reads, ∀(i, j) ∈ [1, 3]× [1, 3],

(Σ)ij = −pδij+µ(∂j(v+w)i+∂i(v+w)j−2

3
δij∇.v)+ηV δij∇.v .

(2)
Atmospheric absorption can occur by two main mecha-

nisms (Bass et al. 1984): classical losses due to dissipation of
mechanical energy and relaxation losses due to the conduc-
tion of heat energy. The dynamic viscosity µ, due to shear
stress applied to a fluid, reads (Zuckerwar & Ash 2006; Bass

& Chambers 2001)

µ =
2

3
Lρc

�
2/πγ, (3)

where L is the mean free path, c the adiabatic sound speed
and γ the specific heat ratio. The volume viscosity ηV due
to the relaxation of dilatational disturbances (i.e., heat con-
duction and molecular relaxations) reads

ηV =
4

3
µ+

(γ − 1)κ

γCv
, (4)

where µ is the dynamic viscosity, γ = Cp/Cv the specific
heat ratio, Cv the molar low-frequency specific heat at con-
stant volume and κ the thermal conductivity.

2 NUMERICAL METHOD

The numerical method used in this paper is a high-order
finite difference method (high order staggered grid and
upwind operators) on Cartesian grids with a 4th order
Runge-Kutta time stepping method. This method enables
the simultaneous propagation of acoustic and gravity waves
in a windy and attenuating 3D atmosphere. Technical
details and validations are presented in Brissaud et al.
(2016).

To fully constrain the problem and simulate the
tsunami wave we will use two kinds of boundary conditions:
absorbing boundary conditions on the top and lateral
boundaries and a tsunami-forcing boundary condition on
the bottom.

Absorbing boundary conditions rely on the ADE-PML
technique (Martin et al. 2010) and are presented in the
context of acoustic and gravity wave propagation in Garcia
et al. (2016). We use a 8 nodes absorbing boundary layer
with a main frequency f0 = 10−3 Hz and a damping
coefficient κ = 0.01. Classical PML layer depths are about
10 − 15 nodes but as a 8 nodes layer damps well the
incoming atmospheric waves and because we have strong
limitations regarding computational power we will keep this
PML depth.

The bottom boundary conditions simulates the ocean
surface forcing on the atmosphere. At the boundary we
impose the velocity at each time step. The ocean surface dis-
placement is based on a shallow-water simulation presented
in Hébert et al. (2007). In this paper, authors employed
a 3D spherical non-linear finite-difference technique using
the linear theory of elastic dislocation to simulate the
sea bottom deformation. The source has been computed
through a finite-fault slip joint inversion providing an
accurate representation of the source mechanism of the
2004 Sumatra Eartquake (Sladen & Hébert 2008). The
initial forcing is visible in figure 1.

3 SIMULATION DOMAINS AND
ATMOSPHERE MODEL

The 3-D simulation domain is taken between latitudes 80◦

and 98◦ and longitudes -18◦ and 20◦ that corresponds to
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Figure 1. Sea surface displacement (m) against latitudes and

longitudes at initial time corresponding to the Sumatra 2004
tsunami.

a large area over the Indian Ocean between the coasts of
Sri-lanka to the coasts of Thailand. The 2-D simulation
domain is taken as a slice between location (82◦, 100◦) and
location (1◦, 11◦). These domains are visible in figure 2
and correspond, respectively, for the 3-D simulation and
2-D simulation to the domain bounded by the dashed black
line and defined by the black solid line. This enables us
to compute the numerical solution at the approximate
location of CHAMP satellite pass after the 2004 Sumatra
Earthquake and shown as red circles in figure 2.

To constrain background parameters in the finite differ-
ence method we need to provide an atmosphere model. The
atmosphere stratification is based on the MSISE-90 atmo-
sphere model (Picone et al. 2002) and the HWM-93 wind
model (Hedin et al. 1996). As the numerical method does
not account for lateral variations of background parameters
we extract a 1-D profile computed at latitude 5◦N and lon-

Figure 2. Simulation domains for 2-D and 3-D simulations. The

black dashed line corresponds to the 3-D domain boundary. The
black solid line corresponds to the 2-D domain. The pink cross

is the the seismic epicenter. The orange solid lines are the initial

ocean bottom coseismic deformation (Hébert et al. 2007). The
blue diamonds are the Chennai, Sri-lanka coast and Thailand

coast stations. The red circles are stations along the CHAMP’s

satellite path.
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and meridional wind velocities (m.s−1) and adiabatic sound speed
(m.s−1).

gitude 90◦E. These profiles are shown in figure 3 against
altitude up to 500 km.

Finally, we will rely on the numerical parameters de-
fined in table 1 for both the 2-D and 3-D simulations.

4 TSUNAMI-GENERATED INFRASOUNDS

To study tsunami-generated infrasounds we relied on the 2-
D simulation that enabled us to use more refined grid (as de-
fined in table 1) and focus on small wavelengths. In figure 4
the perturbations of vertical displacement, normalized pres-
sure and sea surface displacement are visible. One observes
that large period acoustic and gravity waves propagating
continuously above the tsunami wave up to thermospheric
heights. Also, one notices a large acoustic wavefront propa-
gating in front and faster than the tsunami wave.

The first strong acoustic wave arrives in the region of
the Sri-Lanka coasts at location (1◦, 11◦) ≈ 30 mn after the
initial tsunami forcing with a peak-to-peak pressure ampli-
tude of ≈ 10 Pa and a duration ≈ 500 s. The acoustic signals
are shown in figure 5. This result corresponds qualitatively,
in terms of arrival time and main period, to the pressure sig-
nals measured by the Diego Garcia infrasound station IS52
(-7.38◦, 72.48◦) in the British Indian Ocean Territory, 1560
km south of the tip of India (Le Pichon et al. 2005; Ravelo-
son et al. 2012). Note that wave amplitude over-prediction
in the modeling than in observations could be explained by
geometrical spreading.

In the 3-D simulation, we obtained similar results
near the surface at the Phuket (Thailand) and (Sri-Lanka)
stations. We observe in figure 7 a head-wave with main
period ≈ 500 s with a velocity of vp ≈ 330 m.s−1 similar

Lx × Lz (km) Δx (m) Δt (s) Nx ×Nz

2-D 4230× 390 1500 2.5× 10−2 2820× 260

Lx × Lz (km) Δx (m) Δt (s) Nx ×Ny ×Nz

3-D 4380× 2040× 420 5000 10−1 876× 408× 84

Table 1. Simulation parameters corresponding to the 2-D and

3-D simulations. Lx, Lz are the horizontal and vertical domain
size, Δx is the mesh spatial step size, Δt is the time step, Nx×Ny

are the number of elements along the horizontal directions and

Nz the number of elements along the vertical direction.
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Figure 4. For each snapshot group, on the top, perturbations in

displacement (m), in the middle, the normalized pressure (
√
ρ0p,

kg1/2.m3/2.Pa) and, on the bottom, the sea surface displacement
(m) against altitude (m). Snapshots are shown, from top to bot-

tom, at various times t = 498.6, 1386, 2462.16 s. Red colors indi-

cate positive amplitude and blue colors negative ones. The yellow
lines are the boundaries of the PML layers. The grey shadings

correspond to the amplitude of the effective sound velocity.

to the one estimated in (Raveloson et al. 2012). The arrival
times designated by red lines at t ≈ 2500 s (Phuket,
Thailand) and t = 3900 s (Trincomalee, Sri-Lanka) are
calculated from the estimated wave velocity. Amplitudes
are still over-predicted probably due to 3-D tsunami forcing
interpolation that gives an overshoot in sea height.

Finally, in the figure 7 the acoustic signal with main pe-
riod 500 s at station Phuket, Thailand shows similar wave-
form and arrival times than TEC variations captured by
GPS measurements at SAMP from satellite 13 from the co-
seismic perturbations (Heki et al. 2006). The TEC varia-
tions are visible in figure ??. This acoustic wave is a direct
arrival from the sudden sea surface displacement right af-
ter the earthquake. As the wave will propagate in altitude,
its low-frequency content will be amplificated by the den-
sity decrease and then strongly damped in the stratosphere
which will be in agreement with GPS observations.

Figure 5. On the top, data from the Diego Garcia infrasound
array (Latitude -7.378◦, Longitude 72.484◦) in pressure against

time. The green box shows the first wave-packet arriving at the

station from the sudden initial sea displacement. On the middle,
modeled pressure perturbations (Pa) at ground level and for lon-

gitudes 83◦ (blue) and 84◦ (red) and sea surface displacement

(m) against time. The surface dispalcement has been multiplied
by 20 in order to compare to the pressure signals on the same

figure.

5 GRAVITO-ACOUSTIC WAVES COMPUTED
AT THERMOSPHERIC HEIGHT

Our modeling tool enables us to propagate both acoustic
and gravity waves simultaneously, we can then study the
low-frequency wave propagation in the upper atmosphere.
We show in figure 8 the percentage of density variation at
CHAMP’s estimated location (13.16◦, 83.21◦) and at alti-
tude z = 366 km. We obtain an approximate arrival time
of t = 4800 s and a peak to peak perturbation density from
mean density of 10%. From CHAMP’s data at the same loca-
tion, the estimated density fluctuation is ≈ 5%. We have an
overshoot of about 5% that can be explained mainly by the
use of 2-D domain instead of a more realistic 3-D simulation
that could take into account the full geometrical attenua-
tion. We also used an over-simplified wind structure that
is a projection of meridional and zonal wind onto the 2-D
simulation domain and thus does not account properly for
advection and Doppler effect.

At thermospheric height, low-frequency acoustic waves
can also propagate on long distances. In figure 9 one observes
acoustic signals with main period ≈ 3− 5 mn visible at var-
ious locations at altitude ≈ 360 km. This result is similar to
GPS observations measured in the TEC content of acoustic

Figure 6. Modeled vertical displacement (m) against time at

two stations: in blue, Phuket, Thailand (Latitude 7.9◦, Longitude
98.2◦) at altitude z = 3 km, and in red, Trincomalee, Sri-Lanka

(Latitude 8.27◦, Longitude 81.44◦) at altitude z = 3 km.
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Figure 7. On the left, map of Sumatra showing the path of
satellite 13 (black solid line) and the GPS station SAMP (green

square). On the right, TEC variation against time from satellite

13 and SAMP station extracted from Heki et al. (2006). The solid
line shows the initial rupture time.

signals of 5 mn periods occuring ≈ 1 h after the earthquake
(Choosakul et al. 2009). This corresponds to energy leaking
from the mesosphere duct and lower-atmosphere acoustic
resonance or direct waves (Shinagawa et al. 2007).

6 CONCLUSION

This study provides new insights on the Sumatra 2004
tsunami-generated atmospheric waves from a full-wave
model based on a high-order finite difference method. This
method accounts for wind advection, viscosity, density de-
crease with altitude and a realistic ocean surface forcing
corresponding to the tsunami wave. We have a qualitative
agreement between our numerical simulations and observed
signals near the surface and at thermospheric height. The
gravity waves should be modeled in 3-D in order to better
fit arrival times and amplitudes. Finally, in the upper at-
mosphere, as density decreases, waves amplitudes get larger
and when strong wind gradients are present, non-linear ef-
fects become significant and should be included to properly
recover amplitudes and arrival times.
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3.3 Perspectives

Ce travail en cours a mis en évidence plusieurs limitations de la méthode par différences
finies utilisée dans notre étude comme nous allons le voir dans les sections suivantes.

3.3.1 Niveaux critiques et résolution linéaire

L’utilisation d’une méthode linéaire pour résoudre la propagation gravito-acoustique dans
la haute atmosphère avec de forts gradients de vents présente certaines limitations. L’oscil-
lation de l’ocean liée au déplacement du tsunami va générer de manière continue des ondes
sur un très large panel de fréquence. Les forts gradients de vents stratosphériques et du bas
de la thermosphère vont avoir un rôle important sur la réflexion-réfraction des ondes de gra-
vité lorsqu’elles se propagent en altitude. Comme décrit dans la section 1.1.2, pour chaque
guide d’onde il existe une singularité dans l’équation de dispersion associée au système de
Navier-Stokes linéarisé. Cette singularité est présente pour les ondes de gravité présentant
une vitesse de phase identique à celle du vent au sein du guide d’onde. Cette singularité
mène vers l’augmentation drastique du nombre d’onde vertical et la diminution progressive
du nombre d’onde horizontal au fur et à mesure que l’onde approche du niveau critique.

Comme indiqué précédemment, cette singularité est résolue, au sein des équations de
Navier-Stokes complètes, par les effets non-linéaires et la génération de turbulences. Malheu-
reusement, lorsqu’on résout le système linéarisé, et si l’impact de l’atténuation atmosphérique
n’est pas assez prononcé, l’amplitude des ondes de gravité va pouvoir augmenter sans limite
au sein de ces guides d’ondes. Ce phénomène est visible dans la figure 3.1 avec la concentration
progressive de l’énergie dans le guide d’onde thermosphérique pour les ondes de gravité dont
la vitesse de phase est proche de 40 m.s−1. Cette augmentation importante de l’amplitude
mène progressivement vers l’instabilité de la simulation numérique.

L’impact des gradients de vents sur le développement de phénomènes non-linéaires a
déjà été observé dans des simulations par volumes finis (Laughman, Fritts et Lund, 2017)
étudiant les signaux atmosphériques issus d’un tsunami. La comparaison entre leur simulation
sans vent et avec des gradients de vents montre des amplitudes bien plus importantes dans
ce dernier cas à l’approche du guide d’onde.

3.3.2 Futurs développements

L’une des principales limitations liées à la simulation d’ondes atmosphériques à des échelles
de plusieurs centaines de kilomètres et, de surcroît, en 3-D est l’augmentation drastique du
temps de calcul. Déjà mentionné dans la section 1.3.4 le développement d’une méthode multi-
grilles permettrait de diminuer de manière importante le coût des simulations. En outre, ce
travail met en évidence l’intérêt d’utiliser une méthode de résolution complète des équations de
Navier-Stokes avec l’inclusion des non-linéarités. Enfin, les phénomènes topographiques, telles
que les chaînes de montagnes, jouent un rôle importante dans la diffusion des ondes acous-
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Figure 3.1 – Résultats de simulation pour la propagation d’ondes atmosphérique en 3-D au
dessus de l’Océan indien. A gauche, images de perturbations de vitesse verticale à latitude
constante 5◦N et à longitude constante 90◦E aux temps t = 2470, 2670, 3280 s avec, respecti-
vement, les amplitudes maximum Amax ≈ 200, 500, 1000 m.s−1, situées au sein des rectangles
verts. A droite, profils de vitesses de vents zonaux et méridionaux pour la simulation 3-D
correspondant à l’image de la simulation 3-D au temps t = 3280 s.

tiques dans l’atmosphère et leur prise en compte permettrait d’expliquer les temps d’arrivées
de certains trains d’ondes dans les observations (Le Pichon et al., 2005). C’est pourquoi, dans
le chapitre suivant, nous présentons une nouvelle méthode en éléments finis discontinus per-
mettant de résoudre l’effondrement des ondes acoustiques et de gravité, ainsi que de prendre
en compte la topographie, phénomènes cruciaux pour correctement simuler la propagation
d’ondes dans une atmosphère réaliste.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous souhaitons étudier la propagation d’ondes atmosphériques issues du
couplage entre la Terre et l’atmosphère. Le chapitre 1 présentait une méthode par différences
finies pour résoudre des problèmes de propagation atmosphérique mais dans le cadre de la
propagation d’ondes dans le système couplé Terre-atmosphère cette méthode peut poser des
difficultés de stabilité et de précision comme nous allons le voir par la suite.

4.1.1 Méthodes numériques pour le système couplé Terre-atmosphère

Afin de clarifier le choix possible des méthodes de résolution des équations de Navier-
Stokes couplées aux équations de l’élastodynamique nous allons réaliser un rapide inventaire
des avantages et inconvénients de chacune d’entre elles. Nous nous concentrerons sur quatre
méthodes classiques : les différences finies, les volumes finis et les éléments spectraux continus
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et discontinus. Elles reposent toutes sur la représentation discrète des opérateurs différen-
tiels en espace mais présentent différents avantages dont les arguments sont avancés dans
différents ouvrages (Cockburn, Karniadakis et Shu, 2000 ; Giraldo et Restelli, 2008 ;
Hesthaven et Warburton, 2007). Notez que nous nous concentrerons uniquement sur la
discrétisation des problèmes hyperboliques sous forme conservative.

Modélisation de l’atmosphère

En différences finies les opérateurs spatiaux sont discrétisés, comme son nom l’indique,
avec une méthode par différences se basant sur un développement de Taylor (Ryskin et
Leal, 1984). On considère alors que la solution est suffisamment bien approchée par ces
polynômes définis localement. Puisque l’on utilise une approximation de Taylor cela implique
nécessairement un résidu entre la solution exacte et la solution approchée. Afin d’obtenir
la meilleure approximation il est naturel de vouloir réduire cette erreur au maximum sur
l’ensemble du domaine. Dans ce but, de nombreuses stratégies furent mises en place pour
augmenter l’ordre d’approximation de la solution. Dans le chapitre 1 nous avons présenté une
méthode de ce type, en quinconce et d’ordre 4, qui vérifiait pour la dérivée première

(∂xu)(i+1/2,j,k) = 27u(i+1,j,k)−27u(i,j,k)−u(i+2,j,k)+u(i−1,j,k)

24Δx . (4.1)

où u est une inconnue, (i, j, k) sont les coordonnées des points de grille au sein de la méthode
de différences finies et Δx le pas de grille dans la direction x. Il existe plusieurs avantages
dans l’utilisation de cette approche : sa simplicité et son efficacité pour discrétiser un grand
nombre de problèmes physiques, la facilité de la mise en place d’une approximation d’ordre
élevé et enfin une base théorique disponible très étendue. Malheureusement, l’augmentation
du degré d’approximation polynomiale se fait au prix de la prise en compte de plus de points
dans chacune des directions de l’espace afin de calculer les opérateurs spatiaux (référez vous
par exemple à Bogey et Bailly, 2004). Cela limite donc grandement l’approche classique des
différences finies pour des géométries complexes. De surcroît, la nécessité de décomposer les
opérateurs séparément dans chaque dimension de l’espace peut poser des difficultés à prendre
en compte correctement les conditions de bord et les interfaces entre deux milieux discontinus
(Vossen, Robertsson et Chapman, 2002).

Afin de relâcher cette dernière contrainte et prendre en compte plus facilement des maillages
complexes, l’idée émergea de décomposer le domaine en un ensemble d’éléments (triangles ou
quadrilatères en deux dimensions) organisés de manière structurée ou non-structurée (la forme
des éléments n’est pas contrainte mais doit respecter certaines conditions, Diskin et Tho-
mas, 2012). La méthode par volumes finis propose cette approche telle que la solution soit
décomposée sur l’ensemble des éléments et assumée constante sur chacun d’entre eux. Dans
ce cas l’approximation est purement locale et n’impose aucune condition sur le domaine de
calcul. Comme indiqué dans le tableau présenté dans l’introduction 1, les termes de volumes
sont intégrés par partie, afin de résoudre un problème de flux aux interfaces entre les éléments
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au lieu d’un problème sur le volume de l’élément. Ainsi, il est nécessaire de définir un schéma
afin de calculer les intégrales de surface. Par exemple, en reprenant l’équation de conservation
de la masse, on peut définir

�

Γk∩Γk+1
[ρv](x)dx = [ρv](xk+1/2) ≈ [ρv]k+1/2 = ρkvk + ρk+1vk+1

2 . (4.2)

Ce choix n’est évidemment pas unique mais dans l’équation (4.2) on observe que le schéma
choisi est identique à celui d’une méthode par différences finies. Notez par ailleurs que ce
schéma, étant centré, n’est pas adapté aux problèmes non-linéaires. Mais il existe de nom-
breuses possibilités pour discrétiser les termes de surface et prendre en compte les chocs
(Godunov, 1959 ; Roe, 1981 ; Van Leer, 1974 et pour une revue plus détaillée Versteeg
et Malalasekera, 2007). La simplicité de cette méthode en fait un outil puissant d’étude des
lois de conservation non-linéaires. Mais si l’on souhaite augmenter le degré d’approximation
polynomial, le problème d’intégration aux interfaces entre éléments devient sous-déterminé.
En effet, si l’on veut déterminer les inconnues à l’interface entre deux éléments voisins sur
[xk−1/2, xk+3/2] avec un degré d’ordre N , on doit résoudre le système

∀x ∈ [xk−1/2, xk+3/2], [ρv](x) = �N
j=0 aj(x − xk)j ,

tel que





ρvk = 1
xk+1−xk

� xk+1/2

xk−1/2 [ρv](x)dx

ρvk+1 = 1
xk+2−xk+1

� xk+3/2

xk+1/2 [ρv](x)dx
,

(4.3)

où (aj)j=0,N sont les coefficients d’approximation polynomiale de la solution sur deux élé-
ments voisins. Dans ce cadre, on obtiendra [ρv]k+1/2 = [ρv](xk+1/2). Malheureusement, ré-
soudre (4.3) pour N > 1, demandera de déterminer au moins trois coefficients (aj)j=0,N

avec seulement 2 équations. Afin de palier ce problème il est possible d’augmenter le nombre
de points utilisés dans l’équation (4.2) mais nous sommes alors ,de nouveau, confrontés aux
mêmes limitations que la méthode par différences finies.

Afin d’augmenter le degré d’approximation polynomial tout en conservant la stabilité et
permettre de résoudre des problèmes à géométrie complexe, il est possible d’utiliser la mé-
thode des éléments finis (voir par exemple Chung, 2010). Toujours basée sur la décomposition
du domaine physique en éléments, il s’agit maintenant d’augmenter le degré d’interpolation
sur chaque élément, grâce à un ensemble de noeuds et une base de fonctions de discrétisa-
tion bien choisis. Les points d’interpolation sur la frontière entre deux éléments sont alors
partagés par ces deux éléments. La résolution des équations différentielles est alors effectuée
sous forme variationnelle, c’est-à-dire que chaque équation est multipliée par une fonction
test, choisie en général dans le même espace de fonction que la solution (ce n’est pas tou-
jours le cas et la méthode "Petrov-Galerkin" fait le choix contraire afin d’obtenir des résultats
satisfaisants pour les problèmes de convection (Brooks et Hughes, 1982)), puis intégrée
sur le domaine. Cette méthode repose donc sur le choix de cette base de fonctions, appelées
fonctions de forme, dont les contraintes sont les suivantes : elles doivent être définies sur
l’ensemble du domaine et le résidu doit être orthogonal à toutes les fonctions tests tel que�

Ω RΦdΩ =
�

Ω (∂tρ − ρv.∇) ΦdΩ = 0 où R est le résidu et Φ les fonctions tests. Il est alors
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simple d’augmenter le degré d’approximation tout en gardant la flexibilité géométrique en
ajoutant des points d’interpolation sur chaque élément (Karniadakis et Sherwin, 2013).
Mais cette amélioration a un prix, car les restrictions imposées à l’espace fonctionnel nous
obligent à résoudre un problème linéaire contenant autant d’équations que de points d’inter-
polation. En effet, si on résout de nouveau l’équation de conservation de la masse du tableau
1.1.4, on obtient le système matriciel suivant en éléments finis et avant intégration par parties

M.[∂tρ] = S.[ρv]
∀x ∈ Ω, [ρv](x) = �K+1

k=1 [ρv]kNk(x),
∀x ∈ Ω, φ(x) = �K+1

k=1 ΦkNk(x),
(4.4)

où K + 1 est le nombre d’éléments, [∂tρ]i=1,L = ∂tρ(xi) est le vecteur de taille L de dérivée
temporelle de la densité avec L le nombre de noeuds, [ρv]i=1,L = ρv(xi) est le vecteur de taille
L du moment, les vecteurs (N k)k=1,K+1 sont les fonctions de forme, (Φk)k=1,K+1 les valeurs
des fonctions tests et M est la matrice de masse telle que

∀i = 1, K + 1, Mij =
�

Ω
N iN jdΩ. (4.5)

Et S la matrice de rigidité, telle que

∀i = 1, K + 1, Sij =
�

Ω
N i∂xN jdΩ. (4.6)

Afin de déterminer l’évolution de la densité ∂tρ, il est nécessaire d’effectuer l’inversion de la
matrice M à chaque pas de temps ce qui peut être extrêmement coûteux en fonction de la
taille du domaine. En outre, cette méthode souffre de phénomènes parasites lorsque confron-
tée à des forts gradients dans la solution. Il existe des techniques de stabilisation telles que la
"streamline diffusion method" (Brooks et Hughes, 1982), la "Galerkin least squares method"
(Jiang, 2013), les méthodes d’"operator splitting" (Bristeau, Glowinski et Periaux, 1987)
ou des méthodes de capture de choc (John et Knobloch, 2007) mais ces dernières peuvent
être compliquées à mettre en place et limiter le degré d’approximation des solutions. En outre,
comme nous le verrons dans la section 4.1.2, la résolution des perturbations acoustiques dans
des milieux advectifs peut poser des problèmes de stabilité. Notez que ce problème est aussi
présent dans les méthodes par différences finies et volumes finis et corrigé en modifiant légè-
rement le développement de Taylor des opérateurs spatiaux (la méthode d’"upwinding" par
exemple (Barth et Jespersen, 1989 ; Spalding, 1972) utilisée aussi pour les opérateurs
d’advection dans le chapitre 1 de cette thèse).

Une amélioration à la méthode précédente, pour augmenter la précision tout en limitant
le temps de calcul, fut apportée en s’inspirant de la méthode spectrale. La méthode spectrale
repose, notamment, sur la décomposition des solutions sur une base de Fourier (méthode
spectrale (Gazdag, 1981 ; Orszag, 1971)). La méthode fut perfectionnée en utilisant une
base de fonctions orthogonales d’ordre élevé (méthode pseudo-spectrale (Fornberg, 1988)).
Cette dernière donne de meilleurs résultats en terme de précision et de prise en compte des
conditions de bord (Wang, Nakamura et Yasuhara, 1990). En combinant les éléments finis
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avec une base de fonctions orthogonales inspirée des méthodes spectrales, Patera développa la
méthode d’éléments finis spectraux (Patera, 1984) qui bénéficie de propriétés de convergence
bien meilleures que les éléments finis classiques. Initialement élaborée avec des fonctions de
Chebychev, la méthode fut étendue aux fonctions de Legendre couplées à une quadrature de
Gauss-Lobatto-Legendre (Maday et Patera, 1989) et appliquée, avec succès, aux problèmes
géophysiques pour les problèmes de propagation élastique et acoustique (Komatitsch, 1997).
Notez que les mêmes soucis de résolution des non-linéarités sont présents avec cette méthode.

Pour obtenir de la flexibilité géométrique avec la possibilité d’augmenter localement le de-
gré d’approximation polynomial tout en permettant la discrétisation de problèmes physiques
non-linéaires, il existe une dernière méthode, la méthode de Galerkin discontinue (DG) (Reed
et Hill, 1973). Cette méthode est très proche de la méthode par éléments finis continus à la
différence de l’intégration qui n’est pas réalisée sur tout le domaine mais individuellement sur
chaque élément. La solution générale est ensuite reconstruite en calculant les flux entre chaque
élément de manière similaire à la méthode par volumes finis. On bénéficie alors de la précision
et de la flexibilité géométrique des méthodes par éléments finis tout en permettant la prise en
compte de phénomènes de convection de manière simple via le calcul de flux (Hesthaven et
Warburton, 2007) comme pour la méthode des volumes finis. De plus, par la non imposition
de la continuité aux interfaces les perturbations acoustiques dans des milieux advectifs sont
correctement résolues. L’inconvénient majeur de cette méthode discontinue vient de son coût
élevé en terme de calcul. En effet puisque l’on utilise des flux afin de reconstruire la solution
entre les éléments il est nécessaire de dupliquer les points d’interpolation sur la frontière de
chaque élément (en utilisant des noeuds locaux à chaque élément) à la différence des éléments
finis continus qui fusionnent ces points (en utilisant donc des noeuds globaux et plus locaux).

Afin de réduire le temps de calcul, des tentatives d’hybridation entre ces méthodes sont
possibles et furent explorées ces dernières années en divisant le domaine en fonction des mé-
thodes utilisées (Ducellier et Aochi, 2009 ; Giraldo, 2013 ; Léger, 2011 ; Paluszny,
Matthäi et Hohmeyer, 2007) ou en discrétisant les opérateurs de convection-diffusion dif-
féremment (technique intitulée "HDG" (Nguyen, Peraire et Cockburn, 2009)).

Ce rapide résumé des avantages et inconvénients met en avant l’intérêt d’utiliser la tech-
nique de Galerkin spectrale discontinue pour les fluides complexes. La méthode de Galerkin
discontinue fut utilisée depuis une vingtaine d’années pour résoudre les équations de l’élasto-
dynamique (De Basabe, Sen et Wheeler, 2008 ; Etienne et al., 2010 ; Rivière et Whee-
ler, 2000) ou les équations acoustiques (Chung et Engquist, 2006 ; Grote, Schneebeli
et Schötzau, 2006). Les premières applications à la résolution des équations d’Euler furent
réalisées dans les années 1990 pour la dynamique des gaz (Bet et Oden, 1991 ; Vegt et
Ven, 1998). La flexibilité géométrique ainsi que la prise en compte des phénomènes non-
linéaires de la méthode de Galerkin discontinue sont des avantages importants pour les ap-
plications géophysiques complexes (ondes de surface océaniques, ondes de montagne, chocs,
vortex). Ainsi on a vu le développement d’un certain nombre de modèles hydrostatiques ou
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non-hydrostatiques pour l’étude des fluides (Giraldo, Hesthaven et Warburton, 2002 ;
Giraldo et Restelli, 2008 ; Giraldo, 2013 ; Marras et al., 2013 ; Müller et al., 2013 ;
Yelash et al., 2014).

Couplage fluide-solide

Le traitement des interfaces fluides-solides est un problème de longue date en mécanique
des fluides et fut principalement traité dans le calcul des interactions fluides-structures pour
l’ingénierie (Ferziger, Peric et Leonard, 1997 ; Minkowycz et Haji-Sheikh, 2006 ; Noh,
1963 ; Pletcher, Tannehill et Anderson, 2012). Dans ce cadre, les méthodes par diffé-
rences finies pêchent par leur manque de flexibilité géométrique bien que certaines approches
puissent porter leurs fruits dans des configurations simples (Wilson et al., 2007) ou com-
plexes (Borazjani, Ge et Sotiropoulos, 2008 ; Lombard et Piraux, 2004 ; Matoza et
al., 2009 ; Vossen, Robertsson et Chapman, 2002) mais cela au prix d’une précision ré-
duite aux interfaces et d’une prise en compte parfois difficile des ondes couplées de surface.
Une méthode par différences finies multi-blocs avec imposition faible des conditions de bord
fut proposée afin de résoudre des problèmes hétérogènes (Kozdon, Dunham et Nordström,
2013).

En volumes finis, un grand nombre de méthodes de couplage furent développées pour les
interactions fluides-solides (Bermúdez et Rodríguez, 1994 ; Hamdi, Ousset et Verchery,
1978 ; Wang et Bathe, 1997). On note d’ailleurs le développement d’une méthode de vo-
lumes finis couplée à une méthode par éléments finis pour l’étude des structures (Errera
et al., 2011). Enfin, plusieurs modèles climatiques reposent sur une méthode par volumes finis
(Marras et al., 2016) et les équations de la magnéto-hydro-dynamique furent aussi résolues
avec cette méthode (Tanaka, 1994).

En éléments finis, plusieurs études furent menées sur le couplage entre un milieu acous-
tique et un milieu élastique en imposant faiblement la continuité de la composante normale
du tenseur des contraintes (Bermúdez et Rodríguez, 1999 ; Zienkiewicz et Bettess,
1978). De grandes avancées sur la propagation d’ondes sismiques et sur les milieux couplés
ont été réalisées grâce aux éléments finis spectraux (Chaljub, Capdeville et Vilotte,
2003). Cette méthode repose sur une formulation potentielle du champ de déplacement (ou
de vitesse) des équations acoustiques. Cela permet un couplage direct, à l’interface, entre le
potentiel acoustique (équivalent à la pression) et la vitesse normale côté solide. La résolution
des problèmes de propagation d’ondes grâce à une méthode par éléments spectraux permet
d’obtenir un rapport intéressant entre précision et temps de calcul (Komatitsch et Tromp,
1999) et est un choix courant ces dernières années (Blanc et al., 2016 ; Bottero et al.,
2016 ; Khelfi, 2016 ; Wang et al., 2016).

La méthode de Galerkin discontinue fut aussi étendue aux problèmes de couplages pour la



4.1. Introduction 123

propagation d’ondes sismiques et acoustiques (Käser et Dumbser, 2008 ; Utzmann et al.,
2009). Cette méthode se base sur une approche non-conservative et un flux "upwind" aux
interfaces qui, à la jonction entre le milieu acoustique et élastique est déterminé à partir
des propriétés physiques des milieux (vitesses d’ondes P, d’ondes S et densité). Il peut être
noté une spécificité dans ce travail qui est l’utilisation d’un schéma ADER pour l’évolution
en temps particulièrement efficace pour les géométries complexes et maillages non-structurés
(Utzmann et al., 2009). Cette méthode n’est pas exclusive à ce travail (Schwartzkopff,
Dumbser et Munz, 2004 ; Titarev et Toro, 2005) mais est assez peu utilisée dans la
communauté géophysique et consiste à exprimer la dérivée temporelle sous forme de déve-
loppement de Taylor. D’autres études reposent sur une approche plus classique, résolvant le
problème de Riemann exact à chaque interface fluide-solide (Wilcox et al., 2010). Des cou-
plages hybrides, éléments continus et discontinus, furent aussi proposés pour les problèmes
d’évolutions de fluides (Cockburn et Dawson, 2002 ; Dawson et Proft, 2002).

La stratégie choisie pour cette thèse consiste à coupler une méthode de Galerkin disconti-
nue à une méthode de Galerkin continue. Dans le domaine fluide, on bénéficie des propriétés
de convergence de DG, de la flexibilité géométrique sur le maillage ainsi que de la prise en
compte des phénomènes non-linéaires. Dans le domaine solide, on dispose des mêmes proprié-
tés géométriques que dans la partie fluide, permettant un couplage aisé entre les deux milieux,
tout en limitant le côut en terme de calcul par rapport à la méthode discontinue car nous ne
sommes intéressés qu’aux perturbations linéaires. Notez que, très récemment, d’autres auteurs
ont proposé une technique similaire dans le contexte des interactions fluides-structures (Jin
et al., 2017). Ils réalisent le couplage d’une méthode de Galerkin discontinue pour résoudre
les milieux fluides et une méthode continue pour la partie solide. Cependant, ils prennent en
compte des rhéologies de gaz plus complexes et résolvent aussi la déformation de la partie
solide. Ces déformations donnent lieu à un problème de Riemann aux interfaces plus délicat
à résoudre.

4.1.2 Limitations de la méthode par élements finis continus

Plusieurs formulations des équations de Navier-Stokes pour l’aéro-acoustique (aucun terme
de gravité) sont disponibles : une formulation potentielle (Chaljub, Capdeville et Vi-
lotte, 2003), la formulation analogue à celle de Lighthill (Lighthill, 1952), les équations de
perturbation acoustique (Munz, Dumbser et Roller, 2007) et une formulation en pression-
vitesse (ou formulation de Galbrun, Treyssede, Gabard et Ben Tahar, 2003). Ces deux
dernières furent communément utilisées dans la communauté infrasons, notamment en dif-
férences finies (Groot-Hedlin, 2008 ; Ostashev et al., 2005b ; Wilson et al., 2007), en
éléments finis continus (Hueppe et Kaltenbacher, 2012) et en éléments finis discontinus
(Arina, 2016 ; Castel, Cohen et Duruflé, 2009). Dans la formulation par éléments finis
continus, certaines précautions sont à prendre pour définir le problème de propagation acous-
tique dans un fluide en mouvement.
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Les solutions générales des équations linéaires d’Euler supportent trois modes de propa-
gation (Chu et Kovásznay, 1958) : les modes acoustiques, d’entropie et de vorticité. La
nature de chacun de ces modes dépend de la nature du mouvement moyen du fluide (Prax,
Golanski et Nadal, 2008). Ces modes ont une réalité physique (Chu et Kovásznay, 1958)
et une simulation numérique doit pouvoir correctement les représenter. L’absence de contrôle
de ces derniers peut provoquer des phénomènes parasites (Bonnet-Ben Dhia et al., 2012 ;
Feng, Ben Tahar et Baccouche, 2016 ; Kiefling et Feng, 1976) notamment via le déve-
loppement des modes de vorticité qui sont des modes convectifs se déplaçant avec le mouve-
ment du fluide. Dans une approximation par éléments finis, le choix des espaces fonctionnels
est crucial et une formulation classique (solutions dans H1 ou H(div)) ne discrétise pas cor-
rectement tous les modes et peut mener à des instabilités (Hüppe et al., 2016 ; Wang et
Bathe, 1997). De surcroît, lorsque le mouvement du fluide est non constant à travers le do-
maine, les modes de vorticité rendent la simulation instable très rapidement (Arina, 2016).
Notez que physiquement ces modes sont contrôlés naturellement par les non-linéarités (Prax,
Golanski et Nadal, 2008).

Plusieurs approches sont alors possibles afin de supprimer ces parasites. L’utilisation d’élé-
ments mixtes ce qui correspond à l’évaluation des différentes inconnues (pression et vitesse)
dans différents espaces fonctionnels (Cohen et Fauqueux, 2000). Mais les éléments mixtes
peuvent dans des cas critiques ne pas respecter la condition inf-sup (donnant l’unicité de la so-
lution après discrétisation) et mener vers le développement d’instabilités numériques (Bathe,
2001). L’utilisation d’une méthode de type "Petrov-Galerkin" (Brooks et Hughes, 1982),
d’une méthode par pénalisation des termes rotationnels (Hamdi, Ousset et Verchery, 1978)
ou d’autres méthodes de pénalisations (Bonnet-Ben Dhia, Legendre et Lunéville, 2001)
peuvent imposer numériquement la coercivité des opérateurs mais augmentent considérable-
ment le temps de calcul (Hüppe et al., 2016). L’utilisation d’une grille colloquée pouvant
mener vers des modes stationnaires parasites (Melvin, Staniforth et Thuburn, 2012),
des solutions ont été proposées en utilisant des grilles en quinconce (Guerra et Ullrich,
2016). En outre, la nature des termes sources semble essentielle pour limiter le développement
des modes de vorticité. L’implémentation de termes sources irrotationnels, n’excitant pas les
modes de circulation, peut limiter le développement des instabilités (Prax, Golanski et Na-
dal, 2008). Enfin, la discontinuité des espaces fonctionnels au sein de la méthode de Galerkin
discontinue permet un traitement adapté des équations d’Euler (Hüppe et al., 2016). C’est
cette propriété qui justifie notamment l’utilisation de la méthode discontinue dans ce chapitre.

Une formulation des équations d’Euler linéaires très utilisée dans le milieu acoustique, et
résolvant le problème des modes parasites, repose sur une formulation potentielle. Le champ de
déplacement des particules soumises à la force de gravité s’exprime sous forme d’un gradient et
est donc, pour les modes acoustiques, à rotationnel nul (Chaljub, Capdeville et Vilotte,
2003). La méthode n’est alors plus sensible au développement des modes de vorticité. De plus,
cette dernière permet de réduire significativement le temps de calcul en ne calculant qu’un
potentiel pour tout le champ de déplacement. Malheureusement deux problèmes importants
limitent cette formulation : l’absence de viscosité dynamique et des phénomènes d’advection.



4.1. Introduction 125

En effet dans ce cadre le champ de déplacement s’écrit

ρu = ∇X + ρg (4.7)

Cette formulation repose sur la décomposition du noyau de l’opérateur propageant les ondes
dans un fluide non visqueux soumis à la force de gravité (Valette, 1987) et décrit donc tota-
lement la propagation d’ondes acoustiques et de gravité. Malheureusement, si l’on considère
une viscosité de cisaillement et/ou du vent, les termes d’advection ainsi que les termes non
diagonaux du tenseur des contraintes ne peuvent être représentées par la forme précédente
(4.7) et ne peuvent donc être inclus.

4.1.3 Phénomènes non-linéaires

Comme mentionné dans l’introduction, une grande variété de phénomènes non-linéaires
peuvent impacter la propagation d’ondes acoustiques et de gravité. Pour les perturbations
acoustiques, les phénomènes non-linéaires principaux sont attribués au phénomène "d’effon-
drement". Lorsque le déplacement local des particules, dû à une onde acoustique, est suf-
fisamment important pour modifier la vitesse locale du son, alors les zones de sur-pression
se déplaceront plus vite que les zones de dé-pression. Ainsi, la forme d’onde va se déformer
jusqu’à atteindre un choc avec une forme en N ("N-wave" en anglais) qui va progressivement
s’"étendre" (les surpressions se déplaçant plus vite que les dépressions) en espace. Ce type
d’onde fut d’ailleurs observé pour un grand nombre d’évènements : les rentrées de météorites
(Stevanović et al., 2017), les explosions (Rogers et Gardner, 1980) et les séismes de
forte amplitude (Afraimovich et al., 2001b). Cette distorsion du train d’onde va donc avoir
deux impacts majeurs : modifier l’amplitude de l’onde ainsi que son contenu fréquentiel. De
plus, au cours de sa propagation et avant d’être dissipé par les phénomènes visqueux cette
"N-wave" va voir sa période principale (écart de temps entre les dépressions et surpressions)
s’élargir au cours du temps du fait de la vitesse plus importante des surpressions par rapport
aux dépressions. Des observations de ce type furent réalisées dans le contenu électronique
de l’ionosphère après de forts séismes où l’on capture des signaux de période parfois supé-
rieures à 1 h (Rolland et al., 2011). De manière similaire, via sondage Doppler, la trace
de "N-wave" fut capturée à une altitude de 195 km liée au soudain mouvement vertical du
sol pour le tremblement de Terre de Illapel au Chili le 16 septembre 2015 (Chum et al., 2016).

En ce qui concerne les ondes de gravité, trois phénomènes non-linéaires principaux agissent
sur leur propagation : les instabilités dynamiques, les instabilités convectives et les interactions
entre ondes de gravité. Dans les deux premiers cas on peut caractériser l’instabilité d’un milieu
grâce au nombre de Richardson Ri défini par

Ri =
�

N

∂zvx

�2
, (4.8)

où vz est la vitesse verticale des particules. Ce nombre caractérise la stabilité de la stratifica-
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Figure 4.1 – A gauche, nombres de Richardson pour les vents zonaux (rouge) et méridionaux
(bleu) pour le modèle MSIS au dessus de l’océan indien et, à droite, les valeurs correspondantes
des vents zonaux et méridionaux (orange) et de la fréquence de Brunt-Vaïsälä (bleu). La limite
Ri = 1 est indiquée par une ligne noire hachurée.

tion par rapport aux phénomènes de cisaillement. En effet, lorsque Ri < 1 l’écoulement dans
un fluide n’est plus considéré laminaire. Dans le cadre de l’atmosphère, si Ri < 1, sa strati-
fication n’est alors plus stable. Sur la figure 4.1, les nombres de Richardson pour le modèle
MSIS sont visibles dans une configuration de stratification stable en cisaillement car Ri > 1.

Deux domaines d’instabilité se dégagent pour Ri < 1 (Fritts et Rastogi, 1985) : les
instabilités dynamiques pour 0 < Ri < 1

4 et les instabilités convectives pour Ri < 0. Les
premières correspondent en général à une fréquence de stratification N faible et des strates
en advection à des vitesses différentes.

Dans le cas des instabilités dynamiques, le phénomène principal se nomme l’instabilité
de Kelvin-Helmholtz et correspond au mouvement de deux strates se déplaçant l’une par
rapport à l’autre à deux vitesses horizontales différentes. Ce type d’instabilité est visible dans
la figure 4.2 où l’on voit l’établissement progressif d’un vortex lorsque le déplacement de
l’interface entre les strates franchit un seuil critique et les phénomènes de cisaillement ne sont
plus compensés par la force de portée. Dans le cas des instabilités convectives, cela correspond
au cas particulier où un fluide plus dense se situe au dessus d’un fluide moins dense et, par
l’effet de la gravité, induit l’instabilité de Rayleigh-Taylor. Cette fois-ci, le phénomène de
vortex, visible dans la figure 4.3, est dû au fait que les gradients de pression ne sont plus
compensés par les gradients de densité générant un effort de cisaillement sur l’interface et
provoquant son renversement.
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Figure 4.2 – Évolution d’une instabilité à l’interface entre deux strates de densité et de
vitesse moyenne (vent) différentes. Représentation en temps t et distance ξ sans dimensions.
A partir de t = 0.40λ/U s, on observe le renversement de l’interface et la génération du vortex
qui s’en suit. Figure extraite de (Nappo, 2002, Ch. 5.3.2, p. 127).

Figure 4.3 – Exemple de simulation de convection par instabilité de Rayleigh-Taylor à t =
0.005, 7.5, 10 s. Représentation en densité normalisée sur la plus forte valeur du domaine. Les
teintes les plus sombres sont les densité les plus faibles et les plus claires sont les valeurs les
plus élevées. Par l’effet de la gravité la discontinuité en densité provoque le développement
de vortex liés à une instabilité de Rayleigh-Taylor.
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Il est important de noter que cette dissipation d’énergie par les phénomènes turbulents,
au delà d’altérer la propagation d’ondes de gravité dans la moyenne et haute atmosphère, va
aussi jouer un rôle majeur dans les effets dynamiques de circulation à grande échelle et sur
la structure thermique de la mésosphère et de la basse thermosphère (Fritts et Rastogi,
1985 ; Lindzen, 1981 ; Salby, 1984).

Enfin, les interactions entre paquets d’ondes de gravité sous forme d’instabilités paramé-
triques subharmoniques (PSI ou "Parametric Subharmonic Instability" en anglais) semblent
être des mécanismes importants dans l’atmosphère, transférant l’énergie des grandes vers les
petites échelles (Fritts, Wang et Werne, 2013). Ce phénomène correspond à la déstabili-
sation d’une onde principale par résonance et l’émission d’ondes de fréquence principale plus
faible (la moitié de la fréquence de l’onde initiale) et dans des directions différentes. Ce trans-
fert d’énergie est considéré comme ayant un effet stabilisant sur les instabilités dynamiques et
convectives pour les ondes planes de faible fréquence (Sutherland, 2006). Bien que courante
dans l’océan, son impact pour l’atmosphère fut moins évident (McComas et Müller, 1981 ;
Yeh et Liu, 1981) mais aujourd’hui établi et systématique entre les ondes de faibles et larges
amplitudes (Koudella et Staquet, 2006 ; Staquet et Sommeria, 2002 ; Sutherland,
2006).

4.2 Article publié dans "Geophysical Journal International"

Afin d’étudier la propagation d’ondes atmosphériques dans une atmosphère complexe
(équations de Navier-Stokes) couplée à un milieu solide visco-élastique, nous proposons main-
tenant une méthode hybride Galerkin continue et discontinue. Ce modèle numérique permet
de propager des ondes élastiques linéaires dans la partie solide et des ondes acoustiques et de
gravité non-linéaires dans la partie fluide. Afin de valider l’implémentation de cet outil nous
comparons les résultats numériques (notamment les effets de la viscosité et des gradients de
vent) avec des solutions quasi-analytiques ainsi que les résultats de la méthode par différences
finies présentés dans le chapitre 1. L’article présentant cette méthode a été publié dans le
journal "Geophysical Journal International" (GJI) : Brissaud et al., 2017.



Geophysical Journal International
Geophys. J. Int. (2017) 210, 1047–1069 doi: 10.1093/gji/ggx185
Advance Access publication 2017 May 4
GJI Seismology

Hybrid Galerkin numerical modelling of elastodynamics and
compressible Navier–Stokes couplings: applications to
seismo-gravito acoustic waves

Quentin Brissaud,1 Roland Martin,2 Raphaël F. Garcia1 and Dimitri Komatitsch3
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S U M M A R Y
We introduce a hybrid Galerkin modelling tool for the nonlinear acoustic and gravity wave
propagation in planetary atmospheres coupled through topography to a solid medium. We
rely on a 2-D spectral-element technique to model linear visco-elastic solid media and couple
it to a discontinuous Galerkin method for the atmosphere modelled by the fully nonlinear
Navier–Stokes equations. Significant benefits of such a method are, first, its versatility be-
cause it handles both acoustic and gravity waves in the same simulation, second, it enables
one to observe nonlinear effects as convection or wave-breaking and, finally, it allows one to
study the impact of ground-atmosphere coupling for waves propagating from seismic sources.
Simulations are performed for 2-D isothermal atmosphere models with complex wind and vis-
cosity profiles. We validate the computations by comparing them to finite-difference solutions,
already validated in a previous paper. Specific benchmark validation cases are considered for
both acoustic and gravity waves subject to viscosity variations, wind duct and nonlinear wave
breaking. We apply this tool to study acoustic and gravity waves generated by a strong seismic
source and its nonlinear breaking in the upper atmosphere.

Key words: Acoustic-gravity waves; Non-linear differential equations; Numerical
modelling; Computational seismology; Earthquake ground motions; Wave propagation.

1 I N T RO D U C T I O N

Acoustic and gravity waves propagation in planetary atmospheres provide a way to probe their structure and dynamics but may also offer
a window into the internal structure of the planet from the coupling between its fluid and solid parts. In order to better understand the
propagation of these waves, many authors have worked on the modelling of linear or nonlinear propagation with different techniques that
range from normal-mode computations to ray tracing by solving linearized Navier–Stokes equations or using global circulation models
(Yiğit & Medvedev 2015, for a review). One of the motivations behind this work and a main difference between these techniques consists
in accounting or not for nonlinear wave propagation. Studies relying on the linear assumption divide the atmospheric variables into slowly
varying or stationary background parts and small first-order wave perturbations. A second type of study considers the whole system which
implies the propagation of shocks, waves-waves interactions and the resulting transfers of energy and wave-breaking for large-amplitude
waves. Many theoretical studies of acoustic and gravity waves have been done using the linear theory (Mikhailenko & Mikhailov 2014; Wei
et al. 2015; Brissaud et al. 2016), since it provides a good understanding of waves dynamics for smooth atmospheric conditions (Dörnbrack &
Nappo 1997). On Earth, in the middle and upper atmospheres, the background flows often approach these conditions, but in the troposphere
and in the planetary boundary layer this approximation may break. For nonlinear propagation several methods can be used: finite-differences
(Kshevetskii & Gavrilov 2005; de Groot-Hedlin 2016) present a great advantage in terms of simplicity of implementation but fail to resolve
with good accuracy both strong background velocity fields and contact between different material. The finite volume method (Snively &
Pasko 2008) addresses these two issues efficiently but lacks accuracy compared to high-order finite-element methods. Finally, finite elements
offer great advantages, even though it is computationally more expensive than finite differences, in terms of accuracy and boundary conditions
since it relies on a weak formulation. But it shows instabilities when dealing with strongly varying background (Hüppe et al. 2016). In this
study, we use a discontinuous Galerkin (DG) method, common in fluid dynamics since it provides great accuracy with harsh background
conditions, and efficiently takes into account boundary conditions (Hesthaven & Warburton 2007). Global circulation models, common in
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atmospheric studies, are also based on the full Navier–Stokes equations but they also take into account several other factors such as humidity,
clouds or rains (Miyoshi et al. 2014). Other less common methods have been used (Lecoanet et al. 2015) and give interesting results for
specific applications. Different formulations are available for Navier–Stokes equations. Climatologists studying the atmosphere often use a
temperature potential or temperature formulation (Ahmad & Lindeman 2007; Müller et al. 2010). But the total energy formulation tends to
give more stable and less dissipative results than temperature formulations (Giraldo 1995). Another crucial point to understand the propagation
of infrasounds from sources in the solid Earth up to the atmosphere is the coupling between those media. Many authors focused either on the
atmosphere (Kshevetskii & Gavrilov 2005) or the solid medium (Komatitsch & Tromp 1999), respectively considering solid or free-surface
boundary conditions for the solid-fluid boundary. In order to fully couple those media, several options are available: normal-mode techniques
(Lognonné et al. 1998) take into account free oscillations of the Earth but are limited to a certain range of frequencies and are only 1-D. Most
of the Euler or Navier–Stokes solutions, when considering fluid-solid coupling, focus on acoustic modes only and do not resolve gravity modes
since they are mainly interested in ocean-Earth or more generally acoustic-elastic couplings (Komatitsch et al. 2000; Schäfer & Teschauer
2001; van Vossen et al. 2002; Käser & Dumbser 2008).

Regarding numerical aspects, when using the DG method, a numerical procedure is required to resolve discontinuities at element
boundaries and also to stabilize the simulations when dealing with strong nonlinearities. The first aspect, the computations of fluxes at element
boundaries and the associated Riemann problem, can be approximated in different ways: Roe, Lax-Friedrich or Harten-Lax-van Leer contact
based fluxes are common examples but since we will not focus on strong shocks, or shock–shock interactions the choice is not significant
and we will choose a simple, stable and efficient one: the Lax-Friedrich flux. The other aspect, for nonlinear stability, usually relies on
slope-limiting techniques (Cockburn & Shu 2001). In our case we will again choose a relatively simple first-order ‘flux-limiter’ (Hesthaven
& Warburton 2007) as it gives great results without a high computational cost.

Also, as mentioned earlier, to properly understand the propagation of acoustic and gravity waves due to atmospheric sources or seismic
sources one should be able to properly model the Earth-Atmosphere system. Due to the high computational cost of the DG method we
couple this method to a less expensive continuous Galerkin method (a spectral-element method) in the solid medium already available in the
SPECFEM2D software package and that shares the same polynomial discretization as the DG method. Also, in order to validate the method
in the fluid domain, we perform comparisons against a finite-difference method, already validated and published (Brissaud et al. 2016), which
will provide solutions in complex atmospheric conditions.

In this paper, we first quickly recall the main equations for wave propagation in the fluid and the solid media as well as boundary and
interface conditions. We then describe numerical aspects of both continuous and DG methods as well as the fluid-solid interface numerical
treatment. Next, we present the different atmosphere and Earth models and validation results (acoustic and gravity waves and absorption
under windy atmospheric conditions) against finite-difference solutions. Finally, we simulate post-seismic acoustic and gravity waves and
analyse the associated nonlinear breaking.

2 S O L I D A N D F LU I D E Q UAT I O N S

In this section let us recall the different sets of equations for the propagation of acoustic and gravity waves for a viscous fluid and the
propagation of compressional and shear waves in a solid medium, as well as the boundary and interface conditions required to close the fully
coupled solid-fluid system. To limit the computational cost we will restrict the study to 2-D models and the work will need to be extended to
3-D models in future papers. We consider the following computation domains and boundaries:

(i) The solid (respectively fluid) interior domain �S (respectively �F)
(ii) The fluid–solid boundary �FS

(iii) The solid outer boundary �S, ext

(iv) The fluid outer boundary �F, ext

(v) The solid boundary �S = �FS ∪ �S, ext

(vi) The fluid boundary �F = �FS ∪ �F, ext

We will also make the following assumptions:

(i) the atmosphere is a Newtonian fluid
(ii) the atmosphere is an ideal gas
(iii) the solid is an isotropic linear (i.e. we consider small elastic perturbations only) visco-elastic medium

2.1 Notations

Table 1 summarizes the variables, constants and notations used in the paper.
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Table 1. The main variables, constants and notations used in our paper. Main variables have the following dimensions: ρT (kg m−3), vF , vS (m s−1), e
(J kg−1), T (K), g (m s−2), Cp, Cv (kg m2 s−2 K−1), κ (W K−1 m−1), p (kg m−1 s−2), μ (kg m−1 s−1), c, cS, p, cS, s (m s−1), N (rad Hz), Lx, Lz, h (m).

Name Meaning Name Meaning

�F Fluid domain �S Solid domain
�F Fluid domain boundary �S Solid domain boundary
�F, ext Fluid domain outer boundary �S, ext Solid domain outer boundary
�FS Fluid–solid interface
�k

F Curvilinear element of the fluid domain ∂�k
F Boundary of a curvilinear element

T Temperature ρS Background seismic density
ρ Total atmospheric density e Total energy per unit mass
vF Total fluid velocity v0,F , v1,F Background and perturbation fluid velocities
p Total atmospheric pressure p0, p1 Background and perturbation atmospheric pressures
�i Inviscid fluid stress tensor �0, i, �1, i Background and perturbation inviscid fluid stress tensors
�v Viscous fluid stress tensor �0, v, �1, v Background and perturbation viscous fluid stress tensors
σ e Viscous fluid energy tensor σ 0, e, σ 1, e Background and perturbation viscous fluid energy tensors
T Temperature γ Ratio of specific heat
μ Dynamic viscosity κ Thermal conductivity
Cp Heat capacity at constant pressure Cv Heat capacity at constant volume
c Adiabatic sound velocity L Mean free path
g Gravitational acceleration N Brunt-Väisälä frequency
vS Total solid velocity vS,0, vS,1 Background and perturbation solid velocities
ST Total solid stress tensor S0, S Background and perturbation solid stress tensors

T Total solid strain tensor 
0, 
 Background and perturbation solid strain tensors
C Total solid stiffness tensor λS, μS Lamé parameters
cS, p P-wave solid wave velocity cS, s S-wave solid wave velocity
fρ , fv, fe Mass, momentum and energy fluid sources fS Solid source
n = (nx , nz) Unit normal to a surface t = (tx , tz) Unit tangent vector to a surface
vF,N T Fluid velocity projected in surface coordinates �̃i Nonlinear fluid stress tensor
L Navier–Stokes and Elastodynamics operators
Lx Domain size along x Lz Domain size along z
�t Time step �x Spatial step
PT Dominant time period of a source or a forcing PS Dominant wavelength of a source or a forcing
t0 Initial source or forcing time A Source or forcing amplitude

(or incident wave angle in Section 4.4)
h Topography height Tv, Rv Velocity transmission and reflexion coefficients
Fb Fluid bottom momentum forcing fb z−component of the fluid bottom momentum forcing

2.2 Atmosphere modelled by the Navier–Stokes equations system

In the fluid domain, Navier–Stokes equations describe the nonlinear motion of viscous fluids. Various formulations exist for this nonlinear
set of equations, the main difference lying in the choice of the last equation describing the energy balance from the state equation. Some
authors, mainly in the climatology field, rely on the potential temperature (Shamarock et al. 2008; Müller et al. 2010) and others in the
Computational Fluid Dynamics community use total energy as a conservative variable (Giraldo 1995; Bassi & Rebay 1997; Tang & Warnecke
2005; Chandrashekar & Zenk 2017). In our framework these formulations are similar, but considering total energy leads to less dissipative
results (Giraldo & Restelli 2008), let us mention that when using alternative numerical methods, such as finite differences, pressure can also
be used but the system is not conservative anymore (Kshevetskii & Gavrilov 2005).

Then constitutive variables will be the fluid density ρ (kg m−3), the fluid velocity v (m s−1) and the total energy per unit mass e
(J kg−1). Their evolution in time is described by three conservation equations: the conservation of mass, conservation of momentum and the
conservation of energy.

These equations read, for any point in the fluid domain �F and ∀t > 0,

∂tρ = −∇.(ρvF ) + fρ,

∂tρv = −∇.�i + ∇.�v + ρg + fv,

∂tρe = −∇.({ρe + p}vF ) + ρg.vF + ∇.σe + fe, (1)

where g (m s−2) is the gravity acceleration, γ = C p

Cv
is the gas constant with Cp (kg m2 s−2 K−1) the heat capacity at constant pressure, and

Cv the heat capacity at constant volume (kg m2 s−2 K−1), p the pressure (kg m−1 s−2), fρ (kg m−3 s−1) the mass source, fv (kg m−2 s−2) the
momentum source, fe (kg m−1 s−3) the energy source and �i (kg m−1 s−2) is the inviscid fluid stress tensor that reads

�i =
�

ρv2
F,x + p ρvF,xvF,z

ρvF,xvF,z ρv2
F,z + p

�
. (2)
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�v (kg m−1 s−2) is the viscous fluid stress tensor and σ e (kg s−3) the viscous energy vector that read

�v =
�

(ηV − 2
3 μ)∇.vF μ(∂xvF,z + ∂zvF,x )

μ(∂xvF,z + ∂zvF,x ) (ηV − 2
3 μ)∇.vF

�
, σe = vF .�v + κ∇T, (3)

where μ (kg m−1 s−1) is the shear viscosity. Atmospheric absorption can occur through two main mechanisms (Bass et al. 1984): losses due
to dissipation of mechanical energy, and relaxation losses due to the conduction of heat energy. The shear (or dynamic) viscosity μ, due to
shear stress applied to a fluid and relaxation of dilatational disturbances (i.e. viscous dissipation, heat conduction and molecular relaxations),
reads (Zuckerwar & Ash 2006; Bass & Chambers 2001)

μ = 2

3
Lρc

�
2/πγ , (4)

where L is the mean free path and c the adiabatic sound speed. The auxiliary variable ηV reads

ηV = 4

3
μ. (5)

Finally, T (K) is the temperature and κ (W K−1 m−1) the thermal conductivity that describes the fluid ability to conduct heat. Temperature
reads, from the expression of total energy e

T = 1

Cv

�
e − 1

2
||vF ||2

�
, (6)

where ||.|| is the R2 norm. Also, from the state equation (valid for the fluid considered as an ideal gas) follows a relationship between pressure
and energy as

p = (γ − 1)ρ

�
e − 1

2
||vF ||2

�
, (7)

and eq. (6) yields

p

γ − 1
= ρCvT . (8)

2.3 Solid equations system: elastodynamics

For the solid Earth, we will consider a linear isotropic visco-elastic heterogeneous solid. The solution in the solid medium will rely on the
small perturbation hypothesis, that is, the hypothesis that the background evolution in time can be neglected. Linear wave equations can then
be written as (Komatitsch & Tromp 1999)

ρS∂
2
t uS = ∇.S + fS, (9)

with

S(t) =
� t

∞
∂t C(t − τ ) : 
(τ )dτ = CU : 
 −

L�

m=1

Rm

∂t R
m = −Rm/τ Sm + δcm : 
/τ Sm

δcm
i jkl = −C R

i jkl

	
1 − τ 
m

i jkl/τ
Sm





 = 1

2

�
∇uS + (∇uS)T

�

Ci jkl = C R
i jkl


1 −

L�

m=1

	
1 − τ 
m

i jkl/τ
Sm



e−t/τ Sm

�
H (t),

CU
i jkl = C R

i jkl


1 −

L�

m=1

	
1 − τ 
m

i jkl/τ
Sm



�

, (10)

where uS (m) is the solid displacement, S (kg m−1 s−2) is the solid stress tensor, 
 (s−1) is the strain rate tensor, C (kg m−1 s−1) the stiffness
tensor, λS and μS the Lamé parameters, ρS the solid density, fS (kg m−2 s−2) an external force, C R

i jkl , CU
i jkl denote respectively the relaxed

and unrelaxed modulus, τ Sm are the stress relaxation times (chosen to be the same for all components of the anelastic tensor), τ 
m
i jkl are the

strain relaxation times (unique to each individual component of the anelastic tensor), L is the number of relaxation mechanisms and H is the
Heaviside step function.
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2.4 Boundary conditions and fluid–solid interface

One needs to provide boundary and interface conditions for both the solid medium and the fluid medium.
First, because we did not implement absorbing boundary conditions for the fluid medium yet we will take periodic boundary conditions

on lateral boundaries (boundaries defined at x = 0 and x = xmax where xmax is the maximum x-coordinate for the simulation domain) for
both fluid and solid media. If we denote by �p the periodic boundaries we now consider the outer solid and fluid exterior boundaries as
�̃F,ext = �F,ext \ �p and �̃S,ext = �S,ext \ �p . In the following we will simplify the notation and remove the tilde by considering �F, ext, �S, ext

to be, respectively, the outer fluid and solid boundaries without the periodic boundaries.
For the fluid outer boundary conditions �F, ext we will consider perfect slip conditions, that is, the velocity field reads

vF .n = 0 (11)

where n = (nx nz) is the outer surface unit normal vector of �F, ext and t = (tx tz) the unit tangent vector to the surface.
For the solid medium we impose wall boundary conditions on �S, ext such that all displacement perturbations will be zero at the boundary.

However, the SPECFEM2D software allows for absorbing boundary conditions in elastic regions (Komatitsch & Tromp 2003).
At the fluid-solid boundary �FS we consider a frictionless slip boundary condition (Aki & Richards 1980) which implies continuity of

the traction and normal velocity across the surface and no mass transfer between the two domains

vF .n = vS .n

�i .n = ST .n, (12)

where n is the outer unit normal vector of the solid-fluid boundary �FS.

2.5 Initial conditions: hydrostatic equilibrium

In order to close the system one should finally provide initial conditions. At the initial time we require hydrodynamic equilibrium, that is, no
temporal variation of the initial atmospheric background, in order to prevent from possible extra spurious wave sources due to atmospheric
instabilities. We thus focus on models that meet the following requirements

(i) Stratified models (no lateral spatial variations of atmospheric properties),
(ii) No initial vertical velocity field.

At the initial time, from eq. (1), constitutive equations then read:

∂z(μ∂zvF,x ) = 0

∂z p = −ρgz

∂z(κ∂z T ) = 0 (13)

Eq. (13) shows that any set of initial horizontal velocity field vF, x and if the viscosity tensor is diagonal (i.e. if one considers no shear viscosity
μ but only bulk viscosity profiles ηV) and has no lateral variations is compatible with the hydrodynamic equilibrium. Also, eq. (13)-3 requires
one to consider an adiabatic atmosphere with constant thermal conductivity or an isothermal atmosphere.

3 N U M E R I C A L M E T H O D

3.1 Discretization of Navier–Stokes and elastodynamics equations

We consider two numerical methods in order to solve the problem: The DG method to compute the numerical solution in the fluid domain
and the continuous Galerkin method (CG), in its spectral form, in the solid domain. We implemented the DG method in the open-source
SPECFEM2D software package (Komatitsch & Tromp 1999; Chaljub et al. 2007). Other authors have already investigated coupled continuous–
discontinuous Galerkin methods for multi-phase flows (Landet et al. 2015), coupled Navier–Stokes and Darcy equations (Dawson 2008),
fluid-structure interactions (Chidyagwai & Rivière 2010) or acousto-elastic waves (Ye et al. 2016), but the coupled Navier–Stokes and
elastodynamics equations for acoustic and gravity wave propagation have not been implemented yet to the best of our knowledge.

3.1.1 Fluid domain: discontinuous spectral-element method

The fluid interior domain is discretized using the DG method (Kopriva et al. 2002; Kopriva 2006; Hesthaven & Warburton 2007). In order to
construct the global approximation we decompose the domain � into non-overlapping curvilinear mesh elements such that,

�F = ∪Ne
k=1�

k
F , (14)
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where Ne is the number of elements and �k
F a curvilinear mesh element with ∂�k

F its boundary. We also define the 2-D reference element
I = [ − 1, 1]2 and introduce for each element (�k

F )k=1,Ne a smooth, bijective transformation F�k
F

(I ) = �k
F (this assumes that the Jacobian of

the mesh transformation is never singular which is a required condition when building a good-quality mesh). Also, for the sake of simplicity
and for consistency with the continuous spectral-element method used in the solid domain, we will assume that the mesh is geometrically
conforming. The transformation F�k

F
needs to be approximated by a polynomial mapping based on a set of Nc control nodes. For generic

vectors � and Qk that lie, respectively, in I and �k
F this mapping writes

Qk = � ◦ F−1
�k

F
. (15)

We introduce the set of Gauss–Lobatto–Legendre (GLL) points and then define a basis of PN by considering the Lagrange interpolants
(hN

i )i=1,N+1 at the GLL points, that is, the N + 1 polynomials of order N that satisfy, ∀(i, j) ∈ [1, N + 1]2

hN
i (ζ j ) = δi j . (16)

In 2-D we define the Lagrange interpolants as hN
i j (ζ ) = hN

i (ξ )hN
j (η), where ζ = (ξ , η) is the generic coordinate vector associated with the

reference element. We can now construct a polynomial basis (� ij)i = 1, N + 1; j = 1, N + 1 such that

�i j = hN
i j , i = 1, N + 1 j = 1, N + 1. (17)

Then, the mapping defined in eq. (15) now writes

Qk = � ◦ F−1
�k

F
≈

N+1�

i=1

N+1�

j=1

Qk(xi j )�i j

�
F−1

�k
F

	
xi j


�
, (18)

where xi j = F�k
F
(ζi j ) ∈ �k

F , i, j = 1, N + 1 are the control nodes coordinates.

We finally introduce the polynomial space for discretization Vk = {� ∈ L2(�F ) ∩ H1(�k
F ) : �|�k

F
= � ◦ F−1

�k
F
, with � ∈ PN ,

k = 1, Ne}.
We numerically solve the system (1) for variables Q ∈ V 4

k

Q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρ

mx = ρvx

mz = ρvz

E = ρe

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (19)

with the momentum vector m that reads m = (mx , mz). By multiplication of eq. (1) with a test function � ∈ Vk and after integration over an
element �k

F , we obtain
�

�k
F

∂tρ�d�k = −
�

�k
F

∇.(ρvF )�d�k +
�

�k
F

fρ�d�k,

�

�k
F

∂t m�d�k = −
�

�k
F

∇.�i�d�k +
�

�k
F

∇.�v�d�k +
�

�k
F

ρg�d�k +
�

�k
F

fv�d�k,

�

�k
F

∂t E�d�k = −
�

�k
F

∇.({ρe + p}vF )�d�k +
�

�k
F

∇.σe�d�k +
�

�k
F

ρg.vF�d�k +
�

�k
F

fe�d�k . (20)

Then, by integration by parts,
�

�k
F

∂tρ�d�k =
�

�k
F

ρvF .∇�d�k −
�

∂�k
F

ρvF .n�d�k +
�

�k
F

fρ�d�k,

�

�k
F

∂t m�d�k =
�

�k
F

�i .∇�d�k −
�

∂�k
F

�i .n�d�k −
�

�k
F

�v.∇�d�k +
�

∂�k
F

�v.n�d�k +
�

�k
F

ρg�d�k +
�

�k
F

fv�d�k,

�

�k
F

∂t E�d�k =
�

�k
F

{ρe + p}vF .∇�d�k −
�

∂�k
F

{ρe + p}vF .n�d�k −
�

�k
F

σe.∇�d�k +
�

∂�k
F

σe.n�d�k

+
�

�k
F

ρg.vF�d�k +
�

�k
F

fe�d�k . (21)

This can be written in terms of fluxes as
�

�k
F

∂t Qd�k =
�

�k
F

Fi (Q).∇�d�k −
�

∂�k
F

F∗
i (Q).n�d�k +

�

�k
F

Fv(Q).∇�d�k −
�

∂�k
F

F∗
v (Q).n�d�k +

�

�k
F

G�d�k +
�

�k
F

fF�d�k,

(22)
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where

G =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

ρgz

ρgzvF,z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

fF =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

fρ

fvx

fvz

fe

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Fi =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρvF,x ρvF,z

ρv2
F,x + p ρvF,xvF,z

ρvF,xvF,z ρv2
F,z + p

(ρe + p)vx (ρe + p)vz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(23)

and

Fv =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0
	
ηV − 2

3 μ


∇.vF μ(∂xvF,z + ∂zvF,x )

μ(∂xvF,z + ∂zvF,x ) (ηV − 2
3 μ)∇.vF

vF,x

	
ηV − 2

3 μ


∇.vF + vF,zμ(∂xvF,z + ∂zvF,x ) + κ∂x T vF,xμ (∂xvF,z + ∂zvF,x ) + vF,z

	
ηV − 2

3 μ


∇.vF ) + κ∂z T

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (24)

F∗
i and F∗

v denote the value of inviscid and viscous fluxes at the boundary.
Coupling between neighbouring elements is recovered by the interface flux F∗ using the Lax-Friedrich approximation. This approach,

even though slightly more dissipative than other techniques (e.g. Roe fluxes), works well for both subsonic and super-sonic wave propagation
(Hesthaven & Warburton 2007). It reads, for any unknown qk ∈ Vk and element �k

F

�

∂�k
F

F∗.nd�k ≈
�

∂�k
F

�
F(qk).n − 1

2
λ[qk]

�
d�k, (25)

where F(qk) = 1
2 (F(q+

k ) + F(q−
k )) is the average mean, [qk] = (q+

k − q−
k ) is the jump, and λ is the approximate local maximum linearized

acoustic wave speed that reads

λ = maxs∈{x−,x+}

�
||vF (s)|| +

�����
γ p(s)

ρ(s)

����

�
. (26)

The ‘−’ and ‘+’ notations denote the interior and exterior states, and x−, x+ are the interior and exterior location along the element boundary
�k. Another technique is implemented for viscous terms: following Bassi & Rebay (1997) we use a local DG method. Instead of applying
Galerkin identities to temperature and velocity gradients in viscous fluxes Fv in eq. (23), that method consists in using a two-step approach:
first we introduce auxiliary variables by defining vector T and tensor V as

T = ∇T ; V = ∇vF . (27)

By multiplication of eq. (27) with a test function � ∈ V 2
k and after integration by parts over an element �k

F one obtains, for the temperature,
�

�k
F

T .�d�k
F =

�

�k
F

∇T .�d�k
F = −

�

�k
F

T ∇.�d�k
F +

�

∂�k
F

T �.nd�k, (28)

The same holds for the fluid velocity vF . Note that for viscous numerical fluxes, that do not represent wave propagation, we only take the
average between left and right state at the boundary.

Next, after solving eq. (28), it consists in injecting T and V in viscous fluxes from eq. (24).
Finally, we use a classical total variation diminishing limiting technique called ‘MUSCL’ (Monotone Upstream-centred Scheme

for Conservation Laws, refer to e.g. LeVeque 2002) in order to avoid spurious oscillations coming from shock propagation (details in
Section 3.4).

3.1.2 Solid domain: continuous spectral-element method

We use, in the solid part, a classical continuous Galerkin SEM (e.g. Chaljub et al. 2007) with the same polynomial space Vh as in the fluid
domain. Let us only recall here the main discretized equations. From eq. (9), by multiplication with a test function � ∈ Vh and after integration
over the domain �S, one obtains
�

�S

ρS∂t vS�d� =
�

�S

∇.S�d� +
�

�S

fS�d�. (29)

By integration by parts one obtains
�

�S

ρS∂t vS�d� = −
�

�S

S.∇�d� +
�

�S

S.n�d� +
�

�S

fS�d�

= −
�

�S

S.∇�d� +
�

�F S

S.n�d� +
�

�S,ext

S.n�d� +
�

�S

fS�d�. (30)
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We enforce rigid boundary conditions at the exterior solid boundaries �S, ext:
�

�S

ρS∂t vS�d� = −
�

�S

S.∇�d� +
�

�F S

S.n�d� +
�

�S

fS�d�. (31)

Note that the memory variable equation (10)-2 is a simple ODE that will be only updated in time and does not require a Galerkin discretization.

3.2 Fluid–solid interfaces

The strategy to take into account the coupling between the Earth and the atmosphere consists in imposing perturbations of traction and
velocity on both sides of the interface using boundary integrals. The coupling strategy from the solid to the fluid requires a few more steps
than from the fluid to the solid because one needs to constrain the energy and the tangential velocity at the boundary.

3.2.1 Fluid to solid

The treatment of mechanical boundary conditions is similar to that in Komatitsch et al. (2000) and consists in imposing the stress at the
boundary, as described in eq. (12), such that
�

�F S

ST .n�d� =
�

�F S

(−�i + �v).n�d�. (32)

We recall that in the solid medium we solve only for linear perturbation and thus we recast eq. (31) in terms of perturbations
�

�F S

S.n�d� =
�

�F S

(−�1,i + �1,v).n�d�. (33)

The whole solid system (10) thus reads,
�

�S

ρS∂t vS�d� = −
�

�S

S.∇�d� +
�

�F S

(−�1,i + �1,v).n�d� +
�

�S

f�d�. (34)

3.2.2 Solid to fluid

At the solid-fluid boundary one needs to enforce mass, momentum and energy fluxes in eq. (21) from the boundary conditions specified in
eq. (12). Note that this boundary condition involves the whole velocity and pressure fields, but as the equations in the solid medium will be
solved in terms of small perturbations, we need to specify the conditions upon those perturbations. As long as the propagation in the fluid
and close to the surface is linear we can also rely on the perturbation method near the fluid-solid interface. We thus split the fluid fields in
mean and perturbation as

vF = v0,F + v1,F

�i = �0,i + �1,i . (35)

We also consider the total fluid stress tensor �T = �0, T + �1, T as

�T = −�i + �v

�0,T = −�0,i + �0,v . (36)

With these notations the condition (12) reads

vF .n = vS .n

�T = (�0,T + �1,T ).n = (S0 + S).n. (37)

The system being at equilibrium at the initial time, there is no initial velocity field in the solid medium (v0,S = 0) and tractions are balanced
between the fluid and solid media (�0,T .n = S0.n). We also consider no fluid velocity field at the initial time near the fluid-solid interface,
that is, near �F SvF = v1,F . Therefore,

vF .n = vS .n

�1,T .n = S.n. (38)

The mass flux on the fluid-solid boundary �FS is straightforward to enforce because there is no mass transfer between the media and thus

(ρvF .n)|�F S
= (ρvS .n)|�F S

(39)
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The momentum fluxes will be enforced using the continuity of the traction across the boundary such that, from eq. (37),

(�T .n)|�F S
= (S0 + S).n|�F S

= (�0,T + S).n
��
�F S

. (40)

From the condition (12) it is possible to determine the velocity at the boundary such that,

vF,N T = AvF ⇔ A−1vN T = vF , (41)

where vF,N T is the fluid velocity projected on the normal n and tangential t directions along the boundary. A is the transformation matrix
between Cartesian coordinates and fluid-solid interface coordinates

A =
�

nx nz

tx tz

�
A−1 = 1

nx tz − tx nz

�
tz −nz

−tx nx

�
. (42)

The normal-tangential velocity vector is given by the boundary condition such that

vF,N T =
�

vS .n

vF .t

�

N T

. (43)

Finally, for the energy flux we need to find a value for the pressure perturbation at the interface. Indeed, at the boundary the energy flux reads

{(ρe + p)vF + σe}.n|�F S
= {(ρe + p)vF + �v.vF + κ∇T }.n|�F S

. (44)

Since at the fluid-solid interface the temperature is continuous and as the heat flux is negligible under the assumptions made for the solid
medium in Section 2 we will neglect the heat flux at the boundary ∇T |�F S = 0, eq. (44) reads

{(ρe + p)vF + �v.vF + κ∇T }.n|�F S
= {(ρe + p)vF + �v.vF }.n|�F S

. (45)

Expanding the total energy in terms of pressure, density and velocity, one has

{(ρe + p)vF + �v.vF + κ∇T }.n|�F S
=

��
p

γ − 1
+ ρ

2
||vF ||2 + p

�
vS .n + (�v.vF ).n

�����
�F S

=
��

γ

γ − 1
p + ρ

2
||vF,N T ||2

�
vS .n + (�v.vF ).n

�����
�F S

. (46)

The only remaining unknown is the pressure, which we will enforce with the continuity of the traction. We first define the nonlinear stress
tensor �̃i

�̃i = ρ

�
v2

F,x vF,xvF,z

vF,xvF,z v2
F,z

�
. (47)

Using the notation defined in eq. (47), the total stress tensor now reads: �i = pI + �̃i . Then, from eq. (37)

�T .n = (�0,T − �1,i + �1,v).n = (S0 + S).n

−�1,i .n = (S − �1,v).n

(p1I + �̃1,i ).n = (−S + �1,v).n

p1n = (−S − �̃1,i + �1,v).n

nT .(p1n) = nT .(−S − �̃1,i + �1,v).n

p1 = nT .(−S − �̃1,i + �1,v).n. (48)

Note that the viscous and nonlinear stress tensor �v and �̃1,i are known at the boundary �FS since they only depend on the fluid velocity vF ,
which is known from eq. (43).

Numerically, we impose weakly these boundary conditions in the DG formulation (22). As the propagation within the solid medium is
linear we remove the jump across the interface in eq. (25) such that
�

∂�k
F ∩�F S

F∗.nd�k =
�

∂�k
F ∩�F S

1

2
(F |F S− + F |F S+ ).nd�k, (49)

where F |−F S is the flux at the fluid-solid boundary prescribed from the solid medium by eqs (39)–(40)–(47)–(48) and F |+F S is the interior flux
at the fluid-solid boundary coming from the fluid domain.
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3.3 Time discretization

In order to march the solution in time with a certain level of accuracy and enforce the Total Variation Diminishing (TVD) property (Hesthaven
& Warburton 2007) we use a fifth-order strong stability preserving Runge–Kutta scheme (Spiteri & Ruuth 2002) that reads, for any constitutive
variable v
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v(0) = 0; ṽ(0) = 0,

ṽ(i) = αi ṽ(i−1) + �tL(ṽ(i−1)),

v(i) = v(i−1) + βi ṽ(i),

vn+1 = v(5).

(50)

with ṽ an auxiliary variable and coefficients (αi)i = 1, 5 and (β i)i = 1, 5 read
⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

i 1 2 3 4 5

αi = 0 −0.418 −1.1922 −1.6978 −1.5142

βi = 0.1497 0.3792 0.823 0.6995 0.1531

, (51)

where L denotes the Navier–Stokes and elastodynamics operators and �t the time step.

3.4 Slope-limiting procedure

Let us quickly recall the formulation of the solutions at the interfaces given by the slope-limiting procedure in a 1-D case. The reader can
refer to Hesthaven & Warburton (2007) for more details. We first define the minmod function m as

m(a1, a2, a3) =
�

s ∗ min1≤i≤3|ai |, |s| = 1

0, otherwise
, (52)

with s = 1
3

 m
i=1 sign(ai ). This minmod function defined in eq. (52) is zero except if the three arguments have the same sign. In this case, the

function will return the smallest of the three arguments with the sign defined by s. If the three arguments are taken as the slope of the solution
in neighbouring elements, the minmod function will be zero when the signs of the slopes are not the same (different signs indicate that there
is an oscillation), and otherwise return the smallest slope. The minmod function acts as a problem identifier and also a slope limiter. From the
minmod function we define interface fluxes as

vk
l = uk

h − m
	
uk

h − uk
l , uk

h − uk−1
h , uk+1

h − uk
h



,

vk
r = uk

h − m
	
uk

r − uk
h, uk

h − uk−1
h , uk+1

h − uk
h



, (53)

where vk
l and vk

r are left and right interface solutions that respect the Total Variation Diminishing in the Mean (TVDM, e.g. in Chapter 5 in
Hesthaven & Warburton 2007) properties, uk

h is the discretized solution at element k, uk
h the mean of solution uk

h on the element k, uk
l and uk

r

the left and right values of the solution and h is the distance between the centre of two neighbouring elements. For sufficiently small time
steps �t these solutions satisfy the TVDM properties. Considering a first-order slope limiter one assumes that the solution reads

uk
h(x) = uk

h +
	
x − xk

0



∂x uk

h, (54)

where x0 is the location of the centre of element k. Then, in order to satisfy eq. (53) on the interfaces one defines the first-order slope limited
solution as

�1uk
h(x) = uk

h +
	
x − xk

0



m

�
∂x uk

h,
uk

h − uk−1
h

h/2
,

uk+1
h − uk

h

h/2

�
. (55)

In our case we consider a more stable but dissipative approach given by the classic MUSCL limiter (LeVeque 2002) that writes

�1uk
h(x) = uk

h +
	
x − xk

0



m

�
∂x uk

h,
uk

h − uk−1
h

h
,

uk+1
h − uk

h

h

�
. (56)

In addition to avoid applying the slope limiter and in order to prevent from applying the limiting (but numerically dissipative) procedure in
smooth regions, in which we would then lose accuracy, we apply the following procedure:

(1) Compute interface values (vk
l , v

k
r ) of the solution following eq. (53),

(2.a) If we have (vk
l , v

k
r ) ≈ (uk

h(xk
l ), uk

h(xk
r )) then there is no need for limiting the solution (This is strictly equal because it is dependent on

the numerical scheme accuracy),
(2.b) Otherwise, we break the TVDM property and then limit the solution using eq. (56) and thus replacing uk

h(x) by its limited value
�1uk

h(x).
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Table 2. Constant parameters of the isothermal model: from left to right, surface density, scale height, gravity, sound speed, square of the Brunt-Väisälä
frequency, acoustic cut-off angular frequency, ratio of heat capacities, and temperature. We use a constant molar mass of 28.96 g mol−1.

ρ0 (kg m−3) H (km) gz (m s−2) c (m s−1) N 2 ( rad2

s2 ) wc (rad s−1) γ (no unit) T (◦K)

Model 1 1 8.417 9.81 340 3.3 × 10−4 0.0202 1.4 287.5
Model 2 0.4 29 9.831 631 10−4 0.011 1.4 1000

Finally, to reduce the loss of accuracy around local extrema we modify the minmod function following Shu (1987) as

m(a1, a2, a3) = m(a1, a2 + Mh2 sign (a2), a3 + Mh2 sign (a3)). (57)

where M is a constant that represents the upper bound of the second derivative at the local extrema. This constant M can be hard to select
in practice because too small values gives the classical minmod function, while too large values reintroduce the oscillations that have been
removed by the slope limiter. Based on empirical tests not shown here we set M = 0.05.

4 B E N C H M A R K C A S E S A N D A P P L I C AT I O N S T O A C O U S T I C A N D G R AV I T Y WAV E S

Let us first validate our DG method against finite-difference solutions already validated and published in Brissaud et al. (2016). By doing
so we can validate simulations in complex atmospheric cases even though no analytical solutions are available. That finite-difference code is
based on a linear approach with a small perturbation approximation and thus will be useful only for smooth background conditions and low
amplitude waves. However it takes into account gravity, attenuation and horizontal wind variations with altitude. We thus use this validation
process only for linear solutions in a domain without any coupling with the Earth nor topography since the finite-difference code does not
account for these issues. Finally, we added in Appendices A and B other benchmark test results of typical fluid dynamics problems produced
by our modelling tool.

4.1 Atmosphere and Earth physical models

Let us simulate wave propagation in several atmosphere models. We will design an isothermal model to test the stability of the calculations
relative to the exponential density decrease in the atmosphere. We will then build a more realistic model coming from empirical data with
only vertical variations of the parameters.

4.1.1 Isothermal model

We first create a model where air density and pressure decrease exponentially with a constant scale height, all other parameters being constant.
The values of these parameters are representative of those observed in the low-atmosphere (‘Model 1’) and the thermosphere (‘Model 2’) and
are summarized in Table 2. The model is built assuming an ideal gas in hydrostatic equilibrium at constant temperature (Nappo 2002) and
thus satisfies the hydrostatic equilibrium eqs (13).

4.1.2 Realistic atmosphere model

In order to verify the stability of our calculations relative to realistic vertical variations of atmospheric parameters, we create a model that
exhibits only vertical variations of the bulk viscosity profile that is extracted from the MSISE-00 atmosphere model (Picone et al. 2002), and
from the HWM93 atmospheric wind model (Hedin 1991). The thermodynamic properties of the atmospheric compounds are taken from the
NIST web-book data base (Linstrom & Mallard 2015, http://webbook.nist.gov/chemistry, retrieved 31 May 2017). We extracted a vertical
viscosity and wind profile for conditions corresponding to a surface point at latitude 36.5◦, longitude 158.7◦ at 7:47:40 UTC on March 11,
2011. This space and time location corresponds to the coordinates of the crossing between the post-seismic infrasonic waves generated by
the Tohoku earthquake in Japan and the GOCE satellite (Garcia et al. 2013).

We still face three limitations in the construction of atmosphere models. First, when one considers a coupled solid-atmosphere simulation
with a non-flat topography, and if the initial horizontal atmosphere velocity field is non-zero at the boundary, the wind acts as a constant
force against the solid medium and continuously generates seismic waves. This happens because we do not build a proper boundary layer
at the fluid-solid interface. Second, since realistic models, as the MSISE−00 model, are empirical models they do not honour hydrostatic
constrains at initial time specified in Section 2.5. This means that a filtering procedure is required on the initial density field to avoid generating
instabilities. Then, from eq. (13) the density at the initial time must verify

ρ = ∂z p

gz
. (58)

With the initial pressure field provided by the empirical atmosphere model we then compute a new density profile that honours the hydrostatic
equilibrium. This works well for low altitude simulations but gives very low densities that are close to the numerical scheme error at altitudes
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Table 3. Simulation parameters corresponding to Model 2 from Section 4.1.1 for Simulation 4.2, that is, the case of a plane-wave ‘high-frequency’
forcing in a viscous atmosphere with exponentially decaying density.

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

1 × 280 100 5.10−3 Varying 631 3/4 0 9.831 0

Figure 1. Vertical velocity for the finite-difference solution (‘FD solution’) and without viscosity (‘FD solution without viscosity’) and the discontinuous
Galerkin solution (‘DG solution’) as well as the difference between the two multiplied by a factor 5 (‘5*(DG-FD)’). The signals are shown through time for
Simulation 4.2, that is, the case of a plane-wave ‘high-frequency’ forcing in a viscous atmosphere with exponentially decaying density. The comparison is
shown at the three recording stations located at the same x = 0.3 km, their position along z being, from left to right, z = 186.7, 217.8 and 248.9 km. The
atmosphere is considered isothermal (Table 3).

above 150 km, which leads to instabilities. These two points should be investigated in more details in future work. Finally, as one can note
in eq. (13), if there is an initial horizontal velocity field, in order to get hydrostatic equilibrium at the initial time, the shear viscosity and
thermal conductivity must be constants or ‘compensate’ the vertical variations of the initial velocity. Thus, we will only consider the diagonal
elements of the viscous stress tensor �v in eq. (1). The MSISE-00 model provides the thermal conductivity, from which we compute the bulk
viscosity (that accounts for thermal relaxation). Thermal effects being taken into account by the bulk viscosity, we will thus take in this case
κ = 0.

4.2 Plane-wave ‘high-frequency’ forcing in a viscous atmosphere with exponentially decaying density

The first validation concerns attenuation processes (both volume and shear viscosity). We consider a high-frequency spatially uniform forcing,
∀x ∈ �F S :

f (x, t) = A

�
e

−
!

t−(t0−PT /4)
PT /4

"2
− e

−
!

t−(t0+PT /4)
PT /4

"2�
, (59)

where PT = 6 s is the dominant time period of the forcing signal, t0 = 6 s is the starting forcing time and the forcing amplitude is A = 0.01 m s−1.
The atmosphere is described by Model 2 in Section 4.1.1 and summarized in Table 3. Let us now compare numerical and analytical particle
velocities at several recording stations.

Fig. 1 shows recorded vertical velocity at various altitudes at the same x location. One notes a good agreement in terms of phase and
amplitude between the finite-difference and the DG simulations, with a maximum relative error of less than 5 per cent.

4.3 Bottom ‘low-frequency’ forcing in an atmosphere with exponentially decaying density

In order to study and validate gravito-acoustic wave propagation and the underlying physical processes, we consider the forcing function,
∀x ∈ �F S :

f (x, t) =
�

e
−
!

t−(t0−PT /4)
PT /4

"2
− e

−
!

t−(t0+PT /4)
PT /4

"2� �
e

− x−(x0−PS /4)
PS /4

2

− e
− x−(x0+PS /4)

PS /4

2�
, (60)

where PT = 400 s is the dominant time period of the forcing signal, PS = 20 km is the dominant wavelength along x, t0 = 450 s is the starting
forcing time, and x0 = 75 km is the position of the bottom forcing along x. The atmosphere is described by Model 1 in Section 4.1.1 and
summarized in Table 4 with Brunt-Väisälä squared frequency N2 = 3.3 × 10−4 rad2 s−2. We perform a windy simulation for which we set a
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Table 4. Simulation parameters corresponding to Model 1 from Section 4.1.1 for Simulation 4.3, that is, the case of a bottom ‘low-frequency’ forcing
in an atmosphere with exponentially decaying density with a wind duct.

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

150 × 37.5 250 10−2 Varying 340 (3/4)10−5 0 9.81 Varying

Figure 2. Vertical velocity for the finite-difference (‘FD solution’) and the discontinuous Galerkin solutions (‘DG solution’) as well as the difference between
the two multiplied by a factor 10 (‘10*(DG-FD)’). The signals are shown through time for Simulation 4.3, that is, the case of a bottom ‘low-frequency’ forcing
in an atmosphere with exponentially decaying density with a wind duct. The comparison is shown at the four recording stations located at the same altitude
z = 10 km, their position along x being, from top to bottom, x = 34.3, 66.7, 88.3 and 116.7 km. The atmosphere is considered isothermal (Table 4).

sinusoidal initial background wind as, at t = 0

vF,x (x, 0) = 100 sin

�
2π z

37500

�
. (61)

Let us compare DG and FD particle velocities at several recording stations for a simulation with a strong background wind.
Fig. 2 shows recorded vertical velocity at various locations along the same altitude. One notes a good agreement in terms of phase

and amplitude between the finite-difference and DG simulations, with a maximum relative error of less than 2 per cent. One can also note
the impact of the Doppler shift on gravity wave propagation: upwind waves have a larger period and larger amplitude than downwind ones.
Again, the results show a very good agreement in terms of vertical velocity against the finite-difference solution. Fig. 3 presents snapshots of
the DG simulation. A typical feature of gravity wave propagation can be observed: the group and phase velocities are orthogonal.

4.4 Plane wave transmission/reflection from ground to atmosphere

In order to validate the fluid-solid coupling over a hilly terrain, we propagate a plane wave from the solid Earth up to the atmosphere and
compare wave amplitudes using the analytical reflection and transmission coefficients.

Figure 3. Snapshots of vertical velocity for the discontinuous Galerkin solution for Simulation 4.3, that is, the case of a bottom ‘low-frequency’ forcing in
an atmosphere with exponentially decaying density with a wind duct. Snapshots are shown, on the top, from left to right, at times t = 400, 800 and, on the
bottom, from left to right, at times t = 1110, 1213 s. Red colours indicate positive vertical velocities and blue colours negative ones. The green squares show
the location of the recording stations. The atmosphere is considered isothermal (Table 4).
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Figure 4. Topography for Simulation 4.4, that is, the case of a plane wave transmission/reflection from ground to atmosphere. Blue corresponds to the fluid
medium and grey to the solid medium. A, B and C are respectively the incident and transmitted waves angles, and topography angle. The arrows show the
direction of propagation of waves, and the dashed lines are the normal to the surface and the line along the flat terrain.

Table 5. Simulation parameters corresponding to Model 1 from Section 4.1.1 for Simulation 4.4, that is, the case of a plane wave transmission/reflection
from ground to atmosphere.

Fluid Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

6.4 × 2.4 − h (x) 89 5.10−3 1 340 0 0 0 0
Solid Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ cS, p cS, s Q f0 –

6.4 × 2.4 + h (x) 89 5.10−3 2500 3400 1963 0 0 –

To do so we consider a spatially uniform forcing Fb = fbez (kg m−1 s−2), ∀x ∈ �S, t > 0

fb(x, t) = −2

#
1

PT /4

$ #
t − (t0 + PT /4)

PT /4

$
e

−
!

t−(t0−PT /4)
PT /4

"2
+ 2

#
1

PT /4

$ #
t − (t0 + PT /4)

PT /4

$
e

−
!

t−(t0+PT /4)
PT /4

"2
, (62)

where the dominant time period is PT = 0.5 s and the starting time is t0 = 0.5 s. This forcing is introduced as a stress such that from eq. (31)
�

�S

ρS∂t vS�d� = −
�

�S

S.∇�d� +
�

�F S

S.n�d� +
�

�S

Fb.n�d�. (63)

We will also consider a triangle-shaped topography h, ∀x ∈ �S

h(x) =
� hmax

x2−x1
(x − x1) if x2 > x >= x1

hmax
x2−x3

(x − x3) if x3 > x >= x2

, (64)

where hmax = 500 m, x1 = 1600 m and x2 = 3200 m. In order to validate the numerical simulations we analytically compute expected
amplitudes of transmitted and reflected waves depending on the wave incidence angle.

Fig. 4 shows the incidence wave angle A and transmitted wave angle B relative to the surface inclination. From the angle C, the inclination
of the topography, we can easily find the incidence angle A such that A = C. Following eq. (64) we find A = arctan( hmax

x2−x1
) = 0.5586 rad.

Using Snell’s law we compute the cosine of angle B as

cos(B) =
�

1 − c2

c2
S,p

sin2 A, (65)

where cS, p is the P-wave velocity in the solid medium. Now, from Aki & Richards (1980), we find velocity transmission Tv and reflexion Rv

coefficients as⎧
⎨
⎩

Tv = 2ρcS,p cos A

ρS C p cos B+ρc cos A

Rv = ρc cos A−ρS cS,p cos B

ρS cS,p cos B+ρc cos A

. (66)

Thus for normal incidence (A = 0) we obtain Tv = 1.9999 and Rv = 0.9999 and for oblique incidence (A = 0.5586, cos(B) = 0.9986) we get
Tv = 1.6983.

Let us now compare the amplitude of the numerical solutions to analytical amplitudes using eq. (66) at several recording stations for a
simulation in an homogeneous solid and fluid. The atmosphere is described by Model 1 in Section 4.1.1 and summarized in Table 5.

Fig. 5 shows the propagation, at different times, of incident P-wave and reflected P and S waves in the solid as well as acoustic wave
fronts in the fluid. One notes normal and oblique plane wave fronts propagating respectively over flat and oblique terrains. We also note
spherical waves propagating from the sharp corners of the topography because these ground irregularities act as point sources from the
Huygens principle, that is, act as diffraction points. Also, due to the wave speed contrast, waves in the fluid domain have smaller wavelength
than in the solid.

Table 6. Simulation parameters corresponding to Model 2 from Section 4.1.1 for Simulation 4.5, that is, the case of the validation of the contact
discontinuity for nonlinear acoustic waves: the shock tube test.

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

4 × 1 0.01 10−3 Varying Varying 0 0 0 0
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Figure 5. Snapshots of vertical velocity for the discontinuous Galerkin solution for Simulation 4.4, that is, the case of a plane wave transmission/reflection
from ground to atmosphere with a wind duct. Snapshots are shown, from left to right, at time t = 0.6, 2.1 and 6 s. Fluid and solid vertical velocities are
normalized separately. Red colours indicate positive vertical velocities and blue colours negative ones. The green squares show the location of the recording
stations. The atmosphere is considered isothermal (Table 5).

Figure 6. Vertical velocity for the discontinuous Galerkin solution (‘Solution’) at various locations to observe normal transmitted waves, oblique transmitted
waves as well as reflected waves and it also shows analytical amplitudes computed using eq. (66) for normal transmitted waves (‘Analytical amp. for normal trans.
wave’ using Tv with A = 0), oblique transmitted waves (‘Analytical amp. for oblique trans. wave’ using Tv with A = 0.5586 rad) and reflected waves (‘Analytical
amp. for reflected wave’ using Rv with A = 0). The signals are shown through time for Simulation 4.4, that is, the case of a plane wave transmission/reflection
from ground to atmosphere. The comparison is shown at three recording stations located, at (x, z) = (0.35, 2.8) km, (x, z) = (2.2, 3.1) km and (x, z) = (0.3,
0.8) km. The atmosphere is considered isothermal (Table 5).

Fig. 6 shows signals of transmitted and reflected P-waves through time. The DG method with topography gives good results in terms of
maximum expected amplitude for oblique and normal transmission.

4.5 Validation of the contact discontinuity for nonlinear acoustic waves: the shock tube test

This validation case, called the Sod’s shock tube test, first proposed by Sod (1978) corresponds to the generation of shock waves due to
density contrast between two fluids. Initial density and pressure profiles can be found in Kursungecmez (2015), and the exact solution is given
in Whitham (2011). At the initial time t = 0 s, pressure and density read

p =

⎧
⎨
⎩

1 if x > 0.5

0.1 if x ≤ 0.5

ρ =

⎧
⎨
⎩

1 if x > 0.5

0.125 if x ≤ 0.5
. (67)

This initial state in eq. (67) can be produced by having a diaphragm in the middle of the tube. The gas to the left and right of the diaphragm
is initially at rest. The pressure and density are discontinuous across the diaphragm. At t = 0 s, the diaphragm is broken. An expansion wave
and two types of singularities then propagate through the tube. The initial simulation setup is given by eq. (67) and summarized in Table 6.

Fig. 7 shows that the initial discontinuity in (67) develops into a left moving expansion wave, right moving shock wave and right going
contact discontinuity. One notes that numerical dissipation smooths out the contact surface since we only use a first-order slope limiter. But
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Figure 7. On the top, domain configuration at initial time for Simulation 4.5, that is, the case of a validation of the contact discontinuity for nonlinear acoustic
waves: the shock tube test. The high density fluid is represented on the left in red and the low density one in dark-red colour. On the bottom, density signals
for the DG simulation. The signals are shown along x for Simulation 4.5, that is, the case of a validation of the contact discontinuity for nonlinear acoustic
waves: the shock tube test. The comparison is shown at two times t = 0.075 and 0.15 s and along x for same location z = 0.01 m. The atmosphere is considered
isothermal (Table 6).

Table 7. Simulation parameters corresponding to Model 2 from Section 4.1.1 for Simulation 5.1, that is, the case of nonlinear acoustic waves.

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

5 × 300 100 5.10−3 Varying 631 (3/4)10−4 0 9.831 0

because we do not focus on strong shocks, and since there is a trade-off between computation time and accuracy for the slope limiter, the
efficiency of the first order slope limiter is sufficient for our applications.

5 A P P L I C AT I O N S T O A C O U S T I C A N D G R AV I T Y WAV E S P RO PA G AT I O N

5.1 Nonlinear acoustic waves

In this subsection we study nonlinear acoustic wave fronts created by strong vertical velocity bottom forcing. We run a simulation similar to
that in Section 4.2, but we increase the bottom forcing amplitude in eq. (59), using A = 10 m s−1. The atmosphere is described by Model 2 in
Section 4.1.1 and summarized in Table 7.

This test demonstrates the numerical method capability to take into account acoustic wave breaking in the atmosphere and measure
the experimental limit of linear theory applied to acoustic and gravity wave propagation. In Fig. 8, as the amplitude gets stronger the
wave packet slowly distorts (see the signal at the station located at z = 96.6 km) leading to a typical ‘saw-toothed’ shape and, finally, a
N-wave shock (Whitham 2011) whereas in the finite-difference linear code the wave front amplitude only increases as the wave propagates in
the atmosphere. This should be investigated in a more realistic model in future work because it seems to show that infrasounds can break for
low Mach numbers. One also notes Gibbs oscillations in the vicinity of discontinuities due to lack of spatial resolution, but since viscosity is
non-zero, they are damped through time.

5.2 Strong seismic wave

We study the propagation of a strong seismic wave from the ground to the atmosphere due to a moment tensor source. We rely on a simple
isothermal stratified model and focus on shocks and seismic-generated gravity waves. We will show two simulations results, one with a
seismic source located close to the surface in the solid to focus on gravity waves and a second one with a source located deeper in the solid
to investigate acoustic shocks. We will first consider a flat fluid-solid interface located at z = 10 km over a rectangular domain of dimensions
Lx = 400 km and Lz = 100 km. We consider a moment-tensor source as

fS = −M.∇δ(x − xS)G(t), (68)
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Figure 8. Vertical velocity for the discontinuous Galerkin solution for the large forcing amplitude simulation (‘Solution with large forcing amplitude’) and the
small forcing amplitude simulation (‘Solution (× 104) with small forcing amplitude’). The small forcing simulation signal is multiplied by 104 in order to see
on the same plot both small and large amplitude forcing results. The signals are shown through time for Simulation 5.1, that is, the case of nonlinear acoustic
waves. The comparison is shown at the three recording stations located at the same x = 0.3 km location, their position along z being, from left to right, z =
20.3, 96.6 and 198.3 km. The atmosphere is considered isothermal (Table 7).

Table 8. Simulation parameters corresponding to Model 1 from Section 4.1.1 for Simulation 5.2, that is, the case of a strong seismic wave.

Fluid Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

400 × 90 1000 0.05 varying 340 (3/4)10−5 0 9.81 0
Solid Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ cS, p cS, s Q f0 –

400 × 10 1000 0.05 2500 3400 1963 1 0.05 –

where δ is the Dirac delta distribution located at xs = (200, 2) km, M is a moment tensor

M =
�

0 1

1 0

�
, (69)

and G the source time function

G(t) = Ae−α(t−t0)2
, (70)

with A = 1016 N m, α = (π f0)2 and t0 = 1.2
f0

. We consider a low-frequency source having f0 = 2 × 10−2 Hz. The atmosphere is described by
Model 1 in Section 4.1.1 and summarized in Table 9 with Brunt-Väisälä squared frequency N2 = 3.3 × 10−4 rad2 s−2.

In Fig. 9, one notes that the strong seismic source generates both acoustic and gravity waves. Acoustic wave fronts propagate first from
the solid-fluid interface location right above the source as spherical wave fronts and, as seismic waves propagate in the solid medium, they
generate oblique acoustic wave fronts in the atmosphere. Also, right above the seismic source atmospheric gravity waves are generated due
to the long-period ground displacements induced by the low-frequency components of the source excitation.

Fig. 10 shows, for the low-frequency source simulation, both acoustic wave fronts (‘Main acoustic wave-front’), at two recording
stations, and the low-frequency gravity wave that is well visible in the ‘filtered’ signal (filtered with a low-pass Butterworth filter with a cut-off
frequency of f0 = 5 × 10−4 Hz). The main acoustic wave-front arrival is prior to the main seismic arrival because the location along x of the
recording station is closer to the source in the fluid (x = 204 km) than in the solid domain (x = 214 km). Secondary seismic wave fronts, and
their acoustic counter-parts, of 50 s period and visible at t = 250, 480 s are due to lateral periodic boundary conditions.

We now turn to the study of acoustic shocks by showing in Fig. 11 the results of two simulations, one with a low amplitude source from
eq. (68) with A = 1016 N m and another one with a relatively large amplitude source, with A = 1018 N m. Both source time functions have
the same dominant frequency f0 = 2 × 10−2 Hz. The domain is still rectangular but we consider a fluid-solid interface located at z = 100 km
and a larger solid medium in order to set the source deeper in the ground, at (x, z) = (100, 25) km.

Table 9. Simulation parameters corresponding to Model 1 from Section 4.1.1 for Simulation 5.2, that is, the case of a plane wave transmission/reflection
from ground to atmosphere.

Fluid Lx × Lz (m) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

200 × 100 1000 0.05 varying 340 (3/4)10−5 0 9.81 0
Solid Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ cS, p cS, s Q f0 –

200 × 100 1000 0.05 2500 3400 1963 1 0.05 –
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Figure 9. Snapshots of density-scaled vertical velocity (
√

ρvz) for the discontinuous Galerkin solution for Simulation 5.2, that is, the case of a strong seismic
wave. Snapshots are shown, from top to bottom, at time t = 75 and 180 s. Figures show simulation run with a low-frequency source f0 = 2 × 10−2 Hz. Fluid
and solid vertical velocities are normalized separately. Red colours indicate positive vertical velocities and blue colours negative ones. The green squares show
the location of the recording stations. The yellow square is the source location. The atmosphere is considered isothermal (Table 8).

Figure 10. Vertical velocity for the discontinuous Galerkin solution for the low-frequency source f0 = 2 × 10−2 Hz at a single depth in the solid medium
(‘Elastic solution’) and different altitudes in the atmosphere (‘Fluid solution’). The Figure also shows the fluid solution filtered to keep low frequencies only
(‘Fluid ‘filtered’ solution’). The signals are shown through time for Simulation 5.2, that is, the case of a strong seismic wave. The comparison is shown at two
recording stations located, in the fluid, at (x, z) = (204, 15) km and, in the solid medium, at (x, z) = (214, 9.9) km. The atmosphere is considered isothermal
(Table 8).

The right panel of Fig. 11 shows that, for a large-amplitude moment source, a strong wave is generated in the fluid that distorts and
breaks as it propagates with altitude. It generates an unstable region in the fluid right above the seismic source shown by the loss of symmetry
and the generation of an N-wave. This is clearly visible in the bottom of Fig. 11 where the solution for the large amplitude source shows
the shock wave front generation through time. These results suggest that, since a shock is still visible at time 150 s and 60 km altitude, the
formation of nonlinear acoustic N-waves from bottom seismic forcing may appear above the source region of earthquakes of relatively low
magnitudes (Moment magnitude 6.0 in this case). However, such hypothesis will need to be validated even further in future work by 3-D
simulations and with finite sources in realistic atmosphere models.

5.3 Nonlinear gravity waves

Let us now focus on the breaking of gravity waves due to strong wind shear or convective instabilities, which has been intensively studied
in Kshevetskii & Gavrilov (2005). This will help showing that our technique can correctly handle nonlinear effects induced by gravity wave
propagation.

We consider the following vertical velocity bottom forcing, ∀t > 0 and x ∈ �FS

vF,z =
�

−A sin ω(t − x
c )exp(−(F(t − t0))2) if t ≤ t0

−A sin ω(t − x
c ) if t > t0

(71)
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Figure 11. On the top, snapshots of vertical velocity (vz) for the discontinuous Galerkin solution for Simulation 5.2, that is, the case of a strong seismic wave.
Snapshots are shown at time t = 170 s. Left Figure show simulation run with a ‘small-amplitude’ source A = 1016 N m and right figure simulation run with
a ‘large-amplitude’ source A = 1018 N m. Fluid and solid vertical velocities are normalized separately. Red colours indicate positive vertical velocities and
blue colours negative ones. The green squares show the location of the recording stations. The yellow square is the source location. On the bottom, vertical
velocity for the discontinuous Galerkin solution for the small amplitude source (‘Solution (×100) for small amplitude source’) and the large amplitude source
(‘Solution for large amplitude source’) at different altitudes. The signals are shown through time for Simulation 5.2, that is, the case of a strong seismic wave.
The comparison is shown at two recording stations located in the fluid at (x, z) = (110, 40) km and at (x, z) = (110, 60) km. The atmosphere is considered
isothermal (Table 9).

Table 10. Simulation parameters corresponding to Model 1 from Section 4.1.1 for Simulation 5.3, that is, the case of a nonlinear gravity waves.

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

600 × 190 1500 0.1 varying 340 Varying 0 9.81 Varying

with A m s−1 the forcing amplitude, ω = 1.16 × 10−3 rad Hz the source frequency and c = 150 m s−1 the horizontal phase speed. We select

the forcing period τ = 2π

ω
= 5417 s. And for the exponential ‘envelope’ we set F =

%
8

(t̃0−t0)2 Hz with t̃0 = 10 s and t0 = 35 s.

The value of the amplitude forcing a will impact the long-term stability of the initial atmospheric background that will, for large values,
generate convective instabilities. To observe these effects we perform two simulations with various values of amplitude A = 10−3, 10−1 m s−1.
We use the realistic atmosphere model from Section 4.1.2 summarized in Table 10.

Fig. 12 show the results for simulations with small (on the left) and large (on the right) forcing amplitude. Until t = 1.8 h simulations
are similar and show the typical feature of surfaces of constant phase inclined to the horizontal at angles α ≈ arcsin σ

N ≈ 18◦, where N is the
Brunt-Väisälä frequency (N2 = 3.3 × 10−4 rad2 s−2). Beyond t = 1.8 h Kelvin–Helmotz instabilities start to develop, due to the movement
of warmer parcels over colder parcels, which leads to the generation of a small-scale convection layer.

In Fig. 13, one notes that signals for the small forcing and large forcing are similar, but as the wave propagates and the amplitude
increases wave-breaking occurs and convective instabilities develop.

6 C O N C LU S I O N S A N D F U T U R E W O R K

We have considered the Navier–Stokes system of equations for acoustic and gravity wave propagation. We have implemented a coupled
discontinuous and continuous Galerkin numerical scheme that handles both acoustic and gravity waves simultaneously, in 2-D. We have also
taken into account nonlinearities such as acoustic shocks or gravity wave-breaking and topography.
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Figure 12. Snapshots of density-scaled vertical velocity (
√

ρvF,z) for the discontinuous Galerkin solution for Simulation 5.3, that is, the case of nonlinear
gravity waves. Snapshots are shown, from top to bottom, at time t = 1.7, 2.2 h. Left figures show simulations with a small forcing amplitude A = 10−3 (m s−1)
and right figures show simulations with strong forcing amplitude A = 10−1 (m s−1). Red indicates positive vertical velocity and blue negative ones. The green
squares show the location of the recording stations. The atmosphere is considered isothermal (Table 10).

Figure 13. Vertical velocity for the discontinuous Galerkin solution for the small amplitude forcing A = 10−3 (m s−1) (‘Small amplitude forcing’) and the
large amplitude forcing A = 10−1 (m s−1) (‘Large amplitude forcing’). The small forcing signal amplitude is multiplied by 100 in order to compare it with the
large amplitude forcing signal. The signals are shown through time for Simulation 5.3, that is, the case of a nonlinear gravity waves. The comparison is shown
at the same recording station located at (x, z) = (258, 180) km. The atmosphere is considered isothermal (Table 10).

We have validated the simulations by comparison to numerical finite-difference solutions obtained from previously published numerical
technique suitable for the linear case in several benchmark cases involving acoustic and gravity waves in a stratified windy and viscous
atmosphere and P and S waves in a homogeneous elastic medium. We obtained very good agreement in terms of vertical velocity and
pressure. The simulation results for validation cases exhibit interesting gravity wave characteristics and show the expected features: the wave
amplitude increases in vertical displacement with corresponding decrease of atmospheric density with altitude, viscosity damps high-frequency
waves and strong low-frequency seismic events generate gravity waves.

We also presented nonlinear results for strong acoustic waves that convert into N waves as the amplitude gets large. This seems to
show that waves can break for low Mach number, which needs to be studied and confirmed for more realistic media in future work. We also
tackled strongly heterogeneous media with initial conditions and physical parameters based on the bulk viscosity profile from the MSISE-00
atmosphere model and HWM93 wind model. This showed that simulations are stable for complex media and exhibit interesting physical
features such as wave breaking at high altitude for strong ground displacements due to Kelvin–Helmotz instabilities. This new numerical
modelling tool can thus give insights on gravity and acoustic wave linear and nonlinear dynamics in the atmosphere due to seismic sources
and/or atmospheric explosion sources.

Future developments should include more realistic non isothermal atmosphere models, absorbing boundary conditions instead of non-
realistic rigid or horizontal periodic conditions in order to properly model wave propagation in the upper atmosphere. The technique should
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also be extended to 3-D media and from regional to global Earth scale in order to fully understand gravity wave dynamics in planetary
atmosphere.
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A P P E N D I X A : R AY L E I G H – TAY L O R I N S TA B I L I T Y

The Rayleigh–Taylor problem involves a heavy (cold) fluid overlying a light (warm) fluid. We consider two inviscid fluids initially in a cavity
where upper half of the cavity is a fluid of density 2 while the lower part is a fluid of unit density. The initial pressure corresponds to hydrostatic
equilibrium described in Section 2.5. Initial density and pressure profiles read

p =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

p0e
− z−z0

RTl if z > 0.5

p0e
− z−z0

RTh if z ≤ 0.5

ρ =

⎧
⎨
⎩

p
RTl

if z > 0.5
p

RTh
if z ≤ 0.5 (A1)

where R = Cp − Cv = 1 (kg m2 s−2 K−1) and Th = 2 ◦C (respectively Tl = 1 ◦C) are temperature of the top heavy fluid (respectively lower
light fluid). Other unknowns are described in Table A1.

Fig. A1 shows the physically unstable initial condition configuration where instabilities eventually grow as the heavy fluid penetrates
the lighter one due to gravity. No shocks occur in this compressible problem and the only discontinuity is the contact surface separating the
fluids of different densities. As pointed out in Remacle et al. (2003) the limiting procedure tends to strongly diffuse the interface but as we
do not consider strong interface discontinuities in our applications, the numerical method works efficiently enough.

Table A1. Simulation parameters corresponding to Simulation A, that is, the case of a Rayleigh–Taylor instability.

Lx × Lz (km) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

0.25 × 1 0.01 10−3 Varying 340 0 0 −1 0

Figure A1. From left to right, snapshots of density at times t = 0.005, 2.5, 5, 7.5, 10 s, respectively, for Simulation A, that is, the case of a Rayleigh–Taylor
instability. Density values are normalized using the largest density value in the mesh independently at each time step. The darkest red shades represent the
smallest density values and, conversely, lightest red shades represent for the largest values. Until t = 5 s the boundary remains stable, and then instabilities
develop.
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A P P E N D I X B : R I S I N G T H E R M A L B U B B L E

This classical test case (Giraldo & Restelli 2008) corresponds to the evolution of a warm bubble in constant potential temperature fluid. The
bubble will rise in the fluid, since it is warmer than the ambient fluid, and deform due to shearing motion and form mushroom clouds. The
initial density and pressure profiles are

θ =

⎧
⎨
⎩

300 if r > 0.1

150.25(1 + cos πr
0.1 ) if r ≤ 0.1

π̃ = −gz
C pθ

+ 10−2

p = p0π̃
C p
R

ρ = p0
Rθ

π̃
Cv
R (B1)

,

where r =
�

(x − x0)2 + (z − z0)2 is the bubble radius with x0 = 0.5 m and z0 = 0.35 m, R = Cp − Cv = 2, π̃ = ( p
p0

)
R

C p is the Exner

pressure, and θ = T
π̃

is the potential temperature. The simulation setup is given by eq. (B1) and summarized in Table B1.
As described earlier, in the initial neutral atmosphere the smooth potential temperature perturbation generates vertical upward and shear

velocities that makes the bubble rising and, through time, deforming, and transitioning to turbulence. This test shows ability to capture the
effects of turbulence and turbulent convection. Although no analytical solution is available, the numerical results are physically plausible and
are qualitatively similar to the 2-D experiment in Giraldo & Restelli (2008).

Figure B1. From left to right, snapshots of density at times t = 0.24, 0.75, 1.2 s respectively for Simulation B, that is, the case of a rising thermal bubble.
Density values are normalized using the largest density value in the mesh at each time step. The darkest red shades are for the smallest density values and the
lightest are for the largest values.

Table B1. Simulation parameters corresponding to Simulation B, that is, the case of a rising thermal bubble.

Lx × Lz (m) �x (m) �t (s) ρ (kg m−3) c (m s−1) μ (kg m−1 s−1) κ (W K−1 m−1) gz (m s−2) vF, x (m s−1)

1 × 1 0.01 10−4 Varying Varying 0 0 9.81 0
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4.3 Limites et perspectives

4.3.1 Conditions de bord

Dans notre travail nous avons seulement considéré des frontières "solides avec glissement".
c’est-à-dire pour lesquelles le mouvement du fluide le long de ces dernières est libre mais à
travers lesquelles l’énergie n’est pas transmise.

Ceci peut présenter plusieurs désavantages. Tout d’abord, nous ne pouvons simuler des
domaines ouverts, ce qui dans la cadre de la propagation atmosphérique est assez limitant.
Un tel modèle requiert l’implémentation de conditions de bord absorbantes afin d’empêcher
la réflection des ondes. Nous avons présenté les zones PML dans le chapitre 2, un outil nu-
mérique qui consiste à atténuer les ondes avant leur réflection aux bords. Cette méthode
fonctionne très bien pour l’atténuation des ondes acoustiques et fut adaptée à la méthode
de Galerkin discontinue (Garai et al., 2016 ; Whitney, 2006). En revanche, des problèmes
seront rencontrés lors de la propagation d’une onde de gravité vers une zone PML et celle-ci se
verra probablement réfléchie et non atténuée. De plus, implémenter la méthode PML demande
d’augmenter la taille du domaine de simulation pour ajouter une couche PML de plusieurs
éléments dans chacune des directions. Ceci peut être très coûteux, surtout si la simulation est
réalisée en 3 dimensions.

Une autre approche est disponible par la méthode des caractéristiques sans l’extension du
domaine de simulation. Elle fut appliquée aux équations d’Euler par Thompson (Thompson,
1987, 1990) puis étendue aux équations de Navier-Stokes par Poinsot et Lele (Poinsot et
Lelef, 1992) et appliquée dans le cadre de la méthode de Galerkin discontinue (Gokpi, 2013 ;
Richter, Stiller et Grundmann, 2007). Cette méthode consiste à transformer l’opérateur
du problème hyperbolique (issu des équations de Navier-Stokes dans notre cas), en fonction
de ses valeurs propres, afin de se ramener à un système d’équations différentielles ordinaires.

∂tu + Ax∂xu + Az∂zu = f ,

∂tu + PΛP −1u + Az∂zu = f ,

P −1∂tu + ΛPu + P −1Az∂zu = P −1f ,

P −1∂tu + L + P −1Az∂zu = P −1f ,

∂tu + PL + Az∂zu = f ,

(4.9)

où u sont les inconnues, f le terme source, Ax, Az sont les opérateurs de Navier-Stokes dans
les directions x et z. Ax = PΛP −1 avec P , respectivement, la matrice des vecteurs propres à
gauche et à droite et pour i, j = 1, 5, (Λ)ij = λiδij la matrice diagonale des valeurs propres
(réelles car le système de Navier-Stokes est hyperbolique). Enfin L = ΛPu sont les caractéris-
tiques. Les valeurs propres Λ correspondent à la vitesse des différents modes de propagation
(Thompson, 1990) : λ1, λ5 correspondent, respectivement, aux vitesses dans la direction x

des ondes acoustiques entrantes et sortantes, λ2 à la vitesse d’advection de l’entropie et λ3, λ4,
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Figure 4.4 – Comparaison entre des simulations 2-D de l’évolution du champ de vitesse
"cross-ridge" (m.s−1) au dessus d’une colline après 48 h. La solution de gauche est calculée
avec une condition "free slip" alors que la figure de droite avec une condition "no-slip". Figures
extraites de (Peng et Thompson, 2003). La stratification initiale est donnée telle que N =
1.3 × 10−2 s−1 et le modèle de vent est uniforme u0 = 10 m.s−1. La colline est définie telle
que h(x) = hmax�

1+
�

x
Lx

�2
�3/2 où x est la position horizontale, hmax = 1 km et Lx = 126 km.

respectivement, aux vitesses d’advection des quantités u2 et u3. En déterminant les caracté-
ristiques du problème dans la direction x on peut plus simplement calculer les solutions du
système initial telles qu’elles respectent les conditions de bord souhaitées (Hedstrom, 1979).

Par simplicité nous avons considéré des frontières "free-slip" jusqu’à présent puisque nous
nous intéressions essentiellement à des phénomènes à moyenne et haute altitude ou des mo-
dèles sans champ de vitesse initial. Mais dans un fluide visqueux, il y a génération physique
d’une couche limite dans laquelle la vitesse du fluide varie progressivement jusqu’à atteindre
la vitesse de l’interface. Les conditions de bord ont un impact sur l’évolution des champs de
vitesses proches de l’interface, de surcroît lorsqu’on considère de la topographie.

Ceci est visible dans la figure 4.4, extraite de (Peng et Thompson, 2003), où l’on observe
le champ de vitesse "cross-ridge" après 48 h et la propagation induite d’ondes de montagnes
dans un cas sans et avec friction de surface. On voit alors le déplacement du jet généré par
le vent initial au dessus de la crête ainsi que l’augmentation importante de son amplitude
lorsqu’on utilise des conditions "no-slip". Dans ce cas, il est donc essentiel de correctement
prendre en compte les conditions de bord afin de reproduire les perturbations du champ de
vitesse.

4.3.2 Équilibre hydrostatique

L’équilibre hydrostatique correspond à l’état d’un fluide sans mouvement ou dont le mou-
vement est constant au cours du temps, c’est-à-dire à l’état atteint lorsque les forces de
gravitation sont compensées par celles des gradients de pression (à l’échelle de la Terre glo-
bale il est nécessaire de prendre aussi en compte la force de Coriolis). Cet équilibre s’écrit
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donc sous la forme suivante (référez vous à l’article de la section 4.2)

∇p0 = ρ0g,

∂z(µ∂zv0,x) = 0,

∂z(κ∂zT0 + v0,xµ∂zv0,x) = 0,

(4.10)

où p0 correspond au champs de pression au temps initial, ρ0 la densité atmosphérique au temps
initial, v0,x le champ de vitesse initial, T0 la température au temps initial, κ le coefficient de
conductivité thermique et g l’accélération de la gravité. Dans l’atmosphère, cet équilibre n’est
jamais parfaitement atteint notamment à cause des phénomènes de turbulences (SAITO et
al., 2007). La première équation dans le système (4.10) est la condition classique d’équilibre
hydrostratique. En revanche, les deux suivantes sont souvent ignorées car d’amplitudes très
faibles comme nous allons le montrer. Dans la figure 4.5, on représente les différents coefficients
intervenants dans les équations 4.10. On observe que le tenseur visqueux de l’équation du
moment est toujours d’amplitude bien plus faible que le vecteur ρ × g ce qui satisfait la
condition (4.10)-2. En ce qui concerne les termes visqueux de l’équation de conservation
d’énergie on obtient ∂z(v0,xµ∂zv0,x + κ∂zT ) ≈ ∂z(κ∂zT ) ≈ 10−6 J.m−3.s−1. Cet ordre de
grandeur est bien plus faible que celui de l’énergie totale dont le profil est visible dans la
figure 4.5.

Pour notre approximation basse fréquence (infrasons et ondes de gravité), lorsqu’on utilise
un modèle climatique empirique comme condition initiale, nous souhaitons négliger les hétéro-
généités locales non-hydrostatiques. En effet, si notre modèle initial d’atmosphère ne respecte
pas les conditions d’équilibre hydrostatique, l’atmosphère peut se mettre instantanément en
mouvement, voire mouvement turbulent et il sera alors difficile d’observer un phénomène par-
ticulier au sein de cette dynamique. Comme montré précédemment, nous pouvons négliger
les équations liées aux termes visqueux des conditions (4.10) et nous nous concentrerons sur
la relation entre gradients de pression et gravité.

Deux techniques sont alors possibles afin de résoudre ces problèmes :
1. la décomposition des inconnues entre une valeur moyenne stationnaire (x0) et une

perturbation (x1)
2. L’imposition de la densité, ou de la pression, à travers la relation hydrostatique (4.10)
La première méthode est utilisée par un grand nombre de techniques (Giraldo, 2013 ;

Marras et al., 2013 ; Müller et al., 2013 ; Yelash et al., 2014), et aussi par notre mé-
thode linéaire du chapitre 1, qui consiste à considérer que la valeur moyenne varie peu au
cours du temps (∂tx0 ≈ 0) et que la perturbation est bien plus faible que la valeur moyenne
(x1 << x0). Les conditions hydrostatiques (4.10) sont alors imposées de manière forte sur le
système d’équations. Malheureusement, considérer l’ensemble des inconnues à travers ces hy-
pothèses ne permet pas de prendre en compte les effets non-linéaires qui agissent de manière
irréversible sur l’état moyen. Une formule mixte est alors possible pour ce faire (Giraldo,
2013) dans laquelle on décompose tous les termes en dehors du moment. On peut alors prendre
en compte certains phénomènes de convection mais la propagation d’onde reste adiabatique.
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Figure 4.5 – Réprésentation des propriétés moyennes de l’atmosphère reposant sur le mo-
dèle MSIS et HWM93 au niveau de l’océan indien. De gauche à droite, dérivée du tenseur
visqueux de l’équation d’énergie correspondant à l’équation (4.10)-3 ∂z(v0,xµ∂zv0,x + κ∂zT )
(en violet) et profil de densité multipliée par la valeur absolue de l’accélération de la gravité
ρ × gz (en orange) et dérivée du tenseur visqueux correspondant aux équations du moment
correspondant à l’équation 4.10-2 ∂z(µ∂zv0,x) (en bleu).

La deuxième méthode peut s’effectuer de deux manières. La première consiste à régulariser
la densité en la calculant à partir de la pression initiale et de l’accélération de la gravité

ρ0 = ∂zp0gz. (4.11)

La densité est déterminée à partir de la pression car il est direct de calculer la dérivée partielle
de la pression, au sein de la méthode de Galerkin, alors que son intégrale n’est pas définie.
Notez, qu’afin de limiter les valeurs du gradient ∂zp0 avant interpolation on peut utiliser une
autre formulation, telle que

∂zln(p0) = ∂zp0
p0

= ρ0gz

p0
⇔ ρ0 = ∂zln(p0)p0

gz
(4.12)

Deux problèmes peuvent malheureusement émerger avec cette approche : le profil de densité
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étant altéré, l’amplitude des ondes va être impactée et l’analyse des résultats numériques
doit prendre en compte cette modification. Deuxièmement, le calcul de la dérivée dans l’eq.
(4.11) est réalisé grâce à la discrétisation des opérateurs avec une méthode de Galerkin qui
peut donner lieu à des artefacts numériques à la frontière entre les éléments. En effet, un
modèle atmosphérique est en général limité à une dimension et est fourni en fonction de
l’altitude. Disposant donc des inconnues atmosphériques de manière discrète il est nécessaire
de les interpoler sur la grille d’éléments finis avant de calculer le gradient. De plus, le degré
d’approximation des opérateurs différentiels sur chaque élément est dépendant du nombre de
noeuds d’interpolation. Ayant noté ces deux observations, si le degré d’interpolation du mo-
dèle d’atmosphère est trop faible et ne capture pas correctement ses variations avec l’altitude,
la dérivée peut alors être fortement discontinue aux interfaces entre éléments. Le gradient
calculé au sein de la méthode de Galerkin sera lui aussi discontinu et la densité sera alors
impactée par de fortes variations locales à la frontière entre les éléments générant des artefacts
numériques.

Une troisième autre approche est néanmoins possible et est développée dans Hanique-
Cockenpot, 2011. Notre contrainte est le respect des conditions hydrostatiques par les condi-
tions initiales. Mais en souhaitant régulariser les modèles d’atmosphères avec les opérateurs
définis dans notre méthode numérique (dérivées au sens des éléments finis spectraux dans
notre cas), on ne peut conclure sur la qualité de notre interpolation pour les raisons citées
précédemment. Cette méthode consiste alors à optimiser itérativement le modèle d’atmo-
sphère afin qu’il respecte les conditions hydrostatiques tout en se basant sur les opérateurs
de la méthode numérique utilisée.

Dans notre cas, sachant que nous souhaitons simplement résoudre un problème station-
naire (le problème de régularisation des conditions hydrostatiques) et que les données sont
initialement continues nous nous baserons sur les opérateurs d’éléments finis spectraux conti-
nus et non discontinus. Si l’on définit par S la matrice de rigidité et M la matrice de masse
de la méthode de Galerkin continue, on obtient à partir de l’équation (4.10)

S.[p0] = M.[ρ0gz] (4.13)

où l’indice 0 correspond à l’état initial, [p0] est le vecteur des inconnues p0(z) et [ρ0gz] est
le vecteur des inconnues ρ0gz après discrétisation numérique et le point ”.” correspond au
produit matriciel. Les variations de pression initiales étant importantes dans l’atmosphère
nous allons modifier l’éq. (4.13) en repartant de (4.10)

∂z(lnp0) = ∂zp0
p0

,

∂z(lnp0) = ρ0gz

p0
,

S.[lnp0] ≈ M.[ρ0gz

p0
]

(4.14)

où ln correspond au logarithme népérien et [lnp0] le vecteur des inconnues lnp0(z) après
discrétisation numérique. Ainsi, les variations de pression sont modérées par la composition
avec l’opérateur logarithme. L’équation (4.14) représente ainsi un équivalent de l’équilibre
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hydrostatique (4.10) qu’on peut réécrire grâce au schéma de Galerkin tel que,

S.[lnp0] ≈ b, (4.15)

où b = M.[ρ0gz

p0
]. Il est maintenant nécessaire de s’assurer de l’erreur faite par le schéma

numérique � lors du calcul de l’éq. (4.15). Dans cette optique on va optimiser itérativement
ce système pour une inconnue x avec comme condition initiale x0 = ln(p0) tel que pour une
étape k > 0

1. si b − Sxk > h

2. �k = b − Sxk

3. δk = S−1�k

4. xk+1 = xk + δk

5. k = k + 1

où S−1 est la matrice inverse de S, h est la précision souhaitée, �k l’erreur à l’étape k

et δk = xk+1 − xk la différence des solutions entre deux itérations. Cet algorithme nécessite
donc le calcul de l’inverse de S ce qui peut poser quelques difficultés numériques selon la
méthode choisie et peut ne pas converger. Par exemple, pour le schéma mentionné dans
Hanique-Cockenpot, 2011, le conditionnement de la matrice de rigidité est très mauvais
et la matrice quasi non-inversible, la technique alors employée par l’auteur fut de contraindre
le système en remplaçant la première ligne de la matrice S par un vecteur pour j = 1

du type ∀i = [1, L], ej
i =

�
1 si i = j

0 sinon où L est le nombre de noeuds de discrétisation

en altitude. Malheureusement, les profils (de densité et de pression) aux bords sont alors
impactés par ce choix et on observe une certaine divergence par rapport au modèle initial.
En utilisant le schéma de différences finies proposé dans (Hanique-Cockenpot, 2011) et
en fixant la valeur de pression à la surface on obtient les profils présentés dans la figure
4.6 et calculés avec Matlab. La précision souhaitée de h = 10−14 N n’est pas atteinte après
plus de 130000 itérations en double précision. On notera néanmoins qu’il est conseillé dans
(Hanique-Cockenpot, 2011) d’utiliser des langages compilés et non interprétés afin de
diminuer drastiquement le temps de calcul.

Enfin, une fois les profils de pression et de densité correctement régularisés, il est possible
de contraindre les solutions pour empêcher le développement d’instabilités liées aux erreurs
de discrétisation du schéma numérique (Marsden, Bogey et Bailly, 2014). En effet, en
retranchant l’état initial hydrostatique aux équations on impose fortement cette condition de
stabilité aux solutions. On rappelle que l’état hydrostatique pour une atmosphère stratifiée,
dont la divergence du champ de vitesse est initialement à divergence nulle ∇.V0 = 0, s’écrit
de la manière suivante

∇.Σ0 = ρ0g,

(Σv,0)i,j=1,2 = 0,

κ∇T0 = 0,

(4.16)
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Figure 4.6 – A gauche, profils de pression (Pa) après régularisation par la méthode proposée
dans (Hanique-Cockenpot, 2011) en utilisant le schéma de différences finies d’ordre élevé
de (Hanique-Cockenpot, 2011, Annexe C.1). La précision h est fixée à h = 10−14 N. A
droite, évolution de l’erreur avec les itérations de l’algorithme de régularisation.

où l’indice 0 correspond aux variables prises à l’état initial et Σ0 s’écrit

Σ0 = p0Id + Σv,0,

(Σv,0)i,j=1,2 = µ(∂iv0,j + ∂jv�
0,i),

(4.17)

où p0 est l’état de pression initial, Id la matrice identité, Σv,0 est le tenseur visqueux initial,
µ la viscosité dynamique et (v0,i)i=1,2 les composantes du vecteur vitesse initial. On peut
maintenant réécrire les équations de Navier-Stokes en décomposant, en état initial et état
perturbé, certains des termes afin d’imposer fortement les conditions hydro-statiques dans le
système. La pression s’écrit alors p = p� + p0, la densité ρ = ρ� + ρ0 et la vitesse V = V0 + V�.
Notez que nous n’imposons alors aucune condition de linéarité ou d’ordre (comme c’était le
cas dans la méthode par différences finies) entre les termes initiaux et perturbés. On peut
donc maintenant obtenir

∂tρ = −∇.ρv,

∂tρv = ∇.{Σ0 + Σ�} + ρ� + ρ0g,

∂tE = −∇.({E + (p� + p)}v) + ∇.(σ�
e + σe,0) + (ρ� + ρ0)v.g,

(4.18)

où le tenseur perturbé Σ� est défini par

(Σ�)i,j=1,2 = −p�δij − ρvivj + µ{∂iv
�
j + ∂jv�

i − (2/3)∂iv
�
iδij}. (4.19)

et le vecteur σe s’exprime tel que

σe = σ�
e + σe,0

σ�
e = V.Σ�

v + V�.Σv,0 + κ∇T �

σe,0 = V0.Σv,0 + κ∇T0

(4.20)
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Ce qui se simplifie, en injectant les équations (4.16), de la manière suivante

∂tρ = −∇.ρv,

∂tρv = ∇.Σ� + ρ�g,

∂tE = −∇.({E + p�}v) + ∇.σ�
e − ∇.(p0v) + (ρ� + ρ0)v.g,

= −∇.({E + p�}v) + ∇.σ�
e − p0∇.v� + ρ�v.g,

(4.21)

A chaque pas de temps on résoudra donc le système (4.21) en injectant les variables per-
turbées, dans les termes de droite, telles que p� = p − p0, ρ� = ρ − ρ0 et V� = V − V0. En
faisant ainsi, on ne fait plus intervenir directement l’équilibre hydrostatique (4.16) dans le sys-
tème (4.21) et on élimine alors les approximations numériques des gradients par la méthode
de Galerkin. On rappelle que cette technique n’est valable que pour des conditions initiales
respectant les conditions hydrostatiques et si l’état initial est instable le système (4.21) n’est
plus valide.

Pour conclure, l’utilisation de techniques de régularisations (soit en calculant la densité
à partir de la pression, soit en utilisant l’algorithme présenté précédemment) couplée à la
résolution du système (4.21) permet de stabiliser les simulations, et de réduire drastiquement
l’erreur, et ainsi d’utiliser des modèles réalistes d’atmosphère.

4.3.3 Capture de chocs

La méthode de Galerkin discontinue, bien que bénéficiant d’avantages liés à la prise en
compte de la physique des fluides complexes, pâtit néanmoins d’un inconvénient : son coût
en terme de calculs.
En effet, cette méthode repose sur une formulation variationnelle, dont le nombre de noeuds
est dédoublé sur chaque interface par rapport à la formulation en éléments finis continus, et
utilise un limiteur de flux, ce qui conduit naturellement à un temps de calcul plus important
par rapport aux méthodes présentées précédemment.
Plusieurs stratégies peuvent alors être mises en place afin de corriger ce problème : l’optimi-
sation du limiteur de flux et l’utilisation de maillages plus adaptés à notre problème physique.

De nombreuses stratégies sont disponibles afin de limiter les oscillations générées par les
forts gradients et adaptées à la méthode de Galerkin discontinue. Il existe essentiellement
trois types de limiteurs à l’heure actuelle : les limiteurs de pente ou de moment ("slope or
moment limiter" en anglais, par exemple les schémas "Monotonic Upstream-Centered Scheme
for Conservation Laws" ou MUSCL), les limiteurs par résidus pondérés ("weighted residuals"
en anglais, par exemples les schémas "Essentially Non-Oscillatory" ou ENO et "Weighted Es-
sentially Non-Oscillatory" ou WENO) et enfin l’addition de viscosité articifielle. Plusieurs
auteurs ont effectué des comparaisons entre chacune de ces méthodes dont nous résumons les
caractéristiques dans le paragraphes suivants (Antoniadis et al., 2011 ; Cockburn et Shu,
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1989 ; Farthing et Miller, 2000 ; Iqbal, 2013 ; Michoski et al., 2016 ; Penghui, Pengju
et Liang, 2016 ; Zhu, Cheng et Qiu, 2013).

Les schémas par limiteurs de pentes, que nous avons utilisés dans notre étude, ou de mo-
ment bénéficient d’une simplicité d’implémentation sur les maillages conformes et de bonnes
propriétés en terme de précision par rapport aux schémas par résidus près des chocs d’am-
plitude et de vitesse "faibles" (faible nombre de Mach). Pour les "forts" chocs certains de ces
schémas peuvent présenter une oscillation parasite au niveau des gradients (Hoteit et al.,
2004). De plus, l’implémentation sur des maillages non-conformes peut poser des difficultés
(Moe, Rossmanith et Seal, 2015). Enfin, l’application du limiteur de pente sur l’ensemble
de la solution peut fortement dégrader la précision des signaux lisses (sans forts gradients)
(Shu, 1987). Notez néanmoins qu’il existe une grande variété de limiteurs au sein de cette
famille qui peuvent participer à corriger ces problèmes (Zhu, Cheng et Qiu, 2013) : les
schémas de limiteurs de pente TVDM/TVBM (la différence entre les deux se situant sur la
définition de la fonction minmod) (Hesthaven et Warburton, 2007, Ch. 5.6) et leur ex-
tension sous forme des schémas de Barth-Jespersen (ajoutant notamment une contrainte sur
les valeurs minimum et maximum de la solution limitée sur chaque point de quadrature (An-
toniadis et al., 2011)) (Barth et Jespersen, 1989), les schémas de limiteurs de moment
BDF (Biswas, Devine, Flaherty) (Rider et Margolin, 2001) et les schéma de préservation
de la monotonie (MP) (Biswas, Devine et Flaherty, 1994). Le schéma Barth-Jespersen
permet d’atteindre une précision plus importante tout en conservant une bonne précision sur
des schémas non-conformes (Michalak et Ollivier-Gooch, 2009) bien qu’ils nécessitent
un coût plus élevé en termes de calculs que le schéma MUSCL. La condition TVBM, que
nous avons utilisée dans notre étude sous forme de la méthode MUSCL, permet de limiter le
coût en terme de calcul ainsi que d’améliorer la précision sur les zones lisses en n’activant le
limiteur de flux que pour certaines conditions de forts gradients.

Notez que différentes formulations du schéma MUSCL sont possibles pour améliorer la
dissipation parasite, en modifiant le calcul du gradient aux interfaces. Dans la figure 4.7, on
compare par exemple les propriétés de diffusion numérique d’un schéma du premier ordre de
limiteur de pente "MUSCL-2" (Hesthaven et Warburton, 2007, Ch. 5, p. 150, eq. 5.27), et
d’un schéma "MUSCL-1" du premier ordre (Van Leer, 1977). Pour le premier, les gradients
aux interfaces sont reconstruits à partir de schémas de différences finies en prenant, comme
distance de référence, la moitié de la taille d’un élément de maillage telle que ∂xuk ≈ uk+1−uk+1

h/2
(où h est la taille d’un élément) et pour le schéma "MUSCL-1" on choisit la taille d’un élément
comme distance de référence. Le choix d’un schéma "MUSCL" présente davantage de diffusion
qu’un schéma classique, ce qui peut être problématique pour le suivi de discontinuités. Mais
à l’échelle régionale, pour la progation d’ondes atmosphériques, les effets non-linéaires, bien
qu’un peu plus dissipés, ne rendront pas abruptes artificiellement les solutions (Van Leer,
2006).

D’autres méthodes, les ENO, WENO (Zhu et al., 2013) et HWENO (Penghui, Pengju
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ρ ≈ 2 kg.m-3 

ρ ≈ 1 kg.m-3 

Diffusive
interface

Figure 4.7 – Comparaison à t = 0.1 s entre le résultat de simulations 2-D d’une instabilité de
Rayleigh-Taylor (identique à celle présentée dans la figure 4.3) avec, à droite, un limiteur de
pente "MUSCL-2" (Hesthaven et Warburton, 2007, Ch. 5, p. 150, eq. 5.27) et, à gauche,
un limiteur de pente de type "MUSCL-1" (Van Leer, 1977). Les images sont représentées en
densité. On observe que la diffusion de l’interface est plus importante pour le schéma de type
"MUSCL-1".

et Liang, 2016) permettent de conserver la précision sur les zones lisses tout en capturant
sans oscillations parasites les forts chocs. Ceci peut venir au prix d’une dissipation plus forte
des chocs (Zhu, Cheng et Qiu, 2013) mais surtout d’un coût bien plus élevé en termes de
calculs (Moe, Rossmanith et Seal, 2015). Enfin, les méthodes par dissipation artificielle
(Michoski et al., 2016) permettent d’atteindre une précision élevée si les paramètres sont
bien adaptés au problème physique. Mais cela peut aussi être considéré comme l’un de ses
principaux inconvénients car l’adaptation doit être réalisée pour chaque problème physique
et peut demander une précision importante (Moe, Rossmanith et Seal, 2015). De plus,
la valeur des paramètres de viscosité peut contraindre fortement le pas de temps lorsqu’on
utilise des schémas en temps explicites à utiliser et ainsi augmenter drastiquement le coût en
termes de calculs.

Pour conclure, notre modèle MUSCL avec détecteur de chocs semble être un très bon
choix (par rapport à l’équilibre coût de calcul et précision) mais pourrait être amélioré en
terme de précision, tout en limitant le coût de calculs, par une méthode de Barth-Jespersen
qui est simple d’implémentation (Hoteit et al., 2004 ; Moe, Rossmanith et Seal, 2015).

4.3.4 Raffinement de maillage

Afin de limiter le temps de calcul et d’améliorer la capture des phénomènes multi-échelles
(liés notamment au développement de turbulences) sur de larges domaines de simulation
une technique de raffinement de maillage peut être employée par niveau d’interpolation ("p-



162 Chapitre 4. Modélisation du système couplé Terre-atmosphère

refinement" en anglais) et-ou par taille des éléments ("h-refinement" en anglais) comme men-
tionné dans le chapitre 1 de cette thèse. Si l’on reprend l’expression de la solution numérique,
sur un élément de maillage Ωk, liée à la méthode par éléments finis (tableau 1), on a

si k = [1, K], ∀x ∈ Ωk, vh(x) =
Nc�

i=1
bk

i Ψk
i (x). (4.22)

Alors le "p-refinement" correspond à l’augmentation de l’ordre polynomial par l’augmentation
du nombre de noeuds Nc et le "h-refinement" en augmentant le nombre d’éléments K. Puisque
la méthode de Galerkin discontinue autorise la discontinuité des espaces de discrétisation de
la solution entre chaque élément, il est souvent plus rapide de converger vers la solution que
pour les méthodes continues (Kubatko et al., 2009). En outre, il est possible de rendre ce
raffinement adaptatif, en raffinant, par exemple, le maillage en fonction des valeurs des gra-
dients de la solution numérique au sein des éléments. De nombreux exemples d’utilisation de
ces stratégies pour les problèmes de dynamique des fluides sont présents dans la littérature
(Nazarov et Hoffman, 2010) et, en général, sont mises en place pour les phénomènes de
turbulences au sein de fluides complexes. Il faut tout de même noter que l’utilisation de telles
méthodes peut compliquer la mise en place des limiteurs de flux classiques et induire une
dissipation numérique importante (Remacle, Flaherty et Shephard, 2003) et nécessite
un traitement supplémentaire (Dumbser et al., 2014). Dans le cadre des ondes atmosphé-
riques, de telles stratégies permettraient de raffiner le maillage dans la basse atmosphère et
à proximiter des turbulences et de chocs, où sont présentes les plus faibles échelles spatiales,
tout en conservant un maillage plus grossier à l’extérieur.

Depuis de nombreuses années, la communauté de modélisation climatique utilise des tech-
niques similaires (Jablonowski, 2004). Dans le cadre des méthodes de Galerkin discontinues,
le développement pour les simulations climatiques hydrostatiques et non-hydrostatiques fut
récent et initié grâce à Mueller, Kopera et Giraldo (Giraldo, 2013 ; Kopera et Giraldo,
2014, 2015 ; Mueller et al., 2011). En revanche, aucune occurrence ne fut trouvée d’une telle
méthode pour la propagation des ondes acoustiques et de gravité. Nous n’avons pas mené ce
travail pour l’instant mais il permettrait une avancée non négligeable lorsque les phénomènes
non-linéaires sont importants à capturer (simulations dans la haute atmosphère, forts gra-
dients de vent, explosions atmosphériques), d’autant plus que ces méthodes bénéficient d’un
grand bagage théorique (Hesthaven et Warburton, 2007).

4.3.5 Stabilité et convergence de la méthode

Une étude de convergence empirique a été menée sur un cas simple de propagation acous-
tique. On considère les paramètres de simulation donnés dans le tableau 4.1 correspondant
à la propagation d’une onde plane de période principale P = 20 s dans une atmosphère
isothermale stratifiée de hauteur d’échelle H = 10 km, une vitesse du son c = 370 m.s−1.

Les résultats sont présentés dans la figure 4.8. On observe qu’en deçà de Δx = 250 m, la
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Lx × Lz (km) Δt (s) H (km) |gz| (m.s−2) γ c (m.s−1) P (s)
10 × 200 10−2 10 9.81 1.4 370 20

Table 4.1 – H est la hauteur d’échelle, gz l’accélération de gravité, γ le ratio de capacité
thermique, c la vitesse adiabatique du son et P la période principale de forçage.

Figure 4.8 – En haut, les perturbation de pression pour la méthode de Galerkin discon-
tinue (’Numerical’) et la solution analytique (’Analytical’) pour des pas d’espace Δx =
250, 500, 1000 m, ainsi que la différence absolue, multipliée par 10, (’Error×10’) entre la
solution analytique et numérique pour la résolution Δx = 1000 m. Les signaux sont montrés
en temps pour la Simulation présentée dans la tableau 4.1 à deux stations aux altitudes, de
gauche à droite, z = 26 km et z = 79 km, leur position en x étant x = 500 m. L’atmosphère est
isothermale (Table 4.1). En bas, l’amplitude, en fonction du temps, de l’erreur absolue entre la
perturbation de pression et le signal analytique pour divers pas d’espace Δx = 250, 500, 1000
m et, de gauche à droite, de deux altitude z = 26 km et z = 79 km. Pour les deux stations,
l’amplitude de l’erreur décroît avec la diminution du pas d’espace.

méthode a convergée. Le ratio de la longueur d’onde de l’onde plane λz = cP = 7400 m et
du pas d’espace donne alors R = λz

Δx = 29.6 ce qui fournit une limite pour obtenir l’erreur
minimum avec la méthode Galerkin discontinue.

Aucune étude de stabilité précise n’a en revanche été menée sur cette méthode couplée.
C’est un inconvénient majeur lorsque nous souhaitons résoudre des problèmes sur des temps
longs, pour lesquels il est difficile de donner, a priori, un critère de stabilité.

Bien que l’exercice soit plus délicat qu’en différences finies, il est néanmoins possible
d’utiliser une formule générale à partir de la taille des éléments du maillage ainsi que de
l’espace entre les noeuds de discrétisation. Si l’on considère un problème 1-D correspondant
au système des équations de Navier-Stokes tel que

Lu = f , (4.23)
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où f sont les termes de volume, u le vecteur des variables conservatives et L l’opérateur
de Navier-Stokes. On peut alors définir la condition CFL générale de la manière suivante
(Hesthaven et Warburton, 2007, Ch. 4.8, p. 97)

Δtf ≤ α(N)
max|λ(L)|min(

hk

2 Δir), (4.24)

où Δtf est le pas de temps dans le milieu fluide, α est le nombre CFL, N le degré d’inter-
polation polynomiale, λ les valeurs propres du système de Navier-Stokes, (hk)k=1,K la taille
de l’élément k et (Δir)i=1,Nc−1 l’espacement entre les noeuds sur chaque élément. Notez que
la dépendance de la CFL en fonction de la taille des éléments et le degré d’interpolation,
souvent contraignante, peut être relâchée en utilisant diverses techniques (Hesthaven et
Warburton, 2007, Ch. 4.8.2) et notamment par le recours à des pas de temps locaux ("local
time stepping" en anglais). Cette méthode permet d’obtenir un nombre d’itération optimal et
ainsi de diminuer le coût de la simulation en terme de calculs lorsqu’on résout un problème
multi-échelle (Altmann et al., 2010) et fut notamment appliquée à la méthode par éléments
spectraux discontinus (Winters et Kopriva, 2014). Ceci pourrait être facilement adapté à la
méthode couplée, dans la partie fluide, afin de sous-discrétiser en temps les hautes altitudes.
En considérant le système de Navier-Stokes et un maillage conforme, on peut alors considérer
la solution simplifiée suivante pour le pas de temps de la partie fluide Δtf (Jin et al., 2017)

Δtf = α × min

� Δx

max(|u| + c) ,
Δz

max(|v| + c)

�
(4.25)

où (Δx, Δz) sont les pas d’espace dans la direction horizontale et verticale et (|u| + c, |v| + c)
correspondent aux valeurs propres maximum du système de Navier-Stokes pour la vitesse
horizontale u et verticale v. Par ailleurs, des valeurs numériques sont disponibles dans l’étude
par Toulorge (Toulorge et Desmet, 2011) pour le nombre CFL dans le cadre de la ré-
solution d’un problème d’advection avec des maillages par éléments triangulaires et flux de
Lax-Friedrich. Notez que cette étude soulève aussi le problème du développement de schémas
en temps de Runge-Kutta adaptés aux méthodes de Galerkin discontinues afin, notamment,
de diminuer le coût de ces méthodes en termes de calculs.

Pour la partie solide et la méthode par éléments spectraux continus, les critères de stabilité
sur le pas de temps Δts sont connus (De Basabe et Sen, 2007). Les contraintes numériques
sur la CFL sont alors données en fonction du ratio de la vitesse des ondes P et du pas d’espace
dans un solide visco-élastique (Komatitsch et Tromp, 1999).

Afin de déterminer une condition globale pour le système couplé on peut simplement
utiliser la formule suivante

Δt = min(Δtf , Δts). (4.26)

La relation (4.25) ne prend pas en compte l’impact de la viscosité atmosphérique sur la
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Figure 4.9 – Représentation des conditions de stabilité sur la résolution de la simulation
numérique Δt

Δx , où Δt est le pas de temps et Δx le pas d’espace, en fonction du ratio de
la densité atmosphérique sur le coefficient de viscosité dynamique ρ

µ , où ρ est la densité
atmosphérique et µ le coefficient de viscosité dynamique. La simulation considérée est la
propagation d’une onde plane acoustique issue d’un forçage de la frontière inférieure sous
forme d’une dérivée de gaussienne de période principale P = 5 s sur un domaine de dimensions
5 × 100 km dans une atmosphère homogène. Les croix rouges correspondent aux simulations
instables et les triangles verts correspondent aux simulations stables. La ligne hachurée noire
représente la limite de stabilité empirique des simulations numériques.

stabilité de la méthode. Il est possible de déterminer empiriquement une condition supplémen-
taire de stabilité entre la résolution de la simulation, la densité atmosphérique et le coefficient
de viscosité dynamique sous la forme suivante

1
K

Δtf

Δx

µ

ρ
≤ 1 (4.27)

où K = 1.6 en 2D est un coefficient empirique de stabilité, Δt le pas de temps, Δx la taille d’un
élément du maillage, ρ la densité atmosphérique et µ le coefficient de viscosité dynamique.
Afin que les simulations numériques, par la méthode de Galerkin discontinue, soient stables
dans une atmosphère avec viscosité, il est nécessaire de respecter la condition 4.27. Plusieurs
résultats numériques sur la stabilité des simulations sont visibles dans la figure 4.9. Il est aussi
visible, dans cette figure, que la limite de stabilité sur la résolution Δt

Δx pour les simulations
numériques et représentée par la ligne noire hachurée.

4.3.6 Perspectives d’applications

Un tel outil de modélisation peut permettre l’étude d’une grande variété de phénomènes
linéaires et non-linéaires au sein du fluide et leur couplage à la partie solide. On peut dégager
trois voies d’études intéressantes à court terme pour cet outil.
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Tout d’abord, cet outil peut permettre l’étude de la dynamique des infrasons et des
ondes de gravité liés à des sources atmosphériques et sismiques. Ceci s’avère d’importance
notamment dans le contexte des missions planétaires pour lesquelles la quantité et les sources
d’observations sont limitées. Dans le cadre de la mission INSIGHT, les mesures de pression
atmosphérique peuvent permettre de contraindre les phénomènes sources et d’aider au trai-
tement des données sismiques pour construire des modèles structurels de l’intérieur de Mars
(Davis, 1993 ; Teanby, 2015). Sur Vénus, un projet de mission est en construction (Ste-
venson et al., 2015), pour lequel les ondes atmosphériques seraient le seul moyen d’étudier
la structure interne de la planète car les conditions de surface sont trop contraignantes pour
les instruments de mesures aujourd’hui disponibles.

Il est aussi possible d’étudier la propagation acoustique non-linéaire liée aux explosions et
aux seismes de proche surface dans une atmosphère complexe. L’étude des chocs induits par
les explosions est un domaine très largement exploré (Gainville et al., 2010, 2012 ; Groot-
Hedlin, 2016 ; Lonzaga et al., 2015 ; Rogers et Gardner, 1980 ; Sabatini et al., 2016),
notamment dans le cadre du CTBT ("Comprehensive Nuclear-Test-Ban Treaty") et du déve-
loppement du réseau IMS (Christie et al., 2001). Les couplages des chocs acoustiques avec
la partie solide (Langston, 2004) furent aussi un sujet d’intérêt dont les motivations por-
taient sur la possibilité de reconstruction, d’une part, du phénomène source lorsqu’on connait
le milieu de propagation ainsi que, d’autre part, des caractéristiques de la sub-surface si la
fonction source est bien contrainte (Stevanović et al., 2017). Notre méthode permettrait de
résoudre simultanément et avec précision les caractéristiques de la source ainsi que l’ensemble
de ces phénomènes (phase linéaire, formation des chocs, dissipation, influence des gradients
de vent et couplages). Néanmoins, dans le cadre d’entrées de météorites, il est nécessaire de
représenter une source en mouvement ainsi que sa déflagration progressive. Ces évènements
ne pouvant être définis sous forme d’un point source fixe dans l’espace, des développements
supplémentaires devront être menés. En outre, les séismes de proche surface générent de
fortes perturbations dans l’atmosphère, dont les amplitudes peuvent amener l’effondrement
des ondes avant que les effets visqueux et de relaxation ne puissent dissiper l’énergie (Afrai-
movich et al., 2001b ; Astafyeva, Lognonné et Rolland, 2011 ; Chum et al., 2016).
La transition vers les non-linéarités va changer drastiquement la sensibilité de l’onde aux
propriétés atmosphériques et la simulation complète de ces signaux permettrait notamment
l’explication de certains phénomènes ionosphériques (Zettergren et al., 2017).

Dans la section précédente, nous avons mené une étude qualitative du phénomène d’ef-
fondrement des ondes de gravité lié aux instabilités de Kelvin-Helmholtz. Ce phénomène
participe notamment à la redistribution de l’énergie dans la thermosphère (Lindzen, 1981 ;
Yiğit et Medvedev, 2009). Capturer cette dynamique ainsi que les réflections-transmissions
(niveaux critiques) liées aux forts gradients de vents et de température participerait à l’ex-
plication d’observations climatiques récentes (Cao et al., 2016) ainsi que celles effectuées par
les satellites de basse orbite dans le cadre, par exemple, des ondes générées par les tsunamis.
Dans ce dernier cas, un grand nombre d’études repose sur une approche linéaire de la pro-
pagation mais comme mentionnés à plusieurs reprises, l’amplitude importante des ondes de
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gravité dans la haute atmosphère et l’influence des vents peuvent initier la réflection, voire
la génération de turbulences. Les amplitudes prédites par les systèmes linéaires seront donc
erronées et l’extension aux non-linéarités indispensable (Gavrilov et Kshevetskii, 2014 ;
Laughman, Fritts et Lund, 2017).

A plus long terme, il est aussi envisageable de donner une représentation complète de la
propagation de tsunamis et des phénomènes de couplage Terre-océan-atmosphère induits. En
effet, bien que le couplage entre l’océan et l’atmosphère ne soit pas encore une fonctionnalité
existante de l’outil de modélisation, la prise en compte de rhéologies de fluides différentes
(atmosphère et océan) au sein d’une même simulation est simple à mettre en place. Les seuls
points délicats concerneront la mise en place d’une stratégie efficace pour imposer numé-
riquement la quasi-incompressibilité de l’océan et la limitation de la diffusion numérique à
l’interface océan-atmosphère. Une technique de capture d’interface pourra alors être mise en
place de manière similaire à la méthode proposée récemment dans Jin et al., 2017.





Conclusion et perspectives

L’objectif de cette thèse est de construire un outil numérique permettant de propager des
ondes acoustiques et de gravité dans des atmosphères planétaires issues d’explosions et de
phénomènes sismiques. Pour ce faire deux méthodes numériques originales furent dévelop-
pées pour résoudre la propagation d’ondes dans une atmosphère complexe stratifiée, l’une se
concentrant sur la partie atmosphérique et l’autre ajoutant le couplage à une partie solide
visco-élastique. La première méthode est, par ailleurs, confrontée à plusieurs cas d’applica-
tions réalistes : la propagation d’ondes issues de l’impact d’une météorite à la surface de Mars
dans le cadre de la mission INSIGHT de 2018 et la propagation d’infrasons et d’ondes de
gravité générés par le tsunami de Sumatra en 2004.

La première méthode repose sur des différences finies d’ordre élevé et une grille en quin-
conce, inspirée des travaux de Virieux (Virieux, 1986), et est présentée dans le chapitre 1.
Cet outil permet de propager simultanément des ondes acoustiques et de gravité linéaires dans
une atmosphère stratifiée, visqueuse (viscosité dynamique, de volume et relaxation vibration-
nelle) et en advection (vent horizontal). Elle fut validée contre des solutions quasi-analytiques
et étendue en trois dimensions. Elle donne alors la possibilité d’étudier précisément les pertur-
bations basses fréquences dans des atmosphères planétaires réalistes issues de points sources
ou d’un forçage en déplacement, vitesse ou pression par imposition de conditions de bords.
Des améliorations pourraient être menées sur la configuration du maillage, pour l’instant
cartésienne, en raffinant certaines parties du domaine de calcul en fonction des longueurs
d’ondes attendues (typiquement grandes dans la haute atmosphère et faibles dans la basse
atmosphère). En outre, au delà de l’échelle régionale, il va être nécessaire d’ajouter les pro-
priétés d’ellipticité de la planète, voire la force de Coriolis, si les longueurs d’ondes de gravité
sont très importantes (Hickey, 1988). Enfin, le développement de couches PML adaptées à
la polarisation des ondes acoustiques et de gravité serait un ajout important afin de corriger
les effets de réflexions parasites.

La méthode par différences finies fut appliquée à deux cas d’études. Le premier se penchait
sur la propagation d’ondes atmosphériques issues de l’impact d’une météorite à la surface de
Mars dans le contexte de la mission INSIGHT en 2018 (Banerdt et al., 2013). La modélisa-
tion numérique s’inscrivait dans la quantification des perturbations de pression infrasoniques,
liées à l’impact, dans la basse atmosphère. La mesure de ces signaux permettrait de mieux
contraindre le mécanisme source (l’impact) et ainsi de pouvoir mener une étude tomogra-
phique de la sub-surface à partir des données sismiques. Nous avons pu observer la génération
d’un guide d’onde de basse altitude (lié au refroidissement de la surface la nuit) permettant
la propagation d’ondes basses fréquences sur de longues distances sans être trop atténuées
par les effets visqueux et de relaxation. La seconde application concernait l’étude des ondes
atmosphériques issues de la propagation du tsunami après le tremblement de Terre de Suma-
tra en 2004. A l’aide de simulations réalistes de l’élévation de la surface océanique, on a pu
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estimer quelques propriétés des ondes gravito-acoustiques issues du tsunami ainsi que com-
parer aux observations déjà réalisées. On note des résultats qualitatifs satisfaisants en terme
de temps d’arrivées, de forme d’onde et de contenu fréquentiel proche de la surface ainsi que
pour les ondes de gravité dans la thermosphère. Mais les résultats semblent moins précis en
terme d’amplitude et ce travail de modélisation mériterait d’être continué en 3-D ainsi que
pour une résolution plus fine. Enfin, cette étude a mis en relief l’importance de prendre en
compte les phénomènes non-linéaires, essentiels lorsque les ondes se propagent dans la haute
altitude et sont soumis à de forts gradients de vents amenant progressivement à la génération
de turbulences.

La seconde méthode numérique, présentée dans le chapitre 4, est hybride entre des élé-
ments finis spectraux continus pour résoudre la propagation élastique et des éléments finis
spectraux discontinus pour résoudre la propagation atmosphérique. Cette méthode couplée,
et pour l’instant en deux dimensions, permet de propager des ondes acoustiques et de gra-
vité non-linéaires et des ondes visco-élastiques linéaires dans un milieu couplé fluide-solide et
avec topographie. Cet outil repose sur le logiciel SPECFEM2D (Chaljub, 2000) dans lequel
nous avons rajouté les propriétés de couplage fluide-solide ainsi que la méthode de résolution
discontinue. On bénéficie alors des nombreux développements déjà réalisés au sein de SPEC-
FEM2D tout en gardant la flexibilité géométrique et la possibilité de prendre en compte
facilement les non-linéarités grâce aux éléments discontinus. Elle fut validée par des solutions
quasi-analytiques ainsi qu’en comparant avec les résultats numériques de la méthode par dif-
férences finies. Un tel outil permet l’étude d’une très grande variété d’applications planétaires
tels que les rentrées de météorites (Stevanović et al., 2017), les explosions de surface (Ed-
wards, 2010), la propagation de tsunamis (Smith et al., 2005), les tremblement de Terre
de proche surface (Chum et al., 2016) et l’étude des ondes sismiques de surface (Bowden
et Tsai, 2017). En outre, la possibilité de résoudre les non-linéarités peut permettre d’étu-
dier, au sein de la même simulation, les transitions entre les phases linéaires et non-linéaires.
Celles-ci ont un impact important sur l’amplitude et le contenu fréquentiel des ondes et ainsi
jouent un rôle crucial dans la transmission de l’énergie à travers les guides d’ondes en alti-
tude ainsi que sur leur sensibilité aux phénomènes de dissipation atmosphérique (Sabatini
et al., 2016). Il serait néanmoins intéressant de perfectionner certaines caractéristiques de
la méthode. Tout d’abord l’implémentation de conditions de bord absorbantes (à l’aide de
méthodes par caractéristiques (Thompson, 1987) ou zones absorbantes (Garai et al., 2016))
semble essentielle pour résoudre correctement les problèmes de simulations atmosphériques.
De plus, tout comme pour la méthode par différences finies, il serait important de pouvoir
utiliser des maillages multi-grilles, ou des techniques de "local time-stepping", afin de limiter
le temps de calcul. De surcroît, l’utilisation de différentes grilles se justifie parce que nous ré-
solvons la propagation élastique et acoustique simultanément et les longueurs d’ondes seront
radicalement différentes entre le milieu solide et fluide. Enfin, étendre l’outil en 3D permet-
trait de prendre en compte des modèles d’atmosphères plus réalistes et de calculer les effets
géométriques dans leur globalité (atténuation géométrique, réflexion et réfractions).

La résolution d’un problème de modélisation direct s’inscrit dans un contexte d’étude plus
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large. En effet, ces outils permettent d’obtenir une image plus claire des phénomènes phy-
siques et d’expliquer certaines observations lorsque les mécanismes sources et les propriétés
des milieux de propagation sont connus. Mais ces caractéristiques sont souvent inaccessibles
ou mal contraintes. Il est néanmoins possible, à partir des formes d’ondes numériques et des
observations, d’inférer les propriétés des milieux de propagation ou de la source (pour un
exemple d’application tomographique : Monteiller et al., 2015). Ce type de résolution se
nomme problème inverse et repose sur la résolution successive de problèmes directs à partir
d’un modèle atmosphérique initial (ou modèle sismique ou fonction source). Ce modèle initial
est ensuite mis à jour itérativement dans la direction donnée par une fonction coût dépendante
de la différence entre les résultats numériques et les observations. Pour résoudre un problème
inverse il est alors nécessaire de disposer de deux outils : une méthode de résolution numérique
directe et un outil de mesure de la sensibilité de la propagation par rapport à un modèle donné.

Ce second outil peut prendre plusieurs formes : la résolution d’un problème adjoint, l’im-
plémentation de méthodes stochastiques voire l’utilisation de méthodes d’apprentissage par
machine ("machine learning" en anglais). La première est déterministe et consiste à résoudre
conjointement le problème adjoint de notre problème direct afin de déterminer les propriétés
de sensibilité du milieu, appelées noyaux de sensibilité ("sensitivity kernels" en anglais). Cette
méthode est couramment utilisée pour la tomographie sismique (Monteiller et al., 2015)
et, dans le cadre des équations de Navier-Stokes, pour l’optimisation de structures (Nada-
rajah et Jameson, 2000) ou le contrôle de flux (Moret, 2009). Elle est intéressante, car
bien définie mathématiquement, et peut être ainsi très précise si le problème est correctement
contraint. Elle peut, en revanche, être difficile et lourde à mettre en place et à résoudre sur
de larges domaines et si le problème est mal contraint et la solution non-unique (minimum
local de la fonction coût). Il existe néanmoins, d’autre outils afin de limiter le temps de calcul
via l’auto-différentiation (Sambridge et al., 2007). La seconde méthode est une méthode
reposant sur des arguments statistiques (et non adjoints) afin de déterminer la sensibilité
d’un problème donné. On effectue alors une série de simulations afin de palier le problème
de solution non-unique. Cette méthode est donc plus globale mais peut néanmoins être très
coûteuse en temps de calcul (Francis, 2005). Elle fut appliquée à de nombreuses reprises
durant ces dernières années dans le domaine sismique (Leeuwen, Aravkin et Herrmann,
2011). Enfin la dernière méthode, plus récente, est une extension des méthodes statistiques en
ajoutant une couche supplémentaire d’optimisation sous forme d’un réseau de neurones. Ces
derniers sont de simples fonctions à paramètres s’échangeant de l’information avec des règles
définies a priori et permettant de résoudre une grande variété de problèmes pour un faible
coût. Ces fonctions à paramètres sont mises à jours itérativement au cours d’un entraînement
durant lequel on injecte des données connues (c’est-à-dire lorsqu’on connaît a priori le résultat
exact) dans le réseau et on compare les résultats fournis par ce dernier au résultat exact. On
détermine alors l’erreur à l’aide d’une fonction coût puis on met à jour les paramètres de ces
neurones grâce à des arguments statistiques. L’idée ici, est de supprimer, à terme, l’étape de
modélisation directe et de se baser uniquement sur le réseau de neurones pour résoudre le
problème inverse réduisant ainsi drastiquement le temps de calcul. Cette méthode présente
un intérêt pour les problèmes mathématiquement mal posés (Jin et al., 2016) et est parti-
culièrement efficace lorsque les données d’entraînement sont en quantité importante et bien
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contraintes (Moya et Irikura, 2010). Plusieurs applications récentes furent mises en place
dans le cadre de l’inversion de formes d’ondes (Hirooka et al., 2011 ; Moya et Irikura,
2010).

Afin de caractériser les propriétés atmosphériques ou sismiques, notamment dans le cadre
de missions planétaires, de telles méthodes d’inversions permettraient d’obtenir de précieuses
informations à partir de mesures in-situ. Néanmoins, la variabilité importante du milieu at-
mosphérique donne lieu à un problème mathématique complexe et lourd à résoudre (autant
d’équations en plus à résoudre à chaque pas de temps que pour le système d’équations initiales
pour la méthode adjointe, Moret, 2009) pour lequel une méthode de "machine learning" se-
rait pertinente à mettre en oeuvre. Pour des ondes basses fréquences, moins sensibles aux
fluctuations locales, il serait aussi imaginable d’employer des techniques similaires à celles
utilisées pour le milieu sismique ou dans le cadre de prévisions climatiques (Bannister,
2016).
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Résumé — Cette thèse se penche sur la propagation d’ondes au sein du système couplé
Terre-océan-atmosphère. La compréhension de ces phénomènes a une importance majeure
pour l’étude de perturbations sismiques et d’explosions atmosphériques notamment dans le
cadre de missions spatiales planétaires. Les formes d’ondes atmosphériques issues du couplage
fluide-solide permettent d’obtenir de précieuses informations sur la source du signal ou les
propriétés des milieux de propagation. On développe donc deux outils de modélisation numé-
rique d’ordre élevé pour la propagation d’ondes acoustiques et de gravité. Le premier est en
différences finies sur grille en quinconce et se concentre uniquement sur le milieu atmosphé-
rique, permettant la propagation d’ondes linéaires dans un milieu stratifié visqueux et avec
du vent. Cette méthode linéaire est validée par des solutions quasi-analytiques reposant sur
les équations de dispersion dans une atmosphère stratifiée. Elle est aussi appliquée à deux
cas d’études : la propagation d’ondes liée à l’impact d’une météorite à la surface de Mars
dans le cadre de la mission de la NASA INSIGHT, et la propagation d’ondes atmosphériques
liées au tsunami de Sumatra en 2004. La seconde méthode résout la propagation non-linéaire
d’ondes acoustiques et de gravité dans une atmosphère complexe couplée, avec topographie,
à la propagation d’ondes élastiques dans un solide visco-élastique. Cette méthode repose sur
sur le couplage d’une formulation en éléments finis discontinus, pour résoudre les équations
de Navier-Stokes dans la partie fluide, avec une méthode par éléments finis continus pour
résoudre les équations de l’élastodynamique dans la partie solide. Elle a été validée grâce à
des solutions analytiques ainsi que par des comparaisons avec les résultats de la méthode par
différences finies. De nombreuses applications de cette méthode sont alors possibles notam-
ment pour l’étude de séismes de sub-surface, d’explosions atmosphériques liées à la rentrée
de météorites ou pour la caractérisation des phénomènes non-linéaires lors de la propagation
d’infrasons et d’ondes de gravité dans l’atmosphère.
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Numerical modeling of atmospheric waves due to
Earth/Ocean/Atmosphere couplings and applications

Abstract — This thesis deals with the wave propagation problem within the Earth-ocean-
atmosphere coupled system. A good understanding of the these phenomena has a major
importance for seismic and atmospheric explosion studies, especially for planetary missions.
Atmospheric wave-forms generated by explosions or surface oscillations can bring valuable
information about the source mechanism or the properties of the various propagation media.
We develop two new numerical full-wave high-order modeling tools to model the propagation
of acoustic and gravity waves in realistic atmospheres. The first one relies on a high-order stag-
gered finite difference method and focus only on the atmosphere. It enables the simultaneous
propagation of linear acoustic and gravity waves in stratified viscous and windy atmosphere.
This method is validated against quasi-analytical solutions based on the dispersion equations
for a stratified atmosphere. It has also been employed to investigate two cases : the atmos-
pheric propagation generated by a meteor impact on Mars for the INSIGHT NASA mission
and for the study of tsunami-induced acoutic and gravity waves following the 2004 Sumatra
tsunami. The second numerical method resolves the non-linear acoustic and gravity wave
propagation in a realistic atmosphere coupled, with topography, to the elastic wave propaga-
tion in a visco-elastic solid. This numerical tool relies on a discontinuous Galerkin method to
solve the full Navier-Stokes equations in the fluid domain and a continuous Galerkin method
to solve the elastodynamics equations in the solid domain. It is validated against analytical
solutions and numerical results provided by the finite-difference method. This method could
be employed for numerous applications cases such as near-surface Earthquakes, atmosphe-
ric explosions from bolide airburst or to investigate non-linear acoustic and gravity wave
propagation in a realistic atmosphere.

Keywords : Atmospheric wave, Planetary atmospheres, Earth-atmosphere coupling,
Discontinuous Galerkin method, Finite differences, Tsunamis
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