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Résumé

Dessindegraphedistribuéparmodèledeforce:applicationau

BigData

Lesgraphes,outilmathématiquepourmodéliserlesrelationsentredesentités,
sontenaugmentationconstantedufaitd’internet(parexemplelesréseaux
sociaux).Lavisualisationdegraphe(aussiappeléedessin)permetd’obtenir
immédiatementdesinformationssurlegraphe.Lesgraphesissusd’internet
sontgénéralementstockésdemanièremorceléesurplusieursmachinesconnec-
téesparunréseau.Cettethèseapourbutdedévelopperdesalgorithmesde
dessindetrèsgrandgraphesdansleparadigme MapReduce,utilisépourle
calculsurcluster.
Parmilesalgorithmesdedessin,lesalgorithmesreposantssurunmodèle

physiquesous-jacentpourréaliserledessinpermettentd’obtenirunbondessin
indépendammentdelanaturedugraphe.Nousproposonsdeuxalgorithmes
parmodèledeforcesconçusdansleparadigmeMapReduce.GDAD,lepremier
algorithmeparmodèledeforcedansleparadigme MapReduce,utilisedes
pivotspoursimplifierlecalculdesinteractionsentrelesnœudsdugraphes.
MuGDAD,leprolongementdeGDAD,utiliseunesimplificationrécursivedu
graphepoureffectuerledessin,toujoursàl’aidedepivots.Nouscomparons
cesdeuxalgorithmesaveclesalgorithmesdel’étatdel’artpourévaluerleurs
performances.
Motsclés Visualisation,BigData,Dessindegraphe,Calculdistribué

Abstract

Distributedforcedirectedgraphdrawing:aBigDatacasestudy

Graphs,usuallyusedtomodelrelationsbetweenentities,arecontinuallygrow-
ingmainlybecauseoftheinternet(socialnetworksforexample).Graphvisu-
alization(alsocalleddrawing)isafastwayofcollectingdataaboutagraph.
Internetgraphsareoftenstoredinadistributedmanner,splitbetweensev-
eralmachinesinterconnected.Thisthesisaimstodevelopdrawingalgorithms
todrawverylargegraphsusingthe MapReduceparadigm,usedforcluster
computing.
Amonggraphdrawingalgorithms,thosewhichrelyonaphysicalmodel

tocomputethenodeplacementaregenerallyconsideredtodrawgraphswell
regardlessofthetypeofgraph. Wedeveloppedtwoforce-directedgraphdraw-
ingalgorithmsintheMapReduceparadigm.GDAD,thefistdistributedforce-
directedgraphdrawingalgorithmever,usespivotstosimplifycomputations
ofnodeinteractions. MuGDAD,followingGDAD,usesarecursivesimplifi-
cationtodrawtheoriginalgraph,keepingthepivots. Wecomparethesetwo
algorithmswiththestateofthearttoassesstheirperformances.
KeywordsVisualization,BigData,Graphdrawing,Distributedalgorithm
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«Shehadbeenlisteningtofriendsandrelativeseversinceshewasyoung,lis-
teningwhiletheytalkedaboutthemselvesandeachother,carryingthemwithher
inahuge,artfullyconstructedmentalmapofcrisscrossinglives.[...]AuntGerda
rolledoutalongpieceofshelfpaperonthediningroomtableandhelditdown
withdrawingpins.Shemadeabigblackdot,aroundheadforeachofthem,with
thenameandbirthdateandtitleinaprettylittleoval.Sheplacedtheirchildren
alongside,connectedtotheirparentswitharedline.Sheputallromanticrelation-
shipsinpink–doublelinesforunconventionalorforbiddenalliances.AuntGerda
becameengrossed.Someheadswereburdenedwithperfectcoronasofpink–like
galacticsuns,impressiveandprobablyregrettable.»
ToveJansson,TheListener
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Chapitre1

Introduction

1.1 Motivation

Laproductiondedonnéesestaujourd’huiplusimportantequejamais.
L’analyseexpertepeuts’appuyersurcette massededonnéesdansla me-
sureoùcelle-ciestanalysableparunêtrehumain.Cepostulatdebasese
confronteaujourd’huiàlacroissancerapideduvolumededonnées.Desindi-
cateursstatistiquesclassiques(moyenne,médiane,écart-type...)peuventoffrir
desinformationsvitalessurunjeudedonnéesmaiscetteinformationn’estpas
suffisantepourencomprendretouslesdétails.Anscombe[6]propose,en1973,
quatrejeuxdedonnéesayantlaparticularitéd’avoirlamêmedroitederégres-
sion,voirFigure1.1.Lavisualisationpermetpourtantdelesdifférencieren
uncoupd’œil,etdechoisirlesbonsoutilsstatistiquespourlesdécrireetles
comparer.
Plusrécemment,MatejkaetFitzmaurice[105]proposentuneméthodepour

générerdesjeuxdedonnéesàlamanièred’Anscombe.Lesnuagesdepoints
obtenusontdesstatistiquesprochesetpeuventprendreuneformequelconque
grâceàuneméthodederecuitsimulé.Uneanalysestatistiquesuperficiellene
permetpasdedifférencierdesjeuxdedonnéesquisontpourtantclairement
deformesdifférentes.CetteméthodeestillustréeenFigure1.2.
Lesdeuxexemplesprécédentsmontrentquel’analysestatistiqueestpos-

siblemaisdonneuneinformationrésumée,insuffisantedanscertainscas.Vi-
sualiserlesdonnéespermetdefournirbeaucoupd’informationssansrestreindre
l’analyseàunesimpledonnéenumérique.Lavisualisationestdoncunoutil
essentielpourextrairedel’informationetguiderl’analysestatistique.
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1.1.Motivation

Figure1.1–Jeuxdedonnéesd’Anscombe[6]:quatrenuagesde11points.
L’équationdeladroitederégressionlinéaireestlamêmepourcesjeuxde
données.Lavisualisationfaitapparaîtreleurdifférences.

Lesréseaux(transports,réseauxsociaux,etc.)sontunoutilindispensable
pourreprésenterlesrelationsentredifférentsélémentsd’unensemble.Ilssont
généralementmodélisésmathématiquementpardesgraphes.Latailledesgra-
phesmanipulésadrastiquementaugmentélorsdesdernièresannées,cequien
compliquel’analysestatistique.
Grisi-Filhoetal.[61]comparent,en2013,lesméthodespossiblespourgéné-

rerdesgraphesayantlamêmedistributiondedegrédesnœuds.Ilsdémontrent
queselonlaméthodedegénérationdesgraphesutilisée,lastructuredesgra-
phesdiffèredemanièresignificative.Parmilesoutilsutiliséspourcettedé-
monstration,lavisualisationdecesgraphes(cf.Figure1.3)estutiliséecomme
unepremièreapprocheavantdeproposerdesoutilsstatistiquesadaptésàleur
analyse(ledegrémoyendesnœudsvoisinsparexemple).Lavisualisationdes
graphesestunoutilessentielpourl’explorationdedonnéesetvientcompléter
lesméthodesstatistiquesd’analysededonnées.
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Figure1.2–Deuxnuagesdepointspossédantdesstatistiquesprochesrepré-
sentésavecleurdroitederégressionlinéaire.Cesjeuxdedonnéespeuventêtre
généréspoursuivren’importequelleforme(iciundinosaureetuneétoile)par
uneméthodederecuitsimulée,proposéeparMatejkaetFitzmaurice[105].

Pourdécriredesdonnéesmassives,ilestnécessairedetrouverlesbons
outilsstatistiques.L’explorationnumériquedecesdonnéesestcompliquéepar
leurvolumeetlavisualisationdoitpermettredeguiderl’analysenumérique
unefoislejeudedonnéesappréhendé.

1.2 Objectifdelathèseetpérimètre

Cettethèses’intitule“Dessindegraphedistribuéparmodèledeforce:
applicationauBigData”.Lestravauxprésentésontpourobjectifdevisualiser
desdonnéesrelationnellesmassivesstockéesdansdesserveurs.Cestravauxse
placentdoncàl’intersectiondedeuxchampsderecherche:lavisualisationde
grapheetlecalculdistribué.
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Figure1.3–Deuxgraphesayantlamêmedistributiondedegrés(Gauche)
etdesstructuresdifférentes,généréparlemodèledeBarabasi(Milieu)etde
Molly-Reed(Droite).Grisi-Filhoetal.[61]comparentcinqmodèlesdegéné-
rationdegraphesayantlamêmedistributiondedegré.

1.2.1 Visualisationdegraphe

EnSection1.3,nousprésentonslesdonnéesrelationnelles,i.e.lesdonnées
décrivantlesassociationsentredifférentsélémentsd’unensemble.Cetypede
donnéesadenombreusesapplicationsdansdifférentschampsscientifiques.Ces
donnéessontgénéralementmodéliséespardesgraphes.

LareprésentationdegrapheestprésentéeenSection1.4.Différentstypes
devisualisationexistentpourreprésenterlesgraphes.Dansnostravaux,nous
nousconcentronssurlareprésentationnœuds-liens.

Lareprésentationdegrapheestréaliséegrâceàdesalgorithmesplusou
moinsspécialisés.Lechoixdel’algorithmeestréaliséàpartirdelareprésen-
tationchoisieetdutypedegrapheàreprésenter.Lesalgorithmesdereprésen-
tationdesgraphessontprésentésenSection1.5.

Périmètredelathèse Dansnostravaux,nousavonsexplorélesalgo-
rithmesdedessinparanalogiephysiquepourlareprésentationnœuds-liens.
Pourcesalgorithmes,lapositiondesnœudsestobtenueàpartird’unmodèle
physiquesous-jacent.Cettefamilled’algorithmesestprésentéeexhaustivement
dansl’étatdel’art,cf.Section3.
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Figure1.4–Extraitdelavisualisationd’unréseaumétaboliqueréaliséavec
MetaViz[25].Lesprotéinessontreprésentéespardesnœuds.Lesliensrepré-
sententlesinteractionsentrecesprotéines.

1.2.2 EnvironnementBigData

Levolumedesdonnéesproduitesn’ajamaisétéaussiimportant.Cesdon-
néessontprincipalementdesdonnéesnumériquesstockéessurdesserveurs.
Pourstockercesdonnées,plusieursordinateurssontconnectésetpartagent
leurespacedestockage.Plusrécemment,desméthodesdecalculontétédéve-
loppéespoureffectuerdesopérationsdecalculdirectementsurcesmachines,
auparavantutiliséesprincipalementpourlestockage.L’émergenceduBigData
estdécriteenSection1.6.

Périmètredelathèse ParmilestechniquesdecalculutilisésenBigData,
nostravauxontpourenjeudetirerpartidesparadigmesdistribuésMapReduce
etPregel.CesdeuxparadigmessontdécritsdansleChapitre2.

1.3 Donnéesrelationnellesetgraphes

Lesdonnéesrelationnellessontomniprésentesdansdifférentschampsscien-
tifiques,quecesoitensciencesexactesouenscienceshumaines.Cesdonnées
sontgénéralementbienmodéliséesgrâceàdesgraphes.Cettesectionviseà
donnerquelquesexemplesd’applicationdelavisualisationdegraphespourdes
donnéesréelles.
Undespremiersexemplesd’utilisationdegrapheprovientd’unproblème

mathématique:leproblèmedeKönigsberg.Ilseposedelamanièresuivante:
est-ilpossibledetraversertouslespontsdeKönigsbergennepassantqu’une
seulefoissurchaquepont.Grâceàuneabstractiondeceproblèmesousla
formed’ungraphe,Eulerparvientàrésoudreleproblème,cequiestconsidéré
aujourd’huicommelepremierrésultatdelathéoriedesgraphes.
Lesinteractionsentredifférentsélémentsd’unsystèmepeuventêtrefaci-

lementmodéliséesparungraphe,cequiprésenteunintérêtparticulierpour
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Figure1.5–Extraitd’unecartedeMinardreprésentantdesfluxmigratoires.
L’épaisseurdutraitestproportionnelleaunombredemigrants.Cettevisualisa-
tionpeutêtremodéliséeparungrapheorientéoùlepoidsdesarêtesreprésente
lenombredemigrants.

lessciencesnaturelles.Parexemple,lesréseauxmétaboliquesmodélisentles
interactionsetréactionschimiquesdesdifférentesmoléculesauseind’unorga-
nismeoud’unecellule.Cesinteractionspeuventêtremodéliséessouslaforme
d’ungrapheoùlesarêtesreprésententlesinteractionsentredifférentescompo-
santeschimiques.Lavisualisationdecetypedegraphepermetl’exploration
oulavalidationd’hypothèses,voirparexemplelestravauxdeBourqui[25].
CesréseauxmétaboliquessontillustrésenFigure1.4.

Lesflux(humains,demarchandiseetc.)sontaisémentmodélisablesparun
graphe.LescartesdeMinard(voirFigure1.5),l’undesplusanciensexemples
devisualisation,représententdesfluxdepersonnesoudemarchandisesdont
l’épaisseurd’arêtedépendduvolumedel’échange.Minardutilisedesdonnées
géolocaliséesetleproblèmedudessinautomatiqueneseposealorspaspuisque
lesfluxsontreprésentéssurunecarte.Cependant,silesfluxsontabstraits,
commeparexemplepourlesfluxdedonnéestransitantsurinternet,iln’est
plusenvisageablederéaliserdetellesvisualisationsàlamain.Lareprésentation
automatiquedesflux,commeprésentéenFigure1.5,estunproblèmedifficile.

Unexempleplusrécent,quinousconcernedirectement,estceluidelacréa-
tiondecircuitsintégrésdontladensitéd’intégrationesttrèsélevée(Very-Large
ScaleIntergrationouVLSI).Chaquecomposantélectroniqueestconstituéde
pattesquisontreliéesentreellesdemanièreàcréeruncircuitintégréréali-
santunefonctiondonnée.Ceproblèmeestmodélisableparungraphedontles
nœudsreprésententlescomposantesàplaceretdontlesarêtesreprésentent
lesconnexionsélectriques.Leplacementdecescomposantssecomplexifieavec
leurmultiplication.Eneffet,lescroisementsentrepistesdoiventêtreévités.
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Figure1.6–Représentationdugrapheadd32(gauche)Vuenoeuds-liens
(droite)Vuematricielle.

1.4 Représentationdesgraphes

1.4.1 Représentationsusuelles

Représentationnœuds-liens

Danslareprésentationnœuds-liens,lesnœudsetlesarêtessontreprésentés
pardesmarques,enreprenantlanomenclaturedeBertin[22].Lesnœudssont
représentéspardespointsetlesarêtespardeslignes.Cettereprésentationest
lareprésentationlaplusancienneetprobablementlaplusintuitive:àchaque
élémentdugrapheestassociéunemarqueunique.LaFigure1.6montreun
exempledereprésentationnœuds-liens.
Leproblèmedudessindegraphepourlareprésentationnœuds-liensrevient

doncàtrouverpourchacundesnœudsunepositiondansunespace,leplus
souventunplan.Chaquenœudpeutêtreplacéàn’importequelendroitdu
plan.Pourlimitercespossibilités,unefonctiondecoûtestcrééepourdéfinir
lapositionoptimaledesnœudsetc’estlaminimisationdecettefonctionqui
permetd’obtenirledessin.

Représentation matricielle

Lareprésentationmatricielleestunereprésentationvisuelledelamatrice
d’adjacencedugraphe.Cettematricedetaille|V|2représentetouteslesarêtes
possiblesentrelesnœudsdugraphe.Chaquenœudestdoncreprésentédeux
foisdanslavisualisation matricielle:unefoishorizontalementetunefois
verticalement.
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Figure1.7– Représentationdumêmearbrepourtroisvisualisationsdif-
férentes(gauche)Vuenoeuds-liens(milieu)TreeMapcirculaire(droite)Vue
noeuds-lienscirculaire.

Chaquevaleurdelamatriced’adjacencecontientun1ouTruesilegraphe
contientunearêteentredeuxnœudsetun0ouFalsesilegraphenecontient
pasd’arêtesentredeuxnœuds.Danslareprésentationmatricielle,lamatrice
d’adjacencedugrapheestreprésentéeàl’écranenremplaçantlesvaleursdans
lamatriceparunsymbolesil’arêteexiste.LaFigure1.5montreunexemple
dereprésentationmatricielle.
Représenterlegrapherevientàchoisirunordrepourlesnœuds,c’està

direàassocieràchaquenœuddeVunentierdistinctdansl’intervalle1,|V|
parmiV!ordrespossibles.Ceproblèmed’arrangementlinéaireminimum,aussi
appeléMINLA,aétédéfinien1964parHarper[69].Pourceproblème,une
fonctiondecoûtestdéfinie.
Trouverl’ordrequiminimiseunefonctiondecoûtchoisieaupréalableaété

prouvéNP-difficile,voirparexempleGareyetJohnson[53].Trouverunordre
pourlesnœudsn’estdoncpasréalisabledirectementvialaminimisationd’une
fonctiondecoûtsilegraphecontientdescentainesdenœuds.Desheuristiques
sontdoncutiliséespourtrouverunordre.

1.4.2 Représentationsspécialisées

Représenterlesarbres

Lesarbressontdesgraphesorientésacycliquesoùlesnœudsontauplusun
nœudparentetpeuventavoirplusieursnœudsenfants.Cesgraphesparticuliers
sontplusfacilesàdessinergrâceàlastructurehiérarchiquecontenuedansla
définition.Deuxtypesdereprésentationsprincipalesexistentpourlesarbres:
lareprésentationnœuds-liensetlesreprésentationremplissantl’espace.
Lareprésentationnœuds-liensdesarbresestsimilaireàcelledesgraphes:

lesnœudssontreprésentéspardesformesetreliésentreeuxpardesarêtessous
laformedeliensentrecesformes.Cependant,lesnœudsd’unarbrepeuvent
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êtreclassésselonleurprofondeur(i.e.distanceàlaracine). Wetherell[136]
proposeainsidescritèresesthétiquespourlesalgorithmesdedessind’arbre.
Lepremiercritèreestquelesnœudsàlamêmeprofondeursontsituéssurdes
droitesparallèles.Ceciinduitlavisualisationparcouchedeprofondeurs.Le
deuxièmecritèreesthétiqueestqueleparentdenœudssesitueaubarycentre
delapositiondesesenfants,surlacouchesupérieure. Wetherellproposeun
algorithmededessind’arbrerespectantcescritères.ReingoldetTifold[117]
ajoutentuncritèresupplémentaireàceuxde Wetherellpouraméliorerl’es-
thétiquedudessin.Ilsremarquenteneffetqu’unarbren’apasforcémentun
dessinsymétriquesil’ordredeparcoursdesesnœudsestinversé.

Desvariationsdelareprésentationnœuds-liensparcouchessontpossibles[73].
Parexemple,lescouchespeuventêtreplacéessurdescerclesconcentriques(vue
radiale)ouencoredansdesdisquesincluslesunsdanslesautres(vueballons,
cf.parexempleGrivetetal.[62]).Lesalgorithmesdedessind’arbressont
généralementdecomplexitélinéaireselonlenombredenœudpuisquegrâce
àleurstructureshiérarchiques,unpassagesurlesdonnéessuffitpourtrouver
lapositiondesnœuds.Pourlaplupartdecesalgorithmes,l’espacedudes-
sinn’estpasutiliséoptimalement(àl’exceptiondelavisualisationpararbre
H[73]quipositionnelesnœudssurunecourbefractale)etlesreprésentations
remplissantl’espaceproposentunealternativeàceproblème.

Lesreprésentationsremplissantl’espacesontunautretypedereprésenta-
tionclassiquepourlesarbres.Cenesontpluslesnœudsquisontreprésentés
directement,maisleursrelationshiérarchiques.DansTreeMap[80],lesnœuds
sontreprésentéspardesboîtesimbriquéesoùchaqueboîtecontientlesboîtes
représentantslesnœudsdesessuccesseursdansl’arbre.Lasurfacedesboîtes
estproportionnelleaunombredefeuillesdel’arbrequ’ellesenglobentetles
imbricationsrécursivespermettentdereprésentertouslesnœuds,delaracine
auxfeuilles.Laracineestalorslaboîteenglobanttouteslesautres.

ReprésenterlesDAG

Lesgraphesorientésacycliques(directedacyclicgraphouDAGenanglais)
ontlapropriétédepouvoirêtreorganisésencoucheshiérarchiquesdenœuds.
Pourreprésentercesgraphes,desalgorithmessimilairesauxalgorithmesde
dessind’arbressontutilisés.

Gansneretal.[52]proposenten1988unalgorithmedereprésentation
nœuds-lienspourlesDAG.Lesnœudspossédantdesancêtrescommunssont
représentésaumêmeniveau,commedanslareprésentationd’arbres.

KornaropoulosetTollis[92]proposentplusrécemmentunereprésentation
matricielledesDAG,baséessurunordrefaibleparmilesnœuds[91].Desliens
orthogonauxsontajoutésentrelesnœudsdemanièreàrendreleparcoursdans
legrapheplusefficaceetàmettreenlumièrelahiérarchieauseindesnœuds.
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Représentations Nœuds-liens Matricielle TreeMap

Noeuds-liens

Matricielle

TreeMap

Figure1.8– Matricedesreprésentationshybrides.Degaucheàdroiteetde
hautenbas(a)Auberetal.[11](b)NodeTrix[72](c)ElasticHierarchies[140]
(d)Quilt[134](e)Holten[77]

1.4.3 Représentationshybrides

Lesreprésentationshybridesdegraphescombinentplusieursreprésenta-
tionspourtirerlemeilleurpartidechacune.

Lesquilts[134]permettentunevisualisationdegraphesparcouches.La
visualisationdesgraphesestorganiséeselondescouchesdeniveauoùtoutes
lesarêtesontlamêmedirection.Lesquilts[134]sontunevariantedelavisua-
lisationparmatriceoùlesmatricessontreprésentéesparblocplutôtquepar
uneuniquematricecarrée.L’organisationparcouchespermetd’organiserle
dessindesmatricesselondesblocschaînés:unepremièrematricereprésente
lesarêtesentrelapremièreetladeuxièmecouche,unedeuxièmematriceest
utiliséepourreprésenterlesarêtesentreladeuxièmeetlatroisièmeetainside
suite.Ilpeutarriverquecertainesarêtesrelientdeuxcouchesnonconsécutives
etlenœuddestinationestalorsreprésentéparsacouleur,horsdelamatrice
connectantdeuxcouches.Cettevisualisationpermetderetenirlecôtéhiérar-
chiquedugrapheparcouches,quipeutêtreperdudansunereprésentation
matricielle.

NodeTrix[72]faitlelienentrelareprésentationnœuds-liensetlareprésen-
tationmatricielledesgraphes.Leslimitationsdelavisualisationnœuds-liens
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lorsquelesgraphesdeviennenttropdensespoussentHenryetal.àutiliserla
représentationmatriciellepourreprésenterlesgraphes.Cependant,cettevi-
sualisationoffredesperformancesmoinsbonnepourlesuividechemin[56]
quelareprésentationnœuds-liens.NodeTrix[72]proposeuncompromisentre
lesdeuxapprochespourtirerlemeilleurpartidechacune.Lessous-graphes
densessontdoncreprésentéspardesmatricesquisontconnectéeslesunes
auxautresviadesliens.Touslesnœudsd’unsous-graphesontreprésentéssur
chaquecotédelamatricecequipermetd’éviterl’occlusionvisuellecrééepar
lescroisementsd’arêtes.
Auberetal.[11]proposentdesvisualisationsnœuds-liensimbriquéespour

représenterlesgraphespetitmonde.Cesgraphescaractérisésparunefaible
distancemoyenneentrelesnœudssontgénéralementdensesetdifficileàrepré-
senter.Endécomposantuntelgrapheensous-graphesdenses,ilestpossiblede
créerungraphequotientreliantlesdifférentssous-graphes.Lavisualisationest
alorscomposéedeméta-nœudsreliésentreeux.Chaqueméta-nœudcontient
unevisualisationdusous-graphequ’ilreprésente,possiblementdécomposélui
aussidecettemanière.
Holten[77]proposedevisualiserlesrelationsd’adjacencesdanslesgra-

pheshiérarchiquesensuperposantdesarêtesauxvisualisationsd’arbres,que
cesoientdesreprésentationsnœuds-liensoudesreprésentationsremplissant
l’espace.Pouréviterl’occlusionvisuellecauséeparcesarêtes,ilproposed’ap-
pliquerunfaisceautagedesarêtespermettantderegrouperlesarêtesproches.
Zhaoetal.[140]proposeElasticHierarchiescombinantlesTreeMapet

lareprésentationnœuds-lienspourlareprésentationdesarbres.Différentsni-
veauxdeTreeMapsontchaînésviaunereprésentationnœuds-lienspermettant
ainsidevisualiserefficacementchaqueélément.Lavisualisationdelahiérarchie
estconservée,tâchequipeutêtredifficileàpercevoirdansunereprésentation
TreeMap.
LaFigure1.8reprendlesdifférentesreprésentationshybridesprésentées

souslaformed’untableauàdeuxentréescombinantlesreprésentationsnœuds-
liens,matricielleetTreeMap.

1.4.4 Qualitédudessin

Commentreprésenterdesdonnéesrelationnellesdemanièreefficace?La
qualitéd’unereprésentationestd’abordmesuréeparlestâchesqu’ellepermet
deréaliserefficacement.Lee[96]proposeunetaxonomiedestâchesréalisables,
décomposéeentroisgrandesfamillesdetâches.

Topologiedugraphe Cettefamillecomprenddestâchesliéesauvoisinage
desnœuds:trouverlesnœudsadjacentsàunnœuddonnéetleurnombrepar
exemple.Cettecatégoriedetâchescomprendaussilarecherchedupluscourt
cheminentredeuxnœudsetl’identificationdecliquesouquasi-cliques.
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Vued’ensemble Ellecontientlestâchesd’évaluationsrapides,dunombre
denœudsetd’arêtes,delaprésencedeclusters.Ellecontientaussilestâches
visuellesdesuivietdelecture,commelarecherched’uncheminoud’unnœud
déjàvisitédansledessin.

Attributsdesnœudsetarêtes Trouverlesnœudsayantunattributd’une
certainevaleuroulesarêtesd’uncertaintypeconnectantdeuxnoeudssont
destâchesdecettefamille.

Différentesvisualisationsdegraphespermettentd’obtenirdemeilleures
performancessurdifférentsjeuxdetâches.Ghoniem[56]comparelareprésen-
tationmatricielleetlareprésentationnœuds-liensetconclutquelareprésen-
tationmatricielleoffredemeilleuresperformancespourlestâchesd’évaluation
dunombredenœuds,maispaspourtrouveruncheminentredeuxnœuds.

Différentesreprésentationsontaussidifférentscritèresesthétiquesquileur
sontpropres.Cescontraintesesthétiquessontgénéralementmaximiséespar
lesalgorithmesdedessinsautomatiquesetpermettentl’améliorationdesper-
formancesdesutilisateursàlaréalisationdedifférentestâches.Purchase[113]
décritparexemplelecritèredesymétriepourlesreprésentationsnœuds-liens
quistipulequelessymétriesdugraphedoiventseretrouverdansledessinfinal
etellemontre[112]quececritèrepermeteffectivementd’améliorerlestemps
deréponsesdesutilisateurs.

1.5 Algorithmesdevisualisationdegraphes

1.5.1 Dessindegrapheplanaires

Lesgraphesplanairessontlesgraphesquipeuventêtredessinéssurun
plan(parunereprésentationnœuds-liens)sansquelesarêtesnesecroisent.
Lesalgorithmesdedessinpourlesgraphesplanairessontgénéralementbasés
surcettepropriétéparticulière.Plusieursalgorithmesdedessinplanairesont
présentésdansl’étatdel’artdeDiBatistaetal.[38].

Tutte[128]proposeen1963unalgorithmededessinpourlesgraphespla-
nairestriconnexes.Tutteprouvequeledessinobtenuestundessinsanscroi-
sementetquelesfacesobtenuesdansledessinsontconvexes.

Tuttepartitionnel’ensembledesnœudsendeuxsous-ensembles:l’ensemble
desnœudsfixesetl’ensembledesnœudslibres.L’algorithmedeTutteest
initialiséenplaçantlesnœudsfixesselonunpolygoneetlesnœudslibresà
l’originedudessin.Lepolygoneforméparlesnœudsfixeformel’enveloppe
convexedudessin.

Unefoisledessininitialisé,lesnœudslibresontdéplacésitérativementvers
unenouvelleposition.Chaquenœudestplacéaubarycentredelapositionde
cesvoisins.Cetteopérationestitéréejusqu’àlaconvergencedudessin.On
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notepulapositiondunœududansleplan.Lanouvellepositiondunœudu
s’exprimealorscomme:

pnewu =
1

deg(u)v∈E
pv

L’algorithmedeTutteestprécurseurdesalgorithmesdedessinparanalogie
physique.Eneffet,ilestpossiblederéécrirelanouvellepositiondunœudu
commeundéplacementliéàunsystèmephysique:

pnewu =
1

deg(u)v∈E
(pv−p

old
u )+p

old
u

Lenœudusubitdoncuneforced’attractiondelapartdesesvoisinspro-
portionnelleàleurdistancedansledessin.Cecipeutêtremodéliséeparun
systèmephysiqueoùl’ensembledesarêtesestremplacéparunressortdelon-
gueurnominalenulle.

1.5.2 Dessindegrapheparanalogiephysique

Lestentativesd’automatisationd’intégrationdescomposantsélectroniques
(VLSI,cf.Section1.3)ontdonnélieuaupremieralgorithmededessinde
grapheparmodèledeforces.Quinnetal.[116]utilisentunalgorithmed’opti-
misationpourplacerdespucesinterconnectées,modéliséesparungraphe.Pour
lesproblèmesderoutagedescartesélectroniques,laplupartdessimplifications
possiblessontdémontréesNP-complètes[81,82].

Nousprésentonsicibrièvementlesdeuxfamillesd’algorithmesquifonc-
tionnentsurceprincipe:lesalgorithmesparmodèlesdeforcesetlesalgo-
rithmesparréductiondustress.Unétatdel’artpluscompletestdisponible
dansleChapitre3.

Algorithmepar modèledeforce

Lesalgorithmesdedessinparmodèledeforcesconsidèrentlesnœudsdans
legraphecommedesparticulesphysiques.Lesnœudssontsoumisàdesforces
quimimentlesphénomènesphysiquescommelarépulsiondeparticuleschar-
géesélectriquementoulaforcederappeld’unressort.Enrelâchantlesystème
physiqueàpartird’unétatinitialaléatoire,lesystèmeconvergeversunétat
d’équilibrei.e.sonminimumd’énergie.FruchtermanetReingoldproposentce
modèleen1991[48].Lesforcesd’attractionsontappliquéesentrelesnœuds
voisinsdugraphe.Ellesassurentl’existenced’unminimumpourlesystème
physique.Lesforcesderépulsions’appliquententretouslesnœuds.Ellesas-
surentlarépartitiondelapositiondesnœudsdansleplandudessin.
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Soituunnœudetkunparamètredevaleurfixe.Onnotepulaposition
dunœududansleplandudessin.L’ensembledesforcesappliquéesaunœud
us’exprimedelamanièresuivante:

F(u)=
(u,v)∈E

pv−pu
2

k
ûv−

v∈V

k2

pv−pu
ûv

Pouratteindrel’équilibre,FruchtermanetReingold[48]proposentdecal-
culerundéplacementdesnœudsselonladirectiondesforcesappliquéessurces
nœuds.Pourchaquenœud,lesforcesd’attractionetderépulsionsontcalculées,
ajoutéesetledéplacementàeffectuerenestdéduit.Lesnœudssontdéplacés
simultanément.Enpratique,cetteméthodepermetderéduirel’énergiedusys-
tèmedanslaplupartdescasmaisiln’yapasdegarantiedeconvergencedece
processusversleminimumd’énergie.Pourpalierceproblème,Fruchtermanet
Reingoldintroduisentunfacteurderefroidissement,inspirédestechniquesde
recuitsimulé,quiréduitl’amplitudedesforcesappliquéesàchaqueitération
etquipermeteffectivementdeconvergerversunminimumd’énergie.
Lecalculdesforces,tellesqueprésentésdans[48]aunecomplexitétempo-

relledeO(|V|2+|E|).Ilestcommunémentadmisqu’ilestnécessaired’effectuer
O(|V|)itérationspouratteindrel’équilibredusystèmephysique.Aveccette
méthode,desgraphesd’unecentainedenœudauplus,peuventêtredessinés.
CesalgorithmessontprésentésplusendétailsdansleChapitre3.

Algorithmeparréductiondustress

Lesalgorithmesparréductiondustresspeuventêtrevucommeuneap-
procheplusgénériquedesalgorithmesparmodèledeforce.Lafonctionde
coûtexpriméesurledessinpeuts’appliquernonseulementauxnœuds,aux
arêtesmaisaussiàdessous-ensemblesdenœudsetd’arêtes.Lafonctionde
coût(oud’énergie)ainsiobtenueestcellequel’onchercheàminimiser,géné-
ralementgrâceàdestechniquesd’optimisationnumérique.Pourlaplupartdes
algorithmesparréductiondestress,ilexisteuneanalogieentermedesystème
physique,maispourcertainescontraintes,celan’estpaspossible.
KamadaetKawai[84]définissentladistancegrapheentrelesnœudscomme

distanceoptimaledansledessin.Onnotepilapositiondui-èmenœudetlij
ladistanceentrelesietj-èmenœudsdanslegraphe.Lafonctiondecoûtà
minimisers’exprimedelamanièresuivante:

E=
|V|−1

i=1

|V|

j=i+1

(|pi−pj|−lij)
2

Cetalgorithmeestgénéralementmodéliséparl’analogiephysiquesuivante:
lesnœudssontdesanneaux.Entrechaquepairedenœudsestattachéunressort
dontlalongueuràvidecorrespondàladistancedesnœudsdanslegraphe.
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L’étatd’équilibrecorrespondalorsàuneconfigurationfinaleoùladistance
pourchaquepairedenœuddansleplanestlaplusprochepossibledela
distancegraphedecettepaire,i.e.oùlestressdusystèmephysiquedûàla
tensiondesressortsestminimal(d’oùlenomderéductiondustress).
KamadaetKawai[84]utilisentlaméthodedeNewtonpourtrouverl’état

d’équilibre:lenœudaveclaplushauteénergieestchoisietsanouvelleposition
estdéterminéegrâceàlaméthodedeNewton.Ceprocessusestitéréjusqu’à
atteindreleminimumd’énergieouàenêtresuffisammentproche.

1.5.3 Algorithmespourlareprésentation matricielle

Mueller[108]proposetroisclassesd’algorithmesheuristiquespourdéter-
minerunordredanslareprésentationmatricielledesgraphes:lesalgorithmes
issusdelathéoriedesgraphes,ceuxissusdel’algèbredesmatricescreuseset
ceuxissusd’uneanalysespectraledesmatrices.
Lesalgorithmesissusdelathéoriedesgraphessontdesalgorithmestrès

souventappliquésauxgraphesquisontutiliséspourdonnerunordreaux
noeuds.Parexemple,l’ordreduparcoursdansunalgorithmedeparcoursen
largeur(ouBFS)ouenprofondeur(ouDFS)peutêtreutilisédanslarepré-
sentationmatricielle.Danslepiredescas,cesparcours,etdoncl’ordrequi
endécoule,sontobtenusentempsdeO(|V|+|E|).Ledegrédesnœudspeut
aussiêtreuncritèrepourdéterminerleurordre.Avecunestructurededon-
néesadaptée,obtenirledegréd’unnœudestuneopérationentempsconstant.
Obtenirl’ordreestalorsdelacomplexitédutri,c’estàdireO(|V|·log|V|).
Lesmatricescreuses(ousparsematricesenanglais)sontdesmatricesdont

laplupartdesélémentssontdesélémentsnuls.Lesgraphespeuventêtrerepré-
sentésefficacementparcetypedematricessousréservequ’ilsnecontiennent
pastropd’arête,i.e.queledegrémoyendesnœudssoitfaible.Cettedéfinition
estlependantdesmatricesdenses,oùtrèspeud’élémentssontnuls.Lenombre
faibled’élémentsnonnulspermetunecompressionaiséedecesmatrices:au
lieudestockertouslesélémentsdelamatrice,ilestpossibledeneconserver
quelenumérodecolonneetdelignedesélémentsnonnulsetleursvaleurs.
Detrèsnombreuxalgorithmespeuventêtredéveloppésspécifiquementpour
lesmatricescreuses,voirparexemple[32,54].
L’algorithmespectralestuneméthodeutiliséepourtrouverunordresur

lesnoeuds,baséesurladécompositionenélémentspropresdelamatriceLa-
placiennedugraphe.Cettematriceestladifférenceentrelamatricedesdegrés
desnoeudsetlamatriced’adjacence.Entrouvantlevecteurpropreassociéà
lavaleurproprenon-nullelapluspetite,etentriantlesnœudsselonlesco-
ordonnéesdecevecteurpropre,onobtientunordrequiestindépendantde
l’ordreinitialdesnœuds(àconditionquelescoordonnéessoienttoutesdiffé-
rentes).Cetordreestcoûteuxàobtenir,puisqu’ilnécessiteladécompositionen
vecteurspropresquiestréalisableentempsO(|V|3)pourlesmatricesdenses.
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Cependant,sonindépendanceauxconditionsinitialesluipermetd’êtreunbon
pointdecomparaisonavecd’autresalgorithmes.

1.6 ParadigmedecalculBigData

Bienquelatailledesdonnéesaittoujoursétéunfacteurlimitantenin-
formatique,lesdonnéesmassivesreprésententundéfirelativementnouveau.
Avecledéveloppementdu Web2.0,cen’estplussimplementdespagessta-
tiquesauxquelleslesutilisateursaccèdentmaisdespagesoùlecontenuest
lui-mêmeenrichiparlesutilisateurs.Cesavancéescoincidentavecl’apparition
dutermeBigDataverslafindesannées1990.Diebold[39]tracel’originedu
termeàJohnMashey,responsabledelarecherchescientifiquedansuneentre-
prisedecalculintensif.Levolumedesdonnéesdevientincomparableaveccelui
manipuléjusqu’àprésentetl’apparitiondutermevientacterlechangement
deparadigme:lephénomèneduBigDatacommencedéjààprendreforme.Ce
termeestcomplétéparLaneyen2001(cfDiebold[39])quiévoquedansune
notederecherchenonpubliéeleschallengesduBigDataàtraverstroisV.

Toutd’abord,leVolumedesdonnéesreprésenteunedescomposantesdu
défiposéparleBigData.Facebookdisposaiten2014d’unecapacitédesto-
ckagede300PetaOctets[129](c’estàdire3.00·1017octets),letripleduvolume
disponibleen2013.Lesgéantsdu Web(Google,Facebook,Twitter,Amazon
entreautres)disposentdecapacitésdestockagedecetordre.LaNSA,agence
américainederenseignement,disposed’unefermedestockagede9000m2,
sanscompterlesinfrastructuresauxalentours,dontlacapacitédestockage
estévaluéeà12ExaOctetsdedonnéesen2013[74].

LaVariétédesdonnéesreprésenteundéfipourlecalculetl’automatisa-
tiondansleparadigmeBigData.Desdonnéestrèsdifférentespeuventêtre
stockéesdansunmêmeespacedestockage:desimages,desfichierssons,du
texte,desinformationssurlesutilisateursd’unproduit,lesclicksdecesmême
utilisateursetbiend’autrestypesd’informations.Lavariétédecessupports
rendlestraitementsautomatiquespluscomplexespuisqu’ilsdoiventprendre
encompteletypedefichieràanalyser.

Enfin,laVélocitéreprésentelefaitquelesdonnéesévoluentrapidement.Fa-
cebookgénéraitparexemple600TeraOctetsdedonnéesparjouren2014[129].
Lefaitquelesdonnéesévoluentrapidementsignifiequelescalculsréalisées
doiventêtremisàjourenpermanencepoursuivrelefluxentrantdesdonnées.

1.6.1 TechnologiespourleBigData

Pourrésoudredesproblèmesdanscenouveauparadigme,destechnolo-
gies(infrastructures,logicielsetc.)ontétédéveloppéespourpouvoirstockerle
volumemassifdedonnées,lesmettreàjouretlestraiter.

34 AntoineHINGE



1.Introduction

Stockagedesdonnées

Lestockagedesdonnéesmassivesetleurmiseàjourentempsréeldevient
unproblèmequandcesdonnéessonttropmassivespourpouvoirtenirsur
unseuldisque.Malgrélesprogrèsréalisésdanslestechnologiesdestockage,la
capacitédestockagemaximalepourlesdisqueslesplusrécentsestdequelques
Teraoctets,cequiestdoncinsuffisantpourcontenirtoutel’informationdes
problèmesdeBigData.
Pourrésoudreceproblèmedestockage,unesolutionprivilégiéeestde

mettreenparallèleplusieursdisquesdestockages,contenantchacununepar-
tiedel’information.C’estlepartiprisdeGhemawatetal.[55],chercheurs
chezGoogle,quidéveloppentaudébutdesannées2000unsystèmedefichier
distribuéappeléGoogleFileSystem(GFS).Lesfichierssontdistribuéssur
denombreuxdisquesdestockagedecapacitémoyenne.Lecoûtd’uneplate-
formedestockagemassifdecetypeestbienmoindreparrapportàl’achatde
disquesdestockagesdetrèsgrandecapacité:levolumedestockageestobtenu
parl’additionduvolumedechaquedisqueàbascoûtetnonparl’achatde
technologiesdestockagedepointe,souventtrèscoûteuses.GFSestaussiex-
tensible(del’anglais"scalable":capabledepasseràl’échelle):silebesoinen
stockageaugmente,ilestpossibled’ajouterdenouveauxdisquesausystème
pourl’étendresansmodifiersonétatcourant.
Avecl’ajoutdetrèsnombreuxdisquesdestockagefonctionnantenparallèle,

lerisquedepanneestaccru.Lorsqu’undisquedestockagetombeenpanne,
soninformationestperdue.Pournepastroublerlebonfonctionnementdu
système,GFSaétédéveloppédemanièreàêtretolérantauxpannes.Pour
cefaire,lesdonnéessontrépliquéesplusieursfoissurlesdifférentsdisquesde
manièreàcequ’unfichiersoittoujoursaccessiblemêmeencasdepanne.Ceci
signifieaussiquelalectured’unfichierneconstituepasungoulotd’étrangle-
ment:lapartiedufichierauquelonchercheàaccéderestrépliquéeàplusieurs
endroitsetnebloquepaslalecturedeplusieursutilisateursconcurrents.

Calculsurlesdonnées massives

Avecl’apparitiondesdonnéesmassives,desnouvellesméthodesdecalcul
ontétédéveloppéespourpouvoirlestraiter.L’enjeuestdepouvoireffectuerdes
calculsrapidementsurunvolumededonnéestrèsimportantquiévoluevite.
SelonPfister[111],troisapprochessontenvisageablesdevantunproblèmeoùla
performanceestunfacteurlimitant:travaillermieux,travaillerplusetdeman-
derdel’aide.Travaillermieuxconsisteàaméliorerlesalgorithmesexistantsou
àutiliserdestechniquespouraccélérerlesexécutionsd’unprogramme.Cette
approchesous-tendunepartiedetravauxexposésdanscemanuscrit.
Travaillerplus,c’estintensifierlecalcul,disposerdeplusderessourcespour

aideràrésoudreleproblème.C’estl’approcheprônéeparlecalculàhaute
performance(HPC).Enutilisantdesordinateurstrèsperformantsetdédiés
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Figure1.9–Stockaged’ungraphesurunclusterdetroismachines.Chaque
machineestconstituéedesespropresressources(stockage,mémoireetCPU)
etdisposed’unepartiedesdonnées.

àlarésolutiondeproblèmes,ladifficultédescalculspeutêtresurmontée.
C’étaitl’approcheemployéeentrelesannées1950et1980pourrésoudreles
problèmescomplexes.Unrapportderechercheaméricain[31]enoffreune
brèveperspective:lessuperordinateursétaientutilisésprincipalementpour
desapplicationsmilitaires,biologiquesetmétéorologiques.Desannées1960
jusqu’auxannées1970,CDCestl’entreprisequidémocratiselecalculhaute
performance,lesprocesseursrestentcependantuniquesàchaquemachine,ce
quirendleurdéveloppementtrèscoûteux.Danslesannées1980,lapuissance
decalculdecessuperordinateursestamélioréegrâceauparallélisme:de
plusenplusdeprocesseursdisposantdeplusdecœurssontintégrésdansces
machines,cequiamélioreleursperformances.

Concernantdemanderdel’aide,plusieursprojetsderecherche[5,20,29]ont
étélancésdanscetteoptiqueaudébutdesannées1990etontforméslabasedes
technologiesdecalculdistribuésaccessiblesaujourd’huisouslenomclusters
decalcul.L’idéeestsimilaireàcelledustockagedistribuée(cf.GFS[55]):
coordonnerdestâchesrépartiessurdifférentesmachines,possédantchacune
leursressourcespropres.Lecalculduproblèmeestdistribuéentreplusieurs
machinesindépendantes,disposantchacuned’espacedestockage,demémoire
etdeprocesseursainsiqued’uneconnexionréseaupermettantlasynchronisa-
tiondesétapesducalcul.Commepourlestockage,laparallélisationdepro-
cesseursducommercepermetd’égaler,voiredesurpasser,lesperformancesde
super-ordinateursdecalculàmoindrecoût.Cetteapprocheestaussiextensible
puisquesilescapacitésdecalculsontinsuffisantes,unnouveaunœud(c’està
direunenouvellemachine)peutêtreajoutéeauclustersansenperturberles
performances.Lecalculsurclusteraétérendupossibleparladémocratisa-
tiondesréseauxlocauxrapides,quipermettentauxdifférentesmachinesdese
coordonner.Cettecoordinationinduitunsurcoûtquipeutavoiruneinfluence
surlesperformancesdecetyped’approche:ladistributionefficacedestâches
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améliorelesperformancesàconditionqu’ilyaitunvraigainàparalléliserla
tâche.
D’autresapprochesexistent,commelecalculsurgrille[119],quipeutêtre

vucommeunevarianteducalculsurclusterpourdesmachineshétérogènes,
localiséesàdesendroitsdifférents.Cesressources,disponiblesviainternetet
nonplussurunréseaulocal,sontutiliséeslorsqu’ellen’effectuentaucuneautre
tache.

1.6.2 Technologiesactuellesetcontextederecherche

Lestechnologiesdecalculpourlesdonnéesmassivesnesontplusexclusi-
vementréservéesauxgrandesentreprisesetàquelquesprojetsacadémiques.
Desécosystèmeslibres,dontleplusconnuestHadoop[122],ontpermisde
démocratisercestechnologies.
LesalternativesproposéesparHadoopcontiennentdeslogicielspourl’en-

sembledelachaînedetraitementduBigData:dustockageàl’analyse.HDFS,
ouHadoopFileSystem[122],estlependantlibredeGFSdegoogle.HDFS
propose,commeGFS,lestockagedistribuédefichiersmassifsainsiqueleur
réplicationpourrésisterauxpannesetaccélérerlerequêtagedesdonnées.
HBase[131]proposedesbasesdedonnéesdistribuéessurcluster,baséessurle
systèmedefichiersHDFS.
Différentsoutilsdetraitementsdedonnéesexistentdanscetenvironne-

ment.MapReduce[36]proposeunparadigmedecalculbasésurdeuxopéra-
tionssimples:Mapquiappliqueunefonctionàchaqueligned’untableauet
Reducequifusionneplusieurslignespourentirerunrésumé.Aveccesdeux
opérations,denombreuxalgorithmespeuventêtreimplémentésefficacement
demanièredistribuée[106].Ceparadigmedecalculseradéveloppédanslecha-
pitre2.Spark[139]estunenvironnementdecalculfonctionnantsurlemême
principequeMapReduce.IlutilisedesjeuxdedonnéesdistribuésappelésRDD
(ResilientDistributedDatasets),quicontrairementauxapplicationsMapRe-
duce,peuventêtreconservésenmémoiresansavoiràêtreécritsurdisque
entrechaqueétapedecalcul.Cetenvironnementpermetdoncd’implémenter
desalgorithmesitératifsplusnaturellementqu’avecMapReduce.Enfin,pour
lesapplicationshaut-niveau,Pig[109]proposed’effectuerdestraitementssur
lesjeuxdedonnéesdistribuésàl’aided’unlangagedeprogrammationnaturel,
àlamanièredeSQL.
Concernantlesgraphesplusspécifiquement,plusieurstechnologiesexistent

danscetécosystème.Giraph[12]proposeuneimplémentationlibredePre-
gel[102],unparadigmedecalculdistribuébaséspécifiquementsurlesgra-
phes,quifonctionnedansl’environnementHadoop.GraphX[138]estunebi-
bliothèquedeSparkconçuepourgérerlesgraphes.GraphXproposeaussiune
implémentationdePregelainsiquedesopérationsdetypeMapReducespéci-
fiquesauxgraphes.
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1.7 Organisationdu mémoire

DansleChapitre2,nousprésentonslesdéfinitions,notationsetprérequis
utilisésdanslasuitedumémoire.Lesdéfinitionsetnotationsconcernentprin-
cipalementlesgraphes.Lesprérequisintroduisentdesnotionsdecalculdistri-
buédansleparadigmeMapReduceetprésententlestechnologiesutiliséespour
réalisernostravauxdethèses.

DansleChapitre3,nousdressonsunétatdel’artdesalgorithmesdedessin
degrapheparmodèledeforceetdesalgorithmesdedessindegraphepar
réductiondustress.Nousprésentonsd’abordlestechniquesclassiquesdedessin
degraphe,enpassantenrevuelesdifférentesforcesetoptimisationsmisesau
pointpouraccélérerlesalgorithmesdedessinparmodèledeforce.Nousnous
concentronsensuitesurlesapprochesmultiéchellesquiontpermisderéduire
lacomplexitétemporelledesalgorithmesdedessinparmodèledeforce.Nous
présenteronslesdifférentstravauxsurleparallélismedesalgorithmesdedessin
degrapheetlesdébutsdeladistributiondecesalgorithmes.Enfin,nousferons
unpointsurlestechniquesdedessindegraphesdynamiques,c’estàdirequand
legrapheévoluedansletemps.

LeChapitre4décritnotrepremièreapprochepourtransposerunalgo-
rithmededessindegraphedansunenvironnementMapReduce.Apartirdes
forcesdécritesparFruchtermanetReingold[48],nousmontronscommentles
forcesd’attractionsonttransposablesdanscemodèle.Nousdécrivonsaussi
commentlesapproximationsusuellesdesforcesderépulsionnesontpasadap-
téesàladistributionetauvolumedesdonnées.

GDAD,lepremieralgorithmededessindegraphedansleparadigmeMa-
pReduce,estprésentéenChapitre5.Nousproposonsuneforcederépulsion
adaptéeàceparadigme,quiutiliseunestructurededonnéedistribuable.
GDADestcomparéàunautrealgorithmededessindegrapheparmodèle
deforceconçupourleparadigmeMapReduce.Nouscomparonsaussilesper-
formancesGDADsurunclusterdistribuéenMapReduceetsuruneunique
machinedansuneimplémentationséquentielleclassique.

DansleChapitre6,aprèsavoirmontréleslimitesdenotrealgorithmepar
modèledeforce,nousrevenonssurlesdécompositionsmultiéchellesdedeux
algorithmesdedessindegraphe:FM3etGRIP.Uneméthodepermettantde
trouverunedécompositionmultiéchelleestproposéedansleparadigmeMa-
pReduce.Cettedécompositionétantréalisableefficacementendistribué,nous
montronscommentadapterlesalgorithmesFM3etGRIPenMapReduce.Nous
comparonsnotrealgorithme,appeléMuGDAD,àMultiGila[9],algorithmede
dessindegraphedansleparadigmePregel.Nousrevenonsaussisurlesperfor-
mancesdenotrealgorithmesurunclusterBigDataetsuruneuniquemachine
dansuneimplémentationséquentielleclassique.Cefaisant,nousexhibonsles
limitesd’unalgorithmemultiéchelleendistribuélorsqu’unniveaun’apasun
volumesuffisantpourêtredistribué,etproposonsuneinterfaceentrenotre
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applicationMapReduceetcelledéveloppéeenC++.
Enconclusion,dansleChapitre7,nousouvronsnostravauxversdespers-

pectivesintéressantespourledessindegrapheparmodèledeforcedansle
paradigmeMapReduce.
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Chapitre2

Prérequis

2.1 Définition

Nousprésentonsicilesdéfinitionsnécessairesàlacompréhensiondecette
thèse.Lesdéfinitionsconcernantlesgraphessonttiréesdel’ouvragede West
etal.[135].

2.1.1 Ensembles

Définition2.1(Décompositiond’ensemble).SoitEunensemble.Pourtout
idansl’intervalle 1,p,Eiestunsous-ensembledeE.{Ei}1≤i≤pestune

décompositiondel’ensembleEsietseulementsi
p

i=1
Ei=E.

Définition2.2 (Partitiond’ensemble).SoientEunensembleet{Ei}1≤i≤p
unedécompositiondel’ensembleE.{Ei}1≤i≤pestunepartitiondeEsiet
seulementsi∀i,j∈ 1,p,i=jonaEi∩Ej=∅.

Définition2.3(Filtration).Unefiltration(E)nestunesuitedesous-ensembles
deEcroissanteoudécroissanteausensdel’inclusion.

2.1.2 Graphes

Définition2.4(Graphenon-orienté).SoientEetVdeuxensemblestelsque
E⊆{{u,v}|u∈V,v∈V}.Onappellegraphenon-orientélecouple(V,E)
etonnoteG=(V,E).

·Lesélémentsdel’ensembleVsontappeléslessommets(ounœuds)dugraphe.

·Lesélémentsdel’ensembleEsontappeléslesarêtesdugraphe.

·Soiteunearête,lesélémentsdeesontappeléslesextrémitésdel’arête.

·Deuxnœudsuetvsontadjacentss’ilexisteunearêtedanslegraphedont
lesextrémitéssontuetv.
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Définition2.5 (Grapheorienté).SoientAetVdeuxensemblestelsque
A⊆V2.Onappellegrapheorientélecouple(V,A)etonnoteG=(V,A).

·Lesélémentsdel’ensembleAsontappelésdesarcs.

·Soita=(u,v)unarc,lesommetu(resp.v)estappelélasource(resp.la
destination)del’arca.

Définition2.6 (Sous-graphe).Unsous-grapheH=(V,E)deG=(V,E)
estungraphetelqueV ⊆VetE ⊆E.OnécritH⊆GetonditqueG
contientH.

Définition2.7(Grapheinduit).Ungrapheinduitestunsous-grapheobtenu
ensupprimantunensembledenœuds.SoientlegrapheG=(V,E)etT⊆V
OnécritG[T]pourdésignerlegrapheinduitparlasuppressiondesnœudsde
T=V\TetonditqueG[T]estlegrapheinduitparT.

Remarque:Supprimerdesnœudsd’ungrapheimpliquedesupprimerlesarêtes
ayantpourextrémitél’undesnœudssupprimés.

2.1.3 Degréetchemin

Définition2.8 (Voisinaged’unsommet).SoientG=(V,E)ungrapheet
u∈V.OnappellevoisinagedeudansG,etonnoteNG(u)ouN(u),l’ensemble
desnœudsadjacentsàu.

Remarque:SoientlegrapheG=(V,E)etl’ensembleV ⊆V.Parabusde
notation,onécritN(V)pourdésignerl’ensemble

u∈V
N(u)⊆V.

Définition2.9(Degréd’unsommet).SoientlegrapheG=(V,E)etlesom-
metu∈V.OnappelledegrédeupourlegrapheG,etonnotedG(u)oud(u),
lenombred’arêtesincidentesausommetu.

Définition2.10(Cheminnonorienté).Uncheminnon-orientéestungraphe
dontlessommetspeuventêtreordonnésdemanièreàcequelesnœudssoient
adjacentssietseulementsiilssontconsécutifsdanslalisteordonnée.

Définition2.11((u,v)-chemin).Un(u,v)-cheminestuncheminnonorienté
dontlessommetsdedegré1(lesextrémitésduchemin)sontlesnœudsuetv.
Lesautresnœudsducheminsontdesnœudsinternes.

Définition2.12 (Longueurd’unchemin).Lalongueurd’unchemincorres-
pondaunombred’arêtesdanscechemin.

Définition2.13(Distancedansungraphe).SoientlegrapheG=(V,E)et
deuxnœudsu,v∈V.SiGcontientun(u,v)-chemin,ladistanceentreuetv,
notéedG(u,v)oud(u,v)estlalongueurdupluscourt(u,v)-chemin.Siaucun
(u,v)-cheminn’existeentreuetv,d(u,v)=∞.
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Définition2.14 (Graphepondéré).Ungraphepondéréestungrapheavec
desétiquettesnumériquessursesarêtes.

Définition2.15(Distancevaluéedansungraphe).Ladistancevaluéedans
ungraphepondérédontlespoidssontpositifsestlasommedupoidsdesarêtes.

2.1.4 Casparticuliersdegraphes

Définition2.16(Graphecomplet).OnditquelegrapheGestcompletsises
sommetssontadjacentsdeuxàdeux.

Définition2.17 (Grapheconnexe).OnditquelegrapheGestconnexesi
chaquepairedesommetsestdansunchemin.

Définition2.18 (Stable).SoitlegrapheG=(V,E).Unstable(ouunen-
sembleindépendant)estunsous-ensembleV ⊆VtelquelegrapheG[V]ne
contientpasd’arêtes.

Définition2.19(GrapheQuotient).SoitlegrapheG=(V,E).Soit{Vi}1≤i≤p
unepartitiondeV.Onnote∼larelationd’équivalenceinduiteparlapartition
{Vi}1≤i≤pdesnœudsdeV.OnnotealorsV/∼l’ensemblequotient.Soitu∈V.
Onnote[u]∼lereprésentantcanoniquedeV/∼associéàu.
LegraphequotientQ =(V,E)estlegraphetelqueV = V/∼et

E={([u]∼,[v]∼)|[u]∼=[v]∼et(u,v)∈E(G)}.

2.2 ParadigmedecalculBigData

NousdécrivonsdanscettesectiondeuxparadigmesdecalculsBigData:le
paradigmeMapReduceetleparadigmePregel.MapReduceestunparadigme
decalculgénéralpourlesdonnéesmassives.Pregelestunparadigmedecalcul
utilisépourmanipulerdegrandsgraphes.

2.2.1 Paradigme MapReduce

LeparadigmeMapReduce[36]estprésentéen2008parDeanetal.Dansun
programmeMapReduce,deuxtypesd’opérationssontchaînéespourréaliser
uncalcul:l’opérationde Mapetl’opérationdeReduce.L’ensembledeces
opérationsformeunjobMapReduce.
DansleparadigmeMapReduce,lesdonnéessontreprésentéespardespaires

clé-valeurs.LesopérationsMapetReduceprennentenentréeunensemblede
pairesclé-valeursetrenvoieunensembledepairesclé-valeurs.Plusprécisé-
ment,soientK,K etK troisensemblesdeclésetV,V etV troisen-
semblesdevaleurs.Onutilisel’opérateurPpourdécrirel’ensemblepuissance

DessindegraphedistribuéetBigData 43



2.2.ParadigmedecalculBigData

(i.e.l’ensembledesparties)d’unensemble.Pourunjob,lesfonctionsMapet
Reduces’écrivent:

map:K×V→P(K ×V)

(k,v)→{(k,v)|(k,v)∈K ×V}

reduce:K ×P(V)→P(K ×V)

(k,{v|v∈V})→{(k,v)|(k,v)∈K ×V}

Cesopérationssontpenséespourpermettreunedistributionaiséedescal-
culs.Surunclusterdecalcul,chaquemachinetraiteunepartiedesdonnées
seulement,demanièreàtirerpartidustockagedistribuédesfichiers.

Opération Map

L’opérationMappermetdetransformerlesdonnéesenentréeversunétat
intermédiaireutilisableparl’opérationReduce.Selonl’application,ellepeut
êtreutiliséepourfiltrerlesdonnées,dupliquerlesdonnéesetc.Dansl’implé-
mentationdistribuéeduparadigme,lesmachineseffectuantl’opérationMap
sontappeléesmapper.Chaquemappernetravaillealorsquesurunepartiedes
données.
LaclédesélémentsensortiedelafonctionMappermetdedéterminerles

valeursréduitesensembledansl’opérationdeReduce.

OpérationReduce

L’opérationdeReducetransformelesvaleursayantlamêmecléenunepaire
clé-valeur.Selonl’application,l’opérationdeReducepermetdetransformer
lasortiedu Mapenunindicateurstatistique,enunjeudedonnéestriées
etc.Dansl’implémentationdistribuéeduparadigme,lesmachineseffectuant
l’opérationReducesontappeléesreducer.Chaquereducertravaillesurune
partiedesdonnées.

Shuffledesdonnées

Entrel’opérationMapetl’opérationReduce,lejeudedonnéessubitune
modification.L’opération Maprenvoieunensembledepairesclé-valeurset
l’opérationReduceprendenentréeunepaireclé-ensembledevaleurs.L’étape
deShufflepermetdefairecettetransition.
LorsduShuffledesdonnées,lesdonnéesensortiedel’opérationMapsont

transmisessurleréseauendirectiondesreducers.Lespairesayantlamême
clésonttransmisesaumêmereducer.Lespairesclé-ensembledevaleurssont
forméesdecettemanière.
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Cetransfertpeutreprésenterunpointdeblocageimportantdel’implémen-
tationdistribuée.Lorsquel’onmanipuledegrandsjeuxdedonnées,laquantité
d’informationéchangéesurleréseaupeutêtreimportante(jusqu’àplusieurs
foislatailledujeuxdedonnées,selonl’application).Ilconvientdoncdefaire
attentionauvolumededonnéestransmiseslorsdecetteétapepouraméliorer
lesperformancesdel’algorithme.

2.2.2 ParadigmePregel

Calculdegraphedistribué

LeparadigmePregel[102]estdéveloppépourpallierlemanqued’environ-
nementsdecalculspécifiquesauxgraphessurclusters.Lumsdaineetal.[101]
présententplusieursdéfisaudéveloppementd’algorithmesdegraphesparal-
lèles:

•lecalculdépenddesdonnéesetnepeutêtreréalisésurunestructureconnue
apriori,

•lastructuredegrapherenddifficileunpartitionnementefficacedesdonnées,

•l’accèsaudonnéesenmémoireestcompliquéparlamauvaiselocalitédes
donnéesdegraphe.

Cesproblèmesseposentdelamêmemanièrelorsquelesdonnéessontparti-
tionnéesmaisleproblèmedelocalitéestamplifié.
LeparadigmePregelestunemanièrenaturelled’exprimerlesalgorithmes

itératifsdegraphes.Ilestnotammentutilisépourl’algorithmePageRankde
Google,pourl’algorithmeducheminlepluscourtetc.,cf.Malewiczetal.[102].

ModèledecalculPregel

Malewiczetal.[102]proposentunparadigmedecalculinspirédumodèle
deparallélismeappeléBulkSynchronousParallel(abbrégéBSP)oùlesalgo-
rithmessontdécomposésensuperétapes(ourondes)danslesquelleslescalculs
sontréalisésenparallèlepuissynchronisés.UnerondedePregelsedécompose
entroisétapes:lacréationdemessages,l’envoidemessagesetlechangement
d’état.L’exécutiondecestroisétapessefaitàl’aidedesinformationsdont
chaquenœuddispose(sonétatetlesmessagesqu’ilareçus).Ceparadigme
estd’ailleursaussiconnusouslenomde"ThinklikeaVertex",souventabrégé
enTLAV.
Lorsdelacréationdemessages,Pregelappliqueunefonctionsurchaque

nœudenparallèle.Aucunouplusieursmessagespeuventêtrecréésparnœud
lorsdecetteétape.
Lesarêtesentrentenjeuaumomentdel’envoidesmessages.Lesmessages

sontgénéralementenvoyésauxvoisinsdesnœuds.Cependant,ilestpossible
d’envoyerunmessageàn’importequelnœuddugraphe.
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Enfin,chaquenœudlitlesmessagesreçusetmodifiesonétatenconsé-
quence.Cetteétapemarquelafindelaronde.Unenouvellephasedecréation
demessagesdébutealors.
LesalgorithmesimplémentésenPregels’arrêtentgénéralementlorsqu’iln’y

aplusdemessagestransmisentrelesnœuds.

Correspondance MapReduce

LeparadigmePregelpeutêtredécritàl’aidedesopérationsutiliséesen
MapReduce.Ondistingueainsitroisétapesquipeuventêtreassociéesàune
opérationdansleparadigmeMapReduce:lacréationdemessagesparchaque
sommet(correspondantàuneopération Mapsurlessommets),letransfert
desmessages(opérationdeShuffle)etlechangementd’étatenfonctiondes
messagesreçus(opérationdeReduceayantpourcléunsommetetpourvaleurs
lesmessagestransmisàcesommet).

2.3 Sparketlecalculen mémoire

Spark[139]estunebibliothèquedecalculdistribuéetirantpartidelamé-
moiredesmachinesducluster.SparkutilisedesRDD,unestructurededonnées
distribuéeetstockéeenmémoire,pourreprésenterlesgrandsjeuxdedonnées.
Sparkimplémenteleparadigme MapReduceetdisposedebibliothèquesdé-
diéesaucalculsurlesgraphes,commeGraphX[138].

ResilientDistributedDatasets

SparkfonctionneàpartirdejeuxdedonnéesrobustesappelésResilient
DistributedDatasets(abrégéenRDD).Cesjeuxdedonnéesdistribuésconsti-
tuentlecœurdesopérationsdeSpark.LesRDDutilisentunestructurede
donnéesimmuable.
Contrairementàl’implémentationHadoopdeMapReduce,plusieursRDD

peuventcoexisterauseind’unmêmejob.LesRDDsontévaluéesdemanière
paresseusedemanièreàoptimiserlesopérationseffectuéesàlasuite.
Auseind’unjob,Sparkconserveungrapheorientéacycliquedestrans-

formationseffectuéessurlesRDD,demanièreàpouvoirrecalculerl’étatde
l’algorithmeàtoutinstant.Encasdepanne,l’historiquedesopérationspeut
êtrerépétéàpartird’uneRDDintacte.Pourunalgorithmedéterministe,les
mêmesRDDsontalorsgénéréesànouveauparl’historiquedesopérations.

Variablespartagéesetbroadcast

Lorsdel’exécutiond’unalgorithmedansunenvironnement MapReduce
ouPregel,ilpeutêtrenécessairequecertainesvariablessoientaccessiblessur
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l’ensembledesmachines.Sparkproposedeuxsolutionspourpartagerdesva-
riables:lebroadcastetlesaccumulateurs.
Lebroadcastpermetderendreaccessibleunevariableàtouteslesmachines.

Cettevariableesttransmiseàchaquemachinevialeréseaudemanièreefficace
etlavariableeststockéesurlecachedechaquemachine.
Lesaccumulateurs(ouAccumulators)sontdesvariablesaccessiblespar

l’ensembledesmachinesquipeuventuniquementêtreincrémentées.Lavariable
peutêtrelueparl’ensembledesmachinesetmodifiéeparunaccèsconcurrent.
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Chapitre3

Étatdel’art

Danscetétatdel’art,nousprésentonsendétailslesalgorithmesdedessin
degrapheparanalogiephysique.Troisaspectsdifférentsduproblèmesontmis
enlumière:

•Lemodèlephysiquesous-jacentpermetdedéfinirlesinteractionsentre
lesnœudsdugraphe.L’étatd’équilibredecesmodèlesdéfinitledessinop-
timal.

•Laméthodederésolutionpermetdetrouverl’étatd’équilibredumodèle
physiquesous-jacent.Parcesméthodesitératives,lesnœudsconvergentvers
leurpositionoptimale.

•L’approche multiéchellepermetd’accélérerlaconvergencedudessin.
Cetteapprochedécomposeleproblèmeinitialenunesériedeproblèmes
dedifficultédécroissante.Leurrésolutionpermetuneconvergencerapidedu
problèmeinitial.

Dansladernièresection,nousprésentonslestravauxdeparallélisationet
dedistributiondesalgorithmesdedessinparanalogiephysique.

3.1 Notationsusuelles

Danslasuitedecechapitre,nousutilisonslesnotationssuivantes.Soient
uetvdeuxnœudsdeV.Onnotepulevecteurdecoordonnéesreprésentant
lapositiondunœudu.Onnoteduvladistancegrapheentrelesnœudsuetv.
Onnotexu(resp.yu)pourdésignerl’abscisse(resp.l’ordonnée)delaposition
deudansleplan.

Lesnotations · et ·1désignentrespectivementlanormeeuclidienne
etlanorme1.

Lesconstantesrelativesauxmodèlesphysiques(cf.Section3.2)sontnotées
ki,i∈N,ouks’iln’yapasd’ambiguïté.
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Algorithme Fonctiond’énergie

Quinn E=
(u,v)∈E

k1
2
·pv−pu

2
1−

(u,v)/∈E
k2·pv−pu 1

Eades E=
(u,v)∈E

k1pv−pu(logpv−pu −1)+
(u,v)∈V2

k2
pv−pu

Kamada E=
(u,v)∈V2

1
2
·kuv·(pv−pu −duv)

2

Fruchterman E=
(u,v)∈E

1
3·k
·pv−pu

3−
(u,v)∈V2

k2·log(pv−pu)

Figure3.1– Énergiedusystèmeàminimiserselonlesforceschoisiespour
quatreexemplesd’algorithmesdedessinclassiques::Quinn[116],Eades[42],
KamadaetKawai[84]etFruchtermanetReingold[48]

3.2 Modèlesphysiquesetdessindegraphe

Lesalgorithmesdedessinparmodèledeforcessebasentsurunmodèle
physiquesous-jacentdontl’étatd’équilibrecorrespondaudessinoptimal.Dans
cettesectionnousdécrivonslesmodèlesdeforcescourammentutilisésdans
lesalgorithmesdedessin.Danscesalgorithmes,lemodèledeforcesous-jacent
s’exprimesouslaformed’unefonctiond’énergieàoptimiserousouslaformede
forcesàappliquerauxnœudsdugraphe.Lemodèlephysiqueseuldéterminela
positionoptimaledesnœuds.Lesmodèlesphysiquessous-jacentssontprésentés
enSection3.2.1.
Ledessindegrapheparmodèledeforcepeutêtreassociéàdescontraintes

surleplacementdesnœuds.Cescontraintess’exprimentsouslaformed’inéga-
litésdontlestermessontfonctiondelapositiondesnœuds.Cescontraintesne
définissentpasunmodèlephysiqueàproprementparlermaisellesinfluencent
ledessinoptimaldugraphe.Nousprésentonsplusendétaillesalgorithmes
utilisantdetellescontraintespourdessinerdesgraphesdanslaSection3.2.3.

3.2.1 Analogiesphysiquesclassiques

Quinn[116]développeen1979unalgorithmepermettantdeplacerautoma-
tiquementlescomposantsélectroniquesd’unecarteàpuce.Unetellecartepeut
êtremodéliséeparungraphedontlesnœudssontlescomposantsàplaceretles
arêteslespistesquilesrelient.Lesobjectifsdecetalgorithmesontdifférents
deceuxdudessindegrapheclassique:ils’agitdeplacertouslescomposants
nonpaspourmaximiseruneesthétiquemaisrelativementlesunsauxautresde
manièreàavoirunepremièreébauchedelacarte.Pourtrouverleurposition,
Quinnproposeunmodèlephysiquequipréfigurelesalgorithmesdedessinde
graphe.Lescomposantsreliésparunepistesubissentuneforced’attraction
suivantlaloideHooke(i.e.laforcederappeldesressorts).Lescomposants
non-reliéssubissentdeuxàdeuxuneforcederépulsionconstante.Quinnuti-
liselanorme1etpasderacinesnid’inversedanssonanalogiephysiquepour
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limiterlesopérationsmathématiquescomplexesetréduirelescalculs.
En1984,Eades[42]proposelemodèlephysiquesuivantpourdessinerles

graphes.Lesnœudsdesgraphes,i.e.particulesdumodèlephysiquesous-jacent,
sontmodéliséspardesanneauxetlesarêtesreliantlesnœudsdugraphesont
modéliséespardespseudo-ressorts.Uneforced’attractiondetypelogarith-
miqueestappliquéeentrelesnœudsadjacents.Lesforcesderépulsionsont
appliquéesauxnœudsnonadjacentsetcesforcessuiventuneloiencarré
inversequel’onretrouvedanslesmodèlesphysiquesenmécaniqueouenélec-
trostatique.ContrairementàQuinn[116]quicherchelapositionrelativedes
nœuds,Eadeschercheàrendrelavisualisationdugrapheclaire.Lesforces
sélectionnéespermettentd’optimiserlaqualitédudessin.Parexemple,uneloi
logarithmiqueestpréféréeparEadescarlesnœudssonttroprapprochéslors
dudessinaveclaloideHooke.
KamadaetKawai[84]proposentlemodèlephysiquesuivant:lesforces

nesontpasscindéesenforcesd’attractionetderépulsionmaisinterviennent
entretouslesnœuds.Danscemodèle,lesnœudssontconnectésdeuxàdeux
parunressortdontlalongueurnominaleestégaleàladistancegraphedes
nœuds.Cetteuniqueforceagitentantqueforced’attractionouderépulsion
selonlavaleurdurapportentreladistancedansledessinetladistancegraphe.
L’équilibrerecherchéestalorsundessinoùladistancepourchaquepairede
nœudsestlaplusprochepossibledeleurdistancegraphe,i.e.uneisométrie.
Lorsqu’ununpoidsde1estassociéàchaquearête,ladistanceentrechaque
pairedenœuds(all-pairshortestpathouAPSP)peutêtreobtenueenutilisant
desarbresdeparcoursenlargeur.Lacréationdecesarbresapourcomplexité
O(|V|+|E|)etdoitêtreréaliséepourchaquenœud,pourunecomplexité
totaledeO(|V|2).Cecalculresteaujourd’huidifficileàmenerpourlesgrands
graphes.
FruchtermanetReingold[48]proposenten1991unmodèlesimilaireà

celuid’Eades[42].Lesforcesderépulsiondecemodèlesontappliquéesentre
chaquepairedenœuds.Lesforcesd’attractionsontproportionnellesaucarré
deladistanceetlesforcesderépulsionsontinversementproportionnellesà
ladistance.FruchtermanetReingoldharmonisentcesdeuxforcesgrâceau
paramètrek:

k=C·
a

|V|

areprésentel’airedelasurfacedudessinetCestuneconstanterégléeexpé-
rimentalement.
Larelationentrelafonctiond’énergieetl’expressiondesforcesestla

mêmequ’enmécaniqueclassique.Lesdérivéespartiellesdelafonctiond’éner-
giepermettentd’obtenirl’expressiondesforces.Inversement,l’intégrationdes
forcesselonlesdifférentesdimensionspermetderetrouverlafonctiond’énergie.
L’étatd’équilibrecorrespondauminimumd’énergie:lasommedesforcesap-
pliquéesàchaquenœudestnulle.Lafonctiond’énergieassociéeàcesanalogies
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Algorithme Complexité Répulsion Attraction

Quinn O(|V|2)

Eades O(|V|2)

Kamada O(|V|2)

Fruchterman O(|V|2+|E|)

Figure3.2–Complexitédesmodèlesphysiquesetschémadesforcesap-
pliquéesauxnœudspourquatrealgorithmesclassiquesdedessindegraphe:
Quinn[116],Eades[42],KamadaetKawai[84]etFruchtermanetReingold[48]

physiquesestrésuméedansletableauFigure3.1.Pourcesdifférentsmodèles
physiques,lenombred’interactionscalculéesestdeO(|V|2),cf.Figure3.2.

Lesalgorithmesdedessindegrapheclassiquesprésentésdanscettesec-
tionsontillustrésenFigure3.3pourlesjeuxdedonnéesimdb_small,graphe
connectantlesacteursayantjouédanslesmêmesfilmsdanslabasededonnées
Imdb,etuntoregénéréautomatiquement.

3.2.2 Autresanalogies

Lesmodèlesphysiquesclassiquess’exprimentfacilementsouslaformede
forcesoudefonctionsd’énergiepourdeuxraisons:l’intensitédesforcess’ex-
primepardesfonctionsrégulièresausensdeladérivationetcesfonctionsne
s’exprimentqu’àl’aidedeladistanceentrelesnœudsdansledessin.Nouspré-
sentonsicideuxanalogiesphysiquesdontl’expressionsouslaformedeforce
oud’énergieestpluscomplexe.
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(a)Fruchterman (b)Fruchterman

(c)Kamada (d)Kamada

(e)Eades (f)Eades

Figure3.3–Dessindedeuxgraphes,imdb_smalletuntore,àl’aidedes
algorithmesdeetFruchtermanetReingold[48],KamadaetKawai[84]et
Eades[42].imdb_smallestungraphederéseaud’acteursconnectéslorsqu’ils
jouentdanslemêmefilm(298nœudset2058arêtes).Letoreestungraphe
généréautomatiquement,contenant25anneauxde10nœuds(250nœudset
500arêtes).
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Forceentreunnœudetunearête

Bertault[21],puisSimonettoetal.[123],proposentuneapprochecombi-
nantlesapprochesmathématiquesdedessindegrapheplanaireetlesalgo-
rithmesdedessindegrapheparmodèledeforce.L’algorithmedeBertault
assurequeledessinfinaln’ajoutepasdecroisementsd’arêtesaudessininitial.
Bertaultajouteuneforcederépulsionentrelesnœudsetlesarêtesauxforces
définiesparFruchtermanetReingold[48].Lesnœudsdugraphesontrepous-
sésparlesarêtesdemanièreorthogonalelorsquelesnœudsetlesarêtessont
proches.Lorsducalculdesforcespourchaquenœud,deuxtermesopposéssont
créés.Lepremiertermecorrespondauxforcesderépulsiondesarêtesversles
nœuds.Lesecondterme,laforceopposée,s’appliquedepuislesnœudsversles
arêtes.Puisquelesarêtesnesontpasdéplacéesdirectement,cesontlesdeux
extrémitésdesarêtesàquionappliquelamoitiédelaforcederépulsion.

Laforcederépulsionentreunnœuduetunearête(a,b)utiliseunnœud
virtuelparticulierpourêtrecalculé.Cenœudiestlaprojectiondunœudusur
lesegment[ab].L’intensitédelaforces’exprimealorsàl’aidedeladistance
entrelesnœudsueti.L’intensitédecetteforceapourseulparamètrela
distanceentrenœudsetarêtes.

Champ magnétique

L’orientationdesarêtespeutêtreunparamètreàcontrôlergrâceàunmo-
dèlephysique.Sugiyamaet Misue[125]s’inspirentdeschampsmagnétiques
pourdécrireunnouveautypedeforcesquiinfluentdirectementsurladirec-
tiondesarêtes.Dansleurmodèle,lesarêtessontremplacéespardesaimants
etplongéesdansunchampmagnétique.Lanouvelleforces’appliqueauxter-
minaisonsdesarêtesetestfonctiondel’angleforméentrel’arêteetlechamp
magnétique.Lesforcesmagnétiquespermettentdedéfiniruneorientationop-
timalepourlesarêtesselonlechampmagnétiquechoisi(parallèle,centralou
radial).Lesauteursutilisentcesforcespourimplémenterdesalgorithmesde
dessind’arbresetdegraphes.

Laforceappliquéeparlechampmagnétiquedépenddel’angleforméentre
lechampmagnétiqueetl’arête.L’énergiepotentielledecetypedeforcess’ex-
primeàl’aideduproduitscalaireentrelevecteurforméparl’arêteetlechamp
magnétique:soient(u,v)∈EetBlevecteurreprésentantlechampmagné-
tiqueaumilieudecettearête,E=−uv·B.

3.2.3 Contraintesetdessin

L’ajoutdecontraintesestaussiunchampd’explorationpourledessinde
graphe.Auxforcesclassiquess’ajoutentdesrèglesàrespecterlorsdudessin
pourdélimiterleproblème.Lescontraintessontprincipalementutiliséesdans
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desalgorithmesdedessinoùlarésolution(cf.Section3.4)esteffectuéeparop-
timisationenutilisantlemodèlephysiqueproposéparKamadaetKawai[84].
Danscesconditions,ledessinsouscontrainteseramèneàunproblèmede
programmationquadratiquebienconnuenmathématiques[41].

Lalimiteentrelescontraintesetlesmodèlesphysiquesn’estpastoujours
claire.PourDengleretal.[37],lescontraintessontutiliséespourspécifierune
formeattendue,e.g.descouchessuccessivespourlesgrapheshiérarchiques,
puisintégréesàl’énergiedusystèmesouslaformed’unefonctiondecoût.
KampsetKleinz[85]adoptentcetteapprochepourlescontraintesd’orientation
desarêtes.

Pourledessindegraphe,lalittératureseconcentresurlescontraintesdont
lestermessontdesfonctionsaffinesdelapositiondesnœudsetdeladistance
entrelesnœuds[85].Lescontraintesainsiexpriméespermettentparexemple:

•L’alignementhorizontalouverticaldenœuds(contraintesdetypexu=xv)

•Ladélimitationdel’espacedudessin(e.g.yu≤5)

•Lapositionrelativedecertainsnœuds(e.g.xu≤xv)

Apportdescontraintesauproblèmedudessin

Plusieursobjectifspeuventêtrerecherchésenajoutantdescontraintesàla
fonctiondecoût.

Heetal.[70]proposentd’utiliserlescontraintespourspécifierledessinat-
tendu.Cecipeuts’appliqueraudessindegrapheayantunestructurespécifique.
Parexemple,DwyeretKoren[40]utilisentdescontraintespourdessinerdes
graphesparcouchesdemanièreàassurerqu’unmaximumd’arcssontorientés
verslebasdudessin.Cescontraintespeuventaussiêtreutiliséespourconser-
verlacartementalelorsdedessinssuccessifs,i.e.limiterlesmodificationsde
positions.

LinetEades[99]tententdeconcilierapprochedéclarativeetalgorithme
dedessin.L’unedeleursmotivationsestdepouvoirobtenirundessintoujours
identiqueensortiedel’algorithme.Lesmodèlesphysiquespourledessinpos-
sèdenteneffetdenombreusessymétries(e.g.rotations,symétriesaxialesetc.)
etplusieursétatsd’équilibreslocaux(i.e.dontlafonctiond’énergieestunmi-
nimumlocal).L’étatd’équilibreensortievariedoncd’uneexécutionàl’autre,
mêmelorsquel’algorithmededessinparmodèledeforceestdéterministe.

Kamps[85]montrequefixerlapositiond’uncertainnombredenœuds
contribueàdiminuerlenombrededimensionsduproblèmeetquedespéci-
fierlapositionrelativedesnœudspermetderéduirel’espaced’exploration,
accélérantainsilecalcul.Cependant,Kampssoulignequelegainobtenupar
cescontraintesn’estgénéralementpassuffisantauregarddelacomplexitédu
problème.
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Compatibilitédescontraintes

L’ajoutdecontraintescompliquelarésolutionpuisqu’ilfauts’assurerque
cescontraintessontcompatiblesentreelles.Aucundessinnepeutrépondreà
descontraintescontradictoires.BöhringeretPaulisch[23]proposentunere-
cherchebinairedescontraintespourtrouvercellesàdésactiver,cequinécessite
O(c2logc)opérationsavecclenombredecontraintes.Dengleretal.[37]pro-
posentd’appliquerlescontraintesparordrecroissantderestrictivité.Mettre
enœuvreunecontraintetrèsrestrictiveempêched’autrescontraintesd’être
appliquéesetc’estlaréalisationduplusdecontraintespossiblesquiestdonc
privilégiée.

3.3 Simplificationdu modèlephysique

Nousprésentonslesméthodesdesimplificationoud’approximationdes
modèlesphysiques.LesanalogiesphysiquesclassiquesmodélisentO(|V|2)in-
teractionscequinepermetpasd’optimiserefficacementledessinlorsquele
nombredenœudsdugraphecroît.Nousdistinguonsdeuxapprochesdistinctes
pourceproblème.
Lapremièreconsisteàlimiterlesinteractionstopologiquesmodéliséespar

lafonctiond’énergiedeKamadaetKawai.Lestravauxdecetteapproche
cherchentàlimiterlenombred’interactionspardesméthodesbaséessurla
topologiedugraphe.CesméthodessontprésentéesenSection3.3.
Lasecondeapprocheviseàlimiterlesinteractionsentrelesnœudsconsi-

déréscommedesparticules.Cesapprochess’inspirentdelarechercheenphy-
sique,etnotammentdesapprochesàNcorps,pourapproximerlecalculdes
forces.CesdifférentesméthodessontprésentéesenSection3.3.2.

3.3.1 Topologieetéchantillonagedesinteractions

Lasélection,i.e.l’échantillonnage,d’unepartiedesO(|V|2)interactions
permetdesimplifierlemodèlephysique.Leprocessusdesélectionutilisela
topologiedugraphepourchoisirlesinteractionsàconserver.Enbasantl’ap-
proximationdecesinteractionssurlatopologiedugraphe,ilestpossiblede
sélectionnerl’échelledesdétailsàfaireapparaîtredansledessin.Conserveren
prioritélesinteractionsaveclesvoisinsprochespermetdeplacercorrectement
lesnœudsrelativementàleurvoisinage.Aucontraire,conserverlesinteractions
aveclesnœudséloignésprivilégielastructureglobaledugraphe.

Interactionsàdifférenteséchelles

Lesdeuxtechniquesprésentéesici,lesk-voisinagesetlaméthodeparpivot,
travaillentàdeuxéchellesdifférentes.Pourlesk-voisinages,lesinteractions
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(a)k-voisinage. (b)Pivots.

Figure3.4–Sélectiondesinteractionssurungraphetorique.Lenœudrouge
vifinteragitaveclesnœudscolorés.(a)Interactionsaveclesnœudsàdistance
3oumoins.(b)Interactionsavecles20pivotssélectionnés.

localessontprivilégiéesauxautresinteractions.Pourlaméthodeparpivot,ce
sontlesinteractionsavecquelquesnœudssituésdansl’ensembledugraphequi
sontretenues.CesdeuxcassontillustrésenFigure3.4.

k-voisinage HareletKoren[67]proposentdecalculerledessinlocalement.
Lecalculdesinteractionsestlimitéauxvoisinsàdistancegraphekoumoins.

Lesinteractionsn’interviennentqu’entrelesnœudsduk-voisinage.Pour
lesgraphesdedegréborné,lenombred’interactionsestconstant.Lenombre
totald’interactionscalculéesestalorsdeO(|V|).

Méthodeparpivot Korenetal.[51,90]proposentuneméthodebaséesur
despivots,unsous-ensembledesnœuds.Seuleslesinteractionsaveclespivots
sontconservées.Lastructureglobaledugrapheestobtenuegrâceauxinter-
actionsaveclespivots.Lespivotssontsélectionnésaléatoirementdemanière
uniformedanslegraphe.

Korenetal.proposentd’utiliserunnombredepivotsmcomprisentre30et
100demanièreàobtenirunestructureglobalesatisfaisantetoutenconservant
desperformancesacceptables.CecireprésenteO(m·|V|)interactionsavecdes
pivots.
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Modèlephysiqueprivilégié

ParmilesmodèlesphysiquesprésentésenSection3.2.1,l’échantillonnage
desinteractionsaétéappliquéprincipalementpourlemodèledeKamadaet
Kawai[84].Cechoixreposesurdeuxraisons.
DanslesmodèlesphysiquesdeEades[42]etFruchtermanetReingold[48],

latopologiedugrapheestutiliséepourlecalculdesforcesd’attractionentre
nœudsvoisins.Aucontraire,lemodèleproposéparKamadaetKawairepose
exclusivementsurladistancegrapheentrechaquepairedenœuds.Lesinterac-
tionsentrelesnœudséloignésontuneintensitécomparableàcelleentrenœuds
proches.
KamadaetKawaicherchentàobtenirundessinleplusprochepossible

del’isométrie,i.e.undessinoùladistanceentrelesnœudsdansledessinest
prochedeleurdistancegraphe.Ladistanceàtroispointssuffitàplacerun
nœuddemanièreuniquedansleplan.LemodèledeKamadaetKawaiestdonc
tropcontraintpuisqu’ildéfinitladistanceoptimaleàl’ensembledesnœudsdu
graphe.Enpratique,trèspeudegraphespeuventêtredessinéscommedes
isométries(leschaînesetlestrianglesfontpartiedecettefamille).Réduirele
nombred’interactionsdumodèledeKamadaetKawaipermetderendreplus
simpleleplacementoptimaldesnœuds.

Applicationdecestechniques

Korenetal.[51,90]utilisentlesk-voisinagesetlespivotspourdéfinirune
fonctiond’énergiedeKamadaetKawai[84].Lemodèleainsidéfinipermet
d’avoirdesdétailsàl’échellelocalegrâceauxk-voisinagesetàl’échelleglobale
grâceauxpivots.O(|V|)interactionssontcalculéesdanscettesimplification
dumodèle.
HareletKoren[67]etGRIP[50]utilisentlesk-voisinagesenassociation

avecuneapprochemultiéchelle.Lapositiondesnœudsestoptimiséedansleur
k-voisinage:ledessinestlocalementoptimal.L’approchemultiéchelleassure
quelastructureglobaledugrapheestcorrectementreprésentée,cf.Section3.5.

3.3.2 ApprochesàNcorpsetforcesapprochées

LesforcesderépulsiondesmodèlesphysiquesprésentésenSection3.2.1
interviennententrechaquepairedenœudsdemanièreàlesrépartirsurl’en-
sembleduplan.CesforcesentraînentlecalculdeO(|V|2)interactionsquidé-
pendentuniquementdelapositiondesnœuds.L’agrégationdesous-ensembles
denœudspermetlecalculd’interactionsapprochéesentrelesnœudsetles
agrégats.Lesalgorithmesutilisantcetyped’approximations’inspirentdeplu-
sieurstravauxderechercheenphysique.Pourcetteraison,danslasuitede
cettesection,nousparlonsdeparticulespourdésignerlesnœudseninter-
actionetdepseudo-particulespourdésignerlesagrégats.Iln’estdoncplus
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questiondegraphedanscettesection.
Danslesmodèlesphysiques,l’intensitédesforcesderépulsiondécroîtra-

pidementavecladistanceentrelesparticules,cf.Section3.2.1.Lesparticules
prochesontuneinfluenceforteetlesparticuleséloignéesontuneinfluence
faible.Lesforcesappliquéespardesparticuleséloignéespeuventcependant
secumulerpourcréeruneinfluencenonnégligeablesuruneparticule.Les
méthodesd’approximationdesforcesderépulsiondoivent:

•définirlalimiteentreparticulesprochesetéloignées,

•agrégerlacontributiondesparticuleséloignées.

Nousprésentonstroisméthodesd’approximationdesforcesderépulsion.
LapremièreestuneheuristiqueproposéeparFruchtermanetReingold[48]
pourréduirelenombredeforcesderépulsionentreparticules.Nousévoquons
deuxméthodesdesommationsrapidesutiliséesenphysiquepourévaluerles
forces:laméthodedeBarnesetHut[15]etlaméthodemultipôlerapide.

Grillerégulière

Méthode FruchtermanetReingold[48]neprennentplustouteslesparti-
culesencomptepoureffectuerlecalculdesforcesderépulsion.Leplanest
diviséàl’aided’unegrillerégulière.Lesforcesderépulsionappliquéesàune
particulesontapproximéesenconsidérantuniquementlesparticulesdansles
neufcellulesadjacentesdelagrille.Lesparticuleséloignéessontcellesquine
setrouventpasdansles9cellulesadjacentesdelagrille.
Aladifférencedelasélectiontopologiquepark-voisinages,cf.Section3.3,

lesparticulesutiliséespourcalculerlesforceschangentàchaquemodification
dudessin.Cettesélectionestindépendantedelatopologiedugraphe.Cesdeux
facteursfontquenousconsidéronscetteheuristiquecommeuneapproximation
desinteractionsetnoncommeunéchantillonage.

Erreuretcomplexité Lacontributiondesparticuleséloignéesestignorée.
Defait,cetteapproximationn’offrepasdegarantiethéoriquesurlaprécision
ducalcul.Cetteapproximationestdoncuneheuristique.
Larépartitiondesparticulesdansleplanestarbitraire.Lenombred’in-

teractionsàcalculern’estpasmodifiédanslepiredescas:silaplupartdes
particulessontdansquelquescasesdelagrille,lenombred’interactionsàcal-
culerrestedeO(|V|2).Enpratique,letempsdecalculestamélioré:seuleune
fractiondesinteractionsestpriseencompte.

Utilisation PourFruchtermanetReingold[48],cettetechniquepermetd’ac-
célérerletempsd’exécutiondeleuralgorithmededessinsansquelaqualité
dudessinsoittropaltérée.Walshaw[132]utilisecetteapproximationdansson
algorithmededessindegraphemultiéchellepourréduireletempsdecalculdu
dessindechaqueniveau.
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(a)Décompositionrécursiveenquadtree.(b)Arbrededécompositionduquadtree.

Figure3.5–Décompositionrécursiveenquadtreedemanièreàcequechaque
nœudsoitdanssaproprecellule.Cettedécompositionestassociéeàunarbre
dedécompositiondontchaquenœudestassociéàunepseudo-particule.La
particulejauneestcellepourlaquelleonchercheàcalculerlesforcesappro-
chées.

BarnesetHut

Décompositionspatialerécursive LaméthodedeBarnesetHut[15]uti-
liseunedécompositionspatialerécursivepourcalculerlesforcesderépulsion.
Lequadtreediviseleplandudessinenquatresous-plansquisonteux-mêmes
subdivisésenquatresous-plansjusqu’àcequechaquenœudsoitseuldanssa
partition.LadécompositionrécursiveparquadtreeestillustréenFigure3.5.
Lenonatreeestunedécompositionduplanenneufsous-plans.Laméthodede
BarnesetHutn’estcependantpaslimitéeauxdécompositionssimilairesaux
quadtrees.
Cettedécompositionspatialerécursiveformeunarbrededécompositionoù

chaquefeuillereprésenteuneparticule.Lorsducalculdesforcesapprochées,
l’arbreestparcourudemanièreàtrouverlesnœudsdel’arbre(intérieursou
feuilles)aveclesquelslesparticulesinteragissent.
Lesnœudsintérieursdel’arbresontassociésàdespseudo-particules,i.e.

desparticulesfictivesreprésentantplusieursparticulesréelles.Lamassed’une
pseudo-particuleestlenombredeparticulescontenuesdanslesous-arbredont
elleestracine.Lapositiond’unepseudo-particulecorrespondaubarycentre
delapositiondesparticulescontenuesdanscemêmesous-arbre.

Calculapprochédesforcesderépulsion Apartirdel’arbrededécompo-
sition,laméthodedeBarnesetHut[15]calculeuneapproximationdesforces
enséparantlesinteractionsavecdesnœudsprochesetcellesavecdesnœuds
éloignés.Pouruneparticuleudonnée,l’arbreestexploréenpartantdelara-
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(a)Selectiondespseudo-particules. (b)Calculdesforcesapprochées.

Figure3.6–Calculdesforcesderépulsionapprochéesàl’aidedelamé-
thodedeBarnesetHut[15].Calculdesforcesderépulsionapprochéesentre
laparticulejauneetlespseudo-particulessélectionnées(délimitéesparlazone
noire).

cine.Ladistanceentreuetlapseudo-particulevpermetdedéterminersivest
utiliséepourlecalculapproché.Sivn’estpasretenue,lespseudo-particuleswi,
enfantsdev,sontconsidérées.CettedécompositionestillustréeenFigure3.6.

Troisparamètresentrentenjeupourdéterminersilapseudo-particulev
interagitavecu.Leparamètresvcorrespondaudiamètredelacelluleconte-
nantlapseudo-particulev.Leparamètredvcorrespondàladistanceentrela
particuleuetlapseudo-particulev.Enfin,laconstanteθestleseuilutilisé
pourdéterminers’ilyainteraction.Lapseudo-particulevinteragitavecusi
sv
dv
≤θ.Sinonlespseudo-particulesenfantssontconsidéréescommecandidates.

Lasuitedeparamètressdécroîtaufuretàmesurequedenouvellespseudo-
particulessontconsidérées,i.e.lorsqu’ondescenddansl’arbrededécomposi-
tion.L’approximationobtenueparcetteméthode:

•calculeexactementlesforcespourlesnœudsproches(dpetitdoncspetit)

•donneuneapproximationpourlesnœudséloignés(dgranddoncsgrand)

Lechoixdeθinfluenceletempsdecalculdecetteméthode.Pourθnul,
onretrouvelecalculdesforcesexactesavecsacomplexitédeO(|V|2).Pour
θ≥ s0

dmax
,lecalculesteffectuéuniquementaveclapseudo-particuleàlaracine

del’arbrededécomposition.Pourlesvaleursdeθintermédiaires,lacomplexité
ducalcultombeàO(|V|·log|V|).Eneffet,lacréationdel’arbrenécessite
l’insertionde|V|élémentsdansunarbrebinaire(opérationenO(log|V|))
pourunecomplexitétotaledeO(V·log|V|).Pourlecalculdesforcespourune
particule,letempsdecalculestenO(log|V|).
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Erreuretcomplexité BarnesetHut[16]proposenten1989uneanalysede
l’erreurcommiseenutilisantleuralgorithmed’approximationdesforcespar
décompositionrécursive.Deuxévaluationssontmenéespourévaluerl’erreurde
calcul.Lapremièreerreurpourdenombreusesparticuleséloignéescontenues
dansuncubeetuneparticuleuniqueetlasecondeletotaldeserreurscommises
surl’ensembledesforcesapproximéesparlaméthodedeBarnesetHut.
L’erreurcommiseentreuneparticuleuniqueetplusieursparticuleséloi-

gnéesagrégéesenuneuniquemeta-particuleestexpriméemathématiquement
àl’aidedudéveloppementmultipôle(cf.Sectionsuivantepourplusd’informa-
tions).Pourlecalculdel’énergiepotentielledegravitationΦ,l’erreurobtenue
estdeO(M·a

4

r5
),avecM lamassedelameta-particule,alatailledelaboîte

contenantlameta-particuleetrladistanceentrelaparticuleetlameta-
particule.Cecalculestvalablepourunerépartitionuniformedesparticules
dansleplan.BarnesetHutdonnentaussil’erreurlorsqueladensitédepar-
ticulescroîtlinéairement,enO(M·a

2

r2
).Cesdéveloppementssontvalablespour

unnombredeparticulesN→∞.Cetteerreurestvalidéeexpérimentalement
enconsidérantunnombredeparticulesNcroissantpourdifférentesvaleurs
desparamètresdel’erreur.

Utilisationendessindegraphe L’algorithmeFADEdeQuigleyetEades[115]
utilisecetteméthodepourcalculerlesforcesderépulsiondesonanalogiephy-
sique.LaméthodedeBarnesetHutpermetderéduirelacomplexitéducalcul
desforcesderépulsiondeO(|V|2)àO(|V|·log(|V|)).

Méthode multipôlerapide

Nousprésentonsdanscettesectionlaméthodemultipôlerapide.Cette
familledeméthodesreposesurdenombreuxrésultatsthéoriquesetvariantes,
cf.parexemplelestravauxdeGreengard[60,59].Greengard[19]proposeaussi
uncoursquiconstitueunebonneintroductionàlastructuregénéraledeces
méthodesetsurlequelnousnousappuyonspourquelques-unsdesrésultats
théoriques.

Décomposition multipôle Danslaméthodemultipôlerapide,lesinterac-
tionsentreparticuleséloignéessontcalculéesgrâcesàundéveloppementen
sérieentièredel’intensitédesforcesderépulsion.
Soientulaparticulepourlaquelleonchercheàcalculerlesinteractionsdont

lapositionestfixéeetvuneparticuleeninteractionavecu.Soitcuneparticule
fictiveintermédiaireprochedeu.Ilestpossibled’exprimerledéveloppement
ensérieenfonctiondurapportdesdistancesduc

dvc
.Cerapportestpetitlorsque

uestprochedecetvestéloignédec.
Silafonctiond’intensitéFestdéveloppableensérieentièresurledisque

]−R,R[,sondéveloppementensérieentières’écritdelamanièresuivanteà
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l’aidedespolynômesdeTaylor:

F(x)=
∞

n=0

f(n)(0)

n!
·xn,∀x∈]−R,R[

Ilestpossibled’approximerl’évaluationdecettesommeentronquantlasérie
aprèsPtermes.PourlafonctionsF,l’erreurcommiseesto(xP),xprochede
0.Laprécisionducalculdesforcesestdoncmodulableparlechoixdunombre
Pdetermesdelasommeàévaluer.

Exemple1.PourlecalculdesforcesderépulsiondeFruchtermanetRein-
gold[48]enunedimension,soientlaparticuleuetlaparticuleéloignéeven
interactionavecu.Soitclaparticulefictiveprochedeu.Ledéveloppementde
laforcederépulsionappliquéeàvprendlaformesuivante:

Fr(v)=
k2

pv−pu
=

k2

pv−pc
·

1

1−pu−pc
pv−pc

≈
k2

pv−pc

P

i=0

pu−pc
pv−pc

i

Onobtientainsiuneassezbonneapproximationdelaforcederépulsion
Frappliquéeauxparticulesvéloignéesdeu.PourobtenirlesPcoefficients
andudéveloppementmultipôle,onchercheàréécrirenotredéveloppementen
sérieentièresouslaformecanonique:

Fr(v)=a0log(|pv−pc|)+
∞

i=1

ai
(pv−pc)i

CetteformecanoniqueestutiliséedanslesLemmes4.6et4.7deBeatson
etGreengard[19].Enréécrivantledéveloppementobtenuprécédemment,on
obtientlaformesuivante:

Fr(v)≈0·log(|pv−pc|)+k
2
P

i=1

(pu−pc)
i−1

(pv−pc)i

Pouri≥1,lescoefficientsais’exprimentcommeai=k
2·(pu−pc)

i−1.Il
estànoterquelecoefficienta0estnuldanscedéveloppement.

Ensemblesbienséparés Ladécompositionensérieestvalableuniquement
suruncertainintervalledeconvergence.Laplupartdesdéveloppementsen
sérieentièreclassiquesconvergentabsolumentsurledisque]−1,1[.Nous
évaluonscessériesentièrespourlerapportduc

dvc
etilestdoncnécessaireque

duc<k·dvcaveckuneconstantedépendantedudéveloppementensérie.Les
ensemblesdeparticulesquirespectentcetteconditionsontditbienséparés.
Lecalculdesinteractionsestapproximéparundéveloppementensérieentière
pourlesensemblesdeparticulesbienséparés.Pourlesautresinteractions,
l’approchemultipôlereposesurlecalculexactdesinteractions.
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Laméthodemultipôleutiliseunegrillededécompositiondontlenombre
deniveauestfixé.Chaquecelluledecettedécompositioncontientunensemble
departicules.Laparticuleintermédiairecestdéfiniecommelecentredela
cellulecontenantunensembledeparticules.
Deuxcellulessontbienséparéessiellesnepartagentpasdebordoudecoin.

Lesparticulesdescellulesbiensséparéesrespectentl’inégalitéduc<k·dvc:
ladistanceducestpetiterelativementàladistancedvc.Enneconsidérant
paslescellulespartageantunbordouuncoincommebienséparées,ilest
possibledes’affranchirdeseffetsdebordsqueledécoupageengrilleintroduit.
LaFigure3.7aillustrelesensemblesbienséparésutiliséspourlecalculsdes
interactionsavecuneparticuledonnée.

Exemple2.Pourladécompositionendeuxniveauxsuivante,nouscher-
chonsàcalculerladécompositionmultipôlepourchaquecellule.Nousfixons
laconstantek=1etleparamètredeprécisionP=3.

Pourlapremièrecellule,représentantlesparticulesdansl’intervalle[0,0.25[,
nouscalculonslescoefficientsai,1≤i≤3,pourlesdeuxparticulesparrap-
portaucentredecettecellule.Leparamètrepuestégalà0.125.

a1=(0.09−0.125)
0+(0.22−0.125)0=2.0

a2=(0.09−0.125)
1+(0.22−0.125)1=0.06

a3=(0.09−0.125)
2+(0.22−0.125)2=0.01025

Enfaisantdemêmepourlestroisautrescellules,nousobtenonslescoeffi-
cientssuivantspourledéveloppementensériepositionnéaucentredechaque
cellule.

Méthode multipôlesurunniveau Pouruneparticuledonnée,lecalcul
estdécomposéendeuxcomposantes:lesinteractionsdirectesetlesinteractions
aveclesparticuleséloignées,utilisantlesdécompositionsmultipôles.Pourles
interactionsdirecte,lesinteractionssontcalculéesentrelesparticulesetcelles
dansdescellulesvoisines,i.e.quinesontpasbienséparées.
Pourlesinteractionsavecladécompositionmultipôles,l’idéeestdecom-

binerlesdéveloppementsmultipôlesdescellulesbienséparées.Lorsqueles
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développementsmultipôlessontexprimésàlamêmeposition,lescoefficients
peuventêtresomméspourobtenirlacontributionglobaledecesdéveloppe-
mentsmultipôles.Grâceàlacombinaisondesdéveloppements,l’évaluationdes
interactionséloignéess’effectueenuncalculaulieud’effectueruncalculpour
chaquecellulebienséparée.L’évaluationdesinteractionséloignéesestréalisée
pourchaqueparticule.
Pourunecelluledonnée,nouscherchonsdoncàdéplacerlesdéveloppe-

mentsmultipôlesbienséparésverslecentredelacellulepourlescombiner.
Ceprocessusestréalisélorsdelaconversiondudéveloppementmultipôleen
développementlocalsouslaformed’unesérieentière

i
bip
i.LeLemme4.7de

BeatsonetGreengard[19]permetdetransformerlesdéveloppementsmulti-
pôlesendéveloppementslocauxcentrésenzéro.Pourledéveloppementmul-
tipôleexprimésouslaforme:

Fr(pv)=a0log(|pv−pc|)+
∞

i=1

ai
(pv−pc)i

ilestpossiblederéécrirecedéveloppementcommeunesérieentièrepourpv
prochede0dontlescoefficientss’exprimentcomme:

b0=a0·log(pc)+
∞

i=1

(−1)i·
ai
pic

bl=−
a0
l·plc

+
1

plc

∞

i=1

(−1)i
l+i−1

i−1
·
ai
pic

Enpratique,lescoefficientsblsontobtenusentronquantlasommeàP
termes.Celemmeestexprimépourundéveloppementlocalen0.Cependant,
ilestpossibledel’exprimeraucentred’unecelluledirectementeneffectuant
unchangementdevariable.

Exemple3.Danscetexemple,enutilisantlesdéveloppementsmultipôles
obtenusdansl’Exemple2,nouscalculonsicilesforcesderépulsionapprochées
pourlesparticulesdelapremièrecellule.

Lescellulesbienséparéesdelapremièrecellulesontlescellules3et4.
Pourcesdeuxcellules,nouscalculonsledéveloppementlocalensérieentière
expriméaucentredelacellule1:
Lecalculdescoefficientspourlacellule3etlacellule4prennentlaforme

suivanterespectivement:
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b0=−6.4302 b1=−14.1412 b2=−31.6848 b3=−71.8560

b0=−1.1728 b1=−1.38453 b2=−1.65357 b3=−2.01007

Nousévaluonslesforcesderépulsionéloignéesappliquéessurlaparticule
àlaposition0.09:

Fr,far(0.09)=
3

i=0

bi·(0.09−0.125)
i

≈−7.097272

Puislesforcesderépulsionprochessontcalculéesexactement:

Fr,close(0.09)=
1

0.09−0.22
+

1

0.09−0.33
+

1

0.09−0.39

≈−15.19231

Lesforcesderépulsiontotalesappliquéessurlaparticuleàlaposition0.09
sontalorsFr(0.09)≈−22.28958.

Méthodemultipôleàplusieursniveaux Laméthodemultipôleàunni-
veaupeutêtreadaptéepourfonctionneravecunedécompositionàplusieurs
niveaux.Pourdesdécompositionsàtroisniveauxouplus,l’approcheàun
niveauestappliquéeàchaqueniveauetadaptéedemanièreàaccélérerlescal-
culs.L’idéeesticidetrouverlescellulesbienséparéeslespluslargespossibles
pourlesutiliserdansledéveloppementlocalaulieud’utiliseruniquementles
cellulesbienséparéesdeplusbasniveau.Cetteapprocheestsimilaireàl’arbre
dedécompositionutilisédansBarnesetHut:nouscherchonslescellulesde
plushautniveaupossibleinteragissantavecunecelluledonnée.LaFigure3.7a
illustrelescellulesbienséparées(enrouge)utiliséespourledéveloppement
localdelacellulejaune.
Enpratique,l’approchemultipôleestd’abordcalculéepourchaquecellule

dechaqueniveauencommençantparlagrillelaplusfine.Puislesdéveloppe-
mentlocauxsontcalculésàchaqueniveauentrecellulesbienséparées.Comme
danslasectionprécédente,deuxrésultatspermettentdemodifierlaposition
desdéveloppementsmultipôlesetlocaux.Cesdeuxrésultatspermettentde

66 AntoineHINGE



3.Étatdel’art

(a)Ensemblesbienséparéspourlecalcul
desforcesapprochées.

(b)Calculdesdécompositionsmultipôles
partranslation.

Figure3.7–Calculdesforcesderépulsionapprochéesàl’aidedelaméthode
multipôlerapide.(a)Calculdesforcesapprochéespourlenœudjauneetvisua-
lisationdesensemblesbienséparés.(b)Calculdesdécompositionsmultipôles
partranslation.Enrouge,translationpourlacombinaisond’unedécomposi-
tioninterne.Enbleu,translationdedécompositionsexternespourlecalcul
d’interactions.

capitaliserlescalculsdéjàmenéspourobtenirlesdéveloppementsmultipôles
auniveauleplusbasdeladécomposition(respectivementlesdéveloppements
locauxobtenusauxniveauxplushauts).

Pourlesniveauxintermédiaires,ladécompositionmultipôled’unecellule
estdéduitedesquatredécompositionsmultipôlesdescellulesduniveauinfé-
rieurqu’ellereprésente.LeLemme4.6deBeatsonetGreengard[19]permetde
réécrireunedécompositionmultipôleàunepositiondifférente,etnotamment
aucentred’unecelluled’unniveausupérieur.Celemmepermetdesommer
lescoefficientsdesquatredécompositionsmultipôlesenfantspourformerune
décompositionmultipôleparent.Grâceàcelemme,ilestpossibled’obtenir
ledéveloppementmultipôledechaquecelluledeladécompositionennepar-
courantlesparticulesqu’uneseulefois.L’opérationdedéplacementcoûteP2

opérationsetilfautdonc4·P2opérationspourformerundéveloppement
multipôleintermédiaireàpartirdesdéveloppementsmultipôlesdescellules
enfants.

Lesdéveloppementslocauxsontobtenusàchaqueniveauentrelescellules
bienséparées.Decettemanière,cesonttoujourslescellulesdeplushautni-
veauquisontutiliséespoureffectuerlecalcul(cf.arbrededécompositionde
BarnesetHut).Cependant,lesdéveloppementslocauxobtenuslorsdesni-
veauxintermédiairessontplacésaucentredescellulesintermédiaires.Entre
chaqueniveau,ilfautdoncdéplacercesdéveloppementslocauxaucentredes
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cellulesenfantspourobtenirleurdéveloppementlocal.LeLemme4.8deBeat-
sonetGreengard[19]donnel’expressiondescoefficientsdelasérieentière
aprèsunetranslation.LaFigure3.7b(flèchesbleues)illustreceprocessus.Les
développementslocauxsontexprimésaucentred’unecellule(flèchesbleues)
puistranslatéspourlescellulesenfants(flèchesrouges).L’opérationdetrans-
lationcoûteelleaussiP2opérationsetdoitêtreréaliséepourlesquatrecellules
enfantspouruntotalde4·Popérations.

Évaluationdel’erreur ContrairementàlaméthodedeBarnesetHut[15],
l’erreurdanslaméthodemultipôlerapideestmaîtrisée.Lesapproximations
interviennentàtroisendroitsdanscetteméthode:lorsdelatroncaturedu
développementmultipôleàPtermes,lorsdelatranslationd’undéveloppement
multipôleetlorsdel’expressiondudéveloppementlocalenunpoint.Dansles
troiscas,ils’agitdeconsidérerlesPpremierstermesd’unesommeinfinie.
LesbornespourlessériestronquéesaprèsPtermessontdonnéesparBeatson
etGreengard[19].Danscepapier,lelecteurpourranotammentconsulterles
Lemme4.6et4.7ainsiquelaSection2.1(équation2.2).

LeparamètrePpermetdoncderéglerlaprécision:choisirunnombrede
termesPàévaluerplusimportantréduitl’erreurmaisaugmentelenombre
decalculsintermédiaires(e.g.les4·P2opérationsnécessairespourlestrans-
lations,cf.sectionprécédente).LechoixdePnemodifiepaslacomplexité
globaleduproblèmequiresteenO(|V|):auregarddunombredeparticules
généralementtraitéesàl’aidedecetteméthode(desmillions,voiredesmil-
liardsdeparticules),Pestconsidérécommeuneconstante.

Exemple4.Dansl’Exemple3,nousprésentonslecalculapprochédesforces
derépulsionpourlaparticuleàlaposition0.09.

Nousproposonsicid’évaluerl’erreurcommiseentrecetteapproximation
etlecalculexactpourdifférentesvaleursdeP.Lavaleurexacteducalculest
Fr(0.09)=−22.30017.Lesvaleursapprochéesdonnéesdansletableausont
arrondiesàdeuxdécimales.

ValeursdeP 0 1 2 3 4
Calculapproché -15.19 -22.04 -22.10 -22.29 -22.29
Erreur 7.11 2.57·10−1 2.02·10−1 1.06·10−2 7.84·10−3
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Utilisationendessindegraphe Laméthodemultipôlepermetderéduire
lacomplexitéducalculdel’ensembledesinteractionsàO(|V|).C’estlamé-
thodedecalculdesforcesderépulsionprivilégiéeparexempleparFM3[63]
etGodiyal[57].

Danslecasdudessin,laméthodemultipôlerecommenceàzéroàchaque
itération.Ilfautalorsgénérerànouveaulesdéveloppementsmultipôlesente-
nantcomptedelanouvellepositiondesnœuds.Cependant,cecalculnécessite
seulementO(|V|)opérationspourcalculerl’ensembledesinteractionsentre
touteslespaires.

3.4 Méthodesderésolution

Pouratteindrel’équilibredecesanalogiesphysiques,deuxfamillesdemé-
thodesderésolutionssontutilisées.Lesméthodesdeminimisationdel’éner-
giecherchentàtrouverleminimumdesfonctionsd’énergiepardifférentes
techniquesd’optimisation,qu’ellessoientexactesouissuesd’heuristiques.La
deuxièmefamillesimulelecomportementdusystèmeitérativementsurdespas
detempscourtenappliquantsurchaquepointuneforceissuedumodèlephy-
siquesous-jacent.Danslesdeuxcas,lebutestd’atteindreunétatd’équilibre
quicorrespondauminimumd’énergiedusystèmephysique.Nousprésentons
danscettesectionlesdeuxfamillesendétailetlesvariationsauseindeces
familles.Nousprésentonsaussilesheuristiquesd’optimisation(recuitsimulé
etalgorithmegénétique)quiontétéappliquéesaudessindegraphe.

3.4.1 Simulationphysique

Approcheclassique

L’applicationitérativedeforcesestuneméthodedeminimisationdel’éner-
gieintroduiteparEades[42]en1984.Pourunnœuddonné,l’ensembledes
forcesexercées(d’attractionetderépulsion)permettentdecalculerledépla-
cementdunœuddansledessin.Touslesnœudssontdéplacéssimultanément.
CetteméthodederésolutionestprésentéeenAlgorithme1.Lesnœudssont
audépartplacésaléatoirementdansleplandudessin.Enpratique,lesappli-
cationssuccessivesdeforcespermettentdeconvergerversunétatd’équilibre
maiscetteconvergencen’estpasgarantie.Uncasdefigurecourantestl’oscil-
lationdenœudsquidépassentleurpositionoptimaleetoscillentautoursans
yconverger.

FruchtermanetReingold[48]reprennentlestravauxd’Eadesetyintro-
duisentunrefroidissementdelapositiondesparticulesdansledessininspiré
parlesméthodesderecuitsimulé[86].Aufuretàmesuredudéroulementde
l’algorithme,seuleunefractiondelaforcetotaleestréellementappliquéeà
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Algorithm1Dessinparapplicationitérativedeforces

Initialisationdudessin
InitialisationdelatempératureT
for|V|itérationsdo
Calculdesforces
CalculdudéplacementpourlatempératureT
T←γ·T

endfor

chaqueparticuleàlamanièredesfrottementsquepeutsubirunsystèmephy-
sique.LatempératureTdiminued’unfacteurderefroidissementconstantγà
chaqueitération.C’estcerefroidissementquiassurelaconvergencedudessin.

Températureslocales

Fricketal.[46]poussentlagestiondestempératuresplusloinafind’amé-
liorerledessinetlarapiditédel’algorithme.LastructuredeGEM(Graph
EMbedder)estbaséesurcelledel’algorithmedeFruchtermanetReingold[48].
Contrairementàl’approchedeFruchtermanetReingold,GEMcalculeledé-
placementdechaquenœudindividuellementaulieudedéplacerl’ensemble
desnœudssimultanément.L’ordredanslequellesnœudssontvisitésestaléa-
toiremaisl’algorithmeestdécoupéenrondeslorsdesquelleschaquenœudest
déplacé.
GEMutilisedestempératureslocales(uneparnœud)pourmieuxévaluer

lesdéplacementsautorisésàchaquenœud.Cettetempératureestbaséesur
lesoptimisationsquipeuventencoreêtreréaliséessurlapositiond’unnœud
donné.Ellesprennentaussiencomptedeuxartefactsquiapparaissentsouvent
danslesméthodesdedessin:lesoscillationsetlesrotations.

Rotations Leminimumatteintparlesalgorithmesdedessindegrapheest
danslaplupartdescasinvariantauxrotations(àquelquesexceptionsprès,
cf.SugiyamaetMisue[125]):fairetournerl’ensembledesnœudsautourd’un
centrechoisiauhasardnemodifiepasl’énergiedudessinpuisquecelui-ciest
basésurlesdistancesentrelesnœuds.LorsqueGEMdétecteunerotation,il
diminuelatempératuredunœudenconséquenceafind’empêcherundéplace-
mentquin’estpasutiledansl’optimisationdudessin.

Oscillations Lesoscillationsapparaissentlorsqueplusieursnœudsoscillent
autourdeleurpositionoptimale,ladépassantàchaquefois.Cescomporte-
mentsentraînentdescalculssupplémentairesquinepermettentpasdefaire
émergerunestructureprésentedanslegraphe.Pourleséviter,latempérature
localedesnœudsoscillantsestdiminuéedemanièreimportanteafindelimiter
leurdéplacements.
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ModèleparBarycentredeTutte

En1963,Tutte[128]proposeunalgorithmeitératifpermettantdedessiner
lesgraphestriconnexesplanairessanscroisements.Lesous-ensembleV0est
constituédesnœudsquireprésententleborddudessin.Cesnœudssontarran-
gésselonunpolygoneconvexe.Lorsdechaqueitération,lesnœudsrestants,
dansl’ensembleV1=V\V0sontplacésaubarycentredelapositiondeleur
voisin.Enitérantjusqu’àconvergence,Tutteprouvequeledessinobtenun’a
pasdecroisementetquelesfacesforméessontconvexes.
Cetalgorithmeestré-exprimépardiBattistaetal.[18,87]souslaforme

d’unalgorithmeparsimulationphysique.Touslesnœudslibres,i.e.lesnœuds
dansV1,sontplacésaubarycentredeleurvoisinssimultanément.Ceprocessus
estitéréjusqu’àunétatd’équilibre.
Cetétatd’équilibreestatteintlorsquelasommedesforcesappliquéeà

chaquenœudestnulle,cequis’exprimesouslaforme:

∀v∈V1 F(v)=
(u,v)∈E

(pu−pv)=0

C’estl’utilisationdupolygoneextérieurquiassurequelesnœudsnesont
pastousàlamêmeposition.

3.4.2 Outils mathématiquesd’optimisation

L’autreapprochepourobtenirledessindugrapheestdeminimiserla
fonctiond’énergiedumodèlephysiquepourtrouverl’étatd’équilibre.Dans
ceproblèmed’optimisation,ilyad·|V|paramètresàoptimiser,détantla
dimensiondel’espacedudessin.L’optimisationmultivariéeclassiquepropose
denombreuxoutilsquipeuventêtreappliquésaudessindegraphe.

MéthodedeNewton-Raphson

LesalgorithmesdeQuinn[116]etdeKamadaetKawai[84]appliquent
laméthodedeNewton-Raphson[124]pourtrouverlescoordonnéesdupoint
annulantlesdérivéespartiellesdelafonctiond’énergie.L’énergiedechaque
nœudestcalculéeetceluiayantlaplushauteénergieestsélectionné.Sapo-
sitionoptimale,minimisantl’énergieglobale,estobtenueparlaméthodede
Newton-Raphson.Cesdeuxétapessontitéréesjusqu’àconvergerversunmi-
nimumlocald’énergie.
Pourl’algorithmedeKamadaetKawai,d·|V|dérivéespartiellessontcal-

culées,i.e.uneparvariableàoptimiser.Lesminimalocauxsontlessolutions
dusystème∂E

∂xi
= ∂E
∂yi
=0pourtoutnœudideV.Larésolutiondirecten’est

paspossiblecarceséquationsnesontpasindépendantes.Pourlesrendreindé-
pendantes,KamadaetKawaifixentlapositiondetouslesnœudsàl’exception
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(a)ItérationsdeNewtonRaphsonpour
résoudref(x)=0

(b) Majorationitérativedelafonction
destress

Figure3.8–Schémadesalgorithmesd’optimisationdétaillésdanscettesec-
tion.(a)MéthodedeNewton-Raphsonenunedimensionpourrésoudrel’équa-
tionf(x)=0.Obtentionduminimumd’énergieaprèsdérivation,cf.Kamada
etKawai[84].(b)Méthodedemajorationdelafonctiondestresspourtrouver
leminimumd’énergiedemanièreitérative,cf.Gansner[51].

dunœuddeplushauteénergiem.Lesystèmeseréécritalorssouslaforme
desdeuxéquations∂E

∂xm
= ∂E
∂ym
=0.

C’estcesdeuxdernièreséquationsquel’onrésoutgrâceàlaméthodeité-
rativedeNewton-Raphson[124].Lapositiondunœudmàl’itérationtest
notée(x(t)m,y

(t)
m).L’équationdesplanstangentsauxfonctions

∂E
∂xm
et∂E
∂ym
en

(x(t)m,y
(t)
m)sontcalculéesàl’aidedesdérivéespartielles:






z=∂2E
∂x2m
(x(t)m,y

(t)
m)·(x−x

(t)
m)+

∂2E
∂xm∂ym

·(y−y(t)m)+
∂E
∂xm
(x(t)m,y

(t)
m)

z= ∂2E
∂xm∂ym

(x(t)m,y
(t)
m)·(x−x

(t)
m)+

∂2E
∂y2m
·(y−y(t)m)+

∂E
∂ym
(x(t)m,y

(t)
m)

(3.1)

Pourobtenirlapositiondunœudmpourl’itérationsuivante,c’estàdire
(x(t+1)m ,y(t+1)m ),onrésoutlesystèmed’équationslinéaires3.1pourz=0.Après
quelquesitérations,lapositionobtenueestprocheduminimumglobaletdonne
lapositionfinaledunœud.UnschémadelaméthodedeNewton-Raphsonen
unedimensionestproposéenFigure3.8a.

Descentedegradient

Ladescentedegradient,aussiconnucomme méthodedelaplusforte
pente,estuneméthoded’optimisationmathématiqueutiliséepourminimiser
desfonctionsconvexes.Cetteméthodepermetdetrouverunminimumlocal
indépendammentdelafonctionàoptimiser.L’énergieestminimiséedefaçon
itérativedansladirectiondelaplusfortepente,obtenuegrâceàl’hyperplan
tangent.Laconfigurationcouranteestalorsdéplacéedanscettedirectionde
manièreàminimiserl’énergie.
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HadanyetHarel[65]l’utilisentpouroptimiserdesfonctionsd’énergieslo-
calesdanslemodèledeKamadaetKawai[84].Unnœudestchoisietsa
positionestoptimiséeselonlaméthodedegradient:cenœudestdéplacéd’un
vecteurunitaireselonladirectiondeplusfortepente.Pourobtenirl’hyperplan
tangent,lesdérivéespartiellessontcalculéesselonlescoordonnéesdecenœud.
Cetteméthodeestunevariantedelasimulationphysiqueprésentéedansla

sectionprécédentepourlaquelleunseulnœudestdéplacéàchaqueitération.
Encalculantlesdérivéespartiellespremièresdelafonctiond’énergieselonles
coordonnéesdunœudu,onretrouvelesforcesquel’onappliqueensuiteau
nœudupourledéplacer.Cetteméthodeestrarementprésentéecommetelle
danslalittérature,oùonluipréfèrelaformulationparsimulationphysique.

3.4.3 Outilsd’optimisationpourun modèlephysique

particulier

ModèledeKamadaetKawai

Lepositionnementmultidimensionnel[24](aussiappeléMultiDimensional
Scalingou MDS)estunetechniquedevisualisationexploratoirepartageant
certainessimilaritésavecledessindegraphe.Leprincipedupositionnement
multidimensionnelestdeplacerdesnœudsdansunespaceàndimensions
(généralementn=2oun=3)demanièreàcequeladistanceentrechaque
nœuddansledessinsoitleplusprochepossibledelamatricedesdistances
entrecesnœuds.Lesdonnéesd’entréesdesMDSsontdesmatricesdedistances
symétriques.Cettetechniqueestutiliséedansdiverschampsderecherche,
commeparexempleenpsychologie,pourrévélerdescorrélationsentreles
donnéesettrouverdesaxesd’ordonnancementàdescaractéristiquesquin’en
ontpasaupremierabord.
Cechampderechercheproposedestechniquespourledessindegraphe

dansuncasparticulier:lafonctiond’énergiedeKamadaetKawai[84].Dans
KamadaetKawai,ledistancegrapheentrechaquepairedenœudsestutilisée
pourcréerundessinserapprochantlepluspossibledel’isométrie(i.e.la
distancedansledessinestégaleàladistancedanslegraphe).Laminimisation
decettefonctiond’énergieparticulière,appeléelafonctiondestressenMDS,
permetd’obtenircettepseudo-isométrie.

Majorationdustress Gansner[51]proposeen2005uneméthoded’opti-
misationbaséesurlamajorationdustress,unetechniqueutiliséedepuisles
années1980enMDS(cf.DeLeuuw[35]parexemple).Cetalgorithmerepose
surl’optimisationd’unefonctionmajorantlafonctiondestress.
SoitX∈Rn×dlamatricedespositionsdesnnœudsdansl’espacededimen-

siond.LafonctionmajoranteFX estgénéréepourlaconfigurationcourante
dudessinX.FX eststrictementsupérieureàlafonctiond’énergieEpour
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touteconfigurationY∈Rn×dnoncolinéaireàX.Enutilisantl’argumentdu
minimum1,ondéfinitX̃ commeX̃ =argmin

Y
FX(Y).FX majorelafonction

d’énergieEentoutpointetonadonclesinégalitéssuivantes:

E(̃X)≤FX(̃X)≤FX(X)=E(X) (3.2)

Lecasd’égalitédel’Equation3.2intervientlorsqueX=X̃=argmin
Y
E(Y),

i.e.lorsqu’onatrouvéunminimumd’énergie.Decerésultat,ondéduitun
algorithmepermettantdeminimiserlafonctiond’énergie,cf.Algorithme2.
CetalgorithmeestillustréenunedimensiondanslaFigure3.8b.

Algorithm2Optimisationparmajorationdelafonctiondestress

X∈Rn×d

whileE(X)n’estpasminimaldo
TrouverFX majorantE
X̃=argmin

Y
FX(Y)

X← X̃
endwhile

Fonction majorante PourobtenirlafonctionmajoranteFX,ondéve-
loppel’expressiondelafonctiondestress:

E(X)=
i<j

wij(Xi−Xj −dij)
2

=
i<j

wijdij+
i<j

wijXi−Xj
2−2

i<j

wijdijXi−Xj

LamatricelaplacienneLd’ungrapheestdéfiniecommeladifférenceentre
lamatricededegréDd’ungrapheetsamatriced’adjacenceA.Grâceàcette
matrice,ilestpossiblederéécrireladistanceentrenœudsdansledessinsous
laformematricielleTr(XTLX)pourX∈Rn×dlamatricedecoordonnéesdes
nœuds.Ledeuxièmetermedelaformedéveloppéedustressseréécritainsi

i<j
wijXi−Xj

2=Tr(XTLwX),avecLw lamatricelaplaciennedespoids

wij.
L’expressionsousformematricielleestintéressantecarellepermetd’expri-

merfacilementlessystèmesd’équationsobtenuspardérivationspartielles,cf.
parexemplelelivrederecettedesmatricesdePetersen[110].
Pourmajorerlafonctiondestress,onminoreleterme

i<j
wijdijXi−Xj.

Al’aidedel’inégalitédeCauchy-Schwarz,onapourtoutZdeRn×d:

1.L’argumentduminimum,généralementnotéargmin,estl’ensembledesvaleurspour
lesquellesunefonctionatteintsonminimum.
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0≤
wij
Zi−Zj

(Xi−Xj)
T(Zi−Zj)≤wijXi−Xj

LetermeminorantpeutêtreréécritsouslaformeTr(XTLZZ).Onaainsi
trouvéunefonctionmajorantlafonctiondestresspourtoutX,ZdeRn×d:

E(X)=
i<j

wijdij+Tr(X
TLwX)−2

i<j

wijdijXi−Xj

≤
i<j

wijdij+Tr(X
TLwX)−2Tr(XTLZZ) =FZ(X)

Minimisationdelafonction majorante Onconnaîtdésormaisl’ex-
pressiondelafonctionmajoranteFZ.Aprèsnitérationsdel’Algorithme2,
nousavonsobtenuledessinZ.Nouscherchonsl’argumentduminimumX̃
delafonctionFZ,i.e.X̃ telqueE(̃X)≤E(Z).Pourcela,nousdérivonsla
fonctionFZselonlavariableX(attention,cesontdesdérivéespartielles).
FZs’exprimesousuneformequadratiquedelavariableX.Petersen[110]

donnedesformulespourlesdérivéespartiellesdestraces,cf.Equation103et
108.Onobtient:

∂FZ
∂X
=2LwX−2LZZ

Onchercheàrésoudre ∂FZ
∂X
=0,cequinousdonnelesystèmelinéaire

suivant:

LwX=LZZ

LasolutionX̃decesystèmedonneledessinminimisantlafonctionmajo-
rante,etdoncafortiorifaisantdiminuerl’énergieglobale.

Stressenunedimension KorenetHarel[90]isolentunedimensiondu
dessinpoureffectuerl’optimisationdelapositiondel’ensembledesnœuds
danscettedimension.Cetteapprochereposesurunefonctionmajorantepour
effectuerl’optimisation.L’Algorithme2donnelesétapesdeminimisationde
l’énergieglobale.
Danslecasd’undessinenunedimension,lafonctiondestressestmajorée

parlafonctionEx̃=
i<j
kij δ

x̃
ij(x)−dij

2
où:

δx̃ij(x)=






xi−xj sĩxi≥x̃j

xj−xi sinon
pour1≤i<j≤|V|

LafonctionEx̃peutêtreréécritesouslaformeEx̃(x)=xTLx−2xTbx̃+C
quel’ondérivepourobtenirlesystèmed’équationsLx=bx̃.Pouroptimiser
lapositiondesnœudsdansunedimensiondonnée,onrésoutitérativement
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cesystèmeaveccommeparamètrẽxlapositiondesnœudslorsdel’itération
courante,cf.sectionprécédente.
Poureffectuerledessinendeuxdimensions,l’algorithmecalculelaposition

optimaledesnœudsselonl’axexpuislapositionoptimaledesnœudsselon
l’axey.Lorsdudessinselonl’axey,lapositiondesnœudsselonl’axexest
priseencompte.KorenetHarelutilisentunedistancerésiduelleaulieude
ladistancegraphepourrefléterlefaitqu’unepartiedeladistanceentreles
nœudsestdéjàreprésentéeselonl’axex.

ModèledeHall

Hall[66]utiliseunmodèled’énergieplussimplequeceuxproposésparles
algorithmesdedessindegrapheparmodèledeforceetl’appliqueauxMDSet
audessindegraphe.Sonmodèles’exprimecommeladifférencepondéréedes
coordonnéesdesnœudsselonchaquedimension.Endimension1,lafonction
d’énergies’exprimeainsi:

E(x)=
i,j

wij(xi−xj)
2

Pouréviterleminimumtrivialdecettefonction(x1=x2=···=x|V|=0),
HallajoutelacontraintearbitrairexTx=1.

Vecteurspropres Hall[66]etl’algorithmeACE[88]reposentsurlemodèle
deHallpourtrouverlapositiondesnœuds.Danscemodèlequadratique,les
positionsquioptimisentlafonctiond’énergiesontdonnéesdirectementparles
vecteurspropres.
Lafonctiond’énergieEestréécritesouslaformematricielleXTLwX.Pour

entrouverleminimum,onsoustraitlacontrainteàlafonctiond’énergiece
quidonnel’équationL=XTLwX−λ(XTX−1)quel’onpeutdériverpour
enchercherleminimum.Oncherchealorsàrésoudre:

(Lw−λI)X=0 (3.3)

Lessolutionsnontrivialesdecetteéquationsontlessolutionspourles-
quellesλestunevaleurpropreetXlevecteurproprecorrespondant.L’éner-
giedusystèmeestalorsE=XTLwX =λXTX =λgrâceàlacontrainte
XTX=1.Lesvecteurspropresassociésauxvaleurspropreslespluspetites
donnentlespositionsminimisantl’énergie.
Ontrielesvaleurspropresparordrecroissant.Lamatricelaplaciennepon-

déréeLw représentantles|V|nœudsd’ungrapheestderang|V|−1.La
premièrevaleurpropreestnulle.Elleestassociéeàunvecteurproportionnelà
(1,1,...,1).Levecteurpropreassociéàlapluspetitevaleurproprenonnulle
permetd’obtenirlescoordonnéesdesnœudspourledessinenunedimension.
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Pourgénéralisercetteapprocheàdeuxdimensions,Hallétendlafonction
d’énergieenunedimensionsouslaformeE(X,Y)=XTLwX+YTLwYavec
lescontraintesXTX =YTY=1cequiconduitàrésoudreunsystèmede
uneéquationsidentiqueàl’Equation3.3pourchacunedescoordonnée.Pour
trouverunesolutionnontrivialeduproblèmeoùlesnœudsontdescoordonnées
différentesselonlesdeuxaxes,onchoisitalorsledeuxièmeettroisièmevecteurs
propres.Cetteméthodepeutêtregénéraliséeàddimensions.

3.4.4 Heuristiques

D’autresapprochesd’optimisationheuristiquesontétéappliquéesaudessin
degraphe.Nousévoquonsicilesapprochesderecuitsimuléetlesalgorithmes
génétiques.

Recuitsimulé

DavidsonetHarel[33]proposentd’utiliserlaméthodederecuitsimulépour
ledessindegraphe.Laméthodederecuitsimuléestefficacepourrésoudre
desproblèmesd’optimisationdiscrètedontlafonctiondecoûtnepeutpas
êtreoptimiséeenépuisantlescombinaisonspossiblesàcausedeleurnombre.
Inspiréeparlamécaniquestatistique,lerecuitsimuléchercheàreproduirela
cristallisationd’unliquidelorsdesonrefroidissement.
Apartird’uneconfigurationetd’unetempératureinitiales,levoisinage

d’uneconfigurationestexplorée.Siunedesconfigurationvoisinepermetde
réduirelafonctiondecoût,elleestadoptée.Sielleneréduitparlafonction
decoût,cetteconfigurationpeutêtreadoptéeavecuneprobabilitésuivantla
distributiondeBoltzman:

e−
C2−C1
k·T

oùCireprésentelafonctiondecoûtdanslaconfigurationi,Tlatempérature
dusystèmeetkuneconstante.Latempératuredécroîtrégulièrement,réduisant
ainsilapossibilitédechangementsneminimisantpasl’énergie.Laméthode
derecuitsimulépermetausystèmephysiqued’éviterunminimumlocalen
augmentanttemporairementl’énergiedusystèmedansl’espoirdetrouverun
minimumglobal.
Pouradapterceprocessusaudessindegraphe,plusieursmodificationsont

étémisesenplaces.Toutd’abord,lesnœudsdugraphesnesontplusplacés
dansR2maissurunegrille,limitantainsilespositionspossiblesàunsous-
ensemblediscret.Lesconfigurationsvoisinesd’uneconfigurationinitialesont
définiescommelesconfigurationsoùunseulnœudsestdéplacé.L’algorithme
estinitialiséaléatoirement.
LafonctiondecoûtproposéeparDavidsonetHarel[33]estprochedu

modèlephysiquedeFruchtermanetReingold.Ennebloquantpaslesconfigu-
rationsquinefontpasdiminuerl’énergieglobaledusystème,laméthodepar

DessindegraphedistribuéetBigData 77



3.4.Méthodesderésolution

Algorithm3Dessinparrecuitsimulé

σetTinitiales
whileσn’estpasminimaldo
Nouvelleconfigurationσ
rtiréselonU(0,1)
ifC(σ)<C(σ)then
σ←σ

elseifr<e−
C(σ)−C(σ)

k·T then
σ←σ

endif
T←γ·T

endwhile

recuitsimuléchercheàéviterlesminimalocauxpourconvergerdirectement
versleminimumglobal.

Algorithmegénétique

Brankeetal.[27]utilisentunevariationdel’algorithmegénétiquepour
dessinerlesgraphes.L’algorithmegénétiqueestunalgorithmed’optimisation
stochastiqueinspirédelareproductionbiologiqueetdubrassagedesgènes.
Lessolutionspotentiellesduproblèmed’optimisationsontappeléesindividus
etformentunepopulation.Apartirdecettepopulation,deuxindividussont
sélectionnésaléatoirementetsecombinentpourformerunnouvelindividuqui
estajoutéàlapopulation.L’individudonnantlamoinsbonnesolutionest
alorssupprimédelapopulation.Cecycleestrépétéjusqu’àconvergencevers
l’optimumduproblème.Unnouvelindividuestforméensuivanttroisétapes:
sélectiondesparents,recombinaisondesparentsetmutation.Lasélectiondes
parentsestréaliséeenattribuantuneprobabilitéàchaqueindividupropor-
tionnelleàlaqualitédelasolutionproposéeauproblèmed’optimisation.Une
foisdeuxindividussélectionnés,ilssontrecombinésensemblepourformerun
nouvelindividu:unepartiedesélémentsdesolutiond’unindividuprovientde
l’undesparentsetl’autrepartiedel’autre.Larecombinaisoneffectuée,unein-
certitudeestajoutéesurlerésultatviaunemutation,quipermetl’exploration
desolutionshorsdelapopulation.
Concernantledessindegraphe,chaqueindividucorrespondaudessind’un

grapheetestconstituéd’unvecteurdepositionsréellescorrespondantauxpo-
sitionsdesnœuds.Lasélectiondesparentssefaitaléatoirement,proportion-
nellementàlaqualitédudessin.Unefoislesparentssélectionnés,unnouveau
dessinestobtenuàpartirdesdeuxdessinsinitiaux:pourl’undesparents,
onvientsélectionnerunsous-graphed’unetaillefixéeàl’avance,etlesnœuds
non-sélectionnésparceparentsontpositionnésàl’aidedescoordonnéesde
l’autreparent.Poursélectionnercesous-graphe,unnœudestchoisialéatoire-
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Figure3.9–Exemplededécompositionmultiéchellesurtroisniveau.Les
nœudssélectionnés(enbleu)formentunensembleindépendantmaximal.Un
grapheestrecrééàpartirdecesnœudsuniquementjusqu’àtrouverungraphe
suffisammentpetit(icitroisnœuds).

mentetdesnœudsvoisinssontajoutésjusqu’àobtenirunsous-graphedela
taillesouhaitée.Enfin,lesmutationssontappliquéesàchaquenœudsousla
formed’uneperturbationsuivantuneloinormale.Lesprincipauxcritèresde
lafonctiondecoûtdansl’approchedeBranke[27]sontlenombredecroise-
mentd’arêtes,laforcemoyenneappliquéesurchaquenœudparl’algorithme
deEades[42],lalongueurd’arêteetladistanceminimaleentreunnœudet
unearête.
Plusieursproblèmesspécifiquesaudessindegrapheseposentaveccette

approche.Lepremierestliéàlarecombinaison:ledessind’ungrapheades
solutionsdontlaqualitéresteéquivalenteparsymétrie(translation,rotation
etsymétrieaxiale).Recombinerdeuxdessinspeutposerproblèmes’ilsnesont
pascorrectementalignés.Brankeetal.[27]proposentunréalignementdes
deuxdessinsavantd’effectuerlarecombinaison.Pourlesecondproblème,le
dessinobtenuparrecombinaisonn’estpasoptimal.Pouryremédier,Brankeet
al.effectuentuneitérationdel’algorithmeparmodèledeforced’Eades[42]et
conserventledessindanslapopulations’ilestmeilleurqueledessinoriginal.

3.5 Approches multiéchellespourledessin

Lesalgorithmesparmodèledeforceclassiques,telsqueceuxdeFruch-
termanetReingold[48]oudeKamadaetKawai[84],itèrentjusqu’àobtenir
atteindreunétatd’équilibrecorrespondantàminimumd’énergie.Ilestgénéra-
lementadmisquelarésolutionpourcesalgorithmesrequiertO(|V|)itérations
àpartird’unétatinitialaléatoire.Latailledugrapheàdessinerestdoncun
facteurlimitant:pluslegrapheestgrandetplussaconvergenceversunétat
d’équilibreestdifficile.

3.5.1 Structuredesalgorithmes multiéchelles

Approcheclassique

L’approche multiéchellepourledessindegraphereposesurdifférentes
échellesd’optimisations.Legrapheàdessinerestrésuméàplusieurséchelles
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etledessinesteffectuépourchaqueéchelle.Latailledesgraphesdanscette
suited’échellesdécroîtetilestfacilededessinerlesgraphesàl’échellelaplus
petite.Al’inverse,quelquesitérationssuffisentpourplacercorrectementles
nœudsauxéchellesplushautespuisqu’ellesbénéficientd’unebonneinitiali-
sationetc’estpourceséchellesqueledessinestlepluscoûteux.Laposition
initialedesnœudsàuneéchelledonnéeestobtenueàpartirdudessindu
graphedel’échelleprécédente,accélérantainsilaconvergencedelaméthode
derésolution.
L’approchemultiéchellereposesurdeuxcomposantsprincipaux,ladécom-

positionrécursiveetlaméthodedeplacementinitialcommeillustrédansl’Al-
gorithme4.Laméthodederésolutionchoisiepoureffectuerledessinpeutêtre
unparamètredel’approchemaisc’estgénéralementl’applicationdeforcesqui
estutilisédanscesapproches.Lenombred’itérationsnécessairespourarriver
àlaconvergenceparapplicationdeforcesesteneffetgrandementréduit,e.g.
constantpourFM3[63].Nousdétaillonscesdeuxcomposantsdanslasuite
decettesection.

Algorithm4Approchemultiéchellegénériquepourledessin

G0=(V0,E0)← Grapheinitial

i←0
while|Vi|>3do
Vi+1←Filtration(Vi)
i←i+1
CréationdugrapheGi=(Vi,Ei)

endwhile

Dé
co
m
p.
ré
c.

N← i
forjdeNà0do
ifj<Nthen
PlacementdesnœudsdeGj−1selonledessindeGj

endif
DessindeGj(quelquesitérations)

endfor

Pl
ac
e
me
nt
i
ni
t.

Décompositionrécursive Ladécompositionrécursivepermetdediminuer
latailledugrapheinitialpourenfourniruneséquencederésumésfacileà
dessiner,cf.l’opérationdedécompositionrécursiveFigure3.9.Latailledeces
graphesdécroît:commeprésentédansladécompositionrécursivedel’Algo-
rithme4,lesrelationsd’inclusionsVN⊂VN−1⊂···⊂V1⊂V0sontvérifiées.
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Unedécompositionidéaledonneunbonrésumédugrapheinitialenconser-
vantaumaximumlespropriétéstopologiquessaillantesdugrapheparent.En
pratique,lasimplicitédesdécompositionsestprivilégiée.Eneffet,ilestplus
aiséed’obtenirdesrésultatsthéoriquessurlacomplexitétemporellepourdes
décompositionssimples.
Ladécompositionmultiéchelles’effectuenécessairementsurlastructurede

grapheetnonsurlapositiondesnœudsdansledessinpuisqu’elleintervient
avantmêmequelegraphesoitdessiné.

Placementinitial Leplacementinitialproposeundessininitialàchaque
niveaudeladécompositionpouraccélérersaconvergenceversunétatd’équi-
libre.Pourcertainsalgorithmes,seulslesnœudsdéjàplacéssontpropagésau
dessind’uneéchellesupérieure.
Danslaplupartdescas,unepositionestattribuéeauxnœudsquin’ontpas

encoreétéplacélorsdudessinduniveauprécédent.Ceprocessus,appeléplace-
mentintelligentenréférenceàl’algorithmeGRIP[50],estréaliséparplusieurs
heuristiquesquifonctionnentplutôtbienenpratique.L’utilitéduplacement
intelligentdesnœudsn’estpasavérée,commelemontrelebenchmarkréalisé
surlesalgorithmesmultiéchellesparBarletetal.[17].

Approche multiéchelleinverse:dulocalauglobal

L’approchemultiéchelleclassique,présentéedanslasectionprécédente,se
focalisesurlastructureglobaledugraphe.Lesdétailsdudessin,i.e.lesvoi-
sinagestopologiques,sontajoutésenremontantladécompositionrécursive.
L’approchemultiéchellepeutaussiêtreconsidéréeensefocalisantsurledes-
sinlocalaulieudelastructureglobale.Legrapheestdécomposérécursivement
pourtrouverdesvoisinageslocauxquisontensuitecombinésensembledema-
nièreàformerledessinglobal.
L’étapededécompositionpermetdetrouverdessous-graphespourles-

quelsledessindegrapheestfacileàdessiner(quelquesdizainesdesommets).
L’étapedeplacementinitialchercheàcombinercesdessinlocalementopti-
mauxdemanièreàobtenirundessinglobalprocheduminimumd’énergie.
CetteapprocheestutiliséeparexempledansTopoLayout[7]ouencorepar
HadanyetHarel[65].
Cetteapprocheestprivilégiéeparlesalgorithmesutilisantuneméthodede

résolutionparoptimisationassociéeaumodèledeKamadaetKawai[84].En
effet,lafonctiondestressdeKamadaetKawaipermetd’obtenirdesdessins
prochedel’isométrieauprixd’unecomplexitédeO(|V|3).Cependant,lorsdu
dessindesous-graphesobtenuspardécompositionrécursive,|V|estpetit.De
plus,seulesquelquesitérationsdelaméthodesderésolutionsontnécessaires
pouroptimiserlacombinaisondudessindessous-graphesaprèsl’étapede
placementinitial.
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3.5.2 Méthodesdedécompositionrécursives

Décompositionparensembleindépendant maximal

Uneméthodededécompositionutiliséeparplusieursalgorithmesestbasée
surlesensemblesmaximauxindépendants(aussiappelésMaximalIndependent
SetouMIS).Ceproblèmeconsisteàtrouverunensemblemaximaldesommets
quinesoientpasvoisins.Cecisignifiequelessommetsdugraphesontdans
leMISouvoisind’unsommetdansleMIS.Onnoteraquecetensembleest
maximaletnonmaximumpuisquetrouverl’ensemblemaximalaveclemoins
desommetsestunproblèmeNP-difficile(cf.Robson[118]parexemple).

Gajeretal.[49]proposentd’utiliserle MISpoursélectionnerdessous-
ensemblesdenœudssansmodifierlastructuredugraphed’origine.UnMISest
calculépourlegrapheoriginal.Unefoiscepremierensembleobtenu,leniveau
suivantconsisteenunMISenneconsidérantplusquelessommetssélectionnés
àdistancegraphede2oumoins.Ceprocessusestrépétéenmultipliantà
chaquefoisladistancegrapheminimaleentrelesnœudspar2.Cetteapproche
garantitqu’ilyaO(log|V|)niveauxdanslafiltration.Cettedécomposition
estaussiutiliséedansl’algorithmeGRIPdeGajeretKobourov[50].

Walshaw[132]proposed’effectuerlesdécompositionssuccessivesenutili-
santunefiltrationbaséesurleMIS,maisilrecréeungrapheàchaqueétapeà
partirdelastructuredugrapheparentetdessommetssélectionnés.

HachuletJünger[63]utilisentuneapprochequiestsimilaireaucalculd’un
ensemblemaximumindépendantdontladistancegrapheminimaleestde3.
L’algorithmededécompositionproposédansFM3correspondàl’algorithme
séquentielutilisépourdéterminerun MIS:unnœudestsélectionnéetses
voisinsàdistance1et2sontdésactivés.Ceprocessusestitéréjusqu’àceque
chaquenœudsoitsélectionné,voisind’unnœudsélectionnéouvoisind’unvoi-
sin.AladifférencedeWalshaw[132]etGajeretal.[49],levoisinagedesnœuds
sélectionnésestconservépourcréerlegraphesuivantdansladécomposition.
Dessystèmessolairessontainsicréésoùlesnœudssélectionnéssontlessoleils
etlesnœudsgravitantautoursontappelésplanètes(voisinsdessoleils)etlunes
(voisinsdesplanètes).Lessystèmessolairessontalorsagrégésenmeta-nœuds
etsontreliéspardesarêtess’ilssontvoisinsdanslegrapheparent.

Décompositionpark-centres

HareletKoren[67]proposentunedécompositiondesgraphesbaséesurdes
k-centres,ksommetsminimisantladistanceinter-sommetsdanslegraphe.Ce
problèmeétantNP-difficile,l’algorithmeutiliseunalgorithmeapprochéefficace
permettantd’obtenirladécompositionenuntempsraisonnable.L’approche
deKamadaetKawai[84]estutiliséepoureffectuerlesdessinsdegraphe.
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Décompositionparcouvertured’arête

L’approchemulti-échelleprésentéeparHadanyetHarel[65]résoutlespro-
blèmeintermédiaireàl’aided’unetechniqued’optimisation(descentedegra-
dient).Leclusteringesteffectuénonpasensélectionnantdesnœudsmaisen
sélectionnantunensembled’arêtesquisontcompresséesdemanièreàcréerle
graphesuivant.Cesarêtessontsélectionnésdemanièreàminimiserunefonc-
tiondecoûtcomprenanttroisobjectifs:créerdepetitclustersbienrépartis
surl’ensembledugraphe,conserverdesnœudsdehautdegrésetéviterdetrop
simplifierlegraphe.Ledessinenluimêmeesteffectuéentroisphases:une
premièrephasededessindugraphe,unappelrécursifàlafonctiondedessin
pourleniveausuivant,puisunenouvellephasededessinpouroptimiserle
résultatfinal.Pourlesdeuxphasesdedessins,unefonctiond’énergiesimilaire
àcelledeKamadaetKawai[84](àparamètred’échelleprès)estoptimisée.
Cettefonctionestcependantlimitéeauinteractionsaveclesnœudsdansun
voisinagededistancefixe.Avecchaqueitérationdel’algorithme,dedessin,ce
rayonaugmentedemanièreàpouvoirobtenirlastructureglobaledugraphe.

3.5.3 Placementinitial

L’initialisationjoueunrôleimportantdanslesalgorithmesdedessinpar
analogiephysique:unebonnepositiondesnœudsinitialescontribueàaccélérer
ledessin.Lorsqueledessinestprocheduminimumd’énergie,l’optimisationde
cedessinestfacilitée.Unbonplacementinitialpermetderéduirelenombre
d’itérationsdesméthodesderésolutions,i.e.réduirelesO(|V|)itérationsdes
méthodesparapplicationsdeforces.Parexemple,FM3[63]effectueunnombre
constantd’itérationsàchaqueniveau.

Unplacementinitialintelligentestutilisédanslaplupartdesalgorithmes
multiéchelleafindeplacerlesnœudsquinesontpasencoreplacésavantd’ef-
fectuerledessind’unniveau.Ceplacementreposegénéralementsurlaposition
devoisinsdéjàplacésquiserventàtrouverlapositioninitialed’unnœudà
placer.

LepremierexempledeplacementinitialprovientdeTunkenlang[127]qui
proposeuneméthodepourplacerlesnœudsaufuretàmesure.Ceplacement
sertàplacerlenœudprochedesapositionfinaleetunraffinementestutilisé
(icil’optimisationd’unefonctiondecoût)pourtrouversapositionexacte.Pour
trouverlepositionnementoptimal,l’espacedudessinestdécomposéengrille
etlescellulesadjacentesauxvoisinsdunœudssontévaluéespourtrouverla
celluleminimisantlafonctiondecoût.D’autrescellulessontaussiconsidérées,
commelescoinsdudessinainsiquelescellulesplacéesautourdubarycentre
desnœudsvoisins,,cf.Figure3.10a.

Gajeretal.[49]soulignentparexemplequ’ensélectionnantdeuxvoisins,
ilestpossibledeplacerunnœudenrespectantlesdistancesgraphesentre
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(a)Grilledespositionsàévaluerpour
optimiserlapositiondunœudrose,cf.
Tunkelang[127].

(b)Placementd’unnœudduclusterrose
ayantdeuxvoisinsselonlaméthodede
FM3[63].

Figure3.10–Exemplesdeplacementinitialdesnœudsavantdessin.(a)
PlacementparlaméthodedeFM3.Lenœudrose,dansleclusterrose,est
placésurlesegmentconnectantsonsoleilàd’autressoleils.Lapositionfinale
dunœudestlebarycentredecesposition.(b)Placementinitialparlaméthode
deTunkelang[127].Surlagrille,unensembledepositionsraisonnablessont
évaluéesetcelleminimisantlafonctiondecoûtestchoisiecommeposition
initiale.

lesnœuds(deuxpositionspossibles).Pourtrouverlapositionoptimale,ils
proposentalorsd’utilisernonpasdeuxnœudsmaistrois,cequiconduità
unsystèmesurdéterminé,cequipeutêtrecontournéencherchantlaposition
optimalepourchaquepairedevoisinsetenplaçantlenœudaubarycentrede
cespositions.

PourHachuletJünger[63]lesplanètesetleslunes(i.e.lesnœudspasen-
coreplacésdanslessystèmessolaires)sontplacéssurlessegmentsconnectant
lessoleils(déjàplacés).Cesnœudssontplacésàunedistanceproportionnelle
àleurdistancepondéréeàleursoleil.Sidesnœudssetrouventsurplusieurs
segmentsparceprocessus,leurpositioninitialecorrespondaubarycentrede
cespositions,cf.Figure3.10b.

Laméthodemultigrillealgébrique(aussiconnuesouslenomdeAMGou
AlgebraicMultigrid)estbaséesuruneréductionitérativededimension.Koren
etal.[88,89]latransposentaudessindegraphe.Cetteméthodeestutilisée
pourminimiserlafonctiond’énergieproposéeparHall[66],cf.Section3.4.3.
Danscemodèle,lapositiondesnœudsestobtenuegrâceauxvecteurspropres
associésauxvaleurspropreslespluspetites.Ladécompositionrécursiveest
obtenueparinterpolation(exprimantdemanièrealgébriquecréationdeméta-
nœud).Achaqueniveau,lesvecteurspropressontcalculésdemanièreàtrouver
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ledessin.Aprèsinterpolationinverse,lesvecteursobtenus(i.e.lespositions
initiales)sontpresquelesvecteurspropresdusystèmes.Quelquesitérations
d’unalgorithmedepuissanceitérée[93]permetdetrouverlesvecteurspropres.
D’autresvariantesdeceplacementexistentcommeparexempleàlaposi-

tionmédianedelapositiondesvoisinspourchaquecoordonnée,cequipermet
d’éviterleseffetsdesnœudsdessinésloindesautres.Cesvariantessontrecen-
séesdansl’évaluationdeBarteletal.[17].

3.6 Parallélismeetdistribution

3.6.1 DessindegrapheetGPU

L’accélérationdesalgorithmesdedessindegraphepasseaussiparl’amé-
liorationdescapacitésdecalculsetnotammentlesaméliorationsdescartes
graphiques(GraphicalProcessingUnitouGPU).LesGPUsontdéveloppées
notammentpourlagénération,l’affichageetl’animationdesimulationsphy-
siquesoumulti-particules.Descartesgraphiquespeuventêtreutiliséespour
simulerdes mouvementsdefluidesoudefumées.Cesanimationspeuvent
êtregénéréesenfaisantinteragirdesparticulessimulées.Cesinteractionsper-
mettentdedéterminerlemouvementdesparticulesetdoncl’animationquien
découle.Cessimulationsmulti-particulessontpossiblesgrâceauhautniveau
deparallélismepermisparleGPU.
Ledessindegrapheparmodèledeforcefonctionneàlamanièredessys-

tèmesphysiquemulti-particulesetdesadaptationsdesalgorithmesdedessin
degrapheontdoncétéréaliséesentirantpartiduhautparallélismedesGPU.
Al’aidedecesnouvellescapacitésdecalculetdeparallélisation,lesalgo-
rithmes,nécessitantbeaucoupdecapacitésdecalcul,setrouventaccélérés.
Parexemple,en2007,AuberetChiricota[10]présententuneadaptationdes
algorithmesparforcederappelutilisantleGPU.Danslemêmetemps,Frish-
manetTal[47]proposentuneimplémentationd’unalgorithmededessinde
graphemulti-échelletirentpartidescapacitésdecalculoffertesparleGPU.
Enfin,Godiyaletal.[57]proposentuneadaptationdesalgorithmesdedessin
tirantpartidesforcesmultipôlesfonctionnantàl’aideduGPU.

3.6.2 Dessindegraphedéporté

Abelloetal.proposentl’algorithmeAsk-GraphView[1]en2006.Leprin-
cipeestdedéporterlecalculdudessindegraphesurunserveuretd’offrir
àl’utilisateurunclientlégerpermettantl’interactionaveclegrapheàdes-
siner.Cetalgorithmesebasesurlestravauxexistantsdudessindegraphe
hiérarchique,quiviseàdessinerlesgraphespourlesquelsunestructurehiérar-
chiqueestconnue[43,44].Dansleurapproche,Abelloetal.utilisentledessin
hiérarchiquepourletransposeràunparadigmeclient-serveur.Ainsi,lorsque
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l’utilisateursouhaiteouvrirunclusterdelahiérarchiepourenvisualiserles
éléments,ildemandeauserveurd’effectuerledessindesnœudscontenusdans
ceméta-nœudetdeluienvoyerleurspositions.Pourqueleséchangesentrele
clientetleserveurfonctionnent,Abelloetal.dimensionnentlesrequêtespos-
siblesdemanièreàcequeledessindegrapheàcalculertiennedanslaRAM
duserveur.Pourcefaire,ilsprésententdesstructuresdedonnéesadaptéesau
calculsurleserveur,quisontéquilibréesdemanièreàobtenirunechargeéqui-
valentequellesquesoientlesrequêtesduclient.Parcettepremièreapproche,
Abelloetal.proposentunepremièreversiondudessindegrapheOutofcore
entirantpartidescapacitésdecalculsdisponiblessurdesserveursaulieude
cellesmoindresdesordinateursdebureau.
Plusrécemment,desalgorithmesdedessinparmodèledeforceontété

développéspourdesmursd’images[28,107,126].Cesarchitecturessontcom-
poséesdeplusieursordinateursstockantuniquementlesnœudsàaffichersur
l’écranleurétantassocié.Unetellearchitecturepermetdedessinerdesgra-
phesavecdesmillionsd’arêtesenévitantl’encombrementvisuelgrâceàla
tailledesécranscombinés:surunseulécran,l’encombrementvisuelestat-
teintrapidement.Cettefamilled’algorithmesseconcentresurlesméthodes
pourdistribuerefficacementlesnœudssurlesmachinesetutiliseunalgo-
rithmesimilaireàceluideFruchtermanetReingold[48]pourlessous-graphes
contenussurchaquemachine.Certainsnœudssontautorisésàmigrerd’une
machineàl’autre,lorsqueledessinlesplaceàlafrontièredeplusieursécrans.
Cespropositionssontplusadaptéesàdesgraphesdontlepartitionnementest
facileavecpeudechevauchements.Danslecasdegraphescommedesgraphes
petitsmondes,cestechniquesnesontpasadaptées.
Langevinetal.[94]proposentunearchitecturedeplateformepourdessin

degraphestockéssurclustercomprenantunalgorithmededessinparmodèle
deforce.Langevinproposededécomposerlegraphedemanièrerécursiveen
communautésimbriquéeslesunesauxautres.Lescommunautéssontobtenues
àl’aidedelaméthodedeLouvaindemanièrerécursiveetcesontlescom-
munautésobtenuesdecettemanièrequisontdessinéesàl’aidedelaméthode
deFruchtermanetReingold[48]etnonlesnœudsdirectement.Lesdessins
sontregroupésentuilesquipeuventfacilementêtreenvoyéesàunclientpour
effectuerlerenduencasdezoomauseindelavisualisationdugraphe.
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Chapitre4

Adapterlestechniquesdedessin
degrapheauparadigme
MapReduce

4.1 Introduction

Dansl’étatdel’art(Chapitre3),nousavonsprésentédifférentsalgorithmes
dedessindegrapheparmodèledeforcequenousavonsdécomposéentrois
typesdecomposants:l’analogiephysique,laméthodederésolutionetles
techniquesalgorithmiquespourlaconvergence.Cesdifférentsélémentspeuvent
êtrecombinésensembledeplusieursmanièresetcertainsseprêtentplusàla
parallélisationetàladistributionqued’autres.

Danscechapitre,nousprésentonslesanalogiesphysiquesetlesméthodes
derésolutionquisontleplusadaptéespourledessindegraphedistribuésur
cluster.Lesméthodesprésentéesdansl’étatdel’artpeuventêtreimplémentées
dansleparadigme MapReducemaisellesnepermettentpastoutesdetirer
partidelascalabilitéhorizontaleofferteparlecalculsurcluster.

4.2 Méthodederésolutionpourledessindis-

tribué

LesméthodesderésolutionsdécritesdanslaSection3.4.2sedécomposent
entroisgrandesfamilles:lesméthodesd’optimisationmathématiques,l’appli-
cationitérativedeforcesetlesheuristiques.Danscettesection,nousexplorons
lespossibilitésdetransposercesméthodesderésolutiondansleparadigme
MapReduce.
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4.2.1 MéthodedeNewton-Raphson

Lesméthodesd’optimisationtellesqueprésentéesdanslaSection3.4.2
sontséquentielles.PourlaméthodedeNewton-Raphsonparexemple,ils’agit
derésoudreunsystèmed’équationslinéairesdemanièreàobtenirlaposition
minimisantl’énergieglobalepourlepointsélectionné.

Optimisationnœudànœud

Dansl’algorithmededessindeKamadaetKawai[84],laméthoded’opti-
misationdeNewton-Raphsonestutiliséepourminimiserl’énergieglobaleun
nœudaprèsl’autre.Danscecasdefigure,aucunbénéficen’esttiréduparallé-
lismeoffertparlecluster.Eneffet,l’étaped’optimisationbloquelapoursuite
del’algorithme.

Optimisationssimultanées

Al’inverse,sil’ontented’optimiserplusieursnœudssimultanément,iln’y
apasdegarantiequel’énergieglobaledusystèmedécroisse.L’optimisationde
plusieursnœudsdemanièresimultanéefaitdécroîtrel’énergieàconditionque
lesnœudssélectionnésnesoientpaseninteraction.Cependant,danslaplupart
desanalogiesphysiquespourledessin,touslesnœudssonteninteraction(cf.
Section3.2).Optimiserplusieursnœudssimultanémentaveclaméthodede
Newton-Raphsonn’assuredoncpaslaconvergencedelaméthode.

4.2.2 Descentedegradientstochastique

Dansledomainedel’apprentissageautomatique,l’optimisationestunpas-
sagenécessairepouradapterlemodèlemathématiqueauxdonnéesobservées.
Pourlesproblèmesd’apprentissagesupervisé,ils’agitdetrouverlevecteur
depoidsoptimisantlafonctiondecoûtdanslecasdesdonnéesobservées.
C’estparexemplelecaspourlesmachinesàvecteursdesupport,pourlare-
cherchedumaximumdevraisemblance,pourlarégressionlogistiqueetc.Ces
problèmestraitentaussidesdonnéesmassives:lesdonnéescontenuesdansla
baseàpartirdesquellesonchercheàréglerlemodèlemathématique.

Approchestandard

Soitfilafonctionrelativeàl’observationietwlevecteurdepoidsà
optimiser.OnnoteClafonctiondecoûtdéfinieparC(w)=

i
fi(w).

Plutôtqued’optimiserlevecteurdepoidswpourlafonctionCdirectement,
cequiconstitueunproblèmedifficile,ladescentedegradientstochastique
proposed’optimiserlevecteurdepoidsselonunsous-ensembledesfonctions
fi.Levecteurdepoidswestdéplacédanslesensdelaplusgrandepente
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relativeausous-ensembled’observations{i}.Lesobservationssontvisitées
dansunordrealéatoire.

Enpratique,levecteurdepoidswestoptimisépourunepermutationde
l’ensembledesobservations.Unefoislevecteurwoptimiséselonchaqueobser-
vation,unenouvellepermutationesttirée.Ceprocessusitèrejusqu’àconver-
gence.Enunpassagesurlesdonnées,westoptimiséunefoisparfonction.
Ilestdoncnécessaired’effectuerplusieursbouclespourobtenirunminimum
global.

BousquetetBouttou[26]proposentunecomparaisondecetteméthode
avecladescentedegradientclassique.Dansleurcomparaison,Bousquetet
Bouttousoulignentqueladescentedegradientstochastiqueestindépendante
dunombred’observations.Cetalgorithmeestdoncadaptépourl’optimisation
degrandsjeuxdedonnées.Cependant,l’algorithmededescentedegradient
stochastiqueresteunalgorithmeessentiellementséquentieldifficileàparalléli-
ser.

Descentestochastiqueavecretard

Enintroduisantunretarddansl’applicationdugradient,différentesopti-
misationslocalespeuventsesynchroniserdemanièreàtrouverunoptimum
global.Soitτ∈Nleparamètrederetard.Al’itérationt,lepoidswtestopti-
miséselonlegradientgt−τ.Enchoisissantunparamètrederetardτ=n−1,
avecnlenombredemachines,chaquemachineeffectueindépendammentl’op-
timisationduproblèmeenvisitantunétatoptimiséparunemachinedifférente
pouruneobservationdifférente.Cesdifférentesoptimisationssecombinent
pourfournirl’optimumglobalduproblème.

Ladescentedegradientstochastiqueavecretard[95,141]estutiliséedans
leparadigme MapReduce.Sinmachinesoptimisentchacunelevecteur w
pourunefonctionfidifférente,ellesnepeuventpasmodifierwdemanière
concurrentesansperdreaucuncalcul.

Langfordetal.[95]évaluentlesperformancesdecetteméthodederésolu-
tiondansunenvironnementséquentiel.Unretardde10cyclesn’apasd’effet
majeursurl’erreurcommise.Apartirde100cyclesderetard,l’erreurcom-
miseestencoreacceptable(erreurrelativede10%pourlesdonnéessimuléset
de20%pourlesdonnéesréelles).Lesperformancesdel’algorithmesontgran-
dementamélioréesaveclaparallélisation.Utiliser4threadsdiviseletemps
d’exécutionpar2.Avec7threads,letempsd’exécutionestdivisépar4.

Adaptationpourledessindegraphe

Leproblèmesd’apprentissageautomatiquesuperviséetceluidudessinde
graphes’exprimentdemanièredifférente,cequicompliquel’adaptationdela
descentedegradientstochastiquepourledessindegraphe.Dansleproblème
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d’apprentissage,levecteurdeparamètreàoptimisercontientunnombreres-
treintdevariablesàoptimiser(généralementdel’ordredeladizaine)etun
nombreimportantd’observationspouroptimisercesvariables.Leproblèmedu
dessindegraphecontientdenombreusesvariablesàoptimiser,i.e.d·|V|avec
dlenombrededimensionsdudessin,etl’optimisationreposesurlatopologie
dugraphe,cequipeutreprésenterjusqu’à|V|2interactions.
Lasolutiongénéralementadoptéeparlesalgorithmesdedessinutilisantdes

méthodesd’optimisationmathématiqueestderestreindrel’espacedesvariables
enfixantlapositiondetouslesnœudsàl’exceptiond’unsous-ensemble.En
sélectionnantplusieursvariablesindépendanteslesunesdesautresdupointde
vuedelafonctiondecoût,cf.sectionprécédentesurlaméthodedeNewton-
Raphson,ilpourraitêtreenvisagéd’utilisercetyped’approchepourcalculer
lapositionoptimaledesnœuds.
Enpoussantl’analogieplusloin,sélectionnerlesinteractionsestéquivalent

àrestreindrel’espacedesobservationsutiliséesdanslesapprochesdedescentes
degradientpourl’apprentissageautomatique.Lessélectionsd’interactionsont
déjàétéutiliséesendessindegraphepourl’approximationducalculdesforces
àdessous-ensemblesdenœudsproposéeparHareletKoren[67](cf.section
3.3.1).Uneconjugaisondeladescentedegradientstochastiqueavecretardet
dessélectionsdesinteractionspourraitêtreenvisagéepourobtenirlaposition
optimaledesnœudsdansleparadigmeMapReduce.

4.2.3 Applicationitérativedeforces

L’applicationitérativedeforcesseprêteàladistribution.Lecalculdes
forcesestparallélisablepuisquelesforcesappliquéesàchaquenœudpeuvent
êtrecalculéesindépendammentlesunesdesautres.Cetteapprochetirepartidu
parallélismeoffertparleclusteràconditionquetouslesnœudssoientdéplacés
simultanément.Silesnœudssontdéplacésunparun,laparallélisationde
l’algorithmen’estpaspossible,cf.Section4.2.2.L’approcheparapplication
itérativedeforcesestlaméthoderetenuedansnotrecontribution[75]etpar
Arleoetal.[8].
Unefoislesforcesobtenues,leurapplicationàtouslesnœudss’effectueen

MapReduceàl’aided’uneopérationMap.Pourchaquenœud,sapositionet
lavaleurdesforcessontajoutéesgrâceàl’opération Map.Enunepasse,la
positiondel’ensembledesnœudsestmiseàjour,sansnécessiterdedéplacer
lesdonnées(étapedeShuffleavantl’opérationdeReduce).
Cetteapprocheestadaptéeàl’environnementMapReducemaisellen’as-

sureparlaconvergencedel’algorithmeàelleseule.Pourassurerlaconvergence
decetteapproche,ilestnécessaired’utiliserunetechniquederefroidissement,
commeprésentédansFruchtermanetReingold[48](cf.Section3.4.1).Cette
techniqueestaussiapplicabledansleparadigme MapReduceenconservant
unevariableglobale,partagéepartouteslesmachinesviaBroadcast,conte-
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nantlefacteurderefroidissementàappliquer.L’opérationMapd’application
desforcesutilisealorscettevariablepourcalculerlesforcesréelles.Cetteva-
riableestmiseàjouraprèschaqueapplicationdesforcespuisretransmiseà
chaquemachineducluster.

Lecalculdesforcesconstituelepointbloquantdel’approche.Chaquein-
teractionpeutêtrecalculéeindépendamment.Lecalculdesforcesestdonc
parallélisable.Cependant,lenombred’interactionsàcalculerpeutrendredif-
ficileladistributionducalcul.Danslasuiteduchapitre,nousparleronsde
forcespourdécrirelesinteractionsdel’analogiephysique.

4.3 Analogiesphysiquesetdessindistribué

Danscettesection,nousrevenonssurlesanalogiesphysiquesetleurtrans-
positiondansleparadigmeMapReduce.

4.3.1 Forcesd’attraction

Lesforcesd’attractionproposéesdanslesanalogiesphysiquessontgénérale-
menttrèssimilaires:elless’appliquententrechaquepairedenœudsconnectés
etsuiventlaloideHookeouunefonctionlogarithmiqueselonlesforcesderé-
pulsionproposéesparl’algorithme.Leurlongueurnominale,sielleexiste,per-
metdedéterminerlalongueuroptimaled’unearête.Cemodèled’interactions
estutilisédanslesalgorithmesdeQuinn[116],d’Eades[42],deFruchterman
etReingold[48]etpourlesalgorithmesmultiéchelless’eninspirant[50,63].
Pourcetteanalogie,2·|E|forcesd’attractionsontcalculées.

Pourcesforces,latranspositiondansleparadigmeMapReduceestpossible.
Cependant,àpartirdesarêtesstockéesdemanièredistribuée,laméthodela
plussimplepourcalculerlesforcesestd’utiliserleparadigmePregel[102],
aussiconnusouslenomdeThinkLikeAVertex(généralementabrégéen
TLAV).Ceparadigmedecalculdistribuéestspécifiquementconçupourles
algorithmesdegraphesutilisantlesarêtespourpasserdesmessageslelongdes
arêtessimultanément(cf.section2.2.2).

Poureffectuerlecalculdansceparadigme,chaquenœudtransmetsapo-
sitionàsesvoisinsainsiquelesinformationssurl’arête(latailledel’arête
parexemple).Unefoiscesmessagesobtenus,laforceestcalculéeentrechaque
pairedenœudsvoisinsetagrégéeparuneopérationReducesurchaquenœud.
EnunerondedePregel,lesforcesd’attractionsontcalculéespourl’ensemble
desnœudsdugraphe.LecodeSpark(Scala)permettantdecalculerlesforces
derépulsionestdonnéenFigure4.1.
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def attractiveForce(ctx: EdgeContext)= {
//Definition desvariables
val coordSrc:(Double,Double)= ctx.srcAttr;
val coordDst:(Double,Double)= ctx.dstAttr;
val edgeLength:Int= ctx.attr;

//Calcul desparametres
val distX= coordSrc._1− coordDst._1;
val distY= coordSrc._2− coordDst._2;
val dist = math.hypot(distX, distY);

//Calculdelaforce
vald = (dist− edgeLength);
val forceX= d̂2/ K∗distX/ dist;
val forceY= d̂2/ K∗distY/ dist;

return(forceX,forceY,1L);
}

def mergeMsg(a, b) = {
//Reduceeffectuelasommedesvaleurs des messages
return(a._1+b._1,a._2+b._2,a._3+b._3);

}

val vertexAttForces=
graph.aggregateMessages(

ctx=> {
val attForces= attractiveForce(ctx);
ctx.sendToDst(attForces);},

mergeMsg);

Figure4.1–CodeSpark(Scala)pourcalculerlesforcesd’attraction
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Partitionnement

Lesmessagesétantprincipalementtransmisentrenœudsvoisins,lesim-
plémentationsdePregelcommeGraphX[138]ouGiraph[12]optimisentle
partitionnementdesnœudsdemanièreàminimiserlenombredemessages
transmisentrelespartitions.Lepartitionnementinitialdéterminequelsnœuds
setrouventsurquellepartition.Cetteétapeadesconséquencesimportantes
surlesperformancesdel’algorithmepuisquec’estenpartieellequidétermine
laquantitédemessageséchangéssurleréseau.Sideuxnœudssetrouvent
surunemêmepartition,lesmessagesqu’ilss’envoientnepassentpasparle
réseaumaisrestentauseindelamachinecequiapoureffetd’améliorerles
performances.
Dansl’algorithmed’Arleoetal.[8],latopologiedugraphejoueunrôle

importantpuisqu’elleestutiliséepourlesforcesd’attractionetlesforcesde
répulsionapprochées.Avecunpartitionnementefficace,lesvoisinagespeuvent
seretrouversurdesmachinesprochesetréduirelesmessagestransmissur
leréseau.Pardéfaut,lepartitionnementdansGiraphesteffectuéàl’aide
d’unefonctiondehashagedansl’objectifd’obtenirdespartitionséquilibrées
ennombredenœuds.
DansClint,l’algorithmed’Arleoetal.,lepartitionnementesteffectuéà

l’aidedeSpinner[104,130],unalgorithmecréantdespartitionséquilibrées
ensebasantsurlatopologiedugraphe.L’enjeudecetalgorithme,développé
pourfonctionneravecGiraph[12]estdetrouverlabalanceentrelalocalitédes
partitionnements(i.e.principalementdesnœudsvoisins)etl’équilibreentreles
partitions.EnutilisantplusieursrondesdePregel,lesnœudssontamenésà
migrerd’unepartitionàuneautreselonlespartitionsauxquellesappartiennent
leurvoisinage.Spinnerutilisedeuxcritèrespouratteindrecettebalance:un
scoremesurantlaqualitédupartitionnementencasdemigrationversune
autrepartitionetunepénalitéàcescoreencasdedéséquilibredespartitions.
Enquelquesitérations,cetéquilibreestatteintàpartird’unpartitionnement
initialindépendantdelatopologie.
GraphX[138]proposequatrepartitionnementsdesarêtes,dontdeuxsont

identiquesenutilisantl’ordrecanoniquepourlesarêtes.Cespartitionnements
sontdécritsetcomparésdanslaSection5.4.2.

4.3.2 Forcesderépulsionexactes

ModèledeFruchtermanetReingold

Lesforcesderépulsionexactesproposéesdansdifférentesanalogiesphy-
siquessontsimilaires:elless’appliquententrechaquepairedenœudsetleur
intensitédécroîtrapidementavecladistance(loiducarréinverse,loiinverse
etc.).C’estcequeproposeFruchtermanetReingold[48]etEades[42]par
exemple.IlyaO(|V|2)forcesderépulsioncalculéesdecettemanière.
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Pourcalculerlesforcesexactes,chaquemachinedoittransmettresurle
réseaulapositiondesnœudsdesapartitionàl’ensembledesautresmachines
ducluster.Soitklenombredemachineducluster.Sichaquemachinestocke
lapositionde|V|

k
nœuds,lenombredemessagesenvoyésdecettemanièreest

de(k−1)·|V|.Latransmissiondujeudedonnéesentieràplusieursmachines
nepeutêtreréaliséedansunenvironnementdistribué.Aprèslatransmission
desmessages,chaquemachinestockeenmémoirelapositiondel’ensembledes
nœuds.Cetteapprocheneprésentedoncpaslascalabilitéhorizontalenéces-
saireauxapplicationsdansunenvironnementdistribué.

Expérimentalement,nousavonsimplémentécecalculàl’aideduproduit
cartésiendelapositiondesnœuds.L’agrégationducalculdesforcesenune
forceglobaleestobtenueparuneopérationdeReduce.Cetteimplémentation
mèneaumêmeconstat:l’applicationn’arrivepasàsaconclusionparmanque
demémoire.

ModèledeKamadaetKawai

KamadaetKawai[84]proposentd’ajouterdesressortsentrechaquepaire
denœudsdontlalongueurnominalecorrespondàladistancegraphe,cequi
revientaussiàcalculerO(|V|2)forces.Cetteanalogiephysiquerequiertde
calculerladistancegrapheentrechaquepairedenœuds.Cetteopérationest
difficileàmenerdansunenvironnementséquentiel.

Dansunenvironnementdistribué,lesnœudsetarêtesdugraphesontrépar-
tissurplusieursmachines.Calculerladistancegrapheentrechaquepairede
nœudsestréalisableendistribué(voirparexempleHolzer[79])maisnécessite
O(|V|)rondesdePregelpourconvergerverslasolution.Deplus,lestockage
deladistancegraphepourtouteslespairesdenœudsaunecomplexitéspatiale
deO(|V|2),cequin’estpasenvisageablepourdegrandsgraphes.Cetteétape
représenteunephasedeprécalculpourl’algorithmedeKamadaetKawai,qui
intervientavantlecalculdesinteractions.

L’analogiephysiqueproposéeparKamadaetKawai[84]nepeutpasêtre
approximéeàl’aidedesapprochesàN corps.Eneffet,lesforcesderappel
proposéesdanscetteanalogienepeuventpasêtrenégligéespourlesnœuds
éloignés.Ilestdoncdifficiledeproposeruneapproximationdecesforcesde
rappel,commeilestpossibledelefairepourlesforcesderépulsion.

4.3.3 Approximationpargrille

FruchtermanetReingold[48]et Walshaw[132]utilisentunegrillepourré-
duirelenombredenœudsutiliséspourcalculerlesforcesderépulsion.Aulieu
decalculerchaqueinteraction,lesinteractionsnesontprisesencomptequ’avec
lesnœudssetrouvantdansunecaseadjacentedelagrille.Cettetechniqueest
implémentabledansunenvironnementMapReduce.Implémentercettetech-
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typeVertex= (Long,(Double, Double));

def repulsiveForce(vertexPair:(Vertex,Vertex))= {
//Definition desvariables
val coordSrc:(Double, Double)= v._1._2;
val idDst: Long= v._2._1;
val coordDst:(Double, Double)= v._2._2;

//Calcul desparametres
val distX= coordSrc._1− coordDst._1;
val distY= coordSrc._2− coordDst._2;
val dist = math.hypot(distX, distY);

//Calculdelaforce
vald = (dist− edgeLength);
val forceX=−K̂2/d ∗distX/ dist;
val forceY=−K̂2/d ∗distY/ dist;

return(idDst,(forceX,forceY,1L));
}

def totalForce(a, b)= {
//Reduceeffectuelasommedesvaleurs des messages
return(a._1+b._1,a._2+b._2,a._3+b._3);

}

val cartPos= vPos.cartesian(vPos);
val vertexRepForces=

cartPos.map(
vertexPair=> repulsiveForce(vertexPair))

.reduceByKey(
(v1,v2)=> totalForce(v1,v2));

Figure4.2–CodeSpark(Scala)pourcalculerlesforcesentrechaquepaire
denœuds(KamadaetKawaiouforcesderépulsionexactes)
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niquerevientàfairelecalculdesforcesderépulsionexactesaveclescases
adjacentes.Cependant,cettetechniqueaccélèreletempsdecalculmaisneré-
duitpaslacomplexitédanslepiredescas.Eneffet,unemauvaiserépartition
desnœuds(toustrèsproches)impliquelecalculdetouteslesinteractions,
c’est-à-direlaforcederépulsionexacte.Danslepiredescas,cecalculn’est
pasréalisabledansleparadigmeMapReduce.

4.3.4 MéthodedeBarnesetHut

Approcheclassique

CommevuenSection3.3.2,l’approchedeBarnesetHut[15]permetde
réduirelacomplexitéàO(|V|log|V|)pourlesforcesderépulsion.
BarnesetHututilisentunedécompositionspatialerécursivepermettant

dedéfinirlesO(log|V|)interactions.CetarbrecontientO(|V|log|V|)nœuds
etdoitêtrepartagéavecchacunedeskmachinesducluster.Ilyaalors
O(k·|V|log|V|)messagestransmiscequinepermetpasd’assurerlascalabi-
litédel’algorithme.Desadaptationssontdoncnécessairesdansleparadigme
MapReduce.

Arbreàprofondeurfixe

Adelman[2](notenonpubliée)proposed’effectuerunedécompositionspa-
tialegrâceàunarbredontlaprofondeurestfixée.Apartirdecettedécomposi-
tion,lesforcesderépulsionentrenœudséloignéssontcalculéesparlaméthode
deBarnesetHut.Pourlesnœudsproches,i.e.contenusdanslamêmecellule,
lesforcesderépulsionsontcalculéesdirectement.Lacomplexitécecetalgo-
rithmepourunerépartitionuniformedespointsestdeO(|V|3/2).Adelman
proposeuneimplémentationdecetalgorithmedansleparadigmeMapReduce.

kd-treeàprofondeurfixe

WarrenetSalmon[133]travaillentsurdessimulationsd’astrophysiqueet
utilisentl’approximationdeBarnesetHutpourcalculerlesforcesgravitation-
nelles.LeurssimulationssontréaliséessurdesinfrastructuresHPCcontenant
512cœurs.Deuxidéessontutiliséespourparalléliserl’approchedeBarneset
Hutàtrèsgrandeéchelle.
Premièrement,lesparticulessontassignéesàunprocesseurenutilisantune

décompositionorthogonalerécursive,c’estàdireunedécompositionrécursive
del’espaceendeuxquiéquilibrelenombredeparticulesdanschaqueparti-
tion.Cettedécompositionestsimilaireàcelled’unkd-treemaislarécursion
nedescendpasjusqu’àobtenirl’ensembledesnœudsentantquefeuille.De
cettemanière,lesprocesseurstravaillentsurlemêmenombredeparticuleset
effectuentdoncunnombredecalculscomparables.
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Deuxièmement,unefoiscettedécompositioneffectuée,desarbreslocale-
mentessentiels(locallyessentialtrees)sontcalculéspourchaqueprocesseur.
CesarbressontceuxdeBarnesetHuttronquésdemanièreàconteniruni-
quementl’informationnécessairepoureffectuerlecalculdesinteractionspour
lesnœudsd’unprocesseurdonné.Cetteopérationestréaliséeaprèslog(P)
échangesentresprocesseurs,Pétantlenombredeprocesseurs.Cettepropriété
estobtenuegrâceàladécompositionorthogonalerécursive:chaqueprocesseur
transmetlesinformationsnécessairesàlacréationdel’arbreàlamoitiédes
processeursdécrivantl’espaceadjacentausienpourlesdifférentsniveaux.
Cetteapprocheestintéressantedupointdevueduparallélisme,maisil

n’estpasévidentqu’ellepuisseêtretransposéedansunenvironnementMap-
Reduce.Ellesoulignetoutdemêmeladifficultépourlesalgorithmesparallèles,
etàfortioridistribués,detraiterlesdifférenteséchellesdecalculs(icilesnœuds
prochesetéloignés)dansunemêmeapproche.

4.3.5 Méthodes multipôlesrapides

L’adaptationdesméthodesmultipôlesrapidesestréaliséedanslesenviron-
nementsHPC.
Lesméthodesmultipôlesrapides,cf.Section3.3.2,évaluentdifféremment

lecalculdesinteractionsprochesetéloignées.Pourlesinteractionsentrepar-
ticulesproches,lecalculexactesteffectué.Pourlesinteractionséloignées,une
approximationducalculestréaliséesurlabased’unvecteurdepoidsrepré-
sentantledéveloppementlimitédesinteractionsaucentredelacellule.

Notations

Onnoteklenombredecellulesdanslagrillerégulière.Onnoteplenombre
decoefficientsdudéveloppementlimité,i.e.lefacteurdeprécision.Enfin,on
noteM lenombredemappers.
Onsupposeaussiquelesnœudssontrépartisuniformémentdansl’espace

dudessin.Onsupposeaussiquelesnœudsn’ontpasétépartitionnés.Achaque
itérationdel’algorithmededessin,l’ensembledesnœudsestdéplacé,cequi
renddifficilelapartition.

Évaluationdesinteractionséloignées

L’évaluationdesinteractionséloignéesnécessiteplusieursétapes:

•ledécoupagedel’espaceenunegrillerégulière,

•l’évaluationpourchaquecelluleduvecteurdespoidscorrespondantaudé-
veloppementlimité,

•larecombinaisondecespoidspourtrouverlesinteractionséloignéespour
chaquecellule,
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•l’applicationdesinteractionséloignéesàchaquenœud.

Initialisationdesvecteursdepoids. Apartird’unegrillerégulière,le
découpagedel’espaceenunegrillerégulièreestréalisableenuneétapede
Map.Pourchaquenœud,l’identifiantdesacelluleestdéterminéenutilisantle
quotientetlerestedeladivisioneuclidiennepourdéterminersescoordonnées
danslagrille.

Danslamêmeopérationde Map,chaquenœudcalculesacontribution
audéveloppementlimitéauseindesacellule.Ilyaainsi|V|vecteursde
coefficientsgénérésdecettemanière.Auseindechaquemapper,lesvecteurs
sontcombinésenkvecteurstotauxcorrespondantàlacontributiondesnœuds
dumapperàchaquecellule.

Enfin,l’opérationdeReduceesteffectuéesurununiqueReducer.Ellecom-
binelesk·M vecteursquiluisonttransmisenkvecteurscorrespondantaux
coefficientsdudéveloppementlimitéassociéàchaquecellule.

Lorsdecetteétape,leshuffledesdonnéesreprésentelatransmissionde
k·M vecteursdepoids.Levecteurdecoefficientsestencodéàl’aidedep
Double,soitdonc4·poctets.Pour50mappers,unegrillede100decotéet
uneprécisionp=10coefficients,ilya50·1002·10·4=20Modedonnées
transmiseslorsdel’étapedeShuffle.

Combinaisonetinteractionséloignées Lacombinaisondespoidspour
lescellulesbienséparéespermetd’obtenirl’approximationdesinteractions
éloignéesdechaquecellule.

Danslaméthodenonrécursive,lespoidssontdéplacésverslecentrede
chaquecellulebienséparéepuissommésencepoint.Decettemanière,chaque
celluledisposedel’approximationdesinteractionséloignéesensoncentre.

Danslaméthoderécursive,lespoidssontd’abordcombinésensuivantun
arbrededécomposition(àlamanièredeBarnesetHut[15],cf.Section3.3.2).
Lescellulesbienséparéessontévaluéesséparémentàchaqueniveaudeladé-
composition,avecuneprécisioncroissanteaufuretàmesuredeladescente
dansl’arbrededécomposition.

Pourcesdeuxméthodes,lacombinaisonintervientpourunpetitnombrede
variables,leskvecteursdepoidsdelaméthoderécursive.Lacombinaisonpeut
doncêtreréaliséedirectementsuruneuniquemachine.Cetteopérationprend
enentréeleskvecteursdepoidscorrespondantàchaquecelluleetretourne
lacombinaisondepoidspermettantdecalculerlesinteractionséloignéesau
centredechaquecellule.

Applicationdesforces Pourappliquerlesforces,lacombinaisondepoids
pourlecalculdesinteractionséloignéesdoitêtredisponiblesurchaquema-
chine.EnuneétapedeMap,chaquenœudtrouvelacellulequiluicorrespond
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etcalculelesinteractionséloignéesàl’aideduvecteurdepoidsassociéàla
cellule.

Chaquemapperstockelevecteurdepoids.Pourunegrillede100decoté
etuneprécisionp=10coefficients,ilya1002·10·4=400kodedonnées
stockéessurchaquemapper.

Évaluationdesinteractionsproches

Lesinteractionsprochessontévaluéesnœudànœudpourlescellulesdela
grille,adjacentesparunbordouuncoin.Pourcesinteractions,lecalculexact
estréalisé.

UneopérationdeMappermetdetrouverlapositiondechaquenœuddans
lagrille.Cependant,lecalculdesinteractionsexactesentraînealorsleShuffle
del’ensembledesnœuds.Lerecoursàuneétapedecombinaisonnepermet
pasdediminuerlevolumededonnéestransmises.

Pourcontournerl’évaluationdesinteractionsproches,ilfauts’assurerque
lesensemblesbienséparéscontiennentpeudenœuds.Pourcela,ilfautune
grilletrèsfine.

Précisiondelagrillerégulière Pourunerépartitionuniformedesnœuds,
sil’onveutauplusunnœudparcelluledelagrille,ilfaututiliserunegrille

régulièredecoté |V|ouplus.Pourunmilliondenœuds,celareprésentedonc
unegrilledecoté1000.

Enreprenantl’exempledel’évaluationdesinteractionséloignées,cf.Sec-
tion4.3.5,celareprésentealorsunshufflede50·10002·10·4=2Gode
données.Lecalculdesinteractionséloignéesest,deplus,complexesurune
seulemachine.

Dimensionnementdelagrille Onpeuttrouveruncompromisentrele
nombred’interactionséloignéesoubliéesetlepoidsdutransfertlorsdel’étape
deReduceenexprimantsunefonctiondecoût.Lenombred’interactions
proches,pourunedistributionuniformedesnœuds,s’exprimeenfonctiondu
nombredenœudsparcellule|V|

k
.Laconstantec1représentelapénalitéappli-

quéeparinteractionprochenonpriseencompte.

C1=9·c1·
|V|

k

Lepoidsdesdonnéesàtransférerestfonctionlinéairedunombredecellules
delagrille.Onpeutdeplusexprimerlenombrede mapperscommeune
fractionc3del’ensembledesnœuds.Laconstantec2correspondàlapénalité
appliquéeparoctet.C2s’exprimealorscomme:
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C2=4·c2·M·p·k

=4·c2·
|V|

c3
·p·k

Pourunefonctiondecoûttotalede:

C(k)=C1(k)+C2(k)

=9·c1·
|V|

k
+4·c2·p·

|V|

c3
·k

Pardérivation,onobtientl’expressiondekauminimumdelafonctionde
coût.

k=
9·c1·c3
4·p·c2

Applicationnumérique SoitGungraphed’unmilliondenœuds.Leco-
efficientdeprécisionpdel’approximationdesinteractionséloignéesestfixéà
10.Lapénalitéc1appliquéeparinteractionprochenonpriseencompteest
fixéeà3.lapénalitéparoctetc2estfixéeà1par10Mosoitdonc10

−7.Enfin,
chaquemappertraitec3=20000nœuds.
Aveccesvaleurs,ontrouveunegrilleconstituéedunombredecellules

suivant:

k=
9·3·20000

4·10·10−7

≈367424.5

Pourunegrillerégulière,lecôtédoitêtrede607ouplus.Ilyaalors
9·106

367424
≈25nœudsnonprisencomptedanslecalculdesinteractionsproches

et4·10−7·20000·10·367424≈735Motransmissurleréseau.

Conclusions

Compromis Lecalculdesinteractionséloignéesutilisédanslaméthodemul-
tipôleesttransposabledansleparadigmeMapReduce.Cependant,lesinter-
actionsentreparticulesprochessontdifficilesàévaluer.Enutilisantunegrille
plusfine,ilestpossibledecontournerceproblèmeauprixdelagénérationde
trèsnombreuxdéveloppementslimitéslocaux,etdoncd’uneétapedeshuffle
conséquente.

Implémentation Laméthode multipôlerapideestconnuepoursacom-
plexitélinéairepourlecalculdesinteractionsentretouteslespairesdenœuds.
Dupointdevuedel’implémentation,lesconstantesliésàlacombinaisondes
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4.TechniquesdedessinetMapReduce

Description Statut

Méthodederésolution
Newton-Raphson Optimisationsimultanéedeplusieursnœuds. Difficile
Descentestochastiqueavec
retard

Optimisationsimultanéesurplusieursmachinesdespo-
sitionsd’unsous-ensembledenœuds.

Nonexploré

Applicationdeforces Applicationdesforcesàtouslesnœudssimultanément. Implémenté
Interactions
Forcesd’attraction Calculde|E|interactions. Implémenté
Forcederépulsionexactes Calculde|V|2interactions. Difficile
Approximationpargrille Calculdesinteractionsenutilisantunegrille:O(|V|2)

interactions.
Difficile

BarnesetHut Création d’unarbrecontenantO(|V|log|V|)nœuds
transmisàchaquemachineducluster.

Difficile

Arbreàprofondeurfixe Créationd’unarbrecontenantunnombrefixedenœud
transmisàchaquemachineducluster.

Nonexploré

Méthodemultipôlerapide Aucuneimplémentationd’uneméthodemultipôledans
unenvironnementMapReduceànotreconnaissance.

Nonexploré

Figure4.3–Tableaurécapitulatifdestechniquesdedessindansleparadigme
MapReduce.LorsquelatranspositiondansleparadigmeMapReducenepermet
pasd’assurerlesperformances,laligneapparaîtengrisfoncé.Lorsquela

transpositionestpossiblemaisn’apasétéexplorée,laligneapparaîtengris.

développementslimitéslocauxconstituentunegrandepartiedesperformances
del’algorithme.Lenombrededéveloppementslimitésàtraiteravecunegrille
fineesttrèsimportantetpeutconsidérablementralentirl’approximationdes
forces.

Distributiondesnœuds Notreprésentationrapidedel’algorithmen’évoque
pasnonplusleproblèmederépartitiondesnœudsdansleplan.Lorsdesétapes
dudessin,lesnœudsnesetrouventpasuniformémentrépartisdansleplan
maisplutôtgroupésparclustersreprésentantlatopologiedugraphe.Ilest
alorsnécessaired’utiliserunegrilleplusfineoud’ignorerplusd’interactions
proches.
Aluruetal.[3,4]etSevilgenetal.[121]proposentderendrelaméthode

indépendantedeladistributiondesnœuds.Cependant,cesméthodessont
baséessurunesubdivisiondel’espacejusqu’àobtenirunecelluleparnœud
dugraphe.L’étapedeShuffleducalculdesinteractionséloignéesestalorsde
taille|V|·p,avecplaprécisiondudéveloppement.

Interactionsproches Lesinteractionsprochesquenousavonsignoréessont
àprioricellesquicontribuentleplusàlaforcetotaleappliquéesurchaque
nœud.Dansl’exempledesforcesderépulsiondeFruchtermanetReingold[48],
l’intensitédesforcesestinversementproportionnelleàladistanceentreles
nœuds.Cesontalorslesnœudsprochesquicontribuentengrandepartieàla
forcederépulsiontotale.
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4.4 Conclusion

Dansl’étatdel’art,cf.Section3,nousavonsfaitlalistedesméthodesde
résolutionetd’approximationdesforcesderépulsion.Toutescestechniquesne
peuventpasêtreutiliséesdansleparadigmeMapReduce,oùlepartitionnement
desdonnéesjoueunrôlecrucialetoùchaquecommunicationestcoûteuse.Les
Sections4.2et4.3évaluentsichacunedecestechniquespeutêtretransposée
dansleparadigmeMapReduce.
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Chapitre5

GDAD:Algorithmededessin
degraphedistribué

5.1 Introduction

Nousprésentonsdanscechapitrenotrepremièrecontribution:lepremier
algorithmededessinparmodèledeforcedansleparadigmeMapReduceappelé
GDAD[75].Nousdécrivonslesanalogiesphysiquesretenuespourledessinde
graphedansleparadigmeMapReduce.Lacomplexitédel’algorithmeainsique
lapreuvedesascalabilitéhorizontalesontprésentées.Arleoetal[8]présentent
unalgorithmededessindegraphedistribué.Cetalgorithmeutiliseuneanalogie
physiquedifférentedecelleprésentéedansGDAD[75].

5.2 Structuresdedonnéespourlesforcesde

répulsionapprochées

Lesforcesderépulsionbloquentlatranspositiondesalgorithmesdedessin
parmodèledeforcesdansleparadigmeMapReduce.Pourrendrescalableun
algorithmeimplémentédansceparadigme,ilfautréduirelenombred’interac-
tionsàcalculer.
Deuxalgorithmessontproposésencesensen2015,notrecontributionap-

peléeGDAD[75]puisl’algorithmeClintd’Arleoetal.[8].Lesdeuxapproches
utilisentdesméthodesdifférentespourcalculerlesforcesderépulsion.
DansGDAD,lesforcesderépulsionsontcalculéesentrelesnœudsetdes

pivotsquireprésententunepartitiondesnœuds,cf.Section5.2.1.
Lespivotsobtenussontdynamiques:leurnombreetleurpositionsont

régulièrementmisesàjourdemanièreàsuivrel’évolutiondelastructuredu
dessin.GDADutilisedeuxheuristiquespourmettreàjourcespivots,cf.Sec-
tion5.2.2.
Nousévoquonsfinalementlestravauxd’Arleoetal.[8]danslaSection5.2.3.
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5.2.Forcesderépulsionapprochées

Figure5.1–Dessind’ungraphetorique(25anneauxde10nœuds,soit250
nœuds).(Gauche)Initialisationdudessin(quelquesitérations).Lescentroïdes
représententplusieursnœudsquinesontpasnécessairementvoisinsdansle
graphe.(Droite)Dessinfinal.Lescentroïdesreprésententdesclustersdenœuds
voisins.Aucœurdutore,iln’yaninœudnipivot.

5.2.1 Forcesapprochéesparpivots

Descriptiondespivots

Pourobtenirlespivots,uneméthodedeclusteringestutilisée.Lesclusters
sontformésenutilisantuniquementlapositiondesnœuds.Enplusdeleur
position,onassociedeuxmétriquesàchaquepivot.Lamassed’unpivotrepré-
sentelenombredenœudsdansleclusterluiétantassocié.Lerayonreprésente
ladistancemaximaleentreunpivotetunnœuddesoncluster.

Lastructuredugraphedoitêtrereflétéeparladispositiondesnœudsdans
ledessin.Utiliserdespivotspourcalculerdesforcesderépulsionapprochées
estpluspertinentqued’utiliserunegrille,dontladécompositionnetientpas
comptedelatopologiedugraphe.Leszonesdudessincontenantdenombreux
nœudssontreprésentéesparplusieurspivotsjuxtaposés.Aucontraire,sile
dessinnecontientaucunnœuddansunezone,iln’yaaucunpivotdanscette
zone.L’utilisationdel’approcheparpivotsassuredoncquelesforcesappro-
chéessuiventauplusprèslaformedudessin,làoùunedécompositionspatiale
récursiven’entientpascompte,cf.ledessind’ungraphetoriqueenFigure5.1.

Calculdesforcesderépulsion

Lesforcessontcalculéesentrelesnœudsetlespivots.Lascalabilitéhori-
zontaleestainsiassuréequellequesoitlarépartitiondesnœudsdansleplan.
Chaquenœudnécessiteuniquementlapositiondenpivotspoureffectuerle
calculdesforcesderépulsion.Suruncluster,lesnpivotspeuventêtretrans-
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5.GDAD:Dessindistribué

Figure5.2–(Gauche)Clusteringdesnœudsdugrapheàpartirdeleurposi-
tiondansledessin.Lesclustersforméssontreprésentésparunpivot.(Droite)
Calculdesforcesderépulsionentreunnœudetlespivots.Lesforcesderépul-
sions’appliquentàchaquenœudetl’ensembledespivots.

misàtouteslesmachines.Lenombred’interactionscalculéesestalorsréduit
àO(n·|V|).
LecalculdesforcesderépulsionpourunnœudestschématiséenFigure5.2.

5.2.2 Heuristiquespourdespivotsdynamiques

Lesforcesderépulsionapprochéespermettentd’assurerunebonnerépar-
titiondesclustersdenœudsdansleplan.Pourcela,ilestnécessairequeles
pivotssoientunbonrésumédelastructuredugraphe.Afind’éviterlespro-
blèmesdesousousurapprentissage,nousavonsmisenplacedeuxheuristiques
nouspermettantderégulercescomportements.
Laduplicationdepivotspermetdemieuxcollerauxdonnéesetd’éviter

lesous-apprentissage.Lasuppressiond’unpivotpermetd’éviterd’êtretrop
spécifiqueetéviteainsilesurapprentissage.
Lesheuristiquesutilisentdescritèrespourdéclencherladuplicationoula

suppressiond’unpivot.Dansnotreapproche,cescritèresreposentuniquement
surlamassedespivots.

Duplicationdespivots

Lorsdeladuplication,unnouveaupivotestcréé.Cepivotestplacéprèsdu
pivotoriginaldansunedirectionaléatoire.Enplaçantcepivotàunedistance
inférieureàlalongueurd’arêtedansledessin,ledédoublementduclusterest
assuré.L’étaped’expansionestillustréeenFigure5.3.
Laduplicationestdéclenchéesiunpivotreprésentetropdenœuds.
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5.2.Forcesderépulsionapprochées

Figure5.3–Expansiond’unpivot.(Gauche)Lepivotestdupliqué(Droite)
pourformerdeuxpivotsproches.Leclusterqu’ilreprésentaitcontenaittrop
denœuds.

Définition5.1(Massecritiquemaximaled’unpivot).Soientkmax ∈]0,1]et
p=(px,py)∈R

2demassem.SoitM =|V|lamassetotaledesnœudsdu
graphe.Laduplicationdepestdéclenchéelorsquem>kmax·M.

Propriété5.1(Nombremaximumdepivots).Lorsquetouslespivotsres-
pectentlecritèredemassecritique(cf.Définition5.1)ilyaauminimum
1
kmax

pivotsdansledessin.

Démonstration.Soitkmax ∈]0,1]leparamètredemassecritique.Soitnp∈N
lenombredepivotsdanslegraphe.Soit{mi|1≤i≤np}l’ensembledesmasses
despivotsdudessin.OnnoteM =|V|lamassetotaledesnœudsdugraphe.
Parprincipedestiroirs,sichaquenœudrespectelacontrainte5.1,lamasse

maximaledespivotspermetd’obtenirlenombreminimumdepivots.Lasomme
desmassesdespivotss’écrit:

1≤i≤np

mi=M ≤kmax·
1≤i≤np

M

≤kmax·M·np

Onadonc 1
kmax

≤npetnpestentier.Lenombreminimaldepivotsest

donc 1
kmax

.

Suppressiondespivots

Lorsqu’unpivotreprésenteunezonetroprestreintedudessin,ilestsup-
primé.Decettemanière,lesnœudsquiluiétaientassociéssontredistribués
dansd’autresclusters.Grâceàcettesuppression,nouscherchonsàéviterle
surapprentissageetàlimiterlenombred’interactionscalculées.L’étapede
suppressiond’unpivotestillustréeenFigure5.4.
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5.GDAD:Dessindistribué

Figure5.4–Suppressiond’unpivot.(Gauche)Lepivotvert(enhautdu
dessindegraphe)formeunclusterdeseulementdeuxnœuds.Ilestsupprimé
demanièreàcréerdeuxpivotsreprésentatifs.

Lasuppressiondespivotsestdéclenchéeparl’existenced’unemassecritique
minimale.

Définition5.2 (Massecritiqueminimaled’unpivot).Soientkmin ∈]0,1]et
p=(px,py)∈R

2demassem.SoitM =|V|lamassetotaledesnœudsdu
graphe.Lasuppressiondepestdéclenchéelorsquem<kmin·M.

Massecritique minimale Onpeutdéduiredupremiercritèreunnombre
maximumdepivots,cf.Propriété5.1.

Propriété5.2(Nombremaximumdepivots).Lorsquetouslespivotsres-
pectentlecritèredemassecritiqueminimale(cf.Définition5.2)ilyaau

maximum 1
kmin

pivotsdansledessin.

Démonstration.VoirdémonstrationdelaPropriété5.1.

Nombred’interactionsetcomplexité

Lescritèresdemassescritiques(minimaleetmaximale)surlespivotsim-
pliquentquelenombredepivotsestborné.Aveccescritères,lenombrede
forcesderépulsioncalculéesàchaqueitérationestréduiteàO(|V|).Deplus,
ilyaO(|E|)forcesd’attractioncalculéesàchaqueitération,cf.Section4.3.1.
L’applicationdesforcesesteffectuéeenuneopérationparnœud,pourune
complexitédeO(|V|).

5.2.3 Forcesderépulsiondesvoisinstopologiques

DansClint[8],lecalculdesforcesderépulsionesteffectuéparuneapproxi-
mationbaséesurlevoisinagetopologiquedechaquenœud.ClintutilisePregel
pourcalculerdesforcesetlesappliqueràchaquenœuddugraphe.
L’analyseproposéeparArleoetalsoulignetroiscontraintesmajeurespour

ledessindegraphedansunenvironnementdistribué:chaquenœudneconnaît
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5.2.Forcesderépulsionapprochées

Figure5.5–Deuxétapesdefloodingcontrôlé.(Gauche)Initialisationde
latechniquepourdeuxnœudssélectionnés.(Milieu)Premièrerondedefloo-
ding.Lapositiondesnœudssélectionnésesttransmiseàleursvoisins.(Droite)
Deuxièmerondedeflooding.Lesnœudsayantreçudesmessageslestrans-
mettentàleurvoisins.

quelapositiondesesvoisins,l’informationstockéeparchaquesommetest
limitée,etlenombretotaldemessagestransmisdoitêtrepeuélevé(i.e.pro-
portionnelaunombred’arêtes).Latroisièmecontrainterendimpossiblede
connaîtrelapositiondechacundesautresnœudsdugraphe.

Floodingcontrôlé

Lasolutionproposéetientcomptededeuxfacteurssouventprésentsdans
lesalgorithmesdedessindegrapheparmodèledeforce:ladistancedansle
grapheestprochedeladistancedansleplandudessin,lesforcesderépul-
sionentrenœudséloignéscomptentpeuparrapportauxforcesderépulsion
entrenœudsproches.Decesdeuxcontraintes,lalocalitédesforcesémerge
commeunpointsaillant:aulieudecalculerl’ensembledesforcesderépul-
sion,cellesappliquéesparlessommetsdansunk-voisinage(i.e.lessommets
dontladistanceestauplusk)estunesolutionpourréduirelacomplexité.

Pourpouvoireffectuerlecalculdesforcesderépulsionavecsonk-voisinage,
chaquenœudnécessitelapositiondesnœudsdanscevoisinage.Ceciestréa-
lisableenutilisantPregelpourtransmettrelapositiondesnœudsensuivant
lesarêtes.Enkrondes,chaquenœudobtientlapositiondesesvoisinsàdis-
tancegraphekoumoinsparunetechniquederoutageappeléeleflooding(cf.
Lim[98]parexemple).Cettetechniqueconsisteàtransmettreunmessageà
chaquevoisin,quiletransmetàsontouràsesvoisins.Ainsi,àl’étapei,chaque
nœudconnaîtl’ensembledesesvoisinsàdistancei.Al’aidedecettetechnique
deroutage,lesnœudsdugrapheconnaissentlapositiondesnœudsdansleur
voisinageprocheetpeuventcalculerlesforcesderépulsionapprochées.

LatechniquedefloodingcontrôléeestillustréepourdeuxnœudsenFi-
gure5.5.
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Figure5.6–Graphede1000nœudssuivantuneloidepuissancegénérépar
attachementpréférentiel[14].Pourdeuxnœudssélectionnésauhasard(en
rouge),levoisinageàdistancegraphe3estreprésenté(enbleu).(Gauche)Le
voisinagecontient407nœuds.(Droite)Levoisinagecontient870nœuds.

Influencedeladistancedeflooding

Ladistancedefloodingkestleparamètrepermettantderéglerlaprécision
del’approximationdel’algorithme.Pourk≥ dG,avecdG lediamètredu
graphe,lecalculdesforcesderépulsionesteffectuéentretouslesnœudsdu
grapheetcorresponddoncaucalculexactdesforcesapprochées.Pourk=
1,lecalculdesforcesesteffectuéuniquementaveclesvoisinsetrevientà
appliquerunefonctiondifférentepourlesforcesd’attractiontenantencompte
unélémentderépulsion.Dansl’étuded’Arleoetal.[8],leparamètrekest
doncprincipalementconsidérédanslaplage2≤k≤dG.Selonlatopologiedu
graphe,différentsparamètrespeuventêtreplusoumoinsadaptésàl’étude:
pourdesgraphesdenses,k=2donneunebonneapproximationdesforces
derépulsionalorsquepourdesgraphescreux,k≥ 3permetd’améliorer
l’approximation.

Lacomplexitédel’algorithmedépendaussideceparamètrek.Pourun
graphededegrémaximum∆,lenombred’opérationsmaximumestdeO(∆k).
Eneffet,pourunnœuddonné,ilpossèdeauplus∆voisinsquipossèdentau
plus∆voisins.Danslepiredescas,sitouslesnœudssontdedegrémaximum
etqu’aucunvoisinn’estcommunàplusieursnœuds,ilya∆kvoisinsàdistance
koumoins.
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5.2.Forcesderépulsionapprochées

Limitesdel’algorithme

Dessindegraphepetit monde Lenombred’interactionsretenuespar
sélectionàl’aided’unvoisinagetopologiquereposesurdeuxfacteurs:ladis-
tancegraphekàlaquellelesinteractionssontretenuesetledegrémaximum
∆déterminantlacomplexitédanslepiredescas.

Lorsqueledegrédugraphe∆n’estpasborné,parexemplelorsqueledegré
suituneloidepuissance,lacomplexitédunombred’interactionsdanslepire
descasn’estplusvalable.Eneffet,lenœuddedegréleplusélevépeutêtre
del’ordrede|V|nœuds,cequisignifiequ’ilyadel’ordrede|V|2interactions
sélectionnées.Celarevientàeffectuerlecalculexact,cequin’estpaspossible
(cf.Section4.3.2).

Cemodèlepeutdoncviteatteindreseslimitesdanslecasdudessinde
graphesréels,etnotammentdesgraphespetitsmondes.Ladéfinitiondeces
graphesn’estpasstandardiséemaisilspartagentquelquescaractéristiques,
dontnotammentunpetitdiamètreetunedistancegraphemoyenneentreles
nœudsfaible.L’exemplecourammentutiliséestceluidescinqdegrésdesépa-
ration:enmoyenne,ilestpossibled’atteindren’importequelautrenœudà
l’aidedecinqtransitions.Ensélectionnantunparamètrek>5pourcetype
degraphe,onsélectionnepresquel’ensembledugrapheetilyadonc|V|2

interactionsàcalculer.

CephénomèneestillustréenFigure5.6.Danscetexemple,legrapheest
généréselonl’algorithmealéatoired’attachementpréférentiel.Legraphegénéré
contient1000nœuds.Lefacteurdelaloidepuissanceestfixéà6

5
.Deuxnœuds

sontsélectionnésauhasardetleurvoisinagepourk=3estdéterminé.Dans
lepremiercas,cevoisinagecomprend407nœuds.Dansledeuxièmecas,ce
voisinagecomprend870nœuds.Calculerlesforcesdanslevoisinagedeces
nœudsrevientdoncpresqueàcalculerl’ensembledesinteractionsavecles
nœudsdugraphe.

Structureglobaledugraphe Danslechapitred’étatdel’art,Section3.3.1,
nousévoquonslestechniquesdesélectiondesinteractionsdéveloppéesparKo-
renetal.[51,67,90].LatechniqueutiliséeparArleoetal.[8]reposesurlesk-
voisinagesassociésaumodèledeFruchtermanetReingold.HareletKoren[67]
proposentlamêmesélectiondesinteractionsdanslemodèledeKamadaet
Kawai.

Cependant,Korenetal.utilisentdespivots[51,90]etuneapprochemultié-
chelle[67]demanièreàobtenirlastructureglobaledugraphe.Arleoetal.ne
calculentpasd’autresinteractionsquecellesaveclesnœudsduk-voisinages,
cequipermetd’obtenirundessinlocalementoptimalsansgarantiesurla
structureglobale.
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5.GDAD:Dessindistribué

Algorithme Pivot Voisinage

Paramètre Nombredecentroïdesc Distanceduvoisinagek
Casd’égalité c=|V| k≥dG
Complexité O(c·|V|) O(∆k·|V|)

Figure5.7–Calculdeforcesapprochées:Comparaisondesapprochespar
centroïdeetparvoisinage.OnnotedG lediamètredugrapheet∆ledegré
maximumdugraphe.

5.3 GDAD:algorithmededessinparcentroïdes

Danscettesection,nousprésentonsGDAD,notrealgorithmededessin
dansleparadigmeMapReduce[75].L’Algorithme5présentechaqueétapeen
vis-à-visaveclenombred’opérations MapetReduce(ourondedePregel)
requises.

Algorithm5Algorithmededessinparcentroïdes
InitInitialisationdescentroïdes
whileConditiond’arrêtdo
Miseàjourdescentroïdes
Expansionetsuppressiondescentroïdes Map:0Reduce:0
Calculdelapositiondescentroïdes Map:1Reduce:1
Partagedescentroïdes Broadcast:1
Calculdesforces
Calculdesforcesd’attraction Pregel:1
Calculdesforcesderépulsion Map:1
Déplacementdesnœuds Map:1

endwhile

LescentroïdessontletypedepivotquenousutilisonsdansGDAD.Ces
centroïdessontlebarycentredeclustersdenœuds,cf.Section5.3.2.Cette
approximationdesforcesestinspiréparFricketal.[46]quiproposeuneforce
derépulsioncentraledansl’algorithmeGEM.
Nousprésentonsensuiteunalgorithmepourobtenirlesk-meansdansle

paradigmeMapReduce,cf.Section5.3.3.
Enfin,nousdétaillonslemodèledeforcesutilisédansl’algorithmeGDAD,

cf.Section5.3.4.

5.3.1 Bornesdunombredepivots

Notrealgorithmeutiliselesforcesderépulsionapprochéesparpivots,pré-
sentéesenSection5.2.Pourquelenombredepivotscolleauplusprèsàla
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réalitédugraphe,nousutilisonsdespivotsdynamiques,quisontdupliquésou
suppriméslorsqu’ilsreprésententtropoutroppeudenœuds.Cettetechnique
nouspermetaussid’assurerquelenombredepivotsestborné,réduisantalors
lenombred’interactionsderépulsioncalculéesàO(|V|)itérations.
Nousdétaillonsicilesbornesquenousavonssélectionnéespourlenombre

depivotsdansGDAD.

Nombre maximumdepivots

Lalimitesupérieuredunombredepivotsaétédéterminéedemanièreà
réduirel’encombrementvisuelàl’écran.Chaquepivotestassociéàuncluster
denœudsdugraphe.Visuellement,lamultiplicationdunombred’élémentsà
l’écranentraîneunedifficultéàdissocierceséléments.DansGDAD,onsou-
haitequel’ensembledesclusterspuisseêtreparcouruvisuellementenuntemps
court(inférieurà10secondes).
Wolfe[137]combineplusieursdesétudesmenéesparsonéquipedere-

chercheophtalmiquepourévaluerletempsderéponsed’utilisateursàlare-
cherched’unélémentayantdescaractéristiquesspécifiquesparmiunensemble
encombrévisuellement.Lorsquel’utilisateurrecherchedescaractéristiquespar-
ticulières,letempsderéponseestlinéaireetvarieentre20et30msparélément
représenté.Lorsquel’utilisateurn’estpascertaindetrouvercescaractéris-
tiques,letempsderechercheestdeuxfoispluslong.
Dansl’objectifdedimensionnerlenombredepivots,nousreprenonsces

tempsderéponsepouravoirunordred’idéedutempsdeparcoursdel’ensemble
despivots.Danslecadredudessindegraphe,leparcoursde400clustersà
larecherched’unclusterdéjàidentifiéparl’utilisateurprendraitenmoyenne
10s.Leparcoursexploratoiredesclustersprendrait,lui,environ20s.
DansGDAD,nousavonsdoncfixélalimitesupérieureà400pivots.Chaque

pivotreprésentealorsaumoins0.25%desnœuds.

Nombre minimumdepivots

Lenombre minimumdepivotspermetd’assurerunebonnerépartition
desclustersdansleplandudessin.Pourqueledessinconvergeversunétat
stable,unetechniqueparfoisutiliséedanslesalgorithmesdedessinconsisteà
diviserl’espaceautourd’unnœudentroissecteursangulairesquel’onessaye
d’équilibrer.Decettemanière,lesforcesderépulsionformentuntripodequi
permetd’assurerlastabilitédunœud.
Entransposantcettetechniqueauxclustersdenœuds(etnonplusaux

nœudsdirectement),ondétermineunnombreminimumdepivots.Unclus-
terestéquilibrés’ilreçoitdesforcesderépulsionprovenantdetroissecteurs
équiangles.Onsouhaiteainsis’assurerquechaqueclusterreçoitdesforcesde
répulsiondetroisdirectionsdifférentes.Onsouhaiteque75%despivotsaient
aumoinsunpivotvoisindanschacundessecteursangulaires.
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Pourtrouverlenombredepivotsrequis,nouseffectuonslasimulationsui-
vante.npivotssontrépartisaléatoirementdanslesous-plan[0,1]×[0,1]selon
uneloiuniforme.Pourchaquepivot,ondétermines’ilyaaumoinsunpivot
différentdanschacundessecteursangulaires]−π,−π

3
],]−π

3
,π
3
]et]π

3
,π].Le

nombredepivotsrespectantcettecontraintenousfournitunratio.

Apartirde40pivots,ilyaenmoyenne75%despivotsayantaumoinsun
pivotadjacentdanschaquesecteurangulaire.DansGDAD,nousavonsdonc
fixélalimiteinférieureà40pivots.Chaquepivotreprésentealorsauplus2.5%
desnœuds.

5.3.2 Pivotsetalgorithmeduk-means

Algorithmeduk-means

Pourtrouvercesclusters,nousutilisonsunevariantedel’algorithmedes
k-means.Cetalgorithmedeclusteringitératifformekclustersconstituésdes
nœudslesplusprochesdechacundeskpivots.Lepivot,associéàuncluster,
estplacéaubarycentredelapositiondesnœudsducluster.Nousappelons
donccentroïdeslespivotsobtenusparl’algorithmedesk-means.

Initialisation kélémentssontsélectionnésauhasardpourinitialiserl’algo-
rithme.Ilscorrespondentauxkpivotsinitiaux.

Itération Chaqueitérationsedécomposeendeuxétapes:l’associationdes
nœudsàunclusterpuislamiseàjourdelapositiondupivot:

•AssociationLesnœudslesplusprochesdupivotsontassignésàsoncluster.

•Miseàjour Lapositiondechaquepivotestmiseàjourenutilisantla
positiondesnœudsappartenantaucluster.

Convergence L’algorithmeestitéréjusqu’àconvergerversunétatstable.

Centroïdesetconvergencedudessin

LorsdechaqueitérationdeGDAD,uneseuleitérationdel’algorithme
desk-meansesteffectuée.PourchaqueitérationdeGDAD,lapositiondes
centroïdesestmiseàjour.Puis,lesforcessontcalculéesetappliquées.Cette
simplificationdel’algorithmeestmotivéepardeuxraisons:

Performances Laconvergencedel’algorithmek-meanspeutêtrelongue.
Cependant,lescentroïdessontconservésd’uneitérationàl’autre.Enappli-
quantuneitérationdesk-meansàchaqueitérationdeGDAD,lescentroïdes
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convergentversunétatd’équilibreaufuretàmesuredel’exécutiondel’algo-
rithme.Cettesimplificationpermetd’économiserdesétapescoûteusesdansle
paradigmeMapReduce.

Convergencesimultanée Lorsdespremièresitérations,iln’estpaspossible
d’obtenirunclusteringacceptable.Eneffet,pourinitialiserl’algorithmede
dessin,lesnœudssontplacésàunepositionaléatoire.Leclusteringobtenupar
l’algorithmek-meansàpartirdudessininitialnerenseignepassurlastructure
dugraphe.Lesforcesderépulsiongénéréeslorsdecesitérationsn’ontdonc
pasgrandsens.
Cependant,aufuretàmesurequeledessinconverge,l’algorithmeduk-

meansconvergedeplusenplusvite.Eneffet,lescentroïdesontparticipéà
formerdesclustersdenœudsdansledessinquireflètentlastructuretopo-
logiquedugraphe.Lesforcesderépulsioncalculéesplustarddansledessin
permettentd’atteindreunétatd’équilibrereposantsurlatopologiedugraphe.

Duplicationetsuppressiondescentroïdes

Poureffectuerladuplicationoulasuppressiondecentroïdes,iln’yapas
besoindeconnaîtrelapositiondesnœudsoud’accéderauxarêtesdugraphe.
LescritèresdéfinisenSection5.2.2sontbaséssurtroisparamètres:lamassedu
centroïde,lenombredenœudsdugraphe(constant)etlalongueursouhaitée
pourlesarêtesdansledessin(constante).
Dansleparadigmeséquentiel,chaquecentroïdeestparcourupourvérifier

chaquecritère.Deplus,lenombredecentroïdesestborné.Cetteétapeest
rapidepuisqu’ellenenécessitepasdelecturedesdonnéesvolumineuses.
DansleparadigmeMapReduce,lescentroïdes(auplus400)sontstockés

suruneseulemachine.Lenombredenœudsdugrapheetlalongueurdes
arêtessontdeuxparamètresconstants.L’étapededuplicationetsuppression
descentroïdesestdoncréaliséesuruneseulemachine.

5.3.3 k-meansdansleparadigme MapReduce

L’algorithmek-meansfonctionneenitérantdeuxétapes:l’association
nœuds-centroïdesetlamiseàjourdescentroïdes.L’opération Mappermet
detrouverlecentroïdeleplusprochedechaquenœud.L’opérationdeReduce
permetdecalculerlanouvellepositiondechaquecentroïde.
LesétapesdecetalgorithmeMapReducesontschématiséesenFigure5.8.

Opération Map

Préalablementàl’opérationde Map,lescentroïdessonttransmisàl’en-
sembledesmachinesparuneopérationdeBroadcast,cf.Section2.3.
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Figure5.8–Schémaducalculdelapositiondescentroïdes.(gauche)Opéra-
tiondeMap.Rechercheducentroïdeleplusprochedechaquenœud.(milieu)
OpérationdeReduce.Lesinformationsdesnœudsassociésàunmêmecen-
troïdesontenvoyésaumêmeReducer.(droite)Résultatobtenuaprèsl’opé-
rationdeReduce.Lespositionsetlamassessontajoutéespourobtenirla
positionmoyenne.

L’opérationdeMaps’effectuesurlesnœudsdugraphe.Ladistanceentre
chaquenœudetl’ensembledescentroïdesestcalculéedemanièreàtrouver
lecentroïdeleplusproche.Unefoislecentroïdeleplusprochetrouvé,son
identifiantestutilisécommeclefd’unepaireclef-valeurs.Lesvaleurstransmises
sontlescoordonnéesdunœud,ladistanceàsoncentroïdeleplusprocheet
unevariabledemassefixéeà1.

OpérationReduce

Dansl’étapedeReduce,lescoordonnéesdesnœudsassociésaumêmeclus-
ter(mêmeclef)sontagrégéespourobtenirlescoordonnéestotalesetlamasse.
Lescoordonnéesetlepoidssontajoutés,suivantainsiledesignpatterndu

calculdelamoyenneenMapReduce(cf.MineretShook[106]parexemple).
Lescoordonnéesréellesducentroïdepeuventalorsêtreobtenuesendivisant
lescoordonnéestotalesparlamasseducentroïde.
UneétapedeBroadcast,cf.Section2.3,permetdepartagerlevecteurdes

positionsavecl’ensembledesmachinesducluster.Lapositiondescentroïdes
estnotammentutiliséepourlecalculdesforcesderépulsion.
Seulunpetitnombredemessagessonttransmislorsducalculdelaposition

descentroïdes.EnutilisantuneopérationdeCombine,lespositionsdesnœuds
sontcombinéeslorsdel’opération Map.Ilyaalorsaupluscmessagesqui
sortentdechaquemachineducluster.SoitMlenombredemachinesducluster.
L’uniquereducernetransmetpaslapositioncombinéedescentroïdesqu’ila
calculée.Ilyaalorsc·(M−1)messagestransmisverslereducer.
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5.3.4 Modèledeforces

Deuxtypesdeforcessontcalculéesdansnotrealgorithme:lesforcesd’at-
tractionselonlesarêtesetlesforcesderépulsionentrechaquenœudetl’en-
sembledescentroïdes.NousprésentonsicilesforcesutiliséesdansGDAD.

Forcesd’attraction

Lesforcesd’attractionsontappliquéesentrechaquepairedenœudsconnec-
tés.
Soientuetvdeuxnœudsvoisinsdugraphe.Soientk1uneconstante,duv

ladistanceentreuetvdansledessineteuvlalongueurdel’arêteuv.Soitu
levecteurunitairedirecteurdeladroite(uv)allantdeuversv.
Laforced’attractionquevappliquesurunotéeFu←vestcolinéaireauvec-

teuru.Sonsensestdéterminéparladistanced’arêteoptimale:siladistance
entreuetvestplusgrandequelalongueurd’arêteentreuetv,cetteforce
estattractive,sinonelleestrépulsive.Laforced’attractionapourintensité
k1·(duv−euv).Aufinal,cetteforces’écrit:

Fu←v=k1·(duv−euv)·u

Forcesderépulsion

Lesforcesderépulsionsontappliquéesentrechaquenœudetl’ensemble
descentroïdescalculésdanslegraphe.
Soientuunnœudetcuncentroïde.Soientk2uneconstante,ducladistance

entreuetcdansledessin.Soitulevecteurunitairedirecteurdeladroite(uv)
allantdeuversc.
LaforcederépulsionquecappliquesurunotéeFu←cestcolinéaireau

vecteuru.Laforcederépulsionalesensopposédeu.Laforcederépulsiona
pourintensiték2

d2uv
.Aufinalcetteforces’écrit:

Fu←c=−
k2
d2uv
·u

Déplacementdesnœuds

Unefoisl’ensembledesforcescalculéespourchaquenœud,lesnœudssont
déplacés.Pourchaquenœud,unenouvellepositionestcalculéeenappliquant
(i.e.ensommant)lesforcesàlapositioncourante.Lesforcesd’attractionet
derépulsionsontagrégéesséparément.Lesforcesd’attractionetderépulsion
sontajoutéesàpartégales(lamoyennedesdeuxtypesdeforces)pourcalculer
laforcetotale.
DansleparadigmeMapReduce,ledéplacementdesnœudscorrespondàune

opérationMapsurlesnœuds.Danscetteopération,lapositiondechaquenœud
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estsomméeaveclaforcetotale(forcederépulsiontotaleetforced’attraction
totale).

5.3.5 ComplexitédeGDAD

UneitérationdeGDAD(calculetapplicationdesforces)adoncpourcom-
plexitéO(|V|+|E|).Ilestgénéralementacceptéquepouratteindrelaconver-
gence,O(|V|)itérationsdel’algorithmeparmodèledeforcesontnécessaires.
LacomplexitétotaleestalorsdeO(|V|·(|V|+|E|)).
Engénéral,lenombred’arêtes|E|estunmultipledunombredenœuds.On

écritalors|E|=k·|V|oùlefacteurkestnégligeableparrapportaunombre
denœuds|V|.LacomplexitétotaledenotrealgorithmeestalorsdeO(|V|2).

5.4 Implémentationdudessinparcentroïdes

L’implémentationdenotrealgorithmededessinparcentroïdesaétéréalisée
avecSparkdansunenvironnementdistribuéetenC++dansunenvironnement
séquentiel.Nousdonnonsicilesdétailsdecesdeuximplémentations.

5.4.1 GénéralitéssurSpark

L’environnementdistribuéSpark[139]disposedenombreusesfonctionna-
litésquifacilitentledéveloppementdel’algorithmeparcentroïdes.

Jeuxdedonnéesen mémoire

Enpremierlieu,cetenvironnementpermetd’enchaînerlesopérationsMap-
Reduce.Dansl’implémentationHadoopdeMapReduce,lejeudedonnéesest
écritsurdisqueaprèschaqueopérationReduce.Cettelimitationrendcom-
pliquélesalgorithmesitératifs,commelesontparexemplelesalgorithmesde
dessinparmodèledeforce.Lejeudedonnésestdoncluetécritplusieurs
foissurdisquepoureffectueruneitérationetplusieursitérationssontrequises
pourarriveràunétatdeconvergence.
Sparkpermetdecontournercettecontrainteenconservantlesrésultatsdes

opérationssouslaformedeRDD(ResilientDistributedDatasets).CesRDD
sontdestablesdedonnéesimmuablesenlectureseule.Ellessontconservées
enmémoireetpeuventêtrereconstruitesencasdepannegrâceàunsuivides
opérations.

Approchegrapheetapprochegéométrique

Notrealgorithmemêlelesalgorithmesorientésgraphes(calculdesforces
d’attractionselonlesarêtesparexemple)avecdesalgorithmesd’analysede
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donnéesligneparligne(calculdesk-meansparexemple).Sparkpermetde
passerduparadigmeMapReduceauparadigmePregel,grâceàsabibliothèque
degraphenomméeGraphX[138].

5.4.2 Calculetapplicationdesforces

Nousdécrivonsdanscettesectionl’implémentationducalculdesforceset
ledéplacementdesnœuds,dontl’algorithmeaétéprésentéenSection5.3.4.
Unefoislalistedescentroïdesobtenus,lecalculetl’applicationdesforcessont
réalisésàl’aidedePregel.

Structuredugraphe

GraphX[138],labibliothèqueSparkorientéegraphe,proposeuneimplé-
mentationdePregel.DansGraphX,ungrapheestdécritàl’aidededeux
RDD(ResilientDistributedDataset)l’unpourlesarêtesetl’autrepourles
nœuds.LaRDDcontenantlesarêtescontientlecoupledenœudssourceet
destination,identifiéspardesLong.LaRDDcontenantlesnœudscontient
pourchaquenœudunidentifiant(Long)etuneposition(pairedeDouble).
LesRDDsontdesstructuresdistribuéesaccessiblesenlectureseule:une

nouvelleRDDestrecrééeaprèschaquetransformationdujeudedonnées.
Aprèschaquemiseàjourdelapositiondesnœuds,unenouvelleRDDconte-
nantlapositionmiseàjourdesnœudsestcrééeetlegrapheestmisàjour.

Calculdesforces

L’implémentationdePregelproposéeparGraphXprendtroisfonctions
enentréeetretourneungraphedontlessommetsontété misàjour.La
premièremodifiel’étatdesnœudsenfonctiondesmessagesreçus.Ladeuxième
permetd’envoyerlesmessages.Latroisièmefonctioncombinelesmessagesà
destinationd’unmêmenœud.

ImplémentationPregel Lorsdel’envoidesmessages,chaquearêteestvi-
sitéedemanièreàcalculerlaforced’attractionassociée.Lespositionsdes
extrémitésdel’arêtesontutiliséespourréaliserlecalculdesforcesd’attrac-
tion.Cesforcessontensuiteenvoyéesauxdeuxextrémités(l’uneopposéeà
l’autre).Lesmessagesàdestinationd’unmêmenœudsontcombinésdema-
nièreàcalculerlaforcetotale(i.e.lasommedesforces).
Unefoisquelesmessagesontététransmisetcombinés,l’étatdesnœuds

(icileurposition)estmisàjour.Lesmessagesreçuslorsdecetteétape,i.e.les
forcesd’attraction,sontutiliséspourcalculerledéplacementdesnœuds.Le
calculdesforcesderépulsionetdedéplacementdesnœudsestaussiréalisédans
cetteétapequel’onpeutconsidérersimiliaireàuneopérationMap.Eneffet,
pourcesdeuxétapes,seuleuneopérationMapestnécessaire,cf.Section5.3.4.
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Arêtesdoubles GraphXstockelesarêtessouslaformed’arcs(arêtesorien-
tées).Leformatdestockagedesgraphespeutconduireàconstruireungraphe
dontlesarêtesentredeuxsommetssontdupliquées.Danslecasdudessin
degraphes,lesarcsconnectantlamêmesourceetlamêmedestinationsont
généralementfusionnésdemanièreàéviterderenforcerlaforced’attraction
(appliquéeplusieursfois).

Ilestpossibledereprésenterlesgraphesnon-orientésdedeuxmanièresdans
GraphX:endédoublantlesarêtessouslaformededeuxarcsdesensopposés
ousouslaformed’unarcsimple(généralementsuivantunordrecroissant
desidentifiants).Lecalculdesforcesd’attractionseréalisealorsenutilisant
lesensdel’arête(respectivementencalculantlesinteractionspourlesdeux
extrémités).

Danslecadredenotrealgorithmededessin,cesdeuxapprochesontété
implémentées.Nousn’avonscependantpasrelevédedifférencedeperformance
notableentrenosdeuximplémentations.Parsoucidelimiterl’espacerequis
parlestockagedesarêtes,nousavonsdoncoptépourlareprésentationàl’aide
desarcssimples.

Partitionnementdugraphe

Lepartitionnementdugraphejoueunrôleimportantsurlesperformances
del’algorithme:ildéterminelaquantitédedonnéestransmiseentrelesma-
chinesduclusteretpeutcréerdeslatencesdansl’exécutiondel’algorithme.

Fonctionnementdupartitionnement L’implémentationPregeldeGra-
phX[138]reposesurladuplicationdesnœuds(àl’opposédeladuplicationdes
arêtes).Lesarêtesetlesnœuds(etleursattributs)sontpartitionnés.GraphX
gèreaussiuneRDDassociantchaquenœudaveclespartitionsd’arêtesoùle
nœudestprésent.

GraphXreposesurlacréationrapidedetripletspoureffectuerlescalculs
danslegraphe.Cestripletsassocientàchaquearêtelesattributsdesextrémi-
tés.GrâceauxtroisRDDreprésentantlegraphe,lestripletssontreconstruits
rapidementparuneopérationdejointure.

Lepartitionnementestconservélorsdelamodificationdugraphe.Lors-
qu’uneapplicationmodifieuniquementlesattributsdesnœudsoudesarêtes,
lepartitionnementestconservé,ainsiquelatablederoutage.

Minimiserlesdonnéestransitantsurleréseauxrevientàunproblèmed’op-
timisation:maximiserlenombred’arêtespartageantuneextrémitéprésente
surunemêmepartitionenminimisantlesarêtestransmettantdesmessages
versd’autrespartitions.

Notrealgorithmededessinseplacedanscecontexte:

•seulelapositiondesnœuds(attributsdesnœuds)estmodifiée,
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Figure5.9–PartitionnementdesgraphessousGraphX.(Gauche)Parti-
tionnementdesarêtesparlaméthodeVertex-Cut,dupliquantlessommets.
(Droite)TroisRDDreprésentantlegraphedansGraphX.Lesarêtes,lesnœuds
etleursattributssontpartitionnésselonunestratégie,cf.Section5.4.2.La
tabledeMappingdupliquelesnœuds.Elleindiquelespartitionsdontlenœud
estl’unedesextrémités.

•lepartitionnementchercheà minimiserlenombredeforcesd’attraction
transmisessurleréseau.

Stratégiedepartitionnement GraphX[138]proposequatrestratégiesde
partitionnement,accessiblevialaclassePartitionStrategy.Cesstratégies
sontappliquéesaugraphevialaméthodepartitionBydelaclasseGraph.

RandomVertexCutpartitionnelesarêtesviaunefonctiondehashagepre-
nantencomptelesidentifiantsdelasourceetdeladestination.Lesarêtes
ayantlamêmesourceetlamêmedestinationsontlocaliséessurlamêmepar-
tition.Dansnotreimplémentation,iln’existepasdetellearête.Cettestratégie
revientdoncàunpartitionnementaléatoiredesarêtes.

CanonicalRandomVertexCutpartitionnelesarêtesvialamêmefonctionde
hashagequelastratégieRandomVertexCutmaislesidentifiantsdesextrémités
sontordonnésparordrecroissant.Lesarêtesayantlesmêmesextrémitéssont
alorslocaliséessurlamêmepartition.Dansnotreimplémentation,lesarêtes
sontdéjàrangéesdanscetordre,5.4.2,etcettestratégieestdoncidentiqueà
laprécédente.

EdgePartition1Dutiliseuniquementl’identifiantdelasourcepourdéter-
minerlepartitionnement.Lesarêtesayantlamêmesourcesontdonclocalisées
surlamêmepartition.

EdgePartition2Dpartitionnelesarêtesenutilisantunpartitionnement2D
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delamatriced’adjacencequigarantitunebornede2·
√
préplicationpourles

nœuds,oùpestlenombredepartitions.

Comparaisondesstratégies Nousavonscomparélesperformancesde
cestroisstratégiespourdeuxgrandsgraphes,cracketfinan512.Lestemps
présentésenFigure5.10correspondentautempsmédiand’uneitérationde
GDAD[75]pourchacunedestroisstratégiesproposéeparGraphXenfonc-
tiondunombredemachineslancéeslorsdel’exécution.

Lestempsdestroisméthodessontcomparablespourlesdeuxgraphessé-
lectionnés.Danslesdeuxcas,ilsemblequelastratégiedepartitionnement
EdgePartition2Dsoitlaplusefficace(tempsminimumobtenu).Lepartition-
nementaléatoire(RandomVertexCutetCanonicalRandomVertexCut)offredes
performancesprochesmaisglobalementmoinsbonnesquelesméthodesdepar-
titionnementEdgePartition1DetEdgePartition2D.Lebénéficed’unestratégie
parrapportauxautresnesemblepasêtreénormepournotrealgorithme.

DansleurcomparaisondeGraphX[138]etGiraph[12],Kabiljoetal.[83]
privilégientlastratégieEdgePartition2Daveclaquelleleurperformanceest
amélioréeparunfacteurde2,5.Nosexpérimentationssemblentconfirmerque
cettestratégieoffredemeilleuresperformancesmaislegainobtenupournotre
algorithmeestmoindre.

5.4.3 Miseàjourdescentroïdes

Partagedescentroïdes

LepartagedescentroïdeenBroadcast,cf.Section2.3,utiliseleSpark-
Contextpourtransmettrelescentroïdesàchaquemachineducluster.Ce
partageestréalisécommeétapepréparatoireaucalculdesforcesderépulsion
(enuneopérationMap).

Uncentroïdeestencodéenutilisant5variables:unidentifiant(Long),deux
coordonnées(Double),lamasseducentroïde(Double)etsonrayon(Double).
EnScala,lestypesLongetDoublesontencodéssur64bits.Uncentroïde
adoncunpoidsde40octets.Ilyaauplus400centroïdesdansledessin.
Lepoidsmaximumdesdonnéesàtransmettreestdoncde16kolorsd’une
itérationdonnée.

LepartagededonnéesproposéparSparkesteffectuédemanièreefficace.
Unefoislejeudedonnéestransmisàunemachine,cettemachineestàmême
deletransmettreàd’autresmachinesducluster.Pournmachines,lejeude
donnéesestalorstransmisenlog(n)rondes.

Exemple Pourundébitde1Goparseconde,surunclusterconstituéde32
machines,levecteurdecentroïdesesttransmisàuneautremachineen16µs.
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Figure5.10–Tempsd’exécutionmédianparitérationdeGDADenfonction
dunombredemachinesutiliséespourtroisstratégiesdepartitionnementim-
plémentéesparGraphX[138].(Haut)Tempsd’exécutionpourlegraphecrack.
Crackcontient10240nœudset30380arêtes.(Bas)Tempsd’exécutionpourle
graphefinan512.Finan512contient74752nœudset261120arêtes.Hachulet
Jünger[64]classentcesdeuxgraphesdanslafamilledesgraphesréelsfaciles
àdessiner.
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Transmettrelescentroïdesà32machinesestlog2(32)=5foispluslent,soit
donc80µs.

Miseàjourdelaposition

Combinaisondespositionsintermédiaires Lamiseàjourdelaposition
descentroïdesestréaliséegrâceàuneopérationMapetuneopérationReduce,
cfSection5.3.2.Dansl’opérationMap,ladistanceàl’ensembledescentroïdes
existantsestcalculéedemanièreàtrouverlecentroïdeleplusproche.La
positionmoyennedesnœudsassociéeàunmêmecentroïdeestalorscalculée
demanièreàmettreàjourlapositionducentroïde(opérationReduce).
Cetalgorithmebénéficied’uneétapedecombinaisonaprèsl’opérationMap.

Eneffet,ilyaplusdenœudsquedecentroïdes.Ainsi,surchaquepartition,
parprincipedestiroirs,plusieursnœudssontprochesdumêmecentroïde.La
combinaisondecesvaleurspermetdetransmettremoinsdedonnéeslorsdu
shuffleeffectuéavantl’opérationdeReduce.

Partitionnementetcombinaison Pourlimiterleshuffle(i.e.latrans-
missiondesdonnées)avantl’étapedeReduce,l’idéalestdeplacerlesnœuds
associésaumêmecentroïdesurlamêmepartition.Decettemanière,aucun
shufflen’estnécessaire:lesnœudsassociésàuncentroïdesetrouventsurla
mêmepartition.
Effectuerunnouveaupartitionnementdesnœudsàchaqueitérationn’est

pasenvisageable.Eneffet,celarevientàdéplacerl’ensembledesdonnéesvers
denouvellespartitions.Cependant,aufuretàmesuredelaconvergencedu
dessin,lapositiondesnœudssefigeetlesclusterssontbiendéfinis.Renouveler
lepartitionnementàintervallesrégulierspeutêtreuncompromispouraccélérer
l’étapedeReduce.
Nousavonstentéd’effectuerunnouveaupartitionnementàunnombre

d’itérationsfixe.Letempsdecalculmédianpouruneitérationestmultiplié
parunfacteur4eneffectuantunnouveaupartitionnement.Cephénomène
estprobablementliéaucoûtdupartitionnementdesnœuds,quiimpliqueun
shuffledel’ensembledesdonnées.Legainobtenuparlepartitionnementdes
nœudsnecompensepasletempsdepartitionnementdecesnœuds.Nousn’ef-
fectuonsdoncpasdepartitionnementdesnœudsdansnotreimplémentation
del’algorithmededessin.

Intervallede miseàjour

Inspiréparlestravauxd’Hegemanetal.[71]surl’intervalledemiseàjour
d’unquadtreepourlasimulationphysiquedeparticulesauGPU,nousavons
essayédenemettreàjourlescentroïdesqu’àunintervalledonné.
Nousavonsexpérimentéavecunemiseàjourdelapositiondescentroïdes

toutesles5itérations.Lesdessinobtenusparcetteoptimisationsemblent,
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visuellementaumoins,équivalentsàceuxobtenussans.Cependant,cetteop-
timisationn’apasamélioréletempsdecalculdemanièresignificative.

5.4.4 Implémentationséquentielle

Unalgorithmededessinnécessitedenombreuxréglages(e.g.lesconstantes
dumodèlephysique,destechniquesd’accélérationdelaconvergenceetc.)pour
parveniràdesdessinsacceptables.Ilestplussimpledeprototyperl’algorithme
dansunenvironnementséquentiel.Eneffet,l’exécutiondesjobsSparkestplus
lentequ’uneimplémentationséquentiellepourdespetitsgraphes,notamment
àcausedusurcoûtdecommunication.L’implémentationdansleparadigme
MapReduceestaussimoinsintuitivequedansunenvironnementséquentiel.
Unefoisleprototypestabilisé,noustraduisonscetalgorithmeenSpark.

L’algorithmeaétéimplémentédemanièreséquentielleenC++.Cesdeuxim-
plémentationsdonnerontlieuàdescomparaisonssurlestempsd’exécutionde
l’algorithme,cf.Section5.5.1.

5.5 Résultatsexpérimentauxetperformances

Danscettesection,nousrevenonssurdesrésultatsexpérimentauxdenotre
algorithmededessinparcentroïde.Dansl’ensembledecettesection,lestemps
d’exécutiondel’implémentationdistribuéeontétéobtenusàpartird’unepla-
teformedecalculdistribué.Laplateformeestunclustercomposéde16ma-
chines.Chaquemachineduclusterdisposede64GodeRAMetde2x6cœurs
hyperthreadésàunefréquencede2.1GHzainsiquededeuxdisquesde1To.
Lesmachinesduclustersontconnectéesparunréseauà1Goparseconde.
Lestempsd’exécutiondel’implémentationséquentielleontétéobtenusà

partird’unordinateurportable.L’ordinateurdisposed’unprocesseurCore
i7-4710HQ,soit2x4cœurshyperthreadés,etde16GodeRAM.
Nouscomparonsensuitelestempsd’exécutiondel’algorithmedansune

implémentationdistribuéeetséquentielle.Dansunderniertemps,nouscom-
paronslesperformancesdenotrealgorithmedistribuéavecClint,l’algorithme
d’Arleoetal.[8].Nouseffectuonsunecomparaisonvisuelledequelquesgrands
graphesainsiqu’uneévaluationdunombred’itérationsrequisespouratteindre
l’étatd’équilibre.

5.5.1 Comparaisondesperformances:approcheséquen-

tielleetapproche MapReduce

Letableau5.11comparelestempsdel’implémentationséquentielleetMap-
ReducedeGDAD.L’implémentationséquentielleestréaliséeenC++(cf.Sec-
tion5.4.4)etl’implémentation MapReduceenSpark(cf.Section5.4).Les
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Jeudedonnées |V| |E| Séquentiel MapReduce

crack 10240 30380 0,0153 1,14
fe_pwt 36463 144794 0,0538 1,87
finan512 74752 261120 0,114 2,03
fe_ocean 143437 409593 0,219 3,24
Amazon0302 262111 899792 0,503 5,60
Com_DBLP 317080 1049866 0,625 5,75
Com_Amazon 334863 925872 0,643 6,01
Web-google 875713 4322051 0,873 9,68
Roadnet_PA 1087562 1541514 1,17 9,46
delaunay_n22 4100000 12200000 4,09 18,3
hugetric-00010 6600000 10000000 7,15 19,9

Figure5.11–Tableaucomparatifdestempsd’exécutiondesimplémenta-
tionsséquentiellesetdistribuéesdeGDAD.Lestempsobtenussontlestemps
d’exécutionmédianspouruneitérationdel’algorithmeGDAD.

tempsobtenussontlestempsd’exécutionmédianspouruneitérationdel’al-
gorithmeGDAD.
Pourl’implémentationMapReduce,nousavonschoisiletempsmédianpour

lenombredemachinesoptimisantl’exécutionsurlecluster.
Pourlesdeuximplémentations,letempsdelecturedesdonnéesn’estpas

prisencompte.Dansl’implémentationMapReduce,letempsdepartitionne-
mentdugraphen’estpasnonplusprisencompte.

Performancesséquentielles

Nombredenœuds Letempsdecalculséquentielcroîtlinéairementavec
lenombredenœudsdanslegraphe.Lorsqueletempsestexprimécommeune
fonctionaffinedunombredenœuds,larégressionlinéaireauncoefficientde
déterminationr=0.995.Cecoefficientcomprisentre0et1évaluelapartde
variationdutempsquipeutêtreimputéeauxvariationsdunombredenœuds
parlemodèle.

Nombred’arêtes Letempsdecalculséquentielcroîtaussilinéairement
aveclenombred’arête.Cependant,larégressionlinéairecollemoinsbienaux
données.Cerésultatestcependantmoinssignificatif,pourdeuxraisons.
Toutd’abord,lacroissancedestaillesdugrapheentraînel’augmentation

dunombredenœudsetd’arêtessimultanément.Ilestdoncnormaldetrouver
unecorrélationentrel’augmentationdunombred’arêtesetletempsdecalcul
puisquelenombredenœudsaugmentesimultanément.
Deplus,dansl’implémentationséquentielle,lesarêtesnesontutiliséesque
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lorsducalculdesforcesd’attraction,quiestréalisérapidementdansnotre
implémentation.Lescalculseffectuéslorsdel’exécutiond’uneitérationsont
principalementlecalculdesforcesderépulsionetlamiseàjourdescentroïdes.
Iln’yapas,dansleparadigmeséquentiel,deproblèmeliéàladistributiondes
arêtes,commecelapeutêtrelecasdansleparadigmeMapReduce.

Complexitédel’algorithmeséquentiel Lesperformancesséquentielles
permettentdevaliderexpérimentalementqu’uneitérationdeGDADestde
complexitéO(|V|),cf.Section5.2.2.

Performances MapReduce

LesperformancesdenotreimplémentationSparkdeGDADsontaussipré-
sentéesenFigure5.11.Lestempsprésentésdanscetableaucorrespondentau
tempsmédiand’uneitérationdeGDADpourlenombredemachinesoffrant
lesperformancesoptimalessurnotreclusterdecalcul.Cesessaisontétélancés
surdesexécuteursdisposantsde7Godemémoire.

Scalabilitéhorizontale Lestempsoptimauxobtenusavecnotreimplémen-
tationn’assurentpaslascalabilitéhorizontale.Enajoutantdesmachines,nous
n’arrivonspasàobtenirdesperformancesconstantesdeGDADsurlecluster.
Letempsdecalculaugmenteparexempleaveclenombredenœudsdu

graphe.Cependant,dansnosrelevéstemporels,nousn’avonspasobservéde
corrélationentrelaperformancesetletypedegraphesàdessiner.

Complexitédel’implémentation Lacomparaisonaveclaversionséquen-
tielleetlacroissancedestempsdecalculmédiand’uneitérationindiquentque
notreimplémentationSparkdel’algorithmeGDADn’estpasdecomplexité
linéaire.Cetteremarqueestvalidéeparlestempsexpérimentauxquisontbien
modélisésparunefonctionracinedunombredenœudsdanslegraphe.
Lestempsexpriméssontobtenuspourlenombredemachinesmaximisant

lesperformancesdel’algorithme.Enprenantencomptelascalabilitéhorizon-
tale,notreimplémentationadoncunecomplexitétotaledeO(|V|

3
2).

Nousn’avonspasdéterminéd’oùprovientcettedifférencedeperformances
pournotreimplémentationSparkdel’algorithme.Ilestpossiblequelepro-
blèmeproviennedel’unedesfonctionsSpark[139]ouGraphX[138]surlaquelle
nousnousappuyonsdansnotreimplémentation.

Comparaisonaveclaversionséquentielle Parrapportàl’implémen-
tationséquentielledeGDAD,pourlaquellelestempsd’exécutioncroissent
linéairementaveclenombredenœuds,l’implémentationdistribuéeoffrede
meilleuresperformancesavecdesgraphescontenantplusdenœuds.
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Figure5.12–Gaindel’implémentationséquentielleparrapportàl’implé-
mentationMapReduceenfonctiondunombredenœudsdugraphe.Lacourbe
degainestreprésentéeavecunecourbederégressiond’équationy= c√

x
,avec

cleparamètrederégression.

LaFigure5.12présentelegaind’uneitérationeffectuéeavecl’implémenta-
tionséquentielleparrapportàl’implémentationMapReduce.Legainestbien
approchéparunecourbed’équationy= c√

x
.Larégressionauncoefficientde

déterminationr=0.9807.Pourcetterégression,leparamètrecapourvaleur
c=6985.1.
Ensupposantquelemodèlederégressionrestevalablepourunnombrede

nœudsplusimportant,onpeutdéduirelenombredenœudsàpartirduquel
ilestintéressantd’utilisernotreimplémentationSparkpourmenerlecalcul
d’uneitération:

6985.1
√
v
<1

Enrésolvantcetteinéquation,ontrouvealorsqu’ilestavantageuxd’utiliser
l’implémentationMapReducelorsquev>6985.1=48791622nœuds.

5.5.2 ComparaisonavecClint

DansletableaudelaFigure5.13nousprésentonslesperformancesde
l’algorithmeClintd’Arleoetal.[8]ainsiquelesperformancesdeGDAD(im-
plémentationséquentielleetMapReduce)pourdifférentsgrandsgraphes.
PourClintetl’implémentationdistribuéedeGDAD,lestempsd’exécution

correspondentautempsmédiand’uneitérationpourlenombredemachines
quioptimisecetemps(workersdanslecasdeGiraphetexecutorsdanslecas
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GDAD Clint GDADSéq.
Jeudedonnées |V| |E| Temps #Mach. Temps #Mach. Temps

Amazon0302 262111 899792 5,60 40 3,45 40 0,503
Com_DBLP 317080 1049866 5,75 50 21,4 160 0,625
Com_Amazon 334863 925872 6,01 48 2,56 40 0,643
Web-google 875713 4322051 9,70 100 - - 0,873
Roadnet_PA 1087562 1541514 9,46 100 1,37 40 1,17
delaunay_n22 4100000 12200000 18,3 160 10,2 60 4,09
hugetric-00010 6600000 10000000 19,9 250 5,79 80 7,15

Figure5.13–Comparatifdestempsd’exécutiondeGDAD[75]etClint[8].
Letempsdecalculcorrespondautempsmédiand’uneitérationdel’algorithme
dedessin.Letempsmédianestobtenuàpartirdunombreoptimaldemachines
pourl’exécutionsurleclusterdecalcul.Lenombredemachinesestindiqué
pourchacundesjeuxdedonnées.LestempsdecalculdeGDADdansson
implémentationséquentiellesontprésentéspourréférence.

deSpark).
Clintutiliseunedistancetopologiquepoureffectuerlecalculdesforcesde

répulsion,cf.Section5.2.3.Ladistanceretenuepourcettecomparaisonestde
3,lavaleurpardéfautduparamètredansl’implémentationfournieparArleo.

ComparaisondesperformancesdeClintetGDAD

Clintademeilleuresperformancesparitérationquel’implémentationSpark
deGDADpourlaplupartdesjeuxdedonnéesprésentésenFigure5.13.Les
performancesobtenuesparClintnesont,deplus,pasdirectementcorréléesau
nombredenœuds.
Encomparaisondel’implémentationséquentielledeGDAD,l’implémenta-

tiond’Arleoademeilleuresperformancesuniquementpourlegraphehugetric-
00010,contenant6millionsdenœudset10millionsd’arêtes.Encesens,l’im-
plémentationd’Arleotirepartideladistributiondesdonnéesavantnotreim-
plémentationSparkdeGDAD(meilleuresperformancesàpartirde48millions
denœuds,cf.Section5.5.1).

Performancesdesenvironnementsdecalcul L’écartentrelesperfor-
mancesdistribuéesdeClintetGDADpeutêtreenpartieexpliquéeparl’envi-
ronnementdecalculutilisée,i.e.respectivementGiraph[12]etGraphX[138].
Dansuncomparatifde2016,Kabiljoetal.[83]comparentlesperformancesde
GraphXetGiraph.
Dansleurconclusion,Kabiljoetal.relèventqueGiraphestcapabledegérer

desgraphes50foisplusgrandsqueceuxtraitésparGraphXetqu’ilprésente
demeilleuresperformancespourlespetitsgraphes.Pourlesperformancesop-
timalesdesdeuxsystèmes,Giraphutilisemoinsdemachinesetademeilleures
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Clint Distributiondesarêtes
Jeudedonnées |V| |E| Temps #Mach. DegréMax. Diamètre

Amazon0302 262111 899792 3,45 40 425 32
Com_DBLP 317080 1049866 21,4 160 343 21
Com_Amazon 334863 925872 2,56 40 549 44
Web-google 875713 4322051 - - 6353 21
Roadnet_PA 1087562 1541514 1,37 40 18 786
delaunay_n22 4100000 12200000 10,2 60 23 -
hugetric-00010 6600000 10000000 5,79 80 3 -

Figure5.14–Tempsd’exécutiondeClint[8]enfonctiondemétriquesde
distributiondesarêtes.Pourlesgraphesayantungranddegrémaxetun
petitdiamètre,uneitérationdeClintprenduntempsconsidérableavecun
nombreimportantdemachines(DBLP)voiren’aboutitpas(web-google).Cela
confirmenotreanalysedel’algorithme,cf.Section5.2.3.

performancesqueGraphX.
PourlegraphedeTwitter,lestempsdecalculsobtenuspour16machines

avecGiraphsont4.5foisinférieursàceuxobtenusavecGraphX.Lesécartsde
tempsquenousavonsrelevéssontdecetordre.Legaindetempss’échelonne
entreunfacteur1.5et7avecungainmoyende3.22pourlesgraphesoùClint
ademeilleuresperformances.
Lesdeuxalgorithmessontcependantdifférents,cequirendunecomparai-

sondesdeuximplémentationsplusdifficile.

LimitesdeClint

Pourdeuxjeuxdedonnées,com_dblpet Web-google,lesperformances
deClintsontendeçàdecellesdel’implémentationSparkdeGDAD.Pourle
graphedblp,représentantlegraphedepersonnescollaborantàdespublications
scientifiqueseninformatique,Clintest4foispluslentquel’implémentation
SparkdeGDAD.PourlegrapheWeb-google,représentantleshyperliensentre
différentssitesinterneten2002,lecalculn’apasétémenéàboutavecjusqu’à
300workersenGiraph.
EnFigure5.14,nousprésentonsquelquesmétriquessurladistributiondes

arêtes(lorsqu’ellessontconnues)envis-à-visdestempsdecalculdeClint.

Degrémaximum Ledegrémaximumestunemétriqueutilepourévaluerle
nombredevoisinstopologiques.Lacomplexitédel’algorithmedeClintrepose
surcedegrémaximum,cf.Section5.2.3.Soit∆,ledegrémaximumdugraphe.
Lorsquetouslesnœudssontdedegré∆,ilyaauplus∆knœudsàdistancek
oumoins.
LesperformancesdeClintsontdoncenpartieliéesàcedegrémaximum.
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LesdeuxgraphespourlesquelsClintademoinsbonnesperformancesontun
degrémaximumélevé.Ainsi,pourdblp,ledegrémaximumestde343etpour
web-googleledegrémaximumestde6353,plusquetoutautrejeudedonnées
parunfacteur10.

Diamètre Lediamètredugraphenousrenseigneaussisurlamanièredont
lesarêtessontréparties.Lediamètrecorrespondàladistancemaximumentre
deuxnœudsdugraphes.Cettemétriquerenseigne,indirectement,surlenombre
devoisinstopologiquesd’unnœuddonné.Soientdlediamètredugrapheet
uunnœudquelconquedugraphe.Toutnœudvestàdistancegraphedou
moinsdeu.
LesdeuxgraphesquiontdesperformancesmoindresenutilisantClintont

unpetitdiamètre(d=21)parrapportauxautresgraphesdujeudedonnées.A
l’inverse,ClintadetrèsbonnesperformancespourlejeudedonnéesRoadNet-
PAquiestdediamètre786.

Conclusion

LesrésultatsexpérimentauxmontrentqueClintneprésentepasdesca-
labilitéaveclatailledesgraphes.LesperformancesdeClintsontliéesàla
topologiedugraphe.
Lesgrandsgraphesstockésdansdesinfrastructuresdistribuéesproviennent

principalementderéseauxsociauxetsontgénéralementqualifiésdegraphes
petitmonde.Pourcesgraphes,possédantunpetitdiamètreetundegrémaxi-
mumimportant,lestempsdecalculsexpérimentauxdeClintsontaumoins
quatrefoissupérieursàceuxdeGDAD.Danslepiredescas,l’exécutionde
l’algorithmen’aboutitpas.
Cesrésultatsexpérimentauxconfirmentlesrésultatsthéoriquessurlenombre

devoisinstopologiques.Lorsquelegraphecontientdesnœudscentrauxdede-
gréimportant,lenombredevoisinstopologiquesexplose.Danslepiredes
cas,ilestdel’ordrede|V|,cequirevientàcalculerdesforcesderépulsion
entretouslesnœudsdugraphe.Cen’estpasenvisageabledansleparadigme
MapReduce,cf.Section4.3.2.

5.5.3 Comparaisonvisuelledesdessinsetnombred’ité-

rations

Danscettesection,nousprésentonsquelquesdessinsobtenusavecGDAD
etlescomparonsaveclesdessinsobtenusparFM3[63],unalgorithmededessin
multiéchelleparmodèledeforce.FM3estunalgorithmerapidedonnantde
trèsbonsdessinsindépendammentdelatopologiedugraphe.
IlestgénéralementadmisqueO(|V|)itérationsd’unalgorithmededessin

parmodèledeforcesontnécessairespouratteindreunétatd’équilibre.Nous
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Figure5.15–ComparaisonvisuellededessinsobtenusparGDAD(Gauche)
etFM3(Droite).(Haut)Dessindecrack.(Milieu)Dessind’unegrillealéatoire.
(Bas)Dessindeimdb_small.
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donnonsdoncunordred’idéesdunombred’itérationsnécessairepouratteindre
undessinoptimalavecGDAD.

Comparaisonvisuelledeplusieursgraphes

LaFigure5.15etlaFigure5.16présententlesdessinsdetroisgraphes
obtenusavecGDADetFM3.

Présentationdesgraphes

Crackestungraphede10240nœudset30380arêtes.Crackestunetri-
angulation.Finan_512estungraphede74752nœudset261120arêtes.Fe_-
ocean.estungraphede143437nœudset409593arêtes.HachuletJünger[64]
classifientcestroisgraphescommegrapheréelsimpleàdessiner.
Lagrillealéatoireestcomposéde8000nœudset35000arêtes.Cegrapheest

obtenuenplaçantlesnœudsselonunegrillerégulière,ensupprimantdesnœuds
régulièrementpourformerlestrousetenajoutantunnombreconstantd’arêtes
àchaquenœuds.LetriangledeSierpinskiestunesurfacefractalegénérée
récursivementenévidantuntrianglepleinpourcréertroissous-triangles.Notre
graphe,obtenuaprès8itérations,estconstituéde3282nœudset6561arêtes.
Imdb_smallestungraphede298nœudset2058arêtes.Dansceréseau,

deuxacteursayantjouéensembledansaumoinsunfilmsontconnectéspar
unearrête.Imdb_smallreprésenteunsous-ensembledesacteursrecenséssur
lesiteIMDB.Descommunautésapparaissentclairement.

Comparaisondesdessins

PourlesdessinsobtenusenFigure5.15,lesdessinsobtenusavecGDAD
sontprochesdeceuxobtenusavecFM3.Pourcrack,lastructureglobaleest
parfaitementdiscernableetlastructurelocaleestdétaillée.Pourlagrillealéa-
toire,lastructureglobaleetlocalesontaussiparfaitementdiscernablesavec
toutefoisunetorsiondudessindanslecoininférieurgauche.Pourimdb_small,
ledessinobtenuparGDADfaitclairementapparaîtrelesmêmesstructuresque
ledessinobtenuavecFM3selonunedispositionsimilaire.GDADretourneun
dessinlégèrementplusdistenduqueceluiobtenuavecFM3.
Pourlesdessinsdefinan512etSierpinski,cf.Figure5.16,lastructurelocale

estdiscernabledanslesdessinsgénérésparGDAD.Cependant,lastructure
globalen’estpasaussinettequesurlesdessinsobtenusavecFM3.Pources
deuxgraphes,lesdessinsobtenusavecGDADsontdansunétatintermédiaire
correspondantàunminimumlocal.Ledéplacementdesforcespermetd’échap-
peràcetétatpourconvergerversunminimumglobal,maisceprocessusné-
cessiteungrandnombred’itérations.
Pourledessindefe_ocean,cf.Figure5.16,ledessinobtenuparGDAD

estpluséloignédel’étatd’équilibreobtenuavecFM3.Cegrapheestleplus

132 AntoineHINGE



5.GDAD:Dessindistribué

Figure5.16–ComparaisonvisuellededessinsobtenusparGDAD(Gauche)
etFM3(Droite).(Haut)Dessindefinan512.(Milieu)Dessind’untrianglede
Sierpinski(8niveaux).(Bas)Dessindefe_ocean.
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Figure5.17–DessinsdecrackàquatreétapesdudessinavecGDAD.Le
nombred’itérationsdumodèledeforcesestindiquésouschaquedessin.

grosdesgraphespourlesquelsnousprésentonsunecomparaisonvisuelle(avec
143437nœudset409593arêtes).Nousavonsarrêtéledessinaprès20000
itérations.Ledessinn’adoncprobablementpastotalementconvergé.Onpeut
cependantvoirquelquesélémentsdelastructureglobale,commel’épidansle
coinsupérieurgaucheouencorelesdeuxtrousenbasàdroitedudessin.

Nombred’itérationsetéquilibre

Vitesseinitialeetfinaledeconvergence EnFigure5.17,nousreprésen-
tonsquatreétapesdudessindecrackavecGDAD,pour1000,7500,15000et
20000itérations.Onpeutnoterquelaconvergenceinitiale(passagede1000à
7500itérations)entraîneunemodificationplusrapidedugraphequelespaliers
suivants(de7500à15000etde15000à25000).Unefoisprochedel’équilibre,
laconvergenceesteneffetpluslenteetnécessitedoncplusd’itérations.

Cephénomèneestaussiobservépourlesautresgraphesdontnousavons
présentéledessinenFigure5.15etenFigure5.16.Lephénomèneestparticu-
lièrementvisiblepourlagrilletrouéeetletriangledeSierpinski.

Ladifférencedevitessedeconvergenceestliéeauxminimumslocauxde
lafonctiond’énergie.Unefoisledessinproched’unminimumlocal,seulsun
petitnombredenœudssontdéplacésdemanièresignificative.L’algorithmede
dessinrequiertalorsdenombreusesitérationspouréchapperàl’orbitedece
minimumlocalpourconvergerversunminimumglobal.

Pourévitercephénomène,lesalgorithmesdedessinparmodèledeforces
sontgénéralementassociésàunedécompositionmultiéchelle,permettantd’ob-
tenirdesdessinsprochesduminimumglobalàchaqueniveaudeladécompo-
sition.Iln’estalorspasnécessaired’appliquerdenombreusesitérationsdu
modèledeforcespourpasserd’unminimumlocalàunminimumglobal.Cette
techniqueestdécriteendétailenSection3.5.
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Nombred’itérationsetéquilibre Crackcontient10240nœuds.Pour
crack,ledessinfinalestobtenuaprès2.5·|V|itérations.Pourlesdessins
présentésenFigure5.15,ledessinfinalestobtenuaprès1.88·|V|itérations
pourlagrillealéatoireetaprès3.3·|V|itérationspourimdb_small.
PourlesdessinsprésentésenFigure5.16,lesdessinsobtenusparGDAD

correspondentà0.2·|V|itérationspourfinan512età3.05·|V|itérationspour
legraphedeSierpinski.Pourledessindefe_ocean,ilreprésente0.12·|V|
itérations.Ledessinn’acependantpastotalementconvergé.
D’aprèscesrésultatsexpérimentaux,nousaffirmonsqueGDADconvergeen

O(|V|)itérations.Lenombred’itérationsréellementutilesdépendcependant
dunombredeminimalocauxàéviter(parexempleSierpinskietfinan512).
Pourévitercesminimalocaux,lesalgorithmesdedessinparmodèledeforces
utilisentuneapprochemultiéchelle,cf.Section3.5.

5.6 Conclusion

Danscechapitre,nousavonsprésentéendétailnotrecheminementpour
obtenirGDAD[75],lepremieralgorithmededessindegraphedansunenvi-
ronnementMapReduce.
DanslaSection5.2.1,nousprésentonsl’approximationdesforcesderépul-

sionàl’aidedepivots.Cespivotspermettentderéduirelenombredeforcesde
répulsionàO(|V|)interactions,enbornantlenombredepivots.GDADutilise
cespivotspoureffectuerlecalculdesforcesderépulsion.
LesrésultatsexpérimentauxsontencourageantspourGDAD.Lesdes-

sinsobtenusparGDADsontprochesdeceuxobtenusparFM3[63].GDAD
convergeversundessinoptimalenO(|V|)itérations.
GDADaunecomplexitétemporelledeO(|V|+|E|)paritération.Pourl’im-

plémentationséquentielledeGDAD,nousavonsretrouvéexpérimentalement
cesperformances.Pourl’implémentationSparkdeGDAD,lestempsobtenus

paritérationindiquentquelacomplexitéestdeO(|V|· |V|).
Lenombred’itérationsresteunfacteurlimitantpourledessindansle

paradigmeMapReduce.Chaqueitérationdel’implémentationSparkdeGDAD
estcoûteuse.Lenombred’itérationspouratteindrelaconvergencedudessin
nécessitecependantO(|V|)itérations.
Lesapprochesmultiéchellesontétécrééespourréduirelenombred’itéra-

tionsdesalgorithmesdedessinetaméliorerlastabilitédudessinfinal.Cepen-
dant,lesapprochesprésentéesdanslasection3.5sontgénéralementdifficiles
àparalléliser,etdesurcroîtàdistribuerdansunenvironnementMapReduce.
Celaconstituel’enjeudenotreprochainchapitre.
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Chapitre6

Dessindegraphe multiéchelle
dansunenvironnement
distribué

6.1 Introduction

Lesrésultatsprésentésdanslechapitreprécédentontmisenlumièreles
limitesdesalgorithmesdedessindistribué(notrealgorithmeetceluid’Arleo
etal.[8]):lenombred’itérationsnécessairespourqueledessinconvergeestle
facteurlimitantprincipal.Lasolutionadoptéeparlesalgorithmesséquentiels
del’étatdel’artestunetechniqueappeléeladécompositionmultiéchelle,cf.
Section3.5.
Chaqueitérationdenotrealgorithmededessin,présentédansleChapitre4,

s’exécuteentempsO(|V|).Dansunenvironnementdistribué,cettecomplexité
estdiviséeparlenombredemachinesàchaqueopération,quecesoitune
opérationdeMapoudeReduce.Cependant,pourarriveràconvergence,|V|
itérationssontnécessaires,portantlacomplexitédel’algorithmeàO(|V|2).
Ladécompositionmultiéchellepermetderéduirelenombred’itérationsné-

cessairespouratteindrel’étatd’équilibredudessin.Endécomposantlegraphe
initialenunesuitedegraphesquotientsdécroissantepourlataille,ilest
possibled’obtenirdesconditionsinitialesprochesdel’étatd’équilibre.Par
exemple,l’algorithmeFM3utiliseunedécompositiondecetypeeteffectueun
nombreconstantd’itérationsdel’algorithmededessinàchaqueniveaudela
décomposition.Lesdécompositionsmultiéchellespermettentdoncd’accélérer
laconvergencedudessin,cequenousavonsidentifiécommeunpointbloquant
pournotrealgorithmededessinseul.
Danslapremièresection,nousprésentonsendétaildeuxalgorithmesmul-

tiéchellesdedessindel’étatdel’art:GRIPetFM3.Pourcesdeuxalgorithmes,
latranspositiondeladécompositionmultiéchellerécursiveestétudiéedans
unenvironnementdistribué.Pournotrepremièrecontribution,nousdétaillons
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chaqueétapedecesdeuxdécompositionsetdécrivonslesdifficultésàlestrans-
poserdansunenvironnementdistribué(paradigmeMapReduceouPregel).

LesdécompositionsrécursivesutiliséesdansGRIPetFM3reposentsur
lasélectiond’unensembleindépendantmaximaldenœudsdugraphe.Nous
présentonsunefamilled’algorithmesdéveloppésparLubyen1985[100]per-
mettantd’effectuercettesélectiondemanièreparallèleetmontronscomment
ellepeutêtretransposéedirectementdansleparadigmePregel.En2016,Ar-
leoetal.[9]redécouvrentindépendammentunevariantedecesalgorithmes
sansendonnerlacomplexité.Nousproposonsd’établirlacomplexitédela
décompositionrécursiveutiliséeparArleoetal.

Nousavonsdéveloppéunalgorithmededessinmultiéchelledistribué,ap-
peléMuGDAD(MultilevelGraphDrawingAlgorithminDistributed)utilisant
lesforcesapprochéesparcentroïdesdécritesdanslechapitreprécédent.La
décompositionrécursiveetleplacementinitialutilisésdans MuGDADsont
présentésendétail,dansleparadigmeséquentieletdansunenvironnement
distribué.Nousprésentonsaussidestechniquesnouspermettantd’optimiser
l’algorithmededessinparcentroïdesencombinaisonavecl’approchemultié-
chelle.

Dansnosdeuxdernièressections,nousprésentonsl’implémentationde
MuGDADdansunenvironnementséquentiel(enC++)etdansunenvironne-
mentdistribué(enSpark).Nousprésentonsaussiunesériederésultatsexpé-
rimentaux.

6.2 Décompositionmultiéchelle:l’exemplede

FM3etGRIP

Danscettesection,nousdétaillonslastructured’unalgorithmemultié-
chelleparmodèledeforceàtraversdeuxexemplesd’algorithmes:GRIPde
GajeretKobourov[50]ainsiqueFM3deHachuletJünger[63].Lesdeuxal-
gorithmesutilisentunesimplificationrécursivedugraphed’originecombinéà
unalgorithmededessindegrapheparmodèledeforcepourdessinerchaque
niveau.

Nousétudionslapossibilitédetransposercesdeuxalgorithmesdansun
environnementdistribué.Cesrésultatssontnotrepremièrecontributionau
dessindegraphemultiéchelledansunenvironnementdistribué.

6.2.1 Structuregénériqued’unalgorithme multiéchelle

Danslaphasedefiltration,cf.Section3.5.1,unesuitedegraphesestcréée
dontlenombredenœudseststrictementdécroissant.Unsous-ensemblede
nœudsestsélectionnéàchaqueniveau.Lesnœudssélectionnéssontutilisés
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pourcréerunnouveaugrapheconservantlespropriétéstopologiquesdugraphe
parent.

Lesgraphesdecettesuitesontdessinésavecunalgorithmededessinpar
modèledeforceclassique,encommençantparlegraphelepluspetit.Lapo-
sitiondesnœudsdansledessinestutiliséecommepointdedépartdudessin
pourlegraphesuivant.Lesnœudsmanquantssontajoutésparunplacement
intelligent.

Lesconditionsinitialesdudessinsontprochesduminimumd’énergieet
quelquesitérationsd’unalgorithmededessinparmodèledeforcesuffisent
pourconverger.Ceprocessusestdétaillédansl’Algorithme6.

Algorithm6Structuregénériquedesalgorithmesdedessinmultiéchelles

G0=(V0,E0)← Grapheinitial Initialisation
i←0
while|Vi|>3do Phasedesélection
Vi+1←Filtration(Vi)
i←i+1
CréationdugrapheGi=(Vi,Ei)

endwhile
N←i
forjdeNà0do Phasededessin
CalculdudessindeGj(quelquesitérations)
PlacementdesnœudsdeGj−1selonledessindeGj

endfor

6.2.2 L’approche multiéchelledansGRIP

Phasedefiltration

ApartirdugrapheG=(V,E),unefiltrationV:V=V0⊃V1⊃...⊃
VN ⊃∅estcalculéesurlesnœudsjusqu’àcequ’ilnerestequetroisnœuds
dansVN auniveauN.Pourcalculercettefiltration,GRIPutiliseunensemble
indépendantmaximaldesnœudsdeGipourobtenirl’ensembledenœudsVi+1.
CetensemblemaximalestcalculépourlesnœudsdeViàdistance2

i+1dans
legrapheinitialG=G0.LesniveauxVN−1etVN sontrecalculésdemanièreà
obtenirexactementtroisnœudsdansl’ensembleVN.

PourconstruireVi+1àpartirdeVi,ilfauttrouverlesnœudsàdistance2
i

oumoinsdanslegrapheinitialG.GRIP[50]construitunarbredeparcoursen
largeur(BreadthFirstSearchouBFS)deprofondeur2ipourchaquenœudde
Videmanièreàdéterminerlesnœudsvoisinspourcalculerl’ensemblemaximal
indépendant.
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Adaptationdansunenvironnementdistribué

GRIP[50]conservelegrapheoriginalGcommeréférence.Celui-ciestutilisé
pourlecalculdelafiltration,oùlesnœudssontconsidéréscommevoisinsou
nonselonleurdistanceréelledanslegraphe.Ilestaussiutilisépoureffectuer
ledessinpuisqu’àchaqueétape,c’estladistanceréelleentrelesnœudsquiest
utiliséecommepoidssurlesarêtespoureffectuerledessin.
Pourivariantde0àN,demoinsenmoinsdenœudssontsélectionnés

maislesarbresderecherchedoiventallerchercherlesnœudsàdistance2i.
Pourlessous-ensemblesdeVcontenantunnombreimportantdenœuds,il
fautpouvoirmaintenirautantd’arbres.Aucontraire,pourlessous-ensembles
deVnecontenantquequelquesnœuds,lesarbresdeparcoursenlargeur
correspondantssonttrèsprofonds.Dansunenvironnementdecalculdistribué,
iln’estpaspossiblequelaprofondeurdecesarbresreprésentetoutlegrapheou
presque.Untelarbrecontiendraittropdenœudspourpouvoirêtrestockésur
uneseulemachineducluster.Pourcetteraison,nousn’avonspasutilisécette
approchedefiltrationdansMuGDAD.Lagestiondesarbresdeparcoursen
largeurdemanièreefficacedansunenvironnementdistribuéresteunequestion
ouverte.

6.2.3 L’approche multiéchelledansFM3

Phasedefiltration

DansFM3[63],lesniveauxsontcalculésàl’aided’unensembleindépen-
dantmaximalàdistance2.Lesnœudssélectionnésdanscetensemblesont
séparésd’unedistancegraphede3ouplus.L’algorithmeséquentielpourob-
tenirunMISestrépétéjusqu’àcequetouslesnœudssoientdansuncluster.
Cetalgorithmeestdoncsimilaireàl’algorithmeséquentielpourobtenirunen-
sembleindépendantmaximalàdeuxexceptions:lesvoisinsàdistance2sont
supprimésdubufferetlesclustersautourdesnœudssontconservés.
Enplusdelasélectiondesnœuds,FM3créedesclustersdenœudsassociésà

chaquenœudsélectionné.HachuletJüngernommentcesclustersdessystèmes
solaires.Auseindecesclusters,lenœudsélectionnéestappelésoleil,lesnœuds
àdistance1sontdesplanètesetlesnœudsàdistance2sontdeslunes.
Unefoischaquenœudsélectionnéoudansunclusterunnouveaugrapheest

créé,résumantlastructureduprécédentgraphe.Lesclusterssonttransformés
enmeta-nœuds,i.e.lesnœudsdunouveaugraphe,etdesmeta-arêtes,i.e.
lesarêtesdunouveaugraphe,sontcrééesentrelesmeta-nœuds.Lesmeta-
arêtesontunpoidsquicorrespondàlamoyennedelalongueurdeschemins
connectantdeuxsystèmessolaires(entenantcomptedupoidsassociéàchaque
arête).
Legraphecréédecettemanièreestfiltrédemanièrerécursivejusqu’à

obtenirungraphesuffisammentpetitpourêtredessinérapidement.
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Adaptationdansunenvironnementdistribué

Danslaprochainesection,nousprésentonsdeuxalgorithmespourobtenir
lestablemaximaldansunenvironnementdistribué[100].L’adaptationdela
décompositionproposéeparFM3reposesurlefonctionnementdel’algorithme
dedécomposition.Nousrevenonsplusendétailsurl’adaptationdeFM3dans
unenvironnementdistribuédanslaSection6.3.4.

6.3 Stable maximaletalgorithmesdeLuby

LesalgorithmesdedessinmultiéchelleFM3[63]etGRIP[50],quenous
avonsprésentésendétaildanslasectionprécédente,reposenttoutlesdeux
surunedécompositionrécursivebaséesurunensembleindépendantmaximal,
aussiappeléstablemaximalouMIS.DanslecasdeFM3,leMISestréaliséà
chaqueniveaudeladécompositionàdistance2.PourGRIP,leMISestréalisé
àpartirdugrapheoriginalpourdesdistancesgraphede2iavecileniveaude
décomposition.

Unalgorithmeséquentielclassiquepourobtenirun MISestcomposéde
deuxétapes:unnœuddugrapheestsélectionnéauhasard,puiscenœudet
sesvoisinssontsupprimésdubuffercontenantl’ensembledesnœudsdugraphe.
Enrépétantcesdeuxétapesjusqu’àcequelebuffersoitvide,onobtientun
sous-ensemblemaximaldenœudsnon-voisins.Lesétapesdecetalgorithme
sontdécritesdansl’Algorithme7.

Algorithm7Algorithmeséquentielpourunensembleindépendantmaximal

VBuffer←V
VSelected←∅
while|VBuffer|>0do
n← Tiragealéatoired’unnœuddeVBuffer
VSelected←VSelected∪{n}
VBuffer←VBuffer\({n}∪Neighbours(n))

endwhile

Laparallélisationdel’algorithmeséquentielclassiquen’estpasimmédiate.
Lesnœudsdel’ensemblemaximalindépendantsontchoisislesunsaprèsles
autres.Pourparallélisercetalgorithme,ilfautpouvoirsélectionnerplusieurs
nœudssimultanémentavecl’assurancequecesnœudsnesontpasvoisins.

6.3.1 Algorithmesparallèlespourlestable maximal

Luby[100]décriten1985plusieursalgorithmesparallèlespourlarecherche
d’unensembleindépendantmaximal.Ilproposeunestructuredesélectionpa-
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rallélisabledécomposéeendeuxfonctionsappliquéesenparallèle:l’unesurles
nœuds(appeléeALGVERTEX)etl’autresurlesarêtes(appeléeALGEDGE).

LafonctionALGVERTEXprésélectionnelesnœudsdugraphe.Unefois
cetteétaperéalisée,cetteprésélectionestcomparéeselonlesarêtesdemanière
àneconserverqu’unsous-ensembledenœudsindépendants.

LafonctionALGEDGEcomparelesnœudsprésélectionnés.Pourchaque
arête,lesnœudssontcomparésdemanièreàdéterminerquelnœudconserver
dansl’ensembleindépendantintermédiaire.L’ensemblemaximalobtenude
cettemanièreestbienindépendant:lorsdeALGEDGE,l’algorithmevérifie
quedeuxnœudssélectionnésdansl’étapeALGVERTEXnesontpasvoisins.

Lastructured’algorithmeparallèleproposéeparLubyestdécritedans
l’Algorithme8.

Algorithm8Structured’unalgorithmeparallèle:étapedesélection

VBuffer←V
VSelected←∅
while|VBuffer|>0do
SoitG=(VBuffer,EBuffer)lesous-grapheinduitparVBuffer
VTemp←∅

fori∈VBuffer,enparallèledo ALGVERTEX
VTemp←VTemp∪ALGVERTEX(i)

endfor

fore=(v1,v2)∈EBuffer,enparallèledo ALGEDGE
ifv1∈VTempetv2∈VTempthen
v←ALGEDGE(e)
VTemp←VTemp\{v}

endif
endfor

VSelected←VSelected∪VTemp
endwhile

6.3.2 ALGVERTEXetALGEDGE

Luby[100]proposequatrealgorithmesparallèlespourdéterminerunen-
sembleindépendantmaximal.Nousdécrivonsicilesdeuxpremiersquinesont
pasdéterministes.L’algorithmeA,présentéenSection6.3.2,aunecomplexité
moyenneenO(log|V|).L’algorithmeB,présentéenSection6.3.2,aunecom-
plexitémoyenneenO((log|V|)2).Lesdeuxautresalgorithmesprésentéspar
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Lubysontuneversiondéterministedesalgorithmesprésentésici.Leurcom-
plexitéestdeO((log|V|)2).Lefaitquel’algorithmedesélectiondesnœuds
soitaléatoiren’estpasunproblèmepourl’applicationaudessindegraphe
multiéchelle,commedémontrédansFM3[63]etGRIP[50].Nouspréférons
doncnousconcentrersurlesalgorithmesayantlacomplexitéminimale.

Nousfaisonsiciunpointsurquelquesnotations.Idésigneunsous-ensemble
denœudsindépendants.N(I)désignel’ensembledesnœudsvoisinsdesnœuds
del’ensembleI.Idésigneunsous-ensembledenœudssélectionnéslorsde
l’itérationcourante.G=(V,E)désignelesous-graphedeG=(V,E)induit
parV\(I∪N(I)).

AlgorithmeA

LepremieralgorithmeproposéparLubyestbasésurunordreglobaldes
nœuds.Schématiquement,unefoislerangdesnœudsdéterminé,l’algorithme
sélectionneunensembleindépendantdenœudsdontlerangestminimal.De
cettemanière,plusieursnœudssontsélectionnéssimultanément.Pourdécrire
l’algorithme,nousreprenonslastructureétablieenAlgorithme8etdétaillons
lesfonctionsALGVERTEXetALGEDGE.

LafonctionALGVERTEXpermetd’attribuerunrangàchaquenœuddu
graphe,demanièreparallèle.Choisirunepermutationdesnœuds(i.e.untirage
sansremisedans1,|V|)estuneopérationessentiellementséquentielle:ilfaut
s’assurerquedeuxnœudsn’ontpaslemêmerang.Pourparallélisercetteétape,
lesrangssonttirésaléatoirementdansl’intervalle1,|V|4,cequipermet
detirerunepermutationavecunebonneprobabilité.Plusprécisément,la

probabilitéqu’unepairedenœudsaitlemêmerangest|V|2

|V|4
puisqu’ilya

|V|2pairesdenœudset|V|4rangspossibles.Laprobabilitéqueletiragesoit
unepermutationestalorsde1− 1

|V|2
.Desdétailsd’implémentationdecette

méthodedanslecasdegrandgraphessontdonnésenSection6.4.1.

L’algorithmeparcourtensuitelesarêtespourdéterminerlesnœudsayant
unrangpluspetitquetousleursvoisins.Cetteétapecorrespondàl’appli-
cationdelafonctionALGEDGE.Siunnœudrépondàcesconditions,ilest
sélectionnéetluietsonvoisinagesontsupprimésdubufferI.Ceprocessusest
décritparl’Algorithme9.Onpeutnoterqueparcettefonction,seullesnœuds
ayantunrangstrictementinférieuràl’ensembledesrangsdeleursvoisins
peuventêtresélectionnés.Deuxvoisinsnepeuventdoncpasêtresélectionnés
simultanémentcequiassurequel’ensemblemaximalestbienindépendant.

Aprèsplusieursitérationsdecesdeuxfonctions,lorsque|V|=0,l’ensemble
indépendantmaximumestobtenu.Lacomplexitétemporellemoyennedecet
algorithmeestdétailléesensection6.3.3.
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Algorithm9AlgorithmeA:ALGEDGE

πpermutationdesnœudsdeV
I←V
for(i,j)∈E do
ifπ(i)<π(j)then
I←I\{j}

else
I←I\{i}

endif
endfor

AlgorithmeB

L’algorithmeBn’utilisepasunrangpourclasserlesnœudsmaisprésé-
lectionneunsous-ensembledenœudsaléatoirementselonleurdegré.Seulsles
nœudsayantundegrésupérieuràl’ensembledeleursvoisinssontconservés.
NousdécrivonsmaintenantlesfonctionsALGVERTEXetALGEDGE.

LafonctionALGVERTEXnécessitequechaquenœudconnaissesondegré
lorsdel’itérationencours.Pourchaquenœud,unevariablealéatoireestdéfinie
àvaleursdansl’ensemble[0,1].Untiragealéatoireesteffectuépourchaque
nœudetlesnœudsayanttirélavaleur1sontprésélectionnés.Lavariable
aléatoireprendlavaleur1avecprobabilité 1

2·d(i)
.Pourlesnœudsdedegré0,

lavariablealéatoireprendlavaleur1avecprobabilité1.Lesnœudsdedegré
importantontdoncmoinsdechancesd’êtreprésélectionnésdecettemanière.

LafonctionALGEDGEparcourtensuitelesarêtespourdéterminerles
nœudsprésélectionnésdeplushautrang.Pourchaquearête,sisesdeuxex-
trémitéssontprésélectionnées,seullenœuddeplushautdegréestretenuet
l’autreestsupprimé.Ceprocessusestdécritdansl’Algorithme10.Seulsles
nœudsayantundegréplusélevéqueleursvoisinssontfinalementsélectionnés,
cequiimpliquequel’ensemblemaximalainsiobtenuestbienindépendant.Les
nœudsdehautdegréontuneprobabilitémoinsélevéequelesautresnœuds
d’êtreprésélectionnés,maiss’ilslesontilsontuneforteprobabilitéd’êtrefina-
lementsélectionné.Ilestaussiànoterqu’enconservantlesnœudsdeplushaut
degrélesous-grapheinduitdiminuerapidementdetaillepuisquelesnœudssé-
lectionnésontdenombreuxvoisins.

L’algorithmeBnécessitederecalculeràchaqueitérationlesdegrésdes
nœudspourlesous-grapheinduitG.Cetteétapesupplémentaireestréalisée
enO(log|V|)pourO(|E|)processeursenparallèles,contreO(1)pourl’algo-
rithmeAaveclemêmenombredeprocesseurs.Pourobtenirlacomplexité
totaledecesalgorithmes,ilresteàévaluerlenombred’itérationsmoyennes
avantd’obtenirunMIS.Danslaprochainesection,nousprésentonslapreuve
dunombred’itérationsmoyenavantd’obtenirunMIS.
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Algorithm10AlgorithmeB:ALGEDGE

I←Xl’ensembledesnœudsprésélectionnés
for(i,j)∈E do
ifi∈Xetj∈Xthen
ifd(i)<d(j)then
I←I\{i}

else
I←I\{j}

endif
endif

endfor

6.3.3 Nombred’itérationsdesalgorithmesdeLuby

Danscettesection,nousdonnonsquelquesélémentsdepreuvejustifiantle
nombred’itérationsnécessairesenmoyennepourobtenirunMISdesdeuxalgo-
rithmesdeLubyprésentésdanslasectionprécédente.Cesélémentsdepreuve
nousdonnentdesargumentspourchoisircommentimplémenterlasélection
d’unsous-ensembleindépendantdenœudsdansunenvironnementdistribué.
Notamment,cerésultatnouspermetd’obtenirlacomplexitédel’algorithme
desélectionproposéparArleoetal.[9],cequiconstituel’unedescontributions
denotrethèse.L’ensembledespreuvespeutêtreretrouvédanslepapierde
Luby[100].

Théorème6.1.SoientYAk (respectivementY
B
k)lesvariablesaléatoiresrepré-

sentantlenombred’arêtesdansE avantlak-ièmeitérationdel’algorithme
A(respectivementB).

E[YAk −Y
A
k+1]≥

1

8
·YAk −

1

16

E[YBk −Y
B
k+1]≥

1

8
·YBk

LeThéorème6.1permetdedéduirelacomplexitétemporelledel’algo-
rithme.Enmoyenne,àchaqueitération,plusd’unhuitièmedesarêtesdu
sous-grapherestantsontsuppriméesdubuffer.Ainsi,lenombred’arêtesdé-
croîtexponentiellementvite,tantpourl’algorithmeAquel’algorithmeB.En
moyenne,lacomplexitétemporelledecesalgorithmesestdoncdeO(log(|V|)).
Nousdonnonsensuitedesélémentsdepreuvespourl’algorithmeB.

ÉlémentsdepreuvesduThéorème6.1.Lesarêtesquisontsuppriméesdubuf-
ferentredeuxniveauxsontcellesdontl’unedesextrémitésaumoinssetrouve
dansl’ensembledesnœudssélectionnésetdeleurvoisins.Ensommantsurles
nœuds,oncomptecesarêtesdeuxfois.L’espérancepeutalorsêtreminoréede
lamanièresuivante:
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E[YBk −Y
B
k+1]≥

1

2
i∈V

d(i)·Pr[i∈I∪N(I)]

≥
1

2
i∈V

d(i)·Pr[i∈N(I)]

Unlemmeentreenjeudanslasuitedeladémonstration.Nousn’enpropo-
sonspasdepreuvemaisellepeutêtreretrouvéeenintégralitédanslepapier
deLuby[100].

Lemme6.2.∀i∈V telqued(i)≥1:

Pr[i∈N(I)]≥
1

4
min

sum(i)

2
,1

Avecsum(i)=
j∈N(i)

1
d(j)
.

Grâceàcelemme,nouspouvonsdévelopperl’inégalitéeneffectuantune
disjonctiondecassurlavaleurdesum(i).

E[YBk −Y
B
k+1]≥

1

8








i∈V
sum(i)≤2

d(i)·
sum(i)

2
+

i∈V
sum(i)>2

d(i)








≥
1

8








1

2
i∈V

sum(i)≤2
j∈N(i)

d(i)

d(j)
+

i∈V
sum(i)>2

j∈N(i)

1








Eneffectuantlamêmedisjonctiondecaspourlesnœudsvoisinsj,ilest
possibledetransformercessommessurlesnœudsendessommessurlesarêtes
dugrapheG=(V,E).Eneffectuantcettetransformation,onnecompteplus
qu’unefoislacontributiondechaquenœud,cequientraînelamultiplication
decertainstermesparunfacteur2.Enremarquantquetouteslesarêtesdu
graphesontdécritesparladisjonctiondecasetqueletermedechaquesomme
estsupérieurà1,onexprimefinalementcetteinégalitéentermedunombre
d’arêtes.

E[∆YB]≥
1

8









(i,j)∈E
sum(i)≤2
sum(j)≤2

1

2
·
d(i)

d(j)
+
d(j)

d(i)
+
(i,j)∈E
sum(i)≤2
sum(j)>2

d(i)

2·d(j)
+1 +

(i,j)∈E
sum(i)>2
sum(j)>2

2











≥
1

8
|E|=

1

8
YBk
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6.3.4 DistributiondesalgorithmesdeLuby

LatranspositiondesalgorithmesdeLubyestréalisableauseindupara-
digmePregel.Eneffet,commeprésentéenSection6.3.1,lesalgorithmespa-
rallèlesdeLubysedécomposentenundeuxfonctionsàappliquerenparallèle,
unesurlesnœudsetunesurlesarêtes.Transposercesfonctionsdanslepa-
radigmePregelestaisépuisquePregelsuitdéjàcesétapeslorsdel’exécution
desalgorithmesdegraphes.

LafonctionALGVERTEX,appliquéesurlesnœudsenparallèle,revientà
appliquerlafonctionMapsurl’ensembledesnœuds.Cetteétapeestsystéma-
tiquementréaliséaprèsl’arrivéedemessageversunnœud.

LafonctionALGEDGEn’existepasdirectementpuisqu’aucuneopération
n’estréaliséedirectementsurlesarêtes.Cependant,satranspositioncorres-
pondàl’envoidemessagelelongdesarêtes.PourappliquerlafonctionAL-
GEDGE,ilestnécessairedeconnaîtrelesdonnéesdechaquenœudainsique
lesdonnéesdesarêtes.Toutescesinformationssonttransmisesauxnœuds
voisinsparenvoidemessagesetlafonctionALGEDGEpeutêtredirectement
appliquéeàchaquenœudlorsdelaréceptiondesmessages.

Iln’yapasdepertedescalabilitéenutilisantcettetransposition.L’opé-
rationde Mapesteffectuéeenparallèlesurchaquenœud.Aprèsl’envoide
messages,ceux-cisontcombinésenunseulmessagecequiassurequ’iln’yait
pasdepertesdeperformanceslorsduMapàcaused’unnombretropimportant
devoisins.Cettecombinaisondesmessagesarrivantsurunnœuds’apparenteà
uneopérationdeReduceetnemodifieenrienledéroulementdel’algorithme.

Nousavonsimplémentél’algorithmeAdeLuby[100]enSpark[139].Le
codedecetalgorithmeestprésentéenFigure6.1.Lesperformancescette
implémentationsontprésentéesenSection6.5.1.

Implémentation

Nousapportonsunemodificationmineureautiragedurangpourchacun
desnœudslorsdeladécompositionrécursive.Lerangdechaquenœudestun
entierlongde64-bitsaulieud’êtretirédemanièreuniformedansl’intervalle
1,|V|4.

Enappliquantstrictementl’algorithmedeLuby,ilneseraitpaspossible
dedécomposerdesgraphesde2

64
4 =216oumoins.Danslapratique,cette

approximationn’altèrepaslesperformancesdel’algorithmedeMIS,d’autant
plusqu’auboutdequelquesitérationslenombredenœudsrestantdansle
grapheafortementdiminué.

DessindegraphedistribuéetBigData 147



6.3.StablemaximaletalgorithmesdeLuby

caseobjectNOT_SELECTEDextendsSelection{}
caseobjectSELECTEDextendsSelection{}
caseobjectNEIGHBOUR_SELECTEDextendsSelection{}

def sendMessage(t: Triplet)= {
(t.srcAttr._2,t.dstAttr._2)match {
case(NOT_SELECTED, NOT_SELECTED)=>
t.sendToSrc((t.dstAttr._1,false))
t.sendToDst((t.srcAttr._1,false))

case(NOT_SELECTED,SELECTED)=>
t.sendToSrc((1.0,true))

case(SELECTED, NOT_SELECTED)=>
t.sendToDst((1.0,true))

case(NOT_SELECTED, NEIGHBOUR_SELECTED)=>
t.sendToSrc((1.0,false))

case(NEIGHBOUR_SELECTED, NOT_SELECTED)=>
t.sendToDst((1.0,false))

case_=>
}

}

def mergeMessage((seed1, has1),(seed2, has2)) = {
(Math.min(seed1,seed2), has1||has2)

}

def algVertex((myseed, mysel),(minSeed,selNei))= {
if((mysel==SELECTED)||(mysel==NEIGHBOUR_SELECTED))
(myseed, mysel);

elseif (selNei)
(myseed, NEIGHBOUR_SELECTED);

elseif (myseed< minSeed)
(myseed,SELECTED);

else
(scala.util.Random.nextFloat(), mysel);

}

val mis = Pregel(
graph,(0.0, false),maxIterations= Int.MaxValue)

(algVertex(_,_),sendMessage(_), mergeMessage(_,_));

Figure6.1–CodeSpark(Scala)pourl’algorithmeAdeLuby[100]
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6.3.5 MultiGILA:Complexitédeladécompositionré-

cursive

Dansleurpapierde2016,Arleoetal.[9]présententunalgorithmede
dessinmultiéchelledistribué.L’algorithmededécompositioncorrespondàl’al-
gorithmeAdeLuby[100]pourunMISàdistance2.Arleoetal.neproposent
pasdecomplexitépourleuralgorithmededécomposition.Nousproposonsune
analysedeleuralgorithmeauregarddesrésultatsprésentésparLuby.

Générationd’unepermutation Arleoetal.utilisentlesidentifiantsdes
nœudscommerangdanslapermutationaulieud’engénérerdenouveauxà
chaqueitération.Iln’yadoncpasdegénérationdenombrealéatoiredansleur
versiondel’algorithmeAdeLuby.Celan’apasd’incidencesurlacomplexité
théoriquedel’algorithme.

Danslapratique,nousavonstestécetteméthodeetlaméthodegénérant
desrangsaléatoiresauxnœudsàchaqueitérationconvergesignificativement
plusrapidementqu’enconservantlesidentifiantsdesnœudscommerangtout
aulongdel’exécution.

Nousavançonsl’hypothèsequelorsquelesrangssontconservés,ilestplus
difficiledetrouverdesnœudsayantunrangminimalaprèslapremièreronde
desélection.Lesnœudsnonsélectionnéslorsdecetterondenelesontpasà
causedurangdeleurvoisin,quinesontpasmodifiésentrelesrondes.Un
nouveautirageentrechaqueitérationpermettraitd’évitercessituationsde
blocage.

Nombred’itérations LafiltrationproposéeparFM3estséquentielle,mais
ellepeutêtredistribuéeenutilisantl’algorithmedeLuby,voirSection6.3.
Pourunclusteringàdistance2,lesnœudssélectionnésdoiventêtreàdistance
3oupluslesunsdesautres.Iln’estdoncpassuffisantqu’unnœudaitunrang
inférieuràsesvoisins,ilfautaussiqu’ilaitunranginférieurauxvoisinsdeses
voisins.

Enutilisantl’algorithmeAdeLubypourtrouverunensembleindépendant
àdistance3,lenombrederondesnécessairesenmoyennepourobtenirun
MISn’estpasmodifiée.L’algorithmesélectionnemoinsdenœudsquepourun
ensembleindépendantmaximalàdistance2maissupprimeenretourplusde
nœudsetd’arêtes.Ilestpossiblederéécrireledébutdeladémonstrationdu
Théorème6.1delamanièresuivante:

E[YBk −Y
B
k+1]≥

1

2
i∈V

d(i)·Pr[i∈I∪N(I)∪N(N(I))]

≥
1

2
i∈V

d(i)·Pr[i∈N(I)]
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Laborneinférieureobtenueainsin’estpasserrée:ilyaintuitivementplus
denœudsdansl’ensembledesvoisinsàdistance2quedansl’ensembledes
voisins.Cependant,lerestedeladémonstrationestinchangé.

Nombredemessages Dansunenvironnementdistribuéoùlesdonnéessont
répartiessurplusieursmachines,chaquenœuddoitconnaîtrel’informationde
sesvoisinsàdistances2pourpouvoirprendreunedécision.Ceciestvalable
pourlasélectiond’unsous-ensembledenœudsindépendants,maisaussipour
créerlesous-grapheaveclespoidsd’arêtescorrespondantsetpourplacerles
nœudsaprèsavoirdessinéuneéchelle.Dupointdevuedunombredemes-
sagestransmisdansleparadigmePregel,deuxrondessontnécessairespour
transmettredesdonnéesauxnœudsàdistance2.Lorsdelapremièreronde,
chaquenœudenvoiesonrangàchacundesesvoisins,soient2·|E|messages
envoyésautotal.Danslaseconderonde,chaquenœudretransmetlesmessages
qu’ilareçusàchacundesesvoisins,soient

v∈Vi

deg(v)2messages.Lenœudv

retransmetdeg(v)messagesàdeg(v)nœuds.UnpapierdedeCaen[34]pro-
posedesbornesinférieuresetsupérieurespourlasommeducarrédesdegrés
d’ungraphe:

4|E|2

|V|
≤
v∈Vi

deg(v)2≤|E|(
2|E|

|V|−1
+|V|−2)

LenombretotaldemessagesestdoncO(|E|
2

|V|
+|V||E|),cequinepasse

pasbienàl’échelle.DansMuGDAD,nousavonschoisidenouslimiteràun
clusteringàdistance1demanièreàéviterlescasextrêmesetàsimplifierles
étapesdesélectiond’unsous-ensembledenœuds,decréationdusous-graphe
etdeplacementdesnœuds.

6.4 MuGDAD:Algorithmededessin multié-

chelle

Danscettesection,nousrevenonssurMuGDAD[76],notrealgorithmede
dessinmultiéchelleadaptéauparadigmeMapReduce.LastructuredeMuG-
DAD,présentéedansl’Algorithme11,suitlastructuredeGRIPetFM3présen-
téedansl’Algorithme6.Cettestructureestlamêmepourl’algorithmeséquen-
tieletl’algorithmedansleparadigmeMapReduce.L’algorithme11présente
encommentairelessectionsoùsontdétailléeschaqueétapedel’algorithme.
Troisétapessontutiliséespourcréerunehiérarchiedegraphes:ladé-

compositionrécursive(cf.Section6.4.1),lecalculdupoidsdesarêtes(cf.Sec-
tion6.4.2)etleplacementinitialdesnœuds(cf.Section6.4.3).Pourchacune
decesétapes,l’algorithmeséquentieletl’algorithmedansleparadigmeMap-
Reducesontdétaillés.
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Algorithm11MuGDAD

G0=(V0,E0)← Grapheinitial Initialisation
i←0
while|Vi|>3do Phasedesélection
Vi+1←LubyA+Clustering(Vi) Section6.4.1
i←i+1
CalculdupoidsdesarêtesEi Section6.4.2
CréationdugraphequotientGi=(Vi,Ei) Section6.4.2

endwhile
N←i
forjdeNà0do Phasededessin
ifj<Nthen
PlacementdesnœudsdeGj−1 Section6.4.3

endif
CalculdudessindeGj(quelquesitérations) Section6.4.4

endfor

Dansunderniertemps,nousdétaillonslesmodificationsréaliséessurnotre
algorithmededessindistribuéclassique(cf.Chapitre4)pourlerendreplus
efficacedansencombinaisonavecl’approchemultiéchelle,cf.Section6.4.4.

6.4.1 Sélectiondesnœudsetclustering

Détailsdel’algorithme

LadécompositionrécursiveutiliséedansMuGDAD[76]estsimilaireàcelle
proposéeparFM3[63].Cettedécompositionassocieunalgorithmedesélection
denœudsindépendantavecunalgorithmedeclustering.Lesclusterssontun
sous-ensembledenœudsdugraphe.Lerésultatdecettedécompositionestun
ensembledeclustersformantunepartitiondesnœudsdugraphe.

Ladécompositionenclusterpermetdecréerungraphequotientquicorres-
pondàl’échellesuivantedansladécompositionmultiéchelle.Danslegraphe
quotient,lesclusterssontagrégésenmeta-nœudsetlesarêtesconnectantdes
clustersdifférentssontagrégésenmeta-arêtes.

Ensemble maximalindépendant Pourtrouverunensemblemaximalin-
dépendant(MIS), MuGDADutilisel’algorithmeparallèleAdeLuby[100].
NousavonschoisicetalgorithmeparmiceuxproposésparLubycarsacom-
plexitémoyennedeO(log|V|)estplusbassequecelleproposéepourlesautres
algorithmesdeLuby.Cetteversiongénèreplusdenombresaléatoires,cequi
n’estpasunproblèmedansnotrecas.Cetteversionestaussilaplussimpleà
implémenterparmitouteslesversionsproposées.
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Figure6.2–Arbrededécisionappliquéeàchaquenœudnonsélectionnéà
chaquerondedePregel.

Achaqueitérationdel’algorithme,unsous-ensembleindépendantdenœuds
estsélectionnéetleclusteringesteffectuéàpartirdecesnœuds.

MISetclustering L’étapedeformationdesclustersestréaliséeaprès
chaquesélectiond’unsous-ensembledenœudsparl’algorithmede MIS.Le
voisinagedesnœudssélectionnésestnotifiédemanièreàcréerlesclusters.
Cetteétaperemplacel’étapedesuppressiondesnœudsdubufferdanslesal-
gorithmesdeMIS,cf.Algorithme7:lesnœudsrestantdanslebuffersontles
nœudsquin’appartiennentàaucuncluster.
Lorsdel’algorithmedesélection,lesnœudspeuventêtredanstroisétats:

nonsélectionné(NON_SEL),sélectionné(SELECTIONNE)etvoisind’un
nœudsélectionné(VOISIN_SEL).NON_SELcorrespondàl’étatdesnœuds
quin’appartiennentàaucuncluster.SELECTIONNEcorrespondauxnœuds
sélectionnésavecl’algorithmedeMIS.VOISIN_SELcorrespondauxnœuds
voisinsdesnœudssélectionnés.Pourlesnœudsdansl’étatVOIS_SEL,l’in-
formationdeleurvoisinderéférenceestconservéedemanièreàdéterminerles
clusters.
Dansunenvironnementséquentiel,lorsdel’étapedeclustering,lesnœuds

sélectionnésnotifientleursvoisinsdemanièreàcréerlesclusters.Denouveaux
nœudssontensuitesélectionnésgrâceàl’algorithmedeLubyjusqu’àceque
touslesnœudsdugraphesoientdansuncluster.Lechangementd’étatdes
nœudsdansleparadigmePregelpeutêtreréalisésansdistinguerl’étapede
sélectiondesnœudsetl’étapedeclustering,cf.Sectionsuivante.

AlgorithmedansleparadigmePregel

Pourtransposerladécompositionrécursivedansunenvironnementdistri-
bué,leparadigmePregelestleparadigmeleplusadaptéàlasélectiond’un
sous-ensembledenœuds,cf.Section6.3.4.Pourdécrirelesalgorithmesdece
paradigme,ilsuffitdedécrirel’algorithmequechaquenœudappliqueselon
lesmessagesqu’ilreçoitetlesmessagesqu’iltransmetauxnœudsdugraphe
(généralementàsesvoisins),cf.Section2.2.2.
L’envoidemessagesestréaliséuniquementàdestinationdesnœudsnon
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Figure6.3–ApprochemultiéchelleenPregel.(Gauche)Envoidemessages
auxnœudsnonsélectionnés.Letypedemessagedépenddel’émetteur(soleilou
nœudnonsélectionné).(Milieu)Combinaisondesmessagesreçus.Lesmessages
reçussontréduitsenununiquemessage.(Droite)Lesnœudsmodifientleur
étatenfonctiondumessagereçu.

sélectionnés,lesautresnœudsétantdéjàdansuncluster.Deuxtypesdemes-
sagessonttransmisàchaquerondedePregel:

•entrenœudsnonsélectionnés(NON_SEL)pourdéterminerlesnœudsdu
MISselonl’algorithmedeLuby.Lesnœudsnonsélectionnéstransmettent
àleurvoisinsleuridentifiantainsiqueleurrangdemanièreàtrouverles
nœudsderangminimal,

•entrenœudssélectionnés(SELECTIONNE)etnœudsnonsélectionnés(NON_-
SEL)pourformerdesclusters.Cesmessagescontiennentl’identifiantdu
nœudsélectionné.

Parmilesdifférentsmessagesqu’unnœudreçoit,l’étapedeReducepermet
desélectionnerununiquemessagepourmodifierl’étatdunœud.Lapriorité
estdonnéeauxmessagesprovenantdenœudssélectionnés,pourformerun
nouveaucluster.Silenœudn’estpasdéjàdansuncluster,ilestagrégéavec
sonvoisinsélectionné.Siunnœudnonsélectionnénereçoitaucunmessagede
cetype,ilcomparesonrangaurangminimalparmisesvoisinsnon-sélectionnés
demanièreàdéterminers’ilchanged’état,cf.Section6.3.2.L’étapedeReduce
estillustréeparl’arbrededécisionenFigure6.2.
DansleparadigmePregeletpourdesclustersdenœudsvoisins,leclus-

teringetlasélectiondesnœudssontréaliséslorsdelamêmeétape.Cette
propriéténepeutêtreconservéepourunclusteringàdistancegraphede2ou
plus,cf.Sectionsuivante.
L’algorithmedesélectiondansleparadigmePregelestillustréenFigure6.3.

Influencedeladistancede MIS

DansMuGDAD,àladifférencedeFM3,l’ensemblemaximalindépendant
estforméàdistance2(c’est-à-direentrenœudsnonvoisins)etnonpas3.
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(a)Distance2 (b)Distance3

Figure6.4–Décompositionenclusterbaséesurunensemblemaximalindé-
pendant.Envert,distanceminimalepourlecheminlepluscourtentredeux
soleils.Enrouge,distancemaximalepourlecheminlepluscourtentredeux
soleils.Lesnœudssontreprésentéspardesastresselonlamétaphorepropo-
séeparFM3(Gauche)Ensemblemaximalàdistance2.(Droite)Ensemble
maximalàdistance3.

Eneffet,ladécompositionrécursivepourlaversionMapReducedenotreal-
gorithmeesteneffetplusfacileàmettreenœuvreàdistance2etoffreune
complexitémoindre,cf.Section6.3.5.Nousdétaillonsicilesprincipalesdiffé-
rencesliéesàladistancechoisiepourleMISendistinguantlesMISàdistance
2etlesMISàdistance3ouplus.

Formedesclusters Lesclustersobtenusenutilisantunedécompositionà
distance2ou3sontdifférents.Ladistanceentrenœudssélectionnés(soleils
danslamétaphoredeFM3)pourdesclustersvoisins,i.e.pourlesquelsilexiste
unearêteconnectantlesdeuxclusters,permet,parexemple,dedifférencierles
deuxapproches.
Soituetvdeuxnœudssélectionnésdontlesclusterssontvoisins.Enuti-

lisantun MISclassique,i.e.àdistance2,ladistancegrapheduventreuet
vestcompriseentre2et3.Danslecasd’un MISàdistance3,ladistance
grapheduvestcompriseentre3et5.Leclusteringàpartird’unMISàdis-
tance3permetdoncd’obtenirmoinsdeclustersqueleclusteringàpartird’un
MISclassiqueetcesclusterscontiennentplusdenœuds.Cesdistancessont
illustréesenFigure6.4.

Grapheenétoile Leclusteringàpartird’un MISàdistance3permet
d’éviteruncaspathologiquedeladécompositionrécursive:lesgraphesen
étoile.Cettefamilledegraphesestconstituéedesarbresdeprofondeur1avec
kfeuilles.Pourcesgraphes,lorsquek>1,ilyaunseulnœuddontledegré
eststrictementsupérieurà1.
LesalgorithmesclassiquespourtrouverunMISfavorisentlasélectiondes

feuillesdel’arbre.L’algorithmeséquentielclassiqueauneprobabilitéde|V|−1
|V|

desélectionnerlesfeuillesdel’arbrepourcréerle MIS.Lesalgorithmesde
Lubyfavorisentaussilasélectiondesfeuilles(comparaisonaveclerangdes
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Figure6.5–Décompositionrécursived’ungrapheenétoileparl’algorithme
dedécompositiondeMuGDAD:caspathologique.

voisinspourl’algorithmeAetutilisationdudegrédunœudpourl’algorithme
B).

LegraphecrééàpartirdeceMISestalorsluiaussiungrapheenétoile
contenant|V|−1nœuds,commeillustréenFigure6.5.Ladécomposition
récursiveestdoncbloquéedansunebouclejusqu’àcequelenœudcentralsoit
sélectionné.Legrapheestalorsrésuméàununiquenœud.

Clusteringetdistance Lorsqueleclusteringesteffectuéaveclesnœuds
àdistancegraphe2ouplus,ilestnécessaired’ajouteruneétapedesynchro-
nisationentrelasélection.Eneffet,lesnœudsnedisposentpasdel’étatde
leursvoisinsàdistance2oupluslorsqu’ilsprennentladécisiondemodifierson
état.Ilfautalorssegmenterl’étapedesélectiondesnœudsetcelledecréation
desclustersdemanièreàcequelesnœudsquidevraientêtreattribuésàun
clusterdonnénepuissentdevenirsélectionnésletempsquel’informationleur
parvienne.

Danslecasparticulierduclusteringentrenœudsvoisins,l’étapedesélec-
tiondesnœudsetl’étapedecréationdesclusterspeuventêtreréaliséessans
nécessiterd’étapedesynchronisation.Lesnœudssélectionnésetlesnœuds
non-sélectionnéstransmettentleurétatsouslaformedemessage.Pourles
nœudssélectionnés,cesmessagesvisentàformerdesclusters.Pourlesnœuds
non-sélectionnés,cesmessagescherchentàdéterminersicenœuddevientsé-
lectionnéounon.Lorsdel’étapedeReducedesmessages,unarbrededécision
permetdemodifierl’étatdunœudenconséquence.

6.4.2 Graphequotientetpoidsdesarêtes

Unefoisladécompositionenclustersobtenue,legraphesuivantdel’ap-
prochemultiéchelleestcalculé.Danslecasde MuGDAD,cegrapheestun
graphequotientobtenugrâceauxclusters.Lesclusterssontagrégésennœuds
etlesarêtesconnectantdeuxclustersdifférentssontagrégésenarêtes.Les
arêtesdugraphesquotientsontpondéréesdemanièreàcequeledessindes
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graphesquotientsdonnentdebonnesconditionsinitialespourledessindes
graphesàl’échellesupérieure.

Détailsdel’algorithme

LecalculdugraphequotientsuitleschémaproposéparFM3[63].Legraphe
quotientestcalculéetlepoidsdesesarêtesestdéterminé.Lepoidsdesarêtes
correspondaupoidsmoyendesarêtes

Graphequotient Unefoisladécompositionenclusterobtenuepourun
niveau,legraphedel’échellesuivanteestcalculé.PourMuGDAD,cegraphe
correspondaugraphequotientinduitparlesclustersdenœuds.Lesarêtesdu
graphequotientsontobtenuesenagrégeantlesarêtesdugrapheconnectant
desclustersdifférents.

Lesclustersobtenusdansl’étapedefiltrationsontcompressésenmeta-
nœuds,lesnœudsdugraphecorrespondantàlaprochaineéchelle.Denouvelles
meta-arêtessontcrééesentrelesclustersadjacents.

Poidsdesarêtes Lorsdelasimplificationrécursivedugrapheoriginalpar
desgraphesquotients,ladistancegrapheentrelesarêtesdugrapheoriginalest
perdue.Legraphequotientseulnepermetpasd’obtenirdebonnesconditions
initialespourledessinsuivantdansladécompositionmultiéchelle.Lesalgo-
rithmesdedessinmultiéchelleassocientdoncunpoidsàchaquearêtequiest
uneapproximationdeladistancegraphedesnœudsdanslegrapheoriginal.

Pourlecalculdupoidsdesarêtes,FM3utiliselecheminlepluscourt
entredeuxsoleilsvoisinscommeréférence.Lessoleilsvoisinssontlesnœuds
sélectionnésdontlesclusterssontconnectés.S’ilexisteununiquecheminle
pluscourt(pourladistancegraphe)entredeuxsoleilsvoisins,l’arêtedugraphe
quotientapourpoidslasommedespoidsdesarêtesduchemin.

Danslaplupartdescas,ilexisteplusieurscheminsdecetype.Deuxcasde
figuresontpossibles:

•auseind’uncluster,plusieurscheminslespluscourtsexistentversunsoleil,

•ilexisteplusieursarêtesconnectantlesmêmesclusters.

Siplusieurscheminsexistent,lamoyennedupoidstotaldecescheminsest
calculéepourdéterminerlepoidsdel’arêtedugraphequotient.Cesdeux
typesdecheminssontreprésentésenFigure6.6.

Pourcalculerlepoidsd’unearêtedugraphequotient,FM3partdesarêtes
dugraphequotient.Pourchaquearêtedugraphequotient,lesarêtesdugraphe
parentconnectantlesdeuxclusters(nœudsdanslegraphequotient)sontconsi-
dérées.Pourchacunedecesarêtes,lalongueurdescheminslespluscourtsentre
lesdeuxsoleilsempruntantcettearêtesontévalués.Finalement,lamoyenne
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Figure6.6–Troischeminslespluscourtsentredeuxsoleils.(Enbas)Les
cheminsjauneetrougeillustrentdeuxcheminslespluscourtspassantparla
mêmearêteconnectantlesdeuxclusters.Auseinducluster,ilexistedeux
cheminspossiblesverslesoleil.(Enhaut)Autrecheminpossiblepassantpar
uneautrearêteconnectantlesdeuxclusters.

dutotaldecescheminsestcalculée,cequidonnelepoidsdel’arêtedugraphe
quotient.

LecalculeffectuéparFM3prendencomptelescheminspluscourtstran-
sitantparlesarêtesdugrapheparentconnectantdeuxclustersetnonpas
seulementlescheminspluscourtsdupointdevuedeladistancegraphe.

Influencedeladistance

Dans MuGDAD,le MISestcalculéentrenœudsàdistancegraphe2,
contrairementàladistance3utiliséeparFM3.Pourlacréationdugraphe
quotientetlecalculdupoidsdesarêtes,lescalculssontsimplifiés.Nousdé-
taillonsicileschangementsliésàladistancegrapheutiliséepourleclustering.

Simplificationdescalculs Lechoixd’effectuerleMISàdistance2permet
desimplifierlecalculdupoidsdesarêtes.PourunMISàdistance2associéàun
clusteringaveclesnœudsvoisins,lesarêtesconnectantdeuxclustersdifférents
sontassociéesàununiquecheminlepluscourtentredeuxsoleils.Eneffet,ces
arêtesconnectentdeuxplanètes(VOIS_SEL)ouuneplanète(VOIS_SEL)et
unsoleil(SELECTIONNE).Iln’yapasd’embranchementspossiblesauplus
courtcheminauseinduclusterenpartantd’uneplanète.

Ladistancedeclusteringréduitepermetd’accélérerlecalculdupoidsdes
arêtes,quecesoitdansunenvironnementséquentieloudansleparadigme
MapReduce.Lecalculdupoidsdesarêtesnécessitedoncmoinsd’intermé-
diaires:lesdonnéesnécessairesaucalculsontdisponiblesàunedistancemaxi-
malede1.
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Figure6.7–DansleparadigmeMapReduce,legraphequotientestcalculéen
troisétapes.(Gauche)Étapedepréparationducalcul.(Milieu)Étaped’agré-
gationdesnœuds.(Droite)Etaped’agrégationdesarêtes.

Croissanceexponentielledupoids Lecalculdupoidsdesarêtesproposé
parFM3nepeutpasêtretransposédirectementàMuGDAD.Lecalculproposé
parFM3créedesarêtesdontlepoidsestexponentielaveclenombredeniveaux.
Lorsqueladécompositionrécursivecréedenombreuxniveaux,commecela
peutêtrelecasdans MuGDADàcausedeladécompositionàdistance1,
lepoidsdesarêtesn’aplusaucunrapportavecladistancegrapheentreles
nœuds.

AchaqueniveaudeladécompositiondeFM3,lepoidsdel’arêteestmul-
tipliéparladistancegraphemoyenneentredessystèmessolairesvoisins.Plus
précisément,enconsidérantlepoidsmoyendesarêtespiauniveaui,unearête
dugraphequotientapourpoidsk·piaveckuncoefficientcorrespondantàla
distanceentrelesdeuxsoleils,comprisentre3et5danslecasdeFM3.

LamanièreparlaquelleFM3gèreceproblèmen’estpasclaire:soitl’algo-
rithmenerencontrepasleproblèmegrâceàsonclusteringàdistancegraphe
2,soitlepoidsdesarêtesestmisàl’échelleentrechaqueniveaupourassurer
queledessinestconvenable.

Pourévitercettecroissanceexponentielle,nousproposonsuneautreheu-
ristique.Parmilesarêteslelongducheminlepluscourt,lepoidsmaximum
estconservé.Lesautresarêtescontribuentsouslaformed’untiragealéatoire
selonuneloiuniformedansl’intervalle1,i,avecilenombred’échellesdans
ladécompositionmultiéchelle.Cetteheuristiquepermetd’assureruneconti-
nuitédupoidsdesarêtes(quieststrictementcroissant)etévitelacroissance
exponentielle.

Algorithmedansleparadigme MapReduce

Commerelevédanslasectionprécédente,legraphequotientetlecalculdu
poidsdesarêtespeutêtreeffectuéenconsidérantlesarêtesconnectantdeux
clustersparmil’ensembledesarêtes.Cetteopérationseprêteauparadigme
MapReduce:uneopérationdeMapsurlesarêtesdugrapheparentpermet
d’effectuerlecalculdupoidsdesarêtesconnectantdeuxclustersetuneopé-
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Figure6.8–Créationd’unenouvelleéchelle.(Gauche)OpérationMapsur
lesarêtes.Chaquearêteconnectantdeuxclustersesttransforméeenunemeta-
arêtedontlamasseestcalculée.(Milieu)OpérationdeReducesurlesmeta-
arêtes.Lesmeta-arêtesconnectantlesmêmeclusterssontfusionnéesenune
seulearête.(Droite)Résultat.Graphefinaldontlepoidsdesarêtescorrespond
àlamoyennedupoidsdesmeta-arêtes.

rationdeReducepermetdetrouverlepoidsmoyendesarêtesconnectantles
mêmeclusters.
Lecalculdugraphequotients’effectueendeuxtemps:uneétapeprépara-

toireaucalculetlesopérationsdeMapReduce.Cesétapessontillustréesen
Figure6.7.

Etapepréparatoireaucalcul Lorsdel’étapedeprécalcul,lecalculdu
poidsdesarêtesestmisenplace.Lesdonnéesnécessairesàcecalculsonten-
voyéesauxplanètes(VOIS_SEL)duclusterparlesoleil(SELECTIONNE)du
cluster.Cesdonnéessonttransmisespardesmessagesenvoyéslelongdesarêtes
connectantlesplanètesausoleild’unmêmecluster.Lesmessagescontiennent
lepoidsdel’arêteconnectantlaplanèteàsonsoleil.
Lorsdel’opérationdeMap,cf.Sectionsuivante,lepoidstotald’unearête

connectantdeuxclusterspeutêtrecalculédirectement:cepoidstotalestla
sommedupoidsdel’arêteconsidéréeetdesarêtesconstituantlecheminle
pluscourtdontlepoidsaététransmislorsdecetteétapedeprécalcul.

Algorithme MapReduce Lecalculdugraphequotientestréaliségrâceà
uneopérationdeMapReduce,dontlasortieconsisteenunensembled’arêtes
pondéréesconstituantlenouveaugraphe.L’identifiantdesnœudsdecesarêtes
correspondàl’identifiantdusoleilducluster,demanièreàinitialiserlaposition
dudessinfacilement,cf.Section6.4.3.
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UneopérationMapestappliquéesurlesarêtesdugraphe.Lorsdecette
opération,lesnœudsdugraphequotientsontcréés.Leuridentifiantestceluidu
soleilduclustercorrespondant.Cetteopérationrenvoiel’ensembledesarêtes
dontlesextrémitéssetrouventdansdeuxclustersdifférents.Lecalculdupoids
desarêtesintermédiairesestaussieffectuélorsdel’étapedeMap.L’ensemble
desinformationssontdisponiblesgrâceàlaphasepréparatoire.

Enfin,l’opérationdeReducepermetd’agrégerlesarêtesconnectantles
mêmessystèmessolaires.Paruneopérationdemoyenne,lesmeta-arêtesainsi
dupliquéessontréduitesenuneseulearête.Lesarêtespondéréesdugraphe
quotientsontobtenuesensortiedecetteopérationdeReduce.Pourcalculer
lamoyenne,unpatrondeconceptionestutilisé(cf.MineretShook[106]par
exemple).

Complexité SoitGi=(Vi,Ei)legraphegénéréparl’approchemultiéchelle
auniveaui.Nousproposonsd’observerlacomplexitédelacréationdugraphe
quotientlorsdesdifférentesopérationsdel’algorithmeMapReduce.

Lorsdelaphasepréparatoire,jusqu’à|Ei|messagessonttransmis.Eneffet,
lesmessagessonttransmisauseindesclusters,dessoleilsverslesplanètes.
Deplus,cetteinégalitéestuneégalitélorsqu’iln’yaaucunearêteentreles
différentsclusters,i.e.lorsqu’iln’yaqu’unclusterdanslegraphe.

Lorsdel’étapedeMap,ilyaauplus|Ei|−1arêtesentredifférentsclusters.
Cetteinégalitéestuneégalitépourlesgraphesenétoile,cf.Section6.4.1.Cette
opérationMapestdiviséeentreplusieursmappers,chacuntravaillantsurune
partiedesarêtes.Lacomplexitétotaledecetteopérationde Mapestdonc
diviséeparlenombredemappersm,pourunecomplexitétotaledeO(|Ei|

m
).

L’opérationdeReduceestappliquéesurlesO(|Ei|)arêtesobtenuesdans
l’opérationdeMap.L’opérationdeReduceestdistribuéeparmilesrreducers,
pourunecomplexitétotaledeO(|Ei|

r
).

6.4.3 Initialisationetplacementintelligent

Unefoisledessind’unniveauterminé,àl’aidedel’algorithmededessin
présentéenChapitre4,ledessindugrapheestutilisécommeinitialisationdu
dessindugrapheprécédentdansladécompositionmultiéchelle.Lapositiondes
nœudsprésentsdanslesdeuxgraphes,i.e.lesnœudssélectionnés(soleils),est
propagée.Ensuite,l’algorithmeprocèdeàunplacementintelligentdesnœuds
nonplacés(laplupartdesplanètes).

L’étaped’initialisationdelapositiondesnœudsetcelledecréationdu
graphequotientontdenombreusessimilarités.Dupointdevuealgorithmique,
lesmêmesétapessontappliquées,enmiroir,pourcalculerlegraphequotient
etpourplacerlesnœudsdemanièreintelligente.
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Figure6.9–Placementinitialdesnœudsd’unniveau.(Gauche)Propagation
delapositiondesnœudssélectionnés.Lapositiondesnœudsdugrapheenfant,
associésauxsoleilsdugrapheparent,estconservée.(Milieu)Placementdes
planètesconnectées.Lesplanètesétantsurlecheminconnectantdeuxclusters
sontplacéesdemanièreintelligentesurlesegmentconnectantlesdeuxsoleils.
(Droite)Placementdesplanètesisolées.Lesplanètesisoléessontplacéesen
cercleautourdeleursoleil.

Détailsdel’algorithme

L’algorithmedeplacementestréaliséentroisétapes:

•lapropagationdelapositiondessoleils,

•leplacementintelligentdesplanètesconnectées,

•leplacementenétoiledesplanètesisolées.

Chacunedecesétapesprocèdeàuncalculdifférentpourtrouverlaposition
desnœudsnonplacés.Pourplacerlessoleils,ledessindugrapheprécédent
sertd’initialisation.Lesplanètesconnectéessontinterpoléesgrâceauxpoids
attribuésauxarêtes,demanièreàcequecesnœudssetrouventàuneposition
prochedeleurpositionfinale.Enfin,pourlesplanètesisolées,iln’estpas
possibled’effectuerunetriangulationdelapositionoptimale,commeréalisée
lorsduplacementintelligent.Cesplanètesisoléessontplacéesdansl’orbitede
leursoleil.CestroisétapessontillustréesenFigure6.9etdétailléesdanscette
section.

Placementdessoleils LespositionsdesnœudsdudessindeGi+1 sont
propagéesaugrapheGi.LesnœudsdugrapheGi+1correspondentauxnœuds
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sélectionnésparl’algorithmededécompositionpourlenœudGi.Leurposition,
optimiséeparl’algorithmededessin,estconservée.Cespositionsserventde
référencepourleplacementdesplanètes,qu’ellessoientconnectéesouisolées.
Enconservantlesidentifiantsdesnœudslorsdelacréationdugraphe

quotient,lapositiondessoleilspeutêtrepropagéesansutiliserdestructurede
donnéesintermédiaire.Eneffet,lorsquedesidentifiantsdifférentssontutilisés
pourlesnœudssélectionnésdeGietlesnœudsdeGi+1,ilfautconserverchaque
coupled’identifiants,parexempleenutilisantuntableauassociantlesnœuds
sélectionnésdeGiauxnœudsdeGi+1.

Placementintelligentdesplanètesconnectées Leprocessusdeplace-
mentintelligentrappellel’étapedecalculdupoidsdesarêtesprésentéedans
lasectionprécédente.Cesdeuxétapessontinspiréesparl’algorithmeFM3.
ApartirdelapositiondessoleilsdeGi,lapositiondesplanètesconnectéesà

d’autressystèmessolairesestinterpoléeparunprocessusdeplacementintelli-
gent.Lesarêtesconnectantdesclustersdifférentssontparcouruespourtrouver
lesnœudsàplacer.Leursextrémitéssontplacéessurlesegmentconnectant
lesdeuxsoleils.Lecalculdelapositiondecesnœudssurlesegmentestréalisé
enutilisantlepoidsdesarêtes.
Onparcourtlesarêtesconnectantdeuxclustersdifférents.Pourlecluste-

ringàdistance1,cesarêtesdéfinissentununiquecheminlepluscourtentreles
deuxsoleils.Ellespermettentdoncdeplaceruneoudeuxplanètesdemanière
intelligente.
Lesnœudssontplacéssurlesegmentconnectantlesdeuxsystèmessolaires.

Lapositionexactesurcesegmentestcalculéegrâceauxlongueursd’arêtes
relatives:lenœudestplacéàdistancel0

ltot
,oùl0correspondaupoidsdel’arête

connectantlenœudàsonsoleiletltotcorrespondàlasommedespoidsselon
lecheminlepluscourtreliantlesdeuxsoleils.
Siunnœudestplacéplusieursfois,sapositionfinalecorrespondàla

moyennedespositionscalculéesparleprocessusdeplacementintelligent.

Placementenétoiledesplanètesisolées Aprèsleplacementdessoleils
etleplacementintelligentd’unepartiedesplanètes,certainsnœudsnesont
pasplacés.Cesnœudssontlesplanètesquinesontconnectéesqu’àununique
cluster.Cesplanètespeuventtoutdemêmeêtreconnectéesauxautresplanètes
deleurcluster,cequirendcomplexel’interpolation.
L’interpolationdelapositionoptimaledecesplanètesàpartirdelaposi-

tiond’ununiquesoleiln’estpaspossible.L’interpolationutilisantlaposition
interpoléedesplanètesconnectéesestcomplexeetreposesuruncalcullui-
mêmeapproché.Nousprivilégionsunesolutionsimplepourplacercesplanètes
isolées.
Lesplanètesisoléessontplacéesàproximitédeleursoleil,encercle.De

cettemanière,cesplanètessontprochesdeleurpositionfinaledansledessin.
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Figure6.10–Propagationdespositionsinitialespourtroisclusters.(Gauche)
OpérationdeMapsurlesarêtesconnectantdeuxclusters.Lesnœudssontpo-
sitionnéssurlesegmentconnectantlesclusters(Milieu)OpérationdeReduce.
Lesdifférentespositionsgénéréespourunmêmenœudsontagrégées.(Droite)
Résultat.Graphefinaldontlesplanètessontpositionnéesprochesdeleurpo-
sitionoptimale.

C’estl’algorithmededessinquipermettrad’optimiserleurposition.

Algorithme MapReduce

Placementdessoleils Pourtransmettrelapositiondesnœudsdugraphe
Gi+1augrapheGi,nousutilisonsuneopérationdejointureexternedansl’en-
vironnementdistribué.

Plusieursalgorithmesexistentpoureffectuerlajointuredansunenviron-
nement MapReduce,cf.Chapitre5de MineretShook[106].Nousutilisons
unejointureducotéReduce.Danscetalgorithme,l’ensembledespositionsest
réécritsouslaformed’unepaireclé-valeuretenvoyéaureducers.Lesvaleurs
ayantlamêmeclefsontjointesparlesreducers.

Cettealgorithmedejointureestleplussimpleàimplémenter.L’étapede
placementdessoleilsneconstituepasungoulotd’étranglementdel’algorithme.
Cetteétapen’estappliquéequelorsdeschangementsdeniveaux.Deplus,
grâceàladécompositionmultiéchelle,seulslespremiersniveauxcontiennent
unvolumeimportantdedonnées.

Etapepréparatoireauplacementdesplanètes Lorsdel’étapedepré-
calcul,des messagessontenvoyéslelongdesarêtesconnectantlessoleils
auxplanètesd’unmêmecluster.Cesmessagescontiennentlepoidsdel’arête
connectantlesdeuxnœudsainsiquelapositiondusoleil.
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Cetteétapeestréaliséegrâceàuneopération Mapouviaunerondede
Pregel,déjàimplémentéedansGraphX.Jusqu’à|Ei|messagessonttransmis
decettemanièreauniveaui.

Lorsdel’étapepréparatoireauplacementdesplanètesconnectés,l’en-
sembledesnœudsestplacéenorbitedeleursoleil.Decette manière,les
planètesisoléessontdéjàplacées.Pourlesplanètesconnectées,cetteposition
seramiseàjourparleplacementintelligent.

Placementdesplanètesconnectées Pourplacerlesplanètesconnectant
plusieurssystèmessolaires,uneopérationMapReduceestrequise.Cetteopé-
rationestillustréeenFigure6.10.

Lorsdel’opérationMap,lesarêtesconnectantdesclustersdifférentssont
considérées.Cetteopérationrenvoielespositionspossiblesdesnœudsplacés
entrelesclusters.L’opération Maprenvoieuneoudeuxpositionsselonle
nombredeplanètesàsesextrémités.Lapositiondessoleilsestutiliséepour
déterminerlesextrémitésdusegmentsurlequellesnœudssontplacés.Lepoids
relatifdesarêtesestcalculédemanièreàtrouverlapositionexactedesnœuds
surcesegment.

Lorsdel’opérationReduce,lapositionmoyennedesnœudsestcalculée
pourlesnœudsplacésplusieursfoislorsdel’opération Map.Lespositions
multiplesdechaquenœudsontréduitesenuneseuleposition.Pourcalculer
lamoyenne,unpatrondeconceptionestutilisé(cf.MineretShook[106]par
exemple):lorsdel’étapedeMap,uncompte,assignéà1,esttransmiseenplus
descoordonnées.LorsduReduce,lescoordonnéesetlecomptesontsommés
séparément,demanièreàobtenirlasommedescoordonnéesetlecomptetotal.
Lorsd’uneopérationMapultérieure,ilserapossiblederetrouverlaposition
endivisantlasommedescoordonnéesparlecompte(nombredepositions
différentesdunœud).

Complexité SoitGi=(Vi,Ei)legrapheauniveaui.LegrapheGi+1aété
dessinélorsdel’étapededessinetlapositioninitialedesnœudsdugrapheGi
estcalculée.Nousproposonsd’étudierlacomplexitéduplacementinitialpour
lesdifférentesétapesdel’algorithme.Lacomplexitéduplacementintelligent
desplanètesestsimilaireàceluiducalculdupoidsd’arêtes,commenousallons
lemontrer.

Pourplacerlessoleils,nousutilisonsunalgorithmedejointureexternepar
Reduce.Danscetalgorithme,leslignescontenantlamêmeclésontenvoyéesau
mêmereducerquieffectuel’opérationdejointure.Lejeudedonnéesenentrée
estconstituédelapositiondesnœudsdanslegrapheGi+1etdesidentifiants
desnœudsGi,soitdonc2|Vi|−1nœudsdanslepiredescas(grapheenétoile).
IlyadoncO(|Vi|)positionstransmisesauxreducersutiliséespourappliquer
lajointure.
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Lorsdelaphasepréparatoire,jusqu’à|Ei|messagessonttransmis.Eneffet,
lesmessagessonttransmisauseindesclusters,dessoleilsverslesplanètes.
Parrapportaucalculdupoidsdesarêtes,lesmessagesenvoyésselonlesarêtes
contiennentunedonnéeadditionnelle:lapositiondessoleils.Lorsdecette
étape,lapositiondesplanètesisoléesestcalculée.

Lorsdel’étapedeMap,auplus|Ei|−1arêtessontparcouruespourplacer
lesnœuds.Cetteinégalitéestuneégalitépourlesgrapheenétoile,cf.Sec-
tion6.4.1.Cetteopération Mapestdiviséeentreplusieursmappers,chacun
travaillantsurunepartiedesarêtes.Lacomplexitétotaledecetteopération
deMapestdoncdiviséeparlenombredemappersm,pourunecomplexité
totaledeO(|Ei|

m
).

L’opérationdeReduceestappliquéeauxpositionsdesnœudsgénéréespar
lemapper.L’opérationMapgénèreuneoudeuxpositionspourchaquearête
connectantdeuxclusters.Ilyadoncauplus2|Ei|positionsgénéréespar
l’opération Map.L’opérationdeReduceestdistribuéeparmilesrreducers,
pourunecomplexitétotaledeO(|Ei|

r
).

6.4.4 Adaptationsàl’algorithmededessin

Ledessininitialestobtenuencombinantledessinduniveauprécédentavec
unplacementintelligentdesnœuds.Achaqueniveaudenotrefiltration,un
algorithmededessinparmodèledeforceestappliquépouroptimiserledessin.
Poureffectuerledessinàchaqueétape,nouschoisissonsnotrealgorithmede
dessinendistribué(cf.HingeetAuber[75]).

Danscetalgorithme,lecalculdesforcesderépulsionesteffectuéàl’aide
decentroïdesreprésentantdesclustersdenœudsdansledessin.Cescentroïdes
permettentdetrouveruncompromisentreuneoptimisationlocaleetglobale
delapositiondesnœuds.Cetalgorithmepermetderéduirelacomplexitédes
forcesderépulsionclassiquesdeO(|V|2)àO(|V|).L’algorithmeestdécritplus
endétaildansleChapitre4.

Lechoixdecetalgorithmedécouledufaitqu’ilpeutsecombinerdemanière
intéressanteavecuneapprochemultiéchelle.

Modificationsdel’algorithmeparcentroïdes

Desmodificationsmineuresontétéréaliséesàl’algorithmededessinde
HingeetAuber[75]pourprendreencomptelepoidsdesarêtes.Lepoidsdes
arêtesreprésenteladistancethéoriqueentrelesnœudsdanslesalgorithmesde
dessinmultiéchelles.Pourcela,lesforcesd’attractionsontproportionnellesà
|datt−d0|,avecdattladistanceréelleentrelesnœudsetd0lepoidsdel’arête.
Pourcontrebalancerceteffet,lesforcesderépulsionsontmultipliéesparle
poidsmoyendesarêtesdemanièreàéquilibrerlesforcesd’attractionetde
répulsion.
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Figure6.11–Conservationdescentroïdesaprèsleplacementinitialdes
nœuds.Lapositiondescentroïdesestconservée.Leursautrescaractéristiques,
etnotammentlesclusters,sontrecalculésàpartirduplacementinitialdes
nœudsdugraphe.

Dessinparcentroïdesetapproche multiéchelle

Dansnotrealgorithmededessindegraphe[75],cf.Chapitre4,desclusters
denœudssontformésàl’aided’unprocessussimilaireàl’algorithmedesk-
means.kclusterssontreprésentéspardescentroïdesdontlapositionestau
barycentredesnœudsducluster.Cesontcescentroïdesquisontutiliséspour
calculerlesforcesderépulsionapprochées.

Lapositiondescentroïdesestconservéed’unniveauàl’autredansl’ap-
proche multiéchelle.L’algorithmedeclustering,unevariantedesk-means,
convergeversunemeilleuresolutionlorsqu’ilestinitialiséavecdebonscen-
troïdes.Desalgorithmescommescalablek-means++[13]ontmontréqu’avec
unebonneinitialisation,l’algorithmedesk-meansconvergeversunemeilleure
solution.Conserverlescentroïdesentrechaqueniveauassureunebonneini-
tialisationauproblèmedesk-means,cequiaméliorelesforcesderépulsion
approchées.

Ledessinparcentroïdeestplusefficacelorsquelesclusterssontbiendéfinis,
cf.Section5.2.2.DansMuGDAD,l’approchemultiéchelleutiliseunplacement
intelligent.Lesdessinsàchaqueéchellesontdoncdéjàprochesdudessinfinal
cequiveutdirequ’ilestplusfaciledeformerdesclustersquiontunsensdu
pointdevuedudessin.CeprocessusestillustréenFigure6.11.

6.4.5 Algorithmededessin multiparadigme

Lecalculdistribuédonnedemoinsbonnesperformancesqu’uneimplémen-
tationséquentiellelorsquelesdonnéessonttroppetites.Lesurcoûtdecommu-
nicationetdesynchronisationestbienplusimportantquelegainobtenuparla
distributionetleparallélisme.Enutilisantunalgorithmemultiéchelle,lepro-
blèmedudessinestsimplifiéjusqu’àpouvoirêtrerésolusuruneseulemachine.
Ilyadoncunseuilau-delàduquell’approchemultiéchelledevientinefficace
dansunenvironnementdistribué.Lorsqueceseuilestatteint,lecalculbascule
suruneuniquemachineutilisantuneversionséquentielledel’algorithme.
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MuGDADestunalgorithmeintéressantpourcetteapprochepuisqu’ilfonc-
tionnedemanièresimilairedanslesenvironnementsséquentieletdistribué.En
utilisantlesforcesparcentroïdesdanslesdeuxparadigmes,ilestpossiblede
conserverlescentroïdesentrelesdeuxapproches,aveclesmêmesavantages
quelaconservationdescentroïdesprésentéeenSection6.4.4.Lorsquel’implé-
mentationséquentielleestterminée,ledessinetlesclusterssonttransmisà
l’implémentationdistribuéequireprendlecalcullàoùl’approcheséquentielle
s’étaitarrêtée.

MuGDADestimplémentéedansdeuxversionsdifférentes:uneversion
séquentielle(parallélisée)développéeenC++etl’autredéveloppéeenutilisant
Spark[139].L’implémentationSparkde MuGDADutilisel’implémentation
C++pourdessinerlesgrapheslorsqu’ilsdeviennenttroppetitspourbénéficier
deladistribution.Pourcela,nousavonsutilisél’interfaceJavanative(Java
NativeInterfaceouJNI)permettantd’exécuterunprogrammenatifàtravers
uneinterfaceJava.

6.5 Résultatsexpérimentaux

6.5.1 AlgorithmedistribuédeLubypourle MIS

Danscettesection,nousprésentonsnosrésultatsexpérimentauxconcernant
ladécompositionen MISd’ungraphedansunenvironnementdistribué,cf.
Section6.3.Notreimplémentation,cf.Section6.3.4,estànotreconnaissance
lapremièreimplémentationPregeldel’algorithmedeLuby[100].

Dansunpremiertemps,nousconfirmonslacroissancelogarithmiquedu
nombred’itérationsnécessairespourobtenirladécomposition.Puis,nouspré-
sentonslestempsd’exécutiondenotreimplémentationSparkdel’algorithme.
Lesrésultatsexpérimentauxobtenuspourvalidernotreapprochesontprésen-
tésenFigure6.12.

Nombred’itérations

Croissancelogarithmique Avecl’algorithmedeLuby,lenombred’itéra-
tionsmoyencroîtenO(log|V|).Notreimplémentationdistribuéedel’algo-
rithmeprésentecettecroissance.Lenombred’itérationsnécessairespourob-
tenirleMISsontprésentéspourdifférentsgraphesenFigure6.12.

PourlesgraphesdeSierpinski,lenombredenœudsestmultipliépar3entre
chaqueniveau(décompositiondestrianglesentroissous-triangles).Lenombre
d’itérationsnécessairespourobtenirleMIScroîtlentement.Pourlesgraphes
ayantentre300et3000nœuds,5itérationssontnécessairespourobtenirle
MIS.Pourlesgraphesayantentre9000et270000nœuds,leMISestobtenu
en6itérations.
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Info.Graphes Temps
Graphe V E Itération1 Total Nb.it.

Grandsgraphes
amazon 334863 1851744 2.14 20.11 7
Amazon0302 262111 1799584 2.78 21.31 7
dblp 317080 2099732 2.02 19.83 7
delaunay_n22 4194304 25165738 7.90 37.69 8
hugetric-00010 6592765 19771708 7.12 32.29 7
hugetric-00020 7122792 21361554 7.88 33.58 7
roadNet-PA 1087562 3083028 2.95 19.79 6
web-google 875713 8644102 3.44 23.37 8

Graphesgénérés
Sierpinski_3 15 54 0.38 6.68 3
Sierpinski_6 366 1458 0.46 10.53 5
Sierpinski_7 1095 4374 0.45 16.17 5
Sierpinski_8 3282 13122 0.52 10.45 5
Sierpinski_9 9843 39366 0.52 11.02 6
Sierpinski_10 29526 118098 0.69 9.96 6
Sierpinski_11 88575 354294 1.06 18.37 6
Sierpinski_12 265722 1062882 1.80 21.53 6
Sierpinski_13 797163 3188646 3.89 18.07 7
Sierpinski_14 2391486 9565938 5.91 25.46 7
Sierpinski_15 7174455 28697814 8.61 35.10 7

Figure6.12–Tableaurécapitulatifdestempsd’exécutiondel’implémenta-
tiondistribuéedel’algorithmedeMIS,cf.Section6.3.4.Lestempsmédians
d’exécutionsontdonnésenseconde.Lestempsrelevésdanscetableausontle
tempsd’exécutiondelapremièreitérationdel’algorithmeetletempstotal
d’exécutiondel’algorithmedeMIS.
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Lorsquelenombredenœudsmaximumestmultipliépar100,uneitération
supplémentaireestnécessairepourobtenirle MIS.Cephénomènesevérifie
pourlerestedesgraphesprésentésdansletableaurécapitulatif.

Limitesdel’implémentation Dansnotreimplémentation,letiragealéa-
toired’unepermutationdesnœudsn’estpasgarantilorsqu’ilyaunnombre
tropimportantdenœuds.Aulieudetirerunepermutation(difficileendistri-
bué),unrangaléatoireestattribuéàchaquenœudutilisantunLong,encodé
sur64bits.Lesgraphesdécomposablesdecettemanièreontalors66000nœuds
aumaximum,cf.Section6.3.4.
Dansletableaurécapitulatif,enFigure6.12,nousobtenonsleMISpour

desgraphesayantbienplusde66000nœuds. Malgrélefaitquelesrangs
attribuésauxnœudsneformentpasunepermutation,lenombred’itérations
resteraisonnable(7itérationspourlesgrapheshugetric,8itérationspourle
graphedelaunayetc.).

Tempsd’exécution

Pourlestempsd’exécutiondel’implémentation,nousavonsrelevéletemps
decalculdelapremièreitération,i.e.surl’ensembledugraphe,etletemps
decalcultotaldeladécomposition.LestempsrelevésenFigure6.12corres-
pondentautempsoptimaletsontdoncdépendantsdunombredemachines.
Letempsdecalculdelapremièreitérationpermetd’évaluerlascalabilitéde

notreimplémentation.Lorsdecetitération,l’ensembledugrapheestconsidéré
pourcalculerleMIS.
Letempsdecalcultotalpermetd’évaluerletempsnécessaireaucalculdu

MISenentier.Letempsdecalcultotalestdépendantdunombred’itérationsde
l’algorithmedeLuby.Plusungraphecontientdenœuds,plusilyad’itérations
pourobtenirleMIS.

Premièreitérationetscalabilité Lestempsd’exécutionrelevéslorsde
lapremièreitérationneprésententpasdescalabilitéhorizontale.Lorsqueles
graphessontplusgrands,lestempsd’exécutions’allongent.Cependant,cette
croissanceestsous-linéaire:lorsquelenombredenœudsd’ungrapheestmulti-
pliépardeux,letempsd’exécutionn’estpasmultipliépardeux.L’évolutiondes
tempsdecalculenfonctiondunombredenœudsestillustréeenFigure6.13.
Commenousl’avionsobservélorsdel’analysedeGDAD,cf.Section5.5.1,

letempsd’exécutionsemblesuivreunecroissanceen |V|.Cettecorrélation
estillustréeparlacourbedeprévisionenFigure6.13.Lacorrélationentreles
deuxcourbesaainsiuncoefficientdedéterminationR2=0.9773.
Cestestsontétéeffectuésenutilisantprincipalementl’implémentation

GraphX[138]dePregel.Ilestdoncprobablequecephénomèneprovienne
del’implémentationdePregelproposéeparGraphX.
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Figure6.13–Tempsmédianoptimaldelapremièreitérationdel’algorithme
deLubyenfonctiondunombredenœuds.Lestempssontexprimésenseconde.

Despapiersrécents[58,114]évaluentlascalabilitédeGraphXencalculant
legainobtenuparledoublementdunombredemachines.Pourlestrèsgrands
graphes,ilesteneffetdifficiled’évaluerlaperformanceoptimalesuruncluster
quirequiertuntrèsgrandnombredemachinespourêtreatteinte.Parmices
analyses,Gonzalez[58]notequelepassagede8à32machinesentraîneungain
entempsd’unfacteur3lorsducalculdePageRanksurlegraphedeTwitter.
Cependant,lepassagede8à64machinesentraîneungaind’unfacteur3.5
seulement.GonzaleznotedoncquelascalabilitéofferteparGraphXn’estpas
linéaire.LesanalysesrécentesdesperformancesdeGraphXn’ontcependant
pasrelevélacorrélationquenousavonsobservéelorsdenoscalculs.

Tempstotal Letempstotalducalculdu MISs’échelonneentre10et30
secondespourlesgraphestestés.Mêmesilascalabilitéhorizontalen’estpas
atteinte,lecalculduMISpourunniveaudugrapheestréaliséenuntemps
raisonnable,quellequesoitlatailledugraphe.
Lesperformancesdutempstotalprésententdesvariationscauséesparplu-

sieursfacteurs.Toutd’abord,lenombred’itérationscroîtaveclatailledu
graphe,cequientraînealorsdeplusnombreuxcalculs.Desurcroît,après
quelquesitérationsdel’algorithmedeLuby[100],lenombredenœudsac-
tifslorsd’uneitérationdePregel(i.e.transmettantdesmessages)adécru
exponentiellement.Lecoûtdecommunicationentraîneunralentissementde
l’algorithme.Lesous-grapheactifestsuffisammentpetitpourpouvoirêtre
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Info.Graphes MuGDAD MultiGila

Graphe V E Filtration Jni Dessin Total Temps

amazon 334863 1851744 67.29 123.47 113.37 304.13 7066.47
Amazon0302 262111 1799584 30.57 59.02 41.64 131.22 -
dblp 317080 2099732 36.79 261.51 37.45 335.75 -
delaunay_n22 4194304 25165738 198.26 338.29 1030.76 1567.31 10720.32
hugetric-00010 6592765 19771708 190.14 511.73 1766.01 2467.88 12590.93
hugetric-00020 7122792 21361554 222.54 413.16 2076.08 2711.78 13599.51
roadNet-PA 1087562 3083028 66.84 504.59 296.35 867.77 11869.80

Figure6.14–Tableaucomparatifdesperformancesdesalgorithmes MuG-
DAD[76]etMultiGila[9].Lestempssontdonnésenseconde.PourMuGDAD,
letempsdecalculestdonnépourlesdifférentesétapesdel’algorithme.

traitéparuneseulemachine.Unnouveaupartitionnementdugrapheestce-
pendanttropcoûteuxpourpouvoirêtreenvisagéaucoursdel’exécutionde
l’algorithme.

Cesoptimisationsdel’algorithmenesontdoncpasnécessairepournotre
application.L’algorithmedeMISestappeléunedizainedefoisauplus,pour
chaqueniveaudeladécompositionmultiéchelle,etprendauplus30secondes
parniveau.Auregardducoûtd’uneitération,cf.Section5.5.1,l’optimisation
dececalculnereprésentepasungainimportant.

6.5.2 Comparaisonavec MultiGILA

Danscettesection,nousprésentonslestempsdecalculobtenuspourMuG-
DAD[76]etMultiGila[9].PourMuGDAD,nousprésentonsdepluslestemps
decalculdechaqueétapedel’algorithme.Cesperformancessontrécapitulées
enFigure6.14.

Performancesde MuGDAD

EnFigure6.14,nousprésentonslesperformancesoptimalesdel’implémen-
tationSparkde MuGDAD.Lestempsdecalculsprésentéssontceuxpour
l’algorithmeavecl’implémentationJNI.Lorsquelafiltrationgénèreungraphe
demoinsde100000nœuds,l’implémentationdistribuéedeMuGDADpasse
lerelaisàl’implémentationséquentiellegrâceàJNI.Cetteexécutionestalors
réaliséesuruneseulemachine.

Globalement,lesperformancesdistribuéesobtenuesavecMuGDAD+JNI
sontbonnes.Pourlesplusgrandsgraphes(hugetricetdelaunay),ledessinest
obtenuen35minutesauplus.Cependant,cf.Figure6.15ensectionsuivante,
lesperformancesdistribuéesde MuGDAD+JNIsontmoinsbonnesqueles
performancesparallèlesobtenueslorsdel’exécutionsuruneseulemachine.Le
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gainapportéparMuGDAD+JNIresteàévalueravecdesgraphesencoreplus
grands.

Lascalabilitéhorizontalen’estprobablementpasatteintedansMuGDAD.
Malgrélepetitnombred’itérationsdeGDADappliquéessurlegraphecomplet,
ilestànoterquelesperformancesdistribuéesdeGDAD[75]neprésentaient
pasdescalabilitéhorizontale,cf.Section5.5.1.

Cependant,lascalabilitéhorizontalenepeutpasêtreenvisagéepourles
algorithmesmultiéchelles.Eneffet,plusungrapheestgrandetplussafiltration
contientdeniveaux.Lenombred’itérationsréalisésàchaqueniveaudépend,
deplus,delatailledugrapheàdessineretdesaprofondeurdanslafiltration.
Ainsi,lafiltrationdehugetric-00010contientenviron15niveauxdont4sont
detailleéquivalenteaugrapheAmazon0302.

Performancesdétaillées Pourtouslesgraphesprésentés,lecalculdela
filtrationestuneétaperapidedel’exécutiondeMuGDAD.Pourlesplusgrands
graphes(hugetricparexemple),cetteétapeprendmoinsde5minutes.Ilest
ànoterquelafiltrationestréaliséesurlespremiersniveauxpuisqu’audelà,la
filtrationestgéréeparJNI.

Laphasededessinestlaphaselapluscoûteusedel’algorithme.Cette
phasereprésenteplusdutiersdutempsd’exécutiondel’algorithme.Pourles
trèsgrandgraphes,l’algorithmepassebeaucoupdetempsàdessinerlegraphe
entierpourquelquesitérations.

JNIsertàprolongerlafiltrationetledessinpourdesgraphestroppetits
àdessineràl’aided’uneplateformedecalculdistribuée.Lestempsquenous
avonsrelevésnedépassentpasles10minutesd’exécution.

PerformancesetJNI Lepassaged’unalgorithmedistribuéàunalgorithme
séquentiellancésuruneseulemachineconstitueunréelgaindetempsparrap-
portàuneexécutionuniquementdistribuée.Ainsi,nousavonstentédelancer
notrealgorithmedistribuésanscetteinterconnexion.Ilrequiertalorsplusde
deuxheurespourdessineramazon,l’undespluspetitsgraphesprésentésdans
letableaurécapitulatif.

MuGDADpassedenombreusesitérationsàdessinerlespluspetitsgraphes
delafiltration.Cesitérationssonttrèscoûteusesdansunenvironnementdis-
tribuédisposantdeplusieursmachines.Pourconserverdesperformanceségales
quelquesoitleniveaudelafiltrationàdessiner,ilfautadapterlenombrede
machinesàlatailledugraphe.

Dansl’environnementdistribuéSpark[139],ilestdifficilederéduirele
nombredemachinesencoursd’exécution.Diminuerlenombredepartitionsdes
petitsgraphesn’améliorepasnonpluslenombredeperformances,selonnotre
expérience.LerecoursàJNIestdoncunesolutionadaptéeànotreapproche.
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Comparaisonaveclesperformancesde MultiGila

Nousavons mesurélesperformancesde MultiGila[9]surnotrecluster
decalcul.Lestempsdecalculsobservés,cf.Figure6.14,sontsupérieursà
ceuxmesuréspourl’algorithme MuGDADd’unfacteurcomprisentre5et
10.Dansdeuxcasdefigure,pourlesgraphesdblpetAmazon0302,lecalcul
n’aboutitpas.Legaindeperformancesde MuGDADestenpartieexpliqué
parl’utilisationdeJNI,utilisationquin’apasd’équivalentdansl’algorithme
d’Arleoetal.

L’écartdemesureentrelestempsannoncésdansArleoetal.[9]etceux
quenousavonsrelevésurnotreplateformedecalculdistribuéestimportant.
Nousavançonsdeuxexplications.

Débitduréseaudanslecluster Arleoetal.ontmenéleurstestsde
performancessurlaplateformedecalculdistribuéedeAmazon.Surcettepla-
teforme,ledébitduréseauestgénéralementplusélevé(jusqu’à25Go/sselon
lesmachineschoisies)quesurnotreclusterdecalcullocal(1Go/s).

Unepartiedecetécartpeutdoncvenirdufaitquenotreplateformene
disposepasd’undébitpermettantd’atteindrelesperformancesannoncéespar
Arleoetal.CettehypothèseestrenforcéeparlefaitqueMulti-Gilaestunal-
gorithmeduparadigmeTLAV(Pregel)etquelenombredemessagestransmis
peutêtretrèsimportant.

Voisinageetdistancegraphe Notredeuxièmehypothèseestsimilaireà
laremarqueréaliséeenSection5.5.2.DansMulti-Gila,laplupartdescalculs
sontréalisésàunedistance-grapheégaleà3.Ainsi,lesforcessontcalculéesà
distance3,etlafiltrationestréaliséàdistance2(àlamanièredeFM3[63]).
L’augmentationdeladistancederecherchedanslegrapheentraîneuneexplo-
siondunombredevoisinsàconsidérer,cf.parexempleSection5.2.3.

PourlesgraphesréelsroadNet-PAetamazon, Multi-Gilanécessiteune
centainedeworkerspourterminerlecalcul.PourAmazon0302etdblp,200
workersnesuffisentpasàterminerlecalcul.Or,commenousl’avonsrelevé
enSection5.5.2,cesgraphesréelsontunedistributiondedegrédifférentede
celledesgraphesgénérés.Ilestdoncprobablequeledessindecesgraphessoit
difficilepourdesforcesderépulsionàdistance2ouplus.

6.5.3 Performancesséquentiellesetcomparaisonavec

l’étatdel’art

Danscettesection,nousprésentonslesperformancesdel’implémentation
séquentiellede MuGDAD[76],notrealgorithmededessinmultiéchelle.Ces
performancessontcomparéesavecd’autresalgorithmesdedessinrapides(mul-
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tiéchelleoualgébrique)del’étatdel’art.Unrécapitulatifdestempsdecalculs
pourdifférentsgraphesestprésentéeenFigure6.15.

Présentationdesalgorithmes

EnFigure6.15,nousprésentonsuntableaurécapitulantlestempsd’exé-
cutiondequatrealgorithmesetdeMuGDAD.Parmilesalgorithmesdel’état
del’art,deuxsontdesalgorithmesmultiéchelleparmodèledeforceetdeux
sontdesalgorithmesalgébriques.Nousprésentonsicilesalgorithmesutilisés
pourlecomparatif.
FM3[63]estunalgorithmededessinmultiéchelleprésentéaudébutde

ceChapitre,cf.Section6.2.3.FM3utiliseuneapproximationdesforcesde
répulsionbaséesurlaméthodemultipôlerapide,cf.Section3.3.2.Pournotre
comparatif,l’implémentationOGDF[30]deFM3estutilisée.
SFDPestunalgorithmededessinmultiéchellebasésurlemodèledeforce

deFruchtermanetReingold[48].Cetalgorithmeestdisponibleauseindu
logicielGraphviz[45].
ACE[88]estuneméthodededessinbaséesurlecalculdesvecteurspropres

delamatriced’adjacence.Cetteméthodeestprésentéedansl’étatdel’art,en
Section3.4.3.
HDE[68](HighDimensionnalEmbedding,i.e.dessinenhautedimension)

estunalgorithmededessindeHareletKoren.Danscetteméthode,ledessinde
grapheestréaliséenhautedimensionpuisprojetéendeuxoutroisdimensions
parl’algorithmedePCA(PrincipalComponentAnalysis)quimaximisela
variancedansunnombreréduitdedimension.Ledessindugrapheestplus
facileàréaliserdansunespacedegrandedimension(typiquement50)puisqu’il
yaplusdedegrésdelibertésdisponiblespourplacerlesnœudsdemanièreà
respecterladistancegraphe.

Comparaisondestempsdecalculs

PourétablirlecomparatifprésentéenFigure6.15,lestempsontétéobtenus
àpartird’unordinateurportabledisposantd’unprocesseurCorei7-4710HQ,
soit2x4cœurshyperthreadés,etde16GodeRAM.

Algorithmesmultiéchelles Parrapportauxdeuxalgorithmesmultiéchelle
utilisésdanscecomparatif, MuGDAD[76]offredemeilleuresperformances
d’unfacteur2danslepiredescas.Pourlestrèsgrandsgraphes,cetécartse
creusejusqu’àatteindreungaindeperformanced’unfacteur10(Sierpinsky_-
14oudelaunay_n22).
MuGDADpermetdedessinerdesgrandsgraphesquelesautresalgorithmes

nepeuventpasgérer.Parexemple,ledessindeSierpinski_15avecFM3renvoie
uneerreurMémoireinsuffisante.Pourlesdessinsdedelaunay_n22,hugetric
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Info.Graphes Multiéchelle Algébrique
Graphes V E FM3 SFDP ACE HDE MuGDAD

Petitsgraphes
add32 4960 9462 1.70 1.92 0.04 0.01 0.49
bcsstk30 28924 1007284 13.04 28.88 0.22 0.22 1.12
bcsstk31 35586 572913 13.76 28.42 0.30 0.21 1.00
bcsstk32 44609 985046 18.20 38.36 0.06 0.30 1.44
bcsstk33 8738 291583 3.63 7.40 0.03 0.06 0.41
crack 10240 30380 2.93 4.32 0.10 0.03 0.41
fe_ocean 143437 409593 55.88 128.07 0.03 0.65 7.45
fe_pwt 36463 144794 11.19 20.77 0.11 0.11 0.94
finan512 74752 261120 26.51 55.54 0.26 0.27 3.06

Grandsgraphes
Amazon0302 262111 899792 136.15 318.82 1.66 1.79 16.08
Com_DBLP 317080 1049866 193.60 447.26 1.95 2.10 97.23
Com_Amazon 334863 925872 138.49 490.06 2.47 2.38 86.25
Roadnet_PA 1087562 1541514 642.84 1276.30 4.48 5.53 187.67
delaunay_n22 4194304 12582869 2213.34 >3600 29.97 28.27 229.21
hugetric-00010 6592765 9885854 3322.16 >3600 38.80 36.79 451.74
hugetric-00020 7122792 10680777 3752.59 >3600 39.47 36.92 394.98

Graphesgénérés
sierpinski_8 3282 6561 0.74 0.82 0.01 0.01 0.12
sierpinski_9 9843 19683 2.33 3.10 0.08 0.02 0.45
sierpinski_10 29526 59049 8.26 12.57 0.08 0.08 0.66
sierpinski_11 88575 177147 28.61 53.14 0.30 0.32 2.36
sierpinski_12 265722 531441 93.23 212.56 1.02 1.08 6.84
sierpinski_13 797163 1594323 294.33 803.37 3.32 3.48 37.07
sierpinski_14 2391486 4782969 1136.43 3238.70 17.92 12.63 98.64
sierpinski_15 7174455 14348907 Mémoire >3600 30.20 35.46 545.13

Figure6.15–Tableaucomparatifdestempsd’exécutiondedifférentsal-
gorithmesdedessinexprimésenseconde.Lesgraphessontclassésentrois
catégoriesdedessin:petitsgraphes,grandsgraphesetgraphesgénérés.SFDP
estunalgorithmemultiéchellebasésurlemodèledeforcedeFruchtermanet
Reingold[48].IlestimplémentédansGraphViz[45].PourFM3,ACEetHDE,
l’implémentationutiliséeestcelled’OGDF[30].
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etSierpinski_15avecSFDP,letempsdecalcultotalestsupérieurà1h(plus
de3hpourdelaunay_n22).

Algorithmesalgébriques Encomparaisondesalgorithmesalgébriques,MuG-
DADprenddixfoisplusdetempspourdessinerlesgraphes.Cephénomène
estconstantpourlesdifférentestaillesdegraphesutiliséesdanslecomparatif.

Malgréleurefficacité,lesalgorithmesalgébriquessontgénéralementconsi-
déréscommedonnantdesdessinsdéformés.Endehorsdesmaillages,c’està
direlaplupartdesgraphesréels,lesdessinsobtenusparcesalgorithmessont
éloignésdelastructuredugraphe.Cephénomèneestaussiobservépourles
trèsgrandsgraphes,quisontpourtantgénéralementissusdemaillages.Pour
s’enconvaincre,uncomparatifvisueldedessinsobtenusaveclesdifférents
algorithmesestdisponibleenFigure6.16.

6.5.4 Comparaisonvisuelledesalgorithmesdedessin

Présentationdesgraphes

finan_512estungraphede74752nœudset261120arêtes.fe_ocean.est
ungraphede143437nœudset409593arêtes.HachuletJünger[64]classifient
cesdeuxgraphescommegrapheréelsimpleàdessiner.

LesdeuxgraphesamazonetAmazon0302proviennentdesproduitsconseillés
automatiquementparlevendeurenligneAmazon.Lorsqu’unproduitest
conseillésurlapaged’unautreproduit,unearêteestcrééedanslegraphe.Ces
deuxgraphessontdisponiblessurlaplateformed’analysedegrapheSNAP[97]
del’universitédeStanford.

LegrapheroadNet-PAreprésenteleréseauroutierdePennsylvanie.Les
intersectionsetextrémitéssontreprésentéespardesnœuds.Lesroutessont
modéliséespardesarêtesentrelesnœuds.Cegrapheestdisponiblesurla
plateformed’analysedegrapheSNAP[97].

Legraphedelaunay_n22estgénéréeparunetriangulationdeDelaunayà
partirdepointstirésaléatoirementdans[0,1]2.Cetteméthodeestprésentée
en2010parHoltgreweetal.[78].

Lesgrapheshugetric(10et20)sontgénérésselonlaméthodeprésentéepar
MarquardtetSchamberger[103].Lesgraphesprésentéssontlesmaillagesdy-
namiques.Lesdeuxgraphesreprésententl’évolutionaprès10et20itérations.

Dessinsetalgorithmesalgébriques

EnFigure6.16,nousprésentonsunecomparaisonvisuelledudessindu
grapheroadNet-PAparlesalgorithmesHDE,ACE(algébriques),MuGDADet
FM3(multiéchellesparmodèledeforces).Malgréleurrapidité,lesalgorithmes
algébriquesnepermettentpasdedistinguerclairementlastructuredugraphe
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Figure6.16–ComparaisonvisuelledudessinderoadNet-PAobtenupar
ACE,HDE(Gauche),MuGDADetFM3(Droite).Lesdessinsobtenusavecles
méthodesalgébriques(ACEetHDE)nepermettentpasdedistinguercorrecte-
mentlastructuredugraphe,aucontrairedesdessinsobtenusavecMuGDAD
ouFM3.
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roadNet-PA.LedessindugrapheAmazon0302permetd’arriveràlamême
conclusion.

Pourdessinerlesgraphesréels,lesalgorithmesHDEetACEnepermettent
pasd’obtenirundessinconvenable.Pourlesmaillages,cesalgorithmessont
trèsefficaces.Parexemple,ledessindehugetricparACEesttrèssimilaireau
dessinobtenuavecFM3enuncentièmedutempsd’exécution.Cesalgorithmes
peuventdoncêtreutiliséspourdessinerdetrèsgrandsgraphesdansquelques
casparticuliersmaisnepermettentpasd’obtenirdesrésultatssatisfaisantsen
général.

Approche multiéchelleetgraphesstructurés

EnFigure6.17nousprésentonsledessindetroisgraphesstructuréspour
lesquelsledessinavecGDAD[75]estdifficile,cf.Figure5.16.Pourcesgra-
phes,ledessinavecGDADneparvientpasàunétatd’équilibreaprèsdetrès
nombreusesitérations.

Pourlegraphefinan512,GDADpermettaitdetrouverlescorollesmaispas
lastructureglobale,encercle,dudessin.L’approchemultiéchelleutiliséedans
MuGDADpermetdefaireapparaîtrecettestructureglobale.Cettestructure
estclairementvisibleavecl’algorithmemultiéchelleFM3.Parrapportaudessin
obtenuavecFM3,certainescorollessontalternées(intérieurouextérieur).Cela
n’acependantpasd’incidencesurlalisibilitédudessin.

LedessindutriangledeSierpinskiamèneàuneanalysesimilaire.Ledessin
obtenuavecMuGDADreprésentecorrectementlastructureglobaledudessin,
cequin’avaitpasétéobtenuavecGDAD.DansledessinobtenuavecMuG-
DAD,certainstrianglessontdéformés,maisbienplacésrelativementàleurs
voisins.Lalisibilitédudessinn’estdoncpasaffectée.

Pourledessindefe_ocean,lastructuredugrapheestparfaitementvisible
avecl’algorithmeMuGDAD.LesdessinsobtenusavecFM3etMuGDADsont
trèssimilaires.

Dessindetrèsgrandsgraphes

Graphesgénéréset maillages EnFigure6.18,nousprésentonsdescom-
paraisonsvisuellespourtroisjeuxdedonnéessimulés.delaunay_n22estgénéré
àpartird’unetriangulationdedelaunayetlesgrapheshugetricreprésentent
l’évolutiontemporelled’unmaillage.LesdessinsobtenusavecFM3etMuG-
DADsontproches.

Pourledessindedelaunay_n22,laformeglobaledudessinestsimilaire
pourlesalgorithmesFM3et MuGDAD.Dansledessinde MuGDAD,ilest
possiblededistingueruncercleàl’intérieurdudessinquiestprésentdansla
structuredugraphe.CettestructureestreprésentéedansledessindeFM3

maislerendureprésentéicinepermetpasdedistinguercettestructure.
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Figure 6.17– Comparaisonvisuellededessinsobtenuspar MuGDAD
(Gauche)etFM3(Droite).(Haut)Dessindefinan512.(Milieu)Dessind’un
triangledeSierpinski(8niveaux).(Bas)Dessindefe_ocean.
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LesdessinsdesgrapheshugetricavecMuGDADetFM3présententplusde
différences.Lepourtourdesdessinsestplusdifférententrelesdeuxapproches.
Cependant,ilestpossiblededistinguerlaboucleforméeparlegraphedansles
deuxcasdedessin.Pourledessindehugetric-00020parMuGDAD,laboucle
(représentéeenbasdudessin)n’estpasclairementformée.Cependant,elleest
clairementvisibledansledessindehugetric-00010.

GraphesRéels EnFigure6.19,nousprésentonsdescomparaisonsvisuelles
pourdeuxjeuxdedonnéesprovenantd’Amazonetpourleréseauroutierde
Pennsylvanie.Pourcesgraphesréels,lesdessinsobtenusavecFM3etMuG-
DADsontproches.

Pourlesjeuxdedonnéesprovenantd’Amazon,lesgraphessontconstitués
de262111nœuds(respectivement334863nœuds)etdetroisfoisplusd’arêtes.
Ilestdifficilededistinguerlastructureintérieuredugraphe.Cependant,au
borddesdessins,nousretrouvonsdesstructurespériphériquessimilairesdans
lesdeuxdessins,quireprésententprobablementdescommunautésbiensépa-
réesducœurdugraphe.

PourledessinduréseauroutierdePennsylvanieavecFM3etMuGDAD,
iln’estpaspossibledesuperposerexactementlacartedePennsylvanieavecle
dessindesroutesobtenu.Ilestpossibled’observerunetorsiondanslesdeux
dessinsainsiqu’unrepliementauborddudessindeMuGDAD.Contrairement
auxgraphessimulés,ladensitédesroutesenPennsylvanien’estpaspartoutla
même,cequiinduitdesdéformationsdansledessindugraphecorrespondant.
Notamment,auniveaudesvilleslesplusimportantes,Pittsburghàl’estet
Philadelphieàl’ouest,leréseauroutierestplusimportant,cequipourrait
expliquerlesdéformationsdudessin.

Artefactsdevisualisation PourlesdessinsgénérésparMuGDAD,ilest
possibled’identifierlesclustersdenœudsappartenantàuncentroïdedirecte-
mentdansledessin.Desartefactsdevisualisationapparaissentainsiavecdes
zonesplusdenses(représentéesennoir)dansledessinetdeszonesplusclaires
(représentéesengris).Ceszonescorrespondentrespectivementaucentreetau
borddesclusters.Cesartefactssontparticulièrementvisiblesdanslesdessins
demaillages,cf.Figure6.18.

Cesartefactsn’apparaissentpasdanslesdessinsobtenusavecGDAD.Dans
GDAD,detrèsnombreusesitérationssontrequisespouratteindreunétatde
convergence.DansMuGDAD,lorsdudernierniveaudeladécomposition,nous
effectuons5itérationsdedessin.Lecoûtd’uneitérationdudessinesteneffet
coûteuxpourledessindugrapheentier.Ilestdoncpossiblequecesitérations
nesoientpassuffisantespourfairedisparaîtrecesartefacts.

Laprésencedecesartefactsn’apasd’influencenotablesurlavisualisation
delastructureglobaledugraphe.Localement,ledessinestdéformé(plus
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Figure 6.18– Comparaisonvisuellededessinsobtenuspar MuGDAD
(Gauche)etFM3(Droite).(Haut)Dessindedelaunay_n22.(Milieu)Dessin
dehugetric-00010.(Bas)Dessindehugetric-00020.
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Figure 6.19– Comparaisonvisuellededessinsobtenuspar MuGDAD
(Gauche)etFM3(Droite).(Haut)Dessindeamazon.(Milieu)Dessind’Ama-
zon0302.(Bas)DessindeRoadNet-PA.
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concentréeautourdescentroïdes)maislapositionrelativedesnœudssemble
nepasêtreaffectéeparcettedéformation.
Ilestenvisageabledecorrigerlocalementlapositiondesnœudslorsd’une

interactionavecledessinpermettantd’accéderauxdétailsdudessin.Une
correctionréaliséeparleclientdevisualisationpourraitpermettredefairedis-
paraîtrecesartefacts.L’effetfisheyedécritparSarkaretBrown[120],permet
parexemplededéformerl’espaceafind’accéderauxdétailsdudessin.Une
déformationinversepoureffacerlacompressiondescentroïdespourraitainsi
êtreenvisagée.Hermanetal.[73]décriventplusendétailcesalgorithmesde
déformationsdansleurétatdel’artsurlavisualisationdegraphes.

6.5.5 Conclusion

Implémentationdistribuée

MuGDAD+JNIestunalgorithmededessinefficacedansunenvironnement
distribué.Lesperformancestemporellesobtenuesavec MuGDAD+JNIsont
meilleuresquecellesdeMulti-Gila[9]surnotreclusterdecalcul.
LegaindeperformancesestenpartieliéaufaitquenousutilisonsJNI

poureffectuerledessindespetitsgraphes.L’utilisationdeJNIpermetainside
passerpeudetempsàdessinerlespetitsgraphes,uneopérationtrèscoûteuse
dansunenvironnementdistribué.
MuGDAD+JNIprésentedestempsdecalculsupérieursàceuxobtenus

aveclaversionséquentiellede MuGDAD. MuGDAD+JNIestdoncutileau
seind’uneapplicationdevisualisationréaliséeuniquementsurcluster.Legain
pourdesgraphesplusgrandsqueceuxétudiésiciresteàprouverpourMuG-
DAD+JNI.

Implémentationséquentielle

MuGDAD,auvuedesperformancesséquentiellesdel’algorithme,peutêtre
vucommeunentre-deuxentrelesalgorithmesalgébriquesetlesalgorithmesde
dessinparmodèledeforces.MuGDADpermetd’obtenirrapidementl’aperçu
d’ungrapheenuntempsinférieuràFM3pourunequalitédedessinsupérieure
àHDE.
Lestempsd’exécutionde MuGDADsontcomprisentreceuxdesalgo-

rithmesalgébriques(trèsrapides)etdesalgorithmesdedessinmultiéchelles
(rapides).MuGDADest10foispluslentqueACEouHDEet2à10foisplus
rapidequeFM3. MuGDADpermetaussidedessinerdesgraphesqueFM3

ouSFDPnepermettentpasdedessinerdansuntempsraisonnable(iciune
heure).CesrésultatssontdétailléesenSection6.5.3.
Dupointdevuedudessin,lavisualisationobtenueavec MuGDADest

moinsprécisequecelleobtenueparFM3.L’approximationdesforcesderépul-
sionutiliséedansMuGDADnegarantitpasdeborned’erreurcommepeutle
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fairelaméthodemultipôlerapideutiliséedansFM3,cequiexpliquelaqualité
desdessinsgénérésparFM3.Cependant,lastructuregénéraleetlesdétails
sontdiscernables.Ledessinobtenunedéformepaslegraphe,commecela
peutêtrelecaspourlesalgorithmesalgébriquescommeACEouHDE.Une
comparaisonvisuelleplusapprofondieesteffectuéeenSection6.5.4.

6.6 Conclusion

MuGDADpermetderésoudrelesproblèmesdeconvergencedel’algorithme
dedessindistribuégrâceàsonapprochemultiéchelle.Ladistributiondesalgo-
rithmesmultiéchellenécessited’adapterlesdifférentesétapesdansunnouveau
paradigme,cequin’estpastoujoursévidentcommel’attesteladistributionde
l’algorithmedesélectiond’unensembleindépendantmaximal,cf.Section6.3.
MuGDADproposeaussideuxapportsintéressantsdupointdevuedes

algorithmesdedessindegraphe.Toutd’abord,ilproposedecombinerles
forcesderépulsionapprochéesavecunedécompositionmultiéchelledemanière
àconserverlesinformationsappriseslorsdudessin(lescentroïdesetleurs
positionsdansledessin).Ilproposeaussiuneapprochecompatibleàlafois
avecuneimplémentationparallèlesuruneuniquemachineoudistribuéepour
lecalculsurcluster.Cetteapprochemultiparadigmepermetdesurcroîtdetirer
lemeilleurpartideladécompositionmultiéchellepuisqu’ilpermetd’adapter
lesressourcesenfonctiondelatailleduproblème.
Lesperformancesde MuGDADontaussiétégrandementamélioréespar

rapportàl’algorithmededessindistribuéclassique.Lestempsdecalculdel’im-
plémentationparallèlepermettentderivaliseravecFM3,enpartiegrâceaux
calculsdesforcesderépulsionplussimples,maismoinsprécis,quel’approche
multipôle.Lesperformancesdudessindistribuéontétéréellementaméliorées
grâceàl’approchemultiéchelle.Enfin,lesdessinsobtenus,bienquemoinsnets
quelesalgorithmesdel’étatdel’art,permettentdediscerneràlafoisune
structureglobaleetdesdétailsplusfins.
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Conclusion

7.1 Résultats

Lestravauxprésentésdanscettethèseportentsurlaquestiondel’adapta-
tiondesalgorithmesdedessinpourlecalculsurclusterdansunenvironnement
distribué.Notrecheminementsuitdeprèsl’évolutiondesalgorithmesdedessin
degraphedestrentedernièresannées,commeprésentédansleChapitre3,à
savoirunpremieralgorithmededessindegrapheparmodèledeforceclassique
puisunevariantedecetalgorithmecombinéeàuneapprochemultiéchelle.

DansleChapitre4,nousprésentonsunalgorithmededessindegraphe
compatibleaveclecalculsurcluster.Nousprésentonsquellesméthodesderé-
solutionspeuventêtreefficacementtransposéesdansleparadigmeMapReduce,
cequinousaconduitàprivilégierl’approcheparapplicationitérativedeforces
dansnotrepremiertravailpublié[75].Cetteméthodeestaussiprivilégiéepar
Arleoetal.[8]quiprésententleurapprocheen2015,peudetempsaprèsla
nôtre.Concernantlemodèlephysiquesous-jacent,l’observationdedépartest
lamême:lesforcesentrechaquepairedenœudsexistantdanslaplupartdes
modèlesphysiquespourledessinnesontpasviablespourdetrèsgrandsgra-
phesetafortiorilorsquel’ensembledugraphen’estpasaccessibleenmémoire
maisestdistribuésurplusieursmachines.Lesdeuxtravauxdiffèrentsurle
choixdumodèlephysiquesous-jacent:dessous-ensemblesdenœudsformant
desclusterssontutilisésdanslesdeuxapprochespourlimiterlenombred’in-
teractionsàprendreencomptemaisnousavonsoptépourunclusteringcollant
audessin[75]làoùArleoetal.optent[8]pourlecalculdesinteractionsdans
unvoisinagetopologique.

L’approcheduChapitre6provientdeslimitationsdesalgorithmesdedes-
sinparmodèledeforceclassiques.Lenombred’itérationsétaitdéjàidentifié
commeunproblèmepourledessindesgrandsgraphesaudébutdesannées
2000[49,65,132].Lemêmeproblèmeseposepourledessindegraphedans
leparadigmeMapReducemaischaqueitérationreprésenteunsurcoûtpoten-
tielencoreplusimportantquedansuneversionséquentielleouparallèle.Un
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desenjeuxdecechapitreestdeprésentercommenteffectuerladécomposition
multiéchelledansleparadigmedistribuéàpartird’unalgorithmedesélection
séquentieldifficileàparalléliser,cf.Luby[100].Arleoetal.[9]proposentune
telleméthodeen2016maissansparlerdesalgorithmesdeLubyquioffrent
pourtantunebornepourlacomplexitémoyenne.Notrecontribution[76]re-
vientsurceproblèmeetmontrecommentilestpossibledelecombineravec
l’approcheparpivotdéveloppéeenChapitre4.

7.2 Ouvertures

Nousenvisageonsicidespistespourlapoursuitedestravauxprésentés.

7.2.1 Dessindegrapheenligne

Problèmedudessinenligne

L’approcheenligneestgénéralementconsidéréecommeunesolutionpuis-
santepourlesproblèmesimpliquantdesdonnéesmassives.Aulieudetraiter
lesdonnéesenbloc,cequiestcompliquéparlevolumedesjeuxdedonnées,une
approcheenlignedisposed’unesolutionqu’ellemetàjouraufuretàmesure
quedenouvellesinformationsarrivent.Decettemanière,seuleunesolution
detaillemodéréeestconservée(etpaslescalculsintermédiaires)etlamiseà
jourdecettesolutionnereposequesurlesdonnéesentrantes.Cetteapproche
s’estprouvéeefficacepourdesalgorithmesd’apprentissagestatistique.

Pourlesalgorithmesdegraphes,etledessindegrapheenparticulier,cette
approcheestcompliquéeparplusieursaspects.Leschangementsquipeuvent
êtreappliquésàungraphedansuneapprocheenlignesontprincipalement
l’ajoutetlasuppressiondenœudsetd’arêtes.Cecirendl’approcheenligne
compliquéepuisquelatopologiemêmedugrapheestmodifiée,cequipeuten-
traînerdesmodificationsbrutales(e.g.supprimerunearêtepeutconduireàla
créationd’unenouvellecomposanteconnexe).Deplus,danslecasparticulier
dudessin,lasolutionelle-mêmenepeutpasêtrerésuméeparunestructurede
donnéessimpleetlégère:àchaquenœudcorrespondunesolution.Lesramifi-
cationsdelamodificationdugraphepeuventdoncaffecterdetrèsnombreuses
données.

Dessindegrapheenligneadditif

Unepremièreapprochepourraitêtredeneconsidérerquelesajoutsde
nœudsetd’arêtesdanslegraphe.L’ajoutd’élémentsdanslegrapheestmoins
disruptifquelasuppressiond’éléments.Ilpourraitparexempleêtreenvisagé
d’adapterl’algorithmedeplacementdesnœudsdeTunkelang[127]pourvenir
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placerlesnouveauxnœudsdirectementdanslegrapheetd’utiliserquelques
rondesd’unalgorithmeparmodèledeforcepouraffinerledessin.

Delamêmemanière,dansunmodèlepurementadditif,laplupartdes
décompositionsmultiéchellespeuventêtreconservéessansmodification(par
exemple,unedécompositionparensemblemaximalindépendantenignorant
lesarêtesconnectantdesnœudssélectionnés)etlecalculmultiéchellepour-
raitreprendredirectementd’unniveauintermédiaireplutôtqued’exécuterà
nouveaul’ensembledel’algorithme.

Architecturelambda

Cetteapprochedudessindegrapheenlignepeutaussis’inscriredans
unparadigmedecalculdistribuéappeléarchitecturelambda.Cettearchitec-
tureproposedeuxprocessusdetraitementdesdonnéessimultanés:unrapide
mettantàjourunesolutionpréexistanteparunalgorithmeenligneetun
processuslentdecalculsurl’ensembledesdonnéespermettantunrecalage
del’algorithmeenligneàintervallesréguliers.Cetteapprochepermettraitde
pallierlestempsdecalculdudessindistribuéquirestetroplentpourune
visualisationentempsréel.

Parcetyped’approche,lacartementaledel’utilisateurnepeutpasêtre
conservée.Celapeutêtreproblématiquelorsquel’utilisateurdelavisualisation
s’ensertpourcontrôlercertainescommunautés.

7.2.2 Descentedegradientstochastique

Nostravauxsesontconcentréssurlesalgorithmesdedessinparapplica-
tiondeforces.L’applicationdesforcesestnaturellementdistribuable,cequi
nousapermisdenousconcentrersurlesdifficultésdeladistribution(àsa-
voirladistributiondesforcesderépulsionetducalculd’unedécomposition
multiéchelle).

Lesalgorithmesoptimisantunefonctiondecoûtreprésententunepartie
importantedelalittératureautourdudessindegraphe.Cesalgorithmesper-
mettentd’exploiterdesrésultatsmathématiquespourassurerlaconvergence
dudessin.Notamment,ilestpossibledes’assurerquelafonctiondecoût
eststrictementdécroissante,etdoncqueledessinconvergebienversunétat
d’équilibre.Ilestaussipossibled’évaluerlegaind’unpasd’optimisation,ce
quiestdifficileavecunalgorithmeparapplicationdeforces.

EnSection4.2.2,nousavonsprésentéladescentedegradientstochastique,
uneméthoded’optimisationmathématiquequipeutêtredistribuée.Cettemé-
thodeouvrelavoiepourtransposerdesalgorithmesdedessinparoptimisation
dansunenvironnementdistribué.Denombreusesquestionsrestentcependant
ensuspens(quellesinteractionschoisirdansledessin?).
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7.2.Ouvertures

7.2.3 Méthode multipôledistribuée

LemodèledeforceprésentéparGDAD,cf.Section5.2,peutêtrevucomme
unevariantedelaméthodedeBarnesetHut.Lespivotsobtenusàpartirde
clustersdenœudssontutiliséspourlecalculdesforcesderépulsion,àlama-
nièredeBarnesetHut[15].AladifférencedeBarnesetHut,cespivotssuivent
lastructuredudessinetnonpasunedécompositionhiérarchiquearbitraire.
Celaapourconséquencedepasserlacomplexitéducalculdesinteractionsde
O(|V|·log|V|)àO(|V|).Cependant,l’existenced’uneborned’erreurn’estpas
garantieaveccetteapproximation.
DanslaSection4.3.5,nousprésentonslecheminementnaïfpouradapterla

méthodemultipôlerapideauparadigmeMapReduce.Cetteméthodepermet
decalculerlesinteractionséloignées,maispaslesinteractionsproches.La
borned’erreurestconservée.Ilseposedonclaquestiondesavoirs’ilest
possibledecréeruneméthodedecalculdesinteractionsapprochéesdansun
environnementdistribuéquisoitscalableetpourlaquelleuneborned’erreur
estprouvée.
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