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Chapitre 1

Introduction et positionnement des
travaux

Les travaux de cette thèse portent sur les problèmes de coordination de décisions de pla-
nification survenant dans une chaîne logistique afin de satisfaire la demande des clients à
moindre coût. Le projet FUI intitulé "Risk, Credit Chain & Supply Chain Management" 1 dans
lequel s’inscrit cette thèse a pour but d’intégrer des aspects financiers dans la gestion d’une
chaîne logistique composée d’acteurs indépendants. En particulier, le besoin en fond de rou-
lement 2 est un moyen de savoir si une entreprise gère de manière efficace sa trésorerie, plus
précisément il indique si une entreprise peut subvenir à ses besoins financiers sans l’interven-
tion d’un financement extérieur. Or, l’optimisation du besoin en fond de roulement a un lien
étroit avec l’optimisation des stocks (Hofmann et Kotzab, 2010). Dans cette thèse, nous nous
intéressons à la mise en place de mécanismes de coordination dans une chaîne logistique avec
deux acteurs où chacun a ses propres objectifs à atteindre avec une prise en compte explicite
des contraintes imposées sur les stocks. Les décisions de planification prises de manière indé-
pendante par chaque acteur peut amener à une mauvaise performance de la chaîne logistique
d’où la nécessité d’une coordination.

Ce chapitre introduit les notions utiles à la présentation de la problématique de coordina-
tion des décisions de planification au sein d’une chaîne logistique. Nous commencerons par
présenter l’organisation d’une chaîne logistique ainsi que ses objectifs et les enjeux posés dans
le cadre de son optimisation. Nous verrons que l’individualité des acteurs induit une sous-
performance de la chaîne logistique causée entre autres par un manque de partage d’infor-
mations. De plus, les conflits entre les différents objectifs au sein d’une chaîne logistique nous
amèneront à définir l’utilité de coordonner, à partir de contrats, les décisions de planification
des acteurs composant une chaîne logistique.

La planification de production consiste à déterminer des quantités de production ainsi que
les périodes où elles sont produites pour satisfaire des demandes discrètes sur un horizon
de planification discret de sorte que les coûts soient minimisés. Ces problèmes correspondent
à des problèmes de dimensionnement de lots ou lot-sizing. Quelques rappels utiles pour la
présentation des résultats de nos travaux sont présentés dans ce chapitre.

1. Financement de la Région Île-de-France.
2. Le besoin en fond de roulement représente le montant qu’une entreprise doit payer pour couvrir ses besoins

financiers dus aux décalages entre les décaissements (dépenses) et les encaissements (revenus) liés à son activité.
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1.1 Présentation d’une chaîne logistique

1.1.1 Qu’est-ce-qu’une chaîne logistique?

Une chaîne logistique peut être définie comme un ensemble d’acteurs dont le but est de
transformer des matières premières en produits finis pour les vendre à des clients externes.
Ainsi, une chaîne logistique peut être vue comme un réseau logistique composé de fournis-
seurs, de producteurs, d’entrepôts de stockage, de distributeurs et de clients dont le but est
de satisfaire la demande des clients/consommateurs (Simchi-Levi et al., 2008) (voir figure 1.1).
Par exemple, dans une chaîne logistique classique, les produits finis sont fabriqués à par-
tir de matières premières provenant d’un ou plusieurs fournisseurs. Ces matières premières
sont ensuite envoyées puis transformées en produits finis dans des usines de production où
des produits intermédiaires peuvent avoir été fabriqués. Les produits finis sont alors stockés
temporairement dans des entrepôts avant d’être livrés à des centres de distribution ou direc-
tement aux clients. Le processus de fabrication d’un produit fini fait alors intervenir plusieurs
activités au sein d’une chaîne logistique comme le stockage ou la fabrication de produits inter-
médiaires.

Différents flux circulent entre les différentes entités d’une chaîne logistique. Les flux phy-
siques regroupent tous les produits physiques dont les matières premières, les produits inter-
médiaires et les produits finis. En général, ces flux circulent d’amont en aval dans une chaîne
logistique (voir figure 1.1). Depuis quelques années, les nouvelles problématiques tels que le
service après-vente ou le recyclage imposent également une circulation d’aval en amont. Des
flux financiers associés aux flux physiques circulent d’aval en amont dans une chaîne logis-
tique classique. Ils représentent en autres des coûts de production, de transport, de stockage
ou d’immobilisation financière. Enfin, des flux d’informations peuvent s’échanger dans les deux
sens de la chaîne logistique. Les acteurs d’une chaîne logistique étant des entités indépen-
dantes, des échanges d’informations peuvent avoir lieu entre les acteurs. Ils concernent par
exemple la demande du client externe, les coûts opérationnels ou le niveau de stock.

Fournisseur

Fournisseur

Producteur

Producteur

Producteur

Distributeur

Distributeur

Distributeur

Client

Client

Flux physiques

Flux d’informations

Flux financiers

FIGURE 1.1 – Exemple d’une chaîne logistique.

Dans le cadre de la thèse, nous considérons une chaîne logistique composée d’un fournis-
seur, d’un distributeur et d’un unique produit fini. Nous nous intéressons à l’échange de flux
physiques correspondant au produit fini allant du fournisseur au distributeur afin de satis-
faire la demande exprimée au niveau du distributeur. Les flux financiers auxquels nous nous
intéressons représentent les coûts de production et de stockage. Pour le fournisseur, ces coûts
sont induits par la production et le stockage du produit fini. Pour le distributeur, ces coûts sont
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induits par le réapprovisionnement auprès du fournisseur et le stockage du produit fini. Dans
les chapitres 2 et 3, nous étudions également des flux financiers correspondant à des transferts
d’argent entre le fournisseur et le distributeur.

1.1.2 Niveaux de décision dans une chaîne logistique

Le processus de fabrication des produits finis par les acteurs d’une chaîne logistique néces-
site de prendre un ensemble de décisions. Il existe trois niveaux de décision (stratégique, tac-
tique et opérationnelle) au sein d’une chaîne logistique. Ils dépendent de l’horizon de temps
pour lequel les décisions sont prises et du niveau d’agrégation au sein de la chaîne logis-
tique (Giard, 2003; Simchi-Levi et al., 2008). Les différents niveaux de décision sont traités
de manière séquentielle et hiérarchique ce qui entraîne des prises de décision indépendantes
les unes des autres. Cependant, chaque niveau de décision a un impact sur les autres. Par
exemple, les décisions possibles au niveau tactique ou opérationnel dépend fortement de celles
prises au niveau stratégique.

Les décisions stratégiques se réfèrent à un ensemble de décisions dont l’effet sur la chaîne
logistique est à long terme (en général sur plusieurs années). Elles correspondent entre autres
au choix et nombre des fournisseurs, à la localisation des entrepôts de stockage ou au choix
des moyens de transport. À ce niveau, les décisions permettent de connaître la configuration
de la chaîne logistique.

Les décisions tactiques représentent un ensemble de décisions à moyen terme pouvant aller
de l’année à la semaine. Elles englobent par exemple les décisions qui concernent la gestion
de la production, du transport et d’inventaire. En particulier, la gestion de la production inclut
la planification de production dont les décisions vont dépendre de celles prises au niveau
stratégique, par exemple le dimensionnement des capacités. La planification de production
permet de définir les quantités à produire à chaque période de l’horizon de temps considéré
pour satisfaire les demandes prévisionnelles des clients à moindre coût. Dans cette thèse, nous
nous intéressons au problème de planification intervenant à ce niveau.

Pour finir, les décisions opérationnelles correspondent aux décisions prises à court terme,
par exemple pour la journée. Elles permettent de gérer les décisions liées aux activités quoti-
diennes dans une chaîne logistique tels que l’ordonnancement ou le transport. Les incertitudes
sur la demande étant plus faible à ce niveau, à partir des plans de production déterminés au ni-
veau tactique, il est possible de définir des ordonnancements détaillés sur un horizon continu.

1.1.3 Activités d’une chaîne logistique

La fabrication des produits finis dans une chaîne logistique fait intervenir de nombreuses
activités tels que le réapprovisionnement en matières premières et la vente des produits finis
en passant par la production, le stockage et le transport (Simchi-Levi et al., 2008). Nous nous
intéressons dans le cadre de cette thèse à la production et au stockage.

La gestion de la production dans une chaîne logistique permet de savoir si une chaîne lo-
gistique peut réagir aux aléas de la demande des clients. L’activité de production consiste à
gérer la transformation des matières premières en produits finis ainsi que leur fabrication. Il
faut alors trouver un juste milieu entre la quantité à produire et les coûts induits. En effet,
produire en grande quantité permet à la chaîne logistique d’être réactive et de faire face plus
facilement à la variation de la demande. Cependant, les quantités produites qui ne sont pas
utilisées doivent rester en stock engendrant ainsi des coûts plus élevés. Au contraire, produire
en faible quantité rend la chaîne logistique moins réactive face aux aléas de la demande et
peut entraîner des ruptures de stock. La chaîne logistique risque alors de dégrader sa qualité
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de service. Le but de la gestion de production est de trouver un bon équilibre entre les quan-
tités à produire et les coûts que la chaîne logistique doit investir dans la production, pour
satisfaire la demande des clients.

La gestion de stock est également une activité centrale dans une chaîne logistique. Des contraintes
telles que des demandes incertaines des clients ou des démarrages longs et coûteux de ma-
chines peuvent inciter la chaîne logistique à vouloir stocker des produits finis mais égale-
ment des matières premières. Cependant, décider de stocker une grande quantité de produits
comporte certains risques notamment pour les produits périssables et engendre des coûts
de stockage supplémentaires. De plus, dans des centres de production organisés en juste-à-
temps (Sugimori et al., 1977), les entreprises cherchent à réduire les stocks et les coûts induits
par ces stocks. De façon similaire, la gestion de stocks a pour but de trouver un bon compromis
entre les quantités à stocker et les coûts que les entreprises sont prêtes à investir pour satisfaire
la demande des clients.

Les décisions tactiques concernant la gestion de la production et du stockage nous amènent
à étudier des problèmes de planification. Ces problèmes consistent à prendre des décisions de
dimensionnement de lots qui consistent à déterminer la quantité de produits à fabriquer et
les périodes où elles sont fabriquées (voir section 1.3) sur un horizon de temps discret. Le but
est alors de trouver la meilleure manière de satisfaire la demande du client en minimisant les
coûts induits par la production et le stockage.

1.2 Introduction à la gestion d’une chaîne logistique

1.2.1 Nécessité de la coordination dans une chaîne logistique

La gestion d’une chaîne logistique ou Supply Chain Management a été introduite dans les an-
nées 80 et a pris de l’ampleur dans les années 90. La gestion d’une chaîne logistique s’est
développée suite à l’émergence des chaînes logistiques composées de plusieurs acteurs indé-
pendants. Auparavant, les entreprises étaient des entités gérées de manière indépendante dont
les problématiques étaient centrées sur la gestion de l’approvisionnement, de la production,
du stock et de la distribution. Aujourd’hui, la gestion d’une chaîne logistique intègre d’autres
problématiques liées au marketing, au service du client et à la finance, en plus de la gestion des
activités initiales présentes dans une chaîne logistique. De ce fait, les différents acteurs com-
posant une chaîne logistique ainsi que de nombreux chercheurs se sont rendus compte qu’il
n’était plus suffisant de se focaliser sur l’efficacité d’un seul acteur mais plutôt sur l’ensemble
de la chaîne logistique. D’une manière générale, la gestion d’une chaîne logistique considère
la chaîne comme étant une seule entité au lieu de considérer chaque acteur indépendamment
les uns des autres. Les objectifs sont alors d’améliorer les interactions entre les acteurs et de
proposer une meilleure gestion des activités et des différents flux d’une chaîne logistique.

Comme indiqué dans la section précédente, une chaîne logistique à plusieurs niveaux est
composée d’acteurs indépendants dont le but commun est de satisfaire les besoins des clients
externes. De plus, chaque acteur possède également ses propres informations et contraintes
ainsi que des objectifs financiers. Cependant, les activités au sein d’une chaîne logistique sont
dépendantes les unes des autres. La performance d’un acteur de la chaîne logistique (par
exemple la possibilité de répondre aux besoins des acteurs en amont, les coûts opérationnels)
aura donc un impact sur l’ensemble de la chaîne logistique. En particulier, l’optimisation locale
des activités de chaque acteur conduit à une performance non nécessairement optimale pour le
système global. Cependant, il peut être intéressant de définir des mécanismes de coordination
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entre les acteurs (Spengler, 1950; Tirole, 1988; Tsay et al., 1999). Dans une chaîne logistique, un
mécanisme de coordination correspond à une stratégie permettant de coordonner les décisions
des acteurs de la chaîne logistique afin d’améliorer la performance du système global. Dans
le contexte où les acteurs sont des entités indépendantes, il faut également mettre en place un
mécanisme d’incitation afin de partager les bénéfices de la coordination entre les acteurs pour
les persuader de collaborer.

La coordination peut se faire de manière centralisée ou décentralisée (Arshinder et al., 2008; Li
et Wang, 2007). Dans une chaîne logistique centralisée, les décisions sont prises de manière glo-
bale avec pour objectif de minimiser le coût global de la chaîne logistique. Pour se faire, il est
possible de faire appel par exemple à un tiers qui pilotera l’ensemble de la chaîne logistique en
ayant connaissance de toutes les informations de chaque acteur. Malheureusement, il est dif-
ficile de se placer dans ce cadre avec des acteurs individuels et les gains obtenus ne sont pas
toujours répartis de manière équitable (Li et Wang, 2007). Dans ma thèse, nous nous plaçons
dans le cadre d’une chaîne logistique décentralisée où les décisions sont prises localement
avec la possibilité d’inciter les acteurs à dévier de leurs décisions optimales. Contrairement au
cas centralisé, la méthode décentralisée cherche à utiliser les informations disponibles chez un
acteur ainsi que des méthodes d’incitation pour faire en sorte que les acteurs prennent des dé-
cisions pour le bien du système global. La collaboration entre les acteurs est alors possible et se
définit comme des prises de décisions dans le but d’atteindre des objectifs communs et d’avoir
une meilleure performance par rapport au cas où les acteurs agissent individuellement.

Il existe plusieurs formes de mécanismes de coordination (Cachon, 2003; Sahin et Robinson,
2002; Li et Wang, 2007) tels que les contrats, la coordination des flux physiques ou le partage
d’informations. Les contrats permettent de définir un ensemble d’engagements (par exemple la
réservation d’une capacité de production par le fournisseur) entre les acteurs d’une chaîne lo-
gistique. La coordination des flux physiques a pour but d’avoir une meilleure gestion des flux
physiques circulant entre les acteurs d’une chaîne logistique. Par exemple, le modèle du ven-
dor managed inventory 3 est un mécanisme de coordination permettant de diminuer les stocks.
La coordination par le partage d’informations survient lorsqu’il y a une asymétrie d’information
entre les acteurs, i.e. les acteurs d’une chaîne logistique n’ont pas les mêmes connaissances
sur les paramètres de coût de chacun (par exemple les coûts de production), la demande, ou
encore le niveau de stock de chaque acteur (Chen, 2003). Dans les chapitres 2 et 3, nous nous in-
téressons aux mécanismes de coordination par l’intermédiaire des contrats dans lesquels nous
intégrons la coordination des flux physiques et un transfert d’argent entre les acteurs. Dans le
chapitre 2, nous étudions également le problème d’asymétrie d’information sur les paramètres
de coût. Dans les sections suivantes, nous introduisons les problématiques concernant le par-
tage d’informations et l’asymétrie d’information au sein d’une chaîne logistique ainsi que la
coordination des acteurs de la chaîne à partir de contrats.

1.2.2 Partage d’informations et asymétrie d’information

Une chaîne logistique étant composée de différents acteurs indépendants, chaque acteur
possède des informations locales qui sont privées entraînant une asymétrie d’information. Les
acteurs indépendants sont réticents à partager leurs informations ce qui entraîne une ineffi-
cacité de la chaîne logistique (Lee et al., 1997; Corbett et Tang, 1999; Corbett et al., 2004), voir
les exemples 1.1 et 1.2. Afin de coordonner leurs décisions, le partage d’informations peut être

3. Le vendor managed inventory est un modèle où le distributeur/client fournit des informations sur l’état de son
stock à son fournisseur. En retour, le fournisseur prend la responsabilité de maintenir le niveau de stock de sorte que
le distributeur/client puisse satisfaire sa demande (Grean et Shaw, 2002).
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bénéfique à tous les acteurs du point de vue de la gestion du stock, du transport ou de la
production.

Le manque de partage d’informations peut engendrer des effets négatifs sur la perfor-
mance de la chaîne logistique. Dans une chaîne logistique à plusieurs niveaux, les informa-
tions sur la demande externe peuvent être de plus en plus faussées en amont de la chaîne
logistique, engendrant entre autres une mauvaise gestion de la production due par exemple à
la constitution de stocks dits de sécurité (Forrester, 1961; Lee et al., 1997).

Exemple 1.1. Supposons que seul le distributeur connaît la demande. Le fournisseur reçoit un plan de
réapprovisionnement sans connaître la demande à satisfaire. Il décide alors de produire plus d’unités
que nécessaire pour que le distributeur ait un stock de sécurité afin d’anticiper une éventuelle hausse
de la demande (provenant par exemple de ventes saisonnières). En répétant ce processus à chaque
niveau de la chaîne logistique, la demande est surestimée et la gestion du stock devient difficile,
engendrant un surcoût de stockage.

Les effets négatifs dus à la perte d’informations peuvent alors se répéter et s’accroître au
sein de la chaîne logistique. Ce phénomène est appelé l’effet "coup de fouet", plus connu sous
le nom de bullwhip effect (Lee et al., 1997). Les auteurs ont déterminé quatre causes à l’origine
de cet effet : les caractéristiques de la demande (élevée ou basse), la possibilité de pénurie,
la difficulté de déterminer la production optimale, et la fluctuation des coûts de commande.
Ce phénomène a amené les chercheurs à étudier la problématique du partage d’informations
entre les acteurs.

Fugate et al. (2006) et Kumar et Pugazhendhi (2012) ont fourni un état de l’art sur le partage
d’informations et ont montré qu’il permet d’améliorer la performance d’une chaîne logistique.

Exemple 1.2. Le partenariat industriel entre les entreprises Procter & Gamble (le fabricant) et Wal-Mart
(le détaillant), qui remonte aux années 1980, est un exemple montrant que le partage d’informa-
tions entre les acteurs d’une chaîne logistique (Grean et Shaw, 2002) peut être bénéfique à la chaîne
logistique. L’entreprise Procter & Gamble était divisée en plusieurs branches de production. Les dif-
férentes branches de production fournissaient les centres de distribution de Wal-Mart indépendam-
ment les unes des autres. Malgré une telle organisation, le chiffre d’affaires de ces entreprises étaient
en croissance. Les deux entreprises décident alors de revoir la manière dont ils gèrent leur relation
pour améliorer le service auprès des clients et d’augmenter leur chiffre d’affaires. Dans ce but, elles
développent ensemble un outil permettant aux deux entreprises de partager des informations dont
le niveau de stock en temps réel de chaque centre de distribution de Wal-Mart. En connaissant le
niveau de stock de chaque centre de distribution, l’entreprise Procter & Gamble pouvait gérer le ré-
approvisionnement des produits en temps réel sans avoir à attendre qu’un centre de distribution
demande un réapprovisionnement, évitant ainsi d’avoir soit une rupture de stock soit un excès de
stock. Cette nouvelle approche basée sur le partage d’informations a permis à ces entreprises d’aug-
menter considérablement leur chiffre d’affaires. Cette technique de collaboration où les informations
sur les niveaux de stock sont transmises au niveau amont a ensuite été appelée vendor managed
inventory dans la littérature.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à la coordination des décisions de planifica-
tion dans le cas où les informations privées correspondent aux coûts opérationnels des acteurs.
Lorsqu’un acteur possède plus d’informations que les autres, il a la possibilité de ne pas di-
vulguer ses informations afin d’avoir un certain avantage ou bien de collaborer avec les autres
en partageant totalement ou une partie de ses informations. Nous appellerons par la suite l’ac-
teur qui a le plus (resp. le moins) d’informations l’acteur dominant (resp. l’acteur dominé). Le jeu
de sélection (appelé screening game en anglais) (Stiglitz, 1975) est défini comme le fait que l’ac-
teur dominé peut inciter l’acteur dominant à révéler ses informations. L’acteur dominant peut
également décider de dévoiler une partie de ses informations privées ; ce processus est connu
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sous le nom de signaling dans la littérature (Spence, 1973). Dans le cadre de cette thèse, nous
nous intéressons uniquement au jeu de sélection. L’acteur dominé peut améliorer sa situation
en utilisant des mécanismes afin d’inciter l’acteur dominant à révéler ses informations. Parmi
ces mécanismes de coordination, nous trouvons le jeu de Stackelberg, le jeu de sélection (Sti-
glitz, 1975) ou bien les enchères (Vickrey, 1961; Myerson, 1981). Dans le chapitre 2, le jeu de
sélection est utilisée pour traiter le problème de coordination des décisions de planification
avec asymétrie d’information.

Le jeu de sélection.
Stiglitz (1975) est le pionnier de la théorie de la sélection. À l’origine, ce jeu a été mis en

place dans le but de pouvoir extraire des informations privées d’un agent prenant des déci-
sions économiques. L’un des exemples fourni par Stiglitz (1975) consiste à étudier le salaire
d’une population d’employés possédant leurs propres compétences. Pour cela, il considère
dans son exemple deux profils E1 et E2 d’employés : ceux qui sont très compétents et ceux qui
le sont moins. Si les profils d’employés étaient connus, chaque profil se verrait attribuer un
salaire spécifique θ1 et θ2. De plus, un employé est de profils E1 et E2 avec une probabilité p1

et p2 respectivement de sorte que p1 + p2 = 1. Dans son exemple, les employés ont le choix de
participer au jeu de sélection ou non. Il fait l’hypothèse qu’il existe un processus de sélection
permettant de faire une sélection parfaite induisant un coût c pour chaque employé qui choisit
de participer. Le coût c est tel que

θ1 − θ2 > c > θ1 − θ̄ (H1)

où θ̄ = p1θ1+p2θ2. L’auteur met en évidence deux équilibres : un équilibre sans jeu de sélection
et un autre avec le jeu. Sans jeu de sélection, tous les employés reçoivent le même salaire θ̄. Il
s’agit d’un équilibre car s’il y avait un jeu de sélection, un employé de profil E1 qui participe
au jeu doit payer le coût de participation au jeu. Son salaire serait alors égal à θ1−c < θ̄ d’après
l’hypothèse H1. Avec un jeu de sélection, les employés qui choisissent de ne pas participer re-
çoivent le salaire le plus bas (θ2). Le salaire d’un employé de profil E1 qui choisit de participer
est égal à θ1 − c (il doit payer le coût de participation c). Les employés de profil E2 n’ont au-
cun intérêt à participer puisque leur salaire est égal à θ2 sans participation. Il s’agit bien d’un
équilibre car un employé de profil E1 a toujours intérêt à participer sinon son salaire serait
égal à θ2 < θ1 − c par l’hypothèse H1. Le jeu de sélection permet alors de révéler les profils de
chaque employé. Plus généralement, Stiglitz (1975) discute dans son article des avantages et
des inconvénients de ce jeu.

Sucky (2006) et Mobini et al. (2014) ont étudié le problème de coordination dans une chaîne
logistique à deux niveaux avec une asymétrie d’information et un jeu de sélection (se référer
au chapitre 2 pour plus de détails). D’autres travaux ont considéré un autre mécanisme de
coordination que le jeu de sélection. Viswanathan et Wang (2003), Esmaeili et Zeephongsekul
(2010) et Feng et Lu (2013) ont considéré un jeu de Stackelberg 4 pour traiter le problème de
coordination dans une chaîne logistique avec asymétrie d’information. Chen (2007) et Lee et
Kumara (2007) ont utilisé les mécanismes d’enchères 5 pour coordonner une chaîne logistique
sous l’hypothèse d’asymétrie d’information composée d’un distributeur et plusieurs fournis-
seurs dans (Chen, 2007) et composée d’un fournisseur et plusieurs distributeurs dans (Lee et

4. Dans un jeu de Stackelberg, le joueur qui a le monopole (appelé leader) prend une décision en premier et
l’impose aux autres joueurs. Les autres joueurs (appelés followers) prennent alors leurs décisions en tenant compte
de celle du leader.

5. Un mécanisme d’enchères est un mécanisme de négociations où un joueur (par exemple un vendeur) met en
compétition plusieurs joueurs pour atteindre un but (par exemple la vente d’un bien).
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Kumara, 2007). La majorité des travaux existants dans la littérature sur l’asymétrie d’informa-
tion dans une chaîne logistique concernent les problèmes de planification sur un horizon de
temps continu, connus sous le nom de Economic Ordering Quantity (EOQ) (Harris, 1990). Peu
de travaux ont considéré des problèmes de coordination avec asymétrie d’information dans le
cadre des problèmes de dimensionnement de lots étudiés dans le chapitre 2 section 2.4.

Le manque de coordination peut amener à une mauvaise performance globale de la chaîne
logistique même si le problème d’asymétrie d’information entre les acteurs est éliminé. Un
des moyens de coordonner les décisions des acteurs consiste à établir des contrats entre eux
afin de les inciter à agir pour le bien du système global.

1.2.3 Introduction aux mécanismes de coordination par des contrats

Cette section se place dans le cadre des problèmes de coordination des décisions de planifi-
cation dans une chaîne logistique. D’après Tsay et al. (1999), les contrats permettent d’atteindre
deux objectifs principaux : coordonner le système global en diminuant le coût total de la chaîne
logistique de sorte qu’il soit le plus proche possible du coût qu’on atteindrait dans une gestion
centralisée et partager les risques entre les acteurs de la chaîne logistique.

Dans une chaîne logistique à deux acteurs, certains contrats permettent au distributeur
d’avoir de la flexibilité en lui autorisant à modifier sa quantité de commande originale (Tsay,
1999). D’autres autorisent des transferts d’argent entre les acteurs de sorte que le distributeur
partage une partie de son revenu avec le fournisseur (Cachon et Lariviere, 2005). Pour plus
de détails sur la coordination d’une chaîne logistique à partir de contrats, nous renvoyons
le lecteur vers les articles suivants (Cachon, 2003; Li et Wang, 2007; Tsay et al., 1999) pour
des problèmes de planification sur un horizon de temps continu. Peu de travaux dans la lit-
térature ont proposé d’étudier la mise en place de contrats dans le cadre des problèmes de
dimensionnement de lots que nous étudions dans le cadre de cette thèse. Récemment, Hellion
(2013) a effectué une thèse sur des contrats de stabilité dans une chaîne logistique composée
de plusieurs fournisseurs, un distributeur et un produit. Ces contrats permettent de contrôler
la quantité minimale de réapprovisionnement auprès du fournisseur, ainsi que les fenêtres de
temps pour les réapprovisionnements. Le fournisseur a un contrat unique avec chaque dis-
tributeur défini par des capacités de production minimale et maximale qui sont stationnaires
et une fenêtre de production dynamique. La fenêtre de temps dynamique permet d’assurer
la fréquence des réapprovisionnements : un réapprovisionnement doit avoir lieu dans une fe-
nêtre de temps fixée [t+Q+ 1, t+R+ 1], où Q ≤ R sont des paramètres et t est la période qui
précède ce réapprovisionnement. Ce contrat de stabilité a été mis en œuvre dans une chaîne
logistique canadienne composée d’une papetière et de ses fournisseurs. Des expérimentations
ont montré que ce mécanisme est profitable aux acteurs de la chaîne logistique. Hellion (2013)
a également proposé des algorithmes polynomiaux pour résoudre des variantes du problème
de lot-sizing avec des quantités de production minimale et maximale, ainsi que des problèmes
de lot-sizing avec fenêtre de temps de production.

Dans le cas où un des acteurs a le monopole au sein de la chaîne logistique, il peut imposer
ses décisions. Les contrats permettent alors aux acteurs qui n’ont pas le monopole d’avoir plus
de marge de manœuvre pour optimiser leurs coûts. De la même manière que la section précé-
dente, nous dirons que l’acteur qui a (resp. n’a pas) le monopole est l’acteur dominant (resp.
dominé) dans une chaîne logistique à deux niveaux. L’acteur dominant a le pouvoir d’imposer
ses décisions. Dans les chapitres 2 et 3, nous étudierons des problèmes de coordination dans
une chaîne logistique à deux acteurs où l’un d’eux a le monopole (soit le distributeur, soit le
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fournisseur) et peut donc imposer son plan de production/réapprovisionnement. Afin de per-
mettre à l’acteur dominé de modifier le plan qui lui est imposé, nous considérons le schéma
de coordination suivant. Dans un premier temps, l’acteur dominant impose ses décisions de
planification à l’acteur dominé ce qui peut induire un coût éventuellement élevé pour ce der-
nier. Dans un deuxième temps, afin de réduire son coût, l’acteur dominé peut inciter l’acteur
dominant à modifier ses décisions en lui proposant un contrat composé d’un nouveau plan
de production/réapprovisionnement. Le contrat proposé doit garantir que le coût de l’acteur
dominant ne se dégrade pas s’il l’accepte. Nous disons alors que le contrat vérifie la rationa-
lité individuelle. Afin de garantir cette propriété, le contrat est également associé à un transfert
d’argent entre les acteurs. Ainsi, l’acteur dominé peut compenser l’éventuel augmentation de
coût de l’acteur dominant en lui proposant un nouveau plan et l’inciter à accepter le contrat.
Différents scénarios liés aux transferts d’argent sont proposés dans les chapitres qui suivent.
Un état de l’art plus détaillé sur les problèmes de coordination que nous avons traités sera
également fourni.

La section suivante présente les problèmes de lot-sizing de base qui seront utiles dans
l’étude des problèmes traités dans les chapitres suivants.

1.3 Les problèmes de lot-sizing

Le problème de lot-sizing a été introduit par Wagner et Within dans les années 50 (Wag-
ner et Whitin, 1958). Il consiste à satisfaire une demande sur un horizon de temps discret de
manière à minimiser les coûts de production et de stockage. Afin de satisfaire cette demande,
il s’agit donc de déterminer le nombre d’unités à produire à chaque période. Ce problème
est appelé lot-sizing dynamique, contrairement au problème sur un seul horizon de temps de
discret.

Depuis les années 50, de nombreux travaux ont été menés pour étudier les problèmes de
lot-sizing amenant à l’étude de plusieurs variantes du problème. Elles se distinguent entre-
autres par la nature de l’horizon de temps (continu ou discret), le nombre de niveaux consi-
dérés, le nombre de produits ainsi que des contraintes à prendre en compte telles que les
capacités de production, ou de stockage.

Pochet et Wolsey (2006) ont publié un livre décrivant des résultats pour des problèmes de
lot-sizing allant du problème de base à un niveau avec un produit et sans contrainte de capacité
de production à des problèmes incluant par exemple une capacité de production ou plusieurs
produits. Ils présentent plusieurs modélisations mathématiques des différents problèmes ainsi
que des méthodes de résolution (programmation dynamique, approche polyédrale). Brahimi
et al. (2006) ont proposé un état de l’art complet sur les problèmes de lot-sizing avec un produit.
Une mise à jour récente de cet état de l’art a été faite par Brahimi et al. (2017).

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés aux modèles dynamiques avec un horizon
de temps discret. L’état de l’art sur les problèmes de lot-sizing étant très vaste, nous propo-
sons un état de l’art sur les problèmes en lien avec mes travaux de thèse. La première section
présentera les résultats de base pour la résolution des problèmes de lot-sizing à un niveau et
la deuxième portera sur les problèmes de lot-sizing à plusieurs niveaux.

1.3.1 Le problème de lot-sizing à un niveau

Depuis les premiers travaux de Wagner et Whitin (1958) et de Manne (1958), de nombreux
chercheurs se sont intéressés au problème de lot-sizing à un niveau avec un produit et sans
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contrainte de capacité de production, connu sous le nom de problème ULS 6 dans la littérature.

Le problème ULS.
Le but du problème ULS est de déterminer un plan de production permettant de satisfaire

la demande discrète d’un unique produit de sorte que la somme des coûts de production, de
lancement et de stockage soit minimisée.

Notations liées au problème ULS.
Soit T = {1, . . . , T} l’ensemble des périodes sur l’horizon de temps où T représente le

nombre de périodes. Nous notons par dt la demande à satisfaire à la période t. Par la suite, la
somme des demandes sur un intervalle de périodes consécutives [t, k] (

∑k
i=t di) est notée dtk.

La production d’une unité à une période t induit un coût de production unitaire pt ainsi qu’un
coût fixe de lancement production ft. Le stockage d’une unité de la période t à la période t+ 1

induit un coût unitaire de stockage noté ht. Lorsque la demande ou les paramètres de coût ne
varient pas sur tout l’horizon de temps, nous disons qu’ils sont stationnaires ou constants. Par
exemple, pour T = 3, le coût de stockage h = (1, 1, 1) est stationnaire.

Dans cette section, nous présentons la formulation mathématique dite agrégée Wagner et
Whitin (1958) du problème ULS : la variable de production indique la période de production
des unités de demande. Dans la formulation mathématique désagrégée, la variable de produc-
tion indique la période de production des unités de demande ainsi que la période de consom-
mation de ces unités. Cette formulation fait référence au problème de localisation 7 ou au pro-
blème de plus court chemin.

Les variables de décision du problème ULS sont les suivantes pour le modèle agrégé : la
quantité d’unités produites à une période est donnée par xt, la quantité d’unités stockées à la
fin de la période t est notée st, enfin la variable de lancement yt qui est égal à 1 si une produc-
tion a lieu à la période t, et 0 sinon.

Réseau à coût fixe du problème ULS.
Zangwill (1968) a proposé de représenter le problème ULS par un réseau à coût fixe illustré

dans la figure 1.2. Les nœuds 1 à T correspondent aux périodes. Un nœud source est ajouté
pour représenter le flot total circulant dans le réseau d1T . Les arcs reliant le nœud source à un
nœud t représentent les arcs de production. Ils sont associés aux variables xt, yt et aux coûts
de production ft et pt. Les arcs de stockage sont les arcs (t, t+ 1). Ils sont associés à la variable
de stock st et au coût de stockage ht. les demandes sont représentées par les arcs incidents
extérieurs aux nœuds t = 1, . . . , T .

d1T

1 2 . . . t t+1 . . . T

ft, pt;xt

ht; st

d1 d2 dt dt+1 dT

FIGURE 1.2 – Réseau à coût fixe du problème ULS.

6. ULS est l’acronyme anglais de Uncapacitated Lot-Sizing
7. Connu sous le nom de facility location problem
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Conventions pour la représentation du réseau.
Dans la suite du manuscrit, le réseau associé à un problème de lot-sizing sera défini de la

manière suivante :

- des arcs pleins pour illustrer une solution d’un problème de lot-sizing.

- des arcs en pointillés pour représenter une instance d’un problème de lot-sizing.

Formulation mathématique du problème ULS.

min
∑

t∈T
(ftyt + ptxt + htst) (1.1)

s.c. st−1 + xt = dt + st ∀t ∈ T , (1.2)

xt ≤ dtT yt ∀t ∈ T , (1.3)

xt, st ≥ 0 ∀t ∈ T ,
yt ∈ {0, 1} ∀t ∈ T .

La fonction objectif (1.1) représente la minimisation de la somme des coûts de production et
du coût de stockage. La contrainte (1.2) correspond à la satisfaction de la demande à chaque
période. Cette dernière contrainte est appelée contrainte de conservation de flot. La contrainte
(1.3) permet d’assurer que la variable de lancement yt vaut 1 si une production à lieu à la
période t, i.e. si xt > 0, et 0 sinon. dtT représente un majorant sur la quantité d’unités qu’il est
possible de produire à une période t.

En utilisant le fait que st =
∑t
i=1 xi − d1t pour tout t ∈ T , il est possible d’avoir une for-

mulation mathématique sans les variables de stockage.

Variantes du problème ULS.
Une variante du problème de lot-sizing mono-produit, notée CLS 8, consiste à prendre en

compte une capacité de production limitée. Cette contrainte de capacité de production se modélise
en modifiant la contrainte (1.3) par :

xt ≤ Ctyt ∀t ∈ T (1.4)

où Ct représente la capacité de production à chaque période t. Lorsque la capacité de produc-
tion est constante, i.e. qu’elle ne varie pas sur tout l’horizon de temps, le problème est noté
CCLS 9.

Dans le cas où la capacité de stockage est limitée, nous ajoutons à la formulation mathéma-
tique du problème ULS la contrainte suivante :

Lt ≤ st ≤ Ut ∀t ∈ T (1.5)

où Lt et Ut représentent respectivement la quantité d’unités minimale et maximale pouvant
être stockées à la fin de la période t. Les capacités de stockage Lt et Ut sont dites stationnaires
ou constantes si elles ne varient pas sur tout l’horizon de temps. Le problème de lot-sizing avec
capacité de stockage limitée est notée LS-IB 10.

8. CLS signifie Capacitated Lot-Sizing.
9. CCLS est un acronyme pour Constant Capacitated Lot-Sizing.

10. LS-IB représente l’acronyme de Lot-Sizing with Inventory Bounds.
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Complexité et résolution des problèmes de lot-sizing à un niveau.
De nombreux auteurs ont développé des méthodes de résolution exacte pour résoudre les

problèmes de lot-sizing tels que la programmation dynamique, des approches polyédrales,
des méthodes de coupes, de la relaxation lagrangienne ou des heuristiques (Pochet et Wolsey,
2006; Guner Goren et al., 2010). Dans cette section, nous nous intéressons en particulier à la
programmation dynamique.

La programmation dynamique consiste à résoudre un problème en le décomposant en
sous-problèmes indépendants. Elle se base sur le principe d’optimalité de Bellman (Bellman,
1957) : la solution optimale d’un problème est une combinaison de solutions optimales des
sous-problèmes qui le composent. La décomposition d’un problème en sous-problèmes repose
sur une caractérisation structurelle des solutions optimales du problème.

Dans le cadre des problèmes de lot-sizing, les solutions optimales de certaines classes de
problèmes possèdent des structures particulières. Elles seront détaillées par la suite et per-
mettent de mettre en place des algorithmes de programmation dynamique pour la résolution
de ces problèmes. Différents résultats sont présentés pour le problème ULS, le problème CLS
ainsi que d’autres variantes du problème de lot-sizing.

Les premiers auteurs à avoir proposé un algorithme de programmation dynamique pour
résoudre le problème ULS sont Wagner et Whitin (1958). Ils ont proposé une propriété de
dominance définie de la manière suivante :

Propriété 1.1 (Zero Inventory Ordering (ZIO), Wagner et Whitin (1958))

Il existe une solution optimale du problème ULS vérifiant st−1xt = 0 pour tout t ∈ T .

En d’autres termes, la propriété ZIO indique qu’il existe une solution optimale dans laquelle
une production a lieu à une période t uniquement lorsque le stockant entrant à la période t
est nul. Ainsi, une production permet de satisfaire un nombre entier de périodes de demande,
i.e. si xt > 0 alors xt = dtk pour une période k ≥ t. À partir de cette propriété, les auteurs ont
proposé un algorithme de programmation dynamique en O(T 2) pour résoudre le problème
ULS. Lorsque les coûts sont non-spéculatifs, i.e. pt−1 + ht−1 ≥ pt, ils proposent un algorithme
dont la complexité est en O(T ).

Par la suite, Aggarwal et Park (1993), Federgruen et Tzur (1991) et Wagelmans et van Hoe-
sel (1992) ont proposé d’améliorer la complexité en temps de calcul à partir de différents algo-
rithmes de complexité O(T logT ).

Problème de lot-sizing avec capacité de stockage limitée (LS-IB).
Un autre aspect des problèmes de lot-sizing à un niveau que nous abordons dans cette sec-

tion est le problème de lot-sizing avec une capacité de stockage limitée. Dans ce problème, il n’est
pas possible de stocker plus que la capacité de stockage. Dans le chapitre 5 (voir p.)89, nous
étendons le problème LS-IB au problème à deux niveaux, i.e. la capacité de stockage peut
être limitée à un des deux niveaux ou aux deux niveaux. Love (1973) est le premier auteur
à avoir étudié le problème LS-IB pour lequel il a proposé une propriété de dominance qui
sera détaillée dans le chapitre 5. Cette propriété lui a permis de développer un algorithme
de programmation dynamique en O(T 3) pour résoudre le problème. De nombreux travaux
ont ensuite été effectués afin soit d’améliorer la complexité de résolution, soit de prendre en
compte d’autres caractéristiques (Toczyłowski, 1995; Vyve et Ortega, 2004; Atamtürk et Küçü-
kyavuz, 2008; Hwang et van den Heuvel, 2012). Un état de l’art plus détaillé sur les problèmes
LS-IB est proposé dans le chapitre 5.
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van den Heuvel et Wagelmans (2008) ont montré que les formulations mathématiques des
problèmes de lot-sizing suivants sont équivalents au problème LS-IB : le problème de lot-sizing
avec des fenêtres de temps de production, le problème de lot-sizing avec du reconditionne-
ment et le problème de lot-sizing avec des capacités de production cumulées. Le problème
de lot-sizing avec reconditionnement peut représenter par exemple le recyclage des produits.
Dans ce problème, à chaque période, une quantité de produits retournés entre dans le sys-
tème. En plus de la production déjà présente initialement dans le système, ces retours peuvent
être utilisés pour satisfaire la demande. Dans le problème de lot-sizing avec des capacités de
production cumulées, la capacité de production qui n’est pas utilisée à une période peut être
utilisée à la période suivante.

Problème de lot-sizing avec sous-traitance (CLS-S 11).
Un autre aspect du problème de lot-sizing que nous étudions dans le cadre de cette thèse

(voir chapitre 3) est le problème de lot-sizing avec sous-traitance que nous notons CLS-S. Dans la
littérature, la notion de sous-traitance est connue sous le nom de subcontracting ou outsourcing.
Le terme subcontracting définit la possibilité pour une entreprise de pouvoir acquérir une capa-
cité de production plus élevée temporairement tandis que le terme outsourcing est un contrat
avec une entreprise extérieure qui fournit des produits.

Le problème CLS-S se définit comme un problème de lot-sizing où deux coûts unitaires de
production pt et bt ≥ pt sont considérés. Dans le problème CLS-S, la capacité de production est
limitée. Les unités produites à une période t induisent un coût unitaire pt tant que la capacité
de production n’est pas atteinte. Au-delà de cette capacité, le coût unitaire de production est
égal à bt.

Formulation mathématique du problème CLS-S.
La variable wt correspond à la quantité d’unités sous-traitées à une période t. La formula-

tion mathématique du problème CLS-S est définie ci-dessous.

min
∑

t∈T
(ftyt + ptxt + htst + btwt) (1.6)

s.c. st−1 + xt + wt = dt + st ∀t ∈ T , (1.7)

xt ≤ Ctyt ∀t ∈ T , (1.8)

xt, st, wt ≥ 0 ∀t ∈ T ,
yt ∈ {0, 1} ∀t ∈ T .

La fonction objectif (1.6) consiste à minimiser la somme des coûts de production, de stockage
et de sous-traitance. La contrainte (1.7) représente la contrainte de conservation de flot permet-
tant de satisfaire la demande à partir d’une production ou d’une sous-traitance. La contrainte
(1.8) assure que la capacité de production est respectée.

Sans sous-traitance, le problème CLS-S est un problème de lot-sizing avec capacité de
production qui est NP-difficile (Florian et al., 1980; Bitran et Yanasse, 1982). Avec une ca-
pacité de production constante, le problème CCLS peut être résolu par des algorithmes po-
lynomiaux ((Akbalik et Rapine, 2012; Feng et al., 2011; Kovalyov et Pesch, 2014; Ou, 2012)).
Lorsque la sous-traitance et la production sont illimitées, résoudre le problème CLS-S revient
à résoudre un problème ULS (Chu et Chu, 2007). Plusieurs algorithmes de programmation

11. CLS-S est l’acronyme de Capacitated Lot-Sizing with Subcontracting.
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dynamique polynomiaux ont été proposés pour résoudre le problème CLS-S lorsque la capa-
cité de production est constante (Sandbothe et Thompson, 1990; Atamtürk et Hochbaum, 2001;
Chu et al., 2013). Nous proposons un état de l’art plus détaillé dans le chapitre 3.

1.3.2 Le problème de lot-sizing multi-niveaux

Une autre extension du problème ULS consiste à prendre en compte plusieurs niveaux
de production au lieu d’un seul pour représenter un système de production. Plusieurs sys-
tèmes de production existent dans la littérature : d’assemblage générale ou structure arbores-
cente (Pochet et Wolsey, 2006). Dans ma thèse, nous nous sommes intéressés à un système de
production en série. La figure 1.3 représente un tel système composé d’un fournisseur, d’un
distributeur et d’un client. Le client doit satisfaire une demande en passant commande auprès
d’un distributeur. Le distributeur doit ensuite satisfaire la commande du client en se réappro-
visionnant auprès d’un fournisseur. Pour finir, le fournisseur doit satisfaire le réapprovision-
nement du distributeur. Les problèmes de lot-sizing multi-niveaux permettent de représenter
un tel système.

Demande

Client

Distributeur

Fournisseur

FIGURE 1.3 – Exemple de système de production composé de trois niveaux.

Dans le problème de lot-sizing à plusieurs niveaux et un produit, noté par MULS 12, les de-
mandes à chaque niveau sont dépendantes sauf la demande externe du dernier niveau. La
production d’un produit à un niveau génère une demande à un niveau en amont. Dellaert
et al. (2000) ont montré que le problème MULS avec une structure générale est NP-difficile. Un
état de l’art sur le problème MULS est fourni par (Bahl et al., 1987; Brahimi et al., 2006). Dans
cette thèse, nous nous sommes intéressés au problème MULS en série introduit par Zangwill
(1969), et plus particulièrement au problème à deux niveaux.

Le problème central de lot-sizing traité dans mes travaux est un problème de lot-sizing
avec un produit et sans capacité de production à deux niveaux représentant une chaîne logis-
tique à deux niveaux composée d’un fournisseur et d’un distributeur (voir figure 1.4) pour
un seul produit. Ce problème est connu sous le nom de 2ULS 13. Le niveau du distributeur
correspond au dernier niveau où la demande externe est exprimée. Le distributeur doit satis-
faire la demande d’un unique produit sur un horizon de temps discret fini. Afin de satisfaire
la demande, le distributeur doit déterminer un plan de réapprovisionnement auprès de son four-
nisseur. Le fournisseur doit à son tour déterminer un plan de production afin de satisfaire le plan
de réapprovisionnement du distributeur. Le but est alors de déterminer un plan de production
et un plan de réapprovisionnement de manière à satisfaire la demande exprimée au niveau du
distributeur tout en minimisant les coûts du fournisseur et du distributeur.

12. MULS est l’acronyme de Multi-level Uncapacitated Lot-Sizing.
13. La notation 2ULS fait référence au nom anglais Two-level Uncapacitated Lot-Sizing.
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Notations liées au problème 2ULS.
Soit dt la demande à satisfaire à la période t au niveau du distributeur. La production d’une

unité à une période t induit un coût unitaire de production pFt et de réapprovisionnement pDt
ainsi qu’un coût fixe de production fFt et de réapprovisionnement fDt pour le distributeur et
pour le fournisseur respectivement. Le stockage d’une unité de la période t à la période t + 1

induit un coût unitaire de stockage hFt au niveau du fournisseur et hDt au niveau distributeur
respectivement.

La quantité d’unités produites à une période t au niveau du fournisseur est notée xFt . La
quantité d’unités envoyées au niveau du distributeur est notée xDt . La quantité d’unités en
stock à la fin de la période t au niveau du fournisseur et du distributeur est donnée par sFt
et sDt respectivement. La variable yFt représente la variable de lancement qui est égale à 1 s’il
y a une production à une période t au niveau du fournisseur. La variable de lancement yDt
est égale à 1 s’il y a un réapprovisionnement à une période t au niveau du distributeur. Nous
notons par cD(yD, xD, sD) =

∑
t∈T (fDt y

D
t + pDt x

D
t + hDt s

D
t ) le coût total du distributeur et

cF (yF , xF , sF ) =
∑
t∈T (fFt y

F
t + pFt x

F
t + hFt s

F
t ) celui du fournisseur.

Réseau à coût fixe du problème 2ULS.
Le réseau à coût fixe représentant le problème 2ULS est illustré dans la figure 1.4. Les

nœuds 1 à T au niveau du fournisseur et du distributeur correspondent aux périodes. Un
nœud source est ajouté pour représenter le flot total d1T circulant dans le réseau. Les demandes
externes sont représentées par les arcs incidents extérieurs aux nœuds 1, . . . , T au niveau du
distributeur. Les arcs reliant le nœud source aux nœuds 1, . . . , T au niveau du fournisseur
représentent les arcs de production. Ils sont associés aux variables de production xFt et de lan-
cement yFt , ainsi qu’aux coûts de production pFt et de lancement yFt . Les arcs reliant les nœuds
1, . . . , T au niveau du fournisseur aux nœuds 1, . . . , T au niveau du distributeur représentent
les arcs de réapprovisionnement. Comme pour les arcs de production, ces arcs sont associés
aux variables de réapprovisionnement xDt et de lancement yDt , et aux coûts de réapprovision-
nement pDt et de lancement fDt . Les arcs de stockage à chaque niveau sont représentés par les
arcs (t, t + 1). Ils sont associés aux variables de stockage sFt , sDt et aux coûts de stockage hFt ,
hDt au niveau du fournisseur et au niveau du distributeur respectivement.

d1T

Fournisseur 1 2 . . . t t+1 . . . T

Distributeur 1 2 . . . t t+1 . . . T

fF
t , pFt ;x

F
t

hF
t ; s

F
t

fD
t , pDt ;xD

t

hD
t ; sDt

d1 d2 dt dt+1 dT

FIGURE 1.4 – Réseau à coût fixe pour le problème2ULS.
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Formulation mathématique du problème 2ULS.
La formulation mathématique que nous présentons ci-dessous correspond à la formulation

agrégée.

min
∑

t∈T
(fDt y

D
t + pDt x

D
t + hDt s

D
t ) +

∑

t∈T
(fFt y

F
t + pFt x

F
t + hFt s

F
t ) (1.9)

s.c. sDt−1 + xDt = dt + sDt ∀t ∈ T , (1.10)

sFt−1 + xFt = xDt + sFt ∀t ∈ T , (1.11)

xDt ≤ dtT yDt ∀t ∈ T , (1.12)

xFt ≤ dtT yFt ∀t ∈ T , (1.13)

xDt , s
D
t , x

F
t , s

F
t ≥ 0 ∀t ∈ T ,

yDt , y
F
t ∈ {0, 1} ∀t ∈ T .

La fonction objectif (1.9) consiste à minimiser la somme des coûts de production, de réappro-
visionnement et de stockage du distributeur et du fournisseur. Les contraintes (1.10) et (1.11)
représentent les contraintes de conservation de flots permettant de satisfaire la demande. Les
contraintes (1.12) assurent que les variables de lancement yFt valent 1 s’il y a une production à
une période t au niveau du fournisseur, et 0 sinon. De la même manière, les contraintes (1.13)
forcent les variables de lancement yDt à être égales à 1 si un réapprovisionnement a lieu à la
période t au niveau du distributeur.

Une autre formulation basée sur la notion d’échelon stock introduite par (Clark et Scarf,
1960) permet de retrouver des sous-problèmes ULS. Cette formulation consiste à remplacer
les variables de stockage par des variables d’échelon stock. Ces variables représentent le stock
total du produit par période, i.e. la somme des quantités en stock à chaque niveau par période.
Dans la formulation mathématique présentée, la demande du niveau du fournisseur dépend
du niveau du distributeur. Cette nouvelle formulation permet d’avoir des sous-problèmes ULS
à chaque niveau et ainsi de supprimer la dépendance entre les deux niveaux. D’autres formu-
lations basées sur les problèmes de localisation et les problèmes de multi-commodités ont été
proposées (Pochet et Wolsey, 2006). Ces formulations sont plus serrées que la formulation
mathématique présentée précédemment, i.e. la solution de la relaxation linéaire de ces formu-
lations sont meilleures que celle fournie par la formulation agrégée.

Résolution par programmation dynamique.
Zangwill (1969) a montré que la propriété ZIO de (Wagner et Whitin, 1958) reste valide à

chaque niveau pour le problème MULS. Il a proposé un algorithme de programmation dyna-
mique en O(LT 4) pour résoudre le problème MULS où L représente le nombre de niveaux.
Par la suite, van Hoesel et al. (2005) ont montré que l’algorithme de Zangwill (1969) a une
complexité deO(T 3) pour L = 2, i.e. pour le problème 2ULS. L’algorithme de (Zangwill, 1969)
pour le cas L = 2 est décrit dans le chapitre 2 à la section 2.2.

Melo et Wolsey (2010) ont amélioré la complexité de l’algorithme de Zangwill (1969) pour
le cas L = 2 en proposant un algorithme de programmation dynamique qui permet de ré-
soudre le problème 2ULS enO(T 2logT ). Leur algorithme consiste à déterminer de manière in-
dépendante les périodes de réapprovisionnement au niveau du distributeur et les période de
production au niveau du fournisseur, faisant apparaître des sous-problèmes ULS à résoudre.

Dans le problème MULS, une unique demande externe est exprimée au dernier niveau.
Zhang et al. (2012) ont considéré le problème où une demande externe apparaît à chaque ni-
veau en plus de la demande interne au système de production. Dans le cas à deux niveaux,
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ils ont développé un algorithme de programmation dynamique en O(T 3) pour résoudre ce
problème. De plus, ils ont proposé une formulation étendue compacte du problème 2ULS.

D’autres travaux portant sur le problème de lot-sizing à deux niveaux avec capacité de pro-
duction limitée sont proposés dans la littérature (van Hoesel et al., 2005; Kaminsky et Simchi-
Levi, 2003; Hwang et al., 2016; Goisque et Rapine, 2017). Le problème de lot-sizing à deux
niveaux avec une capacité de production qui peut être limitée au niveau du fournisseur et de
la sous-traitance a été traité par Sargut et Romeijn (2007). Ils ont étudié le problème en consi-
dérant une capacité de production limitée ou non, une capacité de sous-traitance limitée ou
non et plusieurs structures de coûts différentes. Pour le cas où la capacité de production est
constante et limitée, la capacité de sous-traitance est non limitée et les paramètres de coût sont
concaves, Sargut et Romeijn (2007) proposent un algorithme de programmation dynamique
en O(T 8).

Peu de travaux ont considéré le problème de lot-sizing à deux niveaux avec une capacité
de stockage limitée. Parmi ces travaux, on peut citer Jaruphongsa et al. (2004) et Hwang et Jung
(2011). Ces travaux sont détaillés dans l’état de l’art du chapitre 5 dans lequel nous proposons
une étude des problèmes de lot-sizing à deux niveaux en considérant une capacité de stockage
sur les différents niveaux.

1.4 Contributions

Ce document est organisé en cinq chapitres, et suit l’ordre des contributions présentées
ci-dessous. Dans cette thèse, nous proposons d’explorer de nouveaux problèmes de lot-sizing
issus des problèmes de coordination des décisions de planification pouvant survenir dans une
chaîne logistique. Nous nous intéressons à une chaîne logistique à deux niveaux composée
d’un fournisseur et d’un distributeur en considérant le cas où le distributeur a le monopole
et dans ce cas il impose au fournisseur son plan de réapprovisionnement de coût optimal, ou
encore le cas où le fournisseur a le monopole et il peut imposer son plan de production de
coût optimal au distributeur. Dans ce cadre, nous proposons de mettre en place des contrats
afin de coordonner la chaîne logistique, i.e. de permettre à l’acteur dominé de modifier le plan
qui lui est imposé et ainsi de diminuer son coût. La mise en place de ces contrats nous amène
à étudier de nouvelles classes de problèmes de lot-sizing pour lesquelles nous cherchons à
déterminer la complexité ainsi que des méthodes de résolution pour les résoudre.

Lorsque le distributeur a le monopole, notre but est de diminuer le coût du fournisseur.
Les contrats que nous proposons considèrent différents scénarios selon que le transfert d’ar-
gent entre les acteurs inclut une partie ou la totalité du coût total du distributeur, ou une partie,
ou la totalité du coût de stockage du distributeur, ou bien en considérant qu’aucun transfert
d’argent n’a lieu entre les acteurs. La contrainte de rationalité individuelle que doivent sa-
tisfaire les contrats, i.e. le coût total du distributeur est au plus égal à son coût optimal en
acceptant le contrat, induit une borne supérieure sur le coût du distributeur dans les pro-
blèmes de lot-sizing étudiés. Lorsque cette borne est sur le coût total du distributeur, nous
avons développé un algorithme de programmation dynamique polynomial pour résoudre ce
problème de lot-sizing. Nous proposons également une preuve de complexité pour un nou-
veau problème de lot-sizing comprenant une contrainte de borne sur le coût fixe et unitaire
de réapprovisionnement. Nous avons également considéré le problème de coordination où le
fournisseur ne connaît pas tous les paramètres de coût du distributeur. Dans ce cadre, nous
avons montré qu’il n’existe pas d’algorithmes c-approchés à véracité garantie pour certaines
classes de problèmes de lot-sizing avec asymétrie d’information. Ces résultats sont présentés
dans le chapitre 2
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Nous nous sommes également intéressés à la coordination d’une chaîne logistique où le
fournisseur a le monopole. Nous cherchons alors à diminuer le coût du distributeur. Dans ce
cas, le mécanisme de coordination que nous proposons nous amène à étudier différents pro-
blèmes de lot-sizing avec réservation de capacité et sous-traitance. De la même manière que
pour le chapitre 2, la contrainte de rationalité individuelle entraîne l’ajout d’une contrainte
qui impose que le coût total du fournisseur doit être au plus égal à son coût optimal dans les
problèmes de lot-sizing avec sous-traitance que nous considérons. Dans notre problème de co-
ordination, la réservation de capacité correspond à un plan de production vérifiant la propriété
ZIO. De part cette spécificité, nous avons proposé des propriétés de dominance pour certaines
classes de problème de lot-sizing avec sous-traitance. Ces propriétés de dominance nous ont
permis de mettre en place des algorithmes de programmation dynamique polynomiaux pour
résoudre ces problèmes. Ces problèmes sont décrits dans le chapitre 3.

Des analyses expérimentales dont le but est d’évaluer le gain du fournisseur et du distri-
buteur associés aux contrats présentés dans les chapitres 2 et 3 respectivement sont présentées
dans le chapitre 4. Ces analyses ont montré que les mécanismes de coordination proposés dans
cette thèse sont pertinents pour améliorer la performance du système global.

Nous proposons également d’étendre l’étude du problème de lot-sizing à un niveau avec
une capacité de stockage limitée au cas deux niveaux. Notre but est d’étudier la complexité de
ces problèmes lorsque la capacité de stockage est limitée soit au niveau du distributeur, soit au
niveau du fournisseur, ou aux deux niveaux. Nous proposons des propriétés de dominance
basées sur la notion de blocs pour le problème où la capacité de stockage est limitée au niveau
du distributeur. Nous avons développé un algorithme de programmation dynamique polyno-
mial utilisant ces propriétés pour résoudre ce problème. Lorsque la capacité de stockage est
limitée au niveau du fournisseur, nous montrons que ce problème est NP-difficile. Dans ce
cas, nous proposons un algorithme de programmation dynamique pseudo-polynomial pour
résoudre le problème de lot-sizing à deux niveaux avec une capacité de stockage limitée aux
deux niveaux. Ces résultats se trouvent dans le chapitre 5.
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Chapitre 2

Coordination avec monopole du
distributeur

Dans ce chapitre, nous abordons le problème de coordination dans une chaîne logistique
composée d’un fournisseur et d’un distributeur dans laquelle le distributeur a le monopole.
Nous nous plaçons du point de vue du fournisseur afin de minimiser son coût. Nous propo-
sons des mécanismes de coordination basés sur des contrats entre les acteurs où un transfert
d’argent peut avoir lieu. Nous avons vu dans l’introduction générale que les informations
propres à un acteur de la chaîne logistique telles que les paramètres de coût ne sont en général
pas connues par les autres acteurs. De ce fait, dans notre étude, nous distinguerons le cas où
les informations sont totalement partagées entre les acteurs et celui où une partie des informa-
tions sont privées. Notre but est de modéliser et d’analyser la complexité des problèmes induit
par les mécanismes de coordination proposés.

2.1 Introduction

Dans une chaîne logistique composée de plusieurs acteurs possédant leurs propres objec-
tifs, la coordination des décisions de planification des acteurs permet d’améliorer le coût total
de la chaîne logistique.

Dans ce chapitre, nous faisons l’hypothèse que le distributeur a le monopole au sein de la
chaîne logistique (Ailawadi et al., 1995; Bloom et Perry, 2001). Il peut donc imposer son plan
de réapprovisionnement au fournisseur. Lorsque les acteurs de la chaîne logistique prennent
leurs décisions individuellement, le fournisseur n’a pas d’autre choix que de satisfaire le plan
de réapprovisionnement imposé par le distributeur. Le coût du fournisseur pour satisfaire ce
plan peut alors être élevé par rapport au coût provenant de décisions coordonnées. Dans le
cas où les acteurs coordonnent leurs décisions de planification, le fournisseur a la possibilité
de diminuer son coût. Un mécanisme de coordination possible est de laisser au fournisseur la
possibilité de proposer un autre plan de réapprovisionnement au distributeur. Cependant, le
fournisseur doit s’assurer que le plan de réapprovisionnement qu’il propose est optimal pour
le distributeur pour qu’il l’accepte. Dans le cas où le plan proposé induit une augmentation de
coût pour le distributeur, nous considérons que le fournisseur doit proposer une compensation
qui se traduit sous la forme d’un transfert d’argent.
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Exemple 2.1. Considérons l’instance suivante :

t 1 2 3

fD 2 2 1
pD 0 0 0
hD 1 1 1
d 1 1 1

TABLE 2.1 – Paramètres
du distributeur dans

l’exemple introductif.

t 1 2 3

fF 2 2 2
pF 0 0 0
hF 2 2 2

TABLE 2.2 – Paramètres
du fournisseur dans

l’exemple introductif.

Le plan de réapprovisionnement de coût optimal est donné par xD = [2, 0, 1] de coût 4. Le plan
de production de coût optimal pour satisfaire xD est xF = [2, 0, 1] de coût 4 (voir figure 2.1). Pour
mieux coordonner leurs décisions, le fournisseur peut proposer le plan de réapprovisionnement sui-
vant x̄D = [3, 0, 0] et une compensation égale à 1. Le plan de production de coût optimal pour
satisfaire x̄D est alors x̄F = [3, 0, 0] de coût 2. Ainsi, le coût du fournisseur est égal à 3 (en incluant la
compensation) au lieu de 4 (voir figure 2.2).

1 2 3

1 2 3

2 1

2 1

1

1 1 1

FIGURE 2.1 – Solution sans
coordination de coût 4

pour le fournisseur.

1 2 3

1 2 3

3

3

2 1

1 1 1

FIGURE 2.2 – Solution avec
coordination de coût 3
pour le fournisseur avec
une compensation égal à 1.

La revue de la littérature (Li et Wang, 2007; Cachon, 2003) montre que peu de travaux
concernant la coordination des décisions de planification sur un horizon de temps discret
existe. Nous proposons ici de mener une étude sur le problème de coordination en se foca-
lisant sur la minimisation du coût du fournisseur dans un cadre dynamique. Un état de l’art
sur les différents aspects de ce problème sera fourni dans les sections suivantes.

La proposition faite par le fournisseur constitue en pratique un contrat entre les deux ac-
teurs. Dans notre étude, un contrat dit non négociable est proposé : le distributeur a le choix
entre accepter le contrat ou le refuser. Ce contrat est composé d’un plan de réapprovision-
nement et d’un transfert d’argent si le fournisseur est autorisé à payer une partie des coûts
du distributeur. Nous considérons alors les différents scénarios suivants pour concevoir les
contrats :

1. aucun transfert d’argent n’est autorisé entre les acteurs de la chaîne logistique. Le four-
nisseur doit alors proposer un contrat où le plan de réapprovisionnement est de coût
optimal pour le distributeur.

2. Le fournisseur peut effectuer un transfert d’argent au distributeur pour compenser l’aug-
mentation de son coût. On considère deux cas selon que le transfert d’argent couvre une
partie ou la totalité du coût total du distributeur ou uniquement son coût de stockage.

Dans ce chapitre, nous analysons le problème de coordination en tenant compte des infor-
mations qui sont partagées ou non entre les acteurs. Dans un premier temps (section 2.3), nous
faisons l’hypothèse que le fournisseur connaît avec certitude les coûts de réapprovisionnement
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et de stockage du distributeur. Il peut alors calculer le coût optimal du distributeur et détermi-
ner un contrat qui lui soit optimal. Dans un deuxième temps (section 2.4), nous considérons le
cas où le distributeur possède des informations privées sur sa structure de coût. Dans ce cas, le
fournisseur ne connaît pas un ou plusieurs paramètres de coût du distributeur. Nous propo-
sons d’utiliser un jeu de sélection 1 (Stiglitz, 1975) pour modéliser ce problème de coordination.
Dans le jeu de sélection, nous considérons plusieurs profils qui se différencient par rapport
aux coûts du distributeur. Le fournisseur connaît tous les profils ainsi que la probabilité que le
distributeur soit d’un certain profil. Le fournisseur propose des contrats de telle sorte que le
distributeur choisit un contrat parmi ceux proposés et que l’espérance de coût du fournisseur
soit minimisée.

Contributions. Notre objectif est de modéliser les problèmes de lot-sizing induits par la mise
en place de contrats et d’étudier la complexité de ces problèmes. Nous proposons également
des algorithmes de programmation dynamique polynomiaux afin de résoudre certains de ces
problèmes. Nous considérons les différents cas suivants : soit le fournisseur a une information
complète sur les coûts du distributeur, soit il ne connaît pas un ses paramètres de coût du
distributeur. Pour ces deux cas, nous nous intéressons aux différents scénarios impliquant ou
non un transfert d’argent. Lorsque le fournisseur a une information complète sur les coûts du
distributeur, nous montrons que les problèmes de coordination avec un transfert d’argent total
et sans transfert d’argent peuvent être résolus en temps polynomial. De plus, nous prouvons
que le problème de coordination avec un transfert d’argent sur les coûts de stockage du dis-
tributeur est NP-difficile. Concernant l’étude de la coordination avec asymétrie d’information,
le cas sans transfert d’argent peut encore être résolu en temps polynomial. Dans les cas avec
transfert d’argent, nous montrons qu’il n’existe pas d’algorithme approché à véracité garantie
pouvant résoudre ces problèmes. Une évaluation expérimentale du gain du fournisseur et de
l’impact du partage d’information est proposée dans le chapitre 4.

Plan du chapitre. Pour commencer, nous rappelons dans la section 2.2 l’algorithme de pro-
grammation dynamique proposé par Zangwill (Zangwill, 1969) qui résout le problème 2ULS
en temps polynomial. L’étude du problème de coordination où le fournisseur a une infor-
mation complète sur les coûts du distributeur est proposée dans la section 2.3. Un état de
l’art concernant la coordination d’une chaîne logistique avec information complète est four-
nie dans cette section. Dans la section 2.4, nous étudions le problème de coordination avec
asymétrie d’information et proposons un état de l’art sur ce problème.

2.2 Rappel sur la résolution du problème 2ULS

Zangwill (1969) a proposé un algorithme de programmation dynamique qui résout le pro-
blème 2ULS en O(T 3). Par la suite, Melo et Wolsey (2010) ont développé un algorithme de
programmation dynamique dont la complexité est enO(T 2logT ). Dans cette section, nous pré-
sentons l’algorithme de Zangwill (1969) car nous étendons son algorithme dans la section 2.3.

L’algorithme de Zangwill (1969) se base sur des propriétés de dominance. Il a montré que
la propriété ZIO reste valide pour le problème de lot-sizing à plusieurs niveaux, et donc en
particulier pour le problème à deux niveaux. Soient t, t1, t2 des périodes telles que 1 ≤ t ≤
t1 ≤ t2 ≤ T . L’idée de l’algorithme de programmation dynamique est qu’à une période t don-
née, soit les unités dt1t2 sont entièrement envoyées au niveau du distributeur (voir figure 2.3

1. Voir section 1.2.2 du chapitre 1 p.5
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cas 1), soit les unités dt1t2 sont entièrement stockées au niveau du fournisseur jusqu’à la pro-
chaine période t+ 1 (voir figure 2.3 cas 2), soit une partie des unités dt1t2 est stockée au niveau
fournisseur jusqu’à la période t + 1 et l’autre partie est envoyée au niveau distributeur (voir
figure 2.3 cas 3).

t

t

t t+1 t t+1

t

dt1t2 disponible

dt1t2

dt1t2 disponible

dt1t2

dt1t2 disponible

dt3t2

dt1,t3−1

Fournisseur

Distributeur

Cas 1 Cas 2 Cas 3

FIGURE 2.3 – Situations possibles de l’algorithme de programmation dyna-
mique de Zangwill (1969)

Soit Gi(t, t1, t2) le coût minimum au niveau i pour convertir les unités dt1t2 disponibles
à la période t au niveau i en produit fini. Le coût Gi(t, t1, t2) sera égal à +∞ si la condition
1 ≤ t ≤ t1 ≤ t2 ≤ T n’est pas respectée. Pour des raisons de lisibilité de l’algorithme, nous
référençons le niveau du distributeur (resp. fournisseur) par le premier (resp. second) niveau.
En utilisant la propriété structurelle des solutions dominantes, les formules de récurrence sont
données par :
- si dt1 > 0,

Gi(t, t1, t2) = min {hitdt1t2 +Gi(t+ 1, t1, t2), (2.1)

f i−1
t + pi−1

t dt1t2 +Gi−1(t, t1, t2), (2.2)

min
t1+1≤t3≤t2

(f i−1
t + pi−1

t dt1,t3−1 +Gi−1(t, t1, t3 − 1) + hitdt3t2 +Gi(t+ 1, t3, t2))}

(2.3)

- si dt1 = 0, Gi(t, t1, t2) =

{
Gi(t, t1 + 1, t2) , si t1 < t2

0 , si t1 = t2

Le coût donné par l’équation (2.1) représente le stockage des unités dt1t2 au niveau i jusqu’à
la période t + 1. Le coût donné par l’équation (2.2) correspond à l’envoi des unités dt1t2 au
niveau i− 1 à la période t. Enfin, l’envoi des unités dt1,t3−1 où t1 + 1 ≤ t3 ≤ t2 au niveau i− 1

à la période t et le stockage des unités dt3t2 de la période t à la période t + 1 au niveau i est
donné par l’équation (2.3).

L’initialisation de la récurrence est donnée par l’équation suivante :

G1(t, t1, t2) =

{
0, si t = t1 = t2

h1
tdmax(t+1,t1),t2 +G1(t+ 1,max(t+ 1, t1), t2), sinon

Afin de connaître la quantité d’unités produites à chaque période au second niveau, il est
nécessaire d’ajouter un troisième niveau fictif. La demande totale d1T est disponible à la pé-
riode 1 à ce niveau. De plus, le coût de stockage h3

t de ce niveau est nul à chaque période t. Le
coût optimal du problème 2ULS est alors égal à G3(1, 1, T ).
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Dans les sections suivantes, nous étudierons les mécanismes de coordination entre les ac-
teurs. Tout d’abord, nous admettons que le fournisseur a une information complète des para-
mètres de coût du distributeur.

2.3 Information complète

Dans cette section, le fournisseur propose au distributeur un contrat non négociable (xD, z)

où xD représente le plan de réapprovisionnement proposé au distributeur et z correspond à
un éventuel transfert d’argent. Le contrat vérifie la contrainte dite de Rationalité Individuelle
(RI) si le coût du distributeur associé au contrat ne dépasse pas son coût optimal cDopt. Le plan
de réapprovisionnement de coût optimal du distributeur est calculé en résolvant un problème
ULS (Wagner et Whitin, 1958). Étant donné que le fournisseur connaît les paramètres de coût
du distributeur et la demande, il a la possibilité de calculer le coût optimal du distributeur.
Le but du fournisseur est alors de minimiser son coût associé au contrat proposé, i.e. son coût
total pour satisfaire le plan de réapprovisionnement xD moins le transfert d’argent z.

État de l’art. La majorité des papiers qui traitent de la coordination dans une chaîne logistique
avec information complète considère le problème EOQ. Nous vous renvoyons vers l’article de
synthèse proposé par Li et Wang (2007) pour plus de détails. De nombreux travaux ont prouvé
l’efficacité des mécanismes de coordination à partir de contrats pour améliorer le coût d’une
chaîne logistique. Cachon (2003) propose un article de synthèse des contrats existants pour
coordonner une chaîne logistique à plusieurs niveaux.

En revanche, peu de travaux traitent de problèmes de coordination avec une demande dy-
namique. Récemment, Geunes et al. (2016) ont considéré une chaîne logistique à deux niveaux
composée d’un fournisseur et d’un distributeur. Ils proposent de coordonner les décisions de
planification de la chaîne logistique à partir d’un jeu de Stackelberg 2. Dans leur article, le four-
nisseur annonce ses coûts de production et/ou de stockage au distributeur pour le persuader
de modifier son plan de réapprovisionnement. Ils ont montré qu’il était possible de diminuer
le coût du fournisseur à partir des contrats de réduction de prix.

2.3.1 Contrat sans transfert d’argent

Dans cette section, nous considérons qu’aucun transfert d’argent n’est autorisé entre les
acteurs avec la contrainte que le coût du distributeur associé au contrat proposé est au plus
cDopt. Nous notons ce problème par PST .

Définition du problème

Dans le cas où le distributeur possède plusieurs plans de réapprovisionnement de coût op-
timal, le fournisseur peut choisir parmi ces plans celui qui minimisera son coût total. Ainsi, le
problème consiste à déterminer parmi les plans de réapprovisionnement de coût cDopt celui qui
minimise le coût du fournisseur. La formulation mathématique du problème PST est donnée

2. Un jeu de Stackelberg est défini par deux joueurs appelés "leader" et "suiveur". Le joueur leader commence par
prendre ses décisions indépendamment du suiveur et le joueur suiveur prend ses décisions en fonction de celles du
leader.
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par :

min cF (yF , xF , sF )

s.t. (1.10), (1.10), (1.12), (1.13)

yD ≤ xD ∀t ∈ T , (2.4)

cD(yD, xD, sD) ≤ cDopt (RI_ST)

z ≥ 0

Les contraintes (1.10), (1.10), (1.12), (1.13) correspondent aux contraintes du modèle mathé-
matique du problème 2ULS (voir section 1.3.2 du chapitre 1 p.14). La contrainte (2.4) garantit
que la variable de lancement yDt est nulle à une période t si aucun réapprovisionnement n’a
lieu à cette période. Cette contrainte serait redondante si les coûts du distributeur étaient pris
en compte dans la fonction objectif. La contrainte (RI_ST) correspond à la contrainte de ratio-
nalité individuelle.

Ce problème est équivalent à résoudre un problème 2ULS sous la contrainte que le coût
du distributeur ne doit pas dépasser son coût optimal. Le coût du fournisseur est alors égal à
cF (yF , xF , sF ) + cD(yD, xD, sD)− cDopt.
Propriété 2.1

La collaboration entre les acteurs permet au fournisseur de pouvoir diminuer son coût d’un
facteur M > 0 arbitrairement élevé.

Preuve. Nous définissons l’instance suivante :

t 1 2

fD 0 0
pD 0 0
hD 0 0
d 0 1

TABLE 2.3 – Paramètres du
distributeur pour le pro-

blème PST .

t 1 2

fF 0 0
pF 0 M

hF 2M 2M

TABLE 2.4 – Paramètres du
fournisseur pour le pro-

blème PST .

Il existe deux plans de réapprovisionnement de coût optimal pour le distributeur donnés
par x̂D = [0, 1] et x̄D = [1, 0] de coût 0. Le plan de production de coût optimal pour satisfaire
x̂D est x̂F = [0, 1] et celui pour satisfaire x̄D est x̄F = [1, 0]. Dans le premier cas, le coût
du fournisseur est égal à M alors qu’il est égal à 0 pour le dernier cas. Donc, du point de
vue du fournisseur, il est plus intéressant de satisfaire le plan de réapprovisionnement x̄D. Le
fournisseur peut alors proposer le contrat (x̄D, 0) au distributeur afin de s’assurer d’avoir un
coût nul et non M .

Algorithme de programmation dynamique

Intuitivement, il est possible de résoudre le problème PST en énumérant tous les plans de
réapprovisionnement de coût cDopt et vérifiant la propriété ZIO. Cependant, cette solution re-
vient à déterminer tous les plans de réapprovisionnement du distributeur vérifiant la propriété
ZIO puis de vérifier lesquels sont optimaux. L’énumération de tous les plans se fait en O(TT ),
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cette solution est donc de complexité exponentielle. Par la suite, nous proposons de détermi-
ner le plan de réapprovisionnement de coût optimal cDopt minimisant le coût du fournisseur en
temps polynomial à partir d’un algorithme de programmation dynamique.

Nous considérons l’algorithme de programmation dynamique proposé par Zangwill (1969)
dont la complexité est en O(T 3). La propriété ZIO reste valide au niveau du fournisseur et du
distributeur. Ainsi, les propriétés de dominance présentées dans la section 2.2 restent valides.
L’algorithme que nous présentons se base également sur l’observation suivante. Au niveau
du distributeur, comme la propriété ZIO est vérifiée, s’il y a un réapprovisionnement de dt1t2
unités à la période t, alors aucun réapprovisionnement n’a lieu entre les périodes t et t2 et
sDt−1 = sDt2 = 0. Ainsi, si nous connaissons le coût total du distributeur pour satisfaire les
demandes dt1t2 à partir d’une période de réapprovisionnement t, il est possible de calculer
le coût total du distributeur sur tout l’horizon en calculant de manière indépendante le coût
minimum du distributeur satisfaisant les demandes d1,t−1 et dt2+1,T .

Un pré-calcul du coût minimum du distributeur pour satisfaire les demandes de la période
t à la période k, où 1 ≤ t ≤ k ≤ T , est nécessaire pour mettre en œuvre notre algorithme. Nous
notons ce coût par I(t, k). Pour une valeur t fixée, le coût I(t, k) peut être calculé en résolvant
un problème ULS en O(T logT ) (Wagelmans et van Hoesel, 1992). Le coût I(t, k) peut donc
être calculé en O(T 2logT ) pour toute paire de périodes (t, k) avec 1 ≤ t ≤ k ≤ T .

Rappelons que dans la présentation de l’algorithme, le niveau du distributeur (resp. four-
nisseur) correspond au premier (resp. second) niveau. Soient t, t1, t2 des périodes telles que
1 ≤ t ≤ t1,≤ t2 ≤ T . Soit Hi(t, t1, t2) le coût minimum pour convertir des unités dt1t2 dis-
ponibles à la période t au niveau i en produit fini tel que le coût total du distributeur ne
dépasse pas son coût optimal cDopt. Le coût Hi(t, t1, t2) est égal à +∞ si le coût total du dis-
tributeur dépasse cDopt. De façon similaire à l’algorithme de Zangwill (1969), nous ajoutons
un troisième niveau fictif tel que le coût de stockage h3

t à ce niveau est nul pour tout t. Les
formules de récurrence permettant de calculer Hi(t, t1, t2) sont obtenus à partir de celles pro-
posées par Zangwill (1969) (voir section 2.2) en fixant un coût infini aux solutions qui violent
la contrainte de rationalité individuelle. Le coût Hi(t, t1, t2) est calculé à partir des formules
de récurrence présentées dans la section 2.2, sauf pour le cas où dt > 0 et i = 2.

Les figures 2.4, 2.5 et 2.6 représentent les trois cas décrits précédemment pour satisfaire les
demandes de la période t1 à la période t2 lorsque dt1t2 unités sont disponibles à la période t au
niveau du fournisseur. Chaque terme du coût H2(t, t1, t2) lorsque dt1t2 > 0, décrit ci-dessous,
est représenté dans les figures.

t t+1 . . . t2

t t+1

dt1t2 unités
disponibles

dt1t2

dt dt+1 dt2

h2
tdt1t2 H2(t + 1, t1, t2)

Fournisseur

Distributeur

FIGURE 2.4 – Illustration du coût Hi(t, t1, t2) quand dt1t2 unités sont stockées
au niveau du fournisseur.
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1 . . . t-1 t=t1 . . . t2 t2+1 . . . T

t

dt1t2 unités
disponibles

dt1t2

dt1+1,t2 dt2−10 0

d1 dt−1 dt1 dt2 dt2+1 dT

I(1, t− 1)

cDt1t2

I(t2 + 1, T )

Fournisseur

Distributeur

FIGURE 2.5 – Illustration du coût Hi(t, t1, t2) quand t = t1 et dt1t2 unités sont
envoyées au niveau du distributeur.

1 . . . t-1 t=t1 . . . t3-1 t3 . . . t2 t2+1 . . . T

t t+1

dt1t2 unités
disponibles

dt1,t3−1

dt3t2

dt1+1,t3 dt3−10 0 0

d1 dt−1 dt1 dt3−1 dt3 dt2 dt2+1 dT

h2
tdt3t2

I(1, t− 1)

cDt1,t3−1

I(t2 + 1, T )

H2(t + 1, t3, t2)

I(t3, t2)

Fournisseur

Distributeur

FIGURE 2.6 – Illustration du coût Hi(t, t1, t2) quand t = t1 et dt1,t3−1 unités
sont envoyées au niveau du distributeur et dt3t2 unités sont stockées jusqu’à la

période t+ 1 au niveau du fournisseur.

Les formules de récurrence permettant de calculer H2(t, t1, t2) sont données par :

- si dt1 = 0, Hi(t, t1, t2) =

{
Hi(t, t1 + 1, t2) , si t1 < t2

0 , si t1 = t2

- si dt1 > 0,
H3(t, t1, t2) = min { H3(t+ 1, t1, t2), f2

t + p2
tdt1t2 +H2(t, t1, t2),

mint1+1≤t3≤t2(f2
t + p2

tdt1,t3−1 +H2(t, t1, t3 − 1) +H3(t+ 1, t3, t2))}.

H2(t, t1, t2) = min {h2
tdt1t2 +H2(t+ 1, t1, t2),

f1
t + p1

tdt1t2 +H1(t, t1, t2)︸ ︷︷ ︸
cDt1t2

+1(I(1, t1 − 1) + cDt1t2 + I(t2 + 1, T )),

min
t1+1≤t3≤t2

(f1
t + p1

tdt1,t3−1 +H1(t, t1, t3 − 1)︸ ︷︷ ︸
cDt1,t3−1

+h2
tdt3t2 +H2(t+ 1, t3, t2)

+ 1(I(1, t1 − 1) + cDt1,t3−1 + I(t3, t2) + I(t2 + 1, T )))}. (2.5)

où 1(c) est égal à 0 si c ≤ cDopt et +∞ sinon. Dans l’équation (2.5), le coût I(1, t1 − 1) + cDt1,t2 +

I(t2+1, T ) du deuxième terme représente le coût minimum du distributeur en imposant que la
quantité dt1t2 est envoyée à la période t au niveau du distributeur. Le coût I(1, t1−1)+cDt1,t3−1+

I(t3, t2)+I(t2+1, T ) du troisième terme correspond au coût minimum du distributeur sachant
que dt1,t3−1 unités sont envoyées au niveau du distributeur à la période t. De plus, dans le
troisième terme de l’équation (2.5), le coût minimum H2(t+ 1, t3, t2) est :

- soit différent de +∞, dans ce cas le coût du distributeur pour satisfaire les demandes
dt3t2 calculé par H2(t+ 1, t3, t2) est égal à I(t3, t2),
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- soit il est égal à +∞ ce qui implique que la solution où les demandes dt3 , . . . , dt4 avec t3 ≤
t4 ≤ t3 sont satisfaits par un réapprovisionnement à la période t ont déjà été élaguées
parce que le coût total du distributeur dépasse cDopt.

L’initialisation de la récurrence se fait en posant H1(t, t1, t2) = G1(t, t1, t2). Le coût optimal
du problème PST est donné par H3(1, 1, T ). Comme le pré-calcul du coût I(t, k) se fait en
O(T 2logT ) pour tout t, k, la complexité de l’algorithme de programmation reste en O(T 3).

Remarquons qu’il n’est pas possible d’adapter l’algorithme de programmation dynamique
possédant la meilleure complexité proposé par Melo et Wolsey (2010) pour résoudre notre pro-
blème. En effet, la décomposition des solutions utilisées dans leur algorithme ne nous permet
pas de garantir la reconstitution d’une solution optimale si nous élaguons les solutions tel que
le coût du distributeur dépasse cDopt.

2.3.2 Contrat avec transfert sur le coût de stockage du distributeur

Dans cette section, nous étudions le problème de coordination en autorisant un transfert
d’argent sur les coûts de stockage du distributeur, noté PCS . Ce type de transfert d’argent est
également utilisé dans les contrats appelés partage de coût (Saha et Goyal, 2015). Mais dans ce
contrat, il y a un degré de liberté lié à la fixation du coût qui va être partagé. En pratique, ce
type de transfert d’argent peut aussi avoir lieu lorsque le fournisseur fait appel à des consigna-
tions de stocks (Braglia et Zavanella, 2003), i.e. le stock du fournisseur est localisé au niveau
du distributeur.

Définition du problème

La formulation mathématique du problème est donnée par :

min cF (yF , xF , sF ) + z

s.t. (1.10), (1.10), (1.12), (1.13)

cD(yD, xD, sD)− z ≤ cDopt (RI)

z ≤
∑

t∈T
hDt s

D
t (2.6)

z ≥ 0

Les contraintes (1.10), (1.10), (1.12), (1.13) sont associées aux contraintes du problème 2ULS.
Le coût du distributeur est égal à cD(yD, xD, sD) − z, et celui du fournisseur est défini par
cF (yF , xF , sF ) + z. La contrainte (RI) représente la contrainte de rationalité individuelle. La
contrainte (2.6) assure que le transfert d’argent z couvre au plus les coûts de stockage du
distributeur.

En sommant les contraintes (RI) et (2.6), nous obtenons la contrainte suivante :
∑
t∈T (fDt y

D
t +

pDt x
D
t ) ≤ cDopt. De plus, étant donné que le fournisseur veut minimiser son coût total et donc

le transfert d’argent, z est exactement égal à la borne inférieure cD(yD, xD, sD)− cDopt obtenue
à partir de la contrainte (RI). Dans ce cas, le coût du distributeur est égal à son coût optimal.
Nous obtenons alors une nouvelle formulation mathématique pour le problème PCS :

min cF (yF , xF , sF )

s.t. (1.10), (1.10), (1.12), (1.13)
∑

t∈T
(fDt y

D
t + pDt x

D
t ) ≤ cDopt (2.7)
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Le problème PCS est équivalent au problème 2ULS sous la contrainte que le coût total de
réapprovisionnement du distributeur ne doit pas dépasser son coût optimal. Nous notons ce
dernier problème 2ULS-BOC, où BOC signifie Bound on Ordering Cost, et nous étudions dans
la suite sa complexité.

Propriété 2.2

Le fournisseur peut diminuer son coût d’un facteurM > 0 arbitrairement élevé par rapport
au problème de coordination sans transfert d’argent.

Preuve. Nous considérons l’instance suivante :

t 1 2

fD 0 0
pD 0 0
hD 1 1
d 0 1

TABLE 2.5 – Paramètres du
distributeur pour le pro-

blème PCS .

t 1 2

fF 0 0
pF 0 M

hF 2M 2M

TABLE 2.6 – Paramètres du
fournisseur pour le pro-

blème PCS .

Le plan de réapprovisionnement de coût optimal est donné par x̄D = [0, 1] de coût 0. Le
plan de production x̄F = [0, 1] permettant de satisfaire x̄D est de coût optimal égal à M . Étant
donné que le plan de réapprovisionnement de coût optimal est unique, le fournisseur ne peut
pas améliorer son coût avec un contrat sans transfert d’argent. En revanche, en autorisant
un transfert d’argent sur les coûts de stockage du distributeur, le fournisseur peut prendre
en considération le plan de réapprovisionnement xD = [1, 0] de coût 1 pour le distributeur.
Le plan de production de coût optimal est xF = [1, 0] de coût 0. Ainsi, le fournisseur peut
proposer le contrat (xD, 1) au distributeur. Le rapport entre les deux coûts du fournisseur est
alors M qui peut être aussi grand que l’on veut.

Analyse de complexité

Remarquons que la contrainte (2.7) du modèle mathématiqye du problème 2ULS-BOC
s’associe à une contrainte du problème de sac-à-dos qui est NP-difficile (Garey et Johnson,
1979). Nous proposons de montrer le résultat suivant :

Théorème 2.1

Le problème 2ULS-BOC est NP-difficile.

Preuve. Montrons que le problème 2ULS-BOC est NP-difficile par une réduction à partir du
problème de sac-à-dos. Une instance du problème de sac-à-dos est donnée par : un ensemble
N = {1, . . . , N} de N objets, une utilité vi pour tout i ∈ N , un poids ei pour tout i ∈ N , une
capacité E et une borne V ∈ N. La résolution du problème de sac-à-dos consiste à répondre
par oui ou non à la question suivante : existe-t-il un sous-ensemble S ⊂ N tel que

∑
i∈S ei ≤ E

et
∑
i∈S vi ≥ V ?

Étant donné une instance du problème 2ULS-BOC et un entier K, la résolution du pro-
blème 2ULS-BOC consiste à déterminer la réponse à la question suivante : existe-t-il un plan
de production xF et un plan de réapprovisionnement xD satisfaisant les demandes sous la
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contrainte que cDP ≤ cDopt, où cDP correspond au coût de réapprovisionnement du distributeur,
et vérifiant cD + cF ≤ K ?

Nous définissons une instance I du problème 2ULS-BOC de la manière suivante (voir
figure 2.7) :

• T = 3N . Nous notons par T1, T2, T3 l’ensemble des périodes {1, 4, . . . , 3i−2, . . . , 3N−2},
{2, 5, . . . , 3i− 1, . . . , 3N − 1}, {3, 6, . . . , 3i, . . . , 3N} respectivement.

• Les coûts du distributeur sont définis par :

- fDt = 0 pour tout t ∈ T1,
fDt = e(t+1)/3 pour tout t ∈ T2,
fDt = NM pour tout t ∈ T3, où M = maxi{E/N + αi, vi + ei + αi} et αi =

max{0, E/N − ei},
- hDt = E/N pour tout t ∈ T1

hDt = α(t+1)/3 pour tout t ∈ T2,
hDt = NM pour tout t ∈ T3,

- pDt = 0 pour tout t ∈ T .

• Les coûts du fournisseur sont définis par :

- fFt = M − E/N − α(t+1)/3 pour tout t ∈ T1,
fFt = M − v(t+1)/3 − e(t+1)/3 − α(t+1)/3 pour tout t ∈ T2,
fFt = NM pour tout t ∈ T3

- hFt = NM pour tout t ∈ T
- pFt = 0 pour tout t ∈ T

• dt = 0 pour tout t ∈ T1 ∪ T2,
dt = 1 pour tout t ∈ T3

• K = NM − V .

Une représentation de l’instance est donnée dans la figure 2.7. Nous associons les coûts
fixes de production au arcs verticaux et les coûts de stockage aux arcs horizontaux.

Distributeur 1 2 3 4 5 6 . . . T -2 T -1 T

Fournisseur 1 2 3 4 5 6 . . . T -2 T -1 T

0 e1 NM 0 e2 NM 0 eN NM

M -E/N -α1 M -v1-e1-α1 NM M -E/N -α2 M -v2-e2-α2 NM M -E/N -αN M -vN -eN -αN NM

E/N α1 NM E/N α2 NM E/N αN

NM NM NM NM NM NM NM NM

0 0 1 0 0 1 0 0 1

FIGURE 2.7 – Instance I du problème 2ULS-BOC.

Nous allons montrer qu’il existe une réponse positive au problème de sac-à-dos si et seule-
ment si il existe une réponse positive au problème 2ULS-BOC.

Nous commençons par montrer que le coût optimal du distributeur cDopt est égal à E pour
l’instance I. L’observation ci-dessous montre que le distributeur peut se réapprovisionner qu’à
une période t ∈ T1 ∪ T2. De plus, il peut se réapprovisionner d’au plus une unité à chaque
période de réapprovisionnement. Le coût pour satisfaire une demande dt telle que t ∈ T3 à
partir de la période t est égal à fDt = NM . Celui pour satisfaire une demande dt telle que t−1 ∈
T2 est égal à fDt−1+hDt−1 = e(t+1)/3+α(t+1)/3 < NM . Finalement, le coût du distributeur pour se
réapprovisionner de dt unités à la période t−2 ∈ T1 est égal à hDt−1 +hDt−2 = E/N +α(t+2)/3 <
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NM . Ainsi, afin de diminuer le coût du distributeur, ce dernier doit se réapprovisionner soit à
une période t− 1 ∈ T2, soit à une période t− 2 ∈ T1 pour satisfaire une demande dt. De plus,
comme hDt = NM pour t ∈ T3, il ne peut avoir un stock positif uniquement entre une période
t ∈ T1 et une période k ∈ T3, et il ne stocke qu’au plus une unité.

Lorsque ei < E/N , le distributeur se réapprovisionne d’une unité à la période 3i − 1 ∈ T2

ce qui induit un coût égal à fD3i−1 + hD3i−1 = ei + αi = E/N (s’il se réapprovisionne à une pé-
riode 3i− 2 ∈ T1, son coût total serait égal à fD3i−2 +hD3i−2 +hD3i−1 = E/N +αi > E/N puisque
αi = E/N − ei > 0). Dans le cas où ei ≥ E/N , le distributeur se réapprovisionne d’une unité
à la période 3i − 2 ∈ T1 induisant un coût égal à hD3i−2 = E/N puisque αi = 0. De plus, étant
donné qu’il doit satisfaire N demandes, le nombre de périodes de réapprovisionnement est
égal à N avec un coût de E/N pour chaque réapprovisionnement. Ainsi, le coût optimal du
distributeur cDopt est égal à E.

Supposons qu’il existe une solution S au problème du sac-à-dos. Nous allons montrer qu’il
existe une solution au problème 2ULS-BOC associé à l’instance I. La figure 2.8 représente la
solution du problème 2ULS-BOC oùN = 3, e1+e3 ≤ E et v1+v3 ≥ V . Seuls les arcs actifs sont
représentés sur la figure. Pour chaque objet i ∈ S, le fournisseur et distributeur produisent une
unité à la période t = 3i − 1 ∈ T2 (yFt = yDt = 1, xFt = xDt = 1). Le distributeur stocke l’unité
jusqu’à la période 3i pour satisfaire la demande de la période 3i (sDt = 1). Pour chaque objet
i /∈ S, Le fournisseur et le distributeur produisent une unité à la période t = 3i− 2 ∈ T1 pour
satisfaire la demande de la période 3i ( yFt = yDt = 1 et xFt = xDt = 1). Le distributeur stocke
alors l’unité jusqu’à la période 3i (sDt = sDt+1 = 1). Puisque nous avons pDt = 0 pour tout
t ∈ T et fDt = 0 pour t ∈ T1, le coût de production du distributeur est égal à cDP (yD, xD, sD) =∑
i∈S f

D
3i−1y

D
3i−1 =

∑
i∈S ei qui est inférieur ou égal àE = cDopt. Le coût total du distributeur est

égal à cD(yD, xD, sD) = cDP (yD, xD, sD)+
∑
i∈S(ei+αi)+

∑
i∈S h

D
3i−1s

D
3i−1+

∑
i/∈S(hD3i−2s

D
3i−2+

hD3i−1s
D
3i−1) =

∑
i∈S(ei+αi)+

∑
i/∈S(E/N+αi). Comme nous avons pFt = 0 pour tout t ∈ T , le

coût total du fournisseur est donné par cF (yF , xF , sF ) =
∑
i∈S f

F
3i−1y

F
3i−1 +

∑
i/∈S f

F
3i−2y

F
3i−2 =∑

i∈S(M − vi− ei−αi) +
∑
i/∈S(M −E/N −αi). Le coût total de la chaîne logistique est donc

égal à cD(yD, xD, sD) + cF (yF , xF , sF ) =
∑
i∈S(ei + αi) +

∑
i/∈S(E/N + αi) +

∑
i∈S(M − vi −

ei−αi)+
∑
i/∈S(M −E/N −αi) =

∑
i∈S(M −vi)+

∑
i/∈SM =

∑
i∈N M −

∑
i∈S vi ≤ NM −V .

Par conséquent, il existe une solution au problème 2ULS-BOC associée à l’instance I de coût
au plus NM − V .

Distributeur 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fournisseur 1 2 3 4 5 6 7 8 9

e1 0 e3

M -v1-e1-α1 M -E/N -α2 M -vN -eN -αN

α1 W/N α2 α3

0 0 1 0 0 1 0 0 1

FIGURE 2.8 – Solution au problème 2ULS-BOC où N = 3, e1 + e3 ≤ E etv1 +
v3 ≥ V

Réciproquement, supposons qu’il existe une solution au problème 2ULS-BOC associée à
l’instance I. Puisque hF = NM , si le fournisseur produit, le distributeur se réapprovisionnera
à la même période (yFt = yDt et xFt = xDt pour tout t). Sinon, comme hFt = NM , s’il existe
une période t où sFt > 0, le coût sera supérieur à NM − U . De plus, comme le distributeur
peut se réapprovisionner d’au plus une unité à la période t ∈ T1 ∪ T2 (il stocke alors au plus
une unité), pour satisfaire une demande à la période t ∈ T3, le fournisseur et le distributeur
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doivent produire au plus une unité à une période t − 2 ∈ T1 ou t − 1 ∈ T2. Montrons main-
tenant que le sous-ensemble de périodes S ⊆ T2 fourni une réponse positive au problème
de sac-à-dos. Dans cette solution, l’objet i est choisi si et seulement il y a une production à
la période 3i − 2 ∈ S . Comme pDt = 0 pour tout t ∈ T et fDt = 0 pour t ∈ T1, nous avons
cDP (yD, xD, sD) =

∑
t/∈S f

D
t y

D
t +

∑
i∈S f

D
t y

D
t =

∑
i∈S e(t+1)/3. Par définition du problème

2ULS-BOC, cDP (yD, xD, sD) ≤ cDopt, et donc cDP (yD, xD, sD) =
∑
i∈S e(t+1)/3 ≤ E. De plus,

comme pDt = pFt = 0 pour tout t ∈ T et fDt = 0 pour t ∈ T1, cD(yD, xD, sD) + cF (yF , xF , sF ) =∑
i/∈S(fFt y

F
t + fDt y

D
t + hRts

D
t + hDt+1s

D
t+1) +

∑
i∈S(fFt y

F
t + fDt y

D
t + hRts

D
t ) =

∑
i/∈SM +∑

i∈S(M − v(t+1)/3) = NM −∑i∈S v(t+1)/3. De façon similaire, par définition du problème
2ULS-BOC, nous avons cD + cF ≤ NM − V ce qui implique que

∑
i∈S v(t+1)/3 ≥ V . Ainsi, il

existe une réponse positive au problème de sac-à-dos correspondant à l’ensemble S.

2.3.3 Contrat avec transfert d’argent sur le coût total

Dans cette section, nous étudions la possibilité pour le fournisseur de faire un transfert
d’argent sur le coût total du distributeur. Nous notons ce problème par PCT , où CT signifie
Coût Total.

Formulation mathématique du problème PCT .

La variable z représente le transfert d’argent entre le fournisseur et le distributeur. La for-
mulation mathématique du problème PCT est donnée par :

min cF (yF , xF , sF ) + z (2.8)

s.t. (1.10), (1.10), (1.12), (1.13)

cD(yD, xD, sD)− z ≤ cDopt (RI)

z ≥ 0

Les contraintes (1.10), (1.10), (1.12) et (1.13) correspondent aux contraintes dans le modèle
mathématique du problème 2ULS. Le coût total du distributeur est défini par cD(yD, xD, sD)−
z. Celui du fournisseur est défini par cF (yF , xF , sF ) + z. La fonction objectif (2.8) consiste à
minimiser le coût total du fournisseur. La contrainte (RI) représente la contrainte de rationalité
individuelle qui assure que le coût du distributeur associé au contrat (xD, z) ne dépassera pas
son coût optimal cDopt.

Propriété 2.3

Le fournisseur peut diminuer son coût d’un facteur M > 0 arbitrairement élevé comparé
au cas avec transfert d’argent sur le coût de stockage du distributeur.

Preuve. Considérons l’instance suivante :

t 1 2 3

fD 0 0 0
pD 1 0 1
hD 1 1 1
d 0 1 1

TABLE 2.7 – Paramètres du
distributeur pour le pro-

blème PCT .

t 1 2 3

fF 0 0 0
pF 0 M M

hF 2M 2M 2M

TABLE 2.8 – Paramètres du
fournisseur pour le pro-

blème PCT .
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Le plan de réapprovisionnement de coût optimal est xD = [0, 1, 1] de coût 1. Le plan de pro-
duction de coût optimal pour satisfaire xD est donné par xF = [0, 1, 1] de coût 2M . Calculons
le coût du fournisseur selon l’hypothèse faite sur le transfert d’argent :

- Si les acteurs décident de collaborer en autorisant un transfert d’argent uniquement sur
le coût de stockage du distributeur, la solution optimale pour le fournisseur consiste
à proposer le plan de réapprovisionnement x̃D = [1, 1, 0]. Ce plan est de coût 3 pour
le distributeur et de coût M pour le fournisseur (le plan optimal du fournisseur pour
satisfaire x̃D est égal à x̃F = x̃D). Le fournisseur ajoute donc un paiement égal à 2 pour
le distributeur, et a donc un coût total égal à M + 2.

- Si les acteurs décident de collaborer en autorisant un transfert d’argent sur le coût total
du distributeur, le solution optimale du fournisseur est de proposer le plan de réap-
provisionnement x̄D = [2, 0, 0] de coût 5 pour le distributeur. Le plan de production
x̄F = [2, 0, 0] de coût 0 permettant de satisfaire x̄D est optimal pour le fournisseur. Le
fournisseur ajoute alors un paiement égal à 4 pour le distributeur, et son coût total est
donc égal à 4 au lieu de M + 2 lorsque le transfert d’argent est sur le coût de stockage du
distributeur.

Ainsi, le rapport entre les coûts du fournisseur dans ces deux solutions est (M + 2)/4 ce qui
peut être aussi grand que l’on veut.

Déterminer le contrat optimal proposé par le fournisseur

Étant donné que le fournisseur veut minimiser son coût total, le transfert d’argent z est
exactement égal à la borne inférieure cD(yD, xD, sD) − cDopt donné par la contrainte (RI). En
remplaçant z par cette borne, nous obtenons la formulation mathématique du problème 2ULS.
Ainsi, le problèmePCT est équivalent au problème 2ULS qui peut être résolu en temps polyno-
mial (voir section 2.2). Le coût du fournisseur est alors égal à cF (yF , xF , sF )+cD(yD, xD, sD)−
cDopt. Le coût du distributeur est égal à son coût optimal cDopt. Dans ce cas, le contrat
(xDopt, c

D(yDopt, x
D
opt, s

D
opt) − cDopt) proposé par le fournisseur permet d’optimiser le coût de la

chaîne logistique, où yDopt, xDopt, sDopt correspond à la solution du distributeur déterminer par la
résolution du problème 2ULS.

2.4 Asymétrie d’information

Dans cette section, nous considérons que le distributeur possède des informations privées
sur ses paramètres de coût. Le fournisseur suppose que le distributeur a N profils repré-
sentant les différents profils possibles de distributeur par rapport à ses coûts. Nous notons
N = {1, . . . , N} l’ensemble de tous les profils (voir exemple 2.2). Le vrai profil du distributeur
est nécessairement dans l’ensemble N . De plus, le fournisseur connaît la probabilité Pi que le
distributeur soit de profil i ∈ N vérifiant

∑
i∈N Pi = 1. Contrairement au cas où le fournisseur

a une information complète sur la structure de coût du distributeur, un ensemble de contrats
sera proposé au distributeur : chaque contrat étant associé à un profil. Le distributeur pourra
alors choisir un contrat dans cet ensemble ou refuser tous les contrats proposés.

Exemple 2.2. Supposons que le fournisseur ne connaît pas le coût de stockage du distributeur, et qu’il
peut fournir deux profils de distributeur : un profil avec un coût de stockage élevé, noté De et un
autre avec un faible coût de stockage, noté Df . Il sait qu’il peut fournir De avec une probabilité Pe
et Df avec une probabilité Pf . Il met alors en place un contrat Ce pour le profil De et un contrat Cf
pour le profil Df de sorte que son espérance de coût associé à ses contrats soit minimisée. Lorsque le
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fournisseur propose ces deux contrats au distributeur, ce dernier choisira le contrat Ce (resp. Cf ) si
son profil correspond au distributeur avec un coût de stockage élevé (resp. faible). Remarquons que
comme le fournisseur ne sait pas si le distributeur de profil De ou Df , le distributeur peut mentir et
choisir le contrat Ce (resp. Cf ) même si son coût de stockage est faible (resp. élevé). Cependant par
le principe de révélation (voir section 2.4 p.32), le fournisseur peut mettre en place des contrats de
sorte que le distributeur de profil Ce (resp. Cf ) choisit honnêtement le contrat Ce (resp. Cf ).

Sous l’hypothèse de l’asymétrie d’information, il est possible que le distributeur ne déclare
pas son véritable profil. En effet, un distributeur dont le véritable profil est le profil i peut
avoir une incitation à choisir un contrat mis en place pour un distributeur de profil j 6= i qui
minimise son coût. Nous disons qu’il n’y a pas de vérification partielle lorsque pour chaque
profil i, l’ensemble des profils qu’un distributeur de profil i peut déclarer est l’intégralité de
l’ensemble N . Dans ce cas, le principe de révélation (Myerson, 1981) spécifie qu’il n’est pas
possible d’implémenter un meilleur algorithme sachant que les acteurs peuvent mentir (et
cherchent uniquement à minimiser leur coût). Par conséquent, nous pouvons réduire notre
étude à l’ensemble des contrats qui assure que le distributeur va déclarer son profil de ma-
nière honnête. Ces contrats sont dits à véracité garantie (incentive compatible en anglais).

Notations
Pour différencier les profils, nous ajoutons un indice aux notations définis dans la section

La quantité d’unités produites à une période t pour un profil i est donnée par xFit . La quantité
d’unités réapprovisionnées à un période t par un profil i est égale à xDit . La quantité d’unités en
stock à la fin d’une période t au niveau du fournisseur (resp. distributeur) associé à un profil
i est dénotée par sFit (resp. sDit ). La variable binaire associée au lancement à une période t au
niveau du fournisseur (resp. distributeur) associé à un profil i est donnée par yFit (resp. yDit ).
Le transfert d’argent associé à un distributeur de profil i est zi. Le fournisseur a pour objectif
de minimiser l’espérance de son coût

∑
i∈N Pi(

∑
t∈T (fFt y

F
it + pFt x

F
it + hFt s

F
it)). Nous notons

cDij =
∑
t∈T (fDit y

D
jt + pDitx

F
jt + hDits

D
jt) le coût total du distributeur lorsque le véritable profil du

distributeur est le profil i et le profil qu’il déclare est le profil j. Les paramètres de coût sont
associés au profil i et les variables sont relatives au profil j. Le coût optimal du distributeur de
profil i est noté CDi

opt.

État de l’art. De nombreux auteurs ont étudié le problème de coordination d’une chaîne lo-
gistique avec asymétrie d’information pour le problème EOQ. Corbett et de Groote (2000)
ont considéré un problème EOQ où le fournisseur n’a pas connaissance des coûts de stockage
du distributeur. Afin d’influencer le comportement du distributeur, le fournisseur propose au
distributeur un ensemble de contrats optimal avec des réductions de coût. Cependant, pour le
problème EOQ, si le fournisseur connaît les coûts de réapprovisionnement du distributeur et
sa quantité de réapprovisionnement optimal, il peut déduire le coût de stockage du distribu-
teur. Dans ce cadre, l’asymétrie d’information n’est pas pertinente (Sucky, 2006). Sucky (2006)
a étudié le problème EOQ où le fournisseur ne connaît pas les coûts de réapprovisionnement
et de stockage du distributeur en considérant le jeu de sélection pour mettre en place des
contrats. Il considère que le distributeur a deux profils possibles associés au paramètre de coût
inconnu. Le fournisseur propose un ensemble de contrat composé d’un plan de réapprovi-
sionnement et d’un transfert d’argent pour influencer les décisions du distributeur. Le modèle
de coordination considéré dans son article induit un problème non convexe pour lequel il ca-
ractérise des ensembles de contrats qui peuvent être candidats pour être la solution optimale
du fournisseur. Pishchulov et Richter (2016) ont étudié le même modèle que Sucky (2006) et
ont proposé de compléter l’analyse de Sucky (2006) pour déterminer les ensembles de contrats
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optimaux. Récemment, Kerkkamp et al. (2017) ont considéré le problème EOQ avec asymétrie
d’information sur les paramètres de coût du distributeur et un nombre général de profils pour
le distributeur, contrairement aux travaux de (Sucky, 2006; Pishchulov et Richter, 2016). Ils
ont étudié le cas où le coût de stockage du distributeur est privé. Le but de leurs travaux est
de mettre en place un ensemble de contrats pour chaque profil de distributeur à partir d’un
jeu de sélection. Les auteurs ont proposé des propriétés structurelles définissant une solution
optimale pour le fournisseur en analysant le graphe induit par les contraintes de rationalité
individuelle et les contraintes à véracité garantie. Ils ont déterminé une condition suffisante
garantissant qu’un ensemble de contrat optimal pour le fournisseur est composé d’un unique
contrat pour chaque profil de distributeur. Dans le cas particulier avec deux profils, ils ont
fourni une caractérisation complète de l’unique ensemble de contrats optimal.

Les travaux présentés par la suite considère le problème de coordination avec asymétrie
d’information et une demande dynamique. Mobini et al. (2014) ont étudié une chaîne logis-
tique à deux niveaux dont le but est de minimiser le coût du fournisseur. Les auteurs ont
considéré un jeu de sélection avec plusieurs profils contrairement à la majorité des travaux
présents dans la littérature qui prennent en considération que deux profils. Dans la formu-
lation mathématique du problème, le nombre de contraintes à véracité garantie est quadra-
tique. Le but principal de leur étude est de réduire le nombre de contraintes à véracité garan-
tie dans la formulation. Lorsque les paramètres de coût inconnus sont stationnaires, ils ont
montré qu’un nombre linéaire de contraintes est suffisant pour formuler le problème. Dudek
et Stadtler (2005) proposent de coordonner une chaîne logistique à deux niveaux composée
d’un fournisseur, un distributeur et plusieurs produits à partir d’un modèle de négociation
entre les acteurs où le transfert d’argent est autorisé. Chaque acteur connaît uniquement ses
propres paramètres de coût. Ils ont considéré une méthode centralisée où les décisions de
planification sont synchronisées par un coordinateur qui a pour but de minimiser le coût du
fournisseur. La synchronisation est faite à partir d’un échange d’informations sur les plans de
réapprovisionnement, de production et des impacts sur leur coût. Dudek et Stadtler (2007) ont
étendu les travaux de Dudek et Stadtler (2005) en considérant plusieurs distributeurs. Lee et
Kumara (2007) ont étudié le problème de coordination dans une chaîne logistique avec un
fournisseur et plusieurs distributeurs. Ils ont coordonné les décisions des acteurs en utilisant
un modèle de marché d’enchères. Les acteurs n’ont pas besoin de révéler leurs coûts de pro-
duction/réapprovisionnement, leurs capacités de production et la demande externe pendant
le processus d’enchère. À chaque étape du processus, les informations révélées par chaque
acteur concernent uniquement le stock (par exemple les coûts de stockage ou le niveau de
stock).

2.4.1 Contrat sans transfert d’argent

Dans cette section, nous considérons le problème de coordination où il n’y a pas de transfert
d’argent entre les acteurs. Nous notons ce problème PAIST (où AI signifie asymétrie d’informa-
tion).

Le transfert d’argent n’étant pas autorisé, les contrats proposés par le fournisseur satisfont
nécessairement la contrainte de véracité garantie. En effet, le fournisseur veut minimiser l’es-
pérance de son coût total en déterminant des contrats (xDi

, 0) pour chaque profil i en garan-
tissant que le coût du plan de réapprovisionnement xDi

est égal à CDi
opt. Ainsi, le distributeur

de profil i n’a aucun intérêt à choisir un contrat mis en place pour un autre profil.
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Ce problème peut alors être décomposé en N sous-problèmes indépendants qui peuvent
être résolus en temps polynomial. Chaque sous-problème correspond à un problème de co-
ordination avec information complète PST présenté dans la section 2.3.1. La résolution de
chaque sous-problème permet d’obtenir le plan de réapprovisionnement xDi

opt de coût optimal
CDi
opt pour chaque profil. Le fournisseur propose alors au distributeur N contrats (xDi

opt, 0) pour
chaque profil i ∈ N en résolvant N fois le problème PST . Le problème PAIST peut donc être
résolu en O(NT 3).

2.4.2 Contrat avec transfert d’argent

Dans cette section, nous considérons le problème de coordination avec asymétrie d’infor-
mation lorsqu’un transfert d’argent entre les acteurs de la chaîne logistique est autorisé. Nous
notons PAICS (resp. PAICT ) le problème où le transfert d’argent est autorisé sur les coûts de sto-
ckage (resp. total) du distributeur.

Formulation mathématique du problème

Contrairement au cas sans transfert d’argent, il faut déterminer des contrats satisfaisant la
contrainte de véracité garantie. La formulation mathématique du problème PAICS est donnée
par :

min
∑

i∈N
Pi(zi +

∑

t∈T
(fFt y

F
it + pFt x

F
it + hFt s

F
it))

s.t. sDi,t−1 + xDit = dt + sDit ∀i ∈ N ,∀t ∈ T , (2.9)

sFi,t−1 + xFit = xDit + sFit ∀i ∈ N ,∀t ∈ T , (2.10)

xDit ≤Mty
D
it ∀i ∈ N ,∀t ∈ T , (2.11)

xFit ≤Mty
F
it ∀i ∈ N ,∀t ∈ T , (2.12)

yDit ≤ xDit ∀i ∈ N ,∀t ∈ T , (2.13)

cDii − zi ≤ CDi
opt ∀i ∈ N , (RI)

cDii − zi ≤ cDij − zj ∀i ∈ N ,∀j ∈ N , (IC)

zi ≤
∑

t∈T
hDits

D
it ∀i ∈ N , (2.14)

xFit, x
D
it , s

F
it, s

D
it ≥ 0 ∀t ∈ T ,∀i ∈ N ,

yFit , y
D
it ∈ {0, 1} ∀t ∈ T ,∀i ∈ N

zi ≥ 0 ∀i ∈ N

Les contraintes (2.9) et (2.10) correspondent aux contraintes de conservation de flot pour chaque
profil i ∈ N à chaque niveau. Les contraintes (2.11) et (2.12) assurent que la variable de lance-
ment est égale à 1 à une période t si une production a lieu à cette période pour chaque profil
i ∈ N à chaque niveau. Étant donné que nous ne minimisons pas le coût du distributeur, les
contraintes (2.13) assurent que pour chaque profil i ∈ N , la variable de lancement est égale
à 0 à une période t s’il n’y a pas de production à cette période. La contrainte (RI) correspond
à la contrainte de rationalité individuelle pour chaque profil i ∈ N , qui assure que un dis-
tributeur de profil i ne sera pas incité à choisir un contrat qui n’a pas été mis en place pour
son profil. La contrainte (IC) représente la contrainte de véracité garantie pour chaque profil
i ∈ N . La contrainte (2.14) garantit que pour chaque profil i ∈ N , le transfert d’argent couvre
uniquement les coûts de stockage du distributeur.
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La formulation mathématique du problème PAICT est identique à celle du problème PAICS
dans laquelle on supprime la contrainte (2.14). Contrairement au cas sans transfert d’argent,
les problèmes PAICS et PAICT ne peuvent pas être décomposés en sous-problèmes à cause des
contraintes couplantes (IC).

Remarquons également ici que le coût du fournisseur avec un transfert d’argent peut être
arbitrairement élevé par rapport au cas sans transfert d’argent.

Résultat d’inapproximabilité

Le problème PCS étant NP-difficile, le problème PAICS est alors au moins aussi difficile que
ce dernier. En revanche, la complexité du problème PAICT reste ouverte. Si nous relaxons la
contrainte de véracité garantie, le problème peut alors se décomposer en N sous-problèmes
avec information complète qui peuvent résolus en temps polynomial (voir section 2.3.3). Dans
la suite, nous montrons qu’avec la contrainte de véracité garantie, le coût du fournisseur peut
être arbitrairement élevé comparé au cas avec information complète.

Propriété 2.4

Soit c > 1. Il n’existe pas de mécanismes à véracité garantie c-approché pour les problèmes
PAICS et PAICT .

Preuve. Soit c > 1. Considérons l’instance suivante où le coût de stockage du distributeur est
privé :

Profil 1 2

P 1− 1/c 1/c

t 1 2 1 2

fD 0 0 0 0
pD 0 0 0 0
hD 1 0 c 0
d 0 1 0 1

TABLE 2.9 – Paramètres
pour chaque profil de dis-
tributeur dans la preuve

d’inapproximabilité.

t 1 2

fF 0 c2

pF 0 0
hF c2 0

TABLE 2.10 – Paramètres
du fournisseur dans la
preuve d’inapproximabi-

lité.

Le plan de réapprovisionnement de coût optimal pour chaque profil de distributeur est
xD1
opt = xD2

opt = [0, 1] de coût CD1
opt = CD2

opt = 0. Le coût total du fournisseur pour satisfaire ce plan
est égal à c2.

Lorsque le fournisseur connaît tous les paramètres de coût du distributeur, il peut proposer
au distributeur un contrat satisfaisant la contrainte de rationalité individuelle en minimisant
son coût. Si le distributeur est de profil 1, le contrat proposé est le suivant : (xD1 , z1) où xD1 =

[1, 0] et z1 = 1. Le coût du distributeur en tenant compte le transfert d’argent est égal à 0.
Le coût du fournisseur est alors égal à 1 (le coût du plan de production optimal xF = [1, 0]

permettant de satisfaire xD1 est égal à 0, et le transfert d’argent z1 vaut 1). De la même manière,
pour le profil 2, le fournisseur peut proposer le contrat (xD2 , z2) où xD2 = [1, 0] et z2 = c. Le coût
du distributeur associé au contrat est égal à 0 et celui du fournisseur est égal à c. Ainsi, sous
l’hypothèse d’une information complète entre les acteurs, l’espérance de coût du fournisseur
est égal à P1 + P2c = (1− 1/c)1 + 1 < 2.
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Dans le cas où une asymétrie d’information est considérée sur le coût de stockage du distri-
buteur, le fournisseur devrait prendre en compte les contrats suivants (nous examinons seule-
ment les contrats qui sont intéressants pour le fournisseur par rapport à son coût) :

- Contrat C1 : ce contrat est défini par le plan de réapprovisionnement de coût optimal
pour chaque profil de distributeur. Aucun transfert d’argent n’est alors nécessaire. Le
contrat (xD, z) est alors donné par xD = [0, 1] et z = 0. Le coût du fournisseur associé à
ce contrat est égal à c2.

- Contrat C2 : le fournisseur propose un contrat défini par le plan de réapprovisionne-
ment xD = [1, 0] et un transfert d’argent égal à c. Les deux profils de distributeur ont
une incitation à choisir ce contrat (le distributeur de profil 1 aura un coût négatif et le
distributeur de profil 2 aura un coût égal à 0). Ce contrat induit un coût égal à c pour le
fournisseur.

- Contrat C3 : le plan de réapprovisionnement proposé est identique à celui du contrat 2,
i.e. xD = [1, 0], mais le transfert d’argent est égal à 1. Dans ce cas, seul le distributeur de
profil 1 aura une incitation à choisir ce contrat (son coût serait alors égal à 0). Le coût du
fournisseur associé à ce contrat est égal à 1.

La meilleure solution du point de vue du fournisseur et satisfaisant la contrainte de véracité
garantie consiste uniquement à proposer le contrat C2 au distributeur. Ainsi, l’espérance de
coût du fournisseur est égal à P1c + P2c = c. Remarquons que le fournisseur pourrait aussi
proposer au distributeur l’ensemble de contrats composé du contrat 1 (qui est intéressant pour
le profil 2) et du contrat C3 (qui est intéressant pour le profil 1). Cependant, l’espérance de
coût du fournisseur serait alors égal à P11 + P2c

2 = (1 − 1/c) + c > c. Par conséquent, sous
l’hypothèse d’une asymétrie d’information, l’espérance de coût du fournisseur est égal à c

alors qu’il est inférieur à 2 avec un information complète. Le fournisseur augmente alors son
coût d’un facteur supérieure à c/2 lorsqu’il y a une asymétrie d’information. Lorsque c tend
vers l’infini, ce ratio peut devenir arbitrairement élevé.

Observons que dans la preuve précédente, nous avons considéré une instance où les coûts
de lancement et de production sont nuls. La propriété 1 reste donc valide lorsque le transfert
d’argent est uniquement autorisé sur les coûts de stockage du distributeur.

2.5 Extension au cas avec plusieurs distributeurs

Dans cette section, nous étendons le problème de coordination avec asymétrie d’informa-
tion au cas avec un fournisseur et plusieurs distributeurs. Chaque distributeur doit satisfaire
une demande pour un unique produit. Le problème de lot-sizing à deux niveaux avec un four-
nisseur et plusieurs distributeurs est connu sous le nom du problème One-Warehouse Multi-
Retailers, que nous noterons OWMR par la suite. Arkin et al. (1989) ont montré que ce pro-
blème est NP-diffcile. Les problèmes de coordination visant à diminuer le coût du fournisseur
avec information complète et asymétrie d’information sont notés OWMR-CI et OWMR-AI
respectivement. Le but de cette section est d’introduire la formulation mathématique de ces
problèmes utilisées dans le chapitre 4 pour évaluer le gain du fournisseur lorsqu’il y a plu-
sieurs distributeurs.

2.5.1 Définition du problème

De la même manière que pour le cas avec un distributeur, nous considérons les scénarios
suivants : aucun transfert d’argent n’est autorisé entre le fournisseur et les distributeurs, le
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transfert d’argent est autorisé soit sur le coût total des distributeurs, soit sur le coût de stockage
des distributeurs. Nous considéronsM distributeurs et posonsM = {1, . . . ,M} l’ensemble de
tous les distributeurs.

Le problème OWMR-CI consiste à déterminer un contrat par distributeur de sorte que
le coût du fournisseur soit minimisé. La mise en place des contrats se fait de façon similaire
au cas avec un distributeur. Pour chaque scénario, le coût total du distributeur m associé au
contrat doit être au plus égal à son coût optimal cDm. Le coût optimal de chaque distributeur
est déterminé en résolvant un problème ULS.

Pour le problème OWMR-AI, nous étendons le jeu de sélection. Chaque distributeur m
est associé à Nm profils. Nous notons Nm l’ensemble de tous les profils d’un distributeur
m. Le fournisseur sait que le distributeur m est de profil i ∈ Nm avec une probabilité Pmi
(
∑
i∈Nm

Pmi = 1). De la même manière que dans le cas avec un distributeur, le fournisseur
propose à chaque distributeurm un ensemble de contrats, un pour chaque profil i ∈ Nm. Nous
devons alors considérer toutes les combinaisons de profils possibles parmi les distributeurs.
Soit C l’ensemble de toutes les combinaisons. Par exemple, pour M = 2, nous considérons que
le distributeur 1 a N1 = 2 profils et le distributeur 2 a N2 = 3 profils. Dans ce cas, l’ensemble
de toutes les combinaisons de profils est C = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3)} où (i, j)

signifie que le distributeur 1 est de profil i et le distributeur 2 de profil j. La probabilité d’avoir
une combinaison c ∈ C est égale à Pc =

∏
m∈M Pmcm , où cm est le profil du distributeur m

dans la combinaison c ∈ C. De plus, les contrats doivent également satisfaire les contraintes
de rationalité individuelle et à véracité garantie afin d’assurer que chaque distributeur m aura
aucune incitation à mentir.

Dans la section suivante, nous présentons la formulation mathématique des problèmes
OWMR-CI et OWMR-AI.

2.5.2 Formulation mathématique

La formulation mathématique présentée pour le problème OWMR-AI est également basée
sur le problème de multi-commodité (Cunha et Melo, 2016) qui est une formulation plus serrée
que la formulation mathématique utilisant les variables agrégées. .
Notations

Le réapprovisionnement d’une unité à la période t par une distributeur m induit un coût
fixe de réapprovisionnement fD,mt et un coût unitaire de réapprovisionnement pD,mt . Stocker
des unitées de la période t à la période t+ 1 induit un coût de stockage hD,mt pour le distribu-
teur m. La demande d’un distributeur m à la période t est noté dmt .

Soit rF,mckt la quantité d’unités produite par le fournisseur à la période t pour le distribu-
teur m de profil cm. Soit rD,mikt la quantité d’unités envoyée au distributeur m de profil i pour
satisfaire sa demande à la période t. Soit σF,mckt (resp. σD,mikt ) la quantité d’unités en stock au
niveau du fournisseur (resp. distributeur de profil cm) à la fin de la période k pour satisfaire
la demande du distributeur m de profil cm (resp. sa demande) à la période t. La variable
yFct représente la variable de lancement du fournisseur à la période t associé à la combinai-
son c. La variable yD,mit représente la variable de lancement du distributeur m de profil i
à la période t. Nous notons zmi le transfert d’argent du fournisseur associé au distributeur
m de profil i. Le coût optimal du distributeur m de profil i est noté CD,m,iopt . Le coût total
du distributeur m de profil i qui choisit un contrat mis en place pour un profil j est égal à
CD,mij =

∑T
t=1(fD,mit yD,mjt + pD,mit xD,mjt + hD,mit sD,mjt ).
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La formulation mathématique du problème OWMR-AI lorsque le transfert d’argent est auto-
risé sur le coût de stockage des distributeurs est définie par :

min
∑

c∈C
Pc(

T∑

t=1

(fFt y
F
ct + pFt x

F
ct + hFt s

F
ct) +

M∑

m=1

zmcm)

s.t. σD,mi,k−1,t + rD,mikt = δktd
c
t + (1− δkt)σD,mikt ∀m ∈M,∀i ∈ Nm,∀1 ≤ k ≤ t ≤ T, (2.15)

σF,mc,k−1,t + rF,mckt = rD,mcmkt
+ σF,mckt ∀c ∈ C,∀m ∈M,∀1 ≤ k ≤ t ≤ T, (2.16)

rD,mikt ≤ dcty
D,m
ik ∀m ∈M,∀i ∈ Nm,∀1 ≤ k ≤ t ≤ T, (2.17)

rF,mckt ≤ dctyFck ∀c ∈ C,∀m ∈M,∀1 ≤ k ≤ t ≤ T, (2.18)

yD,mik ≤ rD,mikt ∀m ∈M,∀i ∈ Nm,∀1 ≤ k ≤ t ≤ T, (2.19)
T∑

t=k

rD,mikt = xD,mik ∀m ∈M,∀i ∈ Nm,∀k ∈ T , (2.20)

M∑

m=1

T∑

t=k

rF,mckt = xFck ∀c ∈ C,∀k ∈ T , (2.21)

T∑

t=k

σD,mikt = sD,mik ∀m ∈M,∀i ∈ Nm,∀k ∈ T , (2.22)

M∑

m=1

T∑

t=k

σF,mckt = sFck ∀c ∈ C,∀k ∈ T , (2.23)

CD,mii − zmi ≤ CD,m,iopt ∀m ∈M,∀i ∈ Nm, (2.24)

CD,mii − zmi ≤ CD,mij − zmj ∀m ∈M,∀i, j ∈ Nm, (2.25)

zmi ≤
T∑

t=1

hD,mit sD,mit ∀m ∈M,∀i ∈ Nm, (2.26)

rF,mckt , σ
F,m
ckt ≥ 0 ∀c ∈ C,∀m ∈M,∀1 ≤ k ≤ t ≤ T,

yFct ∈ {0, 1} ∀c ∈ C,∀t ∈ T ,
rD,mikt , σD,mikt ≥ 0 ∀m ∈M,∀i ∈ Nm,∀1 ≤ k ≤ t ≤ T,
yD,mit ∈ {0, 1} ∀m ∈M,∀i ∈ Nm,∀t ∈ T ,
zmi ≥ 0 ∀m ∈M

où δkt est égal à 1 si k = 1, et 0 sinon. Les contraintes (2.15) représente les contraintes de
conservation de flot au niveau du distributeur pour satisfaire la demande de chaque distri-
buteur. Les contraintes (2.16) correspondent aux contraintes de conservation de flot au niveau
du fournisseur pour satisfaire les plans de réapprovisionnement des distributeurs de chaque
combinaison. Les contraintes (2.17)-(2.18) forcent les variables de lancement à être égales à 1 si
une production/réapprovisionnement a lieu. De la même manière que dans les sections précé-
dentes, comme le coût total de chaque distributeur n’apparaît pas dans la fonction objectif, la
contrainte (2.19) assure que la variable de lancement yDt est égale à 0 si aucun réapprovisionne-
ment n’a lieu à la période t. Les contraintes (2.20)-(2.23) lient les variables de multi-commidités
aux variables classiques des problèmes de lot-sizing. La contrainte de rationalité individuelle
pour chaque distributeur est définie par la contrainte (2.24). La contrainte (2.25) correspond à
la contrainte de véracité garantie assurant que chaque distributeurm de profil i n’ai pas d’inci-
tation à choisir un contrat mis en place pour un autre profil. Les contraintes (2.26) garantissent
que le transfert d’argent associé à chaque distributeur ne dépasse pas son coût de stockage.

Si le transfert d’argent n’est pas autorisé entre les acteurs, la formulation mathématique du
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problème de coordination est identique à celle présentée en fixant les variables zmi à 0 et en
supprimant les contraintes (2.25). La formulation mathématique du problème avec un trans-
fert d’argent sur le coût total des distributeurs est obtenue en supprimant la contrainte (2.26)
dans la formulation mathématique précédente.

Remarquons dans le problème OWMR-CI, chaque distributeur m a exactement un profil.
Ainsi, il y a une unique combinaison possible et la contrainte à véracité garantie n’est alors
pas nécessaire. La formulation mathématique des problèmes de coordination sous l’hypothèse
d’information complète est alors identique à celle présentée en supprimant la contrainte (2.25).

La formulation mathématique présentée dans cette section sera utilisée pour évaluer le
gain du fournisseur dans le chapitre 4.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude de coordination dans une chaîne logis-
tique à deux niveaux où le monopole est détenu par le distributeur. Nous avons considéré que
le fournisseur possède soit une information complète, soit une information partielle sur les
paramètres de coût du distributeur. Nous avons proposé un mécanisme de coordination basé
sur des contrats avec transfert d’argent pour améliorer le coût du fournisseur. Nous avons
formulé différents problèmes selon les hypothèses posées sur l’information ou la possibilité
de transfert d’argent. La complexité des problèmes issus de la mise en place des contrats a été
étudiée. Les résultats obtenus sont reportés dans le tableau 2.11. Certains problèmes amènent
à étudier de nouveaux problèmes de lot-sizing avec des contraintes de borne sur les coûts du
distributeur. Lorsque le fournisseur a une information complète, la mise en place de contrat
avec un transfert d’argent total sur les coûts du distributeur est équivalent à résoudre un pro-
blème lot-sizing à deux niveaux qui peut être résolu en temps polynomial. Nous avons vu que
déterminer un contrat sans transfert d’argent revient à résoudre un problème de lot-sizing à
deux niveaux en imposant que le coût total du distributeur soit égal à son coût optimal. Un
algorithme de programmation dynamique en O(T 3) a été proposé afin de résoudre ce pro-
blème de lot-sizing. Déterminer un contrat avec transfert d’argent sur les coûts de stockage
du distributeur est équivalent à résoudre un problème de lot-sizing à deux niveaux en impo-
sant que le coût de réapprovisionnement du distributeur soit au plus égal à son coût optimal.
Nous avons montré que ce problème de lot-sizing est NP-difficile par une réduction à partir
du problème de sac-à-dos. Lorsque le fournisseur a une asymétrie d’information sur les coûts
du distributeur, nous avons proposé de mettre en place des contrats à partir d’un jeu de sélec-
tion. Nous avons vu que le cas sans transfert d’argent revient à déterminer plusieurs contrats
sans transfert d’argent avec information complète. En revanche, la complexité des problèmes
résultants de la mise en place de contrats avec transfert d’argent reste ouverte. Pour ce cas,
nous avons montré qu’il n’existe pas d’algorithmes approchés à véracité garantie permettant
de mettre en place des contrats avec transfert d’argent. Des expérimentations sont présentées
dans le chapitre 4 afin d’évaluer le gain du fournisseur dans le cadre d’une coordination avec
les contrats présentés dans ce chapitre. Dans le chapitre suivant, nous proposons une étude
des problèmes de coordination lorsque le fournisseur a le monopole.
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Sans transfert (ST) Transfert sur le
stock (CS)

Transfert sur le coût total
(CT)

Information polynomial (O(T 3), NP-difficile polynomial (O(T 2logT ),
complète section 2.3.1) (section 2.3.2) section 2.3.3)

Asymétrie polynomial (O(NT 3), ? ?

d’information (section 2.4.2)

TABLE 2.11 – Résumé des résultats de complexité pour les problèmes étudiés
dans ce chapitre.

Perspectives
Dans les problèmes de coordination avec asymétrie d’information et un transfert d’argent

entre les acteurs, l’ajout de la contrainte de véracité garantie semble changer la classe de com-
plexité de ces problèmes. Suite à de nombreuses tentatives de preuve, cette question de com-
plexité reste ouverte.

En pratique, il n’est pas évident de faire des transactions financières représentant un coût
quelconque dans une chaîne logistique. De la même manière que pour le transfert sur le coût
de stockage, une autre piste de recherche consiste alors à évaluer le gain du fournisseur avec
un transfert d’argent qui soit uniquement sur le coût de réapprovisionnement du distributeur.

Par ailleurs, les problèmes traités dans ce chapitre ne considèrent qu’un unique produit.
Une extension naturelle consiste à étudier une chaîne logistique avec plusieurs produits où
des transferts d’argent peuvent être communs à tous les produits ou bien un sous-ensemble
de produits.

L’étude présentée dans ce chapitre est une étude théorique des problèmes de coordina-
tion survenant dans les chaînes logistiques. Nous n’avons pas traité la question sur la manière
dont les contrats proposés peuvent être appliqués en pratique. La gestion complexe des as-
pects financiers dans une chaîne logistique ne permet pas aux acteurs de faire des transactions
financières facilement. De ce fait, il serait intéressant d’étudier comment le transfert d’argent
entre les acteurs peut être mis en œuvre en pratique dans une chaîne logistique.

Des pistes d’étude plus générales seront présentées dans le chapitre de conclusion.
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Chapitre 3

Coordination avec monopole du
fournisseur

Nous étudions dans ce chapitre le problème de coordination dans une chaîne logistique
à deux niveaux où le fournisseur a le monopole. Nous nous focalisons sur la minimisation
du coût du distributeur. Dans ce cadre, nous étudions différents mécanismes de coordination
permettant au distributeur de diminuer son coût total sans dégrader celui du fournisseur.
Ces mécanismes impliquent en particulier la mise en place de contrats incluant un transfert
d’argent du distributeur vers le fournisseur.

3.1 Introduction

Nous supposons que le fournisseur connaît la demande externe exprimée au niveau du
distributeur et que ce dernier connaît tous les paramètres de coût du fournisseur. Nous dé-
finissons le plan de production de coût optimal comme étant le plan de production de coût
minimum pour le fournisseur. Dans ce plan de production, le fournisseur ne stocke aucune
unité 1 et ne paie donc aucun coût de stockage. Comme le fournisseur a le monopole, il peut
imposer un plan de réapprovisionnement, qui est exactement égal à son plan de production
optimal, au distributeur. Le coût de ce plan de réapprovisionnement peut être très élevé pour
le distributeur. Dans ce chapitre, nous allons voir comment les acteurs peuvent coopérer pour
que le coût du distributeur puisse diminuer sans dégrader le coût optimal du fournisseur.

Peu de travaux dans la littérature ont porté sur le problème de coordination sur un horizon
de temps discret dans le cadre où le fournisseur a le monopole. Pour notre étude, nous nous
sommes intéressés au contrat de réservation de capacité (Atamtürk et Hochbaum, 2001; Serel
et al., 2001) où le fournisseur réserve une capacité de production pour le distributeur. Dans
la littérature, ce contrat est défini comme étant un contrat à long terme entre les deux acteurs
de tel sorte que si la quantité de réapprovisionnement dépasse la capacité réservée, le coût
unitaire de réapprovisionnement des unités qui dépasse la capacité est plus élevé.

Nous proposons de considérer le plan de production optimal comme une réservation de
capacité faite par le fournisseur pour que le distributeur puisse satisfaire la demande : à chaque
période, la capacité réservée correspond à la quantité produite par le fournisseur dans la solu-
tion optimale qu’il impose.

Exemple 3.1. Nous reprenons les notations définies dans la section 1.3.2 du chapitre 1 p.14. Considé-
rons l’instance Ic suivante (qui sera reprise dans les exemples suivants du chapitre) : T = 5, pF =

(1, 0, 1, 0, 1), hF = (2, 2, 3, 3, 3), fFt = 10, fDt = 0, pDt = 1, hDt = 3 et dt = 2 pour toute période

1. En pratique, il est possible que les unités soient entièrement stockées au niveau du distributeur avec la stratégie
de stock en consignation. Le stock en consignation indique le fait que le stock est détenu chez un seul acteur. Dans
notre cas, l’acteur qui détient toutes les unités en stock est le distributeur.
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t ∈ {1, . . . , T}. Le plan de production du fournisseur de coût optimal est égal à xFopt = (10, 0, 0, 0, 0)

de coût cFopt = fF1 + 10pF1 = 20. En imposant son plan de production au distributeur, le four-
nisseur impose une réservation de capacité : le distributeur reçoit d15 = 10 unités à la période
1 impliquant que le distributeur doit stocker des unités à chaque période. Le plan de réapprovi-
sionnement du distributeur pour satisfaire les demandes est alors égal à xD = xF de coût total
fD1 + 10pD1 + 8hD1 + 6hD2 + 4hD3 + 2hD4 = 70.

Contributions.
Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier différents contrats basés sur des transferts d’ar-

gent entre les acteurs de la chaîne logistique afin de diminuer le coût du distributeur. Nous
considérons dans un premier temps que le distributeur propose au fournisseur de prendre en
charge les coûts de stockage du fournisseur des unités qui sont stockées à son niveau. Nous
montrons que ce problème de coordination peut être résolu en O(T logT ) à partir d’un algo-
rithme de programmation dynamique.
Dans un deuxième temps, l’étude de la coordination se base sur la possibilité de produire plus
d’unités que la capacité réservée par le fournisseur si le distributeur paye le coût de produc-
tion des unités produites au-delà de cette capacité. L’hypothèse que les unités ne sont pas sto-
ckées au niveau du fournisseur reste valide. Dans ce cas, le principe de la coordination (voir
figure 3.1) repose dans un premier temps sur un contrat de réservation de capacité mis en
place par le fournisseur. Puis dans un deuxième temps, le distributeur peut proposer au four-
nisseur un nouveau plan de réapprovisionnement à travers un contrat afin de diminuer son
coût. Un transfert d’argent entre les acteurs peut être inclus dans le contrat pour compenser la
dégradation du coût optimal du fournisseur.

Distributeur

Fournisseur

1

Calcul du plan de produc-
tion optimal.

Proposition d’un contrat de
réservation de capacité.

2

Contrat proposé par le dis-
tributeur pour diminuer son
coût sans dégrader le coût
optimal du fournisseur.

FIGURE 3.1 – Schéma du mécanisme de coordination entre le fournisseur et le
ditributeur.

Nous distinguerons plusieurs scénarios possibles : soit le distributeur propose un transfert
d’argent sur une partie du coût total du fournisseur, soit il propose au fournisseur de payer
les coûts fixes supplémentaires induits par le surplus de production, ou bien le distributeur
ne prend pas en charge les coûts fixes supplémentaires du fournisseur. Nous montrons que
le problème de coordination où le distributeur ne prend pas en charge les coûts fixes sup-
plémentaires du fournisseur est NP-difficile. Pour les autres scénarios, nous proposons des
algorithmes de programmation dynamique pour résoudre ces problèmes en temps polyno-
mial.

Plan du chapitre. La section 3.2 présente un état de l’art sur les problèmes de lot-sizing avec
réservation de capacité et sur les différents aspects de coordination avec un contrat de réser-
vation de capacité. Nous présentons ensuite l’étude du problème de coordination où le distri-
buteur propose au fournisseur de prendre en charge les coûts de stockage du fournisseur dans
la section 3.3. L’analyse des différents scénarios de coordination pour lesquels le distributeur
a la possibilité de modifier la réservation de capacité est proposée dans la section 3.4.
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3.2 État de l’art

3.2.1 Problèmes de lot-sizing avec sous-traitance

Le contrat de réservation de capacité entre un fournisseur et un distributeur est définie
comme un contrat dans lequel le fournisseur s’engage à réserver une capacité de production
pour le distributeur (Serel et al., 2001). Pour le distributeur, il est assuré de pouvoir se réap-
provisionner auprès de son fournisseur jusqu’à la capacité qui lui a été réservée. Cependant,
il peut se réapprovisionner au-delà de cette capacité soit en se réapprovisionnant auprès d’un
autre fournisseur, soit son fournisseur lui permet de se réapprovisionner au-delà de la capacité
réservée à un certain coût fixé par le fournisseur. Le problème de lot-sizing que le distributeur
doit résoudre est alors un problème de lot-sizing avec sous-traitance que nous avons noté CLS-
S. Dans la littérature, le problème de sous-traitance peut aussi être vu comme un problème de
lot-sizing avec rupture de stock (Chu et al., 2013). Le problème de lot-sizing avec rupture de
stock (Sandbothe et Thompson, 1990) autorise la perte d’une partie du stock à chaque période
en pénalisant chaque unité de stock perdue.

Sandbothe et Thompson (1990) ont étudié le problème de lot-sizing avec rupture de stock.
Les auteurs ont considéré des paramètres de coût stationnaires. Ils ont proposé des proprié-
tés de dominance afin de développer un algorithme de programmation dynamique. L’algo-
rithme résout le problème en O(T 3) lorsque la capacité de production est constante et en
O(2T ) lorsque la capacité de production varie sur l’horizon. Atamtürk et Hochbaum (2001)
se sont intéressés au problème d’acquisition de capacité de production et de sous-traitance. Le
problème d’acquisition de capacité consiste à dimensionner la capacité de production réservée
par le fournisseur afin d’éviter un stock et un besoin en sous-traitance excessifs. Les auteurs
montrent que le problème de lot-sizing avec acquisition de capacité et sous-traitance peut se
résoudre à partir d’un algorithme de programmation dynamique en O(T 5) avec un coût de
production concave et une capacité de production constante. Ils ont également proposé des
algorithmes polynomiaux pour différentes structures de coûts. Chu et Chu (2007) ont étudié
le problème CLS-S avec capacité de stockage limitée. Lorsque la capacité de sous-traitance et
de production sont non bornées, résoudre ce problème revient à résoudre un problème ULS
avec borne de stockage. Les auteurs proposent un algorithme en O(T 2logT ) pour résoudre
le problème où la capacité de sous-traitance est limitée à chaque période par la demande et
les coûts de stockage et de sous-traitance sont stationnaires. Lee et Li (2013) ont considéré des
problèmes de lot-sizing avec sous-traitance en considérant différentes hypothèses sur les pa-
ramètres de coût (quelconques, décroissants, croissants, stationnaires ou nuls). Les auteurs ont
mis en place un algorithme en O(T 3) pour le cas où les coûts fixes et unitaires de production
sont décroissants et la capacité de production croissante. Lorsque tous les paramètres de coût
sont quelconques et la capacité de production constante, ils ont montré que le problème peut
être résolu à partir d’un algorithme en O(T 4).

Peu de travaux se sont intéressés aux problèmes de lot-sizing à deux niveaux avec réser-
vation de capacité ou sous-traitance. Sargut et Romeijn (2007) ont considéré le problème de
lot-sizing à deux niveaux avec une capacité de production limitée au niveau du fournisseur
et une possibilité de sous-traitance s’il veut produire au-delà de la capacité disponible. Ils ont
étudié le problème en considérant différentes structures de coût, une capacité de production
limitée ou non, une capacité de sous-traitance limitée ou non. Dans le cas où la capacité de
production est limitée, la capacité de sous-traitance non limitée et les paramètres de coût sont
concaves, ils ont proposé un algorithme de programmation dynamique en O(T 8).
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Les travaux présentés dans les sections suivantes traitent de différents aspects du problème
CLS-S où la capacité de production correspond à un plan de production au niveau du four-
nisseur vérifiant la propriété ZIO.

3.2.2 Problèmes de coordination avec réservation de capacité

De nombreux contrats existent dans la littérature faisant intervenir les problèmes EOQ (Ca-
chon, 2003). Parmi ces contrats, nous retrouvons les contrats suivants : buy-back, minimum com-
mitment, revenue sharing, quantity flexibility, capacity reservation (Serel et al., 2001). Dans notre
problème, le plan de réapprovisionnement imposé par le fournisseur peut être considéré comme
une capacité de production réservée par le fournisseur pour le distributeur. Ainsi, nous nous
intéressons en particulier aux contrats de réservation de capacité. Serel et al. (2001) sont les
premiers auteurs à avoir étudié le problème de coordination dans une chaîne logistique avec
plusieurs fournisseurs, un distributeur et une demande stochastique. Le distributeur peut pro-
poser un contrat de réservation de capacité au fournisseur qu’il préfère parmi plusieurs four-
nisseurs du marché. Si la capacité établie avec le contrat ne permet pas de satisfaire la de-
mande, le distributeur a la possibilité de se réapprovisionner auprès des autres fournisseurs.
Ils ont montré que cette méthode de coordination permet au fournisseur de mieux gérer sa
capacité à long terme et au distributeur d’avoir un coût de réapprovisionnement plus intéres-
sant. Inderfurth et Kelle (2011) ont étendu les travaux de Serel et al. (2001) dans le cas où les
coûts de réapprovisionnement proposés par le marché sont incertains. Mathur et Shah (2008)
ont proposé de coordonner une chaîne logistique composée d’un fournisseur, d’un distribu-
teur et d’une demande stochastique à partir d’un contrat de réservation de capacité où les
deux parties peuvent être pénalisées : le distributeur peut proposer un contrat où le fournis-
seur paye un coût s’il produit en dessous de la capacité réservée et le distributeur paye un coût
pour les unités non utilisées de la capacité réservée. Les auteurs introduisent également dans
ce contrat un coût permettant d’inciter le fournisseur à produire plus que la capacité à réser-
ver. Si le fournisseur accepte le contrat, son problème consiste à déterminer une capacité de
réservation qui maximise son revenu. Le problème du distributeur est d’établir les paramètres
du contrat qui maximisent son revenu. Dans cet article, les auteurs proposent de déterminer
les paramètres du contrat et la capacité à réserver à partir d’une analyse de l’expression du
revenu de la chaîne logistique en considérant que la demande suit différentes distributions de
probabilité. Une analyse expérimentale a été proposée pour illustrer les effets des paramètres
du contrat sur la performance de la chaîne logistique. Erkoc et Wu (2005) ont étudié la co-
ordination d’une chaîne logistique composée d’un fournisseur et d’un distributeur avec une
demande stochastique à travers un contrat de réservation de capacité. Les auteurs ont pro-
posé de coordonner la chaîne logistique avec un contrat comprenant des coûts de réservation
partiellement déductibles et un contrat de réservation avec partage de coût où le distributeur
paye une partie des coûts de réservation. Ils ont également déterminé le niveau de pénalité de
non respect du contrat de réservation de capacité qui permet de coordonner la chaîne logis-
tique, i.e. si le fournisseur ne réserve pas la capacité établie dans le contrat de réservation de
capacité, il doit payer une pénalité.

Park et Kim (2014) ont considéré le contrat de réservation de capacité pour le problème
de lot-sizing à deux niveaux avec un distributeur, plusieurs fournisseurs et un produit en in-
cluant des contraintes industrielles. Ils proposent une formulation mathématique du problème
et un algorithme basé sur la méthode de décomposition par horizon glissant 2 pour résoudre le

2. Avec la méthode d’implémentation par horizon glissant, au lieu de résoudre un problème en considérant l’ho-
rizon de temps, des sous-problèmes sont résolus en décomposant l’horizon de temps en plusieurs intervalles de
périodes consécutives.
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problème. Serel (2007) a étendu les travaux de Serel et al. (2001) en considérant un horizon de
temps infini et une incertitude sur la disponibilité des produits au sein du marché. Il a montré
à travers des expérimentations qu’en choisissant un coût et une capacité de réservation adap-
tés, le fournisseur peut faire en sorte que le distributeur ne s’approvisionne qu’auprès de lui
sans passer par le marché.

Dans nos travaux, nous proposons de coordonner une chaîne logistique à deux acteurs
avec des contrats basés sur le principe de réservation de capacité et des transferts d’argent
entre les acteurs. Ces contrats nous amènent à étudier des problèmes de lot-sizing avec sous-
traitance pour lesquels nous proposons une analyse de complexité ainsi que des algorithmes
de programmation dynamique pour les résoudre. Dans la section suivante, nous présentons
les travaux effectués sur le problème de coordination à partir d’un contrat où le distributeur
propose au fournisseur de prendre en charge les coûts de stockage du fournisseur dans le but
de diminuer son coût.

3.3 Contrat avec paiement des coûts de stockage par le distri-

buteur

3.3.1 Définition du problème

Dans cette section, nous considérons le problème de coordination où le distributeur ne
modifie pas la réservation de capacité faite par le fournisseur, notéeRt pour tout t ∈ {1, . . . , T}.

Pour optimiser ses coûts, le distributeur peut proposer au fournisseur de prendre en charge
les coûts de stockage des unités qui sont stockées au niveau du fournisseur. En effet, le fournis-
seur impose au distributeur que tout le stock se fait au niveau du distributeur. En proposant
au fournisseur de prendre en charge les coûts de stockage des unités qui restent en stock à son
niveau, le distributeur peut avoir plus de flexibilité sur ses périodes de réapprovisionnement
sans modifier le plan de production optimal du fournisseur, et ainsi diminuer son coût. Nous
notons ce problème 2ULS-FP où FP signifie Fixed Production. Le contrat (xD, z) proposé par
le distributeur est composé d’un nouveau plan de réapprovisionnement xD et d’un transfert
d’argent z =

∑
t h

F
t s

F
t sur les coûts de stockage du fournisseur. Ce contrat ne dégrade pas

le coût optimal du fournisseur puisque le plan de production ne sera pas remis en cause, et
les coûts de stockage sont compensés par un transfert d’argent. Le coût du distributeur asso-
cié à ce contrat est égal au coût du plan de réapprovisionnement xD plus le transfert d’argent z.

Définition 3.1 (Gain du distributeur)

Le gain du distributeur pour un problème de coordinationP est défini par cD−cDP où cD est le
coût du distributeur lorsque le plan de réapprovisionnement est imposé par le fournisseur
et cDP est le coût du distributeur associé au contrat du problème P .

Exemple 3.2. Nous reprenons l’instance Ic définie dans l’exemple 3.1 p.43. Le plan de réapprovisionne-
ment imposé par le fournisseur est xD = (10, 0, 0, 0, 0). Sans coordination, nous avons vu que le coût
du distributeur est cD = 70. Lorsque le distributeur peut prendre en charge les coûts de stockage du
fournisseur, il peut proposer au fournisseur le contrat (x̄D, z) où x̄D = (2, 2, 2, 4, 0) impliquant que
le fournisseur stocke 8 unités à la période 1, 6 unités à la période 2 et 4 unités à la période 3 (voir
figure 3.2). Le transfert d’argent z correspondant au coût total de stockage du fournisseur est alors
z = hFt s

F
t = 36 et le coût total du distributeur est égal à cDPF = 2pD1 + 2pD2 + 2pD3 + 4pD4 + z = 46. Le

gain du distributeur est alors égal à cD − cDPF = 24.
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FIGURE 3.2 – Solution du problème 2ULS-FP associée à l’instance Ic.

Formulation mathématique du problème 2ULS-FP.
Déterminer un contrat (xD, z) revient à résoudre un problème 2ULS où le plan de pro-

duction du fournisseur est fixé à R. Les variables de décision correspondent aux variables de
décisions du problème 2ULS (voir section 1.3.2 p.14).

cPF = min cD(yD, xD, sD) +
∑

t∈T
hFt s

F
t (3.1)

s.t. sDt−1 + xDt = dt + sDt ∀t ∈ T , (3.2)

sFt−1 +Rt = xDt + sFt ∀t ∈ T , (3.3)

xDt ≤ dtT yDt ∀t ∈ T ,
sD0 = sDT = sF0 = sFT = 0,

xDt , s
D
t , s

F
t ≥ 0 ∀t ∈ T ,

yDt ∈ {0, 1} ∀t ∈ T

La fonction objectif (3.1) consiste à minimiser le coût total du distributeur ainsi que les coûts de
stockage du fournisseur. Les contraintes (3.2) et (3.3) correspondent aux contraintes de conser-
vation du flot où le plan de production du fournisseur est fixé à R.

Ce problème peut être résolu à partir de l’algorithme résolvant le problème 2ULS qui a
une complexité de O(T 2logT ) (Melo et Wolsey, 2010). Dans la section suivante, nous amélio-
rons cette complexité en proposant un algorithme de programmation dynamique enO(T logT )

pour résoudre ce problème.

Proposition 3.1

Le gain du distributeur associé au problème 2ULS-FP peut être arbitrairement grand par
rapport au cas où il n’y a pas de coordination.

Preuve. Soit M > 0. Considérons l’instance I1 suivante (voir figure 3.3) : T = 2, d = (0, 1),
fD = (M, 0), pF = (1, 2), pDt = hDt = fFt = 0, hFt = 1 pour tout t ∈ {1, . . . , T}.

Le plan de production xFopt = R = (1, 0) est de coût optimal égal à cFopt = 1 pour le four-
nisseur. Le coût du distributeur associé au plan de réapprovisionnement xD = R est de coût
cD = M . Dans le cadre du problème 2ULS-FP, la coordination entre les acteurs permet au
distributeur de proposer un nouveau plan de réapprovisionnement x̄D = (0, 1) induisant le
stockage d’une unité à la période 1 au niveau du fournisseur (voir figure 3.4). Le coût du dis-
tributeur est alors égal à c̄D = 1, qui représente le coût de stockage au niveau du fournisseur.
Ainsi, comme cD/c̄D = M , le gain du distributeur peut être arbitrairement grand.

Remarque. Soit cPF la valeur obtenue en résolvant à l’optimalité le modèle de programmation linéaire
en nombres entiers du problème 2ULS-FP. Lorsqu’il existe un unique plan de production de coût
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FIGURE 3.3 – Instance I1.
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FIGURE 3.4 – Solution du problème
2ULS-FP où R = (1, 0).

optimal cFopt, la valeur optimale cH du modèle mathématique PH suivant est égale à cPF .

cH = min cD(yD, xD, sD) + cF (yF , xF , sF )

s.t. sDt−1 + xDt = dt + sDt ∀t ∈ T ,

sFt−1 + xFt = xDt + sFt ∀t ∈ T ,

xDt ≤ dtT yDt ∀t ∈ T ,

xFt ≤ dtT yFt ∀t ∈ T ,∑
t∈T

(fFt y
F
t + pFt x

F
t ) ≤ cFopt ∀t ∈ T , (3.4)

xDt , s
D
t , s

F
t ≥ 0 ∀t ∈ T ,

yDt ∈ {0, 1} ∀t ∈ T

En effet, R correspond à l’unique plan de production du fournisseur de coût optimal cFopt qui mini-
mise

∑
t∈T (fFt y

F
t + pFt x

F
t ). Ainsi, la contrainte (3.4) implique que le plan de production déterminé

par la résolution du programme mathématique PH est égal à R. En revanche, s’il existe plusieurs
plan de production de coût optimal cFopt, nous avons cH ≤ cPF . Nous pouvons remarquer que le
programme mathématique PH correspond au problème PCS qui vise la détermination d’un contrat
avec transfert d’argent sur les coûts de stockage et information complète lorsque le distributeur a le
monopole (voir chapitre 2 section 2.3.3 p.31).

3.3.2 Résolution du problème 2ULS-FP

Dans cette section, nous proposons un algorithme de programmation dynamique enO(T logT )

pour résoudre le problème 2ULS-FP.
Le fournisseur détermine son plan de production optimalR en résolvant un problème ULS.

Le plan de production R satisfait donc la propriété ZIO. Comme dans le problème 2ULS-FP le
plan de production du fournisseur est fixé à R, une solution de ce problème vérifie également
la propriété ZIO au niveau du fournisseur et du distributeur. À chaque période t telle que
Rt = dtk (k ≥ t), une quantité Rt est donc disponible au niveau du fournisseur pour satisfaire
les demandes de la période t à la période k au niveau du distributeur. En particulier, nous
avons sDt−1 = sDk = 0. Soit i une période telle que t ≤ i ≤ k. L’idée pour résoudre ce problème
est de déterminer une période j, i ≤ j ≤ k, telle que la quantité dij est envoyée au niveau du
distributeur à la période i et la quantité dj+1,k reste en stock au niveau du fournisseur. Le coût
de stockage pour stocker dj+1,k de la période i à la période j au niveau du fournisseur est pris
en charge par le distributeur.

Soient t, k deux périodes telles que 1 ≤ t ≤ k ≤ T et Rt = dtk. Soit i une période telle que
t ≤ i ≤ k. La notation di ⊆ Rt signifie que la demande di est couverte par Rt. Pour chaque
période i ∈ {t, . . . , k}, nous posons αi = t la période à laquelle di ⊆ Rt.
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Soit Gt le coût total minimum pour satisfaire les demandes de la période 1 à la période t
connaissant la capacité de productionR réservée pour le distributeur par le fournisseur. L’idée
de l’algorithme est de déterminer une période k, 1 ≤ k ≤ t, telle que dkt ⊆ Rαk et les de-
mandes dkt sont satisfaites par une période de réapprovisionnement à la période k au niveau
du distributeur. Si k > αk, les demandes dkt sont restées en stock au niveau du fournisseur
de la période αk à la période k − 1. Nous définissons la formule de récurrence de la manière
suivante :

Gt = min
1≤k≤t

{Gk−1 + fDk + pDk dkt +

t−1∑

i=k

hDi di+1,t + hFαk,k−1dkt + 1(dkt ⊆ Rαk)} (3.5)

où hFij =
∑j
l=i h

F
l et 1(c) est égal à 0 si c est vraie et +∞ sinon. Dans l’équation (3.5), le terme

fDk + pDk dkt +
∑t−1
i=k h

D
i di+1,t correspond à un réapprovisionnement à la période k au niveau

du distributeur pour satisfaire les demandes dkt. Le terme hFαk,k−1dkt correspond au coût de
stockage du fournisseur pour que les unités de demandes dkt soient stockées au niveau du
fournisseur entre les périodes αk et k − 1 sachant que dkt est disponible à la période αk. Le
terme 1(dkt ⊆ Rαk) permet de déterminer si la quantité dkt est bien disponible à la période
αk, i.e. si les demandes dkt sont couvertes par la réservation Rαk . Une représentation des dif-
férents termes de la formule de récurrence est fournie dans la figure 3.5. Une quantité d’unités
Rαk est disponible à la période αk au niveau du fournisseur et peut être envoyée au niveau
distributeur à partir de la période αk.

1 . . . k-1 k . . . t

αk . . . k-1 k

Rαk

dkt

dkt dkt dkt

0 dk+1,t dt 0

d1 dk−1 dk dt

hF
αk,k−1

dkt

∑t−1

i=k
hDi di+1,t

fDk + pDk dkt

Gk−1

FIGURE 3.5 – Représentation du coût Gk où Rαk est disponible à la période
αk et dkt ⊆ Rαk sont envoyées au niveau du distributeur à la période k pour

satisfaire les demandes de la période k à t.

L’initialisation se fait en posant G0 = 0. Le coût optimal du problème 2ULS-FP est égal à
GT . Le coût GT se calcule enO(T logT ) en se basant sur l’algorithme proposé par Aggarwal et
Park (1993).

3.4 Contrat de réservation de capacité et sous-traitance

3.4.1 Définition du problème

Nous considérons dans cette section le problème de coordination où le distributeur peut
proposer un nouveau plan de production au fournisseur à partir du contrat de réservation
de capacité. Du fait que le fournisseur a le monopole, nous supposons que les unités sont
stockées uniquement au niveau du distributeur impliquant que le plan de production et le
plan de réapprovisionnement sont identiques.

Afin de coordonner les décisions de planification des acteurs, si la capacité réservée par le
fournisseur est dépassée, le distributeur prend en charge le coût de production unitaire des
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unités qui sont produites au-delà de la réservation de capacité. Nous reprenons la notation
CLS-S introduite dans le chapitre 1 pour les problèmes de lot-sizing avec sous-traitance.

Notations et variables de décision.
Comme la réservation de capacité correspond à un plan de production vérifiant la propriété

ZIO, elle vérifie l’hypothèse suivante :

Hypothèse 3.1

Pour toute période t ∈ {1, . . . , T}, si Rt > 0 alors Rt = dtk avec k ≥ t et Ri = 0 pour tout
i ∈ {t+ 1, . . . , k}.

Nous notons Dt l’ensemble des demandes qui sont couvertes par la réservation de capacité
Rt > 0. La production d’unités au-delà de Rt à une période t induit un coût de sous-traitance
unitaire bt pour le distributeur sous l’hypothèse suivante :

Hypothèse 3.2

Pour toute période t, bt ≥ pFt .

La quantité d’unités produites en-dessous (resp. au-delà) de la réservation de capacité Rt à la
période t est définie par la variable xFt (resp. wFt ). La quantité totale de réapprovisionnement
du distributeur xDt à une période t est alors égale à xFt + wFt .

La production d’unités induit un coût fixe fF au fournisseur. Si Rt = 0 à une période t,
sous-traiter des unités à cette période t induit également un coût fixe fF au fournisseur. Ainsi,
la possibilité de produire plus que Rt au niveau du fournisseur peut induire des coûts fixes
de production qui n’étaient pas présents dans la solution optimale du fournisseur. Dans les
sections suivantes, nous distinguerons les cas où le distributeur prend en charge (ou non) les
coûts fixes du fournisseur si ce dernier ne les payait pas dans sa solution optimale. Le contrat
(xD, z) proposé par le distributeur est alors composé d’un nouveau plan de réapprovisionne-
ment xD = xF + wF et d’un transfert d’argent z.

Les sections suivantes présentent les travaux effectués pour les différents scénarios que
nous proposons concernant le transfert d’argent. L’hypothèse 3.1 vérifiée par la réservation
de capacité nous permet de mettre en place des algorithmes de programmation dynamique
polynomiaux.

3.4.2 Transfert d’argent total

Comme dans le cas où le distributeur a le monopole 3, nous étudions le problème de coor-
dination où un transfert d’argent sur tous les coûts du fournisseur est possible entre les deux
acteurs. Ce problème est noté CLS-S-TC, où TC signifie Total Cost. Pour diminuer son coût, le
distributeur peut proposer au fournisseur un contrat (xD, z) où le plan de réapprovisionne-
ment est égal à xF +wF et le transfert d’argent z correspond au coût total de sous-traitance et
une partie du coût total du fournisseur. De plus, le contrat doit être individuellement ration-
nel, i.e. le coût du fournisseur ne doit pas dépasser son coût optimal. Déterminer un tel contrat
revient à minimiser le coût total du distributeur incluant le transfert d’argent et le coût total
de sous-traitance sachant que le coût total du fournisseur est au plus égal à cFopt. Le coût du
fournisseur associé au contrat est alors égal à

∑
t∈T (fFt y

D
t + pFt x

F
t ) moins le transfert d’argent

z.

3. voir chapitre 2 section 2.3.3 p.31
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Exemple 3.4. Considérons l’instance Ic définie dans l’exemple 3.1 p.43. La réservation de capacité estR =

(10, 0, 0, 0, 0) de coût cD = 70 pour le distributeur. Le coût optimal du fournisseur est cFopt = 20. Avec
un transfert d’argent total sur les coûts du fournisseur, le distributeur peut déterminer un contrat
(xD, z) où xD = xF +wF est défini de la manière suivante : xD = (4, 0, 2, 4, 0) avec xF = (4, 0, 0, 0, 0)

et wF = (0, 0, 2, 4, 0). Le coût total du distributeur associé au plan de réapprovisionnement xD est
alors égal à cDT = 4pD1 + 2pD3 + 2pD4 + 2hD1 + 2hD4 = 22. Le coût total du fournisseur associé au plan
de production xF est égal à cFT = fF1 +fF3 +fF4 +4pF1 = 34. Afin que le contrat soit individuellement
rationnel, le distributeur propose un transfert d’argent sur le coût total du fournisseur égal à z̄ = 14.
Le transfert d’argent total z du contrat est donc 2b3 + 4b4 + z̄ = 26. Ainsi, le coût du fournisseur
associé au contrat est cFT − z = 20 et celui du distributeur est cDT + z = 48. Le gain du distributeur est
alors de cD − cDT = 22.

Présentation du problème CLS-S-TC.
Formulation mathématique.

Nous rappelons les variables de décision du problème. La variable de production pour
les unités produites en-dessous de Rt est notée xFt . La variable de sous-traitance pour les
unités produites au-delà de Rt est notée wFt . La variable de lancement associée au plan de
réapprovisionnement xDt = xFt + wFt est notée yDt . La variable de stockage représentant la
quantité d’unités en stock chez le distributeur à la fin de la période t est donnée par sDt . Le
transfert d’argent sur le coût total du fournisseur est noté zCT . La formulation mathématique
du problème CLS-S-TC est définie par :

min
∑

t∈T
(fDt y

D
t + pDt (xFt + wFt ) + hDt s

D
t + btw

F
t ) + zCT (3.6)

s.t. sDt−1 + xFt + wFt = dt + sDt ∀t ∈ T , (3.7)

xFt + wFt ≤ dtT yDt ∀t ∈ T , (3.8)

xFt ≤ Rt ∀t ∈ T , (3.9)
∑

t∈T
(fFt y

D
t + pFt x

F
t )− zCT ≤ cFopt, (3.10)

xFt , s
D
t , w

F
t ≥ 0 ∀t ∈ T ,

yDt ∈ {0, 1} ∀t ∈ T ,
zCT ≥ 0.

La fonction objectif consiste à minimiser la somme du coût total du distributeur, du coût to-
tal de sous-traitance du fournisseur, et le transfert d’argent sur le coût total du fournisseur
zCT que le distributeur doit prendre en charge. La contrainte (3.7) représente la contrainte de
conservation de flot. La contrainte (3.8) assure que la variable de lancement yDt est égale à 1 si
une production ou une sous-traitance a lieu à une période t. La réservation de capacité faite
par le fournisseur est prise en compte dans la contrainte (3.9) qui correspond à une contrainte
de capacité de production. La contrainte (3.10) correspond à la contrainte de rationalité indi-
viduelle assurant que le coût du fournisseur est au plus égal à son coût optimal.

La variable de transfert zCT peut être remplacée par sa borne inférieure
∑
t∈T (fFt y

D
t +
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pFt x
F
t )− cFopt (voir section 2.3.3 du chapitre 2 p.31). Nous obtenons alors la formulation mathé-

matique suivante :

min
∑

t∈T
(fty

D
t + ptx

F
t + hDt s

D
t + b̄tw

F
t )− cFopt

s.t. sDt−1 + xFt + wFt = dt + sDt ∀t ∈ T ,
xFt + wFt ≤ dtT yDt ∀t ∈ T ,
xFt ≤ Rt ∀t ∈ T ,
xFt , s

D
t , w

F
t ≥ 0 ∀t ∈ T ,

yDt ∈ {0, 1} ∀t ∈ T

où ft = fDt + fFt , pt = pDt + pFt et b̄t = bt + pDt . La formulation mathématique du problème
CLS-S-TC ressemble à celle du problème CLS-S qui peut être résolu en temps polynomial
lorsque l’on suppose que la capacité de production est stationnaire (Atamtürk et Hochbaum,
2001; Chu et al., 2013; Lee et Li, 2013). Les différences sont les suivantes. D’une part, la variable
de lancement est commune aux variables de production et de sous-traitance. Dans le problème
CLS-S-TC, un coût fixe ft est induit à une période t si une production a lieu à cette période, i.e.
xFt > 0. De plus, si Rt = 0 (et donc xFt = 0) et qu’une sous-traitance a lieu à la période t, un
coût fixe ft est induit à la période t. D’autre part, la capacité de production de notre problème
n’est pas stationnaire mais elle permet de couvrir un nombre entier de périodes de demande
(hypothèse 3.1).

Représentation du problème CLS-S-TC par un réseau à coût fixe.
La figure 3.6 représente le réseau à coût fixe correspondant au problème CLS-S-TC. À titre

d’exemple, nous considérons T = 4 et une capacité de production R = (d12, 0, d34, 0). Les
nœuds du graphe correspondent aux périodes. Nous ajoutons deux nœuds p et s représen-
tant le mode de production et le mode de sous-traitance respectivement. Un nœud source est
également ajouté pour représenter le flot total d1T . Nous disons qu’un arc est actif si le flot
circulant sur cet arc est strictement positif. Les arcs (p, t) représentent les quantités de produc-
tion xFt qui sont en-dessous de la capacité de production Rt et induisent un coût unitaire de
production pt s’ils sont actifs. Les arcs (p, t) tels que Rt = 0 ne sont pas représentés puisqu’ils
ne peuvent pas être actifs. Les arcs (s, t) sont associés aux quantités sous-traitées wFt et au
coût de sous-traitance b̄. Étant donné que le coût fixe ft est commun à la production et à la
sous-traitance, nous ajoutons un niveau fictif permettant de comptabiliser le coût fixe à une
période t si une production ou une sous-traitance a lieu à la période t (sur la figure3.6, il s’agit
des quatre nœuds sous les nœuds s et p). Les arcs verticaux reliant deux nœuds de la même
période t sont donc associés au coût fixe ft. Les arcs horizontaux correspondent aux quantités
d’unités sDt stockées entre les périodes t et t+ 1. Les demandes sont représentées par des arcs
sortants obliques. Nous mettons également les valeurs des capacités de production en bas de
la figure.
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FIGURE 3.6 – Réseau à coût fixe du problème CLS-S-TC en considérant T = 4
et une capacité de production R = (d12, 0, d34, 0).

Par la suite, nous ne représenterons pas les coûts associés à chaque arc, le nœud source
ainsi que les arcs dont le flot circulant est nul. Les nœuds du niveau fictif ainsi que les arcs
associés au coût fixe ne seront également pas représentés dans les prochaines figures de cette
section.

Il a été montré dans la littérature que le problème CLS est NP-difficile (Florian et al., 1980).
Cependant, la capacité de production considéré dans le problème CLS-S-TC correspond à un
plan de production vérifiant la propriété ZIO (hypothèse 3.1). Cette particularité nous permet
de mettre en évidence des propriétés de dominance qui seront utiles pour la résolution du
problème CLS-S-TC.

Propriétés de dominance du problème CLS-S-TC.
Pour commencer, observons qu’il n’existe pas toujours de solution optimale au problème

CLS-S-TC pour laquelle la propriété ZIO est respectée au niveau du distributeur.

Contre-exemple. Considérons l’instance I2 suivante : T = 3, fF = hF = 0, pF = 1, b = (2, 3, 3), fD =

(0, 0, 2), pD = hD = 0 et d = 1. Les coûts du problème CLS-S-TC sont alors f = (0, 0, 2), b̄ = (2, 3, 3),
pt = 1 et hDt = 0 pour tout t ∈ {1, . . . , T}. La capacité de production R est donnée par le plan de
production optimal du fournisseur. Celui-ci est égal àR = (1, 1, 1) et est de coût cFopt = 3. La solution
du problème CLS-S-TC de coût minimum et vérifiant la propriété ZIO consiste à ne pas sous-traiter
(voir figure 3.7), i.e. xF = (1, 1, 1) et wF = 0. Le coût de cette solution est égale à 5 alors que la
solution optimale du problème CLS-S-TC est donnée par xF = (1, 1, 0) et wF = (1, 0, 0) de coût 4

(voir figure 3.8), et elle ne vérifie pas la propriété ZIO.

1 2 3

p s

1 1 1

1 1 1

FIGURE 3.7 – Solution du pro-
blème CLS-S-TC pour l’ins-
tance I2 vérifiant la propriété

ZIO, de coût égal 5.

1 2 3

p s

1 1 1

1 1

1 1 1

FIGURE 3.8 – Solution du pro-
blème CLS-S-TC pour l’ins-
tance I2 sans la propriété ZIO,

de coût égal 4.
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Ainsi, pour résoudre efficacement ce problème, nous proposons d’autres propriétés de do-
minance pour le problème CLS-S-TC.

Définition 3.2 (Période de production fractionnaire/saturée)

Une période de production t ∈ {1, . . . , T} est dite fractionnaire si 0 < xFt < Rt. Elle est dite
saturée si xFt = Rt > 0.

Définition 3.3 (sous-plan candidat)

Soient t, k deux périodes telles que 1 ≤ t ≤ k ≤ T . L’intervalle [t, k] est un sous-plan candidat
au niveau du distributeur si sDt−1 = sDk = 0 et sDi > 0 pour toute période i ∈ {t, . . . , k − 1}.

Dans la suite, nous posons j1 = min{t < n ≤ k|Rn > 0} la première période (si elle existe)
postérieure à t telle que Rj1 > 0 et j2 = max{t < n ≤ k|Rn > 0} la dernière période d’un
sous-plan candidat [t, k] (si elle existe) postérieure à t telle que Rj2 > 0 dans un sous-plan
candidat [t, k] .

Les propriétés 3.1-3.3 suivantes définissent des propriétés de dominance pour le problème
CLS-S-TC.

Propriété 3.1

wFt (xFt −Rt) = 0, pour toute période t ∈ {1, . . . , T}.

En d’autres termes, une période de sous-traitance t a lieu uniquement lorsque la période t est
également une période de production saturée.

Preuve. Comme bt ≥ pFt pour tout t ∈ {1, . . . , T}, nous avons pt = pDt + pFt ≤ pDt + bt = b̄t. Il
est alors plus intéressant de saturer la production avant de sous-traiter.

Dans leur article, Atamtürk et Hochbaum (2001) ont décrit une proposition indiquant que
dans un sous-plan candidat d’une solution dominante du problème CLS-S avec une capacité
de production constante, il y a soit au plus une période de production fractionnaire, soit au
plus une période de sous-traitance mais il ne peut pas y avoir les deux en même temps. La
propriété 3.2 décrite ci-dessous découle de cette proposition.

Propriété 3.2

Soient deux périodes t, k telles que 1 ≤ t ≤ k ≤ T . Il existe une solution optimale du
problème CLS-S-TC tel que pour tout sous-plan candidat [t, k] :

(i) il y a soit au plus une période de production fractionnaire, soit au plus une période
de sous-traitance mais il n’est pas possible d’avoir les deux en même temps.

(ii) il n’est pas possible d’avoir une période de production fractionnaire et une période
de production saturée.

Preuve. (i) La propriété 3.2 (i) découle des résultats de Zangwill (1968) sur la caractérisation
des flots extrêmes dans un réseau à coût fixe. Dans un réseau à coût fixe avec une seule source
et des capacités sur les arcs, le graphe induit par les arcs actifs dont le flot circulant n’atteint
pas la capacité d’un flot extrême est acyclique.

Considérons un sous-plan candidat [t, k] dans une solution optimale du problème CLS-S-
TC, 1 ≤ t ≤ k ≤ T . Pour prouver cette propriété, nous distinguons trois cas.
Cas 1. Supposons qu’il existe deux périodes de production fractionnaires i < j dans le sous-
plan candidat [t, k]. Si Ri = dīi, la période de production fractionnaire i permet de couvrir les
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demandes de la période i à une période l < ī. De plus, par l’hypothèse 3.1, nous avons Rn = 0

pour tout n ∈ {i, . . . , ī} ce qui implique que j > l . Donc, sDl = 0 ce qui contredit la définition
du sous-plan candidat [t, k].

Cas 2. Supposons qu’il existe deux périodes de sous-traitance i et j, t ≤ i < j ≤ k, dans le
sous-plan candidat [t, k]. Dans ce cas, comme la sous-traitance n’est pas limitée, l’arc de sous-
traitance entrant dans le nœud i et les arcs entrants dans le nœud j (stock positif provenant de
la sous-traitance à la période i et de la sous-traitance à la période j) forment un cycle (le graphe
induit n’est pas orienté). Comme les périodes de production i et j sont saturées (propriété 3.1),
il n’est pas possible de transférer des unités vers ces périodes de production. Sans détériorer
le coût de la solution, nous avons alors les deux possibilités suivantes :

— il est possible de transférer toutes les unités sous-traitées à la période j à la période
de sous-traitance i. Il y a alors une unique période de sous-traitance dans le sous-plan
candidat [t, k].

— il est possible de transférer des unités sous-traitées à la période i à la période de sous-
traitance j jusqu’à que sDj−1 = 0 ce qui contredit la définition du sous-plan candidat
[t, k].

Il existe donc une solution optimale où il y a une seule période de sous-traitance dans chaque
sous-plan candidat.

Cas 3. Supposons qu’il existe une période de production fractionnaire i et une période de
sous-traitance j dans le sous-plan candidat [t, k]. Le cas i = j n’est pas possible car une sous-
traitance a lieu uniquement si la production est saturée. Supposons alors que i < j (le cas où
i > j est similaire). Étant données que la production à la période i n’atteint pas sa capacité et
que la sous-traitance n’est pas limitée, l’arc de production entrant dans le nœud i et les arcs
entrants dans le nœud j (stock entrant positif provenant de la production à i et sous-traitance
à la période j) forme un cycle. Sans détériorer le coût de la solution, nous avons ces deux
possibilités :

— il est possible de transférer des unités sous-traitées à la période j à la période de produc-
tion i jusqu’à que la période de production i devienne saturée ou que toutes les unités
aient été transférées. Dans ce cas, nous avons sDj−1 = 0 ce qui contredit la définition du
sous-plan candidat [t, k].

— il est possible de transférer des unités produites à la période i à la période de sous-
traitance j jusqu’à que sDj−1 = 0 (la production à la période j est saturée par la pro-
priété 3.1, il n’est donc pas possible de transférer des unités vers cet arc de production),
ce qui contredit la définition du sous-plan candidat [t, k].

Il existe donc toujours une solution optimale où il n’y a pas une période de production frac-
tionnaire et une période de sous-traitance dans un même sous-plan candidat.

(ii) Par l’absurde, supposons qu’il existe une période de production fractionnaire i et une pé-
riode de production saturée j telle que Rj > 0 dans un sous-plan candidat [t, k]. Par la pro-
priété 3.2(i), il n’y a pas de période de sous-traitance dans le sous-plan candidat [t, k].
Cas 1. Supposons que i > j. Comme Rj = djl avec l ≥ j et aucune sous-traitance n’a lieu entre
les périodes j et l, par l’hypothèse 3.1, nous avons i > l et donc sDl = 0 ce qui contredit la
définition du sous-plan candidat [t, k].
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Cas 2. Supposons que i < j. Comme Ri = dil (l ≥ i) et Rn = 0 pour tout n ∈ {i, . . . , l}
(hypothèse 3.1), nous avons l < j. Donc sDl = 0 (il n’y pas de sous-traitance possible entre les
périodes i et l), ce qui contredit la définition du sous-plan candidat [t, k].

Propriété 3.3

Soit [t, k] un sous-plan candidat tel que les périodes j1 et j2 existent, 1 ≤ t ≤ k ≤ T .

(i) Une sous-traitance a lieu entre les périodes t et j1 − 1.

(ii) Si j1 6= j2, pour chaque période i ∈ {j1, . . . , j2 − 1}, la quantité Di est couverte soit
par une unique période de sous-traitance, soit par une seule période de production
saturée i.

(iii) Les demandes dj2k doivent être sous-traitées dans le sous-plan candidat [t, k].

Preuve. Soient t et k deux périodes telles que [t, k] est un sous-plan candidat et les périodes j1
et j2 existent dans ce sous-plan candidat.
(i) Par l’absurde, supposons qu’il n’y a aucune sous-traitance entre les périodes t et j1 − 1.
Cas 1. Si Rt = 0, alors par définition de j1, il n’est pas possible de satisfaire les demandes de la
période t à j1 − 1.
Cas 2. Si Rt > 0 alors par l’hypothèse 3.1 et par définition de j1, Dt = dt,j1−1 et Ri = 0 pour
tout i ∈ {t + 1, . . . , j1 − 1}. Comme il n’y a pas de sous-traitance entre t et j1 − 1, pour satis-
faire Dt, la période t est une période de production saturée. Donc sDj1−1 = 0 ce qui contredit la
définition d’un sous-plan candidat.

(ii) Par la propriété 3.2(i), il n’y a pas de période de production fractionnaire dans le sous-
plan candidat [t, k]. Chaque période de production saturée i ∈ {j1, . . . , j2 − 1} permet de
couvrir exactement la quantité Di. Donc chaque quantité Dj , j1 ≤ j ≤ j2 − 1 , qui n’est pas
couverte par une période de production saturée est satisfaite par l’unique période de sous-
traitance dans le sous-plan candidat [t, k] (qui existe par la propriété 3.3(i) et qui est unique
par la propriété 3.2 (i)).
(iii) Supposons que les demandes dj2k ne sont pas satisfaites par une sous-traitance. Donc les
demandes dj2k sont satisfaites par une période de production. Par la propriété 3.3 (ii), pour
i ∈ {t, . . . , j2 − 1}, une période de production qui couvre la quantité Di est saturée. Nous
allons montrer que les demandes dj2k ne peuvent pas être satisfaites par une production avant
la période j2. Soit j une période de production non saturée telle que j ∈ {t, . . . , j2 − 1} et
Rj > 0 (et donc Dj est sous-traitée par la propriété 3.3 (ii)). Il est alors possible de produire
dj2k à la période j. Si dj2k < Rj , alors il y a une période de production fractionnaire, ce qui
est impossible (propriété 3.3). Si dj2k ≥ Rj , alors la période de production j devient saturée.
Cela revient à dire que la période de production j couvre Dj et une partie des demandes dj2k
sont sous-traitées ce qui contredit l’hypothèse de départ. Ainsi, les demandes dj2k doivent être
couverte par une production à la période j2 ce qui implique que sDj2−1 = 0, contradiction avec
la définition d’un sous-plan candidat.

Dans la suite, nous proposons un algorithme de programmation dynamique pour résoudre
le problème CLS-S-TC en temps polynomial. Cet algorithme repose sur la caractérisation des
solutions dominantes du problème.
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Résolution du problème CLS-S-TC par programmation dynamique.
Les propriétés 3.1-3.3 permettent de décomposer le plan de production d’une solution op-

timale du problème CLS-S-TC en sous-plan candidats indépendants. L’idée de l’algorithme
de programmation dynamique est alors de déterminer une décomposition en sous-plan can-
didats du plan de production de sorte que le coût total du distributeur soit minimisé et le coût
du fournisseur soit au plus égal à son coût optimal.

Dans un premier temps, nous présentons une propriété permettant de calculer le coût d’un
sous-plan candidat. Puis dans un deuxième temps, nous définissons les formules de récur-
rence permettant de calculer le coût d’une solution partielle du problème CLS-S-TC.

Avant de présenter l’algorithme de programmation dynamique, nous définissons la pro-
priété 3.4 nécessaire pour définir le coût d’un sous-plan candidat [t, k] à partir des proprié-
tés 3.1-3.3. Cette propriété permet de déterminer, lorsque cela est possible, la période de pro-
duction ou de sous-traitance dans un sous-plan candidat [t, k] ainsi que les quantités à pro-
duire ou à sous-traiter.

Propriété 3.4

Soient t, k deux périodes telles que [t, k] est un sous-plan candidat (1 ≤ t ≤ k ≤ T ). Soit l
la période de sous-traitance dans le sous-plan candidat [t, k] si elle existe. Nous avons les
propriétés suivantes :

(i) Si Rt = 0 et si la période j1 n’existe pas dans le sous-plan candidat [t, k], alors l = t et
wFt = dtk.

(ii) Si Rt ≥ dtk, alors une unique période de production a lieu à la période t pour satis-
faire les demandes dtk.

(iii) Si Rt = 0 et les périodes j1 et j2 existent dans le sous-plan candidat [t, k], alors l = t.
De plus, les demandes dt,j1−1 et dj2k sont sous-traitées à la période t. Si j1 6= j2, les
quantités Dn > 0 pour j1 ≤ n < j2 sont soit entièrement sous-traitées à la période t,
soit entièrement produites à partir d’une période de production saturée n.

(iv) Si 0 < Rt < dtk, alors les périodes j1 et j2 existent dans le sous-plan candidat [t, k].
Dans ce cas, une période de production saturée a lieu à la période t pour couvrir
Dt = dt,j1−1 et une période de sous-traitance l a forcément lieu entre les périodes t et
j1 − 1. De plus, les demandes dj2k sont satisfaites par la période de sous-traitance l.
Si j1 6= j2, les quantités Dn > 0 pour j1 ≤ n < j2 sont soit entièrement sous-traitées à
la période l, soit entièrement produites à partir d’une période de production saturée
à la période n.

Les figures 3.9-3.12 illustrent les différents cas présentés dans la propriété 3.4. La figure 3.9
illustre la propriété 3.4 (i) où nous considérons un sous-plan candidat [2, 4] avec une capacité
de production nulle à chaque période. Une unique période de sous-traitance a lieu à la période
l = 2 pour satisfaire les demandes du sous-plan candidat. Dans la figure 3.10, nous avons illus-
tré la propriété 3.4 (ii) avec un sous-plan candidat [2, 4] où R2 = d25 ≥ d24. Les demandes du
sous-plan candidat sont alors être satisfaites à partir d’une période de production fractionnaire
qui a lieu à la période 2.

La figure 3.11 fournit un exemple satisfaisant la propriété 3.4 (iii) où un sous-plan candidat
[2, 7] avecR2 = 0 et au moins une capacité de production non nulle dans ce sous-plan candidat.
Nous avons j1 = 3 et j2 = 6. Remarquons que D6 = d68 = d67 + d8. Comme nous considérons
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2 3 4

p s

d24

0 0d34 d4

d2 d3 d4

R 0 0 0

FIGURE 3.9 – sous-plan can-
didat [2, 4] avec une sous-
traitance à la période 2 tel que
R2 = R3 = R4 = 0 (pro-

priété 3.4 (i)).

2 3 4

p s

d24

0 0d34 d4

d2 d3 d4

R d25 0 0

FIGURE 3.10 – sous-plan candi-
dat [2, 4] avec une période de
production saturée à la période 2
tel que R2 = d25 (propriété 3.4

(ii)).

un sous-plan candidat allant jusqu’à la période 7, la quantité qui nous intéresse dans ce sous-
plan candidat n’est pas D6 mais d67. Dans cet exemple, les quantités d2 et d67 sont satisfaites
par une sous-traitance à la période l = 2. Concernant les capacités de production strictement
positives dans ce sous-plan candidat, la quantitéD3 est sous-traitée à la période 2 et la quantité
D5 est produite à partir d’une période de production saturée à la période 5.

2 3 4 5 6 7

p s

d2 +
D3 +

d67
D
5

0 0D3 + d67 d4 + d67 d67 d67 d7

d2 d3 d4 d5 d6 d7

R 0 d34 0 d5 d68 0

FIGURE 3.11 – sous-plan candidat [2, 7] avec une sous-traitance à la période 2
tel que R2 = 0 et il existe au moins une période i ∈ {3, . . . , 7} telle que Ri > 0

(propriété 3.4 (iii)).

Pour finir, la propriété 3.4 (iv) est illustrée par la figure 3.12. Nous considérons un sous-
plan candidat [2, 7] avec R2 = d23 < d27 (t̄ = 3), R4 = d4 (j1 = 4), R5 = d56 et R7 = d7.
Une période de production saturée a lieu à la période 2 satisfaisant les demandes D2 = d23.
Une période de sous-traitance a lieu à la période l = 3 (on vérifie bien t ≤ l ≤ j1 − 1) où les
quantités D4 = d4 et d7 sont sous-traitées. La quantité D5 = d56 est produite à partir d’une
période de production saturée à la période 5.

2 3 4 5 6 7

p s

D2

D4 +
d7D

5

0 0d3 D4 + d7 d7 d67 d7

d2 d3 d4 d5 d6 d7

R d23 0 d4 d56 0 d7

FIGURE 3.12 – sous-plan candidat [2, 7] avec une sous-traitance à la période 3
tel que R2 = d23 (propriété 3.4 (iv)).

Preuve de la propriété 3.4. Soit [t, k] un sous-plan candidat avec 1 ≤ t ≤ k ≤ T . Nous notons par
l la période de sous-traitance dans le sous-plan candidat [t, k] si elle existe.

(i) Supposons que Rt = 0 et j1 n’existe pas, i.e. Ri = 0 pour toute période i ∈ {t+ 1, . . . , k}
(voir figure 3.9). Puisqu’il y a au plus une période de sous-traitance dans un sous-plan can-
didat (propriété 3.2 (i)), les demandes ne peuvent être satisfaites qu’à partir d’une période de
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sous-traitance à la période t. Ainsi, l = t et wFt = dtk.

(ii) Supposons queRt ≥ dtk (voir figure 3.10). La réservation de capacité de notre problème
est telle que Rn = 0 pour toute période n ∈ {t + 1, . . . , k} (hypothèse 3.1). Dans ce cas, pour
avoir une solution réalisable, les demandes dtk doivent être satisfaites à partir d’une unique
période de production à la période t (propriété 3.2 (ii)).

(iii) Faisons maintenant l’hypothèse queRt = 0 et que la période j1 existe dans le sous-plan
candidat [t, k]. Afin d’avoir une solution réalisable, commeRn = 0 pour tout n ∈ {t, . . . , j1−1}
(par définition de j1), les demandes dt,j1−1 doivent être satisfaites à partir d’une sous-traitance
à la période t. Ainsi, nous avons l = t. Le reste de la propriété découle des propriétés 3.3(ii)
et 3.3(iii).

(iv) Supposons maintenant queRt = dtt̄ < dtk. Par définition de j1, la période j1 est égale à
t̄+ 1 et la période j2 existe donc également. Nous devons uniquement montrer que la période
t est une période de production saturée (le reste de la propriété provient de la propriété 3.3).
En effet, si l = t, par la propriété 3.1, alors Dt doit être couverte par une période de production
saturée t. Si l > t, afin d’avoir une solution réalisable, Dt doit être satisfaite par une période
de production saturée.

Pré-calculs.
Afin de calculer efficacement le coût d’un sous-plan candidat, nous pré-calculons les coûts

de stockage. Nous notons hDtk =
∑k
i=t h

D
i le coût de stockage cumulé de la période t à la pé-

riode k. Le coût hD1t peut se calculer enO(T ). Comme hDtk = hD1k−hD1,t−1, le calcul de hDtk peut se
faire en temps constant. De la même façon, nous pouvons calculer les demandes cumulées d1t

enO(T ) et les demandes cumulées dtk en temps constant. Nous posonsHD
tk =

∑k−1
i=t h

D
i di+1,k.

Le coût HD
1k peut se calculer en O(T ). Comme HD

tk = HD
t−1,k − hDt−1dtk, les coûts HD

tk peuvent
se calculer en O(T 2).

Nous proposons également de pré-calculer les périodes où il est préférable de sous-traiter
la quantité Dn à une période telle que 1 ≤ l < n < i ≤ T . Soit σ(l, i) = {n, l < n < i|Rn >
0 et b̄lDn+hDl,n−1Dn ≤ fn+pnDn} l’ensemble des périodes n ∈ {l+1, . . . , i−1} où il est préfé-
rable de sous-traiterDn > 0 à la période l. Nous définissonsBli =

∑
n∈σ(l,i)(b̄lDn+hDl,n−1Dn+

HD
nn̄) comme le coût total de sous-traitance et de stockage pour les périodes n ∈ σ(l, i) où les

quantités Dn = dnn̄ sont sous-traitées à la période l. Soit P li =
∑
n/∈σ(l,i)(fn1(l < n < i et Rn >

0) + pnDn + HD
nn̄). P li représente le coût total de production où il est préférable d’avoir une

période de production saturée entre les périodes l + 1 et i − 1 avec 1(c) est égal à 1 si c est
vraie, et 0 sinon, et Rn = dnn̄. Pour tout l et i tels que 1 ≤ l ≤ i ≤ T , les périodes appartenant
à l’ensemble σ(l, i), les coûts Bli et les coûts P li se déterminent en O(T 3).

Calcul du coût d’un sous-plan candidat [t, k].
Soient t, k deux périodes telles que 1 ≤ t ≤ k ≤ T et [t, k] est un sous-plan candidat. Si les

périodes j1 et j2 n’existent pas, nous posons j1 = j2 = +∞.
À partir des pré-calculs et de la propriété 3.4, nous définissons le coût vtk d’un sous-plan

candidat [t, k] qui couvre les demandes de la période t à la période k comme suit :
• Si Rt = 0 et j1 = +∞ (propriété 3.4 (i)), alors

vtk = ft + b̄tdtk +HD
tk. (3.11)
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L’équation (3.11) représente le cas où les demandes dtk sont entièrement sous-traitées à la pé-
riode t dans le sous-plan candidat [t, k].

• Si Rt ≥ dtk (propriété 3.4 (ii)), alors

vtk = ft + ptdtk +HD
tk. (3.12)

L’équation (3.12) correspond au cas où les demandes dtk sont entièrement satisfaites par une
période de production à la période t dans le sous-plan candidat [t, k].

• Si Rt = 0 et j1 < +∞ (propriété 3.4 (iii)), alors

vtk = ft + b̄t(dt,j1−1 + dj2k) +Btj2 + P tj2 +HD
t,j1−1 + hDt,j2−1dj2k +HD

j2k. (3.13)

Dans l’équation (3.13), b̄t(dt,j1−1 + dj2k) correspond au coût pour sous-traiter les demandes
dt,j1−1 et dj2k à la période t. Pour les quantités Dn avec j1 ≤ n < j2, Btj2 est égal au coût
total de sous-traitance et de stockage des quantités Dn qu’il faut sous-traiter à la période t
et P tj2 est égal au coût total de production et de stockage associé à une période de produc-
tion saturée n. Le coût total de stockage pour satisfaire les demandes dt,j1−1 et dj2k est égal à
HD
t,j1−1 + hDt,j2−1dj2k + +HD

j2k
.

• Si 0 < Rt < dtk (propriété 3.4 (iv)), alors

vtk = ft+ptDt++HD
t,j1−1+ min

t≤l≤j1−1
{1(l > t)fl+ b̄ldj2k+hDl,j2−1dj2k+HD

j2k+Blj2 +P lj2}. (3.14)

Dans l’équation (3.14), mint≤l≤j1−1{1(l > t)fl+ b̄ldj2k +hDl,j2−1dj2k +HD
j2k

+Blj2 +P lj2} permet
de déterminer la période de sous-traitance l comprise entre t et j1 − 1 qui minimise le coût du
sous-plan candidat [t, k]. Un coût fixe de production est induit si la période de sous-traitance
a lieu après la période t. Similairement à l’équation précédente, sous-traiter les demandes dj2k
induit un coût de sous-traitance égal à b̄ldj2k. Blj2 représente le coût total de sous-traitance et
de stockage des périodes n ∈ {l+ 1, . . . , j2−1} où il est plus intéressant de sous-traiter Dn à la
période l que d’avoir une période de production saturée. À l’inverse, P lj2 est égal au coût total
de production et de stockage des périodes n ∈ {l + 1, . . . , j2 − 1} où une période de produc-
tion saturée à n est plus avantageuse en terme de coût. Le terme hDl,j2−1dj2k +HD

j2k
représente

le coût de stockage pour satisfaire les demandes djk à partir d’une sous-traitance à la période l.

Calcul du coût minimum pour satisfaire les demandes d1k.
De part la décomposition en sous-plan candidats indépendants, il est possible de calculer

le coût minimum d’une solution partielle du problème CLS-S-TC. Soit Gk le coût minimum
pour satisfaire les demandes de la période 1 à la période k. Le coût Gk est défini par :

Gk = min
1≤t≤k

{Gt−1 + vtk} (3.15)

L’initialisation se fait en posant G0 = 0. Le coût optimal est égal à GT .

Complexité de l’algorithme.
Les pré-calculs se font en O(T 3). Pour t et k fixées, lorsque Rt < dtk, les coûts vtk se cal-

culent en O(T ). Pour les autres cas, vtk se calcule en temps constant. Donc, pour tout t, k tels
que 1 ≤ t ≤ k ≤ T , le coût vtk se calcule en O(T 3). Pour tout k ∈ {1, . . . , T}, le coût Gk se
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calcule en O(T 2), donc la complexité de l’algorithme de programmation dynamique est en
O(T 3).

3.4.3 Transfert d’argent sur une partie des coûts fixes du fournisseur

Dans cette section, nous étudions le problème de coordination en supposant que le distri-
buteur prend en charge le coût de sous-traitance unitaire du fournisseur des unités produites
au-delà de la réservation de capacité Rt ainsi que les coûts fixes de production lorsque ceux-
ci sont induits par des lancements non présents dans la solution optimale du fournisseur.
Nous notons ce problème CLS-S-FC où FC Fixed Cost. Dans le cas où le distributeur paye des
coûts fixes additionnels, le fournisseur est assuré de payer au plus son coût optimal cFopt. Le
distributeur propose alors au fournisseur un contrat (xD, z) composé d’un nouveau plan de
réapprovisionnement xD = xF +wF ainsi que d’un transfert d’argent z correspondant au coût
total de sous-traitance et des coûts fixes de production additionnels du fournisseur.

Exemple 3.6. Considérons l’instance IC de l’exemple 3.1 (voir p. 43) où la réservation de capacité est égale
à R = (10, 0, 0, 0, 0) de coût optimal cFopt = 20. Lorsque xD = R, le coût total du distributeur est égal
à cD = 70. Si les acteurs décident de coordonner leurs décisions de planification, le distributeur peut
proposer au fournisseur un contrat (xD, z). Le plan de réapprovisionnement x̄D = xF +wF est défini
par xF = (6, 0, 0, 0, 0) et wF = (0, 0, 0, 4, 0). Le coût total correspondant au coût de sous-traitance et
aux coûts fixes du fournisseur pris en charge pas le distributeur est égal à z = 4b4 + fF4 = 18 (il doit
payer le coût fixe fF4 qui n’était pas présent dans le plan de production optimal du fournisseur). Le
coût total du distributeur associé au contrat est alors égal à cDFC = 6pD1 + 4pD4 + 4sD1 + 2sD2 + 2sD4 +

z = 52. Le coût total du fournisseur associé au contrat est égal à fF1 + 6pD1 = 16. Ainsi, le gain du
distributeur est égal à cD − cDFC = 18 ≤ cFopt.

Présentation du problème.
Formulation mathématique du problème CLS-S-FC.

Outre la variable de lancement yFt qui vaut 1 si Rt > 0 à la période t, la variable de lance-
ment qt permet de déterminer les coûts fixes de production du fournisseur que le distributeur
doit prendre en charge. Elle est égal à 1 si une production a lieu à la période t et qu’il n’y avait
pas eu de production à la période t dans la solution optimale du fournisseur, i.e. yFt = 0 et
wFt > 0. La formulation mathématique du problème CLS-S-FC est définie par :

min
∑

t∈T
fDt (yFt + qt) + pDt (xFt + wFt ) + hDt s

D
t + btw

F
t + fFt qt (3.16)

s.t. sDt−1 + xFt + wFt = dt + sDt ∀t ∈ T , (3.17)

xFt ≤ RtyFt ∀t ∈ T , (3.18)

wFt ≤ (dtT −Rt)(yFt + qt) ∀t ∈ T , (3.19)

xFt ≥ yFt ∀t ∈ T , (3.20)

xFt , s
D
t , w

F
t ≥ 0 ∀t ∈ T ,

yFt , qt ∈ {0, 1} ∀t ∈ T

La fonction objectif (3.16) consiste à minimiser le coût total du distributeur incluant égale-
ment le coût de sous-traitance et les coûts fixes additionnels qu’il doit prendre en charge. La
contrainte (3.17) correspond à la contrainte de conservation de flot. La contrainte (3.18) assure
que la quantité d’unités xFt ne dépasse pas la réservation de capacité Rt et que la variable de
lancement yFt vaut 1 si yFt > 0. Cette contrainte correspond à une contrainte de capacité de
production. Dans le cas où, à une période t, un lancement n’était pas présent dans la solution
optimale du fournisseur, la variable yFt vaut 0. Il faut alors s’assurer que le distributeur paye le
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coût fixe de production à la période t : la variable qt doit être égale à 1 si on produit au dessus
de Rt et yFt est égale à 0. La contrainte (3.19) assure que la variable de lancement qt vaut 1 si
wFt > 0 et yFt = 0. Il est certain que le coût fixe de production à une période t est payé soit
par le distributeur, soit par le fournisseur mais pas les deux. En effet, comme la variable qt
apparaît dans la fonction objectif, si la variable yFt vaut 1, la variable qt sera égale à 0 même
si wFt > 0. De plus, dans le cadre de notre problème, une sous-traitance a lieu à une période
t uniquement lorsque la période t est une période de production saturée. Cette propriété est
assurée par les contraintes (3.18)-(3.20) et le fait que le coût de sous-traitance est plus élevé que
le coût de production unitaire du fournisseur.

Réseau à coût fixe associé au problème CLS-S-FC.
Le réseau représentant le problème CLS-S-FC est fourni dans la figure 3.13. Nous considé-

rons à titre d’exemple T = 4, des coûts fD, pD, hD, fF , une demande d et R = (d12, 0, d45, 0)

en faisant apparaître les variables et coûts associés des arcs sortants de p et s pour les périodes
1 à 4. Comme le distributeur paye les coûts fixes supplémentaires du fournisseur uniquement
lorsque Rt = 0, il est possible de représenter le problème CLS-S-FC en utilisant le graphe du
problème CLS-S-TC en associant des coûts différents sur les arcs. Le nœud p représente la
production et le nœud s la sous-traitance. Un nœud est également ajouté pour représenter la
disponibilité de la totalité de la demande d1T . Les arcs (p, t) sont présents uniquement lorsque
Rt > 0 et sont associés au coût de production pDt . Les arcs (s, t) sont associés au coût unitaire
de sous-traitance égal à pDt + bt. Nous ajoutons également un niveau fictif pour représenter
les coûts fixes. Si Rt > 0, l’arc vertical reliant deux nœuds de la même période t est associé au
coût fixe fDt car une production est présente dans le plan de production optimal du fournis-
seur. Si Rt = 0, un coût fixe fFt additionnel est pris en charge par le distributeur et donc l’arc
reliant deux nœuds de la même période t est associé au coût fixe fDt +fFt . Les arcs horizontaux
sont associés au coût de stockage sDt . Les demandes sont également représentées par des arcs
obliques sortants de chaque nœuds. Nous indiquons également la valeur de la réservation de
capacité R. Le nœud source ne sera pas représenté dans la suite de cette section.
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d1 d2 d3 d4

R d12 0 d34 0

FIGURE 3.13 – Représentation du réseau du problème CLS-S-FC où T = 4 et
R = (d12, 0, , d34, 0).

Dans ce contexte, le coût du fournisseur peut également diminuer par rapport à son coût
optimal.
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Propriété 3.5

Le gain du distributeur associé au problème CLS-S-FC peut être arbitrairement grand par
rapport au cas où il n’y a pas de coordination et le gain du fournisseur peut être positif.

Preuve. L’instance I3 suivante montre qu’une solution au problème de coordination CLS-S-FC
peut permettre au fournisseur de diminuer son coût. De plus, le gain du distributeur peut être
diminué d’un facteur M > 0 arbitrairement élevé.

Soient T = 2, d = (1, 1), fF = (0, 1), pFt = M , hFt = 0, fDt = pDt = 0, hDt = M2 et
bt = M pour tout t ∈ {1, . . . , T}. La figure 3.14 représente l’instance où seuls les coûts sont
indiqués sur les arcs (pour rappel, le deuxième niveau est un niveau fictif représentant les
coûts fixes payés par le distributeur). La solution optimale du fournisseur est donnée par le
plan de production R = (2, 0) de coût cFopt = 2M . Le coût du distributeur lorsque le plan de
réapprovisionnement imposé est xD = R est égal à cD = M2.

1 2

1 2

p s

0 M M

M2

0 1

1 1

R 2 0

FIGURE 3.14 – Instance I3
du problème CLS-S-FC.

1 2

1 2

p s

1 1

1 1

1 1

R 2 0

FIGURE 3.15 – Solution du
problème CLS-S-FC asso-

ciée à l’instance I3.

Si une coordination est possible entre les acteurs, le distributeur peut proposer au four-
nisseur un nouveau plan de réapprovisionnement x̄D = (1, 1) (voir figure 3.15). Le plan de
production dont le coût de production unitaire est égal à pF est x̄F = (1, 0) et celui dont le
coût est b est wF = (0, 1). Le coût du distributeur associé à x̄D et wF est alors égal à c̄D =

b2w
F
2 +fF2 = M +1. Le coût du fournisseur associé au plan de production x̄F est égal c̄F = M .

Ainsi, le fournisseur a un gain positif et nous avons cFopt − c̄F = M et cD/c̄D = M2/(M + 1).
Le gain du distributeur peut donc être augmenté d’un facteur M arbitrairement élevé.

Résolution du problème CLS-S-FC.
Le problème CLS-S-FC peut être résolu en adaptant l’algorithme de programmation dy-

namique présenté dans la section 3.4.2. Les propriétés 3.1-3.4 restent valides pour le problème
CLS-S-FC.

Nous reprenons les mêmes notations que celles définies dans la section 3.4.2 et rappelons
que b̄t = pDt + bt. Soit σ(l, i) = {n, l < n < i|Rn > 0 et b̄lDn + hDl,n−1Dn ≤ fDn + pDnDn}
l’ensemble des périodes n ∈ {l + 1, . . . , i+ 1} où il est plus intéressant de sous-traiter Dn > 0

à la période l. Nous définissons Bli =
∑
n∈σ(l,i)(b̄lDn + hDl,n−1Dn + HD

nn̄) comme le coût total
de sous-traitance et de stockage pour les périodes n ∈ σ(l, i) telles que les quantités Dn = dnn̄

(n̄ ≥ n) sont sous-traitées à la période l. Le coût total de production et de stockage des périodes
de production saturées entre les périodes l + 1 et i − 1 est défini par P li =

∑
n/∈σ(l,i)(f

D
n 1(l <

n < i et Rn > 0) + pDnDn +HD
nn̄) où Dn = dnn̄ et 1(c) est égal à 1 si c est vraie, et 0 sinon.

Nous reprenons la même idée que le calcul du coût vtk d’un sous-plan candidat [t, k] pré-
senté dans la section 3.4.2. À partir des pré-calculs et de la propriété 3.4, nous définissons
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comme suit le coût wtk d’un sous-plan candidat [t, k] qui couvre les demandes de la période t
à la période k sachant que les coûts fixes additionnels du fournisseur sont pris en charge par
le distributeur.
• Si Rt = 0 et j1 = +∞ (propriété 3.4 (i)), alors

wtk = (fDt + fFt ) + b̄tdtk +HD
tk. (3.21)

Dans l’équation (3.21), les demandes dtk sont entièrement sous-traitées à la période t dans le
sous-plan candidat [t, k]. Dans ce cas, le distributeur doit également prendre en charge le coût
fixe du fournisseur, et donc le coût fixe total payé par le distributeur est égal à fDt + fFt .

• Si Rt ≥ dtk (propriété 3.4 (ii)), alors

wtk = fDt + pDt dtk +HD
tk. (3.22)

L’équation (3.22) représente le cas où les demandes dtk sont entièrement satisfaites par une
production à la période t dans le sous-plan candidat [t, k].

• Si Rt = 0 et j1 < +∞ (propriété 3.4 (iii)), alors

wtk = (fDt + fFt ) + b̄t(dt,j1−1 + dj2k) +HD
t,j1−1 + hDt,j2−1 +HD

j2k +Btj2 + P tj2 . (3.23)

Dans l’équation (3.23), fDt + fFt correspond au coût fixe total pris en charge par le distribu-
teur incluant la prise en charge du coût fixe additionnel du fournisseur. Le coût pour satisfaire
les demandes dt,j1−1 et dj2k à la période t à partir d’une sous-traitance à la période l est égal
à b̄t(dt,j1−1 + dj2k) + HD

t,j1−1 + hDt,j2−1 + HD
j2k

. Le coût total de sous-traitance et de stockage
correspondant aux quantités Dn sous-traitées à la période t avec t < n ≤ j2 est égal à Btj2 .
Le coût total de production et de stockage où une production saturée a lieu à une période
n ∈ {t+ 1, . . . , j2} est égal à P tj2 .

• Si Rt < dtk (propriété 3.4 (iv)), alors

wtk = fDt +pDt Dt+H
D
t,j1−1+ min

t≤l≤j1−1
{1(l > t)(fDl +fFt )+b̄ldj2k+hDl,j2−1dj2k+HD

j2k+Blj2 +P lj2}.
(3.24)

Dans l’équation (3.24), mint≤l≤t̄{1(i > t)(fDl + fFt ) + bldjk + hDl,j2−1dj2k + HD
j2k

+ Blj + P lj}
permet de déterminer la période de sous-traitance l comprise entre t et j1 − 1 qui minimise
le coût du sous-plan candidat [t, k]. Un coût fixe de production fDl + fFt est induit si la pé-
riode de sous-traitance a lieu après la période t. Le terme bldjk + hDl,j2−1dj2k +HD

j2k
représente

le coût total de sous-traitance et de stockage pour satisfaire les demandes dj2k à partir d’une
sous-traitance à la période l. Similairement à l’équation précédente, Blj2 + P lj2 représente le
coût total de sous-traitance, de stockage et de production entre les périodes l + 1 et j2 − 1.

Calcul du coût minimum pour satisfaire les demandes d1k.
De part la décomposition en sous-plans indépendantd, il est possible de calculer le coût

minimum d’une solution partielle du problème CLS-S-FC. Soit Hk le coût minimum pour
satisfaire les demandes de la période 1 à la période k sous la contrainte que les coûts fixes
additionnels du fournisseur sont pris en charge par le distributeur. Le coût Hk est défini par :

Hk = min
1≤t≤k

{Ht−1 + wtk} (3.25)
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L’initialisation se fait en posant H0 = 0. Le coût optimal du problème CLS-S-FC est égal à HT .

Complexité de l’algorithme.
Pour tout l et j tels que 1 ≤ l ≤ j ≤ T , l’ensemble σ(l, j), le coût Blj et le coût P lj se

déterminent enO(T 3). Pour t et k fixés, les coûts wtk se calculent enO(T ). Donc, pour tout t et
k tels que 1 ≤ t ≤ k ≤ T , le coût wtk se calcule en O(T 3). Pour tout k ∈ {1, . . . , T}, le coût Hk

se calcule en O(T 2). La complexité de l’algorithme de programmation dynamique est donc en
O(T 3).

3.4.4 Pas de transfert d’argent sur les coûts fixes du fournisseur

Le dernier scénario que nous considérons correspond au problème de coordination où le
distributeur paye le coût de sous-traitance des unités dépassant la réservation de capacité.
En revanche, il ne prend pas en charge les coûts fixes de production du fournisseur qui sont
induits par une sous-traitance. Par la suite, nous notons ce problème CLS-S-WFC où WFC
signifie Without Fixed Cost.

Dans ce cas, le contrat (xD, z) proposé par le distributeur est composé d’un nouveau plan
de réapprovisionnement xD = xF + wF et d’un transfert d’argent z sur les coûts de sous-
traitance. Contrairement au cas où le distributeur paye une partie des coûts fixes du fournis-
seur, le coût du fournisseur peut être supérieur à CSopt à cause des coûts fixes supplémentaires.
Il faut donc s’assurer que le contrat proposé satisfait la contrainte de rationalité individuelle,
i.e. le coût du fournisseur associé au contrat ne dépasse pas son coût optimal.

Exemple 3.7. Considérons l’instance suivante T = 6, fFt = 10, pFt = 1, hFt = 2, bt = 2, fDt = 0, pDt = 1,
hDt = 3 et dt = 2 pour tout t ∈ {1, . . . , T}. Le plan de production optimal pour le fournisseur
est xFopt = R = (12, 0, 0, 0, 0, 0) de coût cFopt = 22. Le coût du distributeur induit par le plan de
production imposé par le fournisseur est égal à cD = pD1 +10hD1 +8hD2 +6hD3 +4hD4 +2hD5 = 102. Si les
acteurs décident de collaborer, le distributeur peut proposer au fournisseur le contrat (xD, z) suivant
sachant que le coût du fournisseur est au plus son coût optimal. Le plan de réapprovisionnement xD

est composé de xF = (2, 0, 0, 0, 0, 0) et wF = (0, 10, 0, 0, 0, 0). Le transfert d’argent correspondant au
coût total de sous-traitance est alors égal à 10b2 = 20. Ainsi, le coût total du distributeur associé à ce
contrat est cDWFC = 2pD1 + 8hD2 + 6hD3 + 4hD4 + 2hD5 + z = 82. Le coût du fournisseur associé à ce
contrat est donné par fF1 + 2pD1 + fF2 = 22 ≤ cFopt. Le gain du distributeur en proposant ce contrat au
fournisseur est cD − cDWFC = 20.

Présentation du problème.
Formulation mathématique du problème CLS-S-WFC.

La quantité d’unités produites à la période t ne dépassant pas Rt est donnée par xFt . La
quantité d’unités produites au-delà de Rt à la période t est notée wFt . Le distributeur se réap-
provisionne de xDt = xFt +wFt unités à la période t. La variable de lancement yDt est égal à 1 si
une production a lieu à la période t, i.e. xFt +wFt ≥ 0. La quantité de stock à la fin de la période
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t est donnée par sDt .

min
∑

t∈T
fDt y

D
t + pDt (xFt + wFt ) + hDt s

D
t + btw

F
t (3.26)

s.t. sDt−1 + xFt + wFt = dt + sDt ∀t ∈ T , (3.27)

xFt + wFt ≤ dtT yDt ∀t ∈ T , (3.28)

xFt ≤ Rt ∀t ∈ T , (3.29)

xFt ≥ Rtqt ∀t ∈ T , (3.30)

wFt ≤ (dtT −Rt)qt ∀t ∈ T , (3.31)
∑

t∈T
fFt y

D
t + pFt x

F
t ≤ cFopt, (3.32)

xFt , s
D
t , w

F
t ≥ 0 ∀t ∈ T ,

qt, y
D
t ∈ {0, 1} ∀t ∈ T

La fonction objectif (3.26) consiste à minimiser le coût total du distributeur ainsi que le coût to-
tal de sous-traitance bt qu’il doit prendre en charge pour les unités qui sont produites au-delà
deRt à une période t. La contrainte (3.27) correspond à la contrainte de conservation du flot. La
contrainte (3.28) force la variable de lancement yDt à être égale à 1 si un réapprovisionnement
a lieu à la période t. Comme la variable q n’apparaît pas dans la fonction objectif, nous ne pou-
vons pas considérer les contraintes (3.18)-(3.20) pour assurer qu’une sous-traitance a lieu uni-
quement lorsque la production est saturée. La contrainte (3.29) assure que la quantité d’unités
xFt ne dépasse pas la réservation de capacité Rt. La contrainte (3.30) force la variable qt a être
égal à 1 uniquement lorsque xFt atteint la capacité de réservation. Ainsi, les contraintes (3.30)
et (3.31) assurent que la variable de sous-traitancewFt est positive seulement si une quantitéRt
a déjà été produite à la période t. La contrainte (3.32) correspond à la contrainte d’individualité
rationnelle permettant au coût total du fournisseur de ne dépasser pas son coût optimal.

Réseau à coût fixe associé au problème CLS-S-WFC.
Le réseau représentant le problème CLS-S-WFC est identique à celui du problème CLS-

S-FC en adaptant les coûts sur chaque arc. Les arcs (p, t) sont associés au coût unitaire de
production pDt et les arcs (s, t) sont associés au coût unitaire de sous-traitance pDt + bt. Les arcs
reliant deux nœuds de la même période sont associés au coût fixe fDt .

Propriété 3.6

La coordination des décisions de planification à partir du problème CLS-S-WFC permet
au distributeur d’acquérir un gain arbitrairement élevé.

Preuve. La preuve de la propriété 3.6 suit le même raisonnement que celle de la propriété 3.5
en considérant l’instance suivante : T = 2, d = (1, 1), pF = (M,M + 1), fFt = hFt = 0,
fDt = pDt = 0, hDt = M2 et bt = M + 1 pour tout t ∈ {1, . . . , T}, où M > 0.

Le plan de production optimal du fournisseur est égal à xF = R = (2, 0) de coût cFopt = 2M

et impliquant un coût égal à cD = M2 au distributeur lorsque ce plan lui est imposé. Avec
une coordination entre les deux acteurs, le distributeur peut proposer au fournisseur le plan
de production suivant x̄S = (1, 0) et wF = (0, 1) de coût cFopt pour le fournisseur et de coût
c̄D = b2 = M + 1 pour le distributeur. Nous avons donc cD/c̄D = M2/(M + 1) et le gain du
distributeur peut être arbitrairement grand.
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Complexité du problème CLS-S-WFC.

Théorème 3.1

Le problème CLS-S-WFC est NP-difficile.

Preuve. Nous faisons une réduction à partir du problème de sac-à-dos qui est un problème
NP-difficile (Garey et Johnson, 1979).

Considérons une instance du problème de sac-à-dos définie par : un nombre d’objets N ,
une utilité vi et un poids ei pour chaque objet i ∈ N = {1, . . . , N}, le poids du sac E et une
utilité V à atteindre. La résolution du problème de sac-à-dos consiste à déterminer la réponse
(oui ou non) à la question suivante : existe-t-il un sous-ensemble d’objets S ⊆ N vérifiant∑
i∈S ei ≤ E et

∑
i∈S vi ≥ V ?

Étant donnée une instance du problème CLS-S-WFC et un entier B, nous posons cD =∑
t∈T (fDt y

D
t +pDt (xt+w

F
t )+hDt s

D
t +btw

F
t ) et cFP =

∑
t∈T (fFt y

D
t +pFt xt) . La résolution du pro-

blème CLS-S-WFC consiste à déterminer la réponse à la question suivante : existe-t-il un plan
de réapprovisionnement satisfaisant la demande tels que cFP ≤ cFopt et cD(yD, xt, s

D, wF ) ≤ B ?

Considérons l’instance I du problème CLS-S-WFC définit comme suit. Une représentation
de l’instance est fournie dans la figure 3.16. Pour simplifier la figure, les nœuds et les arcs as-
sociés à des paramètres de coût nuls sur tout l’horizon n’apparaissent pas (pour notre instance
il s’agit du nœud p ainsi que les arcs sortants de ce nœud).

• T = 3N . Posons T1 = {1, 4, . . . , 3i− 2, . . . , 3N − 2} et T2 = {2, 5, . . . , 3i− 1, . . . , 3N − 1}
et T3 = {3, 6, . . . , 3i, . . . , N}.

• dt = 0 pour toute période t ∈ T1 ∪ T2 et dt = 1 pour toute période t ∈ T3.

• Les coûts du fournisseur sont donnés par :

— fFt = 0 pour toute période t ∈ T1 ∪ T2 et fFt = et/3 pour toute période t ∈ T3.

— pFt = E/N pour toute période t ∈ T1 et pFt = E pour toute période t ∈ T2 ∪ T3.

— hF = 0 pour toute période t ∈ T .

— bt = E pour toute période t ∈ T .

• Posons M = maxi(vi). Les coûts du distributeur sont donnés par :

— fDt = N(M + E) pour toute période t ∈ T1, fDt = M pour toute période t ∈ T2 et
fDt = M − vt/3 pour toute période t ∈ T3.

— pDt = 0 pour toute période t ∈ T .

— hDt = 0 pour toute période t ∈ T1 ∪T2 et hDt = N(M +E) pour toute période t ∈ T3.

• La borne de coût B est fixée à N(M + E)− V .

Pour commencer, montrons que le coût optimal cFopt du fournisseur est égal àE. Un plan de
production de coût optimal pour le fournisseur consiste à produire uniquement aux périodes
t ∈ T1 pour satisfaire les demandes. Puisque l’instance est composée de N demandes unitaires
et que pDt = E/N pour toute période t ∈ T1, le coût optimal cFopt est égal à N × E/N = E. La
réservation de capacité R du problème CLS-S-WFC est égale à ce plan de production de coût
optimal cFopt.

Supposons maintenant qu’il existe une solution S au problème de sac-à-dos. La figure 3.17
représente une solution du problème CLS-S-WFC associée à l’instance I où N = 3 et S =

{2, 3} (seuls les arcs dont le flot est strictement positif sont représentés sur la figure). Pour tout
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1 2 3 4 5 6 . . . T

1 2 3 4 5 6 . . . T

s

N(M+E) M M − v1 N(M+E) M M − v2 M − vN

E E E E E E E

0 0 N(M+E) 0 0 N(M+E) 0

0 0 1 0 0 1 1

fF 0 0 e1 0 0 e2 eN

pF E/N E E E/N E E E

FIGURE 3.16 – Instance I du problème CLS-S-WFC considérée dans la preuve
du théorème 3.1 (le nœud p ainsi que les arcs sortants de ce nœud ne sont pas

représentés).

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

sp

M M − v2 M − v3

E
E

E

0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

fF 0 e2 e3

FIGURE 3.17 – Solution du problème CLS-S-WFC dans la preuve du théo-
rème 3.1 où N = 3 et S = {2, 3}.

objet i ∈ S , un réapprovisionnement a lieu à la période t = 3i ∈ T3 pour satisfaire la demande
dt. Étant donné que Rt = 0 pour toutes périodes t /∈ T1, nous avons yD3i = 1, xD3i = 0 et wF3i = 1

pour tout i ∈ S . Pour tout objet i /∈ S , le distributeur se réapprovisionne d’une unité à la
période t = 3i − 1 ∈ T2 et la stocke jusqu’à la période t + 1 pour satisfaire la demande dt+1.
Similairement comme Rt = 0 pour toute période t /∈ T1, nous avons yD3i−1 = 1, xD3i−1 = 0 et
wF3i−1 = 1 pour tout i /∈ S. Ainsi, chaque demande est satisfaite à des périodes où Rt = 0 et
donc par une sous-traitance dont les coûts sont pris en charge par le distributeur. Le coût total
de production du fournisseur est alors égal à cFP =

∑
i∈S

fF3iy
D
3i +

∑
i/∈S

fF3i−1y
D
3i−1 =

∑
i∈S

ei. Comme

S est une solution au problème de sac-à-dos,
∑
i∈S ei ≤ E et donc cFP ≤ E = cFopt. Le coût total

du distributeur est donné par cD =
∑
i∈S

(fD3i y
D
3i + (pD3i + b3i)w

F
3i) +

∑
i/∈S

(fD3i−1y
D
3i−1 + (pD3i−1 +

b3i−1)wF3i−1) =
∑
i∈S

(M − vi +E) +
∑
i/∈S

(M +E) =
∑
i∈N

(M +E)− ∑
i∈S

vi = N(M +E)− ∑
i∈S

vi ≤

N(M + E)− V car S est une solution au problème de sac-à-dos impliquant que
∑
i∈S

vi ≥ V . Il

existe donc une solution au problème CLS-S-WFC pour l’instance I.
Réciproquement, supposons que la réponse au problème CLS-S-WFC est "oui" : il existe

une solution où le coût du distributeur est inférieure ou égal à N(M + E) − V . Étant donné
que hDt = N(M + E) pour toute période t ∈ T3, le distributeur se réapprovisionne d’au plus
une unité à chaque réapprovisionnement. Il y a donc N périodes de réapprovisionnement
pour satisfaire toutes les demandes. Comme fDt = N(M + E) pour toute période t ∈ T1, le
distributeur se réapprovisionne uniquement aux périodes t ∈ T2∪T3 (car sinon le coût total du
distributeur dépasserait N(M +E)−V ). Comme Rt = 0 pour t ∈ T2 ∪T3, la production d’une
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unité à une période t ∈ T2 ∪T3 n’induit pas de coût de production unitaire au fournisseur. Soit
S ⊂ T3 l’ensemble des périodes où le distributeur se réapprovisionne à une période t ∈ T3.
Montrons que l’ensemble S fournit une réponse positive au problème de sac-à-dos.
Le coût total de production du fournisseur est égal à cFP =

∑
t∈S f

F
t y

D
t +

∑
t/∈S f

F
t y

D
t =∑

t∈S et/3. Par définition du problème CLS-S-WFC, nous avons cFP ≤ W et donc
∑
t∈S et/3 ≤

W .
Étant donné que pD = 0 et hDt = 0 pour tout t ∈ T2, le coût total du distributeur est égal à
cD =

∑
t∈S(fDt y

D
t + btw

F
t ) +

∑
t/∈S(fDt y

D
t + btw

F
t ) =

∑
t∈S(M − vt/3 +E) +

∑
t/∈S(M +E) =

N(M + E)−∑t∈S vt/3. Par définition du problème CLS-S-WFC, cD ≤ N(M + E)− V impli-
quant que

∑
t∈S vt/3 ≤ V . L’ensemble des objets associés aux périodes t ∈ S fournit donc une

réponse positive au problème de sac-à-dos.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude des problèmes de coordination dans le
cadre où le fournisseur a le monopole au sein d’une chaîne logistique à deux acteurs. Afin de
pouvoir diminuer le coût du distributeur, nous avons proposé différents mécanismes de coor-
dination par la mise en place de contrats. Ces contrats ont été inspirés des contrats de réserva-
tion de capacité. Lorsque le distributeur prend en charge les coûts de stockage du fournisseur
sans modifier le plan de production optimal du fournisseur, un algorithme de programmation
dynamique en O(T logT ) a été développé dans le but de déterminer le contrat qui minimise
le coût du distributeur. Pour déterminer le contrat où le distributeur considère un transfert
d’argent sur le coût de sous-traitance du fournisseur et une partie du coût total du fournis-
seur, nous proposons des propriétés de dominance permettant de développer un algorithme
de programmation en O(T 3). La possibilité de faire de la sous-traitance au niveau du four-
nisseur peut induire des coûts fixes qui n’étaient pas présents dans la solution optimale du
fournisseur. Nous avons alors proposé d’étudier des contrats où le distributeur peut prendre
en charge ou non les coûts fixes additionnels du fournisseur. Lorsque les coûts fixes addition-
nels et le coût total de sous-traitance du fournisseur sont pris en charge par le distributeur,
nous avons montré qu’un contrat qui minimise le coût du distributeur peut être déterminé
en O(T 3) à partir d’un algorithme de programmation dynamique. Pour le cas où le distribu-
teur prend uniquement en charge le coût total de sous-traitance du fournisseur, la contrainte
que le contrat doit être individuellement rationnel rend le problème difficile. Une preuve de
complexité est présentée montrant que le problème est NP-difficile. Dans le chapitre suivant,
une analyse expérimentale est fournie afin de montrer que les contrats permettent au distribu-
teur d’avoir un gain intéressant. Le tableau 3.1 résume les résultats obtenus pour les différents
problèmes traités dans ce chapitre :

Problème Complexité
2ULS-FP polynomial (O(T logT ), section 3.3)
CLS-S-TC polynomial (O(T 3), section 3.4.2)
CLS-S-FC polynomial (O(T 3), section 3.4.3)

CLS-S-WFC NP-difficile (section 3.4.4)

TABLE 3.1 – Résumé des résultats de complexité obtenus dans ce chapitre.

Perspectives
Dans nos travaux, nous avons considéré un plan de production optimal pour le fournis-

seur en supposant que toutes les unités sont stockées au niveau du distributeur. Il serait in-
téressant d’étudier la caractérisation d’un plan de production optimal pour le fournisseur où
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des unités peuvent être stockées à son niveau. En effet, comme la demande est exprimée au
niveau du distributeur, le plan de production optimal déterminé à partir d’un problème ULS
n’est pas forcément optimal pour le fournisseur. De plus, le contrat proposé dans la section 3.3
permet au distributeur de prendre en charge les coûts de stockage du fournisseur. Une piste
d’étude possible consisterait alors à reprendre les contrats de réservation de capacité avec
sous-traitance présentés dans la section 3.4 et d’inclure un transfert d’argent sur les coûts de
stockage du fournisseur pour permettre au distributeur d’avoir moins de stock à son niveau.
La mise en place de ces contrats nous amènerait alors à étudier des problèmes de lot-sizing à
deux niveaux avec sous-traitance, qui ont été peu étudié dans la littérature.

Les études effectuées dans ce chapitre reposent sur le fait que le fournisseur connaît la de-
mande du distributeur. Cependant, en pratique, il n’a pas toujours une connaissance complète
et exacte de la demande exprimée au niveau du distributeur. Une piste de recherche serait alors
de considérer une asymétrie d’information sur la demande et d’utiliser les outils de résolution
présentés dans l’introduction pour mettre en place des contrats.

Une autre perspective de recherche serait de faire une étude théorique sur le lien entre
les paramètres de coût et les contrats que nous avons présenté dans ce chapitre. L’idée serait
d’identifier des hypothèses sur les paramètres de coût (par exemple que le coût de production
soit stationnaire) pour lesquelles nous pouvons avoir une relation d’ordre pour les gains asso-
ciés à chaque contrat et le prouver théoriquement, i.e. déterminer quel contrat serait le meilleur
et lequel serait le moins bon parmi ceux proposés.
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Chapitre 4

Analyse expérimentale de la
pertinence des contrats

Ce chapitre fournit une analyse expérimentale pour les différents contrats présentés dans
les chapitres 2 et 3. L’objectif de l’analyse n’est pas d’évaluer l’efficacité de la résolution des dif-
férents problèmes présentés dans les chapitres précédents. Notre objectif principal est d’éva-
luer la pertinence des contrats proposés à travers cette analyse. Lorsque le distributeur a le
monopole, le but des analyses est d’évaluer le gain du fournisseur pour différentes classes
d’instances. Nous proposons également de comparer le gain du fournisseur sous l’hypothèse
d’information complète sur les paramètres de coût du distributeur et celui obtenu en cas d’asy-
métrie d’information sur un paramètre de coût du distributeur. Lorsque le fournisseur a le mo-
nopole, nous évaluons le gain du distributeur à parti des contrats proposés dans le chapitre 3.

Toutes les expérimentations dans ce chapitre utilisent les formulations mathématiques des
différents problèmes présentés dans les chapitres 2 et 3. Elles sont effectuées en utilisant la
librairie Concert Technology de CPLEX 12.6 sur un ordinateur Debian x86_64 GNU/Linux
possédant un processeur Intel Xeon(R) E5-1630 v3 3.70GHz et une mémoire RAM de 8Gb.

4.1 Monopole du distributeur

Dans cette section, nous présentons les résultats expérimentaux pour le cas où le distribu-
teur a le monopole. Nous commençons par décrire dans la section 4.1.1 le schéma de géné-
ration des différentes classes d’instances utilisées dans nos tests. Nous présentons ensuite les
résultats obtenus pour le cas avec information complète dans la section 4.1.2. Pour finir, dans
la section 4.1.3, les résultats dans le cas avec asymétrie d’information sont fournis.

4.1.1 Génération d’instances

Afin d’évaluer le gain du fournisseur, nous avons effectué des tests en considérant diffé-
rentes hypothèses sur les paramètres de coût. Sauf si nous le mentionnons, les paramètres de
coût utilisés dans nos expérimentations ne sont pas stationnaires. Le schéma de génération uti-
lisés pour les expérimentations est basé sur celui proposé dans l’article de Zhang et al. (2012)
Dans la suite, tous les paramètres sont tirés aléatoirement selon une loi uniforme (U)(α, β),
les valeurs α et β correspondent aux bornes des intervalles décrits ci-dessous. Les demandes
sont générées aléatoirement [0, 300] sur un horizon de temps T ∈ {5, 10, 20}. Dans le but de
comparer les résultats de cette section avec ceux où il y a une asymétrie d’information, nous
considérons que pD ∈ [1, 20] ∪ [70, 90] ce qui nous permettra de prendre en compte les diffé-
rents profils du distributeur lorsque le coût pD est privé. Les paramètres de coût sont choisis
aléatoirement dans les intervalles discrets décrits dans le tableau 4.1 où δ = 500. Cette valeur



74 Chapitre 4. Analyse expérimentale de la pertinence des contrats

a été fixée suite aux tests préliminaires qui ont montré que d’autres valeurs de δ ne changent
pas l’analyse présentée dans cette section. Le coût fixe de production du fournisseur est égal à
fFt = δpFt à chaque période t ∈ {1, . . . , T}. Des tests préliminaires nous ont amenés à considé-
rer les quatre classes d’instances décrites dans le tableau 4.1. La classe A (resp. B) représente
le cas où le coût de stockage hF est faible (resp. élevé) et le coût de stockage hD est faible. La
classe C (resp. D) représente le cas où le coût de stockage hF est faible (resp. élevé) et le coût
de stockage hD est élevé.

Pour chaque classe d’instances, 100 quintuplets (pF , hF , fD, hD, d) sont générés aléatoire-
ment. Pour chaque quintuplet, nous choisissons aléatoirement deux coûts pD tels que le pre-
mier est dans l’intervalle [1, 20] et le deuxième dans l’intervalle [70, 90]. Nous avons donc au
total 200 instances pour chaque classe d’instances. À titre d’exemple, une instance de la classe
A est générée telle que à chaque période t, dt est choisie aléatoirement dans [0, 300], hFt est tiré
aléatoirement dans [0, 6], hDt est généré aléatoirement dans [0, 6], fDt = δc où c est choisi aléa-
toirement dans l’intervalle [1, 100], pFt est généré aléatoirement dans [1, 50] et pDt dans [1, 20].

Classe hF pF hD pD fD

A [0,6] [1,50] [0,6] [1,20] ∪ [70,90] δ×[1,100]B [12,18]

C [0,6] [1,50] [12,18] [1,20] ∪ [70,90] δ×[1,100]D [12,18]

TABLE 4.1 – Description des classes d’instances où δ = 500.

4.1.2 Analyse des résultats avec information complète

Le gain du fournisseur calculé en pourcentage est donné par (1 − cFP /cF ) × 100 où cFP est
le coût du fournisseur associé aux différents scénarios décrits dans le tableau 4.2 et cF est le
coût du fournisseur lorsque le distributeur impose son plan de réapprovisionnement de coût
optimal. .

Nom Scénario

ST Sans transfert d’argent

CS Transfert d’argent sur les coûts de stockage du distributeur

CT Transfert d’argent sur le coût total du distributeur

TABLE 4.2 – Notations pour les différents scénarios lorsque le distributeur a le
monopole.

S’il y a plusieurs plans de réapprovisionnement de coût optimal, nous choisissons celui qui
est le plus coûteux pour le fournisseur. Les résultats sont décrits dans les tableaux 4.3 et 4.4.
La colonne Moy (resp. Max) représente la moyenne (resp. maximale) du gain du fournisseur
obtenus à partir des 200 instances pour chaque classe d’instances.
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ST CS CT

Classe Moy Max Moy Max Moy Max

A 0.0 0.0 1.2 37.3 2.0 37.3
B 0.0 0.0 3.5 81.8 5.7 81.8
C 0.0 0.0 0.6 23.6 0.6 23.6
D 0.0 0.0 7.2 75.5 7.4 75.5

TABLE 4.3 – Comparaison de la moyenne des gains du fournisseur (%) entre les
différents scénarios où T = 5.

Le tableau 4.3 présente la moyenne des gains du fournisseur pour les scénarios ST, CS et
CT lorsque T = 5. Nous observons que le contrat sans transfert d’argent ne permet pas au
fournisseur de diminuer son coût : la moyenne des gains (et le max du gain sur toutes les
instances) est égal à 0% pour toutes les classes. Le fournisseur obtient des meilleurs résultats
lorsque le coût de stockage est élevé (classes B et D). La moyenne des gains du fournisseur est
au moins de 3.5% pour le problème CS et au moins de 5.7% pour le scénario CT. Donc, si son
coût de stockage est élevé, ces deux contrats permettent au fournisseur d’avoir un gain d’au
moins 3.5% sur un horizon de temps court. D’après les résultats, la différence de la moyenne
des gains du fournisseur entre les scénarios CS et CT est d’au plus 2.2 points de pourcentage.
Malgré la propriété 2.3, en pratique, le contrat avec un transfert d’argent sur les coûts de sto-
ckage du distributeur est presque aussi intéressant que celui avec un transfert d’argent total
pour diminuer le coût du fournisseur.

T = 10 T = 20

ST CS CT ST CS CT

Classe Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max

A 0.0 0.0 5.9 54.6 6.9 54.6 0.0 0.0 12.2 63.3 12.2 63.3
B 0.0 0.0 15.7 74.7 17.3 74.7 0.0 0.0 27.3 75.4 27.9 75.4
C 0.0 0.0 2.2 31.9 2.2 31.9 0.0 2.3 3.0 27.1 3.0 27.1
D 0.0 0.0 11.5 56.9 11.5 56.9 0.0 0.0 14.0 40.5 14.0 40.5

TABLE 4.4 – Moyenne des gains du fournisseur (%) pour les scénarios ST, CS et
CT lorsque T = 10 et T = 20.

Le tableau 4.4 reporte la moyenne des gains du fournisseur en pourcentage pour chaque
classe d’instances et chaque scénario. De la même manière que pour T = 5, le contrat sans
transfert d’argent ne permet pas au fournisseur de diminuer son gain. Nous observons qu’il
est tout de même possible de diminuer son gain avec ce contrat : pour T = 20, le max du
gain du fournisseur pour la classe C est égal à 2.3%. Les résultats montrent que le fournisseur
peut diminuer son coût pour toutes les classes d’instances à partir des contrats associés aux
scénarios CS et CT. Le contrat associé au scénario CS permet toujours au fournisseur d’avoir
une moyenne de gain qui est aussi significative que celle du scénario CT pour des horizons de
temps plus élevés. Pour T = 10, la différence de la moyenne des gains est au plus de 2.4 points
de pourcentage pour la classe B et les moyennes sont égaux pour T = 20. Lorsque hF est faible
et hD est élevé (classe C), le fournisseur ne peut pas diminuer son coût de manière significative
par rapport aux autres classes. Pour T = 20, le gain du fournisseur est en moyenne de 3%
pour la classe C alors qu’il est d’au moins 12.2% pour les autres classes. On peut expliquer ce
résultat par le fait que le fournisseur n’a pas intérêt à transférer des unités pour les stocker au
niveau du distributeur et de prendre en charge les coûts de stockage du distributeur puisque
hF < hD. À l’inverse, le gain du fournisseur est le plus élevé pour la classe B où hF > hD.
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Lorsque T = 20, le gain observé est de 27.3% alors qu’il est d’au plus 14% pour les autres
classes. Dans ce cas, comme hF > hD, le fournisseur a intérêt à proposer un contrat où les
unités sont stockées au niveau du distributeur et de payer une partie de ses coûts de stockage.

Q1

Q3

Médiane

M

m•
•

••

FIGURE 4.1 – Ex-
plication du box-

plot.
FIGURE 4.2 – Gains du fournisseur
pour les scénarios CS et CT pour
chaque classe d’instances où T = 10.

La lecture d’un boxplot se fait de la manière suivante (voir figure 4.1). La ligne du milieu
représente la médiane, les côtés du boxplot représentent le premier et le troisième quartiles
notésQ1 etQ3 respectivement. Les "moustaches" (les extrémités hors du boxplot) représentent
la valeur maximale M et minimale m calculées suivant les formules M = min(Q3 + 1.5(Q3 −
Q1), gmax) où gmax est le gain maximal observé sur l’ensemble des valeurs et M = min(Q1 +

1.5(Q3−Q1), gmin) où gmin est le gain minimal observé sur l’ensemble des valeurs considérées.
Les points isolés correspondent aux gains qui sont soient supérieurs à M , soit inférieurs à m.
La figure 4.2 représente les résultats des scénarios CS et CT sous forme de boxplot quand
T = 10. Sur la figure, nous pouvons observer qu’il y a une différence entre les gains associés
au scénario CS et ceux associés au scénario CT. Pour la classe B, le gain du fournisseur est au
moins égal à 6.8% avec le scénario CS et 11.8% avec le scénario CT pour la moitié des instances,
et parmi ces instances, 25% d’entre-elles ont un gain au moins égal à 27% avec le scénario CS
et 29.3% avec le scénario CT. Pour la classe A, les boxplots nous permet de mieux la répartition
des gains parmi toutes les instances. La médiane est à 0% pour les deux scénarios alors que
dans le tableau 4.4, la moyenne des gains est égal à 5.9% pour le scénario CS et 6.9% pour le
scénario CT.

4.1.3 Analyse des résultats avec asymétrie d’information

Dans cette section, nous fournissons une analyse expérimentale pour évaluer le gain du
fournisseur dans le cas où soit fD, soit pD, ou hD est privé. Pour les tests, nous avons utilisé
la formulation étendue basée sur le problème de localisation (Pochet et Wolsey, 2006) pour la
résolution des problèmes avec le solveur CPLEX.

L’hypothèse d’asymétrie d’information nécessité la génération de profils selon le coût privé
du distributeur. Par la suite, les paramètres sont générés aléatoirement suivant une loi uni-
forme U[αβ] où α et β correspondent aux bornes des intervalles décrits ci-dessous. Les para-
mètres de coût qui ne sont pas privés sont aléatoirement générés selon les classes d’instances
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décrites dans le tableau 4.1. Le coût fixe du fournisseur est donné par fFt = δpFt avec δ = 500

s’il n’est pas privé.
La génération des paramètres de coût représentant les profils du distributeur se fait de la

manière suivante. Pour chaque classe d’instances, nous créons 100 instances telles que T ∈
{10, 20, 30} et N ∈ {2, 10}. La probabilité Pi qu’un distributeur soit de profil i ∈ N est tirée
aléatoirement dans [0, 1]. Nous normalisons ensuite les valeurs de Pi de sorte que

∑
i∈N Pi =

1. Les demandes sont choisies aléatoirement dans l’intervalle [0, 300].
Si le coût de réapprovisionnement du distributeur pD n’est pas privé, il est généré aléa-

toirement dans [1, 100]. Si le coût fixe de réapprovisionnement du distributeur fD est privé,
nous générons ce coût pour représenter les profils en posant fD1 = δc où c est choisi aléatoi-
rement dans l’intervalle [cDmin

1 , cDmax
1 ] = [1, 20]. Le profil 1 représente un distributeur avec

un coût fixe de réapprovisionnement qui n’est pas élevé. Les profils suivants sont créés de
sorte que le coût fixe de réapprovisionnement soit croissant. Pour les profils i ∈ {2, . . . , N},
fDi est tiré aléatoirement dans [cDmax

i−1 +100/N, cDmax
i−1 +20+100/N ] (20 représente la longueur

de l’intervalle et 100/N nous permet de générer les différents profils du distributeur). Par
exemple, pour une instance de classe A où N = 2 de coût privé fD, les coûts sont construits
de la manière suivante : hF , pF , hD sont aléatoirement choisis dans l’intervalle discret dé-
crit dans le tableau 4.1, pD est aléatoirement généré dans [1, 100], fD1 est généré en posant
fD1t = δc où c est aléatoirement choisi dans l’intervalle [1, 20] et fD2 est généré en posant
fD2t = δc où c est choisi dans l’intervalle [70, 90]. De la même manière, si pD (resp. hD) corres-
pond au coût privé, pD1 (resp. hD1 ) est choisi aléatoirement dans [pDmin

1 , pDmax
1 ] = [1, 20] (resp.

[hDmin
1 , hDmax

1 ] = [0, 6]), et pour chaque profil i ∈ {2, . . . , N}, pDi (resp. hDi ) est aléatoirement
généré dans [pDmax

i−1 + 100/N, pDmax
i−1 + 20 + 100/N ] (resp. [hDmax

i−1 + 5, hDmax
i−1 + 7 + 5]).

Afin de comparer nos résultats avec le cas où il y a une information complète, quand pD

est privé et N = 2, les instances sont construites à partir des instances utilisées pour l’ana-
lyse expérimentale avec information complète décrites dans la section 4.1.2 : sous l’hypothèse
d’information complète, deux instances sont associées à un quintuplet (pF , hF , fD, hD, d), une
avec pD ∈ [1, 20] et une autre avec pD ∈ [70, 90]. Nous créons alors une instance avec asymé-
trie d’information où le distributeur de profil 1 est celle avec pD ∈ [1, 20] et celui de profil 2
correspond à l’instance avec pD ∈ [70, 90]. Remarquons que pour le cas où hD est privé, il n’est
pas nécessaire de différencier le cas où hD est élevé ou non car les profils du distributeur sont
générés de sorte que le coût de stockage associé aux profils est croissant. Dans ce cas, nous
considérons donc uniquement les classes A et B.

Résultats expérimentaux
L’espérance du gain du fournisseur, en pourcentage, est égale à (1 − E[cFP ]/E[cF ])∗ 100 où

E[cFP ] correspond à l’espérance du coût du fournisseur pour les scénarios ST, CS et CT et E[cF ]

est l’espérance du coût du fournisseur lorsque le distributeur impose son plan de réapprovi-
sionnement qui est le plus coûteux pour le fournisseur. Les résultats sont reportés dans les
tableaux 4.5, 4.6 et 4.7. La colonne Moy (resp. Max) représente la moyenne (resp. maximale) de
l’espérance du gain du fournisseur des 100 instances pour chaque classe d’instances.
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T = 10 T = 20

ST CS CT ST CS CT

N Classe Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max

2 A 0.0 0.0 5.6 43.9 6.4 43.9 0.0 0.0 12.1 60.6 12.1 60.6
2 B 0.0 0.0 15.0 63.9 16.2 63.9 0.0 0.0 27.2 63.9 27.7 63.9
2 C 0.0 0.0 2.2 29.5 2.2 29.5 0.0 1 2.6 15.6 2.6 15.6
2 D 0.0 0.0 10.8 41.3 10.8 41.3 0.0 0.0 13.8 34 13.8 34

10 A 0.0 0.0 5.8 47.5 6.8 47.5 0.0 1.4 9.5 31.7 9.6 31.7
10 B 0.0 0.0 11.0 51.6 12.5 51.6 0.0 0.3 22 54.8 22.6 54.8
10 C 0.0 0.2 2.2 20.4 2.2 20.4 0.0 0.0 2.5 12.2 2.5 12.2
10 D 0.0 1.7 7.0 33.2 7.0 33.2 0.0 0.0 11.8 37 11.8 37

TABLE 4.5 – Moyenne de l’espérance du gain du fournisseur (%) quand pD est
le coût privé.

(a) Cas où N = 2. (b) Cas où N = 10.

FIGURE 4.3 – Espérance du gain du fournisseur pour le scénario CS pour
chaque classe d’instances lorsque pD est privé et T = 30.

Le tableau 4.5 et les figures 4.3 (a), 4.3 (b) présentent les résultats pour le cas où le coût
privé est pD (une explication sur la lecture d’un boxplot est fournie dans la section 4.1.2). De la
même manière que dans le cas avec information complète, le contrat sans transfert d’argent ne
permet pas ua fournisseur d’avoir un gain significatif comparé aux autres contrats. En effet,
pour T = 10, seules les classes d’instances C et D avec N = 10 ont un gain strictement positif
avec une valeur maximale de 1.7%. Pour T = 20, il y a trois classes d’instances avec un gain
positif dont la valeur maximale est 1.4%. Nous comparons les résultats quand N = 2 avec
ceux où nous faisons l’hypothèse que tous les paramètres de coût sont connus. Nous obser-
vons qu’en pratique l’asymétrie d’information ne détériore pas d’une manière significative le
gain du fournisseur comparé au cas avec information complète, il y a une différence d’au plus
1 point de pourcentage entre les deux cas. Ainsi, bien que le coût du fournisseur avec asymé-
trie d’information peut augmenter d’un facteur arbitrairement élevé par rapport au cas avec
information complète (2.4), ces résultats montrent qu’en pratique, son coût n’augmente pas
significativement lorsqu’il y a asymétrie d’information. Le scénario CS permet au fournisseur
d’avoir une moyenne de gain aussi significatif que le scénario CT. Pour T = 10, la différence
de gain entre ces deux scénarios est au plus de 1.5 points et pour T = 20, elle est au plus de 0.6
points. De plus, pour la classe A et N = 2, les boxplots montrent que 50% des instances ont un
gain supérieur à 1% pour le scénario CS et supérieur à 1.5% pour le scénario CT. Parmi elles,
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25% ont un gain entre 8% et 18.5% pour le scénario CS et un gain entre 9.9% et 22.5% pour
le scénario CT. De la même manière que pour le cas avec information complète, la moyenne
de l’espérance du gain du fournisseur est la moins élevée pour les instances de la classe C.
Pour N = 2, il est égal à 2.6% pour la classe C quand T = 20 alors qu’il est au moins égal
à 12.1% pour les autres classes. De plus, le fournisseur a une moyenne la plus élevée avec la
classe B (27.7% quand T = 20 et N = 2). Le nombre de profils semble avoir un faible impact
sur la moyenne de l’espérance du gain du fournisseur. Pour la classe B et pour T = 20, il y
a une différence de 5.2 points de pourcentage entre la moyenne quand N = 2 (la moyenne
est de 27.2%) et N = 10 (la moyenne est de 22%). En particulier, pour la classe B et N = 2, la
moyenne des gains obtenue avec le scénario CT est plus élevée qu’avec le scénario CS.

T = 10 T = 20

ST CS CT ST CS CT

N Classe Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max

2 A 0.0 0.0 2.5 42.3 3.0 42.3 0.0 0.0 9.5 63.2 9.6 63.2
2 B 0.0 0.0 7.0 74.6 9.0 74.6 0.0 0.0 16.9 59.3 17.4 59.3
2 C 0.0 0.0 2.9 31.1 3.0 31.1 0.0 0.0 3.8 29.2 3.8 29.2
2 D 0.0 0.0 8.4 56 8.4 56 0.0 0.9 11.7 52.3 11.7 52.3

10 A 0.0 0.0 1.1 10.2 1.2 10.2 0.0 0.0 4.8 37.4 4.8 37.4
10 B 0.0 0.0 2.3 22.5 3.1 22.5 0.0 0.0 11.3 69.1 12.3 69.1
10 C 0.0 0.0 2.0 18.8 2.0 18.8 0.0 0.1 3.1 17.5 3.1 17.5
10 D 0.0 0.0 5.3 33.7 5.3 33.7 0.0 0.0 10.8 34.7 10.8 34.7

TABLE 4.6 – Moyenne de l’espérance du gain du fournisseur (%) quand fD est
privé.

T = 10 T = 20

ST CS CT ST CS CT

N Classe Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max

2 A 0.0 0.0 2.5 22.3 2.6 22.3 0.0 0.0 4.1 30.1 4.2 30.1
2 B 0.0 0.0 6.7 42.9 7.4 42.9 0.0 0.0 10.7 50.4 10.8 50.4

10 A 0.0 0.0 0.6 8.3 0.6 8.3 0.0 0.0 1.0 11.1 1.0 11.1
10 B 0.0 0.0 2.0 14.2 2.2 14.2 0.0 0.0 3.7 15.5 3.7 15.5

TABLE 4.7 – Moyenne de l’espérance du gain du fournisseur (%) quand hD est
privé.

Quand le coût de stockage du distributeur hD est privé, la moyenne de l’espérance du gain
du fournisseur en moyenne n’est pas aussi élevée que lorsque les autres paramètres de coût
sont privés. Pour T = 20 et N = 2, la meilleure moyenne est égale à 10.8% quand hD est
privé alors qu’il est de 27.7% quand pD est privé et de 17.4% lorsque fD est privé. De plus, le
nombre de profils semble avoir un impact important sur la moyenne de l’espérance du gain
du fournisseur contrairement à l’observation faite lorsque le coût pD était privé. Pour T = 20,
la meilleure moyenne est égale à 3.7% quand N = 10 et elle est égale à 10.8% quand N = 2. En
effet, plus le nombre de profils augmente, plus le coût de stockage du distributeur est élevé.
Cependant, lorsque hD est élevé, le fournisseur ne diminue pas son coût de manière significa-
tive. Ainsi, si le nombre de profils avec un coût de stockage élevé augmente, la moyenne de
l’espérance du gain du fournisseur ne sera pas aussi significative qu’avec peu de profils. De
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plus, comme pour le cas où pD et fD sont inconnus, lorsque hD est faible et hF est élevé (classe
B), la moyenne des gains obtenue est meilleure avec le scénario CT.

4.1.4 Extension à plusieurs distributeurs

Sous l’hypothèse d’information complète, nous reprenons le même schéma de génération
d’instances que dans la section 4.1.1. Les coûts du fournisseur et de chaque distributeur sont
générés selon les classes d’instances décrites dans le tableau 4.1. De la même manière que pour
le cas avec un distributeur, le but de cette section est d’évaluer le gain du fournisseur dans le
cadre où il doit satisfaire le plan de réapprovisionnement de plusieurs distributeurs. Ainsi,
nous considérons les paramètres M = 3 et T = {10, 20} pour pouvoir résoudre les problèmes
à l’optimalité (pour des valeurs M plus grandes, les problèmes ne sont pas tous résolus à
l’optimal au bout d’une heure). Les résultats sont fournis dans le tableau 4.8.

T = 10 T = 20

ST CS CT ST CS CT

Classe Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max

A 0.0 0.0 9.3 61.3 11.4 61.3 0.0 0.0 13.9 58.1 14.2 58.1
B 0.0 0.0 17.7 65.2 21.4 65.2 0.0 0.0 30.2 69.9 31.1 69.9
C 0.0 0.0 4.4 24.7 4.4 24.7 0.0 0.0 4.1 24.5 4.1 24.5
D 0.0 0.0 13.9 48.8 13.9 48.8 0.0 0.0 12.9 35.6 12.9 35.6

TABLE 4.8 – Moyenne des gains du fournisseur (%) avec information complète
pour les scénarios ST, CS et CT.

L’analyse faite pour le cas avec un distributeur est également valide dans le cas avec plu-
sieurs distributeurs. Le scénario ST ne permet pas au fournisseur de diminuer son coût (il est
nul pour toutes les classes d’instance). Dans le cas avec plusieurs distributeurs, nous pouvons
observer que le scénario CS est moins bon que le scénario CT lorsque le coût hD est faible.
La plus grande différence entre les moyennes des gains du fournisseur est de 3.7 points de
pourcentage pour la classe B lorsque T = 10.

Sous l’hypothèse d’asymétrie d’information, les expérimentations ont été effectuées en
considérant M = 3, Ni = 2 pour tout i = 1, 2, 3. Les coûts du fournisseur sont générés dans
les intervalles décrits dans le tableau 4.10. Les coûts de chaque distributeur sont générés de la
même manière que dans la section 4.1.3. Comme les observations sont similaires au cas avec
un distributeur, les résultats reportés dans le tableau 4.9 sont uniquement associés au scéna-
rio CS. Le mécanisme de coordination présenté dans le chapitre 2 permet donc également au
fournisseur de diminuer son coût dans une chaîne logistique avec plusieurs distributeurs.

pD inconnu fD inconnu hD inconnu

T = 10 T = 20 T = 10 T = 20 T = 10 T = 20

Classe Mean Max Mean Max Mean Max Mean Max Mean Max Mean Max

A 8.6 52.9 13.4 49.2 3.4 30.4 9.9 53.7 3.2 20.6 4.8 22.4
B 16.3 61.4 28.9 65.2 9.2 50.0 20.6 55.1 6.9 26.5 11.8 31.9
C 3.8 20.3 3.7 18.6 3.9 26.8 4.3 16.7 - - - -
D 12.7 35 12 31.4 10.3 36.8 12.9 30.0 - - - -

TABLE 4.9 – Moyenne de l’espérance du gain du fournisseur (%) pour le scéna-
rio CS lorsque M = 3 et Ni = 2 pour tout profil i.
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4.2 Monopole du fournisseur

Dans cette section, nous présentons les expérimentations dont le but est d’évaluer le gain
du distributeur à partir des contrats mis en place dans le chapitre 3. Nous expliquons comment
sont générées les instances utilisées dans nos tests dans la section 4.2.1. Dans la section 4.2.2,
nous fournissons une analyse des résultats obtenus.

4.2.1 Génération d’instances

Les instances générées pour les expérimentations lorsque le fournisseur a le monopole sont
basées sur celles présentées dans la section 4.1.1. Les différentes classes d’instances testées sont
reportées dans le tableau 4.10. Les coûts fixes de production et de réapprovisionnement sont
égaux à fFt = δpFt et fDt = 500pDt . Nous considérons T = 10, d ∈ [0, 300] et δ ∈ {100, 500, 1000}
pour représenter le cas où fF est moins élevé que fD (δ = 100), le cas fF est plus élevé
que fD (δ = 1000) et celui où ils sont similaires (δ = 500). À chaque période t, le coût de
sous-traitance bt est compris dans l’intervalle [pFt , p

F
t + 50]. Par la suite, les paramètres sont

tirés aléatoirement suivant une loi uniforme (U)(α, β) où α et β représentent les bornes d’un
intervalle. Par exemple, une instance de la classe A avec δ = 100 est créée de la manière
suivante. L’horizon de temps est fixé à T = 10 et à chaque période t, dt est choisi aléatoirement
dans l’intervalle [0, 300]. Nous tirons aléatoirement les coûts de stockage hDt et hFt dans [0, 6].
Le coût de production du fournisseur pFt est choisi aléatoirement dans [1, 50] et le coût de
réapprovisionnement du distributeur est choisi aléatoirement dans [1, 100]. Les coûts fixes de
production et de réapprovisionnement sont égaux à fFt = 100pFt et fDt = 500pDt . Pour finir, le
coût de sous-traitance bt est choisi aléatoirement dans l’intervalle [pFt , p

F
t + 50].

Des tests préliminaires ont montré que plus un horizon de temps est élevé plus le gain du
distributeur est élevé mais l’analyse que nous proposons reste la même indépendamment de
la longueur de l’horizon de temps. De plus, pour chaque classe d’instances, nous avons éga-
lement observé que le gain du distributeur lorsque le coût de sous-traitance b est stationnaire
est proche de son gain lorsque b n’est pas stationnaire. Pour chaque classe d’instances, nous
faisons les hypothèses de coûts suivantes : fF stationnaire, fD stationnaire, pF stationnaire
ou pD stationnaire. Pour chaque classe d’instances et chaque hypothèse sur les paramètres de
coût, nous créons 200 instances. Dans les scénarios ACF, SCF et TT, le fournisseur ne stocke
aucune unité à son niveau (donc hF n’est pas pris en compte dans la mise en place du contrat).
Ainsi, pour les expérimentations, il suffit de considérer les classes A (hD faible) et C (hD élevé).

Classe hF hD pF pD

A [0,6]
[0,6] [1,50] [1,100]

B [12,18]

C [0,6]
[12,18] [1,50] [1,100]

D [12,18]

TABLE 4.10 – Description des classes d’instances.

4.2.2 Analyse des résultats

Nous calculons le gain du distributeur en pourcentage par la formule suivante (1−cDP /cD)×
100 où cDP est le coût du distributeur obtenus pour chaque scénario présenté dans le chapitre 3
et cD est le coût du distributeur lorsque le plan de réapprovisionnement est imposé. Par la
suite, nous utilisons les notations du tableau 4.11 pour représenter les différents scénarios.
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Nom Scénario

CS Transfert d’argent inclut le coût de stockage du
fournisseur

SCF Transfert d’argent sur le coût de sous-traitance

ACF Transfert d’argent sur le coût de sous-traitance et les coûts
fixes supplémentaires du fournisseur

TT Transfert d’argent est autorisé sur le coût total du fournis-
seur

TABLE 4.11 – Notations pour les différents scénarios lorsque le fournisseur a le
monopole.

Les résultats des expérimentations sont reportés dans les tableaux 4.12-4.15. La colonne
Moy (resp. Max) représente la moyenne (resp. maximale) du gain du distributeur des 200 ins-
tances pour chaque classe d’instances.

pD stationnaire pF stationnaire fF stationnaire fD stationnaire

Classe Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max

A 0.1 4.4 24.4 68.8 14.5 56.6 8.5 68.2
B 0.0 0.0 9.8 52.9 5.4 44 4.5 34.9
C 8.1 44.9 36.7 71.8 24.0 57.3 15.0 60.9
D 0.1 8.2 15.1 50.3 10.8 42.5 5.6 37.2

TABLE 4.12 – Moyenne des gains du fournisseur (%) pour les scénarios CS où
δ = 100.

FIGURE 4.4 – Gain du distributeur (%) pour le scénario CS lorsque δ = 100.

Nous analysons d’abord les résultats pour le scénario CS. La figure 4.5 illustre les résultats
obtenus sous forme de boxplots lorsque δ = 100. Les résultats du tests montrent que lorsque
pD est stationnaire, le scénario CS ne permet pas au distributeur de diminuer son coût, sauf
pour la classe C (hD est élevé et hF est faible). Les moyennes de gains pour les classes A,
B et D sont au maximum égales à 0.1%. Les résultats montrent également que pour chaque
classe d’instances, la meilleure moyenne est obtenue lorsque pF est stationnaire. Par exemple
pour la classe A, la moyenne est égale à 24.4% lorsque pF est stationnaire tandis qu’elle est
au plus de 14.5% pour les autres hypothèses sur les paramètres de coût. Nous rappelons que
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sans hypothèse de coordination, le fournisseur impose que toutes les unités soient stockées
chez le distributeur. Avec le contrat associé au scénario CS, si le coût hD est grand (classe
C), le distributeur peut diminuer significativement son coût en prenant en charge le coût de
stockage du fournisseur. Les boxplots confirment bien cette observation puisque pour chaque
hypothèse faite sur les paramètres de coût, la médiane est plus élevée pour la classe C. En effet,
ce contrat permet au distributeur d’avoir moins d’unités en stock ce qui est plus intéressant
pour le distributeur lorsque hD est élevé.

ACF SCF TT

Classe Moy Max Moy Max Moy Max

pD stationnaire
A 6.4 53.4 6.4 53.4 8.6 57.5
C 4.9 28.2 4.6 28.6 6.8 39.1

pF stationnaire
A 6.0 38.3 6.2 38.6 13.5 52.9
C 16.9 54.1 17.1 54.2 27.8 58.1

fF stationnaire
A 14.8 61.2 15.1 61.2 19.3 69.7
C 15.7 52.5 14.8 52.7 19.7 56.2

fD stationnaire
A 9.9 51.9 10.2 51.9 13.3 55.8
C 9.1 44.5 9.0 44.9 11.2 46.8

TABLE 4.13 – Moyenne des gains du fournisseur (%) pour les scénarios ACF,
SCF et TT où δ = 100.

FIGURE 4.5 – Gain du distributeur (%) pour les scénarios ACF, SCF et TT
lorsque δ = 100.

Nous allons maintenant analyser les scénarios ACF, SCF et TT. Pour chaque classe d’ins-
tances et chaque hypothèse sur les paramètres de coût, le scénario TT est le meilleur. Sur
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les figures, la médiane de ce scénario est toujours plus élevée par rapport aux autres scéna-
rios. Les boxplots permettent d’avoir une meilleure représentation du gain du fournisseur. Par
exemple, pour la classe A et pF stationnaire, les boxplots indiquent que la médiane est nulle et
25% des instances ont un gain supérieur ou égal à 9% pour les scénarios ACF et SCF, alors que
la moyenne des gains est égale à 6.2% et 6% pour les scénarios ACF et SCF respectivement.
D’après les résultats du tableau 4.13, la moyenne des gains pour ACF et SCF sont proches.
La plus grand différence de moyenne observée est égale à 0.9 points de pourcentage pour la
classe C lorsque fF est stationnaire. En revanche, une différence de gain, sur les figures, nous
observons des différences de gains plus important entre ces deux scénarios que dans le ta-
bleau. Pour la classe C (hD grand) où pD est stationnaire, la médiane des gains est plus élevée
pour le scénario ACF. Donc dans ce cas, le distributeur a plus intérêt à prendre en charge les
coûts fixes du fournisseur afin de pouvoir diminuer son stock.

pD stationnaire pF stationnaire fF stationnaire fD stationnaire

Classe Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max

A 0.3 11.6 23.9 67.2 18.9 59 10.7 67.7
B 0.0 8.5 10.8 48.1 8.6 59.1 4.1 59
C 12.7 44.7 36.7 63.8 38.8 61.9 16.1 71
D 0.3 19.4 15.4 42.5 14.3 50.3 5.9 46.1

TABLE 4.14 – Moyenne des gains du fournisseur (%) pour le scénario CS où
δ = 1000.

FIGURE 4.6 – Gain du distributeur (%) pour le scénario CS lorsque δ = 1000.
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ACF SCF TT

Classe Moy Max Moy Max Moy Max

pD stationnaire
A 1.2 27.5 1.3 35.1 1.9 39.9
C 1.9 37.3 1.1 37.9 3.5 38.1

pF stationnaire
A 2.2 30.7 2.7 35.8 7.1 46.5
C 8.6 36.7 7.9 39.6 15.4 46.9

fF stationnaire
A 5.4 57.3 6.2 64.7 9.5 76.8
C 7.6 60.0 6.4 56.8 12.6 64.3

fD stationnaire
A 5.5 48.6 5.5 45.1 8.5 56.8
C 4.4 33.1 3.5 34.5 6.9 45.1

TABLE 4.15 – Moyenne des gains du fournisseur (%) pour les scénarios ACF,
SCF et TT où δ = 1000.

FIGURE 4.7 – Gain du distributeur (%) pour les scénarios ACF, SCF et TT
lorsque δ = 1000.

L’analyse faite pour δ = 100 s’applique également dans le cas où δ = 1000 pour le scénario
CS. En revanche, pour les autres scénarios, les résultats ne sont pas similaires. Les résultats re-
portés dans le tableau 4.15 montrent que les moyennes des gains du distributeur sont toujours
meilleures avec les scénarios TT. De plus, sur la figure 4.7, les médianes associées au scéna-
rio TT sont plus élevés pour toutes les classes d’instances et les hypothèse sur les paramètres
de coût. Pour les scénarios ACF et SCF, la moyenne des gains est différente pour plusieurs
classes d’instances contrairement au cas où δ = 100. Parmi toutes les classes d’instances et les
hypothèses sur les paramètres de coût, seule la classe A avec fF stationnaire a une moyenne
identique pour les deux scénarios (égale à 5.5%), mais une valeur de gain maximum différente
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(48.6% pour ACF et 45.1% pour SCF). Nous observons que pour la classe C, le scénario ACF
est le meilleur pour toutes les hypothèses sur les paramètres de coût. La différence entre les
moyennes des gains du fournisseur est au minimum égale à 0.7 points de pourcentage lorsque
pF est stationnaire. En effet, δ = 1000 représente un coût fixe élevé pour le fournisseur, donc
lorsque hD est grand (classe C), il est intéressant pour le distributeur de prendre en charge
les coûts fF induits par la sous-traitance afin qu’il puisse diminuer son niveau de stock. De
plus, d’après les boxplots, la moyenne des gains du distributeur lorsque hD est faible (classe
A) n’est pas élevée avec les scénarios ACF et SCF sauf pour le cas où fD est stationnaire.

FIGURE 4.8 – Comparaison du gain du distributeur (%) pour les scénarios CS
et TT pour δ = 100 et δ = 1000.

Parmi les trois scénarios ACF, SCF et TT, les observations précédentes ont montré que les
gains obtenus à partir du scénario TT sont les meilleurs. Afin de déterminer quel scénario est
le meilleur, nous allons comparer les gains du distributeur entre les scénarios CS et TT. La
figure 4.8 représente les gains du distributeur des instances où δ = 100 et δ = 1000 pour les
scénarios CS et TT. Nous observons que lorsque le coût de stockage du distributeur est élevé
(classe C), le scénario CS fournit les meilleurs gains. De plus, les gains du distributeur associés
au scénario CS sont plus élevés pour δ = 1000 (la médiane est plus élevée quand δ = 1000),
sauf pour les classes A et D et pF stationnaire. En effet, plus δ est grand, plus fF est élevé.
Et donc, dans son plan de production optimal, le fournisseur fait moins de lancements ce qui
induit un coût de stockage élevé pour le distributeur. Le scénario CS est donc plus profitable
au distributeur lorsque δ est élevé. Pour la classe A (hD est faible), le scénario TT est le plus
intéressant pour le distributeur (la médiane est plus élevée avec ce scénario sauf pour le cas
où pF est stationnaire).
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons évalué les gains obtenus par le fournisseur à partir des
contrats mis en place dans le chapitre 2 lorsque le distributeur a le monopole. Nous avons
vu que le contrat sans transfert d’argent ne permet pas au fournisseur de diminuer son coût.
En revanche, les résultats de l’analyse ont mis en avant le fait que le gain obtenu par le contrat
où le transfert d’argent inclut les coûts de stockage du distributeur est aussi important que
celui obtenu lorsque le transfert d’argent est sur le coût total du distributeur. De plus, les tests
ont montré qu’en utilisant le jeu de sélection, l’asymétrie d’information n’a pas un impact si-
gnificatif sur les gains du fournisseur par rapport au cas où tous les paramètres de coût sont
connus par les acteurs.

Nous avons également analysé les gains du distributeur à partir des contrats présentés
dans le chapitre 3 lorsque le fournisseur a le monopole. Les tests ont montré que le contrat
pour lequel le distributeur prend en charge les coûts de stockage du fournisseur est plus inté-
ressant lorsque hD est élevé. En revanche, ce scénario n’est pas intéressant pour le distributeur
lorsque pD est stationnaire. D’après les résultats des expérimentations, lorsque le coût fixe fF

est faible par rapport à fD, les scénarios ACF et SCF permettent au distributeur d’avoir un
gain similaire. Cette analyse expérimentale nous a permis d’observer que le contrat avec un
transfert d’argent sur le coût total du fournisseur est celui qui est le plus intéressant pour le
distributeur parmi les contrats n’autorisant pas de stock au niveau du fournisseur.

Les expérimentations ont montré que les mécanismes de coordination présentés dans les
chapitres 2 et 3 permettent de diminuer le coût de l’acteur dominé.
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Chapitre 5

Problème de lot-sizing à deux
niveaux avec capacité de stockage

Contrairement aux chapitres précédents, les travaux présentés dans ce chapitre ne traite
pas des problèmes de coordination de décisions de planification dans une chaîne logistique.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de lot-sizing à deux niveaux en consi-
dérant que le stockage peut être limité. étudions la complexité des différents problèmes de
lot-sizing lorsque la capacité de stockage est imposée au niveau du fournisseur, au niveau du
distributeur, ou aux deux niveaux.

5.1 Introduction

En pratique, il n’est pas possible de considérer que des unités peuvent êtres stockées de ma-
nière illimitée dans des entrepôts. Prenons l’exemple des industries pharmaceutiques (Atamtürk
et Küçükyavuz, 2008) où les produits doivent être stockées dans un entrepôt où la température
est contrôlée. Cette contrainte de stock limité dans les entrepôts nous a amené à considérer dif-
férents problèmes de lot-sizing à deux niveaux selon que la capacité de stockage est limitée au
niveau du distributeur, au niveau du fournisseur ou bien aux deux niveaux.

État de l’art
Pour commencer, nous proposons un état de l’art sur les problèmes de lot-sizing à un ni-

veau avec capacité de stockage (LS-IB). Le problème LS-IB a été introduit par Love (1973), il a
développé un algorithme de programmation dynamique en O(T 3) pour le résoudre sous hy-
pothèse que les coûts de production et de stockage soient concaves par morceaux et avec prise
en compte du retard sur la demande. Gutiérrez et al. (2008) ont proposé un autre algorithme
dont la complexité est identique à celle de l’algorithme proposé par Love (1973) mais avec un
meilleur temps de calcul en pratique. Cependant, van den Heuvel et al. (2011) ont montré que
leur algorithme ne fournit pas toujours une solution optimale au problème LS-IB . Toczyłowski
(1995) et Liu (2008) ont amélioré la complexité de l’algorithme de Love (1973) en passant de
O(T 3) en O(T 2). Par la suite, Önal et al. (2012) ont montré que l’algorithme de Liu (2008) n’est
pas valide dans un cas général et ont proposé une correction de leur algorithme dont la com-
plexité reste en O(T 2). Atamtürk et Küçükyavuz (2008) ont fourni une étude du problème
LS-IB en considérant de plus un coût fixe de stockage. Les auteurs ont développé un algo-
rithme de programmation dynamique en O(T 2) pour résoudre ce problème. Il ont également
effectué une étude polyédrale du problème LS-IB en considérant deux modèles différents,
l’un où le coût de stockage est linéaire et l’autre avec un coût fixe de stockage. Les auteurs
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ont proposé un algorithme de séparation exact pour chaque problème. Ils ont également effec-
tué des tests numériques pour montrer que les inégalités qu’ils proposent sont efficaces pour
résoudre le problème LS-IB avec coût fixe de stockage. Le problème LS-IB a également été
étudié en considérant de plus un retard sur la demande (Hwang et van den Heuvel, 2012),
une rupture de stock (Hwang et al., 2013b; Liu et al., 2007; Liu et Tu, 2008) ou une capacité de
production (Akbalik et al., 2015; Erenguc et Aksoy, 1990).

Peu de travaux sur les problèmes de lot-sizing à deux niveaux avec capacité de stockage existent
dans la littérature. Jaruphongsa et al. (2004) ont étudié le problème de lot-sizing à deux niveaux
avec des fenêtres de temps sur la demande et une capacité de stockage stationnaire au niveau
du fournisseur. Les fenêtres de temps permettent d’avoir plus de flexibilité pour satisfaire les
demandes : au lieu d’être satisfaite à une période donnée, elles peuvent être satisfaites dans un
sous-ensemble de périodes consécutives et fixées. Des hypothèses sur les paramètres de coût
ont été faites. Ils supposent par exemple que le coût de production est décroissant . Ces hypo-
thèses ont permis aux auteurs de développer un algorithme de programmation dynamique en
O(T 3) pour résoudre le problème de lot-sizing à deux niveaux avec capacité de stockage sta-
tionnaire au niveau du fournisseur. Un algorithme de programmation dynamique en O(T 4)

a été proposé par (Hwang et Jung, 2011) pour résoudre le problème de lot-sizing à deux ni-
veaux avec capacité de stockage stationnaire au niveau du distributeur et une fonction de coût
concave. Récemment, Hwang et al. (2013a) ont étudié un problème de lot-sizing multi-niveaux
en considérant une contrainte de capacité de stockage stationnaire à un niveau arbitraire. Afin
de résoudre ce problème, ils se sont intéressés aux "chemins basiques" (appelés basis path dans
leur article) dans le réseau induit par les arcs actifs. Ils ont montré que dans ce réseau, il existe
un unique chemin reliant deux nœuds du niveau où la capacité de stockage est limitée. À par-
tir de cette propriété, ils ont proposé un algorithme de programmation dynamique enO(LT 7)

afin de résoudre ce problème, où L est le nombre de niveau.

Contributions et plan du chapitre
Dans ce chapitre, nous présentons une étude de complexité de différents problèmes 2ULS

avec capacité des stockage. Nous considérons que la capacité de stockage est limitée soit au ni-
veau du fournisseur, soit au niveau du distributeur ou aux deux niveaux. Ce chapitre est orga-
nisé de la manière suivante : les formulations mathématiques des différents problèmes étudiés
sont décrites dans la section 5.2. Dans la section 5.3, nous étudions le problème de lot-sizing à
deux niveaux avec une capacité de stockage au niveau du distributeur, que nous notons 2ULS-
IB-R. L’algorithme de programmation dynamique proposé par Hwang et al. (2013a) permet de
résoudre ce problème en O(T 7) si la capacité de stockage au niveau du distributeur est sta-
tionnaire. Nous améliorons la complexité de leur algorithme en proposant un algorithme de
programmation dynamique polynomial en O(T 4) pour résoudre le problème 2ULS-IB-R avec
une capacité de stockage quelconque. La complexité de l’algorithme de Hwang et Jung (2011)
pour résoudre ce problème est identique à l’algorithme que nous proposons dans la section 5.3.
Cependant, contrairement à leur résultat, nous proposons un algorithme de programmation
dynamique basé sur des propriétés structurelles spécifiques au problème de lot-sizing avec ca-
pacité de stockage pour lesquelles nous présentons des preuves de validité. Jaruphongsa et al.
(2004) ont proposé un algorithme de programmation dynamique polynomial pour résoudre le
problème 2ULS avec une capacité de stockage stationnaire au niveau du fournisseur. Dans la
section 5.4, nous montrons que, dans un cas général, le problème 2ULS avec une capacité de
stockage au niveau du fournisseur, noté 2ULS-IB-S, est NP-difficile. Nous présentons un algo-
rithme de programmation dynamique pseudo-polynomial pour résoudre le problème 2ULS
avec une capacité de stockage aux deux niveaux, noté 2ULS-IB-SR, dans la section 5.5. Nous
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proposons également dans la section 5.6 une analyse de complexité pour cette classe de pro-
blèmes sous la contrainte No Lot-Splitting (NLS) que vous définissons par la suite par une
demande qui doit être satisfaite par une unique période de réapprovisionnement.

5.2 Formulation mathématique

Nous rappelons les notations utilisés pour les paramètres de coût ainsi que les variables
de décision du problème 2ULS définies dans le chapitre 1 à la section 1.3. Le coût unitaire
de réapprovisionnement (resp. production) du distributeur (resp. fournisseur) à une période t
est noté pDt (resp. pFt ). Le paramètre fDt (resp. fFt ) représente le coût fixe de production (resp.
réapprovisionnement) du distributeur (resp. fournisseur) à une période t. Le coût de stockage
à la période t du distributeur (resp. fournisseur) est noté hDt (resp. hFt ). La capacité de stockage
au niveau du distributeur (resp. fournisseur) à la période t est notée uDt (resp. uFt ).

La quantité d’unités produite au niveau du distributeur et du fournisseur à une période t
est donnée par xDt et xFt respectivement. La quantité d’unités stockées à la fin de la période
t au niveau du distributeur et du fournisseur est égale à sDt et sFt respectivement. Enfin, la
variable de lancement associée au réapprovisionnement et à la production à une période t est
donnée par yDt et yFt respectivement. La formulation mathématique du problème 2ULS-IB-R
est obtenue à partir de celle du problème 2ULS en ajoutant une contrainte de borne sur les
variables de stockage :

min
∑

t∈T
(fDt y

D
t + pDt x

D
t + hDt s

D
t ) +

∑

t∈T
(fFt y

F
t + pFt x

F
t + hFt s

F
t )

s.c. sDt−1 + xDt = dt + sDt ∀t ∈ T , (5.1)

sFt−1 + xFt = xDt + sFt ∀t ∈ T , (5.2)

xDt ≤ dtT yDt ∀t ∈ T , (5.3)

xFt ≤ dtT yFt ∀t ∈ T , (5.4)

sDt ≤ uDt ∀t ∈ T , (5.5)

xDt , s
D
t , x

F
t , s

F
t ≥ 0 ∀t ∈ T , (5.6)

yDt , y
F
t ∈ {0, 1} ∀t ∈ T . (5.7)

Les contraintes (5.1) et (5.2) représentent les contraintes de conservation de flots. Les contraintes
(5.3) et (5.4) forcent les variables de lancement à être égales à 1 si une production a lieu à une
période t. La contrainte (5.5) assure que le nombre d’unités en stock à une période t ne dé-
passe pas la capacité de stockage uDt . Les contraintes (5.6) et (5.7) représentent les domaines
de définition des variables. La formulation mathématique du problème 2ULS-IB-R peut être
renforcée en remplaçant le majorant dtT dans la contrainte (5.3) par min(dt + uDt , dtT ).

Pour le problème 2ULS-IB-S nous remplaçons la contrainte (5.5) par la contrainte suivante :

sFt ≤ uFt ∀t ∈ T . (5.8)

De la même manière, il est possible de renforcer la formulation mathématique du problème
2ULS-IB-S en utilisant min(dt + uFt , dtT ) comme majorant dans la contrainte (5.4). La formu-
lation mathématique du problème 2ULS-IB-SR est donnée par la formulation mathématique
précédente en ajoutant également la contrainte (5.8).
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5.3 Étude du problème 2ULS-IB-R

Nous présentons dans cette section des propriétés structurelles qui sont vérifiées par une
solution optimale du problème 2ULS-IB-R. Ces propriétés nous ont permis de développer un
algorithme de programmation enO(T 4) pour résoudre ce problème. Pour des raisons de lisibi-
lité, comme la capacité de stockage est uniquement limitée au niveau du distributeur, l’indice
D du paramètre uDt sera omise et nous noterons la capacité de stockage par ut.

Comme proposé par (Love, 1973) et (Toczyłowski, 1995), nous pouvons faire l’hypothèse
suivante, sans perte de généralité :
Hypothèse 5.1

ut−1 ≤ ut + dt pour toute période t ∈ T .

5.3.1 Propriétés de dominance

Dans cette section, nous proposons des propriétés de dominance qui seront utiles pour
déterminer une méthode de résolution efficace du problème 2ULS-IB-R.

Dans un premier temps, nous montrons que la propriété ZIO n’est pas valide pour le pro-
blème 2ULS-IB-R au niveau du distributeur. Cette propriété n’était également plus valide pour
le problème LS-IB (Love, 1973; Liu, 2008).
Propriété 5.1

Pour le problème 2ULS-IB-R, le coût de la meilleure solution satisfaisant la propriété ZIO
au niveau du distributeur peut être arbitrairement mauvais par rapport au coût d’une so-
lution optimale ne vérifiant pas la propriété ZIO.

Preuve. Considérons l’instance I suivante : T = 2, d = (0, B + 1), fF = (0, 1), pD = (0, 1),
u = (B,B), où B > 0 est une constante, hFt = pFt = fDt = hDt = 0 pour toute période t ∈ T .
La meilleure solution satisfaisant la propriété ZIO au niveau du distributeur est donnée par
xF = (d2, 0) et xD = (0, d2). Le coût associé à cette solution est égal àB+1 alors que la solution
optimale de coût 1 est donnée par xF = (d2, 0) et xD = (B, 1) (voir figure 5.1). Cette dernière
solution ne satisfait pas la propriété ZIO.

Fournisseur 1 2 1 2

Distributeur 1 2 1 2

B+1 B+1

B+1 1

B+1 B 1

B

0 B+1 0 B+1

Meilleur solution ZIO de
coût B+1

Solution optimale de
coût 1 (sans ZIO)

fF = [0, 1]

hF = [0, 0]

pF = [0, 0]

fD = [0, 0]

hD = [0, 0]

pD = [0, 1]

u = [B,B]

FIGURE 5.1 – Solutions pour l’instance I utilisée dans la preuve de la proposi-
tion 5.1.

Dans la suite, nous proposons d’autres propriétés structurelles basées sur la notion de
"bloc", introduit par (Love, 1973) dans le cas du problème mono-niveau. Une solution du pro-
blème 2ULS-IB-R est définie par (yF , xF , sF , yD, xD, sD). Les propriétés structurelles que nous
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présentons par la suite s’appliquent au triplet (fD, xD, sD) (le niveau du distributeur) d’une
solution du problème 2ULS-IB-R. Nous présentons tout d’abord quelques définitions néces-
saires à la description des propriétés de dominance.

Définition 5.1 (Sous-plan)

Soient i, j deux périodes telles que 1 ≤ i ≤ j ≤ T . Un sous-plan [i, j] au niveau du distri-
buteur est définie par les quantités (xDi , . . . , x

D
j , s

D
i , . . . , s

D
j ).

Définition 5.2 (Sous-plan régulier)

Soient i, j deux périodes tel que 1 ≤ i ≤ j ≤ T . Un sous-plan régulier [i, j] est un sous-plan
[i, j] vérifiant sDi−1 ∈ {0, ui−1} et sDj ∈ {0, uj}.

Définition 5.3 (Bloc)

Soient i, j deux périodes tel que 1 ≤ i ≤ j ≤ T . Soient α ∈ {0, ui−1} et β ∈ {0, uj}. Un bloc
[i, j]αβ est un sous-plan régulier [i, j] où sDi−1 = α, sDj = β et 0 < sDt < ut pour toute période
t ∈ {i, . . . , j − 1}.

En d’autres termes, un bloc [i, j]αβ est un sous-plan régulier [i, j] dans lequel la quantité
d’unités en stock entre les périodes i et j est strictement positive mais n’atteint pas la capacité
de stockage. Ainsi, un sous-plan régulier est composé d’un ou plusieurs blocs. La figure 5.2
illustre la définition des blocs et de sous-plans réguliers pour une solution réalisable du pro-
blème 2ULS-IB-R où T = 7.

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7Distributeur

Fournisseur

Blocs

d1+u1 d24 − u1 + u4 d56 − u4 d7

d56 − u4

d1+u1 d24 − u1 + u4 d56 − u4 d7

u1 d34+u4 d4+u4 u4 d6

d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7

[1, 1]0u1
[2, 4]u1

u4 [5, 6]u4
0 [7, 7]00

Sous plan
régulier [1, 1]

Sous plan régulier [2, 6] Sous plan
régulier [7, 7]

FIGURE 5.2 – Illustration des blocs et sous-plans réguliers sur une solution réa-
lisable du problème 2ULS-IB-R où T = 7.

Le nombre d’unités devant être envoyé au niveau du distributeur pour un sous-plan [i, j]

est égale à Xij = dij − sDi−1 + sDj . En particulier, dans un bloc [i, j]αβ , nous avons Xij = dij −
α+β. Nous présentons dans ce qui suit les propriétés de dominance vérifiées par une solution
optimale du problème 2ULS-IB-R.

Théorème 5.1

Soit P l’ensemble des points satisfaisant les contraintes (5.1)-(5.7) du problème 2ULS-IB-R.
Un point (yD, xD, sD, yF , xF , sF ) ∈ P est un point extrême si et seulement si :

1. au plus une période de réapprovisionnement a lieu dans un bloc [i, j]αβ pour tout
couple de périodes (i, j) tel que 1 ≤ i ≤ j ≤ T , α ∈ {0, ui−1} et β ∈ {0, uj}.

2. la propriété ZIO est valide au niveau du fournisseur.
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Le théorème 5.1 découle des propriétés sur les flots extrêmes dans un réseau à coût fixe avec
des coûts concaves (Zangwill, 1968). Dans un réseau avec une seule source, un flot extrême
forme un arbre couvrant 1 du réseau. Ceci implique qu’entre deux périodes de stockage i et j
où le stock entrant à la période i est soit 0 soit ui−1 et le stock sortant à la période j est soit 0
soit uj , il y a au plus un arc de réapprovisionnement avec un flot strictement positif. Comme
le problème 2ULS-IB-R est un réseau à coût fixe avec des coûts affines, le théorème 5.1 est une
application directe de la caractérisation des points extrêmes dans ces réseaux.

Propriété 5.2

Un point extrême de P satisfait les propriétés suivantes au niveau du distributeur pour
i, j tel que 1 ≤ i ≤ j ≤ T , α ∈ {0, ui−1} et β ∈ {0, uj} :

(i) si [i, j]0β est un bloc avec une période de réapprovisionnement alors cette période est
égale à i.

(ii) si [i, j]αuj
est un bloc avec une période de réapprovisionnement alors cette période est

égale à j.

Preuve. (i) Si di > 0, alors la période i est nécessairement une période de réapprovisionnement
puisque sDi−1 = 0. Si di = 0 et [i, j]0β est un bloc alors par définition sDi > 0 et sDi−1 = 0, ceci
implique que la période i est forcément une période de réapprovisionnement.

(ii) Supposons que le réapprovisionnement (qui est unique) a lieu à la période k dans le bloc
[i, j]αuj

avec i ≤ k < j. Par l’hypothèse 5.1, nous avons uk ≤ uk+1+dk+1 ≤ uk+2+dk+2+dk+1 ≤
. . . ≤ uj + dk+1,j . Deux cas sont alors possibles :
Cas 1 : uk = uj + dk+1,j . Comme sDj = uj , pour satisfaire les demandes, sDk doit être égale à uk
ce qui n’est pas possible car [i, j]αuj

est un bloc.
Cas 2 : uk < uj + dk+1,j . Dans ce cas, une période de réapprovisionnement supplémentaire
doit être considérée pour satisfaire les demandes dk+1,j et garantir sDj = uj ce qui n’est pas
possible (voir théorème 5.11).
Le réapprovisionnement doit donc avoir lieu à la période j dans un bloc [i, j]αuj

.

Dans la section suivante, nous présentons un algorithme de programmation dynamique
qui résout le problème 2ULS-IB-R en s’appuyant sur les propriétés du théorème 5.1 et sur la
propriété 5.2.

5.3.2 Formules de récurrence

Le principe de l’algorithme est de déterminer la décomposition en blocs du plan de réap-
provisionnement à partir des résultats présentés dans la section précédente.

Soient i, j deux périodes telles que 1 ≤ i ≤ j ≤ T . Nous considérons un sous-plan régulier
[i, j] d’une solution du problème 2ULS-IB-R. Rappelons que par définition, [i, j] n’est pas né-
cessairement un bloc sauf si nous avons 0 < sDk < uk pour tout k ∈ {i, . . . , j − 1}. Supposons
qu’une quantité d’unités Xij = dij − sDi−1 + sDj est disponible à une période t au niveau du
fournisseur, i.e.Xij provient soit d’une production à la période t, soit du stock à la période t−1,
de sorte que la propriété ZIO reste vérifiée au niveau du fournisseur. Le but est de décomposer
le sous-plan régulier [i, j] en blocs en satisfaisant la propriété 5.2.

1. L’arbre couvrant d’un graphe connexe G est un partiel de G acyclique et connexe qui couvre tous les nœuds du
graphe G.
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Exemple 5.1. Considérons le graphe de la figure 5.3 représentant les sous-plans [1, 1]0u1
, [2, 3]u1

0 et [4, 4]00

d’une solution du problème 2ULS-IB-R pour une instance où T = 4. Au niveau du fournisseur , une
quantitéX11 = d1 +u1 est disponible à la période t = 1 et une quantitéX24 = d24−u1 est disponible
à la période 2 et à la période 3. Dans cet exemple, [2, 4] est un sous-plan régulier composé des blocs
[2, 3]u1

0 et [4, 4]00.

1 2 3 4

1 2 3 4Distributeur

Fournisseur

X11 X24

X24 X44

X11 X23 X44

u1 u1-d2

d1 d2 d3 d4

FIGURE 5.3 – Décomposition en sous-plans d’une solution du problème 2ULS-
IB-R pour une instance où T = 4.

Les formules de récurrence sont définies dans l’ordre suivant sur l’intervalle de périodes
[i, j] : le coût φαβijk d’un bloc [i, j]αβ , les coûts nécessaires pour calculer le coût d’un sous-plan
régulier en incluant le coût de stockage du fournisseur (wαγβijk , vαβtij et Gαβtij ) et pour finir le coût
Cαβtij de la chaîne logistique.

Calcul du coût d’un bloc

Soit φαβijk le coût lié à la satisfaction des demandes du bloc [i, j]αβ sachant qu’il y a dans
ce bloc soit aucune période de réapprovisionnement, soit une unique période de réapprovi-
sionnement : la période k (voir théorème 5.1). Nous notons φαβij− le coût d’un bloc [i, j]αβ sans
période de réapprovisionnement.

• D’après la propriété 5.2(i), le coût φ0β
ijk est défini de la manière suivante :

φ0β
ijk =





fDi + pDi Xij +
j∑
n=i

hDn (dn+1,j + β) si k = i et 0 < dij + β ≤ ui,

0 si i = j et dij + β = 0,

+∞ sinon.

Le coût total de réapprovisionnement à la période i dans un bloc [i, j]0β est fDi + pDi Xij et le
coût total de stockage dans ce bloc est

∑j
n=i h

D
n (dn+1,j + β).

• Si [i, j]
ui−1
uj est un bloc tel que ui−1 = dij + uj , alors les demandes du bloc peuvent être satis-

faites sans réapprovisionnement entre les périodes i et j puisque sDi−1 = ui−1. Sinon d’après la
propriété 5.2(ii), Xij unités doivent être envoyées à la période j. De plus, il faut s’assurer que
la capacité de stockage n’est pas dépassée et que les demandes di,j−1 peuvent être satisfaites à
partir des unités en stock à la fin de la période i− 1, i.e. ui−1 > di,j−1. Ainsi, le coût φui−1uj

ijk du
bloc [i, j]

ui−1
uj est défini par :

φ
ui−1uj

ijk =





∑j
n=i h

D
n (ui−1 − din + uj) si ui−1 = dij + uj ,

fDk + pDk Xij +
j−1∑
n=i

hDn (ui−1 − din) + hDj uj si k = j et dij + uj > ui−1 > di,j−1,

+∞ sinon.
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• Dans un bloc [i, j]
ui−1

0 , si ui−1 < dij , alors la quantité Xij peut être envoyée à n’importe
quelle période k entre i et j. Dans ce cas, il faut s’assurer que la contrainte de capacité de
stockage n’est pas violée et que les demandes du bloc peuvent être satisfaites : la quantité
d’unités en stock ui−1 permet de satisfaire les demandes di,k−1 (ui−1 > di,k−1), et les demandes
dk+1,j peuvent être satisfaites, i.e. uk ≥ dk+1,j . Le coût φui−10

ijk est alors égal à :

φ
ui−10
ijk =





fDk + pDk Xij +
k−1∑
n=i

hDn (ui−1 − din) +
j−1∑
n=k

hDn dn+1,j
si dij > ui−1 > di,k−1

et uk ≥ dk+1,j ,
j−1∑
n=i

hDn (ui−1 − dn) si ui−1 = dij ,

+∞ sinon.

Calcul du coût optimal d’un sous-plan régulier

Soit Gαβtij le coût minimum pour satisfaire les demandes dij d’un sous-plan régulier [i, j]

en supposant qu’une quantité Xij est disponible à la période t au niveau du fournisseur avec
1 ≤ i ≤ j ≤ T , 1 ≤ t ≤ j, sDi−1 = α et sDj = β. Le calcul du coût Gαβtij nécessite le calcul des
coûts des blocs qui composent le sous-plan [i, j]. Ainsi, afin de calculer Gαβtij efficacement, il
faut déterminer une bonne décomposition du sous-plan [i, j].

• Soit wαγβtijk le coût optimal du sous-plan régulier [i, j] en supposant que :

- une quantité Xij est disponible à la période t au niveau du fournisseur,

- sDi−1 = α et sDj = β,

- k est la période de réapprovisionnement du premier bloc [i, l]αγ composant le sous-plan
[i, j] avec i ≤ l < j, γ ∈ {0, ul} (voir figure 5.4).

Le but est de trouver la période l (k ≤ l < j) tel que [i, l]αγ est le premier bloc du sous-plan
régulier [i, j] avec un réapprovisionnement à la période k dans une solution optimale. Le coût
wαγtijk est donné par :

wαγβtijk = min
k≤l<j

{φαγilk +Gγβk,l+1,j +

k−1∑

p=t

hFp Xij}. (5.9)

Le premier terme φαγilk dans l’équation (5.9) représente le coût pour satisfaire les demandes du
bloc [i, l]αγ avec un réapprovisionnement à la période k. Le second terme Gγβk,l+1,j dans l’équa-
tion (5.9) représente le coût minimum pour satisfaire les demandes d’un sous-plan régulier
[l + 1, j] sachant que la quantité Xl+1,j est disponible à la période k au niveau du fournisseur.
Pour finir, le dernier terme

∑k−1
p=t h

F
p Xij représente le coût de stockage de Xij unités de la

période t à la période k au niveau du fournisseur.
Une représentation du coût wαγβtijk est décrite dans la figure 5.4. Une quantité d’unités Xij

est disponible à la période t au niveau du fournisseur. Au niveau du distributeur, [i, l]αγ est le
premier bloc du sous-plan régulier [i, j], où sDi−1 = α et sDj = β. Une quantitéXil est envoyée à
la période k dans ce bloc. Au niveau du fournisseur, une quantité Xij est stockée de la période
t à la période k et une quantitéXl+1,j est disponible à la période k pour satisfaire les demandes
du sous-plan [l+ 1, j]. Les différents termes qui définissent le coût wαγβtijk sont représentés dans
la figure 5.4.
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t . . . k k+1

l+1i . . . k . . . l . . . jDistributeur

Fournisseur

Xij unités
disponibles

Xij Xij Xl+1,j

Xil

γα β

di dk dl dl+1 dj

φαγilk

∑k−1
p=t h

F
p Xij

Gγβk,l+1,j

FIGURE 5.4 – Illustration du coût wαγβtijk où [i, j] est un sous-plan régulier et Xij
unités sont disponibles à la période t au niveau du fournisseur.

• Soit vαβtij le coût minimum d’un sous-plan régulier [i, j] composé d’au moins deux blocs tel
que Xij unités sont disponibles à la période t au niveau du fournisseur (1 ≤ t ≤ j), sDi−1 = α

et sDj = β. Par la suite, nous notons l∗ = argmin wαγβtijk . Le premier bloc du sous-plan régulier
[i, j] est [i, l∗]αγ et la période de réapprovisionnement dans ce bloc est k si elle existe. Le coût
vαβtij est alors donné par :

vαβtij = min
i≤k<j;γ∈{0,ul∗}

{wαγβtijk }. (5.10)

• À partir de la définition de vαβtij , il est possible de calculer le coût minimum Gαβtij d’un sous-
plan régulier en supposant que :

- Xij unités sont disponibles à la période t au niveau du fournisseur

- les coûts fixes du fournisseur fS ne sont pas inclus.

Le coût Gαβtij est défini par :

Gαβtij =





min { min
t≤k≤j

{φαβijk +
∑k−1
l=t h

F
l Xij}, vαβtij }, si Xij > 0

φαβij−, si Xij = 0.
(5.11)

Dans l’équation (5.11), le terme mint≤k≤j{φαβijk +
∑k−1
l=t h

F
l Xij} représente le coût minimum

d’un sous-plan [i, j] composé d’un seul bloc, et vαβtij est le coût minimum de [i, j] lorsqu’il est
composé d’au moins deux blocs. Si [i, j]αβ n’est pas un bloc ou si k < i alors le coût φαβijk est égal
à +∞. Si i > j ou t > j, nous fixons Gαβtij à +∞.

Calcul du coût de la chaîne logistique

SoitCαβtij le coût minimum de la chaîne logistique pour satisfaire les demandes dij du sous-
plan régulier [i, j] en supposant que :

- la première période de production au niveau du fournisseur est supérieure ou égale à t,
avec 1 ≤ i ≤ j ≤ T , 1 ≤ t ≤ j,

- le stock entrant à la période i est α ∈ {0, ui−1},
- le stock sortant à la période j est β ∈ {0, uj}.

La quantité totale d’unités envoyée dans le sous-plan régulier est égal à Xij . Le but est de
déterminer les périodes de production afin de satisfaire les demandes du sous-plan régulier
[i, j], et telles que la propriété ZIO soit vérifiée au niveau du fournisseur.

Si Xij = 0, alors aucune production n’est nécessaire au niveau du fournisseur. Le coût est
alors égal au coût de la chaîne logistique Gαβtij du sous-plan [i, j] avec sDi−1 = α et sDj = β :

Cαβtij = Gαβtij . (5.12)
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Si Xij > 0, alors la quantité Xij est complètement ou partiellement produite à une période
t ou à une période ultérieure si aucune production n’a lieu à la période t au niveau du fournis-
seur. Le coût Cαβtij est défini par l’équation suivante où 1(x) est une fonction égale à 0 si x = 0

et +∞ sinon (voir figure 5.5).

Cαβtij = min {Cαβt+1,i,j , f
F
t + pFt Xij +Gαβtij , (5.13)

min
i≤l<j;γ∈{0,ul}

{min(fFt + pFt Xil,1(Xil)) +Gαγtil + Cγβt∗+1,l+1,j}},

où t∗ est la dernière période de réapprovisionnement au niveau du distributeur dans le sous-
plan régulier [i, l] (t∗ est déterminée et mémorisée lorsque le coût Gαγtil est calculé). La période
t∗ + 1 est la première période où le fournisseur peut produire pour satisfaire les demandes du
sous-plan régulier [l + 1, j]. Si aucune période de réapprovisionnement n’a lieu dans le sous-
plan régulier [i, l], alors nous posons t∗ = t.
Le premier terme de l’équation (5.13) correspond au cas où aucune production n’a lieu à la
période t au niveau du fournisseur. Le second terme de l’équation (5.13) correspond au cas où
une quantité d’unitésXij est produite à la période t au niveau du fournisseur. Enfin, le dernier
terme de l’équation (5.13) représente le cas où une quantité Xij est partiellement produite à
la période t au niveau du fournisseur : une quantité Xil > 0 est produite à la période t pour
satisfaire les demande du sous-plan régulier [i, l] avec i ≤ l < j. Étant donné que la propriété
ZIO est valide au niveau du fournisseur, le fournisseur produit une quantité Xl+1,j après la
période t∗.

Une représentation du dernier terme dans la définition du coût Cαβtij est fournie dans la
figure 5.5. Dans cette figure, une quantité d’unités Xil est produite à la période t au niveau du
fournisseur pour satisfaire les demandes du sous-plan régulier [i, l] où sDi−1 = α et sDl = γ ∈
{0, ul}. La période t∗ correspond à la dernière période de réapprovisionnement dans le sous-
plan régulier [i, l]. Puisque la propriété ZIO est valide au niveau du fournisseur, nous avons
sFt∗ = 0. Ainsi, la prochaine période candidate pour qu’une production ait lieu au niveau du
fournisseur est la période t∗ + 1 si elle existe. Les termes présents dans la définition du coût
Cαβtij sont représentées dans la figure 5.5.

t . . . t∗ t∗+1

l+1i . . . t∗ . . . l . . . jDistributeur

Fournisseur

Xil

0

xDt∗ > 0

γα β

di dt∗ dl dl+1 dj

Cγβt∗+1,l+1,j
Gαγtil

min(fFt + pFt Xil,1(Xil))

FIGURE 5.5 – Illustration du coût Cαβtij où [i, j] est un sous-plan régulier et t est
une période de production au niveau du fournisseur.

Coût optimal.
Le coût optimal pour satisfaire les demandes du sous-plan régulier [1, T ] est égal à C00

11T

puisque sD0 = 0 et sDT = 0.
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5.3.3 Analyse de complexité

Une phase de pré-traitement a lieu pour calculer les demandes d1j , avec j ∈ {1, . . . , T},
en O(T ). Ainsi, chaque quantité dij pour tout i, j ∈ {1, . . . , T} peut être calculée en temps
constant (dij = d1j − d1,i−1). De plus, les coûts de stockage requis dans le calcul de chaque
composante de coût sont pré-calculés et mémorisés en O(T 3).
Le coût φαβijk peut donc être calculé et stocké en O(T 3) pour tout i, j, k ∈ {1, . . . , T}, α ∈
{0, ui−1} et β ∈ {0, uj}. De plus, les coûts Gαβtij et vαβtij peuvent être calculés en O(T 4) pour
tout t, i, j ∈ {1, . . . , T}, α ∈ {0, ui−1} et β ∈ {0, uj}, et stockés en mémoire. Enfin, le coût
wαγβtijk est calculé en O(T 5) t, i, j, k ∈ {1, . . . , T}, α ∈ {0, ui−1} et β ∈ {0, uj}. La complexité de
l’algorithme de programmation dynamique présenté pour calculer le coût C00

11T est donc en
O(T 5).

Dans ce qui suit, nous montrons que la complexité en temps pour calculer le coût wαγβtijk

peut être amélioré. Nous pouvons obtenir une complexitéO(T 4) en généralisant le résultat de
(Atamtürk et Küçükyavuz, 2008) pour le cas à deux niveaux. Dans ce but, nous commençons
par rappeler l’observation de (Atamtürk et Küçükyavuz, 2008) pour le niveau du distributeur.
Nous proposons également une preuve de validité de leur observation.

Observation 5.1

Pour tout 1 ≤ i ≤ k ≤ j ≤ T , α ∈ {0, ui−1} et β ∈ {0, uj}, nous avons :

(i) si φαβijk = +∞, alors φα
′β
i−1,j,k = +∞ où α′ = 0 si α = 0 et α′ = ui−2 si α = ui−1.

(ii) si φ0β
ijk 6= +∞, alors φ0β

i−1,j,k = +∞.

(iii) si φui−1β
ijk 6= +∞, alors :

φ
ui−2β
i−1,j,k =





φ
ui−1β
ijk + ∆1 si ui−2 > di−1,k−1, ui−2 < ui−1 + di−1 et dij + β > ui−1,

φ
ui−1β
ijk + ∆2 et ui−2 > di−1,k−1, ui−2 < ui−1 + di−1 et dij + β = ui−1,

+∞ sinon

où ∆1 = hDi−2ui−2 + (pDk −
∑k−1
l=i−1 h

D
l )(ui−1 − ui−2 + di−1) et ∆2 = fDk + ∆1.

Preuve. (i) Si φαβijk = +∞, alors le sous-plan régulier [i, j] avec une unique période de réappro-
visionnement à la période k, sDi−1 = α et sDj = β n’est pas un bloc. Les violations observées
dans le sous-plan régulier [i, j] sont également présentes dans le sous-plan régulier [i− 1, j].

(ii) Si φ0β
ijk 6= +∞, alors [i, j]0β est un bloc, et par la propriété 5.2(i) il y a un réapprovisionne-

ment à la période k = i. Nous considérons un sous-plan régulier [i− 1, j] avec une période de
réapprovisionnement à la période k, sDi−2 = 0 et sDj = β. Si di−1 = 0, alors le sous-plan régulier
[i− 1, j] n’est pas un bloc puisque sDi−2 = 0. Si di−1 > 0, alors la demande di−1 ne peut pas être
couverte et le sous-plan [i− 1, j] n’est donc pas un bloc.

(iii) si φui−1β
ijk 6= +∞, alors [i, j]

ui−1

β est un bloc avec une période de réapprovisionnement
à k, si elle existe. Nous considérons un sous-plan régulier [i − 1, j] avec une unique période
de réapprovisionnement à la période k, sDi−2 = ui−2 et sDj = β. Il faut alors de déterminer si
[i− 1, j] est un bloc.

Par l’hypothèse 5.1 (voir p.92), nous avons ui−2 ≤ ui−1 + di−1. Si ui−2 = ui−1 + di−1,
alors [i − 1, j] n’est pas un bloc car dans ce cas sDi−1 = ui−1. Si ui−2 < ui−1 + di−1, alors
sDi−1 < ui−1 ≤ dij + β, et un réapprovisionnement doit avoir lieu à la période k dans le sous-
plan [i− 1, j].
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De plus, si ui−2 > di−1,k−1, alors [i − 1, j]
ui−2

β est un bloc. Le distributeur doit alors s’ap-
provisionner d’une quantité ui−1− ui−2 + di−1 > 0 en plus de la quantité Xij = dij − ui−1 + β

à la période k. Dans ce cas, la quantité d’unités en stock entre les périodes k et j reste in-
changée dans le bloc [i − 1, j]

ui−2

β . Comme la demande di−1 doit être couverte par ui−2, il y a
ui−1−ui−2 +di−1 unités en moins dans le stock entre les périodes i−1 et k−1. Le coût φui−2β

i−1,j,k

du bloc [i− 1, j]
ui−2

β peut être calculé à partir du coût φui−1β
ijk en considérant deux cas.

Cas 1. Supposons qu’une quantité Xij > 0 est envoyée à la période k dans le bloc [i, j]
ui−1

β . Le
coût du bloc [i− 1, j]

ui−2

β est alors égal à : φui−1β
ijk +hDi−2ui−2 + (pDk −

∑k−1
l=i−1 h

D
l )(ui−1−ui−2 +

di−1) = φ
ui−1β
ijk + ∆1.

Cas 2. Supposons qu’aucun réapprovisionnement n’a lieu dans le bloc [i, j]
ui−1

β . Il faut alors
prendre en compte un coût fixe de réapprovisionnement fDk pour calculer le coût du bloc
[i− 1, j]

ui−2

β , qui est défini par : φui−1β
ijk + fDk + ∆1 = φ

ui−1β
ijk + ∆2.

Par conséquent, pour toute période i, k, t, j telles que 1 ≤ i ≤ k ≤ j ≤ T et 1 ≤ t ≤ j, le
coût wαγβtijk peut être calculé en O(T 4). Ainsi, la complexité de l’algorithme de programmation
dynamique pour résoudre le problème 2ULS-IB-R est O(T 4).

Dans la section suivante, nous présentons l’étude du problème 2ULS-IB-S où la capacité
de stockage est limitée au niveau du fournisseur, mais ne l’est plus au niveau du distributeur.
Nous allons montrer que ce problème est NP-difficile.

5.4 Complexité du problème 2ULS-IB-S

Jaruphongsa et al. (2004) ont proposé un algorithme de programmation dynamique poly-
nomial pour résoudre le problème 2ULS-IB-S avec des fenêtres de temps sur la demande dans
le cas où la capacité de stockage est constante sur tout l’horizon. Ils ont supposé que hF ≤ hD
et que les coûts fixes et unitaires de production sont décroissants. Les hypothèses faites sur
les coûts et la capacité de stockage stationnaire ont permis de résoudre le problème en temps
polynomial. Dans cette section, nous considérons le problème 2ULS-IB-S avec une structure
de coûts générale et une capacité de stockage non stationnaire. Nous montrons que le pro-
blème est NP-difficile et proposons dans la section suivante un algorithme de programmation
dynamique pseudo-polynomial pour le résoudre.

Théorème 5.2

Le problème 2ULS-IB-S est NP-difficile.

Preuve. Nous montrons que le problème 2ULS-IB-S est NP-difficile en faisant une réduction à
partir du problème de la somme de sous-ensembles qui est un problème NP-difficile (Garey et
Johnson, 1979). Nous appellerons ce problème par sa traduction anglaise SUBSET-SUM.

Considérons une instance du problème de SUBSET-SUM définie par : un entier S et un en-
semble S de n entiers (a1, . . . , an). Résoudre le problème subset sum consiste à répondre par
oui ou non à la question suivante : existe-t-il un sous-ensemble A ⊆ S tel que

∑
ai∈A ai = S ?

La résolution du problème 2ULS-IB-S consiste à déterminer l’existence d’une réponse po-
sitive à la question suivante : étant donné un entier B et une instance du problème 2ULS-IB-S,
existe-t-il un plan de production et de réapprovisionnement satisfaisant la demande, tel que
la capacité de stockage au niveau du fournisseur soit respectée, et tel que le coût total de la
chaîne logistique est au plus égale à B ?
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Étant donnée une instance de SUBSET-SUM, nous définissons une instance I1 du problème
2ULS-IB-S de la manière suivante. Une représentation de l’instance I1 est donnée dans la
figure 5.6. Les coûts fixes et unitaires de production du distributeur (resp. fournisseur) sont
indiqués en bas (resp. en haut) du graphe. Au niveau du fournisseur, les valeurs sur les arcs
horizontaux représentent les capacités de stockage.

- T = 2n+ 1. Notons par T1 (resp. T2) l’ensemble des périodes impaires (resp. paires) dans
l’ensemble {1, . . . , 2n}.

- dt = 0 pour tout t ∈ T1 ∪ T2, dT = S

- fFt = 1 pour tout t ∈ T1, fFt = 2S pour tout t ∈ T2 ∪ {T}
fDt = 2S pour tout t ∈ T1 ∪ {T}, fDt = 0 pour tout t ∈ T2

- hFt = hDt = 0 pour tout t ∈ {1, . . . , T}
- pDt = 0 pour tout t ∈ {1, . . . , T}
pFt = 1− 1/ad t

2e pour tout t ∈ T1 ∪ T2, pST = 0

- uFt = ad t
2e pour tout t ∈ T1 ∪ T2, uFT = 0

- la borne de coût B est égale à S.

Fournisseur

Distributeur

fF 1 1 12S 2S 2S 2S

pF 1-
1

a1
1-

1

a2
1-

1

a3
1-

1

a1
1-

1

a2
1-

1

a3
0

fD 2S 2S 2S0 0 0 2S

pD 0 0 00 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

a1 a1 a2 a2 a3 a3

0 0 0 0 0 0 S

FIGURE 5.6 – Instance I1 du problème 2ULS-IB-S avec n = 3 et S =
{a1, a2, a3}.

Observons que si le fournisseur produit une quantité xFt = ad t
2e à une période t ∈ T1, alors

son coût total de production est égal à fFt + pFt x
F
t = 1 + (1− 1/ad t

2e)ad t
2e qui est exactement

égal à xFt . Si xFt < ad t
2e à une période t ∈ T1, alors le coût total de production est égal à

fFt + pFt x
F
t = 1 + (1 − 1/ad t

2e)x
F
t = xFt + 1 − xFt /ad t

2e > xFt . À partir de cette observation,
montrons qu’il existe une solution au problème 2ULS-IB-S de coût au plus S si et seulement
si il existe une solution au problème SUBSET-SUM.

Dans un premier temps, supposons qu’il existe une solution A au problème SUBSET-SUM.
Montrons alors qu’il existe une solution de coût S au problème 2ULS-IB-S. La figure 5.7 re-
présente la solution du problème 2ULS-IB-S associée à une instance particulière I1 (dans cette
figure, nous avons uniquement représenté les arcs dont le flot est strictement positif). Dans le
cas général, pour chaque entier ai dans l’ensemble A, le fournisseur produit une quantité ai à
la période t = 2i− 1 ∈ T1 et stocke cette unité jusqu’à la période t+ 1. La capacité de stockage
n’est pas dépassée puisqu’elle est égale à ai. D’après l’observation précédente, le coût total de
production pour produire ai unités à une période t ∈ T1 est égal à ai. Comme

∑
ai∈A ai = S, le

coût total du fournisseur est égal à S. Le distributeur se réapprovisionne ensuite de ai unités à
une période t = 2i ∈ T2 et les stocke jusqu’à la période T . Comme fDt = 0 pour toute période
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t ∈ T2 et hDt = pDt = 0 pour toute période t ∈ T , le coût total du distributeur est égal à 0. Ainsi,
il existe une solution au problème 2ULS-IB-S de coût au plus S.

Fournisseur

Distributeur

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

a1 a3

a1 a3

a1 a3

a1 a1 a1 a1 S

0 0 0 0 0 0 S

FIGURE 5.7 – Solution du problème 2ULS-IB-S associée à l’instance I1 avec
n = 3, S = {a1, a2, a3} et a1 + a3 = S.

Supposons maintenant qu’il existe une solution de coût au plus S au problème 2ULS-IB-S.
Montrons que le sous-ensemble de périodes U où le fournisseur produit fournit une solution
au problème subset sum. Comme fFt = 2S pour toute période t ∈ T2, le fournisseur doit
produire à une période t ∈ T1, sinon son coût dépasserait S. De même, comme fDt = 2S

pour toute période t ∈ T1, le distributeur doit se réapprovisionner à une période t ∈ T2. Le
fournisseur doit donc stocker les unités qu’il produit jusqu’à la période suivante. De plus,
afin de ne pas dépasser la capacité de stockage, le fournisseur peut stocker au plus uFt = ad t

2e
unités entre les périodes t et t+1. Ainsi, le fournisseur peut produire au plus ad t

2e unités à une

période t ∈ T1. À une période t ∈ T2, le distributeur se réapprovisionne de toutes les unités qui
sont stockées au niveau du fournisseur et les stocke jusqu’à la période T avec un coût nul. Par
l’observation précédente, si le fournisseur produit à une période t, alors xFt = ad t

2e (il s’agit
de la seule manière pour produire ad t

2e unités avec un coût d’au plus ad t
2e de sorte que le coût

total soit égal à S). Ainsi, nous avons
∑
t∈U ad t

2e = S ce qui implique qu’il existe une solution
au problème de SUBSET-SUM.

Florian et al. (1980) ont montré que le problème de lot-sizing avec une capacité de pro-
duction est NP-difficile. Il est intéressant de remarquer que dans la preuve du théorème 5.2,
la capacité de stockage à une période t agit comme une capacité de production puisque le
fournisseur ne peut pas envoyer à la même période les unités qu’il produit au niveau du dis-
tributeur.

5.5 Résolution du problème 2ULS-IB-SR

Dans la section précédente, nous avons montré que le problème 2ULS-IB-S est NP-difficile.
En posant uDt =

∑T
t=1 dt, nous pouvons transformer une instance du problème 2ULS-IB-SR

en une instance du problème 2ULS-IB-S. Ainsi, le problème 2ULS-IB-SR est au moins aussi
difficile que le problème 2ULS-IB-S. Dans cette section, nous présentons un algorithme de
programmation dynamique pseudo-polynomial pour résoudre le problème 2ULS-IB-SR, ce
qui montre que ce problème est NP-difficile au sens faible.

Nous rappelons que sDt ∈ {0, 1, . . . , uDt } (resp. sFt ∈ {0, 1, . . . , uFt }) est la quantité d’unités
en stock à la fin de la période t au niveau du distributeur (resp. fournisseur). Le principe de
l’algorithme est de considérer toutes les valeurs possibles de stock sDt (resp. sFt ) au niveau du
distributeur (resp. fournisseur). Remarquons que la propriété ZIO n’est plus valide au niveau
du distributeur et du fournisseur pour le problème 2ULS-IB-SR.
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• Soit Cit(X) le coût de production de X unités au niveau i ∈ {D,F} à la période t. Le coût
Cit(X) est défini par :

Cit(X) =

{
f it + pitX, si X > 0

0, sinon.

• Soit Vt(sDt−1, s
D
t , s

F
t−1, s

F
t ) le coût total de la chaîne logistique pour satisfaire la demande dt

quand :

- sDt−1 (resp. sFt−1) unités sont stockées à la période t− 1,

- sDt (resp. sFt ) unités sont stockées à la période t au niveau du distributeur (resp. fournis-
seur),

- XD = sDt +dt−sDt−1 (resp. XF = sFt +XD−sFt−1) unités sont envoyées (resp. produites)
à la période t au niveau du distributeur (resp. fournisseur).

Le coût Vt(sDt−1, s
D
t , s

F
t−1, s

F
t ) est défini par :

Vt(s
D
t−1, s

D
t , s

F
t−1, s

F
t ) =

{
CDt (XD) + CSt (XF ) si sDt ≤ uDt , sFt ≤ uFt et sDt + s ≤ dtT ,

+∞, sinon.

• Soit Ht(s
D
t−1, s

F
t−1) le coût minimum pour satisfaire les demandes dtT où sDt−1 (resp. sFt−1)

unités sont stockées à la période t − 1 au niveau du distributeur (resp. fournisseur). À partir
de la définition du coût Vt(sDt−1, s

D
t , s

F
t−1, s

F
t ), nous pouvons calculer le coût Ht(s

D
t−1, s

F
t−1) de

la manière suivante :

Ht(s
D
t−1, s

F
t−1) = min

sDt ∈SD
t ,s

F
t ∈SF

t

{Vt(sDt−1, s
D
t , s

F
t−1, s

F
t ) +Ht+1(sDt , s

F
t )},

où SDt = {max(0, sDt−1 − dt), . . . ,M
D
t }, avec MD

t = min(uDt , dtT ), et SFt = {max(0, sFt−1 −
XD), . . . ,MF

t }, avec MF
t = min(uFt , dtT ). SDt (resp. SFt ) correspond aux niveaux de stock pos-

sibles à la période t sachant que sDt−1 (resp. sFt−1) unités sont en stock à la période t − 1 au
niveau du distributeur (resp. fournisseur), et que le stock à chaque niveau est limité.

Coût optimal.
Le coût optimal pour satisfaire les demandes d1T en supposant que sD0 = sF0 = 0 est donné

par H1(0, 0). Nous initialisons la récurrence en posant HT+1(sDt , s
F
t ) = 0 pour toutes valeurs

sDt et sFt pour assurer la faisabilité de la solution.

Analyse de complexité
Le coût Vt(sDt−1, s

D
t , s

F
t−1, s) peut être calculé en O(uFt−1u

D
t−1M

D
t M

F
t ) pour chaque période

t. Ainsi, le coût optimal H1(0, 0) se calcule en O(
∑T
i=1(uFi−1u

D
i−1M

D
i M

F
i )). Cet algorithme de

programmation dynamique est pseudo-polynomial : le problème 2ULS-IB-SR n’est donc pas
NP-difficile au sens fort.

Jusqu’à présent, nous avons présenté l’étude de problèmes de lot-sizing à deux niveaux
avec capacité de stockage sans contrainte sur le nombre de réapprovisionnement pour cou-
vrir une demande. Dans la section suivante, nous considérons les problèmes de lot-sizing avec
capacité de stockage en imposant que la demande doit être couverte par un unique réappro-
visionnement au niveau du distributeur.
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5.6 Analyse des problèmes de lot-sizing avec une contrainte

NLS

Jaruphongsa et al. (2004) ont introduit le problème de lot-sizing où chaque demande doit
être satisfaite par un unique réapprovisionnement, i.e. la demande ne peut pas être découpée
au niveau du distributeur. Cette contrainte est dite sans découpage de la demande. Nous ap-
pellerons cette contrainte par sa traduction anglaise No Lot-Splitting (NLS). En pratique, cette
contrainte peut être observée lorsque les conditions de livraison du produit chez le distribu-
teur nécessitent un unique envoi, ou encore pour des questions de traçabilité.

Nous notons xDkt ≥ 0 la quantité d’approvisionnement à la période k pour satisfaire la
demande dt au niveau du distributeur. Nous avons

∑t
i=1 x

D
it = dt.

Définition 5.4 (Contrainte NLS)

Un plan de réapprovisionnement xD satisfait la contrainte NLS s’il n’existe pas deux pé-
riodes l et k, 1 ≤ l < k ≤ t ≤ T tels que xDlt > 0 et xDkt > 0, pour tout t.

Les problèmes 2ULS-IB-R et 2ULS-IB-S avec la contrainte NLS sont notés 2ULS-IB-R-NLS
et 2ULS-IB-S-NLS respectivement. Il est intéressant d’analyser la complexité du problème à
un niveau avec une capacité de stockage et la contrainte NLS, noté par ULS-IB-NLS, avant
d’étudier les problèmes à deux niveaux.

5.6.1 Le problème ULS-IB-NLS

Par la suite, nous reprenons les notations du problème de lot-sizing à un niveau présenté
dans la section 1.3.1 (voir p.9). Remarquons que le problème LS-IB peut être résolu en temps
polynomial (Love, 1973; Atamtürk et Küçükyavuz, 2008). Le théorème 5.3 montre qu’ajouter
la contrainte NLS au problème LS-IB rend le problème NP-difficile au sens fort.

Théorème 5.3

Le problème ULS-IB-NLS avec une capacité de stockage est stationnaire est NP-difficile
au sens fort.

Preuve. Montrons que le problème de 3-PARTITION qui est NP-difficile au sens fort (Garey et
Johnson, 1979) peut être réduit au problème ULS-IB-NLS en temps polynomial. Nous rap-
pelons qu’une instance du problème de 3-PARTITION est définie par un entier b et 3m en-
tiers (a1, . . . , a3m) tels que

∑3m
i=1 ai = mb. Nous supposons que b/4 < ai < b/2 pour tout

i ∈ {1, . . . , 3m}. Résoudre le problème de 3-PARTITION consiste à déterminer s’il existe une
partition A1 ∪ . . . ∪Am de {1, . . . , 3m} tel que

∑
i∈Aj

ai = b pour tout j ∈ {1, . . . ,m}.
Résoudre le problème ULS-IB-NLS consiste à déterminer s’il existe une réponse positive

à la question suivante : existe-t-il une solution (un plan de production) du problème ULS-IB-
NLS de coût au plus B ?

Nous définissons une instance I2 du problème ULS-IB-NLS de la manière suivante. L’ins-
tance I2 est illustrée par la figure 5.8. Les coûts fixes de production sont indiqués en haut de
chaque nœud. Les capacités de stockage sont représentées sur les arcs horizontaux.

- T = 5m. Notons par T1 (resp. T2) l’ensemble des périodes impaires (resp. paires) de
l’ensemble {1, . . . , 2m}.

- dt = 0 pour tout t ∈ T1

dt = (m− t/2)b pour tout t ∈ T2

dt = at−2m pour tout t ∈ {2m+ 1, . . . , T}.
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- ft = 0 pour tout t ∈ T1

ft = 1 pour tout t ∈ T2 ∪ {2m+ 1, . . . , T}.
- ht = pt = 0 pour tout t ∈ {1, . . . , T}.
- ut = mb pour tout t ∈ {1, . . . , T}.
- la borne de coût B est fixée à 0.

1 2 3 4 . . . 2m . . . T2m-1 2m+1

ft 0 1 0 1 0 1 1 1

mb mb mb mb mb mb

0 (m-1)b 0 (m-2)b 0 0 a1 a3m

FIGURE 5.8 – Instance I2 du problème ULS-IB-NLS dans la preuve du théo-
rème 5.3.

Montrons qu’il existe une solution au problème ULS-IB-NLS de coût au plus 0 si et seule-
ment si il existe une solution au problème de 3-PARTITION.

Supposons qu’il existe une solution (A1, . . . , A3m) au problème de 3-PARTITION. La solu-
tion du problème ULS-IB-NLS associée à l’instance I2 est illustrée par la figure 5.9 où seuls les
arcs dont le flot est strictement positif sont représentés. À chaque période t ∈ T1, la quantité
d’unités produites est xt =

∑
i∈A(t+1)/2

ai + dt+1 = b + b
(
m− t+1

2

)
. Comme le coût total de

production est nul pour toute période t ∈ T1, produire ces unités à chaque période t ∈ T1 in-
duit un coût nul. À chaque période t ∈ T2, la demande dt est satisfaite et b unités sont stockées
ce qui implique qu’il y a exactement st = t

2b unités en stock à la fin de chaque période t. Ainsi,
à chaque période t ∈ T1, la capacité de stockage ut = mb n’est pas dépassée puisque la quan-
tité d’unités en stock à la période t est égal à st−1 + xt = t−1

2 b +
(
m− t−1

2

)
b = mb. Chaque

demande pour toute période t < 2m est satisfaite et mb unités restent en stock à la période 2m

pour satisfaire les demandes de la période 2m + 1 à T . Étant donné que le coût de stockage
est nul, le coût total de cette solution est égal à 0. De plus, elle vérifie bien la contrainte NLS
puisque chaque demande est satisfaite par un unique réapprovisionnement.

1 2 3 4 . . . 2m . . . T2m-1 2m+1

mb (m-1)b b

mb b mb 2b mb mb

0 (m-1)b 0 (m-2)b 0 0 a1 a3m

FIGURE 5.9 – Solution du problème ULS-IB-NLS associée à l’instance I2 dans
la preuve du théorème 5.3.

Réciproquement, supposons qu’il existe une solution au problème ULS-IB-NLS de coût
au plus 0. Comme ft = 1 pour toute période t ∈ T2 ∪ {2m + 1, . . . , T}, il n’est pas possible
de produire à ces périodes. Toutes les productions ont alors lieu à une période t ∈ T1. Étant
donné qu’à chaque période t ∈ T2, dt = (m − t

2 )b, ut−1 = mb et mb unités doivent être
disponibles à la période 2m, il faut stocker exactement t

2b unités entre les périodes t ∈ T2 et
t + 1. Ainsi, à chaque période t ∈ T1, il faut produire xt = dt+1 + b unités afin de pouvoir
satisfaire toutes les demandes. En respectant la contrainte NLS, chaque demande dt, pour
tout t ∈ {2m + 1, . . . , T}, est satisfaite par un unique réapprovisionnement à une période
t ∈ T1. Il existe donc une partition de l’ensemble des périodes {2m+ 1, . . . , T} en m ensembles
(A1, . . . , Am) tel que

∑
i∈Aj

di = b pour tout j ∈ {1, . . . ,m}. Comme chaque demande dt pour
tout t ∈ {2m + 1, . . . , T} correspond à un entier dans (a1, . . . , a3m), il existe une solution au
problème de 3-PARTITION.
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5.6.2 Le problème 2ULS-IB-R-NLS

Théorème 5.4

Le problème 2ULS-IB-R-NLS avec une capacité de stockage stationnaire est NP-difficile
au sens fort.

Preuve. La preuve consiste à faire une réduction à partir du problème ULS-IB-NLS, qui est NP-
difficile au sens fort (théorème 5.3). Nous transformons une instance du problème ULS-IB-NLS
en une instance du problème 2ULS-IB-R-NLS comme suit. Les paramètres du distributeur sont
égaux à ceux du problème ULS-IB-NLS, i.e. uDt = ut, f

D
t = ft, p

D
t = pt et hDt = ht pour tout

t ∈ {1, . . . , T}. Les coûts du fournisseur sont tous nuls, i.e. fFt = hFt = pFt = 0 pour tout t ∈
{1, . . . , T}. La demande du problème 2ULS-IB-R-NLS est identique à celle du problème ULS-
IB-NLS. Étant donné que les coûts du fournisseur sont nuls, le coût d’une solution optimale du
problème ULS-IB-NLS est égal au coût optimal de la solution associée à l’instance du problème
2ULS-IB-R-NLS (voir figure 5.10).

1 2 3 4 . . . . . . T

1 2 3 4 . . . . . . T

2m

2m 2m+1

2m-1 2m+1

2m-1Distributeur

Fournisseur

mb (m-1)b b

mb (m-1)b b

mb b mb 2b mb mb

0 (m-1)b 0 (m-2)b 0 0 a1 a3m

FIGURE 5.10 – Solution du problème 2ULS-IB-R-NLS associée à l’instance dé-
finie dans la preuve du théorème 5.4.

Par le théorème 5.3, le problème 2ULS-IB-R-NLS est également NP-difficile au sens fort.

5.6.3 Le problème 2ULS-IB-S-NLS

Jaruphongsa et al. (2004) ont prouvé que le problème 2ULS-IB-S-NLS avec des fenêtres de
temps sur la demande est NP-difficile. Nous montrons dans cette section que ce problème est
NP-difficile au sens fort sans les fenêtres de temps sur la demande.

Théorème 5.5

Le problème 2ULS-IB-S-NLS avec une capacité de stockage stationnaire est NP-difficile au
sens fort.

Preuve. Similairement à la preuve du théorème 5.4, nous faisons une réduction à partir du
problème ULS-IB-NLS. Nous transformons une instance du problème ULS-IB-NLS en une
instance du problème 2ULS-IB-S-NLS de la manière suivante. Les paramètres du fournisseur
correspondent aux paramètres du problème ULS-IB-NLS, i.e. uFt = ut, f

F
t = ft, p

F
t = pt et

hFt = ht pour tout t ∈ {1, . . . , T}.
Les coûts de production du distributeur sont tous nuls, i.e. fDt = pDt = 0 pour t ∈ {1, . . . , T}
et, hDt = M pour tout t ∈ {1, . . . , T}, où M est un majorant (nous pouvons fixer M =∑T
t=1(ht + pt). De cette manière, dans une solution optimale du problème 2ULS-IB-S-NLS,

aucune unité ne sera stockée au niveau du distributeur. Les demandes du problème 2ULS-
IB-S-NLS sont identiques à celles du problème ULS-IB-NLS. Comme fRt = pRt = 0, le coût
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d’une solution optimale du problème 2ULS-IB-S-NLS est égal au coût optimal du problème
ULS-IB-NLS associé. La figure 5.11 représente une telle solution.

1 2 3 4 . . . . . . T2m

2m 2m+1

2m-1 2m+1

2m-11 2 3 4 . . . . . . TDistributeur

Fournisseur

mb (m-1)b b

mb b mb 2b mb mb

(m-1)b (m-2)b a1 a3m

0 (m-1)b 0 (m-2)b 0 0 a1 a3m

FIGURE 5.11 – Solution du problème 2ULS-IB-S-NLS dans la preuve du théo-
rème 5.5.

Ainsi, par le théorème 5.3, le problème 2ULS-IB-S-NLS est NP-difficile au sens fort.

5.6.4 Le problème 2ULS-IB-SR-NLS

Le problème 2ULS-IB-SR-NLS est au moins aussi difficile que le problème 2ULS-IB-S-NLS
qui est NP-difficile au sens fort (théorème 5.5).

Théorème 5.6

Le problème 2ULS-IB-SR-NLS avec une capacité de stockage stationnaire est NP-difficile
au sens fort.

La preuve du théorème est identique à celle du théorème 5.5 en imposant une capacité de
stockage au niveau du distributeur induisant qu’aucune unité n’est stockée à ce niveau dans
une solution optimale.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une analyse de complexité des problèmes de lot-
sizing à deux niveaux avec capacité de stockage. Nous avons proposé un algorithme de pro-
grammation dynamique en O(T 4) pour résoudre le problème où la capacité de stockage est
limitée au niveau du distributeur. Pour le cas où la contrainte de capacité de stockage est
imposée au niveau du fournisseur, nous avons montré que le problème est NP-difficile. Un
algorithme de programmation dynamique pseudo-polynomial est présenté pour résoudre ce
problème, ce qui montré qu’il est NP-difficile au sens faible. Nous avons également montré
qu’en ajoutant la contrainte de no lot-splitting, le problème ULS avec contrainte de capacité
de stockage ainsi que le problème 2ULS avec des contraintes de capacité au niveau du distri-
buteur, au niveau du fournisseur ou aux deux niveaux sont NP-difficile au sens-fort.

Les tableaux suivants résument les résultats de complexité pour le problème de lot-sizing
à deux niveaux avec une capacité de stockage :
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Problème Complexité

LS-IB polynomial Atamtürk et Küçükyavuz (2008), Love
(1973)

2ULS-IB-R polynomial (Section 5.3)

2ULS-IB-S
polynomial avec des coûts spécifiques et une capacité
stationnaire (Jaruphongsa et al., 2004)
NP-difficile (Section 5.4)

2ULS-IB-SR NP-difficile (Section 5.5)

TABLE 5.1 – Résultats de complexité des problèmes de lot-sizing à deux niveaux
avec une capacité de stockage limitée et pas de contrainte NLS.

Problème Complexité

LS-IB NP-difficile au sens fort (Section 5.6.1)

2ULS-IB-R-NLS NP-difficile au sens fort (Section 5.6.2)

2ULS-IB-S-NLS
NP-difficile avec des fenêtres de temps et une capacité
constante (Jaruphongsa et al., 2004)
NP-difficile au sens fort (Section 5.6.3)

2ULS-IB-SR-NLS NP-difficile au sens fort (Section 5.6.4)

TABLE 5.2 – Résultats de complexité des problèmes de lot-sizing à deux niveaux
avec une capacité de stockage limitée et la contrainte NLS.

Perspectives
Une extension possible à cette étude est l’amélioration de la complexité pour résoudre le

problème 2ULS-IB-R. De plus, la complexité du problème 2ULS-IB-S avec des structures de
coûts quelconques et une capacité de stockage stationnaire reste un problème ouvert. Le pro-
blème de lot-sizing avec une capacité de production stationnaire peut être résolu en temps
polynomial alors que le cas général est NP-difficile. Ce problème étant proche de notre pro-
blème avec une capacité de stockage, cela nous laisse penser qu’il serait possible de trouver
un algorithme polynomial pour le cas avec une capacité de stockage stationnaire au niveau du
fournisseur.

Une autre perspective possible est de considérer un problème de lot-sizing où le fournis-
seur et le distributeur partagent le même entrepôt de stockage. La capacité de stockage devient
alors commun aux deux niveaux. La complexité de ce problème est ouvert. Cependant, étant
donné que le problème où la capacité de stockage au niveau du fournisseur est NP-difficile, le
problème avec une capacité de stockage devrait également être NP-difficile.

D’un point de vue pratique, il serait également intéressant de développer des algorithmes
efficaces et exactes pour résoudre les problèmes qui ont été montrés NP-difficile. Des pistes
d’étude consistent à améliorer la complexité de l’algorithme de programmation dynamique
présenté dans la section 5.5, ou à étudier la formulation mathématique afin de déterminer des
inégalités valides.

Nous avons montré que le problème de lot-sizing à deux niveaux avec une capacité de sto-
ckage au niveau du distributeur est polynomial. Une question intéressante à se poser serait de
déterminer si ce problème reste polynomial en considérant en plus une contrainte de capacité
de production stationnaire au niveau du distributeur.



109

Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons étudié des mécanismes de coordination des décisions de pla-
nification au sein d’une chaîne logistique à deux niveaux. Nous avons vu que dans une chaîne
logistique composée de deux acteurs indépendants où l’un d’entre-eux a le monopole, le coût
de l’acteur n’ayant pas le monopole peut être très mauvais. Notre but a alors été de minimiser
le coût de l’acteur dominé par un moyen d’incitation qui est le contrat. Après avoir exploré
les travaux existants dans la littérature concernant les problèmes de coordination et la mise
en place de contrats, nous avons constaté que la majorité des travaux ont porté sur à des pro-
blèmes EOQ. Mes travaux se sont alors tournés vers la mise en place de contrats entre les
acteurs d’une chaîne logistique dans le cadre des problèmes de lot-sizing dynamique. Nous
nous sommes intéressés à l’analyse de la complexité de nouveaux problèmes de lot-sizing is-
sus de la mise en place des contrats et à leur résolution, notamment par des algorithmes de
programmation dynamique.

Dans le chapitre 2, nous avons considéré le problème de coordination où le distributeur
a le monopole au sein de la chaîne logistique. Pour diminuer le coût du fournisseur, nous
avons proposé des contrats basés sur des transferts d’argent entre les acteurs. Les acteurs
étant individuels et indépendants, des hypothèses ont également été faites sur les informa-
tions connues par le fournisseur : soit le distributeur et le fournisseur partagent les mêmes
informations concernant les coûts du distributeur (information complète), soit le fournisseur
ne connaît qu’une partie des coûts du distributeur (asymétrie d’information). Dans le cas avec
information complète, nous avons montré que le problème avec un transfert d’argent sur le
coût total du fournisseur est équivalent à la résolution d’un problème 2ULS qui est polyno-
mial. Nous avons développé un algorithme de programmation dynamique polynomial pour
résoudre le problème de coordination dans le cas où aucun transfert d’argent n’est autorisé
entre les acteurs. Nous avons également prouvé qu’un transfert d’argent sur les coûts de sto-
ckage du distributeur rend le problème NP-difficile. Dans le cas avec asymétrie d’information,
les contrats proposés doivent satisfaire une contrainte de véracité garantie. Nous avons montré
qu’il n’existe pas d’algorithme approché à véracité garantie avec un rapport d’approximation
constant pour le problème de coordination avec un transfert d’argent, que le transfert soit sur
les coûts de stockage ou le coût total du distributeur.

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés au cas où le fournisseur a le monopole
au sein de la chaîne logistique. Dans ce cadre, le plan de production imposé par le fournisseur
est tel que toutes les unités sont stockées au niveau du distributeur. Tout d’abord, nous avons
étudié un contrat où le distributeur prend en charge les coûts de stockage du fournisseur et
un algorithme de programmation dynamique polynomial a été proposé pour déterminer le
contrat. Nous avons également proposé de coordonner les décisions de planification des ac-
teurs en s’inspirant des contrats de réservation de capacité. Le plan de production imposé par
le fournisseur peut être vu comme une capacité réservée par le fournisseur pour le distribu-
teur. Dans le cadre de la coordination, le fournisseur propose au distributeur un contrat où
le distributeur peut dépasser la capacité réservée par le fournisseur à condition qu’il paye les
coûts de production du fournisseur pour les unités produites au-delà de la capacité réservée.
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Afin de diminuer le coût total du distributeur, nous avons proposé d’étudier des contrats ba-
sés sur un transfert d’argent incluant une partie des coûts de production du fournisseur. La
mise en place des contrats étudiés dans ces chapitres nous a amené à étudier de nouveaux
problèmes de lot-sizing avec sous-traitance. Nous avons montré qu’il existe un algorithme de
programmation dynamique polynomial pour résoudre le problème dans le cas où le trans-
fert d’argent porte sur le coût total du fournisseur, ou dans le cas où le transfert inclut des
coûts fixes supplémentaires induits la sous-traitance. Nous avons prouvé que le problème où
le distributeur ne prend pas en charge les coûts fixes supplémentaires est NP-difficile.

Une analyse expérimentale a été présentée dans le chapitre 4. Dans ce chapitre, nous nous
sommes intéressés à l’évaluation du gain du fournisseur (resp. distributeur) dans le cas où le
distributeur (resp. fournisseur) a le monopole en proposant les différents contrats étudiés dans
les chapitres précédents. Dans le cas où le distributeur a le monopole, cette analyse a montré
que l’approche de coordination proposée dans cette thèse est intéressante car elle permet au
fournisseur d’avoir un gain est significatif dans le cas où il y a un transfert d’argent. Nous
avons observé que le contrat où le transfert d’argent porte uniquement sur le coût de stockage
permet au fournisseur d’avoir un gain très proche de celui qu’il aurait avec un transfert d’ar-
gent sur le coût total (par exemple, dans le cas avec information complète, pour T = 10, il y a
une différence d’au plus 1.6 points de pourcentage). Dans le cas où le fournisseur a le mono-
pole, les analyses expérimentales ont montré que le contrat où le distributeur prend en charge
les coûts de stockage du fournisseur peut lui permettre de diminuer son coût de manière si-
gnificative lorsque son coût de stockage est élevé (son gain peut atteindre 50% lorsque pF est
stationnaire). Parmi les contrats pour lesquels le transfert d’argent n’inclut pas les coûts de
stockage du fournisseur, celui avec un transfert d’argent sur le coût total du fournisseur est le
plus intéressant pour le distributeur. Nous avons également observé que lorsque le transfert
est sur le coût total du fournisseur, les instances pour lesquelles le gain du distributeur est le
meilleur correspondent au cas où le coût de fixe du fournisseur est stationnaire.

Les études faites dans les chapitres précédents se sont focalisées sur les problèmes de coor-
dination qui surviennent dans une chaîne logistique à deux niveaux. Dans le chapitre 5, nous
nous sommes intéressés à un autre problème de lot-sizing à deux niveaux : nous avons pro-
posé d’étudier des problèmes où la capacité de stockage peut être limitée, ce problème ayant
été peu étudiée dans la littérature pour les problèmes multi-niveaux. Cette contrainte est in-
téressante car en pratique, les entrepôts de stockage possèdent une capacité qui est limitée.
Nous avons développé un algorithme de programmation dynamique polynomial pour le cas
où la capacité de stockage est limitée au niveau du distributeur. Dans le cas où elle est limitée
au niveau du fournisseur, nous avons montré que le problème est NP-difficile. Nous avons
proposé un algorithme de programmation dynamique pseudo-polynomial pour résoudre ce
problème lorsque la capacité de stockage est limitée aux deux niveaux.

Les travaux de ma thèse ont mis en avant de nouveaux problèmes de lot-sizing pour les-
quels nous avons montré qu’ils étaient polynomiaux ou NP-difficiles. Une poursuite d’étude
naturelle pour pour cette dernière classe de problèmes consiste à utiliser des méthodes exactes
telles que la programmation dynamique pseudo-polynomial, des méthodes de coupes, des al-
gorithmes de Branch-and-Cut, ou bien des méthodes de décomposition pour les résoudre. Dans
le chapitre 5, nous avons montré que le problème 2ULS-IB-S est NP-difficile. Il existe de nom-
breuses études polyédrales pour les problèmes de lot-sizing (Pochet et Wolsey, 2006). Pour
le problème 2ULS-IB-S, il serait intéressant de déterminer des inégalités valides en se basant
sur les différentes formulations existantes pour les problèmes à deux niveaux. Ces inégalités
valides pourraient ensuite être utilisées par un algorithme de Branch-and-Cut.
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Dans le chapitre 2, nous avons introduit la problématique d’asymétrie d’information entres
deux acteurs d’une chaîne logistique. Sous l’hypothèse d’asymétrie d’information, une contrainte
couplante représentant la contrainte de véracité garantie doit être prise en compte dans les
problèmes de coordination avec transfert d’argent qu nous avons présenté pour inciter les ac-
teurs à ne pas mentir. De part la nature de cette contrainte (du fait qu’elle soit couplante),
nous pensons que la classe de complexité de ces problèmes change lorsqu’on inclut cette
contrainte. Cependant la preuve n’est pas si évidente, et la question sur la complexité des
problèmes de coordination avec transfert d’argent reste ouverte. Par ailleurs, en faisant une
relaxation lagrangienne où la contrainte relâchée correspond à la contrainte de véracité ga-
rantie, nous nous retrouvons avec des sous-problèmes indépendants par rapport aux profils.
Pour le problème avec transfert d’argent sur le coût total du distributeur, les sous-problèmes
induits peuvent être résolus par des algorithmes polynomiaux. En revanche, pour le cas avec
un transfert d’argent sur les coûts de stockage, les sous-problèmes induits sont NP-difficiles
(voir section 2.3.2). Dans ce cas, nous pouvons effectuer une double relaxation en relâchant
également la contrainte de rationalité individuelle, ou bien proposer un algorithme de résolu-
tion efficace pour le sous-problème induit.

Dans cette thèse, nous avons étudié le problème de coordination d’un point de vue théo-
rique. Une question intéressante à se poser consiste à se demander comment les transferts
d’argent inclus dans les contrats présentés peuvent être mis en place en pratique. Pour cela,
une piste d’étude serait d’investiguer les problématiques financières et le partage des risques
dans une chaîne logistique.

Il existe peu de travaux s’intéressant aux problèmes de coordination des décisions de pla-
nification dans le cadre dynamique, contrairement au cas continu. Ainsi, de nombreuses pers-
pectives existent suite aux travaux proposés dans ma thèse. L’une d’entre-elles consiste à étu-
dier d’autres contrats existants dans la littérature (Cachon, 2003) tels que le contrat avec par-
tage de revenu. Dans ce dernier, l’acteur qui n’a pas le monopole partage un pourcentage (qui
est à déterminer) avec celui qui a le monopole. Il serait également intéressant d’étudier les
contrats avec transfert d’argent combinés à des contraintes pratiques telles qu’une production
minimale, ou une capacité de stockage à ne pas dépasser.

Dans le chapitre 3, nous avons proposé un contrat reposant sur la réservation de capacité
et la sous-traitance. Cependant, dans ce contrat, le fournisseur a la possibilité d’imposer que
toutes les unités soient stockées chez le distributeur. En pratique, la capacité de stockage du
distributeur peut être limitée. De plus, nous avons montré que le problème 2ULS avec une
capacité de stockage limitée au niveau du distributeur peut être résolu en temps polynomial.
Il serait alors intéressant d’étudier ce problème de coordination en considérant une capacité
de stockage au niveau du distributeur. Cette contrainte peut amener le fournisseur à stocker
à son niveau, ce qui nous conduirait à étudier un problème de lot-sizing à deux niveaux avec
une sous-traitance et une capacité de stockage limitée au niveau du distributeur. Le problème
de lot-sizing mono-niveau avec une capacité de stockage limitée et de la sous-traitance peut
être résolu en temps polynomial (Chu et Chu, 2007). À notre connaissance, le problème à deux
niveaux n’a pas encore été étudié dans la littérature. De plus, il existe des algorithmes polyno-
miaux pour les problèmes de lot-sizing à deux niveaux avec une capacité de production et de
sous-traitance stationnaires au niveau du fournisseur (Sargut et Romeijn, 2007).
Une autre extension possible est de considérer que le fournisseur a une capacité de production
stationnaire. Dans ce cas, le fournisseur doit résoudre un problème CCLS pour déterminer son
plan de production de coût optimal. Du point de vue du distributeur, le contrat mis en place
doit prendre en compte la capacité de réservation et la capacité de production du fournisseur.
Cette capacité se traduit alors comme une capacité de sous-traitance limitée dans le problème



112 Chapitre 5. Problème de lot-sizing à deux niveaux avec capacité de stockage

de coordination. Atamtürk et Hochbaum (2001) ont montré que le problème CCLS avec une
capacité de sous-traitance stationnaire peut être résolu par un algorithme de programmation
dynamique polynomial. Il serait alors intéressant d’étudier la complexité de ce problème de
coordination et de proposer une méthode de résolution. Ensuite, une capacité de stockage
limitée pourrait être intégrer au modèle de coordination.

Le problème de coordination que nous avons étudié dans ma thèse considère deux acteurs
indépendants dans une chaîne logistique. Or, de nombreux acteurs interviennent dans les ac-
tivités de la chaîne logistique. Une extension serait alors de considérer plusieurs acteurs dans
une chaîne logistique où des relations plus ou moins fortes existent entre-eux. Par exemple, un
distributeur peut avoir un fournisseur préféré et inversement. Une piste d’étude consisterait
à étudier le problème de coordination où les acteurs peuvent faire des coalitions entre-eux. Le
but serait alors de déterminer des coalitions en tenant compte des affinités de chaque acteur
avec les autres ainsi que le partage de gain optimal entre les acteurs d’une même coalition.

Nous avons choisi de coordonner les décisions de planification dans un cadre d’intégra-
tion verticale, i.e. de considérer les différents niveaux d’activités dans une chaîne logistique
(dans ma thèse il s’agit de la production et de la distribution). Une poursuite d’étude possible
serait de coordonner les décisions de planification en considérant une intégration horizontale
dans le cadre des problèmes de lot-sizing. Dans une intégration horizontale, nous prenons
en compte les acteurs intervenant dans un même niveau (et donc une même activité) de la
chaîne logistique. Un problème de coordination qu’il serait intéressant d’étudier dans ce cadre
consisterait à mettre en place un contrat entre deux ou plusieurs acteurs d’un même niveau
afin qu’ils déterminent un unique plan de production commun. Par exemple, au niveau de la
distribution, le contrat permettrait à plusieurs distributeurs de déterminer d’une quantité de
réapprovisionnement commune auprès d’un fournisseur afin d’amortir le coût fixe de produc-
tion. De plus, d’après le contrat existant sur les prix de gros, le fournisseur pourrait les inciter
à s’approvisionner en grande quantité en leur proposant un prix plus bas.

Une dernière piste de recherche consiste à considérer une chaîne logistique composée d’au
moins trois niveaux. Dans ce cas, il n’est pas évident d’appliquer directement le mécanisme de
coordination présenté dans cette thèse. En effet, chaque décision de planification prise à un ni-
veau affecte les décisions des autres acteurs. Plaçons nous dans le cadre d’une chaîne logistique
à trois acteurs (un fournisseur, un producteur et un distributeur). Une première remarque est
que si le monopole est détenu par le production (et donc par le niveau au milieu de la chaîne),
le problème de coordination est différent. Le producteur impose son plan de production au
distributeur et son plan de réapprovisionnement au fournisseur. Cependant, le distributeur et
le fournisseur ne peuvent pas proposer chacun un contrat au fournisseur de manière indépen-
dante. En effet, le contrat proposé par le distributeur au producteur a un impact sur le plan de
production du fournisseur (de même, si le fournisseur propose un contrat au producteur, cela
aura un impact sur le plan de réapprovisionnement du distributeur). Supposons maintenant
que l’acteur qui a le monopole est le distributeur. Il impose alors son plan de réapprovision-
nement au producteur, puis le producteur se réapprovisionne auprès du fournisseur. Dans ce
cas, une piste d’étude est d’étudier le mécanisme de coordination suivant afin de diminuer
le coût du fournisseur et du producteur. Le production propose au distributeur un contrat
composé d’un plan de réapprovisionnement et d’un transfert d’argent vérifiant la contrainte
de rationalité individuelle. Si le distributeur accepte ce contrat, le production propose alors
au fournisseur un contrat composé d’un plan de réapprovisionnement ainsi qu’un partage de
revenu de sorte que le coût du producteur ne se détériore pas.
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