N
N

N

HAL

open science

Synthese d’observateurs intervalles a entrées inconnues
pour les systémes linéaires a parametres variants

Nicolas Ellero

» To cite this version:

Nicolas Ellero. Synthese d’observateurs intervalles a entrées inconnues pour les systémes linéaires a
parametres variants. Automatique / Robotique. Université de Bordeaux, 2018. Frangais.

2018BORDO0106 . tel-01898944

HAL Id: tel-01898944
https://theses.hal.science/tel-01898944
Submitted on 19 Oct 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

NNT:


https://theses.hal.science/tel-01898944
https://hal.archives-ouvertes.fr

universitce
*BORDEAUX

THESE PRESENTEE
POUR OBTENIR LE GRADE DE

DOCTEUR DE
L’UNIVERSITE DE BORDEAUX

ECOLE DOCTORALE DES SCIENCES PHYSIQUES ET DE L'INGENIEUR

SPECIALITE : Automatique, productique,
signal et image, ingénierie cognitique

Par Nicolas ELLERO

Synthese d’observateurs intervalles a entrées
inconnues pour les systemes linéaires a
parametres variants

Sous la direction de David HENRY
Co-encadrant : David GUCIK-DERIGNY

Soutenue le 12 Juillet 2018

Membres du jury :

M. COCQUEMPOT Vincent Professeur Université de Lille Président

M. ZOLGHADRI Ali Professeur Université de Bordeaux Examinateur
M. RAISSI Tarek Professeur CNAM Rapporteur
M. RAGOT José Professeur Université de Lorraine  Rapporteur
M. GUCIK-DERIGNY David Maitre de Conférences Université de Bordeaux Co-encadrant
M. HENRY David Professeur Université de Bordeaux Dir. de these






Titre : Synthese d’observateurs intervalles a entrées inconnues pour les systemes li-
néaires a parametres variants

Réssumé : Cette these porte sur la conception d'une classe particuliere d’estimateurs
d’état, les observateurs intervalles. L’objectif est d’estimer de maniere garantie, les bornes
supérieure et inférieure de ’ensemble admissible de I’état d'un systeme, a chaque instant
de temps. L’approche considérée repose sur la connaissance a priori du domaine d’ap-
partenance, supposé borné, des incertitudes du systeme (incertitudes de modélisation,
perturbations, bruits, etc). Une classe d’observateurs intervalles a entrées inconnues est
proposée pour la classe des systemes Linéaires a Parametres Variants (LPV). La syntheése
des parametres de I'observateur repose sur la résolution d’un probleme d’optimisation sous
contraintes de type inégalités matricielles linéaires (LMI) permettant de garantir simulta-
nément les conditions d’existence de I’observateur ainsi qu'un niveau de performance, soit
dans un contexte énergie, soit dans un contexte amplitude ou soit dans un contexte mixte
énergie/amplitude. Plus particulierement, la performance de ’observateur repose sur une
technique de découplage pour annuler les effets des entrées inconnues et une technique
d’optimisation destinée a minimiser, au sens de critéres de type gain L5 et/ou gain L,
les effets des perturbations sur la largeur totale de I'enveloppe de I’état du systeme LPV.
La méthodologie de synthese proposée est illustrée sur un exemple académique. Enfin, la
méthodologie est appliquée au cas de la phase d’atterrissage du véhicule spatial HL20,
sous des conditions de simulations réalistes.

Mots clés : Observateurs intervalles, Systemes LPV, Entrées inconnues, Inégalités ma-
tricielles linéaires, gain Lo, gain L.

Title : Unknown input interval observer for linear parameter varying systems

Abstract : This thesis addresses the design of a class of estimator, named interval ob-
server, which evaluates in a guaranteed way, a set for the state of the system at each
instant of time. The proposed approach is based on a priori knowledge of bounded sets for
the system uncertainties (modeling uncertainties, disturbances, noise, etc.). A methodo-
logy to design an interval observer is proposed for the class of Linear Parameter Varying
(LPV) Systems. The feasibility of the latter is based on the resolution of linear Matrix
Inequalities (LMI) constraints allowing to simultaneously get the existence conditions of
the interval observer and a certain level of a priori given performance for the state estima-
tion of the system. Specifically, the estimate performance level is based on a decoupling
technique to avoid the unknown inputs effect propagation and an optimization technique
to minimize, in the £5 and/or L, gain sense, the effects of disturbances on the estimated
interval length for the state of the LPV system. The design methodology is illustrated on
academic examples. Finally, the methodology is applied on the landing phase of the HL20
shuttle

Keywords : Interval observer, LPV systems, Unknown inputs, Linear Matrix Inequality,
Lo-gain, L -gain
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Introduction Générale

Sur les dernieres décennies, nous assistons a une tres forte progression des travaux de
recherche de la communauté automaticienne dans les domaines du controle et de la sur-
veillance basée sur des modeles. Un grand nombre de méthodes développées sont basées
sur la connaissance de 1’état du systeme et d’un ensemble de parametres internes. Pour
des raisons économiques, de faisabilité ou encore technologiques, ces variables ne sont pas
toujours mesurables. Une solution possible consiste a mettre en ceuvre un processus d’es-
timation en utilisant un systeme dynamique auxiliaire, appelé observateur. L’estimation
de I’état du systeme est alors effectuée en temps réel. Son principe méthodologique repose
sur la mesure des entrées, des sorties et la connaissance du modele dynamique du systeme.

Le probleme d’estimation d’état basé sur des modeles linéaires a largement été étudié
dans la littérature en considérant, notamment, I'observateur de Luenberger [67, 68] dans
le cadre déterministe et le filtre de Kalman [58, 59] dans le cadre stochastique. Le prin-
cipe fondamental du filtre de Kalman repose sur la minimisation de la variance de I’erreur
d’observation sous des hypotheses stochastiques pour les bruits d’état et de sortie affec-
tant le systeme, fournissant de facto, une estimation optimale de I’état, au sens de ces
hypotheses. Par la suite, ces approches ont été étendues a ’estimation d’état des systemes
non linéaires, voir par exemple 'ouvrage [11]. Parmi ces approches, nous pouvons citer
le filtre de Kalman étendu [91], le filtre de Kalman sans parfum [99], le filtre de Kalman
aux différences divisées [77], le "cubature Kalman filter” [6] pour le cadre stochastique, ou
encore les observateurs a grand gain [61] pour le cadre déterministe.

Une approche alternative aux précédentes est ’approche dite par intervalles ou encore
appelée ensembliste ("set-membership approaches” en anglais). Cette approche repose sur
la connaissance d’'un domaine d’appartenance, supposé connu et borné, des incertitudes
du modele (incertitudes de modélisation, perturbations, bruits, etc). Dans certains cas,
comme nous le verrons plus tard, il est aussi indispensable de connaitre la nature station-
naire ou non des incertitudes de modélisation. Dans ce contexte a erreurs inconnues mais
bornées, la stratégie consiste a évaluer de maniere garantie, un ensemble admissible pour
le vecteur d’état a chaque instant de temps.

Les différentes méthodes d’estimation qui existent dans la littérature peuvent étre re-
groupées sous deux principales catégories [84].

e La premiere catégorie [57, 83] repose sur le mécanisme de prédiction/correction que
I’on retrouve également dans le principe du filtre de Kalman. L’étape de prédiction
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consiste a évaluer I’ensemble admissible de I’état d’un systeme, a I'instant de temps
suivant, par la résolution numérique garantie d’une équation différentielle ordinaire
(EDO) qui exploite la connaissance des incertitudes du modele et le domaine admis-
sible par I’état a I'instant présent. L’étape de correction réduit le domaine prédit en
supprimant les valeurs de ’état incompatibles avec le vecteur des mesures du sys-
teme. Néanmoins, l'existence d’'un phénomene numérique lié a la propagation des
incertitudes appelé "wrapping effect” en anglais, limite le domaine d’application de
ce type d’approche a des incertitudes de faibles amplitudes, voir par exemple [98].
L’approche proposée par [62] tente de palier ce probléme en exploitant le théoreme
de Miiller [76]. L’idée consiste a transformer le modele incertain en deux modeles ne
présentant aucune incertitude. Le lecteur intéressé pourra se référer a la publication
[62] pour de plus amples détails.

e La deuxieéme catégorie, appelée observateur intervalle [32], repose sur la théorie des
systemes monotones. Initialement introduite dans [45], la stratégie repose sur 1'utili-
sation de deux observateurs, chacun de structure de type observateur de Luenberger.
L’un assure I'estimation de la borne supérieure de ’état et 'autre est en charge d’es-
timer sa borne inférieure. Une propriété centrale utilisée dans cette théorie est la
propriété de coopérativité de la dynamique des erreurs d’observation [92] (appelée
aussi familierement la propriété Metzler car la matrice d’évolution de 1’équation
dynamique des erreurs d’observation est recherchée Metzler).

Un avantage non négligeable des observateurs intervalles par rapport a l'approche repo-
sant sur le mécanisme de prédiction/correction, réside dans la possibilité de déterminer
les parametres des observateurs afin de satisfaire des contraintes a priori fixées, comme la
vitesse de convergence de I’encadrement de I’état ou encore des criteres de type "minimi-
sation de la taille de I’enveloppe par rapport a des entrées éxogenes”, au sens d'une norme.

Les travaux présentés dans ce manuscrit s’inscrivent dans cette dynamique. Plus particu-
lierement, nos travaux de recherche abordent la problématique de synthese d’observateurs
intervalles pour les systemes a temps continu, modélisés par une représentation d’état a
Parametres Variants (LPV, acronyme du terme anglo-saxon Linear Parameter Varying).
Cette classe de modeles représente un intérét tout particulier, car elle permet d’exprimer
la dynamique de nombreux systémes non linéaires (parfois de fagon équivalente au mo-
dele non linéaire), sous un formalisme permettant d’utiliser les outils de la théorie des
systemes linéaires tels que les normes induites de vecteurs pour 'analyse et la formulation
des performances, etc.

Nos travaux de recherche sont présentés dans ce manuscrit au travers de quatre chapitres :

Le chapitre 1 débute par la présentation du formalisme LPV. Nous rappelons alors les
propriétés de stabilité ainsi que les criteres de performance pour cette classe de modeles.
Nous abordons ensuite les notions fondamentales associées a la théorie des observateurs
intervalles, en particulier les notions de monotonie et de coopérativité, voir [45]. La suite
est dédiée a I'état de l'art sur la conception d’observateurs intervalles pour les systemes
Linéaires & Temps Invariant (LTT), puis les systemes Linéaires & Temps Variant (LTV) et
finalement les systémes Linéaires a Parametres Variants (LPV). L’objectif est de présenter
les contributions majeures de la littérature permettant d’étendre la théorie des observa-
teurs intervalles a une classe de systemes toujours plus large. Plus particulierement, cette
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partie aborde les méthodes dédiées a la relaxation des conditions d’existence d’un observa-
teur intervalle (méthodes par changement de coordonnées, méthodes par transformation
en systéme positif, méthodes de découplage des entrées inconnues) et a la performance au
sens d’une norme induite par les vecteurs (i.e. gains £1,£5,L.).

Dans une seconde partie, une étude comparative de ces méthodes est réalisée, afin de
mettre en évidence certains verrous théoriques existant. Comme nous allons le voir, cette
analyse justifie les axes de recherche retenus, a savoir :

1. la problématique de synthese d’observateurs intervalles pour la classe des systemes
LPV a entrées inconnues.

2. la problématique de synthese d’observateurs intervalles vérifiant simultanément les
conditions d’existence de ceux-ci et permettant de satisfaire un certain niveau de
performance pour I'encadrement estimé, au sens de criteres de type gain L9,L .

Ces deux problématiques sont celles que nous abordons dans les chapitres 2 et 3 de ce
manuscrit. Nous y présentons des solutions méthodologiques qui constituent les contribu-
tions principales de nos travaux de recherche.

Le chapitre 2 présente ainsi un résultat intermédiaire avant la contribution principale de
ce manuscrit (chapitre 3), en étendant certains résultats de la littérature sur la synthese
d’observateurs intervalles a entrées inconnues pour la classe des systemes LT1. Plus parti-
culierement, les développements méthodologiques établis visent a proposer une solution au
probleme de synthese des observateurs intervalles sous contraintes simultanées d’existence
et de performance. La synthese des parametres de ’observateur intervalle repose alors sur
une méthode combinant une technique de découplage pour annuler 'effet des entrées in-
connues et la minimisation d’un critere H.,, permettant d’atténuer I'influence des bruits
et des perturbations, sur ’estimation par intervalle, dans un contexte "pire-cas”. Nous
montrons alors que le probleme peut se formuler comme un probleme d’optimisation semi-
défini SDP (acronyme anglo-saxon pour Semi Definite Programming), c’est a dire comme
un probléeme d’optimisation convexe sous contraintes LMI (acronyme anglo-saxon pour
Linear Matrix Inequalities). Le processus d’optimisation est complété par une contrainte
de placement de poles formulée par une performance D-stabilité, afin de contraindre la
vitesse de convergence de la dynamique de ’encadrement. La propriété de cooperativité
des erreurs d’observation est assurée a priori par une transformation de coordonnées sur
I’état du systeme. La méthode proposée est illustrée sur un exemple académique.

Le chapitre 3 présente la principale contribution de cette these. Une nouvelle méthodo-
logie de synthese d’observateurs intervalles pour les systemes LPV a entrées inconnues,
est proposée. L’originalité de la méthode proposée réside dans la synthese des parametres
de l'observateur intervalle qui permet de garantir simultanément les conditions d’exis-
tence de I'observateur (stabilité, cooperativité), de découplage des entrées inconnues et
un niveau de performance pour l'encadrement estimé, au sens de criteres de type gain
Ly et/ou gain L. La synthese des parametres repose sur un processus d’optimisation,
formulé en contraintes LMI, pour atténuer 'influence des perturbations non découplées,
au sens énergétique (gain Ly) et/ou au sens amplitude (gain L.,). Il est & noter que cette
méthode ne nécessite aucune transformation du systeme (transformation par changement
de variables, transformation en systeme positif) pour assurer la coopérativité des erreurs
d’observation. En d’autres termes, nous montrons comment la résolution d’un probleme
SDP permet de garantir simultanément la coopérativité des erreurs d’observation, le dé-
couplage des entrées inconnues et des niveaux de performance au sens de criteres de type
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gain Ly et/ou gain L. La méthodologie développée est illustrée au travers d’une appli-
cation académique.

Le chapitre 4 est dédié¢ a la mise en ccuvre de la méthodologie développée dans le cha-
pitre 3, au cas de la phase d’atterrissage automatique du véhicule HL20 au cours d'une
mission de rentrée atmosphérique [10, 54, 55]. L’objectif consiste & estimer de maniére
garantie, les vitesses longitudinale, latérale et verticale du véhicule HL.20 tout au long de
sa phase de vol. La validation de I'approche proposée est faite au travers d’un simulateur
haute fidélité développé sous Matlab-Simulink qui tient compte de tous les phénomenes
dynamiques et aérodynamiques non linéaires liés, non seulement aux caractéristiques du
véhicule lui méme, mais encore aux conditions atmosphériques (vents de cisaillement, tur-
bulences atmosphérique, etc.). Ce chapitre se termine par la présentation des résultats
obtenus. Ces derniers permettent de souligner le potentiel de 'approche développée.

Le manuscrit se termine alors par une conclusion générale dans laquelle nous rappelons
les contributions majeures de nos travaux et énumérons des perspectives de recherche.



Chapitre

Etat de Part

Ce chapitre a pour objectif dans un premier temps, de dresser un panorama des outils
méthodologiques permettant d’aborder le probleme d’analyse de stabilité et de mesure de
performance pour la classe des systemes LPV. Il présente également la théorie des systemes
monotones que nous utiliserons tout au long de ce mémoire, pour aborder le probleme de
synthese des observateurs intervalles LPV. Dans un deuxieme temps, il dresse un état de
I’art sur la théorie des observateurs intervalles, pour la classe des systemes LTI, LTV et
LPV. Ce diaporama des méthodes recensées dans la littérature, nous a permis de mettre
en perspective les différentes relaxations théoriques possibles afin de proposer un cadre
méthodologique novateur pour la synthese d’observateurs intervalles sous contraintes de
performance, pour la classe des systemes LPV, ce qui constitue les contributions de nos
travaux de recherche. Il est a noter que les classes des systemes a retard et a commutations
ne font pas 'objet de nos travaux de these. Le lecteur intéressé peut se référer a la liste
non exhaustive des travaux suivant : [81, 31, 15, 40].

1.1 Notations

Les opérateurs >, <, > et < représentent des opérateurs d’inégalité définis élément par
élément. Soient deux matrices A = [a;;] € R™*™ et B = [a;;] € R™*", nous définissons :

Vec{><,><},Ae B & q; e b;, Vie{l,--- m},Vjie{l - ,n} (LI

Il est a noter que ces opérateurs ne doivent pas étre confondus avec les opérateurs per-
mettant de définir une matrice définie positive (A = 0), négative (A < 0), semi-définie
positive (A = 0) ou semi-définie négative (A < 0).

Dans nos travaux, nous utilisons les normes de vecteurs. Celles-ci sont définies de la fagon
suivante [66, 89, 78] :

T
Définition 1.1 (p-norme de vecteurs). La p-norme d'un vecteur x = |x; x5 --- mn} €
R™ est définie par :

1
n 13
S il . pourl1<p<oo
Izl = i=1

maz |zil, pour p = 0o

(1.2)
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Définition 1.2 (norme L, et espace £, de signaux). L’espace L, ([0,00),R™) désigne
I'espace de Lebesgue des fonctions mesurables f : [0,00) — R" tel que

L, (0,00),R") = {f: [0,00) = R" | [|fllz, < oo} (1.3)

ou la norme £, est définie par :

e (/ ||f<t>||2dt), pour 1< p < o0 "

0
supl| f(t) ]2, pour p = 00
>0

Afin d’alléger la notation du manuscrit, la notation L est privilégiée pour définir
I'espace £, ([0,00),R"). Il est a noter que cette définition est communément utilisée [66,
89] et adaptée aux travaux de recherche présentés dans ce manuscrit, mais constitue
toutefois un cas particulier de la définition énoncée dans [78].

1.2 Stabilité et performance des systemes LPV

Dans cette sous-section, nous présenterons les notions de stabilité et de performance
pour la classe des systémes! LPV [101, 66, 88, 28]. Ces dernieres sont couramment consi-
dérées dans la littérature et ont fait I'objet de nombreux travaux [74, 90] que ce soit dans
un contexte de controle, de diagnostic ou encore d’estimation d’état.

Les modeles LPV représentent une classe de modeles permettant de modéliser, sous cer-
taines conditions, des procédés dont les caractéristiques dynamiques peuvent varier avec
les conditions de fonctionnement. La représentation d’état d’un tel modele est donnée par

A(0(1))x(t) + B(O(t))ult)

CO(1)x(t) + DOE)u(t) (15)

—_——
< 8
—~
S
~— —

I

oux € R", u € R™, y € RP représentent respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de
T

sortie du systeme. 6(t) = {01(2&), Oa(t), - - ,91(75)} € R! désigne le vecteur des paramétres

susceptible d’évoluer au cours du temps dans un compact @ dont les bornes sont connues

a priori. Les matrices sont définies par A : @ — R™" B : 60 — R™™, (C : O — RP*",

D :© — RP*™,

Selon les hypotheses faites sur la structure de la dépendance paramétrique en # du mo-
dele (1.5), il existe deux formalismes permettant d’aborder les problemes de stabilité et
de mesure de performance, i.e. le formalisme LFT (acronyme anglo-saxion pour Linear
Fractionnal Transformation) [69, 24, 50, 51] et le formalisme polytopique [7, 46, 14].

Dans nos travaux, nous nous intéresserons plus particulierement aux classes suivantes :

1. Dans ce mémoire et comme souvent cela est fait dans la litterature, nous utiliserons indifféremment
la terminologie "systeme LPV” et "modele LPV”, sachant que, bien entendu, il s’agit fondamentalement
d’un modele.
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(i) Lareprésentation affine est caractérisée par une représentation d’état ou les matrices
A(0(t)), B(O(t)), C(0(t)) et D(O(t)) admettent la structure :

co o] -l Blgeols 5] e

ou A; e R B, e ™ C; e RP*™ D; € RP*™ € {0,---,l} et pour tout 6 € 6.

(ii) La représentation polytopique est caractérisée par une représentation d’état ou les
matrices A(6(t)), B(0(t)), C(6(t)), et D(6(t)) admettent la structure :

A1) BO®)] & A B
[ow(t» D<e<t>>1 = 2 m(0() [c D] (L.7)

2l
ol y;(0(t)) >0, > pi(A(t)) =1 et les matrices A; e R By e R () e RPX™,
i=1

D, e RP*™ j ¢ {1,---,2'} représentent les sommets du polytope.

Remarque 1.1. Une représentation d’état est dite quasi-LPV (q-LPV) lorsque le vecteur
de parametres € dépend explicitement de I'état x. Cette classe de systemes ne fait pas
I'objet des travaux concernés par cette these et ne sera donc pas considérée pour la suite.

On pourra noter que la classe des systemes LPV présente plusieurs intéréts. Elle en-
globe notamment, les classes des modeles LTT et LTV. En effet :

e lorsque la trajectoire du vecteur de parametres 6 est parfaitement connue pour
chaque instant de temps t alors la représentation d’état d'un systeme LPV (1.5)
peut se réécrire sous la forme d’une représentation d’état d’un systeme LTV décrite
par :

(1.8)

{x‘(t) = A(t)z(t) + B()u(t)
y(t) = C()a(t) + D(tyu(t)

e lorsque le vecteur de parametres 6 est fixé a une valeur particuliere alors le modele
(1.5) est réduit a une représentation d’état d'un systeme LTT :

y(t) = Cz(t) + Du(t) (1.9)

{:t(t) = Az(t) + Bu(t)
Un autre avantage de la représentation LPV est de permettre, sous certaines conditions,
I’étude des systemes non linéaires via les fondements de la théorie des systemes linéaires.
L’idée principale consiste a transformer un modele non linéaire en un modele LPV ou
q-LPV équivalent, en utilisant par exemple des techniques basées sur la linéarisation, la
transformation d’état ou encore la substitution [90, 96]. A titre d’illustration, on peut
citer les travaux présentés dans [84], qui introduisent une méthodologie de conception
d’observateurs intervalles pour les systemes non linéaires, en utilisant une méthode par
linéarisation garantie autour d’un domaine de fonctionnement. La méthode proposée,
basée sur ’analyse par intervalle, est garantie au sens ou elle assure que la trajectoire du

systeme non linéaire est encadrée par I’ensemble des trajectoires admissibles du modele
q-LPV.
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1.2.1 Stabilité

Intéressons nous a présent aux propriétés de stabilité des systemes LPV. Notre objectif
est de rappeler les théoremes importants dans ce domaine. Rappelons que ces théoremes
sont basés sur la théorie de Lyapunov permettant d’établir la propriété de stabilité asymp-
totique intrinseque des systemes. Pour plus de détails sur les différentes formes de stabilité
d’un systeme, le lecteur peut se référer a [14, 60].

1.2.1.1 Principe

Le principe général est énoncé dans le Théoreme 1.1.

Théoréme 1.1 (Théoreme de stabilité au sens de Lyapunov. Théoreme 2.2.2 page 39 [14]
et Théoreme 4.1 page 114 [60]). Soit un systéme dynamique décrit par :

{igé))::iim(t)) (1.10)

ou f: D — R"™ est une fonction localement Lipschitz sur un domaine D C R™.

Soient un point d’équilibre x.= 0 € D (c’est a dire qui vérifie f(x.)) = 0) et une fonction
continument différentiable V : D — R telle que :

(i) :V(0)=0
(1) :V(x) >0 surle domaine D — {0} (1.11)
(iii) :V(z) <0 sur le domaine D

Alors x, est un point d’équilibre stable et la fonction V' est appelée fonction de Lyapunov
pour le systéme (1.10). De plus si V(x) < 0 sur le domaine D — {0} alors x. est un point
d’équilibre asymptotiquement stable.

Considérons a présent le systeme dynamique décrit par :
(t) = A(O(t t
(1) = A(B(1))x(1) )
x(0) =z

ouz € R", 0 € © C Rl est le vecteur de parametres et la fonction matricielle A : @ — R™ ™.

Les propriétés de stabilité quadratique et de stabilité quadratique robuste, se déduisent
alors du Théoreme 1.1.

1.2.1.2 Stabilité quadratique

Définition 1.3 (Stabilité quadratique). Le systeme (1.12) est dit quadratiquement stable
¢'il existe une matrice P € R™™ ot P = PT = 0 telle que V(z) = 27 Px est une fonction
de Lyapunov pour le systeme (1.12).

D’apres la structure de la fonction V(x), les conditions (i) et (i) du Théoreme 1.1 sont
satisfaites. Par conséquent, la fonction V' (z) est une fonction de Lyapunov pour le systeme
(1.12) si la condition (744) du Théoreme 1.1 est vérifiée. Ainsi, une définition équivalente
de la stabilité quadratique est :
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Définition 1.4. Le systeme (1.12) est dit quadratiquement stable s’il existe une matrice
P ¢ R¥" ott P = PT » ( vérifiant pour toutes les trajectoires possibles du vecteur de
parametres 0(t) € O :

AO)TP + PAG(t)) <0 (1.13)

En admettant que la matrice A(6(t)) soit polytopique, alors la stabilité quadratique du
systeéme (1.12) présentée dans la Définition 1.4, est réduite & un nombre fini de contraintes.

2l
Lemme 1.1. Le systéme (1.12) avec A(0(t)) = Z,ul(é’(t))flz est dit quadratiquement
i=1

stable s7il existe une matrice P € R™" ot P = PT = 0 telle que :
ATP+ PA; <0, ie{l,---,2} (1.14)

Démonstration. La preuve est directe en utilisant la structure de la matrice A(0(t)) et la
Définition 1.4. [

Notons que lorsque la matrice A(0(t)) est affine en 6 et lorsque les bornes de son
compact sont connues, alors il est toujours possible de transformer la matrice A(6(t))
et d’appliquer le Lemme 1.1. De plus, on pourra vérifier que les définitions et le lemme
précédents sont tout a fait valides aussi bien dans le cas des parametres invariants dans le
temps que variants dans le temps, d’ou le caractere conservateur bien connu de la propriété
de stabilité quadratique.

1.2.1.3 Stabilité quadratique robuste

Dans certains cas et bien que le systeme soit asymptotiquement stable, nous ne pou-
vons pas le démontrer a 1’aide de la théorie de la stabilité quadratique (voir exemple 2.3.3
p45 [14]). Pour pallier ce probleme, la notion de stabilité quadratique a été étendue a la
notion de stabilité quadratique robuste.

La stabilité quadratique robuste repose sur 'utilisation d’une fonction de Lyapunov dé-
pendant du vecteur de parametres 6. Cette modification assure la prise en compte des
informations sur la vitesse de variation du vecteur de parametres et permet, par consé-
quent, de différencier les parametres variants et invariants dans le temps.

Définition 1.5 (Stabilité robuste). Le systeme (1.12) est dit robustement stable s’il
existe une matrice P(A(t)) € R™™ ot P((t)) = P(6(t))" = 0 telle que, V0 € O, V(z) =
2T P(0(t))z est une fonction de Lyapunov pour le systéme (1.12).

De maniere similaire a la définition de la stabilité quadratique, on déduit la définition
suivante.

Définition 1.6. Le systéme (1.12) est dit robustement stable s’il existe une matrice

P(6(t)) € R™™ ot P(A(t)) = P(0(t))T = 0 vérifiant pour toutes les trajectoires possibles
du vecteur de parametres 0(t) € O :

AO@)TPO(t)) + P(O(1)AB(t)) + P(A(t)) <0 (1.15)

9
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La vérification de la Définition 1.6 est généralement difficile pour une matrice P(60(t))
quelconque. Ce probleme peut étre résolu en considérant la classe des matrices de Lyapu-
nov a dépendance affine en #, ce qui conduit a la notion de la stabilité quadratique affine
initialement proposée dans [42].

Définition 1.7 (Stabilité quadratique affine, Définition 2.1 dans [42]). Le systeme (1.12)
est affine quadratiquement stable (AQS) s'il existe K + 1 matrices symétriques Py, Py, - - -,
Py € R™*™ telles que les inégalités

P(dg(t)) =F+ Ql(t)Pl + 92(t)P2 + -+ 0[(25)Pl >0 (116)
AONTPO()) + P(O()AB(t)) + P(Ot)) — Py <0 (1.17)

sont satisfaites pour toutes les trajectoires du vecteur des parametres 6 € 6.

Il est a noter que la stabilité quadratique, présentée dans la Définition 1.4, est un cas
particulier de la stabilité quadratique affine avec P = F,. De plus, lorsque la matrice
A(0) est a dépendance affine en 6, alors les contraintes (1.16)-(1.17) de la Définition 1.7
peuvent se réduire a un nombre fini de LMIs. Pour y parvenir, les bornes supérieure et
inférieure de chaque élément 6;(t), 6;(t), i € {1,--- 1} du vecteur de parametre 6(t) =
[01 (t),--- ,Hl(t)}T et sa dérivée (t) = [91 (t),--- ’él(t)r doivent satisfaire les conditions
suivantes :

(i) chaque parametre 6;, ¢ € {1,--- ,l} appartient & un ensemble borné et connu

0; € 0., 0:) (1.18)
(ii) chaque parametre 6;, i € {1,--- I} appartient & un ensemble borné et connu

0: € 6., 6,] (1.19)

(iii) les vecteurs @ et 6 évoluent dans des hyper-rectangles délimités par ensemble des
2! sommets :

V= {(al,ag,--~ o) |y € {@,97}}, (1.20)
B ={(B, B2+ . B,) | Bi € {6:.6:}} (1.21)
ot 6;,0;, @ , 97 représentent les bornes inférieure et supérieure de 6;, 6;, i € {1,--- 1}

La propriété de multiconvexité peut alors étre utilisée pour réécrire le probleme initial en
un probleme LMI numériquement solvable. Nous rappelons ici brievement cette théorie.

Définition 1.8 (Multiconvexité, Lemme 3.1 dans [42]). Soit une fonction quadratique
scalaire f de § € R! telle que :

! ! l
f(91, s ,91) =ag+ Z Hiai + Z 619]1)@] + Z 91201 (122)
i=1 i=1,i<j i=1
et supposons que f soit multiconvexe c’est-a-dire :

& f(0)
062

=2¢,>0,ie{l,-- 1} (1.23)

10
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Alors f est négative sur 'hyper-rectangle (1.18) si et seulement si la fonction f(-) est
négative sur les sommets de I'hyper-rectangle (1.18). Cette contrainte consiste a vérifier
que f(a) < 0 pour tout o € 7.

L’application de la propriété de multiconvexité aux inégalités (1.16)-(1.17) conduit
alors a ré-écrire ces dernieres comme un probleme d’optimisation SDP, ce qui conduit au
théoreme suivant [42] :

Théoreme 1.2 ([42]). Soit le systéme décrit par :

i(t) = (AO + i:@,-(t)Ai> 2(t) (1.24)

i=1

ot x € R™ désigne le vecteur d’état, 0 € R est le vecteur de paramétres et A; € R™™,
jed{0,1,--- 1}

En admettant que les trajectoires du vecteur de paramétres 0 et de sa dérivée 0 évoluent
dans des hyper-rectangles (1.18) et (1.19) dont l’ensemble des sommets est défini par
(1.20) et (1.21), alors le systeme (1.24) est affine quadratiquement stable s’il eziste des
matrices symétriques Py, --- , Py, telles que, pour i = {1,--- |1} et V(«o,8) € ¥ X %,

P(O./):P0+CY1P1+CY2P2+“'+OQB>—0 (125)
P(a)A(a) + A(a)"P(a) + P(B) — Py < 0 (1.26)
PA+ AP =0 (1.27)

1.2.2 Performance

Cette sous-section aborde la notion de performance pour les systemes LPV décrits par
la représentation d’état (1.5). La notion de performance est généralement associée a la
minimisation de 'influence de I'entrée exogene u sur la sortie du systeme y, au sens d’un
critere. Dans le cas des observateurs, u joue le role des perturbations et des bruits et y
celui de I'erreur d’estimation. Le critere de performance est généralement défini a ’aide de
normes induites par les vecteurs entrée-sortie £, L,, p,q € {1,2,--- , 00} aux conditions
initiales nulles, tel que :

Vg = SUP SUp 91z, (1.28)

0c0 uecy |ulle,
l[ull 2470
Dans nos travaux, nous utiliserons particulierement les critéres basés sur les normes Lo
(lep=q=2) et L (i.e p= ¢ = 00) qui sont appelés dans la littérature, les gains L, et
L. Notons que, pour la classe des systemes LTT, ces critéres sont équivalents aux normes
Hoo et Hy, respectivement. Le gain Lo est donc un critere énergétique tandis que le gain
L est un critere d’amplitude.

1.2.2.1 Gain £,

Le gain L, caractérise le pire ratio entre I’énergie du signal d’entrée u et 1’énergie du
signal de sortie y. Pour un systeme LPV (1.5), le gain L, est défini par

sup sup 91z, (1.29)
0c@ uecy |lulle,

llullz, 70

11
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Cette définition ne permet généralement pas de calculer le gain L,. Pour palier ce pro-
bleme, on utilise la définition et le lemme suivants :

Définition 1.9 (Définition 1.1.12, page 16 dans [7] ). Le gain Lo du systeme LPV (1.5)
est borné par v si

T T
Yu e Lo, / Y Ty(t)dt < / () u(t)dt (1.30)
0 0
pour toutes les trajectoires possibles du vecteur de parametres 6(t) € O.

Lemme 1.2 (Lemme 3.3.1 , page 62, [101]). Etant donné un systéme LPV (1.5) robus-
tement stable, il existe un scalaire réel fini v > 0 tel que, pour des conditions intitiales
nulles, i.e. x(0)=0,

sup sup Iylle. <y < oo (1.31)
0c@ ety |ullc,
[lull 2, 70

Pour approcher le plus finement possible la valeur du gain Lo, I'idée consiste tout
simplement a minimiser . Pour cela, il suffit d’appliquer I'extension du lemme réel borné
aux cas des systemes LPV [2, 3] (on parle de performance H., quadratique).

Définition 1.10 (Performance H., quadratique). Le systeme LPV (1.5) possede une
performance H,, quadratique 7 si et seulement si, il existe une matrice P € R"*" P =
PT = ( vérifiant le nombre infini d’inégalités

PAO(t)) + AB)TP PBO®) CO)"
B(O(1))'P AT D) | <0 (1.32)
(o)) D) -1

pour toutes les trajectoires possibles du vecteur de parametres 6(t) € ©. Alors, la fonction
de Lyapunov V(x) = z7 Px assure la stabilité asymptotique du systeme (1.5) et le gain
L du systeme LPV (1.5) est borné par - i.e

[yllz. < llullz, (1.33)

De maniere similaire a la stabilité quadratique, les résultats de la Définition 1.10
admettent une extension au cas des fonctions de Lyapunov quadratiques affines, c’est a
dire lorsque la matrice P dépend affinement du vecteur de parametre 6 [42].

Définition 1.11 (Performance H., quadratique affine (AQP, acronyme anglo-saxon pour
Affine Quadratic Performance)). Le systeme LPV (1.5) possede une performance Ho
quadratique affine 7 si et seulement si, il existe [ + 1 matrices symétriques Fy,--- , P, €
R™*" telles que pour toutes les trajectoires possibles du vecteur de parametres 6(t) € O :

P(O(t)) = Py + 01() Py + 05(t) Py + -+ 0,(1) P, = 0 (1.34)
L(O(t),0(t))  PO(£)B(O(t)) C(6(t)"
BO(1)TPO(1)) - DO | <0 (1.35)
(o)) D(0(t)) 1

ot L(0(1),0(t)) = P(0(t))A(0(1)) + A(0(1))"P(0(t)) + P(6(t)) — Po.

12
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Il est & noter que les contraintes (1.34)-(1.35) peuvent étre réduites a un nombre fini de
LMIs, de maniere similaire a la Définition 1.7, en utilisant la propriété de multiconvexité
sous les hypotheses (1.18)-(1.21), i.e

Théoréeme 1.3 (Théoreme 4.2 dans [42]). Soit le systeme LPV (1.5) décrit sous la forme
affine (1.6) et soit les hypotheses (1.18)-(1.21). Le systeme LPV (1.5) vérifie le critére de
performance Hoo quadratique affine si et seulement si, il existe un scalaire réel v > 0 et

des matrices symétriques Py, -+ , By, tels que, pouri={1,--- I} etV(a,B) € ¥ X X,
(Oé) + Oélpl + OéQPQ + -4 O./lPl =0 (136)
P(a)A(a) + A(@)"P(a) + P(8) — Py P(Oé)B(Oé) C(a)”
B(a)TP(a) —~I D)t | <0 (1.37)
C(a) D(a) -1

PA+ ATP, PB

BTP o | =Z0 (1.38)

Dans le cas des systemes LTI, I'ensemble des définitions et des propriétés précédentes
admettent des formulations équivalentes, définies autour de la norme H.,, comme suit
(nous pourrons noter que les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes, tout
simplement car non dépendantes de ) :

Soit le systeme LTT décrit par :
(1.39)

oux € R", u € R, y € RP désignent respectivement le vecteur d’état, d’entrées et de
sorties du systeme. Les matrices sont définies telles que A € R"*", B € R™*™ (' € RP*™,
D € RP*™. Dans ce cas particulier, le gain £, coincide avec la norme H,, voir Théoreme
5.4, page 210 de [60], dont une définition équivalente est donnée par :

Définition 1.12 (Norme H.,). La norme H, du transfert G(s) = C(sI — A)"'B+ D
pour le systeme LTI (1.39) est définie ci-dessous.

Gl = sup a(G(jw)) (1.40)

ou 7 (-) désigne la valeur singuliere maximale.

Proposition 1.1. Soit le transfert G(s) = C(sI — A)"'B+D supposé asymptotiquement
stable. Pour un scalaire réel v > 0 alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) 1Glloo <

(i) [y®)"y(t)dt <5 [ u(t) u(t)ds

0

Ainsi, estimer 7, une valeur supérieure de ||G||, se formule comme un probleme LMI :

13



CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART

Lemme 1.3 (Lemme réel borné[13]). Soit le transfert G(s) = C(sI — A)™'B + D du
systeme LTI (1.39). Sl existe une matrice P telle que P = PT = 0 et un scalaire v > 0
tels que :
PA+ ATP PB C7T
BTP —I DT | <0 (1.41)
C D —~1

alors ||Glloe < 7.

On pourra noter ici :
e qu’approcher |G|l par valeur supérieure, consiste simplement & minimiser ~;

e que pour un parametre 6 fixé, la définition de la performance H. quadratique
présentée dans la Définition 1.10 est équivalente a celle du Lemme 1.3.

Le gain L5 permet donc d’étendre les résultats de la performance H., aux systemes LPV
puisque tous deux traduisent un ratio entre I'énergie du signal d’entrée et 'énergie du
signal de sortie, dans un contexte "pire-cas”.

1.2.2.2 Gain L

Le gain L, caractérise le pire ratio entre 'amplitude du signal d’entrée u et 'amplitude
du signal de sortie y. Pour un systeme LPV (1.5), le gain L, est défini tel que :

sup  sup 91z (1.42)
0e@ uerh |[ullc.
llull £oo 70

Cette définition ne permet pas de calculer le gain L.,. Pour palier ce probleme, on utilise
le lemme suivant qui donne une condition suffisante pour déterminer une borne supérieure

[66, 89].

Lemme 1.4. Soit le systéme LPV (1.5). S’il existe trois scalaires A > 0, p >0, v > 0 et
une matrice P(0(t)) € R™™ ou P(0(t)) = ( (t)T = 0 tels que pour toutes les trajectoires
possibles du vecteur de paramétres 0(t) €

(t
P(O(t))A(O(t +P + AP(0(t)) P(O(t)B(0O(t
(6(2))A(0(t)) + (((gz))((()zt) (6(t)) (0(1)) (()_)MI(U) 20 (1.43)
AP(O(t) 0 C(O)"
0 (y—w)I DO)T| =0 (1.44)
c@@) DEr) A

alors le systeme LPV (1.5) est asymptotiquement stable et son gain Lo, est inférieur a .

Démonstration. La démonstration de ce lemme est donnée page 74 dans [89]. Nous la
rappelons néanmoins ici car elle est selon nous moins connue que celle du gain L. De
plus, le gain L., va prendre une place importante dans la suite de nos travaux puisque
c’est ce critere qui va permettre de travailler sur 'amplitude des enveloppes estimées dans
I’approche par observateur intervalle.

Soit la fonction de Lyapunov V(0(t),z(t)) = z(t)T P(6(t))x(t). La contrainte (1.43) im-
plique alors :
V(O(t), z(t)) + AV (0(t), z(t)) — pu(t) ut) <0 (1.45)

14
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En intégrant le résultat, il vient

V(O(t),z(t)) < V(0(0),2(0))e ™ + pl|ul|% / e dr (1.46)

0
< V(0(0), 2(0))e™ + KllullZ
En notant que la contrainte (1.44) est équivalente a I'inégalité —%y(t)Ty(t)Jr/\V(@(t), x(t))+
(v — w)u(t)Tu(t) > 0, il vient alors
YTyt < 7 (AV(O(E), (1) + (7 — () ut)) (1.47)

En injectant (1.46) dans (1.47), il en résulte que, pour des conditions initiales nulles (i.e.

2(0) = 0),

y() y(t) <*llullZ. (1.48)
En notant que la contrainte de stabilité est intégrée dans la contrainte (1.43), on établit
le résultat du lemme précédent. [ |

1.3 Théorie des observateurs intervalles

Cette section est dédiée a la présentation des outils méthodologiques utilisés dans la
théorie des intervalles. Apres avoir rappelé les notions de monotonie et de coopérativité,
nous présentons les étapes de conception de l'observateur intervalle proposé dans [45].
Dans ce cadre, les notations et les définitions suivantes sont introduites.

Pour ¢ € {A € R™*" 1 € R"}, les opérateurs e et = sont définis par :

1

9" == (|9 +9) = maz(9,0), (1.49)

19_:

N — DN

(|9] — ) = max(—9,0), (1.50)

Soient deux vecteurs connus x € R", T € R™ définissant la notion d’intervalle pour le
vecteur x € R" tels que :
z(t) < z(t) < Z(t), Yt > to. (1.51)

Le lemme suivant, donné dans [30], permet d’encadrer le produit d’'une matrice A €
R™*™ par un vecteur x € R™.

Lemme 1.5 (Lemme 2 dans [30]). Soit x € R tel que x < x <7, otz € R", T € R".
1. Pour une matrice A € R™*"™ l'encadrement du produit Az est donné par :

ATe — A7 < Arx < A"t — Az (1.52)

2. Pour une matrice A() € R™™ telle que A < A(0) < A, V0 € © ot A, A € R™*",
l’encadrement du produit Ax est donné par :

At < Af)x <Az (1.53)
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1.3.1 Systemes monotones

Basés sur la théorie des équations différentielles ordinaires, les systemes monotones
représentent une classe particuliere de systemes dont les solutions préservent, sur un do-
maine de définition, une relation d’ordre fixée par les conditions initiales [1, 92, 93, 52].

Soit le systeme décrit par :
#(t) = f(z(t)) (1.54)

alors le systeme (1.54) est dit monotone [52] si
zq(to) < xp(to) = wo(t) < ap(t), VE > 1 (1.55)

ol x4(t) et xp(t) sont deux trajectoires, solutions du systeme (1.54), partant des conditions
initiales respectivement données par x,(to) et xp(to).

La conservation de la relation d’ordre fixée par les conditions initiales est une propriété
intéressante de la théorie des systemes monotones, utilisée dans la conception d'un ob-
servateur intervalle, pour garantir la construction d’un encadrement a chaque instant de
temps. Plus particulierement, la théorie des observateurs intervalles repose sur une sous-
classe de systemes monotones, appelée systemes coopératifs.

En considérant le systeme (1.54) réécrit sous la forme :

&i(t) = fi(za(t), - ,2a(t)), i€ {1,--- ,n} (1.56)
alors le systeme (1.56) est dit coopératif si les dérivées partielles —— vérifient
L
ofi o
fZO,Vz;«éj, i,je{l,---,n} (1.57)
Ly
Dans le cadre particulier des systemes linéaires, soit
i(t) = Az(t), x € R", A=Ja;;] € R"*" (1.58)

alors la propriété de coopérativité est garantie si et seulement si a;; > 0, Vi # j, 4,j €
{1,--+ ,n}, c’est a dire si et seulement si la matrice A est Metzler :

Définition 1.13. Une matrice carrée A = [a;;] € R™™ est dite Metzler si et seulement si
Qg5 2 O, Vi % ]

Définissons les erreurs supérieure et inférieure suivantes :
e () =3(t) — o(t) e,(t) = () — 2(t) (1.59)
L’inégalité (1.51) est alors vérifiée si et seulement si
e,(t) >0 ete,(t) >0, Vt >t (1.60)

ce qui est vrai si et seulement si les dynamiques des erreurs inférieure e, (t) et supérieure
e.(t) sont monotones et les conditions initiales vérifient z(ty) < x(ty) < T(ty), puisqu’elles
impliquent e (tg) > 0, €,(ty) > 0.
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Le principe d'un observateur intervalle repose sur ce raisonnement et consiste a construire
des bornes supérieure Z(t) et inférieure z(t) de I’état x du systéme étudié, en assurant que
les erreurs inférieure e, () et supérieure e, (t) satisfont la relation (1.60).

Généralement, les dynamiques des erreurs e,, €, dépendent d’entrées exogenes. La vérifi-
cation des contraintes (1.60) est alors basée sur le Théoréme 1.4.

Théoreme 1.4 ([92]). Soit le systéme linéaire perturbé décrit par :

é(t) = Ae(t) + w(t) (1.61)

oue € R", A € R est une matrice Metzler et ou w : R — R™ est une entrée de
perturbation. Si e(to) > 0 et w(t) > 0, Vt >t alors e(t) > 0, Vt > 1.

1.3.2 Application a la conception d’observateurs intervalles

Historiquement, la conception des observateurs intervalles a été initiée par [45, 806]
pour l'estimation garantie des variables non mesurables d’'une classe de systemes biolo-
giques incertains. Afin d’illustrer le principe de conception d’un observateur intervalle,
nous rappelons ici les travaux fondateurs présentés dans [45, 86].

1.3.2.1 Formulation du probleme

Soit la classe des systemes linéaires a injection de sortie décrite par :

Az(t) + o(t, y(1)) (1.62)

——
< &
N
~+ T~
~—
Il
Q
&
—
~
N—

oux € R", y € RP représentent respectivement les vecteurs d’état et de sorties du systeme.
Les matrices sont définies telles que A € R™", C' € RPX" et la fonction ¢ : RPFL — R™,

L’étude se place sous les hypotheses suivantes :
Hypothése 1.1. La paire (A,C) est détectable.

Hypothese 1.2. Il existe une matrice L € R™*? telle que la matrice A — LC' soit Metzler
(L est donc le gain de I'observateur intervalle).

Hypothése 1.3. Il existe deux fonctions connues ¢ : RFF! — R, @ : RPTT — R™ telles
que
et y(t) < olty) <2t yt), ¥ (L,y) € [to, 00) x R (1.63)

1.3.2.2 Structure de 'observateur intervalle

L’estimation garantie d’'une borne supérieure T € R" et d’une borne inférieure x € R™
de I'état = du systeme (1.62) est réalisée en utilisant un observateur intervalle formé de
deux systemes dynamiques similaires a la structure de 'observateur de Luenberger, soit :

z(t) = Az(t) + 2(t,y(1) + Ly(t) — Cz(t))
i(t) = Ax(t) + o(t, y(t) + Ly(t) — Cx(t)) (1.64)
(to) < x(to) < T(to)
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1.3.2.3 Conditions d’existence de ’encadrement

En définissant 'erreur d’observation supérieure par e,(t) = Z(t) — z(t) et l'erreur
d’observation inférieure par e, (t) = x(t) — z(t) alors I'état x du systéme (1.62) est estimé
de maniere garantie, i.e. z(t) € {g(t),f(t)], Vit > to, si et seulement si (1.60) est vérifiée.

En effet, considérons les dynamiques de €, ¢, i.e. :

e(t) = (A= LO)e(t) + 2(t,y(t) — o(t,y(t)) (1.65)
é,(t) = (A= LC) e, (1) + ¢(t, y(t)) — o(t, y(t)) (1.66)

En appliquant le Théoreme 1.4 a chacune de ces équations alors, sous les hypotheses
1.2 et 1.3 et sous les conditions initiales z(ty) < z(ty) < T(ty), les propriétés données
par 1’équation (1.60) sont vérifiées, garantissant ainsi que le systéeme (1.64) est bien un
observateur intervalle.

1.3.2.4 Stabilité de 'observateur et majorant de ’enveloppe

Intéressons nous maintenant aux conditions de stabilité de I'observateur (1.64). Soit
la dynamique de lerreur totale e(t) = €,(t) + ¢, (t) définie par :

é(t) = (A— LO)e(t) +o(t, y(t) — o(t,y(t)) (1.67)

En supposant qu’il existe un gain L tel que que la matrice A — LC soit simultanément
Hurwitz et Metzler et qu’il existe un vecteur v € RY} tel que

0<(ty(t)) —p(t,yt) <v, V (t,y) € [to,00) x R

alors la dynamique de lerreur totale e(t) est stable. De plus, e(t) converge asymptotique-
ment vers une valeur inférieure & e,, = —(A — LC) " 1v.

Dans cette approche, on pourra noter que :

(i) il est nécessaire de déterminer un gain L tel que la matrice A—LC soit simultanément
Hurwitz et Metzler. Dans certains cas, cette condition est impossible a satisfaire,
ce qui limite considérablement ’approche proposée. Prenons comme exemple le cas

suivant :
|1 =05 _ 1k
A_b _J,O_ﬁ q,L_LJ,
alors
_h+1 =05
A-so= bt 03]

Il est alors évident qu’il n’existe aucune valeur de l;,ls € R qui conduirait a une
matrice A — LC' Metzler.

(ii) le degré de conservatisme de l'observateur intervalle (1.64) se mesure par la taille de
I’enveloppe T — x. Dans la littérature, il existe tres peu de travaux qui considerent
cette problématique. Minimiser 'effet des perturbations et des incertitudes de mo-
délisation sur la taille de ’enveloppe T—x (au sens d’un critere) semble pourtant une
évidence. En réalité, les quelques travaux dans ce domaine se résument souvent a

18



1.4. OBSERVATEURS INTERVALLES POUR LES SYSTEMES LTI

itérer sur le gain L. Celui-ci étant fortement contraint par les conditions de stabilité
et de monotonie, cette solution conduit fatalement a des performances médiocres.
On pourra également noter que les fonctions majorantes @ et ¢ conditionnent la
taille de I'enveloppe T — z. Un choix judicieux de ces fonctions est donc primordiale
pour réduire le degré de conservatisme de la solution.

Certains auteurs ont alors proposé des solutions a ces problemes. Nous proposons main-
tenant de dresser un bref diaporama de ces dernieres pour les classes des systemes LTI,

LTV et LPV.

1.4 Observateurs intervalles pour les systemes LTI

La coopérativité des erreurs d’observation est une contrainte forte de la théorie des
observateurs intervalles. La principale restriction est liée a la détermination d’une matrice
L telle que la matrice A — LC' soit simultanément Hurwitz et Metzler. Dans le cas général,
cette condition n’existe pas. Toutefois, des travaux récents ont permis de relaxer cette
contrainte pour les systemes LTI en utilisant :

(i) une transformation en systeme positif [17, 18],
(ii) un changement de coordonnées invariant dans le temps [82],

(iii) un changement de coordonnées variant dans le temps [71, 72, 26, 25].

Nous proposons maintenant d’expliciter ces approches. Nous aborderons également le cas
des observateurs intervalles pour les systemes a entrées inconnues puis nous finirons par
les travaux présentés dans [15], qui présentent une méthode permettant de guarantir les
conditions d’existence de 1’observateur intervalle et d’imposer des contraintes de perfor-
mance au sens du gain L 2.

1.4.1 Approche par transformation en systeme positif
1.4.1.1 Préliminaires

Commencons par rappeler des définitions et des lemmes importants :

Définition 1.14 (Définition 3 dans [18]). La représentation positive d’'un vecteur x € R
est un vecteur X € R3" tel que :

r=A,X avec A, = [In —In} (1.68)

La représentation min-positive d'un vecteur x € R™ est un vecteur positif 7(z) € Ri”
défini par :

(1.69)

La représentation min-positive d’'une matrice M € R™*" est une matrice positive M €
R2™*2" définie par :
M =
M- MT*
2. Dans [15], une définition alternative de la norme L, est considérée. Pour un signal f : [0,00) — R™
alors || f[|c.. = maz (sup [fi(t)[)
1<i<n o<t

M [M+ M_] (1.70)
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D’apres la Définition 1.14, nous pouvons vérifier que :
© = Ayn(z), AgM = MA,, Mz = A,Mrnr(z) (1.71)
pour tout vecteur z € R" et toute matrice M € R™*",

. T
De plus, en considérant la matrice I,, = {In [n} alors, pour un vecteur v € R}, le vecteur

7(x)+1,v est une représentation positive du vecteur 2 € R”. En effet 2 = A, (W(x) + fnv)
étant donné que Anl, = 0pn.
Définition 1.15. La représentation Metzler [M] € R**?" d’une matrice M € R™™ est
définie par

+ —
” dM 4+ (M —dM) (M —d™)
= - +

(M —d™) dM 4 (M — d)

ot d™ correspond & une matrice (diagonale) qui posséde la méme diagonale que la matrice
M et 0 pour tous les autres éléments.

(1.72)

La matrice [M] possede les mémes propriétés que la représentation positive, notam-
ment : A, [M] = MA, et Mx = A, [M]r(x).

La représentation min-positive des vecteurs ne préserve pas les inégalités puisque pour
deux vecteurs x1,x2 € R™, I'inégalité z; < xo n’implique pas l'inégalité m(x;) < m(xq).
Cette propriété a motivé la définition de nouveaux opérateurs.

Définition 1.16. Pour des vecteurs a,x € R™, on définit 'opérateur ¢,(x) suivant :

! (1.73)

dalx) = [9” +_“]

Le lemme suivant est alors immédiat, voir [18] :

Lemme 1.6 (Lemme 3 dans [18]). La fonction ¢,(x) définie dans (1.73) satisfait la
relation :

Appo(x) =2, Vo € R" (1.74)
Pour trois vecteurs a,b,x € R™ tels que a < x < b alors
$a(a) < ¢a(7) < ¢u(b) (1.75)

Nous terminons ce paragraphe en présentant deux lemmes sur les valeurs propres de
la représentation Metzler d’une matrice A.

Lemme 1.7 (Lemme 7 dans [18]). Le spectre de la représentation Metzler d’une matrice
A e R est

M[A]) = A(A) UA (d* +]A - d*) (1.76)
Lemme 1.8 (Lemme 8 dans [18]). Soit S C C_ définie par :
S={ze€C : Rz)+|Zn(2)| <0} (1.77)

ot Re(z) et I,,(2) désignent respectivement les parties réelle et imaginaire du complexe
z. Si une matrice A est dans sa forme de Jordan réelle, alors sa représentation Metzler
[A] est Hurwitz si et seulement si A\(A) € S.
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1.4.1.2 Formulation du probleme

Soit le systeme décrit par

)
) = Ca(t) + v™(t) (1.78)

ou xz,v® € R", u € RP et y,v™ € R? représentent respectivement les vecteurs d’état,
de bruits d’état, d’entrées, de sorties et de bruits de mesure du systeme. Les vecteurs
u et v® sont continus par morceaux pour garantir l'existence de la solution z(t) sur
[0,00). On suppose que v*(t) et v™(t) sont bornés en amplitude, i.e. qu’il existe des
bornes connues v*(t),v5(t) € R™ et v™(t),v™(t) € R? telles que v*(t) € {vj(t),ﬁ(t)} et
v (t) € {ﬂ(t),ﬁ(t)} On suppose également que 1’état initial x(0) est borné en ampli-
tude, i.e. il existe deux bornes connues x et Ty telles que z¢ < xy < 7.

L’objectif est de construire un observateur intervalle qui estime des bornes supérieure T
et inférieure  de I'état = du systeme (1.78), i.e. z(t) < z(t) < T(t),Vt > 1.
1.4.1.3 Conception de 'observateur intervalle

La solution au probleme est donnée par le théoreme 1.5.

Théoreme 1.5 (Théoreme 11 dans [18]). Soient le systéme (1.78), une matrice K € R™*?
telle que [Ak| est Hurwitz ot Ax = A — KC' et des bornes connues w(t),w(t) € R" pour
le vecteur des perturbations w(t) = v*(t) — Kv™(t) alors le systéme :

Z(t) = [AK|Z(t) + Br(u(t)) + Kx(y(t)) + ¢u(w(t))

Z(t) = [AK)Z(t) + Br(u(t)) + K (y(t)) + ¢u(w(t))

Z(t) = |1, Opxn| Z(t) = |Onxn 1| Z(t) (1.79)
z(t) = I, Opxn| Z(t) = |Onxn I.| Z(t)

Z(0) = by (20), Z(0) = ¢ (T0)

est un observateur intervalle pour le systeme (1.78).

Démonstration. La démonstration de ce théoreme est donnée dans [18]. Nous la rappelons
ici brievement.

Etant donné que la matrice [Ag] est Hurwitz par hypothése, alors Z(t) = {Z () Z(t)T}T

est uniformément borné si u, y, w et w sont uniformément bornés.

La premiere étape de la démonstration consiste a utiliser I'égalité z(t) = A,((t) et a
vérifier que 1'égalité z(t) = A,((t) est vraie avec :

(1.80)
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En développant A,¢ (t), nous obtenons :

AnC(t) = AJARIC(E) + A Br(u(t) + A Km(y(t) + Andu(w(t)) (
= A A(t) + BAym(u(t)) + KAm(y(t) + w(t) (
= Agx(t) + Bu(t) + Ky(t) + w(t) (
= (A— KQO)x(t) + Bu(t) + Ky(t) + v°(t) — Kv™(t) (1.84
= Ax(t) + Bult) + v*(t) + Ky(t) — K (Ca(t) + v™(t)) (
= Ax(t) + Bu(t) + v°(t) (

Etant donné que la matrice [Ak] est Hurwitz et Metzler, que les conditions initiales
vérifient 'inégalité Z(0) < ¢(0) < Z(0) et que Pencadrement ¢, (w(t)) < ¢y (w(t)) <
Gu(W(t)) est vérifié d’apres le Lemme 1.6, il vient d’apres le Théoreme 1.4 :

Z(t) < () < Z(t), Vvt > 0. (1.87)

En appliquant le Lemme 1.5 sur la relation z(t) = A,((t), nous obtenons alors :
z(t) < z(t) <z(t). (1.88)
|

Dans cette approche, la principale difficulté réside dans la synthese du gain K qui rend
la matrice [A — KC] Hurwitz. Il est montré dans [18] que ce probleme peut étre résolu
en utilisant le Lemme 1.8 et la représentation de Jordan positive des matrices. Le lecteur
intéressé pourra se référer a [18] pour de plus amples détails.

1.4.2 Approche par changement de base d’état
1.4.2.1 Formulation du probleme

Soit le systeme décrit par

(1.89)

ou x € R" et y € RP sont respectivement les vecteurs d’état et de sortie du systeme.
w € R™ représente le vecteur de perturbations tel que w(t) € {Q(t),@(t)] ou les vecteurs
w,w € R™ sont a priori connus. Les matrices sont définies par A € R"*", (' € RP*",

Dans les approches basées sur un changement de base d’état, on peut distinguer deux
cas :

e le cas ol le changement ne dépend pas du temps;

e le cas ou le changement dépend du temps.
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1.4.2.2 Approche par changement de base d’état invariant dans le temps

La premiere approche repose sur un changement de coordonnées (non singulier) P €
R™ ™ tel que r(t) = Pxz(t). Ainsi, le modele d’état (1.89) s’écrit

{7;@ = PAP~'r(t) + Pw(t) (1.90)

y(t) = CP~1r(t)

La démarche consiste alors a estimer une borne supérieure 7(t) et inférieure r(t) de 1'état
dans cette nouvelle base, en utilisant un observateur intervalle défini tel que

+ PL(y(t) — CP717(t)) + ¢(t)
+ PL(y(t) — CP~'r(t)) + ¢(t) (1.91)

ot ¢(t) = PTw(t) — P~w(t) et ¢(t) = Ptw(t) — P~w(t).

Les dynamiques des erreurs d’observation €,.(t) = 7(t) — r(t) et ¢,(t) = r(t) — r(t) sont
alors données par :

e.(t)=P(A—LC)P 'e.(t) + o(t) — o(t) (1.92)
& (t) = P(A— LC) P le,(t) + (1) — (1) (1.93)

olt ¢(t) = Pw(t). L’application du Lemme 1.5 sur Pw(t) garantie que l'inégalité ¢(t) <
P(t) < ¢(t) est toujours vraie. Sous la contrainte d'un gain L € R™P et d’une matrice
de changement de base P € R™" tels que la matrice P (A — LC') P~! soit Hurwitz et
Metzler, et sous les conditions initiales r(tg) < r(tg) < T(to), alors il vient, d’apres le
Théoreme 1.4, que les erreurs d’observation vérifient €.(¢t) > 0 et e.(t) > 0 pour tout
t > ty. Ainsi, I'état r du systeme (1.90) appartient a l'intervalle {f(t),?(t)}, YVt >t
Finalement, 'application du Lemme 1.5 sur le changement de base x(t) = P~!r(t) permet
de déduire un encadrement dans la base d’origine = du systeme (1.89) :

z(t) < z(t) <z(t) (1.94)
ot x(t) = M*r(t) — M—7(t) et ®(t) = MT7(t) — M~r(t) avec M = P71,

Contrairement a ’approche présentée dans la partie 1.3.2; la démarche repose maintenant
sur le choix approprié du changement de base (invariant dans le temps) P et du gain L
tels que les erreurs d’observation soient stables et coopératives.

1.4.2.2.1 Solution par placement de péles et diagonalisation

Nous présentons dans ce paragraphe une méthode simple, basée sur 1'utilisation des
techniques de placement de poles qui permet de déterminer L et P.

En supposant que la paire (A,C) est observable, il existe alors un gain L tel que la
matrice A — LC' soit diagonalisable et Hurwitz avec des poles réels. Par conséquent, il
existe une transformation de coordonnées P qui diagonalise la matrice A — LC dans la
nouvelle base. Une matrice diagonale satisfaisant les propriétés d’'une matrice Metzler, il
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vient que la matrice P (A — LC) P~ est Hurwitz et Metzler.

L’hypothese d’observabilité de la paire (A, C) peut étre relaxée en considérant qu’elle est
détectable et que la matrice A — LC' conserve les mémes contraintes que celles précédem-
ment données. Cette approche, bien que tres simple, s’avere restrictive, puisque le cas des
poles complexes conjugués n’est pas traité. Les approches suivantes permettent de palier
ce probleme.

1.4.2.2.2 Solution par résolution d’une équation de Sylvester

Les travaux présentés dans [82] proposent une méthode moins restrictive que celle par
placement de poles et diagonalisation. Nous rappelons ici les étapes clés de cette approche.

La matrice P étant non singuliere alors I’égalité matricielle N = P (A — LC) P71 est
equivalente a la forme :

PA—NP=QC, Q=PL (1.95)

En fixant la matrice @) et en choisissant N Hurwitz et Metzler, alors I’équation (1.95)
est une équation de Sylvester dont 'inconnue a déterminer est la matrice P. Lorsque les
matrices A et IV ne partagent aucune valeur propre, alors la solution est unique pour tout
Q. La solution d’une équation de Sylvester peut étre obtenue en utilisant, par exemple,
les travaux de [9, 44].

Le lemme suivant donne la solution au probléeme dans le cas contraire (non unicité de
la solution P).

Lemme 1.9 (Lemme 1 dans [82]). Soient une matrice A— LC' et une matrice Metzler N
ayant les mémes valeurs propres pour une matrice donnée L. S’il existe deux vecteurs vy
et vy tels que les paires (A — LC,vy) et (N,vy) sont observables alors :

P=0;'0, et Q = PL,
satisfont 'équation de Sylvester (1.95) avec :

V1 %)

O, = :
UgNn_l

U1 (A — LC)n—l

Démonstration. Etant donné que les paires (A— LC,vy) et (N, vy) sont observables alors
les matrices Oy et Oy sont non singulieres. De plus, les transformations O; et O, trans-
forment les matrices A — LC' et N sous leurs formes canoniques observables. On a alors :

O, (A—LC)O7! = O,NO* (1.97)

En remplagant la matrice N par son expression P (A — LC) P~! alors, par identification,
nous obtenons I'égalité P = O5'0;. |
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1.4.2.2.3 Résolution par optimisation non lisse

Les approches précédentes donnent un moyen de déterminer les matrices L et P de
I'observateur intervalle (1.91), mais malheureusement, aucune contrainte de performance
n’est formulée dans la procédure de synthese. Pour palier ce probleme, les auteurs des pu-
blications [19, 20] proposent de formuler le probleme, comme un probléme d’optimisation
non lisse. L’idée consiste a déterminer conjointement les matrices P et L, tout en satisfai-
sant un critere de performance relatif a la largeur de l'intervalle, au sens des normes H,
ou Hs. Nous proposons ici d’expliciter le principe de cette approche.

Considérons la proposition suivante :

Proposition 1.2 (Proposition 1 dans [20]). Soit la paire (A, C') détectable et deuz matrices
P e R™™ [ € R™P telles que

my(P L) = [P (A-LC) P_le (1.98)
Si le systeme décrit par :

ta(t) = (A — LC) 4(t)

{i'ij(t) = —mij(P, L)xij(t), i (1.99)

est stable pour des matrices P et L alors P (A — LC) P! est Hurwitz et Metzler.

La Proposition 1.2 transforme le probleme initial en un probleme de stabilisation
de systemes autonomes dont la matrice d’état est donnée par —m;;(P, L) € R. Cette
reformulation du probleme peut étre couplée avec des contraintes de performance telles
que minimiser 'influence des perturbations sur les erreurs d’observation €, (t) et e,.(t), au
sens des normes Hy ou H. Le probleme se formule alors ainsi :

Probléme 1.1 (Probleme 4.1 dans [19]). Soit une collection de systéemes LTI X(s,p)
dépendant de paramétres réglables p € = et de vecteurs w;, z; € Rt i€ {1,--+ n,+b},
ne, Ny € Ry représentant les vecteurs d’entrées et de sorties de synthese. Le probleme
consiste a trouver p € = tel que

min  mar |Gy, -z, |l2/00 (1.100)
pGEi:{lv""na}
sous les contraintes |G,z |l2/00 < 1, j = {1,--+ ,np}.

Les fonctions fi(w) = [|Gu,—zllk, k = 2,00 étant des fonctions non-lisses, les tech-
niques d’optimisation non-lisse proposées dans [4, 5, 16] sont utilisables afin de résoudre
le probleme.

1.4.2.3 Approche par changement de coordonnées variant dans le temps

Les approches précédentes sont basées sur 1'utilisation d’un changement de base sta-
tionnaire (i.e. P est invariant dans le temps), ce qui peut limiter 'existence de solutions
dans certains cas. Pour relaxer cette contrainte, 1'idée consiste a utiliser un changement de
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base (non singulier) variant dans le temps P(t) € R"*" tel que r(t) = P(t)x(t). L’équation
(1.89) s’écrit alors sous la forme :

{f(t) = (P®)AP®) ™ + P(t)P()") r(t) + P(t)w(t)

(1.101)
y(t) = CP(t)"'r(t)

La démarche est alors tres similaire au cas précédent, puisqu’elle repose sur 1’observa-
teur intervalle donné par :

7(t) = (P(t)AP(t)~" + P(t)P(t) 1) 7(t) + P(t)L(y(t) — CP(t)~'F(t)) + ¢(t)
i(t) = (PO)AP(t)™ + P(t)P(t)~") r(t) + P(t)L(y(t) — CP{#)~'r(t)) + ¢(t) (1.102)
r(to) < r(ty) < 7(to)

Les dynamiques des erreurs d’observation €,.(t) = 7(t) — r(t) et ¢,(t) = r(t) — r(t) sont
alors données par :

ot X(t) = P(t) (A — LO) P(t)' + P(t)P(t) " et 6(t) = P(t)u(t).

L’application du Lemme 1.5 sur P(t)w(t) garantie que 'inégalité ¢(t) < ¢(t) < ¢(t) est
toujours vraie. Sous la contrainte d'un gain L € R"*? et d’un changement de base P(t) €
R™" tels que la matrice P(t) (A — LC) P(t)~" + P(t)P(t)~" soit Hurwitz et Metzler, et
sous les conditions initiales r(tg) < r(to) < T(to), il vient, d’apres le Théoreme 1.4, que les
erreurs d’observation vérifient e,(t) > 0 et e,(t) > 0, V¢ > ty. Ainsi, I'état r du systeme
(1.101) appartient a l'intervalle [ (t)

changement de base z(t) = P(t)~!r(
d’origine  du systeme (1.89) :

,T(t )} vVt > ty. L’application du Lemme 1.5 sur le
t) permet de déduire un encadrement dans la base

2(t) < x(t) < T(t) (1.105)

ot z(t) = M(t)r(t) — M(E)F(t) et T(t) = M(£)*7(t) — M(t)"r(t) avec M(t) = P(t)~.

La difficulté réside ici dans la détermination du changement de base P(t). La solution
proposée dans [71, 72] permet de résoudre ce probleme. Elle repose sur la détermination de
P(t) telle que la matrice N soit Hurwitz, Metzler et invariante dans le temps. La procédure
de transformation est basée sur le fait que toute matrice réelle peut étre transformée sous
la forme canonique de Jordan. Cette procédure est présentée dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.6 (Théoreme 2 dans [72]). Soit le systéme décrit par :
(t) = (A— LC)x(t) (1.106)
ou le vecteur x € R™ et la matrice (A — LC) € R™*" est constante et Hurwitz.

Il existe alors un changement de base variant dans le temps r(t) = P(t)x(t) ou P est
une fonction matricielle dont les éléments sont de classe C'*° et bornés en norme L
transformant le systéme (1.106) en un systéme LTI coopératif et exponentiellement stable.

26



1.4. OBSERVATEURS INTERVALLES POUR LES SYSTEMES LTI

Démonstration. La détermination de la matrice P est organisée en trois étapes. La pre-
miere étape consiste a transformer la matrice A — LC' dans sa forme canonique de Jordan.
Pour cela, un simple changement de base stationnaire P est utilisé. Le systeme (1.106)
s’écrit alors

(=J¢ (1.107)
ou
J, 0 - 0
J= 0 /2 e R
: .0
0 --- 0 J,
tel que les matrices J;, i € {1,--- , s} sont partitionnées en deux groupes. Les r premiéres

matrices J; sont associées aux r valeurs propres réelles de A — LC de multiplicité n;, les
autres matrices sont associées aux valeurs propres complexes de A — LC' de multiplicité
m;, i.e.

e pouri € {1,---,r} alors
—u; 1 0
0 — U T X7
Ji=1| € RM*™ (1.108)
: IR |
0 - 0 —pu
ou les p; sont des nombres réels positifs.
e pouri € {r+1,---,s} alors
—A;, I, 0 -+ 0]
0 -4 ' :
Ji — 0 c R2m7;><2m,' avec AZ _ [_Hi W ] c R2><2
—Wi Tk
. T . IQ
0 - o 0 —A

(1.109)

ol les k; sont des nombres réels positifs et les w; sont des nombres réels non nuls.

Notons ici que les éléments p; et x; sont des nombres réels positifs. Il s’agit d’une consé-
quence directe du fait que la matrice A— LC' du systéme (1.106) est Hurwitz. Par ailleurs,

.

lorsque la matrice A — LC' possede uniquement des valeurs propres réelles (n = Y n;)
i=1

alors le changement de coordonnées LTI décrit par la transformation ¢ = Px transforme

le systeme (1.106) en un systeme coopératif. Cependant, cette transformation n’est pas
suffisante en présence de valeurs propres complexes puisque les termes —w; sont présents
hors de la diagonale. De maniére générale, il est démontré dans [71] qu’il n’existe pas de
changement de coordonnées invariant dans le temps qui transforme le systeme (1.107) en
un systeme coopératif dans la nouvelle base. Toutefois, il est démontré, dans le méme
article, que la propriété de coopérativité peut étre obtenue en appliquant un changement
de coordonnées variant dans le temps. En effet, le changement de base suivant

ri(t) = Ni(t)G(2) (1.110)
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ou
: . 0
avec
_ |cos(wit) —sin(wit) 9%2
" sin(wit)  cos(wit) €R (1.112)
transforme le systeme
—A;, I, O 0 ]
0 -4 :
Gt)=| : ' 0 | Gl(t) (1.113)
: P
L O 0 —A]
en
ou
_—/iilz [2 0 0 7
0 —FLZ'IQ :
M, = : 0 (1.115)
: . [2
L O 0 —ril

En suivant ce raisonnement, tous les systemes LTI (1.107) possédant des valeurs
propres réelles et complexes peuvent étre transformés en systéemes coopératifs décrits par :

7(t) = Nr(t)
avec
G 0 0
N _ 0 MT+1 : E RTLXTL
: .0
0 0 M,
telle que pour g = zrj n; Yje{r+1,---, s},
i=1
[— k1. 1 0 0 7
Ji 0 0 e .
0 —/'ijIQ
0 JQ X .
G = S R? q7 M] = . 0
c -0 :
0 0 J : b
. 0 0 —r;l]
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Ce changement de base est donné par r = n(t)Px ol la matrice P est la matrice permettant
de transformer le systéme (1.106) sous la forme canonique de Jordan (1.107) et ou 7n(¢)
est donné par

1, 0 .0
= | NT.H(t) . € RM (1.119)
o 0 M
tel que, pour j € {r+1,---s},
w@;(t) 0 0
M =| O O e gmean, (1.120)
6 ‘ O' w](-)(t)
avec |
] o e (1.12)
[

Pour résumer le théoreme et ce qu’il démontre, tout systeme LTI stable peut étre
transformé en un systeme LTI coopératif par un changement de coordonnées invariant
dans le temps lorsque toutes les valeurs propres de la matrice (A — LC') sont réelles. Dans
le cas contraire, un changement de coordonnées supplémentaire et variant dans le temps
est nécessaire pour obtenir la forme coopérative.

1.4.3 Extension aux systemes a entrées inconnues

Les fondements méthodologiques explicités précédemment ont récemment été étendus
au cas des systemes LTI a entrées inconnues. Dans ce contexte, on retrouve les deux
grandes familles d’approches qui sont

e les méthodes qui reposent sur la propagation des entrées inconnues, ce qui peut
conduire a une sur-estimation des bornes supérieure et inférieure de 1’état,

e les méthodes qui reposent sur le principe de découplage des entrées inconnues. Cette
approche est basée sur la synthese d’observateurs intervalles dont I'état évolue dans
I’espace orthogonal a celui des entrées inconnues.

Nous proposons ici d’expliciter cette derniere approche en présentant les travaux proposés
dans [47, 48].
1.4.3.1 Formulation du probleme

Soit le modele LTT décrit par :

y(t) = Cx(t) + (1) (1.122)
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ou x € R™ est le vecteur d’état du systeme dont les conditions initiales appartiennent
a l'intervalle {l(to),f(to)} avec z(tg) et ZT(ty) supposés connus. u € R™ est le vecteur
d’entrée du systéme, supposé borné par deux vecteurs u, @ a priori connus tels que u(t) <
u(t) <a(t), Vi > tg. £ € £ C R est le vecteur des entrées inconnues. y € RP et i) € RP
représentent respectivement les vecteurs de sorties bruitées et non bruitées du systeme.
w € R™ et 6 € RP désignent respectivement les vecteurs des bruits d’état et de sortie,
supposés bornés par des bornes connues w € R et § € RY, telles que —w < w(t) < @ et
—§ < §(t) <6, Vt > ty. Les matrices sont définies par A € R™*" B € R™™ D € R™4,
C e RPX™,

L’objectif est de construire un observateur intervalle qui estime les bornes supérieure
Z(t) et inférieure z(t) de I'état x du systeme (1.122).

1.4.3.2 Premiere approche
Nous présentons dans ce paragraphe, 'approche proposée dans [47].

Hypothese 1.4. La dérivée du vecteur des bruits de mesure & est bornée par un vecteur
constant et connu § € RE tel que :

— < H(t) <6, vt >0 (1.123)

Hypothese 1.5.
rang (CD) =rang(D)=¢q, ¢ <p (1.124)

Hypothese 1.6. Il existe une matrice W € R™*? telle que I, + C'W est non singuliere et
la paire (PA, C) est détectable ou P = I,, + EC avec

E=-D(CD)'+W (I,-CD(CD)") (1.125)

Hypothese 1.7. Il existe un gain K € R™*? et une matrice de transformation 7" € R"*"
tels que la matrice T (PA — KC) T~ soit Hurwitz et Metzler.

Les hypotheses 1.4-1.7 permettent de garantir I'existence d’un observateur intervalle
stable et de satisfaire les conditions de découplage des entrées inconnues &.

Sous I'Hypothese 1.7, le changement de coordonnées z(t) = Tx(t) transforme le systeme
(1.122) sous la forme :

TAT'2(t) + TBu(t) + TDE(t) + Tw(t)
y(t) = CT'2(t) + 0(t) (1.126)
CT2(t)

I
—~
~+
~—
I

<

—
~

N—
Il

La solution proposée dans [47] est basée sur la connaissance de la dérivée du vecteur
de mesure y(t) ainsi que sur la connaissance de ses bornes supérieure et inférieure. Les
auteurs proposent alors d’utiliser une approche par modes glissants d’ordre élevé [64, 65]
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77 2

pour calculer la dérivée des éléments yi(t) , k ={1,---,p} du vecteur y(t), supposés

étre 7s” fois différentiables, i.e.

G5 (t) = vg(t)

vh(t) = qf(t) — Ml (t) — yi(£)| 5 sign(gh(t) — ye(t))

g;(t) =wvi(t) (1.127)
vE(t) = gy (1) — MFlgh(t) — o (8)| 77T sign(gF (t) — of 4 (1))

GE(t) = —Nisign(qh(t) —vF (1))

ol )\f , Vi ={0,---,s} sont des constantes positives qui peuvent étre choisies en utilisant
la procédure décrite dans [65].

L’utilisation d’un différentiateur HOSM (acronyme du terme anglo-saxion High-Order
Sliding Mode) est compatible avec la conception d'un observateur intervalle puisqu’il est
causal et garantit que l'erreur d’estimation est bornée apres un instant fini 7" > 0. De
plus, il est possible de calculer cette borne, comme le stipule le théoreme suivant.

Théoréme 1.7 ([65]). Soit le signal yi, : Ry — R s fois différentiable et —5 < §(t) <&

alors il existe un scalaire 0 < T < +oo et des constantes ,uf >0, 5€{0,---,s} tels que
pour tout t > T :

j s—jtl .
(&) =0 ()] < k1] T, Vi = {0, s} (1.128)

D’apres le Théoreme 1.7, il existe un instant T € R, tel que 'erreur d’estimation entre
la jome dérivée du signal 1), notée 1/1,(5 )(t) et son estimée ¢¥ satisfait la relation :

) — (0] < W T G e {0, s} VST (1.129)

Par conséquent, d’apres la relation §(t) = g, (t) + 0(t) — e(t) ot €(t) = qi(t) — 1)(t) alors

yt) <gyt) <yt), vt >T (1.130)

t\)\»—t

ot §(t) = qu(t) — 8 — 87, J(t) = qu(t) + 6 + yud?.

1.4.3.2.1 Structure de ’observateur intervalle

La structure de 'observateur intervalle proposée dans [47] est donnée par :

2(t) = TNT-'2(t) + (TK)*(t) + (TK) () + (TG)*a(t) + (TG) u(t)
HTE) () + (~TE) §(t) + (TP)'@ — (TP) @ L)

2(t) = TNT-'2(t) + (TK)*y(t) + (TK) 750 + (TG)*ut) + (TG)a(t)
HETEY(0) + (~TE)§(t) - (TP)*@ + (TP) @

ou y(t) = y(t) + 0, y(t) = y(t) =0, K = L+ NE, N = PA— KC et G = PB avec
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1.4.3.2.2 Conditions d’existence de 1’observateur intervalle

Le théoréeme suivant, proposé dans [47], donne la preuve que le systéme d’équations
(1.131) est un observateur intervalle.

Théoréeme 1.8 (Théoreme 7 dans [47]). Soient les conditions initiales du systéme (1.131)
2(0), z(0) telles que :
2(0) < 2(0) < z(0) (1.132)

1l existe un instant de temps T € Ry, 0 < T < +oo tel que l’état z, solution du systéme
(1.126) satisfait l’inégalité :

2(t) < z2(t) <z(t),VE>T (1.133)

Démonstration. Soient les erreurs d’observations supérieure et inférieure définies par :
t
(®) (1.134)

Les dynamiques de €,(t) et e,(t) sont alors données par :

e.(t)=TNT 'e.(t)+ T (NP — PA+ LC) T 12(t) — TPDE(t) + Hy(+) (1.135)
e.(t)=TNT e, (t) —T (NP — PA+ LC)T'2(t) + TPDE(t) + Ha(+) '
ot Hi(-) =(TG)"(@(t) — u(t)) — (TG)" (u(t) —u(t)) + (TP)" (@ — w(t))
—(TP) (@ +w(t) +(TK)* (0 +4(t) — (TK)~ (0 — (1))
+(=TE)"G(t) = (=TE) ¢(t)
Hy(1) =(TG)" (u(t) — u(t)) — (TG)™ (@(t) — u(t)) + (TP)" (@ + w(t))
—(TP) (@ —w(t) + (TK)" (0 —d(t)) = (TK)™(d + (1))
+(-TE)'GW) - (-TE) G 1
avec (1(t) = 6 — 8(t) + 1102 + €(t) et Go(t) = 0 + 8(t) + 102 — €(t). ]
Soient les contraintes algébriques :
{NP—PA+LC:N—PA+KC:O (1.136)
PD =0

En considérant les expressions des matrices N, K et F alors les contraintes (1.136) sont
réécrites sous une forme compacte décrite par I’équation :

N K E|¥=0 (1.137)
I, ©
onX=| C et @=[A —D).
—CA CD

Sous I'Hypothese 1.5, les solutions de I’équation (1.137) sont données par :
[N K E| =05+ 7 (I — 551) (1.138)
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I, 0 0

S -
U=l cpyca o (CD)

T] et ou Z = {Zl K W} est un degré de liberté.

Sous les contraintes (1.136) alors le systeme (1.135) est réduit a la forme :

(1.139)

e:(t) = TNT 'e.(t) + Hu(:)
e.(t) = TNT e, (t) + Ha(")

Il est facile de vérifier que Hi(-) > 0 et Hy(-) > 0. De plus, sous 'hypothese 1.7 alors la
matrice TNT ! est Hurwitz et Metzler. Finalement, en considérant les conditions initiales
(1.132), alors I'application du théoreme 1.4 assure que :

e.(t)>0ete,(t) >0, VI>T < z(t) <z(t)<z(t), Vt >T (1.140)

L’application du Lemme 1.5 sur la relation z(t) = T 'z(t) permet alors d’obtenir un
encadrement de ’état = du systeme (1.122), a chaque instant de temps, ce qui conduit au
corollaire suivant :

Corollaire 1.1 (Corollaire 8 dans [47] ). Sous les conditions du théoréme 1.8, l’état x du
systéme (1.122) est borné tel que x(t) < x(t) < T(t) avec :
{x(t) — R*Z(t) — R 2(t)
z

AR (1.141)

z
z
avec R =T7!.

1.4.3.3 Deuxiéme approche

Nous abordons ici les travaux présentés dans [48], basés sur les développements mé-
thodologiques initalement présentés dans [53].

L’idée consiste a appliquer des transformations successives sur 1’état et la sortie du sys-
teme initial pour découpler I'influence du vecteur des entrées inconnues et assurer les
propriétés de stabilité et de coopérativité des erreurs d’observation dans la nouvelle base.
Contrairement a I’approche précédente, la connaissance de la dérivée des bruits de mesure
et 'utilisation d’un différentiateur HOSM ne sont pas nécessaires.

Sous I'Hypothese 1.5, il existe une transformation d’état (non-singuliere) z(t) = T'z(t),

T eR”™ ouT = {N D} avec N € R™ (=9 qui transforme le systéme (1.122) sous la
forme :

{z(t) = Ax(t) + Bu(t) + DE(t) + @(1) (1.142)

y(t) = Cz(t) + 0(¢)

ou le vecteur z(t) = [i ( t)] avec z1(t) € R"79, z(t) € R? et les matrices sont définies par

2
- A, A - B =~ .
_ =1 _ |11 212 _ -1 _ |21 _ _ _ -1 —
A=T AT_L421 AZJ,B T-'B lBJ,C cT [CN CD],D T-'D
N _ @)
[[J? Ot) =T w(t) = Lﬁz(t)}
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De plus il existe une transformation de sortie (non singuliere) U = [C’D Q} ou ) €

RP*(P=4) telle que U~! = [51] avec U; € R™*P U, € RP=9*P_ La multiplication de y par
2
U~! conduit a :
En injectant 2o(t) = Uyy(t) — UyC Nz (t) — U10(t) dans 'expression de z; du systeme
(1.142) alors le systeme réduit (1.144) est obtenu :

{z‘l(t) = Az (t) + Ewy(t) — Exd(t) + Buu(t) + & (t) (1.144)

g(t) = Crz1(t) + Upd(t)
avec Al = 12111 — AlgUlcN, E1 = AlgUl, g(t) = U2y<t>, él = UQON

L’application des transformations successives sur I’état et la sortie permet ainsi de réécrire
le systeme initial (1.122), sous la forme réduite (1.144) qui ne dépend plus de l'entrée

inconnue £. La connaissance de 'état zo est déduite de la relation z(t) = Uyy(t) —
UlCNzl(t) — Ul(S(t)

Hypothese 1.8. La paire (fll, C’l) est détectable.

L’hypothese 1.8 assure l'existence d’une matrice de transformation P € R(n=a)x (=) et
d’un gain L € R(=a)x(r=a) telg que la matrice P (Al — LC’I) P~ soit Hurwitz et Metzler.

Par conséquent, le changement de coordonnées ri(t) = Pz (t) transforme le systeme
(1.144) sous la forme :

{f'l(t) = PA,P~'ri(t) + PEvy(t) — PELS(t) + PBuu(t) + Pax (1) (1.145)

g(t) = CLP7'ri(t) + Usd(t)
L’objectif est maintenant de construire un observateur intervalle pour estimer une
borne supérieure 7; € R"™ 7 et une borne inférieure r; € R"% de I’état r; du systeme

(1.145). La connaissance des transformations successives permettra de déduire un enca-
drement pour 'état = du systeme (1.122).

1.4.3.3.1 Structure de l’observateur intervalle

La structure de I'observateur intervalle proposé dans [48], est donnée par
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1.4.3.3.2 Conditions d’existence de ’observateur intervalle

Le théoreme suivant permet d’établir les conditions d’existence de I'observateur inter-
valle.

Théoréme 1.9 (Théoreme 2 dans [48]). En supposant que r,(to) < ri(to) < T1(to) et en
considérant ['observateur intervalle (1.146) alors l’état r1(t), solution du systeme (1.145),
satisfait : )

ri(t) € [r (), 7 (t)], V> to. (1.147)

De plus, il existe une constante p,, > 0 telle que :

lim -?1 (t) — T (t)
t=too |11 (t) — 11(1)

< Py (1.148)

Le corollaire suivant, qui se déduit de ce théoreme et du Lemme 1.5 appliqué a la
relation z;(t) = P~ 'r,(¢), permet de déterminer un encadrement de Iétat 2 (t).

Corollaire 1.2 (Corollaire 1 dans [48]). Sous les conditions du Théoréme 1.9, l’état z
du systeme (1.144) est borné tel que z;(t) < z1(t) < Z1(t) avec

(1.149)

ou R= P71

La connaissance du domaine d’appartenance du vecteur z; permet de déduire les bornes
supérieure et inférieure de I’état x du systeme (1.122), en exploitant le Lemme 1.5 et les
relations z(t) = T'2(t) avec z9(t) = Uyy(t) — UyC Nz (t) — Uid(t).

Théoréme 1.10 (Théoreme 3 dans [48]). En supposant que les conditions du Théoréme
1.9 sont satisfaites et x(ty) € [g(to),f(to)] alors :

z(t) € [z(t), T(1)], Vt > to. (1.150)

De plus, il existe une constante p, > 0 telle que :

o |=(t) — 2(t)
Jm L;(t) ()] <P (1.151)
. |z (1) | m(?)
ou x(t) = [IQ(LL)} et T(t) = Ll:g(t) tels que
ZT1(t) = THZ:1(t) + (Th2Uh) Y (t) + (=T1oUCN)* Z1(t) + (=T1Up)" A
zy(t) = T/ Z, (1) + (ThoUn)" Y.(t) + (=ThoUiCN)" Z4 (1) + (=ThoUh)" A (1.152)
To(t) = Ty, Z1(t) + (TooUy) " Y (t) + (=ToUCN)* Z1(t) + (=TUy)* A
2y(t) = Ty Zy (1) + (TooUnh)" Y1) + (=ToUiCN)™ Zy (1) + (= ToeUh)" A.
— =) ~z(2) ‘ .
avec Z1(t) = L Z4(t) = |2 et les matrices Ti1, Tia, To1, Ty sont issues de la
51(75) Zl(t)
. . o T11 T12
matrice de transformation T telle que T = :
Ty 1o
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1.4.4 Synthese sous contrainte de gain L.

Les approches explicitées précédemment, permettent de satisfaire les contraintes de
robustesse vis-a-vis des entrées de perturbations exogenes, par découplage "parfait” de
celles ci. Une autre stratégie consiste a minimiser ’effet de ces dernieres sur les erreurs
d’observation. Ce sont les approches basées sur 'utilisation de normes, parfois appelées
les approches par découplage approximatif (traduction du terme anglo-saxon “almost de-
coupling”).

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux approches basées sur le gain L., c’est a
dire qui considerent des contraintes de robustesse de type "pire amplitude”. Tres peu de
travaux existent dans ce contexte. Nous présentons ceux proposés dans [15].

1.4.4.1 Formulation du probleme

Soit le modele

y(t) = Cx(t) + Fw(
z(0) = xo
oux,rg € R", w € R™ et y € RP désignent respectivement, 1’état, ’entrée de perturbations

et la sortie du systeme. w est supposé borné par des bornes connues w(t),w(t) € L2, i.e
w(t) € [w(t),w(t)] pour tout t > 0.

(1.153)

~+
~—

L’objectif consiste a déterminer les bornes inférieure et supérieure de I'état x du systeme
(1.153) en utilisant un observateur intervalle donné par :

z(t) = Az(t) + Fw(t) + Lm(t)
m(t) = y(t) — Cz(t) — Fw(t)

(1.154)

En définissant les erreurs d’observation e(t) = Z(t) — z(t) et e(t) = x(t) — z(t), alors il
vient :

é(t) = (A= LOYe(t) + (B — LF)3()

é(t) = Me(t) (1.155)
é(t) = (A— LC)e(t) + (£ — LF)i(t)

¢(t) = Mae(t)

ot §(t) =w(t) — w(t) et §(t) = w(t) — w(t). Les matrices My, My € RT™.

Le probleme de synthese de I'observateur se formule alors comme suit :

Probleme 1.2 (Probleme 8 dans [15]). Trouver un observateur intervalle de la forme
(1.154) tel que :

a) La matrice A — LC est Metzler et la matrice E — LF' est non négative.
b) La matrice A — LC' est Hurwitz.
¢) Le gain Lo des transferts § — ¢ et § — ( est minimal.
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1.4.4.2 Résolution du probléeme

Afin de développer un cadre générique pour des problemes similaires au Probleme 1.2,
les auteurs se proposent de raisonner sur le modele suivant :

. {é(t) = (A= LOY(t) + (B~ LF)w(t)

X(t) = ME(t) + Nuw(t) (1.156)

oué € R", w € R et x € RY et les matrices sont de dimensions appropriées. Il est supposé
que les matrices M et N sont non-négatives et la matrice M est non nulle.

Dans cette formulation, (£,w,x) va jouer le role successif de (€,d,(), puis de (e, 4,()
dans le Probleme 1.2. Le coté générique de la définition de G vient du fait qu’il existe
un couplage entre la sortie x et I'entrée w, ce qui n’est pas le cas dans le Probleme 1.2.
En d’autres termes, les développements méthodologiques proposés dans [15] sont valables
pour les systemes propres et pas uniquement strictement propres.

L’objectif consiste a résoudre le probleme
Yopt = N || Guosxll 2 (1.157)
LeL
ou
L= {L € R"? | A— LC est Hurwitz et Metzler et E — LF > 0} (1.158)

et a déterminer la matrice L,y associée a la valeur minimale du critere, i.e. vp.

La solution a ce probleme est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 1.11 (Théoreme 14 dans [15]). Les énoncés suivants sont équivalents :

(a) Il existe un observateur intervalle de gain Lo optimal de la forme (1.154) pour le
systéeme (1.153),

b) Pour tout (M, N) € RT" x RT”*™,
¥ +
Lopt(G(LE11)) € L,,/(G(M, N)) (1.159)

n’-m

De plus, le gain optimal est donné par Loy (G(1L,1T7)) = (X,0) " Usp 00 la paire

n)—m

(Xopts Unpt) désigne la solution optimale au programme linéaire

inf vy (1.160)
X,U,a,y

sous les contraintes

T
1,] [XA-UC (XE-UF)1,
" razve we-vmn o
XA—-UC +al, >0, (1.162)
XE—-UF >0 (1.163)

oua € R, U e R et X € R™™ est diagonale, X1,, > 0 et 0t Yopt := Yot (G(M, N))
et Lopt := Lopt(G(M, N)).

Ce théoreme montre que résoudre le Probleme 1.2 est équivalent a résoudre un pro-
bleme d’optimisation sous contraintes LMI.
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1.5 Observateurs intervalles pour les systemes LTV

Dans les paragraphes précédents, nous avons dressé un panorama relativement exhaus-
tif des méthodes de synthese d’observateurs intervalles pour la classe des systemes LTT.
Nous proposons maintenant d’étudier les solutions qui existent dans la litérature, pour la
classe des systemes LTV (acronyme du terme anglo-saxon Linear Time Varying).

Contrairement aux systemes LTI, les systemes LTV permettent de tenir compte de varia-
tions de la dynamique du systeme au cours du temps. Un modele LTV est caractérisé par
une représentation d’état ou les matrices dépendent de la variable du temps ¢ :

i(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)
{y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t) (1.164)

De maniere similaire aux approches pour les systemes LTI, des techniques par changement
de base d’état invariant et variant dans le temps ont été proposées pour la synthese
d’observateurs intervalles. Nous présentons ici ces approches.

1.5.1 Approche par changement de coordonnées invariant dans
le temps
Il existe relativement peu de travaux qui abordent le probleme de synthese d’observa-

teurs intervalles par changement de coordonnées invariant dans le temps. Nous proposons
de rappeler ici les travaux présentés dans [33].

1.5.1.1 Formulation du probleme

Soit le modele

{:'B(t) = A(t,y, )z (t) + f(t, x,u,0) (1.165)

y(t) = C(t,u)x(t)
ouzr € R", u € R™ et y € RP désignent respectivement, 1’état, I'entrée et la sortie du
systeme. # € @ C R? est un vecteur de parametres inconnus appartenant a un compact

© connu a priori. Les matrices du modele (1.165) sont telles que A : RPT™H — Rxn
C : Rl — RPX™ et la fonction f : R*™™mTetl — R™ est donnée.

Comme on pourra le constater dans la définition du modele (1.165), le bruit de mesure
n’est pas considéré.

Les hypotheses suivantes sont faites :

Hypotheése 1.9. L’état x, I'entrée u et la sortie y sont bornées, c.-a-d. ||z|.. < X,
|lullze. < U et ||yllz.. <Y pour des constantes X > 0, U > 0, Y > 0 données.

Hypothese 1.10. Soit I'inégalité x < x < T pour des vecteurs z € R" et T € R" donnés
alors il est possible de construire deux fonctions f : R2*+m+l — R? et I R2ntm+l 5 Rn
telles que :

ftz,z,u) < ft,z,u,0) < f(t,z,T,u), Vt >0, ||ull. <U, 0 €06.
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Hypothese 1.11. Il existe des fonctions matricielles L : RPY™ 1 — RrxP P R, — R™X7
avec P(-) = P(-)T = 0 telles que pour tout ¢t > 0, ||ulz. < U, ||yllc., <Y :

pljn j P(t) j pZIn7 D1, P2 > 07
P(t)+ D(t,y,u)" P(t) + P(t)D(t,y,u) + P(t)* + Q = 0,
D(tv y?“) = A(t7 Y, U) - L<t7y7 u)C(t,u), Q = QT = 0.

1.5.1.2 Structure de ’observateur intervalle

Sous les hypotheses 1.9-1.11 et sous I’hypothese qu’il existe une matrice L telle que la
matrice D soit Metzler, alors un observateur intervalle basé sur la structure de Luenberger
peut étre construit tel que :

{:‘c(t) = A(t,y, u)x(t)

(t, 2,7, u) + L(t, y, u) (y(t) — C(t, u)z(t))
T(t) = A(t,y, u)Z(t) t (1.166)

+f
+ [ (t2,7,u) + Lt y, u) (y(t) — C(t,w)T(t))

Les conditions d’existence et de stabilité de cet observateur sont présentées dans le
Théoreme 3 de [33].

L’hypothese Metzler faite sur la matrice D peut étre relaxée en utilisant le Lemme 1.9
lorsque celle-ci est constante. En effet, sous 'Hypothese 1.11 la matrice D est Hurwitz et
le changement de coordonnées invariant dans le temps T assure que T 'DT est Metzler,
tout en conservant la propriété Hurwitz de D.

Dans le cas d’une matrice variable D(t,y,u), le lemme suivant permet de proposer une
solution :

—_—

Lemme 1.10 (Lemme 4 dans [33]). Soit une matrice variable Z € = C R™" avec
E={ZeRv| Z,-A<Z< Z,+A }, pour deuz matrices Z, = ZI € R™" et
A € RY*™. Si pour une constante p € R et une matrice diagonale T € R™ ", la matrice
Metzler R = pkE, — T posséde les mémes valeurs propres que la matrice Z,, alors il existe
une matrice orthogonale S € R™™ telle que toutes les matrices ST ZS soient Metzler avec

Z € =, sous la condition donnée par pn > n ||A|],,.. ou || 4] = max|A;;]|.
ij

max
Pour la suite, I'hypothese suivante est faite :

Hypotheése 1.12. La matrice D(t,y,u) € = pour t > 0, ||ullz. < U, ||yllc., <Y telle
que

E={DeR”|D,~A<D<D,+A}, Dy=DI R AecR}™
Pour une constante réelle i > n ||Al],,. et une matrice diagonale 7" € R™ ", la matrice
Metzler R = pE,, — T possede les mémes valeurs propres que la matrice Z,.

L’Hypothese 1.12 implique I'existence d’une matrice orthogonale S = ST € R " telle
que la matrice ST D(t,y,u)S soit Metzler pour tout D(t,y,u) € =.

En considérant le changement de coordonnées invariant dans le temps z(t) = STz(t) alors
le systeme (1.165) peut étre réécrit sous la forme :

{z’(t) = STA(t,y,u)Sz(t) + ¢(t, 2, u, 0)

y(t) = C(t,u)Sz(t) (1.167)
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ot ¢(t, z,u,0) = ST f(t,Sz,u,0).

Dans la nouvelle base, les bornes supérieure Z € R™ et inférieure z € R™ de I'état z du
systeme (1.167) sont estimées en utilisant un observateur intervalle décrit par :

{z(t) = ST Ay WS(t) + ¢ (2, 7,u) + 57 Lty u) (y() = CLw)S2(0) ) 460,
Z(t) = STA(t,y,u)Sz(t) + ¢ (t,2,Z,u) + STL(t, y,u) (y(t) — C(t,u)Sz(t))
o ¢(t,2,%,u) = (ST)Jri (t,z,T,u) — (ST> 7 (t,z,T,u),

o (t,2,Z,u) = (ST)JF? (t,z,T,u) — (ST>_i (t,2,T,u)

avec z(t) = S*2(t) — STE(t) et T(t) = STE(t) — S 2(1).

Remarque 1.2. Les expressions z, T, ¢ et ¢ sont déduites de I'application du Lemme 1.5

sur les relations x = Sz et ¢(t, z,u,0) = STf(t,z,u,0).

Finalement, les conditions d’existence de 'observateur intervalle sont données dans le
théoreme suivant.
Théoréme 1.12 (Théoreme 5 dans [33]). Soient les hypothéses 1.9-1.12. L une des condi-
tions suivantes étant vérifice

1. Pour tout t >0, ||u|lz, < U et tout z € R", T € R",

Hi(t,@,f, u)H2 < +00, Hf(t,g,f, u)H2 < 400
2. Pour tout t > 0, ||z||zo. < X, |lullc. S U, 0 € O et tout z € R", Z € R,
|6t 20.0) = 6 (1 2z w)|[) +[6 (2.2, 0) = 6 (12w, O)|) < Bz = 2l3+ 811z - 2l +a

oua€R., BER, etBl, —STQS+R=<0, R=R" ~ 0.

il vient que les vecteurs x et T dans (1.168) sont finis pour tout t > 0.

De plus, sous la condition z(0) < z(0) < z(0) alors ’état x du systéme (1.165) est borné
tel que :
2(t) < x(t) < (1) (1.169)

La construction de l'observateur intervalle (1.168) repose alors sur la procédure sui-
vante : Dans un premier temps, un gain L est choisi de maniere a satisfaire 'Hypothese
1.11. Finalement, s’il est possible de déterminer des matrices D, et A vérifiant 'Hypothese
1.12 pour la matrice D(t,y,u), alors il existe une transformation orthogonale S telle que
STD(t,y,u)S soit Hurwitz et Metzler pour tout D(t,y,u) € =. L’'observateur intervalle
(1.168) peut alors étre construit.

1.5.2 Approche par changement de coordonnées variant dans le
temps

Parmi les limitations de la méthode par changement de coordonnées invariant dans le
temps présentée précédemment, on peut citer les suivantes :
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e il n’existe pas de méthode générique et systématique permettant de déterminer un
gain L et un changement de coordonnées S tels que la matrice ST (A(t) — L(t)C(t)) S
soit Hurwitz et Metzler ;

e la matrice D(t) est supposée appartenir & un domaine de faible amplitude.

Afin de palier ces limitations, une approche par changement de coordonnées variant
dans le temps a été proposée dans [95]. Nous proposons ici d’expliciter les grandes lignes
de cette approche.

1.5.2.1 Formulation du probleme

Soit le systeme décrit par :

2(0) € [2(0), 7(0)] (1.170)
)

v, f(t) € [£(0).F0)] . #(t) € [o(t). 7 ()]
oux € R" f € R", y € RP et p € RP désignent respectivement les vecteurs d’état, d’entrées

inconnues bornées, de la sortie et des bruits de mesure bornés du systeme. Les matrices
sont définies par : A: R — R™™" (C : R — RP*™,

Hypothese 1.13. Il existe des fonctions matricielles L, : R — R™*P, P : R, — R™*"
avec P(t) = P(t)T = 0 telles que pour tout ¢ > 0 :

P(t) + D(t)TP(t) + P(t)D(t) < 0,
ou D(t) = A(t) — Lops(t)C ().

L’Hypothese 1.13 permet d’assurer la stabilité du systeme @(t) = D(t)z(t) par 'utili-
sation d’une fonction de Lyapunov V (t) = o () P(t)z(t).

Le systeme (1.170) peut étre réécrit, en introduisant le gain L, sous la forme :

@(t) = D(t)x(t) + ¢(t) (1.171)
+¢

{y(t) = C(t)z(t) +¢(t)
ot D(t) = A(t) — Lops(£)C(t) et ¢(t) = f(t) + Lovs(t) (y(t) — o(t)).

La construction d’un observateur intervalle pour le systeme (1.170) repose sur un change-
ment de coordonnées variant dans le temps qui transforme la matrice D(t) en une matrice
Metzler dans le nouvelle base.

1.5.2.2 Transformation d’une matrice quelconque variant dans le temps en

matrice Metzler
Le changement de coordonnées proposé dans [95] est basé sur la notion de transfor-

mation par D-similarité développée dans [102].
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Lemme 1.11 ([102]). Soient deuz matrices A(t) € R™*™ et B(t) € R™™. S’il existe une
matrice L(t) € R™™ avec det(L(t)) = constant # 0 telle que :

B(t) = L(t)™" (A(t)L(t) — L(t)) (1.172)
alors les matrices A et B sont dites D-similaires par la transformation de D-similarité L.

Lemme 1.12 (Lemme 2.1 dans [103]). Deux matrices A(t) € R™™ et B(t) € R™™ sont
D-similaires st :
tr(A(t)) = tr(B(t)) (1.173)

Par la suite, les travaux développés dans [103, 104] ont montré qu’il existe un chan-
gement de coordonnées composé de transformations successives convertissant, dans la
nouvelle base, une matrice variant dans le temps D(t) en une matrice Metzler I(t) de
structure

M) 1 -+ 0
=] 0 Al (1.174)
: 1
0 e 00 (D)
ot \j, i € {1,---,n} représentent les D-valeurs propres essentielles (E D-eigenvalues?).

La premiere étape du processus consiste a transformer la matrice D(t) en une matrice
compagne C(t). Cette transformation, détaillée dans le Lemme 1.13 et la Proposition
1.3 ci-apres, est assurée par l'utilisation de deux transformations successives, a savoir la
transformation de D(t) en une matrice quasi-compagne Q(t) et la transformation de Q(t)

en C(t).

Définition 1.17. Une matrice C(t) € R™" est sous une forme canonique compagne si et
seulement si elle s’écrit sous la forme

0 10 - 0]
o =1 o0 (1.175)
0 e e 0 1
=Bu(t) =Pa(t) --- - —=Ba(t)]

= comp([—P1(t), —=Pa(t), -+, —Ln(t)])

Définition 1.18 (Définition 5.4 dans [103]). Une matrice Q(t) € R™*" est dite de forme
quasi-compagne s'il existe une matrice canonique compage C(t) € R™™ et une fonction
scalaire £(t) € R telles que :

Qt) = C(t) = &) 1n (1.176)
Pour la suite, nous considérons les opérateurs suivants.

Définition 1.19 (Définition 5.3 dans [103]). Soient une matrice D(t) € R™™ et un vecteur
b(t) € R™ alors :

3. La définition est présentée dans le Lemme 3.1 de [103]
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(i) opérateur Pp est défini par :
Ppiz} = D(t)z — & (1.177)

(ii) Torbite de la paire (Pp, b(t)), notée orb(Pp,b(t)) est définie comme la matrice
n x n telle que :

orb (Pp,b(t)) = [b(t) | Po(b(t)) | PH0(E) | -+ | Pp(b(t)] (1.178)

ou Pk = PpPr ! et [ e ] désigne l'opérateur de concaténation horizontale.

Le processus de transformation d’une matrice D(t) en une matrice quasi-compagne
Q(t) est présenté dans le Lemme 1.13.

Lemme 1.13 (Lemme 4 dans [95]). Soit une matrice K(t) = orb <73D(t), b(t)) oub(t) € R®
est un vecteur réel tel que :

det (K(t)) = p(t) #0 (1.179)
et s0it e, le n®™ vecteur colonne de la matrice identité I, et C(t) est définie dans (1.175).

Alors la matrice D(t) peut se transformer sous une forme quasi-compagne Q(t) définie
par :

Q(t) = Lo(t) ™" (D(t) Lo(t) — Lo(t)) = C(t) — £(1) 1, (1.180)
Lo(t) = p(t) = K()H (1)),
Bty = [Bi(t) Bat) - Bu®)],
H(B(t)) = or (Pc,en),
£(t) = —*p(t)p (1),
et les fonctions B;, i € {1,--- ,n} sont calculées en résolvant ’équation
H(BE)E ' (t) (DK (t) — K(t)) en = Pifen}. (1.181)

Le Lemme 1.13 assure l'existence d’un premier changement de coordonnées Lg(t) qui
transforme la matrice D(t) en une matrice quasi-compagne Q(t). La transformation de la
matrice Q(t) en une matrice compagne C(t) est présentée dans la proposition suivante :

Proposition 1.3 (Proposition 2 dans [95]). La matrice quasi-compagne Q(t) peut se
transformer en une matrice compagne C(t) donnée par :
1

0t = R EDIQORAED) ~ Rulelt)
— Comp([—0im (1), ~ana(t), - . —tnn(t)]) (1.182)
- g S
Ry =11],
Vn > 2, ypo1 = [% 1,1 Yn-12 ¢ ’Yn—l,n—l} (1.184)

ot Yneik = Yn-2k — EE)Vn-28 + Y241, VE=1,---,n
avec  Y0=07,11=1,Vj=0,--- ,n—1
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Les éléments vy, ;(t) de la matrice C(t) peuvent étre calculés de maniere récursive en
utilisant les A;(t), ¢ € {1,---,n} (voir (1.174)) et la relation (1.185) avec apo = 0 et
Qg r+1 = 1 pour k € {0,--- ,n — 1} [103, 104] décrite par :

Ckmj(t) = an—l,j (t) — )\n(t)an—l,j(t) + Oén—l,j—l(t)a ] S {1, tet ,n}. (1185)

Le Théoreme 1.13 détaille une solution pour transformer la matrice D(t) en une matrice
compagne C(t) avec R(&(t) = R, (&(1).

Théoréme 1.13 (Théoreme 3 dans [95]). La matrice de passage assurant la transforma-
tion de D(t) en C(t) est donnée par :

L(t) = Lo(t)R(£(1)), (1.186)
et 'expression de la matrice compagne C’(t) est décrite par :

C(t) = L7'(t) (D(t)L(t) — L(1)) (1.187)

La dernicre étape du processus consiste & transformer la matrice compagne C(t) en
une matrice Metzler I(t). Le Théoréeme 1.14 propose une méthode de conception pour
calculer la matrice de passage.

Théoréme 1.14 (Théoreme 4 dans [95]). Toute matrice compagne C(t) peut étre trans-
formée en une matrice Metzler I(t) en utilisant le changement de variables donné par :

() = (P()C(t) + P(t)) P(2) (1.188)
ot la matrice de passage P(t) est construite de maniere récursive telle que :

A(t) =]

o= =[]

(1.189)

Le j°™e élément o,y ;(t) dans le vecteur ligne cv,—1(t) est défini dans (1.185) comme une
fonction explicite de M\ (t), Aa(t), -+, Au_1(t) et de leurs dérivées.

Finalement, la transformation d’une matrice D(¢) en une matrice Metzler I1(t) est
donnée par la proposition ci-dessous.

Proposition 1.4 (Proposition 3 dans [95]). La transformation D(t) en une matrice Metz-

ler I(t) définie dans (1.174) est assurée par les deux matrices de passage L(t) et P(t),
données respectivement par (1.186) et (1.189), a travers la relation :

() = T(t) (DOT (1) = T(t)) (1.190)

44



1.5. OBSERVATEURS INTERVALLES POUR LES SYSTEMES LTV

1.5.2.3 Structure de l’observateur intervalle

Les développements présentés précédemment donnent les fondements méthodologiques
qui permettent de transformer une matrice dépendant du temps, en une matrice Metzler.
Nous allons voir maintenant comment ce résultat peut étre utilisé pour synthétiser un
observateur intervalle pour la classe des systemes LTV, comme présenté dans [95].

Dans un premier temps, la démarche consiste a réécrire le modele (1.170) sous la forme
(1.171) en choisissant le gain L,ps(t) tel que la matrice D(t) = A(t) — Lops(t)C(t) soit
Hurwitz.

Dans un deuxiéme temps, le changement de coordonnées z(t) = T'(t)x(t), ou la matrice
T(t) = P(t)L~1(t) est calculée en suivant la méthode présentée dans le paragraphe 1.5.2.2,
puis appliquée au modele (1.171) pour assurer la coopérativité des erreurs d’observation.

Hypothese 1.14 (Hypothese 5 dans [95]). Supposons que f(t) € [i(t),?(t)}, o(t) €
{g(t),*( )} lyllze. <Y, Vt >0, oula constante Y > 0 est connue et les fonctions f(t),

f(t), o(t), B(t) sont bornées. De plus, il existe un scalaire My € Ry tel que, Vi > t,
1T 2o < M3, [T O]l < M.

La structure et les conditions d’existence de l'observateur intervalle sont présentées
dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.15 (Théoreme 6 dans [95]). Soient un systéeme décrit par (1.170) et soit
le changement de base T(t) explicité précédemment. Sous les hypothéses 1.13 et 1.14, le
systéeme d’équations dynamiques

£(1) = TUO2(0) + 6, (1) + Lona() + T (D01 L19)
5(0) = TUZ(0) + B(t) + Tans() + T (D91 |
2(t) < T(t)x(t) < z(t), Vt > 1o, (1.192)

o ¢, (t) = T*(t)f(t) = T~ () (1), Gops(t) = T*
gobs(t) = Tobs( )E( ) T£5( )@(t% l*pobs(t)
intervalle pour le systeme (1.171) dans la b
(1.174) et (1.190). Les matrices de passage L(t) e

(1.186) et (1.189).

F@) =T () £(t), Tobs = T(t) Lons(t),
t) — Tp.(t)p(t), est un observateur

2(t). La matrice I(t) est définie dans
t P(t) sont respectivement données par

Une conséquence directe du Théoreme 1.15 est présentée dans le corollaire suivant qui
se déduit en appliquant le Lemme 1.5 & la relation xz(t) = T'(t)"12(t).

). Sous les hypotheses du Théoréme 1.15, les bornes
dans la base de départ sont données par

(t) = (T7H(1) " =(t)

et la propriété d’inclusion (1.194) est vérifie :

Corollaire 1.3 (Corollaire 1 dans [95]
supérieure et inférieure de l’état x(t)

Re

{x(t) =(T'(t)"
x (T~

z(t) < z(t) < T(t), Vt > to (1.194)

Ce corollaire conclut sur l'utilisation de 'observateur intervalle (1.191) pour estimer
les bornes supérieure et inférieure de 1'état x, dans le cas des systemes LTV (1.170).
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1.6 Observateurs intervalles pour les systemes LPV

La derniere classe des systemes a laquelle nous allons nous intéresser est la classe des
systemes LPV (acronyme anglo-saxon pour Linear Paramter Varying.)

De nombreuses méthodes de conception d’observateurs intervalles pour les systemes LPV
existent dans la littérature. A titre d’exemple, on peut citer les travaux présentés dans
[30]. Dans ce papier, les auteurs proposent une méthode combinant les techniques des
observateurs intervalles et du différenciateur d’ordre supérieur. De maniere similaire aux
approches développées pour les systemes LTT et LTV, les approches présentées dans [94, 63]
reposent sur un changement de base d’état variant dans le temps, sous I’hypothese d'un
vecteur d’ordonnancement parfaitement connu a chaque instant de temps. Les travaux
développés dans [85, 12, 84, 34, 100, 21] relaxent cette hypothese et considerent que les
composantes du vecteur d’ordonnancement appartiennent a un compact dont les bornes
sont connues a prior.

Les méthodologogies présentées dans les paragraphes suivants s’inscrivent dans ce contexte.
Plus précisément, nous nous intéressons aux travaux récents proposés dans [21, 100] qui
abordent une problématique fondamentale, la synthese d’observateurs intervalles pour la
classe des systemes LPV, sous contrainte de performance (de type gain L en l'occurrence).

1.6.1 Premiere approche

Nous présentons dans ce paragraphe, 'approche proposée dans [21].

Soit la classe des systemes LPV modélisés par :

#(t) = (Ao + AA(p(E)) 2(0) + b(2) .

y(t) = C(t) + v(t) '
ouz € R" et y € RP représentent respectivement les vecteurs d’état et de sortie. p(t) € II C
R! tel que p € L est un vecteur de parametres d’ordonnancement. Les valeurs du vecteur
p sont supposées non mesurables. Seules les valeurs admissibles pour le domaine 7 sont
supposées connues. Les matrices sont définies par Ay € R™*", C' € RP*"™ et AA : Il — R™*"
est une fonction matricielle continue par morceau. Les signaux b : Ry — R" et v : Ry — RP
représentent respectivement les entrées externes et le bruit de mesure.

Les hypotheses suivantes sont considérées :

Hypotheése 1.15. z € £, b(t) < b(t) < b(t) et |v(t)| < V pour tout t > 0 ou les vecteurs

b(t),b(t) € L et la constante V' > 0 sont connus.

Hypotheése 1.16. Il existe deux matrices connues AA, AA € R™" telles que :
AA < AA(p) < AA, Vpell

Les hypotheses 1.15 et 1.16 consideérent que I’état = du systéme (1.195) est borné, que
le bruit de mesure v possede une borne supérieure V', que l'entrée b appartient a I'intervalle
connu [b(t), b(t)}, Vt € R, et finalement que la matrice AA appartient a I'intervalle connu
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[AAAA], vt € R,
Sous ces conditions, la structure de I'observateur intervalle proposée par les auteurs est :

B(t) = (Ao — LO)a(t) + (AATzH(t) — AA 2 (t) — AA™TH(t) + AA 7 (1))
+Ly(t) — |L| V1, +b(t)
#(t) = (Ag— LC)T(t) + (AA T (t) — AATT () — AA z*(t) + Ad "z (1))
+Ly(t) — [L| V1, +B()
(1.196)

Les conditions d’existence de l'observateur intervalle sont présentées ci-dessous dans le
Théoreme 1.16.

Théoréme 1.16 (Théoreme 7 dans [21]). Sous les hypothéses 1.15 et 1.16 et sous [’hypo-
these que les matrices Ag — LC' et Ay — LC soient Metzler alors la relation x(t) < z(t) <
Z(t), Vt > 0 est garantie sous la condition x(0) < x(0) < Z(0) ot les vecteurs x, x et T
sont définis dans (1.195) et (1.196) . S’il existe une matrice P € R*®" o P = PT =0
et un scalaire réel v > 0 tels que l'inégalité matricielle de Riccati suivante est vérifiée

GTP + PG + 2y 2P? + 4?0’ L, + 277 < 0 (1.197)

ou le scalaire n = 2n||AA — AA||maz, la matrice Z € RS aquec 0 < s < 2n et la matrice
o [A-LC+AAT -4

N —AA Ay —LC + AA"|
Alors x, T € LY. De plus, le transfert m — 7 E] dans (1.196) posséde un gain Lo
férieur a .
Démonstration. D’apres les données du probleme, les dynamiques des erreurs d’observa-
tion e(t) = z(t) — z(t) et e(t) = T(t) — x(t) sont données par :

é(t) = (Ag — LO) e+ ) _di(1) (1.198)
e(t) = (AO — ZC) €+ idi(t) (1.199)
ol dy(t) = AA(p(t))x(t) — (AATz* (t) = AA z (1) — AA T (1) + AA T (1)),

dy(t) = |L] V1, = Lo(t),

dy(t) = b(t) — b(?),

d(t) = (A4 (t) - AAYT (1) = BA 2" (1) + AA 2 (1)) — AA(p(t))z(t)

do(t) = To(t) — [L| V1,

dy(t) = b(t) — b(t)

Etant donné que les matrices Ay — LC et Ay — LC sont Metzler et d;(t),d;(t) > 0,

i € {1,---,3}, alors, sous les conditions initiales z(0) < x(0) < z(0), il est facilement
déduit d’apres le Théoreme 1.4, que :
z(t) < az(t) <z(t), Vt >0 (1.200)
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L’objectif est maintenant de démontrer que les vecteurs x(t) et Z(t) sont finis pour tout
t > 0. Considérons la forme équivalente a I'observateur intervalle (1.196) décrite par :

|

ou f(z(t),z(t) = AT (t) - ATz~ (), f(z

8- &

8
=
:_/

)
=
S~—
S~—

|

L

+

i
—~
=

|

&
\HI
=

avec AT = AAT — AAT, AT =AA — AA".

Pour démontrer que les solutions de ’observateur intervalle z et T sont finies, introduisons
le systeme décrit par :

E(t) = GE(t) + o(E(1) +6(1) (1.202)
ou £(t) ligg] et p(&(t)) = [; Ei%g:igg;] et §(t) € L*" est une entrée auxiliaire représen-

tant I'influence des vecteurs y, u et b, b.

()~ - _ A+
Par définition, ¢(£(t)) = A mg_] avec A = lj _ﬁ

[o(E@)) [l < [IAl2]1€) l2
Or, comme ||Alls < 2n||Allmaz et | Allmae < |AA — AA||pae alors

[e€ENI, < nllE@)l; (1.203)

Considérons maintenant, la fonction de Lyapunov V (t) = £(#)T PE(t) alors

V(t) =€) (GTP+ PG)E(t) + (9(E(1) +6) PE(H) + ()T P (9(4(1)) + 9)
< LT (GTP+ PG (1) +2972() T P(1) +0(£(1) T o(£(1)) + 726 (8)Td(t)
<EBT(GTP+ PG + 2772 P% + 0Ly, + ZTZ) () —EW)TZTZE() +~25(H)To(t)
(1.204)

Par conséquent, la vérification de 'inégalité (1.197) assure que les vecteurs T et x restent
bornés pour tout t > 0 et le gain L, de 'opérateur 6 — Z¢ est inférieur a ~.

] alors

Remarque 1.3. L’hypothese restrictive sur I'existence des gains L et L telle que les matrices
Ay — LC et Ay — LC soient Metzler peut étre relaxée par I'utilisation d’un changement
de coordonnées.

L’inégalité matricielle de Riccati (1.197) peut étre réécrite sous la forme d’une contrainte
LMI. Considérons dans un premier temps, I’écriture équivalente de la matrice G :

G=D-\ (1.205)
N S U A Y- S Vo L o] O O
ME= AL A+ aAt T o I T o of

En utilisant la relation (1.205) et en utilisant le complément de Schur, I'inégalité matricielle
de Riccati (1.197) est équivalente a la formulation LMI suivante

0.5v% 15, P
P Y"WT + WY - DTP — PD — ~*0?L,, — Z"Z

-0 (1.206)
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ou la variable LMI est W = PA.

De plus, les contraintes liées & la propriété Metzler des matrices Ag — LC et Ay — LC sont
équivalentes a la formulation LMI suivante :

P lAO 0] WY+ PS>0 (1.207)
0 A

ol S € R&*" et P sont des matrices diagonales.

1.6.2 Deuxieme approche

L’inconvénient majeur de l'approche présentée précédemment est lié a I’'Hypothese
1.16, i.e. les matrices qui dépendent du vecteur de parametres p(t) sont supposées bor-
nées par des matrices constantes. Ainsi, le probleme qui est fondamentalement LPV est
reformulé comme un probleme LTT incertain ensembliste pouvant conduire a une solution
conservative. Pour palier ce probleme, les auteurs de I'article [100] proposent une approche
basée sur la structure de la dépendance des composantes du vecteur de parametres p(t),
qu’il soit mesuré ou non mesuré. L’approche est développée dans un contexte "pire-cas
énergétique”, c’est a dire en utilisant un critere de type gain Ls.

1.6.2.1 Formulation du probleme

Soit le modele donné par :

y(t) = Cu(t)
ol x € R", u € R, y € R™ désigne respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de
sortie du systéme. Les matrices sont définies par A € R™", B € R™! et C € R™*",
& = {51,52, e ,§S] représente le vecteur de parametres non mesurés a temps variant,
supposé évoluer dans un polytope = de sommets V), j € {1,2,--- ,h}.n = [771, Moy -+ ,m}
représente le vecteur de parametres mesuré, a temps variant, qui est supposé évoluer dans

un polytope E de sommets %), j € {1,2,---,g}.

Pour des raisons de simplification d’écriture, la dépendance temporelle des vecteurs de
parametres 7 et £ n’est pas considérée par la suite.
Hypotheése 1.17. V¢ € Z et Vn € E, la paire (A(n,£), C) est observable

Hypothése 1.18. Les matrices A(n, &) et B(n, &) sont décrites par les structures :

A(n,€) = Ao(n) + &A1 () + - + EAs(n) (1.209)
B(n,&) = Bo(n) + &1B1(n) + - - - + &B.(n) (1.210)
ou les matrices A;(n), Bi(n) , i € {0,1,---,s} sont affines en 7 :
Ai(n) =Aio+mAin+ -+ 04, (1.211)
Bi(n) = Bio +mBiy + - +1.Bi, (1.212)

Hypothese 1.19. Les signaux d’entrée u et de sortie y sont bornés.

L’objectif est de construire un observateur intervalle qui estime des bornes supérieure
T et inférieure z de I'état = du systeme (1.208).
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1.6.2.2 Structure de ’observateur intervalle

Pour mener a bien cet objectif, les auteurs proposent d’utiliser ’observateur intervalle
suivant

{% = A(n. &)(t) + B(n, &o)ut) N (.1, Eew) + L) (1) = CTO) ) o

w(z,n, &, u) + L(n) (y(t) — Cx(t))

ou & est la valeur nominale du vecteur £ € =. Le gain de 1'observateur L(n) est de forme
affine en 7 tel que

L(n)=Lo+mLi+--+nL, (1.214)
ou L; e Rm™™ je{l,--- r}

w(x,n, &, u) et W(T,n, E,,u) représentent des fonctions limites supérieure et inférieure, du
domaine d’opération, décrites par :

w(w,n, €, u) = maz (A, &) = A1.&)) 7(0) + (B(.&) = B(1.&)) () (1.215)
wz.n. &, u) = max ((A@n.&) = A.&)) 2(t) + (B(n.&) = B(n.&)) u(t))  (1.216)

ou max(-) et min(-) sont des opérateurs de maximisation et de minimisation élément
par élément sur le domaine .. Les vecteurs &%, £ représentent les variables optimales de
décision ot le vecteur de parametres incertains & € RE™*1 est défini par :

e=E@L, = [6 6 G 6] (1.217)

La représentation polytopique associée est notée =, avec h"™ sommets.

Les matrices A(n, &) et A(n, &) sont définies par :

A(n, &) = +ZZ§6 (i —1)n+7)Ai5(n) (1.218)
B(n, &) = +ZZ§6 i—1)n+ j)Bi;(n) (1.219)

ofllesmatricesAU—DA()ethj—DB()@'E{l -, s}, j €{1,--+,n} avec une
matrice D; dont tous les éléments sont égaux a 0, excepté le j°me élément de la diagonale
dont la Valeur est 1.

1.6.2.3 Conditions d’existence de 1’observateur intervalle

Considérons dans un premier temps, les deux lemmes suivant, dont nous rappelons les
démonstrations a des fins pédagogiques :

Lemme 1.14 (Lemme 3 dans [100)). Si la matrice A(n,&.) — L(n)C' est une matrice
Hurwitz, Vn € E, Y&, € =, alors la matrice A(n,&)—L(n)C est aussi une matrice Hurwitz,
VneFE, VEeZ.
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Démonstration. Etant donné la définition de la matrice A(7, &) définie dans (1.218), il est
vérifiable que A;(n) = f: A;;(n) ot A;(n) est définie dans (1.211). Si chacun des éléments
j=1

&(i), i€ {l,---,s} du vecteur augmenté &, défini dans (1.217) est tel que

§=&((G—Dn+y), jel{l, - ,n} (1.220)

alors la matrice A(n,£) est équivalente a :

A(n, &) = Ao(n) + ZfiAi(U) = Ao(n) + Z ZfiAij(W) = A(Wa &) (1.221)
i=1 i=1j=1
Par conséquent, I’énoncé du Lemme 1.14 est facilement déduit. [ |

Lemme 1.15 (Lemme 4 dans [100]). Soit une matrice diagonale P € R™™ avec P > 0.
La matrice R € R™"™ est Metzler si et seulement si la matrice PR est Metzler.

Démonstration. Etant donné que la matrice P~! est une matrice diagonale et satisfait
P~1 > 0 alors la preuve est évidente. [ |

Les conditions d’existence de ’observateur intervalle sont données dans le théoreme
suivant :

Théoréme 1.17 (Théoreme 2 dans [100]). Soit le systéme (1.208) et soit les hypothéses
1.17, 1.18 et 1.19 . S’il existe des matrices P € R™" et Q; € R™™ i € {0,--- ,r} telles
que les trois conditions suivantes sont satisfaites

(i) La matrice P est diagonale et définie positive,

(ii) Vn € E et V& € =, les conditions LMI suivantes sont vérifiées :
A(n,€TP+ PA(n,£9) — (C"QM)" +Q(n)C) <0, j € {1,--- ,h"}
o & représente le j°™¢ sommet de =, et Q(n) = Qo +mQ1 + -+ + 1,Q,.

(iii) ¥ € E et V¢ € =, la matrice PA(n,§) — Q(n)C est une matrice Metzler.

alors le systeme d’équation (1.213) est un observateur intervalle pour le systéme (1.208)
et les matrices L;, i € {0,--- ,r} qui composent le gain L(n) sont données par la relation

L, = PilQi.

Démonstration. Soit la variable d’optimisation & de l'opérateur max(-) alors la dyna-
mique de T définie dans (1.213) est équivalente a la forme :

() = (A(n, &) — L(n)C) (t) + B(n, &)u+ L(n)y (1.222)

En considérant la variable LMI Q(n) = PL(n) alors il est facilement déduit que les
contraintes LMI (i) et (ii) garantissent qu'’il existe une matrice de lyapunov P, ce qui
assure la stabilité quadratique de la dynamique de 7. Etant donné que les vecteurs u et y
sont bornés, d’apres ’'Hypothese 1.19, alors le vecteur T est aussi borné.

Considérons maintenant la dynamique de I'erreur d’observation supérieure € = Z(t) —x(t) :
e(t) = (A(n, &) — L) C)e(t) + w(@, 0, &, u) — w(T,1, €, &, u) (1.223)
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ot w(T,n, &, &, u) = (A(n,§) — An,£)) Z(t) + (B(n, &) — B(n, &) u(t).

Par construction, il est facilement vérifiable que w(Z,n, &, u) — w(T,n, &, u) > 0. En ap-
pliquant le Lemme 1.15 avec P vérifiant la contrainte (i) et R = P (A(n,§) — L(n)C) ,
alors nous obtenons les contraintes LMI (ui7). Ainsi, la matrice A(n, &) — L(n)C' est Metzler
et Papplication du Théoreme 1.4 assure que €(t) > 0, Vt > t; si les conditions initiales
vérifient x(ty) < z(tg) < ZT(to).

Une démarche similaire pour z(t) et e(t) = x(t) — z(t) permet de compléter la démons-
trations du théoreme. [

Notons que la contrainte (%ii) du Théoreme 1.17 est un probleme de dimension infinie

qui peut étre transformé en un probleme de dimension finie en utilisant le corollaire 1
dans [100].

1.6.2.4 Performance de ’observateur intervalle

Afin d’améliorer les performances de 1’observateur intervalle, les auteurs proposent de
minimiser l'influence des incertitudes du modele sur la largeur de l'intervalle T — z, au
sens d’'un critere de type gain L. Le théoreme suivant donne la solution a ce probleme.

Théoreme 1.18 (Théoreme 3 dans [100]). Soient les vecteurs d’entrée u et de sortie y
du systéme (1.208) supposés appartenir aux espaces Lo et Lo et un scalaire v > 0. En
considérant le probleme d’optimisation

Minimaser v sous les contraintes
(i) La matrice P = diag(p11,- -+, Pan) > 0,

(ii) V& € Z,, les conditions LMI suivantes sont vérifiées :
A () T A ) . n
(A, 69) = L)C) P+ P (A@n,&9) = L(n)C) < 0, j € {1, ,h"}

AL(/’% g)TP + PAL(U7 5) P I
(i1i) ¥ € E et V¢ € =, P —-~I 0 | <0,
I 0 —I
(iv) ¥n € E et V¢ € =, la matrice PAL(n,§) est une matrice Metzler,

ou Ar(n,§) = A, &) — L(n)C, alors le gain Ly de d vers T — x, est inférieur ou égal a vy
ol d<t) = w(fa m, 5:7 u) - ’LU(T, n, 57 507 ’LL) + w(ia 1, 57 507 u) - w(ia m, S:a ’LL)

Démonstration. De maniére similaire au Théoreme 1.17, les contraintes (i) et (4i) assurent
que les bornes estimées z et T sont finies. Ainsi, la dynamique des erreurs d’observation
s’exprime par :

(1.224)
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La contrainte (iv) assure que la matrice A(n,&) — L(n)C soit Metzler. Cette propriété
est nécessaire pour démontrer la monotonie des erreurs d’observation. Finalement, la
contrainte (4ii) correspond a l'application directe du lemme réel borné sur le modele
dynamique de T — x décrit par :

{x(t) = £(t) = (A(n,€) = L)) (a(t) - 2(t)) + () (1.225)
() = (t) — (1)
ot d(t) =w(z,n, &, u) — w(@,n,& &, u) +wlz,n,§, o, u) —wlz,n, &, u) u

1.7 Positionnement des contributions de la these

Comme nous venons de le voir, plusieurs approches de synthese d’observateur intervalle
ont été développées ces dernieres années, et ce pour une large classe de systemes puisque
les méthodes développées couvrent les systemes LTI, LTV et LPV. Toutefois, la théorie
des observateurs intervalles présente encore des verrous théoriques que nous proposons
maintenant de mettre en évidence.

1.7.1 Criteres de comparaison

Commencons par établir des criteres de comparaison. Deux catégories de criteres sont
pour cela définies :

e La premiere catégorie est constituée de criteres portant sur la classe des systemes que
la théorie des observateurs intervalles est capable de traiter. Notre attention se foca-
lisera sur deux points en particulier. Le premier concerne les méthodes permettant
de traiter la présence d’entrées inconnues. Le second point concerne les méthodes
apportant une solution aux modeles constitués d’incertitudes paramétriques carac-
térisant les variations possibles de la dynamique du systéeme au cours du temps.
Nous nous intéresserons en particulier aux matrices de la représentation d’état.

e La seconde catégorie est constituée de criteres portant sur la performance de I’esti-
mation par intervalle. Le premier critere concerne la position des poles de I'observa-
teur. Cette information est primordiale dans notre contexte car elle permet d’ana-
lyser (et donc de contrainte le cas échéant) la vitesse de convergence de I'intervalle
estimé. Différentes méthodes existent pour satisfaire ces contraintes telles que le pla-
cement de poles ou encore les méthodes basées sur la théorie de Lyapunov (stabilité
quadratique, stabilité quadratique robuste, D-stabilité). Le second critére concerne
la performance au sens d’une mesure donnée. Ce critere est essentiel pour évaluer
I'influence des parametres de I'observateur intervalle sur la robustesse de I’estima-
tion par intervalle, vis-a-vis des entrées exogenes (bruits, incertitudes approximées,
etc.). Le dernier critere étudiera si le niveau de performance de l'intervalle estimé
et les conditions d’existence de 1’observateur intervalle sont simultanément satisfaits
au cours de la synthese ou nécessite une vérification a posteriori.

1.7.2 Analyse critique de I’état de ’art

Dans un contexte LTI, les méthodes développées permettent d’aborder la probléma-
tique de 'estimation par intervalle pour une large classe de systemes puisqu’il est possible
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de tenir compte, par exemple, d’incertitudes paramétriques, d’entrées inconnues, de re-
tard, etc... De plus, et comme nous I’avons vu, certaines approches permettent la prise en
compte de contraintes de performance, notamment dans un contexte Hs, Ho Ou encore
L. La principale restriction de ces approches repose sur I’hypothese de stationnarité
des matrices de la représentation d’état, i.e. elles ne permettent pas de tenir compte des
variations dans le temps dans la dynamique du systeme.

En ce qui concerne la classe des systemes LTV, les approches développées ne permettent
pas de traiter le probleme des entrées inconnues. Un autre inconvénient est lié a 1’absence
d’un processus d’optimisation qui permettrait de garantir que la solution trouvée est une
solution optimale, au sens d’un critere. En effet, aucun critere de performance n’est consi-
déré dans le processus de synthese. Le niveau de performance est évalué a posteriori. Pour
finir, bien que les systemes LTV permettent de tenir compte de la variation des dyna-
miques du systeme au cours du temps, les développements existants ne permettent pas
de considérer les incertitudes de modélisation, contrairement au formalisme LPV.

Pour la classe des systemes LPV, il est rare que le processus de synthese soit basé sur
la minimisation d’un critere qui permettrait de garantir que la solution trouvée soit une
solution optimale, au sens de ce critere. Dans la majorité des cas, les méthodologies dé-
veloppées se contentent d’assurer la stabilité des erreurs supérieure et inférieure estimées.
La encore, le niveau de performance est évalué a posteriori. Ceci peut se comprendre assez
aisément : non seulement, la structure de I'observateur intervalle présente peu de degrés de
libertés (souvent, il n’existe que son gain L), mais encore nombre de degrés de liberté sont
utilisés pour satisfaire la coopérativité des erreurs d’estimation. La méthode présentée
dans [21] tente de proposer une solution a ces problemes, en considérant notamment un
critere de performance de type gain Ls. L’objectif visé consiste a minimiser I'influence des
perturbations sur les bornes supérieure et inférieure estimées. Toutefois, cette approche
présente plusieurs inconvénients.

e Bien que ces travaux introduisent une notion de performance dans le processus de
conception, le critere qui est minimisé n’est pas directement associé a la minimisation
de la taille de I'intervalle estimé.

e La propriété Metzler, pourtant nécessaire pour assurer la coopérativité des erreurs
d’observation, n’est pas directement considérée dans le processus de synthese lors-
qu’il n’existe aucun gain L tel que la matrice A — LC' soit Hurwitz et Metzler.

e Comme nous 'avons déja souligné, les matrices qui dépendent du vecteur de pa-
rametres sont supposées bornées par des matrices constantes. Ainsi, le probleme
qui est fondamentalement de nature LPV, est reformulé comme un probleme LTI
incertain ensembliste.

Contrairement a cette approche, la solution proposée dans [100] est construite de maniére
a tenir compte, d'une part, de la structure des matrices du modele et, d’autre part, de
la présence de parametres mesurés et non mesurés. De plus, le gain de 'observateur est
déterminé par un processus d’optimisation, basé sur un critere de type gain Lo, qui vise
a minimiser I'influence des incertitudes du modele sur la largeur de l'intervalle. La prin-
cipale contrainte de cette approche est liée au gain L de I'observateur intervalle dont sa
détermination doit simultanément satisfaire la stabilité de ’encadrement et la propriété
Metzler, ce qui se révele pratiquement difficile a satisfaire.

Notons que ces deux approches sont restreintes a une sous-classe de systemes LPV ne
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présentant aucune entrée inconnue et dont ’équation de sortie est linéaire a temps inva-
riant. Finalement, la formulation du probleme d’optimisation, garantissant la propriété de
stabilité et assurant une performance pour 'estimé au sens du gain induit £s, repose sur
une matrice de Lyapunov unique et diagonale conduisant a une solution plus conservative.

1.7.3 Objectifs de la these

L’analyse précédente, résumée dans le tableau 1.1, justifie pleinement les directions
prises dans nos travaux de recherche. Ceux-ci ont en effet pour objectif central de déve-
lopper une nouvelle classe d’observateur intervalle, pour la classe des systemes LPV, qui
leve certains problemes énoncés précédemment. En particulier, nous cherchons

e a garantir les propriétés de stabilité et de performance, en tenant compte de la
nature variante dans le temps du vecteur de parametres du modele LPV. Dans ce
contexte, on évitera les propriétés de stabilité et de performance quadratique qui
sont basées sur une matrice de Lyapunov unique. Bien au contraire, nous cherchons
une matrice de Lyapunov qui dépend du vecteur de parametres.

e & s’affranchir du probleme des entrées inconnues

e & contraindre I'observateur intervalle a satisfaire des niveaux de performance exigés
(nous utiliserons pour cela les criteres de type gain Lo et gain L).

e a formuler la propriété Meztler comme une contrainte du probleme d’optimisation
de telle sorte qu’a l'issue de la procédure d’optimisation, nous obtenions tous les
parametres de 1'observateur intervalle avec preuve formelle d’optimalité (au sens du
critere d’optimisation, bien évidemment)

Ce sont ici, les contributions de nos travaux de these.
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Chapitre

Synthese d’observateurs intervalles
pour les systemes LTI incertains a
entrées inconnues

L’enjeu pour la synthese d'un observateur intervalle réside généralement dans sa capa-
cité a satisfaire simultanément les conditions d’existence de l'observateur intervalle et un
certain niveau de performance fixé a priori pour I'intervalle estimé. En effet, la détermina-
tion d'un changement de coordonnées nécessite la connaissance du gain de 1’observateur.
Ainsi, le processus classique de conception d’un observateur intervalle consiste a choisir un
changement de coordonnées pour assurer la coopérativité des erreurs d’observation puis a
évaluer le conservatisme de I'estimation associé. Pour rappel, une solution a ce probleme
a été proposée par [20], en utilisant une approche basée sur une optimisation non lisse.
Actuellement, cette approche ne considére ni la présence d’incertitude paramétrique et/ou
de modélisation, ni d’entrée inconnue. De plus, les approches classiques de synthese d’ob-
servateurs intervalles considerent les entrées inconnues comme des signaux bornés, dont
les bornes de l'intervalle d’appartenance sont connues. Il en résulte une augmentation du
conservatisme de ’estimation par intervalle, inhérente a la propagation des incertitudes
des entrées inconnues pour garantir les conditions d’existence de l'observateur intervalle.
Dans [47, 48], une solution a été proposée en utilisant une méthode de découplage qui,
sous certaines conditions, permet d’éliminer le conservatisme lié a 'influence des entrées
inconnues. Le principal avantage de cette approche est lié au fait que la propagation de
I'influence des entrées inconnues n’est plus nécessaire, améliorant ainsi la performance
de l'estimation. Ainsi, la théorie des observateurs a entrées inconnues a été étendue au
contexte a erreurs bornées. Cependant, cette approche est limitée a la classe de systeme
LTI sans incertitude paramétrique et n’utilise aucun critere de performance au cours du
processus de conception.

Ce chapitre constitue un résultat intermédiaire avant la présentation de la contribution
principale sur les systemes LPV au cours du chapitre suivant. L’objectif est d’étendre les
travaux existants sur les systemes LTI, en proposant une méthode de synthese, qui satisfait
simultanément les conditions d’existence de I'observateur intervalle et un certain niveau de
performance pour 'intervalle estimé. Plus particulierement, la réduction du conservatisme
est assurée au cours de la synthese des parametres de I'observateur intervalle, en combinant
une technique de découplage pour annuler 'effet des entrées inconnues et une technique
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CHAPITRE 2. SYNTHESE D’OBSERVATEURS INTERVALLES POUR LES
SYSTEMES LTI INCERTAINS A ENTREES INCONNUES

d’optimisation, au sens de la norme H,,, pour minimiser I'influence des bruits et des
perturbations bornées sur ’estimation par intervalle. De plus, 1'utilisation de la technique
de la D-stabilité, permet de contraindre la vitesse de convergence de la dynamique de
I’encadrement.

Nous introduirons dans un premier temps, les notations, les prérequis puis la classe
des systemes considérés. Nous poursuivrons, en présentant la premiere contribution qui
étend les travaux de [43] sur la conception d’observateur a entrées inconnues au contexte a
erreurs bornées. Apres avoir présenté les limites associées, nous introduirons une nouvelle
structure d’observateur intervalle ainsi que la méthode d’optimisation associée.

2.1 Notations et prérequis

Cette section est dédiée a la présentation des techniques liées aux approches a erreurs
bornées ainsi qu’aux techniques LMI nécessaires a 1’étude de la stabilité et des perfor-
mances au sens de la norme H., d'un systeme LTI incertain.

2.1.1 Encadrement de fonctions

Dans ces travaux, nous introduisons deux nouveaux opérateurs W; et Wy définis de la
maniere suivante.

Définition 2.1. Pour tout vecteur de parametres p € © C R!, considérons des matrices
Xl(p) S qun’ Xg(p) S Rrxn’ Z € Rqu, Zy € R™*" Z3 € R™*T, Alors

Wy (X1(p), Xalp), 21,20, 25) = | Xi =X =Xy Xu], (2.1)
W2 (Xl(p),Xg(p),Zl,Zg,Zg): {—X4 X3 X2 —Xl}, (22)

ol Xy = Z1X, + 2ok, + 23X, Xo=Z1 X + Z2X0T + 234,

Xs=Z2120 +2X +ZX', Xu=ZX + 25X + 24 .

Pour rappel, le Lemme 1.5 présenté a la page 15 détaille une méthode pour encadrer
le produit d’une matrice incertaine A(p) € R™*" et d'un vecteur incertain x € R™, en
utilisant la connaissance des bornes du domaine d’appartenance. Sous I’hypothese d’exis-
tence d’une matrice A vérifiant la décomposition A(p) = Xi(p) + (22 — Z3) Xa(p) ol
Xi(p) € R™" Xy(p) € R™*™ et les matrices Z5 € R™*", Z3 € R™" sont des degrés de

liberté utilisables dans un processus d’optimisation convexe, alors, nous proposons dans
le lemme suivant, une nouvelle méthode basée sur I'utilisation des opérateurs Wy et Ws.

Lemme 2.1. Considérons un vecteur incertain x € {g, T] C R" ou z,T € R et, pour
tout vecteur de paramétres p € © C R', des matrices X (p) € [&1,?1} C R™ " X5(p) €

{&1,?1} C R 2y, € R, Z3 € R™*". Si les matrices 25 > 0, Z3 > 0 et A(p) =
X1(p) + (22 — Z3) Xo(p) alors :

Wy (X1(p), Xa(p), I, 22, Z3) 2" < A(p)x < Wi (X1(p), Xa(p), I, 22, Z5) x° (2.3)
oi o = @) @) @) @)
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Démonstration. En rappelant que toute matrice (et vecteur) admet la décomposition K =
Kt — K~ ol les opérateurs o' et = sont définis dans (1.49) et (1.50), alors, étant donné
que 22 >0, Z5 > 0, la matrice A(p) = X1(p) + (22 — Z5) X2(p) admet la décomposition

A(p) = Au(p) — As(p) (2.4)
ot Au(p) = Xi(p)" + Z2X2(p)" + Z3Xa(p) ™, Ab(p) = Xi(p)™ + Z2X2(p)” + Z3Xa(p) ™

De maniéere similaire, il est possible de décomposer le terme A(p)x tel que :

Alp)z(t) = (Aulp) — Ap(p)) (a* —a7) (2.5)
= Au(p)r™ — Au(p)a™ — Ap(p)a™ + Ap(p)a~ '

L’utilisation du Lemme 1.5 permet de construire un encadrement pour chaque terme

Au(p)xt, Au(p)x—, Ap(p)x™, Ap(p)z~. Dans un premier temps, 'encadrement des matrices
Au(p) et Ap(p) est réalisée :

ot A, = ?ﬁ 20X 4 23X, Ay =X 42X + 23X
A =X + 2 + 28, , A=X + 25X + ZX".

Etant donné que 0 <zt <zt <7zt 0<7 <2 <2z ,Iil est déduit que :

Azt < Au(p)zt < Azt (2.8)
Az < Aulp)z” < Az, (2.9)
Azt < Ap(p)at < ATt (2.10)
AT < Ap(p)a < Az (2.11)

Finalement, ’encadrement du produit de la matrice A(p) et du vecteur x défini dans (2.5)
est donné par l'inégalité :

Azt — Az — At + Az < Alp)r <Azt — A — At + Az (2.12)

En adoptant la notation des opérateurs W; et Wy définis respectivement en (2.1) et
(2.2), I'inégalité (2.3) est facilement déduite. |

Il est a noter que la conception d'un encadrement basé sur le Lemme 1.5 nécessite
I'utilisation des opérateurs non-linéaires e*et e~. Cette approche présente donc un incon-
vénient lorsque l'objectif final est d’inclure les majorants dans un processus d’optimisation.
Ainsi, le Lemme 2.1 repose sur le principe qu’'une matrice réelle peut étre décomposée par
deux (non uniques) matrices dont tous les éléments sont positifs. En tenant compte de
cette particularité lorsque des degrés de liberté sont impliqués dans le processus de concep-
tion des majorants, il en résulte que la structure finale des bornes supérieure et inférieure
est linéaire par rapport aux degrés de liberté (i.e. Z = 25 — Z3 ).
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2.1.2 Stabilité et performance des systemes LTI incertains

Dans cette sous-section, nous rappelons des techniques LMI nécessaires a la compré-
hension du chapitre.

Lemme 2.2. Soit une région LMI décrite par :
D={z€C, fo(2) =S+zR+2"R" <0}, S=35" (2.13)

ou z* désigne ici le conjugué transposé de z.
Soit un vecteur de paramétres p € © C Rl alors une matrice carrée A(f) € R™™ est dite
D-stable si et seulement si il existe une matrice P € RV ot P = PT = 0 telle que :

Mp(A(p), P) :=S® P+ R® (PA(p)) + RT @ (A(p)"P) <0, Vpe O (2.14)

Mi(p) 0

0 M(p)
matrices incertaines LTI. D’aprés une légére adaptation de [89], s’il existe un scalaire
v > 0 qui pour tout p € © assure que :

[ N M(p)] = 0 (2.15)

Lemme 2.3. Soit M(p) = ] ot My € RF*l et My € R™™ sont des

M(p)" 1

alors [| My (p)lly <, [Ma2(p)ll, < -

Démonstration. Par définition, [|M(p)||, =a(M(p)) = \/X(M(p)TM(p)). Par conséquent,
la contrainte | M (p)||, < v, Vp € O, est équivalente a :

1
M(p)'M(p) —+*1 <0< ;M(p)TM(p) — I <0, VpeoO (2.16)

L’application du complément de Schur conduit a la contrainte (2.15). La démonstration
est complétée en utilisant la structure de la matrice M(p). [

Finalement, la stabilité et la performance au sens de la norme H., d'un systeme LTI
incertain reposera sur le cas particulier de la méthode présentée pour les systemes LPV
dans la Définition 1.10.

2.2 Formulation du probleme

Soit un systeme LTT incertain décrit par :

{;i:(t) = (A+ AA(p)) (1) + B(p)w(t) + Ed(t) (2.17)

y(t) = Cx(t) + D(p)uw(t)
ou xz € R" et y € RP représentent respectivement les vecteurs d’état et de sortie du
systeme. Les conditions initiales de I'état x sont supposées bornées, par deux vecteurs
connus z(0),(0) € R™, telles que z(0) < z(0) < z(0). d € R? désigne un vecteur d’entrées
inconnues et w € R™ est le vecteur des entrées bornées tel que w(t) € {w(t) @(t)},

YVt > 0 ou les vecteurs w(t),w(t) € R™ sont supposés connus a priori. p € [B? ﬁ} est un
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vecteur de parametres bornés ou les vecteurs p,p € R! sont supposés connus a priori. Les
matrices sont définies par A € R"*" AA(p) € R™*", B(p) € R E € R"*1, C' € RP*"
et D(p) € RP*™.

L’objectif est de construire un observateur intervalle qui estime des bornes supérieure

T € R™ et inférieure z € R"™ de I'état  du systeme (2.17). De maniere équivalente, il s’agit
de vérifier 'inégalité :

z(t) < z(t) <z(t), Vit >0 (2.18)

La conception de I'observateur intervalle pour le systeme (2.17) nécessite la vérification
des hypotheses suivantes.

Hypotheése 2.1. Le systeme (2.17) est robustement stable pour tout p € [Bv ﬁ}.
Hypotheése 2.2. La structure du systeme satisfait AA(p) = {AAl(p) Onx(n_p)} avec
AAi(p) ERP et C = {C’l Opx(n_p)} ou la matrice C; € RP*P est inversible.

Il est a noter que la structure de la matrice C' peut étre obtenue en utilisant une
transformation d’état. La contrainte de structure de la matrice AA est une contrainte
plus forte qui limite la classe des systemes LTI incertains.

Hypotheése 2.3. La paire (A,C) est observable (ou au moins détectable).

Hypothése 2.4. La matrice F est de plein rang colonne et la condition rang(CFE) =
rang(FE) = q est vérifiée.

Il est a noter que I’'Hypothese 2.4 est communément admise pour la synthese d’obser-
vateurs & entrées inconnues, voir [53, 27] si nécessaire.

Avant de présenter la principale contribution de ce chapitre, nous introduisons des résul-
tats intermédiaires.

2.3 Premiere approche

Cette section détaille des résultats intermédiaires qui étendent les travaux de [43] & la
conception d’un observateur intervalle a entrées inconnues.

2.3.1 Structure de ’observateur intervalle

Soit I'observateur par intervalle décrit par

t) =TAT'z(t) + TKy(t) + 0(t)

z(t)

T(t) =z(t) + TSy(t) + ¢(t) (2.19a)
A(t) =TAT'2(t) + TKy(t) + &(t)

r(t) =z(t) +TSy(t) + ¢Zét) (2.19b)

ot (1), 2(t) € R, (1), r(t) € R¥, A = Bf ]‘(ﬂ K= m S = [05

L’enjeu consiste & déterminer les matrices 7 € R** N . M,L,G € R™" J Q,S €
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R™P et les fonctions 8,48, ¢, ¢ : Ry — R¥™! telles que le systéme (2.19a)-(2.19b) soit un
observateur intervalle pour ’état r vérifiant la relation :

z(t) = Tr(t) (2.20)
on T = [In onm} 71,

L’utilisation de 'observateur intervalle (2.19a)-(2.19b) pour estimer des bornes supérieure
7 et inférieure r de I'état r est une solution pour déduire des bornes supérieure T et
inférieure z de I'état = au travers de la relation (2.20).

2.3.2 Conditions d’existence de ’observateur intervalle

Les conditions d’existence de I'observateur intervalle (2.19a)-(2.19b) sont données par
le théoreme suivant.

Théoréme 2.1. Le systéme (2.19a)-(2.19b) est un observateur intervalle a entrées in-
connues pour l'état r vérifiant la relation (2.20), si et seulement si les trois conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) Il existe des matrices S, R, N, J, L, Q, M, G et T définies dans (2.19a)-(2.19b)
qui vérifient :

S = E(CE)' + Zs (I, - CE(CE)') (2.21a)
R=1,—SC (2.21b)
N = RA+ ZxC (2.21c)
J=NS—Zy (2.21d)
L=2.C (2.21e)
Q=LS—-Z7 (2.21f)
T [JZ ]\Cﬂ T~ est Hurwitz et Metzler (2.21g)

ou ZLs, LN, Z1, sont des matrices d’optimisation de dimensions appropriées.
(i1) ¥t >0, Vp € [87 ﬁ], il existe des fonctions d, 6, ¢, ¢ telles que :

8(t) < TH(p)v(t) < d(t) (2.21h)
o(t) <TV(p)o(t) < o(t) (2.21i)
\ (1) Onsn —SD(p) RAA(p) RB(p)—JD(p)
oi v<t>:[w<t>],v<p>= [0 Onxmp],mp):[ o) BB TS0

(i1i) Les conditions initiales des vecteurs z, Z sont définies par :

Z(0) = ¥'z(0)*, 2(0) = ¥*z(0)* (2.21j)

oﬂLP—Tl R

0 ] et les notations sont définies dans le Lemme 1.5, page 15.
nxn

Alors 'inégalité suivante est satisfaite

r(t) < r(t) < 7(t), V>0 (2.22)

62



2.3. PREMIERE APPROCHE

Démonstration. La preuve est basée sur I'utilisation des erreurs €,, e, définies par :

) (2.23a)
) (2.23b)

ou z(t) = Yx(t) avec la matrice ¥ définie dans (2.21j).

La premiere étape consiste a réécrire les expressions de 7, r définies dans (2.19a)-(2.19b)
en utilisant les relations (2.23a)-(2.23b) :

FH) = ()4 T [Rotj C] o(6) + B(6) + T ﬁi(:)] w(®) (2.24a)
() = —e.(t) + T [Rotj C] o) + o)+ T ﬁfjﬂ w(®) (2.24b)
En supposant que la relation (2.21b) est satisfaite alors :
F) = () +T lOI] o)+ B+ T [%i(z)l w(?) (2.252)
r(t) = —e,(t) + T loinn] () + pt) + T ﬁiﬂ w(t) (2.25b)
D’apres la relation (2.20), il est facilement déduit que :
r(t) =T lszn] (1) (2.26)

Ainsi, la relation (2.26) et les expressions de la matrice V' et du vecteur v définies dans
(2.21i) permettent de réduire les relations (2.25a)-(2.25b) aux formes définies par :

—~
~+

~—
I

e(t) +r(t) + 6(t) — TV (p)u(t) (2.27a)
() = —e.(t) +r(t) + (t) = TV (p)u(t) (2.27b)

Les expressions des erreurs d’observation déduites de (2.27a) et (2.27b) sont données par :
F(t) = r(t) = (1) + B(t) — TV (p)o(t) (2.28a)
r(t) —r(t) = e.(t) + TV (p)o(t) — o(t) (2.28b)

Par conséquent, I'inégalité (2.22) est vérifiée si, pour tout ¢ > 0, les conditions e,(t) > 0,
e.(t) > 0et ¢(t) < TV(p)v(t) < ¢(t) sont vérifiées.

En admettant que U'inégalité (2.21i) est satisfaite alors la seconde étape consiste a dé-
montrer que e,(t) > 0, e,(t) > 0, V¢t > 0. Le processus est basé sur le développement des
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expressions des dynamiques de €, et e, :
£.(t) = () — (1)

=TAT '2(t) + TKy(t) + 6(t) = T lR

0

— TAT Ye.(t) + T [N i CQ‘CRA] #(t) + 3(t) (2.29)

L [Rﬂgl(p) nBe) éz;(m] [wm 7 [RE] )

e.(t) = 2(t) — (t)
T m i(t) — (TAT ™ 2(t) + TKy(t) + 8(t)) + TAT " 2(t) — TAT " 2(t)

] @(t) + TAT '2(t) — TAT '2(t)

0

NR+ JC — RA (2.30)

o7 [RAE)M nBe) (Jpz;m)] [wg))] o7 [ROE] a)

L’objectif suivant consiste a déterminer les matrices S, N, L, J et () qui permettent de
vérifier les conditions de découplage données par :

=TAT e, (t) - T [

RE =0 (2.31)
NR+JC —RA=0 (2.32)
LR+QC =0 (2.33)

En considérant la matrice R sous la forme (2.21b) alors la contrainte algébrique (2.31) est
réduite a la détermination d’une matrice S qui vérifie la contrainte :

RE=(I,-—SC)E=0 & SCE=F (2.34)
Sous I'Hypothese 2.4, la contrainte (2.34) est équivalente a la détermination d’une matrice
S dont la structure est définie par (2.21a).
De plus, l'expression de la matrice R est utilisée pour réécrire les contraintes (2.32)-(2.33)
et en extraire les matrices N et L :
{NR+J(J—RA:N(In—SC)JrJC—RA:O - {N:RA+ZNO

(2.35)
LR+QC=L(1,—SC)+QC =0 L=27.C

OleNZNS—JetZL:LS—Q.

Les matrices J et () sont facilement déduites et équivalentes aux expressions respective-
ment données par (2.21d) et (2.21f).

En admettant que les conditions de découplage sont vérifiées et en considérant les no-
tations de la matrice H et du vecteur v, définies dans (2.21h), alors les dynamiques des
erreurs €, et e, sont réduites aux formes :

&.(t) = TAT Y2, () + 3(t) — TH(p)v(t) (2.36a)
e.(t) = TAT ‘e (t) + TH(p)v(t) — &(t) (2.36b)
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En utilisant les contraintes liées a la propriété Metzler (2.21g), a 'encadrement (2.21h)
et aux conditions initiales (2.21j) alors, d’apres le Théoreme 1.4 présenté a la page 17, les
erreurs d’observation vérifient e, (t) > 0, e,(¢) > 0, V¢t > 0. Ainsi le systéme d’équations
(2.19a)-(2.19b) est un observateur intervalle pour la variable r. La méthode de découplage
utilisée pour annuler l'effet du vecteur des entrées inconnues d sur les estimations supé-
rieure et inférieure de 'état r permet de considérer que le systeme (2.19a)-(2.19b) est un
observateur intervalle a entrées inconnues. [

Finalement, ’encadrement de I’état = du systeme (2.17) est obtenu en appliquant le
Lemme 1.5 sur la relation (2.20).

Corollaire 2.1. Si le Théoreme 2.1 est satisfait alors il existe deux vecteurs x(t),T(t) €
R™ tels que :
z(t) <z(t) <z(t), VE=0 (2.37)

ouT(t) = TT(t) — T rt), z(t) = TTr(t) — T T(t).

Démonstration. En supposant que le Théoreme 2.1 est vérifié alors r(t) < r(t) < 7(t),
Vt > 0. En appliquant le Lemme 1.5 sur la relation z(t) = Jr(t) alors I'inégalité (2.37)
est déduite. [

2.3.3 Limites de approche

Nous venons de montrer que le systeme d’équations (2.19a)-(2.19b) est un observateur
intervalle & entrées inconnues pour le systéme (2.17). En effet, il estime des bornes supé-
rieure T et inférieure x, pour 'état = (au travers du Corollaire 2.1) qui sont découplées
du vecteur des entrées inconnues d par les propriétés du Théoreme 2.1. Cependant, il est
important de noter, & partir des inégalités (2.21h) et (2.21i), que les fonctions 4, 0, ¢,
¢ dépendent de la connaissance des matrices de 'observateur intervalle (2.19a)-(2.19D).
Plus particulierement, notons la dépendance liée a la matrice 7' qui garantit la propriété
Metzler nécessaire pour assurer la coopérativité des erreurs d’observation. Or, le processus
de conception de 'observateur intervalle détermine la matrice T' a posteriori, en utilisant
la connaissance des matrices N, M, L, G. Par conséquent, la solution peut conduire a une
estimation intervalle tres conservative puisqu’elle ne permet pas d’imposer des contraintes
de performance au cours du processus de conception. Pour toutes ces raisons, nous intro-
duisons une structure modifiée de I'observateur intervalle (2.19a)-(2.19b).

2.4 Deuxieme approche

Dans cette section, nous présentons les travaux basés sur un nouvel observateur inter-
valle reposant sur les principes de I'observateur intervalle (2.19a)-(2.19b). Les principales
différences concernent la structure de I'observateur intervalle et le choix particulier d'un
changement de coordonnées pour satisfaire la coopérativité des erreurs d’observation dans
la nouvelle base. Ces nouvelles caractéristiques sont fondamentales pour le processus de
conception. Elles permettent de simultanément satisfaire les conditions d’existence de 1’ob-
servateur intervalle et réduire le conservatisme de I’estimation par intervalle en résolvant
un probleme d’optimisation de performance au sens de la norme H., et de la D-stabilité.
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2.4.1 Structure de ’observateur intervalle

La structure de l'observateur intervalle repose sur l'utilisation d’un changement de
coordonnées non singulier X € R?"*?"_Soit le changement de variables défini par :

r(t) = % [x(t)] (2.38)

Onxl

Etant donné que la matrice X est inversible, alors d’apres le Lemme 1.5, il est facilement
déduit que D'existence d’une borne supérieure 7 € R?" et d’une borne inférieure r € R??
pour I'état r telles que r(t) < r(t) < 7(t), Vt > 0 assure que

z(t) <z(t) <z(t), Vt>0 (2.39)

oWT = TH(t) = Tr(t), z = THr(t) = TF(t) avee T = [T Opn| D7

L’objectif de ces travaux est de construire les variables r et 7, en utilisant un observateur
intervalle a entrées inconnues décrit par la structure :

1) = TAT'2(t) + TKy(t) + T30 2100

7(t) =Zz(t)+ZITSy(t)+ZITo(t) '

2(t) =TAT 12(t) + TKy(t) + TH(t) 5 40b

r(t) = Ta(t) + ITSy(t) + ITo(1) (2.40b)
ot 2(t), z(t) € R 7(t),r(t) € R et les matrices A = I, ® [][\j ACﬂ’ K=1,® lé],
S§=1,® loip] L= |:12n 02n><(4n2—2n)]

La détermination des matrices 7 € R >4* N M L .G € R™", J,Q,S € R™P et des
fonctions 4, 9, ¢, ¢ € R est soumise & la vérification des contraintes définies par :

(i) le vecteur des entrées inconnues d n’affecte pas 'estimation par intervalle,

(ii) linfluence des vecteurs w, y et de leurs majorants sur les demi-intervalles T — x et
x — z est minimale au sens de la norme H,

(iii) Les poles de la matrice T.AT ~! appartiennent & une région spécifique au sens de la
D-stabilité.

Les contraintes (i) et (ii) permettent de réduire le conservatisme de I’estimation par in-
tervalle, en découplant I'influence des entrées inconnues et en minimisant ’effet des per-
turbations sur les demi-intervalles. La contrainte (iii) permet d’ajuster le comportement
transitoire de I'observateur intervalle a entrées inconnues.

Il est a noter que la structure de l'observateur intervalle repose sur un état augmenté.
Nous retrouvons ce principe dans les travaux de [17] pour garantir la propriété Metzler
nécessaire a la coopérativité des erreurs d’observation. Dans 1’approche proposée, cette
particularité sera exploitée pour réduire le conservatisme de I’estimation par intervalle en
formulant un probléeme d’optimisation convexe.
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2.4.2 Changement de coordonnées LTI

En suivant un raisonnement similaire a la section précédente, il est évident que la
matrice T joue un role primordial dans le processus de conception de 'observateur inter-
valle, notamment pour les fonctions ¢, 9, ¢, ¢. Pour ce probleme, considérons la matrice
M

I G] X1 soit diagonale. Alors la matrice 7 est

inversible X' telle que la matrice X l

définie par la structure

T = X1y ® X) (2.41)

N 2 2 , . , . . . , .
oll X € R4"™*4n” représente une matrice symétrique et unitaire définie par :

I /Yl XQ Xg et X2n 1
XQ Xg . Xl
R (2.42)
: c . Xon—a
_XQn Xl e XQn—Q XQn—l_

z;=1 sii=j=k Vi,j=1,---,2n

ol Xk: [xij]ka Vk:L 7277,, telles que { -Tij:O SZZ#], VZ,]: 1’ 7277,

Exemple

Pour illustrer la structure de la matrice X', considérons les cas ou n=1 qui conduit
a la forme :

1000 100 0][1 000 [LOOO
oo o1 v wwr (00001000 1] {0100
Y=ot o Y=Y =100 1 0/jo0o10T|oo01 o0

0100 01000100 [000T1

2.4.3 Conditions d’existence de ’observateur intervalle

Les conditions d’existence de I'observateur intervalle a entrées inconnues sont présen-
tées dans le Lemme 2.4.

Lemme 2.4. Le systéme d’équations (2.40a)-(2.40b) est un observateur intervalle a en-
trées inconnues pour le systeme (2.17) dans le systéme de coordonnées défini par (2.38),
si et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(i) 1l existe des matrices S, R, N, J, L, Q, M, G et T dans le systeme (2.40a)-
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(2.40b) telles que :

S = E(CE)' + Zs (I, - CE(CE)') (2.43a)
R=1I, - SC (2.43b)
N = RA+ ZnC (2.43c)
J=NS—Zy (2.43d)
L=2.C (2.43¢)
Q=LS—-Z, (2.43f)
T (Ign ® []l\f A(ﬂ) T ! est Hurwitz et diagonale (2.43g)

ou Zg, Zn, Z1, sont des matrices d’optimisation. La détermination de ces matrices
sera abordée dans la suite de ce chapitre.

(11) ¥t >0, Vp € [p, }, il existe des fonctions 4, 0, ¢, ¢ telles que :

ITH(t) < ITa(p,t) < TTo(t) (2.43h)
ITo(t) <ITH(p,t) < ITH(t) (2.431)
ol ap,t) = Loy @ Hy(p)a(t) + 1o, @ Ha(p)w(t), B(p, 1) = 1o, @ V(p)w(t),
() = [P0 o) = [P0 IO, i) - [P0
(iii) les conditions initiales pour z, Z sont données par :
Z(0) = ¥'z(0)*,  2(0) = ¥z (0)" (2.43))

ou V=T (12n ® [OR ]) et les notations sont définies dans le Lemme 1.5, page
nxn
15.

Alors, la propriété suivante est satisfaite :

r(t) < r(t) < F(E), V>0 (2.44)

Démonstration. La preuve du Lemme 2.4 est similaire a celle du Théoreme 2.1. Soient les
erreurs e,, e, définies par :

ou z(t)

= Ux(t) avec la matrice ¥ définie dans le systeme (2.43j).

(2.45a)
(2.45b)

La premiere étape consiste a rééerire les bornes 7, r définies dans (2.40a)-(2.40b) en

utilisant les relations (2.45a) et

Te,(t)+ZT <1gn

Ze ()+IT<12n

(2.45b) :
(R4 SO

L Oan i

R+ SC]

L OTLXTL i

) x(t)+ITo(t) +IT (1%

) x(t)+ITo(t) +IT <12n
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En supposant que la contrainte (2.43b) est satisfaite et en utilisant les expressions des
matrices Z, T et X' définies respectivement dans (2.40a)-(2.40b), (2.41) et (2.42) alors :

R+ SC I,
7T |15, ® = {IQn 02n><(4n2—2n)] X(I2n ® X) |12, ®
OTZX?’I Oan
7 (2.47)
nxn
En admettant que la matrice X est partitionnée en X; € R 4 € {1,---2n} telle que
2
Y= | | alors:
2271
21 01><2n ct 01><2n
o2 - B o)
nxn . 01><2n nxn (248)
Oix2n -+ Oixon  2op
L,
== [O]

Finalement, en considérant les expressions de la variable r et du vecteur 3 définies res-
pectivement dans (2.38) et (2.431), alors les relations (2.46a) et (2.46b) sont réduites aux
formes :
T(t) = Ze.(t)+r(t) +ITo(t) —ITB(p,t) (2.49a)
r(t) = —Te,(t) +r(t) + ZT¢(t) — ZT B(p,t) (2.49D)

Ainsi, les expressions des erreurs d’observation sont données par :

T(t) —r(t) = Te.(t) + ZT ¢(t) — ZT B(p,t) (2.50a)

(1) —r(t) = Te.(0) + TTA(p, 1) — ITo(1) (2.500)
Par conséquent, I'inégalité (2.44) est satisfaite si, pour tout ¢t > 0, les conditions Ze, (t) >
0, Ze.(t) > 0 et ZT o(t) < ZTB(p,t) < IT ¢(t) sont vérifides.

En admettant que 'inégalité (2.431) est vérifiée alors la seconde étape consiste a démontrer
que Ze,(t) > 0, Ze,(t) > 0, ¥Vt > 0. Le processus repose sur les expressions des dynamiques
dee, ete,:

= TAT'2(t) + TKy(t) + To(t) <1zn [ﬂ) )+ TAT 7 (2(t) — 2(t)

LR+ QC

o o
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é(t) = 2(t) — (1)

T (1% ® [JSLD i(t) — (TAT'2(t) + TKy(t) + To(t)) + TAT ™ (x(t) — 2(1))

TAT e (t) =T (1% ® [N R&‘f@“}) (1) — To(t)

T < 1 ® [RAgl(p) RB(—%Z) (Jpl)?(p)D [i((?)] +T <1Qn ® [ROED d(t)

(2.52
L’objectif est maintenant de déterminer les matrices S, N, L, J et () qui permettent de
vérifier les conditions de découplage données par :

RE =0 (2.53)
NR+JC —RA=0 (2.54)
LR+QC =0 (2.55)

De maniere similaire au Théoreme 2.1, il est facilement démontré que les conditions (2.43a)
a (2.43f) permettent de vérifier les contraintes algébriques (2.53) a (2.55). En considérant
la notation du vecteur o définie dans (2.43h), alors les dynamiques des erreurs € et e sont
réduites aux formes :

&(t) = TAT 'e.(t) + T (3(t) — a(p,1)) (2.56a)
e.(t) = TAT le.(t) + T (alp,t) = 4(t)) (2.56b)

Par conséquent, les dynamiques de Ze,(t) et Ze,(t) sont déduites de (2.56a)-(2.56b) :

Te.(t) = ITAT 'e.(t) + IT (3(t) — a(p. 1)) (2.57a)
Te,(t) = ITAT e (t) +IT (a(p,t) — &(t)) (2.57b)

En utilisant la contrainte (2.43g) liée a la structure de la matrice T.AT ! alors les dyna-
miques de €;(t) = Ze.(t) et e,(t) = Ze,(t) sont données par :

at) = ITAT 'T"a () + IT (5(t) — olp, 1)) (2.58a)
e(t) = ITAT 'I7e,(t) + ZT (alp,t) — () (2.58D)

Etant donné que la matrice ZT. AT "'Z7 est diagonale (sous-classe des matrices Metzler)
alors en combinant ce résultat avec les contraintes liées a 1’encadrement (2.43h) et aux
conditions initiales (2.43j), le Théoreme 1.4 garantit que les erreurs d’observation vérifient
Ze,(t) > 0, Ze,(t) > 0, Vt > 0. Ainsi le systeme d’équations (2.40a)-(2.40b) est un
observateur intervalle pour 'état = du systeme (2.17) dans le systéeme de coordonnées
(2.38). La méthode de découplage utilisée pour annuler l'effet du vecteur des entrées
inconnues d sur 'estimation permet de considérer que le systéme (2.40a)-(2.40b) est un
observateur intervalle a entrées inconnues. n

Les résultats du Théoreme 2.4 permettent de déduire un encadrement de I’état x du
systéme (2.17) en appliquant le Lemme 1.5 sur la relation z(t) = {In Oan} Z7hr(t).
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Corollaire 2.2. Sile Lemme 2.} est satisfait, alors il existe deuz vecteurs z(t),z(t) € R™
tels que :

z(t) < z(t) < F(t), VE>0 (2.59)
ounT=J"Ft)— T rt), x=TTrt)— T T(t) avec T = [In Onxn} XL

Démonstration. En supposant que le Lemme 2.4 est satisfait alors r(t) < r(t) < 7(¢),
Vt > 0. Finalement, I'application du Lemme 1.5 sur la relation z(t) = Zr(t) obtenue a
partir de la relation (2.38) conduit a 'inégalité (2.59). |

Cependant, une limite du Lemme 2.4 repose sur le fait que seules les conditions d’exis-
tence des fonctions 9, 9, ¢, ¢ sont données sans proposer une méthode de conception. Une
solution a ce probléeme est donnée dans le lemme suivant.

Lemme 2.5. Soient le Lemme 2./ supposé satisfait et les matrices Zg, Zn, Zy, définies
par :
Zs

Onxp

Z
55 |
ot les matrices Ky, Ky, K3, K, € R¥P telles que Ky, Ko, K3, K4 > 0,

avec Ky = [Kﬂ], K, = [OKM avec K31, Ky € RYP.

Onxp nxp

] = K3 — K., (2.60)

En définissant les fonctions 8,0, ¢, ¢ € R telles que :
() (12n®H1_Q(12n®H2
(t (1271 b2y Hl + Q<12n ® Hz
(t (12n @V — Q(l% X VQ)
(t (12n ® Vl —+ Q(lzn ® VQ)

()
()
t

)
t)

)
)
1

)
)
)
)

1S ol

)
) i
) 7 (

—_
~
~ —

] et les matrices sont données par :

ou n(t) = L?f)
(Wi (X1(p), X2(p), Lo, K1, K2) +Wo (X1(p), Xa(p), Lon, K1, K2)),
(Wi (X1(p), Xa(p), L2n, K1, K2) — Wo (X1 (p), Xa(p), Ion, K1, K2))

(Wi (X3(p), Xa(p), L2n, K3, Ka) + Wo (X3(p), Xa(p), Lon, K3, K1),

\»—t[\:)\r—t[\:)\r—t[\:)\r—\

(W1 (Xs(p), Xa(p), Lo, K3, Ks) — Wo (X3(p), Xa(p), L2n, K3, K1),

= Szgn (Dzag (Vec (ET)>> ,
[RAA(p)Cr" RB(p) — RAAL(p)Cy ' D(p) — RASD(p)

OnXp 0n><m

Hy
Ho
Vi =
Vo =
2

avec X1(p) =

Y

Xa(p) = [0y (1, CS) D(p)]
o) [0 —E<0E>TD<p>]7

_On><p 0n><m
Xi(p) = |0y (CE(CE) = 1,) D(p)],
alors les inégalités (2.43h) et (2.431) sont satisfaites.
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Démonstration. Soit la matrice P = ZT. Il est facilement vérifiable, qu’en appliquant le
Lemme 1.5 sur les expressions Pa(p,t), PB(p,t) définies dans (2.43h) et (2.43i) :

Ptra(t) — P a(t) < Palp,t) < Pra(t) — P alt) (2.65)
PrB(t) — P B(t) < PB(p,t) < PTB(t) — P~ B(t) (2.66

En rappelant que pour toute matrice P* = 1 (|P|+ P) et P~ = 1 (|P| — P) alors pour
Ve {alp.t), Blp,1)} -

P(t) = P0() = 5 (Pl +P)ae) - 5 (1P - P) 30
= 5P (9) + 9(1)) — 5P| (31) — 2(1))
PHI(r) ~ Pi(t) = 5 (1P| + PYI(0) — 5 (1P|~ P) ()
1

= 5P (90 +2)) + ;!7’\ (9(6) - 2(1))

Par conséquent, les inégalités (2.65) et (2.66) sont équivalentes a la forme :

Per(t) — |Plea(t) < Pa(p,t) < Per(t) + |Plea(t) (2.67)
Pes(t) — [Plea(t) < PB(p,t) < Pes(t) + |Plea(t) (2.68)

ol € (t) = ; (@(t) +alt), elt) =

s(t) = 5 (B0 + B(0) ealt) = 5 (B(e) ~ (1)

La suite de la démonstration est composée de deux principales étapes qui consistent a
déterminer les éléments €1, €3, €3 et €, et a réécrire |P|.

Détermination de €1, €2, €3, €4

Etant donné que la variable x est une inconnue, il est nécessaire de procéder a une trans-
formation de 'expression du vecteur « utilisé dans (2.43h) pour parvenir a déterminer
les expressions des vecteurs a(t), @(t) qui constituent €, €5. Sous 'Hypothese 2.2, il est
facilement vérifiable que :
RAA(p)x(t) = R[AA(p) Ouxnop)| 2(1)
= RAA(p)CT! [C1 Opeuy| (1) (2.69)
= RAA(p)CT" (y(t) — D(p)w(t))

En rappelant 'expression du vecteur « :

a(p,t) = 12, ® [RAS‘ ) RB%&%D(‘) )1 B((?)] (2.70)

alors 'utilisation de la relation (2.69) conduit a :

_ RAA(p)Cr RB(p) — JD(p) — RAA(p)Cy ' D(p)] [y(1)
alp,t) =15, ® [ O ~0D(p) 1 [w(t)] (2.71)
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Les expressions des matrices N et L définies dans (2.43c) et (2.43e) permettent de réécrire
les expressions des matrices .J, () définies respectivement dans (2.43d) et (2.43f) telles que :

J=NS—Zy=(RA+ZyC)S — Zy = RAS + Zy(CS — I,) (2.72)
Q=LS— 2, =(Z,0)S — Z;, = Z,(CS — I, (2.73)

En injectant les expressions de J et @) définies par (2.72) et (2.73) dans les expressions du
vecteur a défini dans (2.71) et du vecteur § utilisé dans (2.431) alors :

a(p,t) = (Xi(p) + ZnrXa(p)) n(t), Bp,t) = (Xz(p) + ZsoXa(p)) n(t), (2.74)

définies dans le Lemme 2.5.

oun(t) = [y(t)]’ ZnNL = [ZN] et Zgg = [OZf ] et les matrices X;(p) , i € {1,2,3,4} sont
nxp

En considérant les relations (2.60), alors I'application du Lemme 2.1 sur les vecteurs « et
[ conduit aux expressions de €7, €3, €3 et €4 :

€1(t) = (Lo @ H1) ' (1),  €2(t) = (Lon @ Ha) n*(1), (2.75)
e3(t) = (Lon @ V1) (1),  €ea(t) = (Lo @ Vo) 7 (1). (2.76)

ou les matrices H;,V; , i € {1,2} sont définies dans le Lemme 2.5.

Réécriture de |P)|

La derniere étape de la démonstration est liée a une caractéristique clé de la structure de
la matrice P = Z7T et consiste a démontrer que :

IT| = IT 0 (2.77)

En utilisant les expressions des matrices Z, T définies respectivement dans le systeme
(2.40a)-(2.40b) et (2.41) et en considérant que la matrice X est partitionnée en X; € Rix2n,

2
i€ {l,---2n} telle que X = | : | alors:
ZQn_
ZT] = |[Fon Oznx(anz—om| X(Ton ® D) = |[X1 o -+ Ko (Fan @ 2)|
’21‘ 01><2n 01><2n
_ |Oix2n | 2%] :
: . 01><2n
Oixzn v+ Oixan [ Zan]
En rappelant que la valeur absolue d'un scalaire k satisfait la relation |k| = k sign(k)
alors :
Y1 Oixan o0 Oixon|[Sign(Diag(Xh)) Oznxan c O2nx2n
: = O1x2n : = E O2nx2n
Oix2n -+ Oix2n 2op O25x2n T O2nxan  Sign(Diag(Xy,))

Par identification, nous obtenons 1'égalité (2.77).
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Exemple
Un exemple simple pour la vérification de I’égalité (2.77) est proposé. Considérons
le cas n=1 alors :
1 000
a b 0001 1000
E_Ld]’X_OOlO’I_lOlOO]
0100
ce qui conduit a :
1 00 0]Ja b 0 O a b 0 0
000 1||c d 0O 0 0 ¢ d
T=XHLoX) =5 61 0[]0 0ab~]00ab
010000 ¢ d c d 00
Ainsi, il est facilement déduit que :
sign(a) 0 0 0
7] = la] 18 0 O] |a b 0 O 0 sign(b) 0 0
10 0 e 4| |0 0 ¢ d 0 0 sign(c) 0
0 0 0 sign(d)
Par conséquent,
21 01><2 Szgn(Dzag(El)) 02><2
IT| = . i =771 2.78
7] l01x2 22][ 0252 Sign(Diag(Xs)) (2.78)
ou X, = [a b} et Xy = [c d}.

Détermination de 9§, 8, ¢, ¢

L’utilisation des résultats (2.75), (2.76) et (2.77) permet de réécrire les inégalités (2.67)
et (2.68) sous les formes :

P (e1(t) — ea(t)) < Pa(p,t)
p,t

P (1(t) + Rea(t)) (2.79)
Ples(t) = Pea(t)) < PB(p 1) <P

(e3(t) + e4(t)) (2.80)

IAINA

Finalemment, les expressions (2.61)-(2.64) sont déduites en remplagant P = Z7T dans
(2.79),(2.80) et en identifiant & (2.43h), (2.431). n

2.4.4 Performance de ’observateur intervalle

Cette sous-section détaille une méthode qui détermine les matrices Zy, Zr, Zg, M et
(G sous la contrainte de satisfaire simultanément les conditions d’existence de ’observateur
intervalle et des performances au sens de la norme H., et de la D-stabilité.
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Dans un premier temps, considérons le vecteur d’état augmenté défini par :

()
2
T 1e.(t)| e Rto" (2.81)
T le.(t)
La dérivation temporelle du vecteur (2.81) est obtenue en suivant la procédure suivante.
L’expression de & est directement donnée par ’équation d’état du systeme (2.17) :

#(t) = (A + AA(p)) 2(t) + B(p)w(t) + Ed(t) (2.82)

En multipliant par 7! les expressions de €., ¢, définies respectivement par (2.56a),
(2.56b) alors :

¢(t) =

T 'e.(t) = AT 'e.(t) + 8(t) — alp, ) (2.83)
T e, (t) = AT 'e.(t) + alp.t) — 6(1) (2.84)

Puis, en utilisant les expressions de «, § et ¢ définies respectivement par (2.43h), (2.61)
et (2.62) alors

T e.(t) =AT 'e.(t) + (Lon @ Hi + 2 (12, @ Ha)) (1) (2.85)
— (120 @ Hi(p)a(t) + 1on @ Ha(p)w(?)) (2.86)
T e.(t) =AT e (t) + (12n @ Hi(p)a(t) + Lon © Ha(p)uw(t)) (2.87)
— (Lon ® Hi — 2(Lon @ Ha)) 0" (2) (2.88)

Finalement, en considérant que la partie affectée par la matrice {2 devient une entrée
exogene, alors nous obtenons la forme compacte décrite par :

C(t) = (p)C(t) + B(p)(t) (2.89)
d(t)
w(t) A+ AA(p) 0 O
with ¢ = n*(t) , d(p) = | -1 @ Hi(p) A O],
2(12n ® Ha) " (2) Ly, ®Hi(p) 0 A
£2(1, @ Vo) n*(2)
E B(p) 0 0 0

L@(p)z 0 —12n®H2(p) 12n®H1 I4n2 0].

0 1,,®@Hy(p) -1 @H1 Iy O

Dans un second temps, il est facilement vérifiable, en utilisant le Corollaire 2.2, la relation
z(t) = Tr(t) et la décomposition T = T+ — T~ que :

T(t) —x(t)] _ o |T(t) —r(t)
el =F e ) (220
avec F = [ZJ_F Z;}

D’apres I'égalité (2.48), la relation r(t) = 7T (12n ® [xét)D est vérifiée. En considé-
rant 7(t) = Z7(t) et r(t) = Zr(t) alors :

(1)~ (1)) _
i ] = e (291)
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T-15(t) — 1on @ lx“)]

T 0] 0

avecQ:[O 77| et &0 = 1%@[93(0&1_

En remplagant les expressions de ¢ et ¢ définies respectivement par (2.63) et (2.64) dans
(2.50a),(2.50b) alors (2.90) est équivalente a :

FQE(t) = FQEC(t) + FQ2(p)v(t) (2.92)

. |0 Iy O |0 —15, @ V(p) L,V 0 I
oue = [0 0 f4n2]’ Zp) = [0 L, ®V(p) —1on®@Vi 0 Iyl

En couplant (2.89) et (2.92) alors la représentation d’état suivante est formée :

{ ¢(t) A (p)C(t) + B(p)(t) (2.93)
FQE(t) = FQE(() +FQZ(p)v(t) .

L’objectif est de minimiser les effets de l'entrée v sur le signal FQE(t) = EEE; - ;Eiﬂ
au sens de la norme H.. De maniere équivalente, il s’agit de minimiser ||Gy_roel|,.-
Cependant, la solution au probleme d’optimisation nécessite la connaissance de la matrice
T qui ne peut étre déterminée qu’en ayant la connaissance des matrices N, M, L et G
de I'observateur intervalle. Par conséquent, la minimisation de |Gy, ro¢l|, n'est pas un
probleme convexe. En utilisant les propriétés des normes (inégalité triangulaire et sous-
multiplicativité), une solution au probleme est donnée par I'inégalité :

1Gy-roelle < IFL2 [1Guell (2.94)

ou

Gyose(s) = C (sT = (p)) " Blp) + 2(p) (2.95)
Ainsi, une condition suffisante pour la minimisation de ||Gy_, roe||,, consiste & minimiser
|Gyl - Etant donné que le transfert Gy_¢ ne dépend pas de la connaissance de la
matrice T, alors, d’apres la Définition 1.10, présentée a la page 12, la minimisation de la
norme H, du transfert G,_,¢ est équivalente au probleme d’optimisation suivant.

(n+8n?)x (n+8n2)

Soit une matrice P € R = PT = 0 et un scalaire v > 0. Le probléme

d’optimisation est donné par :

o (p)' P+ Pdl(p) PH(p) €
min-y s.c. B(p)tpP -1 2(p)" | <0, Vpe {Bv ﬁ} (2.96)
4 2(p) -1

L’étude de cette inégalité montre qu’elle n’est pas linéairement dépendante par rapport
aux matrices P, Zg, Zn, Zr, M, G. Nous allons montrer que le probleme (2.96) peut étre
transformé en un probleme convexe dont la solution est donnée par des techniques LMI

qui utilisent la représentation d’état sous forme polytopique. Ainsi, nous considérons qu’il
2l
existe des scalaires p1(p) > 0, p2(p) >0, -+, ot (p) > 0 tels que Y pi(p) =1 et

con Flnelen e
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En utilisant I'inégalité triangulaire alors la norme H., du transfert Gy_,¢ satisfait I'inéga-
lité :
1Goelle < [ Goe] + 120 (2.98)
. -1
ou Gy ,e(s) =€ (sl — ) B(p).
Par conséquent, une condition suffisante pour minimiser |Gyl consiste a minimiser

|G e et 1200l

Le probleme de la minimisation de ||Z(p)||, est donné par le lemme suivant.

Lemme 2.6. Soit le modéle polytopique (2.97). S’il existe des matrices K3z € R**P > 0,
K4 € R?™P >0 et un scalaire réel v, > 0 tels que :

[711 M

AT o -0, i=1,---,2 (2.99)
i 1

0 _12n ® ‘/; 12n ® Vl 0 [477,2 0

ol % = 0 12n ® V; _12n & Vl 0 [4n2 )
0 Vs

_ TD.

V= l E(CE)'D;

0 1 + (K3 — Ki) (CE(CE)' - I,,) D,

alors |1 2(p)y < . Vil < 7 et Zs=[L, 0] (Ky— Ko,
Démonstration. La démonstration est immédiate en appliquant le Lemme 2.3 a la matrice

M (p) = l'@(()’o ) 82] et en considérant le formalisme de la représentation polytopique. Les

conditions K3, K, > 0 sont liées aux conditions d’existence du Lemme 2.5. [ |

La minimisation de la variable v; implique la détermination de la matrice Zg qui
minimise ||Z(p)||, et ||V2]|,. Cette connaissance est utilisée pour déterminer la matrice S
dont I'expression est donnée par (2.43a), puis pour en déduire la matrice R définie par
(2.43b).

Finalement, le Théoreme 2.2 permet de minimiser la norme H, du transfert G, ¢ tout
en imposant des contraintes sur son transitoire en utilisant un placement de poles basé
sur la technique de D-stabilité.

Théoreme 2.2. Soient une matrice Zg supposée connue et des matrices de dimensions
appropriées Si, Ry, k = 1,--- ,ng qui caractérisent la région LMI notée D et caractéri-
sée par linterconnexion des régions LMI élémentaires notées Dy, k = 1,...,ng telles que
D = MpE,Dy. Considérons la représentation polytopique donnée par (2.97). S’il existe des
matrices P, € R™" = PI = 0, Y} € R*™P >0, Y, € R Y3 € R*™? > 0, une M-
matrice Py € R??" = PI' = 0 [79] et un scalaire vo tels que les deuz conditions suivantes
sont satisfaites :

N+ N U T

(i) w” —wI 0 | <0, i=1,..,2 (2.100)
(g 0 —’72]:
(i) Sy @Py+ R,@ M+ R @47 <0, k=1,..,ng (2.101)
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P (A+ AA) 0 0 |
ouv Ni=| 10, % LA 0 =Dy [R%Az] ;
12n®$1i 0 Ign®%
RA O C 0
M =Py [ 5 0] +[(Vi-13) Y [0 ]n],
P E P B; 0 0 0
aZ/i: 0 _12n®\7z 12n®IC 12n®P2 0 )
0 1,7 —1,0K 1,®P, 0
RB; — RASD,
g=n | AP vy 0, - 05

K== (W; (X1, Xs, P, Y1,Ys) + Wy (X1, Xo, 2, Y1, Y3)),

DO | —

alors HGw_@HOO < 79, [gﬂ = Pl (Y, — Y3), []\C/}’[] = P'Y,.

Démonstration. Soient les matrices Zy; = l ], Zyc = []\Cﬂ et les variables LMI

Yi=RKy, Y, =PZyg , Ys = P K.

Zr,

Dans un premier temps, les contraintes (2.100) sont obtenues en appliquant directement
la Définition 1.10, présentée a la page 12, sur le transfert G, ¢, défini dans I'inégalité
(2.98), et en considérant la matrice :

P 0 0
P: O IQn®P2 0
0 0 I, ® P,

En effet, il est facilement vérifiable, en utilisant la représentation polytopique des matrices,
formulée dans (2.97) et les variables LMI Y7, Y5 et Y3 que :

P/ (p) + A (p)'P PB(p) € 2! N+ M U 6T
O —Rl 0 | =>up)| % -l 0| (2.102)
¢ 0 —,1 i=1 € 0 —pl

Par conséquent, si les contraintes (i) sont vérifiées alors HG¢ _>5HOO < Ys.

Les contraintes (i) sont obtenues par 'application directe du Lemme 2.2 sur la matrice

L G

définie dans (2.89). Etant donné la structure de cette matrice, seuls les poles liés a la

matrices A peuvent etre modifiés. En rappelant que A est une matrice diagonale par
N

M
L G
placement de poles en utilisant la contrainte :

[N M] . Les dynamiques du systéme (2.93) sont fixées par les poles de la matrice <7 (p)

bloc telle que A = I, ® alors il est possible d’'imposer des contraintes sur le

T
Sk®P2+Rk®P2lN M]+Rf®<P2[N M) <0, k=1,...np (2.103)

L G L G
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qui est équivalente a la formulation définie par :
Sk @Py+ Ry @M+ R @#" <0, k=1,...ng (2.104)

Ainsi, les conditions (7i) permettent d’imposer des contraintes sur le transitoire des erreurs
d’observation z(t) — x(t) et T(t) — x(t).

Finalement, la derniere étape de la démonstration concerne 'existence de la matrice H;
impliquée dans la structure de la matrice #(p) définie dans (2.89). Nous avons montré
dans la section précédente que la structure de la matrice H; est obtenue en utilisant le
Lemme 2.5 qui repose sur la condition K; > 0 et Ky > 0. Etant donné que la matrice
P, est une M-matrice alors Py ' > 0. Les conditions ¥; > 0 et Y3 > 0 impliquent que
K, =Py Y1 >0et Ky =P, Y3 >0. |

Le Théoreme 2.2 et le Lemme 2.6 sont basés sur des méthodes LMI pour déterminer
les matrices Zg et Zy, Z1, M, G afin de satisfaire des contraintes de minimisation au
sens de la norme H,,, tout en imposant des contraintes sur le placement des poles pour
garantir le comportement transitoire des erreurs d’observation et assurer ’existence de la
matrice X qui satisfait la contrainte (2.43g).

2.5 Application académique

Cette section propose un exemple académique pour illustrer la pertinence de 1’observa-
teur intervalle a entrées inconnues proposé dans ces travaux. L’objectif est de démontrer
la capacité de la méthode a fournir un intervalle restreint pour 1’état x, malgré la présence
d’entrées inconnues, de bruits et d’incertitudes de modélisation.

2.5.1 Formulation du probleme

Soit le systeme décrit par :

(2.105)

{ i(t) = A(p)z(t) + Bw(t) + Ed(t)
y(t) = Cxz(t) + Dw(t)

ol le vecteur de parametres p est incertain tel que p € [—1, 1} et les matrices sont définies
par :

~1.640.1p 1 —0.15 05 0 0 ~1
A(p) = 0.1 —0.8+01p —07|,B=|-1 0 0|, E= 05|,
0.8 0+0.1p —18 04 0 0 0
100 010
c=lo L olo=lo o i

Etant donné la structure du systeme (2.105), il est facilement vérifiable qu’il existe une
formulation polytopique des matrices. Il existe des scalaires p1(p) > 0, p2(p) > 0 tels que

Lipi(p) =1et

[A B AA(p) A B Aﬂ (2.106)

C D E ]:im(m[cz) E
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-01 0 O
on AA; =—-AA=| 0 —0.1 0].
0 —-01 0

L’objectif est de construire un observateur intervalle (2.40a)-(2.40b) qui estime des bornes
supérieure T € R” et inférieure 2 € R™ de I'état = du systeme (2.105).

2.5.2 Synthese de I’observateur intervalle

Dans cette sous-section, nous détaillons les solutions pour les matrices Zg, Zn et Zp,
obtenues en résolvant le Lemme 2.6 puis le Théoreme 2.2. La toolbox Yalmip du logiciel
Matlab est utilisée pour résoudre le probleme d’optimisation en utilisant le solver SDPT3.
La résolution des LMI du Lemme 2.6 conduit au critere de performance v, = 4.6 et la
matrice Zg est donnée par :

Zg = 03x2 (2.107)

Apres avoir déterminé les matrices S et R définies par les expressions (2.21a) et (2.21b),
nous abordons la résolution du Théoreme 2.2. Pour cet exemple, nous imposons que les
poles de la matrice A soient réels, non multiples et dans l'intervalle {—1007 —1.7}. La
solution des LMI conduit au critere de performance v, = 4.32. Les matrices Zy1, Zuc
sont données par :

[ —11.415  4.501 [ —0.018 —0.018 —0.018
4.941 —4.884 —0.005 —0.005 —0.005
—0.839 —0.077 —0.073  —0.072 —0.072
INp = —0.034  0.016 » Zuc = —929.158 —16.416 —16.416 (2.108)
—0.034  0.016 ~16.416 —29.158 —16.416
—0.034  0.016 | | —16.416 —16.416 —29.158 |

Finalement, les matrices N, M, L, G, J, Q, S et les fonctions 4, 6, ¢, ¢ sont facile-
ment déduites en utilisant le Lemme 2.4 et le Lemme 2.5. La matrice X' est obtenue en

. : . N M
diagonalisant la matrice I al

2.5.3 Simulations et résultats

La simulation de l'estimation par intervalle de I’état x du systeme (2.105) est réalisée en
considérant que 'entrée bornée w(t) est composée du signal wy(t) = 5sin(0.1t)cos(0.5¢t)
et deux bruits ws,w3 inconnus mais bornés par deux vecteurs connus wy; = w3z = 0.1,
wy = wsy = —0.1. Le vecteur des entrées inconnues d est décrit par le signal d(t) =

sin(0.01¢) + 3cos(0.1t) et le parametre incertain p = 0.95.

Cette sous-section, dédiée aux résultats de I'estimation par intervalle de I’état x du sys-
teme (2.105), débute par la présentation des figures 2.1 et 2.2 illustrant U'influence de
la perturbation w, et de I'entrée inconnue d sur I'état du systeme. L’influence des per-
turbations wy et w3 n’est pas présentée car elles représentent des bruits de mesure. Par
conséquent, elles n’affectent pas le comportement de I’état du systeme.

La figure 2.3 illustre les résultats de la simulation. Il en résulte que 1'état x reste
borné par l'intervalle [@(t), f(t)} et I'intervalle estimé converge asymptotiquement vers un
intervalle de faible amplitude.
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5 T T T T T
nominal
= wy, = 0
= Ok =7 e S
g
_5 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
10 : : temps (t) : :
nominal
—~ w, = 0 H
=2 0 L 4
g
_1 O 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
2 T T terflg}l(S (t) T T
nominal
) w = 0
\; O \/’, -
g
_2 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
temps (t)

FIGURE 2.1 — Evolution temporelle de ’état x pour une perturbation w; nulle

5 T T T T T
nominal
— 0 b
)
_5 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
10 . templs (t) . .
nominal
= d=0
g !0 N
_1 O 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
2 T tem}?ls (t) T T
nominal
— d=0
g0 VA
g
_2 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
temps (t)

FIGURE 2.2 — Evolution temporelle de 1’état = pour une entrée inconnue d nulle
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temps [s]

FIGURE 2.3 — Estimation par intervalle de I’état x
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2.6 Limites de ’approche

Bien que cette approche permette de satisfaire simultanément les conditions d’exis-
tence de l'observateur intervalle et un certain niveau de performance pour l'intervalle
estimé, des verrous théoriques persistent.

e La premiere restriction abordée concernent la structure du systeme étudié. La classe
des modeles considérés est restreinte aux systemes LTI dont les incertitudes para-
métriques sont contraintes par la structure fixée dans les hypotheses 2.1 a 2.4.

e La seconde restriction abordée concerne la structure de 'observateur. Le changement
de coordonnées permettant de satisfaire la propriété de coopérativité des erreurs
d’observation nécessite que la matrice considérée contienne uniquement des poles
réels. Il en résulte une introduction de conservatisme dans le processus de concep-
tion. De plus, étant donné que la dimension de 'observateur est liée au carré de
la dimension de I'état du systeme a observer, la faisabilité de résolution numérique
du probléeme repose sur une augmentation du temps de calcul associé, ce qui peut
devenir problématique, si 'ordre du systeme devient élevé.

e Finalement, un point concernant les contraintes liées au processus d’optimisation est
A soulever. Etant donné que le changement de coordonnées nécessite la connaissance
des autres matrices de I'observateur intervalle, le probleme d’optimisation H ., initial
(nécessaire et suffisant) est transformé en un probleme dont les conditions sont
suffisantes. Par conséquent, il est possible que du conservatisme soit introduit dans
les résultats proposés. De plus, il est a noter que le probleme d’optimisation n’est
pas directement associé a I’enveloppe totale T — 2 mais aux demi-enveloppes T — x
et x — x. Ainsi, en notant que x est une fonction du vecteur des entrées inconnues
d et bien qu'une technique de découplage soit utilisée pour déterminer les bornes
supérieure et inférieure T/z, il est a noter que des contraintes d’atténuation des effets
du vecteur des entrées inconnues sont présentes dans le processus d’optimisation H.,
reposant sur les demi-enveloppes T — x et x — .

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode de conception d’obser-
vateurs intervalles pour les systemes incertains LTI a entrées inconnues. Cette approche
permet de satisfaire simultanément, les conditions d’existence de 1’observateur intervalle et
un certain niveau de performance pour l'intervalle estimé. La réduction du conservatisme
est assurée par une technique de découplage et un processus d’optimisation qui, simul-
tanément, annulent D'effet des entrées inconnues, réduisent 'influence des perturbations
non découplées et imposent des contraintes sur le transitoire des erreurs d’observation.
Afin d’éviter I’ensemble des restrictions de cette méthode que nous avons évoqué dans la
sous-section précédente, nous présentons la principale contribution de ce manuscrit dans
le chapitre suivant.
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Chapitre

Synthese d’observateurs intervalles
pour les systemes LPV a entrées
inconnues

Ce chapitre constitue la principale contribution des travaux de recherche présentés et
introduit une nouvelle méthode permettant de construire un observateur intervalle pour
une large classe de systemes LPV a entrées inconnues. Outre le fait que cette contribution
étend la théorie des observateurs intervalles a une plus large classe de systemes, cette
approche apporte une nouvelle solution a la problématique concernant la vérification si-
multanée des conditions d’existence de 'observateur intervalle (plus particulierement, la
condition de coopérativité des erreurs d’observation) et un certain niveau de performance
pour I'encadrement estimé. Pour y parvenir, cette contribution ne nécessite aucune trans-
formation d’état pour garantir la coopérativité des erreurs d’observation contrairement
a la majorité des approches de la littérature et a celle présentée dans le chapitre précé-
dent. La réduction du conservatisme d’estimation repose sur une procédure de conception
combinant la propriété de découplage pour annuler I'effet des entrées inconnues et un pro-
cessus d’optimisation, au sens de criteres de type gain £, et/ou L, formulé en contraintes
LMI, pour atténuer I'influence des entrées non découplées. La propriété de coopérativité
des erreurs d’observation est assurée par une contrainte LMI additionnelle.

Dans un premier temps, les lemmes et les corollaires nécessaires au développement de
I’approche proposée sont introduits. Nous poursuivrons en précisant la classe des systemes
LPV considérés et les hypotheses associées. Finalement, la présentation de la structure de
I'observateur intervalle et la méthode de conception des parametres associés sera illustrée
sur un exemple académique détaillant, étape par étape, la procédure de conception et
démontrant 'efficacité de la méthode.

3.1 Notations et prérequis

Le présentation de la méthode développée dans ce chapitre est basée sur les notions
introduites dans la section 1.3.1. Une nouvelle méthode, reposant sur la notion de M-
matrice, est considérée pour déterminer une matrice Metzler.

Définition 3.1. [79] (Théoreme 2.1 p.420). Soit une matrice carrée W = [w; ;] vérifiant
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wi; <0, Vi # j et w;; > 0Vi=jalors W est dite étre une M-matrice si W' existe et
w=t>o.

Lemme 3.1. Soient une matrice a dépendance paramétrique connue L(p) € R™™ o1
p € ¥ C R® une M-matrice inversible W & R™™ et un scalaire réel p > 0. Alors la
matrice L(p) est une matrice Metzler si

WL(p)+uW >0,Vpew (3.1)

Démonstration. Btant donné que la matrice W est une M-matrice alors W~! > 0. En
multipliant W L(p) + uW par W1 alors il est déduit que L(p) + ul,, > 0, ce qui termine
la démonstration. [ |

3.2 Formulation du probleme

Soit la classe des systemes LPV décrite par

{a‘:(t) =A0(t))x(t)+ B(O(t)w(t)+ E(6(t))d(t) (3.2a)
y(t) =C0(t)x(t)+D(O(t))w(t) (3.2b)

ou z(t) € R" et y(t) € RP désignent respectivement I’état et la sortie mesurée. w(t) € R™ et
d(t) € RY sont des entrées inconnues. Il est a noter que w(t) est supposé étre borné par des
valeurs connues w(t),w(t), alors qu’il n’y a aucune hypotheése associée a la connaissance
des bornes pour d(t). Le vecteur de parametres 6(t) € @ C R’ et sa dérivée temporelle

0(t) € Iy sont supposés étre bornés par des valeurs connues a priori. Les matrices sont
définies par A: ©® - R"" B: 6O - R EF:0 - R (C:0 —-RP" D .60 — RP*™,

La conception d’'un observateur intervalle pour le systeme (3.2a)-(3.2b) nécessite la véri-
fication des hypotheses suivantes.

Hypothese 3.1. Il est supposé que 0,,(t) = [01(t) O2(t) -+ 0,(t)]F € O,,, 0 < s <, est
mesuré au travers de p(t) = [p1(t) p2(t) -+ ps(t)]T € ¥ ol pi(t) = Ni(t)0:(t) + §;(t) avec
A # 0, §; désignant les éléments des vecteurs A € Ay C R*, § € As C R®. Les vecteurs A,
§ sont supposés continiiment différentiables tels que A € I'y C R, § € I'; € R®. Il est aussi
supposé que le vecteur de parametres p et sa dérivée temporelle p sont continus, définis a
chaque instant de temps et évoluant dans des hyper-rectangles délimités par 2° sommets
tels que

¥ ={(a, 00, a0) | e € {pi, 7} } (3.3)
X = {(51,52,"' Bs) | Bi € {&75}} (3.4)

Ici, ps, Pi, pi, pi représentent les bornes connues de p; et p;. Le domaine de définition de p
est noté I,.

Cette hypothese est commune et couvre une large classe de systemes LPV incertains,
voir [42].

Afin d’améliorer la lisibilité de la suite du chapitre, la dépendance temporelle des signaux
et des parametres est omise pour la suite. Cependant, il est a rappeler que tous les vecteurs
(incluant les bornes) dépendent généralement de la variable temporelle ¢. Dans le cas
contraire, I'information sera précisée explicitement dans le texte.
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Hypotheése 3.2. La matrice F(f) est supposée étre de plein rang colonne et rang(C(0)E(0)) =
rang(E(0)) = q, V8 € 6. 11 est aussi supposé que ¢ < p.

Il est a noter que I’'Hypothese 3.2 est commune pour la conception des observateurs a
entrées inconnues, voir [27] si nécessaire.

Le probleme consiste & estimer, de maniere garantie, I’état = du systeme (3.2a)-(3.2b) en
utilisant I'observateur intervalle défini par la structure

z=L(p)z+ (M(p) + L(p)N)y + (T, r, W, w, p) (3.5a)
FT=Z+ Ny+o(w,w,p) (3.5b)
z =g (F,r,p) (3.5¢)
E=L(p)z+ (M(p) + L(p)N)y + n(F,r, w,w, p) (3.5d)
r =z+Ny+o(W,w, p) (3.5e)
z=g(7,r,p) (3.5f)

ol 7,7 : R¥T2MHs R 5t R¥S — R q,g: R*" — R™, L(p) € R™", M(p), N €
R™ P Z z € R™ désignent, respectivement, les bornes supérieure et inférieure de 1’état
z € R™ défini par :

z=R(0)x (3.6)

Dans cette formulation, z représente I’état découplé et satisfait, par conséquent, 1’égalité
R(O)E(#) =0 (3.7)

Ainsi, d’apres la théorie des observateurs a entrées inconnues (voir [27]), il peut étre montré
qu’il existe une solution a 1’équation (3.7) si et seulement si R(0) = K(0) (1, — S(0)C(6))
ot S(0) = E(0)(C(0)E())T et ot K(f) € R™™ est une matrice arbitraire, introduite ici
comme degré de liberté. Dans la théorie des observateurs a entrées inconnues, un choix
classique pour la matrice K (0) est K(0) = I,,.

Il est considéré que T,z € R™ représentent, respectivement, les bornes supérieure et infé-
rieure de I'état x € R™ défini par la relation :

z=Q(O)r (3.8)

telle que les vecteurs 7,r € R", définis dans (3.5b) et (3.5e), soient respectivement les
bornes supérieure et inférieure de r € R™ et la matrice Q(6) vérifie 'hypothese de structure
suivante :

Hypotheése 3.3. Il est supposé que les matrices K (6) et N sont connues telles que Q(6)
dans (3.8) soit inversible et admette la décomposition Q(#)~* = R(0) + NC(0).

Etant donné que la matrice C(0) est supposée de plein rang ligne VO € O, il est
toujours possible de déterminer une matrice N qui compense la perte de rang liée a la
matrice S(#) puisque la condition ¢ < p est garantie par I'Hypothese 3.2. 1l est a noter
que le cas particulier p = ¢ est couvert par la définition de la matrice R(#) puisqu’il
correspond & une paramétrisation particuliere de la matrice K (), comme démontré dans

[27].
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Il est a noter que la largeur de l'enveloppe 2 = T — z dépend uniquement des bornes
supérieure et inférieure Z/z de z et de parametres connus (voir ci-apres 1'équation (3.46b)).
Ainsi, il en résulte que la taille de 'enveloppe & = T — x est découplée de 'influence du
vecteur des entrées inconnues d.

Dans la suite, 1'objectif est de construire un observateur intervalle a entrées inconnues
(3.5a)-(3.5f), i.e. les fonctions 7, 1, B, ¢, g, g et les matrices L(p), M (p). Dans le cadre de
cet objectif, nous cherchons a minimiser les effets du signal w sur la largeur de I’enveloppe
totale T = T — z, au sens de critéres de type gain Ly et/ou L.

Remarque 3.1. 11 est important de noter que considérer les matrices K () et N connues
a priort peut conduire a une solution conservative pour 'observateur intervalle a entrées
inconnues (3.5a)-(3.5f). En effet, le choix de ces matrices peut impacter la performance
de l'observateur intervalle a entrées inconnues dans le sens qu’elles modifient les gains £,
et/ou Ly liés aux effets de w sur la taille de I'enveloppe & = T — z. Une solution a ce
probleme est abordée dans la section 3.4 sur un exemple académique. Une méthode est
proposée pour choisir judicieusement les matrices K () et N, telle que la performance, au
sens de critéres de type gain Ly et/ou L, soit peu impacté.

3.3 Conception de ’observateur intervalle

Cette section est dédiée a la conception de I'observateur intervalle. Dans un premier
temps, un résultat préliminaire est proposé pour déterminer des bornes supérieure et in-
férieure du produit d’'une matrice incertaine a dépendance paramétrique et d’'un vecteur
incertain. Puis, les conditions nécessaires et suffisantes, pour que le systeme (3.5a)-(3.5f)
soit un observateur intervalle a entrées inconnues pour le systéme (3.2a)-(3.2b), sont pré-
sentées. Finalement, une derniere sous-section est dédiée au processus d’optimisation,
formulé en contraintes LMI, permettant la détermination des parametres de I'observateur
intervalle.

3.3.1 Résultat préliminaire

Le lemme suivant propose une méthode pour construire des bornes supérieure et in-
férieure au produit d’'une matrice incertaine a dépendance paramétrique et d’un vecteur
incertain dans un contexte ensembliste. L’élément clé repose sur le fait que toutes les
matrices réelles peuvent étre décomposées en deux matrices (non uniques) dont tous les
éléments sont positifs.

Lemme 3.2. Soient un vecteur v € [v,7] C R" et des matrices X;,(f) € R™*", 6 € O,
k € {a,b}, tels que X(0) = X, (0) — X,(0). Alors les énoncés suivants sont considérés :

1) V8 € O, il est supposé qu’il existe des matrices Xy (6) € [ﬂ, ?k} C R™™ aqvec X, > 0,
alors
X < X(0)w < Xv* (3.9)
ot les matrices X° = [7,1 -X, - Yb}, X = {—Yb X X —Ya} et le vecteur
T
vt =@ @) @) ()]
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2) En supposant qu’un sous-espace de 6 € © est connu au travers de p € W, 0 < s <1 et
qu’il existe des matrices Xy(0) € [ﬁ(p),?k(p)] avec Xi(p) > 0, alors

X*(p)v* < X(0)v < X" (p)v” (3.10)

X (p) = [Xlp) ~alp) ~X(p) Tlp)] X°(0) = [-Halp) Xalp) Aulp) —alp)

et le vecteur v* est défini dans 1) . o

Démonstration. Dans un premier temps, la démonstration de 1) est proposée. Etant donné
que v € [v,7] alors
0<vt <ot <ot 0

IA
VAN

v <o <uv (3.11)

IA

A présent, en considérant linégalité 0 < X < X(0) < X, k € {a,b}, alors
v <

Xt < X (0)vt < XU, AT < A() Xev~ (3.12)

Finalement, en développant l'expression X (0)v, i.e.
X(0)w = X, ()t — X, (0)v™ — X(0)vt + X,(0)v™ (3.13)

alors, il est déduit que X*v* < X(0)v < X v*. La démonstration pour 2) est similaire
la démonstration de 1) en adaptant le développement pour tenir compte de la dépendance
paramétrique en p. [ |

Il est a noter que le Lemme 3.2 généralise le Lemme 2 dans [30] (voir un rappel dans
Lemme 1.5 présenté a la page 15). En effet, dans le cas particulier ou &,(0) = X(0)™,
Xp(0) = X(0)” et X(0) € {i, ?} alors le Lemme 2 dans [30] est équivalent au Lemme 3.2.
Ce nouveau lemme permet de construire des bornes telles que la structure liée a la partie
matricielle, i.e. X'(#), ne soit pas unique et ne dépende pas nécessairement des opérateurs
non-linéaires " et e, Ces avantages sont des caractéristiques clés pour concevoir un ob-
servateur intervalle a entrées inconnues reposant sur un processus d’optimisation formulé
sous des contraintes LMI.

Afin de simplifier la présentation, les notations suivantes sont adoptées pour le reste du
chapitre :

X(p)

X(p)

Xa(p)
X

Xo(p), X(p) = Xilp) — X(p),
) o, (3.14)

X(p),  X(p) = Xalp) + X(p)

3.3.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’existence

Cette sous-section aborde les conditions d’existence pour que le systeme (3.5a) -(3.5f)
soit un observateur intervalle a entrées inconnues pour le systeme (3.2a)-(3.2b). La solution
est présentée dans le théoreme suivant.

Théoreme 3.1. Sous les hypothéses 3.2 et 3.3, l'état v du systéme (3.2a)-(3.2b) est borné
par les vecteurs T, x définis par (3.5¢), (3.5f) i.e.

z(t) € [z(t),z(t)], Yt >0 (3.15)
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées pour le systéme (3.5a)-(3.5f) :
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(1) Vp € ¥, il existe une matrice L(p) telle que
L(p) est Metzler (3.16a)

p(w, ) = H(0)w,
g(r,0) = Q(O)r .
avec F(p,0,0) = T(p)Y (0,0) — L(p), G(p,0) =T(p)Z(9), H(0) = —ND(0)
| 0 —ND(0)
T(p) = [L(p) M(p) 1|, Y(6,60) = —C(0)Q(0) et Z(6) = | —D(h)
(R(0)A(0) + R(0)) Q(0) R(0)B(6)
(111) Les conditions initiales pour z, Z sont données par
2(0) < R*(p(0)z(0)*,  2(0) > R (p(0))x(0)* (3.16e)
ot les notations (;)',@. sont définies dans le Lemme 3.2.
Démonstration. Soient les deux erreurs d’observation définies par :
e.=z—2 e, =2—2 (3.17)

La détermination de la dérivée temporelle de €, et e, conduit a :

[

-
=
>

N
_I_
S

(3.18a)

|-
n

[
=
<
Bl
+
=
=

|
=
>
N('b
+
=
=
&
=
3
=
=3
g|
=
=

(3.18b)
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D’apres la condition de découplage (3.7), la relation (3.8) et I'Hypothese 3.3 alors, en
adoptant les notations du Théoreme 3.1, il est déduit que (3.18a) et (3.18b) sont réduites
a:

e. = L(p)e. + 7(r,r,w, w, p) — n(r,w, p,0,0) (3.19a)
e, = L(p)e, +n(r,w, p,0,0) — n(T,r, W, w, p) (3.19b)

ot la fonction 7(r,w, p, 8, 0) est utilisée dans (3.16b).

Sous la condition (3.16b), la propriété Metzler (3.16a) et les conditions intitiales (3.16e),
il peut étre vérifié que (3.19a)-(3.19b) satisfont les propriétés des systémes coopératifs et
par conséquent que

e.(t),e.(t) >0, V>0 (3.20)

A présent, en combinant (3.6) et (3.17), il est déduit que z, z sont équivalents a
z=¢e,+ ROz, z=R(O)x —e, (3.21)

Puis, en utilisant (3.21) et (3.2b) pour remplacer z, z, y dans (3.5b),(3.5¢) alors

T= Z+Ny+owuw,p)

= .+ (R(0) + NC(0)) z + 5(w,w, p) + ND(O)w (3:22)
r= z+ Ny+ oW, w,p)

= —e. + (R(0) + NC(9)z + oW, w, p) + ND(O)w (3.22b)

Par conséquent, en considérant l'inverse de la relation (3.8) (i.e. r = (R(0) + NC(0)) x)
et en adoptant les notations du Théoreme 3.1 alors, d’apres les relations (3.22a)-(3.22b),
il est déduit que

T—r==e,+pww,p) —¢w,b) (3.23a)
r—r=e,+pw,0) — @ uw,p) (3.23b)

Sous les conditions (3.16¢) et (3.20), il est déduit que r(t) € [r(t),

ment, en considérant la relation (3.8) et en rappelant que g(r,0) = Q(0)r dans (3.16d)
alors x(t) € [z(t),z(t)], Yt > 0 ou les bornes sont définies dans (3.5¢),(3.5f), ce qui conclut
la démonstration. [

7(t)], Yt > 0. Finale-

3.3.3 Formulation LMI de la performance en gain L5/

A présent, 1'objectif est de proposer une méthode pour déterminer les matrices L(p),
M(p) et les fonctions 7, 0, @, ¢, g, g en résolvant des contraintes LMI suffisantes.

Dans un premier temps, il est déduit, en utilisant les relations (3.23a)-(3.23b) et les no-
tations 7 =7 —r, Z =€, +¢,, que

Dans un second temps, le lemme suivant est considéré pour déterminer les fonctions g, g.
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Lemme 3.3. Soit la matrice Q(0), définie dans (3.8), vérifiant la décomposition Q(0) =

Qu(6) — Qu(0) telle que, pour k € {a,b}, Qu(0) € [Qu(p), Qu(p)] avec Qulp) > 0, ¥p € .
Alors, pour 1 € [r, T], inégalité (3.16d) du Théoréme 3.1 est satisfaite avec g(T,r, p) =
Q (p)r* et g(r,r,p) = Q*(p)r".

Démonstration. Une application directe du Lemme 3.2 sur (3.8) conduit a (3.16d). W

Puis, en développant & = T — x ou les vecteurs T, z sont définis dans (3.5¢),(3.5f) avec
les expressions données dans le Lemme 3.3, alors

= Qp)7 + Qp)? (3.25)

ot les notations Q(p), Q(p) sont définies dans (3.14). La démonstration de la relation
(3.25) est détaillée ci-dessous :

ﬁ
*
|

O
L]
—

>
N~—

3
*

Qoo +@a<> —@a<p>z—)
FrT) = (Qalo) + Qulp) (7 +17)
)= ()

+r
+ ((Qulp) + Qo) = (Qulp) + Qu(p)) (7 + 1)

Dans un troisieme temps, en utilisant (3.19a)-(3.19b), il est déduit que la dérivée tempo-
relle de Z =€, + e, est donnée par

z=L(p)Z +7(7,r,w,w, p) — (T, r,w,w,p) (3.26)

Finalement, en injectant (3.24) dans (3.25) et en combinant le résultat avec (3.26) alors
la représentation d’état suivante est obtenue :

|

A présent, le probleme a résoudre, avant d’appréhender la conception de l'observateur,
consiste a déterminer les fonctions 7, 1, @, . Il est a noter qu'’il est toujours possible
de construire des bornes pour 7 et ¢, en ignorant le couplage des variables dont elles
dépendent, mais il semble évident que cette méthode peut conduire a une solution conser-
vative pour les inégalités (3.16b), (3.16¢) et, par conséquent, peut augmenter la largeur de
I'intervalle + = T — x. Cette méthode pourrait étre un avantage d’un point de vue numé-
rique. Cependant, cette solution n’est pas retenue puisqu’il est préférable de conserver la
dépendance paramétrique des variables entrant dans n et ¢, afin de minimiser la largeur
de l'intervalle T = T — z. Comme il sera démontré par la suite, le prix a payer est une
procédure de conception plus complexe pour les matrices L(p) et M (p).

ST
I

p) - 77(?7 T, W, w, p) (327&)

L(p)z + (7, r, @, n
w, p) — o(W,w, p))+Q(p)7 (3.27b)

Qp) (2 +3(@

SN
Il
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3.3.3.1 Détermination de 7, 1, P, ¢

La détermination de 7, n, @, ¢ repose sur une adaptation du Lemme 3.2 appliqué
sur les fonctions 7, ¢ utilisées dans (3.16b), (3.16¢). Pour y parvenir, 'application de ce
dernier sur chaque élément des fonctions 7, @ est basée sur les décompositions suivantes

F(p,0,0) = F,(p,0,0) — EFy(p,0,0) (3.28)
(p7 0) (p7 8) - Gb(pu ‘9) (329)
H(p,0) = Hu(p,0) — Hy(p,0) (3.30)

En suivant le raisonnement présenté dans le Lemme 3.2, les matrices Fj,(p, 6,6), Gi(p,6),
Hi(p,0), k € {a,b}, doivent étre définies telles que chaque élément de la borne inférieure
de ces dernieres soit positif. Des candidates possibles pour ces matrices sont, a présent,
proposées.

Soient les décompositions suivantes

T(p) = Tulp) — To(p) (3.31)

e Concernant la matrice F(p,6,6), la forme suivante pour les matrices Fj,(p,6,6) et
Fy(p,0,0) est retenue :

Fu(p,0,0) = Ly(p) + (Tu(p) — Th(p)) Y (6,0), (3.32)
Fb(pveve) :Fb(p) :La(p)7 ‘

ol la matrice Y (6, §) satisfait la décomposition Y (6, 8) = Y,(8, 8) — Y;(8, ) telle que, pour
ke {a,b}, Yi(0,0) € [ﬁ(p),?k(p)} avec Yi(p) > 0, Vp € W, V0 € Iy et la contrainte
Ly(p) + T, (p)Y.(p) — To(p)Y (p) > 0 soit vérifiée pour tout p € ¥. Les notations Y (p), Y (p)
sont définies dans (3.14).

e Concernant la matrice G(p, ), la forme suivante pour les matrices G,(p,0) et Gy(p, 6)

est retenue
Ga(p,0) = Tu(p) Za(0) + Ty (p) Zo(0),
Go(p,0) = Tu(p) Zs(0) + To(p) Za(0)

ou les matrices Z,(0), Z,(0) sont données par la décomposition Z(6) = Z,(0) — Z,(0) telles
que, pour k € {a, b}, Z;(0) € [é(p),Z(p)} avec Zg(p) > 0 pour tout p € V.

(3.33)

e Finalement, concernant la matrice H (), les conditions suivantes pour Hy (), k € {a,b}
sont considérées
Hy(9) € [Hip), Hr(p)| , Hi(p) > 0,Yp € ¥ (3.34)

A présent, le lemme suivant propose une solution pour la conception des fonctions 7, 1,
P, -

Lemme 3.4. Soient les matrices Fi.(p,0,0), Gi(p,0), Hi(p,0), k € {a,b} définies dans
(3.32), (3.33), (3.34). Alors, pourr € [r, T|, les inégalités (3.16b) et (3.16¢) du Théoréme

93



CHAPITRE 3. SY\NTHESE; D’OBSERVATEURS INTERVALLES POUR LES
SYSTEMES LPV A ENTREES INCONNUES

3.1 sont vérifiées avec

7T, r,w,w, p) =F (p)r* + G (p)w” (3.35)
n(r,r,w,w, p) =F*(p)r* + G*(p)w” (3.36)
oW, w,p) =H (p)w* (3.37)
o(w,w, p) = H*(p)w* (3.38)
Fu(p) = L(p) + Tu(p)Y(p) = To(p)Y (p) » Fulp) = Lo(p) + Tu(p)Y (p) — To(p)Y(p),
oo Eb(p) = La(p) , Iy(p) = La(p) -
Galp) = Tu(p) Zu(p) + To(p) Zo(p) , Galp) = Tul(p) Za(p) + To(p) Zo(p),
Gy(p) = Tul(p)Zo(p) + To(p) Za(p) , Go(p) = Ta(p) Zo(p) + To(p) Za(p)

Démonstration. Dans un premier temps, il est a noter que des bornes de Fi(-), Gi(+),
Hy(-), k € {a,b} vérifient les conditions du Lemme 3.2. Puis, en appliquant le Lemme 3.2
sur les parties F(p, 6, 0)r, G(p,)w et H(0)w, voir (respectivement) les inégalités (3.16b)
et (3.16¢), alors (3.35)-(3.36) et (3.37)-(3.38) sont déduites. [

Le systeme (3.27a)-(3.27b) peut étre rééerit en utilisant les expressions de 7, 1, @, ¢
pour dépendre uniquement des matrices L(p), M(p). La méthode proposée pour détermi-
ner ces matrices est a présent abordée.

3.3.3.2 LMI suffisante pour L(p) et M(p)

Dans un premier temps, le systeme (3.27a)-(3.27b) est réécrit en utilisant les expres-
sions de 7, 1), P, ¢ définies dans (3.35)-(3.38). De maniere similaire & (3.25), il est déduit
que

]
—~
30
ﬁ
v
/‘\
=3
3
&l
&

0) =F(p)F + F(p)i + Glp)i + Glp)i (3.39)
p) =H(p)is + H(p)id (3.40)

Puis, en utilisant les expressions de Fy(p), Fx(p), Gk(p), Gk(p), Vk € {a, b}, et les notations
(+) et (u) définies dans (3.14) alors

= (Tu(p) + To(p) (Y (p) — Y(p) (3.41)

= (Tu(p) + To(p)) (Za(p) + Zu(p)) — (Tulp) + Th(p)) (Zalp) + Zu(p)) (3.49)
= (Tu(p) + Ts(p)) (Za(p) + Z(p) — (Zulp) + Zo(p)))
(Tu(p) + Tu(p)) Z(p)
Glp) =Galp) +Gylp)
= (Tu(p) + T(p)) (Zalp) + Za(p)) (3.43)
= (Tu(p) + To(p)) Z(p)
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Ainsi, les expressions (3.39)-(3.40) sont équivalentes a :

n(r,r,@,w, p) — n(F,r,W,w, p) = F(p)i + (Tu(p) + Tu(p)) Y (p)?
+(Tulp) + Ty(p)) Z(p)w (3.44)
+(Tulp) + To(p)) Z(p)id
P(w, w, p) — (W, w, p) = H(p)i + H(p)ib (3.45)

ou les notations (+), (v) sont définies dans (3.14).

Finalement, en considérant I'expression de 7 définie dans (3.24), puis en injectant (3.44)-
(3.45) dans le systeme (3.27a)-(3.27b) alors :

F= Alp)z+ f(2)+ F(p) (H(p)is + H(p)d) )
(o) + Tolo)) (ZUp)i + Z(ppo) (346

7= Q(p)z +9(2) + Qlp) (H(p)o + H(p)id) (3.46b)
2(0) = R (p(0)(0)" = R*(p(0))z(0)" (3.46¢)

z, 2), la matrice A(p) = L(p) + F(p)
emme 3.2.

et les notations (-)°, (- )", (-)* sont présentées dan

ot f(2) = (Tulp) + To(p) Y (p)P(2.2), ¢ (2)=@(p)7;

D —

Ainsi, le nouveau probleme consiste a déterminer les matrices L(p) et M(p) pour que
les effets de la largeur de l'intervalle w = W — w et de 'amplitude w sur la largeur de
l'intervalle = T — z soient minimisés au sens d’un critére de type gain Ly et/ou Lo,
Etant donné que le systeéme (3.46a)-(3.46¢) est non-linéaire, la méthode proposée repose
sur la propriété de coopérativité pour démontrer que 'état Z(¢) et la sortie Z(¢) du systeme
(3.46a)-(3.46¢) peuvent étre bornés par 1'état et la sortie d'un systeme LPV fictif, stable,
qui est fonction du vecteur de parametres p et dont le vecteur d’entrées contient w et w.
Puis en démontrant qu'un critere de type gain L, et/ou gain L., du systeme LPV fictif est
une borne supérieure pour le critére de type gain £y et/ou gain L, du systeme (3.46a)-
(3.46¢) alors il est déduit que le systeme (3.46a)-(3.46¢) est stable et de performance
donnée par un critére de gain Lo et/ou gain L,

Dans un premier temps, le lemme suivant est considéré pour obtenir la décomposition
K(6,0) = K.(0,0) — Kp(0,0) pour les matrices K € {Q,Y, Z, H} définies dans les lemmes
3.3 et 3.4.

Lemme 3.5. Soient une partie du vecteur 6 définie par 0,, € R® et mesurée au tra-

vers de p € R® (voir la section 3.2) et des fonctions n; pour i = {1,--- s} telles que
h; = i— —n; >0, Vp; € ;. Pour une matrice K(0, 6) telle que
K(6,0) = Ko(6,0) + > 0:K:(6,6) (3.47)
i=1
alors, sous I’Hypothése 3.1 i.e 0; = %, la décomposition K(0,0) = K,(0,0) — Ky(6,0)
est vérifiée pour la matrice (3.47) en aldoptamf, pour k € {a,b},
Ki(0,0) = Kro(0,0) + >~ hilkri(0,0) (3.48)
i=1
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d ICaO(Qv 8) = 2<0’ 0)+ ’ (‘9’ ) ( ) )
ICbO(ea 9) = Z<07 0>_ 3 ]Cbl(07 ) ( )_7
avec X(0,0) = )+ Ze Ki(0,0), et e =n; — )5\1

Finalement, pour ICJ(Q,Q) [&, /C]} c R™n 5 € {0,---,s}, les bornes supérieure et

inférieure de Ky(0,8) sont données par
i) Kalp)] _ [0 ] gy, [
Klp) Kilp)] |Z° 2] &K

ou X =Ko+ > K*el, ¥ =Ko+ > Kie.
=1 =1

] (3.49)

lele

Démonstration. 11 est évident que la matrice (3.47) est équivalente & la forme KC(6), 6) =
Ka(6,0) — ICp(6,0) on, pour k € {a,b}, les matrices Kr (6, 0) sont définies dans (3.48). En
effet,

K(6,0) =Ka(0,6) — /cb(e 0)

= X(0,0)* Zh JCi(0,0) (2(9, 0) +ihilci(079)_>
= X(6,6) + Zhilci(& 0)

=1

99+Z<nl ) (6,6) +
0(6,6) +Z<—'> 1(6,6) +

i=1

(i B n) (0.6) (3.50)

s
>
i=1
s
2
i=1

Etant donné que h; = % —n; >0, Vp; € ¥, alors la conception terme a terme des bornes
de (3.48) conduit a (3.4@) et Ki(p) >0, Vp e . |
Il est a noter que la détermination des bornes K;, K, pour j € {0,--- , s} est possible

puisque les matrices K () et N sont supposées étre connues a priori, voir ’'Hypothese 3.3.

A présent, deux théoremes sont proposés pour déterminer les matrices L(p) et M(p).
Le Théoreme 3.2 et le Théoreme 3.3 présentent, respectivement, des solutions sous des
contraintes de performance au sens du gain L., et du gain L£,. Le probleme initial a
résoudre est transformé en un probleme LPV (fictif) linéarisé en utilisant une matrice
additionnelle comme degré de liberté (slack matrix en anglais), voir [8]. Afin de réduire
le conservatisme lié a la stabilité quadratique reposant sur une matrice de Lyapunov
constante pour tout le domaine de variation du vecteur de parametres, la méthode pro-
posée repose sur une matrice de Lyapunov dépendante des parametres et sur le concept
de multi-convexité, voir [42]. Pour cet objectif, I'Hypothese 3.1 est considérée.
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Théoreme 3.2. Supposons les hypothéses 3.1-3.3 vérifices et considérons le systeme LPV
décrit par

Alp)v + B(p)v (3.51a)
5 C( v+ D(p)y (3.51Db)
v(0) = 2(0) (3.51c)

ouv,{ €R", Y = {ﬁ)T ng |T|T}T et les matrices sont définies par C(p) = Q(p), D(p) =

Q)H(p) Q)H(p) Qlp)], Alp) = L(p)+E(p), B(p) = (Tulp) + Til)) 2p)+F(p)2(p)
avec (2(p) = {Z(p
définies dans (3.1

) Z(p) ?(p)}, D(p) = {I—ul(p) H(p) On,n} et les notations (-), (-) sont
4).

Soient des matrices P; = Pl € R™™ et .7; = [Eaj Lyj M Mbj] ot Lg;, Ly; € R™™,
Maj, Myp; € R™P pour j € {0,--- s}, telles que

P(CY):P0+051P1+"'+043Ps>'07va€7/ (352)
(@) = Ig+ 19+ + 0y I, > 0Va €V (3.53)

et des matrices E; =EL =0, Fy = .7::1; = 0, Hi; >0 pour que

n

E(@) =afén + -+ a2y = O,Va eV (3.54)
Fla)=alFy +-+a2Fy = 0,Ya € ¥ (3.55)
H(a)=aiHu+ -+t > 0,Va e V. (3.56)

S7il existe des scalaires p > 0, v1,v2,73,74 > 0 et une M-matrice W € R™" tels que les
contraintes suivantes sont vérifices :

(1) Y(a,B) € V' X X,

e, B,m,72)+E(a) <0 (3.57)
E(a,v3,74) + F(a) <0 (3.58)
—(Lo(a) = Lyp(a)) — uW <0 (3.59)
— (Lye) + To(@)Y (@) — Ty(@)Y(a)) + H(a) < 0 (3.60)

—He{W} * * *

TQ,l(a)T Loo(a,7y2) * *

avec T(a7 B; 1, /72) = T3,1 (Oé)T 0 7 T3,3<Oé, 67 ’71) * ’
wT 0 0 —P(a)

Toa(a,72) = (o
T33(a, B,71) = (1 — 1)P(a) + P(B) — P,

E(Oé, 73, 74) =
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(it) pouri e {1,--- s},

Ti+&:i =0 (3.61)
i+ Fi <0 (3.62)
— (T = ToiY3) + Hii > 0 (3.63)
0 —— 0 % =
T
ou Ty = (Tii)a™ 0 % % , Z(a)=10 0 x|,
Ji 00« 0 Dy 0
0 0 0 0] "
Vidoa = [(Ta+ To)) % T, T = ToiVi=ToiYs, s = |2 Zi Vi|, Tai = [Lai Mai 0],
Toi = [ﬁbi M 0}, Dy = |Q:H;, Q;H, O], ot Ki, Ki, K, K; pour K € {Q,Y, Z, H}

déduit de la décomposition

S B[ ] gar 8] o

Alors, les matrices de ['observateur intervalle a entrées inconnues L(p) = Lq(p) — Ly(p)
et M(p) = M,(p) — My(p) sont définies par, k € {a,b},

Le(p) Mi(p)] =W [Li(p) Mi(p)] (3.65)

et le systéme (3.46a)-(3.46¢) est stable avec un niveau de performance associé au gain Lo
inférieur a v, = 1372 + 4.
g

Démonstration. La démonstration est organisée en deux principales étapes :

a) Dans un premier temps, il est montré qu’en considérant la structure (3.65), le sys-
teme LPV (3.51a)-(3.51c) est stable Vp € W et Vp € I, et possede une performance
au sens du gain L., inférieure v, (conditions suffisantes).

b) Dans un second temps, il est montré qu’il s’agit d’une condition suffisante pour
que le systeme (3.46a)-(3.46¢) soit stable avec une performance au sens du gain £,
inférieure a v, .

Etape a) : Performance au sens du gain L :
Dans un premier temps, il est considéré que E(a) = 0, F(a) =0, &; = 0 et F;; =0
dans (3.57), (3.58), (3.61) et (3.62). Cette simplification sera justifiée, par la suite, dans
la remarque 3.2. Il est a noter que, dans le Théoreme 3.2, les matrices Li(p) = W Li(p)
et My(p) = WMj(p) pour k € {a,b} sont des variables LMI. Ainsi, d’aprés la méthode
décrite dans [42], 'ensemble des contraintes (3.52)-(3.63) impliquent que, Vp € ¥, Vp € I,

T(p7 p7 ’71772) = 0

(3.66)

Z(p,73,74) <0 (3.67)

W (La(p) — Lo(p)) + W >0 (3.68)
(3.69)

(3.70)

W [La(p) L(p) Ma(p) My(p)] >0
W (Lo(p) + Tu(p)Y.(p) = Ty(p)Y (p)) = H(p) >0
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Etant donné que W~ > 0, les contraintes (3.68)-(3.69) garantissent que la matrice L(p)
est Metzler et les matrices L(p), M(p) vérifient la décomposition (3.31). La contrainte
(3.70) garantit la décomposition (3.32) et les conditions (3.66)-(3.67) garantissent la per-
formance au sens du gain L., pour le systeme (3.51a)-(3.51c).

A présent, la condition (3.66) est abordée. Etant donné que par définition, Yoa(p) =

WG(p) et Tya(p) = Plp) + WA(p) avee G(p) = [(Tu(p) + Th(p)) 2p) F(p)] , alors en
appliquant le complément de Schur & (3.66), il est déduit que

Alp,p) + Q)" WIT + "W Q(p) < 0 (3.71)
ou les matrices sont définies par Z = {I 0}, Qp) = {—I G(p) Alp) I} et
0 * * *
. 0 TQ 2(/)7 ’}/2) * *
A = ’ .
POZIPE) 0 Talepn)
0 0 0 —P(p)

D’apres le lemme de projection [13], il existe une solution a la contrainte (3.71) pour une
matrice W si et seulement si

No(p)" A(p)Na(p) < 0, 3.72)
Nz(p)" A(p)Nz(p) < 0, 3.73
A(p)”

ou les espaces nuls Ng(p) =

Dans un premier temps, en développant la contrainte (3.72) alors

T 0 0 P(p) 0 1[A() G(p) I
A(p)T (I) (I] 8 0 T32(p.72) Op 0 op Ip 0 _,
g(f) 001 P(p) 0 T3,3(papa’yl) 0 I 0 0 =

0 0 0 —Ppl Lo o 1
Pp) 0 AP+ Talep) o ] [AW G0
P(p)A(p) + A(p)" P(p) + T33(p, p,71) P(p)G(p) Plp)
& G(p)"P(p) Too(p,12) 0 | <0
i P(p) 0 —P(p)
[P(p)A(p) + Alp)"P(p) + 1 P(p) + P(p)  *  «
& (Tu(p) + To(p)) 2p)" P(p) —pl % [ <0
i F(p)"P(p) P(p) —1

He{P(p)A(p)} + 11 P(p) + P(p)  * P(p)F(p)| [/ T

1 (@) + Tlo) 200) Plp) —7211 [ B(p)" M”p) P(p) (o)) <0

Puis, en rappelant que B(p) = (Tu(p) + Ty(p)) 2(p) + F(p)®(p) (voir le systeme (3.51a)-
(3.51c)) alors il est déduit que la contrainte (3.72) est équivalente a
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\ - _ [ He{P(p)A(p)} + P(p) + 1 P(p) =
ou %(pv pv’Yla/YZ) - [ BT(p)P(p) _72]: ]

[POFWFWTPE) 0
'@(p)‘[ B @(p)%(p)}'

Etant donné que la matrice AB(p) est strictement définie positive, il est déduit que
o (p,p) < 0 (condition suffisante). Puis en notant que la matrice <7 (p, p) est lie a la
matrice de Lyapunov V(p,v) = v P(p)v et caractérise

Vip,v) +mV(p,v) — 320" < 0 (3.75)
alors V(p,v) < =1V (p,v) 4+ 1|[¢||% et par intégration
Vip(t), v(t) < V(p(0),»(0))e™
i3, / s (3.76)
0

< V(p(0), v(0))e™" + Hch

A présent, en notant que (3.67) est équivalente & la contrainte £7¢ —~3V (p, v) — 40Ty < 0
alors

§(B)7E() <5V (p(t), v (1) + nllvllZ., (3.77)
Finalement, en injectant (3.76) dans (3.77) il est déduit que
W7 <z YNz, + 73V (p(0), 1(0))e™ (3.78)

Cette derniere contrainte caractérise le gain L., pour le systeme (3.51a)-(3.51¢). Ainsi, le
modele LPV (3.51a)-(3.51c) est stable Vp € ¥ et Vp € I, et sa performance au sens du
gain L., est inférieure a v,__.

A présent, en revenant sur l'inégalité (3.73) et en notant qu’il s’agit simplement dune
contrainte additionnelle a 'inégalité de la performance au sens du gain L, cette derniere
reste toujours valide. Cependant, il est important de noter que cette contrainte addi-
tionnelle peut introduire du conservatisme dans la solution. En d’autres termes, les LMI
(3.52)-(3.63) constituent uniquement une condition suffisante pour que le modele LPV
(3.51a)-(3.51c) vérifie le niveau de performance v, au sens du gain L,

Il est & noter qu’il existe un couplage entre la matrice de Lyapunov P(p) et les matrices
L.(p), Lv(p), Mu(p), My(p) dans I'inégalité (3.75). Pour linéariser le probleme, 'inégalité
(3.74) est considérée dans un premier temps, puis une approche introduisant des degrés
de liberté additionnels (slack matrix) est utilisée pour obtenir la formulation LMI (3.66).

Remarque 3.2. Comme il est expliqué dans [42], il est possible de réduire le conservatisme
des contraintes (3.66)-(3.67) en relaxant les contraintes de multiconvexité (3.61)-(3.62).
Pour y parvenir, les matrices £(a), F(a), &; et Fi; dans (3.57)-(3.58) et (3.61)-(3.62)
sont introduites. Les nouvelles inegalités sont généralement moins conservatisves puisque
(3.66)-(3.67) correspond au cas particulier & = ... = & =0and F; = ... = F;, =0
Toutefois, cette amélioration augmente le cout calculatoire de la résolution numérique
étant donné que le nombre de variables d’optimisation augmente. Un compromis possible
consiste a utiliser une structure diagonale & = 9,1, F; = 0,1 ou ¥;, o; sont des scalaires
positifs.
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Etape b) : stabilité et gain L
Dans un premier temps, l’obJectlf est de démontrer que 0 < Z(t) < £(t), V¥t > 0. La
démonstration est composée de deux parties.

La premiere partie est dédiée a la démonstration de 0 < Z(t), Vt > 0 en vérifiant que le
Théoreme 3.1 est satisfait. Sous la contrainte (3.68) et le Lemme 3.1, il est déduit que
la condition (7) du Théoréme 3.1 est vérifiée. Etant donné que W est une M-matrice, il
en résulte que W~! > 0. Ainsi les contraintes (3.69)-(3.70) garantissent l'existence des
conditions du Lemme 3.4. En combinant les expressions de 7, 1, @, ¢ définies dans le

Lemme 3.4 et les conditions initiales (3.46¢), alors le Théoreme 3.1 est satisfait. Une
conséquence directe déduite est que 0 < Z(t), Vt > 0.

La deuxieéme partie est dédiée a la démonstration de Z(t) < £(t), V¢ > 0. En utilisant les
systemes (3.46a)-(3.46¢) et (3.51a)-(3.51c), le systeme suivant est déduit :

7 — 5= Alp) (v = 2) + F(p) (Ir| - 7) (3.79)
¢~ =0p) (v —2) +Qlp) (Ir] - 7) (3.79b)
v(0) — 3(0) > 0 (3.79¢)

ot [r| =1t +r, F =7 +r+, A(p) = L(p) + F(p).

Dans un premier temps, il est démontré que (3.79a) est un systeme coopératif. En effet,
pour le vecteur r € [r,7] alors 0 < r™ < r* 0 <7 <7~ et, par définition, ﬁ’(p) >0,
Vp € W. Ainsi, il est déduit que F(p)(|r| — #) > 0. Etant donné que la matrice L(p) est
Metzler et, par définition, F(p) > 0, ¥p € ¥ alors A(p) est une matrice Metzler. En
considérant le raisonnement précédent et les conditions initiales (3.79¢c) alors, d’apres la
théorie des systemes coopératifs, il est déduit que v — Z > 0, Vt > 0.

Dans un second temps, il est montré que (3.79b) est positif. Etant donné, que par défini-
tion, Q(p),Q(p) > 0, Vp € W alors I'inégalité Z(t) < £(t), V¥t > 0 est démontrée.

Finalement, en combinant les résultats précédents, i.e. 0 < Z(t) < &(t), V& > 0 et la
performance de la premiere étape, i.e. |{]|cc < Y2 l|¥]loo Vo € ¥, Vp € I, il est déduit
que 7., est une borne supérieure de la performance au sens du gain L., pour le systeme
(3.46a)-(3.46¢). De plus, puisque 0 < Z(t) < v(t), YVt > 0 ou la démonstration 0 < Z(¢)
se déduit facilement de 'application sur (3.46a) de la théorie des systémes coopératifs et
puisqu’il a été prouvé dans la précédente étape, en utilisant une matrice de Lyapunov a
dépendance paramétrique affine, que v(t) est stable, il est alors déduit que (3.46a)-(3.46¢)
est stable. [ |

A présent, le théoreme suivant est dédié a la performance au sens du gain L.

Théoreme 3.3. Sous les hypotheses 3.1-3.3, en considérant le modele LPV (3.51a)-
(3.51c), les inégalités (3.52)-(3.53), (3.56) et les matrices G; = GL = 0, telles que

G(a) =aiGi + -+ alGy = 0,Ya € ¥V (3.80)

S’il existe des scalaires réels > 0, v > 0 et une M-matrice W € R™ ™ tels que les
contraintes suivantes sont vérifices :
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(i) V(a,B) € V' X XZ, en considérant les inégalités (3.59)-(3.60) dans le Théoréeme 3.2 et

(o, 8,7) + G(a) < 0 (3.81)

Il 1 () —I
Myi(a) = [0 D(a) 0 C(a) O]

ou (e, B,7y) = [T(oz,ﬁ,O,’y) *] avec la matrice T définie dans (3.57) et la matrice

(i1) pouri € {1,--- s}, en considérant les inégalités (3.63) et
i + Gii = 0 (3.82)
. T * . P
ou Il; = , ()21 = {O Dii 0} avec les matrices 1y;, Dy définies dans
(Hii)Q,l 0 ’

(3.61), (3.62).

Alors, les matrices de ['observateur intervalle a entrées inconnues L(p) = Lq(p) — Ly(p)
et M(p) = My(p) — My(p) sont définies par, k € {a,b},

Lilp) Mi(p)] = W™ [Lilp) Mu(p)]. (3.83)

et le systéeme (3.46a)-(3.46¢) est stable avec un niveau de performance associé au gain Lo
inférieur ou égal a yo, = /7.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est similaire a la démonstration du
Théoreme 3.2 en 'adaptant pour la performance au sens du gain L. [ |

Finalement, les parametres de 'observateur intervalle peuvent étre déterminés en uti-
lisant un critére de performance au sens du gain L, et/ou du gain L., en résolvant un
probleme d’optimisation reposant sur des contraintes LMI présentées dans le Théoreme
3.2 et le Théoreme 3.3. Il est a noter que différentes fonctions de Lyapunov peuvent étre
considérées pour chaque théoreme afin de réduire le conservatisme de I'approche.

3.3.4 Algorithme de conception de 'observateur intervalle

Cette sous-section résume les principales étapes de la procédure de conception de
I'observateur intervalle & entrées inconnues (3.5a)-(3.5¢) sous contraintes de performance
au sens du gain L. Il est a noter qu’il est possible d’en déduire facilement la procédure
de conception sous contraintes de performance au sens du gain L.

i). Vérification des hypotheses 3.1 et 3.2,
ii). Détermination de la matrice S (3.7)
ii1). Pour chaque choix des matrices K () et N
iii).a. Vérification que I’hypothese 3.3 est satisfaite
ii1).b. Déduction de la matrice Q() (voir hypothese 3.3)
iii).c. Détermination des matrices Y (6,6), Z(#), H(0), voir (3.16b) et (3.16¢)

iii).d. Détermination de la décomposition K(,8) = Kq(6,8) — Ky(6,8) pour les ma-
trices K € {Q,Y, Z, H} en appliquant le Lemme 3.5
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iii).e. Programmation des variables LMI du Théoreme 3.2 :
e Matrices de Lyapunov (3.52) : P; , Vj € {0,--- , s},
e Matrices L,, Ly, My, My (3.53) : Loj, Loj, Maj, Mp; Vi €{0,--- s}
e Matrices £, F, H ((3.54), (3.55),(3.56)) : &, Fui, His Vi€ {1,--- s}
e (ritere de performance
e M-matrice W
#4i).f. Minimisation de 7 sous les contraintes (3.52)-(3.63) du Théoreme 3.2
iii).g. Déduction des matrices Ly (p), Ly(p), Ma(p), My(p) (3.65)

iv). Choix des matrices K(0), N, Lu(p), Lv(p), My(p), My(p) permettant d’obtenir le
meilleur critere de performance y

v). Déduction des fonctions g, g, 7, 1, P, ¢ en appliquant les Lemmes 3.3 et 3.4

3.4 Exemple académique

La procédure de conception de I'observateur intervalle a entrées inconnues est a présent
illustrée sur un exemple académique.

3.4.1 Présentation du systeme

Pour cette application, le modele considéré est décrit par (3.2a)-(3.2b) o les matrices
A, B,C, D, E sont définies par :

05 —2 —0.5 0 0 1 0.2 65 + 2
A@)=| 6. 6—1 —02|,B@O)=|0,—01 0 0|,E@0)=]| 0 |,

1 0 0 010
0(9)=_0 146, ol’D:[o 0 1]'

Le vecteur de parametres 6 et sa dérivée temporelle 6 sont inconnus mais supposés bornés
par les ensembles connus a prior: suivants

AMETSE N T
05| € |=0.15,015| " |ds| € |=0750.75] - (3.85)
04 0.2,0.8 0, 0.0

Les parametres 6, et 05 sont respectivement mesurés au travers de p; = 6, —_1—51 , [pg = 0y-+09

ol 0, € {—0.03, 0.03} et 0y € [—0.03, 0.03} sont des bruits bornés tels que §; € [—103, 103],

by € {—103, 103} . Il est déduit que le vecteur p et sa dérivée p sont bornés par les ensembles

o] - [~0.18,0.18] [51] - [~1000.30,1000.30
{pﬂ € {—0.28,0.28 + |52) € |~1000.25,1000.25) (3.86)
Par conséquent, 'hypothese 3.1 est vérifiée.
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3.4.2 Synthese de ’observateur intervalle

En suivant le raisonnement de la Remarque 3.1, les matrices N et K(p) doivent étre
choisies de maniere adéquate, afin de ne pas introduire de conservatisme inutilement dans
la solution au probléeme de synthese des parametres de 'observateur intervalle.

Pour la matrice K (), il est proposé de retenir, pour cet exemple, la structure K(0) = kI,
avec k # 0. Alors un choix possible pour la matrice N est

1 0
N=K@®S=x| 0 0
0.081 0

ol la matrice S est une borne supérieure de la matrice S(0) = E(6)(C(0)E())T, voir
(3.7).

Etant donné que rang(C(0)E(0)) = rang(E(#)) = 1, V0 € O alors I'Hypothése 3.2 est
vérifiée et les matrices R(6) et Q~'(0) utilisées dans (3.6) et (3.8) sont alors définies par :

0 00 1 00

R(O) =& 091 L0 0-10) = RO) + NO©B) = & 0 " Loy
- | 081 — 1
s " 0.081 — 7= 0

Le parametre x étant non nul, il est évident que la matrice Q(6) est inversible V0 € O et,
par conséquent, que I’'Hypothese 3.3 est vérifiée.

L’étape suivante consiste a concevoir les matrices A(p), B(p), C(p), D(p) du systeme
(3.51a)-(3.51c), en utilisant la méthode proposée dans le Lemme 3.5 avec n; = —p;,
i € {1,2} pour toutes les matrices. De plus, le probleme de conception est pondéré,
comme généralement considéré dans les probleme de synthese H.,, en introduisant une
fonction de pondération constante Wy, = diag(wy,), i = 1,...,2m + n tel que ¢ = Wyby,
ol by, est un vecteur fictif. Les scalaires wy,, ¢ = 1,...,2m + n sont introduits pour gérer
séparément le niveau de robustesse de chaque entrée.

Puis, en notant que les scalaires 7, 72, 74 ont une dépendance linéaire dans les contraintes
(3.52)-(3.63), (3.80)-(3.82) alors, pour Yopt = ¥ + Y2 + 74, le probleme d’optimisation
proposé pour synthétiser les parametres de I'observateur intervalle a entrées inconnues est
donné par

min vy, t.q. (3.52)-(3.63), (3.80)-(3.82) (3.87)

Etant donné que les inégalités (3.52)-(3.63), (3.80)-(3.82) dépendent non-linéairement des
parametres , 71, 73 et des variables LMI alors le probleme (3.87) ne définit pas un pro-
bleme d’optimisation convexe. Une solution simple pour transformer (3.52)-(3.63), (3.80)-
(3.82) en un nombre fini d’'inégalités matricielles linéaires est d’évaluer le parametre x sur
un nombre suffisant de valeurs et de minimiser v,, pour chaque point. Dans notre cas,
en fixant vy, = 0.6, 73 = 1, les résultats sont présentés sur le graphe k — 7, de la figure
3.1 ou il est possible d’observer les valeurs de x qui conduisent a un minimum pour la
valeur de 7. Ainsi, cette procédure conduit a deux minimums locaux 7, ~ 65.7 pour
des valeurs k & 1.4 et Kk = —1.4.
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FIGURE 3.1 — Graphe kK — Yopt

En choisissant k ~ 1.4 alors 7, = 7.15, v, = 5.81 et les matrices Li(p), My(p),
k € {a,b}, voir (3.65) (ou (3.83)) , sont données par :

0.002 0.006 0.015 ~0.009 —0.011 —0.048
Lo(p) = |0.082 0 0282 +p | 0 0 0 ]
0.026 0.053 0.116 0 ~0.158 0
—0.001 —0.002 —0.011
+ps | —0.004 —0.001 —0.003 |,
—0.007 —0.001 —0.415
0.76  0.001 0.006 —0.331 —0.007 —0.025
Ly(p) = [0.001 5.420 0.200 | +p1| 0 1.160 0
0.001 0.029 2.030 0 —0.158 0
0.012 —0.001 —0.006
+ps | —0.002  0.096 —0.001 |,
~0.002 0 —1.000
[ 1.070 0.004 —0.498 —0.018 0.013 —0.003 ]
M,(p) = | 0.298 5.960 | +p; | —0.151 —2.890 | +p» | —0.011  0.161 |,
| 0.022 0.016 0 0.087 | —0.079 —0.001 |
[ 0.013 0.004 —0.058 —0.018 [ —0.007 —0.004 ]
My(p) = | 0.004 0.001 |+p| O 0 +ps | —0.012 —0.001 | .
| 0.102 0.001 0.488 0 | 0.033 —0.002 |

Les fonctions 7, 1, P, ¢ sont alors déduites en appliquant le Lemme 3.4. Finalement,
les bornes de 'état x du systeme (3.2a)-(3.2b) sont obtenues en utilisant I’observateur
intervalle (3.5a)-(3.5f).
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3.4.3 Simulations et résultats

Dans le cadre de la simulation, la trajectoire du vecteur de parametres est don-
née par 0,(t) = 0.15sin(2t + ), O2(t) = 0.25sin(t + %), 03(t) = 0.15sin(5t + %) et
0, = 0.5. L’entrée inconnue d(t) est fixée a d(t) = 2cos(2t) et le vecteur w(t) est com-
posé de wy (t) = —2sin(%) et de deux bruits w,(t), ws(t) bornés par des valeurs connues
Wy = w3 = 0.1, wy = wg = —0.1.

Cette sous-section, dédiée aux résultats de I'estimation par intervalle de 1’état x du sys-

teme (3.84), débute par la présentation de la figure 3.2 illustrant les signaux d’entrée de
I'observateur intervalle a entrées inconnues associés aux parametres mesurés pq, ps et a la
sortie .

2 4 6 8 10

05 temps s : :
(t)
/F\//\ o) |
; /\(/ v 2 |
-0.5 ' '
0 2 4 6 8 1 O 1 2 1 4 16 18 20
2 : temps : :
/\ /\ n(t)
ok (1) N
\, \/ \/ W
) ' ' '
0 16 18 20
temps [s]

FIGURE 3.2 — Evolution temporelle des parametres p

A présent, les figures 3.3 et 3.4 présentent l'influence de la perturbation w; et de
I’entrée inconnue d sur I’état du systeme. L’'influence des perturbations ws et w3 n’est pas
présentée car elles affectent faiblement le comportement de I’état du systeme.

Les résultats de l'estimation de 1’état = sont, a présent, illustrés sur la figure 3.5.
Comme nous pouvons 'observer sur les figures, I’état x est borné i.e. x(t) € [z(t),Z(t)],
Vit > 0 et l'intervalle £ = T — x converge asymptotiquement. Finalement, il est observé
que la largeur de l'intervalle ¥ est faible, démontrant l'efficacité de la méthodologie de
conception proposée.
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x3(t)

nominal
wp = 0
25 30
nominal
w; = 0
_2 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
> . templs [s] . .
nominal
wp = 0
0
_2 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
temps [s]

FIGURE 3.3 — Evolution temporelle de ’état x pour une perturbation w; nulle

)

x2(t)

nominal
d=0

0 .
_2 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
5 . templs [s] . .
nominal
d=0
° ~_
_2 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
2 T T templs [S] T T
nominal
d=0
0 \/
_2 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30

temps [s]

FIGURE 3.4 — Evolution temporelle de ’état x pour une entrée inconnue d nulle
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3.5 Conclusion

Ce chapitre propose une nouvelle approche de synthese d’observateurs intervalles a
entrées inconnues pour estimer robustement 1’état des systemes Linéaires a Parametres
Variants (LPV), de maniere garantie et sous la contrainte de satisfaire un niveau de per-
formance au sens du gain Lo, du gain L., ou d'un critere mixte associé. La propriété de
découplage des observateurs a entrées inconnues et le processus d’optimisation permettent
de réduire le conservatisme de l’estimation par intervalle, en évitant les effets liés aux en-
trées inconnues et en atténuant les effets des perturbations non découplées. La conception
des parametres de I'observateur intervalle a entrées inconnues est formulée en un probleme
d’optimisation basé sur des contraintes LMI. Cette formulation présente la particularité
de ne nécessiter aucune transformation d’état pour assurer la coopérativité des erreurs
d’observation. Il est montré que cette contrainte peut étre ajoutée aux contraintes Lo/L
pour étre formulée comme une partie du processus d’optimisation.
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FIGURE 3.5 — Estimation par intervalle de I’état x
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Chapitre

Application a ’estimation d’états du
HL20 au cours de la phase
d’atterrissage

La méthodologie de conception d’un observateur intervalle a entrées inconnues, dé-
taillée dans le chapitre précédent, est a présent appliquée a la mission de rentrée atmo-
sphérique terrestre. Plus particulierement, ce chapitre repose sur I'utilisation d’'un bench-
mark développé sous Matlab/Simulink permettant de simuler dans un milieu perturbé le
comportement dynamique d'un véhicule de type HL20 au cours de la phase d’atterrissage
d’une mission de rentrée atmosphérique terrestre. Ce benchmark a notamment été utilisé,
dans des travaux scientifiques, pour 1’étude de méthodes de diagnostic [41], la génération
de trajectoire [56] ou encore la synthese et Ianalyse de lois de commande [97, 80, 70].

Ce chapitre débutera par la présentation des principales étapes d’une mission de rentrée
atmosphérique, du véhicule HL20 et du simulateur. Ce descriptif reposera sur la reprise
de la présentation effectuée dans les travaux de these [41]. L’objectif n’est pas d’effectuer
une présentation complete mais simplement de donner au lecteur les éléments clés a la
compréhension de ’application et a la mise en ceuvre de la méthodologie de synthese de
I'observateur intervalle a entrées inconnues. Le lecteur peut se référer au chapitre 3 des
travaux de these [41] pour des informations complémentaires. Dans un second temps, la
procédure de conception de I'observateur intervalle sera détaillée. Ce chapitre se terminera
par la présentation des résultats de simulation.

4.1 Mission de rentrée atmosphérique

Une mission de rentrée atmosphérique est organisée en trois phases de vol successives
appelées phase hypersonique, phase de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM)
et, finalement, phase d’approche et d’atterrissage automatique (A&L). Les étapes d'une
mission de rentrée atmosphérique, illustrées sur la figure 4.1, sont a présent abordées plus
en détails.
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point d’'injection
A SN

phase hypersonique

phase TAEM

ligne d’horizon

=——=r~ == N
T

— e N

Lo /]

phase d’atterrissage

FIGURE 4.1 — Mission de rentrée atmosphérique terrestre [41].

4.1.1 Phase hypersonique

Suite & une manceuvre de désorbitation ! permettant de “décrocher” le véhicule de son
orbite et de préparer sa rentrée atmosphérique en positionnant le bouclier thermique face
a l'atmosphere selon un angle d’attaque précis?, la phase hypersonique, qui débute vers
120km d’altitude avec une vitesse au sol avoisinant Mach25 (i.e. &~ 28000km /h), consiste a
déplacer le véhicule vers un point connu, appelé TEP (TAEM Entry Point) et caractérisé
par une vitesse égale a Mach 2. Au cours de cette phase, le guidage longitudinal et latéral
du véhicule est classiquement effectué de maniere découplée.

Plus particulierement, le contrdle longitudinal est réalisé par une modulation des angles
d’incidence et/ou de gite de fagon a asservir le véhicule sur un profil "trainé/vitesse”
spécifié et pré-calculé de maniere a satisfaire des contraintes aérothermodynamiques et
structurelles définies en terme de flux thermique, de facteur de charge et de pression
dynamique [49, 75, 73]. L’appareil évolue ainsi dans un "couloir de vol longitudinal” scindé
en trois segments principaux :

1. une phase a flux thermique constant en début de trajectoire ou les flux sont les plus
importants,

2. une phase a trainée constante lorsque le facteur de charge est a son maximum,

3. une phase a trainée décroissante lorsque la pression dynamique augmente.

Le controle latéral de I'appareil est assuré par des manceuvres de prise de gite a £90°
(rotation autour du vecteur vitesse) autorisant un déport latéral gauche ou droit selon le

1. La manceuvre de désorbitation est couramment réalisée au moyen d’un moteur fonctionnant en
rétrofusée et délivrant un incrément de vitesse opposé a la vitesse d’évolution orbitale de ’engin.

2. Bien qu'une marge de quelques degrés soit tolérée, le véhicule risque de rebondir sur les hautes
couches de I'atmosphere lorsque I'angle d’attaque est trop aigu ou de se désintégrer lorsque celui-ci est
trop direct.
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4.1. MISSION DE RENTREE ATMOSPHERIQUE

signe de cette derniere par effet de portance longitudinale. De telles manceuvres dégradent
la finesse verticale. Par conséquent, elles sont limitées en nombre et uniquement utilisées
lorsque 'angle formé par le vecteur vitesse de ’appareil et le point visé sort d’un couloir
de vol prédéfini appelé "couloir latéral”.

4.1.2 Phase de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM)

La phase TAEM, présentée dans la figure 4.2, définit la phase de vol débutant au point
TEP (i.e. lorsque le véhicule atteint la "porte Mach2”) jusqu’au point NEP (Nominal Exit
Point) caractérisé par une altitude, une vitesse et une distance par rapport au seuil de
piste. Cette phase a pour objectif d’éliminer 1’énergie cinétique non évacuée au cours de
la phase hypersonique (friction du bouclier thermique sur 'atmosphere), en soumettant
le véhicule a des virages de dissipation (virage en 'S’ de dissipation). Lorsque ’énergie
résiduelle est dissipée, le véhicule débute alors une manceuvre d’alignement (virage en
’S’) suivie d’un vol rectiligne descendant et perpendiculaire a 1’axe de la piste afin d’in-
tercepter un cylindre d’alignement horizontal fictif (HAC?). Finalement une manceuvre
d’enroulement (HAC tracking) a virage constant est effectuée jusqu’au point NEP dont les
conditions géographiques et cinématiques permettent de débuter la phase d’atterrissage
automatique en toute sécurité.

"S" de dissipation

interception HAC
(HAC homing)

\
VA

_______ 1
1

1

A, "enroulement HAC
(HAC tracking)

FIGURE 4.2 — Phase TAEM [41].

4.1.3 Phase d’approche et d’atterrissage automatique (A&L)

Apres avoir parcouru pres de 4000Km en moins de 30 minutes, le véhicule aborde la
derniere phase qui débute au point NEP et se termine lorsque les roues touchent la piste
d’atterrissage. Pour notre application, la trajectoire du véhicule HL20, présentée dans la
figure 4.3, est composée de trois principales parties :

3. Horizontal Alignment Cylinder
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1. une approche initiale a forte pente (7, = —17° - Outer Glideslope Angle) pour
annuler les dispersions sur les conditions cinématiques initiales,

2. une manceuvre initiée a V' = 500ft/s dont la trajectoire est de forme parabolique
et le facteur de charge est constant,

3. une approche terminale a pente plus faible (7, = —1° - Inner Glideslope Angle) qui
débute lorsque le véhicule atteint une altitude ho = 75ft et se termine lorsque les
roues touchent la piste.

point NEP
|« »|
' trajectoire
Outer Glideslope -.‘parabo]ique interception
Inner Glideslope : o e
N y oint visé
\ début de la E
\\ manoeuvre a point de touché
ho ¥ "G" constant
\
N
o - "G" constant _ Inner Glideslope |
X b arrondi
7
il de piste|_ - .
i seuil de plS’ti g i
h S 1" d’atterrissage
plan de la piste h,t

Y 88 72
S S /////////////37{

FIGURE 4.3 — Phase d’atterrissage du HL20 [41].

4.2 Modélisation du véhicule HL20

Au cours de cette sous-section, les caractéristiques physiques et géométriques du véhi-
cule HL.20 sont abordées. Outre le fait de présenter au lecteur le véhicule HL20, I'objectif
est de fournir 'ensemble des informations permettant d’extraire, pour la suite, un modele
LPV destiné a la synthese de I'observateur intervalle a entrées inconnues.

4.2.1 Descriptif général

Initié par le centre de recherche Langley (LaRC NASA) a la fin des années 80, le HL20
(Horizontal Lander 20) était un projet dédié a 'étude d’un véhicule réutilisable, fiable
et str, capable d’effectuer des missions depuis et vers les orbites basses de la Terre pour
un cout réduit comparé a la navette spatiale américaine. Ce véhicule était principalement
destiné aux missions liées a la station spatiale telles que le secours et le transfert des
équipages (capacité de transporter jusqu’a 10 personnes) ou encore la maintenance et le
ravitaillement. La mise en orbite de ce véhicule devait s’effectuer par 'utilisation d’un
lanceur et son retour par une rentrée atmosphérique en planant jusqu’a venir se poser sur
une piste d’atterrissage.

Bien que le projet fut abandonné, I'avancement de 1'étude [54, 55] a permis de développer
une plateforme du simulation réaliste sous Matlab/Simulink. Ce support constitue donc
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4.2. MODELISATION DU VEHICULE HL20

une bonne plateforme pour appliquer la méthodologie de synthese de 1’observateur inter-
valle proposée dans le chapitre précédent.

Pour plus de renseignements, le lecteur peut se référer a [10] ou encore se rendre sur le
site internet de la NASA qui contient une page dédiée au véhicule HL20.

- Volets horizontaux supérieurs
(Upper body flaps)

Volets horizontaux inférieurs
(Lower body flaps)

Volets latéraux
(Wing flaps)

FIGURE 4.4 — Présentation du Véhicule HL20 et comparaison avec la navette spatiale.

4.2.2 Caractéristiques géométriques

Le tableau 4.1 regroupe les caractéristiques physiques liées a la géométrie du véhicule
HL20.

Symbole Nom Valeur [unité]
S Surface alaire 26.61 [m?]
m Masse 11740 [Kg]
b Envergure 4.23 [m]
L Longueur de I'appareil 8.32 [m]
Xeg Coordonnée du centre de gravité | 4.78 [m]
Xep Coordonnée du centre de pression | 4.49 [m)]
c Corde aérodynamique 8.61 [m)]
yj. Moment d’inertie selon 'axe x 12435 [K g.m?]
L, Moment d’inertie selon I'axe y 67716 [K g.m?|
I.. Moment d’inertie selon I'axe z 67716 [Kg.m?|

TABLEAU 4.1 — Caractéristiques physiques et géométriques du HL20.

4.2.3 Actionneurs

Le controle du véhicule HL20 repose sur des propulseurs (RCS?) et sept surfaces de
controle indépendantes et réparties a 'arriere du véhicule (2 volets latéraux, 2 volets

4. Reaction Control Systems
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horizontaux supérieurs , 2 volets horizontaux inférieurs et 1 gouverne). Les moteurs RCS
sont principalement utilisés lors de la phase hypersonique lorsque 1’absence d’atmosphere
rend l'utilisation des surfaces aérodynamiques inefficaces. Ils peuvent étre couplés aux
surfaces de controles aérodynamiques au début de la phase TAEM pour atteindre des
attitudes de vol extrémes ou suite a une défaillance de gouverne. Lorsque le controle
repose uniquement sur les surfaces aérodynamiques, la gouverne de direction assure le
controle latéral du véhicule tandis que les deux volets d’aile latéraux et les quatre volets
de corps arrieres assurent les controles en profondeur et en gauchissement. La plage de
débattement relative a chaque surface de controle est détaillée dans le tableau 4.2.

Plage de variations
Symbole Nom Min [deg] | Max [deg]

dwfi Volet latéral gauche —-30 30
Ouw fr Volet latéral droit —30 30
Obfu Volet de corps arriere inférieur gauche 0 60
Ob fir Volet de corps arriere inférieur droit 0 60
Ot ful Volet de corps arriere supérieur gauche —60 0
O fur Volet de corps arriere supérieur droit —60 0

Oy Gouverne de direction -30 30

TABLEAU 4.2 — Surfaces de controle du HL20.

4.2.4 Appareils de mesure

La navigation du HL20 est réalisée a ’aide d’'un module constitué¢ de deux centrales
inertielles redondantes a composantes liées (IMU - Inertial Measurement Unit), équipées
(chacune) de trois gyrometres dédiés au calcul des vitesses angulaires (le taux de roulis, le
taux de tangage et le taux de lacet) et de trois accélérometres fournissant les accélérations
longitudinale, latérale et verticale. Les données d’attitude (incidence, dérapage, ...), de
pressions dynamiques et de vitesses sont renseignées par une centrale aérodynamique.
Finalement, la position géographique du véhicule et le cap sont retournés par un GPS
dont les informations sont couplées avec celles renseignées par les centrales inertielles.

4.2.5 Modele non-linéaire du HL20

L’application des relations fondamentales de la dynamique permet de déterminer les
équations du mouvement régissant la dynamique non-linéaire du véhicule HLL.20, au cours
de la phase d’atterrissage. Il est a noter que certaines hypothéses simplificatrices seront
introduites au fur et a mesure du développement. Les différents reperes utilisés pour la
modélisation sont présentés dans I'annexe C de [41].

4.2.5.1 Equations des forces

D’apres les relations fondamentales de la dynamique, la résultante des forces exté-
rieures s’appliquant sur le véhicule est définie par la relation suivante (exprimée dans le
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repere véhicule noté [Rp)) :

dV[Rb]
SE ( I Pin W)

a

ou [Ry) et [R.] désignent respectivement le repere véhicule et le repere terrestre. Le vecteur

Z?Bf:/] R, = p.?ﬁ—q.?ﬁ—r.?b définit le vecteur de rotation du véhicule autour de son centre
de gravité. Les composantes p, ¢, r (exprimées en rad/s) représentent respectivement le

taux de roulis, de tangage et de lacet. Le vecteur V[Rb] =T+ 1)71, + w7, représente
le vecteur vitesse du véhicule ou les composantes u, v et w désignent respectivement les
vitesses longitudinale, latérale et verticale.

Au cours de la phase d’atterrissage, il est supposé, d'une part, que la terre est plate et
non rotative® et, d’autre part, que les moteurs RCS sont inactifs (voir figure 4.4). Par
conséquent, il en résulte que les forces d’Euler, de Coriolis et celles liées a la poussée

des moteurs peuvent étre négligées. Ainsi, les forces extérieures ?[@13] s’appliquant sur
véhicule HL20 sont réduites aux forces de gravité et aérodynamiques :

1. Les forces de gravité définies par le vecteur ?g :
F,= By To+ Fy s+ Foy s (4.2)

2. Les forces aérodynamiques engendrées par les surfaces de controle aérodynamique
définies par le vecteur F' ..., :

?aero - Xae'ro7b + }/aerogb + Zaero7b (43)

D’apres la relation (4.1), il est facilement déduit I'expression des composantes du vecteur

d’accélération d‘_/;[fb] :
U Xaero F:vg p u
O =m | | Yaero | + Fyl | —lal A |v (4.4)
w Zaero Fzg r w

ot m désigne la masse du véhicule HL20 (voir tableau 4.1).

4.2.5.2 Equations des moments

D’apres le théoreme du moment cinétique, la somme des moments extérieurs s’appli-
quant au centre de gravité du véhicule peut s’exprimer par la relation :

— d(IS)Be)
SoMUE = de) dt> + D AHI (4.5)

on H =1 .ﬁﬁb) ., désigne le moment cinétique exprimé dans le repere véhicule [Ry] et [

est la matrice d’inertie . Etant donné la géométrie du véhicule HL20, la matrice d’inertie

5. Ces hypotheses se justifient par le fait que la phase d’atterrissage s’effectue, d’une part, sur une
faible durée de temps vis-a-vis de la vitesse de rotation de la terre et, d’autre part, sur une faible dimension
de I’espace.
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est diagonale, i.e. I = diag(l,z, Iy, I..). En supposant que cette derniere est constante, i.e.

I =0, il est déduit que la résultante des moments extérieurs M .,; se limite aux moments
aérodynamiques engendrés par les surfaces de controle :

Maero= LT+ M7y + N7, (4.6)

D’apres la relation (4.5), les équations d’état relatives aux vitesses angulaires de 'appareil
sont alors déduites de la maniere suivante :

D L P p
g|=1" M| —|q|A|I|q (4.7)
7 N r T

4.2.5.3 Relations cinématiques

Les six équations d’état relatives a la cinématique du véhicule HL20 sont a présent in-
troduites. Les dérivées temporelles des angles d’Euler dans le repere véhicule sont données
par :

é 1 singtanf cos¢tanf
i 10 cos ¢ —sin ¢ 48
o= —sin ¢ — CoS ¢ q (48)
(U
cos 6 cos

La dérivée de la position inertielle de 'appareil, déduite en appliquant la matrice de
passage Ry sur le vecteur vitesse V%l conduit a :

T U
y = Rbe v (49)
z w

La matrice de passage Ry qui assure le passage du repere véhicule [Ry] au repére terrestre
[R.], est définie par la relation suivante :

cosfcosty sin¢coslcosyy — cos@siny  cos ¢ sin b cos P + sin ¢ sin P
Rpe = |cosf@sinty singsinfsiniy + cospcosyy cos¢sinfsiny —sinfcosp| (4.10)
—sin @ sin ¢ cos 0 cos ¢ cos 0

4.2.5.4 Expressions des forces et des moments

Etant donné les hypotheses simplificatrices, les forces et les moments s’appliquant sur
le véhicule HL20 sont principalement liés a 'attraction terrestre et aux effets des surfaces
de controle. Par conséquent, les forces et les moments, exprimés dans le repere véhicule
[Ry) et appliqués au centre de gravité du véhicule, sont donnés par les relations suivantes :

L =qSbCy(a, B,p,r,V,0)

M = qSECm(OZ,B, q,V, 5) +qSOz(Oé7 67 5>(XCP - XCQ)
N = QSan(a,ﬁ,p, Ty V7 5) - qSCy(av 57 5)(ch - Xcg)
Fy = Xoero + Fyo = 3SC,(, B,0) —mgsin @

Fy = Yaero + Fyy = GSCy (e, B,6) + mgsin b cos 0

F, = Zsero + F,. =7SC.(a, 5,0) + mgcos 0 cos ¢

(4.11)
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ou les parametres physiques et géométriques de l'appareil, i.e S, ¢, b, Xy, Xy et m
sont présentés dans le tableau 4.1. Le parametre § = %pSV2 correspond a la pression
dynamique avec p désignant la densité de I'air définie par p = pyexp=*/ ol py = 1,293
Kg/m? et H = 7100m définissent, respectivement, la densité de I'air au niveau moyen
de la mer et l'altitude de référence. Le vecteur 6 = [, Oc, Oy, 04+, 5f*v5Af]T représente le

vecteur des commandes aérodynamiques déduit de la relation
o(t) = M((t) (4.12)

ou M représente la matrice de passage et C = [5wfla 5wfr, 5ulbf; 5urbf, 5llbf> (5[7«1)]07 5,«]T désigne
le vecteur de commandes actionneurs (voir le tableau 4.2).

La matrice de passage est définie par :

05 05 0 0 0 0 0
05 05 0 0 0 0 O
o 0 0 0 0 0 1
M=19 0 0o 0o 05 05 0 (4.13)
0 0 05 05 0 0 0
0 0 05 —05 05 —05 0

A présent, en définissant le vecteur vitesse du vent ¥ = [ty vy, wy]? projeté dans le repere
véhicule [Ry] ol ty,, vy, w,, désigne les composantes longitudinale, latérale et verticale alors
les expressions de la norme du vecteur vitesse V', de ’angle d’incidence « et de ’angle de
dérapage [ sont définies par les relations suivantes :

V= \/(u — Uyp)? + (V= vy)? + (W — wy)? (4.14)
a = arctan <Z : Z]:}) (4.15)
[ = arcsin (U ;/Uw> (4.16)

Finalement, les parametres C,(-), Cy(+), C,(-) représentent respectivement le coefficient
de trainée, le coefficient de force latérale et le coefficient de portance longitudinale. Les
parametres Cy(+), Cp,(+), Cy(+) caractérisent respectivement les coefficients des moments de
roulis, de lacet et de tangage. Ces coefficients sont regroupés dans un vecteur de coefficients
aérodynamiques noté C,..,, défini par :

Corol) = [Col) Cy() Cl) Gil) Cu() Cu()] =3C)  (417)

1=0

Les coefficients C;(+) représentent les effets aérodynamiques engendrés par les surfaces de
controle et la mise en rotation du véhicule. Plus particulierement, pour ¢ = 1,...,6, les
coefficients C;(+) sont paramétrés par §; i.e. la i composante du vecteur de commande
aérodynamique 0. Le coefficient Cy(+) contient les effets dits ”en configuration lisse” i.e.
pour § = 0 (position neutre des gouvernes) et le coefficient C; contient les coefficients aé-
rodynamiques dépendants des taux angulaires du véhicule. Les expressions des coefficients
Ci(+), pour i = 0, ..., 7, sont regroupées dans (4.18).
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[Coola, B) Cy (0).]6a]] [ Cy ()5, ]
ok ] .
| Chole, B | O, (@) [0 | Oy, ()0
Y=l |° DT | ciwa |0 T 0
Crola, B) i, (01).]64] Cly, ()16
| Crole, B) | | Oy, (@).00 ] ! 0 1
[Cay (@)-100]] Cla,, ()05 Cra,. ()0~
Clys, (@).0, 0 0
_ Cz(;r (a)’5r| - CZ(S (O[)'(sf7L _ CZ& _ (Oé).(;f*
R A i Rl B =Ty (1.18)
Cong, (0)-16] Cong_(0).167+] Crng_(@).167-]
| Chy (), 0 0
CLun (@)18 4] C C S
YA, (O‘)'(;Af 0 0 0
0 __ byp 0 c.q 0 b.r 0
G=| ¢ O = o) [T 0 | T o)
0 0 Cing(@) 0
I CnAf(Oz)(SAf ] [—Cp(a)] L 0 [Crr (@) ]

La détermination des coefficients aérodynamiques a été réalisée a I'aide d’essais expé-
rimentaux effectués en soufflerie. Les données sont présentées sous la forme de tableaux
multi-dimensionnels (Look Up Table) [54, 55]. Un modele analytique de chaque coefficient
a été proposé dans [41] en utilisant une technique d’analyse en composante principale et
une technique d’interpolation polynomiale.

4.3 Description du simulateur HL20

Les simulations de la phase d’atterrissage d’'une mission de rentrée atmosphérique
terrestre du véhicule HL20 sont réalisées a 'aide d’'un benchmark développé sous Mat-
lab/Simulink. Une description de I’architecture du simulateur est donnée par la figure

4.5.

___________________

-

de Pappareil

de
référence

Architecture GNC du HL20

FIGURE 4.5 — Présentation du simulateur HL20 [41].

Ce simulateur est principalement composé de deux modules :
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1. un module contenant le modele dynamique non-linéaire du HL20 couplé au modele
des perturbations liées aux vents et turbulences atmosphériques,

2. un module GNC pour I'architecture du controle/commande qui regroupe un mo-
dule de génération de trajectoire, un module de navigation et I'algorithme d’asser-
vissement, composés d'une boucle externe (boucle de guide ou boucle de tracking)
et d’une boucle interne (boucle de controle d’attitude ou boucle de pilotage).

4.3.1 Modele dynamique du HL20

En combinant les informations de modélisation présentées dans la description du HL20
(voir partie 4.2), il en résulte que la représentation non-linéaire complete de la dynamique
du HL20 pour la phase d’atterrissage est définie par :

{ tnr = f(zng,0,7)

e (4.19)

ot état xnp = [u,v,w,p,q,7,¢,0,1,x,y,2]T, la commande actionneurs ¢ est définie dans
(4.12) et ¥ désignent le vecteur vitesse du vent projeté dans le repere véhicule [R,]. La
fonction non-linéaire f est obtenue en combinant les relations définies par (4.4), (4.7),
(4.8) et (4.9).

4.3.2 Algorithme de controéle/commande
4.3.2.1 Algorithme de guidage

L’algorithme de guidage assure 1’asservissement de la position du véhicule HL20 sur sa
trajectoire de vol définie par un profil altitude/position de référence (voir figure 4.3). La
boucle de guidage délivre des signaux définis en terme d’angles de gite (¢,.s), d’incidence
(0ger) et de dérapage (Brer) déterminés d’apres les relations suivantes :

Gref = Ky(Yrer — Ym)
Grep = [ Vil t) KalEy Ay = )t (4.20)

ﬁref =0

ou K, = f(Ax, hy,) est une fonction non-linéaire dépendante de l'altitude de vol h,,
(mesurée par le module de navigation) et de I’écart longitudinal du véhicule par rapport
au point visé A, (A = Tpef — Ty). Les signaux y,es et y,, représentent respectivement
les déports latéraux de référence et ceux mesurés. Le signal V,,, désigne la vitesse mesurée
du véhicule. Finalement, K, et K, désignent des correcteurs dynamiques de type PID
synthétisés de maniere a garantir la stabilité et un certain niveau de performance en
terme de suivi de trajectoire.

4.3.2.2 Algorithme de contrdle d’attitude

La boucle de controle d’attitude détermine les commandes des actionneurs nécessaires
pour asservir le véhicule sur les signaux de guidage ¢rcr, aper, Bres (4.20). Le controleur
d’attitude est composé d'un correcteur a gains séquencés par la pression dynamique g,,

6. Guidance-Navigation-Control
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et I'angle d’incidence «,, dont les valeurs sont retournées par le module de navigation.
Les parameétres K (a,) et Ko(a,,) représentent deux gains variables. Le parametre K (s)
est un correcteur dynamique synthétisé pour garantir la stabilité et un niveau de perfor-
mance pour le vol au cours de la phase d’atterrissage tel que le maintien du véhicule dans
son enveloppe de vol, le respect du facteur de charge, la marge de décrochage, etc... . Le
parametre ¢)(a,ef) correspond a une boucle de pré-compensation déterminant les couples
de référence et M(q,,) représente un module d’allocation dépendant de la pression dyna-
mique mesurée g, (par le module de navigation). La boucle d’attitude est définie par :

o ¢ref - ¢m Pm
C = M(gm) Q/](aref) + KQ(a/m) KKl(am) Qref — Qm | — | Gm (421)
Bref - Bm T'm

ol ¢ = [8u 1, Ow fry Outb s Ourbss Oubss Ourbys 0r) " désigne le vecteur des commandes des action-
neurs (voir le tableau 4.2).

La synthese de l'observateur intervalle, présentée au cours du chapitre précédent, est a
présent illustrée sur le modele du véhicule HL20.

4.4 Estimation d’états du HL20

Cette section présente successivement les objectifs attendus de 'estimation par inter-
valle de I’état du HL20 et le détails de la procédure de conception de 'observateur (étape
par étape).

4.4.1 Formulation du probleme

Dans cette sous-section, la conception d’un observateur intervalle est proposée pour
estimer les vitesses longitudinale u, latérale v et verticale w du véhicule HL20 au cours de
la phase d’atterrissage. Pour y parvenir, cette étude reposera sur un modele non-linéaire
réduit défini par la représentation d’état :

v = h(v,d,9)
{ 2= glv,d) +e (122)
ol I'état v = [u,v,w,p,q,7]", le vecteur des commandes aérodynamiques ¢ est définie

dans (4.12), ¥ désigne le vecteur vitesse du vent projeté dans le repere véhicule [Rp] et

¢ représente le bruit de mesure. La fonction non-linéaire h est obtenue en combinant les

180a 180
relations définies par (4.4) et (4.7). La fonction non-linéaire g = [p, q,r,V, 7&, —B]T

ou V', a et 8 sont respectivement définis par les relations (4.14), (4.15) et (4.16).

En supposant que la loi de commande permet de contenir 1’état du véhicule HL20 dans
un domaine connu et borné alors 'estimation de ses états par intervalle reposera sur la
construction d’un observateur intervalle qui minimise la taille de 'intervalle estimé. Ainsi,
la procédure de conception utilisera un processus d’optimisation au sens d'un critere de
type gain L, dans un contexte de modele LPV incertain (voir tableaux 4.2 et 4.3).
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Plage de variations
Symbole Nom Min [Unité] | Max [Unité]
u vitesse longitudinale 135[m/s] 200[m/ s
v vitesse latérale —3[m/s] 3[m/s]
w vitesse verticale 17.5[m/s] 30[m/s]
p taux de roulis —0.17[rad/s] | 0.17[rad/s]
q taux de tangage —0.17[rad/s] 0.17[rad/s]
r taux de lacet —0.17[rad/s| | 0.17[rad/s]
Uy vitesse du vent longitudinal —3[m/s] 3[m/s]
Vuy vitesse du vent latéral —3[m/s] 3[m/s]
Wy vitesse du vent vertical —3[m/s] 3[m/s]

TABLEAU 4.3 — Plage de variations des parametres du véhicule HL20 en phase d’atterrissage.

4.4.2 Modele LPV de synthese

Dans un premier temps, la procédure de conception de 'observateur intervalle néces-
site d’extraire un modele LPV a partir du modele non-linéaire (4.22). Pour y parvenir,
I'approximation ¢-LPV garantie présentée dans [84] est considérée.

4.4.2.1 Approximation q-LPV garantie

Cette sous-section est dédiée au rappel de la méthode d’approximation q-LPV garantie
présentée dans les travaux [84]. Cette méthode repose sur 'utilisation de la notion de
fonction d’inclusion et de fonction d’inclusion moyenne.

Définition 4.1 ([84]). Soit une fonction h : R¥ — R? dont la plage de variation sur un
intervalle [Q, U} ol v,7 € R* est donnée par :

h(|o, 7)) = {h(v) |v e |v,7]} (4.23)
Alors la fonction intervalle [h] : R¥ — R? est une fonction d’inclusion pour h si :

Y € [Q,U} : h([y,@}) C [h] ({y, @D (4.24)

A partir de cette définition, la notion de fonction d’inclusion moyenne reposant sur la
jacobienne est proposée.

Définition 4.2 ([84]). Soient une fonction h : R¥ — R? différentiable sur un intervalle
{Q, @} o1 v, € R¥, la jacobienne de la fonction h, notée J,, et sa fonction d’inclusion [J,].

En considérant un point v, € [Q, @} (ve est généralement considéré comme le point milieu

de l'intervalle {Q, @}), alors la fonction d’inclusion moyenne [h.] est définie par :
[he] ([v]) = 1 (ve) + [a] ([0]) (0] = ve) (4.25)
ou [v] = {Q, @}.
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A présent, la méthode d’approximation -LPV est présentée.

Soit un systeme non-linéaire décrit par :
b() = hu(t), w(t)) (4.26)

ouv € R* et w € R™ représentent respectivement 'état et l'entrée du systeme. Il est
supposé que l’ensemble des variables sont bornées i.e. v € [Q, U], w e [w, @}, ouv,v € R"
et w,w € R™ sont des bornes connues.

L’approximation q-LPV du systéeme (4.26) repose sur une fonction d’inclusion moyenne
[he| définie par :

[he] (@), w(t)) = R (ve,we) + [Jn] ([0], [w]) (v(t) — v)
+ [Jh] ([0], [w]) (w(t) — we) (4.27)

ou v. et w,. sont respectivement les valeurs milieux des intervalles d’appartenance de v et
w. Les fonctions [Jp,] et [Jhy]| sont respectivement des fonctions d’inclusion de Jy,, Jhow
définies par :

Oh (v(t),w(t)) Oh (v(t),w(t))
ov(t) ’ Ow(t)
Ainsi, d’apres la notion de fonction d’inclusion moyenne et 'expression (4.27), il est déduit

que :

Tnp = T = (4.28)

h(v(t), w(t)) € [he] (v(t), w(t)), (4.29)

Par conséquent, Vv € {y, @}, Yw € [m, w}, il existe des matrices

A(v(t), w(t)) € [Jm], B(u(t),w(t)) € [Jnu],

telles que
z(t) = A(v(t), w(t))x(t) + Bv(t), w(t))u(t) (4.30)

ou les vecteurs sont définis par :
i(t) = h(v(t),w(t)) = h(ve,we)  a(t) =o(t) —ve , u(t) =w(t) —we

Ainsi, le systeme (4.30) est une linéarisation garantie du systeme (4.26)

4.4.2.2 Application de approximation q-LPV garantie

La méthode d’approximation q-LPV garantie est a présent appliquée pour linéariser
le systeme (4.22). Il est a noter que les termes non-linéaires dépendants de la fonction va-
leur absolue, voir (4.18), ne peuvent pas étre considérés pour la méthode d’approximation
g-LPV. Au préalable, ces termes ont été transformés lorsque la trajectoire de vol le per-
mettait, négligés lorsque le coefficient aérodynamique associé était suffisamment faible ou
encore considérés nuls pour la méthode d’approximation q-LPV puis associés a un vecteur
borné d’erreurs de modélisation. De plus, une étude plus approfondie de ’algorithme du
controle d’attitude montre que le vecteur des commandes aérodynamiques repose unique-
ment sur la connaissance de ¥ = [0y, d,,d,]T. Ainsi, il est dans un premier temps admis
que le modele (4.22) peut se réduire et se réécrire sous la forme

v=nh.(v,¢,9) +w
{ z=g(v,0) +¢ (4.31)
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ou h, est la nouvelle fonction non-linéaire ne tenant pas compte des non-linéarités de
type valeur absolue. Le vecteur w désigne ici 'erreur de modélisation i.e. w = h(v,d, ) —
hy(v, 1, 9). Etant donné que toutes les variables sont bornées, il est alors possible de
déterminer des bornes supérieure @ et inférieure w pour le vecteur w. Il est a noter que
cette transformation introduit du conservatisme dans le sens ol une partie du modele non-
linéaire est a présent traitée comme une incertitude de modélisation (i.e w) pour laquelle
I'observateur intervalle considerera uniquement les bornes (i.e w et ).

Dans ce contexte, la méthode d’approximation q-LPV garantie que, Vv (t) € [v, 7], Vii(t) €
M, ﬂ, Vi(t) € [ﬁ, 5}, Vw(t) € [w,w] et Ve(t) € [e, €, il existe des matrices

8hr V,@Z),’l? ag Va¢719
A(V’wal% S [(ay)‘| ve 7] o C<V777Z}719> S [(ay)] velD]
¥ € [, 9] ¢ €[5,
¥ € [9,7] i |9 e[,
Oh, (v, 1,0 g (v, 1,0
B(Vv 5779) € [(aélﬁ)] vElyv > D(V,@ZJ,’&) € g(aww vElyr o (4 32)
¥ € [, 9] ” Y e .Y '
9 e w.9) ] e
Oh,. (v, 1,9 g (v, 1,9
5(’/7%79) S [%ﬁ)] v el > ‘7:(7/,1%19) € (819> velr >
Y €[y, - RS
0 €97 0 € [9,9]

telles que la représentation q-LPV du systeme (4.31) soit donnée par :

{ = A, Y, )z + Bv, Y, )&+ Ew, ¢, 9)d+ w — w, (4.33)
y=C(v, o,z +D(v,,9)E + F(r,,9)d + € — e, '
ou les vecteurs z(t) = v(t) — v, £(t) = ¥(t) — Y. et d(t) = V¥(t) — V.. Les vecteurs v, v,
Je, we et €. définissent, respectivement, le milieu de 'intervalle d’appartenance de v, 1,
Y, w et e. Il est a noter que la relation (4.12) est considérée pour calculer 1, et la matrice
D(v,1, 1) est nulle puisque g dépend uniquement de v et 9.

L’approximation q-LPV repose sur l'existence des matrices A, B, £, C, D, F dans un
domaine de variations pouvant étre calculé. Afin de ne pas synthétiser I'observateur en
utilisant uniquement la connaissance des bornes du domaine de variations, il est proposé

de réduire le conservatisme en procédent par une réécriture du modele -LPV (4.33).

Soient les matrices suivantes

(i 0) = Le GBI gy gy = Drln:0),
Oh " ¥ 15) 8w 9 (4‘34)
s 0) = P00 gy gy = WD)

Pour chaque matrice % € {</, %,&,%}, il est proposé d’appliquer la décomposition

4
H (v, 0, 0) = Ho(v,,9) + D _0:7:(v,1,9). (4.35)

=1
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olt le vecteur 0 = [« p ¢ r|T. Le choix de ce vecteur est motivé par le fait que les paramétres
P, ¢, T sont mesurés et « est un parametre de la trajectoire de vol (4.20) qui intervient
dans tous les coefficients aérodynamiques.

Etant donné la connaissance du domaine de variations des parametres, il existe alors des
matrices %; et £ telles que % € {é , Jiﬂ, Vi € {0,--- ,4}. En considérant le milieu du

domaine de définition de chaque matrice i.e JZ_ ., = R , il est alors proposé de définir

mid 2
de nouvelles matrices A, Be, I, C telles que

4 4
A(9> - %mid + Zei%mid7 B§(6> - ’@Omm + Zei‘%imiw

"4:1 42':1 (4.36)
E<0) = éaomid + Zeié(;mid7 0(0) = Cgomid + Zei%mid'
i—1 i=1

Etant donné les influences du vecteur de parametres 6, il est proposé de réduire le
modele -LPV (4.33) en utilisant la réécriture suivante :

{ #(t) = A(O(t)x(t) + B(O(t))u(t) + Ed(t) (4.37)

y(t) = Cz(t) + Du(t)

T
ou le vecteur u(t) = [(g(t))T (T(t))T} et la matrice B(6(t)) = {Bg(&) Is Oﬁxﬁ] Le
vecteur 7 € R? est constitué des incertitudes de modélisation et des bruits de mesure €
1.e:

~(A(v,0,9) — A@0)) x + (B(v,8,9) — Be(0)) € + (E(v,6,9) — E)d + w — w, 438
= (C(v,6,9) — C)x + D(v,6,0) + F(w,8,0)d + ¢ — e, (4.38)

Les matrices A(0(t)), B(0(t)), E, C, D sont définies par :

r 2120 —1.36 0 3.87ac4+0.87  0.01r — 0.01p —0.43 0.02p — 0.01r
0.83r 0.14a — 0.23 0.83p —0.04cc — 0.01 0 0.18a — 0.03
A(Q(t)): 0.16 — 0.83q — 0.42c —0.83p —0.240 — 0.27 0 0.04 — 0.05 0
0 —23.92 0 0.09a. — 0.05 r 0.18a — q +0.02 |’
23.92 0 —168.08 —r —0.17 p
L 0 168.08 0 q—1.16a +0.11 —p 0.22a. — 0.60
r 0.68 — 0.45a 0 022004003 1 0 0 0 0 0 0 0 0 O O O
0 0.02 — 0.0l 0 01 000 0O O OO0 OO0 O
0.11ac — 0.08 0 —0.03¢—0.03 0 0 1 0 0 0 0 0 O O O O
B(Q(t))_ 0 0.01 — 0.03cx 0 00 01 00 O0OO0OO0OTO0OTUO0O0]/|
0.14 — 0.28c 0 01844007 0 0 0 0 1 0 0 0 0 O O O
L 0 0.18a — 0.24 0 00 00 0O 1 0000 O0 O
ro 0.43 0 1 0 0 0 0 0
0.01 0 0.01 01 0 0 0 0
0 —0.03 0 0 0 1 0 0 0
b= 0.035 0 —005]|’ C= 0 0 0 098 0 0.16]’
0 0.17 0 0 0 0 —006 0 0.36
10.069 0 0.56 0 0 O 0 035 0
o 00 0 0 O0 OO0 O0OT1TUO0TUO0TUO0O0 O
00 0 0 O0OOUOTO OO OO0 T1TO0O0 O0 O
D—|0 000000000010 00
00 00 O0OOUOTOO0OO0O0TO0OT1O0 0]
00 00O O OOO0OO0OTUO0OTUO0OTUO0OT1TO0
L0 0 0 0O OOO O OO0 O0O0 0 0 1

Pour cette application, il est considéré p = 0+ p ou p désigne un vecteur de bruits bornés
tel que p; € [—0.001,0.001], Vi € {1,--- ,4}.
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4.4.3 Synthése de 'observateur intervalle a entrées inconnues

Cette sous-section est dédiée a la synthese de I'observateur intervalle a entrées incon-
nues (3.5a)-(3.5f) sous contraintes de performance au sens d'un critere de type gain L.
Pour rappel, les étapes de la procédure de conception de 'observateur intervalle sont ré-
sumées dans 'algorithme proposé dans la sous-section 3.3.4.

Etat donné la structure des matrices C et F , les hypotheses 3.1 et 3.2, présentées respec-
tivement aux pages 86 et 87, sont vérifiées. A présent, la structure retenue pour la matrice
K(0) est donnée par K(0) = I,. Ainsi, le choix considéré pour la matrice N est donné
par :

0.976 0 -0.070 O 0 0.136 ]
0 0.017 0 0130 —-0.011 0
—0.070 0 0.006 0 0 —0.010
N=KS=xr 0 0.134 0 0976 —-0.439 0
0.385 0 —=0.028 0 0 0.054
0 —0.008 0 0170  2.766 0 |

ot la matrice S = E(CE)T.
Les matrices R et () sont alors définies par :

[ 0.024 0 0.070 0 —0.048 0

0 0983 0 —0.128 0 —0.017
| 0.070 0 0.99 0 0.003 0 1 _
= 0 =013 0 0.017 0 0.002]” @7 =R+ NC=1Is.
—0.385 0 0.028 0 0.981 0

0 0.008 0  —0.001 0 0

Par conséquent, il est déduit que ’hypothese 3.3, présentée a la page 87, est vérifiée.

L’étape suivante consiste a concevoir les matrices A(p), B(p), C(p), D(p) du systeme
(3.51a)-(3.51c) en utilisant la méthode proposée dans le Lemme 3.5 avec n, = —p;,
i € {1,2} pour toutes les matrices. De plus, le probleme de conception est pondéré en
introduisant une fonction de pondération constante W, = diag(wy,), i = 1,...,2m +n
telle que ¥ = Wyby, ol by, est un vecteur fictif. Les scalaires wy,, ¢ = 1,...,2m + n sont
introduits pour gérer séparément le niveau de robustesse a chaque entrée.

Puis, en notant que les scalaires 75, 74 ont une dépendance linéaire dans les contraintes
(3.52)-(3.63) alors, pour 7Yept = V2 + 74, le probleme d’optimisation proposé pour synthé-
tiser les parametres de l'observateur intervalle a entrées inconnues est donné par

min Yo t.q. (3.52)-(3.63) (4.39)

Etant donné que les inégalités (3.52)-(3.63) dépendent non-linéairement des paramatres 7y ,
~v3 et des variables LMI alors le probleme (4.39) ne définit pas un probleme d’optimisation
convexe. Dans notre cas, la convexité du probleme d’optimisation est obtenue en fixant
v1 = 0.6, 73 = 1. L’optimisation conduit au critere de performance optimal L., = 30. Les
matrices L,(p), Ly(p), Ma(p) et My(p) (voir (3.65)) sont alors obtenues et les fonctions
7, n, @, ¢ sont déduites en appliquant le Lemme 3.4. Finalement, les bornes supérieure
et inférieure de 1'état v du systéme (4.22) sont déterminées en utilisant un observateur
intervalle de structure (3.5a)-(3.5f), implémenté dans le simulateur du HL20.
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4.4.4 Simulations et résultats

Les résultats de simulation de la phase d’atterrissage du véhicule HL20 sont illustrés
dans cette sous-section.

Pour débuter, les signaux temporels des entrées inconnues désignant, dans cette applica-
tion, les éléments du vecteur des vents atmosphériques dans le repere véhicule [R,] sont
présentés dans la figure 4.6.

3 T T T T T T

Uny (t)
2f ’ vu(t) |

vitesse |/ S|
(@) —
= T
—
——
;_»
—=
— ==
— = =
= =

_3 I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70

temps [s]

FIGURE 4.6 — Evolution temporelle des vents atmosphériques

Les résultats de l'estimation par intervalle sont a présent abordés. Etant donné que le
taux de roulis p, le taux de tangage q et le taux de lacet r sont directement mesurés, les
résultats présentés concerneront uniquement l'estimation par intervalle des vitesses longi-
tudinale u, latérale v et verticale w. Le comportement temporel de ces états et de leurs
majorants est illustré par les figures 4.7, 4.8 et 4.9. Les observations montrent que les
signaux réels sont bien bornés i.e. u(t) € [u(t),u(t)], v(t) € [v(t),v(t)], w(t) € [w(t), W(t)],
vt > 0.

Il est a noter que 'estimation par intervalle de 1’état du systeme peut présenter un intéréet
dans le cadre de la conception d'une méthodologie de détection de défauts. Le principe
consiste a comparer I'intervalle estimé avec le signal mesuré. Lorsque ce dernier est a I'ex-
térieur du domaine estimé alors un défaut est détecté. Pour une illustration de la méthode,
le lecteur peut se référer a [84, 29].

4.5 Conclusion

Ce chapitre présente une application de la méthodologie proposée dans le chapitre
3 a l'estimation d’une partie de I’état d'un véhicule de type HL20, au cours de la phase
d’atterrissage d’'une mission de rentrée atmosphérique terrestre. Cette application présente
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4.5. CONCLUSION

I'intérét de pouvoir valider la méthode proposée sur un systeme possédant une plateforme
de simulation suffisamment développée pour simuler de maniere réaliste le comportement
dynamique du véhicule dans un environnement perturbé. L’estimation d’état est réalisée
de maniere a garantir un ensemble admissible pour I’état a chaque instant de temps malgré
les variations de la dynamique du systeme. Il est a noter que les résultats présentés reposent
sur la conception d’'un unique observateur intervalle pour toute la phase d’atterrissage du
HL20. Une solution envisageable pour réduire le conservatisme d’estimation consisterait a
segmenter la phase d’atterrissage en plusieurs morceaux puis a synthétiser un observateur
intervalle pour chaque segment. Etant donné la connaissance de la trajectoire de vol, la
conception de chaque observateur intervalle reposerait sur un domaine d’incertitudes plus
faible. Il serait aussi envisageable que la conception de chaque observateur intervalle soit
effectuée en tenant compte de plusieurs choix pour les matrices K () et N afin d’étudier
leurs influences sur le critere de performance v,,,. Pour finir, étant donné que le choix du
modele LPV est non unique, il pourrait étre intéressant d’investiguer d’autres formes de

modeles afin de vérifier son influence sur le conservatisme de l'intervalle estimé pour les
états du HL20.

220 . . . . . ;

100 ' ' ' ' ' '
0 10 20 30 40 50 60 70

temps [s]

FIGURE 4.7 — Estimation par intervalle de la vitesse longitudinale
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CHAPITRE 4. APPLICATION A L'ESTIMATION D’ETATS DU HL20 AU COURS
DE LA PHASE D’ATTERRISSAGE
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FI1GURE 4.8 — Estimation par intervalle de la vitesse latérale
40 T T T T T T
—w(t)
35} —w(®)
_ w(t)
= 307 ; N
3 A
A |
AT AN -
15 ' ' ' ' ' '
0 10 20 30 40 50 60 70

temps [s]

FIGURE 4.9 — Estimation par intervalle de la vitesse verticale
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Conclusion générale et perspectives

Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit sont principalement dédiés au
probleme de conception des observateurs intervalles pour les systemes LPV a entrées in-
connues. Les contributions ont progressivement été introduites au cours des chapitres de
cette these.

Le chapitre 1 présentait, dans un premier temps, les notions fondamentales de stabilité
et de performance pour les systemes LPV, puis dans un second temps, les méthodes de
conception dédiées aux observateurs intervalles pour les classes de systemes LTT puis LTV
et finalement LPV. L’objectif de cet état de I'art était de résumer les développements
successifs de la littérature permettant d’étendre la théorie des observateurs intervalles a
une large classe de systemes afin d’en extraire des restrictions existantes pour définir les
axes de recherche de cette these.

Le chapitre 2 proposait une nouvelle méthode pour étendre la théorie des observateurs
intervalles a une plus large classe de systemes LTI incertains a entrées inconnues. La
conception des parametres de l'observateur combine, simultanément, la vérification des
conditions d’existence de 1’observateur et un certain niveau de performance au sens d’un
critere de type gain Lo pour ’encadrement estimé de 1’état du systeme. La formulation du
probleme est basée sur des contraintes LMI. Une application académique a été proposée
pour résumer la procédure de conception et démontrer 'efficacité de la méthode. Afin
d’éviter les restrictions de cette méthode (classe de systeémes, complexité calculatoire et
formulation du probleme d’optimisation), une seconde méthode a été proposée dans le
chapitre 3.

Le chapitre 3 constituait la principale contribution de ce manuscrit et proposait une mé-
thode dédiée a la conception d’observateurs intervalles pour une classe de systeme LPV a
entrées inconnues. Cette méthode est basée sur une nouvelle classe d’observateurs inter-
valles dont la procédure de conception assure la vérification, simultanée, des conditions
d’existence de 'observateur intervalle (notamment la stabilité et la coopérativité des er-
reurs d’observation) et un certain niveau de performance pour I'encadrement estimé de
I’état du systeme. La formulation du probléeme repose sur des contraintes LMI permet-
tant de satisfaire des performances au sens du gain L5, du gain L., ou sous forme d'un
critere mixte. Toutefois et contrairement a I’approche proposée dans le Chapitre 2, il est
a noter que la coopérativité des erreurs d’observation ne nécessite aucun changement de
coordonnées. Cette propriété est obtenue par une formulation appropriée en contraintes
LMI additionnelles.
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CHAPITRE 4. APPLICATION A L'ESTIMATION D’ETATS DU HL20 AU COURS
DE LA PHASE D’ATTERRISSAGE

Le chapitre 4, était dédié a I'application de la méthode présentée dans le chapitre 3 a
la phase d’atterrissage d'un véhicule de type HL20, au cours d’une mission de rentrée
atmosphérique terrestre. Un intérét pour cette application reposait sur le fait qu’il existe
une plateforme de simulation développée sous Matlab/Simulink permettant de simuler de
maniere suffisamment réaliste et dans un environnement perturbé le comportement dyna-
mique du véhicule HL20. L’utilisation de ce benchmark constituait un bon moyen d’étude
pour valider la méthodologie proposée.

Dans l'objectif de futur travaux, les perspectives de recherche pourraient s’orienter selon
trois axes.

Une premiere piste concerne 'extension de la méthode a une plus large classe de systemes
incertains afin de pouvoir considérer, par exemple, les systemes a retard et les systemes a
commutations.

Une deuxieme piste concerne la méthode de conception des parametres de l'observateur
intervalle qui pourrait étre modifiée ou améliorée en utilisant des techniques développées
pour la représentation des systemes sous la forme LFT et sous la forme de polynomes
homogenes.

Finalement une derniere piste pourrait concerner le développement de nouvelles métriques
pour I’étude de la performance des observateurs intervalles afin de définir clairement des
méthodologies adaptées a chaque cadre applicatif (estimation, controle, pronostic, détec-
tion de défauts).
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Annexe A

Complément sur les LMIs

A.1 Complément de Schur

Lemme A.1 (Complément de Schur). Soit une matrice symétrique M € R™! partitionnée
telle que :

ou A=AT e R™*" BeR™™ D =D" ¢ R™™ et =n+m.

i f

Si A est inversible, alors M < 0 si et seulement si :

A=<0
{D — BTA'B <0 (4.2)

Si D est inversible, alors M < 0 si et seulement si :

D <0
{A — BD BT <0 (4.3)

Démonstration. Par définition, la matrice M < 0 si pour tout vecteur x € R! — {0} on
a 2T Mz < 0. Par congruence, pour tout vecteur y € R’ et une matrice non singuliere
T € R tels que # = Ty alors "Mz < 0 & yTTTMTy < 0 & TTMT < 0. En
admettant que la matrice A est non singuliere et en considérant la matrice T' définie par :

r=lor, 4
alors
TT"MT = [Oﬂin D _05;";113] (A.5)
Par conséquent TTMT < 0 si et seulement si A <0, D — BTA™'B < 0.
Lorsque D est inversible alors la démonstration est similaire en considérant :
T [_ i 0;;’”] (A.6)
|
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ANNEXE A. COMPLEMENT SUR LES LMIS

A.2 Lemme de projection
Lemme A.2 (Projection lemma [13]). Considérons l'inégalité
2z)+ Q)" WV (2) + V(2)"WQ(z) < 0. (A.7)

ot le vecteur z et la matrice W sont des variables (indépendantes), une matrice symétrique
2(z) € R™™ et deux matrices Q(z),V (z) de dimensions appropriées.

Alors Uinégalité (A.7) posséde une solution pour une matrice W et z = zy si et seule-
ment si les inégalités suivantes sont vérifiées avec z = zy :

No(2)"02(2)Ng(2) <0, Ny(2)'02(p)Ny(z) <0, (A.8)

ou Ng(z), Ny (z) définissent respectivement des compléments orthogonaux auzr matrices
Q(z), V(2) avec [NQ(,Z) Q(Z)T},[Nv(z) V(z)T} sont des matrices de plein rang.

Démonstration. Voir [13] |

A.3 Régions LMI et D-stabilité

A.3.1 Région LMI

Une région LMI [22, 23] est un sous espace D du plan complexe défini par :
D={z€C, fo(z) =S+ 2R+ 2R <0}, (A.9)

o S = ST € R™" et R € R™™ sont des matrices réelles, fp est la fonction caractéristique
de D et z* est le conjugué transposé de z.

Pour exemple, considérons les régions LMI décrites par :
e Demi-plan gauche ouvert :
fo(z)=2z+2" (A.10)
Démonstration :

Re(2) <0 & z+2"<0
alors S=0et R =1.

o a-stabilité :
fo(z) =24 2"+ 2a (A.11)

Démonstration :
Re(2) < —a & 2a+z+2"<0

alors S =2a et R = 1.

e Bande verticale :

200 — (2 +2%) 0

fo(z) = 0 90+ (2 4 27) (A.12)
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A.3. REGIONS LMI ET D-STABILITE

Démonstration :

a1 < Re(2) <ay & 201 —(24+2") <0 et —2as+ (2 +2%) <0
201 — (2 + 2%) 0
< [ 0 —2a2+(2+z*)]—<0
.. . 2(1/1 0 . -1 0
Am&S—lO _20[21 etR—[O 1].

e Un disque centré en (-q,0) dont le rayon est r > 0 :

fo(z) = L] ;TZ* q:ﬂ (A.13)

Démonstration :

z—(=q)l<r & z+q)(z+q)" < & (z+q)r ' (z+¢) -7 <0

-r z+4q
e |, T <o

Cette derniere équivalence est obtenue par une légere adaptation de la démonstration
du complément de Schur appliquée aux matrices hermitiennes. Ainsi, nous obtenons

o =r g {01
s a0 ]
e Un secteur conique avec apex a l'origine et angle intérieur 20 :

_[sin(B)(z +2) cos(B)(z — =)
fol2) = [cos(ﬁ)(z* —2z) sin(B)(z + z¥) (A-14)

Démonstration :

1Zn(2)] < —Re(2)tan(B) & L. (2)* < Re(2)*tan(B3)?
& —(z—2) = (24 2)tan(B)? < 0
& —cos(8)? (z — 2*)? —sin(B)? (2 4 2%)* < 0

En admettant que R.(z) < 0 alors —sin(f)(z + 2*) > 0 et :

|Zm(2)] < —=Re(z)tan(p) < (z + 2*)sin(f)
— (2* = 2)cos(B) ((z + 2*) sin(B)) " (z — 2*) cos(B) < 0

sin(B)(z +27)  cos(8)(z — )
lcoS(ﬁ)(z* —2) sin(B)(z + 2*) =< 0 (Schur)

s 5= [0 0= [0 )]

Il est possible d’interconnecter plusieurs régions LMI élémentaires pour former une
région LMI spécifique. Pour exemple, I'interconnexion des régions LMI a-stabilité, disque
et secteur conique conduit a la région LMI décrite dans la figure A.2.
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) ) T

FIGURE A.1 — Régions LMI : a) a-stabilité , b) Disque, ¢) Secteur conique

FIGURE A.2 — Union des régions LMI a-stabilité, disque et secteur conique

A.3.2 D-stabilité

Pour de nombreuses applications, il est parfois nécessaire de définir une région d’ap-
partenance pour les poles d’un systeme. Des exemples classiques concernent la synthese
de lois de commande ot il peux s’avérer nécessaire de contraindre la dynamique en boucle
fermé ou encore la synthese d’un observateur afin d’imposer la vitesse de convergence
de 'estimation vers la valeur réelle. Cette contrainte de synthese peut étre formulée en
utilisant la notion de D-stabilité [22, 23]. La notion de D-stabilité pour une matrice A est
présentée dans le lemme A.3.

Lemme A.3 (D-stabilité, [22]). Soit une région LMI décrite par :
D={z€C fo(z) =S+:zR+2"R" <0}, S=35" (A.15)

ou z* désigne ici le conjugué transposé de z.

Alors une matrice carrée A € R™™ est dite D-stable si et seulement si il existe une matrice
P cR™™ ot P = PT = 0 telle que :

Mp(A,P):=S®P+R®(PA)+R"® (A"P) <0 (A.16)
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Lorsque fp(z) = z + z* alors la notion de D-stabilité et la stabilité quadratique de
Lyapunov présentée dans la définition 1.4 sont équivalentes. En effet, les matrices de la
fonction caractéristique fp sont S =0 et R = 1. Pour une matrice carré A € R™*" et une
matrice P € R™" oit P = PT = 0 alors la contrainte (A.16) est réduite a :

ATP+PA =<0 (A.17)
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